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1 BOB
TEKISLIKDAGI ANALITIK GEOMETRIYA

1-§. DEKART VA QUTB KOORDINATALARI

I. To'‘g‘ri chizigdagi koordinatalar. Kesmani berilgan nisbatda
bo‘lish.

x absissaga ega bo'lgan OX koordinata o‘qining M nuqtasi M(x»
bilan belgilanadi. M (x,) va M,(x,) nugtalar orasidagi masofa

d=|x,—x| (N

formula bilan aniglanadi.

Ixtiyoriy to'g'ri chiziqda AB {A—kesmaning boshi, B—oxir)
kesma berilgan bo'lsin; 1w holda bu to‘g'ri chizigning ixtiyoriy
C nugtasi A8 kesmani qandaydir A nisbatda bo‘ladi, bu yerda
A== |4C|:|CB|. Agar AC, CB kesmalar bir tomonga garab yo‘nalgan
bo‘lsa “*+” ishora, garama-qarshi tomonga yo‘nalgan bo‘lsa “—"
ishora olinadi. Boshqacha qilib aytganda, agar C nugia 4 va B
nuqgtalar orasida yotsa, A musbat, tashgarida yotsa manfiy bo‘ladi.

Agar A va B nuqtalar OX o‘gida yotsa, A(x,) va B(x,) nuqta-
larni / nisbatda bo'luvchi C(x) nuqgtaning koordinatalarn

x, + Ax,
I+ A

formula bilan aniglanadi. Xususiy holda, agar A=1 bo‘lsa, kesma
o'rtasining koordinatalari uchun

(2)

xX=

X *+Xx

7 (3)

X =
formula kelib chiqgadi.
1. To'g'ri chizigda A(3), B(—2), C0), D2}, E{—3,5) nugta-
larni vasang.
2. AB kesma to‘rtta nuqta bilan beshta teng bo‘lakka bo'lingan.
Agar A(—3), B(7) bo'lsa, A ga yagin turgan bo‘linish nugtasining
koordinatasini toping.



Yechish:

C(x) izlangan nuqta; A=z|AC|:|CB| = 1/2. Demak, (2)
formuladan quyidagi ifodani topamiz:
—3+—1--7
X = L = 4 =—1, ya'ni C(—1).

1+ 2 i+l

3. AB kesma uchlarining koordinatalari berilgan, ya'ni A(1),
B(5), C nuqgta bu kesmadan tashgarida yotadi, bu nuqtadan
A gacha bo'igan masofa undan B nugtagacha masofadan 3 mara
ko'p. ¢ nugtaning koordinatast topilsin.

Yechish:
* = —|AC| : |CB] ligini oson ko‘rish mumkin.
Y_x,+/lx2_l—3-5_7 i O
1+4 103 ovam e,

4. 1Y M(3) va N(—35); 2YP(—11/2) va (—5/2) nuqtalar orasi-
dagi masofani aniglang.

5. Agar kesma oxirlarining koordinatalari:

1Y A(—6) va B(T), 2) C(—5) va D(1/2) bo'lsa, uning o‘rtasi
koordinatalarini toping.

6. P(2) nugtaga nisbatan N(—3) nuqtaga simmetrik bo'lgan
M nugtani 1oping.

7. AB kesma 2 nugta orgali uchta teng gismga bo'lingan. Agar

A(— 1), B(5) bo‘lsa, bolinish nuqtalarining kordinatalari ania-
lansin.

8. A(—7), B(—3) nuqtalar berilgan. 48 kesma tashqarisida
C, D nuqgtalar yotadi, bunda |AC| = |BDi = 0,5 J4B|. C va D
nugtalarning koordinatalari aniglansin.

2. Tekislikdagi to‘g‘ri burchakli koordinatalar. Eng sodda
masalalar.

Agar beriigan tekislikda XOV dekan koordinata sistemasi be-
rilgan beo'lsa, x, y kordinataga cga bo‘lgan M nuqtani M{x; y)
bilan belgilaymiz. o

M(x; v, MJAx;; y,) nugtalar orasidagi masofu

d=J(x, -5 +(y - n) (1)
5




formula bilan hisoblanadi. Xususiy holda keoordinaia boshidan
M(x; ¥} nugtagacha bo‘lgan masofa

d=yxt+y? (2)
formula bilan aniqlanadi.

A(x; »,), Blx,; v,) nuqialar orasidagi kesmani beriigan A4
nisbatda bo'luvchi C{x, 3) nuqtaning koordinatalari

HHAG 5 Ay
1“4 ° 0 1+a
formulalar bilan aniglanadi.
Xususiy holda, 2 =1 bo'lganda kesma o'rtasining koordinatalari
guyvidagi ifodalar bilan aniglanadi:

(3)

x+x F_y,+y2
2 ’ 2
Uchlarining koordinatalari A(x; »,), 8(x,; »,), C(x,; y,) bo'lgan
uchburchak yuzasi

(4)

I=

1
S = (s = 1) 5 =y + x50 - )| =

i (5
=210 =) =)+ (6 =30 = )
formula yordamida topiladi.
Uchburchak yuzasi
1
S==A 6)
2" (

hu ycrdn A= Il x} X,

BT R
formula bilan hisoblanadi (uchinchi tartibli determinant hagida
ushbu bobning 5-§ ida berilgan).
9. Koordinata tekisligida A(4; 3), B(—2; 5), C(5; —2),
D(—4; 3), E(—6; 0) va F(0; 4) nugtalammi yasang.

6



10. A(3; 8), B(—5; 14) nuqtalar orasidagi masofani aniqlang.
Yechish:

(1) formuladan foydalanib, ¢ =./(-5-3)"+(14-8)’ =10 ni

topamiz.

11. Uchlari A(—3; —3), B(—1; 3), C(11; —1) bo'lgan
uchburchakning to‘g'ri burchakli ekanligini ko'rsating.

Yechish:

Berilgan uchburchakning tomonlari uzunliklarini topamiz:

|4B| = Ji—1+3) +(3+3) =40
|8C| = J—1+3) +(3+3) =160,
AC| = (1 1+3) +(=1+3)" =4200.

|AB|? =40, |BCI?P=160, [AC[*= 200 bo'lgani uchun
[AB|?*+{BC|*=|AC|* bo‘ladi. Shunday gilib, uchburchakning
2 tomoni kvadratlari yigiindisi uchinchi tomoni kvadratiga teng
bo‘lgani uchun ABC uchburchak to'g'ri burchakli.

12. AB kesma oxirlarining koordinatalari A{(—2; 5), B{4; 17)
berilgan. Bu kesmada C nugta yotadi, bu nuqtadan 4 nugtagacha
bo'lgan masofadan 2 marta katta. C nuqlaning koordinatalari topilsin.

Yechish:

|AC] = 2|CB| bo'lgani uchun, » = |AC] : |ICB} = 2. Bu yerda
x=— 2, =5 x=4, y= 17 Demak:

. —2+2-4 _ 54217
X=—m—=2, jJ=-»i—=
1+2 142

13. C(2; 3) nuqta AB kesma o'rtasi. Agar B(7; 5) bo‘lsa, +A4
nuqgtaning koordinatatarini aniglang.

Yechish:

x=2, y=3, x,=7, ,=5, bundan 2=(x,+7) : 2, 3 = (y,+5).2.

Demak, x= —3, y=1, ya’'ni A(=3; ).
14. Uchburchak uchlarining koordinatalari berilgan: A(x; y),
B(x,; v,), C(x;; y,). Uchburchak medianalari kesishgan nug-
tasining koordinatalarini aniglang.

o

13, yani €(2,i3).



Yechish:
AB kesmaning o‘rtasi bo'lgan D nuqtaning koordinatalarini
topamiz;
X +x ¥V, + ¥
'tf.:=|72.~ yu=%'
Medianalar kesishgan M nuqta CD kesmani 2:1 nisbatda bo‘ladi
(C nuqgtadan hisoblanganda). Demak, M nugtaning koordinatalari

i—.»=x1+2xn’ f:y-‘+2y“,

1+2 1+2
ya'ni
Jc_1+2-J‘r‘;J‘:2 ,;;3-{-2-3‘4—?‘){g
X = _— V=
3 ¢ 3
formulalar bilan aniglanadi. Shunday qilib:
f=x|+xf+x3‘ }_=y3+y31+y1.

J

15, Uchlari A(—2; —4), B(2: 8), C(10; 2) bo'lgan uchburchak
yvuzasini aniglang.

Yechish:

(5) formulani go'llab topamiz:

S=%-|(2+2)-{2+4)—(I0+2)-(8+4)|=%-|24—l44!=60kv. b.

16. 1) A(2. 3) va B(—10; —2); 2) C(J2: —J7) va D22: 0)
nuqtalar orasidagi masofani aniglang.

17. Uchlari A(4; 3), B(7; 6), C(2; 1) bo‘lgan uchsburchak-
ning to'g'n burchakli ekanligini ko‘rsating.

I8. Uchlan A2, —1), &0, —6), C(—10; —2) bo‘igan uch-
burchakning teng yonli ekanligini ko‘rsating.

19. Uchtan A(—1; —1), 80, —6), C(—10; —2) bo'lgan uch-
burchak berilgan. A uchidan tushurilgan mediana uzunligini toping.

20. AB kesmaning oxirlari A(—3, 7), B(5, 11) berilgan. Bu
kesma uchta nugta bilan teng to‘rtta bo‘lakka ajratilgan. Bo‘linish
nugtalarining koordinatalan topilsin.

21. Uchlan A4(1; 5), B(2;, 7), C(4; 11) bo‘igan uchburchak
yuzasini toping.



22. Paralielogramning uchta ketma-ket joylashgan uchlarining
koordinatalari berilgan: A(11; 4}, B(—1; —1), C(5; 7). To‘rtinchi
uchining koordinatlari topiisin.

23, Uchburchak ikki uchi: 4(3; 8}, B(10; 2) va medianalar-
ning kesishgan nuqtasi M{1; 1) berigan. Uchburchak uchinchi
uchining koordinatlarini toping.

24. Uchlan A(7; 2), B(I; 9), C(—8; —11) bo‘'lgan uchbur-
chak berilgan. Medianalari kesishgan nugtasini toping.

25. L(0; 0), M(3; 0), N(0O; 4) nuqgtalar uchsburchak tomon-
lar o‘rtalarining koordinatalari. Uchburchak yuzasini hisoblang.

3. Qutb koordinatalari.

Qutb koordinatalarida M nugtaning o‘rni uning O qutbidan
masofasi (OM| =p (p— nugtaning qutb radius-vektori) va OM
kesmaning qutb o'qi OAX bilan tashkil gilgan burchagi 8
(86— nuqtaning qutb burchagi} bilan aniglanadi. Quib o‘gidan
soat strelkasiga qarama-garshi olingan 6 burchak musbat hisobla-
nadi.

Agar M nuqgta qutb koordipatalariga ega bo‘lsa
(p>0,0<82x), u holda unga cheksiz ko‘p (p, 8+2kn), qutb

koordinatlar jufti to'g'ri keladi, bunda ke Z.

Agar dekan koordinat sistemasining koordinat boshini gqutb-
ga, OX o'qini gutb o'qi bo‘yicha yo‘naltirsak, u holda M nugta-
ning to‘g'n burchakli (x; y) koordanatalart bilan{p, 9) qutb
koordinatalari o‘rtasida bog'lanish quyidagi:

x=pcosO, y=psinG; (hH

p=1x' +y’. .'g0=% (2)

formulalar bilan ainqglanadi.
26. Qutb koordinatlarida beriigan quyidagi:
n 47 T T
A 4; — B 2; — C 3-} I I D _3; — )
( 4) ( 3 ) ( 6) ( 3)

E(0; a), F{-1; —BT”)

nuqtalarini chizing.



27. Agar qutb koordinat boshi bilan, quth o‘gi musbat abs-

sissa o‘gi bilan ustma-ust tushsa, M(]; —\/5) nugtaning gqutb

koordinatlarini toping.
Yechish:

(2) formulaga asosan p =1’ + (+\./§)2 =2 1g0 = 3. M nugqta

__521'
3

5a
to‘rtinchi chorakda joylashgani uchun ¢ =— . Demak, M(2; T)-

28. Agar qutb koordinat boshi bilan, qutb o‘qi absissa o'qi

3T
bilan ustma-ust tushsa, AV2, T) nuqtaning to'g‘ri burchakli

koordinatasini toping.
Yechish:
(1) formuladan foydalanib topamiz:

x=2J2. cos(if) =-2
y=2V2 -sin(%ii) =2.

Demak, A(—2; 2).
29. 4231 2). BO; -3). C(~4: 4). DN2: —J2), E(—J2; -J6).
F(=7. 0) nuqtalarning quib koordinatalarini toping.

T LY. T
A0, =), B(2;, =), C(0; —).
( 2) ( 4) { 10)

340. r T g
Dl -—), E(-1; —), F(l, ——=)
4) 4 ( 4
nugialarning 1o0'g'd burchakli koordinatalarini toping.
31. M(p; 8) va M,(p,; 6,)nuqtalar orasidagi masofani

toping.
Ko'‘rsatma: OM M, uchburchakka kosinustar teoremasini
qgo'llang.

1o



3r

4

33. Qutb o'giga nisbatan M(p,8) ga simmetrik bo‘lgan nuqta-
ning qutb koordinatalarini toping.

7
32. M(3-"5r-) va N(4,—) nugtalar orasidagi masofani toping.

34. Qutbga nisbatan M(p,0) ga simmetrik bo‘lgan nugtaning

qutb koordinatalarini toping.

2
35, (3-%); (Sr%); (2»—%) nugtalarga 1) qutbga; 2)

quth o‘qiga simmetrik bo‘lgan nuqtalaming quth koordintalarini
toping.

36. Qutbdan o‘tib, qutb o‘qiga perpendikulyar bo‘lgan to‘g'ri
chizigga nisbatan M({p,8) nuqtaga simmetrik bo‘lgan nuqtaning
guth koordinatalarini toping.

4, Chiziq tengliamasi.

xOy tekisligida biror chizigni nuqtaiar to‘plami deb qarasak,
unga bu chizigda yotgan ixtivoriy M (x,y) nugta koordinatalarini
bog‘lovehi tenglama to'g'ri keladi. Bunday tenglama berilgan chi-
Zigning tenglamasi deb ataladi.

Agar berilgan chizigning tenglamasiga bu chiziqda yvolgan ix-
tivoriy nuqtaning koordinatalarini qo‘ysak, uni ayniyatga aylanti-
radi. Chizigdan tashgaridagi nugtaning koordinatalarni bu chiziq
tenglamasini ganoatlantirmaydi.

37. Kesmaning bir oxin abssissa o‘qi, ikkinchi oxin ordinata
o'gi bo'yicha harakatianadi. Agar kesma uzunligi C - ga teng bo'lsa,
bu kesma o'rtasi orqali chiziladigan chiziqg tenglamasini toping.

Yechish:

M(x; ¥y kesmaning o‘rtasi bo'lsin. OM kesma (mediana uzun-
ligi) uchburchak gi potenuzasining yarmiga, ya'ni OM kesmaning

uzunligi ¢/2 ga teng. Boshqa tomondan, |OM|=x"+)’

(koordinata boshi bilan M nuqta orasidagi masofa). Shunday

L



1 €
+ yoki x2+y‘=7. Bu izlangan egri chiziq

lal " C
gilib, yx* + 3" = E

tenglamasidir. Geometrik jihatdan bu markazi koordinata boshida
radiusi ¢/2 bo'lgan avlanadir.

38. Har bir nugtasidan F(0;, 1/4) nugtagachsa, bu nugtadan
y=—|/4 to'g'ri chiziggacha bo‘lgan masofalari teng bo‘lgan chi-
zig tenglamasini tuzing.

Yechish:

1zlangan chizigda ixtivoriy Mix, ) nuqtani olamiz. M va F
nudtalar orasidagi masofa:

|MF| = J(x—0) +(y—~1/4)’

formula yordamida topiladi. M nugtadan y = —1/4 to'g'ri chi-
ziggacha bo'lgan masofani oddiy geometrik fikrlashdan topamiz
(1-chizma):
IMN| = [MK! + IKN| = y+1/4.
[MF| = |MN] tenglik izlangan chizigning ixtivorty M nugtasi
uchun o'rinhi bo'lgani uchun bu chiziq tenglamasini ushbu

VX (y-1/4) = p+1/4

ko'rinishda yozish mumkin yoki

;2] 1 1
kYT e VA = T — e ——
YT T T e
va'ni, y=x?. y=x! bilan aniglanadigan chizig parabola deb ataladi.
39. Fla. 0), F(—a: 0) nuqtalargacha bo'lgan masofalar
ko'paytmasi o'zgarmas son a’/ga teng bo'lgan nugtalar {o'plami
lenglamasini tuzing.
Yechish:
1zlangan egri chizigda ixtiyoriy M({x; ¥} nugtani olamiz. Bu

nuqtadan £, va £, nuqtalargacha bo‘lgan masofalar

h= \I{,l'—u): +_‘.-"‘ N S \ﬁ_\‘+u)2 +_1': ga teng.

Masalaning shartidan 7.r, =a® ligi kelib chigadi. Shunday

qilb, izlangan egr chizig tenglamasi:

{3
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J(x—a)z +y° -\/(x+a')2 +y =a’,
[(x-a)’ + ¥ l{(x+a)’ +y']=a’,
(x' ~2ax+d’ + )X +2ax+a’ +y)=a',
(x?+ ¥ +a” —2ax)(x’ + V' +a’ ~2ax)=a",
():2 +y2 +a’)Y —4a’x* =d°,
(> +y'Y =2a°(x* - y).
Topigan egn chiziq lemniskate deb ataladi.
40. Lemniskata tenglamasini qutb koordinatalarida yozing va

uni chizing.

Yechish:

(x* + y*Y =2a°(x* - »*) tenglikda (yuqoridagi masalaga qarang)
x=pcosf, y=psin® formulalari bo‘yicha qutb koordinata-
lariga o‘tamiz. U holda

(p?cos’ B+ p?sin’ 6) = 2a’(p’ cos’ 0 -p’sin’ @)

yoki p’ =2a’ cos26

Bu — lemniskataning qutb koordinatalaridagi formulasidir.

Egn chizigni chizamiz. Tenglamanip ga nisbalan yechamiz,
natijada p=i—«f2cos 26, o‘ng tomonida “+ ™ turgani uchun va
tenglamadan g ni — @ bilan almashtirsak, tenglama o‘zgarmagani

uchun lemniskata OX va OVF o‘glariga nisbatan simmetrik
bo‘ladi. 1-chorak uchun lemniskata shaklim tekshiramiz,

- K - + .
ya'ni p=0, 056’<5. p va @ning bu giymatlari uchun

p=a-yJ2:-Jeos20. 9 faqat 0 Yy
n

dan '4 gacha o‘zgarishini ko'rish \ /
mumkin. Shunday qilib, egri chiz- F

yq g :‘Za
igning bu gismi qutb o'qi va nur K £

i3 Loy
9=4 orasida bo‘ladi. Agar =0 K

bo'lsa, p=a 2 bo'ladi. § noldan I-chizma

13



m
4 gacha o‘sganda p ning givmati 0 gacha kamayadi. Sim-

metrikligini hisobga olib, lemuaiskatani yasash mumkin

(2-chizma).

41. A(1,1) va B(3,3) nuqgtalardan teng uzoglikda turgan nug-
talar to*plamining tenglarmasini tuzing.

Yechish:

M nugta izlangan egri chizig nugtasi bolsin, u holda
|M4|=|MB bo‘ladi. Ikki nuqta orasidagi masofa formulasidan
fovdalanib yozamiz:

WA= Jix -1+ (=17 |MB|=J(x-3¥ +(r =)

Egri chizig tenglamasini

f S ; " .
V= +(y =N = J(.r—f%)' +{y—3)
ko‘rinishda yozish mumkin. Oxirgi tenglikning ikki tomonini
kvadralga oshirib topamiz:
X - 2x+l4 = 2x+l=x"—6x+G+ 3y -6y +9

Ofxshash hadlarni ixchamiab, x+y—4=0 tenglamaga ega
bo'lamiz.lzlangan nugtalar to‘plami to'g'ri chizig bo'lib, AB
kesmaning o'rasiga o‘tkazilgan perpendikular beo'ladi.

42. M nuqta qutb atrofida tckis aylanadigan nur bo'yicha tekis
harakatlanadi. Agar harakat boshida aylanadigan nur qutb o'qi
bilan, M nugla quth bilan ustma-ust tushsa, M nugla chizadigan
egri chiziq tenglamasini tuzing. Nurni =1 (bir radian) ga bur-
ganda M nugta quibdan A masofaga siljivai.

Yechish:

Boshlang'ich helatda p va p lar nolga teng. So‘ngra vaqgtga
proporsional holda o'sadi. Ular S=CUnSi to‘g'ri proporsional

7]
bog‘lanishda. 8§ =1 da p=a, demak, g:T ya'ni p=u-0.
p=a 0. egri chizig Arximed spirali deb ataladi.

43. Bir xil diametrli ikkita aylananing biri sirpanmasdan ikkin-

14



chisining tashqgi tomoni bo‘yicha dumalaydi. Ulaming diametri
A ga teng. Dumalayotgan aylananing anig bitta nugtasi chizgan
chizig‘ining tenglamasini qutb koordinatalarida yozing.

Yechish:

C,—dumalayotgan aylana markazining boshlang‘ich holati;
A—izlangan chizigni chizuvchi nuqtaning boshlang‘ich vaziyati
(boshlang'ich onda aylanalar urinadilar; 4 nugta B nugtaga nis-
batan diametral joylashgan) (3-chizma). C,—qo‘zg‘almas ayla-
naning markazi; C,~yangi holatdagi dumalayotgan aylananing
markazi. M—izlangan chizigni chizuvchi 4 nugtaning vangi ho-
lati (C, aylana (| vaziyaiga ko‘chganda P nuqta Q vaziyatni oladi.
B nuqta D vaziyatni egallaydi, ko‘chirish sirpanmasdan bajariladi;

BQ=DQ, QC,D=QC, D.)

Rasmda qutb va qutb o'gi OX ko‘rsatilgan. lzlangan egri chi-
zigning ixtivoriy M(p,8) nugtasining koordinatalan qanoatlanti-
radigan tenglamani tuzishimiz kerak. MC_,Q:OC‘JQ ligini
ko'rsatish mumkin. OC,C,M to'nburchakning kichik asosi |[C, C)= a
bo‘lgan teng yonli trapetsiya: C,C, va C,C, —C,.C, nugtadan

OM ga tushirilgan perpendikulariar.
Demak,

o=}OC$
Shunday qilib, izlangan chizigning qutb koordinatalaridagi

+

C'_}C3|+|C3Ml =%c050+a+—{2{cosﬂ = a(l +cos 0)

g4

&Y

2-chizma 3-chizma
15



tenglamasi p=a(l+cos®); bu egri chiziq kardioida deb ataladi.
0 ni —0 ga almashtirganda kardioida tenglamasi o‘zgarmagani
uchun u qutb o'‘qiga nisbatan simmetrikdir. Agar 6 ning giymati
0 dann gacha o'zgarsa, u holda p ning giymati 24 dan 0 gacha
kamayad.

44. A(2; 0) va B(0; 1) nugtalar teng uzogqglikda turgan to‘g‘ri
¢hiziq tenglamasini toping.

45. x = y tenglama qanday chizigni aniglaydi?

46. x = — y tenglama qganday chizigni aniglaydi?

47. A(2; 0) va B(0; 2) nugtalardan masofalar kvadratlarining
vigtindisi A va B nuqtalar orasidagi masofa kvadratiga teng bo‘lgan
nugtalar to‘plamining tenglamasini tuzing.

d8. A(1; 0) va B(0; 1) nugtalar orasidagi masefalar vig‘indisi
2 ga teng bo'lgan nugtalar to‘plamining tenglamasini tuzing.

49. Markazi qutbda bo‘lgan aylana tenglamasini qutb koordi-
nata sistemasida tuzing.

50. Qutbdan o'‘tadigan va qutb o'qi bilan o burchak tashkil
gilgan yarim 1o0'g‘ri chizig tenglamasini qutb koordinat sistema-
sida yozing.

51. Agar qutb aylanada yotib, qutb o‘qi aylana markazidan
o‘tsa, diametri A4 ga teng bo'lgan aylana tenglamasini qutb koor-
dinatalarida yozing.

5. Chiziqaning parametrik teoglamasi.

Ba’zida nuqtalar to‘plamining tenglamasini tuzishda x, y koor-
dinatalarni gandaydir vordamchi parameir r orqali ifodalash qulay
keladi (u parametr deb ataladi), ya'mi x=¢@(f), y=w(1) teng-
lamalar sistemasi garaladi. lzlangan chizigni bunday tasvirlash
parametrik ko ‘rinish deyilib, tenglamalar sistemasi berilgan chizig-
ning paramerrik renglamalari devitadi. Tenglamalar sistemasidan pa-
rametr f ni yugotib, x, y ni bog‘lovchi, ya'ni oddiy fix, y) = 0
ko‘rinishdagi tenglamaga keltiriladi.

52. Aylananing paramettik tengiamasini tuzing.

Yechish:

Markazi koordinatalar boshida yotgan, radinsi 4 ga teng ay-
lanani qaraymiz (4-chizma). Unda ixtivoriy M{x, y) nugtani
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olamiz. QM radiusi bilan abssissa 6'qi orasidagi burchak ¢ ni par-
ametr deb qaraymiz. OMMN uchburchakdan x= acos ¢, y =asin 1.
Shunday qilib, x= gcos ¢, y= a sin ¢ aylananing parametrik
tenglamasi hisoblanadi. Bu tenglamalardan parametr ¢ 1 yo'qotib,
aylananing oddiy tenglamasiga kelamiz. Parametr 7 ni yo‘qotish
uchun tenglamalaming ikki tomonini kvadratga oshirib, ularning
yig‘indisini olsak:

X+ y? =a'cos’t+atsin’r=a’(cos’ t+sin® ) =a’, ya'ni
x>+ p? =qa’ tenglikni hosil gilamiz. Bu tenglama markazi koordi-
natalar boshida, radiusi 4 ga teng bo'lgan aylanadir.

53. Aylananing tayinlangan nugtasining go‘zgalmas to‘gn chiziq
bo*ylab sirpanmasdan dumalashidan hosil bo‘lgan chizigning
parametrik tenglamasini tuzing.

Yechish:

Radiusi 4 ga teng bo‘lgan aviana gorizontal ofqg bo'ylab o'ngga
sirpanmasdan dumalasin (5-chizma). Bu to'g'ri chizigni 0X o'qi
deb, koordinatalar boshini bu o‘qdagi biror O nugtada olamiz.
Avlananing tayinlangan nuqtasi deb shunday nugtani olamizki,
aylananing mos holatida @ nugta bilan ustma-ust tushsin, Tayin-
langan nuqtadan o‘tadigan aylana radiusining burash burchagini
{ parametr sifatida olamiz.

Ma'lum vaqtda aylana 4 nuqtada o‘qga urinadi. Aylananing
fiksirlangan M(x; y) nuqtasi M radiusni r burchakka burashga

mos keladigan holatni oladi (f = ACM }. Sirpanmasdan dumala-
gani uchun ‘OA|=-MA=€J( boladi. Bundan foydalanib M nug-

taning koordinatalarini t orqali ifodalaymiz:




x =|ON| = 04| - |NA| = MA=|NA| = at - asint = a(t =sin2),

y=|NM|=|4P|=|4C|-|PC|= a-acost = a(l - cos1).

Shunday qilib, izlangan chizigning parametrik tenglamasi
quyidagi x=a-({-sint), y=4g-(1—cost) ko'rinishda bo‘ladi. Bu
chiziq sikloida deb ataladi (5-chizma).

54. Qanday chiziq x=¢*, y =¢* parametrik tenglamalar bilan
aniglanadi.

Yechish:

Parametr 7 ni yo‘qotib y = x tenglamaga kelamiz. Parametrik
tenglamalardan x>0, y 20 ligi kelib chigadi. Demak, berilgan
parametrik tenglamalar birinchi chorak bissektrisasini aniglaydi.

55. Qanday chiziq x =cost, y =cos’s parametrik teng-
lamalar bilan aniglanadi.
Yechish:

Ikkinchi tenglamadagi ¢os  o'miga x ni qo'yib, ¥y=x? ga ega
bo'lamiz. Paraimetrik tenglamalardan ]xl <1, 0< y =<1 gaega bolamiz
Shunday gilib, parametrik tenglamalar p = x? parabulaning AOB
yoyim aniglaydi, bu yerda A(—1; 1)}, B(l; 1),

56. Qanday chizig x=sint, y =cosec tenglamalar bilan be-
riladi.

Yechish:

y=1/sint bo‘lgani uchun x, y miqdoriar o‘ntasidagi teskari
proporsional bog‘lanishni ifodalaydigan y=1/x tenglamaga ega

bo‘lamiz. |x|<1.[y/21 larni hisobga olib, 6-
¥ rasmda tasvirlangan chizig ko‘rinishiga ega
bo'tamiz.

57. Qanday chizig x = 21, y = 4¢ eng-
lamalar Wilan beriladi.

58. Egri chizig x = acos 1, y = bsin ¢

R + parametrik lenglamalar bilan beriladi. Un-

=1 i * ing to'g'ri burchakli koordinatalar siste-
masidagi tenglamasini yozing.

Ko'rsatma: Birinchi tenglamanmi A ga,

ikkinchisini £ ga bo'lib, f ni yo'gotamiz.

6-c i 59. Egri chizig x = gsec f, y = big !
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parametrik tenglamalar bilan berilgan. Uning tenglamasini to'g'ri
burchakli koordinatalar sistemasida yozing.

60. Qanday chizig x = cost ¢t , y = sin? r tenglama bilan
aniqlanadi?

61. x = gcosy, 3 = a sin’ ¢ tenglamalar bilan beriladigan
chiziq astroida deb ataladi. ¢+ ni yo'qotib, astroida tcnglamasini
ta*g'ri burchakli koordinatalarda yozing.

62. Markazi O nuqgtada, radiusi 4 ga teng bo‘lgan doiraga soat
mili bo'yicha ip o'ralgan; ipning oxiri A{a; 0} nuqtada bo'lsin.
Ipni (soal miliga qarshi yo'nalishda) doiradan bo'shatamiz va har
doim oxirigaipni tarang tortib turamiz. Agar parametr ¢ sifatida
0A radhs bitan tortilgan ip bilan aylanaga urinish nuktasiga
o‘tkazilgnn OB radius orasidagi burchakni olsak, ipning oxin
chizgan cgri chizigning parametrik tenglamasini yozing.

2-§. TO'G'RI CHIZIQ

1. To‘g‘ri chizigning wvmumiy tenglamasi,

x, ¥ larga nisbatan har ganday birinchi darajali tenglama,
va'ni Ax+By+C=0 (1} (4, B. C — o'zgarmas koeffisientlar,
A+ B1=20) tenglama tekislikda gandaydir to*g'ri chizigni aniglay-
di. Bu tenglama 1o g'ri chizigning umumiv tenglamasi deb ataladi.

Xususiy hollar;

1. C=0; A=0; B=20. Ax+ By=0 tenglarma bilan aniglanadi-
gan to‘gri chiziq koordinatalar boshidan o‘tadi.

2. A=0; B=0; Cx0. By+C=0 tenglama bilan anigianadigan
{(y =—C/B) to'g'ri chizig OX o‘giga parallel.

3J.B=0; A=0; C=0. Ax+ =0 tenglama bilan aniglanadi-
gan (x = —C/A) 1o'g'ri chiziq OY o'qiga parallel.

4.8 =C=0; A =0, Ax = § yoki x =0 tenglama bilan
aniglanadigan to'g'ri chizig QY o'qi bilan ustma-ust tushadi.

5.2.A=C=0;, B=20, By=0 yoki y={¢ 1englama bilan aniqla-
nadigan to'g'ri chiziq OX o'gi bilan usima-ust tushadi.

2. To‘g'ri chizigning burchak koeffitsientli tenglamasi.

Agar umumiy tenglamada B =@ bo'lsa, um y ga msbalan
yechib y=kx+& (2} wenglamani hosil gilamiz {(bu verda k=—A4/8,
b=—C/B). Uni to'g'ri chizigning burchak koeffisientli tenglamasi
deb atashadi, bu yerda k = tga, a—10'g'ri chiziq bilan OX o'gining
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musbat yo'nalishi orasidagi burchak. Tenglamaning ozod hadi 8
to'g'ri chizigning (Y o'qi bilan Kesishgan nuqiasi.
3. To'g'ri chizigning kesmalarga aisbatan tenglamasi.
Agar to‘g'ni chizigning umumiy tenglamasida C = 0 bo‘lsa,
tenglamani —C ga bo'lib,
_x__f.Z = I
a b
tenglikga ega bo'lamiz (bu yerda a=— C/A, b=—C/B). Uni tog'ri
chizigning kesmalarga nishatan tenglamasi deb atashadi; bunda A
— to'g'ri chizigni OX o'gi, B — esa OY o'qi bilan kesishish
nugtasi. Shuning uchun, a va b to’g'ni chizigning o'‘glardagi kes-
malari deyiladi.
4. To‘g’ri chizigning normal tenglamasi.
Agar to‘g'ri chizig umumiy tenglamasining ikki lomonini

(3)

pL=1l/+ A +R? songa ko‘pavtirsak (p—normaltashtiruvchi
ko*paytuvchi, ildir oldidagi ishorani shunday tanlaymizki
1C < (O bo'lsiny,

xcosgp+ ysing—p=>0 (4)
ga ega bo‘lamiz. Bu tenglikka to'g'ri chizigning normal tenglamasi
deyiladi. Bu yerda P kcordinatalar boshidan to'g'ni chizigga tu-
shirilgan perpendikulaming uzunligi, ¢ — perpendikular bilan
OX o'qining musbat yo‘nalishi orasidagi burchak.

63. Ordinata o‘gidan #=—3 kesma ajratuvchi va abssissa o‘gining
musbat yo‘nalishi bilan « =7/6 burchak tashkil etuvchi chiziq
tenglamasini tuzing.

Yechish:

Burchak koeffitsientini topamiz:

k=tg(n/6) =1/3

Burchak kocffitsientli tenglamadan foydalanib, ¥ = (1/3)x-3
ga ega bo‘lamiz. Soddalashtirishlardan so‘ng )J—\E,V‘3\/§ =0 ga
cga bo‘lamiz.

64. Koordinata o‘qlandan 4 =2/5, b= —1/10 kesmalar ajratuv-
chi to'gri chizig tenglamasini tuzing.
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Yechish: (3) tenglamadan y
]
X ¥

A ——
275 (=171

tenglamani (3/2)x — 10y=1 yuoki
S5x — 20y — 2 = 0 ko'rnnishga kel-

m topamiz. Bu
i 2

tirish mumkin, -5 o T
65, To'g'ri chizigning 12x—3y—
65=0 umumiy tenglamasi berilgan. 7.chirma

1) burchak koeffitsicentli;

2Y kesmalarga nisbatan;

3} normal tenglamalarini vozing.

Yechish:

1} Tenglamam y ga nisbatan yechib, burchak koeflusienth y
=(12/%x — I3 1englamani hosil gilamiz, bu yerdan k= 12/
5, h=—-13

2) Umumiy tenglamaning ozod hadini o'ng tomonga o'tkazib,
ikki tomonni 65 ga be'lamiz va (12/63)x—(5/65y = 1 ni hosil

+ u
65712 (-65/35)

gilamiz. Oxirgl tenglamani =l ko'rinishda yor-

1ish mumkin, bu yerda
a = 65/12, b = — 65/5 = —13.

3) Normallashtiruvehi koeftitsient ju=1/ 127 (=8} =1/13
ni topamis, Tenglamaning 1kk: lomonim M oga ko'payticib, (12/
13}y x—(53/13}p—5=0 normal tenglamant hosil gitamiz, bu yerda
cose=12/13sinpp==-5/13.p=5

66, 1) x—2y—5=( 2y Zx+y=0, Dix—=2=¢ 4§ Hy+7=0
to*g'n chizigharm chizing.

Yechish:
1) Tenglamada x=0 desak, v = 3/2 ni topamiz.Demak, to'g'n
chizig ordinata oginmi 8 (0, 5/2) nugtuda kesadr; » = 0 deb x = —5

ni topiuniz. ya'ni o'g o chizig abssissa o'qint A(—5; 0) nuglada kesadi.
To'g'nn chizigni 4 vu B nuqialardan o'tkazish keruk (7-chizma).

2) 2x+3p=0 t1o'g'rt chizig koordinatalar boshidan o'tadi,
chunki uning tenglamasida ozod had gatnashmaydi. Tenglamada
x =3 desak, 6 + 2y = 0, yoki y = —2 bo'lndi. Demak, W3, —2)
nugtani hosil gilomiz. Koardinatalar boshi va M nuqladan to'g'n)
chizig o‘tkazish goladi.
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3) Tenglamani x ga nisbatan yechib, x = 2/5 ni hosil qilamiz.
Bu to'g'ni chizig ardinata o'yiga parallel va abssissa o‘qidan 2/5 ga
teng kesma ajratadi.

4) Yuqoridagiga o‘xshash y=-7/2 i hosil gilamiz, to'g'ri
chiziq absissa o'giga parallel.

67. To'g'ri chizig tenglamasi (.-‘(“"2\/5]34"'[))—2\@)32:0
bo'lsin. Bu to'g'ri chizigning 1) umumiy; 2) burchak koeffitsientli;
3y kesmalarga nisbatan; 4) normal teglamalarni yozing.

68. 2x — 2y 5 O tenglama abssissa o'gining musbat yo'nalishi
bilan qanday burchak hosil qitadi.

69. 4x + 3y — 36 = 0 to'g'ri chizig bilan koordinata o'qglaridan
hosil bo‘lgan uchburchak vuzasini hisoblang.

T70. 20x 4 21y = 0 ni kesmalargs nisbaton vozish mumkinmi?

TL Ddx - 3y « 15 - 0 D 2x v — 0, N7x -10=4
4y 2y — 3 = 0 to'gri chiziglurni chizing.

72, Ordinata o'qi bitan b = | va abssissa o gining musbat vo'nalishi
bilan o =2a/3 burchak hosil giluvchi to'g'n chizig tenglamasini
tuszing.

73. To'g'ri chizig koordinatalaridan teng musbat kesmalar
apratadi. Agar to'g'rt chizig va koordinata o'glant bilan hosil bofigan
uchburchak vuzast § kv, birlikka 1eng bolsa, to'g'ni chizig teng-
lamasini 1uzing.

74. Koordinaialar boshidan va A(- 2; 3} nugladan o‘ruvchi
to'g'ri ¢chizig tenglamasi wizilsin.

75. A(2; 5) nugtadan otuvchi va ordinata o'qidan b = 7 kesma
ajratuvehi 1o°g'ri chizig tenglamasini tuzing.

76. M( 3: —4) nugtadan o'tib, koordinata o‘glanga parallel
to'g'ri chiziq tenglamasini tuzing.

77. Agar to'g'ri chizigning koordinata o'qlari orasidagi kes-
masining uzunligi 5/J72 ga 1eng bo‘lsa, koordinata o‘glaridan bir
xi1l kesmalar ajratuvchi to'g'ni chizig tenglamasi tuzilsin,

5. To‘g'ri chiziqlar orasidagi burchak. Ikki nugqtadan o‘tuvchi
to‘g‘ri chizig tenglamasi.

y=kxtb , y=kx+b, to'g'ri chiziglar orasidagi burchak
ki =k,

ga =——~-
i | + &%,

(D

formula bilan aniglanadi.
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k = k, — ikki chizigning paraleilik sharti. k ,=—1/ k, — ikki
to'g'ri chizigning perpendikulyarlik sharti. k burchak kocfhsientli va
M{x,, v,) nuqgtadan o'tuvchi 1o'g'ri chiziq tenglamasi quyidagi
y—y,=k (x—x,) (2) ko‘rinishda yoziladi.

M (x: y)) va M,(x,, ») nuqtalardan o'tuvchi to'g'ri chizig
ten;famasi

Y-y _Xx—-x

3
Ya— N X, — X ( }
va to'g'ri chizigning burchak koeffitsienti
Ya =N
k==——=1
ox )

formuladan topiladi.
Agar x, =x, bo'lsa, M|, M, nuqtalardan o‘tuvchi to'g'n chiz-
iq lenglamasi x=x, v, =¥, bo'lsa y =y, bo'ladi.

6. To'g'ri chiziglarning kesishuvi. Nugqtadan to‘*g‘ri chiziqgacha
masofa. To*g'ri chiziglar dastasi.

Agar A/A=B/B, bo'lsa, Ax+By+ =0 va Ax + By+ (=0
to‘g'ni chiziglarning kesishgan nugtasi ularning tenglamalari birga
echib topilad:.

M(x,. v) nugtadan Ax + 8y + C = O to'g' chiziqggacha masofa

quyidagicha toptladi:

de |Axu + By, +('.'i

&}+82 : (n

Ax+By+C=0vaAx + By + C;=0to'g'r chiziglar orasidagi
burchak bissektrisasining tenglamasi
Ax+By+C  Ax+ By+ (G 0

RS N (2)

bo'ladi. Agar Ax+ By + C, =0 va Ax + By C,=0 to'g'ri
chiziglar kesishsa, u holda Ax+ By + O, +A{4x + By +C) =10 (3)
tenglama (A—sonh ko'paytuvchi) to‘g'ri chiziglarning kesishgan
nuqlasidan o‘tadigan to'g'ri chizigni aniglaydi. (3) da A ga har xil
giymaltlar benb, markaz deb ataluvchi kesishgan nugtadan o'tuvchi
to‘g'n chiziglar dastasiga tegish!i har xil te'g'ri chiziqlarni hosil
gilamiz.
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78. y=— 3x+7 va y =2x + 1 to'g'ri chiziglar orasidagi o'tkir
burchakni aniglang.

Yechish: k,=—3, k,=2 deb 5-banddagi (1) dan topamiz:
kz - kl

1+kk,

79, 4x— 06y +7=0 va 20x — 30y — 11 =0 to'g'ri chiziglarning
parallelligini ko‘rsating.

Yechish: Har bir tenglamani burchak koeffitsientli ko'rinishga
keltiramiz:

y=(2/3)x+7/6 va y=(2/3)x—11/30. Bu to'g'ri chizigiarning bur-
chak koeffisientlari & = k, = 2/3ga teng, ya'ni 10'g'ri chiziglar
parallel.

BO. 3x—5¢+7=0 va [0x+6y—-3=0 ta'g'ri chiziglaming per-
pendikularligini ko‘rsating.

Yechish: Tenglamalami burchak koeflitsienti ko'rinishga kelti-
ramiz:

y=03/Sx+7/5 va y=(=5/3x+1/2, bu yerda k, =3/5, k,=—5/3,
k, =— 1/k, bo'lgani uchun to'g'ri chiziglar perpendikular.

81. M(—1; 3y va N(2; 5) nuqgtalardan o'tuvchi to'g'ri chiziq
tenglamasini tuzing.

Yechish: 5-chi banddagi (3) formuladan x, =2, y,=35, X, =- 1,
y, =3 deb olumiz:

gy =

yva'ni =
T ‘p 4 .

x+1

-

3

y—-3 x+l o y-3
—— =" yoki T:

X+
5-3 241

Shunday qilib, izlangan tenglama 2x — 3y + 11 =0 bo‘ladi.

Tenglamaning to‘g'ri topilganini tekshirnb ko'rish mumkin.
Buning uchun M va A nuqtalarning koordinatalan bu tenglamani
ganoeatiantirishini ko'rsatish kerak. Hagigatan ham:

2{—1)—33+11=0, 22—-35+11=0.

82. A(—2; 4) va B(—2; —1) nuqgtalardan o’1uvchi 10'g'ri chizig
tenglamasini tuzing.

Yechish: x,= x,= —2 bo'lgani uchun to‘g'ri chizig tenglamasi
x = —2 bo'ladi. {(Ordinata o‘yiga parullel).

83. 3x—2y+1=0 va 2x+5p—12=0 to'g'ri chwiglarning kesish-
ishini ko'rsating va kesishgan nuqtani toping.
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Yechish: 3/2 #(~2)/5 bo‘lgani uchun to'g‘ri chiziglar ke-
sishishadi.
Ix=-2y+1=0
2x+5y-12=10

sistemasini yechib quyidagilarni topamiz: x =1, vy =2, va'ni
to‘g‘ri chiziglar (1; 2) nugtada kesishishadi.

84. To'g'ri chiziq tenglamasidan foydalanmasdan M(x,, v,) nuq-
tadan Ax + By +C =0 ro'g'ri chiziggacha masofani toping.

Yechish: Masala M(x,; y,) nuqtadan berilgan to‘g'ri chizigga
tushirilgan perpendikular asosi, & gacha bo'lgan masofani topish-
ga keltiniladi. MM to'gri chizig tenglamasini tuzamiz. Berilgan to‘g‘ri
chizig burchak koeffitsienti —A/B bo‘lgany uchun MN to'g'ri
chizigning burchak koeffitsienti B/A4 bo'ladi (perpendikularlik
shartidan) va MN to'g'ri chiziq, tenglamasi y —y,= (8/4A)}(x —x,)
bo‘ladi. U bunday (x- x,)/4={(y ~y,)/8 ko'rinishda yoziladi.

Ax + By + C=10, (x —x}/A=(y—y)/B

tenglamalar sistemasini vozib, /N nugtaning koordinatajarini
topamiz.

Yordamchi noma’lum t ni Kiritamiz: (x —x)/A= (p -y B=1
U holda x =x,+ Ar, y=y,+ Bt bo‘ladi. Bu ifodani berilgan to'g‘ri
chizig tenglamasiga qo'yib topamiz: 4(x + 46 1 By, + B+ C=0.
Bundan = — (Ax,+ By, + O)/{A, + B)). rnix=x, Y A, y=y,+ Bt
larga qo‘yib, ¥ ning koordinatalarint topamiz:

yox, —almt B o g B 1O
A+ B 4+ 8B

Endi M va N nugtalar orasidagi masofani topamiz:

d=Jix=x) + (-0 =

— K[A ‘4.1‘“ + B)"ﬂ +C Y -+ { B A"“n + B),“ - (-FJ' = 'Axﬂ + B}"n il (‘i
\ A+ B J A+ B Ja+s
85. M(1; 2) nuqtadan 20x — 21y — 38 =0 to'g'ri chiziggacha
masofani aniglang.
Yechish:

/e |20-1-21.2-58 [|20-42-3§ |-80) L,

V400 + 44 29 29 29
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86. ¢ to‘g'r chiziq berilgan: 4x —3y 7= 0. A(5/2: 1), B(3; 2),
C(1; —1), X0, —2), E(4; 3), F(5; 2} nugtalardan qaysi bir
£ to'g'rl chizigda yotadi.
Yechish: Agar nuqta to‘g'ni chizigda yotsa, u holda uning koor-
dinatalan to'g'n chizig tenglamasini ganoatlantiradi.
Ae?, chunki 4(5/2)-3-1-7=10,
Bgf, chunki 4.3-3.2-7=10;
Cef, chunki 4.1-3-N-7=0,
e f, chunki 4.0-3(-2)-7=0,
Egt¢, chunki 4-4-3.3-7=(;
Fef, chunki 4.5-3.2-7=#0.
87. M(—2; - 5) nugqtadan o'tib, 3x +4(5/2)-3-1-7 =04y+2=0
to‘g'ri chizigqa parallel to‘g'ri chizig tenglamasi turilsin.
Yechish: To'g'ri chizig tenglamasini y ga nisbaian ycchamiz:
y=—(3/4)x — 1/2. Demak, izlangan to‘g'n chiziq berilgan to'g'ri
chizigqa parallel bo'lgani uchun uning burchak koeflitsienti —3/4 ga
leng. 5-chi banddagi (2) tenglamadan foydalanib topamiz:
Yy—={(—=5)=(—3/®|x~(— 2}, va'ni 3x + 4y + 26 =0.
88, A4(2; 2), B(-2; —8) va C{—6, —2) nugtalar uchburchak-
ning uchlan bo‘tsin. Uchburchak medianalar tenglamasini tuzing.
Yechish: BC, AC va AB tomonlar o'ralarining koordinata-
larini topamiz:
X =(-2-6)/2=-4, y =(-8-2}/2 =5 A(~4:-5);
X =(2-6)i2==2,y =(2-2}/2=0: B(-2.0%
X =(2Di2=0; y =(2 -8)/2=-3 C (& -3).
Medianalarni ikki nugiadan o'tuvchi to'gri chizig tengla-
masidan foydalamb topamiz. 44, mediananing renglamasi
DA -5-2y=x -2/ 4-2), yoki
(y —2/7 =(x = 2)f6yani 7x — 6y —2 =0 B2, -8) va B{-2; 0)
nugtalarning abssissalari bir xil, 88, mediana ordinata o‘giga parallel
bo'lgani uchun uning tengtamasi x + 2 = (0 bo'ladi. 58, mediana
tenglamasi
(y + 2}~ 3+ 2y =(x +6)/(0+6) voki x + 6y + 8.
89. Uchburchakning uchlart berilgan: A0; 1), B(6; 3) va
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C{12; —1). C uchidan tushirilgan uchburchak balandligini teng-
tamasi topilsin.

Yechish: S5-chi banddag (4) formuladan foydalanib, A8 tomon-
ning burchak koeflitsientini topamiz; k =5 - 1)/(6 0} = 4/6 = 2/3.
Perpendikularlik shartiga ko‘ra, C uchidan tushirilgan burchak koef-
fitsienti —3/2. Bu balandlikning tenglamasi quyidagi ko' rimishda bo'lade:

y+1=(—3/2¥x — 12), yoki 3x ~ 2y — 34 = 0.

90. Uchburchak tomonlari berilgan: x + 3y — 7 =10 (A8},
dx — p—2=0 (BC), 6x t 8y — 35 =0 (AC). Uchburchakning
B uchidan tushurilgan balandlik uzunhgini toping.

Yechish:

B nugta koordinatalarini aniglaymiz: x + 3y =7 =0 va
4x —y — 2 =0 tenglamalar sistemasini yechib x = |, y = 2,
ya'ni B(1:2) nuqtant aniglaymiz. 88 halandlik uszunligint 8
nugtadan AC to'g'n chiziggacha bo'lgan masolani hisoblab
lopamiy:
6-1+8-2-35

67 +8°

[.5.

Bf3, =

91. 3% ~v- 310 =0vaox + 2y 45 JIW =0 ozare parallel
to'g'ni chiziglar orasidag: masofani aniglang.

Yechish.

Muasala bir to'g i chizigning ixtivoriy nugtasidan ikkinehi to'g ri
chizigqgacha bo'lgan masofuni wopishga keltiriladi. Birinchi 1o'g
chizigda x =0 deb olsak, 3= 3/10 boladi. Shunday gilib

M0 3\.‘(1_6} — birinch: to'gri chizigga tegishli nugta bo"ladi.
M nugtadan ikkinchi to*g i chiziggacha bo'lgan masetani topamiz:

6:0+2-3 10+5 1D 11 10

d: = =5.
36+ 4 2 10

2. x +y =53+ 0va 7x —y—19 =0 1o'gri chiziglar orasidagi
burchaklar bissektrisalarining tenglamalarnni yozing (8-chizmal.

Yechish:

Oldin bu masalani umumiy ko'rinishda vechamir. [kki to'g'n
chizig orasidagi bissektrisa bu to‘g'ri chiziglardan teng urzoglikda
yoluvehi nugtalar geometnik o‘rnidir. Agar berilgan to‘g'ri chizig-
lar tenglamalari Ax + By ~ C =0 va Ax + By + (, =10
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bo'lsa (A,/A4, = B8,/8,. ya’ni to'g'ri chiziglar parallel emaslar), u

holda birorta bissektrisaga tegishli ixtiyoriy M(x,; y,) nuqta uchun

nuqtadan to'g'ri chizigqacha bo'lgan masofa formulasidan foy-
dalanib quyidagi tenglhikni olamiz:

|A tu+B|}u+( | |A xo+ By,

JA + B JA + B

Mix,, vy} nuqta ixtiyoriy bo'lgani uchun uni M(x; ») bilan

belgilash mumkin. Absolut ¢iymat ostidagi ifodaning ishorasi har

xil ishoraga ega bo'lishi mumkinligini hisobga olgan holda bissek-
trisalarming tenglamalaridan biri uchun:

Ax+By+(, Ax+By+(,
JAl+ B JA4+ B
ikkinchisi uchun:
Ax+By+C  Ax+By+(,

JA,I + B JA’ +B; *
bo'ladi. Shunday gilib, ikkala bissckirisa
uchun quyidagi tenglamani yoza olamiz:
Ax+ B+ N Ax+ By +
NENEY TN Y
Endi aniq masalani yechamiz. A,
8, C,, A, B,, C,larni berilgan to‘g'ri

g i Lhmq lcnghmas&cl'igl ularning giymat-
fari bilan almashtirib, topamiz:

"

=0,

x+v=5 Tx—y-19 ..
8-chizma = + J =0, vani

N T N T I
Sx+y-5)*(Tx-y-19=0,

Bissekirisalardan birining tenglamasi Mx + y — 5) + (7x — y —
=19y =0, ya’'ni 3x+ p — 1] =0 ikkinchisimki 5(x + y — 5) —
—(7x—y—-19 =0, yani x — 3y +3=0.

93. A(); by, BOO; 13), C(13; 6) lar uchburchak uchlarining
koordinatalari. 4 burchak bissektrisasining tenglamasint tuzing.

Yechish:

Bisscktrisa tenglamasini tuzishda {yuqoridagi misolning yechi-
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lishida) boshgacha usulni ishlatamiz. D nugta bissekirisaning B8C
tomon bilan kesishgan nugtasi bo‘lsin. Uchburchak ichki burchak
bissekirisasi xossasiga asosan |BD|: |DC=[AB|:]4C) bo‘ladi. Lekin

|4B| = J10-1) +(13-1)* =15,
|Aci:\{[13_|)3+(6_1)’ =13. Demak, A=|BD|:|DC|=15/13.
BC kesmani D nuqta qanday nisbatda bo'lishi ma’lum boflgant
uchun D nugtaning koordinatalari quyidagi

‘= O+(15/1313  13+15/1336

1+15/13 | +15/13

formulalar orqali topiladi yoki x = 325/28, y = 239/28 ya'ni
D(325/728, 259/28). Masala ikki 4 va D nugtalardan o‘tuvchi
to'g'ri chiziq tenglamasini tuzishga keltiriladi:

y—-1 x-l
259/28-1 325/28-1

24, ABC uchburchak balandliklarining tenglamalari berilgan:

x+tp—2=0 % —3y—4=0va A(2; 2). Uchburchak tomon-
larining lenglamasi tuzilsin.

Yechish: Nuqta balandliklarining birortasida yotmasligiga ishonish
mumkin; uning koordinatalan balandlik tenglamalanni ganoatlantirmay-
di. % ~ Jy— 4 =0 BB, balandlikning x +y~2=0 CC, balandlikning
tenglamalan bo‘lsin. AC tomonning tenglamasins tuzishda uning A
nugtadan o'tishini va B8, balandlikka perpendikulyarligini hisobga olamiz.
B8, balandlikning burchak koeffitsienti 3 ga teng bo'lgani uchun AC
tomonning burchak kocflisicnti —1/3 bo'ladi, ya'ni & = —1/3. Be-
rilgan nugtadan o‘tuvchi va burchak koeffitsienti £ = —1/3 bo'lgan
to'g'ri chizig tenglamasidan foydalanib, AC tomon tenglamasini hosil
gilamiz: y —2=(— 1/3)x —2) yoki x +3y—8§ =20

Yuqoridagi kabi 4., =-L k., =1va AB tomon tenglamasi
y—2=x—2 yani y=x bo'ladi. AB va BB, AC va CC to'g'n
chiziglar tenglamasini birga echib, uchburchak uchlarining koor-
dinatalanni topamiz: B(2/3; 2/3) va ((—1; 3). BC tomon tenglama-

¥-2/3  x-2/3
3-2/3 -1-213"

Lvani Tx =9y +2=10.

ya'ni Tx +Sy—8=0.

sini tuzish goladi,
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95. M(5; 1) nugtadan o‘tib, 2x+y—4=0 10g‘ri chiziqg bilan
/4 burchak tashkil ctuvchi to'g'ri chiziglar tenglamasini tuzing
{9-chizma).

Yechish:

lzlangan to'g'ri chiziglardan birining burchak koeffitsienti &
bo'lsin. Berilgan to'g'ri chizig burchak koeffisienti —2 ga teng. Bu

to'g'ri chiziqlar orasidagi burchak n/4 ga teng bo‘lgani uchun:

' k +2 k +2
te(ridy= s va'ni 1=
gri4) ‘1-2k Y ‘
Bundan
k+2 A+2
=1 va =—
1-2% 1-24
Bu tenglamalarni yechib, k= —1/3 va k= 3 larni topamz.

Shunday qilib, izlangan to'g'ri chizig tenglamalaridan biri
=1 =(—-1/3)x —35), va’ni x + 3y — 8 =0 ikkinchisiniki
y—1=3x—5), va'ni 3Ix—y—-14=0.

96. 2x + 3y +5+1 {x + 8y + 6)=0 dastaga kirib, M(I1, 1)
nugtadan o‘tuvchi to'g'ri chizigni toping.

Yechish:

M nugtaning koordinatalari izlangan to'g‘ri chizig tenglama-
sini ganoatiantiradi, shuning uchun A ni gquyidagicha topamiz;

2:14+3-1+5+A(1+8:1+6)={, yoki 10+ 154 =10, ya'ni
A=—2/3 X ning giymatini dasta tenglamasiga go'yib, izlangan
to'g'n chizig tenglamasini hosil gilamiz: 2x + 3y +5—(2/3)x + 8y +
+6) =0, ya'ni

4x—=T7v+3=0.

97, 3x—4y+7=0 va S5x+2y+3=0 to'g‘ri chiziglarning kesishgan
nuqlasidan o‘tib, ordinata o‘giga parallel to‘g'ri chiziqni toping.

Yechish:

To'g'ri chiziq quyidagi dastaga tegishli:
3x—4p+7+ AS5x+2y+3)=0, va'ni (3+53A)x+(—4+20)p+(7+32)=0.
[zlangan to‘g'ri chiziq ordinata o‘giga parallel bo*lgani uchun
vy oldidagi keeffitsient nolga teng ba‘ladi: —4+24=0, ya'ni A=2 ni
dasta tenglamasiga go‘yib topamiz: x+2=0

98. Uchburchak tomonlarining tenglamalari berilgan:

30



x+2y+5=0 (A4AB), 3x+y+1=0 (BC), ¥
x+y+7=0 (AC). AC tomonga tushurilgan \l
balandlik tenglamasini tuzing.

Yechish:

Balandlik dastaga tegishli bo'lgani ~
uchun x+2y+5+13x+y+1)=0, ya'ni

(1+3)x+(2+A)p+(5+A)=0 Dastaning 7 s i
burchak koeffitsienti —(1+3.1)/(2+1); AC 4
ning burchak koeffitsienti —1 ga teng
bo'lgani uchun izlangan halandlikning ,
9-chizma

burchak koeflisienti 1 ga teng va A ni
topish uchun —(1+34)/(2+2)=1 ga ega bo'lamiz. Bundan
I+34+2+4=0, ya’ni A = —3/4 ning topilgan qiymatini dasta
tenglamasiga ¢o‘yib topamiz:

9 3 3
I-=1x+|2-=|y+|5-=|=0, ya’ni 5x—5y—17=0.
( 4];: [ 4Jy [ 4] ey

99, ABC usburchakning uchlan berilgan: A(0; 2), 8(7;, 3),

C(1; 6). BAC =« burchakni anigiang.

100. Uchburchak tomonlarining tenglaimasi berilgan: x+y—6=0,
Ix—5y+14=0 va 3x—3y—14=0. Uning balandliklan tenglamasini
toping.

101, 3x+4y—20=0 va Bx+6y—5=0 to'g'ri chiziglar orasidagi
burchaklar bissektrisalarining tenglamasini tuzing.

102. Uchburchak uchlarining koordinalatan benlgan: A(0; 0),
B(—1: =3y C{—5; —1j). Uchburchak u¢chlaridan o'tib va uning
tomonlariga parallel ho'lzan to'g'ri chizig 1tenglamasini tuzing.

103. M(2; 73 nugiadan o'tib va A8 (A{—1i. 7)., B(R.~2))
top i chizig'i bilan 45" Ii burchak hosil giluvchi to'g'ri chiziglar
tenglamasind tuzing.

104, M(2; —1) nuqtadan koordinat o'qlaridan 2 =8, b=5%
kesmalar ajratuvchi to‘g‘ri chiziggacha masofani aniglang.

105. Uchlan A(3/2; 1), B(l; 5/3), C(3; 3} nugtalarda bo‘lgan
uchburchakning € uchidan tushurilgan balandlikning uzunligini
hisoblang.

106, M ning qanday qiymatida 7x—2y—5=0, x+7y—8=0 va
mx-+my—8=0 to'g'n chiziglar bir nuqtada kesishadi.
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107. Uchburchak tomonlari o'rtalarining koordinatalari be-
rilgan: A(—1;—1), B(1; 9), C(9; 1). Uchburchakning tomonlari
o‘rtasiga o'tkazilgan perpendikular tenglamasini tuzing.

108. A(2; 3) va B(3;2 3) nuqtalardan o'tuvchi to'g'ri chi-

zigning ordinata o‘qi bilan tashkil gilgan o'tkir burchagini toping.

109, A(}; 2) va C(3; 6) nugtalar kvadratning qarama-garshi
uchlarining keoordinatalari. Kvadratning qolgan uchlari koordina-
talari topilsin.

110. Absissa o'qida 8x+15p+10=0 to‘g'r chizigdan bir birlik
masefada turgan nugtani toping.

111. Uchburchak uchlarining koordinatalari berilgan: A(1: 1),
B(4; 5y va C(13; —4). B uchidan o'tkazilgan mediana va C
uchidan tushirilgan balandlik tenglamasini tuzing. Uchburchak
yvuzasinl hisoblang.

112, 2x+3p~6rA(x—5p—6)=0 dastaga tegishli va dastaning
as0siy to‘g‘ri chiziglariga perpendikular to’g'ri chiziglarni toping
(bu yerda 2x+3y+6=0, x—3y—H6=0 asosiy 1o'g'n chiziylar hisobla-
nadi).

113, x+6p+3=0, 3x—2y+I1=0 1o'g'ri chiziglarning kesishgan
nugtasidan va M{(—4/5; 1) nuqtadan o'tuvchi to’g‘nl chizig teng-
lamasini tuzing.

114, x+2p+3=0, 2x+3y44--0 10'g'ri chiziglarning kesishgan
nugtasidan o‘tadigan va 5x+8y=0 10'g'ti chizigqa paralle}l to'g'n
chiziq tenglamasini tuzing.

115, 3x—p—1=0, x+3p+1=0 to‘g'ri chiziglarning kesishgan
nugtasidan o‘tuvchi va abssissa o'giga parallel to'g'ri chizig teng-
lamasini toping.

116. 3x+3y- 10=0, x+y- 15=0 to'g'ri chiziglarning kesishgan
nugtasidan va koordinat boshidan oftuvchi to‘g'ri chizig tengla-
masini tuzing.

117. x+2p+1=0, 2x+p+2=0 to'g'ri chiziglarning kesishgan
nugtasidan o‘tuvchi, abssissa o‘gi bilan 135" burchak tashkil etuv-
chi to'g'ri chizig tenglamasi tuzilsin,

118. M(a; b) nugtadan o‘ub, x+y+c=0 to‘g‘n chizig bilan
45% burchak tashkil etuvchi to'g'ri chiziglar tenglamasi tuzilsin.

119, Uchburchakning tomonlari berilgan: x = 0{AB8),
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x 0 2= 0BCY, v=0 (AC). B uchidan tushirilgan mediana va
A uchidan otuveh balandlik tenglamasini tuzing.

120, Tomonlari x + ‘v\e“r,:a =0, 13 +r+i=0vax—3y—10=0
bo'lgan uchburchak teng yonlt ekanligini isbotlang. Uning bur
chagini toping.

12f. Parallelogrammuning uchinet ketmaa-ket benidgan: A(0: 0},
A1 3, 7 Dy, Uning duagonallan orasidagt burchakni toping va
paralictogrammning to'g i turthurchak ckanligin isbotling.

[22. Uchburchak tomonlarining tenglamast benlgan:
x—y+2=MAB ), x =HRC} x t y—2=04Cr # nugladan
va AC tomom 1:3 mshatda bo'luveln nugradan o'tuveln to'g'n
chiziq lenglamasini tuzing. _

123. Lichlar 01 B, 262 17430 O3 13 bo'lgan uchburchiuk
teng tomonli ckanhginm sbotlang va uming yuzasini hisoblang.

124. Tomonbui kocftitsicntlari butun son botlgan tenglama-
lar bilan berilgan uchburchak teog tomonli botlishe muwmkin cmas-
ligini isbotlang.

125. Uchburchakning uchi A¢3; 9) va medinna tenglamalan
y—hO=0va 3x—4y - 9 =10 bolsin Qoigan uchlarining koord:-
natalarini toping

126. Agar uchburchakning katetlari koordinata o*glarida joy-
Inshgan va vurasi 12 kv, birlikka teng botlsa, M{2. 3) ougtadan
o'tuvcht 1o'g'n burchakli achburchak gipotenurzasining tengla-
mastn yozing

127, Agar kvadratning tomeni oxirlini koordinata o*ylarida
valgan lo'g'nt chizig Kesmasidan tborat bo'lsa, uming golgan
uchta toemonimimg tenglamasitg tuzing.

3-§. IKKINCHI TARTIBLI EGRI CHIZIQLAR

1. Avlana.

Aylana deb rekaslikdagi shunday nugtalarning 1o plamiga ayti-
ladiki, bu nugtalarning har bindan sho tekislikning markaz deb
ataduvcht nugtasigacha botlgan masola o' zgarmas nugdordir, Agar
hu o'sgarmas migdor r —aylananing rmdiusi,. (e, Ay—uning
markari bo'lsa, aviananing tenglhmasi
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(x —aY +(y—bl=r' ()
ko'rinishda bo'ladi. Aylana markazi koordmata boshi bilan ustma-
usl tushsa, aylana tenglamasi X7 iy!=r? bo'ladi. Agar (1) tengla-
mada gavslarni ochsak.

X+t bmv+n=10, (2)
buyerds t==2a, m=-2h.n=u+bh —r'.

Agar 77 +md -4n >0 bo'lsa, (2) tenglama aylanani ifoda-
laydi. Agar /7 +m-  4n =0 bo'lsa, tenglama {(—£/2,-m/2) nug-
tani aniglavdi, agar #7 =m-~ - 4n < {} bo'lsa, u geometrik ma’noga
ega emas. Bu holda tenghama mavhum aylanani aniglaydi. Aylana
tenglamasida x!, 3 oldidagt koettitsientlar teng bo'lib, xy i had
gatnashmaydi. Agar xf +_'.Jf =r? bo'lsa, M(x,. y,} nuqta aylanada
_\,’nm(:li._\'.2 t _yf >rt bo'lsa, M nugta aylanadan lashgarida,
\: - _L',E <r’ bo'lsa, M nugta aylana ichida yotadi.

128, 2x% + 2y? — 8x + Sy —4 =0 avlananing radivsi va marka-
zining koordinatalarinmi toping.

Yechish:

Tenglamani 2 ga qusqanirib va hadlarini gureklab
x!—4x + 17+ (5/2)y =2 tenglamani yozamiz, x* —4dx va yi+ (5/2)y
ni to'la kvadratga to'ldirib, birinchisiga 4 ni, ikkinchisiga (3/4) ni,
o'ng tomoniga ¥? va (5/4) ni go'shamiz:

’ -5 5 25
(x" —dx+4)+ () +%_r+']2—6)= 2+d+—
yoki " 5
(x=2Y +(v+5/2) =];l,
N 16

Shunday gilibh, avlanan markazining koordinatalarnn o = 2,
b =—5/4, radiust »r=11/4

129, Tomonkari 9x—2y—31=0, Tx+dp+7=0, x—=3p+1=0 teng-
lamalar bidan berilgan uchburchakka tashygr chizilgan avlana teng-
lamasini tuzing.

Yechish:

Uchburchak uchlanning koordinatatarini topamiz:

Oy =2y —dl=0 [Ov-2r—41=0 [Tx+414+7 =0,
Tx+dv+7 =4k i

=3+l x=3y+1=0

4



Natjjada A(3; — 7), B(5: 2), C{—1; 0) nuqtalarga ega bo'lamiz.
lzlangan aylana tenglamasi (x — @)+ (y — b¥* =r? bo'lsin. a, b, r
noma'lumlarni topish uchun 4, B, C nugtalarning koordinata-
larini izlangan aylana tenglamasiga go‘yamiz, natijada
B—a)+(—7T-bP=ri B~ay+2—56Y=r (—l—ai+d=r?
ga ega bo'lamiz. r? ni yo'qotib quyidagi tenglamalar sistemasiga
kelamiz

(G-a) +(-7-b6) =(5-a) +(2-h)’.

(3-a) +(=7-bY =(=1-a) +b".

yoki
4a+18b=-29,
8a—14b=57.
Bundan a=3,1; b=—23. r? ni (—1—a)? + 6= r? tengla-

madan topamiz, ya'nr r?=22,1. Shunday qilib, izlangan tenglama
(x =31+ (y+2,3)Y=22,1 bo‘ladi.

130. Agar aylananing markazi x -ty —3 =0 to'g'ri chiziqgda
yotsa, A(5; 0} va B(1; 4) nugtalardan o*tuvchi aylana tenglamas-
ini tuzing.

Yechish:

AB kesuvchining o'rtasi bo‘lgan M nuqtani topamiz:
Xy =(5+1)/2=3, y,=@+0)/2=2, ya'ni M(3; 2).

Ayvlananing markazi AB ning o'fasiga o‘tkazilgan perpendiku-
larda yotadi. AB to'g'ri chizigning tenglamasi (y—0)/{(4—0)={x—5)/
(1—5) ya’ni x+y—5=0 bo'ladi. Bu to'g'ri chizigning burchak
koeffitsienti —1 bo‘lgani uchun perpendikularning burchak koeff-
isicnti 1 ga leng, perpendikularning tengiamasi

y—2=x-3, yamix—y—1=0

C aylananing markazi A8 to‘g'ri chizig bilan ko‘rsatilgan
perpendikular kesishgan nugtadir, uni x+y—5=0, x—y—1=0
tenglamalarni birga yechib topiladi. Demak, x=2, y=I[, ya'ni C(2:1).
Avlananing radiusi C4 kesmaning uzunligiga tengdir, ya'ni

r=J3-22+(1-0,2 =10.
Demak, izlangan tenglama
(x—2)1+(y—1)1=10.
131. x’ +y*=49 aylananing A(1; 2) nuqgtada teng o‘rtasidan
bo‘linadigan vataming tengtamasi tuzilsin.
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Yechish:

Avlananing A4(l: 2) nuqtadan o'tgan diametr tenglamasini
tuzamiz. Uning tenglamasi y=2x. lzlangan vatar diametriga
perpendikular va A4 nogtadan o'tadi, ya'ni uning tenglamasi:
ye2=(—1/2)x—1) voki x+2y—5=0.

132. x~-y—3=0 to'g'ri chizigga nisbatan x? +y'=2x +4y—4
aylanaga simmetrik bo‘lgan aylana tenglamasini toping.

Yechish:

Berilgan aylana tenglamasini (x—1)+(y—2)’=1 kanonik holga
keltiramiz; aylananing markazi C(1; 2) va radiust | ga teng. Sim-
metrik aylananing markazi C (x; y,) ni topamiz, buning vchun C
nugtadan x—y—3=0 1o'g'ri chizigga perpendikular to'g'n chizig
o'tkazamiz. Uning tenglamast y—2=k(x—1), bu yerda &k =—1/1=—1
bundan y—2=—x+ 1 yoki x+y—-3=0 x—py—3=1{0 va
x +y—3=0 tenglamalarni birga yechib x =3, y =0 topamiz,
ya'ni C(1; 2) nuqtaning berilgan to'g'ri ¢chiziqga procksiyasi
P(3; 0). Simmelrik nugtaning koordinatalarini kesmaning o'rlasini
topish formulalaridan izlaymiz: 3= (1 +x}/2, 0=(2 +)2; shun-
day gilib, x, =35, y, =— 2. Demak, C {5; ~2) simmetrik aylanan-
ing markazi, u aylana {x =3+ (y +2}*=1 tenglamagn cga bo'ladi.

133. x*+y*=4(y+1) aylananing koordinata boshidan o‘tuvchi
vatarlar ortalari to‘plamini toping.

Yechish:

Vatarlar to*plamining (englamasi y=kx ko'rinishgs ega. Valar-
larning avlana bilan kesishgan nugqtalarining koordinatalarnini &
orqali ifodalaymiz, buning uchun y=4&x va x1+3 —4y —4=10
tenglamalarni birga yechamiz. x3(k?+ 1)—4kx —4 =0 kvadrat teng-
lamani hosil qgilamiz. Bu yerda x, + x,=44/(] + &%) Abssissalar
yighindisining yarmi vatar o‘rtasining abssissasini beradi, ya'ni
x=2k/(1+k%), vatlar o'rtasining ordinatasi p=2k3/(1+4&%) ga leng.
Oxirgi ikkita tenglik izlangan nugtalar 10'plamining parametrik
tenglamalaridir. Bu tengliklardan & ni yo'qotib (buning uchun
x=2k/(1+4') munosabatda k=y/x deyish etarli}, x2+p'—2y=0 ni
hostl gilamiz. Shunday gilib, 1izlangan to'plam ayianadir.

13d. NNx2+ 7 —B8x +6p=0;, 2¥x¥+y 1+ 10x -4y +29 =0;
3 x2+p—4x+ 14y + 54 =0 avlanalarning radiusi va markazi
koordinatalarini toping.
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135, ¥} + '+ 4x — 6y =0 avlananing Oy o'qi bilan kesishgan
nuqtasidan o‘tuvchi radiuslar orasidagt burchakni toping.

136, A(l; 2). HOQ; —1) va C(—3; ) nugtalardan o'tuvchi
aylana tenglamasini tuzing.

137, Markazi 20—y —2=0 to'g'ri chizigda yotgan A{(7; 7) va
B(—2; 4) nuqgtalardan o'tuvchi aylana tenglamasini tuzing.

138, x*+ 37 - 16 va (x5} + =9 aylanalar umumiy vatarin-
ing tenglamasini turzing.

139, (x — 3"+ (y +2)2=25 aylananing x—v+2=0 to'gri
chizig bilan kesishgan nugtalacidan bu avlanaga o'tkazilgan urin-
ma tenglamasini tuzing.

140. x? +37=4 aylana berilgan. A(—2: 0) nugtadan [BM|= AB|
masofaga davom eltiriigan A8 vatar o'tkazilgan. M nugralar
to'plamin toping.

2. Ellips.

Etlips deb tekislikdagi shunday nuqialarning to'plamiga avti-
ladiki, bu nugtalarning har biridan shu tekishkning fokusler deb
ataluvehi ikki nugtasigacha bo'lgan masofalar viglindisi o'zgarmas
migdordir. U 2a hilan belgilanadi, bu o‘zgarmas migdor fokuslar
orasidagi masofadan katta ho'ladi.

Agar koordinata o'glari ellipsga nisbatan [0-chizmada
ko'rsatilganidek jovlashib, ellipsning fokuslan csa OX otgida
koordinat boshidan bir xil masofada (Fi(c: 0), F{ «; 0)) yotsa,
cllipsning oddiv (kanonik} tenglamasi

% . _1-'? 0
PRI (0
ko'rinishda bo'ladi. « —ellipsning katta,  — kichtk varim o*qi,
a. b, ¢ (¢ — ftokuslar orasidagi maso-
faning varmi) lar o'rtasida @' = b+ 7 y}
munosabat bor.

M
Ellipsning shakli (sigilish o‘lchovi}
uning ekssentnstteti 1 =c¢/a (¢ <a bo*lgam o
. . . £ g £ i
uchun ¢ <1) bilan xarakterlanadi. Ellips- : _/

ning biror M nuqtasidan lokuslargacha
ho'lgan masolalar nugtaning fokal rodi- 10-chizma
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us-vektorlari deb alaladi. Ular r, r, bilan belgilanadi (ellipsning
ta'rifiga ko'ra, uning ixtiyoriy nuqgtasi uchun r+r, =2a bo‘lads).
Xususiy holda a=46 (¢=0, ¢ — 0, fokuslar markaz bilan
ustma-ust tushsa) bo’lsa, ellips avlanaga aylanib goladi:
xity'=at. M(x; y) nugta va x/a’+y’/B=[ ellipsning
o‘'zaro joylanishi guyidagi shartlar bilan aniglanadi:
agarx/ /a’ +y /R =1 bo'lsa, M nuqta ellipsda yotadi;
agarx /o =y /T <1 bo'lsa, M nuaqla ellipsdan tashgari-
da;x;/a’ +y /8 <1 bo'lsa, M nugta cllips ichida yotadi.
IF'okal radius-vektorlar cllips nuqtalarining absissasi orqali r,
= a-—ex (0'ng fokal radius-vektor), r,= a1 ex {chap fokal radius
vekror) ifodalanadi.

141. M(5/2: 6/4yvaN(=2; 15/5) nuqtalardan o‘tuvchi el-
lipsning kanomktenglamasini tuzing,.

Yechish: x'/a? :yi/h*=1 lzlangan ellips tenglamasi bo'lsin Bu
tenglamani M, N nugralarning keordinatalari gnnhoatlantirish kerak.
Demak,

25 3 4 3

ct+t—==1L -
- BA° as ShT

Bundan a* =10, o=1 toepamiz. Demak, ellips tenglamasi
x /10 +y =1 bo'ladi.

142, x%/25 +y'/9 =1 ellips fokal radius-vektorlar ayirmasiga
teng bo'lgan nuglani toping.

143, x'/a’ + y/b' = | ellipsning fokusidan katta yarim o'gga
tushirilgan perpendikularning ellips bilan kesishgan nugtasigacha
urunhgini toping.

14d. Chap fokusdan va x¥/25 +yi/16 =1 ellipsning quwy
uchidan o'tgan to'g'rt chiziq tenglamasini tuzing.

143. Koordinata o'glariga joylashtirilgan ellips M(l; 1) nugiadan
o‘tadi va ckssenirisiteti ¢=3/5 gateng. Ellips tenglamasini tusing,

146, M(7; 1), N(—5; —4), P(4; 5) nugtalar x//50+y'/32=1
ellipsga nisbatan ganday joylashgan.

147. Agar ellipsning fokal kesmasi uchidan o burchak ostida
ko‘rinsa, uning ekssentrisitetini toping.
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148. x +5=0 10'g'rl chiziqda x*/20 + y?/4 =] ellipsning chap
fokusidan va yuqori uchidan barobar uzoglikda turgan nuqgtani
toping.

149, Agar F(O; 0) va F(I; 1} ellipsning fokuslari katta o'qi 2 ga
teng bo'lsa, ellips ta’nfidan foydalanib, uning tenglamasini tuzing.

150, A(O; 1) nugtadan masofasi y ~4 =0 to‘g'ri chiziggacha
bo'lgan masofadan 2 marta kichik bo‘lgan nuqtalar geometrik
o'rnining tenglamasini tuzing.

15t. Uzunligi A ga teng bo‘lgan A8 kesmaning oxirlan to'g'ri
burchakning tomonlari bo'yicha sirpanadi. Bu kesmani 1:2 nisbat-
da bo'luvchi M nuqgta chizadigan egri chizig tenglamasini tuzing.

3. Giperbola.

Giperbola deb tekislikdagi shunday nugtalaming to‘plamiga avti-
tadiki, bu nugtalaming har biridan shu tekislikning fokuslar deb
ataluvchi ikki nugtasigacha bo‘lgan masofalar ayirmalarining absolut
givmatlari o*zgarmas miqdordir. Bu o*zgarmas migdorni 2a bilan
belgilanadi, u fokuslar orasidagi masofadan kichik. Agar giper-
bolaning fokuslarini Fle: ), F{— . ) nuqtalarga joylashtirsak,
u holda giperbolaning xi/0? — y¥/b*= | (|} kanonik tenglamaga
ega bo'lamiz, bu yerda = ¢ — &7 Giperbolaikki tarmogdan
iborat va koordinata o‘glariga simmetrik joylashgan.

Ala; 0}, A, (— a, 0) lar giperbolaning uchlari deb ataladi.
|4,4,/=a sgiperbolaning hagigiy, |AA)J=b mavhum o'qi deyiladi
{11-chizma).

Agar M{x; y} nuqtadan biror to'g'n chiziggacha bo'lgan maso-
fasi nolgaintilsa{x - + o« yoki x-» —w), v to'g'ri chiziq giperbola-
ning asimptotast deyiladi. Giperbola ikkita asimptotagaega, ular
v=*fh a}jx. Giperbolaning

asimptotalarini yasash uchun to- “
monlari x=4g, x=-~a, y=b, y=
— & bo'lgan to'g'ri turtburchak 62 H

chizamiz. Bu to*g'n turtburchakn- ¢

; ) ) £, S AN T
ing qarama-garshi uchlaridan T
o'tkazilgan to'g'ri chizig giper-

botaning asimptotalari bo'ladi.

Yl-chizma
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i 1-chozmadagiperbola va uning asimptotalari o*zaro joylan-
ishi ko‘rsatilgan. [ =¢/a@ > 1 nisbat giperbolaning ekssentrisiteti
deyiladi. r / =x—a {0o'ng tokal radius-vektor), r,f =x +a (chap
fokal radius-vekioriy giperbola o'ng tarmog'ining fokal radius-
vektorlari deyiladi. Xuddi shunday chap tarmog'ining fokat radi-
us-vektorlari r=- fx+ta, r (- ¢#x—a) bo'ladi. Agar @ =b bo'lsa,
giperbolaning tenglamasi x* — y? = 4 bo'ladi. Bunday giperbola
teng tomonli deb ataladi. Uning asimptotalari te'g'ri burchak hosil
giladi. Agar koordinat o‘glarini asimptotalar deb garasak (teng
tomonli giperbolada), uning tenglamasi xyp=m (m==xa*/2, m>0
ho‘lsa, giperhbola 1 va Ill chorakda, m<0 bo'isa, 11 va IV
chorakda yotadi. xy =m tenglamani v=m/x ko'rinishda yozish
mumkin bo'lgant uchun teng tomonii giperbola x, ¥y migdorlar
orasidagi teskari proporsional bog'lanishni ifodalaydi.

¥ _V? | }’: ¥ B
o B b ot
tenglama ham giperbolani ifodalaydi, lekin hagigiy o'q O bo‘lads.
x/at—yi/B =1 vaxifa® — v/ = —1 giperbolalar bir xil yarim
o'qga va bir xil asimptotaga ega, lekin haqigiy va mavhum o*glari
almashinib keladi. Bunday giperbolalar go‘shma deb ataladi.
152. x2/16 — v /9 =1I giperbolaning o'ng tarmog‘ida shunday
nuqtalarni topingki, undan o‘ng fokusgacha masofa chap fokus-
gacha bo'igan masofadan 2 marta kichik bo'lsin.
Yechish:
Giperbolaning o'ng tarmog‘i uchun fokal radius-vektorlar

roé=x—a va r,/=x+tag tormulalar bilan aniqglanadi. Demak,
Fx+a=2¢{x—a) tenglamaga cga bo'iamiz, bundan x=3a/7; bu

verda a=4, f=c/a=~Ja'+h*/u=5/4, ya’ni x=9,6.Giperbola
tenglamasidan ordinatani topamiz:

z
[V R P fﬂ(i) _16=22119
4 4\\ 5 5
Shunday qilib, masalaning shanim ikki nuqgta ganoatiantiradi:
M,(9,6;0.67119). va M, (9.6: —0,61119).
153, A(L, Oy va B(2, Q) nugtalar berlgan. M nuqla shunday
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harakatlanadiki, AMB uchburchakda B burchak A burchakdan 2
marta kattaligicha goladi. M nugta chizadigan egri chiziq tengla-
masini toping.
Yechish: . )
M nuqtaning koordinatalarini x, y bilan beigilab fg B va ig

larmi A, B va M nuglalarning koordinatalari bilan ifodalaymiz:
i ; - - 1
T N
x-2 2-x x+1

Shart ho'yicha: . . )
tg B=tg2 A4, ya'ni (gB=2g Al —1¢” 4) tenglamaga ega

bo‘lamiz. Bu tenglamaga 72 B, //ig 4 larnt go'yib
¥ 2y(x+])
2-x ]—y" e‘{l+x)2
ga cga bo'lamiz, y (=0} ga qisqartirib va soddalashtirib x? — yi/3=|
cgabo‘lamiz. tzlangan egri chiziq giperboladir.

154. Giperbolaning ekssentrisiteti 2 ga teng. fl-f(\ﬁ;ﬁ)
nuqtadan o'tadigan giperbolaning tenglamasini tuzing.

Yechish.

Ekssentrisitetning aniglanishiga ko'ra Cfu=\/§ yoki ¢?= 2al.
Lekin ¢i=a?+4? bo'lgani uchun a@?+b2= 24, yoki al=hi,
ya'ni giperbolateng tomonli. [kkinchi tenglikni Af nugtaning gi per-
bolada yotishidan keltirib chigaramiz, ya'ni
(V3) /a7 +(\2)Y /b =1 yoki 3al+2/b =1. al=5h? bo'lgani
uchun 3/a?—2/a?=1, ya'ni a’=1.Shunday qilib, izlangan giper-
bola tenglamasi x*—p!=1 bo‘ladi.

155, Agar giperbolaning asimptotalari ¥ = t(E\EB)x bo'lsa,
M(9; B) nuqtadan o‘tgan giperbolatenglamasini tuzing.

156. Fokus va uchlari tenglamasi x/8 +y2/5=1 bo‘lgan ellips-
ning mos tokus va uchlaridayotgan giperbola tenglamasini tuzing,

157. M(0;~1) nugtadan va 3x?—4y!=12 ning o'ng uchidan
to'g'ri chiziq o'tkazilgan. To'g'ri chizigning gi perbola bilan kesish-
gan ikkinchi nugtast topilsin.

158. x!— yi=§ giperbolaberilgan. M(4; 6) nugtadan o'tuvchi
va giperbola bilan bir xi] fokusga ega bo'lgan ellips tenglamasini
yOZIing.
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159, 9x2+ 25y =] ellips berilgan. Ellips bilan bir xil fokusga
ega bo'lgan teng tomonli giperbola tenglamasini tuzing.

160. Giperbolaning asimptotalari orasidagi burchak 60% Giper-
bolaning ekssentrisiteti topilsin.

161, x1/64—y’/36=1 giperbolaning chap tarmag‘idashunday
nugtani topingki, uning o‘ng fokal radius-vekton 18 ga teng bo'lsin.

162. Ekssentrisiteti 2 va fokuslari x?/25 + y3/9 =1 bo’lgan
ctlipsning fokuslari bilan ustma-ust tushadigan giperbolatengla-
masini tuzing.

163. xi/16—y/9=1 giperbolaning x? *y'=91 aylanabilan ke-
sishgan nugtalardagi fokal radius-vektorlari kesishgan nuqtalari-
dagi fokal radius-vektoriari topilsin.

164. Giperboluning asimptotataridan biriga o‘tkazilgan per-
pentdikulyar uzunligini mavhum c'gqa tengligini isbotlang.

165, x*— yi=| giperbolaning ixtiyorty nuqtasidan uning asimpto-
talarigacha bo'lgan masofalar ko'paytmasi ozgarmas songa tengligini
isbotlang.

166. x*+4x + y?=0 aylanadan va M(2; 0) nugtadan barobar
uzaqlikda turgan nuqgialar to'plamining tenglamasini tuzing.

4. Parabola.

Fokus deb ataluvchi nuqta va direkrrisa deb ataluvchi to'g'ri
chizigdan barobar uzoqlikda turgan nuqtalar to*plami parabola
deb ataladi. Agar parabolaning direktrisasi x = —r/2, fokusi
Fir/2, 0) nuqta bo'lsa, uning tenglamasi

yi=2px (N
¥ M Bu parabola abssissa o'giga nisbatan
-t simmetrik joylashgan (I2-chizma)

" (p>0) x>=2py (2)

tenglama ordinata o*qiga nisbatan simmetrik
oN F &  bo‘lgan parabela botladi. p>0 da (1) va
(2) parabola mos o'glarining musbat to-
moniga, p<0 bo'lsa, manfiy tomoniga
garagan bo'ladi. y’= 2px parabolaning fokal
radius-vektorining uzunligi r=x + p/2
(r>0) formula bilan aniglanadi.

167. Agar parabolaning Ox o'giga per-
pendikutar bo'igan vatarning uzunligi 16 ga, bu vatarning para-

|2-chizma
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bola uchidan masofasi 6 ga teng bo'lsa, uchi koordinala boshida
yotgan Ox o‘giga parallel bo‘lgan parabola tengiamasini tuzing.

Yechish:

Vatarning uzunligi va uning parabola uchidan masofasi ma'lum
bo'lgan uchun bu vatar oxirlarining koordinatalar ma'lum bo'ladi.
Parabola tenglamasi y?=2px; bunda x=6, y=8 dch 8'=2p-6
topamiz, bundan 2p=32/3. Shunday qilib, izlangan paraboli
tenglamast y? = 32x/3 bu'ladl.

168. Oy o'giga nisbatan simmetrik va I, 111 koordinat burchak
bissekrrisasida wzunligi 8\6 bo'lgan vatar ajratuvchi, uchi koor-
dinata boshida yotgan parabola tenglamasini tuzing.

Yechish:

[7langan parabola tenglamast x?= 2py, bissckinsasining lengla-
masi ¥y =x. Shunday qilib, parabola bilan bissektrisaning kesishgan
nugtalarini hosil gilamiz: O(0; 0) va M(2p: 2p) Vatarning uvzunligi
ikki nugta orasidagi masola kabi topiladi: 3\5 = Jﬂpz + 4;;"’ , bun-
dan 2p=8. Demuk, izlangan tenglama x*= 8y bo'ladi.

169. Agar parabolaning fokusi 4x — 3y —4 =0 to'g'ni ¢chiziy
bilan Ox o'gining kesishgan nuqtasida yotsa, parabolaning teng-
lamasini tuzing.

170, y*=E8x parabolada direktrisndan 4 ga 1eng masotada turuv-
chi nugtani toping.

171. Ox o'giga nishatan simmetrik, y=x to'g'ri chizigdan
uzuniiyz 4\/3 g teng vatar ajratuvehi, uchi koordinata beshida
yotuvchi parabola tenglamasim tuzing.

172, v!=2x parabola koordinat boshidan o*tuvchi totg ri chizig-
dan uzunligi 3/4 ga teng vatar ajratadi. Bu to'g'ri chizig tengla-
masini tuzing.

173, Agar simmeltriva o'qiga perpendikular, fokus va parabola
uchi orasidagt masofani teng o'nasidan bo'luvchi valaming uzuniigi
hirga teng bo'lsa, parabola tenglamasini tuzing,

174,  p?*=32x parabolada 4x+3y+}0=0 (o'g'ri chiziqdan 2
birlik masefada turavehi nugtani toping.

175, Uchi koordinat boshida yotuvchi, Af(4; 2) nugtadan
o'tuvchi va Ox o'qiga stmmeink o‘tgan parabola tenglamasin tu-
7ing; bu nuqlaning fokal radius-vekton bilan Ox orasidagi «
burchakn: aniglang.
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4-§. KOORDINATALARNI ALMASHTIRISH VA (KKINCHI
TARTIBLI EGR] CHIZIQ TENGLAMALARIN!
SODDALASHTIRISH

I. Koordinatalarni almashtirish,
x0y koordinat sistemasidan yangi x 'O,y ' (koordinal o*glarining
yo'nalishi o'zgarmaydi, ya'm koordinat boshi deb O (a, b) nuyta
otinadi; 13-chirma) sistemaga o tishda gundaydic M nugianing
esky va yangt koordinat sistemalart bilan bog‘lanishi
x=x"+*ag, y=y-+b (1)
x'=x—ag, vy =y b (2)
formulatar bilan aniglanadi.

Yy
L]
2 B Y M
M 1
:f Ny
A\ ]
| AT
a| ) x* £
- 1 o, 5 .
7 z ] T T
!3-chizma 14-chizma

(13 formula orgali cski koordinmalar yvangilari orgali, (2)
formuladan yangi koordinatlar eskilan orgah amiglanadi. Koordi-
nat o'glarini 4 burchakka burashda (koordinat boshi o'zgarmaydi)
A soat miliga teskari yo'nalishda hisoblanadi (14-chizma). Eski x,
y yangi x°, y koordinatalar bilan

Y=x'eos —¥'sing, y=x'sina + V'eosa (3)
y'=xeoser —ysing. )V = —xsina + yeosa {4}
formulalar bilan aniglanadi.

176. Koordinat o'yglari paraliel ko‘chirilgan, yangt koordinat
boshi O,(3;—4) nugiada joylashgan. Nugtaning eski koordinatalan
M7, 8) ma'lum. Bu nuqtaning yoangi koordinatatarini toping.

Yechish:

Bu verda =3, b=—4, x=7, y =8 teng. (2} formuladan
x'"7=374, y=8—(—41-12 larni topamiz.
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177. xOy tekisiigida M{4. 3) nuqta berilgan. Koordinat siste-
masi shunday buralganki, yangi o'q M nuqtadan o'tsin. Agar A
nugtaning vangi koordinatalari x'=35, y'=5 bo'lsa, 4 ning esk:
koordinatalarini toping.

Yechish:

OM = 4%413% =5 bo'lgani uchun sine=3/5 cosa=4/5 teng,
u holda (3) formulalar x =(4/5)x"— (3/5)y", y=(3/5)x"+ 4/’
ko‘rinishni oladi. x'=y'=5 deb olib, x=1, y=7 ni topamiz.

178. Koordinat sistemasi o = /6 burchakka burilgan M(\Bﬁ)
nugraning vangi koordinatalarini toping.

Yechish:

{4) formuladan fovdalanib, topamiz:

x'=J3cos(7/6)+3sin(w/6)=3/2+3/2 =3,

y == 33in(m’6)+3cos[;rf6)=—\/_:1;’2+3\Ef'2=\/2‘:

179, M(9/2; 11/2) nugta berilgan. Yangi koordinata o'glari
sifatida

2x—=1=0 (0 o'q), 2y =5=0 (Ox o0'q) chiziglar olin-
gan. M nugtaning yangi sistemasidagi koordinatalari topilsin.

1840. M(4\f§; 2\/5) nuqta berilgan. Yangi abssissa o‘qgi sifatida
y=2x, ordinata o‘qi sifatida y=-—20,5x to'g'ni chiziglar olingan.
Yangi o'qglar eskilari bilan o‘tkir burchak tashkil etadi. M nug-
taning yangi sistemadagi koordipatalarini toping.

2. Parabola: y=Ax?+ Bx + C va giperola: y=(kx +1}/(px +q).

v=Ax?+ Bx + C ko'rinishdagi tenglama koordinat o‘glarini
parallel ko‘chirganda, ya’'ni x=x"+a, y=y +56 (a, B —yangl
koordinat boshi, x°, y'— yangi koordinatalar} formulalar yor-
damida parabolaning kanonik tenglamasiga keladi.

y=Ax*+ Bx + C bilan aniglanadigan parabola Oy o‘giga pa-
rallel bo'lgan simmetnya o'qiga ega bo‘ladi. (x=Ay*+ By + Cesa Ox
o‘qiga parallel bo'lgan simmetriya o'qgiga c¢ga). y=(kx+1)/(px +4)
kasr chizigli funksiya, agar kg — pl =0, p=0 bo'lsa, teng tomonli
giperbolani aniglaydi. Koordinat o'glarini parallel ko‘chirganda
bu tenglama teng tomonli giperbolaning xy =m kanonik tengla-
masiga keladi, bu giperbolaning asimptotalan koordinat o'glarida
bo‘ladi. m > 0 bo‘lganda giperbola tarmoglari 1 va [Il chorakda,

m<0 bo'lganda Il va 1V chorakda votadi.
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181. y=9x!—06x +2 parabola tenglamasini kanonik holga kel-
tiring.

Yechish:

x, y o'rmiga mos ravishda x" +aq, p'+b ni gqoyamiz: v+b=
=9(x"ta) ~6(x+ g)+2 yoki y'=9x" 1+ 6x'(3a~ 1)+ (9a? —6a +2 —b).
a. b larmi shunday tanlaymizki, x° oldidagi koeffitsient va ozod
xad nolga aylansin:

3a-1=0,
9a° —6a+2-bh=10

Demak, x"?=(1/9)y’ parabolaning kanonik tenglamasi. Pa-
rabola uchi

ya'ni a=1/3, b= 1.

Q(1/3; 1) da va p=1/I8,

Bunday masalani boshgacha usul bilan ham vechish mum-
kin. Berilgan y=Ax*+ Bx + C (yoki x =Ay?+ By + C) tenglama
(x —ap=2p(y —b)[(y—b) = 2p{x — a)] ko'rinishga keltiriladi. U
holda O (a, b} nugta parabolaning uchi, p parametrning ishorasi
parabolaning gaysi tomonga yo‘nalganini ko'rsatadi.

y=9x?—6x—2 ni quyidagicha o‘zgartiramiz:

, 3 1
=9(x'—Zx+—)-1+2:
y=9 > 9)

y-1 =9(x-—%)2: (X*%]E =$U’*])'

Bundan yana parabola uchi O,(1/3; 1) nuqtada bo'lib, para-
mett p=1/18 ga tengligini topamiz, parabola Oy o'gining musbat
tomoniga qarab yo‘nalgan.

182, y=(4x+3)/(2x—1) giperbolatenglamasini x'y'= & kurinishga
keltiring, Giperbola asimptotalarining tenglamasini boshlang‘ich
koordinat sistcmasiga nisbatan vozing.

Yechish:

Koordinat o‘glarini parallel ko'chirish yordamida berilgan
leriglama

(y+0Qx'+2a—-1)y=4x+4da +5
voki
'+ 2h—Dx+ La-Ny'=4a+b—- 248+ 5
ko‘rinishga keladi. 2b—4=0, 2a— 1 =0 dan a=0.,5, =2 larni
topamiz. L) holda yangi koordinat sistemasida giperbola tenglamasi
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x'y'= 3,5 ko‘rinishga keladi. Giperholaning asimptotalan sifauida
yvangi koordinatalar olingami uchun, x’=0,35, y'=2 lar asimptota
ho'ladi. Bunday masalaning boshgacha vechilishi; v =(kx +1)/(px + ¢)
tenglama (x —a)(y — b} =m ko'rinishgakeltiriladi, giperbolaning
markazi O (a, b) nugtada yotadi: uning asimptotalari sifatida x =4
va x — b lar olinadi, M ning ishorast giperbolaning gavsi cho-
raklarda yotishini ko'rsatadi. y={4x +53}/(2x—1) ni
Mx—dyy—dr—t Ly mp
2 2 4
voki
20—y —=Ex+3)=0, 2(x-0.5(y-2)=7
ko‘rinishga keltiramiz.

Shunday qilib, giperbola tenglamasi {x — 0,3)(y — 2) = 3.5
ko'rinishga keltirildi. Giperbola markasi O(0.5; 2) nuqtada,
giperbola tarmoglari 1 va 111 chorakda x—0,5=0, v —=-2=10
asimptotalar orasida yoladi.

I83. |} y=d4x—2x?% 2y y= x'+2x+2, 3y x——4y’+y;
4) x —y?-+4y+ 35 parabolalar tenglamasini kanonik ko*rinishga
keltiring.

184. 1) y=2x/(4x — 1) 2) y={2x +3)/(3x — 2}
3y vy=(10x +2)/{5x +4) giperbola tcnglamalarini x'y'=m
ko'rinishga keltinng.

3. Ikkinchi tartibli egri chizigning besh hadli tenglamasi.

Ax? + Cy?2+ 2Dx + 2Ev + F =0 tenglama ikkinchi tartibli egri
chizigning besh xadli tenglamasi deviladi (xy had gatnashmavdi).
Bu tenglamatcekislikdaciiips, giperbolayoki parabolani aniglaydi

(A, C kocflitsicntlar ko paytmasining ishorasiga garab koord; -
nat o‘glariga paralie! bo'lgan simmetriva o‘glariga ega bo‘ladi).

1. AC >0 ba'lsa ellips, A= C bo'lsacllips aylanagaaylanadi

2, AC<0 bo'lsa giperbola, agar tenglamaning chap toemom
ikkita chizigli ko'payiuvchiga ajralsa, giperbola ikkita kesishuvchi
to'gri chiziyqa aylanadi:

Ax+ Cy? £ 2Dx +2Ey + F={ax thy + ¢ ax thy ic)

3. AC=0 (A=0, C=0 voki 4=0, C=10) bo'lsa tenglama
parabolani anigiaydi, bu holda, agar chap tomon yoki x, voki
y ni o'z jchiga olmasa; {agar tenglame Ax-< + 20x + F=0 yoki
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Cy*+ 2Ly + =0 ko'rinishga ega bo'isa) parabola ikkita parallel
Lo g'ri chizigga ajralishi mumkin {Aaqigiy har xil, hagqigiv ust-
ma-ust tushadigan yoki mavhum). Egri chizigning turi va uning
tekislikdagi jovlanishi une Al —x )4 F Cly —y, ¥ =1 (AC>1) voki
AC <G ) kotrinishga keltirib osongina topiladic hosil bo'lgan
tenglama ko'rinishign garab  cllips va giperbolalarning ajralishi
yvoki birlashishini Itom anglash mumkin, Birdlashimogan egri chizig
holida, koordinat boshini O (x,. v,) ka'chirib, ellips yoki giper-
boli tengtamusini kanomk holga keltirish mumkin, AC=0 bolgan
hoel oldingi paragrafda to'la goralgon. chunki hu holda paribala
tenglamasing y —ax - thx v e yoki x =a vt + bt e kotrinishda
vosishh mumkin.

I83. 4x- + 9" —Bx —3hy +4 =0 tenglamsn ganday egri chizigni
itodaluydi

Yeeliivh:

Berlgan tenglamam guyidagicha o' rgartitamiz:

Ai=2x)F9(7 - Ay) -4
Px=2xri—11+9(p =4y +d—4)y=—4;
Hx—1)+ 9 y—2)'=—4+4+30;
A= 1) +9(y—2)'=36

Yangi koordinata bushi deh Q7 (1 2) nugtani olib, o'glarni
partllel ko chirmmis, Koordinatalarni almashtirish formulalaridan
toydalanamiz: x =x" 4 1, y =3 "+ 2 Yang o'gqlarga nisbuatan
A7+ 9y =36, yokt 277+ 4 =1 tenglamaga ega botlamiy,
Shunday qilib, berilgan tenglamace!lips ckan.

£186. x-—Oyp- ¢ 2y + 30— 44 =} tenglama ganday cgri chizigni
Hadalaydi,

Yechish:

Berlgan tenghimani o' zgartiramiz:

(FCH+2x+ | =)= =4y +4—4)=44,
(x4 1) =9(p—2)=4%+1—3n,
{x+ 1) =9 p—2)'=9,

Yangi koordinai boshi deb, O, (=1 2) nt olib o*glarni parallel
ko chiramiz. Koordinatalarng almashiinsh formulalar x=x"—1,
y=¢ + 2 bo'ladi. Keordinaialarm almashririshlardan so'ng
XT=9y" =9 yoki x4 /9~y 2= | ga ega bolamiz. Bu egri chizig
aiperboladir. Bu giperbolaning asimptotalart v'= £(1/ )x' to'g'n
chiziglardir.
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Quyidagi misollarda keltirilgan tenglamalar ganday egri chi-
zigni aniglaydi? Ulami chizing.

187, 36x2+ 3y?—36—24y ~23=0.

188. 16x2+ 25— 32x + 350y —359=10.

| I 2

189, zx 9y x+3y 1=0
190, x2+4yi—4x—8y+8=40.
191. x2+4p2+8y+5=0.

192. x?—p’—6x+10=0

193, 2x*—4x+2y—3=0,

194, x?—6x+8=0.

195, x?+2x+5=0.

4. Ikkinchi tartibli egri chizigning umumiy tengiamasini kanonik
holga keltirish,

Agar ikkinchi tartibli egri chiziq

Ax?+ 2Bxy + Cy? + 2Dx + 2Ey + F=0

tenglama bilan berilgan bo‘lsa, koordinata o‘glarini burab,
x=x'cosa — y'sina,  v=x'sina+ y'cosa formuladan foydala-
nib, koordinatalar ko'paytmasi gqatnashgan haddan ozod bo‘lamiz.
Qolgan almashtirishlar bundan oldingi paragrafda bajarilgan. Egri
chizigning ikkita chiziqqa ajralishi berilgan icnglamag» qarab quyi-
dagicha bajarilishi mumkin. Tenglamani y ga nisbatan kvadrat
tenglama deb qaraymis (p? oldidagi koeffitsient noldan fargli);
agar bu yerda kvadrat ildiz ostida gandaydir ax + b ikki had-
ning to‘la kvadrati tursa, ildizdan chigib, u uchun ikkita qiy-
mat: y,=kx+b, y,=kx+b, topiladi. Bu egri chizig ikkita to'g'ri
chizigga ajraladi. Beriigan tenglama x ga nisbatan ham yechilishi
mumkin. Agar egri chizigning tenglamasida A= =0 (#+0) bo'lsa,
B/D=2E/F bao'lgan hadgina ikkita to*g'n chizigni aniglaydi.

196, 9x?+24xy + 16 yi—25=0 tenglama ikkita to'g'ri chizig
to'plamini aniglashini ko'rsating.

Yechish:

Tenglamani (3x +4y)? — 25=0 ko'‘rinishda yozib olamiz; chap
tomonni ko‘paytuvchilarga ajratamiz: (3x +4y— SH3x+4y +5)=0.
Shunday gilib, berilgan tenglama 3x +4y—5=10, 3x+4y+5=0
ko‘rinishdagi to'g‘ri chiziglarni aniglaydi.
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197, 3x?+ 8Bxy —3y?— l4x — 2y +8=0 tenglama ikkita to‘g'ri
chiziqg tenglamasini aniglashini ko'rsating.

Yechish:

Berilgan tenglamani 3y?!—2(4x— 1)y —(3x?— 14x +8) =0
ko'rinishda yozib olamiz, uni y ga nisbatan yechamiz:

4x -1+ J(dx —1)2 +(9x7 —dx +24)
y=
3
_4x—1%(3x-3)
y 3

Bundan esa y=3x~-2 va y=(—x+4)/3 to‘g'n chizig tenglama-
lariga ¢ga bo'lamiz, ulami 3x—y—2=0, x+3y—4=0 ko‘rinishda yozish
mumkin.

198. xy+2x—4y—8=0 tenglama bilan ganday chiziq aniglanadi.

Yechish:

Tenglamani x(y +2)— 4(y +2)=0 yoki (x —4}{y +2)=0 ko'ninishda
yozib olamiz. Shunday qilib, tenglama x—4=0, y+2=0 to'g‘ri chizig-
larni aniglaydi, chiziglarning bin Ox, ikkinchisi Oy o‘qiga parallel.

199, Sx'+4dxy +8y !+ 8x + 14y + 5§ =0 tenglamani kanonik
ko'rinishga keltiring.

Yechish:

Birinchi banddagi (3) formuladan foydalanib, tenglamani
o'zgartiramiz:

yoki

S(x'cosa —¥'sing) +4(x'cosa — y'sing)(x'sina + y'cosa)+

+8(x'sine + y'cosa) +8(x'cosa - y'sina)+ l4(x'sine + y'cosa)+5=0
yoki

(5cos’ a rdsinacosa +8sin® a)x "+ (5sin” @ —4sinacosa +

+ 8cos” @)y + bsinacosa +4(cos’ @ - sin” a)x' )y +(8cosa + 1dsina)x'+

+ (ldcosa—8sinaly'+5=10,

4(cos’ @ —sin )+ 6sinacosa =0 shartidan (ya'ni x'y' oldi-

dagi koeffitsientni nolga tenglaymiz) o ni topamiz,
2tgla - 3tga - 2 = (ga ega bo'lamiz, bundan 1g o, =2, 1tg &y =-1/2.
{7 « ning bu giymati ikkita o‘zaro perpendikular yo'nalishga to'g'ni
keladi. tg ¢« =-1/2 o‘rniga tg a =2 olishimiz mumkin (x°, y’
lar o'mini almashtiramiz, 15-chizma).
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g =2 dan sina=%2 _5,cosa=i1! '5; sinat, cosa lar-

ning musbat giymatini olamiz. U y
holda tenglama ushbu ko'rinishni & l i
oladi: /

36 2
9x|2+4 r2+__ _ = |=0
Y '\/gx \J'Sy "4

{
!
!
i
7h,..2“-¢~.._,_h o r
{ e
/

yoki o
Hx"+— 4 x‘)+4(y"+ py=-5.
5 \/_ I |
Qavs ichidagi ifodalarni to'la 15-chizma
kvadratga to'ldiramiz:
2 .2 1, 36 1
9(x'+ -——)‘ + 4(_1)'__}" =4 _35
NG ads 520
yoki )

O+ =) +4(y'~

Js 4(

Koordinata boshi uchun 1-2/.5, |/4f) nuqtani olib
x'=x —2!\/_ y'= y"+lf(4f) koordinat almashtirish formula-

nl w2
tarini qo‘llab, 9x"'+4y" =9/4 vyoki Y 1 ga epa
/4 9/16

bo'lamiz (bu ellips tenglamasi}.
200. 6xy +Rv" 12x—26y + 11 =0 tenglamani kanonik holga
keltining.
Yechish:
I. Birinchi banddagi (3) formuladan foydalanib tenglamani
o‘zgartiramiz:
6(x'cosa — y'sina)(x'sina + v'cosa) +8(x'sinu + y‘cosaf -
=12(x'cosa—p'sina)-26(x"sina + y'cosa)+11=10,
(6sinctcos o +8sin” a)x 7+ (8cos’ o - 6sinccosa)y +
+{16sinoccosu + 6(cos? i —sin® a))x’ p'- (12cos ot + 26 sina)x '~
—(26cosa—-12stna)y'+11=0.
x'y’ had oldidagi koeflitsientni nolga tenglab topamiz.
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16sinccosa +6(cos’ a—sin*a)=0 yoki 3ig’a-8tgar-~3=0

Bundan tga, =3, tga, =-1/3; iga =3 desak, u holda
sina’zﬂhflﬁ, cosa:iliﬁ(_); sina, cosa ning musbat qiy-
matlanni topamiz. U holda tenglarma quyidagi

‘Jx':*y'z—‘)\[lﬁx’+ \/Ey‘ﬂ 1=0

yoki
9(x?=V10x) = (¥~ 10y =11
ko‘rinishga keladi.

2. Qavs ichidagi ifodalarni to‘la kvadratgacha to*ldiramiz:

9[ . \/EI [ . leﬁ]z 45 5
x'- -y

=om -2,
2 2 2 2

yoki

i P I

2 2

Yangi koordinat boshi uchun O'( 10/2, 10/2) ni olib,
x'=x"+10/2, y'= i+ V1072 ni go‘llab, 9x"”—-y™ =9  yoki
x"™—y™/9=1 ni hosil gilamiz (bu giperbola tenglamasidir).

201. x'—2xy +y?— 10x—6y +25=0 ni kanonik holga keltiring.

Yechish:
1}). O'qlarni burash formulasidan foydalanib tenglamani

o‘zgartiramiz:
(x'cosat— y sina)’ —2(x'cosa — p'sina)(x'sina + y cosw) +
H(x'sina 4 y cosa)’ - 10(x’ cosa - y'sina) - 6(x’sinat + p'cosa) + 25 = 0.
yoki
{cos’a-2sinacosa +sin’ a)x” +(sin° @ + 2sinacosa +cos' @)y +
+2(sin’ @ —cos’ @)x' y'~ (10cosa + 6sina)x'+ (1 0sing - 6cosa)v'+ 25 =0

x'y’ oldidagi koeffitsientni nolga tenglab topamiz

2sin’o —cos’ae = 0, bundan tg’a =1, vya'ni
ga,=1tgoa,=-1. tga =1ni olsak, «, =n/4
yoki sing@ = I/ﬁ. cosa = l;’ﬁ
U holda tenglama 2y'7~82x'+2/2y'+25=0,
yoki 2(37+2y)-8J2x'+25=0.
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2. Qavs ichidagi ifodani to‘la kvadratga to‘ldiramiz:
N2 2
-2 % J2 3
2| y'+-— | =8/2x'-24 yoki "+ — =4J§[r———}
(y 2 ] [J’ 2 } )

Yangi koordinat boshini O‘(3XJ§, -ﬁfZ) ga ko‘chiramiz.

x'=x"+3f\/§, }"=J’"+\Ef2 ifodalardan foydalanib, y'=4;2x"
ni topamiz (bu parabola tenglamasi).

Quyidagi tenglamalar ikkita to‘g‘ri chizigga ajraluvchi egri chiz-
igni aniglashini ko‘rsating va bu to'g‘ri chiziglar tenglamasini toping.

202, 25x?+W0xy +y?2—1=0

203, xi+2xp+yi+2x+2y+1=0

204, Bx?—18xy+9y?+2x—1=0

Quyidagi egri chizig tenglamalarini kanonik holga keltiring:

205, 14x?+24xy +21y?—4x+18y—139=0

206, 4xp +3y?+i6x+i2y —36 =0

207. 9x?—24xy + 162 —20x + 110y —5=0

5-§. IKKINCHI1 YA UCHINCHI1 TARTIBLI
ANIQLOVCHILAR. IKKI YA UCH NOMA’LUMLI
CHIZIQLI TENGLAMALAR SISTEMASI

1. Ikkinchi tartibli aniqlovchilar va chizigli tenglamalar sis-
temasi.

ai bl
(a b J — jadvalga mos ikkinchi tartibli aniglovchi
2 2

a, b,

a, b, =ab, —ab,

tenglik bilan aniglanadi. 1kki noma’lumli ikkita chizigli tenglama-
lar sistemasi

ax+by=c,

ax+by=c,,

a, b

=0 bo'lsa, u yagona yvechimga ega
a, b,

uning determinanti [ =

53



bo‘lib, yechim Kramer formulalaridan topiladi;

¢ b a, o

D e by D, a ¢
r_;_nl Al ;_—E)——al b, (1)

4, by a, b,

Agar D=0 bo‘lsa, sistema yoki birgalikda emas, (D, =0, D = 0)
yoki aniglanmagan (D, =D =0). Oxirgi holda sistema bitta teng-
lamaga keltiriladi. Sisteméning birgalikda bo‘lmaslik shartini
a,/a, = b /b, # ¢,/ ¢, anigmaslik shartinia,/a, = b, /b, = ¢ /c, kabi
yozish mumkin. Chiziqli sistemaning ozod hadi nolga teng bo'lsa,
u bir jinsii deb ataladi.

Uch noma’lumli ikkita bir jinsh

ax+by=c,
{azx-d—bzy:c:.
tenglamalar sistemasini garaymiz.

Agar a,/u,=b/b,=c/c, bo'lsa, sistema bitta tenglamaga
keltiriladi, undan bitta noma’lum golgan ikkita noma’lum orgali
ifodalanadi (ularning qiymatiari ixtiyoriy aniglanadi).

Agar a,/a,=b/5b,=c /c, bajarilmasa, sistemnaning yechimlari
b ¢
b, ¢, a, ¢
formulalardan topiiadi (¢ — ixtiyoriy qiymatni qgabul gilishi mum-
kin). Bu yechimlarni

X y oz
4 G - a b

a, o

x= A, ¥ = A, z= -f )

a, b

={

a2

a 6| |a b

proporsivalar ko‘rinishida yozish mumkin.
Agar mahrajlardan bin nolga aylansa, mos suratni ham nolga
tenglashtirish kerak.
(a+b)x—(a-b)y=4ab,
208. {(a—b)xﬂ- (a+b)y= A —b?) tenglamalar sistemasini
yeching.
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Yechish:
(1) formuladan D, D, D), larni topamiz:

b —(a—b )
[ O by w(a—bY = 2+ b),
a-b a+b

4ab ~(a-b)

L

A =4a’b+ 4ab’ +2a" —2a’b - 2ab” +2b° =
2a " -b*)y a+b

=2a’ +a’b+ab’ + b ) =2(a" + ') a+b),
B a+b 4ab
*Ula—b 2a* -b)

=a' —ad’b+ab* ~b)=2a’ +b"Ya-b)
x=D /D=a+b y=D /D=a-b

Ix+4y+5z=0,
209

=24’ +2a°b - 2ab* - 2b" -4a’b +dab® =

bir jinsli chiziqli tenglamalar sistema-

x+2y-3z=0
sint yeching.
Yechish:
(2) formuladan foydalanib, topamiz
4 5 3 5 4
x= A ==22-1, y=- =141, z= r=2-1,
- 1 - 2
f ga ixtivoriy giymat berish murmnkin.
Tenglamalar sistemasini yeching:
Sx—-3y=1, 2x+y=1/5,
210. 411y =6 Ml Y42y =1/3
ax-by=a’+b°, 3x+2y=1/6,
212, v 3. e
bx+ay=a’ +b’. 9x+6y=1/2/.
214, )5 2y+z=0, 215. xcoso —ysind =cos 2o,
3x-5y+2z=0. xsino + ycosa = sin 2.
216. a’x-2a’ +b)y+b'z =0,
2x+2y—3z=0.
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2. Uchinchi tartibli aniglovchi va chizigli tenglamalar sistemasi.
a b

w, booc

a, b ¢

tenglik bilan aniglanadi.

Agar berilgan aniglovchida berilgan elementni oz ichiga olgan
yo'l va ustunni o‘chirishdan hosil bo‘igan ikkinchi tartibli anig-
lovchi uchinchi tartibli aniglovchining berilgan efementining minori
deb ataladi. Minorming (—1)* ga ko'paytmasi berilgan elementning
algebraik to Tdiruvchisi devyiladi. (¢ — berilgan elementni o'z ichiga
olgan yo'l va ustun elementlar yigindisi). Shunday qilib, aniglov-
chining elementiga mos minor ishorasi quyidag)

+ - o+

jadval bilan aniglanadi.

Yuqoridagi [ tartibli aniglovchini ifodalovchi tenglikning o'ng
tomonida | yo'!l elementlarini ulaming o'z algebraik to‘ldiruvchilariga
ko'paytmalarining yig'indisiga teng.

Teorema 1. I tartbli aniglovchi ixtiyoriy yo{ (ustun}
elemenilarini o'z algebraik to‘ldiruvchilariga ko'paytmalarining
yig'indisiga teng.

Bu teorema ixtiyoriy yo'l elementlari bo'vicha yoyib aniglov-
chini hisoblashga yordam beradi.

Teorema 2. Ixriyoriy yo'l elementlarini boshqa yo'l ele-
memlarining algebraik to'ldiruvchilariga ko ‘paytmalarining
yig'indisi nolga reng.
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Aniglovchining xossalari.

1. Agar aniglovchining yo‘llarini ustunlari bilan yoki ustun-
larini vo'llari bilan almashtirsak, aniglovchining giymati
o‘zgarmaydi.

2. Aniqglovchining biror vo‘lida umumiy ko‘pavtuvchiga ega
bo'lsa, uni aniglovchining tashqarisiga chigarish mumbkin.

3. Aniglovchining biror yo‘l elementlari boshga yo°l element-
lariga teng bo‘lsa, unday aniglovchi nolga teng.

4. Agar aniqglovchining ikkita yo‘li o‘rriini almashtirsak, uning
ishorasi teskariga o'zgaradi.

5. Agar aniglovchining biror yo‘l elementlariga boshqa yo'l
elementlarini noldan fargli songa ko‘paytirib qo‘shsak, uning
giymati o‘zgarmaydi.

Uch noma’tumli uchra chizigli

ax+by+oz=d,
ax+hy+e,z=d,.
ax+hyv+or=d,.

tenglamalar sistemasini guyidagi Kramer formulalaridan foy-
datanib yechamiz.

x=D /D, y=D,/D. t=D,/D, (1
a b g d, b ¢
D=\a, b, . D =} b o
a, b ¢ d b o
a d a b d
D =la, d, . D =la, b d,
a, dy « a, b, d,

Bu yerda D=0 deb faraz qilamiz (agar D=0 bo‘lsa, sistemna
aniglanmagan yoki birgalikda bo*lmaydi).
Agar bir jinsli sistema
ax+by+cz=0,
a,x+by+c,z=0,
a;x+by+cz=0.
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ning aniglovchisi noldan fargli bo'lsa, u yagona x=0, y=0, z=0
yechimga ega bo‘ladi. Agar bir jinsii sistemaning aniqlovchist nolga
teng bo‘lsa, sistema ikkita tenglamaga yoki bitta tenglamaga keladi.
Agar sistemaning minoriaridan kamida biri noldan fargli bo'lsa,
birincht hol, hamma minorlar nol bo‘lsa, ikkinchi hol ro‘y be-
radi. Bu ikki holda ham (birinchi bandga qarang) sistema cheksiz

ko‘p yechimlarga ega bo‘ladi.

217. uchinchi tartibli aniglovehini hisoblang.

Aniglovchini bkirinchi vo'l elementlari bo'yicha yoyamiz

7 3 6
chizigh kombinatsivasi haqidagi teoremadan foydalanib hisoblang.
ga ko‘paytirib 111 yo‘l elementlariga qo'shamiz:
7 3 6 0 17 34
2 4 13 22 13 2

-1 2 4|=0 +1 =13.34-17-22=068,

5 3 2
7 36
S 3 21
2 4 -1 4 -1
+2- |=
=50-3.¢(-34,+2.(-17)=68.
Yechish:
5 3 2 0 13 22
[ ustun elementlan bo'yicha yoyib hisoblaymiz:
17 3 i7 34+ 2 4
60 17 34

3.

e b

-1 2
Yechish:
-V 2 4|=35
|3 6 7 6 7
218. Yugoridagi aniqlovchini yo‘l (ustun) elementlarining
11 yo'l elementlarini 5 ga ke‘pavtirib, | yo'l elementiariga, 7
-1 2 4(=|-1 2 4

0 13 2

X+2y+z=8,
219, (3x+2y+z=10, renglamalar sistemasini yeching.
4x+3y-2z=4
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Yechish:
(1) formuladan topamiz:

lx 2 1
16 2 201 {0 ! 10 2
8. — 2. +]-
4 3 -2 3 -2 4 -2 3 3 14
X = - = - =
2 2 3 2
12 1 e ! 2.F 1 . 3 2 14
32 1 3 =2 4 =2 4 3
4 3 =2
1 8 1
310 1 |1{) 1 301 3010
' -8 +1
4 4 2 3 -2 4 -2 4 4| 28 .
V= = — =—=/7
[4 14 |4
I 2 8
302 10 Y10 3 10 302
| iy +R.
43 4 4 4 4 4 3 42 _3
- 14 b 14
dx+ y+z=10,
220, sx+3v+z=0,  rjinsli tenglamalar sistemasini yeching.
X+yt+lz=
Yechish:
4 1 1
Bu yerda D=|l 3 1|. Buni hisoblash uchun 1 yo'l ele-
1 1 2

mentiariga 1Tl yo'l elementlarini —4 ga, 11 yo‘l elementiariga 111
yo'l elementlarini —1 ga ko paytirib go‘shamiz:

0 -3 -7
| -3 =7
D=0 2 -—l=1- =17,

2 -1
112
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D=0 bo'lgani uchun sistema x=y=z=0 yechimga ega.

3x+2y—z=0

221. {x+2y+9:=0, sistemani yeching.
x+y+2z2=0

Yechish:
302 -1
2 9 1 9 1 2
D=} 2 9(=3. - -1 =~|5+14+1=0,
L1 2 1 2 1 2 1 1

Demak, sistema noldan fargli yechimga ega. Birinchi ikkita
sistemani yechamiz {chunki uchinchisi dastlabki ikkitasining nati-
jasi):

Ix+2y~-2z=0,
x+2y+9z=0.
] banddagt (2) formuladan topamiz:
-1 3 -1 3
x= =200 y=- 4=-281 == 1=4-1
9 ) I 9 1 2
I 2 -l
222. |3 7 2 ni 111 yo‘l elementlari bo'yicha yoyib
2 3 -7
hisoblang.
|
223. |2 3 4| niyo'l (ustun)lar chizigli kombinasiya haqi-
4 9 16

dagi teoremani qo‘llab hisoblang.

2 3 4
224. | 2 a+3 b+4 ) 4 nisoblang.
2 ¢c+3 d+4
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Tenglamalar sistemasini yeching.

Sx—y-z=0, X+3y-6z=12,

225, <x+2y+3z=14, 226. 33x+2y+52=-10,
dx+3y+2z =16, 2x+3y-3z=0.
“Sx+y+:2=0, x+y+z=0,

227, sx-6y+z=40, 228. 3x+6y+5z=0,
x+y-7z=0. x+dy+32=0.
ax+by+cz=a-b. ax+hy+(a+ bz =0,

229, (bx+cv+az=b-c. 230. {bx+av+(a+h)z=0,
cx+ay+bz=c—-a. x+y+2:=0

agar atb+ ¢ 0 bo'lsa.
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1t BOB
VEKTORLAR ALGEBRASINING ELEMENTLARI

1-§. FAZODA TO'G‘RI BURCHAKLI KOORDINATALAR

Agar fazoda Oxyz tog'n burchakli dekart koordinat sistemasi
bertlgan bo'isa, u xolda koordinatalari x (abssissa), y (ordinata)
va z (aplikata) bo'lgan M nuqta Mix; ¥ 2) bilan belgilanadi. A{x,;
i z) va B(x,; »; 2z} nugtalar orasidagi masofa

—_— e — =
dz\/(xz_"'ﬁ)l"'(y:_,";}34'(33"%)? H
tormula hilan aniglanadi.

M{x: y: ) nugiadan koordinat boshigacha boflgan masofa

d=yx +3y + = (2)

formula hilan topiladi.
Agar oxirlari Alx . y. z) va B(x,, y,; 7,) bo'lgan kesma
Clxy:z) nugta orgali A nisbatda (1-bob, 1-8) botlingan bo'lsa,

¢ nugtaning koordinatalari

_ X tAX, WM tAY. _ nH AT,
X=—r——= y= = I = : (3)
l+/7 1+ 4 1+ 4
Kesma o' rtasiming koordinatatari
N A T S 2 A
r=— =, ¥y = —: - = =
T P =T 5 (4)

formulalar bilan topiladi.
231. M2, 4. =2y va M (—2; 4. 2) nuqtalar berilgan. M M,
1og'ri chizigni A =3 nisbatda bo'luvchi M nuqtani toping.
Yechish:
Kesmani berilgan nisbatda bo'luveht formudalardan fovdala-
namiz:

Cox AN, 243(-2) oy +Ay, 4+3-4

J\‘” - - - _'I: }.I.-'-.l' - - =
1+ 4 1+3 b A [+3
, _zv Az, =2+3.2 |
a2 143

Demak, izlangan nugta M{— 1, 4; |} ekan.
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232. Uchlan A(1; 1; 1), B(5; 1; —2), C(7; 9; 1) bo‘lgan
uchburchak berilgan. 4 burchak bissektrisasining CB tomon bilan
kesishgan D nuqtaning koordinatalarini toping.

Yechish: A burchakni tashkil etuvchi tomonlar uzunliklarini
topaniiz.

| AC 1= (k. =2 P + (e =3, +{z0 =2, F = JT-D 4917 +(1~ 1) =10,
| ABI= (e, =2 4 (=2 #2, =2, = =17 (=17 + (21 =5,

Demak, [CD{:|DB}=10:5=2, chunki bissektrissa CB tomonnj
o‘ziga yopishgan tomonlarga proporsional bo'‘laklarga ajratadi.
Shunday qilib,

X =xr+/’bxﬂ=7+2-5=£_y =y(_+/'iy3=9+2-l=ul_!__
SRR P 1+2 377" 1+ 1+2 3
z=2(+AzH=l+2(—2):_

P+ 1+2

fzlangan nugta D(17/3; 11/3;, —1) ekan.

233, Ox o‘gida A(2; —4; 5) va B(—3; 2; 7) nugtalardan
barobar uzunlikda turgan nuqtani toping.

Yechish:

M izlangan nugta bo‘lsin. Uning uchun |AM|=|MB| shart
bajarilishi kerak. Bu nuqta Ox o‘gida votgani uchun, uning koor-
dinatalari (x; 0; ), shuning uchun

JAM}:J():«-2)2+(—4):+53, | MBl= J(x+3) +20 + 72
bo‘ladi, bu tengliklarning ikki tomonini kvadratga oshirib, quy-
idagini topamiz: (x— 2 4l ={x+3)*+ 53 voki 10x= -17, ya'ni
x=—1,7. Shunday qilib, izlangan nuqta M(—1,7; 0; 0).

234, A(3; 3; 3) va B(—1; 5; 7) nuqgtalar berilgan. A8 kesmani
teng uch bo‘iakka bo'tuvchi C, D nuqtalarning koordinatalarini
toping.

235. Uchlari A(l; 2; 3), B(7; 10; 3), C(—1; 3; 1) bo‘lgan
uchburchak berilgan. A burchakni o‘tmas ekanligini isbotlang.

236. Uchlan A(2; 3; 4), B(3; 1; 2), C(4; —1; 3) bo'lgan
uchburchak og‘irlik markazining koordinatalarini toping.

237. A(3; 1; 4) va B(—4; 5; 3) nugtalardan baravar uzoglikda
turgan M nugta, koordinat boshidan C(0; 6; 0) nuqtagacha bo‘lgan
Oy o‘qidagi kesmani ganday nisbatda bo‘ladi.
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238. Oz o'qida M(2; 4; 1) va M, (=3, 2, 5) nugtalardan
baravar uzoglikda turgan nuqtani toping.

239, xOy tekislikda A{1; —1; 5), B(3; 4; 4) va Cl4; 6; 1)
nugtalardan baravar uzoqlikda turgan nugtani toping.

2-§. YEKTORLAR VA ULAR USTIDA AMALLAR

Oxyz koordinatlar fazosida berilgan erkin vektor @ ni
a=a,i+a,j+a -k ko'rinishida tasvirtash mumkin. & vek-
torni bunday tasvirlash uni koordinata o'glari yoki ortlar bo'vicha
yoyish deb ataladi. Bu yerda a, a. a, lar &  vektorning mos
o‘glardagi proyeksivalari (@ vektorning koordinatalari) deyiladi,
i, ). k lar esa o‘glarning ortlari {mos o‘glarning musbat yunalish
bilan ustma-ust tushgan birlik vektorlar).

af. u‘__f, ak tar @ vektorning koordinat o'qlari bo‘yicha tashkil
etuvchifari (komponentalari) deb ataladi. @ vektormning kattaligi
a yoki || bilan belgilanib |7} = Ja! +a; +ul formuladan topiladi.

a veklorning yo'nalishi uning koordinat o‘glarn bilan tashkil

qilgan o. B, v burchaklar orqali belgilanadi. Bu burchaklarning
kosinusi (vekiorming yo‘naltiruvchi kosinusi)

o, o o, o

COS(I=——-I‘——'~_—~; {:L]S;f:—:—.“——ﬁ:
] k ; : 2 2 2
¢ e ul t \fa_‘ +a, +4a.
. i

COSY =—5 = —mmie
t \hr T+t
formuladan aniglanadi.
Vekioming yo'naltiruvchi kosinuslari cos® o + cos? f+cos’ y =1

munosabat bilan bog'langan. Agar @ va 5 vektorlar ortlar bo'yicha
yoyilmasi bilan berilgan bo'lsa, ularning yigindis, va ayirmasi

d+b=(a, +b )7 +(a +b) ]+{a, +b)-k,

G-b=(a ~b)T+(u -b)J+la.—b)k

formulalardan aniglanadi. _
Boshlari ustma-ust tushadigan @ va b vektorlar yig'indisi

tomenlan g va b bo'lgan parallelogram diagonali bilan ustma-ust
tushadigan vektor orqali tasvirlanadi. @ —p ayirma shu parallelo-
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gramning ikkinchi diagonali bilan ustma-ust tushib, vekiorning
boshi & ning oxirida, oxiri g ning oxinda yotadi (l16-chizma).

Ixtivoriy sondagi veklorlar yiglindisi ko'pburchaklar qoidasi
bo'yicha topiladi (17-chizma). & vektorni m skalyarga
ko'paylmasining !nﬁ:m-u,f+m—u, 7+ m-u.,'!? formuladan
topiladi. Agar m>0 bo'lsa, & va nr-u vektorlar parallel (koiline-
ar) va bir tomonga yo'nalgan, m<0 bo'lsa, garama-garshi to-
moenga yo'nalgan bo‘ladi. Agar m=1/a bo'lsa, o/a veklor uzun-
ligi birga teng bo*lib yo'nalishi ¢ ning yo'nalishi bilan ustma-ust
tushadi. Bu vektor @ vektorning birlik vektori (on) deyitib, &,

i@
l6-chizma 17-chizma

bilan belgilanadi. ¢ vektor vo'nalishidagi birlik vektorni topish @
vektorni normaliashtirish deyiladi. Shunday qilib, a, =a/a, yoki
a = ad,

Bosh! koordinai boshida, oxiri M nuqtada yotgan OM vektor
M nugraning radius-vekrori deyilib, (M} yoki ¥ bilan belgi-
lanadi, Uning koordinatalart M nugtaning koordinatalari bilan
ustma-ust tushgani uchun uning ort bo'vicha yoyilmasi
E=.1::'—+y)-v'+:!‘T ko‘rinishda bo*ladi. Boshi A(x, y,; z,}, oxin
Bix,. y,; T,) nugtada bo'lgan AR vekior ?}}:}-‘:—?3 ko‘rinishda
yoziladi, bu yerda 1 8 nuqtaning, 7 4 nugtaning radius vektori.
Shuning uchun 4B vcktorning ortlar bo'yicha yoyilmasi
AB = (x, —.r,')?a—(y: -¥ Y+ (2,~z Y& ko'rinishda bo'ladi. Uning
uzunligi A va # nuqtalar orasidagi masofaga teng.

AB =d=\/{x3—x,):+(y:—y,)3+(::1~:])z AB  vektorning
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—Z

d

Z; — Z

yo'nalishi cosa = 2-"1; c055=———y2;y’; cosy =
yo'naltiruvchi kosinusclar bilan aniglanad:.

240. ABC uchburchakka A8 tomon M va N nuqtalar orgali
teng uch bo‘lakka bo'lingan: |AM|=|MN|=|NB| Agar
CA=a.CB=5b bo'lsa, CM vekiorni toping.

Yechish: L
___E_:__}_’—‘:E_L ga egamiz.  Demak, AM =(b-a)/3.
CM =CA+ AM bo'lgani uchun CM =a+(b-a)/3=(2a+h)/3.

241. ABC uchburchakda AM to‘g'ri chizig BAC burchakning
bissektrisasi, M nugta BC tomonda yotadi. Agar AB=6, AC=c
bo‘lsa, AM ni toping.

}’ecknh

BC =c—b ga egamiz. Uchburchak ichki burchaklarining bissek~

trisasi xossasiga asosan |BMr [ MCl=b:c, ya'ni | BMV]| BCl=b:(b+c).

Bundan BM = (c-b). AM = AB+ BM bo‘lgani uchun
+c - -
AW =pe ()= bered
b+c b+ .

242. ABC uchburchak uchlarining radius-vektoriari 7. 75, 1
bo'lsin. Uchburchak medianalari kesishgan nugtasining radius-
vektorini toping.

Yechish:

BC mr3 rﬂ, BD = (r,' ry );’2 (DBC tomonning o'rtasi);
AB=r,—r; AD=BD+ AB=(r,—r,)/2+1 1 = (kK +r.—25)/2,
W:(Z,’})E (M — medianalar kesishgan nugtasi}, shuning

uchun m=(€+ﬁ—2ﬁ)13.
Shunday qﬂlb
r=OM =r+AM =(r,+r=2r)/3+n, yoki r=(r+r-nr)/3.
243, a= 20:—?-30} 60k vektorning uzunligi va yo‘naltiruvchi

kosinuslarini toping.
Yechish:

a =207 +30% + 60 = 70,
cosax=20/70=2/7, cos=30/70=3/7; cosy=-60/70=—-6/7.
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244. Agar A(1; 3; 2) va B(5: 8; —1) bo'lsa, a= AB vektorni
toping.

Yechish:

AB vekiorning koordinat o‘qlariga proyeksiyalari 8 va 4 nuq-
talarning mos proyeksiyalari ayirmasiga teng:

a =5-1=4, a4 =8-3=35, a =-1-2=-3

Demak, AB = 4-_f+5343-£

245, g_;:};'+4}-|2§ ni normallashtiring.

Yechish:

a vektorning uzunligini topamiz:
M = Ju? TRTRESTIE \‘f_‘,-‘ +47 =12V =13

lelangan birlik vekior

_ — ,\"_ _._._ 7__ - _ —_
zo= 9 3 i+4-) 1~k=i_i+i-'_£'k bo'ladi.
Tl [3 3 137 13

246. ABC uchburchak berilgan. BC tomonida | BM ) MCl= A
nisbatda M nugta joylashgan. Agar AB=b AC=c boflsa, AM

ni toping.

247, AB=ua+2b. BC = -da-h, CD=-5a-3b berilgan. ABCD
trapetsiya ckanligini isbotiang.

248. Agar a=AB+CD.AU:0; 1), B(3;2:1), C(4,6:5), D(1;6; 3)
bo‘lsa, « vektorning koordinat o'glariga proeksiyalarini toping.

249. = mi+ (m+1);+ m{m + l}; vektorning uzunligini toping.

250. ABC uchburchak uchiarining radius-vektorlari berilgan:

Pa=i42 +3k ra=3i+2j+k, ro =i+dj 4k,

ABC uchburchakning teng tomonli ekanligini isbotlang.

251. a=i+2j+k—(1/5)4i+8/+3k) vekiorning moduli va
yo'naltiruvchi kosinuslari topilsin.

252. M,(1; 2; 3) va M(3; -4; 6) berilgan. W; vektorning

kattaligi va vo‘nalishi aniglansin.

67



253. a=4i-2j+3k vektor berilgan. Agar b=a, b =a_va b =0
bo‘lsa, & ni toping.

254. M nuqtaning radius-vektori Oy o‘qi bilan 60°, Oz o‘qi
bilan 45% i burchak tashkil etadi, uning uzunligi r=8. M nug-
taning abssissasi manfiy bo'lsa, uni toping.

255, E:f-2}-—2; vektomni normallashtiring.

3-§. SKALYAR VA VEKTOR KO‘PAYTMA. ARALASH
KO'PAYTMA

I Skalyar ko‘paytma.

a va b vekiorlarning skalyar ko ‘payvimasi deb shunday sonni
aytamizki, u vektorlar uzunliklarini uvlar orasidagi burchak ko-
sinusiga Ko‘paytmasiga teng: a-bh =abcosg

Ska!yar ko‘paytm'ming xossalari:

. a b |a| yoki g _Ial
2. Agar a=0 yoki p=0, yoki a1l b (noldan farqli vektorlar

ortonalligi) bo‘lsa, ab=0.
3 ab=b-a (o‘rin almashtirish gonuni).
4. E(5+E)=E+E (tagsimot qonuni)

3. (m5)3=5(mg)=m(2175—) {skalyar ko‘paytuvchiga nisbatan

guruhlash gonuni)
Koordinata o'glari ortlarining skalyar ko‘paytmasi

-'} —2 —1 - — —_—— - —

{ --_; =k =1, i-j=j-k=ik=0.
a =a::+a)__; +a:k‘ b= b_‘;+b_l-j_'+b__..‘z lar berilgan bo‘lsa, ular-
ning skalyar ko'paytmasi ab =ab, +a,b, +a.b. formuladan topi-
ladi.

2. Vektor ko‘paytma.
a vektorning b vekiorga ko‘paytmasi deb shunday ¢ vektorni
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aytamizki, u quyidagi shartlarni
qanecatlantirsin (18- ch:zma)
1. ¢ ning kattaligi a va b vek-

torlardan yasalgan pamllelogramnmg E
yuziga teng (¢ —absmga, Q= a"‘b)
2. ¢ vektor a va b vektorlarga

T %
e
P ////'/ ., /'// //-" ’14/
~ 774 7 ja//

perpendikular;

3. @, b, ¢ vektorlar bitta nuqtaga 18-chizma

keltirilgandan so‘ng o‘ng sistemani tashkil etsin. a vektorning b

vektorga vektor ko‘paylmasi axb ko‘rinishda yoziladi,
Vektor ko‘paytmaning xossalari;

. bxag=-axb, orin almashtirish X0s5A5iga £ga cmas.,
2. Agar a= 0, yo h=0, yo al|b bo'lsa, a b x= 0 bo'ladi.

J. (m;)xg = Ex("}?;):ﬂ](; xB) {skalyar ko'paytuvchining gu-
ruhlash qonunt)

4. Ex(5+5)=ax§+;xg‘ (tagsimot qonuni)

i, j. k ortlarning vektor ko‘paytmasi uchun

}x}z}x}':ExE:O,

;szﬂ;xz—; }d:-h}:i; §X;=—}xz=}
tengliklar o'rinli.
a=xi+yj+zk, .5=x21-'+y2_7+zj vektorlarning  vektor

ko'paytmasi

formula yordamida topiladi.
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3. Aralash ko‘paytma.

Uch a, b, ¢ veklorning aralash ko‘paytmasi axb ni ¢ ga
skalyar ko'paytmasiga teng, ya'ni axh-c. Aralash ko‘paytmaning
moduli shu vekilorlarga qurilgan parallelepipedning hajmigateng.
Aralash ko‘paytmaning xossalari:

1. Apar: a) ko'‘paviiriluvchi vektorlardan biri nolga teng: b)
ikkitasi kolleniar: b) uchta noldan farqli vektor bitta tekislikka
parallel (komplanar) bo‘lsa, aralash ko‘paytma nolga teng.

2. Agar aralash ko‘paytmada vektor ko‘paytma (x) va skalyar
ko‘paytma () larnmg omm! almashtirsak aralash ko'paytma

o'zgarmaydi, ya'ni uxb-c=a-bxc. Shuni hisobga olib, aralash

ko‘paytma «-6-¢ kabi yoziladi.
3. Agar ko'paytiriladigan vektorlar o'mini doiraviy shaklda

- — =

almashtirsak, ko‘paytma o‘zgarmaydi: ahbc=b-ca=c-ab.
4. Ixtiyoriy ikkita vektor o‘rnini almashtirsak, aralash
ko'paytmaning ishorasi o*zgaradi.

baec=-u-b-c; b a——a b-c: ;-(—'-E=—I-S-E.
C

-“Q"I

a=xi+y j+zk. b= le' R
laming aralash ko‘paytmasi

Y M % dan topiladi.
Xy e Iy
Aralash ko'paytmaning xossalaridan quyidagilar kelib chiga-

di: uch vektor komplanarligining zarur va yetarli sharti a-b-c=0.

a, b, ¢ larga qurilgan parallelepiped hajmi ¥, =la-b-c|. uchbur-
. . . _ 1 1. - ==

chakii piramidaning hajmi V, = ng = gla'b'fl-

256. o=3i+4;+7k vah=2i-5;j+2k larning skalyar
ko'paytmasini toping.

Yechish:

Ev5=3-2+4-{—5)+?-2 =0 nitopamiz. a-b=0 vaa=0,b=0
bo'lganligi uchun g 1k,

0



257. a=mi+ 3;’ +4k va h=4i+ m; — 7k vektorlar berilgan. m

ning ganday gqiymatida vektorlar perpendikular bo‘ladi.
Yechish.
Bu vektorlaming skalyar ko‘paytmasini topamiz:

5-B=4rn+3m—28; alb bo‘lgani uchun ab=0 boadi.
Bundan 7m—28=0, va'ni m=4.
258. Agar a=2, b=3, g 1L b bo‘lsa, (5a+3b)-(2a - b) ni toping.
Yechish:
(5a+3b)-(2a—-b)=10a ~Sab+6ab-3b =10a —3b =40-27=13,

259, a =i+ 2_-,}-{- 3k va b=06i+ 4} —2k vektorlar orasidagi bur-

chakni hisoblang.
Yechish:

— ] ab
ab = abcosq) bo‘lgani uchun Cos¢p = —b

1]
ab=16+2-4+3(-2)=8,  u=+1+4+9 =14,
b=36+16+4 =244
Demak, cosgp=~—-8——=—2— va (0=arccosz.
Jia.2ia 7 7
260. q=2i+3;+5 va 5:}+2}+Z larning vektor
ko' paytmasini toping.

Yechish:
ik
- - 1350 12 5 —2 03
axb=2 3 5/=i -J +k-
2 | 11 12
1 2 1
ya'ni axb=-7i+ 7+;

261. a=6i+ 3} ~2k, b=3i- 2} + 6k larga yasalgan parallelo-
gramm yuzini hisoblang.
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Yechish:
a ning b ga vektor ko'paytmasini topamiz:

i

/ \
- v 6 =2 6 3| - - -
axh=lo 3 =2=i|" Tl- y —14i 42/ - 21k
-2 6 1 6 3 -2 )
I -2 »

Ikki vektorning vektor ko‘paytmasi moduli shulardan yasalgan
parallograrnm yuziga teng bo‘lgani uchun

S=|axb| =14 +42° +21° = 49.

262. Uchlari A(1; 1; 1), B(2; 3, 4), C(4;, 3, 2) bo'lgan
uchburchak yuzini hisoblang.
Yechish.

4B, AC  vektorlarni topamiz:
AB=(2-Di+(3-1)j+(3-Dk =i+ 2/ +3k.

AC=(d=1)i+ G-l +{2-Nk=3i+2/+k

AB. AC vektorlardan yasalgan parallelogram yuzining yarmi
ABC uchburchak yuziga teng.

(PRI |

]
-

_'2 3

_li 2 o
+k = AT + 8/ —4k.
2 302 |

o3
13

2 3 ——

Demak, Sm.=%|7§x31?1:-'i\/16+64+16=\12—4 (kv. birlik).

263. 4+3b va 3a+b vektorlardan yasalgan parailelogramm

yuzini hisoblang, bu yerda |g|=&|=1, (a,”b) = 30°.
Yechish:
(a+3b)x(3a+by=3axa+axb+9bxa+3bxh=
=3.0+axb-9axh+3.-0=-8axb,

(ExE:Bszo, Sx(::—axl;)_
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Demak, S =8|uxhl=8-1-1-sin30" =4 (kv. birlik}.

264. w=2i~j—k b=i+3j—k. c=i+j~4k laming aralash

ko'paytmasini toping.

Yechish:
2 -1 -1
- = - 3 =1 I =1 1 3
a-b-c=1 3 =1=2 +1 -1 =33
4 | 4 b1 :
I 4

265, ;=2;—5}+7I,B:;r}—z,z:}+2}+31»tMoﬂmnmg

komplanariigini ko‘rsating.

Yechish:
Uch vektorning aralash ko'paytmasini topamiz:

23T 1 =1 -1
abc=[l 1 -1|=2. =54 |+7. 1:3-15+7=0.
2 2 12 2
I 2 2

a-b-c=0 bo'lgani uchun u,b, ¢ lar komplanar.
266. Uchtan A(2: 2: 2), B(4; 3; 3), C{4; 5;: 4), D(5, 5, 6)
bo‘lgan uchburchakli piramida hajmini toping.

Yechish:
AB, AC, AD lar A nugtada uchrashadigan piramidantng qir-

ralari bilan ustma-ust tushadi, ularni topamiz:
E=*T+F+E~ AC =27 +37 + 2K, E=37+3}7+4!¢__

Bu vektorlarning aralash ko‘paytmasini topamiz

tJ

1
32 2

i 4

F1-

I3 —

=2.

—_—— — 3
AB-AC-AD = ‘=7.

3 3

o tod

4
E‘},-A_(':Zﬁ larga qurilgan parallelepipedning 1/6 gismi pi-

wd 1D

ramidaning hajmiga teng, shuning uchun ¥ =7/6 (kv.birlik).

267. (a-b)}b—c)c-a) ni hisoblang.
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Yechish:

(u-by+(b-c)+(c-a)=0
bo‘igani uchun, bu vektorlar kom-
planar (19-rasmj).

Demak, ularning aralash

£-a
ko*paytmasi nolga teng: 19-chizma

(@a-b)b-c)c—a)=0.

208. Agar a=4,h=06, (;:f‘?)=% bo'lsa, 3a-2b va Su-6b

vekiorlarning skalyar ko'paytmasini toping.
269. ;=3f‘_+4}+5; va b=4T +5/-3k vektorlar orasidagi
burchakni toping,

270. m ning ganday qiymatida ;1-=ml'_+} va b= 3T"3}+4Z
vektorlar perpendikular?

— — — — — — ﬂ‘
271, Agar a=1, b=2, c=3,(a.h)=(a.c)={b,¢)= 3 bo'lsa,
2a+3b+4c va Sa+6b+7¢c vektorlarning skalyvar ko'paytmasini
toping.

272. Agar F=2,S=5.¢=(F S)=r/6 bo'lsa, I kuchning

S yo'lda bajargan ishini toping.
273. E=f+}+2‘§ va b =2+ j+k larga perpendikular bo‘lgan
birlik vektomi 1oping.

274. a, b, c lar vzunliklari bir xil va julti-jufti bilan teng

Izurchaklar hosil qiladi. Agar E=}+_—;'_, b:}-ﬁ-; ga teng bolsa,
¢ vektorni toping.
275. u=2i+ 2;+E va 5=6;+3_}+2I vektorlar berilgan. p¥ ;,B

va pr ;; larni toping.
276. ABCD parallelogramning ketma-ket uchta nugtasini ra-
dius-vektorlari berilgan:
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Fa=i+ j+k, rp=i+3j+5k re=7i+9j+11k. D nugtaning
radius-vektorini toping.

277. Agar a—i>0, a-;i>0.a k>0,b-i<0, h-j<0, b-k<D
bo'lsa, vektorlar perpendikular emasiigini isbotlang.

278. a=i+mk b=i+j+(m+Dk,c=i—j+mk vektorlar m

ning ganday giymatida komplanar bo*ladi?
279. Noldan facqli x, x,, x, ¥, ¥, ¥ 2, 2, 2, sonlar

R R DR Nxy E oy, 5 =0
X, b =00 axc+ oz =0
LT -t XX+ ), 42,5, =0

tenglamalarni ganoatlantirishi mumkinmi?

280. 5=2}+5}+; va 5=;‘+2}-3E laming vektor ko‘paytmasini
toping.

281. Uchlar A(2; 2; 2), B4 O; 3, C0: I, 0 bo'lgan
uchburchak yuzasini hisoblang.

282. E=;—}+E, 5=F+}'+E E=2;+3}+4E vektorlarning
aralash ko'‘paytmasini toping.

283. a=7i-3;+2k, b=3i-7j+8k ¢=i-j+k vektoriarn-
ing komplanarligini isbotlang.

284. Uchlan A(0; 0: 1), B(2; 3; 5), C(6; 2, 3), M3; 7, 2)
bo'lgan uchburchakli piramidaning hajmini hisoblang. BCI) yogqa
tushirilgan piramida balandligining uzunligini toping.

285. A(5; 7, —2), B(3; I; —1), C(9; 4; —4), D(l; 5, )
nuqtalarning bir tekislikda yotishini isbotlang.
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II1 BOB
FAZODA ANALITIK GEOMETRIYA

1-§. TEKISLIK VA TO'G‘RI CHIZIQ

1. Tekislik.
1) Tekislikning vektor tengiamasi
r-n=p
ko‘rinishda bo‘ladi. Bu yerda r = xj+ yj+ zk vektor, tekislikdagi
M(x,v,2) nuktaning radius-vektori; n=icosa+ }cosﬂ + Ecosy
koordinat boshidan tekislikka tushirilgan perpendikular vo'nalishiga
ega bo‘lgan birlik vektor; a, B, ¥ lar shu perpendikulyarning Ox,
Oy, Oz o'glari bilan tashkil gilgan burchaklan; r — perpendiku-
lar uzunligi. Yugoridagi tenglamani koordinata ko‘rinishida yozsak
xcosa+ycosff+zcosy—p=0 (1N
ga ega bo'lamiz (tckislikning normal tenglamasi).

2) Agar A7+ B*+ % #0 bo'lsa, ixtiyoriy tekislik tenglamasini
Ax+ By +Cz+ D=0 (2)
ko‘rinishda yozish mumkin. 4, B, C lar tekislikka perpendikulyar
E(A,B,C) vektorning koordinatalari. Umumiy tenglamani nor-
mal holga keltirish uchun uni nommallashtiruvchi ko‘paytuvchi
]
=t —— =+
g IV VB )
ga ko‘paytirish kerak, bu yerdagi ishora D ning ishorasiga teskari
bo‘ladi.
3) Ax+ By + Cz + D=0 umumiy tenglamaning .;ususiy hollar:
A=10; bu holda tekislik Ox o*qiga parallel;
B=0; bu holda tekislik Oy o‘giga parallel;
C=1{; bu holda tekislik Oz o'qiga parallel;
D=0; bu holda tekislik koordinat boshidan oftadi;
A= B=20; bu holda tekislik Oz o‘giga perpendikular (xOy tek-
isligiga parallel);
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A= C=10; bu holda tekislik Oy o'giga perpendikular (xOz
tekisligiga parallel);

B=C=0; bu holda tekislik Ox o‘giga perpendikulyar (yOz
tekisligiga parallel);

A=D=0; bu holda tckislik Ox o‘qidan ¢‘tadi;

B=D=0; bu holda tekislik Oy o'qidan o'tadi;

C=D=0; bu holda tekislik Oz o'gidan o‘tadi;

A=B=D=0; bu holda tekislik xOy (z= 0) tekisligi bilan
usima-ust tushadi;

A= C=D=0; bu holda tekislik x0z (y= 0) tekisligi bilan
ustma-ust tushadi;

B =C=D=0; bu holda tekislik yOz (x=10) tekishgi bilan
ustma-ust tushadi.

Agar umumiy tenglamada 00 bo'lsa, tenglamani D ga bo'lib,

-

X + y . = 1 b 1 f
—_ ——= ]
a b c 2a ega bo'lamiz.

(bu yerda a=-D/4, b= —-D/B, C=—-D/C) Bu tekislikning
kesmalarga nisbatan tenglamasi deyiladi; a, b, ¢ lar tekislikning
Ox, Oy, Oz o'glar bilan kesishgan nugtalari,
4) Ax+B8,y+C,z+D, =0 va Ax+By+Cz+D, tekisliklar orasidagi
burchak
A4, + BB, +(\(,

JA+B+CJA B+ G)

formula bilan aniglanadi.
Ikki tekislikning parallellik sharti

cos¢ =

AJA,=8B/B,=C/C, (6)
Perpendikularlik sharti
AA,+ BB, +CC, =0, (N

5y M[(x,, ¥, 3) nuqtadan Ax + By + Cz + D=0 tekislikkacha
masofa
e |Ax, + By, + Cz, + D)
VA + B +C? (8)
formula bilan aniglanadi.

Bu tekislikning normal tenglamasiga M(x,. y,, z,) nuqtaning
koordinatalarini go‘yib, natijaning absolut giymati olingan. Na-
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tijaning musbat voki manfiyligi nugta va koordinata boshini ber-
Hgan tekislikka nisbatan joylanishini xarakterlaydi. Agar M, nuqta
va koordinat boshi tekislikning turli tomonida yotsa, musbat, bir
tomonida votsa, manfiy ishora olinadi.

6) M(x,, ¥, z,) nugtadan o‘tib, N:AE‘+B}+C§ vektorga

perpendikular tekislik tenglamasi
Ax—x)+ By —yp+ Clz~g)=0 )
ko'rinishda bo*ladi.

A, B, Clarning ixtiyoriy qiymatlarida (9) tenglik M, nugtadan
o'tuvchi dastaga tegishli tekislikni ifodalaydi. Shuning vuchun uni
tekistiklar dastasining tenglamasi deyiladi.

7) Ax+By+Cz+D +A(A,x+B,y+C,z+D,)=0 (10}
tenglama A4 ming ixtivorty giyvmatida

Ax+By+Cz+D=0 (1) Ax+By+Cz+D,=0 (1D
tekisliklarning kesishgan chizigtidan o*tuvehi tekislikni aniglaydi.

(1) va (I tenglamalar bilan aniglanadigan tekisliklar paral-
let bo'lsa, u holda tekisliklar dastasi bu tekisliklarga parallel te-
kistiklar to'plamiga aylanadi.

8) Berilgan M,[;‘l),Mj(f_‘:), M](f_“) uch nuqtadan o‘tuvchi
tekislik tenglamasini (bu yerda

risxisy jrzk. ra=xi+vy, jrz ko e =xiv v+ ok,
r=ri, r:-n,ri-n vektorlarning komplanarlik shartidan
(r=xi+yJ+zk radius vekior) topamiz:

(r—r ) =r)(r—r)=0

yoki koordinat ko'rninishda

X-x, y-w I-i
n-x M-y o5, -3|=0 (1
R N T Rl

286. 2x +3y — 6z + 21 =0 rekislik tenglamasini normal holga
keltiring.
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Yechish:
Normallashtiruvchi ko*paytuvchini topamiz (D=21 >0 bo‘lgani
uchun mantty ishorani olamig):
1 1

# V243460 7
Shunday gilib, tekislikning normal tenglamasi
(—2/Tyx—(3/T)y+(6/7)72—3=0

ko'rinishda bo‘tadi.

287. M3, 5, —8) nuqgradan 6x—3y+2:—28=0 tekisitkkacha
bo'lgan masofani aniglang.

Yechish:

Nuqtadan tekislikkacha masofa formulasidan foydalanib,

6-:3-3-5+2.(-8)-28] 4]
J6? +37 422 7
ni topamiz. M, nugtaning koordinatalarini normal lenglamaga

qo'yganda nalija manfiy bo‘lgani uchun, M, nugta va koordinat
boshi tekislikning bir tomonida yotadi.

288. M(2; 3; 5) nugtadan o‘tib, N=4;+3/+2k vekiorga
perpendikular tekishik tenglamasini tuzing.

Yechish:

(9) formuladan foydalanamiz:

4x-2)+3(y-3N+2(z-5)=0, va'ni dx+3y+2:-27=0.

289. M{(2; 3; —1) nugtadan o'tib, 5x—3y+2z—10=0 tckislikka
parallel tekislik tenglamasini tuzing.

Yechish:

{9) formuladan
Alx—=2)+ B{y—3)y+ C{¢+1)=={)

d =

Berilgan tekislikning normali n=(5,~3,2) bilan izlangan
tckislikning normal vektori ustma-ust tushadi, demak,
A=5 B=-3, C=12 va izlangan 1ekislik tenglamasi
SMx—2)—3(y—3)+2(z+1)=0 vyoki 3x—3y-+2z+1=0 boladi.

290. P(2; 3; —5) nuqtadan koordinat o‘qlariga perpendikuiar
tushinlgan. Ularning asosidan o'tuvchi tekislik tenglamasini tuzing,.
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Yechish:

Koordinat tekisliklariga tushirilgan perpendikularlarning asosi
M2, 3, O), MA2. 0; —5), M0, 3; —35) nuqtalar bo'ladi.

(IT) formulani qo‘ilab, M,, M,, M, nuqtadan o'tadigan

x-2 y-3 =z
0 -3 -5|=0
~2 0 =5

yoki 15x + 10y —6z —60 =0 tekistik tenglamasini hosil gilamiz.

291. A(5; 4; 3) nugtadan o‘tuvchi va koordinat o'glaridan teng
kesmalar ajratuvchi tekislik tenglamasini yozing.

Yechish:

(4) tekislikning kesmalarga nisbatan tenglamasidan foy-
dalanib, (a =b=c¢) x/a+y/a+z/a=1 ga ega bo‘lamiz. A nu-
qtaning koordinatalari jzlangan tekislik tenglamasini gancat-
lantiradi, shuning uchun 5/ +4/a +3/a=1, bundan ¢ =12.
Shunday qilib, x+p+z—12=0 tenglamaga ¢ga bo‘lamiz.

292 x+y+5z—-1=0, 2x +3y —z +2=0 rtekishklarning
kesishgan chiziglardan va M(3; 2; 1} nugtadan o‘tuevchi tekislik
tenglamasini yozing,

Yechish:

(1 formuladan fovdalanib quyidagini yozamiz:
x+y+32-14A2x+3y~-2+2)=0

M nugtaning koordinatalari bu tenglamani ganoatlantirishidan

ni topamiz: 3+2+5-14+A(6+6—-1+2)=0, bundan 4 =-9/]3.
Shunday qilib, izlangan tenglama
X+ v+5z -1- -9—(2.r+ 3y—z+2)=0, yoki Sx+14y—74z+31=0
T 13
ho'ladi.
293, x+3p+5:—4=0 va x—y—2z+7=0 tekisliklarning
kesishgan chizig'idan o'tuvchi va Oy o'giga paraliel bo’lgan tekislik
tenglamasini tuzing,

Yechish:
Tekisiiklar dastasining tenglamasidan foydalanamiz:

x+3y+5z—-4+ AMx—-y-2z+7)=0
I+ ADx+GB-ADy+(5-21)z+74-4=0
RO



izlangan tekislik Oy o*giga parallel bo'lgani uchun uning oldidagi
koetfisient nolga teng bo'ladic 2 -4 =10, va'ni. A =3. Buning
qgivmatini dasta tenglamasiga qo'yib topamiz: 4x —z + 17 =10,

204, A(2; —1; 4y va B(3; 2; — 1) nugialardan o'tih,
x + .y + 27— 3 =1 tekishkka perpendikuelar tekislik tenglamasini
tomne.

Yechivh: _

| Aangan 1ekislikning normal vektort A sifatida A8 - {1 X 51
g va berilgan tekislik normaliga perpendikulyir vektorm oliirniz,
Shuning vchun & sitntida A48 va n larning veklor ko payimuasini

olamiz;
‘r’ ik SN o . ) .
J— —_ R | -2 o J 3 Y - -
N—= Al n 3 Moo Vo vk Xty 2k
-4 3 303 3
|1 2

M3 = 1:= %) nugtadan o'tuvehi va V=201 =2} vektorga

perpendikolar wekishk tenghomasi formulisine gotllab ropamiy
He—3+{r-D—2H+3)=0 voki 2xtre 22 |15 1)

296. Quvidag 1y xtry—z—2=0. 2) 3x+3y 477 0 1ckishik
tenglamatarnn normal holgn keltinng.

297, AL 00 30 2y nugiadan 2x— e+ 12=0 wekishikkacha
masolant toping. M oagea wekishikka nisbatan gandsty jovishgan
botladi.

298, M (2. 3 =5 nugtadan 4x—=2y+5:42=0 gekislikka tu-
shirtlgioy perpendikulyor uzunhzmi toping,

299, 1) koonedinal orglandan tweng Kesmalar ajratib, M(=2: 32 4)
ngladan o tuschis

2y Oz ogidan ajmlgon kesmasy Oy, Oy lardan ajnnean kes-
masidan 2 mana orig v A2 =10 D) nugtiudan o tindigan 1ekshik
tenelamasing tuzing,

380, 3x t 2v oz o+ A3 0 weknhikka perpendikular bottib va
P20 — D

Q1 —1: 31 ouglalardan ottuvehi wekislik tenglanasi neilsin.

301, 2x Sp 2z #5=0ckelikda shuanday A7 nugtion 1opungki.
OM toretri chizig konrdimat o'glart bilan bir xil burchakiar
tashkil etsin
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302. P4; —3; 12) nugta koordinat boshidan tekislikka tu-
shirilgan perpendikularning asosi ¢kanjigini bilgan holda tekislik
tenglamasini toping.

303. Koordinat o‘glaridan o‘tib, 3x—4y+5z-12=0 tekislikka
perpendikulyar tekishiklar tenglamasi tuzilsin,

304, Nugtalad P(1; —4; 2), OQ(7; 1. —3) nuqgialardan baravar
uzoglikda turgan tekislik tenglamasini tuzing.

305. A0, 2; 0);, @2, 0, 0) nuqgtalardan o‘tib, x=0 tekishgi
bilan 60" gradusii burchak tashkil etuvchi tekislik tenglamasi tuzilsin.

306. M(1; —1; —1) nugtadan o‘tib, biri Ox o'qini, ikkinchis;
Oz o'qini o'z ichiga olgan tekisliklar orasidagi burchakni aniglang.

307. Koordinat boshidan va P(4; —2; 1), @(2; 4; —3) nuqgia-
lardan o‘tuvchi tekislik tenglamasi tuzilsin,

308. 2x+2y+z—7=0, 2x—y+3z-—-3:=0, 4x+5y—27—12=0 tckis-
likning kesishgan nugtasidan va M(0; 3; 0); M, 1; 1) nugta-
lardan o'tgan tekislik tenglamasini yozing.

309. x+5p+0z7—13=0, 3x—y—5z-+1=0 tekisliklarning kesish-
gan chizig'idan va M(0; 2: 1) nugtadan o'tuvchi tekislik tengla-
masi tuzilstn.

310. Ox, Oz o'glardan bir xil kesmalar ajratuvchi va
x+2y+3z—5=0, 3x—2y—z+1=0 tekisliklaming kesishgan chizig’idan
o'tuvchi tekislik tenglamasini yozing.

311. xOyp tekisligi bilan 60" gradusti burchak hosil qil-

gan,{]+\/§)x+2y+22_4:0' x+y+z+1=0 tekisliklarning ke-

sishgan chizig'idan oftuvchi tekisiik tenglamasini tuzing.

312, 2x—y—127-3=0, 3x+y—T72-2=0 tekisliklarning kesish-
gan chizighidan o‘tuvchi, x+2y+5z—1=0 tekishkka perpendikular
telaslik tenglamasi topilsin.

33, A x+By+C z+tD =0, Ax+tBy+Cz+D=0 tekisliklarning
kesishgan chizig'idan, koordinat hoshidan o“tuvchi tekishk teng-
lamasini yozing.

314. M(0; 4; 1) nuqtadan o‘tuvchi va a= ;+}+E 5:;+}—I’
vektorlarga parallel bo‘lgan tekislikni toping.
31S. g=i+2;+k vektor x+y+2z-4=0 tekislik bilan ganday
burchak tashkil ctadi.
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2. To‘g‘ri chizig.

1y To'g‘ri chizigni ikki rekislikning kesishgan chizig'i deb
garash mumkin:

Ax+By+Cz+D =0,
Ax+By+Ciz+ D, =0.

2) Bu tenglamada ketma-ket x va y ni yo'qotib, x=az+c,
y=bz+d ga ega bo‘lamiz. Bu yerda to‘g‘ri chiziq unt x0z, yOz
tekisligiga proyeksivalovchi ikkita tekislik bilan aniqlangan.

3) Ikki M (x; v 7)), M)(x,; y,; g} nugtadan o‘tuvchi to'g'ri
chizig tenglamasi:

X=X _Y-h _I=%
=X WN=WN I,—Z (H

4y M,(x,; y,. z) nugtadan o'tib, S = £;+m}+n; vektorga
parallel to'g‘ri chizigning kanonik tenglamasi:
X=X _Y-y_ZI-z%
4 m n
Xususiy holda, uni quyidagicha
XX _ Y-
cosa cosf cosy

(2)

-2

yozish mumkin, bu yerda «a, B.y to‘g'ri chizigning o‘glar bilan
tashkil qilgan burchaklari. To‘g‘n chizigning yo‘naltiruvchi kosi-
nuslari

cosa i osf -
SA=—p_=——— =, cOSf= —_—
S em? o NP emt eat

n
cosy—j—z_——__?——?
I +m +n

formulalar bilan aniglanadi.
5) Kanonik tenglamalarda ¢ parametr kijritib, parametrik teng-
lamaiarga kelish mumkin:

3

N=fr+x.

Sy =Ry

(4)

| z=nr+ 2.
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6) Kanonik tenglamalar bilan berilgan ikki to‘g‘ri chiziq

orasidagi burchak:
O+ m +an,

(5)

Cosg = Il 1 y f 3 4 E
Vo ey £y +my+n,
il =mim =n/n,, (6)
£, +mm,+nn, =0, (7

(6) ikki to‘g'ri chizigning parailellik, (7) perpendikulaclik

shartidir.
7} Kanonik tenglamalar bilan berilgan ikki 1o'g'rni chizigning

bir tekislikda yotish sharts:

f ), , =1) ()

Agar f, m, n lar ¢,. m,, n, larga proporsioanal bo‘lmasa, u
holda ko‘rsatilgan munosabat ikki to‘g'ti chizigning fazoda kesi-
shishining zaruriy va yetarii shartidir.

8y (x—x\}/¢=(y—y)/ m=(z—z)/n
Ax+By+C7z+D=0 tekislik orasidagi burchak formulasi:

Af+ Bm+Cn

3 2 k] 3 ’ 9
JA B+ NP +mi )

Af +8Bm+Cn=0,

A/ ¢ =B/m=C/n.

{o'g'ri chizig wva

sing =
(10)
(1n

(10) va (11) tog'n chizig va tekislikning parallellik va per-

pendikularlik shartidir.

9) To'g'ti chizig va tekislik kesishgan nugtasini topish uchun
ularning tenglamasini birga yechish kerak.

a) Agar A¢ +Bm+Cn=0 boflsa, to'g'ri chizig tekislikni kesadi.

b) Agar Af +Bm+Cn=0, Ax,+B8y,+Cz,+D=0 bo'lsa,

to'g'ri chiziq tekislikka paralle! bo'ladi.
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d) Agar A¢ +Bm+Cn=0, Ax,+ DBy, +Cz;+ D=0 bo'lsa,
to‘g‘rt chiziq tekislikda votadi.

316, 2x—y+3z—1=0 va Sx+dy—z—7=0 to'g'ri chizig tengla-
masini kanonik holga keltiring.

Yechish:

l-usul. Avval y, supgra z ni yo'gotib, guyidagi tenglamalarni
Lopamiz:

13x+Hz—11=0, 17x+11y—=22=0

Har bir tenglamani x ga nisbatan yechib:

LU= Ue-n oo x  y=2 -l
T Ty Moo 7 i
ni hosil gilamiz.

Z2-usul. 1zlangan tog'ri chizigga parallel S= (‘;+m}+n.}c— vek-
torni topamiz. U N =2i~_}+3z, e :53+4}~; veklorlarga
perpendikular bo'lgani uchun S ni E:, Wa larning vektor
ko 'pavtmmasi deb garash mumkin:

i7 ok
S=NixNy=[2 -1 3

54—

=—11i+17/+13k .

Shunday qilib, ¢=~11; m=17; n=13. M (x; y,; g,) sifatida
{undan izlangan to'g'ri chizigq o'tadi) koordinat tckisliklaridan
bin bilan (masalan, yOz tekisligi bilan) kesishgan nugqtani olish
mumkin. Bunda x,=0; y { z, larni berilgan tekislik tenglamalaridan
topish mumkin: )

f—y+3z~l =0,
l4y-z-7=0.

Bu sistemani yechib, y =2, z =1 larni topamiz. Demak, iz-
langan to'g‘n chizig tenglamasi x/(—1=(y—2)/17=(z—1)/13 bo‘ladi.

[2.t+3y+32—9:0.

M Vaxe2p42-8=0

to'g'rr chizigni chizing.

85



Yechish.

Izlangan to‘g'ri chizigni tekisliklarning
kesishgan chizig'i deb garash mumkin. Bu-
ning uchun tekislik tenglamalarini kesmalars-
g£a nisbatan yvozib olamiz. x/4,5+y/3+z/3=1,
x/2+y/4+z/8=1. Benlgan tekisliklarni chi-
2ib, izlangan to'g‘n chizigni hosil gilamiz
(20-chizma).

318. Koordinat boshidan 20-chizma
(x—23/2=(y—1}/3=(z—3)/1 to'g'ri chizigqa
perpendikular tushiring.

Yechish:

To'g'ri chizig va tekislikning perpendikularlik sharti (11) i
go'llab, koordinat boshidan o*tuvehr va berilgan to'g'ri chizigga
perpendikular tekislik tenglamasimy tuzamiz. Bu tengluma
2x+3y+z=0 bo'ladi. Bu tekislik bilan berilgan to'g'n chizigning
kesishgan nugiasini topamiz. To'g'ri chizigning parametrik teng-
lamasi x=2r+2, y=3¢+1, =43 7 ni A2r+2)+3(3r+1)++3=0
dan topamiz, bundan r=-—5/7. Kesishish nuqtasining koordina-
talari x=4/7, y=—8/7, z=16/7 , ya'ni M(4/7, —8/7; 16/7). Koor-
dinat boshidan va M nuqgtadan o‘tuvchi to‘g'n chizig tenglamasi
x/(4/T)=y/(—8/7)y=z/(16/2) yoki x/1=y/(—2)=z/4 bo'lad.

319. To'g'ri chiziq x/2=y/(—3)=z/n tcnglamasida n ni shun-
day aniglash kerakki, bu to‘g'ri chizigq (x+1)/3=(y+5)/2=z/I
bilan kesishsin va kesishish nuqtasini toping.

Yechish:

n parametrini topish uchun ikki to'gri chizigning kesishish
sharti (8) dan:

==, y==5, =0, x=0, y=0, =0, ¢ =3, m=2, n=1,
£,=2, my==3, n,=4 deb faraz qilib, quyidagim topamz:
1 5 0
3 2 1 =0 yoki 2n+ [0 +3—151=0, ya'ni n=1
2 -3 n

?

Berilgan to'g'ri chiziglarning kesishgan nugqtasini topish uchun

86



binnchi tenglamadan x, ¥y m1 z orgah ifodalaymiz: x=2z, p=—13r.
Bu giymatlami {x+1)/3=(y+5)/2 ga qo‘yib topamiz:

{(2z+1)/3=(—3z+5}/2. bundan z=1;, x=2z=2, y=—3z=— 13
Demak, AM(2; —3; 1)

320. M(3; 2; — 1) nugtadan o'tib, Ox 0'qi bilan to'g'ni burchak
ostida kesishadigan to'g'n chizig tenglamasini tuzing.

Yechish:

Izlangan to'g'n chizig OX o'‘qiga perpendikular va uni kesgani
uchun A(3: (; 0) nugtadan o‘tadi. M, N nuqtalardan o‘tuvchi
to‘g'ri chizig tenglamasini tuzamiz:

(x=3)/0=(y—2)/(-2)=(z+1)/L.

321, x ~y—2:—-6=0 ekislik va undan tashgarida M1, 1; I)
nugta berlgan. Bernlgan tekislikka nisbatan M nugtaga simmetrik &
nugtani toping.

Yechish.

M nugtadan o'tuvchi ixtiyoriy to'g'r chiziq tenglamasini vo-
zamiz: (x— 1}/ e=(y—1}Y/m={z—1)/n.

Teksilikka perpendikular bo'lgan to'g'ni chizigning yo'naltinivehi
vektori koordinatatant (1; #2; #) ni tekislikning nomali #={1, 1, —2}
bilan almashtirish mumkin 1] holda bu to'g'n chizigning tenglamasi
{(x—1}/1=(y—1)/1=tz—1)/{(—2} ko‘rinishida yoziladi.

x~p=2:—6=0, (x—1¥/1=(p—1)/1=(z—1)/(—2) tenglamalarni
birga yechib berilgan tekisiikka proycksiyasini topamiz. Bu to'g'n
chizig tenglamasini x=r+|{, y=r+l, z=—2r+1 yozib, unt tekislik
tenpglamasiga go'yib, 1=1 ni topamiz, bundan x=2, y=2, =—1.

Simmetrk nugtaning koordinatalari x =(x,, +x.)/2. y-={y, t¥.)/2.
2={2,,tz.)/2 lardan topiladi, ya'ni:

2=+ x M2, 2=(1 +p)/2, —1=(1 +,)/2, bundan x,= 3,
v, =3 i =-3

MNemak, N3 3. —3)

322, (x—13/2 =v/3=(z+1)/{—1) to'g'ri chiziq va undan tashga-
rida M{1: 1. 1) nugta berilgan. Berilgan to'g'nt chiziqga nisbatan
M nugtaga simmetnk bo'lgan N nuqtani toping,
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Yechish:

Nugtani berilgan to'g'ri chizigga proyeksivalovehi tekislik teng-
lamasi

Alx—=1y+ By—D+ C(z—1)=0
ko'rinishda boviadi. Tog'n chizigga perpendikular normal vektor
koordinatalari {A4; B, C} m benlgan to'g i chizigning yo'naltiruvchi
vektori {20 3. — 1} koordinatalart vilan almashtiramiz. u bolda
20x—D 3y 13-{z—1)=0 yoki 2x+3y—z—4=0 gua epa bo'lamis.

M nuglant to'g' n chizigga procksiyasini topamiz. Buning uchun
2x+3y—z—4=0, (x—- /2 —y/3=(z F1}/{— ) 1englamularni
birga vecharmiz Penlgan tog'ri cinzigning parametnk tenglamalarn
x=2rt), p=3r. z=--r—1 bo'ladi. x. », z lami tckishik lengla-
masiga qo'vik, = 1/14 ni topamiz. Bundan x=8/7, p=3/14.
2=—15/14 Kesma o'rasini topish formulalaridan fovdalanib,
simmetrik nuglaning koordinatalarini topish mumkin, va'ni:
8/7=1(1+ X W20 3 =1 +p )20 — 1314 = () + 2 ) /2,
bundan x =9%/7, y.=—4/7, 2, =—-22/7 Demak, MS9/7,—4/7, —22/7).

23 (x+ 132=(p - 1)/ (—1)y={(z—2)/3 tog'rt chizigdan
- D=+ /2 (2-3)/(—3) tog i chizigga parallel tekishik
u'tkazing.

Yechish:

Birinchi to'g s chizig tenglamasio xOy va yOz tekishiklariga
proyeksivalanuvehn akki tekashik tenglamalan vordamida vozamiz:

(x+1)/2=(y—1}/(—1} voki x+2y—1=0,
(v D/{(—D=(z 2)/3 yoki 3y Iz 5=0.

Bu 1o'g'ni chizigdan otuvei tekisliklar dastasining tenglamasi

x+2y—1+ , (Av+z—3)=0 voki x+{(2+3xp+txrz—(l+5%;)=0
bo'ladt.

Bu to'g'r: chizig tekislikiung parallellik shanidan fovdalanib j,
ni shunday amiglaymizki, dastaning unga mos tekislign ikkinchi
tekislikka parallel botlsin. —1 - 14+2(2+3 7 )=0 ga ega bo'lamiz, yoki
33 43-0, bundan  =—1. Shunday gilib, x—y—z+4=0 i/langan
tekishk wenglamasidir.

324, (x— D)/ 1=y 1)/2=z/3 1w0'g'ri chizigni x+y—2z-% 0 tekis-
likka proyeksiyasini toping,.
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Yechish:

Bernlgan to'g'ri chizig tenglamasini xOz va yQz tekisliklariga
proveksiyvaloveht ikki tekislik tenglamasi ko'rinishida vozamiz:

(x—1)/1=(y=1)/2 yoki 2x—y—3=0,

(x—1)/1=z/3 vyoki Ix—z—3=(.

Berilgan to'g'ri chizigdan otuvchi tekisliklar dastasining teng-
lamasini ushbu

2x—p=37 3 Bx—z=3)=0 yoki (2+3j)x—y—pz=3(1+3)=0
ko‘rinishida yozamiz. Tekisliklar perpendikularligining shar-
tidan foydalanib, tekisliklar dastasidan berilgan chizigni ber-
ilgan tekislikka proyeksiyvalovehi iekislikni ajratib olamiz:
24+33 ¥+ 1= 13y+2(—2)=0 vyoki 3 +1=8, bundan j;=—1.
Demak, proyeksivalovehi tekishik tenglamasi
2x—y—3+(—13x—z—31=0 vyoki x+y—¢=0 ko'rinishda bo'ladi.
[zlangan proveksivani ikki tekislikning kesishgan chizig'i (ber-
tlgan va proyecksivalanuvchi) kabi aniglanishi mumkin.

325. M(5; 3; 4) nugtadan o'tib, §-2-/ +35.7-8-k vekiorga
parallel to'g'ri chizigning tenglamasini tuzing.

Yechish:

To'g'ri chizigning kononik tenglamalaridan foydalanamiz.

(2) tenglamalarda

f=2.m=5n=-8x=5y=32z2-=4

deb olib, X3 =3 _ 2= lamani hosil gilamiz,
2 5 8

326. M(1l: I; 1) nugtadan o'tib, .s',=2-f—3-}+k‘ va

§=37 +-j-2-p{: vektorlarga paraliel to'g'ri chizigning tengla-

masini tuzing.
Yechish:

To'g'ni chiziq § x5, =57 -] —7.k vektorga parallel bo‘lgantigi

uchun, u (-1 _ (}'-11) = (2_71) tenglama bilan aniglanadi.
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x+2y+3z- 26 =10,

. {3x+y +4z-14=0
liklariga proyeksiyalari tenglamasi tuzilsin.,

to'g'ri chizigning koordinata tekis-

12x+3y-1hz-7=0,

328. {3.{ b y=172=0 to'g'ri chizik tenglamasini kanonik

ko*rinishga keltining.

x-2y-5=10
329. v—32+8=0 to‘g'ni chizigning koordinata o'qlari bilan
tashkil qilgan burchaklarini toping.

330. M(i: —2; 3) nugta o'tib, Ox va Oy o'glari bilan 45°, 60°
li burchak tashkil etuvchi to'g'n chizig tenglamasini toping.

2x+3y+z-6-=0,

331. N(5. —1; —3) nugtadan o'tib, {4x—5y~:+?_ — 0

to'g'n
chizigqga parallei to‘g'ri chizig tenglamasini yozing.

332 (x~ 1)/(- D=(y—2)/5=(z+4)/2 va (x=2)/2=(y 5)/( 2)-
=({z 1}/3 to'g'rt chiziglarning kesishgan nugtasini toping.

333, Parallelogrammning ketma-ket uchta uchi A(3; 0, —1),
B(l; 2: —=4). (0; 7, —2) berilgan. AD, CD tomonliarn tenglamas-
ini toping.

334, M(2. =5; 1), N(—1; 1. 2) nugtalardan o*tuvchi to'g'ri
chizigning parametrik tenglamasini toping.

335, x/1={y-33/2=(z-2)/] va (x=3)/1=(y+1}/2=(2—2)/1 pa-
railel to'g'ri chiziglar orasidagi masofani hisoblang.

336. A(—1; 2; 3), B(2, —3; 1) nuqtalar berilgan. M(3; —1; 2)
rnugtadan o'tib, A8 ga parallel 10'g*n chiziq tenglamasini tuzing.
"dx - y-o-412=0, J3x—-2y+16=0.

337. 1}__2_‘_:[} va Bx-z=0 to'g'ri chiz-

iglar orasidagi burchakni toping.

2v—yp=
338. v0z rekishigida koordinata boshidan o'tib, { e
to'g'ri chiziggn perpendiknlar to'g'ti chizigni toping.

g



339, ABRCD parallelogrammning ikki uchi: C(—2; 3, 35),
NO; 4; —7) diogonallarining kesishgan nugtasi M{]; 2. —3.5)
berilgan. AR tomon tenglamasini toping.

340. ABC uchburchak x+2y+4z—8=0 tekislikning koordinata
o'glari bilan kesishishidan hosil bo'lgan uchburchakning xQOy
tekisiigiga parallel o*rta chizig'ining tenglamasini toping.

341, A(L; 1; 1), B(2; 3, 3, C(3; 3 2) nugtalar berilgan. A
nugtadan o'tib, AB va AC vektorlarga parallel to'g'ri chizig teng-
lamasini tuzing.

342. M(0; 2; 1) nuqtadan o'tib, F=7 +27+2k, b —37.c=3k
vektorfar bilan teng burchaklar tashkil etuvchi to'g'ri chizig
tenglamasini tuzing.

343, (x+1¥/3=(y—2}/(—D)=z/4 to‘g'ri chizigdan o'lib,
Ix+y—z+2=0 tekisiikka perpendikular tekislik tenglamasini
tuzing.

344, x/2=(y+3}/I=(z—2)/(—2) to'g'rt chizigning tckislikka
proyeksivasi tenglamasini yozing.

2-§. IKKINCH! TARTIBLI SIRTLAR

1. Sfera.

Dekart koordinata sistemasida markazi C(a; &; ¢} va radiusi r
bo'igan sfera

(x—a)+(y—b)+(z—cy=r’ (1)

tenglama bilan aniglanadi.

Agar markaz koordinala boshida yotsa, tenglama

xl+yltzi=r?

ko'rinishida bo'ladi.

345, x4y +7i—x+2y+1=0 sferaning markazi va radiusini to-
ping.

Yechish:

Sfera tenglamasini (1) kanonik ko‘rinishga keltiramiz, x, », 2
larni o'z ichiga oluvchi xadlarini to‘la kvadratga to'ldiramiz:

(xz—x+%}—-;:+(y2+2y+l)—1+zz+l=0
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yoki

I, TS I
(x 2) +H(y+1) +z %
Demak, sferaning markazi C(1/2; —1; 0}, radiusi r=1/2.
346. Markazi xOy tekisligida votuvchi, A(L; 2; —4), B(l; —3; 1),
(2, 2; 3) nugtalardan o‘tuvchi sfera tenglamasini tuzing.
Yechish:
A, B, C nuqtalar (x—a)y’+(y—b): +72=r' cferaga tegishli (markazi
x Oy tekisligida yotadi, ya'ni ¢=0) bo‘lgani uchun ularning koor-
dinatalari izlangan tenglamani aynivatga aylantiradi, shuning uchun
(1 =gy + (2= +(—4)=r, (1 —ay+(—3—b)+|11=4,
(2—ay+{2—hy+3i=p?
Bundan (2—8y-—-(—3-bY¥=—15, ya'ni 19b=10, (1 —a¥+(2—b=-7
Demak, a=-—2, b=1. Sferaning markazi €(—2; 1; 0) bo‘ladi.
Sa'ngra
ri=(—ay+(2-6)Y+16=(1+2)+(2—1y+16=26. Shunday qilib,
izlangan tenglama (x+2)'+(py—1)?+z%-=26 ko'rinishda bo'ladi.

ABC2x~2y-749=0 aylananing radiusi va
markazini toping.

Yechish.

Sleraning markazi C(3; —2; 1} dan 2x—2y—z+9=0 tekislikka
perpendikular tushiramiz, uning tcnglamasi

(x=3)/2=(y+2)/(=2)=(z—1)/(— 1) (*)

{perpendikuiarning yvo'naltiruvchs vekton sifatida berilgan tekisli-
kning normal vekilorini olish mumkin). (*) to'g'ri chizig bilan
berilgan tekislikning kesishgan nuqtasini topamiz. Bu nuqgta ayla-
naning markazidir. To'g'ri chizig tenglamasini parametnk ko ninishda
vozamiz: x=2i+3, y=—2t—2, z=—¢+|. Bu x, y, ¢ larnt tekislik
tenglamasiga go'yamiz: 2(2++3)—2(—2r—2)—(—i+1)}+9=0, ya'ni
t=—2 Demak, y=2(—-2)+3=—1, y=—2(—2)—2=2, ;=—(—2)+1=3
va'ni avlananing markazi C(—1; 2; 3) bo'iadi. Sferaning markazi
C(3; —2; 1Y nugtadan 2x—2py—z+9=0 1ckislikkacha masofa 4 ni
topamiz:

(x=3Y +(v+2) +(z -1’ =100,
347.
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Aylana radiusini #2=R*— d? dan topamiz, bu verda R sferan-
ing radius. Shunday (ilib, r?=100-36—64, ya'ni r=28,

348, 1) {xH1Y+(y+2Y +22=25. 2) X+ Hi—4xt+6y+27=2;

3y 2xP 227244y —3242=0; 4) Xy HpE=E2x

3) xisyitgi=4z-3:
sferalarmng markazi va radiusining koordinatalarint amglang.

349, ML =1 3) nugia 1) (x—1Y+(y+2) 2+2=19;

2y xi+plegt xty=0; 3y xP 17 -dxt p- 270 sferalarga nis-
batan ganday joylashgan.

350, Agar M@ =10 =3 va MO; 30 —1) nugtalar sfera di-
ametrlaridan birining oxirlari bo'lsa, steraning tenglamasini tizing.

331, 7 =0 koordinata tekisligi bilan {x—=1)+{(py—1}+{z—3)==23
sferaning kestrmida hosil bo'lgan aylana tenglamasini vozing.

352, XT3 i4+77=100, 2x +2y—z=18 aylananing radiusi va marka-
zining koordinatalarini toping.

6.

2. Silindrik sirtlar va ikkinchi tartibli konus.

Flx; ¥)7:0 tepglama fazoda vasovehisi Oz o*giga parallel boflgan
silindrik sirtni ifodalaydi. Shunga o'xshash Flx; 2)=0 vasovchisi
Oy o'qiga, F(y;2y=0, Ox o‘qgiga parallel bo'lgan silindrik sirtni
itodalaydi.

Ikkinchi tartibli silindrik sirtiarming kanonik tenglamalar:

?

Xy

s+==1 — clliptik silindr;
T
2 K
X
— = J_/z_ =1 - giperbolik silindr;
a b

yi=2px — parabolik silindr.

Uchala silindrning yasovchilann Oz ofqiga  parailel,
yo'naltiruvchisi esa, xQyp tekisligida yotuvchi ikkinchi tartibli egri
chizig (ellips, giperbola, parabola). Fazoda egri chizigni para-
metrik shakida yoki ikki sirtning kesishgan chizig'i deb qarash
mumkin.



Masalan, elliptik silindrning yo'naltiruvchist, va’om xOy tek-
isligidagi ellips tenglamasi

z=0
Orgi Oz, uchi koordinata boshida bo'igan ikkinchi 1artibli konus
tenglamasi ushbu

ke'rinishda bo*ladi, xuddi shunga oxshash,

z ! 2 : 2 2
Sosrr=0, rires=0
a b ¢ a b
larning o'glan mos ravishda Oy, Ox lar hisoblanadi.

353. 1) x'=4y; 2) 2=xz tenglamalar fazoda qanday sirtni
ifodalaydi? Silindrik sirtning yo'naotiruvchisi x* =4y, 7 =0 para-
boladir.

Yechish:

i v'=4yv yasovehis: Oz o'qiga paralle] botlgan parabolik silindrmi
ifndalavdi Silindrik sinni yo'naltiruvchisi x’=4y, =0 paraboladir.

2. 7 =xz ni ziz ~x=0 ko'mushda 1asvirlash mumkin, Uaikki -=0,

ooy lenglamaga ajraladi, yva'me tkks tekishkny (xcdv va bssekiral
tekishihn} aniglaydi

354, xi+y2=27i=0 konus y=2 tekislik bilan ganday chiziq
bo‘vlab kesishadi?

Yechish:

Tenglamalardan y ni yo'goub, izlangan chiziq tenglarmasini
topamiz:

x2+4-271=0 yoki z*/-x1/4=1. Demak, izlangan kesishish
chizig'i ¥=2 tekisligidayotuvchi giperboladir, uning haqiqiv o'qi
{7 o'giga, mavhum o'qi ¢sa Ox o‘qiga parallel.

355. Uchi M(0Q; 0; 1) nuqtada, yasovchisi x!/25+yi/9=1_ ;=]
ellips bo‘lgan konik sirt tenglamasini tuzing.

Yechish:

AM yasovchi tenglamasini tuzamiz, bu yerda A(x,,y..z.} nuqta
elli psdayotadi. Bu yasovchining tenglamasi x/x,=y/y,=(z—1)/(z.~!).
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A nuqta ellipsda yotgani uchun uning koordinatalar eliips
tenglamasini qanoatlantiradi, ya'nm x7/25+y/9=1, =3.

x/x,=(2—1)/(g,— 1), y/y,=(z—1)/(g,— 1), x}/25+p}/9=1, 7=3
sistemasidan x,, y,, z, lami yo'qotib, konik sirt tenglaimasiga ega
bo'lamiz: x?/25+y?/9+(z--1)1/4=0.

356. 1) xt+yi=4; 2) x}/25+pi/16=1; 3} xI-p=1, 4) y=2x;
5) Z=y; 6) zHAi=0; 7) x*+yi=2y; 8) xi+p?=0; 9) x?-z'=0;
10)yi=xy ganday sirtfarni tasvirlaydi. Ularni chizing.

357. x'—y!'+z?=0 konusning 1) y=3; 2) z=1; 3) x=0 1e-
kistiklari bilan kesishgan chizig'int toping,

358. Uchi koordinata boshida va yo‘naliiruvchilard 1) x=a:
yizi=bt, 2}y y=b; x!+P=g!; 3) r=¢; xX/a’+tpi/bi=1 bo'lgan
konus tenglamasini tuzing.

3. Aylana sirt. Ikkinchi tartibli sirt.

Agar yOz tekisligida votgan Ay, z)=0, x=0 egn chuziq Oz
o‘qgl atrofida aylantirilsa, undan hosil bo'lgan aylanma sin teng-
lamasi

F{\/Exj + 17 ).z — 0) ko'rinishida bo'ladi.

Flo, (7 + y:—) = () tenglama F{x; ¥)=0, z=0 cgri chizigning

Ox o'qi atrofida, F(J(x* + y" ). y=0) yuqoridagi egri chizigning
Oy o'qi atrofida aylanishidan hosil bo*lgan sirtni ifodalaydi.

Ellips, giperbola, parabolaning o'z simmetriya o'qt atrofida
aylanishidan hosil bo'lgan ikkinchi tartibli aylanma sirt tenglama-
larini keltiramiz.

33 2
x‘+y oz o _ )
——+— =1 —aylanma ellipsoid, bu verda aylanish v’qi Oz
a C
x4ytoff o _ _
———-—=1— aylanma bir paltali giperboloid, aylanish
a C

o'ql Oz (0z giperbolaning mavhum o'qi).

xtyy? 2
a_,' ~C—!=—l — avlanma ikki pallali giperboloid, sylanish

o'qi Oz {giperbolaning haqiqiy o‘gi).
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xI+yi=2pz — aylanma paraboloid
[kkinchirastibli aylanma sirtlar umumiy ko'rinishdagi ikkinchi
tartibli sirtlarning xususiy holidir.
: 2 2
x vz
—+—5+—F=1 — ellipsuid.
a b -~
x 2 )
—+ }1—15--—. =1 — bir pallali giperboloid.
o -

— N 17 pallali giperbolaid.

‘\;""l:;‘ =2z (p>0.¢>0) — elliptik paraboloid.

Bu torrtta ikkinehi tartibli sinlardan, ikkinchi tartibli uchta stl-
indr (ellioik, giperbolik, parabolik) ikkinchi tartibli konusdan
boshygn vana bitta r-tartibli sint — géperbolik paraboloid mavjud:

LB oa: (pa0g>0)
Prooq '

Shunday gilib, 9 ta tkkinchi tartibli sir1 uchraydi.

359, «+2y=4, 7 -0 1o'eg'n chizigning Ox v gi atrofida aylani-
shidan hosil bo'lgan sint tenglamasini loping.

Yechish:

Avlanma sin uchi M4 0 ) nugtada bo'lgan kunusdan iborat.

lzlangan sist ixtiyoriy A4 nugtusining koordmatalan A, ¥, 7
boIsin, unga berdgan to'g ri chizigda Blx: v ) nugta mos kelodi.

A va B nuqglalar aylanish o¢gp Ox ga perpendikular botlgan
bitta tekislikda votadi. U holda X=x, ¥ +Z7=y bo'ladi. x va y ning
qiymatlarini berilgan to'g'ri chizig lenglamasiga go'yib izlangan
aylanma sint tenglamasini tezamiz:

N +201 77 = yoki 4(YVIAZ9-(X—4H¥=0, va'ni
(Y +a4Z)—(X—4)y =1

360, x'=yz tenpglama ganday sirtni itedalaydi?,

Yechish:

Koordinat o'glarini Ox o'gi atrofida & =457 1i burchakka buramiz
(Oy oqudun Oz o'gign garab soat miliga qarshi yo'nalishda).
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Koordinat almashtirish formulalari: 5

x=x", y=y'cosq -7 sina, z=y'sing +7'cosa, sing =cosq = 5

bo‘lgani uchun

2 2
2(y )z 2(y )

Bu ifodalarni sint tenglamasiga qo‘yib, x'" =3"/2 yoki

x=x', y=

x? =y +2%/2=0 (uchi koordinat boshida yotgan, o'qi ordinata
bo‘lgan konus) ga ega boflamiz.

36l. y+z—-2=0, x=0 to'g'n chizigning Oz o'qi atrofida ayla-
nishidan hosil bo'lgan sirt tenglamasini yozing.

362. 2 =x—)? sirtning z=1, y=1, x=1, z=—1 tekisliklar bilan
kesishish chizig'i topilsin.

363. 1) z=xy, 2) 2=xy tenglamalar ganday sintiami aniglaydi.

364. O‘qi Oz bo'lib, uchi koordinat boshida va M{—1; —=2; 2),
N{L; 1; 1) nugtatar sirtidayotgan elliptik paraboioid tenglama-
sini toping.

365. Agar sirtda uchta A(3; 0 0), B(—2; 5/3; 0), C(0; —1; 2/./5)
nugta berilgan bo‘lsa, simmetriya o'qlari koordinat o‘glaridan iborat
bo'lgan cllipsoid tenglamasini tuzing.

366. z=2—x'-y! va z=x!+y?! sirtlarning kesishgan chizig"
tenglamasini toping.

367. Z*+xit=m(z?+y?) tengiama 1) m=0; 2) 0<m<l;
3) m>0;

4) m<0; 5) m=1 bo'lganda ganday sint aniglanishini tek-
shiring.

4, Ikkinchi tartibli sirtning umumiy tenglamasi.

x,y.z larga nisbatan tkkinchi darnjali umumiy tenglama

A2 x+By+C 72 Dy +2 Exz-+2 Fxp 2 Gx+2 Hy +2 K+ L=0
ko'rinishda bo'ladi. Bu tenglama sfera, ellipsoid, bir pallali
yoki ikki pallali giperboloid, elliptik yoki giperbolik parabo-
loid, ikkinchi 1artibli silindrik voki konik sirtni aniglaydi. U
vana ikki tekislik, nugta, to'g'n chiziglar te'plamini amiglashi
voki hech ganday geometrik ma’noga ega boa‘lmasligit mumkin
(mavhum sirtni aniglaydi).
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D=0, E=0, F=0 da AX+By+Cz+20Gx+2Hy+2K:+1=0
tengiamaga ega bo'lamiz. Bu holda tenglama o'qlarni parallel
ko'chirish yordamida oson soddalashtiriladi, shunga garab
uning peometrik ma’nosini darrov aytish mumkin.

368, xP+dp?+977 + 1 2yr+oxzr+a4xy —4dx—8y+12:+3=0
tenglama gqanday geometrik ma'noga ega?

Yechish:

Berlgan tenglamani {(x+2y+32) 1—4(x+2y+3¢)+ 3=0 ko'ninishda
yozish mumkin. Chap tomonm ko‘payluvchilarga ajralamiz:

(x+2y+3z—1) {(x+2y+3z—3)=0.

Shunday gilib, tenglama ikki {x+2y+32)=0 va x+2y+3z—-3=0
tekislik to'plamini aniglaydi.

369, x -y 4z I—yz—xz—xy=0 tenglama qanday geomeirik
ma'noga cga.

Yechish:

Tenglamani 2 ga ko'paytiramaz;
x4+ 2P+ 278 - 2yz —2xz — 2xy =0 yoki {x~—y) I+ (y—2) H{x—z)y=0.

Koordinatalari x=y, v=z, x=z tengliklarni ganoatlantiruvchi
nuqgtalargina bu tenglamam ganoatlantiradi. Shunday qilib, teng-
l[ama x=y=¢ to'g'ri chizigni fodalaydi.

370, x2+y+42—-2xy—8z+5=0 tenglama dganday geometrik
ma’noga ega.

Yechish:

Tenglamani (x—y) *+4{z—1)’=—1 ko'rinishida vozib olamiz. Bu
tenglama hech ganday geometrik ma’noga ega cmas, chunki chap
tomon x; v; z ning hech ganday giymatida manfiy bo'la olmavdi.

3T, 4x?+ 93y 365—Bx—18y—727+13=0 1englamani kanonik
ko'‘rinishga keltiring.

Yechish:

Bir xil koordinatali hadlarni guruhlaymiz

A xi=2x)+9( -2 v)+36(2—-27)=—113.
Qavs ichidagi ifodalarni to*la kvadratga to*ldirib topamiz:
Hxi=2x+ )9y =2+ 1)+36(F7 -2z +1)=—13+3+9+36
yoki
Hx—1)+9(7— 1)+36(2—1)=1306.

Yangi koordinata boshini O'(1; 1; 1) nugtada olib, kaordinat

o‘glarini parallel ko'chiramiz; koordinata almashtirish formulalari
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x=x'+1, y=p +1, z=z"+1 bo'ladi, u holda sint tenglamast qu-
yidagi

4x e 9y 1+-367'1=36 yoki x'7/9 +y /4 470 i=]
ko'nnishda yoziladi. Bu tengiama ¢lli psoidni aniglayds, uning markavi
koordinata boshida, varim o'glari mos ravishda 3: 2; | ga teng.

372, xi— - 4xa+8p—2z=0 tenglamani kanonik holga keltiring.

Yechish:

x, vy larnt o'z ichiga olgan hadlarmi guruhlaymiz.

(x*=4)--(3*~8y)=27 gavs ichidagi ifodalarni to'ln kvadratgacha
wo'ldiramiz:

{(xi—dx+3—(V—Ep+16)=22+4—16 yoki (x=2)'—{y—4)'=2(7—6)
yvangi koordinat boshi sifatsda O (2: 4; 6) nugtani olih, koordinat
o'glarim parallel ko'chiramiz, v holdn x=x"+2, y=) +4, 7=7" +6.
Giperbolik paraboloidning aniglaydigan x™ 2~ =27" tenglamaga
cga bo'lamiz.

373. dx'—pi+d4 78 p+4p+8z+4=0} tenglama ganday sintni ita-
dalaydi?

Yechish:

Mos almashtirishlarni bajarib:

Hx? =20~ (p -4 A 2)=-4;

- 2x 4 )= (yp—dy-4)+4(2?+ 22+ 1)=—4+4—4+4;
dx—1)=(p=2)+4{z+1V=0 tenglikni hosil gilamiz. Koordinala
boshini O°(1: 2; —1) nuqlagn ko'clirih, koordinata o‘glarini par-
allel ko'chiramiz, x=x'+I, p=p'+2, z=7z'—1 lar koerdinata al-
mashtinsh tormulalaridir. U holda berilgan tenglama 4x -y i+4 2=l
yoki x"7—y' /4 -+ 0 ko'rinishga keladi. Bu sirining tenglamasidir.

Quyidagi 1englamalar bilan ganday sin tasvifdanishin aniglang:

374, x —xv—xz~pz =0

375, x?t 7 —4x 4z +4=0.

376, x7 4+ 2y 4 7= 2xy =2y =1

377 x14piazi=2p+2z=10

I7T8. x1+ 291+ 271 =4y +4az:+4=10

379, Axi+yl—z2i-2Ux—dy+ 27+ 35=0.

380, x4+ p—zi—-2x -2y +27+2=40,

381, x'+ypyi—6x+6y—4z+18=0.

382. 9xi—-¢z?~|8x 18y -6z5=0.
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IV BOB
DETERMINANT VA MATRITSALAR

1-§. o-TARTIBLI DETERMINANT HAQIDA

ayody

(., dy rr},’l

L 2 R TR L
fy, Qe Uy dy

clementar jgadvaliga mos keluvchi 4-tartibli determinant

O T _ _ |
thy o Uy ity thy Ay

Uy sy Uy (]
| S| |y iyt iy +
lcr,  cha ty gyl
1 ‘ let,, oy, ‘u“ (g
Uy Uy oy oy

i I

e, d ‘u tsn (-’.:[
o c|eE, tha ]ty ‘u Lo, €y

|, oy, iy Uy Uy

tenglik bilan aniglanadi.
4-tartibli determinant yvordamida 5-tartibli va hokazo tartibli
determinant wishunchasini kiritish mumkin.

Ixtivoriy tartibli determinantlar uchun 3-tartibli determinant-
lar uchun kiritilgan algebraik yig'indilar uchun ikkita teorema va
biror clementning miner va algebraik to'ldiruvchisi ta’rifi
o'zgarmasdan goladi. Shunday qilib, ¢, elementning minorini
M, | algebraik to'ldiruvehisini A, bilan belgilab,

1=k
A, ==0"M,
ifodaga ega bo‘lamiz.

[} n-tartibli determinant bo'lsin. Uni avval /-nchi vo'lning
elementlar bo'yicha, so'ngra k-nchi ustunning elementlan bo'vicha
yoyib, l-tcoremaga asosan:
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D = arlA:I +ar.2A|2 +"'+ar'nAm"
D=a, 4, +aydy +.. . +a, A,
ga ega bo'lamiz. lkkinchi tomondan, 2-teoremaga asosan
j=i , k=i,bo'lganda

a A, tu A, +. . +a,4, = 0,
aydy, + gy, +. 4 a, 4, =0
ga cga bo'lamiz.
tkkinchi va uchinchi tartibli determinantlarning xossalarni ixti-
yoriy tartibli determinantlar uchun o‘rinlidir.

A O TR LS hl .
Gy X, + X, 4, X, = by

(N + 4Ny F ot X =h

sistemaning determinanti

a, a4 a4,
a a a
1 2 2
p=" 2 " a0
ianl an2 e ama
bo'lsa, uning yechimiari x =—1, x ——D— x =—" for
b ] - 4 2 - " iy — -
’ D D "D

mulalardan topiladi. Bu formulalarda D — sistemaning determi-
nanti, D, , (k=1, 2, ..., n) sistemaning determinantida k-nchi
tartibli ustunm {aniglanadigan noma’lumlar oldidagi koeffitsient-
lar ustuni) ozod ustuni bilan almashtirishdan hosil bo‘igan de-
terminantidir:

4y Oy .. dgy boa,, . q,
dy, Ay Qo D Gy - Gy,
aﬂl arl2 * a.r: 2 bn an Kol Iﬁ‘.n'i'l l



3 S 7 2
l 2 3 4
383. Ushbu -2 -3 3 2 determinantni hisoblang.
1l 3005 4
Yechish:

Quyidagi amallarni bajaramiz: 1) birinchi yo'l elementlaridan
uchinchi yo'l etementlarint 3 ga ko‘paytirib ayiramiz; 2) ikkinchi
yo'l elementlarini 2 ga ko'paytirib, uchinchi yo‘l elementlariga
go‘shamiz, 3) to‘rtinchi yo'l elementlaridan ikkinchi yofl ele-
mentlarini ayiramiz. U holda berilgan determinant guyidagi
ko‘ninishga keladi:

0 -1 -2 =10

|

‘1 2 3 4
\

0o 1 9 10

0 1 2 0’

Bu determinantni birinchi ustun elementlari bo'yicha yoyamiz:

0 0 -10
D=-0 7 10 .
1 2 0

Hosil bo'‘lgan determinantni birinchi ustun elementlari bo‘yicha
yoyamiz:

0 -0
=— =-70
7 10|
1 2 0 0 O
3 2 3 00
384. Ushbu 0 4340 determinantni hisoblang.
¢ 6 5 4 5
¢ 0 0 6 5
Yechish:
2-nchi, 4-nchi, va 5-nchi ustunlardan umumiy
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ko'paytuvchilarni determinant belgisidan tashqariga chigaramiz:

11 0 0 0
313 00
D=2-2.5490 2 3 2 (.
00 5 21
00 0 3 1

Ikkinchi ustun elementlari birinchi ustun elementlandan ayinb,
hosil bo‘lgan determinantni birinchi yo'l elementlan bo‘yicha yoyamiz:

1 0 0 0 0

-2 3 0 Ul
3 -2 3 00

2 3 20

D=20-0 2 3 2 (=20- _
_ o 5 2 1-

D 0 5 2 1 _ .

0 0 3 1
¢ 0 0 3 1

I-nchi gator elementlarini 2-nchi qator elementlaniga qo‘shamiz,
—2 ni determinant tashgarisiga chiqaramiz, so‘ngra hosil bo‘lgan
determinantni |-nchi ustun etementlari bo‘yicha yoyamiz:

1 3 00
06 20 629
D = —40- ~—405 2 1
05 2
0 3 |
00 3 1

3-nchi qator elementlarini 2-nchi gator elementlaridan
ayiramiz, 2 ni determinant tashgarisiga chigaramiz va hosil bo‘lgan
determinantni 3-nchi ustun elementlari bo‘yicha yoyamiz:

3 1 0 3
D=-80-5 -1 0/=-80-| ]‘=640.
0 3 1
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3ss,
x+2y+3z=14,

y+2z+31=20,
z+2t+3x =14,
t+2x+3y =12

sistemadan y ni toping.
Yechish:
Berilgan sistemani

x+2y+3z+0r=14,
Ox+y+22+3t=20.
Ix+0y+z+2t=14,
2x+3y+0z+1=12

ko‘rninishda yozib clamiz.

[ 2 3 0

¢ 1 2 3
D=

.'3 0 1 2

23 0 |

determinantni yozib olamiz. So‘ngra 2-nchi ustun elerentlaridan
1-nchi ustun elementlarini 2 ga ko'paytirib ayiramiz:

1 0 0

o 1 2 3 |V ¢ 3 12 3
D=3 _¢ —g 2=["6 -8 Z=¢2-(-nP 4 I

2—!—61_!‘1“61 1 6 -1

1-nchi ustun elementlarini 2 ga ko*paytirib 2-nchi ustun ele-
mentlarini ayiramiz: 1-nchi ustun clementlarini 3 ga ko*paytirib
3-nchi ustun elementlaridan ayiramiz:
1 0 0 7 |
D=23 -2 -1 =2’ 4 40‘ =2 (8+40)=96,
1 4 -4



1 14 3
0 20 2
3 14 1

2 12 0 1 2 6 01
ni topamiz. l-nchi gator elementlarini 3 ga ko'paytirib, 3-nchi
gator elementlaridan ayiramiz, 1-nchi gator elementiarini 2 ga
ko‘paytinb 4-nchi qator elementlandan ayiramiz:

1
0 10
3

— D

0
3
2

1 7 3 0
10 2 3 5 1 3

0 10 2 3
=2 =2-14 -8 2=2:2.2:]-7 -4 2
0 ~14 -8 2 -
-8 -6 | -4 -3 1

0 -8 -6 1

3-nchi qator elementlarini 3 ga ko‘paytirib, l-nchi gator

elementlaridan ayiramiz; 3-uchi gator elementlarini 2 ga ko'paytinb
2-nchi gator elementlaridan ayiramiz:
17 10 0

D =8-1 2 0=192,
-4 -3 |
Bundan y=Dy/D=192/36=2.

386. Hisoblang: 1 1 1 ]
a b ¢ d
— a! bl‘ CI d-’.
a}. b} cl d]
Yechish:

I-nchi gatomi a ga ko'paytirib 2-nchisidan, 2-nchi qatorni
a ga ko'‘paytirib 3-nchi gatordan; 3-nchi qatorni a ga ko*paytirib
4-nchi qatordan ayiramiz:

! | ] !
For

0 b-a c-a d-a
= . . s ={(h-mc-aXd -a)|b ¢
0 b-ab ¢ —ac d -ad Y s
. y . . b e df
¢ b —ab " -ac” d' —ud
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[ nchi qatorni & ga; 2-nchi qatorni & ga ko'paytirib 2-nchi
gatordan, 3-nchi qatordan ayiramiz:

1 ] 1

V=(b-a)c—a)d-a)0 €% d-b |-

ct—bc d*-db

I 1
=(6 —a)c —ald —alc — b){(d — b)‘c dl=

=(b ~ a}(c — a)(d — a)(c — b)(d — b)(d — a).
Agar a, b, ¢, d lar orasida tenglan bo‘lsa, berilgan determi-
nant nolga teng va aksincha.
Ushbu determinantlami hisoblang:

1 -2 3 4 L
21 -4 3 ~1 -2 -4 -8
387.(3 -4 -1 ~2 | B8 [ ) 3 -9 _»77
4 3 2 - —1 -4 -16 -6
1t 2 0 0 0
210 2 0 0 Pra 11
0 12 10 2 0 bol-a
339, 0 0 12 10 2 390. 1 ] l+b 1
6 0 0 12 10 br 1 I=e
Tenglamalar sisternasini yeching:
v=3z+41=-35, x=3y+5z-Tt=12,
Xx—-2z4+3=-4, 3x-5y+7z—-t=0,
391, (3x+2y-31=12, 392, | 5x—-7y+z-31=4,
dx+3y-5z=35. Tx-y+3z-5t=16.



N+3y =3,

3y +4z =18,

393, § 5o+ 6u =30, 394,
T + 8u = 08,

Ov + [{lx =55,

Qx+3y-3z+ 4 =17,
2X+y—z+2 =5,
6x+2y+z=4,
C2x+3y-5=-11

2-§. CHIZIQLI ALMASHTIRISH YA MATRITSALAR
X = allx' +a;,),
y=ayx' +ayy

tenglik orqali x, y o‘zgaruvchilarni x' vy orgali ifodalash mumkin.
Bu tenglikni x', ¥ o‘zgaruvchilarmi chizigh almashtirish deyiladi.
Ularning nuqta koordinatilarini chizigli almashtinsh kabi garash

mumkin.
a, d
I 12
A=
Uy Ty )

jadval garalayotgan chizigli almashtirish matritsasi deyiladi.

I [P

chizigli almashtirishlarning determinanti deyiladi.
Bundan so'ng D, % 0 deb qaraladi.
Chizigli almashtirishni uch o'zgaruvchiii deb garash mumkin;
xma,x d ba,
Y= N bt dns

Te=ayX ) by,

ST P a,  dnp U
bu yerda A=|4a, dy a, | D, =la,, ., u,
Qy  d3;  dy [Byy Tha iy
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lar bu chizigli almashtirishning mos ravishda matritsasi va deter-
minanti deviladi.

Agar D=0 (DA=U] bo'lsa, A matritsa xosmas (xos) deb

ataladi. ) )
a4y o dy

a4y 4y
va [ dy (e U

a4y day
oy, ta oy

lar mos ravishda 2-nchi va 3-nchi tartibli kvadrat matritsa deyiladi.
Ko'p ta'riflami umumlashtinish uchun ulami 3-nchi tantibli matritsa
uchun beriladi. Ularni 2-nchi tartibli matritsa uchun qo'llash
kiyinchilik tug‘dirmaydi. Agar kvadrat matritsaning elementlari

a_ =« shartni ganoatlantirsa, matritsa simmetrik deyiladi.

mn i

ey oy, LI
|

A=y e we ’ B=h, b h,
o, . u“J h, b, b,

matrtsalar 1eng bo'lishi uchun a_ = &_  shartning bajarilishi zarur
va vetarlidir, A, 8 matriksalar yighindis: quyidagicha aniglanadi:

rs

Feq, . .

T T £ I N

Chy b, h”'l I TR T SO VAR

s, TP T R TINE J
@ ot Vh by by Lay by an b, u+ by )

i, i

A matritsani mosoniga ko'paytinsh schan uning har bir ele-
mentin e ga ko paytiramiz:

' A f ]
Gy, .y iy, Ma e My,
mel .y da by [ =y mae, oma,
T P My R, B,

A, B matritsalur ko' pavimasi quyidagicha smiglanads:
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a, 4y 4y by, by, &,
AB =|a, an ay

Ay Ay Ay by by b

3 3
Zan A Z“lrb:z leanb;;
1=l 1=
= Za::b,l Za:;b;: Z“z;bn
r=l

i=1 ful

Za-‘.‘bﬂ Za‘f 12 Za‘; '3

L=l

Ko‘paytma matritsaning ;-nchl gator va k-nchi ustunda turu-
vchi elementi, A matgtsa i-nchi gatoridagi elementlarini B matnitsa
k-nchi ustunining mos elementlaniga ko'paytmalan yig'indisiga teng.

[kki matritsaning ko‘paytmasi umuman o'rin almashtirish
xossasiga bo‘ysinmaydi. lkki matritsa ko'paytmasiining determi-
nanti bu matritsalar determinantlart ko'paytmalariga teng.

Hamma ¢lomentlari nollardan iborat bo'igan matritsa  #of-
muatrisse deviludi

00 0
0 0 0l=0
L0 0 0]

Bu matritsa uchun: A+0=A.

1 0 0
E=|l0 1 ¢ n birlik matritsa deyiladi.
0 0 1

Bu matritsaning A ga chapdan va o‘ngdan ko'paytmasi 4 ga
teng: AE=FA=A. Birtik matritsaga ayniy chizigli almashtirish to'g'n
keladi: x=x", y=)/, z2=2 . Agar AB=BA=F ga 1teng bo'lsa,
B matritsa A4 ga teskart matritsa deyiladi. A ga teskari matritsani A
bilan belgilanadi: 8= 4~'. Har qanday xos emas matritsa reskari
matritsaga ega, Teskari matritsa quyidagicha topiladi;
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A Aw A
Dy Dy D,
Al = Ay ﬁa‘_? ﬁ‘?
D, D, D,
4, 4, A,
—5: D! D_Aa‘

Amn g2 A matritsa determinantidagi a,,,, efemenining algebraik
to ‘ldiruvchisi deyiladi, ya'ni A,,, — A matritsa determinantidagi

m -nchi gator va a-nchi ustunini o'chirishdan hosil bo'lgan ik-

kinchi tartibli determinant (minor) bilan (-1)™* ifoda
Ko'paytmasidir.
X,
x=|x,

matritsa esten matritsa deyiladi.

AX ko'paytma quyidagicha aniylanadi:

fay  ay d (e [y, dpY, dnx,
AX =uy Uy sy || X 8aX| OnXy  UaX
thy, hy dy )X AN X, UaX,

J ¢X, U N, Hdx =h

X 4 e il X = B

T T N Y )

sistemani Y 2 kotrinishda vozish mumikin, bo verda

¢y oy X, f
A=ldy oo w0 N=|y |0 B=|b
iy, dy Uy X, b,
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Bu sistemaning yechimi X' =4 -8 (D, #0) bo'ladi:

4 o

1 jr i

ty hy iy
Uy Gy

matritsaning xarakteristik tenglamasi

a —A ty- dy
thy tyy — A a,, |=0.
iy, ty, -4

Bu tenglamaning ildizlarn ’]‘1' /“-2, /13 lar matritsaning xarak-
teristik sonfari deyiladi. Agar boshlang'ich matritsa simmetnk bo‘isa,
A A, A, lar hagiqiy bo'ladi.

(e, = AW, +a.Eq a8, = O

Uy E ety =AY Hapd =

&y 1 ihads Hluy — A, =0
tenlaumalar sistemasi, undagi 1 xaraktenstik son 4. 4, 4 lardan
birivi gabul giladi va shuning uchun determinantt nolga teng

- ol

bo‘ladi. Shu xarakteristik songa mos uchta (&), £5. 4;) sonni an-

-
=

iklaydi. Bu uchta sonlar to'plami . &y &) ofzgarmas

[T

T

|
ko*paytuvchi anigligida noldan fargli ;z.:l?i—.fgj_'—rf}i? vektor-
ni aniglaydi, uni matritsaning xos vektori deb ataladi.

395, x=x'+3"+z y=x+y "= x" chizigli almash-
tirish va x‘ )" z' koardinat sistemasida {i; —1: 1), {3; —2; —1),
{~ |; =2, —3) nuqgtalar berilgan. x, y, z sisternada bu nuqtalarning

koordinatalarini aniglang.

Yechish:

Nugta koordinatalarini berilgan chizigli almashtirish anigia-
nadigan tenglikka go‘vamiz. Agar x' =1, y'=-1, 2’'=1 bo'lsa,
u holda x=1, =0, =1 ya'ni (I; 0; 1), agar x'=3, ' =-2,
Z’=-1 u holda x=0, y=0, z=3, ya'ni (0; 1. 3):; agar
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x'=-1, y'=-2,2=-3, u holda x=—6, y=—3, z=—1, ya'ni
(—6;: =3 —-1.

396. Oldingi masaladagi x, y, z koordinatalardan x', ', z'
koordinatalarga o‘tishning chizigli almashtirishini vozing.

Yechish:

Uchinchi tenglikdan x'=z ni olamiz; ikkinchi tenglikdan
uchinchi tenglikni ayinb ' =y—2z ni hosil qilamiz; birinchi
tenglikdan ikkinchi tenglikni ayirib, Zz'=x-yni hosil gilamiz.

397. x=x"+2y, y=3x"+4)y" chizigli almashtirish berilgan.
Qaysi nugtalarmning koordinatalarini bu almashtirish o*zgartirmaydi?

Yechish:

Agar x=x', y=y bo‘lsa, x va y lami topish kerak, ya’ni
x=x+2y, y=3x+4y. Demak, x=x"=0, y=)'=0.

398. Quyidagi x=3x"-2y, y=>5x"-4)'chizigh almashtirish
qaysi nugtalarning koordinatalarini o‘zgartirmaydi.

Yechish:

Oldingi misoldagi singari x=3x—2y, y=5x—4y larga ega
bo‘lamiz. Bundan x=y=1x"=y" ya’ni chizigli almashtirish bir
xil koordinatali (t; 1} nugtalarning koordinatalarini o'zgartirmaydi.

3 5 7 1 2 4
399. Berilgan A=|2 -1 0Of, B=|2 3 -2].
4 3 2 -1 0 1

A+B ni toping.
Yechish:
(3+1 S+2 7+4 4 7 M
A4 B=|2+2 143 0-2[=14 2 =2
4-1 3+0 241 3 3 3

3 5 2 3
400. Agar 4 =[4 IJ' B =(1 2] bo'lsa 24+5 B matritsani

toping.



Yechish:

6 10
24= .
H

10 IS I6 25
B= . 2A+5B=
5 =10 13 -8}

‘13 2 1 0
401. A4=[2 0 4, B=[1 -1 2|
123 3 2 1

bo‘lsa, AB va BA matritsalar ko‘paytmasini toping.

Yechish:
' '3 L 14+3(-D+1-2 1-0+3-2+1-1
4-3 2040-(-1)+4.2 2.0+0:-2+4:1|=

1.2+
AB=[22+
1.2+ F1+2-(-D+3-2 1-0+2-2+3-1

A+1:240-F 2:341-040-2 2:1+1.4+0-3
1=1-242-1 1-3-1.042-2 1-1-1-442-3 |=
A+2.2400 3:3+2:0412 31424413

6 6

7 3

114

B-A=

DT e L — 2

3 2
402. Agar A=(I 4} bo‘lsa, 4° ni toping.

Yechish:
o3 2] 32} (9+2 6+8Y) (11 14
L1 oa)lt 4) 344 2+16) |7 18)
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. ) Pl 14y (3 2% 33414 22436 47 48
A'=A4" A= . J: = .
7 18 1 4 L21+18 14+72 38 86
403. Agar F — uchinchi 1atibii hirlik matritsa bo'lib,
O B

._1;[1 A
ERER I

bo'lsa, 24+3A+5 E matritsani loping,

Yechish:
P2 Iyr 1 2y (10 6 5
A3=131131=ﬂ||6
4 1 1)l 1) Lo 8 10
12 303 6
[H 22 J J4={3 9 3}.
16 20 123 3
1 0 0 0 0
5.E=540 1 o0f=l0 s n]‘
0 0 ) lo o 5
28 15 16
2-A7+3 4+5-E=|19 36 i3
30 19 28
404. x=a X o,y y=daux'+a,y
va

U S60 480, Y FEX Y hpX
ikkita chizigli almashtirish berilgan. lkkinchi chizigli almashtinsh-
lardan birinchisiga x’ va )’ larni qo'yib, x va y lami x" va y" lar

orgali ifodalovchi chizigli almashtirishni hosil qilamiz. Hosil boflgan
almashtinsh matritsasi birinchi va ikkinchi chizigli almashtirish
matritsalari ko‘paytmasiga tengligini ko'rsating.
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Yechish: . . . i
x =a, (b x"+5,y")+a,(x b, + b)) =

= (an by, +anby )X +{a,b, +a,0,) "
y=a, (b, x"+b,y" }+a,(x"b, +by,)") =
= (ayby, + ay,b, )"+ (ayby; + ay,bp)V".

Hosil bo‘lgan chiziqli almashtirish matritsasi

apby +apby  aybyy +anby,
ty by, +anby  ayb +ayh,,

(s Irh“ b
vil

ko*rinishda bo*ladi, va'ni u { J mal-
by by

Uyt

risalar ko'payvemasiga teng.

32 2

405. A=11 3 || matritsa beriigan, uning eskirisini toping.
503 4y

Yechish:

A matritsaning delerminantini hisoblavmiz:

3 2 7

D,=I1l 3 [[=27+2-24=35
4

Bu determinont elementlarining algebraik 1o ldiruvehilarini
[OPIMIZ

L
i

1 —F; ]—i) —2 2— 2- _2 2_
“ —; 4_ ?]_3 4'— k] ] 3 ]— N
1 3 2 3 2
-“I|::_:I 4:! Azzzs 4= : A_;::l l:--l:
1 3 3 2 3 2
As=ls =718 dn=|g g=h Aush o=




[V N

Demak 47'=

hp— wun |

— th | -

td
A — a2 \.,nlr\.J

s
Ln | -1

406, Ushbu
2x+3y+2z=9,

X+2y-32=14,

3x+4dp+:=16
tenglamalar sistemasini matritsa ko' nnishidagi tenglamaga keltirib

yeching.
Yechish:
Sistemani AX=48 ko'rinishda yozib olamiz, bu yerda:
21 20 " v {an
S ! B N Y
3 4 | - Lin,

Matritsa ko'rinishidagi tenglamaning yechimi X=A4"'# bo'ladi.
A ni topamiz, buning uchun A ning aniglovchisini hisob-

laymiz: 2 3 2
D,=ll 2 -3|=28+30-4=-6_
3 4 |

Bu aniglovchining algebraik to*ldiruvchilarini topamiz:

DI A T - B U < BT I
"l = 7 s 1[“3’ SR
| -3 2 2 2 2
A[):_ :_‘]03 Aag': ="_4; Au__ .,=8;
S 2730 S L
Ly PR -

A=y 4T Sk I | B
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Shunday qilib: 4 5 =13

A":—é- 10 -4 8§

-2, I |
Bundan:
14 5 —-13y 9 26+ 70 =208
,y=_% 10 -4 8§ |14 =_% 90 —-56 +128 =
-2, i 1 16 I8 +14  +16
| -12 2
=——1—18|=; 3.
6
12 2_

5 2
407. [4 3) matritsa berilgan. Uning xarakteristik sonlart va xos

vektorlari t1opilsin.

Yechish:
Xarakteristik tenglamani tuzamiz:
5-x 2 ) ‘
4 3370 yoki (5-AN3-1)-8=0 yami R-gxe7=0

Demak, xarakteristik sonlar Ay =1 va A, =7 larga teng.

Birinchi xarak{erisiik songa mos xos vektorni
(5-2,)¢ +2:& =0,
4'5;""(3“/1.)'4'2':0 ;
tcnglamqlar slistemasidan topamiz. X =1 bo'lgani uchun & va &,
larni 2§, +&, =0 bog'lanishdan topamiz. &, =@ (o #0 — ix-
tiyorty son) deb olib, £, =-2a ni hosi! gilamiz. /=1 ga mos

vektor 7 =g .7 -2a-j bo'ladi.

Ikkinchi xos vektorni topamiz:
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(5 A& +25 =D

45" (3= 4,)8 =0
sislucmad;'a_ hy =7 niqa'yib & i, =0 tenglikka kelamiz, va'ni
=[ = 0. tkkinchi xos xarakteristik songa mos xos vek-

tor 7 =a-i-2«-; bo'ladi.

1=
- =

=
=

408,
3 -1 -1
-1 5 -1
1 -1 3
matritsaning xarakteristik sonlari va xos vektoriarni toping,
Yechish:

Xarakteristik tenglamani tuzamiz:

3i-x 1 1

| -1 3-A
yoki

B-af5-2)3-2)~1]+(-3+2+1)}+(1-5+2)=0.

Elementar almashtirishlardan so‘ng

(3-a) (2 -8n+12)=0
ga ega bo'lamiz, bundan /=2, (=3, [=6.

A, =2 xarakteristik songa mos xos vcktorni topamiz:
J & =& +4 =0,
£ L —
-5 +35, -4, =0,

£ =& +& =0

r f ’

tenglamalar sistemasidan &, =0, £, ==&, lami topamiz. (teng-
lamataming bin golgan ikkisining natijasi bo‘lgani sal?abli, uni
tashlab yuborish mumkin). § =q desak, £, =0, §, =-a va

n =o-i—o ] Endi A,=6 giymatga mos xos vektorni topamiz.
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> -
e =
- ".:‘ -

it =0

= =
=B B

tengliumalur sistemasini hosil gilnmiz (bitia 1englama qolgan ik-

kisining natijasi). Bundun &% & &% g va F=g7+8-7+pk.
L, 6 qivinalga mos aos vektornn lopamiz:

J ‘;-‘ m ‘:: ey, |:.=-. e U

R RN}

(bitta tenglama qolgan ikkitasining nalasiy. Bu sistemani yechib,

quyidagilarni topamiz: &,'"'=y. £.""'=-y, &=y wa
Reyi-2yj+rk

Shunday qilib, berilgan matntsaning xos vektorlarni

a-(T-k). F=p-(i+j+k). F=y(r-2j-k)

Bu ycrda a, b, g — lar ixtiyoriy noldan farqli senlas.
409. lkkita

y=an vay . ymax rayvans, ze=a X vany a2
X=b X" +b,y +b,2", Vb va v rans", zma " vany va,z’

chizigh almashtirish berilgan. lkkinchi almashtirishdan x', ¥, 2’
lami birinchi chizigl almashtirishga go'yib x, y, 2 larni x*, ', 7’ lar
orgali ifodalaymiz. Hosil bo'lgan almashtirish matritsasi 1 va Il
almashtirish matrsalarining ko'paytmasiga tengligini ko'rsating.

410, x=6x'+y' =27, y=—18x'+2y+67, z=2x'+2y chizigh
almashiirish berilgan. Bu chizigli almashtirish natijasida qaysi
nuqtalarning keordinatalari ikkilanadi?

411. lkkita chizigli almashiirish berilgan;
x=x"hy +2z pEx"+2y 467, =2x"+3y,  x=2x'+27,
y=x'+3y' 4z, =x"+3p +27

Bu almashtirishlardan har biri bir xil bo'lgan bitta natija be-
rmdigan nuqgualivm toping.
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412. x=x'cosa-)'sina, V' =x'sina+ )y cosa chizigh al-
mashtirishni go‘llashda koordinatalari o‘zgarmaydigan nugtalarni
toping.

413. x=x'cosa-)'sina, ) =x'sina+) cosa chizigli al-
mashtirshni qo‘llashda koordinatalarining joylari o'zgaradigan
nuqtalar to'plamini toping.

308 )
a414. =13 2 30 matriisa berilgan. Birlik matritsani hosil
T 6 0
qgilish uchun A ga ganday B matritsani gqo'shish kerak.
2 1 1
415. A={1 21 matritsa berilgan, A+ A+£ matritsalar
11 2

Py
yig'indisini toping.

10 20 -30
416. 4=| 0 10 20 | matrtsa berilgan. Teskari matritsani
0 0 10
toping.
Jl‘t‘-f- 4y =11.
:} ' o= 2 .
a7 17 +hr=28, tenglamalar sistemasi benlgan, ume matnesa

v+2:-=7

ko'rinishdagi tenglamasini yozib yeching.

T 4
418. [5 6) matritsaning xarakteristik sonlari va normallash-
tirilgan xos vektorini toping.
I3
419. |1 5 1| matritsaning xarakteristik sonlari va xos vektor-
30100

larini toping.
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3-§. IKKINCH! TARTIBLI EGRI CIIZIQ VA SIRTNING
UMUMIY TENGLAMASINI KANONIK KO*RINISHGA
KELTIRISH

2 :
e X+ 2, XY+ ),

b *

a5t + Uy V™ dyna + Qa0 2 a2+ 2,y
ko‘rinislidagi ifodalar mos ravishda ikki va wch o'zgaruveiili
kvadratik forma deyiladi.
Ushbu a,=a,, shartni bajaruvchi

g = by
) iy Ui

a, =d,,, a, *a,, shartlarni bajaruvchi

va d,.=a 1

1t 12
@, O

1
A= e an uy

I

iy, gy Gy

simmetrik matrtsalar bu formalarning matritsalari deyiladi. Kvadratik
formalarni, o'zgaruvchilarni chizigli almashtirish yordamida, yangi
o'zgaruvchilarning ko‘pavimalarini o'z ichiga olmagan ko'rinishga
kettirish mumkin, boshkacha avtganda ikki o'zgaruvehili kvadratik
forma A x"+ 24,3, uch o'zgaruvchilisi esa A x7+4y?+4.3"
ko'rinishga keltiriladi. ' — lar oldidagi kocfhitsientlar xarakteristik
sonlardan iborat bo'hishi uchun chizigh almashtirishni quyid:i-
gicha bajarish kerak: 4, 4,, 4, xarakteristik sonlarga mos o‘zaro
ortogonal, normallashtirilgan xos vektorlar uchligi tikki
o'zgaruvchili kvadratik formalar uchun jultlik) aniglanadi:

€ =, -f*ﬂl-}a-yi-k.
L;? =()'3-F+/),2'?+’V_,‘k..

Co=a i+ k.
e,, ¢,, e vektorlar ortogonal va normallashtiritgan bo'lgani
sababli quyidagi aynivat bajarilishi lozim:
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al+f vyl =1 (i=1, 2, 3),
aa, +BA +yy, =0 (i.j=123 i=j)

L} holda o'zgaruvchilarni almashtirish matritsasi quyidagi
ko'‘rinishda bo‘ladi:

Boshqgacha gilib aytganda

xX=a, X +a, ¥y +a, -z,
y=p0-x+p v +p-2.
r'."=}’| 'I’+y1'yl+71'z’

deb olish kerak. O'zgaruvchilarn: bunday almashtirish chizigli
ortogonal almashiirish deb yurititadi. Bu holda § matritsaning
determinantsi +1ga teng: D, =],

Ikkinchi tartibli egn chizig yok: sirtning umuamty tenglama-
larini kanonik ko'rinishga keltirishga ortogonal chizigli almashtirish
deyiladi. Agar yangi koordinat o'‘glarining o'zaro joylashishi sag-
lansa, u holda matritsaga go‘shimcha shart kiritiladi: D, =1. 1k-
kanchi tartibli egn chizig yoki sint tenglamalanni kanonik ko‘rinishga
keltirish quyidagicha bajariladi;

a) Koardinatalarni shunday chizigii ortogonal almashtirish
kerakki, egn chizig yoki sint tenglamalanning yugori darajali
hadlari kvadratik formasi kvadratlar yig'indisiga keltiriladi, teng-
lamada mos almashiirish bajariladi. Bu bilan koordinat ko'paytmasi
gatnashgan had yo‘qoladi.

b} Yangi koordinat o'glarint parallel ko‘chinb, 1englama
kanonik ko‘ninishga keltiriladi.

420. 5x* +4xy+8)° ~32x—56y+80 =0 egri chizig tenglama-

sini kanonik ko‘rinishga keltiring.
Yechish:
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Yuqori darajali xadtar matritsasi:

Matitsaning xarakteristik tenglamasini tuzamiz:

N
2 8—A

ni topamiz: i, =4, A, =9.

=0, ya'ni 3’ 3 +36=0. Xarakieristik sonkar-

#, =4 uchun xos vektorni topamiz:

Bundan & =-2§,. &=-a deb & =2¢ va F=a(2i-j) ni

ni hosil

=~
|

|

-

lopamiz. 5 vektorni normallashtirib, ¢ =

u‘ﬂ! r2
<
A

gilumiz. 7, =9 uchun

4, +2n, =0,
2, -7, =0

sistemadan ikkinchi xos vektorni topamiz. Bundan n, =2¥,va

—
J

H=p(i+27) topamiz. Normallashtirib 6’::7—5‘“-—} ni hosil

qilamiz. Ko‘rsatish osonki, ¢ -¢,=0, ya’ni ¢, va e, vektorlar
o‘zaro ortogonaldir. Koordinatalarni almashtirish matritsasini tuz-
ish uchun normallashtirilgan ortogona! xos vektorlardan foy-
dalanamiz:



Bundan
2, 1
CEEY
1, 2 .,
“FVE

x, y lar uchun topilgan ifodalarni egri chizigq tenglamasiga
go'yamiz.

s J[——J[—Tl
Liso=o

Qavslarni ochib, soddalashtirib
o 144

f N

ga ¢ga bo‘lamiz. Bu tenglamada /2, y’l lar oldidagi koefFitsientlar

4x7 + 9y - Yy +80=0
%,. A, xarakteristik sonlar ekanligini ko‘rib turibmiz. Tenglama-

M guyidagi 4-(x'3 ~ 72_5_)(’) +9.(y'-° ﬁ]_\/%y’} +80=0 ko‘rinishga

keltiramiz. Qavs ichidagi ifodalarni to‘la kvadratga to'ldiramiz:

. 2 1 .
4.()(:.;____‘)_*___1—]4_9‘(}',_ l()}r ﬁ_éﬂ) 80 = 0
o505 TJs 5 5

deb, koordimat o glanm parallel ko'‘chiramiz va 4x"2+9);"3 =136
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LK al
X v . . .
yoki —9"+~'-4—=l ni hosil gilamiz (ellipsning kanonik tenglamasi).

421. Ushbu
Ix1+24xy+16)2+230x—110y—225=0
egri chizig tenglamasini kanonik holga keltiring.
Yechish:
Xarakteristik tenglamani yezamiz:

-A 12
.|1=0
Fiz 16-AJ
yoki A*—25L =0, ya'ni A, =0, A.=25. ) =0 da
{9§,+12§2=0.

126, +16£, =0
sistemani hosil gilamiz.

Bu tenglamalarning har biri i—'=f—; ga keladi. Demak,

F=o-r4i —3;), matritsaning xos vektori bo‘lib xizmat qiladi.

1 | _ 4. 3
Q=== 2? da normallashtirgan xos vektar ¢ =554
BR7ECE) A
n topamiz:
_ (=160, +121, =1}, _ _
;=25da { 129, 9, 0 sistemani hosil qilamiz. Bundan ik-
. “H N

. . T . :
kinchi xos vektor & =grTL (¢,-¢, =) ni topamiz.

Koardinatalarni almashtirish matritsasi

(D=1

R Y S T

Almashtinish formulalari: x=x"(4/3)+y(3/5). y=(—3/3)x"+(4/5)y".
Cgr chizig tenglamasim ushbu  {3v+ 4,;'):—-23{},\ +110y-225=0
ko'rinishda vangi koordinatalarga o*tkazib vozamiz;
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4, 3 3, 4
25y =230 =x'+ = ’J+||o(-— ‘= ')-225:0‘
Y [S'HSy 57727

Bu ifodani soddalashtirib, 25 ga gisgartinb topamiz:
V210X’ -2y -9=0 yoki (y'—1)* =10(x'+1).
Yangi koordinat boshi uchun O'(—1;1) nuqtani olib, o‘qlarni
parallel ko‘chiramiz, natijada y"2 =10x" ga kelamiz (parabola).
422, 3x*+5y1+3 72— 2xy—2x2—2yz—12x—10=0 sirt tengla-

masini kanonik ke‘rinishga keltiring.

Yechish:
Yuqori darnjali hadlar koeflisientlanidan tozilgan matritsa:

301
-1 5 =1=0.
I 13
Muatntsaning xarakteristik sonlar
-4 1 ;
-1 R R
3]

] -
tenglamadan topiladi, umi (3—AA =84+ 2)=0 ko rinishga kel-
tirsh mumkin, bundan & =2, A.=3. 2,=6

%, =2 da
J i, =ity + 16, = 0,

i + 3, =1, =1,
,i o=+, =
\ .

sistemaga ega bo'lamiz. & ning bu givmatiga {a; 0; —«) xos vektor

mos kelad.

C | .
Normallashtinb ¢ = —i ——% vektorga kelamiz,
V22

A, =3 da
[ —r 4y =0

S=u 2y, ey =10

v, -, =4

sistemaga kelamiz. Bundan ikkinchi normallashtirilgan vektor
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k ni topamiz. €,, ¢, vektorlar ortogonal,

1 - 1 <
€y =—=i +—=j +
VRN RN
ya'ni ¢-¢,=0
A =6 da ‘r—3w,—wz+w;=0,
—w, —w, —w, =0,

lw, —w, = 3w, =0
—1 }!\:

. -2 - ]
gu ega bolamiz. Uchinchi mos xos vektor ¢; = -———=/t—F
v v’f(} VO

oldingi ¢ va ¢, vektorlarga ortogonal, ya'm ¢, -¢. =0, ¢ -¢, =1,
Koordinatalar almashtirish matritsasini topanuz:

SN N

Bundan koordinat almashtirish formulalarini topamiz:

| , 1
r=—14—x + Y +—Fz
NN RN
1, 2,
VSRV TR
t

==Xt =y =2
NN AN

x, ¥, z lar uchun topilgan ifodalarni sirt tenglamasiga qo‘yib,

soddalashtirib quyidagitarni topamiz:
23243y 462 —632x - 43y =262 -10=0.

. Y73, 27 lar oldidagi koeffiesientlar 4, A,, A4, sonlar bo'lishi

2

X

kerak.
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Tenglamani ushbu

'l 6 JJ [ ¢ 4 f] ( 2 2 'J
20 x|+ 3 Y = O 2 ——=2 =10
[ V2 NER J6
ko'rinishda yozamiz va qavs ichidagi ifodani to'la kvadratga to‘ldirib,

3

3 Y 2 Y l .
2 x'-—— 1 +3- -',_,___._y'] +6-{Z——) =24 B €ga bo‘lamiz.
( \5] (J’ J3 J
X =x"+3/42, V=" 42143, =z +1/V6

formulalar buyicha koordinat o‘qglarini parallel ko‘chirib va 24 ga

n2 2 n?
; -

E—
12 8

bo'lib, ellipsoidning =1 kanonik tenglamasigake-

lamiz.

Egri chiziq tenglamasini kanonik ko'rinishga keltiring:
423. Sx1+6xy+5y—16x—16y—16=0.

424, 7x*+16xy—23y?—14x—-16y—218=0.

425, x*+2xy+y’—Bx+4=0.

Sirt tenlamalarini kanonik ko'rinishga keltiring:

426, ¥ +5y + 2+ 2xy+6xz42y2-6=0.
Koordinat almashtirish formulalari:
1

i |
x=-—x S p— L
NN 7SN
| 'y .,
Y= x . .
J 3-3 f"ﬁ}’

| i |
CEUE R
427, 23+ y 422 -2xy-2yz4x-4y-3242=0.
Koordinat almashtirish formuialari:
x= -6 =Ny (11, X =x
v=(-2/J6)x = (17 V3), ¥ =y 142,
ze (O AN (3, =13
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4-§. MATRITSANING RANGI, EKVIVALENT
MATRITSALAR

To'gri burchakli matritsa benilgan bolsin:

~
"

dy Uy ey,
Ay Uy e Oy,
A=
xi) [ o

| ml e sy

Bu matritsadan ixtivoriy k-ta gator k-ta ustun ajratamiz

(hk<m k<n)

A matritsaning ajrotilgan gator va ustunlarining kesishgan joyida
turgan clementlaridan tuzilgan &-ncht tartibh determinant 4 ning
k-nchi tartibli minori deyiladi. 4 matritsa €} ¢ 1a k-nchi tartibli
minorkrga ega. A malritsaning noldan larglt hamma minorlarini
garaymiz. A matritsaning rangi deb uning noldan fargli minorlar-
ining eng yuqor tartibiga aytamiz. Agar matritsaning hamma ele-
rmentlari nollardan iborat boetlsa, uning rangi nelga teng. Tartibi
matritsaning rangiga teng bo'lgan noldan targli har qanday mi-
nor matritsaning bazis minor deyitadi, Matritsaning rangini r(A)
bilan belgiiaymiz. Azar HAY=r(B) ga teng bo'lsa, 4 va B lar
ekvivalenr mawritsalar deyiladi va A~ B kabi yoziladi. Elementar
almashtirishlardan matritsaning rangi o‘zgarmavdi.

Elementar almashtirishlarga quyidagilar kiradi:

1y matritsaning gatorlarnni ustunlar bilan almashtirish;

2) matritsaning qatorlarint o'zaro almashtirish;

3} hamma elementlari nollardan tborat yo'llarni o'chirish;

4) birorta gatorind noldan farghi songa ko*paytirish;

5) biror gator clementlariga boshga gatorning mos element-
larini go‘shish.

428. Ushbuy

P23

2406 oo _ .
matritsaning rangini aniqlang.

ST T R B
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Yechisfi: Matitsaning ikkinchi va uchinchi tartibli hamma nu-
norlari nolga teng, chunki bu minorlarning gator elementlari
proporsional. Birinchi tartibli minor noldan farghi. Demak,
matritsuning rimgi birga teng.

429. L shbu
L0 w0 3

a o 00 f1|m:nr|tsaning rangini toping.
oo o 1

[-J

Fechish.
Bu matritsada tkkinchi gatorni, so‘ngra ikkinchi, uchinchi,

. . - L . . o .
turtinchi ustunlaeni o'chiiib, | " matritsani hosil qilamiz, u

. . . 1 3 .
berilgan imatritsaga ckvivalent., - }: [ 29 bo‘lgani uchun be-

rilgan matritsaning rungt 2 gu teng.

430,
|38 T

A II >y - T
! malrisaning rangini hisoblang.
il 3 A

Yechish+ Birinchi va uchinchi gator elementlarini qo‘shib,
so ngra birinchi vo'l elementlarini 4 ga bo*lamiz;
4 8 12 f1 2 3
.-fz'l 203

et
1
frd I
A

birinchn yo'l elementlandan jkkinehi yo'l elementluring ayirib,
so'ngra hirinchi vo'l elementlaring v'chiramiz:
R
- .11 000

-

12

frd

2 3

| ]
‘s

8

Lh

3 s

]
.1 5
Oxirgi matritsaning rangi 2 ga teng, chunki
!

Card

b

‘ . |=0.
[

Demak, berilgan maleidsaning rangi 2 ga (cng.

| i)



431.

‘4 3
A=|0 2 |
0O 0 3

Yechish: 4-nchi ustun elementlaridan 3-nchi ustun element-
larini ayirib, 4-nchi ustunni o'chiramiz:

| o)
—_—

mutritsaning rangini anmiglang.

T

(432 2) (432 0) (432
‘4=t02|l*02|0~021
0033 w030 003
4 3 2
0 2 1 [=24=0
0 0 3
bo'lgani uchun matritsaning rangi 3 ga teng.
432.
1 0 2 0 0
A=(0 1 0 2 0
20 4 0 0

matritsaning rangi va bazis minorlarin toping.
Yechish:
1 0 2 0 0

1 0 2 0 1 6 2 0
01 0 2 0/~0 1 0 2(~]01 0 2|~
204 00 2 0 4 0 1 0 2 6

102 0
~t0 0 2 ~[(I) (1) (2) 2}, r(A)=2. Bu matritsani
0 0 0 0O '
neldan farqli 2-nchi tartibli minorlari bazis minoriarn bo‘ladi:
1 0 1 0 0 2 2 0
0 1 0 2 ’ 1 of o2
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0 2
2 0

0 1 [ 0 0 2
2 0Ff 0 4 4 0

Shunday qilib, A matritsa § ta bazis minorlarga ega.
433,

a, Uy, gy
A=, upn Uy
ty, Uy Uy

matritsa ncechta ikkinchi tartibli minorlarga ega. Bu minorlarning
hammasini yozing.

Yechish:
Matitsa C7-C; =3-3=9 ta ikkinchi tartibli minorlarga ega:
y 4y Gy Oy ty
ay ay | dy | @ a5 ’
a4, a;, qQ, 4y a4y
ay dy | a, a, | Ay dy |
a, 4d; ay 45 a4
ay ay | ay Gy | a; 4y
(i 54 -4
434. A=|24 A 104 | matritsaning rangini aniglang.
L;. 24 34
1 2 36
435, A4=|2 3 1 6| matritsaning rangini aniglang.
[3 1 2 6
0 2 0 0
436. =[I 0 O 4| matritsaning rangini va bazis minor-
0 0 3 0

larini toping.
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-

437. A= 8 | matritsaning rangi va bazis minor-

<}

— L e
| SR S N}
—_— b e
Ted O it

larini aniglang.

5-§. 1 NOMA’LUMLI m TA CHIZIQLI TENGLAMALAR
SISTEMASINI TEKSHIRISH

n noma’lumii m ta chizigli tenglamalar sistemasi berilgan:
=b,.

Ay Xy + UypXy +ot @y, X, = by,
............................................ (1)

a,x +a .x,+..+a,x, =5 .

L L

oy X+ X, T.o.Ta,x

n

Tenglamalar sistemasining yechimi deb shunday n ta ( Xys Xg ey x”)
sonlar to‘plamini aytamizki, uami sistemadagi noma’lumlar o‘rmiga
go‘yganimizda tenglamalar ayniyatga aylanadi. Agar sistema kamida
bitta (x,, X,.....x,) yechimga ega bo‘lsa, uni birgalikda, aks holda
birgalikda emas deyiladi. Agar sistema fagat bitta yechimga ega bo'lmasa
aniglangan, aks holda anigianmagan deyiladi.

Y

¢ 4
) Oyl a, da, ..a,b,

by

Uyy Uy oty Gy Gy ey,

A= oA =

Ay Uy A J Uy Uy oo @0
matritsalar (1) sistemaning matritsasi va kengaytirilgan matritsasi
deyiladi. (1) sistemaning birgalikda bo‘lishi uchun 4 va A, matri-
tsalar rangi teng bo‘lishi zarur va vetarlidir (Kroneker-Kapelli
teoremast).

Shunday qilib, {1} sistema birgalikda bo‘lishi uchun

HA)=r8)=r bo'lishi zarur va yetarlidir, Bu r soni (1) sistema-
ning rangi deb ataladi.
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Agar b =b,=...=b, =0 bo'lsa, sistema bir jinsli deyiladi. Bir
jinsli tenglamalar sistemasi har doim birgalikda. Agar birgalikda
bo'igan sistemaning rangi noma’lumlar soniga teng bo'lsa, siste-
ma anigiangan bo'ladi.

Agar sistemaning rangi noma’lumlar sonidan kam boflsa sis-
tema aniglanmagan bo'ladi. Sistema birgalikda, lekin r << # bo'lsin.
A matritsaning qandaydir bazis minorini qaraymiz. Bu minorda
ixtivoriy vo'lni ajratamiz. Bu yo'ining eiementlari (1) sistema
tenglamalarining biridagi r ta noma’lumlari oldidagt koefTitsient-
lardan iborat. Bu » ta noma’'lumlarni garalayotgan tenglamalar
sistemasining bazis noma'lumian deb atashadi. Qolgan #—r tasini
(1) sistemaning erkli noma'lumlan deyishadi.

(1) sistemadan koeffitsientlari bazis minorning elementlarini
0'z ichiga olgan r ta tenglamalar sistemasini ajratamiz. Bunda buazis
noma'lumlarini chap tomonda qoldirib, erkli noma’jumliarni o'ng
tomonga o‘tkazamiz. Hosil bo'igan sistermadagi bazis noma’lumlami
erkli noma'lumlar orqali ifodalaymiz (masalan, Kramer formu-
lasi bo‘yicha).

Shunday qilib, erkli noma’iumlarga ixtiyoriy qgiymatlar berib,
bazis noma’lumlarining ularga mos giymatlarini topish mumkin.
Demak, (1) sistema cheksiz ko'p yechimlarga ega bo'ladi.

X+ 3x, +0x +Tx, + 9% =1,

438. J¢ - 2v, 43y, —dv,+5x = 2,

|
{25+ T1x, + 120, +25x, + 22x, = 4
tenglamalar sistemasini tekshiring.
Yechish:
Sistecrma matritsasi va kengaytirilgan matritsalar rangini aniq-
laymiz. Kengaytirilgar matritsani yozib olamiz:
A A
A -1 =2 3 -4 5321

25 2204

t4
1

Vertikal chizig bilan sistemani ozod hadlardan ajratamiz.
2-qgator elementlariga 3-gator yo'Ining mos elementlarini qo*shib,
2-qator elementlarini 3 ga bo‘lamiz:
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3 5 7 9| 13 5 7 901
4=|3 9 | 2706|283 5 7 9l
2001 12 25 22 211 12 25 221 4]

2-gator clementlaridan 1-gatoming mos elementiarnini aviramiz:

[en-J )

3 5 7
0 0 0
1T 12 25 2

[l

1
4

_._
1l

o = —

o

i 3 5 7 9
A~00000~(13579]_
2 11 12 25 22 M2 111225 22

Osongina ko‘rish mumkinki #r{(A)=2, r(A4,)=3, ya’ni r(d)=r( 4 }.

Demak, sistema birgalikda emas.

439.
X428, + 3 =14,

3%, 4+ 26, +x, =10,
X X+ =0,

2y, + 3y, —x, = 0

X, +x, =3
tenglamalr sistemasini tekshiring,
Yechish:
Kengaytirilfgan matritsani yozamiz:

1 2 3 14

32 1 10
A=|1 1 1 6
203 -1 5

(1 1t o 3
2-gator elementlarini 1- va 4-qator elementlariga qo‘shib, |-
qator elementlarini 4 ga, 4-qator elementlarini 5 ga bo‘lamuz:
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4 4 4 24711 1 1 6
32 10103 21 10
Ai~—)l L1611 1; 6
s o5 0 (15|10 3
L] 1o |3 L1 0| 3

3-qgator clementlaridan I-qator clementlarini, 5-gator ele-
mentlaridan 4-qator elementlarini ayviramiz, so'ngra 3- va 5-qa-
torni o‘chiramiz:

11 6

302 1 W) 1 1 af 65 I
A4~0 00 O |~[3 2 1| 10, 4~|3 2
P10 3’N110 3 1 I 0
000 0,

Oxirgl matritsaning aniglovchisini topamiz:
11 8 [0 0 1
32 1f=13 2 1f=I=0.
t 10 (110
Demak, A 4)=3. Kengaytirilgan matritsaning rangi ham 3 ga
teng, chunki topilgan determinant A, matritsaning minoridir. Shun-

day qilib sistema birgalikda bo‘ladi. Uni yvechish uchun 1, 3, 5-
tenlamalarni olamiz:

X +2x,+3x, = 14
X +x,+x, =0,
X, N =3
Bundan osongina x,=1t, x,=2, x,=3 larni topish mumkin.

440.
’-‘1 + 55, + 4y + 3y, =1

Ay -x o+ 2, -y =0,
1 Sx 430+ 8a ) =
tenglamalr sistemasini tekshiring
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Yechish:
5 4 3 ]
A=12 -1
S 3 8 1 ]

3-gatordan l-gatorni ayiramiz:

]
|
=

1]

I
[
—_

N
-1 2 -] ol
TR e

LJ

A~

3-gatorni 2 ga bo‘lib, hosil bo'lgan 3-gatordan 2-gatorni
aviramiz, so‘'ngra 3-qatorni o'‘chiramiz:

1 5 4 3 l
4 2 1 2 1 0 { LS4 1]
r ~| - - ' Ay~ .
e 2 -1 2 -1 ¢
O 0 ¢ 0 0
r(A)=r(A =2 ligini oson ko'rsatish mumkin. Demak, siste-
ma birgalikda. Benlgan sistemadagi |- va 2-tenglamalmi garaymiz:
{xl +5x, +4x, +3x, =1,
2x, -, +2x,—x, = 0.
Bazis noma’lumlar sifatida x, va x, larni olamiz, chunki bu

1 5

2 -

noma'lumlar oldidagi koeffitsientlardan tuzilgan deter-

minant noldan fargli. Ozod noma’lumlar x; va x, bo'ladi. Sistem-
ani ushbu
x, +5x, =1-4x,-3x,,
{ 2x,—x, =2+ X,
ko'rinishda yozib, x, va x, larni x, va x, lar orqali ifodalaymiz:
I] -4y, -5y, 3
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| 1-dx,=3x]

2 =2x,+x, | 6 7
X, = e X, X, —
~11 117 7 11 11
deb olib, sistemaning yechimlarini quyi-

X, = H, X, =V
dagicha hosil gilamiz:
6 g | 6 7 2

X, S——H+—V——, X,=——U+—V+—, y
11 11 11 . 11 11 1t
# va v larga turl sonhi giymatlarni berib, sistemaning turli
yechimlarini hosil gilamiz,
Berilgan tenglamalar sistemalarini tekshiring:
3x, +2x, =4,

X, -—4).‘2 =-1, X, + 3 v, + 4.-\'1 =1,
441, 7x, +10x, =12, 442. 1 2x + 10y, + 8y, =3,
5:‘:| + 6\.2 = 81

[31‘, +13x, +124, =5,

3x,—16x, =5,

x, —3x, +2x, = -1,

443 ¢ x + Ox, +6x, =3,

X 4+ 3%, +dx, =1,

6-§. GAUSS METODI BILAN CHIZIQLI TENGLAMALAR
SISTEMASINI YECHISH

Chizigli algebraik tenglamalarni determinant yordamida yvechish
ikki vt uch noma'lumli tenglamalar sistemas uchun qulny. Teng-
lamalar sonm sistemada ko'p bu'lganda Gauss merodi guiay. Bu
mictodni 4 noma’lumlt 4 ta tenglamalar sistemasida tahhl gilannz:

TRRE TR T e N T T (er)
Uy X+ V0,2 + 0 1=y, (A)
Gy Xt Y+ U2+ d =iy ()
A vtdapVta.sFal=dag, {e)

138



@, #( deb faraz gilamiz (agar « =0 bo‘lsa, tenglamalarning

o‘mini almashtiramiz).

I-gadam. (a) tenglamani g,, ga bo'lib, hosil bo'lgan tengla-
mani a,, ga ko‘paytirib (b) dan ayiramiz, so‘ngra a,, ga ko'paytirib
(d) dan ayiramiz, a,, ko‘paytirib {¢) dan ayiramiz. 1-qadamdan
so'ng quyidagi sistemaga kelamiz:

Vb v+bo+h =5, (f)
b.v+b,z+hu=5h,. ()
boy+h.o+b =5, (/1)
by +b 4+ b =10, /)

a, dan quyidagi formulalar bo'yicha b._j topiladi:
a
b =¢ f ="
I a“ (; - 3! 4) 5)'

b{: =ay ‘-‘(l'”b” (1=2s3’4~ J=2s314s5)

2-gqadam. {a), (b}, {d), (e) tengiamalarda nima gilgan bo'lsak,
(), (g), (h), (}) tarda ham shularmi qaytaramiz va hokazo. Nali-
jada berilgan tenglama guyidagi ko‘rinishga keladi:

x+h bz b u=h,,

.[

l " -

) M Oy Oy = Oy,
i 4 dyu = dy;,

=2c;.

Hosil bo'lgan sistemadan barcha noma’lumlar ketma-ket topiladi.
444.

36.47x+3.281+ 6,342 =12, 26, («)
7.33x+ 28,741+ 5,86z =15,15, (5}
4.03x+06.31y+ 206,172 =25,22 ()
tenglamalar sistemasin yeching.
Yechish:
{a) tenglamani 36,47 ga bo'lib, x+0,1447y+0,17382=0,3361 (*)
ga ega bo‘lamiz. (*) ni 7,33 ga ko'paytirib, natijani (b) dan ayicamiz
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va 2767y+4.586: = 12,6864 ga ega bo‘lamiz. Endi (*) ni 4,63 ga
ko‘paytinb, natijani (s) dan ayiramiz va 5,64y+25,36z= 23,6639
ga cga bo'lamiz. Shunday qilib,
27,67y+4,586z =12,6864, {e)
{S, 64y +25,36532=23,6639 (f)
tengiamalar sistemasini hosil gilamiz. (d) ni 27,68 ga bo'lib
y+0,16572=0,4583 (**)
ni hosil gilamiz. (**) ni 5,64 ga ko‘paytirib, (¢) dan ayiramiz va
24,43087z=21,0791 ni topamiz. Demak, 7= 0,8628. U holda
y=0,4583-0,1657 - 0,8628=0,3153,
x=0,3361-0,1447-0,3153~0,1738(x)0,8628=0, 1405.
Shunday qilib, x=0,1405, y=0,3153, 7=0,8628.
Amalda sistemaning ¢'zini emas, uning noma’lumlar oldidagi
koeffitsientlari va ozod hadlaridan tuzilgan matritsasim
pog‘onasimon ko‘rinishga keltirish magsadga muvofiqdir;

136,47 3.2 6,34 |1
7.33 28,74 586 ||
4,63 631 2617|2522

S-tekshiruv ustunini hosil gilamiz. Uning har bir elementi
mos qator elementlarining yig'indisidan iborat:

(’30.47 528 634 [12.26] 60.35)
| 733 2874 586 | 1513 | 5708
C463 0 631 2617 | 2522 62,33

Matritsa ¢lementlari ustida chizigli almashtirish bajarsak, bu
chizigli almashtirish tekshiruy ustunida ham bajarilishi kerak.
Almashtirilgan matritsa tekshiruv ustunining har bir elementi
mas qator elementlarining yig'indisiga teng bo‘ladi. Bir matrit-
sadan 2-nchi matritsaga o‘tishni ckvivalemlik belgisi orgali yo-
zamiz:

7,33 2874 586 1515 5708|1733 28,74 586 1515 57,08

36,47 528 634 12,26 60,35 b 01447 0.]?380.336[0,654?]
4,63 631 26725226233 463 631 2617 26,17 62,33 |
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~1 % 276793 4586 120864449506 |~ D) | (L1657 | D4583 | L6240

T QI47 01738 03361 16597 [| 147 01738 {03361 I.(riﬂ]
0 5064 2536532166195 6688 0S4 2530653[23.663%51.6088)

~|0 1 01657 |04583] L6246 | {0 1 01657/014583]1,6240
0 i] 24.4308121.079 1455094 0 0 | BR2%1.8629

(1 01447 QU738 |0.3361] L6547 1 01447 0,17380.33611.654?]

Hosil bo‘lgan matritsadan foydalanib, mos almashtirilgan sis-
temani yozamiz va yechimlarini topamiz:

7=0,8628,

y=0,4583—-0,1657 - 0,8628=0,3153,

x=0,3361-0,1738-0,8628—0,1447 - 0,3153=0,1405.

Agar sisterna yagona vechimga ega bo'lsa, pog‘onasimon teng-
lamalar sistemasi uchburchak ko'rinishga keladi, bunda oxirgi
tenglama bitta noma’lumga ega bo‘ladi. Anigmas sistema holida,
va'ni bunda noma'lumlar soni chizighi erkli tenglamalar sonidan
ko'p bo'lsa (cheksiz ko'p yechimlar ro'plamiga ega), uchbur-
chakle sistema hosil bo'lmayd:, chunki oxirgi tenglama birdan
ortig noma’lumga ega. Agar tenglamalar sistemas: birgalikda
bo‘lmasa, uni pog‘anasimon shaklga keltirganda u kamida bitta 0=1
ko‘rinishdagi tenglamaga ega bo‘ladi, ya'ni tengiamadagi hamma
noma’lumiar nolli koeftitsicntlarga ega, o'ng tomon noldan farglh.
Bunday sistema yechimga ega emas.

445. Ushbu
Ix+2y+2=5,
x+y—2z=0,
4x—y+5z=3.

tenglamalar sistermasini yeching.
Yechish: Matitsant ekvivalenti bilan almashtiramiz;

3201 5’11 b oLo-1]0 1
1l =t fof 1|3 2 1 |51
4 -1 5 3]11 4 -1 5 |31

{hisoblashni soddalashtirish uchun birinchi va ikkinchi tenglama
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o‘rindarini almashtirdik}. Qoigan ikki qatordan birinchi yo'lni 3
24, 4 ga ko'paytirib ayiramiz:

11 =11 1 1
0 1 -4 | -8 _ 0
0 0 —11 ! =33 0

1 -1 0 I

1 -4 | -5 -8

0 1 2 3

{oxirgi gatorni 2 ga qgisgartirdik). Sistema uchburchak ko‘rinishga
keladi:

U yagona yechimga ega, va'ni =2, y=3, x=—1I.
Tenglamalar sistemasini yeching:

e 4y oy & X X, —xy+x, =4,
2x, +x, ~x, =5,

446, < x —2x, +2x, = -3, 447.
Tx,+x,—x, =10

2x,—x, +3x;, - 2x, =1,
X, =X, +2x, =6,

Ix, —x, +x,—x, =0.

(3x, —x,+x, +2x, =18,
2x,—5x2+x4+x5:—7, 4IC|+2.TZ+3X1=—2,
X — X, +2x =8, '

2x, +8x,—x, =8
448. o 449, ! : T
2xy + 3y +x, —xg = 10, 9x, +x, +8x, =0.
X +x,=3x,+x, =1
0.04x—0,08y+ 4z =20, 3,21x+ 0,71y +0,34z = 6,12,
450, 4x+0,24y-0,08z =8, 451. 0,43x+4,11y+0,22z=5,71,
0.09x+3y-0,152=9. 0,17x+0,16y+4,732=7,06.
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7-§. CHIZIQL] TENGLAMALAR SISTEMASINI
JORDAN-GAUSS USULIDA YECHISH

Chiziqli tenglamatar sistemasini Gauss usulida yechishda tek-
shiruv ustuniga ega bo'lgan matritsa usuli ko'rildiki, natijada benl-
gan tenglamalar sistemasi uchburchak ko'rinishiga keltirildi. Keyin-
gi bayon uchun Jordan—Qaussning takomillashgan usuli hilan
tanishish muhim ahamiyatga ega, bunda noma'lumiarning giy-
matian to'g‘ridan to‘g'ri topiladi.

Bizga quyidagi chizigli tenglamatar sistemasi berilgan bo'lsin:

doX T URX, ot X =0
oy X + el Xy +o =t A =5,

U:i"'-l _U‘-."'rf +-..+£|";“.'l" "_'b:' (I}

L X L, S X = h

Bu sistemaning A4 matritsasidan 0 dan fargli 4., etementini
tanlaymiz.

Bu element hal giluvchi element deb ataladi. 4 matritsaning
p-ustuni hal giluvehi ustun deb, g-qatori hal qgiluvchi qator deb
ataladi.

Yangi tenglamalar sistemasini qaraymiz:

[ a) X, + Q5% ot a)x, = b,
Uy X FUpX, +otas, X, =by,

............................................ : (2

e, X bl Ny F b, X =

s Wt 1

J

Bu sistemaning matritsasi 4’. Bu sistemaning koefTitsientiari
va ozod hadlari quyidagi formulalardan aniqlanadi;

¢f
{'l" - (.'h - th (I
a
" .
. Ht'l‘..".’? {F F.
Loah
h' = no— —
a

Xususan, agar [«q Eo‘lsa, a,, =0bo'ladi. Agarda i=¢ bo'lsa,
u holda«, =a /i =b deb qabul gilamiz. Shunday gilib (1) va
{2) sistemalardagi g-nchi tengiamalar bir xil bo'lib, (2) siste-

F43



maning g-nchi renglamasidan boshga barcha tenglamalaridagi x,
oldidagi koeffitsientlari O ga teng. Shuni ko'zda tutish lozimki,
(1) va (2) sistemalar bir vaqtda yoki birgalikda, yoki birgalikda
emas. Ular birgalikda bo‘lgan holda teng kuchli sistemalardir
(ularming yvechimlari ustma-ust tushadi).

A" matritsaning ¢, elementini aniglashda “to‘rtburchak usuli”
ni ko‘zda tutish foydalidir.

A matritsaning 4 elementini garaymiz «, (almashtirishga tan-
langan element), 4, (hal gituvchi clement) va a,,a  element-
lar. u:, elementni topish uchun to‘riburchakning qarama-qarshi
uchlaridagi a,, va «, clementlar ko'paytmasini a,, elementga

bo'tib ¢, elementdan ayiramiz:

" - . P w

T P

Xuddi shu tariga (2) sistemani ham almashtirish mumkin,
bunda A" matritsaning hat giluvchi elementi sifatida ), #0 ele-
mentim gabul gilamiz (s=4, r=p). Bu almashtirishdan so‘ng x,
lar oldidagi barcha koeitsientlar O ga teng bo'ladi. Hosil bo*lgan
sistema yana almashtinlishi mumkin va hokazo. Agar r=n (sistema-
ning rangi noma’lumlar sorniga teng) bho'lsa, u holda bir gator
almashtinshlardan so‘ng quyidagi tenglamalar sistemasiga kela-
miz:

kox, =1,

va bu tengliklardan noma’lumiarning giymatlarini topamiz.
Noma’lumlarmi ketma-ket yo‘gotishga asoslangan bu yechish usuli
Jordan-Gauss usuli deb ataladi.
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452,
Quyidagi chizigli tenglamalar sistcmasimng matritsasi berilgan:
F5 1 o 7 "l
R 3 Q
0 | > 3 -~

7 -6 5 - 3,

ra

Bu sistemuam Jordan-Giouss usulida yvechishida hal giluvchi ele-
ment sifatida 4,,= 3 nt gqabul qilamiz. Almashtirilgan matritsaning
thy. ty;. ¢y clementlarini toping.

Yechish:

a,, element hal giluvchi gatordan ho'lgant uchun ¢, =a,,=2.

a,, clement hal giluvchi ustundin bo'lgani uchun ¢ =0, o',
clementni te'rtburchak gmdust hilan topamiz:
5 4 6 -1 7

g 13 2 0

A= :

¢ 1 3 3 -l

7 -6 5 -4 3
, . 2-5 1
ay, =u, i 4220 -7
i, 3 3

453. Quyidagi tengiamalar sistemasim yeching:
X+ x, =33, +2x, =6,
X, -2x -, =6,
[ x. +x, +3x, =16,
. 2x, = 3x, + 2x, =6,
Yechish:
Bu sistemaning koeffitsientlarini, ozod hadlarini va koeffit-
sientlar bilan ozod hadlari yig'indilarini quyidagi jadvalga vo-
zamiz (Z—tekshiruvy ustuni):

T Xy X, b 1 ]
S | =3 2 6 7
44 =2 0 | -t =6 | -3 _
0 [ ! 3 16 A
| 2 | 3 2__ 9 6 7




Hal giluvchi element stutida biz birinclu tenglamadagt x, ol-
didagt koetfitsientm ofamiz. Jadvalning bu element turgan gatonni
(hal gluveht gator) o'zgansisiy keying jadvalga wvorzarmiz, |-us-
tunning hal giluvehi elementidan boshga barcha clementlanion 0
bilan almashtiramiz. To aburchak qoidasim goerilab, jadvalmng golgan
kataklarini to'ldiramiz (bu qoidani Z ustunga ham go’llaymig):

| X .\'_‘s__ —_ __x-;___ [ ) Ly _ b _b_ I ;:_ _
t ] | - ‘; 2 L 6_ 7
0 -3 - ™ —13
L0 _[___ o 3 L 1
S -6 | -7

E—tekshiruy ustunida mos qator elemcnt[anmng yigtindisi hosil
bo'ladi.

2-gator elemenlaringi —3 ga bo'lib, quyidagi jadvalni haosil
qilamiz:

| Xy X9 I;_‘V Ay . X3 __l _b ! A
x 1 —3 R

r',_ 0 | - " 4 K
0 | 1 3 i6 2

= T e R = 7

Hal qiluvchi element sifatida 2-gatorming 2-clementini olamiz.
i-nchi ustunni o'zgarishsiz yozamiz, 2-ustun elementiarining hal
gituvchisidan 1ashgan barchasing @ bilan almashtiramiz, 2-chal
giluvehi) gatorni o‘zgarishsiz yozamiz, golgan katakda turgan
elementlarni to*rtburchak goidasiga ko'ra aimashtiramiz:

N .r: —| o X Ny | b l_ r |
o0 __‘. -2 | _f _ 2 _t _
S T R (S D R S A

| ( 0 1 2 2 [y '! 16
- 0 | 3 ) 4 | R
3-gator clcmcnlhnm 2 gft bo'lamiz;

| X| ) _X 1 ___.ET L) b _ E_ B ]
T O 2 I 2 T
0 -l ! I
I o | \_ 1 _ "6 T g |
L L O S I T T R




J-ustunning 3-elementini ha! giluvchi sifatida olib jadvalni
almashtiramiz:

X X> X3 X3 b ¥

1 0 0 3 14 | 18
0 | 0 2 10 | 13

0 0 i i 6 8
_ 0 0 0 J_ =2 ! =4 | -6

4-qator elementlarini —2 ga bo'lamiz

T ox [ x X, x| b ] Tz ]
] 0_ [0 3[4 [ 18
0 1 1 10 2 10 13

(} 0 | 1 0 8

0 o | 0 P 2 3

4-qatorning 4-elementini hal qiluvchi sifatida olib, jadvalnt
o'zgartiramiz;

X X5 X 3 X4 [ b %

| 0 0 0 8 9
o0 v T o 0 6 7
0 1o { 0 4 5
C 9 0 _ 1 0 l 2 3

Natijada quyidagl tenglamalar sistemasiga ega bo‘lamiz:
1, 40:x,+0-x, +0-x, =8,
O-x, 410, +0-x+0-x, =6,
Dox, +0-x, +1-0,+0-x, =4,
Dox, 400, +0-x, +1-x, =2,
ya'm x =8, x,=b, x,=4, x,=2.
454. Tenglamalar sistemasini veching:
X+ X, - 2xp+x, =1
| X, = 3x, +x, +x, =0,
dy, —x,—x, =&, =1,
Ay, +3x, —da, - x, = 2
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Yechish:
Jadval tuzamiz:

[ ! -2 1 L] 2
R -3 | 0 0
4 —1 —1 —1 1 2 ,
4 3 1 —1 2 4 |
J-ustunning l-elementi — hal giluvchi:
vy i =2 0 L2
0 -4 3 0 -] —2
0 -3 Y A =3 ! -6 |
0 -t 1 4 | =5 | -2 -4
4-gatordagi ishoralarni o‘zgartiramiz:
A S T 2 R Y W I A
_0 it N D I —1 ~2
0 -5 7 -5 -3 -6
0 J_ v 1 oz 13 {__2__1_ 4 _
2-ustunning 4-elementi — hal giluvchu:
1 0 2 ] -4 | -1 . -2
0 0 —13 20 7 : 14
0 0 —13 20 7 1 14
I N e 2 | 4
J-gatordan 2-gatorni ayiramiz va 3-gatorni o‘chiramiz:
T 2 -4 -t T2
o | o0 T -13 20 | 7 14
0 -4_ | 3 v.2 4 |
2-qatorning 4-elementi — hal giluvchi:
[ ﬁo =06 T 0 T 04 103
o "o T =13 T 7 14|
v o075 0 _0.25 0.5

Matntsaning rangi 3 ga teng. Dcmak, sistema uchta bazis
noma’lumtar — x,, x, va x, lar va bitta ozod noma’lum — x, ga ega.
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Natijada quvidugl tenglamalar sistemasiga ega bo'lumiz:

Bundan:

C1ox, +0-x,—0,6-x,+0-x, =0,4,

10-3(1 +1-x, = 0.75- 2, +0-x, =0.25.
x,=0.25+0.75x,,
Shunday qilib, sistema quyidagi yechimga cpga:

x,=0.4+0,6x,,

x,=0,23+0.75u, x,=
455, Tenglamalar sistemasini yeching:

Ox, +0x,-13-x+20-x, =7,

0.35+0D.635u,

Ox—5py+T7z+8=3,

Ix+llv+2z+4r =6,

3x+2v+3z+dr =1

x,=0.35+0,65x,.
x,=0,4+0,6u,

bu verda w — ixtivorly son.

y+y+:z=0
Yechish:
Jadval tuzamiz:
1 -5 7 | 8 3 19
:’) Ny 2 4 6 26
3 2 3 4 ! 13
Ly o [ o_J o | 3
f-ustunning 4-elementi — hal qituvchi:
0 =11 | 8 3 1
o 4 8 | -l 4 6 17
0 o 0__ 4 ] 4
| 1 i 0 0 3
J-ustunning l-¢lementi — hal qgiluvchi:
o ] - T 8 3 1
0 -3 0 t2 9 18
0 -1 0 4 L 4
] {2 0 -8 | -3 2

3-qator elementlarining ishoralarini gqarama-garshisiga
o'zgartiramiz:
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0 -1 | 1 8 3 1
0 | -3 |10 | 12 | 9 8 |
0 | 0 —4 -1 —4
| 12 0 —8 -3 2
2-ustunning 3-elementi — hal giluvchi:
0O | o |1 ] =36 —8 —43 ]
0 0 {) 0 6 6
S YV I T B —4_
| 0 0 40 9 30

Natijada quyidagi tengiamalar sistemasiga ega bo‘lamiz:

-x+0-v+i---36-r=-8,
D-x+0-p=0- 2407 =0
D-x+l-p+0-2~3r==1
v+ 0 y+ 024300 =0

Osangina korish mamkinki, ikkinchi wenglamani &, y, zva t
larning xech bir givmatlar ganoatlantirmavdilar. Shunday gilib,
hosil boa'lgan sistema va bertlgan silema birgalikdan emis.

456. Berilgan matritsaning rangini anmiglashga Jordan-Gauss
usulini go*llang:

7 -1 3 3
1 13 5 7
“la v 4 6
Sy S
Yechish:
Jadval tuzamiz:
7 -1 - T
1] 3 5 7 16
4 [ 4 6 [5
3 -2 —1 —1 -1
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Oxirgl (nazorat) ustunda mos gator elementlarinng yighindis

yozilzan, lT-ustunping 2-c¢lementt — hal giluvela:

0 =7 =3 T -aF [ 98 ]
I 3 3 7 16
e —16 —22 —49
0 | —11 —16 —22 —49 |

3- va 4-qatorning mos ¢lementiaidan l-gator mos element-

larini —2 ga bo'lib ayiramiz va 3- va 4-gatorni o'chiramiz:

0 n 7 16

»

49

[ 3 | s

7

16

Hosil botlegan matntsaning aixtivory ikkinchs tartibli determi-

nantt U dan fargli. Demak, A matritsaning ran

a1 3

=1

ga teng.

Tenglamaloar sistemalarini Jordan-Gauss usulida yeching:

I X b 2v v, =8
Xyt 3a oy, =13,
457, |4x +a,+x, =101

o+ X, 5y =25,

458.

X, +5x, —2x,—3x, =1,
Tx +2x,—3x, —4dx, =2,
459 4 X, +Xx, + X, +Xx, =5,

2x, +3x, +2x, -3x, =4,

X=X, X, —x, =2,

K

X, 2x, 43y - Ox,

Ny= X REXy -y, ==l

. e Ve .. _ _=®
R A ]
2y =, =3x, + 2y, = =1

-10.

460. Matritsaning rangini Jordan-Gauss usulida toping:

2
3
A
1
2

1
2
3
2

Lo

D ko —

e L laa —
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CHIZIQLI ALGEBRA ASOSLARI

fras S ¥ A R e T R TR T T TR TS T

1-§. CHIZIQLI FAZO

1. Asosiy tushunchalar,

Elementlari X.¥,Z... bo'lgan shunday R to'plamni qaraymiz-
ki, uning ixtivoriy ikki xeR vayeR elementlari uchun
X+Ve R yig'indl, ixtiyoriy X¥e R clementi va ixtiyoriv hagiqiy
) son uchun Ay e & ko‘paytma aniqtangan bo‘lsin,

Agar R to'plamning elementlarini go‘shish va bu to'plamning
elementlarini haqigiy songa ko'paytirishda quyidagi shartlarni
ganoatlantirsa:

1} X+¥y=y+X;

2) (X+V)+zZ2=Xx+(V+2);

3) ixtiyoriy xe€ R element uchun shunday 0Oe R (nol ele-
ment) mavjudki, T+0=3;

4) har bir xe R clement uchun shunday jy e X element
mavjud bo'lsaki, bunda f+)7=6 (kelgusida y =~-X ko‘rinishda
yozamiz, va'ni ¥+{-¥)=0):

5) 1-¥=%.

6 Amxy={(Am)X;

7) {(A+mx=Ax +mx;

8) AT+Y)=AF+A¥,

u holda R to'plam chizigli (yoki vekior) fazo, bu fazoning cle-
mentlari X. y, Z... esa vektoriar deyiladi.

Masalan, barcha geometrik vektorlar to'plami chizigli fazo
bo*ladi, chunki bu to‘plamning elementlari uchun keltirilgan
shartlarni ganocatlantiruvchi amallar aniglangan.

Chiziqli fazodagi ikki X va ¥ vektorlarning ayirmasi deb, bu
fazoning shunday ¥ vektoriga aytiladiki, y+V =X bo'ladi.
X va ¥ larning ayirmasi x —V bilan belgilanadi, ya'ni x-y=Vv .
Isbotlash osonki, X -y =X+(-¥).

Quyidagi teoremalar ham o‘rinli;

I. Har bir chizigli fazoda faqat bitta nol-clement mavjud.
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2. Chiziqli fazoning har bir elementi uchun fagat bitta teskari
element mavjud. B

3. Har bir ¥ € R uchun 0 =0 tenglik bajariladi,

4. Har bir hagigiy son A va OeR uchun 2+0=0 tenghk
bajariladi.

5. AX=0 tenglikdan quyidagi ikki tenglikning biri kelib chigadi;
A=0 voki ¥=0.

6.(-1)x element ¥ element uchun garama-qarshi element
bo*ladi.

461. (& &y 58 (92 72a o )0 ..o haqigiy sonlarning
barcha sistemalar to‘plami berilgan bo'lsin. Har ganday
ikki elementining vig'indisi (& &8 L ey o 1Y =
={(& +n,:0 &+ i €, +17,) tenglik bilan, har ganday ele-
mentning ixtiyoriy songa ko‘paytmasi (£ 5.0 80=
=(A&; AL, .. A£)) tenglik bilan aniglanadi. Bu to'plamning

chizigli fazo ckanligi isbotlansin.

Yechish:
F= (8 &3 ok £ T ), T2 (G £ S
belgilashlarmi kiritamiz. Yugorida kL!llI’Il},cln |- xhanlarnmo

bajarilishini tekshiramiz.
Lo X+F=(5+05 &+ o o, +7,)
V+X=(q+4: fh+""' cl 8L yani THTV=V 4
X+ =(E 4 S+ o S, YAT = +50 i +5

_‘l: =]

s A S )

(X+P)+I=(G+n+8 G FIR TG i, H, +E),

XHYFD) (G465 M +EY i 6+ +E)
Shunday qilib, (.?+})+F:E+(f+&).

3. 0= (O; 0; ...; 0)— nol element bo'ladi.
Haqiqatan ham x+0=(§,+0; £, +0,.., &, +0)=%.

-

4. (=& ~ &1 —4,) element (& &y .0 &) clementga qara-

ma-qarshi efement bo‘ladi, chunki
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(£ St SN (=5 =50 L0 =5 =0 0 0)=0
Shxy=05: 15 . I1E)=X%
6. ApXY= Al w3 o pd ) =(Aus Apdyt Lo Aud)) = (AuX)
T AAHY =((A+2080 (A+p0dss 2 (A+05 )= (A5 + paly AL 440
e A, RS EALY AR A T )=
TAGL &b o )RR G ) = AN

8. AxeDy=Ag 4 Sl S sAS A AL - A L AL A )=
{AGAL o ASYHAR A A =ALSL Sy L EW A L) A+ Ay

462, Barcha kompleks sonlar to'plami chizighi farzo bo'lishliging
ishotlang.

463. 5. 5. - e L. &5 — dar har il hagigiy sonlar bo'l-
ganda, to‘rtta haqigiy sonlar (& S0 GOy (g 0, 0); (S 5,20, 0)
sistemasining to'plami chizigh fazo bu-ladimi? Elementlami qo‘shish
va haqiqiy songa ko'pawtirish 461 masaladagi kabi aniglanadi.

464, (& & LD (s i B I (a0 &5 1 1) elementlar to'plami
chizigli fazo bo'ladimi?

465. Barcha ikkinchi darajali ko‘phadlar a,f’ +at+a,,
B+ B+ By, pf’ + ¥+ ¥ao.... to'plami chizigli fazo bo'ladimi?

466. Darajasi uchdan oshmagan barcha ko'phadlar to*plami
chizigli fazo tashkil etadimi?

467. f(). f,(1) fi{1). ... funksiyalar berilgan bo‘lsin. Agar
bu lunksiyalar:

i) [u,b] kesmada aniglangan barcha uzluksiz funksiyalar
to‘plamini;

2}[a.p] kesmada differensiallanuvchi barcha tunksiyalar
to'plamini;

J}barcha elementar [unksivalar to'plamini;

4)ybarcha elementar bo‘lmagan lunksivalar to'plamini tashkil
gilsa, bu funksiyalar 1o'plamlari chizigli fazo bo‘ladimi?

468. Musbat sonlarning barcha juflligidan iborat to‘plam be-
rilgan: X = (@, @, Y =07, th). T=(&,.5,) ... Agar ikki element-
ni go‘shish x+y=(@n; »yJ,) tenglik bilan hagigiy songa
ko'paytirish esa AX = (¢, @, ) tenglik bilan aniglansa, bu to*plam
chiziqgli bo‘ladimi?
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469. Chirnaglhi fazo: 1) bitta vektordan; 2y ikkita har hil vek-
tordan tuzilgan bo'lishi mumkinmi?

470. Chizigli fazodan X vektor yo'gotilgan bo'lsin. Bu
yo‘gotishdan keyin haosil bo'lgan vektoriar to*plum chizigh fazo-
ligicha golishi mumkinmi?

471. Chizigli tazodan sanogsiz vektorlar to'plami vo'qotilgan.
Bu vo‘gotishdan kevin hosil bo'lgan vektorlar to*plami chizigl
fazo bo'lishi mumkinmi?

472. Vagon provodniklarining rczerviga ular targatishi uchun
far kuni skladdan: 1) gand; 2) choy; 3) pechene: 4) qurititgan
nan; 5) pista ke'mir keliiriladi. Faraz gilaylik, @. @2, @, @, @,
mos ravishda bir kunda keltiriladigan bu mahsulotiar migdorining
kilogrammlardagi orttirmasi bo*lsin.

Agar ¢ > ) bo'lsa, u holda mos ravishda azig-ovgat yoki ko'mir
shu kuni targatilganidan ko'p keltinildi, agar ¢ <0 bo‘lsa, v holda
ozig-ovgat yok: ko'mr skladdan keltirilganiga garaganda ko'p tar-
gatilgan. - ¢, @5, @), ¢ sonlar sistemasining fo'plami chizighi
fazo bo'ladimi? (—100; 5; O; =20 3} vektor nimani bildiradi?

473. @, . ¢butun sonlar uchliklarining to'plamt chizigli
fazo tashkil ctadimi?

474. Vagon depositing parkiga harc kuni tusli tipdagi vagonlar
keladi: yuk, aleqa, gattiqg o'rinli, kupeli va yumshogq, ulardan har
kumi passajir va tes vurar poyezdlar toslady va yo'lga chiqadi.
Faraz gilaviig . . .. @,. @ mos ravishda vagonlar sonining
bir sutkadagi orttirmasi. ¢,. . @5, ¢, @, sonlar to'plumi chis-
ighi fazo bo'ladimi?

475, Umumiy boshi koordinata boshida bo‘lgan va -nchi oktan-
tada jovlashgan, barcha geometrik vektorlar chizigh fuzo tashkil
qiladimi?

476. Chizigli bir jinsli tenglamalar sistemasi

X +hy+oo=0,

@y x+h v+, =
ning barcha yechimlari Lo'plami cluzigh fazo tashkil gilishim is-
botlang.

Ko'‘rsarma:

Agar (x;. y; g) va (x,; »; Z,) berilgan sistcmaning yechimi
bo'lsa, u holda ixtiyoriy 4 uchun (x,+x,. y, Ty, 2,7Z) va (ix,;
Ay, Az)) ham sistemaning yechimi boladi.
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477, AV + AT H L~ Ay =0 (AL A, .., A — x ning
funksiyalari) differcnsial tenglamani ganoatlantiruvehi barcha
yix) y(xn w(x) ... lunksiyatar chizigli fazoni tashkit gi-
hishini isbotlang.

2, Chizigli bog‘llqsu vektoriar.

X, ¥, E,. lar R chizigli fazoning vektorlar bo'lsin, Qu-
yidagt lcnbhk hllm aniglangan vektor

V_w X+ v+y T+ A
ham R chizigli fazoga tegishhi bo‘ladi, bunda «, 8, y, ..., 2 —
haqigiy soniar. Bu veklor ¥, ¥, Z, ..., & vektorlarning chizigli
kombinatsiyast deyiladi.

Faraz qilaylik, x, », Z, ..., & vektorlarning chizigli kombi-
natsivasi nol-vektor bo'lsin, ya'ni

ax+B- Y-y T+ +Aiu=0. (1)

X, v, Z, .., 4 vektorlar chizigh bog'ligsiz deyiladi, agarda
(1) tenglik a=f=y=...=2=0 bo'lgan holdagina bajarilsa.

Agarda (1) tengiik a.f,7.....A laming kamida bittasi noldan
fargli bo‘lgan holda ham bajarilsa, ¥. ¥, Z, ..., @ vektorlar chi-
qli bog'lig deyiladi. Osongina isbotlash mumkinki, X, y. z, ...t
vekiorlar chizigit bog'lig bo'ladilar, shunda va fagat shundaki,
agarda bu vektorlarning birini golganlarining chizigli kombinasi-
vasi ko‘rintshida ifodalab bo‘lsa.

478. Agarda X. ¥, Z, ... & vcktorlar orasida 0 vektor mavjud
bo'lsa, bu vektorlarning chizigli bog'lig ckanligini ko‘rsating.

Yechish: _ _

Faraz gilaylik, =0 bo'lsin. @ Xx+f8-y+y-z+..+1-u=0
tenglik ¢ #0, f=y=..=4-0 bo'lganda bajarilgani uchun be-
rilgan vektorlar chizigli bogliqdir.

479, Chizigh fazoning clementlari tartiblangan haqigiy sonlar
X, =0, &, .0 &) (F=1. 2, 3, ..) sistemasidan iborat bo'lsin.

Agar vektorlarning yig'indisi va vektorning songa ko‘pnytma«;i

NN, =(E, +8,0 S+ 80 L SRS AX = (AS A, AL))
tenglikiar bilan aniglanganda, X, %, ... X, vekzorlarning chi-
zigli bog'ligsiz bo'lishligi uchun &, (i=1, 2. ... n. k=1, 2, .., n)

sonlar ganday shartni ganoatlantirishi kerak?
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Yechish:
a, X, +a, % +...+a,x; =0 tenglikni ko‘ramiz.U quyidagi teng-
lamalar sistemasiga teng kuchli.
sty totad, =0,
aéntanttadn=0,

alén1+a2§n2+'"+an§un =D

X, X, ..., x, vektorlar chizigh bog'liq bo‘lmagan holda bu sis-
tema yagona o,=w,* ...=a =0 yechimga ega bo‘lishi lozim, ya’'ni:

£ £ =

D o2 ERE!

[= = =

= =24 A * 0

r = £

=T =T S

Xususiy holda (&), &;,) va (&, &,) vektorlar chiziqli
bog'ligsiz bo‘ladi, shunda va fagat shundaki. £,£,, - <£,&,, 20 bo'lsa.

480, Darajasi ikkidan oshmagan ko* phad]ammg chizigfi f1zosxm
qaraymiz. P=1+2-r+3-7, P, =2+3t+4- va P, =3+540+7.1
vektorlarning chizigli bog'lighgi isbotlansin.

Yechish:

Bu holda P, =1- 5, +1- P, ekanligini ko'rish giyinlik tug'dirmaydi.
Demak, P, P, va P, vektorlar chizigli bog'liq bo*ladi.

481. 468-masalaning shartida aniglangan X =(5, &)va
¥ =(n,. 1,) vektorlar qanday hollarda chizigli bog'liq bo'ladi?

Yechish:

¥ =AY tenglikdan (&, &)=Aly, 1,) yoki (&, é):(r},*, mh
ekanligi kelib chiqadi, ya'ni & =5, & =n}. Bundan quyidagi

tenglikka kelamiz: Ing -Iny, = In,; Ing .

482. Uchta komp[nmr a, b va © — vektorlarning chizigli
bog‘liq ekanligini isbotlang.
Ko'rsarma.

Vektorlarni umumiy boshlangtich nugtaga keltiring va vektor-
lardan birini boshga ikkita vekiorlarga mos ravishda kollinear tashkil
etuvchiiarga yoying.
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483, Uchta komplanar bo‘lmagan g, b va ¢ vektorlarning
chizigli erkli ekanligini lsbmlang

484. Ixtiyoriy to'rtta g, b, ¢ vad vektorlarning chizigli
bog'lig ekanligini isbotlang.

Yechish:

Agar vektorning uchtasi komplanar bo‘lsa, masala oson yechi-
ladi. Faraz qilavlik, bu vektorlar komplanar bo'lmasin. Hamma
to‘rta vektorni umumiv boshlang’ich O nugtaga keltiramiz. Dia-
gonali d vektor bof lgan, qirratari 4, b va 7 ni o'z ichiga olgan
to'g'ri ChlZlqd'ljoy]’IShg"ln paralielepipedni yasaymiz. Bundan esa
d =ad +ﬁb +yC ekanligini ko‘rish qiyin emas.

485. Agar chizigli fazoning » ta X, y, 7, .... & vektorlari
chizigqli bog'liq bo‘lsa, u holda shu fazoning »a+1 ta
X, ¥. z, .., u, v vektorlari ham chizigli bog'lig bo'lishligini isbot
giling.

3. Chiziqli fazoning o‘lchovi va bazisi.

Agar R chizigli fazoda n ta chizigli erkli vektor mavjud bo'lib,
lekin shu fazoning ixtivoriy n+1 ta vektori chizigh bog'lig bo‘lsa,
u holda R fazo n o'lchovii deyiladi. R fazoning o'lchovi # ga teng
deb aytish va d(R)=» ko'rinishda vozish qgabul gilingan, istalgan-
cha ko'p chizigli erkli vektorlami topish mumkin bo‘lgan fazo
cheksiz o‘lchovii deyiladi. Agar R cheksiz o‘lchovli fazo bo‘lsa, u
holda d(R)=c0.

n o'lchovii chizigli fazoning # ta chizigli erkli vektorlari to‘plami
bazis deviladt. Quyidagi teorema o'rinli: # o‘lchovli chizigli fazodagi
har bir vektorni bazis vektorlarning chizigli kombinatsiyasi
ko‘rinishda yagona usuida ifodalash mumkin.

Agar ¢g,e,....¢, lar n o'lchovli chizigli fazo R ning bazisi
bo‘isa, u holda ixtivoriy x e R vcktorni yagona usulda
X =& +&e,+....+ 8 e, ko'rinishda ifodalash mumkin.

Shunday gilib, X vektor €, &, ..., €, bazisda &, &,. ... &,
sonlar yordamida yagona usulda aniqlanadi. Bu sonlar ¥ vekror-
ning berilgan bazisdagi koordinatalari deyiladi.

Agar x =&e +Se,+....+ e, V=ne +me,+.....+77,e, bo'lsa,
u  holda: X+¥=(§+n) g+ (&+m)e+...+(S,+11,)-€,,
AX = A58, + Ale, + ...+ A& e, bo'ladi.
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Chizigli fazoning o'‘lchovini aniglashda quvidagi tcoremadan
foydalanish foydalidit: Agar R chizigh fazodagi ixtivarine vekior
2. &y, ..., C, chizigli erkli vektorlarning chizigl kombnaiavase
ko'rinishda ifodalangan bo'lsa, u helda diR)=n boiludi (dvemih,
€. Cse ... €, vekioriar R fazoda bazisni tashkil etadi).

486. Tartiblangan haqgiqiy sonlarning turli xil jultliklaridan
tuziigan chiziqli fazo bcrilgm'

Slapiont G olie Suk %50 S
bunda vcktorlarm qo blnsh vit haqiqiy songa ko'paytirish
X, =(E A0 & 5 AX =(A€,1 A4,)  tengliklar  bilan
aniglangan.

g ={l: 2) va & =(3:4) vektoriar berilgan chiziqli fazoning
bazisini tashkil gilishini isbotlang. X = (7; 10_) vekioring bu bazis-
dagi koordinatalarini toping.

Yechish:

¢ ={1. 2) va & =(3:4) vekiorlar chiziqli erkli (479-masalaga
qarang). Biror ¥ =(n: #n,) vektorni garaymz. Ixtiyoriy », va n,
lar uchun shunday A4 va g sonlar mavjudligini ko‘rsatamizki.,
¥ =Ag + pey, yokt (ny; 1, )=(A+3 24 +44) tengliklar bajari-
ladi. Osongina ko'rinadiki, bu tenglik bajariladigan (A4; 1) giymat-
larning yagona jufti mavjud. Bu

A+3u=n,,

{2&+4,u=?}:
tenglamalar sistemasining anigiangan ekanligidan kelib chigadi.
Shunday qilib, & va € vektorlar bazisni tashkit giladi. Bu bazisda
_=(7; 10} vektorning koordinatalarini aniglaymiz.

Masala quyidagi tenglamalar sistemasidan A4 va g ni aniglashga
keltiriladi:

A+3u=17,
24+3=10.

Bundan A =1, g =2 lami topamiz, ya'ni ¥ =¢ +2e..

487. Elementiari ¥ =(&; &, ...; £,) vektorlardan iborat chizigli
fazo (479-masalaga garang) o'zining bazisi sifatida quyidagi vektorlarga
G =(h0 00 0) & =000 0, (0,010 0), e (0000 1)
cgn ckanligini ko'rsating.
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Yechish:

X=5 (000, 5 0) & L 005 0+ 0+ 8 (0 05 0,0
ekanligini ko'rish giyin emas, ya'ni X =£&¢ +&,e, +...+&.e,. Shun-
day gilib, har ganday vektarni ¢, ¢,, ..., ¢, vektorlarning chizigli
kombinatsiyasi ko‘rinishida ifodalash mumkin. g.g,. ... ¢, vek-
torlar chizigli erkli, chunki bu vektorlarning koordinatalaridan
tuzilgan determinant | ga teng, ya’ni noldan fargli. Shunday
qilib, bu vektorlar bazisni tashkil giladi, R fazo esa n oflchovli
bo‘ladi.

488. Agar elementlarini go‘shish va hagigiy songa ko‘payvtirishni
odatdagidek ma’noda tushunilganda, bazisi 1,7,/ ¢ .., 1"\ 1"
bo‘lgan chizigli fazo qanday elementlardan tuzilgan bo‘ladi?

489, Tkkinchi tartibli barcha matritsalar to'plami to'rl o'lchovli

chizigli tazo ckanligini ko‘rsating.

_(rooy _ (o 2y _ (0 0} _ (00
909710 o) 2Tlo o) “TLs o) “Tlo 4 mat-

ritsalar 489-masalada garalgan chizigli fazoning bazisi bo'lishin
ko'rsating.

491, 468-masalada qaralgan chiziqli fazoning ¢/(; 10} va &,(10; 1)
elementiari bazis bo'lishini ko'rsating. ¥ =(2; 3) vektorning shu
bazisdagi koordinatalarini toping.

Yechish:

In!-Inl—InlQ-Ini1Q = { bo'lganligt uchun ¢ vae, vektorlar
chizigli erkli bo‘ladi (481-masalaga garang). Faraz qilaylik, ixti-
yoriy ¥ ={n,: 7.} veklor ¢ va ¢, vektorlarning chizigli kombi-
natsiyasi ko'rinishida ifodalangan bo‘lsin. y =Ag +ue,, yoki
(7:7,)=(1"-10";10" -1*) bajariladigan shunday sonlar juftligi
mavjudligini ko‘rsatamiz. Demak, g=Ign,A=I1gn,. Xususan,
X =¢lg3+¢lg2. Shunday qilib, (Ig3;lg2) — ¥ vektorning 2; ¢,
bazisdagi koordinatalaridir.

492. 479-masalada garalgan #» o'lchovli fazoning bazislari si-
fatida

=L L. LD, e=(0LE. L), eg=0 0L ;L.

v €, =000, .0, 1), e, =(1; 5 1; .5 15 1)
vektorlami gabul gilish mumkinligini ko‘rsating.
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Ko ‘rsutma:

€' =0 —8y, 6 =8y — s,y €, =8 —0, €, =0, —€, vektoriar

"=

garalsin.

4. Chizight fazelarning izomorlizmi.

Ikkita R va R’ chizigli fazolarni qarymiz. R fazoning element-
larini X, ¥, Z, ... bilan beigilaymiz. R’ fazoning elementlarint esa
X, ¥ z', ...bilan belgilaymiz. Agar X, y, ¥, ¥' elcmentlar orasida
shunday o‘zaro bir giymatli moslik ¥ «» ¥ ¥ <> ¥y’ o‘rnatish
mumkin bo'isaki, bunda ¥+ y < X"+ ¥, i¥ <> AV bo'lsa (A—ixti-
yoriy haqigiy son), u holda R va R’ fazolar o 2aro izomorf deyiladi.
Quyidagi muhim teoremani eslatib otamiz. Uning yordamida chek-
li o*lchovh chiziqli fazolaming izomortligi oson o‘matiladi: fkkita
chekli o'lchovli R va R’ fazolarning izomorf bo ‘lishi uchun, ularning
o'lehoviari bir xil bo'lishi zarur va yetariidir.

493, lkkita chizigli fazo R va R’ berilgan. R fazoning element-
lari t argumentning barcha differensiallanuvchi funksivalari bo'lib,
ular =0 da 0 ga aylanadi. R’ fazoning elcmentlar esa R fazodagi
funksiyalarning hosilalaridan iborat bo'lsin. R va R’ fazolaming
izomorf ekanligini isbotlang.

Yechish:

Faraz gilaylik, f,(1), £,(D, £(5), ... lar R fazoning funksiyalari,
o,(0, o0, ¢, ... esa R’ fazoning funksiyalari bo‘lsin. Bu funk-
siyalarning indekslar bilan ta'minlanganligidan R va R’ sanogh

to‘plam degan xulosa kelib chigmaydi. Faraz qilaylik, @ ()= f{1)

bo‘lsin, u holda
£y = {02
1]

bo‘ladi. Shunday qitib, R va R’ chizigli fazolar orasida (ulaming
chizigli ekanligini mustaqil ravishda isbotlang) o‘zaro bir giy-
matli moslik o‘ratildi. Quyidagi:

0,0+, =[10+ £O] 2 £+ 0= [lo )+ g, (001

A-p(0)=[2- O] A S0 = [A-g ()
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tengliklar yordamida ofzaro bir giymatli moslik o“rnatilds:

i+ f e+ (). Af(e Aol

Shunday qilib, R va R* — izomorf fazolar.

494. Barcha geometrik vekterlar va darajasi ikkidan oshmagan
ko‘phadlar to‘plamlari izomorf chizigh fazolar ekanligini isbot-
lang.

495, R va R’ wxomorf chiziqli fazolar berilgan. Bu fazolar
elementlari orasida o‘zaro bir giymatli moshk o‘rnatilgan:
X ¢>Xx, ¥ & y,.. Har gqanday haqgigiy «, f£. ¥ sonlar uchun
aX+ 0y +y7 o> ax’'+ fy'+yz" ekanligini isbotlang.

496, Faraz qilaylik, R va R’ izomort chizigli fazolar bo‘lib, ¥ €X'
moslik o'rinli bo'lsin. Bu holda (-Xx) <> (-x") ekanligini isbotlang.

497. R va R’ izamorf fazolar berilgan, shu bilan birga 0 va 0’
bu fazolarning nol elementlaridir. 0 <> 0° bo'lishi bu fazolaming
boshga elementlar orasida bir giymati moslik ganday o‘matilganligiga
bog'lig emasligini ishotlang.

498. Haqiqgiy sonlarning turlicha juftliklari berilgan: (5,5 7, %
(<50 0 ) (&5 772 ) ..o Tkkita chizigli fazo quyidagicha tuzilgan: ele-
mentlann x; = (&7 5 =($, 7). X, ={50 %) . boflgan R
fazo, unda vcktorlarni go'shish va songa ko‘paytirish

X +X, =(E+E; g+, AX =(AS An)
tenglikdan aniglanadi va
Y= (@ T =@ ), T =@ T,
vektorlardan tuzilgan R' fazo, unda mos amallar
X X, = (e T, AR, ={e ™" ")
tengliklardan aniglanadi. R va R’ fazolar izomorf ekanligini isbot-
lang.

499 Agar R fazoning clementlan X, y, z,.. vektorlar, R’
fazoning clementlari esi. 2%, 2y, 2%, ... bo'lsa, R va R’ chizigli
fazolar izomorf bo'ladimi? R va R’ fazolar bir xil elementlardan
tashkil topganligini ko‘rsating.
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2-§. YANGI BAZISGA O*TISHDA
KOORDINAT ALMASHTIRISH

n o'lchovli chizigli fazo R" ning ikkita bazisi: ¢,. ¢,. ¢;,... (eski)
va o, &, &, (yangi) mavjud bo‘lsin. Har bir yangi bazisdagi vek-
torni eski bazisdagi vektorlar orgali ifodalaydigan bog'lanishlar
benlgan:

e =a,e,+a,e, ..,

'
Uy, =4t +{J2_,£2+ .+ a e,

nl

¢ =a, e iy, et d

r fal] |‘I

Quyidagi matritsani

ty) e Ay

ay, iy, dy,
A=

i, G, i,

eski bazisdun vangi bagisga o'tish matritsasi deyiladi.

Qandaydir ¥ vckiorini olaylik. {(£;&,;...;£,) bu vektorning
eski bazisdagi koordinatalari, (£ & .0 £) esa bu vektorning
vangi bazisdagi koordmatalarn bo'lsin. Bunda ¥ vektorning eski
koordinatalart yangi koordainatalari orgah quyidagi formulalar
orqali ifodalanadi:

e =a e +a,el . ta,r,

Ju™un

By = Uy s+ 0,

Rk ld antdm sk mraan RN I I ,

e, =t + a0+ e
va ular koordf'narafarm m’mashnnsh Sormulalari deyiladi.

A maitrisaning ustunlari eski bazisdan vangi bazisga o‘tish
formulalanidagi koordinatalar, bu matritspning yo'llari esa esks
koordinatalami vangilari orgali almashtirish formuinlaridagi koor-
dinatalar ekanligini ko‘rish qiyin emas.

500, X =rc,+0¢,+0c,+e, vektor berilgan. Bu vektorni yangt
bazis ¢, e, &, ¢, orqali yoying, agiar ¢ '=0,+0,+¢,.
G =6 +E v, B =E T, +E,, € =6 +E+¢, bl
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Yechish:

I-usul:
Eski bazisdan yangisiga o‘tish matritsasini vozamiz:
U T I
P oo
A=
L I 0 i
[ 1 1 0

Bu matritsaning gatorlari koordinatalarni almashtirish formu-
lalarining koeffitsientlari bo‘ladi:

’ i = = = L ! 44 '

R T T e N R Rae
& =&, =5, =& =1 bo'lganligi uchun tenglamalar sistemasini
L

yechib, € =5, =&, =5, =

-

S
ni topamiz va X =g te, e +ey),

2-usul:
X=¢ +€ +e +¢
5 =05 +5,+,+2,
5, =2, +08, +7, +7,
7= +T, +07,+2,
7 =5+5,+7 +0g,

tenglamalar sistemasidan e, e,, €,, ¢, larm yo‘qgotib,

¥ 1111
g 01 1 1
Z 1 01 1|=0
21101
2 1110

ni hosil gilamiz. Bu determinantni l-ustun elementlari bo‘yicha
yoyib, X ni €, &, &, &, lar orgali ifodalanadi.

3-usul.

& +& +e, +e, =3 +3¢, + 3¢, +Je, ekanligidan
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oV o
e,+ez+ej+e=-§(e,+e2+es+e4)

bo*ladi. Bundan:

- 1
x=5(el'+e;+e;+5;)_

501. x =8¢, +6¢, + 42, —18¢, vektor berilgan. Bu vektorni yangi
bazis bo‘yicha yoying. Bu yangi bazis eski bazis bilan gquyidagi
tenglamalar orgali bog'langan:

g=-35++5+3,
7/ =27,- 45, +§,+ 5,
5 =743, - 52, +E,
g =¢ +¢, +4e, - 6¢,.

502. ¥ =2(¢,+¢e,+...+€,) vektor berilgan. Agar &'=¢ +¢,,
g =g +8), € =¢+&, .., €, ,=¢,,+¢, € =2, +¢ bo'lsa, ¥
vektomni g, &, ..., 2 bazis bo‘yicha yoying.

503. xOy koordinatalar sistemasi
koordinata boshi atrofida o burchak-
ka burilgan (21-rasm). Yangi siste-
madagi @=x-i +y-j vektorning
koordinatalarni uning eski sistermada-
gi koordinatalari orgali ifodalang.

. ol
Yechish: > -
7 va j vektorlarni / va j onlar }-rasm
bo‘yicha yozamiz:
7 =7 -cosu+ / -sina,
- = T - . 7
7 =i -cos(—+a + j-sin(=+a).
2 2
Eski i, j bazisdan yangi i, /' bazisga o'tish matritsasini
YyOZamiz:
COSsu —sina
A=) | .
sina cosu
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Bundan
x=x"cosa - y'sing,
y=x'sing + )’ cosa
ckanligi kelib chigadi, yva'ni
X' = xcosa + ysina,
V' = —xsinua + ycosa.

504. ¢'=wz,. ¢ = fe, e =ye,, ¢, =8¢, & =ce, bog'lanish-
lar berilgan. X vektorning £, 5, &, &,, &, — eski koordinata-
g € 51> 520 G3» G4» G5

larini shu vektoming £, &, £, &/, & — yangi koordinatalari bilan

bog'lovechi formulalarini yozing.
505. Eski bazis ¢,, 2,, & — bilan yangi bazis ¢/, ¢,, & orasida
guyidagi bog'liglik bo lishi mumkinmi:

e} —

= —p Pl —p P70 -y 2
(31— 3 L_], ez-—i.} (31, EJ—LI LI'

3-§. QISM TO‘PLAM

1. Chizigli fazoning qism to‘plami.

R’ chizigli fazo R chizigli fazoning gism fazosi deyiladi, agarda
R’ ning elementlari faqatgina R ning elementlaridan tashkil top-
gan bo'lsa. Masalan, biror tekislikka parallel bo‘lgan barcha vek-
torfar to‘plami barcha gecomctrik vektorlar fazosining gism fazosi
bo*ladi.

Agar X, ¥V, z, ... # lar R chizigli fazoning biror vektortari
bo*lsa, u holda barcha ax+ fy+ yZ +...+ Au ko'rinishdagi vek-
torlar {bu verda o, /9, », .... A— barcha mumkin bo‘lgan haqigiy

sonlardir) R chiziqli fazoning gism fazosini tashkil etadi.

ax + By + yZ +...+ A vektortaming barcha chizigli kombinat-
styalari to‘plami, x,y,Z,...u— vektorlarning chizigli qobig'i deb
ataladi va L(Xx,y.z,..,u}— bilan beigilanadi.

Agar R, — chizigli fazo R ning qism fazosi bo‘lsa, u holda
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d{R} = d(R) bo'ladi. R chiziqli fazoda R, va R, ikkita gism fazo
berilgan bo'lsin, Barcha elementlan bir vagtda R, va R, ga tegish-
li bo‘lgan R, to‘plam, R, va R, gism fazolarning kesishmasi dey-
iladi. R, = R, R, vozuv, R, va R, gism fazolarning kesishmasi
R; ekanligini bildiradi. Barcha elementlari ¥+ 7V ko‘rinishda
bo‘lgan R, to‘plam R, va R, gism fazoning yig'indisi deyiladi,
bunda xe R, yeR,. R, =R, +R, yozuv R, va R, qism fazolar-
ining yig‘indisi R, ekanligini bildiradi. R, kesishma va R, yigtindi
R fazoning gism fazolari ekanligini isbotlash mumkin,
d(R)+d(R,}Y=d(R,}+d(R,) ekanligini hisobga olish o'rinli.

506. R chizigli fazoning gism fazosi bitta elementdan iborat
bo‘lishi mumkinmi?

507. Elementlarn haqigily sonlarning turlt sistemalarn bo'lgan
R chiziqli fazo berilgan:

X=(&:, & & L F=ns e s )k Z=(600 60 65 £ e
Ikki elementni go‘shish va elementni songa ko‘paytirish qu-
vidagi tengliklar bilan aniglangan:

X+y=(G+n; &+ it Lo+ ),
AX =(’1§[; 'l:z; 'a‘fs; ASL)-

Elementari X, =(0; &,: &y &) ¥ =(0; n,0 om0 oy
z, =(0; &,: €y €, ) ... bo'lgan R, to‘plam va clementlari
0050 0 0 &0 =0 0oy ) =8 00655 &)
bo'lgan K, tuplam R chiziqli fazoning gism fazosi ekanligini is-
hotlang,

508. 507-masalada qaralgan R chizigli fazo uchun R, va R,
qism fazolarning kesishmasi R, va yig'indisi 8 ni toping.

509, 3504 va S505-masalalardagi qism  fazo uchun
d(R)+d(R,)=d(R)+d(R,) tenglikning bajarilishini ko‘rsating.

510. Barcha geometrik vektortardan tuzilgan chizigli fazo be-
nlgan bo'lsin, Boshlanishi koordinata boshida va | oktantda joylash-
gan vektorlar to‘plami bu [azoning qism fazosi bo'la oladimi?

511. Elementlari | oktantning koordinata tekisliklarida yotma-
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gan R=(x,y,z) nuqgtalarning koordinatalaridan tashkil topgan
R chiziqli fazo berilgan bo‘lsin. Ixtiyoriy ikki £ =(x,; y,: z) va
P, ={(x,; ¥, z,) elementlaring yigiindisi 5} +28 =(xx: ¥y 242,)
tenglik bilan, P=(x, y,z) elementnt haqgiqgiy son 2 ga ko‘paytirish
esa AP =(x*;y*;z*) tenglik bilan aniglanadi. z=1 tekislikda joy-
lashgan bu fazoning R, nugqtalar to'plami K fazoning qism fazosi
ekanhgini isbotlung.

512. Darajasi beshdan oshmagan ko‘phadlaming R chizigli
fazosi berilgan. Agar elementiarni qo‘shish va elementlarni songa
ko‘paytirish oddiy ma'noda tushinilganda ayf+a; ko‘rinishdagi
ko‘phadlarning R, to‘plami va b,t* + b t* + b, ko‘phadlaming R,
to'plami R fazoning qism fazosi ekanligini isbotlang.

513. Avvalgi masalaning shartiga ko'ra, R, =R, /)R, va
R, =R, +R, fazo ostilarini toping.

514. Barcha geometrik vektorlar R fazosining ikkita gism fazosini
garaymiz: xOp koordinata tekisligiga paratlel vekterlar to‘plami R,
va xOz tekisligiga parallel vektorlar to'plami R,. R, =R NR, va
R, =R, +R, to'plamiarni toping.

515. R, va R, lar R chiziqgli fazoning fazo ostlari. R/ va R, -
lar esa — R’ chizigli fazoning fazo ostlari bo‘lsin. Ma’lumki R, va
R/ fazo ostlan, shuningdek R, va R, fazo ostlari ham izomor-
fdirlac. R, =R R, va R; =R/ ﬂR; gism fazolarning, shuningdek
R,=R+R, va R/ =R +R, — qism fazolarning izomorfligini
ko'rsating.

516. |—a, a] kesmada uzluksiz va musbat fx) funksiyalar
to'plami berilgan. Agar vektorlarning yigtindisi sifatida mos funk-
siyalarning ko‘paytmasini, vektorning hagiqiy son 4 ga ko‘paytmasi
sifatida esa mos funksiyalarni A darajaga oshirgandagi natija qabul
qilinsa, bu to‘plam chizigli fazo bo‘lishini isbotlang. Bu fazoning
barcha juft funksiyalar to‘plami gism tazo bo‘ladimi? Bu fazoning
barcha toq funksiyalar to‘plamichi?

517. Geometrik vektorlarning chiziqli fazosi qaraladi. X, V,Z
rasional sonlar bo‘lganda 7= X7 + )j_'+Z,!? ko‘rinishdagi barcha
vekiorlar to*plami bu fazoning qism fazosini tashkil giladimi?
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2. Bir jinsli chiziqli tenglamalar sistcmasiping yechimlaridan

tashkil topgan qism fazo.
Bir jinsti chizigli tenglamalar sistemasini gqaraymiz:

X+ dpX, ot g,x, =0,
Uy X, + Xy + .t ay,x, =0,

l (1)
e, X +a,,X . ta, x, =0
x5 =A, x,=4,, ... x,=4,—(1) sistemaning birorta yechimi
bo‘lsin. Bu yechimni f:(/l'; A .s A) vektor ko‘rinishda yo-
zamiz. Agar (1) tenglamalar sistemasining har ganday yechimini
7, Jar e f. vektorlarning chizigli kombinatsiyasi ko‘rinishida
ifodalash mumkin bo‘isa, u holda (1) tenglamalar sistemasining
Fir fou e f, chizigli erkli yechimlar to‘plami fundamental
yechimlar sistemasi deyiladi.

Fundamental wyechimlar sistemasining mavjudligi hagidagi
tecrema: Agar

a Gy - 4,
Ay Ay - My,
aml aml v arrm

matritsaning rangi n dan kichik bo'lsa, u holda (1) sistema nol
bo'lmagan yechimga ega. Fundamenral yechimlar sistemasini aniq-
laydigan vektorlar soni k=n—r formula bo'vicha topiladi, bunda
r—matritsaning rangi.

Shunday qilib, agar garalayotgan R” chiziqli {azo, » ta haqi-
giy sonlaming barcha sistemalaridan tashkil topgan bo‘isa, u holda
(1) sistemaning barcha yechimiari to‘piami R” fazoning qism
fazosi bo'ladi. Bu qism fazoning o‘lchovi & ga teng bo'ladi.

518. Chizigli bir jinsli tenglamalar sistemasining yechimlan
bo'lgan qism fazoning bazisi va o'lchovini 1oping:
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Yechish:
] 2 3
201 3720 32
173 2/:
/4 1/ ifd 1
maltritsaning rangi | ga teng, madomiki matritsaning birinchi
tartibli minorlaridan boshga barcha minorlart nolga teng.
Noma'lumlar soni 4 ga teng, shuning uchun yechimlar gism
fazosining o‘lchovi & =#—2=4—1=3, va'ni bu qism fazo uch
o‘lchovh bo'ladi. r=1 bolgantigi uchun bu sistemadan yundaydir
bitta tengiamani olish vetarhh Sistemaning birinchi tenghunasini
elamiz va uni x, =-2+x,-3-x, - 4-x, ko'rinishda yozamiz. Agar
=1, % =0 3,=0 bolsa, u holda x ==-2. agar x,=0. x, =],
x, =0 bo’lsa, u holda x =-3, agar v, =0, ¥, =0, x, =| bo'lsa,

| % B I
e
—
(Y]

u hotda, x, = -4. Shunday qilib, bir buerilgan sistema yechimlar-
ining uch o'lchovli gism fazosining bazisini tashkil giladigan
E=(—-2; 120 0, ={—3. 0; |, U}, Ez(—4; b; 0; 1) chizigli
erkli vektorlarm hosil gildik.

519, I':E—EE H‘_‘ vektor 318-masaladagi tenglamalar sis-
temasini ganoatlantirishind ko'rsating.

520. Quyidagi tenglamalar sistemasi yechimlari gism fazosi-
ning bazisi va o‘lchovini toping.

Jxl S2x, +x, =0,

[2.\'. -x, -xy =0,

S2a 4, -2xg =1L
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Yechish:

matritsaning rangi 2 ga teng, chunki matritsa elementlaridan tuzil-
gan determinant nolga teng, ikkinchi tartibli minorlari ichidan
noldan farglisi mavjud. Yechimlar gism fazosining o‘Ichovi
k=n—r=3—2=1 bo‘lganligi uchun benlgan uchta tenglamadan
ikkita tenglamani olish yetarli. Birinchi tenglamaning koeffitsient-
lari uchinchi tenglamaning mos koeffitsientlariga proporsional
bo‘iganligi sababli uchinchi tenglamani tashlab yuboramiz,
Faraz qilaylik

x, —2-x, =-X,,

2-x,—x, =X,
sisternada x,=1 bo'lsin, u holda

x —2-x,=-1,
2-x —x, =1

sistemaning yechimi x,=l, x,=| bo‘ladi. Shunday qilib, yechim-

lar qism fazosi bitta bazis vektor f=(1; 1; 1) bilan aniqlanadi.

521. Beriigan tenglamalar sistemasi yechimlari qism fazosi-
ning o‘lchovi va bazisini toping:

X +x,-x +x, =0,
X, =X, +x, —x, =0,
3 +x, X +x, =0,

3, -y, 4%, -x, =0

Yechish:
Matritsaning rangini aniqlaymiz:
1 1 -1 |
1 -1 1 -1
Al 1 <1
3 -1 1 -



3-gatordan 2-nchini, 4-satrdan esa 1-nchini ayiramiz:

-

N i
-1 1 -l

bR
¢
)
o
|
]
2

tJ
|

-

ta
|
~J

3-gatorning mos clementlari [-gatormning mos ¢lementlariga
proporsional, 4-qatorning mos elementlari esa 2-gatorning mos
elementlariga proporsional bo'lganligi uchun, 3 va 4-gatorlarni

o'chirish mumkin:
1 1 -1 1
ol T T

Shunday qilib, 4 matritsaning rangi 2 ga teng va
k=n—2=4-2=2,
Demak, yechimiar gism fazosining o'lchovi 2 ga teng. r=2
botlganligi uchun, to'rtta tengiamadan ikkitasint olamiz:
X +X, =X +x, =0, X +x, =X —Xx,
X -x+x-x,=0 yoki X, — X, =—x; + X,
X rx, =1,

1 sistemani hosil

& X, =X, =—

x,=I, x,=0 deb faraz gtlib, {
gilamiz. Shuning uchun, x,= 0, x,= 1 va E=(O; 1; 1; 0) bo'ladi.

Endi x,=1, x,= 0 deb faraz qgilsak bo‘ladi. Shunday qilib,
x,= 0, x;==1 va [:--=((); ~1; 0; 1),

Qism fazosining bazis vektorian sifatida i"l =({; 1; 1, 0}, f‘:=(0;
—1; 0; 1) vektorlarni gabul gilish mumkin. Tenglamalar siste-
masining tmumiy yechimi f=c, E""': f, vektor bilan anigla-
nadi, va'ni ?-‘-‘(0; €, = C,i €5 C, ).

522. Tenglamalar sistemasining yechimlari qism fazosining
o‘lchovi, bazisi va wmumiy yechimini aniglang:

{xl +2x, 4+ X, + X, + X =0,

X =2x% 4+ +x,-x, =0
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4-§. CHIZIQLI ALMASHTIRISHLAR

1. Umumiy tushunchalar

Agar har bir ¥ e R vektorga biror goidaga ko'ra Ax € R vek-
tor mos kelsa, chizigli fazo R da A almashtirish berilgan deyiladi.

Agar har qanday ¥ va ¥ vektorlar uchun va har ganday A
hagigiy son uchun A(x + ¥ )=Ax +A)y, A(AX )=AAx tengliklar
bajarilsa, A afmashtirish chizigli deyiladi. Agar u har ganday X
veklomi o'zini o'ziga almashtisa, ayniy almashtivish deyiladi. Ayniy
chiziglt almashtirishiar £ bilan belgilanadi. Shunday gilib, E¥ =% .

523. AY =aXx almashtirishning chizigli ekanligini ko'rsating,
bunda ¢ hagiqiy son.

Yechish:

Almashtirishning berilishiga ko'ra;

A +¥)=a{x+¥}=aX+ay - AX 1+ Ay,
A(AX) = a(AX) = AaXx) = LAX.

Shunday qilib, chizigli almashtirishning i1kkala sharti ham
bajarilayapti.

Bundan qaralayotgan A almashtirish chiziglidir.

524. A almashtirish R chizigli fazoda AY =X +X; tenglik bilan
aniglangan, bu yerda X, e R fiksirlangan noldan fargli vektor. A
almashtirish chizigh bo'ladini?

Yechish:

A=+, AF)=F+X, AT +¥) =T+ +X,,
AX+y) = AX)+ A{X)
tengliklardan X+ ¥+ X = (X +X,}+ (¥ +%,) degan xulosaga kela-
miz. Bundan esa X, = 0 ni olamiz, lekin bu shartga ziddir. Demak,
A almashtirish chizigly emas.

525. Geometrik vektorlarning chizigli fazosi berilgan.

Almashtirish har bir vektorni Ox o'qi bo'yicha tuzuvchilarga
almashtirishdan iborat. Bu almashtirish chizigli bo'ladimi?

Yechish:

Faraz qilaylik, E:x,hyl}u,f va h:.r:§+y}}+::zk ixti-
yoriy vektorlar, 1 esa ixtiyoriv hagigiy son bo'lsin,
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E-+E;=(x§+:c2};'+(y,-r_}fzfg__;'+(_zl+§-':)}c-, ).E=,2.1‘,}+/1_;q}+izlz bo'lganligi
uchun, A(E;-h?)}—_(x}+.1:2):'=x,.f+.‘c2!w1;z+ﬁ‘!_), A(A;:):At,}zﬂwﬂl;: bo‘ladi.
Demak, A — chizigli almashtirish.

526. xOyp koordinata tekisligiga nisbatan har bir geometrik
vektorni uni simmetrik akslantirishga almashtirish chizigli almash-
tirish bo'ladi.

527. Har bir geometrik vektorni o*zining uzunligiga ko‘paytirish
chizigli almashtirish bo‘ladirm?

528. Agar Ax =X, bo'lib, x clement R chizigli fazoning ixti-

yoriy vektori, X, esa fiksirlangan vektor bo‘lsin. A almashtirish
qganday hellarda chizigli bo'ladi?

529. x =de +&e, + G, + £, e, vektorlar chizigli fazosi berilgan,
bunda ¢, <, 45, &, turl hagigiy sonlar. 4 — fiksirlangan haqgiqiy
son. dx =& +é,e +&e, +&,e,  tenglik bilan aniglanadigan A
almashtirish chizigli bo‘ladimi?

530, x =& +4e, +46,6,+8,7, vektorlarning chizigli fazosi
herilgan A almashtirish har bir vektorning ikkinchi va uchinchi
koordinatalari o'riniarini almashtirishdan iborat, ya'm
Ax =g +E,e, +5e, + 8¢, A alimashtirish chizigli ho'ladimi?

531. A chizigli almashtirishning matritsasi. Bx =4Ax—2 ¥ teng-

hik bilan aniglanadigan 8 almuashtirish chizighi bo‘lishini isbotlang.

2. Chizigti almashtirishoing matritsasi.

Bazisi ¢, €2, .... & bo'lgan, a o'lchovli ¢hizigli fazo R da,
A chizigli almashtirish berilgan bo‘lsin. A€y, Av:, ... , Ae. R
farzosining vektorlari bo‘lgani uchun, vlarning har birini yagona
usutt hilan vektorlar bo'yicha yoyish mumbkin:

Aey = a, e +a, e, +...+a,e

(12 B 1

3
[

nl

Aey = a6 +Fd,e, v+ d

Ae, =a, e +d,,0,+..+a, C
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matritsa €1, ez, ..., p» bazisdagi chiziqli almashtirishning matrit-
sasi delladi. Bu matritsaning ustunlari bazis vektorlarim almash-
tirish formulalarining koeffitsientlaridan tuzilgan. R fazoda gan-
daydir X = x,e, + X,¢, +...+ x,2, vektomi olamiz. AX € R bo'lganligi
uchun, 45 vcktomi ham bazis vekton bo'vicha yvoyish mumbkin;

! +

— - _ . -
AI = .\:‘,(.'J' ‘I‘.f.-;l‘.'." +...+x e w ;‘IX Vcktorning (x'l‘ X 3a o x'u )

LA T
koordinatalari ¥ vektorning {x, x,. ..., x,) koordinatalari orgahi
quyidagi formulalar bo'yicha ifodalanadi:

X' =%, YAy, et dx,

X'y =y X tUpX, bt U, X

Dl 1R ]

X', S, X ta,x, o, X

o
Bu nta tenglikni €, @2, ..., e. bazisdagi A chizigli almashtirish
deyish mumkin. Bu chizigli almashtirish formulalarining
koctfitsientlari A maltritsa yo'llarining ¢lementlari bo‘ladi.

532, n o*lchovli fazoda £ ayniy almashtirishning matritsasini

toping.
Yechish:
Ayniy almashtirish bazis vektorlarini o'zgantirmavdi:
_ — ot — —_
C) =&, € =F1, ...,8r T tn
ya'ni

g J— — —
ci =l-e1+0-2:4+...+0-%e,

—l _ — —
ey =0-ei+l-ez+...+0-F,

e =0-21+0-8+..+ | &
Shunday gilib, birlik matritsa chizigli almashtirishning mat-
risasi bo‘lib xtzmat qiladi:
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a1 0 0
E={0 0 1 0
6 0 0 .. 1

533. n o'lchovli fazoda AX =« -X o'xshash almashtirishning
matritsasini toping.

To‘rt o*tchovli chizigli fazoda A chizigli almashtirish garaladi.
Agar Al =4,+(,, Al,=¢ +e,, Ae,=c¢,te,, Ae,=e,+¢
bo'lsa, bu almashtirishni koordinatalar formasida yozing.

Yechish:

A almashtinshning matritsasi quyidagi ko‘rinishda boladi:

01 1 0
00 1 1
A1 0 0
P10

Shuningdek, A almashtirish koordinata formasida yoziladi:
X\ =X vx,, X, =x+4x,, x3=x+x,, X'\ =x+x,.
534. xQy tekisligidagi barcha
vektorlar te‘plamining chiziqli al- i
mashtirishi har bir vektorni soat
strelkasiga teskari yo‘nalishda « bur- Aj -
chakka burilishdan iborat (22-rasm). /

L . - a Al %
Bu chiziqli almashtirish matritsa- {
sini koordinata formasida toping. o
Yechish: 1) T X
Al =icosa+ jsina, 22-chizma

Aj =-isina + jcosa bo'lganligi uchun

cosa —sing
A=\ sine +cosa
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bo“ladi. Shunday qilib, garalayotgan chiziglt almashtirish qu-
yidagi ko‘rinishda bo'ladi:
x'=xcosatysing, ¥y =xsingtcose.

536. X =uxe +x.08, +Xx,6 +x,6, vektorlarning chizigii fazosi
garaladi, bunda Xx,, x,, x,, x;, — turli haqigiy sonlar.
Ax =x¢ +x,e, v X¢; + x,¢, tenglik bilan aniglangan A almashti-
rishning chizigli ekanligini isbotlang va uning matritsasini toping.

3. Chizigli almashtirishlar ustida amallar,

Quyida ketiirilgan ta’riflarda quyvidagi belgilashlarni gabul gi-
lamiz: A va B — R chiziqli fazodagi ixtiyony chiziali almashtirish-
lar, A — ixtiyoriy haqiqiy son, ¥ e £ — ixtiyoriy element.

X = Ax + Bx tenglik bilan aniqlanadigan (| almashtirishni
A va B chizigh almashtirishning yig'indisi deyiladi va quyidagicha
belgilunadi: O, =A+D.

C.¥ = AAX tenglik bilan aniglanadigan €, almashtirish
A chizigh almashtirishni A songa ko'paitirish deyiladi. Belgilash:
C, =44

C,x = ABx tenglik bilan aniglanadigan (; almashtirish
A chizigh almashtirishni B chizighi almashtirishga ko 'payimasi de-
yiladi.

C,, ¢, va C; almashtirishlar chizigli bo'ladi. C,.C, va
chizigli almashtirishning matritsasi ¢ =A+ 8, C,=14, (,=AB teng-
liklardan aniglanadi,

Chizigli almashtirishni go‘shishda o‘rin almashtirish genuni
bajariladi; umumiy aytganda, 48 ko‘paytma BA ko'paytmadan
farq qiladi.

R ftazodagi chizigh almashtirish ustidagi amallarning ba’zi
xossalarint sanab otamiz:

ABOY=(ABYC; AE=FA=A; (A+B)C=AC+BC(C;
C(A+B)=CA+(C8.

Agar A chizigli almashtirish uchun shunday 8 va C chizigli
almashtirishlar topilsaki, BA=FE, AC=F 1iengliklar bajarilsa, u
holda B=C bo‘ladi. Bu holda B=C=A4-! bilan belgilanadi, A4-!
chiziqli almashtinsh esa A chizigli almashtirishga nisbatan teskari
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chizighi almashtirish deyiladi. Shunday qilib, A-1 A=A4A4- =F,
Agar chekli oflchovli fazoda 4 chizigli almashtirish matritsa-
sining determinanti noldan fargli bo'lsa, A4 chizigli almashtirish
maxsusmas deyladi.
Ixtivoriy A maxsusmas chizigli almashtirish A-!' teskari al-
mashtirishga ega va fagat bitta ekanligini hisobga olish ke rak.
Agar A maxsusmas chizigli almashtirish koordinata formasida
quyidagi tengliklar bilan aniglansa:

L -
X'=a X +anytoctagu,
V'i=a,xta,v+. . +a,u,

u'=a

WX+ a,y+..+a u

u hoida A - teskari chizigli almashtinish quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:

x= —A—‘L.r'+ Al 2y
EINE 4|

An Ay Auz '

yp=—x'+ 2yt + iy
4 |4 4]

u= 2 yty S ¥+ +ﬂu'
4 |4 4]

Bunda A, — A matritsaning a elementining algebraik
to'ldiruvchisi, |A]— A matritsaning determinanti.

A-lchizigli almashtirishning matritsasi A matritsaga nisbatan
teskan bo‘ladi va quyidagi tenglik bilan aniglanadi:

4, A4, . Ay

o :_]_ Ay Ay o A
IfIl

A, A, A,

n
537. A almashtirish xQy tekislikdagi har bir vektorni fl:z
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burchakka burishdan iborat. A+FE almashtirishni koordinata for-
masini toping.

PRI i =TcostZy 4 TsintZ) = (£): ([")J,
e
Aj -:cos(—)ws (—) = —(—)f+ (—);
bo‘ladi.
Shuningdek, VA V,:
8] ]
A=
v2ooV2?
Y
Ee 1 0 o
o 1 bo‘lganligi uchun:
2.,
2 2
A+E=
V22
—_—  —]
2 2 y
bo‘ladi.
Shunday qilib, A+E chizigli almashtirishni
.2 2 2.2
X = (7*‘ l)x—(——z—-)y . = (—)K + (*— +1y

tengliklar yordamida yozish mumkm.

538. Ikkita chizigli almashtirish berilgan:

x'=x+2y+3z, x'=x+3y+4,5z,
V' =4x+5y+62z, (A) va VY =6x+7y+9z, (B)
2'=Tx+8y+9z, z'=10,5x+12y+13z.

3A—2 8 ni toping.
539. Chizigli almashtirishlar berilgan:

x'=x+y, x'=x+y,
Z’=z+x, 2 =z+x
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AB va BA almashtirishiarni toping,
Yechish: Berilgan almashtirishlarning matritsasi quyidagi
ko'rinishga ega:

1 0 11
A=10 1 || B={1 0 1
10 1) 110
Bu matritsalarning ko'pavtmasini topamiz:
1 2 P12
A8=121 1. BA=|2 1 1
120 120,

Bu holda AB=8A4, shuning uchun AB va B4 chizigli almash-
tirishlar ustma-ust tushadi. A8 almashtirishning koordinat forma-
s1 quyidagicha yoziladi:

X=x+y+2z,
y=2x+y+2z,
'=x+2y+z

540. xOy tekisligidagt 7 = x;'+y;' vektorlar to'plami ustida
ikkita chizighi almashtirish bajartladi: A — vektomi uning Ox o‘qi
bo'yicha tuzuvchisiga almashtirish; 8 — vektorm | va 111 koordinata
burchaklarining bissektrisasiga nisbatan simmetrik akslantirish. A8
va BA almashtirishiarni toping,

Yechish:

Shartga ko‘ra Al =xi, Bu=xi +3/ . Shunday qilib, A7 =7.

Aj =0, Bi =}, Bj =1.
ya'ni

P 0 0 1 0 1 00
A= . B= . AB = . BA=
(0 0} (1 0] [o 0] [1 0)'

Demak, A8 almashtirish x"=y, y'=0 tengliklar bilan, BA
almashtirish esa x' = y, y' = 0 tengliklar bilan aniglanadi. Bu teng-
liklarni geometrik mulohazalardan hosil gilishni tavsiya etamiz.

541. A almashtirish xOy tekislikdagi har bir vektorni o
burchakka burishdan iborat. 4! (ya'ni A*A) almashtirishning
matrtsasini  toping.
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Yechish: o _
Ai =jicosa+ Jsine,

Aj =—isina + jcosa
4 cosa —-singa
sihna cosa

cos2e —sinlZa
sin2¢ cosla

bo‘lgani uchun

bo‘ladi. Shunga ko‘ra:

A= 3 e 2 2
2-8In¢r-cOSE COS o —SINT @

Demak, koordinata formasida A? almashtirish

. (cos’a—sin’ e —2-sina-cosrx]

¥ =xsin2a + ycos 2a,

x'=xcos2a - ysin2a
tengliklar bilan aniglanadi. Bu natjalarni sof geometrik muloha-
zalardan ham hosil qilish mumkin.

N

542. A almashtirish xOy tekislikdagi har bir vektorni

burchakka burishdan iborat. Chizigli almashtirishnin
B=A*+J24+E matritsasini toping.

i}

Yechish:
2
a=| 2 2 ﬁ[' “] . (0 -
A A !
2 2

0 -l 1 -1 I 0 2 2 I -l
B= + + = = 2*
1 0 I 0 | 2 2 [
543. Geometrik vektorlar fazosi berilgan. 4 almashtirish fazo-

Tt
ni Oz o‘qi atrofida — burchakka burishdan iborat, B chizigli

almashtinish esa fazoni Ox o'qi atrofida xuddi shu burchakka burish
bo‘lsin. A8 chizigli almashtirishning matritsasini toping.

Yechish: A-T=T-cos(£)+}7-sin[£)=[£]‘F+[_‘/_EJ.)T
4 4 2 2
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£, V2o
2 2 1 0 0 | 2 2 2

2 73
.4::[-\{—:- -J—E G|, B=|0 _J_E. ..ﬂ , AB=|£ -l— -1'
2 2 2 2 2 2 2
0 o0 & f SR ﬁl
J S VT 2

544. Chizigli almashtirish berilgan:

X==0.30y+z), y¥=-035x+2) z=-0,5x+)}

Teskari chiziqli almashtirishning matritsasini toping.

545. Barcha geometrik vektorlar to‘plami qaraladi. A chizigli
almashtirish bu vektorlarni P tekislikka nisbatan simmetrik akslan-
tirish. A" ni toping.

546. Bazisi ¢, ¢, bo'lgan chizigli fazoda 4 chizigli almash-
tirish berilgan. Agar Ade =e¢,, Ae, =¢, bo'lsa, teskari almashu-
rishning matrisasin loping.

547, A chiziqli almashtirish xOy tekislikdagi har bir vektorni
a burchakka burishdan iborat. B= A+ A4 ! matrisani toping.

548. A: x'=x+ty, y'=2(x+y) chizigli almashtirish berilgan.
Teskari chizigli almashtirishni toping.

549, A chizigli aimashtirish xQyp tekisiikdagi har bir vektorni

Fio
4 burchakka burishdan iborat. A7 maltritsani toping.

550. A4 ning ganday qiymatlarida x'=—2x+y+g, y'=x—2y+z,
7'=x+yi+z chizigli almashtirishning teskarisi bo’lmaydi.
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4. Chizigli almashtirishoing xarakteristik sonlari va xos vek-
torlari.

Faraz qitaylik, & — berilgan n o'ichovli chizigli fazo boflsin.
Nol be'lmagan X € K vektor A chiziqli almashtirishning xos vek-
tori deyiladi. Agar ¥ = Aix tenghkni qanoatlantiradigan A son
topilsa, A soni esa chizigli almashtirishning ¥ € R vektoriga mos
xarakteristik soni deyiladi.

Agar ¢, ¢, .., ¢, bazisdagi 4 chizigli almashtirish matrit-
saga ega bo'lsa;

all dl: = ulrl ‘1
Uy Hpp e My
A = 1
anl an! unu
u holda quyidagi
a, - A ap; o,
dy ap— 4 ady,

A
ko'rinishda yozish imumkin bo‘lgan »-tartibli tenglamaning
A A, ... A, haqigiy ildizlari A4 chizigli aimashtirishning xarak-
teristik sonlari bo'ladi. Bu tenglama xarakteristik ienglama deb
atalib, uning chap 1tomoni esa A chizigli almashtirishning xarak-
teristik ko'phadi deyiladi. Koordinatalari quyidagi

a a ., R |

nl u? )

i LB e =
{[“n —AYG Hdy S gy, g, =1,

&+ (uy, -A)5 +..+dy, 5, =0,
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bir jinsli chiziqli tengiamalar sistemasini ganoatlantiradigan har
qanday £ +¢&,6,+....+£&¢, vektor, A, xarakteristik songa mos
keladigan X, xos vektor bo‘ladi.
Quyidagi mulim teoremalarni keltiramiz:
Chiziglh almashtirishning xarakteristik ko'‘phadi bazisni taniab
olishga bog'lik emus.
Agar A chizigli almashiirishning matritsasi A simmetrik bo ‘[sa,
u hoidalA —/?,-Eyz O xarakteristik tenglamaning barcha ildizlari
hagigiy sonlar bo'ladi.
551. x'=5x+4y, y'=6x+9y tenglamalar bilan aniglanadigan
A chizigli almashtirishning xarakteristik sontari va xos vektorlarini
toping.
Yechish: Almashiirishning matritsasi quyidagicha yoziladi:
e 3 4
g 9/
Xarakteristik tenglama esa guyidagi ko'rinishda bo'ladi:
iS—,l. 4
L =0
[ 8 9-A
yoki A% —14%.+13=0.
Uning ildizlari A =1, A4, =13 — xarakteristik sonlar.

Xos vektorlarning koordinatalarini aniglash uchun ikkita chi-
zigqli tenglamalar sistemasini hosil gilamiz:

{(5—2, )E +4&, =0, {(5w1:)3_5| +4£, =0,
BE +(9-4,), =0, 8& +(9-A4,), =0

A, =1 bo’lganligi uchun birinchi sistemani quyidagicha yozish
mumkin:

45 +4¢, =0,
B +8&, =0.

Shunday qilib, £, va & qiymatlar S, +£, =0 tenglamani
qanoatlantirishi kerak yoki &, =—¢,. Shunga ko‘ra, bu sistemaning
yechimi £ =¢4, =—¢, Kko'rinishda bo‘ladi. Bunda ¢, — ixtiyoriy
migdor. Shuning uchun X =1 xarakieristik songa & =¢ (¢, —&,)
xos vektorlar oilasi mos keladi, ya'ni uw =¢ (€ —¢,).
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A, =13 qiymat quyidagi tenglamalar sistemasiga keltiradi.
-84 +4.8, =0,
{—8-;—4-53 =0.
va'ni &, =24. & =¢, deb faraz qilib, §, =2¢, ni hosil gilamiz.
Shuningdek, A =13 xarakteristik songa ¥ =¢,(¢ +2¢,) xos vek-
toriar oilasi mos keladi.
Demak, ¥ =c/(e —¢&,).v =c,(¢ +2¢) tengliklarda ¢, va ¢,
miqdorlarga turli son giymatlarini berib, A chizigli almashtirish-

ning turli xos vektorlarini topantiz.

a 0
552, Matritsasi A= 0 J bo‘lgan chizigli almashtirish be-

rilgan. Bu almashtirishning xarakteristix sonlarini va xos vektor-
larini toping.
6 —4
553. Matritsast 4= 4 -2 bo*lgan chizigli almashtirishning
xarakeeristik sonlari va xos vektorlanni toping.
a0
S54. Muatritsasi A= b h“J bo'lgan chiziqli almashtirishning
xarakteristik sonlari va xos veklorlarin toping.
2 -1 -t

-1 2

555. Muatrnsasi A= ba'lgun chizigli almashti-

g 0 ]
rishning xarakteristik sonlari va xos vektorlariny aniglang.
Yechish: Xarakteristik tenglamani tuzmiz;
2-2 - ]
-1 2-4 -1 |=0,
ya'ni
(1-2)[(2=27 =1]=0. (1=2)"-(3-4)=0. 4, =1 % =%

Agar A =1 bo'lsa, xos vektorning kordinatalarini aniglash
uchun tenglamalar sistemasini hosit qilamiz:

185



Shunday qilib, 2 =1 xarakteristik songa ¥ =c (¢, ~e,) xos
vektorlar oilasi mos keladi.
Agar A =3 bo'lsa, xos vektorning koordinatalarini aniglash
uchun tenglamalar sistemasini hosil gilamiz:
_":| —“f]+:\ =0,
-5 —&H+4 =0,
5 =0.
Bu xarakteristik songa mos keladigan xos vektorlar oilasi
v=c,(¢ -¢) tenglikdan aniglanadi.

J'1

| S S
556. Matritsasi A=|1 5 1

31 1
xarakteristik sonlarini va xos vektorlarini aniglang.

bo‘lgan chizigli almashtirishning

@, 4, 4y

a, a, a . . .
557. Agar T TR simmetrik matritsa va o, 3,y esa
a3 Uy dy

noldan farqli hagiqiy sonlar bo'lsa, u holda

(84 p 74
a a,— -

W 12 ; 13
A=l ay = ay a,—
it Y

¥

y == Uy Uy

a g =

matritsa xarakteristik tenglamasining hamma ildizlari haqigiv son-
lar bo'lishini isbotlang.

Yechish: Matritsasi A bo'lgan e, ¢,, e, chizigli almashtirishni
garaymiz. U holda;
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Aé =aq) ¢ +[a2| ﬁ)gz +("Jst '1]'530
[74

174

_ @y _ _ _
Ae, =(au -E]—e, +a22-ez+{a_,3-%}e3
Ae, =[a” -9-}?. "‘(“:3 ﬁ)a +ag; €

¥ e

A(a'?.)=an'a'?ﬁau'ﬁ'?ﬁan'?- 3
A(ﬂ'a)=alz'a'e_t'*'a:z'ﬁ‘e_z"'an'?'e_s
A(;V'é't)zals'a'e_'l+a:3')8‘€_':+an'7"_'3
ga ega bo‘lamiz. «-¢, =¢,, fB-e,=¢¥,, y-e,=¢ deb faraz qilib,
quyidagini topamiz:

yoki

of

— - _ _
Ae/ = a8 + a8, +a,8,
- _ - -
Ae, = a,e, +a,,é, + a;,€,,
_, _ — _
Aey = a;e, + a6, + a8,

Shunday qilib, ¢, €,, e, bazisdagi A chizigli almashtirishning
matritsasi quyidagi simmetrik matritsa bo‘ladi:

ay Gy A
’
A=|a, a, ay

ayy  dy

Shuningdek, 2, &,, €;, bazisdagi A chizigli almashtirishning
xarakteristik tenglamasining yechimlari faqat hagigty sonlardan
iborat bo'ladi. ¢, ¢,, e, bazisga o‘tilganda xarakteristik soniar
o‘zgarmaganligi uchun bu ildizlar A matritsaning xarakteristik
tenglamasiga ham ildiz bo‘ladi.

yin
558. A chizigli almashtirish fazoni Oz o'gi atrofida g bur-

chakka burishdan iborat. Bu almashtirishning xarakteristik sonlari
va xos vektorlarini toping.
Yechish: Bu chizigli almashtirishning matritsasi:
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ekanligini ko‘rsating.

359, A chizigli almashtirishning xarakteristik sonlarini bilgan
holda A~' teskari chiziqli almashtirishning xarakteristik sonlarint
topINg.

560. Matritsasi A= bo‘lgan chizighi almashtirish-

o B = R e
o — O O

0
!
0
0

o o o -

ning xarakteristik sonlari va xos vektorlarini toping.

a By

561. Matritsasi A=| 7 Z B bo'lgan chiziglt almashtirish-
gy «

ning xarakteristik sonlari va xos vektorlarini toping.

5-§. EVKLID FAZOS]
Agar chizigli fazo R dagi ixtiyory ikki vektor X, y lar

uchun (¥, y) bilan belgilanadigan skalyar ko'paytma — haqigiy

sonni aniqlaydigan shunday qoida mavjud bo‘lsa, R chizigli fazo
Evkiid fazosi deyiladi, shu bilan birga bu qoida quyidagi sharilarni
kanoatlantiradi:

L (X, y)=(y,x);
2{x,y+Z)=(x ,y)H(x,Z);
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3. (Ax ,y)=A(x,y) ixtiyoriy hagiqiy son uchun;

4. {(x,x)>0 agar x #0 bo'lsa.
I1—4 shartlardan quyidagilar kelib chigadi:

a) (y+z, x)=(y, x)H(z, X}
by (X, AF)=XMF, ¥
d) har ganday ¥ vektor uchun (0, )=

Har ganday ¥ e R vektorni o'ziga skalyar ko‘paytmasi
vektorning skalvar kvadrati deyiladi.
Evklid fazosida ¥ vektorning uzunfigi deb, shu vekior skalyar
kvadratining kvadrat ildiziga aytiladi, ya'ni ‘f!z (>.Xx).
Agar A har guanday baqigiy son bo'lsa, ¥ esa — Evklid

fazosining ixtivoriy vektori bo'lsa, u holda I/l ‘ j bo‘ladi.
Uzunligi birga teng bo*lgan vektor normallashtirifgan deyiladi.

/l.

) x

Agar Ye R — nol bulmagan vekior bolsa, ;E—? { yoki m
bitan belgilash mumkin) normallashtirilgan vektor bo'ladi.
Evklid fazosidagi har qanday ikkita X va ¥ vektor uchun Koshi-
Bunyakovskiy tengsizligi deb ataladigan, (T ﬁ)ZS(I. ?)(l« ﬁ)
tengsizlik urinli bo'ladi.
(r y) , X )( v, ) tengsiziik orinli bo'ladi, shunda va faqat
shundaki, _\_' va vek[or]ar chizigli bog'ligsiz bo‘lsa.

Koshi-Bunyakovskiy tengsizligidan —1 < I( | y)l <1 kelib chigadi.
Y
{(X.V)
cas e =m_—. tenglikdan aniglanadigan va [0. T[] kesmaga tegishii
. J}

bo'lgan ¢ burchak, X va y vektoriar orasidagi burchak deyiladi.

i
Agar nol bulmagan ¥ va y vcktorlar uchun ¢ = 5 bo'isa u holda
(x,y)y=0 bo'ladi. Bu holda ¥ va ¥ vekrorlar ortogonal deyiladi
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va ¥ L ¥ ko'rinishda voziladi. Evklid fazosining ixtiyoriv ¥ va ¥

vektorlart uchun guyidagi muhim munosabatiar o‘rinli:

1) }."\:+:f-’|5ﬂ+ f‘| -~ uchburchak tengsizligi
2) ©— T va ¥ vektorlar orasidagi burchak bo'lsin. U holda

-

+‘}“'|E—2:}3'"’-|}"m.wp tenglik o'tinli bo'ladi (kosi-

jg-# =z
nuslar teoremasi}. Agar ¥ 1 ¥ beo'lsa, u holda |\_——?] =|Y|J +‘f!2

tenglik hosil bo'ladi. Oxirgi tenglikda 3 ni —y ga almashtirib

}.‘f+_ﬂ? =|.?|'1+|.17|1 tenglikni hosil gilamiz (Pifagor teoremasi).

561. 461-masalada ko'rilgan chizigli fazo berilgan bo'lsin,

$=(&: & s &) va F={n; mai o n7,) ikkila ixtiyoriy vek-
torlarning skalyar ko*pavtmasini (T F) =S 6 SN,
tenghik bilan aniglash mumkinmi (bu fazo Evklid tazosi bo'lishi
uchun)?

Yechish: 1—4 shartlar bajarilishini tekshiramiz:

1) (¥ E)=nd +ms +..+ 1,5 bo'lganligi uchun (X ,¥)=(7.%).

DT =(4: 4> - <, ) bo'lsin, u holda

veIs{n+sim+Es o aon, +g"‘,,) va
(I‘ J_+ :): ;:ir}i + ';:l";l + :2"}" +‘:f':'“”': +"'+‘I§rruu +.."E”é’"ﬂ =

hi)
e

= (é}”l +§“‘U;‘ +"'+§|r;}n ] +({:‘".:I +5:.‘_":1 ot ":L'.u'-;rr} = (‘?' P)+(I'

3) (j"?" :}7) = Aé}’)l + ;‘:'g,‘)h +... /?"'I::':n?u =
= ).(5’, 7, +E, +...+§”r;”)= AT, 7)

4y (x, ¥)=& &+ + £ %0, agar & & &, son-

lardan hech bo'lmaganda bittasi noldan fargli bo'lsa.
Demak, berilgan fazoda ke'rsatilgan tengliklar yordamida
skalyar ko‘paytmani aniglash mumkin.
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563. 562-masalada ko'rsatilgan Evklid fazosi berilgan.

&1s 93+ - &5, lar har kuni zavodda ishlab chigariladigan # ta
ko'rinishdagi mahsuletlaming migdori. % %, 7, ¢sa mos ravish-
da bu mahsulotlarning narxi bo'lsin. x=(&, &, ... 5,) va

=(",, Msr - 1,) vektorlarning skalyar ko'paytmasini ganday

ma’noda tushuntirish mumkin?
564. Vektorlari n ta musbat sonlardan tashkil topgan turli
sistemalar bo'lgan chizigli fazo bernlgan:

X =G & s 600 T =000 e 0 M) 2240 8 i L)

vektorlarni qo‘shish va vektorlarni songa ko'pavtirish
X+¥=(Em, Sl o S0, AX =151 60w £,) tengliklar
bilan aniglanadi, Skalyar ko‘pavtmani bashqa
(%. ¥)=Iné& Inp,+In& Inp, +...+In& In7, tengiik bilan aniglab,
bu fazoni Evklid fazosi gilish mumkinmi?

Yechish:

{—4 shartlarning bajarilishini tekshiramiz:

(X, F)=tn& Inp, +In&ing, +...~ing Iny,.

(X. V)=t né& +lnp,Iné, +. +lnyg Ing, .

yani (x,y)=(y.X)

2. y+7 = 16,0 . 1,8, bo'lganligi uchun,

(%. J7+f)= Ing, In(p )+ Ing, In(nL )+ +Ind In(n o) =

=In{,Inp,+In&Inp,+..+Iné, Ing, +Iné Ing, +Iné,Ing, +

+.+Ing, Ing, =(X, ¥)+(X.7).

LAY = (f £ e:’-,,) bo‘lganligi uchun

(AX. ¥)=In&* Ing, +In&  Ing, +..+ 10 & Inyp, =
~2(111§,lnr;,+lngzlm;,+ +Ing Inp)=A(x. ¥)

4. (x, x)—ln S+, +.+In° & 20,

Demak, garalayotgan fazo Evklid fazosi bo‘lar ekan.

565. [a,b] oraligdagi X =X(r). ¥ =¥(t), Z==(r}. ... uziuk-
siz funksiyalarning chizigli fazosi qaraladi. Har ganday ikki X
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I
va ¥ vektorlarning skalyar ko'paytmasini (:i:* J—): Ii—‘(r)-f(r)d!
tenglikdan aniglab, bu lasoni Evklid fazosi Kilish urnumkinmi?

566. Agar ikki vektorning skalyar ko‘paytmasini ulaming uzun-
liklarining ko'paytmasi sifatida aniglansa, barcha geometrik vck-
torlar tuplami Evklid fazost bo'ladimi?

567. Agar ikkita ixtiyoriy @@ va & vektorlaming skalyar
ko'paylmast @ veklorning uzunligi va » vektorning a vektor
yo'nalishidagl proyeksiyasi uchlanganligining ko'paytmasi sifatida
aniglansa, barcha geometrik vektorlar to‘plami Evklid f(azo
ho'ladimi?

568. 5602-masalada garalgan chizigli fazoda n=4 bo‘lsin
?:—(4; ;2. 2) va ?:(1; 303 —‘)) vektorlar orasidagi burcha-

-

kni aniglang.

Yechish:
%= y( (%.7)=16+1+4+4 =5

y}zm:m=lo;

(¥, F)=4+3+6-18=-5;

cosp= (1 '}) - =-0,1; r;:'=airccos(—0,l)—-174(}]5"

56%. 562-masalada garalgan Evklid fazosi berilgan.
¥ ={l. NESIN T Jan-1y va ¥=(1. 0. 0, ..., ¢) vektorlar

orasidagi burchakni aniwglang.

[—l, l] kesmada X (1), ¥{t). Z(), ... uzluksiz funksiyalar-
ning Eviklid fazost garaladi. Skailyar ko'paytma
(x. ¥} J. (1) ¥(1)dt tenglik bilan aniglanadi. ¥ =3¢ -1,

y=3- vektorlar orasidagi burchakni toping.
Yechish:

1
I_,; _] 3;_-1; )d,r bo‘ladi. Integral ostidagi funk-

l
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siya toq bo'lganligi uchun (f. _F)=0 ekanligini ko'rish qiyin
emas. Demak ¥ va ¥ vektorlar ortogonal.
571. 562-masalada ko'rilgan Evklid fazosi n=6 da berilgan

¥=(1,0,2,0,2,0) va y=(0 6 0; 3; 0. 2) ortogonal vektorlar

uchun Pifagor teoremasining o‘rinli ekanligini tekshiring
Yechish:

[F|=VI+0+4+074+0=3 [7|=v0+36+0+9+0+4 =7,
N+y=(1,6.232,2); \Y+)7]=\/1_+36+4+9+4+4=J5_3.
Demak, ]Er 4—!{;7|3 =|jf+y]3'

572. 5365-masalaning shartlariga mos keladigan uzluksiz funk-
sivalarning Evklid fazosida ikkita vektor ko‘riladi

x=r+1,
y=Air +1. [0, 1] kesmada X va ¥ vektorlar ortogonal bo'ladigan

A ning kiymatini toping va bu vektorlar uchun Pifagor teore-
masining urinli ¢kanligini tekshiring.

Yechish: Skalyar ko'paylmani tuzamiz
1
(x. ¥)= Jl(!2 +])(A:‘ +|)d! = %+(A+])i3+l.
Il
(35, f)=0 shartdan 4 ni aniglaymiz: %+(2+1)/3+1=

bo‘ladi bundan ﬂ=—%. Endi x=1>+1, _Vz—%!2+l va

(-?+J_’)=—(%)f2 +2 vektorlarning uzunligini topamiz;

n r———— g
f-—-\“1+2r‘+idr \f —+I—J:;
o A

1
- [[(25/ - /___ 7
[yl—\/ﬁ[( AT +1 dt = +I_J;2
] w —
|f+?l=‘jf(2r‘—6zz+4)m:Jiszw= 2.
4 20 Y20
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Shunday qilib, |.?|2=—D

ol #3451

573, @ =(a; a;..2a,). b =(l7,; by: ,E) ... turli tartib-
langan geometrik vektorlar sistemasining to‘plami garaladi. Agar
elementlarni qo‘shish, elementlarni songa ko‘paytirish va skalyar
ko'paytma @ +b" =(a@ +b; @, +by; .5 @, +3,).
NG = (AT My i AE,) (@ 4B ) =@ b @by + .+ @b, tenglik-
lar bilan aniglanganda, bu to‘plam Evkilid fazosi bo‘ladimi?
Ya’'ni oxirgi tenglikning o‘ng tomoni geometrik vektorlar skalyar

ko‘pavtmasining yigindisini beradimi?
574. Tengsizliklarni o‘rinli ekanligini ibotlang:

\ﬁ&ﬂ ) H(E A {6 4n,) < Jg':‘ +EL LR E, +~Jf'?,: N A N L
(":ﬂ-l +‘::| +oF §:f.)(’?:| + ’?:: =t "?:..) S (‘“:‘:,If}l t et L, ): bunda
&80 &y i AR | TP (PR { PR M. — hagiqiy sonlar.

Ko ‘rsarma: 562 masalada kurilgan Evklid fazosi uchun uch-

burchak va Koshi-Bunyakovskiy tengsizliklaridan foydalaning.
5785, [0; 1] kesmada x(1), »(¢), ... — turli uziuksiz funksiyalar

I fi 1
qaraladi. \zj(_\‘nk_)')!d.-' <\jjx2d!\’ J._r"dr ., va agar x(0) 20 bo‘lsa,
a i 0

Lo l J_\'d}’
J'[-L__}(; ey I—’ tengsizliklarning o‘rinli ekanligini isbotlang.
10

I
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6-5. ORTOGONAL BAZIS YA ORTOGONAL
ALMASHTIRISHLAR

1. Ortogonal bazis.
Agar i=k da (T:¢ )=0 bo'lsa, Evklid fazosining 2,: &, ....¢,
bazisi orfogonal deyiladi. Quyidagi teorema ofrinli: har ganday
Evklid fazosi orrbgona.’ bazisga ega.

Agar ortogonal bazis normallashtirilgan vektorlardan tashkil
topgan bo'lsa, u holda bu bazis erronormal deyiladi. ¢, €,. ¢;.... ¢, —
ortogonal bazis uchun guyidagi tenglik o‘rinli:

o 0.i=k da,
(:2) 2{ .
l.i=k da.

Agar n o'ichovli Evklid fazosida biror f)f,:.. f, bazis

ma’lum bo'{sa u holda bu fazoda har doim ¢); &; ..; €, ortogonal
bazisni ham topish mumkin. Ortogonal bazisda berilgan evklid
fazosining har ganday x vektori x =&§¢ +&,¢,+...+& ¢, teng-
likdan aniglanadi.

x vekitoming uzunligi guyidagi formula bo‘yicha topiladi:

‘ﬂ = ‘j“;ﬁzl + '5:13 LR -
Ikkita

Y=§|F]+§zgz+‘+ée_ va ?=n|a+n2%++nna

N

vektorlar chiziqli erkli (kollinear, proporsional) bo‘ladi, fagat va

LTS S

=..=—, bo'lsa.
T][ T|2 T]r!
X va ¥ vektorlarning onogonallik sharti quyidagi ko‘rinishda

bo‘ladi:

faqat shundaki, agar

'fl’?l + ::.?I?Z Foot {u }?m = O .
Ikki x va ¥ vektorlar orasidagi burchak quyidagi formula
botvicha topiladi;

S S+ SR
cosg TS anll.

=2 - e LY 0 v
\f‘.: R S R/ R L/
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Quyidagi masalalarda # o‘lchovli Evklid fazosining ortonormal
bazisi ¢.e,...,€, — bilan belgilanadi.
576. X =4¢ 27, +2¢,—¢, vekiorning uzunligini toping

577. X =g+ 2\/5?'3 +3\f§¢73 +82, + S\BES vektorni normal-
lashtiring.

578. Ortogonal bazis ¢,;¢,, ¢, dan e¢.¢, ¢; bazisga o'tish

-t

matritsasi 4= berilgan. é; ¢,; ¢, Dbazis ortogonal

~dfied =] O

-] o "‘llrlg R )
|
£

| T A ] SN -4||'

‘4|

ekanligini isbotlang
_ —_ .3 — . -— - _
579. X =g, Sin’ 0L+ 8, sin’ LCoS O+ 8y SIN0LCOS O+ &y COS oL vek-

torm normallashtiring

580. x = e_*lﬁ+'.c,72\/§+53ﬁ va y :E,ﬁﬂ?z\/g vektorlar
orasidagi burchakni toping

581. X=3¢-5-8—¢,y=0-3-6+¢+8, z=¢ +8& -3¢ +¢,
vektorlarga oriogonal bo‘lgan normallashtirilgan vektomi toping

582. A ning qanday qgiymatlarida ¥ =2%g, +A¢ —& —Ag, va
Yy =e —¢, —Aey—¢, vektorlar bir xil uzunlikda bo‘ladi?

583. To‘rnt o'lchovli fazoda ]_‘", j_z _73 _Zl bazis berilgan. Bu
bazisning vektorlari yordamida shu fazoning ortonormal bazisini quring.

Yechish: Avval berilgan fazoda birog_ £:. 8 g &, ortogonal
bazisni quramiz. Faraz gilaylik, &, = /. & =‘}T'2 +ag, bo‘lsin.

Shunday @ haqigiy sonni tanlab olamizki g, L g, shart bajarilsin.
Ouirgi tenglikni ikkala tomonini g, ga skalvar ko'paytiramiz va

(8.2:) z(gt-fz)JrU-(glrg'l)
tenglikni hosil qilamiz,
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(£,.8,)=0 bo'lganiigi uchun, « =-—(§,.E]/(§T.§,) bo'ladi.

So'ngra &, = f; +{3,F, +B,7, tenglikda £ va S, ni shunday
qilib tanlab olamizki, £; L &, 8; L & sharnt bajarilsin.
(g m)=(z. A} B(gs &) P AR )

(8 &) =(2: L)+ A& B+ Bo(Bs B)
tengliklardan, f, = ~(7: /,)/(8: &) A =-(2: 1)/ (322 &)
Va nihoyat g, = f, +7,8, + 7,8, + 7,5, tenglikdan

n=—(8: L)(E: 8 va=-(8n L)/ (8 &),
vs=—(8: A1)/ (8 &)
larni topamiz.
Shunday gilib, @ B, f5. 7. 72, 71 lami yuqoridadek tanlab
olganimizda, g, g, g;. £, vektorlar juit-juftn bilan ontogonal vek-

torlar bo'ladi. Demak,

%3 It %4 Ped
{’l = ({)I s ca = (‘-’2 . (_33 = éij ' ¢y = 'i’"
&y

2| bzl

vektorlar ortogonallashgan bazis tashkil kiladi.
584. Darajasi ikkidan oshmagan ko'phadlar to'plami garaladi.
Ikki ko phadning skalyar ko‘paytmasi quyidagi tenglikdan ani-

glanadi: .
(x.7)= [*(1)¥(1)ar

7, =17, j_r? =1, f_1 =] barzisdan foydatanib va 583-masalada

&2

ko rilgan yechish usulidan fosdalanib, bu fazo uchun ortogonal
bazisni guring.
Yechish: Avval g,. g,. g, ortogonal bazisni ko*ramiz. Faraz
gitaylik ¢, = _ﬂ, ya'ni g = £, &, = ;7, +0g, =t+at’. U holda
197



t | 1
J'gzrldr = J‘r3a?+£r'[14d(_ g, va g, vektorlarning ortogonalligidan

Q a 0

oxirgi tenglikning chap tomom nolga aylanadi. Shunday qilib
-5 - 5t = 2 5’

0'-=T va £, zf—T Endi &, nitopamiz. & =|+A¢ +|ﬂ("‘z

tenglikda B va £, ning qiymatlarini ortogonallik shartidan ani-

glaymiz:

1 i i 1
Ldr =0 =3/ * Vel = 0. Shunday qilib, 0= {r'dr + f5 {¢'d
!g_! i Jg3(t At )(f wnday qihb J{r dt 4 f 6[: !

5, ORI
va Q= |[r—=t" |de+ B | 1——i 'dr.
W4 o L

5 _ A
Bundan [f,=—§: Po=—4 T=l-T——H-—

_ 102 o s 3
Z=1-4r+ 3 CEndi g =1 'Q?:!_T vil

2

10¢
g, =1-4r+
&3 3

vektorlarming usunliging topamiz.

| I l
&= J-r dt = L J dt =——.
| | 4_\;3

] | Y
|2,)= i—4t+£;r2 et = 'I[( — 5 +(Jb ﬂr%w!‘ |m=l.
; 3 Vit 3 3 g ) 3

Shunday qilib,

4—h|dl

=S5, 7 =2 = J3({4-57),
“ Igzl i IA' (4-5)
g, = £ 3 124100
|g3|

vektorlar ortonormal bazisni tashkil giladi.
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585. A ning ganday giymatlarida
g =he+e v+, g =¢ +Ahe+e e
B =B +B+AE+E. B =h 45 +E +AE,
vektorlardan tuzilgan bazis ortogonal bo'ladi? Bu bazisni nor-
mallashtiring.

Yechish: (22, )=0, (i 2k) shartdan A+ A+1+1=0 teng-
lamani hosil qilamiz. Shuningdek, A = -1 va

B =BG AT, D=8+ 10, § =G -5 T,
gi=g+8+5 -8, [gl=VI+I+1+]=2
Shunday qilib,
=0,5(-2+5+5+%). §=05-(F -5 +5 +5,).
g, =0,5(¢g +€2—F3+€4),; e, =05-(¢, +¢,+&-¢,)
ortonormal bazis tashkil giladi,
586. a va [} ning ganday giymatlarida

a=%+1% ise  w="%ipn+s
€ =—F+—— . &= - va
i e 3 2 3 ¢ 2T 38
-t _ i :
g, = ffe, + —6’; €, vektorlardan tashkil topgan bazis ortonor-
mal bo‘lad:.

Yechish:  |g|=1, (g )=0 (i#k) da shartiardan teng-
lamalar sistemasini hosil qilamiz:

[a +(1- ) +9p% =
afl-a)+3(! —a)B+3aB =0.

Oxirgi tenglamadan £ = —a-(a‘ —1);’3 ni topamiz. [ ning bu
qiymatini birinchi tenglamaga gqo‘yib, quyidagilarni hosil qilamiz:
at+(l-a) +at(1-a7) =9 1-21-aa+a(l-a?)=9;

(l ~q +a2)=9. a ning haqigiy qivmatlarida 1-a+a’ >0
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bo'lganligi uchun, | g s+¢’ =3.¥a'ni @’ —a -2 = (. Shuningdek

-2 2
o, =~ a,=2: {)’,=—3~; ;Iz=3-
Demak, ikkita ortonormal bazis hosil gilamiz:
| 2 2 2 2 ]
N o Ao Ao St Lo 1o
‘_J _—-H) +_)_}.—.-—_J s e"l j—Jresy L —_-.c —_L N
| 3 1 3 - 3 1 2 3 | 3 2 k ]
_,||] 2E l_ +2_
g = —— _—— — .
3 3873075
_u} 2_ I_ 2_ _{2} 1_+2_+2__
g, m—p, — =, m =L Oy m B o0, By
1 3 ! 2 1 1 3 | 3 2 3 3
s _2s 25 L

1. Ortogonal almashtirishlar.

Evikiid lazodagi A chizigli almashtinsh ortogonal deyiladi,
agar 1 bu fazodagi har qanday ikkita X wva y vektorlarning
skalyar ko'paytmasini saqglasa, va’'ni (A.?. A?)z(IT) Bunda x
vektorning uzunligi o’zgarmaydi, ya'ni |AT‘=‘?‘ Shunday gilib,

Xy _(A.T,Af)
¥ [¥] | 4%]|4¥]

Oxirgi tenglikdan A chizigh almashtirish har ganday ikkita
X va ¥y vekiorlar orasidag burchakni o*zgartirmasligi kelib chigadi.
Ortogonal almashtirish ixtivoriy ortanormal bazisni ortonormalga
o'tkazadi. Aksincha, agar chizigli almashtirish biror ortonormal
bazisnt ortonormalga o'tkazsa, u holda u ortogonal botladi,

587. llar bir geometrik vektorni biror fiksirlangan tekislikka
nisbatan simmetrik vekiorgn o'tkazadigan almashtirish ortogonal
bo‘ladimi?

588. xOy tekisligida yotgan har qanday vektorni fiksirlangan

a burchakka burishdan thorat bo'lgan almashtirish ortogonal
bo'ladimi?
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589. ; ning gandav giymatlanda 4y =23 tenglikdan anigla-
nadigan A almashtirish ortogonal bo*ladi?

590. Biror ortonormul ¢, @, ¢, bavisda

dy o ds o Uy
A=l ay ay

Uy My g

matrisa orgali amglangan A almashtinsh, agar

aidy, F iy Y dylyn =0, o wa raga, =0,

ol +tty, ¥ andy, =0, o+t T, =1,
2 2 2 2 2 2

7R TS TR ary, vt +a, =l
bo'lsa, ortogonal bo'ladimi?

891. Ax =-£6 + &0 + 5@, +£,e, almashtirish ortogonal

bo'ladimt, bunda X =S£¢ +&,6 +45,¢;, +£,¢, ihtiyoriy vektoriar,
£, €, €, ¢, — esa artonormal bazis?

592. ¢, ¢, &, €, &, ¢ — ortonormal bazis bo'lsin. Agar de, = ¢,.

AE, =&, _

Af, =& cosa +¢,sine,, A?, =-¢sina +¢, cosy,
4 4 h 4

Ade; =e.cosff+e sinf, dAe, =-e sinfi-7, cosff bo'lsa, A or-

tonormal almashtirish ckanligini isbollang.

7-§. KYADRATIK FORMALAR

X, Xy ... . X, haqigiy o'zgaruvchilarning Avadratik formasi

dch, birinchi darajali had va ozod had gatnashmagan, bu
o'zgaruvchilarga nishatan ikkinchi darajali ko'phadga aytiladi.

Agar f(,l'l. Xay e .\'ﬂ) - X, X, ... X, o'zgaruvchilarning

kvadratik formasi, A esa gandaydir hagigiy son bo'lsa, u holda

FAX, AXay s AX)) = A7 F{X,. Xyu ooy ¥, ) bo'ladi. Agar #1=2 bo'lsa,
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u holda f(x, X,)=a,x° +a,x°, +2a,xx,. Agar n=3 bo'lsa, u
holda

a 2 ?
FUx, xy, X)) =i,% + G Xs + 0uXy + 205X, %, + 20X, X, + 285, X,X;

bo‘ladi. Kelgusida barcha zaruriy ifodalashlar va ta'riflami uch
o‘zgaruvchili kvadratik forma uchun keltiramiz.

ey, U, Ay

A=l ey da oty

Uy, U ity

matritsada @, =a, bo'lsa, f(x. X, X,) kvadratik formaning

1% +

matrifsasi deb ataladi, unga mos kelgan determinant esa kvadratik
formaning determinanti deb ataladi. 4 — simmetrik matrisa bo'lganligi
uchun

a, — A 4 dyy
ey, an_;" ayy =0
el dy  ap—A

xaraktenstik tenglamaning A4, 4, va A, ildizlari haqigiy sonlar
ho'ladi,
Faraz gilavlik,
g =bg +b,e, +b,8,
€ =b,8 +b,e, +b,8,,
53' =b,s€, +bye, + b8,
vektorlar, ¢, &, & ortonormal bazisdagi 4, 4,, 4, xarakteristik
sonlarga mos keluvchi normallashtirilgan xos vektoriari bo‘lsin.
O'z navbatida e, €;, €, vektorlar ortonormal bazjs tashkil etadilar.

.hn by by
B=|h, by by
hy by by

matritsa esa €, ¢, ¢ bazisdan g/, €, € bazisga o‘tish matritsasi
bo'ladi. Yangi ortonormal bazisga o'tishda koordinatalarni almash-
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tirish formulalari quyidagi ko'rinishda bo'ladi:
Xy = by Xy + 0,5 + by,
X, =by Xy +hyx by,
Xy = Box) 4 B xS + by
Bu formulalar yordamida f(x,. x,, x;) kvadratik formani al-
mashtirib, xx5, xxi, x;x; ko‘paytmali hadlar kirmagan
S{x. %, %)= 4x7 + Ax) + Ax, kvadratik formani hosil gilamiz.
B ortogonal almashtirishlar yordamida f(x,, x,, x;) kvadra-
tik forma karnonik ko 'rinishga keltirildi deb aytish gabul gilingan.
A, A, va A, xarakteristik sonlar turli degan farazda muloha-

zalar vuritildi. Agar xarakteristik sonlar jchida bir xillari bo‘lsa
nima gilish kerakligini masala vechish davomida ko‘rsatilad:.

593. S =27x!~10xx, +3x} kvadratik formani kanonik
ko'‘rinishga keltiring

Yechish: Bunda a,, =27, a,;, =-5, a,, =—-3. Xarakteristik teng-
lamani tuzamiz
21-4 -5

-5 3_/1:0 y0k1 ,&,2—30114-56:0, Yfl'ni ,/1|=2, /12228

xarakteristik sonlar. Xos vektorlarni aniglaymiz.
Agar A=2 bo'lsa, quyidagi tenglamalar sistemasini hosil
gilamiz:
{25{, -5¢&, =0,
=54, 44, =0,
Bundan esa ¢, =54, ni hosil gilamiz. & =c¢ deb olib, &, =5¢
ga bo‘lamiz, ya'ni xos vektor 7 =c{g +5-&,) ga teng bo‘ladi.
Agar A =28 bo'lsa, quyidagi sistemaga kelamiz:
{"éﬂ —5¢, =0,
=53¢, - 25¢, =0.
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Bu holda V =¢(-53- +&,} xos vektorni hosil gilamiz. @ va ¥

vektorlarni normallashtirish uchun s=1/vJ12+5" =1/426 deb
qabul gilish kerak.

o, le+se)) _, {-Se+0,) ..
Demak, biz ¢ :-( ! 2)~ e, = ( L :) normallashririlgan
26 ) V26

xos vektorni topdik.
¢, €, ortonormal bazisdan ¢, & ortonormal bazisga o‘tish
matritsasi quyidagi ko‘rinishga ega:

| =5
NN AT
. 20 26
= )
3 P
\'\,‘:2_(1 \vr."{T‘:

Bundan koordinatalarni almashtirish formulalarini hosil gi-
lamiz:

5, 5

l F r
X =—X——X,, X, =m=—/—X, +—F/—X,.
267 2670 T et 26

Shunday qilib,

t

g "=

f= 7-(ﬁl~x’~—i—x J —IU-(——I——x’w—é—xi]-
V261 V26 V26 V26
s o1t Y5 L, 0 Y L. »
‘[—Ex, +\-!2_€.‘:3J+3-(—\/2—_(;x, +——\/§-sz =2x," +28x).
f= /11):;2 +/l3x;2 bo‘lganligi uchun bu natijani birdaniga hosil qi-
lish mumkin edi.
594. f=2x" +8xx, +8x) kvadratik formani kanonik ko'rinishga
keltiring.
Yechish: Bunda @, =2, g, =4, a,, =8
Xarakteristik tenglamani yechamiz:
2-4 4

=0 A4 =0, 4, =I10.
4 gz 0 AT0A

204



Xos vektorlarni aniglaymiz.
» =0 da guyidagi sisternani hosil gilamiz:
[2£ +4&, =0,
14@ +85, =0,
uning yechimlan &, =2¢, {, =—¢ bo'ladi, ya'ni &=c-(25 -g).
A =10 da quyidagi sistemani hosil qilamiz:

~ 88, +4%, =0
48, - 28, =0

uning vechimlari & =¢,& =2¢, ya'ni V =L"(el + 2&'2).

IE — .
o= I __I__ b ("' )

[}

= = e B St M7 4
u'rl"' TN deb  gabul  qilib € \E )
o _(@+25)
¢; :T normallashtirilgan xos vektorlarni topamiz,

Yangi bazisga o'tish matritsasi {ortogonal alimashtirish matrit-
sasi) quyidagi ko‘rinishda bo'ladi:

2 13
NE

2
NN

Koordinatalarni abmashtirish formulalari quyidagicha yoziladi:

S 2
X, = %xhﬁ.\‘;,g = —:}——gxf +ﬁx; .

Shungs ko'

? 2,1 1 2
| ==L | H 8| = =X || X = |+
SVERRNE } [ﬁ‘ J5 Mﬁ JE'J
R —— x| =10x".
{ NERENE J !
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Bu masalani soddaroq yechish mumkin. f:?(.rl-i-lx:)'
ekanligini ko'rish giyin emas. Shuning uchun

(% +2x,) _ (x +2x, ) X = (2x - x:) deb gabul gilish mum-
J1+4 NG 5

kin (ikkinchi tenglik almashtirishning ortogonalligini hisobga olib

X =

yozilgan). X, +2x, =\f§-.\"} bo‘lganligi uchun, .}"=10x;3 bo*ladi.

395, f=3x] +2x; +x, + 4x.x, +4x,x, kvadratik formani ka-
nonik ko‘rinishga keltiring.
Yechish:  Buvyerda «, =3, a,, =2, wy=1 0,=2, 4,=0, a,,=2.
Xarakteristik tenglamasini tuzamir:
31— 2 o
Y 2.4 2 =0,

I

ya'ni (3-4)(2-A)(1-2)-4{l-4)-4(3-1)=0. Uning yechim-

Jari:
A= A==l A, =5
Topilgan xarmkienstik sontarga mos xos vekiorlairm aniglaymaizs,
Xos vektorlarning koordinatatarini aniglash uchun uchia ¢hizigh
tenglamalar sistemasint hosil gitamiz:

by 2-2. ) h=-1, 3y L=3
& +254 =0, 45 +25, =0 =25 425 =0
2L 428 =0, 2L +35 +25, =00 425 =35 +28 =0,
25 -5 =0 25, +25 =0 126.-44,=0
§ =2 & =c & =2c,
&y =0, & =-2c, &, = 2c,
o = 2, 5, = 2c, £ =c

n=c(28-2,-28), v=c(e, 25, +2¢), w=c(2e +28,+7,)
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e,'zé(ja—a_,—?.a), F;=%(F;—2'€3 +2¢,), & -%(33% +28,+2,)

Ortogonal almashtirish matritsast quvidagi ko*rinishda bo'ladi:

2 1 2

3 3 3

] 2 2

B=}-—— -= =

3 3 3

2 2 1

3 3 3

Koordinatalarni almashtirish formulalari quyidagicha:
2,1, 2, 1, 2, 2, 2,02, 0,
VST RN AN, S X — X XL, S o R
3 303 ¢ 3 3 3 3 3 3

Shunga ko'ra: [ =2x* - x) +5x}.
596, /= 6.\',3 +3:~:22 + Bxf +4x,x, +4xx, —8x.x; kvadratik for-
nani kanonik ko'rinishga keltiring.
Yechish: Bu vyerda a,=6, a,,=3, ¢y =3. u, =2 u,=2.
ty, = —4. Xarakteristik tenglamani yechib:
6-A 2 2
2 3-4 -4 |=0,
2 ~4  3-4
7.y =A, =7,h, = -2 xarakteristik sonlarini topamiz. 4 =7 da qu-
yidagi sistemaga kelamiz:
-5 +24,+24, =0,
28, ~4¢, 48, =0,
28,-48,-44,=0.

U bina &, =25, + 24, tenglamaga keltiriladi. Bu tenglamaning

vechimini & =2u+2b,$, =a,&, =b ko‘rinishda yozish mumkin.
Natijada ikkita @ wva & parameirlarga bog'liq bo'lgan

=2(a+b) e, +u-€+b& xos vektorlar oilasini hosil gilamiz.
20



» = -2 da quyidagi sistemani hosil gilamiz:
88 +25, +2¢, =0,
26+ 55, - 45, =0,
28, —4&,+5£, =0

Masalan, ikkita oxirgi tenglamani yechib 5’-=‘§2~=—%~
9 -18 -18
yoki §,=~'23 =—323—, & =¢, & =-2¢, & ==-2¢c lami hesil qila-

miz. Shunday qilib, ¥ =¢-(2, —2¢,—2¢,) bir parametrli xos vek-
torlar oilasini topamiz. ¥ =2-{a+5)-g+a-2,+h 2, xos vektor-
lar oilasidan ikkita qandaydir orlogonal vektorni ajratamiz. Ma-
salan, a=0, h=1 deb faraz qilib, ¥ =2 +¢, xos vekiorlarnt
hosil gilamiz. a va b parametriami shunday taniaymizki, (EF,zTi ) =0
tenglik bajarilsin. U holda 2-2(a +5)+5 =0 tenglamani hosil qi-
lamiz, ya’'ni 4a+56=0 Endi ¢=35 b=-—4 deb gabul gilish mum-
kin, bundan garalayotgan oilaning boshga xos vektorlarini topamiz:
u, = 2, +5e, —4e,

Demak, biz uchta o‘zaro ortogonal vektoriarni hosil qildik:
u =2 +e, u,=2¢+3, -4, v=¢ —2e,-2,. u, va @1, xos
vektorlar A =7 xarakteristik songa, V xos vektor s=l da A=-2
xarakteristik songa mos keladi. Bu vektorlarmni normallashtirib, yangi
ortonormal bazisni hosil gilamiz, bunda yangi bazisga o‘tish
matritsasi quyidagi ko'ninishda bo‘ladi:

2z 2 1
V5 3J/5 3
gl 0 Y5 -2
3 3

4 -2
35 3

I
7_5_'

&
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Bcrilgan kvadratik formaga
1 Js,o2, 1, 4, 2,
\/_ \/_x,ﬁ- Xpo Xy = 3 X:‘g-‘?u x_;=—£x,—§7_5—x3 -3
koordinatalarni almashtirish formutalarini qo‘llab
£ =Tx* +7x -2x ni hosil gilamiz.
597. 17x* + 12xu + 8u* — B0=0 egri chiziq tenglamasini

kanonik ko'rinishga keltiring.
Yechish: Tenglamaning yuqori darajali hadlari guruhi, ma-

trisasi
17 6
A=
s ¢

bo‘lgan 17 x2+ 1 2xu+ 8 u? kvadratik formani hosil qiladi. Xarakte-
ristik tenglamani tuzamiz:

1T-% 6]
6 8-A

yoki 22 =254 +100=0. Uning yechimlari

A, =35, &, =20 xarakteristik sonlar. Shunga ko‘ra 17 x+12xu+8u?

kvadratik forma 5x" +20y'? kanonik ko‘rinishga keladi, berilgan

tenglama esa quyidagi ko‘rinishga keladi: 5x7 +20)'? ~80=0 yoki

— +=——=1, ya'ni berilgan egri chizig ellips ekan.

Elipsning tenglamasini kanonik ko'rinishga keltiradigan bazis-
ni topaylik, buning uchun xos vektorlarni aniglaymiz.
A=5da ,
12¢,+6&, =0,
{65, +34,=0
tenglamalar sistemasiga ega bo‘lamiz va uni yechib &, =-2¢ ni
hosil qilamiz. £ =c¢ deb faraz qilib, ¢, =—2c¢ ni olamiz, ya'ni

u=c-{ -22,) xos vektor.
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=35, +6¢; =0,
6f,—12£,=0

tenglamalar sistemasiga ega bo'lamiz, bundan &, =2£, ni hosil

}»-_‘0 da {

qilamiz, ya'ni ¥ =c-(2¢ +&,) xos vektor.

I 1 z -2, 2z +€
C=T=’ =~—7= deb gabul gilib, 8§ =——2 va g, ——2%
1247 /¢ deb qabul qilib, e, JE va e, JE

normallashtirilgan xos vektorlarni topamiz.
Ortogonal almashtirish matritsasi quyidagi ko'rinishga ega:

{1 2

NG

Koordinatalarni almashtirish formulalari quyidagicha yoziladi:

1, 2, 2, l
=X t—=y, V=X =)
NN NN

17x% +12xy +8)° —80:%():42)/)3 +152(x’+2y'](—2x’+y')+

X =

+§(—2x' +5) -80=5x7 +20y" - 80.

Bu natijani A, va A, lar topilganda darhol hosil qilish mum-
kin edi: Ax” +4,y" ~8=0.

Quyidagi egri chiziglar tenglamalarini kononik ko‘rinishga
keltiring:

598. 6x' +245xy+2y? ~21=0.
599, 4xu+3uw? +16=0.

600. 5x’+46xy+7y' —44=0.
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VI BOB
ANALIZGA KIRISH

I-§. ABSOLUT VA NISB]Y XATOLIKLAR

Faraz qilaylik a — hisoblashlarda 4 antq sonni almashtiradi-
zan faqribiy son. « — taqribiy sonning absolut xatoligi deb, «
taqribiy son va unga mos aniq A4 soni orasidagi ayirmaning absolut
giymatiga aytiladi: |d-af. |4-a]l<A tenglsizlikni ganoatlantiruv-
chi, mumkin bo‘igan A kichik songa, limit absolut xatolik de-
yiladi.

A anig son g-A<Jd<g+a chegaralarda joylashadi, voki
A=a+A . g tagribiy sonning nisbiy xatoligi deb, bu sonning ab-
A-a A-«a

) =8
A A
tengsizlikni ganoatlantiruvchi, mumkin bo‘lgan & dan kichik

solut xatoligini mos aniq songa nisbatiga avtiladi:

songa limit nisbiy xatolik deyiladi. Deyarli 4 =a bo‘iganligi uchun,
A
limit nisbiy xatolik sifatida 5—‘; son gabul qilinadi {odatda pro-

sentlarda ifodalanadi}, ol -8 < 4 a1+ 8) tengsizlik o‘rinti. O'nli
kasr ko'rinishida yozilgan, musbat o taqribiy son absolut xatoligi
n-xonasi birliklarining yarimdan oshmasa, bu son »n ta ishonchlhi
belgi (ragam) pa cpa deyiladi.

»n>1 da binnchi ishonchli ragami £ bo'lgan, ¢ tagribiy son-
ning limit nisbiy xatoligi sifatida 5=;—: — | sonni qabul gilish

n
S LT

mumkin, Agar

§< ! (L)Wl 1
T 2tk+ D10 (1)

ma’lum bo'lsa, u holda g soni n ta ishonchli belgiga ega
bofladi.
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Bir necha sonlar algebraik yig‘indisining limit absolut xatoligi
go'shiluvchilar limit absolut xatoligining yig'indisiga teng. Musbat
go'shiluvchilar vig'indisining nishiy xatoligi bu go'shiluvchilar
nisbiy xatoligining eng kattasidan oshmaydi. Tagribiy sonlar
ko'paytmasining va yigtindisining limit nisbiy xateligi bu sonlar
limit nisbiy xatoligining vig'indisiga teng. Tagribiy son damjasining
limit nisbiy xatoligi bu sonning limit nisbiy xatoligining daraja
ko‘rsatkichiga ko‘paytmasiga teng.

601. Teodolitda o'lchangan burchak 22°20°30" + 30" ga teng bo‘lib
chigdi. O‘lchamning nisbiy xatoligi ganday?

Yechish:

A =30" absolut xatolik. U holda nisbiy xatolik

6=é=——-£’—”—'100'%|=0.04'%_
o 22°200307

602. Nisbiy xatoligi 0,5% bo‘lganda og'irlik kuchining tezla-
nishi g=0,806... ning ishonchli belgilar sonini aniglang va taqribiy
migdoming mos yozuvini bering.

Yechish:

Birinchi qiymatli ragam 9 bo*lganligi uchun (1} tengsizlikdan

1
2-10

I V-'
foydalanib, 0,005 < [E] ni hosil gilamiz. Ya'ni n=2, De-
mak, g=9,8

603. J19 sonining limit nisbiy xatoligi 0,1% ekanligi ma’lum.

Bu songa nechta ishonchli belgilar kiradi?
Yechish:

Bunda birinchi ishonchli ragam 4 bo‘ladi. §=0,001=10" limit

-1
oy
nisbiy xatolik. (I) tengsizlikka asosan 0,001 Siﬁs—(m] bo‘ladi.

Bundan n=3 ni olamiz. Shunga ko‘ra J@=4,36 {to‘rt xonali

jadvaldan 19 =4,3589).
604. Agar nisbiy xatolik 1% ga teng bo‘lsa, 4=3,7563 son
nechta ishonchli belgiga ega bo‘ladi?
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Yechish:
Birinchi ishonchli ragam 3 bo‘ladi, shuning uchun

-}
0.01 s —. L] ,
2:4 L10
bundan »=2_ A sonni shunday yozish lozim: 4=3,8.

605. Kvadratning yuzi 25,16 sm? ga teng (0,01 sm! gacha
anighkda).

Kvadratning tomonini qanday nisbiy xatelik bilan va nechta
ishonchli belgilari bilan aniglash mumkin?

Yechish:

x =+25.16 izlanayotgan tomon. & ={1{2)(0.01/25.16))
kvadrat tomonining nisbiy xatoligi, bu yerda 0,0} yuzaning abso-
lut xatoligi, ya'ni 8 =0,0002. Kvadratning o‘lchanadigan tomoni
uzunligining birinchi ishonchli ragami 5 ga teng. k=35 da () teng-

sizlikni echib, (5+1)‘0.0002<mn_1 ni hosil qgitamiz, yoki

-3 1 . .
1,2-107" s ——_ Bundan n=3 ni olamiz.
107

606. Agar doiraning yuzi 124.35 sm? ga teng ekanligi ma'lum
bo‘lsa, (0,01 sm? gacha aniqlik bilan), uping radiusini nechta
ishonchli belgilar bilan aniglash mumkin?

607. Agar kesik konus asoslarining radiuslan g=2364 +0,01(sm),
r=17.31£0,0] (sm}, yasovchisi ¢=10,21=0,01 (sm), n=3.14 bo'lsa,
uning to‘la sirtini hisoblashlardagi limit nisbiy xatoligini toping.

608. g =9,8066 con beshta ishonchli belgili ogtirlik kuchi tez-
lanishining (45" kenglik uchun) tagribiy qiyvmati bo'lsin. Uni nisbiy
xatoligini toping.

609. Tomonlari 92,73+0,01 va 94,5x0.0! (sm) bo‘lgan to'g'r
to'riburchakning yuzini hisoblang. Natijaning nisbiy xatoligini va
ishonchli belgilar sonini aniglang,.
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2-§. BIR ERKLI O*ZGARUVCHINING FUNKSIYASI

Ratsional va irrasional sonlar haqiqiy sonlar deyiladi Barcha
haqigiy sonlar to'plami K bilan belgilanadi. Har biy hagiquy
sonni sonlar v'gidagt nugtada tasvirlash mumkin,

X va Y ikkita bo'sh bo‘lmagan to'plamlar be'lsin. Agar X
to'plamning har bir v elementiga biror anig qoidaga asosan Y
ning yagona clementy u mos kelsa, bu holda X to'plamda giymat-
lar to'plam Y ba'lgan tunksiva yoki asklantinsh berilgan deyiladi.
Bu funksivaning ko‘rimishint shunday vyorzish mumkin:

xe XX _L+}- yoki f-v-»}F punda A funksivaning aniglanish
sohasi, v = /(1) ho'tinishdagi sonlardan tuzilgan ¥Vio'plam esa -
funksiyaning giymatiar to'plam deyiladi. Agar u o'zgaruvchi,
x erkli otzgiaruvehining funksiyasi bo'lsa, v holda ¥ f{x} yoki
v=wx) kotrinishda ham yoziladi. fva @ hartlar shunday goidani
xarakierfavdiki, bunda berilgan x arguwmentgn v oning giymatlan
mas keladi. /funksivaning amiglanish sohasy O hilany, qivmuat-
lay toplumi esa. £ bilan belgianadi. f(x) lunksiyaning x—ua
dagi grymalt, bunda e D073, funksivaning xususiy givinati deyi-
ladi va f{a) bilan belgitanadi. Oddiy hollarda funksiyaning anig-

lanish sohasi: Jw.Al iterval {ochiy oralig), ya'ni a<a<p shartini
gacoatluntiruvehi x ning qiymatiar to'plammi, [,h] segment (kes-
ma yoki yopig oralig) ya'ni a <x<# shartnt ganoatlaniiruvehi x
ning giymatlar to'plami; Ja.b] (ya'nl a<x <) yoki [wb[ (yo'ni
o <x<h) yarim interval, cheksiz interval [w1%] (ya'mi a<x<h)

yoki |-wb] (va'ni -=»-xgh) yoki Jw+r| (ya'ni -ew gxgw)
bir necha intervallar va segmentlar 1o'plam va hok.
Quyidag funksivalar asosiy elementar funksiyalar deyiladi:
l. y = x* darajali funksiya, bunda xeR
2. y=a' ko'rsatkichh funksiya, bunda, a — birdan largli 1x-
tivoriy mushat son: a>0, a1
214



3. p=log x logarifmik tunksiva, bunda ¢ — birdan fargli ix-
tiyorty mushat son: a>0, gz 1.

4, y=sinx, y=cosx, y=tgx. y=ctgx, p=secx, }=cOs¢cX tri-
gonometrik funksiyalar,

5. y=arcsinx, y=arccosx, y =arclgx, y=arccigx teskari trigo-
nometrk tunksivalar

Elementar funksiyalar deb asosiy elementar funksiyalardan
ta‘rita arifmetik amal va superpozisivalash {ya'ni murakkab funk-
siyalarmi hosii) qilishni, chekli son manta qo‘llash vordamida
hosil bo'ladigan funksivalarga aytiladi. Haqiqiy son x ning absolut
giymati (moduli} elementar bo'lmagan lunksiyaga misol bo'lib
xizmat giladi:

. x vz

el |“[-x. x<0

|x] geometrik nugtai nazardan sonlar o*qida koordinatasi x bo'lgan

nuqtadan sanog boshigacha bo'igan masofaga teng. Koordinatalan
{(x, fIx)) bo'lgan xOy ickislikdagi nuqtalar to*plami y=/(x)
fiinksivaning grafigi deviladi, bu yerda x ¢ ()

Agar har qanday xe O(f) uchun f{-x)=f{x) |mos ravishda
[(—x)y=—f(x)]| bo'lsa, aniglanish sohasi nolga nisbatan simmetrik
bo'lgan fix) funksiya, juft (tog) funksiva deyiladi. Jult funksiya-
ning grafigl ordinala o'qiga nisbatan, togq funksivaning grafigi —
koordinata boshiga nishatan simmetrik bo'ladi. Agar shunday musbat
T son mavjud bo'lsaki, xeD(H va (x+NeD da flx+T)=f(x}
tenglik bajurnlsa, f{x) funksiva davoy funksiya deyiladi. Ko'rsatilgan
hossalarga ega bo'lgan cng kichik musbat r soniga funksiyaning
asosity davr deyiladi.

i

610. Agar fix)=x' bulsa, n toping.

Yechish:
Berilgan funksiyani x=g va y=4 do giymatini topamiz:

flu)y=d* . flby=#". U holda quyidagini hosil giiamiz:

e fray b ed?

- :{J+|I_I_
= h=u



611. f{x)=

Yechish:
Agar 2x—1+#0, va’ni x# 1/2 bo'lsa, berilgan funksiya anig-
langan. Shunday qilib, funksiyaning aniglanish schasi quyidagi
ikki intervalning birlashmasi bo‘ladi: D(f)=]-oc, 1/2{U)1/2,+=]
In(i + x)
x-1

x-2
Tei funksiyaning aniglanish schasini toping.

612, flx)=
Yechish:

Agar x—1#0 va |+x>{), ya'ni agar x#1 va x>—1 bo‘lsa
funksiya aniglangan. Funksiyaning aniqlanish sohasi quyidagi ikki

funksiyaning aniqlanish sohasini toping.

intervalning birlashmasi bo'ladi: D(f)=|-L U]l +o]

613. f{x}=v‘l—2x+3arcsin3x_
hasini toping.

Yechish:

I—-2x >0 da birinchi qo‘shiluvchi, —1<(3x—1)/2<0 da esa
ikkinchist haqgiqiy gqiymatlarni qabul giladi. Shunday qilib, be-
rilgan funksiyaning aniglanish sohasini topish uchun quyidagi
lengsizlik sistemasini echish zarur:

1—2x20, (3x—1}/2<1, 3x—1)/22—1. Natijada x<1/2, x<1,
x2Z~1/3 m hosil gilamz. Shunday gilib, funksivaning aniglanish
sohasi {—1/3, 1/2] kesma bo‘ladi.

614. Funksivalaming giymatlar to‘plamini toping;

1) F{x)=x?—=6x+5 2) f{x)=2+3sinx

Yechish:

1} Kvadratik uchxaddan to‘la kvadrat ajratib, f(x)=x*-6x+
+9-4=(x-3) ~4ni hosil gilamiz. O'ng tomonda turgan ifodaning
birinchi xadi x ning barcha qiymatlarida musbat bo‘lgani uchun
funksiya —4 dan kichik bo'lmagan giyvmat hosil giladi. Shunday

funksiyaning aniglanish so-

gilib funksiyaning qiymatiar sohasi [-4,+w0) ga teng.

2) Sinusning giymatlari modul bo‘yicha birdan oshmagani
uchun [sinx]<1 yoki -l<sinx<i tengsizlikni hosil gilamiz. Bu
tengsizlikning ikkala tomaonini 3 ga ko‘paytinb va ularga 2 ni go‘shib,
—1<2+3sinx<5 ni hosil qilamiz. Shunday qilib £(f)=[-L35}.
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615. Funksiyalarning asosiy davrlarini toping.

1) f(x)=cos8x 2) f(x)=sinbx+rgdx
Yechish:

1) cosx funksiyaning asosiy davri 2n bo‘lganligi uchun,
2

2n 3
f(xy=cos8x funksiyaning asosiy davn 3 8 yoki 7 & teng.

2 m
2) Bu yerda birinchi go‘shiluvchining asosiy davri 63 &

n .
teng, ikkinchisi uchun esa, u 382 teng. Berilgan funksiyaning
hY n
asosly davri 3 va g sonlarning eng kichik umumiy karralisiga,
ya'nt T ga teng ekanligi ko‘rinib turibdi.
616. Funksiyalarmming juft yoki togligini aniglang:

D fiy=x-Yx+2sinx;  2) f(x)=2+27"; 3) fx)= |x|—-5e"' ;

3
4y f(xy=2x" +5x; S)f(;\‘):]g::iz.

Yechish:

Ko‘rilayotgan masalalarda har bir funksiyaning aniglanish
schasi nolga nisbatan simmetrik: birinchi to‘rtta masalada

D(f)=(—0,+0), oxirgi masalada esa D{f) = (-ot,~-3)(3,).
1) x ni —x ga almashtirib

f(—.r):(—x)z-U;+ZSin(—x):-x2'\‘F~—2sinx ni hosii gilamiz,
va'ni f(-x)=-f(x). Demak, berilgan funksiya toq funksiya ekan.

2y f(-x)=2"+2"=2"+2" bo'ladi, va'ni f(-x)=f(x) De-
mak, funksiyva juft ckan.

3) Bu yerda f(-x)=|-x] ~§eY :|xf—5r3‘: ,ya'nio f-x)= f(x).
Demak funksiya juft funksiya ekan.

4) f(x)=(-x) +5(-x)=x* -5x Shunday qilib f(-x)= f(x} va

Fl—x)#—f(x), ya'ni berilgan funksiya na juft, na toq bo‘lmaydi.
Jutt ham, tog ham emas.



—x+3:|g.r—3 =Ig{x+3) ! =_ng+3
-x-3 r+3 x-3 x=3
ni topamiz, ya'ni f(—x)=—f(x) va shuning uchun berilgan funk-
siya togdir.

617. Funksiyalarning aniglanish sohasini toping.

5) fix)=lg

1) f(-f}=\‘4—xz+l; 2) f(.\‘}=arccos(-§-l];
X

-2 20743
C X)) s ———
- ) R

2 XNy

3)f(x)=—]—;; 4) flx)=

X
Xx¢ cOs

6) f()=teBx-D)e2lgx+ly; Ty Flx)= Ti—‘;—Jsinr,

618. Funksivalarning giymatlar to*plamini toping.
D =l «1; 2 f=5x; 3 f0)=V6-x;

4) f(x)=-x* +8x-13; 3) f{xy=1~3cosx; 6)f(.r}=4"!
619,

) /@ =x*sin?x; 2) fin=51x1-39x ; 3) S0 =x* -3t +x;
4y fix)=lx|+2; §) f(x)=x+2[; 6) f(x)=lgecosx;

16" -1
) f(-\)—T.

620. Funksiyalarning asosiy davrlarini toping.
1} fix)=sin5x: 2) f{x)=-2cos(x/3)+];
3) f(x)=Igcos2x; 4) f(x)=1g3x +cosdy.

3-§. FUNKSIYALARNING GRAFIKLARINI YASASH

Funksiyalarning grafiklarini yasashda quyidagi usullar
qo‘llamiladi: “nugtalar bo‘yicha™ yasash; grafiklar ustida amaliar
{go'shish, ayirish va grafiklarni ko'paytirish); grafiklarni almash-
tirish  (siljitish, cho‘zish).
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y=f(x) funksivaning grafigidan fovdalanib, quyidagi funk-
sivalarning grafiklarini yasash mumkin:

1}y y=Ff(x—a) — COx o'qi boyicha g birlikka surilgan boshlang‘ich
grafik:

2y y=f(x)+b — Oy o‘qi bo‘yicha b birlikka surilgan huddi
o‘sha grafik.

3y y=Af(x) — Oy o'gi bo‘yicha A marta cho‘zilgan boshlan-
gich grahk.

v =ftkx) — Ox o'qi bo'yicha |/k marta cho'rilgan, xuddi o‘sha
grafk.

Shunday qilib, p=f(x) funksiyaning grafigiga ko‘ra
¥=Aflkix—w)]+ b ko'rinishdagi funksiyalarning grafigini yasash
mumkin.

621. y=2x+1+cosx funksiyaning grafigini yasang.

Yechish:

Berilgan funksiva grafigini Y1
ikki Tunksiva pgrafiklarini
go‘shish bilan yasaladi. y=2x+1
va y=cosx. Birinchi funksivan-
ing grahgi to*g'ri chiziy bo'ladi
va uni ikki nuqta bo*yvicha vasash
mumkin: ikkincii funksiynninb 7

¢

n — . — m— ————
g.—-qm....-—.-—u——

<

g
bal .
44

grafigli — kosinusoida (23-rasm)

x2)

622, Y ={[) Iyt 3 23-rasm
funksiyaning grafigini yasang.

Yechish:

Grafik x<3 da nur, x>3 da
parabolaning bir tarmaog‘i bo‘ladi.
24-rasmda izlanayotgan grafik tas- \
virlangan.

623. y=2sin{2x-1) funksiyaning
grafigini yasang. BT I NI I T

Yechish:

Berilgan funksivant 24-rusm
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. |
y=2sin[2(x - 5}] ko‘rinishga almashtiramiz. Bunda A=2, k=2, a=1/2

y=sinx ning grafigini berilgan deb olamiz. Keyin uni absissa o'qi
bo‘ylab ikki marta siqib, y =sin2x funksivaning grafigini yasaymiz.
Bundan keyin hosil bo'lgan gratikni 1/2 birlikka o‘ngga surib,
y=s5in2{x—0,5) funksivaning grafigini yasaymiz va nihoyat, oxirgi
grafikni ordinata o'qi bo‘yicha ikki marta cho‘zib, y=2sin{2x—1)
funksiyaning izlanayolgan grafigini hosil gilamiz (25-rasm).

&t

-7

w2

Funksiyalarning grafiklarini yasang:

624. y=(x*-x)/3 [—4,4] kesmada

625. y=x¥(2-x)* |—3,3] kesmada

626. y=Jx +J4-x aniqlanish sohasida

627. y=0,5x+2= [0,5] kesmada

628. y=2(x— 1Y, y=x' funksiyadan foydalanib
629, y=1/(x1+4) 630, y=(x’'+1)/x

631, y=sin(3x—2)+1 632. y=—2cos(2x+1)

€33, y—arcsin(x—2) 634, y=x+l-+sin(z—1)

-xt x<0
635. y=sinx+cosx 636, y= I 120
4-x x<-1
637, y =43 ~lsx=0
3P+ 5 x<0



4-§. LIMITLAR

Agar har qanday istalgancha kichik ¢ musbat son uchun,
shunday musbat N son topilsaki, barcha n>N larda |x —al<g
bo'lsa, a son x, x,, .., x,, ... ketma-keilikning limiti deyiladi va

limx, =a

ko'rinishda yoziladi.

Agar har ganday istalgancha kichik €>0 uchun shunday & >0
topilsaki, 0<]x—a|<d da }f(x) —A}<e bolsa, u holda A soniga f(x)
funksivaning limiti deyiladi va shunday voziladi;

lim f(x) = 4
Huddi shunga o‘xshash, agar |x[>/N da [f(x)—A|<€& bo'lsa,
lim f(x)=A

LEY )

Agar 0<]x—a|< 8 da {f{x)|> M bo'lsa, shartli ravishda quyida-
gicha yozijadi
m f{x) ==
bunda M ixtiyoriy musbat son.
Bu holda x 5> a da f{x) funksiva cheksiz katta deyiladi.

Agar lima(x) =0 bo'lsa, u holda o (x) funksiva x— a da cheksiz

kichik deyiladi. Agar x<a va x—a bo‘lsa, u holda x> a-0 yo-
Zuv; agar x>a va x —»a bo'lsa, u helda x— ¢ +0 yozuv ishlatiladi.

f(a—0)=lr[i'l:30f(x) va f(a +0)=”l_i.g“lnf(x) sonlar mos ravishda f(x)

funksiyaning a nuqtadagi chap va o‘ng limitlari deyiladi.
iLimitlarni amaliy hisoblash quyidagi teoremalarga asoslanadi.

Agar ’I'i_.m“f(x) va }_i_lﬂg(-‘f} mavjud bo'lsa, u holda
L. fim[ f(x} + g(x) = lim f{x) + lim g(x},

2. lim[f(x) glx)]=1im f(x) -limg(x)
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. him f(x)
3. Iimj(x}z’—_‘lﬁ— [
= g(x) limg{x)
shuningdck quyidagi limitlardan foydalaniladi;
. sinx
lim =1,
x ol x

him g{x) = 0) .

F T Y. ]

birinchi ajoyib limit.

P |
|Im[l+ IJ = Iin%(l+0t)‘: =e¢x271828

(ikkinchi ajoyib limit).
x sonning e asosga ko'ra logarifmi natural logarifin deyiladi va
Inx bilan belgilanadi. Misollami cchishda quyidagi tengliklami hisobga

olish foydali:
In{l+x) a -1 o+ -1

lim =1, lim =lng, lim——————=m
0 all x x ¥} x a X

638. n—o o da 3.2%,2%. 2+~I ketma-ketlikning limiti
H

2 soni ekanligini ko‘rsating.
Yechish:

Bunda ketma-ketlikning n-xadi x, =2+ ! bo‘ladi. Shuningdek,
n

i : : :
x,. =—. Avvaldan £ musbat sonni beramiz. » ni shunday yetar-
n

1
licha katta tanlab olamizki, " <& tengsizlik bajarilsin. Buning uchun

I
" deb qgabul qilish etarli. Bunday tanlashda |x, -2|<e hosil

bo'ladi. Demak, limx, = 2.

=

71013 3n+4
37577 " 2041
soni ekanligini ko‘rsating.

Yechish:

639. nH = da »-- ketma-ketiikiting limiti 3/2

Bunda X, — 3 3n+4 3 5 5 ey i '
unda X T S el 2 2@n+l) 2@nen) - tenesizlikaning
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ganday qgiymatiarida bajarilishini amiglaymiz. 2(2#+1)>— bo'lganligi
£

5 1
uchun, 7">-—-= bo'ladi. Demak Xnﬂ§<8 bo‘ladi, ya'ni

4 2

X, -

. 3
‘!Ln:x" =5. e=0,1 faraz qilib, <0, tengsizlik n>12 da ba-

jariladi (masalan, n=13 da) degan xulosaga kelamiz. Xuddi shun-

ga o‘xshash, xﬂ-%‘:{],(}l tengsizlik n>124,5 (masalan, n=125
3
da} da, X, =5 <0,001 esa #>1249,5 (masalan, n=1250 da) da
bajariladi.
Quyidagi limitlarni toping:
. Sx+2
I .
640. lim Y13
Yechish:
x—>4 bo‘lgant uchun, kasming surati 5.4+2=22 songa,
; 2
maxraji esa 2-4 + 3=11 songa intiladi. Shunga ko'ma lim Sx+2 =—2=2
aaZx+3 1l
641, lim 3x+5
T x4+ 7
Yechish:

Kasrning surat va mahraji x - = da chegaralanmagan holda

o0
o‘sadi. Bu holda = ko'rinishdagi anigmaslik o‘rinli deyiladi. Kasr-

ni surat va mahrajini x ga bo‘lib quyidagini hosil qilamiz

-

bunda r— e« da 5/x va 7/x kasrlardan har biri nolga intiladi.

2
642. lim 5

=3 x* ~3x
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Yechish:
-3 da kasrning surat va mahraji nolga intiladi (0/0
ko‘rinishidagi anigmaslik). Agar x=3 bo'lsa u holda

-9 (x- 3){x+3) x+3
x1r3x x-¥ x

ni hosil gilamiz, shunga ko'‘ra

Coxt=9 x43
lirm > =1im
¥} p _3): 'E] X

) x+3 343
Lekin x =3 da ; k

=2 gonga intiladi. Demak,

1
643, im =X ZX+1,
My e xt—a—1
Yechish.
Bunda 0/0 ko'rimishdagi anigmaslik o'rinli. Kasrning surat va

mahrajini ko‘paytuvchilarga ajratamiz:

r“u.r’ x+1 v,l\ ~N-1x-1) . (x=Ir(s+n . x=1 0
[im = lin =lim - = lim ===0
vl eyt —x -1 “"\(\-H—[\'F—l} iy — W+ 1y x4l 2

(im ¢ - 100
64d. v+ o) ~2Ux +100x

Yechish:

Bu ham 0/0 ko‘rinishdagi anigmaslik. Kasrning surati 300 ga
intiladi, maxraji esa nolga, ya'ni cheksiz kichik miqdor be'ladi,
shunga ko‘ra qaralayotgan kasr — cheksiz katta miqdor bo'ladi va

im — ' — 1000
0 e~ 20 + 100x

645, lim —"x+4_2 .

-0 x
Yechish:
Kasrning surat va maxrajinit Jx+4 + 2 yig'indiga ko‘paytiramiz:
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lin (J\+4 2){\!1 +4+2) —limtra-d xr+4-4 -
e x(\[x+4+2) o ix+ 4 +2

= lim 1 :

“"«/x+4+2=z.
646. 1imL____W-

x—l) X
Yechish:
Faraz qilavlik, 1+x=»", u holda x—»0 da y— 1.
Demak,
5 1 _ _ M .
Im\}(]fx) | ~ lim y I—Iim _ _1‘+_12+| _3
20 x Hly 1 = ey ey eyl 8
sinpix
647. lim :
Yechish:
Birinchi ajoyib limitni go‘llab, hosil gilamiz
. _Sinmx . msinmx . Sittmx
lim = lim =mlim— =
a0l X LR mx el ey
648. fim 1 7S083%.
v+l X
Yechish:
_ ] Y. 2 2
i} cgsSx:]imhm (?xQJ:Z“m(M) =2_[§) A5
=l x 1—4i} x" =l X ) 2 2

Biz bunda, m=5/2 qabul qilib, avvalgi misolning natijasidan
foydalandik.
649, lim X +2c +3x+4
H~4r +3x +25+1

Yechish:

oD
Bu - ko‘rinishdagi aniqmaslik, kasrning surat va mahrajini
katta darajaga bo‘lamiz, ya'ni x* ga:

lim > 342+ 3x+ 4 — lim 1+2/x+3/x2 +4/7%° _l_
e v 3 4 2xa ] rmdadixr2/xi4l/E 4
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"m—Sx‘ —2
00 S aea
Yechish:
Surat va mahrajini x* ga bo‘tamiz:

fim o2 T2 322X 33
sve [ X134 2 143787 474 )

651, lim(vx? +8x+3 —Vx? +4x+3).

A=rE

Yechish:
Bunda o« -« ko‘rinishdagi anigmaslik o‘rinli. Berilgan ifodani

Jx? +8x+3 +Vx? +4x+3 pa ko'paytiramiz va bo‘lamiz:

Iim(\/x} +8x+3 ¥’ +4x+3)=

I—x

lim (\/xl +8x+ 3 =y +"L‘:c+3){\f.‘f2 L8y =3 - +4x+3) .

tad Vx4 8x 3+ Ve +4x+3
. P +8x+3-x—4x-3 , 4x
= lim = lim =
= 4 8x+3 +Jx2 +4x+3 sz +8v+3+vxt +4x+3
4 4

= lim =—=2

""”\/l+8f’x+3fx2+\/l+4fx+3fx2 2

2 x
652_ ]irn (-XTMJ .

ol x° = 3x+

Yechish:
Kasrning suratini mahrajiga bo‘lib, butun gismini ajratamiz:
x* +5x+4 s 8x-3
W =3x+7 X =3x+7
Shunday qilib berilgan funksiya x —« da, asosi birga, daraja
ko‘rsatkichi — cheksizlikka (1* ko‘rinishdagi anigmastik) intila-
digan darajani ifodalaydi. Tkkinchi ajoyib limitni go‘llash uchun,
funksiyani shunday almashtiramizki, natijada quyidagini hosil

qilamiz:
(P +5x+4Y 8x-3 Y
lim| =———— | =lim|1l+ ——| =

e\ X2 —3x+7 ) =\ % —3x+7
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l(lLt k1)
11-3¢.7 .l"‘-]x-?

= tim (1+MJ $a-d =

aex x2-3x+7

-39

_r“-]:-? L-xa Ty p
. 81-..3 Ne-3
=lim l+—'—-———

sz x'=3x+7

!"-31’-7
Re-3 J_Th
x’ “3x+7 N

da =222 50 bo'lganti hun I
x—m da Faoo o'lganligi uchun Lm

8-3/x

m—o3% 8 eranligini hi .
:4:1 3’-""‘?-{).' Ck'lnllglnl hlsobga Ollb,

bo*ladi.

lien x +5x+4 '—e" ) _
——‘x; 3x+ 7 ni topamiz,

L ko

653. x—=3 da fiv= funksiyaning chap va o‘ng limit-

larini toping.
Yechish:
Agar x—>3-0 bo‘lsa, u holda 1/{x-3)— - va 2" 5.

Shuningdek, lim f(x)=1/3. Agar x+3+0, u holda H(x-3) o,

1+3-0

Ita=3) .
277N 5w va lim f(x) =
1=3-0

654. x> ua da f(x)=e""" funksivaning chap va o‘ng limit-

larini toping.
Yechish:

Agar v sg-0 bo'lsa, u holda 1Ax-a)— - u holda
i(x—a)—» +o v “m_.{(n‘f}—%ﬂ

655, nox da 172, 5/3,9/4,.,(4n=-n+1),... ketma-ketlik-
ning 4 2a teng hn.iga ega ekanligini ko'rsating.
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656, n—ox da I,1/3,1/5, ... 1/{2n-1),... ketma-ketlik cheksiz
kichik migdor ekanligini ko'rsating.
Quyidagi limitlarmi toping:

. xP-6x+8
lim———2 %%
657. 1% X -8x+12

' r \
, \Jrl +x+X -l +vex

658, lim 5
=0 X' -x
. x1-5x+6 . X —-6t +11x-6
659. I -9 660. ¥ -3x+2
661 Iimsm{a+ 2h)—25:n(a+h)+suw .
A=t} h
. igmx lim fgx ~igxy L NM0Y-COS Y
662, lim sinm 663. I_‘{,n‘_'—_*x_xn 664. ‘l_l*l;r];—'_[_%_
. COS)
665. iim kabd /2-x=0 belgilang.

sl 2x? T

25t 43! +5x—6‘ , (2x° +4x+5)(x? + x4+ 1)

667. lim

s (x4 20 #2070 + TxT w1y

666. lim

o 2 4 3xT + Tx =1

X' =Tx+10  Nd+x+xt -2

iy —_—.
668, lim ST 669. lim o
Y1+ xsinx -1 . X
670. l.‘f} = 671. 'm Tesot

Wl+sx+x! —7r+2x—xt
im .

672. i

=2 xt-2x

. I-rcosix . fgx—-siny
673, tm——— 674, lim ———

] sy [ X

bl s mxy AR
675. hml— 676. lim -

- v ez 40

A



677. linl(\/x_2 +ax+b-\/.r2+cx+d)-
678. lim(sin\}x+l—sin\/;)- 679. Iim(J’:H» —{/;]
680. lim =" 681, lim .

fim 12 fim >~
682. =0 ln(+x) 83. lmo__

4 _ ., sinx

684. Iim\/; l, x=1 belgilang. 685. Im

= x| x|

1 +sing . sin3x-sinx ) M-Sy
686. I,I.I:gr_sinr' . Iﬂg__ln(xﬂ) - 688, !llg]nlo .

689.

691.

692.

694.

696.

697.

700.

702.

h
o Lox -
EI_I.IISIHJ- 690. |’Ir.!11 3
R ol |

limi(¥a -1} (bunda t>0) r—0da, x=1/t bilan belgilang

2 Y | ]
tim(“ j'] 693, lim[l+§] _
r4x I’ I—x X

lim -——! -~ 6 J li -4

r—3 x_3 xz_g - 695- _‘IE x1+x -

. ox -1 e .

lim . x* ="+ ekanligini hisobga oling.

i+ xinx

. In{1-3x) x5 47 . In{x+2)-In2
B ey ¢ T

Iim(x+8) . 701. Iim(2—cosa)‘°'"z",
AT .'r.'—2 10

lim(x +a )rvr 703 Iim(_{]l’(r‘n
i v+ 5 h ‘14l 2 *
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5-§. CHEKSIZ KICHIK MIQDORLARINI ANIQLASH

Faraz qilavlik, x—a da a(x), B(x) lar cheksiz kichik mig-
dorlar bo‘lsin,

. &
l. Apar lim—=0 bo'lsa, u holda «, B ga nisbatan yuqori

tartibli cheksiz kichik migdor deyiladi. Bu holda «=¢(3) ko‘rinishda
yoziladi,
2. Agar im = = m bo'lib, bunda m noldan fargli son bo'lsa, u

el

holda o va §3 bir xil tartibdagi cheksiz kichik migdoriar deyiladi
va a~} yozuv a va [ lar ekvivalent cheksiz kichik migdorlar
ekanligini bildiradi. Agar l'iig%:%‘ bo‘lsa, u holda iimE 0 bo'lib

{-’Da
B, a ga nisbatan vuqgorn tartibh cheksiz kichik migdor bo'ladi,

va'ni B=olax).

3. Agar u* va [3 bir xi} tartibdagi cheksiz kichik migdorlar
bo'lsa, bunda x>0 | u holda B ¢cheksiz kichik migdor « ga nisbatan
« — tartibda bo‘ladi deviladi.

Cheksiz kichik migdorlarning ba’zi hossalarim ta’kidlab o"tamiz.

t. Tkkita cheksiz kichik miqdoriarning ko*payimasi
Ko'paytuvchilarga nisbatan vuqori tartibli cheksiz kichik migdor
beladi, ya'ni agar y=aff bo'lsa, u holda y=o{a} va y=o(p)

2. @ va P cheksiz kichik migdorlar ekvivalent bo'ladi fagat va
fagat shundaki, agar ularning ayirmasi a—pB=y o va o ga nisbatan
yuqori tartibli cheksiz kichik migdor bo'lsa, ya'ni agar y=o(w)
va y=o(B) bo'lsa, u holda «-3 .

3. Aguar ikkita cheksiz kichik migdorlarming nisbati limitga ega
bo'lsa, u holda har bir cheksiz kichik miqdorni unga ekvivalent
cheksiz kichik miqdor bitan almashtiriisa bu limitning giymati

. a
o'zgarmaydi, ya'ni, agar _[_'?:E—’”, a~ea, B~B, bo'lsa, u holda

s
lim—-=m pgo'ladi.
B

LR

Quyidagi cheksiz kichik migdorlarni ekvivalentligini nazarda
tutish foydali, agar x-»>¢ bo'lsa, u holda sinx~x, t(gx~x,
arcsinx ~x, arctgx—-x, In{l+x)-x
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704. Faraz qilaylik, ¢ — cheksiz kichik migdor bo‘lsin.
o=5r1+2r% Ba B=3r2+2r* cheksiz kichik migdoriarni taggoslang.
Yechish:
50420 . 5428 5§

llma lim lim
Ry = ==
=R B J=f) BI + jf 10 3 +2r 3

bo*ladi. « va B larning nisbati noldan fargh son bo‘lgani uchun,
¢ va [} bir xil tartibdagi cheksiz kichik migdorlar bo'ladi.

705. + - 0 da e =tsin?t va B=2¢sint cheksiz kichik migdorlaimi
tagqoslang.

Yechish:

rsine? |
Bunda limZ=1im =—l|msmr—0 ya'ni a=o(f)
=0 B oll 2ising 20

706. + —» 0 da a=riIn(1+¢), p=tsint cheksiz kichik migdorlami

taqqoslang.
Yechish:
In(l +1)
lim 2 = i A0 e 1
) B 1«0 reint =D gint -0 SI{

nji topamiz, ya'ni a~p
707, Quyidagi limitni toping:

. In{l + 3xsinx)
lim———-

Yechish: = &
Kasmning surat va mahrajini ekvivalent cheksiz kichik miqdor-
larga aimashtiramiz:
lim In(] +3xzsinx) i 3xsinx — 3im sinx <3
70 tgx Pt R o x
708. y=xe* cheksiz kichik migdorni cheksiz kichik x ga nisba-
tan tartibini aniglang.

709, y=+1+xsinx —1 cheksiz kichik miqdorni cheksiz kichik x
g2a nisbatan tartibini aniglang.

710. x>0 da y=+/sin2x cheksiz kichik miqdomni cheksiz
kichik x ga nisbatan tartibini aniglang.

231



711. Arap -0 bo‘lsa, a=r%int va B=r - tgs cheksiz kichik
miqdorlarni taqqosilang.

712. Agar x » 0 va m — ratsional musbat son bo'lsa, a=(1+x)"
va f=mx cheksiz kichik migdorlarni tagqoslang.

713. x -0 da, a=a*-1 va B=xling cheksiz kichik migdorlarni

taqqoslang.
Quyidagi limitlarni toping:

— i 2
714, lim Vi+2x -1 . 715, lim iin 3x '
T+ ;331- == In (1 + 2xj

Surat va mahrajini ekvivalent cheksiz kichik migdorlarga al-
mashtiring.

im et -1 lim In(l +x-3x" +2x%)
716. 3 In{l - 4x) " 1n7. 00 !+ 3x =427 + ¢y
H -1
fi _ . _sin(e’ - 1) _
T18. My 719 W EErTa—

cosx ni 1-{l-cosx} ko‘rinishida ifodalang.

720. lim ' - 721 lime—2" T
r.ﬂ{jl‘l‘.\']‘\:‘m—l u .1;{3'*__[)‘{)u_l}
Y8+3x -2

722, lim——m————-
O Y16+ 5x -2

Surat va mahrajini 2 ga bo‘ling,

6-§. FUNKSIYANING UZLUKSIZLIGI
f{x) funksiva ¢ nuqgtada uzluksiz deyiladi, agar:
1) bu funksiya e nuqtaning biron bir atrofida aniglangan;
2y limf(x) fimit mavjud;
3) bu limit funksivaning ¢ nuqtadagi qiymatiga teng bo‘lsa,
ya'ni Limf{_r}:f{a] bo'lsa.
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x—a=Ax (argument orttirmasi} va f{x}—f{a)=A y (funksiva
orttirmasi) deb belgilab, urztuksizitk shartini shunday yozish

mumkin: Iimi Ay =0, ya'ni f(x) funksiya a nugtada uziuksiz bo'ladi
TR

shunda sa fagat shundaki, agar bu nuqtada argumentning chek-
s1z kichik orttirmasiga funksianing cheksiz kichik orttirmast
mos kelsa.

Agar funksiya biror sochaning har bir nugtasida uzluksiz (in-
tervalda, segmentda va h.K.) bo‘lsa, u holda funksiva bu sohada
uzluksiz deyiladj.

Funksiyaning anigtanish sohasiga tegishli yoki bu soha uchun
chegaraviy bo'lgan g nuqta uzulish nugtasi deyiladi, agar bu
nuqtada funksiyaning uziuksizlik sharti buzilsa.

Agar Ilin?uf(x]=f(u-0} va "ﬂ'lq_f(X)Zf({]"'!'O) chekli limitlar

mavjud bo‘lib, fla), fla—0), f{e+0) soniarning kamida bittasi
golganlariga teng bo'lmasa, u holda a nugtaga I-tur uzilish nuqtasi
deyiladi.

I-tur uzilish nugtalari o‘z navbatida, yo‘qotish mumkin
bo'lgan nuqtalarga: (f{a—0)=/(a+0)# f{a} bo‘lganda, ya’ni funk-
siyaning chap va o‘ng limitlari bir-biriga teng, lekin funksiyaning
bu nugtadagi giymatiga teng cmas) va sakrash nuqtalariga
(f(a—0) # f{a +0) botlganda, va'ni funksiyaning a nugtadagi chap
va o‘ng limitlari turli) bo'linadt, oxirgi holda f{a+—f{a—0)
ayirma funksiyaning n nuqtadagi sakrashi deviladi.

] tur wuzilish nugtalari bo'imagan uzilish nugtalar, 10 tur
uzilish nugtalan deyiladi. 1 tur uzilish nuqialarida hech
bo*lmaganda bitta bir tomonlama Hmil mavjud bo'lmaydi.

Chekli sondagi uzluksiz funksiyalaming yig'indisi va ko'paylmasi
uzluksiz funksiya bo'ladi. lkkita uzluksiz funksiya bo'linmasi,
bo'luvchi nolga teng bo'lmagan barcha nugtalarda uzluksiz botladi.

723. x =4 da y=x/(x—4) funksiya uzilishga cga ekanligini
ko‘rsating.

Yechish:

fim =— lim

oo : :
3 S R larni 1opamiz.
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Shunday qilib, x — 4 da funksiva na chap, na o‘ng limitga cga
emas.Shuning uchun x =4 nuqta bu funksiya uchun I1 Typ uzilish
nugtasi bo‘ladi. (26-rasm)

|

Jl —E- \

1 2

\.---_--—--c-—-—-—l—---—-'—-——--- 1 L ] 4] i L b P

0.l ._ i 11 I3

| < -£-\

i Zl

[

I
26-rasm 27-rasm

1
724. x=4 da y= arctg;-_—4 funksiya uzilishga ega ekanligini

ko'rsating.
Yechish:

. n
Agar x—4-0 boflsa, u holda —->-» yag lim }’=—§

X - x4 0

| .
bo‘ladi. Agar x—4+0 bo‘lsa, u holda ——=>+% va lim y=7/2

r-4 x4l

bo'ladi. Demak, x >4 da funksiyva ham chap, ham o‘ng chekli
limitlarga ega va bu limitlar turli. Shunga ko‘ra x=4 nuqta [ tur
uzilish nugtasi — sakrash nugtasi bo‘ladi.

Funksiyvaning bu sakrashi n/2—(n/2)= n ga teng {(27-rasm)

4

X
725, x=5 da y= s funksiva uzilishga ega ekanligini
ko'rsating.

Yechish:
x =5 nuqtada funksiya aniglanmagan, chunki bu qiymatni funk-
sivaga ge‘ysak 0/0 aniqmasiikni hosil gilamiz.

234



Boshga nugqtalarda x—320 bo‘lganligi uchun, kasrni x—5 ga
gisgartirish mumkin. Shunga ko‘ra, x«5 da y=x+35. Bundan esa

lim y= lim y=10 ekanligini ko‘rish oson.

*=5-0 14540
Shunday qilib, x=5 da funksiya yo‘'gotish mumkin bo‘lgan
uzilishga ega. Agar x=5 da y=10 deb shartlashilsa, uni yo*qotish
mumkin bo‘ladi. Demak, agar x=5 da ham, (x'—25)/(x—35)=x+5
tenglik o‘rinli deb olsak, x ning barcham giymatlarida
y=(x—25)/(x—35) funksiya uzluksiz deb hisoblash mumkin. Bu
holda funksiyaning grafigi y=x+5 to‘g‘ni chiziq bo‘ladi.

is-2y
726. y=W funksivaning uzilish nugtalarini toping.

3 funksiyaning uzilish nugtalarini toping.

|
727. y_ﬁ(x——_

1
728. x=] nugqtada J’=l e funksiya uzilishining xarakteri

ganday?

sinx
729, x=0 nugtada y="7" funksiva uzilishining xarakteni qan-

day?
I
fgx - arclg ———
730. y=_—-’€‘—3 funksiyvaning uzilish nuqtalarini toping.
x(x-35)
P -bxl+1llx-6 ‘ , . -
731. y= 3 3230 funksiyaning uzilish nuqgtalarini
toping.
732, y=—— 3L funksiyani ilish nuqtalarini
c YT 6 +1lxa6 [unksiyaning uzilish nugtalarini
toping.
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1
733. y=m funksivaning uzilish nuqtalarini toping.

1
734. y=m funksiyani quyidagi kesmalarda uzliksizlik-

ka tekshiring,
13(2,51;2) [4,10] 3) [0,7].

1 b - - - . .
1967275 funksiyani quyidagi kesmalarda uzliksiz-
likka tekshiring.

1) [6,10]; 2) [-2,2]; 3) [-6,6].

735. y=
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4189351 512 ~, .6 MD. 7. C), D). 8. C-9),

D(—1). 16. 1) 13. 2y 3. 19. 5. 20. (—1; &), (1; 9), (3, 10). 21. 5=0
va'ni A, 8, C nuqgtalar bir to'g'rd chizigda yotadi. 22, IX17; 22). 23. ((—10;

n
7. 24./53, VB2, VI85.25. 24 kvb. 29. A4 )i BG: -5 )i Clad2s

f;; D2; - ) E(2J_ ). F(7; 7). 30. A(0; 10); B(-+2; —2 )
C{0; 0); D(g; —g); E("—J:' ‘-‘g), F("£ —\g'

3L.Jg +4 ~2am cos(8,-8,) . 32. 5. 33. M,(p; —-8). 34. M,(p; n+6).

n 2t n
"g). 5 ‘_3) va (2, E)-

36, M(p. n-8). 44. y=2x-1,5. 45. | va Il koordinatalar burchakla-
rining bissekirisasi. 46. 11 va 1V koordinatalar burchaklarining bissek-
trisasi. 47.x? + " -2x-2y=0.48.3x7 + 2xp+3y’ -4r-4y=0.49. p=a.

2 1

50, =c. 51. p=acosB . §7. y=2x to'g'ri chizig. 58.;—,+:—,=3 (bu

Tr b S
35. 1) (3; —4—}‘ (5; —5) va (2; ?), 2y (3

2 2
egri chiziq ellips deyiladi). 59.a b—;—l (bu egri chizig giperbola
deviladi}. 80.48 to'g'n chizigning kesmasi, bu yerda A(1; 0),8(0; ).

6l. .r% +y% =a%- 62. x=aftsint+cost), v=afsint —tcast) (bu egri chi-

1
ziq aylana evolventasi deyiladi). 67. I)x+2y—2\/§=0; ¥y =(-—5).r+~f5;
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x ¥ 2
Lot gy y-220, »
1 2\/3 o : JS X J_)y 68. 135" 69. 54, kv. b,

70. Yo'q. 72. 3x+y—-1=0. 73 x+y—-4=0. 74, 3x-2y=0.
75. x+y~7=0. 76. x+3=0, y+4=<0. 77. x+y-5=0,

27
x+y+5=0. 99, a‘ga=l—l-. 100. x—y =0, 5x+3y-26=0,
Ix+5y~26=0. 100L.14x+14p-45=0, 2x-2y+35=0.102.3x - y+ 14 =0,
x-5y-14=0, x+2y=0. 103.x-2=0, y-7=0. 104. 4,4 105,
2,4 106, m=4. 1W07. x-y=0, x+5y=-14=0, 5x+y~-14=0.

108. %. 109. (0; 5) va (4:3). 110. (7/8; 0) va (—27/8; 0).

111.13x+6y~82=0, 3x+4y-23=0, §=315 kv.b. 112, 3x-2p=0,
Sx+yp+6=0. 113, 5x+4=0. 114. Sx+8y+11=0. 115 Sy+2=0. 116,
17x+1iy=0. 117. x+yp+1=0_ 118 x=a y=4. 119. x=1, y=x.

120. 30° 121. ¢ =53°8". 122. Sx-3y+2=0. 123./3 kv.b. 125.

y X y
B, 3, C(1L; 6). 126. 1) Z+6 - 2) 4{ﬁ—l)+(—6}(ﬁ+l)=1;
X ¥
=i . _q. N B
YN P TTN I 127. 3x-4y-9=0; 3x-4y+16=0,

4x+3y—-37=0 yoki 4x+3p+13=0.134. 1) a=4, 6=-3.r=5; 2)

a=-5, =2, r=0; tenglama nugtani aniglaydi. 3) a=2, b=—7, ri=-—1;
tenglama geometrik ma'noga epa emas (mavhum aylana). [35.

tgp=—24. 136.(x+1) +(y-1=5. 137. (x-33 +(y-4)* =25. 138.

x=3,2. 139. 3x—4y+8=0, 4x—3y+7=0. 140. (x-2)'+y* =16. 142. (4;
1,8); (4; —1,8); (—4; 1,8); (—4; —1,8). 143, bi/a. 144, 4x+3y+12=0.
145. 16x° +25v* =4]. 146, M nuqia — ellipsdan 1ashgan; N nuqa —

ellipsda; P nuqta — ellips ichida. 147. e =sin{a/2). 148. M(—5; 7).
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X Wt

149. 3¢ +3v? - 2xy-2x-2y-1=0. 150. -3—+'?=|. 151. Izlanayotgan

egri chiziq — ellips. Agar koordinata o‘qlarini to'g‘ri burchak romontari
ho'yicha yo'naltirsa (4 nugta Ox o'gida yotadid), bu ellipsning tengla-

2 2 3

2
: 2 r_ 2 x__.:.v_:| x__£= —d -
masi 9x° +36y° =4a° 155, 53 . 156. 375 1. 157. (—4; =3).

158 £+£—1 159, x'- 3=-i- 160 82_2_' 161. (—8; 0). 162
64 g 107 T T Rggge 160 TTUF A6l (7RO 6k

12 2
L L 21, 163. 6 va 14. 166. xl-'-yi—=l piperbolaning o‘ng shoxi.

4 12
169, y3=4x. 170. M2 4,vaMy2=4). 171, y' =dx, y* = —4x.

172. y=+22x. 173, y* =J2x. 174. M(0:0)va M,(18;-24). 175
2 8 . 1
yi=x fga=i-5-. 179. (3;2). 180. (8;—6). 183. 1) Q(1;2), p=-7

:‘_!__‘l_ [ . __l, 2t 15 L_]_ =‘l,
X’ = (z}y, 2Y0(1;3) p= 3 ==y '(I6’8)’ 4 g

ki v l
y-:%})r; 4 0:-2, p='}" pie=x' 184 ) xyi=gi )

oo 13 b ] | 1
Xy =5 3} xy =33 4) xy =2, 187.(x—§-)‘+(y-5) =] aylana.

2
188 0 L ellips, yangi markaz O'(l; —1). 189 X2 _y” | giper
ot = ips, yangi ; =D, L m——i—= -
TARTS ps, yang R gipe
2 vl

X ¥V
bola, yangi markaz /(2: 3). 199, O'(2; Ynugia. IQI.E* - T -
‘ ("E}
mavhum ellips, x'=x, y=v+l. 192 y? —x? =|giperbola, yangi

Pl

oD
markaz O'(3; 0). 193, X" =—y' parabola, yangi markaz Ol :}-].
194, x=2 va x=4 to‘p'ti chiziglar. 195, Mavhum o'a'ri chiziglar.
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202.5x+ y+1=0 va Sx+ y—1=0 ikki parallel to'g'ri chiziglar. 203.
x+y+1=0 ikkita go'shilgan to'y'ri chiziglar. 204, 2x—3y+1=0, 4x—3y—

—1=0 ikkita kesishuvchi to'g'ri chizigiar. 205. %w"s =1. 206.

w2

'2
X9 -%=|A 207, ¥ =-2x". 210. x=1/2. »=1/2. 211. Sistema ga-

rama-garshi (yechimi vo'q). 212, x=a+a. y=a—e. 213 Sistema an-

|
iqlanmagan (cheksiz ko'p yechimga ega; x — ixtiyoriy, )’Z('-z')-"""ﬁ.

214, x=y=z=/(_ 215. x=cosu y=sina. 216. x=2 y=1 z=2t.
222. 0. 223. 2. 224, 2(ad-bc). 225. x=1, y=2, =3, 226.
x=0, y=0, -=-2. 227, x=0.y=0, -=0. 228, x=1, y=2t, -=-3t.
229.x=1, y=-1, z=0 230, x=¢, y=/, z=-1,

II BOB
234. C(Sf3;llf3:]3f3), D(1/3; 13/3; 17/3). 236. M{(3; 1, 3).
237. Teng ikkipa. 238. M(0,0;17/8). 239. Af(i6, -5, 0. 246.

~= {b+he) )
AM = (%) - 248. ¢, =0, a, =2, a.=-2. 249, »'+m+1_ 251
a:%; cosuz%, cos|3:c057=-§, 252, |A7}1M[=?, cosu=%. cosBz—;?—,

. 253.5=-27+5k vyoki b=-27-5k. 254. M(-4;4. 4/2).

~1]

cosY =
255, @, =(1/3)7 -(2/3)7 -(2/3)k . 268. —96. 269. arccos(17/50).
270.  m=1. 271. 547. 272. A=F-§=F-s-cosp=5J3.
273. (£l/JIINT-37+F). 274.6 =7 +k yoki ¢ = (1/3)(~T +47-}). 275.

20/3 va 20/7. 276. 7, =71 +77 +7k . 279. Yo'q, chunki komplanar
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vektorlar o‘zaro perpendikulyar bo'la olmaydi. 280. axb-177 +7/ k.
281./65/2 kv.b. 282. 4. 284. 20 kub. b.; 4/510/17.

151 BOB
-3 4 7

~(1- " =

x+y-z-2) P
296. 1) (——3—J3—=0;2)(5J§)" ( ’ (5v2) (5v2)

13
297, @« :—’ﬁ——‘; koordinatalar boshi va M, nugta tesiklikning turli tomo-

nida yotadi. 298, a=7J5/3. 299, 1) x+y+z=-5=0;
2) 242y +2-6=0 2x+2p+:-6=0. 30L.  M(5 5 5} 302
4x-3y+12:-169=0. 303. 5y+4z=0, 5x-3z2=0, 4x+3y=0. 304.

d

o =t 3p6. 60°. 307.
(£v2)

| m
o

ox+5y-7z-27=0. 305.
x+7p+10:=0.308. x-y=0_309. x+y+2z-3=0.310. 5x+2y-9=0.
310 x4 p+z-5=0. 312, 4r+39-2:-1=0. 313. (40, -A4D )5+
+HB D, - B,D ) y+(C\D -Cy0)z=0. 314, x-yp+2=0. 315, arcsin{5/6).
327. Sy+5:-64=0, x=0(Y0Z); S$x+5:-2=0, y=0{¥07). 328.
(x+1)/5=(y-3)/2=z/1. 329. cosa=6/7, cosP=3/7, cosy=2/7.
330, (x—1)/V2=(y+3)/1= (=-3)/(£0). 331, (x=S)/1=(y+1)/3=
={z4+3}/(-11). 332. M(0:7-2). 334, x=-3-);, y=6/+1;
z=+¢+2. 335. 5.30/6. 336. (x=3)/3=(y+DA-5)=(z-2)-2). 337.
cos@=20/21. 338, x/0=y/l=2/2. 339. (x-4)}/2=(y-1)/1=(z+2}/{-2).
340, x/2={y-HA-D=(z-N/0. 34L. (x-D/2=(y-DA-=(z-1/2.
342. x/l=(y=D=1) =(z-DiI-1).  343. x=5y-2-+11=0.
344, x/(-10=(y~-3.4)/13=(--52/19. 348, 1y C(—1; =2, O, r=%;
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2) C(2; =3, =), r=4; 3) C(0; —1; 3/4), r=3/4; 4) C(1; 0; 0), r=1;
5) C(0; O; 2), r=1. 349, 1) Sfera ichida; 2) Sfera tashgarisida; 3) Sfera
ustida. 350. (x-2F +{y—1) +(z+2) =9. 356. 1) Aylanma silindr;
2) elliptik silindr; 3) giperbolik silindr; 4) parabolik silindr; 5) parabolik
silindr; 6} prarabolik silindr; 7) aylanma silindr; B) applikatalar o‘qi
x=0, y=10;9) bissektral tekisliklar x =z va x=-z; 10)y=0 va
y=Xx tekisliktar. 357, 1) x*+z° =9, yp=3 (aylanma);
2y y'—x?=1, z=1 (giperbola); 3) z? —y? =0, x=0 (ikki to'g'r
chizig). 358. 1) y*/p* +22/h? —x?/a’ =0. 363. }) Giperbolik pa-

raboloid; 2) uchi Kkoordinatalar boshida bo'lgan konus., 364.
2 2 2

z 2
3z =2x" + 3%, 365. ?+%+T=IA 366. (aylana) x°+y’ =1,

z=1. 367. 1) Ordinatalar o'qi; 2} o'agi Oy bo'lgan va uchi koordina-
talar. boshida bo‘lgan konus; 3) o'gi Ox bo'lgan va uchi koordinatalar
boshida bo'lgan konus; 4) koordinatalar boshi; 5) Oz o'qi bo‘yicha
kesishuvchi ikki tekislik. 374, x=y va x =2z Iikki tekislik.
375.(x —2F +(z -2 = 4 aylanma silindr. 376.X = ¥ = z to'g'ri chi-
ziq. 377.x7 +(y—1)2 v-(z—l)z =0 uchi $(0; 1; 1) nuqtada bo‘lgan
ikkinchi tartibli konus. 378.(0; 1; — 1) nuqta. 379, x'? + y*/4-2'" =1
kanonik tenglamali bir pallali giperboloid. 380.x"  + '’ +z'7 =1
kanonik tenglamali ikki pallali giperboloid. 381, x'* + ¥’ = 42’ kanonik
tenglamali aylanma paraboloid. 382.x'7 —z'7 /9 =2y kanonik teng-

lamali giperbolik paraboloid.

IV BOB
387. 900. 388. 12. 389. 21280. 390. a’b6°. 391. x=1 y=-1,.
z=0,t=2. 410.({;2:;3{) bu yerda —ixtivoriy haqiqiy son.

411.(2;26;1) bu yerda r-ixtiyoriy haqigiy son. 412. (0; 0). 413.

-4 -8§-4
x'cosa - y'(l+sina)=0 to'g'ri chiziq. 4014. B=|-3-1-5
-7-6 1
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966 04 -0,2 0,7

415, 696 416, ¢ 00-02

417.x=1, y=2. z=13
669 0 0 01

A18.%, =2, h, =1 f = {47VA0)i-(SVa) 0 g = (1V2)i (1V2))
419, X, =-2, A, =3 =6 n=ali-k}. a=PBli-j+k). n=y(i+2]+k).
423, x/16+y7/4=1. 424. x7/25-y"i9=1. 425, 7 =2VIt
426. x'"? +y’J N—-z473= (bir paltali giperboloid).

427, 2):"2 +3z2"" = ng" {clliptik paraboloid). 434. agar i # ( bo'lsa,

0 20
r{Ay=2. 435, r(;i):l 436.r(A)=3 bazis minortar |1 ¢ *| va
0 0 3
T 0oa
P2 [ 13
0 0 43 437 ,( ;):2 buzis minoriiar | I" [ a‘_ [ {]
a3 AN IS AR S
I3y (3 4 ;3 2 L ¢ 18
3 8,00 2) [I I] \I ," Vi [\l 4J 441, Sistema o'rinli,
r()=r()=2: &, =1 xo=172. 442, r{d)=1. #(4,)=2 Siste-
ma orinli emas. 4430 Sistema o'rinh, 1'(.-1):)‘(;{']:2. 446.
(N v,=5 x,=2. 47 v =) v =1 y; =i vy =4 8
Ay =50=40 =3, =1 v =20 449, Sisiema o'rinli emas,
430, v =106, =296 =504 450 v= )50 y=11a -=140.
458, vy =u, v, vu4l, v, =u+2, v =ak3 4890 Sistema o'nnli emas,
460. r(4)=3.
vV BOB

463. Ha. 464. Yo'q, chunki to'plamning ikki elementi yvig*indisi shu
to'plamning elementi emas. 465, Yo'q, chunki ikkinchi darajali ikki
ka'phadlaming yig'indisi birinchi darajali ko'phad yoki o'zgarmas son
bo'lishi mumkin. 466. Ha. 467. 1) Ha; 2) Ha; 3) Ha; 4) Yo'aq.
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468. Ha. 469, 1) nol vektor bo'lgandagina; 2) vo'g, chunki bu fazoda
x vi y vektorlardan tashqari boshqa Ax + f&v ko'rinishdagi vektorlar ham
bo'lishi kerak. 470. Yo'q, chunki hosil bo'lgan vektorlar to‘plamida
yig'indisi x bo’lgan vektorlar topiladi, nmsalun.(x—ny) va (x+y)f2

vekiorlar, 471, Mumkin, Musalan, geometrik vektorlar to'plamidan Oz
o'qiga perpendikular bo'lmagan vektoriarni chigarib tashlasak, chizigli

fazoni tashkil etuvehi A + g4 vektorlar to'plami hosil bo‘ladi. 473.

Yo'y, chunki /(fl Eas g3), agar i — butun bo‘lmagan to'plamga

kirmasa. 474. Yo'y. 475. Yo'y, chunki garama-qarshi vektorlar |
oktantada joylashmagan. 488. Darajasi p dan oshmavdipan barcha

ko'phadlar to‘plami. 507, X -ze ~2e; rle +de,. 502.
x=¢ +e,+e ~...+e,. 504, & :Z"_fl V& =ab), av= B8, £ =,
& =0, 505, Yo'q, chunki ¢ +e, +e; =0 bajarilishi kerak, bu esa

¢ e, ¢ bazis vektorlaming chizigli erkli bo'lgani sababli mumkin emas.
506. Bu clement nol vektor bo'lgandagina mumkin., 508, Kcesishgan
X, = (0,0:¢,.£,), ¥, = (0, 0n . r}J]zu ={0; 0; £, £, ) elementlar to*plami
yip‘indist R fazo bilan LSt Ma-tst tushadi. 509.
d(R)=3, d(R.)=3 d(&)=2 d(k)=4. 510. Yo'q. 513.R, o'zgarmas
kattaliklar to‘plami, R, =C,*+Ci* +C+ €, Kko'rinishdagt ko‘phadlar
to'plami. 514. R, —Ov o'qiga purallel bo‘lgan barcha vekiorlar t1o'plami,
R, = R. 516. Barcha juft funksiyalar to'plami fazo osti tashkil giladi,
toglarining to‘plami yo'q, chunki ikki tog funksiyalarning ko'paytmasi
wft funksiva. 517. Yo'q, chunki ixtiveriy Aa vektor bu to'plamga tegishli

emas, agar i treastional son bo'lsa. 522.

k=3 fi=(-L0:50,0) f,=(-L00:10) . f=(0;-1/2,0;1),
J=(-C: =, =0.5C; (i G (). 526. Ha. 527. Yo'y, chunki ab=0

bo'lganda Ju+b|-|a+bl=a «+b-b tenglik bajariimaydi. 528. x, =0
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I'a'O 0. b

Oa &¢...0
bo'lgandagina. 529. 4 = bo'lgandugina. 530. Ha. 533. |....... I
000 a ,
01ao
b -1 ~1
ao1o |
536. A= a0 538, 34-2B=F. 544, A =|-1 1 ~i
' -1 -1 1
1000

|
j_ 547. B=2Fcosa . 548. A chiz-

545, A : = A . 546. A—I =
1o

iqli akslantirish teskarisiga emas, chunki ‘A!=0. 549

. 5 01
A* =[A“) :(_] OJ' 550. o < -2 da. 552. 1) Agar a =[P bo'lsa, A, =u,

u=Ce, *;=p, U=0g; 2) Agar a=fF bo'lsa, A =4 =a,
F=C§+C8. 553. A=d=a, #=CF+Cx,. 556.1=2,
i=C(g-8) A=3, v=0C(q-8+g); A=6  w=C,(g +25+4)
558, A=-I, T=Ci+C,]. 560. i=lw=C(g+5+7 +8,);
A=-1l, =08 -8 +5 -\ ). 561. A=a+P+y. F=C(g+5+5).
563. (SE, j})—korxona ishlab chigarayotgan barcha mahsulotning umu-
miy bahosi. 565, Ha. 566. Yo'q, chunki, 4 =0 da 2° va 3* shartiar
bajaritmaydi. 567. Ha. 569. arCCOS(la’n). 573. Ha. 577. |X{=5. 578.
T/ F = (/18 (22 /1582 + (N3 /5)E 1+ (8/15)2s + (V3 /3)Es. 579, x —
normirovanniy vektor, 580. tp=—;£. 581. H0.5(z +¢, +& +8&,). 582, p=+l.
587. Ha. 588. Ha. 589. A==l da. 590. Ha, chunki, A3, A, va A2,
ortogonaifashgan bazisni tashkii qiladi. 391, Ha. 5398. v1/21+,/%/3=1.
599. y7/16-yviid=|. 600. y?i444 7041,
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vl BOB
606. n=4. 607. 5=016%. 608. J=00005%. 609.

§=0022%; n=4. §=8765=0.1m". 617. 1) [=2, O U 10, 2];
2) [0, 4]; 3) J-, O[ U 10, +o[; 4 x=x(2n+1}/4, neZ,
5) J—eo; —2] U [2; +wo[; 6) }1/3; +oo; 7) [O; 2[. 618. 1) [1, +eof;
2) J-w, O U JO, +oof; 3) [—4, 4]; 4) |-, 3[: 5) [-2, 4];
6) 10, 1]. 619. 1} Toq 2) juft; 3) tog ham emas, juft ham
emas; 4) juft; 5) toq ham emas; 6) juft; 7) toq. 620. 1) 2n/5;
D6m; 3)n;4) n.657. 1/2 . 658, —1. 659, 1/6. 660. —2. 661. —sine .
662. m/n. 663. sec’x,. 664. ~J274. 665. 1/2. 666. «. 667. 2.
668. 3/4. 669. ~1/4. 670. 1/2. 671. 3. 672. J7/4. 673. 25/9.
674, 1/2,. 674, /2. 675. m. 676. | agar x — +w0; —1, agar x — —ow.
677. (a-c)/2. 678. 0. 679. 0. 680. ¢n5. 681. n(8/7):¢n(6/5).
682. 2. 683, fnS. 684, 1/4. 685, 1 agar x— +0; —l.agar x > 0.
086, +o. 687. 2. 688. 0. 689. Mavjud emas. 690. 5/4, 691. ¢na.
692. e 693. ¢’. 694. 1/6. 695. (n(5/4). 696. 1. 697. —3. 698. 0.
699, 1/2. 700. ¢, 701. Je . 702. . 703. Je. 708. y—x. 709. 2.
710. 1/2. 711 a=0(8). T12. - 8. T13. - 5. 714. 1/3. T15. 9/4.
716. —1/2. 717. —1/2. 718. —1/2. 719. 1. 720. 9/25.
721, (€nS-tnd)/(4n3-¢n6). T22. 1,6. 726. x=2 sakrash nugqlasi.
723. x=I1, x=5 H tur uzilish nugqtalari. 728. Il tur uzilishi.
729, x=0 to’g’rilanadagan uzilish nugtasi. 730, x=3 sakrash
nuqtasi x=5 [l tur uzilish nuqgtasi, x=0 to'g'rilanadagan uzilish

nuqtasi x=n/2+an(neZ) 11 tur uzilish nugtasi. 731. x=1, x=2
to’g'rilanadagan uzilish nugtalari. 732. x =-2, x=-3 1l tur uzi-
lish nuqgtalari; x=-1.to’g'nlanadagan uzilish nugtasi. 733. Funk-

siya |—oo; +oo| cheksiz oraligda uzluksiz. 734. 1) Funksiva uzluksiz:
2) bitta Il tur uzilish nuqtasiga ega; 3) ikkita I tur uzilish
nuqtasiga ega. 735. 1. Funksiya uzluksiz, ikkita If tur uzilish nuc-
tasiga ega. 3. to’rtta I tur uzilish nuqgtasiga ega.
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