
у  f

P.E.DANKO, A.G.POPOV, T.Y.KOJEVNIKOVA

OLIY MATEMATIKA 
M ISO L VA MASALALARDA

1-qism

A N A L IT IK  G EO M ETRIYA, C H lZ iO L l ALGEBRA  
ASOSLARI VA A N A LIZG A  KIRISH

О ‘zbekiston faylasu/lari 
milliy Jamiyati nashriyoti

Toshkenc—2007



M U N D A R IJA
I bob. Tekislikdagi analilik geomotriya

]-§. Dekart va qiitb koordinaialari....................................................
2- §. To'g'ri chiziq .... ....  ..............................................................
3- §. Ikkinclii tanibli egri chiziqlar................................................
4- §. Koordinatalarni almashtiri.sh va ikkinchi tanibli egri chiziq

lenglamaini soddalashlirish........................................................
5- §- Ikkinchi va uchinchi tanibli aniqlovchilar. Ikki va uch

noma'lLimli chiziqli tenglamalar sistema.si..........................
I]  bub. Vekturlar algcbrasining elementlari

b§, Fazoda tu'g'ri burcbakli koordinatlar .......................................
2'§. Vekturlar va iilar ustida amallar................................................
3- §, Skalyar va vekior ko'payima. Arala.sh ko^payima

I I I  bob. Fazoda analilik geomctriya
t-§. Teki.slik va to'gri chiziq.................................................
2-§. Ikkinchi tanibli s in lar...............................................

IV  bob. Determinant va matrit.salar
1- §. /i-tartibli determineni haqida ,, ......................
2- §. Chiziqli almashtirish va matritsalar.........................
3'§, Ikkinchi tanibli egri chiziq va sinning umumiy

lenglamasini kaiionik ko'rinishga keltirish..................
4- §, Matrii.saning rangi. Ekvivaleni matritsalar..............
5- §. n noma'lumli m ta chiziqli tenglamalar sislemasini tckshiri.sh ,
6- §. Gauss metodi bilan chiziqli tenglamalar sistema.sini yecliish...
7- §. Jordan-GauivS usuluda chiziqli tenglamalar sUtemasini yechish

V bob. Chiziqli algebra a.so.starj 
l'§ , Chiziqli fazo  
2- §. Yangi bazisga o‘tishda koordinat almashtrish ..
3- §. Qism to‘plani ..................................................
4“§, Chiziqli almashlinshlar .....................................
5- §. Evklid fazos!................................. ....................
6 - §. Onogonal btizis va tmngonal almashtirish ,, .
7- §, Kvadralik (ormalar.................................

VI bob. Anali/ga kirish
1- §. Absolut va nisbiy xatoliklar. ......... .......
2- §. Bir erkli o'zgaruvchining Cunksiyasi...........
3- §. Funksiyaiarning graflktarini yasash............
4- §. Limitlar ............................................................
5- §. Cheksiz kichik miqdorlarni aniqlash...........
6- § Funksiyaning uzluksizligi ...............................
■lavoblar .....................................................................

.. 4 
19

. 33

.42

.53

,62
,,64
..68
.. 76 
.91

100
Ш7

121
129
133
138
143

152 
163 
166 
173 
188 
195 
20]

211
214
218
221
230
232
237



I BOB
TEKISUKDAGI ANALITIK GEOMETRIYA

l-§ . DEKART VA QUTB KOORDINATALARI

I. To‘g‘ri ctuziqdagi koordioatalar. Kesmani berilgan Disbatda 
boiish.

jc absissaga ega boMgan OY koordinata o ‘qining M nuqtasi Л/(х> 
bilan belgilanadi. va nuqtalar orasidagi masofa

d =|x, -X|| ( 1)
formula bilan aniqianadi.

Ixtiyoriy to'g'ri chiziqda AB (/̂  —kesmaning boshi, 5—oxiri) 
kesma berilgan boMsin; u holda bu to'g'ri chiziqning ixtiyoriy 
C nuqtasi AB kesmani qandaydir \ nisbatda bo'ladi, bu ycrda 
X — ± ИС| :| CB\. Agar AC, CB kesmalar bir tomonga qarab yo‘nalgan 
bo'Isa “  + ishora, qarama-qarshi tomonga yo'nalgan bo‘ isa ” 
ishora olinadi. Boshqacha qilib aytganda, agar C nuqla A va В 
nuqtalar orasida yotsa, Л musbal, tashqarida yotsa manfiy bo‘ ladi.

Agar A va В nuqtalar OX o ‘qida yotsa, /4(х )̂ va Я(х )̂ nuqta- 
larni / nisbatda boMuvchi C(x) nuqtaning koordinatalari

_  X, + Лх-,
1 + Д (2)

formula bilan aniqianadi. Xususiy holda, agar Л=1 bo‘ lsa, kesma 
o'rtasining koordinatalari uchun

_  X ,  +  X ,  
X  = —---------- (3)

formula kelib chiqadl.
1. To‘g‘ri chiziqda AO), B 02 ) ,  C(0), D(2), E {-3,5) nuqta- 

larni yasang.
2. AB kesma to‘rtta nuqta bilan beshta teng boMakka bo'lingan. 

Agar А{—Ъ), В{1) bo'Isa, A ga yaqin turgan boMinish nuqtasining 
koordinatasini toping.



Yechish:
C{x) izlangan nuqta; Л—±|^C|:|CB| = 1/2. Demak, (2) 

formuladan quyidagi ifodani topamiz:
-

_  jjf, + Дх, 4 ' , , ^
= -------^  = - ] , y a ’ni C (- l) .

1 + Д i + -
4

3. AB kesma uchlarining koordinataiari berilgan, ya’ni /1(1), 
C nuqta bu kesma dan tashqarida yotadi, bu nuqtadan

A gacha bo'lgan masofa undan В miqtagacha masofadan 3 marta 
ko‘p. C nuqtaning koordinatasi topilsin.

Yechish:
Л = —\AC\ : \CB\ iigini oson ko'rish miimkin.

_  X. + Ax, ! -  3 ■ 5 _
= c m

4. 1) Л/(3) va yV(-5); 2)P(-\l/2)  va Q(-5/2) nuqtalar orasi- 
dagi masofani aniqlang.

5. Agar kesma oxiriarining koordinataiari:
1) A(—6) va Д(7); 2) C(—5) va Д{1/2) bo'lsa, uning o'rtasi 

koordinatalarini toping,
6 . P{2) nuqtaga nisbatan ;V(—3) nuqtaga simmctrik boMgan 

M nuqtani toping.
7. AB kesma 2 nuqta orqali uchta teng qismga bo'Iingan. Agar 
/4{—I), B(5) bo'lsa, bo’ linish nuqtalarining kordinatalari aniq-

lansin.
8. /!(—7), B{—3) nuqtalar berilgan. AB kesma tashqarisida 

C, D nuqtalar yotadi, bunda \AC\ = |j5£>j = 0,3 \AB\. C va D 
nuqtalarning koordinataiari aniqlansin.

2. Tekislikdagi to‘g‘ ri burchakli koordinatalar. Eng sodda 
masalalar.

Agar berilgan tekislikda XOY dekart koordinata sistcmasi be­
rilgan bolsa, X. у kordinataga cga bo'lgan M  nuqtani M{x; y) 
bilan bclgilaymiz.

M̂ {x ;̂ y )̂, y )̂ nuqtalar orasidayi masofa

5
( i )



formula bilan hisoblanadi, Xususiy holda koordinara boshidan 
M{x\ y) nuqtagacha bo‘ lgan masofa

( / =  + / ( 2 )

fonnula bilan aniqlamidi.
>')), Уг̂  nuqtalar orasidagi kesrnani berifgan X

nisbatda boMuvchi C {x ,  y )  nijqtaning koordinatalari

^ х^+Лх, У^+Лу,
'  ^  ] +  Я

(3)i + Я ’
formulalar bilan aniqlanadi.

Xususiy holda, Я = ] bo'lganda kesma o'rtasining koordinatalari 
quyidagi ifodalar bilan aniqlanadi:

j: - 2 ’ (4)

Uchlarining koordinatalari Aix̂ ,̂ y,), 5(Xj'yj), С(л ;̂ yj) bo'igan 
uchburchak yuzasi

^ ■ Ц(У2 -  Уз ) + JC;(y2 -  >̂1 ) + -  >̂2 )1 =

= ^  ‘ КУ} -  У| ) + (■’ 3̂ ^ )0'2 -  У| )|

formula yordamida topiladi. 
Uchburchak yuzasi

5 - - Д ,2 ’

(5)

( 6 )

hu yerda Д =
1 1 1

Л-, Л-J Л,

y. У;
formula bilan hisoblanadi (uchinchi tartibli determinant haqida 
ushbu bobning 5-§ ida berilgan),

9. Koordinala tekisligida /1(4; 3), B{-2\ 5), C(5; —2), 
Z){-4; 3), E(—6 ; 0) va F(0; 4) nuqtalami yasang.



10. /4(3; 8), й(^5; 14) nuqtalar orasidagi masofani aniqlang. 
Yschish:

( 1) formuladan foydatanib, d = ^|(-5-ЗY + ( 1 4 - S f  =10 ni 
topamiz.

11. Uchlari ^ ( -3 ;  - 3 ) ,  5 ( - l ;  3), C ( l l ;  - 1 )  boMgan 
uchburchakning to‘g‘ ri biirchakli ckanligini ko‘ rsating.

Yechisfi:
Berilgan uchburchakning tomonlari uzunliklarini topamiz:

\AB\ -  V (-i-*-3)-+(3 + 3)- = V40 ,

|йс| = + + {3 + зУ = J i e o ,

AC\ = ^A \ + 3 f  + {-\^3y  = V2Q0 ■
\АВУ — 4УЗ, 160, \AC\^= 200 boMgani uchun

\A = \AC\̂  bo‘ ladi. Shunday qilib, uchburchakning
2 fomoni kvadratlari yig'indist uchinchi tomoni kvadraliga teng 
boMgani uchun ABC uchburchak io ‘g ‘ ri burcliakli.

12. ЛВ kesma oxirlarining koordinatalari А(~2\ 5), B{4; 17) 
berilgan. Bu kesmada C nuqta yotadi, bu nuqtadan A nuqtagacha 
bo‘lgan masofadan 2 maria katta. C nuqlaning koordinatalari topilsin.

Yechish:
\AC\ = 21CS] bo'Igani uchun, X = \AC\ : \CB\ = 2. Bu yerda 

x =  — 2, y,= 5, л',= 4, 17. Demak:

-2  + 2-4 .X -------------- = 2 , y = ^ l l ^  = 13, ya’ni C(2,13).1+2  ̂ 1+2
13. C(2; 3) nuqta AB kesma o'rtasi. Agar 7f(7; 5) bo ‘Isa, +A 

nuqtaning koordinatalarini aniqlang.
Yechish:

x=2, y=3  , x,=7. y^=5, bundan 2=(x,+7) : 2, 3 = (y,+5):2.
Demak, X|= —3, y,= I, ya’ni /4( —3; I).

14. Uchburchak nchlarining koordinatalari berilgan: A(x^; yj), 
B(x^; gj), C(x^; y,). Uchburchak medianalari kesishgan nuq-

tasining koordinatalarini aniqlang.



Yechish:
AB kesmaning o'rtasi bo'lgan D nuqtaning koordinatalarini 

topamiz;

2 ’

_ 1̂ ■

Medianalar kesishgan M nuqta CD kesmani 2:1 nisbatda boMadi 
(C nuqtadan hisobtanganda), Dcmak, M  nuqtaning koordi natal an

Xy H-
Л' =

1 + 2 ^ ] +  2
ya ni

X, + 2 '
X ,  + x .

X  - ^  2
3 " 3

formulalar bilan aniqianadi. Shunday qilib'.

X ,  +  X ;  + x j  _  уу +yj + ŷX = ■ У =•j  3
15. UchJari A(~2-, ~4), Д(2; 8), C(10; 2) bo'Igan iichburchak 

yuzasini aniqlang,
Yechish:
(5) formulani qoMlab topamiz;

Л’ = 1.|(2 + 2)-(2 + 4 )-(10  + 2)-(8 + 4 )| -^  |24-144| = 60Ь . h.

16. 1) A{2, 3) va Bi-lO- -2 ) ;  2) C( V2 ; -  V?) va Z)(2 Л ; 0) 
nuqtalar orasidagi masofani aniqlang.

17. Uchlari /1(4; 3). J3(7; 6 ), C(2; 1) boMgan nchsburchak- 
ning to‘g‘ ri burchakli ekanligini ko^rsating.

18. Uchlari 4(2; -1 ) ,  Д(0; - 6), C (-!0 ; - 2 )  bo'Igan uch- 
burchakning teng yonli ekanligini ko'rsating.

19. Uchlari 4 ( - l ;  -1 ) ,  /1(0; - 6), C (-10; - 2 )  bo'Igan uch- 
burchak berilgan. A uchidan tushiirilgan mediana uzuniigini toping.

20. AB kesmaning oxirlari 4 (^3 , 7), B(5, II) berilgan. Bu 
kesma uchta nuqta bilan teng to'rtta bo'Iakka ajratilgan. Bo'linish 
nuqtalarining koordinatalari topilsin.

21. Uchlari 4(1; 5), Й(2; 7), C(4; II) bo'Igan uchburchak 
yuzasini toping.



22. Paral]e]ogramning uchta ketma-ket joylashgan uchlarining 
koordinatalari berilgan: /1(11; 4), S ("I ; -1 ) , C(5; 7). To‘ rtinchi 
uchining koordinatlari topilsin.

23. Uchburchak ikki achi: 4(3; 8), B(10; 2) va medianalar- 
ning kesishgan nuqtasi M(l; 1) berilgan. Uchburchak uchinchi 
uchining koordinatlarini toping,

24. Uchlari A0\ 2), j5{!; 9), C(—8; —11) boMgan uchbur­
chak berilgan. Medianalari kesishgan nuqtasini toping.

25. L(0; 0), Л/(3; 0), /V(0; 4) nuqtalar uchsburchak tomon- 
lari o'rtalarining koordinatalari. Uchburchak yuzasini hisoblang.

3. Qutb koordinatalari.
Outb koordinataiarida M nuqianing o'rni uning О qutbidan 

masofasi \OM\ = p  ( p — nuqianing quit radius-vektori) va OM 
kesmaning qutb o 'q i OX bilan tashkil qilgan burchagi 0 
(0— nuqtaning qutb burchagi) bilan aniqlanadi. Outb o'qidan 
scat streikasiga qarama-qarshi olingan 6 burchak musbat hisobla- 
nadi.

Agar M nuqta qutb koordinatalariga ega bo ‘ lsa 
(p > 0 , 0  ̂9 2 :r ), u holda unga cheksiz ko‘p (p, 9 + 2 к л ), qutb
koordinatlari jufti to'g'ri keladi, bunda k e Z .

Agar dekart koordinat sistemasining koordinat boshini qutb- 
ga, OX o^qini qutb o'qi bo'yicha yo'naltirsak, u holda M nuqta­
ning to'g'ri burchakli (jc; y) koordanatalari bilan(p, 0 ) qutb 
koordinatalari o'rtasida bog'lanish quyidagi;

,r = pcos0, V = psin0; ( 1 )

= /gO = ^ (2)

tbrmulalar bilan ainqianadi.
26, Qutb koordinatlarida berilgan quyidagi:

A(4; B(2; C(3;
4 3 6

ДО; a), Д -1 ; 4
nuqtalarini chizing.

« - 3 ;  у ).



27. Agar qutb koordtnat boshi bilan, qutb o'qi musbat abs-
sissa o‘qi bilan ustma-ust tushsa, M{\\ — ^3 ) nuqtaning qutb
koordinatlarini toping.

Yechish:

(2) formulaga asosan p  -  ■</i^V(-V3y 2, tgO ~ -  J3. M  nuqta

a jv/'i "̂̂ 4to‘rtinchi chorakda joylashgani uchun Demak,

28. Agar qutb koordinat boshi bilan, qutb o ‘qi absissa o ‘qi

bilan ustma-ust tushsa, Л{2у!2, nuqtaning lo‘g‘ ri burchakli

koordinatasini toping.
Yechish:
(I) formuladan foydalanib topamiz:

X -  2 i/2  ■ cos{— ) = -2  
4

>' = 2л/2 -8ш(— ) = 2 .
4

Demak, 4 {-2 ; 2).
29. 4(2^3; 2). S{0; -.3), 4), D(V2; E {-4 2 \ -S \

F{-1\ 0) nuqtalarning qutb koordinatalarini toping.

30.

4(10; Ж2; C (0;
 ̂ *T 1 V

D(l; £ ( - l ;  - ) ,  Г (1;
4 4 4

nuqtalarning to‘g‘ ri burchakli koordinatalarini toping.
31. A/|([ ;̂ 0,) va Л/,(р^; 0j)nuqtalar orasidagi masofani 

toping.
Ko'rsatma: OM^M  ̂ uchburchakka kosinuslar teoremasini 

qo'liang.
10
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32. Л/(3,‘—) va Л^(4;— ) nuqtalar orasidagi masofani toping.

33. Qutb o ‘qiga nisbalan M(p,0) ga simmetrik bo'lgan nuqta- 
ning qutb koordinatalarini toping.

34. Qutbga nisbatan M(p,0) ga simmetrik boMgan nuqtaning 
qutb koordinatalarini toping.

- Л' /<■ _ n
35. nuqtalarga 1) qutbga; 2)

qutb o ‘qiga simmetrik boMgan nuqtaiaming qutb koordintalarini 
toping.

36. Qutbdan o ‘ tib, qutb o ‘qiga perpendikulyar boMgan to'g'ri 
chiziqqa nisbatan M(p,0) nuqtaga simmetrik bo'lgan nuqtaning 
qutb koordinatalarini toping.

4. Chiziq tenglamasi.
xOy tekisligida biror chiziqni nuqtalar to‘plami deb qarasak, 

unga bu chiziqda yotgan ixtiyoriy M{x^y) nuqta koordinatalarini 
bogMovchi tenglama to‘g‘ ri keladi, Bunday tenglama beriigan chi- 
Ziqning tenglarnasi deb ataladi.

Agar beriigan chiziqning tenglamasiga bu chiziqda yotgan ix­
tiyoriy nuqtaning koordinatalarini qo'ysak, uni ayniyatga aylanti- 
radi. Chiziqdan lashqaridagi nuqtaning koordinatalari bu chiziq 
tenglamasini qanoatlantirmaydi.

37. Kesmaning bir oxiri abssissa o ‘qi, ikkinchi oxiri ordinata 
o‘qi bo‘yicha harakatlanadi. Agar kesma uzunligi C - ga teng bo‘ lsa, 
bu kesma o'rtasi orqali chiziladigan chiziq tenglamasini toping.

Yechish:
M{x\ y) kesmaning o ‘rtasi bo'lsin. OM kesma (mediana uzun­

ligi) uchburchakgipotenuzasining yarmiga, ya’ni ОЛ/kesmaning

uzunligi c/2  ga teng. Boshqa tomondan, \0M\ -  + jy’

(koordinata boshi bilan M nuqta orasidagi masofa). Shunday

11



qilib 2 yoki + V* = — . Bu iziangan egri chiziq

tengiamasidir, Geometrik jihatdan bu markazi koordinata boshida 
radiiisi c/2 bo'lgan ayianadir.

38. Har bir nuqtasidan F(0; 1/4) nuqtagacha, bu nuqtadan 
y~  —1/4 to^g'ri chiziqqacha boMgan masofalari teng boMgan chi­
ziq tenglamasini luzing.

yechish;
Iziangan chiziqda ixtiyoriy M(x, y) nuqtani olamiz. M va F 

nuqtalar orasidagi masofa:

МГ\^у1(х -0У^{У~]/Л)-

formula yordamida topiladi. Л/ nuqtadan y =  -1 /4  lo ‘g‘ ri chi­
ziqqacha boMgan masofani oddiy geometrik flkrlashdaii topamiz 
( 1-chizma):

IMNl = |MK1 f IKN| -  yH/4.
\MF\ = \MN\ tcnglik iziangan chiziqning ixtiyoriy M niiqtasi 

uchun o ‘ rin!i bo'Igani uchun bu chiziq tenglamasini ushbu

ylx' + ( y - I  M )' = у + 1 / 4 
ko‘ rinishda yozish mumkin yoki

, , 1  1 , 1  1Л- +>■- - ~ y + — ^ y- + - ^ .4- —  ,2 16 ■ 2 16
ya'ni. bilan aniqlanadigan chiziq parabola deb ataladi.

39. F|{o; 0), F̂ { — a\ 0) nuqtalargacha bo'lgan masofalar 
ko'paytmasi o'zgarmas son oVga teng boMgan nuqtalar to'plami 
tenglamasini tuzing.

Yechish:
Iziangan egri chiziqda ixtiyoriy M{x; y) nuqtani olamiz. Bu 

nuqtadan va F̂  nuqtalargacha bo'lgan masofalar

q = ^J{x-a)' + y~ . = J(x-ray + y' ga teng.

Masalaning shartidan r-r^=a^ ligi keltb chiqadi, Shunday 
qilib, iziangan egri chiziq lenglamasi:

12



y j i x - a Y +у^ ■7 (х + аг)’ + /  =а\

[(л -а )- +>'^][(x + i/)- + / ]  = д\
(х ‘ -  2ах + а' + )(х~ + 2ах + а̂  + у^) = а"',

(х  ̂+у^ +а^ -  2ах){х~ + у~ +а~ ~ 2ах) -  а*,
(х ’ +a^f  -  4а^х  ̂ = ,
(х  ̂+ у  ̂f  = 2а  ̂(х ' -  у ~).

Topilgan egri chiziq lemniskata deb ataladi.
40. Lemniskata tcnglamasini qutb koordinataiarida yozing va 

uni chizing.
Yechish:

(x  ̂+ y^y  - 2й*(х' -  y^) tenglikda {yuqoridagi masalaga qarang)

x = pcos0, v = psin0 formulalari bo‘yicha qutb koordinata- 
lariga o'tamiz. U holda

(p̂  COS' 0 + sin̂  0 )’  = 2q^(p  ̂cos’ G - sin̂  0) 
yoki p’ = 2a^cos20
Bu — lemniskataning qutb koordinatalaridagi formulasidir. 
Egri chiziqni chizamiz. Tcnglamanip ga nisbatan yechamiz, 

natijada p -  ± a/2 cos29 , o ‘ ng tomonida “ + ” turgani uchun va 
tenglamadan 0 n i—0 bilan almashtirsak, tengiama o ‘zgarmagani 
uchun lemniskata OX va OY o'qiariga nisbatan simmetrik 
bo'Iadi. 1 - chorak uchun lemniskata shaklini tekshiramiz,
ya’ni p iO , 0 < 6' < —. p va 0 ning bu qiymatlari uchun

p = a^^f2■Jcos2Q. 0 faqat 0 
к

dan gacha o'zgarishini ko‘ rish

mumkin. Shunday qilib, egri chiz-
iqning bu qismi qutb o ‘qi va nur
0 -  , orasida boMadi. Agar 0 = 0 4
bo'Isa, p = a 2 bo ‘ladi. 0 noldan

13
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л
gacha 0‘sganda p ning qiymati 0 gacha kam ayadi. Stm-

mel 1 i k) igirii hisobga ul ib, It;m [liskataiii у asash rnumkin 
(2-chizma).

41. /4(1,1) va S(3,3) nuqtalardan teng u/oqlikda lurgan niiq- 
talar Ln^piamining tenglamasini lazing.

Yechish:
M nuqta izlangan egri chiziq nuqtasi bo'lsin, a holda 

|M4j = |MS| bo'ladi, Ikki miqtn orasidagi masofa formulasidan 
foydalanib yozamiz:

\MA\ = - \MB\ = ^ { х ~ З У +i y~3) ^  .

Egri chiziq tenglamasini

V ( . v - l ) - + ( y -

koVinitihda ynzish mam kin. Oxirgi lengiikning ikki lomonini 
kvadralga oshirib lopamiz;

,T" -  2x -f 1 -f -  2.T 4-1 -  x ’ -  6jr + 9 + y ' -  67 T 9
0 ‘ xsliash hadlarni ixchamiab, x+y—4=0 tenglamaga ega 

bo‘ lamiz. Izlangan niiqtalar to‘plarni to'g'ri chiziq bo4ib, AB 
kesmanmg o^nasiga o ‘tkazilgan perpendikular boMadi.

42. M nuqta qutb atrolida tckis aylanadigan nur bo^yicha tckis 
harakatlanadi. Agar harakal bnshida aylanadigan nur qutb o'qi 
bilan, M nuqta qutb bilan ustma-ust tushsa, M nuqta chizadigan
egri chiziq tenglamasini fuzing. Nurni 0 = 1 (bir radian) ga bur- 
ganda M nuqta qulbdan A masolaga siljiydi.

Yechish:

Boshlang'ich holatda p va 0 lar nolga tcng. So'ngra vaqtga
p

proporsional hulda o'sadi. Ular = const to‘g‘ ri proporsionai0 p a
bogdanishda. 0 I da p -a ^  demak, 0' ~ Y  ’ р~а-в.
р = ^;‘ 0. egri chiziq Arximed spirali deb ataladi.

43. Bir xil diamctrli ikkita aylananing biri sirpanmasdan ikkin-
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chisining tashqi tomoni bo'yicha dumalaydi. Ularning diametri 
A ga teng. Dumalayotgan aylananing aniq bitta nuqtasi chizgan 
chizig‘ining tenglamasini qutb koordinatalarida yoztng.

Yechish:
C j—dumalayotgan aylana markazining boshJang'ich holati; 

A—izlangan chiziqni cbizuvchi nuqtaning boshlang‘ ich vaziyati 
(bosblang‘ ich onda aylanalar urinadilar; A nuqta В nuqtaga nis- 
batan diametral joylashgan) (3-chizma). Cj—qo‘zg‘almas ayla­
naning markazi; C3—yangi holatdagi dumalayotgan aylananing 
markazi. Л/—izlangan chiziqni chizuvchi A nuqtaning yangi ho­
lati {C| aylana Cj vaziyatga ko‘chganda P nuqta Q vaziyatni oladi. 
В nuqta D vaziyatni egallaydi, ko'chirish siipanmasdan bajariladi;

BQ = DQ, Q d o  = QC, D.)
Rasmda qutb va qutb o'qi OX ko'rsatilgan. Izlangan egri chi- 

ziqning ixtiyoriy М (р ,0) nuqtasining koordinatalari qanoatlanti-
Л. y .

radigan tenglamani tuzlshimiz kcrak. M C ,Q  = O C jQ  ligini 
ko'rsatish mumkin. to‘rtburchakning kichik asosi |C; C,) = a

boMgan teng yonli trapetsiya: C X j va — C3X 3 nuqtadan
OM ga tushirilgan perpendikularlar.

Demak,

P = oa + C3C3 + \C\M\ = —cosO + 6Г + —cosG = a{\ + cos 9)
. 2 2Shunday qilib, izlangan chiziqning qutb koordinatalaridagi



tenglamasi p = o(l + cos9); bii egri chiziq kardioida deb ataladi. 
0 ni — 0 ga almashtirganda kardioida tenglamasi o ‘zgarmagani 
uchun u qutb o‘qiga nisbatan simmetrikdir. Agar 0 ning qiymati 
0 dan я gacha o'zgarsa, u bolda p ning qiymati 2a dan 0 gacha 
kamayadi.

44. /4(2; 0) va В(0; 1) nuqtalar teng nzoqlikda turgan to‘g‘ ri 
chiziq tcnglamasini toping.

45. X ~ у  tenglama qanday chiziqni aniqlaydi?
46. x = — у tenglama qanday chiziqni aniqlaydi?
47. /4(2; 0) va 5(0; 2) nuqtalardan masofalar kvadratlarining 

yig'indisi A va В nuqtalar orasidagl masofa kvadratiga teng bo‘lgan 
nuqtalar lo'plamining tcnglamasini tuzing.

48. .4(1; 0) va B(0; I) nuqtalar orasidagi masofalar yig'indisi 
2 ga teng boMgan nuqtalar to'plamining tcnglamasini tuzing.

49. Markazi qutbda bo‘lgan aylana tcnglamasini qutb koordi- 
nata sistemasida tuzing.

50. Qutbdan oMadigan va qutb o ‘qi bilan a burchak tashkil 
qilgan yarim lo‘g‘ ri chiziq tcnglamasini qutb koordinat sistema­
sida yozing.

51. Agar qutb aylanada yotib, qutb o ‘qi aylana markazidan 
o ‘tsa, diametri A ga teng bo'lgan aylana tcnglamasini qutb koor- 
dinatalarida yozing.

5. Chiziqaiflg parametrik tenglaniasi.
Ba’zida nuqtalar to‘p!amining tcnglamasini tuzishda x, у koor- 

dinatalami qandaydir yordamchi parametr / orqali ifodalasb qulay 
keladi (u parametr deb ataladi), ya’ni x = <p{t), у -\p{t) teng- 
lamalar sistemasi qaraladi. Izlangan chiziqni bunday tasvirlash 
parametrik ko'rinish deyilib, tenglamalar sistemasi berilgan chiziq- 
ning parametrik tenglamalari deyiladi. I'englamalar sistemasidan pa­
rametr t ni yuqotib, x, у  ni bog‘lovchi, ya’ni oddiy f(x, y) = 0 
ko‘rinishdagi tengiamaga keliiriladi.

52. Aylanantng parametrik tcnglamasini tuzing.
Yechish:
Markazi koordiaatalar boshida yotgan, radiusi A ga teng ay- 

lanani qaraymiz (4-chizma). Unda ixliyoriy Mix, y) nuqtani
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olamiz. ОМ radiusi bilan abssissa o ‘qi orasidagi burchak / ni par- 
ametr deb qaraymiz. OMN uchburchakdan acos (, y=osin  /. 
Shunday qilib, acos /, y =  a sin / aylananing parametrik 
tenglamasi hisoblanadi. Bu tenglamalardan parametr Г ni yo‘qotib, 
aylananing oddiy tenglamasiga kelamiz. Parametr / ni yo'qotish 
uchun tenglamalaming ikki tomonini kvadratga oshirib, ularning 
yig'indisini olsak:

Л'" + = a' COS' / + a" sin  ̂/ = ^r(cos' t  + sin' / ) = a ' , ya’ ni
-a^  tenglikni hosil qilamiz. Bu tenglama markazi koordi- 

natalar boshida, radiusi A ga teng bo ‘ igan aylanadir.
53. Aylananing tayinlangan nuqtasining qo‘zgaimas to‘gri chiziq 

bo^ylab sirpanmasdan dumalashidan hosil boMgan chiziqning 
parametrik tenglamasini tuzing.

Yechbih:
Radiusi A ga teng boMgan aylana gorizontal o ‘q bo'ylab o ‘ngga 

sirpanmasdan dumalasin (5-chizma). Bu to'g ‘ ri chiziqni OX o ‘qi 
deb, koordinatalar boshini bu o ‘qdagi biror О nuqtada olamiz. 
Aylananing tayinlangan nuqtasi deb shunday nuqtani olamizki, 
aylananing mos holatida О nuqta bilan ustma-ust tushsin. Tayin­
langan nuqtadan oriadigan aylana radiusining burash burchagini 
/ parametr sifatida olamiz.

Ma’lum vaqtda aylana A nuqtada o ‘qqa tirinadi. Aylananing 
fiksirlangan M(x; y) nuqtasi CM radiusni t burchakka burashga

Л
mos kcladigan holatni oladi (t -  AC M ). Sirpanmasdan dumala- 
gani uchun \()A\̂ = MA=al  bu‘ !adi. Buiidari fbydalanib M iiuq- 
taning koordinatalarini t orqali ifodalaymiz:



.t =|f?Â j = [0/4[-|л^Л|= = а/ -  «sin / = « ( / - s in /) ,

у  = |jVA/| = |Л/*| -  |ЛС| -  |/̂ Cj = «  -  «cos / = «(1 -  cos/).
Shiinday qilib, iziangan chiziqning parametrik tenglamasi 

quyidagi x = «■ (/-s in /), у = « ■ (1 —cos/) ko'rinishda bo‘ ladi. Bu 
chiziq sikloida deb ataladi (5-chizma).

54. Qanday chiziq x = t^,y = (̂  parametrik tcnglamalar bilan 
aniqianadi.

Yechish:
Parametr / ni yo‘qotib у = x tenglamaga kelamiz. Parametrik 

tcnglamalardan x > 0 , y > 0  ligi kelib chiqadi. Demak, bcrilgan 
parametrik tcnglamalar birinchi chorak bissektrisasini aniqlaydi.

55. Qanday chiziq x = cos/, y = cos^/ parametrik teng- 
lamalar bilan aniqianadi.

Yechish:
Ikkinchi tcnglamadagi cos / o'miga x ni qo'yib, y=.v^ ga ega 

boMamiz. Parametrik Icn^nmalardnn [x| < i. 0 < у ^ 1 ga ega bo'larniz. 
Sliunday qilib. parametrik tcnglamalar y = .r‘ parabulaning AOB 
yoyini aniqlaydi. bu yerda Л(—1; 1); 5(1; 1),

56. Qanday chiziq .v = sin/. у = cosec / tcnglamalar bilan bc- 
riladi.

Yechish:
y = l/s in / bo'lgani uchun x, у  miqdorlar o'rtasidagj tcskari 

proporsional bogManishni ifodalaydigan y=I/x  tenglamaga ega
bo'Iamiz- I, |yj  ̂1 lami hisobga olib, 6 - 
rasmda tasvirlangan chiziq ko'rinishiga ega 
bo'lamiz.

57. Qanday chiziq x = 2/, у = 4/ teng- 
lamalar bilan bcriladi.

58. Egri chiziq x «cos /, у = tein / 
parametrik lenglamalar bilan beriladt. Lin­
ing to'g'ri burchakli koordinatalar siste- 
masidagi tenglamasini yozing,

Ko‘rsalmcj: Birinchi tenglamani A ga, 
ikkinchisini В ga bo'lib, / ni yo’qotamiz.

59. Egri chiziq x = «sec /, у = btg /
A

6-eliizm :i
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paramelrik tenglamalar bilan berilgan. Uning tenglainasini to'g'ri 
burchakli koordinatalar sistemasida yozing.

60. Qanday chiziq x  ~ cos  ̂ f . У = sin̂  f tenglama bilan 
aniqlanadi?

61. X = ocos^ (, у = a sin̂  / tenglamalar bilan beriladigan 
chiziq asiroida deb ataladi. f ni yo'qotib, astroida tcnglamasini 
to'g ‘ ri burchakli koordinatalarda yozing.

62. Markazi О nuqtada, radiusi A ga teng bo'Igan doiraga soat 
mili bo‘yicha ip o'ralgaii; ipning oxiri A{a; 0> nuqlada bo‘lsin. 
Ipni (soal miliga qarshi yo'nalishda) doiradan bo'shalamiz va har 
doim oxirigaipni tarang tortib turamiz.Agar parametr t silatida 
OA radtii!i bilan tortilgan ip bitan aylanaga urinish nuktasiga 
o'tkazilgan Oii radius orasidagi burchakiii olsak, ipning oxiri 
chizgan egri chiziqning parametrik tcnglamasini yozing,

2-§. TO‘G*RI CHIZIQ

1. To‘g‘ri chizii|niiig tiinuiniy tcnglamasi.
X, у larga nisbatan har qanday birinchi darajali tenglama, 

ya’ni Ax + By + C=(i  (1) (A, Д. C — o ‘zgarnias koeffisientlar, 
B̂ ^O) tenglama tekislikda qandaydir to‘g ‘ ri chiziqni aniqlay- 

di. Bu tenglama to'g'ri chizigtiing umumiy tenglamasi deb ataladi.
Xusiisiy hollar:
1. C =0; /ItiO. Ax + By = 0 tenglama bilan aniqlanadi-

gan to‘g‘ ri chiziq koordinatalar boshidan o'tadi.
2 . A=0\ 8^0', CVO. By + C=0 tenglama bitan aniqtanadigan 

(y^~C /B )  to'g‘ ri chiziq OX o ‘qiga parallel.
= A^O; C^O. Ax + C ~0  tenglama bilan aniqlanadi- 

gan ix = —C/A) to'g'ri chiziq ОУ'o'qiga parallel.
4. 8 •= C = 0; A ^ 0; Ax = 0 yoki x = 0 tenglama bilan 

aniqianadigan to'g'ri chiziq 0У  o'qi bilan u.stma'Ust tushadi,
5 .  A = C ~ 0 ;  Bi^O, yoki y = d tenglama bilan aniqia­

nadigan to'g'ri chiziq OX o'qi bilan ustma-ust tushadi.
2. To'g'ri chiziqning burchak kocfTilsicntli tenglamasi.
Agar umumiy tenglamada В ^0  bo'Isa, uni у ga nisbatan 

yechib y=kx+b (2) icnglamani hosil qilamtz (bu yerda k = —A/B, 
b ^  — C/B). Uni io'g'ri chiziqning burchak koeffisientii tenglamasi 
deb alashadi, bu yerda к = tga, a -to 'g 'ri chiziq bilan OX o'qining
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musbat yo‘ nalishi orasidagi burchak. Tenglamaning ozod hadi В 
to‘g‘ ri chiziqning OY o ‘qi biJan kesishgan miqiasi.

3. To‘g‘ ri chi/iqning kesmalarga nisbatan tenglaraasi.
Agar to‘g ‘ ri chiziqning umumiy tcnglamasida C 0 bo ‘ lsa, 

tcnglamani —C ga bo'lib,

a h (3)

tenglikga ega bo'iamiz (bn yerda a = —C/A, h = ~C/B). Uni (o ‘g ‘n 
chizigning kesmalarga nisharan tenglamasi deb atashadi; bunda A 
— to'g'ri chiziqni OX o'qi^ В — esa OY o ‘qi bilan kesishish 
nuqtasi. Shuning uchun, a va b to'g'ri chiziqning o'qlardagi kes- 
malari deyiladi.

4. To‘gVi chi/iqning normal tenglama<ti.
.Agar to‘g ‘ ri chiziq umumiy tenglamasining ikki tomonini

f.1 = l/±  songa ko'paytirsak (g —normallashtiruvchi
ko'paytuvchi, ildiz oldidagi ishorani shunday tanlaymizki 
pC < Obo'Isin),

.r cosv? + vsin ^ -  p = 0 (4)
ga ega bo’ iamiz. Bu tenglikka to‘g ‘ri chiziqning normal tenglamasi 
deyiladi. Bu yerda P koordinatalar boshidan to’g’ ri chiziqqa tu- 
shirilgaii perpend ikularning uzunligi, 9 — perpend iku la г bilan 
OX o ’qining musbat yo’nalishi orasidagi burchak.

63, Ordinata o ’qidan b=~3  kesma ajratuvchi va abssissa o ’qining
musbat yo’nalishi bilan a = Ti/6  burchak tashkil eiuvchi chiziq 
tenglamasini tuzing.

Yechish:
Burchak koeffitsientini topamiz:
к -  tg(n /6 ) — 1/л/З
Burchak kocfTitsientli tenglamadan foydalanib, 

ga ega bo’ iamiz. Soddalashtirishlardan so’ng x -  \/3 у -  3\/3 -  0 ga 
ega bo’iamiz.

64. Koordinata o ’qlaridan a = 2/5, b = ~l/IO  kcsmalar ajratuv­
chi to’g’ ri chiziq tenglamasini tuzing.
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Yechish:
X V

(3) icnglamadan 

“ I ni lop:imi/, Bii

7*chi/m;i

2/5 {-WIO)
tengiamani (5/2).t — Юд'^! yuki
5.>t: -  20y — 2 = 0  ko‘ rinishga kd- 
tirish miimkin.

65. To ‘g'ri chi/iqning I2,if-5>’—
65=0 umiimiy tenglamasi bcrilgan.

1) burchak kocfTitsicntli;
2 ) kcsmalarg:i nisbatan;
3) normal tcnglamainrini yozing.
Yechish:
1) Tengiamani g ga nisbatan ycdiib, bLirehak koelTiisientli у 

= (12/5)л'-  1 3 ) cnglamnпi iiosil qi l ami / ,  bn yerda к  ̂ i 2/ 
5, b = -13.

2) Umumiy tengiamaning ozod haditti o ‘ ng tomonga o'lkazib, 
ikki lomonni 65 ga bo'lamiz va П 2/65)л:“ {5/65)у = 1 ni hosit

■V Vqilamiz. Oxirgi tengiamani
65/12 (-65/5J

= I ko’ rinishda yoz-

= 1/ 12' + ( -5 ) ' =1/13

ish rnuinkin, bu yerda
a = 65/12, b = -  6.5/5 = -13.

3) Normallasltliruvchi koelTltsient p = 
ni topamiz. Tengiamaning ikki loinonini n ga ko'paylirib, (12/ 
13) X—(5/!3)> '-5=0 normal tengiamani hosil qilamiz, bu yerda 
cosy? = 12/13. sin y? = - 5 /  13, p = 5

66. 1) .t-2>-.5=(7; 2) 2x^3y=0; 3)5x~2=0; 4) 2y+7=0
to‘g‘ ri chi/iqiarni chi/iilg.

Yechish:
1) Tcnglamada ,f = 0 desak. у = 5/2 ni topamiz. Dcmak, lo‘g‘n 

chi/iq ordinata u'qini 5 (0 ; 5/2) nnqtada kesadi; у = 0 deb x = —5 
ni topamiz. ya'ni to'g'ri chiziq abss!s.sa o'qini z)(-5; 0) nuqiada kesadi. 
To'g'ri ebi/iqrii A va В nuqialardan o'tkazish kcrak (7-ehi/ma).

2) 2.v+3y=0 to'gTi chiziq koordinatalar boshidan o ‘ tadi, 
chnnki uning lenglamasida o /od  had qatiiLishniaydi. Tcnglamada 
л = 3  desak, 6 = -V  =  0, yoki >■ =  - 2  boMadi. Dcmak, ,V/(3; -2 )  
nuqiani hosil qilami/. Koordinaialar hoshi va M niiqiadnti to^gTi 
chiziq oTkaz.ish qoladi.
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3) Tengiamani x ga nisbatan yechib, л: = 2/5 ni hosi! qilamiz. 
Bii to'g'ri chiziq ordtnata o'qiga parallel va abssissa o'qiclan 2/5 ga 
tcng kesma ajratadi.

4) Yuqoridagiga n‘xshash 7/2 ni hosil qilamt/,, to‘g ‘ ri 
chiziq absissa o ‘qiga parallel,

67. To'g^ri chiziq tcnglamasi (ач-2x/S)/4 + (_y- 2л/5)/2 — 0 
bcyi-sin. Bu to‘g ‘ ri chiziqning 1) umumiy; 2) burchak koelTitsientli;
3) kesnialarga nisbatan; 4) normal tcglamalarni yozing.

68. 2jt ^ 2y 5 0 tenglaina abssissa o ‘qining miisbat yohialishi
bilan qanday burchak hosil qiiadi.

69. 4x + 3_v — 36 = 0 to‘g‘ ri chiziq bilan koordinata o ‘qlaridan 
hosil boMgan uchburchak yuzasini hisoblang.

70. 20jc 2ly = П ni kesmalarga nisbatan yozish mnmkinmi?
71. 1) 4л: - 5y • 15 - 0; 2) 2x r -  0, 3) 7л: ' 10 = 0;

4) 2y -  3 = 0 to'g'ri chiziqiarni chizing,
72. Ordinal a o'qi bilan b = I va abs.siss;r o'qining mirsbat yo'nalishi 

bilan а = 2я /3  burchak hr>si! qiluvchi to'g'ri chiziq tenglamasini 
tu/ing.

73. To'g'ri chiziq koordinatalaridan teng imisbat kesmaiar 
ajratadi- Agar to'g'ri chiziq va koordinata o'qlan bilan hosil bo'igan 
uchburchak yuzasj 8 kv, birlikka long bo'lsa, to'g'ri chiziq teng­
lamasini Ui/ ing.

74. Koordinalaiar boshidan va A( 2; 3} nuqiadan o'tuvchi
to'g'ri chiziq tcnglamasi tuzilsin.

75. 4(2; 5) nuqtadan o'tuvchi va ordinaia o'qidan b = 7 kesma 
ajrainvchi to'g'ri ciiiziq tenglamasini tnzing.

76. M{ 3; —4) nuqtadan o'lib, koordinata o'qlanga parallel 
to'g'ri chiziq tenglamasini tu/ing.

77. Agar to'g'ri cliiziqning koordinata o'qlari orasidagi kes- 
masining uzunligi 5/у/2ё‘  ̂ Icng bo'lsa, koordinata o'qlaridan bir 
xil kesmaiar ajratuvchi to'g'ri chiziq tcnglamasi tuzilsin.

5. To‘g‘ ri chiziqlar orasidagi burchak. Ikki nuqtadan o'tuvchi 
to'g'ri chiziq teiiglamasi.

y —kjX , y=kjjr + 6j to'g'ri chiziqlar orasidagi burchak
' k . - k ,tga -

formula bilan aniqlanadi.
\+k.k. ( I )
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к 1= к j — ikki chiziqning paraldlik shfirti. к ,= — 1/ к j — ikki 
to‘g‘ ri chiziqning pcrpcndikulyarlik sharli. к burchak kocfflsientli va 
Л/(Х|, у,) nuqtadan o'tuvchi lo*g‘ ri chiziq tenglamasi quyidagi 
y —У| = к (x—X,) (2) ko'rinishda yoziladi.

Aî i(X|; У)) va Mj(x^; ŷ ) nuqtalardan o'tuvchi to'g'ri chiziq 
terir'iamasi

x - x ,

y ,~ y ,  x , - x ,
va to'g'ri chiziqning burchak koefTitsienti

>2 -  У1
x ,-x ,

(3)

(4)
fbrmuladan topiladi.

Agar X| =Xj boMsa, Mj, Mj nuqtalardan o'tuvchi to'g'ri chiz* 
iq tenglamasi х = х̂ , у, =y^ bo'lsa y=y^ bo'ladi.

6. To'g'ri chiziqlarning kesisbuvi. Nuqtadan to'g'ri chi/iqqaclia 
masofa. Ib'g'ri ehiziqiar dastasi.

Agiir bo'ls;i, Â x + B y + C  = Q va A^ Ь B^+C\ = 0
to'g'ri chiziqlarning kesishgan nuqtasi ularning tenglamalari birga 
echib topiladi.

A/(X|,, >(,) nuqtadan Лх + £у + С =  0 to'g'ri chiziqqacha masofa 
quyidagicha topiladi:

I Лхд + + Cj
( 1 )

J  =
у1а '~+ B ' '

A^x- -̂By + C = 0  va A;X + B,y + C =  0 to'g'ri ehiziqiar orasidagi 
burchak bissekirisasining tenglamasi

/l,x + Д|У + С| A^x+ B.y + C-̂  _ ^
. [ y v y  ~ f i f t y  “  (2 )

bo'ladi. Agar Â x + B y  + C, = 0 va A,x + B y  t C\ = 0 to'g'ri 
ehiziqiar kesishsa, u holda A y ■* By + C, +к(Л,х + + Cj) = 0 (3)
tenglama {/.—sonli ko'paytuvchi) to'g'ri chiziqlarning kesishgan 
nuqtasidan o'tadigan to'g'ri chiztqni aniqlaydi. (3) da X ga har xil 
qiymatlar berib, markaz deb ataluvchi kesishgan nuqtadan o'tuvchi 
to'g'ri ehiziqiar dastasiga tegishli har xil to'g'ri chiziqlarni hosii 
qilainiz.
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78.  ̂= -  Зх+7 va у = 2х + \ to'g'ri chtziqiar orasidagi o ‘tkir 
burchakni aniqiang.

Yechish: fc=—3, deb 5-banddagi (I) dan topamiz:

lg ^  = ya ni 9  =14- k|k,

79. 4x -  ву + 7 = 0 va 20л' -  30,v - 1 1 = 0  to'g'ri chiziqlarning 
parallelligini ko‘rsating.

Yechis/i: Наг bir tenglamani burchak koeffltsientii ko'rinishga 
keltiramiz:

у = (2/3)л+ 7/6 va y = (2/3)jt—11/30. Bu to‘g ‘ ri chiziqlarning bur­
chak koelTisiemlari = k̂  = 2/3ga teng, ya’ni lo'g'ri chiziqiar 
parallel.

3jt-5y + 7 = 0 va IOjc + 6y-3 = 0 to^gVi chiziqlarning per- 
pendikularligini ko4sating.

УесЛ/ЗЛ.-Tenglamalami burcliak kocflllsiemli ko^rinishga kelii- 
ramiz;

у = {3/5),v + 7/5 va >’ = (—5/3)^ + 1/2, bii yerda k̂  = 3/5, k̂  = ~ 5/3, 
k ^ ~ -  \/k̂  boOgani uchun to'g'ri chiziqiar perpendikular,

81. Л/(—I; 3) va М2; 5) nuqtalardan o'tuvchi to‘g ‘ ri chiziq 
tenglamasini tuzing,

Yechish: 5-chi banddagi {3) fonmiiladan x. =  2, = 5, = — 1,
У| = 3 deb ulami/:

у -  3 _  ,x + 1 
5 -  3 ”  iTT yoki

y - 3  x + 1

Shunday qilib, izlangan tenglama 2x — 3y + 11 = 0  boMadi,
Tenglamaning to*g‘ ri topilganini tekshirib ko'nsh miimkin. 

Bulling LicliLin M va N nuqtalarning koordinatalari bu tenglamani 
qanoatlanhrishini kt+rsalish kerak. Haqiqatan ham:

2 ( -I ) -3 -3 + n = 0 , 2-2-3-5+11=0.
82. d (—2; 4) va 5( —2; —1) nuqtalardan o-iuvchi lo'g'ri chiziq 

tenglamasini tuzing,
Yechish: x =  —2 bo'lgani uchun to‘ghi chiziq tcnglamasi

X = —2 bo'ladi. (Ordinata u‘qiga parallel).
83, 3x-2y+I=0 va 2x+5y—12=0 lo'g'ri chiziqlarning kcsish- 

ishini ko'rsating va kesishgan nuqtani loping.
24



Yechish: Ъ/2^{~2)/5 boMgani uchun to‘g‘ ri chiziqlar ke- 
sishishadi,

| 3 ^ : - 2 v + l - 0

[2x + 5 > '- I 2 -0
sistemasini yechib quyidagilarni topamiz; jc = 1, у = 2, ya’ ni 
to‘g‘ ri chiziqlar ( 1; 2) nuqtada kesishishadi.

84. To‘g‘n chiziq tcngJamasidan foydalanmasdan y„) nuq- 
tadan Ajc + By + C = 0 lo ‘g‘ ri chiziqqacha masofani toping,

Yechish: Masala M{x̂ \ ŷ ) nuqtadan berilgan lo'g'ri chiziqqa 
tushirilgan pcrpcndikular asosi, N gacha bo‘ )gan masofani topish- 
ga keltiriladi. MN to‘gri chiziq tenglamasini tuzamiz, Berilgan to‘g‘ ri 
chiziq burchak kocffitsienti ~A/B bo‘ lgani uchun MN to‘g'ri 
chiziqning burchak koeffitsienti B/A bo‘ !adi (perpendikularlik 
shaitidan) va MN to'g'ri chiziq, tenglamasi у —y,= (В/А)(х—x̂ )̂ 
bo ‘ ladi. U bunday (j: - x )̂/A = (y ~ у )̂/В ko'rinishda yoziladi.

Ax + By + C = 0, (x -  x )̂fA =  {y -- y )̂/B
tenglamalar sistemasini yozib, N nuqtaning koordinatalarini 
topamiz.

Yordamchi noma’lum t ni kiritamiz; {x -  x̂ )/A = {y — y^)/B= t. 
U holda x ^x^ + At, y ^ y ,+  Bt bo‘ ladi, Bu ifodani berilgan to‘g‘ ri 
chiziq tenglamasiga qo^yib topamiz: At)  ̂ J?{y„ Bt) + C =  0.
Bundan / = -  [Ax̂  + Bŷ  ̂+ C)/(A~ + B̂ ). / ni a: = + At, у =y^ + Bt
larga qo ‘yib, N ning koordinatalarini topamiz:

A" =  A „  -  A
.'h-„ + Z?y„ + C 5уц + Г

+ B~ ' “ Â  + B~
Endi M va N nuqialar orasidagi masofani topamiz:

^  = ^ /{.v -A -,)' + ( y - y j ‘ -

-  fi у ■‘J-Vq + Д>;, + 
\[

V
B-

\x,,+By, + L"\ _ \Ax,, + By,, + Ĉl
'

85, Л/{]; 2) nuqtadan 20a —21y —58 = 0 lo'g'ri chiziqqacha 
masofani aniqlang.

Yechish:
 ̂ |20-l-21-2-58| |20-42-58] |-80| ^22

'  ■■■ V40o7 4 4 ~  29 ■ 29 “ 29'
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86. I to‘g ‘ri chiziq berilgan: 4a: -  3y ~ 7 =--0. /1(5/2; i), fi(3; 2), 
C(l; —1), ОФ, -2 ) , £(4; 3), £(5; 2) niiqtalardan qaysi bin

t to‘g"ri chiziqda yotadi,
Yechish: Agar nuqta to‘g‘ ri chiziqda yotsa, u halda uning koor- 

dinatalari to‘g'ri chiziq tcnglarnasini qanoatlantiradi.
/1 е / ,  chunki 4 (5 /2 )-3  ] - 7  = 0;
B e / ,  chunki 4 - 3 - 3 - 2 - 7 ^ 0 ;
С е / ,  chunki 4■ I - 3 ( - l ) - 7  -  0;
Л е /, chunki 4 - 0 - 3 { - 2 } - 7  ^ 0;
£  ^ c h u n k i  4 - 4 - 3 - 3 - 7 - 0 ;
£ e  /, chunki 4 .5 ^ 3 .2 - 7 0 .
87. Л/{"2; 5) miqladan o ‘lib, 3a + 4(5/2) “ 3 -1 -7  = 0  4y+2=0

to‘g‘ ri chi/iqqa parallel I(2g‘ri chiziq tenglamasi tu/.ilsin.
Yechish: To'g'ri chiziq tenglamasini у ga nisbatan ycchamiz; 

y=  —(3/4)a -  1/2. Demak, iziangan to‘g ‘ ri chiziq berilgan to'g'ri 
chiziqqa parallel bodgani uchun lining burcliak koclTitsicnti —3/4 ga 
icng. 5--chi banddagi (2) tcnglarnadan I'oydalanib topamiz: 

у -  {— 5) = ( — 3/4)[a — ( — 2)1, ya'ni 3a + 4y + 26 = 0.
88. 4(2; 2), B{~2\ - 8) va C’(—6 ; -2 )  nuqtalar uchburchak- 

ning Lichlari bo'lsin. Uchbiirchak medianaiari tenglamasini tuzing,
Yechish: BC, AC va AB lomoniar o'rtalarining koordinata- 

larini topamiz:

.r = ( - 2 - 6 ) / 2 - - 4 ,  у ^ ( - 8 - 2 ) /2  = -5 ; .4 ,(-4 ;-5 );

.r" - ( 2 - 6} / 2 - - 2, y" - ( 2 - 2 ) / 2 - 0; f i ,( -2:0 );

a"= (2 ' 2)/2 = 0; у  = {2  - 8 ) /2 - - 3 ;  C,(0; -3 ).
Medianalarni ikki nuqladan ohuvchi to‘g‘ ri chiziq tcngla- 

masidan foydalanib topamiz. AÂ  mcdiananing tenglamasi 
■ {y -  2)/( -  5 -2 )  = (A -  2)/( 4 -  2), yoki

(y -  2}/7 = (A  ̂ 2)/6 ya'ni lx -  6y -  2 = 0. Д(-2; -К) va 5 /-2 ; 0) 
nuqtalaming abssissalari bir xil, mediana ordinata o'qiga parallpl 
boigani uchun uning tenglamasi a ■+■ 2 = 0 boMadi. 55, mediana 
tenglamasi

(y t 2}/{- 3 t- 2) = (a + 6)/(0 -t 6) yoki a “I- 6y + 18.
89. Uchburchakning uchlari berilgan; 4(0; 1), B(6 ; .5) va
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С(12; —1), С uchidan Lushirilgati uchbiirthak bakindligini teiig- 
lamasi lopilsin.

Yechish: S-chi banddagi (4) formuladan fuydalanib, ЛВ Uanon- 
ning burchak koeflustenlini [opamiz; к = 5 -  l)/(6 0) = 4/6 -  2/2.
Perpandikularlik shartiga kt/ra, C udiidan uishirilgari burchak kocf- 
fitsienti -.2/2, Bii balandlikning tcnglam̂ Lsi quyidagi kcVrinislida K>‘ladi: 

>■ + I = ( -  3/2)(x -  12), yoki -  2y -  34 = 0.
90. Uchburchak tomonlan bcnlgan: л + 3y -  7 = 0 (.ЛВ), 

4x ~ у — 2 = 0 (Д О , Ол’ 1 Sy — 35 = О (/)Q . Ucliburdiakning 
В uchidan lushurilgan balandlik uzunligim toping.

rediish:
В nuqta kuurdinatalaiini aniqlaymiz: .v + 3y ~7 ^ 0 va 

4.V - > ' - 2 = 0  tenglamalar sistcmayini yediib д- = I, у = 2, 
ya’ni Д(1;2) niiqtani aniqiaymi/. balandlik u/unligini В 
nuqtadan AC to‘g ‘ ri chiziqqadia bo'lgan niasolani hisoblab 
1 opamiz:

BB, =
6 -0 8 -2 - .2 5

= I/
6 - +8

91. З х ^ у -З 7 к )  = 0 va 6n + 2y  ̂ 5 VIO = 0 o'/aro parallel 
in'g'ri diiziqlar ora.sjdagi masofani aniqlang

Yeehtsh.
Ma.sala bir to‘g‘ ri chiziqning ixtiyoriy mtqta,sidan ikkinchi to‘g‘ ri 

dii/iqqacha boigaii rnasutani lopi.sliga kdtirihidi. Birinchi lo^g'ri 
diiziqda = 0 deb nl.sak, у = 3-v^ bo ladi. Shunday qilib

.V/((): 3-y^ ) — birindii to'g'ri diiziqqa legisiili nuqta bo'latli. 
M luiqiadan ikkinchi to‘g‘ n diiziqqacha bo'lgan masotani topamiz;

6 () f 2 ■ 3 1 0 О  10 ] ] JO
d ^ ^ =5.5

36 + 4 2 10
92. .V + у - 5  + 0 va ?д -  >■ — 19 = 0 to'g'ri chiziqlar orasidagi 

burchaklar bis-sektristalarining tcriglamalarini yozing (S-chizma),
Yechish:
О I din bu masala ni iimumiy ko'rinishda yechamiz. ikki to'g'ri 

chiziq orasidagi bissektrisa bu to'g'ri chiziqlardan teng uzoqlikda 
yotiivchi miqtalar geomclrik o'rnidir. Agar bcrilgan to'g'ri chiziq­
lar tenglnmalari A x̂ + B ŷ -  C| = 0 va Â x + B ŷ
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bo'Isa ^ Я,/В,. ya’ni to‘g*ri chiziqlar parallel emaslar), li
holda birorta bissektrisaga tcgishli ixtiyoriy A/(\; У(̂ ) nuqta ucliun 
nuqtadan to‘g*ri chiziqqacha bo'lgan tnasofa tormulasidan foy- 
dalanib quyidagi lengljkni olamiz:

Hi-̂ a + l̂->'ii + ^’i| ^ + ^^1
•J A j + 5,

M{x̂ ', yjj) nuqta ixtiyoriy bo'lgani uchun uni Л/(.х‘ у) btlan 
bcigilash mumkin. Absolut qiyrnat oslidagi ifodaning ishorasi bar 
xil ishoraga ega bo'lishi mumkinligini hisobga olgan holda bissek- 
irisalaming tenglamalaridan biri uchun:

Â x + B̂ y + C| _  A x̂ + В2У + C\

7 ,f7Â: + B;
ikkinchisi uchun:

Â x + B̂ y + C’l _ AjX + B,y + C\

+ /?i‘
boMadi. Shunday qilib, ikkala bjsseklrisa 
uchun quyidagi lenglamani yoza olami/.:

t , .'h,v + Л’, г

t B-

в.
Endi aniq masalaiii yechamiz. /I,, 
C|, /fj, Cj larni berilgan to‘g‘ ri 

В chiziq tcnglamasidagi ularning qiymat- 
lari bilan almashtirib, topamiz:

о u- -v+ v -5  ^ 7x -  v -1 9   ̂ . .8-chizma — ' ± -—  ' — — 0 , va ni
n/I + 1 V49 + I

5(.r+>’ -5 )± (7 .v -> '-1 9 )  = 0,
Bissektrisalardan binning lenglamasi + у ~ 5) (7x — у —

-  19) = 0, ya’ni 3x + у -  11 = 0  ikkinehisiniki 5(x + у -  5) —
— (7x — у -  19) = 0, ya'ni x — 3y + 3 = 0.

93. A(\; 1), jP(10; 13), C{13; 6) tar uchburchak uchlarming 
koordinatalari. A burchak bissektrisasining tenglamasini tuzing. 

Yechisfi:
Bissektrisa tenglamasini luzishda {yuqoridagi misolning ycchi-
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lishida) boshqacha usuini ishlatamiz. D nuqta bissektrisaning BC 
tomon bilan kesishgan nuqtasi boMsin. Uchburchak ichki burchak 
bisscktrisasi xossasiga asosan \BD\: j/)Cl = \ЛВ \: ]AC] boMadi. Lektn

\AB\ =  ^ ( \ 0 - \ f  + 0 3 - I ) '  =15,

|^Cl = V ( 1 3 - l ) 4 ( 6 - I ) '  =13. Dcmak, /I = |ВО[, |DC| = 15/  13.
BC kcsmani D miqta qanday nisbatda boMishi malum boMgani 

Lichun D iiuqtaning koordinatalari quyidagi

.V =
10 + (15/13)13

V = ■
13 + (15/13)6

1 + 15/13 ■ 1 + 15/13
formiilalai’ orqali topiladi yoki x = 325/28, у  = 259/28 ya’ni 
/3(325/28, 259/28). Masala ikki A va D nuqtalardan o'tuvchi 
to*g‘ ri chiziq tenglamasini tuzishga kclliriladi:

v -1  ,v -l  ̂ ^
— ^ ------ , ya Ш 7x — 9y + 2 = 0,
259/28-. 1 325/28 - Г

94, ABC uchburchak balatidliklarining tenglamalari berilgan:
X + у — 2 = 0, 9x — 3y — 4 -  0 vu A(2\ 2). Uchburchak tomon- 

larining lenglamasi tuzilsin.
Vechish: Nuqta balandliklarining birortasida yotmasligiga ishonish 

mumkin; Lining kcwrdinatalari biilandlik tenglamalarinj qanratiantirmay- 
di. 9k ~ Jy ~ 4 = 0 S/f, balandlikning x +y—2=0 CCj balandlikning 
tenglamalari bo‘)sin. AC tomonning tenglamasini tuzishda uning A 
niiqtadan o'tlshini va BB̂  balandlikka peq:>endikulyariigini hisobga olamiz. 
S/f, balandlikning burchak koelTitsienti 3 ga tcng bo‘lgani uchun AC 
tomonning burchak kocfllsicnii —1/3 bo‘ ladi, ya’ni -1 /3 . Bc- 
rilgan nuqtadan o ‘tuvchi va burchak koeflitsienti /t = —1/3 bo'lgan 
lo'g’ ri chiziq tenglamasidan foydalanib, AC tomon tenglamasini hosil 
qilamiz: у -  2 = ( -  l/3)(x — 2) yoki x + 3y -  8 = 0

Yuqoridagi kabi = - I .  A ,,,=lva AB tomon tenglamasi 
у — 2 = jt -  2, ya’ni у = x bo’ ladi. AB va BB̂ , AC чл CC, to’g’ ri 
chiziqlar tenglamasini birga echib, uchburchak uchlarining koor- 
dinaialarini topamiz; 5(2/3; 2/3) va C(—I; 3). BC tomon tenglama-

............................ v - 2 /3  .r -2 /3  . ,sim tuzish qoladi. , ya m 7,v + 5y -  8 = 0.
3 - 2 /3  - 1 - 2 /3
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95. М{5\ 1) nuqtadan o'tib, 2x+y~4=0  to‘g‘ ri chiziq bilan
Tt/4 burchak tashkil ctuvchi to‘g‘ ri chiziqlar tengiamasini tuzing 
(9-chizma).

Yechish:
Izlangan to‘g‘ ri chi/.iqlardan binning burchak kocffitsicnti к 

boMsin. Berilgan to‘g‘ ri chiziq burchak kocfTisienti —2 ga teng. Bu
to'g'ri chiziqlar orasidagi burchak n/4- ga teng bo'Igani uchun:

Bundan
k+2

к +2
l -2 k

= ] va

ya’ni i =

k + 2

к +2
1 -2 ^

\~2k\-2k
Bu lenglatnalarni yechib, k = —\/2 va k = 3 larni topamiz. 

Shunday qilib, izlangan to'g'ri chiziq lenglamalaridan biri 
у ~ \ ~ ( - l / 3 ) ( j f  -  5), ya’ ni X + 2у — 8 = 0 ikkinchisiniki 
у -  \ =  3<;f -  5), ya’ni Зх -  у -  14 = 0,

96. 2л: + Зу + 3 + 1 (л + 8у + 6) = О dastaga kirib, Л/(1; 1) 
nuqtadan o'tuvchi to‘g‘ ri chiziqni toping.

Yechish:
M nuqianing koordinatalari izlangan to'g ’ ri chiziq tengiama­

sini qanoatlantiradi, shuning uchun Л ni qiiyidagicha topamiz:
2 ■ 1 + 3 ■ 1 + 5 + / (̂1 -1-8 -1 + 6 ) = 0, yoki 10 + 1.52 = 0 , ya’ni 

2 = -  2/3 X ning qiymatini dasta tengiamasiga qo’yib, izlangan 
to‘g‘ ri chiziq tengiamasini hosil qiiamiz: 2л + 3y d 5 ~ (2/3)(л -t- 8y 3­
3- 6) = 0 , ya’ni

4л—7y+3=0,
97. Зл—4y+7=0 va 5л-1-2уЗ-3—0 to‘g ‘ ri chiziqlarning kesishgan 

nuqtasidan o ‘tib, nrdinata o ’qiga parallel to’g'ri chiziqni toping.
Yechish:
T o’g'ri chiziq quyidagi dastaga tegishli: 

Зл-4уЗ-7-Ь2(5л-Ь2у+3)=0, ya’ni (3+52)л+(-4+2л)у-Ь(73-32)=0. 
Izlangan to’g'ri chiziq ordinata o ‘ qiga parallel bo4gani uchun 
у oldidagi koeffilsient nolga teng bo ‘ ladi: -43-22=0, ya’ni 2=2 ni 
dasta tengiamasiga qo'yib topamiz: x3-2=0

98. Uchburchak tomonlarining lenglamalari berilgan:
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(1- -  \x+\ 2 — У +1 4 j  1 4 j К

^■+2y+5=0 (AB), 3 x + y H = 0  (BC), 
x+y+7=0 {AQ.  ^Ctomonga tushurilgan 
balandlik tenglamasini tuzing.

Yechish:
Balandlik dastaga legishli bo'lgani 

uchun x + 2y + 5+ l(3x +>’+ 1 )= 0 , ya’ ni 
( I +3/l)x+(2+/l)y+(5 + A)=0 Dastaning 
burchak koeffitsienti —( I+ЗЯ)/(2+Я); AC 
ning burchak koefTitsicnti -1  ga teng 
bo'lgani uchun izlangan balandlikning 
burchak koefl’isienti 1 ga teng va Л ni 
topish uchun —(1 +3/1)/(2+Я)=1 ga ega bo'lamiz. Bundan 
1+ЗЯ+2 + л=0, ya’ni Л =  —3/4 ning topilgan qiymatini dasta 
tengiamasiga qo'yib topanriiz:

ya’ni 5x -5y -!7= 0 .

99. ABC usburchakning uchlari berilgan: /1(0; 2), Я(7; 3),
Л

C(l; 6). BAC = a burchakni aniqlang
100. Uchburchak tomonlarining tenglamasi berilgan: .r+ y ^ = 0, 

3x—5>'+l4=0 va 5x—3y—14=0. Uning balandliklari lenglamasini 
toping,

101. 3x+4y—20=0 va 8x+6y-5=0 to'g’ ri chiziqlar orasidagi 
burchaklar bissektrisalarining tenglamasini tuzing.

102. Uchburchak uchlarining koordinalatari benlgan: 4(0; 0), 
-3 ) . Q -.'i; - 1), Uchburchak uchlaridan o ’ tth va umng

tomonlariga parallel bo'lgan to’g'ri chiziq tenglamasini tuzing.
103. iV/(2; 7) mjqiadaii oriib va A В (/f(—!. 7), B{8 ;—2)) 

to’g'ri chizig'i bilan 4,̂ " И burchak hosil qiluvchi to'g'ri chiziqlar 
tenglamasini tuzing.

104. Л/{2; —1) nuqtadan koordinat o'qiaridan a = 8, b = 6 
kesmalar ajratuvchj to'g'ri chiziqqacha masofani aniqlang.

lOfi. Uchlari 4(3/2; 1), Д(1; 5/3), C(3; 3} nuqtalarda bo'lgan 
uchburchakning C uchidan tushurilgan balandlikning uzunligini 
hisoblang.

106, Л/ ning qanday qiymatida 7x-2y-5=0, x+7y-8=0 va 
mx+my—8=0 to'g'ri chiziqlar bir nuqtada kesishadi.
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107. Uchburchak tomonlari o'rtalarining koordinatalari be-
rilgan: 1; - 1), ЯД!; 9), СД9; 1). Uchburchakning tomonlari
o ‘rtasiga o'lkazilgan perpendikular tenglamasini tiizing.

108. A(2; j ) va B(3;2 3) nuqtalardan o'tovchi to‘g ‘ ri chi-
ziqning ordinata o‘qi bilan tashkil qilgan o ‘ tkir burchagini toping.

109. A{\\ 2) va C(3; 6 ) nuqtalar kvadratning qarama-qarshi 
uchlarining koordinatalari. Kvadratning qoigan uchlari koordina­
talari topilsin.

110. Absissa o'qida 8jc+ 1.^>'+!0=0 to‘g ‘ ri chiziqdan bir birlik 
masofada turgan nuqtani toping.

111. Uchburchak uchlarining koordinatalari berilgan: /4(1; 1), 
B(4; .5) va C( 13; -4 ). В uchidan ohkazilgan mediana va C 
uchidan tushirilgan balandlik tenglamasini tuzing. Uchburchak 
yuzasini hisoblang.

112. 2лг + 3>'’ '6 ’гЛ(х-5у—6)=0 dastaga tegishli va dastaning 
asosiy to'g‘ ri chiziqlariga perpendikular to"g‘ ri chiziqlarni toping 
(bu ycrda 2х + Зу'^6=С), x—.Sy—b=() asosiy to‘g‘ ri chiziqlar hisobla- 
nadi).

113. xi-6>’+5=0, 3x—2y-r-I=0 to‘g‘ ri chiziqlarning kesishgan 
nuqtasidan va Л/{—4/5; 1) nuqtadan o'tuvchi to‘g‘ ri chiziq teng­
lamasini tuzing.

114. x+2y+3==0, Зх+ЗуЧ4^'0 to‘g ‘ ri chiziqlarning kesishgan 
nuqtasidan ohadigan va 5.Y-t-Sy=0 lo'g'ri chiziqqa parallel to'g‘ ri 
chiziq tenglamasini tuzing,

ll.S. 3 x -y -l= 0 , х-ьЗу-И=0 to‘g ‘ ri chiziqlarning kesishgan 
nuqtasidan o'tuvchi va abssissa o'qiga parallel to’g'ri chiziq teng­
lamasini toping.

116. 5x + 3y- 10=0, x+y- 15=0 to 'g ‘ ri chiziqlarning kesishgan 
nuqtasidan va koordinat boshidan ohuvchi to‘g ‘ ri chiziq tengla- 
inasini tuzing,

117. x+2y-t-l=0, 2x-t-y+2=Q to‘g‘ ri chiziqlarning kesishgan 
nuqtasidan edtuvehi, abssissa o ‘ qi bilan 135“ burchak tashkil etuv- 
chi lo'g'ri chiziq tenglamasi tuzilsin.

118. Л/(а; b) nuqtadan o ‘ tib, x + y + c -0  to‘g ‘ ri chiziq bilan 
45“ burchak tashkil etuvchi io ‘g‘ ri chiziqlar tenglamasi tuzilsin.

119. Uchburchakning tomonlari berilgan; x = Q{AB),
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V • — 2 = O (tiC ), V — О ( / I f  ). И uctiidnn iiishirilgtm  iTicdian;i va
Л iiL'hKian o'Uivchi bakindlik letigkirnasini lii/in g .

120. romonlai'i .V ( Vv'3 4- 1= 0, л^З -i-_v 1 = 0 va л — 10 = 0
boOgan LiclihiirdKik, icng yonli ekanligini isbuilang, Uning bur 
chagini toping,

12 1. Paralldogrammning udiiari кс1тпа-кс1 beriigaii; /1(0: 0), 
I ; .Ъ, C[l\ t). Uning diagonalkin orasidagi burdiakni loping va

paraliclogrammning to'g'ri lurtbiirchak ckanlioini isbollang,
122. Uchbiirciiak lomonlarining tcnglamasi bcnlgan:

.x: — >■ + 2 = OiAB ), =  2{BC) ,  .v ( г ~ 3 =  0 (,4O - В miqtadan
va AC  tornoni 1:3 nisbaida b ij'lu vd ti nii(.[lad;m o 'U ivdn uPg'ri 
c h i/iq  Icnglamasini tu /n ig . _

123. Uchlari .1(1; I). B(2: 17^3). f'(,3; 1} bo'lgaii Lidibiirelink 
U-Mig lomonli L’ kanligini isboU.ang va lining yu/asini liisohlang.

124. Tomonlari kod’Hlsicnllari buiiin son boOgail tcnglnma- 
Inr bilan berilgan iichbnrchak lung lomonli bo'iislii imimkin umas- 
ligiiii isbollang.

125. Uchburchakning uchi H(3; 0) va nicdiana tunglamalari 
>■ — G -  0 va 3,v -  4y -  9 -  0 bo'Isin Qolgnn udilarining kotmli- 
naialarini toping

126. Agar uuhburchakning katullari koordinala o ‘qlartda joy- 
lasligan vn yu?asi 12 kv. birlikka tuiig bo'lsa, /V/{2, 3) tioqtadali 
oOuvdii lo'g'n bnruhakli nchbnrchak gi potcnu/asining Icngla- 
masmi yo/ing

127. .Agar kvadrntning tomoni oxirlari koordinala o'qlarida 
yolgaii lo ‘g‘ ri uhi/iq kusnaisidari iboral boOsa, lining qolgan 
iiuhta lomoniniMg tunglamasini tu/ing.

.3-§. lк к I ^ c l l l  3A R nm .i K(;ki с ш / л о ьак

1. Aylaiia.
Ayfamt dub lekislikrlagi .sbunday n iiq la lam ing  to ’plamiga ayti- 

lad iki, bu nuqtakirning bar biridan shu lukislikning markaz dub 
aialuvclii miqlasigacha bo'lgan rnasoki o ’/garm as m iqdordir. Agar 
bu oVgarm as m iqdor r -a y ia n a n in g  rndiu.si, ( \ a ,  Л)—uning  
m arka /i bo'Lsa, aytananing icnglainasi
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( л  -  аУ +  (у  ~  ь у  =  г  ̂ ( ! )

ko'rinishda bo‘ !adi, ЛуЬша markazi koordinata bushi bilan ustma- 
Lisl tLishsa, ayhma tL'iiglamasi = bo'ladi. Agar (1) tcngla- 
mada qavblarni ochsak,

A'" + >■' i lx  t my+ n -  ()_ (2)
b i i  y e r d a  ( =  - 2 a, m = - 2 h. fi =  +  b~ - r \

A g a r  f '  t - m ' - 4 n > ( j  b o ‘ l s a ,  ( 2 )  l e n g l a m a  a y l a n a n i  i f o d a -  

l a y d i .  A g a r  - i - m "  4 n =  0 b o ‘ l sa ,  t c n g l a i n a  { - f / 2 ; - m / 2 ) n u q -  

t a n i  a n i q l a y d i .  a g a r  - n T  -  4 n < 0  b o ‘ ! s a ,  ii g c o m e t r i k  m a ’ n u g a  

c g a  c m a s .  B u  h o i d a  t c n g i a n i a  m a v l n i m  a y l a n a n i  a n i q l a y d i .  A y l a n a  

t c n g i a m a i i i d a  x \  o l d i d a g i  k o c t n i s i e n i l a r  I t n g  b o ‘ l i b ,  A y  Ii h a d  

q a t n a s h m a y d i ,  A g a r  a /  +  y , ‘ = r~ b o ’ l s a ,  Л^(л‘ , ;  у , )  n i i q t a  a y l a n a d a  

y n t a d i ,  a M  _>Y > /■" b o ' l s a ,  M  l u i q t  a a y l n n n d a n  l a s l i q a r i d a ,

A|‘ V'l' bo'lsa, Л/ miqta aylana ichida yotadi,
I 2 S .  2 x  ̂ +  2 y^ — 8a  t ' i y  -  4  =  0 a y l a n a n i n g  r a d i u s i  v a  m a r k a -  

z i n i n g  k o o r d i n a l a l a r i n i  l o p i n g .

Yi'chish:
T i ^ n g l a r n a n i  2 g a  q i s q a n i r i b  v a  l i a d l a r i n i  g u r u l i l a b  

x ’  ~  4 a  +  +  ( 5 / 2 ) y  =  2 t c n g l a m a n i  y o z a m i z .  a * — 4 x  v a  у  ( 5 / 2 ) y

n i  t o ' l a  k v a d r a l g a  l o ' I d i r i b ,  b i r i n c h i s i g a  4 n i ,  i k k i n c h i s i g a  ( 5/ 4 )^ n i ,  

o ‘ n g  t o i n o n i g a  v a  (.‘> /4 ) '  n i  q o ' s h a m i z :

( A '  - 4 a  +  4 )  +  ( +  — v - b — ) =  2 + 4 + ^
2 ‘ 16  16

y o k i
121

( a - 2 ) ‘ +  ( ;■ +  5 / 2 ) "  ,
■ 16

S l u i n d a y  q i l i h ,  a y l a n a  m a r k a / i n i n g  k o o r d i n a l a l a r i  a — 2 , 

b -  — 5/ 4 , m d i i i s j  r =  1 1/4
129 . l o m o n k i r i  9 a ~ 2>'—4 1 = 0 , 7л - 1' 4 у + 7 = 0 . a —a y +  1 = 0  t c n g -  

l a m a l a r  b i l a n  b c r i l g a n  i i d i b L j r t i i a k k a  l a s h q i  d i i z i l g a n  a y l a n a  l e n g -  

l a i n a s i n i  i i i / . i n g .

Yechish:
U d i b u r c h a k  u c h l a r i n i n g  k o o r d i n a N i l a n n i  l o p a m i z :

J O a  -  2 у  -  4 I =  0 . I 9 a  -  2 .V - 4 1 =  0 . J  7 .v -r 4  v + 7 - 0 ,

I 7a +  4 y  +  7 =  O l IA -  3 .1’ +  I -  0 ; | л- -  3 г  +  1 -  0 .
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yoki

Natijada Л(3  ̂ — 7), 5(5; 2), C{—1; 0) miqtalarga ega boMamiz. 
Izlaiigan aylana lenglamasi (,r — <з)̂  + (y — 6)̂  = boMsin. a, b, r 
noma’lumlarni topish ucbun A, B, C nuqtalarning kuordinata- 
larini izlangan aylana tenglamasiga qo'yamiz, natijada 
(3 -^ ;) ' + (~ 7 -b y  =  r^; {5 ~аУ + {2 ~ by =  \ ~  аУ + У =
ga ega bodamiz. ni yo'qotib quyidagi lenglamalar sistemasiga 
kciamiz

|4a + 1 8 /j--2 9 ,
[8 «-14й = 57 .

Bundan a = 3,1; b = -  2,3. ni { ~ \ - a y + h ^ = r -  tengla- 
madan topamiz, ya’ni —22,1. Shunday qilib, izlangan tenglama 
(д:- 3 , ] ) '+  (y + 2,3)  ̂= 22,1 bo'ladi.

130. Agar aylananing markazi д: + у — 3 = 0 to'g'ri chiziqda 
yotsa, 4(5; 0) va 5(1; 4) nuqlalardan o'Uivchi aylana tenglamas- 
im tuzing.

Yechis/t:
AB kesuvchining o'rtasi b o ‘ lgan M nuqtani topam iz: 

Дд, = (5 + l)/2  = 3, = (4+0)/2 = 2, ya'ni Л/(3; 2).
Aylananing markazi AB ning o ‘ rtasiga o'tkazilgan perpendiku- 

larda yotadi. AB to‘g‘ ri chiziqning tenglamasi (y—0)/(4—0)=(д—5)/ 
(1~5) ya’ni д+у—5=0 bo’ ladi. Bu lo ’g ’ ri chiziqning burchak 
koefiitsienti ^1 bo’ lgani uchun perpendikularning burchak koeff-* 
isicnti 1 ga leng, perpendikularning tenglamasi

у — 2 = Д -  3, ya’ni .v — у — 1 = 0.
C aylananing markazi AB lo’g’ ri chiziq bilan ko’rsatilgan 

pcrpendikular kesishgan nuqtadir, uni д+у—5=0, .v—y —l= 0  
tenglamalarni birga ycchib topiladi, Demak, д=2, y= l, ya’ni C(2;l). 
Aylananing radiu,si CA kesmaning uzunligiga tengdir, ya’ni

r -  7 f ' 5 - 2 / + r i - 0 /  = л/То .
Demak, izlangan tenglama

(д -2 )‘+(у-1)^=Ю.
131. x^+y- = 49 aylananing /1(1; 2) nuqtada teng o ’ rtasidan 

bo’ iinadignn vataming tenglamasi tuzilsin.
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Yechish:
Aylananing A{\\ 2) nuqtadan o'tgan diametr tenglamasini 

tuzamiz. Uning tenglnrnasi y=2x , Izlangan vatar diarnetriga 
perpendikular va A nuqtadan o ‘ tadi, ya’ ni Lining tenglamasi: 
у - 2  = {-1 /2 )(л --1 ) yoki x+ 2 .v -5  = 0.

132. jT-y —3 = 0 to‘g'ri chi'/iqqa nisbatan +y  ̂= 2л-t-4y —4 
ayianaga simmetrik bo'lgan aylana tenglamasini toping.

Yechish:
Berilgan aylana tcnglamiisini (x-l)^+(y—2)^= 1 kanonik holga 

keltiramiz; aylananing markazi C(l; 2) va radiusi 1 ga teng. Sim­
metrik aylananing markazi C,(x,; ŷ ) ni topamiz, biining uciuin C 
nuqtadan л'—g—3=0 lo'g'ri chi/.iqqa perpendikular to‘g‘ri chiziq 
o'tkazamiz. Uning tenglamasi y~2=/:(.\:-!), bu yerda к = -  l/I = — 1 
bundan у — 2 = — .r + I yoki x + - y ~ 3  = 0. x —y — 3 = 0  va 
X у -  3 = 0 tenglamalarni birga yeehib x = 3, y = 0  topamiz, 
ya'ni C<1; 2) nuqtaning berilgan to‘g‘ ri chiziqqa proeksiyasi 
P(3; 0). Simmetrik nuqtaning koordinatalarini kesmaning o ‘rtasini 
topish formulalaridan iziaymiz: 3 = ( I + 0 = (2 +У|)2; shun-
day qilib, x, = 5, У| = —2. Demak, C|{5; =2) simmetrik aylanan­
ing markazi, u aylana (x — 5)" -ь (y + 2)‘ = I tenglamaga ega bo’ ladi.

133. x̂ -l-y’ = 4 {y+ l) aylananing koordinata boshidan o'luvchi 
vatarlar obtalari to'plamini toping.

Yechish:
Vatarlar to‘plamining tenglamasi y~ kx  ko'rmishga ega. Valar- 

larning aylana bilan kesishgan nuqtalarining koordinatalarini к 
orqali ifodalaymiz, buning uchun у = fex va + — 4y -4  = 0
tenglamalarni birga yechamiz. x (̂k^+ 1) —4kx~4 = 0 kvadrat leng- 
iamanj hosil qilamiz. Bu yerda х, + х̂  = 4А:/(1 + к’ ). Abssissalar 
yig‘ indisining yarmi vatar o'rtasining ab.ssissasini beradi. ya'ni 
x=lk/(\+k}), vatar o ‘ rtasining ordinatasi y^lk-fiX+k^) ga teng. 
Oxirgi ikkita tenglik izlangan nuqtalar to'plamining parametrik 
tenglamalaridir. Bu tcngliklardan к  ni yo'qotib (buning uchun 
x=2k/(l + A:̂ ) munosabatda k=y/.x deyish etarli), x^+y'-2y=0 ni 
hosil qilamiz. Shunday qilib, izlangan to'plam ayianadir.

134. 1) + ŷ  — 8x + 6y = Ot 2) 4̂  + y’ + iOx — 4y + 29 = 0;
3) x̂  + ŷ  — 4x + 14y + .S4 = 0 aylanalarning radiasi va markazi 
koordinatalarini topjng.
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135. X- +У  + 4л‘ —6>’ = 0 aylarmning Oy o'qi bilan kesishgan 
niiqtasidan o'ujvchi radiiislar orasidagi biirchakni toping.

136. [ ; 2), /J{0\ —!) va C'{—3; 0) miqinlardan o'tiivchi 
aylana tcngjamasini tuzing.

137. Marka/i 2.v:—y —2=0  to‘g‘ ri chiziqda yotgan A(7', 7) va 
B{ — 2; 4) tiLiqtalardan o'tuvchi aylana tengiamasini tuzing.

138. x’ +-_V“ ■ 16 va fx 5)' + y* = 9 ayianalar urnumiy vatarin- 
ing tengiamasini tuzing.

139. (x ~ 3)- + (y + 2)" = 2.3 ayiananing ,v ~ y + 2 = 0 to'g'ri 
cliiziq bilan kcsishgan nuqtalaridan bu aylanaga o'lkazilgan urin- 
ma tengiamasini tuzing.

140. -1-у‘’ = 4 aylana berilgan. /!( —2: 0) miqtadan \BM\= AB\ 
masoTaga davom ettirilgan A В vatar o'lkazilgan. Л7 nuqtalar 
to'plamini toping.

2. Ellips.
EHips deb tekislikdagi shunday nLiqtalarning to'plamiga ayti- 

ladiki, bu nuqtalarning bar biridan shu tekisiikning foktislar deb 
ataluvchi ikki nuqtasigacha bo'lgan masotalar yig‘ indisi o'zgarmas 
rniqdordir. U 2a bilan belgilanadi, bu o'/garmas miqdor fokiislar 
orasidagi masofadan kntia bo'ladi.

Agar koordinata o ‘qiari oil i p.sga nisbalan 10-chizniada 
ko'rsatilganidck Joylashib, elli psning fbkuslari esa OX o'qtda 
koordinat boshidan bir xil masofada 0), FS. n, 0)) yol.sa,
ellipsning oddiy (kanonik) tenglamasi

f •*
.V ,

7  F ' '  <'>
ko'rinishda bo'ladi. a —ellipsning katta, b — kichik yarim o'qi, 
a. h, c {z — t'okuslar orasidagi maso- 
I’aning yarmi) lar o'rtasida a -= E -У F 
munosabat bor.

Ellipsning shakli (siqilish o'lchovi) 
uning ekssemrisircti ( =c/a {c<a bo'lgani 
Ljchun < 1) bilan xaraktcrlanadi. Ellips­
ning biror M  nuqtasidan lokuslargacha 
bo'lgan masofalar nuqtaning fokal radi- lO-chizma
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us-vektor!(iri deb Jilaladi. Ular r̂ , bilan belgilanadi (ellipsning 
laViHga ko'ra, iming ixtiyoriy miqlasi uchun r^+r. =  2a bo'ladi). 
Xusiisiy holda a = b  ( c — 0, / -  0, fokustar inarkaz bilan 
uslma-iist tushsa) b o ’ lsa, ellips aylanaga aylanib qoladi;

/WiXi; y,) nuqta va xYa’ + y //? '= l  ellipsning 
o^zaro joylanishi quyidagi shartlar bilan aniqlanadi: 
agarxY''t^d -  1 b o ‘ lsa, M  nuqta ellipsda yotadi;
agar.vYu’ i- V|"/ / ’ " < 1 boMsa, M nuqta elbpsdan tashqari- 
da; + >'|Y77‘ < 1 bo'lsa, M nuqta ellips ichida yotadi.
I-'oka! radius-veklorlar ellips nuqlalarining absissasi orqali r. 
— a — ex  (o 'ng fokal radius-vektor), = (7 H ex (chap Ibkal radius 
vektor) ifudalanadi.

141. M (5/2: 6 / 4} va K(-2; 15/5) mjqtalardan oMuvchi el­
lipsning kanonik tcnglamasini tu/ing.

Yechixhr x̂ /a~ • [ i/.langan ellips lenglamasi ho'lsin bii
tcnglamani M, /V nuqtalarning koordinatalari qanoatlantirish kerak. 
Demak,

= i ± + - L ^ ]
4a-  ̂8Л' ■ (Г  ̂ >h- ■

Bundan o ’ = 10, b =  1 topamiz. Demak, ellips lenglamasi 
,r /!0  + у  = 1 bo'ladi.

142. .)cV25+yV9=l ellips fokal radius-vektorlar ayirmasiga 
teng bo'lgan nuqiani toping,

143. x^/a^ + y /b " =  I ellipsning fokusidan katta yarim o'qqa 
tushirilgan perpendikularning chips bilan kesishgan miqiasigacha 
Lj/unligini tcjping.

144. Chap (okiisdan va x /̂25 + y V I6 =  1 ellipsning quyi 
iichidan o ’ tgan to‘g‘ ri chiziq tcnglamasini tuzing.

145. K<K)fdinata n'qlariga joylashtirilgan ellips /W(l; 1) nuqiadan 
o ‘tadi va dcssentrisileti ^=3/5 gaicng. Bllips leiiglamasini tu/ing.

146. M{7: I), /V(-5; -4 ) ,  P{4\ 5) nuqtalar х^/50+У/72=1 
ellipsga nisbatan qanday joylashgan.

147. Agar ellipsning fokal kesmasi uchidan a burchak ostida 
ko‘ rinsa, uning ekssentrisitetini loping.
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148. jf+ 5  = 0 to'g'ri chiziqda x-/20 + }>̂ /4 =] ellip.sning chap 
fokusidan va yuqori uchidan barobar uzoqlikda turgan nuqtani 
toping.

149. .^ar Г|(0; 0) va 1) ellip)sning fokiislari katta o‘qi 2 ga 
tcng bo'Isa, ellips ta’rifidan foydalanib, uning tenglamaaini luzing.

150. /1(0; I) nuqtadan masofasi у - 4  = 0 to‘g‘ ri chiziqqacha 
bo'lgan masofadan 2 marta kichik bo‘ lgan nuqtalar geometrik 
o'rnining tenglamasini tuzing.

151. Uicunligi A ga teng bo ‘ lgan AB kesmaning oxirlari to‘g ‘ ri 
burchakntng tomonlari bo'yicha siipanadi. Bu kesmant 1:2 nisbat- 
da bo ‘ luvclii M nuqta chizadigan egri chiziq tenglamasini tuzing.

3. Giperbola.
Giperhoh deb tekislikdagi shunday nuqtalaming lo'plamiga ayti- 

ladiki, bn nuqtalaming bar biridan shu tekislikning fokuslar deb 
ataluvchi ikkt nuqiasigacha bo4gan masofalar ayinmaiarining absolut 
qiymatlari o'zgarmas miqdordir, Bu o'zgartnas miqdorni 2a bilan 
bclgilanadi, u fokuslar orasidagi masofadan kichik. Agar gi pcr- 
bolaning fokuslarini k\{c: 0), F,{— c; 0) nuqtalarga joylashtirsak, 
LI holda gi perbolaning x̂ /â  ~ y /̂b  ̂ = 1(1)  kanonik tenglamaga 
ega boMarniz, bu yerda ^ Gi perbola ikki tarmoqdan
iborat va koordinata o'qlariga simmetrik joylashgan.

0), zlj(— a, 0) lar gi perbolaning uchlari deb ataladi. 
\Â Â \=a giperbolaning haqiqiy, \Â A-̂ \=b mavhum o'qi deyiladi 
(1 l-chizma).

Agar M{x; y) nuqtadan biror 10‘g‘ ri chiziqqacha bo‘ lgan maso­
fasi nolgainti!sa(x-‘ +00 yoki x ^ —uo), u lo'g'ri chiziq giperbola­
ning asimprofasi deyiladi. Giperbola ikkita asimptolagaega, ular 
у = ±(h a )x  . Gi perbolaning 
asimptotalarini yasash tichun to- 
monlari x = a ,  х = —rr, y = b , y =
— b bo'lgan to‘g‘ ri turtburchak 
chizamiz. Bu £o‘g‘ri turtburchakn- 
ing qarama-qarshi uchlaridan 
o'lkazilgan to'g'ri chiziq giper­
bolaning asimpiotalari bo‘ ladi.
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11-cho/madagiperbola va lining asimptolalari o ‘ zaro joylan- 
ishi ko'rsaiiigan. C=c/a> \ nisbat gipcrbolaning ekssentrisiteti 
dcyiladi. r^(=x — a (o ’ ng f'okal radius-vektor), r f̂-—x + a {chap 
foka! radius-vcklori) gipcrbola o'ng tarmog'ining fokaf radiiis- 
vektarlah dcyiladi. Xiiddi shiinday chap tarmog'ining fokaJ radi- 
us-vektorlari r = - f x + a ,  bo'Iadi, Agar o = b  bo'Isa,
gi pcrbolaning tenglamaai ~y^ = â  bo'Iadi. Bunday gipcrbola 
teng (omonli deb alaladi. Uning asimptolalari to'g'ri burchak hosil 
qiladi. Agar koordinal o'qlarini asimptotaiar deb qarasak (teng 
totnonli gi pcrbolada), uning lenglarnasi \y — m {m =  ±â /2\ m>0 
bo'Isa, gi perbola I va 111 chorakda, /м<0 bo'isa, 11 va IV 
chorakda yotadi. xy = m tcnglamani y=m/x  ko'rinishda yozish 
miimkin bo'Igant uduin teng tomonii gipcrbola x , y  miqdorlar 
orasidagi teskari proporsional bog'lanishni itbdalaydi.

,v
Cla' .

tenglama ham giperboiani iltxlalaydi, lekin haqiqiy o'q OKbo'ladi.
x̂ /â  -  ŷ /b' =1 vax‘/a'— yV̂ t-’ = —I giperbolalar bir xil yarim 

o'qqa va bir xil asimptotaga ega, lekin haqiqiy va mavhiim o'qlari 
almashinib keladi. Bunday giperbolalar qo'shma deb ataladi.

152. .t V I6 -  =  I gi pcrbolaning o'ng larmog'ida sluinday
nuqialarni toptngki, undan o'ng fokusgacha rnasofa chap fokus- 
gacha bo'igan masofadan 2 rnarta kichik bo'ksin,

Yechish:
Gi pcrbolaning o'ng tarmog'i uchun fokal radiiis-veklorlar 

v^f=x—a va r^f =x+a t’ormulalar bilan aniqianadi. Demak, 
f x+a=2 f  [x~a) tcnglamaga ega bo'iamiz, biindan х=2а/p \ bu
yerda a=4, f  = с/a = Ja'  + 6 ‘ / о = 5/4. ya’ ni д: = 9,6. Gi perbola 
tenglamasidan ordinatani topamiz:

4 4^1 5 J 5 ■
Shunday qilib, masaianing shariini ikki nuqta qanoatlaniiradi: 

Л/|{9,6;{)/)УГг9). va — 0,6s/iT9/
153. A(l, 0) va B{2, 0) miqialar berilgan. M nuqta shunday
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harakatlanadiki, ЛМВ uchburchakda В burchak Л burchakdan 2 
marta kattaligicha qoladt. M nuqia chizadigan cgrt chiziq tengla- 
masini toping,

Yechish:  ̂ ^
M nuqtaMing koordinatalarini x, >■ biian bctgilab tg В va tg A 

larni A, В S'd M nuqtalarning koordinatalari biian ifodalaymiz:

^ x - 2  2 - x  .x + 1
Shart bo^yicha:

r t Л  p ' i '

(g В = {g2 ya ’ ni Ig В = 2(g A/{1-Ig' A) tengiamaga ega
A  fi

boMamiz. Bu tcnglamaga tg B, //IgA iami qo'yib
,v _ 2>-(л- + 1)

2-Л- ^ l - y ’ /(l + .v)’
ga cga bo'lamiz, у (>^0) ga qisqanirib va soddalashtirib a'^-yV3=l 
egaboMamiz. izlangan egri cUiziq gipcrboladir.

154. Gipcrbolaning ekssenirisitcti 2 ga teng. Л/{\/3;^2) 
niiqtadan o'tadigan giperbolaning tenglamasini tuzing.

Yecitish:
Ekssentrisitetning aniqlanishiga ko'ra c/a = \p2 yoki c* = 2â . 

Lekin bo'lgani uctuin + = yoki
ya’ni giperbolateng lomonli. Ikkinchi tenglikni Л/ nnqtaning gi per- 
bolada yol jshidan kel! irib chiqaramiz, ya' ni 
( ^ ) ' / n ^ c V 2 ) ’ /A '-1  yoki Ъ/а^+2/b̂  = \. bolgani
uchnn 3/д^ —2/zr̂  = l, ya'ni £i’ = l.Shunday qilib, izlangan gi per- 
bola tenglamasi .x^~>'  ̂= l bo'ladi.

155. Agar giperbolaning asimptotalari у = ±(2л/2/3).г bo*lsa. 
M{9\ 8) nuqiadan o'lgan gi perbola tenglamasini tuzing.

156. Fokus va uchlari tenglamasi jcV8+yV5 = l boMgan ellips- 
ning mos tbkus va uchlaridayotgan gi perbola tenglamasini tuzing,

157. Л/(0; —1) nuqtadan va 3x  ̂—4ŷ  = 12 ning o'ng uchidan 
to‘g‘ ri chiziq o'tkazilgan. To'g'ri chiziqning gi perbola biian kesish- 
gan ikkinchi nuqtasi topilsin.

158. л^~у^ = 8 giperbolabcrilgan. Д/(4; 6) nuqtadan o'tuvchi 
va giperbola biian bir xil fokusga ega bo'lgan ellips tenglamasini 
yozing.
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159. 9л'̂ -̂ 25>’  ̂=] ellips bertlgan. Ellips bilan bir xil fokusga 
ega bo'lgan teng tomonli giperbola tenglainasini fuzing.

160. Giperbolaning asimptoialari orasidagi ЬигсЬакбО*’. Gipcr- 
bolaning ekssentrisiteti topilsin.

161. xV64 —>'•/36=̂ 1 giperbolaning chap tarmag‘ idashunday 
nuqtani topingki, uning o‘ng foka! radius-vektori 18 ga teng bo‘ !sin.

162. Ekssentrisiteti 2 va fnkuslari x^/25 + у V9 =I bo'lgan 
ctlipsning fokuslari bilan ustma-ust tnshadjgan giperbolatcngla- 
rnasini fuzing.

163. JcV16-y/9 = l giperbolaning ,x:^'-y=9t aylanabilan ke- 
sishgan nuqtalardagi fokal radius-vektorlari kesishgan nuqtalari- 
dagi tokal radius-vektorlari topiism.

164. Giperbolaning asiinptotalaridan biriga o'tkazilgan per- 
pendikulyar uzunligini mavhum o'qqa tengligini isbollang,

165. x^-y^ = l giperbolaning ixtiyoriy nuqtasidan Lining asimpto- 
talarigacha bo'lgan maSofalar ko'paytmasi a'zganmas songa tengligini 
isbotlang.

166. + 4jc'I =0 aylanadan va M(2: 0) nuqtadan barobar 
uzoqlikda turgan nuqtalar to'plamining tenglamasini tuzing.

4. Parabola.
Fokus deb ataluvchi nuqta va direktrisa deb ataluvchi to'g'ri 

chiziqdan barobar uzoqlikda turgan nuqtalar to'plami parabola 
deb ataladi. Agar parabolaning direktrisasi .v ^ ~r/2, fokusi 
F{r/2\ 0) nuqta bolsa. Lining tenglamasi

y ’ = 2px (1)
Bu parabola abssissa o'qiga nisbatan 

simmetrik joylashgan (12-chizma)
(p>0) x^=2py (2)

tenglama ordinala o'qiga nisbatan simmetrik 
bo'lgan parabola bo'ladi. p > 0  da G) va 
(2) parabola mos o'qlarining musbat to- 
moniga, p <0 bo'lsa, manfiy tomoniga 
qaragan bo'ladi, y^=2px parabolaning fokal 
radiLis-vektorining uzunligi r = x + pj2 
(r>0) formula bilan aniqlanadi.

167. Agar parabolaning Ox o'qiga per- 
pendikutar bo'lgan vatarning uzunligi 16 ga, bu vatarning para-
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bohi Lichidan m:isolbsi 6 g:i tcng bo‘ lsa, uchi koordinaUi boshida 
yotgan Ox n‘qiga parallci boMgan parabola tenglarnasini fuzing.

Y e c h is h :
Vaiarning uzunlig i va Lining parabola uchidan masolasi ma’ lum 

bo'lgani Licliun bu vatar ox irla rin ing  koordinalalari m a'lutn bo‘ladi. 
Parabola Tcnglamasi y^=2px \  bunda ,v= 6 , y =  8 deb 8  ̂= 2/? 6 
topam iz, bundan 2p =  32/3. Shunday q ilib , izlangan parabola 
tcnglamasi у  ̂=  32а' / 3 bu 'lad i.

168. 0>‘ o'qiga nisbatan simmetrik va I. Ill koordina! burchak 
bissekrrisasida uzunligi bo ‘ lgan vatar ajrauivclii. Lichi коог' 
dinata boshida yotgan parabola tenglamasini luzing.

y e c h is h :
l/langan parabola tcnglamasi x^~~2py, bis.scktrisasining tcngla­

masi y=,v. Shunday qilib, parabola bilan bissckirisaning kesishgan 
nuqtnlarini hosil qilainiz: 0(0; 0) va M(2p\ 2p) Vatarning uzunligi 
ikki ruiqta orasidagi rnasol'a kabi lopiladi: 8v'2 = + , bun-
dan 2p=%.  Demak, izlangan tcnglama л"= bo'tadi.

169. Agar parabolnning tokusi 4 .v -3 y -4 = 0  to‘g‘ ri chiziq 
bilan Ox o ‘qining kesishgan nuqtasida yotsa, parabolaning teng­
lamasini fuzing.

170. Sa parabolada dircktri.sadan 4 ga teng masotada luruv- 
chi miqtani toping.

171. Ox o'qiga nisbatan simmetrik, y = x to'g'ri ehiziqdan 
uzunligi 4\/2 ga teng vatar ajratuvehi, uchi ktamdinaia boshida 
yotuvchi parabola lengininasini tuzing,

172. y  ̂= 2x paralxjla koordinat bosbidan ohuvchi to‘g‘ ri chiziq- 
dan uzunligi .3/4 ga teng vatar ajraladi. 13u to'g'ri chiziq tengla­
masini tuzing.

173. Agar simmetriya o ‘qiga perpendikular, fokris va parabola 
uchi ora.sidagi mtLsofani teng o ‘rtasidan bo'luvchi valaming uzunligi 
birga teng boOsa, parabola tenglamasini tuzing.

174. y ’ =32\ parabolada 4A+3y+)0=0 to'gVi ehiziqdan 2 
birlik masofada turuvchi nuqtani toping.

175. Uchi koordinat boshida yotuvchi, Л/(4; 2) nuqiadan 
ohuvchi va Ox o'qiga simmetrik o'tgan parabola tetiglainasini lii- 
zing; bu nuqlaning fokal radiu.s-vektori bilan Ox orasidagi a 
burchakni aniqlang.

43



4-§. KOORDINATAIARNI AJLMASHTIRISH VA IKKINCHJ 
TARTIbLI EGRI C H I/IQ  TENGLAMALARINJ 

SODDAIASHTIRISH

1. Koordinatalarni almashtiri.sh.
xOy koordinal sistemasidaii yangi ' (koordinal o ‘qlarining 

yo'nalishi o'zgarmavLii, ya’ni koordinat boshi deb 0|(a, b) nuqta 
olinadi; )3-t;hi/ma) sislamaga o ’ lishda q[mdaydir M mjqlaning 
cskj va yang! koordinat sistemalari bilan bogdanishi

X = x' + a, у = у ’ ~ b (1)
л' = r -  c7, y' = y  h (2)

formulatar bilan anighiniidi

14-сЫ?та

(1) formula orqali cski kriordinalalar yangilari orqali, (2) 
forrnuladan yangi koordinatlar cskilari orqali aniqlanadi. Koordi­
nat o4|larini A burchakka burashda (koordinat boshi o'zgarmaydi) 
A soat miliga teskari yo'nalishda hisoblanadi (I4-chizma). Hski x, 
у yangi x ’ , y' koordinatalar bilan

Л = .t 'coscz -_r''s in(/, у  = x'sinrz + у 'uoscz (3)

,v' = xcnsfz -  vsin a, _v' = -.vsiii a + la'osrz (4)
f'ormulainr bilan aniqlanadi.

176. Koordinat o'qlari parallel ko'ohirilgan, yangi kcjordinat 
boshi 0|(3;—4) ntiqiada joylashgan. Nuqtaning eski koordinaialari 
M(7\ 8) ma’ lutTi. Bu nuqtaning ytingi koordinataitirini toping.

Yechisb:
Bli yerda Й = 3, b =  — A, x = 7 ,  у =8 teng. (2) forniuladtm 

.v' ■ 7 -  3 ~ 4, y' = 8 — (“ 4) ~ ] 2 larni topamiz.
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177. хОу tekisiigida М(4: 3) nuqta tierilgan. Koordinat siste- 
masj shunday buralganki, yangi o"q M nuqtadan o ‘tsin. Agar A 
nuqtaning yangi koordinatalari jc '= 5 , y '= 5  bo‘ lsa, A ning eski 
koordinaialarini toping.

Yechish: _
()M = 4" a-3" =5 bodgani uchun sina -  3/5, cosa = 4/5 teng, 

Li holda (3) fonnulalar л = (4 /5 )х '~  (3/5)y', у = (3 /5)jc'+ (4 /5)y ‘ 
ko'rinishni oiadi. ,r '= y '—5 deb olib, л:=], y = 7 ni topamiz.

178. Koordinat sistemasi a  = я / 6  burchakka burilgan М{-4Ъ\Ъ) 
nuqtaning yangi koordinaialarini toping.

Yechish:
(4) formuladan foydalanib, topamiz:
X' = 73 cos(zr / 6) + 3 sin{ Л- / 6) = 3 / 2 + 3 / 2 = 3.

>’ ’ = -л/Зз]п(л'/6) + Зсо&(л'/6) = -\ /з / 2 1 Зл/з/ 2 -  \/3
179. Л/(9/2; 11/2) nuqta berilgan. Yangi koordinata o'qlart 

sifatida
2д'— I = 0 (O^y' o ‘q), 2y — 5 = 0 (0|.v' o ‘q) chiziqlar olin- 

gan. Л/ nuqtaning yangi sjstema.sidagi koordinatalari topilsin.
180. М(4л/3; 2\f5) nuqta berilgan. Yangi abssissa o ‘qi sifatida 

y  = 2x, ordinata o ‘qi sifatida y = —0,5jc to'g‘ ri chiziqlar olingan. 
Yangi o'qlar eskilari bilan o ‘ tkir burchak tashkil etadi. M nuq­
taning yangi sistemadagi koordinaialarini toping.

2. Parabola: y  =  A x ^ +  fix + C va giperbola: y  =  {kx +  \)J{px +  q).

y= /4x '+ fi.v  + C kobinishdagi tenglama koordinat 0 ‘qlarini 
parallel ko‘chirganda, ya’ni x ^ x '  + a, у ^ y '+ b (a, fi — yangi 
koordinat boshi, x\ y '— yangi koordinatalar) forrnulalar yor- 
damida parabolaning kanonik tenglamasiga keladi.

y  = A x ^ +  B x  +  C  bilan aniqlanadigan parabola O y  o ‘qiga pa­
rallel bo'lgan simmelriya o'qiga ega bo'ladi. (x fiy + C esa Ox

o ‘qiga parallel bo'lgan stmmetriya o'qiga cga). y  = { k x 4 - \ ) / { p x + q )  
kasr chiziqli funksiya, agar p̂ O bo'lsa, teng tomonli
gi perbolani aniqlaydi. Koordinat o'qlarini parallel ko'chirganda 
bu tenglama teng tomonli gipcrbolaning x y ^ m  kanonik tengla­
masiga keladi, bu gipcrbolaning asimptotalari koordinat o'qiarida 
bo'ladi. m >0 bo'lganda giperbola tarmoqlari I va Ш chorakda, 
m<0 bo'lganda It va IV chorakda yotadi.
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181. = 9л:̂  — (jx-Ь2 parabola tenglamasini kanonik holga kel-
tiring.

Yechish:
Л, _v o ‘miga mos ravishda x '+ o, y ' + b ni qo ‘yamiz; y'+b = 

=9(x '+£i)̂  -  6(x'+ д)+2 yoki y'= 9 x '6 x ' ( 3 a - 1) + — 6й + 2 — ft).
Я. ft larni shunday tanlayrnizki, x' oldidagi koeffitsient va ozod 
xad nolga aylansin:

f 3 a - l - 0 ,
ya’ni a = 1/3, ft = 1.

|9a=-6a + 2 - f t - ( ) .
Demak, x '^ = (l/9 )y ' parabolaning kanonik tenglamasi. Pa­

rabola uchi
Q,(1/3; 1) da va p=  1/18.

Bunday masalani boshqacha usul bilan ham yechish mum- 
kin. Bcrilgan y=Ax'-^- Bx + C (yoki x —Лу  ̂+ By + C) lenglama 
(x — аУ = 2p{y — h)[(y—hy = 2p{x -  (i)\ ko'rinishga keltiriladi. U 
holda 0|(a, ft) nuqta parabolaning uchi, p parametrning ishora.si 
parabolaning qaysi tomonga yo‘ nalganini ko'rsatadi. 

y=9x^ —6x —2 ni quyidagicha o ‘zgartiramiz:

y ^ 9 ( .v '- - x  + - ) - l  + 2;

3 о 9
Bundan yana parabola uchi O j(l/3; 1) nuqtada boMib, para- 

metr p = l/I8  ga lengligini topamiz, parabola Oy o'qining miisbal 
tomoniga qarab yo‘naIgan.

182. y=(4xx5)/(2x—1) giperbola tenglamasini x'y'=k  kurinishga 
keltiring. Giperbola asimptotalarining tenglamasini boshlanghch 
koordinat sistcmasiga nisbatan yozing,

Yechish:
Koordinat o'qlarini parallel ko^chirish yordamida berilgan 

lenglama
(y' ft)(2x' + 2я — I) = 4x' 4я + 5

yoki
2 x 'y '+  (2ft — 4 )x '+  (2o -  l )y '=  4o + ft — 2AB + 5 

ko'rinishga keladi. 2ft — 4 = 0, 2u — i = 0 dan a ~ 0,5, ft = 2 larni 
topamiz.IJ holda yangi koordinat sistemasida giperbola tcnglama.si
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,v 'y '=  3,5 ko‘ rinishgii keladj. Oiperbolaning asimpinialari sjfaiida 
yangi koordinatalar olingani lidum, л’ =0,5, y ' = 2  lar asimptota 
bo'ladi. Bunday inas;i!aning boshqacha yechilislii: у 'r\)/{px + q) 
tetiglama {.v — й)(>' — b) = m ko'rinishga kdtiriladi, gi perbolaning 
markazi C\{a, b) nuqtada yotadi: lining asimplotalari sifatida 
va x —b lar olinadi, M ning ishorasi giperbolaning qaysi cho- 
raklarda yotishini ko4satadi. t-5)/(2A'—I) ni

2 2 4
yoki

(2,.v -  l}y -  (4.V + 5) = 0; 2(.v -  (),5)(.y -  2) = 7 
ko‘ rinishga kcltiramiz.

Shunday qilib, gi pcrbola tcnglamasi (a‘ — 0,5)(y ~ 2) 3,5
ko'rinishga keltirildj. Gi pcrbola marka/i O|(0.5; 2) nuqtada, 
gi pcrbola tarmoqlari 1 va III cltorakda a — 0,.5 = 0, у — 2 = 0 
asirnptotalar orasida yoladi.

183. 1) у - 4 a - 2 a '; 2) y =  a ' + 2a + 2; 3) A - - 4 y M - y ;  
4) A “ y'-l-4y + 5 parabiiialar tenglamasini kanonik koVinishga 
keltiring.

184. ]) у  = 2а/(4а - 1) 2) у = {2 a + 3)/(3л-- 2 }
3) у = (10.i; + 2)/(5a + 4) giperbola tcnglamalarini A'y ’ = m 
ko'rinishga keltiring.

3. Ikkinchi tartibli cgri chiziqniiig besh hadli teitgtamasi.
Ax'  ̂ -h Cy^ -i- 2Dx + 2Ey F = 0 tcnglama ikkinchi sartibli egn 

chiziqning besh xadli (englamasi deyiladi (xy had qatnashmaydi), 
Bu tcnglama tckislikda clii p.s, gi perbola yoki parabolani aniqlaydi

(A, C kocftllsicntlar ko'paytmasining ishorasiga qarab koordi- 
nat o'qlariga parallel bo'Igan simmctriya o'qlariga ega bo'ladi).

l.zIC>0 bo'Lsa ellips, /1 = C bo'Isacllips aylanagaaylanadi.
2,,4C<0 bo'lsa giperbola, agar tenglamaning chap tomoni 

ikkita chiziqli ko'paytuvchiga ajralsa, gi pcrbola ikkita kesisliuvchi 
to'gri chi/.iqqa aylanadi:

A x‘ + Cy '  ̂2Dx 2Ey + F= (cĵ x +- b̂ y + ĉ )(cj x̂ r й,у l ĉ )
3. z lC =0 (d —0, yoki zl^̂ O, C = 0 )  bo'ksa tcnglama

parabolani aniqlaydi, bu holda, agar chap tomon yoki a , yoki 
у ni o"z ichiga olmasa; (agar tcnglama Ax  ̂+ 2 D x f =  i) yoki
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C ' v - - * - 2 £ v ^ - t )  ko’ rin is lign tga  bo'l.sa) parabola ikk ita  para lle l 
lo 'g 'r i eh i/iqqa  a jra lis iii rm m ik ifi (/)ac]iqiy bar x i!, haq iq iy  iis l-  
m a-ijst uistiadigan yoki m av ln im ) Egri c h i/ iq n in g  tu r i va Lining 
lekis likdagi joylanit-h i im i Л(->г - ,y,)^ C(y - y„)^ - { / l O D  yok i 
A(.' <0 ) ko 'riiiishga  k d iir ih  osongiti;i to p ila d ii hosil bo 'lgan 
longlama ko 'i inisbiga qarab c ilip s  va gi pcrbo la la rn ing  a jra lish i 
yoki b irlasliishin i !iam aniqlash mLimkin. Birlaslim iigan egri c h i/ jq  
holida, koordinat boshini y„) knV’h irib , elli ps yoki gi per-
bola icnglamasini kanoiiik liolga k d lir is h  im irnkin . / )C = 0  bo 'lga ii 
hoi o ld ing i paragral'da to 'la  qaralgan. c liu n k i hu jio ld ;i parabola 
Icnglamasini у ^ a ' 1- ч г  yoki л — + ft,.v *■ £‘| ko 'r in is lid a
yo/isih im iin k in .

183. 4,v + 9 r --  S.v -  3fip+4 = 0 icnglam;i qanday egri dii/iqni 
ifodalaydi

r t c l i i s h :
Berilgan lenglamani qayidagioha o'/gariiraini/;

4(A-'-2,v)+9Cy-- 4y)- -4 :
4(.r-2.x4-| -  1) + 9 (р '-4 у + 4 -4 )= -4 ; 

4 (л -П Ч < ;{у -2 )'= -4+ 4  + 36;
4 (.t-l)V 9 (y -2 )'= 3 6

Yangi koordinalii boshi deb 0 ' ( l ;  2) nuqiani olib, o ‘qlarni 
paralld ko ehirami/. Koordinatalarni aimashtinsh formiilalaridan 
t'oydalanami/: .v - r ' I .  у -  y ' + 2. Yangi o qlarga nisbalan 
4,v' + 9y‘ ~ 3C>, \oki ,r'q£'9 y ‘ ‘/4 ~ ! tcnglamagu ega bn 'Iam i/. 
Shiinday qilib, bcrilgnn tcnglam adlips ckan.

186. -  9 y  f 2.V + 3 6 - 4 4  = 0 Iciiglama qanday egri chiziqni
ifodalaydi.

Y e c h ii/ i:
Bcrilgnn icnglamani o'/garlirami/:

(V- + 2.V+ I -  I )~9(y--4y l-4-4)=44,
(лЧ IJ— 9(>—2 )-= 4 4 -H -3 6 ,

(.t4 1 )^ -9 (y -2 )'= 9 ,
Yangi koordinal boshi deb, 0^(-|; 2) ni olib o'qlarni parallel 

ko'chirami/. Koordinalalarni almashiiri.sli I'nrmiilalari j:=-.v' “ 1, 
у = >’' + 2 bo'bidi. Koordinal ala rni al ma.xht irishlardan so' ng 
Д-''—9y'- = 9 yoki ,v'"/9 — I ga ega bo'lami/. Bn egri chi/iq 
gi pcrboladir. Bn gi pcrbolaning asimptotalan y '= d (I ''3 )x ’ to'g'ri 
chiziqlardir.
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Quyidagi misollarda keltirilgan tenglamalar qanday egri chi- 
ziqni aniqlaydi? Ulami chizing.

187. -  36 -  24y -  23 = 0.
188. l6;^' + 23y^-32A- + 5 0 y -3 5 9 -0 .

189. -  У - x +  y -1  ^ 0 -
2 9 3

190. Â  + 4 y ^ - 4 A - 8 y  + 8 = 0.
191. л Н “ 4у= + 8у + 5 = 0.
192. A^“ y '- 6 j c  + lU = 0.
193. 2 x ' - 4 A  + 2 y - 3  = 0,
194. x ^ -6 x  + 8 = 0.
195. а  ̂+ 2л 4-5 = 0.
4. Ikkinchi tartihli egri chiziqning umuniiy tcnglamasini kanonik 

holga keltirish.
Agar ikkinchi tartihli egri chiziq

Ax^ 4 2Bxy + Cy  ̂+ 2Dx + 2Ey 4- f  = 0 
tcnglama bilan berilgan boMsa, koordinata o'qlarini bnrab, 
A = .v'cosa — у 'sin у  -  A'sinar 4-y'cos£z formuladan foydala- 
nib, koordinatalar ko'paytmasi qatnashgan haddan ozod bo‘ lamiz. 
Qolgan almashtirishlar bundan oldingi paragrafda bajarilgan. Egri 
chiziqning ikkita chiziqqa ajralishi beriigan tcnglamag4 qarab quyi- 
dagicha bajarilishi mumkin. Tenglamani у ga nisbatan kvadrat 
tenglama deb qaraymi/ (y  ̂ oldidagi koefritiiient noldan farqli); 
agar bu yerda kvadrat ildiz ostidn qandaydir ax + b ikki had- 
ning to'Ia kvadrati tursa, ildizdan chiqib, u uchun ikkita qiy- 
mat: y^= k̂ x + ŷ  = k̂ x~̂ b̂  topiladi. Bu egri chiziq ikkita to ‘g'ri
chiziqqa ajraladi. Berilgan tenglama x ga nisbatan ham yechilishi 
mumkin. Agar egri chiziqning teiiglamasida A = C = 0  (B^O) bo'lsa, 
B/D=2E/F boMgan hadgina ikkita to'g^ri chiziqni aniqlaydi.

196. 9x^+24,xy h 16y  ̂-  25 = 0 tcnglama ikkita to‘g ‘ ri chiziq 
to'plamini aniqlashini ko'rsating.

Yechish:
Tenglamani (3x+4y)^ -  25 = 0 ko‘rinishda yozib olamiz; chap 

tomonni ko'paytuvchilarga ajratamiz: (3x+4y — 5)(3.x+ 4y + 5) = 0. 
Shunday qilib, berilgan tenglama 3 x + 4 y -5  = 0, 3x+4y + 5 = 0 
ko‘ rinishdagj to‘g‘ ri chiziqlarni aniqlaydi.
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197. — Зу̂  — I4jc — 2у + 8 = О tenglama ikkita to'g'ri
chiziq tenglamasini aniqlashini ko'rsating.

Yechish:
Berilgan tenglamani 3y  ̂— 2(4x ~ l)y ~ (3x  ̂— 14x + 8) = 0 

ko‘ rinishda yozib olamiz, uni у ga nisbatan ycchamiz:

y  =
4x -1  ± ^(4x -1 ) 4  (9x  ̂-  4x + 24)

yoki

У =
4 .v - l+ (5 x -5 )

Bundan esa y = 3x —2 va y = (~ x + 4 )/3  to'g'ri chiziq tenglama- 
lariga cga bolamiz, ulami 3x—y-2=0, x+3y—4=0 ko‘rinishda yozish 
mumkin.

198, xy+2x—4y~8=0 tenglama bilan qanday chiziq aniqianadi.
Yechish:
Tenglamani x(>'+ 2 )-4 (y +  2) = 0 yoki <x—4)(y+2) = 0 ko'rinishda 

yozib olamiz. Shunday qilib, tenglama x~4=0, y+2=0 to‘g‘ ri chiziq- 
lami aniqlaydi, chiziqlaming bin Ox, ikkinchisi Oy o'qiga parallel.

199. 5x  ̂+ 4xy + 8y “ + 8x + 14y + 5 = 0 tenglamani kanonik 
ko'rinishga keltiring.

Yechish:
Birinchi banddagj (3) formuladan foydalanib, tenglamani 

o^zgartiramiz:
5{.v’cosa -y 's in a )' + 4(a’coso -  y'siii«)(x'sjnn + y'cosflr) +

+8{x'sinfz + y ’cosa)' +8(x'cosa -  y'sinor>+ 14(x'sina + y ’cosar)+ 5 = 0 
yoki

(5 cos’ a -r4siiiar cosar + 8sin" £Z).v’" + {Ssin' or - 4  sin a; cos ct +

■t- 8cos' а )у ''+  fisinorcosor + 4(cos" a  -  sin" cir).v'y'+(8cosQ: + 14sinor).v'+
+ (14cosa-8siiicf)y'+5 = 0,

4(cos'cr-sin^ q;) + bsincrcoscf = 0 shartidan (ya’ni x 'y ' oldj- 
dagi koeffitsientni nolga tenglaymiz) a  ni topamiz, 
2tg^a-3tga -  2 = Oga ega bo‘lamiz, bundan t g a ^ - 2 ,  Щ 
ig a  ning bu qiymati ikkita o ‘zaro perpendikular yo‘nalishga to'g'ri 
keladi. /g a  = - l / 2  oTniga tgOL = 2 olishimiz mumkin (x ', y' 
lar o'mini almashtiramiz, 15-chizma).
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а = 2 dan sina = ±2 5 ,co sa  = ± I / 5; s in a ,co sa  lar-

5 20
yoki

Koordinaia boshi uchun 0 ’{-2  / \[5, \ /4yf5) nuqtani ohb 
x ’ = x"—2 / n/S, y '= >■"+I/(4л/5) koordinal almashtirish formula-

..3 «2
larini qo'Hab, 9x"  ̂+ 4 v"  ̂= 9 /4  yoki -----—  = 1 ga ega

 ̂ 1/4 9/16bo'lamiz (bu ellips tenglamasi).
200. 6 x v + 8 ''’ 12jt — 26y + 11 = 0 tengtamani kanonik holga 

kelEiring.
Yechish:

1. Birinchi banddagi (3) formuladan fbydalanib tenglamani 
o'zgartiramiz:

6(.v'cosa -  y'sin a )(r 's in a  + v 'cosa ) + 8(.v’siii a  -t- v ’ cosct)' — 
-l2 (x 'c o s a - ;b s in a )-2 6 ( jr 's in a  + > 'c o s a )+ 11 = 0, 

(6sin acosa  + 8sin‘ a )x ’’ + (8cos’ a “ 6sinacosa)_>''*' + 
+[I6sinacosu + 6(cos^ a-sin^  a)]A-’ g '-(12cosa  + 26sin «)A '- 
-(2 6 cosa -1 2 s in a )> ’’+] I = 0. 

x'y' had oldidagi koefi'itsientni nolga tenglab topamiz.
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16sinacosa+6{cos^ а -sin^ а ) = о yoki 3fg'a-Stga - О  
Bundan i gaj=2,  iga^ = -1/3] (ga = 3 desak, u holda

sinar -  ± 3 /s/To, COSO-= ±l/\/lO ; sinar, cosa ning musbat qiy- 
mallarini topamiz. U holda tenglama quyidagi

9х’=-_у’'-9л/Ш.гЧч/Г0уЧ1 1 =0

ko‘rinishga keladi.
2. Qavs ichidagi ifodalarni toMa kvadratgacha toMdiramiz:

yoki

yoki

r , -
. r -----------

1
у ^  ^ 1  2 J 2 2

. r . VT̂
X  - = 9,

Yangi koordinat boshi uchun 0 ’ ( 10/2, 10 /2) ni olib,
jc' -  x"+ VTo/2 , y' = y"+ v/lO /2  ni qo'llab, = 9 yoki
jc"^->’'’^/9 = 1 ni hosil qilamiz (bu giperbola tenglamasidir).

201. x  ̂— 2xy+y^— lOx—6y + 25 = 0 ni kanonik holga keltiring. 
Yechish:
I). O'qiarni burash formulasidan foydalanib tengiamani 

o'zganirarniz:
( j  'cosa- y'sina)^ -2{jr'cosa — y'sina)(.v'sina + y'cosa) +

f(.r'sina + y'cosa)^  ̂10{jr'cosa -  v 's in a )- 6(.v'sina +^-'cosa) + 25 -  0. 
yoki
{cos^a-2sinacosd' + sin’ cr)^'' + (sin’ or + 2sino’cosa + cDS‘ o')y'’ + 

+2(sin‘ £г -  COS' ог)л'>'*~{10со5а + 6sinar),r'+(! Osina -6coso;)y'+ 25 = 0

x 'y ' oldidagi kocfTitsientni nolga tenglab topamiz 
2sin^a -cos^a = 0,bundan tg^a = 1, ya’ ni 

a, = I, /j? Qj = -1. tg a  = 1 ni olsak, a, = n /4  
yoki sin a  = 1 / >/2, cosa = l/ J2. '

U holda tenglama 2y'^~^yf2x'+2yj2y'+25 = 0, 
yoki 2{ y ‘^+j2y' ) -8s f2x'+25 = 0.
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2. Qavs ichidagi jfodani toMa kvadratga toMdiramiz:

y + - ^
2

= 8 . 2x '-24 yoki r , ^/2l = 4 V ^ '
2V J 1 2 J Ч

jc-
V2,

Yangi koordinat boshini 6)’(3 /л^ , -л /2 /2 )  ga ko'cbiramiz.
x' =x"^~3/^|2, y' = y"+>l2/2 ifodalardan foydalanib, y"  ̂= 4 ;2x" 
ni topamiz (bu parabola tenglamasi).

Quyidagi tenglamalar Lkkita to‘g‘ ri chiziqqa ajraluvchi egri chiz- 
iqni aniqlashini ko'rsating va bu to‘g‘ ri chiziqiar tenglamasini toping.

202. 2 5 x ^ +l Qx y +y ^- \  =0
203. x^ Л- 2jc>’ +  y^ +  2x +  2y +  1 = 0
204. 8х^-18л>' + 9у^ + 2 х -1  =0
Quyidagi egri chiziq tengiamalarini kanonik holga keltiring:
205. И х-'+ 24xy + 21y^ — 4jc + 18у — 139 = 0
206. 4xy + 3y^ + I6x + i2y — 36 = 0
207. 9 x '-2 4 x y  + I6y^ -20x  + l lO y -5  =0

5-§. IKKINCHI VA UCHINCHl TARTIBLl 
ANIQLOVCHILAR. 1КЮ VA UCH NOMA’ LUMLI 

CHIZIQLI TENGLAMALAR SISTEMASI

1. IkkiDCbi tartibli aoiqlovchilar va chiziqli tenglamalar sis> 
temasi.

(a, b, ]
— jadvalga mos ikkinchi tartibli aniqlovchi

\^ 2  2̂ J
a, b,

2̂ 2̂
= a,b,-a,b,

tenglik bilan aniqlanadi. Ikki noma’lumli ikkita chiziqli tenglama­
lar sistemasi

ia^x + b̂ y = c,

uning determinanti D =
a, b, 

«2 2̂
T 0 bo'lsa, u yagona yechiinga ega 
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boMib, yechim Kramer fomiulalaridan topiladi:

Cy by

D

e, Л, D,, Oyy
n, by ■ D " l
a, Л, ‘̂2

(1 )

Agar D ~ 0  bo'lsa, sistema yoki birgalikda emas,(/)^ ^ 0, ^ 0)
yoki aniqlanmagan = D̂ , = 0). Oxirgi holda sistema bitia teng- 
lamaga keltiriladi. Sistemaning birgalikda boMmaslik sharrini 
â / ~ f bj Су/ f ,, aniqmaslik shartini Uy/ a ^ - b j  b^= Cy/ kabi
yozish mumkin. Chiziqli sistemaning ozod had] nolga teng bo4sa, 
u bir jinsU deb ataiadi.

Uch noma’ lumli ikkita bir jinsii

yUjX + b^y -  c-̂ .
lengiamalar sisteraasini qaraymiz.

Agar Qyl a-^=by/b^~ Cy! Cj bo'isa, sistema bitta tenglamaga 
keltiriladi, undan bitta noma'lum qolgan ikkita noma’ lum orqali 
ifodalanadi (ulaming qiymatiari ixtiyoriy aniqlanadi).

Agar QyiQ-^-by/bj-Cy/bajariJmasa, sistemaning yechimlari

X ~ ■t, y  =
0-, C-j

•(, z = ( ( 2)
formuialardan topiladi (t — ixtiyoriy qiymatni qabul qilishi mum- 
kin). Bu yechimlarni

X у  z

h «1 <̂1 «1
b. 2̂ «2 Ct 2̂ b2

= t

proporsiyalar ko‘ rinishida yozish mumkin.
Agar mahrajtardan bin nolga aylansa, mos suratni ham nolga 

tenglashtIrish kerak.
[ (a + b)x - { a -  b)y = 4ab^

208.

yeching.
\{a — b)x {a + b)y = 2(q* ~b^) tenglamalar sistemasini
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Yechish:
(1) formuladan D, D̂ , D̂ , lami topamiz: 

a + b - { a - b )  
u — b a + 6

D =

D =
4ab - {a  -  h)

2{a  ̂-b^) a + b 

= 2 (o ' + a b̂ + ab  ̂+ b') = 2(й' + b̂  )(a + b).

= {a + b f  + ( a - b f  =2(a ‘ +b^),

= 4a^b + 4ab‘  + 2a' -  2a^b -  2ab  ̂+ 2b  ̂ =

D. =
a + b 4ab

2 1.2- = 2a' + 2a^h -  2ab" ~ 2b" -  4a'b + 4ab'" =
a~b 2{a^-b' )

= 2(a' - a^b + ab- - 6 ') = 2(a‘  + b^){a - b)
X = / D = a + b. у  = / D = a -b .

j3x  + 4y + 5z =0,
209. |Y + 2 y - 3 z “ 0 chiziqli tenglamalar sistema-

sini yeching.
Yechish:
(2) formuladan foydalanib, topamiz

X =
4 5 
2 -3

■/ - -22-1 ,  y - ~
3 5 
1 -3

■/ =14 /, z = 

kin.

■i = 2-t.

t ga ixtiyoriy qiymat berish mum 
Tenglamalar sistemasini yeching:

' j2jr + >' = l/5 ,
[4 r  + 2>' = !/3.

j3 x  + 2ĵ  = l/6 ,
|9х + 6>' = 1 /2 /.
[x co sa  -> 'sina  = cos 2a, 
[xsin a  + ycosa  = sin 2a.

|5x^3y = 1
210. jx  + ll^  = 6. 211.

\ax-by = ^b\
212. 213.

[bjc + ay —â + i ' .

214. j x - 2 y  + 2 0, 215.
[Зл- -  5_y+ 2z = 0.

216, fa^x-2(a'^>■ + b^)y + b̂ z = 0,
[2x + 2 y - 3z = 0.
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2. Uchinctu tartibli aniqluvchi va chiziqli tenglamalar sisteraasi.

a.
b.
h.

c\

-1 /
dementlar jadvaliga mos uchinchi tartibli determinant

b.
Cj = a. •

c. 2̂ 2̂
}

1
2̂ Uy by

2̂
tenglik bilan aniqlanadi.

Agar berilgan aniqlovchida berilgan elementni o ‘z ichiga olgan 
yo4 va ustunni o'chirislidan hosil boMgan ikktnchi tartibli aniq- 
lovchi uchinchi tartibli aniqlovchining berilgan elementining minon 
deb ataladi. Minorning (“ i) ‘ ga ko'paytmasi berilgan eiementning 
algebraik toldiruvchisi deyiladt. (Л — berilgan elementni o ‘z ichiga 
olgan yoM va ustun elcmentlar yigindisi). Shunday qilib, aniqlov­
chining elemcntiga mos minor ishorasi quyidagj

+  -  +

-  + -  
t -  +

jadval bilan aniqlanadi.
Yuqoridagi III tartibli aniqlovchini ifodalovchi tenglikning o'ng 

tomonicbi I yo‘ l eiementlarini ulaming o ‘z algebraik to‘ldiruvchilariga 
ko'paytmalarining yigMndisiga teng.

T c o r e m a  1, / / /  tartibli amqlovchi ixtiyoriy yo‘I (ustun) 
eiementlarini o'z algebraik to'ldiruvchilariga ko'paytmalarining 
yig'indisiga teng.

Bi) teorema ixtiyoriy yo‘ ! elementlari bo'yicha yoyib aniqlov­
chini hisobiashga yordam beradi.

T e o r e m a  2. Ixtiyoriy yo'l eiementlarini boshqa yo‘l ele~ 
mentlarining algebraik to ‘Idiruvchilariga ко ‘paytmalarining 
yig'indisi nolga teng.
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AniqlovchiniDg xossalari.
1. Agar aniqlovchining yoMlarini ustunlari bilan yoki ustun- 

larini y o ‘ llari bilan almashtirsak, aniqlovchining qiymati 
o ‘ zgarmaydi.

2. Aniqlovchining biror yoMida umumiy ko‘paytuvchiga ega 
bo'lsa, uni aniqlovchining tashqarisiga chiqarish mumkin.

3. Aniqlovchining biror yo‘l elementlari boshqa yo'l element- 
lariga teng bo ‘ lsa, unday aniqlovchi nolga teng.

4. Agar aniqlovchining ikkita yo‘ li o ‘ rnini almashtirsak, uning 
ishorasi teskariga o'zgaradi.

5. Agar aniqlovchining biror yo ‘l elementlariga boshqa yo*l 
elementlarini noldan farqli songa ko'paytirib qo'shsak, uning 
qiymati o ‘zgarmaydi.

Uch noma’ lumli uchta chiziqli
c/̂ .v + b̂ y + c\z - - 1/|,

.Y + h^y c\z ~ d̂ .

iJ,,Y + /?, V + С-Г =
tcnglamalar sistemasini quyidagi Kramer formulalaridan foy- 
dalanib yechamiz.

x = D J D .  y ^ O y O .  z = D J D , U)

A /5, C,
D = 2̂ h. L\

h, c.

d, c, b. d.

d i C] <h b2 d̂

2̂ dy b. d2

Bu yerda £>5̂ 0 deb faraz qilamiz (agar D = 0 bo'lsa, sistema 
aniqlanmagan yoki birgalikda boMmaydi).

Agar bir jinsli sistema
a x̂ + Ь̂ y + c ẑ = 0,
а^хл- h^y-t-c^z = 0,
OyX + b^y c ẑ =0.
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fling aniqlovchisi noldan farqli bo'lsa, u yagona jc = 0, y = 0, z= 0  
yechimga ega bo'ladi. Agar bir jinsH sistemaning aniqlovchisi nolga 
teng bo‘ lsa, sistema ikkita tenglamaga yoki bitta tenglamaga keladi. 
Agar sistemaning minorlaridan kamida biri noldan farqli boMsa, 
birinchi hoi, hamma minorlar nol bo'lsa, ikkinchi hoi ro‘y be- 
radi. Bu ikki holda ham (birinchi bandga qarang) sistema cheksiz 
ko‘p yechimlarga ega bo'ladi.

5 3 2

217. - I  2 

7 3
iichinchi tanibli aniqlovchini hisoblang.

Yechish:
Aniqlovchini birinchi yo‘ l eiemcntlari bo'yicha yoyamiz

3 3 2
- I 2
7 3

- 5 .
4
6

-3-
- i
7

4
6

2-
- 1  7

- 5 - 0 - 3 - f - 3 4 ;  +  2 . ( - 1 7 ;  =  6 8 .
218, Yuqoridagi aniqlovchini yo'l (ustun) elementlarining 

chiziqli kombinatsiyasi haqidagi teoremadan foydalanib hisoblang. 
Yechish:
]] yo'l elementlarini 5 ga ko'paytirib, I yo‘1 elementlariga, 7 

ga ko'paytirib Ш yo'l elementlariga qo'shamiz:

5 3 2 0 13 22
- 1 2 4 — -1 2 4
7 3 6 0 17 34

1 ustun elementlari bo'yicha yoyib hisoblaymiz:

0 13 22
-1 2 4
0 17 34

=  0
2
17

4
341

+ 113
17

22
34

+ 0
13
2

22|
4

= 13-34-17-22 = 68.

219.
,t t- 2y + z = 8.
3.V +2>4-z = 10, tenglamalar sistemasini yeching, 
4x + 3_v -  2z = 4
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Yechish:
(1) formuladan topamiz: 

8 2 1 
10 2 1 

4 3 -2
-V =

8-
2 i

3 -2
- 2 -

10 ! 

4 -2
+ 1-

10

4
2 1

3 -2
-  2 ■

3 1

4 -2
f  1.

3 2

4 3

14

14

4 3 -2

1 8 1

J 10 1

4 4 2
14

1 7 8
■ЛJ) 2 10
4 n 4

14

4.Y + _>■ + г

ho11 ■ 1 -8-
T:) 1

+ 1-
-t 10

|4 ~2 4 -2 4 4

10
4

_  ■>.

14

3 10

4 4

2H
14

-  7

+  8 -
3 2

4 3

14 14

220. -j.v + 3v4-z =0, 
,v + V + 2r = 0 

Yechish:

rjinsli tenglamalar sistemasini yeching.

Bu yerda D -■

4 I 1 
I 3 ] . Buni hisoblash uchun I yo4 ele-
1 1 2

memlariga III yo‘ l elementlaritii -4  ga, II yo‘ l clementlariga III 
yoM elementlarini —1 ga ko'paytirib qo'shamiz:

0 -3  -7  

D =  0 2 -1 = 1 -
7

-3 -7 
2 -1

= 17
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D *0  bo'lgarJ uchun sistema x = y  = z = 0  yechimga ega.

221. ^

Yechish:

3x + 2 y - z  = 0,
■V + 2>'4-9r = 0, sistemani yeching. 
.r + >' + 2z ^ 0

D =
3 2 - i  
1 2 9
I 1 2

= 3-
2 9
1 2

-2 -
I 9 
1 2

1 2 
1 1

= -15+14+1 = 0.

Demak, sistema noldan farqli yechimga ega. Birinchi ikkita 
sistemani yechamiz (chunki uchinchisi dastlabki ikkitasining nati- 
jasi):

|3х+ 2y~  z = 0,
[x + 2v + 9z = 0.

1 banddagi (2) formuladan topamiz:

X  =
2 -I 
2 9

+ = 20 /, 3 -1 
I 9

./ = -2 8 /,  z =
3 2 
1 2

1 = 4-1.

222.

hisoblang

223.

1 2 - I
3 7 2

2 3 -7

I I I

ni 111 yo4 elementlari bo'yicha yoyib

2 3 4 

4 9 16

dagi teoremani qo‘ llab hisoblang.

ni yo4 (ustnn)lar chiziqli kombinasiyn haqi-

224.

2 3 4
2 £j + 3 b + 4
2 c + 3 i7 + 4

ni hisoblang.
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Tenglamalar sistemasini yeching.

225.

227.

229.

5x - V - z = 0, .v + 3>'-6z = 12.

x + 2 v + 3r = 14, 226. ^3-Y + 2_>'+ 5z = -10,

4.t + 3,v + 22 = 16, ■2.x + 5v-3z = 6.

—5л" + у  + z = 0, \  + >’ + z = 0,
< X -  6y + z = Q, 228. 3-v + 6 V + 5z = 0,
[.v + _v-7z = 0. .T + 4̂ ' + 3z = 0.

ax + hy + cz = a~b. ax + by + {a + b)z = 0,
bx 4- cy •¥ az = b -c . 230. hx + ay + {Q + b)z =0,
cx + ay + bz = c -a . .r + V  + 2z = 0.

agar a + b + c ^ ( )  bo'lsa.
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II BOB
VEKTORLAR ALGEBRASINING EEEMENTLARl

l-§ . (-AZODA rO‘ G‘ Rl BURCHAKLI KOORDINATALAR

A^ar fazoda Oxyz to‘g ‘ ri burchakli dckart koordina! sislemasi 
berilgan bolsa, u xolda koordinatalnri ,v (ahssissa), у (ordinala) 
va z (aplikata) bo'lgan M  nuqta M(x\ О bilan bdgilanadi. A(x^\ 
>■1; ẑ ) va nuqtalar orasidagi rnasofa

(i X-, -  Л-, f  + (>’, -  V, 4- (z, -  z,) ■ ( 1)

formula bilan aniqlanadi.
M{x: y\ z) nuqladan koordina I boshigacha bodgan m a so fa

(2)ci -  f z '
formula bilan lopiladi.

Agar oxirlari /1(xp ,Vj, z,) va B{x,; ŷ \ z,) bo'lgan kcsrna
lUiqla orqali Я nisbatda (1 -/;ob, l-§) bo'lingan bo‘ lsa,

C miqlaning koordinalalari
_ Л', + ЛЛ4 _ y, + A V, _ Z, 4 Яг,.V -  у = —----- : z -Я' . ^1 /  1 H“ Л

Kusma o'rtasining koordinalalari
^ _ -У*: + y,^  >4 . _ _

4 Я

■ z.
-V - V ^

( 3)

(4)2 ■ 2 2
formulalar bilan topiladi,

2.11. /V/,(2, 4; ~ 2) va М./—2; 4; 2) nuqtalar bfrilgan, /V/pV/, 
lo'g'ri dnziqni Я =3 nisbatda bo'luvchi M nuqtani toping. 

VecB/x/i:
Kcsrnani berilgan nisbatda bo'liivchi formulalardan foydala- 

namiz:
л,4Я.1ч 243(-2 ) , Я', + Яу, 4 + 3-4

+ Я 1 -r 3 1 --r A
z. + AZ-, —2 + 3 - 2z -   ̂^ -------------- I .

I I я 1 + 3
Dcmak, izlangan nnqta Л /{ -  I; 4; 1) ekan.

1 + 3
=  4;
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232. Uchlari Л(1; 1; I), Ж5; 1; - 2 ) .  C(7; 9; 1) boMgan 
uchburchak berilgan. A burchak bissektrisasining Cif tomon bilan 
kesishgan D nuqtaning koordinatalarini loping,

Yechish: A burchakni tashkil etuvchi tomonlar uzunliklarini 
topamiz.
I л е и  =10,
\ AB\= 4 { x ^ - x ^ f  + + ( z , ~  z j '  = ^ ( S - [ y + { \ - ] ) - + ( - 2 i \ y -  =5.

Demak, \CD[.\DB\ = 10:5 =  2, chunki bissektrissa CB tomonnj 
o ‘ziga yopishgan tomonlarga proporsional bo'laklarga ajratadi. 

Shunday qilib,
л'(. + 7 + 2-5 17 Yl '̂ Уц 9 + 2-1 11

r̂> ~ T ■■ "   ̂ ~  ̂  ̂ ~ ~ ”1 + Д 
z. + Az,

D̂ =

1 + 2 
l + 2 (-2)

1 + A 1 + 2

= - l .
\+A 1+2

Izlangan nuqta Z)(17/3; 11/3; —1) ekan.
233. Ox o ‘qida A(2; — 4; 5) va B (-3; 2; 7) nuqtalardan 

barobar uzunlikda turgan nuqtani toping.
Yechish:
M izlangan nuqta bo'Isin. Uning uchun \AM\^\MB\ shart 

bajarilishi kerak. Bu nuqta Ox o ‘qida yotgani uchun, uning koor- 
dinatalari (л; 0; 0), shuning uchun

I AM  j= V (^^-27+ h 7 ^ .  I MB И + 3)' + 2 4 7 ^  
boMadi, bu tcngliklarning ikki tomonini kvadratga oshirib, quy- 
idagini topamiz: (jc~ 2)̂  M l = (л + 3)̂  + 53 yoki 10x= -17, ya’ni 
x = — 1,7. Shunday qilib, izlangan nuqta A/(—1,7; 0; 0).

234. Л(3; 3; 3) va B{—1; 5; 7) nuqtalar berilgan. AB kesmant 
teng uch boiakka bo‘ luvchi C, D nuqtalarning koordinatalarini 
toping.

235. Uchlari Л(1; 2; 3), S(7; 10; 3), C ( - l ;  3; 1) boOgan 
uchburchak berilgan. A burchakni o ‘ tmas ekanligini isbotlang.

236. Uchlari Л(2; 3; 4), BO,  1; 2), C(4; —I; 3) bolgan 
uchburchak og'irlik markazining koordinatalarini toping,

237. Л(3; 1; 4) va й(—4; 5; 3) nuqtalardan baravar uzoqlikda 
turgan M  nuqta, koordinat boshidan C(0; 6; 0) nuqtagacha bo‘ lgan 
Oy o'qidagi kesrnani qanday nisbatda boMadi.
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238. Oz o'qida Л/Д2; 4; 1) va Л/̂ ( —3; 2; 5) nuqtalardan 
baravar LizoqMkcta turgan nuqtani loping.

239, xOy tekislikda /1(1; —1; 5), 5(3; 4; 4) va C(4; 6; I) 
nuqtalardan baravar uzoqlikda turgan nuqtani toping,

2-§. VEKTORLAR VA DEAR USTJDA AMALLAR
Oxyz koordinadar fazosida berilgan crkin vektor a ni 

a = • i + ■ j + a, -к ko'rinishida tasvirlash rnumkin. a vek-
torni bunday tasvirla.sh uni koordinaia о ‘qlari yoki ortlar bo ‘yicha 
yoyish deb ataladi, Bu yerda â , a , lar ci vekioming mos 
o'qhrdagi proyeksiyalah veklorning koordinatalari) deyiladi,
i, j, к lar esa 0‘ qlarning ortlari (mos o'qlarning musbat yunaJish 
bilan Listina-ust tushgan birlik vektorlar),

a^i, cq /, иЛ tar d vekforni/ig koord/nat o'qlari bo'yicha tashkil 
etuvchilari (komponentalari) deb ataladi. a vcktoming kattaligi 
a yoki lc7| bilan belgilanib |t7| = fbrmuladan topiladi.

a vcktoming yo‘ nalishi uning koordinat o'qlari bilan tashkil 
qilgan a. fi, у burchaklar orqali belgilanads. Bu burchaklarning 
kosinusi (vcktoming yo'naltiruvchi kosinusi)

cos or = — -
(j /[/ -I- a '  +  a

—. cos/J = —  =
A ' +«? + «■

a .  a .cos у = — = —
cr + (Г +

formuladan aniqlanadi.
Veklorning yo naltimvchi kosinuslari cos’ or + cos  ̂/? + cos  ̂/  = 1 

mimosa bat bilan bog'Jangan. Agar о va fe vektorlar ortlar bo'yicha 
yoyilmasi bilan berilgan bo'lsa, ularning yigindisi va ayirmasi

d + b ~(a^ -i +{o, + b j -  j +{o,, +b. ) -k,

d - b  - ( « ,  - b J - T  + {a, - b J  J + ( a ^ - b j  k
formulalardan aniqlanadi. _

Bosh!ari_ ustma-ust tushadigan d va b vektorlar yig'indisi 
lomonlari a va h bo'lgan parallelogram djagonali bilan ustma-ust 
tushadigan vektor orqali tasvirlanadi. d ~ h  ayirma shu parallelo-
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gramning ikkinchi diagonaJi bilan ustma-usl tushib, vektoming 
boshi h ning oxirida, oxiri a ning oxirida yotadi (16-chizma), 

Ixiiyoriy sondagi veklorlar yig'jndisi ko'pburchaklar qoidasi 
bo'yicha topijadi (17-chizm a). «  vektorni m skalyarga 
ko'paytmasining m-a -  i + ■ j  m-u. -к formuladan
topiladi. Agar m>0 bo‘ lsa, 7i va m-ci vektorlar parallel (koiline- 
ar) va bir lomonga yo‘ nalgan, m<0 bo'Isa, qarama-qarshi to- 
monga yo^naigan bo'iadi. Agar m= l / «  bo'lsa, a i a  vektor uzun- 
ligi birga teng bo‘ lib yo'nalishi a ning yo'nalishi bilan ustma-usl 
tushadi. Bu vektor a vektoming birlik vektori (orl) deyilib,

16-chizma

bilan belgilanadi, a vektor yo'nalishidagi birlik vektorni topish о 
vektorni norrnaltashlirish deyiladi. Shunday qilib, = a U i , yoki 
a = aâ y ___

Boshi koordinal boshi da, oxiri M nuqtada yotgan O jV/ vektor 
M miqtanin}’ radius-vektors deyilib, ~f(M) yoki 7 bilan belgi- 
lanadt. Lining koordinatalari Л/ nuqtaning koordinatalari bilan 
usima-iist [Lishgani iichun uning ort bo'yicha yoyilmasi 
J -  xi + yj + :k ko'rinishda bo'ladi. Boshi y,; oxiri
B[x :̂ У/, zJ nuqiada bo'lgan АЯ vektor AB=r. -r^  ko'rinishda 
yoziladi, bu yerda r\ В nuqtaning, A nuqtaning radius vektori. 
Shuning uchun a B vektoming ortlar bo'yicha yoyilmasi 
A В = (.V, -  .r,)i + (_>\ -  v'l)./ + (r, -  2, )k ko’ rinishda bo'ladi. Lining 
uzLinligi A va В nuqtalar orasidagi masol'aga teng.

A В + ( y ^  y ,)-" + (Zj -  7 b  vektoming
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cos/? = ^ Z-, z, 
C O S f  =  —-------- -yo'nalishi coso: -  , , , ,

a a a
yo'naltiruvchi kosinuslar bihm aniqlanadi.

240. ABC uchburchakka AB tomon M va N niiqtalar orqali 
teng uch ЬоЧакка bo'lingan: |/1Л/| = |A//V | =  |Л'';е |. Agar 
CA = a .CB = b bo'lsa, CM vektorni toping.

Yechish: ^ ^  _ _
AB - h  ~a  ga egamiz. Demak, AM = {h-a)/3.  

CM =CA + AM bo^tgani uchun CM =a  + (b-a)/3 = (2a-{-b)/3.
241. ABC uchbnrchakda AM to‘g‘ ri chiziq ВАС burchakning 

bissektrisasi, M nuqta BC tomonda yotadi. Agar ЛВ = h, AC = c 
boMsa, AM ni toping.

Yechish:
BC = c~ h  ga egainiz. Uchburchak ichki burchaklarining btssek- 

trisa,si xossasiga asosan \ BM\‘\MC\~h'.c, ya’ni \BM\\BC\=b’.{b+c).
_____  j y  _  _  ______ ____ _ _ _ _

Bundan BM = ------ (c -  b) . AM = AB + BM bo'lgani uchun
b + c -  -

T77 L "AM -  b + ------ i c ~ b ) - ---------- -
b A- c b + c _ _  —

242. /15С uchburchak uchlarining radius-vektoriari 2̂, 
bo‘!sin. Uchburchak medianalari kesishgan nuqtasining radjus- 
vektorini toping.

Yechish:
BC = r^-r-,; -(/■ ,-/■ ,)/2 (Z)5C tomonning o'rtasi);

AB ty, AD = BD + ЛВ = {г- . - г̂ )12 + Г2-}\ = + !\ -  2/j) /  2;
AM ={213}AD {M — mcdianalar kesishgan nuqtasi), shiining

uchun AM = {r̂  +r, — 2/-|)/3.
Shunday qilib;

r -  OM -t\A-AM = {r^_+r^-2r^)iЗ + yoki r = {r^A-r^-r^)IЗ.
243. a — 20 /+ 30y-60A: vektorning uzunligi va yo'nalliruvchi 

kosinuslarini toping.
Yechish:

a = V 2 0 4 3 0 4 6 0 ^  = 70,
c o s a - 2 0 /7 0 - 2 /7 ;  cos/? = 30/70 = 3/7; cosy = - 6 0 /70 = - 6 / 7.
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244. Agar Л(1; 3; 2) va В(5; 8; —1) bo'Isa, a = AB vektorni 
toping.

Yechish:
AB vektorning koordinat o ‘qlariga proyeksiyalari Д va /4 nuq- 

talarning mos proyeksiyalari ayirmasiga teng:
£7̂ = 5 -  I = 4, = 8 -  3 = 5, fl. = - 1 -  2 = -3.

Demak, AB = A-i-¥5-j-Ъ-k.
245. t j-3 f  + 4 y -i2 A  ni nonnallashtiring,
Yechish:
a vektorning uzunligini topamiz:

a
l/langan bir ik vcklor

+  a ]  и  -  ^j}>~ + 4 ’  +  ( - 12 ) "  -  1.3

boMadi,-  a 3-/ + 4- / - 1 2  /t 3 - 4 -  12 -
£fn = = ----------------------= -----1 + ----- / --------к

[a\ 13 13 1 3 1 3
246. ABC uchburchak berilgan, BC tomonida ] BM |:| MC \= Я 

nisbaida Л /nuqta joylashgan. Agar AB = b ^A C~c  bo‘ lsa, AM 
ni toping.

247. 1[в ~̂с2^2Ь.~ВС = ^ = - 5 a - l > b  berilgan. 
trapetsiya ckanligini isbotiang.

248. Agar д +  1), Я(3;2; 1), C(4; 6; 5), £>( I ;6;
bo‘ lsa, a vektorning koordinat o'qiariga proeksiyaiarini toping.

249. £7 = /«( + (m + 1)уЧ m(m + 1)A: vektorning uzunligini toping.
250. ABC uchburcliak uchiarining radius-vektorlari berilgan;

ГА = f -t- 2y + ЗА, ГН = 3/ + 2y + A, г( -  / + 4y' -t- A,
ABC uchburchakning teng tomonli ckanligini isbotiang.
251. tJ = / + 2 / + A -  (1/5 )(4 /+ 8 / t-ЗА) vektorning moduli va 

yo'naltiruvchi kosinuslari topilsin.
252. A/j(l; 2; 3) va Л/ (̂3; -4; 6) berilgan. M^Mj vektorning 

kattaligi va yo'nalishi aniqiansin.
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253. a = 4 / - 2 /  + 3̂ r vektor berilgan. Agar b~a,  =  va i, = 0 
bo'lsa, b ni toping,

254. M nuqtaning radius-vektori Oy o'qi bilan 60“, Oz o ‘qi 
bilan 45” 1i burchak tashkil etadi, uning uzunligi r=8 . M nuq­
taning abssissasi manfiy bo'lsa, uni toping.

255. a -  i - 2 j  ~2k vektomi normailashtinng.

3-§. SKALYAR VA VEKTOR KO'PAYTMA. ARAIASH
KO'PAYTMA

L Skalyar ko^paytnia.
a va b ^ êktorlarning skatyar ko'paytmasi d^b s\wiT\da.y sanm 

aytainizki, u vektorlar uzunHklarini ular orasidagi burchak ko- 
sintisiga ko'paytmasiga teng; a-b -  abco^(p 

Skalyar ko'paytmaning xossalari:
I. a-b = \af yoki a

2. Agar Й -0  yoki h = 0, yoki a ± b  (noldan farqli vektorlar 
ortonalligi) bo'lsa, a-b = 0.

3. a b = b a (o'rin almashtirish qonuni),

4. a{bУ c) ■= ab У ac (taqsirnot qonuni)

5. {ma)b = aimb) = m{ab) (skalyar ko'paytuvchiga nisbatan 
guruhlash qonuni)

Koordinata o'qlah ortlarining skalyar ko'paytmasi

i = у = ^ 1̂ f ‘ У = У • A = i  ̂= 0.
a =-aJya^j  ya .kyb =^b jyb ^j yb .k  lar berilgan bo'lsa, ular- 

ning skalyar ko'paytmasi ab = â b̂  Уа.Ь. formuladan topi- 

ladi.
2. Vektor ко'раз^а. _
a vektorning b vekiorga ko'payimasi deb shunday c vektorni
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.. С'^ахЬ

IS-chizma

aytamizki, u quyidagi shartlarni 
qanoatlantirsin (18-chizma).

1- c ning kattaligi о va  ̂ vek- 
torlardan yasaigan parallelogramning 
yuziga teng ( f  = «6sin^, (p = a^b')\

2. c vektor a va. b vektorlarga 
perpcndikular;

3. a, b, c  vektorlar bitta nuqtaga 
keltirilgandan so'ng o ‘ ng sistemani lashkil etsin. a vektoming b 
vcktorga vektor ko*paytmasi a x b  ko‘ rinishda yoziladi.

Vektor ko'paytmaning xossalari:

1. 6 x «  = - a x 6 ,  o'rin almashtirish xossasiga ega ernas.

2. Agar 0, yo /? =  0 , yo a||6 bo‘ lsa, a h 0 bo'ladi.

3. {mu)xb = ax{mb) = m(a xb) (skalyar ko'payluvchining gu- 
mhlash qonuni)

4. ax(b + c) = axh + a x c  (taqsimol qonuni)

/, j ,  A ortlaming vektor ko'paytrnasi uchun

ixj  -  j x  j  = Icxk = 0,

ix j  = ~ j x i  = k; j x k  - - k x  j  = i\ k x i  = - i x k  = j  
lengliklar o'rinli.

a = Xji + y^J + z^k, b = x î + y\ j + 2 k̂ vekiorlarning vektor 
ko‘paytmasi

axb =
/ J к
Л'|

2̂ У1 2̂
formula yordamida topiladi.
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3* Ar^ash_ko‘paytma.
Uch a, b, c vektorning Jiralasli ko‘paytmasi axb  ni c ga 

skalyar ko'paytmasiga teng, ya’ni a x b - c  . Aralash ko‘paytmaning 
moduli shu vektorlargaqurilgan parallelepipedning hajmigateng. 
Aralash ko'paytmaning xossalari:

1. Agar: a) ko'payliriluvchi vektorlardan biri nolga teng: b) 
ikkitasi kolleniar: b) uchta noldan farqli vektor bitta tekislikka 
parallel {komplanar) bo'lsa, aralash ko'paytma nolga teng.

2. Agar aralash ko‘paytmada vektor ko'paytma (лс) va skalyar 
ko‘paylma (■) laming o^mini almashtirsak aralash ko'paytma 
o ‘/.garmaydi, ya*ni a x h - c  = a - h x c . Shuni hisobga olib, aralash 
ko'paytrria a-b c kabi yoziladi.

3. Agar ko'paytiriladigan vektorlar o'mini doiraviy shaklda

almashtirsak, ko‘paytma o'zgarniaydi: a h-c = b-c-a = c-a-h.
4. Ixtiyoriy ikkita vektor o'rnini almashtirsak, aralash 

ko‘paytmaning ishorasi o'zgaradi.
b a-c = -a-h c \ c -b - t i~-a-b-c\ a c b  = - a b c .

a = x̂ i + У| / ; b = x î + j  + zjc\ c = x j  + y.J + гД
laming aralash ko‘ paylmasi

Cl h - c -
\\
V .-■  t.

2 .
dnn topiladi.

Aralash ko’ paytmaning xossalaridan quyidagilar keiib chiqa- 

di: uch vektor komplanarligining zarur va yetarli sharti a-b'C = 0.

a,b,c  larga qurilgan parallelepiped hajmi V^=\a■b■c\, uchbur-

chakli piramidaning hajmi F, =-V^ = - \a -b  c\.
_ ‘ 6 6

256. ij = 3i + 4y + 7A vaft = 2 i-5 y  + 2^ laming skalyar
ko'paytmasini toping.

Yechish:
й ’ б = 3-2 + 4 - ( -5 )+ 7-2 = 0 ni topamiz. a-6 = 0 vaa^O, 

bo'lganligi uchun a L b ■
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257. а — mi + 3J + ik  va b = 4i + m j -  7k vektorlar berilgan. m 
ning qanday qiymatida vektorlar perpendikular bo4adi.

Yechish:
Bu vektorlaming skalyar ko‘paytmasini topamiz:

a h = 4m + 3 m-2i ;  aJ-b  boMgani uchun o b = 0  bo'ladj. 
Bundan 7m—28=0, ya’ ni m=4.

258. Agar a=2, b=3, a ± b  bo'lsa, {5a + 3h) ■ { 2 a - h )  ni toping. 
Yecbisfi:

{5a + ЗЙ) ■ (2« -  6) = 107i' -  5a6 + 6 ^  - ЗЛ' = 107 '  -  3&' = 4 0 -  27 =) 3,

259. a = i + 2J + 3k va b = 6/ + 4 j -  2k vektorlar orasidagi bur- 
chakni hisoblang.

Yechish:

ab = abcos(/) bo'lgani uchun cosc/j - - —
ah

^  -  1 ■ 6 + 2 • 4 + 3 {-2 ) = 8, a = -Jl + 4 + 9 = J u .  

й = л/36 + 16 + 4 = 2 > /Й

Demak, cos^ = 8 2 2“ 7= ----- ; =  = — va fi7 = arccos—.
VI4 .2V14 7 7

260. a = 2i + 3J + 5k va b - i - ¥ 2 j  + k laming vektor
ko‘ paytmasini toping.

Yechish:

a xb  =
‘ j  к
2 3 5 
1 2 I

= i
3 5 
2 I ■y

2 5 
I I

+ k-
2 3 
1 2

ya’ni a~<b = - l i  + 3 j ■+ к .

261. а = Ы -\-3j -2k^ b -  3i - 2 j  + bk iarga yasalgan parailelo- 
gramm yuzini hisoblang.
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Yechish:
a ning b ga vektor ko'paytmastni topamiz;

ay.h =
к

3 -2 6 -2_2 = i
-2  6 -  /

3 6
+ A

6

6 3 
3 -2

= l4 / -4 2 ;-2 U .

Ikki veklorning vektor ko‘paytmasi moduli shulardan yasalgan 
parallogramm yuziga teng boMgani uchun

5 = = л /1 4 4 4 2 4 2 ?  = 49 .

262. Uchlari A{\\ 1; 1), 5(2; 3; 4), C(4; 3; 2) bo'Igan 
uchburchak yuzini hisoblang.

Yechish:
AB. .'ft' vektorlarni topamiz:

J fl = (2 -  I)/ + {3 -  1 )7 + (4 -1)^ = / + 2 /  ^ ЗА.
^  ^ (4 -  I)/ + (3 -  I)7 + (2 -  I )A -  3/ -  2 /  + k.

AB, Al' vekiurlardan yasalgan parallelugram yuzining yarmi 
ABC LichbLireliak yuziga leng.

АВу. Ж ' -
/ к

= I
2 3 
2 1

1 3 
3 I

+ k
] 2
3 2

= ^ /  +8У-4А.

Demak, 1 Л 5х /1C 1=-V l6  + 64-»■ 16 = (kv. birlik).2 2
263. a + 36 va 3zi + 6 vektorlardan yasalgan parallelogramm

yuzini hisoblang, bu yerda | a H 6 |= I, (aC6) = 30“.
Yechish:

1

(a + 36) X (3(3 +6) = 3axa + zjx6 + 96xa + 36x6 = 

= 3 '0  + a x 6 -9 a x 6  + 3 '0  = -8д x 6,

(a X a = 6 X 6 = 0, 6 X a = -a  X 6),
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Demak, .V =8 | i= 8-1 ■ 1 ■sin30"- 4  (kv. birlik).

264. a ~ 2i ~ j  -  k, h = i+ 3 J - k .  c - i  + J т 4k laming araiash
ko'paytmasini toping.

Yechish:
2 - 1 -

a h - c  = 3 - ]
1 4

-  -j a -I
] 4

+ 1
1 - 1  
I 4

1 3
= 33

2 5 7 1 1 1 1 1 1
a- h e  - 1 1 

1 2
- I
2

^ 2- 1 ■“ 1 
2 2

- 5-
J — 1

1 2
+ 7-

1 1
1 2

265. a = 2i ~ 5 j   ̂7k, h ~ i f j  -  k, c  ̂i 2 j   ̂2k vektoriarning 
komplanariigini ko‘rsatjng.

Yecftish:
Uch vcktorning aralash ko'paytmasini topami^:

= 8 -15  + 7 = 0.

a h c - ( i  bo'lgani uchun u, h, c  lar komplanar.
266. Uchtari A{2: 2: 2). Я{4; 3; 3), C{4; 5; 4), Д 5; 5; 6) 

bo'lgan uchburchakli piramida hajmini toping.
Yechish:
AB, AC, AD lar A nuqtada uchrashadigan piramidaning qir- 

ralari bilan ustma-usl Uishadi, uiarni topamiz:

AB = 2i + j  + к , AC =2i + 3/ + 2A. AD — 3i + 3y + 4 k .
I3u vektoriarning aralash ko'paytmasini topamiz

= 7.

AB,AC,AD larga quriigan parallelepi pcdning 1/6 qismi pi­
ramidaning hajmiga tcng, shuning uchan K = 7 /6  (kv.birlik).

267. (a ~b)(b — c){c -  a) ni hisobiang.
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Yechish:

(u -/?) + (Л + -  я) = 0
boMgani uchun, bu vektorlar kom- 
planar (19-rasm).

Demak, ularning aralash
ko'payimasi notga teng:

(a ~ b ) ( b -  c){c -  a) = 0.
19-chizma

268. Agar a = 4J} = 6, {a ,b)  = ^  bo ‘lsa, ia~2h  va 5a~6h 

vcktorlarning skaiyar ko'paytmasini toping.

269. (i = 3i +4/ + 5k va h = 4i + 5 /-3A ' vektorlar orasidagi 
burchakni toping,

270. m ning qanday qiymatida a =m i  + ./ va b = 2i ~3j  + 4k 
vektorlar perpendikular?

271. Agar c/ = I, i= 2 ,  3, (tv, A) = (я, f )  =  o )  = -y bo'isa,

2я + ЗЛ-н4с va 5a+6b + 7c vcktorlarning skaiyar ko'paytmasini 
toping.

_^ Л  _„ _
272. Agar F = 2, S ~ 5. (p ~ {F 5) = тг/Ь boMsa, F  kuchning

S yo4da bajargan ishini toping.
273. a = i + j  + 2k va h -  2i + J + к larga perpendikular bo'lgan 

birlik vekiomi loping.
274. u, b, c lar uzuniiklari bir xil va jufti-jufti bilan teng 

burchaklar hosil qiladi. Agar a = i + /, h - J  + k ga teng bo4sa, 
c vcktorni toping,

275. a = 2i 4-2J ■+ к va ft = 6/ + 3 / + 2A vektorlar berilgan. pt"-ft 
va pr larni toping,

276. ABCD parallelogramning ketma-kel uchta nuqlasini ra- 
dius-vektorlari berilgan:
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r.A=i + j  + k, ri ,=i  + i j л-Ьк. ri- =l i -¥^j  + \\k. D niiqtaning 
radius-vektorini toping.

277. Agar a - i  >0, a -  J > 0, a - к > O.b-i <0, h - J  <0, h-k<Q 
boMsa, vektoriar perpendikular emasiigini isbotlang.

278. a = i + mk,b =:i + j + { m +  \)ky c -  i -  J + mk vektorlar m
ning qanday qiymatida komplanar bo'ladi?

279. Noldan (itrqli x., x.

V , . V ,

y,r У:, Уг Zp Zj sonlar
■V,-Vn + V',.V_, Г|Г_, = 0.

= 0. .V|.r̂  + 1| I'; + -  0.
+>.,14 + = 0

tcnglamalami qanoatlantirishi mumkinmi?

280. a = 7i+5j + k va b - i  + 2j -Ък laming vektor ko‘paytmasini 
toping.

281. Uchlari A(2', 2; 2), J?(4; 0; 3), C(0; I; 0) bo'lgan 
uchburchak yiizasini hisoblang.

282. a = i - J  + k, b = i + j  + k, c = 2i+ 3 j+4k  veklorlarning 
aralash ko^paytmasini toping,

283. я = 7/ -  3y + 2k, b - i i  - 7 J  + 8i, c = i -  J + k vektoriarn- 
ing komplanarligini isbotlang.

284. Uchlari /1(0; 0; 1), 5(2; 3; 5), C(6; 2; 3), />{3; 7; 2) 
bo'lgan uchburchakli piramidaning hajmini hisoblang. BCD yoqqa 
tushirilgan piramida balandtigining nzunligini toping.

285. /1(5; 7; -2 ) ,  5(3; I; - 1 ) ,  C(9; 4; -4 ) , 5(1; 5; 0) 
nuqtaiaming bir tekislikda yotishini isbotlang.
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Ill BOB
FAZODA ANALITIK GEOMETRIYA

l-§ . TEKISUK VA TO‘G‘Rl CHIZIQ

1. Tekislik.
1) Tekislikning vektor tenglamasi

r - n - p
ko'rinishda bo‘Iadi. Bu yerda r = xi-\-yj+zk  vektor, tekislikdagi 
M{x,y,z) nuktaning radius-vektori; « = icosor + ycos/f + ^cosy 
koordinat boshidan tekisUkka tushirilgan perpendikuJar yo'nahshiga 
ega bo'lgan birlik vektor; a, p, у shu perpendikulyaming Ox, 
Oy, Oz o'qlari bi!an tashkil qilgan burchakJari; r — perpendiku- 
lar uzLinligi, Yuqoridagi tenglamani koordinata ko'rinishida yozsak 

xcosor+ vcos^+  r c o s y ~ /7 = 0 (1)
ga ega bo'lamiz (tekislikning normal tenglamasi).

2) Agar A" + B^+C^ ^ 0  bo‘ Isa, ixtiyoriy tekislik tenglamasin)
Ax + By + Cz + D = 0 (2)

ko‘rinishda yozish mumkin. A, B, C lar tekislikka perpendikulyar

I\{A,B,C) vektorning koordinatalari. Umumiy tenglamani nor­
mal holga keltirish uchnn uni normal lash tiruvehi ko'paytuvchi

ga ko‘paytirish kerak, bu yerdagi ishora D ning ishorasiga teskari 
bo‘ladi,

3) Лх: + 5y + Cz+ /)=  0 umumiy lenglamaning ,:ususiy hollari: 
/1 = 0; bu holda tekislik Ox o'qiga parallel;
5 = 0 ; bu holda tekislik Oy o ‘qiga parallel;
C=0; bu holda tekislik Oz o'qiga parallel;
5  = 0; bu holda tekislik koordinat boshidan o'tadi;
/^ = 5= 0 ; bu holda tekislik Oz o ‘qiga perpendikular (xOy tek- 

isligiga parallel);
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А ~ С ~ 0 ;  bu holda tekislik Oy o'qiga perpendikular (xOz 
tekisUgiga parallel);

5 = C = 0 ;  bu holda tekislik Ox o'qiga perpendikulyar (yOz 
tekisligiga parallel);

A = D = 0', bu holda tekislik Ox o'qidan o‘ tadi;
5 = D = 0 ;  bu holda tekislik Oy o'qidan o'tadi;
C = D = 0 ; bu holda tekislik Oz o^qidan o ‘tadi;
A = B ~ D  = 0; bu holda tekislik xOy (г=  0) tekisligi bilan 

ustma-ust ttishadi;
A = C = D  = 0; bu holda tekislik xOz { y =  0}  tekisligi bilan 

ustma-ust tushadi;
B = C = D  = 0-, bu holda tekislik yOz (л = 0) tekisligi bilan 

ustma-ust tushadi.
Agar umumty tenglamada bo4sa, tenglamani D ga bo'lib,

X  У  2
—= 1 ga ega bo'lamiz. 

a b c
(bu yerda a = -D/A, b =  ~D/B, C =~D/C. )  Bu tekisUkning
kesmalarga nisbatan tengtamasi deyiladi; a, b, c lar tekislikning
Ox, Oy, Oz o'qlar bilan kesishgan nuqtalari.

4) ApfA-B^y+C^z+D=0\a. tckisliklar orasidagi
burchak

A^A-, -h 4- C |C ,_ ^  ^C O S < 3  =
J/lj' + B{ + C|" ■ yj Â  + +C 2 

formula bilan aniqlanadi.
Ikki tekislikning parallellik sharti

A,/A,= B,/B, = q/C^, (6)
Perpendikularliк shani

Â Aj + 5,5, + C,Cj = 0, (7)
5) Zf) nuqtadan Ax+By-^Cz + D = 0 tekislikkacha

masofa

formula bilan aniqlanadi.
Bu tekislikning normal tenglamasiga Zo) nuqtaning

koordina talari ni qo‘yib, natijaning absolui qiymati otingan. Na-
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tijaning mijsbat yoki manfiyligi nuqta va koordinata boshini bcr- 
iigan tekislikka nisbatan joylanishini xarakterlaydi. Agar Л/д nuqta 
va koordinat boslii tekislikning turli tomonida yotsa, musbal, bir 
tomonida yotsa, manfiy ishora ohnadi.

6) Л/д(л-д, Уд, nuqtadan o ‘tib, hl^Ai + Bj-k^Ck vektorga

perpendikular tekislik tenglamasi
A{x ~ Лд) + B{y -  >;,) + C(z -  2,,) = 0 (9)

ko'rinishda boMadi.
A, B, Claming ixtiyoriy qiymatlarida (9) tenglik nuqtadan 

oHuvchi dastaga tegishli tekislikni ifodalaydi. Shuning uchun uni 
tekisUklar dastasining (engiamasi deyiladi.

7) A,x + B,y + C|Z+ D| + /.(A^x + B,y -t-C^z + D , ) = 0 (10)
tenglama Д niiig ixtiyoriy qiymatida

/^|A'+B|y+Cj2+Z)|—0 (I) A.x+B^y~^C^z^D^—Q (11)
tekisliklarning kesishgan chizigMdaii obuvchi tekislikni aniqlaydi.

(I) va (II) tenglamalar bilan aniqlanadigan tekisliklar paral­
lel bo‘ !sa, LI bolda tekisliklar dastasi bu tekisliklarga parallel te- 
kistiklar to'plamiga aylanadi.

8) Berilgan ^Ц(/-|),Л/^(г:), Л /,(п) uch nuqtadan o'tuvchi 
tekislik tenglamasini (bu yerda

ri =,V|/-i-yy/ + Z|A', = .v,(4_y,y + z j i .  r% - лу/ + >;,У + ),

г -  г r ; - r i , r j - n  vektorlarning komplanarlik shartidan 

( r -  xl у у ,i + zk radius vektor) topamiz:

yoki koordinat ko'rinishda

,V -  .Y, 9' -  9'i
.V, -  Л- ~ 9i
■A -  ■'■‘i

“ -̂1 
-? “  -t -0 .

(I l>

286, 2x + 3y -  6; + 21 = 0 tekislik tenglamasini normal holga 
keltiring.
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Yechish:
Normallashtiruvchi ko'paytuvchini topamiz (D=2l  >0 bo'lgani 

uchun manfiy ishorani olamiz);
_  _  J _______ _ l

7'
Shunday qilib, tekislikning normal tenglamasi 

< -2 /7 )^ :- (3 /7 )y  + (6 /7 U -3 = 0  
ko'rinishda bo'ladi.

287. MJ.y, 5; —8) nuqtadan 6,v—3y+2z“ 2S=0 tekislikkacha 
bo'lgan masofani aniqlang.

Yechish:
Nuqtadan lekislikkaoha masofa formulasidan foydalanib,

^|6-3 -3 -5  + 2 4 -8 )-28| _41
4 ё ■342"

ni topamiz. nuqtaning koordinatalarini normal lenglamaga 
qo'yganda naiija manfiy bo'lgani uchun, nuqta va koordinal 
boshi tekislikning bir tomonida yotadi.

288. A/(2; 3; 5) nuqtadan o ‘ tib, jV = 4 /+ 3y'+ 2tt vekiorga
perpendikular tekislik tenglamasini tuzing.

Yechish:
(9j formuladan foydalanamiz;
4 (^ -2 ) + 3 (y -3 )  + 2 (z -5 )  = 0, ya’ni 4x + 3y + 2 r -2 7  = 0.
289. A/(2; 3; —1) nuqtadan o ‘tib, 5x-3y+2z—10=0 tckislikka 

parallel tekislik tenglamasini luzing.
Yechish:
(9) formuladan

/^U -2) + 5(>'-3)+C{z + I)=0

Berilgan tekislikning normal! п = (5 ,~3,2) bilan izlangan 
tekislikning normal vektori iistma-ust tushadi, demak, 
A = S, В = — 3, C = 2 va izlangan tekislik tenglamasi 
5 ( д : - 2 ) - 3 ( у - 3 )  + 2(г+  D = 0 yoki 5jc -  3y + 2z + 1 = 0 bo‘ladi.

290. P{2; 3; —5) nuqtadan koordinat o'qiariga perpendikular 
iLishirilgan. Ularning asosidan o'tuvchi tekislik tenglamasini tuzing.
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Yechish:
Koordinai tekisliklariga tushirilgan peq^endikularlarning asosi 

Л/|(2; 3; 0), M (̂2. 0; —5), Л/,(0, 3; —5) nuqtalar bo‘ ladi.
(II) fomiulani qo‘ lIab, ЛУ,, Mj, Л/̂  nuqtadan o ‘tadigan

X- 2  у - 3  2
0 - 3 - 5 = 0
-2 0 -5

yoki 15x + lOy-6 ^ -6 0  = 0  tekislik tcnglamasini hosil qilamiz.
291. /4(5; 4; 3) nuqtadan o'tuvchi va koordinat o'qlaridan teng 

kesmalar ajratuvchj tekislik tcnglamasini yozing.
Yechish:
(4) tekislikning kesmalarga nisbatan tenglarnasidan fby- 

dalanib, (a = h=c) x/a + y/a + z!a = 1 ga ega bo'lamiz. A nn- 
qtaning koordinatalari iziangan tekislik tcnglamasini qanoat- 
lantiradi, shuning uchun 5/o + 4 / o 3 / a  = I, bundan o = 12. 
Shunday qilib, .v+y + z~12 = 0 tenglamaga ega bo‘ lamiz.

292. X + у + 5z -  t = 0, 2л' + 3y — z 2 = 0 lekisliklarning 
kesishgan chiziqlardan va Л/(3; 2; 1) nuqtadan o‘ tuvchi tekislik 
tcnglamasini yozing,

Yechish:
(10) tormuladan foydalanib quyidagini yozamiz:

Д- + y + 5z -  1 + Д(2л' + 3y -  2 + 2) = 0 
M nuqtaning koordinatalari bu tenglamani qanoatlantirishidan X

ni topamiz: 3 + 2 + 5-1 + Я(6 + 6 - 1 +2) = 0, bundan Я = -9 / ]3 .  
Shunday qilib, iziangan tenglama

ЛЧ-v+5z -1 - — (2.r+3y -  г + 2) = 0, yoki 5д+14y-74^ + 3 1 =0 
■ Пbo‘ ladi.
293. .Y + 3y + 5z“ 4 = 0 va д —y —2z + 7 = 0 lekisliklarning 

kesishgan chizigMdan o'tuvchi va Oy o'qiga parallel bo'lgan tekislik 
tenglamasini tuzing,

Yechish:
Tekisliklar dastasining tenglarnasidan foydalanamiz: 

д + Зу + 5 2 -4  + Я ( д - у - 2 г  + 7) = 0 
(1 + Я)д + (3 -  Я)у + (5 -  2Я)г + 7Я -  4 = 0 
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i-ilangan tokislik Oy o'qjga parallel bcVlgani ucliiin Lining oldidagi 
koeH'isicni nolga teng bo'lacli: 2 - л  = 0, ya’ ni, X = 3. Buning 
qiymatini dasla Lenglamasiga qu'yib topami/.: 4л^г-1- 17 =  0.

294. /1(3, —1, 4) va /7(3; 2; —1) nlk]1 a 1 ardan o 't ib , 
Д- + у  + 2  ̂ — 3 = 0 tekislikka perpendiknlar Lekislik Umglamasini
inping.

yecfit\}i:
l/!aiigan lekislikning normal vekmri Л" sifatida / I / / -  11;,3: 

ga va bcrilgan ickislik normaliga pcriicndikulyar vt'kiomi olamiz. 
Sliuning uehim ,'Vsit'alida AB va ii laming vckior ko'payimasini 
oiamiz:

V - ■ n
k

I I

2 3 -2
- 4

* /
3 .3

t к
3  4

2k

Д/(3;- l ; - 5 )  iinqtaLlan o'luvdii va N ' - | 2 ; l ; - 2 }  vektorga 
pelpcndikiilar icki,slik tenglamasi rorinulasim qo'llab lopami/ 

2(д-.') + (у-" I ) - 2 { ;  + .3)=0 yoki 2.v pr 2; 13 0
296. Qiiyidagi 1) .v l-y—c —2=0; 2) 3.v"i.3y 4c ‘ 7 0 leki.slik 

lcnglam:ilariiii normal liolga kcllinng.
297. Л/,,( 1; 2) miqladan 2v-3i —4c + 1 2=(J ickislikkaclia

masolani loping. Д/, miqta tekislikka ni îbaiaii qanday joylashgan 
bo'ladi.

298. .A/„(2; 3; miqladan 4.v—2y + l e k i s l i k k a  lii-
■shinlgan perpcndikiilyar u/nnligini loping.

299.1) Konrdinal o'qlaridan icng kcsmalar ajralib, 3/(-2; 3; 4) 
miqladan o'liiwlii:

2) Oz o'qidan airalgan kesmast 0 \. Oy lardan niraigan kes- 
masidan 3 mana oniq va A(2; ~1: 4) lUiqiadan o'tadigan lektslik 
ienglamasini ui/iiig,

300. 3.V t 2y c .3 ■ 0 tekiblikka pei pcndikiilar bo'tib va 
B(2. 0; -1 )

(3(1; ~1; miqlalartian o ’tuvchi mkislik tcnglamasi iii/ilsin.
301, 2.V f lokisliktia shunday А/ nnqtaiii lopmgki.

(ЗЛ/ to'g’ ri dii/iq knoRlmat o'qiari bilan bir M l  biiroliakiar 
lashkil cl sin
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302. Д4; “ 3; 12) nuqta koordinat boshidan tekislikka tu- 
shirilgan pcrpendikularning asosi ckaniigini bilgan holda tykislik 
tcnglamasini toping.

303. Koordinat o'qlaridan o ‘ tib, 3x“ 4>'+5  ̂—] 2=0 tekislikka 
perpendikulyar tekisliklar tenglamasi tuzilsin.

304. Nuqtalari P{\\ —4; 2), 0(7; 1; —5) nuqtalardan baravar 
uzoqlikda turgan tekislik tenglamasini tuzing.

305. ДО; 2; 0); 0(2, 0, 0) nuqtalardan oOib, x=0 tekisligi 
bilan 60'' gradusli burchak tashkil etuvchi tekislik tenglamasi Uizilsin.

306. M(\; —1; —1) nuqtadan o ‘ tib, bin Ox o'qini, ikkinchisi 
Oz o ‘qini o ‘ z ichiga olgan tekisliklar orasidagi burchakni aniqlang.

307. Koordinat boshidan va Д4; —2; 1), 0(2; 4; —3) nuqia- 
lardan o ‘tuvchi tekislik tenglamasi tuzilsin.

308. 2x+2y+z~-'^=0, 2jt—y+3z“ 3-=0, 4x+5y“ 2z“ 12=0 tekis- 
likning kesi.shgan nuqtasidan va Л/(0; 3; 0); ,V(!; !, 1) nuqta­
lardan o'tgan tekislik tenglamasini yozing.

309. x + 13=0, Злг—у~5.;-И=0 tekisliklarning kesish-
gan chizig'idan va A/(0; 2; 1) nuqtadan o'tuvchi tekislik tengla­
masi tuzilsin.

310. Ox, Oz o ‘qtardan bir xil kesmalar ajratuvehi va 
j:+2y+3z~5=0, 3jc—2y—z+1 =0 tekisliklarning kesishgan chizig'idan 
o'tuvchi tekislik tenglamasini yozing.

311. JcOy tekisligi bilan 60'̂  gradusli burchak hosil qil-

gan,(] +V2)x + 2y + 22 - 4 ^ 0 , jt-t-y-i-2 + 1^0 tekisliklarning ke­
sishgan chizig'idan o'tuvchi tekislik tcnglamasini tuzing.

312. 2л:—y —12z“ 3=0, 3.r+y-7z—2=0 tekisliklarning kesish­
gan chizig'idan o'tuvchi, л+2у+5^~1=^0 tekislikka perpendikular 
tekislik tenglamasi topilsin.

313. A^x+B^y+C^z+D=0, Â x'i B^y+C^z+D^=0 tekisliklarning 
kesishgan chizig'idan, koordinat boshidan o'tuvchi tekislik teng­
lamasini yozing.

314. Л/(0; 4; I) nuqtadan o'tuvchi va a ~ i  + J + k, b = i  + j —A 
vektorlarga parallel bo'lgan tekislikni toping.

315. a -  i + 2J + к vektor л+у + 2^~4=0 tekislik bilan qanday 
burchak tashkil ctadi.



2. To‘g‘ ri chiziq.
1) T o ‘g‘ ri chiziqni ikki fekislikning kesishgan ckizig'i deb 

qarash mumkin;
J A^x+ B ŷ + CJZ + Д  = 0,

+ B^y + CjZ + D, = 0.
2) Bu tenglamada keima-ket x va у ni yo'qotib, x^az+c, 

y=bz+d  ga ega boMamiz. Bu yerda to‘g ‘ ri chiziq uni xOz, yOz 
tekisiigiga proyeksiyalovchi ikkita tekislik bilan aniqiangan

3) Ikki Л/|(х,; у,; z,), AfjCx̂ ; z,) nuqtadan o'tuvchi to‘g‘ ri 
chiziq tenglamasi;

x -x ,  _ y - y ,  _ z-Z|
У2^У, 23- z ,

4) Л/Дх,; yj; z,) nuqtadan o ‘tib, S = + mj-t-nk vektorga
parallel to‘g‘ ri chiziqning kanonik tenglamasi:

■’c -  _ y - y ,  __
£ m

Xususiy holda, uni quyidagicha
Д" -  X , _ y ~ A ~

n

z — z,

( 2)

coscr cos/3 cosy
yozish mumkin, bu yerda a, p. у to‘g ‘ ri chiziqning o'qlar bitan 
tashki! qiigan burchaklari. T o ‘g‘ ri chiziqning yo'naltiruvchi kosi- 
nuslari

I
cos a -  —r -------, cos В -  —7=

cosy =

m
+ m f

\//̂  +■ nr + n"
(3)

formulalar bilan aniqlanadi.
5) Kanonik tenglamalarda t parametr kiritib, parametrik teng- 

lamaiarga keli.sh mumkin:
,v  -  U + .V i,

1 -  mi + V[, 
:  -  ni

к 5

(4)
•I ■



6) Kanonik tenglamalar bilan berilgan ikki to ‘g‘ ri chiziq 
orasidagi burchak;

cos^? =  ̂i' , +
+ m; + n; ■ Ji\ + + fV,

Ll  i-, = m j  = « . / « , ,

( 5)

( 6)

-V 2 ■*■^1'” : ^  (7)

(6) ikki lo 'g ‘ ri chiziqning parailellik, (7) perpendikularlik 
shartidir.

7) Kanonik tenglamalar bilan berilgan ikki to‘g‘ ri chiziqning 
bir tekislikda yotish shartn

Л-;. - A, ,t. -  1, Г.

I ' .
m,

m. /Л
=  I)

( S )

Agar f n̂  lar larga proporsioanal bolmasa, u
holda ko'rsatilgan munosabat ikki to‘g ‘ ri chiziqning fazoda kesi- 
shishining zaruriy va yctarii shartidir.

8) (x~x^)/ ={y-y^)/m = {z■~z^)/n t o ‘g ‘ ri chiziq va
Ax+By + Cz+D—̂  tekislik orasidagi burchak formulasi:

sin (p = Ai+ Вт + Cn

+ m +n~ 

A f, +Bm + Cn=0,
A/e =B/m=C/n.

(9)

( 10)
( l i )

(10) va (11) to"g‘h chiziq va tekislikning parailellik va per­
pendikularlik shartidir.

9) T o‘g ‘ri chiziq va tekislik kesishgan nuqtasini topish uchun 
ulaming tenglamasini birga ycchish kcrak.

a) Agar +Bm+Cn^  boMsa, to'g'ri chiziq tekislikni kesadi.

b) Agar A i +Bm + Cn~0, Ax  ̂+ +СХ + D ^ O  b o ‘ lsa, 
to'g'ri chiziq tckislikka parallel boMadi.
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d) Agar A f + l i m  + Cn—f), Ax  ̂+ +  + D  =  ̂ bo 'lsa ,
to‘g ‘ ri chiziq tekisiikda yotadi.

316. 2a:—y+3z—1=0 va 5A+4y—z—7—0 to‘g ‘ ri chiziq tengla- 
masini kanonik holga kcltiring.

Yechish:
1-usuL Avval y, sungra i ni yo'qotib, quyidagi lenglamalarni 

topamiz:
1 3 A + 1 U -1  1=0, I7 a + ]  !y -2 2 = 0
Har bir tenglamani a  ga nisbatan yechib:

A _ y - 2  _ z ~ ]
“  - “ lY

ll(>^-2) l ! ( r - l )
A = --------------------------- . yam

-17
ni hosil qilamiz.

■13 -11 17

2-usul. Izlangan to‘g ‘ ri chiziqqa parallel S -  (’i У m / У nk vek- 
tomi topamiz. U N \= 2i - J  + ^k, Л^2=5/ + 4 / - ^  veklorlarga 
perpendikular boMgani uchun 5 ni Л ,̂ Ni laming vektor 
ko'paytmasi deb qarash miimkin:

5 — jV I X N2 —
I /
T  - 1

4 -I
- ]  h* +17y + 1 ЗА ,

Shunday qilib, ^ = —11; m=17; «=13. y,; sifatida
(undan izlangan to'g'ri chiziq o'tadi) koordinat tckisliklaridan 
biri bilan (masalan, yOz tekisligi bilan) kesishgan nuqtani olish 
mumkin. Biinda A|--0; ŷ : Zf larni berilgan tekislik tenglamalaridan 
lopish mumkin:

|-,v + 3z -1 = 0.
| 4 y - z - 7 - 0 .

Bu sistemani yechib, .y,=2, Zj = l larni topamiz. Demak, iz­
langan to'g'ri chiziq tenglamasi a/ ( —1 )= (y —2 ) / l 7 = (z~ l)/l3 bo‘ ladi.

[2а + 3>' + 32 -9  = 0,
317. “i . „ to‘g‘ ri chiziqni chizing.[4 a + Г - 8  = 0 t  Ч e
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20-сИ1гта

Yechish:
Izlangan to'g'ri chiziqni tekisliklarning 

kesishgan chizig'i deb qarash mumkin. Bii- 
nmg uchLin tekislik lenglamalarini kesmalar- 
ga nisbatan yozib olamiz; jc/4,5+^/3+z/3= I, 
л /2+>j/4+z/8= i . Berilgan tekisliklarni chi- 
zib, izlangan to'g'ri chiziqni hosil qilamiz 
(20-chizma).

318. Koordinat boshidan 
(x—2>/2=(>'—i)/3= {z^ 3)/I  to'g'ri chiziqqa 
perpendikuiar tiishiring,

Yechish:
To'g‘ ri chiziq va lekislikning perpendikularlik sharti (II) ni 

qo'llab, koordinal boshidan o ’ tiivchi va berilgan lo'g'ri chiziqqa 
perpendikuiar tekislik (englamasini iuzannz. Bu tenglama 
2jr+3y+z=<) bo'ladi, Bu tekislik bilan berilgan Io‘g‘ ri chiziqning 
kesishgan nuqtasini topamiz. To'g ’ri chiziqning parametrik teng- 
lamasi x=2/+2. y= 3 /+ l, z=r+3. f ni 2(2r+2)+3(3/+1 ) + г43=0 
dan topamiz, bundan Kesishish nuqtasining koordina-
talari x=A/l, y = -8 /7 ,  z=l6/7 , ya'ni Л/(4/7; - 8 / 7 ;  1 6 / 7 ) ,  Koor­
dinat boshidan va M nuqtadan o'tuvchi to‘g‘ ri chiziq tenglamasi 
V (4 /7 )= y /(-8 /7 )= z /(1 6 /z ) yoki Jf/'=> '/("2)=c/4  bo^ladi.

319, To'g'ri chiziq a/ 2 =y/(—3) =г/л Icnglamasida n ni shun- 
day aniqlash kerakki, bu to‘g‘ri chiziq (x+l)/3=(> ’+5)/2=z/l 
bilan kesishsin va kesishish nuqtasini toping.

Yechish:
n parametrini topish uchun ikki to‘g ‘ ri chiziqning kesishish 

sharti (8) dan:
= Z|=0, j:,=0, y^=0, Zj=0, f ,= 3 , m,=2,

/j= 2 , rjj=4 deb faraz qilib, quyidagini topamiz:

1 5 0
3 2 1 = 0  yoki 2n + 10 + 3 — I5n = 0, ya'ni « =1.
2 -  3 n

Berilgan to‘g‘ ri chiziqlaming kesishgan nuqtasini topish uchun
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birinchi tenglarnadaii x, у r\i z orqali ifodalaymiz: x'-̂ 2z.
Bu qiymatlami (.v+l)/3=(y+5)/2 ga qo ‘yib topamiz;

(2c+ l)/3= (-3^ + 5)/2 , bundan z = 1; x = 2г = 2. у = -  3z = ~ 3. 
Demak, Л/(2; —3; 1).

320. Л/(3; 2; ~1) nuqladan o'tib, Ox o'qi bilan to^g‘ri burchak 
ostida kesishadigan lo*g‘ n chiziq tenglamastni tuzing.

Vechixh:
Izlangan to'g'ri chiziq OX o'qiga perpendikular va uni kcsgani 

Lichun Л’(3; 0; 0) nuqiadan o3adi. M, /V nuqlaiardan o ‘Uivchi 
to‘g‘ ri chiziq tenglaniasini luzamiz:

t .v -3 ) /0 = (y -2 ) /( -2 )= {z + l) / f .
321. .V '-y —2 c- 6  = 0 lekislik va undan (ashqarida jV/(l, I; I) 

nuqia bcrilgan. Benlgan tekislikka nLsbaum M nuqtaga simmeirik N 
nuqtani toping.

Yechish.
M miqladan ohuvchi ixtiyoriy to‘g*ri chiziq lenglamasini yo- 

zamiz: ( x - 1 ) /f= (y -1  l)/« .
Teksilikka perpendikular btj'lgan to'g'ri chiziqning yo‘naltinivchi 

vckiori kcxirdinatalari (1; m; n) ni tekislikning normali « = {1, I, —21 
bilan almashiirish mumkin LI holda bu to'g'ri chiziqning tcnglamasi 
{a—I)/I=Cy - l ) / i = ( c - l ) / ( —2) ko'rinishida yoziladi.

A -y -2 c -6 —0, ( A - l ) / l= (y - l> /1 = ( z - I ) / (—2) tenglamalarni 
birga yechib berilgan tekisiikka proycksiyasini topamiz. Bu to'g ‘ ri 
chiziq lenglamasini y=ft 1, z=—2j+\ yozib, uni tekisiik
tenglamasiga qo ’yih, i=I ni topamiz, bundan a=2, y^2, 1

Simmetrik nuqtaning k(югdiпata!ari x i ' X ^ ) / 2 ,  у-Ч>'м'̂ 1̂ 'м)/2, 
C=(c ,̂+Z ,̂V2 lardan topiladi. ya'ni:

2 = (1-+a^)/2, 2 = (1 + y J /2 , - 1 = ( 1  +c.,)/2, bundan a„ = 3,
y, = 3, c, = - 3 .

Hemak. A(3i 3; -3 )
322. (A —1}/2 =y/3=(c + l ) / {—1) to‘g‘ ri chiziq va undan tasliqa- 

rida M{\: 1; I) nuqia berilgan. Berilgan to'g'ri chi/.iqqa nisbatan 
.'V/ nuqtaga .simmetrik bo'lgan iV nuqtam toping,
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Yechish:
Nuqtnni bcriignn to‘g'ri chi/iqq:i proyeksiyalovchi tckislik leng- 

bmasi
/ l ( x - l )+ / f (> - l )+ t U - l )= 0

ko‘ rinishda bo’ ladi. 'I'u'g'n chi/iqqa pcrpendikular normal vektor 
koordinatalari {A' B, C} ni bcrilgan U>‘g‘ ri chiziqning yo'nahimvdii 
vckiori {2; 3: -1 }  koordinatalari lalan almashuramiz. u holda 
2(.\:—I) +-3(>*-l >-(4—1)=0 yoki 2;r-^3y—г—4=0 ga ega bodami/,

M nuqiani lo'g'ri chiziqqa procksiya.sini lopainiz. Biming uchuti 
2jr + 3_v -  г ~ 4 = 0, (.c -  [ )/2 “ >'/3 -  {z. I- 1}/(  — I) icnglamalami 
hirga yi;ctiami/ liorilgan lo'g'ri ciii/iqning paramclrik tfiighimalari 
,v=2/‘ l. y = 3/, ^ = --/ — 1 bo'Iadi. x. y, z larni lukislik lengla- 
masiga qo'yib, /= 1/14 ni lopamiz Bundan x = H/7, p = 3/14, 

1.3/14 Kcsma o'rtasini topi-^h t'ornuilalaridan toydalanib, 
simmclrik nuqiamng koordinalalarini lopi^h mumkin, ya'ni: 
S/7 = (1 + л^)/2. 3 /!4  = (1 + у J/2.  ~ 15/14 = (! + z^)/2. 
bundan x^= )̂/7, >'^=“ 4/7. Z-.=~22/7 Dcmak, Л'(9/7,-4/7, -22/1).

32,3. (.r + 1 )/2 = Cy — 1 )/( -  1) = “  2)/3 to'g'ri dii/iqdan
-v/('' I )=(>■ +2)/2 (z -  3)/( —3) lo'g'ri chi/.iqqa paralkl 1 ckislik 
obkazing.

Yechi.\fi
Birindii lo'g'ri chiziq lt;ngkimasim xOy va yOz tekisliklariga 

pmyi;k^iyalanijvt;hi ikki tckislik tcnglamalari ytjrdamida yozarni/: 
(л -+1)/2=(у-1)/(-1> yoki Л'+2у-1=0.
(у l ) / ( - l ) = ( c  2)/3 yoki 3y I г 5=0.

Bu lo'g'ri chiziqdan o'tiivchi ickisliklar dastasining lenglamasi 
x-*-2y^ 1 >. (3y+C“ 5)=0 yoki .v+{2-^ 3 ?,)>' + 2̂ 7 “ ( I 2 л )=0 

bo'Iadi.
Bli lo 'g 'ri ohiziq tekislikiiing p ara lld lik  shariidan Ibydalan ib /. 

ni shunday an iq laym izk i, drLslaning unga mos tckisligi tk k in d ii 
tckislikka paralli;! bo'lsin. —1 • l+ 2 f 2 + 3 / , ) —0 ga ega bo'lainiz, yoki 
3/^1 3 - 0 ,  bundan /.==— 1- Shnnday qilib , a'—y —z + 4 ^ 0  i/hingan  
lekisJik ttrnglamasidir.

324. (а-1 )/1 = (у • l)/2=z/3  to'g'ri chiziqni A+y—2z~-5 0 tckis- 
likka proyeksiyasini toping.



Yechish:
LJcrilgan to'g'ri chiziq tcnglamasini xOz va yOz tekisiiklariga 

proycksiyalovclii ikki tekislik tcngUmiasi ko'rinishida yozamiz: 
(л— l) /l= (y * l ) /2  yoki 2 х -у “ 3=0,
(a— l) /l= z /3  yoki Зл—z-3=0.
Bcrilgan io 'g ‘ ri chi/iqdan o'tuvchi lekisliklar dastasining leng- 

lamasini ushbu
2a -> ’- 3 - ?ЛЗА-г-3) = 0 yoki (2 + 3 a )a -> '- ? .z -3 (1 + a ) = Q 

koVinishida yozamiz. Tekisliklar perpcndikularligining sliar- 
tidan foydalanib, tekisliklar daslasidan bcrilgan chiziqni her- 
ilgan tekisl ikka proyeksiyalovelii l ckislikni ajratib olamiz; 
1 (2 + 3 / . ) + U “  I ) “•■ 2( - ) = 0 yoki /., + 1=0, bundan /^=-1. 
Demak, proyc ksiyalovc h i tekislik t c nglamasi 
2a—y —3+(—1 )(3a— 3)=0 yoki Ат“у-^=0 ko‘ rinishda bo'ladi, 
Izlangan proycksiyatii ikki ickislikning kesisbgan chizig'i (ber- 
ilgan va proycksiyahinuvchi) kabi aniqlanislii mumkin.

325. Л/(3; 3; 4) nuqtadan o+ib, s - 2 - i  *.5 / - 8 Л  vektorga 
parallel lo ‘g'ri cliiziqning lenglamasini lazing,

Y(̂ chi.sh:
To'g ’ ri cliiziqning kononik tcnglamalaridan foydalanatniz.
(2) lenglamalarda

f  = 2, m - Ъ. n — “ 8, A| = 5, У| = 3, z, = 4

deb olib, —it— H  teiigiamani hosil qilamiz
2 5 -8  '

326. Л/{ 1; !; 1) miqtadan o 'lib , .v, -  2 ■ / -  3 ■ /  + A va 
.sy-3 f 4 j ^ 2 - k  vcktorlarga parallel to’g’ ri chiziqning tengla-

masini lazing.
Yechish:

To'g'ri chiziq .v,x.?,-5 -1  - J - 7 - k  vektorga parallel bo'lganligi

, (A-1) (y -1 )  ( г -1 )  , ,iichun, u -— ^ -----= ------ — tenglama bilan amqlanadi.
-1 -7
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j x  2y-t 3z - 26 = 0.
327. ^4 . ._ ]4 _Q to'g'ri chiziqning koordinala tekis- 

liklariga proyeksiyalari tcnglamasi tuzilsin.

|'2:г + Зу '-1б2-7  = 0,
328.  ̂ y ' - i y '- O  chizik icnglamasini kanonik

ko'rinishga keliiring, 

jx  -2>- - 5 = 0,
329. I 8 -0  chiziqning koordinata o ‘qlari bilan

tashkil qilgan burchaklarini loping.
330. Л/( 1; -2 ; 3) nuqta o4ib, Ox va Oy o'qiari bilan 45", 60' 

И burchak lashkil eluvchi to'g'ri chiziq tenglamasini loping.

|2t + 3_y + z -  6 = 0,
331. Л̂ (5; — 1; -3 ) nuqtadan o ‘tib, ^ т _ q to'g'ri

chiziqqa parallel to'g'ri chiziq tenglamasini yozing
.332. (д:-1)/(' l)= (y -2 )/5= (z+ 4 )/2  va U -2)/2=(.y  5)/( 2 )-  

= (z 1 )/3 to'g'ri chiziqlaming kesishgan nuqtasini toping.
333. Parallelogrammning ketma-kei uchta uchi /1(3; 0; —1), 

B(l; 2; -4 ) . C(0; 7; -2 )  berilgan. AD, CD tomonlari tcnglamas- 
ini toping

334. jW(2; —5; 1) , Af{—1; t; 2) nuqtalardan o'Uivchi to'g'ri 
chiziqning parametrik tenglamasini toping.

335. x /l= (y -3 ) /2 - (z -2 ) /l  va (х -3 )/1= (у+ 1 )/2= {г-2 )/1  pa­
rallel to'g'ri chiziqlar orasidagi masofani hisoblang.

336. .'ll-I ; 2; 3), B(2\ —3; I) nuqtalar berilgan. Л7(3; —1; 2) 
nuqtadan o'tib, AB ga parallel to'g'ri chiziq tenglamasini luzing.

' 4.Г -  >■ -  z -  + 12 = 0, 13x -  2>4-16 = 0.
337. '-'ti ■>(3a- - z = 0 lo'.a'ri chiz­

iqlar orasidagi burchakni tfiping.

338. yOz tekisiigida koordinata boshidan o'tib, 
to'g'ri chiziqqa pcrpendikular to'g'ri chiziqni toping.
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339. ABCD parallelogrammning ikki iichi: C( —2; 3; 5), 
Z>(0; 4; —7) diogonallarining kesishgan nuqtasi M{\\ 2; —3,5} 
berilgan. AB lomon tcnglamasini toping.

340. ABC uchbLirchak jc + 2>'-b4^—8=0 tekisHkning koordinata 
o ‘qlari bilan kesishishidan hosil bo'lgan uchburchakning xOy 
tekisligiga paraili;! o ‘ rta chiziglning tenglamasini toping.

341. /^(l; ]; 1), B{2\ 3; 3), C(3; 3; 2) niiqtalar berilgan. A 
nuqtadan o ‘tib, ЛВ va AC vektorlarga parallel to'g'ri chiziq tcng- 
lamasini tuzing,

342. Af(0; 2; 1) nuqtadan o'tib, a = T + 2]  + 2k, h -  3J. c = 3fr 
vektorlar bilan teng burchaklar tashkii etuvchi to‘g ‘ ri chiziq 
tenglamasini tuzing.

343. ( j f+ 1 )/3 = (>' —2 ) /(—I) =z/4 to‘g ‘ ri chiziqdan o'tib, 
3jf+_g—z+2=0 tekisiikka perpendikular lekislik lenglama.sini 
tuzing.

344. x/2=(>'+3)/i =(.;—2)/(~2 ) to'g'ri chiziqning tekisiikka 
proyeksiyasi tenglamasini yozing.

2-§. IKKINCHl TARTIBLI SIRTLAR

1. Sfera.
Dekart koordinata sistemasida markazi C(a, A; c) va radiusi r 

bo'lgan sfeni
{х-аУ-^{у—ЬУ+{г—сУ=г'  ̂ (1)

tcnglama bilan aniqlanadi.
Agar markaz koordinata boshida yotsa, tenglama

ko'rinishida bo'ladi.
345. x-+y'+z^“ x + 2y + l=0  sferaning markazi va radiusini to­

ping.
Yechish:
Sfera tenglamasini (1) kanonik ko'rinishga kcitiramiz, x, y, z 

lami o ‘z ichiga oiuvchi xadlarini to'la kvadratga to'Idiramiz:

-  x + — + 2y + l } - l  + r  ̂+ 1 = 0 
4 4
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yoki

{x — + ( V -t-1 + 2' = —
2 ■ 4

Demak, sferaning markazi C (l/2, —1; 0), radiusi r= l/2 .
346. Markazi xOy teki.sligida yotuvchi, 4(1; 2; —4), B(l; ~3; 1),
C{2; 2; 3) nuqtalardan o3uvchi sfera tenglamasini tuzing.
Yechish:
A, B, C miqtalaf {х~й) +̂(>'— cferaga tegishli (markazi 

xOy tekisligida yotadi, ya’ni t-=0) boMgani uchun ulaming koor- 
dinatalari izlangan tenglamani ayniyatga aylantiradi, shuning uchun 

( l - a ) ‘ + (2-i)^+(-4)^=;^. (1 “ д ) '+ (-3 -6 )^ + M=r ,̂ 
(2-z7)^+(2-6)^+3^=r =

Bundan ( 2- ^) ' - ( - 3“ 15, ya’ni I0b=10, (1 —o)^+(2— 7
Demak, a = "2 , b~\. Sferaning markazi C(—2; 1; 0) boMadi. 

So'ngrti
r^=(-fl)'+(2-6)^+16=(l+2)^+(2-l)^+16=26. Shunday qilib, 

izlangan tenglama (A+2)^-^(y--l)'+Z'-"26 ko'rinishda bo ‘ ladi.

347.
[{л--Зу-+(у + 2)‘ + ( z - l ) '  =100,

aylananing radiusi va.4Ж’2 х - 2 у - г  + 9 = 0
markazini toping.

Yechish:
Sleraning markazi C(3; —2; 1) dan 2х-2у—z+9~0 tekislikka 

pcTpendikutar tushiramiz, L i n i n g  tcnglamasi
(x-3)/2=(>’+ 2 ) / ( -2 )= (z - l ) / ( - ! )  (*)

(perpcndikularning ynbialliruvchi vckKiri sifaiida berilgan tekisli- 
kning normal vekiorini olish mumkin), {*) to'g‘ ri chiziq bilan 
berilgan tckislikning kcsishgan nuqtasini lopamiz. Bu nuqta ayla­
naning markazidir. To‘g‘ri chiziq tenglamasini paramelrik ko'rinishda 
yozamiz: x=2/+3, y=^2t —2, ^ ;=-/+l. Bu x, >’, z iarni lekislik 
tcnglamasiga qo'yamiz: 2(2r+3)—2( —2r—2)—( —/+1 )+9=0, ya’ ni 
t - -2 ,  Demak, x = 2 {-2 )+ 3 = -1 . y = -2 ( -2 ) -2 = 2 , z = - ( “ 2 )+ l=3 
yn'ni aylananing markazi C(—1; 2; 3) bo'iadj. Sferaning markazi 
C(3; —2; 1) nuqtadan 2x—2y—z+9=0 tckislikkacha masofa d ni 
lopamiz:
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2-3 + 2 -2 -1 -9  ^
d =:----  __ ^6.

V 2 4  2- -г!
Ayhinn radiusini r~ = R ‘ — d' dan lopamiz, bu yerda R sfcnm- 

ing radius. Shunday qilib, r^=10()—36—64, ya'ni r=  K,
348. !) {jf+l)^+(y+2)^+Z^=25; 2) .d+y+^'--4jt+6/+2z=2:
3) ^-2z^+4>'—3z-i 2 = -0; 4) л-ч у  f-2̂  =  2x;
p) +z‘ =4z-3 :

stcralarning markazi va radiusining koordinatalarint aniqlang.
349. M( l ;  -1 ;  3) nuqta 1) (л— 1)'+(ут-2) '+ z '= l9 ;
2) X‘ +>’ ‘̂*ẑ  'x+v—0; 3) i -4х +у" 2z'-0 sidralarga nis-

baian qanday joylashgan.
350. Agar M{4; -1 ; -3 )  va Л'(0; 3; ~1) miqtalar sfcra di- 

ametrlaridan birining oxirlari bo'Isa, st'craning tcnglamasini uizing.
351. z = 0 koordinata tckisligi bilan {x - l  ) 4 ( y - | ) -+(z—3)’" = 25 

sfaraning kcsirnida hosil bo'lgan aylana tenglarnasini yozing.
352. X'-t-y‘ + ‘̂ =  100, 2x-i-2y—z = IH aylananing radiusi va marka- 

zining koordinalalarini loping.

2. Siliiidrik sirtlar va ikkiiiclii tartibli koiius.
/(x , y)=d) Icngiarna f’azoda yasovchisi Oz o ‘qiga parallel bodgan 

silindrik sirtni ilbdalaydi. Shunga o'xsliasli F{x\ z)~0 yasovchisi 
Oy o^qiga, F(y;z)=0, Ox o'qiga parallel hoigan silindrik sirtni 
ilbdalaydi.

Ikkinchi lanibli silindrik sirilarning kanonik tenglamalari:

X" V'—- -h --- ^
a' /Г

2 7X
-r

a" 6^ '
gj pcrbolik siiindr;

y^=2px -  parabolik siiindr.
IJchala silindrning yasovchilari Oz o 'qiga parallel, 

yo'naltiruvchisi esa, xOy tekisligida yotuvchi ikkinchi tartibli egri 
chiziq (dlips, giperbola, parabola). Fnzoda egri chiziqni para- 
mefrik shak/da yoki ikki sirtm'ny kesishgan chizig'i deb qarash 
mumkin.
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Masalan, еШptik silindrning yo'naUtruvchisi, ya’ ni xOy tek- 
isligidagi ellips tenglamasi

1 ■)

b' '

O'qi Oz, uchi koordinata boshida bo'lgan ikkinchi lartibli konus 
teiiglama'ii ushbu

a' o' c'
ko'rinishda bo'ladi, xuddi shunga o ‘ xshash,

2 ’ ; ] 2 2
+ — = 0, — + — + ~  = 0 

a b c a b c
laming o ‘q!ari mos ravishda Oy, Ox lar hisoblanadi.

353. 1) x̂ —4y; 2) z^—xz tenglamalar fazoda qanday sirtni
ifodalaydi"  ̂ Siiindrik sinning yo'naotinivchisi x̂  = 4y, para-
bo ladir.

Yecbisfi:
i v'=4,c yasov'chis! Oz o'qjga parallel bo'lgan parabolik .silindrni 

ifbdalaydi Silindrik sirlni yo'naltiruvchisi л-'=4у, puraboladir.
2. z'^-xz ni -Л'}—0 ko'niii.shda l;Lsvirla.sh mumkm. I J ikki ; —0.

- V lengl.imnga ajraiadi, yn'ni ikki lekislikni (.vf.7i’ va bisseklral 
U-kislikiii) aniqlaydi.

354. x'+y^—22'=0 konus y=2 tekislik bilan qanday chiziq 
bo'ylab kesishadi?

Yechisfr
Tcngiamalardan у ni yo‘qoub, izlangan chiziq [cnglarnasini 

topamiz:
Д.2 4_4_  2 yoki z^/-x^/4= 1 Demak, izlangan kesistiisli 

chizigb y = 2 tekisligidayouivcht gipcrbohidir, lining haqiqiy o'qi 
Oz o'qiga, mavhum o'qi esa Ox o ‘qiga parallel.

355. Uchi Л/(0, 0; I) nuqtada, yasovchisi x ‘/25 ^yO^=Y  2=3 
ellips bo'lgan konik sin lenglamasini uizing.

Yechish:
AM yasovchi tenglarnasini tuzamiz. bu yerda A(x̂ ,̂ŷ ,z,.} nuqla 

ellipsdayotadi.Bu yasovchining tenglamasi x/x,^=y/y^={z-\)/{lt '~\).
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А nuqta cIHpsda yotgani ucliuti uning kotirdinatalari elljps 
tenglamasini qanoatlantiradi, ya'm j=3.

^ л го = (г-1) / ( г , , - 1), y/yn=iz-\)/{z^-\), a-„V2.^+>'oV 9= i , г,=3 
sistemasidan lami yo'qolib, konik sin icnglamasiga ega
bo'lam i/: aV 25 - -̂y /̂9+ ( z —i y / 4=0 .

356. !) x^+>'^=4; 2) хУ2^+у^/\Ь=\\ 3) x^-r=]\  4) f=2x\
5) 6) z+x^=0-, 7) x'+y^=2y; 8) x^+y^=0; 9)
10)у^^лу qanday sirtiarni tasvirlaydi. Ularni chizing.

357. x^~y^+z^=0 konusning 1) y=3; 2) z = l; 3) le- 
kisliklari bilan kesishgan chizigMni toping.

358. Uchi koordinata boshida va yo'naliiruvchilari !) x=a:
У +2^=b̂ ; 2) y=b; .t^+z^=ci ;̂ 3) x^/a^+y^/b^=l bo'lgaii
koniis tenglamasini Uizing.

3. Aylaiia sirt. Ikkinchi tartibli sirt.
Agar yOz tekisligida yotgan F(y, z)=0, x=0  egri chiziq Oz 

o ‘qi airoflda aylantirilsa, undan hosil bo‘ lgan aylanma sin icng- 
lamasi

г’') :  ■ -  0) ko‘ rinis!iida bo'ladi.

F{x-, yj(x- + = 0) tenglama Fix) .v)=0, z=0 cgri chiziqning

Ox o ‘qi atrofida, F(yJ{x  ̂ + y ') ; y = 0) yuqoridagi cgri chiziqning 
Oy o*qi atrofida aylanishidan hosil boMgan sirtni ifodalaydi.

FJlips, giperbola, parabolaning o ‘z simmetriya o^qi atrofida 
aylanishidan hosil bo'lgan ikkinchi tartibli aylanma sin tenglama- 
larini kcltiramiz.

——j—- -  I — aylanma ellipsoid, bu vcrda aylanish o ’qi Oz
a c'

X '  4  y ‘  z ‘
----- j-------- 7 = ] — aylanma bir paflali giperboloid, aylanish

o ‘qi Oz {Oz giperboianing mavhum o'qi).
Д-ЧУ ,
-----у -------r - ~ l  ~ aylanma ikki pallali giperboloid, aylanish

a c" '
o'qi Oz {gi perboianing haqiqiy o'qi).
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x'-\-y^=2pz — ayianma paraboloid
Ikkinchi lartibli ayianma sinlar umumiy ko'rinishdagi ikkinchi 

tartihli sinlarning xususiy liolidir.

.T‘ >'• z-
a c

ellipsoid.

X V 2'
— ^ - - Г ---- г “  I ~ bir paliali yiperbolaid.
(V‘ h" c

X

-V Г" z"
----- poUali giperbohid.

a~ b~ c

V
' “  2z (/?>[). f / >0)  — elliptik paraboloid.

P <!
Bii lo'rita ikkinchi tanibli sinlardan, ikkinchi lanibli uchta sil- 

indr (cllipuk, gipcrboltk, рагаЫэИк) ikkinchi tanibli konusdan 
bosliqn yana bina n-iartibli sirt — giperboHk paraboloid mavjiid:

-— —  = 2z ( /j > U. (/ > 0)
P Ч

Shuiiday qilib, 9 la ikkinchi tanibli siri ucliraydi.
359. v + 2y-4, z tl U)‘g‘ ri сЫ/.iqiiing Ox o'qi atrofida ay Ian i- 

shidan hosil bo'lgan strt longlamasmi loping.
Yecltish:
Ayianma sin uchi Л/{4; 0; 0) niiqlada btj'lgan kutuisdan iboral.
lztang:in sin ixtiyoriy A miqtasming koordinalalari A'. У, 7. 

bo'isin, unga benlgan lo'g'ri chiziqda И(.х'. у; t)) nuqta mos kdadi.
A va li nuqialar aylanish o ’qi Ox ga pcrpcndikiilar bo’ lgan 

bitta tckislikda yotadi. U holda X-x, Y^+Z‘ —y  boladi. x va у ning 
qiymailnrini berilgan to‘g ‘ ri chiziq lenglamasiga qo'yib i/iangaii 
ayianma sm icnglamasini lu/ami/:

.V-f 2y'} ’ t / ’ = 4 ynki 4( K=-̂ 7=‘ )-(A '-4 ) '^  0. ya'ni 
(4r= + 4Z=)-(A '-4)^ ‘ = 0,

360. .x'=yz tcnglama qanday sinni ilodalaydi'.'.
Yechisb:
Koordinat o'qlarini 0.\ o'qi atroHda of =4У li burchakka biirami/ 

{ Oy o'qidan Oz o'qig;i qarah scat miliga qarshi yo'nalishda),
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Koordinat almashtirish formulalari:
, . . . , . . . 2 jic=x , y=y cos a  -z sin a , ẑ ŷ sin a +z cos a , sin a =cos a = ^

bo‘ lgani uchun

2 .2

Bu ifodalarni sirt tenglamasiga qo'yib, У ' = y V 2  yoki
+ z '4 2 = 0 (uclii koordinat boshida yotgan, o'qi ordinata 

boMgan konus) ga ega bo ‘ lamiz.
361. y+<:“ 2=0, jc=0 to'g'ri chiziqning Oz o ‘qi atrofida ayla- 

nishidan bosil bo'lgan sirt tenglamasini yozing.
362. z- =Jf—У sinning л:=1, tekisliklar bilan

kesishish chizig'i topilsin.
363. 1) z—xy, 2) z^=xy tcnglamalar qanday sirtlami aniqlaydi.
364. 0 ‘qt Oz bo'lib, uchi koordinat boshida va Л/(—I; —2; 2), 

M l; ]; 1) nuqtaiar sirtidayotgan elliptik paraboloid tcngiama- 
sini toping,

365. Agarsirtda uchta Л(3; 0; 0), B{-2\ 5/3; 0), C(0; -1 ; 2/^5 ) 
nuqta bcrilgan bo‘ lsa, simmctriya o'qlari koordinat o ‘qlaridan iborat 
bo'lgan ellipsoid tenglamasini tuzing,

366. z = 2~x^-y^ va z —x ’ +y  ̂ sirtlarning kesishgan chizig‘ i 
tenglamasini toping.

367. +jĉ  =rw( + y ‘ ) tenglama 1) m =0; 2) 0 <m<l ;
3) m>0;

4) m<0; 5) m=I bo ‘ !ganda qanday sin aniqlanishini lek- 
shiring,

4. Tkkinchi tartibli sirtning utnumiy tcnglamasi.
x,y , z  larga nisbatan ikkinchi darajali uimirniy tenglama
A - x+B^ y+ C ' z+2 Dyz'^2Exz-‘r2 fxy+2 Ox+2Hy+2Kz + 

ko'rinishda bo'ladi. Bu tenglama sfera, ellipsoid, bir pallali 
yoki ikki pallali gipcrbolotd, elliptikyoki giperbolik parabo­
loid, ikkinchi tartibli silindrik yoki konik sirtni aniqlaydi. U 
yana ikki tekislik, nuqta, to*g‘ ri chiziqlar to'plamini aniqiashi 
yoki hech qanday geometrik ma’ noga ega bodmasligi miimkin 
(mavhum sirtni aniqlaydi).
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D=0, E=0, F=0  da A^x + B̂ y + O z + 2G x^2H y+2K z^l=0  
tcngiamaga ega boMamiz. Bu holda tenglama o'qiarni parallel 
ko'chirish yordamjda oson soddaiashtiriladi, shunga qarab 
uning geometrik ma’ nostni darrov aytish mumkin.

368. x^^4y^ + 9i^ + \2yz+6xz + 4 x y -4 x -8 y + \ 2 z  +  ̂= 0 
tenglama qanday geomctrik ma’noga ega?

Yechish:
Berilgan leiiglamani (j::+2yt'3z) ^~4(x+2y+3z)'^'3=0 ko'rinishda 

yozisb mumkin. Chap lomonni ko‘payiuvchitarga ajraiamiz:
(jr + 2y-b3z-1) (x+2y-i-3z—3)=0

Shunday qilib, tenglama ikki (x+2y+3z)=0 va .r+2y+3z“ 3=0 
tekislik to'plamini aniqlaydi.

369. X —̂y *+z —̂yz^xz~xy=0 tenglama qanday geomelrik 
ma’noga ega.

Yechish:
Tenglamani 2 ga ko'paytiramiz:

2x- + 2y^+ 2ẑ  -  2y z - 2x z ~ 2xy = 0 yoki (jr—y) (jr-z)^=0 .
Koordinaialari x=y, y=z, x=z tengliklarni qanoailaniimvchi 

miqtalnrgina bu tenglamani qanoatlantiradi. Shunday qilib, leng- 
lama x=y=z lo ’g'ri chiziqni ifodalaydi.

370. jf^+y^+4<:^—2xy—8z+5=0 tenglama qanday geomctrik 
ma’noga ega,

Yechish:
Tenglamani (jf—y) ^+4(^—1 )^=—1 ko’ rinishida ynzih olamiz. Bu 

tenglama hech qanday geomelrik ma’ noga ega cmas. chunki cliap 
tomon x; y: z ning liecli qanday qiymatida manlly bo'Ia olinaydi,

371. 4x̂  + 9y^+36<^—8a— ISy—72z+ 1 3=0 tenglamani kanonik 
ko’rinishga kcltinng.

Yechish:
Bir xil koordinatali hadiarni guruhlaymiz

4<a —̂2л-)+9(у^—2y)-t-36{z^—2z)~~ i 3.
Qavs ichidagi ifodalai'ni to’ ia kvadratga loMdirib toparniz: 

4{A'~2A + l )+ 9 { / -2 y + l )  + 36(z— 2 z + l )= -13+4+9+36
yoki

I )+90"'- I )+ 36 (z '- 1 )=36,
Yangi koordinata boshini 0 ' { 1; 1; I) nuqtada olib, koordinat 

o'qlarini parallel ko’chiramiz: koordinata almashtirish fornuiiaiari
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,v=x' + l, >*=>''"^1, bo'Iadi, u holda sirt icnglfimasi qu-
yidagi

4х ’ ’ г9у '^^36г'^  =  36 yoki x ‘ V 9 + y ’ V4 
ko'rinishda yoziladi. Bu tcnglama clli psoidni nniqlaydi. Lining marfai/.i 
koordinata boshida, yarim o^qlari mos ravislida 3: 2, t ga Iciig.

372. У ' 4a- + 8>'—2j=Q tcngiamant kanoiiik holga kc4tiring.
Yffchish:

X, у  larni o ‘z ichiga olgan liad tam i gum lilaym iz.
{a-^ -4 )--(v’‘^S>’) = 2^ qnvs ichidagi ifodalarni lu'la kvadraigatha 

lo'Uiiramiz:
{jr-^-4A44>-(y-8>'+16)=2^+4-l6 yoki ( jr -2 ) '- { j -4 )-= 2 ( j-6 )  

yangi koordinat boshi sifatida 0 '(2 ;  4; 6 ) nuqlani olib, koordinat 
o'qlarim parallel ko’chiramiz, li holda x=x' + 2, y=>''-^4, г= г '+ 6. 
Oi pcrbolik paraboloidning aniqlaydigan a ' y' ^=2; ’ tenglamaga 
cga bo'himi/.

373. 4x'—y '+ 4 z '“ S>’+4>'-i-Xz^'4=0 tcnglama qanday nirtni it'o- 
dalaydj?

Vechi.sh:
Mos almashlirishlarni bajarib:

4(A'’-2A)~{>'^-4y) + 4(;H 2z)=“ 4;
4 (А -~ 2 А -Н ) - (у '- 4 ; -4 )+ 4 ( г -  +  2 г - М ) = - 4 + 4 - 4  + 4;
4(a - I ) - - ( У - 2)^+4(с+l)'=0 tcnglikni hosil qilamiz. Koordinaia 
bosiltni 0 ' ( l :  2; —1) nnqlagn ko'diirib, koordinaia o'qlarini par­
allel ko'chiramiz, x=x'+\, y= y ’ '^2, z=Z'~\ lar koordinaia al- 
mashtirish tbnTiiilalaridir. IJ holtfa berilgan tcnglama 4a ' '—>>'̂ +4г'^=0 
yoki a '̂ —y'V4-<-t'^"0 ko‘ rinishga kdndi. Bn sinning tcnglamasidir.

Quyidagi icnglamalar bilnn qanday sin tasvirlanishini aniqlang:
374. A  ̂-  X V  -  xz yz = 0,
375. A ' + г  ̂ -  4a + 4г + 4 =  0.
376. A  ̂-r 2>' M — 2av — 2.V — 0.
377.
378.
379. 4a  ̂ +
380.
381.

A  ̂ + у ' . J _ 2y -t 2z = 1).
A  ̂ + 2y ‘ + 2z  ̂ — 4y + 4^ -r 4 =  0

у  ̂  ̂  ̂ -  24a -  4y f  2z + 35 = 0.
A  ̂ + y - Z ^  -  2 A - 2 y  + 2г + 2 =  0, 
A - + y= -  бА + 6у -  4г 18=0.

3 8 2 .  9 a  ̂ -  -  I S a 18y - 6 ;̂ = 0 .
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IV BOB
DETERMINANT VA MATRITSALAR

l-§. и-TARI IBLI DETERMINANT HAQIDA

a,,
a,,

■ti

tiy, a . - ,  

<■ 2̂

'̂ы
a.,
a , ,

■'д. a

Да a2Д
‘bi a i-T

Ubi ".P “ .P a J
inos keluvehi 4-tartibli determinant

a,. ‘b.. kn ‘b-
‘'ll ■ ‘Л; ‘Ьд ‘b: ‘b4

‘b- ‘b.l ‘b. Kb: ‘b> ‘b.

m. n., ‘b Ciy.

‘ bj a.-. ‘ bj ■ “ n ‘bi Cl,-.

‘ bi ‘b: ‘b. ‘bi ‘Ьл

+f/,

tenglik hilan aniqhmadi.
4-tailibli deittiminant yurdamida 5-taitibli va hoka^o lanibli 

determinant lushuneliasini kiriiish mumkin.
Ixtiyoriy tartibli dcterminantlar ucJiiJn 3-tartibli detenninant- 

lar Liehun kiritilgnn algebraik yig'indilar uchun ikkita (eorema va 
biror olcmentning minor va algebraik to'ldiruvchist ta’rifi 
o'zgarnuisdan qoladi. Shunday qilib, u., eiernentning minorini 
Л/, , algebraik toMdiruvehisini bilan belgilab,

ifodaga ega bodamiz.
D n-tartibli determinant bo'lsin. Uni avval /-nchi yoining 

clementlnri bo^yieha, so'ngra /:-nchi ustunning elcmenilari bo'yiclia 
yoyib, 1 'teoremaga tisosan:
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D — Cl\̂ 4* ^2k‘̂ lk + ■■ ■ + îtk̂ nk
ga ega bo‘ lami2. Ikkinchi tomondan, 2-teoremaga asosan

j  i , к i , bodganda

^/l4l ^ 4(1 ~
^ 'i*4,+«2i4, + - + 4 „ t 4 ,  = 0

ga cga bt)‘ !arniz.
Ikkinchi va uchinchi tartibli determinantlarning xossalari ixti- 

yoriy tartibli determinantlar uchun o ‘ rinlidir.

1 A'l + T .V, “h .. - /ll .
a,,\\ + + ..

= 4
sistemaning determinanti

D =

«11 ...

«21 «22 -  « 2,, ^ 0

«((2 -  «„.

X| = A
D '

^2X, = —
' D

•t * ■ 1 p ̂ forboMsa, lining yechirnlari ■’t̂i -
mulalardan topiladi. Bli formulalarda D — sistemaning determi­
nanti, D|j , (/: = !, 2 , n) sistemaning determinantida k-nchi 
tartibli usiunni {aniqlanadigan noma’ lumlar oldidagi koeffitsient- 
lar ustuni) ozod ustuni bilan almashtirishdan hosil bo'igan de- 
terminantidir:

«II «12 ■ « 1Л-1 « 1.А + 1 «Ь
«21 «22 ■■■ « 2Л-1 4 « 2Л+1 ... « 2,,

«„1 «„2 ■ «„.i-l 4 «n,l*-l
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3 5 7 2
1 2 4

383. Ushbu -  2 -  3 3
1 3 5 4

determinantni hisoblang.

Yechish:
Quyidagi amallarni bajarami2: 1) birinchi yo‘ l elementlaridan 

uchinchi yo‘] elementlarini 3 ga ko‘paylirib ayiramiz; 2) ikkinchi 
yo'i element-larini 2 ga ko'paytirib, uchinchi yo‘ l elementlariga 
qo'shamiz; 3) to‘ rtinchi yoM elementlaridan ikkinchi yo‘ l ele­
mentlarini ayiramiz. U holda berilgan determinant quyidagi 
ko‘rinishga keladi:

D =

Bu determinantni birinchi iistun elementlari bo‘yicha yoyamiz:
0 0 - I  O'

D = - 0  7 10 .
1 2 0

Hosil boMgan determinantni birinchi tistun elementlari bo'yicha 
yoyamiz;

0 -10
D = -  = -70

7 10

0 -1 - 2 -1 0
I 2 3 4
0 1 9 10
0 1 2 0

384, Ushbu

Yechish:
2-nchi, 4-nchi,

1 2 0 0 0
3 2 3 0 0
0 4 3 4 0
0 0 5 4 5
0 0 0 6 5

va

determinantni hisoblang.

5-nchi
102
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ko'paytiivchilami determinant belgisidan tashqariga chiqaramiz:

D = 2 - 2 o -

1 1 0 0 0
3 1 3 0 0
0 2 3 2 0
0 0 5 2 1
0 0 0 3 1

Ikkinchi ustun elementlari birinehi nstun element)aridan ayirib, 
laosil bo‘ lgan determinantni birinehi yo‘ l elementlari bo'yicha yoyamiz:

D -2 0 -

1 0 0 0 0 - 2 3 0
3 _ 2 3 0 0 2 3 20 2 3 2 0 = 20 - 0 5 20 0 5 2 1 0 00 0 0 3 1

I -nchi qator elementlarini 2-nchi qator elementlariga qo‘shamiz, 
— 2 ni determinant tashqarisiga chiqaramiz, so'ngra hosil boMgan 
determinantni I-nchi ustun elementlari bo‘yicha yoyamiz:

D = -40-

1 3  0 0 
0 6 2 0 
0 5 2 
0 0 3

6 2 0
= -40 5 2 1

0 3 1

3-nchi qator elementlarini 2-nchi qator elementlaridan 
ayiramiz, 2 ni determinant tashqarisiga chiqaramiz va hosil bo'Igan 
determinantni 3-nchi ustun elementlari bo'yicha yoyamiz:

3 1 0
/2 = -80- 5 -1 0

0 3 1
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385.
x + 2y + 3z = ]4, 
y  + 2z + 3t = 20, 
z-f 2r+ 3x = 14, 
/ + 2x + = 12

sistemadan у ni toping. 
Yechish:
Berilgan sistemani

X + 2y -f 3z + 0/ = 14, 
0x + y + 2z + 3/ = 20. 
3x + 0 y + z  + 2/ = 14, 
2x + 3y + 0z + f = 12

ko'rinishda yoztb olamiz.
1 7 3 0

0 1 2 -1

3 0 1 2

7 3 0 1

D =

dctenminantni yozib olamiz. So‘ ngra 2-nchi ustun elementlaridan 
1-nchi ustun elementlarini 2 ga ko'paytirib ayirarniz:

D=

1 0  0 0
0 1 2  3
3 - 6 - 8 2  

!

1 2 3
- 6 - 8  2 
-1  - 6  I

2 3 
4 - 1 
6 - I2 - I  - 6

I-nchi ustun elementlarini 2 ga ko'paytirib 2-nchi ustun ele- 
menllarini ayirarniz: 1-nchi ustun elementlarini 3 ga ko‘ paytirib 
3-nchi ustun elementlaridan ayirarniz:

D=2
1 0 0 
3 - 2  
1 4 - 4

= 2
- 2  -1 0  
4 - 4

=2 (8+40)=96.



D v -

1 14 3 0 1 7 3 0
0 20 2 3

= 2 -
0 10 2 3

3 14 1 2 3 7 1 2
2 12 0 1 2 6 0 1

ni topamiz. l-nchi qator elementlarini 3 ga ko'paytirib, 3-nchi 
qator ejementlaridan ayiramiz, l-nchi qator elementiarini 2 ga 
ko'paytirib 4-nchi qator elementlaridan ayiramiz:

1 7 3 0
0 10 2 3
0 -1 4 - 8 2
0 - 8 - 6 1

= 1 -

10 2 3
-1 4  - 8  2 
- 8  - 6  1

= 2 ' 2 ' 2 '
5 1 

- 7  - 4  
- 4  - 3

3-nchi qator elementlarini 3 ga ko'paytirib, I-nchi qator 
elementlaridan ayiramiz; 3-nchi qator elementlarini 2 ga ko'paytirib
2-nchi qator elementlaridan ayiramiz:

17 10 '
=8 1 -1 9 2 .

- 4  - 3 1
Bundan y^Dy/D= 192/96=2.

386. Hisoblang: 1 1 1 1
a b c d

V=
a ' b- \c r/’

Yechish:
l-nchi qatomi a ga ko'paytirib 2-nchisidan, 2-nchi qatorni 

a ga ko'paytirib 3-nchi qatordan; 3-nchi qatorni a ga ko'paytirib
4-nchi qatordan ayiramiz:

V  -

I
0

1
b -  a

1
c -  a

1
d -a

I 1 1

0 -  {b -  a){c -  a){d -  a) b c d
b‘ -ab c' -a c (7' -  ad

0 b ' -  ah' -  ac^ d ^ -a d '
Й' c ' d '
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I nchi qatomi b ga; 2-nchi qatomi b  ga ko'paytirib 2-nchi 
qatordan, 3-nchi qatordan ayiramiz:

V  =  {b -  a){c  -  a ) i d  -  a)

1 1
0 c - 6  d ~ b
0 c^ -b c  d^ -d b

= ( b  -  a)(c — a ) ( d  -  a ) (c  -  b ) ( d  — b)

H b  -  a){c  -  a ) ( d  -  o)(c -  b ) { d  ~  b ) { d  -  a).

Agar a, b, c, d  lar orasida tenglari boMsa, berilgan determi­
nant nolga teng va aksincha.

Ushbu determinantlami hisobiang:
1 - 2 3 4 - I -1 -1 -1
2 1 - 4 3 -I - 4 -S

387. 3 - 4 -I - 2 388. -1 Л“  J - 9 -2 7
4 3 2 -1 -1 - 4 -16 -6 4

10 2 0 0 0
12 10 2 0 0 1 + a ] ] i

0 12 10 2 0 I 1 - a  1 1
0 0 12 10 2 390. 1 1 1 + b 1
0 0 0 12 10 1 1 1 1 - b

389.

Tenglamalar sistemasini yeching:

v -3 z  + 4/ -  -5,
.V -  2z + 3̂  -  -4.

391. |3:г + 2̂ v̂ -5; = 12, 392.
4.V + 3v’ -5 z  = 5.

Д--  3>’ + 5z -  7/ = ] 2, 
3 x -5 y  + 7 z - t  = 0, 
5x -  7jy + z -  3/ = 4, 
7x — >< + 3z = 16.
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393.
:?;- + 4z = 18, 
5r + 6;/ = .49. 
7  ̂+ 8/j = 68. 
)̂\■ + lO.v = 55.

394.

2x + 3y -3 z  + At = 7, 
2x + y -  z + 2f = 5, 

вх + 2y + z = 4,
2д: + З у -5 / = -11.

2-§. CHIZIQU ALMASHTIRISH VA MATRITSALAR

X = a^^x' + a 2̂y\

у  = a^^x'+ a,^y'

tenglik orqali x, у o ‘zgaruvchilarni x\ .v'orqali ifodalash mLimkin, 
Bu lenglikni x\ y' o ‘7,ganJvchilarrii chizigli aimashtirisfi deyiladi. 
Ularning nuqla koordinatilarini chiziqli almashtirish kabi qarash 
mumkin.

A =

jadval qaralayotgan chiziqli atmashtirish matritsasi deyiladi.
a,

O.̂3̂1 "I]
chiziqli almashtihshiarning determinanti deyiladi.

Bundan so‘ ng 7^0 deb qaraiadt.
Chiziqli almashtirishni uch o'zgaruvchiii deb qarash mumkin:

X  -  r3|,.v' +  Up r ’ f  U p l ' .

< = d3,|.v' + i/,. r' +
z = Ui|.v' + L U , y  + i^^z'.

bu yerda A -
"l2 1̂.3 ' «и «i2 «11

2̂1 2̂.1 «21 a..

«31 «12 «13
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lar bu chizigli almashtirishning nws ravishda matriisasi va deter- 
minanti deyiladi.

Agar boMsii, A matritsa xosmas (jto5) deb

ataladi.

va
>̂2 >

'« II «С « | /

«21 u,.

L«3I « ‘7 «и .

lar mos ravishda 2-ncht va J-nchi (ariibti kvadrat matritsa deyiladi. 
Ko‘ p ta’riflarni umumlashtirish uchun ulami 3-ncht tartibii matritsa 
uchun beriladi, Ularni 2-nchi tartibii matritsa uchun qo'llash 
kiyinchilik tug'dirmaydi. Agar kvadrat matritsaning elementlari

shartni qanoatlantirsa, matritsa simmetrik deyiladi.

«II «и « г / '^1
Л - «П а у. /1.Ч

Л' 1 «■: £h; ; У̂ | к

mntnlsalar icng bo'lishi uchun shaitmng bajarilishi zarur
va yctarlidir. A, В riiatrit.'ialar yig'indisi quyidagicha aniqianadi:

' « и  « г « п '"^1 А ^ '1 ' « н +  А | U p  +  /?р « л  +  А т  '

«71 а. «■, -1- ^71 / ) , .  в , = « л £/, ,  + £П- -г

«С ’ 1/,: ■■^1 л . , л . . J .,«■1 +  Л.| и.р  +  /).р ( / , ,  + Л . ,  J

.'1 matrilsimi m .soniga kn'paytinsh uchun Lining liar bir de- 
mcntini m ga ku'paytiramiz:

' «и «л «М ' '««11 27/U| ^ mup ^

т  ■ «71 «77 «:■ = «'«71 «'«:; 2UU,;

L «Ч Up Up J d«« ll Uii/p '«Up ,

A. В mairiisalar ko'pnylmasi quyidagicha aniqlanadr
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«12 bn bn '= «21 «22 «22 2̂1 bu *2.1
«12 «.1.1 J 4*11 *.j

I 1E«1/̂, I
/--I

/=*1
1

Z 'b / , .;̂ l J-1
Ko'paytma matritsaning ('-nchi qaior va A:-nchi ustunda turu- 

vchi element!, Л matritsa i-ncht qatoridagi elementlarini В matritsa 
/:-nchi usturuning mas eiementlariga ko‘paytmaiari yig‘indisiga teng.

Ikki matritsaning ko‘paytmasi umutnan o'rin almashtirish 
xossasiga bo‘ ysinmaydi. Ikki matritsa ko'paytniasiining determi- 
nnnrj bii maiiiisalar determinnmiari ko‘paytinalanga teng.

Hamma clementlari nollardan tborat boMgan matritsa no!~
mcUhtsct dcviladi

' '0  0 O'!
0 0 (i

,0  0 0
Bu matritsa uchun; A + 0 = A.

0 O']

= 0,

0 ]
0 0

0 ni birlik matritsa deyiiadi.

Bu matritsaning A ga chapdan va o'ngdan ko'paytmasi A ga 
teng; AE=EA=A. Birlik matritsaga ayniy chiziqii aimashtirish to‘g‘ ri 
keladi: x ' , y~  y\ Z= ■ Agar AB~BA=E ga teng boMsa,
В matritsa A ga teskari matritsa deyiiadi. A ga teskari matritsani zJ ' 
bilan belgilanadi; В = A~'. Наг qanday xos emas matritsa teskari 
matritsaga ega. Teskari matritsa quyidagicha topiladi:
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(d il An An
D, D,
/4|j An An
D, D, D,

A l Л, An
.̂-1 D,

ga /) matrilsa (je^eплinantidagi elementning algehraik 
(o'ldiruvchisi deyiladi, ya'ni -  A matrjtsa dcterminantidagi 
m-nchj qator va n-nchi ustunini o'chirishdan hosil bo'lgan ik- 
kinchi lartjbli determinant (minor) bilan (-])"'*" ifoda 
ko'paytmasidir.

X  —  ^' ' mairitsa iiKliin nnitritsa deyiladi.

ko'paytma quyidagicha aniqlan;uii:

AX =
'"и " l2 'WllY, a,,.Y, '

и  2 ̂ X a,|.v 1 >

Cf,, IT j A' .i \ 1 ’ X J

''ii-b , +C/,,.V, =Л,-
. ‘bib . - = A..

r/.,.V + f (,. ■ + *b : V. -  h

sistemani /l.V в ku'riiiislKla vu/isli ninmkin, bu verda

' "ii “ l.' ' b ' f l\ '
f = (Л, (П. . A = .V, . / i - A,

v‘bl a,.

1И)



i A' В

" 1: "и "

‘- ’ 2 2 >̂22

mairilsaning xaraklerislik tonglamasi

£̂T| t/тт ^
a.,

Uu tenglamaning ildizlari , Л̂  , Л̂ !аг matriKaning хагаЛ- 
ferisUk .тн/йг/deyiladi. Agar boshlang'ich matritsa simmetrik bo‘ !sa, 
Д, ^2 Я; lar haqiqiy bo'ladi.

(iV|s -Я)и, + a,j^,  ̂0.
a, 1̂1 + (i/,. “  Л)£-, ^ 0,
йт|С| + -b(tq, -Я)^^ -  о

tcnlamaiar sistcmasi, imdagi Л xarakteristik son Я,, Я„ л, lardan 
birini qabul qiladi va shrining iichun dcterminanti nolga teng 
boladt, Sliii xarakteristik songa mos Lichta C-) sonni an-
iklaydi. Bn uchla sonlar to'plami (̂ |, ^7, .f-) o ‘ zgarrnas 
ko'paytuvohi anjqligida nnldan farqli r -  c-̂ i +^77 +^3  ̂ vektor- 
ni aniqlaydi, uni matritsaning xos vektori deb ataladi.

395. X = Л-' + >■' f  z', >’= .v' + y'. 2 -  -y' chi/iqli a!mash-
tirish va ,v', v'.z'koordinat sistemasida ( 1; — IJ, {3; —2; —1), 
( -  I; —2, -3 )  nuqtalar berilgan. x, y, z sisiemada bu nuqtalarning 
koordinnialarini aniqiang.

Yecfiish ;
Nuqta koordinatalarini berilgan chiziqli almashtirish aniqla- 

nadigan lenglikka qo'yamiz. Agar ,v' = l, v ' - - ! ,  z '= I boMsa, 
u holda л- i ,  >'=0, c= I ya’ ni ( f ;  0; I); agar x '-  3, / - - 2 ,  
z' = - i  u holda x = 0, y=^0, г = 3, ya'ni (0; I: 3); agar

ni



= у  = -2 , z' = -3 , и holda х = ~ 6 ,  у = ~ 3 ,  z —~ \ ,  ya’ni 
( - 6 ; -3 ;  -1 ) .

396. Oldingi masaladagi x, y, z koordinatalardan x ,  y ,  z' 
koordinatalarga oMishning chiziqli almashtirishini yozing,

Yechish:
Uchinchi tenglikdan x '= z ni olamiz; tkkinchi tenglikdan 

uchinchi tenglikni ayirib y' = y - z  ni hosil qilamiz; birinchi 
tenglikdan ikkinchi tenglikni ayirib, z' = x - y n i  hosil qilarniz.

397. x = x’ + 2y', >' = Зд-'4-4У chiziqli almashtirish berilgan. 
Qaysi nuqtalaming koordinatalarini bu almashtirish o'zgartirmaydi?

Yechish:
Agar r = x', y = y' bo'lsa, л va у larni topish kerak, ya’ni 

x=x+2y, y=ix+4y. Dcmak, jc = ;r'= 0, y = y' = 0.
398. Quyidagi = Зд-'-  2_v', ,1̂ = 5x '-  4Ĵ '̂chiziqli almashtirish 

qaysi nuqtalaming koordinatalarini o'zgartirmaydi.
Yechish:
Oldingi misoldagi singari x = 3 x ~ 2 y ,  y = 5 x—4y  larga ega 

boMamiz. Bundan x = y  = x' = y\ ya’ ni chiziqli almashtirish bir 
xil koordinatali (t; l) nuqtalaming koordinatalarini o'zgartirmaydi.

399. Berilgan A =
"3 5 7''  ̂ 1 2 4 ^

A = 2 0 , й = 2 3 -2

.4 3 2 ; 0 I ,

Yechish:

3 + 1 5 + 2 7 + 4̂ Г4 7 I P
A +B  = 2 + 2 -1 + 3 0 - 2 = 4 2 -2

.4 -1 3 + 0 2 + y .3 3

400. Agar A = 

toping.

’3 5  ̂
4 1

(2 3  ̂

- 2 ;
bo'lsa 2A+5B matrilsani
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Y e c h is h :

2A =

401.

10^

2 .
Ч 5B =

^10
.5

15 '  
- 10/

(\Ь 25^
24 + 55 =

li3  - V

'1 Л "2 1 0 ^
2 0 4 у В = 1 - I 2

J 2 13 2 ь
bo'lsa, AB va BA matritsalar ko‘paytmasini toping.

Yechish:
+ J-1 + ! -3 М  + 3 '(-1 ) + Ь2 1 ■0 + 3-2 + ]-1

4 ■ 5 = 1 . 1 + 0 ■ 1 + 4 3 2 -1 + 0 -{-1 ) + 4 2 2-0 + 0-2 + 4-1

J - + 2 ■ 1 + 'Л -i ■ _> I-1 + 2 -{-1 ) + 3- 2 1-0 + 2-2 + 3-1^
^8 0 7̂

= 16 10 4
13 5 ь

' 2 ■1 + ! 2 + D-I 2 3 + I-0 + 0-2 2 I + l-4 + О-З̂
Н А  = 1- -]■ 2 + 2-1 ]■3 -1 -0  + 2-2 1 1-1-4 + 2-3 =

+ 2 •2 + М 3- 3 + 2-0+1-2 т 1 + 2-4 + 1-3J
6 6
7 3
I 1 14

402. Agar A =
'3 2"l 
I 4

bo‘ lsa, Â  ni toping.

Yechish:

"3 2 ^ "3 2-1 ( 9 + 2 6 + 8 14̂
/  4, / [з  + 4 2+16, .2 i s j -
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, J Ml \4\ (3 2 ; ' 2.’ + ]4 22 + 56^ (47 48
7 \&J [\ 4,1 ,21 + 18 I4 + 72J 1,39 86^

403. Agar E ~  uchinchi lailihli birlik matntsa bo‘ lib.

/U 1 3 1
[4 1 1 ,

bo4sa, 2A + 3A + S E malnisani loping, 
Yechish:

' 1 2 P ' 1 1 -I \ '10 6 5 ^

I 3 1 1 3 I - s 1 1 6

,4 1 b 1, 8

'20 12 10^ 3 3 6 '
2A' - 15 22 12 JA = ■“fcJ

.18 16 20j j : 3 3,
'1 0 O' 5 0 O'

5 ■E = 5- 0 1 0 = 0 5 0
,0  0 t , , 0 0

2 -А^ + Ъ-А + 5-Е ^
( I Z  15 16^

19 36 15 

30 19 28у

404. = w = a,,.v
va

ikkita chiziqli aJmashtirish berilgan. Ikkinchi chiziqli al masbt Irish-
lardan birinchisiga x' va y' larni qo'yib, x va у larnj x" va >>" lar
orqali ifodalovchi chiziqli almashttrishrii hosil qilamiz. Hosil bo‘lgan 
almashtirish matritsasi birinchi va ikkinchi chiziqli almashtirish 
matritsalari ko‘paytmasiga tengligini ko^rsating.
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X = a, I (i, ,x" + + â {̂x'̂ b.̂  + b^ ŷ") =

= (a, |й|, + a ,,i„ )x" + {a, + a,̂ 6j j) / .

= «21 (̂ 1 + ̂ пУ") + «22 (̂ "̂ 21 + ̂ 22>'") =
= («21̂*)] + «22̂ 21)'̂  ( «21̂ 12 « 22̂ 22)-̂  ■

Hosil boMgan chiziqli almashtirish matritsasi

Y e c h ish :

ko‘ rinishdn boMadi, ya'ni и 

ritsalar ku'р'*У'

12*^21 «11^ 2 + «12^22

2̂2^21 «21^12 ^ 2 2 ^ 2 2  J

[ « М «12 '' [ K

l «21 « П  У 1 2̂, mai-

405. A = 1 3 I
5 3 4

inatrilba bci'iigan, lining icskarisini toping.

Yechish:
,4 matritsaning dcicrminantini hisoblaymi/;

- 2 7  + 2 -2 4  = 5I 3 I
5 3 4

B lj (Jctcrminam cicmenilarining algcbmik lo'ldimvdiilarini 
topamiz:

4 , -

Д2 -

Дз -

a 4 
1 ! 
5 4 

1 3
5 3

= =

^2  =

= - 12; A , , = -

2 2 

3 4 
3 2 
5 4 
3 2 
5 3

= - 2; d ,,=

= 2; A.. -

= 1; Л ,=

2 2 
3 1 
3 2 
1 1 
3 2 
1 3

- - 4 ;  

= - l ;  

= 7.
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Demak 4 ' = 1
5 ’ 5
2 1

2 _4 ' ^

2 2 :

1 1  L  1
I T  5 5 ;

406. Ushbu
2x + 3 г + 2z — 0,
.v + 2 ,v -3r-14.
3.V + 4>4- r -  ! 6

tenglam.iiar sisicmasini matriisa ka'ritiisliidagi tcnglamaga kellirib 
yeching.

Yechishr
Sistcmani AX=B ko‘ rinishda yozib olamiz, bu yerda:

(' 0 ''
14 |.

Matritsa ko'rinishidagi tenglamaning yechimi A'=zl“' Д bo'ladi. 
A ni topamiz, buning uchun A ning aniqlovchisini hisob-

' 2  3 2 ■' ' V

A  - 1 2 - 3 . - .V . A ' -

1 .. V -  .

laymiz: 2 3 2
1 2 -3
3 4 I

= 28 + 30-4 = -6 .

Bu aniqlovchining algebraik toMdiruvchitarini topamiz:

2 -3>

A , = -

•̂15 T

4 I
I -3 

3 I 

1 2 
j  4

-  14:

= - 10; =

^ _?■

3 2

4 1

2 2 
3 1

2 3

3 4

5; =

= -4; A , , = -

= 1; =

3 2

2 -3  
2 2 
! -3

2 3 

1 2

- -1 3 ; 

= 8;
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Shunday qilib:

Bundan:

—

( 14 5, - n 'l
-10 -4  8
-2, I ! /

x  = - ~
' 14 5, -13'' '' 9 t "126 + 70 -208^
-10 -4 8 14 ]

£ -90 -56  +1280 1 1 ;
0

. IS + 14 + 16 ^

" - 12^ 2̂ ^
-18 = 3

. 1 2 , . 2 J

407.
(5 2 

4 3 matritsa berilgan, Uning xarakterisiik soniiiri va xos

vektorlari loptlsin.
Yechisfj;
Xarakleristik tenglamani tuzamiz:

5 - ; .  2
4 (5->.K 3->-)-8 = 0 ya'ni X.*- 8^ 4-7 = 0

Demak, xarakterisiik sonlar 7.J = 1 va ^2 ~ larga leng. 
Birinchi xarakterisiik songa mos xos vektorni

(5-Я ,) ^ ;+ 2 - ,v = o .

tengtamalar sistcmasidan topamiz. k = l bo'Igani uehun vaf l  ̂ *
larni 2̂ 1 + = 0 bogManishdan topamiz, ( a ? t 0 ~
tiyoriy son) deb olib, = - 2a ni hosi! qilamiz. /,= 1 ga
vektor r^=a J - 2a ]  boMadi.

Ikkinchi xos vektorni topamiz:

mos
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V

[4с,"+(3-Д,)^," = 0 
sisicmada Лт —7 ni qo^yib  ̂ _i= — () tcnglikka kelamiz, va'ni
c = 4 ; -  p 0 - Ikkindii \os xnmktcrislik songa mos xos vck-
tor F j = a - I - 2a - ]  bo'ladi.

408.
( 3  -1  - Л

5 -1
1 - 1 3 ,

matritsaning xarakteristik sonlari va xos vcktoriarni toping. 
Yechish:
Xarakteristik tenglamani tiizamiz;

3 -X  -1  1
-1  5 - 1  - ]  =0
1 - 1 3 -X

yoki
(3 -  л)[{5 -  X p  -  1]+ ( -  3 + X + l)+  (1 -  5 + X) = 0.

Elementar almashtirishlardan so' ng

(3-/.).(x.* - 8/. + 12)=0
ga ega bo'Iamiz, bundan /, = 2, /^=3, /^=6 ,

Xi=2 .xarakteristik songa mos xos vcktorni lopamiz:

\(5 =0.

s', +Й = 0 .

^-s‘ l +3s'! - 4 ,  = 0 .

X - 4 i + 4 i = 0

tenglamalar sistemasidan = 0 , £,.i = ~^i lami topamiz. (teng- 
lamalaming bin qoigan ikkisining natijasi boMgani sababli, uni

f  I *

tashtab yuborish mumkin). 4 | = ct desak, = 0 .
fj = a -i —a-j. Endi 7.̂ =6 qiymatga mos xos vektomi topamiz,
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г" , Т t:» гг" о
I ‘ V . ‘г I '

= 0 ̂ J ^ Г

tengliimakir sistemabiiii liosil qilami/ (hilla lenglama qolgan ik- 
kisining natijasi). Biiiidan i ’. i". c'> /d va ^ I +/j ] +  p-k ■ 

6 qiyrnaiga mns \(̂  ̂ vuktorm lopami/.:

4 , 4,"' > 4;"' D.
j , -  c , '" -  0.

- 4 , - - 4  V .'"=0
(bitta lenglama qolgan ikkitasming nalijasi). liii sistcmani yechib, 

quyidagiiarni topamiz: = ■!i;'" = - y ,  >Hi"’ = y va

0 = У-^-2у-7 + у-л'-
Shunday qilib, berilgan matriisaning xos vektorlari

=/? (f + y + ^). ?!, = r ( i - 2j-k \

Bu yerda a, b, g — lar jxtiyoriy noldan farqli sonlar.
409. Ikkita

X = + y = (j,|.v' + +  2 :=
,v' = b,,.\" + ĥ Jy'' + v' -  h.̂ .x" + z = + a ĵZ'.

chiziqli almashtirish berilgan. Ikkinchi almashtirishdan x’, y', z' 
!ami biritichi chiziqli almashlirishga qo'yib x. y. z lami xf'. f , f  lar 
orqali ifodalaymiz. Hosil bo'lgan almashtirish matritsasi I va II 
almashtirish matrilsalarining ko‘ paytmasiga tengligini ko'rsating,

410. x=6jc'+y’-2^;', y = -  I8.xr’ + 2>''+6z', г=2х' + 2у’ chiziqli 
almashlinsh berilgan. Bu chiziqli almashtirish nalijasida qaysi 
niiqialarning koordinalalari ikkilanadi?

411. Ikkila chiziqli almashtirish berilgan;
д = д -'+ у '+ 2г', >'=-x' + 2>''4 6 z ', z = 2x' + }y \  x = 2x '+ 2 z',
y=.v' +  3y' + 4 z ', z= .v''b3y' ^-2^’.

Bu aimashtirishlardan har biri bir xi! bo'lgan bitta natija be- 
tadigiin muitalami toping.
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412. j: = y c o s a - > ’'sin£r, у '=>:'sinor+v'cosa chiziqli al- 
mashtirishni qo‘ llashda koordinalalari o'zgarmaydigan nuqtalarni 
toping.

413. jc = jc 'cosa-y 'sinor, y '= x'sinof + y 'co sa  chiziqli al- 
mashtirishni qoMIashda koordinatalarining joylari o'zgaradigan 
nuqtalar to'plamini toping.

malril.sa bfhlgan. Birlik inalritsani hosil

'̂5 s 4

414. ■'- 3 “»

d ь 0
qilisli iidiun A ga qa

'2 I I

415. 1 2 I
A 1 2 matritsa berilgan, /l^+^+£ matritsalar

yig'indisini toping.

По 20 -30 A
416. Л = 

toping.

0 10 20
1,0 0 to j

matritsa berilgan. Teskari matritsani

417.

lv+4.1 = 11. 
5 г + Or = 28. lenglamalar sistema.si benigan, uni malritsa

.v + 2 r -  7

ko'rinishdagi lenglamasini yozib yeching.

(7 4]
418, К A matritsaning xarakteristik sonlari va normallash- 

tirilgan xos vektorini toping.

419-
A 13 '' 

1 s I

J  I \J 
larini toping.

matritsaning xarakteristik sonlari va xos vektor-

120



3-§. iKKINCHI TARTIBLI ECKl CIIIZIQ VA SIRTNING 
UMUMIY IEN(;i>AIVlASINI KANONIK KO*RlNISHGA

KELTIRISN

(j, ,.v‘ + 2«|,.yv +

£j|i.v̂  + -* a y  + + 2f/|,.vr + 2i iy z
ko'rinishdagi ifodalar ток ravishda ikki va uch o'zgaruvcliili 

kvadraiik forma deyiladi.
Ushbu shartni bajaruvchi

A\-' =

va = a,, -fljj shartSarni bajaruvchi

(a,

I

"ir

a , . , a11 /
simmel rik mntritsalar hu fnrma/arning malrirsalari deyiladi, Kvadraiik 
fon-nalarni, o'zgaruvchilami chi/iqli almashtirish yordamida, yangi 
o'zgnaivchilarning ko'paytmalaritii o 'z ichiga olmagan ko‘rinisbga 
keUirish rnumkin, boshkacha aytganda ikki o'zgamvchiii kvadraiik 
t'orma + Я^у'\ uch o'zgaruvchilisi esa + +
ko’rinishga keltiriladi, /  — lar oldidagi koetTitsientlar xaraktcristik 
sonlardan iboral boMishi uchun chi/iqli almashlirishni quyida- 
gicha bajarish kcrak: Д̂ , Л,, Д̂ xaraktcrislik sonlarga mos oVaro 
onogonal, normallashtinlgan xos vcktorlar uchligi (ikki 
o'zgaaivchili kvadraiik Ibrmalar ucluin jultlik) aniqiariadi;

ё̂  =a^ ■/

сД =  <7, ■ f +■ (k_ ■ i  + '/-.-k.

t’|, vcktorlar ortogonal va normallasbririlgan bo'lgani
sababli quyidagi ayniyal bajarilishi lozim:
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= [ (' = n 2, 3);
(лУ = К2. 3. i ^ j ) .

и hoida o'zgaruvchilarni almashtirish matritsasi quyidagi 
ko'rinishda bo'ladi:

' a ii: a _ ^
■S= //, /Л Д

Yl Y:
Boshqacha qilib aytganda

jc -  a, ■ .y' + flTj ■ У + a-̂  ■ z\

У ~ Pi' P '' У P\'  ̂'
-=Yi  ■х’ + у.уу' +r, -z '

deb olish kerak. O'zgamvchilarni bunday almashtirish chiziqli 
ortogona! almashiirish deb yuritiiadi. Bu hoida S matritsaning 
determinants! ± 1 ga leng: D.^=±\.

Ikkinchi lartibli egri chiziq yoki sirtning umiimiy tenglama- 
larini kanonik ko'rinishga kellirishga ortogona! chiziqli almashiirish 
deyiladi. Agar yangi koordinat o'qlarining o'zaro joylashishi saq- 
lansa, u hoida matriisaga qo'shimeha shart kiritiladi: =1. Ik­
kinchi lanibli egri chiziq yoki sir! tenglamalarini kanonik ko'rinishga 
keltirish quyidagicha bnjariladi;

a) Koordinatalarni shunday chiziqli ortogonal almashtirish 
kerakki, egri chiziq yoki sirt tenglamalarining yuqori darajali 
hadlari kvadraiik formasi kvadrailar yig'indisiga keltiriladi, teng- 
lamada mos almashlinsh bajariladi. Bu bilan koordinat ko'paytmasi 
qatnashgan had yo'qoladi,

b) Yangi koordinat o ‘qlarint parallel ko‘chirib, lenglama 
kanonik ko‘rinishga keltiriladi,

420. +4д>-- + 8 у '-3 2 .v -5 6 y + 80 = 0 egri chiziq tenglama-
sini kanonik ko‘ rinishga keltiring.

Yechish:

m



Yuqori darajali xadtar matmsasi:
f 5 2 ’

Matitsaning xarakteristik fenglamasini tuzamiz:

= 0 , ya’ni л' -  [ Зл + 36 = 0 ■ Xarakieristik sonlar-
-  Л 2 
2 8 - ? .  

ni lopamiz; X ^ -4 , л , - 9 .

Ai - 4  Lichun xos vcktorni topamiz:

2, +2c, = 0
2^ +4^, =()

Bundan c, = - 2^1. •?! = 2« va ni

, 2 ^ ! -  
lopam iz. vektom i normal Iaslii i rib, f  - i — ^  / ni liosi!

qihimiz, -  9 uchim

4̂ 1 + 2/ĵ  = 0,
2;/i ~ 77j = 0

sistemadan ikkinchi xos vektorni topamiz. Bundan qj=2rijVa

, 1 . 2 . 
Zj=/?((>2y) topamiz. Normallashtirib

qilamiz. Ko'rsatish osonki, e^■e^-0 , ya’ni e, va vektorlar 
o'zaro ortogonaldir.Koordinatalarni almashtirish matritsasini tuz- 
ish uchun normallashtirilgan ortogonal xos vektorlardan foy- 
dalanamiz:

' 2  \ \

S = s Js
1 2

' Л s
D, = t.
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_  2 , 1 ,

1 . 2 ,

X ,  у  lar uchun topilgan ifodalarni egri chiziq tenglamasiga 
qo'yamiz;

Bundan

5- 2 1 ^ ̂ I * . f“ r  ^~гУS  Vs
1 , 2 ,

+S-f— j - .v 4 ^ v 'l  -3 2 -f^ .r ' + V^V''l-56-f— S=a- '-^ -^ /U 8 0  = 0.I Vs S' ) \S S' ) I Vs S )
Qavsiarni ochib, soddalashtirib

8 144
4У' + 9 —S x ’ - S l y >  + 80 = 0■ Vs Vs

ga ega bo'lamiz. Bu tenglamada д-'-, y'  ̂ lar oldidagi koefTitsientlar 
xarakteristik sonlar ekanligini ko‘rib turibmiz. Tenglama-

ni quvidagi 4 - {x ''----=д-') + 9-(у '^---- т=У) + 80 = 0 ko^rtnishga■ Vs Vs
keltiramiz. Qavs ichidagi ifodalarni toMa kvadratga to'ldiramiz:

4 .1 д '-_  2
Vs S 5

yoki

4-
N-

.V —
Л

- - + 9 ­
9

 ̂ „  16 , 64 64']
+ 9 V' ■—7= у  H— ’ — H- 80 — 0

'■ S  5 s j

576“ _ _  + 80^ o■ Vs i s

4. , 1 V.V +9- V  —
S )  ̂ S j

= 36 X =x --
V F ’

deb, koordinai o ’qianni parallel ko'chiramiz va 4x"‘ + 9 y ' '=36
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yoki -----+ —  = 1 ni hosil qijamiz (ellipsning kanoniktenglamasi).
9 4

421, Ushbu
9x=+24xy+16y=+230x-ll0y-225=0 

egri chiziq tenglamasini kanonik holga keltiring.
Yechish:
Xarakteristik tenglamani yezamiz:

p - "  =012 16-Л
yoki -25k = 0 , ya’ni k ,= 0, k, =25. k = 0 da

|9̂ , + 12̂ , =0,
ll2^,+16^j=0

sistemani hosil qilamiz.
/  I

Bu tenglamataming har birt 8  ̂ keladi. Demak,

r, = (x-{47 -  3 ]}, matritsaning xos vektori bo‘ ltb xizmat qiiadi.

' > , . . 4 - 3 -a = —r=r^=-~ = 7  da normallashiirgan xos vektcr j
V 4> (-3 )=  5

ni topamiz:

;.=25 da
[ -  It'll, 4-12fi, = 0. 

12il, Чп: 0

5

sisiomaiii tiosil qilami/, Bundan ik-

1 - 4kim:hi xos vcktor о =-■/ -  г ni mpamiz.

Koordmalalarni almashlirish tnatrilsasi

.S' ^ ■ (Д =1)
' 1  ^

5 5
_3 4 

5 5 >
Almashtiristi fonnulatari: .v=v'(4/5)+.v'(3/5). v'=(-3/5)x'+(4/5)y'. 
Egri chiziq icngtamasini iistibii (3v+41 ) ' -230л ■* I I0y-225 = 0 

ko'rinishda yangi koordinatalarga oMkazib yozamiz:
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25/^-23o|^|v + j y j  + l lo [^ -jy  + ^ y j - 2 2 5 - 0 .

Bu ifbdani soddalashtirib, 25 ga qisqartirib lopamiz;
y '- 1 0 x '~ 2 y - 9  = 0 yoki (У -1 )'= 10 (д :' + 1).

Yangi koordinat boshi uchun 0 '(~1;1) nuqtani olib, o'qlarni 
parallel ko‘chirami2, natijaday^ = IOjc" ga kelamiz (parabola),

422. ix'  + 5y  ̂+ 3z^—2 x y —2xz—2yz~\ 2x — I 0 = 0 sirt tengla- 
masini kanonik ko'rinishga keltiring.

Yechish:
Ynqori darajali hadlar koelTilsieiillarirlaii tu/ilgan mairitsa:

I I 
-1 ,S -1 
I 1 }

Matritsaning xamkteristik sunlan

=  0 .

1 - A 1 I I 
- 1 ? - ) .  - I ! -  0

1 - I _v- >.
icnglamatlaii lopiladi, uni (3->0{/.’-8A+12)=0 ku‘ rinishga kcl- 
liiisli miimkin, bundan —2, л,=.3. A,= 0.

Л =2 da ‘
a, - /q  + it~ -  0.

-;/i -  If; -  I).
! ff| -II. -t-lf; -^0

sistemaga ega bo'lamiz. A ning bn qiymaiiga (ct; 0 ; —a) xos vektor 
mos keladi.

Normallashtirib e, = —!=̂ / — !=A vcktoiaa kclami/,.
V2 ^̂ 2

Aj=3 da
-Г, Ч -  0,

-I'l + 2r, -  i\ = (A
V, - 1\ ^ 0

sistemaga kelamiz. Bundan ikkine-bi normallashtirilgan vektor
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е, = —!=/•+•—J = n i  topamiz. ё , , e, vektorlar ortogonal,
 ̂ V3 V3 Л

ya’ni ё| ■c’j = 0 .
6 da Л-3W| -  + ж = 0,

-u ’, -  w, -  Wj = 0,
И’, -  VI't — Зи'з = 0

- I 2 . 1
ga fga bo'lamiz. Udiinchi mos xos vektor e, =

ч/б Vo V6
olclingi ё| va C; vektorlarga ortogonal, ya’ni ё, ё; = 0 , ё - - ё , - и .  

Kuordinatalar almashtirish matritsasini lopamiz:

5 =

I 1 1

0
^  Гъ 41

I
4b 4b

_L _L _L
. 42 4i V6 I

Bundan koordinat almashtirish fornuilalarini topamiz:

v 2 v3 ^6

_ t , 1 , I ,
z ^ + f— ' У i~ '  ̂'

42 4b 4 b
л% у, z lar uchun topilgan ifodalarni sin tenglamasiga qo‘yib, 

soddalashttrib quytdagiiarni topamiz;

2.v'* + ЗУ' + 6z'- -  б42х' -  443У -  2 4bz -1 0  -  0 -

z‘- lar oldidagj koeffiesientlar У , Я, sonlar boMishi
kerak.
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Teng lam ani ushbu

2 - X ■ — + j- У' -
S -

4- 6-

ko r̂inishda yozamiz va qavs ichidagi ifodani to‘ la kvadratga toMdirib,

2 . y -
V

43.1 + 6' z -
V6 zz 24 ga ega bo'lamiz.

У-л-" + 3/У2, У  = /  + 2 / Л ,  z '-z '+ l/V 6
formulafar buyicha koordinat o ‘qlarini parallel ko‘chirib va 24 ga

п2 й2 »:
У ~ , .bo'lib, eliipsoidning у у ' ' ~ kanonik tenglamasigake- 

lamiz.

Egri chiziq tenglamasini kanonik ko‘ rinishga kelliring;
423. + 16x—16y—1 6=0.
424. 7л'+ 1блу-23у'- I 4^-1 6 y -2  18 = 0.
425. x̂  + 2xy+y’—8jc+4 = 0.
Sirt tenlamalarini kanonik ko'rinishga keltiring:
426. + 5ŷ  + + 2.\y + бл-z + 2yz -6 = 0.
Koordinat almashtirish forrnulalari:

i , I , 1 ,X -  --r-X + -J- у + - ,
V3 V6 V2

1 , 2 ,

I I I

427. 2У + y’ + 2z' - 2xy - 2yz  + x ~ 4 y - } i  + 2 = 0.
Koordinat almashtirish formuialari;

x = -(l/V6)y-(l/v/2)y' + (i/^/3)z', x' = y , 

у-(-2/ч/б).х'-0/лЯ).У у' = y' + l/V2,

z = -(|/7б).гЧ(|/%^)у' + (|/л/з)г'. z' = z' + I/^/I 
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4-4). MATRirSANING RANGI. EKVIVALENT 
.\I A Г KITS ALAR

T o ‘gTi burchakli matriisa bcrilgan bo'lsin:

A =

a _ ,  a,.

L i b̂,,2 ■■■
fiu matritsndan ixtiyoriy k-ta qator ^-ta ustun ajratamiz

f" A' < /Н. к < n ) .

A matrilsaning ajratilgan qator va Listunlarining kcsishgan joyida 
lurgan elcmcntlaridan Ui/ilgan /t-nciii tartibii determinant A ning 
A'-nchi tartibii minori deyiladi. A matriisa  ̂ ,1̂ T l a  A-nchi lanibli 
minoriarga ega. A malritsaning noldan larqli hamma minnrlarini 
qaraymiy. A matritsaning rc2ngi Ash Lining noldan farqli minorlar- 
ining eng yuqori tartibiga aytami/. Agar malritsaning hamma elc- 
mcnllari nollardtin iboral bo4sa, lining rangi nolga teng, Tartibi 
malritsaning rangiga teng bo'lgan noldan larqU har qanday mi­
nor malritsaning haiis minori deyiladi, Malritsaning rangini r(A) 
bilan belgiiaymiz. Agar r{A) = i i B)  ga teng btVlsa, A va В la г 
ekvivalem matritxa/ar deydneW va A - В kabi yoziladi. Elemcntar 
almashlirishiardan matrilsaning rangi o ‘zgarmaydi,

Elemcntar almashtirishlarga qnyidagilar kiradi:
1) matrilsaning qatorlarini uslimlar bilan almashtirisli;
2) matrilsaning qatorlarini o'zaro almashlirish;
3) hammti clcmentlari noilardan iboral yodlarni n'chirtsli;
4) birorta qatorini noldan farqli songa ko'payt irish;
5) biror qator clementlariga boshqa qatorning mos elemcnt- 

larini qo‘shish.
428. Ushbn

1 2  3 4
2 4 6 k  
.3 b 6 12-

matrilsaning rangini aniqiang.
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Yechish: MatitSLUiing ikkiiujhi va Ltchinchi tartibli hainm a m i-  
norlari luil^a clninki bu m inorlarn ing  qator ek 'iiu ;n ih iri
proporsidtKiI. Ik r in d ii  tarlib li m in o r noldan farqli. D l' i i k iR, 
matritsaning rangi biiga leng.

429. LbhhLi

matriisaning rangmi toping.

Yechiih:
Bli inaJritsada ikkinchi qaiorn i, so‘ngra ikkinchi, uchinchi,

' I 5^tuniiichi iistLiiilariii o k in iib , i matritsani hosil qilamiz, u
:  w)

1 0 t) 0
(1 0 0 0

■ 2 n 0 0

bcrilgail maintsaaa L'kvivLikiil. * ^
“ 2 ll

rilgan mairitsaning rangi 2 ga trmg. 
430.

= I ;t 0 boMgani uchun be-

Л mai гiI^anlng rangini hiiubl.mg.

;i  ̂ 7
I 2 3
I -> 5

Yechish' Birinchi va itchinvhi qator dcmcntlarini qo'shib, 
so'iigra birindii yu*l tilcrneiularini 4 ga boMamiz:

4 S 12 4 2 3
■f - 1 2  3 . 1 2 3

1 .3! 1 3 3
b in rid ii yo'l elernciillaridan ik k in d ii yri'l ekm u iu la rin i ayirib , 
50'ngm birinchi vo 'l d cm cn tlarin i o ’d iiram iz:

I

:  3' '0  0 ()■'
I T ' '_ ,1 J  ̂ Л

3 , 1 3 5j

„ j  1
3 5̂

Oxiigti matriisaning rangi 2 an tcng, clumki

'  , 0 .
1 3

Ocmak, bcrilgan matriisaning rangi 2 gn icng.

I .k i



431.

А  =
4 3 2 2"|

r n : i t r i t s a n i n g  r a n g i n i  a n i q i a n g .
0 2 1 1
0 0 3 3

Yechlsh: 4-nchi ustun elemcntlaridan 3-nchi ustun element- 
larini ayirib, 4-nchi ustunni o ’chiramiz:

f4 3 2 2^ '4 3 2 0̂ и 2''
Л - 0 2 I 1 0 2 1 0 - 0 2 1

0 3 3 j ^0 0 3 Oy a) 0 3;

4 3 2 
0 2 1 
0 0 3

- 2 4 ^ 0

bo'lgani uehun mairiisaning rangi 3 ga leng.
432.

A -
1 0 2 0 0 
0 1 0  2 0 
2 0 4 0 0

Л

matritsaning rangi va bazis rninorlarin toping. 
Yechish:
'1 0 2 0 0'̂ "1 0 2 0̂ 1̂ 0 2 0"
0 1 0 2 0 -- 0 1 0 2 ~ 0 1 0 2 ~

v2 0 4 0 o> .2 0 4 0; 0 2 o>

0 2 
t 0

O'
f l 0 2 0̂2
LO 1 0 2v

r(A) == 2 Bu matritsani
0 0

noldan I'arqli 2-nchi tartibli rninorlari bazis minorlari bo'iadi:

1 0 1 0 0  2 2 0

0 1 0 2 1 0
j

0 2
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0 1 0 2 1 0 0 2
2 0 7 2 0 0 4 4 0

Shunday qilib, A matritsa S ta bazis miiiorlarga ega. 
433.

'«II «12 « п ’̂
A = «21 « 2: «22

«12 «2.1 2
matritsa ncchta ikkinchi tanibli minoilarga cga. Bu minorlarning 
hammasint yozing.

Yechish:

Matitsa C?-C’/ = 3-3 = 9 ta ikkinchi tartibli minorlarga ega:

«22 «22 «21 «23

«12 «32 «21 «33
7

«12 «13 «11 «1.3

«22 «22 «31 «33

«12 «13 «II «13

«22 «23
>

«21 «2?
7

5 Я

‘21

M
a,

«221

"22
.̂12

«12
«22

«12
a21 a22

434. A = I X l(U matritsaning rangini aniqlang.

435. Л =

436. Л =  

larini toping.

i -Я -2Я -ЗЯ^

2 3 6̂
2 3 1 6 matritsaning rangini aniqlang

.3 1 2

"0 2 0 o '
i 0 0 4 matritsaning rangini va bazis

30 0 3 O2
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437. -̂3 =

2 1 3 4 '

J 4 2 6 8

1
n g .

2 1 3 4 j

matritsaning rangi va bazis minor-

5-§. П NOMA’LUMLI m  ТА CHIZIQLI TENGLAMALAR 
SISTEMASINI TEKSHIRISH

n noma’ lumli m ta chiziqli tenglamalar sistemasi berilgan:
£I||X| + =6,,

...........................................................................  ( 1)

«„^1 +««,2^2 + - + Ч ,Л  =*„•
Tenglamalar sistemasiningyechimi deb shunday n ta (j:,, 

sonlar to'plamini aytamizki, ulami sistemadagi noma’iumlar o'rniga 
qo‘yganimizda tenglamalar ayniyatga aylanadi. Agar sistema kamida
bitta (xp X ,.....x„) yechimga ega bo'lsa, uni birgalikda, aks holda
birgaflkda emas deyiladi. Agar sistema faqat bitta yechimga ega bo'lmasa 
aniqlangan, aks holda aniqlanmagan deyiladi.

a , , ..
/

"l2

■ -
"21 " 2: ... a , „ b .

"„,2 ■■■ ;
matritsalar (1) sistemaning matritsasi va kengaytirilgan mathtsasl 
deyiladi. (1) sistemaning birgalikda bohishi uchun A va matri­
tsalar rangi teng boMishi zarur va yetarlidir (Kroneker-Kapelli 
teoremasi).

Shunday qilib, ( I )  sistema birgalikda boMishi uchun 
r(A)=riB)=r boMishi zarur va yetarlidir, Bu r soni (1) sistema­
ning rangi deb ataladi.
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Agar = О bo'lsa, sistema bir jinsli 6су[\а6\. Bir
jinsli tenglamalar sistemasi har doim birgaiikda. Agar birgalikda 
bo'Igan sistemaning rangi noma’ lumlar soniga leng bo ‘ lsa, siste- 
ma aniqlangan bo'ladi.

Agar sistemaning rangi noma’ lumlar sonidan kam bo'lsa sis- 
lema nniqianmagan bo’ladi. Sistcma birgalikda, lekin г << n bo’lsin. 
A matritsaning qandaydir bazis minorini qamymiz. Bu minorda 
ixiiyoriy yo'ini ajratamiz. Bu yo’ Ining elementlari (1) sistema 
tcnglamalarining biridagi r ta noma’lumlari oididagi koefTitsient- 
lardan iborat. Bu r ta noma’lLimlarni qaraiayotgan tenglamalar 
sistemasining bazis noma'lumiari deb atashadi. Qolgan « —rtasini 
( ! )  sistemaning erkli noma'lumiari deyishadi.

( ! )  sistemadan koetTitsientlari bazis minorning elemenilarini 
o ‘z ichiga olgan r ta tenglamalar sistemasini ajratamiz. Bunda bazis 
noma’ lumlarini chap tomonda qoldirjb, crkli noma’Iumlarni o'ng 
tomonga o’tkazamiz. Hosil bo’Igan sistemadagi bazis noma’ lumlami 
erkli noma’lumlar orqali ifodalaymiz (masalan, Kramer tormu- 
lasi bo’ yicha),

Shimday qilib, erkli noma’ liimlarga ixtiyoriy qiymatlar bcrib, 
bazis noma’ lumlarining ularga mos qiymatlarini topish mumkin. 
Demak, (I) sistema cheksiz ko’p yechimlarga ega bo’ ladi.

f .V| 4- Зд-_, + 5 v. + 7.V4 + 9,y, = 1,

438. \ V| -  2.W ■+ .}.v, -  4.V, + 5.V, = 2,
[2.V, + I l.v, 1- 12.Г, +25.V, + 22.Vj =̂ 4

[etiglamalar sistemasini tckshiring.
Yechish:
Sistema matrilsasi va kengayltrilgan matrilsalar rangini aniq- 

laymiz. Kengaytirilgan matritsani yozib olamiz:
! I

-f. -
3

1 ~2 
2 1 1

5 7 4
3 -I 5 
]2 25 22

1

4 I

Vertika! chiziq bilan sistemani ozod hadlardan ajratamiz, 
2-qator elementlariga 3-qator yo’ lning mos elementlarini qo ’shib, 
2-qator elementlarini 3 ga bo’ lamiz:
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л, =
''l 3 5 7 9 1̂ 3 5 7 9
3 9 15 21 27 6 J 3 5 7 9

12 25 22 4; ,2 11 12 25 22

'11 I

2-qator elcmentlaridan 1-qatomiiig mos elementlarini ayiramiz:

'\ 3 5 7 9
0 0 0 0 0 1
1 11 12 25 22 4.

''i 3 5 7 9 "
A'- 0 0 0 0 0 3 5 7 9^

.2 П 12 25 22v I2 (1 12 25 22 j

Osongina ko'rish mumkinki r(A)=2, г(Л,)=3, ya’nj r ( A } ^ r f A j .
Demak, sistema birgalikda emas.

439.
.V, + 2.V, + 3.Vi ^ 14,
j.V| + 2.Vi + Л', — 10,

A'j + Л'т + .V, = 6,1 -'1
2.V| A-Зла л  ̂ ■ 5.

-V| + Л, = Л
tenglamalr sistemasini teksiiiring. 

Yechish:
Kengaytirjlgan matritsani yozamiz:

Л, =

f\ 2 '1j 14''
3 2 1 10
I I 1 6
2 3 -1 5

J 1 0 3 ;
C J L l T t t M U l d l  П J ] 1 “  V d  *f“ t 4 d L O r  C i C T T l C I l U d n g f l  L [ O o l M U ,  I '

qator elementlarini 4 ga, 4-qator elementlarini 5 ga bo‘ lamiz:
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А, ~

4 4 4 24 ' 1 1 1 1 6
3 2 1 10 3 2 1 ' 10
[ [ 1 6 1 i 1 ' 6
5 5 0 15 1 1 0 3
1 ! 0 3 . 1 1 0 3

3-qator elementlaridan l-qator clementlarini, 5-qator ele- 
mcntlaridan 4-qator elementlarini ayiramiz, so‘ ngra 3- va 3-qa- 
tomi o'chiramiz:

' ] 1 I 6 ^
3 2 1 10 I 1 L 6 ' Ч l r

/1, - 0 0 0 0 3 2 1 10 ; A - 3 2 1
I 1 0 " I 1 1 0 3 . ,1 1 0;

.0 0 0 0 1
Oxirgi matritsaning aniqlovchisini toparniz:

= Ы 0.
1 1 ! 0 0 1
3 2 1 - 3 2 1
1 1 0 1 1 0

Demak, r(A)=3.  Kengaytirilgan matritsaning rangi ham 3 ga 
teng, chnnki lopilgan determinant matritsaning minoridir. Shun- 
day qilib sistema birgalikda bo'ladi. Uni yechish uchun 1, 3, 5- 
lenlamalarni olamiz:

+ 2л'2 + 3.Vj = 14.
 ̂ x̂  + -  6,

x̂  + .V- -  3.
Bundan osongina X|=l, x.=2, v, = 3 larni topish rmimkin.
440. '

-V, + 5.v_, + 4.V. 3.Vj = 1.
2,V( - Л'. + 2.V. -  -V| -  (k
5a‘j “h 3.\ 1 + “t A'i = I 

lenglamalr sistemasini tekshiring.
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Yechish:

' 1 5  4 3 Г

■^1- 2 - 1 2 - 1 0
5 3 8 1 1V J

qatorni ayiramiz:

' 1 5 4 3 P
2 -1 2 - i 0
4 - 2  4 - 2

3-qalorni 2 ga bo ‘ lib, hosil boMgan 3-qatordan 2*qatorni 
ayiramiz, so‘ ngra 3-qatorni 0 ‘chiramiz;

5 4 j 1 '
' 1 5 4 3 1 ^2 - I 2 - 1 0 ^2  - 1  2  - 1  0 ^

0
V

0 0 0 07

r{A) = r{A ^)~2 ligini oson ko‘rsatish mumkin. Demak, siste- 
ma birgalikda. Berilgan sistemadagi 1- va 2-tengIamalmi qaraymiz:

f,V| +5x, +4x, +3x  ̂ = I,
|2.v,-X,+2.VJ-JT, =0.

Bazis noma’ lumlar sifatida x, va Xj larni olamiz, chunki bu

noma’ lumlar oldidagi koeffitsientlardan tuzitgan
i 5
a _ deter­

minant noldan farqli. Ozod noma’lumlar x̂  va x_, boMadi. Sistem- 
ani ushbu

[xj +5x, = l-4 X j-3 x j ,
I 2X|-x, =-2хз+х^

ko'rinishda yozib, x, va x, larni Xj va x̂  lar orqali ilodalaymiz;
1 -4л'з -3Xj

A,  =
-2x, A-X, -I

1 s
2 -I
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■ V, =

! I - 4 j ,-3 .v,|
2 t

1 1 ■ II 1 i
x,~ii,  deb olib, .sistemaning yechimlarini quyi-

dagiclia hosil qilainiz:
6 8 1 6 7 2

' 11 11 11 ' 11 11 II ' • '
и va V larga Utrli sonli qiymatlarni berib. sistemaning turli 

yechimlarini hosil qilamiz.
Bcrilgan tenglamalar sistemalarini tckshiring:

' 3,v, +2.V, -4 ,

441.

443.

.Vi -4 x , = -1,

7Л|-Г10х,-12,
5л'| + 6.V; = 8,

ЗД| -16л'  ̂ =-~5.

А'| -3-Yj +2д, =-1,
л'| + “ЬбДт — 3, 
,Vj + 3.V, 4' 4л\ = 1.

x̂  +5v, +4v, = I, 
442. <1 2Д|+10л . +8.V, =3, 

[Зд, +1 Зд, + 12.V: = 5.

6-§. GAUSS METODI BILAN CHIZIQLI TENGLAMAI^ 
SISTEMASINI YECHISH

Chiziqli algcbraik tenglamalarni dctermitiaiii yordamida ycchish 
ikki v;i nch noma’lumlj tenglamal.ar sislemasi uchun qulay. Teng­
lamalar soni sisiomada ko‘p bo lganda Ciaitss meiodi qulay. iUi 
metodni 4 noma'lumli 4 la tenglamalar sjstemasida t.aiilil t|ilami/:

t/jiA  4 - U i ,y +  +  l7| |U =  a , ^  ( a )

u,,-v + + u,,r + f;,|U —ci,, ih)
7/,|Д + + U,.r + II. j i  — if,, { c l )

г;̂ ,\- + а̂ ,>' + а,;Гн-ацП -  (e)
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0|| 7̂ 0 deb faraz qilamiz (agar £((,=0 bo‘ lsa, tenglamalarning 
o ‘mini almashliramiz).

1-qadam. (a) lenglamani ga boiib, hosii bo'lgan tengla- 
mani dji ga ko‘paytirib (b) dan ayiramiz, so‘ngra ga ko'paytirib 
(d) dan ayiramiz, ko'paytirib (e) dan ayiramiz. 1-qadamdan 
so"ng quyidagi sislemaga kclarniz:

+  6|, l ' +  6| ;Z
( / )

b , , v  +  b^y

b , , y  +  l \ y { b )

bp_y +  Л , Г  +  h ^y l =  b^^ U )

Д. dan qiividagi I'ormulahir bo'viclia A., topiladi;

«I (/= 2 , 3. 4, 5).
ii

К (i=2,3,4; j=2,3,4,5).
2-qadain. (a), (b), (d), (e) tengiamalarda nima qilgan bo'lsak, 

(0 , (е)т (h), (j) tarda ham shulami qaytaramiz va hokazo. Nati- 
jada berilgan tenglama quyidagi ko‘ rinishga keladi:

f .V -f /), , !' + -H Ь ^ ^ u  -  /?|5,

) 3' + “  ^̂25 J
Z  + ~ ^̂ 25'

I/ = Cjj,
Hosii bo'lgan sistcmadan barcha noma’lumlar ketma-kct topiladi.
444.

'.36.47.Y + 5.28 r + 6.34r = 12,26, (a)
7,3 3.V + 28,74 i ■ + 5,86z -  15Л 5, ((»)
 ̂4 .63л + 6.31 >■ + 26,17z = 25,22 (d )

tenglamalar sisteniasini yeehing.
Yechish:
(a) tenglamani 36,47 ga bo'lib, л+0,1447у'Ю,] 738^:=0,336l (*) 

ga cga bo‘ lamiz, (*) ni 7,33 ga ko'paytirib, natijani (b) dan ayiramiz
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va 27,67>' + 4,586'= 12,6864 ga ega boMamiz. Endi (*) ni 4,63 ga 
ko'paytirib, nalijani (s) dan ayiramiz va 5,64y+25,36^= 23,6639 
ga ega bo'lamiz. Shunday qilib,

f 27,67;/ + 4,586z = 12,6864, (e)
[5,64y+25,3653z = 23,6639 ( / )

tenglamalar sistemasini hosil qilamiz. (d) ni 27,68 ga boMib
у +0,1657z =0,4583 (**)

ni hosil qilamiz. (*’") ni 5,64 ga ko'paytirib, (e) dan ayiramiz va 
24,4308^=21,0791 ni topamiz. Dcmak, z= 0,8628. U holda 

y=0,45S3-0.1657-0,8628=0,3153, 
jc=0,3361-0,I447-0,3153-0,173S(;c)0,8628=0,1405.
Shunday qilib, jc=0,l405, y=0,3153, z=0,8628.
Amalda sistemaning o ‘zini emas, uning noma’ lumlar oldidagi 

koeffitsientlari va ozod hadlaridan tuzilgan matritsasini 
pog'onasimon ko‘ rinishga keliirish maqsadga muvofiqdir

3 6 .4 7 5 .2 8 6 ,3 4 1 2 ,2 6

7 ,3 3 2 8 ,7 4 5 ,8 6 15,15

4 ,6 3 6 .31 2 6 ,1 7 2 5 , 2 2  j

5-tekshiruv ustunini hosil qilamiz. Uning har bir dementi 
mos qator elemcntlarining yig'indisidan iborai;

3 6 .4 7 5 .2 8 6 ,3 4 1 2 .2 6 6 0 . 3 5 '

1 7 .33 2 8 .7 4 5 .8 6 15.15 3 7 ,0 8

, 4 ,6 3 6 ,3  i 2 6 .1 7 2 5 .2 2 6 2 ,3 3  ,

Matritsa elementlari ustida chiziqli almashlirish bajarsak, bu 
chiziqli aimashtirish tekshiruv ustunida ham bajariiishi kerak. 
Almashlirilgan matritsa tekshiruv ustunining har bir dementi 
mos qator dementlarining yig'indisiga teng bo4adi. Bir matrit- 
sadan 2-nchi matritsaga o ‘ tishni ckvivaicntlik bdgisi orqali yo- 
zamiz:

'36,47 5,28 6,34 12,26 60,35^ ' i 0.1447 0,1738 0,33610,6547^
7.33 28,74 5,86 15,15 57,08 7,33 28,74 5,86 15,15 57,08

 ̂4,63 6,31 26.1725,22 62,33^ 4̂.63 6,31 26,17 26,17 62,33 j

140



' I  0.И47 0.1738 0.5361 1.6547 ' 'l 01447 01758 03361 1.6.547 '
1) 27.6795 4.586 I2.686444.95I6 - 0 1 01657 0.4583 1,6240
0 5.64 25.3653'25.665954,66SRj И) 5.Ы 25,3653 23.6639 54,6/>88;

'l  01447 0,1738 0,336! 1,6547 ' /

0 1 0,1657 04583 L6240 —
,0 0 24.4308 21,0791 45.50*34, \

0,1447 ai7J8 

I 0,1657
0 I

0.J361
й4583
088281

1.6547
1,6240
L8629,;

Hosil bo’ lgan matritsadan foydalanib, mos almashlirilgan sis- 
temani yozamiz va yechimiarini topami?:

Z=0,862«,
y= 0 ,4583 -0 ,1657 *0,8628=0.3153,
,r =0,3361-0,1738-0,8628-0,1447 *0,3153=0,1405.
Agar sistema yagona yechimga ega bo'lsa, pog‘onasitnon leng- 

lamalar sislemasi uchburchak ko'rinishga kdadi, bunda oxirgi 
lenglama bilta nomaMumga ega bo'ladl. Aniqmas sistema holida, 
ya’ ni bunda noma’ lumlar soni chiziqli erkli lenglamalar sonidan 
ko‘p boMsa (cheksiz ko^p yechimiar to‘plamiga ega), uchbur- 
chakli sistema hosil bo'lmaydi, chunki oxirgi tenglama birdan 
ortiq noma’Iumga ega. Agar tenglamalar sistemasi birgalikda 
bo'lmasa, uni pog'anasimon shaklga keltirganda u kamida bitta 0=1 
ko'rinishdagi tenglamaga ega bo'Iadi, ya’ni tengiamadagt hamma 
noma’ lumlar nolli kocfUtsicnilarga ega, o ’ ng tomon noldan farqli. 
Bunday sistema yechimga ega emas.

445. Ushbu
3. V + 2>’ 7- 2 = 5, 
x-h y - z  = 0,

4. V -v  + 5z = 3. 
tenglamalar sistemasini yeching.

Yechish: Matitsani ekvivalenti bilan almashtiramiz;

'3  2 1 5 1Г h  I -1 0 n
1 1 -1 0 1 _ 3 2 1 5 11

^ 4 - 1  5 3 4̂ - ]  5 3

(hisoblashni soddalashtirish uchun birinchi va ikkinchi tenglama
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o'rinlarini almashtirdik). Qoigan ikki qatordan birinchi yoMni 3 
ga, 4 ga ko'paytirib ayiramiz:

ч  1 -1 I Ч и  1 -1 0 1 ^
0 1 - 4 - 8 __ 0 1 - 4 - 5  - 8

-11 — _o > 0̂ 0 1 2 3 J

(oxirgi qatomi 2 ga qisqartirdik). Sistema uchburchak ko‘ rinishga 
keiadi;

,v f- -  z = 0,
y - 4 z  -  -5 ,

-  —  2
U yagona yechimga cga, ya’ni  ̂= 2, y = 3, jc=—I. 

Tengiamalar sistemasini yeching:

2л- +.V, -.V, - 5 ,
446. ^Л1-2л-;+2л'. = -3 , 

7л', + Л-, -  Д-. -  10.
447. i

2x, -л'^ +3хз -2-Т;, = 1,
X, -  + 2х  ̂ = 6,

ЗХ[ -х^ +х, -х^ =0.

448.

Зх, -  X, + Xj + 2xj = 18, 
2х, -  5Xj + х̂  + = “ 7,

Х| -  х̂  + 2Xj = 8,
2х, + х̂  + х̂  -  .V, =10, 
Х| + X; -  3Xj + х,̂  = 1.

449.

4Х| + 2.VJ + 3,Xj = -2 , 
2х, +  8х, -  Xj = 8 ,  

9Х| +х^ + 8x3 = 0 .

450.

0.04x-0,08y + 4z = 20,
4х + 0,24у'-0.08г = 8, 
о, 09х+3_у -  0,15z = 9.
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7-§. CHIZIQLJ TENGLAMALAR SISTEMASINl 
JORDAN-GALISS USULIDA YECHISH

Chiziqli tenglamalcir sislcmnsini Gauss usulida ycchishda tek- 
shiruv ustuniga ega bo‘ Igan malritsa usuli ko'rildiki, nalijada bcril- 
gan tenglamalar sistemasi uchburchak ko'rinishiga kdtirildi. Keyin- 
gi bayon uchun Jordan—Gaussning takomillashgan usuli hilaa 
tanishish muhim ahamiyatga ega, bunda noma'lumiarning qjy- 
matiari to ‘g‘ ridan to‘g"ri topiladi.

Bizga quyidagi chiziqli tenglamalar sistemasi berilgan bo‘ lsin:
|.v, -f- .

a,|.V| + +... *- = h,.

+ cq ,.v, * . . .  + (q„-v„ == .

Bii sistemaning A matritsasidan 0 dan farqli eJementini 
tanJaymiz.

Bii element hal qiluvchi element deb ataladi, A matritsaning 
/?-ustuni hal qiluvchi ustun deb, ^-qatori hal qiluvchi qaior deb 
ataladi.

Yangi tenglamalar sistemasini qaraymiz:
С7]|Л| + +... + = >̂1,
бг;,,Г| -t-u',A-2+...+rn„.r„ =л;.

( 2)

Bu sistemaning matritsasi A '. Bu sistemaning koefTttsientiari 
va ozod hadlari quyidagi formulatardan aniqlanadi;

и - a  -

, , I*l\ = i i ----' —
r- a'up ! /.

Xususan, agar /^<7 bo'Isa, ^OboMadi. Agarda /=<7 bolsa, 
i! holdar/'^ ~ qabul qilamiz. Shunday qilib ( !)  va
(2) sislemalardagi 7-nchi tenglamalar bir .xil bo‘ lib, (2) sisle-

143



mailing ^-iichi tenglamasidan boshqa barcha tenglamalaridagi 
oldidagi koeffitsicntlari 0 ga teng. Shimi ko‘zda tutish lozimki, 
(1) va (2) sislemalar bir vaqtda yoki birgalikda, yoki birgalikda 
emas. Ular birgalikda bo'lgan holda teng kuchli sistemalardir 
(iilarning yechimlari ustma-usi tushadi).

A' matritsaning elementini aniqiashda “to‘ rrburchak usiili’' 
ni ko'zda tutish foydalidir,

A matritsaning 4 elementini qaraymi/.: (aimashtirishga tan-
langan element), (hal qituvchi clement) vn element-
lar. elementni topish uchun toVlburehakning qarama-qarshi 
iichlaridagi va clemcntlar ko’paytmasini elementga 
boMib a, elementdan avirami/:

Xuddi slui tariqa (2) sistemani ham almashtirish mumkin, 
biinda A’ matritsaning hal qiiuvchi dementi sifatida r/,. 0 ele­
mentini qabul qilamiz ( s - 7 . r^^p). Bn almashtirishdan sohig 
lar oldidagi barcha koclTitsientlar 0 ga teng boladi. Hosi! bo‘ lgan 
sistema yana almashtirilishi mumkin va hokazo. Agar r~n  (sistema- 
ning rangi noma’ lumlar soniga teng) bo'lsa, и holda bir qator 
almashtirishlardan so‘ ng quyidagi tenglamalar sistemasiga kela- 
miz:

k,x=i^,

va bu tengliklardan noma’ lumlarning qiymatlarini topamiz, 
Noma’lumlami ketma-ket yo‘qotishga asoslangan bu yechish usuli 
Jordan-Gauss usuli deb ataladi.
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QiiyiJngi cliiziqii icngl;im;ilar sisicnui.siiiing matritsasi bcrilgan:
452 .

5 4 () J 7 ■■
К I 3 0
0 1 5 3 -1

.7 -() 5 -A 3 ;
liii sisiL'mani Jardan-Gauss usiilida yudiishda hal qiluvclii eie- 

mcnl sifalidti 7̂,,= 3 m qabiil qilami/. Alnirislitirilgaii matritsaning
clcmcntlariiii toping.

Ycchish:
element lia! qiluvclii qatordan ho'lgant iichiin a' =й^^=2. 

i7|, demeni lial qiUivchi Listundan bo’ Igaiii udum i '̂n=0. 
elemenlni [o'rtburdiak qoidasi bilan topami/:

.-I =

M 4 6 7 ^
8 1 3 2 0
0 1 5 3 -1

-6 5 -4 у
a 5 ^

u. ̂  3 3
453. Quyidagi tcng!:илalaг sislcmasini yeching:

-\'j 4 X, -  3.V, 4  =  6.

.V| -  2.V. -  = -6 .
■

I A", 4  .V̂  -1- _l A'j = 1 6 ,

I 2.V,-3.V, 4 2-v, = 6 .
Yechish:
Bu sistemaning koefillsienilarini, ozod hadlarini va koeffit- 

sientlar bilan ozod hadlari yigb'ndilarini quyidagi jadvalga yo- 
zamiz (S—lekshiruv ustuni);

1 -Vj ___^ ___L Jf4 b V  '
; 1 1 1 - 3 2 6 7 1

i - 2 0 - t - 6 - 8
1 0 1 1 3 16 21 ■
1к 2 “ 3 2 0 6 7
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["Lii qiluvchi demcm silhtida Ы / birinchi tcngkimadagi л, ub 
didagi koetTit!iit:nmi olami?.. Jadvtilmng bu element turgan qatonni 
Ouil qikivelb qator) o‘/garislisi/. keying) jadvalga yo/:irni2, I-Lis- 
iLinning hal qiluvchi elementidan noshqa harclia elerneiularini 0 
bilan alm;Lshl!rami/. Tn'nbLirchak qoidasini qn'ilab. judvalmng qolgan 
kataklarini toMdiramiz (bu qoidani Z uslunga liam quMlaymi^):

l_

Л': Xt ■■'h 1 b Ч____
I 1 ' - 3 1 6
0 -3  1 -1 2 -1 3
0 1 ' 1 ji 16 21
0 Я -■4 , - 6 - 7

Z—tekshiruv ustunida mos qator demcntlarining yighndisi hosil 
boMadi.

2-qator elemenlarini —3 ga bo‘ lib, qiiyidagi jadvalni hosil 
qilamiz:

A) L Дт -Vi  Х л b

I : 1 - 3 2 L 6 7

0 1
1 - 1 1

Г
4 s

 ̂ 0 _____ J 3 1 6 21

0 - 3 8 - 4 “ 6 — 7

Hal qiluvchi element sifatida 2-qatoming 2-clementini olamiz. 
l-nchi ustunni o'zgarishsiz yozamiz, 2-ustun clemenilarining ha! 
qiluvehisidan lashqari barchasini 0 bilan almashtiramiz, 2-(hal 
qiluvchi) qatorni o'zgarishsiz yozamiz, qolgan kalakda turgan 
elementlarni lo'rtburchak qoidasiga ko‘ra almashtiramiz:

■Vi
I

’  0 
0

- 1 -
) _   ̂
1 '  1 

0

1 Л']

-t -
i ^

■V.)
1 
1
2

, J  \

i“  4 ~1
12

у
~ 2 

3
 ̂ 16

0 0 j 3 J 1 14 18
3-qator elcmentlarini 2 ga bo'lamiz:

-1̂1 ■Vi ■̂4 b Z
1 0 -2 1 1 2
0 1 1 - 1 1 4
0 0 1 1 6  ̂ 8
0 ^  . J L  J 3 ' 1 . 14 1 18
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3-ustunning -l-eiementini hal qiluvchi sifatida olib jadvaini 
almashtiramiz:

A'l Aj b >■
1 0 0 3 14 18
0 1 0 2 10 13
0 0 1 1 6 8
0 0 0 -72 _ -6

4-qalor elcmentiarini —2 ga boNamiz:

л'г Л'4 b S
I 0 0 3 14 18
0 1 0 2 10 13
0 0 1 1 6 8
0 0 ■ 0 1 2 3

4-qatorning 4-cIementini hal qiluvchi sifatida olib, jadvaini 
o ‘zgartiramiz;

 ̂ ? A 1 Ad b £
! 0 0 0 s 9
0 I 0 0 6 7
0 0 1 0 4 5

0 _ 0 0 1 2 3

Natijada qiiyidagi tenglamaiar sisicmasiga ega boMamiz: 
1 ■ .V| + 0 - .V, + 0 ■ .Vj + 0 • Л., -  8,

0 ■ .V, + I ■ -V, + 0 ■ Л Ч- 0 ■ A'j = 6.
0 ■ д-j + 0 ■ ,v, =t- ] ■ ,v, + 0 ■ Aj = 4,
()..V| -f O-.v,+0-A, +1-A, -2 .  

ya'ni A|=8, .v,=6. a,=4, a^=2.
454. Tenglamakir sistemasini ycching:

A| + A, -  2Ад'+ Aj — 1.

A, -  3a, + A, + Â  = 0,

4A| - a, - a, - A j = 1.

4aj f  3a_, - 4 a,
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Yechish:
Jadval tuzamiz:
I 1 - 2 1 1 2
I - 3 1 " 1 0 0
4 -1 -1 -1 1 2
4 3 - I -1 . 2 j 1 - 4 __

1-ustunning ] -elementi — hal qiluvchi:
1
0

1
- 4

- 2  
3 '

1
0 '

1

- 3

2
- 2

0 - 5 7 - 5 - 6
0 - I 4 - 5 - 2 - 4

4-qatordagj ishoralarni o ‘zgartiramiz:
I I - 2 1 1 2
0 - 4 3 0 1 -1 - 2
0 - 5 7 —5 -3 - 6
0 1 - 4 5 _L _ 2  _ 4

2-usuinning 4 -elementj — hal qiiuvchi:
1 0 2 - 4 -1 - 2
0 0 -1 3 20 7 14
0 0 -1 3 20 7 14
0 1 L - 4 5 2 4

3-qatordan 2-qatorni ayiramiz va 3-qatorni o'chiramiz:
1 0 2 1 - 4 -2  1
0 0 -1 3 20 7 14
Q ^ 1 - 4 5 2 4

2-qatorning 4 -elementi — hal qiiuvchi

■ 0 -0 ,b  ! 0 0,4 o,a
'  0 0 -1 3  ' 20 7 14

0 1 1 -0,75 ! 0 0.25 0.5
Malritsaning rangi 3 ga teng. Dcmak, sistema uclita bazis 

noma’lumiar — x̂ , x̂  va ]ar va bitta ozod noma'liim — JCj ga cga.
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Nntijada quyidayi tenglamalar sistomasiga cga boMamiz:
1-.V| +O a- , -0 ,6 - ,v,+ 0 - .v, -0 ,4 ,
0.Д-, +0-л% -13-Л' + 20-д, =7. 

о ■ X ,  + 1 ■ А'т -  0 .75 - Л'-, + и ■ л‘| -  0 ,25.

liLindnn: л\=0,4+0,6л',, х^=0,25+0.75х,, ,v_,=0,35+0,65Xj. 
^hunday qilib, sis[ema quyidagi yediimga cga: .v,=0,4+0,6w, 

Xj=0,25+0,75a, ,\-̂ =0,35 + 0,65i/, bu ycrda и ~ ixiiytjriy son.
455. Tcngtamalar sisternasini yi^ching:

6.Y — 5 v' "t“ 7r "b 8̂  “ 3,

3x+ 11 V + 2r + 4/ -  6.
3.y + 2_v’ + 3r + 4/ -  ],

Л' + _y -f " -  0.

Yechish:
Jadval tuzamiz:

l-ustunning 4'elemeriti — ha! qiluvchi:

6 - 5 7 8 3 19
3 1 1 2 4 6 26
3 2 .3 4 [ 13
1 I 1 0 0 3

0 -11 1 8 3 1
0 8 -1 4 6

1
17

0 -1 0 4 4
1 1 1 0 0 3

3-usumning l-elcmenti — hal qiluvchi:

0 -11 1 8 3 1
0 „ 3 0 12 9 18
0 -1 0 4 1 4
I 12 0 - 8 - 3  ! 2

3-qator demcntlarining ishoralarini qarama-qarshisiga 
o ‘zsartiramiz;
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0 -11 I 8 3 1
0 -3 0 12 9 18
0 ! 0 - 4 -1 - 4
1 12 0 - 8 - 3 2

2-ustunning 3-elementi — hal qiluvchi:
0 0 1 -3 6 - 8 -4 3
0 0 0 0 6 6
0
1

Ш  1 0 
0 : 0

_  __-i4_____
40

-1 ” 4
9 50

Natijada quyidagi tenglamalar sistemasiga ega boMamiz:

0-.V +■ a-_v + ! ■ Г - 3 6 - /  ^ -8,

O-x + 0 -v -O  r Ф0-/ =6.

I ■ v + 0 v + 0 г f 4().^

Osongina ko'risti mLimkinki, ikkinciii icngUunani .v, >■, г va t 
laming xecli bir qiymatlari qanoailantirmaydilar, Shunday qiiib, 
iiosil bo’ lgaii sistcma va bcrilgan 5̂ ilL-ma biigalikda cma.s.

456. Rartlgan inatrilsaning rangini aniqiashga Jordnii-Gauss 
Li.sulini qo'llang:

Yechish:
Jadval tnzamiz:

'7  -1 5
1 3 5 7
4 1 4 6

-1 -

7 -1 3 5 14
Ш 3 5 7 16
4 I 4 6 15
3 ' - 2 -1 -1 -1
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Oxirgi (nazornt) u.snmdo mos qasor element larinmg yig'indisi
ynzilgan 1 -ustunning 2-clemcmi — hal qiluvdii:

0 -2 2 -3 2 -4 4 -9S
1 ' 7 16
0 -1  ! -1 6 -2 2 -4 9
0 1 -11 — 16 -2 2 “ 49

3- vli 4-qaiorning mos elementlaidan l-qator mos element- 
larini —2 ga bo'lib ayiramiz va 3- va 4-qatorni o'chiramiz:

0 11 16 22 49
1 3 5 7 I6

Htbil bo'lgaii mairiisaning ixliyoriy ikkiiidii ttiriibli doiermi- 
naiiti I) dan Tarqli. ) )ernak. d mairiisaning rang! 2 ga

Tcnglnmalnr sisiemnlarini Jnrdnn-Cjanss usnlida yecbing:
Л’, t- 2 -i-.v. -  8.

457. 4.V; H- .V; +.V; = 1 1. 
,v. + .V, + 5_v, = 23.

458.

A , -  V,1 I- AX -A, =
X, -  2x., -  2x
2 x , -x , - 3 X ; -  2.V,

I'l ■+ 2xi ■i 3.V, - 6 X ,  :

.V, + 5л", -  2.V, -  3aq = 1.
7.Vi + 2x, -  3x, -  4,T̂  = 2,

4.54. ' X,+x^+.V,+.\q = 5,
2x, +3,T,+2л'з-3Xj - 4 ,

.V,  - X ,  - X ,  -x^ - - 2 .

460. Matritsaning rangini Jordan-Gauss usulida toping:

4  =

2 J P
2 3 1 3
3 1 2 5

12 2 2 -P
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V BOB
CHIZIQLI ALGEBRA ASOSLARI

l -§ . CHIZIQU FAZO

1. Asusiy tushuiichalar.
Elementlari bo'lgan shunday R to'plamni qaraymiz-

ki, lining ixtiyoriy ikki J e va у e /? elementlari uchun 
!г + у е Л  yig'indi, ixtiyoriy x R elementi va ixtiyoriy haqiqiy 
>, son uchun Xx E R ko'paytma aniqlangan boMsin,

Agar R to^pJamning elementlurini qo'shish va bu to‘ plamning 
elcmentlarini haqiqiy songa ko'paytirishda quyidagi shartlarni 
qanoatlantirsa:

1) J + у  = у + J ;
2) (х + у )  + F = .V + (У + z ) ;
3) ixtiyoriy x e R £lemcnt uchun shunday O e/? (nol ele­

ment) mavjudki, F -t- 0 = F ;
4) har bir x e R  element uchun shunday у s R element 

mavjud bo'lsaki, bunda F + y —0 (kelgusida y = - x  ko‘rinishda 
yozamiz, ya’ni J  + ( -F ) = 0 );

5) 1 ■ F = j ;
6) Д{/их) = i
7) (Л + f}i)x ~ Лх + nix ;
8) X{x-V y )  = AX-V Лу ,

u holda R to'plam chiziqli (yoki veklor) fazo, bu fazoning ele­
mentlari F, y, 1 ... esa vektorlar deyiiadi.

Masalan, barcha gcometrik vektorlar to'plami chiziqli fazo 
bo'ladi, chunki bu lo'plamning elementlari uchun keltirilgan 
shartlarni qanoatlantiriivchi amaltar aniqlangan,

Chiziqli fazodagi ikki F va у vektortarning oyinnasi deb, bu 
fazoning shunday v vektoriga ayliladiki, y + F = F bo‘ tadi. 
F va У laming ayirmasi F - y  bilan belgilanadi, ya'ni F - y - v .  
1 shot lash osonki, F -  у  = F + ( -y ) .

Quyidagi teoremalar ham o'rinli:
I. Har bir chiziqli fazoda faqat bitta nol-clement mavjud.
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2. Chiziqli fazoning har bir elemeiiti uchun faqat bitta tcskari
element mavjud. _

3. Har bir y e R  uchun 0.x = 0 tenglik bajariladi,
4. Har bir liaqiqiy son к va O eR  uchun Д’ О - 0 tenglik 

bajariladi.
5. /lx = 0 tcngltkdan quyidagi ikki tenglikning biri kelib chiqadi;

Л =  0  yoki x = 0.
6 . ( - t )x  element x element uchun qarama-qanihi element 

bo'ladi,
461.(^,; (t /,./?,...... t /J , ... haqiqiy sonlarning

barcha s isle malar to'plam i berilgan bo'lsin. Har qandny

ikki elementining yig'indisi ; C К + ( V i - ----- V„) ^

= (^i+t7i; ...; 4 + ' / » )  tenglik bilan; har qanday ele-

mentning ixtiyoriy songa ko'paytmasi e „ ) =

= /l^„) tenglik bilan aniqlanadi. Bu to’ plairming
chiziqli fazo ekanligi isbotlansin.

Yechish:
^ = 2̂' ■■■' -V = (7i; — '/„X

beigilnshlarni kiritamiz. Yuqorida keliirilgan 1 —S shaft laming 
bajarilishini tekshiramiz.

1. ^ + y  = (b j+ '/r  4 2 + Ъ ’ ■■■: +
y  + x=(rj^+4,:  П2+Ь2- - -  ^1,+ъЛ yami x + y = ^ y  + x .  

2. X  -by =(^| +//,; 4 .  + Г } Л  ...; 4 , + r i ), у  + f  = (//, ; //, +- ,̂; / I  + } .

(.V + v)+r ={̂ | 4-//, +c,; s: +f?2 -• 4,
,V + (_y + г ) = (̂ , 4-//| +4 ;̂ Cj 4 - 4 - ;  ...; C„ 4 -4-^ ,).

Shunday qilib, (x  + y  )+'z - x  + ( y  -¥j).

3. 0 = (0; 0; 0 )^  nol element boMadi,
Maqiqatan ham x + 0={^ j4-0 ; 4 - 0 ; +  0) = .v .
4. (~4̂ -, - 4 y , ~ 4 j  element (̂ |: 4y, 4J  clemcntgn qara- 

ma-qarshi element boMadi, chunki
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(if,; .f,; + 0 ;...; 0)=0
5. !'.v=(i^,; Ilf,; l f j  = .v
6. Л( /̂Т) = v!(/ / f , L ^/f,: ...; / /f„ ) = ( ;  л/zf„ ) = (Atix)

...; xf,+/4;,) = (Af|; /l/if,; ...; ^f,)+(7if; /if,;...; /if,) =
-л (с ;  f,; ...; f,; ...;

8. +;̂ i: f, +//: ...; f,-+77,)=(/f л5,-Л/; ...; +Л//,) =
...; Л//; ...; 4 ; ...: 4 )+Л(;,|;/,̂ ;...;//.)-Л\-+Л1’

462. Barcha komptcks sonlar to'plami cliiziqli fazo bo'lishligini 
isbotlang.

463. 4 ’ Vi- Hi' ii' i :  ~  haqiqiy st)n!:ir
ganda, to'rtta haqiqiy sonlar (f,; 4 ; 0; 0); 0; 0), (4 ; Ca 0; 0)
sistemasining to'plami chiziqii fazo bi)‘ iadimi? Element lami qo'shish 
va haqiqiy songa ko'paytirish 461 masaladagi kabj aniqianadi.

464. (f,; 4 ;  1; 1), (7/,; 7/̂ ; 1; Ij, (4r ^2' elementlar to'plami 
chiziqii fazo bo'laditni('

465. Barcha ikkinchi darajali ko'phadlar +a^t + a^,
Д / '+ Д /+ ^ ,, + ..... to'plami chiziqii fazo bo'iadimi?

466. Darajasi uchdnn oslimagan barcha ko'phadlar to'plami 
chiziqii fazo tashkil etadimi?

467. /,(0- ./i(0- funksiyalar berilgan bo'lsin. Agar
bu Idnksiyalar:

1)[ьг,б] kesmada nniqlangan barcha uzkiksiz funksiyalar 
to'plamini;

kesmada differensiallamivchi barcha funksiyalar
to'plamini;

3) barcha elementar funksiyalar to'plamini;
4 ) barcha elementar bo'lmagan funksiyalar to'plamini tashkil 

qilsa, bu funksiyalar lo'plamlari chiziqii fazo bo'ladimi?
468. Musbat sonlarning barcha juflligidan iborat to'plam be­

rilgan: J = ((77|, (Pj), y = (7/|,7?,), 2 ^ (4 ,4 з)* -■
ni qo'shish J-i-y = (^,7/,; tengiik bilan haqiqiy songa
ko'paytirish esa = (p'̂ ) tenglik bilan aniqiansa, bu to'plam
chiziqii bo'ladimi?
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469. Chiziqli fiizo: 1) bitrn vcktordan; 2) ikkila har hil vck- 
tordan tuzilgan boiishi inumkinmi?

470. Chi/iqli fa/odan vcktor yo’qotilgan bo4sin. Bu 
yo'qotishdan kcyin hosil bodgan vektorlar Lo'plami chi/iqli fazo- 
ligicha qolishi mutnkinmi?

471. Chiziqli fazodan sanoqsiz vektorlar to'plami yo'qotilgan. 
Bli yo'qotishdan keyin hosil bo'lgan vektorlar lu‘ plami chi/.iqli 
fazo bo'lisfii tnumkinmi?

472. Vagon provodniklarining rczcrviga ulnr larqatishi iichun
har kuni skladdan; 1) qand; 2) choy; 3) pechcne; 4) quritiigan 
non; 5) pista kobnir keltiriladi. Faraz qilaylik, (р-,'. fp̂ ~ <P:.
mos ravishda bir kunda kcitiriladigan bu malisulotlar miqdorining 
kilogrammlardagi orttinnnsi boMsin.

Agar (p̂ > 0 bo'lsa, u liolda mos ravishda o/iq-ovqal yoki k(/mir 
sliLi kuni tarqatilganidan ko‘p keltiriidi, agar <0 bo‘ lsa, u holda 
oziq-ovqat yoki ko'mir skladdan kcltirilganiga qaraganda ko‘p tar- 
qatilgan, <Pj, rp,, (p̂  sonlar sistemasining to'plami chi/iqti
fazo bobadimi? (—100: 5; 0; —200; 3) vektor iiimani bildiradiV

473. ipp (i'J'̂ butLm sonlar uchliklarining to'plami chi/iqli 
fazo tashkil ctadimi?

474. Vagon dcposining parkiga har kuni turli tipdagi vagonlar
kdadi: ynk, aloqa, qattiq o ‘rinli, kupeli va yumshoq, ulardan har 
kuni passajir va (ez yurar poye/dlar la/iladi va yoOga chiqadi. 
Faraz qiiayliq (p̂ . (p-... 0 ; rnoa ravishda vagonlar sonining
bir sutkadagi orttirmasi. yv sonlar to'plarni d ii/-
iqli fazo bobaditni?

475. Umumiy bosih koordinata boshida bobgan va Fnchi oktan- 
tada joylashgan, barcha geometrik vektorlar chiziqh fazo tashkil 
qiladirni?

476. Chiziqli bir jinsli tenglamalar sistemasi
0|,v + ĥ y 4- с'|Г = 0,

+ b,y + c\ ■ = 0
ning barcha yechimlari lo'plami chi/iqli Ihzo tashkil qilishini is- 
bcrilang.

Ko'rsaTma:
Agar (x,; yp, z,) va (x ;̂ yp z.) bcrilgan sistcmaning yechimi 

bobsa, u holda ixtiyoriy л uchun (X|+x,; y.+y,; ™ (xx ;̂
Лур, dZj) ham sistcmaning yechimi bobadi.
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477. Д, V + + ...^ 4,>'-  О (,4.,, /),, ... , -  X ning
funksiyrilari) difTcrcnsial tengiamani qanoalhintiruvchi barctia

...... funksiyaiar cliiziqli tazoni tashkii qi-
isbotlang.

2. Chiziqli bog‘Iiqsiz vektorlar.
X, V, z. .... i7 lar R chiziqli fazoning vcktorlari bo'lsin. Qu- 

yidagi lenglik hiian aniqlangan vektor
V -  a  -X + p  -y + у -J Л - u 

ham R chiziqli fazoga tegishli boMadi, biinda or, Д y, 
haqiqiy sonlar. Bu veklor .v, J, .... Ti vcktorlarning chiziqli 
kombinatsiycisi dcyiladi.

Kara/ qilaylik, л, у. z ......  li vcktorlarning chiziqli kombi-
natsiyasi nol-vektor bo'lsin, ya’ni

a-X ■¥ p -y  ~ у -2 +... + л - й - { )  ■ (1)
.г. y\ z. .,,, a vekioriar chiziqli bog‘Uqsiz dcyiladi. agarda 

(I) tenglik a -  P ~ y  -  /.-1) bo'lgan holdagina bajarilsa.
Agarda (I) tenglik a , p , y .... /. laming kamida biitasi noldan

farqli bo'lgan holda ham bajarilsa, .v, y, z, ..., Ti vektorlar chi­
ziqli bog'liq dcyiladi. Osongina isbotlash nuimkinki, x, y, z, .... U 
vektorlar chiziqli bog'liq boMadilar, shtinda va faqat shundaki, 
agarda bu vcktorlarning birini qolganlarining chiziqli kombinasi- 
yasi ko'rinishida itodalab bo'lsa.

478. /\garda x. y, z, .... a vektorlar orasida 0 vektor mavjud 
bo'lsa, bn vcktorlarning chiziqli bog'liq ckanligitii ko'rstiling.

Yechish: _  _
b'araz qilaylik, x - 0  bo'lsin. a • x + p  • у + у ■ z + Я-и = 0 

tenglik a ^ a, /? -  у = ... = Л -  0 bo'lganda bajarilgani nchun be- 
rilgan vektorlar chiziqli bog'liqdir.

479. Chiziqli fazoning clcrncntlari tartiblangan haqiqiy sonlar
.Y =(Д,. Cl,...... c „) (f = 1. 2, 3, ...) sistemasidan iborat bo'lsin,

л\gar vcktorlarning yig'indisi va vektorning songa ko'paytmasi
Д -  (bl, + 1̂ + 4 ,) ,  ЛД„)

tcngliklar bilan aniqlanganda. x,, .... vcktorlarning chi­
ziqli bog'liqsiz bo'lishligi LJchun (j' = l, 2...... n:  ̂ -1, 2, .... n)
sonlar qanday sharini qanoatlantirishi kerak?
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Yechish:
+сГ;Тл+... + о'зХ̂ , = О tenglikni ko'ramiz.U quyidagj teng- 

lamalar sistemasiga teng kuchli.

or 1̂ 11 + + = 67
0Г|̂ 21 +or:^72 +--. + or„̂ 2(i -  0, 
ог|̂ „1 +or;^„2 + -- + or„^w =0. 

jf vektoriar chiziqli bog'iiq bo'lmagan holda bu sis-.r,, X j,
tema yagona а|=аз= ...=a,=0 yechimga ega bo'lishi lozim, ya’ tii:

e
b  II 

ir

Ь lit

 ̂1:
b JJ

cb Iri

*5 111
гS ni.

^ 0

Xususiy holda (c,,, va {^|,, vektorlar chiziqli
bog'liqsiz bo‘ladi, shunda va faqat shundaki, ^цч,, -  ^  ̂ bo'lsa.

480. Darajasi ikkidan oshmagan ko'phadlarning chiziqli fazosini
qaraymiz. = 1 + 2 ■/+ 3■/^ -  2 + 3-/ + 4 / ' vii T’ = 3 + 5 •/ + 7 ■/’
vektorlarning chiziqli bog'liqligi isboilansin.

Yechish:
Bu holda /*, = 1 ■ Д + 1 ■ Д ekaniigini ko'rish qiyinlik uig'dirmaydi. 

Demak, P̂  va P̂  vektorlar chiziqli bog‘ iiq boMadi.
481. 468-masalaning shartida aniqlangan x=(i^|, cOva 

y  = [l]̂ ■ /;,) vektorlar qandny hollnrda chiziqli bog'liq boMadi?
>'ec/r/i/i;
x = Xy tenglikdan ^;) = Л(//,, //,) yoki C.)=(r/;, r]̂ _) 

ekanligi kelib chiqadi, yn’ ni д̂ =т]'\, Bundan quyjdagi
tenglikka kelamiz: ц , ~ '

482. Uchta kornplanar « , Л va c ~ vektorlarning chiziqli 
bogliq ekaniigini isbotlang.

Ко ‘rsaima.
Vektorlarni umumiy boshlang‘ ich nuqtaga kdtiring va vektor- 

lardan birini boshqa ikkita veklorlarga mos ravishdo kollinear tashkil 
etuvchilarga yoying.
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483. Uchta komplanar boMmagan a, h va c" veklorlarning 
chiziqli erkli ekanligini isbotlang.

484. Ixtiyoriy to‘ rtta a, h , c  va. d vektorlarning chiziqli 
bog'liq ekanligini Lsbotlang.

Yechisfjj
Agar vektorning uchtasi komplanar bo‘ lsa, masala oson yechi- 

ladi. Faraz qilaylik, bu vektorlar komplanar bo'lmasin. Hamma 
to‘rlta vektorni umumiy boshlang'ich О nuqtaga keltiramiz. Dia­
gonal! d vektor bo‘ igan, qirralari a, b va c ni o"z ichiga olgan 
to‘g‘ ri chiziqdajoylashgan paralielepi pedni yasaymiz, Bundan esa 
d - a d  + p h + y c  ekanligini ko‘ rish qiyin emas.

485. Agar chiziqli fazoning n ta x, y,  н vektorlari
chiziqli bogMiq bo‘ Isa, u hoi da shu fazoning « + 1 ta 
-V, y, z,  i7, V vektorlari ham chiziqli bog'liq bo'lishligini isbot 
qiling.

3. Chiziqli fazoning o‘lchovi va bazisi.
Agar R chiziqli fazoda n ta chiziqli erkli vektor niavjud bo ‘ lib, 

lekin shu fazoning ixtiyoriy n + \ ta vektori chiziqli bog'liq bo'lsa, 
Li hoi da R fazo n oHchovIi deyiiadi. R fazoning oMchovi n ga teng 
deb aytish va d{R)=n ko'rinishda yozish qabul qilingan, istalgan- 
cha ko‘p chiziqli erkli vektorlanii topish mumkin bo'lgan fazo 
cheksiz o4chovli deyiiadi. Agar R cheksiz orichovli fazo bo'lsa, u 
holda d{R) ~ oo.

n o'lchovli chiziqli fazoning n ta chiziqli erkli vektorlari to'plami 
bazjs deyiiadi. Quyidagi teorema o'rinli: n orichovli chiziqli fazodagi 
har bir vektorni bazis vektorlarning chiziqli kombinatsiyasi 
ko'rinishda yagona usulda ifodalash mumkin.

Agar .... !аг n o'lchovli chiziqli fazo R ning bazisi
b o ‘ lsa, u holda ixtiyoriy J b R vektorni yagona usulda 
X = tfjC, +^2̂ 2 ....ko'rinishda ifodalash mumkin.

Shunday qilib, x vektor FJ, bazisda ....
sonlar yordamida yagona usulda aniqlanadi. Bu sonlar x vekior- 
nin  ̂ berUgan bazisdagi koordinatalari deyiiadi.

Agar F = ....+ d„e„  ̂ У = + 7:̂ 2 + .....+ 7 A  bo‘ l^,
u holda; x + у  = .... +
Ax -  +A^jd, + ....+ bo'ladi.
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Chiziqli fazoning o'lchovini aniqlashda qiiyidagi tcorcmadan 
toydaianish foydatidir: Agar R chiziqli fazodagi ixuvnrn- wku>r

ё"-,......  chizidR *!гкИ vektur!arnii\g chiziqh kotfduDat'iiyu'ii
ko'rinishda ifodalangan ho'lsa, и holda d(R)=n bo'liuH (dcmuk,

F,......  (Г, vektorlar R fazoda bazisni wshkii efadi).
486, Taniblangan haqiqiy sonlarning uirli xii juflliklaridan 

tiiziigan chiziqli fazo bcrilgan:
Aj = A. -  ). X, -  {f...: / .1 ).......

bunda vektorlarni qo'shish va liaqiqiy songa ko‘ paytirish 
g  +Xt =(c,, +^1*; fj, tengliklar bilan
aniqiangaii.

ё|=(1; 2) va е1=(3;4) vcktortar berilgan chiziqli fazoning 
baziJiini tashkil qiljshini isbotlang. x = (7; 10) vektoming bu bazis- 
dagi koordinalalahni toping.

Yeckish:
i’f = (]; 2) va Cj =(3;4) vektoriar chiziqli erkli (479-masaIaga 

qarang). Biror vekiorni qaraymiz. Ixtiyoriy /7, va 7,
lar iicliun shimday A va jn sonlar mavjudligini koYsaiamizki. 
у  = H- //Cj yoki {/д; гд, ) = {Л + Зд;; 2л 4- 4д/) tengliklar bajari- 
ladi. Osongina ko'rinadiki, bu tengiik bajariladigan {/i; p) qiymat- 
tarning yagonaJuBi mavjud. Bu

|Я + Зд/ = 7/,,
[2Я + 4/r = 7/,

tenglamalar sistcmasinjng aniqiangan ekanligidan kelib chiqadi. 
Shuriday qilib, (Д va vektoriar bazisni tashkil qiladi, Bu bazisda 
a = (7; 10) vektoming koordinatalarini aniqlaymiz.

Masala qiiyidagi tenglamalar sistemasidan л va ni aniqlashga 
keltiriladi:

|Я+.3// = 7,
[2Я + 4д/ = 10,

Bundan Я = 1,/ /= 2  larni topamiz, ya’ iii .? = ej + 2c .̂
487. Flementlari vektorlandan iborat chiziqli

fazo (479-masalaga qarang) o'zining bazisi sifatida quyidagi vektorlarga 
q =(1; 0; 0 ; 0 ) ,  c, =(0; 1; 0 ; 0 ) ,  c,(0; 0; I; „л 0 ) , q,(0; 0; 0 : 1 )  
cga ekanligini ko'rsating.



''1 01 "0 21 ^0 O'’ ^0 01
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,0 0,
, ё, =

Oj
. c, =

vO 4j

0; 0; 0 ), ^,{0: [; 0^...; 0)+ ...^ ь < ,(0; 0; 0; ...; 1)
ekaniigini ko'rish qiyin cmas, ya’ni x = + ĝ e., + .., + ĝ ê̂ .̂ Shun-
day qilib, har qanday vektorni ty, ..., vektorlarning chi/iqli
kombinatsiyasi ko‘rinishida ifodalasli inumkin. ..... vek-
torlar chiziqli erkli, chunki bii vektorlarning koordinatalaridan 
tuzilgan determinant I ga teng, ya’ni noldan farqli. Shunday 
qiiib, bu vektorlar bazisni lashkil qiladi, R fazo esa n odchovli 
boMadi.

488. Agar elcmentlarini qo'shish va haqiqiy songa ko‘paytirishni 
udatdagidek ma’noda tushuniiganda, bazisi 1, r,
boMgan chiziqli fazo qanday elementlardan tuzilgan bodadi?

489. Ikkinchi tartibJi barcha matritsalar to’plami to‘rl odchovli 
chiziqli fazo ekanligini ko'rsating,

_ fO 0 '̂  _  ^0 0]
' mat-

ritsalar 489-та.ча1ас1а qaraigan chiziqli faz.oning bazisi bo'lishini
ko’rsating.

491, 468-masalada qaraigan chiziqli fazoning ц(1; 10) va ?,(I0,1) 
elementlari bazi.s bo'lishini ko'rsating. x = (2; 3) vektorning shu 
bazisdagi koordinatalarini toping,

Yechish:
Inl-lni-InlO  lnlO5*0 bo'lganligi uchun C; va c, vektorlar 

chiziqli crkli bo'ladi {481-rnasalaga qarang), Faraz qilaylik, ixti- 
yoriy 7,) veklor ё̂  vac., vektorlarning chiziqli kombi­
natsiyasi ko'rinishida ifodalangan bo'Isin. yoki
(7 i;7j)  = {!"* -F') bajariiadigan shunday sonlar juftiigi
mavjudligini ko'rsatamiz. Demak, = lg7 ,,/l = Ig^ .̂ Xususan, 
X = Ig3 + Cj ig2, Shunday qiiib, (Ig3;!g2) -  x vektorning c,; c, 
bazisdagi koordinatalaridir.

492. 479-masaIada qaraigan n o'lchovii fazoning bazislari si- 
fat ida

c; = (1; h 1;...; 1; I), c, -  (0; 1; 1 ; I; I), c, -  (0; 0; 1; 1; 1), ...
...,5 :,.,= (0 ;0 ;0 ;..,;0 ; 1), c > ( l ;  1; 1; 1; 1) 

vektorlami qabul qilish mumkinligini ko'rsating.

Yechish:

160



Ко *rs(itma:
^ =  К ё ^ , ' . |  -сГ,, vektorlar

qamlsin.
4 . Chiziqlt fa/olarning izomorflzmi.
IJckita R va R' chiziqli fazolarni qarymiz. R f'azoning element- 

larini .T, y, z, ... bilan bcJgilaymiz. R' fazuning elementlarini csa 
S"', y  \ z \ ...bi]an bclgilaymiz. Agar J, J7, .v', У  elcmentlar orasida 
shanday o'zaro bir qiymaUi moslik x x'\ у  <r^y' o ‘ rnatish 
mumkin bo'lsaki, bunda J + у  ■<-> .лГ"+у', лх ^  Лу boMsa (Я—ixti- 
yoriy haqiqiy son), u holda R va R' fazolar o'zaro /zomo^deyiladi. 
Qiiyidagi muhim teoremani eslatib o4amiz. Uning yordamida chek- 
li 0‘ lchovli chiziqli fazolaming izomoriligi oson o'matiladi: Ikkita 
chekH o'Ichovli R va R 'fazolaming izomorf bo'tishi uchtm, uiaming 
o'ichovlari bir xiI bo'lishi zarar va yetariidir.

493. Ikkita chiziqli fazo R va R' berilgan. R fazoning element- 
lari t argumentning barcha diffcrensiallanuvchi funksiyaiari bo'lib, 
ular r=0 da 0 ga aylanadi. R ‘ fazoning elcmentlari esa R fazodagi 
funksiyalarning hosilalaridan iborat bo'lsin. R va R’ fazolaming 
izomorf ekanligini isbotiang.

Yechish:
Faraz qilaylik, f iO,  lar R fazoning funksiyaiari,

iP2(0, Ksa R' fazoning funksiyaiari bo ‘ lsin. Bii funk-
siyalaming indekslar bilan ta'minlanganligidan R va R' sanoqli

to‘plain degan xulosa kelib chiqmaydi. Faraz qilaylik, ^M) = /XO 
bo'lsin, u holda /

f ,iO =
0

bo'ladi. Shunday qilib, R va R' chiziqli fazolar orasida (uiaming 
chiziqli ekanligini mustaqil ravishda isbotiang) o'zaro bir qiy- 
rnalli moslik o'rnatildi. Quyidagi:

«^Д0 + (5,(0 = [ / ( 0  + .Л (0] , / ( 0  + Л (0 =  ][(P,{t) + ^Pu(0]df
0

Л-<рХ() = [Л-fXi)\ , X-f{t)= l̂-(py)di
0
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tengliklar yordarnida o ‘zaro bir qiymatli moslik 0 ‘ rnatildj:

f, (0  + Л (0 ^  9M) + (0 - t̂ ) Л<р,(0-
Shunday qilib, /? va Л' — izomorf fazolar.
494. Barcha gcometrik veklorlar va darajasi ikkidan oshmagan 

ko'phadlar to'plamlari izomorf chiziqli fazolar ekanligiiii isbot- 
lang,

495. /? va y?' izomorf chiziqli fazolar berilgan. Bu fazolar 
elcmentlari orasida o'zaro bir qiymaUi moslik o'rnatilgan: 
X J, V o - y ,  ... Har qanday haqtqiy a, /?, у sonlar uchun 
ax + /)y + yz <r̂  ax'-i-/^y‘+ yz ' ekanligini isbotlang.

496. Faniz qilaylik, /? va R' izomorf chiziqli lazolar bo'lib, x x ' 
moslik o'rinli bo4sin. Bu holda ( - j c ) ( - ^ ' )  ekanligini isbotlang.

497. R va R' izomorf fazolar berilgan, shu bilan birga 0 va 0* 
bu fazolarning nol elemcntlaridir. 0 ^ 6 ' bohishi bu fazoiaming 
boshqa elementlari ora.sida birqiymaii moslik qanday o'matilganligiga 
bog'liq emasligini isbotlang.

498. Haqiqiy sonlarning turlicha juftliklari berilgan; t}̂ ),
(Ут! fkkita chiziqli fazo quyidagicha tuzilgan: ele-

mcntlari У z/,). .v, =(У^; z//), у  =(^,; z/,),... b a ‘ lgan R 
fazo, unda vcktorlarni qo‘shish va songa ko'payiirish 

-У + у  -  ; 77,+ z;,), ; Я z/j)
tenglikdan aniqianadi va

x! -  (c ; e }, .v; -  (c c ), .v,' = (eT'=rF-'"- 7T-'Z). ...

vektorlardan tuzilgan R' fazo, unda mos amallar

lengliklardan aniqianadi. Л va R' fazolar izomorf ekanligini isbot­
lang.

499. Agar R fazoning elementlari x, y, z, ... vektorlar, R' 
fazoning elcmenllari esi. 2?, 2y, 2z , ... boMsa, R va R' chiziqli 
fazolar izomorf boMadimi? R va R' fazolar bir xil elementlardan 
tashkil topganligini ko‘rsating.
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2-§. YANGI BAZISGA 0 ‘TISHDA 
KOORDINAT ALMASHTIRISH

n oMchovIi chiziqli fazo R" ning ikkita bazisi: c,. F,. (eski) 
va (>’angi) mavjud boMsin. Наг bir yangi bazisdagi vek-
torni eski bazisdagi vektorlar orqali ifodalaydigan bog'lanishiar 
berilgan:

= â  ,̂ 1 4- +... + ,

t + 4 „tq+ . .. + a c .i\r} ti
mairilsani

-  4,. 'I

A =
...

'.4a 4 ,’ -  4 ,J
eski bazisdun yangi bazisga o'iish mafritsasi deyiladi.

Oandaydir x vcklorini olaylik. {^p bn vcktorning
eski bazisdagi koordinatalari, esa bu vcktorning
yangi bazisdagi koordinatalari bo'lsin. Bunda x vcktorning eski 
koordinatalari yangi koordainataiari orqali qnyidagi formulalnr 
orqali ifodatanadi:

C|

va ular koordinatalarni almcishtirish formulalari deyiladi.
Л matrilsaning usliinlari eski bazisdan yangi bazi.sga o ‘ lish 

formulalaridagi koordinatalar, bii matrilsaning yo'llari esa eski 
koordinatalarni yangilan orqali almashtirish formoialaridagi koor- 
dinatalar ekanligini ko'rish qiyin emas,

500. .Y = ё; + Cj-f + F'j vektor berilgan. Bn vektorni yangi 
bazis ёД Cj' orqali yoying, agar ё," = + ё, + Cj.
ё,' = ej -I- ё, ^ ё^, ё|' = ej + ё, + ,  ё̂ ' = ^ + ё, + ё, bo‘ Isa.
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А =

V

Yechish:
}~usul:
Eski biizisdiin y;mgisig:! o ‘ tish mntrilsnsini yozamiz:

Го I 1 I ’l 
1 0  1 1  
1 1 0  1 
1 1 1 0 ^

Liu matritsaning qatorlari koordinalalarni almashtirish tbrmii- 
lalarining koclTitsientlari bo'ladi:

I 1 , c' -  _  J. L c'rl ,̂1 —
ifi -  -  1 bo'Iganligi Lichun tenglamalar sislemasini

yechib, C,' = b; ”  “  'sj “  ~  ni topamiz va -v = — (еГ+ t,' + t\' + ) .
j  a

2-usul:
X = + ё"̂  +
ej' = Оё̂  + Fj + F, + ё"̂
£*2* = 6] + 0̂ 2 + £̂3 + ̂ 4
Щ = е̂  + + Оё*, + ё̂

= e, + ̂ 2 + 0ê

ia n ё,. e i . ^3> l a m i

X 1 1 1 1
0 1 I 1

^2 1 0 1 1 =  0

1 1 0 1
W' 1 1 1 0

ni hosi! qilamiz. Bu detenninantni l-ustun eiemcntlari bo'yicha 
yoyib, X ni ej', ej, ё"/, ё̂ ' lar orqali ifodalanadi.

3-usul.

ёГ+ + ё̂ ' + = 3^ + 3̂ 2 +3e^+ Зё'̂  ekanligidan
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е, +^2 +е^+е =~{е,'+е^ + е^+е^)

boMndi. Bundani

X = -^(ei'+Cj + t'j+ё^)

501. X = 8ё] +6ё  ̂+ 4?̂  -18?^ vektor berilgan. Bu vektomi yangi 
bazis bo'yicha yoying. Bu yangi bazis eski bazis bilan quyidagi 
tengiamalar orqati bog'langan:

ё^= -Зё, +ё, +?3 +ё ,̂ 
ё1 = 2ё^~ 4Fj + ё^+ ё ,̂ 
ёу =ё^+  3̂ 2 — 5^ + ,
ё ' = ё[ +?2 + 4ё̂  -6ё^.

502. X =2(2j+^2 +...+ё„) vektor berilgan. Agar ё  ̂= ё^+ё 2 ,
ё ;=ё ;+ё 2 , ё ; = ё^+ё 2 , ё^,^=ё„_,+ё„,  ё ; ,=ё„+ё^ bo‘lsa, х
vektomi ё ,̂ ё ^ , ё„' bazis bo'yicha yoying.

503. хОу  koordinatalar sistemasi 
koordinata boshi atrofida a  burchak- 
ka burilgan (21-rasm). Yangi siste- 
madagi a = x i  + y - j  vektorning 
koordinatalarini uning eski sistemada- 
gi koordinatalari orqali ifodalang.

Yechish:

7 va /vektorlami i va / oitlar 
bo'yicha yozamiz;

21-rasm.

/ = ) -cosa + j  -sma.

j  = t -cos( f " ) + 7 -sin(-^ + a).

Eski / ,  j  bazisdan yangi 7, f  bazisga o*tish matritsasini 
yozamiz:

, _ _ -sina^
/1=1 . , 

cosa )

165



Bundan
д- ^ д cos O' -  у  sin a.
у  = X sin a  +>’ COSO 

ekanligi kc]ib chiqadt, ya’ni
x' ~ xcosa + ysina.

504. e^-ae^, e [ - t','= c'l = Se ,̂ L'l-Ee^ bog'lanish-
y  = -Атшог + yco.vo.

iar bcrilgan. д vektorning g^- eski koordinaia-

larini shu vekloming -  yangi koordi natal an bjlan

bog‘Iovchi formulalarini yozing.

505. Eski bazis cj, — bilan yangi bazis с/- orasida
quyidagi bogMiqlik bo"lishi mumkinmi:

cj' = ё, -  c ,, = F, -  , F,' = -F. ?

3-§. QISM TO‘ PIAM

1. Chiziqli fazoning qism to^plami.
/?'chiziqli fazo R chiziqli fazoning qism fazost deyiladi, agarda 

fi'ning elementlari faqatgina R ning elementlaridan tashkil top- 
gan bo'isa. Masalan, biror tekislikka parallel boMgan barcha vek- 
torlar to‘ plami barcha gcomctrik vcktorlar fazosining qism fazosi 
bo'Iadi.

Agar Д, y , ~z......  й lar R chiziqli fazoning biror vektorlari
bo'lsa, u holda barcha огд + ^ y  + yz +... 4-й,н ko'rinishdagi vek- 
torlar {bu yerda a , /У, y, ..., barcha mumkin bo'lgan haqiqiy 
sonlardir) R chiziqli fazoning qism fazosini tashkil etadi.

сгд+ /?y+  yF + ...+ Л» vektorlaming barcha chiziqli kombinat- 
siyalari to'plami, д ,у ,г,...,гТ - vektorlaming chiziqli qobig'i deb 
ataiadi va F(je,y,F,...,i7)“  bilan bcigilanadi.

Agar /?j — chiziqli fazo R ning qism fazosi bo ‘ lsa, u holda
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î{R )̂ < d(R) bo'ladi. R chiziqli fazoda Я, va Rj ikkita qism fazo 
berilgan boMsin. Barcha elemenllari bir vaqtda R̂  va /?j ga tegish- 
li boMgan Rj to'plam, Д, va Rj qism fazolami/tg kesishmasi dey- 
iladi.R, = R ,r iR i yozuv, R̂  va qism fazolarning kesishmasi 
/fj ekanligini bildiradi. Barcha elementlari x + y  ko'rinishda 
bo'lgan Л4 to‘plam R\ va R̂  qism fazoning yig‘indisi deyiiadi, 
bunda jr e Л,, у e  R^. Rj = Rj + R , yozuv R̂  va R; qism fazolar- 
ining yig‘ indisi ekanligini bildiradi. R3 kesishma va R, yig‘ indi 
R fazoning qism fazolari ekanligini isbotlash mum kin, 
£/(R|) + c/(R,) = £/(Rj) +(■/(Rj) ekanligini hisobga olish o ‘rinli.

506. R chiziqli fazoning qism fazosi bitta elementdan iborat 
bo'lishi mumkinmi?

507. Elementlari haqiqiy sonlarning turli sistemalari bo'lgan 
R chiziqli fazo berilgan:

 ̂~ (^1' ^2' ъз’ 4̂ t7j). Z=(^|, ^1, ^3, 4”j ) ’ •■■ ■
Ikki elementni qo'shish va elementni songa ko'paytirish qu- 

yidagi tengliklar bilan aniqlangan:

x + j?  = ( ^ , ^ 4 + R , ) .

l x  = Щ , -  Ц , ) -
Elemcntiari =(0; ^4), j7,=(0; 774),

Zy = (0; ”̂2' Cl' ^4)’ ••• bo'lgan R, to'plam va elementlari
0; ^4), ?з=(77,; 0; //j; t/J , r ,= (C i; 0; 4".; 44)....

bo'lgan Rj tuplam R chiziqli fazoning qism fazosi ekanligini is- 
botlang.

508. 507'masalada qaralgan R chiziqli fazo uchun R, va Rj 
qism fazolarning kesishmasi R, va yig'indisi R4 ni toping.

509. 504 va 505-masalalardagi qism fazo uchun 
d{R^)-\-d{R^)= d{R~) + d{R^) tenglikning bajarilishini ko'rsating.

510. Barcha gcometrik vektorlardan tuziigan chiziqli fazo be­
rilgan bo'lsin. Boshlanishi koordinata boshida va I oktantda joylash- 
gan vektorlar to'plami bu fazoning qism fazosi bo'ia oladimi?

511. Elementlari 1 oktantning koordinata lekisliklarida yotma-
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gan R = ( x , y , z )  nuqtalarning koordinatalaridan tashkil topgan 
R chiziqli fazo beritgan bo ‘ lsin. Ixtiyoriy ikki = (x,; ẑ ) va

Zn) ejcmcntlaming yig‘ indisi =(х,л^; >',>'2; ZjẐ ) 
tenglik bilan, P ~ {x ,y , z )  eiementni haqiqiy son Д ga ko'paytirish 
esa AP = tenglik bilan aniqianadi. tekislikda joy-
lashgan bu fazoning R̂  nuqtalar to'plami R fazoning qisni fazosi 
ekanligini isbotlang.

512. Darajasi bcshdan oshmagan ko‘ phadlaming R chiziqli 
fazosi berilgan. Agar elementlarni qo‘shish va elementlarni songa 
ko‘paytirish oddiy ma'noda tushinilganda + ko‘ rinishdagi 
ko*phadlaming 7f, to‘plami va bot"* + b|t* + ko‘phadlaming R̂  
to'plami ^  fazoning qism fazosi ekanligini isbotlang.

513. Awalgi masalaning shartiga ko'ra, R-̂  = Rj HR;  va 
Rj =R j + fazo oslilarini toping.

514. Bafcha geometrik vektorlar R fazosining ikkita qism fazosini 
qaraymiz: xOy koordinata tekisligiga parallel vektorlar to*plami Л, 
va xOz tekisligiga parallel vektorlar lo'plami R̂ . R̂  = R̂ r\R̂  va 
Rj = R, + R , to‘p)arniarni toping.

515. R, va Rj lar R chiziqli fazoning fazo ostlari, Rj' va R,' - 
lar esa — R' chiziqli fazoning fazo ostlari bo ‘lsin. Ma’ lumki va 
Rj' fazo ostlari, shimingdek R̂  va R,' fazo ostlari ham izomor' 
fdirlar. R, = R, П Rj va r ' = П R, qism fazolaming, .sliuningdek 
R̂  = R]-r Rj va R̂  = R ' + R', ~ qism fazolaming izomorfligini 
ko‘gating.

516. [ - (3, a\ kesmada uzluksiz va musbat f{x) funksiyalar 
to‘plami berilgan. Agar vektorlarning yigMndisi sifatida mos funk- 
siyalarning ko‘paytmasini, vektoming haqiqiy son Я ga ko‘paytmasi 
sifatida esa mos funksiyaiami Я darajaga oshirgandagi natija qabul 
qilinsa, bu to^plam chiziqli fazo bo‘ iishini isbotlang. Bu fazoning 
barcha juft funksiyalar to'plami qism fazo boftadimi? Bu fazoning 
barcha toq funksiyalar to‘plamichi?

517. Geometrik vektorlarning chiziqli fazosi qaraiadi. X,Y,Z 
rasional sonlar boftganda a = XJ +Yj У Zk koVinishdagi barcha 
vektorlar to ‘plami bu fazoning qism fazosini tashkil qiladimi?
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2. Bir jinsli chiziqli teoglamalar sistcmasining yechimlaridaD 
tashkil topgan qistn fazo.

Bir jinsti chiziqli tenglamalar sistemasini qaraymiz; 

+a„jfj+...+a|,,x„=0,

.........................................................................  0 )

Xj = Ai, =Я,, ^„=^^^„“ (1) sislemaning birorta yechimi
boMsin. Bu yechimni /  = (/!,; Я,; Â ) vektor ko'rinishda yo-
zarniz. Agar (1) tenglamalar sistcmasining har qanday yechimini 
ff , / , ,  vektorlarning chiziqli kornbinatsiyasi ko‘rinishida
ifodalash mumkin bo‘ lsa, u holda (1) tenglamalar sistcmasining 

/ j ,  /„  chiziqli erkli yechimiar to‘plami fundamental
yechimlar sistemasi deyiladi.

Fundamental yechimlar sistemasining mavjudligi haqidagi 
teorema: Agar

«12
«21 «22 -  «2,,

«лг2 -  "«„2

matritsaning rangi n dan kichik bo'lsa, и holda (1) sistema nol 
bo'lmagan yechimga ega. Fundamental yechimlar sistemasini aniq- 
taydigan vektorlar soni k=n~r formula bo'yicha topiladi, bunda 
t—matritsaning rangi.

Shunday qilib, agar qaralayotgan R" chiziqli fazo, n ta haqi- 
qiy sonlaming barcha sistemalaridan tashkil topgan bo‘ lsa, u holda 
(1) sistemaning barcha yechimiari to'piami R" fazoning qism 
fazosi bo'ladi. Bu qism fazoning oMchovi к ga teng bo'ladi.

518. Chiziqli bir jinsli tenglamalar sistemasining yechimiari 
bo'lgan qism fazoning bazisi va o4chovini toping:
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Yechfsh:

+ 2 - x, + 3 • jTj + 4 ■ л'4 =0,
1
2
J.
3
J_
4

4- 3+ --X , 2 '
+ 2 - = 0,

2H—“
3

4+ ■—‘ 
3

- 0,

1+ —2
3 •.T3+X4 = 0 .

1 a 3 4 '
! /2 1 3/2 2

1/3 2/3 1 4/3
1/4 1/2 3/4 1 J

matril^aning rangi I ga I eng, rnadomiki rnairitsaning birinchi 
tartibli minorlaridan boshqa barcha mtnorlari nolga tcng. 
Ni)ma'Iumtar soni 4 ga teng, shuning Lichiin ytchirnlar qism 
tazosining oMchovi = « —2=4—1=3. ya’ni bn qism fazo uch 
o ‘ Ithovli bo'ladi. r~ 1 bo4gan!igi uclum bn sisicmadan qantlnydir 
bilia tenglamani oNsh yctarli Sistcmaning birinchi tcnglainastni 
olamiz va uni .v, -  -2 ',v. -3-.Г, -  4-.v, ko'rinishda yozamiz. Agar 
Д', = I. л\ =0, .Vj =0 bo‘ lsa, II holda .v, = -2 , agar .v,=0. .v,-], 
Д', -0  bo'Isa, n ht>lda .v, -  -5, agar .v, -  0, .v, = 0, .v̂  = I bo'lsa, 
LI holda. л‘| -  - 4 . Shunday qilib, bi/ bcrilgan sislema yceliimlar- 
ining iich o ’ lcliovli qism tazosining bazisini tashkil qiladigan 
t^=(-2 ; I; 0; 0). Г, = ( -3 ;  0; I. (Jl. t\= (-4 . 0; 0; i) chiziqli 
erkli vcklorlami husil qildik.

519. f = f , - 2 Г .  t-f  ̂ vckior 5 I^-masaladagi tenglamalar sis- 
Icmasini qanoatlantirishini ko'rsaliiig.

520. Ouyidagi icnglamalar sistemasi yechimlari qism fazosi- 
ning bazisi va oMchovini toping.

.V, -2.V:! +.V, = U,

2.V| -.v, -,v, =0,
-2.V, +4.V- -2.V; - 0 .
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Yechish:
( I - 2  

2 -1

v -2  4
matritsaning rangi 2 ga teng, chunki matritsa element la ridan tuzil- 
gan determinant nolga teng, ikkinchi tartibli minorlari ichidan 
noldan farqlisi mavjud. Yechimlar qism fazosining o'Ichovi 
Jt=n—r=  3—2=1 bo'lganligi uchun berilgan uchta tenglamadan 
ikkita tenglamani olish yetarli. Birinchi tenglamaning koefTitsient- 
lari uchinchi tenglamaning mos koefTitsientlariga proporsional 
boMganligi sababli uchinchi tenglamani tashlab yuboramiz. 

Faraz qilaylik
[jc, -2-X2

=Хз
sistemada =  l boMsin, u holda

jx, - 2 - x ,  = - l ,

|2-X( -X j =1

sistemaning yechimi x, = l, Xj=l boMadi. Shunday qilib, yechim­
lar qism fazosi bitta bazis vcktor f = ( l ;  1; 1) bilan aniqlanadi.

521, Berilgan tenglamalar sistemasi yecbimlari qism fazosi­
ning oMchovi va bazisini toping:

,V| -I- X; -  X, + = 0,

X| -X , +X; -X j =0,
3X(+x, -Х з+Xj =0,
3X| -  X, + Xj ”  Xj = 0.

Yechish:
Matritsaning rangini aniqlaymiz:

1 -1

A=

0
1
3
3

-1 1
1 -1

-1 1

1  ̂
-1 
]

- i ;
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3-qaiordan 2-nchini, 4*satrdan esa 1-nchini ayiramiz:

-1 1
7 _ 7

2 - 2 ,
3-qatorning mos clemcntlari t-qatorning mos elementlariga 

propontional, 4-qatnrning mos eJcmentlari esa 2-qatorning mos 
elementlariga proporsional boMganligi uchun, 3 va 4-qatorlarni 
o'chirish mumkin:

A~
П 1 -1  I 

1 - 1 1 - 1

Shiinday qilib, A matritsnning rangi 2 ga teng va 
к = n -2 = A -2 = 2 .

Demak, yechimiar qism fazosining olchovi 2 ga teng. r=2  
boMganligi uchun, to'rUa tengiamadan ikkiiasini olamiz:

[ ,r, + Jf, -X , + =0, [ Л'| + Л', -  Xj — Xj ,
yoki[ X, -  X, + X, -  x̂  ^ 0 

Xj = l, x_| = 0 deb faraz qilib, sislemani hosil

[X| -X , =-X j +Xj,
[ X| -r X , = 1 ,

[x, - X ,  ^ -1
qilamiz. Shuning uchun, x,= 0, x^= 1 va =(0; 1; I; 0) bo'ladi.

Rndi Xj = l, x^= 0 deb faraz qilsak boMadi, Shunday qilib, 
X -  0, x,"^-l va f , --(0; “ 1; 0; 1).

Qism lazosining bazis vcktorlari sifatida f| =(0; 1; 1; 0), fj =(0; 
— 1; 0; 1) vcktorlarni qabul qilish mumkin, Tenglamatar siste* 
mnsining umumiy ycchimi f  =c, fj + o , f, vcktor hilan aniqla- 
nadi, yami f--(0 ; Cj -  c , ; c ,; c ,) .

522. Tenglamalar sislemasining yechimlari qism fazosining 
oMchuvi, bazisi va umumiy yechimini aniqiang;

I X| + 2x, + Xi + Хд + Xj = 0.
2x, +x- +Хд -X , = 0,
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4-§. CHIZIQLI ALMASHTIRISHLAK 

1. IJmumiy tushuiichalar
Agar har bir x s  R vektorga biror qoidaga ko‘ra e /? vek- 

tor mos kelsa, chiziqli tazo R da. A almashtirish berilgan dayiladi.
Agar bar qanday x vn у  vektorlar iichun va har qanday Л 

haqtqiy son iichun / 4 ( j r -^Ay, А(Лх )=Jjix tt:ng)iklar 
bajarilsa, A almashnhsb chiziQli dcyiladi. Agar u har qanday л" 
vektomi o ‘zini o'ziga almashtirsa, ayniy almashiirish dzy\\ad\. Ayniy 
chiziqli almashtirishiar E bilaii belgilanadi. Shunday qilib, Ex=^x ■

523. Ax = a x  almashtirishning chiziqli ekanligini ko'rsating, 
bunda a haqiqiy son,

Yechish:
Almaslitirishning berilishiga ko’ra;

+_>■) = + J) -  ra'.v + a y  -  Ax ( Ay,
А[Лх) = а{Лх) -  Л{ах) = Л.Ах.

Shunday qilib, chiziqli almashtirishning ikkala sharii ham 
bajarilayapli.

(Jundan qaralayotgan A almashtirish chiziqlidir.
524. A almashtirish R chiziqli fazoda Л-y -  .v+iV(j tenglik bilan 

aniqlangan, bu yerda Xf. <BR fiksirlangan noldan farqli veklor. A 
almashtiristi chiziqli bo'Iadimi?

Yechish:
/)(.y) = .V +.?(,, Д Я  = у  +Xg. A{x + y )  = x +x^,
A(x + y )  = +

tengliklardan x + ^ -  (J + .t’j,) + (y + degan xulosaga kela-
iniz, Ikindan esa = 0  ni olamiz, lekin bu shanga ziddir. Demak. 
A almashtirish chiziqli emas.

525. Geometrik vcktorlarning chiziqli fazosi berilgan. 
Almashtirish har bir veklorni Ox o ‘qi bo'yicha luzuvchilarga

almashtirishdan iborat. Bu almashtirish chiziqli bo'Iadimi? 
Yechfsh:
Faraz qilaylik, a = x̂ i + y^j + ẑ k va b ~ xA + y-̂ J-\-ẑ k ixti- 

yoriy vektorlar, Л. esa ixtiyoriy haqiqiy son bo' Isin.
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c/ + 6 -(,t, +,V,)/ + (J'| -r_v,)/+(jj +z0^r,_ / ^ i  =  A .x ^ i +  X y J -I-Яг,A bo'lganligi 
uchiin, A(a+h) - (x, + .\̂)/ -  x, / + .x,/ -  /к  -ь A/), А{Ла) -  /tv, i -ЛАа bo1adi. 
Demak, A — chiziqli almashtirish.

526. xOy koordinata tekisligiga nisbatan har bir gcornetrik 
vekforni uni simmctrik akslantirishga almashtirish chiziqli almash- 
tirish bo'ladi.

527. Har bir geometrik vektorni o^zining uzunligiga ko'paytirish 
chiziqli almashtirish bo‘ ladimi?

528. Agar /]х-Х (, boMib, x clement /t chiziqli fazoning ixti-
yoriy vckiori, xo esa fiksirlangan vektor boMsin. A almashtirish 
qanday hollarda chiziqli boMadi?

529. X =c,e, -1- 42̂ 1 vektorlar chiziqli fazosi berilgan,
bunda haqiqiy sonlar. A — nksirlangan haqiqiy
son. Л .Y -  + C j C , t e n g l i k  bilan aniqlanadigan Л
almashtirish chiziqli bo'ladimi?

530. X -  CjC, + c .c ,+^,^1+ч.,ё'̂  vektorlarning chiziqli fazosi
berilgan A almashtirish har bir vcktorning ikkinchi va uchinchi 
koordinatalari o'rinlarini almasht irishdan iboral, ya'ni 
/1X -  A alimashtirish chiziqli btYladimi?

531. A chiziqli almashtirishning matritsasi. Bx —A x —2x  teng­
lik bilan aniqlanadigan В almashtirish chiziqli bt)‘ lishini isbotlaiig.

2. Chiziqli almashtirishning matritsasi.

Bazisi Ci. F :, F, bo’ lgan, n o'lchovli chiziqli fazo R da, 
A chiziqli almashtirish berilgan bo ‘ lsin. zIFi, A c : ,  ... , AF, R 
fazosining vektorlari bo ‘ !gani ochun, nlarning bar birini yagona 
usui bilan vektorlar bo^yicha yoyish mumkin:

Aê  ^ o,, c, 4- cf, I -f... + ,

Â 2 = CTpC, + r/jjCj -r ...4-

„ e , + r q „ c , + . A ' . -
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А =

. ■ ]
[ a,3 .

■■ J
matritsa ? i, F2......  с̂ . bazisciagi chiziqli almaslitirishning tnatril-
sasi deiladi. Bli matrilsaning Listunlari bazis vektorlarini almash- 
tirish formulalarining koetTitsieiitlaridan tuzilgan. /? fazoda qan- 
daydir x = x,F, +.^3̂ ; + ... + л',Д, vektomi olamiz. Ax g R bo'lganligi 
uchun, Ax vektomi ham bazis vektori bo‘yicha yoyish mumkin: 
zlx -  A'Jt'j 4- +  ... + .r't",, • Л,г vektorning (x ',, x\, ..., )
koordinatalari J vektorning (Xj, Xj......  x,,) koordinatalari orqali
qnyidagi formtilalar b o ‘yicha ifodalanadi:

x', = + (/,3X3 +

Bn n ta lenglikni e i, F i ......  F> bazisdagi A chiziqli almashtirish
deyish mumkin. Bu chiziqli almashtirish formulalarining 
koclTitsienilari A matritsa yollarining elcnxntlari boMadi.

532. /) o'lchovli fazoda E ayniy almashtirishning matritsasini 
toping.

Yechish:
Ayniy almashtirish bazis vektorlarini o'zgartirmaydi:

ya ni
L'l = C|, Сз =Сз, =t'n,

F! = l-F\ + 0-F2 + ... + 0-e,i, 

F\ = 0-c"i + I-ёг+... + 0-ёп,

Fn -  0 -ё| + 0 ' ё > I-ёт.
Shunday qilib, birlik matritsa chiziqli almashtirishning mat- 

ritsasi bo‘lib xizmat qiladi:
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■' 1 0 0 . . o '
0 1 0 . . 0

E= 0 0 1 . . 0

.0 0 0 . - 1;
533. ft o'lchovli fazoda Ax = a  x o'xshash aimashtirishning 

matritsasini loping.
To‘ rt o'lchovli chiziqli fazoda A chiziqli almashtirish qaraladi. 

Agar AE^=ij + ( ,̂ A(^=e,+e^,  =e^+£’,. Ae^=e^+e^
bo'lsa, bu almashtirishni koordinatalar formasida yozing. 

Yechish:
A aimashtirishning matritsasi quyidagi ko'rinishdn

A=

Го 
0 0 

I

1 1 0
1 ]

0 0 

I 0 Oj

Shuningdek, A almashtirish koordinata formasida yozitadi:
x ’l = X j + J C j ,  x ' j = X ' 3 + X 4 ,  x \ - X i + x ^ ,  =  X , + ^ 3 .

534, xOy tekisligidagi barcha 
vektorlar to'plamining chiziqli al- 
mashtirishi har bir vektomi .soat 
strelkasiga teskari yo'nalishda a bur- 
chakka buriJishdan iborat (22-rasm).
Bu chiziqli almashtirish mairitsa- 
sini koordinata formasida toping.

Yechish:

Ai = i cosa+ j  sinar,

Aj = - i  sina у j  cosa  bo'lganligi uchun

22-chizma

A=
cos a  -  Sin Of 
sincr +costr
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bo‘ ladi. Shunday qilib, qaralayotgan chiziqli almashtirish qu- 
yidagi ko‘rinishda bo‘ ladi:

jc' =Jccos a +ysi n a, y ’ —xsi n or+ t;os a.
536. X ~ x̂ e, + JCiF, + Д'-,ё'з + vektorUirning chiziqii fazosi 

qaraladi, bunda Xj, x,, x,, x_, — turli haqiqiy sonlar.
y/x -  X[Cj + х ё̂; тЛ'зй, + x,, ĵ tenglik bilan aniqiangan A almashti- 
rishning chiziqli ekanligini isbotlang va uning matritsasini toping.

3. Chiziqli almashtirishlar uslida amallar.
Quyida kcltirilgan ta’ riflarda quyidagi belgilashlarni qabul qi- 

lamiz: A va В — R chiziqli fazodagi ixtiyoriy chiziqli almashtirish­
lar, A — ixtiyoriy haqiqiy son, x e ~ ixtiyoriy element.

CjX = zlx + Z?x tenglik bilan aniqianadigan C, aimashtirishni 
A va В chiziqli almashtihshning yig‘indisi deyiladi va qnyidagicha 
beigilanadi: В .

C.x = ЛАх tenglik bilan aniqianadigan C, almashtirish 
A chiziqli aimashtirishni A. songa ko'pailinsh deyiladi. Bdgila.sh; 
C, -  ЛА

CyX -  ABx tenglik bilan aniqianadigan C.’̂  almashtirish 
A chiziqli aimashtirishni В chiziqli almashtirishga ko'paytmasi de­
yiladi.

C|, C, va C, almashtirishlar chiziqli bohadi. Cj, C, va C. 
chiziqli almashtirishning matritsasi C=A-^B, С^=ЛА, C^=AB xc.v\g,~ 
liklardan aniqlanadi,

Chiziqli aimashtirishni qo'shislida o ‘ rin almashtirish qonuni 
bajariladi; nmumiy aytganda, AB ko‘paytma BA ko'paytmadan 
farq qiladi.

R fazodagi chiziqli almashtirish nslidagi amallaming ba’zi 
xo.ssalarini sanab o'tamiz;

A{BOHAB)C; AE=EA=A; {A + B)C=AC^^BC; 
C{A^B)-CA + CB.

Agar A chiziqli almashtirish nchun shunday В va C chiziqli 
almashtirishlar topilsaki, BA^E, AC=E  tengliklar bajariisa, u 
holda B = C bo‘ ladi. Bu holda B=C=A~'  ̂ bilan beigilanadi, A~' 
chiziqli almashtirish esa A chiziqli almashtirishga nisbatan teskari
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chiziqli almashtirisb duyiiadi. Shunday qilib, A=AA~^ -E.
Agar chekli i>‘ [chov]i lazoda A chiziqli almashtirish matritsa- 

sining dctcrminanti noidan farqli bo'lsa, A chiziqli almnshtirish 
maxsusmas deyladi.

Ixiiyoriy A maxsusmas chiziqli almashtirish A-' teskari al- 
rnashtirishga cga va faqat bitta ckanligini hisobga olish kerak.

Agar A maxsusmas chiziqli almashtirish koordinata formasida 
qiiyidagi tcngliklar bilan aniqlansa:

j:' = + (7|,y f  ,., + ̂ 1̂̂ 2/,

u hoida A -' teskari chiziqli almashtirish quyidagi ko'rinishda boMadi:

A,, , A-, I , ,■'■‘ii * A-ii ,JC = -pifjf + V +...+
И1
A«2 '

И  И 1 И 1

и = ф ^ .\ '*4ц -у'+ ...+ф ^и ‘
И  И  M l

Bunda A.. — A matritsaiiing a., eleirtentining algebraik 
to'ldiravchisi, \A\~ A matritsaning dctcrminanti.

/1-1 chiziqli almashtirishning matritsasi A matritsaga nisbatan 
teskari bo'ladi va quyidagi tenglik bilan aniqianadi:

Г-̂ Ju 4 i  •
1

'^'' = Г7\
л  2 ■ Д)2

И
. 4 . ■

537. A almashtirish xOy tekislikdagi har bir vektorni « -
Л
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burchakka burishdan iborat. A-^E almashtirishni koordinata for- 
masini toping,

Yechish: - - .л- -  л- - ,V 2 ,-
,4/ = /cos(—) + 7Sin(—) = (— )/ + (— )v;

,-7 •; ,3л- -  . Зл-̂  .42 - ,42 -A] =/cos(— )+ 7 sin(— ) = - ( — )/ + (— )y
boMadi.

Shuningdek,

A =

:
V-

1

42 |̂2
. 2 2 J

E =
f l  0  ̂

0 I bo‘lganIigi uchun;

A + E = 2 2
Я

boMadi.
Shunday qilib, A+E  chiziqli almashtirishni

, 42 42 , 42 42x' = (—  + l)x -  { 4 ~ ) у , у' = ( ^ ) X  + + l)y

tenglikJar yordamida yozish mumkin.

538. Ikkita chiziqli almashtirish berilgan:
.Tc' = X + 2y + 3z, x' = X + + 4 ,5r,
y  = 4x + 5>̂  + 6r, y  = 6x+ 7y  + 9z,
z' = 7x + 8jH + 9z, z' = 10,5x +12>' + 13z.

3A—2B ni toping.
539. Chiziqli almashtirishlar berilgan:
x '  =  x  +  y ,  x '  =  x  +  3̂ ,

y' = y  + ̂  ̂ (A) va y ’ = y  + z,
z ' ^ z  + x, z' = z + x.

m

(B)

(B)



ЛВ va BA almashtirishlarni toping.
Yechish: Berilgan almashtirishlarning matritsasi quyidagi

ko'rinishga ega;
'0  1 I''

= 0 j i . B = 1 n 1
J  0 1, J  ! 0,

Bu matritsalaming ko'paytmasini topamiz;
4  1 2 '  
2 1 I . BA =

' I 1 2 ’ 
2 1 1

.1 - I  ̂ 1
Bu holda AB=BA, shuning uchun ABvz BA chiziqli almash- 

tirishlar ustma-ust tushadj. /15 almashtirishning koordttiai forma- 
si quyidagicha yoziladi:

.r' = x + у  + 2z,
У  = 2x + y  + z,
2 =  x  +  2 y  +  2.

540, jfOy tekisligidagi u = x i  + y j  vektorlar to'plami ustida 
ikkita chiziqli almashtirish bajariladi: A — vektomi uning Ox o ‘qi 
bo'yicha tuzuvchisiga alrnashtirish; В — vektomi I va III koordinata 
burchaklarining bissektrisasiga nisbatan simmetrik akslantirish. AB 
va BA almashtirishlarni toping.

Yechis/i:
Shartga ko‘ ra zlr? = , BTi = xi + y j . Shunday qilib, Ai = f .
Aj = 0, Bi J, BJ -  i . 

ya’ni

A = 0 0 5 =
(0  ]

0 A В
^0
0V 0 BA =

fo
1, 1  oj-

Demak, AB almashtirisli x' = y, y ' = 0 tengliklar bilan, BA 
almashtirish esa ,y' = y, y' = 0 tengliklar bilan aniqianadi. Bu teng- 
liklarni geometrik mulohazalardan hosil qilishni tavsiya etamiz.

541. A almaslitirish xOy tekislikdagi liar bir vektomi a 
burchakka burishdaii iborat. A  ̂ (ya’ni A ‘ A) almashtirishning 
matritsasini toping.
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Yechish:

bo‘ Igani uchun

Ai = i cosor + J sin or, 
А/ = sin or 4- J cos or

A =

boMadi. Shunga ko‘ra: 

A' =

cosor -smor 
sina cosor

^cos^or-sin^or ^cos2a -sin2or^ 
sin 2a cos 2a ^

-2 -s in a -cosa
2 's in a -cosa  

Demak, koordinata tbrmasida almashtirish 
y' = x  sin 2a + _v cos 2a, 
x' = X cos 2a -  _y sin 2a

tengtiklar biian aniqtanadi. Bu natijalarni sof geometrik muloha- 
zalardan ham hosil qilish mumkin.

7Г
542. A almashtirish xOy tekislikdagi har bir vektorni ~

burchakka burishdan iborat. Chiziqli almashtirishning 
B ^A ^+J2A  + E matritsasini toping,

Yechish:

A = 2

Л
1

2

2
2

t -I  
1 I =

!

^0 fl - 1 ] A  0̂ (2 -2^ A -1^+ — = 2-J  0 . 1 J .0 1. 2 2̂ J J  1 ;
B =

543. Geometrik vektorlar fazosi berilgan. A almashtirish fazo- 
ni Oz o'qi atrofida ~  burchakka burishdan iborat, В chiziqli 
almashtirish esa fazoni Ox o'qi atrofida xuddi shu burchakka burish 
boMsin. AB chiziqli almashtirishning matritsasini toping.

Yechish: A-i =i -cos •sin[2| = 

]SI

( 4 .
2

•I + •J



А-j  -  -f-sin| — 1+ y-cos

Лк =k.

B -k ^ -

Shunga ko‘ ra:

■42 72—  и
' 2 2
1 72 72A —  0I 2 2

Bj =

'72^ . r _l_
J

■ 1 T 1 2 J-Л

-  ГТ21
■ - ' I T

•k.

—

к 2 J ■J + k.

0 0 I

B =

1 72 1 I ■
0 0 2 2 2

■ji 1 Ij/j = 1 _  J- - 1
2 ~ 2

i — \' 'У 1 1

Л  T 4  A
2 2 . [ 2 2 ,

544. Chiziqli almashtirish berilgan:
x ’ = -0.5O ' + j) , У = -0 ,5 (л-4-г ), г' = -0,5(,т + >‘> 

Teskari chiziqli almashtirishning matritsasini toping.
545. Barcha geometrik vektorlar to‘pIami qaraladi. A chiziqli 

almashtirish bu vektorlami /^tekislikka nisbatan simmetrik akslan- 
tirish. A~* ni toping.

546. Bazisi 7 ’ 2̂ bo'lgan chiziqli fazoda A chiziqli almash­
tirish berilgan. Agar A e , -^ 2, bol.sa, teskari almashti­
rishning matrisasini loping.

547. A chiziqli almashtirish xOy tckislikdagi har bir vektorni 
a burchakka burishdan iborat. B= A+ A ' matrisani toping.

548. A: x'=x+y, y'=2(x-^y) chiziqli almashtirish berilgan. 
Teskari chiziqli almashtirishni toping.

549. A chiziqli almashtirish xOy tckislikdagi har bir vektorni 
я
— burchakka burishdan iborat. A'  ̂ mairitsani toping.

550. Л ning qanday qiymatlaridn x '= —2.v+y+z, y ' —x —2y+z, 
z'=x+yx+z  chiziqli almashtirishning teskarisi bo'lmaydi.
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4. Chiziqli alma<ihtirishning xarakterislik suulari va хия vek- 
torlari.

Faraz qilaylik, R — bcrilgan ri o'ichovli chiziqli fazo bo‘ lsin. 
Nol bo ‘ lmagan x s R vektor A chiziqli almashtirishning xos vek- 
lori deyiladi. Agar x = l x  tenglikni qanoailantiradigan Л коп 
lopjlsa, 1 soni csa chiziqli almashtirishning J ^ R vektoriga mos 
xarakteristik soni deyiladi.

Agar c,, bazisdagi A chiziqli aimashtirish malril-
saga ega bo'Isa;

u holda quyidagi

' 41 ■- 4 „ ]
a,, a,, .-

A =

K̂ n\ ■■ ,

0\\~ 1 4 : - 4 «
Zljl a ^^ - 1  ... 4,t

4,1 4,2 "• 4 ,,,--

= 0

ko'rinishda yozish mumkiti buMgan /i-lartibli tenglamaning 
/t,, 1,, .... \  haqiqiy ildiziari A chiziqli almashtirishning xarak- 
tcristik sonlari bo'ladi. Bu tenglama xarakSerisiik fenglama deb 
atalib, uning chap tomoni esa A chiziqli almashtirishning xarak- 
teristik kn'phadi deyiladi. Koordinatahiri quyidagi

("n + =0,
— Д() ■ +... + — 0,
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bir jinsli chiziqli tengJamalar sistemasini qanoatlantiradigan hnr 
qanday + vcktor, xarakteristik songa mos
keladigan xos vektor bo ‘ ladi.

Quyidagi miihim teoreinalarni keltiramiz:
Chiziqli aimashtirishning xarakterislik ko'phadi bazisni tanlab 

olishga bog'lik emas.
Agar A chiziqU aimashtirishning matritsasi A simmetrik bo'lsa, 

и Л oWfl I /i — Л ■ E [ = 0 xarakteristik ienglamaning bare ha ildizlari 
haqiqiy sonlar bo'ladi.

551. jc'=5jc+4y, y'=6x+9y tenglamalar bilan aniqlanadigan
A chiziqli aimashtirishning xarakteristik sonlari va xos vcktorlarini 
toping.

yechish: Almashiirishning matritsasi quyidagicha yoziladi;
■ 4^

A =
5̂

VX 9
Xarakteristik tengiama esa quyidagi ko'rinishda bo'iadi:

4'5 -Л
- 0

, 8  9 -Л
yoki -  149. + 13 = 0-

Lining ildizlari Л, = 1, Л, -1 3  — xarakteristik sonlar.
Xos vcktorlaming koordinatalarini aniqiash uchun ikkita chi­

ziqli tenglamalar sistemasini hosil qilamiz:
I (5 -  Л, )г, + 4^, = 0, |{5 -  Л, )̂ , + 4^, -  0,

+ (9 -  Л, ^ 0. [8^, + (9 -  Л,)?' = 0.

boMganligi uchun birinchi sistemani quyidagicha yozish-  I
mumkin:

4̂ ,̂ + 4 o  -0 .
[8 г ,+8^, =0.

Shunday qilib, va qiymatlar —0 tcnglamani
qanoatlantirishi kerak yoki = —cf,. Shunga ko‘ra, bu sistemaning
yechimi = -c , ko‘ rinishda boMadi. Bunda г, — ixtiyoriy
miqdor. Shuning uchun -1  xarakteristik songa й = с,(е^-С2) 
xos vektorlar oilasi mos kcladi, ya’ni i7 = c, ( c j ,
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-4-^", = 0.
ya'ni 4̂ , = 2^1. = C; deb faraz qilib, if, =2e', ni hosjl qilamiz.
Shuningdek, Л = 13 xarakteristik soiiga v = £.',(ё| + 2ё,) xos vek- 
toriar oilasi mos kcladi.

Demak, li = c (̂ё -̂ ¥ 2),^ = +2e,) lengliklarda va
miqdorlarga tiirli son qiymatlarini berib, A chiziqli almashtirish- 
ning turli xos vektorlarini topamiz.

л, =13 qiymat qiiyidagi tenglnmalar sistemasiga kcitiradi.

{
552. Matritsasi A -

a 0"l

0
bo'lgan chiziqli almashtirish be-

rilgan. Bu almashtirishnmg xarakteristik soniarini va xos vektor­
larini toping.

lb  ^  ■
55.3, Malnls.'isi A — 4 -2 borigan chiziqli almashlirishiiing

xarakteristik sonlari va xos vektorlarini toping.
( a ,

554. Matritsasi A= bo'lgan chiziqli almashtirishning

xarakleri.siik sonlari va xos vektorlarini toping.
"2  -I  -  П 
-1 2 -I555. Mairiisa.4i A =

0 1
rishning xarakteristik sonlari va xos vektorlarini aiiiqking. 

yecliixh: Xarakteristik tcnglamani nizamiz:
2 -  Л -1 1
- I  2 -Л  -1

_ 0 0 1-Л
ya’ni

( 1 - Л ) { ( 2 - Л Г - 1 ]  = 0. ( t - Л ) - ■(3-Л) = 0. z;, =1, 2 ,=3 . 
Agar Л = 1 bo'lsa, xos vektorning kordinatalarini aniqlash 

uchun lenglamalar sistemasini liosit qilarmz:

-h"\

bo'lgan clii/iqli alrnashii-

- 0 ,
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= a _
Shunclay qilib, >1 = 1 xarakteristtk songa u=c,(e^~e2) xos 

veklorlar oilasi mos kcladi.
Agar A, = 3 bo‘lsa, xos vektorning koordinatalarini aniqiash 

uchun tenglamalar sisicmasini hosil qilarniz:

[ / ,= 0 .
Bu xaraktcristik songa mos keladigan xos vektorlar oilasi 

V = c'j (e j- ё , ) tenglikdan aniqlanadi.

! '̂ .1 “

556. Matritsasi A=
1 1 3
1 5 I
3̂ 1

xarakteristik sonlarini va xos vektorlarini aniqiang.

bo‘lgan chiziqli almashtirishning

1̂2

557, Agar 0̂ 2 2̂3
3̂3 У

simmetrik matricsa va a, p, у esa 

noldan farqli haqiqiy sonlar bo'Isa, u holda

Л =

matrilsa xarakteristik tenglaniasining hamma ildizlari haqiqiy son­
lar borijshini isbotlang.

Yechish: Matritsasi A bo'lgan ej, ё";, ё, chiziqli almashtirishni 
qaraymiz, U holda:
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Ае, =a^^•e^+ \ — —
- а )  ' У а/

Ае-̂  =

Ае-̂  =

а
\̂2

\

«13 • -
а  

У )

{•e. + u „  -e, +
1 P )

( P\•e,+ « 2 3 '- ■ ё, + 0̂ 2,
1 y )

yoki
= а,, - + д,1 '/J-e, +Дз1 ■;'-ёз

A{p■ё^) = â ^̂ ■a■ё +̂â .,■ fi'e^+ayj-y-Jy 
А[у - ё )̂ = â ^̂  а  - ё\ + а̂ .̂  - Р ■!.+ у - ё̂  

ga ega boMamiz. <х-е^=ё1, р -е^=ё[ ,  deb faraz qilib,
quyidagini topamiz:

AŜ  — «11 ̂ 1 «2î 2 "̂ «31̂ 3’

Аё^ = â ё̂̂  + 022̂ 2 +

= «iJ^ ■'■ «23̂ 2 ■*■ «33̂ 1
Shunday qilib, ej, Г,, Г, bazisdagi /4 cbiziqli almashtirishning 

mathtsasi quyidagi simmetrik matritsa boMadi:

" « I I «12 «13 ’

A' = «21 «22 «23

4«3I «32 «33

Shuningdek, ё̂ , ё^, bazisdagi A chiziqli almashtirishning
xarakteristik tenglamasining yechimlari faqat haqiqiy sonlardan 
iborat bo'iadi. ё,, ё,, ё, bazisga o ‘tiIganda xarakteristik soniar 
o'zgarmaganligi uchun bu ildizlar A matritsaning xarakteristik 
tenglamasiga ham ildiz boMadi.

7U
558. A chiziqli almashtirish fazoni Oz o'qi atrofida у  bur-

chakka burishdan iborat. Bu almashtirishning xarakteristik sonlari 
va xos vektorlarini toping.

Yechish: Bu chiziqli almashtirishning matritsasi:
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1 S
2 2

1

2 2

0 0

л =

ekanligini ko‘rsating.
559. A chiziqli almashlirishning xarakteristik sonlarini bilgan 

holda A~' teskari chiziqli almashtirishning xarakteristik soniarini 
toping.

"0 1 0
0 0 1 0

560. Matritsasi A — 0 0 0 1
J 0 0 0;

ning xarakteristik sonlari va xos ve

 ̂a
561. Matritsasi A~ r a P

r

bo‘lgan chiziqli almashtirish-

bo'lgan chiziqli almashtirish­

ning xarakteristik sonlari va xos vektorlarini toping.

S-§. EVKLID FAZOSI

Agar chiziqli fazo H dagi ixtiyoriy ikki vektor F , у  lar

uchun (x  , y )  bilan belgilanadigan skalyar ko'paytma — haqiqiy
sonni aniqlaydigan shunday qoida rnavjud bo‘lsa, Я chiziqli fazo 
Evklid fazosi dcyiladi, shn bilan birga bu qoida quyidagi shartlarni 
kanoatlantiradi:

1. (F ,J ?)= (y ,.F );

2. ( F ,y  + r )= (x  ,y > + (F ,J ) ;
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3. [Лх , у  )= А{ X , у  ) ixtiyoriy haqiqiy son uclum;

4. {.v,.t ) > 0 agar 3c 0 bo’lsa.
1—4 shartlardan quyidagilar kclib chiqadi;

a) (.v + z , x ) = ( y ,  x ) + i z ,  3c);

b) ( J ,  Лу) =Л( х ,  7 ) ;

d) bar qanday J vektor uchnn (0. x) = 0.

Har qanday x €. R vektorni o'ziga skalyar ko'paylmasi  ̂
vekforning skalyar kvadrati dcyiladi.

Evkiid fazosida 3c vektorning uziffdigi deb, shu vektor skalyar 
kvadratining kvadrat ildiziga aytiladi, yn’ni |3cj -  yj{x, x ) .

Agar bar qanday haqiqiy son bo'lsa, 3c esa — Evkiid 
fazosjning ixtiyoriy vektori bodsa, u holda ]лх| -  |z.| ■ |3c| boMadi.

Uzunligi birga teng bo'lgan vektor normallashtirilgan deyiladi.

Agar X e /? ~ nol bnlmagan vektor bo4sa, (yoki i—i
'x\ 1-̂1

bilan bclgilasb mumkin) normallashtirilgan vektor bo'ladi.
Evkiid fazosidagi bar qanday ikkila x va у  vektor ucbiin Koshi- 

Bimyakovskty teiigsizligi deb ataladigan, y )” <(x. -v)(y, y) 
lengsizlik urinli bo'ladi.

(3c, y)^ <(3c, -v)(?, J ) tengsiziik o‘ rinli bo‘ladi, sluinda va faqat 
shundaki, x va у vcktorlar chiziqii bog‘ liqsiz bo‘ lsa.

(x .y )Koshi-Bunyakovskiy tengsizligidaii — 1 < , < 1 kelib chiqadi.
(л ,Л

cos '̂? -  ; I tengiikdan aniqianadigan va fO. л1 kesmaga tegisbii
|.c['|y,  ̂ 'I _ _

boMgan Ф burchak, x va у  vek/orlar orasidagi bitrcfiak dcyi\̂ d\. 
_  _  я

■Agar nol bulmagan x va у  vcktorlar nchun 'P ~ ^  bo'lsa ii boida 

(3 c ,y )= 0  bo 4 ad i. Bn holda 3c va у vcktorlar ortogonal dcy\\Tid\
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va a J -.v ko'rinishda yozilacli. Evkiid fazosining ixtiyoriy x va у  

vektorlari uchun quyidagi m iihim  munosabatlar o ‘rinli:

1) [л'+ y j <  Л '[+yj — Lichburchak Icngsizligi

2) ф— X va у veklorlar orasidagi burchak bo ‘lsin. U holda
|.r -  vl" -  |.t|‘ + iyj" ~ 2jx[-|y| tcnglik o ‘ rinli bo'ladi (kosi-
nuslar teoremasi). Agar .v 1 p bo’ lso, u holda I x -y j ' =|-t|' +|yj 
rcnglik hosi! bo'ladi. Oxirgi tcnglikda у  ni “- y  ga almashtirib

x + y Г -  x '  + у  tcnglikni hosil q ilam iz (Pifagor tcoremasi)-

561. 46 l-masalada ko'rilgan chi/iqli fazo bi:rilg:in bo '1 sin.
if,; c„) va y = (//i; f?„) ikkita ixtiyoriy vck-

torlarning skalyar ko'paytmasini (x, y ) = c,;;, + 47^: +

lengtik bilan aniqtash miinikinmi (bu fazo Evklid fazosi bo'lishi 

uchun)?
Yechixfi: 1—4 shartlar bajarilishini Ickshirami/.i

)) [y, .t)^Z7|̂| bo'lganligi uchun (J  ,y  )=-( у ,.v ).

--7 bolsin, u holda
y + J - { ; / ,+ 4 ', ; /) ,+^',; 7 .+ ^ ,) va

(x, у + г )-у ,;д  4-... + у ,д ,+#„С ,0^

= (4V/| +<̂ ;Ь2 + ... + ^„c\) = (.V. y ) + (.V. - ) .
3) { z x  y )  = Ag, r } ,+;4^f / .+. . .  + A l , r i  =

= b̂(̂ ,77, +4,7ĵ +... + 4 ji , )=  Я{ х . у )

4) (x, .v) = L̂|‘ О,  agar ......  son-
lardan hech bo4maganda bittasi noldan farqli bo'lsa.

Demak, berilgan fazoda ko'rsatilgan tcngliklar yordamida 
skalyar ko‘paytmani aniqiash rnumkin.
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563. .‘)62-masalada ko'rsatilgan Evkiid fazosi berilgan.

---I b„ lar bar к uni zavodda ishlab chiqariladigan n ta 
ko'rinishdagi mahsulotlaming miqdori. Oi’ esa mos ravish- 
da bu mahsulotlaming narxi bo'lsin, va
>' = (;/,, 7]̂ , /;„) vekt о darning skalyar ko'paytmasini qanday
ma’ ncxla tushuntirish mumkin?

564. Vektorlari n ta musbal sonlardan tashkil lopgan tudi 
sislemalar bo'lgan chiziqli fazo berilgan:

-'-T ) » у  ~{Ut? ■■■■> b?’ ■■■
veklorlarni qo'shish va vektorlarni songa ko*paytirish
^ + P = - -  ......  4 l )  tcnglikiar
bilan aniqlanadi, Skalyar ko'payt mani boshqa 
(x , j?) = Infi In//, + Inr/n+ . . . + tenglik bilan aniqlab, 
bu fazoni Evkiid fazosi qilish mumkinmi?

Yech/sf!:

1—4 shartlarning bajarilishini tekshiramiz:
1. (x , у  ) = In 1̂ In //, + In In rj. + In In //„.

(x ,  у ) = In In + In /?, In i , + ... + In //„ In , 

ya’ni (-Y ,y  )= (y  ,.v )
2. у  + г=//|С,; n„C; bo'lganligi uchun,
(x . у + z ) = )+ In ln(//X;) + In !n (//,^ ) -
-  In̂ 'i In//, +1п^2 In //,+.,.-*- In ln//„ + In̂ ,̂ , In î +lnc. In4', +
+... + b^„In4'„ =(.T, y )  + (x ,~ ).

3. Ях=^^''|; bodganligi uchun

(Ях. y ) = In^'i In//, + In.f/ In//, + In ?/„ =

= Я(1п^, In//, + ln ^ jln ;/,+... + 1п$;,1п//„)-Я(х. у).
4. (x , x ) = lir^|+In-^,+ ... + ln%^„>0.
Demak, qaralayoigan fazo Evkiid fazosi bo'lar ekan.
565. [<z,b] oraliqdagi x = x ( / ) ,  y = y (f) , z = J ( / ) , . . .  uziuk- 

siz lunksiyalarning chiziqli fazosi qaraladi. Har qanday ikki x
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VLi vektorlarning я1са!у;1г ko'p.iytmasini ~ (0
tenglikdnn aniqlab, bu lazoni Evklid tazosi kilish mumkinmi?

566. Agar ikki vektorning skalyar ko'payimasini ulaming uzun- 
liklarinmg ko'payiniasi sifatida aniqlansa, barcha gcometrik vck- 
torlar tuplami Evklid fazobi bo‘ ladimi?

567. Agar ikkita ixtiyoriy Z7 va veklorlaming skalyar 
ko'paylrnii.'ii a vektorning u/unligi va b vektorning a vektor 
yo'nalisliidagi proycksiyasi uchlangaiiligining ko'paytmasi sifatida 
aniqlansa, barcha geometrik veklorlar to'plami Evklid fazo 
boMadimi?

568. 562-masalada qaraigan chiziqli fazoda n=4 boMsin. 

X “ {4; 1; 2, 2) va J  = (l; 3; 3; - 9 )  vektorlar orasidagi burcha-
kni aniqlang.

Yechish: ._____
Л! j = (Л", .V ) = V16 + 1 + 4 + 4  =5;

|7] = s/l + 9 + 9 + 81 = 10;

(x. j )  = 4+3 + 6 -1 8  = -5;

cos r/> = ~'b = -0,I; = arccos(-0, t ) -= 174"]5 .
[]v!-|y| 5-10

569. .562-masalada qaraigan Evklid fazosi berilgan.

r = ( ] ,  ч/з. n/5. -Jin -  1) va y  = (l- 0. 0, 0) vektorlar
orasidagi burcliakni aniqlang.

[-1, l] kesmada .v(t), p (t). z (l) , ... nzUiksiz fiinksiyalar- 
ning Evklid fazosi qaraladi. Skalyar ko'paytmn

(!v, J )  = J.v (/)■ у tenglik bilan aniqianadi. J -  1,
I

p = 3 / - 5 / ’ vektorlar orasidagi biirchakni toping.
Yechish:

I
{ j ,  y )=  |(3/^- l ) - ( 3 f - 5 / ’ bo‘ ladi. Integral ostidagi funk- 
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siya toq bo'ignnligi uchun (,v, y )  = 0 ekanligini ko'rish qiytn 
emns, Demak J  va vektorlar ortogonal.

57K 562-masalada ko‘ riIgan Evklid fazosi «=6  da berilgan. 
?  = (l, 0, 2, 0, 2, O) va 7 = (0; 6; 0; 3; 0; 2) ortogonal vektorlar 
uchun Pifagor teoremasining o'rinli ekanligini lekshiring,

Yechish:
l '̂l -  Vl-+-0 + 4 + 0 + 4 + 0 = 3, j j |  =  >/0 + 36 + 0 + 9 + 0 + 4 =  7 ;

3̂  + J7=(], 6. 2, 3, 2. 2); [T + y| = Vl + 36 + 4 + 9 + 4 + 4 = 7 ^ .

Demak, j+|" + |y|'= |3r + y j ' .

572. 565-masalaning shartlariga mos keladigan uzluksiz funk- 
siyalarning Evklid fazosida ikkita vcktor ko'riladi y  = t'+\,  
у = Я г  + 1. [0, 1] kesmada j  va у  vektorlar ortogonal boladigan 
X nitig kiymatini toping va bu vektorlar uchun Pifagor teore­
masining urinli ekanligini lekshiring.

Yechish: Skalyar ko'paylmani tuzarniz 
1

{^. y )=  J(̂ * +])(Я/^ +l]r// = ^>/ + {Я + ] ) /3 + 1.
0

(if, y )  = 0 shartdan Я ni aniqlaymiz: ^  + (Я + l)/3 +1 = 0 ,

boMadi bundan Endi jr= /*+I, _v = —̂ ^^  + 1

( .v+y)  = - ( ^ | r +2 vcktorlarning uzunligini topamiz;

va

m



Shunday qilib, |-̂| = 477 >12 20

|х|Ч1уН - ^ уГ-
573. а  = (а,; ...;а„), Ь ={Ь^', Ь-^\.. :,h^Y ... turli tartib-

langan geometrik vektorlar sistemasining io ‘plami qaraladi. Agar 

elementlami qo‘shish, elementlarni songa ko‘paytirish va skalyar 
ko‘paytma a  +6  = (oj + ; o_, + + /)„ J.

X a ’ -  (/\,Ор X a ^ - , Л 7 7 , + 6 ' j  = 77; />, + 0 ^ ^  tenglik-
lar bilan aniqlanganda, bu to‘plain Evkilid fazosi boMadimi? 
Ya’ni oxirgi tenglikning o ‘ ng tomoni geometrik vektorlar skalyar 
ko‘paytmasining yigindisini beradimi?

574. Tengsizliklarni o ‘ rinli ekanligini ibotlang;

\/(f( + + ( ;̂ + /7; )’ +-■ + { +  >1,)’  ̂ + ^4’h' +n 'i+- + n~„\

{bV +b'i + -  + ^ '„K v 'i +7": + 7'„) 2 (^|7| + -  + ^,7,,)* b u П d a

^2’ 3̂ ....  f̂i' Hi' Л2‘ Лз ....  П,,— haqiqiy sonlar.
Ko'rsatma: 562 masalada kurilgan EvkJid fazosi uchun uch- 

burchak va Koshi-Bunyakovskiy tengsizliklaridan foydalaning.
575. [O; l] kesmada x(t), y(t), ... — turli uzluksiz funksiyalar

qaraladi. | |(л'+ < 1 J | i-(7 , va agar .v(0) 0 boMsa,
\ Vo YII

I

,b )
|vf7

c(t > 4 -̂ ------— tengsiziiklarning o ‘rinli ekanligini isbotlang.
J.v’ t//

.4
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6-§. ORTOC;ONAL BAZIS VA ORTOGONAb 
AL MAS HTIRIS H LAR

1. Ortogonal bazis.
Agar i^ k  da = 0 bo'lsa, Evklid fazosining ; if,;

bazisi ortogonal deytladi. Quyidagi teorema oVinli: /lar qanday 
Evklid fazosi ortogonal bazisga ega.

Agar ortogonal bazis normallashtirilgan vektorlardan tashkil 
topgan bo‘]sa, u holda bu bazis ortonormal deyiladi. ê . fj.... ц,—
ortogonal bazis ucliun quyidagi tenglik o ‘ rin!i:

_  [0,/V  A: da.

Agar n o'lchovli Evklid fazosida biror bazis

ma’iunn bo'Isa u hold a bu fazoda bar doirn ■■■; ortogonal
bazisni ham topish mumkin. Onogonal bazisda bcrilgan evklid 
fazosining har qanday x veklori J -  teng-
likdan aniqlanadi.

it vektoming uzuntigi quyidagi formula bo'yicha lopiladi:

i-̂ l ^ + 4": + s.,' ■
Ikkita

X =^|ё;+ 4 ,^2 +... + „̂ё;, va У = П|^+П:^2 +--- + П,Л 
vektorlar chiziqli erkli (kollinear, proporsional) boMadi, faqat va

4 4 4faqat shundaki, agar —  = —  bo'Isa.
_  _  Hi Л: Л.
X va у  vektorlarning ortogonallik sharti quyidagi ko'rinishda 

bo‘ ladi:

Ikki X va у vektorlar orasidagi burchak quyidagi formula 
bo'yicha topiladi:

COS(P
+ --+ 4 " V 
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Quyidagi masalalarda n oMchovli Evkiid fazosining ortonormal 
bazisi — bilan belgilanadi.

576. X = 4ё| -  2e'j-b2^ - vektorning uzunbgini toping
577. у  = ĵ + 2 /̂2?  ̂+ 3\/Зёз + 8^4 + 5\[5e  ̂ vektorni normal- 

las hti ring.

578. Ortogonal bazis ^  bazisga o4ish

matritsasi A =

z l  1
1 1 1

4 z l  I
1 1 1
3 6 -2

berilgan. e,; bazis ortogonal

ekanligini isbotlang

579. Л = ?| sin^ a  + e, sin^ a  cos a +ё'■̂  sin a  cos a  + cos a  vek­

torni normallashtiring

580. X =£^yll + в2'1 5 + 1^ 1̂3 va у +e'2'j5 vektorlar 
orasidagi burchakni toping

581. X = 3'ё| y=̂ '\ “ 3-^ +ёз z = ej +Fj -  Зё̂  +
vektorlarga ortogonal boMgan normallashtirilgan vektomi toping

582. A  ning qanday qiymatlarida = -  ё"з - Х.ё, va
p = F,-ё , - vektorlar bir xil Lizunllkda bo‘ladi?

583. To‘rt oMchovli fazoda f\, Jj - /ъ< /4 bazis berilgan. Bu 
bazisning vektorlari yordnmida shu fazoning ortonormal bazisini qtiring.

Yechish: Avval berilgan fazoda biror Я\> 82- 8 : ’ Я4 ortogonal 
bazisni quramiz. Faraz qilaylik, 8 \ ~ f i ‘ 82 boisin.

Shunday cc haqiqiy sonni tanlab olamizki sbart bajarilsin.
O.xiigi tenglikni ikkaia tomonini ga skalyar ko‘paytirarniz va

tenglikni hosil qilatniz.
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=  ^ bo ‘lganligj LichLin, w = - (^ j,  . . /^} / ( Л ' г ) bo'ladi. 

So‘ngra = 7 j - r p j  t;|-f tengtikda /?, va /?, ni shunday

qilib tanlab olam i/.ki X  .Lf( ^̂ 3 j .  sharl bajarilsin.

(.̂ 1 x'^3) = (x i. / з ) * Д ( f i / ^ ( ^ T i ; IT:).

(^ : i ) = (^"2; Л ) + Д ( ? i ; ^2) + (^2; й'з)

tcngliklardan, Д =~(|:i; / , ) / ( l i ;  ^ ,). /?3 7 i ) / (^2; ^2)

Va nihoyat = /_, + y,g, h- y^g, + 7,^3 tenglikdan

Yi ^i). У2 --(^3; Л ) /

Уз / 4) /  (.?з; .?з)
larni lopam i/,.

Shunday qiiib, ct, Д , .  g,, g j, y, lamt yuqoridadek tanlab

olganimizda, Д , g^gj. g4 veklorlarjuft-jufti bilan ortogonal vek- 
torlar bo'ladi. Demak,

«L  c -  « i .  (Г = i i _  f  ^ J k .
' iai ’  la l ’ |аГ ‘ fe l

vektoriar nrtagonall;ishgan bazis tashkiJ kiladi.
584. Darajasi ikkidan oshmagan ko'phadlar to‘p!ami qaraladi. 

Ikki ko'phadning skalyar ko‘paytmasi quyidagi tenglikdcin ani- 
qlanadi: ^

f\ - g ,  J-, = t, fy =1 bazisdan foydalanib va .S8.3-masalada
ko’rilgan yechisli usulidan tbsdalanib, bu fazo uchun ortngonal 
baztsni quring.

Yechish: Avval ^ . g i . g j  ortogonal bazisni ko‘ ramiz, Paraz 

qjlaylik gj -  Ур ya’ni g; = Г, gj = 7i + аД =  ̂+ a / ’ . U hoida
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J I I

jg^rc/t = + a  jc'dt. g| va vektorlarning ortogonalligidan
0 0 0
oxirgi tenglikning chap tomoni nolga aylanadi. Shundny qilib

-5  -  5/^ _ -  _ I rt - I /? f  ^ct -  —  va ^2 ~ ^  Endi ni topamiz. Й ~ +

tenglikda /?, va /?, ning qiymatiarini ortogonallik shartidan ani- 

qlaymiz:

I I  I I
^g/di -  0; -  0 . Shunday qilib, 0=  i j\ |/V/

va 0 = +
i

5 _Bundan Д = -  - ;  /?, = -4. j,/, = I -  —  -  4 I -■
5r ''
T  . . ya m

_  ,  ̂ lOr’ _  , _ 5 r
g;, = I -  4/ + —^  . Eildi .ii, = r ,  g :  -  I -----— va

3 4

^̂3 = 1 -4 /  + 10/̂
vektorlarning n/unligini topamiz.

Shunday qilib,

. ГгГ, .  6H , XO , 1Ш) / ’dt = I I I -iSt * — /■ -  —  ! + ^ —l
\ 0 '■ 3

ê= P 7  = V5/', = Ж  = 7 з (4_5^^),
Is. I Ы

F, = ^  = 3 - l2 /  + 10/'
IsjI

vcktorlar ortonormal bazisni tashkil qiladi.

d!
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585. Л ning qanday qiymattarida

1̂ = + « 2 + ^ 4 -  g2 = e , +Хё;2+ё^+ё^.
gj=F,  +ё2+1ё^+ё^, = ё̂  +ё,+ёз

vektorlardan tuzilgan bazis ortogonal bo'ladi? Bu bazisni nor- 
mallashtiring.

Yechish: (^ ;ё^ ) = 0, shartdan я + Д + 1 + 1 = 0 teng-
lamani hosil qilamiz. Shuningdek, A. = - l  va

gi =- e^+e2+e i +e^,  g  ̂ =е^-е^+е^ +c^, = е , + е , - - е ^ + е ^ .

Sa = ё ; + ё з - Ej . |f,| = Vl + l + l + i = 2.

Shunday qilib,
= 0,5■ (~^| + 2̂ ’̂4 ) ’ 2̂ = 0.5 • — (?2 + t?j + ,

ej =0,5'(ё| +ё; -F j +ё ,),; ё̂  = 0,5-(ё| +ё; ч-ё̂  -ё ,)
ortonormal bazis tashkil qiladj,

586. a  va p ning qanday qiymatlarida

ot_ l* -a _ „ _  _  , I - a  _  a _
va

_  a „  l - a _  , .
Cj = pe  ̂ + y 2̂ + —^— 3̂ vektorlardan tashkil topgan bazis ortonor­

mal boMadi?

Yechish: (i ^ k) da shartlardan teng-
lamalar sistemasini hosil qilamiz;

+ (] -a )^  +9p^ = 0 ,

a ( l  - a )  + 3(l - a ) p  + 3o,p = 0.

Oxirgi tenglamadan /? = -cr *(ог - 1)/3 ni topamiz. P ning bu 
qiymatini birinchi tenglamaga qo‘yib, quyidagilarni hosil qilamiz: 
а Ч  (1 -  йг)‘  + (1 -  a - )̂  = 9; 1 -  2{l -  a)a  + (l -  ) = 9;

( l - a  + a ’ )= 9 - a ning haqiqiy qiymatlarida l - a  + t z '> 0
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bo'lgiinligi u c h u n ,  1 -  a  + a “ = 3 • cz' ~  a  ~  2 =  0 .  S h u n i n g d e k

a , = - l ;  a ,  = 2 :  Д  = ^ ;  A = |

Demak, ikkita ortonormal bazis hosil qilamiz;

I 2 2_ 2 _ 2 I

“  з'"' “ Г ' ’ “ з

-  I h 2_ I _ 2_
'̂3 = - -f — .

3 ’

i 2 I _ 2_ 2e, — e-, *  —
' 3 '  3

= ----£?.
3 ' 3 '  3’ 3

_ (2) 2 „  2 1 .

1. Ortogonal alniashtirishlar.
Evkiid I’azodagi A chi/jqli almasht Irish ortogonal deyiladi, 

agar ii bu fazodagi bar qanday ikkita ,v va v vektorlarning 
skalyar ko'payirnasini saqlasa, ya’ ni (/IJ, = Bunda .r

vektorning iizunligi o'zgarmaydi, ya'ni j/ir| = |j|. Shunday qilib,

.v j  [Ax.  Ay)

Oxirgi tengiikdan A chiziqli almashtirish bar qanday ikkita 
X va у  vcktoriar urasidagi burchakni o^zganimiasligi kdib chiqadi. 
Ortogonal almashtirish ixliyoriy ortonormal bazisni on о norm alga 
o'tkazadi. Aksincba, agar chiziqli almashtirish biror ortonormal 
bazisni ortonormalga o'tkazsa, u holda u ortogonal bo'ladi.

587. liar bir gcometrik vckiorni biror llksirlangan tckislikka 
nisbatan simmeirik vcktorga o'tkazadigan almashtirish ortogonal 
bo'ladi mi?

588. xOy tckisligida yoigan bar qanday vcktorni fiksirlangan 
a burchakka burishdan iboral boMgan almashtirish ortogonal 
bo'ladimi?

20 0



5S9. X ning ganday qiymail;ind:i ,g,v = Lv tenglikdan aniqla- 
nadigan A almashtirish ortogtinal hu'iadi:

590. Biror ortonormLil l\, l'~ b;i/isda

‘ 'i:

I, t/;, a■̂  ̂ a.,; <

malrisa orqali amqinngan A almnshiinsh. agar
ri],(/[, + ((.,(/.T = 0 , ff| |(/j -ro^a„ + = 0 ,

a.qj, I -b (/,,«3, = 0 , i/ и + £/̂ | -b ir ; = 1,

t / , ,  I- + t r = 1 , u'y. + ^
bo'lsa, orlogonal bo'ladimi?

591. .d.? = “ c f i ^ 4- fj?, + almashtirisli ortogonal 

bo'ladimt, bunda x = -r л - ĴF_̂ ihtiyoriy veklorlar, 

Fy c-,. 1Г3, iT, — esa ononormal ba/is?

592, tj, ё,, ё(, — ortonormal bazisbolsin. Ag;ir Aê  - ё , .

Ai\ - -ёл , . (ё, =ё, cosor + ё, s in « , , Аё. -  -ё , sin (2' ■̂ ё̂  cost?,

/]ё; = ёз cos/7 + ё; sin/^, - -ё , sin/d -  cos ^ boMsa, А or­
tonormal almashtirish cknnligini isbollang.

7-§. KVADRATIK FOHMALAR

Xy Л-,, ... , liaqiqiy o ‘ /.garuvchil:irnmg kvadratik formasi 
deb, birinchi da raja li had va ozod had qainashmagan, bn 
o'zgaruvchilarga nisbaian ikkinchi darajali ko‘phadga aytiladi.

■Agar /■(r,. ,v,, .... Л,,,) — Xy Xy ..., .v„ o'/garuvchilarning 
kvadratik formasi, л esa qandaydir haqiqiy son bo'lsa, u holda 
f{AXy л.Гл, ..., лx^) -  л'/(.\ ‘|, л , , ..., .Y„) bo’ladi. ,Agar n=2 bo‘ lsa,

2 0 )



u holda /{x^, лГт) = + 2й|,д:|Л:-,. Agar « = 3 boMsa, u
holda

/{x^, X,, Xj) = й||Х' + й,;;Х; +rJ„Xj +2й,,Х|Х_, +2t7|3XiX, +2йл,х,Хз
boMadi. Kelgusida barcha zaruriy ifodalashlar va ta’ riflami uch 
0 ‘ zgaruvchili kvadratik forma uchun keitiramiz.

A -
Й,, Й,, Й,,

£/,[ Й33 £й.
Й., *11 ^

Й, 1 -  /■ ^12 «13
^22 - «23

'̂ii "32 «31-^
.xarakteristik tenglamaning va Я,

matritsada a^̂ =a ,̂ bo'lsa, Xj, Xj) kvadratik formaning

matritsasi deb ataladi, unga mos kelgan determinant csa kvadratik 
formaning determinanti deb ataladi. A ~  simmetrik mairisa bo'lganligi 
uchun

= 0

bo'ladi.
Faraz qilayiik,

"I" ̂ 3)̂ 31

&2 — ̂ 12̂ 1 ^ ̂ 22̂ 2 3̂2̂ 3’
3̂ ■'■̂ 23̂ 2 ■*■̂33̂3

vektoriar, ё,. ё, ortonorma] bazisdagi X̂ , Я, xarakteristik 
soniarga mos keluvchi normallashtirilgan xos vektoriari bo‘ lsin. 

Ô z navbatida ёД ё̂ , ё/ vektoriar ortonormai baas tashki! etadilar.

'h.
B =

11 '12
h  ̂I Л3 2 3

^2 ^3.
matritsa esa ^ bazisdan ё̂ ’, ё;, ёз' bazisga o ‘ tish matritsasi 
bo'ladi. Yangi ortonormai bazisga o'lishda koordinatalami almash-
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tirish formulalari quyidagi ko'rinishda boMadi:

X, =b^^xl + h^^x[+h^yxl,
Л-, +

Bu formulalar yordamida / ( a',. .Vt, лг̂ ) kvadratik formani al- 
mashtirib, ko ‘ paytmali hadlar kirmagan
/(.V,', A'j, .Yj) = + /liA'j'+ ЯзЛ"̂ ' kvadratik formani hosil qilamiz.

Д ortogonal almashtirishlar yordamida /{x^, y,, Y3) kvadra­
tik forma kanonik k o ‘rinishga keltirildj deb aytish qabul qilingan.

va xarakteristik sonlar Uirli degan farazda muloha-
zatar yuritildi. Agar xarakteristik sonlar jchida bir xillari bo‘lsa 
nima qilish kerakligini masala yechish davomida ko‘ rsatiladi.

593. У = 27y  ̂ -  1 0Y|Y, + 3Yj kvadratik formani kanonik
ко ‘rm/sbga keltiring

Yechish: Bunda (7,|=27, a,2 = -5 , o,, = -3  , Xarakteristik teng- 
lamani tuzamiz

27-Л -5 
-5 Ъ-Я = 0 yoki Я" -30/1-1-56 = 0 , ya'ni /I, ^ 2, Я, = 28

xarakteristik sonlar. Xos vektorlarni aniqlaymiz.
Agar Л -2  boMsa, quyidagi tenglamalar sistemasini hosil 

qilamiz:
| 25^ ,-5 ^ ,-0 ,

Bundan esa =5^j ni hosil qilamiz, q, = c  deb olib, ^  -  Se­
ga bo'lamiz, ya’ni xos vektor » = + 5 e,) ga teng bo'ladi.

Agar Я = 28 boisa, quyidagi sistemaga kelamiz:

l-5 ^ ,-2 5 ^ ,= 0 .
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Bu holda V =c(-5-c-‘| +c\) xos vektomi hosil qilnmtz. и va v

vektorlarni normallashtirish uchun s = l / + 5' =\/^/2в deb 
qabul qilish kerak.

^ (Cl + 5cj) _ ( — 5C| + c, I
Demak, biz ^ ^ , (% -  ------ norniallaslii irilyaii

■ v'26
xos vektorni Lopdik.

ё|, ortonormal bazisdan ё̂ \ Щ ortonormal bazisga o ‘ tish 
matritsasi quyidagi ko‘ rinishga ega:

/У

i -5 '

> I I

Bundan koordinatalarni almashtirish formulalarini hosil qi- 
lamiz:

.. . 1 5 5 , IЛ"| ““ j~ ■ ■' ДI j ~ f----T* I--------  .

Shunday qilib.

'  а  ,ч  '
 ̂  ̂ 5 , 1 ,
+ j  • 1 — ; =  X. + —r =  Л",

Ж '  4Ть П  \ Ж '  Ш
= 2х:-+2Ях':.

f  = \х\'^Х,х\^ bo‘ lganligi uchim bu natijani birdaniga hosil qi­
lish mumkin edi.

594. /  = 2x," -f-SaijXj +S.rj lozadratik formani kanonik ko'niiishga 
keitiring.

Yechish: Bunda <7|, = 2, = 4, -  8 .
Xarakteristik tenglamani yechamiz:

2-Л  4
= 0 A = 0, Я, = 10.

4 8 -Я  ’  ̂ -
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Xos vektorlcimi aniqlaymiz.
zz 0 qiiyjdagi sistemani hosil qilamiz:

|2^,+ < ,  = (), 
l4^ ,+8^ ,=0,

uning yechimlari ,̂ = 2c, = - c  bo'ladi, ya’ ni П = с[2ё^-Щ).
X = 10 da quyidagi sistemani hosil qilamiz:

f-8 4 ,+ 4 ^ , =0 
[4 4 ,- 2 £ := 0

uning yechimlari = c,^, = 2c , ya’ni v = c '|tfi + 2ез j .

1 1
c —

'̂2 =

^2 '+ ! '  V:

(e, + 2l*j )

( 2̂ 1
deb qabul qilib >

normallashtirilgan xos vektorlarni topamiz.

Yangi bazisga o4ish matritsasi (ortogonal almashtirish mairii- 
sasi) quyidagi ko'rinishda boMadi:

_L  J_^
7 ?  7 ?

I _2_
, 7 T -Js)

Koordinatalarni almashtirish formulalari quyidagicha yoziladi:

/J =

Sluinga ko'ra

/ - 2 -7=.V, t - ^ , V .
75

+ 8 ' 2 , 1 
7 ? ' ’ ^ 7^ "'^

■V| +-r^-T,
7 ?  ' 7 !

8̂-j — ^ л - '+ ^ л -; I =10a-;\
V ^5

2 0 5



Bu nifisnlani soddaroq ycchish miimkin. /  = 2 (.Y( + 2.v,)' 
ekaiiligini ko'rish qiyin emas. Shuning uchun

, (.V|-b2Yj) (.V| + 2.Vj) , (2y. - Y , )  . u P -T 1= 2—L = 2i. = .LJ— LL 2 deb qabul qilisli mum­
'  v Th . S '  V5

kin (ikkinchi tenglik almashtirishning ortogonalligini hisobga olib 

yoziigan). -V| + 2л, = ’/S ■ .Vj boMganligi uchun, /' = 10yj‘  bo'Jadi.

595. /  = 3a'i’ +2лч + Д',’ -f 4Л|Л, +4л_,л, kvadratik formani ka- 
nonik ko'riiiishga kcitinng.

Yachish: Bu yerda i/|,=3, «j3 = 1, f/)>=2, й|1= 0, « ,,= 2 .
Xarakteristik lenglamasini tuzami/'.

3 - /  2 U i
2 [ = 0,

ya'ni (3 - 2 ) ( 2 - 2 ) ( I  -  Л) “  4(1 -  x ) -4 (3  -  Я) = 0 . Lining yechim- 
lari:

2 ,-2 ;  A  - - 1 ;  Л, =5
Topilgan xaraklcrislik sonlarga mos xos veklorlarni aniqlaymi/. 

Xns vckUirlarning koordinatalarini aniqlaali uchun uctiia chi/iqli 
tenglamalar sistcmasini hosil qilamiz:

И “  2. 2) Л ^ -1 , 3) X = 5

0. A ^ + 2,5, -  0, Л 2с = 0,
2^1+ 22', = 0, . “ 1̂ •+ jc , + 2.C, — 0, ' -  3 c  + 2 ,̂ . -  0,
"1C _“ 4 1 w ; —0; ■b 2c  = 0; 2̂ 5, -  Ч:. = 0;

-  2c. <1 =■c, 2c,

2̂ == -2c, 2c,
= - 2c, -~2c. 3̂ = c

c ( 2^ - c ,  --2F,), V = с(с|~2с ;+ 2сз), u! - c (2c ;+ 2c j+ c ,)
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 ̂ 2 I 2 l
‘-iJ 3 3
) 2 2
3 3 3
2 2 1

Y 3 3 -V

) , 2̂ = ^(t'i -  2̂ 2 + 2t?,), f,' -  ^ (2d' -h2l', +
j  J 3

Ortogonal almashtirish matritsasi quyidagi ko‘ ritiishda bo'kidi:

B =

Koordinatniarni almashtirish formulalari qiiyidagicha:

2 , 1  2 1 2 , 2  2 2 , 1 ,
\ \  -  —  .v ' +  —  л '  H—  . v ' , .V, = ------- ,y I ---------.y ' -I y ' , y ,  = ---------y I h—  v '  -H —  v ' .

r ' л !  'У 4  ̂* У -^1  - t - .25 ,3 > J i Э J J
Shiiiiga ko‘ ra: /  = 2yĴ -  y^̂ +5хз" .

596. /■ -  6.V,' + 3Yt + 3y  ̂+ 4Y|Yj + 4Y|Y, -  8.v,y, kvadrat ik for-
rnnni kanonik ko'rinishga keltiring.

Yechish: Bli yerda d/ц —6, di,j =3, «,3 =3. a,, =2. a,! =2, 
СЛ3 = —1. Xarak[cristik tenglamani yechlb:

6 - Я 2 2
2 3 -Л  -4  = 0 ,
2 -4  3 -Я

-  Л, = 7./.3 = -2  xarakteristik sonlarini topamiz. Я = 7 da qu- 
yidagi sisleiriaga kclamiz;

4 , + 2 ^ , - b  2^3=0,

< 2 ^ ,-4^ ,-4 ^ 3 = 0 ,
4^3=0.

U biiia 2| = 2,̂ '-, + 2^3 tenglamaga keltiriladi. Bu tenginmaning

ycchimini = 2a + 26,̂ _з = £/, з̂ = 6 ko'rinishda yozish nuimkin. 
Natijada ikkita a va 6 parametrlarga bog'liq bu'lgan

и = 2-(a + b)-Ci +a-7^ +b'F^ xos vektorlar oilasini liosil qilamiz,
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Х = ~2 da quyidagi sistemani liosil qilamiz;
'8^,+2^,+2^3=0, 
2>',+5^"з-4<з=0, 

[2^ ,-4^ 3+ 5^ ,^ 0 .

Masalan, ikkita oxirgi tenglamani yechib —  = — ~9 -1 8  -18

yoki larni hosil qila­

miz. Sliunday qilib, v = c-(?j -2F j -  2F,) bir parametrli xos vek- 
torlar oilasini topamiz. и ~ 2 \ а  + ЬУ'ё -̂¥ a-e'-^+h''e  ̂ xos vektor- 
lar oilasidan ikkita qandaydir ortogonal vektomi ajralamiz. Ma­
salan, a=0 , Л = 1 deb faraz qilib, xos vektorlarni
hosil qUamiz. a va Л parametrlami shunday tanlaymizki, ( » , » , ) = 0 
tenglik bajarilsin. U holda 2-2{a+b)  + h = Q tenglamani hosil qi­
lamiz, ya’ni 4a+5fr=0 Endi a=5 b=~-4 deb qabul qilish mum- 
kin, bundan qaralayotgan oilaning boshqa xos vcktorlarini topamiz: 
«2 = 2eJ + 5̂ 2 -  4F3.

Demak, biz uchia o'zaro ortogonal vektorlarni hosil qildik: 
i7| -  +ёз, «2 = 2ej + 5̂ 2 - 4E,, v -  'ё^- 2 ,̂ - 2F,. iJ, va й, xos
vektorlar A. = 7 xarakteristik songa, v xos vektor .j=l da A = -2  
xarakterislik songa mos keladi. Bu vektorlarni normal I ashti rib, yangi 
ortonorma! bazisni hosil qilamiz, bunda yangi bazisga o ‘ ti.sh 
matritsasi quyidagi ko'rinishda bo'ladi:

5  =

2 2 1 1
s 3V5 3

0 /̂5 -2
3 3

I -4  -2
3V5 3 ^
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Berilgan kvadratik formaga
2 , 2  , 1 , Vs , 2 4 , 2 ,  

■̂2 ~T-hX: = —̂ x , +-— H— X,, Л', = — j: ,— a:., Jfi=—?=J£-,-----^  ,‘ Vs 3Vs '  3 ' '  3 ' 3 ’ Vs 3Vs ' 3
koordinatalami almashtirish formutalarini qo ‘ ltab 

/  = +7jcĵ ~2.rV ni hosil qilamiz.
597. 17j:̂  -ь 12д-и + 8ы̂  — 80=0 egri chiziq tenglamasini 

kanonik ko'rinishga keltiring.
Yechish: Tenglamaning yuqori darajali hadlari guruhr, ma- 

trisasi

A =
( \ 1  6 

6 8
bo'Igan 17x^+12jcu + 8 o  ̂ kvadratik formani hosil qiJadi. Xarakte- 
ristik tengiamani tuzamiz:
1 7 -? . 6 _

^ g _  -  0 yoki X- -  25X + ] 00 = 0 ■ ^ning yechimlari

Я,| =5 , X, = 20 xarakteristik sonlar. Shunga ko‘ ra 1 7 a:^+1 2jc« + 8 

kvadratik forma 5л:'̂  + 20y^ kanonik ko‘ rinishga keiadi, berilgan

tcnglama esa quyidagi koVinishga keiadi: 5x'  ̂+ 20У^ -8 0  = 0 yoki

.'2 /2 
X  у  ,
-r^ + —T—=1, ya’ ni berilgan egri chiziq ellips ekan.Id 4

Elipsning tenglamasini kanonikko'rinishga kcltiradigan bazis- 
ni topaylik, buning uchun xos vektorlami aniqlaymiz.

3. = 5 da ^
jl2^, =0,
l6^ ,+ 3 ^ ,= 0

tenglamalar sistemasiga ega bo'lamiz va uni yechib ~ ni 
hosil qilamiz. = c  deb faraz qilib, - - 2 c  ni olamiz, ya’ni 
17 = c ■ (C| -  2 y ) xos vektor.
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X = о da
'3$, + 6с, = О,

tenglamaiar sistemasiga ega bo'lamiz, bundan = 2^j hosil 

qilamiz, ya’ni v = c-(2 e j+ё^) xos vektor.

c =
1 1 , ,  e ,-2 e , _ ,2 e ,+ e ,

V P '+ ^  n/S qabul qilib, <?, = yfs —\j5

B -

normallashtirilgan xos vektorlami topamiz.
Ortogonal almashtirish matritsasi quyidagi ko‘ rinishga ega:

-"_L j_''
\/'5 -Js

i l  _L
VV5 Js j

Koordinatalarni almashtirish formulalari quyidagicha yoziladi:

17хЧ12лт + 8 У -8 0  = у(А-' + 2У)’ -1-у(х' + 2У )(-2У  + У) + 

+ | (-2 x ' + y)^ -8 0  = 5x'- + 2 0 y ' -80 .

Bu natijani X, va Xj Itir topilganda darhol hosil qllish mum- 
kin edi; Л̂ х'̂  + У у '‘ - 8  = 0.

Quyidagi egri chiziqiar tenglamalarini kononik ko'rinishga 
keltiring:

598. 6аЧ 2 л/5ху + 2 У -2 1  = 0.
599. Лхи+Ъи̂  +16=0.

600. 5 x 4 4 /̂6дy + 7 У -44 = 0.
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VI BOB
ANALIZGA KIRISH

l -§ . ABSOLUT VA NISBIY XATOLIKLAR

Faraz qiiaylik a — hisoblashlarda A aniq sonni almashtiradi- 
gan taqribiy son. a ~ taqribiy sonning absolut xatoligi deb, a 
taqribiy son va unga mos aniq A soni orasidagj ayirmaning absolut
qiymatiga aytjiadi: tenglsizlikni qanoatlantiruv-
chi, mumkin bo'igan д kichik songa, limit absolut xatolik de- 
yiladi.

A aniq son а - д < Л < й  + Л chegaralarda joylashadi, yoki 
A = a±A- О taqribiy sonning nisbiy xatoligi deb, bu sonning ab-

A - a  A - a
solut xatoligini mos aniq songa nisbaliga aytiladi; —

A  A
lengsizlikni qanoatlantiruvchi, mumkin bo'lgan 5 dan kichik 
songa limit nisbiy xatolik deyiladi. Deyarli Â â. boMganligi uchim,

limit nisbiy xatolik sifatida о - — son qabul qilinadi (odatda pro­a
sentiarda ifodaianadi), a(l -  5) < >1 < a(l + 5) tengsizlik o ‘ rin!i. 0 ‘ nli 
kasr ko‘ rinishida yozilgan, musbat a taqribiy son absolut xatoligi 
и-xonasi birlikJarining yarimdan oshmasa, bu son n ta ishonchli 
belgi (raqain) ga ega deyiladi.

n>\ da binnchi ishonchli raqami к bo'lgan, o, taqribiy son-

I ( 1 Y*’
ning limit nisbiy xatoligi sifatida sonni qabul qilish

_:V V ‘ /

mumkin. Agar

J - f - L '6 . — lY2(jt + I)UoJ ( 1)

m a’ lum bo'lsa, u holda a soni n ta ishonchli bclgiga ega 
boMadi,
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Bir necha sonlar algebraik yig'indisining limit absolut xatoligi 
qo'shiluvchilar limit absolut xatoligining yig^indisiga teng. Musbat 
qo'shiluvchilar yig'indisining nisbiy xatoligi bn qo'shiluvchiiar 
nisbiy xatoligining eng kattasidan oshmaydi. Taqribiy sonlar 
ko'paytmasining va yig'indisining limit nisbiy xatoligi bu sonlar 
limit nisbiy xatoligining yig'indisiga teng. Taqribiy son darajasining 
limit nisbiy xatoligi bu sonning limit nisbiy xatoligining daraja 
ko'rsatkichiga ko'paytmasiga teng.

601. Teodolitda o'lchangan burchak 22"20'30''± 30* ga teng boMib 
chiqdj. 0 ‘ lchamning nisbiy xatoligi qanday?

Yechish:
Д = 30’ absolut xatolik. U holda nisbiy xatolik

6 = A = . 30* •100% = 0.04%
a. 22"20'30*

60Z. Nisbiy xatoligi 0,5% boMganda og'irlik kucliining tezla- 
nishi g=0,806,,. ning ishonchli bclgilar sonini aniqlang va taqribiy 
miqdoming mos yozuvini bering.

Yechish:
Birinchi qiymatli raqam 9 bo'lganligi uchun (1) tengsizlikdan

1 ( \ y '
foydalanib, 0,005 < -■ l J ni hosil qilamiz. Ya’ni n = 2, De- 

mak, g = 9 ,8

603. Vl9 sonining limit nisbiy xatoligi 0,1% ekanligi ma’ lum. 
Bu songa neclita ishonchli belgilar kiradi?

Yechish:

Bunda birinchi ishonchli raqam 4 boMadi. 5 = 0,001 = 10“̂  limit

I r tnisbiy xatolik. (I) tengsizlikka asosan 0,001 boMadi.

Bundan /1=3 ni olamiz. Shunga ko‘ra VT9=4,36 {to‘ rt xonati 

jadvaldan лАо =4,3589).
604, Agar nisbiy xatolik 1% ga teng bo'isa, =3,7563 son 

ncchta ishonchli belgiga ega boMadi?
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Yechish:
Birinchi ishonchli raqam 3 bo'ladi, shuning uchun

.n-\I f I
0,01 2-4 l,l0j ‘

bundan ti=2. A sonni shunday yozish lozim: /)=3,8.
605. Kvadratning yuzi 25,16 sm  ̂ ga teng (0 ,01 sm' gacha 

aniqlikda).
Kvadratning tomonini qanday nisbiy xatolik bilan va nechta 

ishonchli belgilari bilan aniqlash mumkin?
Yechish:

X = V25.16 izlanayotgan tomon. 6 = (I (2 )(0.01/25.16)) 
kvadrat tomonining nisbiy xatoligi, bu yerda 0,01 yuzaning abso­
lut xatoligi, ya’ni 5 = 0,0002. Kvadratning o ‘ lchanadigan tomoni 
uzunligining birinchi ishonchli raqami 5 ga teng, k=5 da (I) teng-

sizlikni echib, (5+1)*0,0002 < — ni hosil qitamiz, yoki

1,2 10  ̂ s — Bundan n=3 ni olamiz.

606. Agar doiraning yuzi 124.35 sm  ̂ ga teng ekanligi ma’Ium 
boMsa, (0,01 sm  ̂ gacha aniqlik bilan), uning radiusini nechta 
ishonchli betgilar bilan aniqlash mumkin?

607. Agar kesik konus asoslarining radiuslari /? = 23,64 ±0,01 (sm), 
r=I7.31±001 (sm), yasovchisi £ = 10,2I±0,01 (sm), л = 3,14 boMsa, 
uning to‘ la sirtini hisoblashlardagi limit nisbiy xatoligini toping.

608. g =9,8066 con beshta ishonchli bclgili oghrlik kuchi tez- 
lanishining (45° kcnglik uchun) taqribiy qiymati boMsin. Uni nisbiy 
xatoligini toping.

609. Tomonlari 92,73 + 0,01 va 94,5i0.0! (sm) bo'lgnn to‘g‘ ri 
to'rtburchakning yuzini hisoblang. Natijaning nisbiy xatoligini va 
ishonchli belgilar sonini aniqlang.
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2-§. ЙШ ERKLI 0 ‘ ZGARUVCIUN1\G FUNKSIYASI

Ratsionai va irrastonal sonlar haqiqiy sonlar dcyiladi Barcha 
haqiqty sonlar to'plami R bilan belgilatiadi. Har bir haqiqiy 
sonni soniiir o'qidagi luiqtada tasvirlash murnkin,

Л va У ikkita bo'sh bo'lmagan 10‘planilar bo'lsin. Agar X 
to'plamniiig liar bir .v ciementiga biror aniq qoidaga asosan У 
ning yagona dementi u mos kelsa, bn hokla A'to'plamda qiymat- 
)ar to'plami /bo'lgan I'unksiya yoki asklaniinsh bcrilgan deyiladi. 
Bn rnnksiyaning ko'rinisliint sh unday yozisli nuimkin:

X f  Л', V У ->} yoki / : , v У bnnda ,V funksiyaning antqianish

scihasi, V - ko'iinishdagi sonlardan tn?ilgan Y lo'plam esa ~ 
fuiiksiyaning qiymaltar lo^plami dcyiladi. Agar u o'zganivchi, 
Л' erkli o'zgiirnvcliining fnnksjyasi bo'lsa, n holda у /(,vl yoki
i ' Ф(.л.) ko'rinishda ham yo/ihidi, f  va ф hartlar sliunday qoidaiii 

xaraklcrlaydiki, bnnda bcrilgan .v argumentga у ning qiymailan 
mos kdadi- /" f’nnksiyaTiing aniqlaiiish soliasi D(f) bilan, qiymat- 
lat to'plami esa. Н(Г) bilan belgitanadi. f'(x) rnnksiyaning
dagi qiymali, bnnda iunksiyainng xususiy qiymaii deyi-
ladj va f(ti) bilan belgilanadi. Oddiy hnltarda funksiyaning ariq- 
lani.'̂ h sohasi: ]п.Л[ interval (ochiq oniliq), уаЬп о<л<Ь shanini

((anoatlantirnvdii ,v ning qiymallar lo'pltiini. [.j./j] segment (kes- 
ma yoki yopiq oraliq) ya'tii u<x</> shaiim qanoailaniinivclii x 

ning qiymallar to'plami; jir./’?] (ya’ m tr<A'</j) yoki (ya’ iii

o < x < h )  yarim interval, cheksi/ interval (ya'ni >'J<x<h)

yoki (ya’ ni - cn ' .x<h)  yoki ] -x,+.r[ (ya’ ni -or. <x< x>)
bir necha intetvallar va segmentlar lo'plami va h.k.

Quyidagi t’nnksiyalar asosiy elerneniar f'lmksiyalai dcyiladi:
1. y = x-“ darajali funksiya, bnnda xe:-R
2. i' = a ‘ ko'rsatkichli funksiya, bnnda. « — bird an (arqli ix-

tiyoriy musbai son: 1
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3 . >-'=log ,̂t log:irif’mik f’l-jnksiya, bunda a — birdan farq!i ix- 
tiyoriy musbat son; n>0, a 1.

4 . y=sinx, y=cosx, y=igA', >’ =ctgx, i'=secjc, >'=cosec,v tri- 
gonomctrik funksiyainr.

5. y=arcsmx, y=arccosx, y=arctgx, y=arcctgx teskari trigo- 
noinctrik llmksiyalar

Rlementar firnksiyalar deb asosiy elementar funksiyalardan 
to'rtla iirifmenk amal va superpozisiyalash (ya'ni murakkab tunk- 
siyalami hosil) qilishni, click I i son mad a qoMlash yordamida 
hosil bo'ladigan funksiyalarga nytiladi. Haqiqiy son x ning absolitt 
qiymati (moduli) elementar bo'lmagan funksiyaga miso! bo'Iib 
xizmat qiladi;

I.V,
[-V. ,r<()

|v| geo m Ctrl к nuqiai nazardan sonlar o'qida koordinatasi x bo'lgan
nuqtadan sanoq boshigacha bo'Jgan masofaga leng, Koordtnatalari 
(x, Дх)) bodgan xOy tckislikdagi ntiqttilar to'plami y=f {x )  
ftinksiyaning grafigi deyiladi, bu yerda x t /)(/)

Agar bar qanday x e ZJ(/"> uchun /"(-'х)=Д х) [mos ravishda 
/ ’(“ x )= —/"(x)! bo ‘lsa. aniqlanish sohasi nolga nisbatari simmetrik 
bodgan Дх) funksiya, juft (loq) funksiya deyiladi. Juft lunksiya- 
ning grabgi ordinal.! o'qiga nisbatan, toq funksiya ning grafigi — 
koordinata boshiga nisbatan simmetrik bo'ladi. Agar sbunday musbat 
T son mavjud bo'isaki, x e Dif) va (x+7)cZ) da A(x + 7 ')= /‘{x) 
lenglik bajarilsa. f{x) funksiya davriy funksiya deyiladi. Ko‘rsalilgan 
hossalarga ega boMgan eng kichik musbat r soniga fLinksiyaning 
asosiy davri deyiladi.

nh)  -  /(^0
h-a610, Agar = .v̂  htilsa, —— - ni toping.

YccliLsh:
Berilgan funksiyani X = a va ,v = h da qiymat ini topamiz;

J\a)=a‘ , U hnlda quyidagmi basil qiiamiz:

f(b) fui) b' ‘ сГ
n - il h - 1 = и * h
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бП . /{ -0  =
х - 2

funksiyaning aniqianish sohasint toping.2x- i
Уес/tts/j:
Agar 2x—1^0, ya’ni 1/2 boMsa, berilgan funksiya aniq- 

langan. Shunday qilib, funksiyaning aniqianish sohasi quyidagi
ikki intervalning birlashmasi bo ‘ iadi: /)(/')=

j. ln(i+i-)
612. - funksiyaning aniqianish sohasini toping. 
Уес/i/s/j:
Agar jf — va 1+л>0, ya’ni agar 1 va jc>—I bo‘ lsa 

funksiya aniqlangan. Funksiyaning aniqianish sohasi quyidagi ikki
intervalning birlashmasi bo ’ ladi: £>(/')= ]-I,I[U]k+^[ 

f— — . 3 x -l613. /(дг) = yl -  2x + 3arcsin—-— funksiyaning aniqianish so­
hasini toping.

yec/us/i:
1—2 x > 0  da birinchi qo‘shiIuvchi, — I < (3x —1 >/2 <0 da esa 

ikkinchisi haqiqiy qiyrnatiarni qabul qiladi. Shunday qilib, be­
rilgan funksiyaning aniqianish sohasini lopish uchun quyidagi 
lengsizlik sistemasini echish zarur;

1-2дг>0, (3 x - l ) /2 <  1, ( 3 x - l ) / 2 > - l .  Natijada x <  1/2, x < l ,  
x>-~l/3 ni hosil qilamiz. Shunday qilib, funksiyaning aniqianish 
sohasi [-“ 1/3, 1/2J kcsma bo‘ ladi.

614. Funksiyalaming qiymatlar to'plamini toping:
l)/fj^) = ’̂ -6д- + 5 2 )/(д ) = 2 + 3з!пд
Уес/iish:
1) Kvadratik uchxaddan toMa kvadrat ajratib, /(х )  = л'^-6л + 

+ 9 -4  = (л--3)^ - 4  ni hosil qilamiz. 0 ‘ng tomonda turgan ifodaning 
birinehi xadi x ning barcha qiyrnatlarida rnusbat boMgani uchun 
funksiya —4 dan kichik bo'lmagan qiymat hosil qiladi. Shunday
qilib funksiyaning qiymatlar sohasi [-4,foo) ga teng.

2) Siniisning qiymatlari modul bo'-yicha birdan oshmagani 
uchun |sinxj:Sl yoki -l<sin.v<l tengsizlikni hosil qilamiz. Bu 
tengsizlikning ikkala tomonini 3 ga ko’paytirib va ularga 2 ni qo‘shib,
— 1 <2+3sinx<5 ni hosil qilamiz. Shunday qilib £ ( / )  = [ - ! ,5].
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615. Funksiyalarning asosiy davrlarini toping.
I) f{x)  = cosS-ic 2) /(-If) = sin6x +
Yechish:
1) cosx funksiyaning asosiy davri 2x bo‘ Iganligi uchun,

- . . 2л я/(jc) = cosSjc funksiyaning asosiy davn ga, yoki ^ ga teng.
2я я

2) Bu yerda birinchi qo‘shiluvcliining asosiy davri

teng, ikkinchisi uchun esa, u ^ga teng. Berilgan funksiyaning 
я я

asosiy davri — va sonlarning eng kichik iimumiy karralisiga, 
ya’ni 7t ga teng ekanligi ko‘ rinib turibdi.

616. Funksiyalarning juft yoki toqligini aniqlang;

1) f {x)  = x'̂  -VI + 2sinjc; 2)/(.v) = 2^+2-'; 3 )/(.v)= ;

4) /(я ) = .v̂  + 5.V ;

Yechish:
Ko‘ rilayotgan masalalarda har bir funksiyaning aniqlanish 

sohasi nolga nisbatan simmetrik: birinchi to‘ rtta masalada
£>(/) = (-M,+co), oxirgi masalada esa D{/") = (-^c,-3)U{3,'»).

1) X ni —X ga almashtirib

f { -x )  = e-д')’ ■ Vjf + 2sin(-,v) = -  2sin.V ni hosii qilamiz,
ya’ni f ( -x )  = - f ( x ) . Demak, berilgan funksiya toq funksiya ekan.

2) /(-.v) = 2"'+2’*’' '= 2 ’ +2' bo'ladi, ya’ni /(-.v) = /(.v) De­
mak, funksiya juft ekan.

3) Bu yerda / ( -x )  = | - v j = |x|- 5e '', ya’ni /(-x] = f (x) .  
Demak funksiya juft funksiya ekan.
4) /(jc) = {-,v)-+5(-y) = .v -̂5.V Shunday qilib /(-.r)^ /(.v ) va

f ( ~x ) ^ - f { x ) ,  ya’ni berilgan funksiya na juft, na toq bo‘Imaydi. 
Juft ham, toq ham emas.
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п X I --V + 3 I -V-3 {.V + 3 )' х + 35) П-х) -  Ig——  = Ig---~ = Ig--------—  = -Ig ---- --.V -  J .V + i  -  3 ,v -  J
ni topamiz, ya’ni va shuning uchun berilgan funk-
siya toqdir.

617. Funksiyalaming aniqianish sohasini toping,

t) /{х) = \]4-х^ + 1 , 2) /(.v )-arccos| ~ -lj;

3)/(.v) = A s  4) 5)/(-v)= ,xe cos2.r .v-W" 4

6) /(jc) = !g(3.v -  1) f 2 lg(.Y + 1); 7) / (л‘) = ~ -Tsi^ ,

618. Funksiyalarning qiymatlar to'plamini toping.

I) /(.V) =|.r| + I ; 2) Лл) = 5/.Y ; 3)/(x) = yU -  y' ;

4) / ( y) = -х Л  8y -  !3 ; 5) /(.v) -  1 -  3co5 Y ; 6) /(.t) = 4 "
619,

I)/(■v)^Y'‘ sin7Y; 2) / ( y) = 5 |y 1-3^/? ; 3 ) / ( .y) = .v''-3y ' + y ; 

4 ) / ( y )=|-t | + 2 ;  5 ) / ( y )= 1 .v +  2 | ;  6 ) / ( . v ) =  Igcos.r;

16' -17)/(-v) = - 4'
620. Funksiyalarning asosiy davrlarini toping. 
1) / ( y) = sinSY ; 2)/(-y)= -2 cos(y/3) + 1 ;
3 )/{.y) = lgcos2Y ; 4) / ( y) =/g3-v + cos4.v .

3-§. FUNKSIYALARNING GRAFIKIARINI YASASH

Funksiyalarning grafiklarini yasashda quyidagi usullar 
qoMlaniladi: “ nuqtalar bo‘yicha" yasash; grafiklar ustida amallar 
(qo'shish, ayirish va grafiklarni ko'paytirish); gratlklarni nlmash- 
tirisii (siljitish, cho‘zi.sh).
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у =f(x)  funksiyaning grnfigidan foyclalanib, quyidagi funk- 
siyalarning grafikiarini yasash mumkin:

1) y=f {x - a)  — Ox o ‘qi bo‘yicha a birlikka surilgan boshlang‘ ich 
graUk:

2) y=f (x)  + d — Oy o ‘qi boWicha b birlikka surilgan huddi 
o'sha graflk.

3) y=Af{x)  — Oy o ‘qi bo‘yicha A niarta cho'zilgan boshlan- 
gich graflk.

y —f{kx) ~ Ox o'qi bo'yicha \/k marta cho‘ /iigan, xuddi o ‘sha 
graflk.

ShiHiday qilib, y ~ f { x )  funksiyaning grafigiga кпЧа 
у = Af\k{x -  u)]^ b kef rinishdagi funksiyalarning grafigini yasash 
mumkin.

621. y = 2.v+l + co.sA‘ funksiyaning grafigini yasang.
Yecliish:
Bcrilgan fiinksiya grafigini 

i к к i fu n k.s i у a g rn fi к 1 a ri n i
qrfshisli bilan yasaladi. y=2x+i 
va y=cos.r. Birinchi funksiyan- 
ing graflgi to‘g‘ ri chiziq bo'Iadi 
va uni ikki nuqla bo'yicha yasash 
mu.mkin; ikkinchi funksiyaning 
graflgi — knsinusoida (23-rasm)

-V < 3 
Л- > 3

2 - v

funksiyaning grafigini yasang. 
Yechish:
Graflk x<3 da nur, x>3  da 

parabolaning bir tarmogh bo'Iadi. 
24-rasmda izianayotgan graflk tas- 
virlangan.

623. y=2sin(2X'l) funksiyaning 
grafigini yasang,

Yechish:
Borilgan funksivani

23-ra.siii
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y = 2sin[2(.’( :-—)] ko‘rinishgEi almashtiramiz. Buiida A~2, k=2, a — \/2

>'=sinjf ning grafigini beritgan deb olamiz. Keyin uni absissa o*qi 
bo'ylab ikki marta siqib, y=sin2^ funksiyaning grafigini yasaymiz. 
Bundan keyin hosil boMgan grafikni 1/2 birlikka o'ngga surib, 
y=sin2(j:-0,5) funksiyaning grafigini yasaymiz va nihoyai, oxirgi 
grafikni ordinata o ‘qi bo‘ylcha ikki marta cho'zib, y=2sin(2x'-l) 
funksiyaning iztanayolgan grafigini hosil qilamiz (25-rasm).

Funksiyalarning grafiklarini yasang:
624. y=(x^-x)/3 I*-4,4] kesmada
625. y=x^2-x>^ [“ 3,3] kesmada
626. y=  yfx + у1А-х aniqlanish sohasida
627. y=0,5x + 2“  ̂ [0,5] kesmada
628. y=2(x—!)\ y=x' funksiyadan foydalanib
629. y = !/(.r^+4) 630. y=(x^+l)/jc
631. y=sin (3x-2)+ l 632. y=-2cos(2 jc+ l) 
633. у arcsin(x 2) 634. y — ! "̂ "31п(л J)

[-x^ < 0
635. y = sinjf+cosx 636. y=' 3x .r > 0

[4 -x  x < - l  
637, y = ]5 - l £ x < 0

З.г̂  + 5 X < 0
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4-§. LIMITLAR

Agar har qanday istalgancha kichik e musbat son uchun, 
shunday musbat N son topilsaki, barcha л>Л'' larda lx̂ —a\<E 
bo'lsa, a son x ,̂ ... ketma-kcUikning limiti deyiladi va

Itmx„ = a

ko'rinishda yoziladi.
Agar har qanday istalgancha kichik e>0 uchun shunday 5 >0

topilsaki, 0<lx—£j]<5 da {/"(x) bo‘ lsa, u holda A soniga Дх)
funksiyaning limiti deyiladi va shunday yoziladi:

lim /(x) = A
t l - ^

Huddi shunga o ‘xshash, agar \x\>N da l/’(x)-/4|< e bo‘lsa,
lim / ( x ) =  A

Agar 0<|x—fll<5 da \f{x)\>M bo'lsa, shartli ravishda quyida- 
gicha yoziladi

lim /(x ) = CO
4-^0

bunda M ixtiyoriy musbat son.
Bu holda x ^ a  da Дх) funksiya cheksiz katta deyiladi.

Agar lima(.r) = 0 bo4sa, u holda a (x) funksiya .r - ю  da chcksiz

kichik deyiladi. Agar X< a va x~+o bo'lsa, u holda х -> й- 0 yo- 
zuv; agar x>a va x-^a  bo'Isa, u holda x ^ a  + 0 yozuv ishlatiladi. 
Д а—0)= lim /(x ) va Д а+0)=  lim f ix)  sonlar mos ravishda Дх)

funksiyaning a nuqtadagi chap va o ‘ng limitlari deyiladi.
Limitlami amaliy hisoblash quyidagi teoremalarga asoslanadi.
Agar lim/(x) va limgCx) mavjud bo4sa, u holdan—¥a

1. Iim[/(.i:) + g(.x) = lim /(x ) + lim g(.v),

2. lim[/(x) ■ g{x)] = lim f {x)  ■ lim g(.v),
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f i x )  fini/(.v) 
3. -“ gW  linigWX-*if

shuningdck quyidagi limitlardan foydalaniladi:
smx , 

Imi-------= I ,

birinchi ajoyib limit.

limfl + —1 = liind + a)“ 2,71828
■'-’ I, XJ

(ikkinchi ajoyib limit).
X sonning e asosga ko'ra logarifmi natural logarifm deyiladi va 

Inx biJan bcigilanadi. MisoUami cchishda quyidagi tengliklami hisobga 
olish foydali:

, In(U.v) , ,  a^-l  , ,  (l + .v)"'-l
am-----------' = 1. Iim-------- = ln a , lira---------------- = m

X Л- >’■« Д-

638. «->«3 da 3,2^, 2^......2 + -,.., ketma-ketlikning limiti
2 3 fi

2 soni ekanligini ko‘ rsating,
Yechish:

Bunda ketma-ketlikning /г-xadi =2 + -  boMadi. Shuningdck,
1 ^„̂.2 = -■  Awaldan £ musbat sonni beramiz. n ni shunday yetar-

licha katta tanlab olamizki, -< £  tengsizlik bajarilsin. Buning uchun

n > - deb qabul qilish etarli. Bunday tanlashda |r„-2|<e hosil 

boMadi, Demak, lim.r„=2.

7 10 13 Зи + 4 ,639. da ....т:----- г,...ketma-ketlikning limiti 3/23 5 7 2« +1
soni ekanligini ko'rsating.

Yechish:
3 3« + 4 3 5

Bunda -  -Г =2 2n+\ 2 2{2rj + \) 2(2/7 +1)
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qanday qiymatlarida bajarilishini aniqlaymiz. 2f2/i + ] )> -  boMganligi
£

35 1 ^uchun,  ̂ —  T bo ‘ ladi. Demak 4а 2 "” ~2 boMadi, ya’ni

3
O.i tengsizlik л >12 da ba-e = 0,l faraz qiljb, 

jariladi (masalan, л = 13 da) degan xulosaga kelamiz, Xuddi shun- 

ga o'xshash, 3
2

da) da. 3
~2

<0,01 tengsizlik n>l24,5 (masalan, л=125 

<0,001 esa л >1249,5 (masalan, л = 1250 da) da
bajariladi.

Quyidagi limitlarni toping:
 ̂ ,, 5лг + 2640. Iim----- -2л- + 3

Ycchish:
л ^ 4  bo ‘ lgani uchun, kasming surati 5'4 + 2 = 22 songa,

5 V + 2 22 -maxraji esa 2-4 + 3=11 songa intiladi, Shunga ko'ra lim - — -  = —  = 2 . ̂ 2л + 3 11
Зл + 5641. Itm-----2x + 7

YecMsh:
Kasming surat va mahraji da chegaralanmagan holda

00
o ‘sadi. Bu holda — ko'rinishdagi aniqmaslik o ‘ rinli deyiladi. Kasr- 

ni surat va mahrajini x ga bo‘ lib quyidagini hosil qilamiz
a 5

3.X + 5 3lim------r=  liai ■— - —
- '2 л -+ 7 2 +7 2’

bunda ,v—>co da 5/x va 7/x kasrlardan har biri nolga intiladi.

л '-9642. lim̂v^-Зл
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Yechish:
,v -> 3 da kasrning surat va mahraji noiga intiladi (0/0 

ko'rinishidagi aniqmaslik). Agar л:?ьЗ bo‘ Isa u holda

-9  (,r-3KJc + 3) д: + 3
3,v д(д -  3)

ni hosil qilamiz, shunga ko'ra

д '- 9
lim- = lim ■I и

: + 3

Д 4 3 3 4 3
Lekin x-*-2 da ------ kasr =  ̂ songa intiladi. Demak,

lini
r '- 9

♦1 д’ -3.V- - 2 -

.. x' - x  + ]
643. lini —

■T 4  Д -  .V— I

Yechish.
Bunda 0/0 ko‘rinishdagi aniqmaslik o^rinli. Kasrning surat va 

mahrajini ko‘payluvchilarga ajratamiz:

v’( V -  1) -  I V -  1) ( .V -  I Г ( V 11} 2V “  JT — X +lim^y— nr------r = tini = lim- л- i  0 ^
= tim—  = -  = 0

.V' +.v̂  -  .V-! ’ -I Л'( V - tl -  (л 4 1) (V -  1Ул + I )■' .Y4- 1 2

-t' -100tii'a ^ ^ ■ .-.и1л-’ -20х' + )00л-
Yechish:
Bu ham 0/0 ko'rinishdagi aniqmaslik. Kasrning surati 300 ga 

intiladi, maxraji esa noiga, ya’ni cheksiz kichik miqdor bo'Iadi, 
shunga ko'ra qaralayotgan kasr — cheksiz katta miqdor bo'iadi va

.. r-iOOOlHTl —r------------ —— = OC .jt-ia -20x^ 4- lOOx

iTJc !■ 'Jx + 4 -2  645. Inn--------------x-O X
Yechish:

Kasrning surat va maxrajini V.v + 4 + 2 yig‘ indiga ko‘paytiramiz:
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-  2)(V-v I-4 + 2) .i: + 4 -4Imi -̂----- r —̂ ------------ = lim ■
jc(V.v + 4 +2)

-lin.- ' ‘

-̂ X + 4 + 2

‘>T^^4 + 2 4

(̂1 + ̂ 7 -  i646. i----- ■
' - 0  Л-

Yechish:

Faraz qilaylik, l + jc = y\ u holda x->0  da y-*\- 
Demak,

+ У -1  v'+.v + llim-!*—  ---- ------= lim^4----- = iim

647. Iim

X

sin/MX 
,r

у  _ [ i-t) 1,"* + y ' + + у + 1 5

FecAixA:
Birinchi ajoyib limitni qo'llab, hosil qiiamiz

sinmx .. MjsinMjx ,, sinmx hm------- = lim----------- = Mtlim-------- = mj ,v
Г * -cos5x648. hm------j-----у

Yechish:

,t-.n mx mx

l-cos5x 2sin^(5x/2) Ain(5x72)Y * f5V  25 hm------5---- = lim--------7-----  ̂= 2lim — ------- \  =2-1-1 = — ■V-.U X* X )  {.2 J 2
Biz bunda, m=5/2 qabul qilib, awaigj misolning natijasidan 

foydalandik.
x̂  + 2x̂  + 3x + 4 649. hm̂ — , ------—--

+JX +ZX+1
Yechish:

CO

Bu — ko'rinishdagi aniqmaslik, kasrning surat va mahrajini 
katta darajaga bo‘ iamiz, ya’ni ga:

x^-^2x-+3x + 4 j .^ l-b2/x + 3/x^+4/x^ 1
4x’ +3x  ̂+ 2x+ 1 4 3/x -H 2/x' + 1/x  ̂ 4
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3:с'-2
‘̂ ‘̂ "л/х*+Здг + 4 

Yechish:
Surat va mahrajini ga boMamiz:

,, 3x^-2 3-2 /x*Iim — - -  = liin -

650.

■ Л = з .
■ s/x" + 3x-4  4\ +3/x^ +4/X*' 1

651. Ит(л/х^Т8хТз-л/?^Г4хТЗ)- 

Yechish:
Bunda 0 0 - 0 0  ko‘rinishdagi aniqmaslik o‘rinli. Berilgan ifodani 
+ 8 x + 3  + + 4 x + 3  ga ko‘paytiramiz va bo‘lamiz:

lim(VA'̂  +8x + 3 - yjx̂  +4x + 3) =
j —►r

{Vx' + S x ^  -  V ?  + 47+3)(V.v' + S.v- 3 - 4x' + 4x + 3)= lim ■
Vx̂  + 8 x + 3 + Vx̂  +4x + 3

x̂  + 8x + 3-x^ -  4x -3  
=  ! i m  ,— =■■ -  ■■------- ,  ■ —  = - = =  [ i m

4x
\!x^ +Sx + 3 + Vx̂  + 4 x■«■ 3 v/x̂  +8x+ 3 + %/x̂  + 4x-t-3 

4
Vl + 8 /x  + 3/x^ + Vi + 4 /x  + 3/x^ 2

x4 5 x + 4Y

=  4  =  2 .= lim

652. lim, j „X -3x  + 7

Yechish:
ICasming suratini mahrajiga bo‘lib, butun qismini ajratamiz:

x̂  + 5x + 4 , 8x -3= 1 +-
X--3x + 7 -3x + 7

Shunday qilib berilgan funksiya х^«э da, asosi birga, daraja 
ko'rsatkichi — cheksizlikka (K koVinishdagi aniqmaslik) intila- 
digan darajani ifodalaydi, Ikkinchi ajoyib limitni qoMiash uchun, 
funksiyani shunday almashtiramizki, natijada quyidagini hosil 
qilamiz:

'x 4 5 x  + 4V (. 8x~3 ■
l im  — ;   ------- --  =  l im  1 4-

-3x + 7 x' -3x + 7
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= lim

= lim

1 +  -
8jf — 3  ̂ s-r-i 

:'-3 .r  + 7 j

1 + 8 j f - 3  ^ '•>-3
ЗГзТГГтТТ'

jf" -  3jc + 7

,--3 r.7

JC—» 00 Sx"3 „ , (, 8i-3  ̂ ft* 3da -5—^ b o ' l g a n l i g i  uchun lim i+-j— — ~ =t3c"-3r+7 °  /--ix+lj

. ,, 8 -  3/j  r, , . , ,bo'ladi, 1ИТ1 •;— ----- :ггт ~ ° ekanligini hisobga olib,1-3/j:+7/jT

jr̂ +53T + 4 y  ^
lim,
' - ” 7l X - З д -  +  7

-  ni topamiz.

653. x ^ 3  da f ix )  = — funksiyaning chap va o‘ng iimit-

larini toping, 
Vechish:
Agar д ^ З -0  boMsa, u holda 1/(.y- 3 )-)-^  va 2*'"‘^'-з0. 

Shuningdek, !im/(.v) = i/3. Agar jc+3+0, u holda 1/(д-3)->оо,
j-v3-0

2 - 3  00 va lim/(.Y) = 0.
1-.3-0

654. x -> a  da /{,v) = funksiyaning chap va o‘ng lirnil-
iarini toping.

Yechish:

Agar v^£7-0  bo'Isa, u holda I/{,r -  o ) - з -oc u holda 
va lim 7 {.y) = +oo_

T -Mf i tr

655. jj da 1 /2, 5/3, 9/4,...,{4n -3)/(л + ]),... kcinia-ketlik- 
ning 4 ga teng lin.iiga ega ekanligini ko'rsating.
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656. da 1,1/3, 1/5.....1/(2л-1),... ketma-ketlik cheksiz
kichik miqdor ekanligini ko'rsating.

Quyidagi limitlami toping:

-  6jt + 8
657. -------------

jc' - S jc+I2

V l  + x + x '  -  \  \ +  .V +  .v '
658. lim------------- 5----------------

X ~x

659. lim. -  5.V + 6 . ~ 6.v̂  + 1 lx -  6
..3 ^^-9 660. lim----- j

*-*' x ' -  3x + 2

 ̂ ,, sin(a + 2A) “ 2sin(tj+ Л) + sina661. im----------------- -j-----------------

.. temx îп ,v -
662, lim-s---- 663. 1‘»̂  - "  ■ 664. lim.sin«x 

cosx

‘ -•J'o x-x „ 7Z ~  4.1'

665. lim----- n/2-x = a belgilang.,-.K/2 П -  2x

. 2x  ̂ + 3x̂  + 5.V -  6666. lim ^ — ^
x’ + 3x‘ + 7 x - 1

667. lim
(2x‘ + 4x + 5)(x̂  + X + I)

(x + 2Xx"* + 2x̂  + 7x̂  + X -  I)

x ^ -7 x  + 10 л/4 + x + x̂  - 2
66H, bni^j— ----7:7 • 669. Iim

x̂  -8x+  12 1 x+1

__ ' / 1  +xstnx -  1   i:„
„ 0 . ------- - 3 ---------671. Й т /г т т п

672. -̂*2 - 2x

I -  i;os5x ,, ftf-v -  sin x673. lim---------674. lim"--------------- -̂----■ 1 - L U S  J  A ' ' Л

ini 1 J- J7IX)675. Imi------- -— 2’ h3676. I1111> 2' _2

.’JN



677. -ЮХ + i  -  л/,г̂  +cx + d  ̂■

678. lini ̂ sin s/jc + [ -  sin Jx^ ■ 679. Мт(л/Г+Т - -Ул j ■

1-5 '
680. lim

sin 2л;
682. ‘‘^ТГТ-Т' 683. lim

8' — 7' 

5 ' - l
ln(+x) «0

sm.x

u i684. , x = t* belgilang. 685.

„ +̂ sin/ ,■ з(пЗл;-51пх
686. Iim-----687. »»3 . ■ 688. Iim 10'̂ ’

—Sinf “ ln(X + l)  j-tS- 0

. x' -1689. limsiHA. 690. lim-^------'-** —' JC -  I

691. 11ш/(ч/а-1) (bunda t>0) x-+0da, x = l/t  bilan belgilang

692. lim
2 1

.V + I '
r-nl

3 V693. lim |U -

Г 1 6 "i 5 '-4 '
694. 695.

. X’ -  1696. lim——  ekanligini hisobga oling.'-** jclnx

,, N.\. .y“ + 5 j;^ + 7 ,. 1п(лг + 2 )-1 п 2
697. liin—--------- 698. Iim _ , 4—Г ^99. Itm-------------------2x + Здс + 1 Xf-iO 1*

700. ■ 701. iim(2 -cosa)™"'" .
\ x  -  2 J " “ O

702. lim
JC + a 
JC + 6 703.

2 2 9
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5 -§ .  C H E K S I Z  K IC H IK  M IQ D O R L A R N I A N IQ L A S H

Faraz qilaylik, x-*^a da a(x), P(x) lar cheksiz kichik miq~ 
dorlar bo'lsin.

|. a
!. Agar boMsa, u holda a, p ga nisbatan yuqori

tartibli cheksiz kichik miqdor dcyiladi. Bu hoida а=й(р) k«‘ rinishda 
yoziladi,

2. Agar lim —= m boMib, bunda m noldan farqii son bo‘ lsa, u —' p
holda a va p bir xil tartibdagi chcksiz kichik miqdorlar deyiladi 
va a~p yozuv a va p lar ekvivalent cheksiz kichik miqdorlar

a 3 Лekanligini bildiradi. Agar 11111— = ;̂ bo4sa, u holda liia— 0 bo1ibP ' a
P, a ga nisbatan yuqori tartibli cheksiz kichik miqdor boMadi, 
ya’ ni p=o(a).

3. Agar va p bir xil tanibdagi chcksiz kichik miqdorlar 
bo'lsa, bunda л‘ >0 , u holda p chcksiz kichik miqdor u ga nisbatan 
к ~  tartibda boMadi deyiladi.

Cheksiz kichik miqdorlarning ba’zi hossalarini ta’kidlab oMamiz.
1. I к kit a cheksiz kichik miqdorlarning Ko*paylmasi 

Ko'pf’ytuvchilnrga nisbatan yuqori tartibli chcksiz kichik miqdor 
bo'ladi, ya’ni agar y=ap bu’lsa, u holda y=u(a) va 7=o(P)

2. a va p cheksiz kichik miqdorlar ekvivalent bo'ladi faqat va 
faqat shundaki, agar ularning ayirmasi ot-p=7 a va a ga nisbatan 
yuqori tartibli cheksiz kichik miqdor boMsa, ya’ni agar y=o(a) 
va y=o{p) bo'lsa, u holda a~p .

3. Agar ikkita cheksiz kichik miqdorlarning nisbati limitga ega 
bo'lsa, u holda har bir cheksiz kichik miqdorni unga ekvivalent 
chcksiz kichik miqdor bilan almashtirilsa bu limitning qiymati

|. a _o'zgarmaydi, ya’ ni, agar p “ , а -а ,, P-P  ̂ bo'lsa, u holda

= bo ’ ladi.

Quyidagi cheksiz kichik miqdorlarni ekvivalentligini nazarda 
tutish foydal i, agar r a bo ’ lsa, u holda sinjc~,x:, tgjc~x, 
arcsinx-x, arctgjf-jc, ln( I+л-)-л
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704. Faraz qilaylik, / — cheksiz kichik miqdor boMsin. 
a=5/^+2r' ва p=3r^+2f^ cheksiz kichik miqdorlarni taqqoslang.

Yechish:

a .. 5^'+2/^ 5 + 2/̂  5
lim— = lim —̂ h m - — r -  = -,̂ n p '-«3/^+2/- '-0 3 + 2/ 3

boMadi, a va p laming nisbati noldan farqli son bo‘ Igani uchun, 
a va p bir xil tartibdagi cheksiz kichik miqdorlar bo'ladi.

705. r->0 da a=/sin^r va p=2rsinr cheksiz kichik miqdorlami 
taqqoslang.

Yechish:
n j  a fsin/  ̂ 1 - Л , •Bunda lim — = lim ---------= —limsin/ = 0 ya ni a = o (P ):->n p /-.(1 2/sin/ 2
706. / -* 0 da a = r ln (l+ /), p~tsint cheksiz kichik miqdorlami 

taqqoslang.
Yechish:

ln(l + /)
a  /ln{l + /) ln(l + /)  t .

j-.n p I .a fstn/ '"*® sin/ Sin/

ni topamiz, ya’ni a^-p
707, Quyidagi limiini toping:

ln(l + jxsin .v)lim-1̂ й
Yechish:
Kasming surat va mahrajini ekvivalent cheksiz kichik miqdor-

larga almashtiramiz;
ln ( l+ 3 x s in j)  .. 3j:sin.T sin.v _ hm---------- -̂------= lim-----;—  = 31im-------= 3

tgx X
708. cheksiz kichik miqdorni cheksiz kichik x ga nisba-

tan tartibini aniqlang.

709. y= Vl +xsinx -1  cheksiz kichik miqdorni cheksiz kichik x 
ga nisbatan tartibini aniqlang.

710. X—>0 da y=-Tsin^x cheksiz kichik miqdorni cheksiz 
kichik X ga nisbatan tartibini aniqlang.
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711. Агар f -> О boMsa, a=/^sin^r va р=/ ■ tg/ cheksiz ktchik 
miqdorlarni taqqoslang.

712. Agar ,v->0 va m — ratsional musbat son bo'lsa, а=(1+л:)'" 
va p=mjc cheksiz kichik miqdorlarni taqqoslang.

713. jr-*0 da, a=a*-l va P=xlno cheksiz kichik miqdorlarni 
taqqoslang.

Quyidagi limitlami toping:

<JlT2x-\ sin^3.v
714. iim---- 715. -------fg3x ’ ln̂ (l + 2jf)
Surat va mahrajini ekvivalent cheksiz kichik miqdorlaiga al- 

mashtiring.

, ln (U .v -3 j' + 2.v^716 km— ;— ;— 7 1 7  lim------- ;----—;------.‘ no [n(i _ 4ĵ ) ■ r-i in(| + 3.V -  4v  + X' )

Incosji s in fe '''-h

cosx ni l-(l-cosx) Ko‘rinishida ifodalang.

720. lim (̂1 + .rV
‘’ (l + .v);/{l+.v)' -1

-1 )H "- ! )721. lim------------------

722. lim ^8 + Зд:-2
V16 + 5.V-2 

Surat va mahrajini 2 ga boiling.

6 -§ . FUNKSIYANING UZLUKSIZLIGI

f{x) funksiya a nuqlada uzluksiz deyiladi, agar:
1) bu funksiya a nuqtaning biron bir atroflda aniqlangan;
2) limit mavjud;
3) bu limit funksiyaning a nuqtadagi qiymatiga teng boMsa, 

ya’ni lim/(.v) = /(£j) bo‘ lsa.
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А'—i3 =  Ax (argument oruirmasi) va f { x ) ~ ~ f { a ) =  A  у  (funksiya 
orttirmasi) deb belgilab, uzluksizlik shartini shunday yozish
mumkin: Mm Av = 0 , ya’ni f{x) funksiya a miqtada uziuksiz bo‘ ladi

shiinda ва faqat shundaki, agar bu nuqiada argumentning chek- 
siz kichik orttirmasiga funksianing cheksiz kichik orttirmasi 
mos kelsa.

Agar funksiya biror sohaning bar bir nuqtasida uziuksiz (in- 
lervalda, segmentda va h.K.) bo ‘ lsa, u holda funksiya bu sohada 
uziuksiz deyiladi.

Funksiyaning aniqlanish sohasiga tegishli yoki bu soha uchun 
chegaraviy bo'lgan a  nuqta uzulish nuqtasi deyiladi, agar bu 
nuqtada funksiyaning uzluksizlik sharti buzilsa.

Agar lim /(x ) = / ( « - 0 )  va lim / ( a) = / ( a + 0) chekli limitlar
I' ►n-O

mavjud boMib, f{a), f {a—0), f(o +0) soniarning kamida bittasi 
qolganlariga leng bo'lmasa, u holda a nuqtaga 1-tur uzilish nuqtasi 
deyiladi.

1-tur uzilish miqtalari o ‘ z navbatida, yo'qotish mumkin 
bo‘ lgan nuqtalarga: (/“(a—0)=/"(£j+0) ) bo'lganda, ya’ni funk­
siyaning chap va o ’ ng limitlari bir-biriga teng, lekin funksiyaning 
bu nuqtadagi qiymatiga teng cmas) va sakrash nuqlalariga 
{/■(й-0) Фf{a+Q)  bo'iganda, ya'ni funksiyaning a nuqtadagi chap 
va o ‘ ng limitlari turii) bo'linadi, oxirgi holda /"(o+ 0 )-Д а —0) 
ayirma funksiyaning a nuqtadagi sakrashi deyiladi.

1 tur uzilish nuqtalari bo ’ lmagan uzilish miqtalar, И tur 
uzilish nuqtalari deyiladi. II tur uzilish nuqlalarida hech 
bo’ lmaganda bitta bir lomonlama limit mavjud bo'lmaydi.

Chekli sondagi uziuksiz funksiyalaming yig’ indisi va ko’paylmasi 
uziuksiz funksiya bo'ladi. ikkita uziuksiz funksiya bo'linmasi, 
bo’ Iuvchi nolga teng boMtnagan bancha nuqtalarda uziuksiz bo’ ladi.

723. ДГ =4 da y~x/{x—A) funksiya uzilishga cga ekanligini 
ko’ rsating.

Yechisli;
iim -

V _ 4 = —'jO l im  — —г-4,Пд-_4 = larni lopamiz.
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Shunday qilib, д:-^4 da funksiya na chap, na o ‘ng limitga cga 
emas.Shuning uchun x = 4  nuqta bu funksiya uchun II тур uzilish 
nuqtasi bo'ladi. (26-rasm)

26-rasm 27-rasm

724. jc=4 da y =  arctg-

ko'rsating.
Yechish:

: -4 funksiya uzilishga ega ekanligini

1 It
Agar boMsa, u holda -----va =

boMadi. Agar jr^4 + 0 bo‘lsa, u holda

x - 4  

1
x~4

■> уя 1ш1 V — Л" / 2

bo'ladi. Demak, jc^ 4  da funksiya ham chap, ham o ‘ ng chekli 
limitlarga ega va bu limitlar turli, Shunga ko'ra jc=4 nuqta I tur 
Lizilish nuqtasi — sakrash nuqtasi bo'ladi.

Funksiyaning bu sakrashi я /2 —(я /2 )=  л ga teng (27-rasm)

л:'-2 5
725. x=5  da У = ------ ^  funksiya uzilishga ega ekanliginijc -  5

ko'rsating.
Yechish:
л: =5 nuqtada funksiya aniqlanmagan, chunki bu qiymaini funk- 

siyaga qo'ysak 0/0 aniqmasHkni hosil qilamiz.
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Boshqa nuqtalarda jc“ 59i0  bo'lganligi uchun, kasrni x—5 ga 
qisqartirish mumkin. Shunga ko‘ra, xst5 da y = x + 5 .  Bundan esa

ko'rish oson.

Shunday qilib, x = 5  da funksiya yo'qotish mumkin boMgan 
uzilishga ega. Agar x=5 da y=10 deb shartlashilsa, uni yo‘qotish 
mumkin boMadi. Demak, agar x=5 da ham, (x*—25)/(x—5)=x+5 
tenglik o'rinli deb olsak, x  ning barcham qiymatlarida 
y=(x^—25)/(x—5) funksiya uzluksiz deb hisoblash mumkin. Bu 
holda funksiyaning grafigi y = x + 5  to‘g‘ri chiziq bo‘ladi.

726. y =

727. >■ =

2ЙТГЗТ7Т

I
( х - ) Х л : - 5 )

funksiyaning uziiish nuqialarini toping, 

funksiyaning uziiish nuqtalarini toping.

728. X — ] nuqtada У =  ̂_ ^i., funksiya uzilishining xarakteri

qanday?

sinx
729. x=0 nuqtada funksiya uzilishining xarakteri qan­

day?

IIgx ■ arcig---- -
730. y  = -------------^—2. funksiyaning uziiish nuqtalarini toping.

x(x-5)

-  6x  ̂ +1 l x - 6  . . .
731. y = — ~ 2— , —  funksiyaning uziiish nuqtalarini

toping.
3x̂  -  3x + 2

.T + 1
732. ~ + f)x  ̂+1 Ij. + 6 f î î^ ŝiyaning uziiish nuqtalarini

toping.
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733. funksiyaning uzilish nuqtalarini toping.

1
734. у  — funksiyani quyidagi kesmalarda uzliksizlik-

ka tekshiring.
1)[2,5];2) [4,10] 3) [0.7].

735. у  = ^4 ^  2 ^ funksiyani quyidagi kesmalarda uzliksiz-

likka tekshiring.
1) [6Д0]; 2) [-2,2]; 3) [-6,6].

1
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JAVOBLAR

ьвов

1 9
4. 1) 8; 2) 3. 5. I) 2) - -  . 6 . Л/(7). 7. C(l), D{2). 8 . C(-9),

16. 1) 13. 2) 3. 19. 5. 20. (-1 ; 8), (1; 9), (3; 10). 21. S=0, 
ya'ni A, B, C nuqtalar bir to‘g‘ri chiziqda yotadi. 22. 2)(!7; 22). 23. C(-10;

-7). 24. Vl85. 25. 24 kv.b. 29. /1(4; ^ ); Д(3; С(4^2 ;

3 4Z)(2; Е (2^ 2 ;-^ ); F(7; я), 30. /1(0; 10); - Л ) :

C(0; 0); Z ) ( - ,  - - ) ;  —

3 1 . - 2яй -^ з ). 32. 5. 33. М,(р; -0 ) . 34. МДр; я-ь0).

- - 7 л  . I t35. 1) (3; “ ); (5; - - )  va (2; у ) ;  2) (3; — ); (5; — ) va (2; - ) .

36, ЛУ|(р, Tt-0J. 44. _y = 2.v*-l,5. 45. I va IN koordinatalar biirchakla- 
rining bissektrisasi. 46. 1) va IV koordinatalar burchaklarining bissck- 
trisasi. 47. ,r̂  +_v̂  -2 jt-2y = 0.48. 3x̂  + 2дг>' + 3>'̂  -4.t-4>' = 0 . 49. p = a .

л:' v'50. 0 = a . 51. p = accJ^0. SI. y=2x to'g'ri chtziq. 58. — + ̂ - 5  (bua
x' /egri chiziq etiips deyiladi). 59. — = 1 (bu egri chiziq giperbolaa b

deyiladi). 60.AB to'g'ri chiziqning kesmasi, bu yerda >4(1; 0),Й(0; 1). 
61. .t^+y^=a^- 62. X = a(tsint-i-c05i}. у = a(situ -  icosi) (bu egri chi­

ziq aylana evolventasi deyiladi). 67. I) x + 2j'-2'.^ = 0; 2) З" = + S ;
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Х у  1 2
+ + = 68. nS". 69. 54. kv. b.

70. Yo‘q. 72. л/Зх + у - I  = 0. П. x + у - 4 = 0. 74, 3 x ~ 2 y  = 0. 

75. л: + ^^-7 = 0. 76. x + 3 = 0, y  + 4 = 0. 77. д: + _у-5 = 0,

27
ЛЧ- у  + 5 = 0 . 99. /g a  = —  • 100. X -_>■' = 0, 5.v + 3^-26 =  0,

Зл: + 5>'-26 = 0. 101.Uxfl4v-45 = 0, lv-2.v+35 = 0.102.3.r-y + 14 = 0, 

T -5 y -l4  = 0. T + 2y = 0. 103 .J -2  = 0, y - 7  = 0. 104.4,4, 105.

2,4. 106. m = 4. 107. j f - y  = 0, .r + 5 y - I 4  = 0, 5.v + y -1 4  = 0.

108. -J. 109, (0; 5) va (4;3). 110. (7/8; 0) va (-27 /8 ; 0). о
11 1.13x + 6y-82 = 0, 3  ̂+ 4y -23  = 0, 5 = 31.5 kv.b. 112. 3 .r-2y = 0,

5л + у+6  = 0. 113. 5jc + 4 = 0. 114. 5jc + 8 y + ll  = 0. 115. 5y + 2 = 0. 116,

17.T+! iy = 0.  117. .r + y + l = 0 .  118. x = a , y  = b.  119. X = \, y  = X-

120. 30“, 121. ф = 53'*8'. 122. 5л:-Зу + 2 = 0. 123.7з kv-b. 125.

«1 ; 3), C(Il; 6). 126. 1) f  + ̂  = 2) ,̂7? ^ ' ‘ •'  *— X . ------ 1-

*27. 3 x -4 y -9  = 0; 3 x -4 y + 1 6  = 0 .

4-T + 3 y -3 7  = 0 yoki 4x + 3y+13 = 0. 134. I) а = 4, Л = -3 .r=5; 2)
5, 6=2, r=0; tenglama nuqtani aniqlaydi. 3) o=2, 6=—7, r^=—1; 

lenglama geometrik ma'noga ega emas (mavhum aylana). 135.
tg(p = -2 ,4 . 1 3 6 ./л + 1 /+ /У -1 /=5. 137. (,v -3 )4 (y -4 )’ = 25. 138.
x=3,2. 139. 3x-4y+8=0, 4x-3y+7=0. 140. (;r-2 ) '+y* = 16. 142. (4; 
1,8); (4; ~i,8); (-4 ; 1,8); (-4 ; -1,8). 143. b̂ /a. 144. 4jc+3yH2=0. 
145. 16jc' + 25y  ̂= 41 - 146. \ f  niiqta -  ellipsdan lashqari; N nuqta -

ellipsda; P nuqta -  ellips ichjda. 147. e = s in (a /2 ). 148. Л/(—5; 7),
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149. 3x‘ + 3,v̂  -  2.\y-2x-2y-i = 0 . 150. *51. Izlanayotgan

egri chiziq — ellips. Agar koordinata o'qlarini to‘g‘ ri biirchak tomonlari 
bo'yicha yo'naltirsa (A nuqta Ox o'qida yotadi), bu ellipsning tengla-

■t' Jt' V-masi 9л-- +36y“ =4o  ̂.155.

158. ^ - b ^  = 1.159. 160.  ̂= 7^.161. (-8 ; 0). 162.

3 5 
2

Л

— - ^  = 1. 163. 6 va 14. 166. = l gipcrbolaning o‘ng shoxi.4 12 ’

169. / = 4 x .  170. Л/|Г2, 4;vajiyjr2.'-4;. 171. _ŷ  = 4л', 3^̂ = -4a:. 

172. y = ±2>j2x . 173. y- = ч/2х . 174. 3/{0;0) va M,(18;-24). 175.

y = x . rga = ~ .  179, (3:2), 180. (8 ; - 6 ). 183. I) 0,(1,2), P = ~ :  

У  =-(-“ ) / ;  2 )0 ,(l;3). = x ' = - / ;  3)

Л =Ч ^).х ': 4) О,(1,-2), p = \ :̂ y ^ = x .  184. 1) = 2)

- ' , , 6 , , 1 „ I , ) ,•v.v=y; 3) ■^>'=-3 ; 4) .vy = - .  I87 .(x*-)-+C > '--)'=1 aylana.

188 .^+4—"=1 ellips, yangi markaz 0'(1; -1). 189.  ---- —̂ = 1 gipcr-25 16 4 9

.y'= v'̂ = 1bola, yangi markaz 0'(2; 3). 190, 0'(2; l}nuqia. 19l-77TT'^^T
_  ̂ 4

mavhum ellips, ,v' = .v, _v' = _v + l. 192, y''-.v'^ = I giperbola, yangi

markaz 0'(3; 0). 193. .y' ' = - v' parabola, yangi markaz O'(U^). 

194. x=2 va a'=4 to‘g‘ii chiziqtar, 195. Mavlujni io‘g‘ri chiziqlar.
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202, 5.V +  у  +  1 =  о  va 5x +  V  -  1 =  о  ikki parallel to'g'ri chiziqlar. 203. 
x+X+l=0 ikkita qo'sliilgan lo'y'ri chiziqlar. 204, 2x—3v+l=0, 4x-3y-

— 1=0 ikkita kesishavchi to‘g‘ ri chiziqlar. 205.

^ - ^  = 1. 207. y'=-^2.v'. 210. .v=l/2. y = l/2. 211. Sistcma qa- 

rama-qarslii (yeciiimi yo‘q). 212, + y = « - « .  213. Sistema an-

- f  Л ’jqlanmagan (cheksiz ko‘p yechiinga ega; л -  ixtiyoriy, “ I ” 2 /''''^l2 ’

214, ,v = у = г = t . 215. X = cosa у = sin a . 216, .r = 2r, у = /, c = 2/ .

222. 0. 223. 2. 224. 2(ar/-^c). 225. .v = 1, у = 2, .-= 3 . 226.

д- = 0, y = 0, r = -2 . 227. ,v = 0.y = 0, c = 0. 228. x = f, y = 2f, .- - -3 /.
229..v=l, y = -l, z = 0 230. .v = f, у -  л г = - / .

II BOB
234. C(5/3;ll/3;13/3), D(l/3; 13/3; 17/3). 236. jW(3; 1; 3). 

237. Teng ikkiga. 238. jW(0; 0; 17/8). 239. M(l6;-5, 0). 246.

(6 + Xc)
A.W = 248. =0, a,, =2 , a. = - 2 .  249. + m+l . 251.

3 2 „ 6cr = —; co sa -—, cos[3 = cosy = —. 252. |.'W,jW[ = 7, cosa = y, cosp = -y ,

3 -  _ -  -  _ _cosy = y . 2 5 3 .= -2 / + 5X yoki b = - 2 j - $ k .  254. M M ;4; 472).

255. 5ij = (1/3 )I - ( 2 /3 ) / -(2/3)X . 268. —96. 269. arccos (17/50). 

270. m=l.  271. 547. 272. A = F s = / ’"-.v-cosfp = 5\/3 .

273. (±1/7ГТх7-37 + Х). 274. c = / +X yoki c = (1/3)(-/ + 4 /-  A ]. 275.

20/3 va 20/7. 276, r,, =7i +7J+7k . 279. Yo‘q, cluinki komplanar
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vektorlar o‘zaro perpendikuiyar bo'la olmaydi. 280, +1 j~k  .

281.V^/2 kv.b. 282. 4. 284. 20 kub. b.; 4ч/5Ю/17.

296. 1)
(■v + > -z -2 )

V3

Ш BOB

-3

>2) (572)" (572)-' ■

297. «  =
13

729 ; koordtnatalar bosbt va Л/„ nuqta tcsiklikning turii tomo-

nida yotadj. 298. n-lsis/ i-  299, 1) .v + y’ + z -5  = 0 ;
2)2.x + 2y + 7-6  = 0 2̂ : + 2y + ; - 6  = 0. 301. .V (5 ;5 ;5 ). 302.
4:f-3y + 12z-169 = 0. 303. 5y+4z = 0, 5л-3г = 0, 4л-3у = 0. 304.

6x-f-5>'-7z-27 = 0. 305. f ""

jc + 7y + 10z = 0 . 308. -v-y = 0.309. x + y+ z -3  = 0.310. 5_v + 2>-9  = 0. 

311. T2x + y + z -5  = 0. 312. 4.T + 3v-2r-l=0. 313. “ 41Д)т +

+ (S|Oj- SjD,)у + (Г|Д-CjD,)z = 0. 314, x-_i' + 2 = 0. 315. arcsin(5/6). 

327. 5y + 5r-64 = 0, л- = 0 (roz); 5x + 5z-2 = 0, у = 0 {.VOZ) . 328. 

(x + [)/5 = (y -3 ) /2  = z / 1 . 329. cosa = 6/7 , cosP = 3/7 , cosy = 2/7 . 

330. (x -l ) /7 2  =(y + 3)/l = (z -3 ) /(± I ) . 331. (x-5)/] =(y + l) /3-i

= (z + 3 )/(-]l) .  332. M (0 ;7 ;-2 ) .  334. x = - 3 / - l ;  y  = 6l  + \ ;

z = t + 2. 335. 5 7 ^ / 6 -  336. {x-3)/3 = (y+l)/(-5) = (z-2}(-2). 337. 

coscp = 20/21 . 338, л/0 = у /1 =z/2. 339. (,v-4)/2 = {y-I)/l ={r + 2)/(-2). 
340. x/2 = (y -2 )/(-l) = (z -l)/0  . 341. (x- 1)/2 = (>■-1)/(-3) = (z -l)/2  . 
342. x/l = (y -2 ){-l) = {z - l) /( - l ) . 343. x-5y-2z + l I =0.
344. x/(-]0) = (y-3,4)/I3={z-5,2)/19, 348. 1) C<-1; -2 ; 0), r-5 ;

241



2) С(2; -3 ; - 1 ) .  г=4; 3) С(0; -1 ;  3 /4). г= 3 /4 ; 4) С(1; 0; 0), /-=1; 
5) С(0; 0; 2), г = ! .  349. I) Sfcrj tchida; 2) Sfera lashqarisida; 3) Sfera

ustida. 350. (a r -2)’ + ( y - )) '+  (-+  2)̂  = 9 . 356. I) Aylanma silindr; 
2) elliplik silindr; 3) giperbolik silindr; 4) parabolik silindr; 5) parabolik 
silindr; 6) prarabolik silindr; 7) aylanma silindr; 8) applikatalar o'qi 
-T =  0, >* =  0 ; 9) bisseklral tekisliklar x =  Z va x =  -Z' ,  10) =  0 va 
y  = x (ekisliklar. 357. 1) . t ' + z * = 9 ,  y  = 3 (aylanm a);
2) y^ - x ^  = \ , z =  i (gipcrbola); 3) - y ^  = 0, x =  0 lo ‘g‘ri
chiziq). 358. 1) y '  /  h ‘ +  -  X'  /  a '  =  0. 363. 1) Giperbolik pa­
raboloid; 2) uchi koorainatalar boshida bo'lgan konus, 364.

2 2 2

3z =  2x^ + y ^ . 365. —  +  —  + ~  =  1. 366. (aylana) x ' +  =  I ,
9  ̂ 1

z = 1 . 367. 1) Ordinatalar o'qi; 2) o'qi Oy bo'lgan va uchi koordina- 
talar. boshida bo'lgan konus; 3) o'qi Ox bo'lgan va uchi koordinatalar 
boshida bo'lgan konus; 4) koordinatalar boshi; 5) Oz o'qi bo'yicha 
kesishuvchi ikki tekislik. 374, x = y  va x = z ikki tekislik. 
375, (x — 2)" + (z -  2}̂  = 4  aylanma silindr. 376. X  =  у  =  z  to'g'ri chi- 
ziq, 377. + (^ — 1) ^ (z - 1)' = 0 uchi 5(0, 1; 1) nuqtada bo'lgan
ikkinchi tartibli konus. 378. (O; 1; — l) nuqta, 379. + y'  ̂ / 4 — z'  ̂ =1
kanonik tenglamali bir pallaii giperboloid. 3 8 0 . -I-z'  ̂ = -1  
kanonik tenglamali ikki pallaii giperboloid. 381, x'  ̂ + y'  ̂ = 4z' kanonik 
tenglamali aylanma paraboloid. 3 8 2 . — z^^/9  = 2y kanonik leng- 
lamali giperbolik paraboloid.

IV BOB

387. 900. 388. 12. 389. 21280. 390. a ' h \  391. x = l,y = - l , .  

z = 0, f = 2. 410. (r; 2/; 3/) bu yerda r—ixtiyoriy haqiqiy son.

411.{2r ;2r;/) bu yerda f-ixtiyoriy haqiqiy son, 412. (0; 0). 413.

/ _  4  -  8  -  4"i
x'cosa-_v '(l+  sinor)= 0 to'g'ri chiziq. 414. В = - 3 - 1 - 5

- 7 - 6 1

242



'9 6 6̂ I'O.I -0,2 0,7̂

415. 6 9 6 416. 0 0.) -0,2
.6 6 9, . 0 0 0,1 ,

417.x - l .  y = 2. 1=3.

418. x, =2, X, =1;^, =-(4/V4T)/-(.‘i/V4T),/; = (b'Л ) г . (l / V2)> .

419. X, =-2. Xj = 3, Xj = 6 ^]=а(/-Л). л =Р(/->+А]. =‘/(f + 2;4X).

423. ,v''/16 + v " /4 =  1 . 424. /25 - v’’ /9 = i - 425. y*^=2 /̂2д■'^

426. x'^ + y ' ~ / ]  -  z ' ‘ / 3 -  I (bir pallali gipcrboloid).

427. 2y''  ̂ +3z"" = -Убл''' (cHiptik paraboloid). 434. agarЯ7iO bo‘lsa,

r ( / ! )  = 2.  435. r { / l ) - 3  436 .г (л )~ 3  bazis minorlar

fO 2 0'' 
1 0 (1 

D 0
va

0 Cl'
(1 0 4 , 437. /■(.•[)—2; bazis minorlar |, j [, ( ; ' 1 .

.,9 3 1) V-' f

I 4' [■ J 4 j
3 8 , M :  I I I

6'| [1 «I
v;i I , , |. 441. Sislcm.i o'rinli.I 3 ,1 [i  4.

г (.-1 )-/ '(Л |)-2 : .1,-1. 442. r (./ )= i. /(.■!,)= 2  Si^e-

ma o'ri nli cm as. 443. Sistc m:i o' rinli, / { , ( )  — r(.-l,) ~ 2 • 446. 
■V, = I. .V, - 5. .V., = 2 . 447. V, = 1. - 2. V, -  3. V, ^ 4 448.
-V ,=5, . v ,=4 .  -Vi- З . Л ,  =1, .гч - 2 449. Sisicma o'rinli cm,is.
450. = y  = 2.‘J6. J  = 5,04 451. .v = L.Sa v ^ l. !6  г = 1.40.
458. V, = , ,v. '■: (( 4 I , V. = (/ + 2 , Vj = « I- J  4.59. Sistcilia o'rtiili ciiias, 

460. r(.4) = 3.

V BOB
463. Ha. 464. Yo‘q, chimki to'plamning ikki dementi yig'indisi sbu 

(o'plamning dementi emas. 465, Yo'q, clumki ikkiiidit darajali ikki 
ko'phadlaming yig'indisi birinctii darajali ko'phad yoki o'zgarmas son 
bo'MsIii nutmkin. 466. Ha. 467. 1) Ha; 2) Ha; 3) Ha; 4) Yo‘q.

243



468. На. 469. 1) nol vcktor boMganilagina; 2) yo'q, chimki bn fazoda 
a: va у vektorlardan tashqari boshqa Ar+ ko'rinishdagi vektorlar ham 
hodishi kerak. 470. Yo'q, chiinki liosil bo'lgan vektorlar to'plamida 
yig'indiiii .V bo’ lgan vektorlar topiladi, masalan, {,v -  у / 2 )  va(x +  y ) / 2

vektorlar, 471. Miimkin. Masalan, geomelrik vektorlar to'plamidan Oz 
o'qiga perpendiknlar bo'lmagan vektorlartii chiqarib tashlasak, chiziqli
fazoni ta.shkil cuivchi 2/ + /.if vektorlar to'plami hosil bo'ladi. 473.

Yo'q, chunki Д(̂ |. дт' ? ? ) ’ ~ biitnn bo'lmagan to'plamga
kirmasa, 474. Yo'q. 475. Yo'q. chunki qarama-qarshi vektorlar 1 
oktantada joylaslitnagan. 488. Darajasi n dan oshmaydigan bare ha
ko'phadlar to'plami, 501. x - - 502.

Л = £’| + t'j + Cj » ... + . 504. g I — £, I ,  ̂j = ccg 11 Qt, — Pg z > ъ \ >

■ 505. Yo'q, chunki c, +t'i =0 bajarilishi kerak, bii esa

c,', e /, Cj bazis vcktorlaming chiziqli crkli bo'lgani sababli miimkin emas. 
506. Bu element nol vcktor bo'lgandagina miimkin. 508. Kesishgan 
,v,. = (O; elementlar to'plami
yig'indisi R fazo bilan iistma-ust lushadi. 509. 
d(/f|)=3, d(/i.)=3. £̂ (/?j)= 2, d(Wj = 4. 510. Yo'q. 513./?, o'zgarmas 
kattaliklar to'plami, = Г,,/' + + Cy • C, ko'rinishdagi ko'phadlar
to'plami. 514. /?, — Ox o'qiga parallel bo'lgan barcha vektorlar to’plami, 

= R ■ 516. Barcha jufl fimksiyaiar to'plami fazo osti tashkil qiladi, 
toqlarining to'plami yo’q, chunki ikki toq fimksiyalarning ko'paytmasi 
juft funksiya. 517. Yo'q, chunki i,xIiyoriy Aa vektor bu to'plamga legishli 
cmas, agar Я irrastional son bo'lsa. 522. 

J\ = ( - l ;0 ;l ;0 ;0 ;) ,  / ,  = (-1; 0; 0; 1;0) , /  = (O; -  I/2; 0; l),

/  = (-C ;-C ;-0 .5C ; C,;C ,;C,). 526. Ha. 527. Yo'q, chimki 

bo'iganda \a + hy\a+h\ = a-a ^b-h tenglik bajarilmaydi. 528. — 0
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bo'lgandagina. 529, сг=0 bo'lgandagina. 530. На. 533.

a  О 0.  о 

о а  О . о I 

........... [­
О О О «  ,

536. -I =

■'О ! 0 0' 
0 0 10 

о о Г) I 
I, 1 о о о

. 538. ЪА-2В = Е- 544. -
1 -I - ] )  

-1 1-1 
- I  -1 I ,

545. А ’ = А.  546. Л'' =
О \̂

- I  О
. 547. B = 2Ecosa . 548. А chiz-

iqli akslantirish teskarisiga emas, chunki |Л| = 0.  549.

A- ={а ~'У ° '1. 550. d <- 2  da. 552. i) Agar a=^p bo‘lsa, X, =u,
V“ '

и = Cj î, t= p, 0 = ; 2) Agar a ~ В bo‘ Isa, =A. = a ,

1) = С)ё| + CjCj, 553. = a , й = Ĉ  ̂+ . 556. Д = 2,

i7 = C| ); A, = 3, V =C; (̂ 1 +ё,); A. = 6, iv = Ci{e| + 2Щ+ё- )̂

558. 2 = - l ,  i7 = C|7 + CjJ. 560. A = 1, ;7 = C, ( e j +ё, +г^);

2 = -1, й = С; (ё, — ̂  + ?з -  ). 561. Д = а + р + у, й = С(ё| +^1 + ёз),

563.(х, у ) —когхопа ishlab chiqarayotgan barcha mahsulotning umu- 

miy bahosi. 565. Ha. 566. Yo‘q, chunki, Л = 0 da 2° va 3* sharliar 

bajarilmaydi. 567. Ha. 569. arccos(l/w). 573. Ha. 577. lx|=5. 578. 

?/|7|=(|/15)ё(+(2Л/15)ё2 + (Л/5)ё1 + (8/1.5)« + (Л/3)ё5. 579. x -
7Г _  _  _nonmirovanniy vektor, 580. 581. ±0,5(С|+C3+Сз +ej). 582. A=±l.

587. Ha, 588. Ha. 589. А = э;1 da. 590, Ha, chunki, Ae,, Аё̂  w Аё~ 

ortogonaiiashgan bazisni tashkil qiiadi. 591. Ha, 598. .v'-/2 1+ y ^/3 = 1. 
599, ,v'" / 16 -  v'" / 4 -  I, 600. v'̂  /44 + v'* / 4 = I.
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VI BOB
606. /1=4. 607. ^ = 0.16%. 608. = 0.0005%. 609.

(5=0.022%; H = 4; 5 = 8765±0.1m^ 617. 1) [~2, 0[ U ]0, 2]; 
2) fO, 4|; 3) ]-oo, 0[ U 10, +oo[; 4) 7т{2п + \)/4, / / e Z ;
5) ]-« ); -2 ) U [2; + Ц ; 6) Ц/3; +«,[; 7) [0; 2[. 618. I) |1, +co[; 
2) l-o), 0[ U ]0, +oo[; 3) [-4 , 4]; 4) ]-oo, 3(; 5) [-2 , 4];
6) 10, 1]. 619. i) Toq 2) juft; 3) toq ham emas, juft ham 
emas; 4) juft; 5) toq ham emas; 6) juft; 7) toq. 620. 1) 2я/5; 
2)6л; 3)л;4) л. 657. 1/2 . 658. -| . 659. 1/6. 660. -2 . 661. -s in ff . 
662. /W//7. 663. sec'л,. 664. -^/2/4, 665. 1/2. 666. оо, 667. 2. 
668. 3/4. 669. -1/4.  670. 1/2. 671. 3. 672. 7 7 /4 . 673. 25/9. 
674. 1/2 , 674. I / 2 .675. m. 676. 1 agar j: +ос ; —) , agar д- ->• - d o  .

677. {а-с)/2.  678. 0. 679. 0. 680. Ы5. 681. ^«(8/7): ^н(б/5) . 
682. 2. 683. Ёп5. 684. 1/4. 685, 1 agar д->+0; -l.agar .v->-0. 
686, +0О. 687. 2. 688, 0. 689, Mavjud emas. 690. 5/4. 691. bia . 

692. e. 693, e'. 694. 1/6. 695. f//(5/4). 696. I. 697. -3 . 698. 0. 
699. 1/2. 700. . 701. ^  . 702. й" " . 703. 7^ . 708. y~x.  709. 2.
710. 1/2. 711. a = O(0). 712. a ~ 0 .  713. a - 0 .  714. 1/3. 715. 9/4. 
716. -1 /2 . 717. -1 /2 .  718. -1 /2 .  719. 1. 720. 9/25.
721, (£/j5 ■ f«4)/{f«3 ■ f«6 ). 722. 1,6. 726. д:=2 sakrash nuqla.si. 
723. Jt = l, x~5  II tur uzilish nuqtalari. 728. II tur uzilishi, 
729. д=0 to’g’rilanadagan uzilish nuqtasi. 730. д=3 sakrash 
nuqtasi x=5  П tur uzilish nuqtasi, д=0 to’g ’rilanadagan uzilish 
nuqtasi x  ̂тг/2 + e Z )  II tur uzilish nuqtasi. 731. д = 1, д = 2 
to’g’ rilanadagan uzilish nuqtalari, 732. x̂  =-2, x - - 2  II tur uzi­
lish nuqtalari; д = -1 -to’g ’ rilanadagan uzilish nuqtasi. 733, Funk- 
siya 1—Qo; +oof cheksiz oraliqda uzluksiz. 734. 1) Funksiya uzluksi/; 
2) bitta II tur uzilish nuqtasiga ega; 3) ikkita II tur uzilish 
nuqtasiga ega. 735. 1. Funksiya uzluksiz, ikkita П tur uzilish nuc- 
tasiga ega. 3. to’ rtta II tur uzilish nuqtasiga ega.
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