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SQ‘ZBOSHI

Respublikamizda kadrlar tayyorlash Milliy dasturining birinchi (1997-
2001 vyillar) va ikkinchi bosqichlari (2001-2005-yillar) yakunlandi. 0 ‘tgan
vaqt mobaynida Respublika Oliy ta’limi tizimida katta o'zgarishlar bo‘ldi,
xususan, yangi Davlat ta’lim standartlari ishlab chiqgildi va tasdiglandi. 11m-
fan jadal taraggiy etayotgan, zamonaviy axborot-kommunikatsiya tizimlari
vositalari keng joriy etilgan jamiyatda turli fan sohalarida bilimlarning tez
yangilanib borishi, ta’lim oluvchilar oldiga ularni jadal egallash bilan bir
gatorda, muntazam va mustaqil ravishda bilim olish vazifasini go‘ymoqda.

Qabul qilingan yangi Davlat ta’lim standartlarida ilg‘or chet el oliy
ta’lim muassasalarida keng go‘llaniladigan va yaxshi samara beradigan mus-
taqil ta’lim olish usuliga asosiy e’tibor qaratildi. Talabalarda o’quv ada-
biyotini mustaqgil o'rganish va undan foydalana bilish malakalarini hosil
gilish, mantiqiy fikrlashni o'stirish va matematikaviy madaniyatning umu-
miy saviyasini ko‘tarish, tatbiqiy masalalarni matematikaviy tomondan tek-
shirish malakalarini hosil gilish va bu masalalarni matematikaviy tilda ifo-
dalashga o‘rgatish magsadida o‘quv dasturlariga matematik analiz fanidan
mustaqil ishlar Kiritildi va o‘quv rejasida ularga mos soatlar ajratildi.

Ushbu go‘llanma matematik analiz fani chuqur o‘rganiladigan univer-
sitetlaming talabalari tomonidan mustaqgil ishlarni bajarishga mo'ljallangan
bo‘lib, u bakalavriatning «Matematika», «Tatbigiy matematika va informati-
ka» va «Mexanika» yo‘nalishlari Davlat ta'lim standartlariga mos keladi.

Qo‘llanma to‘qqgiz paragrafdan iborat bo‘lib, 1-§ da matematik analiz fa-
nidan mustaqil ishlarni bajarish jarayonida kerak bo‘ladigan asosiy formula va
goidalar keltirilgan. Qolgan paragraflarda esa «Ketma-ketlik va funksiya limi-
ti», «Funksiya hosilasi va differensiali, ularning tatbiglari», «Anigmas va aniq
integrallar, ularning tatbiglari», «Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyalar», «Sonli qgator-
lar», «Funksional ketma-ketliklar va gatorlar», «Xosmas va parametrga bog'liq
integrallar» va «Karrali va egri chizigli integrallar, Sirt integrallari va maydon-
lar nazariyasi elementlari, Furye qatorlari» mavzulari bo‘yicha 8 ta mustaqil
ish tavsiya etilgan. Har bir mustaqil ishni berishdan awal shu mustaqil ishni
muvaffaqgiyatli bajarish uchun lozim bo‘ladigan asosiy tushuncha va tasdiglar
keltirilgan (A bo‘lim). B bo‘limda talaba bajarishi va keyin topshirishi lozim
bo‘lgan 21 ta variantdan iborat mustaqil ish vazifalari tavsiya qilingan. D
bo‘limda esa talabaning mustaqil ishni bajarishini va undagi materialni
o ‘zlashtirishini yengillashtirish maqsadida 1 ta variantdagi (21-variant) barcha
misol va masalalar to‘liq yechib ko‘rsatilgan.

Qo‘llanmani tayyorlashda mualliflar tomonidan mavzularning oddiy va
sodda tilda, tushunarli va ravon bayon etilishiga, fagat zarur, lekin fanni
malakali tushunish uchun yetarli maiumotlarni berishga, Mirzo Ulug‘bek
nomidagi 0 ‘zbekiston Milliy universiteti Mexanika-matematika fakultetida
matematik analiz fanining o‘gitilishi jarayonida yig‘ilgan tajribalardan imkon
darajasida to‘lig foydalanishga harakat gilindi. Shu munosabat bilan muallif-
lar o‘quv qgo‘llanma talabalarda bilim olishga intilish hissi, mustaqil fikrlash
malakalarining shakllanishiga xizmat qiladi, deb umid bildiradilar.



I-§. ASOSIY FORMULA VA QOIDALAR
1°. Qisqa ko‘paytirish formulalari va Nyuton binomi

1. (axh)~- a2+lab +b2.

2. (axbf =a3+3ad +3ab2+ b3.

3. (axb)A=ad+td4ad +6a22+ 4ab3 +ble
4. a2- b2=(a-£)(a +6).

5. a3txh3= (axb)[a2+ab + b2) .

6. (a+b)n=£ ¢ ka*~bk= £ ¢ kakb'-Kk.
k=0 b0

n\
b d C* = \-\-2-...- =1
u yerda \n-ky. n n va

7.a"-b" =(a-b)"a’~«kbk=(a- b)*ak =
k=0 *=0

=(a-b)\a"-]+a"-o+d “D2+...+abn2+b"~l) bu yerda neN, n>1
8. an+h" =(a+b)@@"~l- a"-2b+a~H2- cr4b! +... +b"~"), bu yer-

da n-1 dan katta bo'lgan ixtiyoriy toq natural son.
2°. Daraja va ildizning xossalari. Logarifmlar

1 a° =\, ax-a"=axty, ~ =" Y, {rf =, {a-b)x=ax-bx, dx=~
2. </?7-«*e <& -& W&, (M) =wnr,

= KNe =&X-
3. 24cF=\d -\~ b ~ agar a>o0 bo'lsa;

* {-a, agar arSO bo'lsa
'da<dAdb, agar 0£a<6 bo'lsa.
4. Ixtiyoriy x uchun an>o0;

a*=ayo x=y.



é- aA>a£0 £X>y, abar a>1 bo‘lsa,

[*<>>, agar 0<o0<l1 boMsa.

6. (x>0, a>0, y>0, b>0). b=aPFed’ logrx=1, log"O»

log* (xy) =logAx + log*y, log,, - =log**- log,y , log., jc"'=—Iog, x ,
y K

3°.

’ log,, a

fgax =1986x  jogab=- !
log* a

Trigonometrik funksiyalar va trigonometriya formulalari
1. Trigonometrik funksiyalarning ishoralari

sin x COS jc tgx QRY
+ + + +
0<np<—
2
K + - - -
— <X<>K
2
- - -+ +
WK X< —
2
3t . + - -
- <X<2XK

2. Trigonometrik funksiyalarning ba’zi bir burchaklardagi

giymatlari
Radianlar 0 7t X f K x bK 2n
? J 7 2 ~2
Graduslar 0" 30° 45" 60" 90° 180" 270" 360"
sin x 0 1 c c I 0 -1 0
2 2 2
COSX 1 Vs c 1 0 -1 0 1
2 2 2
tgx 0 c 1 V3 - 0 - 0
3
ctgx - V3 1 c 0 - 0
3



3. Asosiy trigonometrik ayniyatlar

sinx X
1. sin x+cos x = 2. tgx = - XP —+K1
COSX 2
COS X 4 nn \
3. ctgx =—— , (x*aTr). 4, tgx-ctgx =1,
sin X T [ |
1 n
5. 1+ tg-x = o] | X&---HAT1
cosS X u 2
4. Keltirish formulalari
X K
> —+X K X —+ X 25K X
2 2
siny cos X +sinx -COSX +sin x
cosy +sinx -COSX +sinx cosX
tg v Tctgx +1tgx ctgx +tgx
ctgy +tgXx +ctg X tgx +ctg X

5. Burchak yig'indisi va ayirmasi uchun formulalar

/ N tg X+ tg _y
1. sin(xxm)=sinx-cos>'tcosx-sin>'. 3. W x-Y)~j+ fg-y e

N

. CoS(Xx>") =cosx-cosT sinx-sinj 4. ctg(x+m@=m X

6. Ikkilangan va karrali burchak uchun formulalar

. . 2tgx
1. sin2x =2sinx-cosX =
1+tg2x
? C0S2X = €0S2X - sin2x =2co0s2Xx -1 =1- 2sin: x = -—~"
1+tg-x-
4 0 2tgx 2 ctg2x -1  ctgx-tgx
1 1g2X-—— oo 4 ctg2x = —2-—-——-- = —2=———
1-tg'x ctgx-tgx"' ° 2ctgx 2
5. sin3x =3sinx-4 sin3x. 6. Cos3x =4c0s3x-3COSX-



3tgn—tgdr ctg3jc —3ctgx

7- *§3* = 1%tg X ] 8. ctg3x=-*f 3Ctg g
7. Yarim burchak uchun formulalar
1 SlnA _,ijl_:__(_:_QO_S_f_ 3t 3(:1 Il-cosx __sinx__ 1-<_:osx
vV 2 2 M+cosx 1+cosx sin*
X /l+cosa J: 1+cosx sinx 1+cosx
2. €C0S-=% —--—-, 4, =+ = =—: .
2 vV 2 2 v1-cosx 1-cosx sinx
X
Izoh: Tengliklardagi “+” yoki ishora — burchakning gay-

si chorakda joylashganligiga garab tanlanadi.

8. Trigonometrik funksiyalarning darajalari uchun formulalar

+
1. sin’'jc- .I-.(f.?_s__2_2‘_ ' cos x = | +cos2x
. §  3sinx-sin3x . .3 30bsx + cos3x
3. sin®x =222 4 cos™X

9. Trigonometrik funksiyalarning yig‘indi va ayirmalari uchun

formulalar
1. sinx+siny=2sin Y- cost Y- 2. smx-siy =2sm Y cosX Y
2 2 2 2 -
3. cosx+cosy= Zcos————X ——————— f COSX- cos%/- 25|nx—+y—sm Y
2 2 2 2
5. cosx+srnx—v23|H(” ix _VRZCOS( ----- hx}-I
va y 44 y
6. A-cosx_+Bsinx-"A2+B2sin(x +y),
bu yerda a‘+B**0,
sin(x + sin(x*
7. tgxxtgy =----- ( ————— Y —)—. 8. ctgx J_r_ctggy =y)_ — 7J-
COSX-COSY sinx-smy
0s(x- ' cos{x +
9. tgx+ctgy =----- % y) 10. ctgx tgy — x+)

'cosx-siny sinx-cosy



10. Trigonometrik funksiyalarning ko‘paytmalari uchun formulalar

1.

7.

8.

sing:-siny = -j[cos(x-y)-cos(x +y)].

cosx mosy - ~[cos(x" ¥Y)+cos(x+>0]-
sinx-cosy =-i[sin(x-y) +sin(x +y)] .

cosx miny = ~[sin(x+y)-sin(x-y)].

tgx *tgy _c:gi—}?{é é\ ctgx ectgy —P:gf(::;gy
sin (n:+y) esin(x - y) = cos2y - co0s2jc.

cos(x-y)-cos(x +y) =cos2y~sin2x .

Izoh: Yugorida keltirilgan ayniyatlar va formulalar tenglikning
har ikkala tomoni ma’noga ega bo‘lgan giymatlarida o'rinli bo‘2adi.

1.

4°. Teskari trigonometrik funksiyalar

y = arcsinx.
non
By =L6 I BM: L 1(-x) =-1(x).
y = arc Cosx.
Z)y)=[-1; 1], £(y) =[0;a-], arccos(~x)=a—arccosx.
y = arctgx.

D (y) = (-00;+00), E(y) = 5 o o x)=-1(%).
y = arc ctgx.
Z>(y) = (-°0;+°°), E(y) =(0;n), arcctg(~x)=7t- arcctgx. .
5°. Trigonometrik tenglamalar
\a\>1=>xe 0

sinx=a=>mn
\a\ < 1=>x = (-1)* arcsin a +/K,



n ;
bu yerda k&Z va £ arcsin

bl>1=>xe0

2. COSX=a=> %a bu yerda O<arccosa<;r.
\ < 1=>x = +arccosa + 251K,

non\
3. X.gx-a*>x=ml/lga+nk, bu yerda arctgael( ;—J va aeR-

4. ctgx=a=>x =arectga+nk, bu yerda arcctgae(0;n) va ae R-

6°. Eng sodda trigonometrik tenglamalar yechimlari jadvali (k e Z)

a sinx =a
0 X-NK
1 ~
X - 2\ 2nk
2
-1
x =2 197k
2 .
X = (-1)A—n-nK
2 \Y 6
: c={ M5 2yl
2 v ' 6
A X =(-\)KN +nkK
2
Xx=(-1T]+"
2
A x={-\)*J+nk
2
-JL X=(—) —+nK
2 \Y 4 -

10

cosx =a
X=—+ KK
2

X = 21rE

X = -+ 27T

X =t—+27K
3

x:iz—; +21f



n tgj:=a ctgx = a
0 X-nk
X =—+ 94K
2
I
x =2 vnk x =3 +qk
4
-1 A 39
X = -+ KK X - — +9K
4 4
>I3 =— +9K X =—+8K
6
- S x = -2 1qk x:Eq + 9K
3 6
A X —+ K X = —+ 9K
3
S X = 219K x=§| + K
3 6 3
7°. Giperbolik funksiyalar
*
1. shx:=- 2. chx =ere
shx ex+e 1
3. thx: = 4. cthx:= chx _ ex
chx ex+ex shx e -e
5. ch2x-sh2x=1. 6. sh2x=2shx-chx.
7. ch2x =ch2x +sh2x. 8. thxecthx=1.
8°. Arifmetik progressiya
{a,]\a"a2...a,,,... ~ arifmetik progressiya o \/ne N uchun

aeh =a,,+d (d —ayirma).

1. amx=an+d. 2. a = a,-i +a,,

(«>1).
4. an=ak+d-(n-k) (1<l:i<u—).
n

3. an=al+ (n-\)d.



5. a,- K2 mK, 6.a,,+aT=aKk+ap, agar

n+T=k+p boisa.
a, +a,, 2ax+d(n-\)
7. S,=0, +a2+...+0, = — = A e,

9°. Geometrik progressiya
{on}\ bxb2,...,b,,,... (bt*0) - geometrik progressiya <> \/n <N
uchun binl =bnmy (q-maxraj). *
le K+ =bn-q. 2. b2=bnr bnH, n>\.
3. b,,=brr". 4. bn=bk-g"~k (I<k<n-I).

5¢ b1=H1-,,-5K, (1<*<|/|-:D- 6. bn+k=b"‘qk-
7. b] =bnk-bnsk (j <k <n-1) + 8. bueb=bk-bp agar n+m=k+pbo'isa

1-9 g-1

9. S, - h +b2+---b,, -

6, n, g=1
10. 5=m*,==-"-, agarO<|g|<| boisa.

10°. Tenglamalar
1. Chizigli tenglama ax=b:
a) agar a® 0 bo‘lsa, yagona x =— yechimga ega;
a

b) agar a=0, b0 bo'lsa, yechimga ega emas;

d) agar a~b~0 bo'lsa, cheksiz ko'p yechimga ega. Bu holda
ixtiyoriy x tenglamaning yechimi bo'ladi.

2. Chizigli tenglamalar sistemasi

Ux +by=c,

\ax +b2y =c2
Aytaylik, [ =ab2-a 2x, Ax=bZl-blc2 va Ly -a f2~a”cx bo'lsin.
a) agar 4o boisa, yagona *:&(, :Ey yechimga ega;

b) agar g =0 bo'lib, g* va Ay lardan birortasi 0 dan farqli
bo'lsa, yechimga ega emas;

12



d) agar A=Ax-Ay =0 bo'lsa, cheksiz ko‘p yechimga ega.

e) Geometrik talgini: ax +by--c tenglama tekislikda to‘g‘ri chi-
zigni aniglaydi. A*0 shart ikkita to‘g‘ri chizigning kesishishini va
ularning yagona umumiy nuqtaga ega bo'lishini bildiradi. b) dagi
shart ikkita to‘g‘ri chiziglarning parallel bo'lib, ularning umumiy
nugtaga ega bo'lmasligini anglatadi. Va nihoyat, A=A x-Ay-0 shart
ikkita to'g'ri chizigning ustraa-ust tushishini va ularning cheksiz
umumiy nuqtaga ega bo'lishini bildiradi.

3. Kvadrat tenglama ax2+bx+c- 0: D =b2- 4ac bo'lsin.

a) a=0 bo'lsa kvadrat tenglama yugorida ko'rilgan chizigli teng-
lamaga aylanadi; a® 0 bo'lib,

b
b) D=0 bo'lsa, yagona x=-E yechimga ega;

L -b+y[D .
d) D>0 bo'lsa, ikkita x,, =————:2—é———— yechimga ega;

e) D <0 bo'lsa, yechimga ega emas.

4. Viyet teoremasi:
a) agar X, va x2 lar x2+px+q =0 tenglamaning yechimi bo'lsa, unda
X, +x2=-p
)X,X2=q
bo'ladi; L
b) agar x,, x2 va x3 lar x3+px1+qgx +r =0 tenglamaning yechi-
mi bo'lsa, unda
X +X2+x%x3- -p,
<X, *X2+ X, X3+ X,X, =(
X, *X2eX3=-r
bo'ladi.
5. ax=b, a>0 tenglama
a) b>0 bo'lganda x=log, b yechimga ega;
b) b< 0 bo'lganda yechimga ega emas.
6. logax=h tenglama a> 0 bo‘lganda x =ah yechimga ega.
7. Trigonometrik tenglamalar:
n ixtiyoriy butun son bo'lsin.

a) sinx =a tenglama J|a|*l bo'lganda x=(-1)"arcsino +«”

yechimga ega, bl>1 bo'lganda esa yechimga ega emas;

13



b) cosx =a tenglama |a|<l bo'lganda *=zxarccosa+ 2wr
yechimga ega, |9|>1 bo'lganda esa yechimga ega emas;

d) tgx =a tenglamaning yechimi *=arctga+nn bo'ladi.

e) ctg*=a tenglamaning yechimi x=arcctga+wr bo'ladi.

11°. Tengsizliklar
1. Tengsizliklarning xossalari:

a) a>b o ixtiyoriy ¢ uchun a+c>b +c',

b) a>b va ¢c*d = a+c>b +d',

d) a>b va ¢>0 => ac>bc\

e) a>b va ¢c<0 => ac<bcm

2. Chizigli tengsizlik ax>b’

a) a~0 va b>0 bo'lsa, yechimga ega emas;
b) a=0 va b<O0 bo'lsa, ;te(-00;+00) bo'ladi;

b AN
d) a>0 bo'lsa, -i*00  va a<o0 bo'lsa, -00;—

bo'ladi.
3. ax<b tengsizlik (—L) ga ko'paytirilish yordamida -ax >-b
tengsizlikka keltiriladi.
4. Kvadrat tengsizlik ax2+bx+c>0: D =b2-/1ac bo'lsin.
a) =0 bo'lsa kvadrat tengsizlik chizigli tengsizlikka aylanadi;
b) a<0 bo'lib, D<O0 bo'lsa yechimga ega emas;

/ -b+y[5 -b-45n
2a 2a

d) a<0 bo'lib, d >0 bo'lsa, xe bo'ladi;
e) a>0 bo'lib, D>0 bo'lsa,

-6-Vd ! -b +yfp
2a 2a

Xe -00; 00 ho'ladi:

f) a> 0 va Z)>0 bo'lsa, jcs(-o0;+00) bo'ladi.

5. ax2+bx +c< 0 kvadrat tengsizlik (—1) ga ko'paytirilish yor-
damida -ax2-bx-c> 0 tengsizlikka keltiriladi.

6. a) a>1 bo'lganda a/W >a*{y tengsizlik / (x) >g(x) teng-
sizlikka teng kuchli;



b) O<a<l bo'lganda af{x) >axU) tengsizlik / (x) <g(x) teng-
elzllkkn teng kuchli.

7. a) fe>l bo‘lganda logt/(x)>logig(x) tengsizlik
f (")>g(x)>0 tengsizlikka ekvivalent;

b) 0<£<1 bo'lganda log, /(x) >log, g(x) tengsizlik
0</(x)<g(x) tengsizlikka ekvivalent.

8. Ratsional tengsizliklar intervallar usuli yordamida yechiladi:
ratsional kasr surat va maxrajining barcha ildizlari butun sonlar
o'gini intervallarga ajratadi. Har bir intervalda ratsional kasr 0°z
ishorasini o‘zgartirmaydi. Kerakli intervallar tekshirish yordamida
lopiladi.

9. Trigonometrik tengsizliklar:

a) sinx>a tengsizlik:

1) a>1 bo'lsa, yechimga ega emas;

2) a<-1 bo'lsa, xe(-00; +co) bo'ladi;

3) -lI<a<l bo'lganda, xe (arcsina+2nn; ;r-arcsina+2w;r)
bo'ladi.

b) sinx <a tengsizlik:

1) a<-1 bo'lganda yechimga ega emas;

2) a>| bo'lsa, xe(-00; +co) bo'ladi;

3) -1l<a<l bo'lsa, xe{-n-arcsina+2na\ arcsinor+2wr)
bo'ladi.

d) cosx>a tengsizlik:

1) a>1 bo'lganda yechimga ega emas;

2) a<-1 bo'lsa, xe(-co; +o00) bo'ladi;

3) -l<a<l bo'lganda* xe(-arccosa+2nn\ arccosa+2nn)
bo'ladi.

e) cosx<a tengsizlik:

1) a<-1 bo'lganda yechimga ega emas;

2) a>1 bo'lsa, xe(-00; +00) bo'ladi;

*

3) -l<a<l| bo'lsa, xe(arccosa+2w;r; 21- arccosa +2?2wr)
bo'ladi.
0 tgx>a tengsizlik x"\arctga+nn", -~ +r|nJJ yechimga ega.
v

n A
g) tgx<a tengsizlik xGi/— ——twr; arctga+nnJ yechimga ega.



h) ctgx>a tengsizlik xe (>m; arctga+nn) yechimga ega.
i) ctgx<a tengsizlik xe (arcctga+nn\ n +nn) yechimga ega.

10. Modul gatnashgan tenglama va tengsizlikni yechish uchu
modul ostida qatnashgan funksiyalarning barcha nollari topiladi,
ular yordamida sonlar o'qi oraliglarga ajratiladi va har bir oraliqda
moduldan qutulinadi.

12°. Ajoyib va muhim limitlar

1. lim-~-=0. 2. lim—=0.
2 J

k n
3. tg%fft'zo ga>l). 4. H%T]:O Q/a>0.).

5. limng” =0, bl<1. 6. bTda=\ (a>0).
7. lim AN =0 (a>i). 8. lim~" =1,
ii-ya
I ( v
9. \MDF=F=0* 10. lim 1+-  =e*2,71828.
V n)
11. I|m————h 9 S =hm =112, 4im -5-'-5‘35’-(_(>< (orei),
X*° X *0 X s X *-»0
fim (1 + > i Infl + jc)
13. lim(1+;ty =e. 14. lig——i—- =
AT i
15. lim------- =1 16. lim--—-—-=1In<7 (a>0).
" X X
17 jmoizl g (a el?)l?
= X

18. Ag_}d(alnx )l‘m:)halnx an%* 0 (a>0).

13°. Differensiallashning umumiy qoidalari
1. y =c=const, y1=0. 2. y =c-u (c=const), y'=c-u'.
3. y=uzxv, y'=u'xv'. . 4.y =u-v, y’=u'-v+u-v'
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5.

(V(*)*0p y' =1 ¥J t—. 6. y=f(u) (m=u(x)), y'-f\-u'x.

7- y=f{x), x=f"(y) y'*~x§/l8. y =u", y’=uv-v'-bu +uvl-v-u'
14°. Asosiy elementar funksiyalarning hosilalari
1. (x")'= 2. (x*)' =x*-(I + Inx).
3. (sinx)'=cosx. 4. (cosx)'=-sin Xx.
*)'=— — 6. (ctgx)'=—;4-.
5. (tg*) X (ctgx) ik,
7. (|nAF)':X- 8. (log«A)' =~ (fI>0> a* x)-
9. (e*) =e\ 10. (an-a'Infl (a>0).
jj% (arcsing) '= j2# (arccos)' =-
= 14. (arcctgx)' =~
13. (arctgx) o (arcctgx) L+ x*
15. (shx)’=chx. 16. (chx)' = sfoc.
) "=-r-. 18. (cthx)'=— .
17. (thx) CL[X ( ) sn* X
(arcshx)’= ! 20. (arcchx)'=
jx2+1 47-1
1
21. (arcthx)’- (2 22. (arccthx)'=
15°. Integrallashning umumiy qoidalari
1. d\W(x)dx\ =f(x)dx. 2 IdF(x"\=F(x) +c.

HAMANGAN davlat]
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3. lcf(x)dx =c f(x)dx (c=const* 0).
4* jJf{x)xg{x)\dx=\f(x)dxx g (x)dx.

16°. Anigmas integrallar jadvali
1 Jo-dx=n. 2. Jdx~x +c.

of
3. fote— +o (a*-l, acR). 4. Lr=-2yfx +c

a+l
s Jf=- 6. Lz = +c.
\-A—=-\n\ax +b\+c (a®0). 8. |¥Y n =en+c.
Jax+b a ' 1 > ]

9. J\axdx~-"— +c (a> 0, a®d 1). 0. fsinxo’3 =-coSX +c¢

Ina
i =gj N .
11. jcosx<& =sinx +c. 12. fJCin“VCthﬁc
=/gx +¢ 14. jshxdx =chx +c.
€c0Ss2X
_ fd
15. Jchxdx =shx +cC. 16. -5 = cthx +¢
Jsh X

dx
17. f—— =thx+c, ["-=thx+c. 18. f—71 =arctgx+c
h / Jl+x

Jech x c/rx
19. {——-qz(--j=—%lrctgz(+c éa*8§. 20. Ig|_d=xf = arcsin x +
Ja'+x* a a yjl-x~
rdx . X [\ r dx 1 x-a
21-t e - K (0>0)-u - X+a («e).
¢ &x_=Lina*X o (ax0) limz =a
23. Jgrx? 2a a-x ' B

18



24, f~71*T~~ ~Inx+47~+a +c (ad 0)
IX' +a

25. = +x2+C

\lci~ £ x

26. jV«:-x2dx="yja2- x2+ —arcsin—+c (a>0)

>
27. j'Ix2xa2dx="\JIx2ta2+x"“ 1°x+yjx2+a +¢cC,

8. ] | X rdx _ 0 ‘X a0 +e
o )—= c, =

wsni.v " 2 29. :]cosx 9 4]
0. frgj; = Insinx|j+c f;:gx' =- |n£COSJdl+C

17°. Aniq integralning tatbiglari
1 Aniq integral yordamida tekis shaklning yuzasini hisoblash.
a) Dekart koordinatalar sistemasida berilgan shaklning yuzasini
hlaoblaah.

Agar /(*)«T[«.N1], f,(x)eC[a,b\ bo'lib,
\a< ,x£b,
{_,(*)<y <12(x)
bo'Im, u holda h
S=1_fi{x)~ A{x)¥x

boMndi.
b) Qutb koordinatalar sistemasida berilgan shaklning yuzasini
hisoblash.
Agar
\a<(p< A4

[0<r~r(p)

bo'lib, r(g>)eC[a,0\ bo'lsa,
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bo'ladi.
2. Aniq integral yordamida yoy uzunligini hisoblash.
B) Dckart koordinatalar sistemasida berilgan yoy uzunligini hisoblash.
AB- {(*>/(*)):*6[a>*} bo'lib, /'(x)eC[a,6] bo'lsa, unda
AB egri chizig uzunligi / ushbu

=] +
formula yordamida hisoblanadi.
b) Parametrik ko'rinishda berilgan egri chiziq yoyining uzun-
ligini hisoblash.
jx =p(1),
Agar AB: 1 =y (t) a<t<f3 bo'lib, (p'[t)sC\a,0\ va

(('(\6C[ih,A4] bo'lsa,
/= +[i/l'(x)] 2dt

bo'ladi.
d) Qutb koordinatalar sistemasida berilgan egri chizig yoyining
uzunligini hisoblash.
fa<<p<(5,
Ag3- AB-\r=r((p) bo'lib, r'{g>)eC[a,0\ bo'lsa, unda

1=" 1 2(p)+[r((p)]2dep

a
bo'ladi.
3. Aylanma sirtning yuzasi.
AB: {(*,/(*)):*e[a,6]} bo'lib, f(x)>0 va f'(x)eC[a,b]
bo'lsin. AB yoyni OX o'qi atrofida aylantirish natijasida hosil
bo'lgan aylanma sirtning yuzasi ushbu

S=2n)f(x)ftA[r{xjfdx

formula yordamida hisoblanadi.
20



4. Aytamia Jiemnilng h*jmi.

0 **£/>.
Uehbu I> Qa,y%f{x) c8r> chizigli trapetsiyani OX o‘qi

Mmfkkl AytKnilrlehdnn hiwll bo'lgnn aylanma jismning hajmi

y*"\f{x)"dx
it
formule yordamida hiaoblanndt.

f. O'nginivehl kuchnlng b*J>rgi»ii Uhi.

W Ofqgldw ihu o'g Hn'yl«b biror jism F--F(x) kuch ta’sirida
Hawk gllwyolgfin ho'Inln, Agnr /’(*)r (’[«/>] bo'lsa, F =F(x)
kuoh Id'llridn Jinmili (I iHKjthdnn h nuqtnga o‘tka/.ishda bajarilgan
lah luhbu

A |/'(n)c/n-
<
formulit yorclnmicla hisoblanadi.
6. Statik moment. Og‘irlik markazi.
ligri chizigning OX va OY o‘glariga nisbatan statik moment-

Inri va Mv lar
/

Mv="ydl va My= |xdlI
0. 0

formulalar yordamida hisoblanadi. Bu yerda dl- *(dxf +(dy)2—
yoy diflcrcnsiali, / esa berilgan egri chizig uzunligi.
Berilgan egri chiziq og‘irlik markazining koordinatalari esa ushbu

M v M x
x():-/\; y°:_

formulalar yordamida hisoblanadi.
7. GeometriK figuralarning statik momentlari va og‘irlik markazi.
Agar geometrik figura

\a<x<b

D
egri chizigli trapetsiyadan iborat bo‘lsa, unda
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bo‘ladi. Bu yerda $- jy(x)&- —trapetsiyaning yuzi.
a

18°. Matematik belgilar

Formula, ta’rif va tasdiqlami yozishda quyidagi matematik belgi-
lardan foydalanish qulay bo'lib, yozuvni ancha ixchamlashtiradi:

e —tegishli,

g —tegishli emas,

a —gism,

V —ixtiyoriy,

3 —mavijud,

3!—mavjud va yagona,

=>—Kelib chigadi, “...bo'lsa, ...bo'ladi”,

<>—teng kuchli,

:=-ta’rifga ko'ra teng,

:—shunday,

n —va,

v -yoki,

<s—isbotning boshlanishi,

> —ishotning oxiri.



2-8. 1-MUSTAQIL ISH

Ketma-ketlik va funksiya limiti

Sonli ketma-ketlik va uning limiti.

Cheksiz kichik va cheksiz katta ketma-ketliklar.
Monoton ketma-ketliklar va ularning limiti.
Fundamental ketma-ketliklar.

Ketma-ketlikning yuqori va quyi limitlari.
Funksiyaning limiti.

Funksiyaning uzluksizligi va uzilish nuqtalari.
Funksiyaning tekis uzluksizligi.

A -
Asosiy tushuncha va teoremalar

1°. Sonli ketma-ketlik va uning limiti

I-ta’rif. Agar har bir n&N natural songa biror gonun yoki qoi-
daga kora bitta xn hagigiy son mos qoyilgan bo'lsa, x,, x,, X ,, , ...
sonli ketma-ketlik berilgan deyiladi va n {x,} kabi belgilanadi.

xn (n=12,...) miqdorlar {x,} ketma-ketlikning hadlari deyiladi.
{x,.} va {yn} ketma-ketliklar berilgan bo'lsa,
{x,,+Y,,}={x,+Y{ X2+y2,..},
-YH x2-y2..}
{X,,-Y,.} ={xs-H, x2-y2,...j,

ketma-ketliklarga mos ravishda {x,} va {y.,} ketma-ketliklaming
yig‘indisi, ayirmasi, ko‘paytmasi va nisbati deyiladi.

2-ta’rif. Agar 31 (3m) son mavjud bo'lsaki, \V\n& N uchun
X, <M (xu>/>) tengsizlik o'rinli bofisa, {x,} ketma-ketlik yuqori-
dan (quyidan) chegaralangan deyiladi. Aks holda esa, yahi
VA/ (V/H) son olinganda ham 3neN son mavjud bo 1saki, x, >M
(xn<m) bo'lsa, {x,} ketma-ketlik yugoridan (quyidan) chegaralan-
magan deyiladi.
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3-ta’rif. Agar 3M>0 son mavjud bo‘saki, \/n&N uchun
icil<M boba, {x,} ketma-ketlik chegaralangan deyiladi. Aks hol-
da esa, yahi VM >0 son olinganda ham 3ne N son topilsaki
xH>M bo'lsa, {x,} chegaralanmagan ketma-ketlik deyiladi.

4-ta’rif. Berilgan {x,} ketma-ketlik uchun shunday a son topilib,
Vs> 0 son olinganda ham 3n0=n0(e,a)eN son mavjud bo'lsaki,
n>n0 tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha natural sonlar uchun
\xn-a\<'s tengsizlik o'rinli bo'lsa, a son {s,} ketma-ketlikning limiti
deyiladi va X,,- a ko'rinishda belgilanadi.

Agar 4-ta’rifdagi shartni ganoatlantiruvchi a son mavjud
bo‘lmasa, {x.,} ketma-ketlik limitga ega emas deyiladi.

5-ta’rif (4-ta’rifnmg inkori). Agar Vn(e N son olinganda ham
3s >0, 3n>n0 son topilsaki, [xn-a\>s bo'lsa, a son {x,} ketma-
ketlikning limiti emas deyiladi va » x«=a ko'rinishda belgilanadi.

6-ta’rif. Agar (a,} ketma-ketlik chekli limitga ega bo'lsa, bu
ketma-ketlik yaginlashuvchi deyiladi. Aks holda bu ketma-ketlik uzog-
lashuvchi deyiladi.

2°. Cheksiz kichik va cheksiz katta ketma-ketliklar
1-ta’rif. Agar {xn} ketma-ketlikning limiti nolga teng ~®)
bo'lsa, {x.} ketma-ketlik cheksiz kichik ketma-ketlik deyiladi.
2-ta’rif. Agar VM >0 son olinganda ham 3n0Oe N son mavjud
bo'lsaki, \/n >n0 natural sonlar uchun \n\>M tengsizlik o'rinli bo'lsa,
{a,} ketma-ketlik cheksiz katta ketma-ketlik deyiladi.

Agar {xn} cheksiz katta ketma-ketlik bo'lsa,
ko'rinishda yoziladi. Agar {x,J cheksiz katta ketma-ketlik bo'lib,
biror nomerdan boshlab barcha hadlari musbat (manfiy) bo'lsa,
rI1—er|l'|a|/|:+°o gr!Lmv =-co) ko'rinishda yoziladi.

Har ganday cheksiz katta ketma-ketlik chegaralanmagan bo'ladi,
lekin bu tasdigning teskarisi har doim ham o'rinli bo'lavermaydi.

1-teorema. Chekli sondagi cheksiz kichik ketma-ketliklar yig'indisi
cheksiz kichik ketma-ketlik bo'ladi.

2-teorema. Chegaralangan ketma-ketlik bilan cheksiz kichik ket-
ma-ketlik ko'paytmasi cheksiz kichik ketma-ketlik bo'ladi.
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3-teorema. Agar Vne N uchun xusO bo'lib, {x,} — cheksiz

katta (cheksiz kichik) ketma-ketlik bo'lsa, n holda cheksiz
kichik (cheksiz katta) ketma-ketlik bo'ladi.

4-teorema. j™ =a bo'lishi uchun {«,} ={xn- a] ketma-ketlik-
ning cheksiz kichik ketma-ketlik bo'lishi zarur va yetarlidir.

3°. Yagqginlashuvchi ketma-ketliklarning xossalari

1-teorema. Agar {x,,} ketma-ketlik yaginlashuvchi bo'lsa, uning
limiti yagona bo'ladi.

2-teorema. Agar {*.,} ketma-ketlik yaginlashuvchi bo'lsa, n che-
garalangan bo'ladi.

3-teorema. Agar {x,,} va {yu} ketma-ketliklar yaginlashuvchi
bo'lsa, n holda {xntyn}, {*,.).} ketma-ketliklar ham yaqinlashu-
vchi bo'ladi va

formulalar o'rinli bo'ladi.

4-teorema. Agar {xn] va {yn} ketma-ketliklar yaqinlashuvchi

bolib, \UJneN uchun yn*0 va Jimy, *0 bo'lsa, ketma-
ketlik ham yagqinlashuvchi bo'ladi va
x  limxn
bT-2=
yh  limy,,

formula o'rinli bo'ladi.
5-teorema. Agar limx =a bo'lib, biror nomerdan boshlab x> ¢

(xn<c) bo'lsa, n holda a>c (a<c) bo'ladi.
6-teorema. (“1kki mirshab hagidagi teorema’). Agar #mxn=a,
{% ¥Y,,~a bo'lib; biror nomerdan boshlab x,< z < ¥ tengsizlik o'rinli

bo'lsa, u holda pigzn=a boiadi.
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X 0
Agar bo'lsa, ~~ ga - ko‘rinishdagi
g - g v g

00
anigmaslik deyiladi. 0" ()e<», 00-00 va boshga ko‘rinishdagi
anigmasliklar ham shu kabi ta’riflanadi.

4°. Monoton ketma-ketliklar va ularning limiti

1-ta’rif. Agar {x,} ketma-ketlikning hadlari VneN uchun

xn<xfht (xn>xitH) tengsizlikni ganoatlantirsa {rH} o'suvchi (kama-
yuvchi) ketma-ketlik deyiladi.

2-ta’rif. 0 Suvchi va kamayuvchi ketma-ketliklar monoton ket-
ma-ketliklar deb ataladi.

1-teorema. Agar {xn| ketma-ketlik o'suvchi bofib, yugoridan
chegaralangan bo'lsa, n holda n yaqinlashuvchi bo'ladi.

2-teorema. Agar {*,} ketma-ketlik kamayuvchi bo'lib, quyidan
chegaralangan bo'lsa, u holda u yaginlashuvchi bo'ladi.

5°. Fundamental ketma-ketliklar
1-ta’rif. Agar Ve>0 son olinganda ham 3n0=n0(f) e N son
mavjud bo'lsaki, Vn>n0 va p&N sonlar uchun |x,#,-x,|<s teng-
sizlik bajarilsa, [xn] fundamental ketma-ketlik deyiladi.
2-ta’rif. (1-tatifning inkori). \/n0eN son olinganda ham shun-
day n>n0, peN, £->0 sonlar mavjud bo'lib, \xip-xn|>e tengsiz-
lik o'rinli bo'lsa, {x,} ketma-ketlik fundamental emas deyilali.

Teorema (Koshi). Ketma-ketlikning yaginlashuvchi bo'lishi uchun
uning fundamental bo'lishi zarur va yetarlidir.

6°. Qismiy ketma-ketliklar. Ketma-ketlikning yugori
va quyi limitlari
{*.} ketma-ketlik berilgan bo‘lib, ktk2,...,kn,... (kn>n)
o'suvchi natural sonlar ketma-ketligi bo‘lsin. {*,} ketma-ketlikning
k],k2,...,kn,... nomerli hadlaridan XK' xK,...,XK ketma-ketlikni
tuzamiz. Hosil bo'lgan | sonli ketma-ketlik {xn} ketma-ketli-
kning gismiy ketma-ketligi deb ataladi.
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1-teorema. Agar x«=a bo'lsa, n holda uning har ganday
gismiy ketma-ketligining limiti ham a ga teng bo1adi.

2-teorema. (Bolsano-Veyershtrass). Agar {x,} ketma-ketlik che-
garalangan bofsa, u holda bu ketma-ketlikdan yaginlashuvchi bofigan
gismiy ketma-ketlik ajratish mumkin.

1-ta’rif. {x,} ketma-ketlikning qismiy ketma-ketligi limiti {x,}
ketma-ketlikning gismiy limiti deb ataladi.

2-ta’rif. Yuqoridan (quyidan) chegaralangan ketma-ketlik qismiy
limitlarining eng kattasi (eng kichigi) berilgan ketma-ketlikning yuqori

(quyi) limiti deyiladi va limx,, HT*a ko frinishda belgilanadi.

3-teorema. hmx,,-a bofishi uchun limx,, = lim*n=a bo{ishi

zarur va yetarli.

7°. Funksiya tushunchasi. Funksiya limiti

Bizga biror X czR to'plam berilgan bo‘lib, x o‘zgaruvchi mig-
dor X to'plamdan olingan bo'lsin. Agar har bir xe X songa biror
gonun yoki goidaga ko‘ra bitta y son mos qo'yilsa, u holda X
to‘plamda funksiya aniglangan deyiladi va y =f(x) kabi belgilana-
di, x o'zgaruvchiga erkli o‘zgaruvchi (yoki funksiyaning argumen-
ti), X to‘plam f(x) funksiyaning aniglanish sohasi, x soniga
mos keluvchi y soniga esa funksiyaning x nuqtadagi xususiy qi-
ymati deb ataladi. /(x) funksiyaning barcha xususiy giymatlar
to‘plami Y ga / (x) funksiyaning giymatlar to‘plami (yoki o°‘zgarish
sohasi) deyiladi. Shunday qilib,

Y ={yeR: y =f(x), xeX).

Agar a (ael ,6é a g |) nugtaning ixtiyoriy atrofida x
to‘plamning a dan fargli kamida bitta nugtasi bo‘lsa, u holda a
nugta x to'plamning limit nugtasi deyiladi.

Bundan keyin butun paragraf davomida x ~ f ( x) funksiyaning
aniglanish sohasi, a nugta x to‘plamning limit nuqgtasi deb tus-
huniladi.
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1-ta’rif. (Koshi). Agar \fe>0 uchun 38 =5(s,a)>0 topilsaki,
O0<|x-tf|<£ tengsizlikni qanoatlantiruvchi VxeJSf  uchun
\f(x)-b\<s tengsizlik bajarilsa, n holda b soni f (x) funksiyaning
a nuqtadagi limiti deyiladi va '™ /(x)=" kabi belgilanadi.

2-ta’rif. (Geyne). Agar X to'plamning nuqtalaridan tuzilgan, a
ga intiluvchi V{x,} (xn®a, n=1, 2, ..) ketma-ketlik uchun {/(*,)}
ketma-ketlik hamma vaqt yagona b soniga intilsa, shu b soni f (x)
funksiyaning a nuqtadagi limiti deb ataladi.

Keltirilgan ta’riflardan ko'rinib turibdiki, funksiyaning a nug-
tadagi limiti mavjud bo‘lishi uchun funksiya a nuqtada aniglangan
bo'lishi, ya’ni a&X bo‘lishi, mutlago shart emas (a nuqtaning
X to'plam uchun limit nuqta bo'lishi yetarli, ya’ni, urauman
olganda, a*X).

Endi 1- va 2-ta’riflarga teskari ta’riflarni keltiramiz.

1-ta’rifning inkori. Agar 3£->0 topilsaki, \/8> 0 uchun
0 <|x- a]<(G tengsizlikni ganoatlantiruvchi Bxe X mavjud bo'lib,
|[/(x)-6|>r tengsizlik bajarilsa, b soni /(x) funksiyaning a nu-
gtadagi limiti emas deyiladi (lim/(x)

2-ta’rifning inkori. Agar a nuqtaga intiluvchi 3{xn)
(xneX, xnda, n=1,2, ..) ketma-ketlik topilsaki, unga mos
{/(*,)} ketma-ketlik b ga intilmasa, n holda b son /(x) funksi-
yaning a nuqtadagi limiti emas deyiladi.

1-teorema. Funksiya limitining 1- va 2-tatiflari ekvivalentdir.

Biz 1-teoremadan quyidagi xulosani chigaramiz: funksiyaning
limitini hisoblayotganda qaysi ta’rif bo'yicha hisoblash oson va qulay
bo'lsa, shu ta’rifdan foydalanish kerak.

Ba’zi bir hollarda /(x) funksiyaning a nuqtadagi limiti mavjud
bo'Imaydi. Ana shunday hollarda funksiyaning nuqtadagi bir to-
monli (o‘ng va chap) limitlari to'g'risida gap yuritiladi.

3-ta’rif (Koshi). V s>0 uchun 38=8(a,e)>0 topilsaki,
a<x<a+8 (a-8<x<a) tengsizlikni ganoatlantiruvchi VxeX
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uchun \f(x)-b\<£ tengsizlik bajarilsa, b son f(x) funksiyaning
a nugtadagi oing (chap) limiti deb ataladi va
55/ w =/(«+0)=4 (Jta /W =/(<.-0)=1)

kabi belgilanadi.

4-ta’rif (Geyne). a nugtaga intiluvchi V{x,}, xneX, xn>a
(x,, <a) ketma-ketlik olinganda ham unga mos {/(*,)} ketma-ket-
lik b soniga intilsa, b soni f (x) funksiyaning a nuqtadagi o'ng
(chap) limiti deyiladi.

2-teorema. lim/(x) =£ bo'lishi uchun /(o +0)=f(a-0) =b
tenglikning bajarilishi zarur va yetarli.

Endi funksiyaning x-»+o00 dagi limiti ta’rifxni beramiz. /(x)
funksiya (c,+co) cheksiz oraliqgda aniglangan bo'lsin.

5-ta’rif. (Koshi). Ve>0 uchun 3A>0 (A>c) topilsaki, Vx>A
uchun |/(x)-6|<e tengsizlik bajarilsa, b son f(x) funksiyaning
x->+00 dagi limiti deyiladi va J™,/ (x) ~" kabi belgilanadi.

6-ta’rif. (Geyne). +oo ga intiluvchi V{x,} (x,>c) ketma-ketlik
uchun unga mos {/(*,)} ketma-ketlik b soniga intilsa, b soni f (x)
funksiyaning x-» +co dagi limiti deb ataladi.

3- va 4-ta’riflar hamda 5- va 6-ta’riflar bir-biriga ekvivalent.
Ita/w =b ning ta’rifi ham yugoridagiga o'xshash aniglanadi. Agar
limfix) = limf(x) =b bo'lsa, u holda ‘lim/(x) =6 deb yoziladi.

7-ta’rif. Agar Hm/(x) =00 flim/ (x)-0 ) bo'lsa, /(x) funksiya

a nuqtada cheksiz katta (cheksiz kichik) funksiya deyiladi.

Cheksiz katta va cheksiz kichik funksiyalar ham cheksiz katta
va cheksiz kichik ketma-ketliklar uchun 2°-punktda Kkeltirilgan
xossalarga ega.

8°. Limitga ega bo‘lgan funksiyalarning xossalari
1-ta’rif. Ushbu Us(a) ={x€.R: 0<|x-al<£} to'plam a nugqta-
ning oiyilgan 8 atrofi deb ataladi.
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1-teorema. f(x) va g(x) funksiyalar a nugtaning biror oyilgan
atrofida aniglangan boib, =" va =c bo'lsin. U holda

1) HTI‘/(o)+g(x)~| =lim/(x)xlimg(x) =6 %c,

2) lim[/(a)-g(x)] —lem/(x) limg(x) =6 -c,

fix) lim/(x) b

g(x)7 hmg x{ bo'ladi.

3) agar c* 0 bo'lsa, Ll;p
2-teorema. («lkki mirshab hagidagi teorema»). Agar f(x), g(x)
va h(x) funksiyalar a nuqtaning biror oyilgan atrofida aniglangan
bo'lib, shu atrofda f(x) <g(x) <h(x) tengsizlikni ganoatlantirsa va

= =/ tenglik bajarilsa, n holda 1™ g(x)-b bo'ladi.
Funksiya limitini hisoblashda quyidagi ajoyib limitlar katta ahami-
yatga ega.
Birinchi ajoyib limit:

. smx
lig~=1 )
Ikkinchi ajoyib limit:
. lv
lim 1+-
*_**V X (2)

9°. Funksiya limiti uchun Koshi teoremasi

f(x) funksiya X to'plamda berilgan bo‘lib, a nuqta X
to‘plamning limit nugtasi bo‘lsin.

Ta’rif. Agar Vs>0 uchun 3<5>0 topilsaki, argument x ning
O<|x-a|<£3  0<|x"-al<c> tengsizlikni  ganoatlantiruvchi
Vx1x" (X'&X, x7eX) qiymatlarida |/(x")-/(x")|<£- tengsizlik
o'rinli bo'lsa, /(x) funksiya uchun a nuqgtada Koshi sharti bajarila-
di deyiladi.

Ta’rffning inkori. Agar 3r>0 son topilsaki, V>0 son uchun,
O<|x'-al<c>, 0<|x"-al<<5b tengsizlikni  ganoatlantiruvchi
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VX, x”’e X lar mavjud bo‘lib, |[/(x")-/(x")| >s tengsizlik bajarilsa,
f(x) funksiya uchun a nuqtada Koshi sharti bajarilmaydi deyiladi.

Teorema. (Koshi). f(x) funksiya a nuqtada chekli limitga ega

bo'lishi uchun bu funksiyaning a nuqtada Koshi shartini bajarishi
zarur va yetarlidir.

10°. Funksiyaning uzluksizligi va uzilishi
f(x) funksiya a nugtaning biror to‘lig atrofida aniglangan bo‘lsin.
1-ta’rif. Agar
liny (), =157 @

bo‘lsa, f(x) funksiya a nuqgtada uzluksiz deyiladi.

Funksiya uzluksizligi ta’rifini Koshi va Geyne ta’riflari yordamida
ham berish mumkin. Biz ularga to‘xtalib o'tirmaymiz.

Endi /(x) funksiya a nuqgtaning biror o‘ng (chap) yarim
atrofida, ya’ni \a, a+8) (mos ravishda, (a-8, a]) yarim in-
tervalda aniglangan bo‘lsin.

2-ta’rif. Agar

bo'lsa, f(x) funksiya a nugtada o‘ngdan (chapdan) uzluksiz de-
yiladi.

Teorema. /(x) funksiyaning a nuqtada uzluksiz bo'lishi uchun
uning shu nuqtada o'ngdan va chapdan uzluksiz bo'lishi zarur va
yetarlidir.

Faraz qilaylik, /(x) funksiya a nuqtada uzluksiz bo‘lsin. U

holda lim/(x)=/(a) bo'ladi. => = Agar
Ax:=x-a ~ argument orttirmasi va Oy:=4/(a) =/ (x)-/ (a) -
funksiyaning a nuqtadagi orttirmasi belgilashlarini Kkiritsak,
X=a+Ax va [y=Af(a) =f(a +AXx)-/(a) bo'ladi. Natijada, biz

ekanligini hosil gilamiz. Shunday qilib,
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Sty =0 @)
tenglik bajarilsa, / (x) funksiya a nugtada uzluksiz bo'ladi.
3-ta’rif. / (x) funksiya (c,d) intervalning har bir nuqtasida
uzluksiz bo'lsa, funksiya (c,d) intervalda uzluksiz deyiladi.

/(x) funksiya (c,d) da uzluksiz bo'lib, s nugtada o'ngdan, d
nuqtada chapdan uzluksiz bo'lsa, unda u \c,d\ kesmada uzluksiz
deyiladi.

X to'plamda uzluksiz funksiyalar sinfi C(X) kabi belgilanadi.

4-ta’rif. Agar

limf(x) =b*f(a) (1-hol)
lim/(x)-3 (2—hoi)
lim/(x)=0° (3—hoi)

bo'lsa, unda f (x) funksiya a nuqtada uzilishga ega deyiladi.

Funksiyaning a nuqtada uzilishga ega bo'ladigan hollarini alo-
hida-alohida ko'rib chigaylik.

a) limf(x) =b*f (a) boisin.
Bu holda Ai;gd%)?:/(g +0) \a )J_)i%/(x%:/(a—O) jar
mavjud bo'lib, f(a +0)=f(a-0)*f(a) bo'ladi. Bunday nuqta

bartaraf gilish mumkin bo'lgan uzilish nuqgtasi deb ataladi.
Misollar.

., 4 [x2,agarx*0 bo'lsa,
te- 1 %)Y [, agar x=8 ¥olsa

funksiya uchun x=0 nuqta bartaraf gilish mumkin bo'lgan uzilish
nugtasi bo'ladi, chunki

.rl-@o/({(/): ,\I,Lnal(\&) =0 va /(0)=1.
Agar /(0) =0 deb gabul gilsak, funksiya uzluksiz bo'lib goladi.
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2, agar x =0 bo'lsa
funksiya uchun ham x=0 nuqta bartaraf gilish mumkin bo‘lgan
uzilish nuqtasi bo‘ladi, chunki

lim fix) - lim/(x) =1 va /(0)=2.

b) lim /(x)-2 bo'lsin.

N-»0+0
Bunda quyidagi uchta hoi bo‘lishi mumkin.

1) lim/(x)=/(a-0) va \m\j{x)=f{a+0) lar 3 wva

/(a-0)*/(a +0).
Funksiyaning bunday nuqtadagi uzilishi birinchi tur uzilish va
|/(a +0)-/(a-0) ayirmaga funksiyaning a nuqtadagi sakrashi

deyiladi.
Masalan,

agarx"O bo‘lsa,
f (*)=j1+2N
0,agar x=0 bo‘lsa
funksiya uchun x =0 nugta 1-tur uzilish nuqgtasi bo‘ladi va funk-
siyaning bu nugtadagi sakrashi 1 ga teng:
\f(a+0)-f(a-0)=|/(+0)-/(-0)=[0-1=1;
2) x-»a da / (x) funksiyaning o‘ng va chap limitlaridan hech
bo'Imaganda biri 3. Funksiyaning a nuqtadagi bunday uzilishi

ikkinchi tur uzilish deyiladi.
Misollar.

sin—agarx>0 bo‘lsa,

1 1(*) = X
-X, agar x <0 bo‘lsa

funksiya x =0 nuqtada ikkinchi tur uzilishga ega, chunki



0, agar i*- irratsional bo‘lsa,
2. I>(*) = ]! .
1, agar x-ratsional bo‘lsa
funksiya Vae/? nuqtada ikkinchi tur uzilishga ega, chunki x->a
da D(x) funksiyaning o'ng limiti ham, chap limiti ham a.
3). x->a da /(x) funksiyaning o‘ng va chap limitlaridan biri

cheksiz yoki o‘ng va chap limitlar turli ishorali cheksiz. Funksiya-
ning a nugtadagi bunday uzilishi ham ikkinchi tur uzilish deyiladi.

d) liir/(x)=00 bo'lsa, /(x) funksiya x =a nuqtada ikkinchi

tur uzilishga ega deyiladi.

11°. Uzluksiz funksiyalarning xossalari
1-teorema. Agar f(x) va g(x) funksiyalar X aR t0plamda
aniglangan bofib, ularning har biri a<=X nugtada uzluksiz bo‘sa, n holda

0 /(*)tg(*)>

2) 1(x)-g(x),

3) nn (Vxel uchun g(*)*0)

funksiyalar ham shu nuqtada uzluksiz bofiadi.
Izoh: 1-teoremaning aksi har doim ham o'rinli bo'lavermaydi.

Masalan, /(x) =x va

0, agar x=0 bo'lsa

funksiyalar ko'paytmasi /(x)g(x) =x—sinx— funksiya R da uzluk-
siz, lekin g(x) funksiya x=0 nuqtada uzilishga ega.
Aytaylik, y-.f{x) funksiya x to'plamda, z =<p(y) funksiya
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esa Y={y=/(*):*€Z] to'plamda aniqlangan bo'lib, ular
yordamida x to'plamda aniqlangan z=$?[/(.*)] murakkab
funksiya tuzilgan bo'lsin.

2-teorema. Agar y =f(x) funksiya asX nuqtada, z=<p(y)

funksiya esa, unga mos ya=f(a) nuqtada uzluksiz bo ‘Isa,

z-"[/(x)] murakkab funksiya a nuqgtada uzluksiz bofadi.

Bu teorema limit hisoblashda juda muhim rol o'ynaydi va
uning yordamida 1—8 ning 9° —punktidagi muhim limitlar keltirib
chigariladi.

3-teorema. Agar limf(x)-b (b>0) va limg(x)=c boisa,
lim[/(x)JW=c bofadi.

[/(x)]s¥) ko'rinishdagi funksiyaga darajali-ko‘rsatkichli funk-
siya deb ataladi.

12°. Funksiyaning tekis uzluksizligi
Biror y =f{x) funksiya X to'plamda berilgan bo'lsin.

Ta’rif. Agar Vs> 0 son uchun 3S=S(s)>0 son topilsaki, X

to'plamning [jc'—c'|<8 tengsizlikni ganoatlantiruvchi V.r' va

(.t',\x"eZ) nugtalarida |/(x")-/(x")|<£- tengsizlik bajarilsa, f(x)

funksiya x to'plamda tekis uzluksiz deb ataladi.
Ta’rifnmg inkori. 3e'>0 son topilsaki, V<5>0 son olinganda

ham |n"-*")<<!> tengsizlikni ganoatlantiruvchi shunday \fx'x”e X
nuqgtalar mavjud bo'lib |/(x")-/(x")|>e tengsizlik bajarilsa, /(*)
fUnksiya x to'plamda tekis uzluksiz emas deyiladi.

Kantor teoremasi. Agar f(x) funksiya [a,b] kesmada aniglangan
va uzluksiz bo'lsa, n shu kesmada tekis uzluksiz bo iadi.
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NAZORAT SAVOLLARI

Sonli ketma-ketlik tushunchasi.
Ketma-ketlik limitining ta’rifi va uning inkori.
Yaginlashuvchi va uzoglashuvchi ketma-ketliklarning ta’riflari.
Cheksiz kichik ketma-ketliklar va ularning xossalari.
Cheksiz katta ketma-ketliklar va ularning xossalari.
Cheksiz kichik va cheksiz katta ketma-ketliklar orasidagi bog‘lanish.
Yaginlashuvchi ketma-ketliklarning xossalari.
Monoton ketma-ketlikning ta’rifi.
Monoton ketma-ketliklar hagidagi Veyershtrass teoremasi.
10 Fundamental ketma-ketliklar va Koshi teoremasi.
11. Qismiy ketma-ketliklar. Ketma-ketlikning yugori va quyi limitlari.
12. Funksiya tushunchasi. Funksiyaning aniglanish sohasi va giymatlar
to'plami.
13. Funksiya limitining Koshi ta’rifi va uning inkori.
14. Funksiya limitining Geyne ta’rifi va uning inkori.
15. Funksiya limiti Koshi va Geyne ta’riflarining ekvivalentligi.
16. Funksiyaning bir tomonli limitlari.
17. Limitga ega bo'lgan funksiyalarning xossalari.
18. Ikki mirshab hagidagi teorema.
19. Birinchi ajoyib limit.
20. Ikkinchi ajoyib limit.
21. Funksiya limiti hagidagi Koshi teoremasi.
22. Funksiyaning nugtadagi va to‘plamdagi uzluksizligi ta’riflari.
23. Bir tomonlama uzluksizlik.
24. Bartaraf gilish mumkin bo'lgan uzilish nugtasi.
25. Birinchi tur uzilish nuqgtasi.
26. Ikkinchi tur uzilish nuqgtasi.
27. Uzluksiz funksiyalarning xossalari.
28. Funksiyaning tekis uzluksizligi va Kantor teoremasi.

©O©XPX N ARWN R
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Mustaqil yechish uchun misol va masalalar

1-masala
("o (*)* ?)e
3n-2 3
11=W =2
4n2+1
1.3 vV =
}F72+2° ° 3!
1-2n2 1
15 °==~2
1n n+i 1
L7 "=iN2? a=-2
E? nn=——————, a--2
n- +3
4+ 21 2
1.11 x,= - —
“ = aw 3
113 * _13wn2 1
' 71+ 2«2 2
3/2-1 3
1.15 x = =—
S5n+T 5
1+ 3u =-j
6-n '
in2+2 3
119 X'=» a: 4
1.21 xih=-~—, a=2
n -2

. *F™n~a ekanligi ta’rif yordamida ko‘rsatilsin

37

4fi-1
1.2 xn- Ca=
2n+1
9-«3 1
14 Tk 0T
5n
1.6 - a=-5
«+1
2« + | a 2
*, = -
te 5 3/1-5 3
1.10 m+2 3
' an--1' = 4
549+ 15
1.12 5 -5
_n
114 * 2/7-1
. ” 2_3|-|_ e f
116 x, -2Arl oot
18 % 15TE >
2n+3
1.18 xn Ca=2
n+5
2-3n2
1.20 x, ——— 2
4+ 5n



2-masala. a soni {x,} ketma-ketlikning limiti emasligi ta’rif
yordamida ko‘rsatilsin.

2.1 X,,=(-D"+Il, a=o0. 22 xn=co”™, a=j.
|
23 * =sr=qﬂl, a=—. 24 X =Cos——rlp—, a--1.
" 6 2 100
25 x,=2f-1", 4=0. 26 1,.mn-[1+(-1I'], 4=0.
27 *,=(-D', o=-1I. 2.8 Xhh=(-1)"+I,a=1.
2.9 *, = , a=3. 210 *,=]~ _, a=\.
2+cosnn a {2\] a=\
, n2-1 n 207+ 3
311 *,=—5—, a=l. 2.12 =— 5, a=3.
« /7
2.13 xn="-T, = 2.14 x,=sin”, e=|I.
2w+1 2 2
2.15 X'=( , a=-1. 2.16 xn=sm?”", a=0.
n 3
2,17 Xn=b-2n2' a=~2" 2,18 x,,:(él)"nn’a:~l—
2.19 x,=u(1,h a=0. 2.20 X, =-- m— a=1.
A+ 1

2.21 x,=nlny+\-n, a -1
3-masala.
Yagqinlashuvchi ketma-ketlikning chegaralanganligi hagidagi teo-
remadan foydalanib {x,} ketma-ketlikning uzoqlashuvchi ekanligi
ko“rsatilsin.

3.1 xn=n(_If 3.2 *, =nYsinL 3.3 x,,=-J/_cosE

34 =(-N"In« 35 x,=(-1)"In- 3.6%,== +nl"

Cheksiz kichik ketma-ketlikning chegaralangan ketma-ketlikka
ko‘paytmasi hagidagi teoremadan foydalanib {*,} ketma-ketlikning
yaginlashuvchi ekanligi ko‘rsatilsin.

.Y _ son(tgw) S Xn= 1

37 « n 38 " w@8+sinn)' 39 w2-[2+(-1"]-
38




. nn n n
20 =T a11 x| 3.10%,= 2 2
' T IT ' X r T In(e+ D)

Qismiy ketma-ketlikning limiti hagidagi teoremadan foydalanib
ketma-ketlikning uzoglashuvchi ekanligi ko‘rsatilsin.

3.13 ~=(0,S)H)™ 3.14 X, =2(-'r".

. nn
315 x = 2+(-1)- 3.16 X,,=SIn 2002

«Ikki mirshab hagidagi teorema» dan foydalanib {x,} ketma-
ketlikning yaginlashuvchiligi ko‘rsatilsin.

n+10
3.18 x, =
2/1- 1.
3.19 X%,-® 2 390 x= -1+ /i + sin«

(2»)!e

3.21 x,=

4-masala. Koshi Kkriteriyasi, monoton ketma-ketlikning limiti ha-
gidagi teorema yoki limitlar ustidagi amallar hagidagi teoremalardan
foydalanib {mr,} ketma-ketlik yaqinlashishga tekshirilsin.

n n
4.1 8"(@"). Ay x =Ll.2~ 2
n In{/7+1)
m~+n :
* = 44 x,,=(-i)"
4.3 n-n2 (-i) i
[7+sin 7+1
45 x. = 4.6 % M2.(8 +sinw)
n
\

o (1
4.7 JHI- / 1_2) v 2 4.8 T=(r18w{l w )" {I‘|Ki0+))-
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49 X _S_I_I_n_"l_ ﬂn_Z_a smnha
77 2 2"
1 2
4.11 ) V («+1)-e
413 1="T".
4.15 x,,—cosl +EOS—2 + Eslr/7
2 n
lgn

7

4.19 xn="11...1.
nca

421 ANt
1 7

+£|sinn|
2.

412  =l+ . +—
2 n

414 *,="14 N
Y,
4.16 X,,-| TR RS
nl2 yIn
2.
418 *,=—m
n\
11 Iy
AN =T -
420 % 55708 ><$(/7+1)'

5-masala. Sonli ketma-ketlikning limiti hisoblansin (limx,,-?).

51 X,,-n *n(n-2)-y]n- -3

53 (T v TS,
55 v, =yfn2- 3t+2-nm

5.7 =jn(n +2)-jn2- 27+3.
59  =«2 J/1(/%4-1)-V »5-8
511 =n2+3/7-2-4n2-3 «

5.13 xllI=yin(n+5)-n.

515 J(3+)(»2+3) -~

2/\

; 4+2)

52 x,-{n-"jn3-S"n-Jn .

7«5-8 —. Jn(n2+5)

54 x,,=

5.6 xn=n+v4- 22+

5.8 ="U+2)(«+1)-yj(n-\)(n+3) m
5.10 x,,=n2[g5+n -3 +/73).
5.12 jg,=>/a(>/a+2-n/«-3).

5.14 xn=\In3+8"Jn3+ 2-\In3-\y

. 5.16 xtt=n—pr(n- 1) .



5.17 € -n3 J2[n6+4) -V «8-1

5.19

521 X, =/715 +8/73- 27j .

6-masala
1 2 3 /7-1
6.1 X,- — +— +— +owt
7] n n~ ir
6.3 _1+3+45+..+(2w-l)  27+1
©%s 7+1 2
|+ 2 +.+u
6.5 * —
- \9n +1
6.7 1+ 3+ 5+ ...+ (2/7-1)
. ,» = /1.
% f1+3
4)-(ff + 2)!
6o » - BTN
(»+3)1 .
2" - 5"H
611 Jn ~ ~n+| 5+2 .
6.13 n3+5- V3/l4+ 2
' n 1+3+5+...+(2//-1) "
6.15 //+2 T2
S il T L
6.17 n 2-5+4-7 +..+2»-(2n +3)

/,+3

4

t,=>m+2(NIn+3- V»-4j.

.5.18 x,,=yfn tfn2~ijn(n- 1)

5.20 «,=n"Jn4+3 - V«4-2 j
*T *n_"?
27+ D)1+(2/7+ 2)!
6.2 Xn-~ (m+|§)|Tr|I .
4 2 +1+3' ﬂ
2’43
1+3+5+ 4+ (2»-0
6.6 X =  commeemee -
1+2+3+ + 1/,
1+ 4+ 7+ ..+ (3/7-2)
" 6.8 | =
K s b1
(3 n-1)+ (3f7 +1)!
610 x-‘ - Jnrin-\)—
i+ 4+
Jr 3 3- 3"
6.12 i+"i+_|1_+1...+ !
5 5
3'-2
6,14 SII_I + 2" 1
6.16 5 13 3"
=-t—=+..+-
™= 6" 36 6"

, <0 v _ (2» + DI+(2>2+ 2)!

b (20 +3)1-(21] +2)!



6.19

621 je, — 77 !

7.1

7.3

7.5

1.7

7.9

7.11

7.13

7.15

7.17

7.19

7.21

*

fall

-V

14

I +aiA- 1
~2+7+12+ ..+ (57-3)
L5009 o,

16 64 4"

7-masala.

N

3/r -6/7+7
37 +20/7-1

\w+2

1-1
7+3

\-/f4

2n+3Y4

2/7+1J

NT2-3/7+6
yn2+5/J + 1y
NeIT-7 V"2
6/7+41]
F v
7 +/7-1

7-1 A
+T,

[3/7+1wm3
13/7-1y

ﬂ+3q/f+4

m+5/

10/7-3\%
10/7-1
Y 2H+1

272+21nr-7
212+ 18/7+9

6 20 _2+4+...+2/7
' nT 7+ 3
lim*,,-?
2o % = 2/t +2Y
T o2+t
R Tt
. , "
16 * = M+ 1
' ” /7-1
/7_10\3n+1
7+ 1
. 372+ 47-1 15
710 %= g e
2072 +5/7 +7
112 %= opeis7es
T4 % = 5/72+3/7-1
' 77 B«2+3/7+3
216 * = 22+ 77- T
' T 21743171,
7.18 *,= et
37257 vH
* =
720 %= amsi7 47
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8-masala. {xn} ketma-ketlikning yuqgori va quyi limitlari topilsin

an yed
8.1 =| cos 8.2 x,=
83 *,=(-)"T 8.4 *l,—l+sih nn
. 1] ” . . ’ n 3
1 ' +1
8.5 x.= 8.6 xn="4(,r +2-
2" +3
= 8.8 xn=(-I -
87 r =2 (-1 T+ by
” . n nn i
89 x=2 +—- cOS— 818 X,,=———r]—-si'n2n—n
1 2 n+1
n—1
8.11 = COSH7T . n2+lsm" nn
n+1 n 4 2
3n-2 . nn '
8.13 *, = e sm— 8.14 Xn= 1,5-cos-2--r]—r]X
n 2 3 ) m
ﬂzsr'n I_“_|+1’ 2-b3n-1
— . n2-b3un-
8.15 y =—. 8.16 Xx,,=(-\) 2
, «+1 1-n-n
/IT-a+1 2nn 4n +3«—2 . (n 2nn
817 x,,=- — -cos— 8,18 *, =- —sm*—+-
2/7-1 3 2°n+n~ V6 3
8.19 X =1 —-1 ()" +sin-"-. 820 X,=-"|sin”
von) 2 n+1 3
821 X =Sin/7 .
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9-masala. y =f{x) funksiyaning aniglanish sohasi topilsin

W /)-2)e
1 %
9.1 y=InJl-lIg(”~-5x +16)J. 9.2  =log” logos( " J
_ Vi -4
9.3 y=logni(*2-3g:+2). 9.4 yzlog,(jc2+2x- 2)
y/x+5 2jc-3
9.5 ¥- , =
lg(9-5x) 9.6 y =Jlog jo—1
. Bic- j . X +2
9.7 y=Ig J_C_Jlfz. 9.8 y =il Igo0SIC *
9.9 y=Ig(\6-x2) +ctgx. 9.10 y =(8-2jc-jc2p .
9.11 Y SYPC—tie| 2. 912 y=N, .
=ylz ~5x ~2x2 e 9.14 =
9.13 y =yls ~5x ~2x2 y .
sinjc + cosx
9.15 9.16 ) .
cos2jc 1 sm jc-cosjc
9.17 y =arccos(0,5jc—I) . 9.18 y =arccosX - arcsin(3- x).
X
9.19 y =arctg— 9 9.20 y =arcsin-— -.
X -

arcsin (0,5jc-1)
9.21 Y
yIx2- 3jc+1

10-masala. Quyidagi tengliklar ta’rif yordamida isbotlansin

(™ (e)—topilsin).

, 2 2X2+5jc-3 . 5~ —4je—1
10.r lim&i==2 o= 10.2  1im —=meeemev 6
*-*-3 jic+ 3 r—1
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10.3

10.5

10.7

10.9

10.13

10.15

10.17

10.19

10.21

- 3x2+5x -2 ' :
fjm 3X2+5x - b4 fim2lix o1

mt 2l =-7.
-2 x+2 -3 x -3
. B6x'+x-I
AT AL 6x2-x -\
|U|mL >, 10.6 lim-——--- — =
—2 X+ — 4 X-L
2
Vim &2 ~1 - CAY _Eie_
im & b8 fimX. 2o g
3 X+ - X -
Iim Sxzz2xcl. -4 . Ix2+8x+1
M_i 1 10.10 lim =-6
= X+ X +1
. X2-4x +3 » . 2X2+3x-2 e
Im """"""" = e 1 U I o I o [ — . =
lim-——s 10.02 hn7oe g 5
lim & 79X+l . 10x2+9x-7
b 10.14  pp7---------- 7--—-=~109-
] 5 X Heeev
lim 2x2+ 13x+ 21 1 . 2X2-9x +10 1
2X+7 ~ 2 M-M 5 -2z ?-5 -2
&2 [ ©275%:39_ g,
*
, x.d 10.18 %) x+ L
3
2x"-21x-ll - - 5X - 24x-5
M ===~ =23. 20 limemmmemmmmecmeeee =
fip = 10.20 [im =26,
im X3 )
M3 X -3X
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11-masala. Limitlar hisoblansin.

o~ 3
lim
111 *» 1N —
V3+Xx-~
VI9+2x-5
11.3 bm-
M- -4
N tIx-6 +
11.5 lim—-=-- M
*>2 N+2
11.7 s lim~ ..1.
je -1
. nll+X-VvI-JC
119 lim-7= -—p =
x0T+ x - VI-JC
1 v27+3c-v27-3c
11.11 Iy
o x+2-yx4
nna3 lim H H 1z (M
0 X
- tfx-2
11.15 lim-7=— .
**16nfic-4
. + * 4
1117 8+l
3 jr-9
jl-x -3
1119 pm RIS
n-»-8 2+ VIC
11.21 hm Tr1 = :
*>*8  nlx- 2
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11-2

114

11.6

11.8

11.10

11.12

11.14

41.16

11 ig

11.20.

4 2

r—

lim
2V2 + X~

. VI6x-4
lim ———=——7=
“An/4 + jc- n/2x
i NOx-3

m
3 n/3+ X - n2x

. NAX-2
lim
=202 +Xx- n2x

fjc-1
Hm

x>1 a/l + jc- n/2n '



12-masala. Limitlar hisoblansin.

121 lim~-~-,
Int

| + cos3x

123 lim sin 7x

12,5 lim-—-—

i,_ Sin2X -/g2X
12.7 lim— ——-—
(X~1)

. cosbx-cos3x
12.9 lim-------—mmmem- _

12.11 Q) ,’fniﬂgZ*) .
n/1o0 X—2

12.13 lim— -

215 g} sieivce
12.17
>4 008

im__ 1-24%*
12.19

X~*227yf2x - yl3x2-5x + 27

B1—X

12.21 lim ’
sin5x-sin3Xx

12.2 )
wi

| ~sin2jf
124 ™ Or_4N>.

11 ¢ M-t
tgX
YiX~ —X+ 1 —1
12.8 SM-=m---mmmmmmmmmee -
*>1 tgnx
sSin7x-sin3x
12.10 Hm------ — -
ex - e
A nix2-3x +3-1-
12.12  lim--——----- A
sinn x
Sit-3 i 22
12.14 Iim-
T X*1 tgnx
In2x-In;r
[T LT —

12-16 -b_in —y COSX-
2.1 IjmIn(9- 211)
sin 25\x

i-2cosX

1220 ,!3 n-3x =



13-masala. Limitlar hisoblansin.

- N
13.1 lim 3Y-11M
X+ 1
13.3 lim
—V—»lV
|
2X-7
135 Iim <P
>Sy-v+]]j
C(2x-\"WA
13.7 Ill\r}|1I ———————

ctg2x/sa\2x

13.9 )I(_i;ﬁ(&ost'

13.13 Nr1(3-2n-),82.

1315 lim °°° ' °

ar-»3 | 3

13.17 lim(2eX1-1v ~.
il '

311

13.19 lim(2e*1-1)

13.21

ey
13.2 Iim .
sina
. COSX
13.4 lim
¥»-VC0s2,
. \Vasf3/4")
13.6 lim (tgx)
13.8 lim 2—
v o aj

1/sin22*

13.10 lim (cosx)1

\Gi'@(t/sin4.r

13.12 %@T(;osx)

\S/tg5x>sm2x

» /
13.14 )!jmﬁ(cosx)
f. \6igxrg3x

13.16 13(s,n%*)

13.18 K™

lim(l + cos3x)s
13.20



1l4-masala. Limitlar hisoblansin.

72n-_ 53
142 lim, ¢ 77
14.1 WZX- arctg3x ' x~r§’2arcsinx - sinx
- -e &
143 pip— . ' 144 Gig— °F
*+°sin 3x - 2X X*°sin2x - sinx
B@(— 53 ezx - €
145 Ly arctgx +x* v arctgx - x'
. 3%-2 ) BJkK- e~X
14.7 I'mx_ sin 9x 14.8 H—%zarctgx- sin x
12x -5~ . Ix-e "
149 lim _ 1410 1im© ¢
JFo2arcsinx-x T0s8inX - 2X
X-2L . Je -
14.11 lim 1412 |jm- ° TFF
*>0arcsin 2 x - X =0arcsin X + x
4*-2 Ix . & e
14.13 tg3x-x 14.14 1"‘—>°t92x— sin x
10:t-T 1416 1i e2x-e X
™ . m . .
14151 02tgx - arctgx sin3x-sin5x
o IkK- 3% o e'ee?
14.17 Ll_r);g tgX +X 14.18 lim 2Agx - smX
2X -5Xx
3%-T B” -e
. . 1420 I .
14.19 ',c_[gaarcsm 3x - 5X W2 sinx-tgx
9, 23
1421 !&_%arcthx—lx

15-masala. y =/ (x) funksiyaning x =x0 nugtadagi o‘ng va
chap limitlari topilsin (/ (x0+0)-?, / (x0- 0)- ?).
15.1 /(x) =arctg——, x0=1. 15.2 15~ ~0,
I-x I +ex
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15.3 = X0=°- 15.4 /(x) =arccos(x-1), x0=0.

15.5 /(*) =2agx, x0=0. 15.6 N*)  3(1—x~)—1—x2J*
15.7 f(Xx) =sign(cosx),x0- - r. 15.8 /(%) =arctg(tgx),x0=-’q-.
159 /)= xo=3. 1510 /(*)=- 540 1
jc+ 33T  ° -w
15.11 /(x) =x+[x2],x0=10. 15.12 /(x) :him‘--:)-(ﬁ =1y
2jc"-3
15.13 / (nan ™~ N0 17~ -p *0 = 1. 15.14 /(*) = <T=-A =0 .

N Y Sinjc

N=7—, ~0=0. 15.16 /(*) =y 3y
2 =2
15.18 A*) = " 1 » X0=
+ DN
B COS")C(
15.19 /(x) =n/1- "°— , x0=0. 1520 /(") :;--;50_:0,
- r]r

, 4 [x+I1, x<2,
15.21 M(x)_| 272 +i5x>2"x0=2-

16-masala. y=/(x) funksiya x =x0 nuqtada uzluksiz ekanligi
ta’rif yordamida isbotlansin (S(s) —topilsin).

16.1 /(x) =5x2-1, xo=s. 16.2 /(x) =4x2-2, x0=5.
16.3 /(x) =3x2-3, x0=4. 16.4 /(x) =2x2-4, x0=3.
16.5 / (x)=-2x2-5, x0=2. 16.6 / (x) =-3x2- 6, x0=1.
16.7 f (x)=-4x2-7, x0=1. 16.8 / (x)=-5x2-8, x0=2.
16.9 /(x)=-5x2-9, x0=3. 16.10 /(x) =-4x2+9, x0=4,
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16.11 / (x) =-3x2+8, x0=5. 16.12 /(x) =-2x2+7, x0=6.

16.13 / (x) =2x2+6, X0=7. 16.14 / (Xx) =3x2+5, X0=8.
16.15 / (x) =4x2+4, x0=9. 16.16 f (x) =5x2+3, x0=8.
16.17 /(x) =5x2+1, x0=7. 16.18 /(x) =4x2-1, x0=6.
16.19 / (x) =3x2- 2, X0=5. 16.20 / (x)=2x2- 3, x0=4.

16.21 / (x) =-2x2- 4, x0=3.

17-masala.
Quyidagi funksiyalar a ning ganday qiymatlarida +uzluksiz
bo‘lishi aniglansin.

Xctg2x, x o, |x|<” lax2+1, x>0,
171 y = A 172 Y=*
[-x, x<0
a, X-0
[cosx, x<o0, (x2+0, x>0,
[fI(x-1), x>0 [1-x2, x<0
[29, x>0, (X+ ZV)tgXx,-[r<*<-j, x * ~ |
175 [a(x-1), x<0 17.6 y-
a, X-
I(arcsin x)ctgx, x"O, x?t 0,
17.7 _ 178 " =1
la, x=0 a, Xx=0,c>0,
X X&Q
' e *2, X ®0,
17.9 In(l +2x) 17.10 Y -'
c, X=0 a, X=0

Quyidagi funksiyalar uzluksizlikka teksliirilsin va grafiklari chizilsin.

In(l +eT)
17.11 /(*):Ill’r;(_’l“ +11 17712
1 .
17.13 / (x) =lim 17.14 f{x) =sign(cos-
() 1+ x2H v
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17.15 /(x) =limcos2,x. 17.16 /(*) =[*]sina*.

17.17 /(x) = !)|_r;1* ’\++X%,,r ) 17.18 f(x) =lim dcos2'x +sin2'x .

17.19 /(x) =limyj\+x2". 17.20 f(x) =x2-[x2].

1721 100 = W Gsingz
18-masala.

Quyidagi funksiyalar berilgan oraligda tekis uzluksizlikka

tekshirilsin

181 / (x)= ", , -]<x<lI. 18.2 /(x) =Inx, O<x<I.

sin X 1
18.3 f(x) =——, 0<x<T7r. 184 /(x) =e'cos-, 0<x<lI-

18.5 /(x) =arctgx, -00<x<+°0. 18.6 /(x) =xsinx,0<x<+o0o0.

f(\ » Vo {x+1,x<0,
8n /w > * O«<l1l, -I< <! 188 m¢ < « <«

y - /(x) funksiya X to'plamda tekis uzluksiz emasligi isbotlansin.

18.9 /(x) =cos™, X =(0, 1). 18.10 = * =(0,1).
18.11 /(x) =sinx2, x =R> 18.12 /(x)-sin”, nar=(0, 1I).
18.13 f(x) =x2, X =R. 18.14 = X =(2, 3).

y =/(x) funksiya X to'plamda tekis uzluksiz ekanligi ta’rif
yordamida ko‘rsatilsin (S =S(s) topilsin).

18.15 /(x) =-x +1, JT=(-oci-h»). 18.16 f(x) =tfx, X =[0; 2].
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18.17 /(*) =-, A'=[01; 1]. 18.18 /(jc) =2x?+5, X =[-I; 7].
18.19 f(x)=r-2x-1 X=[-2;5]. 18.20 /(x) =jt3+1, X =[-2; 3].
18.21 /(x) =2sin;t-cosx, X =R.
-D -
Namunaviy variant yechimi

Namunaviy variant sifatida 21-variantni olib, shu variantdagi
misol va masalalarning yechimlarini keltiramiz.

1.21-masala. ekanligi ta’rif yordamida ko‘rsatilsin
(nO(e) -7?).
2n3
ny~2

< (M™M»=a) O (v*r>0 3n0=n0(s)eN: \/n>n0 [xa-a|<*).

2n 2n - 29 +6
X,-a = e-2
n -3 nJ-3 V -3

< —=-<
(n-wW{n2 + M+</3n+n/9 3/3n

Demak, \fs>0 son olinganda ham no- max y deb ol-

sak, Vw>/D vchun ]x,,-a]<£ bo‘ladi. = ~a >

2.21-masala. a soni {*,,} ketma-ketlikning limiti emasligi ta’rif
yordamida ko‘rsatilsin.
xn=yjn2+1 -n, a=1
53



< (*" *a)<> {VnoeN 3E->Q>3n>nom¥,,-«1M K H =(>/"+1-«)->
_ M+ 1-(/7+2 \N2+1-772—=27—1 m
yjn2+1- (« +1) =
nn + 1477+ 1 \In2+ 1+ 4+ 1 VIT2+ 1+ 7+ 1
S 21N 2n 2n 1
vin2+3n2+n+n 2n+2n 4n 2

Demak, £=— deb olsak, \JneN uchun \xn- a\>s tengsizlik

bajarilar ekan. Bu esa ekanligini anglatadi. >
3.21-masala. “lkki mirshab hagidagi teorema”dan foydalanib

|nn} ketma-ketlikning yaginlashuvchiligi ko‘rsatilsin.

27+3
X, =
v Ny
2/?7+3 2/7+37 5n 5 1
—_— A =- = agar n>10 bo'lsa,
rr n n~ 2
n+3 _2+3_5_ 1
— —>——=-T>— agar n>10 bo Isa.
w n n 20

Agar Yn=* va z«=" deb belgilasak, unda v«>10
uchun yn<xn<zn qo‘sh tengsizlik bajariladi. limyn=|imzn=0 va
“ikki mirshab hagidagi teorema” ga ko‘ra bo‘ladi. >

4.21-masala. xn:1+%+...+% ketma-ketlik Koshi kriteriyasi,
monoton ketma-ketlikning limiti haqidagi teorema yoki limitlar
ustidagi amallar haqidagi teoremalardan foydalanib, yaginlashishga

tekshirilsin.
< Monoton ketma-ketlikning limiti haqidagi teoremadan foy-

dalanib, berilgan {xn} ketma-ketlikning yaginlashuvchi ekanligini
ko'rsatamiz.
1
(7 + 1)
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Endi bu ketma-ketlikning yuqoridan chegaralanganligini
ko‘rsatamiz:

11 1 1 1 1 1 1
D QT [ S IUUR W E— < IH-oometoo-@f e [ -Heoo~ T <

21 31 4l n\ 2 2"1

B S I S TR S S

< 1421 H— +. 2
22020 2R
2

Shunday gilib, {xs} t VneN uchun

<2 = limx,,-3 => {*,} —yaginlashuvchi >

5.21-masala. Sonli ketma-ketlikning limiti hisoblansin
( himx,.-?)
xn=wu"n/5+ 813 - 2nj

M[(5 +8«3)-(2n)3

< limx,= limw(V5+8n3-2«) = J™ / =f r---- ? 7=
=0\ / y(5+8n ) +2n-yj5+8n, +4n’

) 5n )
= lim- = lim- =0. >

1'48 +8+4 NE +8] +2. N +8+4

3 5 9 1+ 2"
X = — bemedee- HLY
"4 16 64 4"
3 5 9 1+2" 1+2 1+22 1+2 1+ 2"
< e oo e — — T+t
"4 16 64 4 4) 4"
1 1 IR
—1T'b.. ! +(\_H—7+—F+ H- =y, +z,=>
4" 4"/ u 2Z 2] 2"
| |
] ~ B ] _n y _1 _4
!J_T)) rjlin(vy,,+z )—}!my +r|1|_[(rlz —;——--ie+;l----'r6\_-3+1—}.>
4 T2



7.21-masala. lim*,,-?

\ 2mH

Nk +21/7-7
%= on +187+9

2w+l

i _2n +2\n-I . M2u2+18«+9+3n- 16wl
lim*. = lim =(I")= lim
2A72+18/7+9, 2i12+ 18//+9
Chim L. 3716 i - f
= 4 - + = -
b o1 '+ 18/7+9 im(l +ar)«=e englikdan oy
dalanamiz. _ .
37-16 " S puang

Bizning holda a = ST +18/7+9

lim
M»X VQ/24J‘§+9—A 3.1
K «n2 Q2 —p >

8.21-masala. {*,} ketma-ketlikning yugori va kuyi limitlari

topilsin ~ limx}- 2, limxn- ? .

Vo >« y
jb=sin/r
< Berilgan ketma-ketlikning giymatlari to‘plamida
0, #sinl°, #sin20,..., *sin89°, =+1
sonlari cheksiz ko‘p uchraydi, chunki VneiV val\fpeN uchun
keltirish formulasiga ko‘ra sin/7 =sm(3600/? + /7°) va
sin(180° £n°) =+sin/7. Demak, yuqoridagi sonlarning har biri ber-
ilgan ketma-ketlikning qismiy limiti bo'ladi. Shu bilan birgalikda
{*.} ketma-ketlikning yuqorida ko'rsatilgan 181 ta sondan boshga
gismiy limiti yo‘q. => “1va >
9.21-masala. y =fix) funksiyaning aniglanish sohasi topilsin
n 1)-2).
arcsin(0,5x-1)

jx2-3x +1
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O£ 0,5x"2
f-1S0O,5i-1S1

UYY 4o 3v4150 X__3-VS| L.3ns

2

0

O<n<4

v/
i—n/6 3+ /5 s 3+ /5

n 3—
xe N —-—,b» g(/)= O " 4.>

10.21-masala. Quyidagi
. X -
lim-"— —=2
X -3x
tenglik ta’rif yordamida isbotlansin (S(s) topilsin).
I (lim/(.v)=6j O (Mf*>0 3~(r)>0: 0<|x-9|<<? => |/ (x) ~ <Em).

fix) funksiyani x=3 nugtaning biror atrofida, masalan (2; 4)
intervalda, qaraymiz.
Vs> 0 son olamiz va |/(x)-2| ayirmani x*3 da quyidagi

|/(*M *22-9 . X+3 _  3-x _|x—3|.<7

xSa% x X IX
chunki xe(2; 4) edi.

Oxirgi tengsizlikdan ko‘rinib turibdiki, agar S =2s deb olsak,
0<|x-3|<£ tengsizlikni ganoatlantiruvchi Vxs (2; 4) uchun

X2-9
bo'ladi. Bu yerdan ta’rifga ko‘ra 1m——— -2 ekanligini hosil
gilamiz >

.. N9+ 2X -5 . .
11.21-masala I|m—j;|/')|(=—2r— hisoblansin.

n/9+12x-5 (0 i (9+2x)-52 47?2 +2-&C+22
. m = = =
< *8 ifx-2 lo. ¥ X-23 n9+2x +5
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2(.x-8)p +2.1 +4) + 74 o
= lim---eeooev V- - e == = 2-lim - r— =24 >
T8 (je-8)(>19 + 2jc+ 5) * 4% O+ 2X +5

12.21-masala. lim- -'------ﬁlsoblansm
*>*gin 5x - sin 3*

/rgN  ((x =x +t almashtirishbajaramiz”

im 2
™sin5.v-sin3x 0 g
. e"-e™ . .
=lim _ -=¢e”li : =e*lim-  e'~'
sin(5;r +5/)-sin(3;z- + 31) »<>sin5/ +sin3r A ‘LIpSJn5/ sin3t
e’_l L , —e—::——:l ﬂﬂ
:e*l}m i A _l>r6l f :en---l--zill >
->05__s_|_r?£/_j,,_ sin3f i sina _ 1 5-3 2
51 31 \\«_%“5“'- s
18k
13.21-masala. 1™(sin¥) hisoblansin.
("
18sin s =5t
lim(sin*) «» =(r) =
K
w /!
ISusf 18Xy

L
=lim(cosr) -w =lim[l+(cosf-1)] = lim(l + <)< =e dan foydalanamiz

 Boer—
-lim~ cos/(cos/-1) ﬁml@ééihzl Jlm'z'"‘""{_ lels 2

2 * = 1
e 0% e*™0 sir* 5 2 —e —e =L

14.21-masala. Ushbu limit hisoblansin.

X 3V
MmO arcigix 1%

9 -1 231-1
oox-2Y 0 . 3y
lim- -

< arctg2x~Ix vO 2 arctg 2x
2X
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15.21-masala. y =f{x) funksiyaning x =x0 nuqgtadagi o‘ng va
chap limitlari topilsin (/(x0+0)-?, / (xo- 0)- ?)
(x+1, x<2,

[-2x4-1, X>2,
< f{x0+0)=/ (2+0)=Timo/(.v) = (limo(-2.v + 1) = -3
f(xo0-0) =f(2-0) =Jim/(*) = WnAx+1)=3. >
16.21-masala. >'= f(x) funksiya jc= x0 nugtada uzluksiz ekan-
ligi ta’rif yordamida isbotlansin (£(f) topilsin).
[(*) =-2x2-4, x0=3
< / (a-) funksiyani xo=3 nuqtaning biror atrofida, masalan.

(2; 4) intervalda garaymiz. V>0 son olamiz va
[/1(x)-1(*0)=[/(x)-/(3)( ayirmani baholaymiz:

\f(x)- f (3)=]-2x2- 4- (-22)| =|-2x2+18 =2|x2- 9 =
= 2jx +3)-|x-3j <14-|x-3j.

£
Bu tenglikdan ko'rinib turibdiki, agar *= deb olsak,

|n--3|<<? tengsizlikni qganoatlantiruvchi Vxe (2; 4) uchun
[/(x)-1(3)|<14|*-3|<14£ =14~ =* bo'ladi. => [(x) =-2x2-4

funksiya x0=3 nuqtada uzluksiz. >

17.21-masala. +(2sina)2" “un”siya uzluksizlikka tek-

shirilsin va grafigi chizilsin.



q - 1
m, —., + K <X <—+ 1K,

x, |2sinjc] <, 6 6
l n:-’l\-ﬂ__bﬂ’n
/(+') =lim j, dasinrl=l, = 276
I +(2sin.v) *
0, |2sinA|>l 0. SHAKSX< — +AK. K6Z.

Bu tenglikdan  ko‘rinib  turibdiki  /(n) funksiya

—HHA —HKK €+)KK; 5 +'$zk , kez oralfglarda

uzluksiz hamda x=i’jk +%A, teZ nuqtalar funksiyaning 1-tur
uzilish nuqtalari bo‘ladi. Yuqoridagi ma’lumotlardan foydalanib funk-
siyaning grafigini chizish giyin emas. >
18.21-masala. y - /(x) funksiya X to‘plamda tekis uzluksiz
ekanligi ta'rif yordamidg ko‘rsatilsin (S =S(s) topilsin).
/(x) =2sinx-cosx, X-R
< (/(n) funksiya X to‘plamda tekis wuzluksiz) o
(VE>0 3£ =£(5)>0, VX' x"eZ: |t"-X|<J) = |/(x")-/(x)] <ff)
\fs >0 son olib |/ (x")-/(x’)] ni baholaymiz:
I7/(x")- /7 (xX)|=1@sinxcos x")- (2sinxco s xX)|=

=]2(sinx"-sinxn-(cosx"-cosx')|] =~sinor -sinp =2sina "™ -cos— Va

cosa - cos(3=-2sin——=sina +- fonnulalardan foydalanamiz

Jl
. X —X . X =X ., X"+X
4sin-------- cos- -+2sm-------- sin )
, v AL 1 . |+ " . " \
=2 sin—x X 2 -COS---mmmmmm +sin--)-<-----)-< <2- 2-cos-x X sin X*;X

<|x"-x"]-2 +1) =3-]x"-X|

Bu tenglikdan ko‘rinib turibdiki ° deb olsak, |x"-x'|<8

tengsizlikni ganoatlantiruvchi Vx'x"e R uchun |/(x")-/(x")] <s
bo'ladi. => /(x) funksiya r da tekis uzluksiz. >
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3-§. 2-MUSTAQIL ISH

Funksiya hosilasi va differensiali. Ularning tatbiglari.
Funksiya hosilasi va differensialining ta’riflari.
Hosilaning geometrik va mexanik ma’nolari.

Turli usulda berilgan funksiyalarning hosilalari.
Yuqori tartibli hosila va differensiallar.

Differensial hisobning asosiy teoremalari.

Lopital goidasi.

0-simvolika.

Teylor formulasi.

Funksiyani to‘lig tekshirish.

-A-
Asosiy tushuncha va teoremalar
1°. Hosila va differensial ta’riflari. Hosilaning geometrik va
mexanik ma’nolari
y =f{x) funksiya (a,b) oraligda aniglangan bo‘lib, xe.(a,b)
bo'lsin. Bu x nuqtaga shunday [O* orttirma beraylikki,
x+Axt(a,b) bo'lsin.

1-tarif— (= fim 2 = i 200D (1) gunksiye:

nr-wa*  g~->o AX
ning x nugtadagi hosilasi.

2-ta'rif.  /'(x+0):= lim — = lim f . —/00 _ <
A ' y

Ar-»>+0 Oy Ax-»+0

hosila. f x—oy: :A}m-o%yp :4I,j4\r}‘1>/( +'D'A)>(()-/(ﬂ’) - chap hosila.

1 va 2-ta’riflardan quyidagilar chigib keladi:

1)Agar y =/ (x) funksiya. x nuqtada f'(x) hosilaga ega bo‘lsa,
u holda f'(x+0) va /'(x-0) lar  mavjud va
/'(x+0) =/"'(x-0) =/'(x) bo'ladi.

2)Agar /'(x+0) wva /'(x-0) lar mavjud boMib,
/'(x+0) =/'(x-0) bo'lsa, unda f'(x) ham mavjud va
/'(x)q/'(x +0) =/ '(x-0) bo'ladi.
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I-teorema. Agar x0 nuqgtada f'(xQ mavjud bo‘lsa, n holda
y - f(x) funksiya grafigining (x0,/(x0)) nuqtasiga urinma o ‘tkazish
mumkin va bu urinmaning burchak koeffitsienti f*'(x0) ga teng boladi.
y -f(x 0)+f (x0)e(x- @)-(2) - urinma tenglamasi.

y - f{xo0)~ Ne{X ~x0) -(3) - normal tenglamasi.

Agar S- f(t) moddiy nugtaning sonlar o‘gidagi t vagtga mos
keluvchi o‘rnini bildirsa, unda [/ =/(/+At)-f{t) - nuqtaning

f(t+AD~fit
At vaqt oralig‘idagi ko‘chishi, —(b-----:&i)-----l—) - o'rtacha tezlik,

/'(/) esa t momentdagi oniy tezlik bo'ladi.

3-ta’rif. Agar Ay ni ushbu

Ay =f(x +0x)- / (x) =A{x) -Ax+a (x, [x) mix , (4)
bu yerda Ax->0 da a(x,Ax)—a0 ko'rinishda ifodalash mumkin bo'lsa,
unda y - f{x) funksiya x nuqtada differensiallanuvchi deyiladi.

A(x)®x ifoda funksiya orttirmasining chizigli bosh gismi yoki
funksiya differensiali deb ataladi va dy kabi belgilanadi.

a(x,Ax) ifoda funksiya orttirmasining qoldiq hadi deb ataladi.
Agar O-simvolikadan foydalansak, Ax->0 da Ay=A-Ax+i(/[Ax)
tenglikni xosil gilamiz.

2-teorema. y =/(x) funksiya x nuqtada differensiallanuvchi bo'lishi
uchun shu nugtada chekli f ’(x) mavjud bo'lishi zarur va yetarli.

3-teorema. Differensiallanuvchi funksiya uzluksiz bo'ladi.

Agar 2-teorema shartlari bajarilsa df[x) =/'(x)-Ax =f"{x)-dx
bo'ladi. Differensiallashning asosiy qoidalari va elementar funksiyalar
uchun hosilalar jadvali 1-§ ning 130 va 140 punktlarida keltirilgan.

2°. Turli ko'rinishda berilgan funksiyalaming hosilalari
a) Murakkab funksiyaning hosilasi
Aytaylik, y =f{ii) va r/=]'(x) funksiyalar berilgan bo'lib, ular
yordamida y =/ fj(x) ] murakkab funksiya tuzilgan bo'lsin. Agar
M=j(x) funksiya x nuqtada va y =f{u) funksiya x nuqgtaga mos
keluvchi  un nugtada hosilaga ega bo'lsa, unda
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L . ?,=7,,°< (5)
tenglik o'rinli bo‘ladi.

b) Teskari funksiyaning hosilasi

Agar y =f(x) funksiya i nugtada /'(*)* 0 hosilaga ega bo‘lsa,
bu funksiyaga teskari x=f~I(y) funksiya jt nuqtaga mos
bo‘lgan o0 nuqgtada hosilaga ega va

X> jr (6)

bo'ladi.
d) Parametrik ko'rinishda berilgan funksiyaning hosilasi
Faraz gilaylik, y=y(x) funksiya parametrik ko'rinishda.

X =<pft)

W<) a<<p <+
sistema yordamida aniglangan bo'lsin. Agar <pft) va y/(t) funksi-
yalar differensiallanuvchi bo'lib, <3(t)* 0 bo'lsa, unda (7)-sistema
differensiallanuvchi y = (*)] funksiyani aniglaydi va

W X' m(A t3)

tenglik o'rinli bo'ladi.

e) Oshkormas funksiyaning hosilasi

Agar biror oraligda differensiallanuvchi bo'lgan y =y(n-) fun-
ksiya F(x,y) =0 tenglik yordamida aniglansa, unda oshkormas
ko'rinishda berilgan funksiyaning y'-y'(x) hosilasini ushbu

tenglikdan topish mumkin.
Masalan, ushbu y5+y3+y- x=0 tenglik yordamida oshkormas
ko'rinishda berilgan y - y () funksiyaning y* hosilasini topaylik.
< (9)-tenglikka ko'ra

( y5+y3+y-x )X:0:>51¥4-y +3y2w’ +y'-1-0=> V'WﬂTy?ﬂ'>
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3°. Differensialning taqribiy hisoblashga tatbiqi
Ma’lumki, y=/(;o funksiya x0 nuqtada differensiallanuvchi
bo‘lsa, unda

¥(x0) =4f(x0)+o(AD
tenglik o‘rinli bo'ladi. Agar df(x0)*0 bo'lsa, bu tenglikdan yetar-
licha kichik At lar uchun i
bf(x0)«df(x0)
yoki
/ (x0+[4x)*/(x0) +/'(x0)-4.1 (10)
tagribiy hisoblash formulasini hosil gilamiz.
4°. Yuqori tartibli hosila va differensiallar
a) y=f (jo funksiyaning yuqori tartibli hosila va differensial-
lari ushbu

I/IM*)={/M(,)} n=23,..);

dry =d(d™y)  (71=23,..);

tengliklar yordamida aniglanadi.
b) Asosiy formulalar
1) {a*)" =aveln"a (a>0); (emw =e"

2) si.nxj\M:si.nﬁc +—

)

/
3) (cosje) " -COS

4) (xafp=a(a-\)...(a-n +\)xa~*, cceR
5 (tax)w ,tiT Jfezli!

d) Leybnis formulasi

Agar u=u(x) va .- . funksiyalar n-tartibli hosilalarga ega
bo'lsa, unda y=u(e- .o funksiya ham n-tartibli hosilaga
ega bo'ladi va



tenglik o'rinli bo'ladi. Bu yerda u(0)-u, v(0)=v va C =
(I-formulaga n-tartibli hosilani hisoblash uchun Leybnis for-
mulasi deyiladi.
w(x)-v(x) funksiyaning n-tartibli differensiali d"(uw) uchun
ham Leybnis formulasi o'rinli.

5°. Differensial hisobning asosiy teoremalari

Aytaylik y- /(x) funksiya [a,b] oraligda aniglangan bo'lsin.

1-teorema. (Ferma teoremasi). Agar

1) /(x)eC][o,6],

2)Vxe(a,b) uchun chekli 7'(x)-3,

3)ichki ce (a,b) nugtada /(x) funksiya eng katta (yoki eng
kichik) giymatga erishsa, unda /'(c) =0 bo'ladi.

2-teorema. (Roll teoremasi). Agar

1) f{x)&C|[a,b],

2)Vxe(a,6) uchun chekli /7'(x)-3,

3)/ («)=1(*)
bo'lsa, 3x0e(a,b) nuqgta topiladiki, f'(x0)=0 bo'ladi.

3-teorema. (Lagranj teoremasi). Agar

\)f(x)eC|[a,b]

2)V xe(0,6) uchun chekli f'(x)-3
bo'lsa 3xQe(a,b) nuqta topiladiki

f(b)-f(a) =f'(x0)-(b-a)
bo'ladi.

1-natija. Agar Yxe(a,b) uchun f'(x) =0 bo'lsa, unda (a,b)da
f (x) =const  bo4adi.

2-natija. Agar f(x) funksiya (a,b) intervalda chegaralangan f'(x)
hosilaga ega bo'lsa, n holda /(x) (a,b) da tekis uzluksiz bo'ladi.

Lagranj teoremasini ba’zi bir tengsizliklarni isbotlashda qo'llash
mumkin. Masalan, (I +x)“>l+ax Bemulli tengsizligi Vx>-1 va
a >l da o'rinli ekanligi isbotlansin.
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<l-hol. x>0 bo'lsin. Unda f(u) =(N\+u)a, we[0,x] funksiya
uchun Lagranj teoremasiga ko‘ra 3jc0e (0,x) nuqta topiladiki
/(jc)-/ (0)=(1+a)“- 1 =0'-(I+x0)a 1-x>ax bo‘ladi =>(I+x)“>l+<xc

2-ho\.~I<x<0 bobbin. Unda 7/ («) =(l +w)a, we[jc,0] funksiya
uchun Lagranj teoremasini  qo'llaymiz. =>3x0e(x;0)
/(0)- /7(*) =1- 1 +X)“=a m+X0))"4 +(0- n) =((1+j0 <1)) <-ax =(\+ax)’ S\ +ax.

3-hol x=0 bo'lsin. Unda (1+xf =1+ax =1 bo‘ladi. Endi 3 ta
holni umumlashtirsak, isbot gilishimiz kerak bo'lgan Bernulli teng-
sizligini hosil gilamiz. o

4-teorema_(Koshi teoremasi). Agar

1) f{x),g{x)eCJa,b],

2)Vxe{a,b) uchun chekli /’(jc)jva g’(*)-3 hamda g'(x)* 0
bo'lsa, unda 3x0e(a,b) nuqgta topiladiki,

f(b)-f(a) f'(x0

g(b)-g(a) g'(x0)
tenglik o'rinli bo'ladi.

6°. Anigmasliklarni ochish. Lopital qoidalari
[o]e]

2-8 da ko'rganimizdek funksiya limitini hisoblashda biz 2— —,

0-00, oo-oo, I, 0° va shu kabi anigmasliklarga duch keldik. Bu
anigmasliklarni ochishda Lopital qoidalari katta yordam beradi.

Teorema. f{x) va g[x) funksiyalar uchun quyidagi shartlar
o'rinli bo'lsin.

1) / (*)va g(x) funksiyalar a nuqtaning biror atrofida aniglan-
gan va chekli hosilaga ega,

2) lim/ () = im0 =0,

3)a nuqgtaning shu atrofida [/'(*)] +|V(*)]~ * 0,

o (X _ _
4) g'((xf_cbeKH yoki cheksiz.
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U holda

liraZ M =lto/ W

g(*) *="g'(x)
lenglik o'rinli bo'ladi.
Izoh: Agar bu teoremaning shartlari a nuqtaning chap (yoki

*
o‘ng) yarim atrofida bajarilsa, unda teorema ning a nuqta-

dagi chap (yoki o‘ng) limitiga nisbatan o'rinli bo'ladi.
Yugoridagi — ko'rinishidagi anigmasliklar uchun Kkeltirilgan

Lopital teoremasi x ko'rinishidagi anigmasliklar uchun ham o'rinli

00 0
bo'ladi. Boshqga ko'rinishdagi anigmasliklar esa — va 2

ko'rinishidagi anigmasliklarga keltiriladi.

7°. O-simvolika

Funksiya limitini hisoblashda va funksiyaning asimptotik xarak-
terini o'rganishda «o-kichik» va «O-katta» tushunchalari muhim
ahamiyatga ega. Biz a nugta deganda chekli son yoki oo ni tushu-
namiz. a chekli bo'lgan holda nuqtaning atrofi deganda quyidagi
to'plamlardan biri tushuniladi: (a-S;a), (a;a+S), (a-S;a+S),
bu yerda £>()» Agar a=o bo'lsa, u holda a nuqtaning atrofi
deganda quyidagi to'plamlardan biri nazarda tutiladi: (-00;-4) ,
(A,+°°) yoki (-co;-A4)n(4,+00), bu yerda g>0- Aytaylik, berilgan
funksiyalar a nuqtaning biror atrofida aniglangan bo'lsin.

1-ta’rif. Agar shunday o'zgarmas Kk son topilsaki, a nugta-
ning biror atrofida

tengsizlik bajarilsa, u holda shu atrofda <p(X) funksiya ys{x) ga
nisbatan o0 -katta deyiladi va <p(X) =0{<p(x)) kabi belgilanadi.

2-ta’rif. Agar a nugtaning biror atrofida cp{X) =a{x)-ur(x\
tenglik o'rinli bo'lib, =0 bo'lsa, unda nc-»a da "(x)
funksiya if/{X) ga nisbatan o -kichik deyiladi va gHx)=o(y{x))
kabi belgilanadi.
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(A

[-ta’rifdan ko‘rinadiki, agar y/(x)*0 bo‘lsa, unda y}(xg
bo'lganda <p{X) =o(if/(x)) bo'ladi.

Izoh. Quyidagi tengliklar o'rinli:

0 °(/(*)) +0(/(*)) =0(/(*))’

2) Eme<?(/(*)) =0(/(*)),

3) o(/W)-0(/W)=0(/W),

&) (7 () () =0(/ () 1

5) x—»0 da xm=o(X'")<z>m>n

6) x->00 da xm=o(X")<=>m<n.

3-ta'rif. Agar x->a da <p{X)-y/(x)=o(y(x)) bo‘lsa, unda
X-><F da (p(xX) va i//(x) funksiyalar ekvivalent deyiladi hamda
p(x)~y/(x) kabi belgilanadi.

P
Bu ta’rifdan ko‘rinadiki, agar t//(x)"0 bo'lsa, unda r P =A

bo'lganda <p(X)~y/{x) bo'ladi.
1-teorema. Agar ushbu

.
et +ofy) Yok <44

limitlardan birortasi mavjud bo'lsa, unda

v/(X) +o{y{xy) xav/(x)
tenglik o'rinli bo'ladi.
1-teoremadan foydalanish samaradorligi Teylor formulasi yor-
damida yanada oshadi.
2-teorema. Agar /(x) funksiya a nuqtada /'(«),
f*{a) /@ (a) hosilalarga ega bo'lsa, u holda a nuqtaning bi-
ror atrofida ushbu

#xN=t{ay - {x-aN e T TI@ a0 o],

Peano ko‘rinishidagi goldig hadli Teylor formulasi o'rinli bo'ladi.
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Natija. x-»0 da quyidagi tengliklar o‘rinli bo'ladi.

—_

. (1+x) :I+mx+—-m---'-x2+ + x"' +0(x)

i
2. ex=|+x +— +..+— +o$<xn)

3. In(l+x) =x-"- +..+(-1)"1e— +0(x")

i v3 s van:
4 S|nx=x---é-|+...+(-1):' L r +0o(x2")
! n-1)!

5 COSX=1- —+..+(-1)"* X -m+0(x2H)
X 2 @ Voo

6. tgx =x+"x3+0(x4)

7. arctgx =x - jx 3+0(x4)

. mlIncosx +x2

Misol. jno SmX-tgx hisoblansin.

Infl-=x2+0(x2)) +x2
Incosx +Xx" im_| 2 o\(/ 3)5

sinx mgx (x +0(x2))(x +0(x2))

- y2 +81(x2) | +9 f~+x=+0(x2) | +x2

bm -~—-——em- —Y/T-
x* X=+0yx-]

X2+0(x2) +x2 —X2

= iMoo e = i -/ -
n->0 X2+ °(x2)

Izoh. Limitni hisoblash jarayonida biz natijada keltirilgan 5, 4,
3 tengliklardan va 1-teoremadan foydalandik.



8°.Funksiyalarni tekshirish

a) Funksiyaning monotonligi

Faraz qgilaylik ,y =f(x) funksiya (a,b) oraligda berilgan bo'lsin.

1-ta’rif. X, >x, tengsizlikni ganoatlantiruvchi Vxpx2e(a,b) uchun
f(x2)>f (x,) (/(*-,)</(x,) bo'lsa, f (x) funksiya (a,b) oralig-
da o'suvchi t (kamayuvchi 4" deyiladi.

Agar funksiya o'suvchi yoki kamayuvchi bo'lsa, bunday funksi-
yaga monoton funksiya deyiladi.

1-teorema. /(x-) funksiya (a,b) intervalda chekli /'(x) hosilaga
ega bo'lsin. Bu funksiya shu intervalda oSuvchi (kamayuvchi) bofishi
uchun (a,b) da /'(x)>0 (/'(x)<0) bo'lishi zarur va yetarli.

b) Funksiyaning ekstremumlari

y - f (x) funksiya (a,b) intervalda berilgan bo'lib, x0e(a,b) bo'lsin.

2-ta’rif. Agar xOnugtaning 3 U,)/(Xo) atrofi mavjud bofsaki,

Vxe U [x°) uchun

/(x)</(x0)  (/(x)>7(x0))
tengsizlik o'rinli bo'lsa, /(x) funksiya x0 nuqgtada maksimumga
(minimumga) erishadi deyiladi. f(x0) giymat /(x) ning maksi-
mum (minimum) qiymati deyiladi va

/(x0)= max {/¥} /(x0)= min {/(X)}

kabi belgilanadi.

Funksiyani maksimum va minimumi umumiy nom bilan uning
ekstremumi deyiladi.

2-teorema.(Ekstremumning zaruriy sharti). Agar f(x) funksiya
X0 nugtada ( x0e (a,b) ) chekli /'(x0) hosilaga ega bo‘lib, bu nug-
tada f(x) funksiya ekstremumga erishsa, 1 holda /'(x0) =0 bo'ladi.

Endi funksiya ekstremumga erishishining yetarli shartlarini kel-
tiramiz.

Faraz qilaylik, y=f(x) funksiya xOnuqtada uzliksiz bo'lib,
(J5(x0)g'{x0} da chekli /'(x ) hosilaga ega bo'lsin.
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3-teorema. Agar f'(x ) hosila x0 nugtadan o‘tishda o0z isho-
rasini musbatdan (manfiydan) manfiydan (musbatdan) o zgartirsa, unda
f(x) funksiya xOnugtada maksimumga (minimumi) erishadi. Agar
f'(x ) ishorasini oZzgartirmasa, n holda f{x) funksiya xOnugtada
ekstremumga erishmaydi.

4-teorema. f{x) funksiya x0 nuqtada w hosilalarga
ega bofib,
/'(*)=rw —-=/m")(*»)=0, / ™>(*)*o0
bo'lsin. Unda

1)agar n jufl son bo'lib,

/<>(*)> (/Mbl > °)
bo'lsa, f(x) funksiya x0 nugtada maksimumga (minimumga) erishadi.
2)agar n toq son bo'lsa, / (x) funksiya x0 nugtada ekstrem-
umga erishmaydi.

Funksiyaning hosilasi nolga aylanadigan yoki hosilasi mavjud
bo'Imagan nugtalariga uning kritik nuqtalari deyiladi.

Izoh: Funksiya hosilasi mavjud bo'Imagan nuqtalarda ham fun-
ksiya ekstremumga erishishi mumkin. Masalan, /(x) =] funksiya
uchun 7/'(0)- mavjud emas, lekin funksiya * =0 nuqtada mini-
mumga erishadi.

[a,b\ kesmada uzluksiz bo'lgan f(x) funksiya o'zining shu
kesmadagi eng katta (eng kichik) giymatiga kritik nuqtada yoki
kesmaning chegaraviy nuqtasida erishadi.

d) Funksiyaning qavarigligi, egilish nuqtalari

3-ta’rif. Agar (a,b) oraligda berilgan y-f{x) funksiya grafigi
V[x,x:]c:(a,6) kesmaning chetki nugtalarini tutashtiruvchi vatardan
yuqgorida (pastda) yotsa, unda y=f{x) funksiya \ab\ oraligda
gavariq (botiq) dzb ataladi.

5-teorema. y =f(x) funksiya (a,b) intervalda aniglangan va
bu intervalda chekli f*(x) hosilaga ega bo'lsin. f(x) funksiyaning
[a,b) da gavariq rn(botigkj) bo'lishi uchun f(x)ning (a,b)da
kamayuvchi (o'suvchi) bo’lishi zarur va yetarli.

6-teorema. y=f{x) funksiya (a,b) intervalda aniglangan va
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bu intervalda ikkinchi tartibli f(x) hosilaga ega bo'lsin. f(x) ning
(a,b\ intervalda n(u) bo'lishi uchun shu intervalda f(x)<o0
(f”(x) >0 tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.

4-ta’rif. Agar x=a nuqgtadan o'tishda y =/(*) funksiyaning
grafigi qovarigligi yoki botigligini o'zgartirsa, n holda x=a nuqta
funksiya grafigining egilish nuqtasi deyiladi.

e) Funksiya grafigining asimptotalari

5-ta’rif. Agar lim/(*) =< bo'lsa, x=a to'g'ri chizig y-f(x)
funksiya grafigining vertikal asimptotasi deyiladi.

6-ta’rif. Agar lim/(*) =6 bo'lsa, y=Db to'g'ri chiziq y =f(x)
funksiya grafigining gorizontal asimptotasi deyiladi.

7-ta’rif. Agar lim[/ (*)-[ax+i1)] =0 bo'lsa, y=ax+b to'g'ri

chiziq y =f{x) funksiya grafigining og'ma asimptotasi deyiladi.
7-teorema. y =f (x) funksiya grafigi x->+oda y =ax+b og'ma
asimptotaga ega bo'lishi uchun
Hn o "-a, Um \f(x)-ax~\J =b
boiishi zarur va yetarlidir.
Bu teorema x-»-°0 da ham o'rinlidir.

9°. Funksiyalarni to‘lig tekshirish va grafiklarini chizish

Funksiyani to‘la tekshirish va grafigini yasash quyidagilarni aniq-
lash yordamida amalga oshiriladi.

1) Funksiyani aniglanish sohasini topish.

2) Aniglanish sohasining chegaraviy nuqtalaridagi xarakterini aniglash.

3) Funksiyaning juft yoki togligini va, agar imkon bo'lsa, boshga
markaz va simmetriya o'glarini aniglash.

4) Davriylikka tekshirish.

5) Uzilish nuqtalarini topish va ularning turini aniglash (2-punkt-
ni to‘ldiradi).

6)Koordinata o‘glari bilan kesishish nuqtalarini topish.

7) Funksiyaning ishorasi o'zgarmaydigan oraliglarni aniglash.

8)Monotonlik va ekstremumga tekshirish.

9) Egilish nuqtalari, gavariglik va botiglik oraliglarini topish.
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10) Asimptotalarni aniglash

11) Tekshirish natijalarini yo‘llari x,y,f{x),f*{x),f"" {x)

larga

mos bo'lgan jadval ko‘rinishida ifodalash (oxirgi yo'lda fagat isho-
ra aniglanadi).

12) Jadvaldagi nugqtalarni tekislikda ifodalash.

13) Asimptotalarni yasash.

14) Yuqgoridagi tekshirish natijalarini hisobga olgan holda tekis-
likdagi nuqtalarni chiziq yordamida tutashtirish.

Izoh: Agar funksiya parametrik ko'rinishda yoki qutb koordina-
talar sistemasida berilgan bo‘lsa ham u yuqoridagi sxema yordam-
ida tekshiriladi.

NGO R WN

NN PNDNNNNNPEPEP ERPE PR R R R R R R - O

Nazorat savollari
Funksiya hosilasining ta’rifi.
Bir tomonli hosilalar.
Hosilaning geometrik ma’nosi.
Urinma tenglamasi.
Normal tenglamasi.
Hosilaning mexanik ma’nosi.
Funksiya difierensialining ta’rifi.
Differensiallanuvchi va uzluksiz funksiyalar orasidagi bog‘lanish.
Murakkab funksiyaning hosilasi.

. Teskari funksiyaning hosilasi.
. Parametrik ko'rinishda berilgan funksiyaning hosilasi.
. Oshkormas ko'rinishda berilgan funksiyaning hosilasi.

Differensial yordamida taqribiy hisoblash.

. Yuqgori tartibli hosila va differensiallar.
. Leybnis formulasi.
. Ferma teoremasi.

Roll teoremasi.

Lagranj teoremasi.

Lagranj teoremasining natijalari.
Koshi teoremasi.

Lopitalning birinchi qoidasi.

. Lopitalning ikkinchi qoidasi.

O -simvolika.

. Teylor formulasi.

. Funksiyaning monotonligi.

. Birinchi tartibli hosila yordamida funksiyaning ekstremumini topish.
. Yuqori tartibli hosilalar yordamida funksiyaning ekstremumini topish.
28.
29.
30.

Funksiyaning qavariqligi va egilish nuqgtalari.
Funksiya grafigining asimptotalari.
Funksiyani to'la tekshirish va grafigini yasash.
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- B -
Mustagil yechish uchun misol va masalalar
1-masala. Hosila ta’rifldan foydalanib /'(0) topilsin (agar u

mavjud bo‘lsa).

.3
X3+x2sin—I, X *0 smlxsin —
1.1 /(*)= o 1.2 /(%)=
0, x =0. 0, x=0.
0, x=0,
arCSﬁﬂl(xzcosgl-f]L %,x *0,
0 x= X L4 TW= G malxsing -] X0,
arctg xCoS- x 0O, sin €x -1 +X,X"0,
15 /(%)= s X 16 /(%)= )
0, x=0. 0, x=0.
In 1-sinrp,?sr°nﬁ 0, x=0,
1.7 /()= viooox 18 cost 4X2. .. N
0, x=0, X cosSX+ X 0.
arctg r’ —x)‘{ml X0, X2-C0S2—, X * 0,
1L9/{")= Y, 3x 110 7(*) =
0.X=0 0, x=0.
SiNX-cos—x *0,  112f(x) = 2X2¥X2C05-5Xx*0,
1.11 /(*) =
0, X =0. 0, x=0.
Incosx
x+arcsin X sm- X0, X& 0,
1.13/(x); \ X) 114 /(*) = . X .
, X=0.

0, x=0.
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115 /w =9
0, x=0.

arctgx-sin—x * 0,

117 A*) ="
0, X =0.

f(x) =2x2 +x2005—; X"O,
A 9x

o, X=0.

0, x=0,
1.21 /(X) =. ex -cosx

X

-1+X 1t*01

j., 4 j6X+XSsin-,x*0

1.16

0,x =0

g"shx- 1, x*0,
118 /W =To x=0

N XoU

x-sin2 n

A 3 *-l+2x, .10,

1.20 )- 0, x =0.

2-masala. Funksiya grafigining abssissasi x0 bo‘lgan nugtasiga
o‘tkazilgan normal (2.1-2.12 variantlarda) yoki urinma (2.13-2.21

variantlarda) tenglamasi topilsin.

2.1 y-——--— X0=2.
2.3 y=x-",x0=-1I.
2.5 y=x+yxrx0=I-

+
2.7 y:l yi

X0
\e 4"

2.9 y=2x2- 3x +|,x0=1-

2.11 y-"1x-3%/x,x0=64.

2.13 y=2x2+3,x0=-1-¢

2.2 y=2x2+3x-1,x0=-2.

2.4 y=x2+8%/x-32,x0=4.

2.6 y=I1& ~ 20,X0=- 8-

2.8 j/=8%/x-70,x0=16.

X2-3X +6
2.10 J =i *0=3-
X~

N

., X3+3
2.12 K- {>n0_2.
X -

XB+6
2.14 Y=—1-[»>*0=1-



2.15 y =2x +;(,x0:1.

L4 X5+1
J_ X4+r'T~ o

2.19 y =3(1/x-2-Jx),x0=I.

3-masala. Differensial yordamida ifodaning tagribiy giymati hisob-

lansin.
3.1 y=I[x,x=776+

33 y=Xr¥5 X g of

35 y=ilx2+2x+5x=0,97 m
3.7 y=xu,x=1021.

3.9 y=n/x"x=1,03-
3.11 y =y/4x-\,x =2,56.
1

3*13 y ~N2X2+X+1'X~1,016 "

3.15 7 =4-,* =416,
VX

3.17 y =x1,x- 2,002

3.19 y =\[4x-b,x =178

3.21 y =$jx3+7x,x =1,0\2-

2(i8+2)
2.16 Y—-~(§_I4 ﬂ»*o =1.

218 y ___Iﬁ_ glnr =1.

2.20 y=J A [ 'xo=2"

3.2 = =27,54.
3.4 7 =arcsinx, +=0,08.

3.6 y=4X"TXx+3>x=\,97+
3.8 y=x2,,c=0,998.
3.10 >=n6,1=2,01.

3.12 y=n/?,A=103¢
7 =VI+x +sinx,x =0,01.
3.16 j =>/3*+cos** =0,01-

3.18 y =A12x-sm> X =1,02.

3.20 >=V:r+5,*=1097.
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4-masala.
_ 3x+4x
1y
~Jx2+2"
(n"+3)n/2x-1
4,
3y 2X+7
45 X2+2
oY VT
47 xvx +1
T M X+
X +7
49 Y 6VX2+2x +7
+1
411 Y=33 al
413 V=3 X bX+1
' X+1
415 (x42)eppo+ax+5
-1-(3x +
417 n/x 1 (3x+2)
’ IX2 ‘
1+X
419 F:
2eV|+2x2
_ XB+X3- 2

421 P

Hosila hisoblansin.

1-n/x
1+/x *

42 Y=2

(2x +1)n/x2-x

46 (x2+5)4715"

. 2x2+3)-n/x2-3
4.8 j/:( )
9x

410 y=(l-x2y =x3+-

V2x +3:(x-2)

412 =
X
414 X6+8x3-128
' nB8-x3
/(1"71'2)3
&_1
418 >= (x2-2)-n/4 +x2
24x3
. 4 +3x3
4.20 3 2 4x3"
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5-masala. Hosila hisoblansin.

#A\Insin>/*
51 7 =(arctgx)2IradsA (smvx]
53 y=(sinx)d 5.4 y =(arcsinx)L e
55 y=(Inx)3 « 5.6 y =xmsin'.
57 y =[ctg3x)2 58 yAx*,
5-9 y=(tgxf. 510 y =(co6bx)‘
511 y =(jcsinjc)3T¥" A 512 y =(x3+4)**
513 = o 514 * =(*4+5)~
515 "N =(sinx)2> 516 y=(r +f
5.17 y :i9_*1 Dl 518 y =x3r-r.
5.19 j =(sinVx) 520 y=xL o
5.21 y =X2v-5

6-masala. Funksiya grafigining abssissasi x0=x(t0) bo‘lgan nug-
tasiga o'tkazilgan urinma va normal tenglamalari topilsin.

x-yf3cost X:f(/COSf'23|n/)
6.1 y :Smt,tO:ﬂ— 6.2 y :/(/Sin/+ZCOSA,/0:ZL
X:_3at
X =2t-t~ 1+7
63 [y =3t-t\t0=\ 6.4 3at2
t+?  ~
X =2sin t x =2In(ctg/) +
6.5 y -2 cosLl,tO- a 6.6 J/ =tg/ +ctgf fO= |
x =3(f-sinf) X =atcost
6.7 >=3(I-cos/),fo= 68 y.atsmt,t0="
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X=sin / (=t

6.9 y-coszt,t0=% 6.10
X =arcsin
VTT7 t=In(l +
6.11 | 6.1z PN
y =arccos [y =t-wctgt,t0=1
yil +12
14 Int
X =r-(I —sinn)
6.13 6.14 [y =t-cost,t0=0
X=_1+/ L+
r-1
6.15 3 9 6.16
y~2t2+t'o NE3T '»=2
X =asm3l X =3cost
617  y =acos® :% 6.18 5 —ssinan="-
X =a("shU +cos™)
\x~t-t
6.19 S=a(sinr-/cos/)N0= 6.20 b :fz_t”n#:’l

W=\-t2
621 [y=t-f\to=2

7-nmsala. Parametrik ko‘rinishda berilgan funksiyaning ikkinchi
tartibli hosilasi hisoblansin.

[x =cos21 ml3-1 X=s]l-t2

7.2 7.3 1

7.1
ly - 2sec21 =Inr
y [y y==
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x=4-1 \x =€ cost hr =cos t
7.4 y:J_ 7.5 ly = sin?
n 1
. - X:-
X=z+sinf jx =yrt—-3
y=2-cost 78 Ir=in(/-2) 0 o ,
1+t
1 =sin/ T o [x=t- sint
: _ . 712 .
=In(cosf y=_. =2.-
(cosf) Vit [j =2-cosf
=sin/ Lr =cos/ X= tgtl
T8 g 7.14 [y =In(sinz) 715 Y=dno1
] X —\jt —\
7 16 [x =cos/ +/sin/ jx=e
. o 717 g ¢ 748 o
[y=s'mt-tcost Yy yit— [lv =arcsin/
. x=2(/-sin/) fic=/+sinZ
' =I}t- 1 |y =4(2 +cos?) [y =2 +cos/

8-masala. n-tartibli

8/1 y =sin2jc+cos(a- +1).

fExZ
8.3 y: 2x+3"

8.5 y=23

2X-v5

8.9 y =sin(x +I) +cos2x.

hosila hisoblansin.
8.2 y~Llen

8.4 7=Ig(bx+2).
_ X
8,6 Y~2(3x+2)

8.8 j =43v5.

8.10 y=If~ .
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4V+15

8.11 8.12 =Ig(3x +I).

Sx+l °
X
4 5x+1
8.15 y:";( 8.16 N =AY +3) *
8.17 y =5243 8.18 y - sin(3x+1)+cos5x.
11+12x
819 y=Jen' 8.20 y= Ex +5 °

8.21 Y- Ig(2x+7).

9-masala. Quyidagi tengsizliklar isbotlansin.
91 L1 +*)>1+, x> 0. 9.2 In(l +x)<x,x>0.
93 e*> 1+ X, X <R. 9.4 ex>ex,X>i.

9.5 b"-d'>n(b-a)d'~\0<a<h,neN. 9.6 (a+hb)I <ap+b”,0<p=<7.

9.7 cosxi 1~2A%n 0. 9.8 i4x >3 X
. X3 X3
99 sinxs>x-— X >o0. 9.10 arctgx> x- ~ ,0<x<l.
6
' X
9.11 ex>1+q+§|2+...+%| x>0.neN. 9,12 arctgx <x ;,0< X<i.
2 3 >

9.13 In(l +n)<x—7+_3,x>0. 9.14 e >|+X+_2!,X>O.

9.15 Inz <a;3b 0 <b<a. 9.16 en<1+x+.r.V X>0.
2!

9.17 xp-yIgp™(x-v), 0<><x p>1 9.18 In(l +x) >Xx- ~>x>0.
8l



9.19

9.21

10.1

10.3

10.5

10.7

jarctgtf - arctg Z<\a-b\.

9.20 InJ> "~ '"°<b<ac

b*-a" <n-(b-a)bn*,0<a<b,neN.

10-masala. Limit hisoblansin.

. CX
L ZET.

m— .
V>0 [HO

lim &10(0.01)"

jr+sinx

10.9 Nipe—roe

10.11

10.13

10.15

10.17

10.19

10.21

- 4-cosX’

i 200

X +e
lim —------ —.
MWsm x+r

X4 +COSX

*>|~*e +smx

!&%((X'Z- ctg2x) .

i

1
lim (CoSX)sin* e

JO.2 ALrEOIn(/I-x\-ctgnx,
o4 N2 2

H)[.G Iin;) fgx-(l-sinx)~
KO8  lim Vx In2x .

lo.io Li_gwér'ﬁll.

10.12 Ij\p_w))ll'L(/x- ).I- In'1x~J1.
10.14 ;;gg](jc 2-sin'2x).

16 limx 2
+O6q}r>1_19x ox.

FO.18 lim (ex- )™ - x'1

10.20



lI-masala. Quyidagi masalalar yechilsin.

11.1 Yig'indisi o‘zgarmas a soniga teng bo'lgan 2 ta musbat
sonning m va n darajalari (m>0,n>0) ko'paytmasining eng katta
giymati topilsin.

11.2 Ko'paytmasi o‘zgarmas a soniga teng bo'lgan 2 ta musbat
sonning m va n darajalari (m>0,n>0) yig'indisining eng kichik
giymati topilsin.

11.3 Yuzasi Sga teng bo‘lgan barcha to‘g‘ri to‘rtburchaklar
ichidan perimetri eng kichik bo'lganini aniglang.

11.4 Kateti va gipotenuzasi yig‘indisi o‘zgarmas bo‘lgan to‘g‘ri
burchakli uchburchaklar ichida yuzasi eng katta bo‘lganini aniglang.

11.5 V hajmli yopiq silindrik bankaning o‘lchamlari ganday
bo‘lganda u eng kichik to‘la sirtga ega bo‘ladi?

2 2
11.6 E+{)v_=1 ellipsga tomonlari ellipsning o'glariga parallel

bo‘lgan shunday ichki to‘g‘ri to‘rtburchak chizingki, uning yuzasi
eng katta bo‘lsin.

11.7 R radiusli yarim sharga asosi kvadratdan iborat bo'lgan
shunday ichki to'g'ri parallelepipedni chizingki, uning hajmi eng
katta bo'lsin.

11.8 R radiusli sharga shunday ichki silindr chizingki, uning
hajmi eng katta bo'lsin.

11.9 R radiusli sharga shunday ichki silindr chizingki, uning
to'la sirti eng katta bo'lsin.

11.10 R radiusli sharga shunday tashqi konus chizingki, uning
hajmi eng kichik bo'lsin.

11.11 Yasovchisi /ga teng bo'lgan eng katta hajmli konusning
hajmini toping.

11.12  M(p,p) nuqgta va y2=2px parabola orasidagi eng gisga
masofani toping.

11.13 A(2,0) nugta va x2+y2=\ aylana orasidagi eng gisga va
eng uzun masofalar topilsin.

XZ 2
11.14 E+)é7=1 (0O<b<a) ellipsning B(0;-6) nugtasidan
o'tuvchi eng katta vatarini toping.

83



X~ ¥y~
11.15 ~ +71 =1 ellipsda shunday Mix,y) nugtani topingki,

b
shu nuqtadg\(n ellipsga o'tkazilgan urinma va koordinata o‘glari yor-
damida hosil bo'lgan uchburchakning yuzasi eng kichik bo'lsin.
11.16 R radiusli doiraga shunday ichki to'g'ri to'rtburchak chiz-
ingki, uning perimetri eng katta bo'lsin.

11.17 A(1;2) nugtadan shunday to'g'ri chiziq o'tkazingki, shu

to'g'ri chiziq va musbat yarim o'glar yordamida hosil bo'lgan uch-
burchakning yuzasi eng kichik bo'lsin.

11.18 a musbat sonni shunday 2ta musbat go'shiluvchiga ajrat-
ingki, ular kublarining yig'indisi’eng kichik bo'lsin.

11.19 Uzunligi /ga teng bo'lgan setka bilan bir tomoni devor
bilan to'silgan shunday to'g'ri to'rtburchak shaklidagi yer uchast-
kasini o'rash kerakki, uning yuzasi eng katta bo'lsin.

11.20 Teng yoqli uchburchakni 2 ta teng yuzali uchburchakka
ajratuvchi eng kichik kesmaning uzunligi topilsin.

11.21 Derazaning perimetri P ga teng, yuqori gismi yarim
doiradan iborat bo'lgan to'g'ri to'rtburchak shaklga ega. Deraza-
ning o'lchamlari ganday bo'lganda undan eng ko'p yorug'lik o'tadi?

12-masala. Birinchi tartibli hosiladan foydalanib funksiyaning
grafigini chizing.

y3_Ov2
12.1 y=x2(x-2f. 12.2 7=— -— +6x- 9.
123 y=2-3x2- x3. 12.4 >=(x +1)2-(x-1)2.
125 y —2x3—-3x2-4. 126 "=3x2-2-x3.
12.7 ) =(x-1)"-(x-3)*. 128 y=—-—m5,
12.9 y =6x - 8x3. 12.10 p=16x2-(x-1)2.
12.11 y =2x3+3x2- 5e 1212 y =2-12x2-8x3.
12.13 p=(2x +1)2-(2x-1)2. 12.14 y=2x3+9x2+12x.
12.15 v=12x2- 8x3- 2. 1216 y=(2*-1)2-(2x-3):.
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27(x3-x2)
1217 y = - X

1219 y=

| N2e(*- 4)2

1221 y "

13-masala. Funksiyaning asimptotalarini toping va grafigini yasang.

Xs- 2X2- 3x+2

131 y- 1:(3)(

133 _x2-11

2 YT k3

2X2-1

135 7=
n/x2-2 "
X3+3x2- 2X- 2

137 7= ) 30
3x2-7

139 7= > il

1311 7= 2 X2

' T VOx2-4 *

17-x2

13.13 y:4x_x5‘
X3- 4x

13.15 y:3X2_4*
4x3+3x2- 8x - 2

1317 y= ) 30
2X2 -6

1319 y=
X-2
4x3-3X

13.21 y:4X2_1 ,
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-(12-x3
12.18 y:X( x3

12.20 " =16*3-12*2-4.

132y =72
' six2n !
2X3-3X2- 2X +I
134y= [-3x2
21 - x2
136 7= 7 49 *
ey x2+16
T /-8 *

. X2- 6X +4
1310 j = 3x.2
13.12 Xzl

12 ==
WAx2-3 '
4x2+9
1314 y = Av+8
1316 y= 20
' T /3e- 2 *
2X3+2x2- 3x-1
1318 y = 2-4x
X -Sx
1320 y = 5.3%2



14-masala. Funksiyani to‘liq tekshiring va grafigini yasang.

a'+4
X~
14.3 y:x_~+2x
145 _x2-3x +3
RN
X2- 4x +1
14.7 =
y ‘D_zl
149 y=%"D
1\2
1411 Y= 1+
9+6Xx-3x2
14.1
3 X -2X +13
X -1
1415 Y=
X+1;
4x
1417 Y=
14.19 = 4
T 04043
X2- X +I
1421 y =
X -1

4x2
142 y=
Y Z34x2¢
12X
144 7=
9+x2"
146 y ="t
X~
2a3+1
148 y =
(x-1)2
12-3a?
a2 +12
1414 y=- °°
a2+4 "
1416 y="24"1
8(a-1)

1418 Y={—[TT

?dbrb 7 :A2+2a- 7

A +2a-J>

-D-

Namunaviy variant yechimi

1.21-masala. Hosila ta’rifidan foydalanib, /°'(0) topilsin.



eN'-cosAv / Y

/(0),ito™ -/ to ) =lim ~ : 0=to£N ., limk i H,. N =
Ac A Ay aen Ac” s> IN\--
0 * 2AX Sin,£|2(>
e -1 I-cosAX sin A _ 2 _1.1_3
_%-.El;-_+ﬂt?>0---:\-; — =1+ I|m------r- - I+—I|m I~ —%+TT>
2.y

2.21-masala. Funksiya grafigining abssissasi x0 bo‘lgan nuqtasiga
o‘tkazilgan urinma tenglamasi topilsin.
X .
a0
< Ma’lumki, urinma tenglamasi

27

N=/(*0)+/'(*oH *-*0)

- -2 2
ko‘rinishga ega. /(x0)=/(-2)=- — -
8 e /(0= (D)=, =
* )V (Y2HDXx-(\- +1)  x~hl- 2y2
1'(*)=
U2+U (*2+1)2 “(x2+1)2
=>y=~—~— *(x +2)=> Urinma tenglamasi: 3x+25>'4-16=0 >

3.21-masala. Differensial yordamida ifodaning taqribiy giymati
hisoblansin.
y ="ijx3+1x, *=1,012
< Tagribly giymat
/ (x0+[x) * / (x0) 4-/ "' (x0) «[x 0)
formula yordamida hisoblanadi.
87



Bizda
: ‘ i
f(x) =Ux>+7x,x0=I, Ar=a012=>/'(x)=("+7*) = (*3+MK5

=1 o(Y3+7n-p o(V3+7V) =- - 3-T+7-;- =>Ff(x0)=VTT7 =2,
j 3-LLIX3+7x)"

r(x)=> =I°n
~No) 3-4 12 6
Topilgan ifodalarni (1) tenglikka olib borib go‘yamiz:
~/(1,012)3+7-1,012 «2 +—0,012 =2+ 5-0,002 =2,01t>

4.21-masala. Hosila hisoblansin

_ X6+x3-2
ANKT-2 + -2i -(**+ - 2)'( ™)
V1-x2 (JT7)-
(&!'+30r)T *=-(*e+jJ f N Rvjl-nN+.v(/ HH-2)

(1-m2)-71- jt

X(5x6- 6x4+2x3- 3X +2)

= (x2-i)-Ji-x- >
5.21-masala. Hosila hisoblansin.
y =X?X-SX.
<y =(X2t+5*) = 5" =€"( 5'efin (x2¢-5m] =MTesxe[2X\X+Xelns] =

=X 2% -5% -[21ng + 2 + In5] = x20 -5* -(2 + In5x2).>



6.21-masala. Funksiya grafigining abssissasi x0=x(t0) bo'lgan
nugtasiga o‘tkazilgan urinma va normal tenglamalari topilsin.
(x=I-t\
\y =t-t3t0=2.
< Biz y=f(x0)+f'(x0)-(x-x0)-(2) (urinma tenglamasi),
y=f (*0)~j { \(* ~x0) -(3) (normal tenglamasi),
1 \,XO)
va Yx=~7-(4) (parametrik ko'rinishda berilgan funksiyaning hosilasi)
Xr
formulalardan foydalanamiz:
*O:}- 22=-3; / (x0) =2- 23=-6;
L,BSIN) z2L N Mr{x)Jjx £ JA
(1-,") A A 4
Topilgan giymatlami (2)va(3)-tengliklarga olib borib qo‘yib urin-
ma va normal tenglamalarni topamiz:

4 + f4j-1\x-9 =§-urinma
1 4, vy [4++11y +78 =0-?roraa/ >
y=-6--(x+3
7.21-masala. Parametrik ko'rinishda berilgan funksiyaning ik-
kinchi tartibli hosilasi hisoblansin.

fx =/+sin/
[,y =2 +cos/
< Bu masalani (4)-formuladan ikki marta foydalanish yordam-
ida yechamiz.
, _Y\ _ (2+cos/) _ -cost
Y*~ o< (t+sint) | +cost
t
-cos/ 4
" _ (M), _U +cos/) _sin/ ( +cos/)-cos/sin/_ sin/
X I +cos/ (1 +C0s/)3 (1 +c0s/)3
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8.21-masala. n-tartibli hosila hisoblansin.

y =In(2* +7).
< y=lg(2jc+7) = 11 =—L .in(2x +7
Y gV ) InlO In10 ( )
okl e o2 1
N0 2* +7 7 InlO 2*+7
/ ' 2' 1
(2x +7)
N0 (2x+7)" IN10 (2x +7)~
23 2!
747) " In10 (2x +7)

Bu jarayonni davom ettirish natijasida "x/neN uchun

vy /Ut 2 éﬂ. ~0 - . o
W4 'InlO* (2x +7)n ten§/ni Qilamiz.>
9.21-masala. Quyidagi
b*_a"<nmb- a)sbm-\0<a <b,neN
tengsizlik isbotlansin.
< Bu tengsizlikni Lagranj teoremasidan foydalanib, isbotlaymiz.
f(x) =xn funktsiya uchun [ab\ kesmada Lagranj teoremasini
qo‘llaymiz:
f{b)-f(a) =f '(x0)-(b-a),
x0e =" - d"'=n-x0=+(b- a) <nmb- a) -B~1>

10.21-masala. Limit hisoblansin.
lim (cos;v)an
V->0v

In(cos.r)

<lim(cosx)™* = (r) =r"“>4"T =e<¥ =((Lopital teoremasidan

i (In(cos.v)) .
foydalanamiz )) =a!3 ém —Uar_glsiv. _\
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11.21-masala. Derazaning perimetri P ga
teng, yuqgori gismi yarim doiradan iborat bo'lgan
to‘g‘ri to‘rtburchak shaklga ega. Derazaning
o'lchamlari ganday bo'lganda undan eng ko'p
yorug'lik o'tadi?

4 Masala shartiga ko'ra deraza 1-chiz-
mada ko‘rsatilgan shaklga ega. Chizmadan
ko‘rinadiki,

= Unda
P=x+2y +nR — +1y +X

P x ax

Endi derazaning yuzasini topamiz:
nR Px x* nx'" nx' PX nx'
S-X-y +- (5)
2 22N 4 4~+~ 2 2 8 _ _
Derazadan eng ko'p yorug'lik o'tishi uchun derazaning yuzasi
eng katta bo'lishi kerak. Buning uchun (5)-funksiyaga maksimum
giymatni beruvchi x ni topishimiz lozim.

N O

P nx X (a N P
s'(x)=2"x~~f; y (v)=0=>x(f 7 =7 1 stat-

7
sionar nuqta. Bu nuqtada 5" (/o) =- 1““ <0=>Tax * Demak, de-

razadan yorug'lik eng ko'p o'tishi uchun uning asosi x=-2P
bo'lishi kerak ekan. Balandligi esa A+
_P x nx P T AP P{a+4-2-q) P
2 2 4 2 a+4 2n-+2n-+4) A +4
bo'lar ekan. >
12.21-masala. Birinchi tartibli hosiladan foydalanib

16
funksiyaning graflgini chizing.



< Berilgan funksiyaning hosilasini hisoblaymiz:

> fGII'O (1Y 20]2-)(!51- AB\}ZZ-{(_Q:A'?_—[-V- 4 _X(X-4)~(2v-4) x-(x-2)(x-4)

- e

Intervallar usulidan foydalanib, bu ifodaning ishorasi saqglanadigan
oraliglarni topamiz va quyidagi jadvalni tuzamiz.

X (<0 0 02 2 (24) 4 4+
y’ _ 0 + 0 - 0 +
y nin / X \ nin /

Jadvaldagi ma’lumotlardan foydalanib, berilgan funksiyaning grafi-
gini chizamiz (2-chizma). >

y

2-chizma.

13.21-masala y=4;3_ 3x funksiyaning asimptotalarini toping

x2-1
va grafigini yasang.

X +-
4x-3x {4x2- 3)

YTara o @xsn@x-) o (x+

a) Vertikal asimptota: x=~\ va x~\ to<§ r* chiziglar ver-

tikal asimptota bo'ladi, chunki Pm/(*)=0 \Va I™ /() =00-



Funksiyaning shu nugtadagi o‘ng va chap limitlarini ham hisob-
laymiz:

lim / (&) =-00 lim / (x) =+0

.t-*—2+0
lim / (x) =-00 lim / (x) =+
-A+0 -T->0
. . _ 4.3 " ,
b) Gorizontal asimptota: lini/(x) =lini ——-— —=o00=> gorizon-
tal asimptota yo‘q.
‘ H . f (”,) . 4x3 —3x
d) Og‘ma asimptota: a - lim---—-- =lim —-=1
A*ry. X XFX>
b=lim[/ (x'j-ax ) =lim 7YX ziynaX 3XAX X B _fliex —
4x -1 4n -1 X*F4nt -1

0g‘'ma asimptota.
Bu asimtotalardan foydalanib, funksiya grafigini chizamiz
(3-chizma). >

3-chizma,
X -X +1 . . . :
14.21-masala. Y= funksiyani to‘lig tekshiring va grafi-
gini chizing.
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< Funksiyani paragrafning A bo'limi 9-punktida taklif gilingar
sxema asosida to'liq tekshiramiz.

Funksiyaning aniglanish sohasi: A(>>)={x* §

Funksiya juft ham, tog ham, davriy ham emas.

x=\ nuqta funksiyaning 2-tur uzilish nuqtasi, chunki

A;ioygc)l —0 va }le/(\}( =+co Yy o‘gi bilan kesishish nugtasi:
(0) =-1.

OX o'qi bilan kesishish nuqgtasi: y =0=>x2-x +1=0=>xeO=>
OX o‘qi bilan kesishishmaydi.
Funksiyaning ishorasi o'zgarmaydigan oraliglar:

X (-co:l) (I+co)
Y - +

Endi funksiyani monotonlik va ekstremumga tekshiramiz:

o -x+1 (2x-1)-(x-1)-(gr -x+1)-1 2r -3.T+1-.r +.-1 _.r-2x _.v-(.v-2)
x-1 (x-1)2 (n-1)2 (x-2  (n-12

Intervallar usulidan foydalanib, bu ifodaning ishorasi saglanadi-
gan oraliglarni topamiz va quyidagi jadvalni tuzamiz:

V=

X

(-0 0 (0:1) 1 (i:2) 2 (2;+¢co)
Yy + 0 - 2 - 0 +
y max 3 X min /

Qavariglikka tekshirish uchun y* ni hisoblaymiz:

X2- 2X 2
(x-12) _(x-l)2 '/(X_|l)13=>X<]dan va x>ldau.

Funksiya asimptotalarini topamiz:
a) Vertikal asimptota: x=1-vertikal asimptota.
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X —-f

b) Gorizontal asimptota: lim/ (x) =lim-— =@ =>gorizon-
) p (x) =l -— =
tal asimptota yo'q.
_ cun 20D i X2
d) Og‘ma asimptota; &=um—, _,c'u%)Y G‘é‘_'])r'—
fJ'i'\-Jt+i N Lo Jr-XHl-jre X
= limEe-memmm e m e =lim------ =0=>v=
X - o X-1 Ax-l

0g‘ma asimptota.
Endi topilgan ma’lumotlardan foydalanib, funktsiya grafigini
chizamiz (4-chizma). >
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4-§. 3-MUSTAQIL ISH
Anigmas va aniq integrallar, ularning tatbiqlari

Boshlang‘ich funksiya.

Anigmas integral.

Anigmas integralni hisoblash usullari.

Ratsional funksiyalarni integrallash.

Ba’zi irratsional ko‘rinishdagi funksiyalarni integrallash.
Binomial differensial va trigonometrik funksiyalarni integrallash.
Aniq integral va uning tatbiglari.

Elliptik integrallar.

-A-
Asosiy tushuncha va teoremalar
1°. Anigmas integral va uni hisoblash usullari

/(.v) funksiya biror (a,b) intervalda .aniglangan bo'lsin. Quy-
idagi masalani garaymiz: 3/r(x) funksiyani topish kerakki Vxe(a,b)
uchun F'(.x) =/(x) bo'lsin.

I-ta’rif. Agar Yxe(a,b) uchun F*'(x)-f{x) bo'lsa n holda
F(x) funksiya (a,b) intervalda f (.t) funksiyaning boshlangiich
funktsiyasi deyiladi.

Ma’lumki F(x) funksiya boshlang'ich funksiya bo'lsa F(x) +c
ham boshlang'ich funksiya bo'ladi.

2-ta’rif. (a,b) intervalda berilgan f(x) funksiya boshlang'ich
funksiyalarining umumiy ifodasi F{x)+c shu /(n-) funksiyaning
anigmas integrali deb ataladi va

jf(x)dx
kabi belgilanadi.

Demak,

\f(x)dx =F(x) +c (1)

Integrallashning umumiy qoidalari va anigmas integrallar jadva-
li 1-§8 ning 12° va 13° punktlarida keltirilgan. Biz ularga to'xtalmay
anigmas integralni hisoblash usullarini keltiramiz.

J-teOrana.(O ‘zgaruvchilarni almashtirish). Agar

\f(t)dt =F(t) +c (2)
bo'lsa unda
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UV (¥)Y () dx=F[* (*)]+¢ ©
bo'Jadi ((3)-tenglikda f(t),<p(x),<p'(x) funksiyalar uzluksiz deb faraz
gilinadi).

2-teorema. Agar u=u(x) va v=v(x) funksiyalar (a,b) inter-
valda uzluksiz u'(x) va Vv'(x) hosilalariga ega bo‘lsa unda shu
intervalda ushbu

4)
bo‘laklab integrallash formulasi o'rinli bo'ladi.

Amaliyot shuni ko'rsatadiki bo'laklab integrallash usulini go'llab
hisoblanadigan integrallami asosan, uch guruhga ajratish mumkin.

Birinchi guruhga ko'paytuvchining biri ma’lum funktsiyaning
hosilasi bo'lgan ikkinchisi esa ushbu
In(x), arc sinx, arc cosx, arc tgx, (arc tgx)~, (arcmsx); Inr/>(x),...
funksiyalardan biriga teng bo'lgan funksiyalarning integrallari Kiriti-
ladi. Bu holda rm(x) deb shu funksiyalar belgilanadi.

Ikkinchi guruhga J(ax +£) cos(cx)Jx, J(ax +£)"-sin(cx)<£v: va
J(ax +b)”ecdx ko'rinishidagi integrallar kiritiladi. Bu holda
u(x) =(ax+b)n deb olinib bo'laklab integrallash formulasi n marta
go'llaniladi.

Uchinchi guruhga je™ coshbxdx, IV sin bxdx, jsin (in x) dx,

Jecos(Inx)dx,... ko'rinishidagi integrallar kiritiladi. Bunda integralni

| deb belgilab bo'laklab integrallash formulasini ikki marta qo'llasak,

| ga nisbatan chizigli tenglamaga kelamiz.
Bu uchta guruhga kirmagan ba’zi bir integrallami ham bo'laklab
integrallash usuli bilan hisoblash mumkin. Masalan

integral yuqoridagi uchta guruhga kirmaydi lekin bu integralni ham
bo'laklab integrallash usuli bilan rekkurent formulaga keltirish yor-
damida hisoblash mumkin:

1 X 2n-\ 1r
e S rerty B e P (5)
2na2 (r+ fl2) 21 a2
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A:fﬁciﬁé:-glarctg;—n-c Agar (5)-tenglikda n=1 desak

r dx 1 x 1 X
J(777F=27"7 " +2?"rc'*a+C ekanini topamiz’

Izoh: Ma’lumki, elementar funksiyaning hosilasi yana elementar
funksiya bo'lar edi, lekin integral olish uchun bu tasdiq o'rinli bo'lishi
shart emas, ya’'ni ba’zi bir elementar funksiyalarning integrallari el-
ementar funksiya bo'lmay golishi mumkin. Masalan, ushbu

1 je dx; 2. Jeosx2dx;
3. jsinxAx; 4. (x>0,x*1)
Inx
5. gk ko), & PMax
) J X

integrallaming har biri elementar funksiyalar yordamida ifodalan-
maydi. Bu funksiyalar amaliyotda ko'p uchraganligi sababli ular-
ning giymatlarini hisoblash uchun alohida jadvallar tuzilgan va ular-
ning grafiklari yasalgan. Shu yoi bilan elementar funksiyalarda in-
tegrallanmaydigan funksiyalar ham to'la o'rganilgan.

2°. Ratsional funksiyalarni integrallash
3-ta’rif. Agar R(x) funksiyani ikkita ko phadning nisbati
Ko rinishida yozish mumkin bo'lsa, n holda R(x) ratsional funksiy-
alar (yoki ratsional kasr) deyiladi, yani

b LWL y )

P(x) - n-tartibli, Qmx) - m-tartibli ko'phad.

Agar n>m bo'lsa kasr noto‘g‘ri kasr; n<m bo'lsa to‘g‘ri kasr
deyiladi.

Ixtiyoriy noto'g'ri kasr berilgan bo'lsa, ko'phadni ko'phadga
bo'lish yordamida har doim uni ko'phad va to'g'ri kasming yig'indisi
shaklida ifodalash mumkin. Ixtiyoriy to'g'ri kasrni quyidagi 4ta
ko'rinishdagi sodda kasrlarning yig'indisi kabi ifodalash mumkin.
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! : . A Tr(* =2,34,.);

x-a (*-°)
Mx+N M +N | (/»=23,.)

ML o vox+g™ Ve rpxra)

Il va IV da x2+px+q”™Q, ya'ni 4~Q2>0-

I va Il ko'rinishidagi sodda kasrlar to‘g‘ridan to'g'ri integralla-
nadi. Il va IV ko'rinishidagi sodda kasrlarni integrallash uchun

esa x+ﬂ:t almashtirish bajarish lozim.
3°. Ba’'zi irratsional ko'rinishidagi funksiyalami integrallash.

Eyler almashtirishlari.

R(x,y) deganda x va y o'zgaruvchiga nisbatan ratsional bo'lgan
funksiyani tushunamiz.

A integralni hisoblashda t- 1 2*P
a) ox+dj X integralni hisoblashda t- 1cx+d almash-

tirish bajarilsa, ratsional funksiyani integrallashga kelinadi.
b) JR™,\lax2 +bx +c)dx integralni hisoblashda quyidagi 3ta hoi
garaladi.
1-hol. ax2+bx+c kvadrad uchhad har xil x, va x, haqgiqiy
ildizlarga ega bo'lsin.=>0x2+ " +c=0(*-x1)(jc-x2).Bunda
ja(x-x,){x-x2) =t(x-x]) (7)

almashtirish bajaramiz.
2-hol. a>o0 bo'lsin. Unda

ax' +bx+c =t - y[ax{yok\y]ax2+bx +c =t + yfax’y (9)

almashtirish bajaramiz.
3-hol. ¢>0 bo'lsin. U holda

n/uwr +bx +c =tx +n/c|yoki n/ax2 +bx +c =tx-y[cj 9)
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almashtirishni bajarish yordamida hisoblanishi kerak bo'lgan inte-
gral ratsional funksiyani integrallashga keltiriladi.
(7)-(9) almashtirishlarga Eyler almashtirishlari deb ataladi.

4°, Binomial differensiallarni va trigonometrik funksiyalarni
integrallash.
a) 4-ta’rif. Ushbu X*"[a+bx™) dx ko'rinishidagi ifodaga binomi-
al differensial deb ataladi. Bu yerda m, n, p, -lar ratsional sonlar.

/= \xm{a +bxn)Pdx (10)
integral quyidagi 3 ta holda ratsional funksiyaning integraliga kelar ekan.

1-hol. p-butun son. x =tN almashtirish bajariladi. Bu yerda N
soni m va n ratsional sonlar (ya'ni kasrlar) maxrajlarning eng kichik
umumiy karralisi.

+ 1 L ro T .
2-hol .ﬁzn butun son. Bu holda a+bx"=2" N -p ratsional

sonning maxaraji, almashtirish bajarish kerak.

3-hol. m+1+P~butun son. Bunda —Ct+b'=fm,\|l5r-p ning
X

ft
maxraji, almashtirish bajarish yetarli.

b) /=11/?(sinx,cosx) dx;
integral berilgan bo'lsin. Bu integralni ushbu

. X
-n<x<n\
universal almashtirish yordamida har doim ratsional funksiyani in-
tegrallashga keltirish mumkin:

o2 1- _ 20t

SiNX =-----COSX ---—-- —— - dx=----

1+/2 1+/2 1+/2
d) Avytaylik,

/ =1Jsin" x ecos™ xdx, (1, M&Z)

integral berilgan bo'lsin. Bu integralni hisoblash uchun quyidagi
hollar qgaraladi.
1-hol. n-toq, m-juft =>cosx =/ almashtirish bajariladi.
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2-hol. n-juft, m-toq =>sin* =t almashtirish bajariladi

3-hol. n va m-tog. Bunda cosx-t, sinx =f yoki tgx=t al-
mashtirishlardan biri bajariladi.

4-hol. n va m-juft. Bu holda

Sin2x =2 $inn:-CO_Sa— Va cos2a: = cosZX-Si_n Z’f
Ibrmulalardan foydalanib, tartib pasaytiriladi va yuqoridagi hollardan

biriga keltiriladi.

5°. Aniqg integral va uning tatbiglari.

Aniq integral tushunchasi va uni hisoblash usullari maktab kur-
sida gisman va ma’ruzalarda batafsil o‘tilishini hisobga olib, biz
aniq integralni hisoblash usullariga gisman to‘xtalamiz hamda asosiy
c’tiborimizni uning tatbiglariga garatamiz.

1. Nyuton-Leybnis formulsi. Agar f(x) funksiya \ab\ kesma
da uzluksiz bo'lsa va F'(x) =f(x) tenglik bajarilsa, u holda

I/ (*)" =F(6)-F(a) =

formula o'rinli bo'ladi.
Formulaning isbotida uzluksiz f(x) funksiya uchun ham ba-
jariladigan

tenglikdan foydalaniladi.
2. Bo‘laklab integrallash formulasi. Agar /7 (v) va g(.r) funk
siyalar \ab\ kesmada uzluksiz differensiallanuvchi bo'lsa, u holda

bo'ladi. a

3. 0 ‘zgaruvchini almashtirish. Agar (p{t) funksiya [«,/?] kesma
da uzluksiz differensiallanuvchi va <p(t) e \a,0\ F a-<p(a)F b=(p{0)
bo'lib F /(gr) funksiya [ab\ kesmada uzluksiz bo'lsa, unda

bo'ladi.
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4. 0 ‘rta qiyrnat hagidagi birinchi teorema.
Agar f(x) va g(x) funksiyalar [0,6] kesmada chegaralangan va
integrallanuvchi bo'lib, g(x) funksiya (a,b) da ishorasini o'zgar-

tirmasa, shunday ue\m M] wu=|"{/(X)} ™ =wP{/(A}j nugta
topiladiki,

n n

JF(X)g(x)dx™ju- jg(x)dx;

tenglik bajariladi.

a) Aniqg integral yordamida tekis shaklning yuzasini hisoblash.

1) Dekart koordinatalar sistemasida berilgan shaklning yuzasini
hisoblash.

f(x)&C[a,b\ bo‘lib Vxe[a,b] uchun /(x)2:0 tengsizlik ba-
jarilsin va D soha quyidagicha aniglansin:

la<x<b
D [0<y</(x) 'egri cbizigli trapetsiya.
Unda .
S ={/(*)<& (12)
tenglik o'rinli.
Agar f(x)eC\a,b\, /,(;c)eC[a,&] bo'lib,
fa<x<b
bo'lsa, u holda
s =2y L)< (12)

bo'ladi.
2) Qutb koordinatalar sistemasida berilgan shaklning yuzasini

hisoblash.
Agar D soha qutb koordinatalar sistemasida

\a<(p<(3
N jo<r<r(®)
ko'rinishida berilgan bo'lib, r(<p)eC\a,0\ bo'lsa,
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formula o'rinli bo'ladi.

b) Anig integral yordamida yoy uzunligini hisoblash.

1) Dekart koordinatalar sistemasida berilgan yoy uzunligini hisoblash.

f(x) funksiya [a,6] kesmada aniglangan bo'lsin. Uning grafigi
quyidagi

{(*./(*)) :*e [a,6]}

nuqtalar to'plamidagi iborat. Shu grafikdagi A(a,f(a)J va
B(b,f(b)) nuqtalar orasidagi chiziqg yoyi uzunligi 1 ni
topish talab gilinsin. Agar f'{x)t=C\a,b\ bo'lsa, unda

/=m m dx <4)
bo'ladi.
Agar (14) da b=x desak, /(*)= J"l+[/'(x)]2rfx bo'lib,
a

f =gI+[1*)T =dl =0 +[/'(*)Tdx

Bu ifodaga yoy differensiali deb ataladi.

2) Parametrik ko‘rinishda berilgan egri chiziq yoyining uzunligi
hisoblash.

Agar

WX=(p(t

bo'lib, (p'{t)&C\a,0\ va if/*{t)e.C\a,0\ bo'lsa,

/= Utp'in2+W'{t) I dt (15)

bo'ladi.
3) Qutb koordinatalar sistemasida berilgan egri chiziq yoyining

uzunligi hisoblash.
Agar



{r=r(<p)
bo'lib, r'(dh)&C\a,0\ bo'lsa, unda
P
i=Ur2ivy +lr'(9"¥p (i6)

formula o'rinli bo'ladi.

d) Aylanma sirtning yuzasi;

Aytaylik, /7(*)eCJ[a,6] bo'lib, /(n-)>0 bo'lsin. J*yoyni OX
o'qi atrofida aylantiramiz va aylanma sirtni hosil gilamiz. Agar
f'(x)eC\a,b\ bo'lsa, unda shu aylanma sirtning yuzasi ushbu

S =2xd/ (X)-\/1+[/ (AT dx (17)

formula yordamida hisoblanadi.

e) Aniq integral yordamida hajm hisoblash.

Faraz qilaylik, bizga biror Tjism berilgan bo'lib, uning OY
o'giga parallel bo'lgan kesimlarining yuzasi ma’lum bo'lsin. Bu
yuza x o'zgaruvchining funksiyasi bo'ladi, uni S =S(x) deb belgi-
laylik. Agar S(x)eC][o,i] bo;lsa, unda T jismning hajmi V ushbu

v =\'S(x)dx (18)

a
formula yordamida hisoblanadi.
Natija. (Aylanma jismning hajmi). Ushbu

fa<x<b

D }o<.y</(x)
egri chizigli trapetsiyani OX o'qi atrofida aylantirishdan hosil bo'lgan
aylanma jismning hajmi

v =xf[f(x)Jdx (19)

a
formula yordamida hisoblanadi.

f) 0 ‘zgaruvchi kuchning bajargan ishi.

OX o'gida shu o'‘q bo'ylab biror jism F =F(x) kuch ta’sirida har-
akat gilayotgan bo'lsin. Agar F(x)eC[a,&] bo'lsa, F=F(x) kuch
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ta’sirida jismni a nugtadan b nugtaga o‘tkazishda bajarilgan ish ushbu

(20)

formula yordamida hisoblanadi.

g) Statik moment. Og'irlik markazi.

Aytaylik, m massaga ega bo'lgan M(x,y)-material nuqgta berilgan
bo‘lsin. my va mx ko'paytmalaiga mos ravishda berilgan nugtaning
OX va QY o'glarga nisbatan statik momentlari deb ataladi.

Egri chizigning OX va QY o‘qlarga nisbatan statik momentlari
Mx va My lar ham shu kabi aniglanadi hamda

differensiali, 1 esa berilgan egri chizig uzunligi.
Berilgan egri chiziq og'irlik markazining koordinatalari esa ushbu

formulalar yordamida hisoblanadi.
h) Geometrik figuralarning statik momentlari va og‘irlik markazi.
Agar geometrik figura

ra<x<b

egri chizigli trapetsiyadan iborat bo'lsa, unda

va

(24)

b
bo'ladi. Bu yerda S — -trapetsiyaning yuzi
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6°. Elliptik integrallar.

5-ta’rif. Ushbu

F(M:h::::: (25)

oVIl- a'sin'X

D
E{Kk,dp)= JVI-A:2sin2xdx (26)
0

ko'rinishdagi integrallar 1 va 1l tipdagi elliptik integrallarning Lejandr
formasi deb ataladi.

(25) va (26)-integral ostidagi funksiyalarning boshlang‘ich funk-
siyalari elementar funksiyalar yordamida ifodalanmaydi. Shuning
uchun ham ularning giymatlarini hisoblash uchun maxsus jadvallar
yaratilgan.

7L
Agar (25) va (26)-integrallarda €=— bo'lsa, u holda bunday

integrallar to'liq elliptik integrallar deb ataladi va ular F(K),E(K)
kabi belgilanadi.

Demak,
K
m =) Sl (27)
E(k}= jVI- k2sin2dx (28)
0

To'lig elliptik integrallarning giymatlari ham maxsus jadvallar
yordamida hisoblanaéji. )
Misol. Ushbu -27 +ét_=1 ellips yoyining uzunligi hisoblansin.

o _ C 0 x=asmt
Ellipsni parametrik ko'rinishida '[j —6sif/, 0<t<2n

dalab olamiz.

kabi ifo-



=4)7<r (1-sin 2t) +b2sin2tdt = 4ajN-N—L-sin2tdt=4aE ~ N =4aE(e)

\ J

bu yerda s =------------- ellipsning ekssentrisiteti.

©ooNDOEwWN

[EEQEEN
_ O

T el i
g b~ wN

lash.

—
(o2}

lash.

17.
18.

Nazorat savollari

Boshlang'ich funksiya tushunchasi.

Anigmas integral va uning xossalari.

Anigmas integralda o‘zgaruvchini almashtirish.
Anigmas integralda bo'laklab integrallash formulasi.
Ratsional funksiyalarni integrallash.

Ba’zi irratsional ko'rinishdagi funktsiyalarni integrallash.
Eyler almashtirishlari.

Binomial differensialiarni integrallash.

Trigonometrik funksiyalarni integrallash.

. Aniq integral tushunchasi.

Nyuton-Leybnis formulasi.

. Aniq integralda bo'laklab integrallash formulasi.

. Aniq integralda o'zgaruvchini almashtirish.

. 0 ‘rta giymat hagidagi birinchi teorema.

. Dekart koordinatalar sistemasida berilgan shaklning yuzasini hisob-

. Qutb koordinatalar sistemasida berilgan shaklning yuzasini hisob-

Dekart koordinatalar sistemasida berilgan yoy uzunligini hisoblash.
Parametrik ko'rinishda berilgan egri chizig yoyining uzunligini

hisoblash.

19.
20.
21.
22.
23.
topish.
24.
25.
26.

27.

Qutb koordinatalar sistemasida berilgan yoy uzunligini hisoblash.
Aylanma sirtning yuzasini hisoblash.

Aniqg integral yordamida hajm hisoblash.

0 ‘zgaruvchi kuchning bajargan ishi.

Egri chizigning koordinata o‘glariga nisbatan statik momentlarini

Egri chizig og‘irlik markazining koordinatalarini topish.
Geometrik figuralarning statik momentlari.
Geometrik figura og'irlik markazining koordinatalarini topish.

Elliptik integrallar.
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-B-

Mustaqil yechish uchun misol va masalalar
1-masala. Anigmas integral topilsin.

11 f xdx

1.3 |(/2- 81sin3xdx.
15 J(4x +3)sin 5xdx.
1.7 J(x +5)sin3xfi£t.

1.9 J(2x-5)cos4xafr.

1.11 Awn/2 -3jcos2xcfr.

1.13 J(5x +6)cos2xrfx.
1.15 jarctg*j3x-1dx.
1.17 \e-3x(2-9x)dx.
1.19 lin(4x2+1dx.
1.21 J(4x- 2)cos2xdx.

1.2 Jxsin2xdx.
C xdx

14 dor?x

16 JI(7x-10)sin4x<£X.
1.8 J(2-3x)sin2xA.
1.10 J(8-3x)cOs5xiSk.
1.12 J(4x +T7)cos3xc/X.
1.14 J(3x-2)cos5xrfx.
1.16 jarctg'JSx-ldx.
1.18 je~2*(4x-3)dx.
1.20 J(2-4x)sin2x£/x,

2-masala. Anigmas integral hisoblansin.

C dx
2L 0082 417
p dx
xvix- -1
p  xdx
4 X 44X2+]

2.3

25

2.7 J/gx-In(cosx)c/x.

J * dx

2.9, v +l)- =

[+Inx
. — T ax.
2.2 ; -
2+Inx2
ax
X
e(arccosx)3-1

4N r ]

24 I t

r
2.8. Joos2(x +1)



Jf Sinx-COSX IXCOSX +sinx
211 JRasxsinyg3 212 J («in,) *
213 12X X ax. rooc
i 2U fer ™ -
r xdx
2115 % A r 2.16 dx,
. (x2+\}dx x-l
2.17 Jix3+3x+1)5* Aarctgx-x .
2.18 J» Ty j—
XX el
X +4 > X +C0SX
I 2c0sX +3sinx dx 20 X +2sinx

2.21 Jmm X-3C0SX)

3-masala. Anigmas integral hisoblansin.

. | X3-3x2-12
31 T a 32 f(x-4)(x-3)(x-2)
r x3-3x2-12
.j>(‘ 1
33 -1 3A J(x-4)(x-3)x
X317 [ s X 42
35 f§ T ®* 36 Ix(x-1)(x-2) e
2X3+5 3x - 2
19 A.
37 He o) 38 Yo
1.9 X3-3x2-12
9y 1 x-6 (x-4)(x-2)X
33+ X5- x3+1
3.ii j])VA4-43X+2 3.12 Jf, o -dx.
& mOr +3
fo XS +3x3-1
3.13 eTX-1)(x-2)(x-3) 3.14 D dx.
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3 +2x2+1 3x -12x -7

3.15 X+2)(x-2)(x-1) 3.16 X' +2x
f 1 v 4 X - 5x +5x+23
3.17 o>(X-I)(Xx+1)(x +2) (x-1)(x+1)(x-5)
3.19 rx5+2ox3+ 3.20 f_X Fox v
X2 +5x R R N
391 r2X5'58X3+2dx.
J X- -2X

4-masala. Anigmas integral hisoblansin.

X3+4x2+3x +2 r-3x3+13x2-1 3x+1
41 dx dx
' (x +1)2-(x2+I) 42 (x-2)2 (x2-x +1)
2X3+IX2+7x -1 i rx3+2x2+1x
43 (x+2)2-(x2+x +1) 44 ) Y- Kz
r 2x3+4x2+2x-1 4x3+24x2+20x - 28dX
4.5 46 1, "
(X +1)3¢(x2+2x +2) (X +3)" o(x2+2x 4 2)
X +6xX +917+6 " X +x+1 dx
4T fiy 4yax2+2x+2) A8 hiavixn +)®
f2X3+1|X2+16X+10TCt'x
r~7 IR}
49 X¥2) «(x2+2x+3) Sri
3xJ +6x2+5x -1 r4x2+3x+4
411 I —ex o A (e e
(v+D-(r+2) 4-12 J(N+ i) (j =+ +i) e
X3+9x2+2Ix +21 r 2x2- x+1
413 f: dx A
(X +3)2-(x2+3) o 414 J(TANT(TTT) o
rx3+6x2+8x +8rd’x +X+1
415 ¥ -x2+4) 416 (x2-x +1)-(x2+1)
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X3+OX2H 12X +4,, X +2X +x+1

AL J(x +2)--(x'+4) * (X2+x +1)-(x2+1)

2x3-4x2-16x-12r f2x3+2x2+2x+1dx
419 “(x-1)2-(x2+4x +5)WT 420 (X2+x+[)(x2+]) e

X3+AX2+AX+2

4.21 (X +1)2-(x24-X+1)
5-masala. Anigmas integral hisoblansin.
g, TATVX 5.2 pVIHA).dyx.
' x-§x° X-vx
53 p & . 54 pL—J-* .
X-<JX P X' -JUX
5.5 8 4.
1 x-Jx 5.4 & X7 -yix
57 L -dx ]
1 x-No 5.8 JF’\l-l-v-g/’? N,
5.9 510 JIL —J. -dxe
X 'Vx® X" -yix
ey
X-x5 X-'ng
5.13 5.14 jW _
X2 -n/x X2 oV X
i+
5.15 516 Vit % gy
X-\x5 XeeyX



517 pM 72 dx.

fa/l +X
5.19
X~'v X
521
X~-<X

5.18 - dx.
x2-'"N

5.20

6-raasala. Aniq integral hisoblansin.

g¢-H1+1n(x-1)
6.1
et JT1

‘eAarctogx - X
6.3 1 O Xy

f X +cosx
65 L4 zgmvdx

67 28x- arctglx
I 1H-4x2

1
X +-—

69 j—"dx.
yfx2+1

N x - (arctgx)4
pap o arete)

| +x~
gn (arcsinx ) "+1
613 @

5

615 S)x_yz>?7fl7

T (. +Dd;
62 (J)%)-(r3+3x+|)
Z x3x
6-4

r 2cosx+3sinf

86 Ssinxgcosk) X

V xafx
68 ITTT-

6.FO
6.12 /-TTT7*.
o* H

vV i-7x  }
6-14 fe F o * -



7.1

7.3

7.5

TH

7.9

7.11

7.13

7.15

7.17

719

7.21

%

6.18 JVgx-In(cos;c)c/x.

7-masala. Aniq integral hisoblansin.

Kx~+5x +6)cos2xdx’

6

J(x2+4x +3)cos:aft .

J(X2+7x +12)cos xdx,

—x_';

(9r2+9x +11)cos3;,vE& e

o

C/2+5)cos2. TEtC e

27
J(3 - Ix2)cos2xdx m

O

J(*2+2jc+1)sin3xdbt.
-i
K

| ("2 =3jc-h2”sinjoctc e

J(*2+6x +9)sin2xJxX.

3
{(3N-"2)sin2™v
A

J(a - D3-In2(j:-Nabr.

0

7.2 ft*2-4)cos3jofe.
2
0

7.4 J(jc +2)* cos3jrflbc,

n

7.6 /(20r3+4x+ 7)cos2xdx

0
A

7.8 J(8x2+16x +17)cos4.vrfx
0
27
J(2.x2-15)cos3”d[x e
0
27
J(I “ 8jr)cosd*dbc.
0
3
/(*2-3;c)sin 2xdx m
0

7.12
7.14

7.16 J(x2- 5x +6)sin3;tEix.

K

J(1 ™5x2)sin xdx.
2
\x\vrxdx.

7.18

7.20



8-masala. Aniq integral hisoblansin.

R cosxdx
0 (1 +cosx +sim*)" "

r cos xdx

8.3 1+cosx-sinx .
~~7

o5 2r  cosxdx
' 14+cosx+sinx'

sin xdx

8.7 )
+C0SX +sinx

j  cosxdx

8.9 0 1+sinXx—osx m
0

cosxdx
0 5+4cosx

2R dx
1
8.13 A>/5F0-(1- &)

[COSX-SINX |,
8.15 l-----—--——- T« X.

kP dx

8.17 I sin2x-(l +cosx).

2

2aretg? dX
8.19 sin2x (l-cosx)

sin xdx

8.21 .
(I +sinx)"’

larag

8.9 (I - sinx) dx

cosx(l +cosx)

r c0os xdx
8-4 (I +cosx-sinx)2e

ey

cosxdx
6.6 ‘]{\I+c<gsxi)v((lj-s\'nxy
g2

1+sinx
88 é (I-sinx)’
810 % (I +cosx)<fc
' COSX +SMX
8.12 J- I+S|nx. -dx
1 4+C0SsX +sinx
% dx
8.14 zﬁ]g‘/(l+sinx-cosx)~
2arctg3 dX
8.16 j
20l OOSX-(1 - C SX)
2 cos xdx

8.18 Jj (I-cosxV

2arctg~ '

/z

~ cosxdx
8.20 j

2 +CcosX
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9-masala.

fsin"&
9.1 3 A

93 1}2 83|n8xdx'

f24sin6- *cos2+dx
9-5 j 2 2 1

97 fsin'W **

J 2ssin4Xx mos4j«ic

fsin2-co s 6"
9.11 a 4 4 #

913 Y °00s8

0
915 !?253|nsxcfe‘
2

917 fsin'x*

0
X

j 2 8sin6A-cos2x -

N

/F
J28-sin2x-cos6xdx

2

2

9.19

9.21

Aniq integral hisoblansin.

9.2 Jsm~™W irfc.

0o n 4

p_4 J24sindgcosdxdx
0

9.6 J24sin4f ecos4l A .
0 y4 Z

9.8 Jsin2*cos6**fr.

9 io0 12* X Ro§6 XdX

|
9.12 Jcos8N * .
8 4

9.14 J2sSin6xcos?2
o

il
Jsin6xcos2aax (
0

i

9.18 j24sin2.TCOs6 X .

*
0.20 Jsin43xcos43 -,
0

10-masala. Aniq integral hisoblansin.



2 xAx

]_O% J U3 -
10]
d(1+42)
I'll i

10/7 OM(16-X2)-VI16-X2 »

103 3%64-x=y u

1011 f. B
ov25-a

Y
1013 jng +.98 »

j x4t/

10.15 2\%
“(2—3r2'

77 X4
10.17 J/? ------ 77
13 VO_*II)

dx

10.19 (9-+Ir=)

r dx

K021 0(4 +X2V4 +X2 «

> o
1824 3~6-x-f-

106 p-V 9-jr-dx.

10.8 %""fﬂ'— tix.

N

1010 jV A -xV X,

10.12 jW 16-A -20k.

% s

J-
OyIN6-x2 .

f_n

10.16

10.14

10.18

10-20 J(25 +*2)V/25 +*2



11-masala. Quyidagi chiziglar bilan chegaralangan shakining
yuzasi hisoblansin.

111 y=(x-2) ;y =4x-8.
113 y=A-x2"y=x2-2X.
115 y=Jy[47™?;y =0;(0<x<2).

njy=4¢d LW ;y=0;x=];x=e3-

11.9 *=arccosx;>'=0;x =0.

11.11 y=xn136-";y-0;(0<x<6)"

11.13 y =xarctgx;y =0;x =yf2 «

11.15 x=-Jey-I;x =0;j =In2-

1117 y=Y 77y =0.X=l -

1119 y=, * eey=(; *=1
(x2+1)'

11.21 y=(x-1)";y2=x-I.

11.2 y =x"9- x2;y =0,(0<x <3)*
n 4 y=4ils-,y =0-x=0x=\
n6 y=ye~\;y=0-x=In2-
118 J=(*+)V=*+1-

11.10 j;=2Xx-X2+3,y=x2-4X +3.
MN2 x=arccosy;x =0-y=0.
11.14 y=x~yl&-xr"y=0;"0<x<2yLLl,

11.16 y=x\14-x2;y =0;(0 <x <2) »

11-18 x=(7-2)3;x =4y - 8.

n-20 x=4->2x=32-2y.

12-masala. Tenglamalari qutb koordinatalar sistemasida berilgan
chiziglar bilan chegarlangan shakining yuzasi hisoblansin.

12.1
12.3
125
12.7

12.9

r =3sin”;r =5sin”.
I =2c0S6">
I =cos9+sin’9.
r-sin 6(p.

3 5
r=-cosp;r =-cosp.
12.11 r=1+V2sin”.

1
12.13 —+cos”.

12.2
12.4

r=2sin”™; r =4sin”,
r =cos$>—sin$?.
12.6 r =2sin4p.
12 8 r —2cos\—teos(e
12.10 r =4cos4p.

9 3
12.12 r=-sinp;r =-sin 0>

12.14 r =cos(p;r =2cos<p.
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12.15 r =sin>\ -2%\xv(p. 12.16 r =6cos3<p;r =3(r>3).
12.17 r =/~+sin”. 12.18 r=6sin3p;r=3(r>3).
12.19 r =o0s3<z>. 12.20. r =3sin3”.

12.21 r =4cos3™Nr=2.(r>2).

13-masala. Parametrik ko‘rinishda berilgan egri chiziq
yoyining uzunligi hisoblansin.

13.1 x=5(t-sint);y =5(l-cost);0<t<&.

13.2 *=3(2cost- cos2t);y =3(2sint- sin2t);0<t<2n.
13.3 x=4(cos/*+/sin/);>" =4(cos/Wshu); 0</<2-
13.4a={t2-2)sin/ +2tcost;y-{ 2 -t2)cost +2tsmt;0<t <n .
13.5 *=10c0s3/>>=10sin3/;0</<y.

13.6 * =e'(cos/ +sin/);>'=e"'(cosf-sin/);0</<;r.
13.7 x=3(t-sin/);™ =3(1-cos/);n-<t<2n.

13.8 X:?lcost—; co'sZ/:v:Zis'mf—js'rr12’[\“—<t<7t&1 :

13.9 Jk=3(cos/ +/sinf);j; =3(smf-fcosf);0<f <—.

13.10 x=(t2- 2)sin/+2tcost;y =(2-t2)cost +2tsin/;0 <t<y .
13.11 *:60033/;y:65in3/;0</<?.

13.12 Jk=e'(cos/ +Sinf);.y=e'(cosf-SHU);1<t <n.

13.13 x=2,S{t-smt)\y =2,S{l-cos.t)-,~<t<n.

13.14 *=3,5(2cost- cos2/);™=3,5(2sin/-sin2/);0</<].
13.15 *=6(cos/ +/sin/);y =6(sin/-/sin/);0</</r.

13.16 x={t2- 2)sint+2tcos/Zy =(2- r )cost +2tsint;0 <t </ .
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13.17 x=8cos3/;jy=8sin!/;0</< g—

13.18 x=e'{cost +sin/);y =¢€' (cost - sin/);0 </"2n.

1319 x=4(/- sin/);y =4(1- cost);™ <t£"-.

13.20 x=2(2cost- cos2/);y =2(2sint- sin2t);0 <t<

n

13.21 x - 8(cos/ +/sint);y =8(sin/ - /cos/),0 <

14-masala. Quyidagi sirtlar bilan chegaralangan
jismning hajmi topilsin.

141 ~ +y2:]—,z:y;z =0.(y>0).U-2 z=x2+4y;z =2.
2 2 "2

14.3 X—2+£ z~==I;z =0;z =3.
~ M * - » -

147 z=x +9y;z =j.

X—..,
149 X ¥ 22, 216
) 16~ 64 °

1411 z=2x" +8y~;z=4.

AN
1413 y, +7 - 4o =

1415 z=x2+5y2,z =5.

=-1;r =12.

14-17
1419 z=4x2+9/,z =6.

1421 4, +% + 4 =U
a c-

144 ~ +—T(=— 2.
o "1 ¥
146 X2+y2=9;z=y;z =0.(y>0).

14.8 ’Z~+y2-z 2=I|:z =0;z =3.

2 = 2
14.10 1_6+? 5 =|:z =2:z2 =0.
2
1412 —+——7z2=\;2z=0;z=2.
81 25
2 .2 2
1414 4+92+36"1;F e3¢

1416 — +—— z2=I;z =0;z =4.
9 4
14.18N +~ +~ 1r=4:rr =0.

1420 z=2x2+\&2,z =6.
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15-masala. Quyidagi chiziglar bilan chegaralangan shaklni
1-16 variantlarda Ox o‘qi atrofida, 17-21 variantlarda esa OY
o‘qi atrofida aylantirishdan hosil bo‘lgan jismning hajmi topilsin.

151 y=-x2+5x-6;y =0. 15.2 2x-x2-y =0;2x2-4x+y =0.

153 ¥=3sinx;j=sin*;0<*<”, 154 j =5cosx;j =cosx;jc=0;x >0.

155 Y_sinaxx =y=0. 156 x=tfy-2,x =l,y =I.

157 y=xe',y=0x=1. 158 y=2X-X2y =-X+2;x=Q.
159 y=2X-X2y =-X+2. 1510 y=e2x,y =QXx=0Qx-\.
1511 y=x2y2-x=0. 1512 x2+(y-2)2=1.

1513 y=\x=yly-2,x=1. 1514 y=x2y-I,x =2.

1515y = X2 = yiX. 1516 7 =sin— ,y-x2.

1517 y=x2x=2)y=0. 1518 g=(*-1)2,A =1.

1519 y=Inxx=2,y=0.
1520 y=x2-2x+I,x=2,y=0.
1521 y=x2+1y=xXx=0x=1.

16-masala.
Quyidagi chiziglarni aylantirishdan hosil bo‘lgan aylanma
sirtlarning yuzalari hisoblansin.

16.1 (0<j><15) OY o‘qgi atrofida.

16.2 y2=4 +Xx (x<2) OX o‘gi atrofida.
16.3 3x2+4y2=12 ellipisni OY o‘qi atrofida.

164 X=~Y 2 (1AY”"e) OX o'gi atrofida.
16.5 y2+4x~2lny (I<jy<2) OY o‘gi atrofida.
16.6 y—-x3 (0<jc<l) OX o‘gi atrofida.
f 7tn
16.7 x=¢€sinf,y=€'cost 0-c-—~ OX o‘qgi atrofida.
\%

*J
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16.8 jc=2cos/'-cos2/,>,=2sin/-sin2/ ni OX o‘gi atrofida.

)(2 2
16.9 —.—HYT:l ellipsning OX o‘gidan yugorida joylashgan
bo‘lagigining k(g)ordinata 0‘glariga nisbatan statik momentlari topilsin.
16.10 x+y =1,x=0,y =0 chiziglar bilan chegaralangan uchbur-
chakning OX va OY o‘glarga nisbatan statik momentlari topilsin.
16.11 y2=2x,{y >0,0<x<2) parabola yoyining OX va OY
o‘glarga nisbatan statik momentlari topilsin.

16.12 y =cosx —2 <X<§ egri chiziq yoyining OX o‘giga his-

batan statik momenti topilsin.
X
16.13 ?F)é =1 to‘g‘ri chizigning koordinata o‘qlari orasida joy-
lashgan kesmasining koordinata o‘glariga nisbatan statik moment-
lari topilsin.
2
16.14 y=1—+—XT va y=X2 chiziglari bilan chegaralangan shakl-

ning OX o‘giga nisbatan statik momenti topilsin.

16.15 x2+y2=a2y >0 -yarim aylananing og‘irlik markazi
topilsin.

16.16 +y” =cf/i,x>0,y>0 - astroida yoyining og‘irlik

markazi topilsin.
1 [0]

VU
16.17 — +%;y< 1(x>0,>>0) ning og‘irlik markazi topilsin.
ae

16.18 x=~12“r'nY (I <y<2) chiziq yoyining og‘irlik markazi

topilsin.

Quyidagi chiziglar bilan chegaralangan tekis shaklning og‘irlik
markazi topilsin.

16.19 ax=y2, ay-x2 (x"0).

2
16.20 Y=~X y”sinx (x>0).

16.21 x2+4y-16-0;y =0.
m



-D -
Namunaviy variant yechimi.
1.21-masala. |(4a--2)cos2xc& anigmas integral hisoblansin.

< Bu integralni bo‘laklab integrallash usulidan foydalanib, hisob-
laymiz:
o dv - 4adx N\
f(4x-2)cos2xdx =\ t=4x-2 j = f‘f:?si-n Qx_ 3 J5in Ixdx =

A ldv=cos2xdx v= Esin 2X
=(2x-I)sin 2* +cos2x+c>
f 2cos,v+3sinx j
2.21-masala. J{Tbr \% ) V.\ anigmas integral hisoblansin.

H N J LU

<Bu integralni o'zgaruvchilarni almashtirish usulidan foydalanib,
hisoblaymiz:
f 2cos* +3sin* a ) ]
-— X = " 2sinx-3cosx =/ deb belgilaymiz =
(2smx-3cosx) U

=>(2sinx-3cos.x) dx=t"«dt yoki (2cos* +3sinx)c/k = «f/jj =

:\]fgﬁ_ LV_%:LQ+C:—1—+CZ———————; _____ —+Cc>
~2 21 2(2sinx-3cosx)’
j..32_iﬂ—masalja. j@(‘rﬂ)s?izdx anigmas integral hisoblansin.
< Biz bu integralni ratsional funksiyani integrallash usulidar

foydalanib hisoblaymiz. Awal noto‘g‘ri kasrni to‘g‘ri kasrga kelti-
ramiz, so'ngra uni sodda kasrlarga yoyamiz:

BfrN 2v5-833+2 ) 2 . s 1 1 r2r -8y3T13
AN ————- 5 =2X +4V+— e o= 2X a4+ = — e =
v ~2X X(x-2) X—2 X J x -2X
= 32.\/3+4.V2+—-———1 dx = f*f_t 4v3 ~In’ _2||_|n H+c: E 1’ 4¥3+| X=2 +c>
I 2 3 'r 1Pl 2 3
f +AX2+4X +2
4.21-masala. + . (Y2+p+" x anigmas integral hisob-

lansin.

<d Bu integral ostida ham ratsional funksiya turibdi. Bu funksi-
yani sodda kasrlarga yoyamiz.
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Bu tenglikning o‘ng tomonidagi noma’lum A, B, C va D larni
noma’lum koeffitsientlar usulidan foydalanib topamiz. Buning uchun
tenglikning o‘ng tomonini umumiy maxrajga keltiramiz va berilgan
kasr hamda hosil bo'lgan kasrlarning suratlarini bir-biriga tenglaymiz:
AX+D) +b {x—+X+1)+Ct+D) o(X+ —X3+4x—+4x+2

(A+C)X H2A+B+2CHD). T H2A+BHCH2D)X+HA+HB+HD)=X+4\2-+4x+2

Ji

n+Cc-1

2A+B+2C+D =4

'2A+B+C +2D =4 Bu sistemani yechib A=0 va B=C=D=1

A+B+D=2

ekanligini topamiz. Demak, RI/X)\Z ——i—Zi+~E——Tﬂ'
(x+1) +X

©

x=t—2 =>dx =dt
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/, va /2 ning giymatlarini (*) tenglikka olib borib qo‘yib, ush-
bu natijaga kelamiz.

e X3+4x2+4x+2 1 1 , ., n 1 2x +I1
W (> « +i)*=n +5In(V' +j:+)+vr rcs* T +c ”
I(i+V7)3
5.21-masala. W ————L.~r anigmas integral hisoblansin.
R
< Integralni differensial binomni integrallashdan foydalanib hisob
laymiz:
f/H+\Vx4 n 4
/= |l——— p=—0adx= |g° 1+x51dx=>a-b=Im= »=—p=—
J x2-V7 j v N 5 5 4
12
m-+1 5+ 3 7 3 , 37 P .
=>———4p=— — +—=— +—=-I=>_JF +1=z - almashtirish
n 4 4 4 4 x7s
bajarish lozim =>x=(r4- => dXx--5z3+(r4-1)'4dz Bularni /

ga olib borib go‘yib topamiz:

57 (i+Vv7)7
=-5\zdz= —'—[ +Cc= 2V +c>
7 7 x-tx2

vV o oxdx
6.21-masala. J | 4— 2~ aniq integral hisoblansin.
o VX +x +1
v
Xr+—=tx=0 t-—

or 2 2
B 41 -
h rr#ral rx,4_IV H—3 _rcfozE :|=>t=5
K 2 4

((1-8 ning 16°-punktidagi 24-formuladan foydalanamiz))



7.21-masala. J(x—l)3—|n2(*—l)</x aniq integral hisoblansin.

2
| < Bu integralni bo‘laklab integrallash usulidan foydalanib, hisob-
aymiz:

2In(x-1  ~
Jil=in2(x-1)  du ox_ i K
I(x=1)J-IN2(x-1)c& = =
av=(x-iydx  _ (x-

/1

(x-i)4

=41n22 - —J(jc- l)3-|n2(x— dx =
v =(Xx-\ydx _(x-14

—AN— =4In:2-  4In2——p—V
0 60 1

=41n22-2In2 +— —(16- D)=4in22-21n2 +— >
32 v 32

sin xdx

8.21-masala. ?%I +s:n /T aniq integral hisoblansin.

X
<Bu integralni hisoblash uchun =1 universal almashtirish ba—

jaramiz. Unda x=0=>/=0;*=—=>/=|l.va dx=— -;sin/ = —
2 1+T 1+T

Almashtirishdan so‘ng berilgan integral quyidagi ko‘rinishga keladi:
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f smxdx VvV 2tdt _v/+1-1 vdt Vv dt

o(l +sinx) oft+1)" o(/+0 077Tj(,+i)2
1
) 1 r i1
=2 ilni |N) frllo o2 M2+ -17=2in2-1>
n
J28-sim2x-cosexa’x ) )
9.21-masala. aniq integral hisoblansin.
i . . +
< fntegraln:lL SmM20-= 2sma-cosa:, cos az— —I Feos2ar
.2 1-cos2a . . . .
sm a- — -— formulalaridan foydalanib, hisoblaymiz:
A T A

| = j"2*sin2s«cos" xdX = 21fi | (2sin.v-cos.r)" mos4xdx = 24Jsin22.v-(l +cos2,v)" dx =
a JR—
} 2 2

A - r
= 24 [[sin22x+2sin: 2n-cos2x+sin22n-+cos22X]rfv= 2" « j(I - cos4.\)rfx +24Jsin2.rrf(sin2.v) +

+23sin2AdK= 23 x—is?nlk

A+ +2] x--sin8x =5a.>

dx

10.21-masala. J4 +v2j”a + aniq integral hisoblansin.

0 Bu integralni hisoblashda uchun 2-hol uchun Eyler almashti-

rishini bajaramiz, ya'ni jx"+A =i+x almashtirish bajaramiz.

Ll e T C My ey
2t \j 4+v¥"11+v2 B o B
2 p 1

f-+4 UN4) - 472 >
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11.21-masala. Quyidagi y=(X-\)2,y2=x-1 chiziglar bilan che-
garalangan shaklning yuzasi hisoblansin.

sistemani yechib, bu chiziglarning kesishish nug-

talarini topamiz: M,(l;0) va M2(2;l) Bu chiziglar bilan chegara-
langan soha 5-chizmada tasvirlangan.

y

5-chizma.

5=7 %/xXMN-(X-1)2]<&= | yj{x-\f " >

12.21-masala. Tenglamalari qutb koordinatalari sistemasida ber-
ilgan chiziglar bilan chegaralangan shakilning yuzasi hisoblansin.
[ =4cos3t>;, r=2,(r>2)
<Birinchi navbatda bu funksiyaning aniglanish sohasini topamiz
va uning chizmasini chizamiz. ,

6-chizma.



6 2° 6 6 ' 2 6
Yuzasini hisoblashimiz kerak bo‘lgan soha 6-chizmada shtrixlab

. - s fr = 4oosNi>
ko‘rsatilgan. Integrallash chegarasini topishimiz uchun ' )
r=
sistemasidan (p ni topamiz
=>C(Bs(p:~l=>§lp :A::><p:ﬂ:>
/9 /4

16 | cos23(pdcp-ANd<p

=3 8- (1 +cosctyj-a<p [~ = B g+ —sings T
4 6 y
_g 8V A2 AN _ Ay 2

.93 3 9 T 9+ 3

13.21-masala. Pararaetrik ko‘rinishda berilgan egri chiziq yoyi-
ning uzunligi hisoblansin.

A
< x=8(cos/ +/sin/); | =8(sin/-/cos/);
*'(/) = 8(-sin/ +sin/ +/cos/= 8/cos/)| ——tz—:. 7777
y/ /Y = 8fcos/ - cos/ +/sint)'= Shsin/ FV-T(0Y " +{v.(9) =84~

/= WinQT+1/071'n= \ak=A2 p=2-.>
0 0 4

-
X z
14.21-masala. Quyidagi _.C'.7 +B{\+?:l sirt bilan chegaralan-
gan jismning hajmi topilsin.
<Hajimni (18)-formulaga ko‘ra
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V= js(x)dx
v

formula yordamida hisoblaymiz. Buning uchun S(x) ni topish lo-
zim.

O'zgaruvchi x ni flksirlasak, ellipsoid kesimida.

n2*" 2=t

Y. 2 X . . .

T+& =17 ellips hosil
zjr_+c } a yoki P

\" Yy

bo‘ladi. Bizga ma’lumki, %_+%h=l ellipsning yuzasi nTn ga teng

edi. =
S A\ m
1-~  mV=JS(X)dx =
Voo*
.3 N
-nbc j| 1- £54flof =nbe x— =—nabc. >
- 3
Natija. Agar a=b=c=R bo'lsa ellipsoid sharga aylanadi va
shar hajmini hisoblash ucun

V=-+tR3;
3

formulani hosil gilamiz.
15.21-masala. Quyidagi
Yy=X2+1 Y=X X=0,/f=1
chiziglar bilan chegaralangan shakini
OY o‘qi atrofida aylantirishdan hosil
bo'lgan jismning hajmi topilsin.
oAwal OY o‘gi atrofida aylanti-

rish kerak bo'lgan D sohani chizib
olamiz (7-chizma).
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D =DNJD2=>V = \&kH2=k \ay+\\-(y-\))dy

16.21-masala. Quyidagi
X2+4y-16=0,"=0
chiziglar bilan chegaralangan shakilning og‘irlik markazi topilsin.

< Masala shartidan ko'rinadiki, berilgan chiziglar bilan chega-
ralangan D sohani ushbu

-4<x<4

D= .2
O<v<4-—
4

ko'rinishda ifodalash mumkin. Bu shaklning og‘irlik markazining
koordinatalarini (23) va (24)-formulalardan foydalanib, topamiz.

N

&4
dx= 4x-
] M 4— 12 7 3 [
—_ —_ —_ . o qa2X3 W .512
M§—2 s\/* > ] 4] dx 2 fle - 2]r2+ ]<& 5 16 ; +516 .
(,_rn 4
My = f*ydx— Jx— 4— dx=J 4x-— dX (2x2 =0.
-4 -4 V 4 —I'I 4 16/_4
(k k) T . .
Buyerdan | Y - L v 5) ekanligini topamiz. >
u = s
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5-8 4-MUSTAQIL ISH
Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyalar

R™ fazo

R" fazoda ketma-ketlik va uning limiti.

Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning limiti va uzluksizligi.
Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning hosila va differensiallari.
Yo‘nalish bo‘yicha hosila.

Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyalarning ekstremumlari.
Shartli ekstremum.

0 ‘zgaruvchilarni almashtirish.

A
Asosiy tushuncha va teoremalar

10. R" fazoda ketma-ketlik va uning limiti
Ushbu

Rm=RxRx..R=](X,Xx2 xn): xke R,k =1I,mj

m~ta
to‘plamga m o‘lchovli Yevklid fazosi deyiladi.
Ixtiyoriy X=(X,,...xmeRm va y=(y,,..ymeRm nuqgtalarni

olaylik. Quyidagi

P (*y) =yJM -x,)2+... +Hym-xnf ~Xt)2 (D

migdor X va y nugtalar orasidagi masofa deb ataladi.
U quyidagi xossalarga ega:
Dp(x,y)>0 va (p(X,y)=0<>X=Yy)r

2) p(x.y) =p(y.x);
3) p{Xx,2)<p(x,y) +p{y.z); (uchburchak tengsizligi).

Natural sor.lar to‘plami N va R™ fazo berilgan bo'lib, f har bir
Nn&N ga R™ fazoning biror Xx() /T nugtasini mos

go‘yuvchi akslantirish bo‘lsin:
/ :N-+Rm yoki n — g,
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f:N - >R m akslantirish obrazlaridan tuzilgan
X{Kx(2,..Jn.... 2
to'plam ketma-ketlik deb ataladi va u {*(,)} kabi belgilanadi.

Demak, (2)-ketma-ketlikning hadlari R"1fazo nuqgtalaridan iborat.

ketma-ketlikning mos koordinatalaridan tuzilgan
lar sonli ketma-ketlik bo'lib, ketma-ketlikni shu m ta ketma-
ketlikning birgalikda garalishi deb hisoblash mumkin.

Aytaylik Rm fazoda ketma-ketlik va a=(an,...,ame R"
nugta berilgan bo‘Isin.

1-tarif. Ve >0,391](e)e N:Vn>n,=>p e, unda a nu-
gta {00} ketma-ketlikning limiti deb ataladi va Hnx(]=a kabi
belgilanadi.

Limitga quyidagicha ham ta’rif berish mumkin.

2-tarif. Agar a nugtaning V(J*(a) = |lge /7" :/?(*,a) csj atrofi
olinganda ham 3n0(s) e N: MW>n0=>xne U”(a), unda a nugta
{n~1  ketma-ketlikning limiti deb ataladi.

Teorema. Rm fazoda [*(" ketma-ketlikning
a=(a}...,.amsR mnugtaga yaginlashishi uchun n—+ao da bir yo‘la
XM —=ax...xX[f am bo'lishi zarur va yetarli.

Rm fazodagi ketma-ketlik uchun ham sonli ketma-ketlik uchun
o'rinli bo‘lgan xossalar o‘rinli. Biz ulaiga to‘xtalmaymiz.

2R Ko‘p o‘zgaruvchili funksiya limiti va uning uzluksizligi

Ko‘p o‘zgaruvchili funksiya, funksiyaning aniglanish sohasi va
giymatlar to'plami, ko‘p o‘zgaruvchili murakkab funksiya ta’rifiari
bir o'zgaruvchili funksiyadagi mos ta’riflar kabi Kkiritiladi.

M ¢ Rm to‘plam berilgan bo‘lib, a nugta M to'plamning limit
nugtasi va p=/(*) =f(x]...,.xm) funksiya M to‘plamda aniglangan
bo‘lsin.

I-ta’rif. Agar \e>0 uchun 3S=S(s,a)>0 ushbu
0<p(x,a) <S tengsizlikni qanoatlantiruvchi ¥Yne/l/ uchun
N\f{X)-b\<e tengsizlik bajarilsa, unda b soni f(x) funksiyaning a
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nugtadagi limiti (yoki karrali limiti) deyiladi va

kabi belgilanadi.

Agar 0= yoki b=m bo'lsa , unda ham shu kabi ta’riflarni
berish mumkin. Ko‘p o'zgaruvchili funksiyalar uchun boshga for-
madagi limit tushunchasini ham kiritish mumkin. Masalan, bunda
awal bir o'zgaruvchi bo'yicha limitga o'tilib, golgan m-1 ta
o'zgaruvchini flksirlangan deb faraz qilinadi. Keyin, qolgan m-1
ta o'zgaruvchining biri bo'yicha Ilimitga o'tilib, m-2 ta
o'zgaruvchini flksirlangan deb faraz gilinadi. Bu jarayonni m marta
gaytarish natijasida hosil gilingan limitga funksiyaning
takroriy limiti deyiladi. m o'zgaruvchili funksiyaning jami m! ta
takroriy limitini garash mumkin. Masalan, ikki o'zgaruvchili
f{x.,x2)  funksiya uchun 2 ta lim lim f(xvx2) va

v X— x2->02
)Q_*aZ-V}LI;"'\f(X»(Z) takroriy limitni ko'rish mumkin.

Misol. Ushbu
X +ysin—,n'~0,
X

0,n=0
funksiyaning (0,0) nuqtadagi takroriy va karrali limitlari hisoblansin.

<lim{im/Gp.y) = e =0-3.
I_Lr% _I\i_%f(x Y) = I>i_rl10(y !/i_r>nosin0—/03 - 35 lekin

%/(6’—)/')_3 va =o0. Darhagiqat,

o< |/ (@jv) 0 x+ysin—<|r]+]yj(x?0)=>limf (M\y)=0>
X B0
Tabiiy savol tug'iladi: Qanday shartlar bajarilganda karrali va
takroriy limitlar bir-biriga teng bo‘ladi?
Bu savolga quyidagi teoremalar javob beradi.
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Aytaylik, f(x,y) funksiya
N/ ={(x,.y)eA2 (@—bl< @, \y-yO\<a"
to'plamda aniglangan bo‘lsin.
1-teorema. Agar

i)
Y-*¥b

2) Har bir fiksirlangan x da limf(x,y) =(p(X)-3 bo‘lsa, u
Y~*¥o
holda lim lim/(x,”) takroriy limit 3 bo'lib, lim limf(x,y) =b

*pe'0 Y—*Yb V->3t0 ,v->.v0
bo'ladi.
2-teorema. Agar
1)

Y—t+Ya

2) Har bir fiksirlangan y da JTVY(x>y)=6{y)~" bo‘lsa, unda
yl[[rylxlj*)r(rg/(x,j) __va ” ga teng bo‘ladi.

Natija. Agar bir vagtning o‘zida 1 va 2-teoremalarning shartlari
bajarilsa, unda

lim/(*,j)= lim lim/(x,.y) _ lim lim/(*,>>) bo'ladi.

);i:yXS X~"%X0 Y~*Yn Y**Y0 x—*Ao

Endi funksiyaning uzluksizligi ta’rifini beramiz.

M cRmto'plamda /(*) =/(*,,...,*,,) funksiya berilgan bo‘lib,
a=(al,...,.ameM nugta M to‘plamning limit nugtasi bo'lsin. Quy-
idagi belgilashlarni kiritamiz:

&f(a) =f{al +AX]...,ain+Axm) - f(al,...,an) funksiyaning a nug-
tadagi to‘lig orttirmasi;

tolkf{a) =f(al,...,au l,al +Axkal:H,...aJ)-f(al,....a ) - funksi-
yaning a nugtadagi xk oV-garuvchi bo'yicha xususiy orttirmasi (K — \m).

o_tarif. Agar lim/(*)=/(f)) YOK ApAV/( =0 5
A.~0
unda f(x) funksiya a nugtada uzluksiz deb ataladi.
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3-ta’rif. Agar ﬂ(_n)OA,*f(g)—O bo'lsa, f(%(/.,...,xrr) funksiya
a=(al,...,am) nugtada Xk o‘zgaruvchi bo'yicha uzluksiz deb atala-
di. Odatda funksiyaning bunday uzluksizligi uning hususiy uzluk-
sizligi deb ataladi.

3-teorema. Agar /(X,,....xm)fuiiksiya cigM nugtada uzluksiz
bo‘lsa, funksiya shu nugtada har bir o‘zgaruvchisi bo'yicha ham
hususiy uzluksiz bo‘ladi.

Izoh: Teoremaning aksi har doim ham o‘rinli bo'lavermaydi.
Masalan,

0,x2+y2=0

funksiya (0,0) nugtada har bir o‘zgaruvchi bo'yicha xususiy uzluk-
siz, lekin shu nuqgtada bir yo‘la uzluksiz emas, bu nugtada hatto
limitga ega emas.

4-tarif. Agar j™ /(x)~2i yOki =00, yoki 1™f(x)=b~f(a)
boisa, n holda f(x) funksiya a nugtada uzilishga ega deyiladi.

5-tarif. Agar Ye>0 uchun 3&5=J)(ff)>0 M to'plamning
p(x',x") <8 tengsizlikni ganoatlantiruvchi Vx' va X' nugtalarida
|/(x")-/(x") | <s tengsizlik bajarilsa, /(x) funktsiya M to'plamda
tekis uzluksiz funksiya deb ataladi.

4-teorema. (Kantor teoremasi). Agar /(x) funksiya chegara-
langan yopig M ciRm to'plamda uzluksiz bo'lsa, v holda funksiya
shu to'plamda tekis uzluksiz bo'ladi.

3°. Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning hosila va differensiallari.
1-tarif. Ushbu

limitga /(x) =/(x1...,xw) funksiyaning x° nuqtadagi xk o'zgaruvchi

bo'yicha xususiy hosilasi deyiladi va n kabi belgilanadi.

axk
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Xususiy hosilaning geometrik ma’nosini bilish uchun M aR 2
to'plamda aniglangan z=f(x,y) funksiyani garaymiz. Aytaylik

(xX0y0)eM bo'lib, bu nugtada A. va lar 3
ox oy

bo'lsin. z=f(x,y) funksiya grafigi r3 da biror sirtni aniglaydi.=>
z=f(x,yQ ning grafigi sirt bilan y=yO0 tekislikning kesishishida
hosil bo'lgan I, chizig bo'ladi. z=/(x0>)ning grafigi 2 chiziq
bo'ladi. Agar I, va 2 chiziglarning (X0, yO,f(xQ0y0)) nugtasiga
o'tkazilgan urinmaning Oxy tekisligi bilan hosil gilgan burchak-
larini mos ravishda a va p deb belgilasak, unda

y(Wo) va df(x0y0)

«/»;
bo'ladi. Bundan z=f(x,y) sirtning (x0,y0,z0) nugtasiga o'tkazilgan
urinma tekislik tenglamasi ushbu

r~ n N )+~ 1 {y_n) )

ko'rinishda bo'lishi hosil gilamiz.
1-teorema. Agar f(x) funksiya x° nuqgtada chekli
<Y(x°) | _
o Nk= \n] xususiy hosilaga ega bo‘lsa, unda f (/1) funksiya
shu nugtada mos Xk o'zgaruvchi boyicha xususiy uzluksiz bo'ladi.
2-tarif. Agar /(*) funksiya X° nuqgtadagi A/(*°) orttirmasini

A (*°) =A-Ad +... +Ani-Adm+al -Ad +... +am-Am 4
ko'rinishda ifodalash mumkin bo'lsa, /(x) funksiya X° nugtada diffe-

rensiallanuvchi deyiladi. Bu Al,....,Am lar [Ox,..[0x,, ga bog'liq bo'l-

lim ak= Q(k—ln\
magan o'zgarmaslar va AK‘_;’O '

(4)-tenglik ushbu

bf{x0) = Ai-bX,+... +Am-Am+0(p) )
1%

tengliklar bajariladi.



tenglikka ekvivalent. Bu yerda /3=y(AXx,)'+... +(AX,,) .

2-teorema. Agar /(:v) funksiya x° nugtada differensiallanuvchi
boba, n holda bu funksiya shu nugtada uzluksiz bo'ladi.
3-teorema. Agar f(x) funksiya x° nuqgtada differensiallanuvchi
bo'lsa, unda bu funksiyaning shu nuqgtadagi barcha hususiy hosilalari
df(x®) df(x°®)
3 va — — =Ar,.,— ———=Am tengliklar o'rinli bo'ladi.

OXj uXm
Izoh: Teoremaning aksi har doim ham o'rinli bo'lavermaydi,

ya’'ni barcha xususiy hosilalari 3 bo‘lgan funksiya differensiallanuvchi
boMishi shart emas.

(X,y)*(0,0)
+y
0,(x,y) =(0,0)

funksiyaning (0,0) nuqtada hususiy hosilalari 3, lekin u bu nug-
tada differensiallanuvchi emas.

Demak, xususiy hosilalari 3 bo'lishi funksiyaning differensial-
lanuvchi bo'lishi uchun zaruriy shart ekan.

4-teorema. (Yetarli shart). Agar f(x) funksiya Xx° nugtaning
biror atrofida barcha o zgaruvchilari bo'yicha xususiy hosilalarga ega
bofib, bu xususiy hosilalar x° nuqtada uzluksiz bo'lsa, unda f(x)
funksiya shu x° nugtada differensiallanuvchi bofadi.

Ushbu

.. dipEN dfp\
#(*) =..&X — — dxmva

0 {x 0 = L i [k =),

ifodalarga mos ravishda /(x) funksiyaning X° nuqtadagi differen-
siali (to‘liq differensiali) va Xk o‘zgaruvchi bo‘yicha xususiy diffe-
rensiali deyiladi.
Agar /(x) funksiya x° nuqtada differensiallanuvchi bo'lib,
df{x°)* 0 bo'lsa
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yoki

bo'ladi (6)-formulaga taqgribiy hisoblash formulasi deyiladi.

Endi yo'nalish bo‘yicha hosila tushunchasini Kiritamiz.

Ikki o‘zgaruvchili z=f(x,y) funksiya ochiq M <zR2 to‘plamda
berilgan bo‘lsin. 'iIAf)(xOy0eM nuqgta olib, bu nugtadan biror £
to‘g‘ri chiziq o'tkazaylik. Bu to'g'ri chizigning OX va OY koordi-
nata o‘glari bilan hosil gilgan burchaklari a va p bo'lsin.

3-tarif. Agar A nugta £ togri chizig boylab Aa nugtaga intil-
ganda ushbu

limit mavjud bo'lsa, uning giymatiga f(x,y)=f(A) funksiyaning
Ao=(xQy0) nuqtadagi £ yo'nalish bo'yicha hosilasi deyiladi va

Demak,
V M . lim
d&E ' *+ p(Ao,A) ™
5-Teorema. Agar f(Xx,y) funksiya AX=(x0y0) nuqgtada differ-
ensiallanuvchi bo'lsa, n holda shu funksiya nugtada yo'nalish
bo'yicha hosilaga ega va

d{A )flw o)
dt a  OFAT ®)
tenglik o‘rinli.

Izoh: Funksiya biror nugtada differensiallanuvchi bo'lmasa ham u
shu nugtada biror yo'nalish bo'yicha hosilaga ega bo'lishi mumkin.

Agar differensiallanuvchi w=f(x,y,z) va x=p(u,v),
y-y/{ii,v), z=%(u,v) funksiyalar berilgan bo'lib, ular yorda—
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mida w=f\jp(u,v),y/(u,v),x{u,v)] =F{u,v) murakkab funksiya
aniglangan bo‘lsa, unda murakkab funksiya ham differensiallanuv-
chi bo'ladi va
dw dw dxdw dy dw dz
du dx du dydu dz du 9
dw dwdx dwdy dw dz ()
dv dx dvn dydv dz dv

tengliklar o‘rinli bo‘ladi.
Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning ikkinchi tartibli xususiy hosila-
lari quyidagi tenglik yordamida aniglanadi:

oo 57 _d
dxdxk ok (O
dx 37 ) o
Agar i=Kk bo'lsa, bk dx: : kabi yoziladi.
dx ) _
Agar i*k bo'lsa » aralash hosila deb ataladi.

Yuqori tartibli xususiy hosilalar ham shu kabi aniglanadi.

M to'plamda 1,2,3,..., k-tartibli uzluksiz xususiy hosilalarga ega
bo'lgan funksiyalar sinfi CKR(M;R) yoki CK(M) kabi belgilanadi.

4-tarif. Agar f(x) funksiyaning X nugtadagi barcha ikkinchi
tartibli xususiy hosilalari mavjud bo'lsa, unda funksiyaning ikkinchi
tartibli differensiali quyidagi tenglik yordamida aniglanadi:

v i axak 7 /)
Xuddi shunga o'xshash

dJ:=d(d"-V) =yrdx,+... +—~-dxl, ¢ (M)

bo'ladi.

6-teorema. (Teylor formulasi). Agar X va x+h nugtalarning o'zi
va ularni tutashtiruvchi kesma M to'plamga tegishli bo'lib,
/(x)eC(n(M) bo'lsa, u holda ushbu Peano ko'rinishidagi qgoldiq
hadli Teylor formulasi o'rinli bo'ladi:

139



k
1
=g le+ + . f{x) +o(hn;
4°. Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning ekstremumlari
f{X)=f{xi’—xm) funksiya ochig M cR 2 to‘plamda berilgan

bo‘lib, x0=(x2,...,.x®)6M bo‘lsin.
5-ta’rif. Agar x° nuqtaning 3(J5(x°)cM atrofi topilsaki,

v*¥elU*°) uchun A*)*/(*°) ( /(X" (*°))
bo'lsa, /(x) funksiya X° nugtada min (max) ga ega deyiladi. f(x°)
giymat esa f(x) funksiyaning lokal (max) min giymati deyiladi va

A/ C)!
kabi belgilanadi.
Funksiyaning max va min giymatlari uning ekstremumlari deb
ataladi.

X° nugtaning (J*(*°) atrofida

A=1(*)=-1(*°) (12)
ayirmani ko‘raylik.

Agar bu ayirma (J5(*°)da o‘z ishorasini saglasa ya’'ni har doim

0>0(4<0) bo‘lsa, /(x) funksiya X° nugtada min (max) ga
erishadi. Agar g ayirma X° nuqtaning v atrofida ham o‘z isho-
rasini saglamasa, unda / (x) funksiya X° nuqtada ekstremumga
ega bo‘la olmaydi.

1-teorema. (Zaruriy shart) /(x) funksiya X° nugtada eks-
tremumga erishsa va shu nugtada /v (x0),...,/t (x°) xususiy hosila-
lar 3 bofisa, unda

/N*0)=—=/;(*°) =0 (13)
bo'ladi.
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1-izoh. Teoremaning aksi har doim ham o‘rinli bo'lavermaydi.
Masala, f{x,y)=%-y funksiya uchun /70,0)=/*0,0)=0, lekin
funksiya (0,0) nugtada ekstremumga erishmaydi, chunki u (0,0)
nugtaning v atrofida har hil ishorali giymatlarni gabul giladi.

2-izoh. Agar /(*) funksiya X° nuqtada differensiallanuvchi
bo‘lsa, u holda funksiyaning ekstremumga erishishining zaruriy
shartini #(x°) =0 ko'rinishda yozish mumkin.

2-teorema. (Yetarli shart.) f(x) funksiya x° nuqgtaning biror

[.r'] atrofida berilgan bo‘lib quyidagi shartlarni bajarsin:

V f{x) funksiya U H{X) da uzluksiz birinchi va ikkinchi tart-

ibli xususiy hosilalarga ega;
2) X° nugta f(x) funksiyaning statsionar nuqtasi;

3) koejfitsientlari ak-f 'h @0), [i,k="\r"* bo‘lgan.

(14).

kvadratik forma musbat (manfiy) aniglangan.

U holda / (X) funksiya g° nugtada min (max) ga erishadi.
Agar kvadratik forma noaniq bo'lsa, unda f(x) funksiya *° nu-
gtada ekstremumga erishmaydi.

Bu teoremani m=2 bo'lgan holda alohida ko'ramiz:

o nr 2 )
~ ., ., —auaz2-~av bo'lsin. Unda

1) A>0,firM>0 bo'lsa, min;

2)A >0,au <0 bo'lsa, max;

3) A<0 bo'lsa, ekstremum mavjud emas.

4) A=0 bo'lsa, shubhali hoi bo'ladi.

Biz shu vaqtgacha hech qanday shart berilmaganda
y =f(X[X2....xm) funksiya ekstremumini topish masalasi bilan
shug'ullandik. Lekin matematikaning ko'p tatbiglarida funksiyaning
argumentlari ba’zi bir shartlarni ganoatlantirgandagi ekstremumlarini
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topish talab gilinadi. Biz shunday masalani eng sodda hoi uchun
keltiramiz.
Aytaylik,
u=f(x.,y) (15)
funksiyaning
F(x.j) =0 (16)
shartni ganoatlantiruvchi ekstremumini topish talab gilinsin. Bun-
day ekstremumga shartli ekstremum deyiladi.
Agar (16)-tenglamadan y=cp(X) funksiyani topish mumkin
bo'lsa, u holda shartli ekstremumni topish masalasi
U= X[\ =d(x) a7
funksiyaning oddiy ekstremumini topish masalasiga keladi. Lekin har
doim ham y=0g>X) funksiyani topish imkoni yo‘q. Shuning uchun
(16)-tenglamani yechmay turib shartli ekstremumni topishni
o‘rganamiz. Bunda Lagranj usuli yaxshi natijaga olib keladi.
Ushbu
<&{xy) =f(x,y) +XF(xy) (18)
Lagranj funksiyasini olamiz. (18) dagi s hozircha noma’lum
o‘zgarmas ko'paytuvchi.
o(, K funksiyaning oddiy ekstremumi f(Xx,y) funksiyaning

F(x,y) =0 tenglamani ganoatlantiruvchi shartli ekstremumi bilan
ustma-ust tushadi. ®(x,>) funksiyaning statsionar nuqtasi va

uyidagi

dx

Jilo)
Ty =° <19

F(x,y) =0
shartlardan topiladi. Faraz gilaylik, M0(.to,v0) nugta ®(.r,>>) funk-

siyaning statsionar nuqtasi bo‘lsin. Agar d2b J >0 bo‘lsa min va



0 ‘zgaruvchilari soni ko'p bo'lgan funksiyalar garalganda shartli
ekstremum shu kabi aniglanadi va Lagranj funksiyasi yordamida
topiladi.

5°. 0 ‘zgaruvchilarni almashtirish

a) Oddiy hosilani o‘zida saglovchi ifodalarda o‘zgaruvchilarni
almashtirish

Aytaylik, y=y(x) funksiya va

A=0(xy,Yxya,..) (20)
differensial ifoda berilgan bo'lib,
x=f(t,u), y-g(t,u) (22)

va u=u(t) bo'lsin. Differensial ifodada yangi t o'zgaruvchiga o'tish
talab qilinsin. Unda (21) ga ko'ra

yv'=nr=/2 0 du

dt du
ekanligini topamiz. Shunga o'xshash yuqori tartibli y*,... hosilalar

ham topiladi va (20) ga olib borib go'yib, yangi
A=, (tuu,<,...)
differensial ifoda hosil qilinadi.
b) Xususiy hosilani o‘zida saglovchi ifodalarda o‘zgaruvchilarni
almashtirish.
Faraz qilaylik, z=z(x,y) funksiya va

dz dz dZ dZz dZ

B=F
dx dy dxl dxdy dy2 @)
differensial ifoda berilgan bo'lib,
x=f(u,v) y=g(u,v) (23)

bo'lsin. Bu yerda u va v lar yangi erkli o'zgaruvchilar. Unda
dz dz
~ok~dy" hususiy hosilalar ushbu
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engliklardan topiladi va ular (22) ga olib borib go'yib, yangi
B=R nmvz— ~ — dz 92
V1 1 l.qrrpy’p.VQ’A ’A_’_

iifferensial ifoda hosil gilinadi.
Umumiy holda (22) ifodada ushbu

x=f(u,v,w), y=g{uv,w,), z=h(tvWw (24)
Amashtirish bajarilgan bo‘lib, u,v lar yang; erkli o‘zgaruvchilar va

j1/=w(m,v) yangi funksiya boMsin. Unda — xususiy hosila—

X dv'
4ni topish uchun v

dh dh dw

dxvdu dw du) dvdu dwaqu du dw du

dz(df df oz _dh dh olv

dxvdv dw dvj dy dv dw & 9v ow 3V’

“nglamalar hosil gilinadi. Bu tenglamalar yordamida xususiy hosila—
# topiladi va (22) ga olib borib go'yib, yangi

B= FZUVWQNQWdZNdZNdZN

du dv du' dudv’ dv2°
Nfferensial ifoda hosil gilinadi.

Nazorat savollarj
Rm fazo.
Rm fazoda metrika.
Rm fazoda ketma-ketlik tushunchasi va uning limiti.
Ko'p o‘zgaruvchili funksiya (k. o. f.) tushunchasi.
K.o.f. ning karrali limiti tushunchasi.
K.o".f. ning takroriy limiti tushunchasi.
Karrali va takroriy limitlar orasidagi bog Janjsh.
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8. Karrali va takroriy limitlarning tengligi hagidagi teorema.

9. K.0'.f. ning uzluksizligi.

10. K.o".f. ning tekis uzluksizligi va Kantor teoremasi.

1. K.o'.f. ning xususiy hosilasi ta'rifi.

12 Urinma tekislik tenglamasi.

13 K.o'.f. ning differensiallanuvchiligi.

14. K.o'.f. differensiallanuvchi va uzluksiz funksiyalar orasidagi
bog'‘lanish.

15. Tagribiy hisoblash formulasi.

16. Yo'nalish bo'yicha hosila.

17. K.o'f. uchun Teylor formulasi.

18 K.o'.f. ning ekstremumlari.

19. Shartli ekstremum, Lagranj usuli.

20. Oddiy hasilani o‘zida saglovchi ifodalarda o‘zgaruvchilami almeshtirish.

21. Xususiy hosilani o‘zida saglovchi ifodalarda o‘zgaruchilarni almash-
tirish.

-B-
Mustagil yechish uchun misol va masalalar
1-masala.

R1 fazoda quyidagi ketma-keffiklarning limiti «(aei?2)
ekanligi ta’rif yordamida isbotlansin.

& 3n +2 2
11 B aA2-1V - 2
1-2rr 3n 4+2N 55 +H5n
1-3n' 6-nJ
(4r+1 4-n 1-2rr 58
15 ,w: N7 2 34073 1.6 XW= 5.4/ Q+|y’«|'
12 o (In-2 4n-n. _
1.7 x()=14'720Ont ra(*0- 1.8 >>:Un_|,2u+u,elf-2l-
N 1 2.1 fcosn n-1 "
19 ® v\ ? S 2 n o+,
111 XW=1 ) e(°'0). 112 = geeern (o).
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1.13.

114

115

1.16.

117.

118

119

1.20

1.21

2.1

2.3.

R 1 fazoda quyidagi ketma-ketiiklaming limiti topilsin.

1. U 2»24+2V'N
X«= yrr n2 n2 12n2+|

n+)i+2u+2)!1/n - 1y
x9) - @n+3)  “\«+3y
2nx+Y*x (n2-1Y
29+3" \ n2 ,
|42+ +n 2a+3 YN

0= Nou+1 2m+1

1+4+7+.+@BnU-2) un+1

X0 =
\NSU+n+1
>) (» +4)!-(« +2)| m+3Y
- (n+3)! N« +5]j
V345 - nf3d+2 Tud+H>H
1+3+5+.. +(2n—) y
x(>= 342 4+9 4 +1+2" <1/3@—+éﬁ— 2n
- 4 16 &4

-L+) +.4+-J1—-Mwurwvirm K2
12 23 nin—+J)

2-masala. Quyidagi funksiyalarning aniglanish sohalari
topilsin va chizmada ko‘rsatilsin.

N = arccos— 2.2. =\l .
X4y u n(xyz)

- .V
U= m(-X - y) . 2.4. F/— aI‘CSIFI;.
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25. u="s'm(x2+yz} 2.6. =0 - (X2+>)" ¢

Ix' +y -X

= =N - - -
2.7. « 2x-x2-y2" 2.8. U="[x2+y2-\y(A-x2-y3 .
b, = IXZ2+2X +y
29. u-yjl-x2+y)y2-1+ 2.10. M~J %_2X+y
I/ = arccos = _— -
2.11. 2.12. u-xy+\J/In_r+)'+n/x2+y 9.
_ n/ax-y -/.*r 7 r J\
2.13. In(l-x2-y2) 2.14. W:In.kg— n_ 4
X-.y
2.15. wn=arctg 2.16. n=1+"-(x-yY
1+J2/ *
2.17. u-yjx-yfy e 2.18. u="Nys'mx.
X2+
2.19. u="xcosy . 2.20. «=arccos Y

2.21. «=arcsin— —+arcsin(l-_y)<

3-masala. Karrali limitlar hisoblansin.

silb\y . Xty
3.2 lim-
WN/—- : Y+ .
— f AN
33 lim 1 - 34 lim Y,
VrE\ K Y
im- 2+l
35 Jn 36 1'5(T+ T °

T KAty y-10
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3.7 Hmfl+-Y -\ 38 7 (xr+™)e

-2 RS

i In(jf +ey) : _sin Y)
yo lim [— ~= mm ————

'ﬂ' Vv ?+ 7. J.1U &

1

e
311 lim——T 3.12 fon(l+*V )"

£S* +Y =0

2id Nl +x2+j2j" 2y 314 lim-"— -
ald vf% 214 «jr +v-1
/
wioxm  jmadc2+/)sin-+ =T 316 j™(*2+ r)jn 1+Sin—F— -
b Y v—»a:( )i v X +y)
317 Px+>0 Y2
318 ™ H47-
|-COs(*3\2)
319 “s(:ti+yD)M. 3.20 £3 ,
>§’O( yh) 0 NE+Y
In2(* +
4?7t lim )
N0 YPR2+y2-2X +\
4-masala. Joxof (A va ) takroriy limitlar

hisoblansin.

41 ~ ) s® No=A s« 4,2 T(Xy)=x2- v+ Xo=yo=0'

\ sipfx+v, v)

43 (xy)Nogdxty)x0N\y0=0. 4.4 /{x X0 =y Omd

45 %=*=a. 46 /(V)"’;'f@'rq—smHgb:ﬂ)""M
Vr+r



a7 Wxh=T5 B oo, a8 100 = O/

4.9 /M=-"Yb=-k=UJ/1=-*«. 400 AXY )= NN XR=0¥LUP-
N Y
T L, ()(<<)
411 [fay)**]*+y . Py Y0
L@E@D=00*0=y,=0 4.12 /(ny)= Y]
x+y"Ox* =y0—e0
X-y+3c+y
X+y i siru+sinv
413 f{x\y)= 414 /{xy)= x+y ’'b-Yo0-0.
0X=-y/Ib=y0=0
1 xX2-y2
X~sin—+y prl—l\/l —I/I*M
4.15 f{x,y)=———_"_\— xo=j', =0. 4.16 f(x,y%:'
x+ Y N =H>mp=70=0
417 N7 - n=0-4.18
419 Tny)=" :r 1m —w=°¢ 420 f(X,y)=—~ —~ " =].Y0=0.

421 /(x,3)=sm”-"-;x0=y0=coi

5-masala.

51 #(x*) =p]+HN funksiya 0(0,0) nuqgtada cheksiz kichik
bo'lishi isbotlansin.

5.2 /(x,_y) =sin(.r +y)-In(.v2+y:) funksiya 0(0,0) nuqgtada chek-
siz kichik bo'lishi isbotlansin.

X%
53 /(v,y) = W+y funksiya quyidagi hossalarga ega ekanligi is-
botlansin.
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a) M(X,y) nugta 0(0,0) nugtaga shu 0(0,0) nuqgtadan o‘tuvchi
V to‘g‘ri chizig bo‘ylab intilganda ham funksiya limiti 0 ga teng.
b) 0(0,0) nugtada funksiya limiti mavjud emas. (x0,j0) nugtada
f(x,y) funksiyaning karrali va takroriy limitlari mavjudmi?

54 f(x,y) :))S—__';E;xo~yO:Q. 55 Hxy\= logu(x-+y):x0=\yo=0.

sinx-+siny n X-y
56 f(x,y)= x+v b-/1-0. 57 f(X,y)=77T;;x0* J'o-0.
X~V
58 f(X,y)=x + _w,5= =0. 59 f{Xy)=(x+=>amsnj-%=v,=0.

2Xy
5.10 f{x,y) =-jr*r>**=yo =0.

X +y
511 f(x,y)=""41Y?
0,(x,;y¥) =(0,0). x0=y0=0
1+ - X Hjy*0
512 f(x,y)= Xty]

I, x +y =0x0=y0=<

Quyidagi funksiyalarni berilgan nuqtalarda har bir o‘zgaruvchi
bo'yicha xususiy va ikkala o‘zgaruvchi bo‘yicha birgalikda uzluksi-
zlikka tekshiring.

21 x* +y* oo,
_+ X +y .
513 f(x,y) = 0(0,0) va A(1;2).
0,x4+y4=0

X_?_/))',x* +y4* 0,
514 f(x,y)=**4 0(0,0) va ~(I07IO-5).

0,x4+y4-0
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ﬁ*__-k_’x +y *0, 1\

515 f{x,y)=" X +y 0(0,0) va J(-1;-1).
0x +y =0

516 f{x,y)="* *Y 0(0,0) va n(0;1).
1x2+y2=0

*Ifx£inZy+/#o0, n%n

517 f(x,y)=' X 1Y 0(0,0 A 1
(x,y) Xy =0 00) va A 3133

_______ _y *0’

518 f(x,y)=" X vy 0(0,0) va A
0, 71-y=0

L () (0,0)
519 f{xy)='"2"Y? 0(0,0) va N(L0).

*[~>") = (0)0)-

— TXx2+y2* 0,
520 f(x,y)-'* 0(0,0) va A(1,0).
0,*2+y2=0

—SZXX r,x§+yf*(5],

X +y
0,x2+y2=0

521 f(x,y)= 0(0,0) va N(1;1).

6-masala.
f(x,y) funksiyani M to‘plamda chcgaralanganlikka tekshiring.
6.1 f(x,y)=x2-y2, M ={(X,y)&R2x2+y2<,25).
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6.2 f(X,y)=x2-y2, M ={{X,y)eR2x2+y2>25}.

2X2.n2
6.3 f(x,y)=— M ={(Xx,y)ei?2x2+y2*0}.

cos(X +y)-cos(x-y) ,
6.4 /(*y)= —_————— , M ={(x,y)e42xy*o}.

sin(X +y)-sin (x-y) ,
6.5 f(x,y)= — >M ={(x,y)e2,xy*0}.

Inx-Iny L. ,
6.6 f{X,y)=— — »M={xy)e - X*y}.

Quyidagi funksiyalarning ko‘rsatilgan to‘plamda chegaralangan-
ligini isbotlang, uning aniq chegaralarini toping va funksiya shu
giymatlarga erishish—erishmasligini aniglang.

X2—y2
6.7 f(x,y)=-?"y> M ={(X,y)eR2x2+y2* o} .

J6+y6
6.8 f{X,y)="T+y2’ M = {(X,y)ei?20<x2+y2<9}.

22
6.9 /(n-,y)=-4 M ={(x,y)e2,x4+y4*0}.

6.10 f(x,y)=xye~*y, M ={(*,y)e/12,x>0,y>0}.

4(x2+y2) +2z:
6.11 /(">3N) =— 2"~y +z>— M={(X,y,z)eR3x2+y2+2z*0|.
/(n-y) funksiyaning M to‘plamda tekis uzluksiz bo‘lishi
ta’rif yordamida ishotlansin(S =S(s)-7?).
6.12 f(x,y)=2x +3y+5 m =R2-
6.13 f (X,y) =x2+y2 M =[(X,y)&R2x2+y2<A] .
6.14 f(X,y)="x2+y2 M =R2e
6.15 f(x,y) =x-2y+3, M =R2e
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Quyidagi funksiyalami ko‘rsatilgan to'plamda tekis
uzluksizlikka tekshiring.

X~
6.16 f(x,y) - ;(/41%;4’ M'={(x,3;)e/r2,0<n:24-y2<1}.

a4 a4

6.17 f(x,y):J' M =I(*e*)sK!,0<r si}.
6.18 /(M,y) = M'siri~ M ={xy)<ER2, 0<x<I,0<y<I}.

6.19 /(x,y) =" sin“’ M =j(xj)eX], 0<x<1 0<y<lI}.

6.20 f(x,y) =y-eosi, M =[(X,y)sR2 0<x<\, Ocycl}

6.21 f{x,y)=x>vyi funksiyaning M-"X,y)e,\"x <2,0<y<l
to'plamda tekis uzluksiz ekanligi ta’rif yordamida isbotlansin.

7-masala. Quyidagi funksiya 0(0,0) nugtada Xususiy
hosilalarga cgami va bu nugtada differensiallanuvchimi?

X3+y3
7.1 u(Xx,y)= "X2+y2 - 7.2 u(x,y)-
o W+W=o
7.3 u(x,y)=fjxy. 7.4 un(x,y)= ~Nxy-sinx.
7.5 u(x,y)= tx4+y4. 7.6 u(x,y) = []x3/-tgxe
7.7 u(x,y) = ifxsmy . 7.8 u(x,y)="x3+/ .
7.9 u(X,y)= *x4+y4 - 7.10 u(x,y)= yj2x2-3y2.
7.11 w(x,y) = yjx4+y4 7.12 bI(X,y)=" |0,i;i)\iﬂ=+oﬁ 0
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713 n(bY)=*fy. 714 wWor>)= U277 .

Pffpf'H+H-'0
715 u(Ny)sh'ty m o 716 »(*»e)=
Q M+M=0

707 weey= & T .
' T 0”+y=0 7,18 U(Xy)=tfx f -sin*.

7.19 u(f>y)~fy<gx. 720 v(x,y)=f1~-TX
*4+yk
t,*2+ *0,
721 w(N)="
Q*2+/2=0
8-masala.

Sirtga ko‘rsatilgan nuqgtada o‘tkazilgan urinma
tekislik tenglamasi topilsin.

81 z=XK AN 0O 0). 8.2 z=si,(v)
83 r=;+32 (0, i. O- 8.4 z=eAn <l 1 1).
85 z=/ +y3-A(1-U 0). 86 z=x2+ /A (12, 5).

8.7 x2¥Y +2=169; /I(3, 4, 12). 8.8 z=arctg— A 1 1 "
X N4 4]’

L X b
89 r=/+np 4 n 1).
z=0 tkisllk 0(0,0,0.) nugtada quyidagi sirtga urinma tekislik
bo‘ladimi?
8.10 z~r+ /;—aylanma paraboloid.

8.11 z tN\p+y2-konus.

8.12 z*  —giperbolik paraboloid.
Quyidagi migdorlarning taqribiy giymatlarini hisoblang.
8.13. 1702*2,003 *3,0043. 8.14 sin 29°.ig46°.
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8.17 VI,023+1,973- 8.18 sin1,59-#3,09.

8.19 z=x3-bxdy+3xy2+1 funksiya M(3; 1) nuqtada shu nu-
gtadan (6; 5) nugtaga garab yo‘nalgan yo‘nalish bo'yicha hosilasi
topilsin.

8.20 z=arctg{xy) funksiyaning M (l;l) nugtada birinchi chorakn-
ing bissektrissasi yo'nalishi bo'yicha hosilasi hisoblansin.

821 z-x23/2-xy3-3y-I| funksiyaning M(2;l) nugtada shu nu-
gtadan koordinata boshiga garab yo'nalgan yo'nalish bo'yicha hosilasi
hisoblansin.

9-masala.

Quyidagi murakkab funksiyalaming xususiy hosilalarini toping
(f va g-differensiallanuvchi).

9.1 U=f(yjx2+y2yjy2+z: Vz2+x2). 9.2 u=f{x-y2y-X2xy).
9.3 M=[/(x-y)J'AV. 9.4 u=f(x-y,xy).

9.5 u="f(xy)-g(yz).

Agar f-ixtiyoriy differensiallanuvchi funksiya bo‘lsa, u{x,y) funk-
siya mos tenglamani ganoatlantirishini tekshiring.
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2du }ilfl
9.11 u=4%- +f{xy), x2" - x +y2=0
x {xy) = <Yty

a M | s,V

X—+ay— — =nu
oy dz
n N N _ Xy
- In*a4*/(— _ X—= +y—= +2—= =pn+—=
9.13 - In*+ /|(z’x x oy .

Funksiya differensialini ko‘rsatilgan nugtalarda toping.
9.14 u=¥— M{x,y,z) va Afo(l,2,3).

VANEVAN
9.15 m=cos(” +x2), M(x,y,z)\va KFT1

9.16 u=xy, M{x,y,) va MO0{,3).

9.17 u=x\n(xy), M(x,y") va MO(-1,-1).

du du
— va xususiy hosilalami hisoblash va f va g fuksiyalar-

ning hosilalarini (f va g-differensiallanuvchi funksiyalar) yo‘gotish
yo'li bilan shunday tenglama tuzingki, u{X,y) funksiya uni ganoat-
lantirsin.

9.18 u=f 9.19 u=f(x-vy,y-2).
KY 2) (X-y,y-2)

9.20 w=*/ y 9.21 u=x-+Hf(xy).
10-masala. Ko‘rsatilgan tartibdagi xususiy hosilalar va differ-

ensiallar hisoblansin.

X—+y , dmfu e dmru
101 ]l X_y1d><udyl = 102 U—X lyn_ I I n -

.y AU d3u
10.3 I\/I=e-tsmy+ejrcosz—'; 8x"dy" m 104 u=e»; dx dydz
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dQu d'w
10.5 un=sinxecos2y; oy 10.6 U=Xdcosy+y4sinX, Q)" «

d*u dli dd
107 t=(x2+y) gk " 10.8 u=smxy, Ta
Vv
109 *=yfx"+y2-e™ dlu 10.10 w= v) dar
1011 w=x1: daJS 10.12 u=f{x +y,x2+y2); d*u.

10.13 u=f{xy)-g(x2)-, dA+ 10.14 un=/(sinx-+cosy); dai.
10.15 u=f(x +y,z2);da. 1016 u=f(xy,x2+y2-diu.
1017 u=f (2x-3y +4z);dru~ t0.18 u=f(2x,3y,2z); dru.

. dz @ -
z=z(x,y) bo'lsa, — va "~ lar topilsin.

10.19 F(xy.,yz,zx) =0. 1020 F{xyzx-+y)=0.
10.21 F(y -zxX-zy,z-xy)=0.

11 -masala. Quyidagi funksiyalar ekstremumga tekshirilsin.

111 m=x2 +Xy +y2 +14 1
Xy

1.3 n=/B+y3-3axy. 114 u=x4+y4—36xy.

11.2 U=-X2-XYy-Yy2+X+y .

1.5 in=x4+y4-2x2+4xy-2yL.  11.6 U=x2-2Xy2-+y4-y5.

11.7 it=exAd+y2+2y). 11.8 w=3x% +y’ -18x-30y.
11.9 iu=xy+yz-+zx. 11.10 u=(X2+y2e'™ +v).
11.11 w=4-(x2+y2". 11.12 i/=x2+2yl+22-2x:+4y-6zH.

11.13 u=2x+y+?7-2xy+4z-x. 11.14 u=x>rxy+y—-bx+I? +3y-I.
1115 n=1- vyje+y . 1116 w=(x-y +l)2.
11.17 nN=24+y4—2-2y?2. 11.18 u=x&/3-(6-x-Yy).
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11.19 n=x4+y4-x2-2xy-y2. 11.20 n=x2-(y-12".
11.21 n=x2-2xy +4y2+6z2+6yz - 62 .

12-masala.
Berilgan funksiyaning ko‘rsatilgan to‘plamdagi eng katta va eng
kichik giymatlari topilsin.

12.1 u=xy—x'y—Xy2 0<x<l,0<y<2.

12.2 7=x2+3y2-x +18y-4 0<x<I,0<y<I.
12.3 «=x3+3y2-3xy, 0<x<2,0<y<l.

12.4

125 u=x6+y6-3x2+6xy-3y2, 0<y<x~"2.

12.6 M=cCOoSX*CoSy *cos(X+y), 0<x<a,0<y<n.
12.7 ii=(X-y2%J(1-%x)2, y2<x<2.

12.8 M=x3+y3—9xy+27, 0<x<6,0<y<6.

129 N=x4+y4-2x2+4xy -2y2,, 0<x<2,0<y<2.
12.10 u- Xy+yz+zX, X2+y2+z2<9.

12.11 u—X+y+z, X2+y2<z<1.

. . . T 7
12.12 x=2sinx +2siny +sin(x +y), 0<X<—,0<y< —.

Oshkormas ko'rinishda berilgan y =y(x) funksiyaning ekstrem-
umlari topilsin.

1213 y2—2y—sinx=0,0<x<2 1214 (y-X)3+x+6=0.
12.15 (y-x') =x5x2+y2?t0. 12.16 x2+y2-+xy=27.
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Oshkormas ko'rinishda berilgan z=z(x,y) funksiyaning
ekstremumlari topilsin.

1217 2¢+2y~+z22+Syz—2+8=0.
1218 x4+y4+z74=2(X2+y2+22).

12.19 5x2+5y2+5z2-2xy-2xz-2yz-72=0.
12.20 z2+Xyz-Xy2-Xx3=0.
12.21 5z2+4zy +y2-2y +3x2-6X +4=0.

13-masala.

13.1 a tomoni va uning garshisidagi A burchagiga ko'ra ber-
ilgan uchburchakning eng katta yuzini toping.

13.2 Uchburchakning a,v tomonlri va ular orasidagi S burchak
ma’lum. Bu uchburchakning a va v tomonlaridan shunday kesma
bilan teng ikkiga (yuzaga nisbatan) bo‘lingki, natijada kesma uzun-
ligi eng kichik bo‘lsin.

13.3 y=x2 parabola va x-y -2 =0 to‘g‘ri chiziq orasidagi eng
kichik masofani toping.

13.4 (x0,y0,z0) nuqgta bilan Ax+By+Cz+D tekislik orasidagi
eng kichik masofani toping.

X2 y2 z2 L o oo
135 57 +ﬁ +tC =1 ellipsoidga ichki chizilgan eng katta hajmli

to‘g‘ri burchakli paralepepipedning o‘lchamlarini toping.

13.6 O ‘lchamlari ganday bo'lganda ko'ndalang kesimi yarim
doira, sirtining yuzasi 3aT2 bo'lgan ochiq silindrik vanna eng katta
hajmga ega bo'ladi?

13.7 O‘Ichamlari ganday bo'lganda usti ochiq, hajmi 32 sm3
bo‘lgan to‘g‘ri burchakli banka eng kichik sirtga ega bo'ladi?

13.8 Hajmi 54n bo‘lgan silindrik banka, asos diametri d va
balandligi h ning ganday giymatlarida eng kichik sirtga ega bo'ladi.

13.9 Musbat a sonini 5 ta shunday musbat sonlarning yig‘indisi
ko‘rinishida ifodalangki ularning ko'paytmasi eng katta bo'lsin.

13.10 Qirralari uzunliklarining yig‘indisi a ga teng bolgan to‘g‘ri
burchakli parallelepipedning o‘lchamlari ganday bo'lganda uning
hajmi eng katta bo'ladi?

159



13.11 Hajmi V ga teng boigan to‘g‘ri burchakli parallelepipedn-
ing o'Ichamlari ganday bo'lganda uning to‘la sirti eng kichik bo'ladi?

Lagranj usulidan foydalanib u=u(Xx,y) (yoki u=u(X,y,z))
funksiyaning berilgan shartni ganoatlantiruvchi ekstremumlari
topilsin.

1312 u=xyz, X2+y2+z2=3.

2 2 z1
13.13 u:E +‘B’?+E x2+§/2+22=1 \(/a>6>c>0)l

1314 u=x-2y+z X +y2-z2=1.

13.15 u=xyZ3 X +2y +3z =6 (x>0, j>>0, z>0).
13.16 n-xbt+yD-z3+5, x+y-z =0.

1317 v=x1+y2+272 x—y+z=1.

13.18 u=xy Xx2+y2=\

13.19 u=x-+y, b b1

13.20 u= X2+¥2’3 +B =1.
13.21 u=x-2y +2z, x2+y2+z2=1

1l4-masala. u va v larni yangi erkli o‘zgaruvchi sifatida gabul
gilib, quyidagi tenglamalarda o‘zgaruvchilarni almashtiring.



0 dz dz _ mm 44yl
144 2y & +" +2' =0. ?7=*m *= o

145 ' f +4] ='W ’. *=*’¢ y=(»-vf.
146 (*+)f+ (> +* )a§:o, v=£f £
iz dz \%
147 Xb +ys N z—-»=* 7=7 -
dz dz NP
148 e M=*24+ /[, v=A,

149 (m+>) ~ _(#:_™M"; =0, u=Inyjx2+y2 v=arctg

SzY 5z 2

14.10 Xdxj +Y% ~ © M=In*> y=1m*

dz dz n
14n yN - xN =0<“=* >=*2+/\

1412 =r. »=4*-7* v=8-i.

¥z S2Z n
1413 a?"@T"0, “=*-* y=x+y.

dzz d2Zz 1dz

14,14 dx2+Y~y*+Hdy — ° (7>0)" u=x5 v=2\"-
5z axz az b5z | j
1405 2a?"2a“r+Vv " & - O» Y=3(2*+4.
dz 5z
14.16 wax+"3y ' *=wcosv> y =Msinv.
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dzdz _
14.17 i X=ucosv, y=Msinv.

&\ (dz4

=0, = = i
1418 1& ; =EMIOBV, y=MSinV.

dz dZ n
14.19 %/—\!—6372 VvV, X=ucosv, Yy =Msiny,

dz dx
UM a2V ) X=e4-cosv, y=e/sinv.
232 rox by

1421 * —tf-Y y - », un=[0* y
-D-
Namunaviy variant yechimi
1.21-masala. r 2 fazoda ushbu

Ko _L+-L 4.4+

12 2-3 n-(n+1)
ketma-ketlikning limiti topilsin.

< ¥Y'TlT 24273 +" +n/\(n +|) va deb
belgilasak.

) . 111 11 L

limk =lim =lim 1—— 1=1 va

qr*x] M—+X 2 2 3 w n+|y ll/\uV n+|y

limz =iM3 ® 7 +7 =24 =2 bo<lib> «m"*>=(1;,2) ekanligini

hosil gilamiz. >

2.21-masala. Quyidagi w= arcsin-r +arcsin(l-y) funksiyaning

aniglanish sohasi topilsin va cliizmada ko‘rsatilsin.
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D(u)=
Ib-i|si

Bu soha 8-chizmada tasvirlangan. >

I-Y2EXSY2_ f(:cy)el?2:0<y£2,-y2
[O<y<2

8-chima.
3.21-masala. Ushbu

i k +
&)Xz—_'_—yz —P_+|7 karrali limit hisoblansin.

==((Lx +y) =1 +(X-1 +y)] = x-1+>>))=
fo ij2+y2—2x +

x-\ =roosp x —>1

o «nMOr->0 =
o ly=rsin y-*0J

r2(coso ~+sin( . .
lig— ————-—- =(cos™ +sinM)limr =0 >

4.21-masala. f!mylimof(x,y) va m_i;’r)nm/(x,y) takroriy limit
lar hisoblansii.

: A(X +y)
/{xy)=s"4 ~i7 X ° ="
. TR _ A=
< Uhlimf(x,y) XIwyl&sml%(& lLII(](SIﬂ 5 va

163



N

Yo" v f y - *0 2x+3y wg 2
5.21-masala. Quyidagi funksiyani berilgan nuqgtalarda har bir
o'zgaruvchi bo'yicha xususiy va ikkala o'zgaruvchi bo'yicha birga-
likda uzluksizlikka tekshiring.
2y X +y?«d!
/(Xy)= X2+y2 , 0 (0,0) van(l,l)
0,x2+y2=0
< Ma’lumki, agar
D 1M (x,y 0 =/(x0y0),

2)I™ /(w) =/(w<>)>

N/ ("b AW o0),
)
bo'lsa, unda f(x,y) funksiya (xQy0O) nugtada
1) X o'zgaruvchi bo'yicha xususiy,

2) y o'zgaruvchi bo'yicha xususiy
3) x va y o'zgaruvchilar bo'yicha birgalikda uzluksiz bo'ladi.

Shular asosida masalani yechamiz.
a) 0(0,0) nuqgtada tekshiramiz. Shartga ko'ra /(0,0) =0

/ (x,0)=/(0,y)=0 lim/ (x,0)=lim/ (0,y)=f (0,00=> ikkala

o'zgaruvchi bo'yicha xususiy uzluksiz.

limf(x,y 0 =gm = XS _=lim——— ;— =sin2~-3=>
n* w x4y Ry =rsm<pj o
birgalikda uzluksiz emas.

b) A(1,1) nugtada tekshiramiz. Shartga ko'ra /(1, I)=1 funk-
siya bu nugtada ham xususiy, ham birgalikda uzluksiz ekanligini
ko'rish qiyin emas. >

6.21-mesala. f(X,y) =x3~Y funksiya M=[(g;y)e7?2:1"x"2,0<y<1]
to'plamda tekis uzluksiz ekanligi ta’rif yordamida isbotlansin.

<\&->0 olib, quyidagi ayirmani baholaymiz:



= p-X oz +x2eX H¢| +h2-y1e W2 +yy, +y2|< S wpep+pef x| +[xf) +
HY2R+1y, Iy, 1+1y, B <£ «(4+2 2 +4) +£(| +1+1)=155=£ >&=

Demak, Vf>0 uchun £=" deb olsak , M to'plamning ushbu

pe-x|I<S va p2-vy, KkS tengsizliklami ganoatlantiruvchi V(X,,y,)
va (X2,y2) nugtalari uchun |/(x2,y2)-/(x,,y D]<rr tengsizlik bajar-

iladi = f (x,y) funksiya M to'plamda tekis uzluksiz. >
7.21-masala. Quyidagi
x +V 2 2 a
m——iy, X +y *0
U(X1Y) - X~+y
0, X2+y2=0

funksiya 0(0,0) nugtada xususiy hosilalarga egami va bu nuqtada
differensiallanuvchimi?

9|/|(0 O?_—I r/(f\x O) 1(0,0) _ — lim x4+ 0

H=oNaN- +OJ,£I,x

/Jm(o 0) _ . M(0,4y)-bi1(0,0)

L ahed Aﬁﬂ____-_____)i—ﬂﬂy 0 Demak, xususiy

hosilalar 3. Endi differensiallanuvchilikka tekshiramiz. Diffe-
rensiallanuvchi bo‘lishi uchun

Ab(O ,0),"M .Ai+M 2* .4 ,+0W
V 7

dx dy v’
yoki
—2—-"N|=0NAX2+Ay2j bo'lishi kerak. =>
T ﬂyl J |
0= i “”(O’O)—lim x4 +[y4 [Ox = rcos(p
2 R Hy)-he+fy2  AYETSNG

= (cosap+sidPlimr=0:
differensiallanuvchi. >
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8.21-masala. z=x2/2-xYy * - 3y funksiyaning M (2;1) nuqgta-
da shu nugtadan koordinata boshiga garab yo‘nalgan yo‘nalish
bo‘yicha hosilasi hisoblansin.

< Yo'nalish bo'yicha hosilani

de ax dy
formula yordamida hisoblaymiz. M(2;l) nuqgta va koordinata boshini

tutashtirib i to‘g‘ri chizigli hosil gilamiz (9-chizma).
4
i M,
fs/ \_
b X
9-chizma.
5 9-chizmadan cosa =cos(;r +*)
f2 \
COSp =cos =-sm(D= - ekanligini topamiz.
j +<
df{M) .
& —@¥2-1) 1"=3; * M =@y -3xy2-3)=-I

v=I cbc
Topilgan giymatlarni yuqoridagi formulaga olib borib qo‘yamiz:

df(M) ' _ .

i = —>/5i
du du
9.21-masala. & va xususiy hosilalami hisoblash va f va
g funksiyalaming hosilalarini yo‘qotish yo'li bilan shunday tengla-

ma tuzingki, w(jcj> funksiya uni ganoatlantirsin.
u=x-+{xy)
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v dz dz o
10.21-masala. z=2z(X,y) bo'lsa — va ~ lar topilsin.

F{y-zxXx-zy,z-xy)=0
]Qg=y~2zX, Ij—x~zy, g-z-Xy deb belgilab, berilgan teng-
lamani differensiallash yordamida topamiz:

ax

fi— x 921 +F- -z2-y— +F. mz 1. 0
|

dy) * )

'z _ -z-Ff+F' -y F’
~\-XF(-yF; +F") =zF{-F+y F’ dx  X-F;+y—-F:~Fy
dz _ f;- z-F; - x F;

tl i-*Pt -yr,+f;)—rt+zF;+x-Fe.
dy~ x-F's+yF;-F’

11.21-masala. u=Xx2-2xy+4y2+6z2+6yz-6z fanksiya eks-
tremumga tekshirilsin.

du ‘du
~2X=-2Y, =0

o Y ox

du du
= -2X+By+67, -0

dy

du du
=122 +6y -6 =0

& &

sistemani yechib, ) nuqgta statsionar nuqgta ekanligini

topamiz. Endi ikkinchi tartibli xususiy hosilalarni hisoblab, d21 M
ning ishorasini aniglaymiz.

azn 82u . &u arv



am o 8n =6 N ~A"AU=1

n—aoy2~'- axz a®R dydz dzdy o
an=2>0; :Izlka; 8 =12>0;
«n a2 a3 2 » © 1 -1 o0
@ @2 @3 —-2 8 6 =24 -1 4 3
wn @2 @ 0 6 12 o 1 2

=48>0=>n!v L, >0=>«m,=n(-1;-1; 1)--3.>

12.21-masala. Oshkormas ko‘rinishda berilgan z =2z(x, y) funkt-
siyaning ekstremumlari topilsin.

5z22+4zy +y2- 2y +3x2- 6x+4=0.

< Birinchi navbatda oshkormas funksiyaning xususiy hosila
larini va ular yordamida statsionar nuqtalarni topamiz:
_ 3-3x
floz-z' +4>r' +6x-6 =0 ' T542y
[10z-z' +4z +4&2y -y +2y-2=Q _\-y-2z
Z,= 5Z+2y

sistema va berilgan tenglamani X, y, z o'zgaruvchilarga nisbatan
yechib A/,(l; 1, 0) va M2(L 9; -4) statsionar nugtalarini topamiz.
Funksiyaning bu nuqtalarida ekstremumga erishishini tekshirish
uchun ikkinchi tartibli xususiy hosilalarni hisoblaymiz:

3—3*'  -3-(5z+2y)-5z; «(3-3m)
52+2yj X (bz+2yf
3-3x \ (3-3 5/,+2
Xy Sz+2y (5z +2y)
- (-1-u) (52 + Q) (-i- Y-22)+f0:+ 2
N bbb {bz+2y)y (bz+2yf

a) M,(l; 1 0) nugtada ekstremumga tekshiramiz.

au—~zs L,- a2-\ L,=0 a2~z
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=>hanan -afz=~. Demak an<0 va [A>0=>max=>zn&=2(1 )=0
b) J1/2(1;9;-4) nuqtada ekstremumga tekshiramiz.

oo 4 =0 ar,=z
an=z] L. v ey 2~V 2% M 2

zMauva2-a2~—. Demak an>0 va [O>0=>min=>znn=z(l, 9)=-4

n

Shunday qilib z~ =z(l, I)=0 va zmirn=z(1 9)=-4 >

13.21-masala. Lagranj usulidan foydalanib w=x-2" +2z funk-
siyaning Xx2+y2+z2=1 shartni ganoatlantiruvchi ekstremumlari
topilsin.
< O(Xy,r)=x-2y +2r +HJi{x2+y2+z2-1)
Lagranj funksiyasini olamiz va bu funksiyaning ekstremumlarini
gidiramiz:

ﬂ¢:1+2f|x,
0 2n
1+2J1X=0
— =~2+2f|y, A *:__];'y:_l'zzo 1
ny = -2+2y=0 2”7 A" 4
2+2A7=0
— =2+2Az n,=+-
(x2+y2+2z2-1=0 “ 2
X2+y2+72-1=0
a)LI ﬁ:§ Bo’ls?n :>*,:—1; I/I:y2» zi:-)%
920 320 n2h
2 =" ~ ~0P—=" Va ara’as" hosilalar nolga teng.

=>a b = 2a£(abc)’ +(dy)2+(dz)2) >0=>min=>

o
. 3

H
T

. 3 2
b) A=-r bo'lsin =>prz~]" -5 22=‘5— Bu holda
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C/Z*)<0=>max=> =V|X 2.2 I_O
3’ 3’'3* up
14.21-masala. u va v larni yaogi erkli o‘zgaruvchi sifatida gabul
gilib, quyidagi tenglamalardan o‘zgaruvchilarni almashtiring.

X
2 9% _ vz 42 =0, U=xy, V=_-
dx dy2 Yy
dz _ +‘;| dz dz dz x dz
— =
Z(x*y)~>2=2(MVI=> g ydu o < T du y2’avi=>
dz_ 5 dz 1 f dz 1 sz
_ ¥t _ .
d2 dx; o, y ov] y y dudvj

f& dx1 B9z, dz 1 dz
dudv Y& vo~ 7@ _Ju_dT? o

va
dz d' dz x dz __ ' dZ x dZz\

X
dy2 dy dv * du2 y2 dudvl

< f A X dZ'> 2x dz
~y2\dudv y2 dv2 v3 dv

X* -] 2x 4 X — A2X
j/2 s5m3v y4 dv2 y3 dv
. dz &z . . . - .
Topilgan &7 va ty); ifodalaming qgiymatlarini berilgan teng-

lamaga olib borib go‘yamiz.

N NE 22<E=o0 |JL
dudv y dv 2x

dz dz . dz dz
2xy —=0: 21
dudv dv dudv dv

Demak, berilgan tenglama almashtirishdan so‘ng ushbu

ko‘rinishga kelar ekan. >
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6-8. 5-MUSTAQIL ISH
Sonli gatorlar

Sonli gatorlar va ularning yaginlashishi.

Musbat hadli gatorlar va ularning yaginlashish alomatlari.
Ishorasi o'zgaruvchi qatorlar va ularning yaginlashish alomatlari.
Cheksiz ko'paytmalar.

A
Asosiy tushuncha va teoremalar
1°. Yaginlashuvchi gatorlar va ularning xossalari.

Ushbu

haqgiqgiy sonlar ketma-ketligi berilgan bo'lsin.
1-ta’rif. Quyidagi
a, +a2 @
@
ifodaga gator (sonli gator) deyiladi va u %:1 a« kabi belgilanadi.

Shunday qilib,
@
M/an:=al +a2+... +an+... (@)
1

ekan. {a,} ketma-ketlikning a”a2...,an... elementlari gatorning had-
lari deyiladi, an esa gatorning umumiy hadi deb ataladi. Ushbu
n

S»:Sllk_\ at, n=12,... (©)
yig'indilar esa (2)-gatorning gismiy yig‘indilari deyiladi.
2-tarif. Agar {Sn}ketma-ketlik chekli limitga ega, ya'ni

bo'lsa, unda gator yaginlashuvchi deyiladi va bu limitning giymati
S (2)-gatoming yig‘indisi deb ataladi hamda u

0
S=at+a2+..+an+..='£dh,;
%id]

kabi yoziladi.
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Agar {,j ketma-ketlik yaginlashuvchi bo'lmasa, u holda uzog-
lashuvchi deyiladi.
3-ta'rif. Ushbu

@
X an=amx-+aniz+... 4
wimd
gator (2)-gatoming (m-hadidan keyingi) goldig'i deyiladi.
1-teorema. Agar (2)-gator yagqginlashuvchi bo'lsa, uning istalgan
(4)-qoldigi ham yaginlashuvchi bo‘ladi va aksincha, (4)-qoldig-
ning yaginlashuvchi bo'lishidan berilgan (2)-gatorning yaqinlashuv-
chi bo‘lishi kelib chigadi.
1-natija. Agar (2)-gator yaqinlashuvchi bo‘lsa, uning goldig'i

m=amit +am2+...
m->a@ da nolga intiladi.
2-teorema. Agar é)Z)—qator yaginlashuvchi bo'lib, uning yig'indisi
S bo'‘lsa, u holda /Xﬂca" gator ham yaqginlashuvchi bo'lib, uning
yig'indisi C-S bo'ladi, ya'ni

[e0]

=1 A\
tenglik bajariladi. X 0
3-teorema. Agar X a«va gatorlar yaginlashuvchi bo'lsa,
unda gator ham yaginlashuvchi bo'lib,
(€=1 " AL

bo'ladi.
2 va 3-teoremalardan quyidagi natija kelib chigadi.

2-natija. Agar rYqi?'va ZlK gatorlar yaginlashuvchi bo'lsa,

Tj

’I;Slca,, +djjn) g/c,d—const) gator ham yaginlashuvchi bo'lib,

%c—a,ﬁd—b,,) =c-'Edq,,+d-"£tin
/il «ll

bo'ladi.
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4-teorema. (Qator yaginlashishining zaruriy shartl).
Agar (2)—gator yaginlashuvchi bo'lsa, n holda

lima =0 (s)

bo 1adi.

Izoh. 4-teoremaning aksi har doim ham o‘rinli bo'lavermaydi.

21 . i 1 . . ~

Masalan, Yn:{n uchun lima —H_@n 0, lekin bu gator yaginlashu
vchi emas.

5-teorema. .(Koshi kriteriyasi) (2)-gatorning yaginlashuvchi bofishi
uchun quyidagi shartning bajarilishi zarur va yetarli: Ve>0 son
uchun 3n0(s)eN:\/n>n0 va v butun p>0 son uchun

n+p

L at= W, +a,d+- +ampXs (6)
tengsizlik bajariladi.
2°. Musbat hadli gatorlar va ularning yaginlashishi
Aytaylik,

D

Y1au = a’: +a2+
M @

gator berilgan bo'lsin. Agar \/neN uchun an>0 bo‘lsa, unda (7)-
gatorga musbat hadli gator yoki gisgacha musbat gator deb ataladi.

Bu punktda biz musbat hadli gatorlar uchun yaginlashish alo-
matlarini keltiramiz.

1-teorema. (Veyershtrass kriteriyasi) (7)-gator yaginlashuvchi
bo‘Ushi uchun uning qismiy yig'indilari ketma-ketligi {£,.} yugoridan
chegaralangan bofishi zarur va yetarlidir.

Misol. Ushbu

2« 3 na w
umumlashgan garmonik gatorning a> 1 da yaqinlashuvchi ekanligi
isbotlansin.

Endi uning yugoridan chegaralanganligini ko'rsatamiz:
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24
==>Sn<-e- - M=132,.)={£,} ketma-ketlik yuqgoridan che-

e 1
EBraIangan. 1-teoremaga ko'ra 2 “7 umumlashgan garmonik ga-

tof <>1 da yaqinlashadi. >

Faraz qilaylik, (7)-gator va ushbu
@®

)r(pl A=A 472 tewtf fooe 9)

gatorlar berilgan bo'lsin. Unda quyidagi taggoslash teoremalari o'rinli
bc,‘ladi.

2-teorema. (Birinchi taggoslash alomati). Agar n ning biror
n (n02 1) giymatidan boshlab barcha n>n0 lar uchun

a <b

teligsizlik o'rinli bo'lsa, unda (9)-gatoming yaginlashuvchi bo'lishidan
® qatorning yaginlashuvchi bo'lishi va (7)-gatoming uzoglashu-
vcjii bo'lishidan (9)-gatorning uzoglashuvchi bo'lishi kelib chigadi.

3-teorema. Agar

=* (OStSeo0)

bo'lsa,
a) K<oo bo'lganda, (9)-qatorning yaqginlashuvchi bo'lishidan
(7) —gatorning yaginlashuvchi bo'lishi;
b) k>0 bo'lganda, (9)-gatoming uzoglashuvchi bo'lishidan (7)-
aatorning uzoglashuvchi bo'lishi kelib chigadi.
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Natija. Agar n->m da an=0*(bn) bo'lsa (y'ni O<k<<¢e bolsa)
unda (7)-gatorning yaginlashishi (9)-gatorning yaginlashishiga ek-
vivalent bo'ladi.

4-teorema. (Ikkinchi tagqoslash alomati). Agar n ning biror
nO(n0>1) giymatidan boshlab barcha n>n0 lar uchun

tengsizlik bajarilsa, unda
1)(9)-qgator yaginlashuvchi bo‘lsa, (7)-qgator yaginlashuvchi;
2)(7)-qator uzoglashuvchi bo'lsa, (9)-gator uzoglashuvchi bo'ladi.
Endi musbat hadli (7)-gator uchun yaginlashish alomatlarini
keltiramiz.

5-teorema. (Dalamber alomati). Agar (7)-gator uchun

A —

limn - =
JTH® /7
bofib,

1) d<1 bo'lsa, gator yaginlashuvchi;

2) d>1 bofsa, gator uzoglashuvchi bo'ladi.

6-teorema. (Koshi alomati). Agar (7)-gator uchun

bofib,
1) gq<1 bo‘lsa, gator yaqinlashuvchi;
3)g>\ bolsa, gator uzoglashuvchi bo'ladi.

Izoh. 5 va 6-teoremalardagi d va Q=1 bo'lsa, gator uzog-

lashuvchi ham, yaqginlashuvchi ham bo‘lishi mumkin. Masalan, %—I_E

*

garmonik gator uchun d- q=1 va qator uzoglashuvchi;

umumlashgan garmonik gator uchun ham d=q=1, lekin gator
yaginlashuvchi.

7-teorema. (Raabe alomati). Agar (7)-gator uchun



1)p> 1 bo'lsa, gator yaginlashuvchi;
2) p<\ bo’lsa, gator uzoglashuvchi bo'ladi.

8-teorema. (Gauss alomati). Agar (7)-gator uchun

(12)

« n

\<c va £>0 bo'lib

1) X>1bolsa, gator yaginlashuvchi;

2) I=1va /r>\ bosa, qator yaginlashuvchi;
3) A=1lva u<\ boisa, gator uzoglashuvchi;
4) A\ bo‘lsa, gator uzoglashuvchi bo fadi.

9-teorema. (Koshining integral alomati). Faraz gilaylik, f{x)
funksiya [I;+°0) oroligda aniglangan bofib, / (xX)>0 wva monoton
kamayuvchi bo‘lsin. U holda

£{(»)

gatorning yaginlashuvchi bofishi uchun

N\ Ff(X)dx
1
integralning yaginlashuvchi bo‘lishi zarur va yetarli.

3 Ixtiyoriy hadli gatorlar va ularning yagqginlashishi
Bizga biror
O

|4 (13)

gator berilgan bofsin. Agar bu gatorning hadlari v ishorani gabul
gilishi mumkin bo'lsa, bunday gatorga ixtiyoriy hadli gator (yoki
ixtiyoriy gator) deyiladi.

1-tarif Agar

4 (n)

gator yaginlashuvchi boisa, n holda (13)-gator absolut yaginlashuvchi
gator deyiladi.
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1-teorema. Agar (14)-gator yagqinlas
gator ham yaqinlashadi, yarti absolut >p\5"f boba, unda (13)-
mahoda ham yaginlashuvchi bo'ladi. 9Inl°shuvchi gator oddly
2-ta’rif. Agar (13)-gator yaginlashuve”.
glashsa, unda (13)-gator shartli yaqginlas” b®Hb, (14).gator uzo-
. V/ N\ . ° 1 Qator deyiladi.
Agar sonli gator ZjV-1/ a« yoki
an>0 bo'lsa, u holda bunday gatoiga rmst a
mashinib keluvchi gator deyiladi. aiining ishoralari al-

2-teorema. (Leybnis alomati). Agar

I)E‘H ry
gator berilgan bo‘lib, (15
1) {o0,}4, yani antant>0 (n=12 4
2) limag,=0
bo'lsa, u holda (15)-qator yaginlashuvcK: ,
vHT , 1 1 1 adi-
MSOT' If » 2+3 4+"
gator Leybnis alomatiga ko'ra yaqginlashn\g .
yaginlashuvchi ekanligini ko'rish qgiyin bo‘ladi va uning shartli
3-teorema. (Dirixle alomati). Agar
,/'> A
b1
gator berilgan bofib, (16)

D\a,,) ketma-ketlik monoton bofib ,, ,

gator yaginlashuvchi bo ladi. 0 ’u holda (16)-

4-teorema, (Abel alomati). Agar (L
1) {a} ketma-ketlik monoton va ch <aor bwilgem bo'lib,

2) k4 gator yaginlashuvchi
bo'lsa, unda (16)-gator yaginlashuvchi ” ,
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Bizga v hadli (13)-qator berilgan bo’lsin. Bu qator hadlarini

guruhlab quyidagi gatorni tuzamiz:
(a, +a2+...+«,,,) +(a,M+arH2+... +ar?) +..., a7

bu yerda w<n2<.. va &»°0 da «*-»«>

5-teorema. Agar (13)-gator yaginlashuvchi bofib, yigindisi S so-
niga teng bo‘lsa, unda (17)-gator ham yaginlashuvchi va uning
yigiindisi ham S soniga teng bofadi.

Izob. 5-teoremaning aksi bar doim bam o'rinli bo‘lavermaydi.
Masalan,

E(-D)"+H=i-i+i-i+...

gator uzoglashuvchi, lekin bu gatorni guruhlash natijasida hosil
bo'lgan
(-0 +{-0)+{-1) +..=0+0+...+0 +...
gator yaginlashuvchi.
Endi

2_,anr= dl +a2+...+ah+..
1
yordamida (13)-gator hadlarining o'rinlarini almashtirishdan hosil
bo'lgan yangi gatorni belgilaymiz.
6-teorema. Agar (13)-gator absolut yaqinlashuvchi bofib, yigindisi
S soniga teng bo'lsa, 1 holda (18)—gator ham yaginlashuvchi va uning
yig'indisi ham S soniga teng bo'ladi.
Izoh. 6-teoremadagi (13)-gatorning absolut yaginlashishi sharti
muhim shartdir. Aks holda teoremaning o'rinli bo’lishi shart emas.
<Masalan,

it n 2 3 4 K .,n
gator shartli yaqginlashuvchi va S=In2 - Darhagiqgat,

et X

ln/(f+jc)=x—x—2 AT (- ]% ——+<D ), x>-1 (19)
yoyilmada jc=1 desak,

Ire= 1--#———# #{ ﬁyﬁv +10) =%,4+7(1) va



K Q1l<'"7 boladi. =S=[gs' =In2
n+1 =
Shunday qilib
Uy

ttf - =In2.
f\ n

ekan.=> Bu gatorning gismiy yig‘indilari

2" MUScr1l k) - SI”+2a+1
chekli S limitga ega

Hs52» = Mg N 4= S=,n2
Endi berilgan gatorda hadlarining o'rinlarini almashtirish yor-
damida quyidagi

——————————— F.H——————————————k,, E(ZO
2 4 3 6 8 2/1-1 An-2 An
gatorni hosil gilamiz. (20)-gatorning yig'indisini hisoblaymiz.

s 4k-2~JKk) qismiy yig‘indini olamiz.

1 111 (1 1 . .
HimS - lim—V
M1 4k-2 4k 2KAel 2k o3, Moy 1 ok

1. .. _ . . f
—3)')'_'11 IS ,—?Sl=>)|)|g)1*SL., =lim +§n_+rJ]_§S va #GyD —

"»® (N +2 N _ A2 "iE=> (20)-qgatorning yig'indisi
S'=i5 =iln2 ekan.>
2 2

[ee]

7-teorema. (Riman teoremasi). Agar )Ig_r\a» gator shartli yaqgin—

lashuvchi boba, n holda N1 (chekli yoki cheksiz) son olinganda
ham berilgan gator hadlarining o'rinlarini shunday almashtirish mum-
kinki, hosil bo'lgan gatorning yig'indisi xuddi shu A ga teng bo'ladi.
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4°. Cheksiz ko‘paytmalar
Bizga

sonlar ketma-ketligi berilgan bo'lsin. Ulardan tuzilgan
®

A-Pa---P«-- =I}’1n (21)

simvolga cheksiz ko‘paytma deyiladi. Ushbu

n
Pn:Y*_}pk (n=12,.)

ko'paytmalarga xususiy ko‘paytmalar deb ataladi.
Ta’rif. Agar Pn xususly ko paytmalar n->o00 da chekli yoki chek-
siz P limitga ega bo‘sa
limP =P,

bu limitni (21)-kopaytmaning qiymati deb ataladi va

'= 1 p.

M\

kabi yoziladi. Agar P ¢ O va chekli boisa, n holda kopaytma ya-
ginlashuvchi, aks holda uzoglashuvchi deyiladi.
Bundan buyon cheksiz ko'paytmalarni tekshirayotganimizda
pn®0 deb faraz qilamiz.
Cheksiz ko‘paytmalaming birinchi m ta hadini tashlab yuborib
()

*» =1 _Pn=Prmi-Pm2-- 22)
T

goldig ko‘paytmani hosil gilamiz.

1-teorema. Agar (21)-kopaytma yaqginlashsa, (22)-kopaytma ya-
ginlashadi va aksincha, (22)-kopaytmaning yaqginlashidan (21)-
kopaytmaning yaqginlashishi kelib chigadi.

2-teorema. Agar (21)-cheksiz kopaytma yaginlashuvchi bo'lsa, unda



3-teorema. (Cheksiz ko‘paytma yaginlashishining zarariy shartl).
Agar (21)-kopaytma yaqinlashuvchi bo'lsa v holda
limo =1
bo'ladi.
Yaqinlashuvchi cheksiz ko'paytmalar uchun 3-teoremaga ko'ra

lim/>n=1_> Biror nomerdan boshlab hamma p_  lar >0 bo‘ladi.

Demak, umumiylikka ziyon keltirmasdan, barcha pn lar uchun

pn=>0 deb faraz qilishimiz mumkin.
4-teorema. (21)-cheksiz ko'paytma yaqginlashuvchi bo'lishi uchun

¢4}

w (23)

gatormning yaqinlashuvchi bo'lishi zarur va yetarlidir. Agar bu shaft
bajarilsa va (23)-gatoming yigindisi S bolsa, unda

P =es
bo'ladi.

Agar p,=Il+an bo‘lsa, unda Y\p«~T1 (1+a») bo'lib, 4-teore-
n-1 n«l

maga ko'ra (21)-ko‘paytmaning yaqginlashuvchi bo’lishi uchun ush-

g
bu 2]In(l+4a,) gatorning yaginlashuvchi bo'lishi zarur va yetarli

ekanligini hosil gilamiz.

5-teorema. Agar biror nOeN nomerdan boshlab, barcha n>n0
lar uchun an>0 (yoki a,<0) bo’lsa, (21)-cheksiz kopaytmaning
yaqginlashuvchi bo'lishi uchun

I/Z « (24)
gatoming yaqinlashuvchi bollishi zarur va yetarlidir.

Umumiy holda, ya’ni anlar ishorani saglamagan va (24)-qator

yaginlashgan holda, (21)-cheksiz ko'paytmaning yaqinlashuvchi
bo'lishi uchun
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gatorn

Ag
siz ko
ko'pay

£as (25)

rt«l

ing yaginlashuvchi bo'lishi zarur va yetarlidir.
ar (23)-qator absolut yoki shartli yaqginlashsa, unda (21)-chek-

‘paytma absolut yoki shartli yaqinlashuvcbi deyiladi. = (21)-

tmaning absolut yaqinlashuvchi bo'lishi uchun (24)-qatorn-

ing absolut yaqginlashuvchi bo'lishi zarur va yetarli.

1

lalslal\jljlsp.m.\l.o’sﬂ.#.w!\)

N&

BRBBE

Nazorat savollari

Sonli gator tushunchasi.

Sonli gator yaginlashishining ta’rifi.

Qator yaginlashishining zaruriy sharti.

Qator yaginlashishi uchun Koshi kriteriyasi.
Musbat gatorlar uchun Veyershtrass kriteriyasi.
Birinchi taqgoslash alomati.

Ikkinchi taggoslash alomati.

Dalamber alomati.

Koshi alomati.

. Raabe alomati.

Gauss alomati.
Koshining integral alomati.

. Ixtiyoriy hadli gqatorlar va ularning yaqginlashishi.
. Leybnis alomati.

. Dirixle alomati.

. Abel alomati.

. Absolut yaginlashuvchi gatorlaming xossalari.

. Shartli yaqinlashuvchi gatorlar.

. Riman teoremasi.

Cheksiz ko‘paytmalar va ularning yaqinlashishi.

. Cheksiz ko'paytma yaginlashishining zaruriy sharti.
. Cheksiz ko'paytma yaginlashishining zaruriy va yetarli shartlari.
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Mustaqil yecbbl, ncbu, misol

l1-masala. Q ,tor ,

L 6

l.1 E on2+12n-5

]3 %g+6n-8
]5 %4}12 +28n +3

17 E9n2+3n-2
9E

@

n2+n-2

1.11 ¥736n2-24n-5
1]3 E 4n2 +4n-3

V— 72— —
1,15 ” ~"om2 +3n-20

© S

mn7 ~ 49n2-21n-10°
~"49u2-35n-6"

3
1.21 B49R-3>:-2

2-masala. Qator
© 3n+8
2.1 Etp(n+1y(n +2)

"« Y *
n toping.
2 £ 24

* %V+ZD—«'

6 Z 14

nri

~"n2-28n-45
» tv 7
"V -7i,-12"
o»» t - 14
49n2-14n-48'

12 ly.--14
"y 49712 -84n-13

M 7
4912 +35n- 6

o~ 8
1602 -8n-15

18 6
"Mn2-9'

1o I 12

"4 36m12+12n-35'

1 topmg.

221 _2-ip

,rin +1)(n+2)



3-n
2.3 E(l(n +3)(n+1)n’

23 4
25
0 341
2.7 én—\)n{n +\)
4-4
2> 1‘/7(|/| +1)(« +2)

211 240 wd oy

1-/7
2.13 %ﬂ(ﬂ+1)(ﬂ+3).

2.15 Zﬁ(»+1)(/7+2)'
N 2

2.17 2!(/7—1)|/|(/7 +1)
3mn+4

2.19% 3 7+ 177 +2)"
A 5/7-2

2,21 "2 (/7T-1p(/7 +2)

3-masala. Qatorning gismiy yig'indisi
toping.

1
34 Loy ana
1
W72-24/7-5
1
35 Z 4 sarrs

@ 77-1
24 %‘o(n +1)(n +2)°

77-4

%Z(/7 N/7-2)
A Y¥7+9
2,8 /77 +1)(« +3)°
N 877-10
210 ©(/7-1)(77 +)(/7-2)
yi 37—
24U E«e(»*-1°
3w4-2
214 Er»(»+D(»+2)
2+5

2-16 ~(/7 +2)(yR-T)

A 77+ 2
2,18 »3 /A77—) (/7T—2)"
A 2

220  (T+2)(7+)) ST

® J

3,2 25n- +5w-6*
« 1

3,4 N49n2+7/7-12
w 1

382 \6m-sn-15
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LE] 1 2« +1

3.7 Eka 36n2+121n-35 38 ndn2e(u o+ 1)

@ ﬁ,@ -/82-1
39 A@2u-1) «2n+1)" 310 |/|-ijln—2n +H’

311 X(7wn +2-2n/9 +1+=>/9). 3.12 SIn fl-nN )
n-2 n

@
3.13 5> 1— 314 i> !
nm +1) 2 WB+1’
I+ y(D sinnlscosﬂi.
T oa s . n0 -1 +2)
d J
317 X orc&'l;,};— 3.18 E*ll/l [RVS|
2/7-1
3.19 LA
or . 3ar

321 2>m— sm”-

4-masala.
Koshi Glgriteriyasidan foydalanib umumiy hadi an ga teng

bo‘lgan d gatorning yaginlashuvchi ekanligini isbotlang.
K

coswar sinna
4.1 — 42 N« +1)
cosor'
43 0 — -. 44 a =
n
cos/ia-cos(« +l)a .
45 a =———————— I 4.6 »-A)+ N+ -+"+-(|N]|<i0).
sin«a _sin na
m————— an_
47 a,=-——-. 4.8 (7+)/7 +3)
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1 . a 1
411 fl,=—sin-. 412 an= 2
n n n +n+l

Kosbi kriteriyasidan foydalanib, umumiy hadi an ga teng bo'lgan

gatorning uzoglashuvchi ekanligini isbotlang.

1 77-1
413 2» +I 414 "m n! +I|
415 a,= 4" - 416 4.-23E.
n +4 n
r n
417 e,=In 1+- . 418 a»= _,
\jn2+1
1
419 <n=-r- 420 a = 342
Q= 1
421 ¢ n=(n +1)

5-masala. Qatorning yaqinlashishga tekshiring.

ZﬁthZWﬂ = 2+(=-1)
- 5o g NSm-
» ((\/r((
1w
0 cos — -A Inw
~n (« +)(« +2) imlyfn™
2 +(- Ig' " arctgl—+ K:(ﬁn
55 vV 2—- 56 f 6--2
tr a-1n» £ n +2
, . n-1
A« (2 +cosn?) * arcsm
57 Z -VT.~~r1r = 58 ¥

—
2" -1 - »3-3u



sin2n

59 E
—lnz+1

-N'e «
M arccosg—)-———

511 Z _ nxL
n2+2

ninm
5.13 II\mWZ _3

Nal

.. nn
® 2 +sm—
519 £ ____ *4

« V»

f2 +cos— |~/
521 Y v. 2] —
W +5

* In-7»2+3n

5.10 E )
2 yjn2-n
A'CE n
“h 45
n2+3

5N4 "™1in3e<(2+sin-"~

L
5.16

miin3+n-+1

A7l

518 ¢ . 3
|+2

nsa

520 E
nrlvn5+un

6-masala. Yaginlashishga tekshiring.

6,1 585mn-'+n-r

V', €2+
6.3 Eui”«* a

n-+4

65 1,

-arct
H'«-1 g

y/n-1

A n3+2

6.7 E :|/|5 +sin2"

A 1
tin

6.2

AT T
6.4 2™ r-sin
ME\\In n

65 7 (! +3)r

MM +In n

2" +cosn

6.8 rréi +smn -
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= 1

6.9
< n-cos26n 6710 1< 1111 sinA
* 1_
O Z parcto agar GR2Z .
' © 1 a+3
'NT ?2sin1-T 6.14 %:i|\7§_—_+2_/p/\ e
Gi6 2 gl a2+1
615 -
@ 1
6.17 ~"~arctg— _
618 Zta-i-.
i / Zt n5+1
Vn
6.19 A»V o 6.20 ¥s|n__ .
m  \n +2
6.21 zfl-cos-
nj
© 7-masala. yaginlashishga tekshiring.
A+l (ﬂ I)Z
AN M@m-nr ™ Lﬁ!
® 2nH-(«3+1) e
73 74 N (3N "
£n 3H+5 7 —:\— s|n?_
* arctg-
A n”
7.7 V «
‘£ «l Bf a
| —\V, m ]
L 710 SONI-
7.0 STy @ 2
e 712 E sy
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713 H  3"-(a+1)

(«O
715 i\ (3" +1) ' (2m)!

V(" +D!
7-17
3a
719 £ (n+2)-4"

Vv, n

7.14
i

1sj _
7.16 If.mk« .—5|n54
A 5

7.18 E
(» +=>)t

/10 S2-5-8-..-(3b-1)

8-masala. Yaginlashishga tekshiring.

F/ 2«2+ |v
83 b{~2
AR

2n
8.5 (- v3n+s5y

2/1+1\12

8T \g -
* £/2-1Y n
8.9 1 yr-
- y
-

8.11 *T-

9 95 end
813 J> S Tn

8.2 (an (n +1)3

84 t/V5« +4.

\J
8.6 E . warcsin"— e
™ an

n+2
88 L
sH\3n—J
n5_—3"
8.10 Fni[?/jjél\/"

8.12 E 2 e-.
;=1

8.14
Zt V41+2i
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y
B*15 W \nn)n

of o N3
8'/\

Tkl V ="» 4

8*19 1 > 3-arc#a™-.

n-1
o | -2
*

8*21 a+1

8.16 ol (2m2+l)l'/r'

*e** K AN [ 9 -

@ !
8.20 %4 N 24ﬂ

9-masala. Yaqinlashishga tekshiring.

o 1
PN S2a1n2(35 +1)
1
23 Jq@n+31mEn+1)°
1

+5 1 (3944126 +2)
1

97 £2(572 +DIn2(sn/z + 2)'
* y
99 ~ (2a-11n (2n)

N(Ba-1Ing
0 [

9-13 §(24-3)1n (@u+1)
00 1

915 § (s +3)ln22sa"

[se]

p-17 %QFI In («-1)’

G J
9,2 N aln2(2a +1)
* 1
94 8§(3»-5)Inr(4n-7)

y _ 1 .
96 & (2n +1)In2(an/5+2)

1
98 Bia-2)1n (7-3)
) I

9,10 5 (3 +1)In (25)
@ I

9% A (2a-1In (7 +1)

N
914 ~n(g +2) 1n2s
o 1

916 W2n+3)1n! (s +1°

Y1 1
918 ;42n-,/|n(3n-1)"
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@ J

9N19 b(nN-2)-~bl(n-3) 920 . (3n- 1)+~ in(w-I)

® 1
921 8 £(q +5)1n2(n +1)-

10-masala. Quyidagi tengliklarni isbotlang. Ko‘rsatma. Qator
yaqinlashishining zaruriy shartidan foydalaning.

. (3a)!
10.1 lim4 =0. 10.2 1im i-f=0
J1-toC «»o0 N
W3 /B(E)O- 104 M4 70
"
105 lim ~"~=0. 106 WafcAl= o .
10.7 pm 2"y, in o liMT-——1-
>*(2/ Bl n——lx(Zn—l)l
10.¢ lim-22 = 10.10 I'm -——— }=0.
. @2nmil n {4 _
10.11 jip =T~ =0, 10.12 Jimf4<d' =6,
o
1013 fjm— =0, (4002 -
10.15 lim =0. 1016 i &%31—!—0
in 17 lim¥-——=0 . —
WMAT > 20+ = 1018 12 5 4 3)
3n)" 2u+3)1
) 1020 limA= HIN
1019 - -

10.21 lim—WN— =
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11-masala. X a» gator a ning ganday giymatlarida yaqinlash-
ishini aniglang.

arctgL ta(' ©
n
11.5 a,= € "-1
/
( —Icos—i F\“
117 *,= € n-\—
| wn2-n

|
11.11 an=n'sm _— arctg- .
\n nj

(

11.13 an= €T -COSF

f. 1n
Inn+In sm—

VvV «/

11.15 an

11.2 a,=nal\n(n2+\)-2\nn\.

114 a =

11.6 v -

11.8 o,=In arctgl —I]n tgL
\ n) \ n)

1-sin
2n +1

11.10 ¢n

11.12 a. = 1- cos—
\% nj

e- 1+
n

11.14 a’ ~ \2 -
1-cos
nj
=Xa

wv+UN+1-nn+-



.J1 9 a.=[nSinl-coS-~] .11.20

11.21 an={yfn~-yfnj-bl ~",

12-masala. Yaginlashishga tekshiring.

V7 id+H 2n+I , W f n ~
12,1 S n (n+l) 12,2 AU« +)
a (-1rT f (-n"
123 NMn(w +1)* 124 73/ (Inin«)-In»'
A=) 2u2 V. OH L
12'5 8 und4-n2+T 12,6 S(« +0 ,,n""’
127f H L 128 f (- £L
12,7 ~u.Inun +1) 12,8 kn -ifavi'
(-1)"-sin— * ., T+
129 V 1210 S H COSNT -
£, -STT - 6"
V1 (~0 ﬁ\ t 1)
il S(,
*nrl 7 —_ ——— .
1213 8 R F - 1214 rlcos™N=->/3un +Inn
y il * 2n_j
1215 "= > + I1).(|J 1216 ZH '- ~r-
A(-1Y>+3) y Jz IL _
12,17 5 ' In(«+4) * 12,18 § (2 « +1)-2212

18



12.19 EHF TT -

yjn
1221 v CDBRA,
£t y/Sn-|

12.20 £ (-
£i

L (ngr)

Ny

LKV«

13-masala. Quyidagi gatorlarning absolut
yaginlashuvchi ekanligini isbotlang.

A (« +l)cos2/

13 .1 %H ¥H7+53F|~+4 -

r
(-0" 1-cos °
13.3 Z W

ar IN2(n +1)

arctg(-n)”
i V216 +3n +1

135

(-)uit-In2q
13.7 Z o
n*1
n+1

139 %'1 cos3" IarCZ&913+2'

iz i Z

2n)

((H".,:(a+D

13.13 Z .
n=1 W «+ i

« /Cp-H) 2»+,,2

1315 £ —J.

134

i3.6

132 ZINH= =rctg-

sing

n
sin 2n+—
4

M n-yln+2

(e}

COs-

Z
ul (a8 +2)~Mn3(a +3)

no(-1)"
13.8 2 N -arcsm
] 4H I
130 Z « 3sin"-" -
A
y (2s)n
" (@ +)-
\
L cosl— 0 S XN
13.14 - sm—l n
y n
K ( 1 J N
13116 ZH " a™-Tr-ercsin-T-
= \ vW

194



v (-D"sin3n

1317 L. - T 13.18 arctg— .
A }'I—lI'R(I/I +1)-1n2(n +2) tt *n 9 2n
E(s'm« . Usinn © w

1321 n2+3 G
3 ‘F\—\—Vn +4n n

14-masala. Quyidagi qgatorlami yaginlashishga tekshiring.

141 =smn
’ »= vV« 14.2 ﬂ \%V
V=>c0s2« c0s3n
143 7 r e 14.4
r‘:t v« r«l  "Vw
[ s
145 Sn2n cos| n+2Z
' 146 Y-4-,—Y-.
Vs tt In (w+1)
Sin’ 2
147 |-(— 0" coenon _ ",
IAZ(l 0 cog,hz
A\ i oY’ . W
W 8Eys . ™ .h+]. Wojr=L.
W1\ 4 = W+1
14.11 ZGD(_I)"_ELInn y_(-0"#-»nin(»+2)
. e Vi m 5 In(» +1)
(-1T* ® Tra \
1413 z -
MH{n+2)-~TTT 14.14 %:icosv'll'\ +JT77 -
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n
1-COS —_— =~
1415 EH T o %EH r W )

1 yjnj
yip/ th« w+2 sin H
14.17 %Jp, VRN W ot arctg~T 1418 . ww
1419 E rSn” e 1420 Z sin(W «2+1)..
mwWo +smn JTH \Y

A Sin2« 1
1421 5 bl ~ ) CcO3«-

15-masala. Quyidagi gatorlar a ning ganday qiymatlarida
a) absolut yaqginlashuvchi,
b) shartli yaqinlashuvchi bo‘lishini aniglang.

(-1)" sin2» 2" «cos2 a

151 £ 152 Z{—O'
n [P ~7T~-

*Asin2n-In2n

153 2> 15,4 SV «+ | +(~1)"]*
(2u - D! (=D
155 EW T 1 15.6
ml (2 [au-VvT
(-o"
15.7 15.8 _
nl n=|£|/|1nﬂ +(-D"j
.. n
sm— \N 2+(—1)
159 Y ———— 2 15.10 E\H ) \Y
£2winam +1) " W "R+Ij
Vi St
- -T--
>5-4 MW a1 u
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1513 Y HI 15.14

Hm-e

f (-0 N a(a-1)@a-2)..-(a-2»)

*

1515 M aul- 1516 £ Qu2)l1

@ (“(9A \IP?+51-1—yR-U1+1
1517 §h1+ 1518 ZH "

n

(-1 -

1519 1520 pp

mA COSn
1521 b —TI-

t1 n

16-masala.
Tengliklar isbotlansin.

s 2( n 1
I6i [] =1 =2 M AT?

n a2 — 2
163 1,008 T =I- 164 13[/ sa-(a+1)_

X  simc

s 2 2 2 ® 3 3mj 2
167 2_72~ATA™ 168 Th 3u-1 an+1~3y3
N H 1 K

n—T 4«2 (Vallis 1£110 n .

9 2 U 4,2 j formulasi)

* LI (2w+1)2 T



Quyidagi cheksiz ko‘paytmalarning yaginlashuvchiligini isbotlang
va ularning giymatlarini toping.
n 2n+h2n +7)

rr"2-4
1613 FL,TrT 1614 U(2n +3)2i.+5)
()]
I O (o
1615 [ 1+ﬂ(«+2) 1616 1 2"

Quyidagi cheksiz ko‘paytmalarni absolut va shartli
yaqinlashishga tekshiring

[ (s _
1617 [1+v 1618 1K
/1 n/n
- fn
16.19 !*_2II'I/I7I+(—1)" 16.20 n-2 nn
=r nrl
1621 [T 7
=

-D-
Namunaviy variant yechimi
1.21-masala. Ushbu

f |
tt9n2-3n-2
gator yig‘indisini toping.
3 3 1 1
< -m 9«2-3/7-2 Bn+1)-(35-2) 38-2 37+1
C_X -vf-] L Vi-I+1-1 11 1 1 1
N ?a° _ NM3Ar=Z Jr+1) 4 4 7+7 10+"'+3n-2 3n+I1" ~3u+T

1
Demak, S =IlmS, =lm 1-- >
nt—X /1-Ne :y7+ 1
2.21-masala. Ushbu
5/7-2
CANT-NTALT+2)
gator yig‘indisini toping.
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< Birinchi navbatda bu qatorning umumiy hadini noma’lum
kocffitsientlar usulidan foydalanib, sodda kasrlarga yoyamiz:

5n-2 1 1 2 . N oil I Y=A+c
a’ (/j-hww+2) n-1 n n+2 Iw-1 n) n+2)
(cAWoix - - !————L.').!.i—_a————2_"s=|ims..|3,2E>
nfj 12 3 n+l n+2) 3 n n+\ n+2 e

3.21-masala. Quyidagi
a .
I Ism])\ » 1 Sln_0ﬂ+l'
gatorning gismiy yigindisi Sn va yigfindisi S ni toping.
< Bu masalani yechishda
sin*—sin_yzz—[cos(x—.y)—cos(*+y)];

formuladan foydalanamiz.
_ri. a .3 1 a a
sn=2jsin*r-sm™"T= 22j[cos™r" cos™

1 a _a2 a a a
cos——-cosor + COS €C0S— +C0S— - COS—~+... +c0S— - cos—I
2 2 2 2 2" 1
If a n 1 , a
— cos———cosa =S —Ilm S,,— (1 -cosa)=sur—.>
21 2" 2 f 2
4.21-masala. Koshi kriteriyasidan foydalanib, umumiy hadi
q,=——===e
@
bo'lgan %ma« gatorning uzoglashuvchi ekanligini isbotlang.
< Ma’lumki, 3s>0 son topilsaki ,VnOe N olinganda har

3aj2/»0 va butun ptzO sonlar mavjud bo'lib,
199



tengsizlik bajarilsa, unda Wl qator uzoglashuvchi bo'ladi.

Agar e=1 va p =n deb olsak, unda VnOe N olinganda ham
3« =>«0 topiladiki va

"'fa 1 - 1 1 1
tv,\jk (k+ij yjn (n+1) N(n+1)-(n+2) Am+p)(n+p+l)
N\ P VAN /) *

>/(«+/>)«+P+1) «+p+1~2n+p 2n+n 3 S bo'ladi ="« ga-

tor uzogqlashuvchi. >

n[2 +cosN=/«

521-masala. V i— 2 '— qgatorni yaginlashishga tek-
o » yin +5
shiring.
m\ r
2+cos— _VvB /« AN « >t
I Zj .p d 1 3 st bo.Ne
<7 +5 V7 - -n'4

gator yaginlashuvchi, chunki ~->1. Unda taqqoslash alomatiga ko'ra

berilgan gator ham yaqginlashuvchi. >

<6.21-masala. X |-c’s —) qatorni yaqginlashishga tekshiring.
n-I\ n

a,= l-cos—=2-sin2—~. Agar bn=~y desak, xXOda =O0OX£,)
ft ft

bo'ladi. Darhagigat, M (MczR.)
ce” o |

= E_+tJ- yaqinlashuvchi=>taggoslash alomatiga ko'ra
rﬁ- m-!‘l y q qq g

a / \

X a«=S 1 cos~ | gator ham yaqinlashuvchi. >
V=Y, rnj

%8 i\Y
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. A
7.21-masala. gatorni yaginlashishga tekshiring.
< Dalamber alomatidan foydalanib, tekshiramiz.
n! 1
a'~(@2u)ne"’

(nu-1)! 1 w!=(« +1) Nl
a'#~Jbt +2)\S 5~ = 2nN\-2n +\\2n +2]igg~ ~

1 7«T | 1
a=Ilim-ittL = lim— ;}——- = I im——— =0< 1=
a nzZ a ™2 - (2n +\) t'gyl 10" +1

Berilgan qator yaginlashuvchi. >
8.21-masala. |/(x)-/.(8:)|<£ gatorni yaqinlashishga tekshiring.
<Koshi alomatidan foydalanib, tekshiramiz:

g=limup~=-limf -  =banpd T LDy =Zces
3ri*x
Berilgan qator yaqinlashuvchi. >
» 1
9.21-masala. ™ (#+5)in2(w+i) qatorni yaginlashishga tek-
shiring.
<Bu qatorni yaginlashishga taggoslash va Koshining integral
alomatlaridan foydalanib, tekshiramip N

WM+« +1) M +DI2M +1) n'In2n

N
7Jx|n2x~/f z(lx) bo'lgani uchun Koshining integral alomatiga

ko‘ra o qgator yaginlashuvchi va tagqoslash alomatiga ko‘ra
P

berilgan gator ham yaginlashuvchi. >
10.21-masala. Quyidagi
(2«-HN _6I
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tenglikni gator yaginlashishining zaruriy shartidan foydalanib, is-
botlang.

2n-MH
oUmumiy hadi an=~£— —— bo‘lgan 2;I>a» qgatorni yaqinlash-
n >

ishga tekshiramiz. Bunda Dalamber alomatidan foydalanamiz:
|

d =lim = lim (w-+DH n” = 2r+1 1 ) . §
T e S gyrg (2u—)l! —Me =I<i=>sXx

7
1”4 (4)1
yaqinlashuvchi == Qator yaqinlashishining zaruriy sharti, ya’ni

@/7-1)n ) o
Ima, = R — =0 tenglik bajariladi. >

()}
11.21-masala. Yua« qator a ning ganday giymatlarida yaqin-

lashishini aniglang.

29 +1
a, =(Va+1--Infan
2n-\
- N
]'I//FI_+|— r =- _n-i-l—nz __=_=1_ = _Gr_}=\
\n +\+\n v/j+1+n/sa \/9;1\]) va
f \
AN 1 1
ou-1 =<rf<1 0* ~
n - -
2n-1 » \n~ 2

1 . .
Agar bn=—— deb belgilasak, gator 1+7*=>1, ya’ni a =0
H— Bd I
n 2
@
bo'lganda yaqginlashadi. gator ham n<=N da yaqginlashadi. >

n=1

_ LIS
12.21-masala. V H L\;m gatorni yaqginlashishga tekshiring.
-1
< Bu qator ishorasi almashinuvchi gator bo‘lib, uning yaqin-
lashishini Leybnis alomatidan foydalanib, ko‘rsatish mumkin.
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n

tg
a, -m 20 deb belgilasak

yj5n-1

1) VneN wuchun an>an#t>0 , ya’ni 2X (*) va
n-1

) 7l
9 1
2) lima =lm- M =
PR VIR ANn-n/on- 1
Ay
bo‘ladi == Leybnis alomatiga ko‘ra berilgan gator yaqginlashuvchi. >

13.21-masala. Quyidagi

n2+3 \ )'K

<ln
In +47
gatorning absolut yaginlashuvchi ekanligini isbotlang.

n+3
< a* in A+4n =in deb belgilaymiz. Unda quyidagi

munosabatlar o‘rinli bo'ladi.

gator yaqinlashuvchi == taqqoslash alomatiga ko‘ra

n=1 n=I M
x0e X yaginlashuvchi, ya’ni berilgan X °n qator absolut yaqinlashu-
n-1

vchi. >
14.21-masala. Quyidagi
sin2n 1
mCOS—
AMinln(w +2) n
gatorni yaginlashishga tekshiring.
<Bu gatorning yaginlashishini Abel alomati yordamida ani-
1 _ sin2w
gqlaymiz: an~cos~ va B«_:_lnln(vl +2) belgilab, Abel teore-

masining shartlari bajarilishini tekshiramiz:
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1) X0 ketma-ketlik monoton (monoton o‘suvchi) va chegaralan-
gan |0 <cos—<l1J *

yi, sin2/1
2) 2 N inln(w +2) qator Dirixle alomatiga ko'ra yaginlashu-
vchi bo'ladi. Darhaqigat, agar
1

a, =
" Inin(n+2) va *,=sin2n
deb belgilasak,

a) \a,, U va VvxOeM W(
b) Bn=y.bk sin2ft=---X- ;2" chegaralangan Bo’fadi
4T

M sml
sinl Dirixle alomatiga ko'ra X m»(*) qator yaqinlashuvchi.
Shunday qilib, berilgan gator uchun Abel teoremasining shart-

lari bajarilar ekan =>Y«A =Y !—— 211 .cos- qator yaginla-
shuvchi. > "=} - linin(n+2) n
Izoh. Bu misolni yechishda elementar matematika kursidan

ma’lum bo’lgan ushbu

. (+D)x vc
" sm————=- sm—

£(*) :][] sin e —» X*2mM n, m eZ
*] sin—
2

formuladan foydalanildi.

15.21-masala. Ushbu
cosn

i«
gator a ning ganday giymatlarida
a) absolut yaginlashuvchi,
b) shartli yaginlashuvchi bo'lishini aniglang.
< Birinchi navbatda berilgan gator a ning ganday qgiymatlal
ida yaginlashuvchi bo'lishini aniglaymiz. Bunda Dirixle alomatidan
foydalanamiz. Agar
an~F] va b,=cosn deb belgilasak

J

1) a >0 bolganda \a\ |l va lima =lim— =0,
L n—+Q0 \1
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n+1 7]
" COS—--—-C0S— 1
2) B, =E">»= j va . 1 boladi. — Dirixle
* sin— sSmx
2 2
) ‘A, cosw )
alomatiga ko'ra 2uarbn~2u—— gator a>0 bo'lganda yaginlasha-

n=I n=1
di. a <0 bo'lganda esa bu gator uzoglashadi, chunki a ~O
bo‘lganda qator yaqinlashishining zaruriy sharti bajarilmaydi.

cosun

Endi gatorni absolut yaginlashishga tekshiramiz. G

® |

e umumlashgan garmE)onik gatorning a=>\ da yaginlashuvchi
/f e

bo'lishidan a=>\ da Zﬂi « " gatorning yaqinlashishini hosil qil-

. n
amiz.

Endi 0<«<1 bo'lganda berilgan gatorning absolut yaginlashu-

~Ncos/i|
vchi emasligini, ya’'ni %1,— ~ gatorning uzoglashishini ko'rsatamiz.
1 n

|cos«|™cos2n | +cos2« 1 COS2«

rf * na 2na b f+ 2na
~cos2n
tengsizlik hamda 2-. « gatorning Dirixle alomatiga ko‘ra yagin-

n-1
lashuvchi bo'lishi va x0 gatorning uzoglashuvchi ekanligidan (S,, (*)}:
gatorning ham uzoglashuvchi ekanligini, tagqoslash alomatiga ko‘ra
Sn(*) = qatorning uzoqlashuvchiligini hosil gilamiz.
mA cosh

Shunday qilib, %371 qgator

a) a >1 da absolut yaqinlashuvchi,

b) 0<a<| da shartli yaqginlashuvchi bo'lar ekan.>

16.21-masala. Quyidagi

1ES
n-1
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cheksiz ko'paytmani absolut ya shartli yaqginlashishga tekshiring.

p=i,H T i, (~1Y* 4> punktga ko'ra berilgan
* np -1+a’==a»- np =
cheksiz ko'paytma absolut yaginlashuvchi bo'lishi uchun ga-

n=|

toming absolut yaginlashuvchi bo'lishi zarur va yetarli.

(- 1) * fyaqinlashuvchi, p> 1,
Z;ﬁk I= 2y “fn1 [uzoglashuvchi, p<\.
Cheksiz ko'paytmani shartli yaqginlashishga tekshirishda 4° —

punktdagi 5-teoremadan foydalanamiz.

Unga ko'ra cheksiz ko'paytma yaginlashuvchi bo'lishi uchun
T [¢5}

ﬁ« qator yaginlashuvchi bo'lgan holda %ﬁa»z gatorning yagin-

lashuvchi bo'lishi zarur va yetarli edi.
® ® /_j\"
%zla»:%ﬁ\_M~ Qator P>® bo'lganda Leybnis alomatiga ko'ra

yaginlashadi.
an>0 qator esa p> — da yaginlashadi, Zﬁ u*(x) da esa uzog-

lashadi.
Shunday qilib, berilgan

N ufcle

cheksiz ko'paytma
a) p>1 da absolut va

b) —<p£\ da shartli yaginlashadi.>
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7-8. 6-MUSTAQIL ISH
Funksional ketma-ketliklar va qgatorlar

Funksional ketma-ketlik tushunchasi.

Funksional ketma-ketliklaming yaqinlashishi va tekis
yaginlashishi.

Funksional gator tushunchasi.

Funksional qatorlarning yaginlashishi va tekis yaginlashishi.
Funksional gator yig‘indisi va funksional ketma-ketlik
limitining xossalari.

Darajali qatorlar.

Teylor qatori. Elementar funksiyalarni Teylor gatoriga yoyish.
Darajali qatorlarning tatbiqglari.

—A-
Asosiy tushuncha va teoremalar
1°. Funksional ketma-ketliklar, ulaming yaqinlashishi
va tekis yaqinlashishi.

XczR to‘plam berilgan bo‘lib, unda

funksiyalar aniglangan bo‘lsin. Ana shu funksiyalardan tuzilgan ket-
ma-ketlikka X to'plamda berilgan funksional ketma-ketlik deyiladi
va u {/,(*)} kabi belgilanadi:
{/»()}  (x),f2 (*)’- (1)

f,(x) ga funksional ketma-ketlikning umumiy hadi deyiladi.

Ixtiyoriy xO0e X nugta olib, ushbu

{fn (*o)k:f {x0 j 2x0 (*0)>- ()

sonli ketma-ketlikni garaymiz. Agar bu sonli ketma-ketlik yaqin-
lashuvchi (uzoglashuvchi) bo‘lsa, {fn(x)} funksional ketma-ketlik
X0 nugtada yaqinlashuvchi (uzoglashuvchi) deyiladi, X0 nuqgta esa
funksional ketma-ketlikning yaginlashish (uzoglashish) nuqtasi deb
ataladi.

{/.(*)} funksional ketma-ketlikning barcha yaginlashish nuqta-
laridan iborat M (M &zR) to‘plam {f, (jc)} funksional ketma-ket-
likning yagqginlashish sohasi deyiladi. =>V;ceM uchun ushbu
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!‘Im@/ﬁ,r})-él lﬁo"ladi. ,@gar Vxelr1 uchun unga mos keluvchi
MM .M ni mos golysak, ya'ni

bo'4 ,nda M to'plamda aniqla,> ./W » .bod bo'ladi.

Bu 7/ (,) fimksiya {/.(.)} to,* NukAY* 1 déyila’
di- bemak,

lim /,(*)=/(*?) (xeM) (3)

L Agar vs>r*m oHnganc®b™ 3 *-*(»)« Wi*"> «.

va VicgMm uchun

tengsMc bajarilsa, {/. *)} flmksio™1 o * t

f(A limit funksiyaga tekis yagmlas*"L “~ad, ™ LU -./(*)
(is V) kabi belgilandi. Ate holda, ¥Y3'" f£»>° v»ejv olmgan-
da ham 3m>, va 3x0aM lar mayiud bolsaki

|/ (*.)-/.M 2r°
tengsid* bajarilsa, {/.(,)} fonksiot* ketma-ke* U to'plamda
/(*) limit funksiyaga tekis y .,* !* ~ * A2 Botek,s yaq' -
lashadj deyiladi. , , .
1-teoreta. {/,(*)} funksional «etma-Mftnmg bl toplamda

/ (*) ga tekis yaqginlashishi uchun

lim Supl/ (x) - f,,(*)I ~® 5B)
»5* XU
tending bajaflishi zarnr va funksional ketma. keUik.
n'T em\ (n Ttkii'yaginlashishi uchun quyidagi

shartnmg bajanhshi zarur v =
~N"o=\(e)eN:Vn>na va V butun
jfeM lar uchun

[/, M -/.M I<f )
tengsitNiik bajariladi.
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3-teorema. (Veyershtrass alomati). Agar B{a,} sonlar ketma-
ketligi mavjud bo‘lib,

1) VWEN uchun a, >Ova }im)o,,zo;

2) VxeM va barcha «eT/lar uchun

bo'lsa, unda M toplamda fn ~ /(x) bo‘ladi.

2°. Funksional qatorlarning yaqinlashishi va tekis yaqinlashishi.
Biror X ¢ R toplamda {«, (x)} funksional ketma-ketlik be-

rilgan bo‘lsin. Quyidagi
m(x) +u2(x) +...+un(x) +...

ifodaga funksional gator deyiladi va u %NI\A(*) kabi belgilanadi.

(]
Z “»C*b)- Mm,(X) +1n2(X) +...+1<,(X) +... (7)

/1*1

w(x),u2(x),...,un(x),... laiga funksional gatorning hadlari, un(x)
ga esa funksional gatorning umumiy hadi deyiladi.
Ixtiyoriy x0e X nuqta olib, ushbu

0]
(*) =W (X0 +u2(X0) +...+ un(x0) +... (8)

sonli qatorni qarayn;'n(iz. Agar bu sonli gator yaqinlashuvchi (uzog-
lashuvchi) bo‘lsa, ;ﬂvx»(x) funksional qgator x0 nugtada yaginla-

shuvchi (uzoqlashuvchi) deyiladi, x0 nuqta esa funksional gatorn-
ing yaqinlashish (uzoqglashish) nuqtasi deb ataladi.

xlx (x) funksional gatorning barcha yaqinlashish nuqtalaridan

iborat M (M cR) to‘plam bu funksional gatorning yaginlashish
sohasi deyiladi. = Vx0e M nuqta olib, sonli gatorni

ko‘rsak, u yaginlashuvchi bo‘ladi. Uning vyig'indisini -S(x0) deb
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belgilaymiz. Xuddi shunga o'xshash VxeM olib, unga /Y7_1_X (xX)
gatorning yig‘indisini mos go‘ysak, u holda M toplamda aniqglan-
gan £(*) funksiya hosil bo'ladi. Bu S'(.x) funksiya (7)-funksional
gatorning yig‘indisi deyiladi:

5()=Z w(xX)~ n (X)+u2(x) +...+m,(*) +...

Ushbu
n

S,.(X)= A w=l,2,,.
yig‘indilarga (7)-funksional gatorning gismiy yig‘indilar deyiladi.
Shunday qilib, (7)-gatorga mos keluvchi

9)
funksional ketma-ketlikni hosil gildik va aksincha, (9)-gismiy
yig'indilari ketma-ketligi berilgan holda har doim hadlari (7)-funk-
sional gatorning hadlariga teng bo‘lgan quyidagi

S,(X) +[S2(x) - St(*)] +...+[S, (j:) - S., (*)] +...
funksional gatorni hosil gilish mumkin. == Agar (9)-ketma-ketlik
*0 nuqgtada yaginlashuvchi (uzoqlashuvchi) bo'lsa, u holda (7)-gator
ham x0 nuqtada yaginlashuvchi (uzoqlashuvchi) bo‘ladi va
5(") =liniiSn(jc)

tenglik bajariladi.

Demak, funksional gator yoki funksional ketma-ketlikdan bir-
ining xossalarini batafsil o'rganish yetarlidir.

Tarif Agar (7)-funksional gatorning qismiy yig'indilaridan tuz-
ilgan {£,(*)} funksional ketma-ketlk M to‘plamda gatorning
yig'indisi S'(n) ga tekis yaqginlashsa, unda (7)-funksional gator M
to‘plamda tekis yaqinlashadi deyiladi.

()]

»(*)= ~Sn(x) =" uk(x) deb belgilaymiz.

1-teorema. (7)-funksional qatorning M to‘plamda tekis yaqin-
lashuvchi bo'lishi uchun
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lim S«p]r,(*)] =0 (10)
TrEx xeM

tenglikning bajarilishi zarur va yetarli.

2>teorema. (Koshi kriteriyasi). (7)-funksional gatorning M
toplamda tekis yaqinlashuvchi bo’lishi uchun quyidagi shartning
bqgjarilishi zarur va yetarli: \/s>0 uchun 3n0=nQr)eN:VnzZnO
va v butun p>0 hamda barcha xeM lar uchun

n+p
1LAX) =<8 (i)
bo'ladi.
Natija. (Funksional gator yaginlashishining zaruriy sharti). Agar
(7)-funksional gator M to'plamda tekis yaqinlashsa, u holda shu

to'plamda un{x) ~ 0 bo'ladi.
je

3-teorema. (Veyershtrass alomati). Bizga junksional va

anz( (12)

sonli gator berilgan bolsin. Agar \fxeM uchun
m(jc)|*an, n—,2,...

()]
tengsizlik bajarilsa va (12)-sonli gator yaqginlashsa, unda >r(} 1M<(x)
funksional gqator M toplamda absolut va tekis yaginlashadi.

Aytaylik, ushbu
o
Xa (*H (*) a3)

funksional gator berilgan bo'lsin.

4-teorema. (Dirixle alomati). Agar

1) har bir xsM uchun {<ar,{oc} monoton va M toplamda an(x)
0 ga tekis yaqinlashsa;

2) BAX) =Zbk{X) gismiy yig| |nd|Iar M toplamda birgalikda che-
garalangan yahi 3k VxeM kB,, ~K bolsa, n holda (13)-

gator M toplamda tekis yaginlashadi.
5-teorema. (Abel alomati). Agar
1) har bir xeM uchun {a,(x)} monoton va [an(x)} ketma-
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ketlik M toplamda chegaralangan;

2) X X (x) funksional gator M toplamda tekis yaqinlashuvct
boisa, unda (13)-gator M toplamda tekis yaqinlashadi.

3°. Tekis yaqginlashuvchi funksional ketma-ketlik
va gatorlarning xossalari
Funksional gatorlarda (ketma-ketliklarda) shuni ta’kidlash lozimki,
ulaming har bir hadi uzluksiz bo‘lgan tagdirda ham qgatorning yig‘indisi
(ketma-ketlikning limit funksiyasi) uzluksiz bo'lishi shart emas.

© -2

Misol. £o(i+x2j funksional gator berilgan bo'lsin. Bu funk-

X2
sional qgatorda un(x)~~(|+x ) €/~ ( °°’+ ). Berilgan gatorning
yig'indisi topamiz:
Se(x) = * = *5(x) =lims,, =X
(X)=y _* _ L 432 (i +A)" (x) =lims,, (x) =| Y 1x*0

Bu tenglikdan ko'rinadiki NT15'(nc) =nTt(p:2+1) =1 va
iIS'(0) =0=>S"x) funksiya * =0 nugtada uzluksiz emas. Berilgan
gator uchun ushbu

[¢¢) oo}

o nO
munosabat o'rinli. >

Tabiiy savol tug‘iladi: ganday shartlar bajarilganda funksional
gatorlarda hadlab limitga o‘tish, ulami hadlab differensiallash va
integrallash mumkin?

Bu savollarga quyidagi teoremalar javob beradi.

Bizga M to‘plamda yaqinlashuvchi (7)-funksional gator berilgan
bo‘lib, bu gatorning yig‘indisi S(x) bo‘lsin.

I-teorema. Agar \/neN uchun u,(x)eC(M) bo'lib, (7)-qator
M toplamda tekis yaqginlashsa, S(x)eC (M) bo‘ladi, yani
Vjc0e M uchun

¢4} o] ©

HtnS(x) = lim £ u,(x)=X . M =X X (x0)=
X X (x) X" u-(x) A 3 ™ (x0)=s (xo)

tenglik bajariladi.
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Agar M toplamda yaginlashuvchi (l)-funksional ketma-kcl/ik
berilgan bo'lib, f(x) funksiya uning limit funksiyasi bo'lsa, unda
quyidagi teorema o'rinli bo’'ladi.

2-teorema. Agar f,(x)eC(M), mn=212,..bolib, M toplamda
fn(x)Z f(x) boba, f(x)eC(M) boladi.

3-teorema. Agar (7)-funksional gator M toplamda tekis yaqin-

lashuvchi va X0 nugta M toplamning limit nuqgtasi bolib,
lim #Hi=l,2,..)
bolsa, n holda

¢4}

5 X ="+ C 2+...+C,+ ...

n#
gator ham yaginlashuvchi, uning yig'indisi C esa S(x) ning X-+xQ
dagi limitiga teng bo'ladi:
IimS(x)=Ilm£ unXx)==x W un,{x)=f>,=C
XOF° 0« R ni
Faraz qilaylik, \ab\ kesmada yaginlashuvchi (7)-funksional gator

berilgan bo'lib, uning yig'indisi S(x) bo'lsin.
4-teorema. Agar (7)-gator \a,b\ kesmada tekis yaqinlashuvchi
bo'lib, un{x)sC\ci,b\ (w=12,..) bo'lsa, u holda quyidagi

b b b
JuwdXx)dx+ li/2(*)atc +...+ |mn(n)obc

b
gator ham yaginlashuvchi va uning yig'indisi J<S(x)fi& ga teng
bo'ladi:

/S(mn =
a alL

Izoh. 4-teoremadagi (7)-qgatorning tekis yaginlashuvchanligi sharti
yetarli shart bo'lib, u zaruriy shart emas, ya’ni ba’zan tekis yagin-
lashmaydigaii qatorlami ham hadlab integrallash mumkin.

W+ _y 2/|—il '

Misol. X (0~*< 1) funksional qgator berilgan

*-i

* =S jumX)<b.
J n-1 a

bo'lsin.
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B y =-X +X24 =5 g/x ) =lim SD\§X;: ﬁ\_%( 0 <je<l

s.M Jo.] da iS(X) ga tekis yaqginlashmaydi, lekin

Is(X)<& =J(I-*)<fc=i va £/n,(*)<& =

0 L n*l 0
f i i
_ X2 -x29 0ax =ly _i__=Iffl__ L L Ilimyfl__L
=1 2i"nh+Y) 27{n" n+l) T+1,
=—im 1—

\Y *V I om
Demak, 8—5'(X)dx=z((’\13bﬂ(ﬂ)’\ =-. lekin );(»1“«(x) 4ator [0,1]
kesmada tekis yaqinlashmaydi. >
5-teorema. Agar (7)-funksional gatorning har bir u,(x) hadi

[a,b\ kesmada uzluksiz un(n) hosilaga ega bo'lib,
t t f f
2X (%)=« (X)+Uu2(X)+...+«, (*) +.. (14)

funksional gator [a,b\ da tekis yaginlashuvchi boisa, n holda berilgan
(7)-gatoming yigfindisi S(x) shu [a,b] da S’(x) hosilaga ega va

ST)= T wix) =J1un(X)

tenglik ofrinli bo‘ladi.
Izoh. Bu teoremada ham (14)-funksional gatorning tekis yaqgin-
lashuvchanlik sharti yetarli shart bo‘lib, zaruriy shart emas.

4°. Darajali gatorlar
1-ta’rif. Quyidagi
2>0*-*ol (15)

ko'rinishdagi funksional gatorga darajali gator deyiladi. Bu yer-
da al,a2...,.an,...,x0 lar o‘zgarmas haqgiqiy sonlar.
Agar (15) da ™~=x-x0 deb belgilash kiritsak,

214



%EJKI' (i6)
darajali qatorga kelamiz. Demak (16)-ko‘rinishdagi darajali gator-

lami o‘rganish kifoyadir.
1-teorema. (Abelning birinchi teoremasi). Agar

®
Z arx" =a0+a,* +aX2+...+a,xn+... (17)
«@

darajali gator x =xii®0 nugqtada yaqinlashsa, n holda gator x ning
I*| <]*01 tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha giymatlarida absolutya-
ginlashuvchi bo ‘ladi.

Natija. Agar (17)-gator x =x0 nuqtada uzogqlashuvchi bo'lsa, u

holda bu qgator {|*|>|*0]} da ham uzoqlashuvchi bo'ladi.

2-ta’rif. Agar o darajali gator |[*| <R} da yaqinlashib,

{I*|>R} da uzoglashsa, u holda shu R>0 soniga darajali gatorning
yaqginlashish radiusi, (-R, R.) oraliqgga esa yaqginlashish intervali
deyiladi.

2-teorema. Ixtiyoriy darajali qgatorning yaqinlashish radiusi R
mavjud bofib, bu gator {|*|] <R.} da absolut va Vr <R uchun ||*| <r}
da tekis yaginlashadi.

Izoh. Darajali gator yaginlashish oralig‘ining chegaraviy x=#R
nuqtalarida yaqinlashishi ham, uzoglashishi ham mumkin. Darajali
gatorni bu nuqtalarda alohida tekshirish lozim.

Darajali gatorning yaqinlashish radiusini quyidagi teoremalardan
foydalanib, topish mumkin.

La
3-teorema. (Dalamber). Agar Ilim - mavjud boflsa, n holda

R - Ilim (18)

bo ‘ladi.
4-teorema. (Koshi). Agar rIikg)n@"/joj mavjud bo'lsa, u holda
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bo'ladi.
5-teorema. (Koshi-Adamar) Agar R soni (17)-darajali gatorning
yaqginlashish radiusi bo'lsa, n holda

A=kl | >

formula (Koshi-Adamar formulasi) o‘rinli bo'ladi.

Darajali gatorlar quyidagi xossalarga ega.

6-teorema. Darajali gatorning yig'indisi S(x) yaqinlashish
oralig'iga tegishli bollgan v nugtada uzluksiz bo'ladi.

7-teorema. (Abelning ikkinchi teoremasi). Agar (17)~-qator
X =R (x =-R) nuqtada yaqinlashsa, unda bu gator [0;i?]
kesmada tekis yaqginlashuvchi bo'ladi.

Natija. Agar (17)-qator x=R (X =-R) nuqtada yaqginlashsa, un

holda S(x) yig'indi [0;]1] ([-/7?;0]) kesmada uzluksiz bo'ladi.

Endi X a"(-t~) ko'rinishidagi darajali gatorni ko‘ramiz. Bu

@

qatorning yaginlashish radiusi %a»x gatorning yaginlashish radi-
usini hisoblash formulalari yordamida topiladi, fagat bu yerda ya-
ginlashish oralig‘i |[ic—®0j< =(X0- R,x0+R) interval bo'ladi.
8-teorema. Agar R>Q soni quyidagi
f(x) =Y,an(x-x0n (21)
WO

darajali gatorning yaqinlashish radiusi bo'lsa, n holda

1) f{x) funksiya (x0-R, xO+R) intervalda ixtiyoriy tartibli
hosilalarga ega bo'ladi va u hosilalar (21)-darajali gatorni hadlab
differensiallash yordamida topiladi;

2) bu qgatorni V[a,6]c (X0-R, xO+R) oraligda hadlab integral-
lash mumkin.

216



3) (21)-darajc™n gatorni hadlab differensiallash yoki integrallash
dan hosil bolgan yangi qatorlarning yaginlashish radiuslari ham (2D
gatornning yaqinlashish radiusi R ga teng bo‘ladi.

Izoh. Agar jf(*) funksiya (21)-tenglik yordamida ifodalanib,
R>0 bo'lsa, u holda f(x) funksiya xO0 nuqtada (aniqgrog', xu
nuqgtaning atrofkla) analitik funksiya deyiladi. 8-teoremadan anali
tik funksiyaning cheksiz differensiallanuvchi ekanligi kelib chigadi.
Lekin, ixtiyoriy Qheksiz differensiallanuvchi funksiya analitik bo'lishi

shart emas. Bu~ga misol tariqasida /7 (*) =exP£ (P funksiyani
. X J
olish mumkm.

9-teorema. Agar f (*) funksiya x0 nugtada analitik bo'sa, yahi
/(*)=t> "(* ~*o)"
n=0
tenglik x0 nuqtQning biror atrO}:i(((ja o'rinli bo‘lsa, n holda

an=1-~-n =Q\.2,.
bofadi, yani n'
/(= ) A")r* '
( ):||.:.|0 N\ - O)
tenglik ham x0 nugtaning o‘sha atrofida 0 rinli bofadi.

5% Teylor qatori. Elementar funksiyalarni
Teylor qatoriga yoyish
Ta’rif. Fara% qilaylik, f{x) funksiya xO0 nugtaning biror atrofida

aniglangan va sfiU nuqgtada ixtiyoriy tartibdagi hosilalarga ega bo ‘isin.
U holda quyidQgi

® nonyv
E (22)
_/ u n-
qatorga f{xj funksiyanin(g)g X0 nuqtadagi Teylor qatori deyiladi.

Izoh. (22)'gatorning yig'indisi har doim ham f(x) bilan ust-
ma-ust tushavennaydi.

Masalan, /(x)=exp — - funksiya uchun barcha hosilalar
V x=1

/ n)(0) =0 va (22) qatorning yig'indisi 0*/(x)
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Lekin ba’zi bir shartlar bajarilsa ular orasida tenglik o'matish
mumkin.

Teorema. (Teylor). Faraz qilaylik {xa-h,x0+h) intervalda f(x)
funksiyaning ozi va barcha tartibdagi hosilalari birgalikda chegara-
langan boisin, yani 3m >0:Vxe(x0-h,x0+h) uchun

f ("\x)\<M, n=0,1,23,..
tengsizlik bajarilsin. U holda (xO-h, xO+h) oraligda f(x) funksi-
ya Teylor gatoriga yoyiladi, ya’'ni

/(*)=£ " rH - X0 rol</> (23)

tenglik o'rinli bo'ladi.

Agar Teylor qatorida x0=0 bo'lsa, u holda hosil bo’lgan ga-
torga Makloren qatori deyiladi.

«Endi asosiy elementar funksiyalarning Makloren qatoriga yoyil-
malarini keltiramiz.

v Thn . n n”

‘e e =S NMI=1+] +li +ir +-

2 ShX §(2u +1)) *+ 31+ 51+ +2u+1) +"* (-°0</<+00)-

« X2 X2 X4 Xz
3-chs="Jp y =I+H +7 i+"*{2ny.+" (*><*<m»’)=

Asn” S5I5ANT"* 3T+ +"4T2/1)r+" H><*<+»)-

O O D VA
5-C 0812/~ T ="""21+4y+" "~ )T " (-»<*<+«>)e
6. (-'<,< ).
7 (H,r ,1+4f2 + zIlb > z~ ,- =HO0, +£ i ,4
mv tA L}, 21
+a-{azlip-2) x3+...+5§'ai:|—)T_—“—'—_fa_n +) O +..(-1<x<l)
3! nl
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6°. Darajali gatorlarning tatbiqlari

a) Darajali gatorlar yordamida differensial tenglamalarni yechish.
Aytaylik,

y' +p{x)y" +a{x)y =f(x) (24)
differensial tenglamaning ushbu
y(*o)sYa /(*o) =/, (25)

boshlang'ich shartlarni ganoatlantiruvchi yechimini topish talab qi-
linsin.

Agar p(x), q(x), f(x) fUnksiyalami xO nuqtaning biror atrof-
ida shu funksiyalaiga yaqinlashuvchi

Z c-(x* ~)"

ko'rinishida ifodalash mumkin bo'lsa, unda yuqoridagi Koshi ma-
salasi yagona yechimga ega bo'lib, uni

«

0 (26)
ifodalash mumkin. (26)-qatordagi noma’lum an koeffitsientlami
topish uchun (24)-tenglamadagi vy, y\ y\ p, g, f lar o'rniga ul-
arning yoyilmalari olib borib go'yiladi va noma’lum koeffitsientlar
usulidan foydaniladi.

Misol.
y* - xy m0 (27)
tenglamaning ushbu
_ CACH . y(°)e0 (28)
boshlang'ich shartlarni ganoatlantiruvchi yechimini toping.
< (27)-tenglamaning yechimini
m

y =X (29)

ko'rinishda gidiramiz. Unda
/ :EZM(H “0 @»*" 2at +Z,I(W+2)(n +0

Xy =x % a nx’
/1-0 a-0 n»|

bo'lib, (27)-tenglama quyidagi ko'rinishga keladi:
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2ar +S (« +1)(«+2)amX" ™ a,, X"
%=1
Bu tenglikdagi x ning mos darajalari oldidagi mos koeffitsient-
larni tenglash yordamida
a2=0, (n+)(n +2)a, 2= neN (30)

rekkurent formulani hosil qilamiz. a2=0 bo'lganligi sababli bu
rekkurent formuladan a5=0, ag=0 va umuman

3=  «eiV
ekanligini topamiz. Shu formuladan yana
an

am-

a3n+l ~

(3«4)«6<7)*=[39 «3a+1)]’
tengliklar 0‘rinli bo'lishi kelib chigadi. (28)-shartlar va (29)-teng-
likdan ==& =1lar, =0.

Demak, (27)-tenglamaning (28)-shartlami ganoatlantiruvchi
yechimi quyidagi ko'rinishga ega ekan:

y =14+-
2-3 (2-3)-(5-6) (2-3)-(5-6)-...-[(Bn-1)-3u1]
b) Darajali gatorlar yordamida integrallarni hisoblash.
Integrallarni hisoblashda ham integral ostidagi funksiyani dara-

jali gatorga yoyish ko‘p hollarda yaxshi natija beradi.
Misol. Ushbu

/="M = £)]1
J \
integral hisoblansin.
< Awalgi punktdagi In (I +x)ning Makloren qatoriga yoyilmasi
dan foydalanamiz:

1 sl X
D . K=J o (-0
fi-'r f 1 ™1 Al a* oAl
7+ nr wa2n-\)r 4£f«2 8 24 12
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|ZOh. Sonli qatorlaming yig'indilarini hisoblashda ko‘p hollarda
quyidagi tengliklar katta yordam beradi.

(31)
(32)
(33)
(34)
tf 2/71-1 4
Yuqoridagi misolni yechlshda (33) va (32)-tengliklardan foy-
dalanildi.
Nazorat savollari
1. Funksional ketma-ketlik tushunchasi.
2. Funksional ketma-ketllkning limit fUnksiyasi tushunchasi.
3. Funksional ketma-ketllkning tekis yaqinlashishi ta’rifi.
4. Funksional ketma-ketlik tekis yaqginlashishining zaruriy va yetarli sharti.
5. Funksional gator tuihunchiul.
6. Funksional gatorning yagqinlashishi tushunchasi.
7. Funksional gator tekll yaqinlashishining ta’rifi.
8. Funksional gator teklif yaginlashishining zaruriy va yetarli sharti.
9. Funksional qator tekis yaqinlashishining zaruriy sharti.

10. Funksional gatoming tekis yaginlashishi hagidagi Veyershtrass alomati.

BRRBRNRBEENERRRBRR!

Dirixle alomati.
Abel alomati.
Funksional ketma-ketlik limit ftinksiyasining uzluksizligi.

. Funksional gator yig'indisining uzluksizligi.

Funksional qatorlarnl hadlab Integrallash.

. Funksional gatorlarnl hadlab dilTercnsiallash.

Darajali gator tushunchasi.

Abelning birinchi teoremasl.

Darajali gatorning yaginlashish radius) w yaginlashish oralig'i.
Darajali gator yaginlashish radlusinl topish uchun Dalamber formulasi.
Darajali gator yaginlashish formulasini topish uchun Koshi formulasi.
Koshi-Adamar formulasi.

Teylor gatori va Teylor teoremasl.

Elementar funksiyalami Teylor gatorlga yoyish.

Darajali gatorlar yordamida differensial tenglamalarni yechish.

. Darajali gatorlar yordamida Integrallami hisoblash.
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_B_
Mustaqil yechish uchun misol va masalalar

1-masala. {/,(*)} funksional ketma-ketlikning M to'plamdagi
limit funksiyasini toping.
11 7/, (jc) =x" -3xnR2+2x"+3M =[0:1].

L2 7.(%) T Xx+3n+2

13 = + M =R-
-4 /.,(*)=(*-Darc/gxnAf =(0;+00].

15 fn(x)=nl'i77, M =[0;2].

16
1*7 /,.(*)= sin"x,M =[0;;r].

In2a +jc2 M =(0:-+)
- *) = ’ =(U;+«3).
-8 /.(%) 2In w+x +jcln«

it
19 /,(*)=V*sinic,M = O;

1-10 /,(*) =tllcosx,M =

1]1 /,,(*) :VBZ.e‘"“ M —_[6);+oo).

\%
— * +—j: ,M =(0;+00).
1.12 /,(*)=« ol ( )

(i
113 /,(*)= n *"-1 M =[I;3].
v /
I-m 7,(*)=narctgnx2,M =(0;+co).
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(' 1n
115 /,(*)-" X*-*3

1.i6 /»(*)m

1T 7.m-

,u »(0;+00).

'(T] «1/x][°:+00)"

1.18 /n % ) ~d 43 Bre/B N n/w [°;+00)>

Ll /,(*)-In(l+x 1;),w =10+ )

1.20 /7 ,(*)-st /st ASA/-[0;+00).

r ow# A
1.21 N(x)=

2>masala. Berilgan funksional ketma-ketlikni ko‘rsatilgan
oraligda "tekis yaginlashishga tekshiring.

21 £,0Q= 7 N 0<If <-

2.3 /,(x)=e-(-")2;_ i< x<i.
2.5 /,(*)= en(x,);0<x< 1.

2.7 1, (*) = xarctgnx, 0<x< +o0.

2-9 /,(*) = arctgnx\0 < x < +00.

211 /,(x)=sin-;-"<x<+o00.

2.2 /,(*)-*m;0s*s+ .

24 [/,(*)= x"-x"H;0 <;*Si.
2.6 /,(*) =x~O"xSl.
2.8 fn(x)= xn-x2,0nx<)\.

2.10 / (x)=—-—;0<x<+00.
"K1 x+n
nx
212 /,.(*) =
1+N+*
214 /,(*)=— ;0S*£1 =m0
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2.15 =>/4,0dr<too. 2.16 fn{X)=-?-—-\-E<x<\+E,e>0.

1
217 f,(x) =y_|()Q+—;—CO<X<+CO. 2.18 f, (*):—X— ;2<x<+00.

2-19 /»(*)= 7IZY-i1<r <+c0-  2-20 / (7 i ST - x~|

N+ .
221 /,(*) = ,a)0 <x <+006)0 <* <1.
n +Xx +yfnx

3-masala. Veyershtrass alomatidan foydalanib, berilgan
funksional qatorlarni ko‘rsatilgan oraliglarda tekis
yaqinlashishini ko‘rsating.

® 2X 0]
3.1 Z arctS—--r;I<+°o- 3.2 Z XZ2-m0<x<+co
1 X +0

2 N
smrac
‘W<3. ‘be <+

33 ,Esw4 1 + in2K 34 ﬁ.l

V~cosnx | . sinwc
35 | —r—:N<+m- 3.6 Z Wic <+

B-l1 n »= +*4

* "

37 SAW < 2.

#1*1

nx .
39 Z ; jo <+00.

3.10 Z,,I;‘;‘ OIS (£

1+« V

* 00 1

3.11 I~ r-2<,<-®. 312 Z - r;-Co< J;<<+00.
nN*"+ »
W

mMY”1
313 Z 0<*<+«3. 3.14

VELIC + n/« 121

» rf-lv-1*2' a) X<
315 Z — e —1l<je<l. - 2W-l)~(r+2w-+H)
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3.17 >r<‘_lsin~\~/\f/\70rctgx24¥n, ;co<x<-«o. 3.18 |Z_ﬁl' 24nx
* (e, " AZiln (I +#cc)
3-19 5 (te+ I>F; 3'20 >2<" < K°-
w1+ ;0<x<2.
321 el n«n2(n +I)

4-masala. Berilgan funksional qgatorning ko‘rsatilgan oraligda
tekis yoki notekis yaqinlashuvchiligini aniglang.

nx
;0 <x<l.
a | (1 +*) (1 +2x)...(1 +Nnx)
nx .
. ;1 <<je<+co.
42 ™ (I +;c)(1+2jc)...(1 +rar)
y [ :0<x<+00.
4,3 iN(X+n)(X+n+i)
Y1 n ) o
0 <x<+
4,4 n[(n -1)x +1nx +1)
—1l<jc<l. 446 N (I-je)*n0 £jtEI
45 £, s J Wé je) j
4.7 E£N-;0<x<+o00. 4.8
o «3
sinnx n bn =Asin AT ”
4.9 X — - 410 S ———— ,0EXE24.
" w2 2 no A
~ i « (="
411 X 2" -sin— ;0<*<+o00. 412 y i— b-;0<*<+00.
n-1 Yx tAX +n
2nn
M v COs-
413 Yy =1 ;0<Zx<I2n. > -00 < X < +00.
Zjn +smx ma\yjn2 + X2
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415 2>— 0O0<*<f 416 £l1«2 1+1— — ;0<x<+co.
» * Y

1+n X'

«m« g (=)~ ~ 0 ;1Sl<"°' 4N8

nyfx .~ .
419 Z |I— — ;l<x<+co. 4.20 Z ; 0<,x< +oo0.
til +#iv Td+ nx)d

— ; I<x<+o0o0.
221 £ (L+2x2(1 +4x2). . (1 +2nx~)
5-masala. Berilgan funksional gatorning yagqinlashish sohasini
toping.

(-0" . (-1)” fi-x V'
5.1 i 52 Vv -, <
é‘(x+n§r/:>/ "otl2n-1 14X
1

53 ., n+1 (3x2+4x +2)" 54 i_\:\ -(r-4* +6)V

y 56 , =N+l (27x3+12x+2)"

I-x
" mAN-2n 1
57 Z 14io N8 L n+l 302+ +6)
v oL fl+x " (x2-6x+12)"
A0 Z -
9 !['HM_+3 I-x) 510 4" °/(»-+j!-)|
AN*+vi 5.12 % (-0+
511 sA(?[n*+yin : (x +n)3
(i N (x2-5x+1)"
i
518 Vx+ii 514 tf 5A-(M2+5) °
@ (n +x)"
515 £ 516 z n(s +x)
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(-1)*
> f—l(* +«)2, e ;Blliﬁn_

n+1 V1n/h
5.20 |
519 n=1 M

521 v _m2+1)

6-masala. Berilgan funksional gatorning yaginlashish sohasini

toping.
o, Q(l 4
6.1 sin(* +#72). 6.2 P A -sin(2x - aru).
n n I
63 Y - *4.cos(x+nn). 6.4 1 O I—-—X21IOS(XI
X 3n g-l
6.5 V-7=r"4 =sin(3x+"n). 6.6 |_ » 2 =in(Sjc- nn).
n
@ *On
6.7 £ - = *-cos(x +s-n). 6.8 zéjl/,\7|rX21-sin(3;t— ArT).
69 ~2" 43 -sin—. 6.10 13“ €' sin—_.
(é_ n =1 2/7
6.11 N.dhex 612 13s.7" -SnJe
(= n HL V«
bx
6.13 mtg— . 6.14 118".
n w1 * K4 ND
6.16 Z2"-X3 -arcsin”.
6.15 3 Y7
6.17 |]16wn-g3 -arcsin-". 6.18 732" -o5 «arcsin-i-.
= V« n-1 Vw
2x
' _*d N
6.19 Y ?n'x"arctg 620 b T-M"«g s +3)
3x

6.21 Z 27" m¢&'arctg of7+1
227



7-masala. Berilgan funksional gatorning
yaqginlashish sohasini toping.

71 | > A/N2-e N

=1

n

IZIV & (VHf
-3 vaj:lﬁ j

7.5 %
Y +1

@ cwlsmi i
77 £5'
1

79 15 "rcr™ ¢ o -

711 £ 1+-, B

® Msini-2

7.13 Yue

n=\

InCi+ ' +InInx
v N

*Ix--e*

719 £
e

721 £(-0-3 1.

In" *+

72 v _ L 11

ni  yjx—e

74 £E«Wx-1-¢

76 £ (I ++

1

78 Sin"(*-1)

7-10

7,12

7.i4

7-16

7.18

7.20
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5 In"(a+2)

1
§in*(x +e)

£ H T ‘e (B

»H
A (-1)
| 4 r
1l N

. Alnu
£sin”

- n*arctg-
£(-1)"-5



8-masala. Berilgan funksional gatorning
yaqginlashish sohasini toping.

+ (n-2) -{n - If

gln 2n+3 -

«.3 "
nw®

w3+ 1
N
8.7 2/{gﬁT

, (,+5 T
4» =(2n-1)

Y& (x-2)"
811 §(3u +1)-2q'

8.13 >v§:1(x+5y-%/\r-
« 1
815 Amwy\ 7/

~ (ie+2)2
8n7

~ (3a-2)-(nr-3)”
8M19 & (n+1)2-2'4 °

>

821 Z

™ Wn+2)eln(n +2)<(n-3)"

f H T lJiz C
8- h (+ow
2n+3

- 5 ,2a°
M l':'("+0 32

nl

8.8 273T-

8.10 11"(2112 5n)-4"

y 3n'{x 2)
8,12 £ (511 8)

8.14 Eng!l'l"n? ;'_{I_* - 2)J1-

* 2 2
8-16 4 * m

y> "5 /lllc\Z“r*I
818 1 (~ +5 =

n (x-5)"
820 tf(n+4)-In(s+4)
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9-masala Ta’rifdan foydalanib, berilgan funksional qgatorning [O;l]
kesmada tekis yaginlashishini isbotlang nO(r)- ?. n ning ganday
giymatlarida qatorning qoldig‘i Vxe[O,l] uchun 0,1 dan katta

bo‘Imaydi?
o
91 Z2(-0" 7 it 92 »-m)* 5.6
x X"
03 04 £(->)m _
® X" X
95 11H r4n_5 9.6 ;E'H(-OJ'|5]_I 9
X" @ X"
907 £(->)e 5 4 98 7. Ol
® X" ® N
%9 K-0" gy 11 910 e M inz-7
” XA @ n X
9.11 . 71n-10 9.12 >n(:1(_0 671-8
9.13 . A3gq 9.14 (zq(- i) 21-3
N @© R "
9.15 EH)'78;_12 916 E H ) 6;_7
" ,
017 (o g o 918 EN Y o 1o
® - ®
o190 EH *, | 920 - -)-15217
o e
9.21 24(_ 0" 7n-13
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10-masala.Berilgan gator uchun uni majorirlovchi gatorni toping
va ko‘rsatilgan oraligda tekis yaginlashishini isbotlang.

«)X +1 «COSUX 3.3
;[0,2 0.2 11—~T
101 Z [0.2] 1A 9%)
Ao fxY 33
10.3 i [-2,2]. 104 Z — 1k 22
5io 106 Z-7T7-" I-16

(*_*)- COS nX

07 z(-on,, "2 124108 Z

@2n +1)-n+1 tinl1+1
\n y
: /2(*+3) :
1».9 U], loio Z - S-M:
A=L
y 2n—| q214—2 L L ® A1
013 £ (ac-3)  V2'vny
~(x +5)"° (X+2Y
015 z A K-1- «-m zZ "~ > N-]-
(-1y-'-x" 11 N +1) X2 l 5F
1017 £ 215 O
X -2)2 35 .
1019 £(-1) %72 b, 1020Z i >[-6>4
«m]

f*'2)' T
1021 [,'3]-
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lI-masala. Berilgan funksiyani Makloren gatoriga yoying.
111 /nr) =1 +x)e x. 11.2 / (jc) =Sin2jc=coSs2a\

\ j2-3jc+ 1

" 114 f{x) =arctg =~
o3~ > 7~ 1] ' —N

115 f[x) =arctg---=. 11.6 / (*) =arcsin
1_‘I: v/l + Jt2
11.7 / (*) =arccos(l-2jc2). 11.8 /(jc) =COS2jc.
th
119 /(jc) =sin3x 1110 / (x) =
1-JC
*\ —
B0 A= e ox
\ /M -in ™. *) =
11.13 1114 /(%) = 1, o oy
1115 /(*) = 1116 /(*) =
(, ’ 02)0 9+ x2
1117 /(%) =~ X3 1118 7 (X) =e2x+2e-\
: (*) =%o- ax+3 : (x) =e -
X 12-5
1119 /(*) = 1120 /(*) = x
6-5jc- jc2

1121 7(x) =In(x2+3x + 2).

12-masala. Berilgan funksiyani ko‘rsatilgan nuqta atrofida Teylor
gatoriga yoying va bu gatorning yaginlashish sohasini toping.

121 /(X) =n/x;x0=4. 12.2 / (X) =ex;x0=-2.
12.3 /(;c) =cos;c;x0= A 124 f(x) =";x0=-2.
125 /(*)= 12 \ no=2. 1256 /(*)=_ _1— ;Xo=i
Vijc -4 jc+ 8 7 jc*-5jc+ 6
n
12.7 /7 (*) =cosdx;x0=-". 12.8 f{x) =sindx;x0=—.
129 /(*) =5U;*0=3. 12.10 f(x) =e2¢x0=-1.
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1211
12.13

12.15

12.17

12.19

12.21

131

133

135

13.7

139

13.11

1313

i3.i5

13.17

/ (*) =sinx;x0=". 1212 f(x) =" ;x0=3
7
f{x) =sin2x;x0=--. 12.14 f{X) =cos2x-p0=-.

/(*)= j2_5x76Xo=~1 12’16 f(X) ="*"x0=8-

/ (X) =sin3x;x0=j . 1218 f(x) =cos3x;x0=
/W =Y NN o=-1 1220 /W =7T"NIN - ;Xo=2-
/ (*) =cosdx;x0=".

13-masala. Quyidagi gatorning yig‘indisini toping.

o 2 132 (q( 2('|'|'K

~NEBw +i)x3 y X
S~ T =" 13-4 8"e(» +)m
sin nx
“ 136 /f\flﬂ_ «l
» XN vV x”
1310 i(- ir" (2*-1K~1.
(23]
E«-(« +)N-1 13.12 Z4 3
=1 iy 3
* (-1r1 N 2n-1
8§(2«-1)-3a1 1314 5 2
Xm i V"]@ 14" X’Z/H-l
ETQIJ;LI 1 3-16 EOI/I " 2¢ +1
=/ A.2a

13.18 jt-4x2+9x3-16x4+...
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1 1

- - —+ +eo
1319 \-2x+2-3x1+3~413+... 1320 _ _ -~ . +3 o
1 1 1 1
21 -=5-—=- Hooo oo +—

1-2 2-3 3-4 45

14-masala. Berilgan qatorning yig‘mdisini toping.

y - > ~an
nUn K= T % 142 §(2un-3)(2»-2)
143 1(-1) |, > 144 h 4"-(2«-2) *
11
i4.6 Z(-0 - .
145 © on41 ' Z{ ~onjx
" " o ym-1
(1) 1 148 £
$n (rr-1) ' 2H+1
14.10 ]_I |h)/v_%z~
149 k?m—(m +1) ’ 8 —(9«111)
nj 2n+2
1411 X (2, +1)2¢+2) 1412 7 (- )" fpy+i IX-
()] red
1414 S —
1403 § (17~ T )" 3
X ) A
éZM—(Zn—l) 1416 E (-0"+7
XL G
1417 Z 1418 Xy_y7 +1)y
(-1)" sin" x

S (M+!)(« +2)

ii

1421 & 5 h-n+i):



15-masala. Quyidagi gatorning yig‘indisini toping.

151 X (47 +9"?7+5*" "+ 152 £@Bun2+7U7+4)*".
/70 n-0
153 X (« 2+« +1)xiH3 15.4 £(212+41 +3)X"+2
(£23)] 23]
155 )/(;é« 2+5qa +3)x4. 156 £ (2»2+5«+3Y #
15.7 X (31 2481 +5)x"+2 158 £(2U2+81+5)X".
HO Jp23)
159 2 (2 «2+7n+5x* 15.10 ~(3n2+7n+5)X".
H=0
1511 2>-(2u-1)r2 1512 E ("2 /r+1Y-
1513 £(2 «2-n-1)xn. 15,14 f](3 «24+5w+4 y H.
§p29)
15.15 E:(S« 2+ 7« +4)xn. 15.16 )r(‘:é)Z n2-n-2)xr\
1517 |](2 «2+2u+1)xX". 15.18 £ (« 2+2n- ljx"H.
w*0 n-0
1519 £ (u2+2n+2)xm2 1520 £ («: +4n+3)X"H.
0 0

1521 £ (n2+5u+4)x"+2
o
16-masala.

Integral ostidagi funksiyani gatorga yoyish yordamida berilgan
integralni hisoblang.
i j i
16.1 Jto— -dx. 16.2 Jnx-In(l -x)dx.
0 I-X 0
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+#t 2t

16 xdx

8 164 ] _,
Oe 1 oe'+T
1n fxW | +x2

165 f-——————————- dx
O *

Darajali gatorlar yordamida quyidagi differensial tenglamaning
berilgan boshlang‘ich shartlarni ganoatlantiruvchi yechimini toping.

166 y'-y =0, y(0) =I. 167 (1+m2Y -1 =0, y(0) =0.
16.8 y' +A% =0, j(0)=l, y(0)=A. 169 y'-xy-0, j>0)=1 /(0) =0.
16.10 = y(0)=0, y(0)= 1.

1611 (\-x2)y"-5xy’-4y =0, y(0)=I, /(0) =0.

16.12 y"-xy =0, y(0)=0, /(0) =1.

Integral ostidagi funksiyani darajali gatorga yoyish usuli
yordamida berilgan integralni 0,001 aniglikda hisoblang.

16.13 1614 Nxcosxrix.
1 1 4
1615 JSiNnX2<& 1616 A
0 O'"s/l+ X
1617 jA fc. 16.18 ax
4 dx Bin (1 +x2)
1619 J-y— . 1620 f ~— dx
O\Il1-x X
i
1621 je~dx.
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-D-
Namunaviy variant yechimi

- *)_ |n 3+ i -
1.21-masala. Ushbu 7/ ,(*)-In nA-+ex funksional ketma:

ketlikning A/ =[0;+co) to‘plamdagi limit funksiyasinitoping.

< /() =lim 7, () =limin 3+ "2 "=in3+limin 1+ "2
5 im 7/, (x) =lm [h+e 3-(r4+e2n

n 1+m nzZ&x . .
3(/74+e2] J2v
=In3 +lim- ~~ V--—————dim—F+—+-r=In3+1-0=In3>.
fi—x 3(w4+e2t)
3HMA+QX)
n+x
2.21-masala. f, (*)-"' . funksional ketma-ketlikni a)
N +X+yjnx

O0<x<+#D b) O0<x<I| oraliglarda tekis yaginlashishga tekshiring.
< lkkala oraligda ham f,(x) ketma-ketlik yaqinlashuvchi bo‘lib,
| +-

/(xX)= lim/,(x)= lim n+x —lim- « ml
R =G M+ X+ yfnx

7 VN
bo‘ladi. Endi tekis yaqginlashishga tekshirish uchun [-punktdagi

1-teoremadan foydalanamiz.
n-+x \[nx

n+x+yfnx UN+X+
deb belgilasak, 1-teoremaga ko‘ra {/, (x)} ketma-ketlik M to‘plamda
tekis yaqinlashishi uchun ushbu

AW =|/W -/ W |=

limSupr(x)=0;

XwM
munosabatning bajarilishi zarur va yetarli.

a) O0<x<+wm bo'lsin.



n+n+yjn-n 3n 3 s$3SaPS "V *F 3

b) O<J/T<1l bo‘lsin. Bu oraligda r,(x)>0 bo'lgani uchun

{,,()[T = Suprn(x) =nI(l) =— = limSwpr(x) =lim— N—-=0 =
osad 7+ 1+ +| +

= /,(x) funksional ketma-ketlik 1 ga tekis yaqginlashmaydi.
Demak, berilgan funksional ketma-ketlik O<x<+o00 to‘plamda
notekis, O<x<I to‘plamda esa tekis yaginlashar ekan.>

3.21-masala. Veyershtrass alomatidan foydalanib,

w1+ . . . .
>r<ri M -In2(« +1) funksional gatorning O<x<2 oraliqda tekis

yaqin ashishini ko‘rsating.

w,(x) =In 1+nm2(n+l) Berilgan 0<x<2 oraligda qu-
yidagi tengsizliklar o‘rinli.

In 1+ x =In ]+
M*)I= n-1m2(n +1) w-12n +1)  w-In2w=I) wiIn2(« +1I)

Agar a, deb belgilasak, Koshining integral alo-

«=In2(« +1)

= " 1
matiga ko‘ra 4 A«-In2(«+I) sonli 4ator yaginlashuvchi
bo‘ladi. Unda Veyershtras alomatiga ko‘ra berilgan funksional ga-
tor O<x<2 oraligda tekis yaginlashuvchi. >

4.21-masala. Berilgan ushbu

n
b (1 +2x)-(1 +4:0)- .- (1 +2rad) *

funksional qatorning i<x<+oo oraligda tekis yoki notekis yaqin-
lashuvchiligini aniglang.

< Bu gatorning tekis yaginlashishini tekshirish uchun 2°-punkt-
dagi 1-teoremadan, ya’ni (I0)-tenglikdan foydalanamiz.
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WITX)= () 4 ooy (1 + 4x2)e...0 (1 + 21XD)

| . T=23,...
2% (1 +20) (1 +432)-..~(1+2(n-1).v:) (I +2x2) (1 +4*2)-...—(I + 2m-2)

va

(H2XD~(1+40)-..~(1=2/z1)

(H2A-2-(I+4rn)-...-(1+2m) <= " (I+2)(1 +4)-...-(1+2n)

=lim Sup |HXx)] =0= Beriigan qator [1,+a3) oraligda tekis ya-

ginlashadi. >

521-masala. Z"~T ™ T ~ (25" +1) funksional gatorning ya-

ginlashish sohasini toping.
< Yaginlashish sohasini Koshi alomatidan foydalanib, topamiz:

(= 710)(25i=+]) =2V i<

\ 55, da qator ya-
' n" o
ginlashadi. Chegaraviy nuqtada esa u,,IV s L bo'lib,
=lim—1 =fo0

tim <, fvi-l:] «>*n +1
qgator yaginlashishining zaruriy sharti bajarilmaydi = yaqinlashish

|
i interval ekan. >
sohasi cx5
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6.21-masala. Ushbu

3*
J_]27" -x3marctg
2« + 3
funksional gatorning yaginlashish sohasini toping* alomatidan foy-
<

Bu qgatorning yaginlashish sohasini Dalambei'
dalanib, topamiz:

27"4H <XB*pmarctg— mt-+2 =27-bl* <i:
m VX)) _ 203 o7 licBelim };l 3 -[qH
wix) 27" <" mrctg n
2n+3
1 1 um yaginlashadi.
bo‘lsa yaginlashadi. =>N\<- yoki xG Y3 d3
Chegaraviy nuqtalarda tekshiramiz. 1
va .
* = Isi -arct .0 M2n+3
1) bo'lsin 92n+3 N+
1 .qlashadi.
uzoqglashuvchi =>berilgan qator x=- nugtada WZ
1
) va
2) N bo'lsin

VI y+l 1 , A yaqginlashuvchi
iLv U arctg—— - gator Lebnis alomatiga ko’
. T 3

«=1

=> berilgan qator x:~~é nuqtada yaqinlashuvchi-

,nlashish sohasi

Demak, berilgan funksional gatorning yaqg*

1nm

.- yarim interval. >

7.21-masala. Berilgan

n Hn+1
ZH"3
rt=
gatorning yaqginlashish sohasini toping.
< Koshi alomatiga ko‘ra

liman @] =

lim3 =3-X
n->0c VI Vo7l HCC
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bo‘lsa, ya'ni * >0 bo‘lganda berilgan gator yaginlashadi. Chegaravjy

*=0 nuqtada m1(0) =(-1" bo'lib, X (=0 gator uzoglashadi.
Demak, berilgan gatorning yaqginlashish sohasi (0,+00) oraligda
iborat ekan. >
«© w

8.21-masala. . funksional gatorning
AWM+ 2)eIn(/; + 2) «(x- 3)

yaginlashish sohasini toping.

< Qo'yilgan masalani Dalamber alomatidan foydalanib, ye-
chamiz. Agar
im >P ) lim (p+2)In(" +2H *-3r _ 1 -l

(%) ">xn +3)1ln(n + 3)-(.r-3)~,* (a--3)2
bo‘lsa, unda berilgan funksional gator yaginlashadi
=>(jc-3)2>1=">|a:-3|>1=>n:e(-00;2)n(4;+o00) to‘'plamda berilgan
gator yaginlashadi. Chegaraviy x=2 va x =4 nuqtalarda

N (n+2)n(n+2)!
© i

bolib, I (J3+2),n(, +2) son™ Qat’r Koshining integral alomatiga

ko‘ra uzoglashadi => Berilgan funksional gatorning yaqinlashish
sohasi (-00;2)u(4;+00) to'plamdan iborat. >
9.21-masala. Ta'rifdan foydalanib,

Y (- Qr— e
T71;-13

funksional gatorning [0; 1] kesmada tekis yaginlashishini isbotlang
(WO(e)-?). n ning ganday giymatlrida gatorning qoldig'i Vxe[0, ]
uchun 0,1 dan katta bo‘lmaydi?

< Bu masalani yechish uchun V~>0 olinganda ham

3«0=n0(e) e V topishimiz kerakki, Vn>n0O va barcha .xe[0,l]

uchun K®|=z«*W <E tengsizlik bajarilishi lozim. Vf>0 son

olamiz va quyidagi baholashlarni amalga oshiramiz:

-0'- +
kwh B -0 7X--13 " 713 vt 7-(/»+1)-13 >Hr7(/i+2).|3
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—MN— <— 5— <e=>1n-\b>—=>7n>—+13=>n>~\ —13|=>Vff>0;
7»—13 7n-13 e e 7U

olinganda ham «>(*)= H: *uy deb olsak, \/n>n0 va Vxe[0,I]

I h t izlik bajariiadi. B X(~0
ar uchun - s tengsizlik bajariiadi. Bu esa X ( 7/1-13

funksional gator [0,1]] kesmada tekis yaqginlashishini anglatadi.
Masalaning i kinchi gismini yechish uchun £=0,1 deyish ki-

23
foya => /(&) = +13 =3=> barcha n>b lar uchun

10,1
K(x)]~0,1 bo‘ladi. >
(x-2)"

10.21-masala. 27~2«-1)-2" “un”s*ona”™ Qator uchun uni
kesmada majorirlovchi gatorni toping va ko‘rsatilgan oraliqda tekis
yaqinlashishini isbotlang.

i /N A U A 1
< Vxe[l,3] uchun W |I" "2n- 1)«2 (2n-1) T  bo‘lib>

an~j2n-\)-T “esak, =/ (2#h-1)-2n son'' gator berilgan

gator uchun uni majorirlovchi qator bo‘ladi. gator yaqin-

17=1

lashuvchi bo'lgani uchun Veyershtrass alomatiga ko‘ra berilgan

Z "2n~i) 2" qatorning [lI; 3] kesmada tekis yaginlashuvchi ekan-
ligini hosil gilamiz. >
11.21-masala. / (x) =In(x2+3x+2). funksiyani Makloren ga-

toriga yoying.
< Bu masalani yechish uchun

[ (X)=In(x2+3x+2).=In[(x +)(x +2)] =

=In(l +x) +In(2 +x) = In(I + x) + In2+ Infl +~ j;
deb olib, 5°-punktda keltirilgan
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n(1+x)="](-1)mwi— ,xe (-1, 1];
tenglikdan foydalanamiz: "4 n
In(x2+3x+2).=In2+In(l + x)+ In(1+~
l(_l).

S1mR+X (16 - +1
7=1 n =i

=In2+Z (- 1+ —  Xa.>

12.21-masala. / (/) = cos4n funksiyani *0 nugta atrofida Tejior
gatoriga yoying va bu gatorning yaginlashish sohasini toping.
< Awalo cost=x(I+cosg\x) ekanini e’tiborga olib,

/ (n) =cos4dx = (cos2*) =—(1 +2cos2x +c0s22n) =

=Ty pcosPx+ 28X 3, Looooy s+ Losax
Y 2 y 8 2 8

bo'lishini topamiz. So'ngra x =t+— almashtirishni bajaramiz:

4

1 o1 4 3 . 1
+—C0s 2/ +— +-c0S(4?+ ;r) = - sinZ /— cos4?.
/8 82 8

Endi sinx hamda cos* laming 5° punktda keltirilgan yoyilma-
laridan foydalanib, ushbu

« TV ."224
sin2/=V = N2\
ti (2n + 1)!
* (-1)"-4Z7 2
cos4/ =Y —t ,
£o (29)!
tengliklarga f~a bo'lamiz. Natijada
»+1 ] \2/;+1
~ .. I £ (W x_ £ f:
N\ X —
Im ¢ s VL0 . 8o (2! 1 4y
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4 ga (211 + 1) 4 mr 1 4
gatorni hosil gilamiz. Bu gatorning yaginlashish sohasi (-00,+00)
ekanligini ko'rish giyin emas. >

13.21-masala. Quyidagi
1 1 +J3J 1

- - L. l-_2 2-3 3-4 4_5+ll
gatorning yig‘indisini toping.

< Berilgan VHT gator uchun /I;'((::r!) () =0 2
taqqoslash amlomatiga ko‘ra u absolut yaginlshuvchi Chekli
yig'indiga ega. n ,

5-y ru
7+1)
deb belgilaymiz.

Ushbu « e

yordamchi qatorni kiritamiz. Bu gator [J<1 da absolut va tekis
yaginlashadi. Abelning 2-teoremasiga ko‘ra (5° punktdagi 7-teore-
ma va uning natijasiga garang)

5= iS00,
bo‘ladi. S(x) funksiyani topish uchun (I)-tenglikni 2 marta diffe-
rensiallaymiz.

cc n

n

S"(x)="Exnmi=1l+ X+ X2+HIWNM3+...= —3F bl <1=>
#:1 1 X

= S'(X)=In— +CG va .N0)=0=>
=Ze¢, =0:=>S'(*) =(I-*) «n(l-*) +*+c2 va S(0)=0=>c, =0;
Demak, 5(ar)=(1-a:)-1n(1-n:))+n: ekan Jim),S(x)=2Iri2-1.>
ZE le:|1
» ) 27«(2/7+1)’ qgatorning yig'indisini toping.
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< Bu gatorning yaginlashish sohasi [-1; 1] kesmadan ibor
bo‘lib, bu kesmaning ichki nugtalarida gatorni hadlab, differensial-

lash mumkin:
X v 2<H *2n n r

re(-1;1D) sy =J~"-rfr+c, =~1n(1- )K" +cl va 5'(0)=0=>q =0=>

s (X) = J.8"(X)JIx+c2=+ Jin(1-x 2)fifc+c, = ((bo‘laklab integral-

nooo2\ 1. 1-x
i i =- - *F J+X+—mM-—-- +
lash usulidan foydalanamiz)) ?lngll J+X M5 c2 va
S(O)=0=> ¢, =0.
W21
Demak X ----7------- r=x+—An—— —n(1-x2). eican Tene_
’ 2«e(2« + 1) 2 1+x 2 v ' eKan’' leng

lik (-1 1) intervalda o‘rinli. >
00

15.21-masala. >><=O(”2+ 5" + 4)s,+2 qatorning yig'indisini toping.
P

< Berilgan gator (-1; 1) intervalda absolut va tekis yaqil
lashadi va shu intervaldagi v oraliqgda bu qatorni hadlab integral-
lash mumkin:

S(y)=1E(Aa2+5a+4HnT"'R=£ (,+ 1)(, +4)* - =>xS(x) =j]>](« + )(w + 4)x"+3=>

n=0 17=0 n«o

:>J.x—S(x)tI‘,v:¥_§£n+]);c"+4+c, - r"(’)\ +IK+c, =x*-mE,(*)+ 1

x=0 da S(0)=5,(0)=0=>c, =0
Demalk, to
Bx-E(x)abc =x4-5,(x) va 5,(x)= fﬁgﬂ + )ac" => Js,(jc)dr =

X
=E XH AX +X2+X3+.., = - +c2 X=0 da S,(0)=0=>c2=0.
n0 1 X

9

JSMX)<& =— -=>S”Ax) =" -~ j = ('~x)I" BU tcnglik va
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fx-S(x)c/x =x4 S,(x) dan

4x3«1 - o) +2x4«1- X)

040 omr -

_ 2xi '|(£'L)\=>£(*)L'= 2x2«(2-x)

=>X-S(X) = (XA SNxfj =

(1-x) (1-x)
Shunday qilib,

1r(/r2+5n + 4)xn2= 2X xe(-1; 1).>

16.21-masala. IIntegral ostidagi funksiyani darajali gatorga yoyish

usuli yordamida {')e *dx integralni 0,001 aniglikda hisoblang.

< Agar 5°-punktda ex uchun keltirilgan yoyilmadan foydalansak,

Vi0 (N
ekanligini, bu yerdan esa
(-1 y- (1)
™ s A onln+1)  ALnb2n+ 1)y

bo‘lishini topamiz. Bu hosil bo‘lgan gator Leybnis qatori bo'lib,
uning m-hadidan keyingi gqoldig‘i

-0
- (

uchun
1
(m+D-2/w+3)’
bo'lishi bizga ma’lum. |Jm|< 0,001 bajarilishi uchun oxirgi tengsiz-
likdan m> 4 bo‘lishi kifoyaligini aniglaymiz. Demak,
«l-1+1—L+— *0,747.>
3 5 42 216
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8-§. 7-MUSTAQIL ISH
Xosmas va parametrga bog‘liq integrallar

1-tar xosmas integrallar va ularning yaginlashishi.

2-tur xosmas integrallar va ularning yaginlashishi.

Xosmas integralning Koshi ma’'nosidagi bosh giymati.

Parametrga bog‘liq bo‘lgan xos integrallar va ularning funk-
sional xossalari.

Parametrga bog‘lig boigan xosmas integrallar va ularning tekis
yaginlashishi.

Parametrga bog'lig bo‘lgan xosmas integrallar va ularning funk-
sional xossalari.

Eyler integrallari.

-A-
Asosiy tushuncha va teoremalar

Biz 1-kursda \f{x)dx aniq integralni o‘rganish jarayonida unga

2 ta shart qo‘ydilz:

1) a va b lar chekli sonlar,

2) [a,b\ da berilgan f{x) ftmksiya shu kesmada chegaralangan.

Endi biz aniq integralni quyidagi umurniyroq hollarda
o'rganamiz.

1-hol. Oralig cheksiz, lekin funksiya chegaralangan,

2-hol. Oraliq chekli, lekin funksiya chegaralanmagan.

1-holda hosil bo'lgan integralga I-tur xosmas integral, 2-holda
hosil bo‘lgan integralga esa Il-tur xosmas integral deyiladi.

Birinchi va ikkinchi tur xosmas integrallar va ularning xossala-
rini alohida-alohida va batafsilroq o'rganamiz.

1°. Chegaralari cheksiz xosmas integrallar
(1-tur xosmas integrallar)

Integrallash oralig'i cheksiz bo'lgan holni ko‘raylik. Bunda 3 ta
vaziyat yuz berishi mumkin:
1) a<X< +00;
2) -o0<X<b;
3) -co<Xx< +oo0.
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Aniglik uchun 1-vaziyatni to'liq ko'rib chiqaylik.
Faraz qilaylik, /(x) funksiya [a,+00) nurda aniglangan bo'lib,
A
VA>a soni uchun jf{x)dx mavjud bo'lsin.
“ A
F{A)=\f{x)dxm &
a
deb belgilaymiz. :
1-ta’'rif. Agar ushbu

a
limit mavjud va chekli bo‘lsa, uni f(x) funksiyaning \a,+00) ora-
ligdagi I-tur xosmas integrali deyiladi va n

\f{x)dxm (2)

kabi belgilanadi hamda (2)-xosmas integral yaginlashuvchi, aks hol-
da esa uzoglashuvchi deb ataladi.
Shunday qilib,

4f(x)dx:=limjf(x)dx.

Qolgan 2 ta vaziyatda ham I-tur xosmas integral shunga o'xshash

ta'riflanadi: 6
jf(x)dx:= lim jf(x)dx,
-00 A
+0 B
(*)& := ton J/(X)&,
-x B-++jcA

a +*

Agar [f{x)dx va JF(X)dX yosmas integrallar yaginlashsa, u
=K a
)

holda \f{x)dx xosmas integral ham yaqginlashadi va
00

+ao a +00

\f{x)dx= \f{x)dx+ J/(x)</x;

bo'ladi.
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fdx
ftfisol. J”j (a>0 va A V hagiqiy son) xosmas integralni

yagit\lashishga tekshiring.
d V A>a olamiz
AT* -a'-x
1-n 1-N
INXxX=InA- Ina, J1=1

a'-'1
X>1 bo‘lsa limF(A) = i bo‘lib, integral yaginlashadi. /1< 1

bo i$a = bo'lib, integral uzoglashadi.
$hunday qilib,
*tdx Jyaginlashadi, agar J1> 1 bo'lsa,
*xn [uzoglashadi, agar /1< 1 bo'lsa.
J-teorema. (Koshi Kkriteriyasi). (2)-xosmas integralning yaqin-
las/tuvchi bo ‘lishi uchun quyidagi shartning bajarilishi zarur va yetar-
lidif- >0 uchun 3B>a:\/Al>B va A,>B lar uchun

\f{x)dx <e ;

bowdL
OVJVCo‘p hollarda Koshi shartini tekshirish giyin bo'ladi. Shuning

ucjiim tekshirish oson bo Igan alomatlarnl keltiramiz.

£5undan buyon biz har doim VAZa uchun \f{x)dx mavjud
a
N faraz gilamiz.
Z-teorema. (Umumiy taqgoslash alomati). Faraz gilaylik, [0,+c0)

nufda
\F{x)\"*g{x)

bo'jib, ) g (x)dx xosmas integral yaginlashsin. Unda ff{x)dx xos-

mO0S intggral ham yagqinlashadi.
3-teorema. (Xususiy taqqoslash alomati). Faraz qilaylik

0"a<x<+oo nurda |/(*)]*~j>c>”"~~const va A>1 bo'lsin. U

249



TOO

holda \f{x)"x xosmas integral yaginlashadi. Agar 3c >0 -
n o ~r1r’

mo7/6, A<l bo'lsa, If{x)dx xosmas integral uzoglashadi.

+00

2-ta’'rif. /lgor JJ/(X)]<& vyaqinlashuvchi bo‘lsa, n holda

a
+C

\f(x)dx xosmas integral absolut yaginlashuvchi deyiladi.

2-teoremaga ko'ra absolut yaginlashuvchi integral oddiy ma’noda
ham yaginlashuvchi boiadi.
+C

3-ta'rif. Agar \f{x)dx yaginlashib ||/(-T)"A uzoglashsa,

a
+»

\f(x)dx xosmas integral shartli yaginlashuvchi deyiladi.

4-teorema. f(x) va g(x) funksiyalar [«+<») oraligda anig-
langan bo'lib, /(*)- 0 va g(x)- 0 bo'lsin.
Agar *->+o00 da

1(x) =0*(g(x));

+%

bo‘lsa, ff(x)dx va jg(x)c/x xosmas integrallar yoki bir vaqtda
a a

yaginlashadi yoki uzoglashadi.
5-teorema. fix') va g(x) funksiyalar [o,+co) oraligda anig-
langan bo'lib, ular quyidagi shartlarni bajarsin:

+00

(Abel alomati) a) f/(*)<& vyaginlashuvchi,

b) g(x) funksiya [a,+00) da monoton
va chegaralangan;

(Dirixle alomati) a) 3K VA>a \MX)d* <K,
b) g(x) funksiya [a,+00) da monoton
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U holda \.f{x)dx xosmas integral yaqginlashuvchi bo‘ladi.
a

Misollar. 1) Jsinx'A xosmas integral yaginlashishga tek-
1

shirilsin.
+50 +1 J J

< Jsin:r<fc = JIxsinx2--tfx deb olib, /(x) =xsinjr, g(x) =-
i 1 X C e
deb belgilaymiz va Dirixle alomatining shartlarmi tekshiramiz:

1) /(x~xsinx2eC[l,+00) va F(x)=~jcosx2- chegaralangan;

2) g(*) =-X" va Hmg(x)=0;

+30 +00

= j/! (*)g(*)dx= Jsinx2dx- yaginlashuvchi.
1

P
2) J-—-- dx xosmas integralning shartli yaginlashuvchi ekanli-
I X
gi ko'rsatilsin.
< Agar / (x) =sinx va g(x) =- desak, Dirixle alomatiga ko‘ra
yaginlashuvchi ekanligini hosil gilamiz.
Endi
I X r x
xosmas integralning uzoglashuvchi ekanligini ko‘rsatamiz.
. i ., I-cos2x
SMX >SiN*X = -------m-mm- .
1 1 2
Unda ya >1 uchun
rUmx , 1rdx 1fQ0s2x ,
—————— d X > - - - dX
* X 2*x 2" X
bo‘ladi. Ma’'lumki,
\dx +rdx "rcos2x  +COs2x

J~'uzoqlashuvchi va jun J— =J x



Dirixle alomatiga ko'ra yaginlashuvchi. Shularga asosan oxirga teng-
. Sinjt
sizlikda A->+00 da limitga o‘tib, J d* xosmas integrating

uzoglashuvchiligini topamiz. => f---—--- dx integral shartli yaqin-

lashuvchi. >

Eslatma: Birinchi tur xosmas integrallarda ham ma’'lum shart-
lar bajarilganda anig integrallarni hisoblashda qo'llaniladigan
o0‘zgaruvchilarni almashtirish, Nyuton-Leybnis, bo‘laklab integral-
lash va shu kabi boshga formulalar o‘rinli bo'ladi. Ularning shart-
larida va ifodalanishida printsipial farq bo'Imaganligi sababli biz
ularga to'xtalmaymiz.

2°. Chegaralanmagan funksiyaning xosmas integrali
(Il-tur xosmas integral)

Faraz qilaylik, f(x) funksiya [a,b) yarim segmentda berilgan
bo'lsin. Agar Va >0 soni uchun /(*) funksiya \ab- a)<™\a\b)
da chegaralangan bo‘lib, [0,fe) da chegaralanmagan bo‘lsa, n holda
b nugta f(x) funksiya uchun maxsus nuqta deyiladi.

Aytaylik b nugta [a,b) oraliqda berilgan f(x) funksiya uchun
maxsus nugta boMib, f(x) funksiya [a, b-a\ kesmada integral-

lanuvchi bo'lsin.
b-a

F{a)= jf(x)dx;

deb belgilaymiz. Bu funksiya (0,b-a] yarim segmentda aniglan-
gan.

Ta'rif. Agar ushbu
b-a
IirrgF(a): Iirrc] ff(x)dx;
a->+ 4 7 a-n é 4 "7

limit mavjud va chekli bo‘lsa, uning giymatiga /(*) funksiyaning
\a,b) dagi Il tur xosmas integrali deyiladi va

Jf(x)dx; (3)

kabi be/gilanadi hamda (3)-xosmas integral yaginlashuvchi , aks holda
esa uzoqglashuvchi deb ataladi.
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Shunday qilib,
i)<fri=Um J/(*)& ;

Xuddi yuqoridagidelz, a nugta f(x)a funksiyaning maxsus nugtasi
bolganda (a,b] oralig bo'yicha xosmas integral, a va b nugtalar funk-
siyaning maxsus nugtalari bo'landa (a,b) oraliq bo'yicha ‘xosmas in-
tegrallar quyidagi tengliklar yordamida aniglanadi:

a ata
J/(X)<&::a|3%j f(x)dx
ata
b 1
Misol. _xy dx (A>0) xosmas integral si<l bo'lganda

yaqginlashadi va A>\ bo‘lganda uzoglashadi,

Ikkinchi tur xosmas integrallar uchun ham birinchi tur xosmas in-
tegrallarda o'rinli bo‘lgan ulami hisoblash usullari va yaginlashish alo-
matlari o'rinli. Ulaming hammasiga to'xtalmay, asosiylarini keltiramiz.

1-teorema. (Koshi Kkriteriyasi). (3)-xosmas integralning yagin-
lashuvchi bo ‘lishi uchun quyidagi shartning bajarilishi zarur va yetar-
lidir Ve>0 uchun 3S>0: O<a”<a'<S tengsizlikni ganoatlantiru-
vchi v a' va a" lar uchun

<fm

tengsizlik bajariladi.
2-teorema. f(x) va g(x) funksiyalar [a,b) da berilgan bo'lib,
b shu funksiyalaming maxsus nugtasi bobin. Agar Vxe[a,6) da

0 Ef(x)zg(x)
h b
bo‘lsa, n holda js{x)dx integralning yaginlashuvchiligidan \f(x)dx
a h a

ning yagqinlashuvchiligi; \f{x)dx integralning uzoglashuvchiligidan
b

Jg(x)«iv ning uzoglashuvchiligi kelib chigadi.

a
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Natija. Agar |/(*)] “cwmb- x) A bo'lib, n< 1 bo'lsa (3)-xosmas

integral yaginlashadi. Agar f (x) A(b~ ).;|> c>0,bo'lib, A>1
-X
bo‘lsa, u holda (3)-xosmas integral uzoglashadi .
3-teorema. Agar x-~b-0 da f{x)-0'(<?(*)) bo‘lsa, unda
b b
\f(x)dx va jg(x)dx integrallar bir vaqgtda yaginlashadi yoki uzoq-

o

lashadi.
4-teorema. f{x) va g(x) funksiyalar [a,b) da berilgan bo'lib,
ular quyidagi shartlarni bajarsin:
b

(Abel alomati) a) j/ (¥)<&= integral yaginlashuvchi,

a

b) g(*) funksiya \ab) da monoton va chegaralangan;

(Dirixle alomati) a) yk \S>0  Jf{x)dx <K

b) g(.r) funksiya [a, b) da monoton va
Jimg(x) =0

U holda \f{x)dx xosmas integral yaqinlashuvchi bo'ladi.
a

3°. Xosmas integrating bosh giymati

I-ta*rif. Aytaylik, f(x) funksiya -co <x < tog ri chizigda anig-
langan bo'lib, undagi v kesmada integrallanuvchi bo'lsin. Agar ushbu

& )I(*)*;
limit mavjud va chekli boba, f(x) funksiya (-o0,+00) oraligda
Koshi ma’nosida integrallanuvchi deyiladi. Bu limitnmg giymatiga
esa f(x) funksiya xosmas integralinmg Ko*hi ma’nosidagi bosh qi-

ymati deb ataladi va
HO

V-P [[(e*)<&;
kabi be/gilanadi.
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Demak,

V.p)f{x)dx-Ym \f{x)dx-

-A
Teorema. Agar f(x) funksiya toq bo'lsa, n holda u Koshi
Ta nosida integrallanuvchi va uning bosh giymati O ga teng bo ‘ladi.

Agar f{x) funksiya juft bo’lsa, n Koshi ma’nosida integrallanuvchi
bo'lishi uchun

xosmas integralning yaqinlashuvghi bo'lishi zarur va yetarli.

2-ta'rif. Faraz qilaylik, f (x) funksiya [a,b] kesmaning s
(a <c <b) nuqgtasidan tashgari hamma nugtalarida aniglangan bo ‘lib,
(a,c) va (c,b) ga gism bolgan v kesmada integralanuvchi bo‘lsin.
U holda, agar

Aj% ff(x)dx+ |f(x)dx

limit mavjud va chekli bo‘lsa, f{x) funksiya [a,b] kesmada Koshi
ma’'nosida integrallanuvchi deyiladi va bu limitning giymatiga inte-

gralning Koshi ma’nosidagi bosh qiymati deb ataladi hamda wu
b

Vp\f(x)dx =

a

kabi belgilanadi.

Misol. /(*) =— funksiya [1; 5] kesmada xosmas manoda

integrallanuvchi emas, lekin Koshi manosida integrallanuvchi ekanli-
gi Ko ‘rsatilsin.

< Xosmas ma’'noda integrallanuvchi emasligi ravshan. Koshi

ma’'nosida integrallanuvchi bo‘lishini ko'rsatamiz.

V. fJ*
pJ’XX—-?Z «>+0  J x -2 2aX_—2 =" [Iny_ 2V +4 x- 2L
= li I +1n3-1 =1In3.>

0’1%( na+In3-lna) =1In3
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4°, Parametrga bog'liq xos integrallar va ularning funksional
xossalari

/ (X,y) funksiya R2 fazodagi biror D ={(x,y)e R2:a<x <b,
ye EcR} aniglangan va v fiksirlangan yeE uchun f(x,y)
funktsiya * o‘zgaruvchining funksiyasi sifatida \ab\ oraligda inte-
grallanuvchi bo'lsin.

Quyidagi

b
®00=J/CrO")d*; (4)
integralga parametrga bog'liq in;egral, u o‘zgaruvchi esa parametr
deyiladi.

Parametrga bog'liq integrallarda & (~) funksiyaning bir gator xos-
salari (limiti, uzluksizligi, differensiallanuvchiligi, integrallanuvchiligi
va hokazo) o‘rganiladi. Bu xossalarni o‘rganishda f(x,y) funksiya-
ning u bo'yicha Umiti va unga intilish xarakteri muhim rol o‘naydi.

f(x,y) funksiya D to‘plamda berilgan, yO esa E to‘plamning
limit nuqgtasi bo'lsin.

1-ta'rif. Agar \/s>0 olinganda ham (\fxe\a,b\ uchun) shun-
day S=5(e,x)>0 topilsaki, \y-yO\<8 tengsizlikni ganoatlantiru-
vchi \/ysE uchun

1/(*».y)-p(*) I <s» xe[a,b]-,
bo'lsa, n holda (p{x) funksiya f{x,y) funksiyaning y->yO0 dagi
limit funksiyasi deyiladi.

f{x,y) funksiya D to'plamda berilgan bo‘lib, o0 nuqgta Ye
to'plamning limit nugtasi bo‘lsin.

2-ta’'rif. Agar \/s>0 olinganda ham (‘Vxefo.Z»] uchun)
3A=A(e,x)>0 topilsaki, [J>A tengsizlikni ganoatlantiruvchi
\/yeE uchun

\f(x,y)-<p(x)\<s, x[a,b]\

bo'lsa, n holda (p{x) funksiya f{x,y) funksiyaning y-><x dagi
limit funksiyasi deyiladi.
Limit funksiya ta'rifidagi S=S(s,x)> 0 ning fagat s>0 gagi-
na bog‘lig qilib tanlanishi mumkin bo‘lgan hoi muhimdir.
3-ta'rif. D toplamda berilgan f{x,y) funksiyaning y-* yQ dagi
limitfunksiyasi (p{x) bo'lsin. Agar Vs >0 uchun 3S=S(s)> 0 topil-
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saki, \y-yO\<S tengsizlikni ganoatlantiruvchi VyeE Ba Vxe\ab\
lar uchun
\f(X,y)-<p(X)\<s,

bo'lsa, f{x,y) funksiya oz limitfunksiyasi g>{x) ga [&>b\ da tekis
yaginlashadi deyiladi.

4-ta'rif. D toplamda berilgan f{x,y) funksiyaning y->yO0 dagi
limit funksiyasi <p{x) bo‘lsin. Agar 3s0>0, \fS>0 olinganda ham
3 x0e\a,b\ va ly-yol~ tengsizlikni ganoatlantiruvchi y{eE topil-
saki, ushbu

| /(Wi)-0»(*b)] *So.

tengsizlik oiinli boba, n holda f(x,y) funksiya <p(x) ga notekis
yaginlashadi deyiladi.

1-teorema. (Koshi kriteriyasi) f{x,y) funksiya y-+yO0 da lim-
it funksiya (p{x) ga ega bo'lib, unga tekis yaqginlashishi uchun quy-
idagi shartning bajarilishi zarur va yetarlidir: Ve>0 uchun
S=S(e)>0 topiladiki, W'-yO\<S, \y'-ya\<6 tengsizliklarni
ganoatlantiruvchi \/y'y'eE hamda Vxe[a,A] uchun

\f(x,y")-f(x,y")\<e,

tengsizlik bajariladi.

Endi parametrga bog'lig integrallaming funksional xossalarini
keltiramiz.

2-teorema. Agar

1) v fiksirlangan yeE uchun f(x,y)eC[a,b],

2)Y ¥ o da f(x,y) funksiya <gx) ga tekis yaginlashsa,

1 holda b b
lim jf(x,y)dx= j<p(x)dx (5)
boladi. 4°
3-teorema. Agar f(x,y) funksiya
2) =((x,7)61r:n€[a,6], >>elcr,<]

toplamda uz/uksiz boba, 1 holda

¢ (y)= jf(x,y)dx

funksiya [c,d\ kesmada uzlufcsiz bo‘ladi.
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4-teorema. Aytaylik f(x,y) funksiya
D ={{x,y)eR2:xe[a,b),
to'plamda aniglangan va
1) v fiksirlangan yeE uchun f(x,y)&CJ[a,b\
2)f;(x,y)-3 va eC(D)
bo‘lsin. U holda [c,d] kesmada ®'(y) mavjud va ushbu

<&1y) = \My{x,y)dx (6)

a

tenglik oYmli bo‘ladi.

5-teorema. Agar f(x,y) funksiya 3-teorema shartlarini ganoat-

d

lantirsa, unda \™¥)Y integral mavjud va

C

d
i
munosabat o Ymlidir.
Endi umumiy ko'rinishda berilgan parametrga bog'liq integral-
larni keltiramiz.
Faraz qilaylik, x=d{y),x =y/(y) funksiyalar [c,rf] da aniglan-
gan bo‘lib, Vye[c,d] uchun

a<<p{y)"y/{y)<lb, (8)

\f{x,y)dxdy=J jf(x,y)dy dx )

munosabat bajarilsin.
6-teorema. f{x,y) funksiya ushbu
N=(M e 1 2:ne\ab], y&[c,d]}
toplamda aniglangan bo'lib,
Df(x,y)eC(D);
2) <p(y), i//(y)eC[c,d] bo'lsin. U holda
q(<)f{x,y)dx (9)

v(y)
funksiya ham \c,d\ oraligda uzluksiz bo‘ladi.
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T-teorema. (Leybnis formulas!). Agar
1)f(x,y)eC(D),
2)/;(x,y)eC(D),

3)<p{y) vo y/*(y)eClc,d]
boba, n holda @ (”) funksiya ham \c,d\ orallgda hosilaga ega va

®{y)=J (10)
(0]

munosabat O ‘rinlidir.

6-teorema shartlari bajarilgan holda ®(y) ftinksiyaning \c,d\
oraligda integrallanuvchi ekanligi kelib chigadi va (9)-ftinksiya uchun
ham (7)-tenglik kabi tenglik o‘rinli bo'ladi.

5°, Parametrga hog'‘lig xosmas mtergrallar va ularning
tekis yaginlashish!

f(x,y) funksiya
Z2) = |(x,jv)€/?2:ar6[a,+00), .ye£c/1]
to‘plamda berilgan bo'lib, V fiksirlangan yeE uchun

Jf(x,y)dx (yeE)

mavjud va chekli bo'lsin. aBu integral u ning giymatiga bog'ligdir.
L)

W - J/(*,y)dx (11)

(I)-integralga parametrga bog'fig 1ur xosmas integral deyitadi.

Xuddi shu kabi

\{x,y)dx va ff{x,y)dx

parametrga bogliq bo'I“gBDan I-tur xosmaéaointegrallaming ta'rifini berish
mumkin.

Endi f(x,y) funksiya

2 ={(*,.y)elf2 yeEczR”™
to'‘plamda berilgan bo'lib, v fiksirlangan yeE da x=Db nugta
259



f{x,y) funksiyaning maxsus nuqtasi bo'lsin va bu funksiya [a,b\
oraligda integrallanuvchi, ya’'ni

b

JI<X>Y)<b {yzE)

a
xosmas integral mavjud bo'‘lsin. Unda
b

Ix{y)=\f{x,y)dx (12)
a

integralga parametrga bog'lig bo‘lgan Il1-tur xosmas integral deyiladi.

Xuddi shunga o‘xshash x =a nugta maxsus nugta bo'lgan para-
metiga bog'liq bo'lgan Il-tur xosmas integralga ta'rif berish mumkin.

Umumiy holda, parametrga bog'liq chegaralanmagan funksiya-
ning chegarasi cheksiz xosmas integrali tushunchasi ham yuqori-
dagidek kiritiladi.

Biz asosan, (11)-xosmas integralning xossalarini o‘rganish bilan
shug'ullanamiz.

Aytaylik, f(x,y) funksiya D to'plamda aniglangan bo‘lib, V
fiksirlangan ye E uchun

+00

bo'lsin. =>VJ[a,/] ¢ [a,700) da

t

F (t>y)= \f{x,y)dx (13)
integral mavjud va 2
+D
I(y)= \f(x,y)dx~}™.F(t,y). (14)

a

(H)-tenglikdan ko'rindiki 1(y) funksiya F{t,y) funksiyaning
t—+00 dagi limit funksiyasi bo'ladi.

I-ta’'rif. Agar f-» +c0 da F{t,y) funksiya E toplamda oz limit
funksiyasi 1(y) ga tekis yaginlashsa n holda (ll)-integral E toplamda
tekis yaqinlashuvchi, notekis yaginlashganda esa notekis yaginla-
shuvchi deyiladi.

+00

Shunday qilib, \f{x,y)dx integralning Ye toplamda tekis ya-
ginlashuvchi bo'lishi quyidagini anglatadi:
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+C
1) VyeE uchun J/(*»jOa xosmas integral yaginlashuvchi;
a

2) Ve>0 uchun 3£=J(£-)>0:V/>£ va Vyef£ uchun
10
\f{x,y)dx<s.j

t
tengsizlik bajariladi.

0
\f{x,y)dx integralning E to’plamda notekis yaginlashuvchi ekan-

ligi esa quyidagini anglatadi:
1)

DV ye£ wuchun xosmas integral yaginlashuvchi;

a
2) 30>0, VS>0 olinganda ham 3y0eE va 3/0>£,
roefo,+o0) topiladiki,
w

bo'ladi.
2]
Misol. 7(>0= Jye'~dx parametrga bog‘liq integral a)
0
£ =(0,400) Va b) £, =[2,-ko) c £' oraliglarda tekis yagiulashishga
tekshirilsin.

<a) FwW - = =

(0 </ <+e0)=>V.y« (0,+00) uchun

ytqinliihuvchl.
Bndl btfMetn Inttgmini tokli yaglnluhuvchanlikka tekshiramiz.

1<4>(0 | <W8) bO'UI). A]*f V4>0 uchun va J1="~
dcb bivmk, v hoWw*
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IYe —

bo'ladi. => integral £ =(0,+00) da notekis yaqginlashadi.
b) Endi integralni Ei=[2,+co0)c£ to'plamda tekis yaginlashu-
vchanlikka tekshiramiz. Vs>0 olamiz.

Jye*<b =|-€'vf =e* =\ =(E>2,t>6))< =£=>8=IIn-
f B w 4 S

deb olsak, tekis yaqginlashish ta'rifidagi shartlar bajarilar ekan.

+00

=>I(y)= 8ye"‘dx integral E[=[2,-k0) oraligda tekis yaginlashadi. >

2-ta'rif. Agar Vs>0 uchun 3S=S(s)>0: t'>S, tn>S ni
ganoatlantiruvchi Vt'j” va VyeE uchun

\f{x,y)dx <£
I
tengsizlik bajarilsa, unda (llI)-xosmas integral Ye toplamda funda-
mental integral deyiladi.
10

1-teorema (Koshi). I(y)- jf(x,y)dx integralning Ye toplamda

tekis yaginlashuvchi bo ‘lishi ucra]un uning Ye toplamda fundamental
bo'lishi zarur va yetarlidir.

Bu teorema nazariy ahamiyatga ega bo'lib, undan amaliyotda
foydalanish ancha giyin.

2-teorema (Veyershtrass). Agar 3p(x)>0 (xe[a,+co0)) funksi-
ya topilsaki

1) Vjce[a,+00) va VyeE wuchun []/(x,.})]<™(0n),

2) f<p(x)dx yaginlashuvchi

+00

bo'lsa, unda 1{y)= \f{x”?y)dx integral Ye toplamda tekis yaqin-

lashuvchi bo‘ladi.



3-teorema (Abel alomati). f{x,y) va g(x,y) funksiyalar
D ={(x,y)eR2:xe[a, +00), yeE}-,
to'plamda berilgan bo‘Ub,
1) v flksirlangan yeE uchun g(x,y) funksiya [a,-k0) da x
o'zgaruvchi boYyicha monoton va n D toplamda chegaralangan,

+00

2) \f{x,y)dx integral Ye da tekis yaqinlashuvchi bo'lsa, n holda

a +00

Jf(x,y)g(x,y)dx;

integral Ye to'plamda tekis yaginlashuvchi bo‘ladi.
4-teorema (Dirixle alomati). /(x,y) va g(x,>>) funksiyalar d
to'plamda berilgan bo'lib,

1) Vt>a va VyeE uchun
1

T y)dx ac (¢ =const),

2) V flksirlangan yeE uchun g(x,.y) funksiya [a,+00) da x

o'zgaruvchi boyicha monoton va x->+00 da g(X,jy) funksiya 0 ga
tekis yaginlashsa, n holda

Jix>y)-gix,y)dx;
integral E to'plamda tekis ayaqinlashuvchi bo'ladi.

6°. Parametrga bog'lig xosmas integrallarning
funksional xossalari

f(x,y) funksiya D =\(x,y)eR2:xe[a, +co), yeE} to'plamda
berilgan bo'lib, y0 nugta Ye to‘plamning limit nugtasi bo'lsin.

1-teorema. Agar

1) v flksirlangan yeE wuchun /(x,y)6c [a,+00),

2) Y~=*Yo da VM (a<t< +00) kesmada f\x,y) funksiya
<p{X) ga tekv yaginlashsa,

3) I{y)= \f{x>y)dx integral Ye to'plamda tekis yaginlashuvchi

bo‘lsa, n holda y~>y0 da /(>>) funksiya limitga ega va
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+0 +»i- Y
lim/Gv)= Um j/Z(x,y)dx= f Um/(*,)1* = J,(x)*

bo Uadi.
2-teorema. Agar f(x,y) funksiya
1) ={(*,j>)€fl2:*e[a,+00), y&[c,d?
toplamda berilgan bo'lib,

V f(x,y)eC(D),
@

2)I(y)= \f(x,y)dx integral [c,d] da tekis yaginlashuvchi

bo‘lsa, n holda I(y)eC[c,d] bo‘ladi.

3-teorema. Agar f{x,y) funksiya
£={(j«c,N)ei?2:nre[«,H-00), ye[c,d”
toplamda berilgan bo'lib,
1)f(x,y)eC(D), fy(x,y)eC(D),
+0

2) v fiksirlangan ye[c,d] uchun /(>>)= ff(x,y)dx yaginlashuvchi,

a
+00

3) &fy(x,y)dx integral [c,d] da tekis yaginlashuvchi bo‘lsa, n
holda h(y) funksiya [c,d\ oraligda 1'{y) hosilaga ega bo‘ladi va

I'(y)= \fy{x,y)dxm

tenglik bajariladi.
4-teorema. Agar f{x,y) funksiya
Z=j(x,]))el?2:xe[a,+00), ye[c,d]}
toplamda berilgan bo'lib,
1) f(x,y)eC(D),
1+<T

2) ~N(y)~ Jf(x,y)dx integral [c,J] da tekis yaginlashuvchi

bo'lsa, u holda I(y) funksiya \c,d da integrallanuvchi va
d 0 d

\l{y)dy=J ff{x,y)dx J \fixy)dy dx=

bo'ladi.
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7°. Eyler integrallari
(Beta va Gamma funksiyalar)
a) Beta funksiya (1-tur Eyler integrali) va uning xossalari

1-ta'rif. Quyidagi 1

B(p.a)= 8xp'—(i—xy~'dx (15)

integralga Beta funksiya yoki 1-tur Eyler integrali deyiladi.

Beta funksiya quyidagi xossalarga ega.

1) (15)-integral M ={(p,q)eR2: pe(0, +o00), qe(0, +o0)}
to'plamda yaginlashuvchi, (/?20>0,q0>0) to'plamda esa tekis yaqin-
lashuvchi bo'ladi.

2) B{p,q)eC(M).

3) B(p.q) = ?@gq,&{i

4) B{M)= *m
Natija. Agar g-\-p (0</?<l) ba'lsa,
+0 .n-1
B I-p)= - - .
(p p)= 1+,, sinpn (16)

tenglik o'rinli bo'ladi.
(16) dan *BIN1,1]1=_2_=,1;

n N osin—
5) Vp>0 va g>1 uchun
B(P'4A)= a7
tenglik o'rinli.
Nat« a- B(m n;— (» I)K »- I)I
(m + n - 1)!

b) Gamma funksiya (2-tur Eyler integrali) va uning xossalari.
2-ta’'rif. Quyidagi n
r{ph (18)
integralga Gamma funksiya yoki 2-tur Eyler integrali deyiladi.
Gamma funksiya quyidagi xossalarga ega.
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nr)=r(2)=1
2)(18)-integral (0,+00) oraligda yaginlashuvchi, V[a,£]c(0,+00)
(0O<a<6<+00) kesmada esa tekis yaqginlashuvchi bo‘ladi.
3) r(?)ec(o,+o0) va Vw=12,... uchun
™
(p)= JIxp-'e~x(inx)" dxe C(0,+00)

4) F{p+\)=pri{p) 19)

Natija. F(n+\)=n\

Beta va Gamma funksiyalar orasidagi bog'lanishni quyidagi te
orema ifodalaydi.

Teorema. Vp>0, g>0 uchun

(20)
tenglik O ‘rinli.
Natija. Vpe(0, I) uchun
r T(l-p)=
(p).F(1-p) sin ps (21)
tenglik o'rinli bo'ladi.
Agar (21)-tenglikda p =— desak
(22)
bo‘ladi.

Eyler integrallari yordamida ko'pgina xosmas integrallarni hisob-
lash ancha osonlashadi.
Misollar.

1) 1= je *2dx- Eyler-Puasson integrali hisoblansin,

0
(fx? t=gx =-2t
/= je~r-ok= = 2e-'dt=- JM <"dt=2"A /1 >
. dx=—t 2t b3 2A" TR0 2
W 2
2) 1=""X9% yosmas integral hisoblansin.
Jl+x
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REBBNSRRBRRBBENBHERREE PPN wNE

. Beta va Gamma 5 oras
. Eyler-Puasson integrali va uni hisoblash.

jr=+00 =>/ = Q-dx = — -- 1] 4dt

Nazorat savollari

1-tur xosmas integral tushunchasi.

1-tur xosmas integralning yaginlashishi.

Koshi kriteriyasi.

Umumiy tagqoslash alomati.

Xususiy tagqoslash alomati.

Absolut va shartli yaginlashuvchi 1-tur xosmas integrallar.
1-tur xosmas integrallar uchun Abel alomati.

1-tur xosmas integrallar uchun Dirixle alomati.

2-tur xosmas integral tushunchasi.

., 2-tur xosmas integralning yaginlashishi.

2-tur xosmas integral uchun Koshi kriteriyasi.

2-tur xosmas integral taqqloslash alomatlart.

2-tur xosmas integral Abel alomati.

2-tur xosmas integral Dirixle alomati. ] .
Xosmas integralning Koshi ma’'nosidagi bosh qiymati.
Parametrga bog'liq xos integrallar. . ] o
Parametrga bog'liq xos integrallaring tekis yaginlashishi.
Tekis yaginlashishnmg inkori.

. Koshi “kriteriyasi.

Parametrga bog'liq xos integralning uzluksizligi.

. Parametrga bog'liq xos integrallami differensiallash.
. Parametrga bog'liq xos integrallami integrallash.

Parametrga bog'lig xosmas Integrallar.

Parametrga bog'liq xosmas integrallarning tekis yaginlashishi.
Koshi kriteriyasi.

Veyershtrass ‘alomati.

Abel alomati.

Dirixle alomati.

Parametrga bog'liq xosmas integrallaming uzluksizligi.
Parametrga bog'lig xosmas integrallami differensiallash.
Parametrga bog'liq xosmas integrallami integrallash.

. Beta funksiya (1-tur Eyler integrali) va uning xossalari.

Gamma funksi 2-tur Byler i rali) va uning xossalari.
e <I‘unksiyai/ari or}f’%]ldag;i bogiarql%h.
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-B-
Mustaqil yechish uchun misol va masalalar
1-masala. Quyidagi xosmas integrallar hisoblansin.

KO

r xex
1.3 ] x3- 1"

dx
I (x2+9)Ix2+9

7 X-eaKg

15

1.7 J7--—---—- — r=dx.

1(1+j2)-VI+x2

heo

dx
1o \

0 JIx 2+1 +Xj

111 *'7X2+I2 ?]-
o (x2+])

+00

1.13 JIx’e~xdx,neN.
0

D
1.15 ﬂ

dx
(2x-\)n1x2-1
dx

LIy ax2-1yix2-1

«ara
1.19 dx

fitr

=2 é e* +b|e*

* +1%

+0

+00 dX
8 J
2X/x2+ X -\

+ i

N0 r[(4x2+1)T~1N

+0
12  Je-mesin2bxdx.

0
“t dx
*14 i(x-1)V x2-2
I\
*
16 1 In
0
+0
! 2-x
20 J

xX3mx 2- 1



2-masala. Qayidagi 11-tar bboNu*.

21 f(Incosx)-cosZmai<,neM 2.2 K< (Insini)*.
0 0

X 1
2.3 JIncosxdv. 24 fc.frilf—
0 -1 I-x VI-JC2
Vx3arcsinx \Y/ _ * N\
2,5 6‘ \/|'_;<? 2’60QUS|r3<——X co>§-)yW
\Y * . 4
2’ i (1-x 2arccosx 2'® JVigxcft.
*A * [I—
2.9  J-Jctgxdx. 2.10 [x-J——dx,b>a.
0 e Vb-—x

211 f A —— ,a>Q,bzo. 212 f------ ¢

Isjct2+b2-2bx ' n,(i +x2)-V1-x2
\Y, dx j
213 —J,Hr%—x)w 1-x i(4- x])4yI|’\7 T
¥4 KM
215 fx-~-2x-\ 2/16 ftasmx"
\ dx N
217 i‘?)Z-I)’-A\/QZ-\é CKZZI]—'?
a i
219 J,x-V2x+r 2'20 JIxIn’ xdx.

2,21

3-masala. idagi «-turxosmas iDiigrallara{ yaginlashishga
Quyidagi «-tu @(S”Pnnb. igrallara{ yaqinlashishg

un(l+</7) | | N
31 JH= -~k 3.2 fsinj ™
JVx-smVx 0 Vcosx)'fx
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V dx tJ**L

a5 3.6
37 , .. 38 f e
_ jyfx + arctgx
Z (jo— * Inx
39 fe A 4 3.10 O\V-é%’jzcdx.
=l |
311 m & 312 &
: 'arccosjc
'fl -cos™ .
3.13 Il'l_“_’;- 3.14
0 Jicosbn
1V+x'-g™x* i -
is | fin (1 +2x) ’rg~-dx.
0 0 l1-cos“jc
0.5 '7&: l
317 j 3.18 j"-(I-xY-Inxdx.
| I 1
3.19 \xa-\n"-dx. 3.20 jxa-(l-xydx.
0

%
3.21 Jsin“ xCos"Xfi&r.
0

4-masala. Quyidagi X0SMas jnteqrallami yaginlashishga tekshiring.

NInjrafc dx
4.1 |1‘| r- *“ _1nx
-er: dx eaxdx
4,3 In**
N In(l +Xll2l)

45 4.6 J—F— =J-dx.



4.7

1 xa dx, ™
49 c\)arct8T N~ (a>0)

“BIn(x" +e* .
411 3 nt()x ...-e-)dx(a>0).
6 ylx +x

xadx
itt* * O-

413

Isin2*

415 3-v-n".
O *

fa
g
4D j N

JMNoneft— )
419 Jppuetts | wn

X

B2

AMn(l+*+x")

410 | N e Ldx{a> 0).
w dx e
412 JIJNT N -
i M x
*r  dx
414
9 M
416 cos--1 dx
2V n |/
+* Sin—
140 bg-———-- dx.
118 TF )
Ix-cos—I1
xdx
0 2 2

I, .
jl +jr-sur*

B-masala, Quyidagi, xosmas integrallar absolut
va shartU yaginlashishga tekshirilsin.

51 L1 cosYU5Adx.
OXy/X AJX

ORess3tiaxy
l-ik r*-

5.3

f(l-*)*“ sin-~—dx.
5.5 [f(I-*)"siny"~

5.2 1s'int—1’Q dx
0 Vamijcy sin"*
fsrnl'ﬂ:_dx

54 J 1-* (I-,=)m

5.6 f—+F—sin—ic.
ie -1 X

271



5.7 f.-)zr+—1rsin>-gx.
u

V 1 1*
5-9 Jcosb 1 " Thr-
o W* A

511 -°os’)\( dx-

o\l XJ
0 .
rSillx j

5.13

i *

Nsinflnx)
7J- -i-sinjcefc.
i *
Ler" «Qgny
519 \— —j-dx,p>().
01 X

™MHTEE

5.12i ji!)%E)Isirg(_U.

#Sva.cmyv

514 fi-j™ **,

\ x3+I1
+ r
5.18
jjre -Inx
10
5.20 fxa ssinx"dx.
0

6-masala. Quyidagi xosmas integrallarning Koshi ma’nosidagi
bosh giymati topilsjn

6.1 V.p. Jsinxdx.
-©

"weox
63 " |

5
6.5 V.p. Jarctgxdx.
5%

N

V.p. [mmmmeme- :
6.7 P -[3-55inx

VvV f dx
4 * - r

Q

6.4 \-p. Jcosxdf.
-©
T

6.6 yp.jxtgxdx.
0

6.2

6.8 YP J arctgx+
~V
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69 VP-S~ - ¢ 6.10

02— sin* iB-X%
BHE , 8 dX
611 yP\~=]dx. 612 vpX | o
613 v-p\~ 614 vp. JT
01 2sinn 0 — CO0s*
2
6.17 v-p"j~J- 6.18 v .p)f-
0l1-* 07~X
6.19 V.p.f—. 0.20 v-P-[ J1
4qo*
o dx

6.21 Y-pﬂ-)}(r__’éx 42

7-masala. Quyidagi.funksiyalarning _berilﬁ_an to‘{)lamda limit
funksiyalarini toping va ‘tekis yaginlashishga tekshiring.

11 f(x,y) =y/y-sin—j=-D = {(x,y)eR 2:xeR,0<y<+<x>J, Mi=+<p,
7.2 1(*,w)=*2.D=j(*,;>)e.l?22:0<*<-~ ne#], n0=o.

7.3 [(N,«)=—""TT;1)={(gr.n)eNN2:1"x<+oo,we7/}, n=o00.
\.-nx K ’

2 2 2
7.4 f(x,n)=-7~ rTsin?j=D ={(x,n)eR2:I£E*<+00, ne N), n0=
1+/r* Vi

75 | (x,/)) =sin(fre-" );E>=j(X,w)e R-:1ix <+<x>ne #},9 0=00.
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7.6 /(x,m)=-"":£ ={(x,n)e A2:1"x<+00,nef1/'},n0=o0.
( an :
7.7 f(x,n)=rfe l—eos—;Z?=|(jc,n)e/?2:0"ar<+o00, He#}, wO=oo0.
Y n)
7.8 [(™,N) =pr-cos™;D ={(x,j)6 jR:0<ar<1,0<>'<+o00}, y0=00-
7.9 I(x,M)=(x-Dafr/'grv,D={(x,7)e /" :0<x:<+00,0<"<+<»}, yO=+1b
7.10 f(x,y) =)jx2+-j=--,.D ={(x,y)eR2:xeR,0<y<+c0J, yO=+co.

7.11 f(x,y) =x3D={(x,y)eR2:0<x<l,0<.y"lj,}>0=0.

712 f(x,n)="j==;D ={(x,n)eR2:0£Ex<+<x>,neN},/t0=+.
7.13 /| (x,m) =yAd+x";D ={(x,u)e R2:0<x S2,ne iV},w0=o0.

7.14 [(x,/?) =m*rc/gnj;Z) ={(Xx,n)ei?2:0"x<+o00,nme#},n0=o00.
7.15 /(x,«) =/jVe'mD ={(x,/j)ei?2:0<x<+o00,ne#},w0=«.

7.16 f(x,n)= Jns'ml;l,’é_\vz;D ={(x,n)eR2:0£x<+<x>,neN},no=oo0.
«

N

COSAZX | _f . \
7.17 /1(*>«)=In 1+ > ;D ={(x,»)gj?2:0<x<-t00,ne7/},n0=o0.
N \n+Xx)

7.18 | (*.>0=1+~2p-;0 ={(*.y)e R2:0<X<1ye *},y0O=oo.
7.19 /(X,j;) =xsinj;D ={(x,3;)6i?2:0<x”"3,yei?},y0=Y-

7.20 /(x,>") =sm”™-;Z) ={(x,~)G/[?2:xelr,0<y<+00},4;0=+00.

7.21 f(x,y) =x2siny,Z>={(x,y)e O2:0<x£5,0<y <*},jO0=y =
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8-masala. Quyidagi funksiyalarning hosilalarini toping.

«.1 82 F (a)b S L

sina 0
83 F(a)= J-'rdx 8.4 F(a)= ff{x+a,x-a)dx.
8.5 F(a)= \dx +Y1-cr)dy. 8.6 F(a)= f(x+y)f(y)dy.

8.7 F(a)=Jdnr+n/~ann-differensiallanuvchi funksiya;

0

F"(x)-7

8.8 F{cc)=\f(y)-\x-y\dy, a<b Baf{y)eC[a,b\.F'(x)-I
° A

8.9 *m(«)" Fw(*)~? 8.10 *e(<»)=/k-"> .
’ e e

8.11 F(a)=y v Jv. 8.12 FO0O0 =

cosy

8.13 F(y)=)f{x +y,x-y)dx. 8/14 F(y)=

-y /
24y Y3

8.15 F(7)= j~~dx. 8.16 F(y)= fl-~dx.
ry X y2

8.17 F(>")= "x2smy +- dx 8.18 *(y)eJ"M*-y)5
=\ N 0

8.19 F(y)=)f(y)\x-y\dy,f(y)eC[\,2] F'(x)-1
%
8.20 F(y)=1{x+y)f(y)dy,F'"(x)-® /(>")- differensiallanuvchi

funksiya;
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8.21 «
nuvchi funksiya?l

differensialla-

9-masala. Quyidagi integrallarni ko‘rsatilgan oraliqda tekis

yaginlasbishga tekshiring:

+* +X
9.X jV aksinxdx; |I™Ma<+o0o0. 9.2 fxaexdx;, 2<a<>3.

(0] 0

Feosax | b 2 o
93 J T N -“ <% <*’e *m* Oia<+"*“ -
95 \"™-e'ddx ofar<too. 95 | 0<pi 10.

o * 1

7 i)
9¢7 JV"*-—-dx; 0™a<+o00. 9,8 |7«e'mx& 0”Na<+o00.

1 [ 0

+* 2 j
9.9 dx; 2”a<3. 9.10 J - co<a <+00.

® @

o
9.11 iewmsm-xcb, -oo<p:<+oo. 9.12 Ie_<*£05—'m'z-i’x;|8£a<+co.

0 1 X

+H i X" ,

913 JIEA A, 9.14 17|_ ~die " VKA
0 ovIi—

9.15 jsini . £ ; 0<m<2.
3

9.17 jja-e'~dx; Ofa<+co.
L sy

9.19 {e *cos>rfy; jcgl?.
0

021 o oA

916 ) ~ . ~ 7T

L sinorjc
918 I~ W =~
1 A
920 Jxp'l -In—dr, /?>0.

0Nac< +@J > 0 - flksirlangan.
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10-masala.

101 Agar /(*)eC(0,+00) va VA>0 uchun N — dx integrai
mavjud bo'lsa, unda ushbu

1/ W -/W A ./(0).In* (0>0i 4>0).
0 X a

Frullani formulasini isbotlang.

+00

10.2 1(a)= 6e~°x— (« *0) intcgraldan foydalanib, ushbu
X
ysinfi " x’\gsi'gn/g.
0 X 2

Dirixle formulasini isbotlang.

Quyidagi integrallarni hisoblang.

103 @(H4>0). 0.4 (,,>0i>0)
0 X »
-e N
(0 JL-J, I — fifr (2>0,/2>0). 10.6 J---remeremv cosmxdx (a>0,/2>0).
'ta(l-erV) . mln(l-aVv) ,
o7 f , ... dx (]d1l). 0.8 J i dx fI* sl).
0 X--yjl-x 0 nl—
win(a2+ x2) +? arctgax marctg/3x
109 J 0.10 J *-s LN dx
o P X 0
"In(l4 ax2)- \r|(\+prx2) *Z -[g23] .
10.11 J— - v . 10.12 je A 'dx(a>0).
0 X n
2
10.13 J------- r--—-—- dx(a>0,0 >0). 10.14 je* cosbxdx(a>oy

0 X
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+0
10.15 Jxe~a*sinbxdx{a > 0).

B’ —aa? n
Te -CO$BX ,
10.17 g----
N

10.19 OFFIE«*) n.

arctgax
10.21 dx.
1x2-yfx2-1

*}(sinanV ,
016 il ~ ) dx

~rsinMflte

10.18 oo

J

mosi°n4xdx
1020 J dx.

11-masala. Quyidagi integrallarni hisoblang.

0 n in(azsin2x+EooXic

jarctgx dx
< n  ylx
" YK Srifo

| n

11.5

117 rjtsinarjtd,
- —--—-—dXx.
' ,’; 1+x

"sur x
11.9 i +x dx.

11.11  Jsinx2-coslaxdx.

~0
Roosxy .
11.13 j E;2_"))(<>£dx-

vl VRN
1115 J*
n A

X dx{a>0,b>0).
N

LL.2 3In(l—2acosjt+aa<&

11.4 foosf'In—4-2—dxa>0b>0.
o V x) In*

FCOSax |,
116 J-------dx.
g1+ 0

COSax
dx.

I (1+32)2

0

118

1110 _@in(mwcm)ﬂec(a?tq.

+00

1112 Jcosx2-coslaxdx.

-

+00

_ -dr.
o8 -X

unG Je0 Mk _sm(asin®)—.
it A
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*7e~*cosbx - e~a =coslxdx |, .4
11.17 g 5 dx (e,c>0).

- 2 2
1118 J* %-cos-j-*. 11.19 ?e sm%ydx.
0 X q X

a/

H 20 | 1+ acos* dx (")KI .14)1
. r]:' ____________________ -
£ l-acos* cos*

11.21 fsinfln—)e— — dx,a>0,b>0.
S \ X) In*
Ko‘rsatma. 10 va 1l-masalalami yechishda xosmas integrallarni
parametr bo‘yicha differensiallash yoki integrallash hamda Frullani
va Dirixle integrallaridan foydalanish yaxshi natija beradi.

12-masala. Eyler integrallaridan foydalanib, quyidagi
integrallarni hisoblang.

121 +rxp-]mn* d 12. \xa u(l - *YWd 0
. — — — dx. . + , .
21 A 9 3 (X-dfp x(a>0,p>Q)
V*°_1 ex~a +H  dx
12.3 J—{ -------- dx(0<ac<l). 124 J = .
-* 0 (it x*y
" vz VvV x2dx
125 0 <«<l)e 12.6 L'ij-(\-XZ)
12.7 1J7 yX"dl 12.8 f7 & 4
. fmmmee X. . -
3 ()2 ® 8l+y
% 1
12.9 jsin6*-cos4xdx. 1210 j~3~ ,{n>0'
6 ond-*'
y A K0 X -\
12.11 jx~e-'dxfr -butun son) 1212 J------ Jrdx(n>0).
0 01+*
 Ymud H
1213 b - 12.14 J;-™ | >>0,*>0,*>0). .
@+*) O[a+bfj
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tw

12115 k r F (" >(,)-

12.17 3sin" x «<os" xdx. 12.18 Hx me~dx
H
12.19 Jtgrxdx. 12.20 (f|nx_ dx.
V*-df-(b-x)a .
1221 J , -y»™- 2~ (O<a<hb, c>0).
-D-

Namunaviy variant yecbimi
1.21-masala. Quyidagi
. *
5(X2+ X+ 1)3
xosmas integral hisoblansin.

x+I=t
d
X almashtirish  _ J
{_*+ iV + i bajaramiz
| 2) 4

12 16 je~*rdx(n>0).
0

dt

Bu integralni hisoblash uchun xosmas integralda bo'laklab inte-
grallash usulidan foydalanib, quyidagi ishlarni bajaramiz.

......... 2tdt \
W= =>au=
7 d 2 AT 2x 23 7 dt 24~
4 H 1
4 =dtyv=t
n/l ' n -N <* 37 <* 4 * 37 dt
r2+§ y 3y JIT 2V Vi=J2~2J? 3
i'4 ) -, -(74) 1H
Jst-
1 2+3Y =33
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- __-Atdt
—————— -= e *
4n dt B A
' 4 -1 dt=
4) H ) + Ir
A H f dv=dt,v=t H 1 H 1
dt 16n
-31
=4 T ™~ r -4
V42 r s
4,
Shunday qilib, berilgan integral 1 ga nisbatan ushbu
4n _\6n
3 ~T5

tenglamaga keldik. Bu tenglamadan

dx 4k

~Jo(jc2+ Lo+ D3~ 3”3  ekanligini hosil gilamiz. >

2.21-masala. Quyidagi
dx
fa
«N(x-a)(b-x)
II-tur xosmas integral hisoblansin.
< x-a vax=Db nugtalar integral ostidagi funksiyaning maxsu
nugtalari bo‘ladi. Agar integralda

-,b>a.

X-acos2t+ bsin2f,
almashtirish bajarsak, berilgan xosmas integral oddiy xos aniqg inte-
gralga kelib goladi. Darhagigat,

x=a=>t=0 & 3 =(6-a)sin"
71 , =>dx=2(b-a)smtcostdt.
x:b:>t:? -x =(b-a)cos2t AV

Bu ifodalarni berMgan integrallarga olib borib qo'yib topamiz:

4 dx %



3.21-masala. Quyidagi
1
Jsin“ jc-cos”™xcfc.
0
integralni yaqginlashishga tekshiring.
<Integral ostidagi funksiya uchun a <0 bo'lganda * =0 nug-

ta, /?<0 bo'lganda esa x =— nugta maxsus nuqgta bo‘ladi. Shu
sababli integrallash oralig'ini ikkiga ajratamiz:
*/ 74 A
/= ]sin“ * «cos™N *fc= fsin® x «os™ xdx + }sinex-cosfixdx = 1t+/2
n mn *
-0 da sine*-cos/,* = 0*(sin“ *) =0*(jc")J  ,x->— da

A
sinax cos” =0 (cos”™x) =0' f’\—*J bo‘lganligi va \xadx=] dx

\(*-x) dx=]~ & _0
integral a>-1da «v2 J integral /?>-1 da
412 X

yaginlashishini e’tiborga olsak, tagqoslash alomatiga ko‘ra /, inte-
gral a>-1,/?-V va 12 integral J3>-1, a-V bo'lganda yagin-
lashishini hosil gilamiz => Berilgan integral a >-1 /?>-1 da ya-
ginlashadi. >

4.21-masala. Quyidagi

H dx
\xa \px’
integralni yaginlashishga tekshiring.
<il) Faraz qilaylik a >1 bo'lsin. =>s=a-1 deb belgilasak,
£>0 bo'ladi. Unda
f( 1 1 - 1 1

xaen® x+ «n"x x%.jnPx XK\
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ISSL~-P— — =07">3A>2:VxZA uchun « . <1 bo'ladi
x2 M/ x X <n x

=>VxkA da f(x)< -~ =<p(x) bo'ladi
X /2
~  dx dx _4 _alL_ _ 1+l
\xa Ypx \xa-\npx \xa-)afix 1 2

vV d

' X
desak, A= éJxa OX integral oddiy uzluksiz funksiyaning integrali

i
bo'lgani uchun yaginlashuvchi.

+  dx
h=J-a integral esa taqqgoslash alomatiga ko'ra yagin-

+* 1o A
lashuvchi, chunki jV (*)<&= J B yaqginlashuvchi.
A AX /2

dx
Shunday qilib, j xa”~p” integral a >\ bo'lganda Vp uchun

yaginlashuvchi.

2) Endi a =1 bo'lsin.

dx _*? dx /r rf(lnx) [yaginlashadi, p>\,
jjcs\Npx~"JdIn x j In"x [uzoglashadi, P <1

3) a<| boisin. Bunda s =\-a deb belgilab, I)-holda bajar-
gan ishlami bajarsak, berilgan integralning uzoglashuvchi ekanligi-
ga ishonch hosil gilamiz.

Demak, berilgan integral a> 1 bo'lganda V p va a=1
bo'lganda, p> 1 lar uchun yaqginlashadi. Qolgan barcha hollarda
esa uzoglashadi. >

5.21-masala. Quyidagi

l-x
d
integral absolut va shartli yaginlashishga tckshirilsin.
< Berilgan integralning yaginlashishini Dirixle alomatidan foy-

283



dalanib, ko'rsatamiz.

[(*) = rsm *) = _*
) (1-xf-U -x, v@9()=l

deb belgilaymiz va Dirixle alomatining shartlarini tekshiramiz:
) /(*)eC[0,) va /()@ ning boshlang'ich funksiyasi

F[x) =- G& . .
[x) 1230 chegaralangan;

2) g(x) =1-x funksiya [01) da 4va I|m g&;()7 0-

3)/(*)=-1eC[0,l).
Dirixle alomatining shartlari bajarilayapti =>

=> jf (*) «g (X)dx = Jsin®j—-j «=—  yaqginlashuvchi.

Berilgan integral absolut yaginlashuvchi emas. Bu tasdiq

1 .1 .
*sin- =sin
1—x l-x l-x l-x

tengsizlikdan va

W LU .-i*.
a I ~x
integralning uzoglashishidan kelib chigdi. Oxirgi integralning uzoglash-
ishini I°-punktda keltirilgan 2)-misoldan foydalanib, ko'rsatish qiyin
emas. Shunday qilib, berilgan integral shartli yaginlashuvchi. >
6.21-masala. Xosmas integralning Koshi ma’'nosidagi bosh giy-
mati topilsin:

dx
33X+ 2
v N dx Y dx v u dx
PIx2-3x+2 P\ (*-1)(*-2) -2)
dx dx
V-p\ Jt— si— r=,im
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dx 2p dr N dx

+ L -
I(x-1)(*-2)_ A !
Iimg— *
(%=i)(x-2):
ar 31 etom -
ligidan foydalanib, yuqoridagi limitlarni hisoblasak,

f 10 L L
J*2-3x+2 = tenglikni hosil gilamiz. >
7.21-masala. £={(*,y)e/12:0"jc"5 0<y<4a}, to'plamda

r
berilgan f(x,y) =x2smy funksiyaning Y=y nugtadagi limit funk-

siyasini toping va tekis yaginlashishga tekshiring.
3
< ajc): limf(x,y) = Iimxlsinjy:—2 X2- limit funksiya.

Y-*Yo
y
f(x,y) funksiya <p(x) ga tekis yaginlashuvchi ekanligini 4°-punkt-
dagi 3-ta'rifdan foydalanib, ko'rsatamiz. Ve>0 va quyidagi ayir-
mani olamiz.

3 y-% Y+%

X’ s‘my-s— x°=X siny - sin- —x  2sin“--— «0s——-—

<x>2K M < X..5}1258= fmo<d=—
25

A
Demak, Ve>O0 olingarda ham <=— deb olsak, Y— <S

tengsizlikni ganoatlantiruvchi Vye(0,?r) va Vxe[0,5] lar uchun
- L n
\f{x.y)-<p(X)\ <8 tengsizlik bajariladi. Bu esa da f{x,y)

funksiya <p(X) ga tekis yaginlashuvchi ekanligini anglatadi. >

285



8.21-masala. Agar

F(xy) —J(* yz)f {z)dz / ( 2) -differensiallanuvchi funk-
Y on
siya bo'lsa, Fv (xy) ni toping.
< Bu masalani 4°-punktdagi 7-teorema va (I0)-tenglikdan foy:-

dalanib, yechamiz. Teoremaning shartlari bajarilishi ko'rinib turib-
di. (10)-formuladan ikki marta foydalanish natijasida talab gilingan
hosilani topamiz:

f \

Fx (x,y)N \f{z)dz+y{x-y-xy)f{xy)-- x-y = f
1 y | yj uy,

X

y

=H(*>&+("-V)-1(*y);

Fv (XY)~ j°-dz +X-f(XYy) - fo—1+(*-3ay:)/(xy)+
Yy

+(xy-xyn-F{xyyYx =x(2-3y2/{xy)+~ / ~ +xx{\-y2)r{xy).>

9.21-masala. Quyidagi
+00(a_1:‘-ax £O~Sé X -
1
integralni 0~ <+°°, p >0 -fiksirlangan bo‘lganda tekis yaginlash-
ishga tekshiring.
< Berilgan integralning tekis yaginlashishini Abel alomatidan
(50-punktdagi 3-teorema) foydalanib, ko'rsatamiz. f(x,a) =e-ax va

X
g (x,a)-ﬁ\s " deb belgilab, Abel alomatining shartlarini tekshiramiz.

1) f(x,a)-eax funksiya har bir fiksirlangan a e [0,+<») uchun
monoton va D={{x,&)eR2:xe [l,+co),ore[0,+00)], to‘plamda che-
garalangan j/(~,«)j<1.
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(sCOS* , . . :
) J——«** integral Dirixle alomatiga ko‘ra 0”7ar<+«
i x
to'plamda tekis yaqginlashuvchi. Abel teoremasining shartlari bajaxil-
di. => berilgan intengral 0<a <+00 to'plamda tekis yaqinlashadi. >

10.21-masala. Quyidagi
7 °~ fax n,.

integral hisoblang.

Ka\ *f arc/?ar* , ] ) ) ]
< 1\a)~ 1IX i 1 deb belgilab olib, bu integralni para-
metr bo'yicha differensiallash amalidan foydalanib, hisoblaymiz. Bun-
ing uchun awal xosmas integrallarda parametr bo'yicha differen-
siallash mumkinligi hagidagi 6°-punktda keltirilgan 3-teoremaning
shartlari bajarilishini ko'rsatamiz.

N Yy arctgax . .
ji\x,a)-— 7~ - va £)=](x,a)e/?" :I<jc<+00,-00<a<+00
X -yjx'-1 1 '
deb belgilaymiz.
1/ ( * < * ) | —  *
X2«yjx2-1 2n2«v/x2-1

1
% | r<m
I/ﬂ B)I x(l+a2)y[x2-1 x\Ix2-1 "

7 ndx 1 n
tengsizliklar va J -\ J~N2 integrallar yaqin-

+00

lashuvchi ekanligidan Veyershtrass alomatiga ko‘'ra ~f{x%)dx va
X

+wo f

Jl« {x,a)dx integrallarning - 00< a <-xo to'plamda tekis yaqin-

lashishini hosil gilamiz. Demak, berilgan integraldan parametr a
bo'yicha xosila olish mumkin:

r( \ 1
(ktr) ,]x(\+a2xqg)-47’\\ ' Bu ~tegralda x =cht almashtirish
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e Ay A I— bo‘lishini topamiz. Bu tenglikdan
bajarib, Q 4 V1+« |/

I(a) ni topamiz. «>0 bo'lganda

I(a)= f—f1l- -T/1==\bla +c = a-yJl+a'A+cnN'Z.0
V' S2{ J7a*) 2K ’
1(0)=0=>c=y =>1(a)=-](l+a - yll+a27j,aS 0.

Xuddi shu kabi a<0 bo‘lganda I(a)=~(\~a->h +ce2)

ekanligini topamiz. Ikkala  javobni umumlashtirsak,
I(a) = +\\-\Il +a2jsgna, Ja]<*® tenglikni hosil gilamiz.>
11.21-masala. Quyidagi

Jsinin—j * A X~~"X a>® b>®;

integralni hisoblang.
< Bu integralni ushbu * \xydy tenglik va parametrga

bog'liqg integrallarni parametr bo'yicha integrallash haqgidagi teore-
madan foydalanib, hisoblaymiz:

. \b 16 / 1 N
. nxh- x -dx = ¥ gin IN—jdx'dy tix= J JV' =sin inl gy dx=
/arH In; v

X = e~ =>dx = -e~"dt A

= f Wy sinfin— dx dy=

o v X) ;:0:>/:+oo;x:1:>/:0//

3 t3v

\] J<_(I-Fv)' sintdt dy=

1= je ~'-sin tdt integralda ikki marta bo ‘laklab integralla-
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sak, | ga nisbatan chiziqli tenglama hosil qilamiz va
w

=-—~" —  ekanligini topamiz - f— 2=arctg{y + 11 =arctg(b+1)-
(y+1)-+I )) nN+0'+0 a

-arctg(a+l)=<««1+(a*D"(4+1)->

12.21-masala. Eyler integrallaridan foydalanib, quyidagi

- a)m«b- x)* , Y
=y 4. 2} dx(0<a<b,c>0);

a (X + C)
integralni hisoblang.
< Berilgan integralni Eyler integraliga keltirish uchun shunda
almashtirish bajarishimiz kerakki, natijada [a,b\ kesma [0,1] kes-
: . x—a b—a . .
maga o'‘tsin. Buning uchun -----—-— —-——-- t almashtirish bajarish
. X+c b+c
kifoya.
Agar berilgan integralda shu almashtirishni bajarsak,
fﬁ-a tL /I’F_*Y (b-é]\n

~1

X +C \g+c - X+c) ka+c O 0

dx b-a gt

bo‘lib, u quyidagi ko'rinishga keladi va oson hisoblanadi:

U , , (* -T fr (I
J / , \*j+»+2 I/, \m+l [ s A"+l J V1 )
a [X + C) (* + C) Na + C) °

b-al

( -B{m +\,n+\y

{b+c)mx-{a+c)n

Natija. Agar berilgan integrallarda m va n lar natural sonlar
bo‘lsa, unda



9-§. 8-MUSTAQIL ISH

Karrali va egri chizigli integrallar. Sirt integrallari va
maydonlar nazariyasi elementlari. Furye qatorlari

Tkki karrali integrallar va ularning asosiy xossalari.
IKki karrali integrallarni hisoblash.

Ikki karr&li integrallarda o‘zgaruvchilami almashtirish.
Silindrik va sferik koordinatalar.

Ikki karrali integrallaming ha'zi tatbiglari.

1-tur egri chizigli integral va uni hisoblash.

2-tur egri chizigli integral va uni hisoblash.

Grin formulasi va uning tatbiglari.

1-tur sirt integrali va uni hisoblash.

2-tur sirt integrali va uni hisoblash.

Stoks va Gauss-Ostrogradskiy formulalari.
Maydonlar nazariyasi elementlari.

Furye qatorlari.

-A-
Asosiy tushunsha va teoremalar
le. Ikki karrali integralning ta’'rifi va uning asosiy xossalari

Rimanning karrali integrallar nazariyasi R” fazodagi Jordan
0'lchoviga asoslangan. Jordan bo'yicha o‘lchovli to'plamlaming asosiy
xossalaridan biri, uning chegaralangan bo'lishidir. To‘plam chegara-
sining Jordan o'lchovi 0 ga teng bo'lishi zarur va etarlidir. R2 (R3
fazoda Jordan bo'yicha o'Ichovga ega bo'lgan to'plamga kvadrat-
lanuvchi (kublanuvchi) soha deyiladi. n>3 bo'lganda karrali inte-
grallar nazariyasi ikki karrali integrallar nazariyasidan prinsipial ji-
hatdan farq gilmaganligi va ikki karrali integrallarni tasawur qilish
osonroqg bo'lganligi sababli biz asosan ikki karrali integrallar nazari-
yasini keltirish bilan kifoyalanamiz. Butun paragraf davomida biz
garalayotgan sohani kvadratlanuvchi deb faraz gilamiz.

Aytaylik DczR2 sohada f(x,y) funksiya aniglangan bo‘lsin.
D sohani V egri chiziglar to'ri yordamida n ta DxD2,...,.Dn soha-
chalarga bo'lamiz.

DK sohada nugta olib, f(”~Ki)k) ni hisoblaymiz ham-
da quyidagi
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«r-E [l & nK 1)

f(x,y) funksiyaning D soha uchun integral yig'indlsinl tuzamiz.
Bu yerda Sk - DK sohaning yuzasi.

Ta'rif. Agar (l)-integral yig‘indining A:m_a;(diam DK 0 ga in-
tm,

tilgandagi limiti mavjud bo'lib, n chekli songa teng bo'lsa hamda uning
giymati sohaning bo‘linish usuliga va (£.,%) nuqtalaming tanlanishiga
bog'liq bodmasa, n holda 6'sha son f(x,y) funksiyaning D soha bo'yicha
ikki karrali integrali (Biman mahnosidagi integrali) deyiladi va u

I=\[f{x,y)ds yoki I =JJ/(x,y)dxdy;
D D
kabi belgilanadi. f(x,y) funksiya D sohada integrallanuvchi deyi-
ladi. Aks holda f(x,y) funksiya D sohada integrallanuvchi emas,
deyiladi.
Shunday qilib,

I = J3/ {x,y)dxdy :=lim£/(&,77*) -k )

Izoh. Karrali iDntegraIIar uchun intlegrallanuvchi funksiya chega-
ralangan bo'lishi shart emas. Lekin, biz tasdiglaming sodda bo'lishi
uchun paragraf davomida integrallanuvchi funksiyalardan ularning
chegaralangan bo'lishini talab gilamiz.

Ikki karrali integralni ham bir o‘zgaruvchili funksiyaning aniq in-
tegralidagi kabi Darbu yig'indilari yordamida ham aniglash mumkin.

Aytaylik, Mk=%>{/(*,y) ef>4 va nk=inf{/(x,>>).(*,.y™4)
bo'lib, ak=Mk-mk-f(x,y) funksiyaning DK sohadagi tebranishi
bo‘lsin.

1l-teorema. f(x,y) funksiya d sohada integrallanuvchi bo'lishi
uchun

3)

tenglikning bajarilishi zarur va etarlidir.
2-ta’rif. Agar Vs>0 uchun EczR2 toplamni yuzalarining
yig'indisi s dan kichik bo‘lgan sanoqgli sondagi to'g'ri to‘rtburchaklar
bilan goplash mumkin bo'lsa, n holda E to'plamning Lebeg o ‘Ichovi 0



ga teng deyiladi. Agar E to'plamni yuzalarining yig‘indisi etarlicha
kichik bo‘lgan chekli sondagi tog'ri to rtburchaklar bilan goplash mum-
kin bo‘lsa, unda E toplamning Jordan o‘lchovi O ga teng deyiladi.

Ta'rifdan ko'rinadiki, Jordan o'lchovi 0 ga teng to'plamning Lebeg
o'lchovi ham 0 ga teng bo'ladi. Teskarisi o'rinli emas lekin Lebeg
o'lchovi 0 ga teng kompakt to'plamning Jordan o‘lchovi ham 0 ga
teng bo'ladi. Jordan o'lchovi 0 ga teng bo'lgan to'plamlaming chek-
li sondagi yig'indisining Jordan o‘lchovi, Lebeg o‘lchovi 0 ga teng
bo'lgan to'plamlaming sanogli sondagi yig'indisining Lebeg o'lchovi
0 ga teng bo'ladi.

2-teorema. (Lebeg teoremasi). Agar f(x,y) funksiya o ‘Ichovga
ega bo'‘lgan yopig D sohada chegaralangan va bu sohadagi Lebeg
o‘lchovi 0 ga teng bo'‘lgan E sohada uzilishga ega bo‘lib, qolgan
barcha nugtalarda uzluksiz bo‘lsa, n holda f(x,y) funksiya D so-
hada integrallanuvchi bo'ladi.

Natija. Agar f (x,y) funksiya o'lchovga ega bo'lgan chegara-
langan yopiq D sohada uzluksiz bo'lsa, u holda f(x,y) funksiya
D sohada integrallanuvchi bo'ladi.

IKki Kkarrali integrallar ham oddiy bir o'zgaruvchili funksiyaning
aniq integrali uchun o'rinli bo'lgan qgator xossalarga ega. Biz ul-
arning barchasini takrorlamay, o'rta giymat hagidagi teoremalarga
to'xtalamiz, xolos.

f{x,y) funksiya D sohada aniglangan bo'lib, shu sohada che-
garalangan bo'lsin, ya'ni 3m va M sonlar: V(x,y)eD uchun

m<f(x,y)<.M;

bo'ladi.
3-teorema. / (jc,>) funksiya D sohada integrallanuvchi bo'lsa, n
holda 3 o‘zgarmas u (m</n<M) son mavjudki,

1= Hf{x,y)dxdy=M"'S\
D

bo'ladi. Bu yerda S — D sohaning yuzasi.
Natija. Agar f(x,y)&C(D) bo'lib, D yopiq bo'lsa, unda
3(a,Z>)eZ) nugta topiladiki
/= Af{x,y)dxdy =f(a,b)-S;

bo'ladi.
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4-teorema. Agar g(x,y) funksiya D sohada integrallanuvchi
bo'lib, n shu sohada oz ishorasini o zgartirmasa va f(x,y)eC (D)
bo'lsa, n holda 3(a,b)eD nugta topiladiki,

\\f{x,y)g{x,y)dxdy~f(a,b)-\\g(x,y)dxdyt
bo'ladi.
2°. Ikki karrali integrallarni hisoblash

Ikki karrali integrallar amaliyotda takroriy integralga keltirish
yordamida hisoblanadi. Biz D soha to‘g‘ri to'rtburchakli va egri
chizigli trapetsiya bo‘lgan 2 ta holda ikki karrali integralni takroriy
integralga keltirish hagidagi teoremalami keltiramiz.

1l-teorema. f(x,y) funksiya D=7"(x,y)eF”" :a”x<b, c<y<d}
sohada berilgan va integrallanuvchi bo'lsin. Agar har bir fiksirlangan
xe[a,i] da

I(x) = ~M(x,y)dy =
integral mavjud bo'lsa, 1 holda ushbu

J Jf(x,y)dy dx;

a L<r

takroriy integral mavjud bo’lib,

\\f(x,y)dxdy= j \f(x,y)dy dx- (4)
«i*
tenglik o'rinli bo ‘ladi.
2-teorema. / (*,y) funksiya D sohada integrallanuvchi bo'lib,
V fiksirlangan ye[c,c/]da

I (x) = \f(x'y)dy\

mavjud bo'lsa, u holda

dy,

integral ham mavjud bo'ladi va
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d b
\\f{x,y)dxdy= \ \f(x,y)dx dy 5)
tenglik bajariladi. |
Endi soha

D ={{x,y)eR2:aEx<b, <HPX) y*<p2(x)}

egri chiziqli trapesiya ko'rinishida berilgan bo'lib, 9>,(x) va
(®R(x)eC[a,b\ bo'lsin.

3-teorema. f{x,y) funksiya D sohada berilgan va integralla-
nuvchi bo'lsin. Agar V flksirlangan xe[a,b] uchun

o)
I(x)= J f(x,y)dy

integral mavjud bo'‘lsa, n holda

0
J J f{x,y)dy dx

MX)
mavjud bo'‘ladi va
«(*)
Nf{x.y)dxdy=j Jf{x,y)dy dx. (6)
®

tenglik bajariladi.

Agar D soha

D ={(x,y)eR2:w(y)<x<y/2(y), c<y<d}

ko'rinishda bo'lib, y/~y) va iy2(y)eC[c,d] bo'lsa, unda quyidagi
teorema o'rinli bo'ladi.

4-teorema. f(x,y) funksiya D sohada integrallanuvchi bo'lib,
V flksirlangan y&\c,d\ uchun

wwW
/00="J f(x,y)dx\

mavjud bo'lsa, unda
viy)
J f{x,y)dx dy;
riw
mavjud va
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Af{x,y)dxdy=J J f(x,y)dx dy @)

D
bo'ladi.

3°. Ikki karrali integrallarda o‘zgaruvchiJarni almashtirish.
Silindrik va sferik koordinatalar sistemasi

DczR2 soha berilgan bo'lib, f{x,y) funksiya D da integral-

lanuvchi bo‘lsin. =>jj/ (x,y)dxdy- 3

] ™)

deb belgilaymiz. Bizdan (7) ni hisoblash talab qgilinsin. Ravshanki,
f(x,y) funksiya hamda D soha murakkab bo‘lsa, (7)-integralni
hisoblash giyin bo‘ladi.

Ko'p hollarda x va mn o‘zgaruvchilami boshga o‘zgaruvchilarga
almashtirish natijasida funksiya ham, soha ham soddalashib, ikki
karrali integralni hisoblash osonlashadi.

Aytaylik, 2 ta xOu va uOv tekisliklar berilgan bo'lsin. xOu tek-
isligida chegaralangan, chegarasi dD sodda, bo‘lakli sillig chiz-
igdan iborat bo‘lgan D sohani garaylik. Ikkinchi uov tekisligida
ham xuddi shunga o'xshash [, sohani olamiz.

(p(u,v) va y/(u,v) funksiyalar A da berilgan shunday funksiy-
alar bo'lsinki, ular [ sohadagi v (» .v) nuqgtani D sohadagi (x,y)
nuqtaga akslantirsin, ya'ni

x = <p(uv)
y =y/(uw) (8)

funksiyalar [ sohani D sohaga akslantiradi.

Faraz qilaylik, bu akslantirish quyidagi shartlami ganoatlantirsin:

1) (8)-akslantirish o'zaro bir giymatli,

2) (p(x,y) ,i{/(x,y)<EC(D) bo'lib, bu fimksiyalarga teskari bo'lgan
funksiyalar < (u,v),i//2(u,v)eC () va ularning barcha birinchi tar-
tibli xususiy hosilalari 3 bo'lib, ular ham mos sohalarda uzluksiz bo'lIsin,

3) (8)-sistemadagi funksiyalarning xususiy hosilalaridan tuzilgan
determinant (yakobian) uchun
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shart bajarilsin. du v

h n i Am tUayttk, (gysiMma yordamida aniglangan fm k-
s,yalar b sokam D sohaga akslmlirsin va yuqoridasi D-sf-sharthr-
ni ganoatlantimn. U holda 6

N~ I-n V) >h («rnv)d (1 (1, V)] uo)

bo‘ladi.

o ﬁog—formulaga iUrf karrag integrallarda o'zgaruvchilami almash-
tirish formulasi “deyiladi.

Uch karrali integrallarda o‘zgaruvchilami almashtirish formula-
lan ham shu kabi bo'ladi. MambT

X =<p(u,v, w)

“y-p(u,v,w)

U ="(«,v,w)
funtaiyalar 4 ¢ R sohani soh N .dagi
)-3) sharttom. gancaUantiBin ~ ar D inttgrallanuvchi

/(W ) funksiya benlgan bo.Js&> u holda

v,w),x(u,v,w)_

tenglik o'rinli bo'ladi. Bu yerda

dx dx dx

du dv dw

I(u,v,w) = _ody dy oy
D{u,v,w) du dv dw

dz dz dz

du dv dw

berilgan akslantirishning yakobiani
Ikki karrali integrallami hisoblashda qutb koordinatalar siste-

° *¥S N X~TM&?' y=rsin<p, | =r), uch karrali integral-
lami hiso as a esa silmd” yoki sferik koordinatalar sistemasiga
o'tish kop hoUarda yaxshi TLUn beradi.
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Silindrik koordinatalar sistemasida VMei?3 nugta M(<p,r,z)
kabi beriladi (10-chizma).

10-chizma.

Silindrik koordinatalar sistemasini Dekart koordinatalar siste-
masi bilan bog'lovchi formulalar (11) va (12) tengliklarda keltirilgan.
X = rco$<p (11)
my =rsinp
s =z, 0<.chii2n, 07r<+o00
r=yjxl+y2

p=arctg L (12)
X
z—z

(IN)-sistema uchun yakobian

Sferik koordinatalar sistemasida VMeR 3 nugta M(<p,p,y/) kabi

ll-chizma.
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beriladi (11-chizma). Sferik koordinatalar sistemasini Dekart koordi-
natalar sistemasi bilan bog'lovchi fonnulalar (13)-tenglikda keltirilgan.

X = pcosp-smi//

z = pcosy/
(13)-sistema uchun yakobian

4°. Ikki karrali integrallarning ba’zi bir tatbiglari

a) Jismning hajmi. R3 fazoda yuqoridan z =f(x,y) sirt bilan,
yon tomonlaridan yasovchilari OZ o'giga parallel bo‘lgan silindrik
sirt hamda pastdan OXY tekisligidagi D soha bilan chegaralangan
(V) jismning hajmi V ushbu

v=J (14)

D
fonnula yordamida hisoblanadi.
Misol. Ushbu

ellipsoidning hajmi topilsin.
< Agar {z>0} yarim fazodagi ellipsoid bo‘lagining hajmini V
desak, unda

bo‘ladi. Bu yerda

x arcosg> almashtirish bajaramiz, unda D soha
y-br sing



A={("*,<p):0£r£1,0"<p<,2>x) to'g'n to'rtburchakka akslanadl va ya-
kobian

8x 8x
dr dip acos<q-arsmip
I(r,<p) = . =abr =
dy dy bsin<pbrcos
dr d{p

bo‘ladi. Unda

b) Yassi shaklning yuzasi.
Ikki karrali integralning ta'rifiga ko‘ra, D sohaning yuzasi
(15)

D
formula yordamida hisoblanadi.
Xususan, soha D ={(x,y)eR2:a<,x<,b, O0<y</(x)] egri chiz-

igli trapetsiya bo'lsa, u holda

bl 1 b
S=\\dxdy=] Jdy dx= \f{x)dx;
D a 0 a

bizga ma’'lum bo'lgan formulaga kelamiz.

d) Sirtning yuzasi. Aytaylik, z=f(x,y)eC"' (D) bo'lib, bu fimk-
siyaning grafigi R3 fazoda (S) sirtdan iborat bo‘lsin. U holda bu
sirt yuzasi

formula yordamida hisoblanadi.

e) Ikki karrali integrallir yordamida mexanikaga oid masala-
lami yechish.

Aytaylik, D - xOu tekisligida berilgan zichligi p{x,y) ga teng
bo'lgan bir jinsli plastinka bo'lsin. Unda quyidagi formulalar o'rinli
bo‘ladi.

a7
0

(17)-plastinkaning massasi.
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M Xx=jjyp(x,y)dxdy,

D
My =jjxp(x,y)dxdy
V D

(18)-plastinkaning OX va QY o'glariga nisbatan statik momentlari.

(18)

(19)

(19)-plastinka og'irlik markazining koordinatalari.
h =AY -p(x,y)dxdy;
D
20
IF=\\x2p {xVy) "y (20)
D

(20)-plastinkaning OX va QY o'glariga nisbatan inersiya mo-
mentlari.

(21)
D

(21)-plastinkaning koordinata boshiga nisbatan inersiya momenti.
Eslatma. Ikki karrali integral oddiy bir o‘zgaruvchili fimksiya aniq
integralining ganday umumlashmasi bo'lsa, uch karrali integral ham
ikki karrali integralning shunday umumlashmasi bo'ladi va prinsipial
jihatdan undan farq gilmaydi. Shu munosabat bilan uch karrali in-
tegralning ta’rifi, uni hisoblash usullari va ulaming tatbiglarini o‘qgib,

o'iganib olishni o'quvchining o‘ziga havola gilamiz.

5°. Birinchi tur egri chizigli integrallar va ularni hisoblash
Ushbu x=g>{t), y =[/{t) funksiyalar [a,/?] kesmada aniglan-

gan va uzluksiz bo‘lib, ular t ning turli giymatlariga R2 da turli
nugtalami mos qo'ysin. Bu holda [a,f3\ kesmaning

x =<[t)
y=v(t)
funksiyalar yordamida R1 da hosil bo'ladigan aksi y ga sodda
egri chiziq deyiladi:
F={(*.~)eR2:x =<p(t),y =41).te [a,/?]}.
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A-/(a) ga egri chizigning boshlang'ich nugtasi B-y{0) nug-
taga esa egri chizigning oxiigi nuqtasi deb ataladi. Biz garalayot-
gan egri chizig to‘g‘rilanuvchi, ya’ni chekli uzunlikka ega bo'lsin
deb faraz gilamiz.

Aytaylik, xOy tekisligida biror sodda AB egri chizig yoyi va bu
yoyda f{x,y) funksiya berilgan bo'lsin. AB egri chizigni A dan V
ga garab A 0=A, A, A ... An=B nuqtalar yordamida n ta AkAkH
(k =0,n~1) yoyga ajratamiz. AkAkH yoyning uzunligini ASk va
A= deb belgilaymiz. Endi V(gk,i}k)e AkAkH# (k=0,n-1)
nuqgtalar olamiz va quyidagi

*0
yigindini tuzamiz.

Ta'rif. Agar limcr-3 bo1ib, n chekli | soniga teng bofsa va |
ning giymati g8 ning bofirtish usuliga hamda (£*,7*) nugtalaming
tanlanishiga bog'liq bo ‘1masa, n holda shu | soniga f{x,y) futtksi-
yaning AB egri chiziq bo¥icha birinchi tur egri chizigli integrali
deb ataladi va u

Jf{x,y)ds
AB
kabi belgilanadi.
Shunday qilib,
AB **U kmQ
ekan.
Birinchi tur egri chizigli integrallar quyidagi xossalarga ega.
D \f{x,y)ds.
AS ba

2) AB=ACUCB=> !/{x,y)X= jf{x,y)ds+ jf{x,y)ds.
AS N6 B

3) \cf{x,y)ds =cm|/ {x,y)ds{c =const) .

AB AS
4) \f{x,y)dsx Jg(x,y)ds.
AS AS AS
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5) Agar V(x,y)eAB da f(x,y)k 0 bo‘lsa, u holda
jf(x,y)ds”O0.

AS

6) [f{x,y)ds < JJ/(*,;y)|cfc.

8 AB
7) 3(c{c2)eAB nuqta topiladiki, [f(x,y)ds =f(ci,c2)-S

bo'ladi.

Izoh. Yugoridagi xossalaming hammasida /(x,y)ec(ns) deb
faraz qilinadi.

Teorema. Agar AB={(x,y)eR2:x=g>(t),y=y/{t),te[a,08

sodda egri chizig va /{xy)eC[nLLl bo'lsa,

JH{x,y)ds=If[4>(t),ir{t)]-J[q>"(t)J +[~'(0]2dt (23)

AB a

bo‘ladi.
Bu teoremadan quyidagi muhim natijalar kelib chigadi.
l-natija. Agar AB=\[x,y)eF" :>>=y(X),c<ac<6}  (y{a)=A,y(b)=L,

bo‘lib, y'(x)eC\a,0\ bo'lsa, u holda

Jf{x,y)ds=jf[x,y(x)]-JI +[/(xtfdx (24)
AB
bo'ladi.
2-natija. Agar  AB ={(r,<p):r =r(g>),<pl <,pii<p2]  bo‘lib,
r'(pC[”,{)2] bo‘lsa, u holda
<A r— e

[f(x,y)ds=- jf{rcos<p,rsinp) mjr2+[r'((p)]2dp (25)
AB
bo‘ladi.
Esiatma. Agar 1-tur egri chizigli integralda /(x,”™) =1 desak,
U bo'ladi, ya’ni

£= J<* (26)- AB yoyning uzunligini hisoblash formulasi.
AB
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6°. Tkkinrhi tur egri chizigli integrallar va ularni hisoblash

Tekislikda biror yopig bo‘Imagan sodda AB egri chiziqg beril-
gan bo‘lib, f(x,y) funksiya shu chizigda aniqlangan bo'lsin. AB
e*ri chizigni Ak (**0,u) nuqtalar yordamida n ta
AKAM {k =Q,n-\) bo‘latta ajratamiz va v(£,,% )e O 4 4 nuqtalar
olib, quyidagi yig‘indini tuzamiz:

k0
Bu yerda Axk=xk+l-xk - \A k# yoyning OX o‘gidagi proek-
si}/asi’ *[B]axlASk. A3 ~AA+\ ning uzunligi, deb belgilaymiz.

Ta’rif. Agar lirxr=/ mavjud va chekli boflib, I ning giymati
AB ning bo linish “usuliga W (&,>/*) nugtalaming tanlanishiga bog'lig
bo'lmasa, n holda I soniga f{x,y) funksiyadan AB eSn chiziq boyicha
olingan ikkinchi tur egri chizigli integral deb ataladi hamda u

1= {f{x,y)dx.

kabi belgilanadi.

Shunday qilib, 1
1= jf(x,y)dx =Im £ f (tk,r}k)Axk (27)
AB k~°
cKAn
Xuddi shunga o‘xshash /(& ,% ) lami Ax.ga emas, Ayk laiga
ko ‘paytirib, |
I'= = (28)
aB k~°

ni hosil gilamiz. -«
2-tur egri chizigli integral ta’rifidan quyidagi xossalar kelib chigadi.

D [f(xy)dx =-[f(x>y)dx va [f{x,y)dy =- [f{x,y)dy.
AB to M BA
2) Agar AB yoy OX o‘giga (OY o‘giga) perpendikular bo'lgan
to‘g‘ri chiziq kesmasidan iborat bo‘lsa, u holda

\f{x,y)dy =0
aB ung /
bo‘ladi.
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Endi faraz gilaylik, AB egri chizigda 2 ta P{x,y) va Q(X,y)
funksiyalar berilgan bo‘lib,
JP(x,y)dx va jQ(x,y)dy ;

AB AS
2-tur egri chizigli integrallar mavjud bo'lsin. Ushbu

Ip(x.y)(&+ JQ(x,y)dy;

AS AB
yig‘indi 2-tur egri chizigli integralning umumiy ko‘rinishi deb ata-
ladi va
N x,y)dx+Q(x,y)dy;

AB

kabi yoziladi. Demak,
\P{x,y)dx +Q(x,y)dy= \P{x,y)dx+ \Q{x,y)dy yg)

AB AB AB

Aytaylik, AB egri chizig, sodda yopiq egri chiziq bo'lsin, ya’ni
A va V nugtalar ustma-ust tushsin. Bu yopiq chizigni y deb belgi-
laymiz. Bu yopiq chiziqda ikkita yo‘nalish bo‘ladi. Ulaming birini
musbat (soat strelkasiga garama-garshi yo'nalganini), ikkinchisini
manfiy yo'nalish deb gabul gilamiz.

Faraz qilaylik, y da f{x,y) funksiya berilgan bo'lsin. Bu y
chizigda 2 ta \/A*B nugqtalar olamiz. Natijada y yopiq chiziq 2
ta AaB va BbA egri chiziglarga ajraladi (12-chizma).

Agar Jf(x,y)dx+ Jf(x,y)dx integral mavjud bo'lsa, u
AaB BbA

f(x,y) funksiyaning y yopiqg chizig bo‘yicha 2-tur egri chizigli
integrali deb ataladi va [Jf{x,y)dx kabi belgilanadi.

12-chizma.
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\$P(x,y)dx+ \8Q{x,y)dy ho‘lgan umumiy hoi ham xuddi shun-
ga o'xshash ta’riffanadi.

Agar 2b e8ri chiziq fazoviy chizig bo‘lib, f{x,y,z) funksiya
shu chizigda aniglangan bo‘lsa, u holda

jf(x,y,z2)dx, jf(x,y,z)dy, jf(x,y,z)dz, \ax va

AB AB AB

2)dx +Q(x,y,2)dy +R(x,y,z)dz =

AB

= \P{x,y,z2)dx+ JQ(x,y,z2)dy+ JR(x,y,z)dz

AB AB AB

lar ham yuqoridagidek aniglanadi.
Endi ikkinchi tur egri chizigli integrallarni hisoblashni
0°‘rganamiz.

Faraz qilaylik, AB=[{x,y):x-<p{t),y-if/{t),te\a,/3* bo'lib,
(p(t).y/(t)e Cla,p].(fp(a).ii/(a)) = A, \<p{0),¥(0)) =B bo‘lsin,
hamda t parametr a dan p ga gqarab o‘zgarganda
(x,j) =(™(?),</l(h) nuqgta A dan V ga garab o‘zgarsin.

1-teorema. Agar (p'{t)e Cpor,/21 bofib, f (x,y)e C(ne) boba,
n holda

P
JE(x,y)dx= j/[p (f),*(F)y (A (30)

bo 1adi.
2-teorema. Agar if/'{t)eC\a,0\ boTib, f{x,y)eC{AB} boba,
n holda

Ji(x,y)dy= (31)
bo 1adi. s
I~natija. Argr (p'(t),y/'(t)eC[a,p] bo'lib,
P(x,y),Q(x,y)eC(ABj boba, u holda

JP{x,y)dx +Q(x,y)<fy*P(q,(t),yi{t)) (,o'(t) +Q{(p(t).y{t))y/{t))yt (32)
bo‘ladi.
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2-natija. Agar AB ={(x,y)\y =y{x),a<,x<,b], y'(x)eC\a,b]

bo'lib, P(x,y),Q(x,y)eC(AB3 bo'lsa, u holda
b

JP(y)dx +Q(x,y)dy=8_P(x,y(x)) +£>(5;>>(*)*/(*)}&.  (33)
AB a
bo‘ladi.

Misol. Agar QA egri chizig 0(0,0) va A(l,I) nuqgtalarni tut-
ashtiruvchi

a) to‘g‘ri chizig kesmasi.

b) ORA siniqg chizig, P =(l1,0) nugta;

d) OQA sinig chiziq, £=(0,I) nugta bo‘lsa,

1= AM{x-y2}dx +2xydy ¢
hisoblansin. "
1

< a) BA\y =x,0<x<\W"=>1 =§[x-x2}+2x2~N =6;
0

b) /= \{x-y2)dx+2xydy= "[x-y2)dx+2xydy+ ~{x-y2)dx + 2xydy =

OoPN OoP i-n
FQ/>y=0,05arr1=>p =0\ V . f 3
= Fpax=10¢ydI=¥ax=00=, I 2
d) /= J(x-y2dx+2xydy= "(x-y2)dx+2xydy+ " (x-y1)dx +2xydy =
OQA K> OA
J(00: X - a (
\QA:y =1,0<x<\=>dy=0JJ j n 2

Izoh. Bu misoldan ko'rinib turibdiki, 2-tur egri chizigli inte-
gralning giymati umuman olganda, A va V nuqtalarni tutashtiruv-
chi integrallash yo'liga bog‘lig ekan.

Qanday shartlar bajarilganda uning giymati integrallash yo‘liga
bog‘lig bo‘Imaydi, degan savolga keyingi punktda javob beramiz.

7°. Grin formulas! va uning ba’zi bir tatbiqglari

a) Grin formulasi.
1-teorema. (Grin). DczR2 soha berilgan bo 1ib, uning chegarasi
dD bo'lakli-sillig chizigdan iborat bo isin. Agar P(x,y) va Q(x,y)
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funksiyalar d da berilgan va P(x,y) ,Q(x,fi’

dP(x,y) dQ(x,y)cC”™u b" a u hQi(/a
dx 7 dy

$p(x,y)dx+e(x,y)fr*j j~ ~ f iy <34)

tenglik o rinli bofadi.
(34)-formulaga Grin formulas! deyiladi. isoblash uchun ushbu
Grin formulasidan D sohanmg yuzasim >

5= 05)
sb
S =\\xdy, va n
S =]:\8xdy-ydx, (37)
m
formulalar M b chiqadi. A D xla

2-teorema. Agar P(xy) va Q(xy) /w/ 4 w” non
teoremasimng shartlarmi bajarsa, unda quyidl
ekvivalent boladi.

1) Dda — =—  (38) tenglik bajarila™'

dy dx ,
) ) ) W1 \\Pdx+Qdy=0.
2) i) sohadagi v yopig kontur y uchi> t

. . tutashtiruvchi 0
3) VA,BeD nugtalar va \tgu nugtalami N ruven B yoy

uchun
j Pdx +Qdy;

AB
mtegralning giymati mtegralﬂa%h yo<figa Bof“Q emas. .
4, P(x"Q (x,y)dy ifoda co'lig bo lad., ya m
5 re A A du=Pdx +Ody feng-
D sohada s’l’1runday u(x,y\) fimksiya topiladir u=rdx y teng

lik bajariladi va unda
jPdx+Qdy =u{B)-u(A) bo‘ladL
AB
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Agar du=Pdx+Qdy bo‘lsa, unda u{x,y) funksiya ushbu
X Vv
u{x>y)= \p{x,y)dx+ \Q{x0,y)dy +c (39)

formula yordamida topﬁadi. Bu yerga f*0>>o\)e A-ixtiyoriy nugta.
Misol. Agar y chizig koordinata boshidan o'tmaydigan va
yo‘nalishi musbat bo'lgan v yopiq chizig bo'lsa,
j_rfxdy-ydx
X2+y2
integralni hisoblang.
< y chizig bilan chegaralangan sohani D deb belgilaymiz.
1-hol. OgD bo‘lsin.
dP dQ y2-x2
- A =Ny AN —
P x2+’yg e Ty (P24
Grin formulasiga ko'ra 1=0.
2-hol. og D bao'lsin. Bu holda Grin formulasidan foydalana

olmaymiz, chunki, P(x,y) va Q(x,y) funksiyalar 0(0,0) nuqtada
aniglanmagan.

13-chizma.

D sohaning ichida yotuvchi V yr=[(x,j):x2+y2=r2 aylana
olamiz. Endi G soha sifatida y va yr chiziglari bilan chegaralangan

, , dP dQ . .
sohani olamiz. G da va 0gGe Unda Grin formulasiga ko ra
[JPdx +Qdy =0=>0=\"Pdx +Qdy + [JPdx +Qdy = [JPdx + Qdy-\§Pdx +Qdy =>
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fxdy-ydx ffx=rcost,0£t<2tr,dx =-rsintdtV _ jdt = 2je.p
= = 2jt.i
j x2+y2 [\y =rsint,dy =rcostdt ))

8°. Birinchi tur sirt integrallari va ularni hisoblash

Birinchi tur egri chizigli integrallar oddiy aniqg int-egrallaming
ganday umumlashtirilishi bo‘lsa, birinchi tur sirt integrallari ham
ikki karrali integrallarining shunday tabiiy umumlashtirilishidir.

Bizga bo'lakli silliq kontur bilan chegaralangan ikki tomonli
sillig (yoki bo‘lakli sillig) (S)c-K3 sirt berilgan bo'lib, f(x,y,z)
funksiya shu sirtda aniglangan bo‘Isin. (S) sirtni v tarzda o'tkazilgan
egri chiziglar to‘ri yordamida (Sl1),(S2),...,(S,,) gismlarga ajratamiz.
(Sk) ning yuzasini Sk deb belgilaymiz [k=\, n Har bir (Sk) da

nuqgta olib

T=1Lf{"%,Ck)Sk;
bl

integral yig‘indini tuzamiz va &=mmdiam{Sk) deb belgilaymiz.

Tarif. Agar JMcr=" mavjud va chekli bo‘lib, I ning giymati
(S) sirtning bo‘linish usuli hamda nugtalaming tanlan-
ishiga bog'lig bo'Imasa, u holda | ga f(x,y,z) funksiyadan (S)
sirt bo‘yicha olingan 1-tur sirt integrali deyiladi va

jf{x,y,z)ds;
©
kabi belgilanadi.

Teorema. Agar sirt ushbu (5) =((x,>7z)ei?3:z=z(x,y),(x,y)&D}
ko rinishda berilgan boTib, z(X,y),z'x(x,y),z'y(x,y)eC(D) va
[(~zjef™)] boba, u holda

J1/{x,v,=)dS = J/[.x,y,z(je,y) M +[ 2\ (x,.y)]12+[z',,(*,J>") Tdxdy (40)
(= d

bo'ladi.
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9°. Ikkinchi tur sirt integrallari va ularai hisoblash

Bizga ikki tomonli sillig (yoki bo'lakli silliq) (S)aR 3 sirt ber-
ilgan bo'lib, f(x,y,z) funksiya shu sirtda aniglangan bo‘lsin. (S)
sirtni v tarzda o'tkazilgan egri chiziglar to”ri yordamida
(S, gismlarga ajratamiz. (Sk) "~ =1 «) ning OXY
tekislikdagi proeksiyasini Dk, Dk ning yuzasim esa S deb belgi-
laymiz. Har bir (St) da V {4k,Vk,Ck) nugta olib quyidagi

bl
yig‘indini tuzamiz va A=tnmdiam(Si) deb belgilaymiz

Ta’rif. Agar * <=1 mavjud va chekli bofib, 1 ning giymati (S)
sirtning bo'linish usuliga hamda (“k,TkXk) nugtalaming tanlanishiga
bogliq boimasa, n holda | ga f{x,y,z) funksiyadan (S) sirtning tan-
langan tomoni boyicha olingan ikkinchi tur sirt integrali deyiladi va

JJf{x,y,z)dxdy;
S

kabi belgilanadi.
Shunday qilib,

(41)

Shuni aytib o'tish kerakki, funksiyadan (S) sirtning bir tomoni
bo‘yicha olingan ikkinchi tur sirt integrali, funksiyadan shu sirtning
ikkinchi tomoni bo‘yicha olingan ikkinchi tur sirt integralidan fagat
ishorasi bilangina farq giladi.

Ushbu JJ/(Xy,z)dydz va ~f[x,y,z)dzdx iMunchi tur sirt in-
fs) ©
tegrallari ham yuqoridagidek ta’riflanadi.
Ikkinchi tur sirt integralining umumiy ko'rinishini keltiramiz.
Faraz gilaylik, (S) sirtda P(x,y,z), Q{x,y,z) va R(x,y,z) funksi-
yalar berilgan bo‘lib,

Ushbu
AP (x,ylz)dxdy  jjQ(x,y,z)dydz  jjR(X,y,z)dzdx.
) NG O
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integrallar mavjud bo‘lsa, u holda ulaming yig‘indisi 2-tur sirt in-
tegralining umumiy ko‘rinishi deb ataladi va

z)dxdy +Q(x,y,z)etydz +R(x,y,z)dzdx;
©)
kabi belgilanadi.

Endi R3 fazoda biror (V) jism berilgan bo'lsin. Bu jismni o'rab
turgan yopiq sirt silliq sirt bo'lib, uni (s) deylik. f(x,y,z) funksiya
(s) da berilgan bo‘lsin. OXY tekislikka parallel bo'lgan tekislik bilan
(V) ni 2 gismga ajratamiz: (V) =(VI)'u(V2). Natijada, uni o‘rab tur-
gan (s) sirt (5,) va (S2) sirtlaiga ajraladi. Ushbu

\jf(x,y,z)dxdy + \\f(x,y, z)dxdy
N9 N9
integral (agar u mavjud bo‘lsa) f(x,y,z) funksiyaning yopiq sirt
bo'yicha 2-tur sirt integrali deb ataladi va
[|ff{x,y,z)dxdy\
©®
kabi belgilanadi. Bu yerda (42)-munosabatdagi birinchi integral (5,)
sirtning ustki tomoni, ikkinchi integral esa (S2) sirtning pastki
tomoni bo‘yicha olingan. Xuddi shunga o‘%shash

[Iff(x,y,z)dydz \8f(x,y, z)dzdx;
© =
hamda umumiy holda
[JfP (x,y,z)dxdy +Q(x,y,z) dydz +R (n,y, z) dzdx.
©

integrallar aniglanadi.
Teorema. Agar sirt ushbu

(S) ={(x,y,2)e N3:z=z(x,y),(x,7) e D)
koYmishda berilgan bofib, z(x,y), Zx(x,y), zy(x,y)eC(D) va
f (x,y,z) e C[(S)J boisa, WMholda

Wi(x,y,z)dxdy=\\f\x,y,z{x,y)]dxdy (43)

. S) D
bo 1adi.



Izoh. Agar (S) sirtning pastki tomoni garalsa, unda barcha SOilar
manfiy bo‘lib,

J1/(>¥z)dxdy = - JJ/[x,y,z(x,y)]dxdy .
(8) U
bo‘ladi.

Natija. Agar (S) sirt yasovchilari OZ o‘giga parallel bo‘lgan
silindrik sirt bo'lsa, unda

jif{x,y,z)dxdy =0;
©
bo‘ladi.

Demak ikkinchi tur sirt integrallari ikki karrali Riman integral-
lariga keltirilib hisoblanar ekan.

Agar (S)-ikki tomonli sillig sirt bo‘lib, P(x,y,z), Q(x,y,z)
R(x,y,z) e C[(S")] bo‘lsa va (S) sirt normalining yo‘naltiruvchi ko-
sinusilarini cosor, cos/3, cosy desak, u holda 1 va 2-tur sirt inte-
grallari orasida quyidagi munosabat o‘rinli.

tin ™ 2z)dydz +Q(x,y,z)dzdx +R(x,y,z)dxdy =
©
cosa +Q{x,y,z}cosp +R{x,y,z) cosy’ls (44)
Izgﬂ. Agar (S) sirt z=z(x,y) tenglama yordamida berilgan
bo‘lsa, sirtning (x0,j0,z0) nuqgtadagi normalining OX, OY, OZ

o‘glarining musbat yo‘nalishlari bilan tashkil gilgan burchaklarini
mos ravishda a, /?, y orqgali belgilasak,

cosar = -

=+

1+

COSP = -
(45)
nrMm ynT

COSX = -
s+ KHY)L
bo‘la.di va ular normalning yo‘naltiruvchi kosinuslari deyiladi.
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lldiz oldida ma’lum bir ishomni tanlab olish bilan biz sirtning aniq
bir tomonini tanlab olgan bo'lamiz. Masalan, ildiz uchun musbat ishora-
ni olsak, cos”>0, ya’ni normal OZo‘qgi bilan y o‘tkir burchak tashkil
etadi va bu holda (S) sirtning “yuqori” tomonini tanlab olgan bo‘lamiz.

10°. Stoks va Gauss-Ostrogradskiy formulalari

(S) ={(x,y,2)e R*:z =z(x,y),(x,y)e D} bo‘lib, d(S)-bo ‘lakli sil-
lig egri chizig va 5(5)-ning OXY tekisligiga proyeksiyasi 5£>bo’lsin.

Faraz gilaylik, (S) sirtda uzluksiz P(x,y,z), Q(x,y,z) R(x,y,z)
funksiyalar aniglangan bo‘lib, bu funksiyalarning barcha birinchi
tartibli xususiy hosilalari (S) sirtda uzluksiz bo‘lsin.

I-teorema. (Stoks). Agar yuqoridagi shartlar bajarilsa, 1 holda ushbu

'dQ  dP-~

J P(x,y,2)dx +Q{x,y,2)dy +R{x,y,z)dz= dxdy +
) i Oy
dR dydz + ap R dzdx. (46)
Q dz .dz dx

Stoks formulasi o Tinli bofadi.

Shunday qilib, Stoks formulasi (S) sirt bo‘yicha olingan 2-tur
sirt integrali bilan shu sirtning chegarasi bo‘yicha olingan egri chizigli
integralni bog‘lovchi formuladir.

Endi Ostrogradskiy formulasini keltiramiz. R3 fazoda pastdan
z=<(x,y) tenglama bilan aniglangan silliq (S') sirt bilan, yu-
goridan z =<®(x,y) tenglama yordamida aniglangan (S2) sirt bi-
lan, yon tomondan esa yasovchilari OZ o‘giga parallel bo‘lgan sil-
indriic (S3) sirt bilan chegaralangan (V) jismni garaylik. Bu jis-
mning OXY tekisligidagi proeksiyasini o deb belgilaymiz. Faraz
gilaylik, (V) da uzluksiz P(x,y,z), Q(x,y,z), R(x,y,z) funksiya-

dP dQ dR
lar berilgan bo‘lib, 14 AJ shartlar bajarilsin.

2-teorema. (Ostrogradskiy). Agar yugoridagi shartlar bajarilsa,
1 holda ushbu

fffl — +” +— dxdydz = rjjfPdydz + Qdzdx + Rdxd 1474
{"{dx+dy dZ)xyz rjjfPdydz + Qdzdx xdy i
Gauss-Ostrogradskiy formulasi o Tinli boadi.
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11°. Maydonlar nazariyasi elementlari

Uch o‘lchovli Yevklid fazosi ni olib, undagi nugtalarni
(x v z) koordinata o'glari bo‘ylab yo'nalgan birlik vektOrlarni esa
e e e kabi belgUaymiz. Aytaylik, DczR sohadagi har bir
(x, y1z) 'nugtaga A{x, y, z) vektor mos qoydgan boxth tanlan-
gan Kkoordinatalar sistemasida u A (X, y, z), z),
ANx vy, z) ko‘rinishga ega bo‘lsin. U holda D sohada velctor funk-
siya aniglangan yoki D da vektorlar maydom benlgan deyil,di. w
har bir A(x, vy, z), *=1 2, 3, funkswauzluteuanuvchi
va hakozo bo'lsa, unda A vekMr maydon uzluksiz, diffcnensialla-
nuvchi va hokazo deb ataladi. Agar D sohada U[x, y z) flhksiya
aniglangan bo’lsa, u holda D da n skalyar maydon ber%m deyUadi.
Tanlangan koordinatalar sistemasida garalayotgan skalyar va vektorlar
maydoni kerakli darajada silliq bo‘lsin deb faraz gilamiz.
Ushbu
(dU du du\ X du du
gradU: =\~ ,~ ,d2J mn g

operatorni (gradiyent) aniglaymiz. U bilan bir gatorda A vektorm
U skalyar maydonga akslantiruvchi

<A +?241+" - a-*u
dx dy 2
operatorni (diveigensiya) garaymiz. Vektor maydon vekt*r may.
donga quyidagi

- ¥ a —:A B
rotA = dx dx dz

formula yordamida aniglanadigan rotor operatori akslanadL
Agar simvolik nabla differensial operatormi (Gamilton operaton)
A a A
V: 1dX-+ e dy-+e3dz
tenglik yordamida aniglasak, u holda
gradU =V£/,

rotA=VxA,
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divA = V <A

boiadi.

Kiritilgan operatorlardan foydalanib, quyidagi tengliklaming o'rinli
bo'lishini ko‘rsatish giyin emas:

1) rotgradU =Vy.VU =0,

2) divrotA=V(VxA) =0,

3) graddivA=V(V+A),

4) rotrotA =V XA),

5) divgradU =VeVU

(44)-formuladan foydalangan holda Stoks formulasini quyidagi
ko'rinishda yozish mumkin:

JP(x,y,2)dx +Q(x;y,z)dy +R(x,y,z) =

cosa cosP cosy

P Q R

Agar bu tenglikdagi P, Q, R funksiyalar o'miga A vektor
maydonning komponentalarini olsak va dS ={dx,dy,dz) deb belgi-
lasak, tenglikning chap tomonidagi integralostidagi funksiyani A-dS
deb yozish mumkin. Agar n=(cosa, cos/?, cos-birlik normal
vektor bo'lsa, tenglikning o‘ng tomonidagi integral ostidagi funksi-
yani rotAen deb yozish mumkin bo‘lib, Stoks formulasining vektor
ko‘rinishi quyidagicha bo'ladi:

jj AmS = [1n *rotAdS
¢(s) ()
(48)-tenglik maydonlar nazariyasi tilida quyidagicha aytiladi: A
vektor maydonnning sirtning chegarasi bo‘yicha olingan sirkulyat-
siyasi rotA maydonning (S) sirt bo‘yicha olingan ogimiga teng.
(44) formuladan foydalanib, Gauss-Ostrogradskiy formulasi vektor
ko‘rinishida quyidagicha yoziladi:

jjA mds = JjJdivAdv
\

(48)

(49)

bu yerda dV =dxdydz hajm elementi.
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(48) va (49) formulalar vektorlar maydonidagi rotor va divergensi-
ya operatorlarining invariant ekanligini ko'rsatish imkoniyatini beradi.

1-ta’rif. Agar A vektor maydon uchun shunday skalyar U may-
don topilib, gradU=A tenglik bajarilsa, unda A vektor maydon
potensial maydon deyiladi. n funksiya esa A maydonning skalyar
potensiali deb ataladi.

2-ta’rif. Agar A vektor maydon uchun shunday B vektor maydon topilib,
rotB =A tenglik bajarilsa, n holda A maydon solenoidal maydon deyiladi.
V vektor maydon esa A maydonning vektor potensiali deb ataladi.

Punktning oxirigacha biz maydonlar uch o'lchovli fazoda gara-
layapti, deb faraz gilamiz.

1-teorema. A maydon potensial maydon bofishi uchun rotA=0
bofishi zarur va yetarli.

2-teorema. A maydon solenoidal bo 1ishi uchun divA =0 bo(ishi
zarur va yetarli.

(48)-Stoks formulasidan va 1-teoremadan quyidagi tasdig kelib
chigadi: Agar A potensial maydon boisa, u holda maydonning yopiq
egri chiziq bo‘yicha olingan sirkulyatsiyasi 0 ga teng bo‘ladi.

(49)-Gauss-Ostrogradskiy va 2-teoremadan quyidagi tasdiqg kelib
chigadi: agar A solenoidal maydon bo‘lsa, u holda maydonning biror
jismni o‘rovchi yopiq sirt bo‘yicha olingan ogimi 0 ga teng bo‘ladi.

Shuni ta’kidlash lozimki, ixtiyoriy vektor maydonni potensial va
solenoidal maydonlaming yig‘indisi ko'rinishida ifodalash mumkin.

11°. Furye qatorlari

1-ta’rif. / (x) funksiya [-9;#] kesmada absolut integrallanuvchi
bobin. Koeffmentlari

1 *
a,,~—J/ (*)cosnxdx, «=o, ] 2,..

Jf{x)smnxdx, n= 2.

formulalar yordamida aniglangan ushbu
Q
I (X)~ A +%Ffa»cosm +hbnsin nx) (50)
trigonometrik gator f{x) funksiyaning Furye gatori, an, bn sonlar
esa-Furye koeffisientlari deyiladi.
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Absolut integrallanuvchi funksiyaning Furye koeffisientlari n-» 00
da 0 ga intiladi. Agar funksiya juft bo'lsa, Furye gatori fagat kosi-
nuslami, toq bo‘lsa fagat sinuslarni 0z ichida saglaydi.

1-teorema. (Rimanning lokallashtirish prinsipi). f(x) funksiya
Furye gatorining X0 nuqtada yaginlashishi, ixtiyoriy kichik S> 0 sonl
uchun f{x) funksiyaning [x0-£;x0+ < kesmadagi giymatlarigagina
bog'lig boflib, bu kesmadan tashqaridagi giymatlariga boglig emas.

2-teorema. Agar /(x) funksiya [-ar;ar] kesmada bo‘lakli-uzluk-
siz bo‘lib, har x nugtada chekli bir tomonli

v/ Ve /(x +AXx)-/(x +0)

V0= iy e

hosilalarga ega bo'lsa, u holda f(x) funksiyaning Furye qatori har

bir x nuqgtada yaginlashadi va uning yig‘indisi

ga teng bo'ladi. Xususan, funksiya uzluksiz bo'lgan nuqtada Furye
gatori funksiyaning shu nugtadagi giymatiga yaginlashadi.
Yaginlashuvchi Furye gatorining yig'indisi davri 2k ga teng
bo'lgan davriy funksiya bo'ladi.
3-teorema. Agar f(x) funksiya [—A5n] kesmada kvadrati bilan
integrallanuvchi funksiya bo'lsa, n holda quyidagi Bessel tengsizligi o Ymli:

MG (51)
Agar funksiya [-ar; ar] da uzluksiz va f (-n-) =/ (n) bofsa, unda
ushbu Parseval tengligi o finli:

Yo BN +0) =0 1120 (52)
Agar /(x) funksiya \a, b\ kesmada berilgan bofib, Tatumn
shartlami ganoatlantirsa, unda uni umumiyroq ko rinishdagi tri-
X-a

gonometrik gatorga yoyish mumkin. Buning uchun t=-n +in h

akslantirish yordamida [a, b] kesmani [-n- > kesmaga akslanti-
ramizm Natijada,
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I(*)  <p®=fla+~-{b -a)j

bo'lib, g=>{t) funksiya j-n-; n\ kesmada aniglangan. <pft) funksiya
\-n; a] kesmada Furye qatoriga yoyiladi va t o'zgaruvchidan x
0°‘zgaruvchiga qaytsak, /(*) funksiyaning [a, b] kesmadagi Furye
gatorini hosil gilamiz. Masalan, f(x) funksiya [-/; /] kesmada
2-teoremaning shartlarini ganoatlantirsa va u shu kesmada uzluksiz
bo‘lsa, u holda

y «© mKX
xf=2 +M a"cos— +bn3f ]

tenglik o‘rinli bo‘lib,
AR ?cosﬂ?id'x, n=0, 1 2.

*, =y \f{x)%\n~-dx, n= 1 2,..,

bo‘ladi.

Agar /(*) funksiya [0; 2/] oraligda berilgan holda ham yu-
goridagi tengliklar o‘rinli bo‘ladi, faqat koeffitsientlarni hisoblashda
integrallarni [0; 2/] oraliqg bo‘yicha olish kerak.

Nazorat savollari

IKki karrali integralning ta’rifi.

Darbuning yugori va quyi yig‘indilari hamda ularning xossalari.
Lebeg teoremasi.

Ikki Kkarrali integralning asosiy xossalari.

0 ‘rta giymat hagidagi teoremalar.

IKki karrali integrallarni hisoblash.

Ikki karrali integrallarda o‘zgaruvchilarni almashtirish.
Silindrik koordinatalar sistemasi.

Sferik koordinatalar sistemasi.

. Ikki karrali integral yordamida hajm hisoblash.

. Tekis shaklning yuzasini hisoblash.

. Sitr yuzasini hisoblash.

. Ikki karrali integrallaming mexanika masalalariga tatbiglari.
. 1-tur egri chizigli integral tushunchasi.

. 1-tur egri chizigli integrallaming xossalari.

. 1-tur egri chizigli integrallarni hisoblash.
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2-tur egri chizigli integral tushunchasi.
2-tur egri chizigli integrallaming xossalari.
2-tur egri chizigli integrallami hisoblash.
Grin formulasi.

. Grin formulasining tatbiqglari.
. 1-tur sirt integrali tushunchasi.

1-tur sirt integralmi hisoblash.
2-tur sirt integrali tushunchasi.

. 2-tur sirt integralini hisoblash.

Stoks formulasi.

. Gauss-Ostrogradskiy formulasi.

Maydonlar nazariyasi el'ementlari.

. Furye qatorining ta’rifi.

Rimanning lokallashtirish prinsipi.

. Furye qatorining yaginlashishi.
. Bessel tengsizligi.
. Parseval tengligi.

-B-

Mustaqgil echish uchun misol va masalalar
1-masala. Berilgan egri chiziglar bilan chegaralangan D soha

uchun fff(x,y)”y ikid karrali integral takroriy integralga
D

keltirilsin va integrallash chegaralari ikki xil tartibda go‘yilsin.

11 y=0, y=3, y=X, y=x-6.
1.3 y=x,y =x+3,y =2x,y =2x-3.
1.5 x2+y2>2a2, x2+y2<2ax.

1.7 y=x2- 4%, y =x.

19 yin9-x2 y>2x2
111 y=x, y=4x, xy>4, y<6.

1.2y =\, 2y=x, 2y =&-x, >>=0.
14 y=x2, x-y +2=0.

16 y=2x-x2, y =-X.
1*8 = y>—x2, y<,6.

1.10 y”x, y=4x, ny£4, y£8.

1.12 y =yjlax, x1+y2'Z2ax, x =0, x-2a, y =0.

1.13 y =x2~4x, 2x-y =5
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1.15 xy =9, x+,;/=10, 1<y<3.
117 y>x2+4x,y =x +4.

1.19 y2-3x =4, y2+4x =1L
121 y>x2+2x, y =x+2

2-masala. Integrallash

- 10 0 0

2.1 J feix+\ J fdx-
'%dy ~j2y 1dy-J-y

1 Yy yI2 -jl-y2
2.3 jdyjfdx+Jdy J fdx.

0o 0 1 0

25 5dx | fdy+jdxjfdy.
"6 -l A *
-1 Jlvy o yfy

2.7 J K&+ jdy \ fdx.
) 0 - 10
-1 0o m

2.9 Jdx j fdy+jdx jfdy.
1o -lo
11 |

211 1dx J fdy+ Jdx jfdy.

0 \-xr 1 In.t

2.15 \dy jfdx+\dy ffdx-

0 0 1 iny

10 2 0
2.17 \dy\fdx+ \dy J fdx.

1.16 y2+8x =16, y2- 2Ax=48.
1.18 y2>x2-Ax, y<x, x>I.
1.20 /<6+3%*, y2<8-4x, \y\</l

tartibini o°‘zgartiring.
10 2 0
2.2 Jfdx+ \dy J Nom
0 -4y 1°S-7
1 49 2 N
2.4 jdy jfdx+ jdy J fdx.
0 0 10

X12 arcsin v i arccosj

26 \ dy JN9+\dy \' Nem
YH 0

! o] e-Iny -lny

28 \dy J'fdx+ \ dy \ fdx-
0 -S 1 -1

2.10 fNo +)dx_} No.
PRI EEN P

1 sy 2 2y
j<fy j fdx + jdy j fdx.
0 0 10

- 10 0 0
\dx J fdy + jdx jfdy

- -(2+x)

2.12

2.14

2.16 bdy_%fdx+ ldy I fdx-

1/ 2 2y

2.18 jdy jfdx + jdy j fdx.
0 0 10
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s o 2 0 1 0 00
219 /n _1 fdy+ /n 2.20 | Ne+\<b[Ne

0 V+V-2 noo-%IW -2 -(2+j0 -1

1 i2 n a2
2.21 \<b\f<ty+ \dx J fdy.
0 0

3-masala. Ko‘rsatilgan D soha uchun 8f(x,y)dxdy integralda
D
gutb koordinatalariga (gor=rcos<p,y =rsin<) o‘tib, integrallash

chegaralari ikki xil tartibda qo‘yilsin.
3.1 D={(x,y):x2+y2£2;y}.

3.2 D={(x,y):a2<x2+y2£b2a>0,b>0}.

3.3 D={(*7):[x2+/ )2=a2(x2-y2),jcs0).

3.4 D soha x-0, y=0, y =I-x chiziglar bilan chegaralangan.
3.5 D soha x2=ay, y =a (0>0) chiziglar bilan chegaralangan.
3.6 D={(x,;v):0:Ex<I,x2

3.7 D={{x,y):QEy£2,yEx£Ey/3y}.

3.8 I>=|(X,2):0<x"2,0A AV 3X|.

3.9 D={(r,p):r>2cos<p,r™4cos"}.

3.10 D={{x,y):x2+y2<4x+y'Z.i\.

3.11 D ={(x,y):x2+y2>%x2+y2<4x]}.

3.12 D={(x,y):x2+y2>18,x2+y2£ 6y}.

3.13 Z={(x,7):"2+y2+4x'20,x2+y2+8jc0|.

3.14 D={(a-,j):x>% x +y£6, >-2:0}.

3.15 D={(x7):x2+/ £ 4 x,|>/|"x]}.

3.16 D=|(r,9>):r 22s\n<p,r £5sinp,0ii <y j.
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3.17 D-\[x,Y):x2+Y2£16,x1+y2z 4n}.

3.18 2={(r>"™):/'*2c0s30>,rEl(/ va IV chorakdagigismi),}.

3.19 D ={(x,y)-x2+y2>x,x2+y2" 2X]j.
3.20 D ={(x]) -x2+y2ii 4x,x2+y2>2y].
3.21 0 ={{x,¥):0"x£1,2xnyin3x\.
4-masala. Hisoblang.
4.1 poizpy +16*Y )*p- D:x=1, y=x\ y=-4i.
D
4.2 [11(9n 1 +4*xF J)dxdy; D:x=Iy=y7, y =-x\
43 |/(36*Y'96*Y )"d; D:x=l, y=",y =-x3
44 1{(18x2 + 32xY)Nd; D:x=ly=x\y =-~_
45 Q27*y +48*y )y~ ; D:ix=ly=x2y=-".
46 k " 2+32Xy~ D:x=l Y=&,Y =-x2
4.7 J/(187ry+32~0 3~ ; Dix=\y=x\ y=-Ji.
D
48 {127x2 Y )Ny ; D:x=ly=Jy=-x3
D
4.9 ff(4xy+3xy )dxtfy’ D:x =\ y=x2 y - —=IX.
D

410 XX I1xy+9x2¥2)*yY , D:x=lLy=ijxly=-x2

D

4.11 11(8xY+9x2y2”"C/xtp; B:x =1rY¥Y=", ¥Y=-x\

412 ARNM+BY D, box=1y=x\ y=~~.
D

413 tf(Ixy+r" A"y 2d7r-, D:x=\ y=x2 y=-&.

D
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414 Z:I(&f\+l8*y)<&¢; D:x =\, y=*1X, y =-XT.
4.15 + D:x=\ y*x\ y—3Ix.
4.16 |j[jxy+9x% 2dxdy; D:x=1 y=Jx, y =-x\
4.17 %!(24fV~Wx3/3)dxdy; D:*=1 y*x2 y=~Jx.
4.18 |/3J(6A + 24*Y)aE*(h; D:x=Il, y=JIxTy =-x2
4.19 é/(4’\ +16xV)dr”; D-x=\ y=*Ix, y =~x2
4.20 ?(4"+16*Y)obc¢); D:x =\,y =x\y =~Ifx.
4.21 D:ijc=1 >»=*0% ? =->/*

A 5-masala. Hisoblang.

5.1 }D\yededy, D:y=bl2, y =In3, X =2, X =4.
5.2 DF|y2si"dzxdy; D:x=0, y =4n, y:(Ko.
5.3 Wy”rsxydxdy, D:=y=—, y =4, x*\ x=2,

0 N
5.4 Sfy'e Adxdy\ D:x=0,y=2, y -Xx.

D
55 HAy~xydxdy-, D:y=~, y=x, X=U x=2.
5.6 g 2ysM2xydxdy\ D:y::l, y:~2, *=2, x=3.
57 JJ/cosS ™ D.x™O ymXx_
5.8 No cosxydxdy; D:x=0,y =", y*x.

5.9 fayetdxdy, D:y=1n3, y =b4, x*j, *»l.
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5.10 Jjyeddxdy; D:y=1nm2, y =1n3, x =4, x =8
517 $4y2smxydxdy; D:x =0, y =iM> ¥=x-
D .
512 J\4y2sin2xydxdy\ D:x =0, y =Jlit, y =2x.
D
513 d\"ycostydxdy-, Diy=—, y-n, x=—, *=1
2 2

514 JJ2ycos2xydxdy\ D:x:-4, y:.z, x =l x=2.
d

515 Jjy2e *dxdy; D:x=0, y =2, ¥Y~"-
D
5.16 jjy2-e_2dxdy; D:x=0,y :JZ, y =X.
D N
517 ysmxydxdy, D\y=n, y=2n, x=~, x=I.
518 1\Y2cos2xydxdy; D:x =0,y =.P, y=".
’ 0 v2 2
519 "Zyetdxdy, D:y=In3, y =In4, x =", x=".
520 fyy2sin®-dxdy; D:x =0, = Y="X-
591 Wycosxydxdy; D:y =n,y =3nx =]2-,x =\.

6-masala. Hisoblang.

f dxdydz x y z 1

v, 3 4 8

61 "N a 1;N A
I "3 4 8j° x=0,y=0,z=0.

6.2

6.3 U(3x+4y)Odb; (K):£;5(7+% L 0.
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dxdydz X y z
2* - +—- =1
65 !'tH’\JL+Z +iv (k): 16 8 3

6.6 1) * o+ )***

. fff(|SjC+3j')<3:ﬂ\b (Y):[r=x +3J1-Z=0>

e Yo ly= Ouw-1.

. ||(4 +B>)J1**

, 10 jjf2lxzdx*fyitz;

. dxdydz NV
6,11 KiiviLez+1v (K): 10 8 3
10 8 3 x=Qy=0,2=0,

Mly=*>/=0.*=1:
6.12 ﬂ/(6ol\+90r)/\(~pﬁb’ (K) y 1 , ;

a .\z:x2+y2,z:0_

=9x,y =Qx=\\
dxdydz, (?’):> y y=Q
«w»3 A-CT1Y) 0.

=4x,y=0,x=1;
614 yup )*** [y ' X
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dxdydz

tfj; 44 ]
6.15 «J 1+£ +Z+£ M: 1 +H - «
2 4 6 Xx=0,y=02z=0

6.16 XK D +U»)***: OT:f 1
(r [F=3nr+2y ,z=0.

6 17 + V = /\:O))]'[:_’]_l
6.17 NV V)- /?/3 Ox* +60y2,z=Q.
dxdydz
)K y 55 ] x_|._y__ ]:__Z_: ]_,
6.18 M 1+£ +>+i VM): 6 4 16
6 4 16 x=0,y=0,z=0.

6.19 \\\yaxdydz-, (y)Jz 10(3jic+>)»x+>"-1
™) r=0"=02=0.

dxdydz, (I):r
[r=n +15* ,r=0.

dxdydz
g XY iZoy,
6.21 (5911+£+z+£v (K): 8 3 5
8 3 5) *=0j>=0,2=0.

7-masala. Quyidagi chiziglar bilan chegaralangan shaklning
yuzasi hisoblansin.

71 y=K y=4dex, 7=3, y=4. 7.2 x="36-y2, x=6-yj36-y2.
7.3 x2+y2=12, 6y =-x2 (y<0).7.4 *=8-/, x=-2* =

75 y=K y=Sex,y=3 y=8 7.6 »>=— 6 7=—, x=16.
y=Ky y=3y > "

7.7 x=5-;/2, x=-4y. 7.8 y=)~(, y =5ex, y =2, j =5.
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7.9 X2+y2=12, -J6y =Xx2 (3720). 7.10 X2+y2=36, 3n/2y=x2 (y*0).

7.11 y ="yfx, Y-"Z-Xs X =9. 7.12 y =3n[x, y=§ X =4.
7.13 p=sing, j'=cosx, x=0 (x*O). 7.14 y—2~5 X'>Y~x
7.15 y=2b-x2, y =-8x. 716 Y=K Y="x y=2,y T
717 y=32-x2, y=-4j 7.18 *=N7277, 6x=Y, y=0 (>rO).

7.19 7 =sinx, >=cosx, jc=0 (jc"O). 7.20 y =8-x2, y =-2X.
7.21 y=n/6-x2, y =y[6-y/6-x2.

8-masala. Quyidagi chiziglar bilan chegaralangan
shaklning yuzasi topilsin.

81 /-2>>+x2=0; /-4y +x2=0; Y=-"> Y=" x-
8.2 j2-2jc+/=0; x2-10jc+j/2=0; " =0, y =J3x.
8.3 X2-4X +y2=0; X2- 8x+Y =0; A =0, Y=-A-

8.4 y2- 62y+x2=0; jp2-10j>+x2=0; y =X, x=0.
8.5 y2~6y +x2=0; y2-8y +x2=0; y =-"=, y =SX.

gg X2-2x+y2=0; x2- 4x+y2=0; y = y =/1x.

8.7 x2-2x+y2=0; x2-4x +y2=0; y=0, y-X.
8.8 y2-2y +x2=0; y2-4y +x2=0; y =y/3x, x=0.

8.9 y2-&Y +x2=0; y2-10y +x2=0; y =-"=, y =*Bx.
gjO x2-2x +y2=0; x2- 6x+y2=0; ¥ ~ Y ="%
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8.11 x2-4x+y2=0; x2-8x+y2=0; y =0, y =x.

8.12 y2-4y+x2=0; y2-6y +x2=0; y =y/3X, X =0.
8.13 y2-4y +x2=0; y2-6.y+x2=0; y =x, x =0.

8.14 x2-2x +y2=0; x2-8x +y2=0; y= y =n/3X.

8.15 y2-2y +x2=0; y2-6y +x2=0; y= x =0.
8.16 x2-2x +y2=0; x2-6x +y2=0; y =0, y=

8.17 x2-2x +y2=0; x2-4x +y2=0; y =0, ¥=

8.18 ¥Y2~4y +x2=0; y2- 10y+x2=0; y=*/", y ="3x.
8.19 y2~2y+x2=0; y2-FOy +x2=0; y= x/g, y =J3x.

8.20 x2-2x +y2=0; x2-6x +y2=0; y =0, y =x.
8.21 y2-2y +x2=0; y2-4y +x2=0; y =x, x=0.

9-masala. Zichligi p =p(x,y) bo‘lgan va quyidagi tengsizliklar
yordamida berilgan £> plastinkaning massasi topilsin.

9.1 D2x2+"4<.1; p=y2
9.2 D: — +y2ii L XE0; ~A>0, p =6x3-y3
93 D: I"y+7~-N2; ~>0; y<jx; P=yX-

9.4 D:l<,A-+y2£25; x>0; y"-;p =~.
4 2 y

2 2
9.5 D: M-+/~-N1; yEO;, p-x~-y.

328



2 Yy

9.9 D:\<M+y2<4;>'>0;y"™n.p=8~/3.

9.10

9.11

9.12

9.13

9.14

9.15

9.16

9.17

9.18

9.19

9.20

9.21

2

1):M-+Y<1; xXE0; >20; p =30x3/7.
+/£1; x>0; p=Ixy6.
2 2
+ =
D:x/ +y27V,p =4y\
D:x2+"<1l;y>0p =7xA.
D' \<M+y-<4- x*0-,yI1>3x12.p =yy
2
Z):x2+y’\l;’\>0;p =357V,

2 2

D:l<~r+7Z4;xZ0;yZx/2.p

*].
/>:£'+Xg<l;.p:*2.
4 9
X V2
D:— +"~£1;xZ0;yZ0.p =x3.
[>:IMX2+7-N9;AN0 ;> MX/O = :
X2Hg 910> RaxI0 =y 2

(1- "X +TT- 25x7 0, yt2x\p =—

4 lo J



10-masala.

101 ~ +7~ =1 y~0' chiziglar blMan chegaralahgan plastinka-
ning og'irlik markazi topilsin (/7 =1).

10.2 r2=a2cosl<p (o‘ng yaproq) egri chiziq b i® chegaralan-
gan plastinkaning og‘irlik markazi topilsin. (p =1).

10.3 x2+y2=a2,xZ0,y>0 tengsizliklar bilan a”“glangan plas_
tinka uchun Ix,ly inersiya momentlari topilsin (/Hi).

10.4 y2=4x+4 va y2=-2x+4 chiziglar bilan chegaralangan
plastinkaning og'irlik markazi topilsin (p =I).

X2 y2
10.5 =1 egri Chizig bilan chegaralangan blastinka uchun

Ix,ly inersiya momentlari topilsin (p =1).

M-« f+2=1"1+I = chizidlar bilan Chegaralangan
plastinka uchun Ix,ly lar topilsin(/? =1).

10.7 x2+y2™\6, x>2-S tengsizliklar bilan anjglangan pla8_
tinkaning og‘irlik markazi topilsin (p =I).

10.8 xy=I,xy =2,y =2x,x =2y chiziglar bilan chegaralangan
plastinka uchun Ix,ly inersiya momentlari topilsin

10.9 Agar 1<j2+/ <4 doiraviy halganing har”~ nuqtasidagi
massa zichligi p =x2y2 formula bilan aniglansa, massasi
topilsin.

10.10 Agar y =x2-4x; y =x chiziglar bilan che”langan pJas_
tinkaning har bir nuqtasidagi massa zichligi p =x +yformuia buan
aniglangan bo‘lsa, shu plastinka og'irlik markazi topiijn

_ _1 P ( A, .
10.11 X¥Y=4, y=-x\ y=6 J chiziglar”™ chegaia_
langan plastinkaning og‘irlik markazi topilsin (>="3).

10.12 y2=3x+4 va y2+4x =\\" (y>0) chiziglarbilan chega.
ralangan plastinka massasi topilsin (p =y).
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10.13 Ikkita =0 va <p=n nurlar hamda r=ap (0 <p<1)
Arximed spirali yoyi bilan chegaralangan plastinkaning og'irlik
markazi topilsin (p =1J).

10.14 y =x3, x+y =2, x =0 chiziqglar bilan chegaralangan plas-
tinkaning og‘irlik markazi topilsin (p =1).

Quyidagi 10.15-10.19 misollarda plastinkaning chegarasini anig-
lovshi chiziglar berilgan. Har bir plastinkaning og‘irlik markazi
topilsin (/) =1).

10.15 *=flr(/-sinf), ~ =a(l-cos/); >=0.

2
10.16 x2+y2=az; —a? +-\;F:I; X =0, xZ0O; j>20.
10.17 F=a(l +sin0>).
10.18 r =asm2<p,

10.19 r =yl2, r =2sin<p, 3&<<p< 4

10.20 ay=2ax-x2, =0 chiziglar bilan chegaralangan plas-
tinkaning Ix, ly inersiya momentlari topilsin (p =1).

10.21 r=a(l +cos”) kardioda bilan chegaralangan plastinka-
ning Ox va Ou o‘glariga nisbatan Ix, ly inersiya momentlari topilsin

(17=1)-

11-masala. Quyida ko‘rsatilgan sirtlarning yuzalari topilsin.

11.1 y2+z2=x2 sirtning x2-y l-ar- silindr va y =xb- te-
kisliklar bilan ajratilgan gismi.

11.2 z2=4x sirtning y2=4jc-silindr va x =\- tekisliklar bilan
ajratilgan gismi.

11.3 (x2+y2)~+z =1 sirtning z =0 tekislik bilan ajratilgan gismi.

11.4 x2+y2=topc silindrlaming x2+y2+z2=a2 shar ichidagi gismi.

115 (x+y)2+2z2=2a2 silindrik sirtning 1-oktandagi gqismi
(jcrO, >0, zZO, x2+y2+22*6).
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11.6 (x+y)2z=x+y siitning 1£x2+yrin4,x>0,y>0 sohadagi gismi.

11.7 az=xy giperbolik paraboloid sirtning (jc2+/) =2c?xy
silindr ichidagi gismi.

11.8 z2=2xy konus sirtning xk0, y*0, z =0,
X? +yr ®0 a>0,b>0 sohadagi gismi.

11.9 3z=2(x'Ix +yyy”" sirtning x =0,y =0,x+y =\ tekisliklar
orasidagi joylashgan gismi.

11.10 z =yjx2+y2 konus sirtining x2+y2=2x silindr ichida

joylashgan gismi.

11.11 x2+y2=2az paraboloid sirtining {x+yf =2aXy{a>0)
silindrik sirt ichida joylashgan qismi.

11.12 az=xy gipeibolik paraboloid sirtning x2+y2=a2(a>0)
silindr ichida joylashgan gismi.

11.13 + ~ =1 sirtning x =0,y =0,z =0 koordinata tek-

isliklari orasida joylashgan gismi.
11.14 z2=2xy konus sirtning jc+*=1x=0,"=0 tekisliklar
orasida joylashgan gismi.

11.15 z=~{x2-y2) giperbolik paraboloid sirtining
(x2+y2f =x2-y 2 silindr ichida joylashgan gismi.

11.16 z=4x2+y2va x +2z =a sirtlar bilan chegaralangan jism-
ning to‘la sirti (a>0)

11.17 X—+l+-Z=I(a,6,c>0) sirtning 1l-oktantdagi qismi.

11.18 x2+y2+z2=R2 sfera sirtining (x2+y2)2=R2-{x2-y 2)
silindr ichidagi gismi.

11.19 x2+y2=6z sirtning (x2+>2) =9-(gr -y 2) silindr ichi-
dagi gismi.

11.20 z2=4x sirtning y2=4x,x =1 sirtlar bilan ajratilgan gismi.

1121 y2+z2=x2 sirtning x2=ay sirt bilan ajratilgan gismi.
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12-masala. Quyidagi sirtlar bilan chegaralangan Jlimnlini
hajmi hisoblansin.

x2+j2=2j>

121 ;=pa-x\ z=0

X2+y2=Ix, x2+y2=H0x, y =0 (y£0);

Z=yjx2+y2, 2=0.
X2+y2=y, X2+y2-4y,
12.3
z=0-

\x2+y2=$Sy;
12*%* \z =x2+y2-64, 2=0 (z2:0).

IX2 my2-&j2X;

12,5 \z=x2+y2-64, 2=0 (z2>0).
X'+y2=2y.

126 4

Ix +y +4x =0,
12.7 i ,

(x2+y2=3y, x2+y2=06y,
P28 A7 =y +y2, 2=

j2+~2=6jc, *2+y2=9% Y =0 (yrO);
129 7-yfR +y? 2 =b.

JXx2+y2=6\f2x;
12.10 [2=J2+/-36, 2=0 (270).
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Ix2+y2=6n/2y;

12*11 | z=;c2+ 2 _26,2=Q (z£0).

{x2+y2=2sf2y;
12.12 | z=je2+y _ 4"z _q (z"o).

218 e e iz ax,
- z-igr*,z-0 12.14 J[2t1'2-2*2,z=0.
X2+y2=2y, X2+y2=5y,

12.15 Z=ylx2+y2, 2=0.

X2+y2=8x,x2+y2=I1Ix, y =0 (y£0);

12.16 Z=yjx2+y 2, z=0.

fx2+y2+2n/2y = 0;

12%17 |z = x2+"2-4, z=10 (z"0).

IX2+y =Ay/2x,
N2*18 |2_p2+"2_j652z=q (r”"o).

x2+y2=4x, JX2+y2=Ay,
12.19 I[zzlia)-yz, 2-8 170 3[22.42)( , 2=0.

IX2+y2=Ay, x2+y2=7y,

1221 \z =yjx2+y2, z=0.

13-masala. Quyidagi sirtlar bilan chegaralangan jiemning
hajmi hisoblansin.

31 {r~2-NC*r+Y% [«-24(%-+[)+1,
[z=24x+2. [z=48x+]I.



z=10[(x-D)2+ /] +1, z=2-18[(*-1)2+ /],

. 13.4
133 z=21-20x. z=-36*-34.
fz=8(or2+ /) +3, jz=-16(*2+y2) -],
135 7= 160c+3. 136 1= 32x-I:
z2=2-20[(*+1)2+ /7, z2=30[(x+1)2+/] +I,
13.7 ° 13.8
z =-40.x-38. z=-60jc-61.
\z=4-14(x2+y2), Jz =26(x2+y2)-2,
139 ;=34 28x. 1310 1 = 50x-2,
2=28-"(x+1) +jy2j +3, z=-2"(x-1)" +yj-1,
13.
1311 ggesso 3.12 z=4*-5,
jz =32(x243>2) +3, [z=-2(*2+1)-1,
1313 17 =3- ear. B oy,
2=4-6[(x-1Y 2+ /], 1 =26[(x-1)2+/]-2,
13. 13.16
15 z=12x-8. z=50-52*
iz=2-4(x2+y2)+3 jz =30(x2+>>2) +1,
1317 |, _gus2 1318 |, 6oy +]
fz=22-~(x-1) +y2J+3, z=-16[(x+1)2+ /]-1,
. 13.2
13.19 Yz =47 - 44x. 3.20 z=-32jc-33.
Jz =2-18(x2+ 1),
1321 \; =5_3py.
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1l4-masala. Quyidagi sirtlar bilan chegaralangan jismning
hajmini ucb karrali integral yordamida hisoblang.

141 (X2+y2f+ Z 6: a3(yZ 142 (X2+ /+ZZ)3: < /e(5r+ y 2)".

f 2
144 E.t2L +£_=£.

143 (x*+y2d +z4=a3 (x-y). 1 02 b2l oF h

NE \x2+y2+22 1Xr+y2+zl—\6
r =N +>>6t| Oj>;>02£0)

2 2 2 2

147 M- +— =222z=— +— . 14.82=24("+/)Z+1,z=4&C+].
4 9 4 9 \Y%

_|O\9XI +y$ +Uz=I~ Z&y

14.9 x2+4y2=3z,jc+>=6. 14.10 r=2-20(x2+Y )21 =2-407.
14.11 2=6e47T7,2 =16-x2+,2 14.12 "+*+/ =1l =o0,y=0,r=o.

14.13 z=yj64-x2- y2,z=\,x2+y2=60 (silindr tashgarisida).

2 2

14.14 2z =2x2+"-,4x2+"-=1z=0.
3 9

1448, =A—Ayﬂx*+y2,z =g~x2- y 2

1416 y2+z2=a2,y2+z2=x2,x=b(0<a<h).

16
1417 z=xX\--X--y,22z =x*+y\
\2 y

14.18 a2+ b2

1419 z=4-14(x2+ /)\z =4-28x
1420 x+7+z=o0jc+7+z=20X+7=zXx+y=2z,y= =3x.
1421 x2+y2+z22=2az,Xx2+y2=722,X2+y2=jz2-
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15-masala. Egri chizigli integrallar hisoblansin.

15.1 Jsinydx +sinxdy, y:A(0,z) \aB(n,0) nugtalarni tutash-

tiruvchi kesma.

152 i fGRR ALK °)7 a(; ) CL 0)>~

e(x+y)dx-(x-y)(fy 2 2 @
" 2) 2-

3 3] M-*2+Y2=<T-

X+ y

154 J(2a- y)dx +xdy; y:x=a(f-sinf), y=o(l-cosf), 0<fr2;r.
' Y

156 J("2+/)dv +(2-/) ", yij>=1-(1-*1, 0<n<2.

7

15.7 \{x2-2xy)dx +[y2-2xy)dy, y:y =x2, ~1<x<l.
Y

15.8 r%4b_:|’/\°’/\°_

h+x +y
15.9 \ydx-xdy, y:x =acos3t, y-asin3l —

r A 2

15 10 ]‘~X)~e;r;g? > Y'x-acos3/, y=asind/ £o<t/\.2. .

15.11 jjycos.xrfjc +sinxc/v,/-.uchlari (I; 0), (0; 2), va (2; 0)

v

nugtalarda bo‘lgan uchburchak konturi.

15.12 \82xdx-(x +2y)dy,y: uchlari (-1; 0), (0; 2), va (2; 0)
Y

nugtalarda bo'lgan uchburchak konturi.
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15.13 \(x2+y2)dx +xydy, y:y =ex chizigning (0; 1) va (1, e)
nugtalari orasidagi yoyi.

15.14 fxdy’ r'a +1)=1 to‘g‘ri chizigning (a; 0) va (0; b)
nuqtalar orasidagi kesmasi.

15.15 JH~™’ (* +y ) ~a (* +y )-lemniskata yoyi.
Y
15.16 + *YY¥ - astroida.

15.17 [(*+>m)<*e [ ? =<?m<*»* . lemniskata.
Y

15 18 ILx*ds’ Y'*1+y2 =°2" x
15.19 y. y -2x y parabolaning (0; 0) va (l;V2)

nugtalari oFasidagi yoy.

15.20 /~"x2+y2+4 n ~ va 0’ 2) nugtalarni tutash-
tiruvchi to‘g‘ri chiziqg kesmasi.

15.21 Jxyds’ X:3N +4jjv|=12, y>0.
Y
16-masala. Hisoblang.

(2:3) (2;3)

16.1 J xdy +ydx 16.2 J (* +.yib:+(*-.y).
(-1:2) ((H)]
ydx-xdy
163 J x2
®&D
A ydx-xdy
16.4 (J) 2 --Oy o‘gini kesmaydigan chiziglar bo‘ylab.
2,0 X
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)
16.5 J {4xY~15x2y)dx + (2x2- 5*3+ 1)dy.
@

xdx +ydy
166 | /2 | “ koordinata boshini kesib o'tmaydigan chiz-
(W x +Y

iglar bo'ylab.

:h

16.7 J {x-y)\dx-dy).
)
¢?)

168 | [x*+4xy3)dx +(6x2 2-5y*)dy.
(20
(3;-4)

16.9 f xdx +ydy.
()]

Aoxdy-ydx
16.10 7i~~y ~x tof i chizigni kesmaydigan chiziglar
©:-

bo ¥/lab.
(@b)

16.11  Jf{x+y)-{dx+dy)j{u)-uzluksiz funksiya.
@

(a-b)
16.12 \ ex{cosydx-smydy),
(00)
16.13-16.21 misollardagi ifodalaming biror F(x,y) funksiya-
ning to‘liq differensiali bo‘lishi yoki bo‘lImasligini aniglang. Agar u
to‘lig differensh! bo‘lsa, F(x,y) funksiyani toping.

16.13 (x2+2x-y2)dx +{x2-2xy-y2)dy.



ydx-xdy
1617 3~y + 3y

16.18 exm\ji'{x -y +2) +y dx +e*-[V (ji:-jh) +i]c’.

xdy - ydx
16.19 R +4y2

2x(1-ey) ey
J M J - dx+T77dy-

16.21 o 74x dx.
I* 4L,

17-masala. Quyidagi I-tur sirt integrallari hisoblansin.

17.1 (5)"’\r+X2r—’\ZF=O. 0<z<b konusning yon sirti
17.2 Ne  +y )ds’ “ushbu yjx2+y2<2<1 jismni chega-
ralovchi sirt.
17.3 + + {S)~ z=,Jx2+y2 konus sirtining
©)

Xx2+y2=ax sirt bilan ajratilgan gismi.

17-4 jj(x2+y2)zds, (S)-x2+y2+z22=a2, z>0.
©
17.5 JJ& ’ (™)~ birinchi oktantdagi x+_y+z =1 tekislik bilan
ajratilgan((f)etraedrning to‘liq sirti
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17.6 Xx2+y2)ds, (S)-x2+y2+z2-a2
)

17.7 +y+2)ds, (S)-ushbu Q<x<a,0<.y<,a,0<.z<,a
©

kubning to‘lig sirti.
17.8 jj(6x+4y+Zz)ds, (5)-*+2y+3r=6 tekislikning I-
S)

oktantdagi qismi.
17.9 Jjzds, (S')-r=p6-x2-yr sirtning x>0,y>0,* +y <4
)

sohadagi qismi.
17.10 jj(x2+y2+z2)ds, (S)-x2+y2+4x=0, 2<z<4 silindr-
©

ning to'liq sirti

17.11 Jzds, (S)-z = xy sirtning x2+y2=4 silindr ichidagi gismi.

17.12 fjyds, (S)-x =2y2+\{y>0) sirtning * =/ +2z2*=2,*=3
©

sirtlar orasidagi gismi.

17.13 JM~x2ds, {S)-x2+y2=z2 konus sirtining x2+y2=a:

silindr bilan ajratilgan gismi.
1714 " A +V +7 =X (a>6>c>0)-

1715  [IL * --7T» (19) ~ *+A+A1, >0, >>E(), r>0

tetraedrning chegarasi.

17.16 jjj(*y +yz +zx)ds, (S)-z ="x2+y2, x2+y2<2ax.
®
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17.17 [jj[(x2+y2)ds, (S) - yjx2+y2<z<1 jism chegarasi.
©
17.18 [f x’+y’+z—gI ds, (5) - 2z=2-x2-y2 z"O Pa~
WY '
raboloid gismi

17.19 [Jf(3*2+ 5/ +3z2-2)ds, (S)-y =y/x2+z2 Kkonusning
y =0 va y =V tekisliklar orasidagi gismi.

17.20 ffxyzds, (5) - z2=2xy, z>0 konusning x2+y2=a2
silindr ichidagi qismi.

17.21 \"xyz\ds, (S)-z =x2+y2 sirtning z=I tekislik bilan

ajratilgan g”mi.
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-D-
Namunaviy variant yechimi

1.21-masala. Ushbu y=>x2+2x,y =x+2 chiziglar bilan chegara-

langan D soha uchun ,Q,/X’\,EI,OACD ikki karrali integral takroriy in-

tegralga keltirilsin va integrallash chegaralari ikki xil tartibda go'yilsin.

< Birinchi navbatda y>x2+2x =(x+1)2-1 va y =x+2 chi
iglarning kesishish nugtalari Mx(-2;0), M2(1;3) larni topamiz va
sohani chizmada tasvirlaymiz (14-chizma).

14-chizmadan ko‘rinadiki, D sohani tengsizliklar yordamida qu-
yidagicha ifodalash mumkin:
D= <X <], X2+2X<.yE£.x+2} = {(v,v) -1~ sjy+ 15 * 5-1+ yjy+l;-1£ vso1Vj
u|(x,y) :y-2s r£-1+,/v+1,0<y %s}.

Bu yerdan 2°-punktdagi 3 va 4-teoremalarga ko‘ra quyidagi
tengiklami hosil gilamiz:

M A ) HIT
I f(x,y)dy JJ f(xy)dx Wy+j 3 f(xy)dx cfy>

_|./m

2.21-masala. Integrallash tartibini o‘zgartiriag.
+ 2f fdy.

) 0 0 I 0
<Masala shartiga ko‘ra
Z>=|(x,y):0<x<I, O<>m<n/2-n-|

2 soha 15-chizmada tasvirlangan.
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15-chizmada ko‘rinadiki, D sohani quyidagicha ham ifodalash

mumKkin:
___________ i w n i

D:;‘(x,y):y[y<xﬂyi2-yl, 0<j"\lj':> Adx AMfdy+ jdx J fdy= jdy J fdx.>
0 0 1 0 0 Jjr

3.21-masala. D=((*_>>): 0<x"1, 2m"3<3c} soha uchun

integralda qutb, koordinatalariga x=rcos®y=rsin’?

o‘tib, integrallash chegaralari ikki xil tartibda go‘yilsin.
< Integrallash chegarasini go‘yish uchun awal D sohani chiz-

mada tasvirlab olamiz (IGyma).

3 B
2 %
C
1
16-chizma.

Ikki karrali integralda 0‘zgaruvchilarni almashtirish uchun bir-
inchi navbatda akslantirish yakobianini hisoblaymiz.

dx dx
. . dr dip cosg> -rsmtp
D{r<p) dy dy sin® rcosp
dr dtp
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Undan so‘ng D sohani qutb koordinatalar sistemasida jfoda-
laymiz, ya’ni D schaning akslantirish natijasidagi obrazi A n*
topamiz va (10)-formuladan foydalanamiz.

<AOC =arctg2. <BOC=arctg3, OA=y\+22=VJ, OB=V F+F =VIO; X=1=>

=>/-cos«» = |=>/-=—  =>D=\(r,(p)\arctg2<<p<arctg3. O rS—— f-
@ cosp [( ) g P g cos™J

=unp = :arctgl<<p<arctg3,0<r<>5Ju

ul(r,~>):arctg—<(p< arctg3, "5 <r <%/loj:=>

dags W \b aig
Ne ,y)dxdy= J d(pjrf(r cosrsincp)dr= ~dr J rf(rcos(p,rsm<p)d<P +

1) aivlg2 0 0 ari'lgl

«flO arctgl
+ Jdr J rf(rcos<p,rsin (p)d<p>

" arag-
4.21-masala. Hisoblang.
I = Wxy- 4xyy3)dxdy; D:x=1 y=x3 y=-Jx.
D

« D sohaning shaklini chizib olamiz (17-chizma) va Karrali
integralni takroriy integralga keltirib, uning giymatini hisobteymiz:

17-chizma.



5.21-masala. Hisoblang.

| =jjycosxydxdy; #A:y =n, y=3m, x=~, X
° 2
< Masala shartiga ko‘ra AXx<1, X<y<bxK

soha to‘g‘ri to‘rtburchakdan iborat. Unda

1 = In 1 3*
| - ffycosxydxdy =fdx fy cosxydy= fdyfycosxydx=j —sinjuy dy=
D i a X 1 i V y

3x C ix
= Jsin>’-sin~jj_v = -cos™ +2cos™-1 =0.>

6.21-raasala. Hisoblang.

dxdydz Xy .z
-1 N6, oy g 3T
i+ —+—+- (I_)
8 3 5) x=0>=0,z=0.
< Masala shartidan ko‘rinadiki (V) jism uchburchakli pirar

ida bo‘ladi va uning shakli 18-chizmada tasvirlangan. (V) jismni
tengsizliklar yordamida quyidagicha yozish murakin:

(F): Hx,y,z): 0<x£8, 0<>7"3 1~-|, 0<z<5h s 3

Berilgan uch karrali integralni takroriy integralga keltirish yo‘li
bilan hisoblaymiz:
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8 32 '8 “ 8 8 8
Izob. Agar 6.2J-misolda o‘zgaruvchilarni almashtirsak, ya’ni
X =8u, y~3v, z =5w almashtirish bajarsak, integralni hisoblash an-

cha yengillashadi.
8 00

DOGYV) g 5 g

Bunda yakobian D(x,y,iv) : =120 bo‘lib,

(V) jism ushbu (a)={m, v, w): 0<UEl, o<v<i-m, 0O<w<1-h-v)
jismga akslanadi va o°‘zgaruvchilami almashtirish formulasiga ko‘ra

guyidagilarga ega bo‘lamiz.
1 I« lw chy

/ =120jdu fdvj
0 0 o (I+w+v+x)

Bu integralni hisoblab, j =\ ekanligini tekshirish giyin emas.
7.21-masala. Quyidagi
y ~yl6-x2, y =JG-yJfT-x?',
chiziglar bilan chegaralangan shaklning yuzasi topilsin.
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y =y/6-x2
-es/6  V6—x2 s®*eman* echamiz va bu chiziglarni kes-
ishish nugtalarini topamiz.

n/6-nr =n/6 A6 -x2=> jc =—j=; x2=—F.
V2
Berilgan chiziglar bilan chegaralangan d sohaning shaklini
chizamiz (19-chizma) va bu sohaning yuzasini (15)-fonnula yor-
damida hisoblaymiz.

X/2 \lb-x- J2 \Ib-r X .
S=\"dxdy = Jdx | d.y-2- "dx J dy=2 j\2y/6-x2-y[6jdx =
_ﬁ y16-y/6-X2

jyja2-x 2dx ="--Ja2- x 2+-"-arcsin—tc, formuladan foydalanamiz

=2 xyje-x2+6arcsin-"=-%/6x A =2- 3 J | +6ami,, £-3 £
nlé J V2 \2 2

, 33
=2 o W, A kv.birl. >

8.21-masala. Quyidagi
y2-2y +x2=0, y2-4y +x2=0, y =X, x=0.
chiziglar bilan chegaralangan shaklning yuzasi topilsin.
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yr- 2y +x2=0 => x2+(y-1)2=1

< Y2~  +x2-0 = x2+(y-2)2=4.
Bu tengliklardan foydalanib, berilgan chiziglar bilan chegara-
langan D sohaning chizmasini osongina chizamiz (20-chizma).

D sohani tengsizliklar yordamida yozib olamiz:
B={(*y): yijly-y2<x<y; 1<y<2 | u : 0<x<My-y2; 2<y<4|.
Bu munosabatdan foydalanib, D sohaning yuzasini hisoblaymiz:

3 v 4 Jyy2 2 4
S=7rdxdy=jdy J dx+~dy J dx=yyy-"2y-y2jdy+jry-y2dy=

jV4-(Z'-2)2CD:( Y -~ p-(y-1)2--arcsiny-1j +

+f 2"la/4-(>,-2)2-f2arcsin - N-j|t=72 - --arcsinlj - ~ + 2arcsin 1= + -Marcsin 1=

s 3(2+Ir
e P birtik >

9.21-masala. Zichligi p ~y bo‘lgan

plastinkaning massasi topilsin.
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< Plastinkaning massasini (17)-formula, ya’ni m :\D\p(X'y)dXdy

formuladan foydalanib, topamiz. Bu integralni hisoblashni yengil-
lashtirish uchun umumlashgan qutb koordinatalar sistemasiga o'tamiz:

x=2rcos<p , ._ D{X,y) = 2cos9 -2rs\ng>
y =4rsiri(p D(ro®  4sin Arcos(p

xX
y=2x1  fdrsit\<p=4i-cos9>  P=~ L .
x=0 J (2rcos0> 4 => Bajarilgan almashtirishdan

<P=*p

so'ng berilgan D plastinkaga ushbu A=j(r,<p):~<<p<y”; I<r<5

plastinka akslanadi =Af = Jjp(x,y)dxdy =

D

= \\%rp{2rcos Arsm(p)drd -%\d< \r-—Q~—dr=4 fGS— —
Pt P, (p)drd(p p 4rsin$? ﬂsm P 2

4

=481n|sinp|™ =48} Insin —-Insin— =4B—dn— =48-In\/2 =241n2.>
s v2.

10.21-masala. r =o(l +cos”) kardioda bilan chegaralangan plas-
tinkaning Ox va Oy o‘glariga nisbatan Ix va ly inersiya moment-
lari topilsin. (p =I)

< Berilgan plastinkaning Ox va Oy o'glariga nisbatan inersiya
momentlari (20)-formulalarga ko‘ra

h =\\p'ytkdy =\\y2xdy va ly= ffpx2xdy = \\x2ixdy teng-
D D D U
liklar yordamida topiladi.
Bu formulalar qutb koordinatalar sistemasida quyidagi ko'rinishga
keladi:

= JJr3sin2(pdrd(p va 1y = JjV3cos2(pdrdcp,

bu yerda &=\{r>q- 0<rsa(l +cos™)[ (21-chizma).
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21-chizma.
n afihcosg>) r

Ix= JlVBsinZ(pdrdq>- [sin" (pd(p  J  r3dr =32a4Jsin’ ?-cos]DZ—d<p=
n n
(( ldz
Vi-r*

. m i
sin ™ = =><*> = Jarcsin =t &p=

&=0=2=0 =64rtdjir2- (1-2 2% =
p=mr=>z=1
1. 7
72=t=>dz-—t 20t =32ad|f=e(1- /9?2dt =3294¢J/2" «(1- p dt
\ 2y
M
)

32T (» N Y >471,
2; r(7) 32

I+ «(l+cosv>)
/v=JNV3cos2(pdrd(p = JjVAWO>JIx= jdip J r'dr- Ix=
Il il -r a
rfivrfi)
=8a' Jcos- M I_r(SI)VI ~/.= 493:'2|‘/'|4

21 4
Demak, J> — ly =—9 na\x>

11.21-masala. Quyida ko‘rsatilgan sirtning yuzasi topilsin.
(S"): y2+z2- x2 sirtning x2- ay sirt bilan ajratilgan gismi.
< Yuzasini topishimiz kerak bo‘lgan sirtning Oxy tekisligidagi
proyeksiyasi 22-chizmada tasvirlangan.
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22-chizma.
Sirtning yuzasini (16)-formuladan foydalanib, hisoblaymiz. Agar

B={(*y): O<y<a, y<x<”] desak, unda S=4-JIN+(z;)2+(z;)I"4-
D

bo'ladi, chunki, y2+z2=x2 konus sirtning Oxy tekislikka nisbatan
simmetrik joylashgan z >0 va z <0 tengsizliklar bilan tasvirlanadi-
gan gismlari bor, ham D soha (5) sirtning Oxy tekislikdagi proyek-

siyasining yarim bo‘lagi.

-y 12T > A 22T

N
S=4pn/23dy j ’?dx =4n/2 j-yIx2-_y2 ¢ =4>/2)May-y2dy =

0] v yjX'—y ov \Y 0

a . a

V— i
na~

wW2-f, e 2 dy"=y? wl-arcsm------2
2 8 a "L -

>
Shunday qilib, S - kv. birl. >

12.21-masala. Quyidagi
x2+Y2=ay, X2+y2=1y, z=YjX2+y2, 2=0;

sirtlar bilan chegaralangan jismning hajmi hisoblansin.
g Jismning hajmini ikki Kkarrali integral yordamida (14)-for-

muladan foydalanib, hisoblaymiz:
V =\\f{x,y)dxdy= jjIx2+y2dxdy,
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bu yerda D soha x2+y2=4y va
x2+y 2221y aylanalar bilan chegamlan-
gan (23-'Chizma).

Hisoblashni yengillashtirish uchun
qutb koordinatalar sistemasiga o'tamiz:
X=rcos”, y =rsmq).

Unda D soha ushbu

23-chizma. i :
O={(r">): 0<g><n, 4sin*><r£7sin#>}
sohaga akslanadi va hajm osongina
hisoblanadi.
Tsiny> */l Tsiny> *irl 7sm* “A
V =jjr2drd<p=jd<p J rdr=I-jd<p J rdr=2J— dp=1%$6 j sin3ipdp=
0 ABT}D 4sinp
\*A
- 1863(cosV -1) d(cos~)= 186m SO P-cos> =186 5= 124
0

Demak, V=124 kub. birlik. >

13.21-masala. Quyidagi z=2-18(x2+y2) ya z=2-36y sirt-
lar bilan chegaralangan jismning hajmi hisoblansin.

< Bu jismning hajmini ham (14)-formuladan foydalanib, hisob-
laymiz. Awal jismning Oxy tekisligidagi proyeksiyasi D ni topamiz:

L-2 18(x +y +y2)=2-36y=>x2+y2-2y =0=>\n + (y-1)2=I=>

[z=2-36.y

£>= {(x,y):x2+ (y-1)2=1}.
Demak,

F=j[2-18(x!+Vv2)-(2-36v)}Zt4’=-18JJ(jcj + v2-2y )~ = -1 8 jj[x 2+(r -1)2-\\dxdy=

x—rcos( |v=r, A={(r.<p):0<<p<2q, 0</-<lj
y -1 =rsin%>

=-18 jdipfr(r2~l)dr =

Cen dp="22n =on Kub. birlik. >

353



14.21-masala. Quyidagi

1,1

. S
xl>+y +z7=2az, x>+y2 24y2- 1,2

=7* X~+y"~~1

sirtlar bilan chegaralangan jismning hajmini uch karrali integral
yordamida hisoblang.

< Izlangan hajmni topish uchun awal (13)-formulalardan foy-
dalanib,

X = pcos<p msinv’,

Yy =psin  sin

Z =p cobu/.
akslantirish yordamida sferik koordinatalar sistemasiga o‘tamiz.
Bunda yakobian

—f ______Z_ r=p -Sh’]tf/.
D(p,(p,w)

bo'lib, (V) jism (A) jismga akslanadi. Izlangan hajmni hisoblash uchun
V = fffdxdydz = jjjp 2esinysdpdfpdy/.
(n )

formuladan foydalanamiz.
Berilgan sirtlaming tenglamalarini sferik koordinatalarida yozamiz.

|x2+y1+z2=2az} ->{p =2acost//},

[x2+y2=22} {tgY =i}=jy/="],

Demak, (F) jism quyidagicha bo‘ladi.

(A) =[(/9,92,y/): b<(p<2x, ™ <t//[<~, 0<p<2acos’|

Shunday qilib, izlangan hajmni osongina hisoblaymiz:

2r Vl 2«CoS»/ |62&3H N 5 . )
V=jd<p|jsinyldy/ } p-dp=— — j cos3(//=sin iffci) =~7ia3 (j<ub.birl) |
[¢} a [¢} £
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15.21-masala. Egri chizigli integral hisoblansin.

Jxyds, /:3|x|+4]|j| =12, y>0.
Y
< y yoy Oxy tekislikda ABS siniq chizigni beradi. (24-chizma).

AC :3x +4y =12,0 <x<4; AC:y=—4X+3,O<x <4

BC:~3x +4y =12,-4 <x”0; BC:y=-x+ 3,-4<x<0.

Birinchi tur egri chizigli integralning giymatini (24)-formula-
dan foydalanib, hisoblaymiz:

A+j* (fx+3ty 1+()) dx=
3V 51,8 30\

Ji(-r 3K N 4H*=2 2
=|(24-16) +|(16-24) =0>
16.21-masala. Ushbu

t-y dx+ -+ X dy.
yjx2+ ¥2 yfx2+y
ifodaning biror F(x,j) funksiyaning to‘liq differensiali bo‘lishi yoki
bo‘Imasligini aniglang. Agar u to‘liq differensiali bo‘lsa, F(x,y)
funksiyani toping.
< P{x,y)= . s +y va Q(x,y) +X,
V* +Y n*2+y?2
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deb belgilasak, Pdx+Qdy ifodaning to‘liq differensiali bo'lishi uchun
(38)-tenglik, ya’ni

dP_dQ
dy dx’
munosabat bajarilishi kerak. Shuni tekshiramiz:
( \
dP X Xy _n dQ _
dy [ - B+ 1- A Berilgan ifoda
Ty (J777) &

biror F{x,y) funksiyaning to‘liq differensiali. F(x,y) funksiyani
topish uchun (39)-formuladan foydalanamiz. Soddalik uchun
x0=0, yO 1 deb olamlz

F(x,y)= \p(x y)dx+ \Q(Q y)dy= \ - - +y dx+ fdy +c="Ix2+y2+xy +cC.
0 i »Ur +y~ J i

Demak, F{x,y) ="jx2+y2+xy +c.>

17.21-masala. Quyidagi I-tur sirt integrali bisoblansin.

JI*yz|ds, (5)-z=x2+yl, (S'): z=x2+y2 sirtning z =1 tekis-

S
lik kgi)lan ajratilgan gismi.

< z =x2+y2 paraboloid aylanma sirtdir, unda z >0.
Demak, integral ostidagi funksiya
f(x,y,2) =Wyz\ =z-\xy\

ko‘rinishda yozilishi mumkin. To'rtta oktantda olingan
M\(x,y,z), M2(-x,y,z), M3(-x,-y,z), M4(x,-y,z) nugtalarda bu
funksiyaning giymati o‘zaro teng.

Shuning uchun integrallashni I-oktantda (undaf{x,y,z) =xyz)
olib boramiz va natijani 4 ga ko‘paytiramiz.

1=4¢/, =4+ jj-vyzofr =4 ”xszI +(zt] +(Z'rf dxdy,

(S) v oo
bu yerda (5,) sirt (S) sirtning I-oktantdagl gismi, D esa (£,) ning
Oxu tekisligidagi proyeksiyasi (25-chizma).

356



25-chima.

ffx=roastp = OSrsl
~2X, Xy =2y =>/=4||xI>(Xr+yr)™ +4xr +Ay2dixdy =

y=rsin<p =>
| n | . € 1
=4 fr5¢'J1 +4r*dr |s\n<p cos<pdtp=2- jr5 yll +Ar2 -sin2#»2 rfr= 2 |r 5¢VI + 4/-2<r =
0 0 0 0 0
. | \Y
>/1+4r2=/, desak, f=0=>f=1 r=-(<2-1) il, y

,=1=>/=75, rdr =—dt 7 =

32
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