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СУЗ  БОШ И

Ушбу китоб «Узбекистан» нашриётида чоп этилган /Юлий 
математика асослари», 1-томининг давоми булиб, олий матема- 
тиканинг аникмас ва аник интеграллар, куп узгарувчили функ- 
циялар ва уларнинг дифференциал хисоби, сонли ва функционал 
каторлар мавзуларини хамда оддий дифференциал теигламалар 
курсини уз, ичцга оЛади. s ' .  *

Бу китобни ёзишда хам асосий тушунчалар хамда тасдикларни 
содда, равон баён этилишига, айни пайтда математик катъийликни 
саклашга эътиборни каратдик.

Куп узгарувчили функцияларга дойр бобларни ёзишда, даст- 
аввал икки узгарувчили функщшлар келтирилди. Унда бир уз- 
гарувчйли функциялардаги мос маълумотлардан фойдаланиш 
билан бир каторда улар орасидаги ухшашлик ва тафовутлар 
курсатила борилди.

Маълумки, назарий маълумотларни узлаштиришда намуна ■ 
сифатида келтириладиган мисол ва масалаларнинг ах,амияти катта. 
Айникса бу х,ол оддий дифференциал теигламалар назариясида 
яккол куринади.

Укувчи дифференциал теигламалар курси баёнида хар бир 
мавзу мисол ва масалалар билан таъминланганлигини кузатади. 
Мисол ва масалаларни келтиришда хамда уларни ечиш усулларини 
курсатишда, -аввал содда, куникма хосил килгач мураккаброк' 
мисолларга утиш принципига амал килдик.
, Муаллифлар китоб кулёзмасини укиб унинг сифатини янада 
яхшилаш борасидаги фикр ва мулохазалари учун Узбекистон 

Фанлар Академиясининг мухбир аъзолари, профессорлар 111. О. Али­
мов, Н. Ю. Сатимовларга уз миннатдорчиликларини изхор киладилар 
аа китобнинг камчиликларини бартараф этишга, оид таклифлари учун 
китобхонларга аввалдан ташаккур билдирадилар. 1



1-Б О Б

АНИКМАС ИНТЕГРАЛ

Куп холларда функциянинг хосиласига кура шу функцияни 
топиш масаласини хал килиш лозим булади. Бу эса функцияларни 
интеграллаш тушунчасига олиб келади.

Ушбу бобда функциянинг аникмас интеграли, унинг хоссалари, 
интеграллаш усуллари хамда интегралларни хисоблаш билан 
шугулланамиз.

1-§. БО Ш Л А Н ГИ Ч ФУНК ЦИЯ. АНИКМАС ИНТЕГРАЛ  

ТУШ УНЧАСИ

'y - f(x )  функция (а, Ь) интервалда берилган булсин.
1- т а ъ р и ф . Агар (а, Ь) интервалда дифференциалланувчи F (х) 

функциянинг уосиласи берилган f(x) га тенг булса, яъни

F '(x )= f (x )

булса, у уолда F (х) функция {а, Ь) интервалда f(x) нинг бошлангич 
функцияси дейилади.

М исол ла-р. 1. f ( x )= x 2 функциянинг ■( — оо, + ° ° )  даги 
бошлангич функцияси

2 . f ( x ) =  cosx функциянинг бошлангич функцияси F (x )= s inx  
булади, чунки

3. f (х) =  ~\JI — х функциянинг [— 1, 1] ораликдаги бошлангич 

функцияси

F (x ) = 4

булади, чунки

F '(х) =  (sinx)/ =  cosx =  /(.x:).

булади, чунки

р ' (х) =  (— f-V о  - * )  3) =  - Т  [О - х) 2 =

=  - у - - | ( ! - х ) 2 1 • ( - 1  ) = ^ [ Г = 7  =  Нх) .



Агар F (х) функция (а, Ь) интервалда f (х) нинг бошлангич функцияси 
булса, у Холда F{x) С х,ам f (x) функциянинг бошлангич функцияси 

булади, бунда С — узгаРмас сон- Х,акикатан хам,

F '(x )= f (x )
булишидан фойдаланиб

[^(x )+ C]' =  F '(x )= f (x )J

F(x) -f G функция f(x) нинг бошлангич функцияси эканини топамиз.

Л е м м а . Агар F (х) ва Ф (х ) функциялар (а, Ь) интервалда f(x) 
■функциянинг бошлангич функцияси булса, бу F(x) ва Ф (х) 
функциялар бир-биридан узгармас сонга ф.арщ щлади.

И с б о т . F(x) ва Ф (х ) функцияларнинг х,ар бири f(x) нинг 
бошлангич функцияси булсин:

F '(x )= f (x ) ,

Ф  ' ( x )= f (x ) .  v

Бу тенгликлардан
Р ( х ) = Ф '( * )  .

булиши келиб чикади.
Ердамчи

ф (х )= Ф  ( x ) — F ( x ) (1)

функцияни караймиз. Равшанки, бу функция (а, Ь) интервалда 
берилган булиб/ Vx£ (а, Ь) да унинг хосиласи■

Ф'(х) = [Ф (х ) — /г(х)]/ =  Ф '(х ) — ^ '(х ) = 0  (2).

булади.

(а, Ь) интервалда ихтиёрий х ва тайинланган хо нукталарни олиб, 
[хо, х] ёки [х, хо], сегментни караймиз. Бу ф(х) функция Лагранж 
теоремасининг барча шартларини каноатлантиради. Лагранж теоре- 
масига кура

ф(*) — ф(хо) = ф '( с )  (х Хо) (хо < с < х )  

булади. (2 ) тенгликдан фойдаланиб

ф (х) — ф(х0) = 0 ,

яъни

ф (х )= ф (х 0)

булишини топамиз. Энди ф (х о )= С  деб оламиз. Унда (1) тенгликка 
. биноан Ф (х )— F (x )= C  булади. Бундан

ф  (х) = F (x )  -f С

булиши келиб чикади. Бу эса леммани-исботлайди.
Юкорида айтилганлардан:
1) (а, Ь) интервалда берилган /(х) функциянинг бошлангич 

фу^кциялари чексиз куп булиши,

2) f (x ) функциянинг ихтиёрий иккита бошлангич функцияси бир- 
биридан узгармас сонга фарк килиши келиб чикади.



Демак, F(x) фукнция f(x) пинг («, Ь) интервалдаги бошлангич
функцияси булса, F(x)-\-C (бунда С ... ихтиёрий узгармас сон)'
куринишидаги хар бир функция хам f (х) нинг бошлангич функцияси 
булиб, улар [F(x) +  С\ тупламни ташкил этади.

2 -т а ъ р и ф. f \x) функциянинг (а, Ь) интервалдаги барча 
бошлангич функцияларидан иборат туплам унинг аникмас unteepa-

ли дейилади ва ^f(x)dx каби белгиланиб,

^f(x)dx =  F(x)-\-C) (С — const)

к^ринишда ёзилади. Бунда ] — интеграл белгиси, f(x) интеграл 
остидаги функция, f(x)dx эса интеграл остидаги ифода дейилади. 

М и с о л л а р . 1. Ушбу

 ̂ x l0dx

аникмас интегрални топинг. Бу аникмас интеграл шундай функция- 
ки (аникроги шундай функциялар тупламики) бу функциянинг 
хосиласи (тупламдаги хар бир функциянинг хосиласи) интеграл 
остидаги функция х,а га тенг. Равшанки, агар-

х1'

булса, унда

булади. Демак, аникмас интеграл таърифига кура 

\̂xmdx— у - + С , (С — const) .

2. Ушбу

^e3xdx

аникмас интегрални топинг. Куйидаги F ( x ) = ^ e 3x функция учун

F '(х) =  ( ^  e3x̂ j =  ~^е3х • 3 =  сЯх булади. Демак,

J e:ixd x =  j  е3х+ С  .

Кейинчалик, аникмас интеграл ибораси урнига, кискача, интеграл 
сузини хам ишлатамиз.

Купинча F(x) функция f (х) нинг бошлангич функцияси буладиган 
(а, Ь) интервал курсатилмайди. Бундай холда оралик сифатида f(x) 
функциянинг аникланиш сохаси тушунилади.

Одатда, функциянинг хосиласига кура унинг узини топиш, яъни 
функциянинг аникмас ингегралини топиш интеграллаш дейилади.

Демак, функцияларни интеграллаш амали дифференциаллаш 
амалига нисбатан тескари амал экан.



2- §. АНИКМ АС ИНТ ЕГРА ЛН И Н Г АСОСИЙ  

ХОССАЛАРИ

Куйида аникмас интегралнинг хоссаларини келтирамиз.
1 . f(x) функциянинг аникмас интеграли \f(x)dx нинг хосиласи 

f(x) га, дифференциалы эса f(x)dx  га тенг:

( ^f(x )dx)' =  f(x ), d( ^ f(x )d x )= f(x )d x . 

функция f(x)

F '(x )= f (x ) .

. И с б от. Айтайлик, F (х) функция f(x) нинг бошлангич функцияси 
булсин:

У холда
^ f(x )dx ~ F (x ) -j-C (С  — const) 

булади. Шуни эътиборга олиб топамиз:

( \ji{x )d x ) '= (F (x )  + C ) ' =  F'(x) = f (x )  ,

d ( (x) dx) — d[F (x) +  C] =  dF (x) =  F' (x) dx =  f (x) dx .

Бу эса 1°- хоссани исботлайди.

2°. Функция дифференциалининг аникмас интеграли шу функ­
ция билан узгармас сон йигиндисига тенг:

\jd F (x )= F (x )  +  C .

И сб о т . F(x) функция f(x) нинг бошлангич функцияси булсин: 
F’ (x) = f (x ) .  У холда.

 ̂ f(x)dx =  F(x) + С  (3 )

булади. Агар J f (x )d x =  \j F '(x )d x =  \dFix) (4)

эканини эътиборга олсак, (3) ва (4) тенгликлардан

J d F (x )= F (x )+ C

булиши келиб чикади.
3 °. Узгармас сонни интеграл белгиси остидан чикариш мумкин:

 ̂kf{x)dx =  k  ̂ f{x)dx (k — узгармас сон, k¥=0)-

И с б о т . Ф араз килайлик, F{x) функция f(x) нинг бошлангич 
функцияси булсин: F '(х) — f(x). Унда

 ̂f(x)dx =  F(x) +  С

булиб,

k J f(x)dx =  kF{x) + C i (C i= k C )  (5)

булади. Равшанки, kF {х) функция kf(x) нинг бошлангич функцияси 
булади, чунки

(kF (x ))' =  kF'(x) — kf(x).



Демак,

(j kf{x)dx =  kF(x) +C\ .

Натижада, (5) ва (6 ) муносабатларга кура1 

.^kf(_x)dx =  k J f(x)dx

6УЛ4°Ш Икк!°фувдия алгебраик йигиндисининг 
шу функциялар аникмас интегралларининг, алге р

\\\(x)±g(x)]dx=\f(x)dx±\g(x)dx.

И сб о т . Айтайлик, F {х) функция f {х) нинг, G (х) функция эса g (х) 
нинг бошлангич функцияси булсин:

F>(x )^ f( 'x ) , G '(x )= g (x ) .

^f(tydx =  F(x) +  Cu \ g(x )dx= ;G {x )+ C 2

булиб,

f(x)di± ^ g{x)dx=[F{x) ± G (x )]+  (Ci ±Сг) (7)

б^ЛРавшанки, F(x)±G(x) функция f (x )± g (x )  нинг бошлангич 
функцияси булади, чунки

tf W ± G (*)] ' =  F4*) ± G 7(*)
Демак,

^O(x) ±g(x)]dx =  F{x) ± G  (x) + C  . (8)

(7) ва (8 ) муносабатлардан

±g(x)]dx =  {j f(x)dxdtz \) g (x )dx . 

булиши кедй5 чивдди.

Ми с о л .  Ушбу  ̂(Ъх2 Jr ‘2.eix)dx

интегрални Хисобланг.

Интегралнинг 3°- ва 4°- хоссаларидан фойдалани топа 

^(Зх2 +  2e ,x)d x =   ̂Ъх24х-\- ^ 2 eixdx~

. ^ ^ x 4 x ^ 2 \ e 3xdx =  3 - ^ + 2 - e ix-^ +  C = x b +  - le3x+ C  .

Н  АНИКМАС ИНТЕГРАЛЛАР Ж АДВАЛИ .

М И СО Л Л А Р

Ушбу параграфа кейннчалик куп фойдаланиладиган интеграл- 

ларни келтирамиз.

1°. ^ 0 -dx — С, С — const;

2°. ^1 -dx= =  * +  С ;



3°. , ^x^dx ■С (р.=#= — 1)

4°.

5°.

6°.

7°.

8°.

9°.

10 .°

11°.

12q .

13°.

14°.

15°.

± d x =  ^ = l n | x | + C  (ХФ 0)
X  )  X

dx
- h

dx
= arctgx-|-C ;

V i - j

гdx =
f ___dx_

' л/ i - j

= arcsinx +  С ;

a xdx=-\— a x-\-C ( а > 0 ,а ф \ )  ; 
In a

sin xdx— — cosx+ C ;

cosxcfx =  sinx-|- С ;

— Ii- dx =  \ -%-=  — ctgx +  C ; 
sin jc J sin x

~dx- i
sin X

dx

cos2 x
= tgx+ C  ;

shxrfx =  chx +  С ;

chxrfx =  shx +  C ;

d x =  U ^ 2-==^arc tg^+ C  (а=И=0 ) 
a J x + a  a u

arcsin - +  C

x2 +

dx

л! a2- x 2

Бу интеграллардан бирининг, масалан

dxs x2 +  a2 a "  a
(9)

нинг тугрилигини курсатамиз. Бунинг учун тенгликнинг унг 
томонидаги функциянинг хосиласини х,исоблаймиз:

( - ia r d g ^  +  c )  _  (- ia rc tg - f) '=

ш
‘  |+Ш2 а х2~\~а2

2 | 2 ' 
X -J— £2

Натижада (9) тенгликнинг чап томонидаги интеграл остидаги 
функция хосил булди. Демак, (9) тенглик уринли.

Юкорида келтирилган 1° — 15° формулалар жадвал интегралла- 
ри дейилади.



Аникм-ас интегралнинг -3° — 4°- хоссаларидан хамда интеграл- 
лар жадвалидан фойдаланиб, интегралларни бевосита хисоблаш 
мумкин.

М и с о л л а р . 1. Ушбу

 ̂ (1 -\-s\nx-[-2x)dx

интегрални ,%исобланг.

\ x 2dx-\-\xld x + \х гйх =  ~ ----)— ----- 1-- — ---- 1- С =
J J J _ l + i _ .+ i — — +1

2 2 2

интегрални хисобланг. Интеграл остидаги функцияни

куринишда ёзиб оламиз. Натижада:

2 3 1 _  1 

 ̂— --J j t ~dx==  ̂ (х2~\-х2-\-х 2)dx~

2 Г2 9 У

+  2-x2 + C = 2Vx(4 + 4+1)+C
3. Ушбу

dx
• 2 2  

sin х • COS X

интегрални х,исобланг. 
Интеграл остидаги

sin2x • cos2*

функцияни sin2x-f cos2x =  1 айниятдан фойдаланиб

1 __  sin2x +  cos2x
+

sinzx-cos2x sin2*-cos2*

куринишда ёзиб оламиз. Натижада:



4. Ушбу

jj х д/л: dx

интегрални хисобланг.
Интеграл остидаги функцияни

I 1 Ч +■ I 
п -  1 + -  ----------

X.~\Jx ±=х-хп = х  "~ х  ' 

куринишда ёзиб, сунг 3°-формуладан фойдаланиб топамиз:

дjx'dx— " dx =  -j^------1- С —

П

■ = Т Л- 5 Т ^ “ + С — 2, ^ Н ! ^  + с .  '

4- §. ИНТЕГРАЛЛАШ  УСУЛЛАРИ

Берилган функциянинг бошлангич функциясини топишда, яъни 
аникмас интегралини хисоблашда турли усуллар мавжуд. Куйида 
узгарувчини алмаштириш х,амда булаклаб интеграллаш усуллари- 
ни келтирамиз.

1°. У з г а р у в ч и н и  а л м а ш т и р и ш  у с у  л и. F (х) функция 
fix) нинг бошлангич функцияси булсин:

F '(x )= f (x ) .  . (Ю)
Ун да

\f {х) dx =  F (х) + С  

булади. Энди х узгарувчи
х  =  ср ( / )

муносабат ёрдамида / узгарувчи билан богланган булсин, бунда ср(/) 
узлуксиз ф '(/) хосилага эга булган функция.

Л е м м а .  Ушбу

^/(ф (/))-ф / (/)Л  =  ^ (ф ( / ) )+ С

муносабат уринли.
И сб о т . Бу тенгликнинг унг томонида турган F (<f> ( t ) ) С 

функциянинг хосиласини топамиз:

( Г ( ф ( 0 ) + С ) / = ( / ^ ( ф ( / ) ) '  =  ^ ( ф ( 0 . ) - ф / ( 0 .

( 10 ) тенгликка кура

^ ( ф ( 0 ) - ф , ( 0 = / ( ф ( / ) ) - ф , ( / ) .

Демак, F{(p{t) ) функция /(ф (0  ) • ф' (t) нинг бошлангич функцияси 
булади:

\ f(q>(t))<{>'{t)dt =  F(if>(t)) +  С .

Лемма йсбот булди.
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Леммага кура \jf(x)dx  интегрални хисоблаш  ̂f (cpU)) y '(t)d t интег.- 
рални хисоблашга келар экан:

(  ̂ f (x )dx =  ^f((p[t))(p'(t)dt , ( 11)

( 11) формула аникмас интегралда узгарувчини алмаштириш 
формуласи дейилади.

Ми с олл а р. 1. Ушбу

J (2 +  3x )m dx

интегрални хисобланг.
Бу интегралда узгарувчи х ни 2-j-3x =  t тарзида алМаштирамиз.

f_2 ' ' 1
Бунда х = — булиб, dx =  —dt булади. Натижада:

О О ,

\{2 +  3x)W0d x =  J f100 • -jdt =  ~- ^ ,00dt =

i : AOl .

, - Т о Г + ^ о з  (2 +  Э Д '0, +  С .

2. Ушбу '

( а > 0)

J у а — х

интегрални хисобланг. ’

Бу интегралда x = ^ [ a t  алмаштириш бажариб, уни хисоблаймиз. 
Равшанки, dx =  -\fadt. Натижада

Г dx __  f -\[а dt __Г т/а di ____

ДI  а —  х? ^ д [~a— ( \ f a t ) 2 ^ \Ja

— С — arCsin/-(-C =  arcsi[] —~-\-С .
\  J д/1 —

3. Ушбу
rdgjr_ dx

1 +*Г
интегрални хисобланг.

Бу интегралда arctgx =  ̂  алмаштириш бажарамиз. Унда

d (arctgx) — dt =>— ~~dx — dt 

■ l+x 
булиб, натижада

J earaex- j~ d x = =  J еЫ  =  е'+  C =  <гаг,1к' + С .

4. Ушбу

S Ч-
г J  COS X

интегрални хисобланг.



V 1 i

Авзало —— =  1 +  tg2x эканини эътиборга олиб, берилган интег-
COS л

Р^ЛНИ

S dx f 1 dx г , , . , о , dx
--- Г =  \ ---- j--------^ - = \ ( l + t g 2X ) -----—
COS X  J  COS X  COS X . j  COS X

куринишда ёзиб оламиз. Сунг tgx =  / алмаштириш бажарамиз. 

Натижада — l—  dx =  dt булиб,
.COS X

\ (l+ tg 2x )—~ =  \ (1 + t2)d t=  \dt+\t2dt =
J COS' X J J J

4. I <3 I i  I t A r  I
=  H —^ + c  =  tgx-\— |— he

булади. Демак,

S dx . , .
-- — =tgjf-|— ^ - + C .

COS X  0

2°. Б у л а к л а б  и н т е г р а л л а ш  у сул и .
Фараз килайлик, и =  и(х) ва v — v(x) функциялар берилган 

булиб, улар узлуксиз и'(х) ва v '(х) хосилаларга эга булсин. Икки 
функция купайтмасининг дифференциалини топиш коидасига кура

d(u-v) — u-dv-\-v-du

булади. Кейинги тенгликдан

u-dv =  d{u-v) — v-du

булиши келиб чикади. Равшанки,

 ̂u-dv =  \ [d(u- v ) — v-du].

Аникмас интегралнинг хоссаларидан фойдаланиб топамиз:

 ̂ u-dv =   ̂ [d(u-v) — vdu\=  ̂ d(u-v) —  ̂ vdu =

=  u-v —  ̂ v-du .

Натижада ушбу

^ udv =  uv—  ^ vdu (12 )

s формулага келамиз. (1 2 ) формула булаклаб интеграллаш формула- 
си .дейилади. ■ ,

Булаклаб интеграллаш формуласи \udv интегрални хисоблашни 
\vdu интегрални хисоблацдга келтиради. Бу формуладан фойдала- 
ниш учун интеграл остидаги ифода и хамда dv лар купайтмаси 
куринишида ёзиб олинади.

М и сол  л а р. 1. Ушбу

 ̂xe*dx .

интегрални хисобланг.



Интеграл остидаги ифода хех ни и =  х, dv =  exdx лар купайтмаси 
деб оламиз. У х,олда du =  dx, v =  \exd x = e x булади. Булаклаб 
интеграллаш формуласидан фойдаланиб топамиз:

 ̂ xexdx =  xex —  ̂ exdx = x e x — ex-j-C — (х — 1)е* +  С .

Э с .л а т м а. Агар  ̂xexdx интегралда и =  ех, dv =  xdx деб олипадиган булса, унда

х2 * '
du =  exdx, и = — - булиб, булаклаб интеграллаш формуласига кура

. .2

булади. Бундам куринадики, каралаётган интегрални х,исоблаш ундан мураккаброк 

J x2exdx интегрални хисоблашга келади.

Демак, булаклаб интеграллаш формуласидан фойдаланишда и ва dv ларни 
танлаш му^имдир.

2. Ушбу г . .
\ x s m x d x

интегрални хисобланг.
Бу холда и =  х, d v  =  s ' m x d x  деб оламиз. Натижада

d u  =  d x ,  v =   ̂ sinx d x = — cosx

булиб, ( 12 ) фор мул а га кура:

jj x s m x d x  =  — xcosx-f-  ̂cosx d x  — xcosxrl-sinx-f-С

3- Ушбу 5

'’интегрални хисобланг.
Бу интегралда и  =  \ п х ,  d v  =  x 2 d x  деб оламиз. У холда

I X3
d u = - - d x ,  v  =  —l -  булиб, ( 1 2 )  формулага кура

х о

^ 2 1 п x d x = - - -  • lnx —  ^  у  • ~ d x  =  -x~  lnx — ~ ~ х 3 - \ - с  .

4. Ушбу - г
\ arctgx d x

интегрални хисобланг.

Агар u =  arctgx, d v  =  d x  дейилса, унда d u = - j - ^- ~ 2  d x  , v — x  

булиб,

 ̂arctgxdx =  xarctgx— ==

булади. =  x-arctgx — [ d~ — xarctgx-- - In (1 +  x2) + C
J 2 ( l -j-x ) 2

5. Ушбу

5 ,7

dx (n =  1,2,3,...)

(х2 +  а~)п (аф О )  

интегрални хисобланг.



Аввало п =  1 булган х,олни карайлик. Бу х,олда

, —  dx 
__  С ах  __  f  dx __  1 Г а

|—  3 х2 +  а2 ~  J ' „ 2 / 7 х \2 , Л ~  a J , , ,

d(— )

. =  — \ ---у— j-= — arctg — + С
а  J , +  Л  Y a ' a

булади. Демак,

■ / , =  \ - ^ 4 = 4  arc tg- + С ,
J x2 +  a2 a b  a

Энди берилган / „ =  ^ — тг̂ -гг- интегралда и =  -, dv =  dxдеб
J (jv2 +  a2)n (x2 +  a2)"

оламиз. Унда
. 2ч -л1

=  — п (x 2+ g 2) ~п~ '-2x-dx = --- —хт dx,
(x2 + a2)n + i

V =  X

булиб, ( 12) формулага кура

J , =  ,, x +2n \ : l dx (13)
" (x* +  a V  T  J (x2 +  a2)n+[

булади. Бу тенгликнинг унг томонидаги интегрални куйидагича ёзиб 
аламиз:

S d x =  \ dx
(x2 +  a2) " +l J (х2 +  «2)л + |

( — /  * “ . dx ----- ( — '* tlx — ^—-------dx-
J  (х24 - a V  + 1 J (x 4- а ) ” + J (x2W ) ,!(x2 + a2),! + l J (x2 + aV  + l ' J (x2 + aV  

Унда (13) тенглик ушбу

J,, =  , Д +  2nl„ — 2nd2■ J„ +,
(x2 + « )

тенгликка келади. Бу тенгликдан эса

/  _____ !__  _______ v____  4 . ' 1 . 1 I |]4)
" + 1-- О 2 , 2 , ‘),В ^  9и 2 я '  '

2/га (xz +  <r)'! az

келиб чик,ади. (14) тенглик реккурвнт формула дейилади. Маъ- 
лумки, п =  1 да

/ I =  —■ arctg— -(- С .
1 а а



(14) формула ва /г нинг бу кийматидан фойдаланиб /2 топилади.
(14) формула'ва /г нинг кийматидан фойдаланиб / з топилади ва х,. к. 

Масалан, ,

1 _  С dx —  1 . х _i____ I —

2~  J ( /  +  02)2 2а2 х2 +  а2 ^  2а2 1 

=  a r c t §  с  •
2а лг + а 2а а

Э с л а т м а. Ушбу

 ̂ x"\nxdx,  ̂ x”arcsinxdx,  ̂ jt:narccosxdx

 ̂ xnaTctgxdx,  ̂ x"(arctgx )2dx,  ̂ xnsmxdx

 ̂ x"cosxdx,  ̂ x"exdx,  ̂ e^'cosbxdx

^ <?“ sin bxdx,  ̂ sin(lnx)rfx,  ̂ cos (lnx) dx

каби интеграллар булаклаб интеграллаш формуласи ёрдамида хисобланиб, 

уларнинг баъзилари учун бу формула бир неча марта кулланиши мумкин.

5-§. СОДДА КАСРЛАР ВА УЛАРНИ ИНТЕГРАЛЛАШ

Ушбу

А А Вх +  С В х + С

* а (х — а ) т x? +  px-{-q' (x? +  px +  q )m

куринишдаги функциялар содда касрлар дейилади. Бу ерда А, В, С, 
р, q — узгармас сонлар, x2 +  px~\-q квадрат учх,ад эса адкикий 
илдизга эга эмас, яъни

4 - * « > .  - <15)

Содда касрларнинг аникмас интегралларини х,исоблаймиз.
о -4 ............................ С А

Г . —— содда касрнинг аникмас интегралу \~х^ а^х ни *ис°б'
X -

лаш учун х — a =  t алмаштириш бажарамиз. Унда dx =  dt булиб, 

А г Adt
\ -^dx=\ ^f-=A-\ n\ t\ +C{ =  A A nU - a\ + C

булади.

2°. Л
t (х - а ) т

хисобланади:

содда касрнинг аникмас интеграли куйидагича

А 1

( х - а ) т
гг +  С* {т=£ [ ]



3°. Энди
.  ̂ Вх-\- С

х2,-\-px +  q

содда касрнинг аникмас интегралини хисоблаймиз.
Аввало касрнинг махражидаги x2-\-px-\-q квадрат учхаднинг 

куринишини узгартириб ёзамиз:

* 2+ рх +  q = * 2+ 2 + ~ + q — \ =  ( х ) ‘'4- q -
р2

2

(15) шартга кура 0. Уни а2 оркали белгилаймиз: а 2 —

2

— q — Демак, каралаётган содда касрнинг интеграли учун 

г Вх-\~С С Вх -f- С ,
\ ---гт5--- dx
J  j ? + p x  +  q J ( x + ^ j  +a~

булади. Кейинги интегралда x-\——— t алмаштирий бажарамиз. 

Унда x — t — j  ва dx — dt булиб,

+ С
-dt —

Г Вх +  С _  Г

( '+ 1 ) + “’ ,Ч а !

(16)

=4T̂ +(c--f)hiV ■
булади. Бу тенгликнинг унг томонидаги интеграллар куйидагича 
хисобланади:

г Ш _  1 г d(^-fa2) 1 1/^2 I „2ч I р  
) ?  +  f  - 2  )  ?  +  а2 + а > + С > ~

( I 7 )

• ==~}ln ( ( x +  f J + V ~ ' ) + С ' — Т  \n(x2+ px +  q) + С „

S 7 f 7 = i arc(g i + ^ = - ^ T ^ - arcts - - H 7 - + c > <|8>

■V 4  ̂̂  х  4 
v )<„'

(каралсин — 4-§,5-мисол)
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(16), (17) ва (18) муносабатлардан фойдаланиб топамиз:

\" 2 , ' dx=-~\n (х2-\-рх q) +
J x*+ px +  q z

х+ -Р~
. 2С  — В р , ^ 2  . / t - v

J----  arctg--- Г===  +  С (16)
Р2дЯ

(бунда С* — узгармас сон).

4°- УшбУ ' Вх+ С
п  ( /И ̂  1 I

(** +  ,»* +  ? ) "

содда касрнинг интеграли

\ г -± С  п dx
J  (х 2 +  px  +  q ) n

ни хисоблашда 3°- холдаги каби белгилаш ва алмаштиришлар 
бажарамиз. Натижада: / 1 \

г Вх+С , а>)
J  {x2 + p x + q r d x - )  ( t2 W ) m

(19)
f  td t  /  Bp\ C d t

(/2 + а2Г  V 2 ))  {t2 + a2)m
Равшанки,

SwWSfSMS <<*+-v-w*-
= _L _ J ____________ i I r

2 * 1 — m (/2+ a 2) " - '  "Г  '

S
d t ч . о

~ 9— интеграл эса 4-§ да

(< + а  )

келтирилган 5- мисолдаги реккурент формула оркали хисобланади.

6-§. РА Ц ИОНАЛ  ФУН К Ц И ЯЛ А РН И  ИНТЕГРАЛЛАШ

Рационал фуикцияларни интеграллашни баён этишдан аввал, 
рационал функциялар тугрисида баъзи бир маьлумотларни, 
шунингдек алгебранинг купхад ва унинг илдизларига оид теорема- 
ларини исботсиз келтирамиз.

1°. Р а ц и о н а л  ф у н к ц и я л а р .  Ушбу

Рп (jf) — atx-\-ttzx2 ...-\-ипхп (20)

функция бутун рационал функция (купхад) деб аталар эди. 
(К,аралсин [1), 1-боб). Бунда ао, а\,..., ап— узгармас х,ак,ик.ий 
сонлар, п — натурал сон булиб, у (20) купхадн-инг даражасидир. 

Иккита
Р п  { х )  =  Ш) -f- CL\X -|~ C l'iX  - f"..-  ~\~QnX 
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хам да ' ' ' '

Qm (х) =  бд-f- Ь{Х-\- bix2 —|— — —|— Ьтхт

бутун рационал функциялар нисбати

р п(х ) _  а0 +  а,х  +  а2х2 +  ... +  апхп 

Qmi x) b0-\-b [х-\-Ь2Х2 -\-■■■-\-Ьтхт

каср рационал функция деб аталар эди. (К,аралсин [1], 1-боб). 
Бунда an, а\,...,ап; bn, b\,...,bm — узгаРмас хакикий сонлар, n^N , m^N.

Агар (21) касрда суратдаги купхаднинг даражаси махраждаги 
купхаднинг даражасидан кичик булмаса, яъни п ^ т  булса, у холда 

(2 1 ) тугри каср дейилади.
Агар (21) касрда суратдёги купхаднинг даражаси махраждаги 

купхаднинг даражасидан кичик булса, яъни п~^т  булса, у холда 
(2 1 ) нотугри каср дейилади.

2°. К уп  х а  дни  и л д и з л а р и  о р к а л и  и ф о д а л а ш .  
Айтайлик,

Q m  (х) — bo-f-b\х-f-Ь%х2-f-... -)-bmxm (22)

купхад берилган булсин. Алгебранинг асосий теоремасига кура бу 
купхад т  та илдизга эга.

1) Агар ai, аг,..., а т сонлар (22) купхаднинг хавдкий илдизлари 
булса, у холда бу купхад

Qm (х )— Ьт{х — а\) {х — а 2)...(х — а т)

куринишда ифодаланади.
2) Агар ai, аг,..., a s сонлар (22) купхаднинг мос равИшда k\, 

ko,...,ks каррали хакикий илдизлари булса, у холда

Q m  ( x ) = b m(x — a\)k'(x — a,2 ) k'...{x — a s)ks

(ki-\-k2 +  ■■■ +  ks =  m) булади.
3) Агар а — а  +  ф  комплекс сон Qm(x) купхаднинг илдизи булса, 

у холда а =  а  — ф  (комплекс сонга кушма булган комплекс сон) хам 
шу'купхаднинг илдизи булади. Бу холда Qm(x) «упхад ифодасида 
(х. — а) (х — о) купайгувчи ушбу

(х^-а) (х — а) — [х— (a-j-*P) ] [х— ( а — ф ) ]==

=  х2 — 2 ах +  а 2 +  Р2 =  * 2 +  Р* +  <7

( р = — 2а, q — а 2 +  р2)

куринишда катнашади.
4) Агар а =  а-\-ф комплекс сон Qm{x) купхаднинг k каррали 

илдизи булса, а — а  — ф  хам шу купхаднинг k каррали илдизи булиб, 
Qm(x) нинг ифодасида (х2-\-px-\~q)k купайтувчи катнашади.

М и с о л л а р. 1. Ушбу

3х2 +  3 х - 6

купхад ai — l, аг= — 2 илдизларга эга булганлиги сабабли:

3х2 +  3х — 6 =  3 (х— 1) (х +  2).



2. Ушбу
х3 — Зх +  2

купхад учун ai == 1 икки каррали илдиз ва а г =  — 2 булганлигидан:

3. Ушбу * ’ - 3 *+ 2 = .< л г - 1 > Ч *+ 2 ) ■

x 4 +  x 3—-х —  1

купхаднинг илдизлари *i =  I, jt2=  — 1 ,

* -  _ _ L +  j £ ;  v- _  _ _L___V I ;
* 3-  2 T  2 2 2

булиб, у

* 4+ * 3- * - 1  =  ( * - 1 )  (х + ! ) [ * _ ( _ . ± + - £ L / ) JX

Х [ х  ^  - 2 ~ ^ ) J — (х  1) (■ *+ !)  ( * 2+ х + 1 )

куринишда булади.
Фа раз кила или к,

Qm (-*0 =  bo +  Ь\X +  b2X2 +  ...+  bmXm, (Ьтф О )

купхад берилган булиб, czi, аг,..., а*,... лар унинг мое равишда A,i, Я2,..., 
Ik каррали хакикий илдизлари, hi, кг,..., hs {hj =  Cj-\-ids, /=1 ,2 ,... 
s) лар эса Q m(*) купхаднинг мос' равишда уь V2,--,Ys каррали 
илдизлари булсин.

1-теорема .  Ушбу Qm(x) кущад

Qm(X)= b j x — a  , f ' ( x — а  2)Ч .. (х— а  X

X  (*2+  pi*+  q\ ) Y| • PiX-\- ф / 2 — (•*<>+ А *+  Ф )Уз

куринишда ифодаланади, бунда

& /+ ^  И- —+ ^  *+ 2(у ,+  7 2+  —+ У * )=  m

булиб, PjX+qj— O ( i— l,2,...,s) квадрат тенгламалар щщщий 

илдизга эга эмас.

3°. Т у г р и  к а с р л а р н и  с о д д а  к а с р л а р  о р к а л и  и ф о - 
д а л а ш .  Ушбу иунктда тугри касрларнинг содда касрлар оркали 

ифодаланишини курсатадиган теоремани исботсиз келтирамиз. 
Ф араз килайлик,

РА Х) a l)-\-atx +  a2x2 +  •••+ а пхп

Q m W  Ь0 +  Ь1х +  Ь2Хг +  . . .+  b„

тугри каср (n £N , т £Ы , п < .т )  берилган булиб, унинг махражидаги 

Qm(x) купхад илдизлари оркали (2°-пунктдаги сингари) 

Qm {x)~bm(x — a i) *■'•(* — <Х2) 1‘- ... • (* — a.k)Kk X

X  (x2+ p {x +  qi)y>-(x2+ p tf  +  q 2)^- ... • (x2+ p sx +  qs) * 
ифодалансин.



2 - т еорем а . Ушбу

Рп(х)

Q J * )

тугри каср содда касрлар йигиндиси ощали щуйидагича ифодала- 
нади:

w _ л>
Q „ ( x j ~  х - а ,  ( х - а , ) 2 ( х - а , ) 1'

А\г> А?>

т---- -----—г + -Н—  -....— j— Ь
( х - а г) ( х - а 2) ' 2

+ • • • • • • • • • • • ' • .........................+

i №AW  A(k) А}’
j ----1— I------2— x  ..._|-------— 1_

' * - « *  ( x - a k) 2 ( x - a j k

B<t, ) x+  C\n  B(21>x+  C (2‘ > By ,>x+  Cy! >

x2-j-P/X-h q t (x2+p,x-\-_q,) (x2-{- P/X-j- q j f '

B<2>x+ C<2> B<22>x+  C<22> В11>х+ Сч?

x2+ p2x+ q2 (x2+ p 2x + q 2) 2 (x2+ p 2x-\-q2f 2

~b .............................................................. +

B ^ x + C (2s) В£ )х+ СЦ}
+  •••+

хГ-\- p ,x + qs (x~+ psx+ qsy  ' t f + p ^ + g j »

Бу ерда A  V1 A  S','1 B (*}; ,C (P C {£  узгармас сонлар (ко-

эффициентлар). ( ■ ■
(23) тенгликдаги узгармас сонлар (номаълум коэффициентлар)

куйидагича топилади.
(23) тенгликнинг унг томонидаги содда касрлар йигиндиси 

у мумий махражга келтирилади. Натижада

РЛ Х) =  ч„ (*)

Q j x )  —  Qm{x)

тенглик х,осил булади. Бундан

Рп (х) = =  qn (х)

тенгликка келамиз. Бу тенглик барча х лар учун уринли булганлиги- 
дан унинг -х,ар икки томонидаги х , нинг бир хил даражалари 
олдидаги коэффициентларини тенглаштириб, номаълум коэффици- 
ентларни топиш учун тенгламадар системаси ^осил килинади.



Нихоят, шу системадан номаълум коэффициентлар топилади. 
Миеоллар караймиз.

1. Ушбу
5 — 7х

^  х3 — 2х2 — х +  2

тугри касрни содда касрлар оркали ифодаланг..
Аввало берилган касрнинг махражини купайтувчиларга ажра- 

тамиз:

х3— 2х2-х-\-2=х2 (х — 2) — (х— 2 )—

=  (х - 2 ) (х2-\') =  (х-\) ( х + 1) (х - 2 ) .

Унда
5 — 7х __  5 — 7х

х3 — 2х2— х +  2 ( * — 1) (* - И )  (х — 2) .

булади. Бу тенгликнинг унг томонидаги тугри каср 2-теоремага 
кура

5 — 1х А , В , С

( * - 1 )  (*+ 1 ) (х - 2 ) х~\ 1 х + 1  ' х - 2

У ни  куй идагича

5 — 7х А | В  | С _

( JC-1) ( * + 1 )  ( х - 2 ) х — 1 1 х + 1  ' х — 2

_  А ( х + 1) (х — 2 ) + < 9 ( х - •1) (х — 2) +  С ( х — 1) ( х + 1 )

( х — 1) (х +  1) (х — 2)

куринишда ёзиб оламиз. Натижада

5 - 7 х =  А (х + 1 )  (х - 2 )  +  В { х - \ )  (х - 2 )+ С (х - \ ) (х+ 1) =

=  (А +  В +  С )х2-  (А +  ЗВ )х- 2 А  +  2 В - С  

булади. Икки купхаднинг тенглигидан

А + В + С = О  

А +  ЗВ =  7 

-2А +  2В — С =  5

келиб чикади. Бу системани ечиб А — \, В — 2, С — — 3 эканини 
топамиз. Шундай килиб, берилган тугри каср учун:

5 — 7х 1 , 2  3

булади.
2. Ушбу

X — 1

тугри касрни содда касрлар оркали ифодаланг.
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Равшанки,

лг4 — 1 =  (JC2 — 1) (x2+  1) =  (x— l) (X + l)  (x2+ l ) .  

Унда 2-теоремага кура:

1 1 _  A . В , Cx +  D

x4~ l  (x — l ) ( x + l )  (x2+ l )  x ~ 1 x + l x2+  1

Бу тенгликни к,уйидагича ёзиб оламиз:

1 _  А (х + 1 )  (х2+ 1 ) + Д ( х - 1 )  (х2+ 1)  +  (Сх +  Р )  (х2- 1 )  

х4- 1  ( х - 1 )  ( х+ 1 )  (х2+1)

У холда

1 — Л (х +  1) (х2+ 1) +  £ ( * — !) (х2+ 1 ) +  (Cx +  D) (х2- 1 ) ,  

яъни

1 =  (Л +  В +  С )*3+  (Л - В  +  0 )х 2+ (Л  +  в - С ) х + (Л - й - /> )  . 

Натижада Л, В, С, D  ларни топиш учун

' А +  В +  С =  О 

A — B + D = О 

Л + В - С = 0  

,Л — В  — D — 1

системага келамиз. Бу системани ечиб, А=~-,В = — ^

С — О, Z ) = — ^  булишини топамиз. Демак,

1 1 1  1 1  1 1

3. Ушбу j

х ( х — I ) 3

тугри касрни содда касрлар оркали ифодаланг. 
Юкорида келтирилган 2- теоремага кура:

х3+1 А , В  , С D
х ( х — 1 ) 3 х Х-\  ( х - 1 ) 2 ( х - 1 ) 3 '

Бу тенгликни

х3+ 1  _  A ( x - \ )3 +  B x (x — \)2+ C x {x — \ )+ D x

х ( х — I ) 3 х ( х — I ) 3

куринишда ёзиб оламиз. У холда

х3 +  1 — A (х — l ) 3-f-Bx (х— 1 ) 2 +  Сх (х — 1) -|-£)х

яъни
Х3+  1 =  (Л +  £ ) х 3- (ЗА + 2 В - С)х2 +  (З Л + В - С + £ > )х  — /4.
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Натижада А, В, С, D  ларни топиш учун

' А +  В = 1 •

— ЗА — 2В +  С = 0  

3A + B  — C +  D =  0 

, - А = {

системага келамиз. Бу системани ечиб А — — 1, S — 2, С — 1, 
D — 2 булишини топамиз. Демак,

■ , * 3+ 1  ________L_1_____I ____ I______ 1 | 2

х(х — I ) 3 * х — 1 (х — \)2 (х — I ) 3

Энди бутун хамда каср рационал функцияларни интеграллашни 
караймиз.

4°. Б у т у н  р а ц и о н а л  ф у н к ц и я н и  и н т е г р а л л а ш .  
Аникмас интегралнинг содда коидаларидан х,амда интеграллар 
жадвалидан фойдаланиб ,

Рп (х) — а0 +  а\х +  а 2Х2 + ... -f апхп 

бутун рационал функциянинг интегралини топамиз:

 ̂Р п (x) dx =  \j (ао +  а\х +  аъх2 + ... +  апхп) dx =

=  § +  $ ayxdx=\j a,2X2dx-\- anxnd x =  

x2 x3 xn+ ‘
~ a oX-ha i~ j~ - ha 2~^ h C

rO x  ”
о . 1 у г р и  к а с р л а р н и  и н т е г р а л  л а ш. Ушбу -

■ } Qm(x)

тугри каср берилган булиб, унинг аникмас интеграли \ —■ dx
J Qm(х )

ни хисоблаш талаб этилсин. Бу интегрални хисоблаш учун

7ГТТ TYFPH касрни (юкорида курсатилган усул билан) содда 
. v m(x)

касрлар йигиндиси сифатида ифодалаб олинади. Натижада тугри 
касрни интеграллаш содда касрларни интеграллашга келади. 
Содда касрларни интеграллаш эса 5-§ да батафсил баён этилди. 

М и с о л л а р ;  1. Ушбу

S
dx

(х +  2) (х — 1) (х — 3)

аникмас интегрални х,исобланг.

Аввало интеграл остидаги тугри каср —-- —--------- - ни сод-
(х +  2) (х — 1) (х — 3) -

да касрлар оркали ифодалаймиз:

1 _  А . В С

(л • 21 (х— 1) (х--3) ~  х +  2 х — 1 +  X — 3 ■



Бу тенгликнинг унг томонидаги касрларни умумий махражга 
келтириб, сунг суратдаги купдадларни тенглаштириб

1 = Л (х - 1 )  (х - 3 )  +  fi(x  +  2) (х - 3 )  +  С(х +  2) (х— 1).,

яъни
\ ^(А  +  В +  С )х2- (4 А  +  В - С )х + ( З А - 6 В - 2 С )

тенгликка келамиз.
Натижада А, В, С ларни топиш учун ушбу

Л + б + С = 0

— 4А— В +  С =  0 

.ЗА — 6В — 2С=Л

системага келамиз. Бу системани ечиб, А =  ~ ,  В = -- -, С — —г-
15 6 10

булишини топамиз.
Шундай килиб,

1 1 1  1 1 , 1 1

булиб,

(х +  2 ) (х— 1) (х — 3) 15 х +  2 6 х — 1 ' 10 X — 3

dx _ 1 Г dx 1 с dx .
J (х +  2) (х— 1) (х — 3) ~  15 J х +  2 6 J 7-- Г +  

+ l V S ^ 3“ = “lV ,n l* +  2 | - j l n  \х-и +

. 1 , 1  о, , /о 1 , ' (Х + 2)2-|х —313 . „
+  — ln U - 3 | + C  =  ̂ l n --- — 5--- + С .

2. Ушбу

S dx

^ + Г3 + 1

интегрални х,исобланг.

Интеграл остидаги ——1—  тугри касрни, х3-(- 1 =  (х +  1) X

X  (х2 — х + 1) эканини эътиборга олиб, куйидагича ёзиб оламиз: 

___ 1 _  А(х2- х + 1 )  +  (Вх +  С) (х+ 1 )

*3+1 (х+ 1 )  (х2 — х+ 1 )

Унда

1 Ах — Ах +  А +  Вх2 +  Сх +  Вх +  С,

Яъни

1 =  (Л + В )х 2+ (Б  +  С - Л )х + Л  +  С.
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Натижада Л, В, С ларга нисбатан

А +  В =  О 

В + С - А = О  

А +  С =  1

система хосил булади. Бу системани ечиб топамиз: 

Л =  ̂ ,  S = — Демак,

1 1 1 1  х — 2

х3+1 3 ® х2 — х+ 1

Шундай килиб

с dx  1 Г dx  I f  х  —  2

S
dx 1 Г

7+1 Т  3J x3+ , 3 j *  + l 3 J * 2 _ * + 1

Равшанки,

Г dx In Ijc +  11 +  С.

dx.

x + l  

Bx +  С
Мазкур бобнинг 5- § да —— —--- содда касрнинг аникмас интег-

х  + p x  +  q

рали топилган эди. Уша (16) формуладан фойдаланиб (5 =  1, 

С — — 2, р =  — 1, q =  1) топамиз:

__1_

f ^ ^ 2 _ rfA: =  A (n|x2- x + l H ---—~==-arctg- р===р +  С =
-*+1 . . . .

4

Демак,

i- ln  lx2- x + l l  - ^ j a r c t g i L j i  + c ,

(W —— =4- In I JT“j- 11 — ~ Ы\х2— X-{- I I 4 -
j X 3 +  l 3  6

1 I | 1 j — 1 . л *

" т г 1"  т , ^ Т 7 7 + - 7 з а г с ,8 ~ 7 Г + с

6°. H от у f  p и к а с р л а р н и  и н т е г р а л л а ш .  Айтайлик,

р п (*) _  а0 +  а^х-{-а2х 2 +  . . .+ а пх п 

Qm(x ) b0-j-b^-j-b2x2-f-... ~{-bmxm



функция нотугри каср (суратдаги купхаднинг даражаси махражда­
ги купхаднинг даражасидан катта ёки тенг, яъни п '^ т )  булсин. Бу 
холда суратдаги купхадни махраждаги купхадга булиб (купхадни 
купхадга булиш коидасидан фойдаланиб) берилган нотугри касрии 
бутун рационал функция хамда тугри каср йигиндиси куринишида 
куйидагича

рп(*) , , , Sk(x)
— Я \х) +  Л < т

QJx) ‘7' " / 1 QmM
4

ифодалаб олинади. Масалан, бизга
х — х +

ган булсин. Бу касрнинг сурати х4 ни махражи х2 — х+ 1 га булиб 
топамиз:

нотугри каср берил-

Демак,

-х3+ х 2

х2— х +  1

х + х

х3— х2

-х2+ х

-----= х *+х .
х2 — х+ 1 X — х+1

Щундай килиб,(24) нотугри касрни интеграллаш бутун ра­
ционал функция хамда тугри касрни интеграллашга келади:

Г Рп{х) j  Г , w  f ,
) Qm(x) d x - )q (x )d x + )  Qm(x) dx.

Бутун рационал функция хамда тугри касрни интеграллаш 
кжоридаги 4° ва 5° пунктларда келтирилган эди.

М и сол . Ушбу

X -J- X -j- 1

х2+ \
dx

интегрални хисобланг.

Аввало интеграл остидаги нотугри каср 

махражига буламиз:

х3+ х +  I 

~~х3+ х
_

X +  X +  1

х2+  1
нинг суратини

х2+ :



Натижада -i—t^i-L== х + —  булиб,
х 2+ 1  х +  !

< x 4 x + '-dx- 1 ^ .....  *
х 2+  1 : К х+ Т^+Т ) dx==j x2+ a fct£x+ с  ■

7-§. БАЪЗИ И РРА Ц И ОН А Л  ФУН К Ц И ЯЛ А РН И  ИНТЕГРАЛЛАШ

Биз 6 -§ да рационал функцияларнинг и нтегра лл а ни ши ни 
курдик. Иррационал функцияларни интеграллашда эса вазият, 
бирмунча мураккаб булади.

Ушбу параграфда баъзи иррационал функцияларни интеграл­
лаш билан щугулланамиз. Бунда асосан иррационал функцияларни 
интеграллаш мос алмаштиришлар ёрдамида рационал функция­
ларни интеграллашга келтирилади.

1°. Ф араз килайлик, f(x) функция а- ва унинг турли каср 
даражалари (рационал даражалари) устида арифметик амаллар 
бажарилишидан юзага келган функция булсин. Масалан,

1
1) fix)

х 2 +  x J

2 ) f(x)

3) f(x)=*-

l + f c

V* (1 +  л[х)

Равшанки, § f(x)dx  интеграл иррационал функциянинг интеграли 
булади. Бу холда, аввало f (x) ифодасидаги х ларнинг даражаларида 
катнашган касрлар махражларшшнг энг кичик умумий булинувчи- 
сини топамиз. Айтайлик, у ст булсин. Агар \ / (х) dx интегралда x =  t° 
алмаштириш бажарилса, у х,олда иррационал функциями интеграл­
лаш рационал функцияни интеграллашга келади.

М и с о л л а р .  1. Ушбу

Г d x

(1 + ~̂х ) уТ

интегрални хисоблайлик.
Интеграл остидаги функция

ифодасидаги ж нинг даражалари ва булиб, бу каср махраж- 

лари 2 ва 3 нинг энг кичик умумий булинувчиси 6 га тенг булади.



Агар каралаётган интегралда x = t 6 алмаштириш бажарилса, унда 
dx— 6t&dt булиб,

dx С dx С 615

( 1 + ^ * ) У *  Ц + х  ' ) х '  J  (1-+-/)/
dt

булади. Натижада иррационал функцияни интеграллаш рационал 
функцияни интеграллашга келади.

Равшанки,

г 6 tbd t  г t2 г \+t2- l  ,,

J  ( 1 + г 2) / 3 J  1 + / 2 б 5 , + / 2  d t ~

=  б[5 dt  -  г] = 6/ -  6arctg/ +  С.

Демак,

^----%-— - = 6 — 6 arctg У х + С .
J ( i+ ^ F )V I  v

2- Ушбу • j  {K-\)dx__

( л[х +  у х 2 )х

интегрални хисобланг.

Бу интегралда -фс = t  алмаштириш бажарамиз. Унда x — f ,

- \ f x = t 3, -ф с2 = f 4, d x ~ 6 t bdt  булиб,

( х — I )dx  f  6 I) • A / /

л/х +  V ?  )x

dt =  U ^ ± l ^ l ± i ^ ± dh  
J r ( l+ /) J

,2

f (X— I )rfjc г

J /— 3Г7 ■ '( ^  + Л/х2)х V + ' >1

= 6  (4 - /  +  ln | ,| + ± - - !s.+ - L ) + c =

= 6 ( - ^ - - ^ + ln V* +  - ^ ~ ^ = + 7 t ; ) + c -

2°. Ф араз килайлик, f(x) функция ax-\-b икких,аднинг (a, 6 — 
узгармас сонлар) турли каср даражалари устида арифметик 
амаллар бажаришидан х,осил булган функция булсин. Масалан,



Бу холда- хам  ̂f(x)dx  интегрални хисоблаш учун аввало f(x) 
ифодаеидаги ах-\-Ь ларнинг даражаларида катнашган касрлар 
махражларининг энг кичик умумий булинувчиси топилади. Айтай- 
лик, у ст га те-нг булсин. Агар }f(x)dx  интегралда ax-\-h — ta 
алмаштириш бажарилса, иррационал функциянинг интегралини 
хисоблаш рационал функциянинг интегралини хисоблашга келади.

М и с о л. Ушбу

5.

интегрални хисобланг. 
Бу интегралда Зх +

( рлг+1  - 1)- У3х+Т

= /6 алмаштиришни бажарамиз. Унда

dx- ■6-t5dt, у З х + Г = / 2, v Зх • г ! = t 3

булиб,

S
dx

( У З х + 1  — 1) д/ Зх +  

г2л „г ^ — 1 + 1

Н
2tbdt

л )=2((
— 2 Г л/3х +  1

г dr

{+ J 7 = T

1 i „ I 4̂*1

In
д/ 3x -j~ 1 -f 1

°r3x+f— 1

t— 1 

+  c.

+  c=

3°. Ф араз килайлик, f(x) функция нинг (a, b, c, d —
cx -}- d

узгармас сонлар, adф bc )  турли каср даражалари устида арифме­
тик амаллар бажарилишидан хосил булган функция булсин. 
Масалан,

1) f(x)

2 ) f(x )= -
(2-j-x) • (3 x)

3» fw=TbVr

3 Г2 + х 
V 3 — x ’

П + х

p  ax +  b
Бу холда хам, ларнинг даражаларида катнашган каср­

лар махражларининг энг кичик умумий булинувчиси а дейилса, унда 

ушбу Лх_+А= (° алмаштириш натижасида иррационал функциянй
CX и

интеграллаш рационал функцияни интеграллашга келади.



М и с ол л а р . 1. Ушбу

интегрални хисобланг.

№ dx

Бу интегралда '~ ~ 7= * 2 алмаштириш бажарамиз. У халда

=  t => х-
t2~  Г

, 2 tdt 
d x =

булиб,

“ - 2 ^ 7 ^ ' - ' 2 ' - | п 1 т т г 1 + с -  

= -2# - |п1'(#- ')’1+С'

SVS-A
интегрални х,исобланг.

Бу интегралда =  t алмаштириш бажарамиз. Унда

i 2—  I , 4 td t
dx-

<2+t (^+ D 2

булиб,

f  / Т + 7  dx  _  о  f  t ldj
)  V ' ^  ’ 1 ~ x  J  /2 + l

булади. Равшанки,

■ Щ - = 1 - м с 1 * 1  +  С.

Демак,

\±H , A s 2 (/- arc tg /) +  C =
l —x l —x » / i



4°. Ф араз килайлик, f(x) функция х ва ^ а х 2-\-Ьх + с  ларусти- 

да арифметик амаллар бажарилишидан хосил булган функция 

булсин. Масалан,

!) [{х)=
Д/лг + 6 х  +  5

2)
jr ух —*+ 1

3) /(х)
(2/+1) д/х2 + 4

Равшанки, бу холда \f(x)dx интеграл иррационал функциянинг 
интеграли булади. К,уйидаги уч холни караймиз.

Б и р и н ч и  х о л .  Агар а > 0  булса, каралаётган интегралда

д/ах2+ Ь* +  с — х д/а =  / (25)

алмаштириш бажарилса, иррационал функцияни интеграллаш 

рационал функцияни интеграллашга келади.
М и с ол . Ушбу

f  dx

д/ л:2 +  6л: +  5

интегрални хисобланг.

Бу интегралда, а =  1 > 0  булганлиги учун (25) каби

х2-\~ 6х-|- 5 — x — t 

алма.штиришни бажарамиз. Натижада

д/х2+ 6х +  5 — х =  /= ^ х 2+ 6х +  5 =  х 2+2/х +  /2-  —  /2~ 5х-
6 — 21'

dx — 2-- - — dt, д/х2-)-6 x +  5

булиб,

( 6 - 2 0  6 — 2 /

V^2 + 6x + 5 J —/2 + 6< —5 (6 —20'2 

=  5_6^ 27= — In 13 /|+c.

32



Демак,

(— • lix •. • =  — lnl3-f-x — д/х24-6х-|-5 1 -\-c.
■ . J Д/х2 +  6х +  5

И к к и н ч и  ко л.  Агар.0 - 0  булса, каралаётган интегралда

д/ах2+ 6х +  с д/с (26)

алмаштириш бажарилса, иррационал функцияни интеграллаш 
рационал функцияни интеграллашга келади.
' М  и с о л . Ушбу

1 Г dx

; J д/ — л:2 — Злг +  4

? интегрални хисобланг.
Бу интегралда с — 4 > 0  булганлиги учун (26) алмаштиришдан 

| фойдаланамиз

д /— х2— Зх +  4 =  х^ +  2.

Натижада

д/ — л:2— Зл: -f- 4 — xt-f 2=з— х2— Зх +  4 = х 2/2+4х/ +  4= 

. =ф— х — 3 =  xr2+4/=^x = — 7^7-f-,
1 + r

dx^ ^ - d t .  
(г + 1)

д/ — х2— Зх +  4 =
2/2 + 3̂  —2 

t2+  1

i | Oi О / ! М *

2 arctg t-\-c.

п , л/ — х2~  З х + 4 -  2 .
,__________=■ =  — 2 а г с t g у------ —----- 1- с.

~\/ — х2 — Зх +  4



У ч и н ч и  х о л .  Агар Ь2 — 4 а с > 0  булса, у холда 

ax2-\-bx-\-c — a (x — а) (х — Р) = 0

квадрат тенглама а  ва р илдизларга эга ва каралаётган интегралда

~\jax2-{-bx~{-c — t(x — а ) (27)

алмаштириш бажарилса, иррационал функцияни интеграллаш 
рационал функцияни интеграллашга келади.

М и с о л .  Ушбу

Г ______ dx_______

J V — х2 +  4х — 3

интегрални хисобланг.
Бу холда

Ь2 — 4ас =  42 — 4-1 -3 =  4 > 0 ,
— л:2 +  4л :~3= {х — 1) (3 — х)

булади. Берилган интегралда

t д/ — x2-f-4x — 3 =  ^J(x— 1) (3— х) =  (х— 1)/

алмаштириш бажарамиз. Унда

д/(х— 1) (3 — х) =  (x— \)t=^(x — 1) (3 — х) =  (х— 1) 2t2= 

=>(3-x) =  (x-\ )t2̂ ( t 2+\)x =  t2 +  3=*-

t2+ з
-- — V-

r+1 (<-

t2+ 1 /
d x =  (— \ dt=---^ — dt,

У  — x2+4x — 3 
v /2+l

булиб,

dx

\/ --x,2 + 4x — 3

dt

dt —

t2+\
-2 arctg/ +  c =

- S a r c tg ^ / J ^ + e .



8-§. ТРИГОНОМ ЕТРИК  ФУН К Ц И ЯЛ А РН И  ИНТЕГРАЛЛАШ

Фараз килайлик, f (х) функция sinx хамда cosx функциялар 
устйда аналитик амаллар бажарилишидан хосил булган функция 
булсин. /Часалан,

U  / ( 'г ) = 2sin7~--cwx + 5"’

Лч - . ч sinx-cosx 

. 2 > ! , г )  :

3 ) f ( * ) = ...
cosx у  sirT.tr ,

Бундай f(x) функциянииг интеграли  ̂f(x)dx  ни хисоблаш учун

lg £ =  / (x ~ 2 arctg/) алмаштириш бажарилади. Унда sinx хамда 

cosx лар / оркали куйидагича

2sin * cos— 2!g-;<
2 2 ь 2 2/

51ПХ = -- ----- -- -■= ..... :

sin2-- +  cos2~ • 1 + tf j2-- 1+ /"
2 . 2  г к 2

■j X х «•. X
cos- Sin'-- I — (g*- -

2 2 2 1_t 9
c°sx =  — ----- = -------=  dx =  - 2-~dt

sin"-- + cos“ I + (<r2-- l + i' 1+ /

ифодаланиб, тригонометрии функцинларни интеграллаш рацио­
нал функцияларни интеграллашга келади.

Ми сол  л а р .  1. Ушбу

Г dx

J 2sin.v +  4cci;-j-4cosx +  5 

интегрални хисобланг.

Бу интегралда tg = /  алмаштириш бажарамиз. Унда

sinx— 2‘ cosx= d x = - — -,dt булиб,
!-{-/" ! + Г 1+Г

2 ,
.. —...— - dt
 ̂ __ d_x _  f ' _ I +  г

J obiru -f-4 с os л: 4- 5 } 2 / i _ /‘

3 ...—  .г + 4 ‘ ......  + 5
Ч-Г 1+Г

— 2 ( ____ -%  ______ - — 2 [____d t-..  =
3 6/+  4(1 — Г) +5(1 +  Г) J С2 +  6/ +  9

=  2 \ (/-]•■ 3) ~-d(t +  3) = :  -  +  С — -----2 ... +  с.
~ 1 + ,  < х



2. Ушбу !

f dx 
j  sinx

интегрални хисобланг.

Бу интегралда хам tg~ = t  алмаштириш бажарамиз. Натижа

да:

S-Jr- \±2гл,= 5т*1"1'1+С--

1 + t2

;ln |tg|- | +  С

Э с л й т м а .  Айрим холларда тригонометрии функцияларни ■ интеграллашд; 

/ =  sinx, l =  cosx, / =  tgx алмаштиришлар кулай булади.

М и с о л л а р . 1. У шбу

S
cos 3xdx 

sin5x

интегрални хисобланг.
Бу интегралда ^=s inx  алмаштириш бажарамиз. Унда 

dt =  cosxdx булиб,

Г cos ’’x d x  Г cos2x-cosx d x  f  (1 — sin2x)cosxdx Г (1 — t2) d t  

J sin®x J sirAt J sin5x J f

t-4 l~2 . ■ 1 1 , 1  1 , r
=  —j ----- 2 +  c =  — -r~: 4- + -y • —r-2 1“ (-'

4 — *• 4 Sin .V 1 SIM X

2 . Ушбу

Г dx

ингетрални хисобланг.
Бу интегралда t — igx алмаштириш бажарамиз. Унда

dt — — l-y-dx булиб,
COS X



S  dx Г 1 dx Г , , i , 9 ч 2 dx
---i - =  \ — 4----- T =  \ ( l+ t g - jc )  — 2-  =
COS X  J  COS X  COS X  J  COS X

=  \j (\-\-i2) 2dt=\j (\+^t2+ t*)dt =

=  t +  *'/ ь Г  ■ r ^ ' g x  ! : ' ly  x  +  1 tg :v г С.

Э с .1 а г vi a . Ушбу  ̂ s'mmx ■ cosrixdx, J cosmx ■ co&nxdx,  ̂ %'mmx■ s'mnxdx кури- 

нишдаги мптч лралларпи хисоблашда

. „ cos(a — 8) — t:os(a +  B) 
sm a-sin fi=  — ----  ” 2—  ....  :

cosa-cosf5 =  • l'" |;i ; .

sinacosfS— ^ a± ^ ± sin^ : P l

формулалардан фойдаланиш мак.садга мувофик булади.

М и с о л .  Ушбу

 ̂sinx • siri3xidx

интеграли и хи с обл а н г. 
Равшанки,

sinx • sin3x =  (cos2x — cos4x).

Натижада: .

 ̂sinx • siri3xtix =   ̂cos2xdx— ^^  cos4xdjc =  +



2- Б О Б

АНИК, ИНТЕГРАЛ

1-§. АНИК, ИНТЕГРАЛ ТУШ УНЧАСИ

Функциянинг аник интегралинн таърифлашдан аввал бу 
тушунча билан боглик булган эгри чизикли трапецияшнг юзини 
топиш масаласини келтирамиз.

1. Э г р и ч и з и к. л и т р а н е ц и я н и н г го з и. f (х) функция 
[а, b| согментда аникланган. узлуксиз хамда Vx 6 [а, Ь| да 

/(х) > 0  булсин. Юкоридан f (х) функция графиги, ён томонларидан 

х =  а, х =  Ь вертикал чизиклар хамда пастдан Ох — абсцисса 
уки билан чегараланган шаклни кара или к (1-чизма). Одатда бунда й 
шаклни эгри чизикли трапеция деб аталади. Биз кейинги бобда 
текис шаклннинг, жумладан эгри чизикли трапециянинг юзи 
тушунчаси ва у билан боглик булган масалаларни батафеил 
урганамиз.

Агар f (х) функция |а, Ь\ согментда узгармас, я ьни 

f(x) — С — const

булса, у холда аАВЬ шакл тугри туртбурчак булиб, унинг юзи

S =  C - (b - a )  

формула билан аникланади.
Агар /(х) функция учун /(х) Ф  C =  const булса, у холда аАВЬ 

шаклпинг юзини топит учун [а ,b] сегментни

а х0, х |, Х‘2 , ■ . . , ха - |, Хи b (х0 х | Хп)

нукталар билан п та буланка буламиз ва хар бир.[х*, х*+|) (k =  0 ,1,..., 
п — 1) согментда ихтиёрий £*(£* €fcr*, x* + il) нукта оламиз. Хар бир 
1x4, Хк+ |] (6 =  0 ,1, 2 п — 1) согментда /'(х) функцияни узгармас ва 

уни /(|t) га тенг килиб олсак, у халда х« Ли Bk Xk+i эгри чизикли 
транециянинг юзи

/ (Н *) - (хк+  I —  х*) 

га якин булиб, аАВЬ шаклнинг юзи S эса

1(b)) (xt— Хо) +/(fei) (ха — Xi) +  . . . -f- 

+  /( Ь  ) ( Xi + I — Xk ) f  . . .  +  /(£n~ l) (Xn — Xn _  1 )

га якин микдор билан аникланади. Демак,

(1 )



бунда '&xk—xk+ \—Xk- Равшанки, aABb эгри чизикли трапециянинг 
юзини ифодаловчи (1) формула такрибий формуладир. Энди 
{з, Ъ] сегментни булувчи нукталари сонини шундай орттириб

борайликки,. бунда х,ар бир сегмент узунлиги Лх*, нолга интила
(j -1

борсин. У х,олда 2  f ( l k)-Axk йигиндининг микдори х,ам узгара 
*=о

боради ва бу микдорлар борган сари аАВЬ эгри чизикли трапеция­
нинг юзини аникрок ифодалайди. Умуман, жуда куп масалаларнинг 
ечими юкоридаги ( I ) га ухшаш йигиндиларнинг лимитини топиш 
билан х,ал килинади. Бундай йигиндиларнинг лимити математик 
анализнинг асосий тушунчаларидан бири — аник * интеграл ту- 
шунчасига олиб келади.-

2. [а, Ь] с е г м е н т н и н г б у л и н и ш и . Маълумки, [а, Ь] сегмент 
ушбу

[a, b]={x £ R :a ^ .x ^ b }

х,акикий сонлар тупламидан иборат. У геометрик нуктаи-назардан 
тугри чизикда (сонлар укида) учлари а ва Ь нукталарда булган 
кесмани ифодалайди (2-чизма).

[а, Ь] сегментда
ХочХ[уХ2у • - - )Хц

(X0< X 1< X 2<  . . . < х „ , х0 =  а, хп =  Ь)

нукталар оламиз. Бу нукталар системасини [а, Ь] сегментнинг 
булиниши деб атаймиз ва уни

Р =  {Хо,Х\,Х2, ■ ■ ■ ,хп\ 

каби белгилаймиз.Равшанки, [а, b] сегментнинг Р  булиниши уни п га

[XoXi], [Х,, Х2], ■ . ■ , [Хк, Xk+i], . . . , [х„-1, хп\

булакларги ажратади.
Хар бир X k (k  =  0,l, 2,... , п) нукта Р  булинишнинг булувчи 

нуктаси, [хк, хк + 1] сегмент (к — 0, 1,..., п — 1) эса Р булинишнинг 
булаги (булакчаси) дейилади.

Р  булиниш булаклари узунликлари

Axk =  xfe+ i— Хк (к =  0, 1,... , п— 1) 

нинг энг каттаси, яъни ушбу



Л =  т а х  {Д**}=тах {Ajco, Ajci,..., Ajfn-!} 
k

микдор унинг диаметры дейилади. Бу к микдор Р га боглик булади 
(к — кр). Хусусан, [а, Ь\сегментни п та тенг булакка булишдан хосил 
килинган ушбу /

Р =  {х0= а , х , =  а +  ~^--, х2~ а  +  2~— . . . , хп =  а +  п~~- =  Ь)
ч п п

булинишнинг диаметри

^ __  Ь — а

п

булади.
[а, Ь] сегмент берилган холда униhi турли усуллар билан 

исталг^н сондаги булин'ишларини тузиш му м кин. Б у булинишлар- 
дан иборат туплам &  булсин: . ;

.9>= { Р  }.

3. И н т е г р а л  й и f и н д и . f(x) функция [а, Ь] сегмент да 
аникланган ва чегараланган булсин, [ о ,о] сегментнинг ихтиёрий 
Р булинишини карайлик; (а<С.Ь). Бу булинишга мос келувчи хар бир 
[xk, Хк+1] (k =  0, п — 1) ораликда их гиёрий 1к 6 [хк, хк +.;.]) нукта 
олиб, куйидаги йигиндини тузамиз:

o =  f( lo)^Xo-j-f(h )Axi +  . . . + f( lk )A xk-i . . . -f / ( £„„ , )  Ад-,, _ ь (2)

бунда

A xo~x i— Хо, A x i= x ‘i — Х[, . . . , Axk — xk.Lt — Xk, ■ . . 
i\xn — I Xn X n — 1.

Одатда (2) йигинди/(x) функциянинг интегграл йигиндиси дейилади.
Уни йигинди белгиси 2 оркали кискача куйидагича

—  1
<т =  h f ( l k ) A x k (2')

*=о

Хам ёзиш мумкин.
Интеграл йигинди о нинг тузилишидан куринадики, • у f(.t) 

функцияга, '[о, Ъ) сегментнинг булинишига даадда хар бир 
[Xk,Xk+t] (k =  0, п — 1) булакчадан илинган нукталарга боглик 
булади.

4. А и и к инт е г р а л та ъ р и ф и . f(x), функция [а, Ь \ сегментда 
аникланган ва чегараланган .булсин.

{а, Ь] сегментнинг шундай

Р ь Р 2, Р-л, . . . , Рт, . . . (3)



{Pm (z^, m — 1, 2, . . .) булинишларини караймизки, уларнинг мос 
диаметрларидан ташкил топган

р̂,> '^р3> • • • > -̂рт> • • •

кетма-кетлик нолга интилсин: кР —»-0

Бундай Р т ( т — 1, 2,...) булииишларга нисбатан f(x) функциянинг 
интеграл йигиндиларини тузамиз. Нагижада

Оь (Т?, СТ'З, . . . , вт, . . . (4)

кетма-кетлик х,осил булади.
1 - т а ъ р и ф .  Агар [а, Ь] сегментнинг %ар щандай булинишлари 

кетма-кетлиги {Рт} олинганда уам унга мос интеграл йитинди 

щийматларидан иборат {о,п} кетма-кетлик нук,таларнинг танлаб 
олинишига боглик, булмаган х,олда уамма вак,т ягона I  сонга 
интилса, бу I сон а йитиндининг лимити деб аталади ва

п — I
l im a = lim  2  f ( l k)Axk— I  (5)
лр->- 0 0 А_о

каби белгиланади.
(2') йигииди лийитиии куйидагича хам таърифлаш мумкин.

2- та ь р и ф. Агар Ve >  0 сон берилганда .\ам шундай б =  б (е) >  
> 0  сон мавжуд булсаки, fa, b\ сегментнинг диаметри Хр< .б  
булгани %ар к,амдай Р булиншии учун тузилган а йигинди ихтиёрий |* 
нук,таларда

[<т — /]<*-•

тенгсизликни щаноатлантирса, у х,олда I сон а йитиндининг 
Хр—у-0 даги лимити деб аталади ва у ющоридагидек ((5) га каранг) 
белгиланади.

3 -т а ъ р и ф . Агар Хр-*-0 да f(x) функциянинг интеграл йигинди- 
си (2') чекли лимитга эга булса, у %олда f(x) функция [а, Ь] сег- 
ментда интегралланувчи (Риман маъносида интегралланувчи) 
дейилади, о йигиндининг чекли лимити I эса f(x) функциянинг 
fa, b) сегментдаги аник, интеграли ёки Риман интегралы деб аталади 
ва у

ь

\j f(x)dx

а

каби белгиланади.
Демак,

f (х) rfх iirno — litn 2  f ( l k)/\x,,
V-*11



Бунда а сон интегралнинг щуйи чегараси, b сон эса интегралнинг 
ющори чегараси, [а, Ь\ сегмент интеграллаш оралири деб аталади. 

М и с о л л а р .  1. Ушбу

/ (х) =  с (с =  const)

функцияни [а, b] сегментда карайлик, [а, b] сегментнинг ихтиёрий

Р — {хо, х\, х2, ■ ■ ■ , хп} (x0< x i  < х 2<  . . . < х „ , х0 =  а, хп =  Ь)

булинишини олиб, берилган функциянинг интеграл йигиндисини 
тузамиз: ч

о — 2
k = 0

Хар доим

f ( b ) = c

булгани сабабли

П— 1

о — 2  с-Ахк— с-Ах0+с-Лх,-|- . . . + с- Л х„_ ,=
*=о

=  с- [(Х1 — Х0) +  (х2 — Xi^-f- . . . +  (Хп  — Хп-\) ] =
=  с • (хп — х0) = о ( Ь  — а)

булади.
Кейинги тенгликда А,—>-0да (к =  тах{Ахп}) лимитга утиб топамиз:

1 im а =  lim с • (b — а) = с (Ь  — а ) .
А—0 А-*0 , ' -

Демак, f ( x )= c  функция [а, Ь] сегментда интегралланувчи ва

ь

dx — c(b — a).

а

Хусусан, Дх) =  1 булса, унда

b ь

 ̂1 • dx — ^dx =  b — а

а а

булади.
2. Ушбу

/(х) = х  

42



функцияни [а, b] сегментда карайлик. [а, Ь\ сегментнинг ихтиёрий 
Р =  {хо, XI, . . . , Хп] (xoCxt < х 2<  . . . <Хп, Хо =  а, хп-~Ь) булинишини 
олайлик. Унинг диаметри

X =  тах\Ахк} (k =  0, п —  ])

булсин. Бу булинишнинг х;ар бир [л>, лг*+1 ] булагида ихтиёрий 
нуктани олиб, берилган функциянинг интеграл йигиндисини тузамиз. 
Равшанки, бу х,олда /(£ * )— £* булиб,

а =  2  f ( l k)Axk=  2  1к-Ахк (6)

булади, бунда Ахк =  хк+\ — хк-
Энди (6) йиг'индини куйидагича ёзамиз:

с . * Vi (<. xk хк 4' i |  ̂к-+ 1 \ *
сг =  2_̂ у,' Axk— 4 h ..~ )' к

■k = о k=Q

=  2 - - +~ ± i-Axt+ a , (7)
* = 0

бунда

a =  1] ( l — * V ’ 11 )&xk.

(7) тенгликнинг унг томонидаги биринчи х,адини хисоблаймиз.

2  - * . Дд; А = = V] (ж * ,. I -j-- X k) ( x k ^ l Х к) —

ь ~ - к I

- J

9- 2  (x; + l — x;) ^-[(дт?— *,,) -f (x~2— x\) +  . . . +
“v к---О

+  (x‘i— xl..l)]=-l>(xl-xl) ±=A„T_a_. (8)

Энди (7) тенгликнинг унг томонидаги иккинчи хадини бахолаймиз. 
Агар

х j, 4- Xf, i j

X ™ m a x ( i frf| —  ж,,) ( £  =  0,/z —  1 )
к



xlt+ *k+\
2 . ( 5 , - - - ^ - } ^ .  < 2  |?
А =  0 £ =  0

п— 1 /? - 1

< 2  m a x ( x fi + 1 —  х ,;) Ахк~К  2  -\х к<=К(Ь— а)
k =- О  ̂ k ™ О

эканини топамиз. Демак,

I a  I sC_l(b — a). (9)

(7), (8), (9) муносабатлардан Я-^0 да гг йигиндининг лимити 

Ь2 — а2
—  —  булишини курамиз. Бу эса таьрифга кури

2 2

2

эканини билдиради.

2-§. АНИК, ИНТЕГРАЛНИНГ М АВЖ УД ЛИГИ

/(х) функция [а, Ъ) сегментда аникланган ва чегараланган 
булсин. [а, b ] сегментнинг ихтиёрий Р={х<>, xi, . . . , хя} буликишини 
олайлик. Хар бир [х/г, x̂  + i] ораликда ихтиёрий нукта олиб, f(x) 
функциянинг интеграл йигиндисини тузамиз:

' ■ п — !
а== 2  /(£*) • Ах

4 =  U

Берилишига кура /(х) функция [а, Ь\/щ чегараланган:

/п< /(х .)<У И  (Vx6[a, fe]) (10)

Демак, у дар бир [x/,,x*+i] да хам чегараланган. Унда Дх) 
функциянинг [xfc, X/, Jr i] да аник чегаралари

mA =  inf {/(х)}, х 6[х«, Хк+[), (k =  Q ,n — 1) (11)

M*==sup |/(х)}, х 6[х*, **-н], (/е =  б, п — 1) (12)

мавжуд булади. Бу сонлардан фойдаланиб куйндаги

rf — ■ I

s =  /n()Axft+OT|Ax1+  . . . Дх„.:|= 2  т к\хк. (13)



п — j

S =  М 0 Ах 0-(- М , • Ах, +  . . . М п_\' Ах„„|= 2  М к-Ахк (14)
. k=0

йиРиндиларни тузамиз. Одатда бу йигиндилар мос равишда' f(x) 
функциянинг Р  булинишга нисбатан куйи хамда юкори интеграл 
йириндилари дейилади. Равшанки,

Юкоридаги (10), (11) ва (12) муносабатлардан барча k{k =  0, 1, 
2, , п — 1) учун

m ^m k ,

Хамда

п — 1 П — I

s =  2  m kL̂ xk̂ m  S  Axk=m - (b — a),
k =  Q k =  {)

я— 1 rt— 1
5 =  2  M kAxk̂ M  2  Axk= M (b  — a)

k=0 ' 4=0

булиши келиб чикади. Демак,

т- (b — a) ^ s ^ S ^ M ( b ~ a ) .  (15)

1 -лемма .  Агар f(x) функция [а, b] сегментда аникланган ва 
чегараланган булиб, Р  =  {х0)> xi, . . . , xnj эса [a, b\ нинг ихтиёрий 

булиниши булса, у х,олда игу булинишга нисбатан f(x) функциянинг 
к,уйи, ю^ори х,амда интеграл йигиндилари учун

тенгсизликлар уринли булади.

И с б о т .  (11) ва (12) муносабатлардан фойдаланиб V ^^fx * , 

Xk+1] да

булишини топамиз. Бу тенгсизликларни Ах* га купайтирсак, 
(Ах* =  х*+1 — х *> 0 )  унда

га*Ах*< /(£ * )  -Axk^Mk-Axk

•келиб чикади. Кейинги тенгсизликларни k нинг k =  0, 1, 2 , . . . ,  
п— 1 кийматлари учун ёзиб, сунг уларни х,адлаб кушиб топамиз:

2  m kАха<  S  f{lk) А х*<  2  М к Ахк.
k=Q k—0 k=0



Демак, ‘

s ^ a ^ S .

Фараз к,илайлик,

Р 1 =  {.Го, Х\, Х2, . . .  , Х „ )  ( * 0 < Х | <  • ■ ■ < х „ , Хц — а, Хп =  Ь)

{ а, Ь] сегментнинг бирор б^шшпии булсин. Бу булинишнинг 
булувчи нукталари каторига бнтта х* нук,та {х* €[а, Ь]) кушиб, [а, Ь] 
нинг бошка Pi булинишини хосил килайлик. Аниклик учун бу х* 

нукга Хк Хамда Xk+\ лар орасида жойлашган булсин.

Р ‘2 =  {хо, хи ■ ■ ■’, Хк, х*, Х к + и  . . . , х,\,

(x o < J t i<  ■ ■ • < х к< х *  < х к + \ <  ... . < х п;хо= а , xn — b).

2-лемма ,  (a, b\ сегментда атщланган ва чегараланган f(x) 
функциянинг Р t уамди Ро булинишларга нисбатан тузилган к,уйи 
интеграл йигиндилари si, S2 ва' юкори интеграл йигиндилари 
S |, S 2 лар.учцн

S\^:S2

S , > S ?

тенгсизликлар уринли булади..
И с б от . \(х) функциянинг Р j хамда Р2 булинишларига нисбатан 

юкори интеграл йигиндиларини ёзамиз:

Si =  МоАхо -j- М i/\xi -j- ■ ■ - ~t~ MkAxk -f- ■ • • -■(-M n- iAx.n — i, 

S 1)= M (A *n+ M 1Ax1+  . . . +  {MiAxi +  MiAxi0 +  . . . +

■f M n — i • Axn — i ,

бунда

M'k =  sup{j'(x) }, x 6 \xk. x*},

Mk — supj/(x)}, x 6[x*. Ij.,,]

в a Ax'k =  x* — xh Ax/f~-~x/f.j[l— x*.

S i хамда S2 йигиндилар бир-биридак битта хадга фарк килиб, 
5| да MkAxk кушилувчи булган холда S 2 да унга мое. кушилувчи

Mi-Axi +  MZAxi'

и ф о д а д а н и б о р а т д и р .
Равшанки,

\xh х * ) с  \xh xk_n ],

[х*, x h + l]cz [хь л-й,+ ,1-



M'k-Ax'k +  M'k'Ax'k'=M % {x*- xk) +M'k'{xk+]- x * ) ^

< M k- [(х*— x k) + x k+t— x*)\ =  M k-Axk

булади. Бундан эса

S , > S 2

тенгсизлик келиб чикади. Худди шунга ухшаш

S i< s 2 .

булиши курсатилади. Лемма исбот булди.
Энди функция аник интеграли мавжудлигининг зарур ва етарли 

шартини келтирамиз. Аслида функциянинг интегралланувчи були­
ши ёки булмаслигини таъриф ёрдамида текшириш мумкин. Лекин 
купчилик холларда интеграл йигиндининг чекли лимитга эга 
булишини курсатиш жуда мураккаб булади.

f(x ) функция [а, 6]ораликда аникланган ва чегараланган булсин.
1 -т е о р е м а . f (х) функция [ а, Ь\ оралицда интегралланувчи 

булиши учун Ve >  0 олинганда х1ам шундай б =  б ( в )> 0  сон 
топилиб, [а, Ь] оралщнинг диаметри кр< 6  булган %ар цандай 
Р булинишига нисбатан

S— s <  е (16)

тенгсизликнинг бажарилиши зарур ва етарлидир.

Агар f(x) функциянинг [xk,Xk+\\ {k =  0 ,n  — 1) ораликдаги теб- 

ранишини Wk оркали белгиласак, (Wk =  Mk — rrik), у холда (16) тенг­
сизлик

л — 1
2  WkAxk<iE  (16')
к = 0

куринишга эга булади. Купчилик холларда теореманинг (16') кури- 
нишда'ги шарти ишлатилади.

2 -т е о р ема .  f(x ) функция [ а, Ь] оралицда узлуксиз булса, у шу 
оралщда интегралланувчи булади.

И с б о т .  f(x) функция [а, Ь] сегментда узлуксиз булганлигидан 
Вейерштрасс. теоремасига кура у чегараланган булади. Иккинчи 
томондан Кантор теоремасига биноан у шу сегментда текис узлуксиз 
булади. Унда Ve;>0 сон олинганда хам шундай б >  0 сон топиладики, 
[а, Ь] сегментни узунликлари б дан кичик булган булакларга 
ажратилганда функциянинг х,ар бир булагидаги гебраниши учун

W k < . E

булади. Демак, [а, Ь] ораликнинг диаметрлари Яр<;б булган хар 
кандай Р  булинишида



5 _ 5— 2  wk-Axt< e  2  Ах к— г(Ь — а)
k=0 k=0

булади. Бу эса (16') га кура [а, Ь] ораликда f(x) функциянинг 
интегралланувчи эканини билдиради.

3 - т е о р е м а .  Агар f(x ) функция [а, Ь] оралщда чегараланган 
ва монотон булса, функция шу оралщда ингегралланувчи булади.

4 - т е о р е м а .  Агар f(x ) функция [ а, Ь\ ораликда чегараланган 
ва бу оралщнинг чекли сондаги нущталарида узйлишга эга булиб, 
долган барча нуцталарида узлуксиз булса, функция шу оралщда 
ингегралланувчи булади.

М а с а л а н ,

f (х) =  sgn [* (1 — х2)]

функция [— 2,3] сегментда интегралланувчи булади, чунки у .шу 
сегментнинг х — — 1, х — 0, х = 1  нукталарида узилишга эга булиб, 
колган барча нукталарда узлуксиз булади (З-чизма).

Юкорида келтирилган теоре- 
мадан куринадики f(x) функция 
интегралланувчи булса, у холда 
интеграл йигиндининг лимити 
[а, Ь\ сегментнинг булиниш усули- 
га хам, хар бир булакдан олинган 

нукталарга хам боглик булмай, 
Яр->-0 да ягона

3-чизма

и

\f(x)dx

га (сонга) интилди. Дем-ак, интегралланувчи функция учун унинг 
интегралини топишда хисоблаш учун кулай булган бирорта 
булиниш хамда топилган £*. ларга 'нисбатан интеграл йигиндининг 
лимитини хисоблаш етарли булади.

ь

Масалан, бизга маълум ^xdx интегрални карайлик. [а, Ь] сег'-

а

ментда f ( x ) — x функция узлуксиз булгани сабабли у 2-теоремага 
кура интегралланувчи. Каралаётган интегрални хисоблаш учун 
\а, Ь] сегментнинг

, Ь — а  . , Ь — а . Ь — а  , >
Р — \х0= а ,  х, =  аН-- — +  хп=±а +  п—— =  Ь\

булинишини (бунда хамда ни оламиз.

Унда f(x) = х  функциянинг интеграл йигиндиси



b-r-a X b — a
<*= 2  f(lk) • 2  +

6 =  0 /г — О 4 Х

ft = 0

= ~  Ĵ/г-аН-- (1-|-2+ ... + п — 1) J

6 — о  Г . Ь — а п (п — \) 1 Ь* — с? Ь — а
---\п-а-\------ -L-^—L Г~
п L п 2 J

,2 „2

булиб,

Urn а =  Пт р- у ^-  -  X ] =
л-̂ о L I  , I  J

булади. Демак,

3-§. АНИК, ИНТ ЕГРА ЛН И Н Г ХОССАЛАРИ

Энди f(x) функция аник интегралининг хоссаларини урганамиз 
ва улардан баъзиларининг исботини хам келтирамиз.

1°. Агар f(x) функция [а, Ь] орал ифа интегралланувчи б§лса, 
у исталган [а, p]cz [а, Ь\ оралик,да %ам интегралланувчи булади.

2°. Агар f(x) функция [а, Ь\ да интегралланувчи булса. у х;олда 

C'f(x) функция %ам интегралланувчи ва

ь ь

^c-f(x)dx =  c ^ f(x ) 'd x  (c =  const)

тенглик уринли.

И с б о т .  c-f(x) хамда f(x) функцияларнинг V/3 булинишга 
нисбатан интеграл йигиндиларини ёзамиз:

Унда

а * =  2  c . f ( l k) .A x h а =  2  f ( l k) -Axt
fc = 0 - ' fc = 0

a * =  2  c f ( lk)-Axk==c- 2  / ( У -Axk= c- a
k = 0 £ = 0



б^либ,

b

lim cr* =  l im  c-a =  c-\im a ~ c ■ \ f (x)dx
WO WO >.->-0 j

булади.
Агар

П~ 1

lim ex* — lim 2 cf (£*) •
*.->-0 WO fr — o

эканлигини эътиборга олсак,

b b 

^c-f (x ) dx — c- ^/ (x)dx

a a

булишини топамиз.
3°. Агар f(x) ва g(x) функциялар [a, b] орали^да интегралла­

нувчи брлса, у уолда f(x) ±  g(x) функция %ам шу оралицда 
интегралланувчи булади ва

ь ь . ь

$ [f (*) ± g  (x )]dx =  ^f {x)dx±  (x) dx
a a a

тенглик уринли булади.
И с б о т .  f(x) ва g(x) функциялар [а, b] ораликда интегралла­

нувчи булганлиги учун

п—' ~ 
lim or, =  lim 2 f ( l k)A.xk=  \f (x)dx,
WO w  о k=0 • (

П — J

lim a 2= lim  2  g (I*)A**=
WO WO fe_o

булади.
Энди f{x)dcg(x) функциянинг [a, b] ораликдаги мос интеграл 

йигиндисини ёзамиз:

о== 2  [/(£*) ±g{bk))-Axk=
fe =о

n — 1 п— [

=  2 / 2 g Ц к)Ахк= о 1± а ^
ft —0

) g  {xy dx
a

Axk=  j c-f (x)dx
a



Кейинги тенгликдан Я-^0 да

ь ь

Iim a =  !im a ,± lim  а 2=   ̂f(x )dx±
. Я-»-О Я-»-О J J

а  а

формула га эга буламиз. Бу 3°-хоссанинг уринлилигини курсатади.
Н а т и ж а . Агар f t (х), f-2 (x), . . . , fn(x) функциялар [a, b] оралик- 

да интегралланувчи булса, у холда

r,\f\(x) -\-c2f2(x) +  . . . +fi„fn(x) (C i= const, i — TTn) 

функция хам шу ораликда интегралланувчи булади ва

ь

\{c\fl(x )+ c 2f 2(x )+  . . .  -\rcjn(x)}dx =

ь ь ь

=  ct ^ f t(x)dx +  c2^f2(x )d x + .~ ..+ c n^fn(x)dx

а а  а

формула уринли булади.

Бу натижанинг исботи юкоридаги 2°, 3°- хоссалардан келиб 
чикади.

4°. Агар f(x) ва g(x) функциялар [а, Ь] ораликда интегралла­
нувчи булса, у <\олда f(x)-g(x) функция х,ам шу ораликда 
интегралланувчи булади.

5и. Агар f(x) функция [а, с\%амда [с, Ь\орали^ларда интегралла­
нувчи булса, у .\длда функция [а, Ь\ оралищда %'ам интегралланувчи 

булади ва ушбу

Ь с Ь

^f ( х )-dx— ^f(x)dx-\- ^f(x)dx
о а  с

формула уринли булади.
6е. Агар f(x) функция [а, Ь] оралищда интегралланувчи булиб, 

Ух 6 }з, Ь] лар учун f(x) ^ 0 булса, у х,олда
ь

^ f (x )d x ^ 0  (a<cb)
а

булади.

И с б о т . Ух 6 [а, Ь\ лар учун f(x) > 0  булганлигидан '

а =  f ( t k)Axk̂ 0
к -~-0



ва

limcr =  lim 2  f ( l k)Axk̂ O
1-+0 x+o *=0

булади. Демак,
6 • 

^ f (x )d x ^  0

a

Н а т и ж а .  Агар f(x) ва g(x) функциялар [a, b] ораликда 
интегралланувчи булиб, Vx:6[a, Ь] учун f ( x ) ^ g ( x )  тенгсизлик 
уринли булса, у холда

(

тенгсизлик хам уринли булади.
7°. Агар f(x) функция [а, b] оралищда интегралланувчи булса, 

у %олда \ f(x) | функция %ам шу ораликда интегралланувчи булади ва

н[f(x)dx

ь

тенгсизлик уринли булади.
8°. Агар f(x) функция [а, b] сегментда узлуксиз булса, у цолда 

шундай ! ( а < £ < 6 )  ну^та топиладики

H t ) = T b \ i M dx

булади.

И с б о т . f(x) функциянинг [а, Ь\ сегментда узлуксиз булганлиги- 
дан унинг шу сегментда чегараланганлиги келиб чикади. Демак, 
шундай узгармас m ва М  сонлар мавжудки, Vxgfa ,  b] учун

m ^ f ( x ) ^ .M

булади. Кейинги тенгсизликларни интеграллаб топамиз:

ь ь ь

^mdx^  -Jf(x )dx ^  ^Mdx=>
а а а

Ь

~m(b — a)^L  ^f (x )d x ^ M (b  — a ).



Бу тенгсизликларни b — а  га булсак, ушбу

ь

а

тенгсизликлар х,осил булади. Демак,

ь

T-a\f{X)dX
а

микдор [а, Ь\ сегментда узлуксиз булган f(x) функциянинг энг кичик 
киймати т  х,амда энг катта киймати М лар орасида экан. Узлуксиз 
функциянинг хоссасига кура [а, Ь\ сегментда шундай Е, нукта

микдор f(x) функциянинг \а, b | сегментдаги урта киймати, 8°- хосса 
эса урта киймати хакидаги теорема деб юритилади.

Энди [а, Ь] сегментда узлуксиз f(x ) функцияни карайлик. У холда 
бу функция [а, Ь] сегментнинг истаган [а, х] кисмида ( а ^ .х ^ .Ь )  хам 
узлуксиз булади. Бинобарин, функция [а, х] да интегралланувчи.

Равшанки, бу интеграл х га боглик булиб, биз уни F (х) оркали 
белгилайлик:

ь

f i t )  \f(x)dx
а

булади.
Одатда

ь

U

X

(17)

а

Бу (17) интеграл кжори чегараси i/згарувчи аник, интеграл дейилади. 
9°, F (х) функция [а, Ь] сегментда х;осилага ага ва

булади.



И с б о т . [а, b] сегментда ихтиёрий х0 ички нук,та олиб, \F(x«) ни 
топамиз:

X Ч

A F ( x0) =  F (x ) — F (x0) =  (t) dt — ^ f(t) dt =
a a

x a x

=  ^  (t) d t+  ^ f'(t) d t— (t) dt=>
a x0 x()

F(X)- F(X«] 1 l f ( t ) d t  (18)=>-
a: — x0

(18) тенгликнинг унг томонидаги интегралга урта киймат хакидаги 
теоремани куллаб топамиз:

F (x )- F (x 0) ч
--— ---=  / ( £ ) ,  ( - ' • ' о < I < х ) •

Равшанки, х->~х0 да булиб, f (x) функциянинг узлуксизлигидан
£->-л:0 да ■ f(%)-*-f (xo) эканлигини топамиз. Демак, (18) тенгликда 
x-t-xo лимитга утсак,

F '(x0) = f ( x 0)

булади.
Хо нукта [a,b] сегментнинг ихтиёрий нуктаси булганлигидан 

F '( x ) = f ( x )  [хе[а,Ь])

булади.
Н а т и ж а . Агар f(x) функция .[a, b] да узлуксиз булса, у холда бу 

функция [а, b] сегментда бошлангич функцияга эга булади.
Хакикатан хам, f(x) функция [а, Ь\ сегментда узлуксиз булса, 

9°-хоссага кура

F (x )= \ f(t)d t

функция учун F '(x )= f (x )  булади. Бу эса F (х) функция f(x) учун 
бошлангич функция эканини билдиради.

f (х) функция [а, Ь\ сегментда узлуксиз булсин. Унда бу функция 
[а,. 6] иинг ихтиёрий [а:, Ь] кисмида ( а ^ х ^ Ь )  хам узлуксиз булиб,

\нпdt



интеграл мавжуд булади. Уни

■ф 0 )  =  \f(t)dt
х '

оркали белгилайлик. Бу куйи чегараси узгарувчи булган аник 
интегралдир. г .

10°. ф (х ) функция [а, b] сегментда хосилага эга ва

Ф '(х ) =  — f(x) /

формула уринли.
И с б о т .  Аник интегралнинг 5ч-хоссасндан фойдаланиб топамиз:

Ь х Ь

\ f{t)dt= \f(t)dt+ \f(t)dt =  F(x) +  Ф  (х ).

Ф (х) =  ^f{t)dt — F (x )

Ьундан

булиб,

булади (чунки, ( \f(t)dl }' =  0, F '(г.) f (х ) ) .

4-§. АНИК ИНТЕГРАЛЛАРНИ  Х.ИСОБЛАШ

f(x) функция [а, b | сегментда берилган ва узлуксиз булсин. 

Равшанки, функциянинг аник интеграли

мавжуд. Бу интегрални хисоблаш б у* л а:: ту; улл..;,;пмиз.
1°. Н ь ю т о н -Лейбниц ф ор  м у л а с н . 3-§ да келткрнлган 

формулага кура



функция f(x) нинг [а, b] да бошлангич функцияси булади. Маълумки, 
f(x)' функциянинг ихтиёрий бошлангич функцияси Ф (х) учун

ф (х ) — F (х) 4-с

булади, бунда с — ихтиёрий узгармас сон. Демак,

X

Ф (х ) — ^f(t)d t +  с.
а

Б у теигликда х — а деб олиб
а

Ф ( а ) =  ^f(t)dt-j-c — 0-\-c — с,
а

сунг. х — Ь деб олиб,

ь

Ф (Ь) =  ^f(x)dx-{-c
а

булишшш топамиз. Кейинги икки тенгликдан

Ь )

^f(x)dx — Ф (b )— Ф (d) (19)

а

булиши келиб чикади. Демак,

ь

^f(x)dx

а

интеграл бошлангич функция Ф (х) нинг х — Ь нуктадаги кийматидан 
х — а нуктадаги кийматининг айирмасига тенг экан.

(19) формула Ньютон-Лейбиц ёки интеграл хисобнинг асосий

формуласи деб юритилади. Одатда Ф (6) — Ф (а ) айирмани Ф (х) I*
'а

каби ёзилади:

Ф (Ь) — Ф (а) =  Ф  (х) | а

Унда

I)

^f(x)dx — Ф (х) j '

а

0\ лади.



М и с о л л  а р .  1. Ушбу
■ ь 

\̂xdx

а

аник интегрални хисобланг.

Равшанки, f(x) =  х нинг

булади. Унда Ньютон Лейбниц формуласидан фойдаланиб топамиз:

Ь

\jxdx=

Равшанки, / (х) = х  нинг бошлангич функцияси ф(х)==-~л:2

х2 \ ь ь2 — а2

2. Ушбу
1

^xndx

интегрални хисобланг.
Интеграл остидаги f(x) — хп функциянинг бошлангич функцияси- 

ни топиш учун \xndx аникмас интегрални хисоблаймиз: ^xlld x ^

>+1 Хп-П
Демак, бошлангич функция---- булади. Ньютон-Лейбниц1 J w L Jп +1 ’ ’ ’ п ■{- 1

формуласига кура.

х"+1 I 1 _  1 1_  Л ____ 1 __

п 4-1 I о а т  I л 1 « +  1

3. Ушбу

Г X2
\-т— :rdx ( а > 0 )  
J а 4-х

интегрални хисооланг.
Аввало интеграл остидаги функциянинг бошлангич фуикциясинн

топамиз:

Г x2dx 1 Г d (a3 хА) 1 , / з , :h
\ з--F=-t \ 3 з "V 1П (° + *  )■
J а + х 3 J а + х

Унда (19) формулага кура

S in («з+ *з> I |п («з+ «з) -  з-!п

1 п 2aJ— --~ In а° =  ~- In 2.



2°. У з г а р у в ч » н и а л м а ш т и р и ш  у су  л и билан- а^ик , 
и нтегр  а л л а р н и х и с о б л а ш .

Функцияларнинг аник, интегралларини узгарувчиларини алмаш­
тириш усули- ёрдамида хам хисоблаш мумкин. f(x) функциянинг

. J * ' ь

aj-шк, интеграли ^f(x)dx  ни хисоблаш максадида x — (p(t) муносабат

билан х узгарувчини алмаштирамиз.

5 - т е о р е м а .  f(x ) функция [а, Ъ\ сегментда, х =  (p(t) функция 
эса [а, р] сегментда аникланган, узлуксиз булиб, 1узгарувчи [а, р] да 
узгарганда x-—w(t) нинг цийматлари [а, Ь] ни ташкил этсин.

Агар q>(t) функция Р] да узлуксиз ф'( t )  ^осилага эга булиб,
(р(а)==а, ф(р) — Ь булса, у уолда

ь (i

]f(x )dx*=\ f( y ( t ) )- 4' ( t ) d t  (20)
а . а

тенглик уринли булади.

И с б о т .  Шартга кура f(x) функция [а, 6] да узлуксиз. Бинобарин, 
у бошлангич функцияга эга. Уни Ф (х) билан белгилайлик:

<p '(x )= f(x ).

Ньютон-Лейбниц формуласига кура;

ь

^f(x)dx =  (b(b) — Ф (а ) .

Э и  пн [а, р] сегментда Ф ( < р ( / ) )  мураккаб функцияни карайлик. 
Равшанки, ф (ф (0 ) функция [а, р] да узлуксиз булиб, унинг хосиласи

[ Ф ( ф ( / ) ) Г = Ф ' ( Ф ( 0 ) - Ф , ( 0

булади. Натижада

(Ф (ф ( 0 ) ] '= / ( ф (0 )  -ф '( 0

тенгликка келамиз. Бу эса [а, р] да Ф(ф.(/).) функция / ( ф ( 0 ) , ф/ (0 
функциянинг бошлангич функцияси эканлигини билдиради. Яна 
Ньютон-Лейбниц формуласидан фойдаланиб топамиз:

ь

$ /(ф (* ) ) .ф'(0<// =  Ф (ф (Р ) )- Ф (ф (а ) )-



Шартга кура < р ( а ) = а ,  ф(|3) —  b булганлигидан

5 /(ф (0 )-Ф /(О Л  =  Ф (6 )- Ф ( а )  (21)
а

булади. (19) ва (21) муносабатлардан

ь »

^f (x )d x =  $ /(ф (0 ) - ф ' ( 0 dt
-- а а

булиши келиб чикади. Бу эса теоремани исботлайди.
М и с о л л а р . 1. У шбу

I ____

д /1 -f x2dx
o ' -

интегрални хисобланг. >

Бу интегралда х =  д//2— 1 алмаштириш бажарамиз. Унда 

x — Q да f = l ,  х — 1 да * =  д/2 булиб, каралаётган алмаштириш 

[1, i/2]cerментни [0, lj сегментга утказади. Равшанки,

J  ̂ Г) J J  J ^
а х = ...-------- • 2 td t  =  —

2 y il ~\ y t2— 1

булади. (20) формуладан фойдаланиб топамиз:

1 _______  у 2 _______  V5

\х \1 \ х 2dx =  ( дI t2— 1 • t-- =  t t2dt~-

I v \ v V '2- i  1

,  >/2
_  r I _  2V2 1 2V2 -i
~ T  J ~  з  3 —  з

1

2. Ушбу

a _____ ___

^x2^Ja2— x2dx ( a > 0 )
о

интегрални хисобланг.
Бу интегралда x =  asmt алмаштириш бажарамиз. Натижада,

(20) формулага кура:



I  а 2— x2dx =   ̂ a2-sin2t- д/а 2— a2s\n2t ■ acostdt =

О ' - о

л/2

= а 4  ̂ sin2/-cos2tdt.

Бу тенгликнинг унг томонидаги Интегрални хисоблаймиз:

л/2 л/2

о

я /2 д/2

1 Г • 2rw л  1 f 1—C0S4^J, 
=  т  J sm22t-dt =  T  ) ----— dt--

0 о

Г л / 2  п/2

j  J cosAtdt ]=-}[; (
0 O' J

л 

16"

Демак,

^х2 а 2— х2 dx--
16 '

3°. Б у л а к л а б  и н т е г р а л л а ш  у с ули  б и л а н а н и к  
и н т е г р а  л л а р -ни х и с о б л а ш .

6 -те о р е м  а.  Агар U (x) ва V(x) функцияларнинг %ар бири 
[ а, Ь] сегментда анщламган ва узлуксиз булиб, шу сегментда 
узлуксиз U '(x ) уамда V'(x) цосилаларга эга булса, у х;олда

ь ь

^U (x)dV (x) =  U (x) V(x)\b-  ^V (x)dU (x) (22)

а а

тенглик уринли булади.
И с б о т .  Равшанки,

[U(x) ■ V (x )Y =U '(x )-V (x ) + U(x)-V '(x).

Демак, [a, b] сегментда U(x)-V(x) функция U'{x) • V(x) +  U(x) • V’ (x) 

функциянилг бошлангич функцияси булади. Ньютон-Лейбниц 
формуласидан фойдаланиб топамиз:

ь ■ >>

\j [U'(x)-V{x)-\-U(x)-V, {x)]iix--=U{x)-V{x)\.

а • а

60
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 ̂U'(x) V(x)dx-j-  (х)  • V  (x )d x = U  (х) ■ V (х)
а  а

b b 

=> $ V ( x ) -dU(x)  +  y u ( x ) - d V { x ) = U { х) • V{x)
a a  a

b b b 

=> \ U ( x ) . d V { x )  =  U( x ) - V { x )  I - ^ V ( x ) - d U { x )

b
=>-

a a

келиб чикади. Б у  эса  теоремани исботлайди.
М и с о л л а р .  1. Ушбу

л

^xcos x d x
О '

интегрални хисобланг.
Бу интегралда U (x )—x, d V (x )— cosx  деб олиб, d U (x ) = d x ,  

l / ( x ) = s i n x  булишини топамиз.  Унда (22)  формулага кура:

л ' л л л _

^xcosxdx =  x -  s inx | — ^sinxdx =  0 — ( — cosx)  | = — 2.
О 0 0 ' 0

Демак,
Л
^ x c o s x d # = — 2.

2.Ушбу

^arctgxdx

интегрални хисобланг.
Б у  интегралда U (х) =  arc tgx,  d V ( x ) = d x  деб олиб, dU(x) =

— ~~~ldx, V(x)=^x булишини топамиз.  Унда (22)  формулага 

кура:

Г I I  1
j  a r c t g x d x = x -  a rc tg x  j — I  In (1 +  x 2) j In д/2-



Демак,

^arctgxufx =  - ^ — in д/2.
о

3. Ушбу
е

^ ( x - l n x ) 2dx
1

интегрални хисобланг.
Бу интегралда и =  1п2х, dv — x2dx  деб олинса, унда du =

1 х3
=  21nx--jdx, v =  ~y  булади.  (22)  формуладан фойдаланиб топ а­

миз:
е  з  е е 3  с

 ̂ ( x A n x ) 2d x ~ ~ - \ n 2x  | —  | -^x2\ n x d x ~ - ~ — ~  Inxdx.
.1 - 1 1 1 1

е

Бу тенгликнинг унг томонидаги ^x2lnxdx интегралда и — 1 пх,
1

dv =  x2dx  деб, сунг унга яна (22)  формулани куллаб топамиз:

е з е е
^x2\nxdx±=-—\nx j — ~^x2dx — 
i i i

3  9  1 ' 3 '  9  9  9 'i

Нати жа да

булади.

5 ( х .1п х ) 2с/х = 4 - | ( - | ^ + | ) = 27

5-§.  А Н И К  И Н Т Е Г Р А Л Л А Р Н И  Т А К . Р И Б И Й  Х . И С О Б Л А Ш

Фаннинг турли сохаларида,  айникса,  физика вй техникада 
учрайдиган масалаларни хал килиш купинча аник, интегралларни 
хисоблаш билан боглик булади.  Агар интеграл остидаги функция 
мураккаб булса,  равшанки,  интегралларни хисоблаш кийиа булади.  
Бундай холларда  уларни такрибий хисоблашга тугри келади. Аник 
интегралларни такрибий хисоблайдиган бир канча усуллар 
мавжуд.  Ушбу параграфда улардац учтасини; тугри туртбурчаклар,  
трапециялар хамда параболалар (Симпсон) усулларини келтира- 
миз.

1. Т у г р и ' т у р т б у р ч а к л а р  у с у  л и. 
f(x)  функция [а, Ь] сегментда аникланган ва узлуксиз булсин. Бу

1 \



функциянинг аник интеграли ^f (x )d x  ни такрибий хисоблаймиз.
а

[а, Ь\ сегментни
а = х о , xi, х 2, ... , х п- 1 ,  Х п —  Ь

( x o < . x i C . : < x n) нукталар ёрдамида п та тенг булакка  буламиз.  
Унда аник интегралнинг хоссасига кура:

•*о 

л*+1

и 1 z -л  * * + 1

\)f ( x ) d x =  ^ f ( x ) d x +  ^f(x)dx- f . . . +   ̂ f ( x ) d x =  2   ̂ f(x)dx.

Хар  бир-  ̂ f (x )d x  (£ =  0,1,2,  ... , п — 1) интегралга урта киймат
xk

хакидагм теоремани куллаб топамиз:

 ̂ f (x )dx  =  f ( j k) • (хк+[—хк) = [ ( т к) -Ахк (xk< T k< x k+i) 

Равшанки,
I Ь ”” CL I л 6 - & ■ t_ Ь Ох0= а ,  Х! =  аН----- — , х2= а + 2 — — , ... , x k= a + k — — , ... , хп=

. Ь — а  ,
—  а - \ - п ---------- — Ь,

п ,

Ахк= х к+\ - х к=а~\- (k-\-1)— ------ ( a - \ - k — ) ==-^ Г ^ '

Энди

xkJr xk+\ . /, . 1 \ i> — а , - .
* к = ------ -̂----- —a +  \k+~% (хк< х к< х к+1)

деб олиб, /(та) • Axk(xk<Tk<Xk+i)  ифодани куйидагича 

f(xk) •Axk =  If(xt)  +  (/(тА) - f (X k ) ] -  Axk — 
= f(X k)-A x k+ U (T k)—f(xk)]-Axk

ёзиб оламиз.  Агар f{x)  > 0  булса,  у холда f(xk) - Axk микдор асоси [лс*, 
Хк+\) баландлиги /(**)  булган тугри туртбурчакнинг юзини ифода- 
лайди. Нат иж ада

xk+i
J  f (x )dx  =  f(xk) -Ахк+  [/(т*) — f ( x k)]-Axk

булиб, 
ь
\ } { x ) d x =  2  /(** )•Axk+  2  [/(тА) ~ f { x k) } - 6 * k= ~ ~ -  2  f(Xk) + R n
j  b __П h — n b ^ ft

b n — I n — 1 ,  f t —  1b — a

* = 0 * = 0 fc=0 
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R „ =  2 [ ( ( т ^ - f ( x k) ] - A x k ( x k < T k < x k + i ) ,
*=o

f(x)  функция [a, b ] сегментда узлуксиз.  Демак,  у шу сегментда текис 
узлуксиз.  Унда е > 0  сон олинганда хам шундай 6 > 0  топиладики, 
[а, Ь] сегментни узунликлари б дан кичик булган [xk, Xk+\] булаклар- 
га ажратилганда  хар бир х' Е[хм, xk+i], х" £[хь, jc*+ i] да

| f ( x ' ) - f ( x " ) \ < e

булади.  Унда Ж б  булганда ^Х= ш ах | A x k\ —

I / ( t t )  —  f(Xk)  I < 8  

тенгсизлик бажарилади.  Демак,

\RnK  2  \f(Tk) — f ( x k) \ A x k< e  2  A x k= e ( b  —  а ) .
Wo k=o

Бундан l i m # , t= 0  булиши келиб чикади. Бу эса

\ f ( x ) d x & - ^ ^ -  2  f ( x k)
a  k =  0

деб олиш имконини беради.
Шундай килиб, берилган аник интегрални хисоблаш учун ушбу

b
^ f (x )d x ^  - [/ (xq) -\-f(Xi) + . . .  -\-f(xk) + . . .  + / ( x „ _  i) J (23)
a

( х * = а  +  ^ у + £ У “ р^, £ =  0,1,2,  , /г— l )  такрибий формулага ке- 

ламиз!  (23) формула тугри туртбурчаклар формуласи дейилади.

Э с л а т м а. Агар f(x)  функция (з, Ь] с егментда аникланган,  уз лукс из  булиб,  у шу 
с егментда узлуксиз  х,осилага эга бул са ,  у холда

Ь Ь —
 ̂ \(х) d x — — [/(х0) + / (Х | ) + . . .  -\-f(xk) - f- ... -j-f(xn_  |) ) +  Rn

а

булиб,

(а < с < ь )
2 4  п2

бул ади  ( к аралс ин,  [ 7 ] ,  1 1 - бо б ) .

М  и с о л. Ушбу

^е~ хdx
о



интегрални тугри туртбурчаклар формуласи ёрдамида такрибий 
хисобланг.  ■

[О, 1] ораликни 5 та тенг;

h; 1 [,=: г ! I
булакка буламиз.  Бу холда хар бир булакнинг узунлиги га тенг 

булиб,

■>со =  0 , 1 , - * 1  =  0,3,  х 2 =  0 ,5, хз =  0,7,  *4 =  0,9  
булади.  ■ ■ _

f ( x ) = e ~ x функциянинг хо, х2, х3, х4 нукталардаги киймати 
куйидагича булади:

f (x  о) = 0 , 9 9 0 0 5 ,  
/ ( * , )  = 0 , 9 1 3 9 3 ,  
/ ( * 2) = 0 , 7 7 6 8 0 ,  
/ ( * з )  = 0 , 6 1 2 6 3 ,  
f ( x t) = 0 , 4 4 4 8 6 .

(23)  формуладан фойдаланиб топамиз:
1
J  е dx я* ~  (0 ,99005  +  0 , 9 1393  +  0 , 77680  +  0 , 6 1263  +
о

+  0 ,44486)  = у З , 7402 7  ж  0,74805.

Демак,
I .

0 ,74805.
О

2. Т р а п е ц и я л а р  у с у л и .  f ( x ) функция [а, Ь) сегментда 
аникланган ва узлуксиз булсин. Берилган функциянинг аник 
интегралини такрибий хисоблаш учун, бу холда хам [а, Ь] сегментни 
п та тенг булакка  буламиз.  Сунг

^f ( x ) d x =  2   ̂ f {x)dx
a k ~ °  xk

деб ёзиб оламиз.  Ха р бир
xk+i

 ̂ f (x)dx  (fe =  0 , 1,2, ..., п — 1)
ч

интегралга яна урта киймат.хакидаги теоремани куллаб топамиз:  
xk+\

 ̂ f ( x )dx  =  f ( xk)- (x^+l — x k) = f ( T k) - Ax k, (xk< x k< x k+i) .



Энди f(Tk)-S.Xk ифодани куйидагича

' и  \ Л f ( xk ) + f ( xk + 1) л , \ и/(т*) - Д х * = --------- 2-------— Д д с*+ [Д т4 • Дхь

«  / Л  и  Ч А  / ( % >  W ( ^ + i )езиб оламиз.  (Агар д х )  > 0  булса,  у холда ---------- -̂--------- • Дх*-

микдор асослари [х*, /(х*) ] ва [хн+\, / ( х * + ч ) ] ,  баландлиги эса Дх* 
булган трапеция юзини ифодалайди.)  Нати жа да

J f (x )dx
f ( xk) + f ( x k + l )

ДхА+ [ / W  —
i ( xk ) + f { x k + \)

• Дхь

булиб,

V  Г / (** )+ / (* *  + !)
■ &xk-\-Rn

булади,  бунда

Rn f(r„)
f (xk) + f ( x k + 1)

■ Дх*,

( X k < X k < X k + v )  ■

f(x)  функциянинг [a, b] да текис, узлуксиз булишидан фойдалана- 
миз. V e > 0  сон олинганда хам шундай 6 > 0  топиладики,

булганда (к =  тах{Ах^=  )

\f ( tk)  — f ( Xk)  I < е ,  |/(тА) — f { x k + 1)

булади.  Унда

I Я ,
ft — 1 r~

2  [ / ( x t)
f ( xk) + f ( xk + 1)

2  у  [/(** )  —f { x k) I +  l/(r*) — /(x*+l) |]Ax*<
к--=0

< t , 2 ' £ '  2  Ахк= г .  (b — a)
k =  0

булиб, lim # „ = 0  булади.  Нат иж ада  ушбу



такрибий формулага келамиз.  Бу муносабатни куйидагича х,ам 
ёзиш мумкин:

\ f ( x ) d x ^ b~-
f ( xn) + f ( x n). '
-------— + f ( x  i) + f { x 2) +  . . . +

+  f (x  /;)+■•• _ |) ] (24)

(xk =  a-\-k'—~— , £ =  0,1.2,  ... , n ) .\ к n  > • /

(24)  формула трапециялар формуласи дейилади.
Э с л  а т м  а. Агар f ix)  функция [a, b J сегментда аникланган.  уз луксиз  булиб,  у 

шу сегментда уз лукс из  f "(x)  хосилага  эга булса ,  у холда

г . ,  , Ь — а  Г  /(х о) . +  /( * „)  . 1
)f<X)dx= — — -------_ ------ + t(x 0 + . :+ f(x k)+...+ f(xn_ l) +  *„
а -»

булиб,

=  ( а < с < й )
I'M2

булади ( каралс ин,  [ 7 ] ,  И - б о б ) .  

М И С О л .  Ушбу
I

~**dx
о

интегрални трапециялар формуласи ёрдамида такрибий хисобланг.
[0, 1] сегментни 5 та тенг булакка  буламиз.-

[“•!]• [i ll [Ml [НШ'О .

Равшанки,  хар бир булакнинг узунлиги га тенг булади.  Интег-

_  2 1 2  3рал остидаги f ( x ) = e  1 функциянинг д:0= 0, x l =  -s.-, x 2= ~ f ,  х 3= — ,
О <э О

х 4 =  -~, х5=  1 нукталардаги кийматлари куйидагича булади:

/(*„) = / ( 0 )  =  1,00000,  

f ( x i ) = f ( - j ) = 0 , 96079 ,

/ ( ^ )  = / ( ! )  =  0 ,85214 ,

/(х3) = = / ( ! ) = 0 , 6 9 7 6 8 ,

/ U 4) = f ( | )  = 0 , 5 2 7 2 9 ,

/(jc5) = / ( 1 )  = 0 , 3 6 7 8 8 .



(24)  формуладан фойдаланиб топамиз:  

1

5 *2 1 (  1 , 0 00 00  +  0 , 3 6 7 8 8

Демак,

+  0 ,96079  +  0 , 85214  +  0 , 69768  +  0 ,52729  )  

=  4 - - 3 , 7 2 1 8 4 »  0 ,74437.

j g - ^ d x  да 0 ,74437.

3. П а р а'б о л а л а р ( С и м п с о н ) -  у с у л и .  f(x)  функция 
[а, Ь\ сегментда аникланган ва узлуксиз булсин. Бу функции 
нинг аник, интеграли

■
dx

ни такрибий хисоблаш учун аввало  [а, b ] ни

а — Х{),  Х | , Х %  . . . ,  X 2 k,  X2k  +  l ,  X i k  +  2,  •••, Х 2п — 2 ,

. x2n- i ,  x2n — b(xo<:x\<:...<Zx2n) 
нукталар ёрдамида 2 п та тенг булакка буламиз ва интегрални ушбу 

b п x2k ■ '

,^ f (x )d x =  2   ̂ f(x )dx
Cl k  \ ^ ^

X2k
куринишда ёзиб оламиз. Сунг хар бир .  ̂ f (x )d x  (k = \ ,  2,3,  ... , п)

х‘2к — '2
интегралда /(х) функция учта

АЛХ2к-2’ f (х2к — г) ) > ВЛ Х2к—Ь f (x2k — \) ) ,

Dk{x2k, f (x 2k))
нукталардан утувчи a x 2 +  px +  Y квадрат  учхад (парабола)  билан 
такрибан алмаштирилади:

f(x)  д а а х 2 +  |Зх- |-7  . -

Унда
х2к ХП

 ̂ / (х )йх да   ̂ ( a x 2+ p x  +  7 )rfx
x'2k - 2  ХЧк 2

такрибий формула хосил булади. Бу формуладаги



 ̂ (осх2+  Р*  +  y) dx
' ■ *2fc-2

интегрални хисоблаймиз :

x2k
 ̂ ( а х 2+ р х  +  у ) dx =  a ~ -  | | + Y -x

- 2

2/e ~x 2 k - 2  . о  л 2к ' л 2 к - - 2  '. , ___
=  а  ■ ■------3 -------- f  р-------- g---------+■ Y (^ г к — -* 2к - г) =

=  — [ 2 а ( . х ^ + х м - х 2̂ _2+ х 5 ^ 2) - f

+  3 р (х 2* — х м _ 2>)■ +  6 Y] =  { ( a ; * L - 2+ Y ]  +

_ . о  - - Х ,

+  Р - ^ 1 2+  (Y) '4" 4 [а { - -  J . +  p .  1 - + Y ] +  

+  (a-x^rf.px2/i+Y)} =

/ ( ^ - 2)  +  4 f  f  ( Xi j k )  J.л 2«г' ■'■2k—i

Н а т и ж а д а  берилган аник, интегрални такрибий гифодалайдиган  
куйидаги формула Хосил булади:

{ ' x ) d x ? i Z

а

f(x*k-2) + 4 / ( ^ +Х“ )  +  /(х2,)

Агар

x , k.,2= a + ( 2 k - 2 ) х 2* _ ,  =  а  +  (2k -  \) .

. n i b  — а b — ах 2к =  а +  2 k ......х2к- -  Хы-‘ —п • - ................. п

(/г—  I,  2, 3, ..., п)  пул иuiHHH уътиборга олсак,  унда такрибий 
формулами куйидагича  ёзиш мумкин:

ь '
^ f (x ) d x x  |(/(ха) -j- / (х2„) ) 4 * 4  (/ (Х|) (хА) 4 - - -  +
а

+  / (х 2 п~ \ ) ) ■+■-(/'(х д  + /  ( x -i) +  —  + /  ( х 2>п - 2 ) )  J  ( 25 )

Бу (25)  формула параболалар (Симпсон) формуласи дейилади.



Э с л а т и а .  Агар f(x)  функция \а, Ь] с егментда аникланган,  уз луксиз  булиб,  у шу 
сегментда уз луксиз  /<IV> (х) х о с ил а г а  эга  бу л са ,  у х,олда

Ь h —
\ f ( x ) d x ^ ~ ia: l(f(x0) + f ( x 2n)) + 4 ( / ( * , )  + f ( x 3) +  . . . +

a

+  / (* 2я — |)) + 2 ( f ( x 2 ) + f ( x 4) +  ■■■+f(x2rl^ 2 ) ] JrRni
булиб.

2880 V
булади (к аралс ин,  [ 7 ] ,  1 1 - бо б) .

М и с о л .  Ушбу

'dx
0

интегрални параболалар формуласи ёрдамида такрибий дисобланг.

[0, 1] сегментни х 0 =  0, * i  =  -/g. х 2= - у ~ ,  х 3= у 0 , хл= - ~ ,
_____5_ _ _ J 3 _  _ _ 7  _ J 3 - ____ 9_-

* 5— 10>. * 6 — 10. х 7— - ,  х 8— 1сГ, x 9— 10, X ,0— 1

нукталар ёрдамида 10 та тенг булакка буламиз.  Бунда х,ар бир 

булакнинг узунлиги —  га тенг булади.

Интеграл остидаги

f ( x ) = e

функциянинг Xi, (/ =  0,1,  ... , 10) нукталардаги кийматлари 
куйидагича булади:

f (x 0) = f ( 0 )  =  1,00000,  

f (x  0  =  f  (  То ) — 0,99005,

f ( x 2) = 0 , 9 6 0 7 9 ,

f ( x 3) = f ( ~ ) = 0 , 91393 ,

f ( x 4) = f ( ~ ) = 0,85214,

!\хъ) = / ( 1 ! ) = 0 , 7 7 6 8 0 ,

/ ( * 6) = / ( - ~ ) = 0 , 69768,



f ( x 7) = f ( ^ ) = 0 ,61263 ,

f(*s)  = / ( у 0- ) = 0,52729 ,

/ U 9) = / ( ” - ) = 0,44486,

/ (*,„) = / (  1) = 0 , 3 6 7 8 8 .

(25)  формуладан фойдаланиб топамиз:
i
^ “ **</*«-^- [(1 ,000 00  +  0 , 3 6 7 8 8 ) + 4 ( 0 , 9 9 0 0 5  +
о

+  0 , 91393  +  0 , 77680  +  0 , 61263  +  0 ,44486)  +
+  2 ( 0 , 9 6 0 7 9 + 0 , 8 5 2 1 4  +  0 , 6 9 76 8  +  0 , 5 2 7 2 9 ) ]  =

= - — -( 1,36788 +  6 , 07580  +  14,96108)  да0,74682.

I

Дем ак,  да 0,74682 .
■ о '

Шундай килиб,
s 1

/ =  ^e~*dx
о

; интегрални турри туртбурчаклар формуласи ёрдамида вдсоблаб 
У= 0 , 7 4 8 0 5 ,  трапециялар формуласи ёрдамида вдсоблаб 7 =  0,74437, 
параболалар формуласи ёрдамида вдсоблаб /==0,74682 булишини 
топдик.



3 - Б О Б

АНИК ИНТЕГРАЛНИНГ БАЪЗИ ТАТБЙМ АРИ

Аник интегралнинг татбик доираси кенгдир. Ж у мл а д а н ёй 
узунлигини, текис шаклнинг юзини, узгарувчи кучнинг б аж ар га н 
ишини, айланма1 жисмнинг ён сиртини, жисмнинг огирлик маркази- 
ни ва хоказбларни топиш масалалари аник интеграл ёрдамида дал 
этилади. (

1 - § .  Е Й  У З У Н Л И Г И  В А  У Н И  Х . И С О Б Л А Ш

Ф а р аз  килайлик, f(x)  функция [а, Ь] сегментда аникланган ва 
узлуксиз булиб, бу функция графики 4- чизмада курсатилган эгри 
чизик ёйини тасвирласин.  Уни АВ деб белгилайлик.

[а, b ] сегментнинг бирор Р =  {х0, х и ... , хп) (а — хo< . r i < х 2<  
< . . . .< х „  — Ь) булинишини олиб, унинг булувчи хь(к =  о, п) нукта- 
лари оркали Оу укига параллел тугри чизиклар утказамиз.

Уларнинг АВ  ёйи билан кесишган нукталари

Ак— (xk, f(xk ) )

(Ао— (а, f  (х ) ) ,  Ап —В — ( b , f (b )) ,  k — i , n — \) булсин.
__

АВ ёйдаги A k (k =  o, п) нукдаларни 
бир-бири билан тугри чизик кесмалари 

ёрдамида бирлаштириб АВ ёйига чизил- 
ган синик чизикни х,осил киламиз.  Бу 

■J”  синик чизик периметрини L билан белги­
лайлик. Унда текисликда икки нукта 
орасидаги масофа формуласидан фойдала­
ниб, A k = (x k,f(Xk)) ва Ak+\ =  {xx+\, f{xk+\)) 

нукталар орасидаги масофа

\Лк—Ak+[\ =  д/( * * + ,  — * * ) 2- f  ( f(xk+l) — f (x k) ) 2 

ва L синик чизик периметр»

L =  2  л! (хк+]—хк) 2+  ( f(xk + t) —f ( x k) ) 2 (1)
к = О

булишини топамиз.



Равшанки,  синик чизик периметри f(x)  функцияга хамда [а, Ь] 
сегментнинг булиниш-ига боглик булади:

L =  Lp{f).
Р булинишнинг булувчи нукталар сонини орттириб борилса,  

АВ ёйига синик чизиклар шу АВ ёйига якинлаша боради.

1- т а ъ  р и ф. Агар АВ ёйига чизилган синик, чизик ( [а, Ь] ора- 
ликнинг ихтиёрий Р  булинишида) периметри

L p=  2  -\j {xk+l — xk) 2+ ( f ( x k+]) —f( x k) ) 2
6 = 0

Xp->-0 да чекли лимитга эга булса,  у холда АВ ёй узунликка эга
деб аталади ва ушбу

l i mL  — I

АВ ёйнинг узунлиги дейилади.
,К,аралаётган f(x)  функция [а, Ь\ сегментда узлуксиз булиши 

билан бирга у шу сегментда узлуксиз ['(х)  хосилага хам эга булсин. 
Юкоридагидек,  [а, Ь] сегментнинг ихтиёрий Р булинишини олиб,

АВ ёйига чизилган унга мос синик чизикни хосил киламиз.  Бу синик, 
чизик периметри (1)  формулага кура

Lp=  2  л! {хк+1 — xk) 2+  ( f(x k+l) — { f(x k) ) 2
fe=0

булади.
j (х) функция [а, b ] сегментда Л а г р а н ж  теоремасининг шартлари- 

ни каноатлантиради.  Унда бу теоремага кура шундай 
X k{xh^Tk^xk + \) нукта топиладики,

f {x k+i ) —f(x k )= f' {x k ) (x k + l—xk) 
булади.  Нати жа да

L p=  2  л[(Хк+ 1 — xk) 2+ f ' ( T k) (xk+l — x k) 2 =
' А=0

, =  У  У 1 + П т * )  ( * * + , - * * )  =  У  л [ \ + Г Ы )  Ьхк (2)
fr=0 fe=0

тенгликка келамиз.

Равшанки,  V i -(-/'(*)  функция [а, 6] да узлуксиз.  Бинобарин, у 
шу сегментда интегралланувчи. Бу функциянинг интеграл йигин- 
диси



У лА+пГ) - a * ,
/г — О

булиб, унинг лимити [**,  Xft+i] ораликлардан олинган нукталарга 
боглик эмас,  Демак,  =  ларда

H m " s '  д Д + П ? )  - д * * =  \ V h - П * )  ^  (3)
V~°* = 0 O ' .  ' •

булади.
(2) ва (3)  муносабатлардан

limL p—  ̂ V i  +  /'(-*:) ^
р

булиши келиб чикади. Бу эса АВ ёйининг узунликка эга ва у

/ =   ̂ V i  +  f'(x ) dx  (3 ' )

булишини билдиради.
М и  с о л  л а р .  1. Ушбу

f ( x ) = x 2 ( 0 < * <  4)

функция тасвирлаган эгри чизик ёйининг узунлигини топинг. 
А в в а л о  берилган функциянинг хосиласини хисоблаймиз:

Унда

1 + Г ( Х) = 1 + 4 * ,  V 1 + r w  =  У 1 + т х

булиб,  (3 ' )  формулага биноан

/== $ -\ J\ + ^ xdx
0

булади.  Кейинги интегралда 1 -\-^x — t алмаштириш бажарамиз .  

У н да  dx =  ~ d t  1 < / <  10 булиб,

10 I 3 10

U \ + b dx-\\
8

27
( v i o o o  — 1) — ^ - ( ю  v i o  — 1)



булади.  Демак,  1

■ / = - | r ( i o y T o  -  о .

2. Ушбу

f {x)  =  ( p { p >  0)

параболанинг [0, а] ораликдаги ( а > 0) кислйининг узунлигини топинг. 
Аввало f (x)  функциянинг хосиласини хисоблаб,  д / 1 + / 2(х) ни то­

памиз:

n * ) = f ,  1 + r w = - ^ 2-, v r + 7 ' ^ w  = у д / р 2+ ^ - .  р р . р  
(3') формулага кура каралаётган эгри чизикнинг узунлиги

а  __________

/ =  ~  jj д/х2+ р 2й?х 
Р о

булади. Энди ушбу ■

^ д j x 2-\-p2dx

аникмас интегрални хисоблаймиз.  Агар

и =  д/х2 +  р 2 , dv — dx

аейилса,  унда
, xdxdu = — - = =  v =  x

V * 2+ p 2 ■
эулиб,

\ д/х2+ р 2с(х==хд/х2+ р 2 — ( '/(
. V х + p

булади. Бу тенгликнинг унг томонидаги интеграл куйидагича 
^исобланади:

(' ^ dx_  =  \ Х2 +  р2- р 2 , =  f __ „2 f

j  у  г- | j  V r  J  y V  , /-2 '  \/x2 +  p2

=  \ V x 2 +  p 2d x - ~ p 2 ( - - - y i ^ - - - = =   ̂ д/х2 +  р 2й!х — p 2ln|x +  д/х2+ р 2 1. 
J д/jr +  p" J

Цемак,

 ̂ д/x 2-\-p2dx =  x- д/х2 +  р 2 —  ̂ д/х2 +  р 2^х +  р 2- l n | x +  д/х2 +  р 2 1. 

Бу тенгликдан

2* $ д/х2+ р 2^х =  х д / х 2+ р 2 +  p 2ln|x +  д/х2+ р 2 !



булиб,  . ' _ _ _  2 Г ‘Г , —"■>!
Г Г Т - - .• *  ^/г2 I у2 _L_ £--1п|Х +  -\]Х~ +  Р '

j V x + p j' ax==. T ^  2

булиши келщ  чикади.
На ти ж ада

/ =  ;  5 V ? + P > A v - ' { - ' - +  5  l n ! x +
О

^ . L a - v ' ^ f p 2 4 ~ | l n ' a  +  \/°2+ f ?i ~  2 lnp ■ip v
булади.  _

ф а р а з  ки^цщпцк, ,4fi ей (ЭГРЙ чи:5ИК|

J  * = ф ( 0 ,  ( а < / < р )
\ у — Ч>(0

.^..м.-ттне x o v ia  берилган ?!У; т е н г л а м а л а р  снетемаси,  билан  яъни из j ■■ |  ' у зл укс из  на
л и б ,  д: =  ф ( / ) ,  у = = ч , ( * )  ф у н к ц и я л а р  ( a ,  Р1 Д ^ » * > м , и  >

ф'(/),  V  (t) У:1/(уКсиз цосилаларга эга булсин. Ь\нда АВ сии > 
ликка эга будцб, унинг узунлиги

0   - -- ------- ' { 1л
 ̂ У ф '2( П + Ф ' 2( 0  ^

т

формула ёрд;Шида гопилади. (bnnMV!,a ёрдамида хамда
(4)  тенг>!Икни(1Г уринлилигини (3 фо! «  ;  фо«:ииш-

аник интегралйа узгарувчини а л ма ш ш р нь  Ф {■ ■■ 
ниб келтирио чикарм м ум кин.

М н е  о л. X'' щ е\ у

|ц>(/) ==«• (/ — sin/), (0^ 1 ^ л )

тенгламалар сист ема си’ билан аникланган эгри чилимшн

ни х,исоблайМц3; ■
(p' ( / ) = o ( l - c o s 0 ,

y ' ( l ) = a - s m t .

У н д а  ' ■ „ ,■ <' . 1

булнб, ...... ....................

+  V 2( 0

б у л а д и .



(4)  -формулага кура эгри чизикнинг узу нлиги■

2я
1=   ̂ а  д/2(1 — cost) dt

о

булади.  Бу тенгликнинг унг томонидаги интегрални хисоблаймиз:

2л 2 л. ----- ------ ---—

 ̂ а  д/2(1 —cost) dt — a  J  д А  ■ sin2- ^ ^  —
о о

2л 2л 2л

S t Г t (  t \ t I
s \n--dt=4a  I s\n--di--}== —4a~ cos---- j = 8 a  .

о 0 ' ' о

Демак,
I —8a

Фараз  килайлик, АВ  эгри чизик кутб координата системасида

р =  р (0 )  ( а < 0 < р )  (5)

тенглик билан. берилган булсин. Бунда р =  р( 0)  функция [а,  0] да 
узлуксиз ва ' узл ук си з  р ' ( 0 )  хосилага эга.

Аввало (4)  муносабат билан берилган угри чизик тенгламасини 
параметрик куринишда ифодалаб оламиз:

Г, р ( в )  =  , . « ) ) -  COSH.

\t|j(e) = Р ( 0 )  -sinO

Сунг (4)  формуладан фойдаланиб АВ эгри чизик ёйипинг узунли- 
гини топамиз:

р ______________________ Р __________ ______ ______ ___ __________________

У ф ’2(0)  +  ф 2(0) d()=   ̂ д/ ( р( 0)  . c o s 0 ) ' :’ [ ( р( 0 )  •sin0) '2d0 =

d i) - -—   ̂ V  ( р ' ( 0 )  -COS0 — Р ( 0 )  • COS0) 2+  ( р ' ( 0 )  -sinO-,1 P 0- COS0)
а

р _______ __________

=   ̂ л/р + р “°)
п

Д ем ак ,  (5) муносабат билан берилган эгри чизик. ей и нинг узунлиги
р _____________ ___

/ =  J д/'р21 01 +р- '2(0)  dO (6)
а

булади.



р =  2 а ( 1  + c o s 0 )  ( 0 < 9 <  2 л )

эгри чизик (к ар д и од а )  ёйининг узунлигини топинг.
Б у  ёпик  чизик  булиб,  кутб укига  нисбатан симметрии ж ой л а ш га н  

(5- чизма) .  Шунйнг учун эгри чизикнн/ir узунлиги,  у нинг кутб 
укининг юкорис ид а  ж о й л а ш г а н  кисми узунлигннинг иккиланганига  
тенг булади.  (6 )  формуладан  фойдаланиб топам из :  .

1°. Маълумки китобхон текис ша клл ар  -  учбурчак,  тугри 
туртбурчак ва х ока зол ар ни н г  юзи тушунчаси  билан  мактаб м а т е м а т и ­
ка курсидан таниш. Ушбу параграфда текисликда чег ара ла нг ан  
шаклнинг  юзи т ушунчаси  ва уни интеграл орк али ифодаланиши 
билан ш угу лл ан ам и з .

Текис ли кда  бирор ч е га ра л а н га н  (р)  шаклни ка райлик  ( б - ч и з ­
ма) .  Бу шаклнинг ичига куибурчак чизамиз.  Бундай кунбурчаклар 
чексиз  куп булиб,  улар ташки л тонган тупламни (А)  оркали 
белгилаймиз .  Худди шунга ухшаш (р)  шаклни уз ичига ол\вчи 
кунбурчак к ар ай мн з .  Бун дай  кунбурчаклар  хам чексиз  k v i i  булиб,  
улардан  та ш к и л  топ га н туплам (В)  булсин.

(А)  купбурчакларнимг юзини S A билан, (В )  купбурчакларнинг  
юзини 5 в билан бел г ил а ш на гижасиДа (р)  шаклга ички чизилгап

/ = 2  J V p ' 2i e )  + pi (0)  м
О

л

2  ̂ д/ ( 2 а (1 + C O S 0 ) ) '2+  (2а  (1 - f c o s B ) ) 2
О

л д
2-2а   ̂ д / з т 20 +  (1 -f-cosfl) -'</0 =  4 -у/2 а   ̂ д/1 +  cos0c/0

о

о

Д е м а к ,  кард оид а  ёйининг узуилиги

о
5- чизма 6- чизма

2-  §. T C I C i C  Ш А К Л Н И Н Г  ЮЗ И  ВА УНИ Х . И С О Б Л А Ш



купбурчак юзаларидан иборат { 5 Л} туплам,  {р} шаклни уз ичига 
олган купбурчак юзаларидан иборат {SB} туплам хосил булади. 
Равшанки,  { 5 Л} туплам юкоридан, { S 8} туплам эса куйидан 
чегараланган.  Шунинг учун {S j  туплам аник юкори чегарага,  { S J  
туплам эса аник куйи чегарага эришади.

s u p f . S J ^ / 1, inf{ S ^ = r
2 - т а ъ  р и ф. Агар р =  р, яъни

sup{5/1! = i n f { S /j

тенглик уринли булса,  у х,олда (Р)  шакл юзага эга дейилади ва 
Р  =  Р =  Р микдор (1)  шаклнинг юз и дейилади.

2°. Энди (р)  шакл сифатида юкоридан узлуксиз f (х) 
( f (x )^ O )  функция графиги, ён томондан х =  а, х =  Ь З'ертикал 
чизиклар хамда пастдан Ох —  уки билан чегараланган эгри 
чизикли трапецияни карайлик (7- чизма) .  Бу эгри чизикли трапеция 
юзага  эга эканини ва у аник интеграл оркали ифодаланишини 
курсатамиз.

[а, Ь\ ораликнинг бирор Р — \хо, х\, ... , х„} (а — хо<1 дсi <1 лег<1 
. . . < Хп~Ь) булинишини олайлик. f(x)  функция [a, h\ ораликда 
узлуксиз булгани. учун бу ораликда чегараланган ва

i n f \f(x))=nik, 
sup { f(x)\=M k-

(x Xk+\\ k — Q,\, ... , ti— 1) лар мавжуд.  (Каралсин, [7],  11- боб.)
Куйидаги йигиндиларнн тузамиз.

S =  2  т кAxh S =  2  Mk- Axk
к —11 k = 0

Бу йигиндилардан биринчиси аАВЬ эгри чизикли трапециянинг 
ичига чизилган купбурчак —  тугри туртбурчаклар юзалари йигин- 
дисидан,иккинчиси эса бу эгри чизикли трапецияни уз ичига олган
к у п б у р ч ак ....тугри туртбурчаклар юзалари йигиндисидан ибо-
ратдир.

Равшанки,  бу купбурчаклар юзалари f(x)  функцияга хамда 
[а, b ] ораликнинг булинишларига боглик булади:

s =  sp(f), S =  Sp(f).
[а, b] ораликнинг турли були.нишлари олинса, уларга нисбатан 

аАВЬ эгри чизикли трапециянинг ичига чизилган хамда бу эгри 
чизикли трапецияни уз ичига олган турли купбурчаклар хосил 
булади.  Н ат иж ад а бу купбурчаклар юзаларидан иборат куйидаги 
\sp{f)}, {5,, (/)} тупламлар хосил булади.  Бунда {sp(f)} туплам 
юкоридан {5Р(/)} туплам эса куйидан чегараланган булади. Демак,  
бу тупламларнинг

sup{s p(/>} inf (Sp(f)} 
аник чегаралари мавжуд.



Шартга  кура f(x)  функция [а, Ь] ораликда узлуксиз.  У холда 
Кантор теоремасининг натижасига кура. у е > 0  сон олинганда хам 
шундай 6 > 0  с о н  топиладики, [а, 6 ] ораликнинг диаметрлари Хр< 8  
булган ихтиёрий булинишлари Р учун хар бир { * * ,* *+ 1] ораликда 
функциянинг тебраниши

Мк— тк<̂

булади. Унда

Ь —  а

ini{Sp(f)\— sup{sp(f)\^Sp(f) — sp(f)
П—  I /г—  1

=  2  (Мк— т к)Ахк< ~ г^ ~  2  Ахк= г.
* = о *=о

Демак,  [а, Ь] ораликнинг диаметри С  б булган хар кандай 
булиниши олинганда хам бу булинишга мос аАВЬ эгри чизикли 
трапециянинг ичига чизилган хамда бу трапецияни уз ичига олган 
купбурчак юзалари учун хар доим

0 < i n f  {Sp ( И }— sup { s p ( f ) } < e

тенгсизлик уринли булади.  Бундан эса

inf{Sp(/)|=sup{s„(/)}  (7)

тенглик келиб чикади.
(7)  тенглик аАВЬ эгри чизикли трапециянинг юзага  эга булишини 

билдиради.

3°.  Энди бу трапеция юзининг интеграл оркали ифодаланиши- 
ни курсатамиз .  Маълумки,  f (x)  функция [а, й] ораликда узлуксиз

П~ 1
булиб, унинг интеграл йигиндиси а р=  2  /(£*)Ахк учун

k~0

sp<iOp<. SP
тенгсизликлар уринли. Хр->~0 да sp- W ,  Sp->-I булишини эътиборга 
олсак,  у холда А,р->-0 да  стр->-7 эканлиги келиб чикади. Шундай 
килиб аАВЬ эгри чизикли трапеция юзи f(x)  функциянинг 
[а, Ь] ораликдаги интегралига тенг экан. Демак,

ь
S = ^ f ( x ) d x .  (8)



1 - э с л а т , м а .  Агар f (x)  функция [а,  Ь] ора л ик да  уз лукс из  булиб,  унда ишора 
е а к л а м а о а  (8)  фор муладаг и интеграл эгри чизикли тр апец иялар юзаларининг 
йигиндисидан иборат булади.  Бу нда  Ох укининг юкоригидаги юза  му ск ат  ишора 
билан,  Ох укининг пастидаги юз а  манфий ишора билан олинади ( 8 - ч из ма) .

2- э с л а т м а. Агар /| ( / ) ,  /г(х)  функциялар \а, Ь] д а  аникланган ва узл;  : сиз ва 
V x 6 [ a ,  Ь] л а р д а  f i ( x ) ^ f 2( x ) ^ 0  б ул с а ,  юкоридан f i (x) ,  пастдан /2 ( х)  функциялар 
графиги,  ён томонларидан х =  а , х =  Ь вертикал чизиклар билан чегараланган 
шаклнинг юзи ь

S  =  J  [ f , ( x ) - f 2(x)]dx ( 9 )

а

формула  оркали ифодаланади (9-  ч из ма ) .

М и с о л. Ушбу

4 у ~ 8 х —х2, 4 г / = х  +  6 
чизиклар билан чегараланган шаклнинг юзини топинг.

Бу чизиклардан бири парабола,  иккинчиси тугри чизик булиб, 

улар бир-бири билан А ( \ ; у )  ва 5 ( 6 ;  3)  нукталарда кесишади

( 1 0 - чизма) .  (9)  формулага кура
6 6

S = - ^  [(8jc — х2) — (x-j-6)   ̂ (7x — x2—6)dx =
i , i

= K t * - 4 - 6* ) i = 5! kb-6 hpi

4°.  Энди кутб координаталари системасида ушбу р==р(0)

( а < 9 < Р )  функция тасвирлаган АВ ёй х,амда ОА ва О б  радиус — 
векторлар билан чегараланган шакл —  эгри чизикли секторни 
карайлик ( И - ч и з м а ) .  Юкоридагига ухшаш бу эгри чизикли сектор 
х,ам юзага  эга эканлиги курсатилади ва у ушбу

s = | j j P2( e ) d e  (Ю)
a

формула оркали дисобланади.



11- чизма

М И С О л . Ушбу
З а  costp sincp /„ ^  ,  л \

— J -  з >s in  ф +  C O S ' ф V z  /

чизик, билан чегараланган шаклнинг юзини топинг.
Каралаётган шаклнинг юзини (10)  формуладан фойдаланиб 

топамиз:

л/2
c0s29sin2f9  а1

2 ,-J ( s i n >  +  cos' ’(p)

Энди бу тенгликнинг унг томонидаги интегрални хисоблаймиз:
л/2 „ г  л/2

S cos ш-sin m , f
------о - ”-”.. \

(sin ф - f - C O S  ф ) ”  J

j g  ф _ >/ч 
I' ! 'Км)’’ c°s2?

л/2

I  $ ( l + t g :V ) ^ ( l + t g 39 )

я/2

( l + t g V ) I  
з '

Демак,

9 а  1 За КВ.бир.

Одатда,  р = 3acos<p- sin<p л \
7m V + T o s ;V V 2/ чизик Декарт япроги дейила-

ди. Дека рт  япроги билан чегараланган шакл 12 -чи зм ад а  тасвир- 
ланган.



3 - § .  А Й Л А Н М А  С И Р Т  Ю З И  ВА УНИ Х . И С О Б Л А Ш

y =  f(x)  функция \а, b ] сегментда аникланган,  узлуксиз булиб, 
V * 6 [ a ,  Ь\ учун / ' { х ) > 0  булсин (13- чизма) .  f\x) функция графиги- 
нинг Ох уки атрофида айлантиришдан айланма сирт косил.булади 
( 1 4 - чиз ма) .

Бу сирт юзасининг аник интеграл оркали ифодаланишини 
курсатамиз.  [а, Ь\ ораликнинг ихтиёрий Р =  \хо, Хи ... хп) 
(а =  А0<С^1 С ... С Х п~ Ь )  булинишини олайлик. Р  булинишнинг хар 
бир xk(k — Q,\, ... , п) булувчи нукталари оркали Оу укига параллел

f(*>

13- чизма

тугри чизиклар утказиб,  уларни АВ ей билан кесишган нукталари- 
нн Ак(хк, f (x k) ) билан белгилайлик. Бу А&(х&, f(x t))  (k =  0,\, ... ,п ) ,

А о =  А, Ап === В
нукталарни узаро тугри чизик кесмалари билан бирлаштириб
'-У '~/ }

АВ ёйга L синик чизик чизамиз.  АВ ёйни ва L чизикни Ох уки ат­
рофида айлантирамиз.  Натиж ада L нинг айланишидан кесик конус 
сиртларидан ташкил топган сирт хосил булади.  Бу сиртнинг юзи 
ушбу

Q=.2n I
;; f{xk) + нхк+1)

\I  ( X k .y.l —  X k)'2+  \f(xk+{) — f ( X k) } 2 ( П )

формула билан ифодаланади.

Р  б;\.:н!нин|нннг дкаметри Хр-*-0 да АВ ёйига чизилган L синик

чизик периметри АВ  ёйи узунлигига интилади. Демак,  кр-*-0 да 
L синик чизикни Ох уки атрофида айлантиришдан хосил булган 
сиртнинг юзаси Q нинг лимити биз караётган айланма сиртнинг 
юзнсини аниклайди. Бу юзанинг аник интеграл оркали ифодасини
Т О Н  <3 У! И 3 .

. Бунинг учун i(x)  функция [а, 6] да узлуксиз f ' (х) хосилага эга деб
о.з а м из,

/ {х) ф у н к ц и я  ]а, Ь) ораликда узлуксиз булга ни учун [хк,
Xk-.1 11 ораликза  шундай нукта топиладики,

\> " / ( b *) > [х & X k+ \1



тенглик  уринли булади.  Иккинчи томондан,  Л а г р а н ж  теоре ма сига  
кура  [хк, Xk+\] ора лик да  шундай тк нукта  топиладики

f { X k + \ ) — f ( X k ) ~ f ' { X k ) { X k + \ - — X k ) , X h i [ X k , X k + \} 

тенглик хам уринли булади. Нат иж ада  (.11) Муносабат ушбу

Q  =  2л  2  f i t к) V T - * * + i  —  * * ) 2+ Р ( * * )  ( х к + г - Х ) У 2 = ■
k = Q

=  2л 2  f { t h) д/l + Г ( т а) ' & х к (12)
к — О

куринишни олади.  Б у  тенгликнинг унг томонидаги

2 ' / ( У  л/ Т + ? Ц ^ )  A x k
k=Q

йигинди _
f ( x ) - ^ T + r ( x )  ( 12 ' ) .

функциянинг интеграл йиг.индисини эсл атади .  ( 1 2 ' )  функция 
интегралланувчи булганлиги са б аб л и  t,k нукта сифатида  т к ни олиш 
мумкин.

Хр-+  О д а  (1 2 )  т енгликдан топамиз :

п- 1
l im Q =  Пгп2л 2  f  (т/.) •
хр̂ о КР̂  о *„0

6 ......
=  2я ^/(х) д/l ■ + f 2(x)  dx.

а
Шундай килиб,  айланм а  сиртнипг юзи учун ушбу

ь _____
5  =  2л У ( х )  д/1 +  р ( х )  rfx

i7

формула  уринли.

4 - § .  У з г а р у в ч и  к у ч н и н г  б а ж а р г а н  и ш и  в а  у н и  х , и с о б л а ш

Ф а р а з  килайлик,  бирор жисм Ох уки бу йл аб  F  куч таъсири 
остида харака т  килаётган булсин. Бунда  F  куч жисмнинг Ох 
укидаги х,олатига боглик,.  Шу F~--F{x) кучнинг йу нал иши ва 
харакат  йуналиши уст ма -у ст  тушсин. Б у  куч таъсирида жисм ни 
а  ну ктадан  Ь нукта га у т к а зи ш д а  б а ж а р и л г а н  ишни топиш масаласи 
юз ага  келади. Маълумки,  F - - F { x )  куч р,, Ь] ор али кд а  F{x) =  с 
( c = c o n s t )  булса ,  жи смп  и а  нуктадан Ь нуктага ут к а зи ш да  
б а ж а р г а н  иш А — с(Ь  — а) формула билан ифодалапали.

Д/ ! + / 2 ( т * )  - А х к =

о tо4



F — F(x)  куч [a, b] ораликда x узгарувчининг узлуксиз функцияси 
булсин. [а, Ь] ораликнинг ихтиёрий

Р =  {хо, ... , хп\ (a =  Xo<:xi<C...<LXn =  b)

булинишини олиб, бу булинишнинг хар бир [х&, Xk+\] (k — Q, 1, 2, ... , 
п — 1) оралигида ихтиёрий \k {\k € [Xk,. хк+\]) нукта оламиз.

Агар хар бир рск, хк+\] ораликда жисмга таъсир этаётган F(x)  
кучни узгармас  F (%k) га тенг деб олсак,  у холда [Хк, * a + i ]  ораликда 
бажарилган иш тахминан F(\k) (xk+i— xt) формула билан, [а, 
Ь] оралигида бажарилган иш эса тахминан

" i  F(lk) (xk+1- x k) =  ni  F ( l k)Axk (13)
k= 0 fc=0

' формула билан ифодаланади.  Бу формула такрибий булиб,
п — 1
2] F Ахк йигинди F =  F (х) функция билан бир каторда jpc,

/; = 0
Ь] ораликнинг булицишига хамда [Хк, хк+\] ораликдан олинган 
нукталарга богликдир. Р  булиниш диаметри А,р->-0 да (13)  йигинди 
киймати изланаётган иш микдорини тобора аникрок ифодалайди. 
V ~ > 0 да (13)  йигинди [а, Ь] ораликнинг булиниш усулига хамда 
нукталарни танлаб олишга боглик булмаган холда чекли А сонга 
интилса, бу Л сон узгарувчи F (х) кучнинг [а, 6 ]ораликдаги ба жарган 
иши деб аталади.

Демак,

A = l i m Z F ( l k)Axk .
k=a

F (x) функция [a, b ] ораликда узлуксиз эканлигини эътиборга
олсак,  .

ь
А — ^F (x)dx

а

, формулага эга буламиз.
Шундай килиб, узгарувчи F (х) кучнинг [а, b ] ораликда б а ж а р ­

ган иши

ь
А =  ^F(x)dx

формула билан ифодаланади.



5 - § .  Г Е О М Е Т Р И К  Ш А К Л Л А Р Н И Н Г  С Т А Т И К  М О М Е Н Т Л А Р И  
В А  О Р И Р Л И К  М А Р К А З И Н И  Т О П И Ш

Агар геометрик' шакл юкоридан у — у(х)  пастдан Ох уки, ён 
томонидан х — а , х =  Ь вертикал чизиклар билан чегараланган 
булса,  бундай фигуранинг Ох ва Оу уадарига нисбатан статик 
моментлари

ь ь
Mx= ~ ^ y 2(x)d.x, Му=  \)x-y (x )dx

а  а

формулалар ёрдамида,  огирлик маркази эса

ь
формула топилади, бунда S — \y(x)dx— геометрик шаклнинг юзи.



4- Б О Б  

К Д Т О РЛ А Р

1 - § .  С О Н Л И  К А Т О Р  Т У Ш У Н Ч А С И .  С О Д Д А  Т Е О Р Е М А Л А Р  

Бирор {а„}:

а\, а<2, аз, ... , а п, ...

хакикий сонлар кетма-кетлиги берилган булсин.
1- т а ъ  р и ф. {а„} кетма кетликнинг цадларидан гашкил топган 

ушбу

Я| +  а 2 +  а з +  ••• +  « « +  ••• 

ифода сонли щатор (к,иск,ача щатор) дейилади, у 2  а п каби ёзи-
1 П= 1

лади:
оо

2  а п= а |- | - а 2 + а з 4 ” --- +  а л+- - -  О )
п — \

ai, а.2, аз, ••• сонлар ( I )  каторнинг уадлари, а п эса каторнинг умумий 
щ ди  дейилади.

Масалан,

I f- 1— \- 1— •(-------’--------и . . .
1-2 2-3 ^ ( п — 1 ) я ~

каторда хар бир I , - - . . .  сонлар шу каторнинг хадлари

—L  эса унинг умумий хади булади.
(п — \)п , J ■

(1)  катор хадлари ёрдамида куйидаги

А\ =  а\,
Л 2 =  а|-|-а2,
Аз — а | -j- а 2 4" Оз,

Ап — а| 4"  а 2 4- . . .  4 - а„,

йигиндиларни тузамиз.  Бу ( ! )  каторнинг кисмий йигимдилари 
дейилади.



Натиж ада (1)  катор берилган холда бу каторнинг кисмий 
йигиндиларидан иборат {А„\:

А], Аг, Аз, . . . , А„, . . .

сонлар кетма-кетлиги хосил булади.
2 - т а ъ р и ф. Агар п->- оо  да  {Ап\ кетма-кетликнинг лимита 

мавжуд ва чекли булиб,
lim А„—А

П-*- оо

булса, (1)  к,атор щинлаигувчи дейилади.  Бу муносабатдаги А сон 
каторнинг йигиндиси дейилади:

ОО

2  а „ = а 1 +  а 2+ . . . + а , 1+ . . . = Л .
п= 1

3- т а ъ р и ф. Агар n - voo  да  {Л„} кетма-кетликнинг лимити 
чексиз ёки лимити мавжуд булмаса,  (1)  t^arop узощлаш.увчи 
дейилади.

М II с о л л a р. 1. Ушбу

1 Н------1----- b —— +  • Н-------- ----------1- •••~  1 -2  2 - 3  ( „ —  1)п ~

каторни карайлик.  Бу каторнинг кисмий йигиндиси

Л — 1 I 1 I 1 ,| I 1______
■ "  ~  1 - 2  ~  2 - 3  ( „ _  1 ) „

ни куйидагича ёзиб оламиз:

АП=: 1 =  1 _̂ ( 1 2') +

+  ( т  -  4 )  +  ■ • ‘ Ч  — L) « l  +  1 — L = 2 - - .\ 2 3 /  \п — \ п / п п

Сунг п~>- оо да лимитга утамиз:

lim Л я=  l im/2— - ^ = 2 .
п—► оо Л-*- ОО \  ^  /

Демак,  берилган катор якинлашувчи,  унинг йигиндиси 2 га тенг.
2. Ушбу

1 + 2  +  3 +  . . . + «  +  .,.

каторни карайлик.  Арифметик прогрессиянинг дастлабки п та 
хадининг йигиндисини топиш формуласидан фойдаланиб берйлган 
каторнинг кисмий йигиндиси

Л „ = 1 + 2  +  3 +  ... +  /г=

булишини топамиз.  Равшанки,
. .  . . .  п ( г е +  •) I11гпЛ„ =  .lim — — х  - -  =  +  о о  ,

п —г сю п-*- сх> ^



Демак,  берилган катор узоклашувчи.
3. Ушбу

- i  +  i - i  +  i - . . .  +  ( - i ) " + -
каторни карайлик. Бу каторнинг кисмий йигиндиси

( 0, агар п —  жуфт сон булса,
А п=  1 1 — 1 +  1 — ••+(  — 1) п— { 1, агар п —  ток сон булса

булиб, п-+оо да унинг лимити ма вж уд  эмас.  Демак,  берилган катор 
узоклашувчи.

4. Ушбу
а +  aq -\-aq'2+  ... +  а ^ " ~ 1+  ...

каторни карайлик.  Бу каторнинг хадлари геометрик прогрессияни 
ташкил этгани учун уни ге.ометрик катор дейилади. Каралаётган 
каторнинг кисмий йигиндиси

A n= a  +  aq +  aq*+. . .  +  aqn- l= ^ = ^ ! -  1)

булиб, \q\ < 1  булганда

UmAn=  —
П—*~ оо п—*■ оо — q 1 -~q

булади.  Демак,  геометрик катор |д|<;1 булганда якинлашувчи 
булади.  Геометрик катор \q\' .̂ 1 булганда узоклашувчи булади.

5. Ушбу
1 I 1

l + - i w + - ^  +  -  +
л /2 V 3 V  ”

катор узоклашувчи булади,  чунки унинг кисмий йигиндиси учун

^ = i + ^ + 4 f + - - - + 4 - > - r + 4 = + - - - + “ V = rt- 4 - = : V ' *
V 2 V 3 у п  V я  V я  V ”  V я

булиб,
П т Л „ =  оо

П-*- оо ' - (

булади.
Энди катор хакидаги содда теоремаларни келтирамиз.  ,
1- г е о р е м а. Агар

. ■ ос

2  а  а— а \Л~ а г'\~ а г +  •••+ а п-)-...
п =  1

катор якинлашувчи булиб, унинг йигиндиси А га тенг булса,  у холда
оо

2  са .,=  со +  ca2-j- с а r {-. . .  +  са п-\-...
п =  I

катор хам якинлашувчи ва унинг йигиндиси с-А  га тенг'булнли (г 
у зга рма с  сон).



И с б о т .  2  а„ катор якинлашувчи булиб,  унинг йигиндиси 

А булсин.  Унда бу каторнинг кисмий йигиндиси

А П =  й I -)- Q3 -f- ... -f-  Cln
учун

lim A „ = A
П-*- oo

булади.  Агар  2  ca n каторнинг кисмий йигиндисини А'п билан
п =  1

белгиласак,  у холда

A'n — c a t -|_ш2 +  ... + са„  =  с{а\ - f  а 2 +  ... +  а„) — сА п 

булиб,  ундан
lim А'п— UmcAri— c l i m A n— cA

булиши келиб чикади. Бу  эса 2  с а п каторнинг якинлашувчили-
П — I

гини х а м д а  унинг йигиндиси с-А  булишини билдиради.  Теорема  
исбот булди.

2 - т е о р е м а .  Агар  ,
оо

2  a„==d,  +  a 2+ a 34 - . . . + a „ + . . .

2  6„==6] +  ^ 2 + ^ 3 + ' - - + ^ п + " -
Л=1

цаторлар якинлашувчи булиб, уларнинг йигиндиси мос равишда
оо

А ва В га тенг булса, у %олда 2  ( а „ + й „ )  qarop %ам яцинла-
п = I

шувчи ва унинг йигиндиси А-\-В га тенг булади.
оо оо

И с б о т .  2  а„ ва 2  Ьп каторлар  якинлашувчи булиб,  улар-
п =  1 /1 = 1

нинг йигиндиси мос равишда Л ва В  булсин.  Унда бу каторларнинг  
кисмий йигиндилари

А п  =  0-1 - Ь а 2 ~ Ь . . .  - J - t i n ,

Вп — Ь\-(- bi -j-  ~1~
учун

WmAn= A , l imВп-—В
П--*- оо . п —*- оо

булади.
оо

2  (а п-\~Ьп) каторнинг кисмий йигиндисини Сп билан белгилай-
п =  1

лик. Унда



Cn — (at —{— й i ) —1— ( о г + б г )  +  ... +  (an~\-bn) —
=  (а-l а,2-\- CLn) ~\~ (b\-{-b2-{~ ■■■~]rbn) = А п-{- В п 

булиб, /

НшС„= Нш (Л„4-^п) =  Н т Л л+  П т В „= Л  +  В
П—+- оо "  П—у  оо

/  оо

булади,  Бу эса 2  (ап-\-Ьп) каторнинг якинлашувчи ва унинг
п = I

йигиндиси Л +  В  эканини билдиради. Теорема исбот булди.

3- т е о р е м а. Агар
оо

2  a „ = a 1 +  a 2+ . . . ...

п= 1

щатор якинлашувчи булса, у уолда

lima„ =  0
П - ^ о о

булади.
оо

И с б о т .  , 2  а„ катор якинлашувчи булсин. Унда бу каторнинг
п=1

кисмий йигиндиларидан иборат {А„\ кетма-кетлик учун 

П т Л „ = Л  (Л — чекли сон)
П-*- оо

булади.  Равшанки,

Ап — а\ - )-а,2~\~... cLn— 1 -|-ап — Ап—i -Ь &п-
Бундан эса

— Ап Ап — 1
булиб,

l i m a „ =  lim (А„— Л „_,)  =  Пт Л„ — 11'тЛ„_, =  Л — Л =  0
Я --*-оо П--+- ОО П—»- СО

булади.  Бу эса теоремами исботлайди.

Э с л а т  м а. Бирор каторнинг умумий ,\ади п-*- оо да  нолга интилишидан унинг 
я к инлашув чи булиши,  лар доим келиб чикмайди.  М а с ал а н ,

1+Т 2 + 1 Ъ + - + - Г п + -

\
каторнинг умумий \ади а п= — булиб,  п->- оо да нолга интилади.  Бирок,  бу катор

V"
у з о к ла шу в чидир.  Д е м а к ,  3- теорема катор як инлашишинииг  зарурий шартини 
ифодалар экан.



2 - § .  М У С Б А Т  Х А Д Л И  К . А Т О Р Л А Р .  С О Л И Ш Т И Р И Ш  Т Е О Р Е М А Л А Р И  

Бирор
со

. 2  ап= а х-\-а2-\-... -\-ап-\~...
я= 1

катор берилган булсин. Агар бу каторда

а л>  0 ( п =  1 , 2 ,3 , . . . )

булса,  у мусбат хадли катор, кискача  мусбат катор дейилади.
4-  т е о р е м а. Мусбат

оо

2  a (1= a i - f  а 2+ - - - + а „ + - -  (2)
Л=1 '

щаторнинг якинлашувчи булиши учун унинг щ смий йигиндилари 
. кетма-кетлиги \Ап\ нинг юкоридан чегараланган булиши зарур ва 
етарли.

И с б о т .  Зарурлиги. (2)  катор якинлашувчи булсин. Унда

\\тАп= А
П—*~ оо

булади.  Чекли лимитга эга булган кетма-кетликларнинг чегара­
ланган булиши маълум.  Шунинг учун {Ап} юкоридан чегараланган 
булади.

Е'.т а р л и л и г и. (2)  каторнинг кисмий йигиндиларидан иборат 
{Ап} кетма-кетлик юкоридан чегараланган булсин. Равшанки,

Ап + 1 =й| Т~ £2г“Ь ••• Т~&п йп + 1 =  Ап-f- a n+1 An

(чунки, a „ ^ 0 ) .  Бу эса \Ап) нинг усувчи кетма-кетлик эканини 
билдиради. Демак,  {Ап} кетма-кетлик усувчи ва юкоридан чегара­
ланган.  Унда монотон кетма-кетликнинг лимити хакидаги теоремага 
кура, {Ап} кетма-кетлик п—коо да чекли лимитга эга булади. Бу эса
(2)  каторнинг якинлашувчи булишини билдиради. Теорема исбот 
булди.

Н а т и ж а .  М усбат  каторнинг кисмий йигиндиларидан иборат 
кетма-кетлик юкоридан чегараланмаган булса,  у холда катор 
узоклашувчи булади.

Энди 4-теоремадан фойдаланиб куйида келтириладиган теоре- 
маларни исботлаймиз.

5 - т е о р е м а .  Фараз цилайлик,
оо оо
2  о,п— а х-\-а2-\- ■■■ 2  bn — b l-\-b2-\-...J\-bnJr .. .

п — ! ' п =  I

мусбат цаторлар берилган булсин. Агар бу цаторларда
an^ b n (п =  1, 2, 3, ...) (3)

булса, у уолда



1) 2  b„ цатор якинлашувчи булса, 2  ап цатор %ам яцинла-
п = 1  . п — 1

шувчи булади,
СС . -JO

2) 2  а„ цатор узоцлашувчи булса,  2  цатор %ам узоцла-
и — 1 // — 1

шувчи булади.

И с б о т .  2  а„ a a 2  каторнинг кисмий йигиндилари ''
п ~  1 и 1

Ап — 0,1 - j -  f l '2  - ) - . . .  ~ f -  OLn, В n =  b \ b ‘i b n
учун (3 )  шар тда н  фойдаланиб

A n Bn ( 4 )

булишини топамиз.  ■ .

Айтайлик, 2  b„ ка го р  яки нл ашу вчи  булсин.  Унда ‘бу каторнинг
и = I

кисмий йигиндиларидан иборат  {В,,} к етма-кетлик  чегараланган,  
ж у м л а д а н  кжоридан ч е га о ал а н га н  булади.  (4)  тенгсизликдан \Ап} 
кетма  кетлнкиинг хам коридан чегараланган булиши келиб

оо

чикади. 4~ теорема га мувофик. 2  а п катор якинлашувчи булади
u=i

со

Энди 2  а п кат ор  уз о к л а ш у в ч и  булсин.  Унда {Ап) кетма-кетлик
п — 1 '

кжоридан чегараланмагаи булади.  (4 )  тенгсизликдан  эса \Вп) кетма- 
кетликпинг хам  кжорид ан  че гар ал а н м аг ан л и ги  келиб чикади.

М а т и ж а г а  биноан 2  Ьп катор  у з ок л а ш ув чи  булади.  Теорема исбот 

булди.
Худди шунга у х ш а ш  куйидаги теорема  хам  исботланади.
6 - т е о р  е м а. Фараз цилайлик,

оо оо

2  а „ = а ,1 +  а.г+ ... - j - a „ + ... 2  b „ - ~ b x-\-b>2-\~ b п~у ...
п --- I п~ 1

мусбат цаторлар берилган булсин. Агар бу цаторларда

(я =  1,2,3,  . ..) 
а„ 1 

булса, у %олда: / '

1)  2  Ьп цатор якинлашувчи булса, 2  а п цатор %ам яцинла-
п= 1 «=1

шувчи булади,
ОО ОО

2 )  2  а п цатор узоцлашувчи булса, 2  Ьп цатор х̂ ам узоцла-
П — 1 ,'2 — ]

шувчи булади.



Одатда 5- ва 6- теоремалар солиштириш теоремалари дейилади. 
Энди мусбат каторнинг якинлашувчи ёки узоклашувчи булиши- 

ни аниклашда куп фойдаланиладиган Коши хамда Д ала мб ер 
аломатларини келтирамиз.

К о ш и  а л о м а т и. Агар

оо

2  a„ =  ai  +  a 2-|-. . . - j - a „ + ...
n=l

мусбат щаторнинг умумий уади а„ учун

а̂~п < ? <  1 (« =  1,2, ...)

оо

булса, у цолда  2  а п щтор якинлашувчи булади,
я = !

1/ап >  1 (п— 1,2, ...)

оо

булса , - 2  ^атор узоклашувчи булади .

оо

И с б о т .  2  а я мусбат катор учун
я- i

булсин. Бу тенгсизликдан

a n< : qn

сх>

тенгсизлик келиб чикади. 2  q n геометрик каторнинг якинлашувчи
<! = )

эканини эътиборга олиб, 5 - теоремадан фойдаланиб берилган
оо

2  а п каторнинг якинлашувчи булишини топамиз.

Агар

{Га„ > . 1

булса,  унда a „ ^  1 булиб, п-*~.О да ап нинг лимита нолга генг 
булмайди. Катор якинлашишишшг зарурий шарти бажарилмайди.  
Д ема к,  бу холда катор узоклашувчи.  Коши аломати исбот булди.

Бу аломатнинг куйидаги куринишидан амалиётда кенг фойдала- 
нилади.

оо

Агар 2  а п мусбат катор учун
<i= I



а п +  1

lim '\jan =  q
П—*- oo

булса,  q < .  1 булганда 2  a n катор якинлашувчи,  <7> 1 булганда
п == 1

эса катор узоклашувчи булади.
оо

Д а л а м б е р  а л о м а т и .  Агар 2  a „ = a 1- f a 2- T # 3+ - - -  +  a n +
i

мусбат Kfаторнинг а п ва а п+\ цадлари ( п =  1,2, ...) учун

"■ ' ' < ( / < 1

оо

булса,, у уолда  2  а„ к,атор якинлашувчи булади,

'->1  
.

булса,.  2  а„ щатор узоклашувчи булади.
п = 1

И с б о т .  Берилган 2  а„ мусбат катор учун
п =  I

а■п

булсин. Бу тенгсизликни куйидагича

(5)а ~ ппп (]

оо

ёзиш мумкин. Равшанки,  2  q n геометрик катор ( 0 < ^ < 1 )  якин-
п =  1

лашувчи.  Унда (5)  муносабатни эътиборга олиб, 6- теоремадан
оо

фойдаланиб берилган 2  а п каторнинг якинлашувчи булишини
п = 1

топамиз.
Агар

^ > 1

булса,  унда а п+ \ ^ а п булиб, п—>~оо да а п нинг лимити нолга тенг 
булмайди.  Бу х,олда катор узоклашувчи булади.  Да ла м б ер  аломати 
исбот булди.



Бу аломатнинг куйидаги куринишидан амалиётда кенг фойдала- 
нилади:

°о

Агар 2  а п мусбат катор учун
л=1 '

lim

булса,  q <  1 булганда 2  а п катор якинлашувчи,  q > l  булганда
п =  1

эса катор узоклашувчи булади.

М и с о л л а р .  1. Ушбу
оо

2 ~ L = i - | — Т--|— ... Н— -+•••
л=| П 2 3 J  и"

каторни солиштириш теоремаларидан фойдаланиб якинлашувчи- 
ликка текширинг.

Каралаётган каторда а „ = - ^ - .

Равшанки,

геометрик катор булиб, у якинлашувчидир.  Бу катор учун

Ьп=  1 .
"  2"

лар учун
ап^Ьп

оо ^

эканлигини эътиборга олсак,  5- теоремага кура 2  —  каторнинг
п=| 2

оо

якинлашувчилигидан 2  —  каторнинг хам якинлашувчилиги ке-
п = \  п

либ чикади.
Д ема к,  берилган катор якинлашувчи.
2. Ушбу

оо

v
^  In п

п  =  2

каторни солиштириш теоремаларидан фойдаланиб якинлашувчи- 
ликка текширинг.

Берилган каторнинг барча 'х,адлари а п= - —  учун тенг-
\пп J J \пп п ■

оо

сизли,-. уринли булиб, 2  — катор узоклашувчидир.
п= 1



5- теоремага кура 2  катор х,ам узоклашувчи булади.
п =  2

Дем ак,  каралаётган катор узоклашувчи.
3. Ушбу

оо ,

2
( 1 + ± у

каторни Коши аломатидан фойдаланиб якинлашувчиликка текши- 
ринг.

Каралаётган каторнинг умумий х,ади а„ =  —-----1 2 учун

( |+т ) '

V » .  = - w ( , + i y

V (
lim 1

( l + J L y

булади.  1 булгани учун Коши аломатига кура берилган катор

якинлашувчи.
4. Ушбу

каторни Д ала мб ер аломатидан фойдаланиб якинлашувчиликка 
текширинг.

Бу  катор учун

5 " л!  _  5 " + 1 ( я  +  1) !
&п „ > а п+1 ---п

а
эканлигини эътиборга олиб fi+1- нисбатни хисоблаймиз:

а п

ап+ 1 _  5” +  ' ( п  +  1) !  пп __  5 -пп _  5 

ап ~  ( «  +  1 ) " + '  ’ 5 V  ~~ ( Я + 1 ) »  “  ( 1 + - 1 ) ' ’

Равшанки,

l i m - ^ ± L =  И ш ------ —  =  —
а  / 1 \ п рП—► ОО ы’я П-+-00 / < I 1 \ с

Ы У
5 е >  1 булгани учун Д ала мб ер аломатига кура берилган катор 
узоклашувчи.



Биз 2- § да мусбат хадли каторларни карадик.  Энди ихтиёрий 
хадли сонли (хадларининг ишораси ихтиёрий булган)  каторларни 
караймиз.  Авва ло бундай каторларнинг якинлашишини ифодалай- 
диган теоремани исботсиз келтирамиз.

Ф ар аз  килайлик
00
2  а „ = а ,  +  а 2 +  ... +  ап -(- ... (6)

п =  1

ихтиёрий хадли сонли катор булсин.
7 - т е о р е м  а. (6) цаторнинг якинлашувчи булиши учун Ve >  0 сон 

олинганда %ам шундай д> 6 N сон топилиб, барча л >  ль ва m =  1, 2, 3, 
... ларда  | a „ + i+ a „ +2 +  ... +  a n-i-ml < е  тенгсизликнинг бажарилиши 
зарур ва етарли.

Энди (6)  ихтиёрий хадли катор хадларининг абсолют кийматидан 
у ш б у '

оо

I | -)- | а2\ ... +  I ап\ -|-... =  2  \ап\ (6 ')
п— 1

каторни тузамиз.  Равшанки,  бу мусб&т хадли катор булади.
оо

8- т е о р е м а. Агар 2  I а п\ цатор якинлашувчи булса, у %олда
/г = 1

оо

2  а п цатор х,ам яцинлашувчи булади.
' / 1 = 1 ,

оо

И с б о т. Шартга  кура 2  \ап\ катор якинлашувчи.  Унда 7-
П =  I

теоремага биноан, V e > 0  сон олинганда хам шундай no£N  
топиладики, барча п > п о  ва m =  1, 2,  ... булганда

1 &п+ \ I +  I йп +  2 I +  ... +  | Ол +  ш I <  е

тенгсизлик бажарилади.  Абсолют киймат хоссасидан фойдаланиб,
оо

2  ап каторнинг хадлари учун
п — 1

I o.n+t +  a n+2 +  ... +  a „ + m| |a„+i | -f- |an+ 2 l + . . .  +  |a„+m| 

булишини топамиз.  Дем ак,

Iо.п+ 1 -|-an+2  + . . . -j-an+ mI < e .
oo

7- теоремага асосан 2  a n катор якинлашувчи булади.
П— 1

оо

Э с л а т м а .  2  ап ихтиерий хадли каторнинг я к инлашув чи булишидан
п = 1

оо

2  Ia„I каторнинг якинлашувчи булиши х,ар доим келиб чикмайди.
П=\



' ОО • оо

4-  т а ъ  р и ф. Агар 2  \ап\ ^атор якинлашувчи булса, 2  а п
п — 1 п = 1

щатор абсолют якинлашувчи дейилади. л
оо оо

•5-т а ъ  р и ф. Агар 2  \ап\ к̂ атор узоклашувчи булиб, 2  а п
/1—1 n=Y

оо

щатор якинлашувчи булса, 2  fl„ шартли якинлашувчи щатор де-
п — 1

йилади.
Энди ихтиёрий хадли каторларнинг битта мухим хусусий 

холини —  хадларининг ишоралари навбат билан узгариб келадиган 
каторларни караймиз.

Ушбу

С . - С 2 +  С3 - С 4+  ... + ( - 1 ) п~ ‘Сп+  ... (7)

катор хадларининг ишоралари навбат  билан узгариб келадиган 
Катор дейилади, бунда

Л е й б н и ц  т е о р е м  а с и .  Агар (7) цаторда C „ + i <  Q ( п— 1> 2» 
.. .)  булиб,

lim С п=  О
П-*~ оо,

булса, (7) щатор якинлашувчи булади.
И с б о т .  Берилган (7)  каторнинг 2 п хадидан иборат йигиндиси

А2П — С 1 — С2-\-Сз — С 4 Сгп—I —Сгп
ни олайлик. Теореманинг Сп+ \ < С п(п = \ ,  2, ...) шартидан.фойдала­
ниб {Агк} кетма-кетликнинг усувчи хамда юкоридан чегараланганли- 
гини топамиз.

А вв ало

Агп+ 2  =  Агп-\- (Сгп+1— С2П + 2) ^ А г п (п — 1, 2, ...) 

булишидан {Лгп} нинг усувчи экани келиб чикади. Сунг

Azn =  Ci  —  С2 +  Сз —  C i - \ - C 2n—t —  Сгп —  
=  Ci  —  (С2 —  С3)  —  ( С 4 —  С 5) — . . .  —  ( С г п - 2 —  С г п - 1) —  С гп < . С\

булишидан эса {Агп} нинг юкоридан чегараланганлиги келиб чикади. 
Шундай килиб {Агп} кетма-кетлик усувчи хамда юкоридан ч егара­
ланган.  Демак,  бу кетма-кетлик чекли лимитга эга:

lim А 2п—А . (8)
Я—► оо

Энди берилган каторнинг 2 я + 1  та хадидан иборат кисмий 
йигиндиси

Агп+i ~  С i —  С г -{- Сз —  С4 —I-  ••. —  Сгп ~Ь Сгп+1 

ни олайлик. Равшанки,



булади.  Теореманинг

lim Сп= О
rt-voo

шартидан «чамда (8)  муносабатдан фойдаланиб топамиз:

П т Л 2п + 1 =  11'т(Л2п+ С 2п+|) =  lim Л 2п+
ft—»~оо п—*-оо П—к оо

П т  С2п+] — Л +  0 = Л  .
п-*-оо

Шундай килиб, берилган каторнинг кисмий йигиндиларидан 
иборат кетма-кетлик я—>-оо да чекли лимитга эга булишини 
курсатдик.  Бу эса каторнинг якинлашувчилигини билдиради. 
Теорема исбот булди.

М и с о л л а р .  1. Ушбу

|  ( _ ! ) »  + « '
. V "

к.аторни абсолют ёки шартли якинлашувчиликка текширинг.
Равшанки,  бу катор ишораси навбат  билан узгариб келадиган 

катор булиб, у Лейбниц теоремасининг шартларини каноатланти- 
ради:

V « ’ утг+т

2) l im Cn=  lim =  0 .
tl—*- оо Л-*-оо д/̂  . .

Дем ак,  катор якинлашувчи.
Энди каторни абсолют ёки шартли якинлашувчиликка текшира- 

миз,

1 1 °° |
( — 1 ) п+1 —7=- УЧУН \ап\ — булиб, 2  —7-- катор узок-

V "  V "  ,1=1 V"
лашувчи Экани маълум (1- § га каралсин) .  Бундан берилган каторни 
шартли якинлашувчи эканлиги келиб чикади. .

оо

2. 2  ( ~  1) " +1 каторни абсолют якинлашувчиликка

1) Сп——^ , Сп + Х =  —;====■ лар учун С„+|< С „ ,

текширинг.

Бу каторнинг умумий хади о „ =  ( — 1) " +| УЧУН 

| a  J  =  I ( - I ) " " - 1 <in" I ------—п (п +  1) I п ( д +  1 )

°° 1
тенгсизлик уринли булиб, 2  —Т~лГ\\ катор якинлашувчидир ( 1 - §  

га каралсин) .  Демак,  берилган катор абсолют якинлашувчи.



1. Ф у н к ц и о н а л  к е т м а - к е т л и к  т у ш у н ч а с и .
Натурал сонлар туплами N ва бирор X сохада  (XczR)

аникланган функциялар туплами F  берилган булсин. Х а р  бир 
натурал n£N  сонга F  тупламдаги битта функцияни мос куйиш

п^и„(х)
натижасида хосил булган

U\(x) ,  U2 ( x ) ,  ..., и„(х) ,  ... (9)

туплам функционал кетма-кетлик дейилади ва {ип(х)} каби 
белгиланади.  Одатда ип(х) функция (9)  функционал кетма- 
кетликнинг умумий хади дейилади.

М и с о л л а р .  1. Ха р бир натурал п сонга —-  функцияни
п + х

мос куйиш натйжасида ( — о о ;  +  о о )  да  берилган

1 1  1 1 
,2 +  *4 ’ 22 +  х4 ’ з Ч ^ 4’ " ' ’ п2 +  х4’"'

функционал кетма-кетлик хосил булади.

2. Хар бир натурал п сонга n s i n функцияни мос куйиш нати­

ж ас ида  ( — о о ,  +  о о  ) да берилган ушбу

sinx, 2 s i n ~ ,  3sinJ-,. . . ,nsin-^-,. . .

функционал кетма-кетликка келамиз.
Ф а р аз  килайлик, X тупламда (XczR)  бирор

U\ ( х ) ,  «2 ( х ) ,  «3 (х) ип (х)  , ... 
функционал кетма-кетлик берилган булсин. X тупламда хо нуктани 
олиб, берилган функционал кетма-кетликнинг хар бир хадининг шу 
нуктадаги кийматларини карайлик. Улар

Ы| (хо),  «2 (хо),  из (хо) ,..., и„ (хо) ,... ' (9 ' )

сонлар кетма-кеглигини ташкил этади.
6- т а ъ  р и ф. Агар (9') сонлар кетма-кетлиги якинлашувчи 

(узоклашувчи) булса, . у уолда \ип{х)) функционал кетма-кетлик 
хо нуцтада якинлашувчи (узоклашувчи) дейилади, хо нуцта эса  
якинлашиш (узо^лашиш) нуцтаси дейилади.

{ип{х)} функционал кетма-кетликнинг барча якинлашиш (узокла-  
шиш) нукталаридан иборат туплам,  унинг якинлашиш (узоклашиш) 
сохаси дейилади.

Айтайлик, М туплам (M czR ) {ип(х)\ функционал кетма-кетлик­
нинг якинлашиш сохаси булсин. Унда М тупламдан олинган хар бир



х  нуктада функционал кетма-кетлик сонлар кетма-кетлигига 
айланиб, у якинлашувчи,  яъни чекли лимит

lim ип(х)
п-*- ОО

га эга булади.  М тупламдан олинган хар бир х  га унга мос келадиган 
сонли кетма-кетликнинг чекли лимитини мос куйсак,  унда функция- 
га эга буламиз.  Уни {ип(х)}  функционал кетма-кетликнинг лимит 
функцияси дейилади:

lim ita{x) = f ( x )  .
я-*- оо

Бу холда {ип(х ) }  функционал кетма-кетлик М сохада  (М соханинг хар 
бир нуктасида)  f(x)  га якинлашади дейилади. Б о шк ач а  килиб 
айтганда,  хар кандай е > 0  сон хамда хар кандай х  ( х £ М)  нукта 
олинганда хам шундай п натурал сон п (у олинган е ва х  ларга 
боглик) топиладики, барча п > п о  учун

\ип(х) — f(x)\<.&
тенгсизлик бажарилади.

7- т а ъ  р и ф. Агар V e > 0  сон олинганда %ам, фак,ат е га боглик, 
шундай по натурал сон топилсаки, барча n > n o  учун

I ип (х) ■ f (х) | <  в

тенгсизлик бажарилса, {ип(х)} функционал кетма-кетлик М трплам- 
да f (x)  га текис якинлашади дейилади.

М и с о л л а р .  1. Ушбу

: 1 __ | _  __ 1 _  __ [ _
I х 2 х 3 - t ~ x * * n - { ~ x ’

функционал кетма-кетликнинг лимит функцияси /(х) =  0  булади,  
чунки

2. Ушбу

lim ип(х) =  lim — -̂—= 0  .
П—*- со п-*- оо П'Т'Х

sinx, 2sin у ,  3sin ~ nsm~,

функционал кетма-кетлик ихтиёрий х (х 6R)  нуктада якинлашувчи 
булиб, унинг лимит функцияси f ( x ) = x  булади.  Х ак ик ата н хам,

. Xsin—
lim и п(х)  =  lim nsin — =  l i m ----- — • x  =
n—*■ OO n—*- oo , ft n-*- CO ^

П
. X

sin----

=  x  l i m ----- — =  x  • 1 =  x  .
n~+- OO



2". Ф у н к ц и о н а л  к а т о р  т у ш у н ч а с и .
Энди функционал катор тушунчаси билан танишамиз.
Бирор X тупламда { Х а R)

и \ { х ) ,  U2 { X)  и п ( х ) ,  ... (9)

функционал кетма-кетлик берилган булсин.
8- т а ъ  р и ф. (9)  кет м а-кет лик % а д л а р и д а н  т аш кил т опган  

и\ (%) + U 2 ( x )  и п ( х )  -(- ...
оо

и ф о д а  ф у н к ц и о н а л  щатор д е й и л а д и .  Уни кискача  2  и п ( х )  каби
П= 1

Хам ёзилади:  *
оо

2 и п( х )  = и х{ х )  +  ы 2( * )  +  ... -\~ и п( х )  ( Ю )
п =  1

и\ ( х ) ,  U 2 ( x ) ,  ... функциялар (10)  каторнинг у а д л а р и , и п ( х )  эса унинг 
у м у м и й  щ д и  дейилади.

(10)  функционал катор х,адлари ёрдамида куйидаги

s i ( x ) = u i ( x ) ,
S 2 { x )  = U \ { x )  - \ - U 2 { x ) ,  
s з ( х )  = U t ( x )  - \ - и 2 ( х ) +  w3 ( * ) ,

s„(x)  = U  1 (x) + M 2(x)  +...-\-un(x)

йигиндиларни тузамиз.  Улар (10)  функционал каторнинг кисмий 
йигиндилари дейилади.

На ти ж ада  (10)  функционал катор берилган х,олда бу каторнинг 
кисмий йигиндиларидан иборат {s„(x)}:

S l ( x ) ,  S2 (x), ..., S n ( x ) ,  ... ( 11)
функционал кетма-кетлик х,осил булади.

9 - т а ъ  р и ф. Агар n—v оо да  { s„(x)}  функционал кетма-кетлик
оо

хо ну^тада (хо^Х) якинлашувчи (узоклашувчи) булса,  2  ип( х )
п =  I

функционал щатор хо ну^тада якинлашувчи (узоклашувчи) дейила­
ди.

{s„(x)}  функционал кетма-кетликнинг якинлашиш сохаси мос

2  ип(х) каторнинг якинлашиш сох.аси дейилади. j s „ ( * ) }  нинг лимит
л  =  1 , -

функцияси s ( x ) :
lim s n(x) =  s ( x )

П-+- оо

оо

2  ип(х) функционал каторнинг йигиндиси дейилади.
п =  1



М  и с о л .  Ушбу
сю

2  х “- 1= 1 + х + х 2- | - - + ^ ' 1 +  -
/1 =  1

функционал (геометрик) каторни карайлик.  Бу каторнинг хар бир 
ип(х) ==х"_| хади ( — оо; - ( - оо)  да аникланган функциядир.

Геометрик прогрессия хадлари йигиндисини топиш формуласи­
дан фойдаланиб берилган функционал каторнинг кисмий йигинди- 
сини топамиз:

S „ ( * )  =  1 + х  +  х 2+ . . . + х п- ' =  1 агар х¥=1 бУлса'
I п, агар х — 1 булса.

Унда V x g  ( — 1, 1) да

lim S „ ( * )  =  lim =  lim — ------ lim —^— =  — !—
П—*~ со п-*-оо * % п-*- оо * % п—*~ оо * ^  1 ЛГ

Берилган функционал катор ( — 1; 1) да якинлашувчи булиб, 

унинг йигиндиси S ( x )  =  булади.

Агар х >  1 булса,

булиб,

булади.
Агар х =  1 булса,

булиб,

булади.
Агар —-1 булса,

lim S„(;c) =  оо
п-*- оо

5„(л:) = п  

lim S „( x )  =  оо
П-*-оо

S n(x)

булиб, П- + - 0 0  да S„(x) нинг лимити ма вж уд  булмайди.
Шундай килиб, берилган геометрик катор ] а:| с  1 булганда 

якинлашувчи,  \х\ >  1 ва х =  ±  I булганда эса узоклашувчи булади. 
Ф а р аз  килайлик, М тупламда (MczR)  бирор

2  ип(х) = и х(х) -\-и2(х) +  ... -\-ип(х) -(- ... (10)



функционал катор берилган ва шу тупламда якинлашувчи булиб, 
унинг_йигиндиси S (х) булсин:

lim S „ ( x )  = S ( x )  .
П-+00

10- т а ъ  р и ф. Агар (10)  функционал каторнинг кисмий йигинди­
ларидан иборат {Sn(je)} кетма-кетлик М тупламда S(x)  га текис 
якинлашувчи булса,  (10)  функционал катор М да текис щинлашувчи  
дейилади.

9 - т е о р е м а .  2  ип(х) функционал щтор М тупламда S (x )  га
п — 1

текис я^инлашиши учун
' ' lim s u p | S „( x )  — S ( x )  | = 0

П—*- oo x 6 M

булиши зарур ва етарли.
оо < .

И с б о т .  Зарурлиги. М тупламда 2  ип(х) функционал катор
п =  I

текис якинлашувчи булсин. Унда бу каторнинг кисмий йигиндила- 
ридан иборат {S„(x) }  кетма-кетлик S ( x )  га текис якинлашади.  
Таърифга кура, V e > 0  сон олинганда х,ам шундай no£N  топиладики, 
« > п о  булганда М тупламнинг барча х нукталари учун

|Sn(x) — S(x)  | < е

булади.  Бундан эса барча п > п а  лар учун

sup | S„( x)  — S  (х\ I s^e

булиши келиб чикади. Демак,

sup |S„(x) —S(x)  | .
хем

Етарлилиги. (10)  функционал каторнинг кисмий йигиндиларидан 
иборат {S„(x) J  функционал кетма-кетлик М тупламда лимит функция
5  (х) га эга булиб,

lim sup |S„( jc) — S ( x )  | = 0
n - * -  OO X

булсин. Лимит таърифига биноан, V e > 0  сон олинганда х,ам 
шундай tio^N топиладики, барча учун

sup | S„(x)  — S ( x )  I < e
x£M

булади.  Равшанки,

|S„(x) — S(x)  I < s u p | S „ ( x )  — S(x)  | (x£M) .
x fM

Кейинги тенгликлардан эса VxgTW учун

|S„(x) — S ( x )  I < e



булиши келиб чикади. Бу  эса (10)  функционал каторнинг S ( x ) га 
текис якинлашишини билдиради. Теорема исбот булди.

Куйида функционал каторнинг текис якинлашишини таъминлай- 
диган, айни пайтда масалаларни ечишда кенг фойдаланиладиган 
аломатни исботсиз келтирамиз.

В е й е р ш т р а с с  а л о м  а т  и. Агар
оо

2  ип(х) =  и , (х )  + и 2{х) + . . .  +  и„(х) +  ...
П= 1

функционал каторнинг хар бир хади M ( M c R )  тупламда 

\ип( х ) \ ^ С п ( п =  1 , 2 , 3 , . . . )  

тенгснзликнй каноатлантирса,  ва

- 2  Cn= C i +  C2 +  ... +  C„+ ...
п — 1

оо

сонли катор якинлашувчи булса,  у холда 2  ип(х) функционал
п = 1

катор М тупламда текис якинлашувчи булади.

5 - § .  Т Е К И С  Я К И Н Л А Ш У В Ч И  Ф У Н К Ц И О Н А Л  К А Т О Р Л А Р Н И Н Г  
Х О С С А Л А Р И

Ф а р а з  килайлик, fa, b ] сегментда бирор якинлашувчи

оо

2  ип(х) =  и , (х) + и 2(х) + . . . + и п(х) + . . .
п =  1

функционал катор берилган булиб, унинг хусусий йигиндиси 
S „ ( x )  = « [  (х) + . . .  \̂-ип{х ) , йигиндиси эса S ( x )  булсин.

1- х ос с а. Агар 2  ип(х) функционал щаторнинг %ар бир %ади
Л = 1

Un(x)  (n =  1, 2, . . .) [а, Ь) сегментда узлуксиз булиб, щтор илу 
сегментда текис якинлашувчи булса, у х,олда функционал к,атор 
йигиндиси S ( ;c )  функция [а, Ъ] сегментда узлуксиз булади.

И с б о т .  Авва ло [a, b ] сегментда ихтиёрий хо нукта оламиз.
оо

Щартга  кура 2  ип(х) катор [a, b ] да текис якинлашувчи.  Унда
я =  1

V e > 0  сон олинганда хам шундай по £N топиладики, . V « > n 0 ва 
Vx 6 [а, Ь] учун

|5л' ( х ) - 5 ( х ) | < ~  (12 )

тенгсизлик бажарилади.  Жу мла да н х =  Хо да хам



\Sn(x0) - S ( x 0) \ < - ^  (12 ' )

булади.  Равшанки,

S n(x) =u\( x )  -\-U2 (x) ...-\-и„(х)

функция [а, Ь] сегментда узлуксиз.  Демак,  у х = х о  нуктада хам 
узлуксиз.  Унда таърифГа биноан, юкоридаги V e > 0  учун шундай
6 >» 0 топиладики, |х—-хо| < 6  булганда

| S „ W - S „ ( x 0)| < |  ( 1 2 " )

булади.
( 1 2 ) ,  (12 ' )  ва ( 1 2 " )  муносабатлардан фойдаланиб топамиз:

|S(x)  — S„(xo)  I =  |S(x)  —- S n(x)  + S « ( * )  — S„( *o )  +
+  S„(xo)  — S ( x 0) <  |S(x)  Sn(x) I +  |S„(x) —

. - S „ ( * o )  | +  \Sn( x o ) - S ( x o )  | < ^ - + y + ^ = e .

Демак,  V e > 0  олинганда хам,  шундай 6 > 9  топиладики, \x— xol < 6  
булганда

|5(x)  — S( x o)  I < e

булади.  Таърифга кура S ( x )  функция x 0 нуктада узлуксиз.  1- хосса 
исбот булди.

оо

2 - х о с с а .  Агар 2  и п(х ) цаторнинг %ар бир уади ип{х)  (п =
п =  I

=  1,2,. . .) [а, Ь] да узлуксиз булиб, цатор шу сегментда S (х)  га текис 
яцинлашувчи булса, у уолда

ОО оо Ь

2  u n(x)dx — 2  \un(x)dx
1 п = I  I

булади.
оо.

И с б о т .  Берилган 2  ип(х) функционал катор [а, Ь] да S  (х) га
п =  1

оо

текис якинлашсин:  5 ( х ) =  2  Uп(х ) . Унда таърифга биноан,
Л = 1

V e > 0  сон олинганда хам шундай по £N топиладики, V n > r t o  ва 
Vx(E[a,  Ь] учун

|S„(x) — S ( x )  | < е  (13)

тенгсизлик бажарилади,  бунда

Sn (х)  == Ml (х) -)- W2 (х)  -f~ ... -f- Un (х)  .



Шартга  кура х,-ар бир ип(х).(п  =  1, 2, ...) функция [а, Ь] да узлуксиз.  
Демак,.

ь

х,ам мавжуд.  
Энди

^un(x)dx (п-= 1, 2, ...)

каторнинг кисмии иигиндиси
ь ь
^U\(x)dx-\- ^u2{x)dx-\- ^un(x)dx —
а а  а

ь ь
=  $ М * )  + и 2{х) + , . . + ы „ ( л : ) ] Л с =  ^S„(x)ofx

а а

b оо  ̂  ̂ &
 ̂ 2  un(x )d x — ^Sn(x )d x — ^S(x)dx— ^Sn(x)dx

a   ̂ a  a  a

айирмани караймиз.  Аник интегралнинг хоссасидан хамда (13)  му- 
носабатдан фойдаланиб топамиз:

ни олиб

°° С С
$ 2  un(x )dx— } S n{x)dx  <  $|S(.x) — S „ ( x ) \ d x < e  ^ х  =  е(Ь — <
а л==| a а  а

Бундан эса

Г  Г °° Ь 1
lim \ 2  un(x )dx— \Sn(x)dx  =

^ " . L ;  « - ! '  а ■ J

г °° / г  г \ ”1 ■
 ̂ 2  un(x )d x — f ^«|(x)<ix +  . . . +  j w „ ( x ) d x j  H " 0 ,lim

яъни

S oc oo "

2  un(x)dx — 2  \un(x)dx

экани келиб чикади. 2 - хосса исбот булди.
Одатда  бу хоссани функционал каторнинг хадлаб интеграллаш 

хоссаси дейилади.



3 - х о с с а. 2  ип(х) функционал к,атор Jp., b] да  якинлашувчи
л=1

булиб, унинг CiuFunducu S (х) булсин:
оо

S(x)  =  2  ип(х) .
/7 = 1

ОС

Агар  2  и п(х) каторнинг %ар бир уади ип{х) (п — 1, 2, ■••) (а > Ь} &а' /i = i

узлуксиз и'„(х) ( п ~  1, 2, ...) уосилага эга булиб,
оо

2  и„(х) ~и',(х) + и 2(х) +  ... +  и'„(х) +  ■■■
п =  I

функционал щатор )а, b ] да  г^/шс якинлашувчи булса, У уолда

(  i  ип(х) \ =  i  и;г(х)
\/i=i /

булади.

И с б о т .  Ш артга  кура 2  ил(* )  катор [а, 6] сегментда.текис
л=1

якинлашувчи. Унинг йигиндисини S  (х )  дейлик.

S * ( x )  -  2  ип{х) . ( И )
п = \

/нда 2 - хоссага кура бу каторни [a, * ]  сегмент буии '
^адлаб интеграллаш мумкин

X  *  СО ' - 00 л

[s" (t)dt=- [  2  u'n( t ) d l— 2  \u'n(t)d t
а  а  - >  "  =  '  «

Равшанки,

*  оо I *  оо 00 /  \ ___

2  \ u n{ t ) d t =  2  Un(i) =  2  « „ ( X ) -  2  « » ( < * ) -
n ~ l  i  » = i  1 a »■='  я ~ ’

=  S(x)  — S ( a )  .
Демак,

л;

S ( x )  -  S (a) =  ^S'(t)dt.
a

rap

S ’(t)dt^f =  S*(x)



эканини эътиборга олсак ( 2 - боб, 3 - §  га каралсин) ,  унда 

[ З Д - 5 ( я ) ] ' =  ^ S ,( t ) d f Sj  =  S\x)

булиб,
S ' ( x ) = S ’ (x) (14' )

булади.  Унда (14)  ва (14 ' )  муносабатлардан

, ( * )(
оо \ '  оо

2  ип(х) ) =  2  и'п(
П= 1 / л=1

булишини топамиз.  Хос са  исбот булди.
Бу хоссани функционал каторнинг хадлаб дифференциаллаш 

хоссаси  дейилади.

6 - § .  Д А Р А Ж А Л И  К . А Т О Р Л А Р

1. Д а  р а ж а л и  к а т о р  т у ш у н ч а с и .  Ушбу

оо

2  a^cn= a 0-\-a{x-\-aix ‘2-\-,..-\-а^сп+ ... (15)
п = 0

куринишдаги катор Заражали щатор дейилади, бунда ао, а, ..., а„,... 
узгармас  хакикий сонлар.  Улар (15)  д ар а ж ал и каторнинг коэффици- 
ентлари дейилади.

Ма сал ан,
оо

2  х п= 1  + х  +  х 2+ . ,
п = О
00 -ьЛ 2 П

2  - „ Т = 1 + Т Т + 1 Г + - + 7 Г + -я = 0

д ара жал и катсрлардир.
Д а р а ж а л и  каторлар 5- §. да урганилган функционал каторлар- 

нинг хусусий, яъни

и^х) ~ а пхп
булган холидир.

1 0 - т е о р е м а  ( А б е л ь  т е о р е м а с и ) .  Агар

2  а пхп= а (Г\-а1х + . . .+  а Х + -
п = 0

даражали цатор х— х(>(хьф0) нуцтада якинлашувчи булса, у уолда 
х нинг

I *| <  I Хо |

тенгсизликни цаноатлантирувчи барча нуцталарида даражали  
цатор абсолют яцинлашувчи булади.



И с б о т .  Модомики д а ра ж а л и катор х — хо (хофО) нуктада 
якинлашувчи экан, унда

оо

2  a„xno = a 0-\-alx 0+ a 2x l +  ...-̂ г апХо+ -
л = О

сонли катор якинлашувчи булади.  К,атор якинлашишининг зарурий 
шартидан эса

lim а^с о = 0
гг—► оо

булиши келиб чикади. Дем ак,  {апхо} кетма-кетлик чегараланган,  
яъни шундай узгармас  М > 0  сон м ав ж у д  б^либ,

|a*Jc8|<Af (Vn£JV) 
тенгсизлик бажарилади.  Бу тенгсизликдан фойдаланиб топамиз:

\ апх"\ =  I аХо ■ “  I =  |a«*ol * I Т" Г  <  м ’ I "Г Г  (16)I Хд \ I -*0 I 1 хо 1 .

Равшанки,  U l c U o l  тенгсизликдан —  < 1  булиши келиб чика-
I хо I

ди. Демак,  ушбу

5  М . \ ~ \ п= м  +  м \ ^ \  + м | ^ | 2+ -  +  м | ^ Г + . -
п=0 0 0 0 1 о I (

геометрик катор якинлашувчи.  Унда (16) муносабатдан х,амда 2 - §  
даги теоремадан фойдаланиб

оо

2  \аХ\ =  l a 0l +  К * 1  +  \а2х \ + . . . +  \апх п\ + -
п = 0

каторнинг якинлашувчи булишини топамиз.  Бу эса берилган
оо

2  а Х  д а ра ж ал и каторнинг абсолют якинлашувчилигини билдира-
л =  0

ди. Теорема исбот булди.
оо

Бу теорема 2  д ар аж ал и катор хо(хоФО) нуктада якинла-
л = 0

шувчи булса,  у( — |дсоI , I jcoI ) интервалда абсолют якинлашувчи 
булишини ифодалайди (15- чизма) .

1 1 - т е о р е м а .  Агар
оо

2  a ^ ' != a 0+ a IA: +  a 2x:2- f . . . - f а Х + -
п = 0

даражали цатор х —х\ нуктада узоклашувчи булса, у уолда х нинг ■

| x | > U i |



тенгсизликни цаноатлаш-тирувчи барча кийматларида узоклашувчи 
булади.

И с б о т .  Те ска рис иии  фараз  килайлик. Берилган д ар аж ал и 
катор х \  нуктада у з о к л а ш у в ч и  булса хам |*| >  |до | тенгсизликни 
каноатлантирувчи б и р о р  х* нуктада ( \ х ' \ > \ х \ |) якинлашувчи 
булсин. У холда А б е л ь  теоремасига кура бу катор |л:| С  | лг*| 
тенгсизликни кан оа тлантирувчи барча х  нукталарда якинлашувчи 
булади.  Жу мла да н ю к о р и д а ги  х\  нуктада хам якинлашувчи булиб 
колади.  Бу эса ка т о рн ин г  х\ нуктада узоклашувчи булиши шартига 
зиддир. Дем ак,  к а р а л а ё т г а н  д ар аж ал и катор х нинг U | > | x i |  
тенгсизликни каноатлантирувчи барча кийматларида узоклашувчи 
булади.

Теорема исбот б у л д и .
оо

Бу теорема 2  а^с11 д а р а ж а л и  катор х\ нуктада узоклашувчи
п =о

булса,  у ( — о о ;  —  |jci|) и ( U i I, +  ° ° )  тупламда хам узоклашувчи 
булишини ифодалайди С 16- чизма) .

И /l О '|дг,|
15‘ чиз ма  1 6 - чизма

2. Д а р а ж а л и  к а т о р н и н г  я к и н л а ш и ш  р а д и у с и  в а  
я к и н л а ш и ш  и н т е р в а л и .  Бирор

оо

2  a nxn= a 0 + a i X + a 2x2+ . . .  +  a nxn-\-... (15)
/1 =  0

д а ра ж а л и катор бе ри л га н булсин, Айтайлик, бу катор х о ^ о ^ О )  
нуктада якинлашувчи,  х\ нуктада узоклашувчи булсин. Унда 
(15)  д ар аж ал и катор Ю - т е о р е м а л а р г а  мувофик х нинг

U l c U o l

тенгсизликни каноатлант ирувчи барча кийматларида якинлашувчи,

1*| >  \х\|

тенгсизликни каноатлантирувчи барча кийматларида узоклашувчи 
булади.  Равшанки,  б у н д а  |*o|<Cl*i| булади. Агар (15)  да раж ал и 
катор яна бирор л:* н у к т а д а  якинлашувчи булса,  унда

I JCol < 1 * * 1  < 1 * 1 1 (17)
тенгсизлик б а ж а р и л а д и . Берилган д ар аж ал и каторнинг якинла­
шувчи буладиган н у к т а л а р  тупламини {|х|} билан белгилайлик. 
(17)  муносабатдан {\х\} тупламнинг юкоридан чегараланган 
булишини топамиз.  М а ъ л у м к и ,  бундай тупламнинг аник юкори 
чегараси ма вж уд  б у л а д и .  Уни г билан белгилайлик:



Энди х нинг

\х\<г
тенгсизликни каноатлантирувчи барча кийматларида (15)  д а р а ж а ­
ли катррнинг якинлашувчи булишини курсатамиз.

(17)  тенгсизликни каноатлантирувчи ихтиёрий х  олинганда хам, 
аник юкори чегара таърифига кура шундай х* топиладики, \х\< 
<  |лс*| < г  булиб, х* нуктада катор якинлашувчи булади.  Унда Абель 
теоремасига кура х  нуктада д ар а ж ал и катор абсолют якинлашувчи 
булади.

Худди шунга ухшаш х  нинг

\ х \ > Г

тенгсизликни каноатлантирувчи барча кийматларида (15)  д а р а ж а ­
ли катор узоклашувчи булиши курсатилади.

На тижада,  шундай г ( г > - 0)  сон топиладики, (15)  д ара жал и катор 
х  нинг \х\<г  тенгсизликни каноатлантирувчи барча кийматларида 
абсолют якинлашувчи,  \х\>г  тенгсизликни каноатлантирувчи 
кийматларида эса узоклашувчи булади.

1 1 - т а ъ р и ф .  (18)  м у н о са б а т  б и л а н  а н и к л а н г а н  г с о н и
оо

2 а,„хп д а р а ж а л и  щ ат орнинг я к и н л а ш и ш  р а д и у с и  д е й и л а д и .
п = 0

( — г, г) интервал шу д ар аж ал и каторнинг я ц и н л а и ш ш  инт ервал и  
дейилади.

(15)  д ар аж ал и катор х = ± г  нуктада якинлашувчи хам булиши 
мумкин, узоклашувчи хам булиши мумкин.

М и с о л л а р .  1. Ушбу

1 + х  +  х2 +  . . . + х п +  ...
д а р а ж а л и  катор (геометрик катор)нинг якинлашиш радиуси r =  1, 
якинлашиш интервали ( — 1, 1) булади.  Бу катор г = ± 1  нуктада 
узоклашувчи,  чунки

1 +  1 +  1 + . . .  +  1 + . . . ,
1 — 1 +  1 —

сонли каторлар узоклашувчидир.
2. Ушбу

X х?" хп
1+ - т г  +  4  +  ^ + - + ^ т + -2Z Т ¥ л

д а р а ж а л и  каторнинг якинлашиш радиуси г — 1, якинлашиш интерва­
ли эса ( — 1, + 1 )  булади.  Бу катор г = ±  1 нуктада якинлашувчи 
булади.  Чунки,



каторлар якинлашувчидир.  Демак,  берилган даражали каторнинг 
якинлашиш сох,аси [ - 1 .  1] сегментдан иборат.

Энди д ар аж ал и каторнинг якинлашиш радиусини топиш 
имконини берадиган теоремаларни келтирамиз.

12- т е о р е м а. Бирор
оо

2  А * л=  а о +  а , х +  a 2x * + ... +  а Х +  ■ ■ ■
п = 0

даражали цатор берилган булсин. Агар бу цаторда

lim, у| a j  =  /
Л—v оо

оо

лимит мавжуд булиб, 1ф 0 булса, у цолда 2  а X  даражали
п = 0

щторнинг ящнлашиш радиуси
1

г ~ ~ 1
булади.

И с б о т .  Айтайлик

lim -С/Iа п\ =  /, I ф  0
rt—► оо

булсин. Бу  тенгликдан фойдаланиб топамиз:

lim у | а„хп\ =  lim {l\an\ . \х\=1 • \х\.
П—*- оо П -*-оо

Коши аломатига кура

/ • |х| <  1, яъни \х\ <  -у

булганда 2  катор якинлашувчи,
/1 =  0

/• UI > 1 ,  яъни \х\>~

булганда эса  катор узоклашувчи булади.
Д ема к,  берилган д ар а ж ал и каторнинг якинлашиш радиуси

г =  ~  га тенг булар экан. Теорема исбот булди.

13- т е о р е м а. Агар
оо

2  а Х =  «о+  a iX+ а2х2+ . . . +  а„хп+ -
л = 0

даражали цаторда
lim _^±L =  i



лимит мавжуд булиб, 1ф  О булсин, у з$олда даражали цаторнинг 
якинлашиш радиуси

Г = = Т

булади.

И с б о т .  Айтайлик, 2  а^с" д а ра ж ал и каторда
л = О

urn
п-*- с»

urt+1 =  /, 7 = ^ 0 ,

булсин. Бу  тенгликдан фойдаланиб топамиз:

lim
a ^ ,x n +  x tl +  l =  lim ’ an + I

a  x?r, a"П-+-00 Л—► OO

Д ал а мб ер  аломатига кура

1-\х| <  1, яъни \х\ <

булганда 2  а ** "  катор якинлашувчи,
л =  0

. * 1
/• \х\ >  1, яъни |х| >  —

булганда эса катор узоклашувчи булади.  Дем ак,  берилган 

д а ра ж а л и каторнинг якинлашиш радиуси г = ~  га тенг экан. Тео­

рема исбот булди.
Э с л а т м а. Юкоридаги 12 ва 13- теоремаларда 1 =  0 булса,  унда^ 

д ар аж ал и каторнинг якинлашиш радиуси г = о о  булади.  
М и с о л л а р .  1. Ушбу

v  ( - » п „»
*= 1 3 " - 'д/я

д а ра ж а л и каторнинг якинлашиш радиуси х,амда якинлашиш 
интервалини топинг.

Берилган д ар аж ал и катор учун

( - 1)" ( - 1) 
а » =  - ■ - . а п+1 =

п+ 1
оП— I 3nv«  +  i

булиб,

ая+1 =  ( - 1 ) " + '  . ' ( - i ) n =  _ ±  л Г К 1  
ап 3"v^+T ' з ' у й  3 V «--и

=  J ™  i  = тlim “n+l



булади.  Демак,  каралаётган -даражали каторнинг якинлашиди 
радиуси г — 3, якинлашиш интервали эса ( — 3, 3) булади.

2. Ушбу
ОО и

п 9пп — 1 ^  ^

д а ра ж ал и каторнинг якинлашиш радиуси хамда якинлашиш 
интервалини топинг.

Берилган катор учун

1 п.-.----г 1
а - =  у К 1  =  — ;— -

п • 2 п ■ 2 .

булиб,

lim д/ f a j  =  И т  1—  =  |
П-+ оо - п-+- оо ft . 2

булади.  Дем ак,  каралаётган • .каторнинг якинлашиш радиуси 2, 
якинлашиш интервали эса ( — 2, 2)  булади.

3. Д а р а ж а л и  к а т о р н и н г  х -о с с а л а р и 
Бирор

оо

2  а,рсп — a Q-\-aix-{-a ix2jr  ... + ,a irxn-j-... (15)
•/i = 0

д ар аж ал и катор берилган булсин.
1 - х  о с  с а. Агар (15) даражали каторнинг якинлашиш. радиуси 

г ( г > 0) булса, у уолда бу щатор [— хо, хо] сегментда ( 0 < х о < г )  текис 
якинлашувчи булади.

Ц с б о т .  jco6 ( — г, л) булганлиги сабабли
оо

2  ]а„1 •*« =  |а0| +  |а ,|-х0+  |а2| - х ^ + ... +  | а„| х ; ; + ... (19)
/1 = 0

сонли катор якинлашувчи.  Равшанки,  Ух 6 [— Хо. х] учун

- \а„хп\ <|а„| - хо ( 1 9 0

булади.  Унда (19' )  муносабатдан хамда (19) каторнинг якинлашувчи 
булишидан (Вейерштрасс  аломатига кура) берилган ( 15)  да раж ал и 
Каторнинг [— хо, хо] да текис якинлашувчи булишини топамиз.  Хосса 
исбот булди.

2 - х о с с а .  Агар (15)даражали каторнинг якинлашиш радиуси/

г ( г > 0)  булса, у уолда бу каторнинг йигиндиси 5 ( х ) =  2  а / "
/1 = о

( — г, г) да узлуксиз функция булади.
И с б о т .  Берилган д ар аж ал и каторнинг якинлашиш интервали 

( — г, г) га тегишли булган ихтиёрий хо нуктани олайлик. Равшанки,
IJCo 1 < Г булади.  Унда |х о |- <с < ;г  тенгсизликни каноатлантирувчи



с сони учун [-^с, с ] с :  ( —-г, г) булиб, 1 -х о сса га  кура 2  а^сп да-
'  . п = 0  ,

раждли катор [— с, с] да текис якинлашувчи булади.  Текис 
якинлашувчи функционал каторларнинг 1 - хоссасидан фойдаланиб, 
берилган катор йигиндиси S ( x )  нинг [— с, с] да узлуксиз,  жумладан 
хо нуктада узлуксиз булишини топамиз.  хо н.укта ( — г, г) га тегишли 
ихтиёрий нукта булганлигидан катор йигиндиси S(x)  нинг ( — г, 
г) интервалда узлуксиз экани келиб чикади. Хосса  исбот булди.

Текис якинлашувчи функционал каторларнинг хадлаб интеграл­
лаш хамда хадлаб дифференциаллаш хоссаларидан фойдаланиб 
да раж ал и каторларнинг куйидаги хоссалари хам исботланади.

3- х о с с а .  Агар (15) даражали к,аторнинг якинлашиш радиуси 
г(г~> 0) булса, бу щаторни [a, b] ( [a, b]cz ( — г, г) ) сегментда хадлаб 
интеграллаш мумкин.

4 - х о с с а .  Агар (15)  д ар а ж ал и каторнинг якинлашиш радиуси 
г ( г > 0 )  булса,  ( — г, г) да бу каторни хадлаб дифференциаллаш 
мумкин.

4. Ф у н к ц и я н и  д а р а ж а л и  к а т о р г а  ё й и ш .  Маълумки,  
f(x)  функция х  =  0 нуктанинг ( — 6, б) атрофида ( б > 0 )  f", ..., / »  
тартибли хосилаларга эга булса,  у холда

/ ( х ) = / ( 0 )  +  » х +  Ш 1 х2+ _ + ( ^ 1 хп+ г Л х )  (20)

Тейлор формуласи уринли булар эди, бунда гп(х) колдик хад.
Фараз  килайлик, f(x)  функция ( — б, б) да исталган тартибдаги 

хосилага эга булсин. Бу  х.ол (

НО) +

йигинди хадлари сонини хар канча катта килиб олиш имконини 
бериб, куйидаги

' /(0) +  » х + ^ х 2+,...+/-Ч г-хл+  х" +1 +  ... (200

даражали каторни хосил килиш мумкин булади.
Одатда (20 ' )  д ар аж ал и катор f (x )  функциянинг Тейлор катори 

дейилади.
14- т е о р е м а. /(х) функция ( — г, г) интервалда ( / " > 0 )  исталган 

тартибдаги хосилага  эга булсин. Б у  функциянинг Тейлор катори

/(0) +  ^ ~ х  +  Ш - х 2+ . . . +  f^ M -x n+ .. .  (20 ' )

якинлашувчи булиб, йигиндиси f (x )  га тенг булиши учун унинг 
Тейлор формуласи

' /(х) = / ( 0 )  +  ^ - х +  f ^ m - x«+rnix)

даги гп(х) колдик хад  п-*-оо да нолга интилиши зарур ва етарли.



И с б о т .  Зарурлиги. (2 0 ')  ^атор якинлашувчи б^либ, йигиндиси 
/ ( х) га тенг булсин:

f (x)  = / ( 0 )  +  ^ - х +  t o - x 2+ - +  f̂ L ^ +  ^ Т ) ! ^ +1 +  -

Бу тенгликни куйидагича

f (x)  — S n{x) +  r „ (x )  (21 )

ёзиш мумкин, бунда

S . W  = / ( » )  +  C f i L , +  ^ + . . . +  q ^ -

(2 0 ')  каторнинг кисмий йигиндиси, г„(х)  —  колдик хад. Равшанки, 
V x € (  —  г ,  г )  да

lim S n(x) = / ( х )
Л—►оо

булиб, ундан

H m r„ (x )  =  lim [ f ( x ) — 5 „ ( х ) ] = 0
П—*- оо п—► оо

булиши келиб чикади.
Етарлилиги. Энди

l i m r „ ( x ) = 0  ( V x 6 ( — г, г ) )
П-+оо

булсин. Унда (2 1 )  муносабатга к^ра

r „ (x )  ~ f ( x )  — S n(x)

б^либ,

lim [ / (х) — S„(x) ] = 0  ,
П-+-00

яъни

I'm S n( x ) = f ( x )
П~*- оо

» б)/лади. Бу эса (2 0 ')  каторнинг йигиндиси f(x)  га тенг эканини 
билдиради. Теорема исбот булди.

Д емак, f (x)  функция ( — г , г) да  ( г > 0 )  1 4 - теореманинг 
шартларини каноатлантирганда

/ ( х )  = / ( 0 ) + ^ п+ -

булади. Бу х,олда Д х )  функция даражали каторга ёййлган дейилади.
Энди баъзи элементар функцияларнинг Тейлор каторларини 

келтирамиз.



а) f ( x ) — ex ф у н к ц и я н и н г  Т е й л о р  к а т о ри.  Маълумки,  
f (x) = е *  функция ихтиёрий [— а, а] да ( а > 0 )  исталган тартибдаги 
хосилага эга булиб, унинг Тейлор формуласи

. , ■ ^ = i + ~  +  4 + - + 4 + ^ w

булади.  Бунда колдик хад  Л а г р а н ж  куринишида куйидагича

булади (каралсин,  [ 1 ] ,  2 0 - боб) .  Ихтиёрий х£  [— а, а] да

евх^ е а
булишини эътиборга олиб топамиз:

|г /̂ 4 4 __ I * П+1 евх I __ 1*Г+ ' е ч
1 Л  ' 1 I ( я + 1 ) !  I ( я + 1 ) !  ( п + 1 ) !

Бундан эса

l imrn( x ) = 0
П-*- оо

булиши келиб чикади. Демак,  f(x) = е х функциянинг Тейлор катори

< - 1 + ^ + 4 + -  + 4 + -  ..

булади.
б) / ( x ) = s i n x  ф у н к ц и я н и н г  Т е й л о р  к а т о р и .  /(х) = s i n x ‘ 

функция ихтиёрий [— а, а ] да ( а > 0 )  исталган тартибдаги хосилага  
эга булиб, униНг Тейлор формуласи

I-3 г5 г2п~~1

S i n *  =  +  ”5!  - + < - * >  1 2 ^ = Т ) !  + Г 2 " ( Х )

булади.  Бу  формуладаги колдик хад г2п(х) нинг Л а г р а н ж  кури- 
нишидан фойдаланиб

„2л + 1
, r ="W I  « - ( й Г Й Г !  

булишини топамиз.  Бундан эса

lim/-2„ ( x ) = 0
П—► оо

булиши келиб чикади. Демак,  / ( x ) = s i n x  ф у н к ц и я н и н г  Тейлор 
катори

х3 х5 , X2"-  1
s . n x = x - i r  +  i r - . . . +  ( _ 1) - - | _ т у 1 + ...

булади.



в) f(x) — cosx  ф у н к ц и я н и н г  Т е й л о р  к а т о р и .  б) х,олдаги 
каби f ( x ) — cosx  функциянинг Тейлор катори

х 2 х 4 х2пc o s x = l — ~  ( _ 1) » - £ - _  + . . .

булиши келиб чикади.
• Функцияларни д ар а ж а л и каторларга ёйишнинг бошка усуллари 

х,ам мавжуд.  К,уйида бундай усуллардан бирини келтирамиз.  
Айтайлик, f(x)  =  I n (1 + х )  функцияни д ар аж ал и каторга ёйиш лозим 
булсин. Бунинг учун, аввало,  ушбу

1 — x-j-x2 — лс3 +  ... 

каторни караймиз.  Бу геометрик катор булиб, ( — 1, 1) да текис 

якинлашувчи.  Унинг .йигиндиси у у у  га тенг ( 4 = —х, каралсин,  

[1] ,  20- боб) .  Демак,

“7 ^ 7 =  1 — х-\-х2 — х 3-(—... ( — 1 < х <  1)

Кейинги тенгликни [0, х] оралик буйича хадлаб интеграллаб
X X X X X
5 Т + х  ~  — \)Xdx-\- ^x2d x — ^хгй х ,
0 0 0 0 0

яъни

I n ( l + * ) = J C — £  +  4 - 4 + -  (22)

булишини топамиз.  Равшанки,  х =  \ булганда (22) тенгликнинг унг 
томонидаги катор

1 _ ±  +  ± _ ± + . .
2  3 4

куринишдаги сонли катор булиб, у Лейбниц теоремасига кура 
якинлашувчи булади.  Дем ак,

х 2 х 3 х 4 l n ( i + * ) = J C - 4 -  +  i i - - - i L +  ...

катор ( — 1, 1] да якинлашувчи булар экан.
М и с о л. Ушбу s

1
 ̂ е~ *’dx

о

интегрални такрибий хисобланг.
F ( x ) = e x функциянинг да ражали каторга ёйилмаси



дан фойдаланиб

=  1 — —-  4 -  —---------— 4-1! 2! 3! ~

булишини топамиз.
Равшанки,  ушбу

, 2 I X4 _____, х8_ _  , _х^
е SW 1 X +  2, 3 ! +  !|' 5! 6! 

такрибий формуладан v

Г 2 Г / г4 V6 г8 г 10 x i2
j  e ~ * d x  «  л-2 H 2 !~ - 1 Г  +  1 Г “ ' 5 Г  +  _бГ ) d x
о о  • -

келиб чикади. Бу такрибий тенгликнинг унг томонидаги интегрални 
х,исоблаймиз: *

f  / .  2  , * 4  Ж6  . ХЬ ,  Х Ю , Х 1 2 \  ,  _

J \1 *  +  2! 31 +  4! 5! 6! / *
о

/ х3 . ' /  . х9 х"  .
~  V з  ’ 2 ! - 5  3 ! - 7  4!■ 9  5 ! - И 6М З /  I о

==1_ Т + 1¥ _ ^  +  '2Т б ~  1W  +  ~  0,7469

Демак,

j  e~*dx  я# 0 ,7 468  . 
о



5- Б О Б

КУП У З Г А Р У В Ч И Л И  Ф У Н К Ц И Я Л А Р ,  У Л А Р Н И Н Г  Л И М И Т И  
В А  у з л у к с и з л и г и

Биз «Олий математика асослари»нинг 1- томида y =  f(x) функция 
тушунчаси билан танишдик ва уни батафсил ургандик. Бунда 
функция битта эркли узгарувчи х гагина боглик эди. Шунинг 
учун уни бир узгарувчили (бир аргументли) функция дейилган эди.

Табиатда,  техникада учрайдиган купгина микдорлар бир неча 
эркли узгарувчиларга  боглик булади. Масалан,  томонлари х ва 
у булган тугри туртбурчакнинг юзи

S =  x- у
булиб, у икки х ва у узгарувчига боглик.

Ер юзининг хар бир нуктасидаги хаво  харорати учта у з г а ­
рувчи — шу нуктани аникловчи параллел, меридиан хамда вактга  
боглик булади. »

Шунга ухшаш мисоллар ж уд а  куплаб учрайди.
Бир неча узгарувчига боглик булган микдорларни урганиш куп 

узгарувчили функция тушунчасини киритилишини хамда уни 
урганишни такозо этади.

Соддалик учун икки узгарувчили функцияларни караймиз.  
Аввало R2 фазо тушунчаси билан танишамиз.

1-§.  R'1 ФАЗО ВА УН Д АГ И БАЪЗИ Б И Р  Т У П Л А М Л А Р

Икки х ва у  узгарувчи микдорлар (x^R, y£R) берилган булиб, 
уларнинг кийматларидан (х, у) жуфтликларни хосил киламиз. 
Бундай жуфтликлардан ташкил топган

{(х, у): х £ R, y£R) (1)

тупламни караймиз.  (Г) тупламнинг элементи нукта дейилади ва уни 
битта харф билан; масалан,  М харфи билан белгиланади:

М = ( х , у ).
Текисликда Декарт  координаталар системасини олиб, абсцисса 

укида х  узгарувчининг кийматларини, ордината укида эса 
у узгарувчининг кийматларини жойлаштирамиз. У холда (х, 
у) жуфтлик, текиеликда координаталари х ва  у булган М нуктани 
ифодалайди ( 1 7 - чизма).

Ушбу {(х, у) :х6/?, У€R} тупламда ихтиёрий икки (xi,yi)  хам да  (хг, 
уг), нукталарни олайлик. Равшанки,  бу нукталар текисликда



координаталари х\ ва у\ булган  Mi нуктани, координаталари Х2, J/2 
булган  М2 нуктани ифодалайди. Аналитик геометрияда келтирилган  
ф ормулага кура бу нукталар орасидаги масофа

р (М „М 2) =  У ( х 2— * i ) 2 +  {У2—У1 )2

б улади . Бу масофа куйидаги хоссаларга эга:
1°. Хар доим р(М|, М2) ^ 0  булиб, р(М|, М г ) = 0  д а  х\—Х2, У1—У2 

ва аксинча J t i = x 2, У\=У2 булган да  p(Af'i, Af2) =  0  булади .
2°. р (М ,,  М 2) = р ( М 2, М ,) .
3°. р(М, ,  М з Х р ( М , ,  М 2) + р ( М 2, М з)

(бунда М з — координаталари хз хам да  у-л булган нукта).
Одатда

{(х, y):x£R , yeR)
туп лам  R2 фазо (икки узгарувчили Евклид фазоси) дейилади.

Юкорида айтилганлардан R2 фазонинг геометрик тасвири 
текисликдан иборат булишини курамиз.

Энди R2 фазодаги (текисликдаги) баъзи бир туп лам лар га  
мисоллар келтирамиз.

1. (а, й) 6/? нукта хамда бирор узгар м ас мусбат г сон берилган  
булсин. Ушбу

((*, У) 6/?2: (х — а ) 2+ ( у  — Ь)2^ г 2} (2)
({(*. У) 6/?2: (х — а ) 2+  (y — b)2< r 2))

туп лам  R2 фазода ёпик, дойра (очик, дойра) дейилади. Бунда (а,
Ь) нукта дойра маркази, г эса дойра радиуси дейилади (18-  чизм а). - 

Куйидаги

{(*, У)€/?2: (х— а ) 2-\- (у — Ь)2=*г2}

туп лам  айлана дейилади. У (2) доиранинг чегараси булади .
2. Айтайлик, а, Ь, с, d — узгармас хакикий сонлар булиб, а<Ь\ 

c<cd булсин. Ушбу

{(*, y)£R2'- a ^ .x ^ b ,
({(*, у ) е # г: a < x < b ,  c c y < d })

туп лам  R2 фазода ёпик, тугри туртбурчак (очик; тугри туртбурчак) 
дейилади ( 1 9 - чизма).



{(*, У) € # 2: ' х>-у ,  //>0, x + y s ^ h }
туплам R2 фазода симплекс дейилади, бунда h — мусбат сон. 
Симплекс (simplex) лотицча суз булиб, у содда деган маънони 
англатади ( 2 0 - чизма).  /

2 - § .  R 2 Ф А З О Д А  ОЧИК. \ А М Д А  ЕПИК, Т У П Л А М Л А Р
I

R2 фазода бирор А =  (а, Ь) нукта хамда е мусбат сонни олайлик.
1 - т а ъ  р и ф. Ушбу

{(*,  у) е R2- (х — а ) 2+  (у — 6 ) 2< е 2}

очик; дойра А нущтанинг атрофи (г атрофи) дейилади ва уни U (А, е) 
каби белгйланади:

U {А, е) = {  (х, у) 6 Я 2: (х — а ) 2+ ( у  — Ь)2с  е2}.

R2 фазода бирор G туплам берилган булсин.
2- т а ъ  р и ф. Агар G тупламнинг А — (а, Ь) нуктаси узининг бирор 

И {А, в) атрофи билан бирга шу тупламга тегишли, яъни

А =  (а, b)eG = ^  Э е > 0 ,  U [А, в) cz G
булса, у х,олда А ну^та G тупламнинг ички нуктаси дейилади.

3- т а ъ  р и ф. Фащт ички нук,талардан ташкил топган туплам  
очик, туплам дейилади. Масалан,  R2, фазода очик дойра очик туплам  
бул ад и .  ,

4- т а ъ  р и ф. Агар А — (а, Ь) нук,танинг исталган U (А, е) атрофида 
( V e > 0 )  G тупламнинг А ну угадан фарк,ли камида битта нуктаси 
булса, А нук,та G тупламнинг лимит нуктаси дейилади-

Р ав ш а н ки ,  А нукта G тупламнинг лимит нуктаси бул са ,  
А нук танинг  ихтиёрий атрофида G тупламнинг чексиз куп нукталари 
бул ади.

R фазодаги куйидаги

{(*,  y)£ R 2: (х — а ) 2+ ( у  — 6 ) 2< г 2}

ёпик доиранинг  хар бир нуктаси шу тупламнинг лимит нуктаси  
бул ад и.



R2 фазодаги

{(х, y )£ R ^ (x ~ a ) 2+ ( y - b ) 2< r 2} (3)

очик дойра

{(х, у) £R2: (х — а ) 2+ ( у  — Ь)2= г 2}

тупламнинг хар бир нуктаси лимит нуктаси булади.
Келтирилган мисоллардан куринадики, тупламнинг лимит 

нуктаси шу тупламга тегишли булиши хам мумкин, тегишли 
булмасдан колиши хам мумкин экан.

5- т а  ъ р и ф. Агар F тупламнинг ( F a R 2) барча лимит нукталар и 
шу тупламга тегишли булса, F ёпик, туплам дейилади.

Масалан,  R2 фазода ёпик дойра ёпик туплам булади. R2 фазода 
бирор М тупламни олайлик. Унда

R'2\M
туплам М ни R2 га тулдирувчи туплам дейилади.

Агар A — (a, b)£R2 нуктанимг ихтиёрий U(A, е ) атрофида 
(V е > 0 ) М  тупламнинг хам, R2\M тупламнинг хам нукталари булса,  
А нукта  М тупламнинг чегаравий нущтаси дейилади. М тупламнинг 
барча чегаравий нукталари унинг чегарасини ташкил этади. Одатда 
М тупламнинг чегараси д(М) каби ёзилади.

6- т а ъ р и  ф. Агар R2 фазода шундай

Uо =  {(*,  у) е R2- хг +  у 2<  г  | 

очик дойра топилсаки,

булса, М чегараланган туплам дейилади.
Чегараланган ёпик туплам компакт туплам (ёки компакт) 

дейилади.
R2 фазонинг (х, у ) ’.

х =  а  1 / +  Г» 1
(С|

II Г>:'
(бунда a i ,  fii, а.2 , — узгармас сонлар) нукта'ларидан ташкил топган

{ {х, у) 6 R ■ х :— a  I / f3i, у  —

туплам  равшанки, тугри чизик ташкил килади. R2 фазода ихтиёрий 
(a i ,  b\) ва (a-j, Ь->) нукталарни олайлик. Унда ушбу

{ (х, у) (zR2- (x =  a\-\-t(b\—ai), у =  а2-{- t(b 2 — а2) }

1



туплам (a i bi) хамда (a2, b2) нукталарни бирлаштирувчи тугри чизик 
кесмаси бу’лади  Чекли сондаги тугри чизик кесмаларини бирлашти- 
ришдан ташкил топган чизик сшшк, чизик, ж йилади.

7 - т а ъ р и ф  R2 ф азо да  м  тупламни к,арайлик. Агар М туплам- 
нинг ихтиёрий икки нущтасини шу тупламга тегишли булган синиц 
чизик, билан бирлаштириш мумкин булса, М богламли туплам
дейилади. .  ,  ,

8- т а ъ р и ф. R2 фазода очик, ва борламли булган туплам сощ  деб
аталади. ,  „

М асалан , R2 фазодагИ очик дойра соха булади.

з-§ и к к и  УЗГАРУВЧИЛИ ФУНКЦИЯЛАР

Фараз килайлик, R2 фа з °Да б *фор М туп лам  берилган булсин.
9 - т а ъ р и ф  Агар М тупламдаги %ар бир (х, у) нуктага бирор 

коида ёки конунга кура битта хакикий и сони (uER) мос куйилган  
булса, М туп лам да  икки узгарувчили функция берилган (аник­
ланган) деб аталади  ва Уни

u =  f(x, у)

каби белгиланади. Бунда М — функциянинг аникланиш туплами,  
х  ва у  эркли узгарувчилар функция аргументлари, и эса х ва 
у  узгарувчиларнинг функцияси дейилади.

М и с о л л а р .  1. R фазонинг хар бир (х,у) нуктасига х2-\-у2 сонни 
мос куйиб, ушбу

и = х 2+ у 2 '

функцияга эга буламиз- Бу функциянинг аникланиш туплами  
R булади . 2 „ 1

2. R2 фазода М — { (х, У) £ R '■ х + у  <  1 } тупламни олиб, унинг

хар бир (х, у) нуктасига д / l — х 2— у 2 сонни мос куйиш натижасида

и =  ~\J \ —х 2— у 2

функция хосил булади- Бу функциянинг аникланиш туплами  
маркази (0, 0) нуктада, радиуси 1 га тенг булган  ёпик дойра

М =  {(х, y ) 6 R 2'- х2+ у 2^  1 } д зн иборат.
Айтайлик, u = f(x , у) Функция М туп лам да  (MczR) берилган  

булсин. (х, у) нукта М туп лам да  узгарганда функция кийматлари  
хакикий сонлар тупламиД3 узгариб, ушбу

{f(x ,  у): (х, у)  €М }

хакикий сонлар тупламнни хосил килади. Бу функциянинг 
к,ийматлари туплами ёки функциянинг узгариш соуаси (туплами) 
дейилади.



М асалан, и — х2-\-у2 функциянинг кийматлари туплами [О, 
+  о о )  ярим интервалдан, « =  д / l — х 2— г/2 функциянинг ки й м атла­
ри туплами эса [О, 1] сегментдан иборат булади.

Одатда ушбу

и — Рп(х, у ) — Coo-\-CwX-\-Coiy-\-C2oX2-\-Ci\xy-\-
+  С02У2 +  .. +  СпОХП-\- ... -(- с 0пуп

функция п- тартибли кущ ад  дейилади, бунда соо, Сю,.-,Соп — 
узгармас хакикий сонлар. Бу функциянинг аникланиш туплами  
У?2 фазодан (бутун текисликдан) иборат.

Икки Рп(х, у) х ам да  Qm{x, у) купхадлар нисбатидан ташкил  
топган

функция рационал функция дейилади. Унинг аникланиш туплами  

М = { ( х ,  у) £R2: Qm {х, у ) Ф 0}

булади.
М аълумки, бир узгарувчили функциянинг геометрик тасвири 

(графиги) текисликда, умуман айтганда . эгри чизикдан иборат  
булади.

Бир узгарувчили функциялар каби икки узгарувчили функция- 
ларни хам  геометр ик тасвирлаш мумкин. Икки узгарувчили  
функцияларнинг геометрик тасвирлари (графиклари) умуман  
айтганда сиртлар булади.

Айтайлик, u =  f{x, у) функция М туп лам да  (Мег/?2) берилган  
булсин. М туп лам дан  (хо, У  о) нуктани олиб, функциянинг шу 
нуктадаги киймати uo =  f(xo, г/о) ни топамиз. Натиж ада координата- 
лари хо, уо, uo булган (хо, г/о, ыо) нуктага эга буламиз. Бу эса фазода  
нуктани та'свирлайди ( 2 1 - чизма) .

Фазода (х, у , и) нукталарнинг ушбу

{(х , у, и): (х, у) еМ, u =  f(x, у)}

туплами u =  f (х, у) функциянинг графиги дейилади.
М асалан, и = х  -f-у 2 функциянинг графиги 22- чизмада тасвир- 

ланган параболоидни ифодалайди.
М азкур параграфнинг пиройардида R2 фазо нукталари кетма- 

кетлиги тушунчасини келтирамиз.
Фараз килайлик, хар бир натурал п сонга R2 фазонинг битта (х„, 

уп) нуктани мос куювчи коида берилган булсин:
п -+■ (хп, У п ) -  

Бу мослик R2 фазо нукталаридан иборат ушбу  

(X1, у\), (х2, У 2 )  (х„, уп),...



кетма-кетликни хосил килади. Уни {{лг̂ , уп)} каби белгиланади.  
Равшанки, {(хп, у„)\ нукталар кетма-кетлигининг координаталари-  
дан ташкил топган {хп) ва {г/„} кетма-кетликлар сонлар кетма- 
кетликлари булади.

М асалан,

<' • ! ) •  ( т т ) ..... ( 1 - 1 ) - ■

0 .0). (1 .0) ...(1 ,0) .....

(1,1),  ( - 1 ,  - 1 ) ...... ( ( - 1 ) - +', < - 1 С +' ) ,

кетма-кетликлар R2 фазо нукталаридан иборат кетма-кетликлар-  
дир.

2 1 - чизма 2 2 - чизма

4- §. ИККИ У З Г А Р У В Ч И Л И  Ф У Н К Ц И Я  л и м и т и

1°. К е т м а - к е т л и к  л и м и т и .  А в в ало  R2 фазода кетма-кетлик  
лимити тушунчаси билан танишамиз.

Айтайлик, R2 фазода бирор
(Х\,  у\), (х2, г /г )  , . . . ,  ( Хп ,  уп )

кетма-кетлик хам да (а, Ь) нукта ( (a ,  b)£R2) берилган булсин.
1 0 - т а ъ р и ф .  Агар V e > 0  сон олинганда %ам шундай натурал 

по сон топилсаки, У л > п о  учун
р ((*„, уп), (а, Ь) ) < е

тенгсизлик бажарилса, (а, Ь) ну^та {(х„, уп) } кетма-кетликнинг 
лимити дейилади ва

lim (хп, уп) =  (а, Ь)
п-*~ оо

каби белгиланади.
Бу холда  {(хп, уп) } кетма-кетлик (а, Ь) нуктага интилади деб хам  

айтилади.

М асалан , (0,0) нукта ((11)1 кетма-кетликнинг лимити б у л а ­

ди:

l im ( l ' i )  =  (°-0 )-Л—►оо п



1 - т е  о р е м а.  Фараз цилайлик, JR2 фазода {(х„, уп)} кетма- 
кетлик (а, Ь) лимитга эга булсин:

\ \ т (х „ у п) =  (а,Ь ).
п —► оо

У  %олда бу {(Хп,уп)\ кетма-кетлик координаталаридан ташкил 
топган {хп\ ва {у„\ сонлар кетма-кетликлари лимитга эга булиб, улар 
мос равишда (а, Ь) нущтанинг координаталарига тенг булади:

l imх п= а ,  l imу„=Ь.
П-*- оо Я—*- оо

И с б о т .  Шартга кура

l i m (хп, уп) =  (а, b),
«-►оо

Кетма-кетлик лимити таърифига биноан, V e > 0  сон олинганда хам 
шундай натурал по сон топиладики, \/п>по учун

Р ( ( хп, уп), {а, Ь ) ) < г  
тенгсизлик уринли булади. Равшанки,

Р ( ( хп, уп), (а, Ь) ) =  У  (хп— а ) 2+  (у п—Ь) 2 .

Унда

У  (хп—а ) 2+  {уп— Ь)2 < е  

булиб, кейинги тенгсизликдан

\хп — а | < е,
I Уп —  Ъ\ <  е

келиб чикади. Сонлар кетма-кетлигининг лимити таърифидан 
фойдаланиб,

l imхп= а ,  l im y n= b
П—*~ оо П-*- оо

булишини топамиз. Теорема исбот булди.
2-  т  е о р е м а.  Фараз цилайлик, R фазода {(хп, уп) } кетма-кетлик 

координаталаридан иборат {хп} ва \уп) сонлар кетма-кетликлари 
лимитга эга булиб, улар (а, Ь) нуцтанинг мос координаталарига 
тенг булсин:

l i mхп= а ,  l im у п=Ь.
П~*- оо Я—*- оо

У  я;олда {(хп, уп)\ кетма-кетлик лимитга эга булиб, у (а, Ь) га тенг 
булади:

l im (х„,у„) =  (а, Ь).
П—*- оо



И с б о т .  Теореманинг шартига кура

lim хп—а, l im y n— b.

Сонлар кетма-кетлиги лимити таърифига биноан, Ve> 0 сон'
олинганда хам сонга кура шундай натурал п'о сон топиладики,

У2
> « о  учун

тенгсизлик бажарилади.
Шунингдек, V e > 0  сон олинганда хам, сонга кура шундай

. V 2

натурал п'0' сон топиладики, Уп>п'0' учун

тенгсизлик бажарилади.
Айтайлик, maxjno, n'd}— no булсин. У холда У п > п 0 учун бир 

вактда  (4) ,  (4' ) тенгсизликлар бажарилади. Шуни эътиборга олиб 
топамиз:

муносабат келиб чикади.
Демак ,  R2 фазода кетма-кетликни урганиш сонлар кетма- 

кетлигининг лимитини урганишга келар экан.
Айтайлик, R2 фазода М туплам берилган булиб, (хо, i/о) нукта ((*о, 

yo)6R 2) шу М нинг лимит нуктаси булсин. Унда М туплам 
нукталаридан тузилган хамда нуктага  интилувчи {(хп, Уп)} кетма- 
кетлик {{хп, уп) 6 М, п — 1,2,...) м авж уд  булади. Бундай кетма-кетлик 
чексиз куп булади. Бу холда 1 - теоремага кура {х„} сонлар кетма- 
кетлиги хо га,  \уп) сонлар кетма-кетлиги эса г/о га интилади.

2°. Ф у н к ц и я  л и м и т и .  М тупламда u =  f(x, у) функция 
берилган булсин.

(4)

(40

Р ( ( Х п , У п ) ,  (а , Ь ) ) =  ^ ( х п—а ) 2+  (уп—Ь)2 <

эканини билдиради. Теорема исбот булди. 
Келтирилган теоремалардан ушбу

’ l im хп= а ,



11 - г а  ь риф.  Агар М туплам нущталаридан тузилган, (хп, 
уа) нущтага интилувчи >;ар к,андай {(хп, у,,)} кетма-кетлик ((х„, уп) Ф  
ф  (хо, у о), «  =  1,2,.. .) олинганда х,ам мое {f{xn, у л)} кетма-кетлик %ар 
доим ягона I га интилса, у х,олда I /(х, у) функциянинг (хо, 
уо) нущтадаги лимити дейилади ва уни

каби белгиланади.
Функция лимитига куйидагича хам таъриф бсриш мумкин:
1 2 - т а ъ р и ф .  Агар V e > 0  сон олинганда щм шундай 6 > 0  сон 

топилсаки, 0 < р  ( (х,  у), (хо, уо) ) < б  тенгсизликни каноатлантирувчи 
барча (х , у)£М  нукталарда

тенгсизлик бажарилса, I сон f(x, у) функциянинг (хо, уп) нук,тадаги 
лимити дейилади.

Функция лимитининг бу таърифлари узаро эквивалент таъ- 
рифлардир.

М и  с о л  л а р. 1. Ушбу

f(x, у) = х 2 +  ху +  у2
функциянинг (1, 1) нуктадагн лимитини топинг.

R2 нинг нукталаридан тузилган ва (1, 1) пуклага интилувчи 
ихтиёрий {(хп, уп) }кетма-кетликни ((х„, уп) Ф (  1, 1). «  =  1,2,... ) оламиз.

Унда г

$ l im f ( x , y ) = l  ёки l im /(х, у) =  /.

If(x, у ) — 1\ < е

{ / (Хп, Уп ) }= \x'i +  Хп ■ Уп +  y i }

булиб
lim /(х,„ y n) =  lim ( х ‘ +  х„-д/,, +  у 2) = 3

А'

булади. Демак,
lim ( х :"+ху +  у *) =  3.

2. Ушбу

функцияни карайлик. Бу функция М =  |(х, у ) € / ?2'- х-\-уФ  0} 
тупламда аникланган. Берилган функция (0,0) нуктада лимитга эга 
булмайди, чунки (0,0) нуктага интилувчи



кетма-кетликлар учун

булиб, уларнинг лимити 1 ва — 1, яъни бир-бирига тенг эмас.
3°. Л и м и т г а э г а  б у л г а н  ф у н к ц и я л а р н и  н г х о с с а л а -

р и.
Фараз килайлик, а(х, у ) функция М тупламда а н и к л а н г а н  булиб ,  

(хо, уо) эса  М нинг лимит нуктаси булсин.
Агар

lim а(х, у) =  0
х~*~хо
г~Уо

булса,  у хсшда а(х , у) функция (х, у)-*-(х0, у 0) да  чексиз кичик 
функция дейилади.

3 - т е  о р е м  а. М тупламда берилган f(x , у) функциянинг ( х, 
у)~+(хо, уо) °а  чекли I лимитга эга булиши учун

а(х , у) = f(x , у ) —I

нинг чекси3 кичик функция булиши зарур ва етарли.
Бу теореманинг исботи функция лимити таърифидап бевоеип а 

келиб чикаДи-
Биз [1] пинг 18 -бобида чекли лимитга э га  б у л г а н  функп,ч>‘ 

ларнинг хоссаларини келтирган эдик. Чекли л им и т га  э г а  б у л г а  я 
икки узгарувчили функциялар хам мос хоссаларга э г а  б у ла д и .  
Куйида л и м и т г а  эга булган икки узгарувчили функц иянин г  х о с с а л а ­
рини келтирамиз-

fix , у) ва g (xh у) функциялар М тупламда (M c z R 2) берилгаи  
булиб, (х0, эса М тупламнинг лимит нуктаси булсин.

Г .  Агар fix , у) функция (хо, уа) нуктада чекли лимитга-эга булса,  
шу (хо, уо) нуктанинг етарли кичик атрофида чегараланган булади .

2°. Агар fix , у) ва gix , у) функциялар (х«, у о )  н у к т а д а  чекли 
лимитга эга  булиб, шу нуктанинг U ((х0, у0) , б) ' а трофндаги  б а р ч а  
нукталариД3

fix , У Х  gix, у)

булса,  у х °лда

lim f(x, у) ^  lim g(x, у)
х~*хп *-*-*0
У-*У О <1-*У о

булади.



3°. Агар f{x, у) ва g(x, у) функциялар (хо, у о) нуктада лимитга 
эга булса,  у холда f(x, у ) ± g(x, у) функция хам лимитга эга ва

lim [f(x, у) ± g {x ,  у) ] =  lim f(x, у) ± l i m  g(x, у)
Л ^ Х 0 ■ х ^ х „  х ~ * х „

«-!/() . !>-#о
булади. '

4°. Агар /(х, у) ва g(x ,y )  функциялар (хо, г/о) нуктада лимитга эга 
булса,  у халда f(x, у) ■g (x , у) функция хам лимитга эга ва

lim [/ {х, У) ■ g (х, у) ]== lim f {х, у) ■ lim g (х, у ) .
Х - » Х 0  х ^ х „  х - * х 0

' '' ' У "-V, " У ' У. ;,

Зулади.
5°. Агар /(х, у) ва g(x, у) функциялар (хо, г/о) нуктада лимитга 

эга булиб, lim g(x, и) ФО булса,  у холда функция хам ли-М ( , g{x y) 

митга эга ва
l im f (x,  у)  

х - + х ()

l im — ^ -  = --------------
х - + х п  g ( x , y )  hm g ( x , y )

*--*n

булади.
4°. К а р р а л и  в а  т а к р о р и й  л и м и т л а р н и  с о л и ш т и -  

риш.  Юкорида келтирилган икки узгарувчили функциянинг (хо, ” 
уп) нуктадаги лимити унинг каррали лимити дейилади.

Икки узгарувчили функцияга нисбатан каррали лимитдан 
бошкача лимит тушунчаси хам киритилади.

Фараз  килайлик, /(х, у) функция R2 фазонинг
Af =  {(x, у) £R2: |х —х о | < а ,  \у — уо\<Ь\

тупламида берилган булсин.
f(x, у) да у узгарувчини тайинласак (хозирча узгармас 

Хисобласак),  натижада у факат х гагина боглик булган функцияга ; 
айланади.

х-*-х$ да бу функциянинг лимити lim f (х, у) м авж уд  булсин дей-
х~~х0

лик. Равшанки,  бу лими т тайинланган. у нинг кийматига боглик, 
бинобарин у нинг функцияси булади:

lim f(x,  у) = ф ( у ) .
х^х„

Энди у-+уо да ф (у) функциянинг лимитини караймиз.  Фараз  
килайлик, у-*-у о Да ф (у) функциянинг лимити

lim ф (у)
■/-so



м авж уд  булсин. Натижада f(x, у) функциянинг аввал х-*-х0 да ,сунг  
у-*-уо да лимити

lim limf ix ,и]

га эга буламиз. Бу лимит f(x, у) функциянинг такрорий <лимити 
дейилади.

Юкорида келтирилган мулохаза юритиш билан f(x, у) функция- 
ниш- аввал у--*-уо да,  сунг х-*-хо даги

lim l im/(jc,у )
х-~* -Хц у - *  у0

такрорий л и мити га келамиз.
Шундай, килиб, f (х, у) функция (хо, уо) нуктада битга

lim f(x, у)
*—Ао

каррали лимитга, иккита
lim lim f(x, и) ,
У̂-Уо х~̂хо
l im lim f (x, у)
Х ~ ~ Х 0 I t - r y n

такрорий лимитга эга булиши мумкин экан.
.Ми с о л  л а р. 1. Ушбу

f аг ар х-\-ЗуфО булса,  f ( x, у ) =  * + 3{/’ v 1 з
( 0, агар х +  Зг/ =  0 булса .

функциянинг (0, 0) нуктада такрорий лимитларини топииг.
Бу функциянинг такрорий лимитларини топамиз:

Wmf (х, у ) — \\т-2х~~у — —У— —{
X -+ -Q  х -* -0 х +  Зу  Ъу 3 ’

l im f(x, у ) = \ т ~ - ± = = ^ = 2 Л 
v—о Н  ' т  У

l i m l i m / ( x ,  у) — Iim2 =  2.
А‘-*-0 у-+ 0 д:-*-0

Демак ,  берилган функциянинг такрорий лимитлари

булади.

l im l im/(x ,  у) =  —- Hmlim/(x,  у) —2
х-»0 !/-М) Л х̂ -() у-»0



(x +  f/'Sin —, агар хфО  булса,
*

О, агар х =  0 булса

функциянинг (О, 0) нуктадаги каррали ва такрорий лимитларини 
топинг.

Равшанки,
l im/(x, у) —х, l irniirn/(x, у) = 0
у -~О х -+ 0 у~~(>

б у л а т -  Бирок, х~->-0 да sin^- функция лимитга эга булмаганлиги

сабабли берилган функциянинг
l iml im f-(x, у)

такрорий лимити м авж уд  эмас.
Энди ушбу

I f(x, у) — 0|

айирмани бахолаймиз: ,

If(x, у) — 0| =  |x +  y-sin.-~ J  <  U I  +  \у\, хфО.

Бу тенгсизликдан эса х-^0} у-+0 да /(х, у)->-0 булишини курамиз.
Шундай килиб, берилган функциянинг (0, 0) нуктада битта 

такрорий хамда капрали лимити м авж уд  булиб, улар нолга тенг 
булар экан.

Энди f(x, у) функциянинг такрорий хамда каррали лимитлари 
орасидаги муносабатни ифодаловчи теоремаларни келтирамиз.

4 - т е о р е м а .  Агар (х, у)-+(хо, уо) da f(x, у ) функциянинг 
каррали лимити

lim f(x, y ) =  I
X^X0

мавжуд булиб, %ap бир тайинланган х да
lim f ( x ,y )  =  q>(x)

лимит мавжуд булса, у цолда ушбу
lim lim f(x, у)

х-+х0 У-+Щ

такрорий лимит мавжуд ва

lim lim f(x, у) — I
1 Х-+Х0 у^у0

булади.



И с б о т .  Шартга ^ У Р а (*• У)^~(хо, г/о) да  f(x, у) функциянинг 
каррали лимити

hmf(x, у) = 1

мавжуд.  Лимит таърис^ига кУРа -. ^ е > 0  сон олинганда дам шундай 
6 > 0  сон топиладики, IJc — х01 < 8 ,  Iу — г/о 1 < 8  тенгсизликларни ка- 
ноатлантирувчи барча (*. У) нукталари учун

If(x, у) —I| < е  (5)

тенгсизлик бажарилад^11-

Н т/ (л : , у )= (р (х )
г-*-*

лимитнинг мавжудлиг/1НИ эътиборга олиб, (5) тенгсизликда у—ууо 
да лимитга угиб топа]Ииз:

1<р(х)— /|<е.

Бу эса
Пшф (х) = 1
Х-*Х0

эканини билдиради. Д ^ м а к ,

lim lim / (х, у) =  I.
X-+XQ

Теорема исбот булди.
Худди шунга ухша^-1 куйидаги теорема исботланади.
5 - т е  о р е м  а. Агар (х> У)-+(хо, у») да f(x, у) функциянинг 

каррали лимити
l im f ( x ,y ) = l

мавжуд булиб, %ар бир тайинланган у да
lim f(x, у) = л¥(у)

х~*х0

лимит мавжуд булса, г/ ^ол^а УШ̂ У
lim lim f(x, у)

У~*~У0 х^ х0

такрорий лимит мавж уд ва
lim lim f(x, y) =  t
У~̂Уо х~*~х0

булади. ^„{сциянинг лимити (каррали лимити) мавжуд-
лигиЭГ к и ^ г ^ » и  исботсиз келтирамиз.



Фараз килайлик, гг =  /(х, у) функция М тупламда ( М с / ? 2) бе- 
)илган булиб, (хо, уо) эса М нинг лимит нуктаси булсин.

6 - т е о р е м а  ( К о ш и  т е о р е м а с и ) .  }(х, у) функциянинг (хо, 
/ о )  нуцтада чекли лимитга эга булиши учун, V e > 0  сон берилганда 
$ам шундай 8^>0 сон топилиб, 0< 1р ((х , у), (хо, уо))  < 6  0 < р((х,
l), (хо, t f o ) J < S  тенгсизликларни каноатлантирувчи ихтиёрий (х, 
/) £М, (х, у )(:М  ларда

\f(x, у ) — f ( x ,  у)\ < Е  

тенгсизликнинг бажарилиши зарур ва етарли.

5-§.  ИККИ У З Г А Р У В Ч И Л И  Ф У Н К Ц И Я Н И Н Г  У З Л У К С И З Л И Г И

u = f ( x ,y )  функция М тупламда (MczR2) берилган. (хо, уо) нукта 
М тупламнинг лимит нуктаси булиб, тупламга тегишли булсин.

13- т а ъ р и ф. Агар (х, у)-*(хо, уо) да f(x, у) функциянинг лимити 
мавжуд ва чекли булиб,

l im /(х, у) =  f ( x Q, г/о) (6 )
х~*~х0

булса, f(x, у) функция (хо, Уо) нуцтада узлуксиз деб аталади.
Масалан,  f(x, у )  = х 2+ у  функция ихтиёрий (хо, yo)dR2 нуктада 

узлуксиздир, чунки

lim f(x, у) — l im (хг-\-у2) = x 20+ y 20= f ( x у 0).
x~VAo x~*z0il->y0 V-+90

Энди M тупламдаги (хо, уо) нуктанинг координаталарига мос 
равишда Ax ва А у орттирмалар берамизки, (хо +  Ах, уо +  А у ) 6 М  
булсин. Агар

хо +  А х = х ,  
уо +  Ау =  у

дейилса, у х,олда f(x, y ) = f ( x о +  Ах, уо +  Ау) булади.
Ушбу

А/(хо, г/о) ==/(хо +  Ах, уо +  Ау) —/(хо, г/о)

айирма f(x, у) функциянинг (хо, уо) нуктадаги тулик орттирмаси 
дейилади.

x-vxo да Ах-^О ва у->-уо да Ау->-0 

булишини эътиборга олиб, (6) тенгликдан топамиз:

lim f(x ,y )  =/(хо, у 0)=> l im \f(x ,y )—f( x a y 0) J=0=>-

lim А/ ( x ft у  о) = 0 .
А х ~ х и



Бу эса '
l im А/Оо, у  о) ==0

\X-^X(J
*Г~У0

булганда /(х, у) функция (хо, уо) нуктада узлуксиз дейилади деб 
к,араш мумкинлигини к>'рсатади.

Функциянинг (хо, уо) нуктадаги узлуксизлигини куйидагича х,ам 
таърифлаш мумкин.

14- т а ъ р и ф. Агар М тупламнинг нук^таларидан тузилган ва (хо, 
уо) нук,тага интилувчи %ар к,андай {(хп, у п)\ кетма-кетлик ((х„, у„) 6/VT, 
п =  1,2,3,.. .) олинганда уам, мос {f(xn, Уп)} кетма-кетлик %ар доим 
f(x о, у о) га интилса, f(x, у) функция (хо, уо) нуктада узлуксиз 
дейилади.

1 5 - т а ъ р и ф .  Агар V e > 0  сон олинганда х,ам шундай 6 > 0  сон 
топилсаки. р ((х,  у), (хо, у о ) ) < 6  тенгсизликни каноатлантирувчи 
барча (х, у)£М  нущталарда

\f{x, у ) — f ( x 0, у о ) ! < е

тенгсизлик бажарилса, f(x, у) функция (хо, уо) нущтада узлуксиз 
дейилади.

1 6 - т а ъ р и ф .  Агар f(x, у) функция М тупламнинг цар бир 
нущтасида узлуксиз булса, функция М тупламда узлуксиз дейилади.

Биз юкорида f (х, у) функциянинг (хо, уо) нуктада узлуксизлиги 
таърифларини - келтирдик. Бу таърифлар узаро эквивалент таъ- 
рифлар.

17- т а ъ р и ф. Агар (х, у)->~(хо, уо) да /(х, у) функциянинг лимити 
мавжуд булмаса, ёки

l im f(x, у) — оо 
х̂ чУ—У<)

булса, ёки
l im f(x, у) — 1ф {  ( х (> у 0)

' '
булса, у уолда f(x, у) функция (хо, уо) нуктада узилишга эга 
дейилади.

М и с о л л а р ,  1. Ушбу

—..•,/. агар х4~иф~0 булса,X + у г •'
1, агар x-j-y — О булса

функция (0, 0) нуктада узилишга эга булади, чунки (х, у ) - ^ ( 0 ,  0) да 
бу функциянинг лимити мавж уд  эмас.

2. Ушбу

а г а р, (х, у ) Ф ( 0 ,0 )  булса,
-\-if
О, агар (х, у) =  (0 ,0 )  булса

f(x,  у)  =

J(X, у) =



функция (0, 0) нуктада узилишга эга булади, чунки 

\ \ m f ( x , y ) = \ m ^ + p - - = = \
х -* -0  а —►д'и X  —j— I f

булиб, у Дх,  у) функциянинг (О, 0) нукгасидаги кийматига (ДО,
О) = 0 )  тенг эмас.

Фараз  килайлик, Дх,  у)  ва g (х , у) функциялар М тупламда 
берилган булиб, (хо, у о) £А1 нуктада узлуксиз булсин. У холда

/ (X, У) ± g  (X, y), j  (X, у) •g (х, у), ~ (̂ у) (£ (*> У) ^° )

функциялар хам (хо, у о) нуктада узлуксиз булади.
Бу тасдиклардан бирини, масалан икки функция йигиндисининг 

узлуксизлиги исботини келтирамиз.
Дх,  у)  ва g{x,y)  функциялар (хо, уо) нуктада узлуксиз булганлиги- 

дан таърифга биноан Ve>-0  сон олинганда хам шундай б > 0  сон 
топиладики, р ( ( х ,  у ) ,  (х«, уо)) < Ь  тенгсизликнй каноатлантирувчи 
барча (х, у) нукталарда

\f(x, У) — /(хо, уо) I < у ,

lg (* ,  У) —  g ( x 0, Уо) I <  |

тенГсизликлар бажарилади. Бу тенгсизликлардан фойдаланиб 
топамиз:

I lf(x, У) + g ( x ,  у ) ] — [/(хо, уо) + g { x о, уо)]| =■- 

=  I [/(*> y)~ f(x o ,  у « ) ] +  L ? ( V y )  — &(хо, уо) ] i <

<  |/(х, у) —/(Хо, уо) | +  |g(*,  у) — g(*o,  Уо) | <
- е , €
-  2 ~2 ~  6 ’

Шундай килиб,
| [Дх, y ) + g ( x ,  у ) ] — (/(хо, y o ) + g ( x 0, у о) j | С  г

тенгсизликка келамиз.
Бу эса Дх,  у) -j-g(x, у) функциянинг (хо, уо) нуктада узлуксиз 

булишини билдиради.

УЗЛУКСИЗ ФУНКЦИЯЛАРНИНГ ХОССАЛАРИ

Узлуксиз функциялар катор хоссаларга эга. Одатда улар 
теоремалар оркали ифодаланадидар.

1°. Б о л ь ц а н о - К о ш и  т е о р е м а с и .  Агар f(x, у ) функция 
D сощ да ( Dcz Р?) аникланган ва узлуксиз булиб, шу сощдаги



иккита турли (x t, у\) ва (х>, у2) нуцталарда щ р хил ишорали 
цийматларга эга булса, у уолда D да шундай (g, ц) нущта 
топиладики?

f a  t l ) = o
булади.

И с б о т .  Аниклик учун f(x, у) функциянинг (х\, у i) нуктадаги 
киймати f ( x |, у\) манфий ишорали: f(x  1, y i ) - < 0 , (Х2 , г/г) нуктадаги 
Киймати f (x2 , у 2) мусбат ишорали: f (x 2 , г/2 ) > 0  деб оламиз.

D соха, яъни богламли очик туплам булганлигидан (х\,у\), (х2, У2 ) 
нукталарни бирлаштирувчи хамда D га тегишли булган Р синик 
чизик м авж уд  булади.

Бу Р синик чизикнинг учлари ( о ,  d\), (сг, й(г) ,..., (сп, dn) булсин. 
Ушбу икки холдан биттаси албатта бажарилади:

1 ) бирорта (с,-, di) нуктада f(ci, di) = 0  булади (бу холда теорема 
исбот булади) ,

2) барча (с,-, di) ( i=  1,2,3,...,п) нукталар учун f(ci, di) Ф 0  булиб, 
бунда синик чизикнинг шундай (с,, d/), (c;+i,  dj + 1) учлари мавжуд  
буладики,

f(ch d,) < 0, f (C/'-f 1, di+]) > 0
булади.

Энди (Cj, dj) ва  (Cj+i, dj+\) нукталарни бирлаштирувчи синик 
чизик кесмасини караймиз. Бу кесманинг параметрик тенгламаси 
куйидагича

x=Cj-\-t (с/ + 1 Cj), 1)

y =  dj-\-1 (di+i — dj)
булади.

Берилган f(x, у) функцияни шу кесмада карасак,  унда [0,1] ора­
ликда берилган ушбу

<p(t)=f(Cj +  t (Cj+i—CjY, dj +  t (dj + l —di)} (7)

функция хосил булади. Бу функция [0, 1] сегментда узлуксиз булиб,

ф(0) dj) <0, 
ф(1) = f ( c ;  + b dj+i) > 0

булади. Унда [1] нинг 19-бобида келтирилган теоремага кура,  
шундай to нукта (/о€[ 0 , 1 ]) топиладики,

ф(А) ) = 0

булади. (7) тенгликдан фойдаланиб топамиз:

f(Cj-}-to (Cj+ 1 — С/), dj-\-t0 {dj+1 —dj)) — 0.

Энди
t  =  C j- \ - to  (C/+1 — C j ) ,  t )  =  d j - { - t o  ( d j  +  i — d j )  

деб оламиз. Равшанки,  (£, r j ) 6 A
f i l ,  4 ) “ 0 .



Бу эса теоремани исбоглайди. Узлуксиз функция кейинги хоссалари- 
ни ифодаловчи теоремаларни исботсиз келтирамиз.

2°. В е й е р ш т р а с с н и н г  б и р и н ч и  т е о р е м а с и .  Агар f{x, 
у) функция М компакт тупламда (М czR2) . аникланган ва узлуксиз 
булса,  функция М да чегараланган булади.

3°. В е й е р ш т р а с с н и н г  и к к и н ч и  т е о р е м а с и .  Агар fix, 
у) функция М компакт тупламда (MczR2) аникланган ва узлуксиз 
булса,  функция М да  узининг аник, юкори х,амда аник' куйи 
чегараларига эришади, яъни М тупламда шундай (хо, уо), (*i ,  
у i) нукталар топиладики,

f(x0 , уо) = s u p  {f(x, у)), 
f\x,, y i ) = M \ f{ x ,  у)}

булади.
1 8 - т а ъ р и ф .  Агар V e > 0  сон олинганда х,ам шундай 6 > 0  сон 

топилсаки, М тупламнинг (MczR2) р ((х ',  у'), (х", у " ) ) <  б 
тенгсизликни каноатлантирувчи ихтиёрий (х', у')£М, (х", у")
нущталарида,

\f{x', у') у")\ < е
тенгсизлик бажарилса, f(x, у) функция М тупламда текис узлуксиз
дейилади.

7 - т е о р е м а  ( К а н т о р  т е о р е м а с и ) .  Агар f(x, у ) функция 
компакт M (M czR 2) тупламда аникланган , ва узлуксиз булса,
функция шу тупламда текис узлуксиз булади.



6 - Б О Б

ИККИ У З Г А Р У В Ч И Л И  Ф У Н К Ц И Я Н И Н Г  Л О С И Л А  ВА  
Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Л А Р И

1-§.  Ф У Н К Ц И Я Н И Н Г  Х УСУСИЙ Х О С И Л А Л А Р И

u — f(x, у) функция М тупламда (M czR2) берилган булиб, (хо, 
уо) нукта шу М тупламга тегишли булсин. Бу (хо, г/о) нуктанинг 
биринчи координатаси хо га шундай Ах орттирма берайликки, 
(лго +  Дх, уо)£М булсин. Нати жада f(x, у) функция х узгарувчиси 
буйича

Axf{xо, у„) = f ( x о +  Ах, уо) —f ix о, уо)
орттирмага эга булади.

1- т а ъ р и ф. Агар Ах->-0 да
V/

Ах

нисбатнинг лимити мавжуд ва чекли булса, бу лимит fix , у) функция­
нинг (дго, ’г/о) нуктада х узгарувчиси буйича хусусий цосйласи 
дейилади ва

д f (x 0, y 0) .. <5/ .. f ,  ч 
— gx— , еки еки f xix0, y 0)

каби белгиланади. Демак ,
д f f  , , AJ ( x0, y 0) , .  f  (x0 +  ^ x , y Q) ~ f  (х0, у 0)

■ я - и * * * » - й  — s r — Ь -------------- s n ----------- •

Худди шунга ухшаш fix , у) функциянинг (х0, г/о) нуктада 
у узгарувчиси буйича хусусий хосиласи таърифлапади:

!„> =  «ш m  1 > ± ^ .
<)у ■ A .V -0 А у  л ^ 0 Д  у

М и с о л л а р.
1. Ушбу

f(x, у) —еху
функциянинг (1, 1)  нуктадаги Д, f', хусусий хосилаларини хисобланг. 

Таьрифга кура:

<)f{l ' l> =  l i m  1 <5/ ( U )  . .  / (1,1 +  A y) —/(1,1)
дх Д ^ „  Ax ' ay  д ^ о  А У



Оулиб,

l i m  U m ^ +- ^ -Ax Дх_̂ о &x

, .  e(ehx — 1)=  lim ——:------ = e .
Дл-»-0 Дх

Худди шунга ухшаш:
,1 -Ь

Ay—*0 Л(/—>-0

Демак,/

2. Ушбу

'  M L i l - p  H L 1 1 - P
<5х ’ <?у

f(x ,y )  =  У * 3 +  У3

функциянинг (0, 0) нуктадаги /i, f'y хусусий хосилаларини хисобланг. 
Таърифга кура

0/ (0 ,0 )  н  f(Q+Ax,  0 )  —/(0,0)
0* AJ o  Ах

булиб,

Демак,

0/(0,0) _  /(0.0+Ду) —/(0.0)
ду дДо ^

l im B i M . l i . ^ 1 ,
Д*-*0 Дх-»-0 &х

l im ЦОЛ+ЭД-НМ) _  lim j S L , .
Ду—О Ду—О

0/(0,0) _  , 0/(0,0) _  , 
д х  ’ ду

Демак ,  f(x, у) функциянинг х узгарувчиси буйича хусусий 
хосиласи таърифланганда у ни узгармас,  у узгарувчиси буйича 
хусусий хосиласи таърифланганда х ни узгармас деб хисобланар 
экан. Бу хол 1-том, 20- боб, 4 - §  да  келтирилган бир узгарувчили 
функциянинг хосиласини хисоблашда маълум булган коида ва 
жадваллардан  тулик фойдаланиш мумкинлигини куреатади.

М и с ол л а р. 1. Ушбу

у х

функциянинг хусусий хосилаларини топинг.



Берилган функциянинг х  узгарувчиси буйича хусусий хосиласи- 
ни хисоблашда у  ни узгармас деб топамиз:

№.  у) = ( f 4 - f )  = 7 + » ( “ ) “ \— 7  ■

Худди шунга ухшаш, функциянинг у  узгарувчиси буйича хусусий 
хосиласини хисоблашда' х ни узгармас деб топамиз:

f'y(x, У) = ( —+ —') = х ( —)  + —= — y + —-
\ У  X  / у  \ У / у  х  /  х

2. Ушбу
и —х- In —

х
функция куйидаги

, д и  , д и

х Т х + У ' ^ и

тенгламани каноатлантиришини курсатинг.
Берилган функциянинг хусусий хосилаларини топамиз:

~ ) = i^ V { \ n y ~ \ n x ) ]  =

— 1 -Iny — ln x — X •—=  In — — 1,а X X
д и  д  г , , 1  1 хbclny—xlnx =  х- —= —. 
д у  д у  У У

Унда

X ^Г~+У ^ = х ( \ п  — — 1 ) + { / '— —  X- In — — Х +  Х =  Х- In -У- — 11 д х  д у  \ х / у  х X

булади. Бу эса берилган функция тенгламани каноатлантиришини 
билдиради.

Айтайлик, f(x, у) функция М тупламда (MczR2) берилган булсин. 
Бу М тупламда (хо, уо) хам да  (хо +  Ах, уо +  Ау) нукталарни олиб 
функциянинг тулик орттирмаси

А/(х0, уо) = / ( х 0 +  Ах, уо + А у )  ~~[(хо, г/о) 
ни караймиз.  ,

2 - т а ъ р и ф .  Агар Дх ,  у) функциянинг (хо, у0) нуцтадаги 
орттирмаси Л/(хо, уо) ни

А/(хо, уо) ==^4Ax+SAy +  aAx +  pAy (1)

куринишда ифодалаш мумкин булса, f(x, у) функция (хо, у о) нущтада 
дифференциалланувчи деб аталади, бунда А, В — узгармас,  а, (3 
лар эса Ах ва А у  ларга  боглик ва Ах->-0, Ау-^0 да а-*-0, -̂*-0.



Агар fix , у) функция М тупламнинг х,ар бир нуктасида 
дифференциалланувчи булса,  /(х, у) функция М тупламда диффе­
ренциалланувчи дейилади.

М и с ол. Ушбу
f{x, у) =  х2 +  у 2+ х у

функцияни V(x0, у  о) 6R да дифференциалланувчи булишини 
курсатинг.

Берилган функциянинг (хо, уо) нуктадаги орттирмасини топамиз:

А/(хо, yo)= f(xo  +  Ax, yo +  \ y ) —f(xo, уо) =
=  (хо +  Ах)2 +  (уо +  Ау)2- f  (х0 +  Ах) (уо +  Ду) — Хо—уо — Хог/о =

=  (2х0+ у о )А х +  (2г/о +  хо)Аг/+ (Дх + А у )  Дх- f  ДуДу.

Агар А =  2хо +  у о, В — 2уо +  хо, а = А х  +  \у, р =  Д у дейилса,

А/(х0, у 0) = Л Д х  +  ВДу +  аДх  +  рДу

булади. Бу эса берилган функциянинг V(xo, у  о) ZR2 нуктада 
дифференциалланувчи эканини билдиради.

1 - т е о р е м  а . , Агар f(x, у) функция (хо, уо) 6-М нуцтада 
дифференциалланувчи булса, у %олда бу функция шу нуцтада 
узлуксиз булади.

И с б о т . f(x, у) функция (хо, уо) нуктада дифференциалланувчи 
булсин. Таърифга кура

Д/(хо, уо) = Л Д х + В А у  +  аАх-|-рЛу

булади. Бу тенгликдан
ПтД/(хо, уо) == Нт(ЛДх +  5 А у  +  аАх +  рДу) = 0Ддс-*-0 Дх-*Ю

Ду—*-0 Ду-*-0
булиши келиб чикади. Демак,  /(X, у )  функция (хо, уо) нуктада 
узлуксиз. Теорема исбот булди.

2 - т е  о р е м  а. Агар f(x, у ) функция (хо, yo)dM  нуцтада 
дифференциалланувчи булса, функция uty нуцтада f'x(x  о, у о) f'y(x о, 
у о) хусусий уосилаларга эга ва

f'x(xo, уо )= А , f'y(xo, уо)—В
булади.

И с б о т .  f{x, у) функция (хо, уо) нуктада дифференциалланувчи 
булсин. Таърифга кура

ДДхо, уо) =  Л Д х + В Д у  +  а А х + р Д у

булади. Бу тенгликда, аввал Дх=^=0, Ду =  0 деб
А*/Ч*о, уо) = f{ x о +  Дх, уо) — fix о, уо.) = Л Д х + а Д х ,  (2)

сунг Дх =  0, АуФО деб
Ayfixo, уо) =/(хо, уо + Ay) —fix о, уо) = В А у +  $Ау (3)

булишини топамиз.



Юкоридаги (2) ва (3) тенгликларнинг хар икки томонини мос 
равишда А* хамда Ду ларга  булиб, Дх-*-0 да  хамда Ду->-0 да. 
лимитга утсак,  унда

булади. Демак ,
f ' x ( x o , y o ) = A , f ' y ( x ( , , y o ) = B .

Теорема исбот булди.

Э с л а т м а .  f(x ,  у)  функциянинг бирор (хо, (/о) н у к т а д а  fx (xо, уо), %(хо, у 0) 
хусусий хосилаларннинг м а в ж у д  булишидан ,  функциянинг шу н у к т а д а  дифференци- 
а лла ну вчи булиши вдр  доим келиб чикавермкйди.

М и с ол. Ушбу

ларга  эга булиб, улар 1 га тенг ( 2 - мисолга адранг ) .  Функциянинг 
(0,0) нуктадаги орттирмасини топамиз:

Фараз килайлик берилган функция (0, 0) нуктада дифференци- 
алланувчи булсин. Унда Af(0,0)=f'x(0, 0 ) Ах+%(0,0)Ду+оцДя+осгДу 
булиб, Д*-М), Ду-^О да ai->-0, аг->-0.

/£(0,0) =  1, /у (0,0) =  1 булишини эътиборга олсак,

Af (0,0) =  Ах Ду  -j- a  i Ах -)- аг  Ду 

келиб чикади. Нати жада ушбу

булиши келиб чикади. Бу эса Дх-йЗ, Ду->-0 да  ai->*0, аг-^-О були- 
шига зиддир. Зиддиятнинг келиб чикишига сабаб, функциянинг

f ( x 0 +  A x ,y 0) — f(_x0, y 0)
l im (A - f a )  ~ А ,
•l ,  П ■

\y-~0 by Av—О , . Ьу
.. byf(x0,y0) } {х0,у0 + ьу) ~f(xQ,y0)j im == hm ------------- ---------------

Д y-+0

3

функцияни (0, 0) нуктада дифференциалланувчанликка текширинг. 
Маълумки бу функция (0, 0) нуктада хусусий хосила-

Д/(0,0) = f { 0  +  Ax, 0 +  Ау) —f(0,0) ~ f(A x , Ay) =  д/д*3+ Д у 3 .

д/Дх3+ Д у 3 =  Д х + Д у - ( - а 1Дл;-}-а2Ду

3
д / 2  —  2  =  а ]  +  а 2



(О, 0) нуктада дифференциалланувчи булсин деб каралишидир. Демак, 
каралаётган функция (0, 0) нуктада дифференциалланувчи эмас.

Энди [(х, у) функциянинг (хо, уо) €М нуктада дифференциалла­
нувчи булишининг етарли йлартини ифодаловчи теоремани исботсиз 
келтирамиз.

3 - т е  о р е м  а. Агар f(x, у) функция (хо,  у о)  нуцтанинг бирор 
атрофида (бу атроф М тупламга тегишли) f'x(x, у), f'y( х, у )  хусусий 
хосилаларга эга булиб, бу хусусий х^осылалар (х о , у о )  нуцтада 
узлуксиз булса, f(x, у) функция (хо, у о) нуцтада дифференциалла­
нувчи булади.

Энди мураккаб функциянинг хусусий хосилаларини келтирамиз. 
Фараз  килайлик, F =  f(u, v) функция (ио, vo) <zR2 нуктанинг бирор 

U (ио, vo) атрофида аникланган ва  узлуксиз булсин. и хамда 
v узгарувчиларнинг хар бири уз  навбатида х ва у ларнинг 
функцияси

и =  ф(*, у), л|)(х, у)
булиб ,  uo =  q>(xo, уо), Vo — ̂ {xo, уо) булсин .  Бу функциялар ёрдамида 
Куйидаги

F=f(cp(x, у), y ) ) = F ( x ,  у)

мураккаб функция тузилган булсин.
Агар ф (х, у), -ф (х, у) хамда f(u, v ) функциялар узлуксиз хусусий 

Хосилаларга эга булса,  у холда мураккаб функция хам хусусий 
хосилаларга эга булади. Бу хусусий хосилаларни куйидагича 
топамиз:

х узгарувчига Ах ортгирма берсак, унда и =  ф (лг, у), t» =  (х, у) 
функциялар

Axu — y(x-\-Ax, у ) — ф(х, у),
AxV =  ty(x-\-Ax, £/)— у) 

орттйрмаларга,  F =  f(u, v) функция эса

AxF — f(u-\-Axu, v +  Axv) — f(u, v) •

орттирмага эга булади. Бу AXF нинг ифодасини куйидаги куринишда 
ёзиб оламиз:

A XF — [f (и +  Ахи, v-\- Д*и) —f(u, у +  Дху) . ]+
+  [/ (ы, v +  Axv) —f(u , и ) ] .

Урта киймат хакидаги теоремадан (каралсин,  1-том, 2 0 - боб. 7 -§ )  
фойдаланиб топамиз:

f ( u  +  A xu, u - j - A xv )  —  f ( u ,  а + Д ^ ) « / Л ( «  +  0 .Д,ы, v + A xv ) . A xu, 

/ ( и ю  +  A x i;)— /(ы , v ) - f ' v(u,  v +  Q2. A xv ) A * v  

(O<0|, 02 <  1 ) .



Натижада
AXF =  f'u(u -\-QiAxu,v Axv) -Axu-\-f'v(u, v в2 ■ Axu) Axu 

булади. Бу тенгликнинг хар икки томонини Ах га булиб,

—~  =  f ’u(u +  Br A,u, у +  А^ )  ' - £ Г + М и’ ° +  0 2Ади) ,

сунг Ах~»-0 да лимитга утсак,
A F , Ахи

lim - г —=  Iim/„(M +  e lVA,u, u +  Axt>) • lim -Г—+
Ax-̂ 0 ax Дх-̂ 0 &X-+0

+  lim f'v(u, и +  0 2 Л/>) • lim- _
Ax-*-0 Ax-^0

Axu , hrV
--fu(u, v ) • l im v) • lim

булади. Агар

j}m A*F — dF i im __ lim AxV -  dv
&x-r 0 &X dx ’ AX~±Q Ax dx ’ 4jc_,_o dx

булишини эътиборга олсак, кейинги тенгликдан

d F __j 5 / ди . df dv
дх  ди дх dv дх

булиши келиб чикади.
Худди юкоридагидек

9 F __ df ди . df ди ■ (Л'\
ду  ди ду dv" ду  '

булиши г опила ди.
Шундай килиб, (4) ва (4Л) формулалар

F (х, у) =jF (и, о) =  / (ф(х, у), -ф (х, у)
,  , „ dF OFмураккаб функциянинг хусусии хосилалари ——, - ларни топиш

формулалари булар экан.
М и с о л .  Ушбу

( х + 1 ) * + !

функциянинг хусусий хосилаларини топинг.
Бу функция

F ~ u °,  м =  х-(-1,  v -y ~ \ - l
функциялардан тузилган мураккаб функциядир. (4) ва (4' ) 
формулалардан фойдаланиб топамиз:



dF
dx

dF
ду

OF dи . dF dv 
du dx dv дх

■ V-U 1 -\-uv\nu-Q-

dF ди . dF dv 
ди dy dv dy

= ( y +  1) ( x + \ y ,

V U V̂ ] ■0JrU V-\nU-,\ =

=  (JC+1)*+1-In (JC+1)-

2- §. Й УН А ЛИ Ш Б УЙИ ЧА  Х.ОСИЛА

'fix, у ) функция M тупламда (MczR2) берилган булсин. Бу 
тупламда ихтиёрий Ао— (*о, уо) нуктани олиб, у оркали тугри чизик 
утказамиз ва ундаги икки йуналишдан бирини мусбат йуналиш, 
иккинчисини манфий йуналиш деб кабул киламиз. Йуналган бу 
тугри чизикни / дейлик. I нинг мусбат 
йуналиши билан Ох укнинг мусбат йуна- 
лиши орасидаги бурчак а, Оу укнинг 
мусбат йуналиши орасидаги бурчак эса р 
булсин (23- чизма ) .

Агар Ао=(хо, у0) хамда А =  (х, «/)£/ 
нукталар орасидаги масофани р десак,  
унда тугри бурчакли учбурбурчак АоАВ дан ,

=cosa, У-Уо = COSP
р |> 

булиши келиб чикади.
3 - т а ъ р и ф .  Агар А нук,та I тугри чизик, буйлаб А0 нукгага 

интилганда (Л-^Ло) ушбу

/ (А) — f ( A 0)

P(Ag, А)

f(x^y) — f{x0, y Q) 

рС(.х0, у 0), ( х ,у ) )

нисбатнинг лимити мавжуд булса, бу лимит f(x, у) = f ( A )  функция­
нинг А 0=  (ха, у  о) нуктадаги I йуналиил буйича %осиласи деб аталади 
ва

OfCAg)
д I

еки
d f(x0, у 0)

каби белгиланади. Демак ,

df( A 0)
lim [(A)- f (Ao)

■А, Р ( Л , Л ())

f(x, у) функциянинг / йуналиш буйича хосиласининг мавжудлигини
df(x, у)

Х,а да «и т огшшни куйидаги теорема ифодалайди. Бу теоре­
мами исботсиз келтирамиз.



4 - т е о р е м а .  Агар f(x, у) функция Ап — (х<>, уо) нуктада 
дифференциалланувчи булса, у уалда функция uiy нуцтада 
щ р цандай I йуналиш буйича уосилага эга ва

d f(x ,y )  дКх(),Уо) . ^(х0.Уа) 0
-— 7П— =  -------я ----------- c o s a  ---------------э----------c ° S pdl dl дх  ду  г

булади.
М. и с о л. Ушбу

Дх ,  у )  = a r c t g  ~
У

функциянинг (1,1) нуктадаги (0, 0) нуктадан (1, 1) нуктага караб 
йуналган I чизик буйича х,осиласини топинг.

Равшанки,  берилган функция Л о = (1 ,1 )  нуктада дифференци­
алланувчи. Унда 4- теоремага кура

<«(1,1) <5/(1,1) я  , дН\, 1) л  --— —COS —+  -^-v^-cos— 
dl дх  4 ду  4

булади.
Энди

<5/(1,1) __ х V I У I 1= 1 --  -̂1
чу \ 2 '

я  - J2
C0ST == 2

булишини эътиборга олиб,

'  a-i)-df(  1.1) =  V 2  
dl 2

эканини топамиз.

3-§. Ф У Н К Ц И Я Н И Н Г  Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л И

/(х, у) функция М тупламда (М а R2) берилган булиб, (хо, уо) ЕМ 
нуктада дифференциалланувчи булсин. Унда функциянинг диффе­
ренциалланувчи булиши таърифига кура /(х, у) функциянинг (хп, 
уо) нуктадаги орттирмаси i

Д/(х0, уо) — /(х0 +  Дх, уо +  Ау) —/(хо, уо)
учун

л Г/  ч <5/(*0'Уо) .  . % )  ' ,  . л I п л
д /(-*■» У о) = -----g j— А*н------ ....... -  Ау +  аАх-ЬрДу

булади, бунда Ах—>-0, Ау—>~0 да а->-0, |3—*-0.
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4- т а ъ р и ф. f (х, у) функция орттирмасй Af (хо, уо) нинг Ах х,амда 
Ау ларга нисбатан чизицли бош к,исми

<5/(*0’ %) А , дКхО’ Уо) .----- -------Ах Ч---------;------А иОх о у

fix, у) функциянинг {хо, уо) нуктадаги дифференциала (тулик, 
дифференциал) деб аталади ва

df ёки df(xQ, уо) 
каби белгиланади. Демак ,

, ,  . o f(x 0, y 0) d f(x0, y 0)
d f= df (x0, у о) =  ---------- Ах Н------- --—  А у .

df(xn, Un) д?(Хп>Уп)
О д а т д а -----—— Ах, ----- —---- А у лар fix, у) функциянинг (хо,

уо) нуктадаги хусусий дифференциаллари дейилади ва улар мос 
равишда dxf, dyf  каби белгиланади:

, , d f( x 0, y 0) d f (x 0, y 0)

d *f = — 6 T - b x ' d v f— j ^ -Ь У -  

M и с о л. Ушбу
f{x, у) ~ х 2-\-Ъху2— г/3

функциянинг (х, y)£ R 2 нуктадаги дифференциалини топинг. 
Берилган функциянинг (х, у) нуктадаги хусусий хосилалари

j f
д

df

д х ~  дх ( * 2+ 5* Г  — У3)'х= 2 х  +  5у\ 

(х2-\~5ху2—У3) у — Юху — Зу2ду ду

булиб, унинг дифференциал и

d f = - ^ A x + - ~ A y  =  (2х +  5г/2) А х +  (Юху — Зу2)Ау

булади.
Агар Ах ва А у ларни мос равишда dx ва dy га алмаштирсак,  унда 

fix, у) функциянинг дифференциал и куйидаги 
. . .  . 9 f { x 0, y 0) d f(x0, y 0)

,//(л„.//„) -  dx I ihj dy (5)

куринишга келади.
Фараз килайлик, F =  fiu, v) функциянинг и ва v узгарувчилари 

уз навбатида х ва у ларнинг функцияси
и — ф(х, у), о =  'ф(х, у) 

бу’либ, улар ёрдамида куйидаги



F =  f(<p(x, у), ф(х, у ) ) = F (x ,  у)
мураккаб функция тузилган булсин.

Агар «  =  ф (jc, у}, v —ty{x, у) функциялар {хо, уо) нуктада 
дифференциалланувчи булиб, F = f( u ,  v) функция мос ( т ,  wo) нукта ­
да (ы0 =  ф ( jco, уо), оо =  ,ф ( jco, уо)) дифференциалланувчи булса, 
у холда

булади.  Мураккаб функциянинг, хусусий хосиласини топиш форму- 
лаларидан фойдалансак, унда

хосил булади.  Нати жада (6) ,  (8) ва (8 ' )  муносабатлардан

(6) хамда (9) муносабатларни солиштириб, функция мураккаб 
булган холда хам унинг дифференциалининг куриниши (6) дагидек 
булишини аниклаймиз. Одатда бу хосса дифференциал шаклининг 
инвариантлиги деб аталади.

Фараз  килайлик, f(x, у) функция М тупламда (M c:R 2) берилган 
булиб, (хо, уо) 6М нуктада дифференциалланувчи булсин. У холда

d F = d f = ~ -  du-\-^~-dv 
du dv (6)

булади. Шуни исботлаймиз.
F = F (x ,  у) функциянинг дифференциали

(7)

O F __ dF du  . dF dv  __ df du  . df dv
dx du dx dv dx du dx dv d x ’ (8)

d F __ dF du , dF d v __  df du  . df dv
dy du dy dv dy du dy dv d y '

(8' )

булиши келиб чикади. Демак ,

d f= ~  du-\--~- dv .1 du dv (9)

А/(*о,г/о) = /  {Xo +  Ax,  г/о +  Ay) — f ( x 0 г/о) =
—  f x { x o , y o ) A x + f ' y (xo,yo) - A y  +  a A x  +  f iAy

булади. Arap

df(xo, yo)—f'x(xo, yo)Ax-\-f'y(xo, г/о)-Ay



lim А^ х°'у^ l im ^ ^0 ’г/0)Ах+М 'у0’^ Ау+°!А-у + ^  ._ ^
д^ о  d f(x 0,y0) д ^ 0 f J x 0,y0)Ax +  f  (х0,у0)Ау
Ду-*о . дк-о ' •

булиб, ушбу

Af(xo,yo) 7adf(xо, у 0),
яъни

/(х0 +  Лх, у 0 +  Ду) я=:/(хо, yo)+ fx(x0, y 0)Ax +  fy(x0, у 0)Лу (10) 

такрибий тенгликка .келамиз.

М и  с о л .  Ушбу 1,083,96 микдорни такрибий хисобланг.
Куйидаги

f(x, у ) = х у
функцияни карайлик.  Бу функция учун (хо,уо) нуктада (10) формула- 
ни ёзамиз:

(х0-\-Ах)У0+Ауя ;х У0 + у - х у~1 J -А х + х у\пх | х=, 0 • Ду.
у=у0 у~Уо

Агар
*о==1, Уо =  4 ,  Дх =  0,08, Лу— — 0,04 

дейилса, у холда

( 1 + 0 , 0 8 ) 4-°-04« 1 + у - х !' - 1| -0 ,08+ х у- lnx | „ , . ( - 0 , 0 4 )  =
У=4 у=4

=  1 + 4 - 0 , 0 8 = 1 , 3 2 .
булади. Демак,

1,083-96« 1 , 3 2 .

4- §. Ф У Н К Ц И Я Н И Н Г  ЮКОРИ Т А РТ ИБ Л И Х.ОСИЛА ВА 
Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Л А Р И

/(х, у )  функция М тупламда (Мб/?2) берилган булиб, V(x, у) 6М 
нуктада f'x(x, у ) , f'y(x, у) хусусий хосилаларга эга булсин. Равшанки, 
бу хусусий хосилалар х ва у  узгарувчиларга боглик булади.

5- т а ъ р и ф. f(x, у) функция уосилалари f'x(x, y ) , f y(x, у) ларнинг 
хусусий цосилалари берилган функциянинг иккинчи тартибли 
хусусий уосиласи дейилади.

f'x(x, у) нинг х узгарувчиси буйича хусусий хосиласи

г" ^  d2f(x>y)



каби белгиланади. Демак,

fx(x,y) нинг у узгарувчиси буйича хусусий хосиласи

/ > . У )  5™
каби белгиланади. Демак,

fy(x,y) функциянинг х узгарувчиси буйича хусусий хосиласи

ГУХ( Х , У )  ёки 

к'аби белгиланади. Демак,

• =  ^<(х^  > -  - - ^ г - )  •

1ц(х>У) функциянинг у  узгарувчиси буйича хусусий хосиласи

I" t \ d2f(x,y)f Лх,у) еки —LLfL
у dtf

каби белгиланади. Демак,

дус

Одатда иккинчи тартибли хусусий хосилалар

a 2f(x,y) d2f ( x ,y )
дхду  ' дудх

га аралаш хосилалар дейилади.
Худди юкоридагидек, f(x ,y ) функциянинг учинчи, туртинчи ва 

^оказо тартибдаги хусусий хосилалари таърифланади.
М и с о л .  Ушбу

f(x,y) = х 4 +  4х2у 3 +  7ху+\  
функциянинг иккинчи тартибли хусусий хосилаларини топинг. 

Аввало берилган функциянинг хусусий хосилаларини топамиз:

д х — 9х (х + 4 х у  -\-7xy-\-1) — 4х -\-8xy -\-7у, 

-(х4-{-4х2у 3-\-7ху~{-1) =  12х 2у 2-\-7х .
ду ду



Энди 5- таърифдан фойдаланиб функциянинг иккинчи тартибли 
хусусий х,осилаларини топамиз:

■ 0 =  12*48/. 

~ & i= ^ ( l ) = i  <4*484,4-7») =  2 4 * * 4  7, 

=  £  ̂ V + 7* >=24*/+7.

H ( 5 H |IS,V+W- ^
5 - т е о р е м а .  f(  x, у) функция M тупламда (М f R )  берилган булиб, 

у шу тупламда f,t щ мда f"yx %осилаларга эга булсин. Агар
fxp f4x аралаш уосилалар (хо, у о )  ЕМ нуктада узлуксиз булса, 
у холда

f х у ( * О »  У о ) ~  f ух(Х()> У о )

булади.
И с б о т .  (хо, уо) нуктанинг координаталарига мос равишда 

шундай А х > 0 ,  Аг/>0 орттирмалар берайликки,
(Хо —j— Ал:, уо~\~Ау)£М

булсин. Сунг ушбу
u =  j  (хй +  Ах,уа +  Ау) —/(х0 +Лх,г/0) — f(xo,yo +  Ay) +  f(x 0,yo) 

ифодани караймиз.  Агар

ф(х) = f{x ,y 0 +  Ay) — f(x ,y0),
У(у ) = f(xo  +  Ax,y) — f(x 0, у) П О

деб олинса, унда юкоридаги ифода учун

ы =  ф(хо +  Ах) — ф(х0), 
и =  ̂ ( у о  +  Ау) (уо)

б у ла д и .
Лагран ж  теоремасидан фойдаланиб топамиз:

ф(х0 +  Ах) — ф(хо) ==ф/(хо +  01Ах) - Ах,
Ц (г/о +  А у) — г|з (у0) =  -ф' (г/о +  ОгА у) Ау,

(О<0,,02<  1).

Иккинчи томондан (11) муносабатдан ф(х) х,амда -ф(г/) функция- 
ларнинг хосилаларини топиб, сунг Ла гран ж  теоремасини кулласак ,  
унда

ф 'М  =fx(x,yo+by) —fx(x,yо) — f ху(х<у0-\~QА у) - Ау.
V(«/) = fy (x u+Ax,y) —f'yixo, у) =/' 'л. (хо+ 0 4-Ах,г/)Ах



булиши келиб чикади ( 0 <  03, 04 <  1) - Натижада

ы =  Ф ( * о +  Л*)-ф(дсо)  = f l ( x 0+ e i-Ax,y0+ e ^ y ) -АхАу, 

м==ф(Уо+Ау) —ф(у0) =/"х(х0 +  е 4Ах,у0+ 9 2Ау) АхАу 
булади. Бунда эса yuj6y

булишини топамиз. Бу тенглик теоремани исботлайди.
Фараз килайлик, f(x, у) функция М тупламда берилган'булиб, 

унинг хар бир (х, у) нуктасида дифференциалланувчи булсин. 
Маълумки,  бу функциянинг диффереициали

булади (бунда dx, dy лар х ва у узгарувчиларнинг Ах хамда А у 
орттирмаларидир).

6- т а ъ  р и ф. f(x,y) функциянинг (х,у) нуцтадаги дифференциа­
лы df(x,y) нинг дифференциали берилган Нх,у) функциянинг иккинчи 
тартибли дифференциали деб аталади ва d f(x,y) каби белгиланади:

Шундай килиб, f(x, у) функциянинг иккинчи тартибли дифференциа­
ли унинг иккинчи тартибли хусусий хосилалари оркали куйидагича

^ ( * 0 + 9  ,Дх, y 0+Q3Ay) = f lA x 0+Q£x, у 0+ в 2Ау) (12)

тенглик хосил булади.
Шартга кура f"xy, /”харалаш хосилалар (хо, г/о) нуктада узлуксиз/ 

Унда Ajc->~0, Ay-vO да

C ( * o + 0 r  Ах, y 0+Q£y)-+Q(Xo,y0) >
f'yX(xо+ 0 4 * АХ, у ()+  02Аг/)-^/^(хо,г/о)

булади. (12) тенгликда Ах->-0, Ау-*-0 да лимитга утиб,

[ху(ХС)’Уо) —f 1/х(Х0>Уо)

(13)

d2f(x ,y )= d (d f(x ,y ) ) .  
(13) тенгликни эътиборга олиб топамиз:

d2f{x,y ) =  d(df(x,y)) = d [  d x +  dy^



d2f(x,y) ^  f l i ^ x 2+ 2 d̂ jU x d y +  Щ ф -dy2 
dx axay  . Qy*

ифодаланар экан.
Функциянинг учинчи, туртинчи ва хоказо тартибли дифференци- 

аллари хам худди юкоридагидек таърифланади.
Функциянинг кейинги тартибли дифференциалларини. унинг 

хусусий хосилалари оркали ифодалаш борган сари мураккаблашиб 
боради. Юкори тартибли дифференциалларни символик равишда 
ифодалаш кулай булади.

f(x, у) функциянинг дифференциали

d ^ ^ d x + ~fyd y

ни символик равишда (/ ни кавсдан ташкарига чикариб) куйидагича 
ёзамиз:

Унда

df=(-b̂x+i/y)f’
d 2 f= t'd7l x + -Jydy) f

деб караш мумкин. Бу ерда кавс  ичидаги йигинди квадратга  
кутарилиб, сунг / га «купайтирилади».  Кейин ва ларнинг

д а р а ж а  курсаткичлари хусусий хосилалар тартиби деб каралади.
Шундай йул билан киритилган символик ифодалаш ■ f(x, у) 

функциянинг п -тартибли дифференциалини

d n f= (~kd x + i ydb ) f

каби ёзиш имконини беради.
Энди мураккаб функциянинг юкори тартибли дифференциалла­

рини топамиз.
Айтайлик, F — f (и, v) функциянинг и ва и узгарувчилари 

уз навбатида х ва у  ларнинг функцияси
и =  <р(х, у), v =  $(x, у) 

булиб, улар ёрдамида куйидаги

F =  f(<p(x, у), \|э(*, у)) 

мураккаб функция тузилган булсин.

и — ср(х, у), v~rp(x, у) функциялар (х, у) нуктада узлуксиз 
иккинчи тартибли барча хусусий хосилаларга,  F =  f(u, v) функция 
эса мос (и, v) нуктада барча иккинчи тартибли узлуксиз хусусий 
хосилаларга  эга булсин. Шуни эътиборга олиб топамиз:

^  at . . .  , df . . .



Шу йул билан берилган мураккаб функциянинг кейинги тартиб­
даги дифференциаллари топилади.

5- §. УРТА КИЙМАТ \АКИДА ТЕОРЕМА

f(x, у) функция М тупламда берилган булсин. Бу М тупламда 
(ai .fei)  хамда (аг, Ь2) нукталарни оламизки, бу,  нукталарни 
бирлаштирувчи тугри чизик, кесмаси

l — \(x,y) ER2 •x =  a ]-\-t(b[—ai), y^=a2 +  t{b2 — а2)\.
0 < / <  1 каралаётган тупламга тегишли булсин.

6 - т  е о р  е м а. Агар f(x, у) функция I кесманинг (a h Ь\) %амда 
(U2 yb2) нуцталарида узлуксиз булиб, кесманинг долган барча 
нуцталарида дифференциалланувчи булса, у %олда I кесмада 
шундай (с ь с2)  нущта топиладики,

f ( a 2,b2) * - f ( a l,bl) = f x(c t,c2) - ( a 2—a l) + f v(c l,c2) ( b 2— b i)

булади.
И с б о т .  f(x, у) функцияни / кесмада караймиз.  Унда 

f(x, у) = = f(a i+ t(b i— a,), a 2 +  t(b2 — a2)) 
булиб, у [0, 1] сегментда берилган 'F(t) функцияга айланади:

F(t) =/( f l i  +  t(b\ — a , ) ,  a2-±-t(b2 — а2) ).
Бу F(t) функция (0, 1) да  хосилага эга булади.

Мураккаб функциянинг хосиласини топиш коидасидан фойдала­
ниб хисоблаймиз:

F ' { t )  = f ' x (a i  +  t { b \  —  a \ ) , a 2  +  t ( b 2 — a 2 ) ) -  (61 —  a i)  -f-%(ai +  *(6i —  a i) ,  
а2- \ - t ( b 2-i—a 2) ) • ( b 2 —  0-2)• (J4)

Шундай килиб, [0, 1] сегментда берилган F(t) функция Лагран ж 
теоремасининг шартларини баж арар  экан. Л агранж  теоремасига 
кура  (0, 1) интервалда шундай to нукта топиладики,

F ( 1 ) - F ( 0 ) = F ' ( M * ( 1 ~ 0 )  (15)
булади.

Равшанки,

F ( 0 ) = f ( a u а2), F ( l ) = f ( b lt Ь2) .



Окоридаги (14) тенгликдан фойдаланиб топамиз:
F'(fo) =fx(a,\-\-to(b\—a i ) ,  £*2 —J— /о(^2 —а-г)){Ь\—ai)- f -  

~\~fy(a i +^o(fei—fli),  fl2 +  ^o(&2 — аг) )(&2 — di) =
=  f'x(c\, C2 ) ■ (b i—ai )  -\-fy(ci, C2 ) (bz — a2)-

Бу ерда
ci =  ai + / 0 (b\—a i ) ,
C2= Q2-\-to (b2~Q-2)

деб белгиладик.
Натижада (15) тенглик ушбу

Д#2 ,&2 ) f ( a  1, b\) =  fx(Ci,C2) • ( 0 2  — 0 |) "Ь/Дс^Сг) • ( 6 2  — 6 1 ) 
тенгликка келади ( ( c i ,  сг) £/). Бу эса теоремани исботлайди.

6-§. ФУНКЦИЯНИНГ ТЕЙЛОР ФОРМУЛАСИ

Дх,  у) функция М сохада ( M c : R 2) берилган булиб, (х0, уо) £М 
булсин. Бу (х0, уо) нуктанинг Us(x0, уо) атрофини (Uб(х0, y0)czM)  
олиб, унда шундай (х, у) нуктани караймизки,  ушбу

/ =  {(х', у') eR2-x' =  X0 +  t(x  — x0), y' =  ya +  t(y  — yo)}
кесма U 8 (х0, у о) га тегишли булсин ( 0 < / <  1 ).

Фараз  килайлик, Дх,  у )  функция Ub(xo, уо) д а  барча биринчи, 
иккинчи ва хоказо (и + 1 ) - тартибли хусусий хосилаларга зга 
булиб, бу хусусий хосилалар узлуксиз булсин.

Агар Дх,  у) функцияни / кесмада карайдиган булсак ,  унда 
f(x, у ) —f(xo +  t (x —xo), yo +  t ( y —yo)) ( 0 < / < 1 )

булиб, у t узгарувчининг функциясига айланади:
F(t) = f ( x 0 +  t(x — х0), yo +  t(y — уо)) ( 0 < / < 1 ) .

Бу функциянинг хосилаларини хисоблаймиз:
F'(t) ==f'x(x0+ t ( x  — хо), yo +  t ( y - y o ) ) - ( x —xo) +

+  fy(Xo +  t(x — Xo), yo +  t(y — Уо)) (у — уо),
F " (t)= f} (x o  +  t(x — xo),yo +  t(y~ -yo))(x—x0) 2 +

-\-2fxy(xo-\-t(x — xo),yo +  t { y —yo)) (х—хо) {у—уо) +
+  f}(xo +  t(x — Хо), yo +  t(y — y0)) (у — уо)2, (16)

умуман,

(/г =1,2,  3, ..., п +  1)
Равшанки,

F ( 0 ) = f ( x o, уо), F ( \ ) = f ( x ,  у),

f(",(°)===( ^ (x- ^ ) + ^ _yo))4 (16'> 
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булади. Бу тенгликдаги f(x, у ) функциянинг барча хусусий 
хосилалари (х0, уо) нуктада хисобланган.

Бундай F ( t ) функция учун 1 - том, 2 0 - боб, 8 - §  да  келтирилган 
ушбу

F ( t ) = F ( t 0) + F ' ( t 0) ( t - t 0) + ^ ~  ( t - t 0) 2+ . . . +

+  ± F ^ ( t 0) ( t - t 0yn+ R M )  0 7 )

Тейлор формуласи "уринли булар эди, бунда Rn{t) — колдик 
хад. Унинг Лагранж куринишдаги ифодаси

(0<е<1)

булади. Хусусан, t = l ,  to =  0  булганда

F ( l ) = F ( 0 )  +  ^ - + r ( 0 ) 4 + . . . + ^ F ('*) ( 0 ) + ^ n( l )

булади. Юкоридаги (16),  (16')  ва (17) муносабатларданфойдаланиб 
топамиз: .

, ,  ч Г,  ̂ , дН*0'Уо) , \ . 8Н*0’У0) ч ,
f(x,y) —f(x  о, у о) +  -----Yx—  (х ~  ^ "*------- ду—  +

д2г/~ \ д2г

+ ^ to _ 90)* l + ... +
дуг J

I 1 Г̂ С̂-^О’Уо) , ч „ | г. \ д !(хо>Уо) t v \*-Ui i  \ л  _1_

дП((х№Уъ)
(у —У о)дуп >

I f  dn + >f ( x 0 +  e ( x  — х0) ,у0 +  в (у  — у 0))  _х ) п +' +  +
~  (л+1)1 L дхп+1

Оп + '[ (х0 +  в (х  — х0) ,у0- } - в ( у ~ у 0) ) п+1 Т+  _  : (у - у о) J

Бу формула икки узгарувчили f{x, у) функциянинг Тейлор 
формуласи деиилади.

Символик белгилашлар ёрдамида Тейлор формуласини куйида­
гича езиш мумкин:



f(x,y) = f { x 0,y0) + - f r ( ^  (x —X0) + - j~ (у — y 0) y +

+ ^ X ~ t ( x ~ x o )+ ~ k {y~ yo)) f+Rm  (18)
бунда функциянинг барча хусусий хосилалари (лсо, г/о) нуктада 
хисобланган, колдик хад  эса

+ - ^ ( y ~ y o))n+'f

булиб, барча ( л + 1 )-тартибли хусусий хосилалар (x0-\-Q(x—хо), 
Уо +  6 {у—Уо)) нуктада хисобланган ( О < 0 < 1 ) .
(18) формулада хо =  0, г/о — 0 дейилса, унда

i ( x , y ) = f { 0 ,0 ) + 7 1  t - j - . x + - L y y  +  ± '  {- ± x  +  - L . y J f  +  _  +  

булиб,

i ? h >

булади.  Бунда барча ( я + 1)-тартибли хусусий хосилалар (дх, ву) 
нуктада хисобланган ( О < 0 < 1 ) .

7- §. Ф У Н К Ц И Я Н И Н Г  Э К С Т Р Е М У М  К И Й М А Т Л А Р И

Фараз килайлик, f (х, у) функция М (MczR2) тупламда берилган 
булиб, (хо, у о ) £ М  булсин.

Маълумки,  ушбу

Ub (хо,уо) ={(х,у) € Я 2: д/(х — х0) 2+  (у —Уо)2< 8 )

( 6 > 0 )  туплам (хо, у о) нуктанинг атрофи деб аталар эди.
7- т а ъ р и ф. Агар (х0, у о) нуктанинг М тупламга тегишли U б(*о, 

уо) атрофи топилсаки, V(jt,y) £U{,(xq, г/о) учун
f(x, у) < / ( * о, Уо) (}(х, у) C f\ x о, уо)) 

тенгсизлик бажарилса, f(x, у) функция (хо, г/о) нуктада максимумга 
(к^атъий максимумга) эришади деб аталади, f(x0, г/о) щиймат эса f(x, 
у) функциянинг максимум (к,атъий максимум) щиймати дейилади. 

Функциянинг максимум киймати

f(x0, уо) =max{f(x, у)} ((х, у ) £ и 6(х0, у0))
каби белгиланади.

8- т а ъ р и ф. Агар (х0, у о) нущтанинг М тупламга тегишли U&(x0, у о) 
атрофи топилсаки, V(je,y) б£/а(х о, у о) учун

f(x, y ) > f ( x о, уо) ( f ( x , y ) > f ( x о, уо)) 
тенгсизлик бажарилса, -f(x, у) функция (лг0, у0) нуктада минимумга
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(щатъий минимумга) эришади деб аталади, f(x0, г/о) к,иймат эса f(x, 
у) функциянинг минимум (щатъий минимум) щиймати дейилади. 

Функциянинг минимум киймати

f(x  о, y0)=mm\f(x, у)} ( ( * ,  у ) е и 6(х0, у о))
каби белгиланади.

/(х, у) функциянинг максимум хам да  минимуми умумий ном 
билан унинг экстремуми дейилади.

7 - хамда 8- таърифлардаги (хо, у о) нукта мос равишда f ( x , y ) 
функцияга максимум, минимум киймат берадиган нукта дейилади.

7- т е ор  е м а. Агар f(x, у) функция (хп>Уо) нущтада экстремум- 
га эришса ва шу нуцтада f'x(x0, у0), f'u( х(„ у0) хусусий уосилалар 
мавжуд булса, у %олда

f ' x ( x о,  г/ о )  =  0 ,  f'y ( x о, г / о )  =  0

булади.
И с б  от.  Айтайлик, f(x, у) функция (х0,уо) нуктада максимумга 

эришиб, шу нуктада f'x, f'y хусусий хосилаларга эга булсин. Унда 
таърифга кура (х0, у о) нуктанинг Us(x о, у о) czM атрофи топиладики, 
V(x, у) £Ub(xo, уо) учун

f(x, y ) .^ f ( x 0, Уо)
жумладан

f (x ,y o ) ^ f ( x o ,y o )

булади. Бу эса f(x, г/о) — бир узгарувчили (х — у з г а РУвчили) 
функциянинг Us(x о, г/о) да  энг катта киймати f(xo, у о) га эришишини 
билдиради. Унда 1 - том, 2 0 - боб, 7 -§  да  келтирцлган Ферма 
теоремасига биноан

f'x (Xo, y o ) = 0
булади.

Худди шунга ухшаш
f'y (хо, у 0) = 0

булиши курсатилади.  Теорема исбот булди.
Э с л а т м a. f(x, у)  функциянинг бирор (х* , у*  ) н у к т а д а  /*, f'y хусусий вдсила-  

л а р г а  э га  ва  f i(x*  , у* ) = 0 ,  f'y(x* , у* ) = 0  булишидан унинг (х* , у*  ) ну к та да  
экст ре му мга  эга булиши хар доим келиб чикавермайди.  М а са л ан ,

/(•*■ У) =  х - у
функциянинг хусусий \осилалари

f ' * ( x ,y ) = y ,  % ( * . < / ) = *
(0,0)  н у к т а д а  нолга  айланади:

/ ' ( 0 , 0 )  = 0 ,  / ' ( 0 , 0 )  = 0 .

Бирок бу функция (0,0)  ну к т а д а  экстремумга  эга  эмас .  (Буни функция графиги- 
гиперболик параболоиднинг тасвиридан куриш мучкин.  (Каралсин [1] , 15- боб, 4- §.)

Шундай килиб, 7- теорема икки узгарувчили f(x, у) функция 
экстремумга эришишининг зарурий шартини ифодалар экан.



f ix , у ) функция хусусий хосилалари fx, f'y ларни нолга айлантира- 
диган нукталар унинг стационар нущталари дейилади.

.Энди икки узгарувчили функция экстремумга эришишнинг 
етарли шартини топиш билан гпугулланамиз.

Фараз килайлик, f(x, у) функция /(х(1, уо) нуктанинг бирор U&f(xo, Уо) 
атрофида берилган булсин.

Агар V(x, у) (zUb(xо, у 0) учун
A =  f(x,  у) —f(x  о, у о) >  О 

булса, у холда fix, у) функция (х0, у о) нуктада мипимумга эга булади. 
Агар А(х,у) £U&(xo.y») учун

А =  Дх ,у)  — /(х0, у о Х О
булса, у холда fix,у) функция (хо,Уо) нуктада максимумга эга булади.

Демак,  Дх,  у) функциянинг (х0, у о) нуктада экстремумга 
эришишини аниклаш А айирманинг Ub (хо, у о) да ишора саклашини 
курсатишдан иборат экан.

Айтайлик, fix, у) функция U & . { xq, уо) да  узлуксиз f'x, f'y хамда 
fxtr f'if узлуксиз хусусий хосилаларга эга булиб,

f'xixe, уо) =  0, fyixo,yo)—0 (19)
булсин.

6 -§  да келтирилган Тейлор формуласидан фойдаланиб, (19) му- 
носабатларни хисобга олиб то п ам и з : '

Д х , у ) —f i x э.Уо) “b y  [//(X(]+BAx,y0-)-HAy) -Ax2-f-

+  2 f j x u+  it \.v./y 4 0 Ay) Ax • \y +  f\{xQ+  BAx, y 0+  0Ay) Ay2] .

бунда
Ax =  x — x 0, Ay — y — yo, O < 0 < 1 .

Унда

Л =  Т  l f ) i x o+Q&x,y0+ eA y) -Ax2+

+  2f"xyix 0+  BAx,y„+ OAy)Ax• Ay +  f i?{xQ+  0Ax, y o+ 0 A y ) A y 2] (20) 

-f- 2/jry(x0—{— 0Ax,y()-|- 0Ay) Ax • А у-|-/^(хц-1-0Ах, y o-f-0Ay) Ay* ] 

булади.
Кулайлик учун куйидаги белгилашларни киламиз:

(х,* у о),

а 12=  fxy ix о. Уо).

« 2 2  =  iX0< У о) ,
А айирманинг ишораси

ЙЦ ’ «22 ®12



1°. а и-а22—af2> 0  булсин. Бу хсшда А нинг ишорасини аниклаш 
учун уни куйидагича

Д =  4 ' 7 4 — ГГТ------- K/J(*e4-0Ax, y 0+QAy) -Ах +
2 ^(х0 + в-Ах’Уо + вА>У) 1

+  f ’xy (^о+ЭАх, у о+ 0 А у )  -Ау) 2+  (/"2( x o+ 9 A x , y o+ 0 A y )  •

• f"2( x o+0Ax ,  у о+ 0 А у )  — f ^ ( x o+ A x - 0 ,  y e+ 0 A y ) ) - Ay2] (21)

ёзиб оламиз.
Айтайлик,

fx2 (Х0>Уо) =<1|1>0

булсин. Унда иккинчи тартибли хусусий хосилаларнинг узлуксиз 
булишидан 1

lim/"2 ( х о+0Ах,  у 0+ вА у)  =  а н> 0 ,
А х — О х  

А у — 0

шунингдек

Иш (/ } (x o+ 0A x ,  y 0+QAy)-f"u2(x0+QAx, у о+ 0 А у )  —
Ах—0 \ х У
Ду—О

— f?y{x0+QAx, Уо+ОАу)) =  a u - a 22— a?2> 0  

келиб чикади.
Ах хам да  А у лар етарлича кичик булганда (21) муносабатдан 

А ^ О  булишини топамиз.
Демак,

a n - a 22—- а 22> 0  ва a n > 0  булганда 

Д =  /(х,у) —f (x 0, уо) > 0 ,
яъни

f(x,y) > f ( x 0, Уо)
булади. Бу холда f(x, у) функция (хо,уо) нуктада минимумга 
эришади.

Худди шунга ухшаш курсатиш мумкинки, а и-а22— а\2>  0 ва 
an  > 0  булганда

А = / (х , у )  —/(х0, у о ) < 0 ,
яъни

/(* ,У)</(*0 ,  Уо)
булади.  Бу холда f(x, у) функция (хо, уо) нуктада максимумга 
эришади.

2°. а и -а 22— а 22< 0  булсин. Ушбу

а 22г 2+ 2 а 12г  +  а п 
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<вадрат учхаднинг дискриминанти

D — 4 a 2V2—4 а па 22=  —4 ( а па 22— ) > 0

5у(лганлиги сабабли А айирма шпора сакламайди,  яъни шундай a i ,  
Х‘2 кийматлар топиладики,

a 22a i +  2 a 12a 1 +  a n > 0  , 

dZ 22*^ 2 2  d  j 2*^ 2 —Кг ^  1S О

Зулади. Аввало
^ 2 2 а ?  +  yflL | - ) -  flt| 1 О

Зулган холи и караймиз.
Иккинчи тартиб хусусий хосилаларнинг узлуксизлигидан фойда- 

таниб топамиз:
lim Г/')(хц+ 0 Л х , у ()+  0Ay)a?~f 2/^(хо+0Ах ,  у о+ 0 Д у )  a , +Дх -*(] l У
Au— 0 •

+  /^(хо+ А х0 ,  y o+ 0 A y )  ] = a 22- a ? 4 - 2 a 12a 1 +  a J)> 0 .

Унда (х0, г/о) нуктанинг шундай Ur.(xo,yo) атрофи топиладики, 
(х0 +  Ах,у0 +  Ау) с ;  {УЕ (*о,Уо) булганда

(х0+0Ах,г/о+  9Ау)« 1+  ̂ ( х 0+  0Ах,уо+  0Ay) a , +

~\~fx2 { x 0-\-QAx,y()-\-QAy)  > 0  (22)

эулади.
Энди (хо, г/о) нуктанинг етарлича кичик (7и(х0,г/0) атрофини 

элайлик. Унда шундай кичик р сон топиш мумкинки, (хо +  р, yo +  pcti) 
нукта хам l/J(x(h'yo), хам U Г||(хо,у») атрофга тегишли булади.  Агар

Дх =  р, Ay==pai
дейилса, (20) хамда (22) муносабатлардан

А =  /(x 0-f-Ах,у0+  Ay ) —f(x<>yо) =  [ р 2 [Г/ ( х о+ 0 А х ,  у о+ 0 Д у )  +

+  2/^(х„+ Ах• 0,Уо+ GAy)a  I +  (х0+  ЭАх,у0+  0Ау) • а ? ] >  О
булади. ,

Шундай килиб, (хо, у о) нуктанинг атрофида шундай (хо +  Ах, 
г/о +  Ау) нукта топиладики,

А > 0
булади.

Шунга ухшаш
^  2 2 ^  2 —I— ^  fX [ 2СС 2 —i— ^  j j О

булган холда (хо, уо) нуктанинг атрофида шундай нукта (хо +  Ах, 
уо +  Ау) топил и ши курсатиладики,

A — f (хо +  А х ,  yo +  A y )—f(xo, У о ) < 0



Демак,  (хо, уо) нуктанинг атрофида Д айирма ишора сакламайди.  
Бу хсьлда f(x, у) функциянинг (х0, г/о) нуктада экстремуми булмайди.

3°. а п- а 22— а?2= 0  булсин. Бу холда /(х, у) функция (х0, ,г/0) 
нуктада экстремумга эришиши хам мумкин, эришмасдан колиши 

. хам мумкин. Уни кушимча текшириш ёрдамида аникланади.
М и с о л,  Ушбу

f(x, у) = х ‘2 +  ху-\~у2 — 2х — 3у
функциянинг экстремумики топинг.

Берилган функциянинг хусусий хосилаларини хисоблаймиз:

f'x{x, у) =  ( х2+  хг/ +  г/2 — 2х — Зу) i  =  2х +  г/ — 2, 
f'y(х, у) =  (х2 +  ху +  у- — 2х — Зу)у =  X +  2у — 3.

Бу хусусий хосилаларни нолга тенглаб,
J 2x-f- у  —  2 =  0, .

{ х  +  2 у  — 3 =  0

системани хосил киламиз ва уни ечиб,
1 4

х° ~  3 ’ у « — 3

булишини топамиз. Демак ,  нукта функциянинг стационар

нуктаси.
Берилган функциянинг иккинчи тартибли хусусий хосилаларини 

хисоблаб, уларнинг стационар нуктадаги кийматларини топамиз:

// (х, у) =  {2х +  у  — 2 ) ' = 2 ,

С  (х, У) =  (2х +  г/ — 2 ) „ =  1, 

f} (х,у)  =  (х +  2г/ — 3 ) ' = 2 ,

а п = 2 ,  a i 2 = l ,  «22 =  2.
Энди апагг  — а ? 2  микдорни топамиз:

fli I • ci'2‘2 — аЬ> =  2 -2  — 1 = 3 .

Д ем ак , . а п а г г  —а ? 2 > 0  ва а п — 2 > 0 .  Берилган функция | )

нуктада минимумга эришади. Функциянинг минимум киймати 
— \ га тенг: min f(x, у) =  —~1 -

О ' О
Фараз  килайлик, f(x, у) функция чегараланган ёпик 

D (DczR2) сохада берилган булсин. Равшанки,

D =  D\JdD.



Каралаётган функция D да  узлуксиз булсин. Унда Вейерштрасс 
теоремасига биноан f(x, у) функция D да  узининг энг катта вдмда 
энг кичик кийматларига эга булади. Функциянинг D даги энг катта 
(энг кичик) киймати куйидагича топилади:

1) f(x, у) ф ункциянин г  D с о х а д а г и  м а к с и м у м  (м и н и мум )  
К'ийматлари топилади ,

2) f(x, у) функциянинг dD даги максимум 
(минимум) кийматлари топилади.

1) ва 2) х,оллардаги топилган максимум 
(минимум) кийматлар таккосланиб,  улар ора­
сидаги энг каттаси (энг_кичиги) аникланади.
Бу f (x, у) функциянинг D даги энг катта (энг 
кичик) киймати булади.

М и с о л. Ушбу

/ (х, у) =  х2 +  2ху — Зу2 +  у
функциянинг

Б = {{х , у) £R2: 0 ^ -х ^ .  1, О ^ г / ^  1, +  1}
даги энг катта ва энг кичик кийматларини топинг ( 2 4 - чизма).  

Равшанки,
D =  D[)dD,

бунда D =  {(x, у) ER2: 0 < х <  1, 0 < г / <  1, 0 < х  +  г/< 1},
dD =  OA[]AB[jOB

Берилган функциянинг стационар нукталарини топамиз;

f*(x, у) = 2 х  +  2у =  2 { х + у ) , f'y{x, у) =  2х бу -f- 1,
х +  у  =  О _____ 1_ _  1_
2х — бу +  1 =  О =>Х 8 ’ ^ 8 '

Демак ,  ^ н у к т а  функциянинг стационар нуктаси. Бирок

бу нукта D сохага тегишли булмагани учун уни карамаймиз.
Энди функцияни D соханинг чегараси dD да  караймиз.
а) (х, у) в ОВ булсин. Бунда O^xsgl  1, у =  0 булиб, берилган f(x, у) 

функция куйидаги

f ( x , y ) = x 2
куринишга эга булади. Равшанки,  бу функциянинг ОВ даги энг 
кичик киймати f\ (0, 0) = 0 ,  энг катта киймати /г( 1, 0) =  1 булади.

б) (х, у) 6 ОА булсин. Бунда х==0, 1 булиб, берилган /(х, у) 
функция куйидаги

f(x, у) =  — Зу2 +  у 
куринишга эга булади. Бу функциянинг [0, 1] даги экстремумини 
топамиз:

f ' ~ —6 у + 1 ;  —6 у +  1 — 0=̂ - У~~§ ■



Демак,  (О, стационар нукта.  /"== —6, демак  ̂о , н у к т а ­

да /(х, у ) максимумга эришиб, унинг максимум киймати /3̂ 0, —  ̂ =  

— ■ булади.

в) (х, у) £АВ булсин. Бунда х + у — 1 ( 0 < х <  1, 0 < г / <  1) б ула ­
ди. у = \ —х булишини эътиборга олиб топамиз:

f(x, y ) = f ( x ,  1— х) = х 2 +  2 х  (1 — х) — 3 ( 1 — х ) 2 +  ( 1 — х) =
=  — 4х2 +  7х — 2.

Бу функциянинг экстремумини топамиз:

/ '=  — 8х +  7; — 8х +  7 =  0=>х =

1 1 7 1У ~  х — \ — — ■— ■

Демак,  ^  стационар нукта.  - f " =  —8 булганлиги сабабли

функция' ^ - ,  нуктада максимумга эришади ва унинг максимум 

киймати I

булади.
Юкорида келтирилган му.лох,азаларда А = А  (Q, 1) нукта эъти- 

бордан четда колди. Шу сабабли берилган f(x, у) функциянинг (0, 1) 
нуктадаги киймати

/5 (0, 1) =  —2
хам хисобга олиниши лозим.

Функциянинг /1, /г, /з, /4, fъ кийматларини солиштириб, берилган
функция y  )  нуктада энг катта киймат 1-~- га, (0, 1) нукта- 

да эн г  кичик киймат — 2 га тенг булишини топамиз.

8 - § .  ОШ КО Р МА С  Ф У Н К Ц И Я Л А Р

Икки х ва у узгарувчиларни богловчи ушбу

F ( x , y ) =  0 (23)
тенгламани карайлик.

х  узгарувчининг бирор х==хо кийматини олиб, уни (23) тенглама- 
даги х  нинг урнига куямиз Натижада у ни топиш учун

F(x0, у) =  0 (23')



Айтайлик, (23 ')  тенглама ягона уо ечимга эга булсин. Унда, 
г ан 1панки.
• ■ , F(xо, уо) = 0
булади.

Энди X (X cz R ) туплам х узгарувчининг кийматларидан иборат 
шундай туплам булсинки, бу тупламдан олинган хар бир х (х £Х) 
кийматда

F(x, у) = 0
тенглама ягона у  ечимга эга булсин.

X тупламдан ихтиёрий х сонни олиб, бу сонга F(x, у) — 0 тенгла- 
манинг ягона ечими булган у  сонни мос куямиз.  Натижада 
Л,тупламдан олинган хар бир х га курсатилган коидага кура битта 
у*ни мос куядиган  y =  f ( x ) функция хосил булади. Одатда бундай 
аникланган функция ошкормас функция дейилади.

Демак ,  ошкормас функция F (х, у) = 0  тенглама ёрдамида аник- 
ланар экан.

М и с о л л а р .  1- Ушбу

F(x, у) =  у  д/l — х 2 — 2 =  0 (24)

тенглама ошкормас функцияни аниклайдими?
Агар х  узгарувчининг (0, 1) интервалдаги ихтиёрий хо кийматига 

у узгарувчининг
2

У о —  — ==--
V  х~х1

кийматини мос куйсак ,  унда

F (x» Уо) =Уо '■ д/l —*о —2 =  —y i = =  • д/Т — Хр —2 =  0
У ‘ ~ хо

эулишини т о п а м и з .  Демак,  (24) тенглама ошкормас функцияни 
аниклайди.

2. Ушбу
^ (х ,  у)  = х 2 +  у 2+ 1  = 0

генглама ошкормас функцияни аниклайдими?
Бу тенглама х узгарувчининг ( — оо, -)-оо) ораликдан олинган 

хеч бир кийматида ечимга эга эмас. Демак ,  берилган тенглама 
ошкормас функцияни аникламайди.

Келтирилган мисоллардан куринадики, F (х, у) =  0 тенглама хар 
доим хам ошкормас функцияни аниклайвермас экан.

К,уйида F(x, у) функция кандай шартларни баж арганда
F{x, у)  =  0

тенглама о ш к о р м а с  функцияни аниклашини, яъни ошкормас 
функциянинг мавжуд  булишини ифодаловчи теоремани исботсиз 
келтирамиз.



8 - т е о р е м а -  F(x, у) функция (хо, уо)нуцтанинг ((хо,, у о ) б # 2 ) 
бирор Uв (х о, у о) атрофида (Ь > 0 )  аникланган, узлуксиз %амда 
узлуксиз F'x(x, у), Fy(x, у) хусусий хосилаларга эга булсин.

булса, у %олда х о ,  у о нущталарнинг шундай U&0 (x  о ) ,  и&0 (уо) 
атрофлари (бо^>0) топиладики, V x 6^ e (x o )  учун F (х, у ) =  
=  0 тенглама я го н а  y E U f,(y b )(y= f(x ))  ечимга эга ва

О  f ( x o)= yo
2) f(x )  функция Ub0(xo) да узлуксиз уосилага эга ва

Одатда бу теорема ошкормас-функциянинг мавжудлиги хакида-  
ги теорема дейилади.

М и с о л л а р -  1. Ушбу

8 - теореманинг барча шартларини каноаглантиради.  Унда шу 
теоремага кура

тенглама (2 — бо,  2 +  бо) атрофда ошкормас функцияни аниклайди.

функцияни карайлик.  Бу функция (0, 0) нуктанинг U&(0, 0) атрофида 
( б > 0 )  узлуксиз, узлуксиз

Агар ( х о ,  у 0) пуцтада
1)  F (x о, уо) =  0,
2 ).F 'y(xo, уо ) ф 0

(?)

булади.

F'x{x, у) = у + \ ,  F'y(x, у) = х + \
хусусий хосилаларга  эга булиб,

F (х, у) = х у + х + у — 1 =  0

2. Ушбу
F(x,y) =  х —у +  у  sin у

F',(x,y) =  l, F'y(x, у) =  — 1 +  j  cosy



— -кусусий хосилаларга эга булиб,
F(0, 0 )=0,

^ ( 0 ,  0) =  -  1 +  -*- =  - {  ф  о

булади. Демак,  берилган функция (0, 0) нуктанинг атрофи да
8- теореманинг барча шартларини каноатлантиради. Унда шу 
теоремага кура

F(x, у) ~  х — у +  siny =  0

тенглама ( —бо, бо) атрофда (б о > 0 )  ошкормас функцияни аниклай- 
ди.

3. Ушбу

F(x, у) = х 2 +  у2 — 1 = 0
тенглама билан аникланадиган ошкормас функциянинг хосиласини 
топинг.

F(x, у ) = х 2 +  у 2— 1 функциянинг хусусий хосилаларини хисоб- 
лаймиз:

F'x (х, у) =  (х2 +  у2 — 1) i  == 2х,
F'(x, у) * =  (х -\-у \ ) ' у  —  2у.

Унда (*) тенгликка кура ошкормас функциянинг хосиласи
X

У ~  у
булади.

4. Ушбу
F(x, у) — х-еу + у е х — 2 — 0

тенглама билан аникланадиган ошкормас функциянинг хосиласини 
топинг.

Аввало F (х, у) = х е и~\-уе< — 2 функциянинг хусусий хосилалари- 
нм топамиз:

F'x(x, у) — (хеу +  уех — 2)'х =  еу +  уех, 
F'y(x, у) =  [хеу-\-уех — 2)у =  хе? +  ех.

Ошкормас функциянинг хосиласи

' _  __ F*{X’ y) _  _
У Fy (x, у )  хе^ +  е*

булади.
Агар F (х, у) = 0  тенглама y — f (х) ошкормас функцияни 

аниклаб, функция барча иккинчи тартибли узлуксиз хусусий 
Хосилаларга эга булса,  унда ошкормас функциянинг иккинчи 
тартибли хосиласини хам хисоблаш мумкин.

Иккинчи тартибли хоеила таърифига биноан

у" — (у')'

1?!



булади. Мураккаб функциянинг хосиласини хисобдаш коидасидан 
фойдаланиб топамиз:

, л ,  , ?Л Х’ У) \ {  К (Х’ У)У =  (у)
Fy (x ,y )  /  \  Fy(x, y)

'  Fx ( x , y )  \  , Fy ( x , y )  ■ F j ( x , y )  -  F'x(x, y )  ■ Fxy(x, у )

+  ~  / у  .'.//> ) у У ~  ~~ U , . < x . „ ) r

F' y (x, y )  ■ Fxy(x ;  у )  -  F'x( x , y )  '■ F"2(x , y ) /  Fx( x , y )

( F ' y ( x , y ) ) 2 \  Fy (x, y )

(Fy ( x , y ) ) 2 ■ F"t2( x , y )  -  2F"xy( x , y )  ■ Fx( x , y ) ■ Fy ( x , y )  +  {F'x{ x , y ) f  • F"y2(x, y )

7л( Fy ( x , y ) ) c 

Демак,

{Fy{x, y ) ) 2-F"^(x, y )  —2F"xy(x, y) ■F'x( x , y ) - F v (x, y )  +  ( F J x ,  y ) ) 2 -F"2(x, y )
У = ,

( F y { x , y ) ) A

. (**)
М и с о л .  Ушбу

F(x, y ) = x 2 +  x y + y 2~ 3 =  0
тенглама билан аникланадиган ошкормас функциянинг иккинчи 
тартибли хосиласини топинг.

Аввало ошкормас функциянинг биринчи тартибли хосиласини 
хисоблайм.из:

F'4x, у ) = 2 х  +  у, Fy(x, у ) ~ х  +  2у,

и' =  -  F'xix' У) =  _ i £ ± i ' .
F-, (-V •;/) ' ’ '

Равшанки,
! F } ( x , y ) ~ 2, F"xu~ \, F'jix, у) = 2  .

Унда (**) формуладан фойдаланиб топамиз:

f t  __ __ (-УЧ~2</) 2 • 2 — 2 • 1 • (2x-\-i/) (х-\-2у)  -)- ( 2 х А- у ) 2 ■ 2____

(х +  2 у )3 ~~
__ 2х2 +  Нху +  8 у 2 — 4л:2 — 2ху  ~- 8ху  — 4y'2~j-8x2 +8ху-\~ 2 у 2 __

~  f v ■+• 2у  I ’ ' ~

6л:2 +  б х у - f  б у 2 6 ( х2 -{- ху  4-  у 2) __ 6 - 3  18

(л +  2 у ) 3 . (jc +  2 у ) 3 (х-\-2 у ) 2 (х-^-2 у ) А
Демак,



7 -Б О Б

т  У З Г А Р У В Ч И Л И  Ф У Н К Ц И Я Л А Р

«Олий математика асослари»нинг 1-томида бир узгарувчили 
функция, мазкур китобнинг 5, 6- бобларида эса икки узгарувчили 
функциялар батафсил урганилди.

Фан ва техниканинг турли сохаларида учрайдиган купгина 
масалалар эркли узгарувчиларнинг сони иккидан рртик, булган 
функцияларга боглик булиши хам мумкин. Бу эса уз навбатида 
Ш узгарувчили ( т > 2) функцияларни урганишни такозо этади.

т  узгарувчили функциялар ( т > 2 )  билан боглик, тушунча ва 
тасдиклар икки узгарувчили функциялардаги каби булишини 
на4арда тутиб ушбу бобда т  узгарувчили функциялар билан боглик 
бу 1ган асосий тушунчаларни т а ъ р и ф л а б ,  тасдикларни эса исботсиз 
келтириш билан кифояланамиз.

l-§. Ra Ф А ЗО  ВА У НИНГ  М У Х И М  Т У П Л А М Л А Р И

Ушбу
{ ( x i ,  Х2,..., х т ) :x i£R,  X2^.R, ■■■, xmeR)  О )

тупламни караймиз.  Бу тупламнинг элементи (xi, хг, хт ) ш у 
туплам нущтаси дейилади ва у одатда битта харф билан белгилана­
ди':

X —  (Xl ,  Х2, • ••> Х т ) ■
Бунда xi, Х2, хт сонлар х  нуктанинг мос равишда биринчи, иккинчи 
ва хоказо т -  координаталари дейилади-

(1) тупламда ихтиёрий

X —  (х\, Х 2 , Х т ) ,  у  =  ( у и  У 2, •••> У т )  
нукталарни оламиз. Куйидаги

Р (х,у)  =  л]{У\ — * i ) 2+  (У2— x 2) 2_ + j -  +  (У т — х,п)2 =

=  Л  2  {ук- х к)2
V  fe=i

микдор х ва у  нукталар орасидаги масофа дейилади.
Масофа куйидаги хоссаларга э га :
1°. р(х,  у) ^ 0  ва р(х, у) = 0  о  Х =  У'>
2°. р (х, у) =  р(у, х ) ;
3°. р(х, г) 'С р(х, у)-\-р(у, z), ( z = ( z i, Z2 , zn))-



Одатда (1) туплам Rm фазо деб аталади.
Вирор a — (он, 0 2 , am)£Rm нукта ва г > 0  сонни оламиз.
Куйидаги

\x<zRm : р(л:, а) <г},
{х£Ят •' р(х, а)

тупламлар мос равишда очик, шар х,амда ёпик, шар дейилади. Бунда 
а  нукта шар маркази, г эса шар радиуси дейилади.

Ушбу

{(JC i, Хо,  . . . ,  Х т ) £Rm : й \ <х\ < 6 1, a2 <.X2 <.b2 , am<Lxm<_bm),
{ (* 1 , Х-2, Хт ) £ R m '■ a i  S ^ X l ^ . b l ,  a 2 ^ X 2 ^ b 2 ,  . . . ,

(a i ,  a-2, a m; 6 i, 6 2 , bm— ха кики й сонлар) тупламлар мос равишда 
очик; параллелепипед хам да  ёодк; параллелепипед дейилади.

Айтайлик, бирор х ° = ( х {1, х\, ..., x%) £ Rm хамда мусбат е сон 
берилган булсин.

1- т а ъ р и ф. Маркази хп нущтада, радиуси е га тенг булган очик, 
шар х° нущтанинг атрофи (г атрофи) дейилади ва и е(х°) каби 
белгиланади:

Ut (хй) =  {xfR m: р (х, хо) <  е).
Rm фазода бирор G туплам берилган булсин: GczR™
2- т а ъ р и ф. Агар х £G нук,танинг бирор атрофи Ut (xn) czG 

булса, у уолда х° нук,та G тупламнинг ички нуктаси дейилади.
3- т а ъ р и ф. G тупламнинг yap бир нуктаси унинг ички нук,таси 

булса, бундай туплам очик, туплам дейилади.
Масалан,  очик шар очик туплам булади.
4- т а ъ р и ф. ,4га/; х° нущтанинг %ар к,андай Ut.(x{]) атрофида 

F тупламнинг (F a R m) х>] дан фарк,ли камида битта нук,таси булса, х° 
нущта F тупламнинг лимит нущтаси дейилади.

5- т а ъ р  и ф. F тупламнинг (FezRm) барча лимит нукталари шу 
тупламга тегишли булса, F ёпик, туплам дейилади.

2 - § .  m У З Г А Р У В Ч И Л И  ФУ НК Ц ИЯ  ВА У НИНГ  Л И М И Т И

Rm фазода бирор М туплам берилган булсин:

М cz Rn.
6 - т а ъ р  и ф. Агар М тупламдаги ,\ар бир х — (х\, х :>, .... х,п) 

нуцтагП" бирор к,оида ёки к,онунга кура битта %ак,ик,ий у сон (y£R) 
мос к,уйилган булса, у %олда М тупламда m узгарувчили функция 
аникланган (берилган) дейилади ва уни

y —  f ( x I, Х 2, . . .  Х т )

каби белгиланади. Бунда М туплам функциянинг аникланиш туп- 
лами, х\, xi, ..., хт — функция аргументлари, у эса Х\, хч, ..., хгп лар- 
нинг функцияси дейилади.

Масалан,  f — Rm фазодаги хар бир х== (х\, xi, ..., х,п) нуктага  шу 
нукта координаталари квадратларининг йигиндисини мос куювчи 
коида булсин. Бу холда

У~Х\ -j~ xi -(- ... -f- Хгп



функцияга эга буламиз. Функциянинг аникланиш туплами M =  Rm
з,ан иборат.

y = f ( x i, -*2, .... хт ) функциянинг аникланиш туплами М дан 
олинган х ° =  (х°\, х2, ..., х°т ) нуктага мос келувчи уо сон y =  f(xi, xi, ..., 
Кт) функциянинг (%?, х2, ..., Хт) нуктадаги киймати дейилади:

yo =  f(xu x i  ..., x l) .

Масалан^ юкорида келтирилган y — xi-\-X2 +  ...-j-x2m функциянинг 
(1,1, 1) нуктадаги киймати

У — f i  М ,  1 ) =  1 +  1 +••• +  1 =  гп
эулади.

y — f(x\,X2 , ..., Х т )  функциям ( М c~Rm, х — (jci, Х2, ..., хт ) ) тупламда 
эерилган булиб, а = ( а i ,  аг, . . . ,  а т ) нукта М тупламнинг лимит 
-1уктаси бул’син.

7- т а ъ р и ф. Агар V e > 0  сон олинганда %ам шундай 6 > 0  сон 
"опилсаки, ушбу р(х,  а) С 8 тенгеизликни цаноатлантирувчи барча 
с£М нущталарда

\f{X\, х2, ..., Хщ) — Ь\ < е

генгсизлик бажарилса, Ь сон f(x\, Х2 , ..., х т ) функциянинг а нуктадаги 
шмити дейилади ва

я*  ..., x j  = 6
xr ai

х2~*а2

Хщ

:аби белгиланади.
1 - т е о р е м а  ( К о ш и  т е о р е м а с и ) .  f(x\, х 2, ■■■, x m) функци- 

гнинг а =  (а\, а 2, а п) нуцтада чекли лимитга эга булиши учун 
V o 0 олинганда %ам шундай й > 0  сон топилиб, 0 < р ( х ,  а) < 8 ,  

и) < 6  тенгсизликларни даноатлантирувчи ихтиёрий х£М, 
х£М (х— х t, X2 , ..., Хт), х = (х [ , X2 , ..., Хт)) нущталарда

\f(xi, Х2, ..., Xm) — f( x  I, Х 2, ..., *m) I <6
генгсизликнинг уринли булиши зарур ва етарли.

Энди куп узгарувчили функциялар учун такрорий лимит 
гушунчасини киритамиз.

f(x  1, %2 , ..., хт ) функциянинг х\ аргумент а\ га интилгандаги 
1 имити (бунда хг, х3, ..., хт тайинланган деб каралади)

\\ т !(хь хъ ... ,хт)

ди карайлик.  Бу лимит х2, хз, ..., х т  узгарувчиларга боглик функция 
эулади:

lim Да:,, х2, .... х т) =  ф,(х2, х 3, ..., х т ).



Сунг (pi (х2 , хз, ..., хт ) функциянинг'лгг аргументи а2 га интилганда- 
ги (бунда хз, Х4 , ..., хт  тайинланган деб каралади)

lim фДх» Хз, ..., хт) =<р2(х3, х4, ..., х т)

ни карайлик.
Юкоридагидек бирнн-кетин хз- -̂аз, х4 -*-а4, ..., хт-+ат да 

лимитга утиб
lim l i m. , .  l im f ( x x, хъ ..., x j

xm-~am xm— 1 ~*am — I *l^al

ни хосил киламиз. Бу лимит f(x\, Х2 , ..., хт ) функциянинг такрорий 
лимити дейилади.

3 - § .  т  У З Г А Р У В Ч И Л И  Ф У Н К Ц И Я Н И Н Г  У З Л У К С И З Л И Г И

f(x  1, X2 , ..., хт ) функция M czRm тупламда берилган булиб, а — (а\, 
« 2 , ..., ап)£М  нукта эса М нинг лимит 'нуктаси булсин.

8- т а ъ р и ф. Агар V e > 0  сон олинганда уам шундай б > 0  сон 
топилсаки, ушбу р (х, а) << б тенгсизликни каноатлантирувчи барча 
х= (х\ , Х2 , ..., хт )ЕМ нущталарда

1/4*1, Х2 , ..., Xm) —f(ai, а2, ..., ат \С е
тенгсизлик бажарилса, f ( x u х2, ..., хт ) функция (а1у а2, ..., ат ) нуцтада 
узлуксиз деб аталади.

Агар f{x  1, х2, ..., хт ) функция М тупламнинг ( М с / ? т ) хар бир 
нуктасида узлуксиз булса,  функция шу М тупламда узлуксиз 
дейилади.

т  узгарувчили функциялар учун хам икки узгарувчили 
функциялар каби Вейерштрасс хам да  Больцано-Коши теоремалари 
уринли булади. , •

9- т а ъ р и ф. Агар V e > 0  сон олинганда х,ам шундай 6 > 0  сон 
топилсаки, М тупламнинг р(х', х") тенгсизликни цаноатланти- 
рувчи ихтиёрий х '— (х'\, х'2 , ..., х'т )£М, х" =  (xV, Х2 , ..., х'т ')ЕМ  
нуцталарда

| f(x'i, X2 , ..., x'm) —f(xY, Х2 , ..., X'm') \<В
тенгсизлик бажарилса, f(x  1, х2, ..., хт ) функция М тупламда текис 
узлуксиз функция деб аталади.

2 - т е о р е м а  ( К а н т о р  т е  о р е м  а с  и). Агар f(x  1, Х2 , ..., xm) 
функция чегараланган ёпик; М тупламда (M czR m) аникланган ва 
узлуксиз булса, функция шу тупламда текис узлуксиз булади.

4- §. от У З Г А Р У В Ч И Л И  Ф У Н К Ц И Я Н И Н Г  ХУСУСИЙ 
Х.ОСИЛАЛАРИ

f(x  i,x2, . . . ,xm) ф ун кц и ям  (MczR"1) тупламда берилган булсин. Бу 
тупламда (х°,х2, ...,х°т ) нукта билан бирга (x ? - f  Дх, х%, ...,х°т ) нуктани 
олиб, ушбу

AXlf =  f (x 0l +  Axl,x i . . . ,x °m)^ - f (x 0l,x l . . . ,x °m)



айирмани караймиз.  Уни f(x  1, хг, ..., хт ) функциянинг (х?, х£, ..., 
х°т ) нуктадаги х\ аргументи буйича хусусий орттирмаси дейилади.

10- т а ъ р и ф. Агар Axi-»-0 да

Лд:, *

нисбатнинг лимити мавжуд ва чекли булса, бу лимит f ( x i, Х2 , ..., xm) 
функциянинг (х?, х°, ..., х„) нуктадаги х\ аргументи буйича хусусий 
уосиласи деб аталади ва

, ' , 0 0  о,' •• дН*Ч’ х*.....1 ( х 1 х ° 2, . . . ,х 1)  еки - дхх

каби белгиланади. Демак,

К (х%х\, =  lim1- Л*,—о

Худди шунга ухшаш f (x i, Х2 , хт ) функциянинг Х2 , Xi ва х;оказох„, 
аргументлари буйича хусусий х,осилалари таърифланади.

Энди М тупламда (х?, 'х°, ..., х°т ) нукта билан бирка (x“+ A x i ,  
Х2 +  А х 2, ..., Xm-4-Axm) нуктани олиб, ушбу Д/=/(Х| +  ДХ1, Х2 +  ДХ2 , ..., 
х°т-\-&хт ) —f(x\, х§, ..., х„) айирмани караймиз.  Одатда бу айирма 
функциянинг т^лик орттирмаси дейилади.

11- т а ъ р и ф. Лгар функциянинг тулик, орттирмаси А/ ни

A f — А 1 Axi -\-A2Ax 2 -Ь... -f- ЛшА-tm -J- ot г Дх] -)- aaAxa -f-... -f- a mAxm (2)

куринишда ифодалаш мумкин булса, f(x  1, хг, х т ) функция (х?, хг, 
..., Хт) нущтада дифференциалланувчи деб аталади, бунда Л 1, А 2 , ..., 
Ат узгармас сонлар, a i ,  а г , а ш лар эса Axi, Дх2 , ..., Ахт ларга боглик 
ва Axi-кО, Ах2—*-0, Дхт ->-0 да  аг->-0, ..., а т-*-0.

Агар f(x  1, хг, ..., хт ) функция М тупламнинг х,ар бир нуктасида 
дифференциалланувчи булса,  функция М тупламда дифференци­
алланувчи дейилади.

3- т е ор  е м а. Агар f(x  1, хг, ..., хт / функция (х“, х%,..., х„) нуктада 
дифференциалланувчи булса, у %олда бу функция шу нуктада 
узлуксиз булади.

4- т е о р е м а. A zapf(x  1, ха, ..., хп) функция (х?, х " , ..., xJJ,) нуктада 
дифференциалланувчи булса, у х,олда бу функциянинг шу нуктада 
барча хусусий цосилалари f'x, f v  —,f'x мавжуд ва улар мос ра­
вишда (2) муносабатдаги А i, А 2 , ..., А т ларга тенг булади:

f'x,(x°„xi...,x0J = A lf

f x,(x°i,xi x° J = A 2,

f 'x jx l x i  x°m) = A n



5- т е о р е м а  ( ф у н к ц и я  д и ф ф е р е н ц и а л л а н у в ч и
б у л и ш и н и н г е т а р л и ш а р т и ) .  Агар Дал, X2 , ..., хт ) функция 
{х°\, Х2 , хт ) нуцтанинг бирор атрофида барча аргументлари буйича 
хисусий хосилаларга эга булиб, бу хусусий хосилалар (хи Х2 , ..., 
Хт) нуцтада узлуксиз булса, f ( x u х2, .... хт ) функция (х'1, х2, 
хт ) нуцтада дифференциалланувчи булади.

5 m УЗГАРУВЧИЛИ Ф У Н К Ц И Я Н И Н Г  
Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л И

Фараз килайлик f ( x i, х2, х п) функция M (M crR m) тупламда 
берилган булиб, (xl, х2, х°т )е М  нуктада дифференциалланувчи 
булсин. Унда шу нуктадаги функциянинг тулик орттирмаси
А / = Л 1Алг| -\-A2Ax2 -\- ■■■ ~\-А,„Axm- | - a i A x i + « 2 Ax2 +  ... -\-ат -Ахт (2) 
булади.

12- т а ъ р и ф. Ушбу
А 1 Ал'] А2Ах2-f"- ... -\-АтАхт

ифода f(x  1, х2> ..., хт ) функциянинг (х°, х2, ..., х°т ) нуктадаги 
дифференциали деб аталади ва df(xu х2, ..., х°т ) каби белгиланади:

d[(Xl, Х2, Хщ)  =  А  1 АХ[ А  2Ах2 - f -  . . .  А тК Х т '

Ах\, Адсг, ..., Ахт орттирмаларнн мос равишда уларнннг дифференци- 
аллари dx 1, dx2 , ..., dxn билан алмаштириб, сунг 8 - теоремани 
эътиборга олиб, f(x  1, ,.м хт ) функциянинг дифференциалини 
куйидагича

d f ( x l x l  ...,х°т) =  f'Xi(x°b x l  . . „ x D d x ^  

i> х 2-> •••> x m\dxi-\- ... f (х?, x%, ..., x°m) • dxm (3)
, ёзиш мумкинлигцни курамиз.

Равшанки,  f { x i, x2, ..., xm) функциянинг (xu x2, xh) нуктадаги 
тулик орттирмаси Af(xi, xl, xm) хам, шу функциянинг каралаётган  
нуктадаги дифференциали df (л:1), х2, ..., х°т ) хам аргумент орттирмала- 
ри Axi,  Ах2, ..., Ахт ларга  боглик.

Бир томондан функциянинг дифференциали Axi, Ах2, ..., Ахт 
ларга  содда, яъни чизикли боглик булиши, иккинчи томондан эса 

Axi-И), Ах2-*-0 , Ахп-+0 да
Ot 1 Ax i  —| ОС-2 ДХ2 j ... ~ \ ~ < Х т А Х т

ифоданинг юкори тартибли чексиз кичик микдор булиши ушбу

А /(ж?, Х2 , . . . ,  Х°т ) df(x  1, Х2 , ..., Хт )

такрибий формулани ё з и щ ^  имкон беради.
Демак,

/  (.С?- f - A x i,  X2-f-AX2, ..., Х°т -\-АXm)mf(x°l ,  Х2, ..., xii) +  

"Ь /х, (■*?> Х<Ь •••> х т) (̂х®, х\, ..., Хт)Ах2-\- ... +

+  fxJ x l  х% ..., х°т)Ахт .
. Бу формуладан такрибий хисоблашларда кенг фойдаланилади.



6- §. т  У З Г А Р У В Ч И Л И  Ф У Н К Ц И Я Н И Н Г  ЮК.ОРИ Т А РТ ИБ Л И 
\ О С И Л А  ВА Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Л А Р И

f(x\, Х2, хт ) функция М (MczRm) тупламда берилган булиб, 
унинг хар бир (xi, Х2 , хт ) нуктасида f  f  , f'Xm хусусий хоси­

лаларга  эга булсин. Бу хусусий хосилалар xi, Х2 , хт  узгарувчи- 
ларга боглик булиб, уз  навбатида уларнинг хусусий хосилаларини 
к а р а т  мумкин.

1 3 - т а ъ р и ф .  f ( x |, Х2 , ..., хт ) функция хусусий цосилалари 
f'Xi(x 1, х 2, .... х т),1'Х2( х ь х ъ .. . ,x j . . . ,  f ‘Xm(x b Хъ ...хт) ларнинг xk{ k = \ ,2 ,
3, ... т )  узгарувчиси буйича хусусий х,осилалари берилган 
функциянинг иккинчи тартибли хусусий уосилалари дейилади ва

/w  / l v  ( k = l  2, 3 .......  m)
еки

g2f d 2f d2f (k =  1, 2, ..., m)

каби белгиланади. Демак ,
d2f

dx\dxk

dx2dxk

d2f

dxmdxk

dxk \ dxt J

. . .  <> ( J f \
dxk V dX2 )  ’

Турли узгарувчилар буйича олинган иккинчи тартибли
i i — Цфк) 

dxtdxk

хусусий хосилалар аралаш хосилалар дейилади.
Худди шунга ухшаш f ( x i, Х2 , ..., х,„) функциянинг учинчи, туртинчи 

ва хоказо тартибдаги хусусий хосилалари таърифланади.
Маълумки,  f(x  1, х%, ..., хт ) функция (х\, Х2 , ..., хт )£М  нуктада 

дифференциалланувчи булса,  унда бу функциянинг дифференциали

df =  f'Xl ■ dx , +  f Xi • dx, +  .... +  f Xm ■ dxm
булади. ,

14- т а ъ р и ф .  /(x\, X2 , .., xm) функция дифференциали d f(x\, Х2 , .... 
xm) нинг дифференциали берилган f ( x i, X2 , xm) функциянинг 
иккинчи тартибли дифференциали дейилади ва d2f каби белгилана­
ди:

d2f =  d(df).



Фараз килайлик, / (х i, Х2 , ..., хт ) хам да  g(x  1, х% ..., хт ) функциялар 
(х\, X2 , ..., х°т ) ЕМ нуктада Дифференциалланувчи булсин. .У холда

1) d (fz b g )—dfdtdg, '
2 ) d { f-g ) = f -d g  +  g-df,

,  3) r f ( I ) =  (е ф щ

булади.  Бу коидалардан кейинчалик фойдаланамиз.
Энди функциянинг иккинчи тартибли дифференциалини унинг 

иккинчи тартибли хусусий хосилалари оркали ифодаланишини 
курсатамиз.

Таърифга биноан

d J  =  d (d f)= d (f^  ■ dX]+ fX!dx2+ .... + f :m-dxm)

булади. Бунда биринчи тартибли хусусий хосилалар (xi, хг, хт ) 
нуктада хисобланган.

dx I, dx 2 , ..., dxm — ихтиёрий орттирмалар булиб, х\, хг, хт 
узгарувчиларга боглик эмаслигини эътиборга олиб топамиз:

d ifx f lx i-!- /xdx2-\- ■■■ H-  fxjdxm) === dx i• df x̂ -\-dx2 - df ... d xm* df Xmz=z 

— ( f x2 • dx^-\-fXi.X2 • dx2-{- ... + f XlXm • d x j  -dx,-)- 

+  (/jtjjtj • d xx +  f g d x  2+  ... f  X2Xm-dx J  -d 2x-{-

+  ................................ '.............................................................. - f

~b ifxmxfdx\-)~ fx^  ■ dx2-\- ... ■ dxm) • dxm=

— f x2 • dx2-\-f^ • dx2-f- ... -f7*m • dx2m +

+  2/;% • • rf*2+ 2 /"^ • cfx, • dx3+  ... +  2/"^ • dx,  • d x m +

+  2/"^ • dx^dx3+  ... + 2 f l Xrn • dx2 • dxOT+  ... - f

+  ' dxm-i • dxmr

f(xi, Х2 , *m) фукциянинг (xi, Хг, xm)EM нуктадаги учинчи, 
туртинчи ва хоказо тартибли дифференциаллари хам худди 
юкоридагидек таърифланади.



О Д Д И Й  Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л  Т Е Н Г Л А М А Л А Р

Дифференциал тенгламалар олий математиканинг мухим, айни 
пайтда фан ва техниканинг турли сохаларида кенг фойдаланилади- 
ган булимларидан бири.

Табиат ва техникада юз бераётган жараёнларни кузатишда.  бу 
жараёнларни ифодаловчи микдорларнинг бир-бири билан турлича 
богланганлигини курамиз. Маеалан,  7°С хароратли ( Т > 0) жисм- 
нинг в а кт утиши билан совуши Т (t) — Ньютон конунига биноан

d7̂ f - = - k - T ( t )  . (1)

(k — узгармас мусбат сон) тенглама билан богланган булиб, у шу 
генгламадан топилади.

(1) тенгламада номаълум Т(t) функция билан бирга унинг
dT(t)хосиласи ^ х,ам кагнашгандир.

Умуман, номаълум функция ва унинг хосилалари катнашган 
тенгламаларга  келадиган масалалар жуда куп. К,уйида улардан 
баъзнларини келтирамиз. ' .

1- м а с а л а. Идишда 140 л аралашма булиб, унинг таркибида 
1,4 кг туз бор. Бу идишга иккита кувур уланган. Биринчи кувурдан 
хар минутда таркибида 1 кг туз булган 7 л аралашма узлуксиз 
равишда куйилади, иккинчи кувурдан эса шу тезлик билан 
аралашма окизилади. Бир соатдан сунг идишдаги аралашма 
таркибида канча туз булади?

i вактни эркли узгарувчи сифатида кабул киламиз. Равшанки,  
аралашмадаги тузнинг микдори t га боглик булади. Уни y(t) дейлик. 
Унда г +  пайтда аралашмадаги туз микдори у (7 +  At) булиб, At 
вакт  оралигида туз микдори y(t-\-Al) —y(t)' га узгаради.'

Мас'аланинг шартига биноан Ai вакт  ичида идишга 1-А/ кг туз 
тушади ва

т £  - 7  • "  к |  =  ’ §  ■ "  к г

туз чикиб кетади. Уларнинг фарки эса

1 _  ’ ail1 )  ■ Ы
булади. Хар онда идишдаги аралашма таркибида туз микдори 
узгариб турганлиги сабабли

y(t) '
у  ( I  ~Г L i t ) -----~  L\L —

булади

y(t +  At) —y(i)  «  At -  ^  • At , (2)



Агар At нолга интила борса, (2) такрибий тенглик катъий тенг- 
дикка айлана боради. Бинобарин,

lim +  — УУ)  _  1 _  У(0_ 
""о А< 20

булади. Натижада

y'V ) =  1 -  y~ jl (3)

тенгламага келамиз.
Шундай килиб, идишдаги аралашма таркибидаги туз микдорини 

топиш — номаълум функция y(t)  ва унинг хосиласи у ' (t) катнашган 
тенгламани ечишга келар экан.

2- м а с а л а. Массаси т  га тенг булган,  ощрлик кучи 
таъсирида маълум баландликдан тушаётган жисмнинг харакаг  
конуни топилсин.

Жисм вертикал укнинг О нуктасидан бошлаб пастга караб 
тушишида унинг босиб утган й^ли S  — в-актнинг функцияси булади.

Айтайлик, S(/) жисмнинг t вакт  ичида босиб утган йулини, v(t) — 
тезлигини, а(/) эса тезланишини аникласин.

Функциянинг биринчи ва  иккинчи тартибли хосилаларининг 
механик маъноларини эътиборга олиб топамиз:

S ' ( t ) = v ( t ) ,
S"(t) =  a(t) .  (4)

Масаланинг шартига кура,  жисмга таъсир этувчи кучлар:
1) пастга караб йуналган огирлик кучи

Р.= т  • g
(g  — эркин тушиш тезланиши, g « 9 8 1  см/с2),

2) юкорига караб йуналган каршилик кучи

Q— — а ■ v(t)

( а > 0  — пропорционаллик коэффициенти).
Ньютоннинг иккинчи конунига асосан, жисмга таъсир этувчи • 

кучларнинг тенг таъсир этувчиси F(t) учун

F (t) = m -a ( t )

муносабат уринли. Демак,

т  ■ a (t) =  т  ■ g  — а  ■ v ( t) .

(4) муносабатларни эътиборга олиб топамиз:

т  ■ S"{t)  =  т  ■ g — а  • S '( i) .  (5)

Шундай килиб, .жисмнинг харакат  конуни S(t)  ни топиш номаълум 
функция S(i)  нинг биринчи ва иккинчи тартибли хосилалари 
катнашган тенгламаларни ечишга келар экан.



Умуман, жуда куп масалалар юкоридагига ухшаш номаълум 
функция ва унинг турли тартибдаги хосилалари катнашган 

тенгламаларта келади. , Улар эса Дифференциал тенгламалар 
тушунчасига олиб келад#.

'Битта эркли узгарувчи, номаълум функция ва унинг турли 
тартибдаги хосилалари катнашган тенглама оддий дифференциал 
тенглама дейилади,

Масалан, юкоридаги (3) ва (5) тенгламалар оддий дифференциал 
тенгламалардир.

Айтайлик, х —  эркли узгарувчи, у унинг, функцияси (у =  у (х )), 
у' =  у '(х), ..., ytn) =  y(n)(x) лар эса шу функциянинг хосилалари 
булсин.

Бу X, у, у', у", ..., у(п) ларни богловчи ушбу

Ф(х, у, у', у", у(п)) = 0  (6)

тенглик дифференциал тенгламанинг умумий куринишини ифода­

лайди.
(6) тенгламада катнашган номаълум функция хосиласининг 

юкори тартиби (6) дифференциал тенгламани-нг тартиби дейилади. 

Масалан,

У '=  §л/ У, У' +  У- tgx =  cos2x 

биринчи тартибли дифференциал тенгламалар, 

у " =  arcsinx, у "  -\-4у' =  0

иккинчи тартибли дифференциал тенгламалар,

у'" =  2 - ^ ~  у " —  З у  -f- Зг/ У = 0  
sin X

учинчи тартибли дифференциал тенгламалардир,
Ф ар аз  килайлик, ф(х) функция (а, Ь) да аникланган, узлуксиз 

булиб, у шу ораликда узлуксиз ц>' (х) , ф " ( х ) ,.... Ф (,,) (х) хосилалар га эга 

булсин.

Агар (6) тенгламадаги у нинг урнига Ф (-*:)> у' нинг урнига ф '(х ), 
у "  нинг урнига ф " (х ) , ..., y fn) нинг урнига ф<">(х) куйилганда у 
айниятга айланса:

Ф (х , ф (х ), ф '(х ), ..., ф</!) {х) )

ф (х) функция (6) дифференциал тенгламанинг ечими дейилади. 

Масалан, ушбу

У' =  д /1 — у9' 

дифференциал тенгламанинг ечими

у =  sinx ( * е [ — f-> f ] )



y =  sinx, (sm x)' =  cosx 

лар берилган дифференциал тенгламани

cos(x) =  д/ l  — sin2x ( х б [ — -f, -f])

айниятга айлантиради.
Дифференциал тенгламаларнинг ечимини топиш масаласини 

дифференциал тенгламаларни интеграллаш- масаласи хам деб 
юритилади.

Виз, аслида содда дифференциал тенгламалар ва уларни ечиш 
билан аввалрок, функция интеграли тушунчасини урганишда дуч 
келганмиз. (Каралсин, [1], I-боб, 1-§.) Берилган узлуксиз f(x) 
функциянинг бошлангич функцияси. у = у (х )  ни топиш

y '(x )= f (x )  (7)

дифференциал тенгламани ечиш демакдир. Маълумки, бу тенглама- 
нинг ечими

У (х) =  \ f(x)dx +  С (8)

булади. Демак, (7) дифференциал тенглама чексиз куп ечимларга 
эга. Узгармас С нинг турли кийматларида (7) тенгламанинг турли 

ечимлари хосил булаверади.
Одатда (8) ечим

y '{ x )= f{ x )■

дифференциал тенгламанинг умумий ечими дейилади. Узгармас 
С нинг тайин бир кийматидаги ечим эса (7) дифференциал 
тенгламанинг хусусий ечими дейилади. .

Дифференциал тенгламалар назариясининг асосий масалалари- 

дан бири тенглама ечнмининг мавжудлиги ва ягоналиги булса, 

иккинчиси тенгламаларни ечиш, яъни дифференциал тенглама­
ларнинг ечимини топишдан иборат.



БИРИНЧИ ТАРТИБЛИ ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМАЛАР

Биз ушбу бобда биринчи тартибли оддий дифференциал 
тенгламаларни урганамиз.

Маълумки, биринчи тартибли дифференциал тенглама, умумий 

холда

Ф(х, у, у') =  О (1)

куринишда булади. Бу ерда х — эркли узгарувчи, у =  у(х) —  номаъ­
лум функция, у' эса у — у(х) функциянинг хосиласи.

Ф араз  килайлик, (1) тенглама у' га нисбатан ечилган булсин:

У' =  f(x, у). (2)

Одатда (2) тенглама, хосилага нисбатан ечилган дифференциал 
тенглама дейилади.

(2) тенглама у =  у(х) функция хосиласи у' (х) ни (х (: (а, Ь)) 
текисликдаги бирор D  сохада берилган f(x, у) функция билан 
богловчи тенгликдир. Равшанки, 0у тенглик маънога эга булиши 
учун хар бир х £  (а, Ь) да (х, у) — (х, y (x ))£D  булиши лозим. 
Кейинчалик бу шарт хар доим бажарилган деб караймиз.

Агар ф(х) функция (а, Ь) да аникланган, узлуксиз хамда узлуксиз 

ф '(х) хосилага эга булиб, ихтиёрий х £ (а ,  Ь) да {х, (p(x))dD  ва

ф '(х) = / ( х ,  ф (х ))

булса, яъни (2) тенглама у =  ф (х ) , у' =  ф' (х) ларда айниятга айланса, 
ф(х) функция (2) тенгламанинг ечими дейилади.

Айтайлик, у =  ф(л') функция (2) дифференциал тенгламанинг 
ечими булсин. Бу функция графиги, умуман айтганда, эгри чизикни 
ифодалайди. Шунинг учун уни (2) дифференциал тенгламанинг 

■интеграл эгри ч и з и р и  хам дейилади.
Биринчи тартибли •

y '= f (x , У) (2)

дифференциал тенглама чексиз куп ечимларга эга булиб, улар 

тенгламанинг ечимлари тупламини ташкил этади.
Куп холда (2) дифференциал тенгламанинг барча ечимларини, 

битта ихтиёрий узгармас С га боглик булган

у =  ф(х, С) ёки F(x, у, С) =  О

муносабат билан умумий куринишда ифодалаш мумкин. Уш! 
дифференциал тенгламанинг умумий ечими дейилади. Бунда,



узгармас С нинг вдр бир тайин кийматида х ва унга мос у лар учун 
(х, у) 6-0 булиши керак. Узгармас С нинг х,ар бир кийматида унга 
мос ечим досил булади. Бундай ечим берилган дифференциал 
тенгламанинг хусусий ечими дейилади.

.Масалан, ,

у' =  ех— у (3)

дифференциал тенгламани карайлик, бунда

f{x, у) =  ех — у

булиб, у текисликнинг барча нукталарида аникланган. Куйидаги 

Ф о М = у ^  (*€ ( — «J, + оо))

функция берилган дифференциал тенгламанинг ечими булади, 

чунки (3) тенгламадаги у нинг урнига tp0(x) = — ех ни, у' нинг

урнига фо(х) =  ех ни куисак, у аиниятга аиланади:

Шунингдек,

— ех =  рх ___ - ех =>- — ех =  — ех2 е — е 2 е ^  2 е — 2

ф ,(х) =  е * +  — ех, 

Ф 2 ( х )  =  2е~х

функцияларнинг дар бири (3) тенгламанинг ечими булади. Бу 

берилган дифференциал тенгламанинг хусусий ечимларидир.
(3) тенгламанинг умумий ечими

ф (х) =  С • <?“ * +  ~^ех

куринишда булиб, бунда С — ихтиёрий узгармас сон.
Айтайлик,

У' =  fix, у) 

дифференциал тенгламанинг умумий ечими

у —  ф (х , С)

булсин. Бу ечимдан тенгламанинг хусусий ечимини келтириб 

чикариш учун изланаётган у =  у(х) функция аргумент^ х нинг бирор 
хо кийматида функция уо кийматни {уо=у{хо)) кабул килишини 
билиш етарлидир. Одатда, хо аргументнинг, уо эса изланаётган 

функциянинг бошлангич кийматлари дейилади. х = х о  да излана­

ётган функциянинг киймати у0 га тенг булсин, дег'ан шарт бошлангич 
шарт дейилиб, куйидагича

У I х—х{) У о



Бошлангич шартдан фойдаланиб

уо =  ф(хо, С)

тенгламага келамиз. Ундан эса С топилади. Топилган С  нинг, 
киймати Со га тенг булса, берилган дифференциал тенгламанинг 

хусусий ечимй

у =  ф(х, Со)

га тенг булади.
Биринчи тартибли

у'— fix, у) :

дифференциал теигламалар назариясининг асосий масалаларидан 

бйри бошлангич шарт

У I Х — Х.и У о

ни каноатлантирувчи ечимни топишдан иборат. Бу масала Коши 
масаласи дейилади.

Биринчи тартибли

y' =  f(x, у)

дифференциал тенглама ва унинг ечими содда геометрик маънога 

эга. Тенгламадаги f(x, у) функция текисликдаги D сохада 
аниклансин. Бинобарин, бу соханинг хар бир (х , у) нуктасида т.айин 
кийматга эга. Масалан, (хо, yo )^D  нуктада f(x, у) функДиянинг 

киймати

f (хо, уп) =  ко

булсин. Унда (2) га кура

у'(хо) =  ко

булади. Демак, ко —  у — у(х) эгри чизикка (хо, уо) нуктада 
утказилган уринманинг бурчак коэффициенти.

Маълумки, уринманинг бурчак коэффициенти тугри чизик 
йуналишини ифодалайди. Демак, D  соханинг (хо, уо) нуктасида 
йуналиш аникланар экан.

Шундай килиб

у' =  /(х , у)

дифференциал тенгламанинг берилиши билан D  соханинг хар бир 

нуктасида йуналиш аникланади. Бу йуналишлар биргаликда 
йуналишлар майдони дейилади.

Демак, (2) дифференциал тенглама йуналишлар майдонини 

аниклайди.
Энди (2) дифферент!.-: : генглама ечимининг геометрик маъноси- 

ни келтирамиз. Маълумки, D сохадаги у — у(х) эгри чизик учун

<р'(х ) == / ( * ,  ф ( х ) )



Демак, (2) тенгламанинг ечими D  сохада шундай у =  ф(х) эгри 
чизикки, бу чизикка, унинг ихтиёрий (х , у) нуктасида узказилган 
уринма йуналиши D соханинг шу нуктадаги майдон-йуналиши 
билан бир хил булади.

1-§. у '— f(x, у) Д И Ф Ф Е РЕ Н Ц И А Л  ТЕ,НГЛАМА ЕЧИМ ИНИНГ 

М АВЖ УД ЛИГИ  ВА ЯГОН А Л И ГИ

Ушбу параграфда биринчи тартибли дифференциал тенглама

y' — f(x, у)

ечимининг мавжудлиги ва ягоналиги масаласи билан шугуллана- 
миз.

Аввало баъзи тушунча ва тасдикларни келтирамиз.
Ф араз  кдлайлик, f(x, у) функция икки узгарувчининг функцияси 

сифатида R2 фазодаги ёпик тугри туртбурчак

D =  {(x, у) £ R 2: \х — Хо[ \у — уо\ < & }=

— {(•*> y)£.R2’- хо — a ^ x s ^ x o + a ,  уо~Ь^.у^уо-\-Ь\

да берилган булсин.
1 - т аъ р и ф . Агар шундай узгармас мусбат k сон мавжуд 

булсаки, /(х , у) функция х аргументнинг \х — хо| ^ а  тенгсизликни 
каноатлантирувчи ихтиёрий цийматларйда, у аргументнинг

IУ — f/ol ^ 6  тенгсизликни каноатлантирувчи ихтиёрий у ва у 
кийматларида

\f(x, y )~ f(x , у )\^k-\y — y \ (4)

тенгсизлик уринли булса, f(x, у) функция . иккинчи аргумент 
у буйича Липшиц шартини бажаради дейилади.

Агар f(x, у) функция D да узлуксиз булса, у шу сохада чегара­
ланган, яъни шундай узгармас мусбат М сон мавжудки, V(x, у) £D 
учун •

I f ( x , y ) \ ^ M  (5)

булади (каралсин, 5-боб, 5-§).

1 - т е о р е м а .  Агар

y '= f ( x ,y )  (2)

тенгламада f(х, у) функция

D =  {(x, у) £ R ‘2:\x — xol \у— </о|<6}

да узлуксиз булиб, иккинчи аргументи буйича Липшиц шартини 
бажарса, у уолда (2) дифференциал тенгламанинг \хо — ft, хо +  Л[

Ъ
сегментда (h — m\n(a; -^)) бошлангич

У\ х̂ — У»

шартни цаноатлантирадиган ечими мавжуд булиб, у ягона булади.



И с б о т .  Аввало

y' — f(x, у)

тенгсизликнинг хар икки томонини \со, х] оралик буйича интеграл- 
лаймиз:

X X

^ y '( t )d t—  ̂f (t, y ( t ) ) d t .

* 0  *0

Бошлангич. шартни хисобга олиб топамиз:
X

 ̂y '( i)d t =  y{x) — у (х0) =  у(х) — у 0.

хо

Натижада берилган (2) дифференциал тенгламага эквивалент 

булган ушбу *

у { х )= у 0+  $ f ( t ,y ( t ) )d t  (2')

*а

тенгламага келамиз. (Номаълум у(х) функция интеграл белгиси 

остида булганлиги сабаблц (2') тенглама интеграл тенглама 
дейилади.)

'Демак, берилган дифференциал тенглама ечимининг мавжудли- 

ги ва ягоналигини курсатиш учун (2') тенглама ечимининг 

мавжудлиги ва ягоналигини курсатиш етарли булади.
(2') тенглама ечимининг мавжудлигини исботлашда кетма-кет 

якинлашиш усулидан фойдаланамиз. Берилган бошлангич киймат 

уо ни олиб, f(x, уо) ни караймиз. f(x, уо) функция {со — h, Xo-\-h\ да 
узлуксиз булганлиги сабабли

X

J f ( t ,y 0)dt

*0
интеграл мавжуд ва у х нинг функцияси сифатида [xo — h, xa +  h] да 

узлуксиз. Бу функция ёрдамида у\ (х) функцияни куйидагича 

тузамиз:

У\{х) = У 0+  Jj f it, y 0) d t . (2")

х0

Равшанки, у\ (х) функция [хо — h, xo-\-h] да узлуксиз ва х = х о  да 

yi — г/о булади.
(2") тенгликдан, х £ [ х о — h, Хо +  /г] эканини эътиборга олиб 

топамиз: *

у М ) — у о=  § f ( t ,y jd t= >  \ у М — у 0)\<

*1)
X X

< |  ^ \f{t,y0)\dt\ = > \у\(х) — !/о1<Л}. | ^dt\ =>■

* 0 XQ

==> \ у\(х) — у0\ < м - ] х  — хо\ =>- \у\(х) — уо||<М-/г.



А = С ^  булганлиги учун кейинги тенгсизликдан

\У\(х) ~  г/о|<6
эканлиги келиб чикади. Бу эса х £ [х 0 — А, х0 +  А] да у х(х) функция­
нинг кийматлари [уо — Ь, уо +  Ь] га тегишли булишини курсатади.

Шундай килиб, у\(х) функция [xo—h, х0 +  А] да аникланган ва 
узлуксиз булиб, V x£[x0 — A, хо +  А] учун (х, y i(x)) 6£> булади.

Энди ма'ьлум булган бу у\(х) функция ёрдамида у2(х) функцияни 
куйидагича тузамиз:

X

Уг (х) =  Уо+ \f(t, y\(t))dt. (6)

Бу У'2 {х) функция х,ам [хо— А, хо-+-А] да аникланган, узлуксиз ва 
х — хо да у 2= у () булади. (6) тенгликдан топамиз:

л:

У2 (х )~ У о=  d t = * \у2 (х) — yQ\ =

хв
X X

=  1 \f(t, y t(t))dt\ =р- \у2 ( х )  —  г/ o K ^ I  

■*0 *0 

< М -  | х  — Xol = >  Iу2 ( х )  — уо\ ^LM-h=>  ]г/2 ( х )  — уо\ < £ > .

Бу эса хо 6 [хо — /г, хо +  /г] да г/г (х) функциянинг кийматлари [г/о — Ь, 
уо-\-Ь] га тегишли эканини билдиради.

Шундай килиб у2 (х) функция [хо —  А, xo -f-A ] да аникланган ва 
узлуксиз булиб, Vx£[xo — A, хо +  А] учун (х, у2 (х )) 6D булади.

Бу жараённи давом эттирабориб, п та кадамдан кейин [хо — А, 

хо +  А] аникланган, узлуксиз ва х =  хо да уп =  уп бошлангич шартни 
каноатлантирувчи

X

y n (x )= y 0+-\f(t,yn- i(t))d t  (6')

функцияни хосил киламиз. Бу функция учун

\ У п (х )  — у0\ <  i $ \ f( t ,y n̂ l (t))\dt\ < М • |х — х0| < 6

хо

булади.
Шундай килиб, уп(х) функция [хо — А, хо +  А] да аникланган ва 

узлуксиз булиб, Ух6[хо — А, хо +  А] учун (х, г/„(х)) £D  булади.
Бу жараённи чексиз давом эттириш натижасида

уо, у\ (х), г/2 (х),..., у„ (х),... (7)



функционал кетма-кетлик хосил булиб, унинг хар бир х,ади £со— h, 
jco +  A-J Да узлуксиз, х£  (ко — h, jco +  A] учун (х, уп(х )) £ Д  (п — 0,1,2,... ) 
ва х =  хо да уп= уо  (п =  0,1,2,... ) булади.

(7) функционал кетма-кетлик хадлари ёрдамида ушбу

Уо+ [У\(х) — г/о] +  [г/г (*) — у\{х)}+ [у3 (х) — уч. ( * )]+ ...+

+  [Уп (х )— уп - 1 (*) ] + ... ' (7')

функционал каторни хосил киламиз. Бу функционал каторнинг 
дастлабки п +  1 та хадидан иборат хусусий йигиндиси:

S„+i(jc) = i/o +  [у\(х) — уп]+ [г/г (х) — yi(x)}+

+  \Уз (х) — 1/2 (х) ] +  ...+  [уп (х) —уп-\(х)] =  уп {х).

Энди (7') функционал каторнинг хадларини бахолаймиз. 

Равшанки,

X

\yi{x)—yo\ =  \\f(t,yo)dt\s^M-\x — x0\. (8)

х0

Каторнинг кейинги хадларини бахолашда f(x, у) функциянинг 
иккинчи аргументи буйича Липшиц шартининг бажарилишидан 

фойдаланамиз:

X

\У*{х) — уЛх) к  $ \f(t, y x(t)) — f{t, y0)\dt\<

xo

X - x \x — x I2

< k\ J \y i {t)-yo\dt\^k-M-\ --- (80

Л) xo

X

\Уз(х) — y2(x) I <  I  ̂\f(t,y2 { t ) ) — f { t , y l ( t))\dt\ <

*0

x 2 x I |3

^ \y2(t) — yt(t)\dt\^ ^ 1 t — x0\ 2dt\ < fe 2-Af- —  2;y — •

■*■0 *0

У-муман,

Ы * ) I < 1  5 | / а ^ - . ( 0 ) - / ( ^ ^ - 2( 0 ) 1 Л К

^ k n~lM- (8")
n!

булади. (Кейинги тенгсизлик математик индукция усули ёрдамида 

исботланади.)
Энди |л: — jco| ^ h булишидан фойдалансак, унда юкоридаги (8), 

(8') ва (8 " )  муносабатлар куйидаги



куринишга келади.
Ушбу

b*h% ip- /,3 bn~ lhn 
M-h +  M - ^ + M - - ~ + . . . +  (10)

сонли каторни карайлик. Даламбер аломатидан фойдаланиб,

М
,п,п +  1k п

jjm ---=  l im —~ = 0 < 1 .
П— оо kn hn П-*-оо Я " f ” 1

м-----
л!

(10) каторнинг якинлашувчи эканини топамиз.

Демак, (7') функционал каторнинг хар бир хадининг абсолют 

киймати, (9) муносабатга кура якинлашувчи (10) сонли каторнинг 
мос хадидан катта эмас. Вейерштрасс аломатига биноан (7') 
функционал катор (to— h, хо +  /г] да текис якинлашувчи. Демак, (7') 
функционал каторнинг кисмий йигиндилари кетма-кетлиги п-*-оо 
да у (х) лимитга эга ва бу лимит функция узлуксиз булади.

Агар

Sn+i(x) =у„ (х)

эканлигини эътиборга олсак, унда

уо, у\(х), у2(х) уп {х),... 

функционал кетма-кетлик учун

lim уп(х )= у (х )  ( Vx 6[х1()— /г, х 0+/г]
Поо

булади.

Энди топилган у (х) функция

X

У (х )=У о+  (t))d t
*0 ■

тенгламанинг ечими булишини курсатамиз.



У п ( х ) = у 0+  \f(t, yn_ t ( 0 )  dt

*0

тенгликнинг унг томонига
х

\ f(t ,l{ t) )d t

хо

ни хам кушамиз, хам айирамиз. Унда

, X X

У п(х)=у  о+ $ [ f(t,y n_\(t) — f(t, J(t)]d t+  ^ f it , J ( t ) )d t  (10')

*0 x0

булади. Бу тенгликдаги

X

,x0

интегрални Липшиц шартидан фойдаланиб бахолаймиз:

X

I 5 [f{t,y n̂ ( t ) ) - f { t j ( t ) ) ] d t\ ^

Xfl
X X

< 1  \ \f{t,Un-i(t))-~f(t,J(t)\dt\^k- \ \ \y^x(t)-J(t)\dt\. (11)

*0 %

{Уп(х)} функционал кетма-кетлик [xo— h, х0 +/г] да J (х) га текис 
якинлашганлигидан, Ve > 0  сон олинганда хам шундай натурал 
по сон топиладики, Vn > п п ва Vx {.[хо— h, xo+ft] учун ’

I ya_ l (x )- J (x )\ < ~ ĵ  (12),

тенгсизлик уринли булади.
(11) ва1 (12) муносабатлардан

! 5 [ f ( t ,y , ,- M ) - f ( t ,n t ) ) ] d t ^ k .^ \ \ d t\  <

*о х° '

< < - |  |х х(,| <

булиши келиб чикади. Бу эса

lim \ m i , y n^ { t ) ) ~ f ( t j ( t ) ) ) d t ^ 0

эканини билдиради.



(10') тенгликда, п~>-оа да лимитга утиб топамиз:

X

lim  у п(х) =  lim{(/0+   ̂.[/(*, y { t ) ) )— f(t , /  ( 0 )¥ *  +
Я-»-оо rt—>-оо J

Х0

Х Х - j

+  \/(*“. / ( 0 ) ^ } — ,Уо+ Jim \ [/(*, */«-i(0) —
J П-*-оо JХ0 х0

Л- *

- W ,  / ( о ) 1 ^ +  J / a  j ( t ) ) d t ^ y 0+ \ f( t ,j( t ) )d t .

л 0  л"о

Демак, ■
Л‘

Ц х) = у 0+  ^ /(/, ] (t))d t

•V

, ва х =  х0 да J(x0) — уо-
Шундай килиб, J (х) функция (2') тенгламанинг е^ими; айни 

пайтда

y '= f (x , У)

дифференциал тенгламанинг хам ечими эканлиги исботланди. Бу 

ечим бошлангич шартни каноатлантиради.
Энди топилган J (х) ечимнинг ягоналигини исботлаймиз. Теска- 

рисини ф араз килайлик, (2') дифференциал тенгламанинг у =  / (х )  
ечими билан бир каторда, бошлангич шартни каноатлантирадиган 

иккинчи у — 0(х) ечими хам мавжуд булсин. (х £\хо— h, Xo-\-h\, х — хо 
да U (xq) — у o', J ( x ) ^ U ( x )).

J (х) ва U (ж) функциялар [xo— h, x0-\-h] да узлуксиз булганлиги 
сабабли |/'(х) — U(x) | функция хам шу сегментда узлуксиз булади. 
Узлуксиз функцияларнинг хоссаларига кура [хо— h, Хо-J-/г] да 
шундай х* нукта топиладики,

\ J(x*)-U (x*)\ ^m ax\ ](x)-U (x)\ =A  (13)

булади.

Иккинчи томондан / ( х) ва U (х) функциялар (2') тенгламанинг 
ечимлари булганлиги учун

х х

Ц х )= У о +  \ f ( t ,J ( t ) )  dt, U { x )= y 0+  5 f ( t ,U ( t ) )d t

x0 XQ

булиб,
д:

\ Hx)-U{x )\<| $/(/,  J ( t ) ) - f ( t ,  U(t)\dt\^

x0
x

^ k-\ J 1 / ( 0 — U (t) | d t \ - A  )x— x0\ ^ k - A 'h



булади. Агар h — m'm (а ; булиши билан бирга А <--* х,ам булса, 

унда

к * А • h <С А
булиб,

|/(лг) -  U(x) [ С  А ( Va; (.*•„ — /г, *„ +  A]

булади. Бу эса (13) муносабатга зиддир.
; • Бу  зиддиятнииг келиб чикишига с.абаб (2) тенгламанинг ечими 

I иккита булсин деб одинишидир. Демак, ./(.г) функция (2). диффе- 
: ренциал тенгламанинг ягона ечими.

Теорема тулик исбот булди.
Исбот этилган теорема, D нинг хар  бир нчки (хц, у о.) нуктасидан 

; y' =  f(x, у) тенгламанинг ягона интеграл -яри чилиги утишини 

ифодалайдн.
М азкур  бобиинг кейинги параграфларида турли хилдаги (турли 

типдаги) биринчи тартибли дифференциал тенгламалар ва уларни 

ечиш билан шугулланамиз.

2-§. УЗГА РУВЧИ ЛА РИ  АЖ РАЛАДИГАН Д И Ф Ф Е РЕ Н Ц И А Л  ТЕНГЛАМАЛАР

У ш б у
У' —  f i {x )  ■ /2  (//) (14)

куринишдаги тенглама узгарувчилари ажрилившчт дифференциал 
тенглама дейилади. Б у н д а /1 (х) функция (a, h) да , /'7 (у) функция эса 

(с, cl)  ораликда аникланган узлуксиз функциядарднр.
Аввало (14) тенгламанинг баъзи ходларшш караймиз.

1°. (14) тенгламада / 2  (у) =  1 булсин. Бу холла (14) тенглама

у' =  [ \(х) (14')

куринишда булади. Равшанки, (14') тенгламанинг умумий ечими 

y =  \ft(x)dx +  C =  F {x )+ C

булади, бунда С  — ихтиёрий узгармас сон, 1(х) л а /1 (х) функция­
нинг бирор бошлангич функцияси: F '(х )— (\(х).

Агар .(14') дифференциал тенгламани

у | Х = Ч =  И"

бошлангич шартда карайдигаи будсак, унда

у0=/-’ (гп)

яъни
С =  //(, — F { x d )

булиб,
X

у — F(x) +y» — F(x„) = //,)+  [F(x) — F(xo )]=y (,+ / ,(* )  dx 

булади.



Шундай килиб, берилган 1(14') дифференциал тенгламанинг 

бошлангич шартни каноатлантирувчи ечими (хусусий ечими)

У=У< )+ ^ f i(x)dx

булар экан.

2°. (14) тенгламада f\ (х) =  1 булсин. Бу холда (14) тенглама

У'—fa (У) (И " )

куринишга эга булади. (14") тенгликда f2 {у) Ф Q булсин деб 
караймиз.

Агар

,  du

I
эканини эътиборга олсак, унда (14") тенгликдан 

ва ундан эса

Ы у)

булиши келиб чикади. Кейинги тенгликнинг хар икки томонини 
интеграллаб топамиз:

М т
Демак,

y '= h ( y )

дифференциал тенгламанинг умумий ечими

*=Srfc+c
булади.

М  и с о л. Ушбу

у' =  5 л[у

дифференциал тенгламанинг

у U o  =  25

бошлангич шартни каноатлантирувчи ечими топилсин.
Берилган тенгламани

лГ= 5  V »



куринишда ёзиб оламиз. Кейинги тенгликдан

- ^  =  dx
Ч~у

булиши келиб чикади. Бу тенгликнинг хар икки томонини 

интеграллаб топамиз:

= - Т  V » =‘X +  C ^ ! l = - l  ( * + С ) г

Демак,

У =  ' ^ ( х ~ ^^ )2

каралаётган дифференциал тенгламанинг умумий ечими булади. 

Бошлангич шартга биноан х — 0 да у =  25. Шунга кура

2 5 = (0 +  С ) 2=^С =  2

Оулади.
Демак, тенгламанинг бошлангич шартни каноатлантирувчи 

хусусий ечими

y =  - f ( *  +  2 )2

булади.

3°. Энди

y' =  f I (х) {у) 

дифференциал тенгламани караймиз. Уни куйидагича

« - / и » )

ёзиб оламиз. Бу тенгликдан, /2 (у) ф О  булганда

^  f (х) - dx 
f2W)

булиши келиб чикади. Кейинги тенгликнинг х,ар икки томонини 
интеграллаб топамиз:

Бу тенглик каралаётган

y'~f\ (х) • f'i{y)

дифференциал тенгламанинг умумий ечимини беради.



у' ~  х у х у 1

дифференциал тенгламанинг умумий ечимини топинг:
Берилган тенгламани куйидагича

Ж = ( х + 1 )  ( j /+ l)

ёзиб оламиз. ' Бу узгарувчилари ажраладиган дифференциал 

тенгламадир. Уни у Ф — 1 деб ечамиз:

dy I 11 С с1У

у + 1
(x-j- 1 )dx^=>  ̂ -~^у-==  ̂ (x-f- 1Ы х+  In6'=?- !n|у +  11 =

=>y-±-\~C-e 2 =^y =  C-e 2 — 1.

Шундай килиб, берилган дифференциал тенгламанинг умумий 
ечими

У =  С-е 2 — 1

булади.

4°. Энди узгарувчилари ажраладиган тёнгламаларга келадиган 
баъзи дифференциал тенгламаларни караймиз.

Ф ар аз  килайлик,

.y' =  f(x ,y )  (2 )

дифференциал тенгяама берилган булиб, бундаги / (х, у) функция 
учун

f(tx, ty) = Д х ,  у), (15)

булсин. (Бу холда f{x,y) нол улчовли бир жинсли функция, 

(2) тенглама эса бир жинсли дифференциал тенглама1 дейилади.)

(15) тенгликда

/ =  -- (хф О )  .
X

деиилса, у холда

Дх, у) = f ( l

1 Дифференциал тенгламанинг бир жинсли деб аталиши f(x , у) нинг бир жинсли 
функция -жанлигпданднр.



5улиб, f (х, у) функция эса ~  нинг функцияси булиб колади:

f ( x ,y ) =  ф(—)-

Натижада (2) дифференциал тенглама

dy

<уринишга келади. Бу тенгламани ечиш учун

У

(т) <16)

1еб оламиз. Унда

эулади.
Энди

яъни

х = и  (и =  и(х))

у =  и-х

у '=  (и-х)' =  и-\-х-и

du , du
- ^ = и  +  х- —-
ах ах

жанлигини эътиборга олиб, сунг уни (16) тенгликка куйиб, ушбу

ы-Ьх-~-=ф(ы)

генгламага келамиз. Равшанки,

. du , , du , .
и +  х - - ^ = ф  (и) = ф  (и) — и=ф-

^ X ' d u — ['fp(u)— u ] 'd x ^ —^ ~ ^ = ~ -  (ф {и) Ф и ) .  

Кейинги тенгликнинг иккала томонини интеграллаб топамиз:

^~ ТТ— ~ 1п х +  с  (и=~ \J <р(и) — и \ X )

Бу тенглик берилган дифференциал тенгламанинг умумий ечимини 

беради.
М и с о л .  Ушбу

, х2 +  у2
У — ху

дифференциал тенгламанинг умумий ечимини топинг. 

Берилган тенгламада

ху



№ * . »>  -  - -l ^ n x -s)

булади. Демак, каралаётган тенглама бир жинсли дифференциал 

тенглама экан. К,уйидаги

у =  и • х (и — и (х ))

алмаштиришни бажарамиз. Унда

у' =  и-\-х-и'

булиб, берилган дифференциал тенглама ушбу

х- и(х) и = —- ~ ~  ,
X-их

яъни

d u __ 1

dx и

куринишга келади. Бу узгарувчилари ажраладиган тенгламадир. 
Уни ечамиз:

du 1 , dx
х •- — -> и . du •——  

dx и х

u d u ~  ^ ^ - = ln | x i  +1пС=Ф-

=>и2 =  2 In Гаг • Cf.

Бу тенгликдагн « нинг урнига ни к,уйнб топамиз:

~г=21п|л'-С\ =>■
I х

^ у 2 — 2х2\п\х-С\.

Демак, берилган дифференциал тенгламанинг умумий ечими

у~\х\ ■ -\j2ln\x-C\

булади.

3-§. ЧИ ЗИ К Л И  Д И Ф Ф Е РЕ Н Ц И А Л  ТЕНГЛАМ АЛАР

Номаълум функция у — у{х) ва унинг у '- у '(х )  хосиласига 
нисбатан чизикли булган

У' +  Р ( х ) -y =  q{x) (17)



.енГлама биринчи тартибли чизикли дифференциал тенглама 
дейилади. Бунда р =  р(х) ва q =  q(x) лар (a, b )czR  да аникланган 
ва узлуксиз функциялардир.

1°. Аввало (17) да q(x) = 0  булган хусусий холни караймиз. Бу 
холда (17) тенглама ушбу

у' +  р(х)-у =  0 (17')

куринишга эга булиб, уни бир жинсли чизикли дифференциал 
тенглама дейилади (берилган (17) тенгламани эса бир жинссиз 
чизикли дифференциал тенглама дейилади). (17') тенглама узга- 
рувчилари ажраладиган дифференциал тенгламадир. Уни ечамиз:

У' +  Р (х) ‘У =  0=̂ - ^ =  — Р (х ) •У = ^ - у =  — p (x)dx=>

=>- 1п|у| =  —  ̂ р (x)dx +  \n\C\ =ф- \n\y\ — 1п|С| =

— —  ̂ р (х)а!х=Ип \~ I == —  ̂ р {х) dx=>y=C-e  J
—  \ p ( x ) d x

Демак, бир жинсли (17') тенгламанинг умумий ечими

:..-S. plx)dx

у =  С-е J (17")

булади, бунда С —  ихтиёрий узгармас сон.

2°. Энди

у '+ р  (x )- y = q  (х)

тенгламанинг умумий ечимини топиш билан шугулланамиз. Бу 

тенгламанинг умумий ечимини топишда

-  \ P ( x ) d x

у =  С-е J

ифодадаги С ни х нинг дифференциалланувчи функцияси С — С(х) 
булсин деб караб, (17) тенгламанинг умумий ечимини

— \ p(x)dx

у =  С(х)-е ' (18)

куринишда излаймиз. Равшанки,

S
p { x ) d x  —  \ p ( x ) d x

— р(х) • С (х) •е J

Бу у ва у' ларнинг ифодасини (17) тенгламадаги у ва у' ларнинг 

уршга куямиз:

S
p(x)dx  — \ p{x)dx — \ p{x)dx

- р(х )-С {х)-е  J + Р(х) -С(х) -е J =  <?(х).



Натижада, С (х ) ни топиш учун

p(x)dx

С'(х)-е  J = q (x ) ,  

яъни

7 (х ) .е  5 

■-q(x)-е
dx

дифференциал тенгламага келамиз. Унинг ечими

S
\ р(д:)Ле

q(x)-eJ dx-^-Cf

булади, бунда £ i —  ихтиёрий узгармас сон. Тогшлган С (х) ни 
(18) тенгликдаги С (х) нинг-урнига куямиз. Натижада,

S
p ( x ) d x (  I  p ( x ) d x  \

^ J< 7 ( * )-e J  + C , J  (18')

булади. Бу (17) дифференциал тенгламанинг умумий ечими булади. 
М и с о л л а р .  1. Ушбу

/ I 1
У +  — У = х

чизикли дифференциал тенгламанинг умумий ечимини топинг. 

Аввало бу тенгламага мос бир жинсли тенглама

у '+ ± у  =  О

ни ечамиз:

, , 1 __q ; dy I у ___d y ________  у ̂  d y __  dx ^

У х У ^ И х  х dx х = '>”

^ 5  ~  5 =  — ln|x| +\г\С=>у-х=С=>у =  ̂ .

Демак, бир жинсли тенгламанинг умумий ечими

С

У =  'х
булади.

Энди бу тенгликда С = С ( х )  деб

, __  С (х)_ , __  С'(х)-х— С (х)

У~  X ’ У -

ларни берилган тенгламадаги у ва у' ларнинг урнига куямиз:' 

С'(х) -х— С(х ) . 1 С(х)

X2
■ х=>

Я ^ - Ш _  +  Ш _ = ^ Сг{х) =JC2



Кейинги тенгликдан топамиз:

С (.*) =  ^x2dx -f- С , =  —|- С |,

бунда С \ — ихтиёрий узгармас сон. Демак, берилган чизикли 
дифференциал тенгламанинг умумий ечими

9 - - > й = - ; ( т  +  с | )=  Т + Т

булади. .
2. Ушбу

' У' +  У =  е* 

чизикли дифференциал тенгламанинг

«/]* = о = 1

бошлангич шартни каноатлантирувчи ечимини топинг.

Биз юЧорида

у' +  р(х) = q{x )  

тенгламанинг умумий ечими

у =  е

булишини курдик. Берилган дифференциал тенглама учун

р (х) = 1 ,  q(x)

булиб,

г г Г \ г I
\ p (x )d x =  \ dx =  x,. V q(x)-eJ =  \ ех•exdx =  ~̂  е

булади. Демак,

у '+ у  =  е*

тенгламанинг умумий ечими

» =  e - '[ c ,  +  r ” ]

булади.

Энди бошлангич шартдан фойдаланиб, узгармас Ci ни топамиз:

I

~ 2~ ‘

Демак, берилган тенгламанинг бошлангич шар гни каноатланти­
рувчи ечими

« = * - ( - !- + !



. y' +  p (x ) .y  =  q (x ) .y m (19)

куринишдаги биринчи тартибли дифференциал тенглама Бернулли 
тенгламаси дейилади. Бунда р(х) ва q(x) — (а, Ъ) да аникланган ва 
узлуксиз функциялар, m эса узгармас сон.

Равшанки, пг =  0 булганда

у' +  р ( х )-y =  q(x)

булиб, чизикли бир жинссиз дифференциал тенгламага, 
m — 1 булганда

у '+ \ р (х )— q(x )]y=o

булиб, чизикли бир жинсли дифференциал тенгламага келамиз.
Куйида т Ф 0, т ф  1 деб караймиз. (19) тенгламанинг хар икки 

томонини ут га (у ф О  деб) булиб топамиз:

j L + p{x) . J L = q  (х),

яъни

y - ny' +  p(x )-y '-m =  q(xy. (19')

Кейинги тенгламада

и— у [~~т (*)

алмаштириш бажарамиз. Унда

и' — {1 — т )  -у~ту',

яъни

у ~ у = : — 1-- и'
J  *  1 — т

булади. Натижада (19') тенглама

(\— т )- р (х )- и =  (\— т ) q (х) (19")

куринишга келади. Бу эса чизикли бир жинссиз дифференциал 
тенгламадир.

Шундай килиб. Бернулли тенгламаси (*) алмаштириш ёрдамида 
чизикли тенгламага келар экан.

Маълумки,

У '+ Р(х) •y =  q (х) 

дифференциал тенгламанинг умумий ечими

— \ f)(x)dx
у =  е J \q(x) ■^P{x)dxdx-\-C



булар эди. Шунга кура (19") тенгламанинг умумий ечими

— \ (1— m)p(x)dx . ' \ (1 — m)p(x)dx

u — e J Ц  (1 - m )q{x )-e J

булади. и = у 1~т эканини эътиборга олиб топамиз:

/-HI ~m)p(x)dx\r \ ( l-m )p (x )dx „ I'-™
у — Xе J I )  (1 —rn)-q(x) -eJ + CJJ  •

Бу берилган Бернулли тенгламасининг умумий ечимидир.
М и с о л .  Ушбу

/ 3  2
У ~ ~ - У = - х У

дифференциал тенгламани ечинг. Бу т  — 2 булган Бернулли 
тенгламасидир. Берилган тенгламанинг дар икки томонини — у2 га 
булиб топамиз:

— 2 / I 3
— у -У +-■ У

Кейинги тенгламада 

алмаштириш бажарамиз. Унда

и = у  1

и' — — У 2-У'

булиб, тенглама куйидаги

и'-\-^и — х3 (20)

куринишга келади. Шундай килиб, Бернулли тенгламасини ечиш
(20) чизикли тенгламани ечишга келди. (20) чизикли тенгламанинг 

умумий ечими (18') формулага кура

и =  е S 7 "' j j  д;3. Л  х“Хс1х +  с\ :е - 'ЛЫх[ [С+  \ x 3e3lnlx'dx] =

=  |х| -3 [С+  J * 3- lx| 3dx\= |х| -3 [ с +  х4}̂ -  +  с ] = ~  

булади. Демак,

*|3

Бундан

х4 С, 1
u =  - - i--- т , и =  .

7 \х\ У

7 U I 3

7 С , + / | х | 3

булиши келиб чикади. Бу берилган дифференциал тенгламанинг 
умумий ечимидир.



1°. Биринчи тартибли ушбу

y' =  f(x, у).

яъни

дифференциал тенглама берилган булсин. Бу тенгламани

-f(x,y)dx-b-dy — О

куринишда хам ёзиш мумкин. Бу хол умумийрбк

М(х, у) dx-\-N(x, у) dy =  d (21)
дифференциал тенгламани караш масалас.ини юзага келтиради. 

Агар (21) тенгламанинг чап томонидаги

М(х, y )dx Jr  N (х, y)dy

ифода бирор и(х, у) функциянинг тулик дифференциали, яъни

du(x, у )= М (х ,  y)dx-\- N (х, y)dy

булса, у хо.лда (21) тулик, дифференциал тенглама дейилади.
Айтайлик, (21) тулик дифференциал тенглама булсин. Унда 

(21) тенглама ушбу

du(x , у) =  0 

куринишда ёзилади. Бундан эса

и { х ,у )= С

булиши келиб чикади ( С — узгармас сон). Бу тулик дифференциал
(21) тенгламанинг умумий ечимн булади.

Тулик дифференциал тенгламалар мавзусини урганишда, 
биринчидан тенгламанинг чап томонидаги

М(х, y)dx-\-N{х, y)dy

ифода бирор и(х, у) функниянинг тулик дифференциал булишини 
аниклаш, иккинчидан шу и(х, у) функцияни топиш мухимдир.

2°. Айтайлик,

М(х, y)dx-\- N(x, y )dy~ 0

тенглама берилган булиб, М (х, у) ва N{x, у) функциялар D сохада 
( D c R 2) аникланган, узлуксиз хамда узлуксиз

дЩх, у) д N (х, у)_ 

ну ' дх

хусусий х,осилаларга эга булсин.
Агар D сохада \

дМ(х, i/) dN(x.y) /оо\



М(х, y)dx +  N (х, у) dy

ифода бирор и‘(х , у) функциянинг тулик дифференциали булади ва 
аксинча (бу тасдик кейинчалик, Грин формуласи ва унинг 

татбиклари баёнида келтирилади).
3°. Ф ар аз  килайлик,

М (х , y)dx-\- N (х, у) dy =  0

тенгламанинг чап томонидаги ифода бирор функциянинг тулик 

дифференциали, яъни М(х, у ) хамда N (х, у) функциялар учун

(22) шарт бажарилган булсин. Энди масала шу функцияни 

топишдан иборат.
Йзланаётган функция и(х, у) булсин. Унда бир томондан

du(x, у )= М (х , у) dx-\- N(x, y)dyt

иккинчи томондан эса икки узгарувчили функциянинг тулик 

дифференциали таърифига кура

du(X fy) = dJ ^ iM L d x + dU^ ^  dy 
J  дх ду '

булади. Бу икки тенгликдан

ди(х,у) ч ди(х,и) ч
— ~ - = = М ( * ,у ) ,  — ~~y'= N { x ,y )

булиши келиб чикади.
Энди

5г% ^ = М ( х ,  у)
дх •

тенгликда у ни узгармас хисоблаб, унинг хар икки томонини 
X- буйича интеграллаймиз. Натижада,

и (х, у ) — \>М (х , y )dx Jr C(y) (23)

булади, бунда • (С (у )— ихтиёрий дифференциалланувчи функция. 
Сунг кейинги тенгликнинг иккала томонини у буйича дифференци- 

аллаймиз:

- i j f L = ~ - [\ M (x^ ) d x +  c (y)\= Ч  (\ M (x ,y )dx )+ C '(y ). 

Агар

у) ==N{Xf у)

эканини эътиборга олсак, унда ушбу

С' (у ) -н  ̂ м (х, у) dx) =  N (х, у)



тенглама х,осил булади. Бу тенгламадан С(у) ни аниклаш 
натижасида каралаётган тулик, дифференциал тенгламанинг ечими 

и(х, у) топилади.
4?. М и с о л л а р. 1. Ушбу

(2xy +  3y2)dx +  (x2-\-6xy — 3y2)dy — 0

дифференциал тенгламани ечинг.
Бу тенгламада

М(х, у) — (2xy-j~3y2), N{x, у) = х 2 +  6ху — 3у2

булиб, -

^ ^ r ~ ==~h (х'2+ Ь хУ — Ъу2) =2x4-6у,

amo i l = -jy  (2^  + Зу2) =2х + 6у

булади. Демак,

дМ(х , у) __ dN(x,y)

ду дх

Бу эса берилган тенгламанинг чап томонидаги ифода бирор 
функциянинг тулик дифференциали булишини билдиради:

du(x, у) =  (2xy-T\-3y2)dx-\- (х2 +  6ху — 3y2)dy.

Равшанки,

ди^ ^ = 2 х у  +  3у\
дх

ди(х, у) _

ду 

Энди

ди(х, у)

х2+ 6 ху- 3 у 2. (**)

■-2ху +  3у2
дх

тенгликнинг хар икки томонини х буйича интеграллаб топамиз:

■ и(х ,у )=   ̂ (2xy +  3y2)dx = 2y  ~  +  Зу2х +  С (у) —

= Х У +  Зху2 -j-С  (у ).

Бу тенгликдаги С (у) ни топиш учун

и(х, у ) = х 2у +  Зху2+ С  (у) ’ ’ (***)

ни у буйича дифференциаллаймиз:

dĵ a jr~ = ~h (х2У +  ̂ хУ2+ с  (У ) )= х 2 +  Ьху +  С  (у).



Демак, (**) муносабатга кура

х2 -\-Qxy-\-C'(у) ~ х  -{-(зху 3у ,

яъни

С'(у) =  — Зу2

булади. Бу узгарувчилари ажраладиган дифференциал тенглама- 

дир. Уни ечамиз:

С '(у) =  - З у 2=^ ^ U =  - 3 y2̂ d C (y )  =  - 3 y2d y ^

=^С (у) =  - у ' Ч С

Бунда Ci — ихтиёрий узгармас сон. Топилган С(у) ни (***) 

тенгликдаги С(у) ^рнига куйсак, унда

и(х, у) = х 2у+ 3ху2— ул +  С\

эканлиги келиб чикади.
Шундай килиб, берилган тенгламанинг ечими

и (х, у) =  х2у + 3 ху2— ул +  СI =  С,

яъни

x2y +  3xy2 — y i =  C*

булади. Бунда С* —  узгармас сон.
2. Ушбу -

2х (1-f -\Jx2—у) dx— \Jx2—ydy — 0

тенгламани ечинг.

Бу тенгламада

М (х ,у )= 2 х (1 +  д1х‘2—у ), N (х, у) =  — д/*2— у

булиб,

ОМ (*, у) __  д
[2х{\ + ^ х 2— у ) ] =---- ~Г V л — Я > I —  --- >

У У v л]х1- у  

™i?±yL___ L  ( _  vlx ’ - и )  = ______-___л  -  в И  V * у) ^ r r t  •

Демак,

дМ(х,у) 0N(x,y)

ду дх

Бинобарин, берилган тенглама тулик дифференциал тенглама экан: 

du(x, у) =  2х (1 +  \Jx2 — y )d x — \[х2— у dy.

\



Иккинчи томондан

M x , y ) ^ i - J ^ d x + euixJ y l d 
дх 1 ду а

Бу тенгликлардан

~ ~ ^ - = 2 х  (1 +  V-*2 - у ) '

булиши келиб чикадм 
Энди

^ = 2 M ,+  V ? ^ )
тенгликнинг хар икки

ц 10м 0цини х буиича интеграллаимиз:

“ (*. У)=\  [2* U  +-\lx2+ y )] d x = \  ( 2 x +  2 x ^ x 2~~y)dx =

^ x4 | ( x 2- y ) 3/2+ C (i/ ) .

Бу тенгликдаги С (у) ни Топиш уцун

u ( * t / ) ^ x 2+ ^ ( x 2- y f + C ( y )  

ни у буйича Диффер&нцигаллаймиз;

ди(х,у) д (  2 2 Л  \ ------

ду ~ ^ V X С*2- у ) 2+ С ( у ) ) = -  л]х2- у  + С '{у ). 

Иккинчи томондан

(*, у) Г ~2-- “
ду '

Демак,

— \ Jx2- ^ y +  С '(у )  =  — У * 2— У ■

Кейинги тенгликдан

С  '( у )  = 0 ,  С  (у) = C i  — const 

булиши келиб чи кад и

Шундай килиб, б ^ р И/^ ган тенгламанинг ечими



яъни

х ,+  -\(х2- у У .=  С*

булади. Бунда С* — узгармас сон.

5°. Урганилаётган дифференциал тенглама

М(х, у) dx-\-N(x, у) dy= 0 (21)

куринишда булиб, унинг чап томонидаги ифода бирор функциянинг 

тулик дифференциали булмасин. Баъзи лолларда шундай ц(х, у ) ' 
функцияни топиш мумкин буладики, (21) тенгламани шу функцияга 

купайтиришдан хосил булган

(х (х, у) - М (х, у) dx +  \x, (х, у) -N (х, у) dy — О

тенгламанинг чап том они бирор функциянинг тулик дифференциа- 

лига айланади:

du (х, у) = (х  (х, у) ■М (х, у) dx-\-\n (х , у) -N (х, у) dy.

Одатда бундай ц (х, у) функция интегралловчи купайтувчи 
.ейилади.

Модомики,

|Л (*, у) •М (х, у) dx +  у, (х, у) • N (х, у) dy

фода бирор функциянинг тулик дифференциали экан, унда 

22) шартга кура.

\ц.(х,у) - М (х ,у )]= ~ ^  [ц(х, y)-N{x,y)]

>улади. Равшанки,

-~-у Ы * ,  у) ■ М(х, у) 1 (х. у) +  ц(*. у) • eAî  y),

{ l i ( x , y ) - N ( x , y ) } ^ ^ t N ( x , y ) + v  ( х .у ,-

у'нда

у )  +  ,, (*,5, ) .

яъни

М{Х,у) N (х, у)



Кейинги тенгликнинг хар икки томонини р,(х, у) га булиб, 

&у(х,у) дц(л, у)

М {х, у) — А --- N (x ,y ) — pL— = M ^ y l
Ц(*> у) Ц (*.</) дх ду

сунг

др.(х,у) д\1 (х,у)

ду_______д\пц(х, у) дх __  (51п|л(х, у)

I\(х,у) ду ' р(х,у) дх

эканини эътиборга олиб, ушбу

М (х,и ) ^ ^ l - N ( x , y )  д Щ х ^  2
'  ду v . у /  дх дх ду v ’

тенгламага келамиз.

Шундай килиб, (21) тенгламани тула дифференциал тенгламага 
айлантирадиган интегралловчи купайтувчи ц,(Х у) (24) тенгламадан 
топилар экан. Бу тенгламани ечиш анча машаккатли ишдир.

К,уйида битта содда ходни караш  билан кифояланамиз.
Айтайлик, топиладиган интегралловчи купайтувчи факат х гаги- 

на боглик булсин: ц =  ц (х).
Унда

булиб, (24) тенглама

4 ^ = 0
ду

дМ(х,у) dN(x,y)

d 1п[х(х) ду дх

dx N{x,y)

куринишга келади. Бу тенгламадан ^ (х ) ни топамиз:

дМ (х, у) dN(x,y)

d 1п|1 (*) =  .d x ^

дМ(х,у) dN(x,y)

(х) =  \ -dx+ lпС "N(x,y) 

дМ(х,у) dN(x,y)

С  J N ( x, y )

S I TdM(x,y) dN[x,y) I  ̂  

N{x,y) [ Ту <?x J



Хусусан, С = I булганда битта

S
. тЛЛЦх.у) <)Kjx, у\ л

t  k  J ' "

интегралловчи купайтувчига эга буламиз.

М и с ол. Ушбу

(x-\-y2)dx — 2xydy — Q 

тенгламани ечинг. Бу тенгламада

М(х, у) = х  +  у'\ N(x, у) =  — 2ху

булиб, .

дМ(х, у) dJJ(x, у) __  _  g

ду, дх У

булади:
дМ(х,у) , dN{x,y) 

ду дх

Берилган тенглама тула дифференциал тенглама эмас. Интеграл 

ловчи купайтувчини топамиз. Аввало

дМ(х,у) dN(x,y) 

ду <><'

N(x,y)

ни х,исоблаймиз:

дМ(х,у) dN(x,y)

ду дх __ ‘2у~~(—2 у ) _______ 2̂

N {х, у) ~~ — 2xt/ х'

Унда
d\n\i(x) __ 2

dx х

булиб,

lnu(x ) =  — 21п 1 х \, [«.(х) = —5-
X



Берилган тенгламани =-Jr- га кулайтирсак, у тула диффе-
х

ренциал тенгламага айланади:

- ^ - d x — --fdy =  0.

Бу тенгламанинг чап томонидаги ифода учун

2 Ovll  1 O v , .^ ,

*  ■ A'2

-d\n\x\— d ~ - = d  (in \x\—
X \ X

булади. Унда тенглама ушбу

d ^ ln \x\ — =  0 

куринишга келади. Бу тенгламанинг ечими

ln|je|— ^ = l n C ,

яъни

х — С-е *

булади.

6-§. Д И Ф Ф Е РЕ Н Ц И А Л  ТЕНГЛАМ АНИНГ МАХСУС ЕЧИМ ЛАРИ

1°. Биз мазкур бобнинг 2-§ ида

y' =  f(x, у) (2)

дифференциал тенглама ечимининг мавжудлиги хамда ягоналиги 

хакида теорема келтирган эди к. Бу теоремага кура, D — {(x ,y )d  
ER2’-\х — х0\< а ,  \у — у0\^Ь) да:

1) f(x, у) функция узлуксиз,

2) иккинчи аргументу буйича Липшиц шартини б аж арса , унда
(2 ) тенгламанинг (х0, уо) нуктадан утувчи ягона интеграл эгри чизиги 
(ечими) мавжуд булади.

f(x, у) функция шу шартларнинг бирини ёки иккаласини 
баж армаса, унда (2) тенглама ечимга эга булиши мумкинми деган 
савал тугилади. Мисоллар келтирайлик.



дифференциал тенгламани карайлик. Бу тенгламада f(x , у) =- 

=  — булиб, у (0, 0) нуктада узлуксиз эмас (1- шарт бажарилмайди).

Равшанки, V(x, у) ER2, (х, у) ф  (х, О) да

у '— ~  —=>ydi/ =  xdx ->и’~ х 2-\-С
а у dx у J  17 *

булади. ,
Демак, у2= х 2-\-С тенгламанинг умумий ечимидир. Айни пайтда 

берилган тенгламанинг

у |х = 0 =  0

шартни каноатлантирадиган, яъни (0, 0) нуктадан утадигак 
ечимлари м,авжуд булиб, улар иккита:

У = х , у =  — х

булади.
2. Ушбу

?/'“ • \'/

дифференциал тенгламани карайлик. Бу тенгламада f(x, у) —
2

3 —  \ —
~  у У булиб, f'y(x, у) — —у 3 булади. Ох укдаги нукталарда

.(у— 0 булади) бу хосила чексизга айлапади. Бинобарин, бундай 

(л:, 0) нукталарда функция Липшиц шартпкм бажармайди. Берилган 
тенгламанинг V(jc, у) £R2, (х, у) •/-. (л\ 0) булган нукталардаги 
умумий ечимини топамиз:

у ,=  ^У = *1 ь = У3=>У \ly-=dx^\y:i = х  — С.

Куйидаги

У L = f;= 0  .

шартни каноатлантирадиган, яъни (С, 0) нуктадан утадиган 

ечимлар хам мавжуд булиб, улар

„ / 2 х - 2 С \ т .  
у =  0 ва £/= -- ^-- J



У = х +  д/у

дифференциал тенгламани карайлик*, ф у . тенгламада f(x ,y) —
з ,.. *

— х -j- дjy булиб, Ох укининг нуктал'арида у иккинчи аргументи

буйича Липшиц шартини бажармайди.
Юкорида келтирилган мисоллардан куринадики, y' =  f(x, у) 

тенглама ечимининг мавжудлиги хамда ягоналиги хакидаги 
теореманинг шартлари бажарилмаган нукталарда шу дифференци­
ал тенгламанинг ё ечими мавжуд булмайди, ёки бундай нукталар 
оркали тенгламанинг икки ва ундан ортйк интеграл эгри чизиклари 
(ечимлари) утади.

Одатда дифференциал тенгламанинг бундай ечими унинг махсус 
ечими дейилади.

Демак, берилган (2) дифференциал тенгламанинг махсус ечими 
шундай эгри чизик эканки, у биринчидан (2) тенгламанинг интеграл 

эгри чизиги булади, иккинчидан эса бу чизикнинг хар бир нуктасида 
мавжудлик теоремасининг шартлари бажарилмайди.

Ф араз  килайлик,

y' =  f(x, у) 

дифференциал тенглама .берилган булиб,

F ( x ,y ,C ) =  0 (25)

унинг умумий ечими,

у-=(р(х)

эса топилйши лозим булган махсус ечими булсин.

Унда хар бир (х0, у0) нуктадан (бунда г/0 =  ф(х0)) (2) тенглама­
нинг хеч булмаганда битта интеграл эгри чизиги утади. Шунинг
учун

F(x0, уо, С) — О

•булади. Бу муносабатдаги С олинган х0 га боглик: С = С { х 0). 
Умуман, х0 ни ихтиёрий х дейилса (хй =  х), унда

F(x, у, С ( х ) ) =  О

булади. Ошкормас функция хосиласини хисоблаш коидасидан 
фойдаланиб топамиз:

F'x +  F'yy' +  F '- C ^  0. (26)

Иккинчи томондан (2) тенгламанинг умумий ечими

F ( x ,y ,C ) =  0

ии дифференциалласак, •

F'x +  F 'yy ':^  0 . (27)



(26) ва (27) муносабатлардан

F'c =  О

булиши келиб чикади. Бу тенглама (2) дифференциал тенглама 

махсус ечимидаги нукталар учун уринли булади.

Шундай килиб,

(F (x ,y ,C ) =  О,

1 /•':== О

тенгламалардан С ни йукотиш натижасида берилган тенгламанинг 
махсус ечими келиб чикади.

М и с о л .  Ушбу _____

у ' = х лЛ — /

дифференциал тенгламанинг махсус ечимларини топинг.
Бу тенгламада

/ ( * ,  у) = х  д/1 -^у2

булиб, (х, — 1) х,амда (х, 1) нукталарда Липшиц шарти бажарил- 
майди.

D =  {(x, у) 6/?2: (х, у) Ф  (х, — 1), (х, у) Ф  (х, 1)} да берилган 
дифференциал тенгламанинг умумий ечимини топамиз:

у '= х  V 1— / = ^ = * л / Т —у1 ̂

=> —j Y ^ 2 =xdx=^arcsmy =  ̂  — С => у sin —

Демак,

тенгламанинг умумий ечими.
Берилган тенгламанинг махсус ечимларини топиш учун, унинг. 

умумий ечими

F(x, у, C )= « /- s in (- y — С ) = 0

да С =  С(х) д е б б у й и ч а  хосиласини хисоблаймиз:

/

Fc =  (у — s>n — С) cos(-|— с ) = 0 .



'F(x, у, C ) = « /  — s i n g — С ) = 0 ,  

F'c= cos(j — C ^ O

дан С ни йукотамиз.

Агар • __________ ______

s in ^ - C y = ± - y f ^ ^ : : c ) = ± l

булишини эътиборга олсак, унда

У =  ±  1

эканини топамиз.
Демак, у== — 1, у = 1  берилган тенгламанинг махсус ечимлари 

экан.

7-§. ХОСИ ЛА ГА  НИСБАТАН ЕЧИЛМАГАН БИ РИ Н ЧИ  ТАРТИБЛИ 

Д И Ф Ф Е РЕ Н Ц И А Л  ТЕНГЛАМ АЛАР

• Маълумки, биринчи тартибли дифференциал тенглама умумий 
куриниши

Ф ( х ,у ,  у ' ) = 0  (28)

булади.

Мазкур бобнинг аввалги параграфларнда хосила у' га нисбатан
ечилган

y' =  f(x, у)

тенгламани карадик ва ургандик. Шуни айтиш керакки, купинча 
кейинги тенгламанинг ечими ошкормас функция куринишнда 

топилди. Бундай вазият (28) тенгламага нисбатан х,амруй беради. 
Ушбу параграфда

Ф  (х, у ,у ' ) = 0

тенгламани урганар эканмиз, аввало унинг ошкормас х,амда 
параметрик куринишдаги ечимлари тушунчасини эслатиб утамиз. 

Агар

F(x, у) = 0

тенглама у ни х нинг функцияси сифатида аникласа ва бу функция 
(28) тенгламанинг ечими булса, у холда

F ( x ,y ) =  0



Агар jc — ф( / ) , y =  ty(t) функциялар (а, |3) да аникланган, узлуксиз 

хамда узлуксиз ф'( / ) ,  i j / (0  хосилаларга эга булиб,

ф ( ф (0 .  - к о , * Х ) “ °

булса, у холда

Х = ф ( / ) ,

y =  ty(t)

(28) тенгламанинг параметрик куринишдаги ечими булади. 

Каралаётган тенгламада

х =  ф('и, и), 
и =  \Ь(и, у), 
у'==%(и, у)

деб, уни параметрик куринишда ифодалаймиз, бунда ф (и, и), 
1|з(«, v) хамда %(и, v) дифференциалланувчи функциялар. 

Равшанки,

d̂x ~ У ' ^  — y'-dx.

Шуни эътиборга олиб топамиз:

dy — y'-dx ■=> rf[гр(£/., и)] =  х(г/, у )>й[ф(« ,  у)] =>

=> -VM l  1+ д̂ - и)- . dv= x{ui v ) . \ M ^ d u + l<?(uLv)dv 1 ^  
du dv L du dv J

dit>(u,v) , v) d v ___ , . Гдц>(и, v) d<y(u,v) dv 1

du dv du  ̂ U' ^ L du dv du J

Кейинги тенгликдан ни топамиз: 
du

d ’± . Г а Ч>(«, t>)____( u  ) d ff (u .v ) 1 ( ) г . ^ ф ( » , v) dty(u, v)

du L dv ' dv J  du du '

. dw(u, v) d\b(u,v)
v(«, y) — 1--- ----- -----

d v __  du du

du d\b(u, v) , , dw(u, v)
------... ...Z(«. v) - -----

dv dv

Бу хосилага нисбатан ечилган дифференциал тенгламадир. 
Шундай килиб, (28) дифференциал тенгламани ечиш хосилага 

нисбатан ечилган тенгламани ечишга келар экан. (28) дифферен­

циал тенглама хар доим хам ос он ечилавермайди.
Энди баъзи хусусий холларни караймиз.

1°. Айтайлик,
Ф(х, у , у') = 0  

тенгламани х га нисбатан ечиш мумкин булсин:

x =  f(y, У')- (29)



Бу долда и ва v параметрлар сифатида у ва у' — р  (и = у , v — y ' ) 
олииади. Сунг dy=y 'dx  тенгликдан фойдаланиб топамиз:

dy =  y'-dx => dy =  pd [f(y , р)] =ф- d y = p  \ ^~dy-\ - ,

1 Щ у ,Р )  ^  I  J  _  df{y,p) . df{y, p) dp 

dp p dy dp dy'

Х,осил булган дифференциал тенгламани ечамиз. Ф ар а з  килай- 
лик, бу тенгламанинг ечими'F (у, р, с ) = 0  булсин. Унда

F (y , р, с) =  0, x =  f(y, р) .

лардан р  пи йукотиб, каралаётган дифференциал тенгламанинг 
ечимига келамиз.

Э с л а т м а. (29) тенгламанинг хар икки томонини у буйича дифференциаллаш 
натижасида

±  _  df(y,p) +  д] (у, p i  dp

р dy dp dy

тенглама хосил булади. 
Хакикатан хам.

•*' =  f (У> У') => dx =  d [/ (у, y')]=>dx = - ^ ~ ^ ~ d y  dy'
ду • ду

ду др И

на

м у м<нлоат.;трдан 

кол и б чикади

М и с о л. Ушбу

dy — y'dx =>- dy =  p-dx

J _ =  af(y>.p) | df(y>P) dP
P dy dp dy

x— In— = 0
у

дифференциал тенгламани ечинг.

Бу тенгламада

Ф(х, у, У ') = х ,- \ п ^= 0  
У

булиб, у тенглама х га нисбатан ечилади;

1 у' х =  In—.
У

Кейинги тенгламада у '= р  деб,

х — \п— =  1п|р'| — 1п|у|



булишини топамиз. Бу тенгликнинг х,ар икки томонини дифференци- 
аллаб,

dx =  —dp--- du
р у ,

сунг

d y = y 'd x = p- d x

эканини хисобга олиб, du =  p (~ dp-- -du Y яъни — - . p = l  тенг-
я г \р г  у ^ г  dy , у г

ламага келамиз. Бу биржинсли булмаган чизикли тенгла^адир. 

Унинг умумий ечими (18') формулага кура

яъни
р =  \у\ (С  +  1п|//|)

булади. Энди

р=\у\(С +  \п\у\), 

х =  \п\р\— \n\y\

муносабатлардан р ни йукотиб (бунда ln|/?| =ln|y| + ln|c +  ln|(/| | 
эканини эътиборга оламиз),

х — \п\с-\-\п\у\\ ёки ех=  \c-\-\n\y\|

булишини топамиз. Бу берилган дифференциал тенгламанинг 

умумий ечимидир.

2°. Айтайлик, Ф (х , у, у ') — 0 тенгламани у га нисбатан ечиш 

мумкин булсин:

y =  f (x ,y ') .  (30)

Бу холда и ва v параметрлар сифатида х ва у' =  р (и =  х, v — y') 
олинади. Сунг

y =  f(x, р)

ни дифференциаллаб топамиз:



Кейинги тенгликдан

d y __  df(x’ P) j df(X’ P) dP

d T " "  <lx  dp ' dx ’ ,

Н'ЬНИ

s f(x . p) . df(x,p) dp 

P ̂  dx dp dx

fn.iniiiH келиб чикади.
Ф араз  килайлик, ( 3 0 )  дифференциал тенгламанинг ечими 

/■ (х, р , с ) = 0  булсин. Унда

F(x, Р ’ с) =  °> У =  !(х, р) 

лардан р ни йукотиб, каралаётган дифференциал тенгламанинг 

очимнга келамиз.
М и с о  л. Ушбу 2

у '2~-у'-х— у +  -- =  О

дифференциал тенгламани ечинг.

Бу тенгламада <ч-

Ф{х, у, у ') = :У'2 — У'-х — У +  ̂ 2 = ^

булиб, у тенглама у га нисбатан ечилади.

у ^ У'2- у '.Х  +  ̂ .

Кейинги тенгламада у' =  Р Деб> унинг‘ *ар  икки томонини диффе- 

ренциаллаймиз:

у =  Р2-рх-{-х~

х2\
dy =  d{p2- p x ^ ' ^ ) t= 2PdP — xdP — P(1x'-\-xdx =

=  (2 p - x )d p — (p~x)dx .

Энди dy =  y'-dx — p 'dx  булишини эътиборга олиб топамиз:

p d x = ( ip - x )d p - te ~ A d* =■ P = ( 2 p - * ) f —  Р +  *

^  (2 р _ , ) . ^ = . 2 Р - *  =►-!■ => ( 2 р - ^ 0 ) .

Равшанки, dp

dx

тенгламанинг ечими р =  булади.
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Юкоридаги у =  р 2 — рх+ ^~  хамда р = х  +  с тенгликлардан р ни 

йукотиб топамиз:

У— (х ~\~с) 2—  (х-{-с)х-\-—— ~-}-Сх-{- С2.

Бу берилган тенгламанинг умумий ечими булади.

8- §. ЛАГРАНЖ ТЕНГЛАМАСИ

Ущбу

У — ф (у ')- х  +  т!р(у') (31)

куринишдаги дифференциал тенглама Лагранж  тенгламаси дейила­
ди, бунда ф ва ф лар дифференциалланувчи функциялар.

Бу тенгламада у' =  р  деб, сунг унинг хар икки томонини х буйича 
дифференциаллаймиз:

у =  ц(р) -x-\-i!p(p), 

dy — d\f(p) -д: +  г И р )]= ф (р )  •dx+x-d<p(p) + d $ (p ) ~

=  Ф (p)-dx +  x-q>'(p)dp +  \!p'(p)dp.

Натижада

4 L = v (p )+ x - < f '( p ) .£ + V (p )- £ ,

ЯЪНИ

р =  <р{р)+[х-<р'(р)+У(р)]-^

тенгламага келамиз. Бу тенгламада х  ни ноМаълум функция, р  ни 
эса унинг аргументи сифатида караб, уни куйидагича ёзиб оламиз:

d x _ x-<p'(p)+y'(p) dx . ср'(р) • .. ip'(p) _ _ п=ап\

dp р - ф ( р )  ф(р) — Р Р — Ф(р)

Шундай килиб, Л агранж  тенгламасини ечиш

( ф ( р ) - р ^ О )
dp Ф ( р )—р р — ф (р)

чизикли тенгламани ечишга келади. Айтайлик, бу чизикли 

тенгламанинг ечими F(x, р, с) = 0  булсин. Унда

ГF(x, р, с) = 0  

\ У=хц>(р)+Мр(р)

система Лагранж  тенгламасининг параметрик куринишдаги ечими- 
ни беради.



у =  2ху' +  [пу'

дифференциал тенгламани ечинг. Бу Лагранж  тенгламасидир. 
5 срилгаи тенгламада у' — р  деб, уни куйидагича

у — 2хр-\-\пр (32)

х.?цб оламиз. Кейинги тенгламанинг \ар икки томонини дифференци- 
а;1Лаймиз:

dy — d(2xp-\-\np) =>• у' • dx — 2pdx-\-2xdp~^-~dp =>

=>- p-dx =  2pdx-\-2xdp-\- ~dp-

дезтижада,
d x __ 2Х ' 1 d x __  2 х 1

Р d p ~  р ’ d p ~  р р2

тенгламага келамиз. Бу х га нисбатан чизикли дифференциал 

тснгламадир. (18') формуладан фойдаланиб чизикли тенгламанинг 

е^цмини топамиз:

х =  е i - * [ c + ^ e ‘"'dP y

= е“7 ^ -  \-?e'",’dp h :p ( c -  \7p’1,lph 7 '

С _1_ 

р ’

-р0(1илган х ни (32) даги х нинг урнига куямиз:

У =  2р ( р — j  )+1 п р =  1 пр +  ~ — 2.

{.^тижада, берилган дифференциал тенгламанинг

_ j C ___ 1_

~  Р2 Р'

У =  \пр-\-~— 2 

параметрик куринишдаги ечими келиб чикади.

9-§. К ЛЕРО ТЕНГЛАМ АСИ

Уи'бУ
У — Х'У' +  ̂ (У ') (33)

клрйнишдаги дифференциал тенглама Клеро тенгламаси дейилади, 

буНДа ЧНу ') дифференциалланувчи функция.
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Клеро тенгламаси Л агранж  тенгламасининг <р(у') — у' булган 

хусусий холидир.
(33) тенгламада у' =  р деб оламиз. Унда (33) тенглама

y — px +  ty(p) (33')

куринишга келади. Бу тенгликнинг хар икки томонини дифференци- 

аллаб топамиз:

У =  р-х +  Ц(р) => dy =  d(px +  ty{p)) =ф- 
=> у '~dx=x-dp-\-pdx-\-ty'(p)dp =>- 
=>- P'dx=x-dp-\-pdxJi-^>'(p)dp =ф- 

=> x-dp +  ty'(p)dp =  0 => |x: +  \j/(p)]afp =  0.

1) dp =  0 булсин. У холда p =  C — const булади. Бу топилган 
р нинг кийматини (33') тенгликдаги р нинг урнига куйиб, Клеро 
тенгламасининг умумий ечимини топамиз:

y =  C-x+ty(C).

(33) ва (33') муносабатларни солиштириб, (33) тенгламадаги у' нинг 
урнига ихтиёрий узгармас {С ни куйиш натижасида Клеро 
тенгламасининг умумий ечими хосил булишини курамиз.

2) лг-f-ij/ (р )  = 0  булсин. Бу тенгликдан х =  — ф '(р ) булиши келиб 

чикади. Топилган х нинг бу кийматини (33) даги х нинг урнига 
куямиз:

Натижада берилган дифф'еренциал тенгламанинг

1 * = - г | }'(р),

1 у =  — р-гр'(р) +У>(р)

параметрик куринишдаги ечими келиб чикади.
М  и с о л. Ушбу

У =  *У '+ -~

дифференциал тенгламани ечинг. Бу Клеро тенгламасидир. Унинг 

умумий ечимини тенгламадаги у' нинг урнига ихтиёрий узгармас 

с ни куйиш билан топилади:

у ==с' х + 1^-
Берилган тенгламада гЬ(</') =-~т булиб, ij/(p ) = --- булади. Ш у

4/ 2 р

сабабли

х = —^'(р)

тенглик



У=Р 'Х+ ^
берилган тенгламанинг параметрик .куринишдаги ечими (махсус 
ечими) булади.

10- §. ОШКОРМАС КУРИНИШДАГИ БИРИНЧИ ТАРТИБЛИ 

АЙРИМ ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМАЛАР

Энди

■ Ф  (х, у, у') =  0 (34)

дифференциал тенгламанинг чап томонидаги Ф(х, у, у') функцияда 
айрим аргументларнинг ошкор куринишда катнашмаган холларини 
караймиз.

1 °. (34) т е н г л а м а д а  х в а  у л а р  к а т н а ш м а с и н .  Бундай 

холда (34) тенглама куйидаги

ф ( у ' ) = 0  (34')

куринишга эга булади. Айтайлик,

у' =  а (a — const) (34")

булсин.

Унда (34") тенгламанинг ечими а х + с  га тенг:

. у =  ах-\-с.

Бу тенгликдан эса а =  ~ ^ -  булиши келиб чикади. Демак,

/ )  = 0  тенглама]

М  и с о л. Ушбу

{у')6 — 3 (у ')3 -(- у '2 +  у' — 7 =  0 

дифференциал тенгламани ечинг. Бу тенгламада

Ф  (у') =  (у ')6- 3 ( у ' ) 3+ (у ') 2+ у '- 7  

булади. Юкорида айтилганга кура берилган тенгламанинг ечими .

Ф ( - Я = ° -
яъни /

(- 7 £ ) ’ - 3(JT £ ) I+ (J T £ ) !+ J!7 i - 7= 0
булади.

2°- (34) т е н г л а м а д а  у к а т и  а ш м а с и н .  Бундай холда
(34) тенглама куйидаги

Ф (х , у ' ) = 0

куринишга эга булади. Бу тенгламани t параметр киритиш билан

х=<р (0 , у' =  -ф (О

X

ф ( у ' ) = 0  тенгламанинг умумий ечими ф ^ - ~ ^ = 0  булади



— "иккита тенгламага,. алмаштирилади. Бунда dy =  y'dx эканини 
эътиборга олиб топамиз;

dy =  y'-dx=>dy =  ’ty ( t ) ’d ( 4>(t))=$'

^ d y  — ’ty ( t ) -cp'(0-dt=^y — ]ty (t)-y '(t) dt~\-C.

Натижада,

j x —. ф ( 0 ,

{ y =  \ty(t)-v'(t)di +  c

системага келамиз. Бу берилган дифференциал тенгламанинг 

параметрик куринишдаги ечими булади.
М и с о л .  Ушбу

■' (у ')3- у ' - х - 1 = 0  (35)

дифференциал тенгламани ечинг.

Бу тенгламада у узгарувчи катнашмайди. Агар параметр 

t сифатида у' олинса,

t= y ',

унда бир томондан (35) тенгламага кура

x =  t3 — 1— \,

иккинчи томондан эса

dy=y'dx=>dy — t- d (t3 — t — \)=$- 

= > d y = t{ it2— l)dt=>y=z~-tA— ^ 2+  С 

булишини топамиз. Натижада

(x =  t3— t — 1,

\y =  ± t*- ± t*+ C  > .

система х,осил булади. Бу берилган тенгламанинг параметрик 

куринишдаги ечимидир.
3°. (34) т е н г л а м а д а  а: к а т н а ш м а с и н .  Бундай х,олда

(34) тенглама куйидаги

Ф { у ,у ' ) = 0

куринишга эга булади. Юкоридаги 2°- х,олга ухшаш, бу тенглама­

ни t параметр киритиш билан

г/ =  ф (/), у' =  г|> (О 

иккита тенгламага айлантирилади. Бу \олда \ам

dy =  y'dx 

эканини эътиборга олиб топамиз:

d y = y 'd x = > d x =  J '  =>■ dx =

= x tx =  \ 5 ^ 1  dt +  c.
4>(0 J г|)(0 ^



Натижада,

Ы ;>  !-'•

(у = ф (0

системага келамиз. Бу берилган дифференциал тенгламанинг 
параметрик куринишдаги ечими булади.

М  и с о л. Ушбу

(У')5+ (У ')3+ У '- У + 5 - 0  

дифференциал тенгламани ечинг. Бу тенгламада х узгарувчи 
катнашмайди. Агар параметр t сифатида у' олинса:

*= {Л

y = t b +  t* +  t + b

булиб,

dy—y'dx^dx — —7- =>- dx—
у  t

булиши топилади. Натижада

f * = ! / 4+ | / 2+ l n | / | + C ,

ly  == 15+ 13-f-1 -f- 5

система хосил булади. Бу берилган тенгламанинг параметрик 
куринишдаги ечимидир.



ИККИНЧИ ТАРТИБЛИ ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМАЛАР

1-§. ИККИНЧИ ТАРТИБЛИ Д И Ф Ф Е РЕ Н Ц И А Л  ТЕНГЛАМ АНИНГ 

УМ УМ ИЙ К УРИНИШ И

Иккинчи тартибли дифференциал тенгламанинг умумий курини- 

ши куйидагича

Ф (* . у, у', у " ) = 0  (1)

булади. Бунда х —  эркли узгарувчи, у — у(х) — номаълум функция, у’ 

ва у "  лар эса номаълум функциянинг биринчи ва иккинчи тартибли 

х,осилалари.
Масалан, ушбу

1) у - у "- у '2 =  0,

2) У " = ~
хг

3) х2- у - у "= (у — ху ')2,
4) у " ’— Зу' — 2у= 4х

тенгламалар иккинчи тартибли дифференциал тенгламалардир.
(1) тенгламанинг баъзи хусусий х,олларини караймиз.

• 1°. Ф а р а з  к и л а й л и к ,  ( 1 )  т е н г л а м а д а  у к а т н а ш- 

м а с и н:

Ф(х, у', у " ) = 0 .  (2)
Бу х,олда у '— р алмаштириш натижасида у " = р '  булиб, (2) тенгла­
ма Ф (х , р, р') =  0 —  биринчи тартибли дифференциал тенгламага 

келади.
М  и с о л. Ушбу

y " - ~ y '  =  0

дифференциал тенгламани ечинг.
Бу тенгламада у '= р  деб оламиз. Унда у " =  р ' булиб, берилган

тенглама куйидаги р ' — -р =  0, яъни ~ — -/? =  О тенгламага ке-
х dx х

лади. Уни ечамиз:

^ Р = _Р =^ ^ Р = ^ =^1п|р| =1п|л:|+1пСг^Р =  С,-х.
dx х р х

х2
Демак, р =  у' =  С\-х. Кейинги тенгламанинг ечими у =  С г у + С 2 

булади.
Шундай килиб, берилган дифференциал тенгламанинг умумий 

ечими:



2°. Ф а р а з  к и л а й л и к , ( 1 )  т е н г л а м а д а  х у з г а р у в ч и  
к а т н а ш м а с и н :

Ф  (у. У', У") = 0.

Бу ■ холда у' — р .алмаштириш бажариб, р  ни у нинг функциями 
сифатида каралса, унда

и" =  = - И . ~JL— AJL. и '=  р- Аё.
dx dx dy dx dy dy

булиб, берилган дифференциал тенглама куйидаги

ф ( г , ,Р . - | ) = о

биринчи тартибли дифференциал тенгламага келади.
М  и с о л. Ушбу

у у " - у ' 2= 0  

дифференциал тенгламани ечинг.

Бу тенгламада У' — ~[~ — Р дейилса, унда у " — р булиб, бе­

рилган тенглама куйидаги У-р~^— / г = 0  куринишга келади. Ке­

йинги тенгламани ечамиз:

у .р . А ^ _ р 2= 0
<1У (рф О )  Р  У

=йп \p\— \n\y\̂-\nC\=>-p =  C i’y.

Энди р — у' эканини эътиборга олсак, унда

У '— C i- у

тенглама хосил булади. Уни ечамиз:

У' =  С 1' У ^1 х  =  С | У=>~у =  С I dx=>

=>-1п | (/1 =  С ! - л: -f- lnCjpM-n I -jr I =  С, • х=>у =  С2- е ''х.
I ц  I

Шундай килиб, берилган тенгламанинг ечими

/л -̂\ X
у — Сч • е

булади.

2- §. ИККИНЧИ ТАРТИБЛ И ХОСИЛАГА  НИСБАТАН 

ЕЧИЛГАН ТЕНГЛАМ АЛАР

Айрим холларда

Ф{х, у, у', у ")  = 0

тенгламани у "  га нисбатан ечиш мумкин булади:

y"-=f(x, у, у'). (3)

Одатда (3) тенглама иккинчи тартибли уосилага нисбатан ечилган 
дифференциал тенглама дейилади.



(1), (3) дифференциал тенгламаларнинг ечими тушунчалари 

аввалдагидек киритилади.
Ф ар аз  килайлик, (3) тенгламадаги f(x, у, у') функция (учта 

узгарувчининг функцияси сифатида) R3 фазодаги бирор D сохада 

аникланган ва узлуксиз булсин.
1 - т а ъ р и ф .  Агар шундай узгармас мусбат N сони мавжуд 

булсаки, ихтиёрий (х, у, y ')(:D , (х, у, y7) ^ D  нущталар учун 

\f(x, у, у ')  — f(x,_ у, у7) I ^N (\ y — y\ +  \у' — у*\)

тенгсизлик бажарилса, у %олда f(x, у, у') функция D соуада у ва у' 
узгарувчилари буйича Липшиц шартини бажаради дейилади.

(3) дифференциал тенглама ечимининг мавжудлиги хамда 

ягоналиги хакидаги теоремани исботсиз келтирамиз.

1 - т е о р е м а .  Агар
y "= f{ x , У, У') 

тенгламада f(x, у, у ') функция

D  =  {(x, у, у ')е /? 3:|дс— * о К а ,  \у — yo\Kb, \у' — у'о\^Ь} 

да узлуксиз булиб, у ва у' аргументлари буйича Липшиц шартини 
бажарса, у %олда (3) дифференциал тенгламанинг [ ль— Л, Xi -~Ь Щ да

( h== т\п ( а , , - ^ , M =  maxf(x, у, tj)) бошлангич

у\х=хо =  у0, у'\х=х0=у'о

шартларни щноатлантирадиган ечими мавжуд булиб, у яг она 
булади.

Энди (3) дифференциал тенгламанинг баъзи хусусий х,олларини 
караймиз. .

1°. А й та й ли к ,  ( 3 )  т е н г л а м а н и н г  у нг т о м о н и д а г и  
ф у н к ц и я  ф а к а т  х га  б о г л и к  б у л с и н :

«/" =  /(*)■ (4)

Агар у”  =  ~~[~г эканини эътиборга сшсак, унда (4) тенглама у' га 

нисбатан биринчи тартибли ушбу

тенгламага келади. Равшанки, бу тенгламанинг ечими

у' =  \f(x) d x + C x

булади.

Кейинги тенгламадан топамиз:.

d y =  ( ^f(x)dx-+- C x)dx=>y=   ̂( ^f(x)dx-j-Cl)dx-\- 

+  С 2= ^г /=   ̂ ( ^ /  (х) dx) dx С dx-\-C2=>

=^/==  ̂ (x )dx )dx+ C lx +  C2, 

бу ерда Ci, Сг —  ихтиёрий узгармас сонлар.



Шундай килиб, y " = f (x )  дифференциал тенгламанинг умумий 
ечими:

{х) dx) dx +  C xx +  C2.

М и с ол. Ушбу

у " = х е к

тенгламани ечинг. Бу тенглама куйидагича ечилади: 

у”  =  хе х=^-^г= х • е x=^d у' =  хе *dx =>■

,=>у' =  Л хе Xdx +  С f=>y'= хе х— е *-f С => 

= > ~ = х е х— ех-\-Сг^^у=(хех— ех-\-С^х=>-

=$~y=^(xex— ex-{-Cx)dx-\-Cz=>y=(x — 2)ex-\-C\X-\-Cci.

2°. А й та йл и к ,  ( 3 )  т е н г л а м а н и н г  у нг  т о м о н и д а г и  
ф у н к ц и я  ф а к а т  у га  б о г л и к  б у л с и н :

y "= f(y )-  (30

Бу тенгламани ечиш учун унинг х,ар икки томонини 2y'dx га 
купайтирамиз:

2у' • y "dx— 2у' ■ f (у) dx.

Агар 2у '-y"dx =  d{y ')2, y'dx =  dy булишини эътиборга олсак, унда 
кейинги тенглик ушбу

d (y'2)= 2 f(y )d y  

куринишга келади. Бу тенгликнинг х,ар икки томонили интеграллаб

У 2— 2 J/ (у) dy +  C x,

яъни

у '=  д/2 J f(y)dy +  Ci

булишини топамиз. Натижада, узгарувчилари ажраладиган диффе­
ренциал тенглама х,осил булади. Уни ечамиз:

d y  +  C t= * d y =  д/2^ f ( y )  d ! j  +  C . d y = -

\--j~ “я = « + С .г

dy 

dx

- ___________ аУ

f (у) rfy+ C , f (у) dy +  C,

Демак, (30 тенгламанинг ечими

\ / г .=  Х+ С 2
у 2 J I (У) d y + C ]



У" =  У

дифференциал тенгламанинг

j  Уо1х0=0= 1> Уо\хо=0= ®

бошлангич шартларни каноатлантирадиган ечимини топинг.

Берилган тенгламанинг хар икки томонини 2y'dx га купайти- 

рамиз:

2y'y"dx — 2yy'dx.

Равшанки,
2y'-y"dx =  d (y '2), y'dx =  dy.

Унда кейинги тенглама d(y '2)= 2 y d y  куринишга келади. Бу 
тенгликнинг хар икки томонини интеграллаб топамиз:

y '2= 2 ^ + C ,  =  y2+ C v

Бошлангич шартга биноан 0 =  1 +  Сь яъни Ci =  — 1 булади. Демак,

У/2= У 2- 1. (5)

Энди (5) дифференциал тенгламани ечамиз:

У'2—У2— 1=><//== dt л]У2— 1 =>-----L ^ =  =  dx=> ■
± V / - i

=йп|у +  д/у2— 1 I =  ± x - fC 2.

Яна бошлангич шартга кура 1п|1-(- д/1— 1 | = 0  +  С 2, яъни С 2 = 0

булади. Демак, In [г/-(- л/у2— 1 l =  ±Jt. Бу тенгликдан

У+  л/У2— 1 = е ±х ва ундан ---- 1 — ̂ = е ^ х булиши келиб чика-
у+л/у2- 1

ди. М ахраж да иррационалликдан кутулиш натижасида

У— ~\jy2~ l  = e qzx хосил булади. Натижада у-{- д/у2— 1 =е~ х,

I-------  вх -\-в— х
У ~  Д/У2 - 1 — булиб, улардан у = — ^ -- булишини топамиз.

Шундай килиб, берилган дифференциал тенгламанинг бош ­
лангич шартни каноатлантирадиган ечими

сх + е~х
У- 2

булади.
3°. А й т ай ли к ,  ( 3 )  т е н г л а м а н и н г  у н г  т о м о н и д а г и  

ф у н к ц и я  ф а к а т  у '  га б о г л и к  б у л с и н :

y"=f(y')-  (6)

Бу холда у' =  г деб белгиласак, унда y" =  z' булиб, z' — f(z) булади.



Равшанки,

-^= f{z)=z~ --  =dx=> =  x +  C l. 
dx 1 f(z ) J f(z) 1

Ф араз  килайлик, кейинги тенгликдан z ни топиш мумкин булсин, 
яъни

г =  <р(х, С ,).
Унда

z — y '= 4 ~ = (р (х , С ])=^dy — y(x, C x)dx=>

■=>у= ^ср(х, C ,)dx  +  C2

булади. Бу эса (6) дифференциал тенгламанинг ечимидир. 
М  и с о л. Ушбу

тенгламани ечинг. 
Бу тенгламада

деб оламиз. Унда 

булиб,

у//== (1 Л-у'2) 2

y ',=  z 

У "  =  г '

3

z ' = ( l + z 2y

булади. Кейинги тенгламани ечамиз:

Демак,

* ? -=  ( 1 + z 2) = d x = >
dx ' ’

(1+г2)2

-----~з =  -*:-|-C’f=>— ^-- -==х-|-С1.

(l+ z2)T

V 1

Бу тенгликдан эса
*+С,

/  = --- (7)
± "у 1 — (x + Cj)

булиши келиб чикади. (7) тенглама куйидагича ечилади:

dy х + С 1 х +  С\
— = > d y = ---- = = = = =  ах=Ф-

д / 1 - ( х + С , ) 2 ±  д /  1 — ( х + С , ) 2

= ^ /+ С 2  — ±  д /1 — (x-j-C’i)2= > (x+ C 'i)2+  (г/ +  С 2) 2— 1- 

Бу берилган тенгламанинг ечимидир.



4°. А й т а й л и к ,  ( 3 )  т е н г л а м а н и н г  унг  т о м д н и д а г и  

ф у н к ц и я  у к а м д а  у '  л а р г а  б о Р л ик  б у л с и н :

y" =  f(y,y')- (8)

Бу тенгламада у’ — р  алмаштиришни бажарамиз. Унда

dp _  dp dy <lP , 

dx dy dx dy- 

бу т б ,  (8) тенглама куйидаги

P-fy =  f(y,p)

биринчи тартибли дифференциал тенгламага келади.

М  и с о л. Ушбу

У

дифференциал тенгламани ечинг.
Бу тенгламада у' — р алмаштириш бажарамиз. Унда

У"~Р'~[у  булиб, берилган тенглама у 'Р " ^ у -\-р'2-\-1 = 0 ,  яъни 

——— d p = — — тенгламага келади. Уни интеграллаб топамиз:
у

\-~-~dp =  — \ -=> ~-ln ( р 2+  1) =  — In | у| +  1пС| =>
J р +1 J У 1

=>{рг+\) .у 2^ С и

/ с2 2
Демак, (у '2+  1) .y 2= C l  Кейинги тенгликдан г / '= ± “ —^—— були­

ши келиб чикади. Бу узгарувчиларн ажраладиган тенгламадир. Уни 
ечамиз:

А у с У ^ Г

Л : г/ / 2 J / ,.2 2
V  с Т - г  1 Л] (-\~у

=   ̂dx=> +  "у 6 f— г/2 x-f- С <f^{x -Ь С 2 ) * -(- у  =  С̂ - 

. Шундай килиб, берилган/ диф ф ерен ц и ал  тенгламанинг еч.ими:

(x-t-C2)2 +  (/2^= C f

5°. А й т а й л и к , ( 3 ) т е н г л а м а н и н г  у н г  т о м о н и д а г и  

ф у н к ц и я  х х, а м д а у ’ л а р г а  б о г л и к  б у л с и н :

у” =!{х,у')-
dp

Illj wa/napaMlUJ .  o'и д а  у =

булиб, берилган тенглама куйидаги

Бу тенгламада у '— р алмаштириш бажарамиз. Унда у'

dp

dx



х4
дифференциал тенгламани ечинг.

Бу тенгламада у '— р  алмаштириш бажарамиз. Унда у

с » «  «г » dp 1— 2х3р dp , 2
булиб, берилган тенглама куйидаги ~ ~ = --- т—̂ я ъ н и  — -4— р —

ах £ ах х

= ~  чизикли тенгламага келади. 8-боб, 3-§ да келтирилгап
X

(18') формулага кура

булади. Бундан

С\ 1 ^ 2 С,
демак, р =  —х--— j-. Бу тенгламанинг ечими w = — — ----Ь С 9 була-

хг хл х2 х J

ди.

3-§. ИККИНЧИ ТАРТИБЛИ ЧИЗИКЛИ Д ИФ Ф ЕРЕНЦ ИАЛ 
ТЕНГЛАМ АЛАР

1. Ч и з и к л и  д и ф ф е р е н ц и а л  т е н г л а м а  т у ш у н ч а с и .  
Номаълум функция у =  у(х)  ва унинг у', у"  х,осилалари биринчи 

даражада катнашган

У" +  Р\(х) ■у'+р2(х)-у =  д(х) (9)

тенглама иккинчи тартибли чизикли тенглама дейилади. Бу ерда 

Р\(х), Р,2(х) тенгламанинг коэффициент лари, q(x)  эса озод %ад 
дейилиб, улар бирор (а, Ь) ораликда аникланган функциялардир.

(9) Тенглама иккинчи тартибли чизикли бир жинссиз диффе­

ренциал тенглама х,ам деб юритилади.
Агар (9) тенгламада q(x) = 0  булса, яъни тенглама ушбу

y'' +  p i(x )-у'+р2(х) -у =  0 ( 10)

куринишга эга булса, уни иккинчи тартибли чизищли бир жинсли 
дифференциал тенглама дейилади.

М асалан,

У" +  ху' +  (х2 +  1) у =  cosx, 
у "  — Аху' +  (Ах — 1) у =  — 3 • ех



теигламалар бир жинссиз дифференциал теигламалар,

у " — ~-у'—ху =  0,

У "— ^ - У '+ ( х + л /х )- у = 0

теигламалар эса бир жинсли дифференциал теигламалар булади.
Энди чизикли дифференциал тенгламаларнинг иккита хоссасини 

келтирамиз.
1°. (9) тенгламада

Х =  ф (0

(cp(i) икки марта дифференциалланувчи функция) алмаштириш 

бажарилса у яна чизикли тенгламага айланади. 1
И с б о т .  (9) тенгламада х=ц>(t) алмаштириш бажарамиз. 

Равшанки,
, ___ dt/ dy d t _ d y  1 _  dy 1

У dx dt dx dt dx dt <p '(<)

dt

d /  dy\__ d y  1 ____dy If"(I)

dx\ dx) dt2 ф>2(t ) dt ф'3(/) ’

Натижада (9) тенглама ушбу 

яъни

у "—(  #$)-— р(ф(0)ф '(*)) -y'+fh (4>(t))-y=q(q>(t))

тенгламага келади. Бу иккинчи тартибли чизикли тенгламадир.
2°. (9) тенгламада номаълум функция

у =  и (х )-z +  v{x) { z = z (x ) )

чизикли алмаштириш натижасида (u (x ), v(x) икки марта диффе­
ренциалланувчи функциялар) яна чизикли тенгламага айланади. 

И с б о т .  (9) тенгламада

у =  и (х )-z +  v(x)

алмаштириш бажарамиз. Равшанки,

^  +  V (x )]=u  (x)-z' +  u '(x)-z +  v '(x),

y" = ' l b :s=~h -z' +  u 'ix ) .Z +  v'{x)\=

=  и - z "  -f-2u' ■ z' +  u" ■ z -f- v".

Натижада (9) тенглама ушбу

и • z "  +  2u'z' +  и"г +  v " + р | (х) [и ■ z' +  u'z +

+  v'\+p2{x) [u-z +  v ]= q (x ),



яъни

z "  + — (2ы' +  р , ( * ) -и) •z' + -~(u" + p l{x)-u' + p2(x)-u) -z =
и **

=  — k w  — v" — P\(x)-v' — p., (x)-v] 
и

тенгламага келади. Бу иккинчи тартибли чизикли дифференциал 

тенгламадир.

Э с л а т м а .  (10) бир жинсли тенгламада у —и(х) -г алмаштириш бажарилса, 

тенглама яна бир жинсли тенгламага айланади.

Энди (9) дифференциал тенглама ечимининг мавжудлиги хамда 
ягоналиги х,акидаги теоремани исботсиз келтирамиз.

2- т е о р е м а. Агар

y" +  pi(x)-y '+ p2(x)-y =  q(x) (9)

тенгламада р\(х), р>(х) уамда q(х) функциялар X тупламда 
(X  сz R )  узлуксиз булса, у х,олда X да (-9) тенгламанинг

у\х=х0—Уо, У'\х = х0 =  У'о 

бошлангич шартларни к;аноатлантирадиган ечими мавжуд ва 
у ягона булади.

4-§. ИККИНЧИ ТАРТИБЛИ БИР Ж И Н СЛ И  ЧИЗИК.ЛИ 

Д И Ф Ф Е РЕ Н Ц И А Л  ТЕНГЛАМ АЛАР

1°. Ушбу параграфда

у "+ р ,(х )  -у'+р2{х) -у =  0 (10)

бир жинсли чизикли дифференциал тенглама ва унинг умумий 
ечимини топиш билан шугулланамиз.

Аввало баъзи тасдиклар ва тушунчаларни келтирамиз.
3-т е о р е м а. Агар yi =  yi(x) функция (10) тенгламанинг ечими 

булса, С- у] цам (С  — ихтиёрий узгармас сон) шу тенгламанинг 
ечими булади.

И с б о т .  Ш ар'.та кура у\ функция (10) тенгламанинг ечими. 
Демак,'

yi+P\(х) -yi+P2(x)y\ssO. (11)

Энди

(C-yi)"+p\{x) -(C-yi)' + p2(x) -С-у\ 

ифодани караймиз. Равшанки,

{С-уу)'' =  С-у'{,
(C '.y iy  =  C-yi.

Ш у тенгликларни .чамда (11) муносабатни эътиборга олиб, топамиз:

(С-у]) " + р 1(х ) .(С - у 1) ' +  р2(х ) .С .у , =  С-у('+р\(х)-С-у/1 +  

+ Р ‘2 {х) -С-у\ =  с{у['+р\(х) -У\+Р2 (х) -у\) = С - 0  =  0.



Бу эса С-у\ функция берилган (10) дифференциал тенгламанинг 

ечими эканини билдиради. Теорема исбот булди.
4- т е о р е м а. Агар у\=у\(х) д<;амда у2 — у2(х) функцияларнинг 

щ р бири ( 10) тенгламанинг ечимлари булса, У1+У2 функция д(ам 
шу тенгламанинг ечими булади.

И с б о т .  Ш артга кура у\ хамда у2 функциялар (10) тенг^манинг 

ечимлари. Демак,

y'{+ pi(x) ■у\ +  р 2 (х) -У13=0,

У2 +  р\(х) -У2 +  р2(х) -У2 =  0. (12)

Энди

(yi + У 2 ) " + Р 1 (х) {ух + У 2 ) '+ Р ‘Ах) (</| + У 2 ) 

ифодани караймиз: Равшанки,

(У1+У2)" =  У?+У1 
(У1+У2)' =  У\+У2-

Ш у тенгликларни хамда (12) муносабатларпи эътиборга олиб, 

топамиз:

{У\+У2) ” +Р\{х) (y\+y2) ' +  P2 (x) (.Vi +  у 2 ) =

~ У 1 + У 2 +  Р\(х) -y\+pl(x) -У2 +  Рг(х) -У\+Р2 (х) -У2 =  '

=  (y "+ P i(x ) -у'\+Р2 (х) -,Vl) +  (у'1+ P i (х) -yl +  p 2(x) -у2) = 0 .

Бу эса t/i+ f / 2 функция берилган (10) дифференциал тенгламанинг 
ечими эканини билдиради.- Теорема исбот булди.

1 - н а т и ж а .  Агар у\ щ мда у 2 функциялар (10) тенгламанинг 

ечимлари булса, у уолда С\у\ +  С 2у2 функция х;ам (С ,, С 2 —  ихтиёрий 
узгармас сонлар) uiy тенгламанинг ечими булади.

Бу натижанинг исботи юкорида келтирилган теоремалардан 

келиб чикади.
2°. Шундай килиб, у\=у \(х) хамда у2= у 2(х) функциялар 

(10) тенгламанинг ечимлари булса, у холда

y =  C [-yi-\-C2-y2

функция хам (10) тенгламанинг ечими булар экан.
Табиий равишда, бу.ечим берилган (10) дифференциал тенглама­

нинг умумий ечими буладими дегап савол тугилади. Бу саволни хал 

килиш функцияларнинг чизикли эркли хамда чизикли боглик 
булиши тушунчаларини киритипнш такозо килади.

Ф араз  килайлик, (а, b ) интервалда <j>i (jc) ва фг(х) функциялар 

берилган булсин.
2-т а ъ р и ф. Агар шундай <х\ уамда а 2 сонлар топилсаки, 

уларнинг камида биттаси нолдан фарщли булиб, ушбу

ос. 1 ф| (х) -(- а 2 • фа (х) = 0

тенглик бажарилса, ф| (х) х,амда ф2(х) функциялар (а , Ь) да чизикли 

бррлищ дейилади.
3-т а ъ р и ф. Агар q>i (х) уамда фо(х) функциялар учун

а\-ф| (х) + а 2-фг(х) = 0  
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W(x)

тенглик фацат a i= 0 , <*2 = 0  булгандагина бажарилса, q>i(x) ва 
ф2(*) лар (а, Ь) да чизикли эркли функциялар дейилади.

3°. Ф ар а з  килайлик, у\{х) хамда у%(х) функциялар

y" + pi{x) -y'+p2{x)-у =  О

дифференциал тенгламанинг ечимлари булсин.

Ушбу

У\{х) У2(х)

У\(х) у'2{х)

функционал детерминант Вронский детерминанти дейилади.
5 - т е о р е м а .  Агар (10) тенгламанинг у\(х) л;амда у2(х) 

ечимлари (а, Ь) да чизикли боглик; булса, у %олда Vjс£(а, Ь) да

W(x) =  0
булади.

И с б о -г. у\ (х) хамда у2{х) ечимлар (а, Ь) да чизикли боглик 
булсин. Унда

ОС!-1/1 (х) +<х2-у2(х) = 0

булиб, a i хамда а 2 сонларнинг камида биттаси нолдан фаркли. 
Кейинги тенгликнинг хар икки томонини дифференциаллаб^ ai 
хамда а 2 ларга нисбатан ушбу

(а \У\{х) + а ц 2{х) =  0, 

la r £ / i(x )  + а.2-у2(х) = 0

системани хосил киламиз. у\(х) хамда у2(х) лар чизикли боглик 
булганлиги сабабли бу система тривиал булмаган ечимга эга. 
Бинобарин, системанинг детерминанти

У М  У М  = 0  (W € ( a , 4))

у\(х) У2(х) 

булади (1-том, 7-боб, 3-§). Демак, (а, Ь) да

W (x )=  0-

Теорема исбот булди.

4°. Энди W (x)— 0 булишидан у\(х) хамда у2(х) ечимларнинг 
чизикли боглик булишини ифодалайдиган, шунингдек Вронский 
детерминантини тенгламанинг коэффициенти оркали ёзилишини 
курсатадиган теоремаларни исботсиз келтирамиз.

6-те о р е м  а. Агар бирор Хо£(а, Ъ) нуцтада W( xQ) = 0  булса, 
у %олда У\(х) %амда у2(х) ечимлар чизикли б от лиц булади.

7- т е о р е м а. Ушбу

— ^ Р] (t)dt

W (x)= ,W (x0)-e ; (13)

формула уринлидир, бунда хп d(a, Ь).



t'<, Одатда (13) Лиувилл (Остроградский —  Лиувилл) формуласи 
дейилади.

Юкорида келтирилган теоремалардан куйидаги хулосалар келиб 
чикади:

1) Лиувилл формуласи у\(х) хамда у2(х) ечимлариинг Вронский 
детерминанти (а, Ь) да айнан нолга тенг ёки (а, Ь) нинг бирор 
нуктасида нолга айланмаслигини курсатади.

2) Агар Вронский детерминанти W (x )= 0  булса, у холда у\(х) 
Хамда у2 (х) ечимлар чизикли боглик булади ва аксинча.

3) Агар Вронский детерминанти УР(х)Ф0  булса, у холда у\(х) 
хамда у2(х) ечимлар чизикли эркли булади.

5°. 4- т а ъ р и ф. Иккинчи тартибли бир жинсли чизикли 
дифференциал тенгламанинг у\(х) >;амда у% (дс) ечимлари чизикли 
эркли булса, улар тенгламанинг фундаментал ечимлар системаси 
дейилади.

8 - т е о р е м а .  Иккинчи тартибли бир жинсли чизщли диффе­
ренциал тенглама фундаментал ечимлар системасига эга.

И с б о т ,  Маълумки,

y"+ P i(x )-y '+ p2(x) -у =  О 

тенглама (бунда рх (х) ва р2(х) лар (а, Ь) да узлуксиз функциялар), 
бошлангич шартларни каноатлантирадиган ягона ечимга эга.

Иккита турли бошлангич шартларни караймиз: #

У11 ^  I »

У 2̂ jt — Xq === i/г! jc=jHq=== 1 •

Бу шартларни каноатлантирувчи у\—у\(х), у2~ у 2 {х) ечимлар 
мавжуд. Дифференциал тенглама ечимларининг х.о нуктадаги 
Вронский детерминанти

1 О
W(x о) =

О 1
1 Ф О

булади. Бинобарин, yt(x) ва у2(х) лар берилган тенгламанинг 
чизикли эркли ечимлари, ягона фундаментал ечимлар системаси 

булади. Теорема исбот булди.
9 - т е о р е м а .  Агар у\(х) %амда у2(х) лар (а, Ь)да

у " + р 1( х ) ^ + р 2(х)-у=0  ( 10)

тенгламанинг фундаментал ечимлар системаси булса, бу тенглама­
нинг умумий ечими

y =  C v yi(x) + C2-y2(x)

куринишда булади, бунда С\, С2 — ихтиёрий узгармас сонлар.
И с б о т .  г/i {х) хамда у2(х) лар (а, Ь) да (10) тенгламанинг 

фундаментал ечимлар системаси булсин. Унда 8- теоремага кура

у А*) у Ах)

у2(х) у2(х)
W(x) Ф 0  (х £ (а ,Ь ))



булади. I -натижага кура у=С\-у\(х) +Сяу2 (х) хам (10) тенглама­
нинг ечими булади.

(а, ,Ь) да ихтиёрий х0 нукта олиб, бошлангич шартларни 
Куйидагича

y il* = ^ = 0 i( * o b  у\\^=у\(Хо),

Уа\х~^Уа(х^> У2\х̂ х0 =  У2(Хо) >

анимаймиз. Равшанки,

('C ,J/l(x0) + C 2i/2(x0) = y 0,

1 C l’i?l(xo) ~¥^2’Уз(Хо) =  у0

система,_ №(•*<>) ф0_  булганлиги сабабли ягона С ь С 2 ечимга эга. 
Демак, Ci-yt{x) + С 2 'У2 (х) ечим ихтиёрий бошлангич шартни кано- 
атлантирадиган ечим булганлигидан

y*=C\-yi{x)+C2 -y2{x)

нинг берилган (10) тенгламанинг умумий ечими эканлиги келиб 
чикади. Теорема исбот булади.

М и с о л .  Ушбу

^ ' - Т Г Г ^ + Т Г Г ' * ' *  0 (х¥=1)

дифференциал тенгламанинг умумий ечимини топинг.

Аввало yi(x) —e*, у2(х )= х  функциялар берилган тенгламанинг 
ечимлари булишини курсатамиз:

yi (х) = е х, у\ (х) = е х, у'{ {х) =  ех;

у2{х)~х, уз(х) — 1,'у^ ( * ) = 0 ,  

jc-e*:
X-

I • х х { 1 X  , 1 \ л--4_,---- г . ех— еЧ 1----- ------ р ) = 0 ,
г—1 X— 1 \ X— 1 X— 1 )

0 ---- Г Н --- -т-хш  0.
X — I 1 X— I

By У\ (х) ~ е*у У2 (х) = х ечимлар берилган тенгламанинг фундаментал 
ечимлар системасини тчшкил этади, чунки

W(x) =
е х I
,  Ue*(\ -x) 

ех 1

б^либ, W(0) =  l=^0. Демак, 9-теоремага кура берилган теорема- 
нинг умумий ечими

У — Ci • ех -(- С2 • х

булади, бунда С\, Сг —  ихтиёрий узгармас сонлар.
6°. Агар

y" +  pi{x) ■у'+Р2 (х)-у =  0 (10)

тенгламанинг битта ечими маълум булса, унда (10) тенгламани 
биринчи тартибли дифференциал тенгламага келтириш, шунингдек



бу ечим билан чизикли боглик булмаган иккинчи ечимни х,ам топиш 
мумкинлиги х,акидаги теоремаларни келтирамиз.

10- т е о р е м а. Агар у-, (х) функция (10) дифференциал тенгла­
манинг битта ечими булса, у %олда (10) тенгламани ечиш биринчи 
тартибли чизикли дифференциал тенгламани ечишга келади.

И с б о т .  Шартга кура у\(х) функций (10) тенгламанинг ечими. 

Бинобарин,,

y f + P iW -У\+Р2(х)-»/|=0.

Куйидаги
y=y\-z (z =  z(x))

алмаштиришни бажарамиз. Унда

y’ =  y[-z +  yi-z', 
y " =  y'{-z-\-2y'i-z' +  y]-z"

булади. Бу у, у', у "  ларнинг кийматларини (10) тенгламадаги у, у', 
у "  лар урнига куйиб, у\ функция (10) тенгламанинг ечими эканини 

эътиборга олиб топамиз:

у'{ ■z +  2y'l -z' +  y l -z" +  pi(x) • {y'l-z +  yy z ' )  + р 2 (х) - y i ' Z = 0=J- 

=> (y "+ p i(x )y i+ p 2 (x)-y\)-z+ (2y\ +  pi{x)-yi) .z '+ y t-z" =  0=> ■ 

=>yi-z"+-(ty\+Pi(x)-yi)-z' =  0; 

кейинги тенгламада z' =  u (u =  u(x )) деб олинса, натижада ушбу

у\-и'+ [2у'\+р\{х)-г/i) -и =  0 О 4)

биринчи тартибли дифференциал тенглама х,осил булади.
Шундай килиб, (10) тенгламани ечиш (14) тенгламани ечишга 

келди. Теорема исбот булди.
7°. Агар

y =  y\-z ва г' — и (и =  и(х))

мч-носабатлардан г , . , '
У =  У\-]u(x)dx  (15)

булишини эътиборга олсак, унда (10) тенгламада (15) муносабат 
билан алмаштириш бажарилса, (10) тенглама биринчи тартибли 
дифференциал тенгламага келишини курамиз.

11- т е о р е м а .  Агар у\(х) функция (10) тенгламанинг ечими 
булса, у уолда шу ечим билан чизикли эркли булган иккинчи ечим

ушбу -$,.<***

У2= У ? (х )= у 1‘ ( ---- ----dx
J и\

формула билан топилади.

булсин-^ ° Т ^ та^лик’ У1~ У Л Х) функция (10) тенгламанинг ечими

У1+ Р 1 (х) y'i-\-p2 (х)-у\ =  0.
(10) тенгламада _ ,

y = y ]\j udx (16)



алмаштириш бажарамиз:
у '=у\ -  

y " = y ’’i ^ u dx + 2 y\ u+ yx-u'.

Ьу у, У у ” ларнинг кийматларини (10) тенгламадаги у , у', у" лар 
урнига куйиб топамиз:

у",- \udx +  2y\u + y l- u ' + p l(x) [у\-  ̂u dx+ у  r  и ] + р 2(х) - y ^ u d x  =

= 0 = > ( y " - { - p \ { x ) y \ + p 2 { x ) y l ) -  ^udx +  y [u ' +  [2у{+  /?,(*)г/1 )м =

=0=>yiU'+  {2у\-fp i (*) • у,)м =0.

Кейинги тенглама узгарувчилари ажраладиган дифференциал 
тенгламадир. Уни ечамиз:

у 1- и '+ (2 у \ + р 1(х ) ‘ у [)и  =  0=>у{-~~= — (2у\+рх(х) -у,)м=>

d u  ^ y \ + P t ( x ) - y ,  . Г 2(/i +Р| { х ) у {
rfjc=Hn «) =  —  \--------—-------dx=>-

«  !/i J  !/i

=йп | и | =  — 2  ̂р  | (х) dx=Hn | и | =

-  jj р, (jt)rfx

=  — 21п|г/,| — \ p l ( x ) d x = ^ u =  ------5-----
3 </Т

(15) муносабатдан фойдаланиб

у - у , -  S - S— 1 Pi  (x ) d x

-dx
у\

булишини топамиз. Бу эса теоремани исботлайди. Келтирилган
теоремадан мисоллар ечишда куп фойдаланилади.

М и с о л. Агар , 2 , , „
У + —У +У=* о

тенгламанинг битта ечими
sinx

у , - —  ^

булса, унинг умумий ечимини топинг.
Берилган тенгламада

у = у ,  ^u ( x ) d x

алмаштиришни бажарамиз, бунда и — номаълум функция. Равшан-
К И •’ ,  * c o s*  — s in *  С , . s irw

у  = -------г-----\u dx -\ — —  и,

, ,  — x 2sin.r — 2Axos* +  2siriA: Г , . „  jc c o sjc  — sin* . sinjf ,у  = -------------- ----- x ------V udx +  2--------s----- и H-------и



Бу кийматларни берилган тенгламадаги у, у у "  ларнинг урнига 
куйиб топамиз:

s in x  п co sx  , о  sinx , о cosx __ 0  sinx^.f udx — 2 - - ^  \udx-f  2• twdx+ 2  — - u - 2 —
J X j  X j  *  Д

+  J ^ u' +  2 ^ ] u d x  +  2 ^ u ~ 2 ^ \ u d x  +  ̂ - ] u d x ^ 0 .  

Бундан эса
~ cosx  . s inx  , „2-------и H-------- u =  0

X X

тенглама хосил булади. Тенгламани ечамиз:

- 2 ^ d x  = > - 2  =>
u  s in x  J  Ы J  s inx

C,
=Нп|ы| =  — 21n|sinx| +  lnci=>w —

s in  x

Энди у udx эканлигини эътиборга олсак.

sir ix  Г C , sjnjc -  cosx . „  s inx
У = —  \— r ^ J C = C r - — ( - c t g x  +  C ^ ^ - t , — — l - C s - —  

X J  s in  X *  X X

булади.
Демак,

^  cosx . sinx y = - C ,  / + 6Л,...

5 - § .  БИ Р Ж И Н С С И З  Ч И З И К Л И  Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л  
Т Е И Г Л А М А Л А Р

1°. Ушбу параграфда иккинчи тартибли бир жинссиз чизикли
y " + p i ( x ) y ' + p 2 ( x ) y  =  q(x)  (9)

дифференциал тенгламанинг умумий ечимини топиш билан шугул- 
ланамиз. Бунда (9) тенгламага мос булган

У" +  Р\ (х)у' +  Р2 (х)у =  0

бир жинсли чизикли тенглама хакидаги маълумотлардан фойдала- 
намиз.

Маълумки, (9) тенгламадаги р\(х), р2{х) ва q(x)  функцияларнинг 
хар бири (а, Ь) да узлуксиз булса, у х,олд& (9) тенгламанинг

у\ x~Xq Уо> У 1 л=х0 У о

бошлангич шартларни каноатлантирадиган ечими мавжуд ва бу 
ечим ягона булади.



12- т е о р е м а . Бир жинссиз чизщли дифференциал тенглама

у"  4 -p i(X ) -У'+Р2(х) y  =  q(x)

нинг умумий ечими шу тенгламанинг бирор хусусий ечими ва бир 
жинсли чизикли тенглама

y " + p i ( x ) - y ' + p 2( x ) - y  =  0 (10)

нинг умумий ечими йигиндисидан иборат булади.
И с б о т .  Ф ар аз  килайлик,  ф(х) функция (а ,  Ь) д а  (9) тенгламанинг 

хусусий ечими, и(х) функция эса ( 1 0) тенгламанинг  умумий ечими 
булсин. Унда

ф " (х )+ p i ( x ) - ф ^ х ) -Ьр2( х ) -ф(х) = (/ (х ) ,  
и"(х) - f -p i ( x )  -и'{х) + р 2(х) ■и (х ) = 0

булади.  Бу  тенгликларни х,адлаб кушиб топамиз:
и"{х) +<р"(х) + p i ( x )  ■и'(х) —f- р 1 (х) -т|/(х) +

, + р 2 ( * ) , ' « ( * . )  +  р2( х ) -ф(х) = q ( x ) ^ { U ( x )  +  ф ( х ) ) " +
+ Р 1 М  (U(x)  + ф ( х ) ) ' + р 2{х) (и (х ) + ф ( х ) )  =<? (х) .

Д е м а к ,

у = и ( х )  +<р(х)

функция (9) тенгламанинг  ечими булар экан.
М аълумки ,  бир жинсли (10) тенгламанинг  умумий ечими

и(х) = с , - у ,  (х) +  С2-у2(х)

куринишда булиб, бунда  y i ( x ) ,  у 2(х) фундаментал ечимлар система- 
си, с г ва с2 лар  эса  ихтиёрий у з г а р м а с  сонлар булади.  Д ем ак ,

у =  с]- у ]{х) + с 2-у2{х) +• ф(х).  - (17)

Энди (17) тенгликнинг х а р ,  икки томонини дифференциаллаб 
топамиз:  ' ■

y '  =  Ci -у\ (х) + с 2-у2' (х) + ф '  (х).

Натижада ' ,  ушбу
. '( С\У\ +  с2у 2= у  — <р(х),

1 С\у\ +  с 2у'2= у  — ф'(х) ^!8 )
система хосил булади.  Бу системада  y i(x ) ,  у 2(х) л ар  (10) т е н г л а м а ­
нинг фундаментал ечимлар системаси.  Бинобарин, V x g  (а, b) да

у .(х )  у 2{х)

у\{х) у'2(х) 
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Демак, Ухо € (а, b) да хамда у (х0) ==уо, J/'(*o) *»|/6 ва q>0= 4>(*o) 
лйрнинг хар кандай кийматларида (18) система С\ хамда с е  ларга 
нисбатан ечимга эга. Бу хол

у  =  и(х)  +ф(дг) =C| - i/I (л) -+-c2-y2(jc) -4-ф(дс>

нинг (9) бир жинссиз дифференциал тенглама умумий ечим эканини 
билдиради. Теорема исбот булди.

2°. Энди (9) бир жинссиз тенгламанинг хусусий ечимини топиш 
усулларидан бирини келтирамиз.

Фараз килайлик,

y " + p i ( x ) - y ' + p 2{x)y — q(x)

бир жинссиз тенглама берилган булсин. Бу тенгламада p i (x ) , 
р 2(х), q(x) лар {а, Ь) да берилган узлуксиз функциялар. 

Тенгламага мос бир жинсли

у* + / Н * ) у'+ 'р » (* )у ->о

тенгламани караймиз. Айтайлик, у\ = у t (х) ва у 2—у 2{х) бу тенглама­
нинг фундаментал ечимлар системаси булсин. Унда (10) тенглама­
нинг умумий ечими

*/=С|</|+ с 2у г

булади. Бу ерда С|, с% — ихтиёрий Узгармас сонлар. Албатта, 
yz=c\y\~Ьс2«/2 функция бир жинссиз (9) тенгламанинг ечими
булмайди.

у  =  С\у\ -f- С2У2 даги Ci ва Сг ларни х узгарувчининг шундай
функцияси булсин деб караймизки,

У = с Л х ) -у \  +  с 2{ х ) ' у 2 (1 8 ' )

функция (9) бир жинссиз тенгламанинг ечими булсин. Масала 
шундай С|(лг) хамда с2(х) ларни топишдан иборат. Шу максадни 
кузлаб (18') тенгликнинг хар икки томонини дифференциаллаймиз:

У' =  с I (ж) • у\ +  с 2(х) • t/5-f с{(ж) • у х - f  c i (x ) • у2.

Каралаётган Ci(x), с 2(х) лар учун

Уус\(х) + у гСз(х) = 0  

булсин деб караймиз. Натижада

y '= c , (x ) - y ' i  +  c 2(x)-y'2 (19)



(19) тенгликнинг хар икки томонини дифференциаллаймиз:

. y" =  Cl(x) -у" +  с2(х) -У2 +С\(х) -ух +  сЦх) -y i  (20)

Энди (18), (1.9) ва (20) муносабатларда ифодаланган у, у', у" 
ларни (9) тенгламадаги у, у', у" лар урнига куйиб топамиз:

ci(jc) -у"-^cs(x) -у'{ +У\с\(х) +у'2. с'2{х) +

р,(х) • (с ,(х )  -у\ +  с2(х)-у'2) + р 2(х) • (c i(x) • i/ i+ c2(*)«/2) =  <?(*)=>-

= « !< * ) {у'{ +У1-Р1 (х) +  р2(х )  у) +  С2(х) (t/2+ P l  (х) -у'2 +  

+  р г (х )у 2) + У \ - С \ { х )  + у ,2*с,2(х) = q { x ) .

Агар '
У7 +  Р1(х)чД +  р2(х)‘У1г*0, 

г/2 + Р 1 (х) -У2 + Р 2 (х) -</2 =  0 
булишини эътиборга олсак, унда кейинги тенглама ушбу 

У г с Ц х ) +y'2-c'2(x)= q (x)

куринишга келади.
Натижада с1(х) хамда с2(х) ларни топиш учун куйидаги

Гу г с\(х)+ у 2-с'2(х )= 0 ,
[ y'rc\(x)+y'2-c'2(x)= q(x)

' ( 21)

системага келамиз. Бу система коэффициентларидан тузилган 
Вронский детерминанти

: ^ м - Г . , м  У г { х ) \I У Л*)  у 2( х) I
Vx£ (а, b) да нолдан, фарклидир. Демак, система ягона ечимга 
эга. (21) системани ечишда 1-том, 7-боб, 3-§ да келтирилган
формуладан фойдаланамиз:

1 0  У-2 |

'  . V H W  ^ 2  —У2Ч(х)
слх) =

с2(х) =

Г ( х )  W(x)

У\ 0 I

УI <?М| У\-Я(х)
W(x)  1Г(лг)

Шундай килиб С|(х) хамда с2(х) ларни топиш учун ушбу



узгарувчиларн ажраладиган дифференциал тенгламалар хосил 
булди. Уларни ечамиз:

' /  \ УгйМ dCi(x) yr q(x) ^
с  l W -  r ( j c )  = ^ —Yx W (X) =*■

. . , ~ У 2'Ч(х) Г УгЯ(х)  , , -
= * d c M = — щ х) dx=>c | ( х )  =  -  J — d x  +  c , .

i/(9(x) йс2 (л:) y r q(x)
с2(х)

W(x)  dx W(x)

У\- Я( х)  . , 4 f  у , ■<?(.*). . .  </i-<7W , . . f  У\ ’ f W  , . -=*-dc2(x) =  dx=>c2{x) =   ̂ dx +  Cj.

Топилган C| (x) хамда c2(x) ларнинг бу кийматларини (18) ифода- 
даги Ci(x) хамда сг(лг) ларнинг урнига куямиз:

1," [ -  1 т 1 г ^ ^ + г | ] ^ '+ ( 1 т ^ ' <’+ Ф г=
// 4 ' . 6 2 1 

У ----- - у - \ — 2 У =  х г -  1л; х *

Бу (9) бир жинссиз дифференциал тенгламанинг умумий ечими 
булади. Кейинги тенгликдан куринадики} (9) бир жинссиз тенглама­
нинг хусусий ечими

, . Г У\Ч(х) f  y 2q(x)

~ m d x - y ^ \ - w ( x ) dx (22)
булади.

Хусусий ечимни топишдаги бу усул Лагранж усули деб 
аталади.

М и с ол . Ушбу
// 4 ' | б 2 1

У — -У -I— 2У =  х — 1* Y*X
бир жинссиз тенглама берилган.  Агар  бу  т ен гл ам ага  мос бир 
жинсли

„  4 - . 6  А 
У — г  У Н— j  У — Ох х

тенгламанинг  битта ечими у i = х 1 булса ,  берилган бир жинссиз 
тенгламанинг  умумий ечимини топинг.

Аввало бир жинсли
// 4 - . 6  п

У У у  =  вХ X
тенгламаниг умумий ечимини топамиз. Шартга кура бу тенглама­
нинг битта у\ =  х2 ечими берилган. Унинг иккинчи ечимини ушбу 
бобйицг 3-§ да келитирилган

P l (x)dx

у 2= у г \ ~ - - - - - - - 2 - - - - - - - dx
J  У\

формуладан фойдаланиб топамиз.



Равшанки, />,(дг) ==* — Унда — ^р(лг)*/дг =  ^-~</^=41nUI =  1пдг4

— \  Р\ M d x  4

булиб, е  3 = е  =лГ булади. Натижада:

у 2=дс2 J y d x = Л = дс3.

Бу y i e j t 2, jftssjc3 лар бир жинсли тенгламанинг фундаментал 
ечимлар системасини ташкил этади. Унда тенгламанинг умумий 
ечими

У — СГХ2 +  С2’Х3

булади.
Энди берилган бир жинссиз тенгламанинг хусусий ечими ф(дс) ни 

топамиз. Хусусий ечимни топишда (22) формула
/ v f L Г У2-я(х) .ф(*) =i/2* } Г(х) ах r(jc) dx

дан фойдалаиамиз.
Агар

0 i = * 2; «/2=-*3; q ( x )= x 2— 1,
хамда

«Г(лг)« I ^  * * | ~ K  ^  ,  |=3д:4—2дг4=лг4
\у\ У 2 1 12х Зх2 

булишини эътиборга олсак, унда

==*3J (1 — x~*)dx—x 2J (х— j )d x  =

ШВХ*+Х2--- ==ух44 -дс2+ х 21п|х|

эканини топамиз. Демак, берилган бир жинссиз дифференциал 
тенгламанинг умумий ечими

У**У+<р(х) =CtX2-bc2x3-l-^x*+x2+ x 2 1п|дг| =

в  ( c i + ! - f  In|x|)jc24-c2*34 - y j r 4

гзо



ИККИНЧИ ТАРТИБЛИ ЧИЗИКЛИ УЗГАРМАС 
КОЭФФИЦИЕНТЛИ ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМАЛАР

Ушбу бобда куйидаги

у"-\-а1у' +  а2у =  д(х),  (1)
t У" a i y ' а 2У =  ® (2)

иккинчи тартибли чизикли дифференциал тенгламаларни  ургана -  
миз. Бу ерда а ь а2 — у з г а р м а с  хак икий  сонлар,  q(x) эса узлуксиз  
функция.

Одатда ,  (1) тенглама бир жинссиз чизикли узгармас, коэффици­
ен ты  дифференциал тенглама, (2 ) тенглама эса бир жинсли чизикли 
узгармас коэффициенты дифференциал тенглама дейилади.  М а са -  
лан:

у" — Ъу' +  2t/ =  simr, 
у " + 2 у ' - 3 у  =  х2е*

тенглам алар  бир жинссиз у з г а р м а с  коэффициентли тенгламалар ,  <

у" +  у ' ^ 2 у  =  0,
У" — 2у' -\ -y -Q

тенглам алар  эса бир жинсли у з г а р м а с  коэффициентли дифферен­
циал те нглам алар  булади.

i - § .  б и р  ж и н с л и  у з г а р м а с  к о э ф ф и ц и е н т л и
Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л  Т Е Н Г Л А М А Л А Р

М аълумки ,  иккинчи тартибли бир жинсли
y" +  aiy' +  a 2y =  0 ■ (2 )

дифференциал тенгламанинг  умумий ечимини топиш учун унинг 
фундаментал ечимлар системаси у\(х) х а м д а  у 2(х) ларни топиш 
етарлидир.  Шуни эътиборга олиб, а в в а л о  (2) тенгламанинг  хусусий 
ечимларини топамиз.  ( 2 ) тенгламанинг  хусусий ечимларини

куринишда излаймиз,  бунда  k — у з г а р м а с  номаълум сон.



Равшан ки ,
y' =  k -e kx, y" =  k2ekx

булади.  Бу у, у' х ам д а  у" ларнинг  кийматларини (2)  т енглам ад аг и  
у, у', у" ларнинг  урнига куйиб топамиз:

k2ekx+ k - a iekx+ a r ekx= 0 ,

Шундай килиб, (2) дифференциал тенгламанинг  хусусий ечими 
буладиган

ифодадаги k (3) к в а д р а т  тенгламанинг  илдизи булиши ке ра к  экан.

тенглама (2 ) дифференциал тенгламалинг  характеристик тенглама­
си дейилади.

Д е м а к ,  характеристик тенгламанинг  илдиздарига к у р а  (2) диф­
ференциал тенгламанинг  хусусий ечимлари топилар экан.

М аълумки ,  (3) к в а д р а т  тенг лам а иккита турли ха кикий  
илдизларга ,  ёки бир-бирига тенг бул ган битта каррали ха кикий  
илдизга ёки комплекс илдизларга  э г а  булиши мумкин.  Бу  холларга  
к а р аб  дифференциал тенгламанинг  хусусий ечимлари турлича 
булади.  Бу холларни алохида  караймиз.

1°. (3) х а р а к т е р и с т и к  т е н г л а м а н и н г  и л д и з л а р и  
х а к и к и й  в а  х а р  х и л  б у л с и н :

Бу холда

функциялар берилган ( 2 ) бир жинсли дифференциал тенгламанинг  
хусусий ечимлари булади.  Улар (2) тенгламанинг  фундаментал 
ечимлар системасини ташкил этади.  Чунки, бу системанинг  
Вронский детерминанти

яъни

(3)

У = е ,kx

Одатда
k2, a^k -J— £Z2== О

k t k2 \

булиб,  ki=£k2 булганлиги сабабли W (х) ФО булади.
252



Д е м а к ,
k,x tuxy, =  e , y 2= e  2

функциялар фундаментал ечимлар системаси.
Унда (2) бир жинсли дифференциал тенгламанинг умумий ечими

у  =  С1е ,х+ С г е *
булади.

М и с о л .  Ушбу
У" — Зу' +  2 = 0

дифференциал тенгламанинг умумий ечимини топинг.
Аввало берилган дифференциал тенгламанинг характеристик 

тенгламасини тузамиз. У
k2- 3 k + 2  =  0

булади. Равшанки, бу квадрат тенгламанинг илдизлари fei =  l, 
/е2 =  2 булади. Демак, берилган дифференциал тенгламанинг 
умумий ечими

y  =  Cte x+ C ^

булади.
2°. (3) х а р а к т е р и с т и к  т е н г л а м а  б и р - б и р  и г а  т е н г  

б у л г а н  к а р р а л и  и л д и з г а  э г а  б у л с и н :  ki — k2 =  k 
а,

(fe, =  — —).  Бу холда
jbv

У\ =  е

функция (2) дифференциал тенгламанинг битта хусусий ечими 
булади. i

Берилган дифференциал тенгламанинг иккинчи хусусий ечимини 
9 - бобнинг 3-§ ида келтирилган

— ^Р| (x)dx

у 2= у Л - ----- г — dx
J УI

формуладан фойдаланиб топамиз.
Агар

у { =  ек\ p t(x) = a t= —2k (k =  — ---) 

эканини эътиборга  олсак,  унда

-  \ ( - 2 k)dx

У2= ^ х' \ е— ^х-----dx =  e kx-\ ~ ^ d x  =  e k*\dx =  e kx-x

булишини топамиз.



Д е м а к ,  (2) тенгламанинг  иккцнчи хусусий ечими

у . ,= х - е кх

булади.
Бу у { =  екх, у 2— хекх ечимлар (2) дифференциал тенгламанинг

фундаментал ечимлар системасини ташкил этади.  Чунки,  бу 
системанинг  Вронский детерминанти

W(x) =
екх хекх

-.екх-екх
1 х
k ( 1 -f- kx)

kekx { l + k x ) e kx\

■■e2kx- { \ + k x - k x ) = e 2

булиб,  хар доим e2kx> 0  булганлиги сабабли W (х) ФО булади.  
Д е м а к ,

У\ =  екх у 2= е кх-х

функциялар фундаментал ечимлар системаси.
Унда (2) бир жинсли дифференциал тенгламанинг  умумий ечими

у =  С г екх+ С 2-х -е кх .

булади.
М и с о л л а р .  1. Ушбу

У" — 2 у ' У  =  0

дифференциал тенгламанинг  умумий ечимини топинг.
Бу  дифференциал тенгламанинг  характеристик тенгламаси

k2 — 2 / г + 1 = 0

булади.  К в а д р а т  тенгламанинг  илдизлари k\ =  ki =  \. Унда б е ­
рилган дифференциал тенгламанинг  хусусий ечимлари

у  , =  ех, у 2= х е х

булиб,  умумий ечими эса
у = С 1ех-\-С2-х -е х

булади.
2. Ушбу

г/" +  4г/' +  4у =  0 

дифференциал тенгламанинг

Уо= У I х0=2=  4 Уо— У' L 0=2= 0

бошлангич шартларни каноатл антирадиган  ечимини топинг.



Берилган дифференциал тенгламанинг характеристик тенглама- 
сини тузамиз:

*2 +  4fe +  4 = 0 .
Бу квадрат тенгламанинг илдизлари k\ =  kz= —2 булади. Демак, 
дифференциал тенгламанинг хусусий ечимлари

у х — е - 2х,у 2—х - е - 2*

булиб, умумий ечими эса
y =  c,e~2jt+ c 2-х-е~2х (4 )

га тенг.
Энди бошлангич шартлардан фойдаланиб, с i хамда Сг ларни 

топамиз.
хо =  2 да г/о =  4 булишидан

сг е~22-\-с2-е~22-2 —4, 

хо =  2 да у о—0 булишидан

• (с ,е -2х+ с 2- х - е - 2х)'х  ̂2=

=  с г е~2х- ( —2) + с г е - 2х—с # -е -2х' ( — 2 ) ) ж_ 2=

=  — 2сх-е~4-\-с#~4-}-с2‘ 2' ( — 2) -е~4= е ~ 4( — 2С|—

булиши келиб чикади. Натижада с\ хамда сг ларни топиш учун ушбу

j  c t-e~4-j-2c2-e~4= 4,
| ( ~ 2 c l~ 3 c ^ e -4= 0 ,

яъни \
(с, +  2с2= 4 е \  

v2c |- j -Зс2== О

система хосил булади. Бу системани ечиб
с , =  — 12е\ с2=  8е4

булишини топамиз. с\ ва Сг ларнинг кийматини (4) муносабатдаги с i
ва  Сг лар  урнига  ку ям из :

у =  — \2е4-е~2х+8е*'Х'е~2х=

=  -  I2e4~2x-j-8x-e4~2x= e 42x(8x— 12),.

Демак, берилган дифференциал тенгламанинг изланаётган
ечими

у =  4е4~2х(2х—3)



3°. (3 )  х а р а к т е р и с т и к  т е н г л а м а н и н г  и л д и з л а р и  
к о м п л е к с  с о н л а р  б у  л с и н : kt =  a-|-tp,  k2 =  a  — ф,  $ ф 0 .

Характеристик тенгламанинг  бу  илдизларига (2 )  дифференциал 
тенгламанинг  ушбу

ф,(л:) :=е<“+''е>* ф2(х)  =  е (а- * )х

хусусий ечимлари тугри келади.
9-бобнинг 3- § ида келтирилган теоремаларга  кура

4/1 — [ф i(^) Ч-фг(^) ],

У2=-^[ф1(*) — ф2(*)]

функциялар х,ам ( 2 ) дифференциал тенгламанинг  ечимлари булади.  
Энди куйидаги

e ‘v=cos7 - ( - i s i nY  

Эйлер формуласидан (ка рал син,  [ 1] )  фойдаланиб топамиз:  

у , = 4 ( ф | ( * )  +  Ф2( * ) )  = 4 ( е<“+,Р)д;+ е (а~т х ) =

=-A(e*x- e iiix+ e ax' e~ ixt)  =А-еах( е ‘(1х+ е - фх) =  
*

=  - ^ “ (cospx+ /sinp* +  cospx—/sinpA:) =  eax-соэрл:,

=- 1 ( е “ . е г̂ — =  ~ еах(е^х—е~фх) =  ' ■

= ~ {еах’ е®х—еах-е ~“р) =  ̂ е ах (ефх—е ~фх) —

= - ^ “x(cospjc +  *sin0Jt —cosp*4-isinp*) —e “ »sinp>x .

Шундай килиб, берилган (2) бир жинсли дифференциал 
тенгламанинг  хусусий ечимлари

tj\ =  eaxcos$x, y 2—eax-s infix

куринишда булар  экан.
Бу  у\ х а м д а  у 2 ечимлар (2) дифференциал тенгламанинг  

фундаментал ечимлар системасини ташкил этади.  Чунки,  бу 
системанинг  Вронский детерминанти
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W(x) = eax-cospx <?“ sinpx I

ae^cospx +  e ^ t  —sfnpjc)p a<?a*sinpx +  p<?“ cosp|

=  e2ax
cospx sinpx
a c o s p x  — psinpx a s i n p x  +  pcosp*

=  e2ajr^ospx (asinpx  +  Pcospx) — sinpx (acospx — psinpx) ] =

=  e2“ p- (cos2p x 4 - s in 2px) =  p - e 2ajr

булиб, ха р  доим e2ax> 0  ва  p ^ O  булганлиги сабабли W ( x ) ^ 0
булади.

Д е м а к ,
y t =  eax-cospx, y 2= e ax-sinfix

функциялар фундаментал ечимлар системаси.
Унда (2) бир жинсли дифференциал тенгламанинг  умумий 

ечими
у =  с le°“cospx 4 - с 2-е ах-sinpjc =  е ах(с ,• cosp* +  c^ inp*)

булади.
М и с о л .  Ушбу

У"+У' +  У =  О

дифференциал тенгламанинг  умумий ечимини топинг.
Берилган дифференциал тенгламанинг  характеристик тенглама-  

сини ту замиз :
k2-\-k- { - 1 = 0 ,

Бу  к в а д р а т  тенгламанинг  илдизлари

J__L j l h  Ь = ___ 1___V 3 ;
2 2 2 2

1 / 3булади.  Д е м а к ,  а  — — 0 = - ^ - .

Берилган дифференциал тенгламанинг  хусусий ечимлари

2х V з ~тх V зy t~ e  • cos ——ж, у 2— е - s i n ^ - A '

булиб,  умумий ечими
л/ 3 . “ j* ■ л13JL V п . о z с 1 п . У .
2у  =  с , - е  2 -cos ~-х-\- с2-е 2 s i n—1’—х--

=  е 2 ( c i • cos 4 - с 2 • sin

булади.



2- §. БИР Ж И Н СЛИ  БУ ЛМ А ГА Н  У З Г А Р М А С  КО ЭФ ФИ Ц И ЕН ТЛ И  
Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л  Т Е Н Г Л А М А Л А Р

М а з к у р  китобнинг 9- боб, 5- § д а  иккинчи тартибли бир жинсли 
булмаган -  чизикли дифференциал тенглам ал ар  ва  уларни ечиш 
батафсил баён этилди. У ерда дифференциал тенгламанинг  коэффи- 
циентлари р\(х) ва р 2(х) л ар  х узгарувчининг  функциялари эди.

Ушбу пара графда ,  хусусий \ол — р { (х) х а м д а  р2(х) лар  у з г а р м а с  
сонлар булган холни караймиз .

Ф а р а з  килайлик,

у"  +  а\у' +  а 2у =  q(x)  ( 1)
дифференциал тенглама берилган булсин, бунда  а\, а 2 — у з г а р м а с  
х акикий сонлар,  q(x) эса узлуксиз  функция.

Албатта ,  укувчи бундай тенгламани ечиш масаласини 9 - боб, 
5 - §  д а  келтирилган усул билан,  яъни:

1) ( 1 ) дифференциал т енглам ага  мос

У" +  а\у' +  а 2у ~ 0  (2)
бир жинсли тенгламанинг  умумий ечимини (бундай тенгламанинг  
умумий ечимини топиш 1- §  д а  урганилди) топиш,

2) Л а г р а н ж  усули билан (1) тенгламанинг  битта хусусий ечимини 
топиш,

3) (2 ) тенгламанинг  умумий ечими билан ( 1) тенгламанинг  
хусусий ечими йигиндисини топиш билан хал кила  олиши мумкин.  
Бирок,  бунда  ( 1 ) тенгламанинг  хусусий ечимини топишда анча 
кийинчиликлар содир булади.

Айрим холларда ,  яъни (1) тенгламанинг  унг  томонидаги q(x) 
функция маълум  куринишга э г а  булган холда  ( 1) тенгламанинг  
хусусий ечими бирмунча сод дарок йул билан топилиши мумкин.  
Куйида  шу м а с а л а л а р  билан шугулланамиз .

1°. А й т а й л и к ,
у"  +  ai  • у' +  а 2 • у =  q(x) ( 1)

т е н г л а м а н и н г  у н г  т о м о н и д а г и  q(x)  ф у н к ц и я  п- д а р а ­
ж а л и  к у п х а д  б у л с и н :

q (х) =  Ьохп -}- btxn 1 -j- b2Xn 2 -)- ... -|~ bn—\x~\-bn-
Икки холни алохида - алохида  караймиз.

а )  (1) т ен гл ам ад а  а 2ф 0 булсин. Бу холда  (1) тенгламанинг  
хусусий ечимини куйидаги

v (х) =  Аохп -j- А\хп 1 -(- А 2 • х п -j- ... Ап—\Х -(- Ап (4)
куринишда излаймиз.  Бунда  Ао, Ai, Аг, А п номаълум у з г а р м а с  
сонлар.

v(x)  функциянинг биринчи х ам д а  иккинчи тартибли хосилалари­
ни хисоблаймиз:

v ' (х) =  п • Ао • хп 1 -f- ( м— 1) • At • хп 2 2А п—2Х-}-Ап—ь

v"(x) = п { п - \ ) А о - х п- 2+ { п - \ ) ( п - 2 ) -Ai-Xn~3+  ... + 2 - 1  -А п- 2 -



Бу v ( x ) ,  v ' {x ) ,  и" (x) х,амда q(x)  ларнинг  ифодаларини мос равишда 
( 1) тенглам адаги у, у', у ”  х а м д а  q(x)  ларнинг урнига ку ямиз :

п ( п ~  1)Лох”~2+ ( я  — 1) (п — 2)A,xn~3+  ... + 2 A ^ 2~ha, (п■ Аохп~’ -j~

+  ( п - 1 ) А , - х п~2+  ... + 2 А „ - !х + А „ . - 1)+а2(Апхп +  А,хп- , +  ... +

А п—\ х А п) ~  box'1 bixn 1 ~f- ... - j -b„ —ix-j-bn-

Кейинги тенгликда  x  нинг мос д а р а ж а л а р и  олдидаги коэффициент- 
ларни тенглаштирилса,  унда  Ап, А\, А 2, Л„ ларни топиш учун ушбу 

а9Ао =  Ьо,
сцпАо~{-о.2 • A i = b u

. 2Ап-2-\-а\ • А п — \ ci'>Aп — Ьп 
системага  келамиз.

Бу  системани ечиб, топилган Ао, Ai, А 2, ..., А„ ларни (4) ифодадаги 
Ао, А\, А г, ..., А п лар  урнига куйиб,  берилган (1) дифференциал 
тенгламанинг  хусусий ечимини топамиз.

М  и с ол.  Ушбу

У" — V  +  12 у  =  х
дифференциал тенгламанинг  умумий ечимини топинг.

А ввал о  бир жинсли

, у " - 7  у'  +  12у =  О
тенгламанинг  умумий ечимини топамиз.  Равш анки,  бу дифференци­
ал тенгламанинг  характеристик тенгламаси

k2 -  7k - f  1 2 = 0
булади.  Бу к в а д р а т  тенгламанинг  илдизлари k\ — 2>, &г =  4 бул га нли ­
ги учун бир жинсли дифференциал тенгламанинг  умумий ечими

С I e3j£ +  С 2е4дг
булади.

Энди берилган бир жинсли булмагнн дифференциал тенгламанинг  
хусусий ечимини топамиз.  Тенгламанинг  унг  томонидаги^ функция 
q(x) — х — биринчи д а р а ж а л и  ку п хад  х а м д а  а 2~  12 Ф  0 булганлиги 
учун хусусий ечимни

V(х) — Anx -j- At 
куринишда излаймиз.  Бу функциянинг биринчи х а м д а  иккинчи 
тартибли хосилалари

V'(x) =  Ао,
V"(x) =  О

ни берилган т енглам ага  куйиб топамиз:
— 1 • Ао -f- 12 (Aox-\-Ai) =  х.



( - 7 ^ 0+ 1 2 Д ,  =  0
булиши келиб чикади.  Бундан

Л - J -  л -  7
Л ° ~  1 2 ’ Л ' ~  144 

булишини топамиз.  Шундай килиб, хусусий ечим

У М = 1 2 Х +  -Ш
булади.  Унда берилган бир жинссиз дифференциал тенгламанинг  
умумий ечими

у  =  C xe ix - f  С ^ х +  ----- +

булади.
б) (1) т ен гл ам ад а  02 =  0 булсин. Бу  х,олда (Г) т ен гл ам ага  мос бир 

жинсли тенглама куйидагича

у "  +  щ  • у '  =  О

булиб, унинг характеристик тенгламаси

к2 -f- a\k =  О
булади.  Равшанки,  б^ к в а д р а т  тенгламанинг  битта илдизи нолга 
тенг:  к\ = 0 .

Бу холда  (1) дифференциал тенгламанинг  хусусий ечимини

V(х) — х(Аохп -j- А\хп 1 -(- ... -\-Ап—\Х-^-Ап) (5)
куринишда излаймиз.

Юкорида келтирилган а)  холдагидек,  бу V(х) функциянинг 
биринчи ва  иккинчи тартибли хосилалари топилади, сунг.  уларни 
( 1) те нглам ага  куйилади.  >С,осил булган генгликда х нинг мос 
д а р а ж а л а р и  олдидаги коэффициентлар тенглаштирилиб,  Ао, А\, ..., 
А„ лар,  демак ,  берилган бир жинсли бул маган дифференциал тен гл а ­
манинг хусусий ечими (5) топилади.

М и с о л .  Ушбу
у"  +  у' =  х - 2

дифференциал тенгламанинг  умумий ечимини топинг.
Бу т ен гл ам ага  мос бир жинсли тенглама

У" +  у' ~  О 
булиб, характеристик тенг лам а эса

k2 -j- k =  О
куринишда булади.  Ра вш ан ки ,  £ i = 0 ,  к2 ~  — 1. Д ем а к ,  бир жинсли 
тенгламанинг  умумий ечими



Энди берилган бир жинсли булма ган  дифференциал тенгламанинг  
хусусий ечимини топамиз.  Тенгламанинг  унг томонидаги функция 
q ( x ) —x — 2 — биринчи д а р а ж а л и  ку п х а д  х,амда о г = 0  булганлиги 
учун хусусий ечимни

V(х) =  х{Аох -j- Ai)
куринишда излаймнз.  Бу функциянинг биринчи х а м д а  иккинчи 
тартибли хосилалари

V'(х) =  2Аох +  At,
V"(x) =  2 Ао

ни берилган тенглам ага  куйиб топамиз:

. 2А о 2Аох -f~ А I х — 2 .
Кейинги тенгликдан эса

| 2А 0== 1 ,

1 2 А а А , — — 2 
булиб, ундан Л о =  Л, =  — 3 булишини топамиз.

Шундай килиб, хусусий ечим V(х) — х (^~ х — 3^ булади.  Унда 

берилган бир жинссиз  дифференциал тенгламанинг  умумий ечими 

у  ~  С 1 -)- (j-ie х -)- .vf  ̂ .у — 3^

булади.
2°. А й т а й л и к,

у" +  а\у' +  a 2y =  q{x) ( 1)
д и ф ф е р е н ц и а л  т е н г л а м а н и н г  у н г т о м  о н и д  а г и q{x) 
ф у н к ц и я у ш б у

q (х) — еах (box'1 -f- b\хп 1 -(- .г. -f- bn — ix-\-bn)
к у р и н и ш г а  э г а  б у л с и н :

у"  -\-aiy' ~\-а2у — еах (Ьохя +  b [Хп~ 1 -(-■•• + b n- j x  +  b„ ) . ( 6 )

(6 ) т ен гл ам ад а
у==еахи (и — и(х))  

алмаштириш б а ж а р а м и з .  Унда

у' =  а  ■ е**и +  • и' =  еы ( а и - f  « ' ) ,
у" — <хеах (а.и.~\- и') +  <?“ ( а  • и' +  и") =  еах ( а 1и - \ - 2 а и ' и ” ) 

булиб,
eax(oi~u +  2 a u ' -^-и") +Oi  • е“ ( а й  +  й' )  +

-j- а 2 • еах • и — епх (Ьохп -\~Ь\хп 1 - j - . . .  -\-bn—iX-\-bn ) ,

яъни
/ / '+  ( 2a~j - a i )  а'-|- ( а 2 +  a ia - f - a 2) и ~

~  box'1 -)—Ь\хп ! ... bп — 1 х-\-Ьп



Агар 2 - a  +  a i  =d\, a 2 +  a i a  +  a 2 =  d 2 дейилса,  кейинги т енглам а 1° 
пунктда урганилган

и " d i i i ' d 2 U  =  b o x ' 1 Ь\Хп 1 Ь п —i x Ьп  ( 7 )

куринишдаги т ен гл ам ага  келади.  Равшан ки ,  бундай т енглам ад а
а)  булга нд а ,  (7) тенгламанинг  хусусий ечими

Vi (х) ^=Аохп А ixn 1 - ( " . . . -\-Ап— ix-\-An
куринишда,

б) ^2 =  0 булга нд а ,  (7)  тенгламанинг  хусусий ечими

Vx (х) = х ( А 0х п +  А 1хп- [ +  . . . + У4я_це +  Л в)
куринишда изланиларди ва  топиларди.

Агар di=^ 0 булганда ,  k — a. сон

k Q.\k Ct2===0
характеристик тенгламанинг  илдизи булмаслигини,  di — О б ул га нда  
эса ,  k =  a  сон шу характеристик тенгламанинг  илдизи булишини 
ха м д а  у — еахи эканини эътиборга  олсак,  ун да  (6 ) дифференциал 
тенглама учун:

а )  k — а  сон характеристик тенгламанинг  илдизи бу л м а га н д а  
хусусий ечйм

V ( x ) = e ax(A0xn +  A ixn~ l +  ... +  A,l^ a + A n)
куринишда,

б) k — a  сон характеристик тенгламанинг  илдизи б у л га н д а  
хусусий ечим

V (х) =  хеа (Лох11 А \ хп 1 "Ь... А п~ ix А п)

куринишда изланади ва 1° да ги  каби топилади.
Э с л  а т м а. Агар k —  а  сон характеристик тенгламанинг  каррали илдизи б улса ,  

хусусий ечим
V(x)  = х 2е ах {А,)Хп -\--А-1хп~'  +  . . . +  A „ ~ t x + A „ )  

куринишда изланади.
М и с о л  л а р .  1. Ушбу

у " - 2 у '  +  Ау =  еЛх(х +  2)

дифференциал тенгламанинг  умумий ечимини топинг.
Аввал о  бу т ен гл ам ага  мос бир жинсли

у " - 2 у '  +  4у±=0
тенгламанинг  умумий ечимини топамиз.  Характеристик тенглама

k2 — 26 +  4 =  0

нинг илдизлари ^ i =  1 —(— д/Зг, &2= 1 —л/3/ булади.  Унда бир жинсли 
тенгламанинг  умумий ечими

с\ехсо$>л[Зх-{-С2ех • sirr\/3*



Энди берилган бир жинсли бул ма ган  дифференциал тенгламанинг  
хусусий ечимини топамиз.  .

Дифференциал тенгламанинг  унг томонидаги функция q(x) =  
=  e3*( je- j -2 ) х а м д а  а == 3  сон характеристик тенгламанинг  илдизи 
бул ма гани учун хусусий ечимни

V(x) = e 3x(Aox-\-Ai) 
куринишда излаймиз.  Равшанки,

V'(x) ~ е 3х(ЗА0х +  Ао-\-ЗА\),
V" (х) =  eix (9А0х +  6Ло +  9 Л i ).

Бу кийматларни берилган т ен гл а м а га  куйиб

е3*(9.АоХ +  6/4о +  9 Л 1) - 2  • е3*(ЗЛ<>л: +  Ло +  ЗЛ ,) +
+  4е3х(А0х + А 1) = е 3х(х +  2),

яъни

7Лох +  4Ло +  7Л 1 = х  +  2 
булишини топамиз.  Кейинги тенгликдан эса

A  - - L  ал 0 _  7 ,  л ,  —  49

булиши келиб чикади.  Д е м а к ,  хусусий ечим

v M  =  * - ( i *  +  - £ )

булиб, берилган бир жинсли булмаган  тенгламанинг  умумий ечими 

y  — ctexcos-\j3x-{-C2ex ■ s inV3x +  e3j:^yx-|-

булади.
2. Ушбу

у"  — у =  ех(х2 — 1)
дифференциал тенгламанинг  умумий ечимини топинг.

Берилган т ен гл ам ага  мос бир жинсли тенг лам а у" —у — О, 
характеристик тенг лам а эса  k2 — 1 = 0  булади.  Характеристик 
тенгламанинг  илдизлари fei =  l ,  &2=  — 1 булганлиги сабабли бир 
жинсли тенгламанинг  умумий ечими

ciex +  c2e~x
булади.

Энди бир жинсли булмаган тенгламанинг хусусий ечимини топамиз. 
Тенгламанинг  унг  томонидаги функция q ,(x )= e x{x2— 1) хам да  
а = 1  сон характеристик тенгламанинг  илдизи булганлиги учун 
хусусий ечимни

V (х) =  хех (Аох2 А\х +  А?)



куринишда излаймиз.  Бу  функциянинг биринчи х ам д а  иккинчи 
тартибли хосилаларини хисоблаймиз:

V (х) — ех(А ox А \Х2 А 2х) -f- вх(ЗАцх'-{-2А\х-\-А2) —
=  ех(Aox^-j- (3Ао-\-А i)x2-\- (2А Ai) х -\- A i ) ,

V " ( x ) — e [Л(й:3+  (З Ло+ Л  i ) x 2+  {2A\-\-Ai)x-\-A2}-\~
-(-вх [ЗЛ ох2-)-2 (ЗЛ о-f- А 1) х -4-2Л1 -)- А 2) =

=  ех [A qX s-f- (6Л о-f- А 1) х 2 ( 6A o-f- 4Л 1 -f- А 2) х -\-2А i -f- 2Л 2].
Бу кийматларни берилган те нглам ага  куйиб

ех \ A qX a-\- (6A o-f-Л i) х 2-\- (6А o-f- 4Л 1 -f- Л 2) х-\- 2A i —{— 2А 2] —
— 6 х (Л  qX  ̂-f- Л [X2 -j- А 2х ) =  gx ( х 2 — 1 ) ,

яъни

6Л,л:2 +  ( 6Ло +  4Л1)х-Ь2(Л1-|- Л 2) =  * 2-  1 
булишини топамиз.  Д е м а к ,

6Л 0=  1,

6 Л 0+ 4 Л  1 =  0,

2Л, +  2 Л 2= - 1 .

Бу системадан

эканини топамиз.
Шундай килиб, хусусий ечим

V(x) =  ж • * ■ ( ! * ’  ~  >  -  J - )

булиб, берилган бир жинсли булмаган тенгламанинг  умумий ечими 

у =  с 1ех+ с 2е~х +  х ■ е*(~х2 — - jx  — ^

булади.
3°. А й т а й л и к ,

y "  +  ai  • у' -4-  а 2у  =  q(х) ( I )
д и ф ф е р е н ц и а л  т е н г л а м а н и н г  у н г  т о м о н и д а г и  
q(x) ф у н к ц и я

q(x) = e axcos$x(boxn-{-Ь{Хп~~{ +  ... -\-bn-ix-\~bn)
ё к и

q(x) — еа-хът$х(Ьохп-\-Ь\хп~' +  ...-\-bn-\x-\-bn) 
к у р и и и ш д а  б у  л с и н. Бу холда:  v

а )  аг ар  k =  a  +  г'Р сон
k2 -\-aik-+-a2=0 '
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характеристик тенгламанинг  илдизи бул маса ,  у холда ( 1 ) т е н г л а м а ­
нинг хусусий ечими

V(x) = e ax[cosfSx.(A(>xn-\-Aixn~ ' +
-f- sinfix (A'oxn A\xn A'n — \ x An)}

куринишда,
б) а г ар  к — сон

k- , "j— cl I k q,2 ^  0
характеристик тенгламанинг  илдизи булса ,  у холда ( 1) т е н г л а м а ­
нинг хусусий ечими

V{х) = х  ■ еах [cosfix(Aoxn-{-AtXn~' +  ... +  Ап-\х +  А ,,) -f- 
+  sin px(A'axn +  A U n- '  +  .. .+A'n- lx +  A'n)]

куринишда изланади ва  ав в ал ги  холлардагид ек  топилади. 
М и с о л л а р .  1. Ушбу

у" — Ау'-\-Ъу =  2excos3x
дифференциал тенгламанинг  умумий ечимини топинг.

Аввал о  бир жинсли
у " - 4 у '  +  3у=*0

дифференциал тенгламанинг  умумий ечимини топамиз.  Бу тенгла­
манинг характеристик тенгламаси

/г2 — 4k +  3 =  0
булиб, унинг илдизлари k\ =  \, fo =  3 булади.

Д е м а к ,  бир жинсли дифференциал тенгламанинг  умумий ечими 
с1вх-\-С2в3х булади.

Энди берилган бир жинсли б у л м а г а н  дифференциал тенгламанинг  
хусусий ечимини топамиз.  Тенгламанинг  унг томонидаги функция 
q ( x ) ~ 2<?xcos3x х а м д а  а  +  ф = 1 + 3 г  сон характеристик т е н г л а м а ­
нинг илдизи булмаганлиги сабабли хусусий ечимни

V (х) =e*( ,4ocos3j t- f^6sin3:x : )
куринишда излаймиз.  Бу функциянинг биринчи ва  иккинчи 
тартибли хосилаларини хисоблаймиз:

V' (х ) =  ex(Aocos3x-f-A6sin3x) + £ * (  — Л о э т З х -3 +  
-f-,46cos3jt • 3 =  ех [(Ло +  ЗЛо)созЗл: +

- f  (Л 6 — ЗЛо) • sin3x],
V"(x) =  е* [(Л о +  ЗЛ о) с os3x +  (Л 6 — ЗЛ0) s i n 3 x ]+
+  ех [— 3 (А о +  ЗЛ 6) s in3x  +  3 (Л о — ЗЛ о) cos3x] =

— ех[(6А'о — 8Л 0)с о з З х — (6Л 0 +  8Л 6) sin3x].
V(x), V'(x), V" (х) нинг ифодаларини берилган т ен гл ам ага  куйсак ,  

[(Лоб — 8Ло) cos3x  — ( 6Л 0 +  8Л 6) s i n3x ]—
— 4ех [(Ло +  ЗЛ6) cos3x +  (Л 6 -  ЗЛ0) s i n 3 x ] +

+  3£* (Лосо$3.х-|~Лб8шЗл:) ~ 2 е хсо&Зх,
яъни

( — 9Ло — 6Л б)с озЗх+  ( 6Ло — 9Л 6) 5т З *  =  2со53х 
тенгликка  келамиз.  Бу тенгликдан



Г — 9 Л 0- 6 Л 0= 2 ,

| 6Л 0— 9 Л о = 0

келиб чикади.  Бу  системанинг  ечими
л _____ л' _____  _ 4

А ° ~  1 3 ’ Л ° ~  1 9
булади.

Шундай килиб, берилган бир жинсли б улмаган  дифференциал 
тенгламанинг  хусусий ечими

V { x ) = e x(̂ — ^ - c o s 3 x ----- --- s in3x^

булиб,  унинг умумий ечими

у  =  с хех-\-с^3х-\-ех(̂ — ^ - c o s 3 x ----- ^ - s i n 3 x ^

булади.
2. Ушбу

у" -\-у =  3sinx
дифференциал тенгламанинг  умумий ечимини топинг.

Бу  тенгламага '  мос бир .жинсли тенглама у " + у = 0  нинг 
характеристик тенгламаси /г + 1 = 0  булиб, унинг илдизлари k\ = i ,  
fe2= — i булади.

Д е м а к ,  бир жинсли тенгламанинг  умумий ечими
C|COSJC +  C2Sinx

булади.
Берилган бир жисли бул ма ган  дифференциал тенгламанинг  унг 

томонидаги функция q(x) =  3s inx  х а м д а  а+/|3=/ сон характеристик 
тенгламанинг  илдизи булганлиги сабабли хусусий ечимни 

V ( x ) = x  (Л о с о э х + Л о э т х )  
куринишда излаймиз.  Равшан ки ,

V'(x) = ^ o c o s x  +  y4osinx +  x (  —y4os inx+^6cosx) i
V"(x)  =  —/losinx+/4ocosx+ ( — Л о в т х + Л б с о в х )  +

+  x  ( — /4ocosx—y46sinx).
Б у У ( х ) ,  V'(x), V"(x) нинг кийматларини берилган тенгламага  куйиб

— 2/losinx +  2/16cosx+x(  —y4ocosx—/46sinx) +
+ x  (ЛоСобх+ w4osinx) =  3sinx,  

яъни — 2/4osinx +  2/16cosx =  3s inx  тенгликка келамиз.  Кейинги
3 /тенгликдан эса Л 0=  — - Л 0= 0  булиши келиб чикади.

Шундай килиб, берилган бир жинсли б улмаган  дифференциал 
тенгламанинг  хусусий ечими

V (х ) =  — 2х COSA: 
булиб, унинг умумий ечими

y  =  c lcosx +  c2s inx  — —-xcosx



4°. Куйида  к е л т и р и л а д и г а к  ге о р е м а д а н  бир жинсли б у л м а г а н  диф­
ференциал тен гл а ма ни нг  xvcv -кй г-шмини топишда фойдаланилади. 

t - т е о р е м а .  Агар V: ( я)  ва ь  ( с)  функциялар мос равишда

У "  +  С . ц :  т  ^ , к; - </, ( . * ) ,  ( 8 )

у" +  а!у' +  а 2у =  </2 (л) (9)

тенгламаларнинг хусусий ечимлари булса, у %алда

V\{x) +  V2{x)
функция

у" -\-a\y' -\-a2y~~qi (х) (л) (10)
тенгламанинг хусусий ечими булади.

И с б о т .  Ш а р т г а  к у р а  V-, — V. (л i функц ия  (8) т е н гл а ма ни н г ,  
V2=zzV2 (x) фу нкц ия  (9)  тенгламанинг  ечими. Д е м а к ,

~f~ o.\V- f-ct'2V l =  q ! (jc) ,

V2-\-cijV , -t-a2V 2 == Яг(х ) ■

Бу  т е н г л и к л а р д а н

Vi Ч' V 2~т~а \( 1Л "Г У 2) +  a J 1v 4  ̂2) =s 4i(x) -\-q2{x)

бу ли ш и  келиб чик ад и .  А га р

(V i -\-V2) , =  V,i +  V l  
(Vi +  V2)" = V 'i + V'2'

булишини э ъ ти бо р га  олса к ,  ун да  кейинги т енгл ик  у ш б у

P/i +  lf 2)"  +  a,(V,-t- V2)' +  a->(V\ +  V2) =  q x ( x ) + q 2(x)
к у р и ни ш га  кел ад и .  Бу  эса  V\ +- V2 функция (И)) тенгламанинг  ечими
эканини  к у р с а т а д и .  Т ео рем а  исбот булди .

М и с о л .  Ушбу
у''- 2 у '^ 2 х -\ -е *  ( 11 )

дифференциал  т е н г л а м а н и н г  ум ум ий  ечимини тогшнг.  Б у  т е н г л а м а ­
га  мос бир жинсли у"  — 2у'  — 0  т е н г л а м а н и н г  х а р а к т е р и с т и к
т е н г л а м а с и  fek....2fe 0 булиб., унинг илдизлари k\ = 0 , k2 — 2 булади .

Д е м а к ,  бир жинсли iem ламаниш  ум ум ий  ечими С\-\-с2е2х
булади.

Энди бер илг ан  бир жинсли булма( ан дифференциал т е н г л а м а н и н г  
ху суси й ечимини топамиз .

Бунинг уч ук  куйидаги иккита

и " - - 2 и '^ 2 х ,  ( 12)
у '! — 2у' — е** ■ (13)

бир жинсли булма ган  дифференциал генгламаларнинг  хар бирининг
хусусий ечимларини топами;?.

(12)  тенгламанинг  ун г  то монидаг и  фу нкц ия  q (х) =  2х  х а м д а  
k - - 0  х а р а к т е р и с т и к  теш л а м а н и н г  илдизи булганлиги учун ( 12)
т е н г л а м а н и н г  ху сусий ечимини



V) (х ) = x (Aqx-\- A[) 
куринишда излаймиз.  Равшан ки ,

V\ (х) = 2A ox-f-А  I, 
V Y ( x ) = 2 A 0.

Бу кийматларни (12) т ен гл а м а га  куйиб

2Ао — 2 (2Аох -(- A i ) =  2х,
яъни

—4Аох-\- (2Ао — 2А>) = 2 х  

тенгликка  келамиз.  Кейинги тенгликдан

булиши келиб чикади.  Д е м а к ,  (12)  тенгламанинг  хусусий ечими 

V t(x) =  х  ^ - х —̂  =  — ~(х2-^х)

булади.
Энди (13)  тенгламанинг  хусусий ечимини топамиз.
(13)  тенгламанинг  унг томонидаги функция q ( x ) — e3x х а м д а  

3 сони характеристик тенгламанинг  илдизи булмаганлиги сабабли 
хусусий ечимни

V2( x ) ^ e 3x • А 0

куринишда излаймиз.  Бу  функциянинг биринчи х ам д а  иккинчи 
тартибли х осилалари

V'2(x) =  ЗА0е3х,
V¥(x) = 9А о  ■ е3х 

ни (13) т ен гл ам ага  куйиб

9Аое3х- 2  ■ ЗА0 ■ е3х= е 3х, 

яъни ЗАое3х =  е3х тенгликка келамиз.  Бунда  Л 0= - ^  булиши келиб

чикади.  Д е м а к ,  (13) тенгламанинг  хусусий ечими V2(x) =  ~ -е3хО
булади.

Юкорида 1 - теоремага  кура

УЛх) +  v 2(x) =  — 1 ( х 2+ х ) + ± е 3*

функция ( 1 1 ) дифференциал тенгламанинг  хусусий ечими булади.
Шундай килиб берилган ( 1 1 ) бир жинссиз тенгламанинг  умумий 

ечими
У =  С\ +  с^ Лх----- - (х~-\-х) -f- - у е3х



П- ТАРТИБЛИ ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМАЛАР

М а з кур  китобнинг 1— 3 - бобларида  биринчи ва  иккинчи тартиб­
ли дифференциал т енглам ал ар  батафсил урганилди.

Фаннинг  турли т армокл ар ида ,  айникса  техникада  тартиби 
иккидан юкори булган дифференциал тенглам ал ар  билан боглик 
м а с а л а л а р г а  дуч келамиз .  Бинобарин, уларни — п- тартибли ( л >  
> 2 ) дифференциал тенгламаларни  урганиш вазифаси юзаг а  
келади.

п- тартибли те н глам ала р  назариясида  хам,  биринчи в а  иккинчи 
тартибли дифференциал тен глам ал ард аги дек ,  дифференциал тенг­
л а м а л а р  ечимининг мавжуд ли ги ,  тенгламаларни  ечиш усуллари 
к арал ади .  Келтириладиган тасдикларнинг  исботланиши деярли 
а вв а л д а ги д е к  м ул ох аза  юритиш асосида  олиб борилишини эъти­
борга олиб, куйида  тасдикларни исботсиз келтирамиз.

1 -§ .  П Т А РТИ Б Л И  Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л  Т Е Н Г Л А М А Н И Н Г 
УМ УМ И Й  КУРИ НИ ШИ

п- тартибли дифференциал тенгламанинг  умумий куриниши 
куйидагича

Ф  (х, у, у', у", .... у<">) = 0  (1)
булади. Бунда х  — эркли узгарувчи, у = у ( х )  — номаълум функция, у', 
у", (/(«) л ар  эса номаълум функциянинг биринчи, иккинчи ва  X- к., 
п- тартибли хосилалари.

( 1) дифференциал тенгламанинг  баъзи мухим хусусий холларини 
Караймиз.

1°. ( 1) дифференциал тенглама ушбу

у<»> =  f(x)  ( 2 )
куринишга эга  булсин. Бу холда  у<п) ни кетма -кет  п марта  
интеграллаб,  ( 2 ) тенгламанинг  умумий ечими топилади.

М  и с ол .  Ушбу

дифференциал тенгламанинг  умумий ечимини топинг.
у'"  функцияни кетма-кет уч м арта  интеграллаб топамиз:



^y"'dx —  ̂ --dx  — ^t/lnx ln|3c| -\~Ci , 

у "  =  ln|x! + C i ,
\i)"dx =   ̂ ( I n ! jc| -\-Cl) d x =  ^ ln|x|dx+C,x==--x ln jx !— X +  C 1X + C 2 ,

y ' — xln|x! — x- f -C ix -+■ C2,
^y'dx =   ̂ ( x ln j x j  — x  +  C^x +  C ^ d x ^ ■-

=  5 * 1п | х !Л с — £ + ^ 1  f  +  C 2x =  - ^ ! n | x i

— x ^ + C !  -----4- C.-xA- C 3, .
9

( /  =  - - - l n j x ! -  c , - -

2 °. ( 1 ) дифференциал тенглам ад а  номаълум функция ва  унинг 
дас тл аб ки бир нечта тартибдаги хосилалари ^атнашмасин:

Ф  (х, у {к), у {к+[),:.., у {п)) = 0 ,  (3)

Бу холда  у (к) =  р =  р (х) алмаштириш наг и ж аси да  (3) дифференци­
ал тенгламанинг  тартиби пасайиб ушбу

Ф (х, р, р (" -1г>) = 0

куринишга келади.
М  и с о л. Ушбу

Х У ' " — Уv> . . ,iv»-.=o

дифференциал тенгламани счинг.
Бу  те н глам ада

г/т\ =/7 =

алмаштириш б а ж а р а м и з .  Унда £/(Х =^р'(х) =~~̂ х булиб, берилган

тенг лам а х - ~ — р =  0 куринишга келади.  
а х

Равшанки ,
х р =  0 = > - - - ■ =Ип |р| =  1п |х| —f— iп 1С711 р =  С\Х. 

а х  р  х

Энди
Р  у  =  С  \Х,

тенгламанинг  ечимини кетма-кет  интеграллаш билан топамиз:

у'” = С \ ~ -\ - с  2, 

у" =  С г ^ - + С 2х +  Сл,



C ''~24^~C2~2—t " C ; ^ + C 4»

y  =  C r ^ + C 2- ^ + C y ^ + C 4x +  Cb.

3°. (1) дифференциал т ен гл ам ад а  эркли узгарувчи х  ка тн аш ма-  
син:

Ф  (У> У'> У",—, У{п)) = 0 .

Бу  холда  y' — p= ip(x)  алмаштириш билан дифференциал те н гл а м а ­
нинг тартиби бир бирликка пасаяди.  Бунда 

/ dy

ц " _  dp__dp dy — p. dp
У d x * d y  d x  d y  ’

t/» = J _ ( D.d L \ = J _ ( p . j £ \ . 4 L = p * ^ L + p ( * P
У  d x  V d y )  dy  V d y )  dx  ^  dy2 \ dy

^ ) 2,

булиши эътиборга олинади.
М и с о л .  Ушбу

у' •у " '— 3у'2 =  0
дифференциал тенгламанинг  умумий ечимини топинг. 

Бу те н глам ада

У' =  Р =  Р(х) 

алмаштириш б а ж а р а м и з .  Унда

г - р . $ 1 Г - р( % У + г ‘ - £dy

булиб,  берилган дифференциал тенг лам а куйидаги 

яъни

<4>

куринишга келади.
Шундай килиб, берилган учинчи тартибли дифференциал 

тенглама у' =  р(х)  алмаштириш нат и ж аси да  иккинчи тартибли 
дифференциал те нглам ага  келди. (4) тенгламани ечиш учун

AlL= z
dy



алмаштириш киламиз.  Унда - ^ - = г - ~ ~  булиб,  p -z  — 2 г  2 =  0 ,

яъни — — ~ ^ -= 0  булади.  Равшан ки ,  z p J

lniz| — In/?2 =  In |C i ! =>. z = C i p 2

Н а т и ж а д а ,

=> — - = C  [y-\-C2=>- — ~  С {У Л~ С 2 =>
d x

^  - ^ = C iy +  C 2^ x = - C r J^— C2y +  C ,  

булади.
4°. (1) дифференциал тенгламада Ф(х ,  у, у', у",..., y w ) функция у, 

у', у ” ,.,., y^i л ар га  нисбатан k- тартибли бир жинсли функция,  
яъни

Ф(х, ty, ty', ty",..., t y (n)) =  ^Ф(х, у , у', у " , . . . ,у {п})

булсин.
Бу холда

у = е ^ Ых, (z =  z (х))

алмаштириш билан ( 1 ) дифференциал тенгламани тартиби бир 
бирликка камайга н  дифференциал тен гл ам ага  келтирилади.  

М и с о л .  Ушбу
х2у -у "  =  (у — х - у ' ) 2

дифференциал тенгламани ечинг. Бу т енглам ад а
Ф (х, у, у', у") = х 2-у-у"  — ( у —х у ')2

функция учун

Ф  (X, ty, ty', ty") =  х2 (ty) ■ (ty") — ( ty — x(ty')  ) 2 =

=  t*x2y - y " ~ t 2(y — x y ')2 =  t2 tfly y " — (y — x y ')2] = t 2<I> (X, y, y', y")

булади.
К а ра лаё т ган  дифференциал тен глам ад а :

y =  e ^ dx (z =  z ( x ) ) .



у' =  У х-г, y " = { e ^ dx. z ' ) = e ^ dx. z2+ e ^ dx. z ' =  (z +  z 2)e^ 

булиб, берилган те нг лам а куйидаги

2 / '  I 2\ 21 zdx /  \  zd x  \ zd xx о •j r ( z  + 2  ) е  •> = ( е } - x - z e } 

куринишга келади,  Кейинги тенгликнинг хар  икки томонини

e ^ zdx г а  б^либ, jc2 (z ' +  z2) =  ( 1 z x ) 2, яъни x V +  2x z =  1 булишини 
топамиз.  Агар  x2z' - j -2 x z =  (x2-z) '  эканини эътиборга олсак,  унда

{x*.z y
а х

т енглам а хосйл булади.  Равшан ки ,  x2z =  x-\-C\. Бу  тенгликдан

z - —-\— 5- булиши келиб чикади.  Н а т и ж а д а ,  
х хг

у =  У = е Мх,- +МС2= С 2х е ^

булади .  Бу берилган дифференциал тенгламанинг  умумий ечи­
мидир.

2 -§ .  /г-ТАРТИБЛИ Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л  ТЕ Н ГЛ А М А  
ЕЧ И М И Н И Н Г М А В Ж У Д Л И Г И

Айтайлик,  бирор я-тартибли дифференциал тенглама

Ф ( * ,  У, У', у ' ' , - ,  У(">) = 0
берилган булсин. Баъ за н  бу тенгламани у(») га  нисбатан ечиш 
мумкин булади:

y w  =  f(x, у, у', у'',..., (5)

Одатда  (5) те нг лам а п- тартибли уосилага нисбатан ечилган 
дифференциал тенглама дейилади.

Ф а р а з  килайлик ,  (5) т енглам ад аг и  f(x, у, у',..., у (п-^ )  функция 
( « +  1 т а  узгарувчининг  функцияси сифатида)  R n+l фазодаги бирор 
D со хада  аникланган в а  узлуксиз  булсин.

1 - т а ъ р и ф .  Агар шундай узгармас мусбат N сони мавжуд

булсаки, ихтиёрий (х, у, у',..., y {n~V)) dD, (х , у ,  у ',.. ., у  (" l))( :D

н укталар  учун \f(x, у, у',..., y ^ + ^ ) — f(x, у ,  у',.. .,

у  ("-U) | ^ .N (\у — у  | +  |у ' — у ” \ + . . . +  Iyi'l~''i— у  (л“ |) t) тенгсизлик



бажарилса, у  %олда f(x, у, у',..., г/(л-|)) функция D сохада у, у', у",..., 
у ( « -и  узгарувчилари буйича Липщиц шартини бажаради дейилади.

1- т е о р е м 'а .  Агар

тенгламада f(x, у, у', у",.-, у <п~п) функция
D={(x, у, г/,..., у ,п- ’>) eR a+ LI Д%1 < а , \ у -  у0\ <  Ъ,

— — да  у зл ук си з  булиб,  уо, у\
y(n~i) аргументлари буйича  Липшиц шартини бажарса,  у  %алда 
(5) дифференциал тенгламанинг [x—h, xo-\-h\ да
( h ^ m i n f a , ^ )  )

у | х=*0= у 0. у' Iх=^ У о,..., y in~i] I х=х = У {Г Х)

шартларни цаноатлантирадиган ечими мавжуд  ва у  я г она  булади .
Одатда

у  | х=х0 =  Уо У' | , - *  =  Уо.- ,  У(п- ' ] I х -ь  =  У о~" 
шартлар бошлангич шартлар  дейилади.

(5) дифференциал тенгламанинг  бошлангич шартларни кано- 
ат лантирадиган ечимини топиш м а са л а с и г а  Коши м ас ал аси  
дейилади.

М и с  о л. Ушбу
,,,  lnx

у  = - ? -

дифференциал тенгламанинг  куйидаги

у\х=\=0, */1^ 1= 1, у "  | х=, = 2

бошлангич шартларни каноатлантирадиган ечимини топинг.
А ввал о  берилган дифференциал тенгламанинг  умумий ечимини 

топамиз.  Бунинг учун у" ’ функцияни кетма -кет  уч мар та  интеграл- 
лаймиз.

[ y ' " d x = ] ^ d x  =  \ w c . ( - ± ) - \ ( - ± y ± d x  =

lnx г  d x __ \пх 1 , п
+  J 7  х T + L l -X

Д е м а к ,

У" С ,

Иккинчи марта  интеграллаймиз:



Д ем ак ,

у' = ----- l n 2x  — 1п|х|+ C j X  +  C2.

Учинчи марта  интеграллаймиз:

$ у ' ф с = $ ( — j; 1п2* ~  l n Ut  + C {x +  C ^dx =

=  — l n 2x +  С , —(- C?x +  С г .

Д е м а к ,  берилган тенгламанинг  умумий ечими

у = —~ \ п 2х +  С хА ^ + С ^ с + С ъ - (б)

булади.
I c iЭнди у  j jc= 1 =  0 шартдан фойдаланиб ——j - C 2+ C 3= 0  булиши­

ни, у' (х= 1 == 1 шартдан фойдаланиб С 1 +  С2— 1 булишини, 
# " [ * = 1 = 2  шартдан фойдаланиб — l ' + C i = 2  булишини топамиз.  
Н а т и ж а д а  Ci,  С2, Сз ларни аниклаш учун

~2 + С 2+ С 3=  О,

C i +  С 2 =  I ,

— 1 +  Ci =  2

система х,осил булади.  Уни ечиб топамиз:

С ,  =  3 , С 2 =  — 2 ,  C 3= - j .

Буларнинг кийматини (6 ) муносабатдаги  С 1, С2, Сз ларнинг  урнига 
ку ям из .  Н а т и ж а д а ,  изланаётган ечим

у — — | - 1л 2л ;+ -| л :2— 2лг+~~ 

булиши келиб чикади.

3 -§ .  п -  Т А РТИ Б Л И  Ч И ЗИ К Л И  Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л  Т Е И Г Л А М А Л А Р

Номаъ лум  функция у  =  у(х)  ва унинг у', у ” ,..., у W х,осилалари 
биринчи д а р а ж а д а  ка тн аш га н

у (п) +  р х(х) У(г,~1) +  р 2 (х) У1а~2) +  . . . + р п-\{х) У' +  Рп ( * )  У =  я(х)  (7)

тенг лам а п- тартибли чизикли дифференциал тенглама дейилади.  Бу 
ерда р\ (х ) ,  р2 ( х ) р п(х) — тенгламанинг  коэффициентлари, q (x ) эса 
озод %ад  дейилади.  Улар бирор (а,  Ь) о р а л и к д а  берилган функция- 
лардир.



(7) тенг лам а п- тартибли чизикли бир жинссиз дифференциал 
тенглама.  х,ам деб юритцлади.

Хусусан ,  (7) д а  <7 =  0 булса ,  яъни тенглам а ушбу

y (a) +  p l (x ) y {',~')+ P ‘2(x ) y {n~2) +  "- +  P n-i(x)y ' +  Pn{x)y =  0 (8)

куринишга эга  булса ,  уни п- тартибли чизикли бир жинсли 
дифференциал тенглама дейилади.

2 ' те о р е м а . Агар (7) тенгламадаги р\ (х),р> (х),..., р„ (х)%ам- 
да q(x) функциялар X тупламда (Х сzR) узлуксиз булса, у %олда 
X да (7) тенгламанинг

У\х = хд==Уо> У \x — x0=zyo> У I х=х0 Уо>—> У I х—х0 Уо

бошлангич шартларни цаноатлантирадиган ечими мавжуд ва 
у ягона булади.

1°. п- т а р т и б л и  ч и з и к л и  б и р  ж и н с л и  д и ф ф е р е н ц и ­
а л  т е н г л а м а л а р .

Энди

У[п) +  р х ( х ) у {п- 1) +  р 2( х ) у {п~2) +  ... +  р п_, (х)у' +  р п(х)у =  0 (8 )

Дифференциал те нг лам а тугрисидаги маълумотларни келтирамиз.
3- т е о р е м а . Агар у х= у х(х) функция (8) тенгламанинг ечими 

булса, с-у\ функция %ам (С  — ихтиёрий узгармас сон) шу 
тенгламанинг ечими булади.

4- те о р е м а . Агар у\ %амда у> функциялар (8) тенгламанинг 
ечимлари булса, у х1олда с\у\ -\-C2y2 функция %ам (с\, с2 — ихтиёрий 
узгармас сонлар) шу тенгламанинг ечими булади.

(7) дифференциал тенгламанинг  умумий ечимини ан и кл аш да  
функцияларнинг  чизикли эркли х,амда чизикли богликлик тушунча-  
лари мухимдир.  К,уйида уларни келтирамиз.

Ф а р а з  килайлик ,  (а, Ь) интервалда  ф1( х ) ,  фг(х) ,  фз(х), . . . ,  ф„(х) 
функциялар берилган булсин.

2 - т а ъ  р и ф. Агар шундай a i ,  аг , . . . ,  а„  сонлар топилсаки, уларнинг 
камида биттаси нолдан фарщли булиб, ушбу

осiф1 (х) -+-а2фг(х) + . . .  +  а„ф„(х) = 0
тенглик бажарилса, ф! (х), ф г ( л г ) Ф « ( х )  функциялар (а, Ь) да чизикли 
борл/щ де’йилади.

3 - т а ъ р и ф .  Агар  ф] (х ) ,фг(х) , . . . ,ф„(х)  функциялар учун

а|ф1 ( х ) + а 2ф2( х ) + . . .  +  а„ф„(х) = 0
тенглик фак,ат a i  =  0 , а 2 =  0 , . . . ,  а п =  0 булгандагина бажарилса, ф1 ( х ) , 
ф2( х ) ф „ ( х )  функциялар (а, Ь) да чизикли эркли функциАлар 
дейилади.

Ф а р а з  килайлик ,  у\ (х ) ,  г/2 (х) , . . . ,  уп (х) функциялар 

y {n) +  Pi(x)ytn~'}+ P 2 (x)yin~2) +  -+ P n -d x )y '+ P n  (х)у =  0 

дифференциал тенгламанинг  ечимлари булсин. . \



W(x) :

У М  у 2(х) 

](х) у'л(х)

■ Уп(х)

■ У ,,(х )

У г >(*) у 12п~"(х) . . . у {„п- 1)(х)

функционал детерминант Вронский детерминанти деб ат ал ади.
5 - т е  о р е м  а. Агар ( 8 )  тенгламанинг у\(х),..., У п ( х )  ечимлари 

(а, Ь) да чизщли боглик; булса, у уолда Vxd(a, b) да
1Г(Х)==0

булади.
6 - те  о р е м  а. Агар бирор х0£(а, Ь) нуктада

W(xo) =  0
булса, у х;олда у\ (х), у? (х),..., уп (х) ечимлар чизицли боглщ булади.

7- те  ор е м а. Ушбу

W(x) =  W(x0)-e (9)

формула уринлидир, бунда Шо£(а, Ь).
(9) формула Лиувилл (Остроградский-Лиувилл) формуласи 

дейилади.
4- т а ъ р и ф. Агар у\ (х ) , г/2 (х) ,..., уп (х) функциялар (8 ) тенглама­

нинг ечимлари булиб, чизикли эркли функциякар булса, улар  
(8 ) тенгламанинг фундаментал ечимлар системаси дейилади.

8 - т е  о р е м  а. Агар у\(х), у2 (х),..., уп(х) лар (а, Ь) да 
y (n)+ P i ( x ) y <n~1)+ P ‘2 ( x ) y ( n- 2> + . . . + p n - \ ( x ) y '  +  P n ( x ) y = 0  диффе­
ренциал тенгламанинг фундаментал ечимлар системаси булса, бу 
тенгламанинг умумий ечими

у — С\у\ ( х ) + с 2у 2 ( х ) + . . .  +  с„г/„ (х)

булади, бунда а ,  Сг,..., сп —
М  и с о л. Ушбу

у \ ( х ) = х ,

ихтиерии у з г а р м а с  сонлар. 

У ‘2 (х) =  х2, уз (х) — ех

функциялар бирор учинчи тартибли чизикли бир жинсли диффе­
ренциал тенгламанинг  фундаментал ечимлар системасини ташкил 
этишини курсатинг  ва  шу дифференциал тенгламани тузинг.

Берилган у  \ =  х, г/2 = 
детерминантини топамиз:

W(x) =
х х “ е 

1 2 х е х 
0 2 с1

z x , у  з  —  ех функцйяларнинг Вронский

= х - 2 - х - е * + х 2-е х- 0 + \ - 2 - е х

- 0 - 2 х - е х — х -2 - е х — 1 -х2-ех =  ех (х2 — 2л;+  2) =  ех [ ( х — 1 ) 2 +  1 ]
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Ч7(х)фЪ.
Д е м а к ,  у\ (х ) =  х, у 2(х) = х 2, уз(х) =  ех функциялар бирор учинчи 

тартибли чизикли бир жинсли дифференциал тенгламанинг  фунда- 
ментал ечимлар системасини ташкил этар экан.  Айтайлик,  бундай 
дифференциал тенглама

у " / +  а 1( х ) у //+ а 2 (х)у' +  аз (х)у = 0  ( 10)

булсин.
Энди бу тенглам ада ги  номаълум a i ( x ) ,  а 2(х) х,амда а з ( х )  

функцияларни топамиз.  Бунинг у ч у н г у\(х) — х, у 2(х) — х 2 вдмда  
уз(х) — ех ларни ( 10) т ен гл ам ага  ку ям из :

yi" +  ai {х)у” +  а,2 (х)у\ +  а з ( х ) у\ ==0  =^
=>- 0 +  а  1 (х) • 0 -f- а  2 (х)  • 1 +  аз  (х) ■ х  =  О, 
у 2"  +  a i  (х ) у г2 +  аг  (х) у 2 +  аз (х )у 2 — 0  =*- 

=ф- O-f-ai (х) -2  +  а 2(х) -2х-\-аз(х) •х2 — 0, 
г/з'' +  a i  (х )у "  +  а 2(х)(/з +  а з (х )  (/з =  0=^
=>■ ех-\-а\ (х) ех а 2(х) ех +  аз(х) ех= 0 .

Н а т и ж а д а ,  a i ( x ) ,  a 2(x ) ,  а з ( х )  ларни ^опиш учун ушбу
О • a  1 (х) +  1 а 2 {х) +  х а з  (х) =  О,

' 2 - a i  ( х ) + 2х а г ( х ) + х 2а з ( х )  = 0 , 
еха\ (х ) + £ * а г ( х )  -\-ехаз(х) — — ех

системага  келамиз .  Бу  системани Крамер коидасидан фойдаланиб 
ечамиз:

А =

О 1 х
2' 2х  х 2 - ех(х2— 2х  +  2 ) =  — ех[(х — 1) 2+  1 ],

A i =

О 1 х

2 2х  х 2
~ех ех ех

О 0 х

2 О х 2
ех — ех ех

О 1 О
2 2х О

= x V ,

-2хе'



А,
« l W  = -д -

( ? ( х г — 2х +  2)  х2 — :х2 — 2 x - j - 2

х ‘

Б у  топилган a i( x ) ,  аг(х ) , аз(х)  ларни (10) га куйсак ,  унда 
(х2 — 2х +  2) ■ у '" —х2у"  +  2ху' — 2у =  0

дифференциал т ен гл ам ага  келамиз .  Бу изланаётган учинчи тартиб­
ли чизикли бир жинсли дифференциал тенгламадир.

2 °. л- т а р т и б л и  ч и з и к л и  б и р  ж и н с с и з  д и ф ф е р е н ­
ц и а л  т е н г л а м а л а р .

Ушбу пунктда  гг-тартибли чизикли бир жинссиз  дифференциал 
тенглама

у {п) +  р х(х) у (п 1) +  р 2 (х)У(п 2) +  -- +  Р п-Л х)‘ У' +  Рп{х) У =  Ч (*)  (7)

нинг умумий ечимини топиш билан шугулланамиз .  Бунда  (7) т ен гла­
м а г а  мос булган

y {n) +  p l (x ) y (n l) +  p 2( x ) y (n 2> +  ... +  р п- 1(х)у' +  Рп(х)у =  0 (8 )

бир жинсли тенглама хак и д а ги  м аъ лум отлард ан  фойдаланамиз.
Ф а р а з  килайлик ,  (7) т ен гл ам ад а  pi (х ) , р г (х ) , . . . ,  рп(х) х а м д а  q(x) 

функцийларнинг хар бири (а, Ь) д а  узлуксиз  булсин. Унда
(7) тенгламанинг  ечими м а в ж у д  булади.

9- т е о р е м а. п- тартибли чизщли бир жинссиз дифференциал 
тенглама (7) нинг умумий ечими у(х) шу тенгламанинг бирор 
хусусий ечими ц>(х) ва мос бир жинсли дифференциал тенглама
(8) нинг умумий ечими и(х) ларнинг йигиндиси

дан иборат булади.
Энди (7) бир жинссиз дифференциал тенгламанинг  хусусий 

ечимини топиш усулларидан бирини келтирамиз .
Айтайлик,  yi (х ) , г/2 (х) ,.. . ,уп (х) лар  (8 ) тенгламанийг  фундаментал 

ечимлар системасини ташкил этсин. Унда  ( 8 ) тенгламанинг  умумий 
ечими

булади.  Бу ерда c i , с2,..., сп — ихтиёрий у з г а р м а с  сонлар.  Равшанки ,  
y  =  ciy\ + С 2г/2 +  ... +  с„г/„ функция бир жинссиз (7) тенгламанинг  
ечими булмайди.

Энди y =  ciyi +  С2У2 -\--.- +  СпУп даги ci ,  d,..., сп ларни х  у з г а р у в чи ­
нинг шундай функцияси деб караймизки,  н а т и ж а д а

y(x) =  u(x) +  q>(x)

у  =  Cl у  1 +  с 2г/2 +  • •. +  Спу п



у =  С\ ( х ) г/i +  с г ( х ) у г  + ... +  сп{х)уп ( 1 1 )

функция (7) бир жинссиз дифференциал тенгламанинг  ечими 
булсин.

Бундай ci ( х ) ,  с2 (х ) ; . . . ,  с„ (х) ларни топиш учун а в в а л о

' c\ ix)y l +  c'2(x )y 2+ . . .  +  c'n(x )y n= 0 ,

с i (х) г/ +  с2(х) г/2+  • ■ • +  с'п(х) у'п= О,

........................................ .................. ( ( 12)
с'1(х ) у (Г 2] +  с2( х ) у (Г 2) +  -  +  с'п( х ) у (Г 2) =  0,

c'l (x)y\n- ' ) +  c2( x ) y (r l) +  -  +  c'n(x ) y ir ' ) =  q(x)
системадан с\(х), с2(х),..., с„(х) ларни топиб оламиз.  (Б у  система 
коэффициентларидан тузилган детерминант Вронский детер ми­
нанта  булиб,  у  нолдан фарклидир,  чунки у\, уг,,;., уп (7) тенгламанинг  
фундаментал ечимлар системасини ташкил этади. )

Айтайлик,
ct' ( x ) = a , ( x )  ( i =  1,2,3,.. . ,  п)

булсин. Унда
d  (х) =  $ а  | (х)  dx +  с*,
С2 (х)  =  j <22 (х) dx +  сг,

сп(х) = ^ а „(х) dx +  Cn

булади.  Бу  ерда  с*, сп —( ихтиёрий у з г а р м а с  сонлар.
Бу С\ (х),  с2(х), . . . ,  с„(х) нинг кийматларини (11) тенгликдаги Ci, сг,..., 

Сп ларнинг  урнига  куйиб,  (7) бир жинссиз тенгламанинг  хусусий 
ечими

1 Ф М  =  [J «1 ( x ) d x  +  ct jf/i+ [J а 2( х ) ^ х  +  с|]г/2 +  . . . +
+  [J a n (x ) d x - j -C n ]y n  =  Ciy\-\~C2 y 2 -\-...-\-c*nyn -\ -y\ \ ai(x )dx  +  

+  г/г$ a.2 (x)dx + . . . + y na.n(x)dx
булишини топамиз.

Унда 9- теоремага  к у р а  (7) бир жинссиз  тенгламанинг  умумий 
ечими: П

у  =  С\у\ Н“ С2#2 +  ... +  Cny n-\-C\y\ + C 2I/2 +  -\-С*пУп-\~ Y, У*\ а *М  dx —
;=i

_ _ п
— c ly l-\-c2y 2-\-...-{-cny n-{- ^ У ‘\ a i(x )dx

1=1

( с ^ с .  +  с-, г =  1,2,3,.. . ,  п ) .

М  и с ол.  Ушбу

^ " - Т » "  +  > ' - ? » = ^ Г + Т  0 )



Бу т ен гл ам ага  мос бир жинсли тенглама
6

У
3 „  | 6 ,

~ - у " + - ^ у ' у =  О

куринишда булади.  Бевоси+а текшириб куриш мумкинки,
У]— х, у 2 =  х 2, уз =  х 3

функциялар шу бир жинсли тенгламанинг  ечимлари булади.  Бу 
ечимлардан тузилган Вронский детерминанти

=  2х3ф 0

булганлиги сабабли у\, г/2, t/з лар фундаментал ечимлар системасини 
ташкил этади.  Д е м а к ,  бир жинсли

У i У2 Уз X x 2 x 3

W(x) = y\ У2 Уз = 1 2x 3 jc2

У\ y l Уз 0 2 6*

У
3 „  , 6 , .  6 л

У" +  - т У ' — Т У =  °х Х“ X"
тенгламанинг  умумий ечими:

и [х) =  Ciyi - f  С2У2 +  Сзуз-

Энди бир жинссиз тенгламанинг  хусусий ечимини топамиз.  - 
Хусусий ечимни

ф (дс) =С\ (х)ул +  С2 (лг) г/2+Сз (х) уз

куринишда излаймиз.
Бу  х,олда (12) система куйидаги

’ с '1 ( х ) х - \ - с '2 ( х ) х 2-\ - с '3 ( х ) х 3 = 0

с\(х) • 1 Ц-с2(х) •2х-\-с'3(х) ■3 х 2= 0  

с\(х)-0  +  с 2( х ) -2  +  с 3( х ) -6х хд/х + 1

куринишга эга  булади.  Уни ечиб топамиз:

с, (х) =

с2 (х) =

с'з (X) = -

Н а т и ж а д а :

2 у  дс +  1 ’
X

V х  + 1  ’ 

1

с Ах) x2d x
2 J  -\J х -f-1 + c,

2 ( Vх + 1) '

Д/x5 x2 . \ j  x
5  4 +  д/*■-



— l n ( V * — 1) + c t ,  C2 (x ) =  — ^—~ ~  +  c'2=  1  д/х3 + х  — 2 д/х +

+  21n (  д/х +  1) -f-c2, c3(x ) = 5 “27y T + T ]  ^~Сз== Vх  ~'*n ( V *  +  0  + сз.

бунда,  с*, c\, cl — ихтиёрий у з г а р м а с  сонлар.
Д е м а к ,  бир жинссиз тенгламанинг  хусусий ечими:

ф(х) = c i ( x ) y i  +  c2 (x )y 2 +  c3(x)y3 =

^ [ i r V * 5 — т х2+ т  л/г 3 “ т +  V *  " 1п ( л1х +  1) ] - *  +

+  [— -f д/х3 +х  — 2д/х+21п (д/х+1) j-x2 +

+  [ д/х — In ( д/х +  1) ] х 3+ с 1х  +  с!л:2+ с з х 3.

Шундай килиб, берилган дифференциал тенгламанинг  умумий 
ечими:

у  — и(х) + ф ( х )  = с 1х + с г х 2+ с з х 3 +

+  [ у д / х 5 — } х 2 +  {  У х 3 ~  у Х  +  д/х — In ( д/х + 1 ) ] х  +

+  [  — д/х3 + х  — 2 д/х +  21п ( д/х +  1) J x 2+

+  [ д/х — In ( д/х +  1 ) ] х 3, с (-=с, .+ с* / =  1,2 ,3 .

4- §. П- ТА РТ И Б ЛИ  ЧИЗИК.ЛИ У З Г А Р М А С  КО ЭФ ФИ Ц И ЕН ТЛ И  
Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л  Т Е Н Г Л А М А Л А Р

Ушбу параграф да куйидаги 

. y in) +  a ly (n~>)jr a 2y <n̂ 2) +  . . . + a n̂ ly' +  a ^  =  q(x),  (13)

y {n) +  a ly tn~i) +  a 2y {n~2) +  ... +  a n_ ^ '  +  a ^  =  0 (14)

п- тартибли чизикли. дифференциал тенгламаларни -урганамиз .  
Бу ерда  дифференциал тенгламаларнинг  коэффициентлари щ, аг, 
аз,. . . ,  ап у з г а р м а с  ^акикий сонлар,  q (x ) эса узлуксиз  функция.

Одатда ,  (13) тенг лам а чизищли бир жинссиз, узгармас коэффици- 
ентли дифференциал тенглама, (14) те нг лам а эса чизикли бир 
жинсли узгармас коэффициентли дифференциал тенглама д ейи ла­
ди.

1°. п- т а р т и б л и  ч и з и к л и  б и р  ж и н с л и  у з г а р м а с  
к о э ф ф и ц и е н т л и  д и ф ф е р е н ц и а л  т е н г л а м а л а р

Ф а р а з  килайлик ,

У {п> +  и \ У {п 1, +  я 2у (" 2) +  ■•• +  a n- lУ, +  а лУ =  0 (14)
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дифференциал тенглам а берилган булсин. Унинг хусусий ечимлари­
ни

куринишда излаймиз,  бунда к — номаълум узг армас  сон. Равшанки,

■ y' =  kekx, y" =  k2ek\..., y {n- ,) =  kn~lekx, y {n) =  k nekx\

булади.  Бу у, у', у",..., у (п> ларнинг  кийматларни (14) т енглам ад аг и  у , 
у ’ , у ” ,..., У̂ п) л ар  урнига  куйиб топамиз:

kn-\-a{k n~l+  a 2kn~2-\-... +  a n_ )fc +  a „ = 0 .  . . (15)

Бу (14) дифференциал тенгламанинг  характеристик тенгламаси 
дейилади.

Д е м а к ,  характеристик тенгламанинг  илдизларига  ку ра  (14) диф­
ференциал тенгламанинг  хусусий ечимлари топилар экан.

1) (15) характеристик тенгламанинг  илдизлари k\, к2,..., kn 
ха кикий  булиб,  улар турлича булсин. Бу холда

k , x  kl}x k , х  kn x
yi =  e , У2 = е 2 «/„_,  =  *? , у„ =  е

функциялар (14)  дифференциал тенгламанинг  хусусий ечимлари 
булади.  Улар фундаментал ечимлар системасини ташкил этади.  

Дем ак ,  бу холда (14) дифференциал тенгламанинг умумий ечими:

к \х I k‘J x I I кп -  Iх I кпхy =  c te -j-c2e +  ... +  сл_ ,е  ' + с пе п .

М и с о л. Ушбу
у"' — 2у" — 3 у ‘ =  0

дифференциал тенгламанинг  умумий ечимини топинг.
Бу дифференциал тенгламанинг  характеристик тенгламаси

k:i — 2k2 — 3 k = p

булади.  Унинг илдизларини топамиз:

k3 — 2k2 — 3k =  0 = > k (k + l)  (ft — 3 ) = 0 = > f t i = 0 ,  k2=  — 1, ki =  3.

Д е м а к ,  характеристик тенгламанинг  илдизлари хакикий  ва 
турлича.  Унда берилган дифференциал тенгламанинг  умумий 
ечими

У  =  с,е0'х+  с2е~х+  съе3х=  с, +  с2еГх+  с3е3х
булади.

2) (15) характеристик тенгламанинг  илдизлари k\,ki,..., kn ха- 
кик.ий булиб, улар  орасида ка рралилари  булсин. М а сала н ,  k\ —
— k '2 =  ... — km =  k, яъни k — ('15) тенгламанинг  т  каррали .илдизи, 
колган п — т  та  k mi_bk т+ъ. . . , к илдизи турлича булсин. Бу холда



У 1= е  , У2= х е  е , y m4_i==e ,...,ун= е п

функциялар (14)  дифференциал тенгламанинг  хусусий ечимлари 
булади.  Улар фундаментал ечимлар системасини ташкил этади.  

Демак ,  бу холда (14) дифференциал тенгламанинг умумий ечими:

у — с хекх-\- c^cekx-\- c^c2ekx~i~... +  с „,*'""'<?**+ ст+ 1е*'"+|Л+ . . . +  спе"\

М  и с о л. Ушбу
у"' +  2у"  +  у ‘= 0

дифференциал тенгламанинг  умумий ечимини топинг.
Бу  дифференциал тенгламанинг  характеристик тенгламаси

k3 +  2k2 +  k =  0
булади.  Унинг илдизларини топамиз:  kA-\-2k2-\-k =  0=^k\ =  £2 =  — 1, 
йз =  0. Д е м а к ,  характеристик тенгламанинг  илдизлари хакикий ва
— 1— икки каррали илдиз. Унда берилган дифференциал т е н г л а м а ­
нинг умумий  ечими:

У =  С хе - *  +  е ~х-+  сле0,'■* =  с {е '~х+  с&е ~* +  с ъ.

3) (15) характеристик тенгламанинг  илдизлари орасида комплекс 
илдизлар булсин. М а сала н ,  k\ — a - f t p ,  ki — a  — ip, fo =  y +  i6 , 
ki =  y — ib булиб,  колган барча  ks, k6,..., kn илдизлар хакикий ва 
турлича булсин. Бу *олда

y l ~ e axcospx, у 2 =  eaxsinfix, y.i = e '/xcosfix,

У a— e as ing* ,  у 5=  ek-‘\i/6=  eh\...,yn= e K'x

функциялар (14) дифференциал тенгламанинг  хусусий ечимлари 
булади.  Улар фундаментал ечимлар системасини ташкил этади.  

Демак ,  бу холда (14) дифференциал тенгламанинг умумий ечими:

у — с ,e'xosf>x -j- c 2eajt s inpx +  c 3evxeos8x +

+ c 4<?1’xsinS.K +  с 5е*5* +  c $ kr,x-f - ... +  cnek"x.

M  и с о л. Ушбу
у"' +  4 у " + \ 3 у '  =  0

дифференциал тенгламанинг  умумий ечимини топинг.
Бу дифференциал тенгламанинг  характеристик тенгламаси

ft3+ 4 fc2+13fe =  0

булади.  Унинг илдизларини топамиз:

k 3+ 4 k 2- f ] M  =  0= >k(k?+4k->r 13) = 0 = >

=►£, =  0, /г2+4/?-Ь13==0=^/г,===0, /г2=  — 2 — 3/, — 2 +  3/.



Д е м а к ,  характеристик т е н г л а м а  битта хакикий,  иккита комплекс 
илдизларга  эга  экан.  Унда берилган дифференциал тенгламанинг  
умумий ечими

у  =  с | +  с2е ^ 2xcos3x +  c:ie ~2*sin3x

булади.
М и с о л .  Ушбу

У'(.v) -  4у'" +  5у" - \у’ +  у  =  О 
дифференциал тенгламанинг  умумий ечимини топинг.

Бу  дифференциал тенгламанинг  характеристик  тенгламаси

к4— 4fe3+ 5 6 2- 4 6 + l = 0  

булади.  Унинг илдизларини топамиз:

yfe4— 4 * 3+5/fe2— 1 = 0  — 4

- * [ ( й+ 7 Ь ' 1 ( * + т ) - 3 Ь 0 ^ + - Н '  * + ! = *

+  у  =  3 =>-k2— 36 +  1 = 0  =>k 3=  , k 4=  - - - ^ .

Д е м а к ,  характеристик тенг лам а иккита комплекс х а м д а  иккита 
турли хакикий  илдизларга  эга.  Унда берилган дифференциал 
тенгламанинг  умумий ечими:

/о ±х /о ~-±_ i L  2~Л.,
У~С\е2 c o s - ^ — Vc.fi2 sin-^-'~-+c3e 2 + с 4е 2 .

4) (15) характеристик тенгламанинг  илдизлари орасида комплекс 
илдизлар булиб,  улар  каррали илдизлар булсин. М а с а ла н ,  
k\ =  a  +  t'P илдиз т  каррали булсин. Унда &2=<х-—/р илдиз хам  т

каррали булади Долган &2m+h k 2m+!2..., k n илдизлар хаки-

кий булсин.
Бу холда

у i =  <?°“cos|3x, t/2=  e “^sinpjc, у 3= x<?“xcos|3a:, 

y 4=jC(?Msinpx,  y s= x 2ea;,cosflx, #6= x V “ sinpA:,..., 

y 2m- i  =  * m~'eatcospx,  y 2m= x m"~Var5inpx,

У2т+\ =  ек'2т+'\ У2П+ 2 = е 1,2т̂ ",...,уп =  е пХ

функциялар (14) дифференциал тенгламанинг  хусусий ечимлари 
булади.  Улар фундаментал ечимлар системасини ташкил этади.
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Д ем ак ,  бу х,олда (14) дифференциал тенгламанинг умумий ечими: 
у — c xeaxcos^x +  infix: +  с ^ е **cosfJx +  с4хеах s inpx + . . .  +

+  c2m_ixm- [eaxcos$x +  c2mx m- ]eaxsm$x +  c2m+ieklm+,x+ . . .  +  c„ek"x.

M и с о л. Ушбу

у <'V}— У<1щ +  у'” + у " — у ' + у = о
дифференциал тенгламанинг  умумий ечимини топинг.

Б у  дифференциал тенгламанинг  характеристик тенгламаси

k5- k 4 +  k3+ k 2- k + \ = 0

булади.  Унинг илдизларини топамиз:

k5- k 4+  k3+ k 2- k  +  1 =  0 =s-(*5+ f c 2) -  ( k4+ k ) +

+  (k3+  1) = 0= ^ (k 3+  1) (k2— k +  1) = 0 =»-

= ► (*+ 1) (k2- k + \ ) 2= 0 ;  k + \ = 0 = > k x= - \ ,

(k2- k + l ) 2= 0 ^ k 2= k 3= ± + ^  i,

f  L

Д е м а к ,  характеристик те нг лам а битта х,акикий х а м д а  иккита 
икки каррали.  комплекс илдизларга  эга  экан.  Унда берилган 
дифференциал тенгламанинг  умумий ечими:

— х  I т  л / з  | т * л / з  , Т  ' л / 3  , т  ■ л / 3  у =  с }е c o s - ^ x + c ^  s m - ^ x  +  c^ e  c o s -—x-\-cd)ce'! sm ~~x.

2 °. « - т а р т и б л и  ч и з и к л и  б и р  ж и н с с и з  у з г а р м а с  
к о э ф ф и ц и е н т л и  д и ф ф е р е н ц и а л  т е н г л  а"м а л а р .

Ф а р а з  киляйлик ,

У{п) -\~а\У[п Х)-\-а,гу{п 2 ) ,..-\-an_ ly  -\-any = q ( x )  (16)

тенг лам а берилган булсин.
М аълумки ,  бу бир жинссиз дифференциал тенгламанинг  умумий 

ечими унга мос бир жинсли

y w +  a ^ n- X) +  a ^ n- 2' +  ... +  a n_ ]y ' + a ly  =  0 (16 ' )

дифференциал тенгламанинг  умумий ечими билан ка р а ла ё т га н
(16) тенгламанинг  хусусий ечими йигиндисидан ибарат булади.

Ушбу параграфнинг 1° -банди да  бир жинсли дифференциал 
т енглам а (16 ')  нинг уму-мий ечимини характеристик тенглама

f t " + a lftn“ 1 +  a 2ftn~2+ . . . - ( - a :K- i 6 +  a n =  C) (16")



нинг илдизларига  к а р а б  топилишини курдик.  Д е м а к ,  (16) т е н г л а м а ­
нинг умумий ечимини топиш масаласи  унинг хусусий ечимини 
топишга келади.

Умуман,  бир жинссиз дифференциал тенглама (16) нинг хусусий 
ечимини 3 - §  д а  келтирилган уеул билап топиш мумкин.

Куйида (16) тенгламанинг  хусусий ечимини топишнинг амалий 
ж и х ат д ан  ку лай  булган усулипи келтирамиз.

Бу  усул  берилган (16) тенгламанинг унг томонидаги q (x ) 
функциянинг куринишига караб  хусусий ечимми м аъ лум  куринишда 
излан«шига  асослангандир.

1) (16) т е н г л а м а н и н г  у н г  т п м о н  и д а г и ф у н к ц и я  т -  
д а р а ж а л и  к у п х а д  б у л с и н :

q(x) = Р т (х),

Бу холда  (16)  тенгламанинг  хусусий ечими:
а )  6 =  0 сон (16 " )  характеристик тенгламанинг  илдизи булма-  

ганда

Ф ( х ) = Р т (х),
б) 6 =  0 сон ( 1 6 " )  характеристик тенгламанинг  s каррали илдизи 

бул га нда
ф(х) = x s-Pm(x)

куринишида изланади.  Бунда  Рт (х)— т -  д а р а ж а л и  купхад .
М и с о л .  Ушбу.

у"' — у" +  у' — у =  х2 +  х

дифференциал тенгламанинг  умумий ечимини топинг.
А ввал о  бу т ен гл ам ага  мос бир жинсли

у ' " — у" + у ' — у = о

тенгламанинг  умумий ечимини топамиз.  Равшан ки ,  унинг х а р а к т е ­
ристик тенгламаси  6 3— k2-\-k — 1 = 0  булади.  Бу тенгламанинг  
илдизларини топамиз:

63— 62 +  6 — 1 =  0 = ^ ( 6  — 1) (62+  1 ) =  0=^6 , =  1, k2= — i, 63 =  i.

Бир жинсли тенгламанинг  умумий ечими у  =  о е *  +  С2С05л:-|- 
-f-C3sinjt булади.

К,аралаётган дифференциал тенгламанинг  унг  томонидаги 
функция 2 - д а р а ж а л и  купхад х а м д а  6 =  0 сон характеристик 
тенгламанинг  илдизи булмаганлиги учун бир жинссиз  тенгламанинг  
хусусий ечимини ушбу

<р(х) = А 1х2+ А 2х + А 3 
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куринишда излаймиз.  Но маълум  А\А%Аъ сонларни топиш учун

Ф (х ) = Л \х2-|-Л2х  —f— зt 
ф7 (х) =  2Л 1Х+-Л2 , ’ 
ф " ( х ) = 2  Ai 
<р"' (х ) = 0

ларни берилган тен гл ам ада ги  г/, у', у'', у'"  ларнинг  урнига  ку ям из .  
Н а т и ж а д а

— A iX2-)- (2Ai —Л 2)х4~ (Л 2— 2Ai —Аз) = х 2-\~х 

булади.  Бундан эса
' Л , =  - 1 ,

■ 2Л Л 2=  1 ,
А 2— 2 А |— Л 3= 0

булади.  Бу систе ма да  А\ =  — 1, Л 2= — 3, Л з =  — 1 булиши келиб 
чикади.  Д е м а к ,  бир жинссиз тенгламанинг  хусусий ечими 
ф(х) = — х 2 — Зх— 1 булади.

Шундай килиб, берилган тенгламанинг  умумий ечими:

У умумий= C iex c2cosx  -f- c3s i n x — х 2—З х — 1.
М  и с о л. Ушбу

у ' " —у"  =  12х 2 -f- 6х
дифференциал тенгламанинг  умумий ечимини топинг.

Бу  т ен гл а м а га  мос бир жинсли тенглама

у"' — у" =  0
булиб, унинг характеристик тенгламаси k3 — k2= 0  булади.  Р а в ш а н ­
ки,

&3— &2= 0 =>£2(£ — 1) = 0 =^&, =  &2= 0 , &з= 1.

Д е м а к >бир жинсли тенгламанинг  умумий ечими
у =  Сг-\-С2Х~{-Сзех

б у л а д и . '
К а р а л а е т г а н  дифференциал тенгламанинг  унг  томонидаги функ­

ция 2 - д а р а ж а л и  ку п в д д  х а м д а  k — О сон характеристик т е н г л а м а ­
нинг икки каррали илдизи булганлиги учун бир жинссиз т е н г л а м а ­
нинг хусусий ечимини ушбу

ф (х) =  х 2 (Л 1Х2+ Л 2х + Л 3)
куринишда излаймиз.

Номаъ лум  Л ь  Лг, Лз сонларни топиш учун
ф ( х ) = х 2 (Л 1Х2+ Л 2х  +  Л 3) 

ф' (х) = 4Л 1Х3 +  ЗЛ2х 2+ 2Лзх, 
ф" (х)  =  12Л 1Х2 +  6Л 2Х +  2Л 3 

ф'" ( х ) = 2 4 Л , х + 6 Л 2



лар дан  ф'"(лг) х а м д а  <р"(х) ларнинг  кийматларини берилган 
тенглам ад аг и  у"', у"  ларнинг  урнига  ку ямиз .  Н а т и ж а д а ,  '

- 1 2  Л ,х2+  (2 4 Л , — 6Л 2) х  +  ( 6Л 2— 2Л3) =  12х2+ 6 х  

булиб,  ундан

' — 12Л , =  12,

2 4 Л , — 6Л 2= 6 ,

6Л 2— 2 Л 3= 0

системага  келамиз .  Бу системанинг  ечими

Л , =  — 1, Л 2=  — 5, Л 3=  — 15

булади.  Д е м а к ,  бир жинссиз тенгламанинг  хусусий ечими

ф (х) — — х 4 — 5х3— 15х2

булади.
Шундай килиб, берилган тенгламанинг умумий ечими 

У у м у м и й =  Ci  +  с2х  +  съ<? —  х 4 —  5х 3 —  15х2
булади.

2 ) (16)  т е н г л а м а н и н г  у н г  т о м о н и д а г и  ф у н к ц и я  у ш ­
б у

q ( x ) = P m(x)e°*

к у р и н и ш д а  б у л с и н .  Бу холда  (16) тенгламанинг  хусусий 
ечими:

а )  k — a  сон (16")  характеристик тенгламанинг  илдизи булма-  
ганда

Ф (х) = Р т (х)еах,

б) k — a  сон (16")  характеристик тенгламанинг  s каррали илдизи 
булга нда

Ф ( x ) = x sP m(x )e ax

куринишда изланади.
М и с о л .  Ушбу

у ' " + у "  =  3хех

дифференциал тенгламанинг умумий ечимини топинг.
Бу тенгламага мос бир жинсли тенглама

У"' +  У" =  О
булиб, унинг характеристик тенгламаси

fe3 +  A:2 =  0
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булади.  Равшанки,

ki Jt-k2==0=>k2{ k + l ) = 0 ^ k l =  k2=0, k3=  — l.

Унда бир жинсли тенгламанинг  умумий ечими

у =  с[ +  с2х-\-с3е - х

булади.
Ка ра лаё т ган  дифференциал тенгламанинг  унг  томонидаги 

функция
q (x )=  Зхех

куринишда ха м д а  а = 1  сон характеристик тенгламанинг  илдизи 
булмаганлиги учун бир жинссиз тенгламанинг  хусусий ечимини

(р(х) =  (А 1х + А 2)ех 

куринишда излаймиз.  Равш анки,

(■*) =  (А 1 А2 ~\~А \х) , 

ф" (x )= e x(2A'\-\-A2-j-Aix), 

ф (x)=e*(2At+ 2 A i+ A ix ) .  .
Буларни берилга н .т е нгл ам ага  куйиб

ех(4А1 +  ЗА2) + 2 А 1хех=Зхе\

i яъни
4А 1-{-ЗА2-\-2А,х =  Зх

булишини топамиз.  Бундан эса

|4Л,  +  ЗЛ2= 0 ,

{ 2Л | == 3

булиб,

А х =  \ ,  Л 2—  — 2 

келиб чикади.  Д е м а к ,  бир жинссиз  тенгламанинг  хусусий ечими:

ф(*)  =  ( -§* — 2 )е*- •

Шундай килиб, берилган дифференциал тенгламанинг  умумий 
ечими

1/умумий ^  1+  c ^ + c 3e х+  (~х — 2)ех



у " ' - 3 у "  +  3 у ' - у  =  е2х

дифференциал тенгламанинг  хусусий ечими кандай  куринишда 
изланади?

Бу т ен гл ам ага  мос бир жинсли тенг лам а у"' — Зу"-{-Зу ' — у  =  0 
булиб, унинг характеристик тенгламаси k3— 3k2-\-3k— 1 = 0  булади.  
Равшан ки ,

k * - 3 k 2 +  3 k - \ = 0 ^ ( k — \) ( k - 2 ) 2 =  0 ^ k i  =  k2 =  2, Jfe3= l .

К,аралаётган дифференциал тенгламанинг  унг томонидаги функция 
q ( x ) = e 2x куринишда х а м д а  а  — 2 сон характеристик тенгламанинг  
икки каррали илдизи булганлиги учун бир жинссиз тенгламанинг  
хусусий ечимини

Ф (х ) — А х2е2х

куринишда изланади.
3) (16)  т е н г л а м а н и н г  у н г  т о м о н и д а г и  ф у н к ц и я

q (х) = P m(x )c o sp *  + <?,,(*) sin|3x

к у р и н и ш д а  б у л с и н ,  бунда  Р т (х) х а м д а  Qn(x) л ар  мос равишда 
т  ва п- д а р а ж а л и  купхад .

Бу  холда (16) тенгламанинг  хусусий ечими:
а )/ г=±г|5 сон (16")  характеристик тенгламанинг  илдизи 

булга нда

tp(jt) = P x( x ) c o s p x 4 -Qi (* ) s inp ;* : ,

б) £ = + г ' р  сон (16")  характеристик тенгламанинг  s каррали 
илдизй булганда

ц>(х) = x ' ( P ^ ( x ) c o s p x  +  Qa(jc) sinpjc)

куринишда изланади,  бунда  h =  maх[т, п).

М и с о л .  Ушбу
y ( |V) +  4t/,/ +  4y  =  xs in2x

дифференциал тенгламанинг  хусусий ечими канд ай  куринишда 
изланади?

Бу т ен гл ам ага  мос бир жинсли тенглам а y<lv> +  4 y /'  +  4i/ =  0 
булиб, унинг характеристик тенгламаси 6 4-|-462 +  4 =  0 булади.  
Равшан ки ,

k * + 4 k 2+ 4  =  0 ^ ( k 2+ 2 ) 2= 0 ^ k l =  k2= i  у 2 ,

kz— k4=  — i д/2.



куринишда х а м д а  f e = ± 2 i сон характеристик тенгламанинг  илдизи 
булганлиги учун бир жинссиз  дифференциал тенгламанинг  хусусий 
ечими

ф (х ) =  (Л [X-f Л 2)з1п2л:+ (Лэл: +  Л 4)соз2х

куринишда изланади.
4) (16) т е н г л а м а н и н г  у н г  т о м о н и д а г и  ф у н к ц и я

q (х)  = е ах jPm ( x ) c o s f i x + Q n(x )s inpx]

к у р и н и ш д а  б у л с и н .
Бу холда  (16) тенгламанинг  хусусий ечими:
а )  k =  a ± i $  сон (16")  характеристик тенгламанинг  илдизи 

б ул м а га н д а

Ф ( х ) = е ах Р  ~x(x )c o sp x  +  Qx(x)s inpx] ,

б) k =  a ±i|3 сон (16")  характеристик тенгламанинг  s каррали 
илдизи бул га нда

ф(х) = x s- e axp x( x ) c o s p x 4 -Qx(-,c) s inpx]

куринишда изланади.
М  и с о л. Ушбу

У'"-\-у' =  e* (cos2x+ s in2 .x )

дифференциал тенгламанинг  хусусий ечими ка ндай  куринишда 
изланади?

Бу тен гл ам ага  мос бир жинсли тенг лам а у ” ' + у' =  0 булиб, 
унинг характеристик тенгламаси k3-\-k =  0 булади.  Равшан ки ,

k 3-\-k =  0=>k(k2-\- 1) =  0=>fe, =  0 , k 2= i ,  k 3=  — i .

К а ра лаё т ган  дифференциал тенгламанинг  унг  томонидаги функ­
ция

q(x) =  ej:( cos2x  +  s in2x)

куринишда х а м д а  к — 1 ± 2г сон характеристик тенгламанинг  илдизи 
булмаганлиги учун бир жинссиз дифференциал тенгламанинг  
хусусий ечими

ф(х) = Л  •ej:( c o s 2 x + s in 2 x )  

куринишда изланади.



ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМАЛАР СИСТЕМАСИ

1 -§ .  Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л  Т Е Н Г Л А М А Л А Р  СИСТЕМ АСИ ЕЧИ М И Н И Н Г 
М А В Ж У Д Л И Г И  В А Я Г О Н А Л И Г И

Ф а р а з  килайлик^ 
y'\=f\ (х> У\, г/2, ■ ..,Уп), г/2 ~ f l  (х,У\,У2 ,...,Уп), ...,y'n =  fn (х, Уи У2 ,:.,У„)
п та  дифференциал тенглам ал ар  берилган булиб, ул ар да н  ташкил 
топган

системани карайлик .  Бунда  л: — эркли узгарувчи,  у\ =  у\(х), у  г— 
= уч(х),. . . ,уп= уп{х)  — номаълум функциялар ,  у'\, у 2,.-,Ул лар эса  
шу функцияларнинг  хосилалари.

Одатда  (1) система дифференциал тенгламалар системаси 
дейилади.

Ма сала н ,

дифференциал тенглам алар  системаларидир.
Ф а р а з  килайлик ,  ф(х ) ,  фг(х) ,  ..., ц>п\х) функцияларнинг  хар  бири 

(а, Ь) интервалда аникланган ,  узлуксиз  х ам д а  узлуксиз  ф! (х ) ,  
фг(х) фя(х) хо силаларга  эга- булсин.

Агар (1) системадаги у\, уг,..., у п ларнинг  урнига  ф|(х),  сря(х 
Фп(х) лар ,  (/1, у г ,..., у'п ларнинг  урнига  эса  ф1 ( х ) , ф£(х) , . . . ,ф£(х) лар 
ку йилг ан да  ундаги тенглам алар  айниятг а  айланса :

y’, =  fi (х, Ух, У ь - ,  Уп) 
Уг =  12 (х, у I, у 2у", у п)

(1)

ф1 =  /1(Л;/ф|.ф2.---,ф„), 
ф2 =  /|(^ф!-ф2. --.фл) ,

ф « = / 1(Х,фЬф2,--,ф„),



у  холда  ф] (х) , ф2(^) , . . . ,ф п(х) функциялар ( I )  дифференциал 
тен глам ала р  системасининг ечими дейилади.

М а сала н ,
»\— Уз, X

У 'г= — У', j .

системанинг ечими

«pi (х) = C i c o s ( x — Сг) ,
(Ci  C2 =  const ) 

ф2(* )  =  — C i s i n ( x  — С 2),
булади ,  чунки

ф1 =  ф!(х) = C i C o s ( x  — Сг) ,  ф', =  ф',(л;) =  — C,sin(.*: — С 2),  

ф2 =  фг(х) =* — C (s m ( x  — С 2) ,  фг— ФгС*) — — C|COs(x — С2)

лар  учун
ф' ,(*)=гф2(д;),

Ф г М  =  -  ф|(*)

булади.
Дифференциал тен гл ам ала р  системасини ечиш усулларини баён 

этишдан а в в а л  ( 1) система ечимининг м авж уд ли ги  ха м д а  ягоналиги 
Хакидаги теоремани исботсиз келтирамиз .

Айтайлик,  / , (х, yi, г/2,.. ., Уп), Ы * ;  У1.У2 ,..., у п fn(x,  yi.y2,..., Уп) 
функцияларнинг  хар  бири я + 1  узгарувчининг  функцияси сифатида 
Rn+> фазодаги

D={(x, y i ,y 2,...,yn) £Rn+l‘. \х — х°\ < а ,
\у\ — У\\<Ьу, \у2—У2\О 2 \уп — уп\ ^ Ь п)

ёпик «тугри  тур т б у р ч а к » д а  берилган булсин. (а ,  6 , 62,..., 6л) — 
у з г а р м а с  мусбат  сонлар,  хо, у°, у 2,•••, г/п)£#л+!.)

1 - т а ъ р и ф .  Л гар  шундай узгар м ас  м усбат k сон м авж уд  
булсаки, ft (х, у\, у 2,..., уп) функция ( i— 1,2, ..., п) х аргументнинг  
|jc— тенгсизликни каноатлантирадиган ихтиёрий кийм атла­
рида, у\, i/2, ..., Уп аргумент лар нинг

\У\—У°\<:Ь\, \ут-У2\<Ь2,...,\Уп — Уп\^Ьп

тенгсизликларни каноатлантирадиган ихтиёрий yt, у% ..., уп ха м д а  
Уи У2 ........уп кийматлари учун

\ Ш ,у и  У2 ,..., Уп) — fi{x,yu у 2.....у п) I <
< k ( \ y  — y {\ +  \У2 — У 2 \ + - + \ У П — Уп\)

( i=  1,2,3, ..., п) тенгсизлик уринли булса, f t (x, у у 2, ... , уп), 
h{x, у и У2 , ... , Уп), ... , fn(x, у\, у2 , ... , уп) функциялар у,, у2, ... , уп лар 
бЦйича Липшиц шартини бажаради дейилади.



: 1 - т е о р е м а .  Агар
y i  =  f i ( x ,  У и У г, , Уп), 
y'2 =  h { x ,  У 1, У2, , Уп),

y'n =  f n (x, ух ,  уч,  ... , Уп) 
дифференциал теигламалар системасида f\ (х, у \, у 2, . . . ,  уп ), Ь (х, у х, 
У2 , ••• . Уn),—,fn(x, ух, у 2, ... , у п) функцияларнинг щр бири D да 
узлуксиз булиб, у х, у 2 , ,  у п аргументлари буйича Липшиц шартини 
бажарса, у уолда (1) дифференциал теигламалар системасининг

ь. ьп ___
[хо — п, лг0+  Щ сегментда min(a,— >—>^) i\f <1 <,М, i= 1 ,п  )
бошлангич

у , \  , = „ =  у %  У 2 1 Уп\ х^ х =  у"п

шартни каноатлантирувчи ечими мавжуд ва у ягона булади.

2- §. Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л  Т Е И Г Л А М А Л А Р  СИ СТЕМ АСИ Н И  ЕЧИШ УС УЛ Л А РИ

1°. Д и ф ф е р е н ц и а л  т е и г л а м а л а р  с и с т е м а с и н и  
б и т т а  ю к о р и  т а р т и б л и  д и ф ф е р е н ц и а л  т е н г л а м а г а  
к е л т и р и б  е ч и ш .

Дифференциал т еиглам ал ар  системасини ечишнинг турли 
усуллари м а в ж у д .  Ш ул ар да н бири маълум  шартлар баж ар ил-  
ганда  дифференциал те и глам ала р  системасини битта юкори 
тартибли дифференциал т ен гл а м а га  келтириб ечиш усулидир.  Бу  
у сул д а  (1) системага  кирган теиглам ал ар  билан бирга,  шу 
системага  кирган тенгламаларни дифференциаллашдан х,осил 
булган т еиглам ал ар  бирга к а р а ла д и .  Сунг  топилган функция 
хосилаларнинг  урнига  куйиш йули билан битта номаълум функция­
га нисбатан юкори тартибли дифференциал тенглама  хосил 
килинади.

Соддалик учун икки номаълум функция ва уларнинг  хосилалари 
ка тн аш га н  иккита дифференциал тенглам ад ан  иборат

y'x=fx(x, ух, Уч), 
y 2 =  f?{x, ух, г/г) (2)

системани караймиз .  Бу системанинг  биринчи тенгламаси

y'i =  f i ( x ,  у и У2) (3 )
ни дифференциаллаб топамиз:

д х  ду\ У у + д у 2 ‘ 2'

Бу тенгликдаги у[, у 2 ларнинг  урнига  (2) системадаги унинг 
кийматларини куйсак ,  унда

S'- . (4 ,
У * ’ ’ д х  1 д у 1 1 1 1 ду , 2 11 д х  1 д у х 1 " " ' v v v z r  > 

булади.



(3) тенглам ад ан  у 2 ни топиб (бу у 2 функция х, у\, у\ л ар  оркали 
ифодаланади) уни (4) тенгликдаги у2 нинг урнига куйсак ,  н ати ж ада

у " = ф (х ,  у  1, у\)

иккинчи тартибли дифференциал тен гл а м а га  келамиз.  
М и с о л л а р .  1. Ушбу

У\=У» 1 

У2= — У 1 j

системани ечинг.
Бу системанинг  биринчи тенгламасининг хар икки томонини 

дифференциаллаймиз:

У\=У2.
Сунг  г/2 нинг урнига  (берилган системанинг  иккинчи тенгламаси-  
г а  к у р а )  — у\ ни куйиб куйидаги

у Г + г /i = 0

иккинчи тартибли дифференциал тенглам ага  келамиз .  Бу т е н г л а м а ­
нинг умумий ечими

, г/i =  CiCOsx +  C 2sinx

булади.  ;
Берилган системанинг  биринчи тенглам асид ан  фойдаланиб 

г/2 =  г/i =  (CiCosjt +  C2sinjc)/ =  — C is i ru - f -  C2cosx

булишини топамиз.
Д е м а к ,  системанинг  ечими

г/i =  C i c o s x + ^ s i n x ,  
г/г = — CisirDc-j-C2cosjc

булади.
2. Ушбу

y ' t= y !+ s in x ,  j

' 1 V  }
У^ ' Т 2 ]

системани ечинг.
Бу  системанинг  биринчи тенгламасининг  хар икки томонини 

дифференциаллаймиз:

y'{— 2y2-y2 +  cosx. v

Берилган системанинг  иккинчи тенгламасидан



булишини топамиз.  Кейинги икки тенгликдан

у'{— у\— cosx

булиши келиб чикади.  Бу чизикли бир жинссиз тенгламанинг  
умумий ечими

У 1 =  С ]ех-\-С е̂~ cosx

булади.
Сунг

У\ = у 1  + sinx,
y i =  C ]ex-\- С2е ' cosx

тенгликлардан
у1— С\ех— С^е х— -  sinx

булиши келиб чикади.
Д е м а к ,  берилган системанинг  ечими

yi — C tex-j-C fi х—

У 2= (С,ех- С ф -

COSX ,

sinx У
булади.

2°. Д и ф ф е р е н ц и а л  т е и г л а м а л а р  с и с т е м а с и н и  и н ­
т е г р а л л а н у в ч и  к о м  б и н а ц и я л а р н и  т о п и ш  б и л а н  
е ч и ш. I

Дифференциал теиглам ал ар  системасини ечишнинг бу  усулида,  
системага  кирган теиглам ал ар  устида  арифметик а м а л ла р  б а ж а -  
риш нати жасида  интегралланувчи комбинация хосил килинади, 
яъни ам ал ла р  н ати ж аси д а  х, у ь г/2,- -, Уп л а р г а  боглик шундай 
номаълум

и =  и(х, У и  У 2, — , У п )

функция ва  унинг хосилалари богланган тенг лам а топиладики,  
у  енгил интегралланувчи булади.

М и с о л л а р .  1. Ушбу

У i = 

У2--

УА
X ’ 

X
системани ечинг.

А ввал о  системага  кирган тенгламаларни  хад л аб  ку шами з :



Равш анки,

d(.y{+y2) 1 d ( y x+ y 2) d x

С
=>\п\ух-\-у2\ =  — \n\x\ 4 - ] n | C 1|=>-y1+ y 2= - -

С ун г  системага  кирган тенглам аларн и х а д л а б  айирамиз:

у\~у'г =  ̂ ( у х~~у2)=>(ух — у 2) ' = - ^ ( у х — у 2).

Равшан ки ,
d(yx- y 2) 1 d ( y x~ y 2) d x
--------------= — (г/, — у 2)=>---------------=>— =>-

d x  х . у  j — у 2 х

= й п | у ,— у 2\ =1п\х\ -f-ln| С 21=Ф-г/1—у 2=С^>с.
Н а т и ж а д а

С ‘

У\~У2 = С г «  

система хосил булади.  Бу  системадан

у у= ^ ( - 7 - + а д .

1 c i . ■
У‘2 =  ~'2 С 2х )

булиши келиб чикади.  Бу берилган дифференциал тенгламала р 
системасининг ечими булади.

2. Ушбу
У'\=У\-УЪ

/ У-2 2 
У 2 =  ~ ----У\-У2

системани ечинг.
Берилган системадаги биринчи тенгламани у 2 га,  иккинчи 

тенгламани эса  у\ га купайтириб хосил булган тенгламаларни  
хад л аб  ку шами з :

y'i ■ i/2+ УЬ- У 1 =  У г  У \ + — Уг Уг *~Уа - У1 +Уг У2  =  ■

Агар
У2 -у\ +  г/1 -г/2=  (г/i -уо)' 

булишини эътиборга  олсак,  унда  кейинги тенглама куйидаги

( y r y J ' = - j  (УгУг)



Равшанки,
d ( y x-y2) 1 , . <ИУ\-У2) dx
----------- = — ( у г У 2)=>------------= — ■==►

dx х  ^  У\'У2 х

=>\п\уг у 2\=\п\х\+\п\С^\=>угУ2= х - С 1 . ^

Бу тенгликни эътиборга  олиб, берилган системанинг  биринчи
тенгламаси  у'\— у 2\-у2 ни уш бу _

y'i= yi-x :\-x  ■ (6)
куринишда ёвиб оламиз.  Энди (6) тенгламани ечамиз:

йУ\ „  „  # 1 j j— = C r x - y i= ^ - = ~ C r x-dx=>ln\yil =  ■».

о -2

: CV~7r -k ln\C2\=^yv~ C 2-e 1 2

(5) тенгликдан фойдаланиб топамиз:
, 2 *2с , .—  -  С, - с , - —

y\-y2= C {x=>y2-C r e 2 =  С iX=$-y2 — ~?г~х' в (С2ф 0 ) '
2

Шундай килиб,

У\ =  С2-е

С  _ СЧ “ с]-г- Уг=~?г'Х'е  
2

берилган дифференциал те нглам алар  системасининг ечими булади.
3. Ушбу

</1==Зу1 +  5г/2, |

*/2= —2г/, — 8г/2 J
дифференциал тенглам ал ар  системасининг

У\\х=о:= '2'' У2\х=о=='*

шартларни кано атл антирадиган  ечимини топинг.
Системадаги биринчи тенгламани 2 га  купайтириб,  уни иккинчи 

тенглама билан вддлаб  кушиб топамиз:

2г/1 +  У2 =  2 (Зу | +  5 у 2) +  ( — 2у i — 8y2)=>(2yi + у 2)' =  2 (2 г/, +  г/2) . 

Кейинги тенгламани ечамиз:
d ( 2 y , + y 2) d ( 2 y t + y 2 )
-------j ^ = 2 ( 2 y ,  +  y , ) ^ ^ ^ J r = 2 d x ^

=Ип|2у, +  у 2| = 2 х  +  1п|С,|=>2г/1+г/2=С’ 1й2л̂ 2= С , е 2л:— 2t/,. (7)



Агар г/2 нинг бу ифодасини берилган системадаги биринчи 
т ен гл ам ад а  к а тн аш га н  у 2 нинг урнига ку йсак ,  унда

y'l =  3 y l +  5 { C le2x- 2 y \ ) ,

яъни
у \ = - 7 у { +  ЬСг е2х

чизикли дифференциал тенглам а хосил булади.  Бу чизикли 
дифференциал тенгламани 8 - боб, 3 - §  д а  урганилган усул билан 
ечиб, унинг ечими

г/, =  С 2е - ^ + | с г ^

булишини топамиз.
Юкоридаги (7) тенгликдан фойдаланиб,

у 2=s С х-е2х~ 2 ( С f i - 7x-\-~Cxe2x) , яъни 1 V ^  ' g  1 > >

Уч— — ^ С 1е2х— 2С 2-е~ 7х

булишини топамиз.
Шундай.  килиб,берилган дифференциал т еиглам ал ар  системаси- 

нинг ечими:

'y1 =  c 2e~ 7x- h j c r e2x, _

у ^ - ^ С ^ - Ъ С # - 11. (8)

Энди > i L » 0= 2 ,  у 21,=0= 5

шартларни эътиборга  олиб, (8) тенгликлардаги х  нинг урнига 0 ни, у\ 
х,амда у 2 ларнинг  урнига  эса  мос рави шда  2 ва  5 ларни куямиз .
Н а т и ж а д а

2 =  С2-\-~дС 1,
5 ,

| С , - 2 С 2
(9)

булади.  (9) системани ечиб
С , = 9 ,  С2 =  -  3

булишини топамиз.
Д е м а к ,  берилган дифференциал теиглам ал ар  системасининг 

бошлангич шартларни кан оатл антирадиган  ечими

( - 3 )  • е - 1х+ ^ -е 2х-9 =  5е2х- З е - 7х

9у 2— — i - 9е2х- 2 ( ~ 3 ) е ~ - 7х= - е 2х+ 6 е '
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