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Kirish

Ekonometrika fanlar orasida nisbatan yosh bo‘lib, hozirgi zamonda
igtisodiy jarayonlarni o‘rganishda va ulaming keyingi holatini bashorat
gilishda muhim ahamiyat kasb etadi.

Ekonometrika - matematik statistika usullari yordamida iqtisodiyotda
miqdoriy qonuniyatlar va o‘zaro bog'lanishlami tadqigot giladigan fandir.
0 ‘shausullar asosida korrelatsion-regression tahlil yotadi.

Ekonometrika bo‘yicha birinchi ishlar XIX asr oxirlari - XX asr
boshlarida paydo bo‘ldi. 1897-yilda V. Paretoning turli mamlakatlardagi aholi
daromadlarini statistik usul bilan o ‘rganishga bag‘ishlangan ishi chop etildi.

Bu magolada kelajakda Pareto nomi bilan atalgan y =a(x - a)'a egri chi-

zig tavsiya gilingan. Unda x - daromad miqdori; y - daromadi bor
shaxslar soni bo‘lib, har bir shaxs daromadi miqdori x dan katta deb garaladi;
a - minimal daromad; A va a- munosabatning (funksiyaning) statistik
usullar bilan topiladigan parametrlari. XX asr boshida ekonometrikaga oid
gator ishlar chop etildi. Guker, Pirson, R.Frish va boshqalarning ishlari
shularjumlasidandir.

Ekonometrika fanining asoslarini norvegiyalik olim Robert Frish (1895-
1973) ishlab chiggan. Shu sababli u hagli ravishda ekonometrikaning otasi
hisoblanadi. 1931-yilda Jahon Ekonometrik Jamiyati tuzildi. Shu vyil
ekonometrikaning tug‘ilgan yili hisoblanadi. 1932-yildan boshlab ba’zi
mamlakatlarda ekonometrika fani o‘quv rejasiga kiritildi. Shunday ekan,
ekonometrika nima? - degan tabiiy savol tug‘iladi. R. Frishning o°zi,
ekonometrika - igtisodiy nazariya, matematika va statistikaning sintezi, deb
hisoblaydi.

Ekonometrika fan sifatida igtisodiyot, statistika va matematika orasida
joylashgan. U - igtisodiy gonunlami taqribiy chiqgarish bilan bog‘langan fandir.
Ekonometrika bilan shug‘ullanuvchi mutaxassis ekonometrist deb ataladi.

Ekonometrist igtisodiy nazariyagayoki empirik ma’lumotlargaasoslangan
holda iqgtisodiy modellami tavsiflaydi, shu modellardagi parametrlarni
(noma’lum migdorlami) baholaydi, igtisodiy ko‘rsatkichlaming keyingi
holatini bashorat giladi. Ekonometrist igtisodiy ko‘rsatkichlar giymatlari
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jadvalini o‘rganib, ular orasidagi empirik munosabatlami keltirib chigaradi.
Ekonometristning jadvallarni o ‘rganish bilan bogiangan ishi ekonometrik
analiz deyiladi.

Ekonometrik analiz yordamida iqtisodiy jarayonning birinchi modeli
fransuz olimi Fransua Kene (1694-1774) tomonidan yaratilgan. U 1758-
yilda “Igtisodiyjadval”, 1766-yilda uning ikkinchi varianti bo‘lgan “Arifinetik
formula” nomli asarlamiyozdi. F. Kenejadvali XVI11 asro‘rtalaridaigtisodiy
nazariyaning rivojlanishidamuhim o ‘ringa egaboidi. Bujadvalga K.Maiks
ham yugori baho bergan.

0 ‘guvqgoilanma “Ekonometrika 1” deb nomlangan. Undao ‘iganiladigan
igtisodiy jarayonlar tasodifiy emas, aniq deb garaladi. Tasodifiy jarayonlar
“Ekonometrika. 2” dao ‘rganiladi.

“Ekonometrika. 1” 13 bobdan iborat bo‘lib, har birbob misol va masalalar
bilan ta’minlangan hamdanazorat savollari ham keltirilgan.

0 ‘quv goilanma mavjud dasturga mos bo‘lib, “statistika”, “biznesni
boshgarish” va “iqtisodiyot” mutaxassisliklari bo‘yicha tahsil oluvchi
talabalarga moijallangan. 0 ‘quv qoilanmaning ba’zi materiallaridan
“Iqtisodiy-matematik usullar va modellar”, “Igtisodiyotda matematik
modellar” kabi predmetlami bayon etishda foydalanish mumkin.

Muallifo‘quv qoilanma goiyozmasi mazmuni va sifatiga oid gimmatli
maslahatlari uchun fizika-matematika fanlari doktori, akademik
V.Q. Qobulovga; iqtisod fanlari doktori, professor T.Sh. Shodiyevga; shu-
ningdek, o‘quv goilanmani tayyorlashdagiyordami uchun fizika-matematika
fanlari doktori, professor A.Abdushukurovga; igtisod fanlari doktori,
professor F.Egamf>erdiyevgao‘z minnatdorchiligini bildiradi.



1-bob. CHIZIQLI REGRESSION MODEL

1.1-8. Korrelatsiya va regressiya hagida
tushuncha

0 ‘rganiluvchierkliparametrlar(faktorlar) xI,x1,...,xn, o‘rganiluvchi

erksiz parametr (faktor) y bo‘lsin. Alohida hollarda y n' xI,x2,...,xn
faktorlaming funksiyasi deb garash mumkin, ya’ni

Y=f(xLx2,...,X,,). (1.1)

Agar y hosil hajmi bo‘lsa, u sug‘orishlar soniga, ishlatilgan mineral

ozuga hajmiga, havoning harorati va boshqgalarga bog‘lig. Bundan ko ‘rina-
diki, hosildorlik tasodifiy jarayondir. Shuning uchun (1.1) munosabat

tasodifiy o‘zgaruvchini o‘z ichiga olishi kerak. Bunday o°‘zgaruvchini U
desak, (1.1) o‘rniga ushbu
Y =f(xux2,...,x,,,U) (1.2)
munosabatni yozish mumkin. Bunday munosabat (bog‘liglik) korrelatsion
deyiladi. y va xi,x2,...,x,, lar orasidagi analitik munosabat regressiya
tenglamasi deyiladi.
Agar (1.1) da « =1 bo‘lsa,

Y =f(x) yoki y =f(x) (1.3)
munosabatjuftlik regressiya tenglamasi deyiladi, undaj>- erksiz o‘zgaruvchi
(natijaviy belgi), x - erkli (tushuntiruvchi) o‘zgaruvchi (belgi - faktor).
Amalda, har bir alohida olingan holda, u ikki go‘shiluvchidan tashkil topadi:

Y=Yx+5, d-4)
bunda y —natijaviy belgining asl giymati (berilgan (x,y) nugtaning
ordinatasi); yx - natijaviy belgining nazariy giymati bo‘lib, u (x, 7) nugta
absissasi uchun regressiya tenglamasidan topiladi; s - tasodifiy migdor
bo‘lib, natijaviy belgining real giymatidan uning regressiya tenglamasidan
topiladigan nazariy giymati ganchalik farg gilishini tavsiflaydi.
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Juftlik regressiyada yx = f (m:) matematik funksiyaning ko‘rinishini
tanlash uch usul bilan amalga oshiriladi:

1) grafik usul;

2) analitik usul, ya’ni o‘rganilayotgan o‘zaro bogiiqglik nazariyasidan
kelib chiggan holda;

3) tajribao‘tkazish usuli.

Regressiya tenglamasining ko‘rinishini tanlashda grafik usul eng
ko ‘rgazmali hisoblanadi. Quyida bog‘lanishlarni migdoriy baholash uchun
foydalaniladigan egri chiziglaming asosiy turlarini keltiramiz:

a) yx =ax +b,b> 0 (yoki b <0)(chiziglibogianish)-to‘g‘richiziq.

b) yx =axb, a>0 (chizigsizbogianish) - darajali funksiya.

v) yx=abx, a>0, b>0 (chizigsiz bogianish) - eksponenta egri
chizigi (ko‘rsatkichli funksiya).



b
g) yx=a+—, a>0, b>0 (chizigsiz bogianish) - giperbola

shoxchasi.

X

Yugoridagi b), v), g) hollarda bogianishlar chizigsiz. Ular yangi
yordamchi o‘zgaruvchilar kiritish orgali chizigli bogianishga keltirilishi

mumkin. Jumladan, b) hoiuchun 7, =In7, x, = Inx belgilashlarkiritamiz.
Unda In7 =Ina + Mnx munosabatgako‘ra 7, =In a +bxx ko‘rinishdagi
chizigli bogianishga (chizigli funksiyaga) kelamiz. Shunga o‘xshash v)
holida In7 =lna+xIn6 ga ko‘ra 7, - In7 va x,=x desak, yana
7, =Ina+ (IniA)x, ko‘rinishdagi chiziglibogianish hosil boiadi. Nihoyat,
g) holda 7 =7,, x =x,1 desak, 7, =a+bxx hosil boiadi.

Agar tekislikning birinchi choragida n ta (x,,n,), (x2,y2), Vv,

(X55,Y5), (X, <Xx2<...<X,,), nugta berilgan boiib, tanlangan yx =/(x)
funksiya grafigi shu nugtalardan o ‘tsa, unda natijaviy belgining asl giymatlari
(berilgan nugtalaming ordinatalari) ularning nazariy qiymatlari / (x,) bilan

ustma-ust tushadi, ya’ni yx(xt) =y,.Bu holda qoldigli dispersiya nolga

teng boiadi, ya’ni a &y =0, bunda

Ravshanki, goldigli dispersiya migdori ganchalik kichkina boisa,
regressiya tenglamasida e’tiborga olinmagan faktorlar ta’siri shunchalik
kamligini varegressiyatengiamasi berilgan maiumotlarga shunchalik to‘g ‘ri
kelishini ko ‘rsatadi.



Kuzatuvlar natijasida olinadigan nugtalar soni o ‘zgaravchi x oldidagi
hisoblanayotgan parametrlar sonidan 7-8 marta ortiq bo‘lishi kerak. Ushbu

yx=a+bx sodda holda kuzatuvlar soni 7 * 1=7 dan kam bo‘Imasligi
lozim.

1.2-§. Juftlik regressiya va korrelatsiyaning chizigli modeli

Juftlik regressiyaning eng sodda modeli chizigli regressiya bo‘lib, u
igtisodiyotda keng qo‘llaniladi. Buning sababi chizigli regressiya
parametrlarining aniq igtisodiy izohlanishidadir.

Chizigli regressiya tenglamasi quyidagi

yx-a +bx yoki y =a+bx+e (1.5)

ko'rinishga ega. Ushbu yx=a+bx ko‘rinishdagi tenglama berilgan
nuqtalar absissalari bo‘yicha natijaviy belgining nazariy giymatlarini topishga
imkoniyat beradi. Agar yx =f(x) deb belgilasak, unda f(x) =a +bx
tenglama tekislikda to‘g‘ri chizigni tavsiflaydi. Shuning uchun
f(xt) = a+bxt migdorlar jc= xt bo‘lgandato‘g‘ri chizigdagi nugtalaming
ordinatalarini anglatadi. Ularni yi=f(xi) deb belgilaymiz. Agar n ta

M*nYr)> A(x2,y2),¥Y*, A, (X,,Y,), (0< <x2<...<X,,), nuqta
berilgan bo‘lsa, bu nuqgtalar, umuman aytganda, bir to‘g‘ri chizigda yotishi
ham mumkin. Bu holda chizigli regressiyato ‘g ‘ri chizig*i berilgan nugtalardan
o‘tuvchito‘g‘ri chizig bilanustma-usttushadi. Ammo bunday hoi igtisodiyotda
kuzatilmaydi, chunki igtisodiy o‘sish vaqtining [ O I'] oraligMda to‘g ‘ri
chizig bo‘ylab ro‘y berishi fagat nazariy jihatdan mumkin. Shu sababli,
AlLA2,...,An nuqtalar tekislikdagi koordinata sistemasining birinchi
choragidajoylashgan va bir to‘g ‘ri chizigda yotmaydi, deb faraz etamiz.

Chizigli regressiyato‘g‘ri chizig'ini qurish uning avab parametrlarini
((1.5) ga garang) baholash (topish) dan iborat.

Chizigli va chizigsiz regressiyani qurishga doir sodda misollar ko ‘ramiz.

I-misol. Ai(2;25), J2(4;15); /(6)="2.

Bu misolda n - 2. Chizigli regressiya tenglamasini yx =a+bx
ko‘rinishda izlaymiz. Ko‘rilayotgan holda chizigli regressiyato‘g‘ri chizig'i



berilgan ikkita nugtadan o‘tadigan to‘g‘ri chiziq bilan ustma-ust tushadi.

Sodda hisoblashlar yordamida topamiz: yx = 35- 5jc.Bundan /(6)=>5.
Endi berilgan nuqtalar bo'yicha chizigli regressiya tenglamasini

a ., .. . .
¥x~~+ ko‘rinishda izlaymiz. a va b parametrlar

25=-+b 15=-+b
2 7 4

sistemani ganoatlantiradi. Yechim a =40, b =5 va chiziqli regressiya
. . 40 2
tengiamasi YX:-;(---’\ Va /(6):113—

2-misol. A {(4;9), A2(9;24); /(16)="

Awal chizigli regressiya tenglamasini topamiz: yx~ a+bx. Sodda
hisoblashlar yordamidatopamiz: a =-3; b = 3,ya’ni =-3 + 3x.Bundan
/(16) = 45. Ravshanki, iqtisodiy ma’nosi bo'yicha }>70, ya’ni
- 3+ 3x >0 yoki x> 1Endi chizigsiz regressiyatenglamasini y =a ~ +b

ko‘rinishda izlasak, a= 15, b =- 21 ni topamiz. Demak, y=\s4x-2\ m

Bundan /(16) =39 (1.1-, 1.2-chizmalar).
E’tibor berib garalsa, 1-misolda talab, 2-misolda taklif funksiyalari
garalgan. 2-misolda chizigli holda taklif x > 1 bo‘lganda, chizigsiz holda

taklif x >1,96 bo'lganda amalga oshiriladi.

1.3-8. Eng kichik kvadratlar usuli (EKKU) va chizigli
regressiyaning empirik tengiamasi

Chizigli regressiya parametrlarini baholashning turli usullari mavjud.
Chizigliregressiyaning y x = a + bx tenglamasmi olaylik.Teldslikning birinchi
choragida bir to‘g‘ri chizigdayotmaydigan n ta Ax(xxyx), A2-(x2,y 2),
Va, An(xn,y,,), (0<xi<x2<...<xn) nuqta berilgan bo‘lsin. Chizigli
regressiya yx=a+bx to‘g‘ri chizig'idagi ordinatalarning kuzatish
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natijalaridan (berilgan nugqtalar ordinatalaridan) farq qilishining o ‘lchovi
sifatida quyidagi ifodani olish mumkin:
n 2
1) &(e,b) ="T)yi-a-bXi) - og'ishlarkvadratlariyig‘indisi;

2) ~ ~a~'bxi\ _og‘ishlarmodullariyig‘indisi;
=

3) ®(a>h)= '£tG(y| a-bXj) ~bunda G(a,b) - a va b o‘zgaruv-

chilarning musbat (yokl manfiy) giymatlar gabul giladigan biror funksiyasi.

Jumladan, :>1(:£ZY; ~a-bxi) ko‘rinishdaboiishi mumkin.

Chizigli regressiyaning a va b koeffitsiyentlarini baholash ncbuwu kriteriy
(belgi) sifatida og ‘ishlar kvadratlari yig ‘indisini olaylik. Undategishli masala
quyidagichayoziladi:

d(a,b) = >min, (a,b)eR2 (j 6)
=il
Ravshanki, (1.6) masala chizigsiz dasturlashning shartsiz minimum
masalasidan iborat. Uni yechishga kirishamiz. Awal F(a, b) funksiyaning
statsionar nuqtalarini topamiz. Buning uchun shu funksiyaning a va b
bo‘yichaxususiy hosilalarini topib, nolga tenglashtiramiz:

0P@b) _) ceyi-a-bxi)-(-1)3
8a

60{a,b)
ab =2’|/|:i(}’,-a~bx,)l(-*,),

2% (yi-a-bxi)-(-1) =0,

2-'E(yi-a-bxi)-(-xi)=0,
yoki

& ,)m»+(1>2>=2> 7
(1.7
n-a+&-(2>,)=X>;

Bundan ava b lami topish giyin emas:
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b W'CEx<y)~CPOCE><)

n-£>2)-(2>.)2 | (1.8)

* i _ * * *
m-y,-b0% =fc a)(i> ))-(E*,YK*,*) (1.9)
"(I*?M 1*)2
(1.8) va (1.9) formulalar ko ‘rsatadiki, F\a, b) funksiyayagona statsionar
nuqtaga ega. Shu (a0, bQ nugtada F(a, b) funksiya o°‘zining eng kichik
giymatiga erishadi. Buni isbotlash uchun ikkinchi tartibii hosilalami hisoblab,
ulardan matritsa tuzamiz:

8 @ 420 620
da2 8b fa8b 8b8a

2» 2-Gx,)"
A=

2 (Ix,) 2-fex?)/
Endi mos kvadratik formani yozamiz (Q = 2'AT).

2))

V2 (XX) 2.&X?))
=2'fe X2)'A +2& , mIxZ2+n-22].
Ravshanki, z2+z22*0 bo‘lganda Q(0,z2)=2("x2)z2>0 s

Q(z1,0)=2nz2>0 tengsizliklar o‘rinli. Qfa,z2>0, V(z,,z2~0 teng-

sizlik o ‘rinli ekanini isbotlaymiz. Buning uchun kvadratik forma diskrimi-
nanti manfiy ekanini ko ‘nsatish kifoya:

£=e>,)2



bunda A 0 A, :\rt mBirtomondan, 0<x <x2<...<xn, ikkin-

chi tomondan, An<Dn boigani uchun D <0 bo'ladi. Shunday qilib,

kvadratik forma Q(z{, z2 fagat musbat giymatlar gabul giladi (Q (z,,z2) ®0).
Demak, F(a, b) funksiya (af) bQ nuqtada o°‘zining mahalliy minimumiga
erishadi. Ammo F(a, b) funksiya gavariq funksiyadan iborat, chunki yuqgorida
topilgan /1 matritsa musbat aniglangan. Shunday qgilib, ®(a,b) funksiya (aQb”
nugtada o°‘zining eng kichik giymatiga erishadi. (1.6) masalato‘liq yechildi.
Chizigli regressiyaning koeffitsiyentlari chizigsiz dasturlash usuli bilan
(EKKU bilan) topilgan tenglamasi empirik tenglama, unga mos to ‘g ‘ri chiziq
empirik to §'ri chiziq deb ataladi.
Endi sodda misollami ko ‘ramiz:
1-misol. Al,A2A}nugtalar quyidagijadval bilan berilgan:
X 1 4 7
y 3 1 4

(1.8) va (1.9) formulalar yordamidatopamiz: a0- 2, bQ=j-, ya’ni chizigli

regressiya tenglamasi y =2+x/6 bo‘ladi.
2-misol. Ar A2 A} nuqtalar yanajadval bilan berilgan:

X 2 4 7
% 3 1 4
Yana usha (1.8) va (1.9) formulalar yordamida a0=yf, b( lar

topiladi. Chizigli regressiyatenglamasi y =j" +-"x bo‘ladi.

Endi >'<~~r|]¥"xi va 3’~;|]2\i.>’1 belgilashlar kiritamiz.

1.1 - teorema. Empirik to g'ri chizig (x,y) nugtadan o tadi.

Isbot. (1.7) sistemaning ikkinchi tenglamasini a =a0b =bQbo‘lganda
yozamiz: M yt- naQt  x,)b0.Shusonli tenglikning har ikki tomonini n
gabo‘lamiz:
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Bundan y =a0+b0x kelib chigadi. Teoremaisbotlandi.

Eslatib o ‘tamizki, (1.8) va (1.9) kasrlarning maxrajlari birxil va musbat.
Hagigatan,

Yana shuni aytib o ‘tamizki, a0va bGonlaming ishoralari mos kasrlarning
suratlari ishoralariga bogiiq. Ammo a0 va bular bir vagtda manfiy bo‘la

olmaydi, aksholda'y =a0+bO0x to‘g ‘ri chizig 1V chorakdano4ganbo‘lar
edi. Bu x,>0, i=12,...,.« ga zid.

1.4-8. Chiziqli regressiyaning asl to‘g‘ri chizig‘i va uni
qurishning geometrik usuli

Chizigli regressiya tenglamasini chigarishda chizigli regressiya to‘g ‘ri
chizig‘ining berilgan n2(x2,y2) ,'A, A,,(X.,Y,,), nugtalarga

«yagqinligini» F(a, b) funksiyaning minimumi ( (1.6) ga garang) ma’nosida
tushunilgan edi. Endi «yaqinlik» belgisi sifatida berilgan nugtalar ordinatalari

bilan izlanayotgan to‘g ‘ri chizigdagi ordinatalar (y t) ayirmalari yig ‘indisi
nolga teng bo‘lgan holni ko ‘ramiz, ya’ni

(1.10)

bunday - berilgan nugtalar ordinatasi, yi -izlanayotgan to‘g ‘ri chizigdagi
nugtalar ordinatasi. (1.10) belgi bo‘yichatopilgan to‘g ‘ri chizig tenglamasini
y=a+bx (1.11)

Ko‘rinishdayozamiz. Ravshanki, y. =a+bxj, i=1,2,...4.(1.6) va(1.10)

belgilar yordamida topilgan y=a0+b0x va y=a+bx to‘g‘ri chiziglar,

umuman aytganda, ustma-ust tushmaydi. (1.10) belgi bilan topilgan (1.11)
tenglama chiziqli regressiyaning asl tengiamasi, unga mos to‘g ‘ri chiziq
esa - aslto'g'ri chizig'i deyiladi.
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1.2-teorema. Chizigli regressiyaning asl to'g'ri chizig'i (x,y)
nugtadan o tadi.
Isbot. (1.11) to‘g‘ri chiziq uchun (1.10) sonli tenglik bajariladi, ya’ni

Y,Yr=XY, vayj-a +bxr Oxirgi tenglikning ikki tomonini i bo‘yicha

yoki y -a +bx mShuniisbotetishtalabetilganedi.

(1.1) va (1.2) teoremalar natijalari: Chizigli regressiyaning empirik va
asl to‘g ‘ri chiziglari (3c,>) nugtada o‘zaro kesishadi.

Agar n =2 bo‘lsa, empirik va asl to‘g‘ri chiziglar ustma-ust tushadi,
chunki ikki nugtadan yagona to‘g ‘ri chiziq o ‘tadi.

Agarn = 3 bo‘lsa, to‘g ‘ri chiziglar ustma-ust tushishi ham, tushmasligi
ham mumkin, ammo ular (3c,.y) nugtadan albatta o‘tadi. Bu holda chiziqli
regressiya asl to‘g‘ri chizig‘ini geometrik usul bilan qurish, so‘ngra uning
tenglamasini topish mumkin.

Tavsiya etilayotgan geometrik usulning mohiyati quyidagidan iborat.
Tekislikning birinchi choragida bir to‘g‘ri chiziqgda yotmaydigan 3 ta
AX(XxYX), A2(x2,y2), Ab(xbyb), (0<x,<x2<x3), nuqgta berilgan
bo‘lsin. Ravshanki, A2 nugta A1A3 to‘g‘ri chizigdan yuqoridayoki pastda
joylashgan bo‘lishi mumkin. Geometrik usulni A2 nuqgta/1//13 dan yugorida
joylashgan hoi uchun bayon etamiz (mulohazalar A2 mg\a.AlIA3 dan pastda
joylashganda ham o°‘xshash) (1.3-chizma).

Yy Yy

0 Xl X X X2 X2
1.3 - chizma 1.4 - chizma
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Ar Ap A3nugtalami tutashtirib AJA2A3 uchburchakni hosil gilamiz.
So‘ngra A2nuqtadan abssissa 0°‘giga perpendikular tushiramiz. U AJA3

tomonni C(x2,y2) nuqtada kesib o‘tadi. AjC kesmani 3 ta teng boiakka
boiamiz. A f ni 1:2 nisbatda bo‘ladigan nuqtani B2{x2,y2) deb
belgilaymiz. Shuning uchun CB2=\CA2.Endi B, nugtadan A jA}ga parallel
chizig oikazamiz. U x = x, vertikal chizigni ~(x,,”,) nuqgtada, X =x3

chizigni Br{xws,yr) nuqtada kesib o ‘tadi. Hosil bo‘lgan”~” chiziq chizigli
regressiyaning asl to‘g‘ri chizig‘i bo‘ladi, shu chizig uchun (1.10) sonli
tenglik bajariladi. Hagiqatan, 1,4-chizmadan ko ‘rinadiki,
Y\-Y\=Yb~¥r=P<b> Y2~¥Y2=2p>Db. Demak,
(M-YX)+(¥YT ~¥Y2)+ (¥Y3-Yb)=P~2P+P =0-

Agar.8[1, to‘g ‘ri chizigni A /12gayoki Ay4tgaparallel gilib o ‘tkazsak,
(1.10)bajarilmaydi.

Endi B IB3tenglamasini topish giyin emas. Buning uchun yr,y b ni topish

kerak. Avval C(x2,y2) nugtaning ordinatasini topamiz. Ravshanki,

X + AX3 2 qak n_x2~ X1 i topish K
—_— = ako‘ra ™ a v, nitopish mumkin:
A X2 g 2 va v, ni topi umki
Y . M+XY3.(*3-*2)n +(x2- xi)Yr

2 1+ A x3~x\

Keyin Aj va A} nuqtalar ordinatalariga CB2=j(y2~Y2) miqdorni

go‘shamiz (A2nuqta AjA}dan pastda joylashgan boisa, shu CB2miqdor
ayriladi). Shunday qilib,

Y1=Y1+4A(Y2-Y2), Y3=Y3+r(Y2-Y2).

Nihoyat, BtvaB3nugtalardan o ‘tuvchi BIB]to‘g ‘ri chiziq tenglamasini
yozish mumkin.

Misol. Ushbu A"2; 6), A}4;9), A37; 4) nuqtalar berilgan boisin.
Ular birto ‘g ri chizigda yotmasligi ravshan. Shu uchta nugta uchun chizigli
regressiyaning empirik va asl tenglamalarini topamiz. Empirik tenglama
koeffitsiyentiari (1.8) va (1.9) formulalar yordamida hisoblanadi:
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a0=Y> 60 . Empirik tenglama ¥ =Ll -~\X ko‘rinishga ega bo‘ladi.

(35>)=(y; y) nugtabutenglamani ganoatlantiradi.

Endi geometrik usul bilan B]B3to ‘g ‘ri chizigni quramiz va tenglamasini
topamiz. Ravshanki, ArnuqtaAjAz dan yugoridajoylashgan. Sodda hisoblar
ko'rsatadiki, X=f, j/=-y, CA2=ll-, CB2="

Yot H2L
HH N ’ n . 3 H

Shunday qilib, ~If 2 Tlg ; 5@( 7,71g m Shu nugtalardan o ‘tadigan

L . 121 2 L A

to‘g ‘ri chiziq tenglamasi Y- ~ — ~x ko‘rimshga ega. Bu to‘gri chiziq

-.(13 19~ ]
ham J nu4tadan o ‘tadi.

1.5-§- Chiziqli regressiyaning empirik va asl tenglamalari
orasidagi bogiamsh

Awalgi 1.4- 8 daempirik va asl to‘g‘ri chiziglar (x,J) nugtadan o “tishi
hagida LL-va 1-2-tearemalar isbotlangan edi.Bu empirik va asl tenglamalar
orasidagi birinchi bog'lanish boiadi.

Aytib o‘tilganidek, chizigli regressiyaning empirik va asl to‘g ‘ri chiziglari,
umuman aytganda, ustma-usttushmaydi. Ammo ular ustma-ust tushadigan
hoi ham mavjud. Bunday hoi 1.3-teoremada keltirilgan. Bu esa empirik va
asl tenglamalar orasidagi ikkinchi bog'lanish bo‘ladi.

Igtisodiyotda ko‘pincha xI,x2,...,xn (0 < X < x2<...<xn) sonlar

arifmetik progressiya tashkil etgan hollar uchraydi. Masalan, biror mam-
lakat uchun 1991,1992,..., 2000-yillar uchun yalpi ichki mahsulot (YAIM)
hajmi berilgan boisa, x,= 1991, x2= 1992, ..., x9= 1999, xlo=2000
boiadi. Bu sonlar arifmetik progressiyani tashkil etadi, unda arifmetik
progressiya ayirmasi d= 1.

Faraz etaylik, Ocn”®<x2<...<xn va xl, xl+d, xI+2d, ..

..Xx+(n-1)-d, d>0. Bu holda a0 va bOlami hisoblash formulalari
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soddalashadi. Masalan, (1.8) formuladagi kasr suratini M n, maxrajini N n

deb belgilaymiz. Soddahisoblashlaryordamida quyidagi formulalami keltirib
chigarish mumkin:

Shunday gilib, bOuchun formula quyidagicha yoziladi:

(1.12)
dn(n2- 0

1.3 - teorema. Tekislikning birinchi choragida uchta Ax{xxyX),
A2(x2,y2), A3(x3,y3), (0<xx<x2<x3), nuqta berilgan bo'lsin.
Chizigli regressiyaning empirikva asl tenglamalari ustma-ust tushishi uchun

Xj, Xj sonlar arifinetikprogressiyani tashkil etishi yetarli.

Isbot. Teoremani ikki usul bilan isbotlaymiz. Ulami algebraik va
geometrik usullar deb atadik.

Algebraikusul. x2=x, +d, x3=Xx+2d, d >0 bo‘lsin. A2nuqta

AtA3danyuqoridajoylashgan holni ko'ramiz. Avvalgi 1.4 § da bayon etilgan
geometrik usul bilan chizigli regressiyaning aslto‘g ‘ri chizig'i BtB3ni quramiz
(1.4-chizmaga qarang). Yasashga ko ‘ra quyidagilarga ega boiamiz:

ABX=AB3, AZB2=2A:Bx,
CA =Y2~j(yi +Y3), CBi =\CA =\0-Yr~Y\-¥r),

A(i> 1(57+2)2- ] ), B3cr2d, A(5j3+27-1)).
Soddahisoblashlaryordamida B IB 3tenglamasini topamiz:

Y=W d'X+~b"5dy' +2dy2~ dy3 ~ 3XI>3+ 3X'Y" =



i 12[y2+2Y3-(?1 + Y2+ Y3)]_ ¥3- W
0 308 2d

Shunday qilib, b0 = b0 tenglik o ‘rinli.

, X+12+13 - Y1i+Y2+Y.
Geometrik usuP. Ma’lumki, X —---- --—--- Y — ke 3.

Ko‘rilayotgan holda x -x Y+d, Y=AY\+Yr+¥3), Y2 =¥ +Y2)

(1.5-chizmaga garang). Demak, B2ning koordinatalari (x,y) boiadi.

Endi quyidagi belgilashlami kiritamiz: A]JD1= ml, A2B2=m2-2t,
AtBt =CB2=A3B3="f, /g = AXB? +A2B2 + A3Bj , A3D3=m3.
Kiritilgan belgilashlarga ko‘ra, It = AXD\ + A2B2+ A3B3=

=ml + 4t2+ m], (1.5-chizmaga garang).

1 Mazkur usul Mirzo Ulug'bek nomidagi O'zMU iqtisodiyot fakulteti talabasi
A.Murtazayev tomonidan tavsiya etilgan.
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Yugorida B,/13bilan geometrik usul bilan qurilgan asl to‘g‘ri chiziq,
bilan esa, B2(x,y) nugtadan o'tadigan va eng kichik kvadratlarusuli

bilan topilgan (topiladigan) empirik to‘g‘ri chiziq belgilangan. Bu holda
®(a,b) =1, = +4/2+Wj .

Shungtt o'xsliash uchun @ (a,b) =/n=AXB2+A2B2 + A3B2m
15 clU/»uulu /1,0,0/!, to'rtburchak trapetsiya va CB2 esa uning o‘rta
chizig'idir. Shuning uchun CB2=\(w, +m2)=t =

Endi /g va I, lami taggoslaymiz:

h-1A- m2+412+m3 - 612=

22 m3) 2 - ~
=i +m-L—Z(LU' tm3)2_ (u m2)2>ﬁ-
3 4 2

Ma’lumki, *=d(a,b) funksiya a = a0, b = b0 bo‘lganda o‘zining

eng kichik giymatiga erishadi. Ushbu /, > /g tengsizlikdan min /, =/

kelib chigadi. Bundan 5, nugta D, bilan, 53nugta esa D3bilan ustma-ust
tushishi, ya’ni BB3va D,D3to‘g‘ri chiziglar ustma-ust tushishi ham kelib
chigadi. 1,3-teorema isbot etildi.

Agar parametrlar soni 2 tadan ortigboMsa, Y= m u n o s a b at
to'plamli regressiya deyiladi. Agar f(x1,x2,...,xn) = =a, X, + aXx2+...

...+ anxn+ b bo‘lsa, biz to‘plamli chizigli regressiyagaega boMamiz. Shu
holda parametrlarni baholash ushbu

n” 2
® («In2..... anﬁo):'/E_i{yi~(aiXIi+a2X2i+ - +anXm+bj) (™)
masala bilan bog‘langan. Bunda x 1;, x 21,..., x m sonlar,
Ai{xu,x2i,..., xm) , i =\,2,...,n,nuqtalarkoordinatalari, y = a,x, +

+a2X2+ ...+ amxn+ besa(n+ 1) o‘lchovli Yevklid fazosida tekislik-
dan iborat.
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(*) masala chizigsiz dasturlashning shartsiz minimum masalasidir.
Parametrlami topish usuli eng kichik kvadratlar usuli deb yuritiladi. Agar

a° va £° giymatlar masalaning yechimi bo‘Isa,

y = axx; + ax2+...+ozxn+ b°
munosabat empirik tekislik tenglamasini anglatadi.

Misollar

1-misol. Agq2; 6), AZ49), AXT7; 4),
X 2 4 7
Y 6 9 4

Empirik to‘g‘ri chiziq koeffltsiyentlarini (1.8) va (1.9) formulalar

yordamida hisoblaymiz: «0=y, b0=~j va y-L ~-"x. Ravshanki,
X—y , Y-"~, U;~W ~4Y="r=Y mDemak>empirik to‘g‘ri chiziq

nuqtadan o ‘tadi.

Endi chizigli regressiyaning asl to ‘g ‘ri chizig‘ini quramiz (1.6 chizma).

C nugta”™,” 3ni ganday nisbatda bo‘lishini topamiz: ..- 4, bundan

2 ~ 6+f4_ 26
A= —. Bundan foydalanib, y2ni topish mumkin: ¥ jt2 S5 m
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15 19
Shu sababli, CB2=— , CB2=AiBl =A3B3=— . Nihoyat, B{ va B3
nugtalaming koordinatalarini yozish mumkin: 5,(2;"-), B3(I\ *).
Sodda hisoblashlar shuni ko'rsatadiki, asl to‘g‘ri chizig tenglamasi
121 2 (13 19
1 IS 5* ~Fr'n’s*ca bo*ladi. Bu to‘g‘ri chizig ham (*>>v-I

. . . 17 | 121 2
nuqtadan o'tadi. Shunday gilib, empirik ¥ ~~"— vaasl >=— — —x

13 19
to‘g‘ri chiziqglar topildi. Ular ustma-ust tushmaydi, ammo f

nuqtadan o’tndi.
2-mliol. At(2; 4), Ar(4;8), A36; 6),

X 2 4 6
Yy 4 8 6

Ma’lumotlardan berilgan nugtalar abssissalari arifmetik progressiyani
tashkil etishi ko‘rinib turibdi. Demak, 1.3 teoremaga ko ‘ra mos empirik va
asl to‘g ‘ri chiziglar ustma-ust tushishi lozim. Sodda hisoblashlar yordamida

i) 1 - - - - - - - - -
empirik tenglama y -4 + —x ko‘rinishida ekanligini chigarish mumkin.

Ravshanki, =4, y =6, 4+-"X=4+-~4 =6=>".
Endi chizigli regressiyaning asl to“g‘ri chizig‘ini quramiz. 1.7-chizmadan

ko‘rinadiki, A =1, y2=5, A2C=3, BX -\- Bt vaB} nugtalaming
koordinatalarini yozamiz: 5,(2; 5), 236; 7). BXBrto‘g‘ri chiziq tenglamasi

, 1
Y —4 + ~ x ko'rinishda bo‘ladi. Ko‘rinadiki, bu tenglama empirik tenglama

bilan ustma-ust tushadi.
1-bobga oid masalalar
Quyida n = 3 boiganda berilgan ma’lumotlar bo‘yicha chiziqgli

regressiyaning empirik va asl to‘g ‘ri chiziglari topilsin va ular (3c,j7) nugtadan
o ‘tishi tekshirilsin (javoblar berilgan):
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Yy a=-\ b= 1 = -+
X 6 a0=o6 y =6+-~X
2 y 8 10 a =1 =~ + 8
X 2 5 7 «0 =8 K=-1 y=8-£x
Py g="s  w=-1 YTIELAX
X 3 = m Y =2+ 2X
Yy 3 a=2% y= 55X
X 3 5 7 a0-T2 =5t o
>y 8 s m a =al b=b0 Yy=T + 4X
X 3 5 8 «0“ 19 bo = % Y=m* m"
"y 4 8 T A=l 6= y=8§+Ix
X 2 4 «o % ~0 = 4 Y=T+4X
Ty a1 a=a0 b=b0 y=f+ix
X 1 3 5 fo=2  bo=-2 Y=ii-5Y
8 v 6 2 4 a=a0 b =b0 >\5:I2I-1r2x

1-bobga oid nazorat savollari

1. Korrelatsion munosabat nima?

2. Chiziqli regressiya deb nimaga aytiladi?

3. Regressiya egri chiziglarining asosiy turlarini aytib bering.

4. Qoldigli dispersiya formulasini yozing.

5. Juftlik regressiyaning chizigli modeli nima?

6. Eng kichik kvadratlar usulining mohiyatini aytib bering.

7. Chizigli regressiyaning empirik va asl tenglamalari hamda ular orasidagi
bog‘lanishlar hagida bayon giling.

8. n =3 boMganda asl to‘g‘ri chizigni qurishning geometrik usuli
nimadan iborat?

9. Empirikvaasl to‘g‘ri chiziglar ustma-ust tushishining yetarli sharti
nimadan iborat?

10. To‘plamli regressiya nima?
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2-bob. CHIZIQLI REGRESSIYA TENGLAMASINI
TANLASHNING SIFATINI BAHOLASH USULLARI

2.1-8. Umumiy belgilashlar

Juftlik chizigli regressiya tenglamasini
y =a +bx (2.1
Ko ‘rinishdayozamiz. Statistik kuzatishlar ko ‘rsatadiki, kuzatishlar natijasida
olinadigan nugqtalar soni n o‘zgamvchi x oldidagi parametrlar sonidan 7-8
marta ko ‘p bo‘lishi lozim. Juftlik chizigli regressiya uchun x oldidayagonab
koeffitsiyenti bor. Shuning uchun kuzatishlar soni 7 dankambo ‘Imasligi kerak.
Ko‘rilayotgan holdamasala quyidagicha qo‘yiladi ((1.6) ga garang):

o) =£(y,-a-N1x32"min; (2.2)

Masalaning yechimi (1.8) va (1.9) formulalar bilan topiladi. Juftlik reg-
ressiyaning chizigli tenglamasi y x = a0 + b0X boiadi.
Quyidagibelgilashlami kiritamiz:

(2.3)

bunda

X-X,,X2 ..,xn, xi >0, ;=12,...«,sonlamingo‘rtaarifmetigi;
Y-Yi3¥>->Yn> Y, > [=12...n, sonlaming o ‘rta arifmetigi;
Y.X ~ XI'Y1,Xr¥2>e>xnyn sonlamingo‘rtaarifmetigi;
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x2 - x1,x2,...,xn sonlamingo‘rtakvadratikmiqdori;

~y2-yl,y2,...,y,, sonlaming o‘rta kvadratik migdori;

Yanaquyidagi belgilashlami kiritamiz:

a1:x2-x2:n-T x?--ar(l >:)2 - * = (XXX2,...,XNn)) o‘zgaruv-

chining dispersiyasi;

V2 y2-y 2= -nT Y 2—ny 1Z~N2 - ¥y = (Y\'y2>-->Yn) o‘zgaruv-

chining dispersiyasi;

coM x,y)=y-x-y-?2="~"X"» (nEn}(m2 g) XVay °‘zgaruv'
chilaming kovariatsiyasi.
Bu belgilashlar yordamida aOva bOkoeffitsiyentlar uchun formulalarni
quyidagichayozish mumkin:
. X - X - , -
bO:y--- -Fy- , a0=y - b0-x.
X -y
Kiritilgan belgilashlar chizigli regressiya tenglamasining sifatini tekshirish
uchun olib boriladigan hisob-kitobni yengillashtiradi, ba’zi formulalarni
qulayroq yozishga imkon tug‘iladi.

2.2-8. Chizigli regressiya tenglamasini tanlashning sifatini
baholash formulalari

Statistik kuzatishlar natijasida olingan ma’lumotiar asosida eng kichik
kvadratlar usuli bilan chizigli regressiya tenglamasi y =a +bx topilgan
deylik. Butenglamaganchalik sifatli tanlangan? -degan savol tug‘iladi. Sifat
yanada yaxshilanishi uchun kuzatishlar sonini ko ‘paytirish kerak, - degan
fikrlami muhokama qgilish lozim. Qisgacha aytganda, ekonometrik analiz
jarayoni savollargajavob beradi.

Bundamuhim ko ‘rsatkichlardan biri chiziqli korrelatsiya koeffitsiyentidir.
U quyidagicha hisoblanadi:
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Chizigli korrelatsiya koeffitsiyenti rxy bog'lanish zichligi ko‘rsat-
kichidir. Anigrog'i, r miqgdor berilgan nugtalar topilgan empirik chizigga
ganchalik yaqin joyTashganini anglatadi. r miqdor uchun -1 <my <1
tengsizlik o‘rinli. Shu r ning absolut giymati 1ga yaqginlashgan sari,
AXA2...Min nugtalar empirik chizigga shuncha yaqgin joylashgan bo‘ladi.
Agar |rxj,| = 1 bo‘lsa, barcha nugtalar empirik chizigda yotadi.

Regressiya chizig'ini tanlash sifatini baholash uchun r}y - chizigli korre-
latsiya koeffitsiyentining kvadrati hisoblanadi. Ushbu r\y migdor determi-
natsiya koeffitsiyenti deyiladi. U regressiya yordamida aniglanadigan y
o0'zgaruvchi dispersiyasi ulushini tavsiflaydi. rf, -100% -x o°‘zgaruvchi
variatsiyasi yordamida aniglanadigany o ‘zgaruvchi variatsiyasi protsentini
aniglaydi.

Qurilgan modelning sifati approksimatsiyaning o ‘rtacha xatoligi bilan
aniglanadi:

- In oy

. 100% (2.5)
n 3 Yi

I n
Agar yx=a0+b0x bo‘lsa, A=—Y Al bo‘ladi. Bunda
ni=
y,-a0-b0x,

Y,
Approksimatsiyaning o ‘rtachaxatoligi 8% - 10% dan oshmasligi kerak.
Regressiya chizig‘i tengiamasi Ta hodorligini baholash, umuman
olganda, Fisherning F —belgisi yordamida olib boriladi. Fisheming F -

*100%

belgisi miqdori determinatsiya koeffitsiyenti rxy bilanbog‘langan,u quyidagi

formula bilan hisoblanadi:



Agar a = 0,05 (besh protsentlik ma’nodorlik darajasi) va erkinlik
darajalari kx=1va J2=n- 2 boisa, tasodifiy migdorlaming Fisher
tagsimoti keltirilgan jadvallardan Fisherning F - belgisi jadval giymatini
topamiz. Agar ushbu Ffakt > FJadv tengsizlik o‘rinli boisa, regressiya

tenglamasi statistik ma hodor hisoblanadi.

Juftlik chizigli regressiya uchun regressiya koeffitsiyentlarining
Ta 'nodorligi ham baholanadi. Regressiya parametrlarining statistik ma’no-
dorligi bahosini Styudentning t f belgisi yordamida ham amalga oshirish
mumkin, unda har bir ko ‘rsatkich uchun ishonchlilik intervali hisoblanadi.

Erkinlik darajasi soni n-2 hamda a = 0,05 boiganda/ belgining

jadval giymatini Styudent tagsimotidan topiladi (Magnus Ya.R. va boshg.
Ekonometrika. Moskva. Delo. 1998, 2 va 4-jadvallarga garang, 236-237,
240-241-betlar).

Tasodifiy xatolar ma, W, Ty quyidagi formulalar yordamida
hisoblanadi (n >3):

a 2.7)

Agart - belgining topilgan asl giymatlari uningjadval qiymati tJedv dan
katta boisa (ya’ni ta > tjadv, tb >tJadv, t** > tJa boisa), a va b

parametrlar statistik ma hodor hisoblanadi.
Endi avab paramctrlaming ishonchlilik intervalini topish mumkin:



ya=aztAa, yb=bx Ab, (2.8)
bunda Aa=tlkdvmma, A, =t/ mmb, Yanin=a-A a,

+ Wr*=b~Ab, T ~ ~ +AI.
Chizigli regressiya tenglamasi uchun olingan baholar undan bashorat
gilishda foydalanish imkonini beradi. Agar o‘zgaruvchi x ning bashorat

giymati xp =x-1,07 boMsa, o‘zgaruvchi y ning bashorat giymati yp
bo‘ladi. Bashorat xatoligi ushbu
| 1 (XD~ X)2
m*>= y 1+M +Y o™ 7
formula yordamida hisoblanadi.
Limit xatolik A ushbu
Ay,, ~ tjadr ~ myp

formulayordamidatopiladi.

Bashoratning ishonchlilik intervali quyidagi formulalar yordamida
hisoblanadi:

bP=Ypx A, =yp+A>, Yw =yp- Ah,
p=I-a=1I-005=095.

Chizigli regressiyatenglamasini tanlash sifatini to ‘lig ekonometrik analiz
gilib chiggandan so‘ng bitta chizigda berilgan (kuzatish natijalarida topilgan)
nuqtalami va regressiya to‘g‘ri chizig‘ini qurish kerak (2.1- chizma).
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Chizigli regressiya tenglamasini tanlash sifatini baholash usullarining
go‘llanishi “llova”da berilgan bo‘lib, unda javobini berish lozim bo‘lgan
savollar hamda masalani yechishda hisob-kitoblarni soddalashtiradigan
(qulaylashtiradigan) 2 jadval keltirilgan. Biror mintaga hududi bo‘yicha
muayyan yil uchun quyidagi ma’lumotlar berilgan bo‘lsin.

llova
Masalani yechishni yengillashtiradigan 2 tajadval keltiramiz.

1-jadval

Mehnatga layogatli kishilar uchun jon boshiga Bir kunlik o'rtacha

Ne bir kunlik o'rtacha zarur xarajat, maosh,
so‘m hisobida so‘m hisobida
1 Jis] W\
2 *2 Y2
n X5 W

*Juftlik chizigli regressiya uchun n>1 bo‘ladi
Quyidagi savollarga javob berish talab gilinadi:

1. Juftlik regressiyaning chizigli tengiamasi tuzilsin (y = a + bx).
2. Juftlik regressiyaning chizigli korrelatsiya koeffitsiyenti r va

approksimatsiyaning o ‘rtacha xatoligi g hisoblansin.

3. Fisherning F - belgisi va Styudentning t- belgisi yordamida regres-
siyava korrelatsiyaning statistik ma’nodorligini baholang.

4. 0 ‘rtacha darajasiga nisbatan 107 % ni tashkil etadigan x ning jon
boshiga zarur giymati bashoratiga garab, maoshy ni bashorat giling.

5. Bashorat xatoligini va uning ishonchlilik intervalini hisoblab chigib,
bashorat anigligini baholang.

6. Bitta chizmada berilgan ma’lumotlami va chizigli regressiyato‘g‘ri
chizig‘ini quring.
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Hisoblami olib borish uchun awal 2-jadvalni to‘ldirish qulay bo‘ladi:
2-jadval

Xy oy % Y % yyx A%
I T A y\ a@b&d yi-ao-boXi At
2w yr yrx X\ y2  alho Y2akb&2 Al

n Yo YN'Xn an Ys aoHoX, ymabbox, A,
Jami LXj owy1 EYE{ Zxf oy1y1 - , B,
it IX1 Sylxv n T y? S 4
o & N n n n n 9

a o* oy - - - - - -
02 < - - - - - -

2.3-8. Chiziqgli regressiya tenglamasini tanlash sifatini baholash
usullarini qo‘llanishga doir misollar

1-misol. Aytib o‘tildiki, juftlik chizigli regressiya uchun kuzatishlar
soni 7 dan kam bo‘Imasligi kerak. Bu misolda hisob-kitoblami olib borish
texnikasini namoyish etish uchun n =3 bo‘lgan holni ko ‘ramiz.

Uch guruh oilalar bilan olib borilgan savol-javoblar natijasida ulaming
daromadi va ozig-ovgatlar uchun xarajati orasidagi bogianish ma’lum bo‘Isin,
deylik:

Ozig-ovgatlar uchun xarajatlar,

y , ming so‘m. 0.9 12 18
Oila daromadi,
X, ming so‘m. 12 31 5,3

Shuma’lumotlarbo‘yichaawalgi 2.2 - § da bayon etilgan 6 ta savolga
javob beramiz. Hisob-kitoblami osonlashtirish uchun avval 2-jadvalni
toidiramiz.
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2
X y yX X2y v y-sx  An%
i 12 09 108 144 081 088 0,02 22
é 31 1,2 3,72 961 144 128 -0,08 6.7
8 53 18 9,54 2809 324 174 0,06 333
Jami 96 39 1434 3914 549 390 O 12,23
0 ‘rtacha
gymat 32 13 475 1305 183 130 O 4.08
a 162 0,37 - - _ i _
02 2,81 0,14 - - . } i
1 2-jadvalning 2-6 ustunlarini to‘ldirish giyin emas. Endi b0 va al

lami topamiz.

b Y¥'x-¥ x 4,75-3,2-1,3 _.0,59r021
° -j- 2 13,05-3,2-3,2 281~ *
X -X
ao- y-b - 13- 0,21-3,2=0,63.
Juftlik chizigli regressiya tenglamasini yozamiz:
yx=0,63+ 0,21- x

Shu tenglamadan foydalanib, jadvalning 7-ustunini to ‘ldirish mumkin:

0,63 +0,2Ix 1,2=0,63 + 0,25 =0,88 ;

0,63 + 0,2Ix 3,1 = 0,63 + 0,65 = 1,28 ;

0,63 +0,21x 53 =0,63 + 1,11 = 1,74,
8-ustun y -y x ayirmadantuzilgan:

0,98-0,88 =0,02; 1,2-1,28 =-0,08; 1,8- 1,74=0,06.

Endi 9-ustunnito‘ldirishqoldi:

4 =YY% 1000 = 902 410006 =2 2% 4
" 0,90

4 = Y22 1000- 008 w00%6= 6,70
Y2 12
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A = Y3~ ¥x3 w100% = 0,06

*100% = 3,33%
Y3 118

Shunday qilib, A :l(>4, +A2+A3)=4,08%. Bumiqdor 8 10 % dan

kam boigani uchun qurilgan model sifati yaxshi deb baholanadi.

Endi ox,al,ay va a2 migdorlami hisoblaymiz:
02=? - *2=13,05-3,22=2,81J) 0x=J2%\ =1,62;
02=/ -y2=183-169=0,14; o0,=V0J4=0,37.

Yugoridagi hisob-kitoblar yordamida 2-jadval to‘liq to‘ldirildi. Endi
juftlik chizigli regressiya tenglamasining sifatini baholashga o'tish mum-
kin. Regressiya tenglamasiga ko ‘ra jon boshiga minimal xarajat 1 so‘mga
ortsa, o'rtacha kundalik maosh o‘rtacha 0,21 so'mga ortadi.

2. Bogianish zichligini anglatuvchi korrelatsiya koeffitsiyentin
hisoblaymiz:

' 021 i =092 ~>=0,85.
X 037

Bu natijadan ko ‘rinadiki, maosh (y ) ning 85 % variatsiyasijon boshiga
o‘rtacha minimal xarajat (x ) ning variatsiyasi bilan tushuntiriladi.
Model sifati approksimatsiyaning o'rtacha xatoligi bilan aniglanadi:

A=j(At+A2+A3)=4,08%.

Buholda, yuqorida aytib o'tilganidek, 4,08 % < 8 % tengsizlikka ko‘ra,
model sifati yaxshi deb baholanadi.

3. Regressiya ma’nodortigini baholashni Fisherning F belgis
yordamida olib boramiz. F belgining (F/ad ning) asl giymatini (n =3
boiganda) hisoblaymiz:



Endi a =0,05, kx=1; k*=3-2=1 boigandaFjaJj=\66.

Agar Ffakt > Fledvtengsizlik o ‘rinli boisa, regressiyatenglamasi statistik
ma’nodor deb qaralar edi. Ammo bu holda 5,66 * 161. Demak, regressiya
tenglamasi Fisheming F - belgisi bo‘yicha statistik ma hodor emas. Bunga
asosiy sabab n = 3 < 7 boiganidadir.

Regressiya tenglamasini tadqiqot gilishni davom ettiramiz. Regressiya
parametrlarining statistik ma’nodorligini baholashni Styudentning t - belgisi
yordamida olib boramiz. Erkinlik darajasi £=w-2=3-2=1 va

a =0,05 (0,15) boiganda /-statistikaning jadval giymati 3,182 ga teng,

yani /,» =3>82-
Endi tasodifiy xatoliklami aniglaymiz:

sgpuU="y -y xf =0.102 ;

Ta=0002.~ N =043; mb="IL = =0j063;
a 31,62 A a 1,62 )

ma = 7/ =7045=0,378

%
Shunday qilib, SgoU=0,102; ma=0,13; mb =0,063; >w, y=0,378.

Tasodifiy xatoliklaming topilgan giymatlaridan foydalanib, /-belgi
giymatiarini topamiz:

, _a 0,63 b 021 ,
a ma 013 ’ b mb 0063 *

v m‘rxy 0,39

Endi n=3, n-2 =1, a =0,05 uchun F av=12,706. Quyidagi
tengsizliklar o ‘rinli:
ta=4,85 < tdav = 12,706; tb= 3,33 < tlav = 12,706;

tie = 2,33 < tjav = 12,706

Natijalarko‘rsatadiki,n = 3boiganda ta, tbvat parametrlar statistik
mahodor emas.
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ava b parametrlar uchun ishonchlilik intervallarini hisoblaymiz. Avval
har bir parametr uchun limit xatoliklami topamiz:

Aa = tjadv mma = 12,7-0,13 = 1,65;
Ab =tJadv-mb=12,7-0,063 =0,80.
Ishonchlilik intervallari:
ya=a+Aa=0,63+x165 Yyh=bz+Ah=0,21%0,80;

Yomn = 0,63 —1,65=—102; ya =0,63+ 1,65= 2,28}

yE?nin
Xulosa. a va b parametrlar mos ravishda (-1,02; 2,28) va ( 0,59;
1,01) intervallarda nolga teng bo‘lishi mumkin. Shuning uchun ular statistik
ma’nodor emas.
4. Yashash uchun zarur minimal daromad va xarajatlar quyidagicha

bashorat gilinadi:

0,21-0,80=-0,59; meax =0,21 + 0,80 = 1,01.

-oiladaromadi: xp =x-1,07 = 3,2-1,07 = 3,424 mingso‘m;

- maosh: yp - 0,63+ 0,21-3,42 = 1,35 ming so‘m.
5. Bashorat xatosi:

myP 3+~ (x-x)2 0,102-
Bashoratning limit xatoligini hisoblaymiz:
by, = t =12,7-°,102 = 01,3.
Bashoratning ishonchlilik intervali:
W, =yP+A~=1,35+1,30;

b,1,,=005" YW =2,65.
Maoshning o‘rtacha oylik migdori bashorati y = 1,35 ming so‘m

(p =1-a =1-0,05=0,95) (0,05; 2,65) intervalga tegishli va shuning
uchun ishonchlidir.
6. Endi berilgan (1,2; 0,9), (3,1; 1,2), (5,3; 1,8) nugtalami vajuftlik

regressiya to‘g‘ri chizig'ini, ya’ni yx= 0,63+ 0,21y tenglama bilan
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tasvirlangan to‘g ‘ri chizigni bitta koordinata sistemasida chizamiz (2.2-
chizma).

2.2-chizma

2-misol. Endi 1-misolga o ‘xshash holni n = 12 boiganda ko'ramiz.

q 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 n 12
x /18 8 8 79 8 106 67 8 73 8 76 115
y 133 148 134 154 162 195 139 158 152 162 159 173

Jadvalda q - oila guruhlari; y - bir kunlik o ‘rtacha maosh, x - ish
bilan band boiganlar uchun bir kunlik minimum xarajat.

Berilgan maiumotlarga garab 6 ta savolgajavob beramiz.

1. 2-jadvalnitoidiramiz:

x Yy oy XY w y-yx 4%

2 3 4 5 6 7 8 9
78 133 10374 6084 17689 149 -16 12,0
82 148 12136 6724 21904 152 -4 2,7
87 134 11658 .7569 17956 157 -23 17,2
79 154 12166 6241 23716 150 4 2,6
89 162 14418 7921 26244 159 3 1.9
67 139 9313 4489 19321 139 0 0,0
106 195 20670 11236 38025 174 21 10,8
88 158 139904 7744 24964 158 0 0,0
73 152 11096 5329 23104 144 8 53
87 162 14094 7569 26244 157 5 31

BoOo~NooaswWNPR PR
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1 2 3 4 5 6 7 8 9

11 76 159 12084 5776 25281 147 12 7,5
12 115 173 19895 13225 29929 183 -10 58
J 1027 1869 161808 89907 294377 1869 0 68,9

O 85,6 155,8 13484 7492,3 245314
a 12,84 16,05

a2 16494 257,76 - -

- - 57

Jadvalda J- jami, Ol - o‘rta giymatni anglatadi.
Endi a0 va bQ lami hisoblaymiz:

b [ X-y-X _ 13484-1558-856 14752

T -2 7492 3-85.62 164,94

a0=y - bOx =155,8- 0,89+85,6 = 79,62.

Chizigli regressiyatenglamasini yozamiz: yx = 79,62 + 0, 89jc .
Bundan kelib chigadikijonboshigazarurminimalxarajat 1 so‘mga ortsa,
o'rtacha kundalik maoshi o‘rta hisobda 0,89 so‘mga ortar ekan.

2. BogManish zichligini anglatuvchi korrelatsiya koeffitsiyentini
hisoblaymiz:

Bumaoshning (>>) 51% variatsiyasi jon boshiga zarur minimal xarajat
faktori x bilan tushuntirilishini anglatadi.

Approksimatsiyaning o ‘rtacha xatoligi model sifatini aniglaydi:
679% |, %
121 12 .

Ushbu 5,74 % <8 % tengsizlik o‘rinli bo‘lgani uchun qurilgan model
sifati yaxshi deb baholanadi.

3. Regressiya tenglamasining ma'nodorligini, ko ‘pincha, Fisherning
F —belgisi yordamida baholanadi. F —belgining asl giymati (Ffak) ni
hisoblaymiz:
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F -belgining ma’nodorlik darajasi 5 % vaerkinlik darajalari = 1lva
k2= 12- 2 = 10 boigandagi jadval giymati F =4,96. Shunday qilib,
Ffi* =10,41>F =4,96 tengsizlik bajariladi. Shuning uchun regressiya

tengiamasi statistik tna 'nodor deb hisobga olinadi.
Endi regressiya parametrlarining statistik ma’nodorligini Styudentning
t - belgisi yordamida baholaymiz.

t- belgining ma’nodorlik darajasi 5 % (a = 0,05) vaerkinlik darajasi

n-2=12-2 =10 boigandagi giymatiFJav=2,23 boiadi.

ma> T5>m v tasodifiy xatoliklami topamiz:

789907 _ 2
13.92,84 9
= 0,281.
t- belgining giymatlarini topamiz:
a 79,616 t _b _ 089 , xy 0J127,
ma 24,6 7 b mb 0281 mrxy 0,219 r

Ko‘rinadiki, t- belgining giymatlari mingjadval giymatidan katta:
K =3,2 > tjadv = 2,23; th=3,2 > tlav = 2,23;

I111:373 >*A:2123

Shunday qilib, a, bva mxy parametrlar statistik ma’nodor ekan.

Regressiyaning a va b parametrlari uchun ishonchlilik intervallarini
topamiz. Buning uchun har bir ko ‘rsatkich uchun limit xatolikni hisoblaymiz:



Afl = tHhmma= 2,23- 24,5 = 54,64; Ab= tldyemb= 2,23- 0,281 = 0,62.
Ishonchlilik intervallari:
Y, =azx [, =79,62+54,64;

Yamiii= 79,62-54,64 = 24,98;
Y. o =79,62 + 54,64 = 134,26
yb=btA,, =0$9+0,62-,
YbTbl= 0,89-0,62 = 0,27;
Y* =0,89+0.62 = 1,51.
0 max
Ishonchlilik intervallariningyuqori va quyi chegaralarininganalizi shunday

xulosaga olib keladiki, a va b parametrlar /?=1- a =0,95ga teng

ehtiniollik bilan ko‘rsatilgan chegaralarda nolga teng giymatlami gabul
gilmaydi, ya’ni statistik mahodor va noldan anchagina farq giladi.

4. Regressiyatenglamasi uchun olingan baholar undan bashorat gilish-
da foydalanish mumkinligini bildiradi. Agar zarur minimum xarajatning
bashorat giymati

Xp =x*1,07=85,6-1,07 = 91,6 ming so‘m bo‘lsa,
maoshning bashorat giymati
yp=79,62+ 0,89- 91,6 = 161,14 ming so‘m bo‘ladi.

5. Bashorat xatoligi:

n £ (x-xf V12 12-12,842

Bashoratning limit xatoligi A® =tlh-m-» =2,23-13,22-29,48.
Bashoratning ishonchlilik intervali
Y, =5>,+A,,=161/04+29,48;

Xgpmfn =161,14-29,48 = 131,66 ming so‘m;

ys =161,14+29,48=190,62 ming so‘m.
1Ypmax
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Bashoratning limit xatoligi 95 % holatlarda 29,48 dan ortmaydi. O ‘rtacha
oylik maoshning topilgan bashorati ishonchli deb hisoblanadi

(p =\-CL~\-0,05=0,95) va 131,66mingso‘mbilan 190,62mingso‘m
orasida bo'ladi.

6. Masalalar yechimining nihoyasida bitta koordinata sistemasida berilgan
12 ta nuqta va chizigli regressiya to‘g‘ri chizig'ini qurish giyin emas.

2-bobga oid masalalar
Faraz gilaylik, biror mintaga hududi bo‘yicha bir kunda mehnatga layogat-
li kishilar uchun jon boshiga o'rtacha zarur minimum xarajat (jcso‘'m) va
kunlik 0‘rtachamaosh (y so‘m) ga oid biryillik shartli ma’lumotlar berilgan
bo‘lsin. Ma’lumotlar 3-jadvalda keltirilgan. 2.2 - 8 da bayon etilgan 6 ta
savolgajavob berish lozim.
3-jadval

1 | 1
Bitta, me,hna,tia layoqath Kishi h

uchun bir kunli jon bosHiga zarur i Bir kunl?k 0 rt(’:lcha maosh

xarajat U.so'm f | (™ so m)
1 2 3 4 1 2 3 4
1 81 74 77 83 124 122 123 137
2 77 81 85 88 131 134 152 142
3 85 90 79 75 146 136 140 128
4 79 79 93 89 139 125 142 140
5 93 89 89 85 143 120 157 133
6 100 87 81 79 159 127 181 153
7 72 77 79 81 135 125 133 142
8 90 93 97 97 152 148 163 154
9 71 70 73 79 157 122 134 132
10 89 93 95 90 154 158 155 150
11 82 87 84 84 127 144 132 132
12 111 121 108 112 1 118 165 165 166

3-jadval yordamida variantlar tuzish mumkin. Agar variant (3, 4) deb
belgilangan bo‘lsa, I bo‘limdan 3-ustunni, Il bo‘limdan 4-ustunni olish kerak.
Shu usul bilan 16 ta variant hosil bo‘ladi. Agar variantlar sonini
ko‘paytirmogchi bo‘lsak, I va Il bo‘limlardagi 12 tadan satrlar borligini
e’tiborga olib, satrlar sonini 7, 8, 9, 10, 11, 12 kabi berish mumkin. Bunda
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yugoridagi (3, 4)-varianto‘miga(3, 4, 7), ...,(3, 4, 12) uchliklaryordamida
variantlar berish mumkin. Bu holda 6 ta variant hosil bo‘ladi. Har bir (i,j ),
i=123,4; j= 1,2, 3,4 variant o‘miga 6 ta variant, hammasi bo‘lib
96 ta variant tuzish mumkin.

2-bobga oid nazorat savollari

1 Ushbu x, vy, y-x, x2, 32, y 2, y 2 belgilashlarnimani anglatadi?

2.x vay o‘zgaruvchilar dispersiyasi formulasini yozing.
3. Ikki o'zgaruvchi kovariatsiyasi cov(x, y) uchun formulani yozing.
4. Chizigli regressiya koeffitsiyentlarini hisoblash formulalarini yozing.

5. Chizigli korrelatsiya koeffitsiyenti rxy uchun formulani yozing.

6.Bogianish zichligi va determinatsiya koeffitsiyenti nima?

7. Approksimatsiyaning o ‘rtacha xatoligi ganday hisoblanadi?

8.FishemingF- belgisi giymati ganday hisoblanadi?

9. Qachon regressiya tenglamasi statistik ma’nodor deyiladi?

10. Juftlik chizigli regressiya ma’nodorligi gaysi hollarda Styudentning
t - belgisi yordamida baholanadi?

11. Tasodifiy xatoliklar ~ , mb, mr* nihisoblash formulalarini keltiring.

12. Qachon a, bva rxy parametrlar statistik ma’nodor hisoblanadi?
13. avab parametrlaming ishonchlilik intervallari ganday topiladi?
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3-bob. IQTISODIYOTDA JAMLAMA, 0 ‘RTA VA MARJINAL
MIQDORLAR

3.1-8. Iqtisodiyotda jamlama, o‘rta va marjinal
miqgdorlar ta’rifi

Jamlama miqgdorlar deyilganda erkli o ‘zgaruvchix ning ixtiyoriy F(x)

funksiyasi tushuniladi. Igtisodiyotda turlijamlama miqgdorlar uchraydi. Daro-
mad R vaxarajat C ishlab chigarilgan mahsulot hajmi Q ning funksiyasi

(R(Q), C(Q)), ishlab chigarilgan mahsulot hajmi Q o°‘zgaruvchi resurs,
masalan, L ning funksiyasi Q (L), foydalilik iste’mol gilinadigan mahsulot haj-

mi x ning funksiyasi U(x) vaboshgalarshularjumlasidandir (3.1-chizma).

t AF(x)
Iy \ \AF (x)
\ob<yt ARy AROD
n 2
* * 0 X oT
3.1-chizma 3.2-chizma

O 'rtamiqdor]aT\aTamiqdor F(x) ningerkli o‘zgaruvchi x ga nisbati

F(x)
bilan aniglanadi va AF(x) deb belgilanadi: AF(x) :---)-(---. Bunda A
harfi Average (o‘rtacha) so‘zining bosh harfidan iborat. Ba’zida o‘rta migdor

F(x)
N ~ ~ kabibelgilanadi. Igtisodiyotda quyidagilar o ‘rta migdorlarga friisol

bo‘la oladi: jon boshiga iste’molning o ‘rtacha hajmi (jon boshiga iste’mol)

C
- A (C - iste’mol hajmi, L - mehnat resurslari hajini), qurollanganlik

40



L (K - asosiy fondlar hajmi), o‘rtacha daromad I{IIP:';' (6) , 0‘rtacha
xarajat ar-9 L&J ", 0‘rtacha mehnat mahsuli A/\\Ll,, =QW_ vaboshqalar.
F(L K)

Bundantashqari, o ‘rtacha mehnatunumdorligi-----j — ( F (L, A!)-ishlab

chigarilgan mahsulot migdori yoki milliy daromad), fondlar bo'yicha o'rtacha
. F(L,K . i .

unumdorlik ---=- )j ----- kabi o ‘rta miqdorlar ham mavjud.

Limit (marjinal) migdOr MF(x) jamlama migdor F(x) dan erkli
0‘zgaruvchi jc bo‘yicha olingan hosila kabi aniglanadi, ya'ni

MF(x)= F'(x)= lim

) ) ™ % JIX

bu erkli o‘zgaruvchi x uzluksiz o'zgarganda. Agar jamlama miqgdor diskret
0'zgarsa, unda MF(x) migdor quyidagicha aniglanadi:

r

Mnsalan, quyidagi formulaga egamiz:
AMA(C>)~]. «(m«n-cuwn 'm'“S“) ,\4@
IgtUodiyotda Jamlama, o'rta va limit (marjlnal) miqgdorlar orasi-
dagi hog'lanlahdin fbydalaniihga to'g'rl keladi, ulardan biri bo'yicha gol-
gan Ikkltiiln! toplih maialailnl yeohlih fcarak boMadi (masalan, jamla-
ma daromad bo'ylaha o'rta va limit daromadni topish masalasi). Rav-

_ i . . . F(x) .
shanki, agarjamlama migdor F(X) berilganbo'lsa, o‘rtamigdor —— ga, li-

mit migdoresa F'(X) gateng.Panzqllayllk, F(x)=a®a, a0>0, 0<a<|

boMsin. Unda "F(x)= “aox® ', ttiF(x)=F(x)=ala /"1
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Ravshanki, F'(x) =a@ (a-1) xa 2< 0 «Shu sababli, F(x) funksiyagra-
figi koordinata boshidan chigadi va botiqdir(3.1-chizma). 3.1 chizmadan

ko'rinadiki, AF(x)=—— =tgP.
X

Bu miqgdor P o‘sishi bilan kamayadi(3.2-chizma).0‘rtamiqgdorta’rifiga
ko‘ra jamlama funksiya F(x) quyidagi formula bo‘yicha topiladi:
F(x) =x®mAF(x). Shu funksiya o‘zgarishi xarakterini o‘rganish uchun

tomonlari x va AF(x) bo‘lgan to‘g‘ri to‘rtburchakni ko‘rib chigamiz.

Uning yuzini S (jc) deb belgilaylik (3.3-chizma). Shu yuzning o‘zgarishiga
garab jamlama migdoming grafigini chizish mumkin. Yuqorida ko‘rilgan

misol uchun F'(x) = x- AF(x) =xealxa l=aaxa (3.4, 3.5- chizmalar).

Marjinal migdor F'(x) =MF(x) bo‘yicha jamlama miqgdor F(x)
topilishi mumkin:

F(x)= \MF(x)dx.
Masalan, agar MF(x) =ala bo‘lsa,

F (x)- jala xadd x-a xa +const. Iqtisodiy masala shartlaridan

foydalanib, o‘zgarmasni ( const ni) topish imkoni bo‘ladi.
Endi limit, o‘rta va jamlama miqdorlar orasidagi munosabatlardan

foydalanishga oid misol ko ‘ramiz.
Har bir firma quyidagi iqtisodiy ko ‘rsatkichlar bilan tavsiflanadi:

Q - ishlab chigarilgan mahsulot hajmi, p - narh, R=p(Q) Q -
daromad, C- xarajat, P=R-C -soffoyda.
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Ma’lumki, bozorda ragobatlar 4 turli bo'ladi. Awal mukammal ragobatni
ko ‘raylik. Bunda firma mahsuloti narhi shu firmaishlab chigargan mahsulot
hajmigabog‘liq bo'Imaydi. Narx bozorda aniglanadi va o ‘zgarmas bo‘ladi,

ya’ni p(Q)=p =const. Shuning uchun R =p(0) Q =p mQ ,ya’niR =p Q,

ko‘rsatish giyin emas.
Agar monopolistik ragobat ko ‘rilsa, ravshanki, p ®const. Bu holda

firma o‘z mahsulotiga o‘zi narh go‘yadi. Mahsulot gancha ko‘p ishlab
chiqarilsa, uning narhi shuncha kamayadi, ya’ni p(Q) funksiya

kamayuvchidir.Demak, p\Q )<0. Ammo Q -Q xbo‘lgandanarh p=px
dan kamaya olmaydi, chunki bu holda mahsulotni sotishning ma’nosi yo‘q.
Ishlab chigarilgan mahsulotning minimal hajmi QOuchun narh p 0 dan ortib
keta olmaydi, chunki bu holda mahsulot sotilmay qoladi (3.7-chizma).

p(Q)A

3.6-chizma 3.7-chizma

3.2-§. Statistik o‘rta miqdorlar va igtisodiy masalalarni
yechishning tengsizliklar usuli

Ko‘plab igtisodiy masalalar bir yoki ko‘p argumentli funksiyalaming
ekstremal giymatlarini topishga keltiriladi. Albatta, bunday masalalarni
yechishning klassik usullari mavjud. Ularda differensial hisobdan foydalaniladi.
Bu holat ko'plab noqulayliklarga ega. XX asming 60-yillarida ekstremal
masalalarni yechishda qulaylik tug'diradigan “geometrik dasturlash” nomli
yo‘nalish yaratildi. Geometrik dasturlash usullari differensial hisobdan
foydalanmasdan, matematikada keng qo‘llaniladigan ayrim tengsizliklar
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yordamida ekstremal masalalarni yechishga asoslangan. Quyida biz
tengsizliklar hamdapozinomlar usulini bayon etamiz va igtisodiyotga oid
masalalarni yechib ko‘rsatamiz. Avval tengsizliklar usuliga to‘xtalamiz.
Quyida ba’zi statistik o ‘rta migdorlar ta’rifmi keltiramiz.

Faraz gilaylik, jc,,x2,...,xn - musbat sonlar yoki biror sohada

aniglangan va musbat giymatlar gabut‘giladigan funksiyalar bo‘Isin. Quyida
4 ta o‘rta migdomi yozamiz:

T
Hn- ——j———- j- - o‘rta garmonik migdor;
—+t— + .+ —

ft.. =2 Xn o
'n=Lxx-x2-...-x,, - 0°‘rta geometrik migdor;

An=X--3 +"+:~L- 0°rta arifmetik migdor;
n

D,,=J-(x? +x2+...+ x2)~ o‘rta kvadratik migdor.
Vn

Shu o‘rta migdorlar orasida ushbu

bhn <Fn<A <D (3.1)
tengsizliklar o‘rinli, undatenglik ishorasi fagatx, =x, =...= xnbo‘lgandagina
o‘rinli. Biz T',, < An,ya’ni

B CAXN~XA< - (X 1+ X2+ ..+ XN) (3.2)
n

tengsizlikni ko‘ramiz. Ba’zi hollarda bu tengsizlikdan matematik
dasturlashning anchagina murakkab masalasini yechishda foydalanish
mumkin. Shu (3.2) tengsizlik yordamida ekstremal masalalarni yechish usuli
tengsizliklar usuli deb ataladi.

Ikki holni alohida-alohida ko ‘ramiz.

1°- hoi. Faraz gilaylik, xx=xx(/) >0, x2=x2(t) >0,... X,, = xn(t) >0,

V/e (a,b) va xx+x2+...+xn=a,a=const>0 bo‘lsin. Bu holda (3.2)

tengsizlik yjxt-x2-mmxn < ko ‘rinishni oladi. Quyidagi masalani ko ‘raylik:



eX2e...oXN —>Tax,

X, +X2+...+xn=a, a =const
(3.3)

X, >0, x2>0, ..x, >0.

Bu (3.3) masala chizigsiz dasturlashning shartlari tengliklar bilan berilgan
shartli maksimum masalasidir. Uni sodda hollarda chigarish usuli bilan,
umumiy holdaesa, Lagranj ko ‘paytuvchilari usuli bilan ycchiladi. Bu usullar
differensial hisobdan foydalanadi va ko'plab hisob-kitoblami talab etadi.
Ko‘rilayotgan holda, agar masala (3.3) ko‘rinishga keltirilgan boisa, lining
yechimini darhol yozish mumkin:

a (3.9)

Masaialar ko ‘ramiz.
1-masala. To‘g‘ri to‘rtburchakning yarim perimetri berilgan:

x1+x2=p. Togri to‘rtburchakning tomonlari x, va x2ganday boiganda

uning yuzi eng kattaboiadi?
Yechish. Masala quyidagi

X, -X2 —> /1 X,

X\+*2=P, P> 0,
Ko ‘rinishdayoziladi. Unda M= 2, a= p. Masalaning yechimi (3.4) bo‘yicha

2-masala. Ushbu f(x)=ax(b-x)-*max0 <x<b, a> 0, masala
yechilsin.
Yechish. Quyidagi almashtirishlarni bajaramiz: x, = x, x2=b - x. Unda

X] +x2=Db =const.Yanax, = x2tenglamani X ga nisbatan yechamiz: x="b-

ab2
4 1]
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3-masala. Tomoni p bo‘lgan kvadrat shaklida buyum berilgan. Shu
buyumdan shunday usti ochiq to‘rtburchakli parallelepiped yasash kerakki,
uning hajmi eng katta bo‘Isin.

Yechish. Kvadratning burchaklaridan tomoni x ga teng bo‘lgan
(ravshanki, 0 <x <p/2) kvadratchalar kesib olamiz va yon tomonidagi
shtrixlangan gismini yugoriga ko'taramiz. Natijada parallelepiped hosil bo‘ladi

(3.8-a, b chizmalar). Uning hajmi V(x) - xm(p - 2x)2m

X
w m
1 P2x oy
X
X X
3.8a-chizma 3.8fe-chizma 3.9-chizma

Biz ushbu V(x) =x m(p - 2x)2 —max, 0 <x <pH masalaga keldik.

Uni yechish uchun (3.3) ko‘rinishga keltirish kerak. V(x) funksiyani
quyidagichayozamiz:

V(x)=x(p-2x)(p-2x) :T”: (p - 2x)(p- 2x)
Endi xj=4x, x2=x3=p - 2x desak, X, + x2+xr-2p bo‘ladi.
Undan=3va 4x=p - 2x dan x=pj6 kelib chigadi. Shunday qilib,

masalaning yechimini yozish mumkin:

max V(x) = vi—
0 u J 27

2
2-hol. Faraz etaylik, X, =x,(MN)>0, x2=x2(t)>0,

X,, =X, (1)>0, V/e (a,b) va x, +x2+...+X%, =b, b=const>0
bo‘lsin. Bunda (3.2) tengsizlik *}b » —x,+x2+...+x,,) ko‘rinishga
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keladi. Shuning uchun mm(xi+x2+...+xn)=n-"fb boiadi, yana

X =x2=..=xn boiganda x,=n/6,i=1,2,.., n ga egamiz.
Endi quyidagi masalani ko ‘raylik;
X, -X2 -...mxn —>min,
X +x2+...+%, =b, b=const,
(3.5)
X, >0, x2>0, ...,x,, >0.
Ravshanki, (3.5) masala ham chizigsiz dasturlashning shartiari tengliklar
bilan berilgan shartli minimum masalasidir. Maiumki, bunday masalani

yechish turli giyinchiliklar bilan bogiig. Ammo ko'rilayotgan holda (3.5)
masalaningyechimini osonlik bilanyozamiz:

min(x1-x2-...-xn)=n->/b,

3.6
X,=X2=...=X,,=>/0. (3.6)

4-masala. Yuzasi S boigan to‘g‘ri to‘rtburchak berilgan. Uning
tomonlari ganday boiganda perimetri eng kichik boiadi?
Yechish. Masala quyidagichayoziladi:

X, + X2 —>min, 1

X, -X2=S . J
Masala (3.5) ko‘rinishdaboigani uchunyechimni darhol yozish mumkin:
min (x" +x2) = 2yfS, N =x2=1S .
5-masala. (Eng yaxshi konserva idishi hagidagi masala). Hajmi V

boigan silindr shaklidagi konserva idishi berilgan. Silindr asosining radiusi
r vabalandligi A ganday boiganda uning narxi eng arzon boiadi?

Yechish. Silindrhajmi V =n-r2h formulabilan hisoblanadi. Agar silindr-

ning toiiq sirti eng kam boisa, uni yasash uchun ketadigan material ham eng
kamboiadi vaeng arzon boiadi. Shu sababli masala quyidagicha qo'yiladi:

S=2n-r2+2n-r-h-*min, V =n-r2h-

Masalaning qo‘yilishini soddalashtirish mumkin. Anigrogi, h = —
ni S ga go‘ysak, masala ushbu ove

47



S(r):2n-r’|+-g-\-/--->min, 0<r<+co
r
. . . . 2 V.V . i
ko'rinishga keladi. Endi S(r) ni S(r)=2n-r +—m— Kko‘rinishdayozamiz.

\
Ushbu x1:2n-r2, x2:x3:? belgilashlar kiritamiz. Unda

XX-X2-Xb=2Nn-r2— — =2n- V2 bo‘ladi. So‘ngra 2n-r2- —
rr r

tenglamani yechamiz: rO=\jvjln .Nihoyat, oxirgi masalaning yechimini

yozamiz:

Ravshanki, K - 7_ 210
nr

Xulosa. Berilgan V hajmli konserva idishi eng arzon bo‘lishi uchun

uning o‘q kesimi kvadrat bo“lishi kerak, ya’ni h0-2 r0, ro=

3.3-8. Iqtisodiy masalalarni yechishning pozinomlar usuli

Pozinomlar maxsus xossalarga ega bo‘lgan funksiyalaming muayyan
sinfidan iborat.
31 -ta’rif. Ushbu

f(x)-cxa, ¢>0, aeR, x>0 3.7)
ko‘rinishdagi har bir funksiyabir o'zgaruvchili bir hadli pozinom deyiladi.

Ixtiyoriy musbat haqigiy son s bunga misol bo‘la oladi, chunkis = s x°;
igtisodiyotda uchraydigan Kobb-Duglasning ishlab chigarish funksiyasi uchun

o'rtacha mehnat unumdorligi f(k) =alka bir o‘zgaruvchili bir hadli

pozinomdir. Unda a0>0, 0<a <1, 0 - qurollanganlik (3.10a, 3.106,
3.10c-chizmalar).



y=c>0

3.HOa-chizma 3.106-chizma 3.KOc-chizma
3.2-ta rif. Ushbu

/(X) =c,xai +cXa +...+cmxa", ¢, >0, a, eR, i=\,n, x>0 (3.8)

Ko Tinishdagi har birfunksiya bir o zgaruvchili n hadlipozinom deyiladi.

Masalan, | + xsinP +jc@5 - uch hadli, ax +—, a> 0, Z>>0 - ikki
X

hadli, n(ji—) X+J + 1+ + L - (n+ 1) hadli bir o‘zgaruvchili
2 X X X"

pozinomlar.

Pozinomlaming ba’zi muhim xossalarini keltiramiz:

1°. Chekli sondagi ixtiyoriy pozinomlaryig ‘indisi yana pozinom bo ‘ladi.

2°. Chekli sondagi ixtiyoriy pozinomlar ko‘paytmasi yana pozinom
bo‘ladi.

3°. Ixtiyoriy hadli pozmomning bir hadli pozinomganisbati yana pozinom
bo‘ladi.

Natijalar.

1. Ixtiyoriy pozinomning kvadrati va ixtiyoriy natural darajasi yana
pozinom bo‘lai.

2. Ixtiyoriy pozinomning musbat haqgiqiy songako ‘paytmasi (bo‘linmasi)
yanapozinom boiadi.

3.3-tarif. Agar (3.8) pozinom uchun ushbu

c,a, +c2a2+...+cm,, =0 (3.9)

sonli tenglik o rinli bo 1sa, (3.8) regularpozinom deyiladi.

Regularpozinomlar igtisodiy masalalarni yechishda muhim ahamiyatga
ega. Regularpozinomlarga misollar keltiramiz:

4 —Ne 101 49



3.1-teorema. Agar (3.8) pozinom regular bosa, unda shu pozinom
0 zining eng kichik giymatiga jc= 1 bo ‘lganda erishadi, ya hi

V-f=f0)=0Q +c2+... +¢,, ,
bunda |i / belgi pozinomlaming eng kichik giymatini anglatadi.

Masalan, j=~, Mx+ic~andp+ x "awp]=3,
N
n_([]_:t_lzx+ i.{-l_ +._I+_l :n_(p_:t_])_+n
2 X X xn) 2

3.1-teoremaga ko ‘ra regular pozinomning eng kichik giymatini topish
uchun uning giymatini x = 1 bo‘lganda hisoblash kerak. Bundan x =1
nugta regular pozinom uchun statsionar nuqgta ekani kelib chigadi, ya’ni

f'(I) =0 tenglik bajariladi. Agar qo‘yilgan masalani hosila usuli bilan
yechmoqchi bo‘lsak, statsionar nugtalarni topish uchun ushbu:
ouc,**11+a2xXxa2~ +...+a,,crxt~1=0
yoki, baribir:
ojCXaL+ a 2“2+ ...+ancrxa" =0
tenglamani yechishga to‘g ‘ri keladi. Ammo bu tenglamani yechish

n(n+I)A 1

katta giyinchiliklar bilan bog‘langan. Masalan, J (*)=— -— "+ ~+
11 n(n+1)
~X2+"’+~Mn pozinom regular va V-j - jkX)-— ~— +«.Shufunk-

siyaning hosilasini topamiz:



nmn+y 1 2
2 ~X2 X3

Ko ‘rinishdabo‘lib,u (n+ 1) - darajali algebraik tenglamadan iborat. Uni
yechish mushkul ish. Ammo x = 1 giymat shu tenglamani ganoatlantiradi.
Hagigatan ham,

Endi f'{x)=0 tenglama

n(n+) n(n+)_Q
2 2
Agar (3.8) pozinom noregular bo‘lsa, ya’ni (3.9) sonli tenglik baja-
rilmasa, unda ba’zi hollarda (3.8) pozinom o‘zgaruvchini almashtirish
yordamida yangi o‘zgaruvchi bo‘yicha regular pozinomga keltirilishi
mumkin.

3.2-teorema. Agar (3.8) pozinom noregular bofib, a i va ct;
i ®j , sonlarning kamida bittajuftligi uchun a , a ; <0 tengsizlik o rinli

bo'lsa, unda x =x0y almashtirish yordamida (3.8) pozinom yangi y

0 zgaruvchiga nisbatan regularpozinomga keltirilishi mumkin, bunda x0
ushbu

a,c,xai +a2xXx“2+...+ancnxa" =0 (3.10)

tenglamaning musbat yechimi.
Isbot. Soddalik uchun teoremani n = 2 bo‘lganda isbotlaymiz. (3.8)

pozinom n =2 da f{x) =c,xai +c2xaj, c,a, +c2a 2itO ko‘rinishga ega

boiadi. (3.10) tenglama esa a” x "1+a2c2x“J=0 ko‘rinishda yoziladi.
Uning yechimi

(3.11)

Endi x =x0y almashtirish biyaramiz:

m  =f(xQ@)=f(y) =cX lyai +c X'&a#=
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f \ 1
syl - +
I “27]
Hosil boigan ifoda y ga nisbatan regular pozinom, hagigatan, avvalo
ciai .
>0, chunki ax-a2<0 , golaversa,
2

c,a, +(-c,aj/a2)-a2=c,a, -c,aj =0.
Teorema isbot boidi.

3.1-teoremaning natijasi. u/ =/(x0), u/, =/*(1) =/(x0).
Misollar ko ‘ramiz.

1-misol. f(x) =ax-\----- >min.
X

Yechish. Ravshanki, aml+bx-1)=a-b .Agar a-b =0 boisa,
/(x) regular boiadi va u/ =2a. Agar a-b® 0 boisa, a,j=I,
a2=-1 va a, m2=-1<0 boigani uchun pozinomni regular ko‘ri-

nishgakeltirish mumkin. x0ni topish uchun tegishli tenglamani yozamiz:

alx+M -1)-=0 yoki a-x--=0.
X X

Bu tenglamaning musbat yechimi x0="Jb/a . Ushbu x="Jb/a-y
almashtirish bajaramiz.

My)=a-)K-y+-1*} =4dab-y+"-=nlabh-(y+:-\
g yjbi}a-y 7y y(yy)

Oxirgi funksiya regular pozinomdir. Shuning uchun \if*=/»(1)=

=2mJab . Ikkinchi tomondan,

2-misol. /(n;) =x2+2X+—H— — Mnin, N>0.
X 2X
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Yechish. Ravshanki, 1-2+ 2-1+ N- (-1)- —+f2—:(~§y1—, =0.
X X

Ko'rinadiki, berilgan pozinom N= 2 boMganda regular va p./ = 6

bo‘ladi. Endi N @2 bo'lsin. Unda XOni topish uchun tegishli tenglamani
yo7amiz:

1-2-jc2+ 2-1-jc+  (-D-—+— (-2)— =0
X 2 X

yoki 2-x7+2-x+— -1 r=0-

X X
Bu tenglamani  (*+!)¢[ 2-x - —y |-0 ko‘rinishda yozish mumkin.

Uning musbat yechimi x0=yN/2 bo‘ladi. Endi x=x0y almashtirish
bajaramiz:

[«=[<*, A j...

Hosil bo‘lgan pozinomning regularligini tekshirish giyin emas. Demak,
HI =/(*,,)=/.(1)=3 7 - ) +

Endi pozinomlar bilan bogMangan iqtisodiy masalalarni ko‘ramiz.
1-mUol. x-y =S, x+y min,x>0,y >0 (shu bobning 3.2-§ ga
garang).

Yechish. y =%() , f(x) =X +% . Bu pozinom S =1 bo‘lganda regu-
larva T17/(x)=/()=2.Agar 51 bo‘lsa, *0=4s va x=js-y
almashtirish  f*(y) =yFs-(y+I1/y) ga olib keladi. Shu sababli
vi=A>fs)=Mi)=2-y[s.
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2-misol. S(r)=2n-r2+2-Vjr—min, r>0. (3.2-8 ga garang).

Yechish. Agar V=2n bo‘lsa, S(r) regular bo‘ladi va
uLS=S()=6n . Agar V®2n bo‘lsa, S(r) noregular va a, =2,
a2=-1, va oyea2=-2< 0 .Demak, pozinomni regular ko'rinishga

keltirishmumkin. r - rOmy darOni 4n-rl1— M- 0 tenglamadantopamiz:
r

r0=Ijv/2n .Endi r=r0y almashtirish bajarsak, ushbu

S(r)=S(r0y) =S,00 ="2nV 2-y 2+ §ll6nV2-1
y

regular pozinomga kelamiz. Uning regularligi

yi2nV2m +VI6nV2e(-1)=2-"2nV2- 2720V 2=0

sonli tenglikdan kelib chigadi. Shunday qilib,
\iS =8{r0)=S*(I)=3-2nV 2, r0=IjV/2n

Biz yuqorida bir 0‘zgaruvchili pozinomlarga to ‘xtaldik.
b/1-ta ’rif. Ushbu

/(x,y) =cxayp, c¢>0, ae R, Pei?, *>0, y>0

ko‘rinishdagi funksiyabir hadli ikki o‘zgaruvchili pozinom deyiladi.
Masalan, 2xy2, x~x, xayl-a lar ikki o‘zgaruvchili pozinomdir.
Igtisodiyotda muhim ahamiyatga ega bo‘ladigan Kobb-Duglas ishlab chigarish
funksiyasi F(L,K) =alKaLxa,a> 0, O<a<lI, K> 0,Z >0, ko‘rinishda
yoziladi, unda K - asosiy fondlar hajmini, L - mehnat resurslari hajmini,
F(L, K) esaishlab chigarilgan mahsulot migdorini anglatadi. Shu F(L, K)
bir hadli ikki L va K o‘zgaruvchili pozinomdir.
3.5-ta’rif. Ushbu
f(x1,x2,..%,,) =cx*X22..x++, ¢>0, a,eR, x->0, i=\..n
ko‘rinishdagi funksiya bir hadli n o‘zgaruvchili pozinom deyiladi
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3-bobga oid masalalar
I. Quyidagi ekstremal masalalar tengsizliklar usuli bilan yechilsin
(«=1,2, ..):

A L /00:3—x3(4-TOc)->maxj 0Odc< Y

2- f{x)=n-x-4n~j2->max, 0<x<yfn-
f(x) =x-\In-x ->max, 0<x<n-

4- f(x) =x2-(n-x3)”™ max, 0<x<Ifn-

5 f(x)=x3-4n-xb->max, 0<x<y/n-

6mf(x)=x-(n-1/x)-tmax, 0<n<wun3-

r, . 3n
B. 1 /(*y="4- smm, je>0
n 2-x

2. f(x) =nx2+-3—>min, jc>0.
n-Xx

2
3. f{x)=n-x-\—"=->min, x>0

VX

4 f(x)=n--Jx+—U»->min, jc>0
n-\x

5 N ->min, X>0,
X

6. /(*) =« +—T77»->min, x>0
n-Vx

Il. Quyidagi pozinomlar regularlikka tekshirilsin va minimal giymati
topilsin (a=1,2, ...):

1. f(x)=ax+—, a>0, b>0
X
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2. /(x) =x+ x"cos2p+ x sin2p-

3. /(*)=2x2+—
n-x
4. f(x)=\[x+-.
X

5. f/e/x)4= xf+2x +|-_|+ LIS
X

2-X
6. f-I('X)4:XI2+X 1 07

1. Muntazam uchburchak shaklidagi materiallardan maksimal hajml
usti ochiq uchburchakli prizma shaklidagi idish yasalsin.

3-bobga oid nazorat savollari

1 Igtisodiyotdajamlama, o‘rta va limit migdorlar ta’rifini keltiring.

2. Jamlama, o‘rtava limit migdorlar orasidagi bogianishni gapirib bering.

3. Statik o‘rta miqdorlar ta’rifini keltiring.

4. Statik o ‘rta migdorlar orasida ganday bog'lanish bor?

5.0 ‘rtaarifmetik va o ‘rta geometrik migdorlar orasidagi bogianishdan
ganday masalalarni yechishda foydalanish mumkin.

6. Pozinom ta’rifini keltiring.

7. Birva n hadli bir o‘zgaruvchili pozinom ta’rifini bering.

8. Regular pozinom ta’rifmi ayting.

9. Regular pozinomlaming eng kichik giymati hagidagi teoremani ayting.

10. Qanday shart bajarilganda noregular pozinom o'zgaruvchini
almashtirish yordamida regular ko ‘rinishga keltirilishi mumkin?
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4-bob. ELASTIKLIK TUSHUNCHASI VA UNING
MASALALARNI ANALIZ QILISHDA QO‘LLANISHI

Elastiklik tushunchasi igtisodiy ko'rsatkichlaming o'zgarishini analiz
gilishda muhim ahamiyatgaega. Bu tushuncha tatbiqiy masalalarni yechishda
keng goMlaniladigan differensial hisobdan foydalanadi.

4.1-8. Funksiya elastikligi va uning geometrik ma’nosi

Deylik, i va j) lar o‘zgaruvchilar hamda y o‘zgaruvchi x
0‘zgaruvchiga bog‘lig bo‘lsin. Bu bog‘liglik y =f(x) funksiya yorda-
mida tavsiflansin. Bunda, odatda, x - erkli 0‘zgaruvchi, y esa erksiz
o‘zgaruvchi (ya’ni x ning funksiyasi) deb ataladi. Erksiz o‘zgaruvchi ikki
yoki undan ko‘p erkli o‘zgaruvchiga bog‘lig bo‘lishi ham mumkin, ma-
salan, z=/(x, y), z=1(x,,X,, xn) . Iqtisodiyotda erksiz
0‘zgaruvchi erkli o‘zgaruvchi (yoki o‘zgaruvchilar) o‘zgarishiga ganday
ta’sirlanishini aniglash (bilish) muhim ahamiyatga ega. Ko‘pincha, erkli
o‘zgaruvchilar 1 (bir) protsent (foiz) o‘zgarganda erksiz o‘zgaruvchining
0‘zgarishini tekshirishga to‘g‘ri keladi. Ma’lumki, funksiyaning argu-
ment o‘zgarishiga garab o‘zgarishi uning hosilasi yordamida aniglana-
di. Igtisodiyotda bunday usul noqulaylikka olib keladi, chunki funksiyaning
son giymati o‘lchov birligini tanlashga bog‘lig. Bu holatni misolda
tushuntiramiz. Faraz etaylik, p —shakar narxi, Q(p) - shakarga bo‘lgan
talab funksiyasi bo‘lsin. Agar shakar narxi so‘mlarda bo'lsa, ushbu

P= A
%~ oo 1
hosilaning o‘Ichov birligini aniglaylik. Agar Q (p) kilogrammlarda yoki

kg S
sentnerlarda oMchansa, hosila yoki lar bilan aniglanadi. Bu
S0 tn som

fPo) ~ 500 ——

sonlar turlicha, o‘zaro teng emas. Masaian, agar Q o
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J
bo‘lsa, Q'(p0) —5 P bo‘ladi. Bu sonlar o‘zaro teng emas. Shu

sababli argumentning bir protsent (foiz) o'zgarishiga garab funksiyaning
o0‘zgarishini aniglaydigan o‘lchovbirliklarigabog‘lig bo‘Imaydigantushuncha
kiritish zaruriyati tug‘iladi. Bunday tushunchani kiritish uchun nisbiy
0‘zgarishlami aniglaydigan migdorlami keltiramiz:

Ay
- erksiz o0‘zgaruvchming (funksiyaning) nisbiy o‘zgarishi;

AX

— - erkli o“zgaruvchining (argumentning) nisbiy o'zgarishi;

4.1 —tarif. Bir o zgaruvchilifunksiya elastikligi deb erksiz va erkli
0 zgaruvchilar nisbiy o zgarishlari nisbatining Ax nolga intilgandagi

limitiga aytiladi va Ex(y) kabi belgilanadi:

= lim lim —
0y, y A0 AX yJ y Ax '

Agar Aun AY mavjud bo‘lsa, unda Ex(y) uchun formula quyidagi

d\&y
dmx -

Olrta giymatlar ta’rifidan foydalanib, elastiklik formulasini ushbu

EJy) = f(x) Uy
ko‘rinishda yozish mumkin. Bunda M f-f funksiyaning x nugtadagi
marjinal gqiymati, Af -/funksiyaning x nuqgtadagi o'rta giymati.
Ikki va ko‘p argumentli funksiyalaming muayyan argumenti bo‘yicha
elastikligi ham yugoridagi kabi Kiritiladi.
4.2 -ta rif Ushbu z =f(xy,x2,-..,xn) funksiyaning x. argumenti
bo yicha elastikligi deb

ko'rinishda yoziladi: A xHl= ny -

/AZ AX,
z X,

Ex (2)= lim
limitga aytiladi.
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Tarifga ko‘ra: Ex (z)=-"——, i=1.2,..1.
' dxm z

z =f(x,y) bo‘lgan holda elastiklik uchun

ax r yK 8y 1z
formulaga egamiz.
Ko‘p argumentli funksiyalar uchun ishlab chigarish elastikligi deb barcha
argumentlar bo‘yicha elastikliklar yig‘indisiga aytiladi va

N2 Ang7-7+8§3-f-

Agar \ELLX  (2)|>1, ( |E(to0(z)|>] ) tengsizlik bajarilsa, ishlab

chiqgarish elastik deyiladi.

Endi bir argumentli funksiya elastikligining geometrik ma’nosiga
to‘xtalamiz. Ravshanki,y =f(x) funksiya differensiallanuvchi deb garaladi.
Ta’kidlab o‘tamizki, igtisodiy ma’nosi bo'yichay =/ ( x ) funksiya grafigi
birinchi chorakdajoylashgan va har bir nugtasida urinma mavjud. Bu urinma
koordinata o‘glari bilan albatta kesishadi. Quyidagi 4.1-4.6-chizmalarda
urinmalaming mumkin bo‘lgan holatlari keltirilgan.

y-m
______________ L
0 D A A X
4.1-chizma 4.2-chizma
ylc™y) C(*y)
o/ - 4 B C(x.y)
fA X _>
A O
4.4-chizma 4.5-chizma 4.6-chizma
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Shu 6 holning har biri uchun elastiklik formulasini keltiramiz, ular
elastiklikning geometrik ma’nosini anglatadi.

1 2.BNY)=-"< 0;

5. >1; 6. U .M -f <1l

Elastiklik uchun keltirilgan formulalardan ko‘rinadiki, elastikliky =/ (1)
funksiya grafigiga C (nr,y),n:>0,>">0 nuqtada o‘tkazilgan urinmaning
urinish nugtasidan ordinata o‘gigacha bo‘lgan masofaning shu nugtadan
abssissa 0qi bilan kesishish nugtasigacha bo‘lgan masofaga nisbatigateng
bo‘lib, ishora urinma burchak koeffitsiyenti ishorasi bilan aniglanadi. Masa-
lan, 1 holda ishora /g-(180° -a) =tga<0 ga ko‘ra manfiy bo‘ladi. 2
holda ham ishora manfiy. Qolgan 3-6 hollarda esa ishora musbat ekanini
paygash giyin emas.

Agar 1-2-hollarda CB = CA boisa, Ex(y) =1 boiadi. Qolgan hollarda

CB ®CA .Ammo CB = CA hoi urinma koordinata boshidan o ‘tgandagina
mumkin. Bunda EJy)=\ boiadi. 1-2-hollarda urinma koordinata boshidan
o‘tadigan hoi ro‘y bermaydi.

CB
Endi 1-holda E~(y) =—"-< 0 formula elastiklikni anglatishini isbot

gilamiz. ADC uchburchakdan = -a)=-tga , ya’ni

tga =-/"'(x). Shu uchburchakdan tga = . Shuning uchun
AD AD

. . o (F
~J (X)~ ) yoki AflrJ f\(xg '‘fedaga egamiz. CBE va
ACD uchburchaklar o‘xshashligidan

CB CE CB _ ,.
CA AD YKl ca \ ~f(x) fix)
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. CB S
Bundan -5*(J) - ~7C7]_? formulakelib chigadi.

Elastiklik uchun 2-6-formulalar ham shunga o‘xshash isbotlanadi.
Shu formulalardan yana uchinchisini isbot gilamiz. 4.3-chizmaga

kora tga-= €D _f(x) va 7C7§ QP 7X7 munosabatlar kelib
987 %y~ AD di " Ab KD

in /(*
chigadi. Awalo ravshanki, tga =f'{x). Shuning uchun AU f\(xg va
CB f{x) x-f'(x)_
CA~X"'f'(x)~ f(x) ~ x(®) keHbchigadi-
4.3-ta’rif Elastiklikning absolut migdori \Ex(>)| elastiklik
koeffitsiyenti deyiladi.

4.4-ta'rif Agar biror igtisodiy ko'rsatkich uchun elastiklik
koeffitsiyenti birdan katta bo ‘Isa, tegishli ko Trsatkichning o zgarishi
elastik deyiladi.

4.2-8§. Elastiklik xossalari va elementar funksiyalaming
elastikligi

Elastiklik quyidagi xossalarga ega:
1°. Elastiklik oichovsiz miqdor, uning giymati x va y lar o‘lchov
birligigabogiiq emas, ya’ni
Em(by) =Ex(y)
Ishot.
EM(by) =" » = -bdy-.— -a-dx=-& =Ex(y)
dinax by ax y dx
2°. O‘zaro teskari funksiyalaming elastikliklari ham o‘zaro teskari

bo ‘ladi, ya’ni

EJXx) m
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Isbot. Ex n-=-
(y)dxy dxy Ey(x)

dy x
Masalan, narx bo‘yicha talab elastikligi talab bo‘yicha narx elastikligi

bilan o°‘zaro teskari migdorlar, ya’ni Ep(Q) =\e o(/?)]4 .
3°. Bir xil argument x ga bogiiq ikki funksiya ko ‘paytmasining
elastikligi shu funksiyalar elastikliklari yig ‘indisiga teng, ya’ni
Ex(uv) =Ex(u) +Ex(v).
Isbot.
V) X i(u'v+uv')x u—X V—X =£, («)+ £ » .
uv U \%
Bu xossa ko paytma logarifmi xossasiga o ‘xshash.
4°. Bir xil argument x ga bog‘liq ikki u(x) va v(x), v(x)£O0,
funksiya nisbati elastikligi shu funksiyalar elastikliklari ayirmasiga teng,
ya’ni

Ex(u-v) = w(

ex\t\=em -em

Isbot.

rlul Kvl .X Vo uv-ity _uxovxor
\;j M — IR vl B T vy —Ex{u) Ex(v)
v
5°. Ikki funksiyayig‘indisi (ayirmasi) ning elastikligi quyidagi formula
yordamida hisoblanadi:

+ +/\
TR vEINEEXY)
uzxv
Endi elementar funksiyalarning elastikligi uchun formulalami
keltiramiz:

1 y=C, C=constE0; EX(C)=0.
2. y=x, Ex(x)=
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3. y=xa, Ex(xa)=a -
4. y-ax, Ex(ax)=jclna; Ex(ex)=x-
5. j/—sinjc, Ex(sinx)=xctgx .

6. y =cosx, Ex(cosx)=-xtg X .

Ushbu tg x, ctg x, Inx, arcsinx, arccosx, arctgx, arcctgx funk-

siyalaming elastikligi formulalarini ham chigarish mumkin.
Endi 1°-5° xossalar bo‘yicha elastiklikni hisoblashga doir misollar
ko‘ramiz:

1 /(x)=2x3ex, Ex(y)=2-{Ex(x3)+Ex(e*))=2-(3 +x).
2. I(*)=—  ENY)=Ex(3x)-E x(x2)=x1n3-2.
X
3. /W ="~ “> Ex(y) =Ex(sin2x)- Ex(cosjc) = 2xctg2x- xtgx.
cos*
a [(xQ- x*+]1. X*Ex(x*)+e'xEx(e'x) 4x* +2xe'
4. [(*)-* +e , bx(y)-- x4+e2X x4+e2x
Chizigli funksiyaning elastikligiga alohida to ‘xtab o ‘tamiz. Ravshanki,

agar y =ax +b bo‘lsa, uning elastikligi ushbu

Ex(ax+b)=- " —
ax+b

formulayordamida hisoblanadi.
a <0 boMganda (narh bo'yicha talab funksiyasi uchun), uch hoi yuz
beradi:

1. bh0, x=0 bo'lganda £.4y)=0.

ax b . _
ax+5__1 , a%?r X== o bo‘lsa. Bu holda E)%X), =1

b
3. x=~~ boiganda Ex(y) =—0 bo‘ladi.
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Shunday qilib, a < 0 boiganda chizigli funksiyaning elastikligi uchun
quyidagi hollar ro‘y berishi mumkin (4.7 chizma)

0, x =0;
-b )
A<Ex(y)<-\, 0<x<? ;a<0;
a
EX= fo0=-1, ~<x<-~:
2a a
i b
h., X = ~T2~a-
4.7-chizma

Yugoridagi mulohazalardan a <0 boiganda elastiklik chizigli funksiya
grafigining ogishiga (burchak koeffitsiyentiga) bogiiq boiib golmasdan,
elastiklik ganday nugtada hisoblanayotganigaham bogiig.

4.3-8. Elastiklik intervali va uning bozor iqgtisodiyotiga bogMigligi

Ta’rifbo ‘yicha elastiklik koeffitsiyenti |Ex(y)| musbatvax gabogiiqg.

Agar |[EX(y)| > 1tengsizlik bajarilsa, jarayon elastik boiishini aytib o‘tgan
edik. Shu tengsizlik yechimi biror intervaldan iborat boiib, uni elastiklik

intervali deyiladi.
Elastiklik intervalini topishga doir misollar ko ‘ramiz.

1-misol. y =-2x+4 (talab funksiyasi, x - narx, x> 0). Unda
a=—2<0, b-4. Endi ~2x+4>0 dan x<2 Kkelib chigadi.
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- 2X

E =——— : Ushbu >1 tengsizlikni yechamiz. x < 2
’gy) -2x+4 -2X+4 d y
- -2X ! - - -
bo‘lgani uchun—2x+ 4> 4x>4, Yan*x > *kelib chigadi.

Shunday qilib, 1 <x < 2berilgan chizigli talab funksiyasi uchun elastiklik
intervali boiadi (4.8-chizma).

2-misol. >=d -

Bu takliffunksiyasi boiib, x gpx0da / =—-< ~:6, x>xQ Shuning uchun
X ~X

g _ X
2ax- xOm x-x0 2-(x-x0) '
Endi elastiklik intervalini

2-(x-x0)

tengsizlikdan topamiz. Undan x> 2(x-x0Q va x < 2x0kelib chigadi.
Shunday qilib, berilgan chizigsiz taklif funksiyasi uchun xQ<x < 2x0
elastiklik intervali boiadi.

Eslatma. Elastiklik intervali hagidagi mulohazalardan kelib chigadiki,
mahsulotlarni narxi elastiklik intervalini ganoatlantiradigan bozorlarga olib
borish lozim. Har bir bozorga olib boriladigan mahsulotlar tagsimoti daromad
maksimal boiadigan gilib amalga oshiriladi.
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4-bobga oid masalalar
A. Quyidagi talab va taklif funksiyalari uchun elastiklik va elastiklik
intervali topilsin (mahsulot narhi x - musbat):

1- y=24x"S, x>3- 2. y=--+1l. 3.y =-x +12.
4. Y-~—+I5 5 vy-yjx-I, x>I-  6-y=x2+1
X3
7.y =-X2+ 1e 8.y=Y +3 9. y=-3X+I5.
°© =+ 11- y=2n/x+3- 12. y - -3>[x+4 -
B. Quyidagi funksiyalaming elastikligi hisoblansin:
1 y=arctgx . 2. y = cos(Inx) 3. y = arccos X
4. y =xeZx. 5 y =x2ex 6. y =x2sinx .
ax ax COSX
1. 7= 8. A 9.y=
X

10, v = In2x n ax+b

Ly = vt 'y_cx+a 12. y = 2x + 3ex

V. 4.2; 4.4 -*4.6 chizmalardagi hollar uchun elastiklikning geometrik
ma’nosi isbotlansin.

4-bobga oid nazorat savollari

1 Birargumentli funksiya elastikligi ta’rifmi bering.

2. Ikki va ko‘p argumentli funksiya elastikligi ta’rifmi bering.

3. Bir argumentli funksiya elastiklik koeffitsiyenti nima?

4. Ikki argumentli funksiya uchun ishlab chigarish elastikligi nima?

5. Elastiklikning geometrik ma’nosini (6 ta holni) aytib bering.

6. Funksiya elastikligi xossalarini aytib bering.

7. Elastiklik intervali nima?

Chiziqgli, chizigsiz talab va taklif funksiyalarining elastikligi gqanday
hisoblanadi?
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5-bob. ISHLAB CHIQARISH FUNKSIYALARI (ICHF) VA
ULARNING IQTISODIYJARAYONLARNI 0 ‘RGANISHDA
TUTGAN 0 ‘RNI

Igtisodiyjarayonlarni ICHF yordamidatadgigot gilish XX asming birinchi
yarmida amerikalik olimlar K.Kobb va P.Duglas tomonidan boshlangan.
Ulardan birinchisi matematik, ikkinchisi esa igtisodchi bo‘lgan. Ular birgalikda
ilmiy-tadgiqot ishlari olib borishgan. Jumladan, AQSH uchun 1900-1922-
yillarga oid makroiqgtisodiy statistik ma’lumotlami sinchkovlik bilan
o'rganishgan. Ma’lumki, ishlab chiqgarish faoliyatini makroiqgtisodiy
ko'rsatkichlaming o ‘zgarishi belgilaydi. Ishlab chigarilgan mahsulot haj-
mi (milliy daromad hajmi) Y, asosiy kapital (asosiy fondlar) hajmi K va
sarflangan mehnat (mehnat resurslari) hajmi asosiy makroigtisodiy ko‘r-
satkichlardir. K.Kobb va RDuglaslar shu ko‘rsatkichlar orasidagi bog‘lanishni
iloji borichaaniq ifodalab beradigan funksiyalaming parametrik sinflni topish
masalasini qo‘yishgan. Matematik K.Kobb bunday funksiyalar sinfini ushbu

Y =a0K al f

ko'rinishda izlashni tavsiya etgan va awaldan a0, a, P parametrlarga
quyidagi
a0>0, a0, p~O, a+p=1I (5.1)

shartlami qo'ygan. Ular parametrlaming statistik ma’lumotlarga mos giymat-
larini eng kichlk kvadratlar usuli bilan izlashgan. Ko'rilayotgan holda ushbu

®(a0,a,P)= » (InKA-InaO-aln/f,-pin!,)2->>min (5.2)
1- 189V

masala qo‘yilgan. Bu (5.2) masala chizigsiz dasturlashning shartsiz
minimum masalasidir. Anigrog'i, (5.1) shartlami ganoatlantiradigan

n0, a va P lar ichidan th(a0,a,P) funksiyaga eng kichik giymat
beradigan (a0, a, p) uchlikni topish lozim bo‘ladi. Hisoblashlar natijasida
quyidagi a0,a, P lartopildi:
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(5.3)

Keyinrogbu funksiyava Y =a0OK al f ko ‘rinishdagifunksiyalar Kobb-

Duglas funksiyasi nomini oldi.

Tadgiqotnatijalari 1928-yilda“Ishlab chigarish nazariyasi” nomli mago-
lada chop etildi (A theory ofproduction. - “American Economic Review”,
v.18 Nel, 1928), (5.3) funksiya esa Kobb-Duglas ICHF deb ataladigan
boidi. ShundankeyinlCHFnazariyasikengkoiamdarivojlanibketdi.ICHF ning
CES (Solou va boshgalar), Leontev, Sato kabi yangi turlari paydo boidi.

5.1-8. Bir va ko‘p o‘zgaruvchili ICHF hagida. Eyler teoremalari

Matematikada

y=m (5.4)
Ko Tinishdayoziladigan bir argumentli (bir o ‘zgaruvchili) funksiya tushun-
chasi maium. Unda x - erkli o‘zgaruvchi, y esa- erksiz o‘zgaruvchi.
5.1 - ta'rif. Agar (5.4) da erkli o 'zgaruvchi x sarfqgilinadigan yoki
foydalaniladigan resurs (ishlab chigarishfaktori) hajmi giymatini, erksiz
0 'zgaruvchiy esa, ishlab chigariladigcm mahsulot hajmi giymatini anglatsa,
unda (5.4) bir o Zgaruvchili ishlab chigarishfunksiyasi (IChF) deyiladi.
Igtisodiy ma’nosi bo‘yicha x >0, y> 0 va (5.4) funksiyaning grafigi
birinchi chorakdajoylashganboiadi./ belgi igtisodiy sistemaning resursni
mahsulotga aylantiradigan xarakteristikasidan iborat. Makroiqtisodiyotdaj
maksimal ishlab chigarilgan mahsulot hajmi deb gabul gilingan. Ammo
makroiqtisodiyotda parametrlardan foydalanish evaziga bu migdor yana

ko‘proq boiishi mumkin. Bunday holda y =f (x,a) deb yoziladi. ICHF
parametrlari vektori a deb belgilangan. Masalan, y =axa funksiyani

olaylik, unda x - sarf gilinadigan resurs miqdori, y =f (x) - ishlab
chigariladigan mahsulot hajmi, a va a - ICHF parametrlari,
a>0, 0<ac<|I. Shufunksiyagrafigi botiqvakoordinataboshidan chigadi

hamda birinchi chorakda joylashgan. Shu bilan birga, funksiya monoton
0 ‘suvchi va quyidagi shartlami ganoatlantiradi:
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N0)=0,y=axa>0, y'=a-a-xa l1l>0, y'=a-a(a- )-xa2<0,

limY=1limCa =+o0. limy'= lim =0

jc-m-0 *-»+0 jf 0 ’ Lr-»-100 *-»+00 X
Ikkinchi hosilaning manfiyligi jcning ortishi bilany ning kamayishini
anglatadi. Bu holat igtisodiy nazariyada kamayuvchi samaradorlik gonuni
deyiladi.
Bir 0‘zgaruvchili ICHF ichida ushbu
/(0)=0; /(x)>0; /'(*)>0; f(x)< 0; Vx>0 (5.5)
shartlami ganoatlantiradiganlari ham uchraydi. (5.4) shartlami ganoat-
lantiradigan ICHF bir o‘zgaruvchili klassik ICHF deyiladi. Agar ICHF

(5.5)dan tashqari / (kx) =Xf(x), \> 0 shartni ham bajara olsa, u neo-

klassik deyiladi. Masaian, f (jc) =ax, a>0- neoklassik ICHF. Agar / (x)

funksiya uchun f (Kx) =Xsf (x) ayniyat bajarilsa, /(x) funksiya bir
o'zgaruvchili umumlashgan ICHF deyiladi.

Makroigtisodiy darajada sarfva ishlab chigarilgan mahsulotlar ulaming
baholari bilan o‘Ichanadi. Aniqrog‘i, sarf gilinadigan (yoki sarf gilingan)
resurslar va ishlab chigarilgan mahsulotlar ulaming hajmini mos narxlariga
ko'poytmasi orqgali oichanadi. Bir o‘zgaruvchili ICHF birfaktorli ICHF
debhamyuritiladi.

Makroigtisodiy sistemada, matematikada ikki yoki ko‘p o‘zgaruvchili

M fixiJf)). y - f(xxx2,.-,xn) funksiyalarga o'xshash, ikki va ko‘p

faktorli ICItI' lurdun tez-tezfoydalaniladi.
5.2 - 1a’r(f. Afiar ushhu

Y I ae2.... X,,) (5.6)
formulada xxx2,..,,xq o'zgaruvchilar sarf gilinadigan (yoki

foydalanadigan) resurslar hajmi giymatini (o zgaruvchilar soni resurslar
soniga teng), erksiz o zgaruvchi y - ishlab chigarilgan mahsulot migdori
bo'lib, (5.6)funksiyaning giymati ma'nosini anglatsa, shu (5.6) funksiya
Ko 'p argumentli ( o 'zgaruvchili) ICHF deyiladi.

(5.6) funksiya yana n- resursli yoki n - faktorli (umuman, ko‘p
faktorli) deb ham ataladi. Igtisodiy ma’nosi bo‘yicha xx,x2,...,x,, 0°‘zga-
ruvchilar nomanfiy. Shuning uchun ushbu
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R ={(x,,X2,....X,,): *i™0, x2>0, .., n,>0}
to‘plam ko ‘p faktorli ICHF ning aniglanish sohasi boiadi. Agar x],x2,...,xn

koordinatali vektomixdeb belgilasak, R" to‘plamun oichovli R ” fazoning

barcha nomanfiy vektorlari to‘plamidan iborat.
5.3-ta rif. (5.6)funksiya quyidagi shartlami ganoatlantirsin:

1°. (5.6)funksiya R *” sohada aniglangan, uzluksiz va birinchi hamda
ikkinchi tartibii uzluksiz xususiy hosilalarga ega.
2% /(x])i2,...,iM,0xjH,..,xI)=0; /=12,.,n; f(0,0,..,00=0.

3. f(fccu he2,...,Ixn) ='k-f(x1,x2,...,x,,); VxeJ?"; X>0-

Shu shartlami ganoatlantiradigan (5.6) funksiya n o zgaruvchili
neoklassik ICHF deyiladi.
3° shartning ma’nosiga alohida to‘xtalamiz. Shu 3° shartni gano-
atlantiradigan funksiyalar n o‘zgaruvchili chizigli - birjinsli deb ataladi.
Quyida shunday funksiyalargamisollarkeltiramiz:
M
* 1 %9 _>* ) =1 * N =
1. /(*1,*2,->*, 151 . >0, /=12,

n n
2. f(xj,x2,...xn)=al0Mx,a'; ao>0;a,>0;/=12,.,.17% £a, =1.

, y “+1+a2x241+ A4a x4
3. /(X 1,X2,...,x9) = ~Y a-—-- -P~"m, 0{>0; 6,>0
be“+|2xa+ .+6,x“

0, ®bt, a >0, /=12,...,n (kamida bitta / uchun).



5 f(x Lx2,...,x,,')=a0\_ ) ;o a,>0,/=01..u; £5/=1p>-1.
i=i =]

Bu misollardan ko'rinadiki, turli “tabiatli” funksiyalar chizigli-birjinsli
bo‘lishi mumkin. Chizigli-bir jinsli, umumiy holda, 5 -tartibli birjinsli funk-
siyata’rifi shveysariyalik buyuk olim Leonard Eyler tomonidan kiritilgan.

5.1-teorema. Agar (5.6) funksiya chizigli-birjinsli bo'lib, R" da
birinchi tartibli uzluksiz hosilalarga ega bo ‘Isa, n holda quyidagi ayniyat
o frinli:

d/(*) df(x) 8f(x) =

d* * dx2 2 axn " ), *= *2 00 * Ym (5-7)

5.4-ta’rif. Agar (5.6) funksiya uchun ( vijcg J?") ushbu

I(AA] A2, ,AN,) =X8./(Xx ,X2,...,X,,), A>0; 550 (5.8)
ayniyat o‘rinli bo‘Isa, uni 5 -tartibli birjinsli funksiya deyiladi.

Misollar keltiramiz:

1. fixi,*2>e>xn)=E kix?> *>0, 5>0, /=12,...,n.
=1

3. fix,,x2,...,x,,)=a0|Fib “. f£<x, =5>0; a0>0; a, >0; /=1,2,...n.
i /-1

4. f(xLx2,....x,,)=Walxi , a >0, /=12..n; 6>0.

5 fixj,x2,..x,,)=ac Z axiP , I>/=1> a0>0,
V.S J =1

a,>0, i=12,.,.n; p>-1; 8>0.
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5.2-teorema. 8 >0 tartibii birjinsli funksiyalar uchun ushbu
(VxeX:)

3/W r ,df(x)
il 7 dx2 (5.9)
ayniyato‘rinli.

Agar 8 >1bo‘lsa, ishlab chigarish masshtabini (koMamini) X (X> 1)
marta orttirilsa, bundan ishlab chigarilgan mahsulotmigdori Xs marta ortadi,
ya’ni ishlab chigarish masshtabini orttirishdan samaradorlik bor bo‘ladi.
Agar 8 < 1bo‘lsa, ishlab chigarish samaradorligi ishlab chigarish masshtabi
ortishidan kamayadi. Nihoyat, 5= 1 bo‘lganda masshtabning ortishidan
erishiladigan samaradorlik o‘zgarmas bo‘ladi.

Yuqoridagi mulohazalar neoklassik ICHF ta’rifidagi 3° shart bilan
bog‘langan edi. Endi 4°, 5° shartlar va ularning igtisodiy ma’nosiga
to‘xtalamiz.

4°shartdan har bir d/(*) >0 tengsizlik f(x) funksiya jc bo‘yicha

0‘suvchi ekanini, 5°shart esa o ‘sish tezligining kamayib borishini anglatadi
(5.1-chizma). Albatta, x. resursni golgan resurslar o‘zgarmas bo‘lganda
xohlagancha orttirib borishning ma’nosi yo‘q. Bu hoi 5°shart bilan ifodalanadi.
Bunday hoi kamayuvchi samaradorlik qonuni deb ataladi. ICHF grafigi

R +# sohada sirtni anglatadi. Agar n = 2 bo‘lsa, ICHF grafigi R 1 sohada
joylashgan va gavarigligi yugoriga garagan sirtni bildiradi.

5.1-chizma
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5.2-8. lkki faktorli ICHF

Biz ikki faktorli ICHF gaalohidato ‘xtalamiz. Igtisodiyotda gabul gilingan
belgilashlardanfoydalanib, ICHF ni quyidagichayozamiz:

Y =F(L,K). (5.10)

Ko‘plab kitoblar va ilmiy magolalarda F(K,L) deb yozishadi, unda
abssissa (gorizontal) o‘gi deb K belgilanadi. Bu hoi grafiklami chizishda
ba’zi giyinchiliklarga (noqulayliklarga) olib keladi.

Ikki faktorli ICHF uchun neoklassik ICHF ning umumiy ta’rifidagi 1°-
5°shartlar quyidagichayoziladi:

1°, F(L,K) funksiya R + sohada aniglangan, uzluksiz va birinchi,
Ikkinchi tartibii uzluksiz hosilalarga ega,

2' Fi0.K)- F(L,0)*0\ F(0,0)=0.

3* F(KL,\K)MF(L,K)\ V(L,K)eRI-
r. df{L'K)>0-, —(:Al>0; V(L,K)eRt.
{OIL ) gK (L,K)

LULLK) 3Y (LK) d'FVJQ 2
dL1 dK2' 8LdK

Asosiy ikki faktorli ICHF sifatida Kobb-Duglas va CES sinfidagi
(Constant Elasticity ofSubtitution) ICHF lami ko ‘rsatish mumkin. Ulami
alohida-alohida o ‘rganamiz.

1. Kobb-DuglasiCHF quyidagi ko Tinishga ega:

Y=F(L,K)=a0KaLla, a0>0, O<oc<l. (5.11)

Bu funksiyaning neoklassik [°-5° shartlami ganoatlantirishini
tekshiramiz. 1° va 2° shartlar bajarilishi ko‘rinib turibdi. Endi 3°-shartni
tekshiramiz:

Y = F(XL,XK) = a0{ XKf m(XLf~a = XaQK am_xa = XF(L,K) .
Nihoyat, 4° va 5° - shartlar bevosita hisoblashlar orgali tekshiriladi:

— =ale(1-a)Jral “>0, -= a0-aKadXta>0-
. ° dKk 0
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2. CESssinfldagi ICHF quyidagi ko ‘rinishga ega:

Mazkur funksiya 1961-yilda E.Errou, X.Cheneri, B.Minal va R.Solou
tomonidan kashfetilgan ( Capital-labor subtitation and economic efficienc, -
Review Economics and Statistics, v.45, N2, 1961). Qisqgalik uchun keyingi
mulohazalarda uni Solou funksiyasi deb yuritamiz. Shu funksiya uchun
I°-5° shartlami tekshiramiz. Ravshanki, 1° shart bajariladi. 2°shartni

tekshirish uchun ikki holni ko'ramiz: 1) p>0; 2) -1<p<0.
1-holda (5.12) ni o‘zgartirib,

ko‘rinishdayozamiz. Bundan F(0, K) = F(L,0) = 0 ekani kelib chigadi.
Ammo 2-holda F(0, K) - alaK ®0, F(L,0)=a0(1- a)L ®0. Bundan

ko‘rinadiki, -I<p<0 bo'lganda Solou funksiyasi uchun 2°shart

bajarilmaydi va funksiya neoklassik bo‘Imaydi.
Endi chizigli birjinslilik sharti, 3°ni tekshiramiz. Bu shart bajariladi.
Hagigatan,

Shunday qilib, 3° shart ixtiyoriy A>0, p>-1 lar uchun bajariladi.

Endi 4°va 5° shartlaming bajarilishini tekshirish qoldi. Bu ishni bevosita
hosilalami hisoblash yordamida olib boramiz:

oL ) T20(p>[a-K*+(1-a)- x1-a)-(-p)I" 1



r 1
=00-(1-ayr” 1Mak~-p+{\~a)-Tp\ T >¥

| %P
aK~p+(1 a)eL-pj » >0-

Keyingi hisob-kitoblar murakkabrog bo ‘Igani uchun yozuvni kamaytirish
maqsadida ushbu

[.]=["-p +(I-0)L-p]
belgilashdan foydalanamiz. Endi ikkinchi tartibli xususiy hosilalami
hisoblashgakirishamiz:

-Li -1-2 1
S Ei>-2[...]p + £ p-L-J/p-1)-[...]1p (I-7ZT'U
=floe(1-aX -p-1) |~ 2...]-1+(/p-D-(-p)(1-a)rp-2[...r"j =

I
=00 (I-0) (-p-D-[...1 p {p2@/trp+(1- aL~pj- 1- a)l7p2}=

=-00m{l-a) (P+\) al-<>ACpe[.]p <O;

- HE|
(P 1)~ pap +KTIC(+PIRI.T b a-(R)KT' =

i
=alK-2%..]' p* {(-p- DKp{-@+p)/p)e[..]+o(p+] }=
i
=ala-K~pA..] ' ((-p-)-Xp(@ /:'p+(1-0) T'p+o (p+I}=
=-a0.(1-a).(p+ - « A 2n:-pe[.. ]p_ =
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Endi aralash hosilaning musbatligini ko'rsatamiz:

=flo- (1- a)- a<(1+p)- Lpxe >0
Shunday qilib, Solou ICHF uchun p >0 bo‘lgandabarcha I°-5°shartlar
bajariladi, ammo -1 <p < 0 boMganda 2° shartdan boshqgalari bajariladi.
Biz ongli ravishda p = 0 boigan holni tushirib goldirdik. Umuman, p 0,

p-» -1 va p —>+°0 hollar ham ko‘rilishi lozim.

Avval p-»0 holni garaymiz. Buning uchun avval limInY ni
p—»O

hisoblaymiz:

limInF = Ina0- Iirrz)—ln[aAT‘p+{\—a)- 17P\=
p—=0p

p-»o0 u

= Inan- linun@RF(:a)-Kp _
Prop ,Xp-Lp

= |na0- pIi_rr(n)l/p-[ln(aZp+(I-a)-Kp) -p In(K-/,)l=

p->0 P

Bu limitni hisoblash uchun Lopital qoidasidan foydalanamiz:

liminY :Inan\criln(KL) - jimaRInk *(1-a)-KplnK _
p-»° p-*> aLp+ (\—a)—Kp

= In(aiiKb) ~[aLnL+ (1- a) InK] =In(aOKL) - InK I'aLa = In(a0K aLl-*)

Demak, InY=\n(@a0K L ) Endi uzil-kesil ushbu



|ing)|n7 =\n(ctoK al} °), oo >0, O<ac<1
p-))

formulaga ega bo‘lamiz.
Demak, p -> 0 da Solou ICHF Kobb-Duglas ICHF ga aylanadi. Xulosa

qgilib aytganda, Kobb-Duglas funksiyasi Solou funksiyasining p —0 dagi

xususiy holidan iborat.
Endi p —+°0 holni ko ‘raylik:

lim In7 = a0lim[aATp+ (1 - a)L~p\ =

alL, arap L<K 6ynca,
. KL
=an[im - -

p>+calf +(1-a)K"p a0k, arap K <L 6ynca.

Demak, p-»+co da Solou funksiyasi Y=a0mm{L; K} funksiyaga

aylanadi. Bu funksiya tayinlangan proporsiyali ICHF deyiladi. U Leontev
ICHF deb yuritiladi. Bunday ICHF ham Solou funksiyasining xusu-siy
holidan iborat.

Nihoyat, p —-1 holni ko‘rish goldi. Ravshanki,
limIin7 =o0[a/: +(l-a)l]

p-»-i
Demak, p—»-1 da Solou funksiyasi ushbu 7 =aQakK +{\-a)L]

chizigli ICHF ga aylanadi.

Oxirgi ikki xususiy holda olingan ICHF neoklassik shartlami
ganoatlantiradi. Ammo Leontev va chizigli ICHF lar ham igtisodiyotni
o'rganishda asqotadi.

5.4-tcorema. Ushbu Y =F(L,K) =a0K aLl O<a<l. a@>0
Kobb-Duglas funksiyasi quyidagi ikkinchi tartibli kvazichizigli differen-
sial tenglamani ganoatlantiradi:
d2F K282
dL2 L2 6K2'

Isboti bevosita hisob-kitoblaryordamidaolib boriladi.
Takidlabo tamizki, 0 ‘zbekistonxalgxojaligi uchun 1961-1990-yillaiga
mos makroigtisodiy ICHF hisoblangan edi:

(5.13)
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Y =F(L,K) =e0,0nmK°’LLI6 m 0635,

bunda a =0,3616; 0=0,6386; a0=e00lL Ravshanki, a + (G=1,002.

5.3-8. Ikki faktorli neoklassik ICHF uchun asosiy iqtisodiy-
matematik xarakteristikalar

Ikki faktorli neoklassik ICHF uchun asosiy igtisodiy-matematik

xarakteristikalami (ko'rsatkichlami) keltiramiz.
Faraz gilaylik, Y=F (Z, K) - ikki faktorli neoklassik ICHF boisin.

14 %=1’1> - qurollanganlik, =T - ishlab chigarish quwati.
Y F(L,K) -
2°% y - T o‘rtacha mehnat unumdorligi.
Ju
. z- %——HI:—L) - o‘rtacha fond unumdorligi.
4°, v= - mehnat bo‘yicha marjinal (limit) unumdorligi.
BF{L,K) . .. . -
5°. r——g - fondlar bo‘yicha marjinal (limit) unumdorligi.
8F(LK) K
6° a Qg  /r(Z K) ~f°ndlar bo‘yicha elastiklik koeffitsiyenti.
. . BR(LK) _ L _ . L
r. P- F(L K) _mematbo‘yicha elastiklik koeffitsiyenti.

_dK dF{L,K) 8F(LK) _
8°. — — — ~ F(LK) - o‘zgarmas boiganda Z

resursni K resurs bilan almashtirishning marjinal (limit) normasi.
dS R'~x . .
9. 0=~ J -F(L,K)-o0‘zgarmas boiganda Z resursni K resurs
bilan almashtirish elastikligi (aslida o‘sha elastiklikka teskari migdor).
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10°. K—%’il— kapitaldan olingan daromad.

BF .
11°. L-— - mehnatdan olingan daromad.

BF dF .
°. L-— +K-—=F - jamlam mad.
12°. L Bl K BK F Ja lamadaromad

ICHF ning chizigli birjinsliligidan foydalansak, quyidagiga egaboiamiz:
F(L,K)~f(1-L1£)= Lf(1,"1=L-F(\,k)=L-f(k),
v L) \ LJ

bunda F(L,K) =Lf(k),f(k) - o‘rtacha mehnat unumdorligi. Keyingi
mulohazalardatez-tez ushbu:

F(L,K) =L-f(k) (5.14)
formuladan foydalanamiz. Bu formula F(L, K) dan/ ( k) ga o‘tishga va
aksincha, f(k) dan F(L, K) ga gaytishga yordam beradi.

Endi o ‘rtacha mehnat unumdorligif ( k) ning xossalarini ko'ramiz. IkKi
faktorli neoklassik funksiyalar uchunyozilgan 1° 5°shartlami garaymiz:

0<AK 8K Le dk = fw '{=rto.
Bundan /'(&)> 0, Vk>0 -ekanikelib chigadi.

0 Lf(k)A~=m+L f(k)"=m -k- f(k\
tr (k) (

<
8L dL
Demak, f(k) -k mf(k)> 0, ya’ni ushbu muhim:

f(k>
tengsizlik o ‘rinli.

0>£4 =A {"X £ 72nkK))=nk>1
K2 dK\BK) dK J L

d2F n
Bundan f(k)<0, Vk >0 kelib chigadi. Shu tengsizlik a_y < U eka-

nidan ham kelib chigadi. Hagigatan ham:



8L1 dL\dL J dK

Shunday qilib, o‘rtacha mehnat unumdorligi y =f (k) quyidagi
munosabatlami ganoatlantiradi:
/(0) =0, f(k)>0, f'(k)>0, f(k)<0, Vk>0. (5.15)
Bundan tashgari, y=f(k) funksiya uchun ushbu

lim f(k) =+00  1im/(£) =+c0 lim f'(k) =0 (5 16)

munosabatlar o ‘rinli ekanini ko‘rsatish giyin emas. Shu (5.15) va (5.16) larga
ko‘ray = /(k) funksiyaning grafigi koordinata boshidan ordinata 0'giga
urinib chigadi va birinchi chorakda joylashgan bo‘ladi (5.2-chizma). Shu
bilan birga, y=f( k) funksiya gavariqdir.

Misol sifatida Kobb-Duglas funksiyasini olamiz: F(L,K) - aal} “.
Bu funksiya uchun

f(Jc) =abka, f'(k) =ala *ka-d >0, f(k) =a0m ¢(a -1)- ka~2< 0,
Jim f{k) = lim-2~-=+o0 5 lim/(x;)= lim-~-=o0
*>H) t=>t0ytl a il 213
Asosiy igtisodiy-matematik xarakteristikalar 1°- 12° larda keltirilgan
ko‘rinishdafoydalanishganoqulay. Ulami k ,f(k), f{k) va f"(k) lar
orgali ifodalansa, ICHF bilan bog‘langan turli masalalarni yechishda qulay-
liktug‘iladi:
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v Z~L-E WM 1-X
i k

40 v= =+(Lf(k))=J(k)-kf\k).
dL oL
50 r=— &&Kl =6.|(Lf(f0)):/'(*) :
60 , JF_A _=1_m
be dK F(L,K) u 1 Lf(k f(k)
W) H(£)"
, _6F(L,K) 8F{L,K) _f(k)-1tf'(k) _ f(k)
8°- 6L ' X I'(At) ['(At)
1<) () fW ilc)
9°* dk [f'{k)\2 \f'(k)Y
-1
a= [»)*Ne) y'wW /wtem-zwlL O
I/w 12 m-wxk) tfWf'ik)
w o * 'E)nK =*/u >
11-. ol =
L.m JC)+ K Ne(L,K)
Si dK

- Ne 101 81



3-bobda belgilashlar bo'yicha FfL va F/K laro‘rtamiqgdorlar,ulami

dF dE
Al =F/L , AK=F/K kabi belgilaymiz; xususiy hosilalar -*r va ~7
dF

dL
Resurslarbo‘yicha ishlab chigarilgan mahsulot (milliy daromad) elastikliklari
uchun quyidagi belgilashlarni kiritamiz:

g dF
marjinal (limit) migdorlar, ularni ML - MK - Wdeb belgilaymiz.

E(n-dFL M1 |
1 dLF Al £{k)

E (Y)-dFK-M* >2<*>
kK } dKF AK f(k)

Ushbu EL+EK = E{[K) yig‘indi ishlab chigarish elastikligi deyiladi.

Neoklassik ICHF uchun E(1k)=1e

Resurslar bo‘yicha elastiklik tushunchasi ixtiyoriy ICHF uchun ham
kiritiladi. Agar EQK>\ tengsizlik o‘rinli boisa, ishlab chigarish elastikdeyiladi.

Masalan, F-aOKalLp, a>0, P>0, a0>0 ICHF uchun

E(LK) =a +P. Agar a +P>1 bo‘lsa, ishlab chigarish elastik bo‘ladi.

Jarayonlarni.o‘rganishda Kobb-Duglas va Solou ICHF dan keng
foydalaniladi. Shuning uchun bu ICHF uchun asosiy igtisodiy-matematik

xarakteristikalami hisoblab chigamiz: F =aOKalL}a, a0>0, 0<a < 1e

2°. Y= f{k) =j-= a0k« ;

3% z=N-= a kad;
K

dF 4,a
4—v——OE ao(l-a)k ;

5° r= =alakadm
3’ dK °
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fRidE-1_jla m
dL F

7 _d.E__.K a e
" 8K F
1- a c/S 1-a
L £(*) = 2=--- K — = - ;
o £(*) =
9° cyLds kv, i
YKk s3I

Endi Solou ICHF uchun asosiy xarakteristikalami hisoblaymiz:

F =al[aK~p +(1-<3)[p]'p> a0 >0, O<a<l, p>-1I.
2°. Y=1f(k) =" =a0~[oK~p+ (1- d)L~p1~p =aO[af p+ (I- a)]~p

30 2= ’ = ao"-1 + (- a)] p=49a0[a+ (1-a)F ] p
4°, v=f{k)-kf\k) =

1 o<Ur n---1
= aQak~p+ (I-a)]~p -~_F[)a* "p+(l-e)*p]"pLfi(-p)*'p‘l=

=an[aN'p+(1- ar]~1+[a&p+ 1- a- aArp] =
=«0¢0 ~a)\ak'p+(-a)]7""
5° r=~p =f(k) =alak-9"\ak~p+ {I-ti)fp '

8F L __ (1-d)kp
®' 8L F a+(\-a)kp
dF K _ a
7" dK F a+(1- a)kp

83



Natij °- va 7°-l ko 1q$r'KTngr'T'
atija. 6°- va 7°-larga ko‘ra Lk E +dL1|':-1

8» S(k)=— — =— £p¥&» O[ =— 1e
(k) gk o B A " fip:
frfS Jrvi 1 1
° 0= — B Y o O p>_|.
vdk S) p+1 P 1

Foydalanish qulayboiishi uchun neoklassik ICHF lar bo‘yicha olingan
natijavaformulalami 1, 2, 3-jadvallargajoylashtiramiz:

1-jadval
Neoklassik shartlardan chigadigan natijalar
f> Ne=m-k-f\k) == o</~ <!
3Z dL ) f(k))
9o Bipa s (v)>s
&= " dir L R
d2 dF 1 52F 1
N4 <0, EE£E-=-A*) = A*)<0, ——— =~—kf1k)>0
o <0 HEEAT) TATIS0 G =Ko
3-jadval

Solou ICHF va uning xususiy hollari

F(L,K) =a0[aK p+(l-d)L p] ». a0>0, O<a<l, p>-I
Iir;nOF(L, K) =a0K “1}'a (Kobb-Duglas)

p_

I_iﬂgOF(L, K) =a0Omin{Z,K} (tayinlangan koeffitsiyentli ICHF)
p

FI)!QiF(L,K) =dlaK +a0(1- a)L (chizigli ICHF)
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2-jadval

Solou ICH- uchun

Kobb-Duglas

ICH uchun
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Bizyuqgorida ikki faktorli neoklassik ICHF ning ba’zi xususiyatlari bilan
tanishdik. 5.2-§ da Kobb-Duglas ICHF (5.3) differensial tenglamani
ganoadantirishini isbotlagan edik (5.3-teoremaga garang). Endi, aslida, bundan
ham umumiyroq tasdiq o rinli ekanini isbotlash mumkin.

5.4-teorema. Agar Y =F(L, K) - ikkifaktorli neoklassikICHF bo 1sa,
v quyidagi

dF K2 dzF

di} L2 dK1
ikkinchi tartibli kvazichiziqgli differensial tenglamaning yechimi boiadi.

8F I,2f,,.n dx 1

(5.17)

Isbot. M*’lumki,

Bu munosabatlardan (5.17) kelib chigadi.
Mazkur teoremadan (5.17) tenglamani Solou ICHF ham ganoatlantirishi
kelib chigadi.

5.4-8. Kobb-Duglas va Solou ICHF uchun o‘rtacha mehnat
unumdorligi xossalari

1. Kobb-Duglas ICHF uchun o ‘rtacha mehnat unumdorligi, maiumki,
/ (it)=abka, a0 >0, 0<a <1,ko‘rinishga ega va quyidagi munosabat-
lami ganoatlantiradi (5.3-8 ga garang):

/(0)=0, /(*)>0, f(k) =a,aka]>0- f(k) =ala (a- Dka 2>0,
N () = Jimyag keed =+00, Jim 1K) =afp iy =0

Ko‘rinadiki, y =aCka funksiyaning grafigi koordinata boshidan

ordinata o‘giga urinib chigadi va botiq egri chizigdan iborat. Kk —+00 da
grafik gorizontal holatga intiladi, ammo u gorizontal asimptota emas. Sababi,

!IEE alk a =+00 (5.3-chizma).

2. Solou neoklassik ICHF uchun o‘rtacha mehnat unumdorligi
quyidagicha edi: f(k) =aO\ak~p +(I1-a)] », a0>0, 0<a<l, p>-I.
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5.3-chizma 5.4- chizma 5.5- chizma

Awal -1 <p < 0 bo‘lgan holni ko‘ramiz. Bu holda elementar hisoblashlar
yordamida quyidagilami hosil gilamiz:
k|~”>n|0/ (&)=a0l- <)"lp >0; z&!—g]waf(k) - 400,
f A)=alo[a+(1- a)kp] » >0;
Hisob-kitoblar ko‘rsatadiki, ko‘rilayotgan -1 <p <0 holday =f (k)
funksiya grafigi (o0; a0(l - a)~"p) nugtadan ordinata o‘giga urinib chigadi
(5.4-chizma) va botiq egri chizigdan iborat. Shu bilan birga, grafikka o ‘tka-

zilgan urinma burchak koeffitsiyenti + “ dan aT”p songacha kamayadi.
Asimptotalar mavjud emas.

Endi p>0 boMsin. Elementar hisoblashlar yordamida quyidagi
formulalarni topamiz:

lim/(*)= lim*-——-- n 0; lim f(k) =a0(l-a)~p.
*ACT« TP+ (1-«)]P *xy

J_igaof(k) =aQ-~/p>0; *I_i>mb)f(k) =0 (5.5-chizma).

Bu holda funksiya grafigi gorizontal asimptotaga ega:
f(k) =a0(l-ayVp va koordinata boshidan ala~"p ga teng bo'lgan
burchak koeffitsiyenti bilan chigadi. Funksiya grafigi botiq egri chizigdan
iborat, chunki f(k) <0:

/(™) =aon[-(-Vp -1) [a+(1-4> £p] p 2(l-a)p-ep1<o0

87



5-bobga oid masalalar
I. Quyidagi Kobb-Duglas ICHF uchun 10-5° neoklassik shartlaming
bajarilishi isbotlansin:

1. F(L,K)=jKL. 4. F(L,K)=>* [¥i-
2. F(LLK)=tk L2 m 5. F(L,K)=iJK i) .

3 6. F(I,k) =5k F .

Il Quyidagi Solou ICHF uchun 1°-5° neoklassik shartlaming baja-
rilishi tekshirilsin:

AKL 2UIKL

1"l Yuqorida keltirilgan I va Il bo‘limdagi ICHF uchun asosiy igtisodiy-
matematik xarakteristikalar hisoblansin (2°- 9° lami hisoblash yetarli).

5-bobga oid nazorat savollari

1. Bir o‘zgaruvchili ICHF ta’rifini bering.

2. Biro'zgaruvchili ICHF ganday shartlami ganoatlantiradi?

3. Kamayuvchi samaradorlik nima?

4. Ko‘p o'zgaruvchili ICHF ta’rifmi bering.

5. Ko‘p o'zgaruvchili neoklassik ICHF ta’rifmi bering.

6. Neoklassik shartlar nima?

7. Chizigli-birjinsli funksiyata’rifini bering vamisollar keltiring.

8. Chizigli-bir jinsli va 8 -tartibii bir jinsli funksiyalar hagida Eyler
teoremalarini aytib bering.

9. Kobb-Duglas va Solou neoklassik ICHF ni yozing.

10. Kobb-Duglas va Solou funksiyalari uchun neoklassik shartlami
tekshiring.
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11. Solou ICHF uchun p-> 0, p-*+°0 vap-»-l boMgandagi xususiy

hollami yozib bering.
12. 1kki faktorli neoklassik ICHF uchun asosiy iqtisodiy-matematik

xarakteristikalami yozib bering.
13. Asosiy igtisodiy-matematik xarakteristikalaming k, f(k), f{k)

va f"(k) orqali ifodalarini keltiring.
14. Ishlab chigarish elastikligi ta’rifini keltiring
15. Kobb-Duglas va Solou funksiyalari uchun asosiy xarakteristikalami

hisoblang.
16. Kobb-Duglas va Solou ICHF uchun o‘rtacha mehnat unumdorligi

xossalarini keltiring.
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6-bob. ISHLAB CHIQARISH FUNKSIYALARI BILAN
BOG‘LANGAN MASALALARNING EKONOMETRIK ANALIZI

Ekonometrika bo‘yicha mutaxassis (ekonometrist) go‘lida asosiy
fondlar, mehnat resurslari va ishlab chigarilgan mahsulotlar bo‘yicha statistik
ma’lumotlar bor bo‘lsin, ya’ni quyidagi jadval berilgan deylik. Igtisodiyotda
bashorat gilish masalasi muhim ahamiyatga ega. Ko‘pincha, bu ish mos
ICHF orgali amalga oshiriladi. Agar berilgan (ma’lum bo‘lgan) statistik
ma’lumotlarga garab ICHF ni topish mumkin bo'lsa, bashorat gilish masalasi
yechilgan bo‘ladi. Amerika olimlari K.Kobb (matematik) va P.Duglas
(igtisodchi) (5-bobning kirish gismiga garang) boshgacha yo‘l tutishgan.
Ular awaldan ICHF ko'rinishini berib, so‘ngra statistik ma’lumotlardan
foydalangan holda ICHF parametrlarini topishgan. Agar ICHF ni boshga
ko‘rinishda izlasa ham gandaydir ICHF topilar edi. Shu sababli ulaming
yondashuvi empirik (tagribiy) munosabatga olib kelgan. Ammo olimlar
topgan (tavsiyaetgan) ICHF yordamida gator muhim savollargajavob berish
mumkin bo‘lgan.

L L. Ln
K KX K2 Kn
Y y2 Yn

Agar statistik ma’lumotlar bo'yicha ICHF ko ‘rinishini bilib olish (oldindan
ICHF ko ‘rinishini tanlamasdan) mumkin bo‘lib, keyin ICHF parametrlarini
baholansa, bu yondashuv ma’lum ma’noda optimal bo‘ladi. Ko‘p hollarda
L, K va Y larning makroigtisodiy giymatlariga garab ICHF ko ‘rinishini
aniglash mumkin. Awal ba’zi xarakteristikalar o‘zgarmas yoki biror gonuniyat
(funksiya) bo'yicha o‘zgaradigan hollami ko ‘ramiz.

6.1-8. Iqtisodiy ko‘rsatkichlar o‘zgarmas bo‘lgan hollar

1-hol. Fondlar bo‘yicha limit unumdorlik o‘zgarmas bo‘Isin, ya’ni

dF((jLK,K) N (k)=a, a=const>0.Bundan/ (k) =ak +c kelib chigadi.
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K
Ikki tomonini L gakopaytiramiz: L-f(k) =L o —+cL —aK +cL,
Va’nhi F(L,K) =aK +cL - chizigli ICHF.

2-hol. Endi mehnat bo‘yicha limitunumdorlik o ‘zgannas bo‘Isin, ya’ni

dF(L,K) _ _k =a, a=const>0. Bu holda f(k) ni topish
Uchun f(k) -k f'(k) =a ... cn: tartibii chizigli differensial tenglamani

yechishgato‘g ‘rikeladi. Uniushbu /W = |/(* )" f standartko‘rinishda

yozamiz va integrallaymiz:

Demak, f(k)=ck+a. Ikki tomonini L ga ko‘paytiramiz:
F(L,K) =cK +aLl. Yanachizigli ICHF hosil bo‘Idi.

3-hol. L resursni K resursga almashtirish limitnormasi S 0°‘zgarmas
bo‘lsin va’ni -M*) =5 5 =const>0.Bu holdaham/ ( k) ni
f* (k)

topish uchun birinchi tartibii differensial tenglamani integrallasb lozim
bo'ladi. Uni

A*)_ 1

No S+k
o‘zgaruvchilari almashadigan birinchi tartibii differensial tenglama
ko‘rioishidayozishmumkin. Integrallash natijasida Inf(k) =In(S+£)+Inc

yoki Ne =c-(S+k) funksiya hosil bo‘ladi. Uning ikki tomonini L ga
ko'paytirish natijasidayana F(L,K)=cSL+cK chizigli ICHF gakelamiz.
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4-hol. Endi L resursni K resurs bilan almashtirish elastikligi a
0°‘zgarmas boigan holni ko ‘raylik, ya’ni

'dS fcY1
O~ dk S *’° *un®a a =const>0

S K

1
Bundan ushbu 3Y(T, o ‘zgaruvchilari ajraladigan (S ga nisbatan)

2
differensial tenglama hosil boiadi. Uni < :E v ko‘rinishda yozib

integrallaymiz: S(k)=cxX , c(>0. S(k) o‘miga oz ifodasini qo‘yamiz:

mokKik) _
f\k)
Bundan ushbu

A*) 1
f(k) k+c.kn

ko‘rinishdagi o‘zgaruvchilari ajraladigan tenglama hosil boiadi. Uni
integrallash uchun awal

(6.2)

dk
M

noanigintegralnihisoblabolamiz.Quyidagi k a =x almashtirishbajaramiz.

Unda, ravshanki, aa;llk nodk =dx.

T ( dk i yedk a f di
Aithef(a-L)/a+ ¢l ~ J A_(@a[l)ia + 8 +
fol N : ol
I Inc2)=-~- InK° +¢, +Inc2 - ° +C,
aél (Inx+1nc2) o . CT-lIn G4K 0 CJ

Shunday gilib, Y=—H—n o &a +(
cT-1 \ y
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Endi (6.1) tenglamani integrallasabo‘ladi:

for ~
In/(fc)=———n ¢2 Kk ° +c,
cT-1 4 )

Bundan

D1
/(Ar)=cl1 K ° +c,

Shu tenglikning ikki tomonini L ga ko‘paytiramiz. Sodda almashtirish
natijasida F (L, K) uchun quyidagi

F(L,K) =a"K~p+(1-8)T p]*
ko‘rinishdagi funksiyahosil boiadi, unda

. a o-1

a0=[(l+ci)-c,]*, a=- -P=-
[ )-c.l 1+q 1+g P ct

Demak, o ®Q a d1bo‘lgandabiz Solou ICHF ga ega bo‘ldik.

Agar a =1boisa, tenglama— _ =1yoki ko‘rinishgakeladi.
dk S S K

Undan In"S=Inf£+Inc yoki S=c-k kelib chigadi. Endi /(* ) ga
nisbatan differensial tenglama

f\k) _ 1
m a +c,yk

ko‘rinishda bo‘ladi. Uni integrallaymiz: In/(£)=-1--'-- InE+Inc2 yoki
+q

f(k) =cX'4N\ c,>0, ¢20. Ikki tomonini L ga ko ‘paytiramiz:

J a
f(L,K) =c2K Wdi -L1a

Bunda c¢\>0, c¢,>0 bo‘lgani uchun a:———}——<1, I—a:—c—_<1,
‘ 2 1+C 1+C

! =1 Shunday qilib, bu holda Kobb-Duglas ICHF hosil boiadi.
1+c, 1l+c,
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Agar a-»+0 bo‘lsa, P~*+0°. Hagiqgatan, 0Ijrl/lno(ltct)/cx:

= a!jgnﬂ)(lja - )= +°0.Ma’lumki, p -> +«3 dabiz tayinlangan proporsiyali

ICHF ga egamiz.
5-hol. Fondlarbo‘yicha elastiklik koeffitsiyenti 0 ‘zgarmas bo‘lsin, ya’ni

8F K k' (k) ) )
>a =const >0+ Bu holda ham a - ko'rmishdagi

ATk F f(K)

o0°‘zgaruvchilari ajraladigan differensial tenglamaga kelamiz. Uni flik)) %
debyozamizvaintegrallaymiz: \nf(k) =a\nk +\nc yoki f(k) =c-ka-
Ikki tomonini L gako ‘paytiramiz: F(L,K) =c-L-(K/L)a=c-Kal)~amBiz

yana Kobb-Duglas ICHF ga keldik.
6-hol. Endi mehnat bo‘yicha elastiklik koeffitsiyenti o0'zgarmas deylik,

ya’ni — m—=B=const>0.Bu holda f(k)f(k) _, ko‘rinishdagi

8LF
differensial tenglamahosil boiadi. Uni
f'(k) =1-p
f(k) k

kabi yozamiz. Uni integrallab topamiz:
Inf (k)=@1—P)In&+Inc,c>0 yoki f{k)=c-kx'm

Ikki tomonini L ga ko‘paytirish natijasida yana F(L,K) =c- £1PZP,

c >0, 0<P<1 ko‘rinishidagi Kobb-Duglas ICHF ni hosil gilamiz.

Demak, quyidagi xulosalami bayon etamiz:

1. Fondlar va mehnat bo‘yicha limit unumdorlik o‘zgarmas bo‘lganda
mos ICHF chizigli boiadi.

2. L resursni K resursga almashtirishning limit normasi o‘zgarmas
boiganda mos ICHF chizigli boiadi.

3. L resursni ATresursga almashtirishning elastikligi o ‘zgarmas boiganda
mos ICHF Solou funksiyasi ko'rinishida boiadi.
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4. Fondlar va mehnat elastikligi 0‘zgarmas boiganda mos ICHF Kobb-
Duglas funksiyasi bo‘ladi.

6.2-8. Funksional iqtisodiy ko‘rsatkichlar holi

1-hol. Fondlar bo‘yicha elastiklik ushbu
dF K k-f'(k)_ ak
dK F f{k) ak+b’ a>0" b>0
ko‘rinishdagi kasr-chizigli funksiya bo‘lsin. Ravshanki,

n ok , ak ) o
ak+b VE>0-Agar ¢p(*)~ +” belgilashni kiritsak, ¢(A)

funksiya quyidagi munosabatlami ganoatlantiradi:

2a2b
=- - )= -<0
0 =0, ¥A= (ak+ b)2>0’ v (ak+bf

Bundan funksiya monoton o‘suvchi va yugoridan 1 bilan chegaralangan
botiq ekani kelib chigadi (6.1-chizma). Shu bilan birga, gorizontal to‘g‘ri
chiziq asimptota boiadi, chunki

_ 5 ak  _
MO = kb Dok T Mhake =0

Shu funksiyaning grafigi koordinata boshidan ¢'(0) =a/b gatengboigan
burchak koeffitsiyenti bilan chigadi (6.1-chizma).

®(*)

ICHF ko ‘rinishini aniglash uchun quyidagi



k-f\k)_ ak f'ik) a
1(*) aKk+b yokl f{k) ak+b
o‘zgaruvchilari ajraladigan differensial tenglamani integrallaymiz:
\nf’(k) =In(ak +b) +\nc yoki f(k) =c(ak +b), s>0.
Ikki tomonini L ga ko‘paytiramiz, natijada F(L, K )=caK+cbL
ko‘rinishidagi chizigli ICHF hosil bo‘ladi.
2-hol. Endi mehnat bo‘yicha elastiklik kasr-chizigli funksiya boisin,
ya’ni
dF L ke'(k) _ ak
dL F f(k) ak+b’ a>0’ b>c°-
Bundan
kf'(k) _ b f' (k) b
f(k) ak+b yokl f(k) «k(ak+b)
ko‘rinishdagi yana o‘zgaruvchilari ajraladigan differensial tenglama hosil

boiadi. Y(£)- deylik. Ravshanki, -<1 va quyidagi
munosabatlar o ‘rinli:
t/j\ ab . lad n
4{ )" ~~(n7py = ' vt>0
Demak, \j/("y) funksiya monoton kamayuvchi va gavariq. Uning grafigi

\}/'(0) =-a/b burchak koeffitsiyent bilan (1; 0) nugtadan chigadi (6.2-
chizma). Abssissa 0‘qi shu funksiya uchun asimptota boiadi, chunki

lim W(E) =0, tim =i, fe m=Q

tengliklaro‘rinli.
Endi yugoridahosil boigan differensial tenglamani integrallaymiz. Uni
ushbu
f'(k)_ 1___o_
f(k) «k ak+b

Ko ‘rinishdayozib olamiz. Undan
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\nf(k) =\a(k)-\n.(ak +b) +\nc, c> Oyoki f(k)=  AA

kelib chigadi. Ikki tomonini Z gako ‘paytiramiz:
F(zJC)= L¢'flIL =
(29€)= Leil s = ak +bL

Bu Solou ICHF funksiyasidir. Hagigatan, elementar o‘zgartirishlar
ko ‘rsatadiki,

CKL =C[K-"L-I{aK+bL)]~" =m C bJT + — ItI
aK +bL L J a+b a+b a-
bunda
al=— >0,— =A>0,— =1-A A>0,p=1
a+b a+b a+b

Shunday gilib, mehnat bo‘yicha elastiklik kasr-chizigli funksiyaboisa,
mos ICHF Solou funksiyasidan iborat boiadi.

6.3-8. ICHF ning izokvantalari, izoklinallari va izokostalari

Agar ishlab chiqarish faktorlari (makroiqgtisodiy erkli o‘zgaruvchilar)
K va Z o‘zgarishi bilan ishlab chigarilgan (ishlab chigariladigan) mahsulot
miqdori (yoki milliy daromad) o‘zgarmay qolsa, ya'ni F(L, K) =c,
¢ =const > 0, biz bir parametrli egri chiziglar oilasiga egamiz. Xususan, bu
chiziglar to‘g‘ri chiziglar oilasi boiishi mumkin. Umuman, F(L,K)= ¢
chiziglar oilasining har bir chizigi F\L,K) ICHF ning sath chiziglari boiadi.

ICHF ning har bir sath chizigi izokvanta deyiladi. Izokvantaning

nugtalarida ICHF ning giymati o'zgarmaydi va s = "0 boiganda V(ZAT)

uchun F(L,K) =c0 boiadi. Harbir5=70 uchun bitta izokvanta mos

keladi, demak, izokvantalar cheksiz ko‘p. Har bir izokvanta grafigi birinchi
chorakdajoylashgan.

Endi izokvantalaming differensial tenglamasini chigaramiz. Uning
uchun F(L, K) =c ning ikki tomonini differensiallaymiz:

dr(L.K) =3F g1 +9F gk =0
TR
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bundan
dK _ dF(L,K) /8F(L,K)

dL da  / SK (62)
tenglik kelib chigadi. (6.2) tenglik izokvantalaming differensial\sng\arms\d\x.

Misol sifatida Kobb-Duglas va Solou ICHF uchun differensial tenglamani
yozamiz.

Agar F(L,K) =aOKal)~a bo‘lsa, ushbu

:a8(l—a)KaL~a dF:agaK"ILI'a

dL bodK
hosilagako‘ra
dK_ l-a K
dL~ a L ©3)

differensial tenglama kelib chigadi. (6.3) ning umumiy yechimi
aOK al}~a =c izokvantalaming tenglamasidan iborat. Hagigatan, (6.3) ni

dK l-a dL
K a L
ko‘rinishdayozamiz va integrallaymiz: InA'=(- (1-a)/oc)InZ+ Inc,c > 0.
l-a l-a

Bundan K=cL *“ yoki K-L a =c kelib chigadi. Ikki tomonini a

darajagako‘taramiz: K al}~a = c“ -Bu esa, izokvantalamingtenglamasidir.

Agar F(L, K)=a0[aK p+ (1- a)L~p] p bo‘lsa, ushbu

dF(L,K)___CTC
oK
hosilalami topamiz. Shungako‘ra
dF .dF 1-a Kp#d

db'dK a LpH'
Shuning uchun Solou ICHF uchun izokvantalar differensial tenglamasini
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dL a Zf4
Ko ‘rinishdayozish mumkin. Bu (6.4) o ‘zgaruvchilari ajraladigan difTcrensial
tenglamadir. Uni integrallasak, yana izokvantalaming tenglamasiga kclamiz.

Endi neoklassik ICHF izokvantalarining xossalarini bayon etamiz:

1°. 1zokvantalar o zaro kesishmaydi.

Hagigatan, har bir izokvanta (6.2) differensial tenglamaning integral
to‘g‘ri chizig‘idan iborat. (6.2) tenglamaning o‘ng tomoni diffe-
rensiallanuvchi (L va K bo‘yicha), chunki faraz bo ‘yicha F(L,K) funk-
siyaL va K lar bo‘yicha ikki marta uzluksiz differensiallanuvchi. Shu

sababli, Koshi teoremasiga ko ‘ra, sohaning har bir nugtasidan yagona

egri chiziq (izokvanta) o ‘tadi.

2°. Har bir izokvanta bo'ylab K =K(L) funksiya kamayuvchi va
gavarig.

K =K (L) funksiyaning kamayuvchiligi (6.2) tenglamaning o°‘zidan

ko‘rinib turibdi, chunki (6.2) ga ko‘ra y < 0. Endi shu funksiyaning
L

gavarigligini isbot etamiz. Buning uchun

£fw > 0
dL2

tengsizlik o ‘rinli ekanligini ko rsatamiz.

Awval 9J§~ uchun k,f{k) va f(k) orgali ifodani yozamiz:
W T-¥(to=m ,
dl.~ DLf dK~ '(it) f' (k)
Endi d 2K(L)/dI} nihisoblaymiz:
dX d(_f(k)+k) r dmjz-/(*)/dn) 1dk
d.- di{ fik) ) L ['(N)]2 JdL

f{k)f\k) ot K f(k)f (k) \|_?\"%|2)+k\J'L'K

[f\k)]2 L2 [1'(*)]2 L2



OO ml+—L-K
L [fivYfik) i

mn*)]° [FmY e
Shunday qilib,
cIrK [ftk)\\ftk) 1
dL1 L
Oxirgi ifoda musbat, chunki f'(k) >0, f(k) <0.Bu esa, izokvan-
talaming gavarigligini ko ‘rsatadi.
3°. lzokvantalar gorizontal va vertikal asimptotalarga ega.

Ular abssissa (L) va ordinata (K) o glaridir.
Buni isbodash uchun quyidagi munosabatlardan foydalanamiz:

limk=Ilim--=+00 Ilimk=0 Ilim/(£)=1lim/ =+00

L-w-0 L->+0 X 5 T X—H-0 X—H-0

Ulardan quyidagi munosabatlar kelib chigadi:

i-ModL fw o
Oxirgi ikki tenglik mazkur hossani ishot etadi (6.3-chizma).

Keyingi mulohazalarda F(L, K) =c izokvantani J deb belgilaymiz.
Ravshanki, ¢, <c2<...<cn<... boisa, “cl<”cl<........ <Mg,< -
tengsizliklar o‘rinli. Boshgacha aytganda, birinchi chorakda shimoli-sharg
tomonga garab yuqoriga harakat qgilinsa, birin-ketin JQ,JQ,...,J..

izokvantalami kesib o‘tadi va ICHF giymati ortib boradi (6.3-chizma).
Endi izoklinal ta’rifmi keltiramiz.
Ta'rif lzoklinal deb shunday chiziqga aytiladiki, uning grafigi
koordinata boshidan chigadi va izokvantalar bilan kesishgan nugtalarida
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izokvantalarga o 'tkazilgan urinmalar parallel bo ‘ladi. Shu parallel
urinmalar izokostalar deyiladi (6.4-chizma).

Ma’lumki, izokvantalarning differensial tengiamasi osongina topiladi
(6.2-ga garang). Endi igtisodiyot uchun muhim bo‘lgan izoklinal differensial
tengiamasi, shu bilan birga, izoklinal tenglamasini topish masalasi bilan
shug‘ullanaylik. Ta’rifbo‘yicha izoklinal grafigi koordinata boshidan chigadi
va | chorakdajoylashgan. Izoklinal chizig‘idagi o‘zgaruvchilarni Z1va K{
deylik. (Z,, KX nugtadagi burchak koeffitsiyenti dK*/dL" bo‘ladi.
Izokvantalar differensial tenglamasiga ko‘ra kesishish nugtasida ularning
burchak koeffitsiyenti quyidagicha aniglanadi:

Yy K,

6.3-chizma 6.4- chizma

Izoklinalga (Z,, KX da o‘tkazilgan urinma Z o°‘qgi bilan j; burchakni,
izokvantagashunugtadao‘tkazilganurinmaZ o‘qi bilan @ burchak tashkil
qilsin deylik (6.4-chizma). Unda tga = tg(\i - ) bo‘ladi. tg a = p deb
belgilaymiz, bu holda

p_ _
1+/Add -/~ (6:5)

(6.5) ni yana ushbu

dF(LuKx) tdF (LM dKx

ALl dKt dLx (6.6)
SFjLM dKx BF(LXKX '
9Z, dLx 8K X
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ko'rinishda yozish mumkin. Maiumki, (L,, K} nugta F(L, K) =C
izokvantada yotadi. Demak, F(Lr K¥ = C bo‘ladi. Endi (6.6) va shu
tengliklardan ixtiyoriy o‘zgarmas C ni chigarib yuborsak, natijada izoklinal
differensial tenglama kelib chigadi. So‘'ngra i, niL ga, K{ ni K ga
almashtirib qo‘yish mumkin.

Izoklinallar ishlab chigarishni uzoqg vaqt davomida kengaytirib borish
yoiini ko‘rsatadi. Agar (L., K) nugta izokvantada yotsa, unga o‘tkazilgan
urinma (izokosta) tengiamasi

K-K,=™- o(L-L1)
)

ko‘rinishda bo'‘ladi. Izokostalar parallel bo‘lgani uchun ixtiyoriy izokvanta

ucun %}If =y,y =const bo‘ladi. Shu sababli izokosta tengiamasi

K-yL =Kj-yL, ko'rinishni oladi. Uni umumiyroq, &K +aiZ =ai

ko‘rinishda yozsak, coXK +g® miqdor ishlab chigarish resurslari sarfini

anglatadi. Bu esa izokostalar ishlab chigarish xarajatlar o*zgarmas bo‘lgan
nugtalar geometrik o'mini anglatadi.

6.4-8. ICHF ning magistrallari. Chiziglilnshtirish usuli

Faraz etaylik, Y=F(L,K) chizigli va neoklassik statik ICHF bo'lsin.
Eslatib o'tamizki, ICHF ning izokvantalari F(L, K) - C tenglama bilan
tavsiflanadigan chiziglardan iborat. Izoklinal esa koordinata boshidan
chigadigan va barchaizokvantalami o*zgarmas burchak ostidakesib o‘tadigan
chizigdir. 1zoklinallar soni cheksiz ko*p. Ular ichida magistral deb ataladigan
va igtisodiyotda muhim ahamiyatli chiziq bor.

Minimal sarflar bilan uzog muddatga ishlab chigarishni kengaytirish
sharoitida ishlab chigariladigan mahsulot (milliy daromad) hajmini
maksimallashtirish masalasi yechimini ifodalaydigan izoklinal chizig‘i
magistral deyiladi. Shunday qilib, cheksiz ko‘p izoklinallar orasidan uzoq
davrga igtisodiy o*sishni ta’minlaydiganini ajratib olish lozim (6.5-chizma).
Quyida bu masalani yechish uchun optimallik belgisi bayon etiladi. Chizigsiz
ICHF uchun esa chiziglilashtirish usuli keltiriladi.

1 Chizigli ICHF uchun magistrallami qurish usulini bayon etamiz. Faraz
etaylik, ushbu F{L, K) =aK+ bL, a>0, b>0 chizigli ICHF berilgan boisin.
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Unda mos izokvantalar aK+ bL= C tenglama bilan beriladi. Tenglamada
C - ixtiyoriy musbat o‘zgarmas son. Shuning uchun akK+ bL- C tenglama
bilan parallel to‘g‘ri chiziglar oilasi berilgan, anigrog'‘i, shuto‘g‘ri chiziglar-
ning | chorakda joylashgan kesmalari ifodalangan. Masalan, C = CO da
aK+ bL= CO to‘g‘ri chiziq abssissa o'gidan COlb, ordinata o‘gidan CJa
kesmani kesadigan, (CO/BN\D) va (C0/a; 0) nugtalami tutashtiradigan kesmani
tasviflaydi (6.6—-chizma). Shu kesma izokvanta ekani ravshan.

6.5—-chizma 6.6—-chizma 6.7- chizma

Koordinata boshidan chigib, | chorakdajoylashgan nurlar cheksiz ko*p.
Ular to‘g‘ri chiziq kesmalaridan iborat bo‘lgan izokvantalarni albatta kesib

o‘tadi. (6.7-chizma).
Ushbu K=pL, O<p<+ooko‘rinishdaberilgan ixtiyoriy nur koordinata
boshidan chiqgadi, | chorakda joylashgan hamda barcha kesma -
n ap +b
izokvantalarni o‘zgarmas burchak ostida kesib o‘tadi: 8a bp - a

Ravshanki, o «x<-*Masala K=p L ko‘rinishdagi cheksiz ko‘p izoklinallar
2

(nurlar) ichidan optimal izoklinalni topishdan iborat. Quyida optimallik belgisi
keltiriladi va masalayechiladi.
Quyidagi sistemani ko‘ramiz:



Ushbu

=8 (LK) O0O<L< , O<K«<
Q (LK) ap +b ap +b
to‘g ‘ri to‘rtbuMehakni olamiz. Uning yuzi quyidagi formula bilan hisoblanadi
(6.8-chizma):

Shu S (p) funksiya uchun ushbu
S(p) >0,0 <p <+oo0, limS(p) = limS(p) =0.
p~*+0 p—tm

munosabatlar o‘rinli. Bu S(p) funksiya (0; +oo) intervalda biror
POe (0; +o0) nuqtada o‘zdning eng katta giymatiga erishishini anglatadi.
Shunday qilib, izoklinalning optimallik belgisi sifatida Q to‘g‘ri to‘rtburchak
yuzini maksimallashtirish masalasini olish mumkin, ya’ni
S(p) =—""R > max, 0<p <+
(@p +b)
Shu masalaning yechimi pOoptimal izoklinalni, ya’ni K = pOL nurni anig-
laydi. Yuqoridagi mulohazalarga ko ‘rabu masalayechimi mavjud. Endi shu
yechimni (ya’ni pOni) topishga kirishamiz.
S (p) funksiyaning hosilasini topib, nolga tenglashtiramiz:

S'(p) =0; b-ap =0; pO=Db/a.

Shunday qilib, masalaning yechimi mavjud va S (p) funksiyayagona
statsionar nugtaga ega. Demak, shupa=b/a nuqtada£ (/?) funksiyao‘zining
eng katta giymatiga erishadi. Shunday qilib, K=(b /a)x L magistral
tenglamasidir (6.8-chizma).

Chizigli ICHF izokvantalarining magistrali giziq hossaga ega. OAB
uchburchak teng yonli, ya’ni OD=AD (RDLOA). Hagigatan, B nuqgta
koordinatalarini topamiz. Buning uchun aK +bL = C0, K= (bta)-L
tenglamalar sistemasini yechamiz. Ravshanki, Lg= C0/(2b) ,K(= C0/(23a) .
A nugtaning abssissasi esa CJb edi. Bundan OD = OA. Demak, J1OAB
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tengyonli ekani kelib chigadi. Shuning uchun Z BOD =Z BAD. Endi
magistralni geometrik usul bilan topish mumkin boiadi. Buning uchunZ A
burchakni oichaymiz va koordinata boshida shu burchakka teng burchak
yasaymiz. Shu burchaktling og‘ffla tomonini davom ettiramiz, u AE
izokvantani B nuqgtada kesib o‘tadi. OB chiziq magistral boiadi (6.9-
chizma).

Biz chizigli ICHF uchun uning izokvantalariga mos magistralni qurish
usulini bayon etdik. Ammo bu usulni chizigsiz ICHF lar uchun bevosita
goilabbo‘lmaydi. Ba’zihollardachizigiilashtirish usuli yordamidamasalani
yechish mumkin.

2. Endi Y =alK aLl-a Kobb-Duglas funksiyasi uchun magistraini
topamiz va grafigini chizamiz. Bu funksiya chizigsiz, uni chiziglilashtirish
mumkin. Chiziglilashtirish usulining mohiyati quyidagidan iborat: Kobb-
Duglas funksiyasi izokvantasi aOK al)~a =CO tenglamasining  ikKi
tomonini logarifinlaymiz:

Cc
INCO=Ina0+<xInK +(I-a)InL yoki alrtkK +(I-a)InL =In— .

ao

Ushbu X,=InX, Zj=Ini belgilashlami kiritamiz. Natijada
a +(1 - en)L, = In(COa0) munosabat hosil boiadi. U a.K*+(1-a)Z,

Ko ‘rinishdagi chizigli ICHF ning izokvantalari tengiamasi.
Shu L1,K | o‘zgaruvchilar bo‘yicha magistral tenglamasini yozish

mumkin: Kx={X-o0.)la-Ll,. Eski o‘zgaruvchilarga qgaytamiz:
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In,£ =(I-a)/a-InZ,. Bundan K =z(] “)a magistral tengiamasi kelib
chigadi. Bunda a - parametr. Shu parametrning 0 <a <1 dagi turli
giymatlariga garab magistral turli chiziglardan iborat boiadi:

1)0<a <1z 2)a =1/2; 3)l/2<ax<l.

Agara = 1/2 bo‘lsa, K =L . Magistral | chorak bissektrisasidan iborat
(6.10-chizma). Agar, masalan, a = 1/3 bo‘lsa, K =L2bo‘ladi. Bu holda
magistral K= L1 parabolaning L > 0 bo‘lgandagi yarim shoxchasi (6.11-
chizma). Nihoyat, a = 2/3 bo‘lgandamagistral tengiamasi K--JZ boiadi.
Bu K =L2 ga teskari boigan K =4b chizig‘ining | chorakdagi gismi
(6.12-chizma).

Misollardan chigadigan natija shuki, ko‘rilayotgan holda magistrallar
grafiklari asosan uch turli boiadi (6.10- 6.11- 6.12 chizmalar).

6.12-chizma

3. Chiziglilashtirish usuli bilan Solou ICHF uchun magistralni topish
mumkin. Maiumki,

F(Z,s:)=flo[~'P+(l-a)Z2'p]'p, a0>0, O<a< 1> P>-1.
Izokvantalar tenglamasini yozamiz:

aO[aK-p +<}-a)L~P]~*=Cv CQ> 0.
Bu tenglikning ikki tomonini (- p ) — darajaga ko‘taramiz:
(E) N
aK'p+H\-a)Lp= -

\ao J
Quyidagi belgilashlami kiritamiz:

K'p=Kx Lp=Lye-
Natijadayangi L I, K Jo‘zgaruvchilarganisbatan chizigli ifodagakelamiz:
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fr \ p
aKl +(1-a)ly, =
\ao J
Bu tenglama aKx>+ (1 —a)L |1 chizigli ICHF izokvantalari tengla—
masidir. Endi magistral tenglamasini yozish mumkin:

K»»x— L,
a
Eskio‘zgaruvchilargagaytamiz: K~p= (1-a)/a- L yoki K=[a/(1-
-a)]"p Z . Oxirgi munosabat koordinata boshidan chigadigan, burchak
koeffitsiyenti \a(\- a)] ¥p> 0 gateng bo‘lgan nurni anglatadi. Agar a=1/2
bo‘lsa, K= L - | chorak bissektrisasi, p = 1 bo‘lsa, K-\a/(\-a)\ L -
burchak koeffitsiyenti a/(1-a) gateng bo‘lgan nur bo‘ladi. Ixtiyoriy a,
O<a< 1uchun p — +0 damagistral K= L holatga intiladi, p — -1 da

magistral K=\ (I-a)/a\ L holatga intiladi.

Yuqorida Kobb-Duglas va Solou ICHF ga chiziglilashtirish usulini
go‘llanib, mos magistral tenglamalarini topdik. Bu usulni ixtiyoriy
chiziglilashtirish mumkin bo*lgan ICHFgagoMIlash mumekin.

6.5-8. ICHF ko‘rinishini makroiqgtisodiy L, K va Y
o‘zgaruvchilarning statistik giymatlari bo‘yicha aniglash

Agar ICHF ni biror ko‘rinishda Kobb va Duglaslardek (5-bobga garang)
izlamoqchi boisak, uning parametrlarini EKKU yordamida topish mumkin.
Ammo makroigtisodiy o‘zgaruvchilaming statistik giymatlari bo*yicha ICHF
ko‘rinishini aniglab olish muhim ahamiyat kasb etadi. Buning uchun
go‘shimcha kuzatuvlar olib borish yetarli ekanini ko*rsatamiz.

Faraz etaylik, makroigtisodiy L, Kva Y o'zgaruvchilaming quyidagi
statistik giymatlari berilgan bo'lsin:

L U 12
K K K2 Kb = Kn
Y Yu y2 T Ym Y =F(LtK).

Bujadvalda L.<L.H, K. <K. Y <Y /=1n-1 *Biz

Al Af+1 i+l

neoklassik shartlami ganoatlantiradigan ICHF ko‘rinishini aniglash masalasini

107



go‘yamiz. Yugoridakeltirilgan Y.., i=17,n-I , giymatlar masalani yechish

uchun yetarli emas. Agar yana ba’zi qo‘shimcha kuzatuvlar olib borilsa,
masalani yechish mumkin bo‘ladi. Buni ko‘rsatishuchun Y =F(L., K), i @],
giymatlarni ham kuzatuvlar natijasida topib olamiz. Ravshanki, neoklassik
shartlargako‘ra quyidagi tengliklar o‘rinli:

Yh =F(Li,KD)=F(LIL,LKD)+yl, Y,>0, K,<K2
YB=F(L2K3=F(L2K2) +y2, y2>0, K2<K},

Kuzatuvlar natijasida y,, y2 yn,, 8i; 5,, ..., 5nl migdorlar topilgan
bo‘ladi. Umuman, kuzatuvlar yordamida quyidagi matritsa elementlarini topib
olish mumkin:

Shu ma’lumotlardan foydalanib, barcha asosiy igtisodjy-matematik
xarakteristikalami hisoblab chigish mumkin. Ular quyidagilardan iborat:

BFiLM dF(L.K) K, dF(LA) L
oK oK FiLry P dL  F(L,K)
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Bunda kf yf z. laruchun /=1,2,...,u; v, r, a( P( va S laruchun
/=23, ...,n; crlaruchun esa, /=3,4,..., n-2

Yugoridagi formulalardan ko‘rinadiki, hosilalar gatnashgan hollarda o‘sha
hosilalarni bizga ma’lum ma’lumotlar yordamida hisoblash lozim bo‘ladi.

Jumladan, v. va rt miqdorlar ushbu

_SFAKt), FiLAKd-FiL"K,)

V1
8L L ZM

o BF(LEK,) (6.5)
6K KM -

tagribiy formulalar orgali hisoblanadi. Bu (6.5) formulalar xususiy hosilalarni

R sohaning ichki (/,] ) tugun nugtalarida tagriban almashtirish uchxm
ayirmali munosabatlar deyiladi (6.13- va 6.14-chizmalar).

K /
07+1) (/+D
©7) (i=hj) (;m) (+1.7) ¢ _
/ K
*7-1)
©.9) T

e o e e *
0 —7Eo 6o ¢+10) L U » h <
6.13-chizma 6 14—chizma

Chizmalarda (i j ) tugun nugta (L. K.)=(»h, jI) ni anglatadi,
unda h -L o‘gibo‘yicha,/ esaK o‘qgi bo‘yicha gadamni anglatadi, (O; 0)
tugun nugta koordinata boshini bildiradi.

Shunday qilib, osonginahisoblanadigan

b, yt, zt, LJY,, KJY,, . Ba 1t
migdorlar yordamida golgan a., p., S va cr. migdorlarni ham hisoblash
mumkin. Ulami 12 ta ustimga joylashtiramiz (6.1 jadvalga garang). 7-

ustundan boshlab, har bir ustundajoylashgan sonlarni sinchiklab kuzatamiz.
Ba’zi ustundagi sonlar deyarli o‘zgarmasligi yoki biror gonun bo‘yicha
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0‘zgarayotganligini paygab golsak, unda 6.4-8 dagi mulohazalarga asoslanib,
ICHF ning ko‘rinishini aniglab olish mumkin. U funksiya neoklassik ICHF
boiishi kerakligi ravshan.

Yugoridagi mulohazalami shartli statistik ma’lumotlar uchun misolda
amalga oshiramiz. Awalo, K.x&L . larjadvaliniyozamiz:

K 10 11 12 13 14 15
L 20 21 22 23 24 25

Endi 7—ar uchun A matritsa elementlarini yozish kerak boiadi. Ammo
masalani yechish uchun shu matritsaning bosh diagonal elementlari 7..,
/=16 , shu diagonalga yopishgan undan yuqorida joylashgan diagonal
elementlari Y.m , /=1,6-1 vaundanpastdajoylashgan diagonal elementlari

Y.H, /=2,6 qiymatlariyetarliboiadi. Shu giymatlami keltiramiz:

7,,=1414;, 72= 1382, 73=1,352; 74= 1,330, 7%= 1,309; 76= 1,290;
Tu = 1,483, 78= 1587, 7%= 1,691, 746= 1,794, 7%= 1, 897,
7= 1999; Y= 1556, 78= 1661, 7%= 1,766, 766= 1,871

Endi hosilalami hisoblaymiz ((6.5)-ga garang):

dF(Lt,K2 1,556-1,483 _ Q365 dF/ K J . [4661-1587
dL 0,2 ’ dL 0,2 o

dF{L4K<) 1,766-1,691 02?5 aF(Z,jQ _1871-1,794 Q2g;
dL 0,2 T dL 02

dF(L, K2 1,587-1,449 Q690 ad4>X3 1691-1556 0675
als. 0,2 ’ 5 X ~ 0,2

dF(L4K4) 1,794-1661_ 6C5 dR(L5KH ,, 1,897-1,776
as 0,2 Y sK ~ 02 e
Topilgan giymatlardan foydalanib, a, va p.lami hisoblash mumkin:
a2=0449; a3=0,449; a4=0,500; a5= 0,500;
P2=0,504; P3=0,501; p4=0,449; p,=0,504
Bundan tashqari, S., i=2,345 va a , /=34, giymatlami ham
hisoblaymiz:



"0,034 0,545 18530y 1

, 0,041 0,549 22509,
dS4 k4 S5-S3 k4 0,588-0,549 0,565
K kv sS4 0,583 - 0,545 0,563,
0,039 0565 22035 " 21394 0570
0038 0,563 21394 22035

Shunday qilib, barcha zarur migdorlar hisoblandi. Natijalarni bitta
jadvalga joylashtiramiz (6.1-jadvalga garang).

6.1-jadvaldan ko'rinadiki, a, » 05; P, » 0,5; a, +P, » 1. Bundan
makroiqgtisodiyL ,KvaY ko‘rsatkichlarningjadvaldaberilgan giymatlariga
Kobb-Duglas ICHF mos kelishi kelib chigadi. Biz fondlar yoki mehnat
resurslari bo‘yicha elastiklik o‘zgarmas bo‘lgan holda mos ICHF Kobb-
Duglas funksiyasi ekaniga asoslandik. Demak, ICHF ni 7= aOKalP,
a0>0,a>0,P>0,a +P=1 ko‘rinishdaizlashkerak,deganxulosaga
kelamiz.

Agar 6.1-jadvalga sinchiklab garalsa, shartli ma’ lumotlar (1,2,3-ustunlar)

Y -yfKL ko‘rinishdagi Kobb-Duglas ICHF giymatlaridan iborat ekaniga
ishonch hosil gilamiz.. Eng kichik kvadratlar usulini qo‘llash natijasida

a0» 1, a=P» 1/2 giymatlarga ega bo‘lamiz. Hisob-kitoblami olib
borishni talabaning o‘ziga topshiramiz.
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6-bobga oid masalalar

l. Ba’zi igtisodiy-matematik xarakteristikalaming statistik giymatlar
bo‘yichalCHF ko*rinishi aniglansin:

1 K 1 2 3 4 5 6
/'(*) 101 102 099 098 103 097
f'(k) = const
2. K i 2 3 4 1 5 6
T-YyM 2 200 202 19 119 197

f (K)- kKf (Jo)=const

3. K 1 2 3 4 5 6
*\_* *
( }(*)/( ) 2 2,01 2,02 1,99 1,98 1,97
ey
4. /t 1 2 3 4 5 6
kf'(K)
/%) 2 200 202 19 198 197
kf(k)—const
/(%)

. Quyidagi ICHF uchun izokvantalaming va ulaming differensial
tenglamasi yozilsin. Bundan tashqgari, shu ICHF laming magistrallari topilsin
va grafigi chizilsin:

A. 1 F(LK)=>fKL. 4. F(LK)="¥I-

2 F(LK)=\[KIF m 5 F(L.K)=tfw -

3. F(L,K)=4k4 - 6. F (L ,K)=".

B. 1 F{LK)= 2K 2 puLky= ™KL
K+L 4Kk 2+12

8—Ne 101 113



4KL

5. F{L.K)
(VF+VT)2:
6 F(LKy= 2NIKL
Nik 34+ 1344 *

1I. Quyidagi statistik ma’Jumotlarga asoslanib, asosiy - igtisodiy-
matematik xarakteristikalami hisoblang va ICHF ko‘rinishini aniglang:

K 20 20 22 23 24 25

L 1,0 11 12 13 14 15
Y 1414 1520 1,625 1,729 1,853 1,936

6-bobga oid nazorat savollari

1 Agar limit unumdorlik (fondlar, mehnat bo'yicha) o‘zgarmas bo‘lsa,
mos ICHF ganday ko‘rinishdabo‘ladi?

2. Almashishning limit normasi o‘zgarmas bo‘lsa, ICHF ganday
Ko ‘rinishdaboiadi?

3. Almashishning elastikligi o‘zgarmas boiganda, ICHF ko‘rinishini aytib
bering.

4. Fondlar vamehnat bo‘yicha elastiklik o‘zgarmas boisa, ICHF ganday
Ko ‘rinishdaboiadi?

5. Fondlarvamehnat bo‘yicha elastiklik kasr-chizigli funksiya boiganda
mos ICHF ganday Kko‘rinishdaboiadi?

6. lzokvanta, izoklinal va izokvetalar ta’rifini bering.

7. 1zokvantalar ganday xossalarga ega?

8. ICHF magistrali ta’rifini bering.

9. ICHF ning magistralini topish usullarini tushuntirib bering.

10. Chiziglilashtirish usuli nima?

11. Kobb-Duglas va Solou ICHF ning magistrallarini toping.

12. Ikki faktorli ICHF ning birinchi tartibli xususiy hosilalarini tagribiy
hisoblash formulalarini yozib bering.

13. Asosiy igtisodiy—-matematik xarakteristikalaming giymatlariga garab
ICHF ko‘rinishini bilish mumkinligini tushuntirib bering.
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7-bob. ICHF UCHUN OPTIMALLASHTIRISH MASALALARI
7.1-8. Asosiy tushunchalar va masalalaming qo‘yilishi

Mazkur bobda ishlab chigarishni optimallashtirish masalalarini ko‘ramiz,

bunda ishlab chigarilgan mahsulot hajmi ikki faktorli neoklassik ICHF
Y = F(L, A) bilan ifodalanadi. Ba’zi tushunchalar ta’rifini keltiramiz.

Firmaning daromadi R deb aniq vagt oralig'ida (biror yil yoki bir
ncchayillarda) ishlab chigarilgan mahsulot hajmi F(L, K) ni uning bir birlik
narhi pO ga ko'paytmasi pOF(L, K) ga aytiladi.

Firmaning umumiy harajati hajmi C deb aniq vaqt oralig‘ida gilingan
barcha xarajatlarga aytiladi, ya'ni C=pIK+pd_, bunda K va L - firma
tomonidan xarajat gilinadigan (foydalanilgan) ishlab chigarish resurslari hajmi,

vap2lar esamos ravishda K va L resurslaming bozor narhi.

Firmaning aniq vaqt oralig‘ida gilgan daromadiR bilan uning sarflari
(xarajatlari) C ayirmasi firma foydasi deyiladi vaPR =R - C yoki

<b(L,K) =PoF(L,K) - (PiIK +p2)
kabiyoziladi.

Agar finna mukammal (soj) ragobat sharoitida faoliyat ko‘rsatayotgan
bo‘lsa, unda shu firmabozor naixlarip Qp I,p 2ga ta’sir eta olmaydi. Boshga
sharoitda narxlami bozor aniglamaydi. Istalgan holda firmaning vazifasi
(asosiy magsadi) oz fovdasini maksimallashtirishdan iborat. Bu masala

®(/,,Al') -=>max, L>0, K> 0, (7.0
Ko‘rinishdayoziladi. (7.1) masalachizigsiz dasturlashning shartsizmaksimum
masalasidir.

Resurslaming sarfetiladigan hajmi ehegaralangan bo‘lsa,u g(L, K)<b
tengsizlik bilan beriladi. Bu holda foydani maksimallashtirish masalasi ushbu

®(b,K)*1t3x, 9g(LK)<b, L>0, K>0 (7.2)
Ko ‘rinishdayoziladi.

Bu (7.2) masala chizigsiz: dasturlashning shartlari tengsizliklar bilan
berilgan shartli maksimum masalasidan iborat.

Ishlab chigarish xarajatlari funksiyasi pX +pj” ning sath chiziglari
p>X +PjL = C kabi yoziladi va izokostalar deb ataladi. Agar masala
p~"K+p/, -Mninkabigo™yilganboisa,p fi +p/, = Cchiziglarbirvaqgtda
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ham izokosta, ham izokvanta vazifasini bajaradi. 1zokosta p*"K+pJL = C
to‘g‘ri chizigning | chorakdajoylashgan kesmasidan iborat, uning uchlari

/ Cc~ rC _n
0; — — 30 (7.1-chizma).
P\ Pi
0 ‘zgarmas C ning CQCp Cv ... giymatlariga mos ravishda AGBO,
APB1AB1] ..izokostalar to‘g‘ri keladi. Buning har bir AB. izokostaga

nisbatan «shimoli-shargdarjoylashgan”4ftl5 ftl nugtasiga J1/, gagaraganda
ortiq xarajat mos keladi, ya'ni COSKCX<C2< ... (7.1a-chizma).

7.1a- chizma

Igtisodiyotda ishlab chigarilgan mahsulot hajmi berilgan holda umumiy
xarajatlami minimallashtirish masalasini yechishgato‘g‘ri keladi. Bu masala
quyidagichayoziladi:

fG(L,K)=p>X +pAL —min,

IF(L,iQ =e. (73)
(7.3) masala chizigsiz dasturlashning shartlari tengliklar bilan berilgan
shartli minimum masalasidir. Uni umumiy holda Lagranjning ko‘paytuvchilari
usuli bilan yechiladi. Sodda hollarda u chigarish usuli bilan ham yechilishi
mumbkin. Albatta, (7.3) masalaniyechishning tagribiy usullari ham mavjud.
Ulardan masalaning o‘Ichovlari katta boiganda foydalaniladi. Biz ularga
to‘xtalmaymiz.

7.2-8. Foydani maksimallashtirish masalasi

Bu masalani Kobb-Duglas va Solou ICHF uchun yechamiz.

1 (7.1) masalada ICHF sifatida Kobb-Duglas: Y =aK al}~a funk-
siyasi olingan boisin. Unda masala ushbu
®(LK)=paKa)-a-(pK+pd)->max, L>0, K>0 (7.4)

116



ko‘rinishdayoziladi. Masalani yechish uchun awal birinchi tartibii xususiy
hosilalami hisoblab, nolga tcnglashtiramiz:

Poao(1-a)KaL a-p2=0, pGE®EK “'L'a-Pl=0
yoki

pGO\-a) {K/Lf=p2  pG&{K/Lf4=PlI.
Bu tengliklardon K/L uchun ikki turli ifoda kelib chigadi;

yl/a

K Pi K Pi
- (7.5)
L Poao0O-a). \a 7
Ulami tenglashtirsak, soddalashtirilgandan keyin quyidagi tenglik hosil boiadi:

(7.6)

Awalo (7.6) tenglikpQp vp2Znarxlar orasidagi bogianishni ifodalaydi. (7.5) ¢
munosabatlar esa, resurslaming optimal tagsimoti (7.5) tenglama bilan
tavsiflanadigan nurda yotishini bildiradi. Ko‘rinadiki, (7.4) masala uchun
cheksiz ko‘p statsionar nugtalar mavjud va ular o‘sha nurda yotadi. Endi
ikkinchi tartibii hosilalami hisoblaymiz:

5 =M (Q-a)(-a)fr-" ~=p GGE(a-HKaAl
SL uK.

620 =p®O(l-a.)aKall-a,
8L& pGaO(I-a.)

Kvadratik forma tuzamiz:

N\
"Pdpy(l~a)(-a)K aL"~I Vv

Ob\,Y2)=(Y1>Y2>
= pGaO(a-laKaad la;

Sodda hisoblashlar natijasida quyidagi kvadratik formahosil boiadi:
Q(yi,y2) =-PoaoQ-*)Ka-2L-al£-y?-2K .yly2+L-yl'

Bu kvadratik formauchun Q (yr y2)£0 tengsizlik bajariladi. Q(L, K)
funksiya botiq ekanini ko‘rsatish giyin emas (bu Q(L, K) ning botigligidan
kelib chigadi). Shu sababli (7.5) nurdagi har bir nugta uchun Q(L, K)
funksiya o‘zining eng katta giymatiga erishadi.
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Aftf flrma Kresursni (yoki L resursni)fagat k hajmda sarf gilishi
magsadga muvofiq bo‘lsa, L ni(K nO (7-5) dan topamiz. Agar a = 1/2

bo‘lsa, (7.6) munosabat p0a0=2«*[pxp 2 ko‘rinishni oladi.
2. Endi (7.1) masalani Solou ICHF uchun yechamiz. Masala ushbu

®(OK)=p@EO[aATp+ (I-a)Lbp]p - {p.K+pdL)->max, L>0, K=>0
Ko‘rinishdayoziladi. Masalani yechish uchun awalgi holdagidek mulohaza,
hisob-kitoblami bajaramiz. Natijada KvaL faktorlar orasidaushbu

K=b,JE~L
Pi
munosabatni topamiz. Agar L =L0 bo‘lsa, F(i, K) funksiya
r \
Ay Pr i_aa’( J\huqtada 0°‘zining eng katta giymatiga erishadi.

7.3-8. Umumiy xarajatlami minimallashtirish masalasi

1 Endi (7.3) masalani Kobb-Duglas ICHF uchun yechamiz. Bu holda
masala quyidagi ko‘rinishni oladi:

G(L,K)=p,K+p2ZZ —min, aKal} a=Q. (7.7)

Masala sodda bo‘lgani uchun uni awal chigarish usuli bilan yechamiz.
Uning uchun Kni L orgali ifodalaymiz:

\Xl/o 04
K= Q .=«
Ka*J
Bunda G(L, K) funksiya ushbu

rn Va o4
G.(L)=P ~ La +pd
N\aoJ

ko‘rinishgakeladi. Shu funksiya O <L < -+ intervalda o‘zining engkichik
giyitfetige eridiadi. Sababi, awalo funksivamrig eng kichik giymati mavjud



Im G"E) =U«nG.(/.)=*» wva g.(L)>0, VZe(O; +o00).

Endi G,(L) funksiya eng kichik giymatga crishadigan nugtani topamiz.
Buninguchun G'.(I.) =0 tenglamaniyeehamiz:

_ /lcwm. _
(X-1 a-l La+D =d'
u a
Bundan statsionar nugtani topamiz:
Pi i-
Lo= g Q
Pi « . an
Statsionar nugta yagona boigani uchun G.(L) funksiyaning eng kichik

giymati mavjudligidan shu Z0 nuqgta izlangan nuqtadir. Z0 dan foydalanib,
Kg ni ham topib go‘yamiz:
N-a
P2 a

8 .Pi l-a,

Shunday qilib, aOKal}~a -Q boiganda xarajatlar funksiyasi
G(Z,K) =ptK +pf, topilgan (ZQ Kg nuqgtada o‘zining eng kichik
giymatiga erishadi.

(7.3)masalani Lagranjning ko ‘paytuvchilarusuli bilan yechamiz. Lagranj
funksiyasini tuzamiz:

0(Z,K)=pIK +p1lL +X-(aKal}-a-Q).
Xususiy hosilalarni hisoblaymiz:

8v . .
OdL> =p2+X-aKa(\-a)-I'<x 5K =pj +X-ata-Ka @}t

. . . c¢D . 50__
Tenglamalar sistemasini tuzamiz: ’ y°k!

p2+XaO(\-a)Kal a =0,
p x+\-ala-Ka—~T}~a =0,
aQmikal}-a-Q =0.
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Sistemaning birinchi ikki tenglamasidan

K_Pi a
L 1-a

tenglik kelib chigadi. Sistemaning oxirgi tenglamasini
a0-(K/LfL=Q

ko‘rinishdayozsak, K/L uchun topilgan ifodadan foydalanib, Z(ni topish
mumkin:

Q Pi

ao a Pu
Bu chigarish usuli bilan topilgan giymat bilan ustma-ust tushadi.
Shuningdek, KOni ham topsak, avvalgi giymatiga teng boiadi. Shunday
gilib, (7.3) masala uchun yagona shartli-statsionar nuqta topildi. Lagranj
funksiyasi gavariq boigani uchun shu nugtada F(Z, K) funksiya eng kichik
giymatga erishadi.

7.4-8. Igtisodiyotda optimallashtirish masalalarini yechishning
burchak koeffitsiyentlami tenglashtirish usuli

Mazkur bobning avvalgi paragraflarida optimallashtirish masalalarini
yechishgaklassik boiib golgan chigarish va Lagranj ko‘paytuvchilari usuli
goilandi. Ammo bu usullar turli nogulayliklarga ega. Jumladan, masalani
Lagranj ko‘paytuvchilari usuli bilan yechish uchun awval birinchi tartibii
xususiy hosilalar hisoblanadi va ulami nolga tenglashtirib, hosil boigan
tenglamalar sistemasini yechiladi. Natijada statsionar nugtalar (agar ular
mavjud boisa) topiladi. So‘ngra ikkinchi tartibii hosilalar hisoblanadi va
statsionar nuqtalarda giymatlari topiladi. Mos matritsa tuzilib, tegishli
kvadratik forma tuziladi. Qo‘yilgan masalaning yechimi kvadratik forma-
ning musbatyoki manfiy aniglanganligigabogiiq boiadi.

Igtisodiyotda masalalaming go‘yilishida ICHF ishtirok etadi. Agar
ICHF ning xossalaridan foydalanilsa, optimallashtirish masalalarini yechish-
da qulay boigan usulni tavsiya etish mumkin. Uni burchak koeffitsiyentlami
tenglashtirish usuli deb yuritamiz. Mazkur usul ikkinchi tartibii hosilalardan
foydalanmaydi, fagat funksiyalaming qavarigligi va botigligidan
foydalanadi.
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1 Chizigli budjet chegarasi berilganda ishlab chigarilgan
(chigariladigan) mahsulot hajmini maksimallashtirish masalasini
ko‘ramiz.

Masala quyidagicha qo‘yiladi:

{pX +p2A =1, (78)

bunda F(L, K) - neoklassik IChF, px - asosiy fondlar birligi narhi,p2 -
mehnat resurslari birligi narhi, 1 - xarajatlaming berilgan hajmi. (7.8) ning
ikkinchi tenglamasini chizigli budjet chegarasi deymiz.

Demak, masala asosiy fondlar K va mehnat resurslari L orasida
shunday tagsimotni topishdan iboratki, ular/?”~ +p j, =1 ni ganoatlantirsin
va. F{L, K) IChF ga maksimal giymat bersin.

(7.8) masalaniyechish uchun avval ICHF ning izokvantalarini chizamiz.
Ular, ma’lumki, gavariq egri chiziglardan iborat va gorizontal hamda vertikal
asimptotalarga ega (7.2-chizma). Ushbu p>X +p”~ -1 tenglama esa
burchak koeffitsiyenti k2= — p2/pxga teng boigan to‘g‘ri chizigni
tavsiflaydi. L >0, K> O0ga ko‘rabiz shu to‘g‘ri chizigning | chorakda
joylashgan kesmasigaegamiz (7.3 chizma). kt deb izokvantaurinmasining
burchak koeffitsiyentini belgilaymiz.

Izokvantalar ichida biror C = C0da AB kesmaga urinadigani mavjud.
Urinish nugtasi (LQ KO masalaning yechimi boiadi (7.4-chizma). Urinish
nugtasida F(L, K) = C izokvanta urinmasining va ptK + = 1 to‘g‘ri
chizigning burchak koeffitsiyentlari o‘zaro teng, ya’ni £, —-k2. Masalani
yechish uchun



dF(L,K) J 6F(L,K) p2
8L 6K p X

(7.9)
PN\K+p2 =1
miitemani yechish yetarli.

Misol. Ushbu *JKL -»max, 2K+3L =6 masala berilgan boisin.

Bunda F(L,K) = ~JKL (Kobb-Duglas ICHF). klvak2lami topamiz:

Tenglamalarsistemasiniyozamiz: - K 1L - - 3/2, 2K+3L = 6.Undan
Lg- 1, KO=3/2 yechimni topamiz.

2. Chizigsiz budjet chegarasi berilganda ishlab chigarilgan (chigarila—
digan) mahsulot hajmini maksimallashtirish masalasini ko‘rib chigamiz.
Masala quyidagicha beriladi:

F(L,K) -=>max,

(7.10)
PMk)+P2S(L) =i ,

bunda ® (K )\a g (Z ) - quyidagi shartlami ganoatlantiradigan chizigsiz
funksiyalar:

d0)=0, p(1>0, d'(1>0, BTO>0 \/K>0
g(0)=0, g(Z)>0, g\L)>0, g"(L)>0 VL>0

Quyidagi ®(b,K) =pXf(K) +pZ (L)-1 = Obelgilashnikiritamiz. Shu
® (Z, K) = 0 chiziq botiq, iming grafigi | chorakdajoylashgan. ® (Z,/0 =0
chizigning botigligini isbotlaymiz. (7.10) ning ikkinchi tenglamasini
differensiallaymiz:

Pi4>\K— +p2'(L)=0.
Bundan
dK _ py'(L)
du  pXp'(K)
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tengsizlik kelib chigadi, demak, K = K (Z) funksiya kamayuvchi. Endi
ikkinchi tartibii hosilani hisoblaymiz:

dX _ p2 dL
dL1 Px
0 ‘ng tomondagi kasr surati dK! dL< 0 bo‘lgani uchun musbat. Bundan

®(b,K) =0 yoki, baribir, p~*K') +p2g(L) =1 egri chizigning uchlari
koordinata o‘glarida yotadi va (Z,, 0), (0, K.) koordinatalarga ega. Bunda
Z, vaK, lar mos ravishdap2g(L) =1,p xp (K) =1 tenglamalaming
yechimlari. Shu tenglamalar g’ (Z) > 0, @(K) > 0 tengsizliklarga ko‘ra bir
giymatli yechimlarga ega (7.5-chizma).

Endi<D(Z,.K) = Ochizigbotiqva<D (L,K) = C izokvantalar qavarigboi-
gani uchun @ (Z, K) = 0 chizigga urinadigan yagona ® (Z, K) = C0Oizo-
kvantamavjud. Urinish nugtasidabu chiziglar umumiy urinmaga ega. Urin-
malarning burchak koeffitsiyentlari o'zaro teng boiadi, ya’ni (7.6—chizma)

7.5-chizma 7.6—chizma
Pig'iD
1 dL pl4>'(K) kl~k2-
Ushbu

dF/dF  ptg\L)
dL! dK  pMK)

plg(K)+p2g(L)=1,

(7.12)
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taitllunalar tistemasi yagona (ZQ KQ yechimga ega. Shu (ZQ KQ nuqgta
mMOlaiining yechimini beradi.

Miiol. Ushbu F(L,K) = y[KL-—»max, 2K +572=10 masalani yechay-
lik. Bunda® (b, K) = 2K +522-10 = 0.Endiklva lar osonginatopiladi:

£ rc. | ek
(7.12) sistema bu holda
- £—5L
L ’
2AT+572=10,

Ko‘rinishga ega. Bundan, ravshanki, Z0=V2/3, AlD=10/3.

3 Endi tavsiya etilgan usul bilan ishlab chigarilgan (chigariladigan)
mahsulot migdori berilgandaumumiy xarajatlami minimallashtirish masalasini
yechamiz. Bu holda masala ushbu

Me(L,K) =pXX +p2L ->min,

[F(LK)=Q
ko‘rinishida yoziladi. ®(b,K) funksiya chizigli xarajat funksiyasi boiib,
pX +PjL = C, C=const> 0 chiziglar o‘zaro parallel to‘g‘ri chiziglar, ular
Z2:0, K> 0gako‘ra | chorakdajoylashgan kesmalardan iborat (7.7-
chizma), uchlari (C/p2,0) va (0, C/p} nugtalardan iborat. F(L,K) =Q
tengligi esa, F(L, K) ICHF izokvantalaridan biridir. Shu izokvantakesmalardan
biriga albatta urinadi (7.8-chizma). Urinish nugtasida p>X +pJL =C va

(7.13)
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F(L, K)-Q chiziglarga o‘tkazilgan urinmalaming burchak koeffitsiyentlari

o‘zaro teng, ya’ni kt=kr Bunda = dF /dF k2 = —$—. Shuning
dL/ dK’ Pi
uchun (iQdo)y echim quyidagi tenglamalar sistemasidan topiladi (7.8—chizma):
8F /dF p2
nL,K)=Q. (7.149)
Misol. Ushbu

2K+3L—min,

4LK-Q=0
masalaberilganboisin. Bundan k2= - 3/2, A =- KIL hosil boiadi. Yechim

H=-1 N\2K*3L,
1 _L 2 yoki
[N K=Q [k 4=qg2
sistemadantopiladi: LO=s/2/3 -g, =n/3/2 m

4. Nihoyat, ishlab chigarilgan (chigariladigan) mahsulot hajmi berilganda
xarajatlaming chizigsiz funksiyasini minimallashtirish masalasini ko'raylik.
Masala quyidagichayoziladi:

fo(LK)Y=pMK) +p2gd) —>min,

¢ (1,k)=0. (715)
Bunda g(Z ) va (Al funksiyalar (7.11) shartlami ganoatlantiradi.

Shunga ko‘ra px(K) +prg(L) = C chiziglar botig boiadi, 2 <u.

Boshgacha aytganda, /= qUT) +p (L) = C izokvantalar grafigi | chorakda
joylashgan botiq egri chiziglardan iborat (7.8 chizma). F(L, K) = Q tenglama
bilan esa, F(L, K) = C izokvantalardan bittasi tavsiflanadi. Shuning uchun
bu izokvantaga p >h(ICj +p (L) = C chiziglardan bittasi urinadi. Urinish
nugtasi masalaning yechimini beradi. Izlangan urinish nugtasi koordinatalarini
topish uchun urinma burchak koeffitsiyentini topamiz:
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fdF b _ Pig\L)
1 dL! ek 2 m\L).

Masalaning yechimi (LB KOQ quyidagi sistemadan topiladi:

dF/SF_ p2g'(L)
dL/ 8K pw XK)’

F(L,K)=Q. (7.16)

Misol. Ushbu
o (L,K)=PIK*+pad2 >min.
F(LLK)=V/TT=Q

masalani yechish talab gilingan bo‘lsin. k{va k2lami topamiz:

K 1 2PiL

N L’ 2 HyKr
Quyidagi sistemani tuzamiz:
K  2p2a 3pK 3=2p2A2
L 3pxXK2 yoki
KL=Q2.

Sistemani yechib, masalaning yechimini topamiz:

p>Q? RpZk 4
2Pl 3Pi

7-bobga oid masaialar

l. Quyidagi Solou ICHF uchun daromadni maksimallashtirish masalas
yechilsin:

1 F(L,K):2K L 2 F(LLK)m 42K-L
K+L

y/K2+12
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4 F(LK)= B4 K L 6. F(L.K) = 2\fIKL
V ("34+ i34 4
. Ishlab chigarilgan mahsulot miqdori Q berilganda umumiy
xarajatlami minimallashtirish masalasi yechilsin F(L, K-Q\.

1. F{L,K)=JKL. 4, =

2. F(LK)=IIEF, 5 F (/") =V FI.

. Quyidagi masalalar burchak kocffitsiycntlarni tcnglashtirish usul
bilan yechilsin:

4k A —max, 3K +2L —>min

¥ F i2—-»max 2K2+3Z3-+min
5

2K*+3L.3=6 YKZ7=i2

7-bobga oid nazorat savollari

1 Firma daromadi ta’rifini bering.

2. Firma xarajatlari (sarflari) ta’rifini bering.

3. Firmafoydasining ta’rifmi bering.

4. Firmafoydasini maksimallashtirish masalasini bayon eting.

5. Umumiy xarajatlami minimallashtirish masalasini bayon eting.

6. Foydani maksimallashtirish masalasini yechish usullarini aytib bering.



7. Umumiy Xarajatlami minimallashtirish masalasini yechishning chiga-
rish usuli nimadan iborat?

8. Umumiy xarajatlarni minimallashtirish masalasini yechishda
Lagranjning ko'paytiruvchilari usulini aytib bering.

9. Kobb-Duglas va Solou ICHF lar uchun foydani maksimallash-
tirish va umumiy xarajatlarni minimallashtirish masalalarini ekonometrik
analizqiling.

10. Burchak koeffitsiyentlami tenglashtirish usulining g*oyasini so‘zlab
bering.

11 Burchak koeffitsiyentlami tenglashtirish usuli bilan yechiladigan
masalalaming xususiyatlari nimadan iborat?
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8-bob. UMUMLASHGAN STATIK ICHF
8.1-8. Umumlashgan statik ICHF hagida

5-bobda chizigli-bir jinsli, so‘ngra umumiyroq 6-tartibli bir jinsli
fimksiyalar ta’rifi berilgan va ulaming xossalari bayon gilingan edi. Keyin
bir vako‘p o‘zgaruvchili ICHF tushunchasi ham kiritilgan, shu bilan birga,
ICHF bilan bog‘langan turli masalalar bayon etilgan. O ‘»ha bobda keltirilgan
ICHF tushunchasini oddiylCHF deb aytish mumkin. Quyida bir vako‘p
o‘zgaruvchili umumlashgan ICHF tushunchasini kcltiramiz.

8.1-ta’rif. Bir o‘zgaruvchili umumlashgan ICHF deb quyidagi

/(0)=0, /(x)>0, /'(x)>0, f(x)<O,

(8.1)
f(Xx) = \&(x), VX>0, x>0, 6>()

shartlarni ganoatlantiradigan y =/(x) funksiyaga aytiladi.

Masalan, y =a0Oxs, ao>0, 0<5<1 funksiya uchun (8.1) shartlar
bajariladi:

aoxs>0, N\x)=atbms* >0, f\X)=006+(6 - 1)*x6-1<0,

/(AX) =a0(AX)5=X&/(x), x>0.
Hatto bu funksiya umumlashgan neoklassik ICHF deb ataladi.

8.2-ta’rif. Faraz etaylik, jy=/(x,,x2,...,x5a) funksiya quyidagi
shartlami ganoatlantirsin:

1°>. / eC2(/?"), bunda C2(r") - R” sohada ikki marta uzluksiz
differensiallanuvchiligjni anglatadi.
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Shu 1°-5° shartlami ganoatlantiradigan funksiya n o‘zgaruvchili
umumlashgan neoklassik ICHF deyiladi.
Quyida n o‘zgaruvchili umumlashgan neoklassik ICHF ga misollar

keltiramiz (x= (xj,x2,...,X,,), d>0):

) /W =«0V «@>°; ai>°; *=1»; 1>, =8>0;

2) f(x)=a0 , a,>0,i=0,n; £a,=1, p>-1;
L i=l
» \\8
3) /(x1x2..,i,,)=00 21a/1 s50p>0, a,>0, /=1m 0<5<1-
\H /

4) 7 (x,,x2,...xwy=w0 (Min{ X,,x2,....xu})5 00>0; 5>0.

Mazkur funksiyalar uchun 1°-5° shartlaming bajarilishini bevosita
hisoblashlar yordamida tekshirish mumkin.

Umumlashgan neoklassik ICHF ta’rifining 3*-sharti chuqur igtisodiy
ma’noga ega. Shu shart bo‘yicha 5> 0 bo‘lganda ishlab chigarish
masshtabi (koiami) X marta (X > 1) orttirilsa, ishlab chigarilgan
(chigariladigan) mahsulot hajmi Xs marta ortadi. Boshgacha aytganda, ishlab
chigarish masshtabi ortishidan ishlab chigarish samaradorligi ortadi. Ammo
0 <5< 1boiganda ishlab chigarish masshtabi ortishidan ishlab chigarish
samaradorligi kamayadi; 5 = 1boigandamasshtab ortsaham, ishlab chigarish
samaradorligi o‘zgarmay qoladi. Bu holda ICHF chizigli-birjinsli ICHF ga
aylanadi.

Albatta, X ham, 8 ham 1 dan ancha katta bo‘la olmaydi, ular 1 dan
kattavaungayagin giymatlar gabul qgilishi mumkin. Bu igtisodiy sharoitlardan
kelib chigadi. Masalan, agar X=1+e,6 =1+ v boiib, s va v ixtiyoriy
kichik sonlar boisa,

XS=(1+e)mw >l+e =X, yani e>1
tengsizlik o‘rinli boiadi.
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Qanday hollarda ishlab chigarish masshtabini Xmarta orttirilsa, ishlab
chigarilgan (chigariladigan) mahsulot hajmi X dan ortiq marta ortadi? -
degan savol tug'ilishi tabiiy. Bunga, awalo, yangi texnologiyalami qoilash
va xodimlaming malakasini oshirish hisobiga erishish mumkin. Igtisodiy
o‘sish s —simon egri chiziglar bo‘yicha sodir bo‘lishini ta’minlash kerak
bo‘ladi (garang: ®ocTep P. O6HOBMNEHVE NPOM3BOACTBA: aTaKyloLye
BbIMrpbIBatOT. MockBa. Mporpecc. 1987; rrasa 4).

Endi umumlashgan ikki faktorli neoklassik ICHF ni alohida oYganamiz.
Faraz etaylik, F (L, K) — umumlashgan ikki faktorli neoklassik ICHF bo‘Isin.
Bunday funksiyauchun quyidagi neoklassik shartlar bajariladi:

1°. F(L,K) funksiya R | sohada aniglangan, uzluksiz hamda birinchi,
ikkinchi tartibii xususiy hosilalarga ega.
2°. F(0,K)=F(L,0)=0; F(0,0)=0.

. F(XLXK) =XF{L,K); V(LAT)ei?Z 5>0; *.>().

dF dF -
4 f >0: sk>0" v(i'*)s”"

* f <0; £ 4 <0;-2!£L,0;
dL2 dK2 dLdK

Misol sifatida umumlashgan Kobb-Duglas va Solou (CES sinfldagi -
Constant Elasticity of Substitution) ICHF ni kcltirish mumkin. Ulami
0 ‘rganamiz.

1. Umumlashgan Kobb-Duglas ICHF quyidagi ko'rinishga ega:

Y =F(L,K) =aKabwa, a0>0, O<a<l, 0<5-a<l. (8

Shu (8.2) funksiya uchun 1°-5° shartlar bajariladi. Hagigatan, (8.2)
funksiya differensiallanuvchi, uning birinchi va ikkinchi tartibii xususiy
hosilalari mavjud va 0 <a<l, 0<6-a<| tengsizliklarga ko‘ra
F(0, K) =F(L, 0) = O tengliklar bajariladi. 3° shart ham bajariladi:

F(XL,XK) =a0(XKY(XbY~a = X&-alK aL*~a = X* F(L,K).

Nihoyat, 4° va 5° shartlar bevosita hisoblashlar yordamida tekshirilishi

mumkin:

~I—::a0(5—0.)KaL&a-+>Os ~|Z:00a KatL6€>05L>0,K>0,
c o
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N zao(6-aM5-a-1)<£“282<0, L>0, K>0,

8 =a.-(a-I)-Ka2L"a<07 1>0, K>O.
6K2

8.2-teorema. Umumlashgan Kobb-Duglas ICHF quyidagi
dFx (8-a)(5-a-1) t?_ c?F
dL2 a(a-1) L2 '6K2 83)
kvazichizigli differensial tenglamaning yechimi.
Isboti. Ikkinchi tartibli hosilalaruchun topilgan ifodalardan foydalansak,

(8.3) tenglama osongina kelib chigadi.
2. Umumlashgan Solou ICHF quyidagicha yoziladi:

7=F(Z, K)=£o[a" " ,+(I-a) " | /Px0>0, O<a<\ p>-1, 5>0. (84)
Bu funksiya uchun ham I°-5° shartlar bajariladi, fagat F(0, K) =
=F(L, 0) =0 shart p > 0boiganda o‘rinli. 3°-5° shartlami tekshiramiz:

F(kL,)JC) = a0[a(Ne A1, +(I-e)(3Lt) p]~p =

=al v ,(arp+Q-a)L~PY P=AU[« + (-] 'slp=rF(L.K)

1-tartibli xususiy hosilalaming musbatligini Ko ‘rsatamiz:

. N g
8F v~ Utf-Frp+(l-a)-Z'p >05
dL

8F
K I p,

Ikkinchi tartibli hosilalarga tegishli 5° shart ham bajariladi, uni ham bevo-
sitahisoblashlar yordamida isbotlash mumkin.

Umumlashgan Solou ICHF ning p —» 0, p -»+00 Va p ->-1 dagi
xususiy hollarini ko‘ramiz.
Awal p ->0 holmko‘raylik. Biz lim Y o‘miga lim In 7 nihisoblaymiz:
p—0 p—>0

limIn7 =Ina0-lim-In[aAT~p+(1-a)ZTp]=
p—>0 p—»0p
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“ p—op KP LP

= INUD +5INAZ) - 5g_m;oln(aZp +(@-0)*AP)1/p =

lao —51n(.L-MT5£MENMHY 2£.,

<0 al? +(I-a) Kp
-\na_sK s-5-[olInl, +(I-0)In™ ]=\EXK =/,(, 3B
Oxirgi natija ko‘rsatadiki, p-r—»0 da 1nY =Ina &Li' 8. Bundan

Y =alK & ~ gS - Kobb-Duglasning umumlashgan ICHF hosil bo'ladi.
Agar p-»-1 bo‘lsa, ravshanki, P];IZI‘I'Iy:aO[ﬂ/K+(1—a)/.] f ya’ni

F(L,K) =a0[aK+(l-a)L\s ko‘rinishdagi umumlashgan chiziqgli ICHF hosil
bo‘ladi:
Agar p —+00 bo‘lsa, F(L, K) ni quyidagicha yozib olomi/.:
bS5
F(L,K)=a0——-—— —j-
[aKp+(I-o)Lp] * =
Ravshanki, bundan
aK*, K<L,
limF=
PO A\ L<K.

Shunday qilib, biz ushbu

OK5 K<L
F(L,K)=\ =a0-[min{£;.£}], 5>0
floz?, L<K

ko‘rinishdagi ICHF ni hosil gilamiz. Bu funksiyaumumlashgan proporsiyali
ICHF deyiladi. U LeontevICHF deb yuritiladi. Bu funksiya umumiy holda

P4O.K)=Tw[o-"; b-Ls}, a>0 b>0 5>0
kabiyoziladi.



8 2-8* Umumlashgan ikki faktorli neoklassik ICHF uchun asosiy
igtisodiy-matematik xarakteristikalar

Awalo, 3° shartga ko‘raF (L, K) ni quyidagicha yozish mumkin:

F(LK)-f[1+4 17y L SHN\K=LF (k).
Shunday gilib, keyingi mulohazalardatez-tez foydalaniladigan formulalarga
egamiz:

_F(L,K) K
F(LLK)=L f(k), /(*)- Ls ° L>

bunda-/(FO ~umumlashgan ICHF uchun o‘rtacha mehnat unumdorligi.

Endi umumlashgan ikki faktorli ICHF uchun asosiy igtisodiy—matematik
xarakteristikalamiyozib chigamiz:
_F_

ilo. ValTie f(k) _ o‘rtacha mehnat unumdorligi.

0O _—£f£1an - fondlar bo‘yicha o‘rtacha unumdorlik.
2 - Kb Ks ks

V_~1 =L&[8f(k)-k-f'(k) ] - limit mehnat unumdorligi.
3. 3L

r>K 2~ T (k) -fondlarbo'yicha limit unumdorlik.

_8F K _KE\K)

0 a=— —=—77/T- - fondlar bo‘yicha elastiklik.
5e dK F /(%)

f(k)~ _*“ elil3lbo‘yicha elastiklik.

XX dF(L,K) dF(L,K) 8-f(k)-k-f(k)
r. s=—z’'-—-5T"'~dK m "L

resursni K
resurs bilan almashtirishning limit normasi.
_|_.u.*v‘ TN bNe )-KT] '5>1 ,
D jjk's)  ¢-iyirmY-k-mm “asm K

rcsurs bilan almashtirish elastikligi.
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Endi I°-5° shartlardan foydalanish uchun ikkinchi tartibii xususiy
hosilalami hisoblaymiz.

cL cL
+LH N\ b-fXk)-fXk)-k-f\NK)Y\{E] =
\LJ
=1 s2<[(5-1)+(B*m - 2k of\Kj) +k X' (k) ]

Shartgako‘ra %ﬁ <0. Shu sababli, yuqoridagi ifodndan f(k) <O tong-

sizlik kelib chigadi. Endi %E >0 va %izl_<0 tengsizliklar 1<6 <2 va

55 ¢ £K) < munosabatlar bajarilganda o ‘rinli bo'Indi.

Shunday qilib, agar 6> 1 bo‘lsa, 5f(k)-k f'{k)>() tengsizlik;

1<5<2, —<N <1 boigandaesa,
2 f{k)
BG-D5/(£) -2kf'(k))+kZ'(k) <0
tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.
Umumlashgan Kobb-Duglas ICHF uchun 1°-8° xarokteristikalami
hisoblaymiz. Soddahisoblashlaryordamidaquyidagilomi topamiz:

F



,dk S,
Endi umumlashgan Solou ICHF uchun I°-8°xarakteristikalami keltiramiz:

F{L K)=a\aKy+(\-aLpY Ip,a0>0, O<a<l, p>-I-
10- y =f(k) =aqak-» +(\-a)Y&p

2¢ 2="=a0la+ (1-¢pPl P.
3. v= H:ﬂdS—Zw M-2a)[akp+H1l-a)

3F
4°, CK:"S_l—a)-a—S— N[N+ (101N

«@© a——v —————————————
T F a+(l-a)-kp-

60 p-dF L - a-n)-8-p
do F a+(l-a)-kp"

0 >YyW=izE.A™) p>_1
a

00 a -------

8.3-teorema. Umumlashgan neoklassik ICHF F(L,K) quyidagi



S - —— &
ikkinchi tartibli xususiy hosilali differensial tenglamcmi ganoatlantiradi.
Isboti bevosita hisoblashlaryordamidaolib boriladi.

Agar 5=1 boisa, (8.5) dan (8.3) tenglama kelib chigadi.

Quyidagi F(L,K)=4kH., a=I1/2, p=Il-a=1/4, a0=1 -

umumlashgan Kobb-Duglas ICHF (8.5) differensial tenglamaning yechimi
ekaniqi bevosita hisoblash yordamida ko' rsatamiz.
Unda 1/4=5-1/2 va 5=3/4;

5F _JA3M4NR2  dF 3 E-T4MR2

8L 4 Tood2 16
dF _ J ~-ilg4r—~if2 dFx _ /1432
8K 2 * 6K2~ 4
Topilgan ifodalami (8.5) ning chap tomoniga qo‘yamiz:
_*+ LK -
3 Z 1
=— 1 *K2 Z 44-20 a4+-L 44" k3
16 3 16

Endi (8.5) ning o‘ng tomonini hisoblaymiz:
i 3 - -
56-1) ~L* K2=-— L
L2 16
Ko‘rinadiki, (8.5) ning chap va o‘ng tomonlari o‘zaro teng. Bu

F(L,K)=yjKZA. funksiya (8.5) tenglamaning yechimi ekanini anglatadi.

8.3-8. Umumlashgan igtisodiy ko‘rsatkichlar o‘zgarmas
boigan hollar

5-bobdaoddiy neoklassik ICHF uchun ba’zi igtisodiy ko*rsatkichlaming
0 ‘zgarmas va funksiya ko‘rinishda boiganda ICHF ko‘rinishini aniglash

bilan shug‘ullangan edik. Endi o‘sha hollami umumlashgan ICHF uchun
ko‘ramiz:
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1 Fondlar bo‘yichaelastiklik a o‘zgarmas bo’lsin, ya’nia = const> 0.
Bu holda ushbu

kKl -5
m
o‘zgaruvchilari ajraladigan differensial tenglamaga egamiz. Uni

k) a
f(k) K

Ko‘rinishdayozib, integrallaymiz: Inf{k) =a\nk+\nC yoki f(k) =C-ka.
Bu tenglikning ikki tomonini j} ga ko'paytirib, F(L,K) =Lsf (k) dan

foydalansak, F(L,K) =C & aLba - umumlashgan Kobb-Duglas IChF

hosil bo‘ladi.
2. Endi mehnatbo‘yicha elastiklik o‘zgarmas bo‘lsin, ya’ni P = const > 0.
Buholda

s b/W p N\k) s-p
m yokl  /(K) K
o‘zgaruvchilari ajraladigan differensial tenglamaga kelamiz. Uni integrallab
topamiz:
In/(£) =(5~P)Inf +InC yoki f(Jc)=C -£5p.
Ikki tomonini L p ga ko‘paytirsak, ushbu F(L,K)=C - K™ If ko‘ri-
nishdagi umumlashgan Kobb-Duglas IChF kelib chigadi.

3. Almashtirishning umumlashgan limit normasi S o ‘zgarmas bo‘Isin,
ya’ni S= const> 0.Bunda S =8f(k)/f'(k)-k ko‘rinishdagi differensial
tenglamahosil bo‘ladi. Uni

A*)= 8§
Ne s+k

kabi yozib, integrallaymiz: In/(£) =SInCS+£) +51nC, C> 0. Bundan
FIL,fC)=(CS+C k)s —umumlashgan chizigli ICHF kelib chigadi.
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4. Nihoyat,almashtirishninglimitnormasielastikligi6 o‘zgarmasbo’l-

an holni ko‘raylik. Bunda o= const > 0. Demak, o = =const,
g i W u S| Nk SJI 5

bundan 9§_l_<: const>0 ekani ko‘rinadi.
dk S

Boshgacha aytganda, Ek S -0 ‘zgaruvchilari gjraladigan differen—
a

sial tenglamaga egamiz. Uni integrallab topamiz:

In/(it) = /alnjfe +InC1L,C1>0 vyoki S(ffe)= C/ficl/o,

Endi S=— f ormulani e’tiborga olsak,
I'(*)
bNe ~kIK)_cKU*
f'ik) 1
differensial tenglama hosil bo‘ladi. Uni
/'(it) 8
f(k) 8-9)
ko‘rinishda yozib olamiz. 6-bobning birinchi paragrafida (8.6) ning o‘ng
tomonidagi funksiya integrali hisoblangan. Shuning uchun (8.6) ni integrallab
topamiz:

S _ ( 2+ N\ 2d VT
In/(*:)=— 1nC2 k ° +C, vyoki f{k)=Cf-' k0 +C,

° \Y% / \Y% /
Bu tenglikning ikki tomonini Z 5ga ko*paytirib, ba’zi o'zgartirishlami
bajarsak,

64
© 1 01 f og*rOH
— K ° 4 _AN_ io

I+C. 1+C,
yoki

F(Z,X)=a0[aK-p+@-a)l'P]"p
ko‘rinishdagi umumlashgan Solou ICHF ni hosil gilamiz, unda
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O0NCrO+C,)]-1, =10+0,), , - -H i-i_i.
cr

cr

Bundan 6 —+0 da p —+00, 5-—»+o00 da p —-1. Demak, p>-1.

Yugorida ko ‘rilgan 4 ta holdan quyidagi xulosalarni chigarish mumkin:

1 Agar fondlar va mehnat bo‘yicha elastiklik o‘zgarmas bo‘lsa, mos
ICHF Kobb-Duglas funksiyasidan iborat bo‘ladi.

2. Agar almashishning umumlashgan limit normasi o‘zgarmas bo‘lsa,
mos ICHF umumlashgan chizigli bo‘ladi.

3. Agar almashtirishning umumlashgan limit normasi elastikligi
0 ‘zgarmas bo‘lsa, mos ICHF umumlashgan Solou funksiyasi boiadi.

84-8. Umumlashgan ICHF ning izokvantalari, izoklinallari va
izokostalari

Umumlashgan neoklassik IChF ning izokvantalari, izoklinallari va
izokostalari ta’rifi 6—-bobda shu tushunchalar oddiy neoklassik ICHF uchun
kiritilgan ta’rifi kabi kiritiladi.

F(L, K) —umumlashgan neoklassik ICHF boisin. UshbuF(L, K) = C,
C > Otenglamabilan berilgan bir parametrli silliq chiziglar oilasini ko ‘ramiz.
Shu chiziglar oilasining har bir chizig'i izokvanta deyiladi. Grafigi koordinata
boshidan chigib, barcha izokvantalarni bir xil burchak ostida kesadigan,
shu kesishish nugtasida izokvantalarga o‘tkazilgan urinmalar parallel
boiadigan chiziq izoklinal deyiladi. Parallel urinmalar izokostalar deyiladi.

Izokvantalaming differensial tenglamasi

dK 8F IdF

dL dL/ dK 8'7)
ko‘rinishda bo‘ladi. Umumlashgan Kobb-Duglas funksiyasi izokvantala—
rining differensial tenglamasi

dK _ 8-ct K

dL a L’
umumlashgan Solou funksiyasi izokvantalarining differensial tengla-
masi esa,

dK =_lzx KP#

dL a 'Lpa
ko'rinishgaega.
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Umumlashgan ICHFning xossalariga gisgacha to‘xtalamiz.

1 Umumlashgan ICHF ning izokvantalari o zaro kesishmaydi.

Eslatib o‘tamizki, har bir izokvanta (8.7) differensial tenglamaning
integral egri chizig‘idan iborat. Shu tenglamaning o‘ng tomoni Kbo‘yicha

differensiallanuvchi. Shuning uchun R* sohaning har bir nugtasidanyagona

izokvantao ‘tadi. Bu hosilaga nisbatan yechilgan birinchi tartibli differensial
tenglamalaming yechimi mavjudligi vayagonaligi hagidagi Koshi teorema—
sidan kelib chigadi.

2. Har bir izokvanta bo 'ylab K = K (L) funksiya kamayuvchi va
gavarig.

K=K (L) funksiyaning kamayuvchiligi (8.7) tenglamaning o‘ng tomoni
manfiy ekanidan kelib chigadi. Eslatib o‘tamizki,

= ' ~ =LLN -
Io?( | s-7'(fc), oL LA[8m-kf(k) 1 8>1,

j2
Bundan —4- >0 tengsizlik kelib chigadi. Hagigatan,

d-K_d I' sf(k) pn dk(L)_,
drl ok f(k) J dl

b\ Ff(K)Y-m-f\K) ,,] dK/dLL-K \

Bu ifoda 6 > 1va /"(£) < O tengsizliklarga ko‘ra musbat. Shuni isbot
etish talab gilingan edi.

3. Umumlashgan neoklassik ICHF gorizontal va vertikal asimptota-
larga ega.
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85-8. Umumlashgan ICHF ning magistrallari

Umumlashgan ICHF uchun (6.4-8) magistral tushunchasi oddiy ICHF
uchun Kiritilgan tushunchadan farq gilmaydi. Eslatib o‘tamizki, magistral
deb minimal sarflar bilan uzoq muddatga ishlab chigarishni kengaytirish
sharoitida ishlab chigariladigan mahsulot (milliy daromad) hajmini mak-
simallashtirish masalasi yechimini ifodalaydigan izoklinalga aytiladi. Magis-
tral L vaK resurslar optimal munosabatlarga (proporsiyaga) ega bo‘lgan
chizigdir. Shunday qilib, cheksiz ko‘p izoklinallar orasidan uzoq davrga
igtisodiy o°‘sishni ta’minlaydiganini ajratib olish masalasini hal gilish kerak.

Quyida umumlashgan statik ICHF ning uch turi uchun magistrallami
quramiz.

1 Faraz etaylik, F(L, K) = (aK +bLf - umumlashgan chizigli ICHF

bo‘lsin. Bu holda izokvantalar ( aK +bL)s= CO yoki aK+bL =

tenglamabilan beriladi, CO= const. Bu koordinata o‘glaridan mos ravishda
Lg—C\wwWb va KiAeCq'6ja ga teng kesmalarni ajratadigan to‘g‘ri
chizigni anglatadi. Koordinata boshidan chigadigan ixtiyoriy K =pL,
0 <p < @ nur parallel kesmalardan iborat barcha izokvantalarni bir xil

burchak ostida kesib o‘tadi: tgtp= 65_21_' 0<m<90°. Ushbu

a K +bL =Cd/s,
K=plL

sistemani Ko‘ramiz.Uning yechimi:

/' 1/6 1“»1/5
L— O K = 0P
0 ap+b’ 0 ap+b
Quyidagi Q to‘g‘ri to‘rtburchakni olaylik:
y'fI/5 ytits 1
(LK): Oi"-bL -, O<KO<z=IL\,
ap+b ap+bj
uning yuzi S(p) hi topamiz:
S(p) =yr\p" , O<p<ni<o.

(a +bp)1
Shu S (p) funksiya uchim quyidagi munosabatlar o‘rinli:
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HT34= MWTapg =0_ apg >0, V*e (0,-+00).
Bu S(p) funksiyaning eng katta giymati mavjudligini ko‘rsatadi.
Boshgachaaytganda, ILinth(L K) = &ﬂq S(L,K) = 0 tengliklardanham

bu tasdiq kelib chigadi. Endi S(p) ga maksimal giymat beradigan nugtani,
ya’ni mos numi (magistralni) topamiz. Sodda hisoblashlar bajaramiz:

s'w =c¥2" . ap-o0o. n-f

Shunday qilib, izlangan magistral K = b/a-L tenglama bilan ifodalanadi.

2. Umumlashgan Kobb-Duglas ICHF berilgan boigin:

F(L,K)=aKaL&, a0>0, 0<5-a<l, O<a<1l
Ravshanki, a<6<Il+a. Demak, §>1 boiishi mumkin. Biz I<5<Il+a
holni ko‘ramiz. Magistralni 6-bobdagi kabi chi/igliloshtiriih usulidan
foydalanib topamiz. Bu holda magistral tenglamasi
K=L i&8a)/a

Ko‘rinishdaboiadi.

3. Endi umumlashgan Solou ICHF ni olaylik:

F(LM)=a\aKTp I|-a)Zz"]-8p,a0>0, 0<«<1 p>4 6>0
Bu funksiyaning magistralini topish uchun ham chiziglilashtirish usulini
goilaymiz. Sodda hisoblashlar ko‘rsatadiki, magistral tenglamasi quyidagi
K =[al(\-a)\I&L

ko‘rinishdaboiadi. Bu - to‘g‘ri chiziq nuridan iborat.

Umumlashgan ikki faktorli neoklassik ICHF lar hagidagi maiumotlar
81 - 8.3 -jadvallargajoylashtirilgan.

8.1-jadval
F(XL, XK) = XF(L,K) + X>0, 6>0, F(L,K)=Lbf(k)

>0, 1<5<2,
8L dl f(K)
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N
e 9F At k) o m >0

<2 ~2
<0, A—=£m [A-5)-[5 /(A:)-2* /W] +*2'(A2)], 1<8<2

| £ <0- = /W<0-
/(0)=0, f(k)>0, f'(k)>0, f\Kk)<0, Vic0

8.2-jadval
Izokvantalar .
Unmumlashgan IChF 'i‘)k"ia‘ 'ta'?r differensial Vogistrallar
engliamasl tengl i tenglamaSI
1 Chizigli IChF
F(L,K)=[aK+bL{& pxavp=c Kb KI-L
d. a a
a> 0, b>0, 550
2 Kobb-Duglas ICHF
F(L,K) =aK aL6a om1px=c UK d-ab 6a
dL a a

a0>0, O<a<l, 0<8-ax<l

3 SolouICHF
(=0 p+(1-a)»  F(LK)=C ‘;’E 1:‘AT1 @

00>0, O<ax<l, p>-I, 5>0
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8-bobga oid masalalar
Quyidagi umumlashgan Kobb-Duglas va Solou ICHF (8.5) differensial
tenglamaning yechimi ekanligi isbotlansin va ulaming magistrallari topilsin:

i. 1 F{L,K)=jKL. 3 f(1,k)=2k4F.
2 FH{LLK)=86¥1L, 4. F(L,K) =\fKL.

5. F(L,K)=0K 33 6. F(L,K) =L\[K.

8-bobga oid nazorat savollari

1 Umumlashgan neoklassik ICHF ta’rifini bering.

2. Umumlashgan neoklassik ICHF ganday differensial tenglamani
ganoatlantiradi?

3. Umumlashgan ikki faktorli Kobb-Duglas va Solou ICHF uchun I°-5°
shartlaming bajarilishini tekshiring.

4. Umumlashgan Solou ICHF ning p —0dagi xususiy holini tekshiring.

5. Umumlashgan Solou ICHF ning p—+00 hamda p —1 dagi
xususiy hollari chigarilsin.

6. Umumlashgan ICHF lar uchun asosiy igtisodiy-matematik
xarakteristikalami aytib bering.

7. Umumlashgan Kobb-Duglas va Solou ICHF lar uchun asosiy
xarakteristikalami hisoblang.

8. Umumlashgan ICHF lar uchun izokvanta, izoklinal va izokosta
tushunchalarming ta’rifmi keltiring.

9. Izokvantalar differensial tenglamasini yozib bering

10. Izokvantalaming uchta xossasini aytib bering.

11. Magistral ta’rifmi va uning igtisodiyotdagi ma’nosini keltiring.

12. Kobb-Duglas va Solou ICHF ning magistrallari tenglamasini yozib
bering.
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9-bob. IQTISODIY DINAMIKANING MATEMATIK
MODELLARI

9.1-8. Igtisodiy dinamikaning modellari haqida

Awalgi boblarda igtisodiy jarayonlarning statik modellari ko‘rildi.
UlardaL, KvnY = F(L, K) kabi makroigtisodiy ko‘rsatkiclilar vaqt o‘tishi
bilan o‘zgarmaydi va biror [0, T] vaqt davrida o‘zgarmas bo‘lib goladi.
Statik modellarga oid misollami yechish model o‘zgaruvchilari orasidagi
optimal (eng foydali) munosabatni izlashdan iborat.

Aslida barcha makroigtisodiy ko‘rsatkichlar vaqt t gabogiiq bo‘ladi.
Agar modellarda bunday ko‘rsatkichlami vaqt t ga bog‘lig deb garalsa,
igtisodiy jarayon hagida to‘laroq tasawurga ega bo‘linadi. Ba’zi igtisodiy
dinamika modellarining mazmunini bayon etishdan awal “igtisodiyot”
tushunchasiga to‘xtalamiz. Igtisodiyot tushunchasining gisga va “aniq”
ta’rifmi Rossiya FA ning akademigi V.L. Makarov quyidagicha bayon etgan:
“Igtisodiyot kishilaming mahsulotlami ishlab chiqgarish, tagsimlash-
ayirboshlash vaiste’mol qilish usullari bilan bog‘langan faoliyati doirasidan
iborat”. Uning ta’biri bo‘yichaigtisodiyotning 4 elementi bor:

1) kishilar (igtisodiyotning bosh elementi);

2) mahsulotlar (moddiy, nomoddiy - turli xizmatlar);

3) kishilaming turli faoliyatlari (bir xil mahsulotlami boshga turga
aylantirish, mahsulotlami iste’mol gilish bo‘yichafaoliyat);

4) tashkiliy struktura.

Igtisodiyot tushuncliasi shunchalik keng va murakkabki, unga aniq
chegara go‘yib bo‘lmaydi. Hamma narsa ganday aniq iqtisodiyot
ko‘rilayotganiga bog‘liq. Bu esa igtisodiyotning holatini tavsiflaydigan
o‘zgaruvchilargabogiig. Bu o‘zgamvchilaming ba’zilari o‘zgannas, ba’zilari
esa o‘zgamvchi bo‘lishi mumkin. Igtisodiyot elementlarining t vaqgtdagi
giymati igtisodiyotning shu t momentdagi holatini tavsiflaydi. Odatda,
boshlang‘ich t0 momentdao ‘rganilayotgan igtisodiyotholad berilganbo‘ladi.

Igtisodiyot holatining o‘zgarishini vaqtuzluksizo‘zgarib borgandaham,
vaqgtning butun giymatlaridaham o‘rganish mumkin. Agar igtisodiyot O dan
T momentgachabo‘lgan vaqt davomida o ‘rganilsa, igtisodiyot holatlarining
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ihu vagt oralig‘iga mos majmuasi igtisodiyot trayektoriyasi deyiladi. Bunda
T> O rejalashtirish ufqi deyiladi. Makroigtisodiyotda ” “yetarli” katta qilib
tonlanadi.

Igtisodiyot holatining vaqt o‘tishi bilan o‘zgarishi uning holati
0°‘zgamvchilari orasidagi ba’zi munosabatlar bilan tavsiflanadigan gonunlar
bo‘yichakechadi. Albatta, bunda igtisodiyot holati fagat empirik (taxminan)
ta’riflanadi. Ammo ko‘pincha shuning o‘zi ham igtisodiyotni bashorat gilish
uchun yetarli boiadi. Igtisodiyot modeli, ya’ni igtisodiy jarayon modeli —
igtisodiy jarayon kechishini uning o‘zgaruvchilari orasidagi munosabatlar
bilan tavsiflanishidir. Agar igtisodiy jarayonning matematik modelida vaqt
uzluksiz o*zgarsa - uzluksiz model, agar u diskret (uzlukli) o ‘zgarsa - diskret
model deyiladi.

Biz igtisodiy jarayonlaming uzluksiz modellarini, aniqrogi, igtisodiy
dinamikaning matematik modellarini o‘rganamiz. Ular, birinchidan, biror
ma’lum me’yorda abstraktlashtirilgan igtisodiyot holatining kechishini
tavsiflaydi, ikkinchidan, bunday modellar matematik jiddiylik bilan
o‘rganilganvamodellamitavsiflash uchun dastlabki shart-sharoitlartamomila
aniq igtisodiy ma’noga ega.

Igtisodiyotning birinchi modellari yaratilishining gisqacha tarixiga
to‘xtalamiz. Eslatib o*tamizki, igtisodiyot modellarini qurish, o‘rganish va
tatbiq etish igtisodiyotni (igtisodiy jarayonlarni) modellashtirish deyiladi.
Igtisodiy jarayonlami modellashtirish o‘zining azaliy tarixiga ega. Fransuz
olimi doktor Fransua Keneni bu sohaning pioneri desa boiadi. Fransua
Kene (1694-1774) o‘zining “Igtisodiyjadval” (1758), “Arifmetik formula”
(1766) nomli asarlari bilan nom gozondi. Shu asarlardau milliy igtisodiyotni
miqdoriy jihatdan tavsiflab berishga harakat gildi. Igtisodiy jarayonlarni
modellashtirish sohasida Adam Smitning katta hissasini aytib o‘tish lozim.
U 1776-yildaLondonda “Xalglar boyligi, tabiati va sabablari hagidatadgigot™
nomli mashhur kitobni chop etdi. A.Kurno 1838-vilda Parijda “Boyliklar
nazariyasi matematik prinsiplarining tadgigoti” nomli nodir asami nashr
gildi. Bu sohadayana V.Geyl, Jon Fon Neyman, L.Valraslarning qo‘shgan
ulkan hissalarini ham eslatib o‘tish lozim. L.Valras o‘zining “Ele-
ments d Economic Politique Pure” (Lausanne, 1874) nomli asaridaquyidagi
mashhur so‘zlami yozgan: “Sof igtisodiyot nazariyasi butunlay fizika—
matematika fanlarini eslatuvchifandir”.

Tabiiy ravishda mutaxassislarni ko‘proq igtisodiyotning shunday
matematik modellari gizigtiradiki, bu modellar yordamida igtisodiyotning
o'sishini uning butun trayektoriyasi yoki alohida o‘zgaruvchilari bo‘yicha
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kuzatib borish mumkin bo‘ladi. Tegishli modellar “Igtisodiy o°‘sishning
matematik modellari”” degan nom bilan ataladi. Bunday modellar dastlab X X
asming o‘rtalarida paydo bo‘ldi (Ramsey, Solou, Shell va boshgalar
modellari). Birinchi boiib Solouning igtisodiy o‘sishmodelidaiqgtisodiyotning
kechishini tavsiflash uchun “ishlab chiqgarish funksiyasi” jalb etildi. Bu
funksiya oxirgi ishlab chigarilgan mahsulot hajmi Y bilan mehnat L va
asosiy fondlar K hajmini bogiaydigan munosabatdir. Ma’lumki, ICHF
tushunchasi amerikalik olimlar K.Kobb (matematik) va P.Duglas (igtisodchi)
nomlari bilan bog‘langan. Birinchi ICHF 1928-yilda xuddi shu olimlar
tomonidan kashfetilgan. Igtisodiy dinamika modcllarida mablag'ni optimal
sarflash (optimal kapital qo‘yish) masalalarini o'rganish R.Solou (1956)
ishlaridan boshlangan. Solou milliy daromad Y ni (ishlab chigarilgan
mahsulotni) kapital qo‘yishga (investitsiya) va istc’molga optimal ajratish
masalasi bilan shug‘ullangan, ya’ni y =/ +C = sK+(I-jr)K tenglikdas ni
topish masalasini qo‘ygan, unda | -kapital hajmi, C isto'mol hajmi.
Optimallik jon boshiga iste’molni ( s = const) yoki islc’molning integral
fondini (s = s(t), t e [O; I']) maksimum gilish ma’nosida tushuniladi. Bunda

migdor jamg'arish normasi (tejash normasi) deyiladi.
s(t) funksiya uchun ikki hoi ko‘rilgan:
1) s(/) =s,s=const (0 <s< 1) - jamg‘arish normasi 0'/garmas bo'lgan
holni R.Solou o‘rgangan;
2) 07s(0 ™ 1 - jamg'arish normasi o‘zgaruvchi, anigrog'i, bo‘lakli-
uzluksiz boigan holni K.Shell ko‘rgan.
Har ikki holda ham ICHF lar dinamikfunksiya bo'lgan.

Endi dinamik ICHF larta’rifigato‘xtalamiz:

9.1-ta’rif. Faraz etaylik, ishlab chiqarishfaktorlari x|,X2,...,X, vaqt
1 ning funksiyalari: x}(t),x2(t),...,xn(t) , Y esa ishlab chigarilgan
mahsulot migdori bo ‘Isin. Unda

Y () = F (XI(t),x2(t),...,xn(ty, t) 9.1

munosabat dinamik ICHF (DICHF) deyiladi.

(9.1)danko‘rinadiki,irfunksiya /gaoshkorva x,,x2,...,x,,larorqgali
oshkormas bog‘lig. Vaqt t ga oshkor bog‘liglikda iqtisodiy jarayonni
o‘rganishda ilmiy-texnik progress (ITP) natijalari hisobga olinadi. Turgan
gap, ITP danfoydalanish igtisodiy o‘sishga olib kelishi kerak, buesaY (t)

149



ftinkliyaning monoton o‘sishini anglatadi. Agar (9.1) funksiya
R:*10;T] sohadauzluksizdifferensiallanuvchiboisa, uning o ‘suvchi
boiilhi uchun t bo‘yicha toiiq hosilasi musbat boiishi kerak, ya’ni
Y'(t)>0, N\te [0; T]. Butengsizlikningbajarilishiigtisodiy o*sishsodir
boiishining fagat zaruriy shartidir.

9.1-teorema. Igtisodiy o ‘sish bo flishi uchun

A> 0, V?e[0:r] 9.2)

tengsizlikning bajarilishi ;.arur.

Teoremaning ma’nosi shuki, har yili awalgi yildagidan ko‘proq ishlab
chigarish igtisodiy o ‘sish uchunyetarli shartb oia olmaydi. Quyidagi teorema
zaruriy vayetarli shartlami ifodalaydi.

9.2-teorema. Iqgtisodiy o ‘sish bo ‘lishi uchun ushbu

dy(@® n ro.r(*-1)
— > W fwW v - (93)
tengsizliklaming bajarilishi zarurvayetarli.

Mazkur teorema X, =L (t), x2= K(t) boigan hoi uchun yozilgan.
AgarL (t)—~ aholi soni boisa, Y (!) /L (t) -jon boshigaishlab chigarilgan
mahsulot migdorini anglatadi. Gap shundaki, (9.2) shartbajarilsaham, aholi
soni shunday ko‘payishi mumkinki, (9.3) ning ikkinchi tengsizligi
bajarilmasligi mumkin. Aksincha, (9.3) ning ikkinchi tengsizligi bajarilsaham,
(9.2) bajarilmasligi mumkin. Bu igtisodiy o‘sish sodir bo‘lImaganda, ya’ni
ishlab chigarilgan mahsulot migdori kamayganda, aholi soni yanada tezroq
kamayganda sodir boiadi.

7 (0 funksiyaning toiiq hosilasini yozamiz:

dt dt  dx 82 8xn

dt { dx )’

dx(t ST{t) . /N
X S F ’\{ ), X))\ - skalar ko‘paytma.

unda x(t)~
Agar F funksiya t ga oshkor bogiiq bo‘lmasa, unda ushbu
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7(t) = F (XI(t),x2(t),...,xn(t)) 9.9
ko‘rinishdagi DICHF avtonom DICHF (ADICHF) deyiladi. Bu holda ITP
natijalari e’tiborga olinmaydi. Barcha masalalar x](t),x2(t),...,X,,(t)
faktorlarorasidagi optimal munosabatlami topish bilan bog‘langan boiadi.
Makroigtisodiy jarayonlarda ko‘proq ikki faktorli ADICHF lar uchraydi.
Ular quyidagi

Y () =F(L(D).K(1) (9.5
Ko ‘rinishdayoziladi.
Agar (9.5) funksiya (I°-5°) neoklassik shartlami ganoatlantirsa (5—bob,
2-§ gagarang), uni neoklassik ADICHF deyiladi.
ADICHF gamisollarkeltiramiz:
1 7(0=aKa(0 2zl “(0, a0>0, O<a <1, /e]0,T] - Kobb-Duglas
ADICHF.

2. 7(0 =a0[at~p(0 +(I~a)E~p()]'*>> «. >°. «<«<>, P>-1 -
SolouADICHF.
3. Y(H) =aK(t)+bL(t),a>0, b>O0 - chizigli ADICHF.

modeli: mehnat resurslari eksponensial funksiya

Quyida biz Solouning sodda dinamik modelini ko‘rotniz. Bu model
quyidagi munosabatlar bilan tavsiilanadi:

K(t) = I()~\iK(), O0<u<1l wu=const (0,02£ LED,04), (9.6)

L(H)=r\L(®, m\=const (0,0057£0,001,), 9.7

Y () =F(L(t),K()=1(t)+C(t)=sY+(I-s)Y, s=const, 0<s<1, (9.8)
bunda F (L(t), K(t)) neoklassik shartlami ganoatlantiradi, /(/) **sY(t) -
investitsiyalar (kapital qo'yish),C(/) = (1-s) 7(/)-iste’mol, /I(0~mavjud
asosiy fondlar hajmi, L(t) - mavjud mehnat resurslari hgjmi, s — 1(t)/Y (t)
(=const) —j amg*arishnormasi, J+ asosiy fondlaming chizigli yarogsizlamshi
koeffitsiyenti. (9.7) munosabat ishchi kuchining o'sish sur’ati L (t)/L (t)
o‘zgarmas va ti ga tengligini anglatadi. Endi jon boshiga iste’mol
tushunchasini kiritamiz:
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®)=on4" 99>

Kcyingi mulohazalardajamg‘arishnormasi s ning(0 <s<I) optimalligi
jon boshigaiste’mol c(t) ning maksimumi ma’nosida tushuniladi. (9.9") ni
0‘zgartiramiz (gisgalik uchun argument t ni yozib o‘tirmaymiz):

c,E-flzE>i=q-»)"(i.7)=(1-3)/w .
L L L

Shunday qilib,
c =(1-*)/(£) , (9.9)
bundaf(k) - o‘rtacha mehnat unumdorligi, K — qurollanganlik.
(9.6) —(9.9) munosabatlar Solouning sodda dinamik modelini toiig
tavsiflaydi. Shu modelning trayektoriyasi {F(/), C(t), I(t), L(t), K(t)}
funksiyalar majmuasi bilan aniglanadi.

Modelni o‘rganishuchun k(t), k{t), f(k) belgilashlargao‘tamiz:

fo()- dk- d(K\  KL-KL (I-\iK)L-KL
dt dt\L) 1} 1}

=~ {[*F(L.,K)-uK FL-KL }=sf(k) -(u+t) k.

Shunday qilib, (9.6), (9.7) o‘miga ushbu

k(t) =s Ak)'-(L+L)k (9.10)
differensial tenglamaga ega boidik. Shu (9.10) tenglama uchun
k(Q) = k0>Q (9.11)

boshlangich shartbajariladi.

(9.10) tenglama igtisodiy dinamika modelining asosiy differensial
tenglamasi deyiladi. U hosilaga nisbatan yechilgan birinchi tartibli chizigsiz
tenglama, o‘ng tomoni erkli o‘zgaruvchi t ga oshkor bogianmagan. Shu
sababli (9.10) avtonom differensial tenglamadan iborat, uning (9.11)
boshlangich shartni ganoatlantiradigan yagona yechimi mavjud. (9.10)

tenglamaning o‘ng tomoni (p(Jo)=</(&)-(fj.+rj)E differensiallanuvchi
(£bo‘yicha). Koshiteoremasiningshartlaribajariladi: gf(k)=sf(k)-(ii+r\).

(9.6) -(9.8) munosabatlar bilan tavsiflanadigan model
o'zgaruvchilarming vagt bo‘yichao‘zgarishini tekshirish uchun qurollanganlik
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K ning vaqt bo‘yicha o'zgarishini (9.10), (9.11) munosabatlar bo‘yicha
tekshirishyetarli.

(9.10) tenglama avtonom bo‘lgani uchun uning statsionar yechimlari
(muvozanatholatlari) quyidagi tenglamadan topiladi:

5/(*)—(L+Mn)* =0. (9.12)
Statsionar yechimlaming mavjudligi haqgidagi tcorcmani bayon etish
uchun quyidagi

lim f'{k) = /'(+0)
*_0

migdor hagidagapiraylik./' (+O)migdorchekli bo'Jishi ham (p > 0 da Solou
funksiyasi uchun), cheksiz bo‘lishi ham mumkin (Kobb—Duglas funksiyasi
uchun).

9.3—teorema. Agar (9.10) asosiy differensial tenglama uchun (9.11)
boshlang ‘ich shart berilgan bo ‘lib, ushbu

v+r\<sf\+0) (9.13)

tengsizlik o rinli bo 'Isa, unda (9.10) tenglamayagona (sodda yechimdan
tashqgari) musbat va asimptotik turg’un {Lyapunov bo 'yicha) [0; '] vaqt

oralig'ida aniglangan statsionaryechim k(t)mk,>0 ga ega.

Isbot. Statsionar yechimlar (9.12) tenglamadan topiladi. Bu tenglama
yagonamusbat yechimga ega. Hagiqgatan, ikkita y msf(k) va y w (JA+n) K
funksiyani ko‘ramiz. Ulaming grafiklari kesishgan nuqgtalar statsionar
yechimni aniqglaydi. M a’lumki, /(0) = 0, shuning uchun k(t) m0 sodda
yechimga egamiz. Ammo bizni k> 0 bo'lgan hoi qi/igtiradi. Musbat
statsionaryechimni izlaymiz. Har ikki funksiyaning grafigi koordinataboshi—
dan chigadi va | chorakda joylashgan. Ammo (9.13)ga ko‘ra y msf(k)
funksiya grafigi urinmasining burchak koeffitsiyenti koordinata boshida
y = (u#+r]) K nurning burchak koeffitsiyentidan katta. Undan tashqgari, f(k)
funksiya neoklassik shartlami ganoatlantiradi (ya'nif (k)>0,f" (k)<o0,

V k> 0), shuning uchun y — sf(k) funksiya botiq. Bu y msf(k) va
y = (u+ri) £funksiyagrafiklari abssissasi k .>0 bo'lgan nugtada kesishishini
tasdiglaydi. Shu k. son izlangan statsionar yechim k (t)»k, bo‘ladi.
Demak, musbat statsionar yechim yagona ekan. Endi uning asimptotik
turg‘un ekanligini isbotlash goldi (9.1—chizma).

Agar (9.10) tenglamaning o‘ng tomoni y *u/(K)~ (u+n) K uchun
¢'( K.) <0 tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, bundan skalar differensial teng-
lama uchun Lyapunov-Puankare teoremasiga ko‘ra (M.Salohitdinov,
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G ’.Nairitdinov. Oddiy differensial tenglamalar. Darslik. “0 ‘zbekiston”
nuhriyoti, Toshkent, 1994, 11-bob, 11.3-§, 314—bet) k(t) =k, statsionar
yechim asimptotik turg‘un bo‘ladi. Hagigatan, o(k,) =s

(u+l]) < 0. Shuni isbot etish talab etilgan edi. 9.3—teorematoiiq isbotlandi.

0 k.(s) K 0 K k(s K

9.1—chizma 9.2— chizma

9.2—ta'rif. Igtisodiy o ‘sishning qurollanganlikning o zgarmas Kk,
giymatiga mos rejimi balanslangan o ‘sish deyiladi.

Makroiqtisodiy sistemaning parametrlari s, u, r berilgan boisa, Kk,
miqdor bir giymatli aniglanadi. Amalda mehnat resurslari hajmining o*‘sish
sur’ati f§ (0,005 < 14 < 0,01) va yarogsizlanish koeffitsiyenti
(0,02 < i <0,04) awaldan ma’lumboiadi. Shuning uchun K, nijamg‘arish
normasining funksiyasi deb garash mumkin: k. = k,(s) .

9.1-lemma. Balanslangan o'sish rejimi kX s) funksiya (0;1)
intervalda aniglangan, differensiallanuvchi va monoton o ‘suvchi.

dk,(s)

Isbot. Ushbu — -— > 0, vi' e (0;1) tengsizlikni isbotlaymiz. Uning
ds

uchun s— f'(k.(s)) — (u+ri) ~,(s) = 0 sonli tenglikni ko‘ramiz. Ikki
tomonini s bo‘yichadifferensiallaymiz:

Bundan

dk.js) f(k.(s))
ds (4+T1)—5/'(1:.(5))
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formula kelib chigadi, unda kasming mahraji va surati musbat. Shuning

dk, (5)
uchun —d~— >0 Vs e (0;1) tengsizlik o‘rinli.
S

Shunday qilib, balanslangan o‘sish k,(S), 0 < s< 1 funksiya bilan
aniglanadi. Har birs (0 <s <1) uchun balanslangan o ‘sishning bittarejimini
hosil gilamiz. Bunday rejimlarcheksizko‘p. Ulaming ichidan (9.9)funksiyaga
eng katta giymat beradiganini topish lozim. Boshgacha aytganda, jamg‘arish
normasining ushbu

cB)=U-s)-/(.(J))—>max, O0<s<lI (9.14)
masalaning yechimi bo‘ladigan giymatini topish kerak. c(s) funksiya (0; 1)
intervalda aniglangan va ikki marta uzluksiz diffcrcniiallanuvchi hamda
c(s)>0, Vs e (0;1).

Ravshanki, quyidagi munosabatlar bajariladi:

limc(s)= lim c(s)=0 limk.(s)=0 C/T™\>0 Vs € (0;1)

S-++Q J—+1—0 ?  S—+0 9 v . \ 9 / -
Bundan c(s) > 0 funksiyaning eng katta giymati mavjud eknni kolib chigadi.
Endi shu funksiyaga eng katta giymat beruvchi ? e (0,1) ni topamiz. Buning
uchunawal(9.14)dagi c(s)funksiyanio'zgartiribyozamiz(sf(k,(s))-
(u + ri) k.(s) — 0 tenglikka ko‘ra):

c(s) = F(k.(s)) = (U+ ) o*. (*) - (945)

Endi c'(s) nihisoblab, nolgatenglashtiramiz:

nb(,)>" _ (u+1B.& N lo
ds ds

yoki
[/'("(")-(u+n)l-"=o0.

dk.(s) n
Bundan — —" >0 gako‘ra
as

f 'k, (s)-(n+T])=0 (9.16)

tenglama kelib chigadi. Bundan statsionar nuqtani topib bo‘Imaydi, chunki
unda 5 oshkormas gatnashgan. Aslida K ga nisbatan (9.16) tenglamani

/7(*) =u+n (9.17)
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ko'riniihdayozamiz. (9.13)gako‘ra s= 1 da (x+rj</'(+0) tengsizlik
o'rinli. Ma’lumki, kK> 0 uchun y —f(k) botiq. Shuning uchun biror Kk da
f(k )= LU+ r tengliko‘rinli. Shunday qilib, (9.16) tenglamayagona musbat

K yechimga ega.

Endi (9.12) tenglamaga k= K ni go‘yamiz:

ST (&) ~(Vv+r\)k=o0.

Bundan yagona statsionar nugta s ni topamiz:

~ 0*+M)E
A*)
Endi f'(k) = (1+ r]) tenglikdan foydalanib, s ni uzil-kesil aniglaymiz:

K\ k)

s— fw — (918)

Awaldan ma’lum ediki, neoklassik ICHF lar uchun Q< ~ I{INQ <l
o

Vk> 0 tengsizlik o‘rinli. Bundan 0 <s <1 ekani kelib chigadi. Statsionar
nugta yagona va c(s) funksiyaning (0; 1) da eng katta giymati mavjud
boigani uchunshu s = 7 nuqtadac(s) funksiyao‘zining eng katta giymatiga
erishadi. Shu bilan quyidagi teorema isbotlandi, desak boiadi.

9.4—teorema. Agar K chekli (9.17) tenglamaning yechimi bo‘lsa,
optimaljamg'arish normasi s (9.18) formulayordamida topiladi.

Shunday qilib, igtisodiy sistema trayektoriyasini s va K lar orgali
hisoblash mumkin:

K(t)=L()m=V " ‘k, L(t)=L0eNt Y(t)=L wf(k)=V " IF(k),

7)) =sY(t)=LO01f(k)—e”, c®)=U-D)r(t)={-1)LOF(k)—e'>
Oxirgi munosabatlar ko'rsatadiki, qurollanganlikning statsionar

trayektoriyasi k(t) = Kk bo‘ylab modelning barcha asosiy o‘zgaruvchilari
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vaqgtbo‘yichao‘zgannas bo‘lgan holdamehnat resurslarining o ‘sish sur’atiga
teng bo‘lgan sur’at bilan o‘sadi.

Endi statsionar yechimdan farq giladigan yechimlar ganday boiishini
tekshiramiz. 9.1-teoremaga ko ‘ra statsionar yechim asimptotik turg‘un.
Buning ma’nosi shuki, (9.10) differensial tenglamaning ixtiyoriy boshlan—

g ‘ich shartni ganoatlantiradigan k(t) yechimi (k(0) = k,, KOpkK,) t
ning yetarli katta giymatlarida k(t) = k, — statsionaryechimga intiladi.
Awal kO >k, bo‘lsin. Buholda s f(k0)—(y.+r\)k0 <0 tengsizliko rinli
bo‘ladi. Bundan >e{)c 0, t>0 tengsizlikkelib chigadi. Endi K ni tekshiramiz:
K=n/"(E) K—(u+n)K=[sf'(k)—(u+n) ]Ik .

KO > K, gako‘ra s/ (Jir)—(ja-b])<O0 tengsizliko‘rinliboiganiuchun £> 0«
Demak, k0> kmbo‘lganda k(t) trayektoriya qavariq (9.3—chizma).

Endi kO <k, holni ko‘ramiz. Uch hoi yuz berishi mumkin:
1) k0= K <K, ; 2) 0<kO<K ; 3) K <KO<KT-

1) KO = K <K bo‘lsin. Bunda k(t) * Kk chiziq (nur) k{t) funksiyaning
burilish nugtalaridan tashkil topganboiadi. 2) va 3) hollami ko‘rgandabunga

ishonchimiz komil bo‘iadi. Agar 2) 0<k0O<k bo‘lsa, unda, ravshanki,
k=J/(£)—(u,+TT)&>0, £=[?/(E)—(]4+n) 1k>0 bo‘ladi. Bu 0 <€£0<k da
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k(t) Ainkliyaning gavarigligini anglatadi. Agar 3) K <k0<k, boisa, yana
jt>0, ammo k<O boiadi. Bundan k(t) funksiyaning botigligi kelib
chigadi. Demak, K = k dan o ‘tishdagavariglik botiglikkao4adi, ya’ni kO =k
da k{t) = Kk chiziq k(t) funksiyaning burilish nugtalaridan tashkil topgan
boiadi.

L va K o‘zgaruvchilar tekisligida K(t) = kTL(t) nur Solou—Neyman

magistrali deyiladi (9.4—chizma).
1966—yildaE.Felps “oltin goida’ni taklifqildi (ba’zida “optimal qoida”

deganda optimal jamg‘arish normasi ? ni topish usuli tushuniladi).
K o ‘rilayotgan holda quyidagicha aytiladi: asosiyfondlargaqo ¥ilgan kapital—
mablag ‘ kapitaldan olingan daromadga leng.

Bu quyidagi munosabatlardako ‘rinadi:

sLf(k)=Lk f'(k), sF(L,K)=K8F~ >
dK

kapitaldan olingan daromad.
Misollar.

l1-misol. F(L,K)=aOKal}a, a0>0, O«x<l.
Ravshanki, buholda / (&) =aOka, f'(k)=a aOkad; k ni aa0kax=

= L+ /1 tenglamadan topamiz:

2—-misol.F (L,K)—a\aK p+(l-a)L p] p, <*>0, O<o<l, p>-I1

A -
Bunda f(k) =a”rak~* + (\-a)] p, f'(k) =aa0[ a+ (I1-a)k? 1 p.

Endi ushbu
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Tp
p

aal[a +(1-adp] =y +n
tenglamadan topiladi:
i/p
£=(1-a) p _a a0 >pg YQ1+P)
\V+4J u+n

Oxiridaoptimal jamg‘arish normasi J ni topamiz:

Ma’lumki, 0<s <1 tengsizlik o‘rinli. Oxirgi formuladan iqtisodiy

sistemaning parametrlari a,aO,u,r|,p orasidagi bog*lanish kelib chigadi:

u+r|j<ola p-

9.3-8. Igtisodiy dinamikaning o‘zgarmas jamg‘arish normali
modeli: mehnat resurslari hajmi chizigli—botiq funksiya

1. Mehnat resurslari (aholi soni) o 'sishining botiq gonuni hagida

Igtisodiyotda, asosan, mehnat resurslarining o ‘sishi hagida gap boradi.
Ish bilan bandlar soni aholi soniga bog‘lig. Ish bilan bandlar sonining
ko‘payishi (o‘sishi) esa fagat aholi soniga bog‘liq emas. Ko'pgina ilmiy
risolalardamehnat resurslari (aholi soni) eksponensial gonun bo‘yicha o ‘sadi

deb qgaraladi. Bu L(t) funksiyaning hosilasi L(t) shul (t) gachiziglibog‘Uq
deb garaladi degan so‘z, ya’ni L(t)=AL(t), bunda T| — o‘sish sur’ati.
Bundan L(t) = LOmenl, LO> 0 kelib chigadi (9.5—chizma). Shuning uchun

L(t) =Y L(t)>0, ya'ni L = L{t) funksiya gavariq (9.5—chizma). Demak,

tning biror giymatidan boshlab L(t) ning qiymati vetarli kattabo‘lib ketishi
mumkin. Tug‘ilishlar joni haqgida L.Eyler quyidagi gipotezani aytgan:
“tug‘ilishlar soni yildan yilgageometrik progressiyabo‘yicha ortib boradi”.
Ingliz ruhoniysi Maltus iqgtisodiyot bilan, anigrog‘i, demografiya bilan
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lhug‘ullangan. U Eyler gipotezasiga go‘shimcha qilib, “ozig—ovqgat
mahiulotlari arifmetik progressiya bo‘yicha ortib boradi” degan. Eslatib
o'tamizki, aholi sonining (umumiy holda mehnat resurslari hajmining)
eksponensial o'sish gonuni vagti—vaqti bilan va qisga vaqt oralig‘ida
rivojlangan mamlakatlarda sodir boiadi hamda o‘sish tezligi vaqt o ‘tishi
bilan bargarorlashadi. Bunda ma’lum vaqt oralig‘idaegri chizigning gavariq
gismi botiq, aksincha, botiq qismi gavariq gqismga o ‘tadi (9.6—chizma).
Umuman, o‘sishbirorbotiq egri chizigyaqginida S—simon egri chizig bo‘ylab
sodirboiadi. Tegishli botiq egri chiziqg o‘sish tezligining bargarorlashishini
anglatadi (garang: P.®ocTep. O6HOBJ/IeHME MNPOU3BOACTBA: aTaKylowme
BblrpbiBatoT. M., MNporpecc, 1978, rn.4, c.78-94) (9.5 —9.7—chizmalar).

Ly W) Lit)

Mehnat resurslari hajmining (aholi sonining) o‘sish tezligiga ganday
parametrlar ta’sir giladi? — degan savol tug‘iladi. Umuman, o‘sish tezligi

ko‘pgina parametrlarga bogiiqg. Eyler gipotezasi bo‘yicha L(t) (o‘sish
tezligi) shu L{t) ning hajmiga bog‘ligc L = r\L. Ba’zi mamlakatlarda
aholining yashash sharoitining yaxshilanib borishi, igtisodiy iivojlanish sodir

boiayotganiga sabab ishlab chiqarishga go‘yilayotgan mablagiarning
(kapitalning) ortib borishidir, bunday sharoitdaishlab chigariladigan mahsulot

(milliy daromad) hajmi ortib boradi. Demak, L(t) miqdor fagat L(t) ga

bog‘ligboiib golmasdan, yana K(t) ga — kapital sarfga ham bog‘lig. Agar

bubog‘lanishzZ(0 vaK(t) ganisbatan chiziglibo‘lsa, L(t) uchun quyidagi
munosabatni yozish mumkin:

L(t) = i]L(t)+VvK(t), /1>0, v>0. (9.19)

Ravshanki, L(t) = rjL(t)+ v K(t) ,t> 0. Qanday shartlar baj arilganda

L(t) <0, ya'ni L{t) funksiyaning grafigi botiqboiadi?
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Ushbu

Z(/)<0 (9.20)
tengsizlikni ganoatlantiradigan botiq Z(? funksiyani chizigli—botiq deb
ataymiz. Chiziglilik L(t) ningL(t) vaK(t) gachizigli bog‘ligligini,botiglik
esal (t) funksiyaning botigligini anglatadi.

Izokvantalar F(L,K) = C, C > 0 tenglama bilan beriiadi. Undan,
ma’lumki,

6F_<0
dL 5L/ dK

tengsizlikkelib chigadi. Har birizokvanta l CHF ning soth chiziglaridan iborat
boiib, gavariq egri chiziqdir (9.8—chizma).

Endi (9.19) ning ikki tomonini differensiallaymiz:

K. N
L(t) = riLit)+vK(D)i=£{&Fxr\+vj =L\ p+v
i=k{ dLj— @20

9.5—teorema. L(t)funksiya botiq bo'lishi uchun har bir izokvanta
bo 'ylab ushbu

9.22
dL \Y; ( )

tengsizlik bajarilishi yetarli.
Isboti i >0 wva (9.22) tengsizliklardan kelib chigadi. Hagigatan,
(9.21) ga ko‘ra
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i{0=i(n+v~ ) <i(n+v(-"])=o.

Misollar.
1-misol. L(t) = In(/ + e), t0 (9.9—chizma) deylik. Unda L(t)=— >0,
t+e
N =—~(f+e)2 <0, t>0. Quyidagi L =r\L+\K, L =x\L+v K muno-

sabatlami ko‘raylik. L(t) va L(t) laming ifodalaridan foydalansak,

kelib chigadi. Biz birinchi tartibii differensial tenglamaga keldik. Uni
integrallaymiz:

K == —1—; +*"=\n(t+e)

y(t+e) v
Endi dK/dL nihisoblaymiz:
dK =K
e _InMe) 1 1 n<_n
do L v(t+e) v t+e \(t+e) v v'

Shunday qilib, ICHF izokvantalarida (9.22) tengsizlik bajariladi. Kobb—Duglas
ICHF uchun (9.22) tengsizlik ushbu
K n a
L v 1-a
tengsizlik uchun bajariladi.
2—misol. Ikkinchi misol o‘mida 1991-2001-yillar davomida O ‘zbekiston
Respublikasi aholisining o‘sish dinamikasini ko‘raylik. Awal shuyillardagi
aholi sonijadvalini keltiramiz:
Jadvaldan ko‘rinadiki, N (t) funksiya o‘suvchi, ammo o‘sish tezligi
(A (miqdorlar) asosan kamayib borayapti. Fagat 1995 va 1996—yillardao‘sish
tezrogboigan. N (t) funksiya 1991-1994—yillardabotiq, 1994—1996—yillarda
gavariqg va 1996—2004—vyillarda yana botig. Demak, N (t) chizig S—simon
ko'rinishda (9.9a chizma).
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Yillar Aholi soni (mIn) Nt Aot

1 1991 20,862

2 1992 21,360 0,498
3 1993 21,852 0,498
4 1994 22,828 0,430
5 1995 23,002 0,720
6 1996 23,444 0,442
7 1997 23,867 0,423
8 1998 24,231 0,364
9 1999 24,583 0,352
10 2000 24,908 0,325
11 2001 25,211 0,303
12 2002 25,523 0,312
13 2003 25,803 0,280
14 2004 26,116 0,313

(Ma’lumotlar “0 ‘zbekiston Respublikasi Davlat statistika qo‘mitasi,
2005” dan olingan).

m
A

0 1991 1994 1996 2004 t 9.9a—chizma

1. Igtisodiy dinamikaning mehnat resurslari hajmi chizigli-botiq
bo ‘lgan modeli.

Igtisodiy sistema (iqtisodiy jarayon) quyidagi munosabatlar bilan
tavsiflansin, deylik:

K =1-\xK, 0£u<1,
L=r\L+VvK, r=const>0, v=const>0,
Y =F(L,K)=1+C =sY +(I-s)Y, s=const>0, 0O<s<l, (9.23)

C(v)
c()=——=-—»rmax, 0<5< 1.
m
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Bu munosabatlardan ko‘rinadiki, asosiy fondlarning chizigli
yarogsizlanishi va mehnat resurslarining hajmi chizigli—bog'ligboigan hollarga
egamiz. Masalajon boshiga iste’molning eng kattagiymatini ta’'minlaydigan
(optimal) jamg‘arish normasini topishdan iborat. Endi ko‘rilayotgan
jarayonning asosiy differensial tenglamasini chiqaramiz. (9.23) muno-
sabatlardan ikkinchisini

Lo hivk

L 1

« dk
ko‘rinishdayozibolamiz, Endi ~ = ~ ni hisoblaymiz:

d(K”~ KL=-—KL (sY=\xK)—K(rJL+vK)
~dtVL) L2 L2

=jr[(sL Ne —\iK)L-K@MAL+vK)]=s f(k) -(u+n) -v

Shunday qilib, asosiy differensial tenglama ushbu
ic= s f(k)— (\x+y\)k—-vk2, k(o) = k0O>0 (9.24)
ko‘rinishga ega. (9.24) ixtiyoriy k(0) =k, >0 boshlangich shart uchun
yagonayechimga ega. Bu tasdiq Koshi teoremasidan kelib chigadi, chunki
(9.24)ning o‘ng tomoni <= s f(k)— (\i+t\)k—v k1 uzluksiz diffe-
rensiallanuvchi ( K bo‘yidia), ya'ni
oXk)=sf\k) —(u+r)-2veE.
9.6—teorema. Agar asosiy differensial tenglama uchun
u+U<*9+0) (9.25)

tengsizlik ((2.13) bilan taggoslang) o'rinli bo'lsa, unda (9.24) tenglama
yagona (soddayechimdan tashqgari) musbat va asimptotik turg ‘un statsionar

yechimga ega, ya hi k(t) s k,.
Isbot. Quyidagi (p(£) =0, ya’ni

sf(k)—(\i+r\)k—-vk2=0 (9.26)

chekli tenglamani ko‘ramiz. Bu tenglama k= 0 sodda yechimga egaligi
ravshan. U musbat yechimga ham ega. Shuni isbot etish uchun y~= s (k)
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va y2 = (QJA+r|) K+ v K2 fimksiyalami o‘rganamiz. Har ikki funksiya grafigi
koordinata boshidan chiqgadi va | chorakda joylashgan. Shu bilan birga,
y'{k) <0, y"(k) =2v >0 tengsizliklar o‘rinli. Demak, >>,(& funksiya
botiq, y2(k) funksiya esa qavariq. Grafiklar koordinata boshidan mos
ravishda ((9.26) ga garang)

limsf'(k)=s/'(+0)>0 Ilim y2(K) =y +
Jim st (k) (+0)>0, Jimy2()=u+n
burchak koeffitsiyentlar bilan chigadi. Shunday qilib, y,(&) vay2( k) funk-
siyagrafiklari | chorakda albatta kesishadi (9.10—chizma).
Ikkinchi funksiya y2(K) = (4+ I]) K+ v K2 grafigi paraboladan iborat

bo‘lib, u koordinata o‘glarini (- (n+t])/v; 0) va (0; 0) nuqgtalarda kesib

o ‘tadi, uchi “ N4~ ') nuqtada joylashgan. Bizni shu

parabolaning k> 0 boigandagi boiagi qizigtiradi, u 9.1 1—chizmada quyuq
chizigbilanbelgilangan.

9.11—chizma

Grafiklar kesishgan nugtaning abssissasinifc. > 0 deymiz. Bu bilan (9.24)
tenglamayagona musbat statsionar yechimga ega ekani isbot etildi.

Endi shu k(i) = k, statsionar yechimning asimptotik turg‘un ekanini
isbotlash qoldi. Buning uchun o (K,) < 0 tengsizlikni isbot etish yetarli.
Hagigatan,

¢'¢Ir,)=sf(k.)—(u+rV)V-2vk. <0,
chunki y[(k.) =sf{k.) miqdory”/1') funksiya grafigiga k. da o‘tkazilgan

urinma burchak koeffitsiyenti, /2(£,)=(]la+r|)-2v£, esa y2Ak) grafigiga
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o'tkazilgan urinma burchak koeffitsiyenti. Ravshanki, </—,(&,)

tengsizlik o ‘rinli (9.10—chizma). Teorema isbotlandi.

Ta’kidlab o‘tamizki, k, ning o‘mi (abssissa o‘qida) s ning giymatiga
bog'liq, ya'ni k.(s).

9.2—lemma. Statsionaryechim k,(s) monoton o ‘suvchifunksiya (9.10—
chizma).

Isbot. Avvalo k{s) funksiya (0; 1) intervalda aniglangan va diffe—
rensiallanuvchi, u (9.26) chekli tenglamani ganoatlantiradi, ya’ni quyidagi
sonli tenglik o‘rinli:

/(Ms))—(U+rDE.(**)-v 2(y)=0 m (9.27)

Bu tenglikning ikki tomonini s bo ‘yicha differensiallaymiz:

J(Fc(s))+s/'(ir.(s))?= (H+M)A(£)=2v*.(s) ~ = O.
as ds ds

. dk,(s)
Endi — — ni topamiz:
as

dkjs) _ /(E.(my))
ds la+r]|+2vE, (8)-sf'(K(s))'
. - dko(s) . .
(9.10) chizmadan ko‘rinadiki, — > 0. Lemma isbotlandi.

ds

k(t) = kt(s) funksiya balanslangan o‘sish rejimi bo‘lgani uchun
(se(0; 1)), bunday rejimlarcheksizko‘p. Har bir rejimjamg‘arish normasi
s ning (0; 1) intervaldan olingan bittagiymatigamos keladi. Agar jon boshiga
iste’molni maksimallashtirish masalasi ko‘rilsa, bu masalaning yechimi
balanslangan o ‘sishning optimal rejimini va optimal jamg‘arish normasini
aniglab beradi. Masala quyidagicha qo‘yiladi:

q
c(s)=i—j =i\-s)f{K{s))—*max., 0<s<I. (9.28)
Awal masalaning yechimi mavjudligini ko ‘rsatamiz.
Ravshanki, quyidagi munosabatlar bajariladi:

Ilimc(s) = Ilim =0 wva c¢(s)=>0, VseA);l),

Jime(s) = _lim o) (s) )i
bunda lim™fc,(s) = 0 tenglik e’tiborga olingan. Bu munosabatlar (9.28)
masalaning yechimi mavjudligini isbotlaydi. Endi c (s) fimksiyaning statsionar
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nugtalarini topamiz. Uning c'(s) ni hisoblab, c'(s) = 0 tenglamani yechamiz.
Dastlab (9.27) ga ko‘rac(s) funksiya ko‘rinishini o‘zgartirib olamiz:

c(s)=Ff(k,(s))- (1i+r])km(s)—vk?(s). (9.29)
Endi c'(s) ni hisoblaymiz:

CE=[/"(**(<))- (U+M-2v ()
as

dkt(s)
9.2—lemmaga ko‘ra ——— >0 . Shuning uchun c'(s) = 0 tenglama

I'(Ar,(S))— ((x+ri)—2v~»(5)=:0 ko‘rinishni oladi. Bu tenglamadan stat-
sionar nuqta — s ni topib bo‘lmaydi, chunki s oshkormas shaklda
gatnashyapti. Aslidabiz ushbu

["(*)=(h+t0+2v* (9.30)

£ga nisbatan tenglamaga egamiz. (9.30) tenglamaning yagona musbat »
yechimi mavjud. Hagiqgatan, ravshanki, y2=(fi + N\)k+ v k2 va >, =f(k)
funksiyalaming grafigi koordinata boshidan chiqadi, f(k) — botig va

(H+ri)£+v£2 — gavariq boigani uchun ularga o‘tkazilgan urinmalar
yagona” nuqtada o‘zaro parallel boiadi, ya’'ni /'(£) = |j.+r|+VvE (9.12—
chizma). Shuning uchun k=k da
s/(MN)-Ga.+rTPDE-VE2=0
tenglik o‘rinliboiadi. Bundan yagona statsionar nugta 5 ni topamiz:
~ (U+T\)E+yP
s= /(F) >0 - <9'31>

Endi (9.30) gako‘ra LL+/1=f'(k)+2v Kk ni e’tiborga olsak, ushbu

* kf{k) wvP

r=7 J T "'71T® <M 2)
kK (%)
formulani hosil gilamiz. >0 va 0 <-—--s— < 1tengsizliklardan 0<f <1
f(k)

kelib chigadi.
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9.12—chizma 9.13— chizma

Ravshanki, ((9.18) ga qgarang). Demak, ya’'ni

iste'molga ajratiladigan boiak kattalashadi. Bunga sabab mehnat resurslari
hajmi chizigli—botiq funksiya deb garalishidadir. Shunday qilib, (9.28)

masalaning yechimi mavjud vastatsionarnuqtayagonabo‘lgani uchun s = f
nugtada c (s) funksiya eng katta qiymatga ega boiadi. Quyidagi teorema

isbotetildi.
9.7—teorema. (9.28) masalaningyechimi mavjudvayagona. Optimal

jamg ‘arishnormasi s (9.32)formulayordamida, balanslangan o sishning

optimal rejimi Kk (9.30) tenglamaning yagona musbat yechimi sifatida
aniglanadi.

Shunday qilib, (9.23) iqtisodiy sistemaning trayektoriyasi quyidagi
munosabatlar bilan tavsiflanadi:

K(t)=%Ut), K(t)=kL(®)=F(T40+Vv/:(0)=£ (n40+ v fL(t))=

Endi quyidagicha xulosa chigarish mumkin: modelning barcha asosiy

o'zgaruvchilari K(t),L(t),Y (t),1(t) va C(t) —statsionaryechim k(t) = K
bo ylab t]+v£ ga teng bo ‘Igan bir xil sur ‘at bilan o ‘sadi.
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Mehnat resurslari hajmi chizigli—botiq funksiya boigan modelni

o ‘rganishni oxiriga yetkazish uchun statsionar yechim k(t)—k >0 dan

fargli Kk —k(t) trayektoriyalami sifat nuqtayi nazaridan tekshiramiz.
Ravshanki, k.>k (9.13—chizma).

Faraz etaylik, k = Kk(t) funksiya (9.24) tenglamaning ixtiyoriy
boshlang‘ich shartni ganoatlantiradiganyechimi bo‘lsin, kO = k(0) > 0. Ikki
hoi yuz beradi: 1) kQ> k. ;2) kO<k,. Avval 1) kO >k, holni ko'ramiz.
s =T boiganda (9.24) tenglama ushbu

K= sf(k) — (y+ rpfc— vkl
Ko ‘rinishni oladi. Unda ixtiyoriy kO > k, uchun (9.13—chizma)
£0=¥f(k0)— (n+x])k0-vk* <0,
shuning uchun k(t) <0 tengsizlikkelib chiqgadi. Endi £ nihisoblaymiz:
A= [IFA\K) —(u + 1) —2vk J+&>() ,ya’ni k>0, VkO>Kk,.

Bu Kk = k(t) egri chizigning ixtiyoriy kO > k, da gavariqg ekanini angla-
tadi (9.14—chizma).

Endi 2) kO <k, holni ko‘ramiz. Bunda yana uchta gismiy hollar yuz

berishi mumkin:

a) kO=k<km b) o<kO<k; v) kK<kO<k.;
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Ravshanki, a) holida k(t) = k nur burilish nugtalaridan tashkil topgan.

Bu b) va v) hollami ko‘rganimizda kelib chigadi. b) holida (9.13—chizma)
quyidagi tengsizliklaro‘rinh:
K=sf(k) —(u+ ri)s-vk2>0,
k=\sf\k)-(u+r)—-2vk k>0 m
Shu tengsizliklar k( t) funksiyaning monoton o‘suvchi va qavarigligini
anglatadi. Nihoyat, v) holni ko'ramiz. Bu holda ushbu

k = sf(k)-(\i+ rQk-vk2>0,

fc= [s/'(fc)—(n.+r|)—2vE j—fccO
tengsizliklarga egamiz, ular k(t) funksiyaning monoton o‘suvchiligini va
botigligini bildiradi. Yuqoridagi mulohazalar ko‘rsatadiki, k(t) = k nurda
k(t) funksiyaning ikkinchi hosilasi o‘z ishorasini (musbatdan manfiyga)
o‘zgartiradi. Shunday qilib, k(t)=k , t> 0 nur k<kO<k, da k(t)

funksiyaning burilish nugtalaridan tashkil etganini isbotlaydi (9.14—chizma).
Igtisodiy dinamikaning ko ‘rilayotgan (9.23) modeli uchun Felpsning
“oltin qoida”sini chigaramiz. (9.32) gako‘ra

friey=£€/1(fc)y-v-F.

Ikki tomonini £ gako‘paytiramiz:

dK
Endi “oltin goida’ni keltiramiz: asosiy fondlarga ajratilgan mablag’

isF(L,K) kapitaldan olingan daromad dan VKR
dK

miqdorgakam. vk K miqdomi mehnat resurslari hajmi chizigli—botigligidan

olingan “yutuq” deb ataymiz. Eslatib o “tamizki, (9.6) —(9.8), (9.9') modelda

. . . . k (k)
optimal jamg‘arish normasi Y = (9-23) modelda esa
= kf'(ic) wvi2 ~ =~
§ = ———="——— — ga teng edi. Ravshanki, s <s .Bu holda k > k
f(k) (k)

170



tengsizlik o‘rinli. Shu sababli aytish mumkinki, mehnat resurslari hajmini
chizigli—botiq funksiya deb garash samarador ekan.
Shuni ta’kidlab o‘tamizki, statsionar yechimni topish uchun ushbu

S/I(E)- (Ix+Tj)E-vit2=0
tenglamani yechishga to‘g ‘ri keladi. Uni analitik usul bilan deyarli yechish
mumkin emas. Masaian, f(k) = ak bo‘lsa, tenglama v k2+ [(U+TD -
—as\k =0 sodda ko‘rinishga keladi va k{= 0, fc,=yv[a,s—(|A+Ti)]. Agar
/ (k) =a*Jk boisa, sajk”"n+rftk+vk2 tenglamaga egamiz. Agar
desak, v x4+ (]i+ ) x2 —s x tenglamahosil boiadi. Undan x,=0,
ya’'ni £, =0 ni topamiz. Qolgan yechimlarni topish uchun
vx3+(u+I])x—sa=0 kubik tenglamani yechishga to‘g ‘ri keladi.
Neoklassik ICHF laruchuno‘rtachamehnat unumdorligi /(/t) ixtiyoriy
boiganda ham s/(fy—fa+rftk—vk2=0 tenglamani yechishning gator
tagribiyusullari mavjud.

9.4-8. Iqgtisodiy dinamikaning o‘zgarmas jamg‘arish normali
modeli: mehnat resurslari hajmi chizigsiz—botiq funksiya

Awalgi 9.3-8 da igtisodiy dinamikaning mehnat resurslari hajmi chizigli—
botiq funksiya boigan modeli ko‘rildi. Umumiy holda mehnat resurslari
hajmi chizigsiz—botiq funksiyabo‘lishi mumkin. Faraz etamiz,

< ( t f|¥\ n
L=L MN+vV yoki —=0g+v V¥
y ulJd

Endi, iqgtisodiy sistema quyidagi munosabatlar yordamida tavsiflan—

sin, deylik:

K=lI-\nK, O0O<uy<l,

Z=Z[t]+v v (A/Z)], ri>0, v>0,

Y=F(L,K)=I+C=sY+(}-s)Y,s=const>0, O<s<l, (9.33)
c’(/):E(’l:)— >max, B<s<1.
m

Bunda \\f(K/L) = \\f(K) funksiya quyidagi shartlami ganoatlantiradi:
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y(Q)=0; v'(+0)S:0; v(/t)>0; Vv|/(E)>0; yf(k)>0; VE>0. (9.34)
Agar y(K/L)=K/L boisa, L[r\+v \\i{KIL)\=Lr\+vK boiadi.

(9.33) gako‘ra X >0-<Endi f nihisoblaymiz:

L = LINNAANF(K) LW\ T (K) =~ A
L2

=L D+ VvNA) -V KNI/ E) + v Y'(E) q
L

Faraz etaylik, £-y'(£)—\|/(E)<r|/u tengsizliko‘rinliboisin. Unda Z,< 0
va L(t) funksiya botiq boiadi. Bundan tashqgari, (9.34) ga ko‘ra
\J/(E) <KY (£) tengsizlik o‘rinli. Bu ushbu sodda

K K
\/E) = Nt < IN[I'K)dx = y' (") *K
o 0

mulohazadan kelib chigadi. Shunday qilib,

O<E-\|/(&)—-i|/(A)<—?"? kySt) >i (9.35)
v Li{K)
Shu bilan quyidagi teorema isbotlandi.
9.8—teorema. L (t) funksiya botiq bolishi uchun izokvanta bo'ylab

ushbu

dK n y(fc)
dL v # ) y'(k) (936)
tengsizlik bajarilishi yetarli.
dK n n
Agar y{Kk) = K boisa, (9.36) dan < kelibchigadi ((9.22) ga

garang). Agar O<£v|]/(£)-V|/(E)<r]|/v boisa, (9.36)ning o‘ng tomoni
manfiy. Bunga (9.36) ni ushbu

dK ri+v\rfk)—ky/(k)]

dL vVY(£)

ko‘rinishdayozib, ishonch hosil gilish mumkin.
Endi (9.36) iqtisodiy dinamikamodeli (9.33) uchun asosiy differensial
tenglamani chigaramiz. Uning uchun K nihisoblaymiz:
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J d(K'1T KL-KL L—[sLf(k)—\iK]-Ki
dtlb) L2 1?
= s/(E)-(li+r])E—-VvEN\]|/(A).
Demak, asosiy differensial tenglama quyidagi ko'rinishga ega:
k=sf(k)-(\i+r\)k—vky(K) m (9.37)
(9.37) tenglamaning o‘ng tomoni K bo'yicha differensiallanuvchi
bo‘lgani uchun awal ko‘rilgan modellardagi kabi bu tenglamaning ixtiyoriy
boshlang‘ich shartni (k(0) = &0> 0 ) ganoatlantiradigan yagona yechimi
mavjud. Qolaversa, (9.37) — skalar avtonom differensial tenglama. Bizni
uning statsionar yechimlari qgizigtiradi. Bunday yeehim topilsa, igtisodiy
sistemaning (igtisodiyjarayonning) trayektoriyasini topith mumkin bo*ladi.
9.9—-teorema. Agar (9.37) tenglama uchun ushbu

u+tl<5/'(+0) (9.38)
tengsizlik ((9.25) bilan taggoslang) o ‘rinli bo 'Isa, shu tenglama yagona
musbat (sodda yechimdan tashqgari) va asimptotik turg 'un k(t) mk,,
te[0,T] statsionaryechimga ega.

Isbot. Statsionar yechimlar ushbu
(ME)=) sf(k)-(\i+r\)k—-vk\y(K)=0 (9.39)
chekli tenglamaning yechimi kabi aniglanadi. Awal bu tenglama &(/)m () dan

tashqgari yagona musbat yechimga ega ekanligini ko'rsatamiz. Awalgi
mavjudlik teoremalaridagi kabi (9.3—, 9.6—tcorcmalarga garang) ikkita

j, =s/( k) va y2=(p,+ r\)k+vk \y{k) funksiya grafiklari koordinata
boshidan chiqgib, | chorakda albatta k = k.(s)>0 nuqtada kesishishini

ko ‘rsatishmumkin. Bu quyidagi munosabatlardan kelib chiqadi:

/(0)=0, FI+0)=*|_i>f,“of\k). i2(0)=0; ~(-t0) =L +N,

y'(M=(Fx+T)+v NAT) +K NI/ (fo)l,
y 2(K) = v [2uN\K)+ K\/'(fc)]> 0 ,VA:>0.
Demak, y{(K) botin, yAk) qavariq funksiya va grafiklari koordinata
boshidan chigadi. (9.38) ga ko‘ra, ular yana bitta kn{s) umumiy nuqtaga

ega. Shuning uchun quyidagi sonli tenglik o ‘rinli:
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st(k.(n)- (u+ ri)Kus) - wK (s)ycCM=*))=0- (9.40)

Endi k(t) mkt(s) statsionaryechimning asimptotik turg‘unligini isbot—
laih mumkin. Buning uchun (9.37) ning o‘ng tomonidagi \J/(£) funksiya
y '"{ WU ) <0 tengsizlikning ganoatlantirishini ko‘rsatish kifoya. Bu

NI/ Ar.(s)=s /' (*r.(s)) = (n+ii)— v [\y(K,(s))+k.(s) \i/'(£.(s))1<0
tengsizlikdan kelib chigadi. 9.9—teorema isbot etildi.

9.3—lemma. Statsionaryechim k(t)=k,(s), o <5 < 1 intervaldas ning
monoton o suvchi funksiyasi.

Isbot. (9.40) ning ikki tomonini s bo‘yicha differensiallaymiz:
/(BA)*+ Ly I'("(my)—(li+ri)—v(®,(s))+ M (s)VI/("(s))) ] Aa_: = 0.

die
Bu tenglikdakvadrat qavs ichidagi ifodamanfiy. Ravshanki, — d_ >0
S

boiadi; lemma isbotlandi.

Topilgan statsionaryechim K,(s) balanslangan o ‘sishrejimini anglatadi.
k.(s) funksiya (0; s) intervalda aniqlangan. Demak, rejimlar cheksizko'p.
Ulaming ichidanjon boshiga iste’'molgamaksimum giymatberadiganini ajratib
olish lozim. Optimal jamg‘arish normasini topish uchun quyidagi masalani
ko‘ramiz:

c(s)= @—-s)f'{k.(sj) >max, O<s<l. (9.41)
Masalani yechish uchun (9.41) dagi c(s) funksiyani ushbu

o ) =/(~.(Y))- (+M) K,(8)—uk,(s) \WHKk(s)

Ko‘rinishdayozib olamiz. Endi C'(S) ni hisoblaymiz:
c'(s) = [F(K.(s))- (x+ m) - n (v/(k, (s )+ K, (8) Wk (5))) ]dlgs"

dk,(s)
9.3—-lemmagako‘ra ~ — >0 .Shuninguchun c'(s)=0 tenglamak ga

nisbatan (chunki S oshkormas gatnashadi) ushbu
f'(k)—(u+ ri)— v W)+ K\|#(™M1= 0 (9.42)

174



tenglamaga ekvivalent. Awalgi paragraflardagi mulohazalarga o ‘xshash,
(9.42) tenglamayagonamusbat K yechimga ega ekanini isbotlash mumkin.

Agar(9.39) da k=k desak, (K <K,(s) ekani ravshan) s ni topishmumkin:

Ne
Endi (9.42) dan foydalanib, s uchun formulani quyidagi, uzil-kesil
ko‘rinishdayozamiz:

r kfjk) vk2\VK
m m

(9.33) model uchun topilgan ma’lumotlarni teorema ko'rinishida

(9.43)

ifodalaymiz.

9.10—teorema. (9.41) masalaning yechimi mavjud va yagona. Opti-
mal jamg ‘arish normasi J (9.43) formuladan, balanslangan o 'stshning
optimal rejimi K esa (9.42) tenglamaning musbatyechimi sifatida topiladi.

Topilgan K va s giymatlar yordamida igtisodiy siitcma trayektoriya—
sining barcha o‘zgaruvchilarini topish mumkin. Albatta, awalgi
paragraflardagi kabi (9.37) differensial tenglamaning K (()*K yeehimidan
fargli yechimiarini ham o‘rganish mumkin. k(t) cgri chi/iglorning chiz—
malari 9.14 chizmadagidek boiadi. Nihoyat, “oltin goida” ni ham chigarib,

igtisodiy ma’nosini bayon etish mumkin. Bu fikrlaming asoalanishini
0 ‘quvchiga mustagil ish sifatida topshiramiz.

9—-bobga oid masalalar
1. Ushbu

k=salOka—-(n+ri)£, O<~r<l 00=>0, O<acx<l

Bemulli differensial tenglamasi integrallansin.

2. Quyidagi berilgan ICHF gamos iqtisodiy dinamika modellari uchun
optimal Jjamg‘arish normasi s va balanslangan o'sishning optimal rejimi
K topilsin:

. 2K L

1. F(L,LK)=jKL. 2. F(L,K) =

K+L
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3. F(L,K)="KL? 6. F(L;in:)=4|(VF+>/I)2.

4. P(b,K)=BK Y. 7.F(i" — (VF+Vr)2m
R L v2n L

5. F(L,K)=SjKL3. 8 F{L'K)—-FET"? -

3. Ushbu

£=.ya0[adTp+(1l-a) 1 p-(u+T1)E
differensial tenglamani s = 0,5, a0=1, a= 0,5, p= -0,5 bo‘lganda integ—

rallang (ko‘rsatma: Jk = x almashtirish bajaring).

4. Solou ICHF ning turli xususiy hollarida asosiy differensial tenglama-
siniyozing.

9—bobga oid nazorat savollari

1. Dinamik ICHF (DICHF) ta’rifini bering.

2. Ikki faktorli va ko‘p faktorli DICHF ga misollar keltiring.

3. Avtonom DICHF (ADICHF) nima?

4. Igtisodiy dinamikaning modellari nima?

5. Igtisodiy dinamikaning sodda modelini tavsiflang.

6. Sodda model uchun asosiy differensial tenglamani chigaring.

7. Asosiy differensial tenglama uchun yagona musbat va asimptotik
turg‘un yechimning mavjudligi hagidagi teoremani aytib bering.

8. Statsionaryechimyagqinida integral egri chiziglar gandayjoylashgan?

9. Mehnat resurslari hajmining chizigli—botigligi ta’rifini bering.

10. Chizigli—-botiglikholida asosiy differensial tenglamani chigaring.

11. Mehnat resurslari hajmining chizigsiz—botigligi ta’rifini bering vamos
asosiy differensial tenglamani yozing.

12. Kobb—-Duglas va SolouD ICHF gamos igtisodiy dinamikamodellarini
yozib bering.

13. Ko ‘rilganmodellar uchun balanslangan o ‘sish optimal rejimini topish
tenglamasini va optimal jamg‘arish normasi formulasini yozib bering.
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10—bob. IQTISODIY DINAMIKANING ISHLAB CHIQARISH
RESURSLARI CHIZIQSIZ YAROQSIZLANGAN MODELLARI

Awalgi bobda igtisodiy dinamikaning fagat asosiy fondlar chizigli
yarogsizlangan modellari ko‘rildi. Amalda asosiy fondlar ham, mehnat
resurslari ham yarogsizlanishi kuzatiladi. Asosiy fondlar (masalan, stanoklar)
eskirishi mumkin, mehnat resurslari esa (ish bilan band boiganlar) ishga
yarogsiz holga kelishi (pensiyaga chiqishi, vaqtincha kasal boiishi, vafot
etishi) tabiiy. Bunday hollarda mehnat resurslari va asosiy fondlaming
majmuasi yarogsizlanishini e’tiborga olish zarur. Ishlab chiqarish
resurslariningyarogsizlanishini hisobgaolganda igtisodiy sistemani va uning
trayektoriyasini chuqurroq o ‘rganish imkoniyati tug‘iladi. Mazkur bobda
igtisodiy dinamikaning ishlab chigarish resurslari chizigsiz yarogsizlangan
modellarini ko‘ramiz.

Faraz etamiz, vaqtning tmomentida ishlab chigarish resurslarining ushbu

‘m
m
formula bilan berilgan qgismini almashtirish kerak bo‘lsin, unda

= % (k) funksiya quyidagi shartlami ganoatlantiradi:
.0o.
X(0)=0 x>0, x" (+0)>0, x' (*)>0, Xa) £0, v*>0. (K0.1)
Shu (10.1) ga ko‘ra x(k) funksiya monoton o'suvchi va qgavarigdir.
X(K) = K boigan hoi chigarib tashlanmaydi. Bunda x (0) = 0, x' (+0) =1,
X' (k) =1 x” (k) =0 boiadi. Shundaham x(k) funksiyani, odatda, qavariq

deb hisoblashadi. (10.1)ga ko‘ra %(k)—k—-%'(k)<Q, V/t> 0 tengsizlik

o‘rinli. Bundan ————— >1 tengsizlik kelib chigadi.
%ik)

Quyidauch holni ko‘ramiz:
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1) mehnat resurslari hajmi eksponensial funksiya;
2) mehnat resurslari hajmi chizigli—botiq funksiya;
3) mehnat resurslari hajmi chizigsiz—botiq funksiya.

10.1-8. Mehnat resurslari hajmi eksponensial funksiya
Igtisodiy sistema quyidagi munosabatlar bilan tavsiflansin, deylik:
k = o<uy<l,
L=L ri, t]>0,
Y =sY+ (I-s)Y=/+C, Ocscl, s=const>0,

=—=(1-s)f(k) =>max, O<s<l1.
L

KJ1

K
Ravshanki, agar X —~ bo‘lsa, 9—-bobning 9.2—-8 dako‘rilgan igtisodiy

dinamikamodelini hosil gilamiz.

(10.2) modelni o‘rganishcbw awalgi bobdagi kabi asosiy differensial

tenglamani chigaramiz:

d(K\ KL-KL _ 1
~dt\LJ 1} 1}

\\-L-KL

=yT [(sLf(k)—\iLx(k))L—KL]=sf(k)— r\k—[ix(K)"

Shunday qilib, (10.2) model uchun asosiy differensial tenglama

ic= sf(k)—r[k—yLX(k), k(0)=kO0>0 (10.3)

ko‘rinishga ega. Uning o‘ng tomoni fy(k)=sf(k)—r\k—\i%(k)
differensiallanuvchi (k bo‘yicha). Shu sababli, Koshi teoremasiga ko‘ra,
(10.3) tenglama ixtiyoriy boshlang‘ich shartni ganoatlantiradigan yagona

yechimga ega.

Optimal jamg*‘arishnormasini topishmasalasi bilan shug‘ullanamiz, bunda
optimallikjon boshiga iste’molning maksimumi ma’nosida tushuniladi. Bu
masalani yechishda, awalgi bobdagigao‘xshash, (10.3) avtonom differensial
tenglamaning statsionar yechimi muhim ahamiyatga ega.
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10.1.—teorema. Agar (10.3) asosiy differensial tenglama uchun ushbu

HX'(+0)+n<J/'(+0) (10.4)
tengsizlikbajarilsa, unda (10.3J tenglamayagona musbat (soddayechimdan
tashgari) va (Lyapunov bo yicha) asimptotik turg tin statsionar yechimga
ega, yahi k(t)=k. te [0;7].

Isbot. (10.3) tenglama avtonom, uning statsionar ycchimlori ushbu

I)-Nx-U X (*) =0 (10.5)

chekli tenglamadan topiladi. k(t) = 0— (10.3) tenglamaning sodda yechimi.
yl=sf(k) va y2= n k+ uy%(k) funksiyalarning grafiklari koordinata
boshidan mos ravishda s /' (+0) va t)+ u y' (+0) burchak kooffitsiyentlar
bilan chigadi. (10.4) ga ko‘ra t]+ u %' (+0) < sf'(+0). Demak, k ning
nolgayagin giymatlariday2(Ar) ning grafigiyx(k) ning grafigidan pastroqda
boiadi. Shu grafiklar k> 0 da kesishishini ko rsalish mumkin. Bu
yt= s f(k)ning botigligi va y2= t Kk + 1 x(k) ning gavarigligidan kelib
chigadi.y2(K) ning gavariqligi ushbu

.M0O)=0, y2(K)=4HU+Mm"(kK)>0, y2(k)=»x"(k)> 0. V*>0
munosabatlardan ko ‘rinadi.

Grafiklar kesishish nuqtasini (k.,y.) deb belgilaymiz, bunda k, —
(10.5) tenglamaning musbat yechimi. Shunday qilib, (10.3) differensial
tenglamayagona musbat statsionaryechim k(t)mk, ga oga. Shu yeehim—
ning asimptotik turg‘unligi ham osongina isbotlanodi. (10.3) ning o ‘ng tomoni

®(&) uchun '(£,) < 0 tengsizlik bajarilishini koVsatish kerak. Ravshanki,
<Ne.)==A[sn™N)-n*-U/,(*)JL =sf'(k)—r\—-nx'(k.)<0' (0.6)

Lyapunov—Puankare teoremasiga ko‘ra, (10.6) tengsizlik k(t)*k,

yechimning asimptotik turg‘unligini anglatadi. 10.1 —tcorcma isbot etildi.
(10.2) igtisodiy sistemauchun qurollanganlik k, giymati balanslangan
o‘sish deyiladi. Ravshanki, awalgi bobdagi kabi balanslangan o ‘sish rejimi
K, jamg‘arish normasi s ning funksiyasi boiadi: k,« k.(s), O<s< 1.
10.1-lemma. (10.2) igtisodiy sistema uchun topilgan balanslangan
o ‘sish rejimi k, (s) (0; 1) intervalda aniglangan, differensiallanuvchi va
monoton o ‘suvchi funksiyadir.
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Isbot. K. (s) ning (0; 1) da aniglangan, differensiallanuvchi ekani

dk, (s
ravshan. Monoton o‘suvchiligini isbotlash uchun — *i)
ds

tengsizlikning o‘rinli ekanini ko‘rsatish kerak. Uning uchun ushbu

>0, Vse (0;1

sf(k,(s))—"k,(s)—\i%(k.(sy)=0 sonli tenglikning ikki tomonini s bo‘yicha
differensiallab topamiz ((10.6) ga qarang):
dk.(s)_ /(M *)h Q
ds M W )

Bundan k, (s) ning monoton o‘suvchiligi kelib chigadi.

Endi optimal jamg‘arish normasi va balanslangan o‘sish rejimini
topish bilan shug‘ullanamiz. Jon boshiga iste’mol funksiyasini quyidagi
Ko‘rinishdayozib olamiz:

(t0.7)

Shu funktsiyaning eng katta giymati mavjud, chunki c(s) uchun ushbu

limc(s)= limc(s)=0, c(s)>0, Vse(0;l) munosabatlar o ‘rinli. Demalk,
i-MO £3-0

biror s'e (0; 1) uchun = c(s” tenglik bajariladi. Shu s' ni topish

uchun c'(s) nitopib, c'(s) = 0 tenglamani yechish lozim. Ravshanki,

ce)=[f(K ™)-n-ux (W )]
ds

(10.1) Iemmaga ko‘ra c'(s) = 0 tenglama f(Kk,(s))—r\—\x%' (k,(s))=0
tenglamaga teng kuchli. Ammo undan bevosita s ni topib bo‘Imaydi, chunki
s tenglamada oshkormas gatnashayapti. Aslida biz Kga nisbatan
I'(*)—4-HX'(*)=0 (10.8)
tenglamaga egamiz. (10.8) ning chap tomoni hosilasi ( K ga nisbatan) noldan
fargli, ya’'ni /'(&)—-fj.x"W =0<0 VE£> 0- Shu sababli oshkormas
tenglamaning bir giymatli yechilishi hagidagi teoremagako‘ra (10.8) ning
yagona K yechimi mavjud. Ikkinchi tomondan, bu tasdiq yx= sf(k) va

NN=r|~+]ix (™) funksiya grafiklari biror K > o0 da kesishishidan kelib

chigadi. (10.4) tengsizlik s=1 da ham bajariladi: LU x’(+0) +J/1</X+0) m
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Ammo K da unga teskari fi/'(£) + r|>sf'(k) tengsizlik o‘rinli. Shu
sababli biror Kk , 0<k <k qiymatda y[(k)=y\(Jc) tenglik bajariladi.
Topilgan K ni q(k(s)) = 0 ga go‘yamiz. Undan ? ni topamiz:

3- u%(£)+n™. Q

Neo

Endi (10.8) ga ko‘ra J uchun formulani uzil-kesii ushbu

~ kf'(k) kv'(k)+%(k)
s= -~ - —lU— - (109)
No o ( ’
k f'(k)
Ko‘rinishda yozamiz. Ravshanki, s < — == chunki kKy!(k)—-yfk) >0
f(k)

> 0 mDemak, 0 <s <1 tengsizlik o‘rinli.
K o ‘rinib turibdiki, ishlab chigarish resurslarining chizigsizyarogsizlanishi
hisobga olinsa, optimal jamg‘arish normasi uchun

K %' (k) +x (k)
“m m ' <1010)
miqdorga teng “yutugga” egamiz.
Yugoridagi hisob—kitoblar quyidagi teoremani isbot etadi, desaboiadi:
10.2—teorema. (10.2) munosabatlar bilan tavsijlanadigan iqtisodiy
sistema (igtisodiyjarayon) uchun optimaljamg'arish normasi S' (10.10)
formulaga teng yutuq bilan (10.9) formula yordamida topiladi,
balanslangan o'sishning optimal rejimi £ (10.8) chekli tenglamaning

yechimi sifatida cmiglanadi.
Endi “oltin qoida” ni chigarish giyin emas. (10.9) formuladan uning ikki

tomonini X ga Ko ‘paytirib, ushbu



tenglikni hosil gilamiz. Bunda, bilamizki, sF (L,K) - asosiy fondlarga

ajratilgan kapital miqdori, K dF(K.L) esa kapitaldan olingan daromad.
8K

(10.11) dan quyidagi “oltin goida” kelib chigadi:

asosiy fondlarga go‘yilgan kapital miqdori kapitaldan olingan daromad

hajmidan

nz~x'(£)+*(£))
miqgdorga kam.

Shu miqdor ishlab chigarish resurslarining chizigsiz yarogsizlanishi
hisobga olingandagi samaradorlikni anglatadi. Bu holda ishlab chigarilgan
mahsulot migdorinmg (milliy daromadning) iste’'molga ajratilgan gismi
Solouning sodda dinamik modelidagiga garaganda (10.10) miqdorga ko‘p
boiadi. Xulosa shuki, qo‘shimcha parametrlarni hisobga olish natijasida
iste’'molga ajratiladigan ulushni orttirish va buning uchun ishlab chigarish
hajmini qgisgartirmaslikmumkin ekan.

10.2—-8. Mehnat resurslari hajmi chizigli—botiq funksiya

Endi igtisodiy dinamikaning ishlab chigarish resurslari yarogsizlanishi
chizigsiz boiishi bilan birgamehnat resurslari hajmi chizigli—botigboigan
modelni ko‘ramiz. Bunday iqtisodiy sistema (igtisodiy jarayon) quyidagi
munosabatlar bilan tavsiflanadi:

K =1-\i-L-xX\—-j-y Of£u<1,
L=r\L+vK, r>0, v>0,
Y =sY+(l-s)Y =1 +C, 0<j<1 s=const, (10.12)

c=—=(1-s)f(k) =max, O<j<1.

rlo

Igtisodiy dinamikaning (10.12) modeli trayektoriyasini o‘rganish uchun
awalgi hollardagi asosiy differensial tenglamani topib olamiz. Sodda
hisoblashlaryordamida topamiz:

k= sf(k)=\x%(k)—r\h—vk2, k(0)=k0>0.  (10.13)



Bu (10.13) differensial tenglama ham avtonom va uning o‘ng tomoni
K bo‘yicha differensiallanuvchi. Koshi teoremasiga ko‘ra (10.13) ning

ixtiyoriy boshlang‘ich JT(0) = kO shartni ganoatlantiradigan yagona yechi-
mi mavjud.

10.3—teorema. Agar (10.13) tenglama uchun ushbu ((10.11) bilan
taqgoslang)

UX'(+0) + <"/ (+0) (10.14)
tengsizliko ‘rinli bo ‘Isa, (10.13) tenglamayagona musbat (soddayechimdan
tashqgari) va asimptotik turg ‘un (Lyapunov bo 'yicha) statsionar yechim
k(t)= k4>0 gaega, unda te [0;T].

Isbot. (10.13) tenglamaning statsionar yechimlari

w/ (") —HX)=-rIM_v "2 (10.15)
chekli tenglamadan topiladi. Uning yagona musbat k=k.>0 yechimi

mavjudligi awalgi ko‘rilgan modellardagi kabi isbotlanadi.
Shunday qilib,

sf(h)=\i.%(k.)—r\k—vkt =0 (10.16)

sonlitengsizliko‘rinli. Buesa, (10.13)tenglamayagonamusbat k(t) = k,>0

statsionaryechimga ega ekanini anglatadi. Endi shuyechimning asimptotik
turg‘unligini ko‘rsatish qiyin emas. Uning uchun (10.13) ning o‘ng tomoni

<pE)=s/(E)—- | XX(E)—-nE-VE2
hosilasini k=k, dahisoblaymiz:

P'(fc,) = s f(k,) —xx’(k.) =x\—2v Ar..
Bu migdor f(k) va %(k) funksiyalaming xossalariga ko‘ra manfiy.
10.3—teorema isbot bo‘Idi.

Igtisodiy dinamikaning (10.12) modeli uchun k(t)*k* statsionar

yechim balanslangan o sish deyiladi.

Ravshanki, balanslangan o‘sishjamg‘arish normasi s gabogiiq. Har
bir j ga (0<s< 1) bitta balanslangan o‘sish rejimi mos keladi. Demak,
balanslangan o‘sish rejimlari cheksiz ko‘p. Optimal rejim esa, jon boshiga
iste’molni maksimallashtirish masalasini yechish natijasidatopiladi. Shunday
qilib, k.= k,(s), O0<s<l.
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10.2-lemma. (O; 1) intervalda aniglangan va differensiallanuvchi
k. (s) funksiya shu intervalda monoton o ‘suvchi bo ‘ladi.

Isboti awalgi paragrafdagi kabi. (10.16)ningikki tomonini s bo‘yicha
differensiallaymiz:

/(£.0)) + [ (k,(s))-VX' (k,(s))-4~2vIc,(s) ] ~ =0

Bundan
dk.{s) f(K(s))
ds (k,(s))+r\+2v kt(s)-s f'(k,(s))
formulakelib chigadi. Endi / (K) va % (K) funksiyalaming xossalarigako ‘ra

dk,(s)
—d:— >0 tengsizlikbajariladi. Lemma isbotbo idi.
s

Nihoyat, ushbu
C
®) =—=>L-%$)/(*.(*))->max, O0<s<lI

masalani yechish bilan shug‘ullanamiz. Bu masalaning yechimi mavjud,
chunki quyidagi munosabatlar o ‘rinli:

=,5n.p )=0>¢ )>°>v*e(°;D-

Statsionar nuqtalarni topish uchun c'(™) ni hisoblab, c'(J)=0

tenglamani yechamiz: dastawal c(5) ni

c(s)=/(K, ()—@x (&.(s)) ~ LK, () -V KI ()
ko‘rinishdayozib olamiz. Sodda hisoblashlar ko ‘rsatadiki,
n =0 wyoki [/XW)-m XW)—=y-2ylLl ]~ - =o0.
as ds

Bundan f (k,(s))—\x.y'(k,{s))~\\-2vk,(s)=Q tenglama kelib chigadi.
Undan 5hi topib boimaydi, chunki s oshkormas gatnashgan. Shuning uchun
biz aslida K ga nisbatan

N*)—U/(£)-N-2vE=0
yoki

f'(k) =nz'(k) +r[+2vk (10.17)
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tenglamaga egamiz. Yanaf(k) xa% (k) funksiyalaming xossalariga ko‘ra
(10.17) tenglamayagona musbat K , 0 <k <k, yechimgaega. Endi K ni
(10.16)gaqo‘yib, S' ni topamiz:

f Y-Xx(K+r\k+vP ~Q

(10.18)
n h
(10.17) dan r] ni topib, (10.18) ga qo‘yamiz:

~ kK f(k) . kri(k)-x(k) vP
S=—S—— K————— S—————— — . (10.19)
m m m K }

~ K file's i | = . ~

Bundan s>0 va — —<1 boigani uchun S'cl, ya’'ni 0<5"<1

m

tengsizlik kelib chigadi.
Jamg‘arish normasi bo‘yicha “yutuq”

(1020)
n*) [« >

migdorga teng.
Ravshanki ((10.19) ga garang),

O<, EX(*)—%(*), v*
AK) A K) AK)
tengsizliklar o ‘rinli.
Shunday qilib, quyidagi teorema isbotlandi.
10.4—teorema. Igtisodiy dinamikaning (10.12) modeli uchun optimal

jamg'arish normasi S (10.20) yordamida hisoblanadigan ‘“yutuq” bilan

aniglanadi, balanslangan o Ssishning optimal rejimi K (10.17) chekli
tenglamaning yechimi sifatida topiladi.
“Oltin qoida” esa, ushbu

JF(Z,K)=K P ~ -yuf.L "(E)+%(g)]-ZVP (10.21)
oK
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munoiabat bilan ifodalanadi: asosiy fondlarga go'yiladigan mablag’
kapitaldan olinadigan daromadga nisbatan

uL *x"(E)+x (*)]-£ VF

miqdorgakam bo ‘ladi. Bu mehnat resurslarini chizigli—botig, ishlab chigarish
resurslari yarogsizlanishini chizigsiz qgilib olingan samaradorlikni bildiradi.

Albatta iqtisodiy dinamikaning mehnat resurslari chizigsiz—botigboigan
modelini ham ko‘rish mumkin edi. Bu ishni mustaqil vazifa sifatida
goldiramiz.

10—bobga oid masalalar

1. L=r\L, X = boiganda asosiy differensial tenglama

yozilsin.

2. K ni topishuchun tegishli chekli tenglamayozilsinvayechilsin (hech

boimaganda taqgriban).

3. K bo‘yicha s' topilsin.

4. L=nN\L+vK ,x b o i g a n d a asosiy differensial teng-

lamayozilsin.

5. K ni topish uchun tegishli chekli tenglamayozilsinvayechilsin (hech

boimaganda tagriban).

6. K bo‘yicha s topilsin.

7. X —J= J boigandayugoridagi 6 tasavolgajavob bering.

10—bobga oid nazorat savollari

1. Ishlab chigarish resurslari chizigsizyarogsizlanishi ganday ifodalanadi?

2. Mehnat resurslari eksponensial funksiya boiganda ishlab chigarish
resurslari chizigsiz yarogsizlanishi uchun iqtisodiy din'amika modelini
tavsiflang.

3. Mos asosiy differensial tenglamani yozing.

4. Statsionaryechimning mavjudligi hagidagi teoremani aytib bering.
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5. Optimal jamg‘arishnormasi 7 ni topishuchun formulaniyozib bering.

6. Optimal balanslangan rejim K ni aniglaydigan tenglamani keltiring.

7. Mehnat resurslari chizigsiz—botigbo‘lganda ishlab chigarish resurslari
chizigsizyarogsizlanishi uchun igtisodiy dinamika modelini tavsiflang

8. Mos asosiy dilTerensial tenglamani yozing.

9. Shumodel uchun statsionaryechimning mavjudligi hagidagi teoremani
keltiring.

10. Optimal jamg‘arishnormasi s ni topish uchun formulani va optimal

balanslangan rejim K ni aniglaydigan tenglamani yozib bering.
11. Ko ‘rilganmodellar uchun sodda misollar keltiring.
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11-bob. IQTISODIY DINAMIKANING IKKI SEKTORLI
MODELLARI

Awalgi ikki bobda ko‘rilgan iqgtisodiy sistema bitta sektordan iborat
bo‘lib, ungamos ICHF ham berilgan bo ‘larva bittagina tur mahsulot (milliy
daromad) ishlab chigarilar edi. Aslida makroiqgtisodiy sistemada ishlab
chiqarish ikki vaundan ortiq o‘zaro hamkorlik qiladigan sektorlarda amalga
oshirilishi mumkin. Xususan, hatto K.Marks ikki sektorli modellami ko‘rgan.
Unda | sektor ishlab chigarish qurollarini (asosiy fondlami), 1l sektor esa,
iste’'mol buyumlarini ishlab chigargan. Bu sodda va kengaytirilgan takror
ishlab chigarish bilan bog‘langan edi. Quyida biz hozirgi zamonda keng
go‘llaniladigan ikki sektorli modellami ko‘ramiz.

11.1-8. Mehnat resurslari hajmlari yig‘indisi o‘zgarmas bo‘lgan
ikki sektorli model

Makroiqgtisodiy sistema ikki sektordan iborat boiib, ular mos ravishda

ushbu

Yx=F,m ,K%, Y2=F2(L2,K 2).

neoklassik dinamik ICHF larbilan xarakterlansin, deylik. Bunda LvZ2
— mehnat resurslari hajmi, Kv K2 — asosiy fondlar hajmi, Y1Y 1 — ishlab
chiqgarilgan mahsulotlarhajmi. Faraz etaylik, birinchi sektor ishlab chigarish
vositalarini, ikkinchi sektor esa iste’mol buyumlarini ishlab chiqgarsin. 1 va
11 sektordagi asosiy fondlarga mablagiar birinchi sektorda ishlab chigarilgan
mahsulot miqgdori 7j hisobiga amalga oshiriladi, iste’'mol C esa ikkinchi
sektorda ishlab chigarilgan mahsulot migdori Y2bilan ustma—ust tushadi.
Bundan tashqgari, mehnat resurslari yig‘indisi L = L Xt) + L2t) o‘zgarmas

deb faraz etiladi, ya’'ni Z,=z21(/)+z2(/)=0 va LI(t) = q(t)L, L2t)=(1-

q(t)) L, bunda L = const, 0 <q(t) < 1. Biz q(t) = const, te[0; T] holni
ko‘ramiz. Ravshanki, bu holda 0<g< 1

Yugorida gilingan farazlar bajarilgan deb garab, igtisodiy dinamikaning
quyidagi munosabatlar bilan tavsiflanadigan ikki sektorli modelini Ko ‘ramiz:
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K xAs—FALt,ATA—iijATj, O<(@ <1, 0<5<1, (11.1)

K2= (1-s)FI(LLK"\\.K 2, 0<uy2<], (Nn.2)
X, =qL, X2=@—q)L, 0<g<1 g=const, (11.3)
C=F2(L2,K2), X,+12=L, L =const (11.4)

(11.1)—€11.4) modelni o‘rganish uchun belgilashlar kiritamiz:

Shu belgilashlaryordamida (11.1) va (11.2) tenglamalar ushbu

k2=1T - ~fM — »2k 2 (n.s)
1-q
Ko ‘rinishdayoziladi, (11.4) esa
C=L2f2(k2)=(I-qgq)LFf2(k2), O<qgcx<l (11.6)
ko‘rinishgakeladi.
Il.1-teorema. Agar igtisodiy dinamikaning ikki sektorli (11.5) modeli
uchun ushbu

(11.7)
tengsizliko ‘rinli bo ‘Isa, unda normal avtonom sistema (11.5) yagona musbat
(sodda yechimdan tashgari) va asimptotik turg ‘'un

kx(0 a k* = kx(s), k2(t)=k2=k2(s,q)
statsionar yechimga ega.

Isbot. (11.5) sistemaning birinchi tenglamasiga ko‘ra ixtiyoriy kyJ)
yechim fagat s parametrga, shu sistemaning ikkinchi tenglamasiga ko‘ra
kXt) yechim ikkita s va gparametrlaigabogiiqboiadi. (11.5) sistemaning
o‘ng tomonidagi funksiyalar £, va k2 lar bo‘yicha uzluksiz diffe—
rensiallanuvchi. Shuning uchun bu sistema ixtiyoriy boshlang‘ich shart—
larni ganoatlantiradiganyagonayechimga ega.

(11.5) sistemaning statsionar yechimlari ushbu

“[i(*i)—Hi*i =°.
(11.8)
1-q
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chokli tenglamalar sistemasining yechimi bo*ladi. (11.8) sistemaning birin—
chi tengiamasi fagat bitta kl noma’lumni o‘z ichiga oladi. U yagona mus—

bat (sodda kx( t) = 0 yechimdan tashgari) k' (s) > 0 yechimga ega. Endi
= k*(s) bo‘lganda (11.8) ning ikkinchi tengiamasi quyidagi ko‘ri—
nishni oladi:
I1M"1ImMK;(*))- »2k2=0
1-g

Undan 42 ® 0 da k2(s,q) ni topamiz:

*J(..i)=—*0_,) /-(BA)>o0. (119)
M I-?)

Shunday qilib, (11.5) sistemaning yagona musbat statsionar yechimi
(& (0 ;Kkj (0) s (fr*(s); k2(™)) mavjudligi isbotlandi.

Endi bu yechimning (Lyapunov bo‘yicha) asimptotik turg‘un ekanini
isbotlaymiz. Buning uchun statsionar yechimning asimptotik turg‘unligi
hagidaLyapunov—Puankare teoremasini qo‘llaymiz. Quyidagi

P(kxk2) = sf(kX\jbkx, Q(ki’kJ =q[_q M k\)~Vik2

belgilashlami kiritamiz. Barchabirinchi tartibli xususiy hosilalami hisoblaymiz:

dP dP
- =sf(kl)-ni -0
dhoc ST (KD-ni de,
dQ _g(I-s) 8Q
= N2,
8kx 1-q dh -
Endi ushbu
f dP_. dP }
dkx dk2
dQ_ dQ_
dk, dk2

matritsani tuzamiz.
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Agarshumatritsaning kr= k*(s), k2= k\(s,q) boigandaxossonlari

manflv haqiqiy gismlargaegabo‘lsa, unda statsionaryechimning asimptotik
turg‘un ekani isbot etilganboiadi. Hagigatan, mos xarakteristik tenglamani
tuzamiz.

fNe ) -y2-X
1-q

Uning yechimlari: =s/,'(E*) -4y, <0, X2=-u2<0, 0O0<py2<1.
Shunday qilib, 11.1 —teorema isbotlandi.

Topilgan (£*; KF) statsionaryechimmosravishdabirinchi vaikkinchi

sektorlarbalanslangan o ‘sish rejimlarini anglatadi, ular cheksiz ko ‘p, chunki
se(0; 1), ge(0; 1). Har bir (s; q) juftlikka bitta balanslangan o‘sish rejimi
mos keladi. Har bir sektor uchun optimal balanslangan o ‘sish rejimini topish
masalasini qo‘yamiz. Optimallikjonboshigaiste’molni maksimallashtirish
ma’nosida tushuniladi. Shunday qilib, quyidagi masalani ko ‘ramiz:

c(s,q)=30=-qg)f2AkZ(s,q))—*max,0<s<l, 0<qg<\. (11.10)

Awal (11.10) masalayechimining mavjudligini ko‘rsatamiz. 1 2deb
ochiq kvadratni belgilaymiz, ya’ni
n2={(5;?): 0O0<s<1l, 0<qgq<l}.
M 2kvadratning tomonlarini G,, G2 G 3va G 4deb belgilaymiz:
G,={(s;q): 0O<s<Il, =0}, G2={(s;Q): s=1, 0<qg<l },
G3={(s;q): O<s<Il, qg=1}, G4={(509\ s=0, 0<?<1 }

Kvadratning chegarasini 6M2=L+T2+3+4 deb belgilasak,

M2=Mn2 82 boiadi, bunda M 2 —yopiq kvadrat. Ravshanki, (11.9) ga

ko‘ra ushbu

lim fi2(s,g) = lim k\(s,q) =0
A-4+0

s~>+0

tengliklar o ‘rinli. Shuning uchun quyidagi tengliklar o ‘rinli:

limc(s,q)= limc(s,q)= lim c(s,q)= lim c(s,<? =0,
j—+0 P> g—1-0 1—1-0
0<9<1 o<i<Il o<j< 0<9<1
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ya’ni lim c0,qg)=0. Bunda<n tashqgari c(s,q)>0, VO, ?)el2.
(«»)—>an2

Demak, (11.10) masalaning yechimi mavjud, ya'ni c(s,q) funksiya
(5, %) e N 2nugtada o*zining eng katta giymatiga erishadi. Endi shu (s, q)

nugtani topamiz.

dc dc
Avval statsionar nugtalami aniglaym12-Buning uchun ushbu n

hosilalami it, = k' (s), k2 = k\ (s, q) dahisoblab,nolgatenglashtiramiz:

Az<1-Y )Ner)~ -
Ids< )or)ds

dk2/ds uchun ifoda topamiz:

4 [+/Ne)— *
ds (1-g)\L2 ds

0 ‘z navbatida, dk2/ds uchun ifoda chigaramiz:

8kl _
ds

Endi dk2/ds uchun uzil—kesil formul3ll! yozamiz:

A r Pfirti—-u 1.
ds (I—qg)»2[fl 1 R — ~,) -
Bundankeyin —aT~: ® tenglamagako ra™lganisbatantenglamahosilbo‘ladi
S

(unga s oshkormas kiradi):

(11.11)
Bundan yagona musbat kxyechimni topamiz. Shu kx giymatni (11.8) siste-
maning birinchi tenglamasigaqo‘yib, optilll3 jamg arishnormasi s ni topamiz:

viX KFKK)
(1U2)

192



F(L{ K{ IChF ning neoklassikligidan _/J(£,) uchun ushbu

tengsizlikni yozish mumkin.

8c _n
Endi g _u ni RR=k’(s), k2=K2(s,q) nuqtadahisoblaymiz:

5q " —-f2(k2)+ (.1-g)m 2) 8d\q . (11.13)

8k2
Bundagi ~ nihisoblash uchun (11.8) sistemaning ikkinchi tenglamasini q

bo‘yichadifferensiallaymiz:

1 dk2
(1-5) —u2—i =0
A-qgf 1-q 8q 8q
Bundan 8kx8q = 0 boigani uchun
dk.. 1-5
8 V2O Mb) (11.14)

formulakelib chigadi. Endi (11.14) ni (11.13) gaqo yamiz:

N=—T2(QHi-PFAY 15+ Mb)

dq
(11.8) sistemaning ikkinchi tenglamasigako‘ra
1-5 R
1-9 4 Mk
tenglik o‘rinli. Shuni e’tiborga olgan holda 8c/dq ni uzil-kesil topish
mumkin:
& r/ik\fM)Mb) e KH(IQ
a — J2v 2/ 7T T ——————— .
8q L2 qMb) q

Shunday qilib,
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8c _ k2f2(~2)

-/2 Ne2). 11.15
8q 02) ( )
&
Bundan ~ = 0 tenglamani  ga nisbatan yechib topamiz:
K21 (K 2)
qg—————-— , 0<4<i. (11.16)

(11.16) va (11.8) ning ikkinchi tenglamasiga ko‘ra s=s, kx=kx

(bunda k: — (11.11) tenglamaning yechimi) bolganda k2ga nisbatan quyi-
dagi tenglamagaegaboiamiz:
Ne r)

= k. (11.17)
12 k2fi (k2)

Bu tenglamaning o‘ng tomoni ixtiyoriy k2> 0 uchun musbat, chunki
neoklassik shartga asosan
/2(n2) ~n
K2J1 (K 2) -
Tenglamaning chap tomoni esamusbat son. Endi (11.17) tenglamayagona
musbat yechimga ega ekanini isbotlash giyin emas. Avvalo (11.17) ni k2ga

nisbatan bir giymatli yechish mumkin, chunki (11.17) o‘ng tomonining k2
bo‘yichahosilasi noldan fargli, aniqrog‘i

mo+ /2(72) > 0.
dk, /2("2)
Shu bilan birga,
. 12("2)
Jdim - —k2+ X0 (/2(+0)=0, /2(+0)>0).
= /2 (*2)

Yugoridagi munosabatlardan (11.17) ning o ‘ng tomoni monoton o‘suvchi
vauning giymati O dan boshlab o‘sib borib, biror k2 da chap tomonga teng
bo‘ladi.
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Enditopilgan k2 ni (11.16) gaqo‘yamiz:

k2/;{k 2)
q= ~/EQ:2-5> <9<1- (1118)
Shunday qilib, (11.10) masalauchun c(s, q) funksiyaning yagona stat—
sionarnugtasi (1,7 ) e N 2 topildi. Shunugtada(11.10)masalaning yechimi

mavjudligi sababli c (s, q) funksiyao‘zining eng katta giymatiga erishadi.
Topilgan natijalami teoremashaklidabayon qgilamiz:
11.2—teorema. Iqgtisodiy dinamikaning (11.1)—11.4), (11.10) modeli

uchun optimaljamg ‘arishnormasi J vamehnat resurslari optimal tagsimoti

koeffitsiyenti q (11.12) va (11.18) formulalar yordamida hisoblanadi,

—(11.11) tenglamaning, k2 esa (11.17) tenglamaning musbat yechimlari.

Endi “oltin qoida” ni chiqgaramiz, (11.11) gako‘ra:
= K,. ,1119)
Fx(L\,Ky) ICHFningchizigli-birjinsligigako‘ra
—SS—-.X, =N

dL, dK, =

Bundan

dK, dL,
Bu ifodani (11.19) ga qo ‘ywniz:
a—i)."(z;,zj=—-"s"2.z1. (H.20)

Endi (11.18) dan foydalanib, ushbu

dF2(L2,K2) — - -
+ ———K2=A—-prr/ir) (11.21)

tenglikni hosil gilamiz. Nihoyat, F2(L2,K 2) ICHF ning neoklassikligidan

foydalanib, yana birmuhim
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dL. A2~V ') Jrarir) (11.22)

tenglikni chigaramiz.

Endi “oltin goida”ni bayon gilishmumkin:

a) (11.19) gako‘rabirinchi sektorgaajratiladigan mablaglshu sektoming
kapitaldan oladigan daromadiga teng; ikkinchi sektorga ajratiladiganmablag*
(11.20) ga ko‘rabirinchi sektoming mehnatdan olgan daromadiga teng;

b) mehnat resurslari birinchi va ikkinchi sektorlar orasida ikkinchi
sektoming kapitaldan hamda mehnatdan olgan daromadlariga proporsional
qilib tagsimlanadi. Bu tasdiq (11.21) va (11.22) munosabatlardan kelib
chiqgadi.

Misol. ICHF lar o‘rnida ushbu Fx=a, X1 PIl, F2=aX *lp ,
Xj+P,. =1, a,>0, P,>0, i=1,2, d]>0, a2>0 Kobb-Duglas funksiya—
larini olaylik. Quyidagilargaegamiz:

/t(*D)=alal™ - 1,
M kr)=a2K 2. /2((*2)=a2a2K 2-1m

(11.11)tenglamaniyozamiz: aloijk”~1 1= .Bundan Kk nitopamiz:

k2a 2k22

Bundan k2 ni topamiz:



Endi (11.18) formulabo‘yicha g nihisoblaymiz

- k2- o ~"k2-a2 a2-k”™ a
f2{k2) a2-4e?2

Shunday qilib, s =a X, q = a 2. Kobb-Duglas funksiyasi uchun ko ‘ril-
gan misol quyidagi ancha aniglashtirilgan “oltin goida” ni chigarishga imkon
beradi:

a) birinchi sektorga ajratilgan mablagiar birinchi sektorda ishlab
chiqgarilganmahsulotning a, —qismini, ikkinchi sektorga ajratilganmablagiar
birinchi sektorda ishlab chigarilgan mahsulotning P, —qismini tashkil etadi;

b) birinchi sektoming mehnat resurslari hamma mehnat resurslarining
a 2—qgismini, ikkinchi sektorlar mehnat resurslari hamma mehnat
resurslarining p 2—qismini tashkil etadi.

11.2—-8. Mehnat resurslari hajmlari yig‘indisi eksponensial
funksiya boigan ikki sektorli model

Igtisodiy dinamikaning ikki sektorli modellanni mehnat resurslari hajmlari
yig‘indisi o0 zgarmas bo‘lmagan holda o‘rganish shu yig‘indi
0 zgarmas bo ‘lgan holidagiga qgaraganda anchagina muhim hisoblanadi.
Mazkur paragrafdamehnat resurslari hajmlariyig ‘indisi eksponensial, ya’ni
qavariqg funksiyaboigan holni ko‘ramiz. Faraz etaylik,

Lx(t)+ L1(t)=L{t) va L(t) =x\L(t), n>0 (ya’'ni L(t)=L0e"").

Bu mehnat resurslari hajmlari yig‘indisining o‘sish sur’ati o‘zgarmas
ekanini anglatadi. Shunday qilib, igtisodiy dinamikaning quyidagi munosabatlar
bilan tavsiflanadigan ikki sektorli modelini ko ‘ramiz:

Ki=sm » O0<5<1, O<uy,<] (11.23)

*2=n - *pa”,; - m~" o<n2<i, (n.24)

LU=7T\b, LlI=gL, L2=(\-g)L, 0<qg<\, qg=const, (11.25)

C =F2(L2,K 2, (11.26)
Cc

c=— —max, O<s<l1 0O<qg< 1 (11.27)
J

Mehnat resurslarining sektorlarga tagsimot koeffitsiyenti q o‘zgarmas

va 0<#<1 boigani uchun ushbu Lx—qlL, 1" =(I-qg) L tengliklar
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o'rinli. Endi differensial tenglamalaming asosiy sistemasini chigaramiz.

lining uchun it, va k2 lami hisoblaymiz:

-ft KX X-KAX {s~"fikJ-~"KJL.-K.L,
A L\ L\
ko= K. K22-K2L2 [{\-s)F,-)iX 2]L2-K2.2
dt
@A—-s)Lxfx{kL2 L (1-s)qL
—PK2 —K2— +=
L2 (@-q)L

~V-2k2 ~ k2 Sy m ki)~ (N2 + M)*2.
q

alol T -

Shunday qilib, differensial tenglamalaming asosiy sistemasi quyidagi
Ko ‘rinishdayoziladi:

Ni=sAW - (h+4)n
(11.28)

= ~ 7N — —(V— —
k2 =~ 20~ MKD~(V-2+02

Biz ikkitadifferensial tenglamaning normal avtonom sistemasini hosil

gildik. Bu sistema ixtiyoriy kx(0) = kF >0, k2(0) = k°® >0 boshlang‘ich

shartlami ganoatlantiradigan yagona yechimga ega, chunki (11.28)
sistemaning o‘ng tomoni Koshi teoremasining shartlarini ganoatlantiradi.
Anigroq aytganda, (11.28) sistemaning o‘ng tomoni A; va k2 lar bo‘yicha
uzluksiz differensiallanuvchi va bu Koshi teoremasining asosiy sharti edi.

11.3—tcorema. Agar iqtisodiy dinamikaning ikki sektorli modeli
(11.28) uchun ushbu

Hl+ri<57'(+0) (11.29)

tengsizliko ‘rinli bo ‘Isa, (11.28) sistemayagona musbat (soddayechimdan
boshga) va asimptotik turg'un (muvozanat holatiga) statsionar yechimga
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ega bo'ladi (\\A—teoremaga taqqoslang), ya'ni kx/) sk’ = kr(s) ,

k2(t)mk;=k2{s,q), 0<q<K O0<s<1l

Isbot. Mazkurteoremaningisboti 11.1-teoremaningisbotigao‘xshash.
Shuning uchun mulohazalami gisqgacha olib boramiz. (11.28) sistemaning
statsionar yechimlari ushbu

1-q
chekli sistemaning yecfaimi sifatida topiladi. Shu yechimni quyidagi
(/) = k*(s), k2(t) = k”(s, q) ko‘rinishda yozamiz. Statsionar yechim

O<s<l, 0<g< 1 intervallarda har ikki sektoming balanslangan o‘sish
rejimlaridan iborat. Bunday rejimlar cheksizko‘p. Ulaming ichidan (11.27)
belgi bo‘yicha optimal rejimni ajratib olish lozim. Boshqacha aytganda,
quyidagi masalani yechish kerak:

¢, gq=—=»0A-q)fF2(k2(s, q)) —>max,

L (11.31)
0<5<1 O0<<9I<1.

Avvalgi paragrafdan ma’lumki, c(s, q) funktsiya Pr= { (5, q):
0<5 <1, 0<4<1} ochiq kvadratda aniqglangan, uzluksiz differen—

siallanuvchi va (s, q) e N 2 nugtada o‘zining eng katta giymatiga erishadi.
11.4—teorema. Igtisodiy dinamikaning ((11.23) —(11.27) ) modeli

uchun optimal jamg ‘arish normasi j va mehnat resurslarining optimal
tagsimoti koeffitsiyenti q quyidagi formulalar yordamida topiladi:
(5) ~ £ n(£)
1 I 4 f2(k2) -
bunda kx ushbu
//(*1)—(m+n) =0

tenglamaning, k2 esa ushbu ((11.17) bilan taggoslang)
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e 1. 12("2)
n2 *2/2 No2)
tenglamaningyechimi.
“Oltin qgoida” awalgi paragrafdagi mazmunga ega.

11.3—8. Mehnat resurslari hajmlari yig‘indisi chizigli—botiq bo'lgan
ikki sektorli model

Mehnat iesurslar hajmlari yig‘indisi vagt t, te [0; T] ning chizigli—botiq
funksiyasi bo‘Isin. Chiziglilik L(t) ning L(t) vaK(t) ga chizigli bogiiglini,
ya’ni L(t) = r\L(t)+vK(t)>0, N>0, v>0 ni anglatadi. Botiglik esa,
L(t) funksiyaning botigligini, ya'ni Z(/)<0, te [0; T] ni anglatadi.

Ravshanki,

= K{t) = L{f) n+v dK
dL

11.1—lemma. Agar F1(LVKX) vaF2(L2K?2) ICHFlar izokvantalarida

dir v o dlz v (11.32)

tengsizliklar bajarilsa, unda L(t) funksiya botiq bo 'ladi.

Isbot. Ma’lumki, L(t) =L, (t)+L2(/), K (0 = AT, (t) + K 2(t), L(t) =

U @®+L2(t), K(Y)=Kxt)+ K2(t) Shuning uchun

dKx dK2
AO0=A (0 TI+V +L2(1) r(+v
dL

Bundan (11.32) gako‘ra, L(t) <0 tengsizlik kelib chigadi.
Agar (11.32) tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, 1°(1) va L2(t) funksiyalarham

botiqg bo‘lishi ravshan.

Endi igtisodiy dinamikaning quyidagi munosabatlar bilan tavsiflanadigan
ikki sektorli modelini quramiz:
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K~"s 0<J<1, O<wu <1, (11.33)
K1=(\=-s)FLL K )-\xX 2, 0<u2<1, (11.34)
Li =sMj+VvKj, j=12, 4 =9gL, L2=(1-q)L,

Ly=qL, L1=(1-qg)L, O0<qg <1 £ = const, (1135)

=— —>max, O0<s<Il, 0<qg< 1l (11.36)
Jdi

Awalgi paragrafdagiga o‘xshash jt va k2 lami hisoblab, quyidagi

differensial tenglamalaming asosiy sistemasini hosil gilamiz:

K =S/,(fci)—(m + n)*i —v?i2,

_1£z£1.MK,)—-(112+r()k2—-ykl1l. (n 37>
I-q
Bu sistema ixtiyoriy boshlang‘ich shartlami: £,(0) = k°, k2(0) = k2

ganoatlantiradigan yagonayechimga ega, chunki (11.37) ning o ‘ng tomoni
k1, k2larga nisbatan uzluksiz differensiallanuvchi bo ‘Igani uchun yagonalik
hagidagi Koshi teoremasining shartlari bajariladi.

Keyingi mulohazalarda qulaylikboiishi uchun ushbu

Xi(*i)=~ir 7 b Xr(K2)~ K2+ k2 (11.38)
h+tl ’ ~N2+TI

belgilashlami kiritamiz. Natijada (11.37) quyidagi ko ‘rinishdayoziladi:
K\=s 7Zi(~i)_ (Mi +TDHXi(™i) >
i2=29S 9./] )_("2+n)%w2(k2). (11.39)
I-q
Har ikki Xi(®i) >h (k2) funksiya ham quyidagi shartlami ganoatlan—

tiradi (7=12, VE>O0):

2VvKm 2v
— >0, I'Nk)=— —

Ix + r|

X9 =0 KO =1 Y= 1+

Bundan ko‘rinadiki, == (ul+ n)Xi(£i)> ¥ = M2+ 10 Xr(*2) funksiyalar
monoton o ‘suvchi va qavarig. Grafiklari koordinataboshidan u, +ti va u2+r|
burchak koeffitsiyent bilan chiqgadi va | chorakdajoylashgan.
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Endi (11.39) asosiy sistemaning statsionar yechimlarini o ‘rganamiz.
11.S—teorema. Agar (11.39) sistemauchun ushbu ((11.29) ga garang)

W +MN~A/4+0) (11.40)

tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, unda shu sistema yagona musbat va asimptotik
turg‘un statsionar yechimga ega bo‘ladi, ya’ni

k(t)mkx(s), kM =k2(s,q), 11[0; T] .

Isbot. Quyidagi chekli sistemani ko‘ramiz;

5/1(~i) ~(Ul+rDXi(ri) =0,

1A AL (M) = (U 2+4M)X270 2= 0. (1L41)

Bu sistemaning birinchi tengiamasi (11.40) ga ko‘ra, s ning
neoklassikligi va (4, + r]) Xi C*) funksiyaning gavarigligi uchun yagona
musbat kx= kxs) yechimga ega. (11.41) ning ikkinchi tengiamasi kx= kx(5)
boiganda ushbu
- 1 E1 () = U2+ 1) X2(~2)

ko‘rinishga keladi. Bu tenglamaning chap tomoni o‘zgarmas va musbat,
o‘ng tomoni esa monoton o‘suvchi va (y2+rj|) XZ(O) = 0. Shu sababli
oxirgi tenglamak2ga nisbatan yagonamusbat k2 = k2{s, q) yechimgaega.
Shunday qilib, (11.41) chekli tenglamalar sistemasi yagona musbat (sodda
k2= 0, k2= 0 echimdan boshga) yechimga ega. Bu esa, (11.39) asosiy
sistemayagona musbat kx(t) = kx(s), k2(/) s kr(s,q),/ 6 [0; T] statsionar
yechimga ega ekanini anglatadi.

Endi shuyechim asimptotik tuig‘un ekanini isbotlaylik. Qulaylik uchun

ushbu

P(kuk2) =s f (fc) — (i + 1) Xi (*i),

QiKh)= e /1bl-<*r + mX2(K2)

belgilashlami kiritamiz. P{kx, k2) va Q(kx, k2) funksiyalaming birinchi
tartibli xususiy hosilalarini hisoblaymiz:
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Endi fg="(s), *="(519) bo‘lganda birinchi tartibii hosilalardan

matritsatuzamiz:

—S—A\(k\) —(U2+ )X~ (™)
1-9

A matritsaning xos sonlari manfiy va mos ravishda ushbu
>1=s/i'(fc,(s))-(h +n)xI(Ms))<"°,
N2=— U2+ M) X2(k2(s,q))<0
sonlargateng. Bu esa, Lyapunov—Puankare teoremasiga ko‘ra k}(t) s k}(s),

/e [0;I] statsionar yechimning asimptotik turg‘unligini
anglatadi. 11,5—teoremaisbotbo‘ldi.
Ta’kidlabO‘tamizki,statsionaryechimfnr= { (s;q):0<s <1,0<g< 1}
ochigkvadratdaaniqglangan. Harbir (s; q) e M 2juftlikkabittabalanslangan
o ‘sish rejimi mos keladi. Har bir sektoruchun bunday rejimlar cheksiz ko‘p.
Masala optimal rejimni topishdan iborat. Shu munosabat bilan ushbu

c{s,q)=y =(1-q)f2(k2(s,q))—*msx., (s,q)elN2 (11.42)
Jj

masalani ko‘ramiz. Bu masalaningyechimi mavjudligi awalgi paragrafdagi
shunga o ‘xshash masalaning yechimi mavjudligi isboti kabi olib boriladi.
Biz M 2ochig kvadratning c(s,q) funktsiya o‘zining eng katta giymatiga
erishadigan nuqtasini topish bilan shug‘ullanamiz. c(s,q) funksiyaning
statsionar nuqgtalarini topish uchun yana barcha birinchi tartibii xususiy
hosilalarini topamiz va nolga tenglashtiramiz, ya’ni dc/6s=0, 6c/8q=0

sistemani yechamiz. 8c/8s = 0 hosilaosongina topiladi:
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Endi (11.41) sistemaning ikkinchi tenglamasining ikkala tomonini s
bo'yicha differensiallaymiz:

8k
(1-s)
I-qg 8s 8s

Butenglamada 8kx/'8s va 8k2/8s hosilalar ishtirok etgan. Ulaming

ifodasinitopishkerak.Awalo, 8kx/8s nitopishuchim(11.41)sistemaning
birinchi tenglamasining ikkala tomonini s bo'yicha differensiallaymiz:

A (*i)+s//Ne)— - (m +n)xlI(*i)— =o
8s ds

Bundan 8kx8s uchun quyidagi ifodani chigaramiz:
~jr~= ~™L— 7777T>03 k2=kZs,q).

Endi 8k2/8s nitopsaboiadi:
8k2_ g (f (kXY —u'+1)Xi(&)) 8kx  8kx dkA
8s (I-tfXm +~xH ™) 8 ' 6s~ds'

8k2/8s uchun shu ifodani e’'tiborga olgan holda 8c/8s = 0 tenglamaga
ko'ra kI ga nisbatan (s ga nisbatan emas) tenglama hosil gilamiz:

/i'Ne)~(m +n)xi(*i) = 0. (11.43)

Bu tenglamayj(”) va %,(£,) funksiyalaming xossalariga ko‘ra yagona
musbat kx>0 yechimgaega. Endi kx=kxni (11.41) sistemaning birinchi
tenglamasigaqo'yib, 5 ni topamiz:
£_(W+m)xa)
/7.(?)

Endi (11.43) tenglikdan foydalanib, £,=£, boiganda f (jamg'arish

normasi) uchun chiroyli formula chigaramiz:
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Shu f miqdor 0 < s < 1 tengsizlikni ganoatlantiradi. Hagigatan,
f{kX > kj;{kx , Xi(*i)<*iXI(*i) tengsizliklargako'ra
O<M VvV <1
f Ne) ' b Xi (™)

tengsizliklaro'rinli.Agar f ni

f_%/(%) Xi(*i)
/7 0) ?2xJ(?)
ko‘rinishdayozsak, 0< S < 1 tengsizlik kelib chigadi.
Mulohazalami davom ettiramiz. dcjdq hosilani hisoblaymiz:

dc r N 4s,,i- ydk2
6q oq ’
bunda

oK2 1 %2(K2)

8g dq(\-q) %Ak23 "’

Shunday qilib,

q q x2(")

Endi dcjdqg =0 tenglama g ni aniglash uchunfonnulaga olib keladi:

/2fc2  X2()

f2(k2) ' X2(k2"
Bu formulada hozircha k2noma’lum. (11.41) sistemaning ikkinchi
tenglamasiga s = s,, k = kxbo‘lganda g ning ifodasini go‘'yamiz. Natijada
k2 ga nisbatan tenglama hosil bo'ladi:



1S i) =xiky -1 M 2 A2
i = Xi - 1+
V2+4 f2Vc2) X2n 2)} (11.45)

(11.45)tenglamayagonamusbat k2 echimgaega. Hagigatan,shutenglama

chap tomonida musbat son turibdi. 0 ‘ng tomoni esa, k2-> +0 da nolga

intiladi va monoton o‘suvchi funksiya. Monoton o‘suvchiligi quyidagi
tengsizlikdan kelib chigadi:

Zikg) -1 7202) Xffij) L /2("2) wmn MKW br) nk s>0
d% Ne 2) 1272).

Shuning uchxm(11.45) ning 0‘ng tomoni 0 dan boshlab monoton o°sib borib,

biror k2 > 0dachap tomoniga tenglashadi. Endi k2= k2 boiganda g uchun
uzil-kesil formulagaegaboiamiz:

bl
<o) (11.46)

/2("2) X2&2)
Ravshanki, 0< g <1. Bunga ishonch hosil gilish ncbwi (11.46) ni

K2m 2) Y%2<fi2)
/2("2)  *2 w2(k2)
ko‘rinishda yozish kerak. Shunday qilib, go‘yilgan masala uchun yagona

(?,9), 0< 1, 0<q <1 statsionarnuqtatopildi. Shu sabablijonboshiga

iste’molfunksiyasi c(s,qg)xuddi shu (?, q) e N2 nugtadao‘zining engkatta

giymatiga erishadi. Shunday qilib, yugoridagi mulohazalar quyidagi teore-
mani isbot etadi.
11.6-teorema. Iqtisodiy dinamikaning (11.33)- (11.36) ikki sektorli

modeli uchun optimaljamg ‘arish normasi f va mehnat resurslari optimal
tagsimot koeffitsiyenti g mos ravishda (11.44), (11.46) formulalar
yordamida topiladi, bunda  son (11.43) tenglamaning, k2 sonesa(11.45)
tenglamaning musbat yechimidan iborat.
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Ko‘rilayotgan model uchun awalgi paragraflardagi kabi “oltin gqoida” ni
chigarish mumkin edi. Bu ishni mustagil ish sifatida goldiramiz.

11-bobga oid masalalar
O ‘rtachamehnat unumdorligi quyidagi ko'rinishlaFdabo*lganda (11.5),
(11.28) va (11.39) modellar uchun s, g, kv k2parametrlar hisoblansin:

f\ik\)= 4 b -
2. -

3 Mb)=Ne -
4.

5 /(k)=d [.

6. fl(ki) = 1/4-(<Ik™+\f u

11-bobga oid nazorat savollari

1 Iqtisodiy dinamikaning ikki sektorli modelida sektorlar orasida gandav
bog'lanish bor?

2. Mehnat resurslari hajmlari yig‘indisi 0‘zgarmas bo‘lgan ikki sektorli
model tasvifini bering.

3. Differensial tenglamalaming asosiy sistemasini yozib bering.

4. Statsionaryechimni topish uchun chekli tenglamalar sistemasini yozib
bering.

5. Jon boshiga iste’molni maksimallashtirish masalasi ganday qo'yiladi.

6. Optimaljamg' arish normasi va mehnat resurslarining sektorlar orasida
optimal tagsimot koeffitsiyenti uchun formulani yozib bering.

7. Balanslangan o' sishning optimal rejimlarini topishuchun  tenglamalami
yozib bering.

8. Mehnat resurslari hajmlari yig‘indisi eksponensial funksiya boigan
ikki sektorli model tavsifini bering.

9. Shu model uchun 3-7 savollargajavob bering.

10. Mehnat resurslari hajmlari yig‘indisi chizigli-botiq funksiyabo‘lgan
ikki sektorli model tavsifini bering.

11. Shu model uchun 3-7 savollargajavob bering.
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12-bob.IQTISODIY DINAMIKANING 0 ‘ZGARUVCHI
JAMG'ARISH NORMALI MODELLARI
VA MAGISTRAL TEOREMALAR

Avvalgi 9 10 va ll-boblarda iqtisodiy dinamikaning o‘zgarmas
jamg‘arishnonnalibirvaikki sektorlimodellarinio‘rgandik. Ma’lumbo‘ldiki,

, t i - i mirollaneanhk a nine 10:7 1 vaat

oralig‘idao‘zgarmas boigan holatim aksettiraai. anuasosaaiqusoiuyommg
barchao‘zgamvchilari (igtisodiyot trayektoriyasi) kechishim kuzatish imkoni
yaratildi. Agarjamg' arishnormasi 0‘zgannas emas, balki o zgaruvchi bo Isa,
G N vaqt oraligining har bir momentida o‘z giymatini o zgartinb tursa,
amaldabunday igtisodiyotni (iq tis o ¢ iy jarayonni) boshgarib bo‘ Imaydi. Shunrmg
uchun o‘zgaruvchi jamg‘arish nonnali modellami o zgannas jamg ansh
normali modellarga “yaqginlashtiradigan” yangi modellamiyaratish zarunyati
tug'iladi Bundayyangim ode11ar “magistral teoremalar’ yordamidatavsiflanadi.

Igtisodiy dinamikaning 0‘zgaruvchijamg*arish normali modellan bmnchi
bo'lib 1967-yildaR.Shell tomonidan o ‘rganilgan. U akademik L.S. Pontryagm
va \ming shogirdlari tomonidanyaratilgan optimal boshgansh nazanyasidan
keng foydalandi. Mazkur bobda biz igtisodiy dinamikaning o zgaruvchi
jamg‘arishnormali bir sektorli modelini o‘rganish natijalanm bayon etamiz.

12.1-8. Iqtisodiy dinamikaning mehnat resurslari hajmi
eksponensial funksiya bo‘lgan modeli

Masalalarning qo‘yilishi. Igtisodiy dinamikaning o#fzgaruvchi
iamg" arish normali bir sektorli modelini ko‘raylik. Unda mehnat resurslari
hajmi eksponensial funksiya va asosiy fondlaming yarogsizlanishi chizigh
bo'‘lsin. Bunday model 4 vy ia a s 1 munosabatlar bilan tavsiflanadi:

K{t)=1(t)-\iK (t), 0<u<l, K (0)-K0>0,

W =Ne ), L(0)=Lo>0, n>°>
Y{t)=F(L(t)Mt))=1(0+C{t)=s{t)Y (t)+V-s(tW(.t), (12.1)

I(t)=s(t)Y(t), C(t)=(I-s(t))Y(t), O<s(t)<l, O<t<T.



(12.1) modelga ko‘ra ishlab chigarilgan mahsulot (milliy daromad)
migdori ikki gismdan iborat; 1(t) - asosiy fondlarga go‘yilgan (go‘yiladigan)
mablag' (kapital) va S(t) - iste’'mol, jamg‘arish normasi s(t) funktsiya
bo‘lakli-uzluksiz, [0; T] vaqt oralig‘ida aniglangan va 0 *s(t)< 1
tengsizlikni ganoatlantiradi. Masala bo‘lakli-uz.luksiz va 0" s(t) < 1
tengsizlikni ganoatlantiradigan s(t) funksiyalar ichidan ishlab chigarilgan
(chigariladigan) mahsulot (milliy daromad) migdorini Ta'lum Ta noda
optimal ikki gismga (/va C ga) ajratadiganini topishdan iborat.

Qurollanganlik k(t) = K (t)/L(t) va jamg'arish normasi s(t),

O<s(t) <1, /e[0; I'] bo'lsin. Asosiy diffcrcnsial tcnglama (12.1) model
uchun quyidagi ko‘rinishga ega (9-bobga garang):

(O =*(07(F)-(LL+M)*> *(<>)-%,. (12.2)
bunda f{k) - neoklassik shartlami ganoatlantiradigan o'rtacha mehnat
unumdorligi funksiyasi (f(0) =0,f(k) >0,f'(k) >0, f"(k) <0,
W>0). T- rejalashtirish ufgi va k>0 tengsizlikni ganoatlantiradigan,
gurollanganlikningbirorholatini anglatuvchi son. Ushbu

K < K (12.3)
tengsizlik muhim ahamiyatga ega. Yana
k(T)>kT (12.4)

tengsizlikni ganoatlantiradigan nuqtalarto‘plami M vauihbu
Ne =)7~d t =](\-St)\FxKk(t)dt (125)
0 L\t) o]

jamlamaiste’ mol funksionali berilgan bo'Isin.
(12.4) tengsizlik bilan aniglanadigan M to‘plam (T, kT) nugtadan
chigadigan va yuqoriga yo‘nalgan (vertikal) nurdan iborat (12.1-chizma).
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0 ‘zgaruvchi jamg‘arish normasi s(t), 0 < s(t) < 1 boshgarish funksiyasi
vazifasini bajaradi. Agar shu funksiya ixtiyoriy giymatlar gabul gilsa, bitta
boshlang‘ich £,>0 nuqgtadan chigadigan barcha holatlar trayektoriyalari
oxirlariA/to'plamni tashkil etadi. Uni oxirgi holatlar to‘plami deyiladi.

Masalaning go'yilishini bayon gilishdan awal optimal boshgarishga oid
ba’zi tushunchalami keltirib o‘tamiz.

Masalaning go'yilishini bayon gilishdan awal optimal boshgarishgaoid
ba’zi tushunchalami keltirib o‘tamiz.

Awalo (12.2) das(0 fimksiyani boshgarish deb ataladi. Agar s(t) boiakli-
uzluksiz boiib, [0; 'l da 0< s(t) < 1 tengsizlikni ganoatlantirsa, u joiz
boshgarish deyiladi. Agar s(f)joiz boshgarish uchun (12.2) ning trayektoriyasi
£(0)=kQva k(t)eMshsrtni ganoatlantirsa, u obyektni (igtisodiy sistemani)
kO boshlang‘ich nugtadan k(T) e M nugtaga o ‘tkazuvchi joiz boshgarish
deyiladi.

Endi masalaning qo'yilishini bayon gilish mumkin.

Masalaning qoVilishi: (12.2) - (12.5) obyektni (igtisodiy sistemani)
qurollanganlikning boshlang'ich holati ko> 0 danMto‘plamning (numing)
biror k(T) nugtasiga o‘tkazuvchi bo‘lakli-uzluksiz boshqarishlar s(t),
0 < s(j) < lichidan (12.5)jamlamaiste’mol funksionaligamaksimal giymat
beradigani topilsin.

Masala yechimining mavjudligi. Qo'yilgan masala optimal
boshqgarishning o ng uchi go zg ‘aluvchi va tayin vaqtli masalasidan iborat.
Shu masala uchun optimallikning zaruriy shartini ifodalaydigan
Pontryaginning maksimum prinsipi ifodasini keltiramiz (qarang: Pontryagin
L.S. va boshgalar. MaTemaTnueckas Teopusi oNTUMasbHbIX MPOLLECCOB,
M.: Hayka, 1983, ctp.79).

12.1-teorema (zaruriy shart). Faraz etaylik, n o ‘Ichovli Yevklid
fazosi E n da harakat tenglamasi

k= A(k,t)+B(k,t)-s(t) (=7), (12.6)

va optimallik belgisi

berilgan bo ‘Isin. BundaA, B, A ffBOmatritsalar E"*1dagi C 1sinfga tegishli
vas(t)eU, U - qavariq kompakt.
Gamiltonianni

H(y,k,t,s) = \yof°(k,t,s) + (\i/,f(k,t,s)), M= (Yo»'K) 028
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Va govushgan sistemani

" ) 6H 8f°
w =0 (,29>

tuzamiz.

Agar holat nugtasini (qurollanganlik holatini) boshlang‘ich kO> 0O
holatdanM = {(t; K: t> T, k(T)> KT, KT> O, kO< KT} to'plamningbiror
nugtasiga o'tkazuvchi joiz boshqgarish (12.7) funksionalning maksimumi
ma’nosida optimal bo Isa, imda (12.9) govushgan sistemaning shunday

nolmas yechimi \j7(f) mavjud bo ‘ladiki, quyidagi shartlar bajarUadi:

1°. H funksiya ixtiyoriy t> 0 uchun s bo yicha s~s(t)e U nugtada
maksimumga erishadi:

H {y(t),k(t),t,s(t)) = rgeﬁx#(4/(/), k(t), t,s) 512.10)

2°. t= T da o ng uchda transversallik sharti bajariladi, ya 'ni
W(t) >0, (y(T), Kk(T) KI) . (12.11)
3. yO=const> 0. (12.12)

Optimallikning yetarli sharti sifatida biz Li-Markus toorcmasidan
foydalandik (qarang: Jin E.B., Mapkyc Jl. OcHorbl TE0OpPUN ONTUMaNb-
Horo ynpaBneHusi. M.: Hayka, 1972, ctp. 288-4-tcoromaning2-natijasi).
Ko'‘rilayotgan igtisodiy masalani e’tiborga olgnn holdn bu toorema
quyidagicha ifodalanishi mumkin.

12.2-teorema (Li-Markus teoremasi). Harakat tengiamasi (12.6)
va optimallik belgisi (12.7) belgisi berilgan bo ‘Isin. Yana ushbu

\k{t)\<b, V'e[0;7']
tekis baho mavjud va tayinlangan k hamda t lar uchun

Vik,t) = {(f°(k,t,s),/(k,t,s)): sell)

to'plam s boYyicha gavariq bo‘lsin, bunda f°-A O+B(s, f-A+Bs.

Agar (12.6) obyektni berilgan boshlang 'ich kOholatdanMto plamning
biror nuqgtasiga o ‘tkazuvchi hech bo ‘Imasa bittajoiz boshgarish mavjud
bo'lsa, unda (12.7) funksionalning maksimumi manosida optimal
boshqgarish s (/) ham mavjud bo ‘ladi.

(12.2) - (12.5) obyekt uchun Li-Markus teoremasining shartlari baja-
riladi. Bungabevositateorema shartlarini tekshirish bilan ishonch hosil gilish
mumkin. Shuning uchun go‘yilgan masalaning yechimi mavjud bo‘ladi.
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Masala yechimini qurish. Endi qo‘yilgan masalayechimini qurishga
kirishamiz. Buning uchunboshlangich konugtadan chigadigan vaMnurning
biror nugtasiga olib keladigan shunday trayektoriya qurish kerak boiadiki,
shu trayektoriya bo‘ylab jamlama iste’mol funksionali (12.5) o‘zining eng
katta giymatiga erishadi. Demak, boiakli-uzluksiz s(t), 0<s(t) < 1
boshgarishlar ichidan optimal boshgarishni topish kerak boiadi. Masalani
yechishga quyidagicha yondashamiz: awal Pontryaginning maksimum
prinsipini ganoatlantiradigan boshgarishni va unga mos trayektoriyani
topamiz. So‘ngratopilgan boshgarish va trayektoriyalaming (12.5) fimksio-
nal maksimumi ma’ nosida optimalligini isbot etamiz.

Maksimum prinsipini ganoatlantiradigan holatlar trayektoriyasini qura-
miz. Gamilton funksiyasini tuzamiz:

H=y01l s)f(k)+\WMsf(k)- (Ji+ri)k]. (12.13)
Yordamchi funksiyalar uchun govushma sistema quyidagichayoziladi:

\NAO=const > 0,
J 1/

V= Ok:—Woo-s)f(k)+V-[Jf'(k)—(|_|,+n)]- 2-14)
0 ‘ng uchdagi transversallik sharti LI>(T) (k(T)-k T) = 0 tenglik bilan
ifodalanadi. Undan (12.4) ga ko‘ra
W(T)=0 (12.15)
tenglik kelib chigadi.
H funksiyaning s bo'yicha maksimumga erishishi shartidan quyidagi
natijakelib chigadi:

[ O, agar ur-uy!o<o,
s(t) =\ \, agar W-\KD>O0, (12.16)
[ O<s<1, agar y-y0=0.

Ta'kidlab o‘tamizki, maksimum prinsipiga ko‘ra YO= const >0. Y0=0
boisin. Unda yr- yo= 0 bo'ladigan [x~tJ ¢ [0;I'] kesma mavjud emas.
Agar \|I/~\0s O, v te [t,;t3 boisa, NO= 0 boiadi. Ammo y O va
\J/) lar maksimum prinsipiga ko‘ra bir vagtda nolga teng boia olmaydi.
Shuning uchun YO > 0 ga asosan y 0 deb WO=1 ni olish mumkin. Shunday
qgilib, (12.6) ni quyidagichayozish mumkin:



Agar [1,; T4c[0; T] kesmada\\tt) =1 ayniyato‘rinli bo'lsa, (12.14) danushbu

/'(*) = U+n (12.18)
ayniyat kelib chigadi. Bu ayniyat tga oshkor bog‘lig emas, shuning uchun
&ga nisbatan tenglama deb garash mumkin. Ravshanki, f'(k) = |14rj teng-

lama yagona musbat k = k yechimgaega. Shunday qilib, (12.2) tenglama

[tptj] kesmadayagona mushat statsionaryechim k(t) = k >0 gaega. Unga

mosjamg"arish normasining (boshgarishning) o‘zgarmas s giymati ushbu

- (u+Tpl kf (k)

Ne f(K) (1219)
formula bilan topiladi. f(k) funksiyaning neoklassikligidan (ya'ni
f(k)- kf(k) >0, V&) 0<s <1 tengsizlik kelib chigadi.

Demak, \|/0= 1lboiadigan [Tp T3 kesmadajamg‘arish normasi giymati
o'zgarmas va (12.19) formula yordamida bir giymatli topiladi. Shunday
qgilib, s(t) uchun (12.17) munosabatlami uzil-kesil quyidagi ko‘rinishda
yozish mumkin:

0, agar v <1,
s(t) =\ 1, _ _ agar (12.20)
s =k f'(k)/f(k), agar VY=1.
Endi \WO= 1boiganda (12.14) quyidagi ko‘rinishni oladi:

V=-(I-*)/"(*H*/W -(H+ri)] V « 02.21)

Transversallik sharti (12.15) ga ko‘ra\|/[") = 0< 1kelib chigadi. Shuning
uchun (12.20) dan s(I') = 0 boiadi. y (O funksiyaning uzluksizligi
bo'yicha shunday [T,; T] kesma mavjudki, unda \|/)< 1 tengsizlik
o‘rinli boiadi. Ikki hoi yuz berishi mvunkiin;

A) YO <1 va [1,;I]=]0;7];

B)v]/(0<1, xe(x,;[]c[O0;l]; V(t,)=I, [1,;T]c [O;I].

A) holida (12.20) ga ko‘ra s(t) =0, y (e [O; T], ya'ni barcha resurslar
iste’'molga yoilangan va kapital xarajatlarga resurslar ajratilmagan.
Resurslami bunday tagsimlash fagat matematik ma’'nogaega, ammo igtisodiy
ma’noga ega emas. Shuning uchun bu holni ko' rmaymiz.

B) holida (12.20) ga asosan s(0 =0, v /6[Tp T\. Unda (12.21)
quyidagichayoziladi:
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V=-/'(*)+UN+MY'- (12.22)
Bundan (12.15) transversallik shartini e’tiborgaolib, (12.21) differensial
tenglamani integrallaymiz:

v-}/WO)-eW 'V, (4.23)

t
bunda k{t) ushbu
£=-(n+ri)E (12.24)

differensial tenglamaning yechimi, k(T) = KT. Bu yechim quyidagi
ko'‘rinishgaega:

k(t) = KT -eCn+nXT4). (12.25)
Endi \js(t,) = 1 bo‘lgani uchun s(z,)=s va «(r,) =« mShuning uchun
(12.25)dan t=tt da

woEMaUXrTy

kelib chigadi. Bundan

u+r) KT
kelib chigadi. Shunday qilib, tx<T gako‘ra
KT <k (12.26)

tengsizlikka erishamiz. Bu tengsizlik qurollanganlikning rejalashtirilayotgan
potensiali qurollanganlikning statsionar rejimdagi (balanslangan o‘sish
rejimidagi) igtisodiy potensialidankambo' lishikerakligini anglatadi. Bundan
tashqari, ushbu

Tl=y —I1__.i,i_>o0 (12.27)
L +rj KT \Y% 1

tengsizlik o‘rinUbo’ lishi uchunrejalashtirishufqgi T> Oyetarlikattabo'lishi
kerak.

(12.22) ga Ko‘ra /> «, miqdor v|/{) funksiyaning statsionar nuqtasi
bo'ladi. Hagigatan,

V(M) =-/'(**i)+U+MY (ti)=~f\k)+(u+n) =
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Shundayqilib,vy(f) funksiya? = t, nugtadaekstremumgaegabo'lishi
mumkin. Hagigatda ham, shu funksiya t = t, da o‘zining mahalliy
maksimumigaerishadi. Buni ko‘rsatish uchun vj) ni hisoblaymiz:

\p=-/*E) £+ (u+MN)V-
Bundan f'(k )< 0, ~(Tj)=-(fi+r\)~<0, 4/(1,)=0 munosabatlarga

ko‘ra \NAT)<0 kelib chigadi. Shuni isbot etish talab gilingan cdi. Yuqgoridagi
mulohazalarnatijasiday(/) < 1, V /€[*,; T\tcngsizlikkaegabo'ldik.
Endi rejalashtirish davrining boshga resurslaming tagsimoti bilan
shug'ullanamiz. Boshlang‘ich vagt t= 0 da uch hoi yuz berishi mumkin:
a) \j/(0) =1, b) \]/(0)<1; v) \]/(0)>l.
Ularni alohida-alohidao‘rganamiz:
a) hoi. \/(0) = 1bo‘lganda, o0‘z navbatida, uchta kichik hoi yuz berishi
mumkin.

1 y(/)= 1,/€0; xj. Unda (12.18)gako‘ra k(t)~k nyniyat o'rinli.
Bundan kO=k kelib chigadi. Ammo (12.3) va (12.26) shnrtlniga ko'ra

kO<k tengsizlik o‘rinli. Bu kO= k gaziddiyat. Dcmok, bu hoi yu/bcrmaydi.
2)¥(0)=1,v(0 <1(v(0 > 1). V /e(0; x9. Bu hoi b) vav) hollarda
keltiriladi.

b) hoi. %#/(0) ¢ 1 Bunda yoKki <1, V /e|0, 7], yoki shunday
son t0> 0 mavjud bo‘ladiki, vj/x0) =1,0 < t0< 7'bo‘ladi. Agar v(/(f) < 1,
We[O; T] bo‘lsa, (12.20) ga asosan s(f) m O bo'ladi, ya'ni barcha
resurslar iste’molga ajratiladi. Yuqorida aytganimizdck, bu holning igtisodiy
ma’'nosi yo‘q. Agar shunday t0> 0 son mavjud bo‘lsaki, y (T0) m 1bo'lsa,
[0;tQ kesmadas(0 = Ogaegabo‘lamiz. Unda \y(f) uchun mo* tenglama
(12.22)bilan, qurollanganlik k(t) uchun esa- (12.24) tenglamabilan ustma-
ust tushadi. Endi (12.24) tenglamaning k (0)wk0 boshlang‘ich shartni
ganoatlantiradigan yechimini topish uchvmuni integrallab topamiz:

k(t) = kOe -~ )I. (12.28)
Bundan /=t0da y(70) = 1, k(r0) = k tengliklaro‘rinlibo‘lganiuchun

K = kQ-e_(>14jTo tenglikka egamiz. Uning ikki tomonini logarifmlab, 40

uchun quyidagi formulani chigaramz:
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Bundan t0O>0 boigani uchun k(Q)>k tengsizlik chigadi. Ammo bu

<k tengsizlikka zid. Shunday qilib, b) hoi ham sodir bo‘la olmaydi.

v) hoi. ¥(0) > 1 Bu holda yoki \I//)> 1, V /£[0; J], yoki shunday
tC> 0 son mavjud boiadiki, = 1 bo'ladi. Agar \|[//)> 1, /¢€[0; T]
boisa, (12.20) ga ko‘ra s(t) = 1, /e[0; T], ya’'ni barcha resurslar butim
rejalashtirish davrida kapital harajatga ajratiladi. Bu esaiqgtisodiy ma’'nogaega
emas. Agar shundaytO>0 sonmavjud boisaki, \J/t0 = 1 boisa, 5(?) = 1,
V fe[0; xjboiadi. Buholda (12.2) tenglama quyidagi ko‘rinishnioladi:

fc= /(fc)-(n+n)fc- (12.30)
Bizo‘zgaruvchilari ajraladigan differensial tenglamagaegamiz. Uni £(0) = £0
boshlang'ich shart uchun integrallaymiz:

ny*:

Ushbu \J[AtO = 1, k(x0 = k tengliklami e’tiborga olib, xOuchunformula
chigaramiz:

(12.31)

Maiumki, k <k da /Z(£)-(y+r])&<0 tengsizlik o‘rinli. Shuning uchun
(12.31) dan T0>0 kelib chigadi.

Endi k(t) funksiya tOnuqgtada mahalliy maksimumga erishishini
ko'rsatamiz. Hagigatan,

K (\)=f(k)-(Ni+r\)k =f(k)~ f'(k)k >0
(bunda £_(t0 -k (t) funksiyaning tOnuqtadagi chap hosilasi). Agar t> x0

da k(t)=k=const ayniyatni e'tiborga olsak, £+10 =0 boiadi (i+(t0 -
k{t) funksiyaning tOnuqtadagi o‘ng hosilasi). Ushbu munosabatlar
k (t0 > 0, 4-(T0)=0, k(t) = k= const, t>tO0k(t) funksiya uchun mahal-
liy maksimum nugqtasi ekanini ko' rsatadi.



y (0 funksiyauchun s= 1boiganda (12.21) dan
V=[(H+Ti)-/'(*)]v(0

differensial tenglama hosil bo‘ladi. Bundan f'(k (x0)) = f'(k), 4>\) =1
munosabatlami e’tiborga olib, ushbu

¥'10=[(L+Nn)-s/n)] 1=0
tenglikka ega bo‘lamiz. Bu esa, \|//) funksiya f LuxOda ekitremumga ega
bo'lishi mumkinligini ko‘rsatadi.  (t) funksiyaning ikkinchi tartibii hosilasini
hisoblaymiz:

V=Ff(*) ky+[(MW+U)~-7/'(*)]Vm
Bundan t -\ daquyidagigaegabo‘lamiz:

V(Eo)=-/"(*)[/ (*)- (H+N*)]V(*Q*“ /7'(*) @ 1O "

=-/'(")/ (*)-(u+n)*)]
Ushbu f(k)-(\i+r\)k=f(k)~f(k)k>0, f(k)<0 munoaabatlarga

ko'ra \J/x0)>0 tengsizlik kelib chigadi. Shuning uchun w/(/) funksiya

t=\ nugtada mahalliy minimumga ega va /€[0; xO1da 4//) € 1.
Shunday qilib, biz x0((12.31) ga qarang) va X, ((12.27) ga garang)

miqgdorlami hisoblash uchun formulalar chigardik. Agar rojalashtirish ufqi

T > 0 shunday tanlangan bolsaki, 0 < x0< T, < T tengsizliklar 0*rinli boMsa,

unda (12.18) tenglamabilan topiladigan balanslangan o'sish rejimi k{t)»k

ko‘rilayotgan igtisodiy dinamikamodeli uchun magistraldeyiladi. U (/; k)
tekislikda [xQxj vaqt oralig‘iga mos gorizontal kesmadan iborat. Unda
X0- magistraiga go fttish, X, esa magistraldan tushish momentlari deyiladi.

Endi T> 0ni ganday tanlanganda x, - x0musbat bo'lilht mumkinligini
tekshiramiz. Shu t, - t 0 ayirmani hisoblab, TkTt teoglizlik bgjarilishi
X, -t0> 0 ni ta’minlashga amin bo‘lamiz, bunda

r..J Lhl +f-o & e

X, -X0=T-TO, TO=x0+(I-%x,)=T- (i, -te. Boshgaoha aytganda,
TOmiqgdor [0; xd va [X, 7] kesmalar uzunliklari yig‘mdisidan iborat.
Shunday qilib, x, - x0> Otengsizlik T -T 9/ 0 tengsizlikkaekvivalentdir.
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Agar T- rotenglik o'rinli boisa, T0= ftva magistral mavjud emas, kg
nugtadan M to‘plamga harakat bitta o‘tish (boshgarishni bir marta
o'zgartirish) bilan amalga oshiriladi. Agar T> TQtengsizlik o‘rinli boisa,

unda k(t)=k magistral mavjud boiadi. Shubilanbirga, tOva x, momentlar

ham mavjud va (12.31), (12.27) formulalar bilan hisoblanishi mumkin. Shu
momentlar boshgarishni o*‘zgartirish (almashtirish) momentlaridir. Agar T
yetarli katta gilib olingan boisa, T, - tO- magistral bo'yicha harakat davri
T> Ogayetarli “yaqin” boiadi.

Masala yechimining optimalligi. Ta'kidlab o‘tamizki, quyidagi

agar o~ t<to,
agar T0</<Tr , (1232)
agar t, </<r

munosabatlar bilan tavsiflanadigan s(t) boshgarish zaruriy shartni, ya'ni
maksimum prinsipini va o‘ng uchda transversallik shartini ganoatlantiradi.
BizMnuming shunday nugtasini topishimiz kerakki, shu nugtaga obyekt
0 ‘tkazilishi kerakva (12.5) jamlama iste’mol funksionali eng katta giymatga
erishsin.

Shu magsadda maksimiun prinsipini ganoatlantiradigan boshga bosh-
garishlami ko‘ramiz. Aniqrogi, quyidagicha aniglangans(t) boshgarishni
olamiz:

agar O«< t< x0,
agar to< /<0, 12.33
agar Q<t <T , ( )

bunda 0 quyidagicha aniglangan: k(T) - HB RIKRKEK, deylik. Unda
k(t) uchun

k() =kem
\j/(0 funksiya uchun

Y(0 =1/7°("(x))-eHX N

foimulaga egamiz. Endi O ni jfer{0 = Kshartdan, ya’'ni
*e.e(uHXr-e)= £
tenglamadan topamiz. Bundan O uchun ushbu
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formulakelib chigadi.

Shunday qilib, biz (12.2) obyektni berilgan boshlang‘ich k(0) = kO,
KO<k T< £0holatdan/1/numing biror nugtasiga o‘tkazuvchi va maksimum
prinsipini ganoadantiruvchi ikkita (12.32) va (12.33) boshgarishlarga egamiz.
Bunda (12.32) boshqarish obyektni (T, KT) e M nugtaga, (12.33) boshgarish
esa, (T, k8) e M, k9> KT nuqgtaga o ‘tkazadi. Endi shu boshqarishlar uchun
(12.5) funksionalning giymatini (12.33) boshgarish uchun hisoblaymiz.
Unda (12.5) funksional 0 ning funksiyasi boiib goladi. Uni ®(0), ya'ni
J[s] = ®©(0) deb belgilaymiz. Soddahisoblashlaryordamida topamiz:

®(0)=J[s] = f(1- s(t))f(k(t)) dt= JOedt+ f(1- s)f(k) dt+

(] o To

+3/WO)N=a-5)/ (W -tO+}/W O)*. (1235

O(T,)=(@1-s)fm T,- To)If(k(t)) dt
b
Endi ®(0), 0 g [1,; T]. funksiyani o‘rganamiz. ®(T,) funksionalning
(12.32) boshqarishdagi giymati. (12.35) funksiyaning hosilasini 0 bo'yicha
hisoblaymiz:

®'(0)=(1-s)f(k)-f(lc)=-s f(k)=const<O. (12.36)

Bu @ (0) funksiyaning chizigli ekanini anglatadi. Boshgacha aytganda,
& (0) funksiya [t,; 'l kesmada monoton kamayuvchi. Shuning uchun
®(0) ning eng katta giymatiga kesmaning chap uchida erishiladi, ya'ni
d(T,)> P(0), V 6e ( XP T\ Shunday qilib, (12.5) funksionalning (12.32)
boshgarishgamos giymati eng kattaboiadi, ya'ni (12.32) boshgarish (12.5)
funksionalning maksimumi ma’nosida optimal boiadi. Buning ma’nosi
shuki, optimal holatlar trayektoriyasi obyektni (T;kT] nugtaga o ‘tkazadi.

Optimal trayektoriyani qurish uchun k(t) funksiyani gavariglikka

tekshiramiz. [0, tQ kesmada s = 1boiganda k=f(k)-(\i +1t\) K

differensial tenglamagaegamiz. k(t) ni hisoblaymiz:



N)=/WHNM0-(u+n)N0=1/71))-(u+n)]1/("))-(u+n)"™)]-
Ammo [0; t0] kesmada 7/ (£(0) > (y + /1) k(t) , f(k(t)) > L+ 1]
tcngsizliklar o‘rinli (12.3-chizmaga garang), bunda £(T0) =£,

£(/)=/(Ar(r))-(]i+ri)yt(O>0 . Shuning uchun k(t)> 0O, ya'ni k(t)
funksiya [0; x0] da gavariq (12.4-chizma).

Endi ma’'lumki, [Tp '] kesmada s = 0 va ushbu k{t) = (] x + r]) k(t)

differensial tenglamaga egamiz. Bundan foydalanib, k(t) ni hisoblaymiz:

NMO=-(u+m)™(0=-(u4+n)-[-(4+n)*(0]= (14 +n)2H0>0-
Bundan k(t) funksiya [T,; T] kesmadaham gavariq ekani kelib chigadi
(12.4-chizma). Nihoyat, (12.32) optimal boshgarishga mos optimal
trayektoriyani uzil-kesil qurish mumkin. 12.4-chizmadan optimal trayektoriya

quyidagichaqurilganiko‘rinadi: obyekt £0holatdan fc holatga(&r danham
yugqorirogholatga)tezkorlik bilan o‘tkaziladi,keym shu k holatdailoji boricha

uzogroq vaqt ushlab turiladi. Nihoyat, k holatdan ( [tp £ ] nugtadan)

kT holatga ( (T, kT) nuqgtaga ) tezkorlik bilan o‘tkaziladi (tushiriladi).
Yugorida aytib o‘tilganidek, T—+00 dat, - x0 — +00. Shuning uchun
yetarli katta Jlar uchun obyektni (igtisodiy sistemani) boshgarish usuli igti-
sodiy dinamikaning o ‘zgarmasjamg"arish normali modelini boshgarishdagi
usuli bilan “yaqin” . Shuyaginlik magistral teorema yordamidaifodalanadi.
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12.3-teorema (magistral teorema). Rejalashtirish davri T > Oyetarli
katta bo'lsin. Unda (12.1)- (12.5) masala (12.5) jamlama iste’mol
funksionali maksimumi ma'nosida optimal boshqgarish s(t) mavjud. U
quyidagicha qurilgan: rejalashtirish davrining boshida (yani 0 i1 t< tO
da, bunda xgson (12.31) formula yordamida hisoblanadi) boshgarish
(jamg 'arish normasi) s(t)= 1 rejalashtirish davrining oxirida (ya ni
Tj <t<Tda, bunda X, son (12.27) formula yordamida hisoblanadi)
boshgarish s=0 bo 'ladi. Qolgan vaqt davomida (ya'ni T £ /£ T, vaqt
oralig'ida) harakat k(t) =k magistral bo 'yicha .»(/)m.? boshgarish
yordamida amalga oshiriladi, bunda £ son - (12.18) tenglamaning
yechimi, J son esa (12.19)formulayordamida hisoblanadi (12.4-chizma).

Misol ko‘ramiz. Hisob-kitoblami Kobb-Duglas ICHF uchunolib boramiz:

F(L,K)=aX xaLa, a0> 0, 0<a< 1 Ma'lumki, o'rtacha mehnat
unumdorligi f (k) = aOka. Hisoblashlarjarayonida u va r] paramctrlar kichik

L+

- i
sonlar ekanini e’tiborga olish kerak. Shuning uchun ushbu an Sa <II

tengsizlik o‘rinli bo'ladi.
Hisoblashlar natijasini keltiramiz:

aan la
k — N, kO<kT<k ;
L+
_ f N -i/d )
. ac 1 *.I—a ao e_(U'+T’X1_«)I
fi+n \ LU+ TIJ
s(t) —1;
la
_n0-(u+m)"O J nfap-(L+M)n: 0
0-afIx+r]) Oo-~+ti)*1A (1-a)(u+rr)  aq(l-a)
T, =T+ ——\nKT ~——————- - — In_o(g > 6
U+l (1-a)( +1) ~+n
1 + “1 __

0T (1-a)(u*n)  (La)u+Mr-a »*-<*e 0<a<l.
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12.2-8. Igtisodiy dinamikaning mehnat resurslari hajmi
chizigli-botiqg modeli

Awalgi paragrafda igtisodiy dinamikaning mehnat resurslari hajmi
eksponensial (gavariq) funktsiyaboigan modeli to‘lig o‘rganildi. Unda asosiy
fondlaming chizigli yarogsizlanishi hisobgaolindi.Endi igtisodiy dinamikaning
mehnat resurslari hajmi chizigU-botigmodelini o* rganamiz. Asosiy fondlaming
yarogsizlanishiyana chizigli deb garaladi. Aniqrog'i, igtisodiy dinamikaning
bir sektorli modeli quyidagi munosabatlar bilan berilgan bo'Isin:

K(t)=m-yiK(t), 0<u<l, ~(0)="~>0,
L(t)=r]L(t)+vK(t), rj>0, v>0, [0)=4>0,
(2.3%)
W =s(Ne), C(t)=(I-s(t)Y(t), O<s(/)<I, O<t<T.J
Shumodel uchun asosiy differensial tenglama quyidagi ko' rinishga ega:

K(t)=s(t)f(k)-(\i+r])k-vk2, k(0)=ko>0. (12.37)

Rejalashtirish ufgi T> 0, qurollanganlikning biror holati KT> 0O berilgan
boisin, kO < KT.Yanak(T) > KT(12.4) tengsizlik bilan berilgan A/to‘plam
va jamlama iste’mol funksionali (12.5) ham berilgan deylik. Keyingi
mulohazalarda qulaylik uchun ushbu

(12.38)

belgilashlami kiritamiz (11.3-8ga garang). Bu funksiya quyidagi xossa-
largaega:

X(0)=0, w(k)>0, X'(0)=1, y!(k)=1+— >0, *'(*)=— >0,*>0.
=0, %(k) 0)=1, y!(x) T ™)
Endi (12.37) tenglama ushbu
£=s(0/(£)-(I"+n)X(£) k(Q)=ko>0 (12.39)
ko'rinishdayoziladi.
Faraz etaylik,
L+ T1<57'(+0) (12.40)

tengsizlik o‘rinli bo‘lsin.
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Masalaning qo‘yilishini bayon etamiz: ((12.39), (12.3)-(12.5))
obyektni (igtisodiy sistemani) qurollanganlikning boshlang'ich holati k0> O
dan M to‘plamning (numing) biror k(T) nugtasiga o‘tkazuvchi boiakli-
uzluksiz boshqgarishlar s(t), 0<s(t) < 1 ichidan (12.5) jamlama iste’mol
funksionaligamaksimal giymat beradigani topilsin.

Masalayechimining mavjudligi Li-Markus teoremasidan (12.2-teoremaga
garang) kelib chigadi.

Masala yechimini qurish. Maksimum prinsipini ganoatlantiradigan
trayektoriyalami awalgi paragrafda go‘llanilgan usul bilan qurish mumkin.
Shuning uchun natijalami gisqacha bayon etamiz.

Gamilton funksiyasi va yordamchi o‘zgaruvchilar uchun govushgan
(govushma) sistema quyidagi ko‘rinishga ega:

A =yO0l-s)/(E)+y [ s/(E) - (y+ rtfx(fc) ], (12.412)
' Vo~NO, YO=const,
Y= = Vo(Ls)f'(k)+y [s/'(E)-(n+n)x'(£)]-  (1242)
0

0 ‘ng uchida transversallik sharti y (J) (k(T) —km = 0 kabi yoziladi.
Bundany (') = 0(12.15) ga garang). //funksiyasining maksimumi shartiga
ko‘ra (s bo'yicha) s(t) boshgarish (12.16) formula bilan topiladi. Awalgi
paragraflardagidek y 0® 0 ekani va y 0deb y 0= 1 ni olish mumkinligi
isbotlanadi. Shu sababli s(() uchun formula (12.17) ko‘rinishda boiadi.

Agary (t) =1, V/e [x0,tjle[0;J] boisa, (12.42) ga ko‘ra ushbu
/W =H+th)xW (12-43)
ayniyatga ega boiamiz. Bu ayniyat s ga oshkor bogianmagan. Shuning

uchun uni k ga nisbatan tenglama deb garash mumkin. (12.43) tenglama

yagona musbat k= k yechimga ega. Qurollanganlikning k rejimiga
jamg'arish normasining ushbu
(LL+MX(E) f(k) %\K)
/(%) f(k) X(k) (=)
formulabilan aniglanadigan giymati mos keladi. Ravshanki, 0<? <1 sShunday
gilib, y (0 s 1boiadigan vaqt oralig‘i [tQ x,] dajamg‘armanormasining

giymati (12.44) formula yordamida bir giymatli aniglanadi va s(t),
V tg [0; '] uchun quyidagiga egamiz:
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f(k) x(K) ' 02.45)
1, agar > 1.
Endi \yO= 1bo'lganda (12.42) ni quyidagichayoziladi:

V=- (1-s)f{k)- [5F\K)-(u+r]) X(*)]y . (12.46)
Transversallikshartigako‘rav | Z(r)=0< 1bo'lgani uchun(12.45) gaasosan
s(T) = Otenglik o'rinli. vj/(/)funksiyaning uzluksizligiga asocsan Y/(IN) < 1

bo‘ladigan [TAT'] c[0 ;'] kesmamavjud. Ikki hoi yuz berishi mumkin:
A)v)/(r)<lva [1,;[']1=[0;T];

B) V(D< 1, tefrj), WwW(t)=1, [\,T}d[O,T].
A) holini ko‘rmaymiz, chunki bu hoi iqtisodiy ma'noga ega emas.
B) holida s(0=0, V~e[T,;7]. Bunda (12.46) tenglama quyidagicha
yoziladi:
V=-/'"(*)-0i+n)x'(*)-Y> V~e(T,;l]. (12.47)
Shu chiziqgli bir jinsli bo‘lmagan tenglamaning \}/(I") = O shartni
ganoatlantiradiganyechimini yozamiz:

t

T (/X (N(p)4>
V=J/WO0)-e 1 dr, (12.48)

t

bunda A(/)- (12.39) differensial tenglamaning j(/)sO bo‘lgandagi yechimi,
ya'ni
*=-(H+TI-X(*)» HT)=KT (12.49)
tenglamaning yechimi. %(k) funksiya (12.38) formula bilan aniglanadi,
shuning uchun (12.49) o‘miga ushbu
w=-"+ri)-Ar-vjt2, k(T)=KT (12.49)
Bemulli tenglamasiga egamiz. Uni integrallab yechimini topamiz:

1
k(t) =
1 IV 1c”N Hixr-t) \%

KKT u+nj U+
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Mun+T11)-e4Hd~")
"(utn+vkT)-vk T-eNixXr-o (12.50)

Ushbu \JAT1,) = 1 tenglikdan s(t,) =s va Af kelib chigadi. Shusabali

t=t, da(12.50) dan topamiz:

NW/7 v U+ KT(\i+r\+vk) =

Rejalashtirish ufgi T> Oyetarli katta bo‘lgani uchun T -% > 0 tengsizlik
o‘rinli va oxirgi tenglikdangi logarifm musbat. Bundan

E(H+ri+vArr)

T S L

tengsizlikka egamiz. Endi t, uchunformulani yozamiz:

~ rr 1 , £(n+r]+VvEr)
DNl p R ' — ~T. (12.51)
U+m  fo (Jo.+r]+vfc)

Endi (12.43), (12.47) largako‘rat= \ nugtay(0 funksiyaning statsio-
nar nugtasi boiadi. Hagigatan,

VE)=-/(C(2))+(n+n)X (D) ¥(*)=
=-f'(k) +(v+4)x(k)-1 =0.
Shunugtada \ )t,) ni hisoblaymiz:
Y () =~f'(k)k(b)+ u+m) X' (*)y (7)) ic(r,)+ x\k) Nt,) 1=
=-/"(£)*('b)+ (H+n)JL'(h+ )m

(12.39) ga ko‘ra M=-(u+n) x(®) va E£N)=-{U+dx(*)<0-

Shuning uchun Y (t1)<0. Demak, y(/) funksiya % nuqgtada mahalliy
maksimumgaerishadi. Shunday qilib, keyingi mulohazalardamuhimboigan
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(12.52)
tengsizlikkaegamiz. Buharakataingyakuniybosqichi s(t) = O, f e [X,, T]
boshgarish bilan amalga oshirilishini anglatadi. Shubilan birga, y(~i) = 1»

/t(x,) = k mHarakat tengiamasi quyidagi ko'rinishgaega ((12.41) ga garang):

K=-(4 +ri)%(k) y°ki k=-{\x+r$k-vk2.
Bu tenglamaningyechimi k(T) > KT da(12.50) ko'rinishdayoziladi. Ammo
k(%) =k bo‘lgani uchun £(/q)=-(n+ri)x(&)<0 vaV/e(n;J] da
k{t)=-(g+I]) x(k(t)) < O tengsizlik o‘rinli. Demak, k(t) funksiya ( T,;T]
da monoton kamayuvchi.

Endi rejalashtirish davrining boshida resurslami optimal boshgarish
masalasi bilan shug' ullanamiz. Ravshanki, t= 0bo*‘lgandauch hoi yuz beradi:
a) \|Z/0)= L, b) ~(0) < L;v) v(0) > 1 Awalgi paragrafdagidek a) va b)
hollaryuz beraolmasligi ko' rsatiladi.

Biz v) holini ko‘ramiz. \)/(0) > 1 bo‘lsin. Unda yoki \W/) > 1,
V*e[0; T], yoki shunday x0> 0 sonmavjud boiadiki, \Wp0)=1,0<x0<T
tenglik o‘rinli bo‘ladi. Agar \|J/A/)> 1, \/"6[0; T\ bo'lsa, s(t)sl,
\/te[0; T\, kelib chigadi. Buning igtisodiy ma’'nosiyo‘'q. Agar shunday xQ
mavjud bo‘lsaki, xO< T va\)/(x0)= | bo'lsa, unda [0; tJ kesmada s(t) = I.
Endi (12.39) tenglama ushbu

A)-(u+n)x (%) (12.53)

ko‘rinishga keladi. Bundan k(Q)=k0> 0 da

kelib chigadi. M't0) = U k()?O) = k bo‘lgandaxOuchun quyid?i/giformulaga
egabo‘lamiz:

(12.54)

Endi kO<k<k da/(kK)- (U +r])i(k) > O tengsizliko‘rinlibo‘lgani
uchun (12.54) integral mavjud.

226



Awalgi mulohazalarga o ‘xshashk(t) funksiya t = % nugtadamahalliy
minimumgaerishishini isbotlaymiz. Hagigatan ham,

L(%)=Ff(h-(\i+n)x(k)=f(k)-~"Xx (k) =

chunki f(k) > kf'(k), %(k)>kx'(k), \Vk> 0, k+(10) =0, chunki

t>xQda k{t) - k - const mDemak, Mt) funksiya t= i0 nugtada mahalliy

minimumga erishadi.
Shunga o‘xshash tasdigni y(/) funksiya uchun ham isbotlaymiz.

Hagigatan ham, t> t0 da s(f) s 1va (12.46) ga ko‘ra ushbu
V=-[/'(*)- M+n)xW]-¥
differensial tenglama hosil bo‘ladi. /'(£(70))=/"(£), y(x0=1 boigani
uchun 0 nugtada ushbu
V(T =-[/"(£)-U+rn)XW ]J*Y(TO =0
tenglik kelib chigadi. Bu esa, xOnugtay (0 funksiyaning statsionar nugtasi

ekanini isbotlaydi.
Endi t=T 0 da \}>/) ni hisoblaymiz:

Vo=- [/w() - (4+ HX*(*0]b y - ¥'(k) - (L+ri) x(K)\V,

V(TO) =- [f(k )- (u+ri)x(£)]H 10 y (t0)-

Shunday qilib, \J/x0)= 0, \jAtO)>0 va y(0 funksiya /=% nuqtada
mahalliy minimumga erishadi. Shuning uchun \i/t)>1, V (€ [0,7]
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Ocmak, x0 moment aniglandi ((12.54) formulaga garang). Ravshanki,
yctarli katta T> 0 uchun 0<x0<Xj <T tengsizlik o‘rinli.

Endi x,-TO ayirma musbat boiishi uchun I' ni T>TO0 deb tanlash
etarli, bunda

T -1 4-T-71 1 b ~-~+N+y~r) , f
1 u+n *r(n+n+vit) i/(8)-(H+rOx(8)-

Qurollanganlik k ning ( X0, x,) intervalga mos k= k holati magistral

deyiladi. Avvalgi paragrafdagi kabi magistral uchlari ( X0,k ) va (x,,£)
nuqtalardan iboratbo'lgan gorizontal kesmalardan iborat. Agar T = TObo'lsa,

magistral mavjud emas, chunki unda x0= x,.Agar T>T 0 tengsizlik o‘rinli

bo‘lsa, magistral mavjud. Asosiy magsad qurollanganlik holatini iloji boricha
uzogroq shumagistral darajasida (holatida) ushlab turishdan iborat. Shunda
igtisodiy dinamikaning o‘zgaruvchi jamg‘arish normali modeli o‘zgarmas
jamg* arish normali modeliga “yaqin” boiadi.

Bizyuqgorida optimallik vatransversallik shartlarini ganoatlantiradigan
ushbu

ri, agar O<t<\,
s(t) =\ s, agar 10</<x,, a255y
0, agar t, <t =<

boshgarish funksiyasini qurdik. Shu boshgarish funksiyasining optimalligi
awalgi paragrafdagidek isbotlanadi.

Optimal holatlar trayektoriyasini qurish uchun uni [0; x0] va [ x,; T]
kesmalardao‘iganamiz.Agarfe[0; xOlboisa, k=/(&)-(y+r])x(£)>0,

k=f(fc)k—(ii+Y[)")['(k)k>0- Shunday gilib, [0;x0] kesmada holatlar
trayektoriyasi kanugtadan chigadi va k(t) fimksiya monoton o‘suvchiva
gavarig.

Endi 7e[T”; T] bo‘lsin. Bunda s(t) e 0 va £=-(]j,+rDx(&)>0,
/i-=-(fx+ri)xW~>0. Bundan holatlar trayektoriyasi [ tj; '] kesmada
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gavarigligiva monoton kamavuvchiligi kelib chigadi. fc > ~“boigani uchun

gurollanganlik holati fc dan KTgacha pasayadi (12.4-chizmaga garang).

Endi magistral teoremani bayon etsaboiadi.

12.4-teorema (magistral teorema). Rejalashtirish ufgi T > Oyetarli
katta bo'lsin. Unda ((12.39), (12.3) -(12.5)) masala uchun (12.5)
funksionalning maksimumi Ta 'nosida optimal boshgarish s(t) mavjud va

u quyidagicha qurilgan: rejalashtirishning boshi (0, tO) davrida harakat
s(f) w1 boshgarish bilan, oxiri (t}; T] das(t) = O boshgarish bilan amalga
oshiriladi. Qolgan vaqt ( TO; T,) davomida harakat k(t) m £ magistral
bo ylab s(t) = J boshqgarish, 0 < J'< lyordamida amalga oshiriladi. Ushbu
To, Tb J migdorlar mos ravishda (12.54), (12.51) va (12.44)formulalar

yordamida hisoblanadi, balanslangan o'sish rejimi k esa (12.43)

tenglamaningyechimi.

Biz yuqorida igtisodiy dinamikaning asosiy fondlaming chizigli
yarogsizlanishi va mehnat resurslari hajmi eksponensial hamda chizigli-
botiq funksiyalar boigan modellarini toiiq o‘rgandik. Shunga o‘xshash,
igtisodiy dinamikaning mehnat resurslari hajmi chizigsiz-botiq boigan
modelini ham o ‘rganish mumkin. Bu mavzuni mustagil ish sifatida goldiramiz.

12-bobga oid masalalar
I. Quyidagi ICHF lar uchun igtisodiy dinamikaning mehnat resurslari

hajmi eksponensial funksiya boiadigan modeli uchun «, s, 70, ft,
miqdorlar hisoblansin:

1 F(L,K)=JKL . 5 F(L,K)=2 r .
A +L
2. F(L,K)=tfEF. 6. (1 ,k):;‘ru kK +VZ)2.
3. F(L,K)=¥9[K"L . 7 F(LLK)=BE?.
4 F(L,K)=j-~ L 8. F(t,K)=
Uk +J1) 4k 2+12
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Il. I bo'limdagi ICHF lar uchuniqtisodiy dinamikaning mehnat resurs-
lari hajmi chizigli-botig funksiya bo‘lgan modeli uchim £, J, tO, t,
miqdorlar hisoblansin.

12-bobga oid nazorat savollari

I . 0 ‘zgaruvchijamg"arish normali model uchun masalaning qo'yilishini
aytib bering.

2. Igtisodiy dinamikaning mehnat resurslari hajmi eksponensial funksiya
bo‘lgan modeli uchun asosiy differensial tenglamani yozing.

3. Jamlama iste’mol funksionalini yozing.

4. Statsionaryechimning mavjudligi hagidagi teoremani aytib bering.

5. 0 ‘zgaruvchi jamg‘arish normali model uchun mos Gamilton
funksiyasini va yordamchi o‘zgaruvchilar uchun govushma sistemani
yozing.

6. Balanslangan o ‘sishning optimal rejimini topish uchun tenglamani
yozing

7. Magistralga qo‘nish va undan tushish momentlari uchun formulalami
yozing.

8 Maksimum prmsipini ganoatlantiradigan boshgarishning optimalligini
isbotlang.

9. Optimal trayektoriyalar tasvirini chizing.

10. Magistral teoremasini aytib bering.

11. Igtisodiy dinamikaning mehnat resurslari hajmi chizigli-botigboigan
modeli uchun 2-10 savollargajavob bering.

230



13-bob.IQTISODIYDINAMIKANING ISHLAB CHIQARISH
QUWATIGA ASOSLANGAN MODELLARINI O'RGANISH

Avvalgi boblarda igtisodiy dinamika modellari o'rganildi va ishlab
chigarilgan mahsulotni (milliy daromadni) kapital xarajatga va iste’molga
optimal tagsimlash masalasi yechildi. Unda ICHF dan foydalanildi, ularga
neoklassik shartlar (5-bobdagi 1°-5° -neoklassik shartlarga garang) qo'yildi.
Har bir ko‘rilgan holda mos asosiy differensial tenglama yoki differensial
tenglamalaming asosiy sistemasi chigarildi. Ularda qurollanganlik k(t) yoki
gurollanganliklar kxt) va kZt) (ikki sektorli igtisodiy jarayon uchun)
noma’lum funksiya sifatida ishtirok etdilar. Jon boshiga is’temolni
maksimallashtirish masalasini yechib, optimal jamg‘arish normasini
(s; 0<s < 1) va balanslangan o‘sishning optimal rejimini ( k; k- const)
topdik. Shundan keyin model trayektoriyasini, ya'ni L(t), K(t), Y(t), C(t)
funksiyalami topish mumkin boidi.

A.A. Petrov va uning shogirdlari igtisodiy dinamikaning modellarini
o‘rganish uchun boshgacha yondashishni taklif etishdi (garang: MNMeTpoB
A.A., MNMocnenos WU.T'., LLlaHaHWH A.A. OnbIT MaTeMaTU4yecKoro Moaenm-
poBaHMs 3KOHOMUKU. —M.: “3Heproatommnagat”, 1996). Quyidabizshu
yondashishning mohiyatiga to‘xtalamiz va ba’zi masalalami hal gilamiz.

Ishlab chigarish imkoniyatlari ishlab chigarish quwati - bir birlik vagt
davomida maksimal ishlab chigarilgan mahsulot migdori bilan o‘Ilchanadi.
Ishlab chigarish quwatiniA/bilan belgilaymiz. Ishlab chigarish imkoniyatlari
ICHF bilan tavsiflanadi. Bu funksiya bir birlik vaqt davomida maksimal
ishlab chigarilgan mahsulot migdori 7 bilan ishlab chigarish quwati M va
foydalanilayotgan (foydalanilgan) ishchi kuchi R orasidagi bog'lanishni
beradi. Mos ICHF ni 7 =F(M, R) deb belgilaymiz. Shu ICHF uchun
quyidagi xossalar gabul gilinadi:

a) agarM = Oyoki R = 0 bo'lsa, 7=0 bo‘ladi, agar hech bo'Imasa bitta
ishlab chigarish faktori bo‘Imasa, ishlab chigarish mumkin emat;

b)R>R"' bo'lsa, 7=A/bo'ladi, bundaR'=R\M) - gquwatni to‘liq ishga
tushirish uchun zarur boigan ishchi kuchi miqdori; agar bo‘lsa,
7=Mboiadi,b u n d a - ishchikuchi miqdoriR quwatM*(R)
ni to'liq ishga tushirib yuboradi;

231



dy
V) T17|\;|r7>0) agarA/> 0; K >0, agar/1 <R ' boisa. Ma’'nosi- ishlab chiga-

rish faktorlari noldan fargli limit unumdorlikka ega;

lining kamayuvchi limit unumdorligi gonuni, ——" 0«
oMoR

d) F(kM, 7/1)=7F(M, R), X> 0- ishlab chigarish masshtabini oshirishdan
samaradorlik yo‘q.

Yugqoridagi d) xossaga ko‘ra quyidagi tengliklami yozish mumkin:

Y=M fix), x=R/M, f(x)=F(l,x), /(0)=0, f(x)=\ x'=R'/M.

Shunday qilib,/(x) funksiyauchun o < x < x* yarim intervalda quyidagi
munosabatlar o rinli;

/(0)=0, /(**)=1. N*)>0, f"(x)<0,

13.1-8. Igtisodiy dinamikaning ishlab chigarish quwati chizigli
yarogsizlangan modeli

Igtisodiy sistemaning (iqtisodiy dinamikaning) shunday modelini
ko‘ramizki, unda ishlab chigaruvchilar majmuasi o‘zaro mukammal
ragobatda boiadi, birjinsli mahsulot ishlab chigaradi va ishlab chigarish
faktorlaridan bin sifatidabirjinsli ishchi kuchidan foydalanadi. Bu modelda
ishchi kuchi eksponensial gonun bo‘yicha berilgan va ishlab chigarish
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quwatining chizigli yarogsizlanishi e’tiborga olingan. Shunday gilib, quyidagi
munosabatlar bilan tavsiflanadigan igtisodiy dinamika modelini ko‘ramiz:

M =1-\iM, 0<uy<1,
Rs=XpRs (r =V V )>» tzo, J1oMO,
FM,R)=J+C, X ~ , (13.1)

M
R<R\

bundaRs- taklif gilingan ishchi kuchi migdori, R - foydalonilgan ishchi
kuchi miqgdori, I - vagtning bir birligida yaratiladigon quwvat, 3 mbl -b
vaqtda 7 birlik pulga (fondga) aylanadigan mahsulotdan foydalanish zanir,
F(M,R)=J+C - ishlab chigarish va mahsulotni tagsimlash balansi
tengiamasi. Ushbu

M =1-\iM (13.2)
differensial tenglama ishlab chigarish quwatining vaqgt o‘tishi bilan yangi
quwat kiritilishi hisobiga ortib borishini ifodalaydi, unda ishlab chigarish
quwati M{t) ning chizigli yarogsizlangani e’tiborga olingan. F(M,R) -
neoklassik ICHF, bu funksiya uchun quyidagi munosabatlar o*rinli:

F(M,R)-M /(x), /(x)=F(, x), x=1/x, /(0)=0.
Ishlab chiqariladigan mahsulot miqdori ishlab chigarish quwati bilan
chegaralangan, ya'ni FAM, R’)=M, R ~R". Shuning uchunM -M /(x*)
vaf(x") =1, x'-R'IM, bunda R’ - ishchi kuchining quvvatni to‘liq
ta’minlash uchun zarur migdori.
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Ish bilan band boiganlar uchun jon boshiga iste’mol miqgdorini
o'rganamiz. Uni o= C/7?deb belgilaymiz. Eksponensial balanslangan o' sish
trayektoriyasining mavjudligi masalasi quyidagi teorema bilanyechiladi.

13.1-teorema. Agar (13.1) ob 'ekt uchun ushbu

6(A,p+U) +x*/'(x*)<1 (13.3)

tengsizlikbajarilsa, undaeksponensial balanslangan o sish trayektoriyalari
majmuasida <o(X) ko'rsatkich ([0; X']) maksimal giymatga erishadigan
trayektoriya mavjud, undax miqdor (statsionar nuqta) quyidagi tenglama-
ning yechimi bo ‘adi:
f(x)=b(Xp+\i)+xf'(x), (13.4)

Agar xOnugta (13.4) tenglamaning yechimi boisa, unda x <x0<x’
tengsizlik o‘rinli boiadi. Yugoridagi (13.3) tengsizlik ishlab chigarishning
samaradorligi sharti deyiladi.

Misol sifatida Kobb-Duglas funksiyasini ko‘ramiz:

F(M,R)=aM aR] a,a0>0, O<a<1l Unda f(x) = akl~-a, Xx=RIM.

f(x* ) = 1tenglikka ko‘ra x" = 00¥a_1). (13.4) tenglama ushbu

yechimga ega. Samaradorlik sharti soddalashtirilgandan keyin

,ct
P+ L < 'lg
ko'rinishgakeladi. Ravshanki, xO< x* tengsizlik o‘rinli. Hagigatan ham,
bo.a 1/0a)
~b(Xp + \i)' ‘b-a/b’
= < =a =X
LMl ) [ aon ]

13.2-8. Iqtisodiy dinamikaning ishlab chigarish quwati va ishchi
kuchi chizigsiz-yarogsizlangan modeli

Igtisodiy dinamikamodellarida asosan ishlab chigarish quwati chizigli
yarogsizlangan hollar ko‘riladi. Aslida ishlab chigarish quwatigina emas,
balki ishchi kuchi ham “yarogsizlanadi” (stanoklar eskiradi, sinadi va h.,
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ishchilarkasal bo*ladi, nafagaga chigadi yoki vafot etadi). Biz ishlab chigarish
quwati va ishchi kuchi majmuyining chizigsiz yarogsizlanishiga oid model
bilan shug'ullanamiz.

Igtisodiy dinamikaning modeh quyidagi munosabatlar bilan tavsiflansin,
deylik:

M=/-u1d00, OEuEL,

R'AXjR' {rs=R0eXs), t*O0,

F(MR)=.J+C x=—
(13.5)

bunda (1) = d(1/X) funksiya (0; |1 /n*) intervalda aniglangan, ikki marta
uzluksizdifferensiallanuvchi va quyidagi shartlami ganoatlantiradi:

<p(0)=0, d(b1)>0, cb'(M)>0, ® »>0, Muwd'(n)=0. (13 86)

Shu (13.6) shartlarga ko‘ra go(n) funksiya gavariq, graflgi koordinata
boshidan abssissa o’ giga urinib chigadi va koordinatatekisligining | choragida
joylashgan. Bunda ¢p(0)=0 tenglikM= Oboiganda (M /R) = 0 dankelib
chigadi (13.3-chizma), ya'ni u= 0 bo‘lganda M = 0 bo‘ladi.

13.3-chizma 13.4a- chizma 13.46- chizma

(13.5) obyekt uchun ham (13.1) obyektdagidek igtisodiy o*sish trayek-

toriyasi boshlang'ich shartM(O) =M 0 val(t), t” Ofunksiya bilan anig-
lanadi. Demak, (13.5) model uchimishchi kuchiR ‘(t) dan ganchalik darajada
foydalanilganligigava ishlab chigarilgan mahsulotni J(t ) va C (f) ga ganday
tagsimlanganligigabog'lig bo‘lgan o ‘sish trayektoriyalarini o ‘tganamiz. Ular,
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odatda, quyidagi shartlarbilan ajralib turadi: toiigbandlikshartiR<R* va
x =const, MTf(x)=J+C. Ravshanki, RO=xMQ M (f)=A,yl/(f).
Shuning uchun (13.5) ning birinchi tenglamasi ushbu

‘M (O
a.//7(0=/(0-ull(0-
m )

ko‘rmishdayoziladi. (13.5) dabalans tenglamasi quyidagi
M(t)f(x)=bXpM(t)+nbR(r)(p~-'j+C
ko'rinishni oladi. Shutenglikning ikki tomonini M (f) gabo*lamiz:

f(x)=b X,+uxdg! -

M

c C R A . N Lo

Bundan Vil }2 ’lv’l , =xmo(X) ekanini hisobgaolib, quyidagi tenglikni hosil
gilamiz:

m =b dAp+umsd] - +xco(x)3 x-parametr. (13.7)

.X)J
Bundato(x) - ish bilan band bo* Iganla)lr uchunjon boshiga is'temol miqdori
(jon boshiga is'temol funksiyasi).

Masalaparametrxning O<x<jc* yarim intervaldagi giymatlari ichidan
jon boshigais’temol @(1:) = CJR funksiyasiga maksimal giymat beradiganini
topishdan iborat. Quyidagi teorema bu masalaning yechimini beradi.

13.2-teorema. Agar (13.5) obyekt uchun ushbu

bX +budl-i-T+x"f(x*) <1 (13.8)
AVa BN
tengsizlikbajarilsa, unda balanslangan eksponensial o ‘sish trayektoriyalari

majmuasida (13.1-teorema bilan taqgoslang)jon boshiga iste mol funk-
siyasi @(x)ga maksimal giymat beradigan trayektoriya mavjud.
Isbot. (13.7)bo'yicham(x)ni differensiallaymiz:

f\x) = b\i- rolxfex 105 oo
kx j \xj V ivd dx ' (13.9)
bunda shtrix' f(x) da x boyicha, cp'(l/X) da @(u) dan u bo'yicha
. < ., »du
hosilani, ya’'m ni anglatadi. oa(x) funksiyaning statsionar
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nugtasini topish uchun =0 tenglamaniyechish lozim. da>(x)/dx = 0

ni ganoatlantiradigan xnuqtadaf'{x) uchun formulaga egamiz:

/7 '(x) = Cii(x) + 6 L (13.10)
Endi (13.9) ning ikki tomonini yana differensiallaymiz:

7 )=Fh xS g b 0w iy 1
dx dx dx X X- X' X

Bundan ofo)(x)/fl&= 0 ekanini hisobga olsak, ((13.6) ga garang) quyidagi
natijagakelamiz:

dao 1
, <0, 0<X<X.
dx X \ X

Agar x0nugta da(x)/dx = 0 tenglamaning yechimi bo‘lsa, x=x0 da to(x)

funksiyamahalliy maksimumga erishadi. (13.10) tenglamani @(x) ga nisbatan
yechamiz va ra(x) uchun topilgan ifodani (13.7) ga qo‘yamiz:

/()=b~+bn(p'Q+i/'(x). (13.11)

Shu tenglama musbat x0, 0 < x0< x* yechimga ega. Bu tasdigq quyidagi
mulohazalardan kelib chigadi. Birinchidan,/(x) funksiya 0 <x< x* da
botig va /(0) = 0, /(x*) - 1 Ikkinchidan, 0 < x< x' intervalda
\|/K=6 Xp+bud'(1/x)+x/'(x) funksiya musbat. (13.8) ga ko‘ra
¢pCO = 1- Shuning uchun (13.11) tenglama musbat xQ 0 <x0<Xx’
yechimga ega (13.4a,b-chizmalar). Shu x0 son balanslangan eksponensial
0 'sishning izlangan trayektoriyasidan iboratbo’lib, undajon boshiga is'temol
funksiyasi to(x) maksimal giymatga erishadi. (13.8) tengsizlik ishlab
chigarishning samaradorlik sharti deyiladi.

Misol. Faraz etaylik, <p(n) = n2 va ~(M,N) =M “Jiba, a0>0,
O<a<1l (Kobb-Duglas ICHF). d(m) funksiya uchun (13.6) shartlar
bajariladi. (13.11)tenglamaquyidagiko‘rinishni oladi:

ax'~“=b h+~-~+aQl-a)x-~*.
X
Bu holda f (x) = a0Oxl “ va /(x*) =1 dan x*=n0"~1). Topilgan x*ni
e’'tiborga olsak, ishlab chigarish samaradorligi sharti
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bXp+2b\ial-a<a'
ko'rinishgakeladi.
Agar aQ= 1bo'lsa, x*=1 bo‘ladi va samaradorlik sharti soddagina
ko‘rinishgakeladi, ya'ni

Xp+2L4<? ¢

13.3-8. Igtisodiy dinamikaning ishchi kuchi chiziqgli-botiq,
ishlab chigarish quwati chizigli yarogsizlangan modeli

Awalgi ikki paragrafda igtisodiy dinamika modellarida ishchi kuchi
eksponensial gonun R s = RCekx bilan o*zgargan hoi ko'rildi. Aslida ishchi
kuchi o‘zgarishining tezligi fagat ishchi kuchigagina emas, balki ishlab
chigarish quwatigaham bog‘lig. Bu bog'‘lanishi? vaMlarga nisbatan chizigli
yoki chizigsiz bo'lishi munkin. Biz bog'lanish chizigli bo* Igan holni ko' ramiz.

Faraz etaylik, R = XpR + VM , o> 0, v >0, R - foydalanilayotgan (yoki
foydalanilgan) ishchi kuchi. Ishchi kuchi o' sishining eksponensial gonuni model
o‘rganilayotgan butun vaqt oralig'ida o‘rinli bo‘lmaydi. Odatda R=R(t) egri
chizig S- simon ko‘rinishga ega bo'ladi va vaqt o‘tishi bilan bargarorlashadi
(13.5-chizma) (garang: P.®ocTep. O6HOBNEHME NPOV3BOACTBA: aTaKyoLme
BbIMrpbIBatoT. MockBa. Nporpecc. 1987, rn.4). Shuninguchunr =R{t) fimk-

siyabotigbo'lishini,ya’ni R(t)< 0 tengsizlikni ta'minlaydigan shartni topishkerak.

13.1-lemma. Agar F(M, R?) ICHF ning izokvantalarida < =~ <0
tengsizlik o frinli bo 1sa, unda R(t) < 0 tengsizlik ham o Tinli bo 1adi.
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Isbot. Neoklassik IChF uchun izokvantalar F(M, R') = C, C = const
tenglamabilan tavsiflanadi. Bundan

dM 5F OF.
dR 6R 6M

<0

kelib chigadi. Endi R(t) ni hisoblaymiz:

R=XpR+M =R

dM
Shartgako‘ra dzé- < - boigani uchun R(t)< O boiadi.
v

AgarF(M, R’) Kobb-Duglas ICHF, ya'ni F(M,R) arR ,«,>0,
O<ac<l. boisa,
dMm l1-aM

dR a R
boiadi. Shu sababliR (t) ning botigligi ushbu

l1-aM
a R< v ye 1 R (1-a)v
tengsizlik bilan ta’minlanadi.
Endi igtisodiy dinamikaning modeli quyidagi munosabatlar bilan
tavsiflansin:
M =1-\iM, O<u<1l,
R=XpR+vM, Xp>0, v>0,

R
F(M,R)-J+C, x=-

M (13.12)
R<RS,
J=b1,

Agar ishchi kuchi R(t) uchun 13.1-lemmaning sharti bajaiilsa, unda
R(t) ni chizigli-botiq ishchi kuchi deyiladi. Chiziglilik R ning R vaA/ga
chizigli bogiigligini, botiglik R (t) ning botigligini anglatadi.

(13.12) obyekt uchun (13.5) obyektdagidek igtisodiy o'sish trayekto
riyasi boshlang'ich shartM(O) =M Qva/(/), funksiyabilan aniglanadi.
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Bu (13.12) obyekt uchun ishchi kuchi R’(t) dan ganchalik darajada
foydalanilganiga va ishlab chigarilgan mahsulotni J (t) va C (t) ga ganday
tagsimlanganligigabog'lig boigan o' sish trayektoriyalari majmuasi mavjud
ekanini anglatadi.

Igtisodiy o'sish trayektoriyalari ichida balanslangan o‘sish (noekspo-
nensial) trayektoriyalarini o‘rganamiz. Ular, odatda, awalgi paragrafdagidek
shartlar bilan ajralib turadi: to‘lig bandlik sharti R<, R’ va x = const,

Mf(x)=J+C, Rs=X,Rs+VvM, x=’\~). Bundan
M (t

M{t):~R(t))M(r):—i?gg):—M(O+vM(0]:
X X
= W +1vM{t)=XpM (t)+-M(t)=U p+-W ) .

X X X y XJ
Shunday qilib, ushbu

M(t) = (Xp+ v/x)-M(t)

tenglikka egamiz. M (t) uchuntopilgan ifodani (13.12) sistermaning birinchi
tenglamasiga qo‘yamiz:
(Xp+ v/X)-M(t)=1-ii-M

Bundan 1 (f)={k p+\i+v/x) M (t)' Balans tenglamasidan foydalansak,

M (t)f(x)=b U p+\V+~A\M(t)+C(t)

yoki
n c)
f(x) = b\ Xp+L|+—
M (t)
C(t) : S . o
Ushbu to(x) = belgilash kiritamiz, u, ma’lumki, ishlab chigarish bilan

band boiganlar uchunjon boshiga iste’mol migdorini anglatadi.

Cc C R
== X-ra(x)
M R M

ifodadan foydalanib quyidagi tenglamani hosil gilamiz:



Endi to(x) funksiyaning 0 < x< x* yarim intervalda mahalliy maksimu-
mini izlaymiz. Tekshirishlar natijasini keltiramiz.
13.3-teorema. Agar (13.12) ob’ekt uchun ushbu

& (XN+u)+-MONM+x/(x)<1 (13.14)

tengsizlik o ‘rinli bo ‘Isa, unda balanslangan o 'sish trayektoriyalari
majmuasida (13.2-teorema bilan taqqoslang)jon boshiga istemolfunk-
siyasi co(X) ga maksimal giymat beradigan trayektoriya mavjud.
Isbot. (13.13) tenglikning ikki tomonini differensiallaymiz:
Jeor - bv .. dto
/(*)=— 5-+®(X)+ X ~ 13.15
(*) == 5-+®() +x 7 (13.15)

statsionar nugtada d®(x)/dx = 0 bo‘lgani uchun shu nugtada

/'(*)=-pr+®(*) (13.16)
tenglamahosilbo'ladi. Endi (13.15) niyana differensiallaymiz:

4 2bv do ds> dZ2o
f X)=——+— +— +—T.
X dx dx dx

Bundan d(i){x)/dx = 0 ni e'tiborga olib, statsionar nugtada

4 2bv d2® d2s r*, u 2bv
/w=— y ° ki 1?7 =nx)~ ~ <0

d 2to
tengsizlikka kelamiz. Shunday qilib, g 2 < Demak, statsionar nugtada
X

co(X) - jon boshiga iste’mol mahalliy maksimumiga erishadi. Statsionar
nugtani topish uchun (13.16) tenglamani co(x) ga nisbatan yechamiz va
(13.13) ga qo‘yamiz

f(x)=b(Xj,+ix)+y+xf'(x)r f(0)=0, /(x*)=1 (13.17)

Bu tenglama quyidagi xossalarga ega: uning chap tomonidagi funksiya
y=Tf(x) botiq, grafigi koordinataboshidan /'(+0) > 0 burchak koeffitsiyent
bilan chigadi va/(x*) = 1 (13.17) tenglamaning o‘ng tomoni esa, x> 0 da
musbat, ammo gavarigligi hagida hech nimani aytib bo‘lmaydi. Shunga
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garamasdan (13.14) tengsizlik bajarilganda 0 <x<x* day=f(x) va
y=b(Xp+\x)+2bv/x+xf'(x) funksiyalargrafiklario‘zaroalbattakesishadi
(13.4a,b-chizmalar). Demak, (13.17) tenglama musbat x0, 0 <x O<x*
yechimga ega. (13.14) shart igtisodiy dinamikaning (13.12) modeli uchun
ishlab chigarish samaradorligi sharti deyiladi.

Misol ko‘ramiz. F(M,R) =aM aR}a, a0>0, 0<a < 1bo'lsin. Unda
/(x) =a0bx'~a. /(x*)= 1 tenglikka ko‘ra x* = aQl/<<1). Endi (13.14)
tengsizlik

b{kp+v)+2b\a4(ad) <a (13.18)

ko'rinishini oladi. Bu samaradorlik shartidir. Endi (13.17) ning 0‘ng tomonini
d(x) deb belgilasak,

ifodaga ega bo‘lamiz. Ravshanki, lim d(x) = lim d¢(x) = +oo . Bundan
P (x) funksiya (0;+00) da global minimumga ega ekani kelib chigadi, ammo
x e (0; x']. Hisoblashlarko'rsatadiki, tb'(x) = Otenglamaning yechimi:

|

2-ct

*j = >0.
ao(l-a)
" (x)=Q tenglamaning yechimi (13.6-chizma).
|
\
4b v 2-a

>0

ata(l-a)

vaXx(<x2bo'ladi. (13.18) shart bajarilganda 0 <x, <x2<x* va 0 <x0<x* teng-
sizlik o‘rinli bo‘ladi. Agar v =0 bo‘lsa, 13.1-8 dagi natijalar chigadi, samara-

a,a
tengsizlik bajariladi.

13-bobga oid masalalar

I Quyidagi neoklassik IChF uchun (13.1) modelga oid samaradorlik
sharti yozilsin va x' son/(x*) = 1 shartdan topilsin. (13.4) tenglamaning
yechimi xOtopilsin. xOva x* sonlar taggoslansin:
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1 f(m,E)=Vmr . 2. P(M,K)=1

3. F(M,R)="MHR . 4. F(M,R) =8m R4 .
5, 6 F(ALR)=,U m +Jr)2

Il. 1 boiimda berilgan neoklassik IChF uchun cp(M) = b2 boiganda
(13.5) ga oid samaradorlik sharti yozilsin va x* sonf(x") = 1 shartdan
topilsin. (13.11) tenglamaning yechimi xOtopilsin. xOvax’ sonlar tagqoslansin.

Il1. 1 boiimda berilgan neoklassik IChF uchun (13.12) modelga oid
samaradorlik sharti yozilsin va x* son/(x*) = 1 shartdan topilsin. (13.17)
tenglamaning yechimi xOtopilsin. xOvax* sonlar taggoslansin.

Eslatma. Agar (13.4), (13.11) va (13.17) tenglamalami analitik usul
bilan yechishning iloji bo‘lmasa, tenglamalami taqgribiy yechish usullaridan
foydalanilsin.

13-bobga oid nazorat savollari

1 A.A. Petrovva shogirdlarining igtisodiy dinamikamodellarini o ‘rganish
uchun o°ziga xos yondashishi nimadan iborat?

2. A.A. Petrovbo ‘yicha ICHF xossalarini keltiring.

3. Igtisodiy dinamikaning mehnat resurslari hajmi eksponensial boi-
ganda ishlab chigarish quwati chizigli yarogsizlanadigan modeli tavsifini
keltiring.

4. Eksponensial balanslangan o‘sish trayektoriyasining mavjudligi
hagidagi teoremani aytib bering.

5. Ishlab chigarishning samaradorlik sharti nimadan iborat?

6. Igtisodiy dinamikaning mehnat resurslari (ishchi kuchi) va ishlab
chigarish quwati chizigsiz-yarogsizlangan modeli tavsifmi keltiring.

7. 13.2-§ dako'rilgan model uchun 4 va 5 savollargajavob bering.

8. Igtisodiy dinamikaning ishchi kuchi chizigli-botiq funksiyaboiganda
ishlab chigarish quwati chizigli yarogsizlangan modeli tavsifmi bering.

9. 13.2-§ dako'rilgan model uchun 4 va 5 savollargajavob bering.

10. 13.2-, 13.2- va 13.3-paragraflarda ko‘ri'gan modellarga misollar
keltiring.
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