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Tekislikda analitik geometriya
1-mavzu. Koordinatalar sistemasi va analitik geometriya bo‘yicha
sodda masalalar

1.1. Tekislikda dekart va qutb koordinatalari sistemasi

Bitta boshlang‘ich nuqtasi 0 ga, bir xil masshtab birligiga ega ikki
perpendikulyar Ox, Oy o‘qlari tekislikda to‘g‘ri burchakli koordinatalar
sistemasini (yoki dekart koordinatalar sistemasi) tashkil etadi.

Ox 0'qi abssissa 0‘qi, Oy 0‘qi ordinata o‘qi deyiladi, bu o‘qlar birga-
likda koordinata o‘qlari deyiladi. O‘qlar kesishgan O nuqgta koordinata
boshi deyiladi. O‘qlar joylashgan tekislik koordinatalar tekisligi deyiladi
va Oxy bilan belgilanadi.

Agar C tekislikdagi ixtiyoriy nuqta bo‘lsa undan Ox va Oy o‘qlari
mos ravishda CA va CB perpendikulyarni tushuramiz. C nugtaning dekart
koordinatalari deb OA, OB yo‘naltirilgan kesmalar uzinliklariga aytiladi
x=0A, y=0B.

x va y koordinatalar C nuqtaning abssissasi va ordinatasi deyiladi,
C(x,y) ko‘rinishida yoziladi.

Koordinata o‘qlari tekislikni to‘rtta chorakka ajratadi, ular I, 11, 11,
IV rim ragamlari bilan belgilanadi.

y
B w___——-'c

Wi+ 1+ +)

i) V(%)

Endi qutb koordinatalar sistemasi deb ataluvchi koordinatalar
sistemasi bilan tanishamiz.

Qutb deb ataluvchi O nuqta, undan chiqarilgan boshlang‘ich nurni
qaraymiz. Agar tekislikda biror A nuqta berilsa, boshlang’ ich nurni soat
strelkasi yo‘nalishiga qarama-qarshi shunday burchakka buramiz, boshlan-
g‘ich nur A nuqtadan o‘tsin. Qutb nuqta O dan A gacha masofa qutb
radiusi deyiladi va r harfi bilan belgilanadi. Boshlang‘ich nur A dan o‘tishi
uchun burilgan burchak qutb burchagi deyiladi va ¢ harfi bilan belgilanishi
mumkin. Bunda 0< r < +».,0 < ¢ < 2. Agar qutb burchagi soat strelkasi
yo‘nalishi bo‘yicha olinsa, qutb burchagi manfiy hisoblanadi.
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r va ¢ qutb koordinatalari deyiladi va A(r;¢) tarzida yoziladi. Dekart
va qutb koordinatalari orasidagi bog‘lanishni topish uchun ikkala
koordinata sistemasi boshini bitta nuqtaga qo‘yamiz, boshlang‘ich nurni
abssissa musbat yo‘nalishi bo‘yicha yo‘naltramiz.

Alxy)=Al; @)

Tekislikda A nuqta x,y dekart koordinatalariga va r,o qutb
koordinatalariga ega. OA gipotenuzali to‘g‘ri burchakli uchburchakdan
X=TCOS@ Yol

g bo‘lamiz. Bunda 0<0<>
Al -z formulaga ega bo‘lamiz. Bunda <o<2m

ekanligidan wge = ikki xil giymat qabul gilishi mumkin. Ulardan berilgan
nuqtaning koordinatalariga mosi tanlab olinadi. Masalan, A(1;1) nuqta
uchun @=% , A(-1;-1) nuqta uchun esa (p=? olinadi. Buni aniqlashda

A(1;1) 1-chorakda, A(-1;-1) esa — 3-chorakda joylashganligini bilish
kifoya.

1.2. Tekislikda ikki nuqta orasidagi masofa

Dastlab, tekislikda dekart koordinatalari bilan  berilgan
A(xy33,), B(x,5y,) nuqtalar orasidagi d masofani aniglaymiz. Bu nuqtalardan
son o‘glariga yordamchi parallel to‘g‘ri chiziqlar o‘tkazsak, to‘g‘ri
burchakli ABC uchburchak hosil bo‘ladi.

I4Cl=lx; —x,| ,IBC| = |y, —»,| ekanligi Pifagor teoremasi yordamida
4B/ =(x, -x,)? +(», -»)* bo‘lishini bildiradi, ya'ni A(x,y:), B(x2y2)

nugqtalar orasidagi masofa: 48/=/(x,-x,)? +(y, - y,)? formula yordamida
topiladi.

Masalan, A(-5;2), B(3;-4) nugqtalar orasidagi  masofa:
d=/@E 57 + (-2~ 2)=V8? £ 6=y100=10.

Endi qutb koordinatalar sistemasida berilgan A(r); ¢;), B, ¢2)
nuqtalar orasidagi masofani topamiz.

- 2, @2
2 A(fx, 24

o P2 \¢1

: OAB uchburchakda <AOB=g¢,~¢,, cosinuslar teoremasiga ko’ra:
14BI'=|04P+|0B~2:104] - 10B|- cos < 40B, ya’ni
|4B/= Ju? + 42 =24, -4, -cos(@, - @,)

Masalan, A(5; ), B(8;7) nuqtalar orasidagi masofa

d=Js2 +82-2.5.8.- cos(—§)=d25+ 64 —40=v/45=7.

1.3. Uchbirchak yuzi

Dekart koordinatalar sistemasida bir to‘g‘ri chiziqda yotmagan
A(?(,;y,), ngz;yz), C(xs;y5) nuqtalar berilgan bo‘Isin. Bu nugtalar abssissa-
lari (ox o‘qiga proyeksiyalari)ni Ox o‘qida A,, B,, C, deb belgilaymiz.

Alxyys) o B(xayz)

]

U holda: S , ABc= 54,5 + Sancic = Susee €kanligi aniq. Tenglikning o‘ng
tomonidagi trapetsiyalar yuzalarini topamiz:
=l4,4| 45,31
SA!ABBI—I—'I_:I—‘; . |-4131| = % (J'l + )‘1)(xz =%,
=18, Bi+IC,
SBIBCCX—"L—Z—‘— : ,Blcl' = ‘;' ‘)’2 "’J’;)(xs - x),

—l4.4llc, 0
Saiacci —% -l4,C,1= %(}1 +.V,)(1‘;_"1)'

Clxsyys)

1 > x
Bl C,

>



Demak, A, B, C nugtalar ixtiyoriy joylashganligidan:
Sausc = %k[()’n +y)(% = X)) + (Vs +32)(% - %) ~s ) -x )] ’ )'Oki

Sasc = %![(x, =x)s = ») = (5 - %) "}’|)]
formulani hosil gilamiz. Masalan, uchlari A(2;-1), B(3 21 CE25)
nugqtalarda bo‘lgan uchburchak yuzi: A

Sy=3-13-2)(5+1) - (-2~ 2)(2+1) =516+ 12|=9 (w.d).

Qutb koordinatalar sistemasida, bir to‘g‘ri chizigda yotmagan
A(%.0,),B(r, @.).C(r.9;) nuqtalarni qaraymiz. . Ssc=Soss + Sosc— S osc
ekanligidan, ikki tomoni va ular orasidagi burchagiga ko‘ra:

1 3 §
Sous =7 1041+ 10B| - sin < OAB=31, 7y +sin(e: — @1),

1

Sosc = 51041 10C|-sin < BOC = 37,7, -sin(ps ~ ,)

1

Sonc = 21041 10€] - sin < A0C = 57,7, -sin(@, = @1)

Berilgan nuqtalar ixtiyoriy joylashganligini hisobga olib,
S vinc® %}qr, sin(@, - ¢,) + 11 sin(g, — @,) — 77 sin(g; - @,)] formulaga ega bo‘lamiz .

Xususan, ucburchakning bir uchi qutb boshi O nuqtada bo‘lsa,

Soas = -:-r,r, - Isin (@, — @,)! o‘rinli bo‘ladi.

Masalan, uchlari A(3;), &(8;25),c(6:7) nugtalarda bo‘lgan
uchburchak yuzi

sx 7 st _x)| =2
Sm=§'13~8-s|n(§—-;—)+8-6-sln(—8-—£ —3-6-stn(9 s)l 2iz".
sinZ+48-sins — 18sin7| = =1j12+24V3 18| =12v3-3
6

(xv.b)
1.4. Kesmani berilgan nisbatda bo‘lish

Dekart koordinatalar sistemasida uchlari A(x;3y1), B(x23y2) m.xqtalar-
da bo‘lgan kesma berilgan. Agar C(x;y) noma’lum koordinatali nuqta
berilgan kesma ichida yotsa va L«cl:icz| = 2 nisbati ma’lum bo‘lsa, C nuqta
koordinatalarini topish masalasini ko‘rib chigamiz. A,B,C nugtalardan son
o‘qlariga parallel to‘g‘ri chiziqlar o*tkazamiz.

Uchta o‘xshash uchburchak hosil bo‘ladi: AAA;B~a44,C~ACC;B

¥ Alx1y1)

Bu uchburchaklarda mos tomonlar nisbatlari tengligidan:
Ll M0 ua

loc.l hnc.s ical
ya'ni %= =% = 3 tengliklarni olamiz.
=y L
v —x = Ax, - kv dan x=5225 y _y =2y 2y dan y =52 formulaga
e % N TYTA A, Y= g

ega bo‘lamiz. Demak, izlanayotgan nuqta ¢ (%22, %2:) dir.

Xususan, 14Cl = |CB| bo‘lsa, x =%y =52 poladi,

Misol  sifatida uchlari bir to‘g‘ri chiziqda yotmagan
A(xq:y,),B(x3: 3, ). Clxyix,) nuqtalarda bo‘lgan uchburchak og‘irlik markazi
(medianalari kesishgan nuqta) koordinatalarini topamiz. BC kesma
o‘rtasidagi D nuqta uchun D (%% %) o*rinlidir.

Agar O nuqta medianalari kesishish nuqtasi bo‘lsa, medianalar
xossasiga ko‘ra 1401:|0D| = 2 yani A = 2 bo‘ladi. U holda O nuqta koordina-
talari A va D koordinatalari yordamida quyidagicha topil‘a'di:

“+. Ja +¥
x=5*20 _ ‘1*1"5%‘.' = ¥ty =¥ tvp B .,,z.J_l.. =Nttty
1+1 142 y Y e 1+2 3
Demak, uchburchk og‘irlik markazi koordinatalari uning uchlari

koordinatalari o‘rta arifmetigi ekan.

.

1.5. Dekart koordinatalarini almashtirish

Analitik geometriya masalalarini yechishda berilgan dekart koordina-
talar sistemasidan boshqa, yangi dekart sistemasini, bu ikki sistema koordi-
natalari bog‘lanishini qarashga to‘g‘ri keladi. Unda koordinatalarni
almashtirish formulalari hosil bo‘ladi.

Dekart koordinatalarini almashtirishning ikki turini k‘rib chigamiz.

1. O‘qlarni parallel ko‘chirish

OXY dekart koordinatalar sistemasida koordinata boshi O(0;0) nuqta
biror A(a;b) nuqtaga ko‘chiriladi, son o‘qlari yo‘nalishi eskicha qoladi.



Agar C nuqtaning eski va yangi sistemalaridagi koordinatalari C(x;y),
C(x;y) bo‘lsa, bu koordinatalar bog'lanishi {; ::'_‘: tarzida bo‘lishi kelib

chiqadi, aksincha, {’: :’: :: bog‘lanishni ham yozish mumkin.

1) Parallel ko‘chirishda A(2;4) nugqtalar koordinatalari 4(4;2) bo‘lsa,
parallel ko*chirish formulasini yozing.

x=x+a 2=4+4+a prmiam. b=
: a’ni a=—2; b=2.
{\r=)-+bdan{4=2+b’y y

e cfx =X —2 Lcains P L
Demak, parallel ko‘chirish formulasi {‘ e ko‘rinishda bo*ladi.
2x41

2) Parallel ko*chirish yordamida y==— funksiyani y=§ ko‘rinishida yozing.

=1
o243 _ 22 3 oo 3 =2
y= > oy & - x=1 +x-—1 Zt x-1" Demak’ y 2 x=1

Agar y =y-2, x=x-1 formula yordamida parallel ko*“chirish
o‘tkazilsa, funksiya x 0y sistemada y’ =§. ko‘rinishda bo‘ladi.

2. Son o‘qlarini burish

Koordinata boshini 0‘z joyida qoldirib, son o‘qlarini bir yo‘nalishda
biror « burchakka buramiz. Unda biror A nuqtaning eski dekart (qutb)
koordinatalari A(x;y)=A(r,¢) bo‘lsa, yangisida
A(x.y) = A(r.8) boladi,chunki qub va A nuqta orasidagi r masofa
o‘zgarmaydi.

®
.
'
H
.
.
.
.
.
'
'
"
X

X=rcosg x =7cosé
y=rsing va L =rsinf

Dekart va qutb koordinatalari bog‘lanishidan {
tengliklarga ega bolamiz.

»=0+a ekanligidan quyidagilar kelib chiqadi. '

x=rcose =rcos(6 + a) =r{cosé-cosa—sin@ -sina) = x cosa -y sina

L =rsing = rsin(6 + @) = r(sinf - cosa + sina - cos §) = y cosa + x sina

Agar 0=g-a desak, yangi koordinatalami eskilari yordamida beriladi-

gan {’ = xcosafysine fomujalarni ham hosil gilamiz.
e y = ycosa— xsina

Agar bir paytning o‘zida koordinata boshi biror o'(a,b) nuqtaga
ko‘chirilsa, son o‘qlari biror « burchakka burilsa, yuqoridagi formulalar
{x=x cosa —ysina +a va [ x =(r—a)cosa+(y—b)sina ko‘rinishida bo‘ladi

y=xsina+ycosa+h y ==(x —a)sina +(y —b) cosa o

1) Son o‘qglari a=i—7 ga burilganda A (V2; v2) koordinatalari topilsin.
y= \!'icosf +\fi:tn:—' = v'l—%-hh—%f 2 kelib

{x' =xcose+ysina gormnlalardan
y'= —VEstn3 4 vicosE = VT 24 V3 D20

y' = ycosa - xstna
chigadi, ya’'ni 4'(2;0)
2) Koordinata boshi 0'(2;—2) nugtaga ko*chirilib, son o‘qlari o=Z ga buril-
gandagi almashtirish formulalarini yozing.

x= x'casf-—y’:mfi-z ok x= \—;?-x'—iy +2
2 i
y:y'sx‘uf+y'cos';--2 =5x'+%'-y'—2

1.6. Tekislikda chiziq tenglamasi

Tekislikda biror L-chiziq berilgan bo‘lsin, uning ixtiyoriy nuqtasi C
ikki koordinataga ega: C(x;y). Agar F(x, y)=0 tenglamani L dagi har bir
nuqta koordinata qanoatlantirsa va L da yotmagan nuqta koordinatalari
tenglamani qanoatlantirmasa, bu tenglama L-chizigning tenglamasi deyi-
ladi.

Masalan x-y=0 tenglamani I, ITI-choraklar bissektrisasini ifodalovchi
to‘g‘ri chiziq nuqtalari koordinatalari qanoatlantiradi xolos. Agar L-chiziq
qutb koordinatalar sistemasida berilsa, mos ravishda, tenglama F(r;¢)=0
ko‘rinishida bo‘ladi. Masalan, r=aces¢ (a>0) tenglama radiusi Zga teng
bo‘lgan aylanani bildiradi, chunki A(a;0), C(r; ¢), £OCA=90° ekanligidan
unga yarim doira tiralganligini bildiradi.

Agar chiziq nuqta koordinatalari x va y biror t-parametrga bog‘liq
bo‘lsa, u holda chiziq tenglamasi parametrik usulida berilgan deyiladi va

x = @(t) . ” .
{y = o0 tarzida yoziladi.

Masalan, x=cost,y =sint tenglama bilan berilgan chiziq markazi
koordinatalar boshida, radiusi 1 bo‘lgan aylanadir, chunki x* +)* = 1,

Biror to‘g‘ri burchakli dekart koordinatalar sistemasida n-darajali
algebraik tenglama bilan aniglangan chiziq n-tartibli algebraik chiziq
deyiladi.

Algebraik chiziglarga ax+by+c=0, Ax* + 2By +)* + D+Ey+F =0 lar
misol bo‘la oladi. Noalgebraik tenglamalarga

y-cosx =0, y—log,x= 0 ,2*—5 + 1= 0 lar misol bo‘ladi.



n-tartibli algebraik chiziglar parallel ko‘chirishda, o‘qlarni biror
a—burchakka burishda tartibini o‘zgartirmaydi.

Mavzuga doir masalalar

1. Uchlari A(-4;2), B(0;-1), C(3;3) nugtalarda bo‘lgan uchburchak peri-
metri, burchaklari, og*irlik markazi koordinatalarini toping.

2. A(2;1) nugtadan va ordinatalar o‘gidan 5 birlik uzoqglikdagi nuqtani
toping.

3. Abssissalar o‘qida A(8;4) nuqtadan va koordinatalar boshidan barobar
uzoqlikda turgan nuqtani toping.

4. A(3;-7) va B(-1;-4) nuqtalar kvadratning yonma-yon uchlari bo‘lsa,
kvadrat perimetri, yuzini toping.

5. Abssissalar o‘gida shunday nuqta (lar)ni topingki, ulardan A(2;-3)
nuqtagacha bo‘lgan masofa 5 ga teng bo‘lsin.

6. Ordinatalar o‘qgida shunday nuqta (lar)ni ko‘rsatingki, ulardan A(-8;4)
nuqtagacha bo‘lgan masofa 17 ga teng bo‘lsin.

7. A(2;2), C(5;-2) nuqtalar berilgan. Abssissalar o‘qida shunday B nuqgtani
topingki, ABC ucburchak to‘gri burchakli bo‘Isin.

8. Kvadratning qarama-qarshi uchlari A(3;0), C(-4;1) nugtalarda bo‘lsa,
qolgan ikki uchi koordinatalarini toping.

9. Kvadratning yonma-yon uchlari A(2;-1), B(-1;3) nugtalarda bo‘lsa,
qolgan ikki uchi koordinatalarini toping.

10. Parallelogramning uchta uchi A(3;-5), B(5;-3), C(-1;3) nugqtalarda
bo‘lsa, to‘rtinchi uchi koordinatalarini toping.

11. Uchburchak uchlari A(3;6), B(-1;3), C(2;-1) nuqtalarda bo‘lsa, uch-
burchak yuzi va C uchidan tushirilgan balandlik uzunligini toping.

12. Qutb koordinatalar sistemasida berilgan A(6;n/2), B(5;0), C(2;n/4 ),
D(10;-n/3), E(8;2n/3) nugqtalar dekart koordinatalarini toping.

13. Dekart koordinatalar sistemasida berilgan A(0;5), B(-3:0), D(-x/_ -
v2), E(1; ~3) ( V3;1) nuqtalar qutb koordinatalarini toping.

14. Qutb koordinatalar sistemasida berilgan A(5;/4), B(8;-n/12) nuqtalar
orasidagi masofani hisoblang.

15. Qutb koordinatalar sistemasida kvadratning yonma-yon uchi A(12;-
7/10), B(3;n/15) nuqtalarda bo‘lsa, perimetri va yuzini toping. A va B
nuqtalar kvadrat qarama-qarshi uchlari bo‘lgan holat uchun masalani qayta
yeching.

16. Uchburchakning bir uchi qutbda, qolgan uchlari A(S;n/4), B(4;n/12)
nugqtalarda bo’lsa, uning yuzini hisoblang.
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17. Uchlarti A(2;n/6), B(5;n/4), C(3;n/2) nuqtalarda bo‘lgan uchburchak
yuzini hisoblang. )
18. Parallel ko‘chirishda A(2;-4) nuqta A (1;-1) nuqtaga o‘tsa, O(0;0) nuqta
qanday nuqtaga o‘tadi?
19. Son o‘glari 0=60°ga burildi. Yangi sistemada A(2V3;-4), B(\/§;O),
C(0;-2v3) bo‘lsa, bu nuqtalaming eski sistemadagi koordinatalarini
toping.
-

20. Koordinatalarni almashtirish x = %x’-? y,y= ’/Z—Ex’%y’ formula-
lar bilan berilgan. Son o‘qlari qanday burchakka burilganligini aniqglang.
21. A(5;5), B(2;-1), C(12;-6) nuqtalar berilgan. Agar koordinata boshi B
nuqtaga ko‘chirilib, son o‘qlari o=arctg3/4 burchakka burilsa, yuqoridagi
nuqtalar koordinatalari qanday bo‘ladi?
22. Parallel ko‘chirish yordamida y =kx * ko*rinishiga keltiring:
a) y=2x -8x+14, b) y=x*-4x+7, b) y=6-4x-2x*
23. Parallel ko‘chirish yordamida y'~—:, ko‘rinishiga keltiring:

4x-3 2x+1 1-x
N Y= e Y I
24. xy-1=0 berilgan. Son o‘qlari a=45°ga burilsa, tenglama ganday ko‘ri-
nishga ega bo‘ladi?
25. Qutb koordinatalar sistemasida quyidagi chiziglarni yasang.
1) r=a@ (a>0), 2) r=a(1+cos¢), 3) r=asin3 ¢.

Al



2-mavzu. To‘g‘ri chiziq tenglamalari

Tekislikda birinchi tartibli chiziglar — to‘g‘ri chiziglardir. Bu bobda
to‘g‘ri chizigning tenglamalari, ular haqidagi asosiy masalalar o‘rganiladi.

2.1. To‘g‘ri chizigning umumiy tenglamasi

Tekislikda dekart koordinatalar sistemasi berilgan bo‘lsin. A(x,:y,),
B(x,:»,) nuqtalarni aniglaymiz. Bu nuqtalardan bir xil masofada yotuvchi
C(x;y) nuqtalar to‘plami to‘g‘ri chiziq hosil qilib, AB o‘rta perpendikulyari
hisoblanadi. I4Cl = |CB| tenglikdan
J(x—x,)1+ OG-y)= J(x—xz)2 +(v-y,)* ga ega bo‘lamiz. Tomonlarini

kvadratga oshirib, qavslarni ochamiz:

=2y +35 )7 -2, +3} =X - 2xx, +25 +)* - 21, +)% o‘'xshash hadlamni
ixchamlab, 2(x, = x)x+2(y, —»,)y+x} +y] —x3 —)% = 0 tenglamaga ega bo‘la-
miz.

Agar A=2(x, —x,) ,B = 23, —¥,) ,C =2} +3? —x3 - 2 belgilashlar kirit-
sak, tenglama:

Ax+By+C=0 (1)
ko‘rinish oladi.

Bu tenglama to‘g‘ri chiziq umumiy tenglamasi deyiladi.

Masalan, P(4;1), Q(-1;2) nuqtalardan bir xil masofoda yotuvchi
to‘g‘ri chiziq tenglamasini topamiz. /x = 4)F + (3 — 1): = J(x+ )2+ (0 - 2)%
P —8x+164)* -2+ 1=x+2x+1+y* — 4y + 4 o‘xshash hadlarni ixcham-
lab, 10x-2y-12=0 yoki 5x-y-6=0 tengamaga egamiz.

To‘g‘ri chiziq umumiy tenglamasidagi A, B, C sonlari tenglama
koeffitsiyentlari deyilib, quyidagicha xususiy holatlar bo‘lishi mumkin:

1. A20, B#0, C=0 bu holda tenglama Ax+By=0 ko‘rinish olib,
koordinata boshidan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq bo‘ladi, chunki, O(0;0) nuqta
tenglamani qanoatlantiradi.

2".A#0, B=0, C#0. Bu holda tenglama Ax+C=0 bo‘lib, uni x=— f
ko‘rinishda yozish mumkin. Demak, abssissa biror o‘zgarmas songa teng,
ordinata ixtiyoriy qiymat qabul giladi. Bu to‘g‘ri chizigning Oy o‘qiga
parallelligini bildiradi.

3", A=0, B#0, C#0. Bu holda By+C=0 hosil bo‘lib, y= —§ tarzida
yoziladi. To*g‘ri chiziq Ox o°‘qiga parallel.

a', A#0, B=C=0. Tenglama Ax= 0 ko‘rinishida bo‘lib, x= 0 tenglama
kelib chiqadi va Oy o‘qini ifodalaydi.
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5. B#0, 4=C=0. Bu holda y=0 kelib chiqadi va bu tenglama Ox
o‘gini bildiradi.

Y
4% 10
52 y=0 - C X

x=0 YV A v
// C 3¢
Y="3

2.2. To‘g‘ri chizigning burchak koeffitsiyentli tenglamasi

Dekart koordinatalar sistemasida ordinatalar o‘gidan O(0;0) dan
hisobla’nganda uzinligi b ga teng kesma ajratadigan, abssissa o‘qi bilan &
burchak hosil giluvchi to‘g‘ri chizigni aniqlaymiz. To‘g‘ri chizigning
ixtiyoriy C(x;y) nuqtasini olamiz.

Hosil bo‘lgan to‘g‘ri burchakli uchburchakdan "';—b=tga ekanligini
topamiz. Bu tenlamadagi tga to‘g‘ri chizigning burchak koeffitsiyenti
deyiladi va k bilan belgilanadi: k=tga .

To‘g‘ri chiziq tenglamasi ’;—”=k ko‘rinish oladi. Undan to‘g‘ri
chizigning burchak koeffitsiyentli tenglamasi deb ataluvchi

y=kx +b 2)

tenglamani olamiz .

To‘gri chiziq holati k va b koeffitsiyentlari bilan to‘la aniglanadi.
To'g‘ri  chiziq umumiy Ax+By+C=0 tenglamasidan burchak
koeffitsiyentlisiga o‘tish uchun bu tenglamani y ga nisbatan yechish
kifoya.

y=-jx-3
Bunda k=-§, = —= belgilashlar Kkiritilsa, tenglama y=kx+b
ko‘rinishda bo‘ladi.

Ma‘lumki, y=kx+b funksiya chizigli deyilar edi. Demak, chiziqli
funksiya grafigi to‘g‘ri chiziq bo‘lar ekan. b=0 bo‘lsa y=kx hosil bo‘lib, x
vay o‘zaro proporsional, k-esa proporsionallik koeffitsiyenti deyiladi.

<
3
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2.3. To‘g‘ri chizigning kesmalar bo‘yicha tenglamasi

Tekislikda abssissa o‘qidan a= o4, ordinata o‘qidan b=OB kesmalar
ajratadigan to‘g‘ri chizigni aniqlaymiz. To‘g‘ri chiziq ixtiyoriy C(x;y)
nuqta abssissasini 4,, ordinatasini B, bilan belgilasak, uchta o‘xshash uch-
burchak hosil bo‘ladi: AAOB~AA4,C~ACB,B, ya’'ni 2 =42 - %

05" 4,c~ s.s
a a~-x x

Demak - T = :;

Bu tenghklammg birortasini soddalashtirsak,
=+f=1 3)

tenglama hosil bo‘ladi. Bu tenglama to‘g‘ri chizigning kesmalar
bo‘yicha tenglamasi deyiladi.

To‘g‘ri chizigning kesmalar bo‘yicha tenglamasini koordinata
boshidan o‘tuvchi tog‘ri chiziglar uchun yozib bo‘lmaydi, chunki ular son
o‘qlaridan kesmalar ajratmaydi.

Ax+By+C=0 (C#0) tenglamadan kesmalar bo‘yicha tenglamaga
o‘tish uchun Ax+By=-C tarzida yozib, tomonlami (-C)ga bo‘lib
yuboriladi: % + %=1, a= —j-', b= -< belgilash kiritsak, tenglama = +%=1

4 5
ko‘rinishga keladi.

Masalan, 3x-4y-12=0 to‘g‘ri chiziq kesmalar bo‘yicha tenglamasi
<+ 2 =1ko'rinishida bo‘lib, abssissa 0‘qidan musbat yo‘nalishda 4 ga teng
kesma, ordinatalar o‘qida manfiy yo‘nalish bo‘yicha 3 ga teng kesmalar
ajratar ekan.

2.4. To‘g‘ri chizigning normal tenglamasi

Tekislikda biror to‘g‘ri chizigni qaraylik. Koordinata boshidan bu
to‘g‘ri chiziqqa tushirilgan normal deb ataluvchi, perpendikulyar uzunligi
p, normal bilan abssissa musbat yo‘nalishi orasidagi burchak a(a0,a =)
bo‘lsin. To‘g‘ri chizigda biror C(x;y) nuqta olib, uning abssissasidagi
proyeksiyasini C; deb belgilaymiz. £AON= 24cC, = £4BO=a ekanligi
AAON, A4CC,, A4BC uchburchaklar to‘g‘ri burchakli o‘xshash ekanllgml

bildiradi: OB= £, OA-——tenghklaml hisobga olib: —= mf— muno-

soa ro::
sabatga ega bo* lamlz. Uni soddalashtirib, normal tenglama deb ataluvchi
quyidagi
Xcosa +ysina—p =0 4)

tenglamani keltirib chiqaramiz.
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Bu tenglamani a= -2, = kesmalar bo‘yicha ham keltirib chiqa-

rish mumkin. Normal tenglamadagi p soni to‘g‘ri chizigning markazdan
gancha masofada o‘tganligini bildiradi.

To‘g‘ri chizigning umumiy Ax+By+C=0 Tenglamasini normal
tenglamaga keltirish masalasini ko‘raylik.

p==0 normallovchi ko‘paytiruvchi bo‘lsa, wdx+ yBy+uC =0 normal
tenglama bo‘ladi, ya’ni ;4.4 = cosa uB=sina, uC= —p.

(u4)? + (uB)? =cos’ a +sin® « munosabatdan 4* = =~a* yoki u = + ==

bo‘lishi kelib chiqadi. Demak, Ax+By+C=0 tenglama
+—=t—x+—2—y+—-S_=0 normal ko‘rinishga keladi. p soni oldida

= oy X -— f'_}' I '_-
VA EE T+ E VA +B
manfiy ishora hosil qilishi uchun p ning ishorasi C ning ishorasiga qarama-

garshi olinadi.
Masalan, 6x-8y+5=0 tenglama normallovchi ko‘paytiruvchisi
n= +‘,“_ =+, C=5 ekanligidan p =-= oilinishi, normal tenglama esa

-Zx+iy-1=0 bo'lishi kelib chigadi.
2.5. To‘g ri chiziqning qutb koordinatalardagi tenglamasi

Qutb koordinatalar sistemasida biror to‘g‘ri chiziq, qutbdan unga
tushirilgan, normal deb ataluvchi, uzunligi p ga teng perpendikulyar va
unga mos qutb burchagi « berilgan bo‘lsin. Normal va to‘g‘ri chiziq
kesishgan nuqtani A deb belgilaymiz.

To‘g'ri chiziq ixtiyoriy C(r;¢) nuqtasini qaraymiz. To‘g‘ri burchakli
OAC uchburchakdagi £ = cos(a - g) munosabatdan, to‘g‘ri chiziq tenglamasi:

== Yoki r = —~—ko'rinishida bo‘lishi kelib chiqadi.

Bu tenglamani normal tenglamadan X=rcose. y=rsing
almashtirishlar yordamida ham topish mumkin. Unda Xcosa +ysine — P =0
tenglama rcosgcosa+rsingsina—p=0 ko‘rinish oladi va r=_—2

coz{@=a)

tenglamaga ega bo‘lamiz.
2.6. To‘g‘ri chizigning parametrik tenglamasi

Ba’zi hollarda to‘g‘ri chiziq ixtiyoriy nuqtasi koordinatalari biror A
=ml +x,
y =ni +¥,

Bunday tenglamadan avvalgi tenglamalarni hosil qilish uchun,

dastlab, A lar topiladi, A="-%, A="-2 so‘ngra ular tenglashtirilib, A parametr

‘gotiladi: =% = ¥=%
yo‘qotiladi: — 2,

parametrga bog‘liq bo‘lib qoladi: {
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2.7. Ikki to‘g‘ri chiziq orasidagi burchak

Tekislikda ikki y= k,x +5,, y=k,x+b, to‘g‘ri chiziglar orasidagi ¢
burchakni topish masalasini ko‘ramiz, bunda k, = tga, ; k, = tga, .

A

/ N

Uchburchak tashqi burchagi xossasidan: a; = ¢ + a,.
Izlanayotgan burchak ¢ =a,-a, burchakni esa burchak koeffi-

tsiyentlari orqali topish qulay: tg¢ = tg(a, ~a,)= g&iﬁ: ;f,;—*t

Berilgan to‘g‘ri chiziglar orasidagi o‘tkir burchakni topish uchun

o= |;‘-‘+=;ﬁ-| ko‘rinishida yozish kifoya.

Masalan, y=-2x va y=3x-4 to‘g‘ri chiziglar uchun tg¢ =

3-(-2)
1+ -2)3

demak, ular orasidagi o‘tmas burchak 2= + 23, o“tkir burchak esa I ga teng.

1. Agar to‘g‘ri chiziglar parallel bo* lsa ¢ =0 yoki ¢ = bo° hb ky—ky =0

kelib chiqadi. Demak, to‘g‘ri chiziglar parallellik sharti k, = k, dir.

2. To‘g'ri chiziglar o‘zaro perpendikulyar bo‘lsa, # =7, g5 =00, 1+kk, =0

shart kelib chigadi. Demak, to‘g‘ri chiziglar perpendikulyarlik sharti
=-= dxr

= ~1,

Agar to‘g‘ri chiziglar A, x+B,y+c, =0, A,x+ B,y+C, =0 formulalar
bilan berilsa, ulami y ga nisbatan ychib k, = —-3:-, ky = —‘iﬁ bo‘lishini
topamiz.

Demak, to‘g‘ri chiziglar umumiy tenglamasi bilan berilsa,

()
¥ A,BI-A‘li
B A T Akt

formulaga ega bo‘lamiz. Unda to‘g‘ri chlzlqlar parallel bo‘lishi uchun
AB,—A,B, =0, ya'ni j—::=§; bo‘lishi, perpendikulyar bo‘lishi uchun esa
A,A, +B,B, = 0 bo‘lishi kerak.

1) y=2x-5, y=2x+1, y=— §x+5 to‘g‘ri chiziqlarning dastlabki ikkitasi paral-
lel, uchinchisi ularga perpendikulyardir.

2) 2x-3y+5=0, 4x-6y+1=0, 3x+2y+5=0, to‘g‘ri chiziglarning dastlabki
ikkitasi parallel, uchinchisi ularga perpendikulyardir.
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2.8. Nuqtadan to‘g‘ri chiziggacha bo‘lgan masofa

Normal tenglamasi bilan berilgan xcosa +ysina —P =0 to‘g‘ri chiziq
va unda yotmagan biror Q(x,: v,) nuqta berilgan bo‘Isin. Q(x:y,) nugtadan
berilgan to‘g‘ri chizigqacha bo‘lgan d masofani topish masalasini ko‘rib
chigamiz. Q(x¢:ys)dan o‘tib, Xcosa +ysina —p = 0ga parallel to‘g‘ri chiziq
Xcosa+ysina —q =0 tenglama bilan beriladi, bunda q=p+d, lekin
q = xqcosa + Y, sina ekanligidan

d ) Qe vo
a \\
| N S
=q —p=1xpcosa+ y,sina—p
kelib chiqadi. Agar q<p bo’lsa d=p — ¢ bo‘lishini hisobga olsak,
d=|xgcos« +ypsina —pl
formulaga ega bo‘lamiz.
Agar to‘g‘ri chiziq Ax+By+C=0 umumiy tenglamasi bilan berilsa,
masofa formulasi d=2222%</ ko*rinishida bo‘ladi. Masalan, A(4;2), B(1;1)

dan 3x-4y-4=0 gacha masofani hisoblaymiz. 4, = ”’;%%)-‘l o,

dy = 131 -4 1-3| =tg=1
3°+(~4)

to‘g‘ri chiziqdan 1 birlik uzoqlikda joylashgan.

Normal tenglamasi bilan berilgan Xcosa +ysina—p=0va
Xcosa +ysina —q =0 to‘g‘ri chiziglar orasidagi masofa ¢ = [p — q| bo‘lishi
tushunarli. Agar to‘g‘ri chiziglar Xcosa +ysina—p=0,
AXeosa +hysina— q = 0 tenglamalar bilan berilsa, masofa d=|p —£| bo‘ladi.
Demak, ikki parallel A,x+ B,y+C, =0, AA;x+ 1B,y + C, = 0 to‘g‘ri chiziglar

, demak, A to‘g‘ri chiziqqa tegishli, B nuqta esa

orasidagi masofa d = | ——| formula yordamida topiladi.

Masalan, 6x+8y+7 =0, 3x-4y-7=0 to‘g‘ri chiziqlar o‘zaro parallel,

ularni 3x+4y+—= 0, 3x-4y-7=0 tarzida yozsak, d‘-‘;‘% —f% = 2,1 ekanligi
kelib chiqadi.

Ba’zi hollarda birinchi to‘g‘ri chiziqdan biror nuqta tanlab olinib,
ikkinchisigacha masofani hisoblasa ham bo‘ladi, masalan, C(O;E) nuqta
birinchi to*g‘ri chiziqqa tegishli, undan ikkinchi to‘g‘ri chiziqgqacha masofa
esa:

|3o-sz-7| |Z-7| 2
_——— = =
NEaETere 5 10 E21.



Masofa formulasi yordamida ikki kesishuvchi A,x+ B;¥C, =0 va
Ax+By+C,=0 to‘g'ri chiziq bissektrisalari tenglamasini keltirib

chigaramiz.
Bissektrisadagi ixtiyoriy C(x;y) nuqtadan berilgan to‘g‘ri
chiziggacha ~ masofalar  tengligidan =~ <t - lasiassl  yokj

?
[al+B3
JaztB:

2x25090G — 4 2225075 Kkelib chiqadi.
N,‘A}ﬂ} \:1.34»93

2.9. Bitta va ikkita nuqtadan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq tenglamalari

To‘g'ri chiziq y=kx+b tenglama bilan berilib, dastlab, uning bitta
Alxg:y,) nuqtasi ma’lum  bo‘lsin, demak, v, =kx,+5 Berilgan
tenglamadan topilgan sonli tenglikni ayirsak, y -y, =k(x-x,) tenglama
hosil bo‘ladi. U A(xyy,) nuqtadan o‘tuvchi barcha to‘g‘ri chiziglar
tenglamasidir. Bu to‘g‘ri chiziglar A(x,:y,)dan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziglar
dastasi deyiladi. Agar dastadagi biror to‘g‘ri chiziq B(x,:y,) nuqtadan ham
0‘tsa y, — vy = k(x; — x,) tenglik bajariladi. Undan k=2-2 topiladi. Demak,
A va B nuqtalardan o‘tuvchi chiziq tenglamasi y—y°=$i:—::(x—x°) yoki
f:!: = yl-‘-lyﬁ- ko‘rinishida bo‘ladi.

Masalan, A(2;-1), va B(1;2) nuqgtalardan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq

tenglamasi *= = zf:u yoki y= -3x+5 ko‘rinishida bo‘ladi.

Endi biror C(xqy,) nuqtadan o‘tib, berilgan y=k,x+b, to‘g‘ri
chiziqqa parallel (perpendikulyar) to‘g‘ri chiziq tenglamasi formulasini
keltirib chigaramiz.

Izlanayotgan to‘g‘ri chiziq C(xgy,)dan o‘tadi, demak, tenglamasi
¥ =¥ =k (x —x;) ko‘rinishda bo‘ladi. Bundan tashqari, agar u y=k,x +b,ga
parailel (perpendikulyar) bo‘lsa, k=k,(k=-kl‘) bo‘lib  tenglamasi

Y=y, = kl(x—xo){y—y‘, = —kl(x—xaj' ko‘rinishida bo‘ladi.

Masalan, C(2;-1)dan o‘tib, y=4x+3 ga parallel (perpendikulyar)
bo'lgan to‘g‘ri chiziq tenglamasi y+1=4(x-2) [y-:—1=—§(x—2)]
ko‘rinishda bo‘ladi.

Mavzuga doir masalalar

1. To‘g'ri chiziq (a+2)x+(a’-9)y+3a’-8a+5=0 tenglama bilan berilgan. a
ning to‘g‘ri chiziq qanday qiymatida berilgan?
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a) abssissalar o°giga parallel;

b) ordinatalar o‘giga parallel;

¢) koordinatalar boshidan o‘tuvchi bo‘ladi?

2. To‘g'ri chizig (m+2n-3)x+(2m-n+1)y+6m+9=0 tenglama bilan berilgan
m va n ning qanday gimatida bu to‘g‘ri chiziq abssissalar o‘giga parallel va
ordinatalar o‘qida koordinatalar boshidan hisoblaganda -3 ga teng kesma
ajratadi? Ushbu to‘g‘ri chiziq tenglamasini yozing.

3. To‘gri chiziq (Zm-n+5)x+(m+3n-2)y+2m+7n+19=0 tenglama bilan
berilgan. m va n ning qanday qimatida bu to‘g‘ri chiziq ordinatalar o‘qiga
parallel va abssissalar o‘qida +5 ga teng kesma ajraladi? Bu to‘g‘ri chiziq

‘tenglamasini yozing.

4. A(0;1) va B(1;2) nuqtalardan bir xil masofada yotuvchi to’g’ri chiziq
tenglamasini yozing.

5. Ordinata o‘qidan b=3 kesma ajratib, abssissa o‘qi bilan a) 45° b)135°
burchak tashkil etuvchi to‘g‘ri chiziq tenglamalarini yozing.

6. Koordinatalar boshidan o‘tib, abssissa 0‘qi bilan a) 60°% b) 120° burchak
tashkil etuvchi to‘g ri chiziglar tenglamasini yozing.

7. 2x-3y-6=0 va 12x+5y-60=0 to‘g‘ri chiziglar kesmalar bo‘yicha
tenglamalarini yozing.

8. A(4;3) nuqtadan o‘tib, koordinatalar burchagidan yuzi 30 kv birlikka
teng uchburchak ajratuvchi to‘g'ri chiziq tenglamasini yozing.

9. 3x-4y-20=0, y=kx+b, §+§=1 to‘g‘ri chiziglar normal tenglamalarini

yozing.

10. Koordinatalar boshidan 12x-5y+52=0 to‘g‘ri chiziqggacha bo‘lgan

masofa topilsin.

11. Koeffitsiyentlari noldan farqli Ax+By+C=0 to‘g‘ri chiziq va son
2

o‘glari bilan chegaralangan uchburchak yuzi S=§;T' formula bilan

topilishini isbotlang.

12. Quyidagi to‘g‘ri chiziqlar orasidagi burchakni toping:

1) 5x-y+7=0 va 3x+2y=0, 2) x-2y+4=0 va 2x-4y+3=0, 3) 3x-2y+7=0 va

2x+3y-3=0, 4) 3x+2y-1=0 va 5x-2y+3=0.

13. Qutb koordinatalar sistemasida berilgan 7, = T
cos(@-ay)

- — Pz ‘ o . . . . - . - .

- Sl ) to‘g'ri chiziglar orasidagi burchakni topish formulasini

yozing.
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14. Parametrik usulda berilgan {x=ml+x,, y= ni+yo} to‘gri chiziq va
abssissa 0‘qi orasidagi burchak tg@=n/m formula bilan hisoblanishini

isbotdang.
15. Parametrik usulda berilgan {x=mA+x;, y= mA+y;} va {X=mA+xa,
Imyntp+ngns|

=n A+ to‘g‘ri chiziglar orasidagi burchak cos@=—=
s Jmii»‘ni ’m§+n§

formula bilan topilishini isbotlang. Parallellik va perpendikulyarlik
shartlarini yozing.

16. Uchburchak tomonlari x+3y=0, x=3, x-2y+3=0 tenglamalar bilan
berilgan. Uning uchlari koordinatalari, ichki burchaklarini toping.

17. y=kx+5 to‘gri chiziq koordinatalar boshidan d=+/5 masofa uzoqlikda
bo‘lsa, k ganday giymatlar qabul giladi?

18. Berilgan nugqtadan to‘g‘ri chiziqqacha bo‘Igan masofani toping:

1) A(2;-1), 4x+3y+10=0; 2) B(0;-3), 5x-12y-23=0;

3) C(-2;3), 3x-4y-2=0; 4) D(1;-2), x-2y-5=0.

19. Quyidagi parallel to‘g‘ri chiziglar orasidagi masofani toping:

1) 3x-4y-10=0, 6x-8y+5=0; 2) 5x-12y+26=0, 5x-12y-13=0;

3) 4x-3y+15=0, 8x-6y+25=0; 4) 24x-10y+39=0, 12x-5y-26=0.

20. Kvadratning ikki tomoni tenglamalari 5x-12y-65=0 va 5x-12y+26=0
bo‘lsa, uning perimetri va yuzini toping.

21. 3x-y-4=0 va 2x+6y+3=0 to‘g‘ri chiziglar hosil gilgan burchak
bissektrisalaridan koordinata boshidan o‘tuvchisi tenglamasini toping.

22. 3x+4y-5=0 va 5x-12y+3=0 hosil qilgan o‘tkir burchak bissektrisasi
tenglamasini yozing.
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3-mavzu. Ikkinchi tartibli chiziglar

Bu bobda Ikkinchi tartibli chiziglar (ITCh), aylana, ellips, giperbola,
parabola, ularning xossalari, ITCh lar umumiy tenglamasi va uni kanonik
ko‘rinishiga keltirish o‘rganiladi.

3.1. Aylana tenglamasi

Markaz deb ataluvchi C(a;b) nuqtadan bir xil R masofada yotuvchi
nugqtalar to‘plami aylana deyiladi.

Aylana tenglamasini olish uchun uning ixtiyoriy B(x;y) nuqtasini
olamiz.

Pifagor teoremasiga ko‘ra (x-a)’+ (v—b)*=R?aylana umumiy
tenglamasini hosil gilamiz.

Agar aylana markazi koordinata boshi O(0;0) bo‘lsa, tenglamasi
x* +y* = R? ko‘rinishida bo*ladi.

Masalan, x*—-4x+y®+8x—5=0 aylana markazi koordinatalari va
radiusini topish uchun tenglama (x—2)* -4+ (yv+4)*—16-5=0 yoki
(x - 2)% +(y + 4)* = 5* ko‘rinishda yoziladi.

Demak, aylana markazi C(2;-4) nuqtada va radiusi R=5 dir.

3.2 Ellipsning kanonik tenglamasi, uning xossalari

Har bir nuqtasidan berilgan fokus deb ataluvchi ikki F vaF,
nugqtalargacha masofalaming yig‘indisi |# Fldan katta o‘zgarmas 2a
soniga teng nuqtalar to‘plami ellips deyiladi.

Ellips tenglamasini keltirib chiqarish uchun fokus deb ataluvchi
nugqtalarni abssissa o‘qida koordinata boshiga nisbatan simmetrik
joylashtiramiz: F;(c;0), F (-¢;0), ya'ni |F £ =2¢

Agar M(x;y) ellips ixtiyoriy nuqtasi bo‘lsa, n, =M F| va r, = |M F|
uzinliklar ellipsning fokal radiuslari deyiladi. Shartga ko‘ra r, + n=2a
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n=JG+r o ¥y, n=J(x-o +» ekanligidan ellips tenglamasi
JGFo 5y +Jx-of +y'=2a ckanligini topamiz. Ellipsning bu
tenglamasi ishlatish uchun noqulay, ikkinchi radikalni o‘ng tomonga
o‘tkazib, tomonlarni kvadratga oshiramiz:

(x+¢ Y +y?=4a? — 4a/(z - o) + yH(X-c )+y? yoki a\/{x = O)* + y* =a*-

CcX.
Bu tenglamani ham kvadratiga oshirib, &*x*-2a*cx+a’c*+a®y*=at-
2acx+cx? yoKi (@? — ¢?) x*+a? y*=a? (a’ - ¢?) tenglamaga ega bo‘lamiz. a>c
bo‘lganligi uchun b= va® — ¢ belgilash kiritish mumkin.
Ellips tenglamasi b*x*+a* y==a‘: b* ko‘rinish oladi, bundan ellipsning
kanonik tenglamasi deb ataluvchi :— o ‘1;#:—=l tenglamani olamizl.

Bunda y’=b3(l-‘;—:) ekanligini hisobga olsak, fokal radiuslari uchun

Tl=\[(x+c)3+b2(1-—:—:) =,(a—-%)2 =a== r:=J(x—c)=+b=(1—i;—:-)
=a— = formulalarni topamiz.

]
|
A & B X B\ Ay x

Koordinata tekisligining 1-choragida y>0 bo‘lib, ellips y = Va? - =
tenglama bilan beriladi. Unda quyidagilar kelib chiqadi:

1) x'= 0bo‘lsa, y = b. Agar x odan a gacha osadi, y kamayadi.
2)x= abo‘lsa,y =0
3) x> a bo‘lsa, y aniglanmagan.

Boshqga choraklarda ham simmetriklikdan ellipsni to‘la chizishimiz
mumkin, chunki koordinata boshi simmetriya markazidir. @ va b kattaliklar
ellipsning katta va kichik yarim o‘glari deyiladi. ¢=Z soni ellips
ekssentrisiteti deyiladi. Ellipsda 0< <1 bo'tib, ¢ =0 da aylana hosil
bo‘ladi.
x= if tenglamalar bilan berilgan to‘g‘ri chiziglar direktrisalar deyiladi.
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Agar ellips M(x;y) nuqtasidan biror direkrisagacha masofa d unga
mos fokal radius r bo‘lsa, ¢ =< bo‘ladi, hagiqatdan 4 =Z-x r=a-—ex
ekanligi buni tasdiqlaydi.

Ma’lumki planetalar va ba’zi kometalar bir fokusida Quyosh
joylashgan elliptik trayektoriyalar bo‘ylab harakatlanadi. Unda planetalar
ekssentrisiteti nolga yaqin, kometalar ekssentriteti esa birga yaqin ellips
bo‘ylab harakatlanadi.

Yerning 1 yilda 1 marta, Galley kometasining esa 72 yilda bir marta
Quyosh atrofida aylanishini eslash kifoya.

3.3. Giperbolaning kanonik tenglamasi xossalari

Har bir nuqtasidan berilgan fokuslar deb ataluvchi ikki & va®
nuqtalargacha masofalari ayirmasi absolyut qiymati o‘zgarmas 2« songa
teng nuqtalarning to‘plami giperbola deyiladi.

Giperbola tenglamasini hosil gilish uchun # »a £, fokuslarni abssissa
o‘qiga, koordinata boshiga simmetrik qilib joylaymiz: F(-c;0), F(c:0)

Agar M(x;y) giperbola ixtiyoriy nugqtasi bo‘lsa, ta‘rifga ko‘ra:
IME | - IMF,| =2a, yoki /x+ ¢ +y - (x—c)? +57 = +2a tenglamani

Jat o +yi-Jax-o'+¥ +2a Kko‘rinishda yozib, tomonlarini
kvadratga oshiramiz.

Soddalashtirib: + ayx —)*+ 5= = ex? - o* Bu tenglamani ham kvadratga
oshirib, guruhlab; (¢ -o*)x*-a*y*=a’(c*~a?) tenglikni olamiz. c¢>a
bo‘lganligidan b= ve¥—2 belgilash kiritamiz, natijada, giperbola tenglamasi
b*x? —a’y*=a*-b* ko‘rinishga keladi. Tomoplami a’-b* ga bo'lib,
giperbola kanonik tenglamasi deb ataluvchi % -2 =1 tenglamani hosil
qilamiz .

Bu tenglamada x, y lar kvadrat darajada bo‘lishi, grafikning son
o‘qlari va koordinata boshiga nisbatan simmetrikligini bildiradi. Demak,
giperbola grafigini I choragida chizish kifoya. Tenglama I chorakda
y= f\f?z-—_at ko‘rinishda bo‘ladi. Undan quyidagilar kelib chiqadi:

1) 0 < x < a da funksiya aniglanmagan
2) x=aday=20
3)x>a day>0.Agar X—+o0 bo‘lsa, y—-+o.
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y=:i:§ x to‘g‘ri chiziqlari asimptotalari deyiladi. I chorakda giperbola

va asimptota farqini baholaymiz:
bt T = V) S =

Oxirgi kasr x—+c da nolga intiladi, demak, giperbola y=§x to‘g'ri
chiziqqa yaqinlashib boradi.

Agar gipcrbgla tenglamasi —:—: +§z—= 1 ko‘rinishida bo‘lsa, giperbola
fokuslari OV o‘qida bo‘lib, giperbola shohlari oy o‘qi bo‘lib yo‘naladi. Bu
giperbola oldingisiga nisbatan qo‘shma deyiladi.

Agar a=b bo‘lsa, giperbola teng tomonli deyilib, tenglamasi
x? - y* = a® ko‘rinishida bo‘ladi.

&= ; soni giperbola ekssentrisiteti deyilib, ¢>1. x= *£ to‘gi
chiziglar giperbola direktrisalari deyiladi. Giperbolada ham = = ¢ o*rinlidir.

3.4. Parabola kanonik tenglamasi, uning xossalari

Fokus deb ataluvchi F nuqtadan va direktrisa deb ataluvchi to‘g'ri
chizigdan bir xil uzoglikda joylashgan nugqtalar to‘plami parabola
deyiladi.

Fokusdan direktrisagacha bo‘lgan masofa p bilan belgilanib, y
parabola parametri deyiladi. Parabola tenglamasini olish uchun F nuqtani
Ox o“qi bo‘ylab koordinata boshidan £ masofada joylashtramiz. Direktrisa

esa x=-% bo‘ladi. Parabola ixtiyoriy MJ(X;y) nuqtasi uchun

IMF| = (x—§)2+ y? va direktrisagacha bo‘lgan masofa x+ %2 ekanligidan

(x - 5): +y?=x+% kelib chiqgadi. Bu tenglikni kvadratga oshirib:
x? —px+ '1—' +y? =x? +px -a—':—= soddalashtirsak,  parabolaning  kanonik
tenglamasi kelib chiqgadi: y* =2px.
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Parabola grafigi Ox o‘qiga nisbatan simmetrik bo‘lib, koordinata
boshidan o‘tadi. Parabolada r=d ekanligidan ¢ =1 bo‘ladi. y*=2px uchun
abssissa 0‘qi simmetriya o‘qi bo‘lib, parabola o‘qi deyiladi. p soni
fokusdan direktrisagacha masofani bildiradi.

Agar parabola y* = —2px ko‘rinishda bo‘lsa, uning grafigi (-;0] da
aniqlanadi.

3.5. ITCh lar qutbiy tenglamalari

ITCh lardan birini olamiz. Uning fokusi joylashgan nugtaga qutbni
joylab, boshlang‘ich nurni abssissa musbat yo‘nalishi bo‘yicha
yo‘naltiramiz. ITCh direktrisasi L bo‘lsin, ixtiyoriy nuqtasini M(r ;¢) bilan
belgilaymiz Fokusadan ITCh gacha oy o‘qidagi kesma p-fakal parametr
bo‘lsin E-= &= - ekanligidan |DF =2 ya'ni d=|DF |+IFN}= 2 £+ rcosp Demak,

s=Z+rcose, yok1 I = p+r £ cos¢ bundan ixtiyoriy ITCh qutb tenglamasi r
1., ko‘rinishida bo‘lishi kelib chigadi, unda p-fokal parametr ¢

qaralayotgan chiziq ekssentrisiteti.
Bu tenglama « =0 da aylana, 0< ¢ <1 da ellips, « =1 da parabola, ¢ >1
da esa giperbola tenglamasidir.

Il =i

3.6. ITCh larni kanonik ko‘rinishga keltiring

Ikkinchi tartibli chiziglar umumiy Ax? + 2Bxy + Cy* + 2Dx + 2By + F =0 (1)
tenglama bilan beriladi. Agar dekart koordinatalarda son o‘qlarini parallel
ko‘chirsak, yangi (o'x'y") sistema, qo‘shimchasiga o‘qlarni biror «
burchakka bursak, o"x"\ " sistema hosil bo‘ladi. So‘nggi sistemani OXVY
tarzida belgilaymiz.



Teorema. ITCh umumiy tenglamasi koordinata o‘qlarini parallel
ko‘chirish va biror burchakka burish yordamida quyidagi hollardan biriga
keltiriladi:

l. :—:+?bi,= 1 (ellips, a = b da aylana)

.)

-G- i—: =1 (giperbola)
. y* =2px (parabola)

y? - k2x? = o (ikki kesishuvchi to‘g‘ri chiziq)

.y? = k¥ =0 yoki x*— k?= o (ikki parallel to‘g'ri chiziq)

yv? =0 yoki x*= 0 (ustma-ust tushgan to‘g‘ri chiziqlar)

v* + k*x* = ¢ (bitta nuqta)

. y? +k2x?*= —1(bo‘sh to‘plam)

Isbot. Dastlab, O(0;0) koordinatalar boshini biror P(xyy,) nugtaga

parallel ko‘chiramiz. Unda {;j::‘;" almashtrish o‘tkaziladi. Umumiy
3 o

© N LA WD

tenglama:
A 2x'x, + x3) + 2B(x'y + x'yy + %9 + %30} + c(y™+2
'y +¥2) + 2D(x" +x,) + 2E(y" + y,) + F = 0 yoki
Ax'? 4+ 2Bx'y' + Cy'? + (2Ax, + 2By, + 2D)x' + (2Bx, + 2Cy, +2E)y'+HA
x2 + 2Bxay, + Cy¢ + 2x4D + 2y, E+F)=0
ko‘rinishiga keladi.
Demak, (xq;¥,) Ai:: i‘; :1i,:g sistema yechimi bo‘lsa, umumiy
tenglama Ax"? +2Bx'y' + Cy”*+F' = 0 (2) ko‘rinishga kelar ekan.
(2)-tenglamadagi x'y’ ko‘Paytmani yo‘qgotish uchun o‘qlarni biror «

. - = —ysina . ” .
burchakka buramiz, ya’ni {;,=:;’:: +;w';a almashtrish o‘tkazamiz.

Yangi sistemada x- y ko‘paytma koeffitsiyenti

-Asin2a + 2Bcos2 @ + CsinZa =0 bo‘lsa, teorema isbotlanadi. Buning
uchun ctg2e = "—';‘3 shart o‘rinli bo‘ladigan « burchak tanlash yetarli. (2)-
tenglama A'x® + C'y? + F' = 0 tenglamaga keladi.

Bu tenglama berilgan ITCh ning kanonik ko‘rinishi deyiladi.

Kanonik tenglama olinguncha A,B,C-sonlari o‘zgarmaydi. AC-B’
ifoda ITCh tenglamasi invarianti deyiladi. Bu ifoda uchun,
A'.¢'—B" = AC - B? bo‘ladi.

ITCh ac —B* ifoda ishorasiga ko‘ra quyidagi turlarga bo‘linadi:

1. AC - B* > 0 bo‘lsa, ITCh elliptik tipda,

2. AC - B* =0 bo'lsa, ITCh parabolik tipda,

3. AC - B* <0 bo‘lsa, ITCh giperbolik tipda bo*ladi.
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1) 3x% + 10xy+ 3y* — 2x — 14y — 13 = 0 tenglamani kanonik ko‘rinishga
keltiring.
3, +S¥,—1=0
{Sxo +3y,-7=0
{; # ;, t i almashtirish o‘tkazamiz:
3(x7 +4x'+4) +10(x' y'=x'+2y'-2) + 3(y -2y'+1) - 2(x'+2) - 14(y'-1) - 13 =0 yoki

3x'?410x'y' +3y"* -8 = 0. Endi ctg2q = 3;: =0 dan « = 45¢ ekanligini

sistema yechimi x, =2, y,=-1 bo‘lganligi uchun

re iy
topib, {x f,(x z almashtirish o‘tkazamiz:
y=Tkx+y)
330 - 2xp+ ¥ +10- 3 (F - ) +3- 1(* + 2xy +¥?) -8 = 0, yoki
) 8x* —2y* =8

Tekshirilgan ITCh x* —% = 1 tenglamaga ega giperbola bo‘ladi. AC-
B?=3.3-5" <0 ekanligi ham buni tasdiglaydi.

2). 8x* + 4xy + Sy* + 16x + 4y — 28 = 0 kanonik ko‘rinishga keltirilsin.

8xo + 2y +8 =0 g . - . e
{22+5;':+2=0 yechimi (-1;0) bo lganllg\uchun{"y:y,l

almashtirish o‘tkazamiz.
8(x - 2x' +1) + 4’ - 3" ~y) +5y7 +16(x' — 1) + 4y' — 28 = 0 yoki
8% 4+ 4x'y' 45y -36=0.

So‘ngra ctg2a = 5—:—5 = % ekanligini topamiz. Bu holda « burchakni
aniqlab bo‘lmaydi, shuning uchun sin «, cosa larni topishga harakat gilamiz:
- =5 Yoki % =2, 2’ + 350 -2 =0 tenglamaga egamiz. Bundan ga =
yechimni olishimiz mumkin (0<a« <% bo‘lishiga harakat qildik xolos).
1+tgla= ;:z_, ayniyatdan cosa = ;T:—m’? = i‘&, undan sina= i:—! biz cose =%,
sina = deb almashtirish o‘tkazamiz: x’ == @x -y, y = 3 & +2y) ekanligidan,
108 -y 459+ 108 43y - 27 + 160 + Ay 4 4y - 36 =0,

Soddalashtirib,  9x* — 4y* — 36 = 0 yoki f—=+ § =1ellips  kanonik

tenglamasini hosil gilamiz.
Mavzuga doir masalalar

1. Quyidagi aylanalar markazi koordinatalari va radiusini toping:

a) X’+y*-4x+6y-3=0, b) x*+y*-8x=0, c) XP+y*+4y=0

2. A(-4;6) nuqta berilgan. Diametri OA kesmadan iborat aylana
tenglamasini yozing:

3. A(1;2) nuqtadan o‘tuvchi va koordinata o‘qlariga urinuvchi aylana
tenglamasini yozing:
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4. A(-1;3), B(0;2), C(I;-1) nuqtalardan o‘tuvchi aylana tenglamasini
yozing.

5.y = —V—x2 — 4x chiziq shaklini chizing.

6. Berilgan nuqtadan berilgan aylanagacha bo‘lgan eng gisqa (eng uzun)
masofani toping.

a) A(6;-8), X*+y*=9. b) B(3:9), x*+y*-26x+30y+313=0

7. Aylanalar orasidagi eng gisqa va eng katta masofani toping.

a) X*+y’ +4x-4y+7=0 va x*+y>-8x-8y+23=0. b) x*+y*+4x-4y+7=0 va

X +y*=25

8. Qutb koordinatalarida berilgan aylanalar markazi va radiusini aniglang.
a) r=3cos @, b) r=-4cos@, c) r=cosg@-sing.

9. Fokuslari abssissalar o‘qida koordinata boshiga nisbatan simmetrik
joylashgan ellips tengilamasini quyidagi shartlarda yozing:

a) yarim o‘qlari 5 va 2; b) katta o‘qi 10, 2¢=8; c) kichik o°qi 24, 2c=10;

d) 2¢c=6, £=0,6; e) direktrisalar orasidagi masofa 32 va £€=0,5.

10. 9x*+25y*=225 ellips berilgan. Quyidagilarni toping:

a) yarim o‘qlari; b) fokuslari; c) ekssentrisiteti d) direktrisa tenglamasi

11. Quyidagi ellipslar fokuslari koordinatalari, yarim o‘qlari, ekssentrisiteti
va direktrisa tenglamalarini toping:

a) 5x°+9y*-30x+18y+9=0; b) 16x°+25y*+32x-100y-284=0; c) 4x*+3y*-
8x+12y-32=0.

12. Quyidagi chiziqglar shaklini chizing:

)y =-7+:V16+6x —x2,b)x = —2/=5— 6y—)7.

13. Fokuslari abssissa o‘qida koordinata boshiga nisbatan simmetrik
joylashgan giperbola tenglamasini quyidagi shartlarda tuzing:

a) 2a=10, 2b=8; b) 2¢ =2, 2b=8; c¢) 2c=6, £=1,5; d) 2a=16, £=1,25;

e) 2¢=20 va asimptotalari y = *+ sx.
14. 16x*-9y*=144 giperbolada a,b, fokuslar koordinatalari, ekssentrisiteti,
asimptota va direktrisa tenglamalarini toping.

15. Quyidagi chiziglar shaklini chizing:

) y=3iVaT =9, byx=—-2/y +9.

16. Quyidagi giperbolalar fokuslari koordinatalari, yarim o°qglari,
ekssentrisiteti, asimptota va direktrisa tenglamalarini toping:

a) 16x°-9y*-64x-54y-161=0, b) 9x*-16y*+90x+32y-367=0.

17. Uchi koordinata boshida joylashgan va quyidagi shartga bo‘ysunuvchi
parabola tenglamasini tuzing:

a) Abssissaga nisbatan simmetrik va A(9;6) nuqtadan o‘tuvchi;
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b) Ordinatalar o‘qiga nisbatan simmetrik va C(1;1) dan o‘tuvchi.
18. Quyidagi chiziglar shaklini chizing:

a)y=2Vx,b)y = -3v=2x,c)x = —[3y,d) x = 4,/-y

12 . . -

19.r = ey ellipsda r=6 bo‘ladigan nuqtani aniqlang.
20.r = S—acoo giperbolada r=3 bo‘ladigan nuqtani aniqlang.
1. r=—L parabolada eng kichik radiusli nugtani aniqlang.

1-cos@
22. Kanonik ko‘rinishiga keltiring:
1. 4x> +9y> —40x + 36y+100= 0
2)x? —2xy+y?—12x+12y—-14 =0
3) 2% + 6\3xy -4y —9 =0
4) x* -3V3xy-2y* - 10=0
5) Ox* — 24xy + 16y? — 20x+ 110y — 50 = 0.

Tekislikda analitik geometriyaga doir, joriy nazorat uchun uy
vazifalari
(N-talabaning guruh ro‘yhatidagi nomeri)

I. Tekislikda A(-1;-1), B(1;N), C(N;1) berilgan. Quyidagilarni toping:
1) ABC uchburchak perimetri;

2 ) ABC uchburchak og‘irlik markazi koordinatalari;

3) ABC uchburchak yuzi;

4) C nugtadan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziglar dastasi tenglamasi;

5) A va B nuqtalardan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq barcha tenglamalari;

6) C nuqtadan o‘tib, AB ga parallel (perpendikulyar) to‘g‘ri chizig;
7) C nuqtadan AB gacha masofa;

8) ABC uchburchak ichki burchaklari;

9) C uchidan tushirilgan mediana, bissektrisa, balandlik tenglamalari;
10) C nuqtaning AB dagi proyeksiyasi koordinatalari;

11) Shunday E(x;0), F(o;y) nuqtalarni topingki, ulardan A gacha masofa
(N+5) bo‘Isin;

12) Shunday D(x; y) nuqta topingki, ABCD parailelogramm bo‘Isin.

II. Tekislikda shunday nugqtalar tenglamasini tuzingki, ular quyidagi
shartlamni qanoatlantirsin:

1) A(N-10;2) va B(3;20-N) nuqtalardan bir xil uzoqlikda;

2) A(-N;0) va B(N;0) gacha masofalar 1:N nisbatda;
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3) A(-N;0) va B(N;0) gacha masofalar yig‘indisi 4N;
4) A(-N;0) va B(N;0) gacha masofalar ayirmasi N/2;
5) x+N=0 va B(N;0) gacha masofalar teng.

III. Qutb koordinatalar sistemasida A(N;- /6), B(N/2; m/4), C(N; n/3)
berilgan. Quyidagilarni toping:
1. ABC uchburchak perimetri; 2. ABC uchburchak yuzi.

IV. Qutb koordinatalar sistemasida r = ——N—: chiziq berilgan.
15
1. ¢=0, /12, /6, 2 qiymatlarda hisoblang, chizing;
2. Dekart koordinatalariga o‘tkazing va kanonik tenglamasini yozing.
3. ITCh ga mos parametrlari (fokuslar koordinatalari, ekssentrisiteti, fokal
radiuslari) topilsin.
V. Kanomk ko* nmshlga keltiring.
L Nx*(-1)N Ny*+4(-1)¥'x+8(-1)"Ny=0; 2. x*+4xy+y*-Nx+Ny-N=0;
2. 3NV3xy+(-1)V3Ny?-100=0.
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Oliy algebra elementlari
4-mavzu. Kompleks sonlar

x*+1=0 kabi tenglamalarda, kvadrati-1 ga teng haqigiy sonning
mavjud emasligi, haqiqiy sonlar to‘plamini kengaytirish zarurligini taqozo
etadi.

Kvadrati -1 ga teng bo‘ladigan son mavhum birlik deyiladi va i harfi
bilan belgilanadi, ya’ni i=v~1.

Tarkibida mavhum birlik i qatnashgan son kompleks son (mavhum
son) deyiladi.

4.1. Kompleks sonning algebraik formasi

X, yeR bo‘lganda z =x+ iy son kompleks son, yozuv esa kompleks
son algebraik formasi deyiladi.
x soni kompleks son haqiqiy qismi deyiladi va Rez ko‘rinishida, y
soni esa mavhum qismi deyilib, Imz tarzida belgilanadi.
x+iyvax—iy sonlar o‘zaro qo‘shma kompleks sonlar deyiladi.
Ulardan biri z bo‘lsa, ikkinchisi z ko‘rinishida belgilanadi. O‘zaro qo‘shma
2,2 sonlar yig‘indisi, ko'paytmasi haqiyqiy bo‘lishi ravshan. Bundan
tashqari, z;z; =%,-%, ;-5 =5, - 3; (-&)—;‘1 tengliklarni keyinchalik
isbotlash mumkin.
zy=xytiy; vVa z,=x,+1iy, sonlari ustida amallar quyidagicha
kiritiladi:
1) ztz,=(x,+ t)'1) i'(xz +iy) = (xx i’xz) + "()’1 i)’z)‘
2)zy- 2y = (g +ty) (g + i) = Xy gy + vy - s = (g% = pye) +ixyy + x5
) _L m.w flﬁ’“i’:‘”-"l*”ﬂb 53+y‘& + Y%~ x.y.
%ty i B8 GHV: GHyi
Masalan, =, =1 +2i, z,=1-1 bo‘lsa,
Zytzp=142i+1-i=24i, z-z,=142i—-1+i=3i,
2oz, =(142)- (A-D=1—-i+20+2=3+]
Z_1+420 14t _14(42(-2_ 1 3
2z, 1-{ 1+ 1T 2732
z;2, = ;- Z; tenglikni tekshiramiz:
ZiZy = (N i) - (% F i) = (XgXp = ¥y)p) +E(x9)y + X99) = (xg%z — ¥y¥) —
(2, + 3,0,
Z % = (xy —iy,)
(G = 13) = %X, — Byy; — % = Yy, = (XX — ) — (5,32 + 9 %,).
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4.2. Kompleks son trigonometrik formasi. Muavr formulalari

Tekislikda dekart koordinatalari sistemasini kiritib, kompleks son
haqiqiy qismini abssissalar o‘qiga, mavhum qismini ordinatalar o‘qiga
joylashtiramiz. Tekislikdagi M(x;y) nuqta z=x+iy kompleks sonning
tekislikdagi geometrik tasviri deyiladi. Turli xil kompleks sonlarga
tekislikning turli nugtalari mos keladi, bu moslik o‘zaro bir qiymatlidir.

Agar qutb koordinatalari ham kiritilsa, M(r cosg;7sin @) bo‘ladi.
Koordinatalar boshidan M(x;y)gacha masofa berilgan kompleks son
moduli deyiladi, iz| tarzida belgilanadi.

Ravshanki, r = |z| = /5% + y2.

Qutb burchagi ¢ esa z kompleks son argumenti deyiladi, arg:z
tarzida belgilanadi: ¢ =argz,0s argz <2r

Argumentni tg ¢ = munosabatdan topish qulay.

x = rcosg,y =rsing bog‘lanishdan foydalanib:

=x+iy=rcosg +irsing = r[cose + ising]

Kompleks sonning z=r{cosg+ising] ko‘rinishi trigonometrik

formasi deyiladi.

z=1-v3t  bo'lsa, r= 11‘+(-d3)’=2.ts¢=’JT!.x>0.y<o
Sz

bo‘lganligidan ¢ €1V va ==

Demak, :=1-yii=2[cesZ+isin¥f] trigonometrik formada berilgan
z,=rfcos 9 +isin@) VA z; =nlcos g, +1sing,] kompleks sonlar ustida ammallar
quyidagicha kiritiladi: 1) z, == (1 cos@, + 1. cos@2) + ( (r: sing, + msingy).

2) z2; =ny mplcospycosp; + fcos @ sing; + ising, cos @, ~ singsing,] =
=71 -[cos(e, +92) +isin(e; +92)] ,

).l r‘(nw'-uinp,) nu,-mnn = €08 P4 C01@ > ~1 0@, TNy +i J‘“ﬂ’;—m‘.ﬂw
r,{«lo OlﬂﬂO)J mc,-mno, 7y cosi gesini g

= ,—_ leos(@; +92) + tsin{g; + ¢1)]
Agar z-z, amalida z= z;=z,= r(cose +ising)  bo‘lsa,
z? = r¥[cos2@ +isin2¢], z3=rd[cos3¢+isinlpl, ...
" = [r{cosg + ising)]"= r™(cos@ + ising) "= r" [cosng + isinne)
Oxirgi tenglik Muavrning darajaga oshirish formulasi deyiladi.
Misol sifatida (%‘f—’ Y ni hisoblaymiz.
Dastlab, kompleks son algebraik formulasini topamiz:

14yT 1414645V _ 1V i 143
1-i 14¢ 2 N 2
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r= (‘”f ’“’)ﬂ’_ tgrp=""’ -(2+V3) va y>0, x<0 ekanligidan y €
11, ¢=105°=2 kelib chiqadi.

Demak, Muavr darajaga oshirish formulasiga ko‘ra:
(":v?_')zo [ 2(cos-—-+(sin ]20 =910, [cosZO ——+ isin20 - ] =2'°
[cos-— +isin 3s"] = 2lo [cos (12n -3 +isin(127— —)]=2 [cosii— um;-'] =2'°

[;— L ;’] 2°(1-iv3).

Kompleks sondan ildiz chiqgarish masalasini qaraymiz .

vz= Vx4 iy=r(cosp + ising)

Albatta, bu ildizdan qandaydir p(cose+isine) kompleks son chiggan
deb faraz qilish mumkin, u holda

[p(cos@ + isin®)]"=p"[cos n@ + isinn@)]=r(cosy + ising) tenglik  bajarilishi
kerak.

sin ¢, cos ¢ larning davri 2n ekanligini hisobga olib,

p" =r, n@=u+2nk lardan p = V7, G=1‘;3‘-, k € Z kelib chigadi natijada,
Muavrning ildiz chiqarish formulasi.

Vr(cosg+ sirz;p)-‘-‘“ﬁ[cr:»::“"'mr '”zm] K € Z hosil bo‘ladi. Bunda
K= 0,n — 1, bo‘lganda n ta ildiz topiladi. x = n, n+1,...qiymatlarda esa davr
hisobiga. avvalgi ildizlar bilan ustma-ust tushadigan ildizlar kelib chiqadi.

Misol ¥-v3—1

r= /--(,/:«T)”+(-1)2 » tgy==% =2, x<0, y<0 bo‘Igani uchun gelll, ==

Muavr ildiz chigarish formulasidan

e + 2K
V=3-1= "Z(c'os?lisin?—ﬂ) =4Z. [cos"—‘—+151n-'—4—"

”r m
= [ —+2kn —+2kn
Y=3-i= d-(cos——-tsin [oos-‘—"—-!-lsin -‘4—]

k=0daz=V2- [cos—+ sinZZ], k= 1daz =42 2 - [eos 2+ isin 2],
K =2 da z, =V2- [cos——+ \sin—-JK = 3 da z3 =V2- {cos—+xsin"'"]
kelib chiqadi.
V=1 ning ildizlarini topamiz, r=/{-137+0? =1 va tge = :°;=0, x<0
ekanligidan ¢=m, u holda
—1=Veosr + { stan=cos T2 +5inT 2

zo—cos—-Hsm—,-, = cos— +1 sln—
Z, =cosw +isint =—1, z; = cos—-+ Isin—— = cos—— lsln——
= cos— + isin. 3"— = cos7—1 sinT Demak 1ld|zlammg bittasi  haqigqiy,
qoloanlan ikki _)uﬁ o‘zaro qo shma kompleks sonlar ekan.
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4.3. Kompleks sonning ko‘rsatkichli formasi

Dastlab, Eyler ayniyati deb ataluvchi e'® =cosp + sing formulani
hozircha isbotsiz qabul gilamiz. U holda z=x + iy = r[cosp + sing] == - ¢'®
kelib chiqadi. z= r - e'® yozuv kompleks son ko‘rsatkichli formasi deyiladi,
kompleks sonning bu formasi ixcham yozilishi bilan ajralib turadi, masalan
z, =€l z, =@ kompleks sonlar ko‘paytmasi =z;- =z, =nnei@te)
bo‘linmasi esa % = :—:e‘(’x"’:’ tarzida yoziladi. Muavr darajaga oshirish
formulasi z* = r* « ¢*® ko‘rinishida yoziladi.

Kompleks sonlar to‘plami C harfi bilan belgilanadi.

4.4. Radikallarda yechiladigan tenglamalar

Talabaga ax = b chiziqli tenglama, a # 0 da x= : yechim bo‘lishi,
ax’+bx+c=0 kvadrat tenglama ildizlari x; , = 2“—":;—"-‘1 formula bilan,

x*+px+q=0 Keltirilgan kvadrat tenglama yechimlari esa x; ;= — ;:t J';—)z-q

formula bilan topilishi, ular uchun x;+x,=-p, X;-X;=q tengliklarni
ifadalovchi Viyet teoremasi tanish deb o‘ylaymiz. Bundan tashqari,
ax’+2kx+c=0 uchun x.,f-‘ﬂl‘-;"?ii, X+2xx+c¢ =0 uchun —x +VkZ —¢ ildiz
topish formulalarl o‘rinli ekanligini eslatib o‘tamiz.

X’+a;x’+ a;x+a;=0 kubik tenglamani olaylik. Tomonlarini a, ga
bo‘lib, x*+ax’*+bx+c=0 tenglamaga ega bo‘lamiz.

Shunday x=y+o almashtirish o‘tkazamizki, oxirgi tenglama
soddalashsin.

y3 +(30.+a)yz+(3a2+2au+b)y+(o.3+acx2+bd+c)=0

Demak, x=y-% almashtrish o‘tkazilsa, kubik tenglama y+py+q=0
ko‘rinishga ega bo‘ladi.

Oxirgi tenglama yechimlarini y=u+v ko‘rinishida gidiriladi, bunda
u-v=-£ sharti shunday yechim mavjudligini ta’minlaydi, ya’ni ular tz-yt-§
=0 tenglama yechimlaridir.

(u+v)3+p(u+v)+q=0,. . ,(u3+v3+q)+(3 uv+p)u+v)=0

e wivie —g | z :
3uv+p=0 ekanligidan, o o+ Sistemaga ega bo‘lamiz, Viyet

vi=
“7
teoremasidan u’, v’nap z———qz—-—O tenglama ildizlari ekanligi kelib
chiqadi z=u’= -%+ “"4»” z=v'=—2- |28 Demak, y-+py+q=0

tenglama yechimi:

)’=u+v='j“§“,[' £+ j "+J"‘+”3

formuladan topilib, u Kardano formulasi deyiladi.

Har bir kub ildizdan uchta giymatga, u+v uchun esa 9 ta qiymatga
ega bo‘lamiz. Bu giymatlardan v-u=-Z shartga bo‘ysunuvchi uchtasigina
tenglama yechlmx bo* ladl

A"“‘+— soni y'+py+q=0 kubik tenglama diskriminanti deyiladi.
Uning yordamlda ildizlar quydaigicha topiladi:

1) 2>0 bo‘lsa, bitta hagiqiy, ikkita o‘zaro qo‘shma kompleks
ildizlar mavjud bo‘ladi:

YiTurtvy; ¥23=
qiymatlari.

vli+vl + vi-vli o3

~—=+/3i bunda u,v, lar u, v ning hagqiqiy

2) A=0, bo‘lsa uchta haqiqiy (ikkitasi o‘zaro teng) ildiz mavjud:

=% =, =—30—_¥
M N T

3) 4=0, bo‘lsa uchta turli haqgiqiy ildizlar mavjud: y,=2 |-7, cos,

Vel J= ;_’cos (§¢120°), bunda cos ¢ ===
e

1)  x’+6x-7=0 uchun, Kardano formulasidan,

e Fr o +’( & &'=1% + {77 kelib chiqadi. Ulaming ildizlari 2,
~

-1£v3 va -1; 2125 bo‘lganligidan, A>0 ekanligini hisobga olsak,

» 37X

xi=l1, xz3—~+ 3 kelib chiqadi.

2) X 12x+16=0, A=2% + 350 ekanligidan
3216

X1 _-1' = —4, XZ3_ = —2

To‘rtinchi darajall X +ax *+bx*+cx+d=0 tenglama ildizlarini topish
uchun uni (*+2x+y)[(2y +£ - 5) 2+ Gy —c)x+ (- & = 0| ko'rinishida yozib
olamiz, bunda y yangi yordamchi kattalik.

Ayriluvchi uchhad biror (ax+pg)ning to‘la kvadrati bo‘lishi uchun
diskriminanti nol bo‘lishi, ya'ni (ay-c)*-4(2y+2-b)(y*-d)=0 bo‘lishi zarur
va yetarlidir. Hosil bo‘lgan kubik tenglamaning kamida bitta haqiqiy ildizi
bor. Agar bu ildiz y, bo‘lib, uni topa olsak, to‘rtinchi darajali tenglama:

(x2+5‘25x+y0)= ~(ax+B) =0

yoki [x‘ +GHa)E+(n+ ﬂ)Mx’ +G+ax+(ro-P)|=0
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ko‘rinish oladi. Hosil bo‘lgan ikki kvadrat tenglama yechilib,
izlanayotgan to‘rtta ildiz topiladi. Bu usul Kardano shogirdi A.Ferrari
tomonidan ko rsatilgan.
x*+2x° 13x -38x-24=0 tenglamani yechib ko‘ramiz.
(a+b+c) =a +b2+c +2(ab+ac+bc) formuladan foydalanib,
(x +x+y) x-y?-2x%y-2x g' 13x%-38x-24=0 ko‘rinishga keltiramiz, chunki
(P +x+y P =x Py 425 +2X Py +2Xy.

Demak, (x*+x+y)*~[(2y + 14)x? + 2(y + 19)x + (y? + 24)] =0.

Ayriluvchining diskriminanti (v + 19Y-(2y + 14)(y*+24)=0 bo‘lishi
kerak. Soddalashtirib, 2y*+1 y{’+10y-25—o

Bu tenglamani (y-1)(2y"+15y+25)=0 ko‘rinishda yozsak, yo,=1 deyish
mumkinligi ko‘rinadi. U holda (x*+x+1)’ -[16x*+40x+25]=0, bundan
(x2+x+1) —(4x-5)2-0 kelib chiqadi.

[x*+5x+6)[x*-3x-4]=0 kvadrat tenglamalarni yechib: x;=-1, x,=4,
X3=-3, Xs=-2 ekanligini topamiz.

Agar tenglama darajasi besh yoki undan katta bo‘lsa, bunday
tenglama umumiy hollarda radikallarda yechilmaydi (Abel teoremast).

Mavzuga doir masalalar

1. n€N bo‘lganda i"ni hisoblang.
2. Amallarni bajaring:

1) 2+30)-(1-), 2) (1-i)(4+31), 3):—1, Vo 5)(1+) 6)( )2

7 1+iv" 2.8)( 1+iJ—)

3t Tenglamalaml yeching:
DX2-QRH)XH-1+71)=0  2)x*-(3-2i)x+H(5-51)=0 3)(2+i)x*(5-i)x+(2-2)=0
4. Muavr formulalaridan foydalanib hisoblang:

1) (1) 2y 3x1f"7’—“)2° 4)(ﬁ—l)2°
SV2-2i 6)V-4 7)’|—

-1+zJ§)n (-1 J') {

1+V3+ ) 1+\/_

2,agarn =3k
1,agarn = 3k + 1 ekanligini isbotlang.
1,agarn=3k+2

5(—
6. Agar x+§=2cos¢ bo‘lsa, x"+$;=2cosn<p ekanligini isbotlang.

7. (1+i)“=2§(cos% + isin "{), (+3- i)"=2“(cos? - isinfg) tengliklarni
isbotlang .
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8. Kardano formulasi bo‘yicha yechmg

x> +6x+9=0 2)x +12x+63=0 3)x’+9x’+18x+28=0 4)x’+6x° +3o+25 0
5)x>-6x+4=0 6) X’+6x+2=0 7)x'+18x+15=0 8)x’+24x-56=0 9)x’+45x-
98=0

9.Ferrari usull bilan yechmg

1)x‘+4x 2x%-12x+9=0 2) x*-2x’-8x*+13x-24=0 3) x*-2x°+2x*+4x-8=0
4) x*-6x’+6x°+27x-56=0 5) x*-4x7+5x°-2x-6=0
6)x*+2x°+2x*+10x+25=0

10. ¥/1 ildizlari yordamida sin18°, cos18°larni hisoblang.
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S5-mavzu. Ko‘phadlar
5.1. Tenglama ratsional ildizlarini topish. Viyet teoremasi

aX"+a,,X""+...+a,x+a,=0 tenglamani olamiz.
Agar f ratsional son (peZ, qeN) berilgan tenglama ildizlari bo‘lsa,

an(®)"+ a,,.,(s)""+...+a,§+ao=0 ayniyat bo‘ladi.

Undan anpn_"_a"l lpn-l_q+ +a p- qn-l+aoqn_0

Bu aymyatdan quyldagl tenglamalarm yoznsh mumkm
ap"=-q[an.p""+...+a:pq"+a0q™"], acp"=-pla:p " +an.p"qr... +arq™].
p va q gisqarmas ekanligidan, a, ning q ga a, ning p ga bo‘linishi kelib
chigadi.

Demak, quyidagi alomat o‘rinli ekan: Agar s ratsional son tenglama
ildizi bo‘lsa, q soni a, ning p soni a, ning bo‘luvchisi bo‘ladi.

Xususan, a,=1 bo‘lsa, ratsional ildizlar a; ning bo‘luvchilari bo‘lishi
mumkin, xolos.

) x™+2x-13x%-38x-24=0 tenglamada a,=1, a;=-24 bo‘lganligi
uchun {2}=(+1,+2, 43, 44,16, 18, £12,+24)

O‘rniga qo‘yib tekshirishlar ildizlar x;=-1, Xx,=-2, x3=-3, x~4
ekanligini ko‘rsatadi.

2)  24xX°+10x*x’-19x*-5x+6=0  tenglamada  a,=24, 2,=6
ekanligidan p={11,12,#3,+6,}, q={1,2,3,4,6,8,12,24}. va £ ko‘rinishdagi

kasrlardan —1 < lar tenglama ildizlari bo‘lishi kelib chiqadi.

Demak qolgan ikki ildiz yoki irratsional sonlar, yoki qo‘shma
kompleks sonlardir.
Agar x*+px+q=0 tenglama ildizlari x;va X, bo‘lsa, (X-X;)(X-X2)=X>-

(Xr+Xa)x+xiX tenglikdan { %% *2 =P
Xy"X2 =¢q

Viyet teoremasi keltirib chiqarilgan edi.
Bu teorema yuqori darajali tenglamalar uchun qanday ko‘rinishda
bo‘hshml tekshmb ko‘ramiz.
X +a0X +a.x+a2—0 tenglama ildizlari x;, X, X3 bo‘lsa, (x-x;)(x-x2)(x-

Xs)’x '(Xx*xz"’xs)x (X X2 X X3+X2X3)X- x|x2x3
+x2 4% =—3
tenglikdan Viyet teoremasi {,x.x X% + X, x,—a, ko‘rinishida bo‘lishi kelib
XXy X, = —ay
chiqadi.
x4+aox3+a,x2+azx+a3=0 uchun
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XKy + XXy F XX F XXy TRy FNgXg = 3y
XyXp %+ XaXo X + XX Xy + XXX = =2y
KXy = 3;
bo‘lishi ravshan.
Umuman, x"+agx™'+a,x"%+...4a,,X+a,,=0 tenglama uchun Viyet
s RESHE A
tengliklari { 5 . :’f&:,x’ - "3‘1 "x,, ) korinishida boladi.
aa-x ’x* wXn

Masala. Tomonlari x’-ax+bx-c=0 tenglama yechimlari bo‘lgan
uchburchakka tashqi chizilgan doira yuzini toping.

Yechish. Tenglama yechimlari X,. X,; X; bo‘lsin. U holda Viyet
teoremasiga ko‘ra X, +X,tXs=a, x,%, + %,%; +%,%:=b. X;X,X3=¢ bo‘ladi. Tashqi
chizilgan aylana radiusi uchun R="-*‘—:;:—"l formuladan foydalanamiz.

{ Xy b X b X X = -3

p=3*2 === ekanligidan, Geron formulasiga ko‘ra:

O N RN —x3)=ﬁ (3-x) G- x)C-x)=
I [— (% H %) S O+ XX +X%) S X [

- - s

U holda R=

m Demak, taShql Chllegan dOu’a yuZl S‘,.(’_T'._;g

5.2. Ko‘phadiar. Algebraning asosiy teoremasi, natijalari

Natural darajani Pu(x)=a,x™+a,x""'+...+a;x+a, funksiya n-darajali
ko‘phad deyiladi, bunda a,#0, a,.,.....,a,a0€ R

Ikki Pn(x) va Qu(x)=bX"+ by x"-1+...+bx+by ko‘phadlarda a,=by
(k=o0...n) bo‘lgandagina bu ko‘phadlar teng bo‘ladi.

Ko‘phadlar ustida ham amallar kiritish mumkin. Yig‘indisi, ayirma,
ko‘paytma yana ko‘phad bo‘ladi. Bo‘lish amali ham sonlardagiga o‘xshab
kiritiladi.

Ixtiyoriy P(x) Q(x) ko‘phadlar uchun shunday q(x), r(x) ko‘phad
topish mumkinki

P(x)= Q(x)- q(x) + r(x) tenglik o‘rinli bo‘lib, r(x) darajasi Q(x)ning
darajasidan kichik bo‘ladi. q(x) ko‘phad P(x)ni Q(x)ga bo‘lishdagi
bo‘linma, r(x) esa qoldiq deyiladi.

Agar r(x)=0 bo‘lsa, P(x) ko‘phad Q(x) ko‘phadga bo‘linadi deyiladi.

Biror a soni uchun P(a)=0 bo‘lsa, a soni P(x) ko‘phadning ildizi
deyiladi.
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Teorema. P(x) ko‘phadni (x-a) ko‘phadga bo‘lishdagi qoldiq P(a) ga
teng bo‘ladi.

Isboti. Bo‘luvchi ko‘phad 1-darajali bo‘lganiligi uchun, qoldiq 0-
darajali ko‘phad, ya’ni o‘zgarmas son bo‘ladi, r(x)=c, U holda P(x)=(x-a)
q+c bo‘ladi va x=a da P(a)=c.

Natija. (Bezu teoremasi): a son P(x) ko‘phad ildizi bo‘lishi uchun
P(x)ning (x-a)ga bo‘linishi zarur va yetarli.

Agar P(x) ko‘phad (x-a), (x-a)z,...,(x~a)"larga goldigsiz bo‘linsa,
lekin (x-a)*"'ga bo‘linmasa, a soni P(x) ko‘phadning % karrali ildizi
deyiladi. Bu holda P(x)=(x-a)"‘Q(x) bo‘lib, Q(x) ko‘phad (x-a)ga
bo‘linmaydi.

Dastlab, Pn(x)=ax"+a,.X""...ax+ay ko‘phadni Q(x)=x-o ikkihadga
bo‘lishni ko‘rib chiqamiz. Agar Pn(X)=(x-2)qn.1(X)+r bo‘lsa, ax"+a, x™

L. 2 X+ ag=(X-0) (B X b X +byx+bo]+r tenglik bajarilishi zarur.
Bir xil darajalar oldidagi koeffitsiyentlarni tenglashtirib:
ay, =b, 4 by-y =3,
Gpoy = by_y — @b, by =@,y +ab,,
Ay =by_3—ab,, )'Okl by3 =ay_ytab,.;
ay; = by —ab,y by =ay +ab,
an =7 —abs r=as+ab,

noma’lum koeffitsiyentli qn.;(x) ko‘phadni, r-qoldigni topishimiz
mumkin.

Yugqoridagi hisoblashlarni Gorner sxemasi deb ataluvchi quyidagi
jadval yordamida bajarish qulay:

an an. a2 a : 4 a0
o bni by-2 bna b, ‘ bo r

Masalan, P4(x)=x"-x’-7x*+x+6 ko‘phad ratsional ildizlarini Gorner
sxemasi bo‘yicha izlaymiz: 5—-—1 1;+2;+3 ;6.

1 -1 -7 1
-1 1 -2 -5 6 0
1 1 -1 -6 0
-2 1 -3 -0
3 1} 0
L

Demak, r=0, x*- x>-7x*+x+6=(x+1)(x’-2x*-5x +6)
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X*-2x%-5x+6=(x-1)(x%-x-6), X>-X-6=(x+2)(x-3)

Jadval x*- x>-7x%+x+6= (x+1) (x-1) (x+2)(x-3) ekanligini ko‘rsatadi.
P.(x) ratsional ildizlari +1;-2 ekan.

Dastlab, quyidagi teoremani isbotsiz keltiramiz.

Teorema. Darajasi birdan kichik bo‘lmagan ixtiyoriy ko‘pxad
kamida bitta, umuman aytganda kompleks ildizga ega.

Agar biror P,(x) ko‘pxad qarasak, oldingi teoremaga ko‘ra, uning
kamida bitta x, ildizi bor, ya'ni Py(x)=(x-X;) Pn.1(x). O‘z navbatida, n-1>1
bo‘lsa, P,.,(x) ham biror x, ildizga ega: P (X)=an(X-X1)( X-X2) Pnr2(X),...Bu
jarayonni davom ettirib: Py(x)=a,(x-X1) (X-X2)...... (x-Xp) tenglikka kelamiz.
Bunda X;,X» X, ildizlar orasida o‘zaro tenglari (karralilari) bo‘lishini
hisobga olsak, Pu(X)=a,(x-x1)"; (X-X2)%...... (x-Xn)"n bo‘ladi, lekin, K
+Kz+... +K,=n, natijada quyidagi teorema o‘rinliligi kelib chiqadi.

Teorema (algebraning asosiy teoremasi). Ixtiyoriy n-darajali
ko‘pxad n ta ildizga ega.

Agar hagqiqiy koeffitsiyentli Py(x)=a,x"+...+a;x+ay ko‘phad z=a+pi
kompleks ildizga ega bo‘lsa, u holda z= « — fi ham ildiz bo‘ladi.

Hagiqatan, P,(a +Bi)=0 bo’lsa, P,(a-Bi)=0 bo‘lishini tekshirish qiyin
emas.

Natija. Agar P,(x) ko‘phad darajasi n-toq bo‘lsa, uning kamida bitta
hagqiqiy ildizi bor.

%:'—((xi)’ nisbat ratsional kasr deyiladi. Agar m>n bo‘lsa noto‘g‘ri, m<n
da esa to‘g‘ri kasr deyiladi.

Noto‘g‘ri kasr bo‘lgan holda @, (x)=Pu(x) q(x)+r(x) ekanligidan.
%’:—(‘:}-E q(x)+;(_—’(‘i) kelib chigadi, ya'ni suratni maxrajga bo‘lish yordamida
noto‘g‘ri kasr butun qismi alohida, to‘g‘ri kasr qismi alohida yoziladi.

Umumiylikka ziyon keltirmagan holda 95(%’- to‘g‘ri kasr deb

hisoblanishi mumkin ekan.

X;ER uchun (x-x;) va x*-(z+3)x+z+ 7 ko‘rinishdagi z, z ildizli ikkihad
keltirilmas hagiqiy ko‘phadlar deyiladi.

X%(z+Z)x+z-3=x*+px+q ko‘rinishda yozib olamiz. U holda
Pa(X)=an(x-X1)%... (x-X2)" (x2+px+q)'.....(x2+psx+q,)'s ko‘rinishda yoziladi,
bunda x;+x;+ +K+2(1+ot+. ...+ L)=n.

A Bx+C . . .
e W e kasrlar sodda yoki elementar kasrlar deyiladi, bunda

X-X; x* + px + ¢- keltirilmas haqiqiy ko‘phadlar.

Teorema. Har qanday to‘g‘ri ratsional kasr sodda kasrlar yig‘indisi
ko‘rinishidagi yagona yoyilmaga ega.

Agar, masalan, Pa(X)=(x-a)...(x% + px + q)"... bo‘lsa,
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1) x*-2x°-8x%+13x-24=0; 2) x -6x2+15x-14—-0 3)2x +3x2+6x-4—0

L e Bt R R o 4) 6x°19X°-TX2-26x+12=0; 5) 4x-Tx*-5x-1=0; 6) x*+4x’-2x0-12x+9=0;
errer 7) 24x*+10x°x’- 19X 5x+6=0
yoyilmaga ega bo‘ladi. Bu yerda A, B;, C;, i€N sonlar noma’lum sonlardir. 5. Sozdd:l kasrlarga yoymg
Ularni aniglash uchun tenglik umumiy maxrajga keltiriladi, suratlari =2 _.2) 3 - ) ; )——— 6)
tenglashtiri;ladi, so‘ngra noma’lumning bir inl darajalari oldida De- 12)("’5) }("*11)@*2)0‘*3) )(x+l)zix2+zx+z) i
koeffitsiyentlar tenglashtirilib noma’lumlar soniga teng tenglamaga ega { vy 8) (x4+1)(x+2)2(x+2) 3 )(xu)(,au)(xzu)’ )n—4x+4;
chiziqli sistemaga ega bo‘lamiz. Sistema yechilib, anigmas koeffitsiyentlar 11) 1 :12) IE
tOpl]adl B-xX4+x3-x2+x-1" (x4-1)2

Bu metod anigmas koeffitsiyentlar metodi deyiladi.

) 4x=2 - >

Misol. e kasrni sodda kasrlarga yoying.
w2 A 4 B 0D

(x-1)20241) =1 (x-1)* 417

Umumiy maxrajga keltirib, suratlarni tenglashtiramiz:

4x-2-A(x XX~ l)+B(x2+1)+C(x 2x%+x)+D(x*-2x+1)

x 0=A+C

x> | 0==A+B-2C+D
X 4=A+C-2D

x° -2=-A+B+D

Barcha tenglamalami hadma-had qo‘shsak, 2=2B kelib chiqadi, B=1.
Ikkinchi tenglamadan to‘rtinchisini ayirsak, 2=-2C bo‘ladi, C=-1.
Demak, birinchi tenglamadan A=l. Uchinchi tenglamada A+C=0
ekanligidan 4=-2D, bo‘ladi, D=-2
Berilgan kasr sodda kasrlarga —=%— =L+ 5~ == ko‘rinishida
yoyilar ekan.

Mavzuga doir misollar

1. xX’+2x-3=0 uchun x*+ x’+ x’; hisoblang.

2. X>-x%-4x1=0 uchun X, X;+X,X 2+ X2 X3+XX 3+ X3 X1 +X3X' ) ni hisoblang.

3. Agar x; X2 X3 lar x*+px+q=0 yechimlari bo Isa, quyidagilarni topin
xg T XiKan pX+q }’ q P g

1) 2472472, 72,73, 70 oy 4024 %02 XX Xa X X' 2 X2,
xz X3 X3 11 x3 x3’

3)( 2 XaXa ) (%o X1 Xa) (X2 X2X1); 4)(X1+x2) (X1 3) (X +xs)

4. Gorner sxemasi yordamida ratsional ildizlarini toping.

y P
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6-mavzu. Determinantlar. Matritsalar
6.1. Determinantlarning xossalari va ularni hisoblash

nxn ta elementdan tuzilgan, kvadrat jadval ko‘rinishidagi, ikki vertikal

kesma orasiga olingan

a1 G2 930y
au a;z a;, ...az"
A= |3 @3z Qaz..Qz
Qny dpz  Gp3 Gy
ifoda »— tartibli determinant, a,¢R (ij =Tn) sonlari esa determinant
elementlari deyiladi.
Gorizontal qatorlar yo‘l (satr), vertikal qatorlar esa ustun deyiladi.
Birinchi indeksi i bo‘lgan elementlar i-yo‘l (satr) elementlari, ikkichi
indeksi j bo‘lgan elementlar esa j-ustun elementlari deyiladi.

Masalan, as4 element 3-yo‘l (satr), 4-ustunda joylashgan. a,,, a,,,...,
an, joylashgan diagonal determinant bosh diagonali, ikkinchi diagonal esa
yordamchi diagonal deyiladi.

,:2‘: ‘;‘;l ifoda 2-tartibli determinant deyilib, qiymati a,, az; — ay;a;,
ayirmaga teng hisoblanadi.

[anana; |

ayayay, ifoda 3-tartibli determinant, uning qiymati

iana:zanl

Qy1 @z A3a + Gy3023 @y + Q1309 gy = Qy3 @a@3; — @y Q33 — Gy Qp30g; songa
teng deyiladi.

3-tartibli determinant 6 ta had yig‘indisidan iborat, uchtasi musbat, qolgan
uchtasi manfiy ishoralidir. Hadlar yozilish tartibi, ishoralarni eslab qolish
uchun “uchburchak qoidasi” deb ataluvchi sxemadan foydalaniladi.

L)l; _12|=4-1—(—2)-3= 10,

-3 5
z); -2 8|=4-(-2)(-5)+(-3)-8-1+5-3.(-7)=5-(-2)-1—3-3.(=5) -
1 -7 -5

4.-8-(—7) =40 - 24 —105 + 10 — 45+ +224 = 100

n— tartibli A determinantda a; element joylashgan yo‘l va ustun
o‘chirilsa, (n— 1) tartibli determinant hosil bo‘lib, u a; element minori
deyiladi va »;; harfi bilan belgilanadi.

Ay = (-1 My son; es;\ a,; element algebraik toldiruvchisi deyiladi.
1

¢ 5 6
7 8 9

Ay =(-1) : g|=-3' Ay =(-1)- : g =6, A:zz(’l)s": 2l=6'-~
kelgusida yo‘l (satr) uchun o‘rinli munosabatlarni ixtiyoriy qator uchun
deb ataymiz.

Teorema.

1) Ixtiyoriy qator elemenlarini 0’z algebraik to‘ldiruvchilariga
ko‘paytmalari yig‘indisi determinant qiymatiga teng. .

2) Ixtiyoriy qator elementlari parallel qator elementlari algebraik
to‘1diruvchilariga ko‘paytmalari yig‘indisi nolga teng.

: A= 0 a A, 0=X7-,a,.4,,, bundaS=l...n,#k

Isbot. Soddalik uchun isbotni 3-tartibli determinantlar uchun
keltiramiz (3-yo‘l elementlarini tanladik).
Q13 Gy2 Q43

Qz; @32 QG2
a3y Qy; Q33

Masalan, a= bo‘lsa,

A=

= @3 Az + @345 +ag3A5 =

\s|%11 Gz 6]Gu Quzf _
l+a52 _(_1)S| 0y, a33'(_1) Q, Qp -

Qz

a, a
- Y| 12 13
=a3 - (=1 @3z Q33

= @y Gy @y — @y30530y — @1182385; + Qg3 G2383; + 813822833 — Gy382, %33

Masalan, Q50 Ay + 8585, 53855 = 0,85, Ay + 354, + 85345, =0
tengliklarni ham shunday tekshirish mumkin.
Misol.
b2 3 A £ %
_01 2 g 3 =2.(-1)%|-1 4 3 =2-1-(—1)‘|_11 il =2-(4+2)=12
0 0 1-1 oYL

1-natija. Determinant biror qatori barcha elementlari nol bo‘lsa,
determinant giymati nolga teng.
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2-natija. Agar determinantda bosh diagonal bir tarafida turgan
elementlar nol bo‘lsa, determinant giymati bosh diagonal elementlari
ko‘paytmasiga teng.

Isboti yoyish teoremasidan kelib chigadi:

dy; di2 dy3  dyy dy; do3 . dog

0 dxdy  di 0 di ds

0 0 ds;. ds =d 0 0  di =..=d;; d»
G

0 0 0..dn | 0 0 ..dm

Determinant xossalarini 3-tartibli determinantlarda tushunishga
harakat gilamiz.
@11 @1z Q43
Qa3 G2 Q3
G3y Qg2 O3

1°.Determinant tiror yo'li unga mos ustun bilan almashtirilsa determinant giymati
o'zgarmaydi, umaman, barcha yo'llari mos ustunlar bilan almashtivilse
(trasponirlansa) ham determinant qiymati o'zgarmayd..

2°.  Determinant ikki parallel qatori o‘rinlari almashtirilsa,
determlinant qiymati ishorasi o‘zgaradi.

Natija. Determinant ikki parallel qatori bir xil bo‘lsa, determinant
qiymati nolga teng.

3¢. Determinant biror qatori o‘zgarmas k songa ko*paytirilsa, uning
giymati ham k ga ko‘payadi.

Isboti. K songa ko‘paygan qator bo‘yicha yoyib, xossa o‘rinliligiga
amin bo‘lamiz.

Natija. Determinant ikki parallel qatori o‘zaro proporsional bo‘lsa,
determinant giymati nolga teng.

A= berilgan bo'lsin.

Qq Qyp Q3 Gy Q32 Qg3 Gy Gz Qi3
4° |0y +@y Qyn ta; aptay=|ay 8, anl+la, a; a,
Qs as; Qg3 Q3 Q3; Qg Q31 Q3; Qg3

Natija. Determinant biror qatori o‘zgarmas k songa ko‘paytirilib,
o‘ziga parallel qator elementlariga qo‘shilsa va natijasi ular o‘rniga yozilsa,
determinant qiymati o‘zgarmaydi.

Bu natijadan yuqori tartibli determinantlarni diagonal determinantga
keltirishda foydalaniladi.
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1 a; a2 . 3y 1 a3 32 .. @n
1 a;+b; 2, as 1-yo'Ini (-1)ga 0 b O
ko'paytirib,
A=| 1 a5 ayhy..a, = | golganbarcha [ 00 b, .. O
yo'llarga
.................................. qo'shamiz
1 a5 a antb, 0 0 O bn

=b; b, bs..bn.
6.2. Matritsalar

m ta yo‘l va n ta ustunga joylashgan, m n ta elementli, to‘g‘ri
burchakli jadval mxn o*lchamli matritsa deyiladi va

843 813 o G1q @11 @12 - O

FE ] (5

by g - s A W
ko‘rinishda yoziladi. Determinantlardagi kabi a,, element i -yo‘l, j-ustunda
joylashgan elementdir.

Matritsani A = ||ay|}ii m ;= kO‘rinishda ham belgilash mumkin.

m=n bo‘lsa, matritsa kvadrat matritsa deyiladi. .

Bosh diagonaldagi elementlardan boshqa elementlar nold'an iborat
bo‘lsa, matritsa diagonal matritsa deyiladi. Diagonal matritsa bos}!
diagonali elementlari 1 ga teng bo‘lsa, birlik matritsa deb ataluvchi

100 ..
_fo 1 0. . o
E-(o % B m)matrltsa hosil bo‘ladi.
: 1 . . .
A= |jay]l Kvadrat matritsaga mos determinant |al ko‘rinishida
belgilanadi.

Agar A matritsa uchun Al = 0 bo‘lsa, A matritsa xos, Al 0 bo‘lsa, u
holda A xosmas matritsa deyiladi. o

Agar |la |, ||b,]| matritsalarda a;; = b, {i = Tm,j =Tn)bo'lsa, A va B
matritsalar o‘zaro teng deyiladi.
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OfIchamlari bir xil A=|ja, }, B=||b,| matritsalar ustida amallar
quyidagicha kiritiladi:

I. Qo'shish (ayirish). A £ B= ||a,; + b,

2. Songa ko‘paytrish. ier soni uchun 1-A = |jia,|

Matritsani matritsaga ko‘paytirish birinchi matritsa ustunlari soni
ikkinchi matritsa yo‘llari soniga teng bo‘lganda kiritiladi xolos.
A-B=Cbo'lsa, C matritsa elementlari ¢,; = a,y b, + a b, ; o +a,b,;
(t=Tm.j =17) qoida yordamida topiladi, boshqacha aytganda,
/811 Gz T Gy, by by o by
(an G2 T G ) byy By, v by,
Qy Qg " Ay bnl bﬂZ o bﬂ‘
by Fagby + ot @by iag by + apby + o +ay, by

Misol: A=} 2 3), B

0
=61 ()
Matritsalar berilgan. 2A-3B, A-C ni toping.
AR_(2 4 6)_¢0 3 6y_(2 1 o0
L 2A-0h (8 10 12) (9 12 15)‘(—1 -2 -3
1231" C142:243.(=1) 1. 1A
i - L b e i e B b
Bu klrmlgan amallar quyidagi xossalarga ega:
1> A+0=0+A=4 55 (A+ A=A+ ua
2. A+B=B+aA 6°. (A+B)-c=A.c+B.c
30 A(u-A)=(Au)-A 7° (A-B)-c=A-(B-C)
4°.2(A+B)= 1A+ iB

Shunisi qizigki, A-B=B -4, lekin |A-B| =B -A|=[Al- [B]
. /12 1 0 :

Misol. A—(0 by B=(; ) bo'lsa, lal =3, |B/=-3

A.B:(; :g) B.A:(: _27) JA-B|=|B-Al= -

Natija. Bittasi xos matritsalar ko‘paytmasi yana xos matritsa bo*ladi.

Faraz qilaylik, A-kvadrat matritsa bo‘lsin, A matritsani n marta
o‘zini-o‘ziga ko‘paytirsak, a*=a.4-4--4 hosil bo‘ladi va quyidagi
Xossalarga ega: A° = E, A’ = 4,A™ . 4% = A™*k, (A™)* = gm=

Eslatma. A* = 0 ekanligidan A = 0 kelib chiqdi.
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Matritsada yo‘l va ustunlar o‘rinlarini almashtirish transponirlash
deyiladi va 4™ ko‘rinishda belgilanishi mumkin. Agar mxn o‘Ichovli bo‘lsa,
AT nxm o‘lchovli bo‘ladi.

1 4
. 71 |2 |3 T

Misola=( ¢ o), A —(g 2)

Transponirlash quyidagi xossalarga ega:

(AY =A, 2)(AA)y =247, 3)(A+B)"=AT+B", 4)(A-B)"=B"-A°

rkkinxn o‘lchamli A, B kvadrat matritsalar uchun A-B=B-A=E
bo‘lsa, B matritsa A matritsaga teskari deyiladi va A~ ko‘rinishida

belgilanadi.
Dastlab, 4= C“ a") matritsa teskari 2=( ¥) matritsani topamiz.
Ay 3 X ¥ 1 0
A-B=Eshartga ko’ra, (an ax) (: u) 5 1) Demak,
a,x+a;z=1, ayy+aju=0, ayx+a,zr=0, ayy+au=1
. . . S A "
Bu sistemalarni yechib, x= 5:&, y—:‘:h, z=, u 5:-.,
ekanligini topamiz
Bunda, a= !a“ — |4y lar esa .z, - algebraik to‘ldiruvchilari.
21
_ {31 321
A= (a21 3:2) matrltsaga teskari matritsa
A A Aa _-L
- =1( 1 ") & ishida bo‘lar ekan.
A il Ay &. h ko‘rin

Teorema. Har qanday xosmas A = {ja, || kvadrat matritsaning teskarisi
mavjud, yagona va

Ay Aa L. Am Ay Ay Ay
A'1=(.A I =3 Az An ™ Am ) bunda A= |A|

A a a \Ay, Azn  Ana
Isbot.
Gy @ " Gy Ay Ay o Ay 0A 2 - 00
= Gz1 G2 * G A Ay v A ) 1_1 . _
“““:(. ! ) . ; v 12=5lo 0 ao)~E
Gpy  Gua "7 Gpg 1a A = Al 0 0 - A

A~ .ani ham E ga tengligini tekshirishimiz mumkin.

Agar A™* dan farqli C ham teskari bo‘lsa, ya’ni
AC=ca=£C-A-at=ca-a=C-E=C,Ca-At=(QA)A*=E- A" =4""

Bu tengliklardan ¢ = A7 kelib chigadi.

|a] =0 bo‘lsa, A~ mavjud bo Imasligi ravshan.

JA-A7Y =|El =1dan |A7Y| = —— ~ kelib chiqadi .

Misol. 1) A= (Co%@ —sine c,a teskari matritsa toping.

siha cosa ] . .
|Al = cos’a + sin’a = 1 ekanligidan teskari matritsa mavjud va yagona.
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Ay = cosa, Ay =sina Ay, = —sina, A, = cosa bo‘lganligi uchun
ATl =( wsa sina

—sin@ cosa
2 & 1
1 1 -1 -1 G . o g
2)A= (1 fe i _1) ga teskari matritsani toping.
1 -1 -1
111 1 fAd 5 =25
e -a=a] e =2 -3 _
A=l —1 1 —1|Tfo -2 o -2|["2 © —2=-16
1 -1 -11! lo -2 -2 ol"2 =2 ©
Auy=-4, Ay=-4, Ay=-4, Ay =-4
Ap =-4, Ap=—4, Ap=4, Ap=4
Ap =—4, Ap =4, Ag; = 4, Apy =4
A14=—43 A26=4’ AM=49 Ay = —4

o =& =k i 11 1 1
-1 1 -4 —4 4 4 1t 1 -1 -1
Demak, A -1;(—4 ¢ -4 4|31 -1 1 -1}

-4 4 & —4 1 -1 -1 1

Biror mxn tartibli A= |ja,||...matritsaning k ta yo‘li va k ustunini
olib, kxk tartibli kvadrat matritsa tuzamiz. Bu kvadrat matritsa determinanti
A matritsaning k tartibli minori deyiladi.

Bunday k tartibli minorlar bir nechta bo‘lib, ular turli xil qiymat
qabul qilishi mumkin. Ular orasida noldan fargli bo‘lgan yuqori tartibli
minorni topish muhimdir.

A matritsaning noldan farqli minorlarining eng yuqori tartibi uning
rangi deyiladi va rang A ko‘rinishda belgilanadi.

12 3
Misol. A = (2 4 6 )rangini toping.
3 1 -1
> % 12 3 o
l1f=1, |3 1|=—10a=o, 2 4 6 |=0bo‘lganligi uchun rang A=2
31 -1

Rang hisoblashda turli xil deteminantlarni hisoblashga to‘g‘ri keladi.
Shuning uchun rang hisoblashning oson usullaridan birini keltiramiz.

Berilgan matritsada:

1) ikki paraliel qator o‘rinlarini almashtirish;

2) biror qatorni o‘zgarmas songa ko‘paytirish;

3) biror gatorga o‘zgarmas songa ko‘paytirilgan boshqa parallel
qatorni qo‘shish shu matritsaning elementar almashtirishlari deyiladi.

Elementar almashtirishlar matritsa rangini o‘zgartirmaydi.

Demak, matritsa diagonal ko‘rinishga keltiriladi va rangi oson
topiladi.
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25 31 17 43

: 75 94 53 132 e e
= ing.
Misol. A (75 or Ea 134> matritsani rangini toping

25 32 20 48 )
Dastlab, 1-yo‘lni (-1) ga ko‘paytrib, 4-yo‘lga, (-3) ga ko‘paytrib 2,
3-yo‘llarga qo‘shamiz:

25 31 17 43
0 1 2 3
(0 b 3 S)

3

0o 1 5
2-yo‘lini (-1) ga ko‘paytrib, 3, 4-yo‘llarga qo‘shamiz:

25 31 17 43
0 1 2 3
0 0 1 2

0 o0 1 2
3-yo‘lini (-1) ga ko‘paytrib , 4- yo‘lga qo‘shamiz:

25 31 17 43
0 1 2 3
0 0 1 2

0 a 0 O

25! 31. |17
Bu matritsaning noldan farqli eng katta minorlaridan biri jo 1 2|=25
0 0 1

bo‘ladi va |al = 0 ekanligidan rang A=3.
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7-mavzu. Chizigli tenglamalar sistemasi

ntax,, x,, x ..., x, noma’lumli, chiziqli, n ta

8% Fagg + o F ik, = by
82Xy # 8ppXp o+ v d Xy = by

oy. b . € R tenglamalar sistemasini yechish

Gus X, + s + b drgry = By
usullari, yechimi ganday bo‘lishi masalalarini ko‘rib chiqamiz.

7.1. Kramer formulasi

G5 Az Oy w
y ) . G G Q5 .03

Noma'lumlar koeffitsiyentlaridan tuzilgan a=
Op:  fpz  Qpg e Qny

determinant

tenglamalar sistemasining asosiy determinanti, undagi j-ustun o‘rniga ozod
b hadlardan iborat ustun qo‘yilgan determinant esa j-yordamchi
determinant deyiladi va 4, ko‘rinishida belgilanadi.

Bi)ess a]j.]b| Ajj+1...An
a... az,-..bg A2j+1...a2n

3n1-.- 8njbn Anjer..8m

Dastlab, berilgan tenglamalar sistemasidan har bir i-tenglamani A, ga
ko‘paytiramiz va hosil bo‘lgan tenglamalarni qo‘shamiz:
(a1A3y Faz Ay + o+ 2,4, )% + ((AphAys + 25080 + 0 +3,54,) %+ 4 (agadyy

Faypdsy ot Bpadn )X, = by Ayy + DAy o+ b AL

Determinantni yoyish haqidagi teoremaga ko‘ra: a-x, =4, Endi
sistemadagi har bir i-tenglama A, ga ko‘paytirib qo‘shilsa, 4-x, = 4,,...,
4, ga ko’paytirib qo‘shilsa, ax,, = a,, tenglik hosil bo*ladi.

Demak, sistemadagi noma‘lumlar x, = -‘f formula yordamida
hisoblanar ekan. Bu Kramer formulasidir.

A.x, = A, tenglikdan quyidagilar kelib chigadi:

1)  a=odasistema yagona yechimga ega, uni birgalikda deyiladi.

2) a=0, o,=0bo'lsa, sistema cheksiz ko‘p yechimga ega.

3)  a=o0, 4, lardan birortasi noldan fargli bo‘lsa, sistema yechimga
ega emas.

Misol. Kramer formulasi yordamida yeching:
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X +x, ¥X3 =X, =2 § 4 1,=1
{x‘+2x1+3x3—4‘<‘——7 e 1 2 3 -4 3
2%, +X;— X3+ x;=5 2 B =i ’
4x1+3x,+2x,—4x,—0 4 3 2 -4
121 -1
—2 z 3 —4 1 -2 3-4]_
A1= § 1 =1 " h8Mg 3 = a™®
0 3 _ 2-4 4 0 2 -4
112-1 1 11 2
A= ; 12 g 14' =9, 4,=|, f _31 2—12 bo‘lganligi uchun
4 3 0-4 4 3 20

% =1,%=2x=3,x,=4
7.2. Matritsaviy usulda yechish

Berilgan tenglamalar sistemasini matritsaviy

a3y 9 G1n %y by

(““ g ..."f")- *)_[®) yoki A-x=8 ko‘rinishida yozish
Guy Gz G/ \xy/ \b,

mumkin. "y
Agar |Al #0 bo‘lsa, A~ matritsa mavjud va yagona bo‘lishidan

At A.x=A"1.Byokix=A""-B.
Noma’lumlardan iborat X-ustun matritsani bunday topish matritsaviy

usul deyiladi. '
Misol. Yugqoridagi sistemani shu usul yordamida qayta yechamiz.

|Al = &= 3 ekanligini hisoblaganmiz.

11 1-1
A:I‘z 237 matritsaga teskari 4~ i topamiz
B8 FTRE b 1s [14 153 T
Ag=l1 -1 1'=s-.\,,= 1 -1 1l=-%:1Au={2 3 —3|=-3;A4= 3 4=
3 2 -4 2 2 -3 3 2 —% 2 =1 1
1°8 -4 11 -1 1 -1 ! -1
Au=-‘2 -1 1}=-6 A.;iz -1 1%-6 Ay = ‘1 3 =3|=6:A;=1 3 -4j=-3
¢ 2 -4 4 2 =4 4 2 -4 2 =1 al
1 2 ~¢ 11 =% '+ N 11 -1y
Ag={2 1 1{=9: A;,:—!z 11 =-S:A,,=l1 2 -4f=-3; Ag=l1 2 —4|=-2:
4 3 -4 4 3 -3 s 3 -3 2 1 1
12 & IR | 11 1 1.1
A== 1 -1f=5;A,=[2 1 -1!—-—1; Ag=-l1 2 s'=o;A..=1 2 3|=-1
s 3 2 LS 12 s 3 2 2 1 -1
5 —4 -3 27
Demak, a-:=if¢ ¢ 6-3
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Xy 1\
X= ‘:f):(g,.‘1'n£x,=l.x;=2,x,=3.x‘=4 2
4/

7.3. Noma’lumlarni ketma-ket yo‘qotish (Gauss) usuli

Berilgan chizigli tenglamalar sistemasi koeffitsiyentlari orqali
quyidagi jadvalni tuzib olamiz.
81 Q33 83384, b,

b,
Gz1 Gy Qg3 Gy |72

b,

Qny Qny Gy ol 1n

Bu jadval berilgan sistema kengaytirilgan matritsasi deyiladi.

Har bir satrda bittadan tenglama turibdi, faqat tenglik o‘miga
chiziqcha tortilgan.

Bu matritsa ustida o‘tkaziladigan har bir elementar almashtirish
berilgan sistemaga ekvivalent sistema hosil giladi. Shu sababli, elementar
almashtirishlar , yordamida kengaytirilgan matritsani  uchburchak
ko‘rinishiga keitirib olamiz, buning uchun s,, =0 bo‘lishi kifoya agar
a; =0 bo‘lsa, birinchi tenglamani boshqa yo‘ldagi tenglama bilan
almashtirish orqali bunga erishish mumkin.

Faraz gilaylik, elementar almashtirishlar yordamida kengaytirilgan

@3 Qg3 0Oy .8y | By
matritsa| o 3 - & [& | ko*rinishga kelsin.
0 0 0.c, I/
QyiXy + BgaX; + Qu3Xg+ o F 8gXy = By

Cnl; s C;v;lg + "‘+meﬂ = Cz
Cazxz + o+ Capxy = (5

Unga mos sistema: 0 ‘rinishida bo‘ladi.

Canxz = Cy
Bu sistemadan dastlab x, , so‘ngra x,_,, ...... , va nihoyat x, topiladi.
Bu usulda 2-tenglamadan x,,ni 3-tenglamadan «x, eax,, .., n-
tenglamadan  x;.x;,.., x,., ketma-ket yo‘qotilayotganligi uchun
noma’lumlarni ketma-ket yo‘qotish usuli deyiladi. Bu usul Gauss nomi
bilan bog‘liq bo‘lib, talabalarga elementar matematikadan ma’lum.

Misol. Avvalgi usullarda yechilgan sistemani olaylik. Uning
{14 To=114d

kengaytirilgan matritsasi ! f ’l’j -52; ko‘rinishda bo‘ladi. 1-yo‘l

\; 3 & =& o/
elementlarini (-1)ga ko‘paytirib 2-yo‘lga (-2)ga ko*paytirib 3-yo‘lga, (-4)
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ga ko‘paytirib  4-yo‘lga  qo'shamiz, natijada,  kengaytirilgan

1 2 1 1]2
( g 11 f 3_ ; _:) ko'rinishiga keladi  yo'Int 3,4 -yo'l elementariga go’shamiz.
matritsa_ 0 1 2 0}|-8

1 1 1 -1
0o 1 2 -3
0 0 -1 ©

0 0 0 -3

2
—
=

-12

X+ X+ x5 x; =2
Bu matritsaga mos sistema. %~ 31 i 3*«3 =4 )
~3x, =-12
ko‘rinishida bo‘ladi. Ketma-ket x,=4;x;=3 larni topib, 2-tenglamaga
b .

4 %, +2.3-3-4=—4

Bu yerdan x, = 2 ekanligini topib, 1-tenglamaga o‘tamiz.

x;,+2+3-4=2 . Demak, x;=1.

7.4. Bir jinsli sistemalar

Agar qaralayotgan chizigli tenglamalar sistemasida barcha ozod
hadlar nol bo‘lsa », = 0,(i =1,n), sunday sistema bir jinsli deyiladi.
ayx; +agX, Fer+agx, =0
ag:Xy FaXy +er+a,x, =0
A,3Xy +8,9% + " +3,,X, =0 .
Bu holda x,=x,=x;=--=x,=0 sonlar har bir tenglamani
qanoatlantirib, sistemaning trivial yechimi deyiladi.
Bir jinsli sistemaning trivial bo‘lmagan notrivial yechimlarini
qidiramiz.

Kramer formulasiga ko‘ra A;=a,=--=4A,=0 notrivial yechim
mavjud bo‘lishi uchun A=0 bo‘lishi zarur. Unda sistema cheksiz ko‘p
yechimga ega bo*ladi.

Notrivial yechimlarni topish uchun sistema uchburchak ko‘rinishga
keltiriladi.

a=0ekanligidan sistema oxirgi tenglamasida ikki noma’lum qoladi.
Ulardan birini ozod parametr deb olib, qolgan noma’lumlar u orqali
yoziladi.

Parametr cheksiz ko‘p qiymat gabul gilgani uchun notrivial cheksiz
ko‘p yechimlarni topamiz.

Misol.

Xyt —ig =0 — : -
3, + 5% — 7% =0 sistema notrivial yechimlarini toping
4%, = 5%, —6x; =0
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2 1 -4 2 1 -4 ]2 1 -4 . 5 .
a=l3 s -7]=3l0 7 —2|=3ijo 7 —zl =0 bo‘lgani uchun trivial
4 -5 -6t “lo -7 21 “lo o 0

bo‘lmagan yechimlar mavjud.

Sistemaning oxirgi tengligi —7x, + 2x; = 0 ko‘rinishda bo‘ladi. Agar
x3 = 74 desak, x; = 24 bo‘ladi. Ularni birinchi tenglamaga qo‘yib:

2%, +24-4-71=0 vax, =134

Demak, (134;2i: 74), i€R ko‘rinishdagi uchlik sistemaning
yechimidir. Bu yechimlar oilasi trivial yechim (0; 0; O)ni o°zida saqlaydi.

Shu paytgacha qaralgan sistemalarda noma’lumlar soni tenglamalar
831Xy 255X, o Fag,X, = by

AyXy + 25X, 0 Faz, X, = b,

soniga teng edi. Umuman,{ m# 7,

Sy + Ay o F Aty = by
sistemalarni ham qarash mumkin. Bunday sistemalar birgalikda bo‘lishi
asosiy va kengaytirilgan quyidagi matritsalar rangiga bog‘liq bo*ladi.

1y Q2 04y Gy By e Bieby
A=| an Qp - Gq | A=|2an ©n . ayb
Qi Qppa  celopy Qi @y @by

Teorema. (Kroneker-Kapelli): Tenglamalar sistemasi birgalikda
bo‘lishi uchun A va A matritsalar ranglari teng rangA=ranga bo*lishi zarur.

Mavzuga doir misol va masalalar

1. Determinantlarni hisoblang.

D) |5 4| 2) lsina —cosal 3) |sinza cos’a 4) }} g 2
3 -2 cosa  sina sin’f cos’B 78 9
3 4 =5

5) '8 7 —2|
2 -1 8

2. Nollari ko‘p qator elementlari bo‘yicha yoyib hisoblang:
1 b 1 -x 1 x 1 0 0

1.0 b 0| 2.|0 —x -1 3).|-2 =3 1
b 0 -b x 1 -x 3 8 -2

3. Tenglamalarni yeching:

3 X =X X x+1 x+2

1). 2 -1 3|=0; 2). [x+3 x+4 x+5|/=0;
x+10 1 1 x+6 Xx+7 x+8

3). cos8x  —sindx| _ 0

sin8x  cos5x
4. Determinant xossalaridan foydalanib hisoblang:
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sinfa cos2a cos’a
1). [sin®B 1 cos?p sin’B cos2f costp
sinfy 1 cos?y sinfy cos2y cos®y
(a,+b) a*+ b® ab,
3). |(a. + b2)? a,2+b,° ab,
(a3 + By)* @ +by° aby
5. Determinant xossalaridan foydalanib hisoblang:

sinfa 1 cos?a
2).

i o404 T 5 I 1
D-f1 1 -1 1|91 1 o 1
1 01 1 -1 1 1 1 0
1 2 3 4 35 59 71 52
p |1 ¢ 9 s, |4 70 77 54
11 8 27 es | 43 68 72 52
1 16 81 256 29 49 65 50

6. Uchburchak ko‘rinishiga keltirib hisoblang.

5. 2 3 - on 1 2 2 - 2

-1 0 3 - n 2 2 2 - 2

) -1 -2 0 - n| 2| 2 2 3 -2
1 -2 -3 0 2 2 2 n

0o 1 1 1 n 1 1 1

1 0 1 1 1 = 1 1

3).1 1 1 0 i 4). | 1 1 n 1
101 1 0 1011 n

. A = (g :i), B= (3 ;’), C= (‘; _21) bo‘lsa, A - B — 2C ni hisoblang.

8.a=(; )=, ])botlss (i+1)-4+(i—1)- Bnihisoblang.

9. Hisoblang.

DG 226 6 P0G Sr G

10. Kvadrati nol matritsa bo‘lgan barcha kvadrat matritsalarni toping.
11. Kvadrati birlik matritsa bo‘lgan barcha kvadrat matritsalarni toping.
12. Quyidagi matritsalarga teskari matritsani toping.

1 2 -3 1 2 2
1)(5 ‘3*) 2) (0 1 2)3) (2 1 —2)
00 1 2 —2 1
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13. Matritsaviy tenglamalarni yeching.
3 5 =
I)G zz})"‘:(s 5) 2 "(g i)=(~; é)

26 PG -G 1)

1 2 1, =3 0
4913 2 -4|'x={10 2 7)
2 =1, 0 10 7 8

14. Matritsa rangini hisoblang.

0 4 10 1 1 -1 23 4
4 8 18 7 2 1 -12 0
2 ( 10 18 40 17) A= & 11 3

1 (/7 3
3 -7 8 9 13
15. Tenglamalar sistemasini 1) Kramer formulasi 2) Matritsaviy 3) Gauss

usullari yordamida yeching.

2 {3x+2'y=7 {5x+2y=4
)lax-5y=40 2 Ux+4y=8

1 +2x;+4X3=31
4){x

X +X + 25 =-1
3) {le—xz +2x; = -4
4X, +X; +4x; = -2
5X, + X, +2x; = 29
3%, —X, +%x3 =10
X +2%, +3%;—2x, =6 X, + 2%+ 3x;+4x, =5
2x; =X, —2%;—~3x, =8 2%, + X+ 2%, +3x, =1
3X; +2xX, X3+ 2x5, =4 ) 3%, + 2%, +x3 +2x, =1
(2:~r1——23:(2+2x3 +x, =—8 4xy + 3%, + 23 +x, = -5

5)

{Ax+y+z—1 X+ ay+a’z = a° ax +by+z=1
7){X+Ay+z=2 8){x+by+b?z=>b3 9) {x+aby+z=b
X+y+2Az=2° X+cy+ciz=c? Xx+by+az=1
16. Bir jinsli tenglamalar sistemasini yeching:

Xy + 2Xp +23x, +3"’:x4 =(§) X;IZIEI: = g
L zz:;;::giziw = ) BRI S

) =ru X2+2K3+3X4=0
X; + 5%y + 5%; +2x, =0 Xs + 2%, +3%5 = 0
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Oliy algebra elementlariga doir joriy nazorat uchun uy vazifalari

l,agarn=3k~-2
1 .
1. z = — 7= kompleks son berilgan, bunda k=1{0,agarn = 3k—1
el —1,agarn =3k
a) zni algebraik formada yozing va Z'ni hisoblang.
b) z ni trigonometrik formada yozing va z"">°, {/Z larni hisoblang.
¢) z ni ko‘rsatkichli formada yozing.

2. X* +Nx+1=0 tenglama yechimlari x,,x,,x, bo‘lsa, quyidagilarni
hiscblang
13 +x3+x5;  2)xix, +X,X3 +XIX; + X,X3 + x3x, +X3%%;
3) xix3 +x§ - x5 + xixd +xxg + xixd +xF - x}

LA g 1
w4 (x+1)* Ik (1(2*’1)24.(’(1"’1)z

3. Ferrari usuli bilan yeching;
®—xi4 (42 _’*T’) ¢ + 2Nx+ (‘.E_ 1) - o, yordamchi kubik tenglamaning

bitta yechimi — %

4. Gorner sxemasi yordamida
Pex)=x*+(1-N)x*—-Nx*-x*+(N-1)x+Nva

P,x)=x*— (N + 1)x* + (N +x)x> — (N + 1)x + N ko‘phadlar EKUB va
EKUK larni toping.

x+N
5. x5 42x¢ + (N -1)x% +2(N—-1)x2 -Nx-2N
6. Nollari ko‘p qator elementlari bo‘yicha yoyib hisoblang.

kasrni sodda kasrlarga yoying.

1 2 3 =5
2 0 -1 0
3 0 2 N
4 0 5 0

X, _NX2 - Xz _X4=3
7 X, + X, +Nx; +2x, =0
2%, +Nx, +x; +x, =0

N-x, —3x, +2%; —x3 = —1

1) Kramer qoidasi, 2)Matritsaviy, 3) Gauss usuli yordamida yeching.

sistemani

co



Fazoda analitik geometriya
8-mavzu. Fazoda analitik geometriya
8.1. Fazoda Dekart va yarim qutbiy koordinatalar sistemasi

1. To‘g'ri burchakli Oxyz Dekart koordinatalar sistemasi o‘lchov
birligi aniglangandan so‘ng o‘zaro perpendikulyar, bitta 0 nuqtada
kesishuvchi 0x, Oy, 0z o‘qlari yordamida kiritiladi. Bunda 0-koordinata
boshi, Ox-abssissa, Oy-ordinata, 0z-oplikata o‘qlari deyiladi.

Biror C nuqta berilsa, undan 0x, Oy, 0z o‘qglariga perpendikulyar
tekisliklar o‘tkazamiz. Bu tekisliklarning son o‘qlari bilan kesishgan
nugtalari C nuqtaning to‘g‘ri burchakli yoki Dekart koordinatalari
deyiladi. C(x;y;2), x=0C,., y=0C,, z=0C,.

Bu kattaliklar, mos ravishda C nugqta abssissasi, ordinatasi, oplikatasi
deyiladi.

Oxy, Oyz, Oxz tekisliklari koordinata tekisliklari deyiladi. Ular fazoni
8ta bo‘lak - oktantlarga ajratadi. Masalan, / oktantda x>0, y>0, z>0 bo‘lsa,
oxirgi VIII oktantda x<0,y<0, z<0 bo‘ladi.

2. Fazodagi C nuqta holatini qutb koordinatalari va oplikata
yordamida aniglash mumkin. Buning uchun Dekart koordinatalari boshi va
qutb boshini bitta nuqtaga, boshlang‘ich nurni abssissaga ustma-ust
qo‘yamiz. C nuqtaning Oxy tekislikdagi proyeksiyasi ¢’ bo‘lsa, r=I0C’I,
¢=<x0C’, z=('C Kkattaliklar yordamida C ning fazodagi holati C (r, ¢, z)
tarzida aniqlanadi. Bunda r, ¢, z — silindrik koordinatalari, kiritilgan
sistema esa silindrik koordinatalar sistemasi deyiladi. Silindrik va Dekart
koordinatalari o‘zaro bog‘lanishi qutb koordinatalar yordamida

X = YCOSQ
{y :7_'5;"40 r=/x% + y?, tg:p=f ko‘rinishida bo‘lishi avvaldan
ma’fum.

3. Fazodagi C nuqtani ko‘ramiz. 0C=p, <C0z=6 bo‘lsin. Bundan
tashqari C nuqtaning qutbiy ¢ koordinatasini ham ko‘ramiz.

P, ¢, © kattaliklar C nuqtaning sferik koordinatalari, kiritilgan
sistema esa, sferik koordinatalar sistemasi deyiladi. Yordamchi kattalik
sifatida C ning qutbiy r koordinatasi ma’lum desak,

r=pcos(50% ¢ )=psin & orinli ekanligidan,

X = rcosQ = psinBcosy
y =7sing = psinBsing o‘zaro bog‘lanishni keltirib chigaramiz.
Z = pcos@

* . X . =Y — 2 2 =¥
Aksincha, ccs¢ T ST r=Jx*+ yitgo o
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= - z LAl iyt ay®
p= ’xz + )’2 + 2<, cos e—m, sin 8 ———\im.
pog‘lanishlarni keltirib chigarish talabaga qiyinchilik tug‘di'rmaydl. '
Silindrik, sferik koordinatalar sistemasida ba’zi qutbiy koqrdmgtale}r
qamashganligi uchun ular yarim qutbiy koordinatalar sistemasi deyiladi.

8.2. Fazoda masofa, kesmani berilgan nisbatda bo‘lishi,
koordinatalarni almashtirish

Fazoda Dekart koordinatalari kiritilgan, A(xy,y1,z1), B(x,,3:,22)
nuqtalar berilgan bo‘lsin. Agar A',B' nuqtalar A va B ning Oxy tekislikdagi
proyeksiyasi bo‘lsa, 14" B'T=y/(x; — x,)* + (02 — ¥)?

A nuqgtadan A’ B'kesmaga parallel chiziq o‘tkazib, uni BB’ bilan
kesishgan nugtasini B”' bilan belgilaymiz. U hoida 1BB'I=z, - z,. Pifagor
teoremasiga ko'ra: IABI=y | A'B" |2 + |BB"' | %

Demak, IAB| =.(x, —x)2+(; —»)* + (z2—2z,)* bu ikki
nugqta orasidagi masofani hisoblash formulasi deyiladi.

Agar A va B tutashtirilib, kesma hosil qilinsaxvigu kes;nfgz: C(xz;zr;izz):
nuqta olinib, :—:;;:- =) munosabat o‘rinli bo‘lsa, x= ‘h 3 2y ‘1 o o
formulalarni keltirib chigarish mumkin. Xususan, IACI=ICBI, A=1 bo‘lsa,
x'-‘—“i‘:—”, y=’42—’1’—, z=5‘—;'i’ kelib chigadi.

Agar koordinatata boshi O(0;0;0) dan biror-bir 0’ (ajbic) nuqtaga
ko“chirilsa, A(x;y;z) nuqtaning yangi x'o'y’z’, sistemadagi koordinatalari
mos ravishda A4'(x',y",z") bo‘ladi. Eski va yangi koordinatalar

3

x=x'+a )
y =y + b formulalar yordamida o‘zaro bog*lanadi.
z=2z+c¢

Agar X,y o‘qlari 0z atrofida biror a burchakka burilsa, eski va yangi
koordinatalar bog*lanishi

y = x'sina + y'cosa

{x = x'cosa — y'sina

z=2'
ko‘rinishda, x,z o‘qlari Oy atrofida biror p burchakka burilsa,
x =x' cosB—z' sinf
y=y'
z=y'sinf+2z' cosp
ko‘rinishda, y.z o*qlari Ox atrofida biror-bir y burchakka burilsa,
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x=x
' = y'cosy — z' siny
2z =y'siny+2z' cosy
bog‘lanishlar o‘rinli bo‘ladi. Bunda o, B, y — burchaklar Eyler burchaklari
deyiladi.

8.3. Vektorlar, amallar, xossalari

Ko‘pgina miqdorlar (hajm, massa, zichlik, temperatura) faqatgina
son orqali aniqlanadi. Shuning uchun ular skalyar miqdorlar deyiladi.
Ba’zi miqdorlar esa ham son qiymati, ham yo‘nalishi bilan aniglanadi
(kuch, tezlik) bunday miqdorlar vektor miqdorlar deyiladi. Ularni
o‘rganish uchun “vector” tushunchasi kiritiladi.

Yo‘naltirilgan kesma vektor deyiladi. Kesma boshi vektor boshi,
oxiri esa vector oxiri deyiladi. Agar nuqta A nuqtada boshlanib, B nuqgtada
tugasa, AB yoki @" kabi belgilanadi.

Agar ikki vektordan birini parallel ko‘chirish natijasida ikkinchisini
hosil qilish mumkin bo‘lsa, ular teng bo‘ladi, ya’ni yo‘nalishdosh, uzunligi
teng vektorlar o‘zaro tengdir.

Parallel to‘g‘ri chiziqlarda yotuvchi vektorlar kolleniar, bir
tekislikda yotuvchi vektorlar o‘zaro komplanar deyiladi.

Boshi va oxiri ustma-ust tushgan vektor nol vektor deyiladi va 0
tarzida yoziladi, uning yo‘nalishi ixtiyoriy deb qabul gilinadi.

8.4. Chiziqli amallar

Ikki @va b vektorlar yig‘indisi deb shunday ¢ vektorga aytiladiki,
bu vektor @ ning oxiriga b parallel ko*chirib keltirilganda, @ ning boshi va
b ning oxirini tutashtiruvchi vektordir. =g+

Agar vektorlar boshi bir nuqtaga ko‘chirilib, tomonlari shu vektolar
bo‘lgan vektor yasasak, umumiy uchdan chiquvchi diagonal yig‘indi
vektor bo‘ladi. Qo‘shishning bu usullari uchburchak va parallelogramm
qoidalari deyiladi .

& va b vektorlar ayirmasi deb, shunday ¢ vektorga aytiladiki, &=¢+b
o‘rinli bo‘ladi. Parallelogramm usulida ¢-ayirma vektor berilgan vektorlar
uchlarini tutashtiruvchi, @ tomon yo‘nalgan diagonal vektordir.

£

@ vektorning haqiqiy A songa ko‘paytmasi deb shunday vektorga
aytiladiki, bu vektor uzunligi I\LIal ga, yo‘nalishi 2>0 da @ bilan bir xil,
A<0 da esa @ ga qarama-qarshi yo‘nalgan vektordir.

Fazoda boshi A(x;; y;; 2,), oxiri B(x,; y,;2,) nuqtada bo‘lgan
vector @=AB=(x , — X4} ¥» — ¥y} Z3 — Z;), vektorga teng. Demak, ixtiyoriy
vektor boshini koordinata boshiga ko‘chirish mumkin, ya‘ni fazoda qancha
nuqgta bo‘lsa, shuncha vektor mavjud va aksincha. Qolgan vektorlar
“aylangani chiqgan” xolos.

@ vektorning 0x,0y,0z o‘qlariga proyeksiyalari mos ravishda x,y,z
bo‘lsa, ular vektorning koordinatalari deyiladi va a (x;y;z) tarzida yoziladi.

Ikki nuqta orasidagi masofa formulasidan: @ =/x7+y?+z%,

|AB | = /(% 2= %) + (V2 — 1) + (22— 2,)° ekanligi kelib chigadi.

Koordinatalari bilan berilgan @ (x; ; ¥1; 23), b (x,; y, ;2;) C ustida
arifmetik amallar quyidagicha kiritiladi:

a+_5=(.t 21X ye £33 2 1 24), A @=(Axy ; Ay Azy)

Agar @, b vektorlar o‘zaro kolleniar bo‘lsa, shunday haqiqiy A topish
mumkinki, 5=) & o‘rinli bo'ladi, ya'ni ;2 =3 = Z=).

Agar d (x;y;z) vektorning 0x;0y;0z o‘qlariga og‘ish burchaklari mos
ravishda o,B,y bo‘lsa, bu burchaklar kosinuslari-cosa, cosp, cosy lar
vektorning yo‘naltiruvchi kosinuslari deyiladi.
x=|d L.cosa, y=1a l.cosp z= | @ I. cosy ekanligidan doimo
cos?a+ cos?B + cos?y=1 o‘rinli bo‘ladi va

54
_ = 0sY=
B JxZ+yiez? 05[3 Jx’4vy’+z”c !

Vektorni qo‘shish, ayirish, songa ko‘paytirish amallari quyidagicha
Xossalarga ega:

vxiey*+r®

1) a+b=b+a

2) (a+byté=a+(b + &)

3)  Mpd=(iwa

4) (M Pla=rdtpa

5)  A(@+b) =rd+rb

Bir necha &,,d,,..,d, vektorni qo‘shish uchun, birining oxiriga
ikkinchisini parallel ko‘chiramiz. &, ning boshi va d,ning oxirini
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tutashtiruvchi vektor yig‘indi vektor deyiladi. Bu esa qo‘shishning
ko‘pburchak usuli deyiladi. &= &,+,d, + ...+ @,

_‘Fazoda koordinata boshidan son o‘qlari musbat yo‘nalishi bo‘yicha
7,j,k ko‘rinishda belgilanuvchi birlik  vektorlarni  ko‘ramiz:
\T1=IjI=1 k=1

Bu uchlik bazis deb ataladi, chunki fazodagi ixtiyoriy & vektor 7],k
bazis orqali yagona ko‘rinishda yoyiladi: a=x7 + yj + zk

x,y,z lar @ning koordinatalaridir, ya’ni @ (x;y;z). Qaralgan 1.7,k
vektorlar ortlar deyiladi.

8.5. Skalyar ko‘paytma

Nolga teng bo‘lmagan @ va b vektorlaming skalyar ko‘paytmasi deb,
shu vektorlar uzunliklari bilan wular orasidagi burchak kosinusi
ko*paytmasidan iborat songa aytiladi, @. byoki | &|.| b|.cose

Skalyar ko‘paytma quyidagi xossalarga ega.

1) &.b=ba

2)  (Ad).b=Ma.b)

3) d.(b+e)=drb+dxc
4) dd=ial?

5) @+b=0edid

Oxirgi xossalardan ortlar uchun i2=7=k2=1,
1% ] = T # k=] »i=] » k=k*T = k * j=0 ekanligi kelib chiqadi.

Fazoda kordinatalari bilan berilgan @ (x;; y3; 2,), b (3y; 2 322)
vektorlar skalyar ko‘paymasini topamiz.

Kosinuslar teoremasiga ko‘ra;

Pb—d1%=1d12+1 b1221d1.1 blcosp={d|12+1 b12-2d*h

Ikkinchi tenglamadan
1b— @12 = (x 3 —0,)? + (0 — )7 + (2 - 2,02 =2,22% jx,+x, 2+,
2y 1ty 2 2z 20tz = 1A 1] 5’:'2(-‘51-’5 2+ Ny + 2;23)

Demak, &.b=x,x , +y,v, + 2,z

Bu formulani vektorlarning ortlar bo‘yicha yoyilmasi yordamida ham
olish mumkin.

&.b=(x,T+v.]+ z,l:).(x A+ + 2 B=xx o+, + 292,
Bu ikki vektor orasidagi burchak quyidagicha topiladi:
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_  G&b = X1%X 3 V1 Ya+ 22123
e ATV T Vr 24y 24 220202 43,242, 2
Misol. A(1;1;1), B(2;2;1), C(2;1;2) nuqtalar berilgan. p=<BAC ni

toping. )
Z?=(1;1;0), ;’1?:(1’0’1) ekanligidan, cosgp= a.b_ =

1di=t bi
1m14+1=040e1 1 _1 S
VI2+12402V12402 41 Vv 2 Demak, <BAC=60°.

8.6. Vektor ko‘paytma

dvektorning bvektorga vektor ko‘paytmasi deb, shunday ¢'vektorga
aytiladiki, u quyidagi shartlarga bo‘ysunadi:

1)TLld,clb,

2)1Z1=1d1.1b1.sing

3) 1 €1 uchidan qaralganda,d@ dan b ga yo‘nalish soat strelkasi
yo‘nalishiga qarama-qarshi bo‘lishi kerak.

Vektor ko‘paytma 7=dxb=[d; b] tarzida belgilanadi.

Ta‘rifdan ko‘rinadiki, ¢ ninguzunligi @ va b vektorlarga qurilgan
parallelogramm yuzasini ifodalovchi songa teng.

Vektorlar vektor ko‘paytmasi quyidagi xossalarga ega;

1) dbbo‘lsa axb=0

2)  dxb=-bxd

3)  Adxb=A(dxb)= @xab

4)  (a+byxT=gxc+bxé

5)  txi=jaj=Kxk=0 txj=k, jxi=-K, jxk=i, kxj =-1,

k xi=j, ixk=-j

Koordinatalari bilan berilgan @(x, : ¥4; zy), D(xa; ¥» ;2,) vektorlar
vektor ko‘paytmasini hisoblab topish masalasini ko‘ramiz.
E=axD=(x, T+ V,] + ZR)X(X T+ Vo] + 23 K= =y x ok+Z,0 X, K —

» i Zy Xy 2y
- - _ | = -
Zy Bhit— xlzzj+.ylz:l B Iyz Zzli X 2 zzIJ *

- - ]‘('
X W A tJ
X, yzl oy Y (&

X2 Y2 22

Demak, dxb=2& bo‘lsa,
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j ok

X1 Y
1 1\
' lx 2 ZzI lx 2 yzl)— xl }’1 zl
X2 V2 22

Natijalar. 1) @va b vektorlar perpendikulyar bo‘lishi uchun
&= b=0 bo*lishi zarur va yetarlidir.
2)dva b vektorlarga yasalgan uchburchak yuzi

e

- - 1 z ] E
Sa=; la*bl=2 xl 11 zl
X2 V2 22

1Pz %z X% )P
5‘/}’2 Zzl +x2 Zz|+xz J’zl
formula yordamida topiladi.
Agar @, b vektorlar x0y tekisligida yotsa, z, = z, = 0 ekanligidan,
X1 }’1|
X2 )
formula bilan topilishi kelib chiadi.
Misol. A(1;1;1), B(2;2;1), C(2;1;2) nugtalar hosil qilgan uchburchak
yuzini toping,.
AB=(1;0;1)AC =(1 :0; 1) ekanligidan,

ol=:l5 3+ 3+F 3 -
=;‘\f12—+m=~§

8.7. Aralash ko‘paytma

1
.Sv"12

1
_'2'|x1y2 ")’112'

Saasc=; 110

@,b va d vektorlar aralash ko‘paytmasi deb, dxb va d vektorlar
skalyar ko‘paytmasiga teng songa aytiladi va (axb )= d yoki (d;b ;d)
ko‘rinishda belgilanadi.

Agar @,b vektorlar x0Oy tekisligida joylashgan bo‘lsa, @&=dxb vektor
0z o‘giga parallel yo‘naladi. Agar d vektor 0z o‘qi bilan biror o burchak
hosil qilsa, u holda h= 1d | .cosa kattalik, asosi d@vab ga qurilgan
parallelogramm, yon qirrasi d bo*‘lgan parallelepiped balandligidir. Demak,

Caxbyd=¢.d=12d1.cosa=S .h =V

par
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 Vper = | (@xb).d|, chunki (bx@).¢ = —V,q, bo‘lishi mumkin.

" 4, b,d vektorlarga qurilgan piramida hajmi esa,

; V== |(axb) a'

:' unki bu piramida uchburchakli pnzmamng g > gismidir, parallelepiped-
». qlsml bo‘ladi.

Vektorlar koordinatalari yordamida aralash ko‘paytmani hisoblash
alasini ko‘ramiz.

axb—(ly,2 Zzl |x, H I) d= (x3,y3,2;) bo‘lsa,

. x. 2z G W T N %4
N g, E I Ec Ny [PV ol =t Y2 2z
(&Xb) a—- I)',2 zzl.xg Ixz Zzl Y3 |x2 yzl X2 Vi 23
' lib chigadi.
Natijalar. 1) Agar @ , b d vektorlar komplanar bo‘lsa,

Xy Y1 4

X2 Y2 Z2<0

X3 Y3 Z3

b § 3 N 4
' bo‘ladi va aksincha. 2) (éxb d)—(a bxd)3)V, ot = }’z Y, Zz||.
3 X3 Y3 Z3

8.8. Qo‘sh vektor ko‘paytma

(@xb )xd vektor qo‘sh vektor ko‘paytma deyiladi.
i k
iy =fn 2 1] X1 N
(axb )xa )’z Z:I I 2| |x2 }’zl
Z3

mrzxda bu vektorni topish mumkm

1.a(1;-2;5), B(2;3;-4), &(1;-2;4) vektorlar berilgan. Quyidagilarni toping:
. 23-3b+& d.b,axb, (dxb).é

“b 1) 2@ - 3b+E=2(1;-2;5)-3(2;3;-4)+(1:-2;4)=(2;-4;10)~6;9;-12)+

- H(15-2;4)=(-3:-15;26)

© 2) @.b =12+ (-2).3+5.(-4)=2-6-20=-24.
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- g ? ; k = - -+ - * - = 4
axb=|1 -2 5=32 _il.x-l% §4l.j+l; 32|.k=-7t+ 1417k;
2 3 -
1 -2 S| -2 5
4) (@xb).c={2 3 —+o 7 —14l=-7
1 2 4llo 0o -1

Mavzuga doir misol va masalalar

1. Uchlari A(3;-1;2), B(0;-4;2), C(-3;2;1) bo‘lgan uchburchak teng yonli
ekanligini isbotlang.

2. Uchlari A(3;-1;6), B(-1;7;-2), C(1;-3;2) bo‘lgan uchburchak to‘g‘ri
burchakli ekanligini isbotlang.

3. Uchlari A(3;-2;5), B(-2;1;-3), C(5;1;-1) bo‘lgan uchburchak o‘tkir
burchakli ekanligini isbotlang.

4. Abssissa o‘qida A(-3;4;8) nugtadan 12 birlik uzoqlikdagi nuqtani toping.
5. Ordinatalar o‘qida A(1;-3;7), B(5;7;-5) nuqtalardan bir hil uzoqlikdagi
nuqtani toping.

6. Uchlari A(2;-1;4), B(3;2;-6), C(-5;0;2) bo‘lgan uchburchak A uchidan
tushirilgan medianasi uzunligini toping.

ABCD parallelogramm ikki uchi A(2;-3;-S), B(-1;3;2) diagonallari
kesishishi nuqtasi E 6-bobga doir masalalar.

7. (4;-1;7) bo‘lsa, qolgan ikki uchini toping.

8. Parallelogrammning uchta uchi A(3;-1;2), B(1;2;-4), C(-1;1;2) bo‘lsa,
to‘rtinchi uchini toping.

9. Kesma C(2;0;2), D(5;-2;0) nuqtalalri bilan uchta teng bo‘lakka ajratilgan
bo‘lsa, kesma uchlari koordinatalarini toping.

10. Parallel ko‘chirishda A(1;2;3) nuqta 4'(2;-1;-4) nuqtaga o‘tsa, B(1;1;1)
qanday nuqtaga o‘tadi.

11. z=xy sirtda 0x,0y o‘qlari 0z atrofida & =45° burilsa, tenglama qanday
ko‘rinishga keladi.

12. Silindrik koordinatalarni toping.

a) (2;-2;-3) b) (-V2; VZ1) ©) (2:- Vr,2)(1)(.‘—";14)

2 4
€) (4c0s15°% —4sin15%]1) f) GGsin; cos™; ‘—?) K) (3:4;3)

13. Silindrik koordinatalarda tenglamalamn yozing.
a) x2+y? + 2% = 1b) x?+y? + 222 + 2z -5 = 0 ¢) x-2y+32-5=0
14. Silindrik koordinatalarda tekislik tenglamasi

&8

Rreos(@-0)+Cz+D=0 bo‘lishini isbotlang, bunda R,r,C,D haqiqiy sonlar.
15. Sferik koordinatalarir}i toping -

a) (1,1;1) b) (7:-7:5) ©) (5. —%%) d) (0;0;-m) e) (1:2;3)

f) (cos77;sin77;0) g) (0;1;0)

16. Sferik koordinatalarda tenglamalami yozing.

a)y=0 b)z=1 c) x*(y-1)*+2%*1

17. @=(6;3;-2) vektor modulini hisoblang.

18. A(3;-2;1), B(5:4;-3) bo‘lsa, 4B, BA koordinatalarini yozing.

19. Agar @=(2;-3;-1) oxiri B(1;-1;2) bo‘lsa, boshini toping.

20. Agar d=(12;-15;-16) vektor yo‘naltiruvchi kosinuslarini toping.

21. & vektor 0x,0y o‘qlari bilan mos ravishda 60°,120° burchak hosil gilsa
va |d | = 2 bo‘lsa, koordinatalarini toping.

22.181=13, |b| =19|d + b | = 24 bo‘lsa, |d - b | ni toping.

23.1d1 =11, |5| =23,d -5 | = 30bo‘lsa,|d + b | ni toping.

24, Agar ABC uchburchak og'irlik markazi 0 bo‘lsa, 04+ 0B+0C=0
ekanligini isbotlang. .
25. Muntazam beshburchak ABCDE va AB=i#, BC=, CD=p, DE=4, EA=F
bo‘lsa, quyidagi vektorlami yasang.

a) i~ +F—§+7b) m+2,5+§'c)zm+-‘2-ﬁ—3ﬁ— 3G+27

26. a,f larning qanday giymatlarida d=(-2;3;B), b=(a;-6;2) vektorlar
kolleniar bo‘ladi.

27. @=(9;4) vektorni p=(2;-3), §=(1;2) lar bo‘yicha yoying.

28. =(11;-6;5), vektorni p=(3;-2;1), g=(-1;1;2), #=(2;1;-3) lar bo‘yicha
yoying. e

29. (@ + b)2+(a — b)*=2(a® + b?) ayniyatni isbotlang.

30. @=(2;-4:4), b =(-3;2;6) vektorlar orasidagi burchak kosinusini toping.
31. Uchlari A(-1;-2;4), B(-4;-2;0), C(3;-2;1) bo‘lgan uchburchak ichki B
burchagini toping. o
32. Uchlari A(3;2;-3), B(5;1;-1), C(1;-2;1) bo‘lgan uchburchak A uchidagi
tashqi burchagini toping.

33. A(1:2;1), B(3;-1;7), C(7;4;-2) uchli uchburchak ichki burchaklarini
toping.

34. Shunday % vektor topingki, @=(2;1;-1) uchun ¥=3 bo‘Isin. Bunda ¥ va
@ o‘zaro kolleniar.
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35. Shunday ¥ vektor topingki, y a=(2;3;-1), b =(1;-2;3) larga
perpendikulyar #*(27 — j + k)=-6 bo‘lsin.

36.1d|1=10,]6| =2  @*5=12bo'lsa, dx B ni toping.

37.1@1=3,|6| =26 1@x b| =72 bo‘lsa, @*b ni toping.

t308!;inlgjchlari A(1;2;0), B(3;0;-3), C(5;2;6) bo‘lgan uchburchak yuzini
39. .Uchlari '1.\(1;-1;2), B(5;-6;2), C(1;3;-1) bo‘lgan uchburchakning B
uchidan tushirilgan balandlik uzunligini toping.

40. a=(1;-1;3), b =(-2;-2;1), &(3;-2;5) bo‘lsa, (& xE)' ¢ ni hisoblang.

fll. A(1;2;-1), B(0;1;5), C(-1;2;1), D(2;1;3) nugqtalar bir tekislikda yotishini
isbotlang.

42: I:Jghlarg A(2;-151), B(5;5:4), C(3;2;-1), D(4;1;3) bo‘lgan piramida
hajmini toping.
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9-mavzu. Fazoda tekislik tenglamalari

Fazoda biror S sirtning tenglamasi F(x;y;z)=0 deyiladi, agar S ning
har bir nuqtasi koordinatalari bu tenglamani qanoatlantirsa, va aksincha, S
ga tegishli bo‘lmagan nugqtalar koordinatalari bu tenglamani
ganoatlantirmasa. Masalan. x?2+y24+ 22 =R? tenglama markazi
koordinata boshida bo‘lsa, radiusi R bo‘lgan sfera tenglamasidir.
Fazoda chiziglar ikki sirt kesishmasi sifatida berilishi mumkin, ya‘ni
F(x;y;2) =0
2(X2¥2:22) =0
x+yi+zi=1

s {zz +y2+ (23 =10
markazi koordinata boshidagi, radiusi birga teng aylanani bildiradi.

kesishma oxy tekisligida,

9.1. Fazoda tekislik tenglamalari, asosiy masalalar
Normal vektori va nuqtasi ma’lum tekislik tenglamasi

Nol bo‘lmagan, tekislikka perpendikulyar bo‘lgan ixtiyoriy vektor
tekislikning normal vektori deyiladi.
Tekislikning, masalan, koordinata boshidan o‘tkazilgan normal

vektori N(A;B;C) va E(x;yy; z,) nuqtasi ma’lum bo‘lsin. Tekislikning
ixtiyoriy F(x; y; z) nuqtasini olamiz.

EF=(x — x5; ¥ — Yo;Z —Zg) vektor tekislikda yotganligi uchun N
vektorga perpendikulyar, ya’ni EF N=0, koordinatalar bo‘yicha yozsak,

A(x — xp)tB(y — 3)+C(z — 2,)=0 (M

Hosil bo‘lgan tenglama tekislikning biz gidirayotgan tenglamasidir.

9.2. Tekislikning umumiy tenglamasi

Fazoda E(x,;y,;2,), F(xs;);2,) nuqtalardan bir xil uzoglikda
yotgan nuqtalar to‘plami tekislikdir, agar C(x;y; z) tekislik nugqtasi
bo‘lsa, [ECFICF|. Bundan  f(x =)+ (¥ —1)* +(z—2)?
S/ x—x,) +(—n) +(z-z,)°

Tomonlarni kvadratga ko‘tarib, guruhlaymiz:

(2x, — 2x0)x+(2y, — 23, ).y +(224 — 22 )2 H(X3+V5 + 28 — x{ —¥f — 2)=0

Qavslarni mos ravishda A,B,C,D lar bilan belgilasak, tekislikning
umumiy tenglamasi:
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Ax+By+Cz+D=0 )
hosil bo‘ladi. Bu tenglamani tekislikning oldingi tenglamasida:
D=-Ax,-By,-Cz,
belgilash yordamida ham olish mumkin edi, demak, (2)-tenglamadagi
noma’lumlar koeffitsiyentlari normal vektor koordinatalari ekan.

A,B,C,D sonlariga bog‘liq holda quyidagi xususiy holatlar bo‘lishi
mumkin 1) D=0. U holda tekislik tenglamasi Ax+By+Cz=0 ko‘rinish oladi.
Bu tenglama tekislikning koordinatalar boshidan o‘tuvchi ekanligini
bildiradi.

2) C=0. Bunda tekislik Ax+By+D=0 tenglamaga ega bo‘lib, 0z o‘qiga
parallel tekislikni bildiradi, x0z tekisligida Ax+By+D=0 to‘g‘ri chizig‘i
bo‘yicha o‘tadi.

3) B=0. Tekislik Ax+Cz+D=0 tenglamaga ega va Oy o‘qiga parallel.

4) A=0. Tekislik By+Cz+D=0 tenlamaga ega va 0x o‘qiga parallel.

5) A=B=0. Tekislik Cz+D=0 tenglamaga ega. Undan F-g kelib chiqib,

Oxy koordinatalar tekisligiga parallel tekislik ekanligini bildiradi.

6) A=C=0. Tekislik By+D=0 tenlamaga ega va 0xz tekisligiga parallel.

7) B=C =0. Tekislik Ax+D=0 tenlamaga ega va Oyz tekisligiga parallel.
8) A=B=D=0 bo‘lsa, tekislik Cz=0, ya‘ni z=0 tenglamaga ega bo‘lib, u
Oxy tekisligidir.

9) B=C=D= 0 bo‘lsa, By=0, ya‘ni y=0 bo‘lib, 0xz tekisligini bildiradi.

10) B=C=D=0 bo‘lsa, Ax=0 dan x=0 bo‘lib, Oyz koordinati tekisligini
bildiradi.

9.3. Tekislikning kesmalar bo‘yicha tenglamasi

Koordinatalar boshi 0(0;0;0) dan o‘tmaydigan biror Ax+By+Cz+D=0
tekislikni ko‘ramiz. Uni _ﬁ!*"_zé'*?’fl ko‘rinishda yozish mumkin. Agar
A B c

- E b=—§, c=-— % belgilashlar kiritsak,tekislik tenglamasi:

£z ©
ko‘rinishga keladi. Bu tenglama tekislikning son o‘glaridan ajratgan
kesmalari bo‘yicha tenglamasidir.

Hagqiqatdan, tekislik Ox o‘gidan a kesma, Oy o°qidan b kesma va 0z
o‘gidan ¢ kesma ajratadi. Bu tekislik chizmada uchburchak shaklida

ko‘rinadi, ular ab,c lar ishoralariga qarab, 8ta oktantdan birida joylashishi
mumkin.
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9.4. Uchta nuqtadan o‘tgan tekislik tenglamasi

Fazoda A,(xy;¥y;2s), Az (X5 ¥2322), Az (X35 ¥a323) nugtalar bir
to‘g‘ri chiziqda yotmasa, ulardan yagona 'teki'slik o‘tisl}i m‘a’l.um.
A (x; y; z) nuqta o‘sha tekislik ixtiyoriy nugtasi bo‘Isin.
m =(x — %3 ¥ — Y11 2~ 21),
m =Xz —X3; Y2 —Y1; 22— zy)
ZE:(X:; —Xy; Y2 — V1. 23~ Z1) '
vektorlar o‘zaro kolleniar bo‘lganligi uchun, ularning aralash ko‘paytmasi

" nolga teng, ya'ni (A;dx 4;4;). (A,4;)=0

Koordinatlar bo‘yicha bu shart

X=X3 Y—WN 277
X, =% Y2—Vi. Z:— %0 4
X3—X3 Ya— Vi Z3 T4

tenglamani hosil qilib, izlanayotgan tekislik tenglamasidir.

9.5. Tekislikning normal tenglamasi

Tekislikka koordinata boshidan tushirilgan normal vektor uzunligi p,
o‘naltiruvchi kosinuslari cosa, cosp, cosy bo‘lsin. .
4 Normal bo‘yicha yo‘nalgan birlik 7 (cosa;cosp;cosy) vektorlami
kiritamiz. - '
Agar C(x; y; z) tekislikning ixtiyoriy nugtasi bo‘lsa, 0C vektorning
normalga proyeksiyasi p bo‘ladi. o o
#.0C =xcosa+ycosp+zcosy va C nuqta tekislikda yotishi uchun,
uning koordinatalari o
xcosa+ycosp+zcosy-p=0 ' e
tenglamani qanoatlantirishi kerak. Hosil bo‘lgan tenglama tekislikning
normal tenglamasi deyiladi. o
Bu teﬁglama umumuiy Ax+By+Cz+D=0 tenglamadan quyidagicha
chiqariladi. . .
! Umumiy tenglama ikkala tomonini normallovchi ko‘paytuvchi deb
n it 5 . T
ataluvchi p=* == soniga ko payt;rnladx. . o
i‘.'A:#:’q-C!X + VA ¢55+C7yis}=+sz+cfz't \'A!«\87+CT
Agar bu tenglamadagi to‘g‘ri kasrlar mos ravishdg cosa; cpsB; cosy
va p deb belgilansa, tekislikning normal tenglamasi hosil bo ladi. Demak,

0
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normallanuvchi ko‘paytuvchi ishorasi D ishorasiga qarama-qarshi bo‘lishi
kerak ekan.

Umuman, p-normallovchi ko‘paytuvchi bo‘lsa,
HAX+UBy+uCz+puD=0
normal tenglama bo‘ladi. Ya'ni, (pA)? + (uB)? + (uC)2=1

Bundan p =% —=—s— ekanligi kelib chiqadi.

9.6. Fazoda tekislikka doir asosiy masalalar

Ikki tekislik orasidagi burchak

Umumiy tenglamalari bilan berilgan ikki
Ax+Byy+C,z+D,=0 Ax+BLy+C,z+D,=0
tekislik orasidagi burchak, ularning normal N; = (4,,B,C;) va
N>=(4,,B,.C,) vektorlari orasidagi burchakka tengdir.
Demak, i_liki_gekislik orasidagi ¢ burchak

NilNa  _ AjA+B1Bp+C4 G,
— —_—
i Ny LINg

Coso=

Jazestacks [a3esiec
formulasi yordamida topiladi.

Tekisliklar parallellik sharti %% =%1, perpendikulyarlik sharti esa
2 2 2

N,.N; = Oyoki 4,4, + B, B, + C,C, = 0 bo‘ladi.
9.7. Nuqtadan tekislikkacha bo‘lgan masofa

Normal tenglamasi bilan berilgan xcosa+ycosp+zcosy-p=0 tekislik
va biror E(x,; y, ; ;) nuqtasi berilgan bo‘lsin. Berilgan tekislikka parallel,
E( x,; ¥ 2,) dan o‘tuvchi tekislik xcosa+ycosB+zcosy-¢g=0 tenglamaga
ega bo‘ladi. Bunda g-koordinata boshidan tekislikkacha bo’lgan masofa —
normal uzunligi E dan berilgan tekislikkacha masofa esa d=|q —p|
formuladan topiladi, ya'ni | g=x,C080+y,cosB+z5cosy—p | .

Agar tekislik umumuiy Ax+By+Cz+D=0 tenglama bilan berilsa,

| Axg+ Byo+CZp i P
d.__ g (] 0 0
sttt o'lishi ravshan.

Ikki parallel tekislik orasidagi masofani topish uchun, ko‘pincha
birinchisidan biror nuqta tanlab, bu nuqtadan ikkinchi tekislikkacha masofa
hisoblanadi.

Masala. A (xo;¥s; 2,) nuqtadan o‘tuvchi @ (mny;n,:7,), @ (Maina;n)
vektorlarga parallel tekislik tenglamasini yozing.
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Tekislik normal vektorini N = @;xa;, deyish mumkin.

i k
ﬁ— t 7 =(n1 rll'—ml rll'lml nl)
M M i\n, nl’ Timp, nl’imy n
m, N, %

Nugqtasi va normal vektori berilgan tekislik tenglamasidan

n, n m, n |m1 ﬂ‘ =
lng r2|(x-xo)'—|m2 rzl(y_yo)+ m, n(Z'zo) =0

x—% G=¥) (-2) N
~ kelib chigadi. Uni | m, ny n ko'rinishida yozish
m, n, Lp

Mavzuga doir misol va masalalar

1. Nugtasi A(2;-1;3), normal vektori N=(-1;2;-3) bo‘lgan tekislik
tenglamasini yozing.

2. Normal vektori koordinata boshidan A(2;-1;-1) ga yo'nalgan tekislik

‘tenglamasini yozing.

- 3. A(3:4;-5) nuqtadan o‘tuvchi @=(3;1;-1), 5=(1;-2;l) vektorlari parallel
~ tekislik tenglamasini yozing.

- 4. A(2;-1;3), B(1;3;2) nuqtalardan o‘tuvchi d=(3;1;-4)ga parallel tekislik
- tenglamasini yozing.
5. A(1;-1;3), B(2;3;4), C(0;3;-2) nuqtalardan o‘tuvchi tekislik
~ tenglamasini yozing.
6. Quyidagi tekisliklar orasidagi burchakni toping.
] "}j a) x-y\2+z-1=0, x+yV2 —z+3=0, b) 3y-z=0, 2y+z =0
) 6x+3y-22=0, x+2y+62-12=0; d) x+2y+2z-3=0, 16x+12y-152-1=0;
7. Koordinata boshidan o*tuvchi, 5x-3y+2z-3=0 tekislikka parallel tekislik
~ tenglamasini yozing.
- 8. A(1;2;-1) nuqgtadan o‘tuvchi x-2y+3z+1=0, 2x-y+z-3-0 tekislikka
~ perpendikulyar tekislik tenglamasini yozing.
9. A(1;1;-3), B(2;3;1) nuqgtalardan o‘tuvchi 2x-y+3z-4=0 tekislikka
~ perpendikulyar tekislik tenglamasini yozing.
- 10, x-2y+z-7=0, 2x+y-z+2=0, x-3y+2z-11=0 umumiy bitta nuqtada
~ kesishadi, shu nugtani toping.

11. 5x-6y+32z+120=0 tekislik son o‘qlaridan ajratilgan piramida hajmini

~ toping.

12. Tekisliklar normal tenglamasini yozing.

| a) x-2y-22-15=0, b) 2x=y-2-9=0, ¢) aSy-122+26=0, d) -4x-4y+2z+1=0
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13. Berilgan nugtalardan berilgan tekislikkacha masofani toping.

a) A(-2;-4;3), 2x-y+2z+3-0; b) (2;-1;-1), 16x-12y+152-4=0,

c) (1;2;-3), 5x-3y+z+4=0

14. Parallel tekisliklar orasidagi masofani hisoblang.

a) X-2y-2z-12=0, x-2y-2z-6=0, b) 2x-3y+62z-14=0, 4x-6y+12z+21=0

c) 30x-32y+242z-75=0, 15x-16y+12z-25=0

I15. Kub ikki yog‘i 2x-2y+1+1=0, 2x-2y+z+5=0 tekisliklarda bo‘lsa,
hajmini toping.

16. Oplikatalar o‘gida A(1;-2;0) nuqtalardan va 3x-2y+6z-9=0 tekislikdan
bir xil uzoglikdagi nuqtani toping.
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- 10-mavzu. Fazoda to'g'ri chiziq tenglamalari, asosiy masalalar
o Ikkinchi tartibli sirtlar

10.1. Fazoda to‘g‘ri chiziq tenglamalari
To‘g‘ri chizigning kanonik tenglamasi

‘ Fazoda biror to‘g‘ri chiziq berilib, uning E(x,; y, ; z,) nuqtasi va
yo‘naltiruvchi vektor deb ataluvchi, to‘g‘ri chiziqga parallel § = (m,n,7)
ktor berilgan bo‘lsin.

- Agar F(x; y; z)to‘g'ri chizigning ixtyoriy nuqtasi bo‘lsa,

EF=(x=Xo; ¥ = ¥o; Z — Z,) Va p = (m, n,7) vektorlar parallelligidan
X=Xo_¥—Vo_="%0 (1)

B m n r

~ tenglamani hosil gilamiz. Bu tenglama to‘g‘ri chiziqning kanonik
tenglamasi deyiladi.

10.2. To‘g‘ri chizigning parametrik tenglamasi

Biror t parametr berilgan bo‘lsin. (1) dan ﬁ——’;:-"—"—i—ri= t deb

3 m
- olib, X—x,=mt, y—y,=nt, z—z,=rt tenliklarga ega
bo‘lamiz.
 (x= xo+mt
! {y = yo+ nt @
A Z= ZO B

’ tenglamalar to‘g‘ri chiziq parametrik tenglamasi deyiladi.
10.3. Ikki nugtadan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq tenglamasi

: E(x,; v,;2,), F(x,;,;2,) nuqtalardan yagona to‘g‘ri chiziq o‘tishi
- ma’lum.
Yo‘naltiruvchi vektor sifatida 7 = EF=(x - Xo;Y —Yoi 2 — Zp),
. berilgan nuqta sifatida E(x,; B, ;2,) qaralsa, kanonik tenglama
: X=Xo_¥—Yo __Z-Zp (3)
; X1=X0 J1=Yo 21=%o
ko‘rinish oladi. Bu berilgan ikki nuqtadan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq
- tenlamasidir.
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10.4. To‘g’ri chiziq - tekisliklar kesishmasi sifatida
To‘gri chizigning umumiy tenglamalari

Fazoda umumiy tenglamasi bilan berilgan ikki tekislik o‘zaro parallel
bo‘lmasa, biror to‘g‘ri chiziq bo‘yicha kesishadi.

Ax+ Byy+Ciz+D; =0

{Azx + By + G,z + D,

0

tenglamalar sistemasi to‘g‘ri chiziqning umumiy tenlamasi deyiladi.
Umumiy tenglamalarni masalalar yechishda qo‘llash noqulay, shu
sababli kanonik yoki parametrik tenglamaga o‘tish kerak bo*ladi.
Tekisliklar normal vektorlari N; = (4;;B;;Cy), N, = (A3;B1; )
vektor ko‘paytmasi 7 = NixN,
qaralayotgan to‘g‘ri chiziqqa parallel bo‘ladi,
yo‘naltiruvchi vektor sifatida olsa bo‘ladi:

demak, bu vektorni

e B B, G| A Ci| |4, B
p= N;*N,=|4, B, c (Bz ol (_‘:I'IA: B:)
2 2 2

Tog'ri chiziqda yotuvchi biror nuqta topish kerak. Buning uchun,
dastlab, umumiy tenglamadagi z lar o‘rniga biror son qo‘yib yuboramiz:
{A;\x +B,y = (—(,z,~ D)

A x+Byy = (—Cozo— Dz)

‘ € 7o=D, 1 : ™ Cz‘o‘Dt

: ) CoZp~ = Cazg—
Kramer formulasiga ko‘ra:  x, —1—“—”‘]&4‘ N —Ll'—’-“hh B,
A; B, 4z By

Endi E(x,; y,;2,) nuqta umumiy tenglamalarning ikkalovini ham
qanoatlantiradi, ya’ni to‘g‘ri chiziqqa tegishli bo‘ladi. To‘g‘ri chiziqning
X=X s Z—Z¢

izlangan kanonik tenlamasi - gtl— e —‘I ko‘rinishida bo‘ladi.
B el el o=

10.5. Fazoda to‘g‘ri chiziq tenglamalariga doir asosiy masalalar
IkKi to‘g‘ri chiziq orasidagi burchak

Kanonik tenglamalar bilan berilgan ikki
X=Xy Y-y I8y X=x3_ Y~y _2-Z3
my ny rl my na LE]
to‘g‘ri chiziq orasidagi burchak, ularning
Pi=(my nun); p2 =(m, ,n,, r) yo‘naltiruvchi vektorlari orasidagi
burchakka teng bo‘ladi. Demak, agar ¢ o‘sha burchak bo‘lsa
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o
PyP2 _ MM+ Na 11y

=—X =

2GS

r
2 2 2 2 o2 2
Jml ny+ry -sz g+ ry

g Bu to‘g'ri chiziglar parallel bo‘lishi uchun, yo‘naltiruvchi vektorlari
. parallel bo‘lishi kerak, ya’ni—"ﬁ%::ﬁ-tengliklar parailellik shartidir.

-’ Shunga o‘xshash to‘g‘ri chiziglar perpendikulyar bo‘lishi uchun ham
. P vap;

10.6. Nuqtadan to‘g‘ri chizigqacha bo‘lgan masofa

X=Xy YV yx_x Zy

- ; S i

S ‘berilgan bo‘lsin, ular orasidagi eng qisqa d masofani topamxz p=(m, ,n,,

~ 7) yo'naltiruvchi vektorni E nuqtadan boshlangan deb hisoblash mumkin.
‘5'-, —(.‘=(x, X0 ¥1 —Noi Z3— 2Zp) Va p, vektorlarga qurilgan parallelogram

-
; S =|zxECl| 75 1.d

3 & 7
=8 my ny ry
~ ekanligidan d—l—‘x el P 5w zuone
: i Jmienze

2, m n, 2
[l e T
yx-yo z,-zo "’a"‘o 11"0 X1=Xp ¥1-Yo

Jm';'nuf-&r;

Fazoda biror C(x,; ¥, ; z,) nuqta va to‘g‘ri chiziq

 yokid=

10.7. Ayqash to‘g‘ri chiziqlar orasidagi masofa

Fazoda kesishmaydigan, parallel bo‘lmagan ikki to‘g‘ri chiziq

o‘zaro ayqash deyiladi.
=% Y=Ui_2—%y va X=Xg_Y-=Y2_2-Z23
my ny ry my Ny r

qisqa masofani topish masalasini ko‘ramiz.

To‘gri chiziqlarning E,(xy;¥y;2;), Ea(x2;)2;2,) nuqtalari va
Pi=(m, ,ny,1y), Po=(m, ,n,, 1,) vektorlari ma’lum.
EE=(x,—xy; ¥, — Vi; 2o —2y) vektorni olamiz. pyning boshini E,
nuqtaga keltiramiz. p;,p;,E.E, vektorga qurilgan parallelepipedni

ayqash to‘g‘ri chiziglar orasidagi eng
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qaraymiz. To'g‘ri chiziglar umumiy perpendikulyari uzunligi  biz
gidirayotgan eng qisqa d masofa bo‘lib, u parallelepiped balandligi hamdir.

Demak , Voor = S .dyoki V., = | (F7xB5).ELE | =| 1252 d.
(P, .E. : . .
Bundan d=[—’f‘—:_%, yoki koordinatalar orqali
{PiX P2
my ny LEY
Lmz 2 s
d= 27%1 Y2=V1 22-2
n; TR ymy 1y ny 2
o arm

10.8. To'g"ri chiziq va tekislik orasidagi burchak

Zre e _Io%0 o404 chiziq va Ax+By+Cz+D=0 tekislik
X1=Xp Y1=Vo Z1-Zp

berilgan bo‘Isin. Ular orasidagi burchak ¢ bo‘lsa, yo*naltiruvchi Bmmr)
va normal N (4;B;C) vektorlar orasidagi burchak (90%0p) bo‘ladi.
Vektorlar orasidagi burchak formulasiga ko‘ra

c0s(90°%-¢)=sing=—EF~__~ mAINDATE
b ? 1P1%IN| VmZenZ+r2w/AT+624C2

To'g'ri chiziq va tekislikning parallellik sharti mA-+nB+rC=0

bo‘ladi. Perpendikulyarlik sharti esa, aksincha, ;"—:—; ko‘rinishidir.

Biror

10.9. To‘g‘ri chiziq va tekislik kesishish nuqtasi

x=x0+ mt
Z=zo+ 7t

parametrik tenglamali to‘g‘ri chiziq va Ax+By+Cz+D=0 tekislik berilib,
ular o‘zaro parallel bo‘lmasin. Unda to‘g‘ri chizig biror nuqtada tekislikni
kesadi. Agar o‘sha kesishish nugqtasi Q(xy;3iz,) bo‘lsa, uning

koordinatalari to‘g‘ri chiziq tenglamasini ham, tekislik tenglamasini ham
qanoatlantiradi.

X =Xy + mt

Y1 = Yo 1t larni tekislik tenglamasiga qo‘yamiz:
Zy = Zg+ T

A(xo + mt)+B(y, +nt)+C(zo + 7t }+D=0
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‘Hosil bo‘lgan tenglamada faqatgina parametr t noma’lum bo‘lib, uni topish
umkin (fagatgina to‘g‘ri chiziq va tekislik parallel bo‘lgan.hol. bundan
ustasno). Topilgan t ni o‘rniga qo‘yib, Q(x,;v; 2, ) nuqta topiladi.
3x+4y+5z-26=0
Masalalar. 1) A(2;-4;-1) va {3x —3y-22-5=0
chiziqning 5x+3y-4z+11=0, 5x+3y-4z-41=0 tekisli!d:dr orasidagi kesmasi
o‘rtasidan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq kanonik tenglamasini toping.
3x+4v+5z—-26=0
Dastlab, {

: 3x—-3y—-2z-5=0
nglamasini topish kerak.

3x+4y =16
=2desak,{3x__3y=9

Demak, B(4;1;3) nuqta shu to‘g‘ri chizigda yotadi.
To‘g‘ri chizigning yo‘naltiruvchi vektori

to‘g‘ri

to‘g‘ri chiziq parametrik

hosil bo‘ladi. Undan y, = 1; x5 = 4.

| f k . : .
=N, xN,= 3 z 5 |=(7;21;-21) yoki #(1;3;—3) deyish mumkin.
| il e 3 -3 -2
| % x=4+¢t
l I of Bu to‘g‘ri chiziq %%’—’f— yoki {y =1 + 3t tenglamalarga ega.
i B z=2-3t

Uning parallel tekisliklar bilan kesishgan nuqtalarini topamiz;

a) 5(4+t)+3(1+3t)4(2-3t)+11=0 dan t=-1 va kesishish nugqtasi C;(3;-2;5)
 bo‘ladi. o .

b) 5(4+t)+3(1+3t)-4(2-3t)-41=0 dan t=1 va kesishish nuqtasi C,(5;4;—1)
~ bo‘ladi. Bu nuqtalar o‘rtasi C(4;1;2) dir. . o

e A(2;-4;-1), va C(4;1;2), nugtalardan o‘tuvchi to‘g'ri chiziq,

o x=2 _y+4_2z+1

& N

tenglamaga ega. ) )
2) D(1;-4;-3) nuqtadan A(2;1;4), B(1;-2;3),C(0;2;-1) nuqtalardan o‘tuvchi
tekislikkacha va 4B to‘g‘ri chiziqgacha bolgan masofani toping.

ABC tekislik tenglamasi
x—2 y—1 z-4
-1 -3 -
-2 1 -5
AB to‘g‘ri chiziq tenglamasi x_;:

=0 yoki 16x-3y-7z-1=0 bo‘ladi.

y-1_z-4 ,.
='_—_.dlr_
-3 -3
11641 -3n(~4)—7=(-3)-1]_ 48
J16%3(=3)2+(-7)* V314

D nuqtadan ABC tekislikkacha masofa d=
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AD(-1;-5-7), p(-1;-3;-1) bo‘lgani uchun, D nuqtadan AB to‘g'ri
chiziqgacha bo‘lgan masofa

lr ik
-1 -3 -1 -3 -1 -1 -1 -317
il =5 o2 _ﬂ_s -7| *’I_; _7! Ll 5l V173365422 _
15! V(=1)2+ (-2 +(-2)2 J139+1 11'

+5 _v+5_2-1
) s

x=6t+9
Vi | . —2t orasidagi eng qisqa masofani toping,

=—t+2
Bu ikki to‘g‘ri chiziq berilgan nuqtalari E,(-5;-5;1) va E,(9;0;2),
yo‘naltiruvchi vektorlari esa mos ravishda P;(3;2;-2) va P;(6:-2;-1) dir.

3 2 =2
l(p,R)E Bl L -1 147
Demak, d = ‘B&5E 1‘ = s
PyPy Jl 3 —z' | 2 21
-2 -1 6 -1 6 -2

Mavzuga doir masalalar

1. A(1;2;-3) nuqtadén o‘tuvchi

tenglamasini yozing.

2 %"—1—’ va 2x-3y+z+1=0 kesishish nuqtasini toping.

3. A(1;-2;3) nugtadan {21 x:;' 1 zz_ 13= 00 gacha masofani hisoblang.

4. A(2;-3;4) dan B(1;1;0) va C(-2;1;3) lardan o‘tuvchi to‘g‘ri chizqqacha

bo‘lgan masofani toping.

5 xmiy sl {Zx y+z-5=
21 o4 x+y—z+1=

a@=(2;-3;4)ga parallel to‘g‘ri chiziq

0 orasxdagl burchakni va eng gisqa
masofani toping.

2x+y—4z+2=0
6.{x=1+2t; y=-2+431; z=1-6t}va {4x —y-5z4+4= gtogri
chiziqlar perpendikulyarligini isbotlang.
x+2_y-1_z x+y—-z=0 g e
Ty — {x . to‘g‘ri chiziqlar parallel ekanligini

3 -2 1 —y—5z—-8=10
isbotlang.
8. {S;x 3§ - f"_’_ ‘15_“0 to'g'ri chiziq 4x-3y+72-7=0 tekislikda yotishini
isbotlang.

9. {Zx Tip=z=10= . F EYTSIS ggi chiziglar parallelligini

X-v—2z-22=0 e
ko‘rsating, ular orasidagi masofani hisoblan !
O
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. 10.10. Ikkinchi tartibli sirtlar
Ikkinchi tartibli sirtlar va ularni kanonik ko‘rinishga keltirish

-azoda Ax?+By? +Cz2+2Dxy+2Exz+2Fyz+2Gx+2Hy+21z+K=0 (1)

nelama bilan aniqlanadigan nuqtalar to‘plami ikkinchi tartibli sirt
)deyiladi.

~ Teorema: Son o‘qlarini parallel ko‘chirish, Eyler burchaklari

ordamida burish orqali (1) tenglama quyidagi holatlardan biriga

celtiriladi:

I Ellipsoid: ;;-f'yz

+—1 xususan, a=b=c holda x?+y? + z?=q? sfera
C

englamasi hosil bo‘ladi.

11, Bir pallali giperboloid: -—+§ -Z-1

', zz

- U1 Ikki pallali giperboloid: —+ ﬁ ===y

4 = . 2
1 1V. Konus: —'+T’. ;;"0

¥ Elliptik paraboloid: 5+ %=z,
VI Giperbolik paraboloid: -——ﬁ=z.
Vil Ellptik silindr: 5+ =1

VIII. Giperbolik silindr: = —

- IX Parabolik silindr: y? = pr

X, Ikki kesishuvchi tekislik: y2 — k2x*=0

- XI Ikki parallel tekislik: y? — k% =0

- XII Bitta tekislik: y*=0

- XIII. To‘g'ri chiziq: x2 + y? =0

~ XIV.Nuqta: x*+y? +2z? =0

. XV.Bo‘shto‘plam: x?+y? + 2z = -1

Isboti: ITCh dagi kabi, koordinata boshini shunday P(a;b;c) nuqtaga

ﬁ:

x=x'+a
y=y’+b
zZ= Z +C

! 140

* yordamida ko‘chiramizki, ya'ni 0'x'y’'z’ sistemada ITS tenlamasida
3 x',y',7' qatnashadigan hadlar bo‘lmasin. Buning uchun P(a;b;c) nuqta
- koordinatalari
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bB+aD+cF+H=0
cC+QE+bF +1=0
sistema yechimlari bo‘lishi kifoya. Yangi sistemada ITS
Ax"*+By'*+Cz'*+2Dx’ y"+2Ex' z+2Fy 'z’ +K'=0 ko‘rinishga keladi.
Endi, Eyler burchaklari yordamida son o‘qlarini a,B,y burchaklarga
burib ko‘paytmalar qatnashgan hadlar ketma-ket yo‘qotiladi.
Masalan, Ctg2(:t*'”z'b‘5 shartdan « topiladi, ITS tenglamasi yuqoridagi
hollardan biriga keladi.
Masalalar.1) F,(0;-5;0), F,(0;5;0) nuqtalargacha masofalari ayirmasi
0‘zgarmas 6 soniga teng nugqtalar to‘plami tenglamasini yozing.
Shartgako'ra \/x? + (y +5)? + 22=/x? + (y - 5)? + 2246
Tomonlarni kvadratga ko*tarib, soddalashtirsak,
20y-36=12/x* + (¥ —5)% +z? yoki
Sy-9=3/x% + (y - 5)2 + 2?2
yana kvadratga oshirib, soddalashtiramiz;
25y2-90y+81=9(x*+y* — 10y + 25 + z2) yoki 9x2-9y? + 9z2=-144
Demak, = — £ + Z<.1 (ikki pallali giperboloid)
2. x%+y?-z2-2x+4y-42-4=0 sirtni kanonik ko‘rinishga keltiring.

{aA+bD+cE+G =0

Chiziqli 2Gx+2Hy+21z hadlar yo*qotilishi uchun dastlab
aA+bD ++cE+G =10 a—-1=90

bB+aD+cF+H =0 shartdan§ b+ 2= 0 larni olamiz.
cC+aE+bF+1=0 —2c+2=0
Demak, koordinata boshini P(1;-2;-1) nuqtaga paralle] ko‘chirish
kerak. {x = x’ +1; y =y’ — 2; z = z' — 1) almashtirish o‘tkazamiz.
(' +1)°+0"-2)2 - 2(2' - 1) - 2(' + )+ 4(»' - 2) -4(z'-1)-4=0
Soddalashtirib, x'2 + 32— 222~ 7 =0 tenglamaga ega bo‘lamiz.
Berilgan UTC bir pallali giperboloid ekan.
3.x* +yz~5x = 1 sirtni kanonik ko‘rinishga keltiriling,
Dastlab, Ox o°‘qi atrofida y 0 z tekislikni biror y burchakka
buramizki, yangi sistemada yz ko‘paytma qatnashmasin.
Ctg2y=9;—°=0 shartdan 2y=90° yoki y=45° Demak, almashtirish
x=x

Py iz. r_ R ) .
¥=73 0"~ 2) bo‘ladi. O*miga qo'yib, x'2 A1 oty s o1,
2= 20 +2)
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-
0)59-——‘-=zva =

142 1 29, poce s siaf 4% .
tenglama (x' — -:-)2 +;y" - ;z‘z == ko‘rinishga keltiriladi. Endi

x'->; y=y’, z=2z' yordamida parallel ko‘chirish o‘tkazsak, tenglama
2
-';':- =1 ko‘rinishga keladi. Bu UTC ham bir pallali giperboloid

2 2

'{,a
- 1—2_ +
4

Mavzuga doir masalalar

1. Quyidagi shartlarda sfera tenglamasini toping.

ma) Koordinata boshidan o‘tadi, markazi A(4;-4;-2) nuqtada;
3 b) A(2;-1;-3), nuqtadan o‘tadi, markazi B(3;-2;1) nugta}da;
¢) A(2;-3;5), B(4;1;-3) nuqtalar biror diametr oxirlaridir;

~ d) A(1;-2-1), B(-5;10;-1), C(4;1;11), D(-8;-2;2) nugqtalardan o‘tadi.

2. Sfera markazi koordinatalari va radiusini toping.

- ) xtyl+zi+4x-2y+2z-19=0
C b)x*+y?+22-6z=0

3. A(9;-4;-3) nuqtadan x2+y? + 2% + 14x — 16y — 242+ 241=0

) x32 ¥ 2 x-3_y-4_z+2
! a)e—x-b- 36+ q—lva—-—z o
! 2, ¥ z’__l x_y_z+2
- rrRirdatrdakh e

¥ x_y-2_z+1
‘ 3 -2 2 B
- 5. ITS larni kanonik ko‘rinishga keltiring.

b a) x2+2y? —32% —4x— 8y +12z—-10=0
L D) G-+ Y)Y —z=0
O xy+yz4zx=1

Dxy+yx+zx=0
e) 10x% —2xy+y2 +2z2 +2z=99

f) 2xy — 2% +x—y =100

6. Berilgan F(-a;0;0), F,(a;0;0) gacha masofalar kvadratlari yig‘indisi 4a>

bo‘lgan nuqtalar tenglamasini yozing. . . o
7. F,(0;-5;0), F,(0;5;0) nuqtalargacha masofalari ayirmasi 6 bo‘ladigan
nugqtalar tenglamasini yozing.

85



Fazoda analitik geometriyaga doir joriy nazorat uchun uy vazifasi

I. Fazoda piramida uchlari A(N;-1;-5), B(-N;3;4), C(1;1;-N), D(20-N;10-
N:1), bo‘lsa, quyidagilarni toping. ’

a) AB, AC qirralar uzunligu va ular orasidagi burchak;

b) ABC va ADC tomonlar tenglamalari va ular orasidagi burchak;

¢) AD girra va BCD tomon mumkin bo‘lgan barcha tenglamasi va ular
orasidagi burchak;

d) ABCD piramida hajmi va to‘la sirti;

e) D uchidan tushirilgan balandlik tenglamasi va uzunligi, AB tomonga
tushirilgan apofema tenglamasi va uzunligi.

f) D uchidan tushirilgan balandlik va ABC tomonning kesishish nugtasi
koordinatalari.

g) AB va CD to‘g‘ri chiziglar orasidagi eng qisqa masofa.

h) D uchidan o‘tib, AB qirraga parallel (perpendikulyar) to‘g‘ri chiziq
tenglamasi. :

i) D uchidan o‘tib, ABC tomonga parallel tekislik tenglamasi
(perpendikulyar tekisliklardan birortasi tenglamasi).

IL ITS ni kanonik ko‘rinisga keltiring.

a) Nx?+ (~1)¥y2 + (=1)¥152 4 (~1)"2NX + (10" 14Ny + (—=1)"Nz = N = 0

b) Nxy-(—1)¥y? + (=1)¥*1xz2-N =0

¢) z=Nxy+2Nx+(—1)*Ny.
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Chiziqli algebra
11-mavzu. Chizigli algebra (matritsaviy analiz) elementlari

11.1. Vektor fazo. O‘lcham va bazis. Yangi bazisga o‘tish

4 Tartib bilan yozilgan n ta haqiqiy son sistemasi, yani @ - (z;;x, ; ..x,)
n-o‘lchamli vektor deyiladi. Bunda x,,x,,X;..x, sonlar vektorning
' koordinatalari deyiladi.

g Agar ikki n-o‘lchamli ®,y vektorning mos koordinatalari teng;
‘3'::= J(i=1,n) bo‘lsa, ular teng deyiladi. n-o‘lchamli vektorlar ustida
- ammallar avvalgidek kiritiladi;

L X P(x) £y % 2 Y25 Xy 2 V), ARS(A%g; %5525 . AXy), A€R.

- Bu chiziqli amallar quyidagi xossalarga ega;

1.7 + §=§ + ¥ (kommutatuvlik)

2.( £ PHi=x + (¥ % 2) (assotsiativlik)

3. a(BR)= (ap)R

4. a@E + V)=aZ +a i

5. (@+p)t=ai+ay

6. Shunday 5=(0;0;...0) vektor mavjudki, ¥ + =% o‘rinli

7. Ixtiyoriy ¥ uchun qarama-qarshi vektor mavjudki, uni -% ko‘rinishda
- belgilaymiz,

% + (—2)=0 bo‘ladi.

- 8. Ixtiyoriy X uchun 1.1=%

k Ta'rif: Qo‘shish va songa ko‘paytirish amallari yuqoridagi
- xossalarga bo‘ysunganda, haqiyqiy koordinatali vektorlar to‘plami vektor
- fazo deyiladi.

i Misollar.

- 1R, R2,...., R",C vektor fazo bo‘ladi.

- 2) darajasi n ga teng ko‘phadlar to‘plami {B,(x)} vektor fazo hosil
- gilmaydi, chunki ikki n-darajali ko‘phad yig‘indisi n-darajali bo‘Imasligi
- mumkin.

- 3) n satrli va m ustinli matritsa n, m o‘lchamli vektor sifatida qaralishi
~ mumkin, buning uchun matritsa elementlarini satrma-satr o‘qib chiqish

Elementlari funksiyalar yoki sonli ketma-ketliklar bo‘lgan vektor
- fazolar funksional fazolar deyiladi.
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—_— et

Agar @,=},@;+A,a,+A, 1@, 5, A,€R bo‘lsa @, vektor @y, gyeve Gy
vektorlar chiziqli kombinatsiyasi deyiladi.

Ta’rif: Bir paytda nol bo‘lmagan  2,,4,,..4,_,,4, sonlari mavjud
bo'lib, 4,a7+ 2,85 +---2,@,=0 o‘rinli bo‘lsa, @, a@s,...a, vektorlar
chiziqli bog‘liq deyiladi. Aks holda, ya’ni barcha 2,eRlar nol
bo‘lgandagina 4,a; + 4,@; + - 1,@,=0 bo‘lsa, bu vektorlar chizigli erkin
deyiladi.

Agar vektorlar chiziqli bog‘liq bo‘lsalar, ulardan kamida bittasi
qolganlarining chizigli konbinatsiyasi bo‘ladi, yoki bir vektor qolganlari
chiziqli konbinatsiyasi bo‘lsa, ular chizigli bog*liqdirlar.

1) Agar aj,a;,..a, vektorlarning biri nol vektor bo‘lsa, ular chiziqli
bog‘liqdir, chunki masalan; @=0 bo‘lsa, 1=, =..=1,=0 faqatgina,
A 0.
2) Agar @;,a;,..a, laming bir qismi chizigli bog‘liq bo‘lsa ularning
hammasi chiziqli bog‘liqdir.

Misol. @;=(1;3;1;3), @;=(2;1;1;2), @;=(3;-1;1;1) chizigli bog‘liglikka
tekshirilsin.
210y + Aya, + 23a,= 0 tenglik qachon bajarilishini tekshiramiz;

2,42 24345 =0
1 i 0

2, (s)flz G)M-g (':‘)=(§) yoki {:,{11‘:;’ ’;t’:: . Bu sistemani Gaus usilida
Ay + 2A5+A5 =0

quyidagi ko‘rinishga keltirish mumkin

Ay +2 73432, =0
{ F2#202=0 | Agar 1, = C desak, 2,=-2C va 4,=C bo‘ladi.
0=0

(C;-2C;C) ko'rinishdagi nugtalar to‘plamining cheksiz ko‘p yechimi

mavjud. Ulardan biri, masalan, (1;-2;1) dir. 1@;-2@; + @; = 0 bajarilishi bu

uch vektorning chiziqli bog‘ligligini bildiradi.

Agar chiziqli fazoda n ta chizigli erkli vector mavjud bolib, ixtiyoriy
(n+1) tasi chiziqli bog‘liq bo‘lsa, bu fazo n o‘ichamli deyiladi, boshqacha
aytganda, fazo o‘Ichami undagi chiziqli erkli vektorlar maksimal sonidir.

Biror V fazo o‘lchami dim V tarzida belgilanadi. n o‘lchamli V
fazodagi n ta chizigli erkli vektorlar to‘plami bazis deyiladi.

Masalan, R da i (1), R? da @;(1;0), @; (0;1),R® da esa (1;0:0),
(0;1;0),(0;0;1) lar bazis bo*‘ladi.
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J Teorema. V vektor fazo ixtiyoriy elementi yagona ko‘rinishida bazis
Jlementlari chiziqli kombinatsiyasi sifatida yoziladi.

Isboti. Agar T;, E, s I_,,' vektorlar V da bazis bo‘lsa, ixtiyoriy xeV
un A0+ T + o+ A LAAR=0, A=0.

o Ryt Lo N N
Demak, i=—5‘il,-%lz- = Tl yoki = x, I+ %, + -+ x,1,=0.

Oxirgi tenglik # vektorning L, 5y, In bazis bo‘yicha yoyilmasi:
.., X, esa ¥ vektorining shu bazisga nisbatan koordinatalari

Misol. T,1;, I; bazisda @;(1;1;,0), @z(1:-1;1), @3=(-3;5;-6) vektorlar
bazis tashkil etilishini isbotlang.

1 1 -3 Al 2 AQ - 33.3 = 0
11 <1)+ 12 (—1)‘ 23 ( 5 )=0, { lx N Az + 5 As b 0
0 1 -6 A,—6 ;=0

3 A+ A;— 32;=0
Sistemada elementar almashtirishlarni bajarib, i -2 Aé ; 8 /‘l:) =0
- 3 -
ko‘rinishga keltiramiz. Demak, trivial (0;0;0) 'yeclvxim bor xolos. Demak,
' @;,@a,,a; vektorlar chizigli erkli va bazis hosil qiladi. . N
] Endi shu @, a;,a; bazisdagi d(1;1:4), vektor koordinatalarini
' topamiz, A,@; + A,@, + 43834,
J AI+ 12_ 32.3=1
lli- lz""s A3=1
,-61;=-4

] A+ 4, - 32;=1 .
- Bu sistemani { -2 2, +8 A3 =0 ko‘rinishida yozish mumkin.

Demak, A; =2; 4, =8 2,=-1d==—1a;+8a;+ 20,
V fazoda eski 'l';,l_z',...,a va yangi % for.os fo bazislar berilgan bo‘lsa,
~ ularning yangilarini eskilari orqali

Fo =Gl + Ty + oo+ Gl A L)
| demak, eski L,L...,T, bazisdan yangi f,,fa...,f, bazisga o'tish
A= (@ )i=1n O'tish matritsasi orqali amalga oshiriladi. Yangi bazisdan
eskisiga z)-‘til;‘h esa A-* teskari matritsa orqali amalga oshiriladi. O‘tish

T T L 3 ]
K = aul_; + alez Lk s a1nln é Qy3,Qy)-) Ay {_1'
— — T . - Qraises & x
?z’ — a21l—;+ azzrz’*’ e+ @yl yoki f2 |=| @21 %222 Q2n 2

A1 @pay oy App
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matritsasi xos emas, [A|=0, shuning uchun yuqoridagilar amalga
oshirilishi mumkin.

Berilgan ¥=(x,, x,,...,x,) vektor koordinatalarining turli bazislarda
o‘zaro bog‘lanishini ko‘ramiz. Yangi koordinatalarda X=(x1.x3...., x7)
bo‘lsin, = x, I+ Xaly + -+ x,,T,:=x;?;+x;72'+---+x,‘,?:.

S (e L G e L

ain azn @nn

demak koordinatalar bog'lanishi
Xy =@y X + @y X5+ + Qg Xy
Xz = QX7 + QX5 + -+ Qpp Xy

n = QupX] + QppX3 + -+ (v O

5 X3 X3 x.
Matritsaviy ko‘rinisda esa, ( ‘,’:}A' (f) yoki (;;)=(A"‘)' ( ’,':).
xn n = *n

Bunda 4’,(A*)'lar A va A-*ning transponirlanganidir.

Misol. a=(1;1;0), a=(1;-1;1), #=(-3;5;6) lar bazis tashkil etishi
ko‘rsatilgan. Endi b=(4;4;5) vektor I, I, I; basiz bilan berilgan
bo‘lsa, @;,a,,a;, bazis orqali yozing.

@ =T+G

>=1,—L+1, ko‘rinisdabo‘ladi. O‘tish matritsasi

|

2

a@; = 31, + 51, — 61,
1 1 0
A={ 1 -1 1 )ko‘rinishida bo‘lib, |4|=4. Algebraik to‘ldiruvchilar
-3 5 -5
Apn=14,=64;=1
Ay =3 Ay =-645=-1
A'l3 = 2 A23 = "'8 A33 = _2
o J1 6 1
bo‘lganligi uchun A“=: 3 —6 -1 | Uning transponirlangani
2 -8 -2

. 13 2 /1 3 2\ /4
A= 3 6 -6 —-6) Demak, x> Fl6 —6 —6)*(—4)4
1 -1 =2 X3 1 -1 =2 5 ¢

2 0.5
(82}( ‘2) ) » ya’'ni b vektormning @;,a,a; bazisdagi koordinatalari
= —0.5

(0.5;2;-0.5) bo‘ladi. b =0.5@; + 2a@; — 0.5a;
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11.2. Evklid fazolari. Ortoganallashtirish

‘ Chiziqli (vector) fazolarda vektoriarni qo‘shish, songa ko‘paytirish
amallari kiritiladi xolos. Ular yordamida o‘lcham, bazis tushunchalari
ko‘riladi. Endi bu fazoda burchak, uzunlikni hisoblash uchun metrika
kiritamiz. Metrika sifatida, masalan, skalyar ko‘paytma kiritish mumkin.

. Ta’rif: Ikki % = (x4;%5; ;%,), ¥ = (122 --:¥a)ER™ vektorlar
‘skalyar ko*paytmasi deb
2P =) = ud 5y + o+ XYy = Bk X, songa aytiladi.
Skalyar ko‘paytmaning iqtisodiy mazmuni: Agar £ = (x,:%; ...; X,,)
turli tovarlar hajmini ifodalovchi vektor bo‘lsa, # = (3,; y3;...; ¥,) tovarlar
arxini belgilovchi vektor bo‘ladi, (X;¥) esa barcha tovarlar giymatini
ildiradi.
: Skalyar ko‘paytma quyidagi xossalarga ega:
.'10_ (f;?) = (5)' i‘)’ 2% (i’r j”+ 2.) - (f:?) + (fn i)
39, (ai; P)=a(@; ), aeR. 4°. (F; >0, (&; =03 = 0.
Ta’rif: Yuqoridagi 4ta shartga bo‘ysinuvchi vektorlar ustida skalyar
 ko‘paytma aniqlangan chiziqgli (vektor) fazo Evklid fazosi deyiladi.
- Skalyar ko‘paytma yordamida ¥ vektor uzunligi (normasi)
Rl = V(&%) = /xZ + x% + -~ + x2 ko‘rinishida aniqlanadi.
- % = (x,;x,; ...; x,,) vektor uzunligi (normasi) quyidagi xossalarga ega:
10 |2]=0 &f =0.
- 2% |AZ| = |AL.IX], AeR.
- 3% |(&; )| < [%].19] (Koshi-Bunyakovskiy tengsizligi)
4% |X + 7} <|%| + |¥| (uchburchak tengsizligi).
: Yuqoridagilar yordamida ikki — &,7 vektorlar orasidagi ¢ burchak

S e [£50) P
quyidagicha topiladi: Cos¢=—ﬂ === — 0s¢p<7m
B ot frnat

Uzunligi birga teng ¥ vektor normallangan deyiladi.
Ta'’rif: Evklid fazosidagi nol bo‘lmagan ikki ¥, vektor ortogonal

deyiladi, agar (%;7)=0 bo‘lsa, n-o‘lchamli Evklid fazosidagi
(i;,l_;, ...,E') bazis ortonormallangan bazis deyiladi, agar:
== (0, i=#j .. .. .
(N {1‘ imj o‘rinli bo‘lsa.

Masalan, R" fazoda Iy = (1;0;...;0), I = (0;1;...;0), 7, = (0;0;...; 1)
elementlar ortonormal basiz hosil giladi.
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Endi isbotsiz asosiy teoremani keltiramiz.

Teorema (Gilbert-Shmidtning ortogonallashtmsh protsessi): Agar n-
o‘lchamli Evklid fazosida ixtiyoriy (f,, fz, f;,) basiz benlgan bo‘lsa,
1=f1, l,,=f,e Zkleé, k=2,3,...,n, bunda Cy = (f.’.‘...') vektorlar bu
fazoda ortogonal bazis tashkil etadi.

Misol. 7=(1;2:2-1), f = (1;1;=5;3), i = (3:2;8,~7) lar
ortogonallashtirilsin.
I =1 =(12;2;-1)
LR - LB - - N - 23-32)

- @ (f“")lz_fa'_i_:,—; (-z:)

L=f 3L+l =(2;-1;-1-2).

I =

Mavzuga doir misol va masalalar
1. Quyidagilar chiziqli vektor fazo bo‘ladimi?
a) tekislikdagi vektorlar to‘plami;
b) fazodagi vektorlar to‘plami;
¢) darajasi (n-1) dan kichik ko‘phadiar to‘plami;
d) fiksirlangan vektorga kolleniar vektorlar to‘plami.
2. 1,14x, 1+x+%, 1+x+x+x’ ko*phadlar sistemasi chiziqli erkli ekanligini
isbotlang.
3. Chizigli bog‘liglikka tekshiring.
a) @ =(2;-153), @3=(1;4;-1), @&3=(0;-9;5)
b) a—l'—(l 1250), a;=(3;-1;1), @3=(0;1;1)
4. 11, 12, l;a bazisda berilgan &=(1;2;0), b—(3 1;1), é=(0;1;1) vektorlarning
o‘zlari ham bazis tashkil etishini 1sbotlang
5. 1,1, I; bazisda d = L+L+0, b= 2,430, E=1, ,+51; vektorlar
berilgan. Ular bazis tashkil etishini isbotlang. &b b, ¢ bazisda d = i
T; + T vektor koordinatalarini toping.
6. Agar l_;, 1_2', E,E,T.‘ ortonormal bazis bo‘lsa, ¥ = l -21 + ls,
y _312+ 13 - l.,+2ls vektorlar skalyar ko‘paytmasi va uzunligini toping.
7. jg =(2,1,3;- 1),/‘2—(743 -3), ); =(1;1;-3;0), )2 (5:7;8), vektorlar sistemasi
ortogonallashtirilsin.
8.1, 1, I bazisdan . I I; bazisga o‘tishi matritsasini yozing.
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12-mavzu. Chiziqli operatorlar. Kvadratik formalar
12.1. Chiziqli operatorlar

n vam o‘lchamli R®, R™ fazolarni qaraymiz .

. Tarif: Agar har bir ¥=(x,; x,; ... x, )€ R™ vektorga biror A qonun yoki
- qoida yordamida yagona y=(y, ; ¥,; ... ¥, )€ R™ vektor mos qo‘yilsa, bu
] qonun operator (akslantirish, almashtirish) deyiladi va ?=AH) tarzida
~ yoziladi.

A: R™ - R™operator , A: R™ — R funksional, A:R — R funksiya deyiladi.

~ Operator chiziqli deyiladi, agar ¥, 7'€ R™, 2 € R™ uchun
) AR +7)=AG) + (7 ) (additivlik)

2) A (2 x7)=A X, (bir jinslilik)

y‘=A(.?) vektor X° vektor obrazi (tasviri), X vektor esa y ning proobrazi
(asli) deyiladi.

'!; Agar R™, R™ fazolar ustma-ust tushsa, A operator R™ni o‘zini o‘ziga
~ akslantiradi. Biz aynan shunday operatorlarni qaraymiz.

R™ fazoda [,,1, ...I,, bazis berilsa, ixtiyoriy ¥"€ R™ uchun

T =yl + Xl + ot Xy L.

A operator chizigliligidan: A (¥°) = A+ A+ .+ xA(L)

Lekin A(1) (i=I,n)€ R", ularni ham [,,7,...[,, bazis bo‘yicha yoyish
mumkin

Al)=ay (@) + aaL) + .+ an (L) (FIm). U holda )
A(X) =x; (@l + anly + .4 ay Fn)+x2(anl"1 +aph+ ot ag L)
(gl # agly + ot Qg b)) = @y 2+ Qa2 o Gy X+ (@ 13+ Gy X +
w Qap Xa )Tz + +(a1|1 Nt G Yt . Gy X, :'z\

Boshqa tomondan, 7'=A(x) vektorning 0y S 8 bazisdagi y, , v,
., koordinatalari A ( ¥)= wli+ y2l, + ..+ yal,; ko‘rinishida
yoziladi.¥ vektorni I,1,,..,1, bazis bo‘yicha yoyilmasi yagona
ekanligidan:

Yo = Qa3 Xy + Qzy X, s s Aqp Xy

h=auX+ X+ .. a2, X,
= Oy X3 F Qpa X s @y Xy,
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Qy; @y .. Qg

Bundagi A=(au @2 - Qzpn | matri
2 - 1tsa A operat itsasi
| . o e perator matritsasi,
A ning rangi esa A operator rangi deyiladi.
Umuman, har bir n-tartibli matritsa : i i
U 5 ga n-o‘lchamli faz i
chizigli operator mos keladi va aksincha. S i

T=(x15 X235 e X,) Va P=A(X)=(;; 3,5 ... y,) orasidagi bog'liglik

m W . Y1 Q11 Q2 e Gy /X
matritsaviy ko‘rinishda bo‘ladi: (j’z)=(%: a:z a:n) (x:)
. w/ N\ Gpa . @y
Misol. R? da A operator 1, , I,, I, bazisda O

3 2 4
A=5[~1 5 6)
1 8 2

matritsa bilan berilgan. X° =41, — 3L+ I3 vektor obrazi ¥=A(X)ni toping.

1 3 2 4\r4 10
Y2F1-1 5 6 (—3}(—13)
. VUn 1 8 2/\1 -18
Demak, y=101, — 31, — 181,
Chiziqli opix:atorlar ustida amallar quyidagicha kiritiladi:
1 (A+B)(_f?)fA(x) +B8(3),2) (2 A)T)=24 (x), 3) (AB)T)=A(B(T))

. I\fatl_]_a:ly operatorlar ham additiv, bir jinsli, ya’ni chizigli bo‘ladi.
Ixtiyoriy ¥=(x,,x,,..x,)€ R™ uchun O(?)=5 operatori nol operator.
E(X")=% esa ayniy (birlik) operatori deyiladi. ,

Turli bazislarda operator matritsalari idagi ‘lani idagi
Gt P alari orasidagi bog‘lanish quyidagi
. Telorema. A chiziqli operator 1, i, ,..I, va fis fo e f, bazislardagi
matritsalari mos ravishda 4 va A* bo‘Isa, A*=C~?A(, bunda C eski bazi
yangisiga o‘tish matritsasi. , e O
.lsb'ot: y‘=Ax, y*= A®X matritsaviy tengliklar o‘rinli. Agar C o‘tish
matmtsa'sx bo Isa x=Cx*, y=Cy* Birinchi tenglikni chapdan A ga
ko‘paytiramiz Ax = ACx*, ya’ni y=aCx*, yoki Cy* = ACx*, bundan
esa  y*=C-1ACx* ya'ni 4*=C-1AC kelib chiqadi.

17 6 -
6 8) matritsaga ega. A

Misol. 1'.'1.2'2 bazisda A operator A= (
operatorning f; = ly +2[,, f; = —2?1 + Tz bazisdagi matritsasini toping.

C=(_12 f), unga teskari matritsa, C“=§ @ _lz)dir.
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- _1/1 =23(17 6\/1 2_/5 O

pemak, 4= c0c=(; 1)( g5, 1 20)
~ Ta'rif: Nol bo‘lmagan %#+0 A chiziqli operatorning xos vektori
eviladi, agar shunday 4 son topilib, A(X)=A% o‘rinli bo‘lsa.
Bunda X soni A operatorning (4 matritsaning) xos soni deyiladi (¥
vektorga mos).
3 Demak, xos vektor operator ta’sirida o‘ziga kolleniar vektorga o‘tadi,
©0'zi songa ko*‘payadi, xolos.
i Ta’rif: matritsaviy yozuvda Ax = Ax yoki

Uy Xy + Qga XpF .+ Oy X, = AX,y
{az1 X+ QX+ ot Qo Xy = AX,

Ay Xy + Qg Xy + oot Oy Xy = Al

(@ =D %3+ @ X3+ ot Ay Xy = AX,
Soddalashtirsak, { %21 %1+ (a_zz = 2 Rt gt ™ Axg
Qpy Xy + Qa X+ ot (@pp=A) X, = Axy

Bu bir jinsli sistema trivial x=0=(0;0;...;0) yechimga doimo ega.

‘-Noldan farqli, notrivial yechim mavjud bo‘lishi uchun sistema asosiy
 determinanti nolga teng bo‘lishi kerak.

@, —A Gy Qin

s-aEf=| % G2Th Gm | =0

Qny Ap2 Apn -A
Bu determinant A ga nisbatan n-darajali ko‘phad bo‘lib, uni A

: operatop (yoki Amatritsa) xarakteristik ko‘phadi deyiladi, |A—AE[=0
~ tenglama A operator xarakteristik tenglamasi deyiladi.

Chizigli operator xarakteristik ko‘phadi bazis tanlanishiga bog‘liq

- emas.

Misol. A= ; 142 ) matritsa bilan berilgan chiziqli operator xos

sonlari va xos vektorlarini toping.

Xarakteristik tenglama tuzamiz: jA — AE[=
(4 — 1)?—6>=0.

Bundan chiziqli operator xos sonlari 4,=-2, 2, = 10.

Dastlab, 1,=-2 ga mos ¥®) xos vektorni gidiramiz. Buning uchun

(A—=2,E)¥3 =0 yoki g 12)(2(1)}(0) matritsaviy tenglamani
1 3 6 7;(1) 0

4-21 12 |_ .
I 3 a4 =0, yoki
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yechamiz. #;% = —25;® munosabatga egamiz. Agar ¥;%) = ¢ desak.
7 = —2C bo'ladi.

Demak, 2,=-2 ga mos xos vektorlar ¥ =(-2C;C) ko‘rinishida
bo‘ladi. Cx¢ 0

=*(1)
A, =10 da H% =6 12y(x; ") _
2 X; “xos vektor uchun ( 3 _ 6) za) =0 dan

%ZM=25® munosabatni olamiz. T = ¢ desak, %™ =2¢ boladi.
Demak, 1, =10 ga mos xos vektorlar C= 0da x@=(2C;C) ko‘rinishida

bo‘ladi.

Agar A chiziqli operator n ta chizigli erkli I, 1, .. T x0s vektorlarga .

va 23, 7;,..., 2, xos sonlarga ega bo‘lsa, Iy, 5,..., I, vektorlar bazis deb
olinsa, A(Tt.)"ani;"'ale_z.*‘ ===k aui:"' =R anl’—r: = liz:

Undan i+ jda a,y=0, i=j da esa g, =4

Shunday qilib, xos vektorlardan iborat bazisda A operatop matritsasi

42 0 0
diagonal ko‘rinishdadir. V= ( 0 ‘4 0) va aksincha agar A operator
0 0 4,

matritsasi diagonal ko‘rinishda bo*‘lsa, bu bazis barcha vektorlari xosdir.
12.2. Kvadratik formalar

Ta’rif:  Quyidagi L(xl,xz,_,x,‘)=z;‘=12;‘=1a,]x,xl yigéindi n
o‘zgaruvchi kvadratik formasi deyiladi, unda har bir qo‘shiluvchi biror
o‘zgaruvchi kvadrati yoki ikki o‘zgaruvchi ko‘paytmasidan iborat.

a,eR, a,~a, deb faraz qilamiz. Unda A= (a,) matritsa
simmetrikdir, uni kvadratik forma matritsasi deyiladi.

Kvadratik formani matritsaviy yozuvda L=x'Ax, aslida esa

ayy +ag; + - tag,\ /M Zayx,
L=(xy,x;, %) az.‘ +.a2.z +.....+ ‘?" xzz =(x1,%7,..Xp) Eazjx’
Qi+ Qo + 4@ X e
DY % AD) IRYLOY: 2% S N M R ) 3 2%y a;;x;%; yoziladi.
Misol.  L(xyix,;%3)=4x3-12XX,-10x,x5+12-322  ni
o . 4 —6 -5\ /%
ko‘rinishda yozing. L(x,;x,;x;)| -6 1 0 |{x2
-5 0 =3/ \Xx;

matritsaviy
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: Agar X=(x1,%, %), Y=(yy,¥2. ), C=(cyy) lar uchun X=CY
bo'Isa, kvadratik forma L=x'A x = (CY)'A (CY)=(Y" C’) A(CY)=Y' (C'AC)Y.
\f_:, Demak, bunday xosmas chiziqli almashtirishda kvadratik forma
“matritsasi A'=C’ AC ko‘rinish oladi.

] Misol. L(x,,x,)=2x7 + 4x,x,-3x7 kvadratik forma berilgan.

- Unda x; =2y, —3y, x,=y;,+y, chiziqli almashtirish natijasida
olinadigan L(y,, y,) kvadratik formani toping.

A= @ _23), C=@ "13) bo‘lgani uchun A*= C’'AC dan

o f 2 N2 27\2 -3 13 -17
r=(5 DG B 7)-Gr )
Demak, L(y;; y2)=13¥{ — 34y, )2 + 3¥4.
Ta’rif. 2;’=12;‘=1a,,x,-:cj kvadratik forma kanonik ko‘rinishiga
keltirilgan  deyiladi, agar i#j da
BL=0,,x7 + %2 + ..+ @ x3=3%, ay x7
. Kanonik ko‘rinishdagi kvadratik forma
- ko‘rinishida bo‘ladi.
k. Teorema. Ixtiyoriy kvadratik forma xosmas chiziqli almashtirish
- yordamida kanonik ko‘rinishga keltiriladi.
b Misol. L(xy, x,,%5)= x§ — 10x4X; + 62, X3 + 4%5X5 + 26x3+%3 0'zga-
- ruvchilami xosmas chiziqli almashtirish yordamida kanonik ko‘rinishga
- keltiring.

a; =0 bo'lsa, yani

matritsasi  diagonal

[xf -2 (: (10x,- 61',})+ (55, - 313)’] =iy = 35)7+ Hhny 0, + 2603 4+ 2] =

3 Ly, 1, x)=5 "5t 3,7 - 250} + 3001, - 9 4
| 4x,x3 +26X3 + x§ = (x; — 52, +3x5)%+

b x2 + 34x,%;,— 8x% = (x, — 5x,+3x)* +

| Hay+17x5)' —(1723)F — 8x2 = (3, — 51, + 3%3) (2, +17x,) 27

Demak, xosmas chiziqli almashtirish:

Vi =% —5x+ 3%, y, =2x +17x; y; =x, desak, kvadratik forma
L,(3,,%,,¥5)=YE + yZ — 297y kanonik ko‘rinishiga keladi.

Teorema. (kvadratik forma inersiya qonuni). Ixtiyoriy xosmas
chizigli almashtirishlarda olingan kanonik tenglamada musbat (manfiy)
koeffitsiyentli qo‘shiluvchilar soni o‘zgarmaydi.

Agar L=(x,,%,_%,)>0 [L = (x,,%,__x,) < 0] bo‘lsa, kvadratik forma
musbat (manfiy) aniglangan deyiladi.
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Masalan, 7, =(3xf+9x? + 42) musbat aniqlangan,
Li=—x} + 2x,x, — x3 manfly aniqlangan.

Teorema. L=x'Ax kvadratik forma musbat (manfi
bo‘lishi uchun A matritsaning barcha xos sonlari A lar m
bo‘lishi zarur va yetarlidir,

Ishora aniglash uchun ko‘p hollarda quyidagi Silvestr alomatidap
foydalaniladi.

Teorema (Silvestr). Kvadratik forma musbat (manfiy) aniqlangan
bo‘lishi uchun kvadratik forma matritsasining bosh minorlari musbat, ya’nj
a4 +a,++a,

@+ ay+-+a,,

y) aniqlangan
usbat (manﬁy)

4,20, A,>0, ..., A,>0, bunda A=

Qs +@,, +--+a

nn

bo‘lishi zarur va yetarlidir.

Agar kvadratik forma manfiy aniqlangan bo‘lsa, bosh minoralar
ishoralari musbatdan boshlab almashinadi.

Misol. L=13x7 — 6x,x, + 5x2 kvadratik forma ishorasini tekshiring,

1-usul. Kvadratik forma matritsasi a= ig —53| bo‘Igani uchun

IS 5|70 yoki A%184+56=0. 4, = 14, 4, 4 musbat
Xos sonlar bo'lgani uchun berilgan kvadratik forma musbat aniqlangan,
Zusul Jay=13, o2 22H13 Blse goniei Sivest
: ntts ey, a3 5 g
alomatiga ko‘ra L ning musbat aniglanganligini bildiradi.

12.3. Almashishning chizigli modeli

Matritsaning xos son va xos vektori tushunchalariga olib keluvchi
almashishning chizigli model; (xalqaro bozor modeli) ni ko‘rib chigamiz.
Milliy foydasi *1,%;,.X, bo‘lgan $,,S, S, davlatlar berilgan bo‘lsin.
Sy davlatning S, davlatdan tovarlar sotib olishga sarflaydigan milliy
foydaning qismini a;; deb belgilaymiz. Agar milliy foydaning hammasi
yoki shu davlat ichida yoki chet davlatdan tovar sotib olishiga sarflanadi
deb hisoblansa, E?:o a; =1(=12,...,n)bo'ladi.
Q11 Qyp..Qyy
Quyidagi A= (a,“ .
Ay Ay e Qpy
matritsasi deyiladi. Unda ixtiyoriy ustun elementlari yig‘indisi 1

.a?z....az‘,,) matritsa savdoning  strukturali

ga teng.
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Ichki va tashgi savdodan ixtiyoriy S,(i=1,n) davlat daromadi
+ QX+ + a;,x,, bo‘ladi. s
» 1I-ﬁr bi;z«:lazvlat P, = x, (i=1,n) bo‘lishga harakat qiladi, albatta. U

au_X, + alzxz + i +a,n).'n 2 11
{a,,,x1 + QXy + o F Ay Xy = *n
~ Barcha tengsizliklarni qo*shib, guruhlab: .
: x,(@y1%; + @1 Xy + o F @ Xp )T X3 (A1 Xy + QaXp + o F QX )T
2 + oot Xy

(@nx +au2x2+"‘+amnxn)>f71+x2 n

:2.; aljelk;) tengsizlik chap tomoni ham x1+xz. + - +x, ga teng, qavs
ch idagilar yig‘ndisi 1. Ziddiyat kelib chiqdi, ya’ni:
L X X e X, > X+ bt X, . .
S;mnd;y gilib, P, > x, (i=1,n) qilib olish mumkin emas. U holda
. = x, (i=1,n) shart qoladi xolos. .
; I(qtisodiy mazmuni quyidagicha: Barcha davlatlar bir paytda foyda
ol maydi. ) : )
“. yi’ = (x,,%5, %) vektor kiritsak, A% = ¥ tenglamaga ega bo lamnz,
ya'ni qaralgan masala A matritsaning A=1 xos songa mos xos vektorini
izlashga keladi.

Misol. Uchta S,, S, S, davlat strukturali matritsasi A=

W w =W |
PR I S
o MimNIn

‘Isa, balanslangan savdodagi har bir davlat milliy foydasini toping. .
(A—-E)E=0 tenglamani yechib, A=1 ga mos %xos vektorni

qidiramiz.
X1 0
(xz)F(o) sistemani yechib, x = (ic; 2cc)
X3 0

 xos vektorni topamiz. Demak, bu uch davlat orasidagi sodda balanslangan
o & . Cyelpe
~ bo‘lishi uchun ularning milliy foydasi i 2; 1 nisbatda bo‘lishi kerak.

| D e

L
(=]
P




12.4. Ko‘p tarmogli iqtisodda Leontyev modeli (balans analiz)

N ta ishlab chiqarish korxonasini o‘rganaylik. Ularning har biri o‘z
mahsulotini ishlab chiqaradi. Bu mahsulotlar bir qismi korxonaning o‘ziga,
qolganlari boshga korxonalarga taqsimlanadi. Barcha ehtiyojlarni
qondirish uchun har bir korxona ishlab chiqarish hajmi qanday bo‘lishi
kerak? Bu savolga 1936 yilda amerikalik V.Leontyev tomonidan yaratilgan
matematik model javob beradi. Bu model ishlab chiqarish korxonalari
sohalararo balansini ifodalovchi jadvalni analiz giladi.

Biror muddatda ichlab chiqarish protsessini tekshiraylik. i-ishlab
chiqarish tarmog‘i ishlab chigqan umumiy tovar hajmi x, bo‘lsin. (i=1,n).

Ishlab chiqarishda j-tarmoq i-tarmoq mahsulotini iste’'mol etishi x,;
(ij =I,n) bo‘lsin. i-farmoq mahsulotini y, qismi boshqa zaruriyatlarga
ishlatilsin.

U holda i-tarmoq umumiy ishlab chiqarish hajmi x, = ¥, x,, +¥;
(i=1,7) bo‘ladi. Bu tenglama balans munosabatlari deyiladi.

Quyidagi a‘-)-——’—'l (ij =1,n) koeffitsiyent to‘g‘ridan-to‘g‘ri

%
harajatlar koeffitsiyenti deyiladi. U j-tarmoq birlik mahsulotini
chiqarishga sarf bo‘ladigan i-tarmoq mahsuloti sarfini ko‘rsatadi.

Qaralayotgan muddatda aq;; koeffitsiyentlar o‘zgarmas bo'lsa,
Xy = agxy, (if =1,n) chiziqli bog‘liglik o‘rinli bo‘ladi. U holda balans
munosabatlari: x, = T, a,,x; +¥; (i=1,1) bo‘ladi.

Xy @41053...Q4p !
Agar X=(x:2 b A=( 921922 @an ), v={ 2 | belgilashlar kiritsak,
Xy Qn18pz --Qnn n
bunda X — umumiy ishlab chiqarish vektori, Y — oxirgi mahsulot vektori, A
— Xarajatlar matritsasi, yuqoridagi tenglik X=AX+Y ko‘rinish oladi.
Tarmogqlararo balansning asosiy vazifasi shunday X ni topishki,
X=AX+Y o‘rinli bo‘lsin.
Tenglamani (E-A)X=Y ko‘rinishida yozamiz. Agar (E-A) matritsa
xosmas bo‘lsa, ya'ni |E—A]#0, u holda X=(E—A)"1»Y. (E—-4)"*
matritsa to‘la sarf-xarajatlar matritsasi deyiladi.
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Masalan. Tekshirilgan muddatda ikki korxona balansi quyidagicha edi:

‘ L (3 2)
' 1. T,,T, bazisda chizigli operator matritsasi (_ 1 5) bo‘lsa &

Sarf-harajat Oxirgi Umumiy
Soha Toha 7-soha | mahsulot i/ch
1-soha 7 12 72 100
2-soha 12 15 63 100

1-sohaning oxirgi sarf-harajati 2 marta oshirilsa, 2-soha avvalgiday

lasa, umumiy ishlab chigarish hajmi zaruriy hajmini hisoblang.

%, =100, 7, =100, %y, =, X2 =21, % =12 %2 =15,

3, =72,y, =63.

Formuladan a,; = 0.07, a,» = 0.21, @y, = 0.12, @, = 0.15
007 021\ +_ -+ dagi E-A=( 093 -0.21
Demak, A=(g3 0.15) X=(E — 4)7Y dagi 012 085

|E — A] = 0.7653 # 0.
1 (085 0.12

Teskari matritsa (€ — A)™* ===\ 021 0.93

_ 1 (0.85 0.12y(169.8
EEboliaa 0.7653(0.21 0.93) 116.1)' B
Demak, 1-sohani 169.8, 2-sohani 116.1 gacha kuchaytirish kerak.

Mavzuga doir misol va masalalar

=431,

- vektor obrazini toping.

-1 0 2
B T, 1., I; bazisda chiziqli operator matritsasi ( g (1) i) bo‘lsa,

- % =2[;+4 1 — I vektor obrazini toping. o
3. T;, T; bazisda operator matritsasi (_23 ;) bo‘lsa, operatorning 1, =lp-

2T, 7, =21, 41, bazisdagi matritsani yozing.

? 4. Matritsalari berilgan chizigli operatorlar xos son va Xo0$ vektorlarini
. toping.
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1 2 -2 2 -1 2 0 10
1)(_21 4L)z)(1 0 3)3)(5 -5 )4)( 4 4 0
13 0 -1 0 =2 212

4 =5 2 1 -3 4 7 -12 6
S)I5 =7 3)6){4 -7 8) 7 (10 -19 10)
6 -9 4 6 ~7 7 12 -24 13

5. L=2x{+3x3 — x§+4x, x, - 6x,x; + 10x,x, kvadratik formaning matri-

tsasini yozing.

6. L(xy,%,)=3xf —x3+4x,x, kvadratik forma x,=2y,

chizigli almashtirishda qanday o‘zgaradi?

7. Kvadratlk formalarni kanonik ko‘rinishga keltiring.

1) x2+5x2 - 4x,+2x1x2 —4xX3, 2) X3 X5 + X X3 + Xy X5
3) dxf+xd + xF —dxy 1, + 4%, 0, — 32,25,

4) xi+x? + 5x% — 6x,x, + +6x,%; — 6x,%3

8. Kvadratik forma ishorasini aniglang.

D) xi+4x3 +3x342x,x, . 2) 2xF —xF — X% + +20%; — 2x%.

— Y2 XTVitw,

Chiziqli algebra elementlariga doir joriy nazorat uchun uy vazifasi
(N-talabaning jurnaldagi tartib nomeri)

I. Biror bazisda d(1;2;N), 5(-2;0;3), &3;N;1), vektorlari berilgan. Bu
vektotlar bazis tashkil etishini isbotlang va shu bazisda J(N;lo;-N;l)
vektor koordinatalarini toping.

I1. Ikkita chiziqli almashtirish berilgan:

¥y =Nx, + (20-N)x; + x, Zy =y1— Ny + (20 - N)y;
Y2 = 2% —Nx, — 4x, { Z; =Ny, +y, - 4
Y3 =X+ 2%, — (N—10)x, Zy = (10— N)y, +2y, -

Matritsaviy usulda z,,z,,z; ni x,,x,,%; orqali ifodalovchi almashtirishni
toping.

1 (10—-N) =3
111 N—-10 10— N | matritsasi chizigli almashtirish xos son va xos
4 20—N 2

vektorlarini toping.

IV. £(1;-2;3;N), fi(N;0;-3;5), f£(-1;N;4;2) va f£:(-3;1;10-N;2) vektorlar
ortogonallashtirilsin.

V. Kvadrauk formani kanonik ko‘rinishga keltiring va ishorasini aniglang.
L=x2+(20- Nxf + Nxf —6x,x, + Nx,x; — (30— N)x, x;5.
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Matematik analiz
13-mavzu. To‘plam. Funksiya

13.1. “To‘plam” tushunchasi

“To‘plam” tushunchasi boshlang‘ich tushunchalardan bo‘lib, uni
 boshqa soddaroq tushunchalar bilan ta’riflab bo‘Imaydi.

- Umuman, to‘plam deganda biror xususiyatiga ko‘ra qaralayotgan
narsalar, obyektlar tushuniladi. To‘plam hosil gilayotgan obyektlar to‘plam
~elementlari yoki nuqtalari deyiladi. To‘plamlar bosh harflarda, uning
elementlari kichik harflarda belgilanadi. a element A to‘plam elementi

i Birorta ham elementi bo‘lmagan to‘plam bo‘sh to‘plam deyiladi va

. 0 ko‘rinishida belgilanadi. Masalan, x*+1=0 tenglama hagqiqiy ildizlari

" to‘plami bo‘shdir.

Agar B to‘plam elementlari A to‘plamga ham element bo‘lsa, B

to‘plam A to‘plam qismi (gism to‘plami) deyiladi va BcA ko‘rinishida

 yoziladi.

Bir xil elementlardan tuzilgan ikki to‘plam teng deyiladi.

, Ikki A va B to‘plam yig‘indisi deb, ularning kamida bittasiga tegishli

barcha elementlardan tuzilgan C to‘plamga aytiladi va C=AuB tarzida

 yoziladi.

. Ikki A va B to‘plam kesishmasi deb, ulaming umumiy

.~ elementlaridan tuzilgan D to‘plamga aytiladi va D=AnB ko‘rinishida

- yoziladi.

A to‘plamdan B to‘plamning ayirmasi deb, fagatgina A ga xos-

i teglshh elementlar to‘plami tushuniladi. U masalan, E=A\B tarzida

~ yoziladi.

; Agar AcB bo‘lsa, A to'plamning B to‘plamgacha to‘ldiruvchisi deb,
B ning A ga tegishli bo‘lmagan nugtalari to‘plami tushuniladi va C;A

 tarzida yoziladi.

CsA=B\A

- Miso!. A={1;2;3;4}, B={3; 4;5}, D={1;2;3},

. AuB=(1;2;3;4; 5), AnB=(3;4}, A\B=(1; 2}, B\A={5}, ,D={4}.

; A va B to‘plam xos elementlaridan tuzilgan to‘plam simmetrik

. ayirma deyiladi va AaB tarzida yoziladi.

AaB=(A\B)u(B\A)=(AuB)\(AnB)

bo‘lsa,
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A va B to‘plamlar barcha elementlaridan tuzilgan (a;b) ko*rinishidagj

Juftliklar to‘plami Dekart ko‘paytmasi deyiladi va AXB deb yoziladi.
AXB={(a;b):Va € A,¥b € B).

Misol. A={1; 2]}, B={2; 3}, bo‘lsa, AaB={1} U {3}={1; 3}.
AXB={(1;2),(1;3),(2;2),(2;3)}

Shunga o‘xshash, AXBXC={(a;b;¢):Ya € A, Vb € B,¥¢ € C},...

Elementlari haqiqiy sonlar bo‘lgan to‘plamlar sonli to‘plam
deyiladi. Elementar matematikadan ma’lumki, R-haqiqiy sonlar, Q-
ratsional sonlar, I-irratsional sonlar, Z-butun sonlar, N-natural sonlar
to‘plamlari edi.

NcZcQcReC, R=Qul, RXR=R%, RXRXR=R® kabi munosabatlar
tushunarli.

13.2. Funksiyaning xossalari va turlari

Faraz gilaylik, X,YcR to‘plamlar berilgan bo‘Isin.

Ta’rif. Agar har bir xeX son uchun biror f qoidaga ko‘ra yagona yeY
son mos qo‘yiigan bo‘lsa, X to‘plamda y=f(x) funksiya berilgan deyiladi.

Tekislikning {x; f(x)}={(x; f (x); xeX, f(x)€Y} ko‘rinishdagi nuqtalari
to‘plami berilgan funksiya grafigi deyiladi.

X to‘plam funksiyaning aniqlanish sohasi, Y to‘plam esa o‘zgarish
sohasi deyiladi va mos ravishda D(y), E(y) ko‘rinishida belgilanadi.

y=f(x) yozuvda x erkli o‘zgaruvchi (argument), y esa erksiz
o‘zgaruvchidir.

Funksiya, asosan, 3 xil: analitik, jadval, grafik usulda beriladi.

Analitik usulda funksiya y=f(x) formula yordamida beriladi, jadval
usulida erkli o‘zgaruvchili x ning giymatlariga mos keladigan y ning
qiymatlari beriladi.

Grafik usulda funksiya tenglamasini ganoatlantiradigan (x;y) eR?
nugqtalar to‘plami beriladi.

Funksiyani o‘rganish uning aniglanish sohasini topishdan boshlanadi:
V&' -16

log, (x? +3x~-10)
Ma’lumki, bu funksiya:
x-1620
X’+3x-10>0, log,(x* +3x-10) =0 shartlar o‘rinli bo‘lgandagina aniqla-

Misol. y= funksiya aniqlanish sohasini toping.

nadi.
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RS R e
,bo‘lganligi uchun, berilgan funksiyalarning barchasi o‘rinli bo‘lgan
‘ (—o0i- 2 @) V(= 3+453 i~5) U [4;+e0) sohada aniqlanadi, xolos.

4 9 2

' toq.

(x-2)(x+5)>0, x*+3x-1120 _

Bu tengsizliklar yechimlari mos ravishda:

3+/53
il

{(x-4)(x+4)20

34453 ~3+V53 ,—3+f5—3,
2 N 2 A 2 +9

2 .
Funksiyaning asosiy xossalari bilan tanishamiz.

13.3. Juft-toglik

Funksiya aniglanish sohasi koordinatalar boshiga nisbatan simmetrik

1 bo‘lsin, ya’ni agar funksiya biror xeR, da aniqlansa, (-x) eR_ da ham
' aniglanishi shart.

Ta’rif: Agar f(-x) = f(x) [f(-=x) = —f(x)] tenglik o‘rinli bo‘lsa,

" funksiya qaralayotgan sohada juft (toq) deyiladi.

Masalan, y=x’, y=cosx funksiyalari juft, y=x’, y=sinx funksiyalari

Yugqoridagi ikkala shartga ham bo‘ysunmaydigan funksiya juft ham,

“' toq ham emas, umumiy holdagi funksiya deyiladi.

Masalan, y=x’-X, y=1-x+x’-x’ funksiyalar shular jumlasidan. )
Ta’rifdan, juft funksiya grafigi ordinata o‘qiga nisbatan, toq funksiya

grafigi koordinata boshiga nisbatan simmetrik joylashishi kelib chigadi.

Juft funksiya yig‘indisi, ayirmasi, ko‘paytmasi, bo‘linmasi

(maxrajdagi funksiya noldan farqli bo‘lsa) yana juft funksiya bo‘ladi.

Toq funksiyalar yig‘indisi, ayirmasi toq funksiya, lekin ko*paytmasi,

* bo'linmasi juft funksiya bo‘ladi.

Misol. 1) y=2%+27* juft-toglikka tekshirilsin.
y(-x)=2-*+2-(-¥)=2-*+2*=y(x) o‘rinliligidan juftdir.
2) y=In(x + V1 + x?) juft-toqlikka tekshirilsin.

ViexZ4x

1 —
y(xX)=IhVI+ 22 + (=)= In(V1+ 3% —X) = =In=—=
=ln(x+V1+x2)*=In(x+ V1+ x%)=-y(x). Demak, bu funksiya toqdir.
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13.4. Chegaralanganlik

Ta’rif. X to‘plamda aniglangan f(x) funksiya yuqoridan (quyidan)
chegaralangan deyiladi, agar har bir xeX uchun shunday M (m) sonj
topilib, f(x) =M (f(x)>m) tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, X to‘plamda ham
yqurid.an, ham quyidan chegaralangan funksiyalar chegaralangan
deyiladi.

Masalan. y=x? funksiya quyidan 0 bilan, y=1-x? funksiya yuqoridan
1 bilan chegaralangan.

y=sinx funksiya esa chegaralangan, chunki-1< sinx < 1

Agar X to‘plamda f£,(x), £(x) funksiyalar chegaralangan bo‘lsa,

fithh, fifes Cfi, £ 0 da % funksiyalar ham chegaralangan
bo‘ladi. '

Funksiyaning X to‘plamda chegaralangan ekanligi: |f(x)| <C
tengsizlik o‘rinli bo‘ladigan C sonning ko‘rsatilishi demakdir.

Misol. y=3%"**+3cos4x funksiyaning chegaralanganligini ko‘rsating.
|3“"z" +3cos41| < 3%°%43|cosdx| <3+3=6 va 3%"** > 1 bo'lishini
e'tiborga olsak, 3%"'*+3cosdx>1-3=—2 -2< 35" *+3cosdx< 6,
berilgan funksiya chegaralangan.

13.5. Davriylik

Xto‘plamda y=f(x) funksiyani aniglang.
Ta’rif: Agar shunday T+0 son mavjud bo‘lsaki, ixtiyriy xeX da

1) x-T, x+TeX,
2) f(x+T)=f(x)

bo‘lsa,'f(x) funksiya davriy deyiladi. Bunday T sonlarning eng kichik
musbati funksiyaning davri deyiladi.

Masalan, y=sinx, y=cosx funksiya davri 2m, y=tgx, y=ctgx
funksiyalar davri esa = dir.

Agar fi,f,, funksiyalar davri T bo‘lsa, f =h, fixfs, ;—: (h#0)

funksiyalar ham davriy va davri T dir. Agar £, f,, funksiyalar davri TyvaT,
bo‘lsa f, +f,, funksiya davri EKUK(Ty,T), bo‘ladi. Masalan,
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| y=sin2x+cos3x funksiyada birinchi qo‘shiluvchi davri  , ikkinchisiniki 2—3"—,

. funksiyaning osi esa EKUK (; T)=2 davrlidir.

13.6. Monotonlik

X to*plamda y=f(x) funksiya berilgan bo*lsin.
Ta’rif. Agar ixtiyoriy x,,x,eX qiymatlari uchun x;<x, bo‘lishidan

- f(x,)<f(x,) (f(x)>f(x,)) kelib chigqilsa, f(x) funksiya X to‘plamda o‘suvchi
~ (kamayuvchi) deyiladi. O‘suvchi va kamayuvchi funksiyalar monoton
~ funksiyalar deyiladi.

Agar f,.f, funksiyalar X to‘plamda o‘suvchi (kamayuvchi) bo‘lsa,
fite, fitfo, €0 da c f, funksiyalar o‘suvchi (kamayuvchi), c<0 da esa cf;

funksiya kamayuvchi (o‘suvchi) bo‘ladi.

Misol. 1) y=x2 funksiya (-co; 0] da kamayuvchi, [0;+0) da o‘suvchi.

" Hagigatan, x, ,x, € [0;+e), x,<x, bo‘lsin. Unda f(x,)-f(x,)=x{-x3=(x;+x;)
 (%,-%,)<0, chunki x,-x,<0.x,<x, dan f(x,)<f(x,) kelib chiqdi, demak, y=x*
- funksiya [0;+») da o‘suvchi.

Endi ba’zi elementar funksiyalarni sanab o‘tamiz.

Ly=e{ 553 2 0 bu funkslya modul deyilad.

1,x>0
2. y=sgnx={0,x = 0, bu funkslya x ning ishorasi deyiladi.

-1,x,0
3. y=[x] ko‘rinishda x ning butun qismi belgilanadi. Berilgan sonning
butun gismi — o‘ziga teng yoki undan kichik eng katta butun sondir,
masalan, [1,5FF1,[-1,5=-2,[-1F-1
4. y={x} ko‘rinishda x ning kasr qismi belgilanadi. x=[x]+{x} bo‘lishi
tushunarlidir.
5. Darajali funksiya: y=x"
6. Ko‘rsatkichli funksiya: y=a* (2>0,a#1)
7. Logorifmik funksiya: y=log, x (a>0,a#1)
8. Trigonometrik funksiyalar: y=sinX,y=cosx,y=tgx,y=ctgx
9. Teskari trigonometrik funksiyalar: y=arcsinx, y=arccosx, y=arctgx,
y=arcctgx
10. Giperbolik funksiyalar:

- % e*¥—g

a) sinus giperbolik funksiya: y==—

-X

= shx;
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e X4~

b) kosinus giperbolik funksiya: y=

- = ¢chx;
c) tangens giperbolik funksiya: y—';:’: = thx;
d) kotangens giperbolik funksiya: y=:::::: = cthx.

Giperbolik funksiyalar quyidagi xossalarga ega:

= —shx =chx 420 12
Sh0=0,ch0=1,thx o cthx m‘,ch X-sh?x=1,

2shxchx=sh2x Sh(x+y)=shxchy+chxshy,

_ thx+thy
th(x+y) 1+thxthy

Bu funksiyalar aslida ko‘rsatkichli funksiyalar yordamida quriladi,
lekin xossalari trigonometrik funksiyalar xossalariga o‘xshashligidan
shunday nomlanishiga sabab bo*Igan.

Elementar funksiyalardan arifmetik amallar yordamida olinadigan
barcha funksiyalar elementar funksiyalardir.

Funksiyalar quyidagicha berilishi mumkin:
1. Oshkor funksiya. Bunda funksiya shunday tenglama bilan eriladiki,
uning o‘ng tomoni faqat erkli o‘zgaruvchiga bog‘liq bo‘ladi, masalan,
y=x2-4x+3. 3
2. Oshkormas funksiya. Funksiya y ga nisbatan yechilmagan F(x;y)=0
tenglama bilan beriladi, masalan, 'j—:’:—fl

3. Teskari funksiya. y=f(x) funksiya bitta x ga yagona y ni mos qo‘yadi.
Endi shu yeY ga yagona xe€X ni mos qo‘yuvchi x=¢(y) funksiyalarni
qarash mumkin. Bu funksiya y=f(x) ga teskari deyiladi. Uni gayta belgilab
(x ni y,y ni x deb), y=f~*(x) tarzida yoziladi. Masalan, y=a* ga y=log, x
funksiya teskaridir. Ixtiyoriy qat’iy monoton funksiya teskarisi doimo
mavjud ekanligini isbotlash mumkin.

4. Murakkab funksiya. Agar y=f(u) funksiya argumenti ham u=¢(x)
funksiya bo‘lsa, ular superpozitsiyasi y=f(@(x)) murakkab funksiya
deyiladi. Masalan, y=Insinx, y=(2x = 1)3,......

5. Parametrik funksiya. Agar funksiya ham, argumenti ham biror t

:;8 funksiya parametrik usulda

X_
berilgan deyiladi. Masalan, x?+y?=R? aylanani {y;::f:f ko‘rinishda berish

ch?x+sh?x=ch2x,
ch(x+y)=chxchy+shxshy,

: : gl |16
parametr yordamida aniqlansa, ya’ni {y

mumKin.

Funksiyalar quydagicha klassifikatsiyalashtiriladi
1. Butun ratsional funksiyalar; Y=P,(X)=a"x"+a,_,x""1+...+a, + a,.
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Qe (X)_Qmx™ +bm a1 X1 +4byx+bp
= Pr(2)  GpxM+Gp-y XV R 440, X4+ Qg

, _ Kasr ratsional funksiyalar:

3 Irratsional funksiyalar; masalan. y=v/x, y=X+Jx,... . ‘

4. Transsendent funksiyalar, ratsional yok? irratsxonal bo lmagan
iyalar transsendent funksiyalar deyiladi, masalan, y=sinx,
y=arcsinx, y=Cosx +Xx;... N .
Funk}s’i—ya grafiklari ustida arifmetik.ama.lla.mi bajar1§h uch.un l:ar bir
xeX da berilgan amal bajariladi, natijasi téklsllkda. belgilanadi. Olingan
nugqtalar birlashtirilsa, natijaviy funksiya hosil bo ladi.

Mavzuga doir misol va masalalar

K idagilarni isbotlang.

}}?\miaﬁ €)=(AUB )gn (AU C) 2) (B\C)(B\A) © A\C

13) (A\B)\C = (A\C)(B\C) 4)AAB = (ANCB)U (BN CA)
5)(An BJU(ANCBYU(CANnB)=AUB
6)AX(BXC)=(AXB)U(AXC)

2. Aniqlanish sohasini toping.

) y=— 2)y=Vax—-x* 3)y= ftf

4-x?

a)y= ["———' s

'.I 5)y=y9 —x2+/x2 -4 6) y=1g(5-x) 7) y=log; log;log,x
“1 o X=1
- 8) y=_|sinx —-i 9)y=,/1- tg*4x 10)y=arcsin—

3. Juft-togligini tekshiring.

=x3 — =xsi 4) y=xcosx
Dy=x2—4zt 2)y=x’-5x®  3)y=xsinx
5)y=——+-1  6)y=thx Ny==  8)y=In(V1+x7-x)
1~x 1+x

4. Chegaralanganligini tekshiring.

2 . —VI-x+VX
F 1) y=02 2) y=2sinx+cosx 3)y=\9 —xZ 4)y=2vitEtwx

- 5) )’=fu—+2 6) y=2¢052x+5sinx  7) y=21~*"*+2cosx 8) y=2sin3x+5cos3x

x?4x+1

?) I;:Z:sr:fsr;:gclangz.) y= :':‘fz—; 3) y=cosx+cos5x 4) y=cosi X + sin2mx
5) y=|cosx| 6) y=In (sinx) 7) y=Insinx 8) y=sin\[§x + cosffx +tg7V3x.

6. Monotonlikka tekshiring.

Dy=x* 2)y=log,x

7. Grafigini chizing.

1 2x+3

4) y= S)y=

x=1

3) y=G)*

x+1
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Dy=x? y=(x-1)%y = (x+1)2, y=2x2, y— x4, y=-2(x + 1)?,
y=x? +1, y=2(x + 1)>+1, y=8x-2x2, y=x2? — 3x + 2.

2) y"xa -213 (x 1)” y=2(x—-1)2+1

3) y=- y—x—i, y=:, y'- - 4) y=sin®x, y=sin®x, y=sin*x + cos’x
5) l+x+e*, y=x+sinx, nsmx Y=X sgn(sinx)

8. Tenglamani grafik usulda yeching. 1) x3 —4x—1 = 0 2) 1gx=0.1x
3) Igx=x.
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14-mavzu. Funksiya va ketma-ketlik limiti
14.1. Ketma-ketlik va uning limiti

Ta’rif: Agar y=f(x) funksiya aniqlanish sohasi natural sonlar
to‘plami N bo‘lsa, bu funksiya ketma-ketlik deyiladi, u a,=f(n) o‘rniga
{a,} ko‘rinishida belgilanadi.

Boshqacha aytganda, biror qonun bo‘yicha har bir natural songa
biror a,, son mos qo‘yilgan bo‘lsa, {a,,} ketma-ketlik berilgan deyiladi.

a,, a,,..., a, sonlar ketma-ketlik hadlari, @, — umumiy hadi deyiladi.

Ketma-ketlik hadlari son o‘qida tasvirlanadi.

Ketma-ketliklar ustida arifmetik amallar quyidagicha kiritiladi.
m{an}'_'{maa}:{mapmaz:maa- ey My, ---}

{a,} + (b,)={an £ b,}"{a;, £ by;a;, £ by5 05 £ by @p T By 0}
({av;}{b }—{a b, } {altbl azbzi a3b3;"-;anbn; ~--}

.82 &3
=y {»n}‘ B bai by e

Ta’rif: {a,} ketma-ketlik uchun shunday m, M sonlar mavjud bo‘lib,
ixtiyoriy had uchun m< a,, <M o‘rinli bo‘lsa, ketma-ketlik chegaralangan
deyiladi.

Agar C=max{|m|, |M[} bo‘lsa, chegaralanganlik shartini |a,] < C
ko‘rinishida yozish mumkin.

{a,,} ketma-ketlik chegaralanmagan deyiladi, agar har bir musbat C
soni uchun |a,,| > C shatrni qanoatlantiruvchi element topilsa.

Agar ixtiyoriy musbat C son uchun shunday N nomer topilsaki, >N
bo‘lganda |a,] > C bajarilsa, bu {a,} ketma-ketlik cheksiz katta deyiladi.

Cheksiz katta ketma-ketlik chegaralanmagan, lekin chegaralanmagan
ketma-ketlik  cheksiz  katta  bo‘lishi shart emas. Masalan,
{1;2;1;3;1;4; ..;1;m; L;n + 1; ...} ketma-ketlik chegaralanmagan, lekin
cheksiz katta emas, chunki |a,| > C barcha toq nomerli hadlar uchun
bajarilmaydi.

{a,} ketma-ketlik cheksiz kichik deyiladi, agar V>0 3N, n>N larda
la,| < £ o‘rinli bo‘lsa.

Demak, {a,]} cheksiz katta bo‘lsa {;'-} cheksiz kichik bo‘ladi va

aksincha.
{n} cheksiz katta ekanligi ma'lum, demak, {%} cheksiz kichikdir.



Ta’rif: a soni {a,} ketma-ketlik limiti deyiladi, agar ixtiyoriy
musbat ¢ soni uchun shunday N nomer topilsaki, n>N larda la,-al<e
o‘rinli bo‘lsa.

Limitga ega ketma-ketlik yaqinlashuvchi, aks holda uzoqlashuvch;j
deyiladi.

Simvolik tarzda limit lim,_.a, =a yoki a, 2@ tarzida
yoziladi. “Limit” so‘zi lotincha “limes” so‘zidan olingan.

lim,_o, = = 1 ekanligini isbotlang.

Ye0 olamiz Ja,~ 1[5~ 1F ~<c dan n+3>2 Demak,
N=[> - 3] deyilsa, n>N larda
la, = 1| < & bajariladi, demak, lim,,_,, - = 1.

n+3
Cheksiz katta ketma-ketlik limitga ega emas. Lekin, uni cheksiz
limitga ega deb, lim,_. a, =c ko‘rinishida yozish mumkin. Cheksiz
kichiklarning yaqinlashuvchi va limiti nol ekanligi tushunarli.
Yagqinlashuvchu ketma-ketliklar quyidagi Xxossalarga ega:
Agar {a,},{b,} yaqinlashuvchi ketma-ketliklar bo‘lsa, Ca,,a, + b,,

a,b,, % (b=0)  ketma-ketliklar ham yaqginlashuvchi va

lim,_, Ca, = Clim,_,, ay; .{lﬂ (an b, )=lim,,_ o, a, + lim,_, bz

Sn _ impagan

Iimn—-w anbn =lim,,_,, a,,. 1im"_.¢, bn’ '!];I.e, P nmnmb"'

Ta’rif: Agar ixtiyoriy neN va a, < @y., bo'lsa, {a,} ketma-ketlik
o‘suvchi deyiladi, a, < a,,, bo‘lsa, kamaymaydigan, a, >a,,, bo‘lsa,
kamayuvchi, a, > a,,, bo‘lsa o‘smaydigan deyiladi.

Bunday ketma-ketliklar umumiy nom bilan monoton ketma-
ketliklar deyiladi. Ular hech bo‘lamagnda bir tomondan chegaralangan
bo‘ladi.

Teorema. Monoton chegaralangan ketma-ketlik yaqinlashuvchidir.

Agar a soni o‘suvchi {a,} elementlarini, masalan, yuqoridan
chegaralasa, a, < a, u holda ’]‘1_{2 @, = a ekanligini isbotlash mumkin.

Teorema. Ichma-ich joylashgan [a;b]o[ ;b2 [a;;5,]2...0

[@.;®,]... kesmailar uchun, ularning barchasiga tegishli yagona nugqta
mavjud.

Misol. a, = (1 + %)" ketma-ketlik yaginlashishini isbotlaymiz.

Buning uchun uning o‘suvchi va yuqoridan chegaralanganligini
ko‘rsatamiz.
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uton binomi formulasiga ko‘ra,
B ivn 1, n@r-1) 1 an-1)(n-2) R n(n-z)...z._z_.
(1 +;) =1+7l.;+ S =~ = —=

Bu ifodani quyidagicha yozzish munlxkin. : -
ap =242 (1= + S (=Dt + (=) (1=
! ! .

1 1 1 _i_
U holda @, =2+% (- (-0

n+1 n+1

a-H0-5)...0-5)
. Bu hadlarda l—5<l——k; bo‘lganligi uchun a,, < a,,;, {@,} ketma-
n n+

ketlik o‘suvchi ekan. ‘
; 11 1 208 ¥ it & <3
=2+-+ iRl A L 1+ T_l{—3 —

an+l

: Demak, {a, } ketma-ketlik yuqoridan chegaralangan, limitga ega. Bu
limit e harfi bilan belgilanadi, 2<e<3. Aslida, e=2.7182818284590....

. « 1 lo;oo
Misollar. 1) lim == Tim -13;7:0. Chunki = - 0,22 0.

+‘\’;_ : 1

‘ X e+l
' 2) lim (VA + 1 - V)= lim (Vo + T — Ry e im0,
n-co

» Uy S L (N e LT
' 3) m(V2.Y2.2.... VD)=lim 2 n s lim 2172,

n—os
n--oo

: 2,22 . 2 ’2‘ 22
B4) lim (25" = lim (1 + 3% = (lim(1 + DT=e’.

14.2. Funksiya limiti

Biror a nuqta va unga yaqinlashuvchi x,,x;, ..., Xy, ... @ €X, ketma-

~ ketlik berilgan bo‘lsin. X to‘plamda aniglangan f(x) funksi)'/a 'bferilsa,. f(x.‘)f
£(x,), ..., f(x,), ... ham sonli ketma-ketlik bo*ladi. Uning limiti mavjudligi

alasini ko‘ramiz. . -
- Ta‘rif: Agar x, —a da f(x,)— 4 bo‘lsa, A soni f(x) funksiyaning

a nuqtadagi limiti deyiladi va ’1‘12 f(x)=A ko‘rinishida yoziladi.
{f(x,))} ketma-ketlik yagona limitga egaligidan A son ham yagona Po‘lac%i.
Ta‘rif: Agar ixtiyoriy ¥& > 0 soni uchun shunday >0 soni mavjud
bo‘lsaki, barcha xeX lar uchun |x—al<d ekanligidan. If (x) -'—A1‘< €
tengsizlik kelib chigsa, A soni f(x) ning x = a nuqtad‘a.gl lll.‘l‘lltl Fle)fllad}.. .
Birinchi ta’rifni sonli ketma-ketliklar tllldagl, |klflnchlsxn1
“g — & tilidagi” limit ta‘riflari deyiladi va ular o‘zaro ekvivalentdir.
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Ta‘rif: A soni 7(x) funksiyaning x = @ nuqtadagi chap (o‘ng) limit;
deyiladi, agar a ga {x,} elementlari chapdan (o‘ngdan) yaginlashganda
f(x,) ketma-ketlik A ga yaqinlashsa.

Bu limitlar bir tomonli limitlar deyiladi va lim f(x)=A
(Jim £(x)=A) ko'rinishida yoziladi. o

Misol. f(x)=sgnx funksiyaning chap limiti (x = 0 da) lim sgnx=-1;

—~0-
lim sgnx=1 bundan tashqari: sgn0 = 0. A

X0+
Teorema. f(x) funksiyaning x = @ nuqtada limiti mavjud bo‘lishi
uchun, bu nuqtada chap va o’ng limitlar mavjud va teng bo’lishi zarur va
yetarlidir. Bu holda funksiya limiti ham bir tomonli limitlarga tengdir.
Ta’rif: A soni f(x) ning x— co dagi limiti deyiladi, agar argument-
ning cheksiz katta qgiymatli ketma-ketliklarida {f(x,)} ketma-ketlik A
soniga yaqinlashsa. Uni '!1_1'11 f (x)=A ko‘rinishida yoziladi.

. 25
Misol. 1) lim =0, 2) lim % == jim 2 F=2-2
X0 X x—=0 X142y 1+; 1
Agar biror tovar narxi X, unga talab y ekanligi berilib, ular bog‘liqligi
y=200:(x+2) bo‘lsa, tovar narxi oshganda talab nolga intilishi kelib
chiqadi.
Agar lga; F(x)=A, xlim g(x)=B bo‘lsa,

]

1) im[f(x) + g(x)] =AB, 2) lim[f (x).g(x)] =AB, 3) lim-f% =§
X—a x—=a g{x

4) ’I‘l_néf x) = ’lri_‘n;h(x)=A bo‘lib, qaralayotgan sohada f(x) < g(x) =h(x)
bo‘lsa, llrg g(x)=A ham o‘rinlidir.

Misollar. 1) lim EXD0ExD0_ 1o (3841)g50 @2-2)120_

X0 (23‘ 1)‘° x=c0 (2x=1) (2x-1)
]lm .e 10 .\-Z 20 _ 20 _, 20_910 910 10
(_ ((,9) (’) fy20 22 g20-310 p30 _ 10,
x +x=—ex+12 o (x=2)2(x+3) . x+3_5
2. lim—— — = -—5
¥o2X?-5x248x-4 x=2x-2)2(x-1) x=2 %=1
3 hm\’wx— imY7E-3 V74243 ’l,'isuihz\’soxﬂ
2V64x-2  xa2Vetx-2 Vesa+3 Y(6+x)i+2Vbextd
it G- 2‘[»\‘5*'*5 +2VE5r+4] - lim le+x? +z%7-;+4 _4+s+4 12
oS (x-2)[v7+x+3] a2 VIrx+3 22 6 2.
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4. lim [JG+ @)(x +0) ~ 2= lim WGFaGE+Db) - x}{i,&_—w_s—-——ﬁ 5‘;::’::;—

(a+b)+2
Hm (x+a)(r+b)=-x? _ =l = {a+b)x+ab = +B)+ __a+b.

- x—o Jx#a)lxeb)rx e x(ln') )+1) *"“J(l+§)(l+5)0! &

1. Birinchi ajoyib limit. hn‘\’ —x— = 1 ekanligini isbotlaymiz.
X=

Isbotlash uchun markazi koordinata boshida bo‘lgan, radiusi bir
doirani qaraymiz. Radian oflchovi x(0<«x <§) bo‘lgan markaziy

~ burchakni qaraymiz. Sixon < Shior sextor 'S Sanoc ekanligidan
~ lsinx z_l’ :ltgx

< == yoki sinx < x < tgx.

2 2
1

Tengsmhk tomonlarini sinx ga bo‘lsak, 1 < Z<— X cosx
sinx cosx  sinx

- funksiyalari juftligi uchun olingan tengsizlik; -; < x <0 da ham o‘rinli

bo‘ladi. liml = limcosx=1 va 4° xossa yordamida linaf-= 1

x—0 x—0 x— nx

. ekanligini olamiz. Demak, lim ﬁ =1, HEm®™-1.

x=0 X
Misollar. 1) hm— = hm i |
L CO”
2) lim = “‘,""=1im s = lim8 2%y =8
x-0 X x=0

2. Ikkinchi ajoyib limit. }ng a+ ;) = m(l + x)?: =g
Isbotlash  uchun, avvaldan ma’lum lin‘x,(l + i)" =e¢ dan

foydalanamiz. So‘ngra x = 1 almashtirish yordamida ikkinchisi

isbotlanadi.
1 1
Misollar. 1) lim(1 + 50 =lim(1+ 51 =eb.

x 2
2. lim(1+ 5% = lim [(1+3)° P lim (1 +2)°715=e.
Misol. P% yillik foyda beradigan bankka Q, miqdorda omonat
qo‘yildi. t yildan so‘ng qo‘yilgan omonat @, qancha bo‘lishini toping.
Har yilda qo‘yilgan omonat (1+ o) marta oshadi. @, = Qo(1+ 1m’)

Q2 = Qo(1 +m)2 Q= Qo(1+——)’ uzluksiz berilsa, t yildan so’ng
100’1

Byml=  Qylim[(1+ %) P Jiw = Qpeion

100m

omonat, @, = lim[Q,(1+
ko‘rinishida bo‘ladi.
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Ta’rif: A i ) = ‘
gar x_.l’zrgw)a(z) = 0 bo‘lsa, a(x) funksiya cheksiz kichik

miqdor deyiladi. Agar x-olir?(lao) S(x) = Abolsa, f(x) =4 + a(x) bo‘ladi.

Cheksiz kichik miqdorlar yig‘indisi
- - - d
cheks¥ kichik miqdor bo*lishi ravzhgar:n =
a’rif: f(x) funksiya x— ¢ da' i i
: X, da cheksiz katta migdor deyiladi
yetarli katta M>0 uchun shunday §>0 mavjud bo‘lsaki, |x — x°)|,<8 sl;afga;:

bo‘ysinuvchi x lar uchun i i
xﬁm o) If(x)l>M bo'lsa,va quyidagicha yoziladj:
—xg

(ayirmasi), ko‘paytmasi yana

Misol. 1) x— z datgx, x— w da yEx—7 lar cheksiz kattadir,
Agar xlxz?wa(x) =0 cheksiz kichik bo‘lsa, fi(x)=—- funksiya
¥ = xy() da cheksiz katta bo‘ladi. "

Igtisodiyotda tovarlar ikki xilga aj

to'kinlikni bildiruvchi (masalan, nrt ratiladi: zaruriy (masalan, non) va

na). Ulami mos ravishd

z(x) desak, y(x)= ﬁgj_f'l,xu,, 2(=baxtx=a,) a y(x), va

Tovarlar soni cheksiz klattal - g
e ssiensel ashtirilsa, birinchisinine Timii ¢

songa, ikkinchisiniki esa cheksizlikka t:,ngla;snll:::il.smmg limiti o'zgarmas

»¥2a,a,2a, bo‘ladi.
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15-mavzu. Funksiyaning uzluksizligi

f(x) funksiya x4 nuqtaning biror atrofida aniqlangan bo‘lsin.

- Ta’rif: f(x) funksiya x=y, nuqtada uzluksiz deyiladi, agar bu
uqgtada funksiyaning limiti va qiymati teng bo‘lsa, ya’ni
im £ (x) = f(x,).

lim x = x ekanligidan }LT fX)=f (llr’r) x) kelib chiqadi, ya'ni

x=xg

zluksiz funksiyalarda limit va funksiya belgisi o‘rinlarini almashtirish

Ketma-ketliklar tilida funksiya uzluksizligi quyidagichadir: f(x)

,_ ksiya x, nuqtada uzluksiz deyiladi, agar x, ga yaqinlashuvchi

Xy,X2,X3, .., X, ... Ketma-ketlik uchun mos £(x,), f(x2), f(x3),..., F(x,),-..

cetma-ketlik f(x,) ga yaqinlashsa.

“¢ — & tilida” bu ta’rif quyidagicha bo‘ladi.

: f(x) funksiya x, nuqtada uzluksiz deyiladi, agar ixtiyoriy £>0 uchun

"unday >0 mavjud bo‘lsaki, |x —x,|< & shartga bo‘ysunuvchi x lar

uchun |f(x) — f(x,)I<e tengsizlik o‘rinli bo‘lsa.

Agar lim f(x) = f(x,)( lim f(x)= f(x,)) bo‘lsa, f(x) funksiya
x—=xXo+ X=X Q=

, nuqtada o‘ngdan (chapdan) uzluksiz deyiladi.

, Ax = x —xy, Ay =f(x,+Ax)— f(x,) kattaliklar mos ravishda

‘argument va funksiyaning x, nuqtadagi orttirmasi deyiladi.

; Uzluksizlik bu tilda AlirlnoAJ.' = 0 ko‘rinishida yoziladi.

Teorema: Agar x, nuqtada f(x),g(x) funksiyalar uzluksiz bo‘lsa,

f+g f.0 f (g # 0) funksiyalar ham bu nugtada uzluksiz bo‘ladi.

, Algebraik ko‘phadlar, sinx,cosx,|x| kabi funksiyalar ixtiyoriy
" nuqtada uzluksizdir. [x],{x}, sgnx, 7gx, ctgx kabi funksiyalar uzluksiz
bo‘Imaydigan nuqtalarni ko‘rsatish mumkin.

Ta’rif: Agar x, nuqtada f(x) funksiya uzluksiz bo‘lmasa, u holda x,

' nuqta f(x) funksiya uchun uzilish nuqtasi deyiladi.
xo uzilish nuqtasi I tur deyiladi, agar lim f(x)= lim f(x)
s X—=Xp4
- o‘rinli bo‘lsa.
7 Masalan, f(x) = sgnx uchun x =0 nuqta I tur uzilish nugqtasidir,
- chunki lim sgnx =—1, lim sgnx =1

X=X X Xo+
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x, uzilish nuqtasi II tur deyiladi, agar x, nuqtada hech bo‘lmagands
bitta bir tomonlama limit mavjud emas yoki cheksiz bo’lsa.
Masalan, f(x) = -‘- uchun x = 0 nuqta II tur uzilish nuqtasidir, chunkj

lim l——cao lim ;—+°°
X=xg- % X—=Xg+
Chekli nuqtada I tur uzilishga ega, qolgan nuqtalarda uzluksiz
funksiyalar qaralayotgan sohada bo‘lakli uzluksiz deyiladi.
Masalan, f(x) = [x], f(x) = {x] funksiyalari bo‘lakli uzluksizdir,

Agar x, nuqtada f(x) funksiya uchun lim f(x)= lnm FX) * f(xy)

ol
munosabatlar o‘rinli bo‘lsa, x, nuqta yo‘nalishining mumkln bo‘lgan
uzilish nuqtasi deyiladi.

Uzluksiz funksiyalarning asosiy xossalarini keltiramiz

Teorema (Bolsano-Koshi birinchi teoremasi): f(x) funksiya [a;b]
kesmada uzluksiz va f(a).f(b) <0 bo‘lsin. U holda shunday ce(a,b)
mavjudki, f(c) = 0 bo‘ladi.

Isboti: [a;b] kesmani teng ikkiga bo‘lamiz. Agar o‘rta nuqtada
f(x) = 0 bo‘lsa teorema isbotlanadi, aks holda bo‘laklardan chegaralardagi
ishoralari turlichasini [a,;b;] deb olib, uni ham teng ikkiga bo‘lamiz.
Natijada, ichma-ich joylashgan [a;b] >[a,;b,]2 [a,;b,]>... [a,:b,]>.-.
oraliglar paydo bo‘lib, ularning umumiy nugqtasi c da £(c) = 0 dir.

Teorema (Bolsano-Koshining ikkinchi teoremasi): f(x) funksiya
[a;b] kesmada uzluksiz, f(a)=A4, f(b) =B bo‘lsin. Agar A<C< B
bo‘lsa, shunday ce(a;b) mavjudki, f(c) = C bo‘ladi.

Teorema (Veyershtrassning birinchi teoremasi): Agar, f(x)
funksiya [a;b] kesmada aniqlangan, uzluksiz bo‘lsa, bu kesmada
chegaralangan hamdir.

Teorema (Veyershtrassning ikkinchi teoremasi): Agar, f(x)
funksiya [a;b] kesmada uzluksiz bo‘lsa, u holda funksiya bu oraligda aniq
quyi (yuqori) chegarasiga erishadi, ya’ni shunday x,, x,e[a;b] mavjudki,
f(x) =M =sup f(x), f(x,) =m = inf f(x)

{asb] {a:b)

Isboti elementar funksiyalar uzluksizligiga asoslangan muhim

limitlarni qarab chigamiz:
L lim &=t _

X0 X
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Isboti. Nyuton binomi formulasiga ko‘ra:

(427 =14+px+EE DR 4P,

Demak, "y
b PO 2. P B2 . Pt
] - Lpa——x"-4x" -1 . xlpt X+t xP ]
lim QexfP=1 _ o IVEXTS ] e T i
20 x x=0 x x=0 X

I lim 282043 _ i Log, (1 + %) = limlog, (1 + x)=
x—=0 x x¥=0 X x-0

]
log, (Li_rg(l + x);) = log.e

= Ina.

Isboti. a* — 1=t almashtirish o‘tkazamiz. Undan x=log,(1 +1)

kelib chigadi. x— 0 da t — 0 ekanligini hisobga olib,

=Ina.

a*-1 B t 1
im — = lim =
B—% x - t-=0loga(2+t) logge

v . (14sin?3x)%0%=1 . (esin®30)'0-1 sindxysy o
Misollar. Ul'f}, = —Lx_x:\) T .("u )?.9 =90

In (1+£92x) = lim !n(i-rthx) tg2x D)

2) B_..o x x—0 tgx 2x
(8% 1)+ (4% -1) 1 ‘x_i _ In8+ina  In32
85¥+4% gt =1)+(4" -1 F F = ——
3) B—Ig a¥ 2% —L..o(a-a)-(z*—l) xlf-n ST ED T aninz | n2
et W e |
U i e
lim (",b‘)m(zoﬂg) lim [1+(¢" 1)0(3‘-1)](4‘-1\9{)'—1) !llluww() ERH R T
=0 x=0

4) el;(laambl _ ez,.(.b)n

Mavzuga doir misol va masalaiar

1. Tengliklarni isbotlang.
1) lim e 250, 2) lim ., V&1, 20, 3) lim, . V=1

| 2. Quyidagilami toping.

an?—5n?+1 (-2)%+3" 142+ ~+(n-1),
1) ,{E‘; 14+n4+n? ; ) hm (_2)1“'1‘3!41’ 3) lm n? >

‘ 4)1m‘_*°—*-i'-*-1‘— (lal<1; IbI<1), 5) nm—[12+z2 +m-1)3

nl..oo 1+b +b3 T
7) lim 1’+4'+7’+ -+ (3n-2)°
6) hm[ + ) n(n+1)]’ noso [1+4+47++(E3n-2)]2 "

=00

3t Funksnya hmm ta’rifidan foydalanib isbotlang
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3. idagi funksiyalar chegaralanganligini tekshiring.
Dlim,.,(2x—1) = 3; 2) Ilmx3 =1;3) lim 2= 5 4) lim sinx = sinx, Quyidag y g g

n=ex n-x,
. ’ 1) FM; 2) y=NsinNx-2NcosNx.

224N

4. Limitlami topmg

»* +1 2x*-2 x? +1-2x7 -2 (x*=7x+10)*° Rt .
Lh Lf: ) 2 1 x=-4 i3) },'..2 (3 - :x:¢2+8)“ 3 4. Quyidagi funksiyalar monotonligini tekshiring.
x4x2 4zl L R -
4) lim ===, 5) lim Mo o) 1) Y=x¥; 2) y=logn41%; 3) y= e
= lelfl_%}..ml toping. 5. Quyidagi funksiyalar davrini aniqlang. .
0 1 - 231—3 2) }.’E.'; ,25-4—1:;: 3] ' s ,/— o 4) 1 H z‘ 1) y=sinNx+cos(N+1)x; 2) y=sin'v—"x - cos—zﬁx;

6. Quyidagi funksiyalar grafigini chizing.
1) Y=12x2 — 6Nx + 4N?1;2) y—--2sm2(x-—)+1

5) lim ( lx+ VX +Vx - Vx); 6) lim V3 +3x2- Va2 = 2x);.

6. Ajoyib limitlar yordamida toping.

. sinmx? Y sin x
1) lim =2 2) lim —22X__; 3) lim
n-o nX n—0 sin 6x- sin 7x n—0 sinnx’

3)y=|x—;| +|x+ -2-|—|x-N]
7. Limitlarni toping.

. tanx-sinx . .__ aresinSx sin7ax 2V F VNI 1-CoSN.
4 rlil-‘}()i sin®x 5) lim l :6) I 1 sin2zx 1) hm ————%:—1 )k l m :—NA:::—J: 3) lim h c: . 4) llm(1+thNx)
. JI+tgx—{l+sinx . 2 ‘ 2 +5_ S N+4Y‘ (N+2)"
. A 2. vctg?x. , (1+sm Nx)Y 1 log (HteN ) e el AR)
7) },‘_’2’—'_,3 : 8) lxm(l + Zx) :'9) hm(l +3tg*x) > . 5)lim L-.OW 6) im’__un —£—7) lim s Yot

-N—x, x<-N
(x+N)?, —-N<x=<0
V=) N-2x, 0<x<?

10) llmgﬂ'—‘x)_ Il)l M 12)1 ztﬂ!_l'

n-oo x?

2
; ) . @ —cosx, 1¢x2 x=~
13) Llinos‘——w_sinbx, 14) 113-?(‘) 15)! m “ ) o
-+ .f 1
16) Lilno(i‘;‘—i)x; (a>0, b>0, c>0); 17) lim(sinx)'s™; N, x27
2

i ili ini topi tik tasvirlang.
7. Uzliksizlika tekshiring, uzilish nugtasi tipini aniglang . Funksiya uzilish nugtalarini toping, sxemati g
Dy y=£2 v 2L Yyt

5) y=[x’]; 6) y=x[x]; 7) y=limcos™"x.

142%-1

Mavzuga doir joriy nazorat uchun uy vazifasi
(N-talabaning jurnaldagi nomeri)

1. Quyidagi funksiyalar aniqlanish sohasini toping.

x—x%
Dy= }—"—ZN 2) y=logu, s 3) y=arcsin(lg2);

4) y=JA —sinNx + (—-1)"cosNx,
5) bunda A={Z, agar N=3k-2, *%, agar N=3k-1, "%, agar N=3k.
2. Quyidagi funksiyalar juft toqligini tekshiring.

=N — NxN+2 ) y=2_ 4 1 L N3 y=niE
1) Y=ol —Na*2 )yt ix® 3} ¥ in=—.
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16-mavzu. Hosila mazmuni, hisoblash qoidalari

16.1. Hosila ta’rifi, mazmuni

X oraliqda aniqlangan f(x) funksiyani ko‘rib chiqamiz. Biror xeXga
ax orttirma beramiz, x+ax ham X ga tegishli bo*Isin. Funksiya:

ay=f( x+ax)-f(x) orttirma oladi.

Ta’rif. y=f(x) funksiyaning x nuqtadagi hosilasi deb, funksiya
orttirmasining argument ormrmaSIga nisbatini, argument orttirmasi nolga

intilgandagi limiti lxm.,,‘_,,J L ea aytiladi va y(x), f(x), 2L Ko'rinishida

belgllanadl. f(x): lim,, o :x-—— hanx o ] x-m;:’)c (%)

Agar lim,, _, :“f:i‘” bo‘lsa, funksiya bu nuqtada cheksiz hosilaga
ega deyiladi.
Ta’rifni  x;, x,eX nuqtalar uchun f(x)= lim,, _, Seete)
ot . . . e ! . ' xz-x‘
ko‘rinishida kiritish mumkin.
Misollar. 1) y=x® (p=-1) funksiyaning ixtiyoriy xeR nugtadagi
hosilasini hisoblaymiz:

(0= limp, o E2E

=limgy, o XP —‘ﬁ——— xP~1;

sinGe+ Ax )—sinx 2sinXcos it

2) y=sinx, y'= lim,, _s . = limgy o —Lr'——cosx

_ o s ) - 252X in X
3) y=cosx, y'= lima, _o 9% limy, o —nl_;x—l——-sinx

+4X

_ =ik R &x_
4) y=a* @>0,a% 1), y'= limy, Lo ——-=0" limy, -o" h’-a‘lna
Xususan, (e*)= e*.

Hosilaning geometrik ma’nosi

y=f(x) funksiya uchun f(x)=A, f{x+Ax)=B bo‘lsin. A va B dan
o‘tuvchi to*g‘ri chiziq f(x)ga kesuvchi bo‘ladi, uning Ox musbat yo*nalishi
bilan hosil qllgan burchagi ¢ bo‘Isin.

Agar Ax -0 bo‘lsa, B nuqta A nuqtaga yaginlashadi, kesuvchi to‘g‘ri
chizig A(x;f(x)) nuqtadan o‘tuvchi urinmaga aylanadi,y= lim,, _, —A—"—=tgu
- - . - . dx
hosil bp lgd!. Bu hosilaning x nuqtadagi qiymati urinmaning ox o‘q musbat
yo‘nalishi bilan hosil gilgan burchagi tangensiga teng ekanligini bildiradi .
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Masalan E(x,;f(xo)) nuqtadan o’tadigan nuqta urinma tenglamasini
¥-yo=k(x-x,) ko‘rinishini o‘zgartirib, y-f(xg)=f(xo)(X-x,) tarzida yozish
mumkin bo‘ladi.

Hosilaning fizik ma’nosi

Moddiy nuqta S=S(t) qonuniyati bilan harakatlanayotgan bo‘lsin.
Unda t, vaqtgacha S(t,), t, vaqtgacha S, (t;) yo‘l bosiladi.

oy S{t5)-S(ty)_ alese (t,)-v(ty]_
S(t)= lim,, _,,l;t’z—_;f—‘—)—v(tl),v(t,)— lim,, _e, — 23—t = : Crma(t,),

munosabatlar bosib o‘tilgan yo*l hosilasi tezlik, tezlik hosilasi esa tezlanish
ekanligini bildiradi.

Hosilaning igtisodiy ma’nosi

Biror t vaqt ishlab chiqarilgan mahsulotni U=U(t) funksiya
ifodalasin. t dan t+at vaqtgacha ishlab chiqarilgan mahsulot soni U=U(t)
dan U+AU = U(t +At) gacha o‘zgaradi. Unda o‘rtacha mehnat
unumdorligi Zo,,,=2—‘: .

Demak, t vaqtdagi unumdorligi Z =mli":: o llm 9—%=U’(t)
ko‘rinishda topiladi, ya’ni ishlab chiqarilgan mahsulot hajml hosilasi t
vaqtdagi mehnat unumdorligi ekan.

Ta'rif:  f' (x) = limyy o4 (f _(x) = limyy Lo :y) limitlar
o‘ng (chap) hosilalar deyiladi.

Agar f(x) funksiya x nugqtada hosilaga ega bo‘lsa, bu nugqtada bir
tomonli hosilalar mavjud va teng bo‘lishi zarur.

f(x) = x| UChun x=0 nuqtada £’ (0) = limsy _o. %’:1’
f1(0) = limy, -0 3% =-1 bo‘lganligi uchun berilgan funksiyaning x=0

nugqtada hosilasi mav_;ud emas.
Dastlab, o‘zgarmas son hosilasi nolga, y=x funksiya hosilasi esa
birga tengligini aytib o‘tamiz, chunki, (€)' = hm -0, (¥

x —0 Ax

- hm—= hm— 5 4
Ax =0 Ax Ax -0 Ay
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16.2. Hosila hisoblash qoidalari

Endi hosilasi mavjud U(x), V(x) funksiyalar berilgan deb hisoblab,
hosilani hisoblash qoidalarini keltirib chigaramiz.

1. Agar U=U(x), V=V(x) funksiyalar x nuqtada hosilalarga ega
bo‘lsa, ularning yig‘indisi, ayirmasi, ko‘paytmasi, bo‘linmasi (v'(x) = 0),
songa ko‘paytmasi ham hosilaga ega bo‘lib, quyidagi qoidalar o‘rinli:

(UL GVY=CU' £ C,V', (UVY=UV+UV', )’ = ”—V—'E‘L.

Isboti. C,UxCV) = hm ‘(c;u(»n)tc,v(x\\::)] ;(c,v(x)ic,v(x)]

=A lin}, C, u(x+a::-c,v(x) + c V&+A:3—E,V(x)} C,U +C,V.
- (x+ax)V(x +8x)- UGV (x)_ 5. [U(x) +AU){V(x)+ dx]-0V_
UV)= lim Z 1

((x:’)(x“ -ow x Axx_rg ax

, im y Ux)vix)+auv ;:Jwavnuav-uv_uv +UV.
X -
A : o

&1 S e i, e

lim [ Ge) +audvr(x) - () [p(x) +Av]_ lim ur +Auw=uv=-uldv_u' v-ur’
8x-0 Ax vix+Ax)v(x) Max—0 Ax v{v+4v) v2
Bu qoidalardan

(Csty £ Uz £ - CaUy) = €32 % G - £ 0, [(
2k Cett) = Tiay Crttil]
(U3t ..ty = Uy Uy, + Uyt Uy L (TR, we )=
Dhog Uglia U Uy,
umumiy qoidalarni ham keltirib chiqarishi mumkin.
Misollar.

15X ,_(sinx) cosx—sinx(cos)’ _(sinx)’ cose-sinx(cos)’ _cosa+sin®x_ 1
D (te)=C) cos?x cos?x cosx cos?x’

2) Shunga o‘hshash (ctgx)" = —

cosx’
2. Teskari funksiya hosilasi

Teorema. Agar y=f(x) funksiya biror x nuqtada f'(x)# 0 hosilaga

ega, Xx=¢(y) uning teskari funksiyasi bo‘lsa, ¢'(y)= m tenglik o‘rinlidir.

Isbot. yi=f"(X)= limy, o 22=limyy _o H=—

‘\V
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' burchak hosil qiladi va « + ﬁ=—:, f' @)=tgp.

Bu teorema sodda geometrik ma’noga ega. y=f(x) ga x nugtada
o‘tkazilgan urinma ox o’qi bilan & burchak hosil gilsa, oy o‘qi bilan 2

: s liklardan ~ kelib
Isbot esa @' (y)=tgf= e tes ,,()teng
chiqadi. .
Misol. 1) y=arcsinx funksiya va x=siny funksiyalar o‘zaro teskari
. o e ey Teoeley TR et :
funksiyalar ekanligidan (arcsinx)’ = e — e kelib
chiqadi.
' - 1 o= 1 - 1
2) (arccosX)’ = o Tt
: DI R
i p) (ercig)’ = (t‘”)' coi’)' uztg"!' !
I . 1 - 1 - 1 .
] 4) (arCCtgx) ("tﬂy), _ﬂn!’ lwtg’y 1'}!2’
= LI I =1
P 5) Qog, x)'= (a,) = e iles ¢ Xususan, (Inx) :

3. Murrakab funksiya hosilasi

Teorema. Agar x= ¢(t) funksiya t=t, nuqtada hosilaga ega bo‘lsa,
y=f(x) funksiya esa mos x,= ¢ (t,) nuqtada hosilaga ega bo‘lsa, u holda
y=f((t)) murrakab funksiya ham ¢, nuqtada hosilaga ega va
Y =[f (@))'=F"(%)¢' (t,) o°rinlidir.

. a; P Ay Ax

Isbot. y'(to)= limy, o = liMge o ;y-m—‘ Ve ' 10!

Umuman, y=£,(f; (...f,(x))) berilsa, y' = f{'. £ ... £, formula o‘rinli
bo‘ladi. '

Misollar
1) (In*(sin®x) )'=

2)(th),_('z—c ), c"+c " hx

3) (chx)'—( ) = —shx
Oxirgi mlsollar va bo‘linma hosilasi formulasidan foydalanib, (thx)’
= :2 ) (cthx)’=-——.-:z—) formulani keltirib chigarish mumkin.

in?xcosx=6ctgxIn(sin’x);
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4. Daraja ko ‘rsatkichli funksiya hosilasi

[lnf(x)]‘-ffl(f;) logorifmik hosila deb ataladi, uning yordamida

y=U(x)"®) daraja ko‘rsatkichli funksiya hosilasi uchun formula keltirib
chiqaramiz:

Iny=v(x)InU(x) ekanligidan ~V’(x)an(x)+V(x) g,(:))

¥'= U @[V (x)IUE)+V (x) = (F:)’] formula hosil bo*ladi .
Misollar.
1) (x®)'=x*[1 lnx+x3]=x*(lnx+lne)= x*In(ex);

2) (sinx®o*)'=ginx*e*[-sinxInsinx+-].
sinx

5. Parametrik funksiya hosilasi

Agar funksiya x=x(t), y=y(t) parametrik ko‘rinishda berilib, bu
funksiyalar t=¢, nuqtada hosilaga ega bo‘lsa, y=f(x) funksiya hosilasi ham
mavjud va y; = -ié .

t

Isboti. y,= llmm_.o llmm..o f‘_ "é'
Misol
1) {‘X RRSC;::t’ (O<t <m)bo'lsa, y, = _’;:’:" ﬁ-ﬁ = J:T-E’ (x£ £R)
=
Aslida, x> +y* = R? da, y=VR? =27 deb olinsa y;=5 7= (-2x)=-
\if"?x’ hosil bo‘ladi .

6. Oshkormas funksiya hosilasi

Agar funksiya y ga nisbatan yechilmagan F(x;y)=0 tenglama bilan
berilsa, undan murakkab funksiya kabi hosila olish, so‘ngra y; ni topish
mumkin.

Umuman, y,.=— :,"'(;i ; formula o‘rinli bo‘ladi, lekin, Ff , F; lani
y

topishda ikkinchi 0 zgaruvchi o‘zgarmas hisoblanadi.

Misol. 1) -;"71_0
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Agar bu funksiyadan murakkab funksiya kabi hosila olsak,
2L I o0 yoki y' = ——b;3 kelib chigadi. Bu natija yozilgan formula
b3 aly
bo‘yicha ham kelib chigadi. . .
Yuqorida elementar funksiyalar hosilalari uchun topilgan

natijalardan foydalanib, quyidagi hosilalar jadvalini hosil qilamiz.
(€ )=0

2) (x)'=pxP-, xususan, O)'=-=, (X)'=
3) (a¥)'=a*ina, Xususan, (e‘)"‘
4) (log, x)'—xl’M, xususan, (Inx)'=-
5) (sinx)’ = cosx;
6) (cosx)' = —sinx;

- 1 .
7) (tgx) coszx
8) (te)=rzz sm’-x

9) (arccosx)=

2\x

\J—z!’

10) (arccosx)'=—
11) (aretgx) =~ -
12) (arcetgx)'=—
13) (shx)'=chx;

14) (chx)' = shx;
15) (thx)'=

16) (cthx)™=

1
Vi—e?’

1+x=’

h’z

:h"
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17-mavzu. Differensial. Yugqori tartibli hosila va differensiallar
17.1. Yugqori tartibli hosilalar

Funksiyaning £'(x) hosilasi birinchi tartibli hosila deb ataladi. f'(x)

ham funksiya bo‘lganligi uchun undan yana bir marta hosila olish mumkin,
. ')

Bu .ho.sﬂa ikkinchi tartibli hosila deyiladi, umuman funksiyaning
(n-1)-tartibli hosilasidan olingan hosila n-tartibli hosila deyiladi. :

Bu yuqori tartibli hosilalar, y®) ko‘rinishida belgilanadi.

Demak’ y(")=(_—y("'l))'.

Misollar.
1) y=a*, (a>0, a=l), y'=a*Ina, y"=a*Inn a, y"=a*Inn’a, y'"=a*Inna,
y"=a*Inn"a, Xususan, y=e* bo‘lsa, (¢*)™=¢*
2) y=sinx uchun y’=cosx=sin(-§-t-x); y”=-sinx=sin(2§+x);
y"’=-cosx=sin(3§+x); yv =sinx=sin(4f+x); tengliklardan
y"=(sinx)™=sin(n+x); kelib chigadi.
3) (cosx)™ = cos (n’z—' + x) formula o‘rinliligi yuqoridagidek tekshiriladi.

. Endi (UV) ko‘paytmaning yuqori tartibli hosilasini olish masalasini

ko‘rib chigamiz.

UV)y=u'v+uy’,

UV)'=U'V+UVY=U"V+UV' + U'V’' + UV"=U"V+2U'V’ + uv'

(UV)III:(UIIV+2UIVI+UVfI)I=UIIIV+
UV 420"V + 20V +U'V" + UV=U®V+
3UDYM 4+ 3y @ 4 gy @),

)= 1Y+ () R M=) rna n{n-1)(n=-2 n— e,

(UV)R=YOWZ UMY+ g Dy 2D ety gy

O)firgi tenglik Leybnis formulasi deb ataladi.

Misol. 1) y=x%e* funksiyaning 50-hosilasini toping. U=e¥,
V=x2 desak, V'=2x, yr=2, =0, ekanligidan,

r2p = -2 o2 50 1

(x2e*)C0=x2¢ b= e"2x+s—:?—qe“2, chunki  qolgan  qo‘shiluvchilar

nollardan iborat bo‘ladi.

1) y=xcosx ning 10-hosilasini toping.
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Agar u=cosx, V=x desak, =], V"=0, ekanligidan,
(xcosx)E=cos(10 + x)x*%’cos(9'2—' + x)1=xcosx(Sm+x)+10cosx(4,5+x)
=-xc0sx-10sinx.

Y ugqori tartibli hosilalar olishda ayniyatlardan foydalanish mumkin.

1) Y=sin*x ning n-tartibli hosilasini toping.
si'n‘x=(1—_i;3"z—”)z -—:[1-2005x2x+c0522x]= %[l-2cosx2x+ﬂ’f]=

2

= 3[3-4c052x+cos4x] ekanligini e’tiborga olib,

y® = —%. 2% cos(n.g + 22) +;1i.4»ﬂ cos(n.% + 4x)
. 1 = 1 1 = 1 _ _ -1 _ _ -1
)y= x1-9x420  (x-4)x-5) (x-5) (x—4) (x-5) (=49

bo’lganligi uchun y ™=(-1)"n![(x-5)"""*-(x-4)™"*];

F(x,y)=0 tenglama bilan berilgan oshkormas funksiyaning ikkinchi
hosilasini olish uchun, tenglamaning tomonlaridan qiymati qo‘yilib, y”
topiladi va hokazo.

17.2. Differensial ma’nosi, hisoblash qoidalari

Ta’rif. Agar y=f(x) funksiya orttirmasini ay=AAx+a(2x) Ax, bunda
A-son, a(ax)-cheksiz kichik, ko‘rinishda yozish mumkin bo‘lsa, u

differensiallanuvchi deyiladi.

Funksiya differensiallanuvchi bo‘lishi uchun chekli hosila mavjud
bo‘lishi zaruriy va yetarli shart hisoblanadi, chunki f'(x) = Iimu_,‘,“—y=

ax

=limpy.o (A + a(8x)) = A;

Funksiyani differensiallanuvchi bo‘lishi uning uzluksizligini ham
keltirib chigaradi, chunki,
limy,_o Ay =Alim,,_oAx + Al)n‘r_r}0 a(Ax)Al’i‘x_r,\oAx =0;
ya’ni argument va funksiya orttirmalari bir paytda nolga intiladi, bu esa
funksiya uzluksizligini bildiradi.

Funksya orttirmasining Ay=AAx+ @(Ax) Ax Kko‘rinishida, AAx
orttirmaning chiziqli bosh gismi, a(Ax)Ax esa qoldiq gismi deyiladi.

Ta’rif. Funksiya orttirmasining chiziqli bosh qismi uning
differensiali deyiladi va dy=A Ax tarzida yoziladi.

y'(x)=A ekanligini hisobga olsak, dy=y'(x)Ax, agar y=x deyilsa,
dx=1Ax bo‘ladi va differensial uchun dy=y'(x)dx formula hosil gilamiz.
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Differensial uchun topilgan dy=y’(x)dx formula yordamida quyidagij,
diferensial hisoblash qoidalarini topish mumkin. '

D) d(C,U + GV)=(CU £ G VY dx=( C,U' £ C,V)dx=C,dU + C,dV
2) d(UV)=(UV)dx=(U'V + UV"Ydx=VdU + UdV

3)d= ( ) ()’dx vu'- uvd _vdu- uav.

vz

Agar y=f(x), x—¢(t) funksiyalar yordamida tuzilgan y=f(¢(t))
murakkab funksiya qaralsa, differensial dy=y.t.dt = yldx ko‘rinishida
yoziladi, o‘z holatini saglaydi. Differensial o‘z ko‘rinishini o‘zgartirmaslik
xususiyati uning invariantligi deyiladi.

y=f(x) funksiya biror nuqtadagi birinchi differensialidan shu nuqtada
olingan differensial uning ikkinchi differensiali deyiladi, d2y=d(dy)
ko‘rinishida yoziladi. Shunga o‘xshash, d2y=d(d%y), d"y=d(d"*y) lar ham
ko‘riladi.

Yuqori tartibli hosila, differensiallarini hisoblashda dx ixtiyoriy va x
ga bog‘ligmas son gkanini, uni o‘zgarmas ko‘paytiruvchi sifatida garash
lozimligini unutmaslik lozim.

d’y=d(dy)=d(y'ax)=d(y")dx=(y" dx)dx=y" dx?,

d’y=d(d?y)=d(y" dx?)=d(y")dx?=(y"" dx)dx>=y"" dx?,

Umuman, d"y = y™dx™,

Agar y=x", funksiyaning yuqori tartibli differensiali hisoblansa,
d(x™), d2(x™), ko‘rinishida yoziladi.

Yuqori tartibli differensiallarda invariantlik xossasi o‘rinli
bo‘lmaydi, chunki, y=f(¢(t)) funksiya uchun
d’y=d(y,dx)=d(y;)dx+y;d(dx)=y,> dx?+y ,d?x hosil bo*ladi.

Biror x=x, nuqtada dy~ Ay ekanligidan taqribiy hisoblashlarda
unumli foydalaniladi.

8y=f(xo+ax)- f(x0) = f' (%) Ox dan flxg+ax) & f(xa)+ f'(xo) Mx
taqribiy hisoblash formulasi kelib chiqadi.

Misol. V26 taqribiy giymatini toping.

f(x)=Vx, xg=25 deb, VZ5+1 ~ V25+—=1=5+==5,1 ekanligini

topamiz.

17.3. Hosilani iqtisodiy masalalarga tatbiq etish

Ishlab chiqarilgan mahsulot hajmi hosilasi mehnat unumdorligi
ekanligini o‘rgandik.
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Agar ishlab chiqarilayotgan mahsulot birligi x ni biror ishlab
chiqarish qoldig‘i y ning argumenti deb qaralsa, ﬁ! har bir ishlab

chiqarilayotgan mahsulotga mos o‘rtaga qoldiq bo* Iadl hmm‘_.o hosila

esa, ishlab chigarish limit qoldig‘ini bildiradi va har blr ishlab
chiqarilayotgan mahsulotga qo‘shimcha sarflanishi zarur xarajatni taqribiy
ifodalaydi.

Shu usulda limit foyda, limit mahsulot, limit foydalilik kabi
kattaliklar kiritilishi va ishlab chiqarish xususiyatlarini ochib berishi
mumkin. Ular igtisodiy obyekt o‘zgarishlari jarayonini ochib beradi.

Igtisodiy jarayonlarni tekshirish, tatbiqiy masalalarni yechishda
“funksiya elastikligi” tushunchasidan foydalaniladi.

Ta’rif. y=f(x) funksiya elastikligi E,(y) deb, funksiya va argument
nisbiy orttirmallari nisbatining Ax — 0 dagi limitiga aytiladi.

E(y)= limaemo( )= Tlimp-ojn =5 ¥

Elastiklik funksiyasi, funksiya argumenti x 1% ga o‘zgarganda
y=f(x) funksiya qancha foizga o‘zgarishini ko‘rsatadi.

—(lnv)’=— logorifimik hosila igtisodda funksiya o‘zgarishi tempi

deyiladi.
Elastiklik funksiyasi quyidagi xossalarga ega.
1. Elastiklik funksiyasi argument va o‘zgarish tempi funksiyalari

- ko‘paytmasiga teng; E,(y)=XT,

2. Ex(UV)=E U+ E. (), E,(§)= E(U)- E(V), chunki
E UV et (—-+—)-xT +xT,=E,(U)+E(V),
EGY 2 X“Z}fw" EDXT AT =B U-E(V),

Agar tovar narxi X 1% o‘zgarsa, talab elastikligi y ning qancha
o‘zgarishini ko‘rsatadi.

Agar talab elastikligi E,(y) > 1 bo‘lsa talab elastik, E, (y) = 1 bo‘lsa
talab neytral, £ (v) < 1da esa talab noelastik hisoblanadi.

Masalalar. 1. Agar mahsulot ishlab chiqarishda mahsulot hajmi x va
ishlab  chiqarish  qoldiglari y orasidagi bog‘lanish  y=50x-
0,05x3 (so'm)funksiya bilan berilsa, 10 birlik mahsulot tayyorlashdagi
o‘rta va limit goldiglarini hisoblang.



Birlik mahsulot o‘rtacha qoldig‘i funksiyasi —;=50x-0,05x2 bo‘ladi,
10 birlik mahsulot uchun y; (10)= 50-0,05. 10% =45(s0’m).

Limit qoldig‘i esa y'=50-0,15x? hosila yordamida aniglanib, 10
birlik mahsulot uchun y'(10)=35(so‘m).

2. Mahsulot ishlab chiqarish x(mlrd so‘m) va bitta mahsulot tannarxi
y(ming so‘m) bog‘lanishi y=-0,5x+80 funksiya bilan berilgan. 60
mird.so‘'m mahsulot ishlab chiqarilgandagi mahsulot tannarxi elastikligini
toping.

= Do 25 . ®

E.(y) y " formulaga ko‘ra, E,(y) Torees im

x=60 da Eso(3) = —0,6, ya’'ni 60 mird.so‘mlik mahsulot ishlab
chiqarishda, uni 1% ga oshirish tannarxi 0,6% ga pasayishini bildiradi.

Mavzuga doir misollar va masalalar
1. Ta’rif yordamida hosilalarni toping.
1) y=x%2) y==; 3) y=v; 4) y=tgx; 5) y=argsinx;
6) y=x(x-1)2(x-2)3...(x-10)** bo‘Isa £'(0), £'(1) ni toping.
2. Hosilalar jadvali va qoidalari yordamida hisoblang.
1) y=2+2-2x;2) y=’15.+n2+e- 3) y=(x-a)(x-b); 4) y=(x-1)(x-2)%(x-3)%;

s)yx,,‘,,,,6)r ,,7)y—x+J§+J§,3)Y=~+ g/-,9)y‘x\/TI7

10) y‘\,.—;,_.,; 11) y=,’x+s/x+\/—" 12) y=sindx-4cos2x; 13) y=—

14) y—"" = 15) y"tgx-—tg3x+— tgx; 16) Y=2195; 17) y=e* + e
18) y=lg*x?; 19) y=In(In(Inx)); 20) y=In(x+va? + x2); 21) y= lntg;‘;,

z.smz

1-st ne

22) y=In ‘] 23) y=arctgf§; 24) y=arcsin(sinx-cosx);

26) y=Yx; 27) y=x"*; 28) y=sh(tgx); 29)y=x2 + 2xy — y* — 2x=0;
30) y? —2p; 3) VR + |5 = VG

3. Berilgan funksiyaga berilgan nuqtadagi urmma tenglamasini yozing.
1) y=2+x-x2, x,=1; 2) y=vV5 — 22, x,=1; 3) y—m
4. Berilgan funksiyalar ganday burchak ostida kesishishini toping.
1) y,=x? va y.=yx; 2) y,=sinx va y,=cosx; 3) y1=i va y,=x;

22 xo 23

5. Taqribiy qiymatlarini toping.
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1) V65 ;2) sin 299 3) Intg479;4) 1g 11;
6. n-tartibli hosilalarini topmg
1) y‘e @:2) y=Inx; 3) y=cos®x; 4), war : 5) y===

6) y— = 3 7) y=x2 —sin2x; 8) y— = ; 9) y=sinax cosbx;

ex+d

10) y=sin*x + cos*x; 11) y=e“* cosbx; 12) y-xlnﬁ, 13) —’T"";

Masalalarni yeching

1) Ish kunida sexning mahsulot ishlab chiqarish hajmi u vaqt t bilan o‘zaro
u=-t3 -5t + 75t + 425 funksiya yordamida bog‘langan. Ish
boshlangandan 2 soat keyin mehnat unumdorligini toping.

2) Ishlab chigarish qoldiglari u (so‘m) va mahsulot hajmi x (dona) o‘zaro
y=10x-0.04x* formula bilan bog‘langan. O‘rta va limit qoldiglarni § dona
mabhsulot uchun toping.

3) Talab q va taklif s funksiyalari p narx bilan quyidagiga berilgan: q=7-p;
s=p+1. Quyidagilar topilsin:

a) Turg‘un narx;

b) Talab va taklif elastikligi;

¢) Narx 5% oshirilganda foyda necha foiz ortadi?

Mavzuga doyir joriy nazorat uchun uy vazifasi.
(N-talabalarning ro‘yxatdagi nomeri)

1. Ta'rif yordamida berilgan funksiyalar hosilasini toping.
1) y=x100-¥4+Nx-N; 2) y=sinNx+NcosNx; 3) y=x(x-N)?(x — 2N)?, y'(0)=?
y'(N)=?
2. Jadval va qoidalar yordamida berilgan funksiya hosilalarini toping.

= N+ Y . 9) v=5in ¥+ [ros100-N N ]
1)Y= x"“+ T VX + N 2) y=sin¥*![cos Nx];
3) Y_ﬂ""""N-"*N; 4) y=x¥+10(N — xN+1)(1 + N1OO-N);

NZsx
5) y=r3; 6) y=[sin(N+ 1)x]x;

’ = Nt —sinNt +e?
i 8){ v +thos(§]3 - N)te_

3. Berilgan funksiyalar n-tartibli h051lasm1 toping.

) Yoy 2)y- 2 3)y=wre 4) y=sin(N+1)xcos(100-N)x;
5) y=x3cosNx; 6) y=sin®Nx+ cos®Nx; 7)y=E;

4, Talabalarning o‘tilgan darslarni gabul qilishi U vaqtga bog‘ligligi

Vern?
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U)=-t3-Nt? +(100—-N)t, 1<t < 6; tenglama bilan berilgan. Darslar
boshlangandan 1 soat keyin va darslar tugashiga 1 soat qolgandagi dars
qabul qilish samaradorligini, o‘zgarishi tempi va tezligini toping.

5. Iqtisodiyot yo‘nalishi bitiruvchilari ishga taklif etilishi narxi P bo‘lsa,

kuzatuvlar natijasida bakalavrlarga talablar q=F—+£—;1_;;; takliflar esa

S=P+fv; bo‘lsa, quyidagilarni toping.
a) talab va taklif teng bo‘ladigan talaba turg*un narxini;

b) topilgan narx talab va taklif elastikligini.
c) talab narxi N% oshirilsa, olinadigan foyda.
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18-mavzu. Differensial hisob asosiy teoremalari va ularni qo‘llash
18.1. Differensial hisob asosiy teoremalari

Teorema (P.Ferma): Agar differensiallanuvchi f(x) funksiya X
oralig ichki ceX nuqtasida eng katta (kichik) qiymatiga erishsa, f'(¢)=0
bo‘ladi.

Isbot. Aniglik uchun f(x) funksiya ¢ nuqtada eng katta qiymatga
erishadi deylik, f(x) <f(c).

f'(c)= lim,,_.cf—(’%%im mavjudligidan, bir tomonli

FOI-f(e) =1i
-c

0< lim,_._, Mycro 2L < 0 limitlar teng bolishi

kerak. Bu f'(¢)=0 da bajariladi xolos. Boshqacha aytganda, funksiyaning
eng katta (kichik) giymatlarida grafikka o‘tkazilgan urinma abssissalar
o‘qiga parallel bo‘ladi.

Teorema (M.Poll): f(x) funksiya quyidagi shartlarni ganoatlantirsin.

1) [a;b] kesmada uzluksiz;

2) (a;b) intervalda differensiallanuvchi;

3) f(a)=f(b)

U holda kamida bitta ce(a;b) nuqta topiladiki, f*(c)=0 bo‘ladi.

Isbot. f(x) funksiya Veyershtrass teoremasiga ko‘ra eng katta M, eng
kichik m qiymatlarga erishadi.

Ikki holat bo‘lishi mumkin.
1) m=M. Bu holda f(x) funksiya {a;b] oraliqda o‘zgarmas bo‘ladi, hamma
ichki ce(a;b) nuqtada eng katta qiymatga erishishi kelib chigadi va bu
nugtalarda f’(c)=0;
2) M va m turlicha. f(a)=f(b) shartdan biror ichki ce(a;b) nuqtada eng katta
M, eng kichik m qiymatlarga erishishi kelib chiqadi va Ferma teoremasiga
ko‘ra: f'(c)=0.

Teorema (Lagranj): f(x) funksiya quyidagi shartlarni
qanoatlantirsin.

1) [a;b ] kesmada uzluksiz;
2) (a;b) oraliqda differensiallanuvchi.

U holda shunday kamida bitta ce(a;b) nuqta mavjud, ﬂ%ﬁ-‘-“—E £'()
-a
tenglik o‘rinli bo‘ladi.
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Isbot. Yordamchi F(x)=f(x)-f(a)-ﬁb;%f(—“—>(x-a) funksiyani qaraymiz.
Bu funksiya uchun Roll teoremasi shartlari o‘rinli, shunday ce(a;b) nuqta
mavjudki, F’ (c)=0 bo‘ladi, ya’ni:

0=F'(cy=f'(0)- L(_{’%:'_:Q_ Bundan Lagranj tengligi kelib chigadi.

Teorema (Koshi): f(x) va g(x) funksiyalar quyidagi shartiamni
ganoatlantirsin;
1) f(x), g(x) funksiyalar [a;b] kesmada uzluksiz;
2) f(x), g(x) lar (a;b) da chekli hosilalarga ega, g'(x) # 0

U holda kamida bitta ce(a;b) nuqta topiladiki, quyidagi Koshi
f®)- f(ﬂ)._f )
g(b)-g(a) g'()

Isbot. Avvalo, g(b)=g(a), aks holda, Poll teorema51ga ko‘ra,
g'(c) = 0 bo‘lib qolishi mumkin.

Endi  yordamchi . F(x)=f(x)-f(a)-] " “’ / “”[g(x) -g(a)] funksiyani
qaraymiz. Bu funksiya uchun ham Poll teorema51 shartlari o‘rinli, ya’ni
shunday ce(a;b) mavjudki, 0=F'(c)=f" (c)— ! (b) f (") g'(c) bo‘ladi, bundan
esa Koshi tengligi kelib chigadi.

Misollar. 1) [1;4] kesmada f(x)= x? funksiya uchun Lagranj tengligi
o‘rinli bo‘ladigan nugtani toping .

42-12 5

- 2C dan C—~2;

2) [0'5] kesmada f(x)=sinx, g(x)=cosx funksiyalar uchun Koshi

tengligi ° ‘rinli bo‘ladigan nuqtani aniqlang.

sm——smo cosc

tengligi bajariladi:

tenghkdan ctgC=1, ya'ni C——.

rars-coso
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18.2. Differensial hisob asosiy teoremalarini gqo‘llash
Noanigliklarni ochish, Lopital qoidalari

Teorema (Lopital). Biror aex nuqta atrofida f(x), g(x) aniqlanib,
hosilalar mavjud bo‘lsin. limf(x)= limg(x)=0 g'(x)# 0. U holda, agar

) e %)
Ll-rﬂ 7 mavjud bo‘lsa, Ilm ham mavjud va }‘111‘1 proc }‘)_xg pr
Isbot. f(a)=g(a)= O deb gabul gilinsa, masalan, [a;x] oraliqda f,g

funksiyalar uchun Koshi teoremasi shartlari o‘rinli bo‘ladi, shunday ce(a;x)

f(x)‘f(a)_f,(t) P f(x) f (X)
e g@ g o‘rinli, bundan Ll_r.r}gw = 11_11’21 kellb chiqadi,

chunki x— a da ¢ —a bo‘lishi tabiiy.
Agar f,g funksiyalar hosilalari ham yuqoridagi shartlarga bo‘ysunsa,
fO _ e F0 W G
T R T R e R PO
Ya’ni noaniqlik yo‘qolguncha Lopital qodasini qo‘llash mumkin.

. . —Si! . 1— osx_1
Misol: 1) lim 2225 2 [in 222 2 |jm & 2 |jm <=
x—-0 x=0 3x x—-0 6x x—0 6 &

mavjudki,

Qarab chigilgan noaniqlik % tipidagi deyiladi.

Agar x— +oo bo‘lsa ham, yuqoridagi teorema o‘rinlidir chunki x=%

fe_ " m £
almashtirish o‘tkazilsa, hm o ll_{ﬂg hm e (__ x-vcoﬂ T

Misol. 1) lim 2% 2 lim 2=0.
X80 X—eto X

Agar hmf(x)— Q_rr:g(x)— bo‘lsa ham, Lopital qoidasi

&) ' (;c)
Lo Rl L
In(sinax} , ;. asinbxcosax_a tghx _G . bcaszax_l.

im————= £ lim i
Misol. 1) x—0 In (sinbx)  x-»Q bsinaxcosbx b }‘l_t,% tgxax b x-0 acesZbx

o‘rinli bo‘ladi.

0.0, 00 —c0, 0° 1%,° ko‘rinishidagi noaniqliklar ham %, E
ko‘rinishidagi noanigliklarga keltiriladi.

Misollar. 1) lim xInx=lim —;—- lim —3—— lim(-x)=0
R =0+ T Xx-=0+ _E x—0+

< 1 1-stnx -cosx,
2) ixﬂrg_;(a —tgx) = hrq ES rq——O

— —Sinx

um !n.x

3) lim x*= lim e¥"¥=e x-o% =¢%=]

x=0+ x—C+
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18.3.Teylor formulasi

Teorema (Teylor Bruk): f(x) funksiya ¢ nuqta va uning atrofida
(n+1)-tartibli hosilaga ega bo‘lsin. ¢ va x orasida shunday ¢ nuqta

mavjudki, quyidagi formula o‘rinli.

n) (rn+1),
fx)= f(c)+ﬁ( x-c)+ —&(X C) Fepek ,g(C)(X'C)nJ f(n+1§s&,

Agar Teylor formulasida C=0 bo‘lsa Makloren K. formulasi
. e ' _, i G E  hatladi
f(x)=f(0)+ X XL A= X Ry (x) hosil bo'ladi.
Makloren formulasi bo‘yicha quyidagi yoyilmalarni olish mumkin.
L e¥=1+ +"—2+"—’+---+f1+0(x")

X= c)n+1

x’ 20
2, smx—x-—.+; - ; oot (_1)n— + 0(22m),
34 cosx—l-—-l-—'-—— + .- +(~1)"G7u—'+0(2u+1)
4, (1+x)" =1+mx m(m l)xz P m(m—1)...(m-n-t-1)x,l +0G™)
2! L '

5. 1n(1+x)=x-"?2 + "; —t (-1 )"'*“7 +0(x™).

Misollar. 1) f(x)=Vx funksiyani x-1 darajalari bo‘yicha yoyilmasi
uchta hadini toping.

Teylor formulasi bo‘yicha
Q)

f=fH P -+ EH G- 03 r@ =2 =
Demak, VZ=1+>(x = 1)~ (x = 1)*+0((x - 1)?).
2) e*? = cosg + ising Eyler ayniyatini isbotlang.
Funksiyalarning Makloren formulasi bo‘yicha yoyilmalaridan
foydalanamiz.
2 2 4 3 & ? 2 4 (3
e'? =1 +[¢_%_tl.+9_ +1_ﬂ_%+ x o (1_’_+’__¢_+...)+ l(¢-§"'+

3 4! st 6! A 6!

—°—:+--~) = C0s@ + ising

xZ

5 € 2 —cosx .
Mim, g——— =lim,_,

u |8

2 2
{1.-%4-%4-0(::“)] -{1-%4’%]_

28 [x-0(x))

x% sinx
¢ o3
s LE 7k ol N 1
%20 xesp(xt) 8 24 12
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19-mavzu. Funksiyani to‘liq tekshirish
19.1. Funksiya monotonligini tekshirish

Teorema. Agar f(x) funksiya (a;b) intervalda chekli hosilaga ega,
f'(x)= 0 (f'(x) =0) bo‘lsa, f(x) funksiya bu intervalda o‘suvchi
(kamayuvchi) bo‘ladi.

Isboti. f'(x) 2 0 holni qaraymiz. x,,x,(x, < x,) € (a; b) nugtalar

uchun Lagranj teoremasiga ko‘ra f-—(’i’)'f—@—‘—) = f'(c),c € (xy;x;) ofrinlidir.

f'(c) 2 0,x, > x, ekanligidan f(xz) > f (x,) kelib chigadi, ya’ni
funksiya o‘suvchi (kamaymaydigan)dir.

8 >0 bo'lganda x, nuqtaning biror (x5 —8;x, +8) atrofini
qaraymiz.

Ta’rif. Agar barcha (x,—48;x,+§) nuqtalar uchun f(x)< f(x,)
[f(x)= f(xg)] ofrinli bo‘lsa, x, nuqta f(x) funksiyaning maksimum
(minimum) nuqtasi deyiladi. Bu nugqtalar birgalikda ekstremum nugtalari
deyiladi. Ularga mos funksiyaning qiymatlari maxf(x,), minf(x,) tarzida
yoziladi.

Funksiyaning bunday qiymatlari shu oraliqdagi eng kata (kichik)
giymatlar bo‘lganligi uchun, Ferma teoremasiga ko‘ra f'(x,) = 0 bo‘ladi.
Lekin, aksinchasi doimo o‘rinli emas, ya’ni hosila nol bo‘ladigan barcha
nuqtalarda ham ekstremum bo‘lavermaydi. Bundan tashqari, hosila mavjud
bo‘lmagan nugqtalarda ham ekstremum bo‘lishi mumkin. Masalan, y=|x|
funksiya x=0 nuqtada minimumga ega, lekin hosilasi bu nuqtada mavjud
emas.

Aniglanish sohasiga kirgan, funksiya hosilasi nol yoki mavjud
bo‘Imaydigan nugqtalar kritik (yoki statsionar) nuqtalar deyiladi.

Yugoridagilardan quyidagi xulosa kelib chigadi.

Teorema (ekstremum topishning 1-qoidasi). Agar f(x) funksiya
(x = 6; x, + &) atrofida chekli hosilaga ega, f’'(x,) = 0 bo‘lib, x, nuqtada
hosila oz ishorasini + dan - ga (-dan +ga) o‘zgartirsa, u holda funksiya
X=x, nuqtada maksimum (minimum) qiymatga erishadi.

Funksiya monotonligi, ekstremumlarini 1-qoida asosida topishda
3

jadvaldan foydalanish qulay. Misol. y = x?_ x* funksiya ekstremumlarini

toping.



y’=x?-2x=x(x-2) dan x,=0, x,=2 nuqtalar kritik nuqtalardir. Ular yordamida
aniglanish sohasini bo‘laklarga ajratamiz, hosila ishorasini tekshiramiz,
ekstremumlarini  aniglaymiz. Bularning barchasi quyidagi jadval
yordamida oson hal etiladi:

X (=20;0) 0 0;2) 2 (2;+o)
y’ + 0 - +
4
y [—"| 0 |™—~—]| - 3 |
max min

Demak, f,0x(0)=0, frin(2) =— g

Iqtisodiyot nasariyasida hosila My(x) — marjinal limit kattalik
deyiladi. v

Agar x-sotilgan tovarlar soni, R(x)-foyda funksiyasi, C(x)-ishlab
chiqarishga ketgan harajatlar funksiyasi bo‘lsa, u holda sof foyda
funksiyasi P(x)=R(x)-C(x) bo‘ladi. Maksimal foyda bu funksiya hosilasi
nolga tenglashganda bo‘ladi. Bundan quyidagi qonun kelib chiqadi: Sof
foyda va sarflangan mablag‘ teng holatda foyda maksimal bo‘ladi.

19.2. Funksiya grafigining botiq-qavariqligi
Ekstremum topishning 2-qoidasi

Biror (a;b) oraliqda f(x) funksiya chekli f'(x) hosilaga ega bo‘lsa, u
holda funksiyaga bu oraliqda e(x) urinma mavjud.

Ta’rif. Agar ixtiyorly X€ (a;b)uchune(x) < f(x)[e(x) = f(x)]
o‘rinli bo‘lsa, funksiya bu oraliqda botiq (qavariq) deyiladi.

Teorema. Agar (a;b) oraliqda funksiya ikkinchi tartibli £ hosilaga
ega va f"(x) 2 0[f""(x) = 0] bo‘lsa, funksiya grafigi bu oraliqgda botiq
(gavariq) bo‘ladi.

Isboti. Aniqlik uchun, (a,b) da f"(x) > 0 bo‘lsin. Ixtiyoriy ce(a; b)
da E(c;f(c)) nuqtadan o‘tadigan urinma y=f(c)+f'(c)(x — ¢) tenglamaga
ega. Qaralayotgan f(x) funksiyaning ¢ nugtadagi Teylor formulasi bo‘yicha
yoyilmasi esa Y=f(x)=f(c)+’ : m(x-cH@ (x-¢)?; & €(x;c) deyish mumkin.

1

!
Ularni solishtirib, Y-y=ﬂ2—f§ (x-¢)% f'"(&) = 0 bo‘lganda urinma grafikdan
pastda joylashishini, ya’ni grafik botiq ekanligini topamiz.
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Teorema (ekstremum topishning 2-qoidasi). Agar x, €(a;b) kritik
f'(x0)=0 nuqta bo‘lib, £'(x;)>0 [f"(x,)<0] bo‘lsa, bu nuqtada funksiya
minimum (maxsimum) qiymatiga erishadi.

Tar’if. Agar E(x, f(x,)) nuqtada f(x) funksiyaga o‘tkazilgan
urinmaning bir qismi f(x) dan yuqori, ikkinchi qismi pastda joylashsa, x,
nugta funksiyaning egilish nuqtasi deyiladi.

Egilish nugtasida botiqlik qavariglikka, yoki qavariglik botiqlikka
o‘zgaradi. Demak, x, egilish nuqtasi bo‘lsa, f"(x,)=0. Ekstremum
topishning 2-qoidasi ham jadval yordamida tekshiriladi.

Misol. 1) y=z—::-f5 funksiya egilishi nugqtalari, botiqlik, qavariglik
sohalari,  ekstremumlarini  toping.  y'=2x%-x*=x%(2-x?)=0  dan
Xy ==V2x;=0,%; = V2 nuqtalar kritik nuqtalardir.

y''=4x-4x%=4x(1-x*)=0 dan x, = —1x, = 0, x; = 1 nuqtalar egilish
nugqtalaridir.

y'(—2+4y/2 > 0, demak, fon(-V2)= 91—";5; y” (0)=0, egilish nuqtasi
xolos. B

VI(V2-4VZ < 0, demak, fing,(VE=22 funksiya (-e0;—1) U (0;1)

15

oraligda botiq, (-1;0)u(1;e) oraliqda qavariqdir.
2) yp=x* _x? funksiya kritik, egilish nuqtalari, botiqlik-qavariglik
sohalarini toping. y'=2x-2x’=2x(1-x’)dan x;=0, x;=1, x;=-1 kritik

1 1 1 sk T
talari, y’'=2-6x’=6(—-x’)dan x&=——=, Xs= egilish nugtalaridir.
nuqta y (3 Ydan x4 Nkl el 2

1
y’(-1)<0, y"’(1)<0, ekanligidan fm(-—l):—;—, fm(1)=5, y’’(0)=2>0
ekanligidan f,;,(0)=0.

Botiglik-qavariqlik sohalarini quyidagi jadval yordamida topish qulay:
1 1 1 1 1 1

X ~0——p=) | ——= | (~—=;—=) | = |[(—=:0

e o e e o M - B
yys - 0 g 0 _

5 5
Y M = \J = o)
|
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19.3. Ekstremum topishda yuqori tartibli hosiladan foydalanish

Ba’zi funksiyalar uchun x, €(a;b)da

F'Go)=f "G Y= f () = =F (%) = 0, £¢)(x) #0 bo'ladi. Bu
holda qoldiq hadli Teylor formulasi bo‘yicha (x-x,) darajali bo‘yicha
yoyilma f(x)- f (xo)————w(x -%,)" ko‘rinishiga ega bo‘ladi, x— x, da

a(x)-0 ekanligidan f(x)- f(x,) ishorasini f™(x,) ishorasi hal qiladi.
Bunda ikki xil holat bo*lishi mumkin:

1) n-toq son, n=2k+1 x ning x, dan kichik qiymatlaridan katta qiymatlariga
o‘tganda (x-X,)***1 ishorasini o‘zgartiradi va f(x)- f(x,) ham ishorasini
o‘zgartiradi. Demak, bu holda ekstremum mavjud emas.
2) n-juft son, n=2k. Bu holda (x-x5)?">0 bo‘lganligi uchun, f(x)-
f(x,) ishorasi o‘zgarmaydi, f™(x,) ishorasi bilan bir xil bo‘ladi.

Bulardan quyidagi qoida kelib chigadi (K.Makloren, 1942).

Teorema (ekstremum topishning 3-qoidasi). Agar hosilalar ichida x,
da noiga teng bo‘lmaganlaridan birinchisi toq tartibli bo‘lib qolsa, bu x,
nuqtada ekstremum bo‘lmaydi. Agar bu hosila juft tartibli bo‘lsa, f™(x,)<0
da maksimum, f™(x,)>0 da minimumga ega bo‘ladi.

Misollar. 1) y=x?* uchun y'=3x?, y'"=6x, y'""=6>0 bo‘lganligi uchun
x=0 nuqtada ekstremum mavjud emas.
2) y=x* uchun y'=4x? y"=12x%y'""=24x, y/V=24>0 bo‘lganligi uchun
fnin(0)=0 mavjud;
3) f(x)=e* +e *+2cosx funksiya uchun x=0 kritik nuqtadir, chunki
f(0)=e* + e *-2sinx=0

Endi f""(0)=¢e* + e *-2cosx=0, f""(0)=e* + ¢~ *+2sinx=0,
f7(0)=e* + e *+2cosx=0, f’¥(0)=4>0 ekanligidan f;, .(0)=4.

19.4. Funksiya grafigining asimptotalari

Funksiya xarakterini x— =+ da, 2-tur uzilish nuqtalari yaginida
tekshirganda funksiya grafigi biror to‘g‘ri chiziqga yaginlashadi. Bunday
to‘g'ri chiziqlar asimptotalar deyiladi.

Asimptotalar uch xil bo‘ladi: vertikal, gorizontal va og‘ma.

1-ta’rif. Agar xl_i‘rarx+f(x)=iw bo‘lsa, x=a to‘g‘ri chiziq f(x)

funksiyaga vertikal asimptota deyiladi.

142

Bu holda  E(x;f(x)) nuqtadan x=a gacha  masofa
d=J(x—a)* + (f(x) — f(x))* bo‘lib, x» adad- 0.
2-ta’rif. Agar x.l.iﬁmf (x)=A bo‘lsa, y=A to‘g‘ri chiziq f(x) funksiya

grafigiga gorizontal asimptota deyiladi.
Bu holda E(x,f,(x)) nuqtadan y=A gacha masofa
d=\/(x — x)® + (f (x) — A)>=|f (x) — A| bo‘lib x— co va d— 0.

Misol. y=§ funksiya x=0 vertikal, y=0 gorizontal asimptotalarga

egadir.
3-ta’rif. Agar lim[f{(x)— (kx+b)] =0 bo‘lsa, u holda y=kx+b
X—00
to‘g‘ri chiziq f(x) funksiyga og‘ma asimptota deyiladi.
K=0 da og‘ma asimptota gorizontal asimptota bo‘lib qoladi.
lim [f (=) —(k+ )] =0 munosabatdan k=lim M, ta’rifdan b=lim

X—O X—oe
[f(x) - kx] tarzida toplllshl kelib chigadi.
Misol 1. ==

11 tur uz1hsh nuqtalan 1-x3=0 dan x=+1 ekanligi kelib chigadi.
x=1 va x-1 to* g‘iri chiziglar vertikal asimptotalardir.

funksxya asimptotalarini toping.

lim lxz = lim 1— = —1 bo‘lganligi y=-1 to‘g‘iri chiziq gorizontal
x=00 1% X=+20 T3~
asimptota ekanligini ko* rsatad1
k=lim fi)— hm =0b= hm[f(x) kx]= hm —_—=-—1
X=+00

demak, og‘ma asnmptota gonzontal asimptota bo‘lib qolgan.

Misol 3 Eo X-z = 1 giperbola og‘ma asimptotalari y = 1 to‘g'ri

chiziglar ekanllglm lsbotlang.
y = :t'iw/x2 — a? bo‘lganligi uchun,

k=1im £2 = 1im [i’i ’1— 3)2]=i5
b=lim [f(x) — kx] —hm [-_t— ’1 —(“)Z:t xl

i [ () 2] - 2 im

X=C0

Demak, y=+ ;x to‘g'ri chiziglar giperbola og‘ma asimptotalari ekan.
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Funksiya grafigini to‘liq tekshirishi sxemasi

Funksiyalarni tekshirish, grafigini chizish quyidagi qoidalar bo‘yicha
amalga oshiriladi:
1. Funksiya aniglanishi iloji bo‘lganda o‘zgarishi sohalarini topish.
2. Funksiya uzluksizligini tekshirish, uzilish nuqtalarini topish.
3. Funksiyaning juft-toqligi, davriyligini aniglash.
4. Funksiyani jadval yordamida monotonlikka, ekstremumga tekshirish.
5. Funksiyani jadval yordamida qavarig-botiqlikka tekshirish, egilish nugqtalarini
topish.
6.pFunksiyaning abssissa va ordinata o‘qlari bilan kesishgan nuqtalari — nollarini
topish.
7. Funksiya grafigi asimptotalarini topish.
8. Funksiya grafigini chizish.

 }

Misol 1.y = x 0 funksiyani to‘liq tekshiring.
x —
1) Funksiya x # 1 da, ya’ni (—o0;1) U (1;+<0) da aniqlangan.
2) x=1 da II tur uzilishga ega, chunki
2

2

lim—x—=—°o, limx—=+oo,
e | S o |
(-x)’ x’ o -
3) y(-x)=———] =- ———i # 1 y(x), ya’ni funksiya juft ham, toq ham emas.
—X= x+
Funksiya davriy emas.
x(x-2) - I .
4) y'= ———I—T bo‘lganligi uchun x;=0, x,=2 kritik nuqtalardir.

X |(==0)| o | @n | (12| 2 [(@2+x)

y’ ik 0 - - 0 +

max min

Ekstremum topishning 1-qoidasiga ko‘ra fax(0)=0, fnin(2)=4.

5 ||=
YV

x=1 nuqtada y’’ ishorasini o‘zgartiradi.

# 0 bo‘lganligi uchun egilish nuqtalari mavjud emas, lekin
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x | (o5 | (L;+0)

y” . +

i ) O

6) Funksiya uchun x=1 to‘g‘ri chiziq vertikal asimptota ekanligi 2) da
2

B el Tt

tekshirildi. =e =1 x ==x-1
il T, = X

b=1lim -x{=lim—— =1
=elx—1 P |

bo‘lganligi uchun y=x+1 og‘ma asimptota bo‘ladi.

7) x=0 da y=0 va aksincha bo‘lganligi uchun, funksiya grafigi son o‘qlarini faqat
0(0;0) nuqtada kesib o‘tadi.

8). Topilganlar yordamida funksiya grafigi chiziladi.

19.5. Funksiyani eng katta va eng kichik qiymatlarini
topish bo‘yicha masalalar

Agar f(x) funksiya chekli yopiq [a;b] oraligda aniglangan, uzluksiz bo*lsa,
uning eng katta (kichik) giymatlari maksimum, minimum gqiymatlarda yoki
sohaning chegarasida bo‘lishi mumkin.

Demak, bunday giymatlarni topish uchun kritik va chegaraviy nuqtalarda
funksiya qiymatlarini topish va ularni o‘zaro solishtirish kifoya.

Misol: 1) f(x)=x?-4x+6 funksiyaning [-3;10] kesmadagi eng katta va eng
kichik giymatlarini toping.

f'(x)=2x-4=0 dan x=2 kritik nuqta [-3;10] kesmaga tegishli ekanligini
topamiz.

F(-3)=(-3)2-4(-3)+6=9+124+6=271Q2)=
22 -42+6 =2, f{10)=10% - 4 10 +6=66.

Demak, f; 40t (10) = 66, fo1cn(2) =2.

Turli sohalarda funksiyaning eng katta, eng kichik qiymatlarini izlashga
keltiriladigan masalalar ko‘p. Bunday masalalarda funksiya ekstremumga
erishadigan nuqtalar muhimdir.

Masalalar. 1) Tomoni a ga teng kvadrat shaklidagi tunukaning
burchaklaridan teng kvadratchalar qirqilib, chetlarini qayirib, ochiq to‘g'ri
to‘rtburchakli quticha yasaladi. Qanday qilib eng katta sig‘imli quti yasash
mumkin?
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Agar kesilgan kvadratchalar tomoni x bo‘lsa, quticha asosi tomonlari a-
2x, balandligi x bo‘ladi. Hajmi y=x (@ — 2x)? funksiya bilan ifodalanadi, bunda
XE€ (0; 5) bo‘lishi mumkin.

2

y'=(a—-2x)(@a—6x) =0 dan, fagatgina x=§ ildiz (0;%) oraligdan
ekanligini topamiz.

y" =—8a+24x bo‘lib,y"” (;1) =-4a< 0 ekanligidan, 2-qoidaga

a:
ko'ra,: Yuax ( ) = 2—

2) 1 mlrd.so‘m miqdoridagi kapital bankka yiliga 50% foydaga go‘yilishi
yoki daromadidan p% soliq olinadigan ishlab chiqarishga 100% foydaga ijaraga
berilishi mumkin. p ning ganday qiymatlarida kapitalni ishlab chiqarishga berish
bankda saqlashdan foydaliroq bo‘ladi?

Yechish. Faraz qilaylik, kapitalning x qismi ishlab chiqarishga ijaraga, (1-
X) qismi bankka qo‘yilsin. Bir yildan so‘ng bankdagi kapital (1-
x)(1 xoo) =—— -A ishlab chiqarishga ajratilgan kapital esa 2x bo‘ladi, lekin
unda sarf-xarajat ax? ko‘tinishda bo‘lsa, foyda 2x-ax? bo‘lib, undan (2x-
axz);% gismi soliqqa ketadi, sof daromad (l-u':—o)(Zx — ax?) ko‘rinishda
bo‘ladi. Demak, 1 yildan so‘ng kapital:

y(x)=§—%x+(1—1%))(2x~ax2)=§+ ‘°°) ]x a(l—m

migdorida bo‘ladi. Uning [0;1] kesmadagi maksxmal qiymatini topish zarur.
' r 3 ? - 2(1E)-2
y'(x)=2 (1—;0—0) —-2-—2a('1 —m)x = 0 dan kritik nugta x, = z—a(fg;ri
kelib chiqadi.
") =—2a(1-2) <0 eckanligi, 2-qoidaga ko'ra, topilgan 1,
nuqgtada maksimum bor ekanligini bildiradi. Uning [0;1] kesmaga tegishli
bo‘lishidan 0 < 2 (1 = ——) = —<l yoki p<25 ekanligini topamiz.

100
Shunday qilib, p>25 bo‘lsa, mablag‘ni bankka qo‘yish, p<25 da ishlab
chiqarishga berishi ma’qul,
220

Y3 + = 2>y (0).
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Iqtisodiy jarayonlar, asosan, 6 turdagi funksiya bilan ifodalanadi:

1) Bir xil tezlik bilan o*suvchi: y'>0, y''=0.
2) Monoton kamayuvchi tezlik bilan o‘suvchi: y'>0, y’'<0.
3) Monoton o‘suvchi tezlik bilan o‘suvchi: y">0, y'">0.
4) Bir xil tezlik bilan kamayuvchi: y<0, y’'=0.
5) Monoton o‘suvchi tezlik bilan kamayuvchi: y'<0, y'*>0.
6) Monoton kamayuvchi tezlik bilan kamayuvchi: y'<0, y''<0.
Bu jarayonlar doimo bir xil xarakterdagi funksiya bilan ifodalanmaydi,
egilish nugtalari yordamida biridan ikkinchisiga otadi, aks holda, igtisodiy
ingirozlar yuz bermaydigan zamonlarda yashayotgan bo*lar edik.

Mavzuga doir misol va masalalar

1. f(ix)=¥x% — 1 funksiya (-1;1)dan x=0 da eng kichik qiymatiga erishadi, lekin
Ferma teoremasi o‘rinli emas. Nima uchun?

2. f(x)=x(x* — 1) funksiya uchun [-1;1],[0;1] oraliglarda Roll teoremasi
shartlarini tekshiring.

3. Lagranj teoremasidan foydalanib, isbotlang:

l)ﬁ;<ln(1+x)<x,x>0 e >ex,x>1

3) Isinx —siny| < |x — y| .

4. flx)=x?, g(x)=x? funksiyalar uchun [-1;1] oraligda Koshi teoremasi
o‘rinlimi?

5. Lopital qoidalari yordamida limitlarni toping.

sinfax tgx X

tg3x
—3) hmz_‘_ ry

. ar In (gosax)
4) um,_o.—— (a>0)5)lim,_, ;:.Ef::::))

2) ltmr_,o

1) Ith

cos (sinx) -cosx

9) lim,_, —(a> 0) 10)lim,._, o, (thx)* 11) lim,_o(=

lim,_y L .x-l)'

6. Makloren formulasi bo‘yicha 0(x?) hadgacha yoying:

1) y=e€* 2) y=Incosx 3) y'—'lnliz—z

7. Teylor formulasi bo‘yicha 0((x - xo)z) hadgacha yoying.
1) y——— Xo=2 2)y=xe?* x;=1 3)) Y= Xo=2.

8. Maklo.cn yoyilmalaridan foy d'llamb hmlllanm hisoblang.

6) lim,_, 7) limx_oxmnx 8) lim x(tgx)‘sz"

l*a)dhx 12)
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-2
X
cosSX =1+

2 3) limy g ———=

ln(1+x)-x 2) lim,_, @ -z -

1) llmx_.g
i »d

cosx—e 2

x‘
a"-m

€ sinx-x(1+x)

6) lim,_oC— =)

X  sinx
1= (cosz;ﬂu

4) lim, _, 5) lim,.o

7) lim,_, (a>0) 8) lim,_o
9. Funksiya monotonhk orahqlarml amqlang

1) y=4+x-x? 2) y=3x-2® 3)y=- 4) y=xtsinx

+100
3) )’=:—; 6) y=x*Inx 7) y=xe~3* 8) y=arctgx-Inx
10. Funksiya ekstremumlarni toping.

1) y=2+x-x2 2) y~2x2 -x*3) }"’5*2"3*E xF-6x+3

4) y=xe™* 5)y- Z 6)y=x+V3—2x 7)y=x*
11. Funksiyaning qavanqhk va botiqlik oraliglarini toping.

1)y=e* 2)y=Inx 3)y=x®-10x>+3x 4)y="- = - 5)y=e™™" 6) y=x+sinx
12. Funksiyanining egilish nuqtalarini topmg

1) y=cosx 2) y=l+x+% 3) y=e2~%* 4) y=(x21)

SHy== 6)y=Vi-—z°

13. Koxrsanlgan sohada funksiyaning eng katta (kichik) giymatlarini toping.
1) y=2% [-1;5] 2) y=x2-3x+2, [-10;10]

3) y=v5—4x, [-1;1] 4) y=6x2-x3; 5) y=y=x2-6x+13 [0;6]

6) y=2sinx-cos2x, [0; ] Dy= \[_ , (1;e)

15. Berilgan funk51yan1 to‘liq tekshiring, grafigini chizing.
1) y=5x%-x%2) y-—-xs

3) y=2x3-8x; 4) y =—;

5) y=x-Inx; 6) y"—x-

7) y=e~¥ 8) y=x7z:—:; 9) y=sinx-+cos?x;

10) y=x+arctgx; 11) y=In(x+vx2 + 1); 12) y=x*.

16. Ekstremumga doir quyidagi masalalarmni yeching.

1) yig‘indisi a bo‘lgan ikki musbat son ganday bo‘lganda ko‘paytmasi eng katta
bo‘ladi;

2) yuzasi S bo‘lgan uchburchaklar ichida perimetri eng kichigini toping;

3) moddiy nuqta S(t)=—t?+ 9t3-24t-8 qonun bilan harakatlanadi. Uning
maksimal tezligini toping;

4) y=x? dan y=2x-4 gacha eng qisqa masofani toping;

5) yon sirti S bo‘lgan konsillar ichida hajmi kattasini toping;
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6) shar hajmi unga ichki chizilgan eng katta hajmi silindr hajmidan necha marta
katta bo‘ladi;

7) eni a va b bo‘igan ikki kanal ko‘ndalang kavlangan. Qanday uzuniikdagi
g‘o‘lani bir kanaldan ikkinchiga o‘tkazish mumkin;

8) to‘la sirti S bo‘lgan silindrlar ichida hajmi eng kattasi o‘Ichovlarini toping;

9) V hajmi qopgogsiz silindirsimon baklar ichidan sirti eng kichigini toping;

10) R radiusli sharga ichkli chizilgan silindrlar orasidan hajmi kattasini toping;
11) R radiusli sharga ichkli chizilgan konuslar orasidan hajmi kattasini toping;
12) Doiradan a burchaklli sektor qirgilib, so‘ngra undan konus yasalgan. &
burchak kattaligi qanday bo‘lganda konusning hajmi eng katta bo‘ladi?

13) Eni bir xil uchta taxtadan nov (lotok) yasalmogda. Nov yon devorlarining
asosga og‘ish burchaklari qanday bo‘lganda nov ko‘ndalang kesim yuzi eng
katta bo‘ladi?

14) Funksiyalar grafiklari asxmptotalarmi toping

x x3
Dy =325 2) =2t 5y =28 4y -

Mavzuga doir joriy nazorat uchun uy vazifasi

1. [-I;N], [1;N+1] kesmada f(x)= x¥*?, g(x)= x¥*2; funksiyalar uchun Koshi
formulasini tekshiring.
2. Lopital qoidalari bo‘yicha limitlami toping.
. (N+LF—(N+1f T ; In (sin &)
1) ltmx_,o ——x’ 1 2) l!m,,,.o ——'——‘—m Gin(100-N)x) 3) umr_.o+ xninx
3. O<y<x uchun (N+)y¥(x—yp) <V ¥ < (N+ 1DV - (x - y)
tengsizlikni isbotlang.
4. Makloren yoyilmalari yordamida toping.
2
cosNx-a%ﬁ

x4

(N+ 1 ~(N+1)" %2

1) limx..o 2) limx_..o 2

5. Quyidagi funksiyalarni to‘liq tekshiring, grafigini chizing.

) y—m - Nx;2) y = (x— N)WN+%; 3) y=xe =,
1,agarN =3k—2
«F 2,agarN =3k —1
Y= bumda k= 3,€1.qarN =3k

6. To'la sirti N bo*lgan, kvadrat asosli, qopqoqsiz yashik eng katta hajmga ega
bo*lishi uchun, uning o‘Ichamlari ganday bo‘lishi kerak?

7. Sirti N bo‘lgan, usti ochiq silindrik bak asosi radiusi va balandligi qanday
bo‘lganda eng katta hajmga ega bo*ladi?

8. Eni 27.N va 64.N bo‘lgan ikki kanal ko‘ndalang joylashgan. Bir kanaldan
ikkinchisiga qanday maksimal uzinlikdagi kemalar o°ta oladi?
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