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СЎЗ БОШИ

Бу кУлланманинг ушбу нашри ҳам СССР Олнй яа махсус 
ўрта таълим министрлигининг олий ўқув юртларига кирувчи- 
лар учун кириш қоидалари ва кириш имтиҳонлари программи- 
лари асосида ёзилди. Китобнинг биринчи нашри олий ўқув 
юртларига кирувчилар ва влементар математикани мустақил 
ўрганувчиларгя яқиндан ёрдам беришни кўзда тутиб ёэилган.

Китобнинг иккинчи нашринн тайёрлашда автор олий ўқув 
юртларига кирувчиларни вв элементар математикани мустақил 
ўрганувчиларни назарда тутиш билан бир қаторда, республи- 
камиздаги институтлар қошида ишлаб-турган тайёрлов курс- 
ларининг ўқувчилари учун дарслик вазифасини ўташини ҳам 
кўэда тутдн. Бу мақсадда ҳўлланманинг иккинчи нашрига кўп- 
гина назарий ва амалий аҳямиятга яга бўлгвн материаллар қў- 
шилди.

Булардан ташқари, автор китобқи иккинчи нашрга тайёр- 
лашда, биринчи нашрида учраган камчилик ва хатоларни ту- 
ватишга алоҳида эътибор берди.

Китобнинг иккинчи нашрида баъзи параграфларнинг ўрнини 
алмаштириш мақсадга мувофиқ деб топилди. Бу қўлланманинг 
биркнчи, иккинчи нашрлари ҳам, албатта, мактабларда дарс- 
лик сифатида фойдаланишни кўзда тутмай, бвлки ўртв маълу- 
мотли ва эяементар математикадан олган билимларини эсидан 
чиқарган ҳар бир кишига қисқа муддат ичида мустақил ра- 
вишда нрифметика, алгебра, геометрия ва тригонометриядан 
кўп нарсаларни всга тушириб олишга имкон беради.

Олий мактабларга кирувчилар орасида кўп йигит-қизлар 
таърифларни, теорема ва қоидаларни айтишда ҳамда уларни 
мисол ва масалалар ечишга татбиқ қилишда ожизлик қилади- 
лар. Шунинг учун қўлланманинг иккинчи нашрида ҳам бу 
нарсаларга алоҳида эътибор берилди, Лекин қўлланманинг 
иккинчи нашрида, программадан ташқари, қисқача тарихий 
маълумотлар, турли хил ўлчовлар ва геометрик алмаштириш- 
лар ҳеқидаги тушунчаларни қолдириш мақсадга мувофиқ деб 
топилди. Қўлланманинг иккинчи нашрида ҳам баъзи содда ми-
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соллар учун жавоблар берилмади Шундай қилиб, китобнинг 
иккинчи нашри олий ўқув юртлари (асосан, техника олий 
ўқув юртлари)га кирувчилар учун қўлланма ва институтлар 
кошидаги тайёрлов курс ўқувчилари учун дарслик вазифасини 
ўтай олади.

Қўлланманинг иккинчи нашридан фойдаланишда ҳам комп- 
лекс сонлар тушунчаси ва стереометрияни ўқишни, тригоно- 
метрия бўлимидан керак бўлган материалларни ўқиб чиқишни 
кигобхонларга тавсия қиламиз. Китобнинг биринчи нашрига 
Ўзбекистон Педагогика фанлари илмий тскшириш институти 
математика секторининг мудири, педагогика фанлари канди- 
дати Ж . Икромовнинг ёэган тақризлари, шубҳасиз, китобнинг 
иккинчи нашри сифатннинг яхшиланишига катта ҳисса қўш- 
ди. Бунинг учун автор Ж . Икромовга чексиз миннатдорчилик 
изҳор этади. Иккинчи нашрига тайёрланган қўлланмани ўқиб 
чиқиб, самимий маслаҳатлар берганлари учун Тошкент по- 
лнтехника институтининг доценти, кафедра мудири Н. Акбар- 
хўжаевга автор самимий ташаккур билдиради. Китобнинг 
пккинчи нашрини ҳам баъзи камчилик ва хатолардан холи 
деб бўлмайди, албатта.

Ўз истак ва мулоҳазаларингизни қуйидаги адресга юбори- 
шингизни илтимос қиламиз:

Тошкент, Навоий 30, тЎқитувчи‘ нашриёти.

Автор.

Қўлланманинг учинчи нашри унинг олдинги нашрларида 
учраган хатоларни эътиборга олинган ҳолда матрицадан бо- 
силдн.

Китоб тўғрнсидаги ўз фикр ва мулоҳаэаларини юборган 
уртоқларга автор ўз миннатдорчилигини билдиради.

Автор.
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I Б Ў Л И М  
А Р И Ф М Е Т И К А

1- §. Н А Т У РА Л  (Б У Т У Н ) СОНЛАР

Арифметика сўзи грекча „аритмос“ — ўзбекча „сон“ сўзи- 
дан келиб чиққан бўлиб, сон ҳақидаги фан деган маънони 
англатади. Арифметика—сонлар (бутун вакаср1), улар устидаги 
амаллар ва уларнинг оддий хоссалари ҳақидаги фандир.

Сонларни ёзиш учун ўнта махсус белги бор: 0, 1,2, 3. 4, 
5, 6, 7, 8, 9. Бу белгилар5 рақамлар деб аталади. Юқоридаги 
ўнта рақамдан фойдаланиб, ҳар қандай сонни ёзиш мумкин. 
Масалан, 1; 2; 5; 8; 10; I I ;  124; 2051 ва ҳоказо. Санаш нати- 
жасида ҳосил бўладиган 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9; 10; 11; 12; ... 
ва ҳоказо сонлар натурал сонлар дейилади. Ортиб бориш тар- 
тибида жойлашган чексиз давом этувчи 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 
9, 10, 11, 12, 13 , ... сонлар қатори (тўплами) натурал қатор 
дейилади. Агар сон битта рақамдан иборат бўлса, уни бир хо- 
нали сон, иккита рақамдан иборат бўлса, уни икки хонали сон, 
учта рақамдан иборат бўлса — уч хонали сон дейилади ва ҳ. к. 
Масалан, 7 — бир хонали сон; 35 — икки хонали сон; 209 — уч 
хонали сондир ва ҳ. к. Турмушда бутун сонлардан ташқари 
каср сонлар, рационал сонлар, иррационал сонлар, комплекс 
сонлар деб аталадиган сонлар ҳам учрайди. Бу сонлар ҳақида 
китобнинг келгуси параграфларида маълумот берилади.

2- §. Т Ў Р Т  А М А Л  ЭЛ ЕМ ЕН Т Л А РИ Н И Н Г НО М ЛАРИ 3 
К О Л Д И Қ С И З  ВА КОЛДИҚЛИ БЎЛ И Ш

Тўрт амалнннг асосий хоссалари

Бу параграфда арифметикадаги тўрт амал элементларини 
конкрет мисоллар билан эслатиб ўтамиз.

Масалан, 1) 8 5 =« 13 да 8 ва 5 лар қўишлувчилар, 13 эса
йиғинда дейилади.

1 9- § га цараиг.
3 Сонда қайси хонанинг бирликлари бўлмвса. шу хонага ноль қўйилади.
3 Бу китобда бутун сонлар устидаги тўрт амал ва уларнинг хоссалари-

нн қараш иртнқчз деб ҳнсобланди; керяк қилган катобхон ҳар қаидаИ арнф-
метика дарсликларидан қарашн мумкш*.
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2) 13 — 5 = 8 ла 13 камаювчи, 5 айрилувчи, 8 эса айирма 
дейилади.

3) 7-12 = 84 да 7 ва 12 лар кўпайтувчилар, 84 эса кўпайт- 
ма дейилади.

4) 84 :7 = 12 да 84 бўлинувчи, 7 бўлувчи, 12 эса бўлинма 
дейилади.

Умуман, 1) А + В  = С бўлсин; бунда А ва В  лар қўшилув- 
чилар, С эса йиғинди дейилади.

2) /) — Е  = К  бўлсин; О — камаювчи, Е  — айрилувчи, К  эса 
айирма дейилади.

3) М  К  = Н бўлсин; М  ва N  лар кўпайтувчилар, Н эса 
кўпайтма дейилади.

4) Е : / = 5 бўлсин; Е  — бўлинувчи, Ғ  бўлувчи, 5 эса бў- 
линма дейилади.

Бу ерда айириш ва бўлиш таърифларини алодида эслаб 
ўтайлик: йиғинди билан бир қўшилувчига кўра иккинчи қўши- 
лувчини топиш — айириш  деб аталади. Кўпайтма билан бир 
кўпайтувчига кўра иккинчи кўпайтувчини топиш— б ў л и ш  
деб аталади (буларни юқоридаги мисоллардан яққол кўриш 
мумкин).

Бир сонни иккинчи сонга бўлганда бутунлай (аниқ) бўлин- 
са, у қ о л д и қ с и з  б ў л и ш  деб аталади.

Масалан: 24:3 = 8, чункиЗ-8 = 24.
Бир сонни иккинчи сонга бўлганда бутунлай (аниқ) бўлин- 

маса, у қ о л д и қ л и  б ў л и ш  деб аталади1.
Масалан: 23 17

"2 1  '5~
2 — қолдиқ

натижани, 23 = 7-3 + 2 кўринишда ёзиш мумкин.
Демак, бир сон^иккинчи сонга бўлинса, бнринчи сон иккин- 

чисининг бўлинувч*йси (карралиси), нккинчи сон биринчиси- 
нинг бўлувчиси ва бўлиш натижасида қосил бўлган сон бў- 
линма дейилади.

И зо ҳ . Битта сон бир неча соннинг бўлинувчиси бўлиши мумкин. Ма- 
салан, 84 сони 7 лян бошця яна: 2; 3; 4; 6; 14; 21; 42; 84 сонларининг ҳам 
бўлинувчисидир. ‘

1) Қўшилувчиларнинг бки кўпайтувчиларнинг ўринларини 
алмаштириш билан йиғинди ёки кўпайтманинг қиймати ўзгар- 
майди. Масалан, 7 + 3 = 3 + 7=10; 7-3 = 3- 7 =  21. Умуман: 
а + А= й + а; а Ь = Ь а.

2) Қўшилувчилардан бир нечтасини группалаб қўшиб, йн- 
ғиндисини қолган қўшилувчиларга қўшсак ёки кўпайтувчи- 
лардан бир нечтасини группалаб кўпайтирнб кўпайтмасини қол-

1 Бир сон иккинчи сонга ҳолдиқсия бўлинса, у ҳолда биринчи сон ик- 
кинчи сонга бўлинади дейилади.
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/анига кўпайтирсак, йиғинди ёки кўпайтманинг қиймати ўэгар- 
майди.

Масалан, 9 +  17 + 25 = (9 + 17) +  26 -  » + (17 + 25) -  (9 +  
+  25) + 17-51; 9-17-25 -  (9-17) 25 — 9-(17-25) -  (9-25) -17- 
= 3825. Умуман, а + й  + с=* (о+А)  +  с — (а + с) + 6 = а + 
+  (Ь + с); а- Ь с = (а-Ь)-с — (а-с)-Ь = а (Ь-с).

3) Бирор сондан бир иеча сонларнинг йиғиндисини айириш 
учун шу сондан қўшилувчилардан биттасини айириш, топил- 
ган айирмадан қолган қўшилувчиларнинг яна биттасини аа 
ҳ. к. айириш кифоя.

Масалан, 356 — (105 +  97) = (356 — 105) — 97 — (356 — 97) — 
— 105 = 154.

.Умуман: а — (Ь + с) =■ (а — Ь) — с = (а — с) — Ь.
4) Йиғиндидан сонни айириш учун шу сонни битта қўши- 

лувчидаи айириш кифоя.
Масалан, хусусий ҳолда (72 + 36) — 71 = (72—71) + 36 — 

= 37. Умумаи «■''(а + Ь) — с = а + (Ь — с) = (а — с) + Ь.
5) Бир неча сон Йиғиндисининг бирор сонга кўпайтмаси ҳар 

бир қўшилувчнни, шу сон билан кўпайтмалари йиғиндисига 
тенг. Масалан, хусусий ҳолда (7 + 19 + 15)-3 = 7-3 + 19-3 + 
+ 15 3^=123; умуман, (а + Ь) с = а с + Ь с бўлади.
^ 6) Йиғиндини бирор сонга бўлиш учун, шу сонга ҳар бир 

қўшилувчини алоҳида бўлиб, сўнгра топилган бўлинмаларни 
ҳўшиш кнфоя. Масалан, хусусий ҳолда (27 + 45): 9 = 27 : 9 + 
+ 45 : 9 = 3 + 5 = 8; умуман (а + Ь ) : с = а : с + Ь : с.

И зо ҳ . Ву хоссаларнинг ҳаммаси алгебрада ҳам ўа хучини «пҳдайди.

3- §. РИМ РА ҚА М Л А РИ . ЙИҒИНДИ ВА  АЙ И РМ АН И НГ БЎЛ И Н И Ш И
Ҳоаирги ваҳтда биз фойдаланадиган раҳамлар араб ра- 

ҳамлари  деб аталади. Лекин, биз араб раҳамларидан ташҳа- 
ри, айрим ёзувларда рим р а қ а м л а р и д а н  ҳам фойдалана- 
миз. Рим рақамларининг энг сўнги кўриниши қуйидагича:

1=1 (бир); У = 5  (беш); X =■ 10 (ўн); Ь = 50 (эллик);
С = 100 (юз); О = 500 (беш юэ); М  = 1000 (минг).
Бу рақамлар ёрдами билан сонлар қуйидагича ёзилади:
1) Катта рақамдан кейин кичик рақам ёзилса, у бу рақам- 

ларнинг қийматлари йиғиндисига тенг сонни ифода қилади, агар 
катта рақам олдига кичик рақам ёзилса, айирмасига тенг сонни 
ифода қиладн. Масалан, XV = 10 + 5 — 15; 1Х= 10— 1 = 9 ва ҳ.к.

2) Айрим сонлар битта рақамни такрорлаш йўли билан ёэи- 
лади. Масалан, II = 1 + 1 = 2; III = 1 + 1 + 1 = 3; XX  = 10 + 
+  10 = 20; Х Х Х =  10+ 10+10 = 30 ва ҳ. к.

Бирдан ўнгача бўлган сонлар қуйидагича ёэилади: 1 = 1; 
11 = 2; III = 3; IV = 4; V = 5; VI = 6; VII = 7; VII! = 8; IX = 9; 
Х =  10.

М аш қла р ,  40, 45, 60, 65, 68, 70, 80 сонларини рим ра- 
қамлари билан ёэинг.

www.ziyouz.com kutubxonasi



Энди йиғинди ва айирманинг бўлинншини қараймиз.
1) Агар ҳар бир қўшилувчи бирор сонга бўлинса, йиғин- 

ди ҳам шу сонга бўлинади. Масалан, 32+124-8 = 52 берил- 
ган бўлсин. Бунда, 32, 12 ва 8 қўшилувчиларнинг ҳар бири 
4 га бўлинади, йиғинди 52 қам 4 га бўлипади. {.Бир соннинг 
иккинчи сонга бўлиниш-бўлинмаслигини билиш учун бу хос- 
садан фойдаланишимиз мумкин. Масалан, бўлиш амалипи ба- 
жармасдан, 1463 нинг 7 га бўлиниш ёки бўлинмаслигини би- 
лиш учун, уни 1463 «= 1400 + 63 шаклида ёзамиз, бунда 1400 
қам, 63 ҳам 7 га колдиқсиз бўлинишини кўриш осон, демак, 
йиғинди 1463 ҳам 7 га бўлинади.

И э о ҳ. Инғинли бнрор сонга бўлиннб, унинг ҳар бнр қўшилувчиси бу 
сонга бўлинмаслиги мумкин. Масалан 72 =61-1- 11. Бунда 72 Лиғиндн Ч га 
бўлнпади, лекин унинг кўшилувчиларн 61 ва 11 эса 9 га бўлннмайдн,

2) Агар камаювчи билан айрилувчининг ҳар бири бирор 
сонга бўлинса, айирма ҳам шу сонга бўлинади. Масалан, 
144— 36 = 108 тенглик берилган бўлсин. Бунда камаювчи 144 
ҳам, айрилувчи 36 ҳам 36 га б’ линадн, айирма 108 ҳам 36 га 
бўлинади. Баъзан айирманинг бу хоссасидан фойдаланиб, бнр 
соннинг иккинчи сонга бўлиниш ёки бўлинмаслигини аниқлаш 
мумкин. Масалан, 297 сони 3 га бўлинадими, деган саволга, бў- 
лиш амалидан фойдаланмай, айирманинг хоссасидан фойдала- 
ниб жавоб берамиз. 297 = 297 + 3 — 3 = 300 — 3 тенгликдан 
кўрамизки, 300 ҳам, 3 ҳам 3 га бўлинади, демак айирма 297 
ҳам 3 га бўлинади.

4- §. СО Н ЛАРН И Н Г 2, 3, 4, 5, 8, 9, 11 ВА 25 ГА  
БЎЛ И Н И Ш  БЕЛ ГИ Л А РИ

а) 2 ва 5 га бўлиниш белгилари Ҳар қандай ж уф т ' сон 
2 га бўлинади; охирги б и тта  рақами 5 ёки ноль 
бўлган ҳар қандай сон 5 га бўлинади. Масалан, 2754 ва 970 
сонларининг ҳар бири 2 га бўлинади, чунки улар жуфт сон- 
лардир. 1960, 970 ва 375 сонларининг ҳар бири 5 га бўлинади, 
чунки уларда охирги рақамлари 0 ва 5 дир.

б) 3 ва 9 га бўлиниш белгилари. Рақамларининг йиғин- 
диси 3 га ёки 9 га бўлинган ҳар қандай сон мос равишда 3 
га ёки 9 га бўлинади. Масалан, 132; у 3 га бўлинади, чунки 
1 + 3 + 2 = 6 йиғинди 3 га бўлинади. 252 ни олсак, у 9 га бў- 
линади, чунки 2 + 5 + 2= 9 йиғинди 9 га бўлинади.

в) 4 ва 25 га бўлиниш белгилари. Охирги икки рақами 
4 га бўлинадиган ёки иккита ноль билан тугайдиган ҳар

1 Охирги битта рацямн 2 га бўлинадигап ёки ноль бўлган сонларни 
жуфт сонлар, қолган сонларни тоқ сонлар дейилвди. Масалан, 12, 70, 314, 
1150 сонлар жуфт, 35, 29, 1011, 1357 сонлар — тоқ сонлардир,

8
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қандай сон 4 га бўлинади, охирги икки рақами 25 га бўлина- 
диган ёки иккита ноль билан тугайдиган ҳар қандай сон 
25 га бўлинади. Масялан, 4500 ая 7536 ларнинг ҳвр бири 4 га 
бўлинали; 2875 ва 4500 ларнинг ҳар бири 25 га бўлинади.

г) Я 1 а бўлиниш белгилари. Оҳирги учта рақами 8 га 
бўлинадиган ёки учта ноль билан тугайдиган ҳар қандай 
сон 8 га бўлинади. Масалан, 157328 ва 91000 ларнинг ҳар бири 
8 га бўлинааи.

д) 11 га бўлиннш белгилари. Агар, соннинг тоқ ўриндаги 
рақамларининг йиғиндиси, ж уф т  ўриндаги рақамлари йи- 
ғиндисига тенг ёки уларнинг айирмаси // га бўлинса,берил- 
ган сон ҳам I I  га бўлинади. Масалан, 2134572 на 8493419 сон- 
лари 11 га бўлинааи, чунки 24-3 + 5 + 2 = 12 ва 1+4 + 7 = 
= 12, иккинчисида 8+ 9  + 4 + 9 = 30, 4 + 3+1 = 8, 30— 8= 
= 22, бу II га бўлинади.

М а ш қ л а р .  358, 1730, 318021, 252,630,6400, 7625 , 425712. 
123111, 171816, 21000 сонларни бўлмасдан, уларнинг қайси- 
лари 2; 3; 4; 5; 8; 9 ва 25 га; 1098969, 9180701, 6407813 сонлар- 
нннг 8 га ва 1899876, 30891498,2937 сонларнинг I I  га бўлини- 
шини аниқланг.

5-§ ГУ Б  ВА М У РА К К А Б  СОНЛАР

Т а ъ р и ф. Ф ақат  ўзига ва бирга бўлинадиган натурал 
сон туб  сон, ўзидан ва бирдан бошқа сонларга ҳам бўлина- 
диган натурал сон мураккаб сон дейилади,

Масалан, 2; 3; 5; 7; 13; 23; 37 ва ҳоказолар туб сонлар бў- 
либ, 4; 6; 8; 9; 10; 12; 14 15; 16 ва ҳоказолар мураккаб сон- 
ларлнр

И а о ҳ. I — туб сонларга ҳам мураккаб сонларга қам кирмайди.

М у р а к к а б  со нл арн и  т у б  к ў п а й т у в ч и л а р г а  аж- 
р а т и ш.

Ҳар қандай мураккаб сонни туб купайтувчиларга ажратиш 
мумкин. берилган сонни туб сонларга ажратишни кичик туб 
сонларга бўлиш йўли билан бажариш тавсия этилади.

Масалан, 420 ва 135 ларни туб кўпайтувчиларга ажратиш 
қуйндагича бажарилади:

420 нинг ўнг томонигя вертикал чизиқ чизиб, унинг ўнг 
томонига биринчи энг кичик (бирдан катта! бўлувчини ёза- 
миз, бу 2 бўлади 420 ни 2 га бўламиз, бўлинма 210, буни 
421) нинг тагига ёзамиз. 210 учун энг кичик бўлувчи 2 бўла- 
ди, шунинг учун 210 ни 2 га бўлиб, бўлинма 105 ни 210 нинг 
тагигн, 2 ни эса ўнг юмондаги 2 нинг тагига ёзамиз.энди 105 
нинг энг кичик бўлувчиси 3 дир, 105 ни 3 га бўлиб, бўлинма 
35 ни 105 нинг тагига, 3 ни эса 2 нинг тагига ёзамиз ва ҳ.к.,
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бу хилда бўлишни то чизиқнинг чап томонида бир келиб чиқ* 
нунча давом зттирамиз:

420 2
210 2
105 3
35 5
7 7
1

Демак, 420 -  2 X  2 X  3 X  5 X  7. 
Шунга ўхшаш:

135 3
45 3
15 3
5 5
1

Демак, 135 = 3 X 3 X 3 X 5 .
Машцлар .  204; 245; 1024; 1635; 3240 сонлар туб кўпай* 

тувчиларга ажратилсин.

6-§. СО Н ЛАРНИ НГ Э Н Г  К А Т Т А  УМ УМ ИЙ БЎЛ УВЧ И С И  
ВА  Э Н Г  К И ЧИ К  УМ УМ И Й  БЎ Л И Н У В Ч И С И

Таъриф.  Берилган бир неча соннинг ҳар бири қолдиқ- 
сиз бўлинадиган энг к а т т а  сон ш.у сонларнинг энг к а т т а  
умумий бўлувчиси деб айтилади. Масалан, 35; 21; 14 — учта 
сонни олайлик. Бу сонларнинг энг катта умумий бўлувчиси 7 
бўлади, чунки: 35:7 = 5; 21 : 7 *= 3 ва 14:7 = 2.

Қоида.  Берилган бир неча соннинг энг к а т т а  умумий 
бўлувчисини топиш учун шу сонларни туб  кўпайтувчилар- 
га ажратиб, берилган барча сонлар учун умумий бўлган 
туб кўпайтувчиларни ўзаро кўпайтириш керак. Масалан, 
60; 75 ва 105 сонларининг энг катта умумий бўлувчиси 15 га 
тенг, чунки уларнинг ҳар бири қолдиқсиз бўлинадиган энг 
катта сон 15 дир. Уни биа қуйидагн йўл билан топамиз:

60 2. 75 3 105
30 2 25 5 35
15 3* 5 5 7
5 5 1 1
1

Ю
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Буларда умумий туб сонлар 3 ва Б дир; демак З Х Й =  15 
энг катта умумий булувчи.

М а ш қ л а р .  Куйидаги сонларнинг энг катта умумий бў- 
лувчиси топилсин:_1) 32, 88 ва 104; 2) 42, 90, 88 ва 64; 3) 105, 
144, 210 ва 75; 4) 404, 6768, 1088 ва 2044.

Т аъриф.  Берилган бир неча соннинг ҳар бирига қолдиқ- 
сиз бўлинадиган энг кичик сон игу сонларнинг энг кичик 
умумий бўлинувчиси деб айтилади. Масалан, 4; 8; 12 — учта 
соннинг энг кичик умумий бўлинувчиси24 бўлади, чунки 24:
: 4 = 6, 24:8 = 3, 24: 12 = 2.

Қоида.  Берилган бир неча соннинг энг кичик умумий 
бўлинувчисини топиш учун уларни туб  кўпайтувчиларга 
ажратиш , сўнгра берилган сонлар учун умумий бўлган туб  
сонлардан биттадан, умумий бўлмаганларининг ҳаммасини 
олиб, уларни ўзаро кўпайтириш керак. Масалан, 8; 12 ва 16 
сонларига бўлинадиган энг кичик сон 48 бўлиб, у берилган 
сонларнинг энг кичик умумий бўлинувчисидир. Ҳақиқатан, бе- 
рилган сонларнинг энг кичик умумий бўлинувчисини топиш 
учун юқоридаги қоидага мувофиқ уларни туб кўпайтувчилар- 
га ажратамиэ:

2 
2 
2 
2

8 2 12 2 16
4 2 6 2 8
2 2 3 3 4
1 1 2

I
ёки буни қисқача ёзиш қам мумкин:

8; 12; 16
4 6 8
2 3 4
1 1 2

Булардан кўрамизки, умумий ва умумий бўлмаган туб кў- 
пайтувчилар кўпайтмаси: 2 X 2 X 2 X 2 X 3 = 4 8 .  Демак, бе- 
рилган сонларнинг энг кичик умумий бўлинувчисй 48 сони 
экани кўрсатилдн.

М а ш қ л а р .  Қуйидаги сонларнинг энг кичик укумий бўли- 
нувчиси топилсин:

1. 18, 27 ва 84.
2. 125, 75 ва 235.
3. 248, 144,120 ва 640.
4. 125, 130,225 ва 175.
5. 100, 34 ва 1224.
6. 3264, 128 ва 104.

Ч "
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7- §. ТЕН ГС И ЗЛ И К

Таъриф.  Икки соннинг бири иккинч.исидан к а т т а  ёки 
кичик эканлигини кўрсатувчи муносабат тенгсизлик дейи- 
лади. Катталнк ишораси > белги билан, кичнклик ишораси 
< белги билан кўрсатилади1.

Масалан, 5 нинг 3 дан катта эканлиги 5> 3 курмнишда 
ёзилади. Шунга ўхшаш 8 нинг 11 дан кичнклиги 8 < 11 кў- 
ринишда ёзилади.

8- §. АМ АЛЛ АР ТА РТ И БИ .
ҚА ВС Л А Р ВА УЛ А РН И  ОЧИШ

Қўшиш ва айириш — биринчи босцич, кўпайтириш ва бў- 
лиш — иккинчи босқич амаллари деб аталади.

!- қоида.  Бир хил босқич амаллар ёзилиш. тартибида 
бажарилада.

Масалан, 25— 17 + 3 = 8 + 3 =  11; 20 : 4 6  = 5-6 = 30; 10- 
•2: 5 = 20: 5 = 4.

2- к о и д а. Агар ифодада турли босқич амаллари бўлса, 
олдин юқори босқич, сўнгра қуйи босқич амаллари бажа- 
рилади.

Масалан, 3-15 + 14 : 2 — 5 = 45 + 7 — 5 = 47.
Агар мисол ёки масалада берилган шартларга кўра амал- 

ларнинг бу тартибини ўэгартириш тўғри келса, у )(олда қавс- 
лар ишлатилади. Қявслар уч хил бўлади: кичик қавс ( );
ўрта қавс [ ] ва катта кавс | ). Қавсларни очишда2: даст-
лаб кичик «авс, ундан кейин ўрта ^авс, энг кейин катта қавс 
очилади.

Масалан, {[3 + 5 Х  (13— 7)]:11) +  12= [[3 + 5 X 6 ]  : Ш  + 
+ 12 = 133 : 11) + 12 = Т5 бўлади.

9- §. ОДДИЙ К А С РЛ А Р

Т а ъ р и ф. Бирликнинг б и тта  ёки бир неча тенг бўлак- 
ларини ифодаловчи сон каср дейилади.

Масалан, еттидан тўрт десак, бу бир бирликни 7 та тенг
бўлакка бўлиб, ундан 4 тасини олинганини кўрсатади ва
шаклида ёзилади. Шунга ўхшаш: учдан икки деганимизда, бу 
бир бирликни учта тенг бўлакка бўлиб, 2 тасини олинганини 

2кўрсатади ва шаклида езилади ва ҳоказо.

1 Тенгснзликлар ҳақнда туларок тушунча II бўлнм, 29-§ да берилади.
3 Кавсни очиш деганла, цавс ичнда кўрсатилган амвлларни бажаришни 

тушунамиз.
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Чизиқ устида турган сон насрнинг сурати, чиэиқ остидаги 
сон касрнинг махражи деб аталади. Сурат билан махраж каср- 
нинг ҳадлари дейилади. Чизиқ эса каср кизиғи дейилади.

Масалан,у касрда: 4 — сурат, 7 эса махраждир.
Т а ъ р и ф. Сурати махражидан киник бўлган каср тўғ- 

ри каср, сурати махражидан к а т т а  ёки тенг бўлган каср
14нотўғри каср дейилади. Масалан: — нотўғри каср, чунки

14 > 3; — тўғри каср, чунки 5 < 11.
Т а ъ р и ф. Бутун  ва касрдан иборат сон — аралаш сон 

дейилади. Масалан, 1 -д-; 5 ва қокаэо.
1-қоида .  Нотўғри касрни аралаш сонга айлантириш 

учун касрнинг суратини унинг махражига бўлиш ва қол- 
диқни топиш керак, бўлинма бутун бирликлар сонини, қол- 
диқ эса бирлик бўлакларининг сонини билдиради.

13Масалан, аралаш сонга айлантирилсин.
Бундай бажарилади: 13 | 5

“  Ю_“ 2
"3 — қолдиқ

Демак, ^  = 2 — аралаш сон бўлади.
2-қоида.  Аралаш сонни нотўғри касрга айлантириш 

учун каср махражини ундаги бутун сонга кўпайтириб, ҳо- 
сил бўлган кўпайтмага касрнинг суратини қўшиб, уни из- 
ланган касрнинг сурати қилиш, махражини эса аввалгича 
қолдириш керак.

-Масалан,
, , 7  1 1 Х З  +  7 40 3 _  8 X  15 +  3 123

11 “  11 “  Г1’ 10ТГ ”  8 “  Т Г

ва ҳокаэо. (Амалий ишда булар дилда бажарилади, яъни 
4 ~  ”  каби.)

' ' 235 782 1087М а ш қ л а р. ва нотуғри касрларни аралаш сонга
*  , , 5 - 1 2  ,г,1  3 - 1 3 0айлянтиринг. 11 о^; 101 -у ва аралаш сонларни но-

тўғри касрга айлантиринг.

а) Касрнинг хоссалари

Агар касрнинг сурати бир неча марта орттирилса (ка- 
майтирилса) ёки махражи бир неча марта камайтирилса 
( орттирилса), у ҳолда каср шунча марта ортади (камаяди).
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Масалан, ^  нинг суратини 2 марта орттирамиз; макражи-
о * 8 x 2  16 8 8ни о марта камайтирамиэ: — = р. ва ҳосил оу-

лади.
10 8 8 8Буларда ^  каср ^  дан 2 марта катта; -у каср эса ^  дан 3

0
марта каттадир. Энди ^  нинг суратини 4 марта камайтирамиз|

0 8:4  2 8 8махражини 3 марта орттирамиз: -уу ^  ва ^  3 =* ^  ҳосил
2 8 8 8 бўлади. Буларда, ^  каср ^  дан 4 марта кичик, 8са [5 Дан 3

марта кичик.
Х у л о са .  Касрнинг сурат ва махражини бир хил сонга

кўпайтириш ёки бўлиш билан унинг қиймати ўзгармайди.
2 2 X  3 6 в 6 :3  2Масалан, ҳосил бўлади.

Махражлари тенг бўлган иккита касрдан ҳайси бирининг су-
3 5рати катта бўлса, ўша каср каттадир. Масалан, -у ва у  каср-

5 . 3  ларда: т  > у .
Суратлари бир хил бўлган иккита касрдан цайси бирининг 

махражи кичик бўлса, ўша каср катта. Масалан ,ва  ^  каср-

ларда. у  > р]-

б) Касрни қисқартириш
Т а ъ р и ф. Касрни цисцартириш деб, унинг сурат ва мах- 

ражини бир хил сонга бўлиб, ҳадлари кияик бўлган бошца
238 119 17каср билан алмаштиришга айтилади. 294 = 147 = Бунда

каср 2 ва 7 га, яъни 14 га қисқарди. •
, 78 240 825 1024 375М а шҳ ла р .  ва ^  касрларни қисқартиринг.

в) Касрларни умумий махражга келтириш
Т а ъ р и ф. Касрлар махражларининг энг кичик умумий 

бўлинувчиси у касрллрнинг энг кичик умумий махражи де- 
йилади.

Қоида.  Касрларни энг кичик умумий махражга кел- 
тириш учун уларнинг махражларининг энг кичик умумий 
бўлинувчисини топиб, уни ҳар цайси касрнинг махражига 
бўлиб, бўлинмани1 касрнинг суратига кўпайтириб ёзилади.

0

1 Бундай бўлинма қушимч» к^пайтувчи дейнлади.
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Масалан,
келтирамнз:

Й ’ Й ват1 касРЛ0Рни энг кичик умумий махражга

28,
14
7

21,
7
1

14
7
1

2
2
а
7_
84

с 15-3 45 5-4 20 11-6 66 с , Ллг>11.Бу ҳолда р- — р  ва -р- — д , демак, 84 берил-
ган касрнинг энг кичик умумий махражидир.

М а ш қ л а р . Энг кичик умумий махражга келтиринп
3 12 оч 11 32 13 оч 23 75 111 78117 ва 13; 2) 125, 75 ва 15; 3) 2? ва 4) ва ^

5) 121 125
1ЙЙ’

15 
21 08

11

т

г) Касрларни цўшиш ва айириш

Қоьда .  Касрларни бир-бирига қўшиш учун улар энг ки- 
чик умумий махражга келтирилади, ҳосил бўлган сурат- 
ларини қўшиб, йиғиндини суратга, умумий махражни эса 
махраж қилиб ёзиш, сўнгра қисқарса, қисқартириш керак.

Масалан,
у3 13 д+ 13 22 11
14 + 42 42 42 = 2'Г

Агар кўшилувчилар аралаш сон бўлса, у ҳолда бутун қисм- 
лар йиғиндиси ва каср қисмлар йиғиндиси алоҳида топилади 
ҳамда бу йиғи^дилар қўшилади. Масалан,

Л  , «45 . е 9 4-15 - 2» - 1
. 14 1̂' 1 й  42 0 42 7 ’

Бутун сонни касрга ёки касрни бутун сонга қўшиш учун 
бутун сон каср ёнига бутун қилиб ёзилади.

Масалан, й , 3 „3
й + Т  й 5’

1 -қоид а . Касрдан касрни айириш учун олдин уларни 
внг кичик умумий махражга келтириб, сўнгра камаювчининг 
суратидан айрилувчининг суратини айириш ва айирманинг 
тагига умумий махражини ёзиб, сўнгра қисқарса, қисқар- 
тириш керак.

Масвлан,
13 5 39 — 35 4 1
28 12 ”  84 "  84 “  21’

15
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2-қ©ида. Аралаш сондан аралаш сонни айириш учун, 
уларнинг бутун қисмларини алоҳида, каср қисмларини ало- 
ҳида айириш керак\ агар камаювчи каср айрилувчи касрдан 
кичик бўлса, у ҳолда камаювчи аралаш соннинг бутунидан 
биттани, унга тегишли каср махражига майдалаб1, уни ка- 
маювчи касрга қўшиб, кейин айириш керак.

Масалан,
п  ю 2 4  с  13 ,  408 -  117 _  7 291
*' “  ' “ 3825 '  № 5 ’

ол е 12 п 11 0 36 — 55 0 75 +  36 -  55 0 111 -  55 л 56
-> *  25 *  15 "  и 75 ”  "  75 "  “  75 - 1 75;

Бутундан касрни ёки аралаш сонни айиришда бутундан 
биттасини каср махражига майдалаб, кейин юцоридаги усул- 
лар билан айрилади.

Масалан,

п  11 — - — 10- — — — Ю I2 ~ 7 = 10— •
11 12 12 12 12 12 ’

п . _ с 3 _ 14 - 3  .1 4 - 3  .11
2) 7- 5 п ^ 6 П - э Г4 “  1 Г Г  “  1 Г4

Мисолда қўшиш ва айириш аралаш келса, бундай мисолларни 
ҳисоблаш пайтида олдин ҳамма бутун қисмлар устида алоҳи-
да ва ҳамма каср қисмлар устида ҳам алоҳида берилган амал-
лар бажарилади, кейин ҳосил бўлган бутун сонни — бутун, 
каср сонни эса каср қилиб ёэилади.

Масалан,

°  + 6)-ь (55 — г; + ге)
165- 245+ 91 _11

"  525 “  ' 525’
о 5 , 1 I I  П 3 _  /0 . , т  , 195 + 143 -  54 0 2*4

2' 3 12 + 1 36 “  2 26 ~  {6 'Г 1 “  2’ Н------ 468------- 2 4ё8 "
= 2 ”117

бўлади. Практикада бундай ишланади: 11 ^  — 8 ^  + 6 =̂ =
_  п 165 — 245 + 91 _  п 11 
~  525

1 Бир бутунни каср махражига майдялвш деб, уни каср махражиии ўв-
ўяига бўлинган кўринишда олишни айтамиз.
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Машқлар-  Қуйидаги амаллар бажарилсии:

1 2-4-7  —; 7 —  4- 2 — — 3 — ; 12— - 4 - - ; 1 5 -3 - ;
142 88 124 88 120 135 200 35

21 — — 11 —  -4- 1 — ; 12 — — 5 —; 13 - 2 1 -}-2
135 225 150 45 35’ 18 ^ 5 *

17 — — 5 —; 6 — — 6 —; 5 — — 3; 35 — 4- 1 —  — 235 35 5 45 15 14 125 25

д) Касрларни кўпайтириш ва бўлиш

1-доида. Касрни касрга кўпайтириш учун уларнинг су- 
ратини суратга кўпайтириб — сурат, махражини махражга 
кўпайтириб, махраж қилиб ёзиш керак. Масалан,

Т_ 5 7_-_5 _  35
12 ‘ 6 *  12 -6 72

Кўпайтиришда (мумкин бўлса) ц и с қ а р т и р и ш  керак. Масалан, 
124 75 124 • 75 31 ■ Ъ )Ь5
135 ' 244 ~  244 ■ 135 =  61 ■ 9 ~  549

2-қоида.  Касрни касрга бўлиш учун бўлинувки касрнинг
суратини бўлувчи касрнинг махражига кўпайтириш, бўли-
нувчи касрнинг махражини бўлувчи касрнанг суратига кў- 
пайтириш ва биринчи кўпаитмани сурат, иккинчи кўпайт- 
мани эса махраж қилиб ёзиш керак. Масалан.

25 3 __ 25 ._П _  275 _  3 23
28 ‘ I I  28-3 «4 84

Бўлишда ҳам (мумкин бўлса) қисқартириш керак. Масалан, 
122 -4 _  122 - 25 _  61 ■ 1 _  61 _  4 _5
175 ’ 25 4 ■ 175 "  2<7 14 14

а с ь а • аУмуман. — 8 — = ~ — ~7 Г '7 ' ь а £  «• С
4

Агар касрларни кўпайтириш ва бўлишда. касрлар аралаш сон- 
лардан иборат бўлса, дастлаб улар нотўғри касрга айлантири- 
лади, кейин кўпайтириш ёки бўлиш амаллари бажарилаяи.
Масалан,

15 п 14 155 44 155 - 44 31.11 341 ,,- 5
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Х у с у с и й  ҳоллар:
Бутун  сонни каср сонга ёки каср сонни бутун сонга кў- 

пайтириш. учун бутун сон каср махражига қисқарса қис- 
қартиб, қолган сонни суратга кўпайтириб — сурат, мах- 
раждан қолган сонни эса махраж қилиб ёзиш. керак.

Масалан,
12 - —  = — = 10 1-12 = - =  10--

8 2 2 2 8 2 2

Шунга ўхшаш 770 • 22 = 759. .

Бутун сонни аралаш сонга ёки аралаш сонни бутун сонга 
кўпайтириш учун аралаш сонни нотўғри касрга айлантириб, 
сўнгра бутун сонни каср сонга ёки каср сонни бутун сонга 
кўпайтиргандек кўпайтириш кифоя. Масалан,

2 5*31-  25 ■ -  = 5—  = 86- ёки 3 1-25 =86
15 > *« 3 3 15 3

Бутун  сонни каср сонга бўлиш учун бутун сон каср су- 
рати билан қисқарса қисқартиб, қолган бутун сонни мах- 
ражга кўпайтириб — сурат, суратдан қолган сонни эса — 
махраж қилиб ёзиш керак.

Масалан,
12 : !  = 1_!5 = 221 .

15 2 2
Бутун  сонни аралаш сонга бўлиш учун аралаш сонни 

нотўғрш касрга айлантириб, сўнгра бутун сонни каср сон- 
га бўлгандек бўлиш керак.

Масалан,
24: 2 - =  24 : -  = = 8 -■13 13 19 19

Умуман, а : - = -  — — ; — :с  — - = — .3 й 1_ с ь с Ь с
й

1-изоҳ. Бутун сонни аралаш сонга кўпайтиришда аралаш 
сонни нотўғри касрга айлантириш шарт бўлмай, бирданига бу- 
тун сонни аралаш сон бутуни билан кўпайтнриб — бутун, сўнг- 
ра бутун сонни каср сон билан кўпайтириб каср қилиб ёзнл- 
са кифоя. Масалан,

3.751 = 3 -75— =225-2.
17 17 17

чунки
3 ■ 751= 3 ■ /75 + 1) =225+ 1 = 225 —

17 \ 17) 17 17

а
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2- изоҳ . Айрим ҳолларда, аралаш сонни бутун сонга бў- 
лиш учун аралаш сонни нотўғри касрга айлантириб ўтириш 
шарт бўлмай, аралаш соннинг бутунини алоҳида, касрини ало- 
ҳида бутун сонга бўлиб ёзилса кифоядир. Масалан,

22^ :  11- ( 22: 11) ^ - - 2^

бўлади, чунки
оо12> м о̂о I 121\ . ,, 22 ,1 2 1  0 , 11 0 11

205 : “  \ 2 0 5 ) П 2 6 5  Т1 “  2 + 2<Й=
М аш қл ар .  Қуйидаги амаллар, нотўғри касрга айлантир- 

май, бажарилсин:

13-105^= ; 38 — 5= ; 189 ^  : 9 — ; 225 ~  : 15= ; 

17^-100 = ; 2100^:25 = ; 115 Ц : 23 = ; 37-11 ^  -  .

Кўпайтириш ва бўлиш амалларига доир бир неча мисоллар 
келтирамиз.

1-мисол. Кетма-кет кўпайтириш амали бажарилсин:

5 „ 2  124 Г Г и 7 ' 13'

Е ч и ш.
. 5 0 1 12 49 22 12  7-2-12 _ _168_ 10 12
4 П ,,:57 • гз= 11 ' 7' ге “ ПТТз ■ !з “  '-13-

2-мисол.  Кўпайтириш ва бўлиш амаллари бажарилсан:
П  о  1 , о  27 11 о 1 ,

‘ 12 5 * * 5 '
£  4 И Ш.

т Н  о 1 . п 2 _  95 16. 12 _  95-16-5 _  95-М 95 5
• 1 2 б * 1 12' "5 * 5 =  12-5-12 — З-ЬЗ “  Т  "  7 ‘

3-мисол.  Кетма-кет бўлнш амали бажарилсин:
7  Ч  . т I . о 2  ^
7 12 ■  ̂ Т • 1 5'1

Е ч иш.
7 11.о 1 .о  2 95 . 16 . 12 95-5 . 12 95-5-5 2375 , 71
1 13 * °  I  * * £ 12 ' 5 ’ 5 = 12 10 * I  ”  12-16 -12 23Й = 'ЗЗоЗ*
2 '  19
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2! 2
4-мисол. Кўрсатилган амаллар бажарилсин.

- Дасглаб суратни, ундан кейин махражни ало>
  ҳида ҳисоблаб, улардан чиққан натижаларни бў-

ламиз. Амалларни ушбу тартиб билан бажариш 
мақсадга мувофиқдир.5 - : 2 -

з, 5 
Е  ч и ш.

1) 2 --2 - : 
5 12

13 ■ 25 
5 ■ 12

13 ■ 5 
1-12

65
12’

85™  ч1-2 . П 4 _  57. _  17 -5 _
'  , 3 5 3 5 3-14 42

65
0\ 12 _  65 ■ 42

85 — 85 • 12 
42

13-7 
17-2'

91 _  0 23
34 34

Ма шқлар .  Қуйидаги амаллар бажарилсин:

1. 2 -■ 1-. 2. 125- . 3. 18-3-.  4. 15 : 6-.  5. 112
25 11

6. 15. о 13

4 125

5 18

8 5 г 3 £ 7 Т Т  8- 12! :1 2 ' 9‘ 5 18!
2 15

4

И 4 ‘9 6

810. 120: 6- :  5;1С 1

3 4 ' 7 Т
11. 12.

4 — • 8 — • 7 — 
12 7 3
I 3 3 '

6 -  ■ 1 — ■ 5 -  
4 5 4

13.
о  3  52- . ] _  

13 II
*1 — 
9

2 5 3
7 — • 3 — 

7 4
7

3Г1 1(1
ж) Нолни сонга, сонни нолга кўпайтириш ва нолни сонга

бўлиш
Ҳар цандай соннинг нолга ёки нолнинг ҳар қандай сонга 

кўпайтмаси нолга тенг.
Масалан, ( 13 ■ 0 =  0 • 13 = 0;

( 2 | - 0  = 0 .2 | = 0.
Умуман, а-0 = 0 а = 0 (а — ҳар қанпай чекли сон).

Шунга ўхшаш, нолнинг ундан фарқли сонга бўлинмаси 
ҳам нолга тенг.

Масалан,
0 :5  = 0, чунки 0 x 5  = 0;
0 :3  |  = 0, , 0 X 3  | = 0 .

20
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Умумян, 0: а = 0, чунки С-а = 0, (аф 0) (ф  — баравар эмас- 
лик белгиси).

Энди нолга бўлишни қараймизг
1) нолнинг нолга бўлинмаси ҳар қандай сонга тенг бўла 

олади.
Масалян, £ = ± И ± 2-̂ ; ± 5,12; 132; ... , чунки 0х(+ П = 

= 0,0 X  ( ± 2 = 0, ... . Шунинг учун 2 ноаниқ ифода де-
Йилали;

2) сонни нолга бўлиб бўлмайди1.
10-§. ЎЗАРО ТЕСКАРИ СОНЛАН

Та ъри ф .  Берилган касрнинг сурат махражининг ўрин- 
ларини алмаш.тиришдан ҳосил бўлган каср берилган касрга

7 9тескари каср сон дейилади. Мясалан, --га тескари сон -. Бу

ҳолда  ̂ билан  ̂ ўзаро тескари сонлар дейилали. Яна бир

мисол; 5 га тескари сон — бўлади. Демак, берилган сонга тес-
кари сон, бирни берилган сонга бўлишдан ҳосил бўлади.

3 1 2 7М а ш қ л а р .  —; —; 9; —; 1 0,13; 12 сонларга тескари4 8 7 в
сонлар ёзилсин.

11-§. КЎПАЙТИРИШ ВА БЎЛИ1иНИНГ ХОССАЛАРИ

Бутун сонларни кўпайтириш ва бўлиш амаллари буйсунган 
хоссалар, каср сонлар устидаги амаллар учун ҳам тўғридир. 
Биз бу хоссаларни қуйида гаърифлаб ўтамиз ва каср сонлар 
мисолида уларга ишонч ҳосил қиламиэ,

1. Кўпайтутиларнинг ўринларини алмаштирганда кў-
пайтма ўзгармайди. Масалан, - . — = ^ 2  = ^-2 = 2  * у  7 6  6 - 7 2 - 7  Н

2. Кўпайтувниларнинг ҳар қандай группасини уларнинг 
кўпайтмаси билан алмаштирсак, кўпайтма ўзгармайди.

Масалан,
2  1 1  2 = / А . 2 . 2 ' . 2 _ 2 |2 . ! . ! Л =  — 1 .
5 * 7 ’ 2 * 6 “ \5 ' 7 ‘ 2 Г  6 ™  7 \ 5 ' 2 * =  * " 7

а
< Лекин, нолдан фарклн а еоннинг нолга бўлинмаси — — ифодани чен-

а
сиалик белгиси (оэ) билан алмаштириб £знт ҳам мумкин, яъпн — — вс. Бу

ҳацда тўлиқроқ маълумотни М. Я. Внгодскийнинг — .Элементар математи- 
кадаи справочник* китобининг (1961 йил) 63 ва 84-бетларидан қаранг

VI
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3. Бир неча каср сон йиғиндисининг бирор сонга кўпайт- 
маси каср сонлардан ҳар бирининг шў сонга кўпайтмалари 
йиғиндисига тенг. Масалан,

Чунки

/ 4 , 3 \ 5 4 5 , _3 5 10 1 _ 4!
\7 ‘г  I ) '  6 “  7 ‘ 6 '5  ' 6 “  21 ' 2 ~  42'

/4 3\ Д _  41 5 _  414 41
'\"7 + 5/ - 6 ~  35' 6 “  7-6 ^  42'

4. Бир неча кўпайтувчидан биринибир неча марта орт- 
тириб, қолганларини ўзгаришсиз қолдирсак, кўпайтма шунча 
марта ортади ва, аксинча, у кўпайтувчилардан бири бир неча 
марта камайтирилса, кўпайтма ҳам шунча яар та  камаяди.

2 5 3 1Масалан, [з' 5 ' 5" = ТЗ' ^нди кўпайтувчилардан биттаси-
.  2 5 / 3 к \ 2 5 ,  5 . .ни о марта орттирамиз: |3- б" Тз бўлади,

яънн каср 5 марта ортди. Энди кўпайтувчилардан биттасини
п ,  (2  <4 5 3 I 5 3 1 ..
2 марта камаитирамиз: ' 6 ■ 3 “  13' I» ’ "5" ~  26’ яъни КЎ'
пайтма 2 марта камайди.

5. Касрлар йиғиндисини (айирмасини) бирор сонга бўлиш 
учун уларнинг ҳар бирини бу сонга бўлиш ва ҳосил қилин- 
ган бўлинмалар йиғиндисини (айирмасини) топиш кифоя.

Масалан,

( 6 _и 1  _ !  6 • 2 4. ! •  2 _  3 • !  9 , « _  1
\ 7 ' 5 4 / ’ 3 7 * 3 5 * ~3 4 * 3 *”  7' "* 5 8 “

’ . 101 
”  *Я<)'

1, . ■ ҳ. Касрлар йигнндисини (ёки айирмасннн) бирор сснга бўлиш учун 
ластлаб бу йнғннднни (айирмани) ҳисоблаш (олднн қаяс ичилаги мисолни 
ишлаш) ва ундан чиккан натижани бўлиш кифоя.

6. Кўпайтмани бирор сонга бўлиш учун унинг кўпайтув- 
чиларидан биттасини бу сонга бўлиш кифоя.

Масалан,
_8 4 \  _4 _  _8 /  4_ # _41 _8 _7 56 .

1 9 ~5) ‘ 7  9 4 5 : 7 ] “  в '  5

чунки

, 11 
45’

(
8 4 \ . 4 32 , 4 _  32-7 _  56 , 11
9"' '5 ) ‘ 7 “  45 * 7 — 45-4 “  45 “  ‘ 45'

7. Бўлинувчини неча марта орттирсак, бўлинма шунча 
марта ортади.
22
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Масалан,
12. 6 _  14 
17 : Т ~  17‘

Энди, бўлинувчи ^  ни 17 марта орттирсак: 17 | : у  =

»= 12 : у  = 14 бўлади, яъни бўлинма 17 марта ортди.
8. Бўлувчини бир неча марта орттирсак, бўлинма шўн- 

ка марта камаяди.
Масалан, X  2) = | | : у  = ^  бўлади, яъни булинма

2 марта камаИди.

12- §. ЎНЛИ КА С РЛ А Р

Т а ъ р и ф. Махражи 10\ 100; 1000 ва ҳоказо бўлган каср- 
лар, яъни махражи бир ва ундан кейин (б и тта  ёки бир неча) 
ноли бўлган касрлар ўнли касрлар дейилади.

7 9  31 11Масалан, 1 ... ва ҳоказолар ўнли касрлар
бўлиб, улар махражснз бундай ёзилади: 0,7; 0,09; 1,31; 0,011,... , 
яъни

ГЎ = 0,7; = 0,09; 1 ^ = 1 ,3 1 ; = 0,011, ....

ва бундай ўқиладй: ноль бутун ўндан етти; ноль бутун юз- 
дан тўққиз; бир бутун юздан ўттиз бир; ноль бутун мингдан 
ўн бир.

а) Ўнли касрларнинг асосий хоссалари
1. Ўнли касрнинг ўнг томонига охирги рақамдан кейин 

ноллар ёзилса еки ноллари бўлса, уларни таиглаб юбориш 
билан ўнли касрнинг қиймати ўзгармайди. Буни ушбу ми- 
солдан кўриш осон:

1 о, _  , 31   , 310   , 0 1/-> 1 о1ЛП  «_3100 « 31 , р,
' 1 0 0  1000 “  ’ 10000 100

Шунга ўхшаш: 3,7 = 3,70; 2,5 = 2,50 = 2,500 = 2,5000 каби ёзиш 
мумкин ва ҳоказо,

2. Ўнли касрдаги вергул ўнг томонга бир, икки, уч ва 
ҳоказо хона сурилса, каср 10,100, 1000 ва ҳоказо марта ор- 
тади\ чап томонга сурганда дса каср 10, 100, 1000 ва ҳока- 
80 марта камаяди.

Масалан, 2,3517 сони 10 марта ортганда 23,517 ва 10 марта 
камайганда 0,23517 бўлади.

М а ш қ л а р. 72,013; 0,923; 138,702 сонларнинг ҳар бирини 10; 
100; 1000 сонларга кўпайтиринг ва бўлинг.
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б) Ўнли касрларни яхлитлаш

Қоида.  Ўнли касрни яхлитлаганда, агар ташланади- 
^ан рақамларининг (чапдан)  биринчиси 5 дан кичик бўлса, 
охирги колдириладиган рақам ўзгартирилмайди (масалан, 
3,72189 ни 0,01 гача аниқликда яхлитлангани 3,72 бўлади); 
агар 5 дан к а т т а  бўлса, охирги қолдириладиган рақамга 
бир қўшиб ёзилади.

Масалан: 3,72189 ни 0,001 гача аниқликда яхлитлангани 
3,722 бўлади.

М а ш қ л а р .  0,15761; 2,023745; 11,189237 ларни 0,1; 0,01 ва 
0,001 гача аниқлнкда яхлитлэнг. Соннинг яхлитлангани унинг 
т а қр и б и й  қ и й м а тн  дейилади. Масалан, 3,72 ва 3,722 
каби.

в) Ўнли касрларни қўшиш ва айириш

Қоида.  Ўнли касрларни қўшиш ёки айириш уцун бўтун  
қисмини бўтун қисми тагига, каср қисмини каср қисми та- 
гига (хоналарга риоя қилиб), баъзи касрларнинг ўнг томони- 
га, дилда бўлса ҳам, ноллар ёзиб, кейин бутун сонларни 
қўшиш каби қўшиб ёки айириб, натижага вергулларнинг 
тўғрисидан вергул қўйиш керак. (Чунки, ўнли каср, оддий 
касрнинг хусусий қолидир.) Бу қоидани ушбу мисоллар билан 
Ойдинлаштирамиз:

1) . 4,2835 
+ 1,036 

5,3195
4)

2 )
+

12,706
3,0925

3,807
1,9162
1,8908

15,7985 
5)

3)

6,000
2,763

5,3195
4,2835
1,0360

3,237

6) 28 -  {19,8004 -  [3,2005 -  (2,906 -0,5307)]).
Е ч и ш  (ҳисоблаш тартиби); 

2,906 3,2005
“  0,5307 “  2,3753
“ 2,3755; 0,8252;

19,8004
0,8252

28,0000
18,9752

18,9752; 9,0248.

(Жав об .  9,0248.)

г) Ўнли касрларни кўпайтирнш ва бўлиш
К о и д а. Ўнли касрларни бир-бирига кўпайтиришда улар- 

яинг вергулларига эътибор қилмай, бутун сонларни кўпай- 
тпргандек кўпайтириш керак, сўнгра кўпаювчи билан кў-
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пайтувчида цаняа каср хонаси бўлса, кўпайтмада ўнгдан 
чапга қараб шунча каср хонани вергул билан ажратиш  кв- 
оак.

Масалан,
5,175 

х  3,212 
4350 

. 2175
+ 4350 

6525 
6,986100

Юқорида куриб ўтилган ўнли касрларнинг хоссаларига асос- 
ланиб қуйидаги қоидани ёзиш мумкин.

Қонда.  Ўнли касрни 10; 100; 1000 ва ҳоказо сонларга 
кўпайтириш учун кўпайтирувчи соннинг қанча ноли бўлса, 
кўпаювчидаги вергулни шунча хона ўнгга суриш керак; бў- 
лишда эса чапга қараб суриш керак.

Масалан, 1,279X 10 — 12,79; 1,279:10 =0,1279;
3,96 з 100 =* 0,0396 ; 3,96 X  100 = 396.

М а ш қ л а р .  Амалларни бажаринг:
35,012 X  100= ? 0,76: 10= ?

8,36:10=? 126,55:100 = ? 0,00715 X 1 0 0 = ?
0,00715 X  1000= ? 196:10000 = ?

Ўнли касрни бутун сонга бўлиш

Қоида.  Ўнли касрни бутун сонга бўлишда бўлинувчи 
бўлувчидан кичик бўлса, бўлинмага ноль бутун ёзиб уни 
вергул билан ажратамиз, сўнгра бўлиш. амалини бутун сон- 
ларни бўлишдаги каби бажарамиз, бўлишдан чиққан қолдиқ- 
ларни эса майда ўнли улушларга айлантира бориб, бўлишни 
давом эттирилади.

М и с о л л а р .  1) 5,1541 6
~48 0̂ 859

36 
“ 30 

54 
“ 54 

0

Бу мисолда бўлиш аниқ бажарилди. Бундаги 0,859 аннқ 
б ў л и н м а дейилади.

.42,51 2,3705
х  2,06 х  0,0702

. 25506 . 47410
+ 8502 + 165935

87,5706 0,16640910.
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2) 22,347 [21
21 1,0041

134 
~  126 

87 
“  84 

30 
“  21 

9

Бу мисолда бўлиш амалини яна давом эттириш мумкин. 
1,0641— та қ р и б и й  бўл ин ма ,  9 — эса қ ол д и қ  дейилвди.

Ўнли касрни ўнли касрга бўлиш
Қоида.  Ўнли касрни ўнли касрга бўлиш учун бўлувчи- 

даги вергулни ташлаб юбориш ва бунинг натижасида бу- 
лувчи неча марта ортган бўлса, бўлинўвчини ҳам шунча 
марта орттириб, сўнгра бўлишни ўнли касрни бутун сон- 
га бўлиш қоидасига асосан бажариш керак.

1-мисол.  2,232 ни 1,2 га бўламиз:
22,32 | 12 
12 1,86 

• 103
~  96

72 
~  72 

0
2- мисол.  10 ни 3,25 га бўламиз:

10,00 |3,25
9 75 3,076

2500 
2275
2250 *

~  1950 
300

М а ш қ л а р .  Қуйидаги амалларни бажаринг;
1) 5 -  4,9935 -  (0,09 -  0,0835).

(Ж  а в о б. 0.)
2) 1 -0,973 + (2,5 -  1,114)—(1,13/-0,883).

( Ж а в об .  1,159.)
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3) (3,501+ 11.011)-(2,72- 1,89);
4) (1 -0,6321)+ (11,1 -5,71)-(0,813 + 1,03);

5) 0,025+ (7 ,5-0 ,4 4 )- (8 ,8 5- [4 ,037-  (0,89-0,7509)]];
6) 312 -118,071 - (9 ,106+  11,88)].

7) Колхознинг учта пахта участкаси бор: биринчи участка
276,2 га, иккиичи участка биринчисидан 106,35 га катта, учин- 
чиси эса иккинчидан 21,49 га кичик. Колхознинг ҳамма пахта 
майдоннни топинг.

(Жаноб .  1019, 81 га.)
8) 10,07-[0,15+ 1,763-(3,63 -  2,164)];
9)3:5,126; 8,276X0,102.

(Ж  а воб. 9,623.)
10) 0,0289 X3,21; 11) 1,005 x  2,3781; 12)3,76:12; 13) 12,5:

: 7,05; 14) 0,01892:0,11; 15) 15:2,55; 16) 1,4:7.15-1,2;
17) 1,005:3781; 18)

( Ж а в об ,  187 ^.)

13-§. ОДДИЙ КАСРН И  ЎНЛИ К А С РГА  ВА ЎНЛИ КАСРНИ  
ОДДИЙ К А С Р ГА  А Й Л А Н ТИ РИ Ш

Масалани ушбу мисолда тушунтирамиз. оддий касрни
унли касрга айлантиринг, деган масялани кўрайлик. Масалаии 
ечиш учун махражни 100 га тенглаштириш қулайдир:

3 3 • 2о 75 л 7 с
‘  7  = 4-̂ з ”  т  ”  ° ’75-

Лекин, каср сурати 3 ни каср махражи 4 га қуйидагидек 
йўл билан бўлганда ҳам биз 0,76 ни қосил қиламиз:

_3_
30
28

3
0,75

^ = 0,75 — бу аниқ ўнли каср.

20
“  20 *

0
Демак, оддий касрни ўнли касрга айлантириш учун (уму- 

мий ҳолда)  оддий касрнинг суратини махражига булиш ки- 
фоя. ч

27
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Энди у  ни ўнли каср шаклида ёзиб кўрайлнк.

^  ^ ■ ул-0.5714 — тақрибий ўнли каср дейилади. ( »
35 '0/ тақрибий тенглик белгиси.) Демак, касрнинг

—^  суратн мяхражига аниқ бўлинмаса, бундай
- ҳолларда бўлиш тўхтатилади ва бўлинмапинг

‘ олдинги бир неча рақами билан чекланилади.

4

10 
“  7

30 
~  28

2 — қолдиқ
27 „Яна мисол. оддии каср ўнли каср шаклида ёзилснн:

27 
‘ 14

14

130 
126 

40 
~  28 

120 
~  112

1,928

8 — қолдиқ

Яъни ^  «  1,928 бўлади.
Энди ўнли касрни оддий касрга айлантирамиз; бунинг учун 

юқоридаги мисолни бундай ёзамиз: 0,75 = -^ = -̂ , натижада 
0,75 оддий касрга айланди. Шунга ўхшаш:

2-2 “ 2 Г о - 2 ^  12-2 6 “  | 2 Г О “  |2 &  '

1,004 ’ 1 '  I 0; 0,012 —

Лгар оддий каср аниқ ўнли касрга айланмаса, бўлишда чек- 
сиз ўнли каср чиқади.

3,72507876192... — чексиз ўнли касрдир.

а) Даврий касрлар
Т а ъ р и ф. Чексиз ўнли касрнинг каср қисмидаги бир ёки 

бир неча рақамлари бир хил тартибда кетма-кет такрор- 
ланиб кетаверса, бундай каср даврий ўнли каср дейилади.

Масалан, 5,8333 ... ва 11,252525 ... ларнинг ҳар бнри дав- 
рий ўнли касрдир. 5,83333 ... кўринишдаги каср аралаш  дав-
2 8
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рий каср,  11,252525 ... кўринишдаги каср эса, с о ф д н врий 
к а с р деЛилади.

5,8333 ... ни қисқача 5,8 (3) кўринишда, 11,252625... ни эса 
11, (25) кўринишда ёэилади.

Ўнли даврий касрларни, қуйидаги қоидага асосан. оддий 
касрлар билан ифодалаб ёзиш мумкин.

Қоида.  Ҳар қандай ўнли даврий касрни оддий каср ҳо- 
лида ёзиш. ўяун, ундаги вергулдан кейинги иккинчи давргача 
бўлган сондан биринчи давргача бўлган сон айирмасини су- 
ратга, махражига эса даврда қанча рақам бўлса ўшанча 
тўққиз (9) ёзиб, унинг ўнг ёнига вергул билан биринчи давр 
орасида қанча рақам бўлса, ўшанча ноль ёзиш керак (каср- 
иинг бутул чисмн эса, бутун қилиб ёзилаверади).

Масалан, 5,8333... -  5 = 5 §  = 5-|; 7,5123123... =
7  512'1 5 7  ДМ8  _  у 2559_ о ооа = 4 ® ® „  ч 1  хо-

9990 Й Ш  “  4995’ ^ ^ 9 Ҳ
казо.

М аш  чла р. ҚуЙидаги ўнли даврий касрларни оддий каср- 
лар билан ифодаланг: 1) 0,555..., 2) 4,171717...; 3) 2,41212...,;
4) 5,13666...; 5) 1,2312312...; 6) 6,51373737...; 7) 4,78333...;
8) 0,623555... .

14- §. ОДДИЙ ВА  ЎНЛИ КА С РЛ А Р  БИЛАН  
А РА Л А Ш  М ИСОЛЛАР

1- м исо л.

[471 - ( ‘ г2+ 8й ) ' « ] :3В'
Ҳ и с о б л  а ш.

1\ 1®  4 _ 0 ^  ^   ̂   9 44 са 9 — •
 ̂ 12 28 84 84 У 21’

о 11 О к = 200 1 в  500_9Ч17.-21 ~.о *21 • 2 21 ”  21’
47 23 1! _  94 М ~ 85 .  93 Н 9~ -Л = 23
^  33 “  21 “  - “ 105-----------   ~  1 0 5 "  =  ^  Ш 5*

2519 ?  1
“  Ш  1=3 ;
( Ж а в о б ,  7 ) Ц . )

4 2519 . 49 2519 15 2519 1 2519 - 118
гЛ 105 • °  15 “  Ж  : 15 =  Ж  ' 4§ — 7 49 *  Ж  “  343

2- М Н С О Л

(81 ~ 7ж) 1  + ( 15'9- 13а ) :1т  .
(0.75-|- + 24,15:2.3 — Ю,4)-0,3125

29
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Ҳ и с о б л  а ш:
... „3 7  - 43 0 592 — 301 _  0 291 _  1635.
1) “ 42 ~  ' 95 ”  “  670 “  1 672 “  672.’

оч 1635 24 327 _1_ _  327 , 131,
■’ 1373"-33 “ '28 ' 7 196 * 136’

3) 1 5 , 9 - 1 3 ^ = 2 ^ -  - 2| - 2| ;  

4) 2 т ^ Т = т 4  = 1 ' 4 - 2 ;  5) 1 ^  + 2 = 3 { * (сурати); 

6) 0 , 7 5 - = Т '  4 = Го = 0’3; 7) 24,15:2,3=10,5;
8)0,3+10,5-10,4 = 0,4; 9) 0,4-0,3125 = 0 ,125= 4 (махра-

жи);
, п, п 131 1 719 1 719 0 719-2 1138 оп 17

°г з з ‘ ?  “ тез- и в ш ч ' я 1 Г ' _  49 * - * « ■
(Ж а в о б .  29 )

3- м и с о л.

(з т8+41 1 - 4 1 ): 2-8 + <2з'5,7:з^ :0-3
(14,05— 1.25): 0,4 + 13,8-13 *

Ҳ и с о б л а ш :
, х „  11 , „13 с 61 п 99 + 91 — 214 _ „  19 0 '-  244 , 442 -  244 __

^ $ 8 ^  36 й бЭ — 1 252 252 “  252 “
_  , !98 _  . Н ,
_  ‘ 252 14’

2) ^ 7 = 6,03; 3) 5 ^  = 20,1;
, . 11 . 15 25 28 10 _ ,  1.

• 14 : 28 — 14' 16 “  Т  3 ’

5) 3 - ^ + 2 0 , 1 = 3 ^ + 2 0 ^  = 23^;

6) 14,05 7) 12,8 ао 8) .. 13,8
-  1,25 ~ 0 А =  ' Х  13

12,80 , 414
+ 138

179,4;

9) 32 + 179,4 = 211.4; 10) 2 3 ^ : 211,4 = *£■ ^  -  (-Ц .

( Ж а в о б .  —^  .)
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М а ш қ л а р .  Қуйидаги мисоллар ҳисоблансин:
13 19 39

5 ^  + 29 2 1  — а<£ +  0,5-0,29 — 13,1625:4,05
I)

ол*■/

4 2 / 4 2 \
5-6 5 - 1 ° '2-0-75 + Я 5 • З )

|(я) + 2Я>)' 9 + 0,16 Т - 0̂ ) .  1 
2 /

( Жа воб .  10,1.)

3)

(5 -  1,1409:0,3): (4.2 :12 — 0,21 ■ у )

(Ж  а в 0 б. 150.)
{ П  5 25’\ 19 2
1441 + 7 72 - 8 й ) ; 1 № + •'>-2 -• 7Г-  ,4'596 •7-12

(12,48 — 9,75) : 4,2 2 ~  4- 266,9-1

I Ж  а в о б• т  )

4) [ ( Э45Т7 : 500 )- 14? з ] : [ ( ? : ' ғ ) : 5 Т '

[ ( з 1 Т 5  -  т )  т\ '■ 1 ( 2 ( Ж  -  0 , 0 0 0 1 875 ^ ) '

' (Жа воб .  30.)

3) 142-у -39.0625): 12Т ~
1,8 •

(0,63— 0,27) • д-

/ * 1 \ 2 
. ( 0-2+ Т»: Т

+ 2 2 +

0,4

Ж а в о б .  7 )

, 1 , 68 Т : 0,86 -  1338:44,6
6) (38 ~ : 35,2 -  60,3 : 73 +). ,  г

'22 у  + 43 = • •)17 0,1

( Ж а в о б .  5 )

15- §. П РО Ц ЕН ТЛ АР
Соннинг юэдан бир бўлагига ўша соннинг п р о ц е н т и  де- 

йилади. Процент %  ишора билан ёзилади.
Масалан, 6 процент — 6%; 11 процент— П ^  ва ҳоказо ёзн- 

лади. \% га 0,01 тўғри келади; 6%  га 0,06 тўғрн келади ва 
ҳоказо. ' .
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а) Соннинг бир неча процентини топиш

Коида.  Соннинг бир неча процентини топиш учун, шу
сонни 100 га Оўлиб, процент сонига кўпайтириш керак.

Масалан, 325 сўмнинг 8%  и топилсин.
г. 325 п лл .Е  ч и ш. 8 = 26 сўм.
Умуман, А соннинг р%  и В  сон бўлса, В ушбу формула 

билан топилади:
с Ав ~ т  р-

б) Бир исмли иккита сондан биттаси иккинчисининг 
неча %  ини ташкил цилишини топиш

Қонда.  Бир исмли икки сондан биринчиси иккинчиси- 
нинг неча %  ини ташкил қилишини топиш учун биринчи сон- 
ни 100 га кўпайтириб, чиққан натижани иккинчи сонга бў- 
лиш кифоя.

Масалан, 26 килограмм 475 килограммпинг неча %  ини 
ташкил килади?

„  26-100 104 С(1, п,Еч и ш .  -^тг- = ^  «5 ,4 7 % .

Умуман, В  сон А соннинг р % ини ташкил килсин, у ҳол- 
да р % ушбу формула билан ҳисобланади:

В-100 Р  %  = — •

в) Берилган процентига кўра сонни топиш
Қоида.  Берилган процентига кўра сонни топиш учун 

берилган сонни 100 га кўпайтириб процент сонига бўлиш 
керак.

Масалан, 8 % и 26 бўлган сон топилсин.
„  26-100 о0,Еч н ш .  —£— = 325.
Умуман, А соннинг р %  и В  сон бўлсии, у ҳолда А ушбу 

формула билан ҳисобланади:
а _. в -,0°

"  Р '
1-масала.  Машинист наровознинг бир суткада ўтадиган 

йўлини 500 км га етказиш мажбуриятини олди. Бир куни у 
суткалик мажбуриятини 160 %  қилиб бажарди. Ш у купн па- 
ровоз печа километр йўл юрган?

Е ч и ш. — 5 X  160 — 800 км.
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2- масала.  Бир колхоз бригадаси 2С0 га ернинг 85 % ига 
пахта, 5 %  ига жўхори, 3 %  ига сабзавот ва 7 %  ига беда эк- 
кан бўлса, у неча гектар ерга пахта, жўхори, сабзавот ва бе- 
да эккан?

„ 200Е ч и ш. уф- 85 = 1/0 га — пахта;

^ • 5 — 10 га — жўхори;

3 = 6 га — сабзавот; ^  -7 — 14 га — беда.
3- масала.  Бригада декабрь ойигача 260 тонна пахта топ- 

шириб, планни 86 %  бажарган бўлса, унинг плани неча тонна?
с  , „  260 ■ 100 1300 плп оо£ тЕ ч и ш. — ^ ~  302,325т .
4-масала.  СССР нинг Европа қисмидаги внг муҳим дарё- 

ларнинг узунликлари: Волга — 3688 км, Днепр — 2285 км, Доп— 
1967 км. Волга дарёсининг узунлигини 100 %  деб олиб, 
Днепр ва Дон дарёларининг узунлиги унга нисбатан %  }(исоби- 
да ифода қилинсин. •

( Ж а в о б .  Днепр — 61,96%;
Дон — 53,34 %.)

М а ш қл а р .  Қуйидагиларни бажаринг:
1) 638 сўмнинг 12 %  и неча сўм бўлади?
2) 1285 кг узумнинг 11,5 % и неча килограмм бўлади?
3) 276,5 т  пахтанинг 6,25 %  и неча тонна бўлади?
4) 76,25 кг пахта, 528,5 кг пахтанинг неча %  ини ташкил 

қилади?
5) 135,4 сўм, 1286,5 сўмнинг неча %  ини ташкил қилади?
6) 36 т  ёғ, 186,5 т  ёғнинг неча %  ини ташкил қилади?
7) М асала .  Ер шарининг 29 %  ини қуруқлик, 71 % ини 

вса сув эгаллайди. Шимолий ярим шарда қуруқлик 39 %,сув  
61 %  юзни, жанубий ярим шарда қуруқлик 19 %, сув 81 % 
юзни эгаллайди. Агар ер шари тахминан 510 млн. кв. км май- 
донни эгалласа, бутун ер шарини ва ҳар қайси ярим шарни 
вйрим-айрим қанча қуруқлик ва сув банд қилишини топинг.

8) Масала .  Мактабда 960 ўқувчи бор. Ўқувчиларнинг
43 %  и 1 — IV синфларда ўқийди, V — VII синф ўқувчилари-
нинг сони VII! — X синф ўқувчиларининг сонидан 140 та ор- 
тиқ. I — IV, V — VII, VIII — X еинфларнинг ҳар бирида нечта- 
дан ўқувчи бор?

( Ж а в об :  420; 340; 200.)

1
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16- §. НО М АЪЛУМ  СОННИ УН И Н Г Б ЕРИ Л ГА Н  УЛ У Ш И  
ВА УН ГА  Т ЕГИ Ш Л И  М И ҚДО РИ ГА К Ў Р А  ТОПИШ

Қоида.  Номаълум сонни унинг берилган улуиш ва унга
тегишли миқдорига кўра топиш учун берилган улушга те-
гишли сонни шу улушининг ўзига бўлиш керак.

■ 4 ЯМасалан, шундай сон топилсинки, унинг ^ бўлаги 3 га
тенг бўлсин.

4 5 .12Е ч и ш .  Номаълум соннинг бўлаги 3 — = га тенг; бу
1 , г 32 аҳолда номаълум соннинг тг бўлаги ^  =« — га тенг; номаълум

„  5 ,  8 с 4 0 - _  32 4 4 0соинингбулаги,  5*= д- булади яъни, Т  *
Маш қл ар .  1) Поезд текис ҳаракат қилиб, 36 км масофа- 

ни-ў-соатда босиб ўтган бўлса, поезднинг тезлигини топинг.

(Ж  а в о б. 42 км/соат.)
22) 2тт метр материал 25 сўм турса, унинг 1 метри неча 

Сўм туради?
(Ж  а в о б. 10,42 сўм.)

3) Шундай сон топингки, унинг у  бўлаги 1 2 га тенг 
бўлсин.

( Ж а в о б .  7^. )

17- §. НИ СБАТ

Т а ъ р и ф. Бир хил исмли ёки исмсиз икки соннинг бири 
нккинчисидан неча марта к а т т а  ёки кичиклигини кўрса- 
тувчи учинчи сон шу икки соннинг нисбати дейилади. 

Нисбат ( :  ) ёки чизиқ ( —) бўлув белгиси билан ёэилади.
Масалаи, 1) 5 м кесмани 7 м кесмага нисбати у  ёки 5:7

кўрннишда ёзилади.
2) 12 кг қанд 34 кг қанднинг қанча қисмини ташкил этадн?
Е ч и ш. 12 : 34 — ^  ^  қисмини.

3) 25 сони 75 сонидан неча марта катта?
Е ч и ш. 25 : 75 = 1 :3 =» марта.
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Икки соннинг нисбати каср билағ ифода қилингани учун 
нисбатнинг хоссалари ҳэм каср хоссалари сингари бўлади. Нис- 
батнинг ҳадлари каср сон бўлиши ҳам мумкин. Масалан,

3 .1
 Л  ва ҳоказо.

5 ’ 6 ' 3 ’ 2
‘ 3'

Аммо каср ҳадли нисбатни, унга тенг бутун ҳадли нисбэт- 
га келтириш мумкин. Масалан,

з ! : 5  = |- :5  = (|-2 ):(5 -2 ) = 7: 10;

1 5 . о 2 « Ч .  1] • 1в-
1 тг • 6 • з “  11 *

7 : 1 у  = 7 : у  = 21:5 ва ҳоказо. •

Умуман, а соннинг Ь сонгя нисбати а :Ь  ёки у  шаклда
ёзилади, бунда а нисбатнинг олдинги ҳади, Ь эса унинг ке- 
йинги ҳади дейилади.

а) Тескари нисбат

Масалан, 5 м кесманинг 7 м кесмага бўлган нисбати у  
нн тўғри нисбат десак, у ҳолда 7 м кесманинг 5 м кесмага 
нисбати у  тескари нисбат бўлади. Умуман,-^- тўғри нисбат
бўлганда, эса тескари нисбатдир.

Кирор нисбатнинг унга тескари нисбат билан кўпайтмаси
- 5 7 ,  а Ь ,бирга тенг, яъни у  = 1, умуман, у  — = I.

б) Абсолют хато ва ннсбий хато
1-таърнф.  Ўлчанаётган буюмнинг ҳақиқпй қпймати 

билан унинг тақрибий қиймати орасидаги айирма абсолют 
х ато 1 дейилади. Масалан, бирор буюмнинг ҳақиқий ўлчови А 
ва тақрибий ўлчови а бўлснн. Кўйидаги икки ҳол бўлнши 
мумкин.

1 Ўлчаиувчи Суюмпинг ҳақиқш'! қннмати жуда кая ҳоллардагина маъ- 
лум бўлади. шунинг учун абсолют хатонинг ҳиқиқнн қийматини деярли ҳеч 
вақт ҳисоблаб бўлмайди. Лекнн ҳар хил ўлчашларми бажаришда биз унинг 
чегарасини тасаввур қила оламиз ва хвто бнрор муайян сонаан ошмаслигн- 
мн доим айта оламиэ. Масалаи, дорпхока тарозиларида тортншла 0,01 гдан 
ошмайдшан вбсолют хато бўлиши мумкин.
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1-ҳол. Ўлчаш натижаси буюмнинг ҳақиқий ўлчовидан ни. 
чик бўлиши мумкин, яъни а < А. Бу ҳолда А — а =  а — аб- 
солют хато  бўлади. Иккинчи ҳолни кўришдан олдин ушбу 
таърифни берамиз,

2-таъриф.  Абсолют хатонинг тақрибий сонга нисбати
нисбий хато дейилада. У ҳолда (ёки — ~ -]нисбий хато
бўлади. Одатда нисбий хато процент билан ифодалаб ёзилади, 
бунинг учун нисбий ҳатони , 100“ гв кўпайтириш керак.

|йки ^  ) ни р деб белгилаймиз, у ҳолда нисбий

хято р “  ~1~ %  (^ки Р =* ^  | формула билан ҳисоб-
ланади.

Мисол.  Доира диаметри нинг ҳаҳикий ўлчови 8 м 
бўлиб, уни бир неча марта ўлчаш натижасида ,С “ учун7,8л« 
таҳрибий сон ҳосил ҳилинган бўлсин. У ҳолда А = 8 м ва а -=
— 7,8 м бўлиб, абсолют хато а = А — а ■= 8 — 7,8 = 0,2 м га тенг

и  < *  - о »'100 . ,  0.2-100 1 100 0бўлади. НисбиЙ хато эса, р = д %  = —^ —  =* -дд— = 2,56% 
бўлади.

2-ҳол. а > А бўлсин, яъни ўлчаш нэтижаси буюмнинг ҳа-  ̂
қнҳий ўлчовидан катта бўлган ҳолда, вбсолют хатони топиш 
учун шу сонларни каттасидан кичигини айириш керак. Бу 
вйирма ортиғи билан олинган абсолют хато  дейилади.
У Холда нисбий хато (процент ифодаси) ортиғи билан олинган 
абсолют хатони тақрибий сонга бўлиб, бўлинмани юэга кўпай- 
тирилганига тенг ва у ортиғи билан олинган нисбий хато  
деб айтилади.

Ми сол .  Бирор буюмнинг ҳақиқий ўлчови 25 т  ва ўлчаш 
натижасида унинг тақрибий қиймати 25,6 т  бўлсин. Бу ҳолда 
ортиғи билан қанча абсолют хато ва қвнча нисбий хатога Йўл 
Кўйилган бўлади?

Е ч и ш .  25,6 т  — 25 т  = 0,6 т  ортиғи билан абсолют хато
килингаи; - * =  2,34 %  ортиғи билан нисбий хато ҳи-
лннгаи.

Ма шк ла р .  Қуйидаги масалалар ечилсин:
1) Ҳаҳикий ўлчови 78,6 т  бўлган буюмнинг ўлчаш нати- 

жясида ҳосил килинган таҳрибий ҳнймати 79 т  бўлса, ортиғи 
билан қанча абсолют хато ва қанча нисбий хато қилинган?

( Ж а в о б .  0,4; 0,51 % .)

2) Узунлиги 32 м бўлган кўприкни ўлчаганда 31,8 м чиқ- 
қан бўлса, неча процент ннсбий хатога йўл қўйилган?

(Ж  а в о б. 0,63 % .)
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3) Уй полининг тақрибий юзи 24,25 .«2 ва уни ўлчяшла
2,2 %  нисбий хато қилинган. Шу полнинг қақиқий юзи топил- 
син.

{ Ж а в о б .  24,77 м\)
4) Оғирлиги 125 кг қандни тортиб сотганда 1,25 %  нисбий 

хато қилинган. Шу қандни тортиб сотгандаги оғирлиги топил- 
син.

( Ж а в о б .  124,7 кг.)

18- §. П РО П О РЦ И ЯЛАР

Т а ъ р и ф. Икки нисбатнинг тенглиги пропорция деб ата- 
лади.

3 12Мясалан, -у — ^  ; 5 : 7 — 25:35 ва ҳоказо. Умуман: а\Ь  =
■=с:^ларнинг ҳар бнри пропорциядир. Пропорцияни тузган 
сонляр ёки ҳарфлар унинг ҳадлари дейилади,

а \ Ь ~ с \ й  пропорцияда Ъ ва с — ўрта, а ва ф — чет- 
ки, п ва с ~  олдинги, Ь ва й эса кейинги ҳадлари дейилади.

Пропорциянинг хоссалари

3 :4  = 12:16 пропорцияни текшириб кўрайлик.
I. 3 X  16 = 48 ва 4X12  = 48. Демак, пропорциянинг четки  

ҳадларининг кўпайтмаси ўр та  ҳадлари кўпайтмасига тенг.
Умуман: а\Ь  = с\й  пропорцияда а й = Ғб.

„  Т-ё . а-<!Бундан: а = — , о =  — ва ҳоказо. Юқоридаги мисолдан:

' 3 - 1 ^ - З в а  4 - ^ - 4 .

Демак, пропорциянинг битта четки ҳади, унинг ўрта ҳад- 
лари кўпайтмасини қолган четки ҳадига бўлишдан чиққан бў- 
линмага тенг; ўрта ҳаддан биттаси эса, унинг четки ҳадларн 
кўпайтмасини қолган ўрта ҳадига бўлишдан чиққан бўлинмага 
тенг.

Пропорциянинг бирор ҳади номаълум бўлса, у юқорида- 
ги хоссалардан фойдаланиб топилади. Буни мисолларда кўрай- 
лик:

1) * : 6 = 3 : 2  берилган. х ни топинг.
Е ч и ш .

х = -̂3 ,= 3-3 = 9.
2) 2л : 7 = 18 : 5 берилган. х ни топинг.
г- о 7-18 .  718 7-9 1Л „Е ч и ш. 2х = —5—. бундан х = = —  = 12,6.
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3) 18: 2л = 4:11 берилган. х ни топинг.
р о 18 11 - 9 11 99 0 . 7[-Нчиш.  2х = —— , бундан х = = 24,75.

1 О
4) 2-д- :3,3 = 10:4ул: берилган. х ни топинг.

Е ч и ш .  4 | аг = ^ .
2Т

бундан х = у 33
2

пропорциядан: 12:3= 16:4 ва 3: 12 = 

а = <Х\Ь

II. 3 :4=12:  16 
= 4 : 16 ва ҳоказо.

Умуман, а\Ь = с\А  пропорциядан: а\с = Ь\й, с 
ва ҳоказо алмаштиришлар ҳосил қилиш мумкин.

Лропорцияни бузмайдиган шакл ўзгартиришлар:
1) пропорциянинг исталган нисбатини ёки иккала олдинги 

(ёкн иккала кейинги),ёки ҳамма ҳадларини бир вақтда бир хил 
сон марта орттирсак ёки камэйтирсак, пропорция бузилмайди.

Масалан, 3 :4  = 12:16 пропорцияда: 1) 3 : 4 = - у :  -̂- = 3:4
ёки (3-5): (4-5) = 12: 16 ёки 15:20=12:16,

2) (3 -5): 4 = (12 5) : 16 ёки 15:4 = 60: 16;
3 : \  = 12-: Т  ёки 3 : 2 = 12 : 8. *

3) (3-2) : (4-2) = (12 2) : (16-2) ёки 6 :8  = 24 : 32 ва ҳоказо. 
Бундай ўзгартиришлар пропорцияни каср ҳадларидан

қутқаришга ва соддалаштиришга имкон беради.
Ма -шқлар.  КуйиДагилаР ечилсин:

1) З л : 5 = 8 : 15: х = ?
3) 9 : 2х = 4 : 3; х = 1
5) 12:52 = 6 : 8; г =  ?
7) 15,6:2,88 = 2,6:*; х = ?
9) 3 у  л : 3,5 = 4у :^ ;* = ?

2) 24:7 = * :  12; *  = ?
4) 28 : 11 = 7 : 4у; у = ?
6) 3,2 : 1 л- = | : 1,5; *  = ?

8) 0,38:* = 4 у  : 1-1 *  = ?
10) 1,2 : 0,14 = 3* : 1,4; * =  ?

19- §. У Р Т А  А РИ Ф М ЕТ И К  ҚИЙМ АТ

Т а ъ р и ф. Бир неча сон йиғиндисини қўшилувчилар со- 
нига булган нисбати шу сонларнинг ўрта арифметик қий- 
мати деб айтилади.

Қоида.  Бир неча соннинг ўрта арифметик қийматини 
топиш учун уларни қўшиб, чиққан сонни қўшилувчилар со- 
нига бўлиш керак.

Масалан, 6; 12; 8; 26 сонларнинг ўрта арифметик қиймати
,  6 +  12 + 8 + 26 52 „  кҳозирги қоидага кўра, -̂-----= — = 13 булади.
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М аш қл ар .  I) Бир студент биринчи кун 35 кг, иккинчи 
кун 45 кг, учинчи кун 55 «г, тўртинчи кун 70 кг, бешинчи 
кун 85 кг пахта терган.

Студент ўрта ҳисобда бир кунда қанча пахта терган?
(Ж  а в о б. 58 кг.)

2) Сайёҳ биринчи куни 42 км, иккинчи куни 35 км, учин- 
чи куни 30 км ва тўртинчи куни 13 км йўл босган. Сайёҳ 
кунига ўрта ҳисоб билан қанча йўл босган?

(Ж  а в о б. 30 км.)

20- §. Т Ў ҒРИ  ВА Т ЕС К А Р И  ПРОПОРЦИОНАЛ  
М И ҚД О РЛАР ҲАҚИ Д А Т У Ш У Н Ч А

Таъриф .  Икки миқдордан бирининг бир неча мартаор- 
тиши (камайиши) билан иккинчиси ҳам шунча марта орта- 
диган ( камаядиган) миқдорлар тўғри пропорционал миқдор- 
лар дейилади.

Масалан, 1 кг конфет 1,8 сўм турса, 5 кг конфет 1,8 сўмХ 
X  5 = 9 сўм туради; 7 кг конфет 1,8 сўм Х 7  = 12,6 сўм тура- 
ди, 10 кг конфет 1,8 сўм X  10«  18 сўм туради ва ҳоказо.

Бу мисолда конфет миқдори неча марта ортса (камайса) 
унга тўланадиган пулнинг миқдори ҳам шунча марта ортяпти 
(камайяпти). Демак, конфет оғирлигининг миқдори билан кон- 
фетга тўланадиган пулнинг миқдори тўгри пропорционал мнқ- 
дорлардир. Тўғрн пропорцнояалликда: биринчн миқдорнинг 
ҳар қандай иккита қийматининг нисбати, иккинчи миқдорнинг 
уларга мос қийматларининг нисбатнга тенг бўлади. Бунга асос- 
ланиб, биз қуйидаги иккита тенглнкни ёза оламиэ:

1 1,8. 5 9
I  =  Т : Т  = ТТ6

ва ҳоказо.
Демак, иккита тўғри пропорционал миқдорлардан би- 

рининг иккита қийматининг нисбати иккиняисининг шунга 
мос иккита қийматининг нисбатига тенг.

Масала .  5 кг конфет 9 сўм турса, 8 кг конфет неча сўм 
туради?

Е ч и ш .  Пропорция тузамиз:

5 кг ~  9 сўм турса I
8 кг ~  х сўм бўлсин | Бундан:

х 8 8 п 72 , , . .Т  = Т ’ л = 3-.9= г  = 14,4 сум.

Э.)
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Яна юқоридаги мисолдан қуПидагнча пропорцияларни ёзиш 
м) мкин:

1 10 5 7 _  70 5
Гв “  15 ”  Г  ва ПГВ “  №  = Т

ва ^оказо.
Демак, тўғри пропорционал икка миқдордан бирининг их~ 

тиёрий қийматини иккинчисининг унга тегишли қийматига 
нисбати доимо ўзгармас сонга тенг. Бу ихтиёрий цийматлар-
дан бири х ва иккинчиси у бўлсин, бу ҳолда: -• к — ўз-
гармас сон. Бундан, у = кх. Бу формула тўғри пропорцио- 
наллик формуласи дейилади; к ни пропорционаллик коэффи- 
циенти дейилади.

Т а ъ р и ф. Агар ўзаро боғланган икки миқдордан бирининг 
бир неча марта ортиши (камайиши)  билан иккинчиси игун- 
ча марта камайса (ортса), бундай миқдорлар тескари про- 
порционал миқдорлар деб аталади.

Масалан, 3 ишчи бир ишни 36 кунда тугатса, 6 ишчи бу 
ишни 18 кунда тугатади, 12 ишчи шу ишни 9 кунда тугатади, 
18 ишчи ишни 6 кунда тугатади, 36 ишчи зса ишни 3 кун- 
да тугатади ва ҳоказо.

Бу м*исолдан биэ кўрамизки, ишчилар сони неча марта орт- 
са, ишнинг бажарилиш куни шунча марта камайяпти.

Демак, ишчилар сони билан ишни бажариш учун кетган 
вақт тескари пропорционал миқдорлардир.

Энди олинган мисолдан қуйидагиларни ёза оламиз:
' 1  18. _3__

6 “  12 36
ва ҳоказо.

Демак, тескари пропорционал миқдорлардан бирининг ик- 
кита  қийматининг нисбати иккинчисининг шунга мос ик- 
кита  қийматининг тескари нисбатига тенг.

Мисол.  Бир ишни 6 ишчи 18 кунда бажарган бўлса, шу 
ишни 9 ишчи неча кунда бажаради?

Е  ч и ш.
6 ишчи — 18 кунда;
9 ишчи — х кунда бажарсин.

Бупдай пропорция тузамиэ:
X 6
Гб ”  9 •

бундан
18 2 10 х — — = 12 кунда.
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Юқоридаги мисолдан қуйидагиларни ёзиш мумкия:
3 X  36 = 108 
6X1 8  = 108 

12 X  9 = 108
ва ҳоказо

Демак, тескара пропорционал миқдорларнинг ихтиёрий 
мос қийматларининг кўпайтмаси ўзгармас сонга тенг. (Ма- 
салан, 108 каби.)

Умуман нкки тескари пропорционал миқдорларнинг ихтиёрий 
мос қийматлари х ва у бўлсин, бу ҳолда: у х = к — ўзгармас 
сон.

Бундан: у = бу тескара пропорционаллик формуласи 
дейилади.

И а о ҳ. Бунлай туғри ва тескари пропорция усули йилан ечиладиган 
инсолларпи бирлик усули билан ечиш ҳаи иумкин.

21- §. СОННИ БЕРИ Л ГА Н ^С О Н Л АРГА  Т Ў Ғ Р И  ПРО ПОРЦИОНАЛ  
ВА  Т ЕС К А РИ  ПРОПОРЦИОНАЛ Қ И С М Л А РГА  БЎЛ И Ш

1- қоида.  Бирор соннинг берилган сонларга тўғри про- 
порционал қисмларини топиш учун у сонни берилган сон- 
лар йиғиндисига бўлиш ва бўлинмани берилган сонларнинг 
ҳар бирига кетма-кет кўпайтириш керак.

Бу қоиданинг тўғрилигини кўриш учун ушбу масалани еча- 
миз. Тўрт яшик бир хил сортдаги конфетга 127,8 сўм тўлан- 
ди. Агар биринчи яшикда 20 кг, иккинчисида 16 кг, учинчи- 
сида 22 кг ва тўртинчисида 13 кг конфет бўлса, ҳар қайси 
яшикдаги конфет учун қанча пул тўланган?

Е ч и ш .  Бу масалада 127,8 сўмни айрим яшикларнинг оғир- 
ликларига пропорционал қилиб тўрт қисмга бўлиш талаб қи- 
линади. Аввал тўртта яшикдаги конфет оғирлигини топамиз:

20+16 + 22+ 13 = 71 кг.
Энди I кг конфет неча сўм туришини топамнз:

127,8:71 = 1,8 сўм.
Энди масаланинг саволига жявоб берамиз:

20-1,8 = 36 сўм; 16-1,8 = 28,8 сўм; 22-1,8 = 39,6 сўм 
ва 13-1,8 =  23,4 сўм.

Буларни кетма-кет х, у, г, I  ҳарфлар билан белгиласак, 
пропорционал қисмларни юқоридаги қоидага мувофиқ қуйида- 
гича ёзиш мумкин:

127,8 .. 127.8
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2 = !ур--22 = 39,6 сўм ва 

* = ^--13  = 23,4 сум.

Топилган х, у, г, I  сўмлар сонларининг ўзаро нисбати ма* 
салада берилган оғирлик бирликлари сонларининг уэаро нис- 
бати кабидир, яъни

х : у : 2 : 1 = 20 : 16 : 22 : 13.
Бунга асосланиб бир мисол ечамиз.

216 ни 4; 3; 5 ларга пропорционал килиб, учта х, у, г қисм- 
га ажратамиз.

Е ч и ш.
216.4 216-4

= ) А'' 4 + 3 + 5 12
216-3 с . 216-5у = _  = 54; г = _  =  90.

Демак, х : у : г = 72 : 54 : 90.
2-коидэ.  Бирор соннинг берилган сонларга тескари 

пропорционал цисмларини топиш. уяун у сонни тескари сон- 
ларга пропорционал цисмларини топиш кифоя.

Қоиданинг тўғрилцгинн кўриш учун ушбу масалаки еча- 
миз. .

Икки бригадада 80 колхозчи бор. Иккала бригаданннг участ- 
каси баравар ва ҳамма колхозчиларнинг мецнат унумдорлиги 
бир хил бўлсин. Агар биринчи бригада ишни 4 кунда, иккин- 
чиси 6 кунда бажарган бўлса, ҳар қайси бригадада печа кол- 
хозчи бор? Бу масалада ҳар бир бригададаги колхозчилар са- 
ни уларда сарф қилинган иш ваҳтига тескари пропорционал 
бўлади, чўнки бири ортганда иккинчиси камаяди ва аксинча.

Е ч и ш .  Биринчи бригада бир кунда ишнинг 1  қисмнни,

иккинчиси эса қисмини бажарган. Бу ерда -|- > -д-. Демак,
биринчи бригада бир кунда иккинчига қараганда кўпроқ иш 
бажара олади. Ҳамма колхоэчининг меҳнат унумдорлиги бир 
хил эди, демак, биринчи бригададаги колхозчилар иккипчиси- 
дагидан кўп. Шундай қилиб, ҳар қайси бригададаги колхозчи- 
лар сони у бригадаларнинг бажара оладиган ишига пропор-
ционал, яъни 80 ни 1  ва -^-сонларга пропорционал қисмларга
ажратишимиз керак. Биринчи бригададаги колхозчилар сони- 
ни х, иккинчисидагини у ҳарфлари билан белгилаб, биринчи 
қоидадан фойдалансак:

л = _ 8 0 _ . 1  =  » ° . 1 = 192 .1  = 48- Л _1_ 1 4 5 4 4
4 ^ 6' 12
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1  1  6 4 6

(Ж ав об .  48 ва 32 колхозчи.)

Бунга асосланиб бир мисол ечамиз: 470 ни 3; 4; 5 ларга тес- 
кари йропорционал бўлган уч қисмга ажратинг.

Е  ч и ш.

х = ---— ---X  -  = —  X  600X  - =  200;
I I  I  3 << з з
3 + 4 + 5 60

I™ X  -!- = 600X  -  = 150; г = —  Х -  = б 0 0 Х-  = 120.у 4 4 _47 5 5
60 60

(Жа воб .  200; 150; 120.)

Ма шқл ар .  1) 2478 ни 2; 5 ва 7 сонларга пропорционал 
қилиб уч қисмга ажратинг.

(Жавоб .  354, 885 ва 1239 )

2) 245 ни ва 3 сонларга пропорционал қилиб икки қисм- 
га ажратинг.

(Жавоб .  35; 210.)

3) 61 ни 1; 2; 3; 5 сонларга тескари пропорционал тўрт 
қисмга ажратинг.

• (Жавоб .  30, 15, 10 ва 6.)

2 I4) 765 ни —; 4; — сонларга тескари пропорционал қилиб
3 2

уч қисмга ажратинг. *

(Жавоб .  306; 51 ва 408.)

51 20,4 ни шундай учта х, у, г бўлакларга ажратнш ке- 
ракки, л ::у  = 2:3 ва у :2  = 7:11 бўлсин.

( Жа воб .  4,2; 6,3 ва 9,9) 
* 43

www.ziyouz.com kutubxonasi



II Б Ў Л И М  
А Л Г Е Б Р А 1

!- §. А Л ГЕ Б Р А И К  И ФО Д АЛАР

Таъриф.  Ҳарфлар (ёки рақамлар ва ҳарфлар) билан 
белгиланган бир неча сонларни амал ишоралари ёрдамида 
бирлаштиришдан иборат бўлган ёзув алгебраик ифода ёки 
қисқаяа ифода дейилади. Масалан,

ва ҳоказоларнинг ҳар бири ифодадир. Ифода фаҳат биргина 
ҳарфдан €ки сондан иборат бўлиши ҳам мумкин. Масалан, а\ 
х; 3; 2.

Алгебраик ифоданинг қиймати деб, ундаги ҳарфлар ўр- 
нига берилган сон қийматларни қўйиб, шу сонлар устида 
тегишли амалларни бажаргандан кейин келиб чиққан сон-
га айтилади. Масалан, + У иинг х = 24, у = 2 бўлгандаги
қиймати бундай топилади:

ифоданинг ҳадлари дейилади.

2- §. А М АЛ Л АР ВА У Л А РН И Н Г Б А Ж А Р И Л И Ш  Т А РТ И БИ

Арифметикадан маълум бўлган тўрт амал ва уларнинг ба- 
жарилиш тартиби алгебрада ҳам ўз кучини сақлайди. Маса-

-̂ -9 + ^ - 5  = 4-3 + 2-9- 5=  12+18-5=25.

! А л г е б р а  — алжабр сўэидан олинган.
Хораэмлик қадимги уабек олими Муҳаммад ибн Мусо ал-Хоразмий 

( IX  аср) ёзган математика китобининг еарлавҳаси шу сўэ билан бошлана- 
ди. Унинг .Ҳисоб ал-жабр ва ал-мукобала* номлн китобининг .ал-жабр* 
сузидан .алгебра' сўзи келиб чиққандир.

аЬ х | ... Э* +  1_ 10 (а — Ь)
2 ’ Ш  •" У ' х +  5 ’ Зса

АЬ 4лан, аЬ + -—  ё  ифоданинг, а = -у;й = 9; с = 2;д = 5 бўлган-
даги сон қиймати топилсин.

Ҳ и с о б л а ш .
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Ифода қавслар билан берилган бўлсин. Масалан, а \Ь — 
— ((</ — а) с + /][ ифоданинг а = ?5; Ь => 75; с = 3; / = 5; </— 
■=35 бўлгандаги сон қийматини ҳисоблайлик.

Ҳ и со бл а ш :
а {Ь - \ { (1 - а )  с +  1\ \ = 15 (75 -  [(35 -  15)-3 + 51) =
-  15 (75- (20-3 + 5]) -  15-{75 — 65; = 15-10= 150.

М а ш қ л а р .  Ҳарфларга берилган цийматларга асосан ифо- 
даларнинг сон қийматлари топилсин:

1 \ о 1 ле . 2 т  2 — а + а! 21) 3 у , х — 1,25; у — у ; 2) 2 + а - д» • а “  Т 5

3) 2л:4 — х*у + 2х2уг, х -  у = у ;

4) т г ^ - < а + *)в>
5 ) 1х  +  у ) ' - 1 * - _у У  ь  1 .

4 дгу ' 1( ^ 4 ’

6) д̂  ( 8 ^ 2! + ^у), л = 10; 3» = 0,1; г = у ;

7) £ г  (5/га2л2 - 0,4/?), = 1,5; р = 2;
0>. а?-3а6 + 6» „ . 0. ь _ 1О/ / I | 1. \ & ̂  *}( V •тг»9 (а + р)3 + * 2

9- §. Қ Ў Ш И Ш  ВА КЎП А Й Т И РИ Ш Н И Н Г ХО ССАЛАРИ

Ҳўшиш ва кўпайтиришнинг арифметикадан бизга маълум 
бўлган хоссалари алгебрада ҳам ўз кучини саҳлайди. Биз улар- 
ии эслатиб ўтамиз.

I. Қўшилувчиларнинг ёки кўпаювчиларнинг ўринларини
алмаштириш билан йиғинди ёки кўпайтманинг циймати ўз- 
гармайди.

Масалан,
2 у  + 3 = 3 + 2 у = . 5 у ;  12-3 | - - а |--12 = у - 12= 15-3-

-45.
Умуман:

а + й — А + а; а - Ь = Ь а .

II. Қўшилувчилардан бир нечтасини группалаб цўшиб,
йиғиндини қолган қўшилувчига қўшсак ёки кўпаювчилардан 
бир нечтасини группалаб кўпайтириб қолганига кўпайти- 
рилса, йиғинди ёки кўпайтманинг қиймати ўзгармайди.

4*
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Масалян,

1) З у  |- 1 ~ + = (3 ± + 1 -̂ ) + = 4-| + ~ _  ь\
еа

вя

94 9 А  (2 . п -1' — 11 ( 2 23' _  11 46 _  1 23 
'  - 4 ' I 3 ‘ *  11/ “  4 * ’ 3 ‘ 11/ 4 ' 33 — 2 ‘ ‘3'

0 ^  
и  6"

9 £  2 0 1. 11,2 23 1 0О_ 2 3 _ о 5
4 " З Г *  11 “  4 ’ 3 ' 11 2 ' Т  ' — С 6-

Умуман: а + Ь + с с? — (а + Ъ + с) + «/=> (а+  *) — (с+й) 
— ва а й-с = (а-Ь) с = а-(& с) = Ь(а-с).

4-§. М УС БА Т  ВА М АНФИЙ СО Н ЛАР

Одатда, температуранинг ўзгаришини термометрнинг ноль 
чизиғидан юнорида олганда плюс (+ ) ишора билан ва пастда 

олганда минус ( —) шнора билан олиш қабул қн- 
линган.

Масалан, термометр кундуз соат 14 да 3° иссиқни 
кўрсатди деса, у ( + Зс) = 3°, агар кеч соат 10 да 
2° совуқни кўрсатди деса, у (— 2°) кўринишда 
ёзилади (1- расм). У ҳолда: (+ 3 ) =3 мусбат сон, 
(— 2) эся манфий. сон деб аталади. Шундай қи- 
либ: плюс ишора билаи ёки ишорасиз ёзилган сон- 
лар мусбат сонляр, минус ишоря билан ёэилган 
сонлар манфий сонлар дейилади.

з
Масалан, 1; 3; 12; 2-̂ -; 3,15 ва ҳоказо—мусбат

сонлар; — 1; — 4; — 1,2; - 1 2 , - 1 9  ва ҳоказо — 
манфий сонлардир.

5

4

Э
2
1
0

•I
-2
-3
- 4
-5

И з о ҳ. Ноль (0) сони мусбат ҳам, мвнфий ҳам ҳисоб- 
ланмайли.

а) Сон ўқи

Бирор М Л  тўғри чизиқда ихтиёрий 0 нуқтани 
1 белгилаб, унииг 0 нуқтадан бошлаб икки томони-
1- расм. ни бирор бирлик кесма (масштаб) ёрдамида, ма-
- салан, 1 см дЗн қилиб телг бўлакчаларга бўла-

миз ва 0 нуқтадан бошлаб ўнг томондаги кесмаларнинг учла- 
рини: ]; 2; 3; 4 ва ҳоказо сонлар билан, чап томондаги кес- 
маларнинг учлярини: — 1; — 2; — 3; — 4 ва ҳоказо сонлар 
билан белгилаймиз (2- расм).
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Бундяй хоссага эга бўдгая Л4УУ тўғри чизиқ сон ўқи де- 
йилади. 0 нуқта унинг бошланғич нуқтаси дейилади. Сон 
ўкида 0 дан бошлаб иккала томонга ҳар қандай каср сонни 
ифодаловчи кесмани қўйиш ҳам мумкин. Масалан, 2- расмда
ОА кесма 4-1 сонни, ОВ кесма эса, — 2 -1 соини тасвирлайди.
Демак, сон ўҳининг ҳар бир нуцтаси бирор сонни тасвир- 
лайди.

М(-) ’ ■ в А (+)М—  ■ ■ I I « ■ '— *— I— I * —  ----------  *-
, , - 5 -4 -3 -2 I 0 I 2 3 4 5

1
2- расм.

Ишораси билангина фарқ қилган икки сон қарама-қарши 
сонлар дейилади.

2 2Масалан, 3 ва (— 3);-|-2-д- ва — 2-  ̂ ва ҳоказо.

б) Сонларнинг абсолют қиймати
Т а ъ р и ф. Манфий соннинг абсолют қиймати деб, унга 

қарама-қарши мусбат. сонга айтилади; мусбат соннинг аб- 
солют қиймати деб шу соннинг ўзига айтилади. Абсолют 

- қиймат | | белгн билан ёзилади. Масалан, + 7 нинг абсо-
лют қиймати: |±7| = 7 бўлади.

1 3 I 3± у  = -у; 1+ 0,72| = 0,72 ва ҳоказо.

Умуман: а > 0 да |± а\ = а ва а < 0 да, \а\ = — а бўлади. 
Бирор а соннинг абсолют қиймати, сон ўқида бошлан- 

ғич нуқтадан шу сонни тасвирловчи нуқтагача булган ма- 
софадир.

Сонлар абсолют кийматларининг хоссалари 
Икки а ва Ь сонлар берилганда 

|Д + * К  \а\ + 1*1; |я — *] = |а ± (— Ь) \ < | а \ + I — Ь |;
\а-Ь\ = |а|-|*|; ||-| = Ц

муносабатларни ёэиш мумкин. Уларни исботсиз қабул қила- 
миз.

5- §. Р АЦИОНАЛ СОНЛАР

Та ър и ф. М усбат, манфий (бутун, каср) сонлар ва ноль 
■ рационал сонлар дейилади.
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а) Рационал сонларни қўшиш

Коида.  Бир хил ишорали иккита сонни қўшиш уч.ун 
уларнинг абсолют қийматларини қўшиб, йиғиндининг ол- 
дига уларнинг умумий ишорасини қўйиш керак: агар иккала 
сон қарама-қарши ишорали бўлса, абсолют қиймати катта-  
сидан кичигини айириш ва айирманинг олдига абсолют қий- 
мати к а т т а  бўлган соннинг ишорасини қўйиш керак.

М и с о л л а р :  1) (+ 5 ) + <+7) = + 12; 2) (- 3 )  + (+  7) -
= +4 ; 3 )  (—5) + (+  2 )--- 3; 4 ) ( - 3,5) + (-6 ,5 ) = -  10;

б) (  + б ! ■ ) + ( -  1.25) = (+  5,75) -  (+  1.25) = + 4.5.
Юқорида ишланган 1-дан 4-гача мисолларнинг сон Укида 

ечилишини қуйидаги расмдан осон кўриш мумкин.

-6.5

■Мч
*_____ /  **«.* / - у 2  ̂ -ч .-• ’~-ч N

"  6^7-6 -5 4 -1 2 3/4 5 6 1 8 9 Ю II 12 ”

) ••___
•7

3- расм.

Бир неча рационал сонни қўшиш учун, олдинги иккита қў- 
шилувчини қўшиш, кейин чиққан натижага учинчи қўшилув- 
чини қўшиш ва охиригача шундай давом эттириш керак.

Масалан: (+  8) + (-2 ) + (+  12,2) + ( -  5,3) = + 12,9.
Ҳ и с о б л а ш :  ( + 8) + ( - 2 )  = 6 ; ( + 6) + (+12,2) = 18,2;

(+ 1 8 2 )+  (- 5 .3 )=  12,9.
М а ш қ л а р .  Қуйидаги амаллар бажарилсин:
1) (+1,25) + (  + 3,2)+ (-1,85) + (+ 2,5) + ( -  1 |);
2) ( -  5,4) + (+  0,2) + ( -  0,6) + (+  0,08);
3) (-0 ,1 )+  (+8 + ( + И  | ) + (+4,4);
4) (+  0,78) +  (-2 ,6 ) +  (0,7) +  ( - 0,78);
5) (+  1 | )  + (2,4) + ( -  1,2) + (5,4) + (-7 .2 );

6) (+ 4 )+  (-0,25) +  ( - 3  !-) + ( -  6 Ц .

б) Рационал сонларни айириш
Қоида.  Икки рационал сонни бир-биридан айириш учун 

айрилувчини тескари ишора билан камаювчига қўшиш ке- 
рак.
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Масалан: (+ 9 0 ) — (+ 40) =  (+90) + (— 40) ■= + 50;
(+ 5 2 )-  ( — 35у )  = (+  52) + (+  351) = +8 7у ;  ( - 8 0 ) -
- (+ 4 5 ) = (- 8 0 )+  (-4 5 ) = -125; (- 7 5 )- (- 2 5 )  = ( - 7 5 )  + 
+ (+ 25) = — 50.

М а ш ц л а р. Айириш амалларини бажаринг: 1) <+98) —
- (+ 1 2 ); 2) ( + 7 9 ) - ( - 6 1 ) ;  3) (+98,3) -  ( -  75); 4) ( - 8 1 ) -  
- ( + 2 6 ) ;  5) ( - 2 3 6 ) - ( -  98); 6) (-718) -  (-198).

Ҳар қандай инки сондан қайси бири сон ўқида ўнг томонда 
жойлашган нуқта билан тасвирланса, ўшаниси каттадир. Бун- 
га асосан: 1) Ҳар қандай мусбат сон нолдан ва ҳар қандай 
манфий сондан катта. Масалан, '

2) Ҳар қандай манфий сон нолдан кичик. Масалан, — 12 < 0.

Қоида .  Ьир хил ишорала икки рационал сонни бир-би- 
рига кўпайтириш. уиун уларнинг абсолют қийматларини кў- 
пайтириб, кўпайтманинг олдига плюс(+)ишора ёзиш керак; 
агар кўпаювчилар турли ишорали бўлса, кўпайтманинг 
олдига минус ( —)  ишора ёзиш керак.

Масалан, (+  13) ■ (->- 5) — + 65; (— 13) • (+  5) = (+  13) •( — 5) =1 
= -65 ; ( -  13). ( - 5 )  = +65.

Умуман, ( + а) • ( + й) = ай; ( + а ) ( — Ь) = (— а ) ( + й )  =
=■ — аЬ ва (— а) ■ (— Ь) = аЬ.

Қоида.  Бир неча рационал сонларни ўзаро кўпайтир- 
ганда, ундаги манфий кўпайтувчиларнинг сони ж уф т  бўл- 
са, кўпайтма мусбат сон\ агар тоқ  бўлса, манфий сон бў- 
лади.

Масалан, ( - 4 )  •(+3) ■ (— 5) = + 60; ( -  4) ■ ( + 3) ■(+ 5) =
= -60.

М а ш қ л а р .  Қуйидаги амалларни бажаринг:

Р а ц и о н а л  со нл арн и  т а қ қ о с л а ш

7 > 0; 7 > — 1; 7 > — З у ;  7> — 5; 7 > — 135
ва қокаэо.

в) Рационал сонларни кўпайтириш

1) (+ 18)• (— 3)-( +  2);
2) (+  2,5)• ( — 0,12); 5) (— 1,02). ( — 2 у ) ( — 4);

Х(+3);
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7) ( _  1,25).(+0,75) ( + 2 } ) х  9) (+  12)• ( - 1 )  -  ( -  15)Х

X (+1 4):
8) (+3-д-)-(— 1,25) (1,2)Х

х (+  1 4 );

Х ( -  1,2);
Ю) [(+ 8) — ( — 5)] •( — 3);
11) ( + | )  (—14) —( +0,4) (— 
—1,5)-(—2);
12) [ ( - 4 ) '  ( — 3) + ( — 7) ]Х 
Х [ ( — 5) + (— 1,2) (— 4)].

г) Рационал сонларни бўлиш
Қоида.  Бир рационал сонни иккинчи рационал сонга бў- 

лиш учун бўлинувчининг абсолют. қийматини бўлувчининг 
абсолют қийматига бўлиб, улар бир хил ишорали бўлса, 
бўлинмани (+ ) ишора билан, ҳар хил ишорали бўлса, ( —)  
ишора билан олиш керак.

Масалан, (+12): (+4) = + 3; (+12): (— 4) = (— 12):
* (+ 4 )--- 3; ( -  12) : (— 4) =+3.

Умуман,
( + о ) : ( + А ) - ( - л )  : ( _ * )  = + ®.; (+  а ) : ( - * )  = ( -  а) г 

М а ш қ л а р .  Қуйидаги амаллар бажарилсин!
1) (-1 0,24):(- 6);
2) ( - 8) :  (-2 ,4 );

3)(+Ч):(-17>
4) ( -6-4 ) :  (1,6);
5) (-10,25): (+3,75);
6) (-3 ,4 6 ): (+0,52);
7) [(+1,35): (- 1 ,2 )] :

1°) [ ( — 3 4 ) : (+  1.75)]:
: ( — 0,25);

11) (-2 ,5 ) +  (-0 ,75 ): (+ 4);
12) ( - 9 ) :  ( - 6) - ( + 1 4 ) :

13) ( - 2 4 ) : [ ( - ? )  +  (- 2 ,4 ):
: (  + 3)];

: ( -  0 85). 14> К - 8>2) + ( +4+)] ( —1.2) —
8 ) 2 7 ; ( _ ! , 2 ) ; ( _ . 3 ): ’ - | ( . 4 . 8 ) - (- , , 2)1:

9) (-1,75): [(+2,5): (+0,15)];

6- §. К О Э Ф Ф И Ц И ЕН Т
Т а ъ р и ф. Ҳарфий кўпайтувчилар олдидаги сон кўпай- 

тувчи коэффициент деб аталади.
Масалан, 3а да: а нинг коэффициенти 3;

2« да: а „ „ „ 2;
в да: а . „ „ 1.
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Шунга ўхшаш: 5 ^  да: 5 — коэффициент; ^аЬ да: — коэф-
1 хфициент; (х — 5 -2 ‘ ~  + 8лу — у) да; х нинг коэффициенти 1;

— ники — 5 ху ники 8 ва у ники — 1 дир.
У 4

И з о ҳ .  Бир неча кўпайтупчшардан нсталган битта вкн бир нечасинН 
долганлари учун ко9ффицнент дейиш мумкин.

Бутун коэффйциентли ифодани коэффициенти бирга тенг 
бўлган йиғинди кўринишида ёзиш мумкин ва, аксинча, коэф- 
фициенти бирга тенг бўлган бир неча бир хил цўшилувчини 
ўмумий коэффициентга келтириб кискача ёзиш мумкин. Маса- • 
лан,

Ч - Г + Т + Т - . ^ - ^  + ̂ - 5“ » ? + ?  + ?  + ?  . ?
ва ҳокаэо.

Аксинча:
, . 0 дг . ж п х аЬ . аЬ . аЬ 0 аЪх + х + х ■= Зх \  -= 2 —; ----- 1------- = 3—.1 1 У У у с ' с ' с с

Агар коэффициент каср сон бўлганда, у каср бўлагини кўр- 
2 2 сатади. Масалан, аЬ да коэффициент-у сони аЬ нинг 3 дан

2 бўлагини кўрсатади. Бундай ҳолларда ҳам, уларни йиғинди 
кўринишда ёэиш ва, аксинча, йиғинди кўринишни ихчамлаб 
ёзиш. мумкип.

Масалан,

аЬ = аЪ + аЬ\ 1 ^  аЬ = аЬ аЬ + у  аЬ.

М аш  ҳлар.  1) Қуйидаги ифодаларни ёйиб, йиғинди кў- 
ринишда ёзинг:

Зхуг; 7 ^  — Ча ва Ъх2у.

2) Ушбу йиғиндиларни умумий коэффициентлар билан қисқа 
ёзинг: •

а + а + Ь + 2Ь\± + ± +  £  + 

ху + ху +  х у - г - г \ £ - с  + -£ +  £ - с .

7- §. А Л ГЕБ Р А И К  ЙИҒИНДИ
Т я ъ р и ф. Бир неча кетма-кет қўшиш ва айиришни бел- 

гиловчи ифода алгебраик йиғинди деб аталади. Масалан,

(15 + 22 -  1,2); (4л — 15у г |  ху -  у)\ ( а г Н « т  <0
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ва ҳоказоларнинг ҳар бири алгебраик йиғиндидир. Алгебраик 
йигиндида ҳар бир айиришни айрилувчига ҳарама-қарши сонни 
ҳўшиш билан алмаштириш мумкин.

Масалан,
а — Ь ;■с = а т  ( — Ь) ; с

(ва аксинча).

8- §. Д А Р А Ж А  ҲАҚИ Д А Т У Ш У Н Ч А

Т а ъ р и ф. Ўзаро тенг бўлган бир неча кўпайтувчининг 
кўпайтмаси даража деб аталади.

Масалан, 7 -7 -7 \а а а а; аЬ аЬ\ -у- -у- ~\ аЬс-аЬс ва ҳоказо- 
ларнинг ҳар бири даражадир ва қисқача бундай ёзилади: 
7-7-7 = 7 3\ а а - а а  = а*\ а Ь а Ь  = (аЬ)2\ у - у »  (4г)а; аЬсХ  
ХаЬс = (аЬс)2 ва ҳоказо.

Умуман,
а-а-а■ ... ■а = ап  ( 1)п марта

ап — даража, у а нинг я-даражаси деб ўҳилади. ап да: а — 
нхтиёрий сон бўлиб, у даражанинг асоси ва п—даража кўр- 
саткичи дейилади.

Бир хил кўпайтувчилар кўпайтмасини топиш амали дара• 
жага кўтариш  дейилади. Соннинг иккинчи даражаси квадрат, 
учинчи даражаси эса куб деб ўкилади. Ҳар қандай соннинг 
биринчи даражаси шу соннинг ўзидан иборат деб ҳисоблаш 
қабул қилинган, яъни ах = а, а — ҳар қандай сон.

М и со лл а р :  З1 =3; \\ (—0.7)1 = — 0,7;
Мусбат соннинг натурал кўрсаткичли даражаси мусбатсон- 

дир; манфий соннинг жуфт кўрсаткичли даражаси мусбат сон, 
ток кўрсаткичли даражаси эса манфий сондир, яъни а > 0 бўл- 
ганда:

ат > 0; (— а )2т = а1т > 0
ва

(— <г)1т + 1 = — а 2т + 1 < 0 ( т  = 1: 2; 3; 4; ... .)
Ми с а л л 1 р. (— 4)2 = 16; (— 4)3 = — 64 ва ҳокаэо. т  ва п 

ихтиёрий натурал сонлар бўлганда ап ат = ап + "  формула- 
ни ёзиш мумкин.

Исбот .  ( I)  формулага асосан:
ап.ат (ц.ц. ... д) . (а  а-а- ... а)=а-а-а-а- ... -а = д я 1 т .
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Демак, бир хил асосли даражаларнинг кўпайтмаси ўша 
асосли даража бўлиб, кўрсаткичи эса кўпайтувчилар дара- 
ж а  /сўрсаткичларининг йиғиндисига тенг.

М и с о л л а р .  32-34= 3 2 + 4 = Зв;(-у)*- ( ^ —(у ^ .а 4 а5=а9ва
ҳоказо. Шунга ўхшаш, натурал кўрсаткичли даражалар учун 
яна қуйидаги формулалар ўринлидир:

ап: а т = а " ~ т (« > т  > 1)
(а-Ь- . . . ■е)т — атЬт . . .•ет

(ап)т = апт..........
Исбот .  ( 1) формулага асосланиб, қуйидагиларни ёзиш 

мумкин:
а п: а т — ( аа- . . .  - а ) : ( а а а -  . . . -а)  = 

п марта т  марта
= (а а ... а)*(а-а___ а) : (а а ... а) = (а-а- ... а) = ап- т .
(п — т )  мартв т  марта т  марта (п— т )  марта

(а-Ь- . . .-е)т = (а-Ь-. . . •е) (а-Ь. . . е) ... (а-Ь-. . . ■е)=>
т  марта

= (а а-. . . -а)-(Ь Ь . . . Ь) . . .  (е-е■ . . . -е) -»ат Ьп• . . . •<
т  марта т  марта т  марта

( а\т / а а а\ _ аа- ... а ат
(77 уТ ' ~Ғ' Т) ь ь- .. .̂ ь ьт ' .

т  марта
(ап)т = ап ап- . . . ап= ап+л+‘ ■ ■ +л = апт

т  марта
Энди ноль ва манфий бутун кўрсаткичли даража а° ва а~ 

( т  = 1; 2; 3; . ..) ларга ҳам аниқ маъно берамиз. ал: ат =» ял 
формула л > т  учун ўринли эди, т  = п бўлсин, бу ҳолда 
а " : а л = а л~ п = аа бўлади. Лекин, а° симнол даряжанинг таъ- 
рифи (1) га кўра маъносиз. Иккинчи томонда I а” : а л= 1 дир.

Булар ал: а т = ап~ т  ни ( т  = п) да ҳам ўринли бўлиши 
учун, а° символга 1(андай маъно (таъриф) бериш кераклигини 
кўрсатади.

Таъриф.  Ҳар қандай (нолдан фарқли) а соннинг нолин-

7п—т

чи даражаси бирга тенг, яъни а° = 1 (а V 0).

Демак, ал: ат = ал~ т формула, да ўринлидир.
Энди, ал: ат  = ал~ 'пформулани«<аг бўлган ҳолда текшира-

миз. Масалан, ~  = — — —  = — -—  = Лекин бўлиш фор- ’ аь а-а-а а а а а а а? 1 ^ к
муласига асосан: ~ = а 2~ 5 — о ~3 ҳосил бўлади. (а-э)символ,
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даража таърифига асосан маъносиз нарса7шр. Аммо булар, 
а п; а'п = ап ~т ни т  > п да ҳам ўринли бўлиши учун, 
ап~ т га қандай маъно (таъриф) бериш кераклигини кўрсатади.

Таъриф.  Нолдан фарқли ҳар қандай соннинг манфий 
кўрсаткичли даражаса, бирни ўша соннинг шу кўрсаткичи- 
нинг қарама-қарши ишора билан олинган даражасига булин- 
ганига тенг, яъни

а ~ т = бунда т  = 1; 2; 3;.... ва а ф 0.
.Мисоллар.

< , - 1  1 1 , _ я  1 1 / 2 2 1 з* 9
“  & = 77\*в з * я=т-

(т )!
ва ҳоказо.

1- изоҳ. Даражалар ҳақидаги кўриб ўтилган ҳамма фор- 
мулалар п ва т  ҳар қандай рационал бутун сон бўлганда ҳам 
тўғридир.

2- изоҳ. Каср кўрсаткичли даражалар ҳақида ҳам, худди 
ноль ва манфий бутун кўрсаткичли даражалар ҳақидагидек 
мулоҳазалар юргизилади1.

3- изоҳ ифодани 0; 1; 5; — 8; 125 ва ҳоказо деб ёзиш
мумкин, чунки: 0 0=0; 0 1 = 0 ;  0-5 = 0; 0- ( — 8) = 0; 0-125=0
ва ҳ. к. Демак, (-̂ -) маъносиз (аниқмас) ифодадир. Шунга ўх-
шдш 0°, яъни нолнинг нолинчи даражаси ҳам маъносиз (аниқ- 
мас) ифодадир.

М аш қл ар .  Қуйидаги даражалар ҳисоблансин: 1) 78; 1,32; 
2,22; 0,4Э; 0,2*; (-3.1)*; 1,252; ( - 7.1)2; (-0 ,1 )5; ( -  1 у ) \

Даражаларни қисқа кўринишда ёзинг:
л: л: 1 1 1 1а а;  ̂  ̂ ; хх - хх\  ̂  ̂‘ 2 * 2’ X ' X ' х,

Қуйидаги ифодаларда қисқа ёзилган даражани кўпайтма 
шаклида ёзинг:

х2уя2г\ х3у2; ^  ; 2а8 — ЗЬ2; (х  — З у )3; т 3 + п3; 9д2с4ё3.
Амаллар бажарилсин:

д.э.д.12; а-ъ.сРа2; у* у; (а + Ь)3-(а + Ь); у2-ў; х-х у2-у-у3;
£  . | - )̂5; ху х2у—3; 2-уг; х'2: х*\ г ' : г8; х : лэ; у ° : у;Ь

у'-х:х3у; (а2)8; (аЬ2)*; (х~ 2)3; (у~*г3)2; ( ^ ) \  (ЬаЬ)3-2аЬ -  
— \Ъа*Ь*; 1,7 тЬ (2,4)2- (— 0,05).

'Каср кўрсаткнчли даражалар ҳақида кеиннчалик гапирамнз.
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9- §. БИ РҲ А Д Л А Р  ВА КЎ П Ҳ А Д Л А Р

1- т аъриф.  Қўшиш, айириш, кўпайтириш, бўлиш ва 
даражага кўпгариш амаллари ёрдамида рақамлар ва ҳарф- 
лар билан белгиланган сонлардан тузилган алгебраик ифо- 
далар рационал ифодалар деб аталади. Масалан,

п 2а№ а-Ъ . /п2 -4- я2 л*3 — ху 4* >9  п-  а,— • _  • п —  .___ !——■ ■ —̂!——
*  и ’ Т  1 С ' т> —  л 3’ а +  Ь

ва ҳоказоларнинг ҳар бири рационал ифодадир.
Шунингдек, рақамлардан иборат сон билан ёки битта ҳарф 

билан белгиланган алгебраик ифода ҳам рационал ифода деб 
аталади. Масалан, 5; 1,2; а\ Ь каби.

2 - т а ъ р и ф. Агар рационал ифодада ҳарфий бўлувчи бул- 
маса, у бутун рационал ифода; ҳарфий бўлувчи бўлса, каср
рационал ифода дейилади. Масалан, 1) а\ а — Ь ва ҳо-
казоларнинг ҳар бири бутун рационал ифода;

2) 7 ; ва ҳоказоларнинг ҳар бири каср рационал
ифодадир.

3 - т а ъ р и ф. Рақамлар билан ёзилган ҳар қандай айрим 
сон, биргина ҳарфдан иборат ифода; шунингдек, кўпайти- 
риш ва даражага кўтариш амалларидангина иборат алге-

2 3браик ифода бирҳад деб аталади. Масалан, 5; 3 у ; а\ — аЬ2\
0,12 х2у ва ҳоказоларнинг ҳар бири бирҳаддир.

4- таъриф.  Бир неча бирҳаднинг алгебраик йиғиндиси 
кўпҳад деб аталади. Масалан,-

а + ^  Ь\ х + ^  у — г\ ЬаЬс2 +  2а2с\ у2 — 5ау ~2 

ва ҳоказоларнинг ҳар бири кўпҳаддир.

а) Ўхшаш ҳадлар ва уларни ихчамлаш

5- т аъриф .  Кўпҳаднинг бир-биридан фақат коэффи- 
циентлари билан фарқ қилган ёки бутунлай бир хил бўл- 
ган ҳадлари ўхшаш ҳадлар дейилади.

Ўхшаш ҳадларни ихчамлаш учун уларнинг коэффициент- 
лари устида берилган амаллар бажарилади ва чиққан сон ёнига 
ҳарфий кўпайтувчилар ёзилади. Масалан,

1) 1х + Зу + 2х — у + Вху — х — Зху =
“  (7 + 2 — 1) л + (3 — 1) у + (5 -  2>)ху = 8х + 2у + 2лгу;
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2 ) 2 ± х у > ~ ± у - \ 1 ў Х + 3 , 6 у - 1 1 ± + ± у =

= (2!  - 4 ) ^ + ( з*6- т )>'+(1- 1! )7  =
= \ ^ х у 2 4-3,1 у —

М а ш қ л а р .  Қуйидаги кўпқадларни ихчамланг: 1) 2а2Ь —
— 3Ьс — а2Ь + ЪЬс\ 2) Зл3 + 2уа — 2ла — уэ + 5; 3) 8а2д:4 — Ьу2 — 
—За2л4+5£у2 - у +  1; 4) — 9,387 т  — 3,89/2 + 8,197 т  — 1.11« —
— 0,002/га; 5) — 1 аЬъ + 2а"6 — 4 + а2Ь — аЬя — ~ а2Ь — а3Ь.

Қоида.  Олдида плюс (+ ) ишораси бўлган қавсни очган- 
да, қавс ичидаги ишоралар ўз ҳолича ёзилади; агар минус 
( —)  бўлса, қавс ичидаги ишоралар қарама-қаршисига алмаш- 
тирилади.

Масалан,
+ (За -  2Ь + с) = За — 2Ь + с 

— (За — 2 Ь + с) = — За + 2Ь — с
бўлади.

Мис ол  л а р.
1) + (50 -  28) = 50 -  28 = 22, чунки + (50 -  28) = 22;
2 )- (5 0  -  28) = -50  + 28 = -22, чунки -  (50 -  28) = -22.

б) Кўпҳадни кўпҳадга қўшиш ва айириш
1 - қ о и д а. Кўпҳадни кўпҳадга қўшиш учун уларни кет- 

ма-кет ўз ишоралари билан ёзиб, ўхшаш ҳадлари ихчам- 
ланади.

Мисол .  (4а2 + 26 — с) га (— ЗЬ + 2а2 — Ь2) ни қўшинг.
Е ч и ш.
(4а2 + 2Ь -  с) + ( -  ЗЬ + 2а2 -  Ь-) = 4а2 + 2Ь -  с -  ЗЬ +

+ 2а2 -  Ь2 = 6а2 -  Ь -  й2 -  с.
.2- қоида.  Кўпҳаддан кўпҳадни айириш учун айрилувчи 

кўпҳадни қарама-қарши ишоралар билан ёзиб, камаювчи 
кўпҳадга қўшилади1.

Мисол.  ( 15дг2 — 5л:у + Зу2) дан (4х2 — Ъху + у2) ни айи- 
ринг.

Е ч и ш.
(15 х2 — 5 ху + З у2) — (4л:2 — Зху  + у2) =

= 15 л:2 — 5 ху + 3 у2 — 4 х2 +  3 ху — у2 — 11 д:2 — 2 ху + 2 у\ 
М а ш қ л а р .  Қавслар очилсин:
1) (— 2 дс + 3*у + 5 у — 1) ва — (5х2 — 2ху— 3 ў2 — 5). 
Амаллар бажарилсин:
2) (— 20 л:2 — \Ъху + З у 2- 2 ) +  (11 л2 + 7 ху -  2ў2 + 1);

1 Яна бундай айириш ҳам мумкии: а — (Ь + с) = (а — Ь) — с.
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3) (— 51 а*Ь + 27 аЬ2— 12а-8<6+ 1) ~(7 аЬ'--37 а2Ь -  9 а 4- 
+  2Ь , 1);

4) (3/га + 5 п) — {[6т  + 2я — (12и — Ю т)] — т — (7 т —4л))$
5) |-|л:* — З л 2у +  ^ л у 2 — 2у3 — 1) — (Зх3 — у  + -̂ Уа —

” Т ^ )  + (2^ 2+ ] т ) ;
6) ( 1 1 а2 -  |  аЬ + 2,5 ас -  3 {  Ьс) -  (0,08 а2 +  0,135 аЬ -

~ а с +  1 Ьс);
7) (4д: — 2у — г) — !5л — [8у — 2г — (х + у)] — х —

- ( З у - Ю 2)).

в) Бирҳадларни соддалаштириш 
(яъни каноник кўринишга келтириш)

Бирҳаднннг каноник кўринишида: 1) битта сонли коэффи- 
циент бўлади ва 2) ҳарфлар бўлса, ҳар қайси ҳарфнинг дара- 
жаси ёлғиз бир марта кўпайтувчи бўлиб қатнашади.

М и с о л л а р .  Ушбу ифодалар каноник ҳолга келтирилсин:

2а2Ь--24аЬ2; 12л-2у2- \ х 2г ва

Е ч и ш .  2а2Ь-24аЬ2 — 12 л2у2. х2 г = 4л4у2г ва

= £  а2Ь2с. Шунга ўхшаш: ( -  1 + д2)* = -  ̂  д\

М а ш қ л а р .  Қуйидагилар каноник бирҳад кўринишда ёзил- 
син: *

(1 \а?Ьс\  ( - |  аЬ2с*); (-2 ,1  аЬ2)- ( - ^ л * ) ;  ( -  1,2а2Ь*)2\ 

( - ^ х 2ў г ) - { - ± х у 2г*);

г) Кўпҳадни бирҳадга ва кўпҳадни кўпҳадга 
кўпайтириш на бўлиш

1- коида.  Кўпҳадни бирҳадга ёки бирҳадни кўпҳадга 
кўпайтирганда, бирҳадни кўпҳаднинг ҳар бир ҳадига кўпай- 
тириб, кейин ўхшаш ҳадлари ихчамланади.

М и с о л  л а р.
Зх-(2х — Зу + 2хг) = (2х — Зу + 2хг) -Зх = 6л2 — Яху + Ьх2г; 

— 4 а ■ (За — 5Ь — 8с) = — 12а2 + 20а/; + 32ас.
2- қоида.  Кўпҳадни кўпҳадга кўпайтириш учун кўпҳад-

лардан биттасикинг ҳар бир ҳадини иккити  кўпҳаднинг
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ҳар бир ҳадига кўпайтириб, ҳосил бўлган кўпҳаднинг ўх- 
шаш ҳадлари ихчамланади.

М и с о л л а р.
{Зл:2 4- 2у) • (л: — 4у) == Зл:а — 12л:2у + 2ху — 8у2;

( -  Зл:2 + Ъху -  2у2) • (6л:2+л:у—4у2) = -  18Л:1 -  Зл2у + 12л:2у2 + 
+ 30л:8у + 5л:2у2 — 20л:у3 — 12л:2у2 - 2л:у8 +  8у8 «= 18лг‘ + 27лс8у— 

~ — 7л:2у2 — 22л:у8 + 8у\
3- қо ид а .  Кўпҳадни бир ҳадга бўлиш учун кўпҳаднинг 

ҳар бир ҳадини шу бирҳадга бўлиб, ҳосил бўлган кўпҳад- 
нинг ўхшаш ҳадлари ихчамланади.

Мисол .

(25а* -  8аЧ  - 3 с2Ь2) : 5а'Ьс* 
5о» 8

2Ьг*

Ьс3

Ьа?Ьс3 
 34
5сэ 5

8а*Ь Зс»4»
Ьа‘Ьсг

4- қоида.  Кўпҳадни кўпҳадга бўлиш учун олдин бўли- 
нувчининг энг к а т т а  даражали ҳадини бўлувчининг энг 
к а т т а  даражали ҳадига бўлиб, бўлинмани бўлувчининг ҳар 
бир ҳадига кўпайтириб бўлинувчининг тагига взиб айира- 
миз, кейин бўлишни қолган ҳадлари устида шундай йўл 
билан давом эттириш  керак.

М и с о л л а р .

1) 6л4— 19л3 
6л4 + 10л8

5л2 + 17л
2л2

-  9л8 + 3л2+ 17л — 4 
+ 9лэ + 15л2 ± Зл 

_  — 12л2 + 20л— 4 
± 12л2 + 20л + 4

41 Зл2 — 5л + 1 
2л2 -  Зл -  4

2) 2ла
2л3 + л2

— л* — 3

Зл — 2
2 - - а  | 4 .

”3 +

- 4 * 4
8

7 Х

16
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3) Ах* -  З* 1 + Ъх +  1 -  Зх' Ь 2дс — 1

+  •

^  + — қолдиқ.

М а ш қ л а р. Қуйидаги амалларни бажаринг:
1) (— 2£ху)■ (2,2Ьх2 — 1,5д:у + 2,5уг);
2) (хя -1- Зл:2у — Злу2 + 4уа) • (2х + Зу);
3) (1-0,3/> + 0,02Л-(1 -0,4/0;

б) (6а2л:5 — 9аал:4 + 15а2л:а) : ^ а2ла;
6) (бл:2— 9ал — 2а2) : (х — 2а);

(Ж  а в о б. 5л + а.)
7) (15а* -  а* -  а2 + Аа -  70): (За2 -  2а + 7);

(Ж а в об .  5а2 + За — 10.)

9) (17я2 — 6х* + 5ла -  23л + 7): (7 -  З* 2 -  2х);
( Ж а в о б .  2л:2 — З л :+ 1.)

(10 ва 11- мисоллар формулалардан фойдаланмай ечилсин.)
10) ( т а + З т 2л + 3тп- + я г) : (т 2 + 2тп + л2).

11) (27 + 8уа) : (3 + 2у).

10- §. ҚИ СКА К Ў П А Й Т И РИ Ш  ЙА БЎ Л И Ш  ФОРМ УЛА.ПАРИ

Ўтган параграфдаги кўпайтириш қоидасига мувофиқ:
1) (а + Ь) (а ; Ь) — а2 +  аЬ + Ьа +  Ь~ =  а2 + 2аЬ + Ь2

8) - | - л : ' : | | л : 2+ 1 л : - 1) .

|Ж  а в о б. — ~  х2 + х — У бўлинма, 2ллг — 33
9

|Ж  а в о б. { т  + п).\

(а + Л)2 ■> а2 -( ‘2аЬ Ь‘ .
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Яъни, икки сон йиғиндисининг квадрати=;биринч.и сон ква- 
драти, плюс биринчи сон билан иккинчи сон кўпайтмаси- 
нинг иккилангани плюс иккинчи сон квадрати.

М исол .  (3-к + 2)“ =  9л2 + 12ж + 4.
1- мисолдагига ўхшаш йўл билан яна қуйидагиларни ҳосил 

киламиз:
2) (а — Ь) (а — Ь) — а2 — аЬ — Ьа + Ь2 — й* — 2аЬ + Ь1

€КИ

( а - Ь ) 2 = а2 — 2аЬ + Ь2

Яъни, икки сон айирмасининг квадрати = биринчи сон 
квадрати, минус биринчи сон билан иккинчи сон кўпайтма- 
сининг иккилангани плюс иккинчи сон квадрати.

М и с о л. = 9 — 2х +
3) (а + Ь) ■ (а — Ь) = а2 — аЬ + Ьа — Ь2 = а2 — Ь2

ёки

а2 — Ь2 = (а — й) • (а + Ь).

Яъни, икки сон квадратларининг аиирмаси шу икки сон 
аиирмаси билан уларнинг йиғиндиси кўпаитмасига тенг. 

Мисол .
9с2 — 4 = (Зс)2 ~  22 = (Зс — 2) • (3с + 2);

2722 — 1982 = (272- 198) (272 + 198) = 74-470 = 34780-
4) (а + Ь) ■ (а + Ь)2 = (а + Ь) ■ (а2 + 2аЬ + Ь'2) = а3 + 2а2Ь +

+ аЬ2 + а2Ь + 2 аЬ2 + Ь3 = ая + 3 а2Ь + Ш -  + Ь3
ёки

(а + Ь )2 = аэ + 3а2Ь + 3аЬ2 Ь3.

Яъни, икки сон йиғиндисининг куби — биринчи сон куби 
плюс биринчи сон квадрати билан иккинчи сон кўпайтма- 
сининг учлангани, плюс биринчи сон билан иккинчи сон ква- 
драти кўпаитмасининг учлангани, плюс иккинчи сон куби. 

Мисол .
(2*  + 5)э = 8хэ + 60х2 + 150х + 125.

5) (а -  Ь) ■ (а -  Ь)2 =  (а -  Ь) ■ (а2 -  2аЬ + Ь2) = аэ -  2а2Ь +
+ аЬ2 -  а2Ь + 2аЬ2 -  Ь* = а* -  3а2Ь + За&2 -  Ь3

ёки

(а — Ь)3 = а3 — 3 а2Ь + 3 аЬ2 — Ь3
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Яъни, икки сон айирмасининг куби = биринчи сон куби, 
минус биринчи сон квадрати билан иккинчи сон купайтма- 
сининг учлангани, плюс биринчи сон билан иккинчи сон ква- 
драти кўпайтмасининг учлангани минус иккинчи соннинг 
куби.

М исо  л.
(2а -  Зй)я = 8 -  36агЬ + 54айа -  27Ь\

6) (а + Ь)-(аг — аЬ + Ь2)= а3—а2й + ай5+ а2А—а&2 + й8=аа + 65 
ёки *

а3 + Ь3 = (а + Ь)- (а2 — аЬ-\-Ь2)

Бунда (а2 — аЬ + Ьг) икки сон айирмасининг чала квадрати, 
(а2 + аЬ + й?) эса икки сон йиғиндисининг чала квадрати 
дейилади.

Икки сон кубларининг йиғиндиси, биринчи даражали ҳад- 
лар йиғиндиси билан у ҳадлар айирмаси чала квадратининг 
кўпайтмасига тенг.

М исол.
27с*а« + 8Ь3 = (Зса2)3 + (2Ь)3= (Зса2+2Ь) ■ (9а1с2-  6агЬс + 4Ь2).
7) (а — Ь)-(а2 + аЬ + Ь2) = а3 + а2Ь + аЬ2 — а2Ь — аЬ2 — Ь3 =

= а3 — Ь3
ёки

а3 — Ь3 = (а — Ь) ■ (а2-\-аЬ +й*;

Яъни, икки сон кубларининг айирмаси, биринчи дарпжа- 
ли ҳадлар айирмаси билан у ҳадлар йиғиндиси чали ква- 
дратининг кўпайтмасига тенг.

М исол.
8ае -  125а3 = (2а2)3 -  (5с)а = (2а2 -  5с) • (4а2 + 10а2с + 25с2).

Юқоридаги чисқа кўпайтириш формулалариданфойдаланиО, 
қуйидаи*-^исқа бўлиш формулаларини ёзиш мумкин:

8) а ~  * =  а  — Ь ва а —-  =  а +  Ь;
а + * а — Ь

9) д1.+ -  = а* — аЬ +  Ь* ва — —  =  а +  Ь\
а + Ь а '- а Ь  + Ь*

л) _  А) . . д).  А)10) -----= а* + аЬ+&* ва --------- — а — Ь,
а — Ь а* + аЬ +  Ь '

М  и с о л  л а  р.
« х *- * * .  (^ - з^ х гс^ зу ) = з ..
2 * - З у  2 * - З у  т  7

<Ь
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2) 27** г 1г5М ___= Го + &»)(9*»- >5д» + 25»». _  + ЬЬ
9*а— 15лА + !г5А> “  Оа5 — 15йй +- 256’ '

М а ш к л а р .  Қисқа кўпайтириш ва қисқа бўлиш формула- 
ларидан фойдаланиб. қуйидаги ифодаларни кўпайтувчиларга 
ажратинг:

1) 25д* — Уй"; 2) а*Ь*— с2\ 3) (2/и — I ) 2 — 100л2;
4; 125х2 + 5) 1 -  а3; 6) а,“ 'у3 ’ I — л ’
7) 9/и* + 6/га2я* + га*; 8) л3 - Зл 2у+3ху*+у3; 9) ''а-Ма‘;

15325-Наа

1° )  %.х9У* + 7  х2у*г2 + ху2г* + ^г6;
04 9 4«

11) Агар х + у + г = 0 бўлса, ла + у3 + г3 = Зхуг бўлиши 
исбот қилинсин.

11-§. КЎП ҲАД ЛАРН И Н Г БЎЛИ НИ Ш И

Б е з у  т е о р е м а с и 1. Агар х га иисбатан бутун хп + 
+ й, * " '1 + Ь2хп~2 + ... + йд—1 х + Л„ кўпҳад (х — а)га бўлинса, 
колдиқ бу кўпҳаднинг х = а бўлгандаги хусусий қиймати 
а" + Ьхал~х + .. .  +£„-, а + Ь„ га тенг бўлади. (га — мусбат бу- 
тун сон; а — бирор мусбат ёкм манфий сон.)

И с б о т. хп + Ь^хп~' + . . .  + Ьп. ,х Ьп = к (х) бўлсин. Бу 
ҳолда Д(х) ни (х - а) га бўлганда бўлинма 0 (х), қолдиқ <;(х) 
бўлсин, яъни

/? (х) х — а
~  ( х - д )  (?(х) "0(3^
/ ? ( х ) - ( х - д )  д(х) =ц(х). ч

4 (х) қолдиқ. Бунинг натижасини /?(х) = (х — д) С? (х)  ̂ (х)
шаклда ёзиш мумкин. Энди х = д бўлсин, бу ҳолда /?(д) = 
= (а — а) С) (а) + ц (а) ёки д (а) = /? (д) = дя + й|а*+' + ... + Ь„ 
ҳосил бўлади. Теорема исбот цилинди.

1- иатижа ./ ? (х )  ни (х +а)  га бўлишдан чиққан қолдиқ:

/? ( а) = д ( д) .
га тенг.

2-натижа. Агар қолдиқ ? ( ± д ) = 0  бўлса, у ҳолда /?(х) 
кўпҳад (х ± а) га бўлинади.

1-мисол. Зх* — 2х3 + 4х + 2 кўпҳадни (х — 2) га бўлмай 
туриб, қолдиқ топилсин.

Е ч и ш. /? (2)  ̂ 3 • 2* — 2 ■ 2Э + 4 • 2 + 2 = 42 — қолднқ.

5 Беэу француэ математиги (1730 — 1703 й.1,
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2- мисол.  х* — 9лс‘ + 2&х — 24 кўпҳад (х — 3) га қолдик- 
сиа бўлинвдими?

Е ч и  ш. /?(3) - 3 ' — 9-3*+ 26-3 — 24 -= 27 -  81 + 78 — 24 -  
-  105 -  105 -  0

Демак, бўлинади. Бу ҳолда х «= 3, хй — 9х2 + 26х — 24 = 0 
тенгламанинг илдизларидан биттаси бўлади. Безу теоремаси- 
нинг 2- натижасига асосланиб, қуйидаги иккиҳадларнинг бўли- 
нишини текшириш қулай; ҳақиқатан:

1) хп + ая = (х — я) (л) + д(х) 
ҳамда

д(а) «  ап + ап = 2а" Ф  0

бўлгани учун хп + ап иккиҳад х — а га бўлинмайди.
2)' лся + ап = (х + а) <3, (л:) + д,(х), д, (— а) = ( -  а )п + ая 

бўлгани учун, п — тоқ сон бўлганда дх(— а) = 0, демак, хп + 
+ ап иккиҳад д :+ а га бўлинади; п — жуфт сон бўлганда эса 
01 (— я) =■ 2ап бўлгани учун бўлинмайди.

3) хя — ап = (х — а) <3, (х) + дг(х) ҳамда дг (а) = ая —ап=0. 
Демак, хп — ап иккцҳад х — а га бўлинади.

4) хя — а я -  (х + а) д„ (д:) + ?,,(*) 
ҳамда

я Л - а )  -  (— а)л- а я;
л — ток сон бўлганда, # (— а) = — 2<2Я демак, л:л — ая иккиҳад 
х + а га бўлинмайди; п — жуфт сон бўлганда эса д3 (— а) = 0 
бўлгани учун бўлинади.

12- §. К Ў П Ҳ А Д Л А РН И  К Ў П А Й Т У ВЧ И Л А РГА  А Ж Р А Т И Ш

Кўп ҳолда кўпҳадларни кўпайтувчиларга ажратиш: 1) уму- 
мий кўпайтувчини қавс ташҳарисига чиҳариш; 2) кўпҳаднинг 
ҳадларини группаларга бирлаштириш; 3) кўпҳаднинг баъзи * 
ҳадини кўшилувчи ҳолида ёзиб олиб, кейин группалаш; 4) қис- 
қа кўпайтириш формулаларидан фойдаланиш усули билан ва 
шунга ўхшаш йўллар билан бажарилади.

М и со л л а р .  1) (Зл:2 — 12>:) ни кўпайтувчиларга ажратннг.
Е ч и ш. З.ДГ — ]2х = Зх- (х — 4);
2) (12 — 4д: — Зх2 + х3) ни кўпайтувчиларга ажратинг.
Е ч и ш. 12 — Ах — З* 2 + хА = 4 (3 — х) — х2 (3—х) = (4—х2) •

• (3 — х) =» (2 + х) (2 — х) (3 — х);
£

3) 27 й3 + ^  ни кўпайтувчиларга ажратинг.

Е ,  н ш. 27 «,»+1  = (3«)■ + (£ ) ’ -  (з« + 1 )  <9а= -  £  + « ).
4) (дс3 — 4л2 + 3) ни кўпайтувчиларга ажратииг.
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Е ч и ш. л 8 — 4л2 + 3 = хй — х2 — Зл2 +  3 = х2 (х — 1) — 
—3(л2 — 1) = л2(л -  1) — 3 (л — 1) (л+ 1) = (л -  1) (х2-  Зл -  3);

5) 36аа -  25Ь* = (6а)2 -  (5*2)2 *  (6а + 5й2) (6а -  ЪЬ2).
М а ш ц л а р .  Қуйидаги ифодаларни кўпайтувчиларга ажра- 

тинг.
I ) 6л2у + 12лу2; 2) 25а< — 9йв;
3) авй °- с п; 4) (2 т  — I )2 — 100я2;
5) 6 )125л8 + -̂ ;
7 ) а а + ай — а — й; 8) л2- у 2 + 6 у - 9 ;
9) 36 — 25 10) 8гя + 27;
I I )  2л4 — 4ля — 16л2 +л + 2; 12) 8а8 -  12а2 -  18а + 27;
13) Зл8 + 4л2 + 2 л + 1; 14)л2 + 2л— 15;
15) лэ + 3л2 — 4л— 12; 16) 10а2 + 21 лу — 14ал—15ау;

.17) бйу — 15Ал-4ау + 10ал; 18) ля + Зл2 + Зл + 9;
19) л2 — 9л — 10; 20) — 8л4уэ — 12 л2у5— 15л8у2.

Қуйидаги амалларни ҳисҳа кўпайтиришдан фойдаланиб ба- 
жаринг:

(1,3 лу2 -  2г) (2г + 1.3 ху-)\ 5 (а2 -  3)’-  2 (а -  4) (а + 4); 
Зл—5 (л — 1) (л + 1) + 5 (л + 2) (л — 2);

3(2л + 1) (1 — 2л) — 4 (Зл — 2) (2 + Зл) + 6л(4л + 1).
13- §. А Л ГЕБ Р А И К  КА С РЛ А Р

Т а ъ р и ф .  Ҳар қандай икки алгебраик ифоданинг ёки 
соннинг' булинмаси алгебраик каср дейилади.

9 , 3 А  7  1
, ,  З а . х 3а'Ь . Ьх + л х ' 3 ‘а ~ а  х'—  Зл+6Масалан,^, у ; 5д + ь.2> ^ _ у; ^ 1 5  ̂ 1 ; 2х_  з

х3 5  2

ва ҳоказо. Буларда: За; л; За2 Ь\ Ьх; 2 + — — 3; 7а — — ;л2—
— Зл + 6 ларни касрларнинг суратлари; 2й; у; 5а + й2, ... , 
2л — 3 ларни касрларнинг махражлари дейилади.

Алгебраик касрлар устидаги турли мулоҳаза ва амаллар 
бажариш усуллари ҳам худди арифметикадаги оддий касрлар 
устидаги амаллар усуллари каби бўлади.

а) Алгебраик касрларнинг хоссалари
Насрнинг сурат ва махражини нолга тенг булмаган бир 

хил сонга кўпайтириш ёки булиш билан касрнинг қийматп 
узгармайди, яъни

1 Алгебраик касрнннг сурат аа махражи бутуи мусбат сондан иборат 
булганда у арифметнк касрни беради, демак, арифметнк касрни алгебраик 
касрнинг хусусий ҳоли деб қараш мумкин.
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3а 3а е Зае Зв е . , т
9а

б) Касрларни цисқартириш
Юқоридаги хоссадан фойдаланиб, касрни қисқартириш (яъни 

сурат ва махражини бир хил сонга бўлиш) мумкин. Масалан,
=* бўлади. Бунда каср (5лу) га қисқаради. Демак,

касрни қисқартириш учун олдин сурат ва махражининг коэф- 
фициентлари уларнннг энг катта бўлувчисига, умумий қарфий 
кўпайтувчилар эса уларнинг сурат ва махражида бўлган энг 
кичик даражаснга бўлинади.

Агар касрнинг сурат ва махражи кўпқаддан иборат бўлса, 
олдин унинг сурат ва махражини кўпайтувчиларга ажратиб, 
кейин қисқартириш керак. Масалан,

. Зх1 — 3ах _  Зл (х  — а )   3-г _
* ' х3 - а5 — (х + а) (х  — а) “  х + а ’

х? — ах -г Ьх — аЬ х (х — а) ~г Ь (х — а) ^  (х + Ь)(х  — а) _
"• х3 + Ьх +  ах I аЬ х 1 (л;-|- Ь)+ а (х  +  Ь) *" (дса + а) (х + Ь) 

х — а 
“  х3 +  а ■

0. 2аЬ — — М т  с* _  — (д — Ьу  + с3 =  (с -  а + Ь) (с + а + Ь) _
+ с2 — Ь3 т  2ас (а + с)3 — &а (а +  Ь + с)(а  — Ь + с)

С — а + Ь 
с + а +  Ь ’

. ч х* — Т х + \1  х3 — З х ~ А х + \ 2  х (х — 3) — 4 (х  — 3)
~х^Гх~^\5  “  х* — Зх + 4х — 12 “  д г (л-ЗУ + 4 (д : — 3) “  '

(дг — 4)-(дс — 3) _  х —  4 ’
“  (х  +  4)-(дг -  3) “  Т Ч П  •

М я ш қ л а р .  Касрларни қисқартиринг:
28дзь» 135л:вуа* . РЯ3 \ — 2а-г а? ТГа3— \_ х3 — х3 — х +  \ ш
Ж аТ& ’ 25х*у*г3 ’ а? -  1 • Ь -  ЗаЬ ’ х* — 2х3 + \ ’

2д:*у -г 2д:уэ _ Здг — 6 аЬ 4- 3Ь3 а — Ь х: + 8  1 +  дгв _
'  х* — у* • & » 3 — 6 йа : а^-Ь3’ 7 Н ~ ’ 1 -  х+ х5’

а + А . 8 дс* + 1

а3+ Ь»’ Г '
- *  +  т

в) Касрларни қўшиш ва айириш
Касрларни қўшиш бки айириш учун утарни олдин умумий 

махражга келтириб, кейин қўшиш ёки айи шш керак. Бир неча 
мисплларни ечиб кўрамиэ (мисолларни ечишда бўладиган 
мулоқаэалар ўқувчига топширилади).
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1 • м и с о л.
_5_ _ а _  _  12 _  25аЬ'-с 4 4563 -  7)д
6  аЬ 2а-с 5 аЬ>с 30а-Ьдс '

. 2- м и с о л.
а •- Ь _  аЬ , 7а _  а’ +  ?а> 4- Ь> — 7д» 4  |<д>— _

7 а -76 а- — № а + Ь 7(а'2— Ь )
■ 15л- —19а'+  А3

7{а-—Ь2) '
З м н с о л .

■гд -I-1 ^  '1 _  34+1 • 2 в
4 Э —  а х (2 а ~  х ) ‘ а (д  —  * )  а (а  — х )*  а а  — х )

—  1 2 а  ~  2 х  5 а  —  ‘2х+  I
а(а — х)- а(а — х)- '

4-мисол.
7 . I I 7аЬ 4 - 4аЬ — 6Ь- — Ўа1 — Зд'’

8 в : — 1И*> 2в> + 1’аЬ 4аЬ — бЬ2. ‘2аЬ (4а- — 94-)
4аЪ — 3 № —  л4 

аЬ (4а- -  962)

Берилган касрнинг умумий махражини топнш учун махраж- 
ларни бундай ёзиб олиш қулайдир:

8 а2 -  Ш2 =  2  ( 4 а‘ -  9 Ь2у= 2  ( 2 а -  3 5 )  ( 2а +  3 & 1 .

2а2 + 3ад = а (2а + 35); 4аЬ — 6 = 25 (2а — 35Н
Касрларда умумий махраж топиш, умуман, анча кўп вақт 

талаб қилади. Лекин кўп ҳолларда қуйидаги қоидалардан фой- 
даланиш умумий махраж топишни осонлаштиради.

1-қоида, Махражлари бирҳаддан иборпт касрларнинг 
Анг кичик умумий махражи — берилган махражлар коэф- 
фициентларининг энг кичик умумий бўлинувчисини уша мах- 
ражлардаги турли ҳарфларнинг ҳаммасига кўпайтиоишдан 
ҳосил бўлган ифодага тенг. Бунда ҳар қайси қарф бу мах- 
ражлагдаги энг катта кўрсаткичи билан олинади ( 1-мисолга 
қаранг .

2-қоида. Махражлари кўпҳаддан иборат касрларнинг 
энг кичик умумий махражга келтириш. учун, махражларни 
кўпайтувчиларга ажратиш кграк, кейин махражлардаги 
коэффициентларнинг энг кичик умумий бўлинувчисини т о - 
пиб, уни махражлардаги энг к а т т а  кўрсаткичли бошқа 
кўпайтуочиларнинг ҳар бирига кўпайтиоиш керак (2 ва 3- 
мисолларга қаранг).

М а ш қ л а р .  Қуйидаги амалларни бажаринг:
4 4-5* - 9  — 5*+10* 3 

3 + 2* 4* 2 — 9 ’
(Ж . .О 0 .  )
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1 I х-г
л — 2а ^ х - '2а 4и-д

| Ж а  воО. I
X - I

X I
х — I 

л
Г  4 I(Ж  а воб. | |

За х 2 «» Ь1 — .

а* — 2а -+- 1 а- — 1 а2 2а — 1

Ю(<2=+1)
( Ж - О О .

_> I _ 5 _____________ р________
р — и ' ‘2р + 6 '2р- — \2р + 18*

( Ж а в о б :  :чТ - з) £ +99)- )
7 3 11

■< (бх-у ' 15ху* Ъх3у
{ е. ЗДС3 т  Збху — ЗЗу \ 
( Ж а в о 6 - —    )

.5 3 (т  + л)
3 т  Зл 2/ла + 4тп + 2л2

I( Ж а в о б .  )\ Ъ (т + п) )

г) Касрларни кўпайтириш ва бўлиш

Алгебраик касрларда з(ам касрни касрга кўпайтирганда 
суратини суратига кўпайтириб — сурат, махражини махра- 
жига кўпайтириб — махраж қилиб ёзиш керак; агар улар кис- 
қарса, кисцартириб, кейин колган касрларни кўпайтириш керак.

1- мнсол.
Кдгу 5.г 40.гэу

3 (Т Т 7 ) ‘ 7 Г Г Г 7 )  “  2 Цд х у /
й- иисол.
1 > г1 х  — у (2 у — т ) ( 2 у -»■ х ) х — у _  2 у — х _1_ _
ху х-> ( X 2 у)у *  д (у  — л| ‘ (X т 2 у)у — — х у "*

2 т — х х — 2 »
*  лу “  ху

3- мисол.
1 X *  + Л*  2 л’ — 2 ** 3(а> т я* 4. «,>) 2  (а -  ») (а + ») I
Е Г 7 Т *  « « • - « * » '”  4(а , ») ‘ 9 (д -  ») (*» + аЬ +**) ”  7 *
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Касрни касрга бўлишда ҳам, арифметикадаги оддий каср- 
ларни бир-бирига бўлиш қоидасидан фойдаланиш керак.

4- м и сол.
х* + ХУ . — ХУ х (х +  У) ‘3 (■** — у’) __
Ъх- — 5уа 1 З+ 1 -Зу3 *  5(дса — уа)-ж(дс — у) “

X (дс + у) 3 (дс — У ) { Х ‘ + ҳу +  у-) =  3 (ҳ1 +  ху + Уа)
“  5(д:+у)(дс — у )' х (х  — у) =  5(дс — у) *

5- м и с о л.
(л  +  т ) а . Г   п т  —  Л121 __________ ( я  +  от)2 (п  —  /я)а _
л т  —  т ' * '  [ ( я  —  т ) 2 ] —  т  ( л —  ш)-/и (л + я « )

( л + т ) ( л  — т )  л а — т 1 т 1 — Ла
”  т 1 *  т 2 ^  т 1 '

М аш цлар .  Қуйидаги амалларни бажаринг:
5 з _ 1

2адс 3Ьх 4х4у ! 12ба62 4 2 да 4- аЬ . аЬ + >а ,
Т Г : «ў* ! вЗс^У Р  1 2 '  За - 5 Ғ ”

7  4 + 1 'Е-
1  1

5я1 —  5 я  8/я 4- 8п д: 2.«
4/я + 4я 10т — Юл’ 1 1

х* ~  2*а
(Ж  а в о б. х.)

а т а — дла . я т 2 — 2тпа + ап2 

т а 2тл + л2 ‘ З т  + Зл '

( Ж а в о б .  —5—  ) \ т  — п )

а4 — х 4. аа +  ла . х* — 5дс + 6  дга +  3* . 4(а  +  Ь)< 3 (а — *)а.
а * ~ х з: да — д:2’ д:а +  7 ж + 12' дса -  4дс +  4 ' (а  — Ь)1 ' (2а + 2Ьў'

х  д: +  1 

х  — 1 +  дс

дс + 1

+  у )1 . Г дсу +  у а 1
ху- у*- [  (дс-у)2]"

4 ~ Х +  ~

— + — —22 + д:

(Ж а в о б . ) 

[Ж а в о б .1  — ( у )\  ] 

( Ж а в о б .  ў . )
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х1 + 2х~3 . х* + 1х + 12
х'2 + Зх — 10 ‘ х* — 9д; + 14'

(ж»«"-еттЗ')
д) Касрларга доир аралаш мисоллар

Куйида иккпта мнсол ишлаб кўрсатамнэ. Бу мисолларда 
амалларнинг бирин-кетин бамсарилишини текшириш китобхонга 
топширилади.

1- м и с о л.
Г а 1 1 — 3а +  а? 1 1 , а’ + 1

13а -г — 1 ) 3 а * — 1 а — 1Г 1 — а
I а — 1 ________1 — За + а3 1 ] 1 — а

** [За + а2— 2а + 1  (а — 1 ) ( з а + а + 1 ) в — I)"  оа + 1 " "
г а — 1 1 — 3 а + аа 1 1 1  — а
[а 2 +  а + 1 (а — 1 ) (яа + а+  1 ) а — I )  а 2 +  1 

а3 — 2а + 1 — 7 + За —  а 3 — а3 — а — 1 1 — а
(а — 1 ) (аа + а + 1 ) а3 + I “

- ( а 2+ 1) 1 ]
—  ( а 3 +  а + 1 )  а 3 +  1 а а + а + 1

2- иисол.
(а-уУ  , (у - г )3 . <»-дг)> ^

( х ~ х ) ( 2  — у ) ^  ( х - у ) ( х  — х) ^ ( у  — х ) ( у ~  х) ”  
в  (х — у)* + (у — 2 )ш + (я — ху> _
“  (■лг— У ) ( * ~  л ) (* — у) “

X* —  Э х 2у  +  Здгу’ —  у а +  у* —  З у а2 +  З у 2а —  2* +  2* —  32аДГ +  32ДГа —  ДС3
( Л —  У ) ( 2  —  Х ) (Х  —  у )  “

_  —  Здгау  +  Здгуа —  З у а2 +  Згдг- +  З у г а —  З г адс 
_  (ДГ—  у ) ( 2  —  ДС)<2 —  у )

— 3ху (х  — у) + Зг (дта—уа)-  Зга (дс—у) _ 3 (д; — у) (— лгу + гдс+гу—га)
11 (Х — у ) ( Х  -  х )(х  — у) (X — у ) ( 2 — ДС)(2 — у) “

аг 3 1— г(г ~ у )  + дс(г — у)| _  — 3 ( 2  — у ) (г  — дт) _  _  0  

“  (2 —Д Г )(2 — у) ( 2 — ДГ)(2 —у)
Демак, аралаш мисолларни ечишда, касрлар устидаги ҳам- 

ма амалларнинг қоидаларига риоя қилиш керак.
М а ш ҳ л а р .  Куйидаги амалларни бажаринг:

(Ж а в о б .

' (Ж а =об г Ш  )
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^  [</л +  л )» ‘ ( т  +  л  )  м *  +  Ч т п  +  л 1 ‘ ( т * п2 ) 1 ' /яал а ’

( Ж а в о б .  )
л) <*  + »  п ) . (  2 *+  2аЬ ) { 1 , 1 \ "
' \ аЬ “  /1 \ да + 2аЬ + Ь2 1 1а + Ь а — Ь;'

( Ж  а В 0 б. |-. )
М [ 1 . 6<*  £_\ . <Р^±^_ _  5 \
“ М р — 2<? 4д2 —/>а р-г 2<]) ' \р2~4<}* 1 /'

• ~Ъ>‘ )
' а3 +  ь* Да + » м . / а3____________а \

’ \а3 — Ь* а- — 6- / * * а8 — 63 а1 1- аА -г Ьа )*
( Ж а в о б .  )

1 • [ д + ь дй + 1 1
19 а3 + й® ‘ I 1 + аЛ — а2 — а8* (а + £)(а- — I ) )*

( Ж а В ° б- “ а - ^ Ь Н
/ Зх-2у_________1___ \ . 2. 2у2~ 3 *у- 9 *2

' '3\г2 — 5ху -г2у2 2у — ЗМ ’ л 1 9/г-— 12/су+4у3‘

(ж “ во6- & = % я£ гг )
О ' Х  +  У  > У +  г  ■
' '  \ У —  2 ) < 2 —  X )  " Г ( «  —  Л-)(ДГ—  У )  ‘ (лг —  у Х у —  2 )*

( Ж  а в о б. 0.)
10»  !   ! | ! _

' а(а — Ь){а —с) Ь(Ь — а)(Ь — с) е (с — а)(с — Ь)

(Ж а в 0 «- » • )
11\ ( Х ~ У  ■** + У* + У — 2 | . 4.к« + 4дг-+ + >■- — 4 
• * / 12у — х х- — ху — 2у2 } ' х* + у + д-у + х '

( Ж а в о б .  — —— ) 
1ЛЧ /2а + 10 , 130 — а , 30 0 \ За» + 8а2 -  За
и > \ з^ г г  + т з т а  + 7  ~  ° ; ------ !-----

] - 7 а2

(Ж а в о б .  11<Н£±^±£). )

Н- 9 . Т ЕН ГЛ И К . АЙНИЯТ ВА Т ЕН ГЛ А М А Л А Р

1 - т а ъ р и ф. Иккита ифодани тенглик ишораси билан 
боғлангани тенглик деб аталади. Тенгликнинг қисқача ифо- 
дасини а — Ь кўринишида ёзиш мумкин. Хоссалари:
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1) а = Ь йўлса, Ь = о бўлали; 2) а = Ь ва Ь = с бўлса, 
а = с  бўлади; 3) а = А ва т  = я бўлса, у ҳолда бу тенглик- 
ларнинг ўнг ва чап гомонларини ҳаллаб қўшиш, айириш, кў- 
паЙ1Ириш ва бўлиш мумкин:
а + т  = Ь п\ а — т  = Ь — п\ а т ^ Ь - п  ва — = - (/и + 0, л + 0).

т  п
2-таъриф. Агар тенгликда қатнашган ифодалардаги 

ҳарфларнинг мумкин булган ҳамма қийматларида тенглпк 
ўринли булса, бундай тенглик айният дейилади. Мас^лан, 

4 ■ 11 + 2дг) — 1 = 8дс -Ь 3: хэ — 1 = (л -  1)(х2 + л + 1);

а‘ — аЬ + Ь-
на ҳокаэо Тенгликлар айниятдир, чунки, уларлаги ҳарфлар- 
нинг ҳар қапдай қиймагида тенглик сақла^яди.

3-таъриф. Бир ёки бир нека ҳарфдан иборат тенглик- 
нинг ҳар икки қисми. шу ҳарфларнинг ҳар қандай сон қий- 
матида бир хил сон миқдорига эга бўлавермаса, бундай 
тенглпк тенглама деб аталади. Бу ҳарфлар билан белги- 
ланган сонлар тенгламанинг ноъмалум сонлари дейилади.2

Масалан, Зх — 2 = 0, бу тенглама. чунки ёлғиэ х = — кий-

матдагина тенглик сақланади, яъни 3 -^  — 2 = 2 — 2 = 0; 0 =
= 0 — айният ҳосил бўлади, аммо х нинг бошқа кийматларида 
Зх — 2 — 0 тенгли< ўринли бўлмайди

Тенгламада номаълум сонларни белгиловчи ҳарфлардан 
бошқа, бирон маълум сонлардан иборат бўлган ҳарфлар ҳам 
қагнашса, бундай тенглама ҳарфий тенглама дейилади.

Масалан, 8л — а = 2л — Ь, бунда а, Ь лар маълум сонлар,
х — номаълум сон. Бу тенгламани ёлғиз лг=^-^-ифода қано-

6
атлантиради, яъни 8 • _  а = ‘2— — — бундан: д—4-Ь=

6 6
= а—АЬ айнияг ҳосил бўлади.

4 таърнф.  Тенгламадаги номаълумнинг гпенгламани 
қаноатлантирадиган, яъни уни айниятга айлантирадиган 
сон қийматлари тенгламанинг илдизлари ёки ечимлари

2 и —■ Ьдейилади. Масалан, бизнинг мисоллардаги х = -  ва х = --- #
3 6

Тенгламанипг илдизини топиш, уни екиш дийилади.
Тенгламалар бир номаълумли, икки номаълумлн, уч номаъ- 

лумли ва ҳоказо ҳамда биринчи даражали, иккинчи даражали, 
учинчи даражали ва ҳоказо бўлиши мумкин, Масалан, 7« — 
— 5 = 8 — Зл ( I ); 2х -  Зу + 5 = 0(2); 7л -  4у -  5г -  1 = 0 (3) 
тенгламалар биринчи даражали тенгламаларлир; д2- 8* 4-15 = 
= 0 14); Злу - 5дг 4- 2у — 11 = 0(5) тенгламалар эса икиинчи 
днражали тенгламалардир.

/I
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Тенгламадаги номаълум соннинг энг катта даража кўрсат- , 
кичи тенгламанинг даражаси дейилади. Агар тенгламада икки 
ёки ундан кўп номаълумлар қатнашса, унинг ҳар қайси ҳади- 
даги номаълумлар даража кўрсаткичлари йиғиндисидап энг 
каттаси шу тенгламанинг даражаси дейилади. Масалан, бизнинг 
мисолда ( 1) тенглама бир номаълумли 1- даражали тенглама,
(2) тенглама икки номаълумли биринчи даражали тенглама;
(3) тенглама уч номаълумли биринчи даражали тенглама; (4) тенг- 
лама бир номаълумли иккинчи даражали (квадрат) тенглама;
(5) тенглама икки номаълумли иккинчи даражали тенгламадир.

а) Тенг кучли тенгламалар
'Гаъриф. И ккита тенглама илдизларининг сони ва ций- 

матлари ўзаро тенг бўлса, улар тенг кучли тенгламалар 
дейилади.

М и со л л а р .  1) 7х-|-5 = 8 — Зл ва Юлс — 3 = 0 тенглама- 
лар тенг кучли, чунки иккаласини ҳам ёлғнз х = ^  = 0,3 қа- 
ноатлантиради.

2) л'2 — 1 = 0 ва Зх — 3 = 0  тенгламалар тенг кучли вмас, 
чунки биринчн тенгламани х = + 1, иккинчини вса ёлғиз л= +1 
қаноатлантиради.

Берилган тенгламадан унга тенг кучли тенгламага ўтиш 
учун тенгламаларнинг қуйидаги икки хоссасидан фойдаланиш 
мумкин.

]) Тенгламанинг иккала цисмига бир хил сонни цўшиш, 
айириш бки тенгламанинг иккала цисмини нолга тенг бўл- 
маган бир хил сонга кўпайтириш ёки бўлишдан ҳосил бўл- 
ган тенглама берилган тенгламага тенг куялидир. Масалан,
12х — 8 = 1 + Зх тенгламанинг иккала қисмига ( +  8) ни қўшсак 
12л=9 + 3л. Берилган тенгламанинг иккала қисмини (+2)  га 
кўпайтирсак: 24л — 1б = 2 + бл ҳосил бўлади. Бу ерда 12л =
= 9 + Злва  24л — 16 = 2 +€л тенгламалар 12л — 8 = ] + Зл 
тенгламага тенг кучлидир, чунки улардан ҳар бирини х = + 1 
гина қаноатлантиради.

2) Тенгламанинг ҳадларини тенгликнинг бир цисмидан 
иккинчи цисмига унинг тескари ишораси билан ўтказиш  
мумкин.

Масалан, 7л +  5 = 8 — Зл ёки 7л + Зл = 8 — 5; 10л = 3 бў- 
лади, чунки 7л + 5 = 8 — Зл нинг ҳар икки томонига ( — 5) 
ва ( + Зл) ни қўшсак, 7л + Зл = 8 — 5 ёки 10л=3 бўлади.

б) Биринчи даражали бир номаълумли тенгламалар
ах + Ь = 0 ёки ах = — Ь кўринишдаги тенглама биринчи 

даражали бир номаълумли тенгламанинг нормал (энг содда) 
кўринишидир. х — номаълум сон; а ва £ — маълум сонлар;
Ь — озод ҳад, а — номаълумнинг коэффицпенти.
72
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ах 6 = 0 тенгламани ечиш учун озод ҳадни тенгликнинг 
ўнг ҳисмига тескари ишора билан ўтказиб, уни номаълумнинг
коэффидиентига бўлиш керак: ах = — Ь, х = — Бу қнймат
тенгламанинг илдизидир1.

Агар тенглама нормал ҳолда бўлмаса, олдин уни нормал
ҳолга келтириб кейин ечиш керак. Масалан, 1) л 1 + 9 «

2 , а 6 , 1 . Б= з ^ + 4 -  у •* + 5 “Ъ ;г х тенгламани ечинг.
Е ч и ш .  х + 1 ~  х — х + х — х = 4 + -̂- — 9 ёки

30* + 45* — 20л — 25* + 36* 24 А
30 “  5 еКИ

116х = — 144;

2) 5дс — 1 -у а -• 1 х + За тенгламани ечинг.
_  - ,1  о ,1  10* —3* 6а + 3д _ пЕ ч и ш. 5х — 1 у  х •- За +- 1 а, — -—  = — —̂ , 7х 9а,

3) ‘" Т *  ~ Р =,~^Г + Ч (р * ° '  д + 0) тенглама ечилсин. 
Е ч и ш. = Я- + -2-, р ( I  + р) — д (( -  д) -  /?»+

бки ( р ~  д )( + р* + <?* = р1 + д * ,(Р~ Я )  * *=■ -  0-
4) (л + 2)* + Здс — х* — 3 — 0 тенглама ечилсин.
Е ч и ти. (х + 2)! + Здс — х* — 3 = дс' + 4дс + 4 + Здс—д:а —3 -— 

«  7х + 1 = 0.
Бундан:

х  1 .

5' ТГГь ~  (7Т Т ?  "  ^=+г ~  л, _  аь\ +*** _-у (а + Ьв*а  + - о ) 
тенглама ечилсин.

1 Биринчи даражали бир номаълумли тенгламалврии ечиганинг умумнй 
қоидасини М у ҳ а м м я д  н бн  М у с о  а л - Х о р в я м и й  (IX  аср) берган. 
У ўзининг .Алжабр ва ал-муқобела* номли асарида тенгламалвр ечилда 
қўлланиладнган икки усулни беради. Масалан, 8 *  — 3 =- 5 * — 2 тенглама 
берилган бўлсин. .Алжабр*ни твтбиқ втамиа, бу ҳолда тенгламанинг иккала 
томонига 2 вя 3 нм ҳўшвмиа: 8 *  +  2 =■ б* + 3 бўлади, анди . Ал-мукобала’ 
нн татбиқ этамиэ, бу ҳолда ҳоснл бўлган тенглвмадан 2 вв 5* ни вйнрамиз:

3* =  1 ҳосил бўлади. Бундан *  =  —илдиа. Бу вса тенгламанинг ҳадларини
тенгликнинг бир томонидак иккинчи томанига ўткааиб йаиш қоидасики 
беради.

та
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Е ч и ш. Умумий махртж топиш учун, дастллб махражлар- 
нк соддалаштирамиз: а3 — аЬ~ + а'Ь  — Ь3 = а (а2 — Ь*| 4-Ь (а2 — 
— Ь2) = 1а + Ь) |а2 — Ь2\\ а? — Ь3 = (а — Ь) (а2 + аЬ + Ьа).

Демлк, (а + Ь)2 • |аа — Ь*\ — умумнй махраж. Энди берилган 
тенгламани умумий махражга келтириб ёзилса, қуйидагидек 
бўладн:

х  + I ах а'- _ Ь-х
а * Ь (а *  Ьр а3—Ь3 (аг -  4-) (л + Ь) '

Умумий махражни ташласак, ушбу тенглама хскил бўлади:
(а + Ь) • (а3 — Ьа) х 4- (а + Ь) (а3 — Ь•’) — а (а3 — Ь3) х= 

=а2(а-\-ь)-- Ь2(а2-\-а -)-Ь2) х ёки \(а+ ь)(а3—Ь3)—а(а3—6а) + 
+ Ь1 (аг + аЬ + Ь2)] х = а1 (а + Ь)2 — (а +  /) (а3 — Ь3) ёки 

((а2 + аЬ + Ь2) (а2 — Ь2 — а* + аЬ -+ й2) ] х =
= (а + Ь) (аа + а2Ь — а3 + й3) ёки аЬ (а2 + аЬ + №) с =

= Ь(а + Ь) ■ (а2 + Ь2), бундан х = <а "" **<о2 +м'

6) | £ ± 1  +  *  + 1

а (а - + аЬ 4* №)

х>+,
(х+ а ')а  ах + 1 2а х + 1 х + а 1 1 I

тенглама ечилсин (а л :+ 1+ 0).
Ечиш .  Дастлаб қавслар ичидаги ифодаларни соддалашти- 

рамиз.
а-Ь1  ̂ .лг + I |   д «-1 ,+:+!  ̂   д + 1 ,
ах + 1 ' лг + а~~‘ алг + 1 а *+  1

а
, а(х + 1 ) . а I + ах * а — ах — 1 2 а

Н   — 1 —ах +  I ах + I ал: 1

а + I а(л: + 1 ) . , й + 1 ах '• а .1 —    н ( =
(л:-(-а- ,]в ах ( - 1 ' ах ( - 1  а х + 1

  а + 1  — ад: — а + ах + ]   2

а « + I ах + I "

Демак, берилган тенглама —°  — — = -  куринишга кела-
ах+1 а х + 1  2

дн. 15у тенгламани соддалаштирсак аи= ^ бўлади. Бундан л = 
-= 2а — илдиз,

4—Зх „  дг — Э
7х — -------  Тх — —-— ̂ 27) х + 2 -------т-̂—  = --- =---- тенглама ечилсин.1а 6

Ечи ш .  Тенглама ҳадларини чуйилагича кетма-кет.содда- 
лаштирамиз:

п 4~3х
~х ~  5 10х — 4+3» |3л 4

15 5̂ 75
74
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„  п 1Ъг— I 7Ьх - 150- 1.1» 1 62дг ‘ 1М
л г 2 “  ~ 1 Г-  ~  ------ 73-------"= — 7Е—  ‘

. * — з
х 2 Мдг— дг*Л 11х + 3 

5 ^  10 “  '  10 •

Демак,
62х - 1М Пг ’ 3

• 75 Ю •

Бу тенгликнинг иккала қисминн 5 га кўпайтириб, умумий
махражга келтирсак; 124л: + 308 = 195х +45 ёки 71 а: «= 263
,  ,  _  263 „  50булади. Бундан; х = ур = луу.

3(1,2 - х )  5 + 7 х _  , 9x1 0 ,2  4 (13х-0 ,6 )
8)  ц)------- 4 л — 20---------5----  тенглама

ечилсин. .
с.ч и ш. Тенглама ҳадларини куйидагн тартибда соддалаш- 

тириб ёзамиз:
3(1,2 — х) , 4 (13х — 0,6) 3,6 — Зх + Ю4х — 4,8 101 х— 1,2

Ю *" 5 . 10 — 10 ’
9х + О.о 5 + 7х 20х + 9х + 0.2 г 25 + 35л 64+ + 25,2

20 1 4 — 20 20 *

Демак, 101-7ў --  = ш  ^ 25'* ёки 202* -2,4  -  64л + 25,2
ёки 1 38а: = 27,6 тенглама ҳосил бўлади. Бундан:

■* = ш  -  °-2-

в) Махражида номаълум ҳад бўлган тенгламалар

Кўпинча махражида номаълум ҳад бўлган тенгламаларни 
ечишга тўғри келади. Бундай тенгламаларни ечиш алоҳида 
эътнбор талаб қилади. Буни мисолларда кўриб чицамиз.

.  7 _1- мисол. *--- . =2 тенглама ечилсин.2х — I
Е ч и ш. -̂х‘_  д =» 2 нинг икки томонини 2дс — 1 + 0 га кў- 

пайтирамиз: 7 = 2  (2х — 1) ёки 7 = 4х — 2 ёки 4дс = 9, бундан: 
х = Бу қиймат, берилган ва ҳосил бўлган тенгламаларни

9қаноатлантиради; демак, улар тенг кучли тенгламалар, х = — 
эса илдиз.

2- мисол.  5 4----—7- = —-—1 тенглама ечилсин.
1 х — 4 х — 4

7&

4
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1 5 __хЕ  ч и ш. 5 + _ 4 = ^ г 4 (1). Бунинг иккала қисмини (х—4)=а
Ф  0 га кўпайтирамиз: 5х — 20 + 1 = 5 — х (2) ёки бд: = 24, х—4 
бўлади. х = 4 (2) тенгламани каноатлантиради, лекин х = 4 
бўлганда ( 1) тенгламанинг умумий махражи нолга айланиб, 
ундаги касрли ҳадлар маъносини йўҳотади, х ■= 4 бўлишн 
л: — 4 + 0 деб қилинган фаразнинг тўғри эмаслигини кўрсата- 
ди. Бундаги л = 4(1) тенгламанинг чет илдизи дейилади.

о 7 0 3дс — 9 .3- мисол.  Зл. _ 2~  2 = <2_ $ х тенглама ечнлсин.
Е ч и ш .  Тенгламани умумий махражга келтиргандан кейинО

7 ^ 6 л  + 4 = 9 — Зх ёки Зл = 2 бўлиб, бундан =

3 —  9о- 7 _  3 . 7 _ —7Т е к ш и р и ш . — й----- 2 = ------^ еки -— Г)— 2 = -—з+ _ 2 2_ 3. |
2

бунинг бўлиши мумкин эмас. Демак, х = -у чет илдиз.
. х с 3 (х  — 4)4- м и с о л. - — 5 •= ■ тенглама ечилсин.
Е ч и ш .  Тенгламани умумий махражга келтириб, соддалаш-

27тирсак, 9л — 27 = 0 бўлиб, бундан х = у  = 3.
т  , 3 е 3(3 — 4) _Т е к ш и р и ш .  3-^3 — 5 = 3_ 3 , бу мумкин эмас.

Демак, л = 3 чет илдиз.
е х ~  а Зх +  Ь 0 / ,ч
5- мисол.  2х — ь ~~ бх — а = тенглама ечилсин.
Е ч и ш. Тенгламанинг иккала қисмини (6х — а) • (2л — Ь) + 0 

гв кўпайтнрамиз: 6ла—6ах—ах + а2— 6ля—2Ал+ЗАл + Ь%= 0 (2)
ёки (7а — Ь) х = а* + йа, бундан: х =  (7а — Ь Ф  0). Бу-
ни ( 1) тенгламага кўямиз:

а5 + & + 6»
7а — Ь ~ а 3' 7а ~ Ь +Ь а* + Ь*— 7 а + аЬ
а1 4- ь> а> + Ь* “  2^  + 2Ь‘—7аЬ + Ь>

2-= ~— г  —  Ь 6-7а — Ь и “ 7 а - Ь ~ и
За> +  3 Ъ* +  7 аЬ — V* = 0
6 а> +  Ш  —  7а> +  аЬ  

ёки
6Ь* -  3а Ч 2 + 6аЬъ -  сРЪ3 + 6а4 — а»Ь + а№— 6а3Ь + а2Ь*—6аА — 
— 4а2й* — \4а*Ь -  6Ь* — 9а2й2—21аЬ»+21авА + 14ай" + 49агЬ2 =0

ёки 0 = 0 бўлади.

Демак, х = 7̂ 1 . у  0 )  ва (2) тенгламалар учун умумий 
илдиз, яъни ( 1) ва (2) тенгламалар тенг кучлидир.
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М а ш ҳ л а р .  Қуйидаги тенгламаларни ечинг ва топилган 
қийматлар тенгламани қаноатлантирадими-йўқми, текшириб 
кўринг:

. ч х а
а ~ й х

2х + а __
2  а ' 

Л 6 — а

*7\Ч

с ( ~ с Г ~

3 
— а

8) 2 -

о\ о

* + 2

х — 3 З х — 1
> *  х  +  З Зх + 1 '

о-»

х  + а 
Зи 

Зи — 2  

2

Зх — 7а г 
х* — я- ' 
2и — 9 
2и — 5 ’ 
8+9/

4)

б)

* — 2 2* — 4 1 г + 2 '
12 _ I — 3* 1 +3*.

1—9x3 ~  I + Здс +3х—1;
5 — а 5 + а

1—6/ 57+7 36/- — 1’

10 > г Ъ + 1 - Ч = ғ 4:

Ч )  3 + Г = 7 1 + + Т “ °1

6 ) 4Ь — х 4Ь + х 0 ;

12) 1  • (I  -  2) -  |  (5* -  6) =  |  (37 -  4).

(Ж  а в о б. 1.)

18) *
X
I

3 х

= з -

14)

16)

5х— 1

Ь +  х . 2 х
ла + 2 лй + Ьз а

7_  11' ** *♦•
' 3

х — Ь . х +  Ъ , х — Ь
аз—Ь* а + Ь + а — Ь'

12у* +  ЗОу —  21 З у - 7  , 6 у +  5 
*«)  гёуПГд   -г

17) За +  х х — За 9аа — ха

ас + Ьс  ̂ ЪЪх 24с ах + Ьх ‘

( Ж  а в о б. 3.)

( Жа в о б .  0,3.)

(Ж  а в о б. а.) 

(Ж а в о б .  3.)

(Ж а в о б .  )

(Ж а в о б .  с.)
15- §. Т ЕН ГЛ А М А Л А Р СИ СТЕМ АЛАРИ

1. Биринчи даражали икки номаълумли 
иккита тенглама системаси

Таъриф .  Номаълум х, у сонларни иккита 1- даражали 
тлнгламалар билан боғланишига 1- даражали икки номаъ-
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лумли чккита тенглама системаси дейиладп1. Бундай тенг» 
ламанииг умумий кўримишини

1ах 4- Ау == с,
, (П

а, х + й,у = с,
шаклдя ёзиш мумкин.

(1) кўринишдаги система биринчи даражали икки номаъ- 
лумлн икки тенглама системасининг нормал кўриниши дейи- 
лади. Бунда: х ва у лар иомаълум сонлар, а\ Ь\ с\ а,; Ь,\ с, 
лар берилган сонлар ёки ҳарфий коэффициентлар дейилади. 

Ечиш усуллари:
Кўшиш усули.

Г ах + Ьу = с,
1 а,х + д,у = с,

берилгаи бўлсин. Қўшиш усулида номаълум х ва у лардан 
биттасини, масалан, у ни йўқотиш керак. Бунинг учун (1) нинг 
биринчи тенгламасини Ь, га, иккинчи тенгламасини- Ь га ҳяд-лаб кўпайтирамг" 
чи тенгламани ц.

ундан кейин бирннчи тенглама билан иккин- 
лаб қўшамиз:

аЬ,х -|- ЬЬ,у ■■ сЬ,
— а,Ьх — ЬЬ,у = — сЬ

{аЬ, - а,Ь)х — сЬ, — с,Ь

бундан: х = ^ . Энди х нинг бу қиймагини тенгламялар-
ап, — д,й

лан бнттасига қўйиб у ни топамиз, масалан, 1-тенгламага
қўйиб, уни соддалаштирсак, у = ас' ~ а,е ҳосил бўлади Бу чи-

аЬ, — а,Ь
қарилган х, у нинг формулаларида махраж аЬ, — а,Ьф0 бўли- 
ши керак.

1 - м и с о л.
|5дг— 2у = I,
| Зх + 4у = 24 

система қўшиш усули билан ечилсин.
Ечи ш ,  Биринчи тенгламани 2 га, иккинчи тенгламани 1 

га ҳадлаб кўпайтириб, натижани ҳадлаб қўшамиз; айгилган- 
ларни бундай ёзамиз:

15х — 2у — 1 2 
+ (здг + 4у = 24 1

13д: + 0 = 26

1 Икки номаълумли икки тенгламала бир хил исмли номаълумлар бир 
хил сонларни белгиласа, улар система ташкил этади.

7»
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од -

<5ундан: х = — — 2. Энди у ни топамиг 5-2-2у = 1 ёки 2у = 9, 
13
9бундан: у — — 4,5.

2- м и с о л.
( Зах + 2/>у = 8.
1 а х — Ьу = — 5 

система чўшиш усули билан ечилсин.
Е ч и ш.

( Зах + 2йу = 8 I I  
( ддс — ьу — — 5 | 2 

5 ах + 0 = — 22бундян: х =  . Энди х нинг бу қийматнни иккинчи тенг*
Ъа

ламага қўямиз:
а - I — - )— Ь\'~— 5, — 2 +25 = 5Ьху 5Ьу — 23, бундан: у=

\  ̂ Ъа ' ЪЬ
Ўрнига цўйиш усули.
Ушбу

( ах + Ьу = с,
1 а^х + Ьуу = с, 

система берилган бўлсин.
Бу усулда тенгламаларнинг бигтасидан, масалан. биринчи- 

сидан битта номаълумни, масалан, у ни иккинчи номаълум х 
билан ифодалаб уни иккинчи тенгламага қўйиб, досил бўлган 
бир номаълумли биринчи даражали тенгламани ечамиз. Яъни
ах + Ьу = с тенгламадан: у = е—~йХ, буни иккинчи тенгламага 
қўйиб соддалаштирсак:

с *  аха,х + ь ,   с, ёки (а,Ь—аЬ.) х = Ьс,— Ьхс, (аЬ, — а,Ь)х=
Ь ‘

= сЬ ,—с,Ь бўлади. Кейинги тенгламадан х ни топамиз. х =
<», — г,/> „ „

~  аь ~а~ь' Х НИКГ ^и^матини ЎРнига қўйсак:
сЬ, — с,Ь 

с—а . --------
' у   аЬ' ~  а'ь = ае'~ а<( , (аЬ, -  а,Ь ф 0).

Ь а.Ь,—а,Ь
Мисо л.

( Зх + 2у = 5,
( 13дг— П у — 2

система ўрнига қўйиш усули билан ечилсин.
Е ч и ш  Зд: + 2у = 5 тенгламадан: у = 5~ Зж; у нинг бу қий-

5—Зл*матини иккинчи тенгламага қўямиз: 1 Здс — 11- = 2 ёки
1 2
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26л — 55 + ЗЗж = 4 ёки 59л = 59, бундан: х = 1; демак, у ■=
5-3-1  ,

=* 2 -
(Ж  авоб. л = у =  1.)

Агар тенгламалар системаси нормал ҳолда бўлмаса, олдин 
уни нормал кўринишга келтириб, ундан кейин юқоридаги усул 
билан ечиш керак.

Масалан,
5 х — 4 15лс — 2 
Зу + 2  =  9у 4 '
3 (Зу 4- 4) + 4(5л -  2) = 0

тенгламалар системаси ечилсин.
Е ч и ш .  Тенгламалар системасини дастлаб соддалаштириЗ, 

ундан кейин ечамиз:
(5.*: — 4) (9у + 4) = (15л — 2) (Зў + 2), 45-*у + 20л — 36у — 

— 16 = 45л:у + ЗОл — 6у — 4, Юдс + ЗОу = — 12, 5лс + 1Яу = —6;
3 (Зу + 4) + 4 (5д: — 2) = 0, 9у + 12 + 20* — 8 = 0, 

ёки 20л:+ 9у = — 4.
( 20/с + 9у = — 4 
| Б-* + 15у =° — 6

— 51у = 20,

1
- 4

Энди х ни топамиз:

* п  — 4 9у - 4  + 60
Тг 2

8Б'2 0  20  '

М а ш қ л а р .  Қуйидаги тенгламалар системалари ечилсин:
1) |2.к +  у = 8; 2) (7х + 9у — 8 = 0|

|3л: + 4у »+7. (9дс — 8у — 69 = 0.
3) (12х +  16у + 1 = 0;

|15л: + 20у +  10 = 0.
4) (3ах + 2Ьу = 8;

( ах  + 2Ьу = — 3.

В) Зх — 2у , 5л — Зу
5 1 3

2х — 3у . 4х — 3у
= х +  1{

= У + 1- #
(Ж  а в о б. х 3: у = 2.)
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6) 0,2лс + 0,1у Ах — у Зх +  0.5у х — у ;
2  Гб “  30 *" 5

Зх + 2у — ! 0  0,8дг — 5у---- 5  = о —   -41

(Ж  а во б. *  = 5; у = 9.)

7)
— — — = 9 ;д: у ’

— ч- — •- 35.X у

^ Ж а в о б .  х = ^ ;у  — 4 . |

(Кўрсатма. Ьундай мисоллар, олдин1 = и ва 1  = 1> деб
У

олиб, кейин ечилса қулай бўлади.)

8) | а а '
2х у
Т - 7 = й-

(Ж  а в о б. х = 3а; у — ас.) 
9) ( 1 3 * - 5у = 6;

| 13у — 5* = 6.
Бу системада тенгламаларнинг биридан иккинчисини ҳосил 

қилиш учун, ундаги х ни у билан.у ни х билан алмаштириш 
кифоя. Бундай системаларни ечиш учун, х = у деб, тенгла- 
малардан биттасига қўйиб ечиш қулайдир. у = х ни 13*—5у=6
га қўямиз: 13* — 5* = 6 ёки 8*  = 6, бундан: *  = т . Демак

3у = * =  т -
(4- (0,1* + 1) + 5 = 1,1у;

10) | 11 + О.Зу — х _  5 = 4  (1  _  ^

(Ж  а воб. 5; 10.)

11)
\а ( д : - 1 ) = й ( у  +  1 ) ;

± + Х
а —  Ь

( . . .  - а + Ь а —; Ж авоб.

12)

а — 1

йау 2 — 2 лу 2 у 
х у _  а + 1

Та 1 2л — 4 — а? — Аа'

6—66 81
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(Ж а в о б .  2; -  )

(Ж а в о б .  5; 1.)

15)
1 Ьх -  1 4^ 3(Ух 4. 31 _  Зҳ 4 5у

* * 2ю— 2«)*

( Ж а в о б .  I ;  } )

2. Уч номаълумли биринчи даражали учта 
тенглама системаси

Бундай системанинг умумий кўринишини қуйидагича ёзиш

Бунла х, у, г лар номаълум сонлар бўлиб, а, Ь, с, аи Ьи си 
а2, Ьг, сг й ,йи а2 лар маълум сонлар (крэффициентлар) дир.

(2) уч номаълумли биринчи даражали учта тенгламасисте- 
масининг нормал кўринити дейилади. (2) системани қам қў- 
шиш ва ўрнига қўйиш усуллари билан ечиш мумкин

Қўшиш усули. Дастлаб битта номаълум, масалан, г  ни йў- 
қотиб, икки номаълумли икки тенглама системасига келтира- 
миэ:

( ах + Ьм + сг = й с±
I а,х -Ь й, V Д с,г = й̂  — с
(ас, + а,с) х + (Ьс  ̂— с&,)у = йс, — й,с;
I ах + Ьу + сг = й с2
1 агх 4- Ьгу + с2г — йг — с_____________
(ас2 — а2с) х + (Ьс2 — Ьгс) у = йс2 — й2с\
( (ас, — а,с) х + (йс, — с&,)у = Дс, — йхс\
1 (ас2 — а2с) х (Ьс2 — Ь2с) у = йс2 -  а2с.

мумкин:
ах + Ьу + сг — й, 
а\Х + ЬАу -+ с,г = йи 
а2Х + Ь2у + с2г = й2.

(2 )
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Бу икки номаълумли икки тенгляма системаси юқорида баён 
килинган йўллар билан ечилади. Топилган х, у ларнинг қий- 
матларини берилгаи тенгламадан биттаснга қўйилса, ундан г 
топилади.

1 - м и с о л.
'2х + у + Зг =  1,
4х + Зу + г = — 9,
— х + 4у — г = — 4

система қўшиш усули билан ечилсин.
Е ч и ш .  Ечишда бўладиган мулоҳазалар китобхонга топ- 

шириладн.
|2х-Ьу + Зг = 1 ! 1 Г4х + 3у + г =  — 9

*^|4д:^3ў + д= — 9 — 3 " М — х + 4у — г <= — 4
-  Юд: — 8у = 28;

+

Зх + 7у = -  13;
-  Юдс — 8 у = 28 

Зх + 7у = — 13
з
10

46
46у = — нб;

_  13 - 7у -13 + 7 - 23 3
Энди х ва у нинг қийматларини берилган тенгламалардан 

Йирортасига қўйиб, г ни топамиз:
г=  4у — х + 4 = 4-( — 1) — I — 2 + 4 = 2 х — — 2;

' у --- 1; * = +  2).
2-мисол. Тенгламалар системаси ечилсин:

- + - +  - = ^ :* у х 12
2 I 4 л •
я 6 1У
1 +- — _  £  — и 1 * •X у I  4

Е  ч и ш. Бу кўринишдаги тенгламаларни ечишда, дастлаб,
= и: ~ яя V ва — = т  деб белгилаб олиб, ундан кейин ечил- к у 2 ^

са қулайроқ бўлади Натижада

и + 2т» + 3«) = —,12
2и — V — 4® = —,

6

3« + 5г> — 2п) = —4
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система ҳосил бўлади, бу I- мисол каби ечилади:

+
2 и  —  V  ~  4и1 =  —0
3 и + 5г/ — 2ге/ = Ц4

-  1 
2

4и + 11т/ = о

м +  2® +  Зи> =  ^  

Зи + 5т/ — 2и = т
4и

11и

1 1 14 П ® =  з

19« ' 109
12

11

11и

Т' |

19« = 
1

109 •

Л 14 Ч 1 .; 4и = ^  — •«- = 1; и —

45« = 15; 

1
Т

I . 2 . „  ’ 5т  + д + Зю =

4
, в  _  1  гс = 6 -

Буларга кўра:

4; у = 3; 2 = — 6.

Демак, -г = 4; у = 3; г = — 6.
Ўрнига ҳўйиш усули. (2) системада: масалан, ал:+йу+ сг = 

= й тенгламадан г ни топиб, уни иккинчи ва учинчи тенг- 
ламаларга қўйиб соддалаштирилса, икки номаълумли икки 
тенглама системаси ҳосил- бўлади:

й — ах — Ьу 
2 =  С  •

ёки
, , . Л — а х — Ьу .<*1*  + Ьху + сх ■ --------у- = 4
I I .  , Л — ах — Ьу ,а2х + 6гу + са -— == = 4,

(,а, -  ^ ) х  + (», -  Ь )  у _  „■ _  'й ;

( . , - Э ) ,  + ( „ _ Ь ) , _ * _ * .

Ҳосил ҳилинган бу икки номаълумли икки тенглама система- 
си юқорида баён ҳилинган маълум йўллар билан ечилади. 

М исол .  Ушбу
15 л: — 4у + г = 1,
4 х + Зу + 2г = 9,

— 5х + 4у — Зг = 13
тенгламалар системаси ўрпига қўйиш усули билан ечилсин.
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Е ч и ш .  15* — 4у -г 2 = 1 тенгламадан, 2= 1 — 15* + 4у ни 
топиб, қолган тенгламаларга қуямиз:

I 4* + Зу + 2 — 30* 1 8у — 9 = 0 
I-  5* + 4у -  3 + 45* -  12у -  13 = 0 

ёкн ’
- 2 6 * +  11у =  7 

40* - 8 у  =  16
8

11
232* + 0 = 232; 

бундан *  = 1. Бу қолда: у = 3; г = — 2.
(Ж  авоб. *  = 1; у =3; 2 = — 2.)

И зо ҳ . Уч иомаълумли уч тенглама системаси олатда кўшиш усули 
билам ечнлади.

М а ш қ л а р .  Қуйидаги тенгламалар системалари ечилсин;
2 )

1) | 7* — Зу ч 5г = 1,
— 2*  + у — 2 = — 2,

I *  + 5у — Зг = 4.

(Ж  а в о б. *  = 1,9; у = — 1,65;
2= — 3,45.)

т  +  т’ +  ! - « .
5 ,и  +  | у - 4 г = 1 5 ,

40,1* — 0,4у + -̂ -2 = 5.

( Ж а в о б .  * =  10; у = 20;
2 =  15.)

3)
х у г у

х у г

- - -  + -  = - 4 .
2 X  ' У

4) | 0,4* + 0,3 у — 0,2г = 4, 
0,6* — 0,5у + 0,3г = 5,

| 0,3* + 0,2у + 0,5г = 22.

(Ж  авоб. *  = ў ; у  = ў ; г = 1 . )  (Ж  а во б. *  = 10; у = 20;

5)
2 = 3 0 . )

6 )

Х + У  "* У +32
15 4

*  -Ь у т — 2 г с
1 0 7

у + Зг *  — 2 2  ”
12 15

2х + Зу 6 *  + 8 2  '
эд.... ( 37

Зх + 4г 5у + 9л
2 2 2 8

5у + 92 2х + Зу

1
Т ’

з
~ 1 ■

_  о
и ,

= 5.

( Ж  а в о б. *  = 4; у = 2; 2 = 1.)

( Ж  а в о б. *  = 1; у = 2; 2 = 3.)
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1)
2*+ у ' 3ч —г 5х—2 20*

10 5 3 2

52х±у 2  Ъх— 2

10______ I_______ 3__  _ _ 1_
2л4-у 3> — г 5х— 2 5

( Ж  а в о б. ж = 5; у = 10; г = 20.)

16-§. ИЛДИЗЛАР ҲАЦИДА Т У Ш У Н Ч А

Ҳақиқий а соннинг /я-даражали илдизи деб, шундай х 
сонга айтиладики, унинг /и-даражаси а га тенг бўладн, а сон-
нинг т-  даражали илдизи мана бундай ёзилади: 'Vа ва а сон- 
иинг/я-даражали илдизи деб ўқилади, а — илдиз остидага 
спн ёки ифода; т  — илдиз кўр саткти  дейилади. Илдиз ра- 
дикал ҳам дейилади. (У~— илдиз ишораси 1525 йнлда Ру- 
дольф деган олим томонидан киритилган.)

а > 0 ва т  жуфт сон бўлганда, у 'а  иккита қарама-қарши 
сонга тенг бўлади. Масалан, 1^144 =±12, чунки ( + 12)г=144; 
У2о6 = ± 4, чунки (+ 4 )4 = 256 ва ҳоказо.

а > 0 ва т  — тоқ сон бўлганда, \/ а > 0 бўлади. Масалан, 
у 8̂ = 2, чунки 23 = 8.

а < 0 ва /я — тоқ сон бўлганда \Га <0 бўлади. Масалан,
V  — 125= — 5, чунки (— 5)3 = — 125. а > 0 бўлганда, (±'ўга) 
алгебраик илдиз дейилади.

Илдиэнинг ёлғиз мусбат қиймати унинг арифметик ил• 
дизи дейилади. Масалан, V 144= 12; 1^36=6 ва ҳоказолар.

Энди, манфий сондан ҳақиқий сонлар соҳасида жуфт кўр- 
саткичли илдиэ чиқариб бўлмаслигини кўрсатамиз: масалан, 
у/ ?Т= + 3 бўлади, чунки ( + З)4 =  8!, лекин У  — 8 1 ^ + 3 ,  
чунки ( + З)4 •£ — 81.

Демак, манфий сондан ҳақиқий сонлар соҳасида жуфг кўр- 
саткичли илдиз чиқариб бўлмайди.

а) Кўпайтма ва бўлинманинг илдизи

Бир неча кўпайтувчиларнинг кўпайтмасидан илдиэ чиқа- 
риш учун ҳар бир кўпайтувчидан шу дарпжали илдиз чиқа- 
риб, ҳосил бўлган нагижаларни кўпайгириш керак:

п ------------  л — пГ Г  П г -  п —\ а-о-с-й = \ а • у Ь • ў с ■ ў а. (1 )
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Бу тенгликнинг тўғрилигини кўрсатамиа:

[\Га-П- \гг- Узу -  (\п)"-\уь)'-(Узу. у з у - «■ ь-с-л
(нлдиэ таърифига кўра).

Иккинчи томондан \\^а-Ь с-ё\" = а-Ь-с-й. Демак,
( 1) тенглик тўғридир.

М исол .  / 9  • 4 = / 9  • у 4 = 3- 2=  6.
Бўлинмадан илдиз чиқариш учун бўлинувчининг шу да- 

ражали илдцэини бўлувчининг шу даражали илдизига бўлиш 
кифоя, яъни .

у } - Ц -  <2>
Бу тенгликнипг исботи: *

( У_а  /  ( V  о )"  _а,
' У *  / “  1л/- л )л "= Ь

—* д"!" а
Иккннчи томондан: 11/ у  = 7- Демак, (2) тенглик тўғри-

дир. _ \
. .  _ /2 5  / 2 5  5Мисол.-|/ '9 = ^ = 3.

И эо ҳ . ( 1) ва (2 ) айниятларни ўнгдан чапга ўҳилса, илдизларни кўпай- 
тнриш ва бўлиш ҳоидалари келнб чиқадн.

б) Сонларнинг квадрат илдизини ҳисоблаш
1- мисол. /529 ҳисоблансин, 529 ни ўнгдан чапга қараб 

2 тадан қилиб гранларга ажратамиэ, сўнгра тенглик белгиси- 
нинг ўнг томонига квадрати охирги грандан ортиб кетмайди- 
ган сон 2 ни ёэамиз ва уни квадратга кўтариб охирги гран- 
даги 5 тагига е31 б айирамиэ, сўнгра қолдиқ 1 ёнига иккннчи 
гран 29 ни туширамиз, кейин 129 нинг чап томонига верти- 
кал чизиқ чизиб, унинг чап томонига топилган 2 ни 2 га кў-
пайтириб 4 ёзиш керак, сўнгра унинг ўнг томонига шундай
рақам ёзиш керакки, ҳосил бўлган соннинг шу рақамга кў- 
пайтмаси қолдиқ сондан ортиб кетмасин, масалан, бизнинг
мисолда 3 ёзилса у 43 бўлади; энди 43 ни шу 3 га кўпайти-
риб кўпайтмани 129 нинг тагига ёэиб айирамиз, сўнгра 3 ни 
2 нинг ёнига олиб бориб ёзилса, 23 бўлади. Демак, 529 нинг 
квадрат илднэн:

V 5'29 -  23 
—4

V 43х  3
129
129
1}

I :
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2- м и с о л. у' 0,0196 ни ҳисобланг. 0,0196 ни вергулдан 
ўнгга қараб иккитадан гранларга ажратамиз ва ўнг томонига 
тенглик белгисини қўйиб ноль бутун ёзиб олиш керак, ун- 
дан кейин қолган иш хўдди биринчи мисолдагидек бажаои- 
лади, яъни

/  0,0Г96 = 0,14.

X 24 096
96
0

Сон бирдан катта бўлса, у сондан квадрат нлдиз чиқариш 
учун илдиз остидаги сонни вергулдан чапга қараб, иккитадаи 
қилиб гранларга ажратиш керак. Агар сон бирдан кичик бўл- 
са, у ҳолда вергулдан ўнгга қараб иккитадан гранларга аж- 
ратиб, сўнгра уларни юқорида кўрсатилгандек илдиздан чи- 
қариш керак.

М и с о л л а р .

1/1Г64 — 42; 
16

V 82 А  о 164
164

0

2) /  10,24 = 3,2;
■ 9

X 62 1 24 
1 24

0

3) /9'12'04 = 302; 
9

6021 01204
х  2 1 1204

0

4) /0,00001024- 0,0032;

X 62
9

"124
124
0

5) /0,9 = /0,90 = 0,94; демак, /0,9 «0,94
-81 

. , 184 I 900
Л 4 I 736

164 (қолдиқ)

И эо ҳ . Бир граини олиб туширилганда у чап томонидаги ҳосил қили- 
надиган сондан кичик бўлса у ҳолда чап томонда ҳосил бўлган сонга ва 
асосий сонга иолъ бериб «ейинги граини ҳам олиб тушилади (3- мисоядаги 
каби).
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М а ш қ л а р .  Куйидаги квадрат илдизлар ҳисоблансин:
1) /225; 2) /4,2849; 3) /462+ 4) /2М00;

5) /54756; 6) ў  225904; 7) /3426201; 8) /0,8649;

9) /  15,0544; 10) П ) | / ^  12) /0,003989;
13) /2,3716/ 14) /6+ ] 15) /3| 16) /ГГ;

17) / З ^  18) / Г Я ;
19) 1/0,00005329; 20) V  15,0544; 21) /342,6201; 22) /1,172839;
23) /ОГЭГ; 24) /2Д Г 25) /ОДЗ.
в) Каср кўрсаткичли даражалар ва илдиэнинг даража билан

берилган ифодаси
Л

Энди каср кўрсаткичли аТ  символга маъно берамиз. 
Таъ р и ф .  а > 0 ни— каср даражага кўтариш деб, а" дант П

т-даражали илдиз яиқаришга айтилади. Яъни: а~т =я 
— "ў ап1.п ,т  — ихтиёрнй натурал сонлар.

Мисол.
а.1 = / а а; 4Т = / Г 3 = (/ 4  )* = 28 = 8.

Аксинча:
т  п ,|/ = дт . •

Бу тенгликнинг тўғрилигини текширамиз, илдиз таърифи-
. Л  , Л( — \ т  — . т

га кўра: \ат ) = а т = а л Бу эса илдиэ остидаги ифодадир. 
Демак, берилган тенглик тўғри.

Шундай қилиб, даражадан илдиз чиқариш учун (асосни 
ўэгартирмай) даража кўрсаткичини илдиз кўрсаткичига бў- 
лиш кнфоя.

М и с о л л а р :

. . . .  А  - ■/5« = 5 = 52 = 25; /  (1 + 2х)* = (1 + 2х)Т = (1 -»■ 2х)\

/ ( а  + ьу  = (а + Ь) з
вз ҳоказо.

* а т т  / а "  тенглик п > т ,  я  =  т  ва п < т  бўлганда ҳам тўғридир.
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Т аъриф.  Агар а >  0 ва т ,  п лар ихтиёрий натурал  
сон булса,
а ~ \  = ~  бўлади. 

л "
М и с о л.

,ог- Т _  1 1 1 _  1 _ 1
=  I  *  ~  Бг 25 ‘

125* * *
г) Кўпайтувчиларни илдиз ишорасидан татқарига чиқариш 

ва, аксннча, кўпайтувчиларни илдиз остига киритиш
Илдиз остидаги кўпайтувчини илдиз ишораси остндан чи- 

қариш учун, илдиз остидаги ифодага, кўпайтмадан илдиз чи- 
цариш теоремасини қўлланамиз.

М и с о л л а р .  •
/18 = / 9~2 — 3 / 2 ; /250 = >' 125-2 = V 5^2 = 5у'2;

/125а3М = Ь2 /25-5а2-а = 5 аЬ2 / 5 а.
Баъзан илдиз ишораси олдидаги кўпайтувчини илдиз ишо- 

раси остига киритиш фойдали бўлади. Илдиз ишораси олдида 
турган кўпайтувчини илдиэ ишораси остига киритиш учун шу 
кўпайтувчини илднз кўрсаткичи цадар даражага кўтариш ве 
ҳосил бўлган натижани илдиз остидаги ифодага кўпайтириш 
кифоя.

М и со л л а р .  2 / 3  = /2"-3 = /12. Шунга ўхшаш:

5 у 2  = ^ 5 3-5 = уг250; За = )/~9а2 • ̂  -  /ЗаА ;

2 (*  — у) ■ -  V  4 ‘ в  4 {х 'г ~  у1)
ва ҳ. к.

Умумаи:
а / £  = 'У  ат Ь\

М а ш қ л а р .  1) Қуйидаги илдизларнинг ҳар бирини дара- 
жа билан ёзинг:

/  2; V 5а; / З2; / а; / а /  ) / ( т Т Г  )*’ Т ; У ^ С '
2) Ушбу ифодалардаги кўпайтувчиларни радикал остига 

киритинг:
5 / 7 ;3 а?Ь угад; ху | / Х  у  ] / ^ = ^ ;

и - 6 . / (в — А)* *:-
—  V (ТТВ*: *у> *У-
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3) Қуйидаги радикалларда, кўпайтувчиларни радикал ишо- 
раси остидан чиқаринг:

/2 4 ;/1 2 й 3; /ПГ; /52; / 8а3; /  28а36б; угх*уи; ў  1215.

у"т -
4) Ушбу даражаларнинг ҳар бирини радикал ишораси би- 

лан ёзинг:

З^; (а + Ь) (£ ] 3°‘5; 16~°’5; (х -  у) /

д) Илдиз кўрсаткичи билан илдиз остндаги ифода 
кўрсаткичини қисқартириш

Илдизни қисқартириш учун илдиэ кўрсаткичи билан илдиа 
остидаги сон ёки ифода кўрсаткичи бир хил сонга бўлинади.

М асалан,/ая = / а а . (Бу ерда 8 билан 12 сони 4 га бў- 
линди).

Шунга ўхшаш:

2) у/ 64айЬ& = / (4а2£)3 = у' 4а гЬ.
Аксинча:

_  _

\ а1 = у' а1' 4 = / а*\ 4 = /Тб  = /4^  = /4*"-
Демак, илдиэ кўрсаткичи билан илдиз остидаги сон (ифода) 

кўрсаткичини бир хил сонга бўлиш ёки кўпайтириш билан 
унннг қиймати ўзгармайди. .

е) Ҳар хил кўрсаткичли илдизларни бир хил кўрсаткичга
келтириш

М и со л  ла р. 1) / а ,  / а 7, угаЬ ларни бир хил кўрсаткичли 
илдизларга келтиринг.

Е  ч и ш.
26__ 12,-—  Я.—5- Э'1____  12-—ГV а = / а «  = у  а « ; \/ а1 = / в* ■ < -  у а* ;

,  _  4-3_____  ______

/ а й  = / а 3£3 = /  а3й3.
| г — I —

2) у 2 ва у '4 ларни бир хил кўрсаткичли илдизларга кел- 
тиринг.

Е  ч и ш.

/  2 = / 2® = /32; у^4 = /4* = у^64.
61
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М а ш ц л а р .  1) Куйидаги ифодаларни бир хил кўрсаткичли 
илдизларга келтиринг:

*) | а ‘, ) 'а \  б) | Ғ ' ,  |/ ^  * Ш * .
2) Қисқартиринг:

у^а*; / с 2; Р  Ь1ась\ | (5а )~ АЬ*\ * (25д:у)э;
' У  л * у  9/г8а^Ь13
V '  V

ж ) Ўхшаш радикаллар
1 аъриф. Радикалларнинг ишоралари остидаги сон ёки 

ифодалар бир хил ва радикалларнинг кўрсаткичлари тенг 
бўлса, улар ўхшаш радикаллар дейилади.

Масалан, 2/ а й  ва 5а аЬ ўхшашдир. Кўпинча илдизлар- 
нннг ўхшашлигини кўриш учун, олдин уларни соддалашти- 
риш керак. .

Масалан,
/  125 аЬ1 ва 64а2Ь*

ўхшаш, чунки
» \25аЬА = /  53ЬяаЬ = 5Ь | аЬ ва 

( 64а-Ь* = / 2 й-а-Ьй-Ь2 = 2Ь / Ш 2 = 2Ь ўаЪ .
М а ш қ л а р .  Куйидаги радикалларнинг ўхшашлиги кўр- 

сатилсин:

1) \' Ъху2 ва уГ4х2у‘; 2) 2 у  За2Ь; 5а У 9а*Ь2 ва

I  Й : 3 М '  Ш  ва V  4 1 1 ; 4 )  ва у  ( 4 ) ‘ :

6) )Д ,̂ — ~и = - .4 а 3й2 — 4а-63 ва / а 3 — За2/г — ЗаЬ3 — й*.

з) Радикалларни қўшиш на айириш
Радикалларни қўшиш ёки айириш учун уларни плюс ёки

минус ишоралари билан бирлаштириб, кейин ўхшашлари бўл-
са, ихчамлаш керак.

Масалан,
5а /12х + 2 Ь \ / ^  = Ъ а /ьЖ х  + 2Ь у/^-  =

* = Юа / Зх ± |  Ь / 3 ж = 2 {5а ± /& с .
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и) Илдизларни кўгайтириш ва бўлиш
16- § да айниятлиги исботланган кўпайтма ва бўлинманинг 

илдизлари ҳақидаги тенгликнинг чап қисмини ўнг қисмига ал- 
маштирсак, у ҳолда илдизларни кўпайтириш ва бўлиш ҳақи- 
даги айниятлар ҳосил бўлади, яъни:

ва
п г— . ___у а  « „
7 ь ~  V ~

Демак, бир хил кўрсаткичли илдизларни кўпайтириш (бў лиш) 
учун илдизлар остидаги ифодаларни кўпайтириб (бўлиб), ҳо- 
сил бўлган кўпайтл»а (бўлинма) дан шу даражали илдиз чи- 
қарилса кифоя.

Масалан, / 4  -/25 = /4-25 = /100=  10, чунки/4-1/25 =»

= 2-5=10; / 2 5 :/ 4  = / Ц  = V  {? )*  = Т ’ чунки
!ТҒ С п тп тт\ л я  я1 х.о о п г -“  т  г-г г ~~ I  г= ту* у  а- у  Ь = / ат -у Ьа = у  а т -Ьп,

шунга ўхшаш:
л _ ш _  <яя/-^7п
У  а : V Ь = к 

М а ш қ л а р .  Амаллар бажарилсин:

/ 1 5 .  | §  ь | :  у т -  / £ ;

I  'Ў а г; (2>/И - / «  + 3 /Т 1 ) +

+ (/ 7 2 - / 8 0 ) ;  ( / 9 Т - / 8 ^ )- ( / 2 7 Т - / Г б ^ ) ;  

( /3 5  +  /О Д  -  2 | / | )  -  ^  -  /4 8 ;

(б /5 ^  + 4 / £ - 6 / 9 1 - 8 / 2 х )  + (8 | / 7  + 4/8^); 

(-5- /24  - 3 / 4 0 ) -  (/150+  / 5 4 - /1 0 0 0 );

(/ 3 2 +  / 6 3 "- 2  -§■ — /4в);

(уг \25х — /  8-х) — ( /  27 х — /  64х);

С 5 7
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(5 у\х + 4 |/х - 6 1 А 9 х - а  УТх) + (8 + 4 У8х + У х ^

((3 V  8х — У  \8х — 5 ] / у )  -  [ / 4 ^  +  1/ 50х —

-  У Ш +  УЎТх)\

(°-51/т _ , ’51/т  + 1 |/А т ): й ]/  /
( * | / |  + / Й -  /■£ + / Д ) .  / а » ;

(4д: Ух*  — 5з» ]/лў +  *У Уа) ■ 2а'У у ху.
Қуйидаги тенгликлар исбот қилинсни:

/ ^ , ~ У  £ ~ » +1 § “  (/у ~

— ў» + 7* ~  •**/ У'Ру*1
(Уо7б +  К о з  -  /6 3 ) • (з /072 +  2У0& +  )/бГ5) = 1,2.

к) Илдизни даражага кўтариш ва илдиздан илдиэ чиқариш

Илдианинг дарахсаси, илдиз остидаги сон ёки ифода игу 
даражасининг берилган илдизига тенг.

Масалан,
(г'' ? ) ’ -  » Та7)1 -  I а*; ( |  -  /  р.

У м у и а н ,

(к а")* = | а®*

чунки
(Уа" )4 = / а "  ■ у а * . . . т+а" = / сл+п+1 ■ •+л = / а * л

А т а

Илдиадан илдиз чиқариш учун, илдиз остидаги сон ёки 
ифодани ўзгартирмай, нлдиз кўрсаткичларини кўпайтириб 
ёзилса кифоя.

Масалан:

¥ Ў Ъ ~ \ ь У 2 + Ъ  = / у ^  = / Ш .
94
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Уиуиан,

чунки
т  .—  I " 14 "  , т -  —  \ (Я *   / » * _ . » «

) » « I М , а ) л вв ( у а )- а .
М а ш қ л а р .  Амаллар бажарилсин:

• у---  | 3 »6 \Г »---------
)  3 , Ш; \ )Тэ,\ & 1 Т  : V 4 1 2 , 3; (\- 11) ;

( - 1  У В Т '  Г-7 *' ^ : 12 ‘

( 4 у 5 + 4 / 3 )2; (/ 2  + / 3 - / 6 ) 2; ! | / 7  V

/ 2  /  г / 2;

Радикаллар устидаги ҳамма амалларга деир қуйидаги ми- 
соллар ечилсин:

1) (2 / 2 5 - / 4 5  + 3 /1 8 ) + (/ 7 Т - / 8 0 );

2) ( / 9 *  _  у^вў) _  / 2 7 ў  -  / !£ * ) ;

8) (3 У ® + + _ У Т 0 8 ) - ( 1 6 , , ' / 4 У ' 1 ) 1
4) / 3 - (/ 1 2 - 3 / 7 5 ) ;

б) } / у + / + 5  -  /1275 -  0,5 /  200 + /272 + 6 1  ++/24ўб;

( ж  а в о б. у , ?.) 

6 ) 4 / = з _  у  | + /  | -

“  V7 '9 — / — 0̂ 375 + у

( ж а в о б . - | 3/ з : )

7) (\ /7 + -1  а / й - ^  а2/  а) ■ (— 16а/а );
(Ж а  воб. 2а2(7а2 — 6а — 4).]
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8) (3 + 2 / 6  -  /33 ) (/52 + / 6  + 4);

9) (4* у' х- — 5у угхў г ху / / )  • 2ху у  ~хў\

10) (3 / 7 -  5 У  П ) • (3 / 7  + 5 /ТТ);

П ) + 3 - з / / 2 1 / ? ) + Я ;

| 3 ) ( 2 / Т - * / Р ) ( | — 4 ^ ) ;

14) (4  ̂ 9 -  2 у.Т  I- 3 |/ 1 | : 2 / I ;

(ж авоб . 9~ ) * '8.) 

1 5 ) ( | / | - 0 . 4 / | + ' / | ) : 1 / | ;

1 6 ) ( - 2 а | / ^ /  17)(/2§аг - |  ТбҒ) : (]/5а -  /45);

18) (— 3 / а 3 )3; 19) (— Т2 )3; 20) ( {  / ^  + 2 / 1 )2;

21) (2У а  + 3 / 6 )*; 22) ( / / + / 7  + / Т ^ У Г /

(Ж а в о б .  14.)
23) ( / 4  + 2 / 3  + / 4 - 2 / з ) 2;

(Ж а в о б .  12.)
24) (2 / л - 2 / ў - 2 / х  + 2 / ў ) 2;

( Ж а в о б .8 ( л - / +  — 4у.)

25) )+ " 7 Т  26) {  ^  -  27) У Г ў + У .  28) / 4 + 5 /

(ж  а в е б. ) 'Т Я .)

29) У - У 1 / 1
(ж а в о б. у  -^)

06
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«7- §. ИРРАЦИОНА.Л СОН (И Ф О Д А )Л А Р ҲАҚИДА Т У Ш У Н Ч А

Ҳар қандай бутун ва каср сонлар рационал соклар деб 
яталиши бизга маълум. Масалан, 5; 1 —; — 12; — 3,5; 137 ва
ҳоказоларнинг ҳар бири рационал сондир. Ҳар қандай раци- 
оцал сонци чекли ёки чексиз даврий ўнли каср шаклида ёэиб 
бўлади.

Таъриф . Даврий бўлмаган чексиз ўнли каср ирраци- 
онал сон дейилади'. Масалан, 1̂ 2 = 1,4142136...; я 3,141592...) 
У З  = 1,732... ва ҳоказолар иррационал сонлардир.

3,14 соци я нинг 0,01 гача ациқликдаги гақрибий қиймати 
дейилади. _Шунга ўхшаш, 1,73 ва 1,4 лар мос равишда 
У з  ва У 2 ларнинг 0,01 ва 0,1 аниқликдаги тақрибий қиймат- 
ларидир.

а) Иррационал кўрсаткичлар ҳақида тушунча

а >  0 — ҳақнқий сон, а — иррацисцал сон бўлганда, а' — ир- 
рационал кўрсаткичли даража дейилади.

1) а >  1 ва я — мусбат иррационал сон бўлсИн.
Масалан, Ю^* ( У  2 = 1,4142...). Бу ҳолда: Ю1; Ю1-4; 101'41 <

< 10 Г̂ < 10а; Ю1-*; Ю1-4*;.... Демак, 10^Гсон учун Ю1, 10,м; 
Ю1'41,... сонларнинг ҳар биридан катта ва Юа, Ю1-8, Ю1,4'1 лар- 
дан кичик сон олиш мумкин.

2) а < 1 ва а > 0, масалан, (О.б)1̂  бўлсин, 0.51; 0,51-41 
0,5М1 < (0,5)/Г < 0,5' *; 0.51-41......  _

3) а >  1; а <1 ва а < 0, масалан, Ю-1̂  вв 0,5-^  бўл-
син. 10->,Г= — ва 0,5-1 ” =*— бўлади.

0,6̂
И з о ҳ. Рационал кўрсаткичли даражалар ҳақидаги ҳамма қоида ш 

амаллар. иррационал кўрсаткичлн даражалар учун ҳам айиан тўғридир.

б) Рационал ва ирраиионал алгебраин ифодалар

Агар алгебраик ифодада қатнашган ҳарфлардан бНрортаси 
(ёки ҳаммаси) илдиз остида бўлса, у ҳолда бу ифода шў ҳарф- 
га ннсбатан иррационал; иллиэ остида бўлмагап ҳар)зларга

1) »
у/- а, п 2; 3; 4...; да: агар а сомини илдизтан аинқ чиқарнб бўлса, 

V  а рационал илдиз (сон); агар амиқ чиқариб бўлмаса иррациоиал илдиэ 
(сон) лейилади. Масалан, ) ГЗ =-± 4 аа ^ 5  лар каби.

7-5 38 5  У7
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нисбатан вса рационал ифода дейилади. Масялан,^13у —
— б У х ) ифода х га нисбатан иррационал, у га нисбатан ра- 
циоиалдир.

в) Каср махражидаги иррационаллцкни йўқотиш
Каср ма^ражидаги иррационалликни йўқотиш учун мах- 

раждаги илдизни йўқотиб юборадиган сон ёки (нолга тенг 
бўлмаган) ифодага касрнинг сурат ва махражини кўпайтириб, 
кейин соддалаштириш керак.

Масалан:
,ч  2  2 / 3 '  2 / 1
‘ > 11 / Г  “  Т ь Т  33 •

Бунда касрнинг сурат ва махражи ]/3 га кўпайтирилди.
„ ,  5а 5д (д — ТЛ Г )  _  5д (д - ( 7 )  £ (д - / Г )

а + / д  “  аг — д а (д — 1 ) а — 1 '

Бунда касрнинг сурат ва махражи (а — У  а) ^  0 га кўпай- 
тирилди.

д у  _  3 х ( | / 3 х 4 - х ) '  Злс ( У  Зх  4- х )   3 ( / 3 *  +  дг)
/ & *  'X  ( У Ъ х — х )  ( у л3х~1-х) Зх  л '2 3 х

Бунда касрнинг сурат ва махражи (/Зх  + х) V* 0 га кў- 
пайтирилди.

-П--, ]_ _  =, Н / 2 /  _
У 7 +  / 3  4- / Г  ( / Т +  / 3  ) '  —5

™  / 2  + /3 ~ -  /5~ _  / 2  +  у Т — / Г  _
2 + 2 қ Т  1-3 — 5 “  2 / Ғ  ~

/ 6 '  ( / 2"+ / 3  — /5 ') / 1 2  +  /  ПГ— /  30
“  12 =  12 “

2  / 5  + 3 / 2  — / З С  
** 1 2  •

Бунда касрнинг сурат ва махражи [ У 5”+ / 3 )  — / б  билан 
/ (Г  га кўпайтирилди.

1+ 9 ./+_1_ /~ Л г~ , /"/ ’ *
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е.\ п  П 4- у  Дб +  -/ 6 1 )  Д (у/'аа+ >/ аЬ -|- | / У ) ^

3/ в  -  у Т  "  ( Г г ) э -  ( у Т )э “  а "  6 ’

Бунда касрпинг сурат ва махражи (ула8+ у ла6 +  
га кўпайтирилди.

М е ш қ л а р .  Қуйидяги пфодаларнинг махражидаги ирраци- 
оналлик йўқотилсин:

7 3 4 30
2 \ГТ' 15+ / V  / Г - у Т ’ 2-/3 '+ -/Т!

15 6 18 42 ,‘  -
/ 7 - 2 / 5 - ' 3/ 7 - ? Г Ғ ’ 3 + / Ғ —/ 2 ’ 5 - 2 / Г + / 7

1 . 2 .
У $ Г Г  1 + Г г

7/Г5 — 2 /3' »я + я + /<па — п3 /-̂ * + 1______ .
10 / У  +  8 / Т ’ /п +  я  —  / я 5 —  п1 ' у ' х* +  1 —  / дг1* —  1 ’ .

1 . 1  , 1

/ 1- * Т + » Т  ’ / д - - / ?+ у л5-г / 2 - 3/ т ’ .

г) Каср кўрсаткичли даражалар устида амаллар. Ўрта гео-
мегрик

Каср кўрсаткичли даражалар устидаги амаллар ҳам бутун 
кўрсаткичли даражалар устидаги амаллар каби бажарилади.

1) Кўпайтириш. Масалан. а "5 -а* = а ?  + т = а 1?.
п * п * Я1 > ^

Унуман: ат -а 1 = ат * = а
1 ! _ . ?  +

2) Бўлиш. Масалан, а 5: а 5 = а 3 6 = а15* 
Умуман:

л А л А т  — к т
ат : а 1 = ат != а  тз •

3 6 « ^ 5
8) Даражага кўтариш. Масалан, ( а * )8 = а 4' 6 = а 5бўлади. 
М а ш қ л а р .  Қуйидаги амаллар бажарилсин:

1) (дс7 + у7 — гТ ) (х Т — у~  + 2г*); 2) (27дст  ут ) :  (9хт  у);

. )  ( з , - / -  Ц  4, ,81 * - ) * :  6, [ ( ^ = 1) Г .

ч к#п }. »> Ш“,Г :(5а'4,).8)[ғрГ:
во
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8) ( - ^ + ^ . ( ^ - 1,); 10) (й  Л ’ ) : (4 Л ) .
х^

Ўрта геометрик. Бир нека (п т а )  сон (миқдор): а )( а2, . .., 
ап ларнинг ўрта геометриги оеб бу сон (миқдор)лар нўпайт-
масининг п-даражали илдизига айтилади, яъни а, а3-... ая. 

Мисол.  20; 270; 40 сонларининг ўрта геометриги!
! 20 270 40 = 60.

Ф У Н КЦ И Я Л А Р  

Координаталар методи ҳақида тушунча

Турли сон қийматлар қабул 'қила оладиган миқдор ўз- 
ғарувчи миқдор, ҳар қандай шароитда ёки бир масалани 
текширишда биргина қийматга ага бўлган миқоор ўзгармас 
миқдор двйилади.

Масалан, ёниб турган бир бўлак кўмирнинг микдорини х 
десак, у ҳолда х ўзгарувчи миҳдор, чунки у вактнинг ўтиши- 
га караб турли сон қийматларга эга бўладн.

Таъриф .  Агар иккита ўзгарувчи х ва у лардан, х га 
берилган ихтиёрий сон қийматларга қараб, бирор усул ёки 
қонун бўйича у нинг мдс сон қийматлари вужудга келса, у 
ҳолда у миқдор х нинг функцияси дейилади.

у миҳдор х нипг функцияси эканини кисқача у = /(х) кў- 
рннишда ёзиш мумкин. Бунда х ~  аргумент, у — функция, 
/  — характеристика дейилади. Масалан, доиранинг радиуси — 
г, юзи 5 бўлсин, у ҳолда доиранинг юзи 5 -= эди. Бунда 
г — аргумент, 5 — функция, я — ўзгармас миқдор. Функциялар 
асосан уч хил кўринишда берилиши мумкин: формула кўри- 
нншда, жадвал кўринишда ва график кўринншда.

Энди у = / (х )  берилган бўлсин. Бундаги х нинг ўрнига а 
Кўйсак, / (а ) ҳосил оўлади. ]  (а) ни / (х )  нинг х — а бўлган- 
даги хусусий қиймати дейилади.

М исол .  1) / (х )  «= Зл2 + х — 5 берилган./(0), / ( — 1)ҳи- 
соблансин.

Е ч и ш .  / (0 )- 3 - 0  + 0 — 5 - - б ;  / ( -  1) «  3 • ( -  1)а + 
+ ( _  1) _  Б -  3 - 1 -  5 *= — 3.

2) / (* )  = берилган. / (0), / ( — 1), / ( — 3) ҳисоб- 
лансин.

3) Ғ (У) д  + беРилган- ^(О). ғ ( 2 ) . ^ ( у )  ҳисоблан- 
син.
100
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4) <р (2) = ■ берилган. ,

<Р (0), <р(± 1). ? (±  3) ҳисоблансин.
Функциянинг маъносини йўқотмайдиган (яъни уни чексиз 

ёки мавҳумликка айлантирмайдиган) аргументнинг ҳамма қий- 
матлари тўплами шу функциянинг борлиқ (аниқланиш) соҳаси 
лейилади. Агар шундай мусбат А сон мавжуд. бўлиб, аргу- 
ментнинг ҳамма қийматларида функциянинг абсолют қиймати 
шу А сондан кичик бўлса, бундай функция (аниқланиш соҳа- 
сида) чекланган; агар функциянинг абсолют қиймати А дан 
катта бўлса, бундай функиия чекланмаган дейиладн.

Агар [а , Ь\ оралиқда /(х) функциянинг аргументи доимо 
ўснб (камайиб) борганда функциянинг қиймати ҳам доимо 
ўсиб (камайиб) борса.у ҳолда /{л) ўсувчи, акс ҳолда камаюв- 
чи функция дейнлади.

Агар аргументнинг битта қийматига функциянинг ҳам битта 
қиймати мос келса, уни бир қийматли, агар бирдан ортиқ 
қийматлари мос келса, кўп қийматли функция дейилади.

Координаталар методи

Текисликда, бошланғич ,0 “ нуқталари устма-уст тушадиган 
ўэаро перпендикуляр Х ,Х  ва Қ Т  сон ўқларини олайлик. У 
ҳолда 0 нуқтадан ўнгда ва юқорида жойлашган кесмалар мус- 
бат сонлар (масалан, I, 2, 3, 4,...); чапда ва пастда жойлашган 
кесмаларга эса манфий сонлар (масалан,— 1, —2, —3, —4,...) 
бзилган бўлади (4-расм).

Х гХ  ўқда олинган ҳар бир нуқтага мос сонларабсциссалар 
деб; У,У  ўқда олинган ҳар бир нуқтага мос сонларэса орди- 
наталар  деб аталади. Х ,Х  ўқю\—абсқиссалар ўқи\ У ,У  ни 
эса ординаталар ўқи ва „0“ нуқта координаталар боши 
дейилади. Уларнинг ҳаммаси биргаликда текисликдаги тўғри 
бурчакли ДекартУ координаталари системаси деб аталади,

(ХО У), (УОХ,), (Х ,О У ,) ва (У ,О Х) текисликларни коор- 
дината текисликлари дейилади ва улардан (Х О У )-биринчи 
чорак, ( УОХ , )—иккинчи чорак, (Х,О У , ) — учинчи чорак ва 
(У ,О Х ) —тўртинчи чорак деб ҳам аталади. Координаталар те- 
кислигидаги ҳар бир нуқтанинг вазняти, биринчиси абсцисса, 
инкинчиси ордината деб аталувчи икки сонбилан белгилана- 
ди. Абсцисса билан ордината биргаликдануқтанинг координа- 
талари  деб аталади. Берилган координаталар системаси ёрда- 
ми билан икки масалани ечиш мумкин:

1 Р. Декарт — XVII асрда яшагаи иашҳур фраицуэ матеиатиги.
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1) текисликда берилган нуқтанинг координаталарини аниц- 
лаш;

2) нуқтанинг координаталари берилганда нуқтани ўзини 
топиш.

1- масала .  I чоракда „А “ нуқта берилган, унинг коорди- 
наталари топилсин.

У

. 1
1

М »
9 ', 

1 
1

Ь_ . 1

Л ----------, 4

4  ;
3 \
2 ;  ' 

1 *  ! л

• • -5 -4 -3 - 2  ,0 1 2 3 4 5 "•1
- 2
- 3
- 4 3

« IV 2
1

У,
4- расм.

.*(5.3)

> 1 3 * 5

5- расм.

Е ч и ш .  А нуқтадан ўцларга перпендикулярлар туширнлса 
кифоя, яъни ВА ОХ ва АС_+ОУ бўлсин. ЛС = х — абсцисса, 
АВ = у — ордината, бу ^олда нуқта бундай бзилади: А (х; у) 
(4- расм).

2- масала .  А { 5; 3) нуқтанинг текисликдаги ўрни топил- 
снн.

Е ч и ш .  У 5- расмда кўрсатилгандек топилади.
Нуқта тўртта чоракнинг бирортасида ётганда, унинг коорди- 

наталарининг ишоралари жадвалдагидек бўлади:

Чораклар 1 II 111 IV

Абсциссалар + — — ' +

Ординаталар + + - -
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19- §. КО М П Л ЕКС  СОНЛАР

Таъриф .  а + Ь1 кўринишдаги сон комплекс сон дейилади. 
Бунда а\ Ь — ҳақикий сон; а — комплекс соннинг ҳақиқий 
қисми, (Ь'1) — мавҳум қисми дейилади*. / — мавҳум бирлик, 
I1 = — 1 деб кабул килинган.

2 1Масалан, Б + 3/; -у — 1\ 1 + I ва ҳоказоларнинг ҳар бири
коАшлекс сондир.

Т а ъ р и ф. Бир комплекс соннинг ҳақиқий қисми иккинчи 
бир комплекс соннинг ҳақиқий қисмига, мавҳум қисми эса 
мавҳум қисмига тенг бўлса, улар тенг комплекс сонлар 
дейилади.

Масалан, а + М аа с + с11 ларда а = с ва Ь1 (II бўлса, у 
ҳолда а + Ь1 = с -+- Ш булади.

Агар а = 0 бўлса, а + 1Ъ = 0 1Ь «= 1Ь — мавҳум сон ҳосил 
бўлади.

Агар Ь = 0 бўлса, а + /й =» а + I -0 = а — ҳаҳикий сон ҳосил 
бўлади. •

Буларга асосан 21 = 0 + 2/; 3 = 3 + 0-/ кўринишларда ёэиш 
ҳам мумкин.

Ёлғиз мавҳум қисмларининг олдидаги ишораларн билан фарч 
қилувчи икки комплекс сон қўшма комплекс сонлар дейнлади. 
Масалан, (а + 1Ь) ва (а — 1Ь) лар каби.

Манфий сонларнинг квадрат илдизлари
/*= — 1 га асосланиб, манфий соннинг квадрат илднзини 

мавҳум бирлик {/) билан нфодалаб ёзиш мумкин.
Масалаи, — 25 = У 25-(— 1) = | й  - | — 1 = 5/, чунки 

(5<)? = 25Р  ~  25- ( — 1) = — 25. Шунга ўхшаш: | — 3 = 1 > 3;
у  — I ва ҳоказо.

а) Комплекс сонлар устида амаллар
1 ) Қўшиш ва айириш

Комплекс сонларни ўзаро қўшиш ва айирнш кўлҳадларни 
қўшиш ва айириш каби бажарилади.

(а + 1Ь) + (с+  Ш) = а ; 1Ь + с + М = (а + с) + / (Ь + д).
М и с о л. (3 + 2/) + (5 + 30 = (3 + 5) + / (2 + 3) = 8 + 5/.
(а + гЬ) — (с + Ш) ■= а + 1Ь — с — Ш = (а — с) + / (Ь — д).
М и с о л. (7 + 2/) — (5 — 40 = (7 — 5) + (2 + 4) / = 2 + 6/ = 

= 2(1 +3/).

1 .Манҳум сон" деган ном X V II асрнннг 30- йилларнда Декарт томони- 
дап киритилган.
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2) Кўпайтириш вв бўлиш

Икки комплекс сонни кўпайтириш ва бўлиш қуйидаги усул- 
лар билан бажарилади.

Нупайтириш.
(а + 1Ь) (с -V Ш) — ас 4- РЬй 4- асН 4- Ьс1~(ас— ЬЛ) 4- I (ай+Ьс). 

М исол .
(2 4- 30 • (4 4- б/) «  8 +  **1б 4- Ю< 4- 12/ -  8 -  15 +  22* -  

 7 4- 22*.
Бўлиш.

а + Н (а 4- 1Ь) (с — Ш) ас + Ь4 ,Ь( — ай
гп э  ” —гпЬта»-------+ 1 ж+1*'г'

М и со л.
5 + 2/ (6 + 20(3 — 70 _  16— 14*3— 351 + «I 29 ,29 1 ,, „
Г+77--------5чЛ«-------------------58------------  58 “ ‘ 55“  Т +* “ *'*

Лемак, комплекс сонларнинг йиғиндиси, айирмаси, кўпайт-
мяси’ ва бўлинмаси яна кОмплекс сонни беради.

М в ш ҳ л в р .  Куйидаги амаллар бажарилсин!

(_  8 4- 8*) 4- (1 1  -  I )I (21  4-3*) -  ( 1.2 -  11  /),

(8 4- 80 -  (3 4- 7/); (в \  4- 1 4  *) ■ (0,25 -  0,12501

1П _ « (  1.4 +  -Г*
т— (В + а 0 ( - 8 - 4 0 .
•5 - +  0,4*

б) Комплекс соннинг геометрик тасвири
(а + Ь1) ни геометрик тасвирлаш учун тўғри бурчакли коор- 

динат системасида абсциссаси а, ординатаси Ь бўлган бирор 
М нуҳтани топамиа (6- расм). Демак, 

ч (а + 1Ь) комплекс сонга геометрик нуҳтаи
14 назардан текислнкда М (а ,Ь )  нуқта тўғри

"7 келади ва, аксинча, текисликнинг ҳар бир
1 нуқтасига фаҳат биргина комплекс сон тўғ-

I, ] ри келади.
I I д И яо ҳ . Ҳакиқий а сонни X  ўқи бўйича, мавҳух

^------— қисмиҳаги Ъ сонни V ўқи Сўйнча кўйилгани учун,
, ‘ ХХх ўқни ҳақиқий ўқ: УУ, — мавҳум ўқ дейилади.

6 - расм.

1 Икките кўпайтувчи ксмплекс сонлар ўявро қўшма комплекс сонлар 
бўлмаганда.
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в) Комплекс сонларнинг тригонометрик1 швкли

(а + 1Ь) комплекс соннинг тригонометрик шаклини таснир- 
лаш учун, унга мос буяган М  н у ц т а н и  тониб, уни координа- 
талар боши билан туташтирамиэ (7- расм).

ОМ = р, /Л/ОД/«=<р деб белгилаймиз. р, ф лар М нуқтанинг 
қутб  координиталари дейилади, &М01Я дан: а — рсоз?, 
Л*=р51пф. Буларга асосланиб, (а + 1Ь) = рсоз «р + /р 31п «р — 
= р (соз 'р + / з!п ^) бўлади.

а + //> =» р (соз <р + / в1п <р)

комплекс соннинг тригонометрик шакли дейилади. Бундан 
ташқари, ўша учбурчакдан: р — у а* т  Ь* |а + 1Ь\ комплекс 
соннинг модули дейилади.

7 . бундан у — а г с !^ .
М исол .  ( 1— /) нинг тригонометрик 

шакли топилсин: а = 1; Ь -• — 1; р •=•
— у а- + Ь* =• |/ ]а + (— ] )а — }/?; <8 ? ”
— ~  — 1, бу ҳолда: <р = 2п —

— -у — т-« (IV чоракда, чунки а > 0,
£<0) .  I — / — р (соз <р + / з!п ®) ■= 7- расм.

  7 7
— I 2 (соз ^ *+ /з1п ^-л).

М а ш қ л а р .  КуЙидаги комплекс сонларнинг тригопометрик 
шакли топилсин:

1 + /; / 5  + /; 1/ 2" -  /; 1 + у У /; 1 -  у 3 /.

г) Тригонометрнк шаклдаги комплекс сонларни кўпайтириш, 
бўлиш, даражага кўтариш ва иллиэ чиқариш

Кўпайтирнш, даражага кўтариш, илдиэ чиқариш на бўлиш 
формулалари қуйилагидек йўллар билан чиқарилади.

Икки комплекс сон М, = р] (соз ?! + / з!п <рх) ва Л4, — 
ра(соз <ра + /з1п <?*) берилган бўлсин. Буларни кўпайтирамиз: 
Л1, • Мг — р,ра (соз <р, соз <р2 + / соз <р, 81п «р2 + / з)п <р, соз <р, +

+ /* з!п <Р, 8]П <р2) = Р,р2 [ (соз <р, СОЗ 'ра—  81п <р, з!п Ра ) +
+ / (з!п Р, СОЗ <р2 +СОЗ <Р, з!п <р2)] =р,о4 [СОЗ (<р, + <р2) + / 31п (р, + р,)}.

1 Ўкувчнга шу китобнинг григоноивтрин бўлимини караб чиқиш таасия 
атилади.

1№
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Демак, тригонометрик шаклдаги икки комплекс сонни бир- 
бирига кўпайтирганда, уларнинг модуллари ўэаро кўпайтири- 
либ, аргументлари вса қўшилади. Шунинг учун /И,- М 3 ■ М3 = 
**= Р]Ра [СОЗ (<Р! + <ра) + /з1п (<Р1+ (р2) ]Х  Р»(С05<Р* + / 81П фв) =. 
—=Ра Ра Ра[соз (<Р! + <ра + <р8) + /з1п (<р, + <ра + <р,)| бўлади ва ҳокаэо.

Умуман: МуМ^-Му ... ?* ... ря_ ,  [соз (<р, + <ра + -  +
+ <?л_ , )  + / 8Ш (<р, + <р8 + ... + <рл_ ,) ] рл (С08 <рл+ / К1П <рл) = р,?, ... 
... ря [С08 (т, + <рв + ... + ? „ )  + /81п (<р, + <р»+ ... + <Р„)] . ... (1) 
Ву кўпайтириш. формуласи дейилади.

Энди ( 1) формулада: /И,«=Л42 = ... ■= М„ = М\ р, = ра = ... =■ 
-  Рп =■ Р; <Р1 =* <Р» ■“  -■ “  9„ =* <Р бўлсин. Бу ҳолда: [р (соз <р + 
+ / §1п у)]л = р" (созл <р + / 81п п <р) (2) даражанинг фврмуласи 
ҳосил бўлиб, уни Муавр1 формуласи дейилади (я*~ҳар қан- 
дай бутун сон ва п — 0 бўла олади).

/ 1 )*°М и со л. + Ц -  /) ҳисоблансин.
Е ч и ш.

р = у/а* + Ь2 = ^  — 1|

<8 ? — / 3 ; <Р -  д-
Демак,

(■̂  + ^ / )  “  |р (СОЗ<? + /81п ср)]20 -  |ь  (соз ^  + / 8|П —

— соз 20- у  + /81п 20- у  — соз (бя +  ̂я ) +  / §1п (бя + | я ) -

«= со5^ я  + /51п-| я = со5 120° / 81 п 120° =
= С05 (90° + 30°) + / з!п (90° + 30°) = — 8Ш 30° + / соз 30° =

Илдиз чиқариш. у р (С08 <р — / 81П ср) = г(соза + /з1па) деб 
белгилаймиз. Муавр формуласига асосан:

р (С08 <Р + / 5Ш ср) = Г 2 (с08 2 а + / З1п 2 а).
Бундан:

Р = Г2, г =■/ р; <Р = 2а, а = £  ёки а = —.

Аммо синус ва косинусларнинг энг кичик даври 2я бўлгани 
учун к га 0; 1 қийматлар бериш билан чегараланса бўлади.

1 А. М у и в р  (1667— 1754 й )— англиз матемвтиги.
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Демак,
/ Р (соз <Р + I з1п <р) -= / р  (соз — + I з!п )■

Шучга ўхшаш:
I р (соз <р + 4з1п <р) «= уй  ( с о з * + I з1п 4

Умумак:

/р  (соз р + ^зШ р) = У р (соз ̂  +-~"~ + I £1п ^ ^ * 1 ]
[« — бутун муСбат сон, к =■ 0; 1; 2; ... ; (л — 1)].

Мисол .  У ^  + Г ^ ~  / Г (с о з 6 0 °- й з т 6 0 “ ) =

-  Г  (соз ‘4  + I З1п у  1 -  соз 30° + 15]п 30° = Ц- + ~1 ва

/
1 , |/3 , 60 4- 4я . . .  60 + 4я + Т  . 1 .2 + ~2~1 = СОЗ --- И81п--у|---“  у Т ^ 1 .

Энди М, = р! (соз <?1 + / з1п р,) ва М2 =- р3 (соз ра + / з!п р,) 
компдекс сонларнинг бўлинмасини топамиз:

_  р1 С05 У1 +  I  з !п  У 1 Р ! (С05  < 1̂ +  I  б !п  (С 05  I 51п р3)
Л ?7  СОЗ 9а +  С 81П <у3 р"а С055 Ч ,  +  81П5

= — I (соз <Р1 СОЗ <р2 4 зШ <Р, з!п <р2) + / (§1п ?! со8 'Рг-003 ¥1 8'п ¥а)] “  91
= £! (соз (<?!- Р2) + (з!п (<?1 — 9г)].Ра

Демак, тригонометрик шаклдаги икки комплекс сонни бир- 
бирига бўлганда, уларнинг модуллари ўзаро бўлиниб, аргу- 
ментлари эса айирилади.

М и с о л.

_ / 2 ( р и 4У-Ня1п45а)---- „  | / | ’ [С09 (45° -  26°ЗЙ') +
ў  5 (С05 26*30' + /81п 26°30') г 5 1 '  ; 1

+ / з1п (45° -  26°30')1 ~=У~\ (соз 18°30' + I зш 18°30').

20- §. К ВА Д РА Т  Т ЕН ГЛ А М А Л А Р.
К В А Д Р А Т  УЧҲА Д Н И  К Ў П А Й Т У ВЧ И Л А РГА  А Ж Р А Т И Ш

Таъри ф .  Бир номаълумли иккинчи даражали тенглама 
квадрат тенглама дейилади. Масалан, 3+ — 5дс + 2 = 0; 
4+2 — х — 0; х2 — Ъх + 6 = 0; х2 — 7х -)■12 = 0 ва ҳоказоларнннг 
ҳар бири квадрат тенгламадир.
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а )  Чала квадрат тенгламалар ва уларни ечиш

а х 1 +  Ьх  =  0; а х * +  с — 0 ва а х 5 — 0 ларни нормал кўриниш- 
даги чала квадрат тенгламалар дейилади. Буларда: а, Ь, с лар 
маълум сон (коэффициент) лардир, х  — номаълум сон.

1) ах*  +  Ьх  — 0 тенглама ечилсин.
Е ч и ш .  Бундай тенгламани ечишда х  ни !<авс ташқарисига 

чнқариш кераю
а х а 4- Ьх  =  х - ( а х  Ь) =• 0, Сундан х^ =  0; а х  +  Ь = 0, х 2 =  —

М и с о л .  4х* —  х * * 0  тенглама ечилсин.
Е ч и ш. х - ( 4 х  — 1) — 0; х г —  0; 4 х  — 1 «= 0; х 2 =
2) а х % +  с  — 0 тенглама ечилсин.

Е ч и ш. а х 2 —  —  с ёки х *  — — бундан х^ 2 =  ±  ) /"  — 

М и с о л .  4 х я —  9 =  0 тенглама ечилсин.

Еч иш. 4 х % =■ 9; х 2— х 1Л -  ±  \ /  ^  =  ±  |-.

8) а х % =- 0 тенглама ечилсин, а ф  0.

Е ч и ш. х 1 —  — 0{ л, з -> 0.

М и с о л .  -|л:а 1=>0 берилган булса, бу ҳолда л*"— — 0 ёки
Т

хи  -  0.
М а ш ц л а р .  Қуйидаги тенгламалар ечилсин:
1) Зжа -  5х  -  0; 2) 2 ~  х % -  1,4 »  0; 3) 2,вх3 -  ! |  л: -  0|

4)5,3л + 4л»= 1-^л — 1,2лса; 5) 16-3 (5+4л)=л(2л-1)+28|

6)- Г П  + ^ “ 2 У . 7) ^ 3- « 4 у .  8) 0,

е > + 4 + ! г Т - 3 1 : 10> & Т Б - Э- 5 Г ^  Ч )  3 ,7 2 ^ + -
+  2 х  =  1 у  л3 +  л.

б) Квадрат учҳаддан тўла квадрат ажратиш

а х % +  Ь х ф с  квадрат учҳаддан тўла квадрат ажратиш ҳуйи- 
дагидек йўллар билан бажарилади:

«Л> +  * Л + «  =  в  ( д ? + + + | ) - < 1 ( л '+  £-Л +  ^ -  * , +

+  т)-- [ ( ' .  +  й ) ' + Э Д
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Демак, ах3 + Ьх+  с =  а \ [х  + - ^ + * ' Агар квэдрат

учҳад (л:* 4- рх кўринишда бўлса, у ҳолда унга(^-|*ни 
ҳўшамив ва айирамиз.

1- м и с о л, Зх’4-12 х + ] -» 3 (д:! 4- 4* 4- -$-] »»8 (х*-\-Ах-\- 4 —

М а ш қ л а р .  Қуйидаги квадрат учҳадлардан тўла квадрат 
ажратилсин: .

I) 2х* — 6х + 3; 2) х* + Ъх— 1; 3) + 4дс + 5; 4) 4у! -
— 6у Н 3; 5) г3 -  г + 2; 6) Здс5 -  2л: + 6; 7) х*+2х\ 8) Ъг2-Ъг.

в) Тўла квадрат тенгламалар ва уларни ечиш
ах3 + Ьх -)- с = 0... (1) ва х3 + рх + д — 0... . (2) тенглама- 

лар нормал кўринишдаги тўл а  квадрат тенгламалар дейи- 
лади. ( 1) тенглама умумий кўринишдаги тўл а  квадрат тенъ- 
лама; (2) тенглама вса келтирилган квадрат тенглама де- 
йилади. Ҳар вақт (1) тенгламанн (2) тенглама кўринишига кел- 
тириш мумкин: ( I )  тенгламани ҳадлаб а ( а ^ О ) г а  бўламиа:
х3 + — х + — = 0, эндн — = р. -  — <7 Д̂ б белгиласак,а ' а а Г  а 7

х3 + рх 4- д — 0 ҳосил бўлади.
1) х3 + рх 4- д = 0 тенгламани ечиш учун унинг чап томони> п . . V _ « , ,

Бу — келтирилган квадрат тенгламанинг илдивларини топиш 
формуласи дейилади. Демак, келтирилган квадрат тенглама- 
нинг илдизлари: биринчи даражвли номаълум корффициенти 
ярмнни тескари ишора билан олинганига шу ярмининг квадра-

2- мисол.  л ' 4-8дс + 3-= дс2 4- 8дс4- 16— 16 4-3 -
— (дс 4- 4)а — 13.

3- мисол.  х3 — — {х — -у]8— уд 4" 5 ~

х
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ти билан ©зод ҳад айирмасининг квадрат илдизини кўшилгани 
ва айрйлганига тенг.

М и св л .  х2 — 6л + 8 =- 0 тенглама ечилсин.
6 /Е  ч и ш. Формулага асосан х1а = -̂  ± — 8 ™ 3 ± 1[ хх=-

■« 3 -(- 1 4 ва ха — 3 — 1=2.
2) лх% + Ьх +  с — 0 тенгламани ечиш учун ҳам ах% + Ьх+с 

квадрат учҳаддан тўла квадрат ажратамиз:

ах% + Ьх + с «  а [(х + £ ]*+  —4~  - ].
Бу ҳолда

/ . Ь \* , Аас — Ь* п , ь /  Ь1 — \ас
+ Я  +  -4? - " 0 м * *  +  ъ - ± У

ни толамиз. Вундан:

Бу формула умумий кўринишдаги квадрат тенглама илдизла- 
рини твпиш формуласи дейилади. Бу формулада тенгламадаги 
о ва с коэффициентлар қарама-қарши ишора билан олинади.

1- мисол.  Зх2 — 5х + 2 = 0 тенглама ечилсин.
_  б ± /55  — 4 3-2 5 ± / 2 5 —"24 5 ±1.Е ч и ш .  хи1 ^ ----- = - 6“ '

х, — Ц р  — Я; хя = = 1. Демак, х, =  |  ва х2 =* 1.
2- мисал.  хя + х — 6 = 0 тенглама ечилсин.
Е ч и ш.

— 1 ± /1 + + 6 — 1 ± /25 — 1 ±5 
х и  ~~ 2 ' "  2 =  2 ’

X] = — 3; Х 2 = 2.
Агар тўла квадрат тенгламада биринчи даражали номаъ- 

лумнинг коэффициенти жуфт сон, яъни ах2 + 2Ьх + с -= 0 бўл- 
са, у ҳелда

формула билан унинг илдизларини топиш қулай.
3- мисол.  Зха — 8х + 4 = 0 тенглама ечилсин. 
Е ч и ш.

_  4 ± / 16 —3 4 4 ± / 1 6 - 1 2  4 ± 2.
Х1.* “  3 3 ”  3 '
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4 + 2   в -

т 2-
Агар тенглама нормал кўринишда бўлмаса, дастлаб уни 

нормал кўринишга келтириб, сўнгра ачиш керак.
. х . 214- мисол  у +  у —5 ' 6-у тенглама ечилсин.

Е ч и ш. у  "Ь ~х ц.~§ — у  бки д: (л + 5) +  21 -7 = 47 (л + 5),бки
ха + Ъх + 147 — 47л — 235 — 0 бки д:а — 42д: — 88 =  0 тенглама- 
ни ҳосил қиламиз. Бундан:

х 1.1 = 21 ± у л2_1а + 88 = 21 ± /441 +88 =
= 21 ± /559 = 21 ± 23  2; х2 — 44.

_ 2ах 3 Ь аЗх* + 2 й5 л5- МИСОЛ. т; г *=  ̂ Г Т  « Т ^ Т тенглама бЧИЛСИН.2 ах — Ь 2 ах +  Ь 4» —
Е ч и ш .  Берилган тенгламани умумий махражга келтириб

ҳамда махражни ташлаб юборсак,2ад: (2ах + й)=3Ь (2ах —А) +
+ а2х2 + 2Ь2 ёки 4а2хг + 2аЬх = 6ах — ЗЬ2 + а~х2 + 2Ь2, ёки
Ъа2х2 — АаЬх +  Ь2 = 0 тенгламани ҳосил қиламиз. Бундан:

2аЬ ± / а ^ Р  
3а* “Х\ .2 "

2аЬ ± аЬ

2аЬ ± + 4ааА2 — За5йа 
За3

2лк — ай
Зда .

М а ш қ л а р .  Қуйидаги тенгламалар ечилснн:

ЧаЬ + °Ь

1) Зх2 -  7х + 2 = 0; 
, ч 2х х  —■ а
4) г— г-;

2) жа-г-8д: +15=0;
3) 21х2+ х - 2  = 0;

6) 5 45 
4д2 — 1

39

Зх 
2х — 1

5) Зл 4 (ж —з)> и  + 3)>
4

Н---1— I

э +

2д + 1 ’

1 + 2 х + 2 8х>+3_Т ) _____________________ _
9д + 3 З х — I 9х2— 1’ 

8) / ^ « + 4 / 3 2 - 2 / 2 = 0 ;
Ю)
12)

а _  У
У — а У + а 
2и5 + 2и , о» — 4

1,4;

(Ж  а в о б. Л] = 1; = зу )

9) 2« + 2 ( / 3 + 1) 2 + 2 /3 =  0; 
11) Зла—(4а+3й)л:+а(а+й)=0;
|Ж  а в о б. л, = х2 = а+А. |

1
6 и + Э 6 а 4а + 2' 13) а% - а> — й>

2лг— л»
Аа(д + 2). 

х — 2  '

14) —  --------’ йх — ех* а — <
<*(-*-!)

(ж а в о б. л, 2 =
аа — аед — ас +

4 — л ± / ( а  — «О3 — 4« (а + Л — с)

15) х1 + (а — Ь) х — аЬ
•2(д 

= 0 .

С ) •)

(Ж  а в о б. лсл = Ь\ х3 =■ — а.)
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г) Квадрат тенглама иллизларининг хоссалари 
х3 * рх + <7 «= 0 тенгламанинг илдиалари хл ва дса бўлсин. 
В н е т  т е о р е м а си .  Келтирилган. квадрат тенглама ил- 

дизларининг йиғиндиси биринчи даражали номаълум ковф- 
фициентининг тескари ишора билан олинганига, кўпайт- 
маси эса озод ҳадга тенг; яъни:

*1 4- х. — — р; хг х.2*~ц.
Исбот .  дс* 4 - 4 -<7 = 0 тенгламанинг илдизлари х, , —

— — 7  — <? *ДИ. Бу ҳолда:

х\ + ~~ % — 7  — — 2 ■ ■£ — — р\

- ( — “  + }/ у  — » ) • ( — |  — }/ у-<? ) -  ( — —

- ( /
Теорема исботланди.

2

1- мисол.  л, = 4 ва дса — -д-илдивларга кўра квадрат тенг-
лама тузилсин.

Е чи ш .  Қўйилган масала Виет теоремаси билан ечилади.
2 14 2 8х< 4- -*2 *= 4 4- 7 — 7 ; дс, ■ х2 ^  4 -д- — -д-, Су ҳолда тенглама

14 8х3 — з л + 7  ёки Зл* — \Ах 4-8— 0 кўринишда бўлади.
2- мисол. дс, — х2 «= а илдизларга кўра квадрат тенг- 

лама тузилсин.
п  , Ь Ь ±- д* Ь I гЕчи ш .  + Х г=* — + <!-=■—  ; = — а «=• Ь. Бу ҳол-

да тенглама дса — Ь—--̂ -х 4- Ь — 0 ёки ах3 — (а5 4- Ь) х 4- ао = 0 
кўринишда бўлади.

1 33- мисол. дг,г=4у, дс8 — 1 -у илдиаларга вга бўлган ква- 
драт тенглама тузилсин.

Е ч и ш .  дс, + дс2 -  4-1 4- 1 б { ;  дс,.дс2 -  1  £  Де-

мак, тенглама л:! — ̂ дс 4 - ^ — 0 ёки бд:* — 37 х + 46 = 0 кўри- 
нишда бўлади.

М а ш қ л а р .  Берилган илдиэларига кўра квадрат тенглама- 
лар туэилсин: 1) л, =* 2; х2 = 2) дс, «  2а\ дс2 — 3а\ 3) хг -

= 7 ; -*2 “= а : 4) х, — дс2 -* 1,1; 5) дс, — дс2 — 1 у , 6) Л| — 
* м

т
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л) Квадрат учҳадни чиэицли кўпайтувчиларга ажратиш
1. х2 + рх + ч квадрат учҳад чизиқли кўпайтувчиларга аж- 

ратилсин.
Е ч и ш .  х2 -|-рх -(-<? = 0, яъни берилган учҳадни нолга 

тенглаб, унинг л,, х2 илднэларини топамиэ. Кейин (х—д:,) ва 
(х—х2) айирмалар1ГПтузиб, уларни ўэаро кўпайтирамиэ:

(X -  хл) ■ (X -  х2) = (х  + £  + У  «) • (■* +  \  +  У ^ - ч )  = 

Ц ^  +  ̂ )  = х2 +  Рх + Т ~ 7  +  <* = х2 + рх + (*-
Демак, ____

х3 + рх-\-д = (х — х,)(х — х2).
Бу квадрат уяҳадна. чизиқли кўпайтувчиларга ажратиш
формуласи дейилади.

Мисол. х*— 5л + 6 квадрат учҳад чизиқли кўпайтувчи-
ларга ажратилсин.

с  , г I ^ л 5 ^  V  — '24Е ч и ш .  х2 — 5х + 6 = 0 тенгламадан: Х1,а = --- — ----- =

= ■*1 = 3; х 2 — 2- Демак, х2 — 5х + 6 = (х — 3) • (х — 2).
2. ах2-+-Ьх + с квадрат учҳад чизиқли кўпайтувчиларга 

яжратилсин.
Е ч  и ш. ах2 4- Ьх-\-с = а ( х2+ — х + - ) = а(х2 + рх + д) =

\ а а }
= а(х — X,) • (х — х2).

ах2 + Ьх + с = а(х — х,) • (ҳ — х2).

Бу ҳам квадрат учҳадни чизиқли кўпайтувчиларга ажра- 
тиш формуласи дейилади.

1-мисол. Зх2 — 5х + 2 квадрат учҳад чизиқли кўпайтув-
чиларга ажратилсин.

п 5 ±  У25 -  24Е ч и ш. Зх2—5x4-2 =  0 тенгламадан: Х1,2 = —--- -̂---- =
■5+1 , 2= - — ; Х| = 1, х, = —.0 " о

Бу ҳолда
Зх2 — 5х 4- 2 = 3(х — 1 * • (х —

2-мисол-. 2х2 + 11 х 4-5 квадрат учҳад чизиқли кўпай- 
тувчиларга ажратилсин.

Е ч и ш. 2х2 + 11 х + 5 = 0 тенгламадан:
-  I I  Д; 1 / ( 2 1  —40 - П ± 9  „  1
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2х3 + Пд: + 5 = 2 (л + 5)- (х + | ) .
М а ш ҳ л а р .  Қуйидаги кнадрат учҳадлар чиэиҳли кўпай- 

тувчиларга ажратилсин:
х3 — 2х — 15; х3 — 3,6* + 2,88; ау3 — (1 + аЬ) у + Ь\

+ 5х + 6; 6л5 — 7х 2; Ах3 + Зл — 1; х3 — 2ал + (а’ - Ь3)\ 
Зла + 5дс + 2; т х 3 — п ( т  + 1) х + л1; 6л’ + 23л + 21.

Энди, х3 + рх + <7 ни бошқача йўл билан чизиқли кўпай- 
тувчнларга ажратиш усулини кўрамиз. х3 + рх + ц = 0 тенг- 
ламанинг илдиэлари л15л, ни топамиз. У ҳолда Виет теорема- 
сига асосан:

Х1 + х 2~ — р; х^х^^д ; р = — (дг̂  +  Ла); д = х} х2.
Йнди р ва <? ларнинг ҳийматларини берилган квадрат учҳадга 
ҳўйнб, уни соддалаштирамиз: л2 + рх + <? = ла — х- (л, + л,) + 

+ х}х2 ■= х1 — ххх — хх2 + х}х2 = х (л — х,) — л2 (х — л )̂ =
= ( х - х })-(х — х2).

Демак, юқорида ҳосил бўлган х3 +  рх + д = (х — л,) • (х — л2) 
формуланинг ўзи келиб чиҳди. Шунга ўхшаш:
ах3 + £л + с =  а (л а + -̂- л +  -^ -= а (л — лд) (х — л2). (а Ф  0.)

21 - §. Б И К В А Д Р А Т  Т Е Н Г Л А М А Л А Р

Т а ъ р и ф'. ах* + Ьх3 + с =* 0 кўринишдаги тенглвма биква- 
драт тенглама дейиладн. Тенгламадаги а,Ь,с — маълум сон- 
лар (коэффициентлар), х эса номаълум сон.

Е ч н ш. ах4 + Ьх3 + с = 0 ни квадрат тенглама қилиб ечсак:
х*2 ^  ~  '2д* 4а- ҳосил бўлади. Энди бунинг икки кисми-
дан квадрат илдиз чиқарсак:

Б у  ҳолда:

Бу — биквадрат тенгламанинг илдизларини топиш. форму- 
ласи дейилади.

Демак, биквадрат тенгламанинг илдизлари, уни маълум ссш 
кнадратига нисбатан тўла квадрат тенглама қилиб ечганда 
чиққан сон (ифода)нинг (± ) плюс, минус квадрат илдизига 
тенг.
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1 - м иссл.  2х4 — \9ха + 9 = 0 берилган. 
Е ч и ш.

+ 1 /~-  * ± у Ь -4ч< _  , 1 / ю  ±+561-72 _  , ? Д~* 
\ 2а * V ----4   ̂ 3

лс ±/1ТТТ7 , б  , 0_  ± ,ТўИТ7 / у
1.2  ----2-----   -  7  *  з. 4  2--  х 2 “

2- м и с о л. аа£ал4 -= Ь4ха — ааАа + о4л ' тенглама ечилсин.
Е ч и ш. агЬгх4 =/>4х2~  аг№ + а4ха бки а*Ь*х4 — (А* +  а4)лса + 

+  а*Ь2 = 0. Формулага асосан:

,  ,  .  ^  (6 *+ а‘ )± у' (а‘ г  Ь>)'— 1оЧ* _V 2&Ь*
4 _ 1  /~(а* + ± » «• *- 2в*Ь* + 6 е— 4а*Ь*
~ V 2аФ :

в  4 - 1  /  (а‘+ Ь*)± / а а-2 а*6 *+  Ь* -\ /  (а* + Ь*) ± <а‘ — **>.
V  2а"-Ь2 =  ±  | ■ ’
, / ' о* + <>« + а* — >« д /  д« + <1«— д«+ Ь*

|.я ± |/ 2а^3 “  ^  ± г 2лг6а “
. Ь { . а Ь )

”  ± Т- К г ± Т ;<(з,<= ± 7 “ )
М а ш қ л а р .  Қуйидаги тенгламалар ечилсин:

1) Зл4—28-ка+ 9 =  0; 2) х*-  17л2+ 16 = 0; 3) Зл*-  7ла+ 2= 0;
4) л4 + 9ла — я 2ла + 25та = 0; 5) сРу1 -  с Ч гу2= у2 -  с1-,
6) 4л4 -  17ла + 4 = 0; 7) 3 (1  -  2 )*-  5 (^  — 2) + 2  = 0;

8) 4л4+ аа= ж4 + 4аала; 9) Зл4 — 4 ла—4= 0;
10) бл4 — 21л2 + 4 = 0; 11) су4— (са+ с! ) у2 + сй =  0;

12) г4- Ц ^ * а + ^ - 0 ;  13) 9л4-  (36аа+ Ь2) л2+ 4а^2= 0.

12-9. И К К И  Ҳ А Д Л И  Т Е Н Г Л А М А Л А Р  ВА У Л А Р Н И  Е Ч И Ш

1) хг — в1 и 0 берилган. Бу тенглама ечилсин.
Е ч и ш. ла = аа, бундан: л, 2 = + а.
2) л* + аа = 0 тенглама ечилсин.
Е ч и ш. ла = — аа, бундан: л, 2 = ± а1.
8) х1— а ' = 0 тенглама ечнлсин. ,
Ё ч и ш. л 8 — а*= (х — а) (ла+ал + а*)= 0, бундан: х —а ~ 0;

х , - л : х‘ + ах + а< - 0 ;  я , -  —  1

4) л* + аа =• 0 тенглама ечнлсин.
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Е ч и ш .  лэ+ аа = (л: + а) (х“ — ах + а‘) = 0, бундаи: л-|-а=0;
. . ч п а ± V  — 4в' а ±  I а т ^  3х =• — а; л ' — йл + а2 = 0, ^2э = ----- -̂-----“ -----  ̂ — ’

5) х* ~  а* *= 0 тенглама ечилсин.
Е ч и ш. х* — а* = (х2 — а2) {л:2 + а2) = 0, бундан: л:5 — а2 = 0 

ва х1 + а? = 0. Булар юқорида ечилган.
6) д:( — й" = 0 тенглама ечилсин.
Е  ч и ш. д:1 -  а® = ( ^ -  о8) (л ‘+ ая) = 0, бундан: лв— ав=0 

ва х8+ а а = 0. Булар ҳам юқорида ечилган.
М и с о л л а р ,
1) хъ + 8 = 0 тенглама ечилсин.
Е ч и ш. хг 4- 8 = лса+ 2а= (х + 2) (лса — 2дс + 4) = 0, бундаж 

х + 2 = 0 ва х1— 2х + 4 = 0; л:, = — 2, лгг, з = 1 ± / I 3 ■
2) 6дсэ— 5 = 0 тенглама ечилсин.

г> / 3 Т\*Е ч и ш .  6хэ— 5 = 0 ёки л:8 — — = 0  ёки л:3— Ц  =«

У  1 ) 1* ’ + х + у ' 1 ) = ° '  б»ндан:

* , - р г Т ’ х’ + У т х  + У х - о  дан:

X =
2. 3 2

3) н®“ 49 =  0 тенглама ечилсин.
Е ч и ш. ив— 49 =  (а3)2-  [ (у Т )* ]1=-  1“8-  (>Л“)а] 1«3 +

+ (8/7 )3] = 0. Бундан и*- ( ^ Т ) '  = 0 ва а' + (|/7)а = 0 бўла-
ди. Энди буларнинг ҳар бири 1- мисолга ўхшаб ечилади.

М а ш к л а р.
1) 4лс6 — З.\с*+ 2-*2 — Злс — 5 кўпҳадни (лс — 1) ва (лс +  2) га 

бўлмасдан қолдик топилсин.
Куйидаги тенгламалар ечилсин:
2) х* —  8 =  0. (Ж а в о б. лс, 2 =  ±  х 3 А =  +  1 ,4 '8.)

3) 8лв— 1 = 0 .  ( ж  а в 0 б.  л:, =  -1, дг̂ з =  -  ±  / )

4) Злсэ — 2 =  0. ( ж  а в о б. л:, =  |  х ^  =  — ±  1 )

5) 2л:а— 128 =  0. (Ж а в о б. ЛС| =  2; лг23 г= _  ] +  / у Т ;
лс, = -  2; хьл = 1 ± / уГ$)

6) 27уэ + 1 = 0. ( Ж а в о б .  у,  = - ў ;  У2,3 = )
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(  »/ т  V I  \
7) Зг'+  2 = 0. ( Ж  а в о 6. *, = — ў  г7 й =  )

21- §. Б А Ъ З И  Ю Қ О Р И  Д А Р А Ж А Л И  Т Е Н Г Л А М А Л А Р Н И  Е Ч И Ш

Баъзи юқори даражали тенгламалар кўпайтувчиларга ажра- 
тиш, тенгламадаги озод ҳадиинг бўлувчиларини тенгламага 
қўйиш ва шу каби йўллар билан ечилиши мумкин. Бундай 
тенгламалардан қуйида бир нечасини ечиб кўрсатамиз.

1. х3— 2л: + 4 = 0 тенглама ечилсин.
Е ч и ш .  Озод ҳад 4 нннг бўлувчилари ± 1; + 2; ± 4 дир. 

Буларни бирин-кетин тенглямадаги х нинг ўрнига қўйилганда, 
улардан тенгламани қаноатлантиргани тенгламанинг илдизи бў- 
лади. Кейин Безу теоремасининг 2- натижасидан фойдаланиш 
керак. Бу мисолда х = — 2 уни қаноатлантиради. Безу теоре- 
масининг 2- натижасига асосан (х3 — 2х -4- 4) кўпҳад (д:4-2)га 
қолдиқсиз бўлинади, яъни берилган тенгламани

х3 — 2х + 4 = (х + 2) (х2 ~ 2 х  + 2 ) = 0  
шаклда ёзиш мумкин. Энди х2 — 2х + 2 = 0 тенгламани ечиб, 
-аг2 з •= I +\/г \ — 2 =* 1 ± эканини топамиз. Демак, х { = — 2,
Х 2,3 ™  ^

Энди бу тенгламани бошқа йўл билан ечилишини қуйида- 
тилардан кўриш осон:

ха— 2х + 4 = 0; л:*— 2л: + 4 = ха — 4л: + 2х + 4 —
=  х (х2— 4) + 2(х  + 2) = (х + 2) \х (х ~ 2 )  + 2\ =

= (х + 2) (х2~ 2 х  + 2 )= 0 , 
бундан: х+2 = 0, — 2; х2—2л:+2= 0дан х 13 = 1± / Т ^ 2 =*
=  1 ± /.

2. х *~ 3 х 3 + 3х2— х = 0 тенглама ечилсии.
Е ч и ш. хк — Зд:® + Зх2 — х = х (х9 — Зх2 + Зх — \) =

“  х (х — 1)а =» 0. Бундан: хх — 0; = 1.
3. х3 — Зл:4 + 2ха = 0 тенглама ечилсин.
Е  ч и ш. .х5 — Зл:4 + 2х* = х3 (х2 —Зх + 2) — 0, бундан ж3=0

ва х2 — Зх + 2 = 0, хх 2 Э= 0 ва х46 = 3 1 = :Ц-!;
х* = 2; = 1.

4. х3 — 6х2 + ] 1 дс — 6 = 0 тенглама ечилсин.
Е ч й ш. 6 нинг бўлувчилари + 1; ± 2; ± 3; ± 6 ни юқорида- 

гидек тенгламага қўйиб текширамиз.
х = 1 тенгламани қаноатлантиради. Беву теоремасининг 

хоссасига асосан:
х3 - 6 х 2+ 1 1 х -  6= (х — 1) (х1 - Ъ х  +  6).
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„  , - , _ л 5 ± | /*< — 21 3±1Энди, л2 — 5л + 6 = 0 тенгламадан л2>3 = ---^ ---- - =»— —̂ .
5. х‘ + 4х3 + 8ж2+ 16л -4-16 = 0 тенглама ечилсин.
Е ч и ш. ± 1; ± 2; ± 4;... ларни тенгламага қўйиб текшнриб 

курамиз, х = — 2 уни қаноатлантиради. Безу теоремасининг ,
2- натижасига асосан:

.с‘ + 4л® + 8л;2 + 16л: +16 = (х + 2) (х3 + 2х2 + Ах + 8).
Лемак, колган илдизларни топиш учун л3 + 2лс2 + Ах + 8 = 0 
тепглама ҳосил бўлди. Бунинг чап цисмини группалаб, кўпай- 
тувчнларга ажратиб ечиш қулай, яъни: л:3 + 2х* + 4л: + 8 =- 
= х- (л + 2) + 4 (х+  2) = (л: + 2) (л:г+4) = 0. Бундан: х + 2 — 0 
ва х1 +  4 = 0. Демак, л, Н 2 ва л^3 = ± 21.

6. л‘ — Зл‘ + 4ла — 4л2 + Зл — 1 == 0 тенглама ечилсин.
Е ч и ш. л* — Зл*+ 4ля— 4л2+3л — 1 = л5 — л‘— 2л‘+ 4л*—

— 4л2 + х + 2л— 1 = л ‘ (л — 1) — 2л (л* — 1) + 4л2 (л — 1) +  .
+ ( л -  1) = (л -  1) (л ‘ -  2л»-2л2- 2 л  + 4л2+ 1) = 0.

Бундан:
л — 1 = 0 ва л‘—2л* + 2л2 -  2л + 1 = 0. л ‘— 2ля+ 2л2- 2л+  I =
= л ‘ — л3—ла+ 2л2 — 2л + 1 = л » ( л -  1)— (л3 — 1)+ 2л(л— 1) = * 
= (л — 1) ( л * - л 2- л - 1+ 2л) = ( л - 1) ( л ‘ - л 2+ л - 1) =

= (л — 1) (л — 1).(л2 + 1) = 0.
Бундан: л — 1=0, л — 1=0, л2 + 1 — 0.
Демак, л 1<5>3 = 1, хА 8 = ± I.
М а ш қ л а р .  Қуйидаги тенгламалар ечилсин:
1. лв— 5л2 + 8л — 4 = 0. (Ж  а в о б. л, = + 1; -1 2.)
2. х*—4л2 + 5л — 2 = 0. (Ж  а во б. л, = ла — + 1; л,=  +2.)
3. х* — 2л‘ + 2л2— 2л + 1 = 0. (Ж  а в о б. л, = л, = + 11

хз * “  ± I  )
4. л*— 8л ‘ + 15л2 = 0. (Ж  а в о б. л, = л2=0; лв=3; л, = 5.)
5. 18л‘— 63л* + 35л2— 28л + 12 = 0. ( Ж а в о б .  л,= 3;

!■ . 2 \
Х2 “  2 ’ Х2, * *™ Т '  /

Кўрсатма: 35л2 = 27л* + 8л2 кўринишда ёзиб оликсин.
6. л‘ + 3л‘— 10л‘—л2— Зл+ 10 = 0. (Ж а в о б .  л,=  1; л 2= 2;

. .  е .  . .  - 1  ± 1^  \
Х > “  _  5 ' Х 4, 8 "  “ 2 ' ]

7. л‘— л ‘— Зл* + Вл‘— 2л = 0. (Ж  а в о б. л, — 0; л2 = л3=
. = л ,=  1; л„ = - 2.)

8. л '+  2л2—4л — 8=0.  ( Ж  а в о б. л, = л, = — 2 ;л, = 2.)
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9. 0х3 + х*—4дг-|-1 =0. (Ж  а в о б дс( = — 1; дс2= я э — - 1
3 2 /

10. 2дс“ —ла — 1бдс + 8=0 (Ж  а в об дс,» дс2.я=+ 2]/2.^

24-§. ИРРАЦ ИОНЛЛ ТЕНГЛЛЛ1АЛАР

Таъриф .  Агар тенгламадаги (бир ёки бир неча\ номаъ 
лум сон илдиз ишораси остида қатнашса. бундай тенгла- 
ма иррационал тенглама дейилади.

Масалян,

ў  25 + = 2; о . К 2 х Т З - К Г Ў ^ 5  = \ £ ж + 3
дс 4- / д П -  3; К 4 х Т 8  -1/Здс^2= 2; К 5 * Т 4  |- / 2 л ^ Т  =

= ]/Здс + 1 
]/х ў+ у/Гў~*= 6. у +дс = 4
ва ҳоказо тенгламаларнинг ҳар бири иррацмонал генгламадир, 
чунки ҳар кяАсисида номаълум мицдор дс илдиз остида келган.

Иррацнонал тенгламани ечиш учун, дастлаб уни иррацио- 
наллнкдан қутқарамиз ва ундан кейин ҳосил бўлган тенгла-. 
мани ечамиэ. Иррационал тенглама илдизлари топилгандан 
кейян, улзрни берилган тенгламага ҳўйиб, текшириш шарт, 
чунки уни иррационалликдан қутқарганда чет илдизлар кириб 
цолишн мумкин.

Айтилганларни қуйидаги мисолларда тасаир этамиэ:
1) У  25 + У + Т Г4  = 2 тенглама ечилсин.

Е ч и ш. 25 +|/дс — 4) =2Ь ёки 25 +  V х  — 4 =32, ёки
1/дс -  4 = 7, (|/дс-4)а = 72, ёки дс — 4 — 49; дс=53.

’Г е к ш и р и ш.
р^25Ух^4= У 25 + 1/53—4 = ^ 2 5 +  7 =>/32 = / 2 _1-2

Демак, 2=2. Вундан,-дс=53 берилган тенгламанинг илдизи- 
дир.

2) 5 У2х  + 3—]/ 18д: — 5 = тенглама ечилсин.
У / 2 *  + 3 _______

Ечиш .  Тенгламанинг иккала қисмини |/2дс +3 га кўпай-
гирамиз. ______ __________

5 (2дс + 3) — V  18дс — 5 • ]/2х + 3 = 4 (х + 3) ёки
(]/(18дс — 5) (2л +"3))я^<6ж+3)а1 ёки (18дс-5)(2л +3) = 36ла + 
+  Збдс + 9, ёки Збдс3 — Юдс + 54дс — 15 = 36дса + Збд: + 9, ёки

8дс = 24;’ дс = 3.
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Т е к ш и р и ш .  б / 2 - З +  3 — /18-3 — 5 =»
/2-3+3*

241Б — 7 йки 8 = 8. Демак, х = 3 илдиэдир.
3) /4лс + $ — / Зх—2 = 2 тенглама ечилсин.
Е ч и ш. (/4л: + 8)а= {2+ /Зл: — 2 )2; 4дс + 8 = 4 +- 

+ 4/37^2  +3л: -2; (4 /  Зл: -  2)2 (х + б)2; 48л:2 -3 2  —
= .с2 + 12л: + 36 ёки л:2— Збл: + 68 ="0.

Бундан:

■*1,2 ”  18 ± /324 —68 =* 18 ± 16; х, = 34, х2 = 2.
Т е к ш и р и ш. /4-34 + 3 — /3-34 —2 =2,12 — 10 = 2; 2 — 2 

ва /4-2 + 8 — / 3 - 2 — 2 = 2 ёки 4 — 2 = 2; 2 = 2. Демак, 
х, =34, х2 = 2 илдиэдир. .

4) /5л: + 4 — /2л: — 1 = / Зл: + 1 тенглама ечилсин.
Е ч и ш. ( / 5л+ 4—/ 2л: — 1 )2 = (/Зл: + 1 )2 ёки 5л: + 4 — 

—2 / (5л:+4) (2л:— 1)+2л: — 1 = Зл: + 1, ёки ( /  10л:2+3л:— 4)5 = 
= (2л: + I )2, ёки 10х2 + Зх -  4 = 4х2+ 4х + 1 ёки 6л:2-л:-5=0; 

_  1 ± / Г Т Т 2 0 _  1 ± 11 . 5
1.а— ]2 “  12 ■ • ”  '• “  — 1+

Т е к ш и р и ш. / 5  1 + 4 + / 2  -1 — 1 = /3-1 +  1 ёки 
8 — 1= 2; демак, х =  1 — илдиз.

/ - т Г н  1 _ - т - '  = V  - у  + 1. V / - Г  / -
= } /  — 4 ' ~  *~~ч 6 ^  • Д емак- х = — яет илдиз.

5) / 5  (х— 1) — /2л: — 3 = /3л: — 2 тенглама ечилсин.
Е ч и ш. (/ 5  (л: — 1) — у ' 2х — З)2 = (/ З л  — 2)2, 5л: — 5 —

-  2 /  10л2— 25л: + 15 + 2л: -  3 = Зл: -  2, ( /  10л;2-25лс+15)2 = 
= (2лс — З)2, 10л:2-25л:+ 15 = 4л:2-12л + 9, 6л-'-13л: +
+  6 =  0.

Бу тенгламани ечамиз:
_ _  )3± /1 6 9 -  144 _ 13 ± 5 „  3 2
х1,2 *= 12 12 ' 'Г| *“  Т Вв — ТГ‘

Т е к ш и р и ш .  /  5- ^ - 5 -  | / 2 - | - 3  = |/ З--^—2ёки 

| /  0 _ / | .  Демак, л:д =--| — илоиз; /  5- |  -  5 —
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-  \  2 • |  — 3 -  \ /  3 ^ - - 2 ;  у /  — у ' -  4  "  0> ^ емак'
2л, = -̂- ҳам тенгламанинг илдизндир.

6) |/76 + > 7  + ^ 7 6  — }/ Т  = 8 тенглама ечилсин.
Е ч и ш .  Бунинг иккала кисмини кубга оширамиз:

76 + ■/~х + 76 — »/ х + 
+ з { /'(7 6 + /л )г. (7 6 - ,  Т )  + 3 у (76 + / л )  (76 -  у7 )*  = 512 
1ки

3 У  (762 -  л) (76 + / л )  + 3 { /_(76а- л )  (76- / Т )  = 360. 
»'762 - л ( { /Г7в + > л + У  76 -  / л ) = 120

вки
8 у/ 762 — л = 120 ёки у' 762 — л = 15.

Бу тенгламанинг иккала кисмини яна кубга оширамиэ:
76л2 — л=15*. Бундан: л = 2401.

Т е к ш и р и ш .  У  76 + \' 2401 +  у  76 — \  2401 = 8,

\/ 76 + 49 + >/76 -  49 = 8, уП25 + У ? ?  = 8 ёки 5 + 3 = 8;
8 = 8. Демак, л =  2401 — илдиз.

Айрим иррационал тенгламаларни белгилаб олиш йўли 
билан ечилишини кўрсатамиз.

3 з ^7) 2 х* + ■\/Гх — 3 — 0 тенглама ечилсин.
3 —

Е ч и ш .  >/"л = у деб белгилаймиз, бу колДа берилган тенг- 
лама квадрат тенгламага келади: 2у2 + у — 3 = 0.
Бундан: у, 2 = ~  1 -±-+_| + 24. «  ~  *̂ -5 , бундан: у, = 1; у2= — | .

Демак, у  х  =  1, бундан л, =  1; у 7  =  — -у, бундан л2 =  —

Т е к ш и р н  ш. 2 У х 2 + \г~х — 3= 21/1+  у^Т — 3 = 2 +
+  1— 3 = 0; 0 = 0, демак, л, = 1— тенгламанинг илдизи;

8 / Ғ 1 Г +  1/ г ? - з - 2 + - Ь з - 0 -о .
27демак, л2 ҳам тенгламанинг илдиаи.

8) У 18 + 2л — л — 1 тенглама ечилсин.
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ш. (/19‘+ 2а)я = (л — 1)я, бунляя: 19 + 2а =» да— Зл’ + 
-4- 3-« — 1 ёки А-3 — За2 + х — 20 = 0; бу тенгламанинг Оитта ил- 
дизи а, = 4 бўлади. Қолган иккита илдизи қуйидагича топи- 
лади:

х‘~ З х г-\-х — 20 х — 4
— * 'Т  4х3 + х+  5.

_  А а+  А  
— А2 + 4х

5 х ~  20 
~  5а +  20

0

Демак, х7 + х + 5 = 0 -дан:
-  1 ± у ’ 1 — 20

2.3 - 1 + 1  13? 2 2 ‘
(Ж я в о б .  а ,*=4 — илдиз; х.з. з чет илдиз).

9) \/ 75а2 — 84 =  а1 + 2 тенглама ечилсин. 
Е ч и ш. (\г75а2 ■ 84)* = (а5 + 2)" ёки 75а* — 84 = а “ +

+ 6а* + 12а 2 + 8, бундан а* + 6а4 — 63а3 + 92 = 0. Бу тенгла- 
мада а2 = у деб белгиласяк, у* + 6у2 — 63у + 92 = 0 ҳосил бў- 
лади. Бу тенгламани, 92 нинг бўлувчиларидан фақат у — 4 
қаноатлантиради. Энди, Безу теоремасига кўра:

(уя + 6у* -  63у + 92) 1 (у -  4) = у1 + 10у -  23. 
у* + 10у -  23 = 0 дан, у2 3 = -  5 ± /25  +"ЙЗ «  -  5 ± 7|

у2»  — 12 ва уа 2.
У )(олда, х1 = 4 дан: а, — ± 2; а* = — 12 дан: х^ 4 = ± 2//3 
ва а5 = 2 дан: А6<в = + / Т  бўлади.

Демак, ,=  ± 2 — тенгламанинг ҳақнқий илдиаи; қолган 
А| 4 = 27 ў  Зва а5 6 = ± / 2  лар эса, тенгламанинг чет илдиз- 
ларидир. Буларни текширнш ўқувчига тавсия қилинади.

М яш  кла р. Қуйндаги нррационял тенгламалар ечилсин: 
з1) / 2 а +7 — / З а — 3

2)

3)

0.
2) 2 / а  + 2 — / З а  — 2 =2. 

3 у  а — 4 3 / х  — 5
4 (|/а  — 2) 4у Х — 9'

4) 5- \/~х — 3 — у х — 3 = 6.
5) | 8а + 4 - у 8а -  4 = 2.

( Ж  а в о б. а = 10.) 
(Ж  а в о б. х = 34.)

(Ж  а в о б. а = 16.)

(Ж  а в о б. х — 19.) 
( Ж а в о б .  а — ± у .  )
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6) / х + 7 + /4лс + 1 -= /]3л: + 10. (Ж  а в о б. х = 2.)
7) уА(а + х )’г +  ̂ » (а — х)- = 5 \а- —■ х*. (Ж  а в о б. л,=> 0;

63 .
2 =“ Ъьа )

8) / 5  (х - 1) — /2лс — 3 = »' Зл — 2. ( ж  а в о б. л, —

х - -  )«*•  ̂* 1

9) 3 У х 2 — б / х  +  2 = 0. | Ж  а в о б. л, — 11 ж, = )

10) / х  — 3 + 6=  у х  — 3 • б. (Ж  а в о б. х2 =« 84; х, =■ 19.)
К у й и д а г и  аралаш мисоллар ечилсин:

0 \/х + / х ~ - У  х - у х -  |  У  7^/у-
( Ж  а в о б. х = ]

2) \гх — 1 + */х + 1 — х- %/2 .
(Кўрсатма. Тенгламанннг икки томонини кубга кўтариш 

керак.)
7 (* / — » -  +3) х — у =■ 2 { / **у — V х у*)>

/  х — \/ у = 3.
(Ж  а в о б. х, = 216; х2 *= — 27; у̂  *=■ 27; у, — — 216.)

3 ,. 3 *—
(Кўрсатма: /  х =« а , » у = V деб белгилаймиз.)

4) V  х + 5 -  4 / х + 1  + V х  + 8 - 3  |/х +  Т -  ]/&

* в ) | ( Л _ у ) . / ў -

(х +  у)-/х«= 3]/ў!
Г '

(А'ў/кчшл»а.у -у — г\ сўнгра ҳосил бўлган тенгламялар- 
нинг бири иккинчисига бўлинади.)

6) V  5 /2  +  7 — )/5  |/2 — 7 = 2 тенгликнинг тўғрилиги 
исботлансин.

7) Уа + Зуг — 2х + 3 = -|-х + 5,
Зх -  2у = 5.
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(Кўрсатм а:х  = 2у /  8 ни биринчи тенгламага қўйиб, кейин

8у>— 4у— 1 ^  г белгилансин.)

8) V у  - 2  + )/2ўҒГб + V у  + 2 + )/2у - 5  = 7 |7- 
(гАў/>сят>£(2: ?/2у — 5 = 2 деб белгилансин.)

•V—
В) 5> 1± ____

у-хГ_  1
-1 - 4 .

(Ж  а в о б. л, — 8 — илдиз; л2 = — I — чет илдиз.)
3 /—  V(Кўрсатма: у  х = ў деб белгилансин.)

Ю) 4 У * 4 -  9 | / ?  +  2 = 0.
(Ж  а В 0 б. 21,2 =  ±  тг! *3.4 =  ±  2 I  2.)

И ) V  х ~ 4а +  16 = 2 / л  — 2а + А — У х .
(Ж а в о б .  а > 8  ва а < 0  бўлганда, .

— илдиз.)

12)

12

У +  

10

- 5 ;

=  6 .

(Ж  а в о б. х ~  17; у = 6.) 

‘ 23- §. Т ЕН ГЛ А М А Л А РН И Н Г ИЛДИЗЛАРИНИ Т ЕК Ш И Р И Ш

ах  + Ь = 0 тенгламанинг илдизларини текшириш
Агар
а > 0 ва £ < 0)
а < 0 ва 6 > 0/ бўлса, * > 0  бўлади.
Агар
а > 0 ва 6 > 0>
а < 0 ва 6 < 01 бўлса, х < 0 бўлади.

о
М исол .  Зх — 2 = 0 тенгламанинг илдизи х = -Д- >0, чун- 

ки а = 3 > 0  ва Ь = — 2 < 0 ;  Зл + 2 = 0 тенгламанинг илдизн 
х = — у  <0, чунки а = 3 > 0 ва 6 = 2>0.
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Энди, ах + Ь = 0 тенгламада а = 0, Ь + 0 бўлсин, бу колда
0-х-1-4 = 0, бундан Ь = 0, лекин Ь ф Ь  эди. Демак, бу ҳолда 
тенгламанинг илдизи булмайди (яъни маъноси йўқолади). Агар 
а ф 0 ва Ь= 0 бўлса, у ҳолда ах +  0 = 0, бундан х =  0 бўлади. 
Агар а = Ь = 0 бўлса, у ҳолда тенглама чексиз кўп ил^из-
ларга эга бўлади, яъни 0-л + 0 = 0, бундан х = у  = ± 1; 

± 8; ± 7 ; ---

Биринчи д а р а ж а л и  икки номаълумли икки тенглама 
системасининг илдизларини текшириш

Бундай тенгламалар системасининг умумий кўриннши:
Г а%х + Ьху = си .
>а2х + 6 4у = с2 ^

бўлиб, бу системанинг илдизлари:
сф 3 — С3Ь{ Д1С2 — ‘У , /п^

• а,8 а — а./>, * а,Ь^— аф,'

1) Агар (2) даги ма лряж: а,Ьг — а2Ь, + 0 ёки ~  ^  бўлса
(с,,га лар ҳандай бўлмасин), (1) система биргина ечимга эга 
бўлади.

М и со л .  системада: а,Ь2 — аф, -= 5-6 —■ I— Л + 6ў = 9
Л .  10 _  0 . 9-  ( -  1) 2 =32 + 0. Демак, л = Э2- = 3 ва у -

5-9 — < — 1) • 19
32 =  2.

2) Агар о,й2 — агЬ ,= 0  ёки — = ~  бўлганда, қуйидаги 

иккн ҳол бўлиши мумкин: а) Д  = 41-бўлса, бу ҳол-(2 2 0'2 ц
да тепгламадан биттасини иккинчисидан ҳосил ҳилиш мум- 
кин, шунинг учун (1) снстема чексиэ кўп илднзларга эга бў- 
ладн. «

М и с о л - { ^ 1 н у 1 б  да = т  =  1  =
демак,

3 1х = 0 бўлганда у = — у ; х = 1 бўлганда у = — ў\

х = — 1 бўлганда у = — у ; х = 2 бўлганда у = у  ва ҳоказо.
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б) — “ ■ тг + бўлса, (1) система ечимга вга эмас.0% С%

Ми С 0 Л' ( б х + ^ -  з да 1 “ ^  1. демак, ечимга

ега эмас. Ҳақиқатан, биринчи тенгламанинг чап қисмини б 
марта катталаштирганда иккинчи тенгламанинг чап қисми ҳо- 
сил бўлган, аммо уларнинг ўнг қисмлари ўагармай қолган. 
Бу тенгламалар бир-бирига аиддиятликда турибди. Уларнинг 
умумий илдиаларининг бўлиши мумкин вмас.

Квадрат тенглама илдиэларини текширнш

ах2 Ц- Ьх +  с =»0 тенгламанинг илдизлари х\,2 = Ь * ^
{а Ф 0) эди. Бунда Ь1 — \ас квадрат тепглама илдизларининг 
дискриминанти дейилади.

1. Агар Ьг — Аас > 0  бўлса, УЬ'А — 4ас бирор мусбат сон. 
у ҳолда х, ва х7 ҳақиқий ва ҳар хил бўлади.

а) — Ь + У  Ьг — 4ас >0 (бунинг учун Ь < 0 ва ( — Ь) > 
> V Ь' — Аас бўлиши керак), у ҳолда х, ва х, мусбат сон бў- 
лади. ________

б) — Ь ± У  Ъ1 —- Аас < 0 ^бунинг учун Ь > 0 ва Ь > УЬ-~  4 ас 
булиши керак), у ҳолда х, ва х2 манфий сон бўлади.

в) Ь мусбат ёки манфий бўлиб, унинг абсолют ҳиймати 
У Ь 2 — 4ас.дан кичик бўлганда илдизлардан биттаси мусбат, 
иккинчиси манфий бўлади.

2. Агар Ь2 — 4ас =» 0 бўлса, иккала илдиз ҳақиқий, ҳам ба-
робар, яъни х, «= х, = — ^  бўлади.

3. Агар Ьг — Аас< 0 бўлса, у ҳолда: а) Ь 4- 0 бўлганда 
нккала илдиэ қўшма комплекс сонга тенг; б) 6 = 0 бўлганда 

-иккала илдиэ мавҳум сонга тенг бўлади, бу ҳолда с < 0 бўл-
маслиги шарт.

4. Агар с = 0, Ь ^  0 бўлса, битта илдиз нолга, иккинчиси 
эга ҳақиқий сонга тенг бўлади; агар Ь = с •= 0 бўлса, иккала 
илдиз ҳам нолга тенг бўлади.

М и с о л л а р .
' 1) Зх1 — 7х + 2 = 0 тенгламанннг илдиэлари текширнлсип.

Т е к ш н р и ш. Ь2 — 4ас = 49 — 24 = 25 > 0, демак, х, ва х, 
ҳақиқий ва ҳар хнл.

2) х1 — Зх + 7 = 0 тенгламанинг илдиэлари 62 — 4ас = 9 —
— 28 =« — 19 < 0 бўлгани учун мавҳум, яъни х, ва ха мапҳум ва 
ҳар хил.

3) 9х* - 12х 4- 4 = 0 тенгламада Ь* — 4ас = 12* — 144 = 144 —
— 144 = 0, демак, х, ва х, ҳақиқий ва тенг.
126
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М аш қл ар .  Қуйидаги тенгламаларни ечмай, илднзлари 
гекширилсин:

1. Ах2— 15х -}- 9 = 0. В. ( х—у = 4; 7. (2л:=1—у;
2. 2х2-  5л + 6 = 0. 1,дс_ > _ о  1>+5=х.
3. 25д:а-10л: + 1 = 0. ' *  '2' -  8. ла-7л:+12=0.
4. ла+ 4 *  + 4 = 0. 6. [2л: + у = 8; 9. (5и— 5г) = 3;

\3л:+4у =7. \15и-15г>=1.

2б-§. Ю ҚОРИ  Д А РА Ж А Л И  ТЕН ГЛ А М А Л А Р СИСТЕМАСИ

ахл + Ьхп~т ут + суя = 0 кўринишдаги тенглама х, у лар- 
га нисбатан бир жинсли тенглама дейилади. Чунки ҳар қай- 
си ҳаддаги номаълумлар кўрсаткичларининг йиғиндиси бир 
хил сон. _

Мисол.  Зл’ — 2л:у + у5 =  0 — бир жинсли тенглама. 
ах2 +  бху ч-су* + Ах + еу + / = 0 иккинчн даражалн икки 

номаълумли тўла тенглама дейилади.

I. Тенгламалардан биттаси иккинчи даражали, иккинчиси 
биринчи даражали бўлган ҳол

1-мисол. (х1 — ху — у2 = 19; *
и - У =7

Ь -Т- ^  ^
тенгламалар системаси ечилснн.

Е чи ш .  Бундай системани ечиш учун, биринчи дартжали 
тенгламадан битта номаълум, масалан, у ни иккинчи номаъ- 
лум х билан ифодалаб, уни иккинчи даражали тенгламага қў- 
йиб ечиш қулай бўлади. Масалан, х — у =  7 дан: у — х — 7. 
Бу ҳолда х*—х-(х—7) — (х — 7)2 - 19 ёки х2 — 21х + 68 = 0. 

Бундан:
_ -Ч*у ™  _21113. х> _  17 ва ^ _ 4

Буларга асосланиб, у,= 17 — 7 = 10; у2 = 4 — 7 = — 3. Демак, 
= 17; у, = 10; л2 = 4; у2 = — 3.

И зо ҳ . Айрим ҳолларда, иккимчи даражали тенгламадан бир момаълум- 
ни иккинчиси билан ифодалаб, уни биринчи даражаликка қўйиб ечиш ҳан 
мункин.

‘ 2- м и с о л. (ху = 28.
и + у = п

тенгламалар системаси ечилсин.
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лл
Е ч и ш .  у = нил: + У = 11 га қўямиз! 

х  + ̂  1 ] ёки х * _  1 \ х  _|_ 28 = 0 , бундан: Х1,2

-  ; х, =■ 7; х2 = 4. Бу *олда у, — у  = 4; у2 = ^  -  7. 

Демак, х, = 7; у, = 4; ха = 4; уа = 7.
Бу системани Виет теоремасига асосланиб ечиш ҳам мум- 

кин. У бундай ечилади: — р = х + у = 11 ва ?=лу*=28. Бу
ҳолда тенглама х2— 11х + 28 = 0 бўлади. Бундан:х  =

У ҳолда у = {7  бўлади.
3- мисол.  ( 2 *  — 5 , 2у — 3 0

х~2  + у -  1 *•
Зх — 4у = 1

тенгламалар системасиии ечинг.
Е ч и ш .  Бундай системаларни олдин соддалаштириб, сўнг- 

ра ечиш керак.

~ ^ + ^у~ 1 = 2, буни (х — 2) • (у — 1) га кўпайтирамиз:

(2х — 5) • (у — 1) + (2у — 3) • (х—2) = 2(д: — 2) • (у — 1) ёки 2ху—
— 2х — 5у + 5 + 2ху — 4у — Зх + 6 = 2ху — 2х — 4у — 4 ёки

2ху — Зд: — 5у = — 7.
Энди !2ху — Зх ~  5у = — 7,

13* — 4у — 1
Зл—1ҳосил бўлган системани ечамиз: З х — 4у = I дан, у =  — нн

1- тенгламага қўямиз:

2х- -  Зх -  5 • + 7 = 0

ёки 6х2 — 29х + 33 = 0 ҳосил бўлади. Бундан:
„  29 ± / 8 4 1 — 792 29 ± / Я Г  29 ± 7.
X I,2 =  ]2 “  12 12 ‘

29 + 7 _  1 . 2 9 - 7  II
+ -= 12 — ». *2 “ ■ 12 ^  6-

Буларга асосан:
„ 11 ,
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Демак, х, = 3; у, = 2; Аа = у2 = |  .

4- м и с о л.

л: + у = 41
тенгламалар системасини ечмнг.

Е ч и ш .  у=41 — х ни биринчи тенгламага қўямнз: |/ —_ х +

А 1 —.7 41+ у  —^  = %  ёки 20-(х +  41 — х) = 4Ь (41 — * ), ёки

(/ х  (41 - л ) ) 2 = 202, *(41 - х )  = 400, л2 -  41* + 400 = 0.
_  41 ± г г-Ге8АПС00 41+ 9 ок „
Бундан: х,,2 — -----— -̂-----  = —2— ’ х> = ’ х ‘ = 1 ■ ^У"
ларга асосан: у, = 4 1 — 25=16; уа = 41 — 16 = 25. Демак,
хх — 25; х2 - 16; у, =  16; у2 = 25.

2. Иккала тенгламаси ҳам иккинчи даражали бўлган ҳол

1 - м и с о л. /X2 + у2 =  34, 
и у  = 15

тенгламалар системасн ечилсин.
Е ч и ш .  лсу =15 нинг иккала қисмини 2 га кўпайтириб, 

натижани биринчи тенгламага қўшамиз: _л2 + 2л:у + у2 = 64 ёки 
(л:+у)2=64ёкиж+у=±8. л+ у= 8 дан у+8—д:ни топиб иккинчи 
тенгламага ҳўямиз: х (8 — л) = 15 ёки х2 — 8х+ 15 = 0; Хм=*
= 4 ± 16 — 15 = 4 + 1; х2 = 4 + 1 = 5; х2 = 4 — 1 = 3. Булар-

1.1 0 15 ега асосан: у, = — = 3; у2 = = 5.
(Ж  а в о б. л, = 5, х2 = 3 , у, = 3, уа = 5.)

И э о ҳ .  л: +  у *= — 8  ҳам шундай ечиладн.
Бу системани бундай ечиш' ҳам мумкин.
ху = 15 тенгламадан у ни топиб, у = у  ни биринчи тенг-

ламага ҳўямиз: а2 + (-Ь?] =34 ёки х* — 34а2 + 225 = 0, бу 
биквадрат тенгламаднр.

.<„2)з,4 = ± V VI ± |/289^ 225 = ± /17±8; а „ 2 = ± 5;
— + 3.

Бу ҳолда

У1’3 = т т  = ± 3; Уз,» = -^з = ± 5.
0—06 129
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2- мисол.

и  + ху + у = 7.
/  V ^  1Е ч и ш .  V  — = 2 деб белгилаймиэ. Бу ҳолда биринчиV X “  У

тенглама 28 — Зг + 2 = 0 ни беради. Бундан 21= 1 ,2а = 2. 
У ҳолда

1 ва |/ * ^  *■ — 2.х — у г х — у

Г X — у '
х + .ту -+■ У "  7 ва

л / ^ - 2 ,I л — у ’
л:+д:у+у = 7 системглар ҳосил бў- 

ладн. Булардан биринчисини ечамиз.

■— ў )  ™ 1* ёки 1, бундан х = 2у + 1. Буни иккин-
чи тенгламага қўйсак: 2у + 1 + 2у* + У + У  =* 7 ёки 2у* + 4у — 
— 6 = 0 ёки у2 + 2у — 3 = 0. Бундан: у, = — 3, у2 = 1. У ҳол- 
да хл = 2-(-3)  + 1 = - 5 ,  х , - 2-1 +  1 = 3.

И я о ҳ. Иккинчи система ҳам шундай ечилади.

3- мисол.  гх1 + у* — ху = 201,
\{Чх — у )а - 12- (2х — у) =» 189

тенгламалар системаси ечилсин.
Е ч и ш .  2х — у =  2 деб белгилаймиэ. Бу ҳолда иккинчи 

тенглама ушбу куринишни олади: 2* — 12г — 189 = в. Бундан 
2, = 21; г2= — 9. Буларга асосан ушбу иккита системани ҳо- 
сил киламиз:

.«• + У* — ху — 201, /х* + у* — ху — 201,1.Г + у* — х у  —  201, /2* + у  — ху —
12х — у=21 ва '2лс — у =* — 9.

Бу ҳосил бўлган системаларнинг ҳар бири юҳорида кўрсатил- 
ган йўллар билан ечилади.

4- мисол. и* — 4ху + 4у* — Зл: + 6у = 54,
I (2х — у)а — 7 (2л: — у) =  294 тенгламалар сис- 

темаси ечилсин-
Е ч и ш .  Биринчи тенгламани ушбу кўринишга келтирамиз:

х* — 4ху + 4у* — Зл: + 6у = (л: — 2у)* — 3 ■ (л: — 2у) =54.

лс — 2у = и деб белгилаймиз. У ҳолда и* — Зи — 54 = 0 
дан: а, = — 6, и2 = 9. Шунга ўхшаш 2х — у — ъ бўлсин. У 
ҳолда V* — IV  — 294 = 0 дан: г», = — 14, = 21.
130
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Буларга асосан: (х  — 2 у = — 6, ва (х  — 2у = У,
}2ж—у =  — 14 '\2х — у = Ч\ система-

лар ^осил бўлади.
' 22 '2Булардан: дс, — — —; у2 = — т ; *а = 1 ■; У2= 1 илдизларии3 о

топамиз.
5- м и с о л. ( ху = 4, 

уг = 6,
а2 -\-гг = 13

система ечилсин.
Е ч и ш. ху — 4 ни уг — 6 га бўлэмиз. — = — = —, бундаяУ2 6 3

3 ог = — х ни топиб, л2 + г2 = 13 га қўямиз: х3+  - х3 = 13 ёки

13д:2 = 13 • 4; а2=4; х  —  ±  2. Буларга асосан: у = —1- = ± 2;

|  - ( ± 2 ) -  ±3.
Демак, х — ±2, у = ± 2, г =  ±3.
М а ш қ л а р ,  Куйидаги тенгламалар системалари ечилсин:
I) (Да - х у  + У2 = 63,

{ д: — у = -  3.
(Ж  а в о б. лг, = 6; у, = 9; х3 = — 9; у, = — 6,)

3*2 X2)
10а _  у ; Ж а в о б .  х ^ — -— , ±3 а ;у = + р = ,  + 2а.)

*  +  У _  ~а

3) ( д:2 + 2ду у2 — 4л — 4у = 45,
( л2 — 2лу + у2 — 2х + 2у = 3.

(Ж  а в о б. д, = 6, у, = 3; х3 = — 3, уа = — 2.)
4)

5)

х — у = 5.
(Ж  а в о б, лг, = 9, у, = 4.) 

1  + 1  + 1 =9,х 1 у 1 г •
1

х . * - т >
1

Уг ~  3'
.  I 1 . 8 8 1 \(Ж а в о б .  х, = у, = 2, = 1, х3 = у , у3 = г2= —. ^

131
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6) <2х* — у* = 7, 
и-у = 2.

/ж  а в о б. лЬ2 = ± 2, л3,4 = ± у,.2 =  ± I, .у3.4 = ± 2^~ ■)

7) IX -г-у =  2 
1ху = —ху —  — 15.

(Ж  а в о б. хг = 5, х2 = — 3, у, = — 3, у2 = 5.)
8) |х2 + у* = 10,

•ху = 3.
(Ж  а в о б. х, = 3, х2 = 1, у, = 1, у2 = 3.)

9) ( хч |_ *.а
\х 1 У Ж'
I О
I =

„  а а а а \(Ж а в о б .  х, = ^ ,  х2 = — у , у, = у2 = — -у.1

10) /Зуа — 2лу = 160,
1уа -  Зху -  2х! = 8.

(Ж  а в о б. х = ± 2, ± 8,5; у = ± 8, ± 5.)

11) гх + у — 1/хў=7,
IX5 + у2 + ху = 133

(Ж а в о б .  х, = 9 ,у, = 4, х2 =  4, у2 = 9.)
12) Агар икки хонали сонни ўэининг рақамлари йиғинди- 

сига бўлсак, бўлинма 6, қолдиқ 2 бўлади. Агар шу сонни 
рақамлари кўпайтмасига бўлсак, бўлинма 5, қолдиқ 2 бўлади. 
Шу соннн топинг.

(Ж а в о б .  32.)
13) Икки группа ўқувчнлар театрга бпр нечта билет олнш- 

ди. Бир хил билетларга 9 сўм тўланди, иккинчи хил билет- 
лар 20 тийин қиммат туради, лекин бу хилдаги билетлардан 
олдингисига қараганда 3 та кам билет олннди ва 9,6 сўм тў- 
ланди. Ҳар қайси хил билетдан нёчтадан ва ҳар бири неча 
сўмдан олинган?

(Ж а в о б .  15 билет 0,6 сўмдан; 12 билет 0,8 сўмдан.)

а) Тенг кучли тенгламалар системасини ечиш

М исол .  Тенгламалар системаси ечилсин:
(X2 + ху =*я,
)у* + ху = а.

132
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Бу тенгламалар тенг кучли, чунки уларда х ни у бнлан ва 
у ни х билан алмаштирсак, биридан нккинчиси келиб чиқади. 
Бундай системаларни ечишда х =  у деб олиб, сўнгра битта- 
сини ечиш кифоя, яъни:
у = х, х* + ху = а ёки х2 + хх = а, ёки 2хг = а. Бундан: 
х «= + демак, у •= ± |/  бўлади.^Ж а в о б. л:«= |

У- ± \ Ъ

б) Чап томонлари номаълум сонларга нисбатан 
бир жинсли бўлган тенгламалар системасини ечиш

1- мисол.  Тенгламалар системаси ечилсин:
(х2 + х у  = й,
'уа + ху = Ь.

Е чи ш .  у = гх деб белгилаймиз; 2 — янги номаълум 
сон. У ҳолда:

1 х 2 +  1л*(1 + г )  - а ,
I г* х2 V гх* -= Ь ёкн ' гх2 (1 г) Ь.

Булардан:
гх1 (1 -Ь г) Ь

т .-г* (1  + г) а '

Демак, у — х, буни хг + ху — а га кўямиз;

х2 + — лс* = а. 
1 а

Бундан,
ЛЬ1 -  1

| И *

бу ^олда:
, Ь_ а  ь

У1-Л *“  ± а ' / д + * 4=5 -  /д _  й *

Демак,
<1 6л „а ± у„1 -  ±

а Ь ~  » а , 6  *

I х* , .— + ху -  а2,
2- мисол. Тенгламалар системаси ечилсин: у

( 4 + х у - * * .
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Еч и ш .  у = гх деб белгилаб, уни системага қуямиз!

гхш а2,
11 х I 2 из. Е гх2 = Ь2х

ЁК И
а2,

х2г (1 + г2) = Ь*.

Булардан:
х Ч  (I
-** (1 л *>)

‘ Ь2 - 1 - — еки г а* & + 1— а •
Бу ҳолда:

V — Н X,х — а '
± Ъ- х

а

+ ~ х 2 = а2.— а

Бундан:
х  =  ±  а у

аЬ • ва у =• ± Ь V -
аЬ

± (а2 ± &) “ “ х -х- " у ± (а-1 ± V)

в) Сунъий йўллар билан ечиладиган системалар
мисол.  Тенгламалар системаси ечилснн:

+ - у -
ху _ 2 .

Е ч и ш .  Бундай системани ечиш учун, олдин иккинчи тенг-
ламадан биринчи тенгламани айирамиз: ——  — — — а. Бу-у х а
нинг чап қисми, л:, у ларга нисбатан бир жинсли, уни ечиш 
учун у = гх деб олинса кифоя.

4- мисол. Тенгламалар системаси ечилсин:
1ху — х + у = 7,
Ъ:у — у -±х — 13.

Е ч и ш .  Бундай системани ечиш учун ҳам иккинчи тенг- 
ламадан биринчи тенгламани айирсак: Чх — 2у = 6 ёки х — у = 3 
ҳосил бўлади. Бундан у = х — 3 ни тенгламалардан биттасига 
қўйсак:л:(л — 3) — х + х — 3=7 ёки х3 — Зх — 10 = 0. Бун- 
дан: ЛГ] = 5, хг = — 2. Буларга асосланиб, у = 5 — 3 = 2,
у = — 2 — 3= — 5. Демак, л, = 5, у, = 2; хг = — 2, у2 = — 5.

5- мнсол. Тенгламалар системаси ечилсин:
[ла + ху + хг — а,
\У* + ху + уг = Ь,
\г2 + хг + уг = с.

Е ч и ш.
[х (х  + у + г) = а ,
\у(у + х + г) = Ь.
\г(г + х + у) - с .

134
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Булардан:
х а Ь х  а в— “  т-; У == — х ва — <-- , г = — х.у Ь '  7 а 2  с ' а

Буларни тенгламалардан биттасига кўйсак:

Хг + *• ^ х  + х- ^ х  = а ёки =  а бундан»

х = +
а + Ь 4- с 

Бу ҳолда:
, ь , 

у ■* ± - т ^ = у = ;2 = ±|7 й  + о + е ' у  а Ь е

6- м.исол. Тенгламалар системаси ечилсин:
\х + ху + у = 1,
У + уг + 2 г-2,

1г + гл: +  х = 3.

Е ч и ш. Учинчи тенгламадан: х = па иккинчи тенг-
П _ £

ламадан: у = * . Буларни биринчи тенгламага қўйиб, сод-
далаштирсак:

2а +  2г -  5 =  0, 2Ь2 =  -  1 ±  1 / 1 + 5  =  -  1 ±  1/6.

Бу ҳолда:
3 +  1 - / 6  _ 2 / б " - 3    3 + 1 + / б _  2 / 3  +  3 .

Д-« ^  1 ,  -— - |ч - — Ло “ “  I I ~ ~~ —' п " ' •1 —1+-|/6 3 1 _  1 _  /б 3

2  + I — / 6 '  / 6  — 2  . _  2  + 1 +  /б~  / ?  + 2

^ ’ 1 — 1 _  1 + / 6  “  2  1 1 — 1 — у Т  "  2  *

27- §. Б А Ъ З И  Ф У Н К Ц И Я Л А Р  ВА УЛ А РН И Н Г ГРА Ф И КЛ А РИ

1) у = ах ва у = + Ь кўринишдаги функциялар чизиқли
функциялар дейилади.

2) у = ал:2; у = аха + 6 ва у = ал:* + Ьх + с кўринишдаги 
функциялар квадрат функциялар дейилади.

3) У = У -  У -  кўринишдаги функцияларсдг + й' У сх Л
чизиқли каср функциялар дейилади.

Функцияларнииг графигини нуцталар ёрдамида чизиш учун, 
дастлаб аргументга бир неча ихтиёрий сон қийматлар бериб, 
функциянинг унга тегишли сон қийматларини топамиз. Бун- 
дан кейин Декарт координаталар системасида ҳар қайси мос
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х , у жуфтларнинг топилган сон қийматларига координаталяр 
системасида тегишли нуқталарни топиб, у нуқталарни чизиқ 
билан бирлаштирамиэ.

1- мисол. у =  3лс функциянинг графиги чизилсин.
Е ч и ш .  д: = 0 бўлганда у = 3-0 = 0 ва х «= 1 бўлганда 

у = 3-1 =3.
Натижада (0; 0) ва (1: 3) нуқталар толилди. Бу иуқта- 

лар орқали ўтувчи тўғри чизиқ берилган функциянинг гра- 
фиги бўлади (8- расм).

2- мисол.  у = Зх — 2 функциянинг графиги чизнлсин.

Е  ч и ш. х = 0 да у = — 2 ва х = да у = 0. (0; — 2) ва

о| нуқталар орқали ўтувчи тўғри чизиқ, бернлган функ-
циянинг графиги бўлади {9- расм).

Кўрилган бу икки мисолда график тўғри чизиқдан ибо- 
рат, унинг ўрни икки нуқта билан аниқланиши бизга маълум. 
Шунинг учун бу мисолларда икки нуқта топиш брлан чега- 
раландик. Бундан кейингн мисолларда график чизиш учун 
бир неча нуқта топиш зарур бўлади.

3- мисол.  у = 2лся функциянинг графиги чизилсин.
Е ч и ш .  х ва у нинг қийматларини аниқлаб, уларни жад-

вал шаклида ёзамиз:

X 0 ± 1 ± 2 . . .

У 0 2 8 . . .

'.зк
г

1
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(0; 0). (;!; 1; 2), ( + 2; й) нуқталарнн туташтирувчи эгри чи- 
знқ, берилган функциянинг графигидир (10- расм).

4- мнсол. у = х* — 2 функциянинг графиги чизилсин.
Е ч и ш. Жадвал тузамиз:

X 0 ± 1 ± 2 . . .

У — 2 — 1 2

(0; 2), (± I ; -  I), ( ± 2; 2) нукталарни туташтирувчи эгри
чизиқ, берилган функциянинг графигидир (11- расм).

5- мисол.  у = хг ~  2дс — 1 функциянинг графиги чиэил- 
син.

Е ч и ш .  Жадпал тузамиз:

X 0 1 — 1 2 — 2 ...

У — 1 - 2 2 — 1 7 . ...

(0;— 1), (1; — 2), ( -  1; 2). (2 ;-  1), (— 2; 7) , . . .  нуқталар- 
ни туташтирувчи эгри чизиқ берилган функциянинг графиги 
бўлади (12- расм).

Энди квадрат учқад графигини бошқача усулда чизишни 
кўрамиз. Квадрат учҳаднинг графигини ,характерли“ нуқтллар 
деб аталувчи учта нуцтадан фойдаланиб чиэиш ҳам кўпинча 
қулайлик келтиради. у == ах2 + Ьх +  с (1) функция берилган 
бўлсин.

Энди квадрат учҳаднинг графигини „характерли" нуқталар 
ёрдамида чнзишнинг қисҳача мазмунини эслатиб ўтамиз.
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1- у с ул .  (1) квадрат учҳаддан тўла квадрат ажратамиэ:
— **1у -= аха + Ьх + с = а + 4 а* . Бундан кўрамизки,

(1) квадрат учҳаднинг графиги ларабола, унинг учи Л ( л 0;у0) 
нуқтада бўлади д̂с„ = — у0 = ~  6- Э н д и  графикни Оу
ўқ билан кесишиш нуҳтасини аниқлаймиз, х = 0 бўлганда 
у = с. Демак В  (0; с) — изланган нуқтадир. Парабола ўқи
х = — ^  тўғри чизиққа нисбатан В  га симметрик бўлган С

нуқтани, яъни С ^ с   ̂ни аниқлаймиз. (Бу топилган учта
нуқта параболанинг харак- 
терли нуқталари дейилади.)

6- мисол. у = х + 4дс + 5 
функциянинг графиги чизил- 
син.

Е ч и ш .  у = х12 + 4дс + 5 = 
- ( *  + 2)а+1. Бундан пара- 
боланинг учи А (— 2; 1) бў- 
лиши кўринади. Энди х = 0 
бўлганда у = 5. Демак, В  (0; 5).
Энди С •£; с  ̂ нуцтани то-
памиз. Бизнинг мисолда
С ( — 4; 5) (13- расм).

И з о ҳ .  Характерли иуқталарни 
аниқлашда кўрсатилган усулдан бога- 
қа усуллар ҳам бор, уларни бу ерда 
қорамаймиз.

7- мисол. у = функциянинг графиги чизилсин.
Е ч и ш .  Жадвал тузамиз:

1

8

2

1

ч- 
Л

и
. 

1 
II 

1

-3! -2\ 0 1 2 г
■1

\
-7 ^

\
14- расм.

X
1... 1 ± 11 ± 2 ± з

У ... 1 ± 2  1
± 1

см|го
-Н

У ҳолда (±1; +2); (±2;  ± 1 ) , . . .  нуқталарни туташти- 
рувчи эгри чизицлар, берилган функциянинг графигидир 
<<14- расм).

М а ш ц л а р .  Кўйидаги функцияларнинг графиги чизилсин: 
3 I 1;У — т’; У = Зл2 — 5;у = 5х; у*=4:  У = ў л '
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28- §. А Л ГЕ Б Р А И К  Т ЕН ГЛ А М А Л А РН И  ГР А Ф И К  УСУЛ Д А
ЕЧ И Ш

I. Биринчи даражали бир номаълумли тенгламани графнк 
усулда ечиш.а х - ^ Ь ~ 0  тенгламани графнк усул билан ечиш 
учун тенгламанинг чап қисмини у билан белгилаб, у = ах 4- Ь 
функция туэамиз ҳамда унинг *графигини чиэамиз. У ҳолда 
графикни абсцисса ўқидан кесган кесмасига тегишли сон 
(координаталар бошидан бошлаб), берилган тенгламанинг ил- 
дизи бўлади.

М исол .  З х — 2 = 0 тенглама график усулда ечилсин. 
Е ч и ш .  у= °Зх  — 2 функцияни туэиб, унинг графигини чи-

2 / ? \аамнз (15- расм). Демак, х = АО ~  ^Жавоб .  -д.)
II. Биринчи даражали икки номаълумли икки тенглама 

системасини график усулда ечиш.
1ах • Ьу = <?,
\агх + Ьгу = сг

тенгламалар системаси берилган. Бу системаии график усул 
билан ечиш учун: ах + Ьу ъаахх + Ьгу = сг функцияларнинг 
графикларини чизиб, кесишиш нуқтасини топиш керак. Топнл- 
ган нуҳтанинг абсциссаси х нинг, ординатаси эса у нинг қий- 
мати бўлади. Масалан, ах + Ьу = с тенгламадан: х = 0 бўл-
ганда у = ~  ва у = 0 бўлганда, х = алх + Ьгу = сх тенгла- 

мадан: х = 0 бўлганда, у = 41- ва у = 0 бўлганда, х, =» ннЬ,

топамиэ; у ҳолда (0; у )
Энди тўғри бурчакли координата- 

лар системасини чизиб, бу нуқталарни 
1б-расмда белгиланганидек бўлсин 
деб фараз қиламиз. Топилган ҳар қай-

15- р«см. 16- расм.
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си жуфт нуқта орқали тўғри чизиқлар ўтказсак, кесишиш 
нуқта М  ни топамиз; ОЛ/ = т  ва ЛТЛ/=п бўлсин.

Демак, х = т  ва у = п илдизлардир.
М и с о л л а р .  1) 13х — 2у = 4,

*2лг — Зу = 1 тенгламалар системаси график
усулда ечилсин.

Е ч и ш. Зх — 2у = 4 тенгламадан: х = 0 бўлганда у = — 2;А
у = 0 бўлганда х =  ^ ; 2х — Зу = 1 тенгламадан: х = 0 бул*

ганда у = — у = 0 бўлганда х = ^. Сўнгра графикларни 
чизнб, кесишиш нучтасини топамиэ (17- расм).

(Ж  а в о б. х = ОД̂  = 2; у = 7ИЛ/= 1.)

2) ]2л + у = 4,
(у = 2д: тенгламалар системаси график усулда ечилсин. •

Е  ч и ш. 2х ф-у = 4 тенгламадан: х = 0 бўлганда у = 4, у=0 
бўлганда л: = 2 ва у 2л- тенгламатан: л = 0 д а у  = 0, у = 2 
да х = ]. Сўнгра графикларнп чизиб, кесишнш нуктаснни то- 
памиз (18- расм).

Демак, х = О/У =1; у =■■ МА' ■=• 2.
(Ж  а в о б. дг = 1: у = 2 )

III. Квалрат теигламаии график усулда ечиш ва текши- 
риш. ахг + Ьх -|- с = 0 тепгламанннг влдизларини график усул 
билаи топиш учун икки усулни кўриб чиқамнз.

1- усул .  у ■= ах* Ьх + с функция графнгинн чизвб. унинг 
абсцчсса ўқи билаи кесишиш нуҳтлларини топамнз. 3'опилган 
нуқталарнннг ордииаталари ноль, абсцнссалэрн эса тенглама- 
нинг из.ланган илдизларн бўлади.
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М исол .  ха— Зл: + 2 = 0 тенглама график усулда ечилсин. 
Е ч и ш. у = х1 — Зх + 2 = (х  — Бу қолда, х =

= ^ бўлганда у — — демак, чизиладиган параболанинг учи

А ---^  нуқтада бўлади, х — 0 бўлганда у — 2, яъни
5(0; 2) ва у = 0 бўлганда х = 2, яъни С (2; 0) бўлади.Унинг 
графиги 19- расмдагидек бўлиб, абсциссалар ўқини (1; 0) ва 
(2; 0) нуқталарда кесиб ўтади. Демак хл = 1 ва х, = 2 илдиз- 
лардир. '

2- у с у л. ахг -I- Ьх — с = 0 тенгламани ахг = — Ьх — с кў- 
ринишда ёзиб, сўнгра у = ах2 ва у ~  — Ьх — с деб белгилаб, 
буларнинг графикларини чизиб, кесишиш нуқталарини топа- 
миз. Графиклар кесишиш нуқталарининг абсциссалари, тенгла- 
манинг излангян нлднзлари бўлади.

Масалан, хг — Зл - 2 = 0 тенгламани график усул билан 
ечишни кўрайлик:

у = л з у = Зх ~  2
X У •* У
0 0 ва 0 — 2

+ 1 1 1 1
ь 2 4

у = хг ва у = Зх — 2 функцияларнинг графигини чизамиз 
(20- расм).
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Бу икки чизиқнинг кесишиш нуқталарининг абсциссаларн 
берилган тенгламанинг илдизларидир. Бу илдизлар:

хг =  ОЛ/ =1 ва х5 = ОЛ\ = 2.
„ , , , л I —Ь ±у̂ Ъ-‘—4ас\ах* " Ьх + с — 0 тенгламанинг илдизлари (хг%2— тг- ■ !% /

ни график усул ёрдамида текшириш. 0  = 3* — 4ас унинг 
дискриминанти эди. у = ах1 ■ Ьх-$-с парабола:

9

1) О = Ь1 — 4ас>0  бўлганда, 
парабола абсцисса ўни билан иккита 
нуқтада кесишади, яъни хг ва х3 
илдизлар ҳақиқий ва ҳар хил бўла- 
ди, масалан, 21- расмдаги каби.

2) О -= № — 4ас = 0 бўлганда, 
парабола абсцисса ўқига уриниб 
ўтади, яъни х, ва хг илдиэлар ҳа- 
қиқий ва тенг бўлади, масалан, 22- 
расмдаги каби.

3) О  = &2 — 4ас <0 бўлганда па- 
рабола абсцисса ўқи билан битта 
ҳам умумий нуқтага ага бўлмайди, 
масалан, 23-расмдаги каби. Тенгла- 
манинг ҳақиқий илдизлари мавжуд 
эмас.

IV. Икки номаъдумли иккинчи даражали икки тенглама 
системасини график усулда ечиш Тенгламалар системасидаги 
ҳар қайси тенгламага тегишли графиклар чиэилганда уларнинг 
кесишиш нуқталарининг абсциссалари х нинг, ординаталари 
эса у нинг қийматларини беради.

2 Й- расм.
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1- мисол.  IX1 4- 2л — у = 3, 
\х — Зу = 1

система график усул билан ечилсин.
Е ч и ш. хг -|- 2х — у = 3 ва л — Зу = 1 тенгламалар билан 

берилган функциялар графикларини чизиб, уларнинг кесишиш 
нуцталарини топамиз (24- расм). Шаклдан кўрамизки, х, ==■
>= ОМ — I; у, «= 0 ва х2= О/У, =  — 2 -д ; у2 = Л1Х Д7, = — ^ гра-
фикларнинг кесишиш нуқталарининг координаталаридир.

система график усулда ечилсин.
Е  ч и ш. хг — у* = 8 ва ху = 3 функцияларнинг графиклари- 

ни чиэиб, кесишиш нуқталарини топамиз (25- расм).
Шаклдан кўрамизки, д:, = ОЛ^-=3, у, = УИЛ( = 1 ва л , -

= ОЛ7, = - 3 ,  у2 = Ж,Л', = -  1.
М а ш қ л а р .  Қуйидаги тенгламалар график усулда ечилсин:

5х — 3 = 0; хг — 7х+  12 = 0; 2л8 — 7* + 3 = 0;
— 2л:а +  7д: — 3 = 0;

(4х — у = 1, и  + 5у + 3 = 0, (х — 2у = 3,
1у - Зх-, \~2х +  Зу — 1 =0; ^ху = 5;
(л:а + 2у! = 34, |4л5 — у = 4, (л:а — 4х + у + 3 = 0,
1;с + у = 7; >2х + у = 2; 1лу = 2.

24- расм. 25- расм.

Демак, (1; 0) в а ( — 2- ;̂ — берилган системанинг ечим- 
лари.

2- м и с о л. * 8 = 8,
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29- §. ТЕН ГС И ЗЛ И К  ВА УНИ НГ ХО ССАЛАРИ .
БИР Н О М АЪЛУМ ЛИ  ТЕН ГС И ЗЛ И КЛ А РН И  ЕЧ И Ш

Бу ерда тенгсизлик >(акида тўлароқ тушунча берамиз. Соп- 
лардан ёки ҳарфлардан иборат икки ифодани катта {>  ) ёки 
кичик (< ) ишораси билан боғланиши тенгсизликни беради.

Масалан, 2 -̂  > 1 ў; Зл — 4 >2; 2х2 < 7х — 3; > ~ г ў
7-3 — 8 > 7  ва ҳоказоларнинг ҳар бири тенгсизликдир.

Тенгснэликнинг хоссалари
1) Тенгсизликнинг иккала қисмига бир хилспнни қўшиш 

ёки аиириш билан тенгсизлик ўзгармайди.
Масалан, 2,5 >1,2 тенгсизликнинг иккала қисмига (+3 )  

нн кўшамиз: 2,5 + 3 > 1,2+3 ёки 5,5 > 4,2; 2,5 — 3 > 1,2 — 3 
ёки — 0,5 > — 1,8.

2) Тенгсизликнинг иккала қисми бир хил мусбат сонга 
кўпайтирилса ёки бўлинса тенгсизлик ўзгармайди.

Масалан, 2,5 >1,2 тенгсизликнинг иккала ҳисмини (-^2) га 
кўпачтирячгз: 2,5-(т  2) > 1,2-( + 2) ёки 5 > 2,4; кўрамизки, 
тенгсизлик ўзгармадц.

.энди,-2,6 > 1,2 тенгсизликнинг иккала қисмини (» 5) га 
бўламиз; 2,5 ; (+5)  > 1,2 : (+  5) ёки 0,5 > 0,24 бўлади; тенг- 
сизлик ўзгармади.

3) Тенгсизликнинг иккала қисми манфий сонга кўпайти- 
рилса ёки бўлинса, тенгсизлик ишораси қарама-қарши ишо- 
ра билан алмашади.

Масалан, 2,5 > 1,2 тенгсизликнинг иккала қисмини (— 2) га 
кўпайтирамиз: 2,5-(— 2) = — 5; 1,2-( — 2) = — 2,4. Бундан:
— 5< — 2,4; тенгсизлик ишораси қарама-қарши ишорага ай- 
ланди.

Энди, 2,5 > 1,2 ни (— 5) га бўлсак: 2,5 : (—5) = — 0,5; 
1,2 : (— 5) = — 0,24. Бундан: — 0,5 < — 0,24 бўлади. Те 1гсиз- 
лик шпораси қарама-қарши ишорага айланди.

4) Агар а > 0,6 > 0 ва а >  Ь бўлса, у ҳолда п ҳар қан- 
дай мусбат сон бўлганда ая > Ьп\ п ҳар қандай манфий сон 
бўлганда ап < Ьп бўлади. .

Масалан: 1) 5 > 3 тенгсизликнинг иккала қисмини (+2)  
даражага кўтарамиз: 5г > З5 ёки 25 >9. Энди 5 > 3 ни (— 2)
даражага кўтарамиз. 5_2= ^  ва 3“ 2 = -д- бўлиб, ^  бўла-

3 дди. Демак, 5“ 2<3~а.Энди тенгсизликни олсак, бунда:
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4 3 / 4 \*2) -у > у  тенгсизликни {+2 )  даражага кўтарамиз: —
16 /3\» 9 п /4\» /3\* /4\-а 49 „ п / 3 \ - * '  49

ВЭ \7 ) ~  49' Д е м а к - ( 7 )  >  \ Л  ; ^ 7  I  16 (  7 ) '9" '

Демак, |у )  . Шунга ўхшаш: 0,04 <0,16 берилганда,
1 ]

0и042 < 0И6 2 ва 0,04 2 >0,16 2
бўлади.

5) Агар а < 0, Ь < 0 ва о > Ь бўлса, у ҳолда п мусбат 
тоқ  сон бўлганда ал > ЬП. п мусбат ж уф т  сон бўлганда 
а п < Ья бўлади.

Масалан, — -ў > — -д- берилган. ( — ^ )3” * — ( — 4 )Я ”

-  -  демак, ( -  1)а > ( -  I ) 8; ( -  ( - 1 )5= + де-

мак, | _ 1 > < ( - ^ у . - 5 > - 6  берилган. (— 5)3 = — 125;
( _ 6 ) з = - 2 1 б !  демак, (—5)3 > (— 6)а; (- 5 )2=25, ( -  6)2=36, 
демак, (— 5)2< ( — 6)2.

Биринчи даражали бир номаълумли 
тенгсизликни ечиш

ах + Ь > сх А й ёки ах + Ь < сх - д тенгсиэлик биринчи 
даражали бир номаълумли тенгсиэликнинг лормал кўриниши 
дейилади. Бунда: а, Ь, с, д лар ҳациқий маълум коэффици- 
ентлар, х—номаълум миҳдор. Биринчи даражали бир номаъ- 
лумли тенгсиэликларни ечишда ҳам биринчи даражали бир 
номаълумли тенгламаларни ечишдаги қоидаларнинг асосий 
қисмидан- фойдаланилади. Берилган тенгсизлик қуйида кўр- 
сатилгандек ечилади.

Е  ч и ш. ах + Ь ^  сх + д. ёки ах — сх ̂  д — Ь ёки (а — с)х^  
^  д — Ь.

Энди, а — с т О  бўлганда, х ^  бўлади, агар а — с < 0

бўлса, бўлади, агара — с = 0 бўлса,тенгсизлик ечим-
га эга бўлмайди.

Зх — 1 ^ оМ исол .  -у > 2 тенгсизлик ечилсин.
Зд. __ ]

Е ч и ш. —— | > 2 тенгсизликнинг иккала ҳисмини (х  + 1 >0
фараз қилиб) (х + 1) га кўпайтирамиз. Зл: — 1 > 2 (х ± 1) ҳо- 
сил бўлади, бундан: Зл — 2х > 2 + 1 ёки х > 3. Аг р х + 1 <0 
бўлса, х < 3  бўлади. Агар х + 1 = 0 бўлса, ечим йўқ.

Иаоҳ .  Тенгсизлик иормал ҳолда берилмаган булса, уни нормал ҳолга 
келтнриб, сўнгра ечиш керак.
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Иккимчи даражали бир номаълумли тенгсизликни ечиш

ах5 1 Ьх + с > 0 (1) ёки ах2 + Ьх + с < 0 (2) тенгсизликлар 
бир номаълумли иккинчи даражали тенгсизлик дейилади; а,Ь, 
с — ҳақиқий маълум коэффидиентлар, х — номаълум микдор. 
(2) тенгсизликнинг иккала кисмини (— 1) га кўпайтнриб, (1) 
тенгсизликни кооил килиш мумкин бўлгани учун, ёлғиз (1) 
тенгсизликнинг ечилишини текшириш билан чегараланамиз.

ал:2 + Ъх + с квадрат учкаднинг илдизлари' л, ва х2; дис- 
криминанти Ь* — 4ас бўлсин.

Е ч и ш .  ах? -|- Ьх +  с квадрат учҳаднинг илдизлари: 1) ҳа- 
КИКий ва ҳар хил сонлар бўлсин (яъни Ьў — 4ас > 0 ва д<0 ) .  
Бу ҳолда (1) тенгсизликни каноатлантирувчи х нинг қиймат- 
лари дг, < х < х2 бўлади; агар Ь* — 4ас>0 ва а > 0 бўлса, 
х < хл ва х > х2 бўлади;

2) ҳақиқий ва тенг (яъни Ьг — 4ас = 0) бўлса, (1) тенгсиз- 
ликни а > 0  бўлганда х нинг х, = л, дан бошқа ҳамма қий- 
матлари қаноатлантиради; а <  0 бўлганда тенгсизликнинг ечи- 
ми йўқ;

3) мавҳум (яъни Ь2 — 4ас < 0) бўлса, (1) тенгсизликни 
а > 0  бўлганда х нинг ҳар қандай қиймати қаноатлантнради; 
а < 0 бўлганда эса тенгсиэликнинг ечими йўқ.

М м со лл ар .  1) Здс* — 7х + 2 > 0 тенгснзлик ечилсин.
Е ч и ш .  Зх4 — 7х -\-2 — 0 тенгламанинг илдиэлари х1<2 =*

-  7_± ч  =  ^  = Л2=2; д2_ 4ас = (_ 7у_4.3.2=

= 25>0, о = 3 > 0  бўлгани учун: х > х2 = 2 ва х < хг = 
бўлади.

2) — 2х2 < 6х < 80 > 0 тенгсизлик ечилсин.
Е ч н ш. — 2хў + бд: + 80 = 0 тенгламадан дс, = — 5; хг = 8 

илдизларни топамиз. а = — 2<0; £ = 6; с = 80; демак,
Ьг — Аас =  62 = 4- (— 2) • 80 = 676 >0 бўлгани учун 1- ҳолга 
асосан — 5 < х < 8.

3) — лга + 6л — 9 < 0 тенгснзлик ечилсин.
Е ч и ш. (— 1) • (— хў + бл: — 9) < 0-(— 1), бу ҳолда х2— 6л+ 

+ 9 > 0  ҳосил бўлади. л 8 — блс + 9 = 0 тенгламадан х, =  л:2 = 3 
илдизни топамиз.

Энди а =  1, Ь = — 6, с=9; а = 1>0 ва Ьў — 4ас =• 
= (— 6)8 — 4-1 9 = 36 — 36 = 0 бўлгани учун, 2- ҳолга мувофиқ 
берилган тенгсизликни х + 3 қийматлар қаноатлантиради.

4) х2 — 4л + 6 > 0  тенгсизлик ечилсин.
Е ч и ш .  а = I, £ =  — 4, о = 6. Энди а = 1 > 0 ва Ь2 — 4ас = 

= (— 4)2 — 4-1 6 = — 8<0. Демак, учинчи ҳолга кўра х нинг

1 Киадрат учҳаднннг нлднзи деб ах2 + Ьх + с =  0 теигламанинг илди- 
зипи тушунамнэ.
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ҳвр қандай қийматлари берилган тенгсизликни қаноатланти- 
ради.

5) |а — | (а  — 4 )> 0  тенгсизлик ечилсин.

Е  ч и ш . (х —  _!_) ( а  — 4) > 0 тенгсизликдан \х — 1  > 0
V 2 / I У л• и  — 4 > 0  на

х — Д- < 0
1

а — 4 < 0  тенгсизликлар келиб чиқади. Булардан эса х > 

а > 4  ва *  < а < 4  эканини куриш осон1.
М а ш к л а р .  Тенгсизликлар ечилсин.

1) - | а + 2 +  а  > 1 х + 3. |Ж а в о б .  л > |  (

(Ж  а в о б. а  < 5.)

( Ж  а в о б.. а  <  I . )  ’ 

Ж а в о б .  4 < а < 4 ^

2 )£ ± ? > 3 .
04 пх — I Зх — 13  ̂ 5дг + 1 

4 ' ПГ“  > 3 *
4) З а 2 — 14а +  8 >  0.

5) — 2а2 +  П а  —  5 <  0.

6) 9а2 — 12а +  4 >  0.

7) 5а2 — 2а +  8 >  0. (Ж а в о б .  а  нинг ҳар кандай киймат-
. лари.)

( Ж а в о б .  5 < а  <  

^Ж а в об. х ф 4.^

30- §. М АСАЛАЛАРНИ Т ЕН ГЛ А М А Л А Р Т У ЗИ Б  ЕЧИ Ш
Масалаларни тенглама ёки тенгламалар тузиб ечишда қятъ- 

ий бир кўрсатма ёки коида йўқ. Лекин масала қандай бўлма- 
син ундан тенглама ёки тенгламалар тузишда қуйидагиларга, 
албатта, аҳамият бериш керак: олдин масала яхшилаб бир- 
икки ўқиб чнқилади, номаълумларни а ,  у , . .. ҳарфлари бнлан 
белгилаб, ҳамма берилганлар ёзилади; энг кейин масаланинг 
шартларига кўра тенглама ёки тенгламалар туэилади. (Ариф- 
метикадан масалалар ечишда тамомила бошқача йўллардан 
фойдаланилади, буни сиз қуйидаги масалаларнинг ечилншндан 
яққол кўришингиз мумкин.)

1 Тенгсизликларнннг ечилиши ҳақида т5‘лароқ маълумот олишни истаган
китобхонга, А. П. Киселёвнинг . Алгебра' (II қисм) дарслигидан кўриш тав- 
сня қил.инади.
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Арифметикадан
1- масала.  Икки яшикда 38-̂ - кг олма бор. Биринчи

яшикдан 4 кг олиб иккинчи яшикка солсак, иккала яшикда
олма баравар оғирликда бўлади. Ҳар қайсн яшнкда неча ки- 
лограммдан олма бор?

Е ч и ш .  38 кг олмани икки яшикка тенг бўлсак,

387 1 1— = 19̂ - кг дан бўлади. Бу Э(0лда биринчи яшикда 19 +
+  4 = 23 (кг) олма бўлиб, иккинчи яшикда 38-^—

— 23 д = 14 (кг) олма бор.
2- м а с а л а. Юмшоқ ўринли вагонга 25 та билет ва қат- 

тиқ ўринли вагонга 60 та билет сотилиб, ҳамма билет учун 
476 сўм пул олинди. Қаттиқ ўринли пагоннинг битта билети 
юмшоқ ўринли вагоннинг битта билетидан 3,4 сўм арзон. Юм- 
шоқ на қаттиқ вагонларнинг ҳар бир билети неча сўмдан?

Е ч и ш .  Ҳамма билетлар сони 25 + 60 = 85 та. Ўрта ҳисобда
битта билет4̂ - =5,6 сўм. Ҳар бир билетда 3,4 сўмдан кам бўл-
ганда 60 та билетда: 60-3,4 = 204 сўм. Энди 204 сўм 85 та би-
летнннг биттасига неча сўмдан тўғри келади? ^  = 2,4 гўм-
дан. Демак, юмшоқ ўринли вагоннинг битта билети = 5,6 + 

2,4 = 8 сўм; қаттнқ ўринли аагоннинг битта билети = 8 —
- 3,4 = 4,6 сўм.

3- масала.  Цемент на қумдан иборат 32 кг қоришманниг 
35% и цемент. Шу цемент 28% ни ташкил қилиши учун 
олдннги қоришмага яна қанча қум қўшиш керак?

32Е  ч и ш. 32 «2 нинг 35% и ^-35 = 11,2 кг бўлади. Энди

28 % и 11,2 кг бўлган қоришма: •П’? 8100 = 40 кг. Демак,
40 кг — 32 кг — 8 кг қум кўшиш керак.

4- масала .  Уй уч хонадан иборат. Биринчи хонанинг
3 13юзи 24 кв. м бўлиб, ҳамма хоналар юзининг ^  қисмига ба-

рапар. Иккинчи хонанинг юзи учинчиникидан 8 кв. м кат- 
та. Иккнпчи хонанинг юзи товилсин.

241 -36 ,
Е ч и ш. Ҳамма хоналар юзи: -- ^ —  = 67 укв . м\ иккинчи

I 3 1билап учинчи хонанинг юзи: 67 — 24 -ў- = 43 -у кв. м; иккинчи

яа учннчн хонанинг баравар юзларининг йигиндиси: 43-̂  — 8^-= 
14«
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«= 35 кв. м, энди биттасиники = \7~кв. м бўлади. Бу ҳолда 
иккинчи хонанииг юзи:

17 у  + 8 -̂  = 25-| кв. м.

Биринчи даражали бир ёки икки номаълумли 
тенгламалар, квадрат тенгламалар тузиш ва ечиш

5- масала. Омборга 2,4 т  озиц-онқат маҳсулоти келтирил- 
ди. Ун гўштга қараганда 3 марта кўп, гуруч эса ундан 400 кг 
кам. Омборга ҳар қайси маҳсулотдан неча тоннадан келган?

Т е н г л а м а  т у з и ш .  Унни х т  деб белгилайлик, бу ҳолда
гўшт 3 марта кам бўлгани учун ~  т ,  гуруч ундан 400 кг=0,4/я 
кам бўлгани учун (х — 0,4) т .  Энди тенглама тузамиз. Ун, 
гўшт ва гуруч йнғиндиси 2,4 т  бўлгани учун х + + (д: —
-0 ,4 ) = 2,4.

Е ч и ш .  х + ~  + х = 2,4 + 0,А ёки 7х = 8,4 ёки х = 1,2.
Демак, х = 1,2 т  ун; у  = -у = 0,4 т  гўшт; х — 0,4 =  0,8 т  

гуруч.
6- масала.  СССРда 1949 йил колхозлар, лесхозлар ва 

совхозлар иҳота ўрмонлари барпо қилиш учун 269600 га ер 
тайёрлашган. Колхозлар совхозларга қараганда Ю марта кўп 
ва лесхозларга ҳараганда 84800 га кам ер тайёрлаган. Улар- 
нинг ҳар бири неча гектардан ер тайёрлаган?

Т е н г л а м а  ту эи ш .  Совхозлар х га ер тайёрлаган бўл- 
синлар, бу ҳолда колхозлар 10 х га ва лесхозлар (10л:-]-84800) га 
ер тайёрлаган бўладилар. Демак х + 10л:-(- (10л + 84800) = 
= 269600 тенглама ҳосил бўлади. Энди уни ечамиз: х +  \0х+ 
+ Юл: -Ь 84800 = 296600 ёки 2\х = 269600 — 84800 = 184800 ёки

1Я'ЯППх = — —  = 8800. Демак, совхозлар 8800 га, колхозлар 88000 га
ва лесхозлар 172800 га ер тайёрлаган. ^

7- масала.  Заводнинг бир цехидаги ишчилар сонининг 
иккинчи цехидаги ишчилар сонига нисбати 3 :2  каби. Биринчи 
цехдан 18 киши иккинчн цехга ўтказилса, ишчилар сонининг 
нисбати 5:4 каби бўлади. Ҳар ҳайси цехдаги ишчилар соннни 
аннцланг.

Т е н г л а м а  т у зи ш .  Биринчи цехдаги ншчилар сони х , 
иккннчн цехдаги ишчилар сони у бўлсин. Масаланинг шарти- 

„ х 3 х — 18 5
га к ўрау  = -2в а ў+18 = -4 тенгламалаР системаси тузилади:

Е ч и ш. х 3

www.ziyouz.com kutubxonasi



Биринчи тенгламадан: х = у; буни иккинчи тенгламага

| у - 1 8 5
қўйиб, уни ечамиз: ■ —  —  = — ёки (Зу— 36)-4 = 2-(у+18)-

•5 ёки 2у = 324, бундан: у -= ^  = 162. Бу ҳолда х = -2- • 162 —
— 243. Демак, биринчи цехда 243 ишчи, иккинчи цехда 162 
ишчи ишлайди.

8- масала.  Станциядаги паёсажир ва юк вагонларининг 
умумий сонн 115 та. Пассажир вагонларидан 15 таси, юк ва- 
гонларидан 20 таси ремонт қилишга юборилгандан кейин қол- 
ган пассажир вагонларининг сони, қолган юк вагонлари сони-
нинг қисмига тенг. Дастлаб станцияда ҳар қайси хил вагон-
дан нечтадан бор эди?

Т е н г л а м а  т у з и ш .  1) Юк вагонлари сони х бўлсин;
2) пассажир вагонларининг сони (115 — х) та бўлади. Ремонтга 
юборилгандан кейин станцияда 115 — х — 15 = 100 — х та ва 
(л: — 20) та вагон қолган. Бу ҳолда шартга кўра, тенглама:
— = 100 — х бўлади.

х — 2 0Е ч и ш. - 3 = 100 — х ёки Ах = 320; демак, х = 80 та юк
вагони, 115 — х = 115 — 80 = 35 та пассажир вагони.

И з о ҳ. Бу масалани система тузиб ечиш ҳам мумнин. х та юк вагони 
у  та пассажир вягони бўлсин. Бу ҳолдв масаланинг шартига кўра

[Х  + у =  115,
ж —20 '

1— 3 У —  1 5
система ҳосил бўлади.

9 — 16- масалалардаги тенгламаларнинг тузилишини тек- 
ширинг ва уни ечинг.

9- масал-а. Икки ишчи бир ишни биргалашиб ишласа, 12 
кунда тамом қилишади. Агар олдин биттаси ишлаб, ишнинг 
ярмини тамом қилгандан кейин, унинг ўрнига иккинчиси иш- 
ласа, иш 25 кунда тамом бўлади. Шу ишни ҳар қайси ишчи 
ўзи ёлғиз ишласа, неча кунда тамом қилади?

Т е н г л а м а  т у з и ш .  Биринчи ишчи х кунда ишни тугат-
са, ншнинг ярмини ^-кунда; иккинчн ишчи (50 — х) кунда, 

ишнинг ярмини 25 — у  кунда тугатади. У ҳолда биринчи иш- 

чи бир кунда ҳамма ишнинг бўлагини, иккинчиси бў- 

лагини бажарган бўлиб, иккаласи биргаликда ишнинг ^бўла-
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гини бажаради. Демак, тенглама ~  ^ к5'РинишДа
бўлади.

* (Ж а в о б .  20 кун ва 30 кун.)

10- масала.  Сун икки трубадан келгакда бакки 2 соат-у 
55 минутда тўлдиради. Биринчи труба бакни иккинчкга кара- 
ганда 2 соат олдин тўлдиради. Ҳар қа&си трубанлнг ёлғиз узи 
бакни неча соатда тўлдиради?

Т е н г л а м а  т у эи ш .  I труба (х — 2) соатда; I! труба х
соатда тўлдирсин. Иккови биргаликда 2 соат-у 55 минутда,

п П 35 „ ) ,яъни 2 ^  =  соатда тўлдирар эди. Бу ҳолда тенглама:— 2 +

+ -  = з^бўлади.
( Ж а в о б .  5 соат; 7 соат.)

11- масала .  Қайиқ дарёнинг оқимига қарши 22+.М, оқим 

томонга 28 у  км юриб, ҳамма йўлга 8 соат вақт сарф қилган.
Дарё оқимининг теэлиги соатига 2 -- км. Қайиқнинг турғун
сувдаги тезлигини топинг.

Т е н г л а м а  т у зи ш .  ҚаЙиқнинг турғун сувдагч тезлнги
х км/соат бўлснн. Қайиқ дарё оқими бўйича + км'с;

оқимга қарши^е— км\с тезлик билан юрган. Бу ҳолда
тенглама:

28,5 . 22,5 _  8

дс -р 2,5 +  х — 2,5 ™
бўлади.

(Ж  а в о б. 7 км'с.')
12- масала.  Масофаси 900 км бўлган икки шаҳардан

бмр-бирига қарши икки поезд йўлга чиққан ва улар йўлнинг
ўртасида учрашган. Агар биринчи поезд иккинчидан бир соат 
кеч жўнаган бўлса ва унга қараганда тезлиги соатига 5 км 
ортиқ бўлса, ҳар қайси поезднинг тезлиги топилсин. .

Т е н г л а м а  т у зи ш .  Биринчи поезд теэлиги х км.\соат. 
бўлсин. Бў ҳолда иккинчи поезд тезлиги ( * —5) км\соат бў->
лади. Ярим йўлни биринчи поезд ~  соатда; нккинчи поезд
450

- _  5 соатда босиб ўтади. Масаланинг шартига кўра, тенгла-
450 450 .ма —  =  — 1 бўлади.
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Е  ч и ш. Тенгламани касрдан қутчарамиз. 450л — 2250 + ** — 
— 5х =450д; ёки х3—5х— 2250=- 0. Бундан: х1>2 =  5± у Ь̂^ Й(1Я(] =

“= - Х1 =  - = 50 км !су х — 5 = 50 — 5 = 45 км!с. Де-
мак, биринчи поеэд соатига 50 км ва иккинчи поезд соатига 
45 км юради.

Масалани тенгламалар системаси ёрдамида ечиш ҳам мум- 
кин.

Т е н г л а м а л а р  т у зи ш .  Биринчи поезднинг теэлиги х 
км)с, иккинчи поезднинг теэлиги у км>с бўлсин. Бу ҳолда 
масаланинг шартига кўра, тенгламалар системаси:

[450 450 .
| -  = т “  *•
[х — у = 5

бўлади.
Е ч и ш .  Иккинчи тенгламадан у*=х — 5 ни топиб, уни йи-

. 450 450 , „  ,ринчи тенгламага қўямиз: —  = — 1. Бундан: х = 50 км;с,
у ҳолда: у = 50 — 5 = 45 км/с.

13- масала .  Икки хоиали соннинг ўз рацамлари йиғин- 
дисига кўпайтмаси 814 га тенг, бу соннинг ўнликлар рақами 
бирликлари ракамидан 3 та ортиқ. Шу сонни топинг.

Т е н г л а м а  т у з и ш .  (Икки хонали сонни, масалан, 
35 = 3-10 + 5 кўринишда ёзиш мумкин.) Топиладиган соннинг 
ўнлик рақами д: бўлсин, бу қолда бирлик рақамидс — 3 бўла- 
ди. Топиладиган икки хонали сон Юдс + (х — 3) = 11дс — 3 
бўлади. Энди масаланинг шартига мувофиқ тенглама тузамиз: 
( 1 и - 3 ) - [ л  + ( х - 3 ) ]  =814.

Е ч и ш.
(1 \х  -  3) (2х -  3) = 814 ёки 22л:2 -  39* -  805 = 0. 

Бундан:
„  _  Зв ± »4 1 5 2 1  + 70840 39 ± /72361 39 ± 269

44 44 “  44
_  39 + 2Е9 _  7

Х1 44 '•

Демак, 11*- 3  = 11-7 - 3  = 77 - 3  = 74.
14- масала.  А ва В  аэродромлар орасидаги масофа й ки- 

лометр, + дан В  га биринчи самолёт учди, т  соатдан кейин 
В  дан унга қарши иккинчи самолёт учди. Унинг тезлиги би- 
ринчи самолётнинг тезлигидан соатига Ь километр ортиқ. Улар 
йўлнинг ўртасида учрашди. Ҳар қайси самолётнинг тезлигини 
топинг.
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Т е н г л а м а  т у зи  ш.
Биринчи*самолёт! Й ўлн и со а тд а  ўтади, иккинчиси эса

4  ЙЎЛНИ 2(жТТГСОатда Ўтади- Бу Ҳ °лДа тенглама^, — ^ + ь )  ~ 
= т  шаклда бўлади (26- расм).

ё ки
'Ч = ^ = —  =  - ^ в

|  ки  5 к н

26- расн!
Л ЛЕ ч и ш .  ^  — %{х~+ Ь)' ~  т  тенгламани умумий махражга 

келтирамиз:
Чёх + 2Ьё — 2Лх = Атх {х + Ь) ёки Ьё. = 2/пл2 + 2/п*л: 

ёки 2 шд̂  4- 2шйл — 0.
_  — тЬ  ± т "Ь г + 2ЬЛт , ,Бундан, х =   км':С~ 1- самолет теэлиги;

тЬ  + | т-Ь5 -I- 2ЬЛт , п .. *•.*—  км/с — 2- самолет тезлиги булади.
1 ‘2 т
15- масала.  Ғишт терувчи икки устадан бири иккинчи-

сидан 1укун  кеч иш бошлаб, иккаласи бир ишни 7 кунда
тамомлашади. Агар иккннчи уста шу ишни биринчисига ҳара- 
ганда 3 кун тез тамом қиладиган бўлса, усталарнинг ҳар бири 
шу ишни неча кунда тамом қилади?

Т е н г л а м а  т у э и ш .  Ҳамма ишни бир бутун деб оламиз.
1- уста х кунда, 2- уста (л: — 3) кунда тамомлайди. Улар
П 3 11 - „  1 17 — ^ КУН бирга ишлаган. Бу ҳолда тенглама: — + ~х __-3 ■
.11 + 1 . 1  = 1 ‘

2  2  х 1

бўлади.
(Ж  а в о б. 14 ва 11 кун.)

16- масала .  10 та от билан 14 та сигирнн боқнш учун 
кунига 180 кг пичан берилар эди. Отлар учун пичан нормаси
25%, сигирлар учун 33 ў  %  орттирилгандан кейин, кунига
232 кг пичан бериладиган бўлди. Бошда кунига бир отга неча 
килограмм ва бир сигирга неча кидограмм пичан берилар 
эди? .

Т е н г л а м а  т у зи ш .  Кунига бнтта отга х кг, битта сигир- 
га у кг пичан берилган бўлсин. Бу ҳолда масаланинг шарти-
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га кўра Юл + 14у = 180 бўлади. Пичан бериш орттирилган- 
дан кейин битта отга {х + ^  -х\ ёки х кг\ битта сигирга

33-1
(у + к̂и 4  У кг пичан берилади. Буларга асосан тенг-

5 4лама: 10- -̂ -лг+14--̂  у = 232 бўлади. Энди ҳосил бўлган икки 
тенгламани система қилиб ечамиз:
10л - 11 у -  180, |5х + 7у = 90,
10 - 4дс+ 14 -  232 ёки + |75л + 112у »  1392

-  15 

1
7у = 42,

4Нбундан у = 6 кг. Бу ҳолда 5л + 7-6 = 90 дан х = = 9,6 кг.

Мккинчи даражали икки номаълумли икки тенглама
системаси

17- масала .  Икки группа ўқувчнлар театрга бир нечта 
билетлар олишди. Биринчи группа билетларга 9 сўм тўлади, 
нккинчн группа ундан 20 тийин қиммат турадиган билетлар- 
дан, лекин 3 та кам билет олди ва 9,6 сўм тўлади. Ҳар қайси 
группа нечта билет ва неча сўмлик билетдан олган?

Т е н г л а м а л а р  т у з и ш .  Биринчи группа х сўмдан у дона 
билет олган бўлсин, бу ҳолда тенглама: л у = 9 бўлади.

Иккинчи группа (л + 0,2) сўмлик билетдан (у — 3) дона 
олган бўлади. Бу ҳолда тенглама: (л + 0,2) (у — 3) = 9,6 

Е  ч и ш. 1х-у = 9,
Чх + 0,2) • (у — 3) = 9,6.

д
Бнринчи тенгламадан у =  — . Буни иккинчи тенгламага0 &

қўйиб, уни ечамиз: (х +  0,2) • ^  — ^  =9,6 ёки х3+0,4л— 0,6=
= 0. Бундан, х = —0,2 ± V 0,04 + 0,6 =  -0,2  ± 1/0^4 =-0,2 ±
± 0,8; х — — 0,2 + 0,8 = 0,6 сўм. У ҳолда у *= ^  = 15. Демак,
1- группа 0,6 сўмлнк билетдан 15 та олган; 2- группа л+0,2 
ёки 0,6+‘0,2 = 0,8 сўмлик билетдан у — 3 =  15 — 3 = 12 та 
билет олишган.

18- масала. Тўғри тўртбурчак шаклидаги икки ерга 350 
туп мева кўчатлари қаторлаб экилди. Ҳар қайси ердаги қа- 
торларнинг сони, қатордаги дарахтларнинг сонидан 1 та ортиқ. 
Агар биринчи ердаги дарахтларнинг сони иккинчи ердагидан 
130 та ортиқ бўлса, ҳар қайси ердаги ҳар бир қаторга неча 
туп дарахт ькилган?
Ш
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Т е н г л а м а л а р  т у з и ш .  !- ердаги қаторда дарахтлар- 
нинг сони х туп, 2- ердаги қаторда дарахтларнинг сони у туп 
бўлсин. Бу ҳолда тенгламалар: х (х + 1) + у (у + 1) = 350 ва 
х (х + 1) — у (у + 1) =  130 бўлади.

Е  ч и ш. \х (х + 1) + у (у + 1) = 350,
Ьс(д:+ 1) — У (У + 1) *= 130.

Буларни қўшсак: 2х (л:+ 1) = 480 ёки х*-\-х — 240 = 0, Бун- 
дан: — 15; энди хг ■— 15 ни тенгламалардан бирортасн, ма-
салан, иккинчиснга қўйсак: 15-16 — 130 = у ( у + 1 )  ёки
у* + у — 110 = 0. Бундан, у = 10 бўлади. Демак, 15 ва 10 туп 
кўчат экилган.

19- масала.  Бир ишни бажариш икки бригадага топши- 
рилган эди. Анвал биринчи бригада бутун ишни бажариш учун 
иккннчи бригадага қанча вақт керак бўлса, ўша вақтнинг уч- 
дан бирича и-шлади; кейин иккинчи бригада бутун ишни ба- 
жариш учун биринчи бригадага қанча вақт керак бўлса, ўша 
вақтнинг учдан бирича ишлади. Шундан кейин бутун ишнинг 
13 қисмн бажарплганн маълум бўлди. Агар иккала бригада

3биргаликда шу ишни 3 соатда тамом қилолса, ҳар қайси
бригаданинг ўзи шу ишни қанча вақтда тамом қила олар эди?

Т е н г л а м а л а р  т у зи ш .  Ишни 1- бригада х соатда;
2- бригада у соатда тамом қила олснн. 1- бригада бутун иш-
нинг ^  қисмини, 2- бригада^- қисмини ишлаган. Буларга асо-
сан тенгламалар:

з ва + Ту

бўлади.
Е  ч и ш. 1 + 1  X

У 
Зх

Ух
Зу

18 1 

13 
’ 18’

ёки
1 + 1, 
х 1 у
1  д-Д
X 1 у

13
та

з
II-
13

' б’
га кўпайтириб,
X 18

¥ундан у  —

18
,  5у— 18ламага қўямиз: - —

V “  5у _  18 • Буларнн 2-тепг- 
^  ёкн (5у — 18)’ — 39(5у —

Энди биринчи тенгламани у
Зу — 18 -— т — ни топамиэ, бу ҳолда:

, 18 
г  5у -  18 “

— 18) + 324 = 0 бўлади. Энди 5у — 18 = г деб белгнлаймиз. Бу 
ҳолда 22 — 39д + 324 =  0. Бундан: 22 = 27; г3 =» 12. Демак, 
5у _  18 = 27 ёки у, = 9; шунга ўхшаш 5у — 18 = 12 ёки у , ==6.
Энди х ни тонамиз: 1  + -г,- = буидан: х} = 6; шунга ўхшаш,

1 I 1 5 < пV  + Ғ  = Тй. бундан: Д'а = 9.18’
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М а ш қ л а р .  Қуйидаги масалаларни тенгламалар тузиб 
ечинг.

1- масала .  Бир синфда иккинчи синфга қараганда икки 
марта кўп ўқувчи бор; агар биринчи синфдан иккинчига 10 
ўқувчи ўтказилса, биринчи синфдаги ўқувчилар*иккинчисида- 
гидан 3 та ортиқ бўлади. Ҳар қайси синфда неча ўқувчи бор?

(Ж а в о б .  23 па 46 ўқувчи.)
2- масала.  Икки студентнинг бир кунлик терган пахтаеи 

160 кг бўлган. Биринчи студент иккинчи студентга 20 кг пах- 
та берадиган бўлса, иккинчи студентнннг пахтаси бнринчи 
студентда қолган пахтадан 3 марта кўп бўлади. Ҳар қайси 
студепт неча килограммдан пахта терган?

( Ж а в о б .  60 кг ва 100 кг.)
3- масала.  Ота ҳозир а ёшда, ўғли Ь ёшда. Неча йилдан 

кейин отанннг ёши ўғлининг ёшидан т  марта катта бўлади?
£* О ■ у ,. \Ж а в о о .  - иилдан кеиин.^

4- масала.  Касрнинг сурати махражидан А бирлик кичик. 
Агар бу касрнинг махражидан а ни олиб, суратига Ь қўшил-
са, ■— га тенг каср қосил бўлади. Изланган касрни топинг.

,  /гт — а т  — Ьп \ 
Ж а В ° б - к п - а т - Ь п )

5- масала.  Икки соннинг айирмаси 12 ва нисбати
2-^ :3^  га тенг. Шу сонларни топинг.

(Ж  апоб. 42 ва 30.)
6- масала.  Бир неча киши дам олиш кунини яхши ўтка- 

зиш учун баравар пул қўшиб, 24 сўм тўплаши керак эди. 
Аммо пул тўплаш вақтида улардан иккитаси келмай қолдй, 
шунинг учун қолганлари улар учун ўз хиссаларига 0,4 сўм- 
дан қўшиб тўлашди. Неча киши пул тўлаган?

(Ж  а в о б. 12 киши.)
7- масала.  Икки хонали соннинг рақамлари йиғиндиси 5 

га тенг. Шу сонни рақамларининг ўринларини алмаштйриш- 
дан қосил бўлган сонга кўпайтирсак, 736 чиқади. Берилган 
сонни топинг.

(Ж а в о б .  32 ёки 23.)
8- масала.  Автомобиль п километр йўлни маълум тезлик 

билан ўтади. Агар автомобилнинг теэлиги соатига а км ка- 
майтирилса, шу йўлни ўтишн учун Ь соат ортиқ вақт кетади. 
Автомобилнинг тезлигини топинг.

, , , .  аЬ • > а"Ь' + \паЬ „ ц /„\( Ж а в о б .  --- — ^ — -— - км/с)
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9- мпсала. Икии хонали сонни ўз рақамларининг йиғин- 
дисига бўлсак, бўлннма 3, қолдиқ 5 га тенг бўладн. Агар бу 
сон рақамларинннг ўрнини алмаштирсак, ҳосил бўлган сон 
берилган сондан 43 та ортиқ бўлади. Берилган сонни топинг.

(Ж а н о б .  38.)
10- м асала .  Икки А ва В  ишчининг ишлаган кунлари- 

нинг сони бир хил. Агар А ишчи бир кун кам, В ишчи 7 кун 
кам ишласа, А ишчи 72 сўм, В  ишчи эса 64 сўм 80 тийин 
олади. Агар, аксинча, А ишчи 7 кун кам, Й ишчи бир кун 
кам ишласа, у ҳолда В  ишчи А ишчига қараганда 32 сўм 40 
тийин ортиқ олади. Ҳар қайсиси нормал ишлаганда неча сўм- 
дан олиши керак?

(Ж а в о б .  75 сўм; 90 сўм.)
11- масала .  Радиуси Я  бўлган айланада икки нуқта ай- 

лана бўйлаб бир хил йўналишда текис ҳаракат қилади. Улар- 
дан биттаси бутун айланани иккинчисига қараганда Ь сек. тез 
айланиб чиқади. Бу икки нуқтанинг бир-бири билан учрашиш 
вақти Т га тенг. Ҳар бйр нуқтанинг тезлиги топилсин.

[ ж а в о б .  V! =  1 + т  + 1),^2 =  ( V  1 + Т “  ! )-]
12- масала.  Битта участкадагн пахтани икки бригада 4 

кунда бир сидра териб чиқади. Агар бригадалардан биттаси 
бутуи участкадаги пахтанинг ярмини териб, қолган ярмини 
иккинчи бригада терса, бутун участкадаги пахта 9 кунда те- 
рилиб бўлади. Шу участкадаги пахтани ҳар қайси бригада 
ёлғиз неча кунда теради?

(Ж  а в о б. 12; 6.)

31- §. П РО ГРЕС С И ЯЛ А Р

а) Сонлар кетма-кетлиги

Ортиб бориш тартибида жойлашган чексиз давом этувчи
1, 2, 3 л, л +  1, л + 2 р. . .  (1)

сонлар тўплами натурал қатор дейилар эди (бу арифметика- 
дан маълум).

Т а ъ р и ф. Ҳақиқий сонларни бирор қонун бўйича нату- 
рал сонлар тартиби билан кетма-кет, ёзилиши сонлар 
кетма-кетлиги дейилади.

Масалан, 1,3,5,7......  (2я— I ) ..........ва-~,-у,-|.....
умуман аи а2, а3, . . . ,  ап, . . . ,  (2) ларнинг ҳар бири сонлар 
кетма-кетлигидир.
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(2) кетма-кетликда а,, а2) аа ва ҳоказолар ҳақиқий сонлар, 
улар сонлар кетма-кетлигининг ҳадлари дейилади.

Агар ая+, > ап бўлса, кетма-кетлик ўсувчи, ая+, < ал бўл- 
са, у камаювча сонлар кетма-кетлиги дейилади.

11 а о ц, Агар сонлар кетма-кетлигнда ҳадларнмнг сони аниц (маъдун) 
Сўлся, у негараланган сонлар кетма-кетлигн дейилади.

Масалан, I, 3. 5, 7, Р, 11 каби.

б) Арифметик прогрессия
Таъриф. Ҳар бир кейинги ҳади ўз олдидаги ҳадга бир 

хил ўзгармас сонни қўшишдан ҳосил бўладиган сонлар 
кетма-кетлиги арифметик прогрессия дейилади. Бундай 
ўзгармас сон арифметик нрогрессиянинг айирмаси дейилади 
ва у одатда ҳарфи билан белгиланади.

Арифметик прогрессия олдига -+ белги езилади.
Масалан,-ь 3, 5, 7,9,. . .  (*) ва -ь 8,2, — 4,. . .  (**) ларнинг 

ҳар бири арифметик прогрессиядир. (*) прогрессияда айирма 
^ = 2, (**) прогрессияда: й = — 6. ч

Энди битта мисолни олиб текширамиз:-нЗ,5,7,9,11,13,15,17 
арифметик прогрессия берилган, бунда б = 2.

Таърифга кўра: 5 = 3 -| 2; 7 = 5-Т2 = 3-Ь2 + 2 = 3-1-2-2; 
9 = 7 + 2 = 3 2 + 2 4-2 = 3+3-2 ва ҳоказо. 17=15 + 2 =
■=3 + 7-2 бўлади.

А р и ф м е т и к  п р о г р е с с и я  ҳадлари  у ш б у  х о с са г а  
вга. Арифметик прогрессиянинг бошидан ва охиридан тенг 
узоцликда бўлган ҳадларининг йиғиндиси унинг кетки ҳад- 
лари йиғиндисига тенг.

Буни ушбу мисолдан яққол кўрамиз: 5+15 = 7+13 = 9+ 
+  11 =  3 +  17 = 20.

Арифметик прогрессиянинг исталган ҳади ва ҳадлар 
йиғиндисининг формулалари

+ о,, а2, а3, . . . ,  ап п та ҳадли арифметик прогрессия бе- 
рилган бўлсин. п та ҳад йиғиндисини 5Я деб белгилаймиз; 
к  — айнрма. Таърифга кўра: а2 = а, + й; а3 = а2 + с1 ~  а, + й-\- 
+ й = а, + 2й\ аА = а3 д = а, + 2(1 + й = а,+ 34 ва шуларга 
ўхшаш: а, = а, + 7й; а21 = й ,+  20й? ва ҳоказо бўлади. Бу- 
ларга асосан, арифметик прогрессиянинг л- ҳадини бундай 
ёза оламиз:

а„ — а, й-(п— 1). ( 1)

Демак, арифметик прогрессиянинг исталган ҳадп, про- 
грессия айирмасининг ҳадлар сонининг б и тта  ками билан 
кўпайтмасининг биринчи ҳадга қўшилганига текг.
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(1) формула арифметик лрогрессиянинг исталған ҳаднни 
топиш формуласи дейилади (л = 1 , 2 , 3 , ,  п).

Энди (1) формулага тегишлн арифметик прогрессияни бун- 
дай ёзиш мумкин:

Арифметик прогрессиянинг п та ҳади йиғиндисига формула 
чиҳариш учун, унинг йиғиндисини деб белгилаб, уни қу- 
йидаги икки кўринишда ёзиб, қўшамиз:
, = д, +  аа + а8 + . . .  4" о-п—1 + ап—1 + ап'<

.5, » а „  + ал—, -|- ап—1 + . . .  +  а> + аг + а»____________________
25, — (а.1 + а„) + (а2 + ая_,) + . .. + (ол-2 + а3) + (ая_, + а; ) +

+  ( а п +  +  )•

Аммо юқоридаги хоссага асосан: а, а„ = а2 + ая_, = . . .  = 
■=(а„ + а,).

Демак, 2 5„ = (а, + ая)-га, бундан:

Буларнинг ҳар бири арифметик прогрессиянинг п та ҳади 
йиғиндисини топиш формуласи дейилади.

4 > 0 бўлганда прогрессия ўсувчи, 4 <. 0 бўлганда эса ка- 
маювчи арифметик прогрессия дейилади.

Демак, арифметик прогрессия барча ҳадларининг йиғинди- 
си унинг четки ҳадлари йнғиндиси билан барча ҳадлар сони 
кўпайтмасининг ярмига тенг.

М и с о л. +3,5,7,9,... прогрессиянинг 17 та ҳади йиғиндиси 
топилсин.

Е  ч и ш. а, = 3; п = 17; 4 = 5 — 3 = 2; 5П = ? 
а „  = а + (17 — 1) 4 = 3 + 16-2 = 35.

Бу ҳолда:
£ „ 17 = 3_+35-17 = 19-17 = 323.

в) Геометрик прогрессия
Т а ъ р и ф. Ҳар бир кейинги ҳади ўз олдидаги ҳадни бир 

хил ўзгармас сонга кўпайтиришдан ҳосил бўлган сонлар 
кетма-кетлиги геометрик прогрессия дейилади. Бу ўзгар- 
мас сон геометрик прогрессиянинг махражи дейилади. Гео- 
метрик прогрессия олдига -+ белги қўйилади. Масалан, 
-+ 4, 12, 36,. .. ва^г 16, 8, 4, 2,1,... кетма-кетликнинг ҳар бири
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геометрик прогрессиядир. Биринчи прогрессияда махраж 3 га,
иккинчи прогрессияда махраж-^ га тенг.-^ 4, 12, 36, . . .  прог-
рессияда таърифга кўра: 12 = 4-3, 36 = 12-3 = 4-32, 108 =
= 36-3 = 4-3Э; 324 = 108-3 = 4-Зл-3 = 4-34 иа ҳоказо бўлади. 

Энди исталган ҳад формуласини чиқарамиз. Бунинг учун
қарфли прогрессия оламиэ: + Ьи Ь2, Ь3  Ьт , унинг махра-
жи  ̂ бўлсин, бу }(Олда таърифга асосан: Ь2 = Ь3д\ Ь3 = Ь2д\ 

= V ;  . . .  ; Ьт  = Ьудт~' бўлади.

Ьт = М т_1
тенглик геометрик прогрессиянинг исталган ҳадини топиш 
формуласи дейилади.

Демак, геометрик прогрессиянинг исталган ҳади иккинчи 
ҳаддан бошлаб биринчи ҳад билан даража кўрсаткичи, ҳад- 
лар сонининг битта камига тенг бўлган махраж кўпайтмасига 
тенг ( т  = 1,2,3,.., т).\д\ > 1 бўлса, прогрессия ўсувчи, |̂ | < 1 
бўлса, камаювчи геометрик прогрессия дейилади1. Энди гео- 
метрик прогрессиянинг „ш “ та ҳади Йиғиндисининг формула- 
сини чиқарамиз.

5т -=Ь1 + Ь2+ . . .  + Ьт (1)
бўлсин. Бу тенгликнинг иккала қисмини д га кўпайтирамиз:

Я ■ 5т = + Ь2д + . ..  + Ь^х д + Ьтц =* Ь2 + Ьл + . . .  +
ь  ьт + ьтд- ( 2)

Энди (2) тенгликдан (1) тенгликни ҳадлаб айирамиз:
(Я — 1 — (Ьг "I- Ь3 + . . . + Ьт + Ьт я) — (Ь\ + Ь2 + Ь3 +  . . .

-+Ьт ) = Ьт д - Ь х.

0 1 1 ёки с М у"  — 1).
* ‘ V—, ~т 9— 1

Бу формула ўсувчи геометрик прогрессиянинг т  та ҳади 
йиғиндисини топиш формуласи дейилади. Демак, геометрик 
прогрессия барча ҳадларининг йиғиндиси шундай касрга тенг- 
ки, унинг сурати охирги ҳаднинг прогрессия махражига кў- 
пайтмаси билан 1- ҳад орасидаги айирмадан, махражи эса 
прогрессия махражи билан бир орасидаги айирмадан иборат. 
Энди йиғинди формуласининг сурат на махражини ( — 1) га 
кўпайтирсак:

' д < 0  бўлганда, прогрессия амалий аҳамиятга эга бўлмайди.
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Бу формула камаювчи геометрик прогрессиянинг т  т а  
ҳади йиғиндисини топиш. формуласи дейилади.

Геометрик прогрессиянинг ҳар бир ҳади ўз олдидаги ҳадга 
бўлинса, бўлинма ўэаро тенг бўлиб, геометрик прогрессия 
махражи ц га тенг бўлади.

1- мисол. -н-4, 12, 36, . . .  геометрик прогрессиянинг 8 та 
ҳадининг йигиндиси топилсин.

Е ч и ш .  Ъх = 4, т  — 8,  ̂— ■̂ = 3 ;5 „ ” =? 4■ З7;

= 2 - (3® -  1) »  13120.

2- мисол. -гт-8, 4, 2, 1,... геометрик прогрессиянинг 6 та 
дади йиғиндиси топилсин.

Е ч и ш. /?1 = 8, т = 6, д** 5в = ? 5'6
1 - 1

( • - * ) 63.
т

тт С 63Демак, 5« =

32- §. ЛИ М И ТЛАР ҲА ҚИ Д А  Т У Ш У Н Ч А  ВА  Ч Е К Г И З  КА М А Ю ВЧ И  
ГЕ О М Е Т Р И К  П РО ГРЕС С И Я

Биз ўзгарувчи ва ўзгармас миқдорлар ҳақида юқорида 
танишган эдик. Масалан, берилган доира юзини ифода қилган 
миқдор ўзгармас миқдор, унга ички ёки ташқи чизилган мун- 
тазам кўпбурчакнинг юзини ифода қилган миқдор эса, кўп- 
бурчак томзнларининг сони турлича бўлганда ўзгарувчи миқ- 
дор бўлади.

Доира юзи к, ичкн чизилган мунтазам кўпбурчакнинг юзи 
х бўлсин; бунда к — ўзгармас, х — ўзгарувчи миқдор. Энди 
ички чизилган мунтазам кўпбурчак томонларининг сонини кўп 
марга иккилантнрсак, у ҳолда х миқдор к га яқинлашади 
(интилади) ва у одатда; х -»■ к ёки Пт х — к деб ёзилади ҳам- 
да х нинг лимити к га тенг деб ўқилади. Бунда „11т“ ла- 
тинча „[1'те з “, французча „Ипп(е“ сўзларининг қисқартирилгани- 
дир, ўзбекча „чек“ ёки „чегара“ демакдир.

I I IМасалан, 1 + 3-+ + $г + ■ • • камаювчи геометрик про-
грессиянинг1 бошидан 15 та ҳади йиғиндисини •̂15 деб бел- 
гилаб, уни топамиэ;

Прогрессия ҳақида 31- § га қаранг.
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■  • (  „  0 3 1 1  0 3 1шунга ухшаш: л1а«  у  — ^  ва ҳокаэо. 5л+1 = у  — — •

• бўлади. Булардан биз, ҳадларининг сони орта борган сари

уларнинг йиғиндиси тобора-̂ - га яқинлашиб бораётганлигини

кўрамиз. Чунки, п нинг етарли катта қийматларида, — каср-
нинг махражи етарли катта бўлиб, сурати ўзгармай қолгани 
учуН бу каср берилган ҳар қандай кичик мусбат сондан ҳам

3кичик бўлади. Яъни
'2

<е бўлса (е — эпсилон, бу
ҳарф билан исталганча кичик мусбат миқдорни белгиладик), 
у ҳолда 5;1+д -> ~  ёки Ит 5п+1 бўлади. Энди биз ушбу ̂ п-*се ^
таърпфни бера оламиз.

Гаъриф. Агар бирор ўзгарувчи миқдор (бизнинг мисолда 
прогрессия ҳадларининг йиғиндиси) узгаришида тобора би-з
рор ўзгармас сонга (бизнинг мисолда га) яқинлаша бориб,
бу сон билан ўзгарувчи миқдор орасидаги айирманинг абсо- 
лю т қиймати берилган ҳар қандай кичик мусбат сон е дан 
кичиклагича қолса, бундай ўзгармас сон ўзгарувчи миқдор- 
нинг лимити (чеки) деб аталади.

Чексиз камаюнчи геометрик прогрессия

Т а ъ р и ф  Ҳадларининг сони чегараланмаган ва махра- 
ж и  — 1 < ў < 1 бўлган геометрик прогрессия чексиз кама-з
ювчи геометрик прогрессия дейилади. Масалан, -11-6,3,-у,
3 / 1 . ,. . ,  ^махраж <? = — < ]  па ҳадларининг сони чегараланма-
гани учун у чексиз камаювчи геометрик прогрессиядир).

Чексиз камаювчи геометрик прогрессиянинг ҳадларн йи- 
ғиндисининг формуласини чиқариш. Ушбу

-нА, />,<?, Ьлд\ Ьгд3, . . . ,  Ь1дт~*, Ьлдт , . . .
чексиз камаювчи геометрик прогрессия берилган бўлсин 
(— 1<<?< + 1). Энди Ь] + Ьгд + Ьхд* + . . .  + Ьл дт~' + . .. ~  
= 5 ва Ьг + Ьгд + Ьгд* + . . .  + Ьгдт~' = 5п деб белгилаймиз.

О Ь ,  Ь,От  Ь, А| _ .У ҳолда  о ' = • у  ии езиш мумкин.
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№ чексиз ортади деб фараз қиламиз. У ҳолда сон ўзгар-
майди, лекин ? < 1 бўлгани учун т  чексиз ортганда: |<?т | 0.

Шунинг учун т  оо да 5т -> ■р~- Бу чексиз кама-
ювчи геометрик прогрессия ҳадларининг йиғиндиси деб ата- 
лади ва у .

шаклида ёзилади. Бу формула чексиз камаювчи геометрик 
прогрессия ҳадларининг йиғиндисини топиш формуласи дейи- 
лади.

М и со л  -^-б.З.у, . . .  нинг ҳадлари йиғиндиси топилсии.

Е  ч и ш. Ьх = 6, == 4, 5 = т--1- =■ — —г = т  = 12.* 1 — Ч 1   1 1
?  2

Чексиз камаювчи геометрик прогрессиянинг ўнли даврий
касрларга татбиқи

I. Соф даврий касрларни олиб қараймиз. Масалан 1,777... 
ва 2,353535... берилган. Бу касрларни чуйидаги кўринишда 
ёзиш мумкин:
1 , Ш . . . - 1 + ^  + ^ + ^ д  + . . . в а  2,363535 . . .  =2 +  1|  +
. 35 , 35 , г  7 . 7 . 7 .  35 .

10000 1000000 +  “  ‘ * БУ-43?-1!3 Тб +  Ш5 1000 ‘ 1 ‘ 03 100
35■+- + . . .  ларнинг ҳар бири чексиз камаювчи геометрик

прогрессиядир. Улардан бирннчисининг махражи ^  га, иккин-

чисиники га тенг. Бу ҳолда, чексиз камаювчи геометрик

прогрессия ҳадлари йиғиндисининг формуласи 5 = га
7

7 . 7 . 7 .  _  То _  7 35 , 35 . 35
а с о с а н , д т  100 . 1000 т . . . — — 9"м ] 0 0 ‘ юооо ' юооооо+

1 “ 10
35

, _  " Ш  _  35
■+ “ ‘ “  1 ~  90

1 —  100

бўлади. Шундай қилиб, берилган касрларни ҳуйидаги кўри- 
нишда оддий каср билан ёза оламиз:

1,777 . . .  = 1 ~  ва 2,353535... -  2 Ц.
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11. Аралаш данрий касрларни олиб қараймиэ. Масалан, 
1,5333... ва 0,82424... берилган. Бу касрларни қуйидаги кў- 
ринишда бэиш мумкин:

1,5333 ••• — го + ГОВ"*" ПЙО + ••• ва ° . 82424■ • • *  й  + Шо +
24

Ш о  +  ■ ■ • •

БулаРда’ Ш5+  Шо +  • • ’ ва Шб +  ШШо +  ■' • лаРнинг ҳар
бнри чексиз камаювчи геометрик прогрессиядир. Улардан би- 
ринчисининг махражр уд, иккинчисиники ^  га тенг. У ҳолда

3_
с 6 . 3 , 3 ,  Гоо 3 I*  -= формулага асосан: ш  + ш  + . .  Г -дб “  30 ва

1 “  10
24

24 24 „ Г Ш  24 4
100Й г 100000 Т  . . . “  “  9̂ 3 = 165'

1 — Гоо
Шундай қилиб, берилган касрлар қуйидагидек оддий каср- 

лар билан ёзилади:

1,5333 . . .  -= 1 ^  ^  = 1 ^  ва 0,82424 • • - -  ^  + уя  — {§•

Демак, 1,5333 .. .  -  1 ва 0,82424 ■. • -  {д.

М а ш қ л а р .  Қуйидаги мисол ва масалалар ечилсин:

I) -тг42, 4, 4    2)-н-4^5 ; / £  * £ , . . . ;
оч п 2  2  23) -~ 2, 5, 5т , ■ . 5я чексиз камаювчи геометрик прогрес- 

сияларнинг йиғиндиси топилсин.
4) а, — 4; й — 1,5; л-=45 берилган. 5« топилсин.
8) Я = ' -т; т  = 4! ^  9 лар берилган. />, ва 5, топилсин.
6) 7 билан 35 орасига шў сонлар билан арифметик прог> 

рессия ташкил қиладиган 6 та сон ёзилган. Айирма д ни то- 
пннг.

(Ж  а воб. <1 =■ 4.)'
7) Агар велосипедчи I- соатда 30 км юриб, ундан кейин- 

ги ҳар бнр соатда олдингисидан 2 км кам юрса, 234 км ма- 
софани неча соатда босади? в

(Ж  а воб. 13 соат.)
161

www.ziyouz.com kutubxonasi



8) Ўсувчи геометрик прогрессия ташкил қилувчи учтасон- 
нинг Йиғиндиси 26. Агар шу сонлардан биринчисига 1, иккин* 
чисига 6 вз учинчисига 3 қўшилса, ҳосил бўл^ан сонлар ариф- 
метик прогрессия ташкил килади. Шу сонларни топинг.

* (Ж  а в о б. 2; 6; 18.)
9) I + 4 + 7+10 + . . .  + х =  117 ва (х + 1) + (х + 4) + 

+ . . . + (х + 28) = 155 тенгламалар ечилсин.
(Ж  а в о б. 25 ва 1.)

10) 1 апрелдан 12 апрелгача (12 апрель ҳам киради) ҳа- 
вонинг температураси ҳар куни 0,5 градус кўтарилди. Шу
вақт ичидаги ўртача гемпература 18 градус бўлса, 1 ап-
релдаги ҳавонинг температурасини топинг.

(Ж  а воб. 16 градус.)
11) Ҳар Я0.5 м чукурликда ернинг ички температураси 

1°С ортади деб фараз килинади. Агар ернинг сиртида темпе- 
ратура 10°С бўлса:

а) 1000 м чуқурлнкда температура қанча бўладн?
б) Ҳандай чуқурликда температура сувнинг қайнаш нуқта- 

сига етади?
(Ж а воб .  »  34°; 2745 м.)

12) Ораларидаги масофа 200лг бўлган икки жисм бир вақт- 
да бир-бирига қараб ҳаракат қилади. Биринчи жисм секунди- 
га 12 м, иккинчи жисм биринчи секундда 20 м, кейингн 
ҳар бир секундда ўзидан олдинги секунддагидан 2 м кам 
юради. Бу жисмлар неча секунддан кейин учрашади?

(Ж  а во б. 8 секунд.)
13) Арифметик прогрессия билан геометрик прогрессия- 

нинг биринчи ҳадлари 5 га тенг. Бу прогрессияларнинг учин- 
чи ҳадлари ҳам ўзаро тенг, арифметик прогрессиянинг иккин- 
чи ҳади геометрик прогрессиянинг иккинчи ҳадидан 10 та 
ортиқ. Шу прогрессияларни топинг.

(Ж а в о б .  -г5, 25, 45, ... ва £5, 15, 45..........)
14) Ҳаво тортувчи насос поршенининг ҳар бир ҳаракатида

идишдаги ҳавонинг — бўлаги чиқиб кетади Агар дастлабки бо- 
8

сим 760 мм бўлса, поршень йигирма марта ҳаракат қилгандан 
кейин идишдаги ҳавонинг босими қанча бўлади?

( Ж а в о б . » 5 3  мм.)
2 215) а) Иккинчи ҳади 1 —, махражи — бўлган чексиз ка-3 3

маювчн геометрик про^рессиянинг йиғиндисини топинг.
(Жавоб. 7,5.)
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б) Чексиз камаювчи геометрик прогрессиянинг йиғиндисн 
12,6; биринчи ва иккинчи ҳадлари йиғиндиси 12 га тенг. Шу 
Прогрессияни топинг.

(Жавоб..-н-Ю, 2,  )

33- §. К Ў РС А Т К И Ч Л И  Ф У Н КЦ И Я  ВА  УН И Н Г ГР А Ф И ГИ  
Ҳ А КИ Д А  Т У Ш У Н Ч А

а — ўзгармас, х ва у лар ўзгарувчи миқдорлар бўлсин. У 
ҳолда у= ах функция кўрсаткикли функция дейилади. Бунда: 
х — аргумент, у — функция ва а ф 1 мусбат сон. Бу тенглик- 
да х нинг ҳар битта қийматига у нинг битта қиймати мос 
келгани учун у = а*бир қийматли функциядир.

Кўрсаткичли функциянинг хоссалари:
1) а >  I; у = ах функциянинг аниқланиш (борлиқ) соҳаси 

барча ҳақиқий сонлар тўпламидан иборат бўлиб, х нинг ҳар 
қандай қийматида функция мусбат, яъни ах > 0. а) х мусбат 
бутун сон бўлсин, у ҳолда ах > 0 зкани равшан,

р_
б) х = > 0 каср бўлсин, у ҳолда ах =  а 9 = |/а? да ар > 0

бўлгани учун>/ару  0 бўлади.
в) х мусбат иррационал сон бўлсин. Энди > 0 ва а2>0 

лар тартиб билан х нинг ками ва ортиғи билан олинган икки- 
Ча қиймати бўлсин. У ҳолда аа' < а1 < а“• дан ах > 0 бўлади.

г) х = — к (к > 0) бўлсин. У  ҳолда: ах = а~к = "» . а* > 0

бўлгани учун ^  > 0 бўлади.
Х у л о с а .  у = а х функция а >  1 ва х некли сон бўлганда 

манфий сонга ҳам, нолга ҳам тенг бўла олмайди.
2) у =  ах функция ўсувчи функциядир.
а) Агар л:,, хя лар х нинг иккита мусбат қийматлари бўлиб, 

х, > х2 бўлса, ах' > ах\ чунки а > 1 эди, б) л:, ва х2 нинг 
бнттаси ёки иккаласи ҳам иррационал сон бўлиб, х2 нинг ор- 
тиғи билан олинган тақрибий рационал қиймати А,; х2 нинг 
ками бнлан олинган тақрибий қиймати эса к2 бўлсин. х2 < х2 
бўлганда А, ва к2 ларни к2> А, тенгсизликни қаноатлантира- 
диган қилиб танлаб олиш мумкин. У ҳолда: ах‘ > а** > ак' > 
> ах', бундан: ах‘ > ах' бўлади.

3) х = 0 бўлганда, ах = ай = 1, чунки а ф  1; 0.
4) х =  1 да, ах нинг қиймати асосига тенг: ах = а' = а.
5) х = \\ 2; 3 ; . . . ;  100;... бўлганда, у =  а* функциянинг 

қийматлари у = а; аа; а3; . . . ;  а100; . . .  орта боради, чунки 
а > 1 эди, яъни х -*■ оо да у -»■ со.

Энди х = — 1; — 2; . . . ;  — 100;... бўлганда у = ах нинг
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қийматлари у — . . .  камая боради; яъни х-+ — аа да
> “*■ 0.

Бу кўриб ўтилган хоссалар у*~ ах функциянинг графиги 
қуйидаги шартларни қаноатлантириши лозим эканини билди- 
ради;

1. Абсцисса ўқининг ихтиёрий нуқтасидан чиқарилган пер- 
пендикуляр ах функциянинг графигини аниқ бир нуқтада ке- 
сади ва график абсцисса ўқининг юқорисига жойлашган. Де- 
мак, абсцисса ўқида ва ундан пастда графикка тегишли нуқта 
бўлмайди. *

2. ах нинг графиги ординатэлар уқини координаталар бо- 
шидан бир бирлик юқорида кесиб ўтади.

3. Графнк чапдан ўнгга томон юқорига кўтарила боради.
4. (1; а) нуқта функция графигига тегяшлидир.
5. График эгри чизиқ бўлиб, аввал абсцисса ўқидан аста- 

секин, кейин эса теэ узоқлаша боради.
Х у л о с а .  у — ах (а >  \) функция ҳақиқий сонлар соҳа- 

сида берилган ва ўсувкидир. Аргумент — оо дан + со гача орт- 
ганда ах функция 0 дан оо гача ортади.

Энди у = ах ни 0 < а < 1 бўлган ҳолда текшцрамиз.
1. х н и н г  ҳар қандай ҳақиқнй қийматида ах > 0 бўлади.
2. х ортиши билан ах функция камаяди, яъни ах,а  < 1 бўл- 

ганда камаювчидир.
3. х = 0 бўлганда ах = 1, чунки а ф 1. Лекин а < 1 бўлгани 

учун х > 0 да ах < 1; х < 0 да ах > 1 бўлади.
4. х —* оо да ах —110 ва х — оо да ах — оо, чунки а < 1 дир.
у = 2Х ва функциялар графигини чизиш. Дастлаб

ҳар қайси функцияга жадвал тузамиз;
у ~ 2 х:

X 0  | 1 — 1 2 — 2 ...

У 1 | 2
1

2
4 1

4 ...

в а у  =  уг: ж 0 1 —  I 2  | — 2 ...

У 1 -  2
II 1 2  1

...

Энди (0; 1), (1; 2 ),|~  1; -у),. . .  нуқталарни ва (0; 1).^1;-у),

( — 1; 2), 2; нуқталарни айрим-айрим Декарт
координаталар системасида топиб, уларни бир-бири билан ту-
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таштирсак, у *» 2Л ва у = ларнинг графиклари чиэилади (27 
ча 28- расм).

М а ш қ л а р .  у *=&* ва у — р  ларнинг графиклари чиэилсин.

Энди у = ах нинг а > 1 ва а < 1 ҳоллардаги ўзгаришини 
кисқача куйидаги жадвал билан нфода қилиш мумкин:

у = ах, буида а > 0  ва а ф 1 

а > I | а < I

1. Функциякинг аннқланиш соҳаси ҳақиқий сонлар тўпламидан ибо- 
рат, х нннг ҳар бир қийматида ах > 0 .

2. Функция манфий сонга ва нолга тенг бўлолмайди.

3. х =  0  да функциянинг қиймати 1 га тепг.

4. Функция ўсувчи Функция камаювчи

5. х  =  1 бўлганда у —  а бўлади.

6 . х  < 0  у < 1 

бўлгапда 
х > 0  у > I

X < 0  у > 1 

бўлгаида 
х  >  0  у <  1

7. х - * — оо да у —»0
х —* оо да у —» оо

х — оо да у —► оо 
х  —► оо да у -► 0

34- §. Л О ГА РИ Ф М Л А Р
Даражага кўтаришни биз юқорида кўриб ўтган эдик. Ма- 

салан, 3а =>3-3 = 9, шунга ўхшаш З4 = 81 ва ҳоказо эди. Бу- 
лардаги даража кўрсаткич 2 ва 4 сонлари 9 ва 81 ларнинг
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асос 3 га кўра логарифми дейилади ва !о^э 9 = 2, 1о£, 81 =4 
кўринишда ёэилади. Умуман ап =  N бўлса, у ҳолда уни 
1о£а Б  — п деб ёзиш мумкин. Буида: а — ассс, Л/— сон, п — 
логарифм.

Таъ р и ф .  Берилган соннинг берилган асосга кўра лога- 
рифми деб, шу сонни ҳосил цилиш учун, берилган асосни 
кўтариш керак бўлган даража кўрсаткичига айтилади. 
Шунинг учун ]0£2 8 = 3, чунки 2а = 8; 1о§4 64 = 3, чунки
48 = Б4; 1о£]0 100 = 2, чунки 105 = 100; 1064-5- = — 5-, чунки 

_  1_

4 2 -  -  7 ; 1об_э (-2 7 ) = 3, чунки ( - З )3 = -27;
10£_а (— 32) =  5, чунки (— 2)5 = — 32; лекин 10̂ 2 ( “  32) + + 8,
чунки (+ 2 )в = +32; (+ 2 )- ! = ^  дир. Демак, мусбат асосда
манфий соннинг логарифми мавжуд бўлмайди, яъни а > 0, 
N  < 0 бўлганда, 1о§аД/ нинг маъноси бўлмайди.

а) Логарифмларнинг хоссалари
1) а-^0 бўлганда, а° = 1 эди. Бу ҳолда 1оба 1 =0. Демак, 

бирнинг нолга тенг бўлмаган ҳар қандай асосли логарифми 
нолга тенг. Масалан, 1о£4 1 =0, чунки 4 °=  1, ]0£_а 1 = 0, 
чунки ( — 3)° = 1.

2) а ' = а  бўлгани учун 1о£а а = 1 .  Демак, асоснинг ло- 
гарифми бирга тенг.

3) а > 1 бўлганда Л/> М  бўлсин, бу ҳолда 1оба Л/> 1оба М  
бўлади, яьни бир хил асосда к а т т а  соннинг логарифми 
кичик сон логарифмидан каттадир.

М и с о л .  32 >16 бўлгани учун; 1о̂ а 32 > 1од2 16.
4) Икки сон (ёки ифоданинг) бир хил асосли логарифм- 

лари тенг бўлса, сон (ёки ифооа)ларнинг ўзлари ҳам ўзаро 
тенг ва, аксинча, икки сон (ёки ифода)  ўзаро тенг бўлса, 
уларнинг логарифмлари ҳам ўзаро тенг бўлади. Масалан, 
1о£„ Л/= 1о£а М  бўлса, у ҳолда N  = М  бўлади.

5) Логарифмнинг таърифига асосан қуйидаги айният келиб
1о?а м .. чицади: а = М. 1

„101 ;. 8 у |оС » х  _ •ог,..хГ 7  г  —М и с о л л а р .  5 = 8; 10 =10 _ у х ва ҳоказо.

б) Логарифмик функиия ва унинг графиги ҳақида тушунча
асосда х нинг логарифми у бўлсин, яъни у = 1ода х — ло- 

'гарифмик функция дейилади, бунда х — аргумент, у — функ- 
циядир. •

Таърифга кўра у = 1обад: функция у = ах функцияга теска- 
ри функциядир, у = 1о£а-* функциянинг графигини чиэиб, унинг 
хоссаларини текширамиз (29- расм).
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1. у = 1оЕал функциянинг аниқланиш соҳаси барча мусбат 
сонлар тўпламидан иборат, чунки ах > 0  эди.

2. у =■ 1о£„л: функциянинг графиги у ўцининг ўнг томонига 
жойлашган, шунинг учун (асоси мусбат сон бўлганда) ман- 
фий сонлар ва нолнинг логарифми мавжуд эмас.

3. х = 1 бўлганда функция нолга тенг.
4. у = 1о̂ 3дс функция ўсувчидир.
5. х < 1 булганда функциянинг қийматлари манфий, х > 1 

да эса мусбатдир.
6. X -> оо бўлганда у -*• оо ва х -»■ 0 да ў -*• — оо.
7. 1оё83 = 1.
Х у л о с а .  а > 1  да у = 1о£ал: функциянинг борлик соҳаси 

баряа мусбат сонлар тўпламидан иборат булиб, ўсуячидир, 
х «= 1 да эса нолгатенг\х чексиз 
орта борса, функция мусбатли- 
гича қолиб, чексиз орта боради, 
х камайиб нолга яқинлаша бош- 
лаганда эса функция манфий қий- 
м атлар  олиб чексиз камаяди.Л, Логарифмик функцияларнинг 
хоссалари билан сонлар лога- 
рифмларининг хоссалари ораси- 

даги муносабатлар
1. Логарифмик функцияниш 

аниқланиш соҳаси мусбат сонлар 
тупламидан иборат бўлгани учун, 
ҳар бир мусбат соннинг логариф- 
ми биттагинадир.

2. Аргументнинг ноль ва манфий цийматларида логариф- 
мик функция мавжуд бўлмагани учун, ноль ва манфий сон- 
ларнинг логарифмлари мавжуд эмас.

3. Аргумент бирга тенг бўлгаида, логарифмик функция 
нолга тенг бўлганлиги учун бирнанг логарифми нолдир.

4. а > 1 бўлганда, х < 1 бўлса, у < 0 на х > 1 бўлса у > 0; 
0 < а < 1 бўлганда, х < 1 бўлса, у > 0 ва х > 1 бўлса у < 0 
бўлгани учун асос а>  1 бўлганда бирдан кичик сонларнинг ло- 
гарифмлари манфий, бирдан к а т т а  сонларнинг логарифм- 
лари эса мусбат. а < 1 бўлганда бирдан кичик сонларнинг 
логарифлари мусбат, бирдан к а т т а  сонларники эса ман- 
фийдир.

5. а > 1 бўлганда логарифмик функция ўсувчи ва к а т т а  
сонга к а т т а  логарифм тўғри келади. а < 1 бўлганда лога- 
рифмик функция камаювчи ва к а т т а  сонга кичик логарифм 
тўғри келади.

6. 1о%аа = 1 бўлгани учун, асоснинг логарифми бирга тенг. 
чунки а' = а.

0
www.ziyouz.com kutubxonasi



М  а ш ц л а р.
1) Қуйидаги логарифмларнинг цийматлари 5зилсин:

!о§4 16; 1о§:4 256; 1о£4 1о^4; 1о§а 729; 1о£-э(-243);
а

1ой—а( —125); 1з£Б 125; 1о£, 0.
7

2) Ушбу функцияларнинг графиклари чизилсин:
У -  1о£2*; У = 1 0 ^ ;  у = 1о§4дс; у = Ю ^л; у= о & ъ

2 4

£

г) Логарифмлар ҳақида асосий теоремалар

1-теорема. Купайтмананг логарифми кўпайтувчилар 
логарифмларининг йигиндисига тенг:

\о%а{М • к) =  1оеал* +  ю К а л / ;  (М >  о ,  л / > 0 ) .

И сбот .  1о£аМ=<7, 1ояаК = р  деб белгилаймиз. У ҳолда 
логарифм таърифига кўра М  = о«, N  = ар\ буларнинг кўпайт- 
маси М  ■ /V = аР • а« = аР+чбўлади. Демак, 1о§а(М-К )= р  + д = 
= 1о§аЛ/ + 1о£аЛ1. Теорема исбот ҳилинди.

2-теорема. Булинманинг логарифми шу асосга кўра 
бўлинувни логарифми билан бўлувчи логарифмининг айир•
масига тенг, яъни Ю£а 1= 1о§аЛ4 — 1о§аЛ/.

И с б о т. Л1 = а9\ Л/ = аР. Бундан: — = — = о,_р.N оР
Демак, \о§а = <? — р = \о%аМ — Ю£аЛ/. Теорема исбот

ҲИ.1ИНДИ.
3- т е о р е м а. Даражанинг логарифми, даража кўрсат- 

кичининг унинг асоси логарифми билан кўпайтмасига тенг, 
яъни

Ю8а(Л/л) = п • ЮеаЛ/.
Исбот .  N = ар бўлсин. Бунинг икки томонини л-даража- 

га кўтарамиз. Л/я = апр бўлади. Бу ҳолда:
1оеа(Л|") = п • р = п ‘ 1о£а1М.

Теорема исбот ҳилинди.
4- т е о р е м а. Илдизнииг логарифми илдиз остидаги ифо- 

данинг логарифми билан илдиз кўрсаткичи нисбатига тенг, 
яъни

п
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Исбот .  1о%а N = р ёки N =* ар бўлсин. Вунинг икки то-
1 „монини — даражага кўтарамиз:

I  * г-  ТN п — а п ёки у  N = а я ’
п , (п/ТЛ р ' ° ёа*Демак, 1ода (у  Л'! = ^  = п .

'1'еорема исбот килииди.

д) Ўнли логарифмлар ва уларнинг хоссалари
Т а ъ р и ф. Асос учун 10 олинган логарифм ўнли логарифм 

дейилади ва у „12“ белгиси билан ёэилади, яъни 1о̂ ]0 А' •= 
М и со л л а р .  )од1010 = |£ 10 = 1; 1од10100 «= 100 =• 2;

1о2к1 0,01 = 1 ̂ 0,01 = — 2 ва ҳоказо, чунки 10’ = 10; 102 = 100;
10-2 = ^  =0,01. Шунга ўхшаш 1§ 1000=3; 1̂ 0,1 = — 1; 120,001 =
= — 3 ва ҳоказо.

]- қоида. Бир ва кейинида ноллар билан тасвирланган 
бутун соннинг логарифми шу сондаги ноллар сонича бир- 
лар йиғиндисидан иборапг мусбат бутун сонга тенг.

2- қоида. Бир ва олдида ноллар билан тасвирланган 
каср соннинг логарифми, ноль бутунни ҳисоблаб, шу сон- 
даги ноллар сонича бирлар йиғиндисидан иборат манфий 
бутун сонга тенг.

Энди битта бир ва ноллардан иборат бўлмаган сонлар- 
ни олиб қарзймиз. Масалан, 26. Бу 10 <26 <100. Бу ҳолда 
12 Ю < 1̂ 26 < 12 100 ёки 1 < 1^26 < 2. Демак, 1^26 = 1 +  каср. 
Шунга ўхшаш 100 < 123 < 1000; 1̂  100 < ]^ 123 < 1̂  1000 ёки 
2 < 12 123 < 3. Демак, 1̂  123 = 2 + каср; 10 < 15,21 < 100; 1 < 
< 12 15,21 < 2. Демак, ]£ 15,21 = 1 + каср; 0,1 < 0,5 < 1 бўлга- 
ни учун 120,1 < 120,5 < 12 1 ёки — 1 < 1̂  0,5 < 0. Демак, 
]£ 0,5 = 1 + каср.

Демак, ўнли логарифмда битта бир ва ноллардан иборат 
бўлмаган сонларнинг логарифми ўнли касрдан иборат бўлар 
вкан.

е) Характеристика ва мантисса
Та ъри ф .  Сон логарафмининг бутун қисма унинг харвк~ 

теристикаси, каср цисми мантиссаси дейилади.
Масалан, 1̂  123 = 2,0899. Бунда: 2 — характеристика; каср 

,0899“ — мантиссадир.
1- қоида. / дан к а т т а  сон логарифмининг характе- 

ристикаси, сондаги бутун хоналар сонидан б и тта  кам бул- 
ган мусбат бирликка тенг.

Масалан, 122,5 = 0,3979, 1282=1,9138, 12301,5 =  2,4793 ва 
ҳоказо.
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2- қоида. 1 дан кичик ўнли каср логарифминанг харак- 
терисшикаси, сондаги биринчи қийматла рақамгача бўлган 
ноллар сонининг йиғиндисидан иборат бўлган манфий бутун  
сонга тенг (ноль бутун ҳам шу ^исобга киради).

Масалан, \% 0,8 = 1,9031, 1^0,025 = 2,3979,1§0,00305=3,4843 
ва ҳоказо.

ж ) Логарифмлаш ва потенцирлаш

Таъриф .  Барор ифоданинг логарифмини топиш, уни 
логарифмлаш дейилада.

Масалан, "|Х^~ нинг логарифми топилсин.

Л о г а р и ф м л а ш .  1§ | / ^  = 1 18 ^  = 1  (1§ (а2Ь) — 1§с] =

Т аъриф .  Логарифмдан ифода ёки сонна топиш потен- 
цирлаш дейилади.

Масалан, 1§ N — (21^ а + 1§й — 1§с) ни потенцирланг,
■ъни N ни топинг.

П о т е н ц и р л а ш :

12 N = -3 (2 1̂  а + ]£ Ь — 1д с) = ^  \ё ^

Бундан логарифм хоссасига асосан:

М а ш к л а р .  Қуйидаги ифодалар логарифмлансин:

/ с  V 2 г \ Р / Сз )  у а \ Г ъ '

—3/ / — д г . — т .

N = 3^5 ; Л' = V р {р  — а) (р — Ь) (р—с);

N = Ьр 2-у^со§2а; N =
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Қуйидаги логарифмлар потенцирланснн:
\ а  + -£ Ь \ N = 2 (а + Ь) — 1̂  (а — Ь) +

12^ = 1§;а — -^1е* +  21ео1 — 1дс;1еЛ/ = ^ р _ ^ ^ ;

18N = 3 1%х + [1д (л: + у) + ~  1̂  (х — у) — 1̂■*: -  1&у];

= 4 2 х + т (■* - у ) “ 3 '8 (л + У] + 4  'е У:
1дЛ/ = -51§;а + 4-^31д(а-*) — у 1 е с ]  +-~1е*-

з) Соклар билан 10; 100;... сонлар кўпайтмаси ва 
бўлинмасининг логарифми

Қоида. Ўнли логарифмда, соннинг б и тта  бир ва нол- 
лардан иборат бутун сонга кўпайтмасининг логарифмини 
топиш учун, у сон логарифми характеристикасига кўпай- 
тувчи сонда цанча ноль бўлса, ўшанча бирлар йиғиндиси- 
дан иборат мусбат бутун сонни қўшиш керак ('мантисса 
ўзгармайди).

Масалан, \ц (М-10) = 18 Л/ + 12 10 = 1ц N + 1; 1е (Л/-100) =
= 1ёЛ/+1еЮ0 = 1еЛ/ + 2; 1е (ЛЛ 1000) = 1§[Л/ + I» 1000 = 1§Л/+3 
ва ҳокаэо.

М исол .  1£(32-100) = 1̂ 32 +  1§[ 100 = 1 + каср + 2  = 3 + 
+  каср. ^

Қ о и д а. Ўнли логарифмда, соннинг бир ва ноллардан 
иборат мусбат бутун сонга бўлинмасининг логарифмини 
топиш учун, у' соннинг логарифмидан бўлувчи сонда қанча 
ноль бўлса, ўшанча бирлар йиғиндисидан иборат мусбат 
бутун сонни айириш керак.

Масалан, !§; (Л/: 10) =  1§[ N — 1§10 = 1§Л/— 1: 1£ (Л М 00) =
= 12Л/- 1^100= 1£Л'— 2; 12(Л/-Ю00) = ]£ Л/- 1&1000 = ^ N - 3  
ва ҳоказо.

М исол .  12 (35:10) = 1̂  35 — 12 Ю = 1̂  35 — 1.
Қоида.  Ўнли каср логарифмида соннинг вергул ўрни 

ўзгартирилганда ва фақат охиридаги ноллар билан фарқ 
қилган бутун сонлар логарифмида уларнинг мантиссаси 
ўзгармай, характеристикасигина ўзгаради.

Масалан, 325,2; 3,252; 0,3252; 3252 ва 72; 720; 72000 ляр- 
нинг мантиссаси бир хил бўлиб, характеристикаларигина тур- 
лича бўлади.

и) Лог*$ифмларни ўмгартириб тузиш
1- қоида. Манфий логарифмларнинг мантиссасини мус- 

бат қилиш учун унинг мантиссасига (+  1) ни, характврис• 
тикасига (— 1) ни қўшиш керак.
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Масалан, 1)—2,3765=—2—0,3765= (—2 -  1) + (1-0,3765)- 
= — 3 + 0.6235 ="3,6235. Бу амалий ишда бундай бажариладш 
-1+1 _  -1+1 _
-2,3765 = 3,6235. Шунга ўхшаш: — 0,7219 = 1.2781.

2- қ о и д а. Логарифмнинг мантиссасини манфий ҳилиш 
уцун характеристикасига (+  1) ни, мантиссасига ( — 1) на 
қўшиб, юқоридагидек иш кўриш керак.

+ _ 1  - 1

Масалан, 1,2781 = — 0,7219.
_  М а ш қ  л а р. — 1,0982; -3,1275;-0,1782! -  1,9106; 7865;
1,0931; 3,2581 лар узгартириб тузилсин.

35- §. Т Ў Р Т  ХО Н АЛИ  ЛО ГА РИ Ф М  Ж А Д ВА Л Л А РИ  
В А  УЛ А РД А Н  ФОЙ ДАЛАНИ Ш

Матемвтикада маълум усуллардан фойдаланиб, логарифм 
жадналлари тузилган, бу жадвалларда турли сонлар ва шу 
сонларнинг ҳар бири ёнига бу сонни ҳосил қилиш учун 10 ни 
кўтариш керак бўлган кўрсаткич (логарифм) жойлаштирил- 
ган.

Т а ъ р и ф. Кетма-кет бутун сонлар қатори учун бир 
хил асосга кўра қисобланган логарифмлар тўплами лога- 
рифмлар системасп дейилади. Масалан, ўнли логарифмлар 
системаси каби.

Профессор Бригг ўнли логарифмлар жадвалини бирннчи 
марта туэган кишидир (XV — XVI аср). Кўп амалий масалаларни 
ечишда Брадиснинг тўрт хонали математик жадваллари етар- 
лидир. (Агар масала юқори аниқликни талаб ҳилса, у ҳолда 
Пржевальскийнинг беш хонали ва Гаусснинг олти хонали ва 
ҳоказо жадваллардан фойдаланиш тавсия этилади.)

Тўрт хонали логарифм жадвалда 1 дан то 9999 гача ҳам- 
ма бутун сонларнинг мантиссаси берилган.

Мантиссалар 4 рақамдан иборат ўнли каср ҳолида олин- 
гандир.

Биз энди тўрт хонали математик жадвалдан бир бўлак 
олиб, фойдаланиб кўрамиз.

(IV— сон)

л 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 2 3 4 5 6 7 8 9

60 6990 6998 7007 7016 7024 7033 7042 7050 7059 7067 1 2 3 3 4 5 6 7 8

51 7076 7084 7093 7101 7110 7118 7128 7135 7143 7152 1 2 3 3 4 5 6 7 8

52 7160 7168 7177 7185 7193 7202 7210 7218 7226 7235 1 2 2 3 4 5 6 7 7
53 724Э 7251 7259 7267 7275 7284 7292 7300 730« 7316 1 2 2 3 4 5 6 6 7
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Масалан, 1) „5“ нинг мантиссасини топиш учун унинг ёни- 
га иккита ноль куйиб, 500 нинг мантиссасини топамнз. У я6990‘ 
га тенг, у ҳолда 1̂  5 = 0,6990 булади.

2) ,53“ нинг мантиссасини топиш учун, унга битта ноль
кУйиб, 530 толилади, у ,7243“ га тенгдир.

У ҳолда, !§; 53 = 1,7243 бўлади.
3) ,524“ нинг мантиссасини топиш учун 52 ни жадвалнинг

чап устунидан, 4 ни жадвал юҳорисидаги 0 дан 9 гача сон-
лар орасидан топиб, улар кесишган еридан, 524 нинг мантис- 
саси ,7193“ олинади. Бу ҳолда: 1̂  524 = 2,7193 бўлади.

4) ,5125“ нинг мантиссасини топиш учун олдин 512 ни 
топамиз, у „7093“ бўлвди, сўнг унинг ўнг томонидаги 5 ни, 
жадвалнинг ўнг томонидаги (1 23; 4 5 6 ва 7 8 9) сонлардан то- 
пиб, 51 жойлашган йўл ва 5 жойлашган устуннинг кесишган 
еридаги сон „4“ ни дилда „7093“ га қўшилса кифоя, яъни

,7093 
+ 4

7097.

Демак, 1& 5125 = 3,7097.
Агар сон: беш, олти, етти,... хонали бўлса, унинг ман- 

тиссасини топиш учун тўрт рақамдан ортиғини ташлаш керак. 
Бу ҳолда ташланадиган бешинчи рақам 5 ёки ундан катта 
бўлса, у ҳолда тўртинчи рақамга бир ҳўшиб олинади, 5 дан 
кичик бўлса, кЎшилмайди.

Масалан, (£ 533,57 = ?
53357 цинг мантиссасини топиш учун, 5336 никини олса 

ҳам бўлади:

. 1е533 = 2,7267 
+ 0,6 ~  5

18 533,6 = 2,7272.
Демак, 18 533,57 = 2,7272 бўлади.
М а ш ҳ л а р .  Қуйидаги логарифмлар топилсин:

187; 1&71; 1̂ 375; 18168,7; 180,905; 181.09;
1826,928; 180,73813; 180,0293719; 18 ^  ■

а) Антилогарифм жадвали ва ундан фойдаланиш

Соннинг логарифми берилганда соннинг ўзини топиш мум- 
кин, уни антилогарифм жадвали деб аталган жадвал 6р- 
дамида тепиш қулай.

Бу ерда ҳам нусха келтирамиз:
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( т  — мантисса)
т 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0 , ? 6 1820 1824 1828 1832 1837 1841 1845 1849 1854 1858 0 1 1 2 2 3 3 3 4
0,27 1862 1866 1871 1875 1879 1884 1888 1892 1897 1901 0 1 1 2 2 3 3 3 4
0,28
0,29

1905 1910 1914 1919 1923 1928 1932 1936 1941 1945 0 1 1 2 2 3 3 3 4

Масалан, 1§Л= 1,261 берилган, Л/ топилсин. '
Е ч и ш .  нинг тагидан 26 ни, 0 дан 9 гача сонлардан 

1 ни топиб, уларнинг кесишган еридан 261 га тегишли 1824 
сонни топамиз. Энди характеристика 1 бутун бўлгани учун, 
вергул билан икки хона бутун ажратамиз, яъни Лг = 18,24 бў- 
лади. Шунга ўхшаш:

1) 1е Л  = 0,2759, Л  = ?
18 Л/« 0,275 «1 в  1,884 

+ 09-4
1е Д- = 0,2759 = 1̂ 1 ,Н88.

Демак, N  - 1,888.

2) 1ё /У= — 1,7281, Л  = ? 
-1+1

1е Л =  -  1,7281 =5,2719; 
1ё Л =5,271 = 1д 0,01866 

+ 0,9 -  4
1е Л =  2,2719=1§0,01870. 

Демак, Л/= 0,0187 бўлади.

б) Логарифмлар устида амаллар
Сонларнинг логарифмлари устида бажариладиган тўрт амал 

қуйидаги мисолларда.н кўринади:
1) 1_.5412

2,0915
2) 0,6781

2,3854
3) 3,2892

1,6784
4) *  5;4128 

' ' 7
3,6327 1,0635 -2,3892 = 3,6108 12,8896

5) 2,4128-( — 7) = { - 2  + 0,4128)• ( - 7 )  = ( -  1,5872)-(-7). 
+ 11,1104; 6) Ғ.6324: 2 = 2;3162; 7) 4,6324:5 =(-3,3675): 5- 
— 0,6735 = 1,3265 бўлади.
М а ш қ л а р .  Қуйидаги амаллар бажарилсин:

1) , Г.7986 2) 311945 3)_]1б789 4) 5,4502
1,3228 Г.9712 2,1762 X  6

5> 1,8705-(-5); 6) 5,1609 : ( - 4 ) ;  7)"5,8756 : (+26).
в) Алгебраик ифодаларни логарифм ёрдами билан 

ҳисоблашга мисоллар
1- м и с о л.

\ ' ифода ҳисоблансин. у  51■532
Л/>
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л а ш. — ,в ь . ,2 ,-0 -- .IГ  51*&32
+  <8532)- 1,7193 (1,7076+2,7259) =  !, 1462- ■ 4,4335=
— 1,1462 — 2,2167 ■= — 1,0705 = "5,9295. Энди антилогарифм жад- 
валидан сонни топамиэ:

N  = 0,08502.

2- мисол. )/"]/431 + У 1742 ифода ҳисоблансин. 
Ҳ и с о б л я ш .  Олдин ]/431 ва /  1742 ларни белгилаб олиб, 

вйрим-айрим ҳисоблаш керак: /431 = а вв У 1/42 «* Ь бўлсин;
1ца = 18 /431 *= ± |д431 = -1 ■ 2,6345 = 0,5269. Бу ҳолда:

в=  3,364. 1д:* = 1е/Г??5 = -|-1Е 1742= ў-3,2410- 1,6205.
Бу ҳолда: Ь = 41,74.

1бЛ' = 1§ у' а + Ь = -£-■ 1̂ 45,104 = ~ 1,6542
Демак, Л' = 1,886.

з

0,2757.

3- мисол. | /  — ифода ҳисоблансин.

Ҳ и с о б л . ш .  =

18 N  -  1 8 ] / “  Т |?25 + Т '«  ° ' 875 “ Т 'е 1 '27 -  т'еО.7 -

-  I "  1.3979+■}■ 1,9420--3-0,1038 — 4 -Т,8451 -0,6725.

Деман, N =  4,704.
М а ш қл а р .  Қуйидаги ифодаларни логарифмлаш усули би- 

лвн ҳисобланг: •

1) N. V 4245-16483' 2) N  

4) N  ■■

3743.56265 
42515- 893

V ут  -  ут
У ш  

(Ж а в о б .  0,8189).

5) N  = 1 -  (у
1.1 Я1 а / =  3,89-5 У — 0; 1536 

} 0,92^ '
(Ж а в о б .-0,04146),
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2.153- V  11,76’ * 
{Ж а в о б .  0,007868.)

8'1 {/  2 5 -?/-136. 
' г 0,00034

/  0Т- /  Ю 
(Ж  а в о б. — 1,406.)

1,842 • / Ш Т
(Ж а в о б .  186,3.)

8 8 - §. К Ў РС А Т К И Ч Л И  ВА  Л О ГА РИ Ф М И К  Т ЕН ГЛ А М А Л А Р

Т а ъ р и ф. Д аража кўрсаткич.ида номаълум миқдор қат- 
нашган тенглама кўрсаткичли тенглама дейилади.

Масалан, Зв-Г+1—81 =0; 58-г—17 «= 0; 3-4-1—7-2' + 2 = 0 ва ҳо- 
казо тенгламаларнинг ҳар бири кўрсаткичли тенгламадир. 
Кўрсаткичли тенгламаларни еч_ишда бнр неча хил Йўллзр бор 
бўлиб, булар: 1) асосларни тенглаш; 2) алгебраик тенглама- 
ларни ечиш (белгилаб олиб, формула ёрдамида ечиш); 3) ло- 
гарифмлаш йўли билан ечиш усулларидан иборатдир. Бу 
усуллар билан қуйидаги мисолларда танишамиз. *

1- мисол .  звг+1 — 81 = 0 тенглама ечилсин.
Е ч и ш. Зе-*+1 = З4, бунда асослари тенг бўлгани учун кўр- 

саткич^ари ҳам тенг бўЛиши керак, + 1 = 4. Бундан;

2- мисол.  5г* — 17 = 0 тенглама ечнлсин.
Е ч и ш .  58х=17 бунинг икки томонини логарифмлаймиэ.

12 58х = 17 бки Зл1§5 = ]£ 17. Бундан: —
яа0,58.

3- мисол.  3-4Х — 7-2х + 2 = 0 берилган.
Е ч и ш .  3'4д:-7-2-, + 2 = 3-(2х):|-7-2Н2=0. Бу 2Х га нис-

батан тўла квадрат тенгламадир. У ҳолда 2Х = 7 * > 49 — 21 —
6

-  Ц-5. Бундан: 2*‘ »  2; х, = 1. 2"2 = -1; = -|М?.
4- мисол. Зх + 3-*+1 + Зх+5 — 5С + 5-г+1 + 5-*+2 тенглама 

ечилсин.
Е ч и ш .  З^ + З-Э  ̂+ 9 - 3 ^ 5 ^  + 5-5  ̂+ 25-5* ёки 13-3*=- 

= 31 *5-г, ёки Буни логарифмлаймиэ: х 1£ — ]£
ёки х 1е0,6 = 2,3846.

Бундан:
182,3846 0,3775 ^  0,3775 Э775

Х  =  <£ 0 , 6  =  /7782 —0,2218 2218

тенглама ечилсин.

V

www.ziyouz.com kutubxonasi



/ 2 \ **  / 3 \ »х - 2  / 2 \ *х ■ / 2 \ а—ад: 2Е ч и ш .  (т ) -(т ) = ^ ё к и ( т ) - ( т ) - 7 .6ки

(| )« + « - «  = -2,ёки(|)3-* = (^ ),. Бу ҳолда 3 - х =  1; л - 2

6- мисол. 16. V  (0,25) ‘1 = ]/2-*:+, тенглама ечилсин.
20 — ^

, 1 . < -Г + ’ Ҳ - 20 .г + » 4 +  —
Е ч и ш .  24-("2) = 2  2 ёки24-2 4 *= 2 2,ёки2 1
X + 1 

= 2 =■ ■
ДГ ЛГ + |Бундан: 4+  -̂-- 5= —-— ёки х — 4 = 2л: + 2, бундан

х —  —  6 .
Т а ъ р и ф. Номаълум миқдор логарифм ишораси остида 

қатнашган тенглама логарифмик тенглама дейилади.
Масалан, 1) |£ (2х — 1) — |£ (х — 1) = 1еЗ; 2)^1%х= 3-,

3) 2 1й*л — 7 х + 3 = 0 ва ҳоказо тенгламаларнинг ҳар би- 
ри логарифмик тенгламадир.

Логарифмик тенгламалар ҳам турли йўллар билан ечилади: 
1) потенцирлаш1; 2) алгебраик тенгламаларни ечиш; 3) ло- 

гарифмнинг таърифидан фойдаланиш ва ҳоказо.
Оу усуллар билан куйидаги мисолларда танишамиз.
1- мисол. \%(2х— 1) — (х — 1) = 1§3 тенглама ечилсин.

2 1Е ч и ш. Бундай тенглама потенцирлаб ечилади: 1д

= 1§3, бу ҳолда логарифмнинг (4) хоссаснга кўра: =3 бў-
лади. Бундан: х = 2. Т е к ш и р и ш :  1§ (2-2 — 1) — |£ (2 — 1) =» 
=■ 1^3 — 1̂ 1 = 1” 3 — 0 =  1§ 3.

2- мисол. -|-12л: = 3 тенгламани ечинг.
Е ч и ш .  Бундай тенгламалар таърифга асосан ечилади. 

х =*3 ёки 1§Л1: = 6. Энди логарифмнинг таърифига кўра: 
а = 10а.

3- мисол. 21§аА — ̂ 1^/с-ЬЗ = 0 тенглама ечилсин.
Е ч и ш .  Бундай тенглама квадрат тенглама деб қараб ечи-

лади:   ‘
1ел = 7 ^ / 4 9 - 24 = 7_±А.'1ёХ1 = 3-<Х1= Ю3 = 1000;

1
I  ~2~

х2 = -х; х2 = 10 = ]/ТФ, демак, хл - ■ 1000; х2 = ]/ПГ

1 Бунлай ҳолла топилган илднэларнн тенгламага қўйиб текшириб кўриш
керак, чунки илдиэлар орасида чег илдиэлар ҳам бўлишн мумкин.
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Ҳамма вачт бир системалаги логарифмдан иккинчи йир 
системадаги логярифмга ўгиш мумкин. Масалан, N соннинг 
а асосли логарифми х , Ь асосли логарифми у, яъни 1огаЛ/=х; 
10£4Л/ = у бўлсин. Логарифмнинг таърифига кўра N  = ох ва 
№ = № бўлади. Булардан: а* = Ьу. Буни Ь асосла логарифмлай- 
миз: 1одйа г=1оэ(,6у ёки х ! о =  У * *°2(, ^=У - I — у; !о§аЛ/Х 
X  10ё4а = 1оейЛ/. Бундан:

1одаЛ/ = 1о<>.У
1ое4<1 (*)

формулага эга бўламиз. Бу формуля ёрдамида турли асосда- 
ги логарифмлар қатнашган логарифмик тенгламаларни ечиш
мумкин. (*) да Ь *. N десак, 1о̂ вЛ/ = —- • (**)

4-мисол.  2 1о§*л:-Ь2 1о£*4 = 5 тенглама ечилсин.
Е ч и ш. (*) формулага асос ан !о£,4 = = —-—, 21ор4л:-Н

1с8«х Юк »̂
+- ——  = 5 ёки 2 1о^х—5 \о%кх +- 2 = 0. Бу 1о§4я га нисба-

т т  .  5  + К  2 5 - 1 6  _  5  ±  3тан кв адрат тенгламадир. Демак, 1о&Ах - — —̂ •

'о§4л; = 2, бундан: хх = 42 = 16, 1о£4я - бундан: х2 =■
I

= 4Т = 1/4=2.
5-мисол.  1обг[2 +- 1одэ(3 +- л:)] = 0 тенглама ечилсин.
Е ч и ш. Бу тенгламадан таърифга асосан 2 +  1о£,(3 + лс) = 

= 2° ни ёэиш мумкин. Буни 2-Но§3(3+л:) = 1 ёки 1о£э(3+х) = 
= — 1 ёзиб, яна логарифм таърифидан фойдалансак: 3 + л:=*
= 3- ,= —, бундан: х = —

« I 3

6-мисол.  1 — 1§ 5 = ^ + 1рл: + 1|[5| тенглама
ечилсин.

Е ч и ш .  Берилган тенгламани 1§ 10 — 1§5 = 1 .̂1. • У  

шаклида ёки | £ ^  . (^5  кўринишда ёэамиз. Энди
з. —;—

логарифм хоесасидан фойдалансак, 2 = у  -^  5 бўлади. 
(8

Бундан- х - -
1о?в, (■* — 3) + 1с£а5

7-мисол.  4 =50 генглама ечилсин.
Е чи ш .  1о%а4(х — 3) = —^ = 1ок,'~* ~ Энди берилгаиЮй8 о4 6
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10 + 10£,Д 1ог.(5' ̂ Л» — з]
тенгламани: 4 — 50 бки 4 ' — 50, ёки
'ог, 8)* ^  л

2 — 50 га келтирив оламиз. Аммо а а — N  ай-0 } . 
ннятга асосан: {Ъу х — З)8 — 50 ёки у' х — 3 — 2, бундан: х — 3 —
-  2«, х -  11.

8- м и со л. 3 - 2  -77,
' 0 2 , у 7  1ои,.У*

3 — 2 — 7 система ечилсин.
108»»

Е ч и  ш. 3 = х
' о и . / л  _

3 — У х
1 0 2 ,У ' 'о и .У  102,.У*

2 — 4 — у ва 2 — у у ларни баиб оламиз.
У ҳолда

\х ~  У -  77,
[]/х — |^У = 7 система ҳосил бўлади. Бундан: д: — 811 

> -4 .
9- мисол .  .

(^-Ю еа* +  -~~10£а У » о

(тр 1°Ва -* +  1°?л У = 1 система ечилсин.

Е ч и ш .  Берилгая системани (]о^  [ у -  ^ ў )  _ 0 кўринишд1

Ьойа ( V Х - V ? }  а  1
4эиб, логарифм таърифидан фойдалансак,

! у гК- ^ у  — а ° — 1 
[у^х • у^у. — а ' — а

бўлади. Энди ҳосил бўлган тенгламалардан биринчисини 
п -  даражага, иккинчисини т- даражага кўтариб, ҳосил бўл- 
гвн иккинчи тенгламани биринчи тенгламага ҳадлаб бўла- 
миз:

т—  т  л
у . г  л .. *  «|— -— — =  ат ёки х  — а и1

бундан: яМ 
т’ — я*

у ҳолда у =*ап'~ т ' бўлади. 
182
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10- мисол.  20 1о£0* 1/Т+71овв*,-*, в 31ов_£_ ** тенглама
У а

ечилсин. .
Е ч и ш .  Тенгламадаги логарифмларни а  асосли логарифмга 

келтирамиз:
, .  г -  2  „  л  Я <01Уа ЛГ . .  21  О Й а - »

1 °?«  К *  — 1 4 . |08ад̂  “ 2+ •оввЖ* й-̂=.

Бу ҳолда тенглама:
' о  1о8 а *  . _  Э 1 0 8 д ^  0  2 1 о е а -г

1о8вд: -  I

20- --г 7- 2 + 1о£вдс ** 3’
1о̂ вл ^1 + 1о£в.

кўринишга келади. Бундаш
1\ 1 л лп « лч 10 | 21 1 2

0 1о2а х\ = ° ;  *1 — а  =  ^ 2) ] + 1о8а* 1 + 1о£ах "  21ойаДГ—1*
Энди иккинчи тенгламани умумий махражга келтириб, 

сўнгра у соддалаштирилса: 10 ]08^*+31о£д*  — 13 = 0 ква- 
драт тенглама ҳосил бўлади, ундан

10 13
. 10 а . 13 з"

■*! “  Т* ■** — а ва ?а хз “  ‘ з"! а •
М а ш ҳ л а р .  Қуйидаги кўрсаткичли ва логарифмик тенг- 

ламаларни ечинг:
1) Ў 7 Х -У345. 2) 21е* 1.

^Жавоб .  дг = у. )

8) (0,25)4-ДС 256

•в (5л—4)
(Ж  а в об. д:, = 4; * , = 1.)

1 . , 1 1 .
4> 1 2 ^ - Т - Т 1**-
( Ж а в о б .  х3 = 10; *,  — 10—*.)
6) I + = 5

I 18* — 18У-3.
( Ж а . о в .  £ " [ < * )

7) 108»-« + 1°В^_* — 1°В_1_ ■*=6. 8) 1021вдс + 1024-« + 10&1* =* 7.
* ( Ж  авоб. х = 16.)

,о
\ А) \’ / ^

(Ж  а в о б. х = 4.)
12) 5 18** — 18* =* 0.

( Ж а в о б .  *  = 3.) ( Ж а в о б .  х3 = 1; * , = к 10.)
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( Ж а в о б .  ( *  = 3.) 
5) 1о8и 108. 1 ° ^  = 0-

( Ж а в о б .  *  = 64.)

(Ж  а в о б. *  = 9.) 
2,0г.(-**—И + в> 3 <2 ]аКлУТ—1).

(Ж  а в о б. *1 — 4; х3 = 2.)
11) З8'- 1 + 3*л_2 -  3'*~* = 315.
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13) 3 4/' - 4 . 3 2/л+3 = 0. 14Л  3(21ов,«л—юг^У) = ш,

1 ху = 81. * *
( ж  а в о б, дг, = д:а=0.)

( ж  а в о б. ( х ' = * 2 =V 1У1 = 27;у, = 3.

15) х * '* х = 0.001* Т, 1 6 ) р =  = 83~".

( Ж а в о б .  10 ва 0,01.) ( Ж а в о б .  £  )

17) *~У К > - »  - о. ( Ж а в о б .  | - )

18) 10Вх(5«2) 1ов|*=1. ( Ж а в о б .  К  5; )

19) 2 162 + (1 + -^) 18 3 -  18 ( '/ 3  + 27) = 0.

(Ж а в о б .  I ;  I .  )

20) , 1.5. (Ж  а в о б. 0; 1.)
'1 • о у  лс — 1

21) 52+4+в+ - +2х = 0,04_м. г (Ж  а в о б. 7.)

22) 2 • (2/ 'г+3)«V? _  =0. ( Ж а в об .  9.)
23) (0.4;в'х+1 -  (6,25)2~,в' '  = 0. (Ж а  воб. 10; 10».)

24) л<2|в*-г- |,5|е')= у+оГ ( Ж а в об .  10; 0,1.)
- 1

-*2+ т  1^5- 1
25) ------ -------- = 12 0,01. (Ж а в о б .  5.)

~  >8 (* — 0

26) 5 • 1в23 +  2 1о§2 V { х  -  2 )У 3 -  1 ||о?|27 = 1,5.

(Ж  а в о б. 3,)

2?) ^ ^  + 1о8аха.1о8±2д: = 0.

( ж  а в о б. х 3 =  а 2.)
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37- §. М У Р А К К А Б  П РО Ц ЕН ТЛ А Р

Т а ъ р и ф. Дастлабки миқдоргагина эмас, балки вақт  
ўтиши билан олинган процентларни ҳам дастлабки миқ- 
дорга қўргиб ҳисоблаб чпқарилган процентлар мураккаб 
процентлар дейилади.

Масала .  Омонат кассага қўйилган а сўм пул ҳ ар  й и л и  
р мураккаб процент фойда келтирса, у (  йилдан кейин неча 
сўм бўлади.

Е  ч и ш. а сўмнинг 1 сўми р %  билан 1 йилдан кейин 
1 + ^  сўм бўлади, у ҳолда а сўм 1 йилдан сўнг а  ̂I +

сўм бўлади. Иккинчи йилдан кейин, а 1̂ +  сўмнинг ҳар

бир сўми I +  сўм бўлиб, а 1̂ +  ^  сўм эса <2 ^1 + •

•(> + ш ) = а (1 + ш! с?м бУлади-
Шунга ўхшаш уч йилдан кейнн: а 1̂ + сўм бўлади

ва ҳоказо.
I  йил 

гиласак,
I  йилдан кейин а сўм бўлади. Буии А деб бел-

А =“ а ( 1 +  Тоо'
Бу формула мураккаб процентлар формуласи дейилади.

1- мисол.  Омонат кассага қўйилган 324 сўм ҳар йили 
3 мураккаб процент фойда келтирса, у 5 йилдан кейин неча

* сўм бўлади?
Е  ч и ш. а *= 324; ( — Ъ\ р = 3%; Л = ?

л “ “ (1 + ш ) '“ 324-(1 + ш )‘ = зм ' |'03‘-
Буни ҳисоблаш учун иккала ҳисмини логарифмлаймиз:
1 оА  = 1{?324 + 51£ 1,03 = 2,5105 + 5 0,0128 = 2,5105 + 0,0640 =

= 2,5745.
Антилогарифмдан:

А *= 375,4 сўм.
2- мисол.  Агар аҳолиси 750 минг бўЛган шаҳарнинг хал- 

қи ҳар йили 1,05% ортса, 6 йилдан сўнг шу шахарда қанча 
халқ бўлади?
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Ечи ш .  а=750000; £ = 6; р = 1,05%; А = 7 А =750000- 
•|'1 + = 750000-1,0105*. Бу ҳолда: Iе А = 1е 750000 +
+ 6 1̂  1,0105 = 5,8751 + 6-0,0047 = 5,9033. Энди антилогарифм- 
дан:

А => 800400 кишн.
Машк-лар.  КуЙидаги масалалар ечилсин-.
1) Омонат- кассага кўйилган 9172 сўм ҳар йили 4 мурак- 

каб процент фойда келтирса, у 10 йилдан кейин неча сўм 
бўлади?

(Ж  а с о б. 13570 сўм.)
2) Омонат кассага ҳўйилган 576 сўм кар Йиля 3 мураккаб 

процент фойда келтнрса, у неча йилда 729,1 сўм бўлади?
(Ж  а в о б. 8 йил.)

3) 3 мураккаб процент билан омонат кассага кўйилган пул 
9 Йилдан сўнг 16787 сўм 85 тийин бўлган. Омонат кассага 
неча сўм пул қўйилган?

* ( Ж а в об .  12880 сўм.)
4) Агар бир ўрмондаги дарахтларнинг сони қар йили 

0,4 % ортиб, 12 йилдан сўнг 268950 туп бўлса, у дастлаб неча 
туп бўлган эди?

( Ж а в о б .  256600 туп.)

38- §. БИ РЛ А Ш М А Л А Р

Т а ъ р н ф .  Ҳар қандай нарсалардан туш лган ва бир- 
биридан шу нарсаларнинг ё тартиби билан, е ўзи билан 
фарқ қилувни группалар бирлашмалар дейилади.

Масалан, 2; 3; 5; 7; 9 рақамлардан 235; 325; 239; 237; 
. 3572; 5372 ва коказо группаларни тузиб текширамиз: 235 ва

325 лар бир-биридан рақамларнинг тартиби билан, 235 ва 239
лар рақамларининг ўзи билан фарқ қилади. Бирлашмаларни 
ташкил этган нарсалар 9лементлар дейилади.

Элементларни а,Ьчс , . . .  ҳарфлар билан белгилаймиз.
.Бирлашмалар уч хил бўлади: а) ўринлаштириш; б) ўрин 

алмаштириш ва в) группалаш.

а) Ўринлаштиришлар

Т аъ риф .  т  влементни п тадан ўринлаштириш деб, 
шундай бирлашмаларга айтиладики, уларнинг ҳар бирида 
берилган т  элементдан олинган п т а  влемент бўлиб, улар 

' бир-бирларидан ё элементлари билан, ёки элементлари-
нинг тартиби билан фарқ қилади (п <  т  бўлиши шарт).
т  та элементдан п тадан тузилган ўринлаштиришлар сони
186
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Ат  символ билан белгиланади. (А — французча „апап^етепИ, 
яъни ўринлаштириш деган сўзнинг бош )(арфидир.)

Ў р и н л а ш т и р и ш л а р  с о н и н и н г  ф о р м у л а с и н и ч и -  
қариш.  Масалан, учта а , Ь, с нарсалардан биттадан: а,Ь,с\ 
иккитадан; аЬ, ас, Ьс, Ьа, са, сЬ\ учтадан: аЬс, асЬ, Ьса, саЬ, 
сЬа бирлашмаларни тузамиз. Булардан аЬ, ас, Ьс, са ва сЬ 
ларни олиб текширамиз. Бунда аЬ, ас, Ьс лар нарсалари билан, 
аЬ ва Ьа\ ас ва са\ Ьс ва сЬ лар нарсаларининг тартиби билан 
фарк қилади. Лекин ҳар икковида ҳам злементлар сопи 
бир хил. Бундай бирлашмалар уч элементдан 2 тадан ўрин- 
лаштириш дейилади ва шаклда ёзилади. Умуман бизга т  та: 
а ,Ь ,с ,..., к, е элементлар берилган бўлсин.

Биттадан тузилгани т  га тенг: = т .
Иккитадан тузиш учун: а нинг ёнига қолган Ь, с, . . .  ,к , в 

( т  — 1) тасини, Ъ нинг ёнига қолган а, с, . . . ,  к, е ( т  — 1) 
тасини ва ҳоказо қўйиб чиқамиз. У ҳолда т  элементдан2 та- 
дан ўринлаштириш:

ч ( аЬ, ас ,. . .  , ак, ае ( т  — I) та ўринлаштириш;
Ё | Ьа, Ь с ,.. . ,  Ьк, Ье ( т  — 1) та ўринлаштириш;
В I ..............................................................................\ еа, еЬ ес,. . . ,  ек" ( т  — 1) та ўринлаштириш.

Демак, т  элементдан 2 тадан ҳамма ўринлаштиришлар 
сони А ^  — т  ( т  ~  1) бўлади. ъ

Энди учтадан тузиш учун тузилган 2 тадан ўрннлашти- 
ришлардан ҳар бирининг ёнига қолган ( т  — 2) та элементни 
биттадан қўйиб чиқамиз.

аЬс, аЬй, . . . , аЬк, аЬе ( т -  2) та ўринлаштириш
асЬ, асй, . , . , аск, асе ( т  — 2) та ўринлаштириш;

ека, екЬ, . . . ( т  - 2 ) та ўринлаштириш.
Демак, т  элементдан 3 тадан ҳамма ўринлаштиришлар сони 

Л* = /л (ш —1)(Я1—2) бўлади. Шунга ўхшаш: А* = т  ( т  — 1) •
• ( т  —■ 2) • ( т  3) бўлади ва ҳоказо. Умуман: А пт = т  ( т  — 1) •
• ( т  — 2) ( т  — 3) . . .  \т — (п — 1)] = т ( т  — 1) ( т  — 2) . .  . ( т  — 
— /1+1). Демак,

А т — т ( т  — I) ( т  — 2) . . .  (яг— п +  1).

Бу ўринлаштиришлар сонини топиш формуласи дейилади.
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Г- .мисол. А* = 7-6-5-4 — 840.
2- мисол.  Синфда 10 фандан дарс бўлиб, ҳар куни 5 хил 

дарс ўтилади. Бир кунлик дарс неча хил усул билан таҳсим- 
ланиши мумкин?

Е ч и ш. Масала ўринлаштиришлар сонини аниҳлаш билан 
ечилади.

Л®0 — 10'9-Б-7-6 = 30240 усул билан тақснмлаб қўйиш 
мумкин.

б) Ўрин алмаштириш

Таъ риф .  Ф а қ а т  элементларининг тартиби билангина 
фарқ қилган (яъни п т )  ўриклаштиришлар ўран алмаш- 
тиришлар дейилади.

т  элементдан тузилган ўрин алмаштиришлар сони Р т сим- 
вол билан белгиланади. (Р  — французча „РетиШоп4, яъни 
ўрин алмаштириш сўзининг бош ҳарфидир.)

Ф о р м у л а с и н и  чиқариш .  Таърифга кўра:
= А „  = т  ( т  — 1 ) ( т  — 2) .. \(т — ( т  — 3)) \т — ( т  — 2)1 • 

'\ т  — (ш — 1)] = т  ( т — 1)(лг —2) ...3-2- 1 = 1- 2-3. . . (/я— 2)- 
• (т — 1) т  = т\ (т\ — эм факториал деб ўқилади.) Демак,

Р т =1-2-3.. .  ( т  — 2)• ( т  — 1)• т .

Бу формула ўрин алмаштиришлар сонини топиш формула- 
си дейилади.

М и со лла р .  Я я = 1 - 2-3 =* 6; Я а =Ь2-3-4-5-6 =  720; Р 6 =» 
■= 1 -2-3-4-5 = 120 ва ҳоказо.

Масала .  8 та стул қўйилган; унга 8 кишини неча хил 
усул билан ўтқазиш мумкин.

Е ч и ш. Бу масала ўрин алмаштиришлар сонини аниқлаш 
билан ечилади.

Р а = 1 -2-3-4-5 6-7-8 = 40320 хил усул бмлан.

в) Группалаш
Таъри ф .  т  т а  элементдан п тадан тузилган группа- 

лаш деб. т  элементдан п тадан тузилган уринлаштириш- 
лардан бир-биридан энг камида б и тта  элементи билан 
фарқ қиладиган ўринлаштиришларга айтилади.

т  элементдан п тадан группалаш сони Спт символ билан 
белгиланади (С — французча „СотШпаз^оп", яъни группалаш 
деган сўзнинг бош ҳарфи).

Масалан, тўрт элемент а, Ь, с, 6 дан 3 тадан туэилгаи 
аЬс, аЬй, асй, Ьсй группаларни олиб текширамиз.
188
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Бу группаларнинг ҳар бирида мумкин бўлган барча ўрин 
алмаштиришларни қилсак, тўрт элементдан 3 тадан мумкин 
бўлган барча ўринлаштиришларнн ҳосил қиламиз:

аЬс аЪй асй Ьсй
асЬ айЬ айс Ьйс
Ьас Ьай сай сЪй
Ьса Ьйа сйа сйЬ
сЬа йаЬ йас йЬс
саЬ йЬа йса йсЬ

Бундай ўринлаштиришларнинг сони = 6-4 ==24. Бунда: 
6 — ўрин алмаштиришлар сони, 4 — группалар сони, 24—ўрин- 
лаштиришлар сони.

Демак, = Шунга ўхшаш: /4* = С$-Д*; А]6 = С ^ Р 1
вв ҳоказо. Умуман: Апт = С^ Р п.Бундан:

~ я т ( т  — I)  ( т  — 2 ) ... ( т  — п + 1 )
"* Рп “  12 4.. .« '

Зу формула группалашлар сонини топиш формуласи дейи-
лади. Бунда С°п = 1 деб қабул қилинган.

,, ™  9 8-7-6-5 10С л, ^  25-24-23 22
М и с о л л а р .  1) С‘ -  1.2.э.4.5"  126. 2) Чб "  ' 1.2-̂ ~4 ~  я

^  12650.
3) С^ = 1 тенглама ечилсин.
Е ч и ш. ~  *) = 1 ёки — х — 1 =0, бундан:

•̂112 1 ± / Г Г 5  1 ± з 1—д—; .х, = 1,д:2 = — Булардан ёлғиз хг=*\
1берилган тенгламани қаноатлантиради, х = — уберилгантенг-

ламанннг чет илднзидир.
4) Ся+А : Ся , , :  С ^ 1, = 5 : 5 : 3  берилган. п ва т  сонлар то-' Я|1 т ± 1 /71*̂1 Г 4

пилсин.
( т  + \ ) т ( т — 1 ) . . .  ( т + 1—л ± 1 )(/п+ 1  — п) 

1-2-3. , .п (п - П )~  “Е  ч и ш. 1 

т  — п + 1

Я Ст  + \

Яна:
" я Т Г

” 5  С т + г ( т  +  1 ) т  ( т  —  1 ) . . .  ( т  +  1 — п +  1 ).
1-2-3...«

ёки п + 1 = т  — п + 1, бундан: т  = 2«.

( т +  1 ) /п (/« — 1 ) . , ( т  + 1 — « + 2 ) ( т  +  1 — « +  !) 
5 Ст+\ 1 -2-3 ...(«— 1) п
Т “ п = г  = -  'т + \

( т  + 1 ) т  ( т  — 1 ) . . . ( т  — 1 — « + 2 )
Г 2 3 . .(« — 1)

т  •— « + 2

189

I

www.ziyouz.com kutubxonasi



Зл Лёки 5л — З т  — Зп + 6, бундан: п ='-— . Энди бундаги т

нинг ўрнига топилган т  = ‘2п ни қўйсак: п = 3'2'” 6 ёки 2п=
= 6, п = 3 бўлади. Бу ҳолда т  = 2-3 = 6.

5) 12С*~\ = 55Л^+1 тенгламани қаноатлантирувчи х нинг 
қиймати топилсин. (Бу мисолда Спт •— С^~я формуладан фой- 
даландик, бу формуланинг исботи кейинчалик берилади.)

Е  ч и ш. 12 • с ;^ ;- 12С;»»— «  - 12С;4 12 -(- — -г =■ 

_  ( » 4 _З К £ .- « К £ .ч - 0  5 .  = ( д .  +  | ) л . ( £ Н ^ 1 < £.+ ^  =  5 5 й  +

+  1)дс бки (дс + 3)-(дс + 2) — 110, х' + Бл: — 104 «  0, ж1|2 =-
_ -_5± _уг 2вт-4_1б - 5  ± / < Ш  - 5  ±21
-  5 ■= 2 — 2 |
дг, «  8; дса *= — 13 — чет илдиз. (Ж  а в о б. х =>8.)

6) | С? -» СУ+а 
| С» -  153

^истема ечилсин.
е ч и ш . о е - ^ ^ ! Ь (^ ^ - ' );•* 1 • 2  ■ 3 . .. дг
/7 У-И •*(* — ! ) . . . ( *  — у +  1 ) (х — 1 )(лг — у — 1 )

= ГТГГИ7ҒТТ)Ғ+Т) •
х(х — 1)

X 1-2 ••
Буларни ўринларига қўйиб соддалаштирсак:

\{* ~  У) (•* -  У ~  1) *= (У + 1) (У + 2),
(л:* — х — 306 = 0

теигламалар системаси қосил бўлади. Иккинчи тенгламадан: 
л:г=18 бўлиб, буни 1- тенгламага қўйсак: (18 — у) (17— у) —
-  у* + Зу + 2 йки 38у = 304; у = ^  = 8. 

С ^ - С ^ т е н г л и к н и н г  исботи.  Бунинг учун қуйи-
дагидек ишлар қиламиз:

рп т ( т — 1 Х «—2)...(«—л + 1) т ( т — 1)...(/я— л+1)1-2-3.ч(/и—л)
1-2 3 ...л  *  1-2-Э...Л' 1 - 2-3...(#я—»!) ^

1-2-3... ( т —л) (м—л + 1)...(л1<—1 )т  Р т
Р п ’ Р т - п  Р п ' Р т - п

Бу группалашлар сони формуласининг бошқача кўриниши. 
Энди чиқйрилган бу формулада п ни { т  — п) билан алмаш- 
тирсак;
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р *р ’ •г г *
ҳосил бўлади. Лемак,

М и с о л. СЦ = С2’Г ”  = С\ь т т ^ -  300.

М а ш қ л а р .  Куйидагилар ҳисоблансин:

п  Г ,#- Г 45- г '10- ^  2Я,+ 3^1) С „ ;  С «  С,„. —

2) Ушбу тенгламалар ечилсин:
^  - 0 ;  Л 1 - 4 х - 6 ; С 1 - 0 ;  С]_3-  21; С‘ +1 -

й) Тенгламалар системаси ечилсин:
а) | С^+1 = 2 5х , * б) ] /Г,-ВМ ;- а= 1 ; 8,

I С?_1 = 10. | С Г 3: С Г 2“ 5:8.
( Ж  а в о б. х=6, у= 3.) ( Ж  а в о б. х = 12, п = 7.)

4) Ушбу тенгликларнинг тўғрилиги текшириб кўрилсин:
а) с ; + с г 1 = с ;+1; б) с :+1 = С1+1

39-§ БИНОМ Д А РА Ж А С И Н И Н Г ФОРМ УЛАСИ ҲАҚЙ Д А Т УШ УИ Ч А

Бнном—икки ҳад деган сўздир. Энди биз (х + а)кўриннш* 
да бином олиб. п — ҳар қандай мусбат бутун сон бўлганда 
(х + а )п учун формула чиҳарамиз. Бундан х ва а — бином 
ҳадлари, п зса бином кўрсаткики дейилади. Формула чиҳариш 
учун бир неча тенг биномларни ўзаро кўпайтириб кўрамиз:

(х + а) • (л + а) = х2 + 2ая+ а5= (х + а)5;
(х + а) (х + а) ■ (х а) = (х + а )я = (х + а)а • (л 4 а) =

= (ха + 2 ах + аа| • (лс + а) = х* + Зал2+ Злга2 + ая;
(д: + а) • (л + а)(х  + а)- (д:+а)= (х + а )‘ = (х + а)8 • (к  + а) = 

= (х* + Зал2 + Зл:а2 + а2) X  
X  (х + а) = д:4 + 4д:"а +  6л2а2 + 4да* + а4;

(х + а )  (х  + а )  (х + а )  ■ (х  + а) • (х + а )  = (д: + а ) 5 =
«= (х + а )4-(д:+а) = д:5 +  бд^а + 10х3а2 + 10д:2аа +  бда  ̂+ а1.

Бу кўпайтмаларга диқҳат билан қарасак, уларнинг ҳаммаси 
бир хил ҳонунга асосланиб тузилганликларини кўрамиз, яъни
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кўпайтмаларнинг ҳар бири х нинг биттадан камайиб оорган 
даражаси бўйича жойлашган кўпҳаддан нборат, биринчи ҳад 
кўрсаткичи ҳам, охирги ҳад кўрсаткичн ҳам бином даража 
кўрсаткичига тенг ва у ҳадларнинг ҳар бирининг коэффици- 
енти бирга тенг, уларда х нинг кўрсаткичи биттадан кама- 
йиб, а нннг даража кўрсаткичи эса биттадан ортиб боради, 
иккинчи ҳаднинг коэффициенти бином даража кўрсаткичига 
тенг, ундан кейинги ҳад коэффициентларинннг ҳар бири ўзи- 
дан олдинги ҳад коэффициентини х нинг кўрсаткичига кўпай- 
тириб, уни топмоқчи бўлган ҳадгача ҳадлар сонига бўлишдан 
ҳоснл бўлишини текшириб ншониш мумкин. Шунинг учун,

(х + а)« -  + 8х'а + ^  ^  +
. 8-7 6-5-4 , . . 8-7-6-5-4-3 , . . 8-7-6-5-4-3-2 . .

+  1-2’3-4-5 Х  °  +  1 • 2 ■ 4 ■ 5 • 6  Х О  1 1-2-3-4-5-6-7 Х й  +

+  +2-3-4-5-6-7 8  Х °а '  =  Л ' 8 +  8 л ?а  +  28лва,! +  56л5аЭ +  70Л< а< +
+ 5бхаа5 + 28 х2аа + вха1 + а*.

Умуман, п — мусбат бутун сон бўлганда:

(х  + а )п — хп + пхп~'а  + п ^  ~  ^ хп~га2 +

+  1-2-3 Л ЙГ +  “ * • 1 -2-3... А Л

12 
п—I

+ . . .  + Л" (0
формула ҳосил бўлади1.

Бу формула бином даражасининг формуласи дейилади. 
Бу формула Насириддин Туси биномининг формуласи ва тепг- 
ликнинг ўнг томонидаги кўпҳад бином ёйилмаси -дейилади. 
(1) формулани п ҳар қандай бутун мусбат сон бўлганда тўғри 
деб фараз қиламиз на унинг тўғри эканлигини кўрсатиш учун 
ундаги п ни ( и+1)  билан алмаштирганда ҳосил бўлган фор- 
мула ҳам (1) формуланинг ҳосил бўлиш ҳонунига бўйсунган- 
лигини кўрсатамиз. Формуланинг тўғрилигини кўрсатишда 
фойдаланаётган бу усулимиз „математпик индукция" методи 
деб аталади. Бунинг учун (1) формуланинг икки томонини 
(х + а) га кўпайтирамиз:
(х + а )п-(х + а) =(х  +  с )я+1 = (дся + пхп~'а +  я хя~2аг + 

+ ?<п- ']< ” - 2>хп~’а>+ . . . + п(л- |)(;^ 2з . - ;- * -  л "* « *  +

} 1962 йилга қадвр бииом даражасининг формуласи Ньютон нони билан 
юритилар эди, лекин Ньютон бу формулани л мвнфий на каср сон бўлган 
ҳолларга умумлаштирган, холос. Эндиликда архнв ҳужжатлари бу форму- 
лани озарбанжан олими Насириддин Туси (X III аср) ники деб тасдиҳлайди.
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+ .. .  + а") ■ (х + а) = хп+1 + пхпа + —" 2 дсл_1 аг + . . .  +
+  п_ (п - _1 ) (я_-  — к +_1 ) х а - к + 1  д» +  +  дяд-+алгД +  п х п- 'а 2+

+ х*-*а> + .. .  + - ' ) ь ~ 21 ; {кп- *  + п- ■*'■-***+< +

+ .. . + ап+1 = л:"+1 + (п + 1) хпа + (п-+ - хп~'аг +
, ( я  +  1 ) я ( л  —  1) „ я _ 2„ ,  , , ( л  +  1 ) л ( я —  1 ) . . .  (л  —  к  + 2 ) ЧуГ

*г 1 -2-3 л  “  ''"••• I 12  . . . к  Л
X  х п~к + 1ак + . . .  + ап+1.

Буни диқкат билан карасак, биз кўрамизки, п та бином учун 
тўғри деб олинган қонунга (а +  1) та бином кўпайтмаси бўй- 
сунди. Демак, (1) формуда п ҳар қандай мусбат бутун сон 
бўлганда ҳам тўғридир.

И з о ҳ. .Математик индукция" методи билан прогрессиядар, бнрлашма- 
лар ва ҳоказоллр формулаларининг ҳам тўгрилигини нсботлаш мумкин.

Энди (1) формуладаги а ни ( — а) билан алмаштириб, сод- 
далаштирсак:
(х — а )п = хл — пхп~' а + п(" ~  ^ хп~гаг— п(п~  у  П~ 2) хп~3аг +

+ . . .  + < - | ) ( » - а . . (■■-» + 1) х ,- ,а.  + , . ,  +

+ (- |  (2)
формула косил бўлади.

Бином даражаси формуласининг хоссалари. Дастлаб ку- 
йидаги икки бином даражасининг формулаларини текшира- 
миз:

(х + а )7 = лс’ + 7 хъа + 21 хъаг + 35л4а8 + 35л:эа4 + 21хяа5 +
+ 7хаь + а ’ ва (х + а )10 = л10 + 10л:9а + 45л:8аа + 120л:та3 

+ 210л:еа4 + 252ж(а8 + 210л:4а* + 120лэа7 + 45л:2а8 + 10лгая + а10.
Бу икки мисолдан равшан кўрамиэки:

1) Бином ёйилмаси ҳадларининг сони бином кўрсаткичн 
билан бирнинг йиғиндисига тенг, чунки ёйилмада х нинг кўр- 
саткичлари 0 дан то п гачадир. Масалан, биринчи мисолда 
ҳадлар сони 7 + 1 = 8 ,  иккинчисида эса 10+ 1 = 11 дир. Де- 
мак (х + а )л ёйилмасида ҳадлар сони ( я + 1 )  га тенгдир.

2) Бином ёйилмасида х нинг кўрсаткичи биттадан камайнб 
боради, а ники эса биттадан ортиб боради, ҳар бир ҳаддаги 
х ва а  кўрсаткичларининг йиғиндиси бином кўрсаткичига 
тенг.

3) Бином кўрсаткичи тоқ сон бўлганда ёйилмада иккита 
ўрта ҳад, жуфт сон бўлганда эса битта ўрта ҳад бўлади. 
(Мисоллардаги 35 ва 252 каби.)
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4) Бином ёйилмасининг — — >>(я. о2! "  ']"— хя~ка* 

ҳади унинг умумий ҳади дейилади, уни Тк+1 деб белгиласак,

т, „ -  «к»
г.« -  с; (А —0; 1; 2; 3:...). (3)

Бу формула ёйилманинг исталган ҳадини топиш формуласи 
дейилади.

Т  »  /^А+1 к л - ( * + п  . , 6+1 _  я ( я  —  1 ) ( я  —  2 ) - . . ( л  —  А +  1 ) ( я  —  к )
‘ * + 2 “ я '* “  1-2-3.. .* • (* + 1 )  л

Х  л л-(А+1) а к + 1 =  +

5) Бином ёйилмасида унинг бошидан ва охиридан тенг 
уэоқликда бўлган ҳадларининг коэффициентлари ўзаро тенг.

6) Бином ёйилмасининг ҳамма коэффициентлари йиғиндиси
'2Л га тенг, яъни 1 +  п + ^ ^ -  + . . .  +  я(я-1)(я-2)-(я-^+1)+

+ . . . + « +  1 = 2Я. Бунинг тўғрилигини кўрсатиш учун (1) фор- 
мулада х = а = 1 деб фараз қилсак, у ҳолда

(1 + 1)я = 2Л =* 1я+«- 1Я_1-1 + я(" ~ 1) .1»--«.1« + . . .+
+  " < я - 1 ) ( п - 2 )  . М я - А + 1 )  1»- .. !А +  . _ . +  1я =   ̂ +  л  +

+ ^ ^  + . . . +  я (" - 1)("1- ; ; ; ^ " - *  + 11 + . . .  + /1 + 1
ҳосил бўлади.

7) Энди (2) формулада х = а = 1 деб фараз қиламиз,

+ (- 1 )*  ■ 11? <* -  * + 1| +  . . . + ( - ! ) * .
Демак, тоқ ўринда турган биномиал коэффициентлар йиғин- 
диси жуфт ўринда турган биномиал коэффнциентлар йнғин- 
дисига тенг.

( лГх 3 1̂8Мисол .  — (- бином даражасини ёймай туриб,
унинг х4 қатнашган ҳади топилсин.

Е  ч и ш.
т  _  { Г *  ( Л - \ '  _  ✓>. 3* (г Т ) '* - »

м -м
С*л  3** ** х  4 .
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14— 5«
—я—  54__54шартга кўра: х =л*. Бундан: ——  =4, А = 6. Иемчк,

п ™  о-в г , _  1817-1В-15-14-13 дг* 6188 4

^ ]8о л  1.2-3 4-5-6 ‘ 3* ”  Ш ~  *  •

М а ш ҳ л а р.

Бином ёйилмасига ёйинг: 1) (|/а +

» * 1
3) (2 / л + з  к '1 )7;

4) (зтд.+1^а )ав бином ёйилмасидан 11- ҳади топилсин.
»'в I

( Ж а в о б .

5) (з V ~х + зТ^)17 бином ёйилмасида л нинг биринчи да-
» •*/

ражаси қатнашган ҳади топилсин.
( Ж а в об .  С{,-310л.)

6) (г ў Т  + |/'2“ 2|10 биномнинг 2 қатнашмаган ҳади то- 
пилсин.

( Ж а в об .  120.)
(^г— Ь .

7) ' 1  + г г  10 биномнинг (л-1) ни ичига олган ҳади то-
\ Ь у' х /

пилсин.
(Ж  а воб. 18564 Ь°х~'.)

/ * '— 1 \8) [х  ̂х + 16 ~~ " бином ёйилмасининг биринчи учта ҳад 
\ У у' л->е У

коэффиниентларининг йиғиндиси 79 га тенг. Биномнинг х қат 
нашмаган ҳади топилсин.

(Ж  а в о б. Тй = 792 у“ 7.)
1  ̂ \ ч

9) I  + бином ёйилмасининг тўртинчи ҳад коэф-
| ’ уа хэ /

фициентини иккинчи ҳад коэффициентига нисбати 187 га тенг.
Биномнинг уа қатнашган ҳади топилсин.

( Ж а в о б .  6545 л-12.)
13* 1У5
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40- §. АЛГЕБРАДА УЧРАЙДИГАН АСОСИЙ ФОРМУЛАЛАР

Даражалар: ап-ат — ал+т

1аГ* “  -»в"
а° -  1
аф 0; (а ') ‘ -  о"‘ С ) - р ’

(а-Ь-с с1)п =» ап Ьп -сп ■ Ап

Қиска кўпайтириш ва бўлиш формулалари.

(а + Ь)2= а2+ 2аЬ+ Ь2 (а —Ь)2= а2—2аЬ±Ь2

а2- Ь 2 = (а—Ь ) ( а  + Ь) (а + Ь)я=а3+За2Ь+ЗаЬ*+Ья

(а—Ь)я= ая -  3а2Ь + 3аЬ2 -  Ь3 ая—Ь3 = (а Ь) (а2+аЬ ^Ь2) I ;

а- — Ь- . ,, =  а + Ь а — Ь 'а3 + Ь3 = (а + Ь) (а2 -  аЬ + Ь2)

Л* *  /. • -(л + а ) ( л  + й) = ла + (а + />)дг + аА; -— ^ = а2 ±

а —  Ь ап~' + ап~2Ь + ап яЬ2 + . . .  + аЬл % + Ьп~'\
а • Ь *

а -г Ь аа~1 — ап~' Ь + а"-3 Ь2 — ап~4 *“ + . . .  + аЬп~2 — Ьп~1

(буларда п — мусбат бутун сон). 
Илдизлар ҳақидаги формулалар.
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(а + Ь1) — комплекс сониикг алгебраик и^акли. р (соз <р + 
+  « 1П £р) — комплекс соннинг тригоиометрик шакли.

1^? = —;р == I а ; т  с = рсоз 9; Ь = рз!п ор. 
Муавр формуласн:

(а + /и)" = р" (соз пф + 181Пп«)

— комплекс сондан илдиз чиқариш формуласи. 
Квадрат тепглама илдиэларининг формулалари.

х4 рх + ц = 0: х11? =  Г" — V  4 — + ах3 + ’ с = 0:
— 6  ± у л Ь- — 4ас .  . п , . „-*+•> =   ■ а*  + %Ьх + с = 0:

•*1|2 ’
— Ь ± ■/Ъ- — аЬ

х* • рх ~  = 0 минг илдиэлари ва х2 бўлганда: хл + л:2 --
= — /?, лг, -,г2 — — Виет теоремаси.

Квадрат учҳадни кўпайтувчиларга ажратиш:
х4 -|- рх + = (х — л:,) • (х — лг2); аха -\-Ьх+с=*а(х~дс,) • (х —х2). 

ахк + Ьх2 + с ~  0 тенгламанинг ечими:

1Г>>3>4 —  +

— Ь ± у / Ь—  4 ас _
2а —биквадрат тенглама илдизлари.

аи аг + а, + 2(1, . . . ,  а, + (п — 1) й — арифметик про- 
грессиянинг умумий кўринишн;

ап = 0] + (я—  1) а — охирги ҳад;

— л та ҳад йиғиндиси (п -= 1,2,3,... , п).
+ й,, А, <?, Ьх  Ьцт~ ' — геометрик прогрессиянинг

умумий кўриниши;

Ьт = Ь{ дт~' — охирги ҳад.

5 ~ 1!т1— »1 — т  та ҳад йиғиндиси ( т  = 1,2,3,.... гп).т <з — 1
■ ■ ■   1
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- .̂д^Ь^д, ЬхО1 Ьхдт ~1, 6,дт — чексиз камаювчи геомет-
рик прогрессиянинг умумий кўриниши;

—чексиз камаюнчи геометрик прогрессиянинг ҳадлар йиғин- 
диси.

Алгебрада қараладиган баъзи функцияларнинг 
умумий кўриннши

у = ах  + Ь чизиқли функция; у = ах* + Ьх — с кнадрат 
функция; у = ах кўрсаткичли функция; у ~  \0%ах логарифмик 
функция.

Логарифмлар ҳақидаги асосий формулалар

1й (М Ю = 1еЖ-|- 1еМ |е = \&м —

1§ \/ М  — М .

Бир логарифм системасидан иккинчи логарифм системасига 
ўтиш формуласи:

1ое Д’ = \2&ьИ

Мураккаб процент 

А = а • — мураккаб процентни топиш формуласи.

Бирлашмалар
А пт — т  ( т  — 1)(/и — 2) . . .  \т — (п — 1)] — ўринлаштириш- 

лар сони.
Р т = 1 -2-3... ( т  — 1) -т •= т\ — ўрин алмаштиришлар сони.
Гп — т  — 1) (т  — 2) ■ ■ • 1т  — (»— 1)1

т -  “ 1  1 • 2~Э. .. п - “  ГРУППаЛаШ С°ПИ- =
Ст“ " — айният.

Бином даражасининг ёйилмаси

(х + й)я =  хп + пх*-' а П*Я|~  ^ хп~* а1 + я<я~ ^  д~2) ха~*а* +

+ "  ‘“ Д ; ; ; 1;  ~ 18 ~ 1)1 а‘ + . . .
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7*+1=*^яж" * а* — бином даражаси ёйилмасининг исталгак 
ҳаднни топнш формуласи.

41- §. ЧУ Ш И М ЧА  МИСОЛ НА М АСАЛАЛАР
1- масала .  Заводнинг уч цехида 1200 ншчи ишлайди. 

Биринчи цехда иккинчидагидан икки марта кўп ишчи бор, 
учинчи цехда биринчидагидан 400 ишчи ортиқ. Ҳар қайси 
цехда қанчадан ишчи бор.

Т е н г л а м а  т у зиш .  I цехда х ншчи бўлсин, у ҳолда ма-
саланинг шартига кўра: II цехда ^  ишчи, III цехда (х 4- 400)

ишчи бўлади. Бу ҳолда: х + + х 400 =■ 1200 тенглама ту-
зилди.

Нчиш.  -< + -5 + -* = 1200 — 400 ёки х = 800, бундан: 
л = 320.

(Ж  а в о б. 320; 160 ва 720 ишчи.)
2- масала .  Бир мактаб ўқувчилари 16,2 сўм пул тўпла- 

шиб, театр ва кинога 55 та билет олишди. Театр билети 36 
тийиндан, кино билети 24 тийиндан. Театр билетидан нечта ва 
кино билетидан нечта олинган?

Т е н г л а м а  т у з и ш .  Театр билети х дона бўлсин. Кино 
билети (55 — х) дона бўлади. Бу ҳолда: ҳамма театр билети 
(36-х) тийин бўлади ва ҳамма кино билети 24 (55 — х) тийин 
бўлади. Демак, 36х + 24-(55 — х) = 1620 тенглама тузилади.

Е ч и ш .  36х + 24-(55 — д:) = 1620 ёки 1 2 =  300. х — 25; 
55 — х = 55 — 25 = 30.

( Ж а в о б .  25 та театр, 30 та кино билети.)
3- масала .  Бир паровоз ва 15 вагондан иборат пассажир 

поездининг оғирлиги 370,5 тонна бўлиб,паровознинг оғирлиги 
4 та вагоннинг оғирлигидан 13,3 тонна ортиқ. Бир вагоннинг 
оғирлигини ва паровознинг оғирлигини топинг.

Т е н г л а м а  т у эи ш .  Битта вагон оғирлиги х тонна бўл- 
син. Паровоз оғирлиги (4л:+13,3) тонна бўлади. Бу ҳолда: 
4л +  13,3 + 15л =» 370,5 тенглама тузилади.

ЧР7 4Е ч и ш .  19л = 357,2; бундан: л = -^р-=18,8 г. У ҳолда 
паровоз оғирлиги: 4х + 13,3 =- 4-18,8 + 13,3 = 88,5 т.

( Ж а в об .  18,8 т ва 88,5 Т.)
3- масалани яна қуйидагидек система туаиб ечиш ҳам мум- 

кин:
С и с т е м а  т у з и ш .  Битта вагон оғнрлиги х тонна ва па- 

ровоз оғирлиги у тонна бўлсин. У ҳолда,
/у — 4л = 13,3;
|ў+  15л = 370,5.

199

www.ziyouz.com kutubxonasi



Е ч и ш. Иккинчи тенгламадан биринчи тенгламанп айирсак: 
19л = 357,2; бундан: х = 18,8 7"; у = 4х 4- 13,3 = 4-18,8 + 13,3 = 
= 88.5 т ■ '

4- масала.  Бир гала зоғча биттадан шохга қўнганда бит- 
та эоғча ортиб қолади, иккитадан қўнса, битта шох ортнб 
қолади. Зоғча нечта ва шох нечта?

Т е н г л а м а  т у зиш .  Зоғча х дона, шохча у дона бўлсин.
У қолда х — у = 1 ва ў — у  = 1 тенгламалар ҳосил бўлади.

ёкн х — 4. Бу ҳолда: у = 4 — 1=3. Ж а в о б .  4 та зоғча, 3 та 
шохча. (Бу масалани система тузмай ечиш ҳам мумкин.)

5- масала .  Икки хонали сон ўзининг рақамлари йиғин- 
дисига бўлинса, бўлинмада 4 ва қолдиқда 3 чиқади. Агар 
ўша рақамлар билан, лекин тескари тартибда тузилган сонни 
бирликлари ва ўнликлари рақамларининг айирмасига бўлсак, 
бўлинма 26, қолдиқ 1 га тенг. Шу сон топилсин.

Т е н г л а м а  т у з и ш .  Сон: (ху) = 1(Тс у бўлсин. У ҳолда 
\0х у = 1 (л' + у) + 3 ва 10у + х = 26- (у — х) + 1 тенглама- 
лар тузилади.

5л = 15, х = 3. у = 2х — 1=2-3 — 1=5. Демак, сон 10л4-у= 
= 10-3 + 5 = 35.

6- масала.  Икки ишчи бир ишни биргалашиб ишлаб, I 
соатда тамом қилишади. Биринчи ишчи ёлғиз ўзи ишласа, 
иккинчнга қараганда ишни 4 соат тез битиради. Шу ишни 
ҳар қайси ишчи ёлғиз ишласа, неча соатда битира олади?

Т е н г л а м а  т у з и ш .  I ишчи х соатда, II ишчи (х — 4) 
соатда битирсин, бу ҳолда

ни ёзиш мумкин.
Е Ч И III.

х* — 4х = 2Ьх — М  ёки х9 — 2 (2 + /) х + М  = 0.
Бундан:

Е ч и ш.

-х — ~  = 2 ёки = 2,

Е ч и ш.

32л — 27л = 16 -  1 = 15.

-*Ь2 = (2 + )̂ ± К (2  + )̂2 — М  = 2+ * ± ^ * *  + 4 соат.
200

www.ziyouz.com kutubxonasi



(Бу масалани система тузиб ечиш ҳам мумкин.)

7-мисол 5 V  5 -(- 10^/5 5 102 -̂= *  =  —

тенглама ечилсин.
Е ч и ш. 102̂ -5 5У Ъ  = Юё/у = 3 1ов^т ■= 3-1 =3;

1ойуТ 5/Т5 3 
1о£,5  у 5 = ---------=  . Демак, буларни ўрнига қўй-

]° * П *
сак,

Г  | _ К  I +  1о8 , ' т  *
I /  3 •  ----- + 3 • юв * -  -  1а6 ёки 1/3----;----— —  юв^-ь X  -V 1 0 » 1 0 8 , 1  Д

 Г З - У 2 .
Буни К З  га қискартириб, сўнгра квадратга кутарсак, (1 +■ 
+ 1о^¥ х) Ю у -х  = 2 ёки Ю ё^х+ 1ое/ т л — 2 = 0 бўлади.
Бундан:

1ойк'5 х* = !• ■*! = К5 ; 1оё/-5л2 = — 2; х2 = -̂. Булардаи:д —

= - — илдиз, х = |/5 — чет илдиз.
5
8-масала.  Омонат кассага иккита бир хил миқдорда 

(сумма) пул чўйилган. Биринчи пул т  ойдан сўнг р сўм, ик- 
кинчи пул п ойдан сўнг <? сўм цилиб олинган. Кўйклган нул- 
нинг ҳар кайсиси неча сўмдан бўлган ва омонат касса неча 
процентдан тўлаган?

Те н г л а м а  т у зиш.  Омонат касса х%  дан тўлаган бўл- 
син, ҳар қайси қўйилган пул у сўмдан бўлсин. Бу ҳолда тенг- 
ламалар:

т  * , я  У , .   х +  у ** р ва -  . —  • х + у = у.
и  100 12 1С0 '

Е ч и ш.

( ^ + ' ) - у * л  
У = <?•\1200 I

г- ,  т х  +  1200 р  ж .Буларнинг биринчисини иккинчисига бўлсак  = - бу-3 пх + 1200 ч
лади. Бундан:

1200(У~?> %% 
я»у - пр
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=  1200 р  _  1200 р______ __
У ~~ тх  +  1200 — \ Ш '  т { р  ~  ч) _^1опп 

тц — пр
  1200р (тц — пр)  _  1200р  (тд — пр) _ тц — пр ш
“ 1200тр— 1200»я(}4- 1200/лў— 1200лр 1200 р ( т  — п) т  — п  СУМ'

( Ж а в о б .  Х = ™ 91?-Я\ у = сўм.\
1 тц — пр 7 т — п 7 )

0) + (а + л)* + 4 (а — дс)2 = 5 \г а1 — тенглама ечилсин.
з

Е ч и ш .  Тенгламанинг икки томонини / а2 — л8 га бўла- 

миэ (у^д2 — д:*^-о). +  4 = 5  ҳосил бўлади.

| /  = * Деб белгилаймиз. Бу ҳолда: А + 4 ■ -1- -= 5 ёки й2—

- 5 *  + 4 = 0. Бундан: А1|2= 5 ±,'25-16 А) = 4;А,= Ь

Демак, ] / " =  4 дан: дс, = § а ; ]/  =  1 дан: л2 = 0.
(Ж  а в о б. д:2 = 0.)

« ,  / 1 1 г  -+ "10) — у  аа] , п-даражали биномнинг олтинчи ҳадида
а қатнашмайди. Кўрсаткич п ни топинг.

Е ч и ш .  Тк+1 = Сьпхп~к а* формулага асосан:
. /  1 \ я -ь  , в V. ]8-31 27- З п

( ^ • ( - » ‘ - - Ч а - т - . в . _ _ Ч в —
27—Зп_________________________ 97_

Энди, шартга кўра а < = а °  бўлади. Бундан: — д— = 0 ёки
9 — п = 0.

(Ж  а в о б. п = 9.)

Ш  (^ + К^)®, 6- даражали биномнинг 5- ҳадидан 3- ҳа- 
дининг айирмаси 300 га тенг. г тоиилсин.

Е ч и ш .  Шартга кўра: Тъ— 7а =  300 ёки С\г*-(У 5)4 — 
- С ^ 4(|/"3)г = 300 ёки у ^ - 2 5 - 2 * -  ^ .5 г 4=300ёки375г»- 
— 75г4 — 300 == 0 ёки г4 — 5га -(-4 = 0 бўлади. Бундан: 21,2,3,< =

, 5 ± + ' 2 Т ^ Ж  , , Л ± 3
= ± у  -----2------= ± V  ~ Т ~: г1>2 = ± 2 ва г 3>4 = ± 1.

(Ж  авоб.  г = ± 2  ва г = ± 1.)
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12) [х ■ V х у  + ш— ) бином дяража ёйилмасининг тўр-
тинчи на саккизинчи ҳадларинннг коэффициентлари ўзаро 
тенг бўлса, унинг х қатнашмаган ҳади топилсин.

Е ч и ш .  Тк^  = Скпхп~к ак формуладан фойдаланамиз.

-  С* (х У х ў )п~к ( ;Г~ ^ ) бўлади.

Т{ = С*„(х уТу)»~> ( ^ )  ва Тй = С7„ (х \ 'Г у )к- ' . ( - у * ) 7. 

Берилган шартга кўра:

а) Сэ = Ол «улади. С\ =  ва С\ =

л ( л — 1 ) ( л  — 2 ) . . . ( п ~ 6 ) .........................   л ( л ~  1 ) ( « - 2 )
=  1 .2 .3 ... 7 ’ У Ҳ0 ЛАа * 12-3

я  (л  —  1) (л  —  2 ) ( я  —  3 ) . . . ( я  —  6 ) * ................ ( л — 3 ( л — 4). . .  ( л  —  6) ,
------------- 1-2-3-4.. .  7 • °> ндан ' 4-5-67 1

ёки п4 — 18л3 + 119/1* — 342л—480= 0(1). Бу тенгламадаги *эод 
ҳад 480 нинг бўлувчилари: ± 1; +2; ±3; ±4; ±6; ±8; ± 10; ± 
± 12; ± 24; ± 48. Булардан бирортаси п учун қиймат бўлади.

_  /  1 \к Зп—Ях 7*
б) (х ) ( ~^ I = х9 ёки х ~ ~ Т  = л°,\Ж | X /

бундан:
^ _ £ _ 0 ё к и  ЮА = Зл, * = ^ л . . . ( * ) .

Декин к ва п лар мусбат бутун сонлардир. Демак, (*) тенг- 
ликда к мусбат бутун сон бўлиши учун, (1) тенгламадан п 
нинг 10 га тенг қийматларинигина олишни талаб қилади, яъни

3* 10п =  10. У ҳолда (*) дан к =• -/р = 3 бўлади. Демак, у ҳол- 

да: ТК = С?0 ( У Ў ) '0"  -  ^

( Ж а в об .  120 у*.ўў.у
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III Б Ў Л И М  
Г Е О М Ғ .Т Р И Я 1

а) П Л А Н И М ЕТРИ Я  
АСОСИЙ Т У Ш У Н Ч А Л А Р

Геометрик жисм деб, ясалган материали, ранги, қаттиқ 
€ки юмшоқлиги ва шунга ўхшаш томонлари эътиборга олин- 
май, фақат шакли ва ўлчовларигина эътиборга олинган жисм- 
га айтилади. Масалан, металл шар, ёғоч шар, футбол тўпи, 
резина копток ва ҳокааоларнинг ҳаммаси бир хил шаклда, 
яъни шар шаклидадир. Жисмнниг чегараси — сирт; сиртнинг 
чегараси — чизиқ; чизиқ бўлагининг қар бир учи — нуқтадир. 
Нуқта, чизиқ ва сиртларни геометрик жисмлардан айрим ҳол- 
да тасаввур қилиш мумкин.

Одатда нуқталарни латин алфавитининг бош ҳарфлари 
(масалан, А,В,С ,0 ва ҳоказолар) билан белгилаб ёзиш қабул 
қилннган.

\ 1- §. ТУҒР.И ЧИЗИҚ, НУР. КЕСМА, СИНИҚ ЧИ ЗИ Қ  ВА ТЕКИ С ЛИ Қ

Сннф доскасининг чети, таранг тортилган ип ва ҳоказолар 
тўғри чизиқ тасаввурини бера олади.

Тўғри чизиқ ё латин алфавитининг битта кичик ҳарфи би- 
лан, ёки иккита бошқа-бошқа нуқтасига қўйилган иккита бош 
ҳарф билан белгилаб ўқилади. Масалан, а ёки А В  тўғри чи- 
зиқ каби (30- расм).

Тўғри чизиқни энг содда чизиқ дейиш мумкин. Тўғри чи- 
зиқни қарама-қарши томонга чексиэ давом эттирилиши мум- 
кин бўлишини ақлда тасаввур қилиш мумкин, албатта.

Икки нуқтадан тўғри чизиқ ўтказиш мумкин ҳам фақат 
бнтта (30- расм). Бир томондангина чегараланган тўғри чи- 
зиқ — нур дейилади (31- расм).

Нурни чегаралаган бу нуқта унинг бошланғич нуқтаси 
дейилади. Тўғри чизиқнинг икки нуқта билан чегараланган

1 Геометрия сўзи грекча бўлиб, ер ўлчаш деган маънони англатади. 
Бу фанга буидай исм бернлишинннг сабаби шуки, қадим эамонда геомет- 
риянинг асосий мақсади ер сиртидаги масофаларни ва юзларни улчашдан 
иборат бўлган,

ҲАҚИДА ТУШ УНЧА
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қисми — кесма дейилади {32- расм). Кесмани чегараловчи икки 
нуқта унинг учлари деб аталади.

И зо ҳ . Тўгри чизиқ чизиш учун одатда чнзғич ншлатнладн. Бир тўғри 
чизнқда ётмаган бир неча кесмадаи иборат чнзиқ— синиқ чизиқ деНилади 
(33- расм).

а

Й в

30- расм.

а

й " УР

31- расм.

й -I в
32- расм. 33- расм

а) Текислик

Стол сирти, идишда тинч турган сувиинг сирти, дераза 
ойнасининг сирти ва ҳоказолар текислик тасаввурини бера 
олади1 (34- расм).

Хос са си .  Текисликнинг ихтиёрнй икки нуқтасидан тўғри 
чизиқ ўтказилса, бу тўғри чиэиқнинг ^амма нукталари шу 
текисликда ётади. Бирор қонун 
билан алоҳида ёки бир-бири би- 
лан турли комбинаиияларда 
олинган нуқта, чизиқ, сирт (ёки 
жисмлар) геомегприк фигуралар 
қосил қилади.

Ҳамма қисмлари битта текис- 34- расм.
ликка жойланиши мумкин бўлган
фигураларни ўрганувчи геометрия бўлими — планиметрия 
дейилади.

Геометриянинг битта текислйкка жойланиши мумкин бўл- 
маган фигураларни ўрганувчи бўлими стереометрия деб 
аталади. Шундай қилиб, мактаб геометрияси — планиметрия 
ва стереометрия деган икки бўлимдан иборатдир.

1 Нуқға, тўғрк ччзиқ ва текислнк— бошлангич тушунча деб олинади.
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6) Кесмалар устида амаллар

Кесмалар устида амалларни бажаришда циркуль ?ки чиз- 
ғичдан фойдаланилади. Агар икки кесмани устма-уст кўйган- 
да уларнинг учларидаги нуқталари ҳам устма-уст тушса. улар 
тенг кесмалар дейилади.

Кесмалар устидаги амалларни мисолларда кўрсатамиз.
1- мисол.  А В  ва СО кесманинг йиғиндиси топилсин.
Е ч и ш .  Ихтиёрий тўғри чизиқ чизиб, унда бирон М  нуқ- 

тани белгилаб, сўнгра циркуль ёки чизғич ёрдамида М  дан 
бошлаб АВ  ни ва унинг давомига СИ  ни кетма-кет қўямиз. 
Ў ҳолда А В  — М Е  ва СО = Е Ғ  бўлиб, М Ғ  кесма, А В  ва СИ  
ларнинг йиғиндиси бўлади, яъни М Ғ  — М Е  -4- Е Ғ  — АВ + СО  
(35- расм).

------ -а С<--

й в  +со 
ё -- ч*

ав СР

35- расм.

 Т7
36- расм.

И эо ҳ . Кўшилувчи кесмалар сони иккитадан ортик €ўлганда ҳам кесма- 
лар шу тартибда қўшилади.

2- мисол.  А В  кесмадан СП  кесмани айиринг.
Ғ чи ш .  А В  кесманинг устига, масалан, А учдан бошлаб 

С й  ни кўямиз, АВ  кесманинг қолган ҳисми айирма кесма 
бўладн (36- расм).

Демак. ЕВ  = АВ  — А Е = А В ~ С О , чунки А Е ^ С О .

бсм ■

* з я в  
1  Г

37- расм.

~15аГ
38- расм.

3- мисол.  А В  кесмани бутун мусбат сонга, масалан, 3 га 
кўпайтиринг.

Е ч и ш .  Бунинг учун А В  кесмани 3 марта ўэ-ўзига кўшиш 
кифоя (37- расм).

Демак, А Н ^ А Е + Е Ғ  4 Ғ Н  = АВ  + А В  + АВ  « 3  АВ. Энди, 
М3 АВ  = А Н  дан А В  = -д— деб ёзиш мумкин.

В
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4- мисол.  /15 = 6 см кесманинг бўлаги топилсин1.

Е ч и ш .  А В  кесманинг қисми Е Ғ  кесма булсин, бу ҳол- 
да Е Ғ  — -1А В  = -5. ■■ ^  = ],5 см (38- расм).

2- § БУ РЧ А КЛ А Р  ҲАҚИДА ТУШ УНЧА.
НУҚТАДАН ТУҒРИ ЧИЗИҚҚА П ЕРП ЕН Д И Қ У Л Я Р  ТУШ ИРИШ

Геометрияда бурчак деб, текисликда бир бошланғич нуқ- 
тага  эга бўлган икки нурдан таш кил топган геометрик 
фигурага айтилади (39- расм) (ёки ОА нурнинг 0 нуқта  
атрофида айланишидан ҳосил бўладиган фигурани бурчак 
дейиш мумкин). О нуқта бурчак 
учи; ОА ва ОАх нурлар АОА,
бурчакнинг томонлари дейилади. >
Бурчак белги билан сзилади.
Масалан: £ АОА^, /  АОА2;
/_АОА% ва ҳоказо. Бурчак таш- 

кил этувчи икки нур, агар тўғри 
чизиқ ҳосил қилса, ундай бурчак 
ёйиқ бурчак дейилади. /. АОА2~  
ёйиқ бурчак. Нурнинг бошланғич 
нуқта атрофида тўлиқ айланиши- 
дан ҳосил бўлган бурчак тўла  
бурчак, бошқача айтганда, нур 
бошланғич нуқта атрофида бури- 
либ, натижада ўзининг дастлабки 39- расм.
ҳолатини олса, ҳосил бўлган бур-
чак тўла бурчак дейилади, масалан, АОА (39- расм).

Бурчакнинг, масалан, ОА томоннинг О нуқта атрофида 
ОА , ҳолатнни олгунча айланиш (бурилиш) миқдори — бурчак 
ўлчови дейилади (39- расм). Масалан, /  АОА^ нинг миқдори 
а бўлсин, у ҳолда ^ АОА^ = а деб ёзиш мумкин. Бурчакнинг 
учи битта бурчакка тегишли бўлса, уни бурчак учига қўйил- 
ган битта ҳарф билан, акс ҳолда учта ҳарф билан ифода қи- 
либ ёэиш қулай. Масалан, 40- расмда В  деб ёзиш; 41- расм- 
да эса/ АВС  ва С В Б  деб ёэиш қулайдир.

а) 6 у р ч а к л а р н и н г т енглиги .  Икки бурчакдан би- 
ринн иккинчиси устига қўйганда улар устма-уст тушса, улар 
ўзаро тенг бурчаклар дейилади; агар иккита бурчакни устма- 
уст қўйганда биттаси иккинчисининг ичида қолса, уни иккин- 
чн бурчакдан кичак ва иккинчиси эса биринчидан к а т т а

1 Кесмаии ҳар канлан бутун сонга бўлиш ёки каср сонга кўпайтириш 
амалипи бажаришда, олднн 19- § дагн кесмани бир неча тенг бўлакка 
бўлнш усулидан хабардор бўлнш керак, албатта.
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бурчак дейилади. ^  ЛОВ ва /. лар берилган бўлсин.
+ -4,0,/?, ни /  АОВ  устига қўйганда устма-уст тушсин, бу 
ҳолда ^ у4,0,Д, ~  /  АОВ  деб ёзнлади (42- расм).

б) Б у р ч а к л а р н и  қ ў ш и ш  ва айириш.  Берилган икки 
бурчакки қўшиш учун уларни шундай ёндоштириб қўйиш

керакки, уларнинг учлари ва биттадан томонлари умумий бў- 
либ, ички соҳалари устма-уст тушмасин. Масалан, АОВ ва 
С й Е  бурчакларни қўшиш талаб килинсин (43- расм).

АОВ ва СП Е  бурчакларни шундай ёндоштириб қўямизки, 
/  СОЛ = СОЕ + /  Е О ^  = /  СОЕ + /  АОВ бўлади.

Бурчакдан бурчакни айириш учун, уларни шундай ёндош- 
тириб кўйиш керакки, уларнинг учлари, биттадан томонлари

ва ички соҳалари устма-уст тушсин. Масалан, /  СОМ дан 
/  АОВ ни айириш талаб қилинади (43- расм).

0 нуқтани О нуқта устига, ОВ томонни /XV томон устига 
шундай қилиб қўямизки, ОА томони /  СОМ ичида и Е  ҳо-

40- расм. 41- расм.

д

42- расм.

8

43- расм.
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латини олсин. У ҳолда: /  С Б Е  = £  СИ!\ — А £ОЛ = £ СОЛ— 
— /  АОЙ бўлади (буларда, /  ЕОА/ = /  АОВ). Қўшилувчи 
бурчакларнинг сони иккитадан ортиқ бўлганда ҳам шу қоида 
шилатилади.

п) Б у р ч а к л а р н и  со нг а  к ў п а й т и р и ш  ва б ўлиш.  
АгарЗЗ- расмда £ С О Е  = /  СДЛ бўлса, у ҳолда / С О Л  = 
= /  СИ Е  + /  СО Е = 2 £ С О Е  бўлади. Демак, бурчакни 
сонга кўпайтириш бурчакни ўша сон марта ўзаро қўшиш
демакдир. Кейинги тенгликдан £  С Б Е  -• ^ £  С£?Л келиб чи-
кади.

44- расм.' 45- расм.

г) Б и с с е к т р и с а .  Бурчакни тенг иккига бўлувчи нур 
шу бурчакнинг биссектрисаси дейилади.

£ АОВ да: /  Л0,£= /  ВО Е  бўлсин (44- расм).
Демак, ОЕ нур /  АОВ нинг биссектрисаси бўлади.
д) Т ў ғ р и ,  ў т к и р  ва ў т м а с  б у р ч а к л а р .
Т а ъ р и ф л а р .  Ёйиқ бурчакнинг тенг ярми тўғри бурчак

дейилади;тўғри бурчакдан кичикбурчак ўткир бурчак; тўғри 
бурчакдан к а т т а , лекин ёйиқ *
бурчакдан кичик бурчак ўтмас 
бурчак дейилади (45- расм).
£АОС  — ўткир бурдак; /  АОВ — 

тўғри бурчак ва /  АООг~- ўтмас 
бурчак. Тўғри “бурчакнинг миқ- 
дори (I ҳарфи билан белгиланади.
£АО В -- £ А,ОВ = </{*/ — фран- 
цузча „бго1(“ деган сўзнинг бош 
ҳарфи; бизнингча. „тўғри* деган сўздир). Тўғри бурчак томон- 
лари ўзаро перпепдикуляр чизиқлар дейилади ва О В^АА^  
шаклда ёэилади (X  перпендикуляр белгиси).

е) Қ ў ш н и  б у р ч а к л а р .  Битта томони ва учи умумий, 
қолган икки томони бири иккинчисининг давомн бўлган бур- 
чаклар қўшни бурчаклар дейилади.

/  АОВ берилган. ОА нинг давоми ОС бўлсин; бу ҳолда 
/  ВОС берилган /  АОВ га қўшни бурчакдир (46- расм).

С------

46- расм.

0
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И з о ҳ. Тўғри бурчак чизиш учун чизмачилик учбурчаги ишлатилади.

ж) Ч и э м а ч и л и к  у ч б у р ч а г и д а н  ф о й д а ла н и б  
н у қ т а д а н  т ў ғ р и  ч и з и қ к а  п е р п е н д и к у л я р  туши-
р И Н1.

М асала .  Берилган А нуқтадан берилган М И  тўғри чи- 
Зиққа перпендикуляр туширилсин (47- расм).

й

47- расм. 48- расм.

В

Ечиш .  Чизмачилик учбурчаги 47-расмда кўрсатилгандек 
килиб қўйилса, у ҳолда АВ  кесма 7ИЛ га перпендикуляр1 
бўлади на у АВ+МРч шаклда ёзилади. Бунда АС кесма ММ  
кесмага оғма дейилади. Энди 46-расмдан яққол кўрамизки, 
иккнта қўшни бурчакнинг йиғиндиси ёйиқ бурчакка, яъни 2й 
га тенг (/ .А О В  / В О С  — 2<1). Бу ҳолда тўла бурчак =
+ 2<1 = Ай.

з ) В е р т и к а л  б у р ч а к л а р .  Учи умумий ва томанлари 
бир-бирининг томонларининг давомидан иборат бўлган иккита 
бурчак вертикал бурчаклар дейилади.

Вертикал бурчаклар ўзаро тенг, яъни /. АОВ = /  А хОВл 
эканини исбот қиламиз.

Исбот .  48- расмда /  АОВ ва / А гОВ, ларга /  А ,ОВ  қўшни 
бурчак бўлганлиги учун: /  АОВ + /  ВОА^ = 2с1 ва /. ВхОАх + 
-Ь ^ АгОВ => 2(1. Бу ҳолда /  АОВ + /. ВО Ах = /  А £ В Х+ 
+ АхОВ. Демак,Д АОВ = /. АхОВх. Шунга ўхшаш: / А О В х = 
= /  ВОАх дир. з

Масала .  Қўшни бурчаклардан биттаси -у й га тенг. Бошқа
қўшни бурчакнинг учдан икки қисми топилсин.

Е  ч и ш. 49- расмда кўрсатнлган бурчакларни чиэамиз. /А О А х 
ёйиқ бурчак бўлгани учун: /А О В + /  ВОАх = 2(1. Демак,

ВО А , =2 а  -  \  й = \ ф ,  /  ВОО = \ /  ВОАх = у  ■ 4  =

1 Демвк, тўғри чизиқ ташқарисидаги бир пуқтадан унга фақат битта 
перпендикуляр туширнш мумкип.
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М а ш қ л а р .  1. Қўшни бурчаклардан бири иккинчитидан

2. Икки тўғри чизиқнинг кесишувидан ҳосил бўлган бур-

3. Берилган О нуқтадан берилган учта тўғри чизиққа пер- 
пендикуляр ўтказинг (50- расм).

*^-§. ЕП И Қ  ЧИ ЗИ КЛ А Р ВА КУ П БУ РЧА К  ҲАҚИДА ТУШ УНЧА

Таъриф .  Текисликдаги моддий нуқта чизиқ бўйича ҳа- 
ракатини оавом эттириб босган йўли бўйича (орқага қайт- 
май) уни бир марта айланиб чиқиши мумкин бўлса, унда 
бу чизиқ ёпиқ чизиқ дейилади (51- расм).

Ёпиқ чизиқ кесмалардан тузилган бўлса, у ёпиқ синиқ чизиқ 
деб аталади (52- расм).

Текисликнинг ёпиқ синиқ чизиқ билан чегараланган бўлаги 
кўпбурчак деб аталади. Масалан, А ВС й Е  кўпбурчак берил- 
ган (53- расм).
14* 211

д қадар катта. Шу бурчаклардаи ҳар бирининг катталиги 
топилсин.

49- расм. £0 - расм.

чаклардан бири ~  д га тенг. Қолган бурчакларни топинг.

Ж а  воб. ~ й ва Ц а.\7

51- расм. 52- расм.
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Бу кулбурчакда АВ, ВС, СБ. ОЕ, ЕА  кесмялар — унинг 
томонлари; А, В, С, Ъ, Е  нуцталар — унинг у ч л а р и ; ^сВ, 
^С , ^ Е  лар — унинг ички бурчаклара, АС, АО , ВП,
СЕ, ВЕ  лар унинг диагоналлари дейилади.

И а а ҳ, Кўпбурчак томонларининг сони: 3; 4; 5; 6 ; 7; . п та бўлиши

Яна ММНК5  кўнбурчак Оерилган бўлсин (54- расм).
Т а ъ р и ф. Бирор кўпбурчакнинг ҳамма томонларини да- 

аом эттирганда, улардан бирортаси ҳам уни кесиб утмаса, 
ундай кўпбурчак — қавариқ кўпбурчак, акс ҳолда (агар уни 
кесиб ўтса ) — қаеариқмас (ботиқ) кўпбурчак деб аталади. 
53-расмдаги кўпбурчак — цавариқ кўпбурчак, 54- расмдаги 
кўпбурчак эса қавариқмас кўпбурчаклир.

АЙЛАНА ВА ДОИРА ҲАНИДА ТУШ УН ЧА
V

1-таъриф. Текасликда ҳар бир нуқтаси марказ деб 
аталувчи бир нуқтадан тенг узоқликда турган ёпиқ чизиқ

айлана деб аталади (55- пасм).
2-таъриф.  'Гекисликнинг ай-

А В ~  диаметр; Л4Л/ —■ ватар. ОЕ  = В бўлсин, бу ҳолда АВ = 
= 0 = ОА + ОВ = /?+ А> = 2К.

Диаметр доира ва айланани тенг иккига бўлади, буни биз 
55- расмдан яқцол кўрамиз Икки радиус орасидаги бурчак 
марказий бурчак дейнлади; масалин, ^  АОЬ — марказий бур-

мумкин.

Й

Ь
53- расм 54- расм.

к

лана билан чегараланган (ва айлана 
маркази ётган) қисми доира деб аша- 
лади (55- расм).

Марказдан айланагача бўлган ма- 
софа унинг радиуси дейилади Айла 
нанинг икки нуқтасини туташтирувчи 
кесма ватар  дейилади. Марказдан 
ўтган ватар диаметр дейилали. Диа- 
метрикки радиусга тенгдир (55-расм).N

£5- расм. Диаметр одатда О ҳарфи билан 
белгиланади. 55-расмда: О Е ~ радиус;

212

www.ziyouz.com kutubxonasi



чак. Доиранинг марказий бурчакка тегишли қисмн сектор 
дейилади. Доиранинг битта ватар билан кесйлган ҳар цайси 
бўлаги сегмент дейилади. Масалан, 55- расмда донранинг АО Е  
бўлаги — сектор; М НИ  ва М ЕН  сегментлардир. Айлана бўла- 
ги ёй дейилади ва- -белги билан ёзилади. Масалан, А Е  ёйи
А Е  шаклида ёзилади. (Тенг маркаэий бурчакларнинг ёйлари 
ҳам тенг ва аксинча тенг ёйларнинг марказий бурчаклари ҳам 
тенгдир.)

5- §. ЕИ ВА БУРЧА К ГРАДУСЛАРИ

Т а ъ р и ф. Айлананинг ^  қисми (бўлаги) ёй градуси дейи- 

лади. Бир ёй градуснинг ^  бўлаги ёй минути  (Г ), бир ёй

минутининг^ бўлаги ёй секунди ( Г )  дейилади; тўлиқ айла-
„ на = 360°.

Т а ъ р и ф. Г  ёйга тегишли 
марказий бурчак бурчак 
градуси дейилади.

✓
/

1 90‘/ ** 
1 9

N
\

N
* д

1 * 0 * 1

\ ^ * 4  « /
\ /

У

•0

в
56- расм.

[ ( ( С
0’ № ' 0 0* '90*1

—М

57- расм.

Таърифга асосан, марказий бурчакка тегишли ёйда ҳанча 
ёй градуси, минути ва секунди бўлса, унга мос марказий бур- 
чакда ҳам шунча бурчак градуси, минути ва секунди бўлади. 

Демак, марказий бурчак ўзи тиралган1 ёй билан ўлчанади.
ЗйО'*'Ҳар ҳайси тўғри бурчак = —р  = 90а дир (56- расм). Де-

мак, (I — 90° бўлади.
Т р а н с п о р т и р  ёрдамида  б у р ч а к л а р н и  ў л ч а ш н а  

ясаш.  Транспортир деб.бурчакларни ўлчаш ва уларни ясаш 
учун ишлатиладиган асбобга айтилади. Масалан, 57- расмда 
транслортир ёрдамида ^ М О И  нинг ўлчаниши кўрсатилган. 
Демак, М О Н  = 30°. Агар 30° ли бурчак ясалсин дейилса, 
у ҳолда иш олдинги қилинганнинг тескарисидек бўлади.

■_ Донрадаги ҳар «андяй бурчак, унннг томохларн орасидагн ёйга тнра- 
лади деб айтиш қабул қилинган.
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М аш қла р .  1) 58- расмдаги бурчакларни транспортир ёр- 
дамида ўлчаб, сон қийматлари ёзилсин.

2) Транспортир ёрдамида 30°; 50°; 25° 30' ли бурчаклар 
ясалсин.

И эо ҳ . Геометрияда бурчаклар традус яа баъэан тўғри бурчак 4 нинг 
бўлаклари билан ўлчанади.

а
' —  а

В ------- -

С

6 - §. УЧ БУРЧА КЛ А Р  ҲАҚИДА ТУШ УНЧА

1 - т а ъ р и ф. У чта  томонли кўпбурчак учбурчак дейилади 
(59- расм).

Масалан, АВС  учбурчак — а АВС  шаклда ёэилади.
2- та ъ р и ф. Уч- •

бурчакнинг учала то- В, 8?
мони ўэаро тенг бўлса, 
у тенг томонли уч- 
бурчак; иккита томони 
ўзаро тенг бўлса, уни 
тенг ёнли учбурчак; 
учала томонлари ўзарО 
тенг бўлмаса, турли  
томонли учбурчак де- 
йилади (60- расм).
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3- т аъриф.  Учбурчакнинг ҳамма бурчаклари ўткир бўлса 
ўткир бурчакли учбурчак; битта бурчаги тўғри (90°) бўлса, 
тўғри бурчакли учбурчак; битта бурчаги ўтмас бўлса, ўтмас  
бурчакли учбурчак дейилади (61, 62 ва 63- расмлар). Учбур-

61- расм.

чакнинг исталган бир учи қаршисидаги томонни унинг асоси 
деб олиш мумкин. Учбурчак учидан асосга (ёки асос давоми- 
га! туширилган перпендикуляр унинг баландлиги\ учидан

тушиб асосни тенг икки қисмга 
ажратувчи кесма —учбурчакнинг 
медианаси дейилади ва бундай 
кесманинг узунлиги — медиана 
узунлиги дейилади.

Учбурчакнинг бирор бурчагн- 
ни тенг иккига бўлувчн кесма 
унинг биссектрисаси дейилади. 

Учбурчакнинг икки томони ўрталарини туташтирувчи кесма 
унинг ўрта  чизиғи дейилади.

/\АВС да ВО]_АС  бўлсин, демак В й  — баландлик; г/ВАЕ— 
= /  ЕАС  бўлсин, демак А Е  — биссектриса; А Ғ  = ҒС  бўлсин, де- 
мак, В Ғ  — медиана (64- расм.)

’ В
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Буларга кўра, ҳар бир учбурчак учта баландлик, учта ме- 
диана ва учта биссектрисаларга эгадир.

Теорема .  Тенг ёнли учбурчакнинг учидан асосига ў т - 
казилган биссектриса ҳам баландлик, ҳам медиана бўлиб, 
асосга ёпишган 2 т а  ички бурчаги ўзаро тенгдир.

Исбот .  Д ЛВС  тенг ёнли, яъни А В  = ВС ва Вй  — биссек- 
триса ( ^ С В О = .  А Вй ) бўлсин (64- а расм). ВО±АС т ^ :А  = 
= /. С эканини кўрсатамиз. /  ВГ>С ни АВОА  нинг устига чуя- 
миэ. Бу ҳолда, ВС  томон А В  нинг устига тушадн, чунки 
/  СВО  = / А В Э . С учи А учи билан устма-уст тушади. чун- 
ки ВС = АВ. Бу ҳолда ОС = ИА; /  С = /  А\ /С О В = /  АО В  
лар ҳосил бўлади. Демак. ВО_±АС. Теорема исбот ҳилинди.

а) У ч б у р ч а к л а р  т е н г л и г и н и н г  у ч  аломати .
1- т еорема .  Агар бир учбурчакнинг икки томони ва 

улар орасидаги бурчаги иккинчи учбурчакнинг икки томони 
ва улар орасидаги бурчагига мос равишда тенг бўлса, бун- 
дай учбурчаклар бир-бирига тенг.

65- расм.

И с б о т. д Л ВС  ва Д Д ^ С , ларда АС  = Л,С,, А В  = А ,В, па 
/ А  = / А , бўлсин (65- расм). Д Л ВС  ни ДЛ,В,С, устига шуп- 
дай қўямизки, уларнинг А ва А л учлари устма-уст тушсип. 
Бу ҳолда / А  = / А л бўлгани учун, АС  томон А ЛСЛ ва А В  
томон А ЛВ Л бўйлаб кетади. Вх нуҳта В ъ С нуқта С, устига 
тушади; унда ВС  ва В,С, томонлар ҳам устма-уст жойлаша- 
ди. & А ВС  ва А А лВ лСл лар устма-уст жойлашади, демак, улар 
ўзаро тенг.

2- т еорема .  Агар бир учбурчакнинг бир томони ваунга 
ёпишган икки бурчаги, иккинчи учбурчакнинг бир томони 
ва унга ёпишган икки бурчагига мос равишда тенг бўлса, 
бундай учбурчаклар ўзаро тенгдир.

Исбот .  д Л ВС  ва д Л ,В,С , да ЛС = Л,С, ва /  А = А Л, 
/ С  = /  Сл бўлсин (66- расм).ДЛВС ни Д А ЛВ,С, устига шун- 

дай қўямизки, А нуқта А л устига, АС томон Л,С, устига туш- 
син. Бу ҳолда / А  = / А л ва / С =  / С л бўлгани учун, А В  
томон АЛВ Л томон бўйлаб, СВ томон С,В, бўйлаб кетади.
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Икки тўғри чизиқ бир нуқтада кесишгани учун, В  нуқта В А 
устига тушади. ДАВС  ва ДЛ,5,С, лар устма-уст жойлашади, 
демак, улар ўзаро тенг.

3- т еорема .  Агар бир учбурчакнинг уч томони иккинчи 
учбурчакнинг уч томонига мос равишда тенг бўлса, бундай 
учбурчаклар ўзаро тенг.

Исбот .  /\,АВС ва ДЛ,5,С, да /4В = Л,В,, /4С = Л,С, ва 
ВС  = В,С, бўлсин (67- расм).Д>4£С ва Д Л ^ С , ларни шундай 
ёнма-ён қилиб қўямизки, АС томон А,С, устига тушсин. У 
вақтда АВС  учбурчак Д-4,В2С, қолатини олади.

0 . '
0 /

67- расм,

ДЛ,В,Ва ва ДВ,С,Ва лар тенг ёнли учбурчаклар бўлгани 
учун, ^ А ХВ^В, = АА^В^В^ ва Д С,В,В2 = / С ,В 2В,; демак, 
^ В , =ДВ., = / й .  Бу ҳолда 1- теоремага асосан, /\АВС = 
— АА,В,С , дир. Теорема исбот қилинди.

И з о ҳ. Тўғри бурчакли учбурчакларнинг тенглик белгилари буларнинг 
хусусий ҳолларидир.

б) У ч б у р ч а к  т о м о н л а р и  ҳақида  теорема .  ■
Т е о р е м а. Ҳар қандай учбурчакнинг икки томони йи- 

ғиндиси учинчи томонидан к а т т а , айирмаси зса учинчи 
томонидан кичик.

Исбо т .  ДЛВС да АВ -\- АС>ВС. Чунки АВ + АС синиқ 
чизиқ, ВС эса уларни туташтирувчи кесма (68- расм). Тенг- 
сизликнинг икки томонидан АВ  ни айирсак, ДС> ВС —АВ  ҳоснл 
бўлади.
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6 8 - расм.

р и б  И Ш О Н Ч  Ҳ О С И Л  К И Л И Ш  м у м к и н .

в) У ч б у р ч я к н и н г  у ч т а  
бал ан дли ги .  у ч т а  медиа- 
наси, у ч т а  бис сек триса-  
сининг  би т т ад ан  н у қ т а д а  
к е с и ш н ш и. Ҳар қандай учбур- 
чакда: учта баландлиги ёки улар- 
нинг давоми, учта медианаси, 
учта биссектрисаси биттадан нук- 
тада кесишади. Бунинг тўғри 
эканлигига чизмасини чизиб кў-

0

7- §. ЯСАШ ГА ДОИР МАС АЛАЛАР

Қуйидаги масалалар кўрсатилгаидек йўллар билан чизгич 
ва цнркуль ёрдамида ечилади.

Б е р и л г а н  б у р ч а к к а  т енг  б у р ч а к  ясаш.
1- масала .  / А О В  га тенг бурчак ясалсин (69- расм).

69- рйсм.

Ясаш.  Ихтиёрий тўғри чизик чизиб, унда бирон М  нуц- 
тани оламиэ. Сўнгра ихтиёрий ОС радиусни олиб 0 ни маркаэ 
цилиб СБ ни чиэамиэ. Кейин М  ни марказ ва Л/7У = ОС ра-
диус билан ни чизамиз. Кейин циркуль билан СО ватар- 
ни ўлчаб уни радиус ва N  ни марказ деб ёй чизиб, Е  нуктани 
топамиз. Е  ни М  билан туташтирсак, /_ЕМИ  изланган бур- 
чак, яъни /_ ЕМ А  = А АОВ бўлади, чунки дООС ва д£А/Л/ 
ларнинг томонлари мос равишда тенг (69- расм).

Б е р и л г а н  б у р ч а к н и  т енг  и к к и г а  б ўлиш .
2- масала.  Берилган / .АВС тенг нккига бўлинсин 

(70- расм).
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Ясаш.  ВА  ва ВС томонларда ихтиёрий ВО = В Ғ  кесмалар 
олиб О ва Ғ  нуқталарни марказ қилиб ихтиёрий В Е  = Е Ғ  
радиуслар билан ёйлар чизилса, ёйлар кесишган £ нуқта то- 
пилади. Сўнгра Е  ни В билан туташтирсак, В Е  биссектриса 
бўлади, чунки Д В О Е = & В Е Ғ  ларнинг томонларн тенг. Бун- 
дан: /  О В Е=  / .ҒВ Е  дир.

К е с м а н и  т енг  и к к и г а  б ў л и ш
3- масала .  Берилган АВ  кесма тенг иккига бўлинсин.

Ш- расм.

'  '  '  ^' I \ Ч
/  ' I > Чх

« ^  , ] Е Г

г
71- рагм.

Ясаш.  А ва В  нуқталарни марказ қилиб бир хил ихтиё- 
рий радиус билан бир-бирини кесадиган иккита ёй чизамиз 
(71- расм). Ёйлар кесишган С ва О нуқталарни туташтирсак, 
у А В  кесмани Е  нуқтада тенг иккига бўлади: А Е  ~  В Е , чунки 
А на В нуқталарни С ва Обилан бирлаштиришдан ҳосил бўл- 
ган Д С-40= Д С В0.

Т ў ғ р и  ч и з и қ н и н г  их тнё рн й  н у қ т а с и г а  перпен- 
д и к у л я р  т у ш и р и ш .

4- масала .  Берилган М И  тўғри чизиқнинг берилган £  
нуқтасига перпендикуляр туширилсин (72- расм).

Ясаш.  ЖЛ/ да £ нуқтадан бир хил узоқликда ихтиёрнй 
икки Н  ва Ғ  нуқта олиб, уларни марказ қилиб, Е Н  дан кат- 
та, ихтиёрий радиус билан иккита ёй чиэамиз. Бу ёйлар ке- 
сишган 5 нуқта билан £ ни туташтирган £3 тўғри чизиқ из- 
ланган перпендикулярдир.

Т ў ғ р и  ч и зи қ д а  ё тм аг ан  бир н у қ т а д а н  т ў ғ ри  
ч и з и қ қ а  п е р п е н д и к у л я р  т у ш и р и ш .

5- масала .  Берилган А нуқтадан берилган ВС тўғри чн- 
зиққа перпендикуляр туширилсин (73- расм).

Ясаш.  А ни марказ қилиб, ВС тўғри чизиқни кесиб ўтув-
чи П Ё  ни чизамиз. Кейин П  ва £  нуқталарни марказ қилнб, 

дан катта радиус билан бир нуқтада, масалан, Н  нуқтада 
кесишувчи иккита ёй ўтказамиз. У  ҳолда А ва Н  нуқталар
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орқали ўтказилган А Ғ  тўғри чизиқ изланган перпендикуляр 
бўлади.

У ч б у р ч а к л а р  я саш
6- маса ла. 1) Учта кесма; 2) битта кесма ва унга ёпишган 

иккита бурчак; 3) иккита кесма ва улар орасидаги бурчак 
берилган. Учбурчаклар ясалсин. 74- расмда учта а , Ь, с кес- 
ма берилган. V

'А/ -С

/V- расм. 73- расм.

Ясаш.  Ихтиёрий М1Ч тўғри чизиқда берилган томонлар- 
дан бирортасига, масалан, Ь га тенг АС кесма оламиз. Кейин 
А ва С ларни марказ ва а, с ларни радиуслар қилиб, иккита 
ёй чизамиз. Бу ёйлар кесишган В нуқтани А ва С нуқта би- 
лан бирлаштирсак, изланган £\АВС ҳосил бўлади (74- расм).

N

И эо ҳ . а) Кесмалардан эиг узуни, масалан с < а + Ь бўлгандагина, 
улардан учбурчак ясаш мумкин;

6 ) масала битта ечимга эга.

Битта а кесма ва унга ёпишган иккита В ҳамда С бурчак- 
лар берилган.
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Ясаш.  Ихтиёрий тўғри чизикда а га тенг ВС кесма 
оламиэ (75- расм).

Транспортир ёрдамида В  нуқтада £ В  ни, С нуқтада £  С 
ни ясаймиз, уларнинг томонларининг давоми бир нуқтада, ма- 
салан, А да кесишади. Ҳосил бўлган учбурчак, изланган АЛВС  
бўлади.

И 3 о ҳ. а) ^  В  + ^  С  ^  180° бўлгвнда, учбурчак ясаш мумкин; 
б) масала битта ечимга эга.

а ' 10
у

75- расм.

Иккита а ва Ь кесма па улар орасидаги С бурчак берил- 
ган.

Я саш .  М !V тўғри чизиқда берилган томонлардан биттаси, 
масалан, ВС = а ни оламиз. Кейин С нуқтада, транспортир 
ёрдамида £ С ни белгилаб, унинг томони бўйлаб кетган нурда 
Ь га тенг СА кесмани оламиз. Сўнгра А бнлян В  ни бнрлаш- 
тирсак, изланган АА ВС  ҳ о с и л  бў- 
ладн (76- расм).

И эо ҳ . а) С < 180" -Ь булганда, 
учбурчак ясаш мумкин;

б) масала битта ечимга эга (А •=
=  1,2,3,..-).

М а ш қ л а р. 1) а ~6 см, Ь=А см 
с = 2 см — учта кесма берил- 
ган. Учбурчак ясалсин.

2) а = 5 см, £  В  = 40° 
£ С =60° берилган. Учбурчак 
ясалсин.

3) а = 4 см, Ь = 6 см ва 
£С  = 50е берилган. Учбурчак 
ясалсин.

N
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8 - §. КЕСМ АНИ НГ УРТАСИДАН УТКАЗИЛГАН  П ЕРП ЕН Д И КУЛ  ЯРН И Н Г  
ХОССАЛАРИ ВА ВУ РЧА К  БИССЕКТРИСАСИНИН Г ХОССАСИ

й /
л .

. Т еорема .  Кесманинг ўртасидан ўтказилган перпенди- 
кулярда ётган ҳар бир нуқта шу кесманинг учларидан ба-

робар узоқликда ётади.
И с б о т. М К ± А В  ва АО = ОВ 

бўлсин (77- расм).
М К  да ихтиёрий Е  нуқта ола- 

миз. А Е  = В Е  бўлишини кўрсата- 
миз. а А О Е = Д  ВОЕ, чунки АО= 
= 0В; ОЕ — умумий томон ва 
/ А О Е = /  ВОЕ. Демак.д АО Е— 
= &ВОЕ. Бундан: А Е= ВЕ .

Н а т н ж а .  М К  ни /  А ЕВ  нинг 
биссектрисаси дейиш мумкин.

Демак, бурчак биссектрисаси- 
даги ҳар бир нуқта бурчак томон- 
ларидан бир хил масофада туради 
(77- расмда, масалан, ихтиёрий Ғ  
нуқта А Е  ва В Е  лардан бир хил 
масофададир, яъни ҒО  = ҒО^\ 
ҒИ ±  В Е  ва ҒО ,± А Е).

0 ‘В

N
77- расм.

9- §. П А РАЛЛ ЕЛ  ТУҒРИ ЧИ ЗИ КЛ А Р

Т а ъ р и ф. Бир текисликда ётган ва умумий нуқтага 
эга бўлмаган икки тўғри чизиқ параллел тўғри чизиқлар 
дейиладил.

М И  ва ЕҒ  икки тўғри чизиқ параллел бўлсин (78- расм).
Улар М И  || Е Ғ  равишда ёзнлади ( || —нараллеллик белгиси).
И к к и т ў ғ р и ч и з и қ н и у ч и н ч и т ў ғ р и  чи зи қ  кес- 

ганда  ҳосил  б ў л г а н  б у р ч а к л а р н и н г  но млари  
(79- расм).

1) /  1 ва /5; /  3 ва /  7; /  2 ва Д 6; /  4 ва /  8 — мос 
бурчаклар;

2) /  3 па /6;
3) /1  ва /8;

/  4 ва /5  — ички алмашинувчи бурчаклар; 
/  2 ва / 1  — ташқи алмашинувчи бурчак-

-лар;
4)
5)

/  3 ва /Ъ\ / \  ва /6 — ички бир томонли бурчаклар; 
/ 1  ва /7; ^ 2 ва / 8 — ташқи бир томонли бурчаклар 

дейилади.
И к к и  т ў ғ р и ч и з и қ н и н г  п а р а л л е л л и к  белгилари .
1- теорема .  Агар иккита АВ ва СБ тўғри чизиқлар 

учинчи Е Ғ  тўғри чизиққа перпендикуляр бўлса, унда бу 
перпендикулярлар ўзаро параллел бўлади (80- расм).

1 Чексиэликдаги нуқта бундан мустаснодир.
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И сб о т. А В+ ЕҒ ; СБА_ЕҒ бўлсин. АВ  || СО бўлишини кўр- 
сатамиэ. АВ  ва СО лар параллел эмас деб фараз қилайлик, бу 
ҳолда улар давом эттирилганда бирор 5 нуқтада кесишади. 
Унда 5 нуқтадан ЕҒ  га иккита перпендикуляр тушган бў- 
лади, бу мумкин эмас эди. Демак, АВ  || СО дир.

2- т еорема .  Агар икки тўғри яизиқна учиняи тўғри 
чизиқ кесиб ўтганда иши алмашинувяи бурчаклари тенг 
бўлса ёки мос бурчаклари тенг бўлса, ёки ички бир то- 
монли бурчакларининг йиғиндиси 2д га тенг бўлса, бу икки 
тўғри чизиқ ўзаро параллелдир,

м .

Е

78- расм.

N 5
л/ \ - / \

/ \
/ \

\

80- расм.

Исбот .  / 4  = /  5 бўлсин. АВ || Сй  эканини кўрсатамиз (81 - 
расм). Е Ғ  нинг ўртаси Н  нуқтадан СПта Н М _1_ СП  ни туши- 
риб, тўғри бурчакли Н М Ғ  учбурчакни ҳосил қиламиз. Сўнг- 
ра Н М  ни ЛДбилан кесишгунча давом эттирамиз. Энди ЛД ^М Л ' 
лигини исбот қилсак, у ҳолда биринчи теоремага асосан 
АВ  || Сй  бўлади. 81- расмдаД//Л^£ = & Н М Ғ  дир, чунки г: 4=« 
= /  5 берилган, Е Н  — Ғ Н  деб олинган, к.М НҒ  = /  И Н Е  
вертикал бурчаклар, учбурчаклар тенглигининг 2- аломатига 
асосан: А Н М Ғ  = А Н И Е . Бундан: А Н И Е  = /  Н М Ғ  = 90°,
яъни А В А М Н .  Демак, АВ || СО дир.

^1  = ^5  бўлсин. А В  || СО бўлишини кўрсатамиэ. Бу ҳолда 
81- расмдан яққол кўрамизки, /  1 = / 4  вертикал бурчаклар, 
бу ҳолда ^4  — ^1 = /5 , яъни ^4 = ^ 5 . Бу ҳолда А В  || СО 
бўлиши ҳозиргина исбот қилинди.

/. 4 + /  6 = 2д бўлсин. АВ  || СО эканини исбот қиламиз. 
Бу ҳолда 81- расмдан /  4 + /  3 = 2д; /  5 + / В  = 2й— қўш- 
ни бурчаклар бўлгани учун. Кейинги тенгликларни ҳадлаб қў- 
шамиз.
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/ ^ 4 + ^ 6  + ^ 3  + ^ 5  = 4<*ёки^ 3 + ^ 5  = 2 й = ^  3 + 
+ /. 4. Бундан: ^ 4  = А Ь. Яна биринчи ҳолга келдик. Демак: 
АВ  || СО.

2- теоремадан қуйидаги натижа келиб чицади:
Икки параллел тўғри чизиқни учинчи туғри чизиқ кес- 

ганда ҳосил бўлган мос бурчаклар тенг; алмашинувчи бур- 
чаклар тенг ва ички ёки ташқи бир томонли б\рчакла.г- 
нинг йиғиндиси 2(1 га тенг бўлади.

П а р а л л е л  ч и з и к л я р  а к си о м а л ар и .  
а) Бир нуқтадан бир тўғри чизиққа параллел бўлган 

иккита тўғри чизиқ ўтказиш мумкин эмас.
Масалан, СИ II АВ  бўлсин (82- расм). Бу ҳолда Е  дан ўт- 

ган бошқа, ихтиёрий, С,0, тўғри чизиқ АВ  га лараллел бў- 
лолмайди, чунки С|£), нинг давоми А В  ни кесади ва ^ З ,  ^ 4  
лар ҳосил бўлади. Энди, Е  нуқта орқали С В  тўғри чизиқни 
шундай қилиб ўтказамизки, ички алмаашнувчи ^ 4  ва ^ 5  
бурчаклар (ёки ^=3 ва . .̂6 лар) ўзаро тенг бўлсин. Бу ҳолда

Р

81- расм. 82- расм.

СЕ> II АВ  (82- расм).
б) Икки параллел тўғри чи- 

зиқдан биттаси учинчи тўғри чи- 
зиққа параллел бўлса, унда ик- 
кинчиси ҳам учинчи тўғри чизиққа 
параллел бўлади.

10- §. БУРЧА КЛ А РН И  БИР БО Ш ЛАНҒИЧ  
НУҚТАГА КУЧИ РИ Ш

Бурчакнн бир бошланғнч нуқта- 
га кўчириш учун, у нуқтадан бур- 
чак томонларига параллел чизиқлар

N ўтказилса кифоя. Масалан, /  АВС, 
м А Л,В,С, ва ^ А?В Са бир ихтиёрий 

О нуқтага кўчирилсии (83-расм). 
Ихтиёрий нуқта О бошланғич нуқта

м  дейилади.
* I/ ,К ў ч и р и ш шаклда кўрсатилган- 

дек бажарилади; ВА || ОМ, ВС II ОИ8,4 раси.
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қили5 чизамиз; демак, /  Мо№  = /А ВС . В,А, || 0М и В,С, || 01Ў, 
қилиб чизамиз; демак, /  А ,В ,С ,=  /  М,ОМ,. В гА2 ц 0М г. 
В2Сг II 07У2 қилиб чиэамиз; демак, ^  А гВгСг =  ̂ Мг01\1г бўлади.

I I - §. ТОМОНЛАРИ МОС РАВИШ ДА ЛА РАЛ Л ЕЛ  ЕКИ  
П ЕРП ЕН Д И К У Л Я Р  БУЛГЛН  БУРЧА КЛ Л Р

1-теарема.  Агар икки бурчакнинг томонлари мос ра- 
вишда параллел бўлса, у бурчаклар ё бир-бирига тенг, ё 
йиғиндиеи 2(1 булади (84- расм).

Исбот .  ^ А В С  па .^А,В,С, ларда: ВСЦВ,С,;  ВА\\В,А, 
ёки ВС !| В,С2; ВА || В ,А г бўлсин. ^1 = ^ 2  ва ^  1 _  4 =
=2 \ /  Ъ — 2д эканини исбот қнламиз.

1) ^ АВС ни В, иуқтага кўчирамиз, кўчириш қоидасига 
мувофиқ бурчак томонларн параллел булгани учун, ВС томон
В,С, бўйлаб, ВА томон В,Л, бўйлаб кетади. Бундан /  1 = /2
энани келиб чиқади.

2) ^ 3  = ^ 2 , чункн вертикал бурчаклар. Демак, I = 
= ^г2 = ^ 3 . Кўшни бурчаклар йиғиндиси 2д, бўлгани учун: 
^ 1  + . ,4  = ^ 2 - ^ 4 = ^ 2 ^ ^ : 5  = 2б/.

2-теорема.  Агар икки 
бурчакнинг томонлари ёки 
томонларининг давомлари 
мос равишда перпендикуляр

Л-— ^ ( г   Й.

»4- расм.

6
о- »&> расм.

булса,бу икки бурчак ўзаро тенг ёки уларнинг бурчаклари 
йиғиндиси 2(1 га тенг (85- расм).

И сб от. /  АВС = /  \ ва /  А,В,С, = /  2 ларда В,А, X  ВА 
нинг давомига; В,С, _|_ ВС ва /  А ,В ,Е  - /  3; ВС  _[_ ЕВ , нинг 
давомига. /  1 = /  2 ва  /  \ -{• / 3  = 2й бўлишини исбот кила- 
миз.
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В Ғ  || А,НХ ни ўгказамиз, у ҳолда /  ВҒС , = А ХВ,С, = /_ 2, 
чунки мос бурчаклардир. Аммо, /  1 + /  СХВ Ғ  = А В Ғ  = 906 
ва Д ВҒС  дан: 2 + /  С,ВҒ = 90°. Булардан: /  \ + /
= / 2  + ^С ,ДДёки^  1= /  2. Энди, /  Ц  ^ 3= /. 2+ /Г 3= 
= 2(1, чунки ( /  2 + / 3 )  қўшни бурчаклар йиғиндисидир.

12- §. У Ч 6 У Р Ч А К  ВА К У П Б У Р Ч А К  И Ч КИ  Б У Р Ч А К Л А Р И Н И Н Г  
Й И Ғ И Н Д И С И . Т А Ш Қ И  Б У Р Ч А К Л А Р

' Гаъриф.  учбурчакнинг бирор томони давомида унинг 
бурчаги билан қўшни бўлган бўрчак учбурчакнинг ташқи  
бурчаги дейилади (86- расм).

1-теорема.  1) Учбурчакнинг ташқи бурчаги ўзига қўш- 
ни бўлмаган иккита ички бурчак йигиндисига тенг; 2) уч- 
бурчак ички бурчакларининг йиғиндиси 2й = 1800 ?а тенг.

Исбот .  Д  АВС  берилган (87-расм), бунда ташқи бурчак 
ЕВС = + А + /_ С ва / А + /  В  /  С = 2д эканини исбот 
қнламиз.

М И  А В  ни ўтказамиз; бунда АШ  II А В  ларни ВС  ва АС 
лар кеснб ўтган тўғри чиэиқлар бўлгани учун, / 2  = /  А\ 
/  3 = /ВСМ', /  1= / А В С  — ички алмашинувчи бурчаклар. 
Аммо /  вСУУ =  ̂ 2 + /  АСВ = / А +  / С. Цемак,/ 3 = /  А-\- 
 ̂+  /  С. Декин /  3 В  = 2й, чунки ёйиқ (бир томонли) бур- 
чакдир. Энди / 3  ни ўрннга исботлангап (+ А + /  С) ни қўй- 
сак: /  5 +  + С +  /  А = 2д ҳосил бўлади. Демак, /  3 = /  А-\- 
- /  С ва  + + + /  В  + /  С = 2й=  180°. Теорема исбот қн- 
линди. Теоремага асосланиб ушбу натижаларни ҳосил қпла- 
миз.

1-натижа.  Учбурчакнинг ташқи бурчаги ўзига қўшни 
бўлмаган ички бурчакларнинг ҳар биридан ка тта ,  яъни /3>  
> /  А ёки /  3 > /  С.

2-натижа.  Тенг томонли учбурчакнинг ҳар бир ички 
бурчаги 60° га тенг.

Ҳақиқатан, тенг томонли учбурчакнинг бурчаклари ҳам тенг. 
Демак, 1-теореманинг 2 бандига мувофиқ ҳар бир бурчак 60° 
дир.

X '
В6 - расм. Й7- расм.
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2- т е о р е м а. п томонли қаеариқ кўпбурчак ияки. буркак- 
ларининг йиғиндиси 2д ( п ~ 2 )  га тенг; ташқи бурчаклар- 
нинг йиғиндиси эса Ад га тенг.

Исбот .  (АВСОЕ . . .) п томонли кавариқ кўпбурчак бе- 
рилган бўлсин (88- расм). (АВС О Е . . .) кўпбурчак ичида их- 
тиёрий 0  нуқтани олиб, уни А, В , С, О, Е, . . .  учлар билан 
туташтириб: Д  АОВ, Д  ВОС, Д  СОО, . . . п та учбурчак ҳо- 
сил қиламиз. Аммо учбурчак ички бурчакларининг Йиғиндиси 
2д ва тўла бурчак (О нуқта атрофига жойлашган бурчаклар 
йиғиндиси) Ай эди. Бу ҳолда: ^  А + <̂ 5 + ^  С /  0 +
4- /  Е  + . . . •= 2(1-п — Ай*= 2й (п — 2). Энди АВС И Е . . . кўп- 
бурчак томонларини давом эттириб: /А^АВ, /. В,ВС,
/  С,СО ... ташқи бурчакларни ҳосил ҳиламиз (88- расм). Аммо, 
ҳамма ички ва ташқи бурчаклар йиғиндиси 2йп га тенглигини 
кўрсатиш қийин эмас, китобхон буни ўзи исбот килолади. 
Демак, ташқи бурчаклар йиғиндиси: 2йп — 2й (п — 2) = 2йп — 
—2 йп + Ай= Ай.

30° б у р ч а к  ҳ а р ш н с н д а г и  катет ;  у ч б у р ч а к н и н г  
т о м о н л а р и  бнлац  б у р ч а к л а р и о р а с и д а г и  муноса- 
б а т.

3-теорема.  Тўғри бурчакли учбурчакда 30° ли бурчак 
қаршисидаги к а те т  гипотенузанинг ярмига тенг.

Исбот .  А А В С  да /  АВС =■ 30° бўлсин. АС = ^  экани-
ни кўрсатамиз (89- расм). СО=»АС ни чизиб, О ни В  билаи 
туташтирсак, тенг томонли Д  АВО  ҳосил бўлади.

АВ  = ВО  = АО  ва / А =  /  АйО= 60°. Демак, АС=
А Б АВ  -  ,-= ’5* = “2"- Теорема исбот ҳилинди.
Т е о р е м а. Учбурнакнинг к а т т а  томони қаршисида кат- 

т а  бурчаги ётади.
Исбот .  а А ВС  да АС > ВС бўлсин. /. В >  / А  бўлишини

кўрсатамиз (90-расм). ВС  ни АС устига қўйганда ВС => СО
ҳосил бўлсин. Бу ҳолда Д  ВСО  тенг ёнли учбурчак бўлгани 
учун, 2. йВС  = /  СИВ  бўлади. /  СОВ Д  А В й  га нисбатан

В

8 8 - расм, 89 расм.
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ташқи бурчак, /1 С В В  = г! А ^  АВО , бу ҳолда: /. А <
< /. С ВВ  = /  СВО. Лекин/: СВО ^  й нинг бир қисми бўлган- 
лигидан, ^  й >  г! А дир. Теорема исбот ҳилинди.

1-натижа.  Уябурчакнинг 
кичик бурчаги қаршисида кичик 
томон втади.

2- н а т и ж а. Учбурчакнинг 
тенг бурчаклари царшисида 
тенг томонлар ётади. (1 ва 2-

0 ~ натижалар бу ерда исботсиэ
90- расм. олинди.)

13-§. П Е Р П Е Н Д И К У Л Я Р  ВА О Ғ М А Л А Р Н И Н Г  ХО С С А Л А РИ

1-теорема.  Бирор нуқтадан тўғри чизиққа ўтказил- 
ган перпендикуляр ўша нуқтадан шу тўғри чизиққа ўтка- 
эилган ҳар қандай оғмадан кичик.

Исбот .  АВ  тўғри чизиҳқа М1V перпендикуляр ва М Е  оғ- 
ма бўлсин (91-расм). Л4Л<Д1£ бўлншини кўрсатамиэ.

Ў_ = 90° ли бурчак бўлиб, Д  М И Е  га нисбэтан таш-
қи бурчакдир, яъни 90° = Д МА1А = /. И ЕМ  У. И М Е. Бун- 
дан биз кўрамизки: У. Л£М  < 90° =
= Д ММЕ. Шунинг учун, 12- § даги м
1- натижага асосан МЛ/' < М Е  бўлади.

2-теорема.  М нуқтадан АВ  
тўғри чизиққа перпендикуляр ва бир 
неча оғма ўтказилса, булардан асос- 
лари перпендикулярнинг асосидан 
узоқда бўлгани к а т т а  бўлади (91- 
расм.)

Исбот .  Л £ > Л £  бўлсин; М Ғ  >
У М Е  бўлншини кўрсатамиз. И ЕМ  
бурчак Д  М ЕҒ  га нисбатан ташқи 91- расм.
бурчак, яъни < ЛйМ = Д ЕҒМ  +
-т- У ЕМ Ғ . Бундан, Д ЕҒМ  < У.1ЯЕМ.Аммо, ^ Л £ М  + ^ М££= 
= 180° (ёйиқ бурчак) ва /  Л £ Ж  < 90° (1-теорема исботига қа- 
ранг), яъни Д /И££>90°. Демак, /. М ЕҒ>  /_ М ҒЕ. Шунинг 
учун 12-§ даги 1- натижага асосан М Ғ  оғма М Е  оғмадан 
бўлади.

14- §. К А Ъ З И  М И С О Л Л А Р Н И Н Г  Е Ч И Л И Ш  Н А М У Н А Л А Р И

Мисоллар .  1) 92- расмда /  1 *= Д- й ва /. 2 ўзига қўш-
4

ни бурчакдан 1 марта кичик. АВ  ц С Б  экани исбот қилин- 
еин.
228
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Исбот .  £ 1  + £ АОЕ  =  £  2 + а
л дйиғиндиси). Шартга кўра: 2 = -̂а. Буни ўрнига қўйсак:-ў а +

1й (қўшни бурчаклар 
5 
У

+ а — 2й. Бундан а — ~с1. £  2 = -|- а = ^ Де-
-йак, / .] = /. 2. Аммо ^ 2 = £ АО Ғ , ^ ВО ,Е  =  £  1; а =
= ВОҒ; £ Е 0 ,С ^ £ Ғ О ,О —қарама-қарши бурчаклардир. Шу- 
нинг учун, АВ  || С В  бўлади.

8 Я
92-'рвсм. уа- расм.

2) А  АВС  да £  А = 65°, £  В = 73° берилган. £ С нинг СО 
биссектрисаси Д  АВС  ни Д  СВО  ва Д  АСО  ларга бўлади. Шу 
учбурчакларнинг бурчакларини аниқланг (93- расм).

Е чиш .  £ А / - £ В Л- £ С  = 180° эди. Бундан: £ С «= 180°—
9 1 0 .

2 —  2 ~  '
- (6 5 ° + 73°) = 42°; ^ ВС В  = £ АСО
£ ВПС  = 180° -  (73° 4 21°) = 86°;
£ АОС = 180° -  (65° +21°) = 94°.

М а ш қ л а р .  I) Д АВС  да 
£А  = 48°; £ С  = 56°. В учидан АС 

томонга тушнрилган перпендикуляр 
билан биссектриса прасидаги бурчак 
топилсин.

(Ж а  воб. 4°.)
2) 94- расмда, агар АВ  = В Е  ва о 

С В  = С Е  бўлса, А В  || СЛ бўлиши  ̂
исбот қилинсин. 34- расм.

3) Ички бурчакларнинг йиғин-
диси 2160° бўлган кўпбурчак томонларининг сони топилсин.

(Ж а в о б .  14.)

15-§. ТУРТБУРЧАК. ПАРАЛЛ ЕЛОГРАМ М , РОМ 6 , ТУҒРИ ТУРТБУРЧАК, 
ТРАПЕЦ И Я ВА КВА Д РАТЛ АР ҲАҚИДА ТУШ УНЧА

1-таъриф.  Т ўр тта  томонли кўпбурчак тўртбурчак де- 
йилади.
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2-таъриф.  Қарама-қариш томонлари ўзаро параллел 
бўлған. тўртбурчак параллелограмм дейилади (95- расм).

3-таъриф.  Ҳамма томонлари ўзаро тенг параллёло- 
грамм ромб дейилади (96- расм). АВ  = ВС  = СИ  = АИ.

4-таъриф.  Бурчага 90° бўлган параллелограмм тўғра  
тўртбурчак дейилади (97- расм).

А А ^  -  /  С = ^  0  = й =  90°.

А \
07- раси.

в,------------------------------------------------------,с

98- расм. 99- расм.

5-таъриф.  Томонлари ўзаро тенг тўғри тўртбурчакни 
квадрат дейилади (98- расм). АВ  = ВС  = С Ь  = АО  ва А =■- ^ в ^ ^ с - . и -  я о ° .

6-таъриф.  Икки қарама-қарши томони параллел ва 
қолган икки томони параллел бўлмаган тўртбурчак тра- 
пеция дейилади (99- расм).

99- а расмда АВ = С 0 , ВС\\АО тенг £нли трапеция; 99-6 
ва 99- с расмларда В,С, || А,В,\ А ,В ,ф С хО, ва В гС^\\Ал0 2,
гю
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А гВ г ф С ъОг лар тенг ёнли булмаган трапециялардир, 99-6 
расмда тугрн бурчакли траиеция тасвир этилган.

Та ъ р и ф л а р .  Трапециянинг иккита параллел томонп, унинг 
асослари дейилади. Масалан, 99- расмда АО  ва ВС  каби.

Трапециянинг ўзаро параллел бўлмаган икки томони, унинг 
ён томонлари дейилади.

Трапеция ён томонларинннг ўрталарини туташтирупчи кес- 
ма, унинг ўрта чизиғи дейилади.

Трапециянинг ясослари орасидаги масофа, унипг баландли- 
ги дейилади, масалан, 99- п расмда В Е±  АП\ ВҒ. — баландлик.

а) Параллелограммнинг хоссаларп .
Теорема .  Параллелогра.имчинг диагоналн уни ўзаро 

тснг иккита учбурчакка бўлади.
Исбот .  АВС1) параллелограмм берилган (1Г0- расм); унда: 

АВ  || СО, ВС  || АП. АС диагональ ўтказамиз на& А ВС  = Д АйС  
эканини кўрсатамиз. Расмда кўрсатилгандек, бурчакларнн но- 
мерласак, у ҳолда ^ 1  = . 2, 3 = ^: 4 ( нчки алмашинувчи
бурчаклар бўлганн учун) ва АС 
томон умумий, бу ҳолда учбурчак- 
нинг тепглиги ҳақидаги 2- теоре- 
мага асосан А А В С — Д А С С  бў- 
лади. Теорема исбот қилинди.

Па тиж а .  Параллелограммнинг 
қарама-қарши томонларн ўзаро тенг 
ва қарама-қарши бурчаклари ҳам а 
ўзаро тенг. Чунки А  АВС  = д  АОС 
дан: А В  = СО, ВС = А й  параллел 100-расм.
томонлардир ва

^ В  = ^  Д  ^1 = ^ 2  
+ 4 = . < 3

^ 1 - Т ^ 4 = ^ 2 Т - ^ 3 ,  
яъни л  А = С '

в) ПАРАЛЛЕЛО ГРАМ М , ТУҒРИ ТУРТБУРЧАК, РОМБ 
ВА КВА Д РА Т Д И А ГО Н А Л Л А РИ Н И Н ГХ О С С А Л А РИ

Теорема .  Тўғри тўртбўрчакнинг диагоналлари ўзаро 
тенг.

Исбот .  АВСО  тўғри тўртбурчак берилган. АС = ВИ  бў- 
лишини кўрсатамиз (101- расм).

Д&<4/)= ДСО/4, чунки А О — умумий томон, АВ = СО.
Бундан АС = ВО  келиб чиқади.
Теорема .  Параллелограммнинг диагоналлари кесишиш 

нуқтасида бир-бирини тенг икки бўлакка ажратади  (102- 
расм).
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ИсПот.  ОА = ОС, ОЁ = ОО экапипи исоот қиламиэ. ‘ 
А Ё О С = А А О О ,  чушси ^-1 = ^ 2  ва ^ 3  = ^ 4  — ички 

алмашинувчи бурчакларднр, ВС «■ АО. Д ВОС = А  АОО  дан: 
ОА = ОС ва ОВ = ОВ.

Теорема .  Ромбнинг диагоналлари ўзаро перпендикуляр 
ва ромбшшг бурчакларини тенг иккига бўлади.

8 С
В С

с  — 6
1 0 2 - расм.

И с б о т. АВСО  ромб берилган АС ±_ ВО  ва ^ВСО= £ ОСО\ 
. ВА О =  ОАО\ ^  СВО =  ^ А ВО  бўлишинн кўрсатамиз (103- 
расм). д  ВСО ни ВО  атрофида айлантнриб, А В А В  устнга 
ётқиэсак,' ромб тенг томонли параллелограмм бўлгани учун, 
ОС = ОА па ОВ = ОО бўдадн. С пуқта А нуқта устнга ва СО, 
СВ томонлар АО, АВ  лар устига жойлашади; демак, а АВП =  

. = АВСО. Бундап: ^С ВО  = ̂ АВО ;
В ^ С О О  = . АЮО бўлади. Бу уч-

бурчаклар тепг ёнли бўлгани учун 
ОА, ОС лар ҳам баландлик, ҳам 
биссектриса, ҳам медиана бўлади. 

С Демак, АС±  ВО; ВСО = ҳ! ПСО\ 
. : В А О =  ^  ПАО  бўлади. Теорема 
исбот қилинди.

Н а ти ж а. Квадрат — ҳам парал- 
С лелограмм, ҳам тўғри тўртбурчак

103- расм. ва ромб бўлгани учун, буларнинг
. ҳамма хоссаларига эгадир.

16- §. АИЛАНАГА УРИНМ А ҲАҚИДА ТУШУНЧА

Таъриф.  Айлана билан биргина ўмўмий нуқтага эга 
бўлган тўғри чизиқ уринма дейилади ва умумий нуқта ури- 
ниш нуқта дейилади.

Теорема .  Айлананинг уриниш нуқтасига тегишли ра- 
диус уринмага перпендикулярдир.

Исбот .  Л4А/— айланага Н  нуқтада уринма бўлсин (104- 
расм). Ё  — ОН нинг М Н  га перпендикуляр бўлишини исбот 
қиламиз. Л1УУ нинг Н  дан бошқа ҳамма //,, Н%, Н 3,Н 4, ... нуқ- 
талари айлана ташқарисида ётганлиги учун ОН. > ОН, ОН3 >

1 0 1 - расм.
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> ОН  ва ҳоказо (13- § даги 1- теоремага асоган). Демак, ОН=  
-= Н радиус О бнлан Л1Л орасидаги энг ҳисқа масофа. Шунинг 
учун О Н _ М Х .

■ 17- §. УЧБУРЧА К  ВА ТУРГБУРЧА ККА  ТАШҚИ ВА ИЧКИ ЧИ ЗИЛГЛН
АЙ ЛАНАЛАР

Теорема .  Ҳар қандай уч.бурнакнинг учта  учи орқали 
Ёлғиз б а т т а  айлана ўтказиш мумкин.

А А В С  да Н  ва Е  нуқталар АВ  ва ВС  томонларнинг ўр- 
таси бўлсин (105- расм). Е  ва Н  нуқталардан АВ  ва ВС  то- 
монларга ўтказилган перпендикулярлар ёлғнз битта 0 нукта- 
да кесишади, шунингдек -4С ўртасидан ўтган периендикуляр

ҳам, „ 0 “ нуқтадан ўтади, чунки А, В, С нуқталар бир тўғри 
чизиқда ётмайди. А, В, С нуқталар О нуқтадан бир хил ма- 
софяда бўлишини кўрсатиш осон. Демак, О нуқта марказ; ОЛ = 
•= ОВ = ОС лар радиуслар бўлади.

1- натижа .  Бир тўғри яизиқда ётмаган уч нуқта орқа- 
ли ёлғиз б и тта  айлана ўтади.

2-натижа.  Учбурчакка ташқи чизилган айлананинг 
маркази унинг томонлари уртасига ўтказилган перпенди- 
кулярларнинг кесишган нуқтасидадир.

Теорема .  Ҳар қандай учбурчак ичига айлана чизиш. 
мумкин, ва фақат биргина.

Исбот .  & А В С  берилган бўлсин (106-расм). Бу учбур- 
чакка ички чизилган айлананинг маркази АВ, АС ва ВС 
томонлардан тенг узоқликдаги нуқта бўлиши равшан. Бурчак 
биссектрисасининг ҳар бир нуқтаси, унинг томонларидан тенг 
узоқликда туришини биламиз (8- § даги теорема натижаси). 
Шунинг учун ички чизилган айлананинг маркази учбурчак 
биссектрисаларининг кесишган О нуқтасида бўлади; марказдан 
томонларнинг биттасига туширилган перпендикуляр, масалан,

1 0 .1 - расм.
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ОЕ унинг радиуси бўлади (ОЕ = г). Биссектрисалар ёлғиа 
битта нуқтада кесишгани учун, бундан бошқа ички чнзнлган 
айлана бўлиши мумкии змас. Теорема исбот «илинди.

Тўртбурчакнинг ҳамма учлари айланада ётса, уни ички 
тўртбурчак  (айланани эса ташци айлана); агэр унинг ҳар 
бир томони айланага уринган бўлса ташқа тўртбурчак  (ай- 
ланани эса ички айлана) дейилади (106- а  расм).

Ички қавариқ тўртбурчак диагоналларининг кўпайтмаси қа- 
рама-қарши томонлари кўпайтмасининг йиғиндисига тенг, яъни 
АС ВО  = АВ-Сй  + ЯС АО. Бунга, П тол о м е й т е о р е м а с и  
дейилади.

Иэоҳ.  1) Қарама-қарши томонларининг йиғиндиси ўзаро 
тенг тўртбурчакка ички айлана чизиш мумкин.

2) Карама-қарши бурчакларининг йиғиндиси 180° бўлган 
тўртбурчакка ташқи айлана чизиш мумкин.

Масалан, 106-а расмдан: А, В, + СХЮЛ = А ,0 , + В,С, ва 
/. О — 180° бўлиши керак.

18-§. ДОИРАДАГИ БУРЧА КЛ А Р ҲАҚИДА ТУШ УНЧА

Биз маркаэий бурчак ўзи тиралган ёй билан ўлчанишини
кл

кўриб ўтган эдик, яъни ^ А О В ^ А В  (107-расм).
а) И ч к и  ч и з и л г а н  б у р ч а к
Т а ъ р и ф. Айланадаги бир нуқтада кесишган икка ватар  

орасидаги бурчак ички чизилган бурчак дейилади. Масалан, 
107-расмдаги -^СОЕ — ички чизилган бурчак.

Теорема .  Ички чизилган бурчак ўзи тиралган ёйнинг 
ярми билан ўлчанади.

СЕИсбот .  СОЕ — -у бўлишини исбот қиламиз. Л  дан О Н
диаметр ўтказиб, О мярказни С билан бирлаштирамиз Бу ҳол- 
дя ^  НОС ^ О О С + ^ О С О .  чунки у д  СОО га нисбатан 
ташқи бурчакдир. ОИ = ОС = Я. радиус, яъни ДСО£) тенг
234
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внли бўлгани учун £ ООС = £  ОСО. Демак, £  НОС = 2 £ ООС. 
бундан:
• х /1 гу  НОС /77? . . /7& „^ ОиС==--;—  — -7- ёки НиС  = -5-. Энди расмдан

£̂ С О Е=  £ Н й Е - £  Н ВС  = ~ - ^  = = Ш у -
нинг учун ҳар қандай ички чизилган бурчак, ўзи тиралган 
вй нинг ярми билан ўлчанади.

Д

108- расм.

1-натижа .  Бир ёйга тиралган ҳамма ички чизилган 
вурчаклар ўзаро тенгдир. 108- расмда ^ С, =* £ С* = £  Ся —

Л/1
“  2~'

2- н а т и ж а. Диаметрга тирал- 
ган ички чизилган бурчак <1 — 90в га 
Ькн; (108- расм). £  £  = 90°.

3- н а т и ж а. Тўгри бурчакли уч- 
бурчакнинг гипотенузаси унга чи- 
ъилган ташқи айлана диаметрига 
тенг. Д МЕРч да гипотенуаа М И  =
-=2/? = й  — диаметрдир.

б) У р и н м а  билан  в а тардан  
т у з и л г а н  б у р ч а к

Теорема .  Уринма билан ватар- 
дан тузилган бурчак ўз ичига олган 
Вйнинг ярми билан ўлчанади.

И с б о т. Айланада АВ  уринма ва ВС  ва гар бўлсин. £ АВС  =-
Ш:■= "Т" бўлишини исбот қиламиз (109- расм). Бунинг учун С дан 

СО II АВ  ни ўтказсак, '£ А В С =  £ ВСО, чунки улар ички ал-

109- расм:

ЙЬмашинувчи бурчаклар. Аммо £ С = ва СО || АВ  бўлгани 
•• ш

учун В й  = В С ва £ В = £С  =
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в) И к к и т а  в а т ар н и н г  к е с и ш и ш и д а и  ҳос'ил бўл- 
ган б у ч а к л а р

Теорема.  Ихтиёрий иккита ватарнинг кесишишидан 
ҳосил бўлган ҳар цайси вертикал бурчак, уларнинг томон- 
ларп тиралган ёйлар йиғиндисининг ярми билан ўлчанади.

Исбот .  £ АВС — СО ва А Е  ватарларнинг кесишишидан ҳо- 
сил бўлган бурчаклардан биттаси бўлсин (]10- расм). ^ АВС =*

ларнн бирлаштирамиз, у ҳолда £  АВС {ҳ А Вй  га нисбатан

ташҳи бурчак бўлади. Демяк, £ А В С =  £ АСС + £  ОАЕ.

Аммо £ АПС ~  £ И А Е  = 'Шунинг учун: £ АВС =

АС П Е _  аЬ  -Ь & Е  
^  2 ‘ 2 ~  2 '

г) А й л а н а н и н г  т а ш қ а р и с и д а г и  бир п у ҳ т а д а н  
унга ў т к а э и л г а н  и кк и  к е с у в ч и  орас ида ги  бур- 
ч а к

Теорема .  Айлана ташқарисидаги бир нуқтадан унга 
ўтказилган икки кесувчи орасидаги бурчак (АВС) кесувчи- 
лар орасидаги АС ва О Е  ёйлар айирмасининг ярмига тенг. 

И с б о т. В  — айлана ташҳарисидаги нуқта; АВ  ва ВС  ке-

сувчилар бўлсин (111- расм).^ В  = — ~  ДЕ бўлишини кўрсата-*
миз. Бунинг учун А ва Е  нуқтани бирлаштирамиз. £ А Е С  
д  А£й да ташқи бурчак бўлади. Демак, £ А Е С = £ В  + 

^ ОАЕ, бундан: £ В = £ АЕС — £ ОАЕ. Аммо ^ АЕС  = 
АС-= ~2~ ва ^ Г А  Е = Буларни ўрнига қўйсак: £ В = -у- —
6е  ас -  п е 
2 “  2 ’

бўлишини кўрсатамиз. Бунинг учун А ва О нуқта-

8

а
110- расм. 1 1 1 - расм.

С
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д ) А й л а н а т а ш қ а р и с и д а г и б и р  н у қ т а д а н  унга  
ў т к а з и л г а н  и кк и  у р и н м а н и н г  хоссаси

Тео рем а .  Айлана ташқарисидаги бир нуқтадан унга 
иккита уринма ўтказилса, уларнинг ўша нуқтадан ури- 
ниш нуқталаргача бўлган кесмалари ўзаро тенг оа айлана- 
нинг маркази улар орасидаги бурчак биссектрисасида ёта- 
ди; бу бурчак 2(1 билан уринмалар тиралган ёй айпрмасига 
тенг.

Исбо*т. ВС на ВА  лар а'йланага С ва А нуқталардаги урин- 
малар аа ВО  биссектрнса бўлсин. АВ СВ ва О марказнинг
ВП  да ётишини ҳамда /  В = 180° — АС эканини кўрсатамиз 
(112-расм). ОА ва ОС раднуслар ўткаэилса, ОА ВА на

ОС_СВС бўлгани учун; Д  АОВ на Д  СОВ лар тўғри бурчакли 
учбурчанлардир. Д Л 0 5  = Д С 0# . чунки ОВ гипотенуза уму- 
мий, ОА = ОС = /?. Учбурчакларнинг тенглигндан: АВ=>ВС. 
Энди ОС — ОА = /? ва ОА _|_ ВА-, АВ  = ВС ; ОС ± ВС бўлгани 
учун О марказ доимо ВП  биссектрисада ётади. Энди, олдиа 
исбот ҳилинган теоремага асосан:

а в = 4 ,  360° -АС - д  м , 800 _  ^

демак, /  В = 2д — АС бўлади. Теорема исбот қилинди.
1-масала.  Маркази О нуқтада бўлган айлананинг АВ  диа- 

метри билан АС ватари 30° ли бурчак ҳосил қилади. С нуқ- 
тадан ўтувчи уринма, АВ  диаметрнинг давомини О нуқтада
кесиб ўтади. ОС= ^ О П  экани исбот қилинсин (113- расм).

Исбот .  ОС радиус СП уринмага пернендикуляр, демак, 
ОСП тўғри бурчакли учбурчак. Шартга кўра: /  А ~  30°; /  А =

= ‘—  = 30° (ички чнзнлган бурчак). Бундан ВС — 60°, аммо

/  ВОС= ВС  — марказнй бурчак; демак, /  ВОС -=■ 60э. Бу ҳол-
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да Д  ОСО да /  й  = 30°. Лекин, 30° бурчак қаршисидаги ка- 
тет гипотенузанинг ярмига тенг эди. Шунинг учун ОС ^
= ^ О/Э бўлади.

2- масала .  Айлана ташқарисидаги ихтиёрий бир С нуқта- 
дан унга туширилган икки СА ва СВ уринма орасидагн бур- 
чак 22° га тенг. Уриниш нуқталарини бирлаштирган АВ  патар 
бнлан шу уринмалар орасидаги бурчаклар толилсин (114-

расм).
/  С = 22°; /  В  = /  А ни топамиа.

'ХвЕчиш .  /  А = /  5 (уринма ва
ватардан тузилган бурчак), /  А +  / В  — 
= 180°— /С-= 180° — 22° = 158°.

1 5 8 *

т 79° демак,2 /  А = 158°; /  А
/ . А =  £ В  = П а.

Маш цла р .  1) Айланани 3 :5  нис- 
батда бўлувчи ватарнинг бирор учидан 
ўтказилган диаметр билан ташкил этган 
бурчак топилсин.

( Ж а в о б .  22°30'.)
2) 52° ли маркаэий бурчак ташкил этган икки радиуснинг 

учларига ўтказилган уринмалар орасидаги бурчак топилсин.
( Ж а в о б .  128°.)

3) А, В, С нукталар айланани 11:3:4 нисбатдаги ёй- 
ларга бўлади. А, В  ва С нучталар орқали уринмалар ўтказиб, 
бир-бири билан кесишгунча давом эттирилган. Ҳосил бўлган 
учбурчакнинг бурчакларини топинг.

( Ж а в об .  40°; 60° ва 80°.)

19- §. Б У Р Ч А К  Т О М О Н Л А Р И Д А Н  П А Р А Л Л Е Л  Ч И З И Қ Л А Р  БИ Л А Н  
А Ж Р А Т И Л Г А Н  К Е С М А Л А Р Н И Н Г  Х О С С А Л А РИ

Теорема .  Агар бурчакнинг учидан бошлаб унинг бир 
томонида тенг кесмалар олиб, уларнинг охирларидан, ик- 
кинчи томони билан кесишгунча параллел кесмалар ўтказ- 
сак, унда бурчакнинг аккинчи томонида ҳам ўзаро тенг 
кесмалар ажралади.

Ихтиёрий ВАС бурчакнинг (115-расм) А учидан бошлаб, 
АС томонда ихтиёрий тенг кесмалар, масалан, 4 та кесма: 
АО, == Д О г = О ,08 = оламиз ва Д ,  Ог, Д ,  Оа нуқта- 
лардан АВ  билан кесишгунча Д С , || ОгЕ 2 || ОъЕ 31| ОаЕ а кесма- 
ларни ўтказамиз.
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Энди ҳосил бўлган А Е и £ ,Е2, Е 2Е а, £„£, кесмаларнинг ўз- 
аро тенглигини исбот қиламиэ. Бунинг учуп АВ га параллел 
қилиб, 0\Ии ОгНг, Е>яН а кесмаларни ўткаэсак, ҳар хил парал- 
лелограммлар ва ўзаро тенг учбурчаклар, яъниД.<4£,Д = 
= Д П\Н\Ог = Д £>е//40 8 = Д и аНаОА ҳосил бўлади. Булардаи: 
АЕ\ = £,£* = £ ,£ ,=  £,£< деб ёзиш мумкин. Теорема исбот 
қилинди. |

Исбот қилинган теоремага сг е.л г,
асосланиб, қуйидаги натижалар- 0 ■ ' - - - ~ °
ни ҳосил қиламиэ.

1-натижа.  Ихтиёрий кесма- 
ки бир неча тенг (масалан, А Е4 
кесмани 4 та тенг) бўлакка бў- 
лиш учун, берилган кесмани бур- 115- раси. 
чакнинг бир томони деб қабул
қилиб, ихтиёрий бурчак чизиш керак, кейин бурчакнқнг чизил- 
ган томонини, бурчак учидан бошлаб керагича тенг булаклар- 
га бўлиб, охирги бўлиниш нуқта билан кесмани қолган учини 
туташтирувчи кесмага, қолган бўлиниш нуқталар орқали, бе- 
рилган кесма билан кесишгунча параллел кесмалар ўтказилса 
кифоя.

2- н а т и ж а. Учбурчакнинг ўрта чизиғи унинг асосининг яр~ 
мига тенг (115- расм). Буни кўрсатиш учун Е гА В 2 учбурчакни 
олиб текширамиз: бунда ^£>,=0,0^ (шартга кўра); А Е Х = 
= £,£* (исбот қилинганига кўра), бу ҳолда учбурчак ўрта чи- 
зиғи таърифига асосан Д £ , кесма, & Е 2А 0 2 учун ўрта чизиқ- 
дир ва Е)2Е 2 унинг асоси бўлади. Лекин, £),£, || Оа£, (олиин- 
шига кўра). Демак, учбурчак ўрта чизиги асосига параллел 
бўлади. Энди 0\Е\ = Е 2Н\ (параллелограмм хоссасига кура); 
0,£ , = П 2Н\ (исбот қилинганига кўра). Демак, асоси Г)2Е 2 =
=  П 2Н\ + Н\Е2 = Д  £, + И\Е\ = 2£),£], бундан Д £ , = ^ р  бў-
ладн.

3-натижа.  Трапециянинг урта  чизиғи унинг асослари 
йиғиндисининг ярмига тенг (115-расм). Буни исбот қилиш 
учун 0 ,£ ,£ а0 3 трапецияни олиб текширамиэ: 0%02 = 0 2Па 
(шартга кўра); £ ,£2 = £2£а (исбот қилинганига кўра), демак, 
трапеция ўрта чизиғи таърифига кўра, бу трапеция учун Л ,£а 
кесма ўрта чизиқ бўлади. Декин, шартга кўра О хЕ̂  || 02£21|
|| Д а£я эди. Демак, трапециянинг ўрта  чизиғи унинг асос-

ларига параллел бўлади. Эиди 115-расмга ва исбот қилин- 
ганларга асосан:

£),£, = -у Д £|
ва

Д ,£а = В ,Н 2 + //,£» = Д £ , + Д £ , = I  В 2Е 2 + ОгЕг = | //,£,.
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Буларни ҳадлаб қўшсак:

В Д  + Д £ 3 = \  ОгЬ 2 + |  0 ,Е , = 20,Е а,
бундан:

О чЕ 2

20- §. М ЕД И АН АЛА РН И Н Г БУЛА1 И ҲАҚИДА ТЕО РЕМ А
Теорема .  қандай учбурчакда медианаларкинг ке- 

сишган нуқтасидан мос томонгача булган қисми, бутун ме- 
диананинг учдан бир бўлагига тенг.

Исбот .  а АВС  да Л О „ ЙО,, СОа — медианалар ва О улар
кесишган нуқта бўлсин (116-расм). 

б £  ОгЛС дан фойдаланиб, ЛО,
ни тенг уч бўлакка бўламиз. Бунинг
учун АС да АЬ = = Е)2Ь Х =
ларни олиб, ЕН  || 0 0 2II Ь хй х лар 
ўтказилса, АН  = НО =0О, ҳосил 
бўлади (19- § га қаранг). Демак, 
Л О ,= Л Я + Я 0  + 0О, = 300,, бун-
дан,О й х = ^ А О х бўлади. Шунга 

ўхшаш: 0 В 2 =® ВО,\ОВ2 = 0О3.

21-§. УМУМИЙ УЛЧОВЛИ ВА УМУМИЙ УЛЧОВСИЗ КЕСМ АЛАР  
ҲАҚИДА ТУШ УНЧА

Т а ъ р и ф. Икки кесяанинг ҳар бирига бутун марта жой- 
лашадиган учинчи кесма — бу икки кесманинг умумий ўл-
чови дейилади. Масалан, АВ  ва СО икки кесмага Е Е  кесма
мос равишда 4 ва 3 марта жойлашсин, у ҳолда Ь Е  кесма — 
АВ  ва СО  кесмаларнипг умумий ўлчови бУлади

а й й д д й й А

117- расм.

Т а ъ р и ф. Ьир неча кесмаларнинг энг к а т т а  умумий ўл- 
чови деб, уларнинг ҳар бирида бутун марта жойлашадиган 
энг к а т т а  кесмага айтилади. Масалан, 1) ё  кесма: а кесмада 
3 марта, Ь кесмада 5 марта ва с кесмада 2 марта жойлашсин 
(117-расм). Демак, А кесма — а, Ь, о кесмаларнинг энг катта 
умумий ўлчовидир. '
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2) а < й < с  кесмалар 118-расмдагидек берилган бўлсин. 
Берилган а, Ь, с кесмаларга умумий ўлчов топиш учун, даст- 
лаб а ни Ь га ;<ўйганда 2 бутун марта ётиб, Ь% қолдиқ; с га 
қўйгаида 3 марта ётиб, с, қолдиқ қолсин ва Ь% < с% бўлсин. 
Энди Ь% ни с, га қўйсак 2 бутун марта; а га қўйганда 3 бу- 
тун марта ётсин. Бу ҳолда,
с% = 2А,; а = Зй,; Ь = 2а + Ь% = „
= 2-3*, Ч-й, = 76, ва с = За-Ғ  ------ - ■— -— .— -— £
+ с, =3-36, + 26, = 11 Ь% бў- а ь -
лади. Демак, 6, кесма берил- а а а
ган а, Ь, с кесмаларнинг энг 1 ' с ' ' ь 1 *
катта умумий ўлчовидир. Икки ' г
ёки ундан кўп кесмалар бир 118-расм.
умумий ўлчовга эга бўлса,
уларни умумий ўлчовли, акс ҳолда умумий улчовсиз кесма- 
лар деб аталади.

22- §. К Е С М А Л А Р Н И Н Г  НИ СБАТИ  ВА П РО П О РЦ И О Н А Л  К Е С М А Л А Р

а) К е с м а л а р н и н г  нисбати
Т а ъ р и ф. Икки кесманинг нисбати деб, кесмалар бир 

исмли бирликлар билан улчанганда, улардан бири иккин- 
чисидан неча марта к а т т а  ёки кичиклигини кўрсатувчи 
исмсиз сонга айтилади. Масалан, кесма а «= 12 д ва кесма 
4 = 3 л  берилган бўлсин. Кесмаларнинг нисбати бўлинма 
(каср) шаклида ифодаланади:

а 12 м . - Ь 3 1 „т- = = 4 нисбат; — = »*— = -т нисбат.Ь З м  а 12м 4

1-изоҳ. Агар кесмалар ҳар хил исмли бўлса, уларни бир 
хил исмга келтириб, сўнгра нисбат олиш керак. Масалан, кес- 
ма а =  1,5 м ва кесма Ь — Ъдм  берилган.

а = 1,5 м = 15 дм\ |- — = 3 нисбат.

2-изоҳ. у  нисбатда, а — нисбатнинг олдинги ҳади, Ь —
кейинги ҳади дейилади.

б) П р о п о р ц и о н а л  к е с м а л а р
Т а ъ р и ф. Нисбатлари ўзаро тенг 4 т а  кесма пропор- 

ционал кесмалар дейилади. Масалан, 4 та кесма: а = 8 см,
Ь — 12 см,с = 4 см, = 6 см берилган бўлсин. Улардан:

а   8  см 2 с ^  4 с м __  2
Ь ~~ 12 см 3 В З й( 6  см 3 ‘

Демак, ^ геометриядаги пропорция дейилади. У ҳол- 
да а, Ь, с, 4 кесмалар пропорционал кесмалар дейилади. -
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Геометриядаги нисбат ва пропорция ҳам, арифметикадаги 
нисбат ва пропорциянинг ҳамма хоссаларига эгадир, чунки 
а ,Ь ,с ,й  лар кесмаларнинг уэунликларини ифода ҳилувчи сон-
лар ҳамдир. Шунинг учун дан: х = дан:

х = ~  ва -̂- = £- дан: х = аЬ деб ёэиш мумкин.
Г е о м е т р и я д а г и  п р о п о р ц и я н и н г  х о с с а л а р и  
Тўртта а, Ь, с, (1 кесмалар берилган бўлиб, улар орасида 

л с^-“=-2 пропорция мавжуд бўлсин, бу пропорция қуйидаги 
хоссаларга эга:

Ь й г,, а + Ь1 \ Л о ш 0 О л\I )  -  =  ч  еки -  =  2)

3)

с 4 й . а — Ь с~  Л —;— еки ь а
с

ь ~ 'а‘ 
ми
м,н, ”  

н$
4- хоссага асосланиб, бир неча тенг нисбатлар:

Ғ.Ғ НЗ  ,  МИ Е Ғ
= £,Ғ, Н& беРИЛГЭНДа’ Л1.Д', = — ”  НА "
АГЛ’ Г.Ғ - ... + Н5 „ ,  . „  ,: тггг— с _1---: ,, с деб еза оламиз. Демак, бир неча тенг
Л 1 ] Л ,1 -1-Г1Г-!  +  . ..  « 1 0 ]  г

М *

119- расм.

нисбатлар берилганда, уларнинг олдинги ҳадларн йиғиндисини 
кейинги ҳадлари йиғиндисига бўлган нисбати берилган нис- 
батларнинг ҳар бирига тенгдир.

Теорема .  Агар икки тўғри чизиқ бир-бирига параллел 
учта  чизиқ билан кесилса, у ҳолда биринчи тўғри чизиқда 
ҳосил бўлган икки кесманинг нисбати иккинчи тўғри чи- 
зиқда ҳосил бўлган иккита мос кесманинг нисбатига тенг 
(119- расм).
242
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Исбот .  Иккита/ИЛ' ва Е Ғ  тўғри чизиқ, учта А В  || СО II И К
тўғри чизиқлар билан кесилган бўлсин, АС нинг узун-
лиги р, СН  нинг узунлиги <? бўлсин. Масалан, р = 3, =■ 4
бўлсин. Бу ҳолда АС ни тенг уч, СН ни тенг 4 бўлакка бў-
либ, бўлиниш нуқталари орқали АВ, СО ва Н К  ларга парал-
лел чизиқлар ўтказамиз. У  вақтда Е Ғ  да ҳам бир-бирига тенг
кесмалар ажралади (бурчак томонларини тенг бўлакларга бў-
лиш теоремасига асосан), лекин бундай кесмалар ВО  да 3 та,
г-,., , , ,  п АС  3 ВП  3 , .и К  да 4 та бўлади. Демак, ^  ва бўлгани

учун, Шунинг учун, АС, СН, ОК, ВО  лар про-
АН  7 В К  7порционал кесмалардир. Шунга ў х ш а ш ^  = -|- ва -4.

А Н  в к  демак, ^
1-изоҳ.  р, д ларнинг ҳар қандай бутун қийматлари учун 

бу теорема тўғридир.
2-изоҳ.  р, р лар берилган ўлчов бирликларида бутун 

сонлар билан ифода қилинмаса, унда шундай майда бирлик 
олиш керакки, у АС, СН ларга умумий ўлчов бўла олсин.

3-изоҳ.  Кесунчи параллел тўғри чизиқларнинг биттаси 
берилган чизиқларнинг кесишиш нуқтасидан ўтган ҳолда ҳам 
исбот қилинган теорема тўғридир (119- а расм). Исбот қилинган 
теоремага асосан

ИА _ И В  ИС _  ЛО. АВ _  АИ
Ж  ~ БЪ ва Ш ~ Ш ' со ~ СН'

ва ҳоказо бўлади (АВ  ц СО  ва АН  || МЕ).
Пропорция хоссасига асосан:

НА + А С _  Н В + В й  ..... N0 ЛГО 
НА ~  КВ  еКИ &А ~  77В'

Натижа .  Бурчак томонларини бир неча параллел чи- 
аиқлар билан кесганда, улар пропорционал бўлакларга аж- 
ралади.

23-§. УЧ БУРЧА К  ИЧКИ БУРЧАГИ  БИССЕКТРИ САСИ НИ Н Г ХОССАСИ

Т е о ре м а. Учбурчак ички бурчагининг биссектрисаси, шу 
бурчак қаршисидаги томонни қолган икки томон билан 
пропорционал бўлакларга бўлади.
■ Исбот .  Д  АВС  да ВИ  биссектриса бўлсин (А А ВО т=

— V. С ВБ , 120- расм). ^  ^  эканини кўрсатамиз. А дан ВС
нинг давоми билан кесишган А Е  Ц ВО  ни ўтказамиз. Энди £ С  
нинг томонлари А Е  || ВО  лар билан кесилган деб қарасак,
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= ПЕ бЎлади <22' § га КаРа“ г)- 
Энди ЕВ  = АВ  эканлиги кўрса- 
тилса кифоя. Расмдан: ^  А В В  = 
= /. В А Е  (ички алмашинувчи 
бурчаклар), /б. СВО  = /1 ВҒ.А 
(мос бурчаклар). Демак, Д  А ВЕ  
тенг ёнли, яъни ЕВ  — АВ. Буни

АВ АБ л урнига қуисак,^ = ^  булади.

24- §. У Ч Б У Р Ч А К  ВА К У П Б У Р Ч А К Л А Р Н И Н Г  
ҲАҚИ Д А Т У Ш У Н Ч А

У Х Ш А Ш Л И ГИ

8

Иккита учбурчакдан бирининг бурчаклари иккинчисининг 
бурчакларига мос равишда тенг бўлса, унинг тенг бурчаклари 
қаршисидаги томонлар уларнинг ўхшаш. томонлари дейилади.

Таъриф.  И ккита укбурчакдан бирининг бурчаклари 
иккинчисининг бурчакларига мос равишда тенг па улар- 
нинг ўхшаш. томонлари пропорционал булса, бу учбурчак- 
лар ўхшаш учбурчаклар дейилади.

Те о ре м а. Ҳар қандай учбурчакнннг бирор томонига па- 
раллел қилиб ўтказилган тўғри чизиқ шу учбу;чакдан 
унга ўхшаш учбурчак ажратади.

И с б о т  Ихтиёрий Д  АВС  нинг 
АС томонига параллел қилиб Е)Е  
кесмани ўтказамиз (121- расм). 
д  О В Е  сп д  АВС  эканинн исбот 
Киламиз. А Е )В Е  ва Д  АВС  да:
/. В Е й  = £  С\ /. ВО Е  = /. А мос 
бурчаклар; ^ В — умумий. Е  дан 
Е Н  || АВ ни ўтказамиз; бунда 
П Е  = АН. Энди, ^ В  нинг томон- 
ларини И Е  || ЛС; С нинг томон- 
ларини ЕН  Ц ЛЙтомонлар кесиб ўт-
ган деб каралса, у ҳолда 23- § даги 3- изоҳга

1 2 1 - расм.

АВ

бўладн. Демак, Д  Г )В Е  ва

асосан т  =

д  АВС  ларнинг мос
бурчаклари тенг ва ўхшаш томонлари пропорционал бўлгани 
учун, таърифга кўра улар ўхшаш учбурчаклардир, яъни 
А О В Е м а АВС. Теорема исбот қилинди.

а) У ч б у р ч а к л а р  ў х ш а ш л  и гин ин г  у ч  а лом ат н  
Теорема .  Агар ҳар қандай икки учбурчакдан: 1) бири- 

нинг иккн бурчаги иккинчисининг икки бурчагига мос ра- 
вишда тенг бўлса, ёки 2) бирининг икки томони иккинчиси- 
нинг икки томонига пропорционал ва улар орасидаги бур-
214
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чаклари тенг бўлса, ёки 3) бирининг уч томони иккинчиси- 
нинг уч томонига пропорционал бўлса, бундай учбурчаклар 
ўхшашдир.

Исбот .  1) Д ЛВС ва ДЛ,В,С, да А А = /. А,, /_ С =  / С л 
бўлсин. Д АВС  сл д  А,В,С, (122-расм) эканини исбот қиламиз. 
В дан бошлаб ВА  да В Ь  = Л,В, ни оламиз. И Е  \\ АС ни ўт-

АВназиб Р\АВСю  А В В В  ни ҳосил қиламиз. Бу ҳолда =

= ~  =  бўлади. Энди д  И В Е  ■■ Д А ХВ ХСЛ, чунки / Б  =

1 2 2 - расм.

= /  А= /  А и /  £  = /  С = / С х бўлгани учун /  В  = /  £, ва 
олинишга кўра ВО  = Л,В,. Бу учбурчакларнинг тенглигидан:
О Е  — А ХСЛ ва В Е  = В,С,. Буларга асосан
бўлади. Демак_таърифга кўра д Л ВС сл  Д Л,В,С,.

В

2) Д  АВС  ва Д  Л,В,С, да: /  В  = /  В, АВ ВС
ва 7 Х  = в ^ Гбул'

син А  АВС с г А ХВ ХСХ эканини (123-расм) исбот қиламиз 
/  В, = /  В  бўлгани учун, ВА  да ВО  = В,Л, ва ВС  да 

В Е  = В,С, ларни оламиз ва О ни £ билан бирлаштирсак 
А В В Е =  Д Л ,В ,С , ҳосил бўлади (учбурчаклар тенглигининг
1- аломати). Энди £)£ I! АС эканлиги кўрсатилса кифоя.

ВС
б.С, эди. Лекин НХС% = ВЕ , Л,В, = ВО  эди.

4 о

Бунга кўра

245
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АВ ВС■■ булади. Демак, бурчак томонларини пропорционал
бўлакларга бўлишнинг исбот қилингаи теоремасига асосан 
ПЕ  ц АС бўлади Учбурчакнинг бирор томонига параллел кес- 
манинг хоссасига мувофиқ Д  АВС  сл Д  О В Е  - А А ,В ,С ,

3) А А В С  ва А А ,В ,С , да ■= бўлсин.
А  АВС ю А  А,В,С, (124-расм) эканини исбот қиламиз.

В,

С Ц'
124- расм.

А ЯВА да /Ш = /1,5, ни олиб Б Е  || АС ни ўтказсак: ~  =
лс= Т>£ бўлади. Энди д  Б В Е  = Д .Л ^С , эканлигини кўрсатамиз.

„  АН йС Ай йс пг.Бунинг учун др = ££ ва = в-(Г ';|аРни солиштирамиз В и  —
= у4,5, (олинишга кўра), ^  , бундан: В Е  = Й^С,.
Шунга ўхшаш О Е= А (С ,. Демак, ВО  = А ,Ви В Е  = В,Си 
И Е  = /1,С, бўлгани учун, Д  И В Е  = Д  Л,5,С,. Бу ҳолда 
А А В С л  А  /4|5,С|.

б) Ў х ш а ш  к ў п б у р ч а к л а р
]-таъриф.  Бурчаклари (томонлари) нинг сони тенг 

бўлган кўпбурчаклар бир исмла кўпбурчаклар дейилади.
2-таъриф.  И ккита бир исмли кўпбурчакда бирининг 

бурчаклари иккинчисининг бурчакларига мос равишда тенг 
ва тенг бурчакларни ўз ораларига олган томонлари про- 
порционал бўлса, бундай иккита кўпбурчак ўхшаш кўпбур- 
чаклардеб аталади. Масалан, А ВС ВЕ  кўпбурчак сл А,В,С,ОлЕ л 
кўпбурчак бўлиши учун: Д А= А А и /  В  = /  В и А С =  /  С,,
/  П = /  О,, /  Е  = /  Е, ва 44т- = 4^- = ... — 44т- бўлиши

1 1 Л , в ,  а , С ,  • £ ,/« ,  1

керак (125- расм).
Т е о р е м а. И ккита ўхшаш кўпбурчакдаги ихтиёрий ик- 

ки та  мос бурчаклари учларидан ўтказилган диагоналлар 
бу кўпбурчакларни бир хил сонда ўхшаш учбурчакларга 
ажратади.

Исбот .  А В С В Е  билан А,В,С,0,Е, кўпбурчаклар ўхшаш 
бўлсин. Ўхшаш кўпбурчакларнинг А ва А, учидан ўтказилган 
диагоналлар унидЛвС, ДДСО.Д АОЕ ва Д  А,В,Си Д  А, С,Ои
246
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ларга ажратади, Д  АВС сл д  , 4 , Д АСП<л 
<л Д Л .а д .д Д О Я сл  Д/4,0,^, эканини исботкиламиз Д  ЛВС
ва ДЛ,В|С, ларда /. В  = £  В, ва ^ | - = |^г-(таърифга кўра)
бўлгани учун, Д  /4ВС со Д  Л,в,С,. Шунга ўхшаш: Д АЭЕ<л

А Ғ . Ғ.Г>
сл Д  /4,0,£,, чунки /  Е  — £ Е { ва ; Д ЛСОсл
сл Д Л ,С ,0 „ чунки ^ ЛОС= £  /4,0,С|( / /4СО = г!/4,С,0,.

125- расм.

Т е о р е м а. Ўхташ  кўпбурчаклар периметрларининг нис- 
бати ўхшаш томонларининг нисбатига тенг.

И сбот  АВСПЕ<л А^В{С^О{Е̂  бўлсин (125- расм). Таърифга 
_ АВ ВС С Б  й Е  ЕА  с  л „  -

курэ а ж  ~  т  = т  = о ж  = м г 9ДИ- Бу тенг нисбатлар
_ А В +  ВС + СО + £)£ + £Д ДВбулгани учун, + ^Д, + ^  = ДД- = ... =

= ^  бўлади.

25- §. Т Ў ҒРИ  Б У Р Ч А К Л И  У Ч Б У Р Ч А К  ЭЛ ЕМ ЕН Т Л А РИ  ОРАСИДАГИ  
М ЕТ РИ К  М УН О С АБАТЛА Р

Те о ре ма .  Тўғри бурчакли учбурчакнинг тўғри бурчаги 
учидан гипотенузасига туширилган перпендикуляр гипоте- 
нузанинг бўлаклари орасида ўрта  пропорционал миқдордир\ 
ҳар бир к а те т  эса гипотенуза билан унинг шу катетга  
епишган кесмаси орасида ўрта пропорционалдир.

И с б о т. Д АВС  берилган бўлиб, унда £ В  =90° ва ВП  д  АС 
_  . , пс , Ай  ЙО А й  АВ ОС ВС
бўлсин (126- расм). ш  = т , Тв = ХС' ВС = Т с эканини
исбот қнламиэ. ВО Д А С , А В^_ВС  бўлгани учун; £  С =
= /  АВО. Демаи, Д АВО  сл д  5СО, бундан, §75= 2?  бўлади.
Шунга ўхшаш ДУШОсл Д  АСВ бўлгани УчУнд^> - '{^ Дир;
д  ВОС  сл д  АВС  бўлгани учун
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Н а т и ж а  Тўғри бурчакли укбурчакнинг гипотенузасп 
унга таигқи чизилган айлананин? диаметридан иборат бул- 
гани учун, айлананинг исталган нуқтасидан диаметрга ту- 
исирилган перпендикуляр диаметрнинг бўлаклари орасида 
ўрта  пропорционалдир, яъни

Ай
ВИ

ВГ>
Л С ’

/Ш ,
в,с,

ва ҳо«азо (127- расм).

АГ>„
в.5\

В, Р- 
йло

26- §. П И Ф А ГО Р Т ЕО РЕМ А С И 1

Теорема .  Томонлари бир хил бирлик билан ўлчанган- 
да, тўғри бурчакли учбурчакнинг гипотенузаси уэунлиги- 
нинг квадрати, унинг катетлар  узунликлари квадратлари- 
нинг йиғиндисига тенг.

Исбот .  Д  АВС  да АВ — гипотенуэа; АС, ВС  лар катетлар 
бўлсин (128 расм). АВ = с, АС*=Ь, ВС=*а  деб белгилаймиз. 
с'г = а1 + Ь'2 эканини исбот қиламиз. Бунинг учун Сй _[ АВ  ни 
тушириб, ҳосил бўлган учбурчакларнинг ўхшашлигидан фой-
даланамиз. Д АСБ сл д  АСВ бўлгани учун , бундан

А О =  д С ВО ся Д А С В  бўлгани учун бундан

ОВ  = у .  Энди буларки ҳадлаб цўшамиэ; с = А Э  + ОВ =

“ 7 + 7  = —  • БУндаН:

с2 = а2 + Ь2.

1 Пифагорга кадар тўғрн бурчакли учбурчак гипотенузасинннг ккалра- 
ти катетлари квадратларининг йиғиндисига тенглиги ҳ,ақндаги теорема 
шарқда маълум бўлган ва ундвн фойдлланганлар. Бу теоремани 25- §га нати- 
жа деб қараш ҳам мумкин.
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Мисол.  Катетлари 3 дм ва 3 У 3 дм бўлган учбурчакнинг 
гипотенузаси топилсин. Яъии а = 3 дм. Ь*=Ъ^Ъдм. с ни то- 
памиз.

Е ч и ш .  = а2+ 62 = 32 +  (3 / З ) *  = 36; с = ў  36 = 6 дм.

27- §. КҒ.СМАНИ п р о п о р ц и о н а л  б ў л а к л а р г а  б ў л и ш  
ВА Я С А Ш ГА  ДОИР М АСАЛАЛАР

1- масала.  АВ  кесма берилган т \ п \ р  нисбатда учта бў- 
лакка бўлинсин (т , п, р — кесмалар ёки сонлар) (129- расм)

Е чиш .  Ихтиёрий £ ВАС  ни ҳосил қнлиб, АС томонда т ,  
п, р га тенг Ай, ОМ, УИЛ кесмаларни оламиэ. Кейин Л 
нуқтани В  нуқта билан бирлаштириб, О, М нуқталар-

.8

128- расЛ

ПТ - ' » '
" к  » \

0 "ъ  ‘ '
м - \ 

р ' л

129- расм.

дан, АВ билан кесишадиган, га параллел М Е  ва О Ғ  чи- 
эиқларни ўткаэамиэ. Бу ҳолда: А Ғ : Ғ Е : Е В  = т :  п : р (22- § га 
қаранг).

п а Ь  л2-масала.  х = —  тенгликка кўра х кесма ясалсин.

N
130- расм.

С

0 ь В

Е ч и ш .  а, Ь, с кесмалар берилган бўлсин (130- расм). Бе- 
рилган тенгликни с : Ь = а : х кўринишда ёзамиэ. Демак, х 
тўртинчи пропорционал кесма экан. Энди ихтиёрий £ ВАС  
томонларида АО = с, И М  = Ь, АЕ = а кесмаларнн олиб, /3 ва 
Е  куқталарни бирлаштириб, унга М  нуқтадан параллел МА/ 
чизиқ ўтказсак, Е1\ кесма, изланган х кесма бўлади.
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www.ziyouz.com kutubxonasi



То п ш и р и қ .  Худди шунга ўхшаш усул билан х = - 
тенгликдаги х кесма ясалсин.

3-масала.  х = -^а-Ь тенгликдаги х кесма ясалсин (131- 
расм).

Е ч и ш . х = а - Ь ни х2 = а- Ь ёки — = — кўринишда
ёэсак, гипотенузасининг бўлаклари, а, Ь кесмалар бўлган уч- 
бурчакнинг В П  баландлиги изланган х кесма бўлади, чунки 
у гипотенуза бўлаклари орасида ўрта пропорционал бўлар эди.

132- расм.

4- масала.  х = /а-  ± Ь2 тенгликдан х кесма ясалсин (132- 
расм). _______

Еч и ш .  х2 = а1 ± Ь2)2 = а? ± Ь2. Бундан биз кўрамиз- 
кн, илдиз остида плюс ишора олганда х кесма, катетлари а, 
Ь кесмалаодган иборат учбурчакнинг гипотенузаси бўлади; ми- 
нус ишора олганда эса гипотенузаси а ва бир катети Ь бўл- 
ган учбурчакнинг иккинчи катети*бўлади.

28- §. У Ч БУ РЧ А К Н И Н Г Ў Т К И Р  ВА ЎТМ АС  Б У Р Ч А К Л А Р И  
ҚАРШ И СИ Д АГИ  ТОМ ОНЛАРИНИНГ ХО С С АЛ АРИ

Теорема .  1) Ъчбуряакнинг ўткир бурчаги қаршисидаги 
томон квадрати қолган икки томон квадратлари йиғинди- 
си билан бу икки томондан бирининг ўткир бурчак учидан

баландликкача бўлган кесмага 
кўпайтмасининг иккиланган 
айирмасига тенг; 2) агар бур- 
чак ўтмас бўлса, шундай кў- 
пайтманинг қўшилганига тенг.

Исбот .  1) Д АВС  да 
АВАС  < 90°, В И  _|_ АС бўлсин 
(133- расм).

С а2 = Ь2 + с2 -  2Ь ЛО; 2) Д АСЕ 
учун а\ = Ь2 -+- с2 — 2Ь АҒ  бўли- 

133 расм. шини исбот қиламиз.
Ь
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ДЙОС дан: а? = В В  + ОС2 = ВО 2 + (Ь - А О )г = В В 1 +
4- йа — 2Л ЛО 4- А В 1. Д ЛВ£) дан: ВО г = & — А В 1. Буни ўр- 
нига кўйсак:

а? =  с 2  -  АВ1 +  № -  2Ь Ай +  АИ\
Демак,

Д2 *  л»+ с2-2Ь-АО.

2) д Ж  да 90° < < £4С<  180°; £ Ғ+ Л Ғ  бўлсин (133- 
расм). А  ЕС Ғ  дан: = Е Ғ 2 + ҒС1 = Е Ғ 2 + (Ь + А Ғ)г = Е Ғ 2 +
+ Ьг + 2 Ь А Ғ  + А Ғ2. А Е А Ғ  дан: Ь Ғ 1 — с \ ~ А Ғ г. Буни ўрнига 
қўйсак: а\ = с] — АҒ- + Ь2+ 2& АҒ-\-АҒ2. Демак,

а \~  Ьг + с\ + 2Ь АҒ.

29- §. ДО ИРАДАГИ ПРОПОРЦИОНАЛ КЕС М А Л А Р

1-теорема.  Доирада ҳар цандай икки ватар бир-бири 
билан кесишса, уларнинг кесмалари кўпайтмаси ўзаро тенг.

Исбот .  АВ  ва СД натарлар Е  нуқтада кесишган бўлсин. 
А Е  В Е  = СЕ-И Е  бўлишини кўрсатамиз (134- расм). Бунинг 
учун А ва С, О  ва В  нуқталарни бирлаштириб, Д  АЕС  сл а В Е О
ни қосил қиламиз, чунки £ С= £  В  = ^  ва ВЕЮ  = АЕС
(вертикал бурчаклар). Бу учбурчакларнинг ўхшашлигидан:
Ш : ~ Ш ’ бУт  А Е 'В Е  =* О Е-СЕ  бўлади.

2-теорема.  Агар доира ташцарисидаги бир нуцтадан 
унга уринма ва кесувни ўтказилса, уринманинг квадрати 
кесувни билан унинг ташци цисми кўпаитмасига тенг.

Исбот .  АВ — уринма, АС — кесувчи бўлсин. АВг = АС-АО 
эканиии исбот қиламиз (135- расм). Бунинг учун В ,С  нуқта- 
ларни В  нуқта билан бирлаштириб, Д  АВС  со Д АВО  қосил

қиламиэ, чунки, < ОВА  = £ С = ~  ва £ А — умумий. Бу уч-

бурчакларнинг ўхшаш.тигидан: ^  бундан АВ- = ЛС-
• АО  бўлади.

1-масала.  Айлананинг бирор нуқтасидан диаметрга ту- 
ширилган перпендикуляр, диаметрни: а) 24 см ва 6 см; 6 )8 см 
ва 4,5 см; в) 6 дм ва 15 см бўлакларга азкратади. Шу пер- 
пендикуляриинг уэунлиги топилсин.

Е чиш .  М/Ў_|_АБ; а) ЛД '= 24 см, ЙА = 6 см бўлсин
/ ю с  1  л с  «  А М  у И А  .  94(135- а  расм). 25- § даги натижага асосан: тг^ = ^д-еки Л(Л =
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= , бундан: УИЛ= /24-6=  12 см. Шунга ўхшаш, б) агар
АМ = 8 см ва N 8  = 4,5 см бўлса, у ҳолда:

М К =  /8-475"= /36 = 6 см.
в) А.М = 6 дм ва ЛЯ  = 15 см бўлса, у ҳолда: М М  = / б  • 1,5 =  
= V 9 = 3  дм.

4

2- м а с а л а. Доирадаги иккита кесишган ватардан бирининг
бўлаклари 0,4 м ва м\ иккинчи ватар бўлакларининг нис-
бати 1:3 каби. Иккинчи ватар узунлиги топилсин.

Е ч и ш. А Е •= м, В Е  = 0,4 м ва С Е : О Е  = 1 : 3  бўлсин
(135-6 расм). Бундан: СЕ  = 1 х\ О Е  = Злг.

29-§ даги биринчи теоремага асосан:
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А Е В Е  = С Е  В Е .  Бу ҳолда: -0,4 = х-Зх ёки З*3 = л =

= Демак,

• СО = СЕ Е О  = х Д Зл = 4х = 4 • ^  м.

3-масала.  Ташкаридаги бир нуқтадан айланага уринма ва 
кесувчи ўткаэилган. Уринманинг узунлиги 20 см, кесунчининг 
айлана ичидаги қисми 30 см. Кесувчининг бутун узунлиги то- 
пилсин.

Е ч и ш .  АВ  = 20 см\ С£) = 30 см берилган. АС кесувчини 
топиш керак (135- с расм). 29- § даги 2- теоремага асосан: 
АВ  : АС = АП : АВ  ёки 20: (АИ  + 30) = Л О : 20, бундан АГҒ + 
+ 30 Л0 = 20-20 ёки ЛЛЧ-30 АО — 400 = 0, бундан ЛО =
= 10 см. Демак, АС — ЛО + ОС  = 10 + 30 = 40 см.

30- §. М УН ТАЗАМ  К Ў П Б У Р Ч А К Л А Р  Ҳ А К И Д А  Т У Ш У Н Ч А

Таъриф.  Томонлари ўзаро тенг ва бурчаклари ўзаро 
тенг бўлган кўпбурнак мунтазам кўпбуряак дейилади

АВСОЕҒ — мунтазам кўпбурчак бўлсин, яъни: АВ = ВС  = 
= С£> = 0 £ =  Е'Ғ = ҒА ва ^  Л = А В  = ^ С =  ^  В  = ^  £ = 

Ғ  (136- расм).

13й- расм. 137- расм.

Те орема .  М унтазам кўпбуркакка икки ва ташқи ай- 
ланалар чизиш мумкин.

И с б о т. А ВС О Е  — мунтазам кўпбурчак бўлсин (137- расм). 
Дастлаб бурчаклардан биттаси, масалан В  ни олиб, унинг 
томонлари ўртаси Н  ва Н х дан перпендикулярлар ўтказсак, 
улар бирор 0 нуқтада кесишади. Агар С нинг томонлари 
ўртасидан перпендикулярлар ўтказсак, улар ҳам шу О нуқта- 
да кесишганини кўрамиа, чунки С = В  ва АВ =  ВС — Сй. 
Толилган О нуқтани марказ ва ундан том^нларгача бўлган
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масофани радиус қилиб айлана чизилса, у изланган ички чи- 
зилган айлана бўлади. Энди А, В, С, О, Е  нуқталарни 0 би- 
лан бирлаштирсак: Д АОН = д  ВОН  = д  ЙО/У, = ... тенглик- 
лар ҳосил бўлади, чунки ОН = ОНл — ОН, = ... ва АН — В Н  — 
= В Н , = СНЛ = ... Бу учбурчакларнинг тенглигидан ОА = ОВ = 
= ОС = 00  = ОЕ. Шунинг учун 0  нуқтани марказ, ОА ни ра- 
диус қилиб айлана чизсак, у изланган ташқи чизилгаи айлана 
бўлади.

Т а ъ р и ф .  Айлона маркази О мунтазам АВСО Е кўпбур- 
чакнинг маркази ва ОН  = 0//, = ОНг = ОН3 = 0НК перпенди- 
кулярлар унинг апофемаси дейилади.

С

Теорема .  1) М унтазам  бир исмли икки кўпбурчак ўх- 
шашдир.

2) Ўхшаш кўпбурчаклар периметрларининг нисбати, ўх- 
шаш томонларининг нисбати, ички чизилган айлана ради- 
усларининг нисбати ва ташқи айлана радиусларининг нис- 
бати ўзаро тенг.

Исбот .  АВСО ЕҒН  ва А{В лСлОлЕ лҒлН л — бир исмли мун- 
тазам кўпбурчаклар ҳамда 0 ва 0, нуқталар уларнинг марказ- 
лари бУлсин. 0/\, 0 {М  — ички чизилган айлана радиусларн, 
0/4, 0,/4| — ташқи чизилган айлана радиуслари бўлсин (138-
расм). 1) А В С О Е Ғ Н А ь В лСлО лЕ лҒ лН л ва
оч АВ  + ВС  + СО + . + НА ОИ ОА ,

а1вл + влс1+слол + ... + н1а1 ”  о,м ”  ОлАл б У л и ш и н и  

исбот қиламиз.
1) Қавариқ п томонли кўпбурчак ички бурчакларининг Йи- 

ғиндиси 2 й (п  — 2) га тенг, бу ҳолда п томонли мунтазам
9  А (л —  9^кўпбурчакнинг ҳар бир бурчаги = -------- бўлади (бизда

п = 7), А В  -  ВС  = С£> = ... = НА  ва А ЛВ Л = ВЛСЛ = СЛП, = ...=
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=//,Л, бўлгани учун 4 ^ =  5£т- **...= 14 гг Демак,/1 НСОЕГН*А\И\ И\А\
<л ^В.С .Д Ғ.Ғ ,// ,,

Л', Р „  /1В ВС НА А В  + ВС  4- ... + /УЛ
) ЮҚ° рИЛа " В ^ Г  “  “ Н./1, “  А 1В 1 + В 1С ,+ ...+ //И |

эканини кўриб ўтган эдик. Аммо ^  /VВО = / .И А О  = 
■= ^4/6 ,0 , = . А4А,0, бўлгани учун А  /40В ся Д  ДО,В,. Бун-
дан:

Демак,

>4 В о н  
а ,в , ”  и ,м

А В  + ВС  + С Р  + ... + НА 
А,В, -гВ|С|+С,Д| + ... + Н ,А Л

ОА

.Ав он
о ,м

ОА 
0,А , *

И э о ҳ. Кўпбурчак томонларининг сонн п > 3 бўлиши керак экани ран- 
шан. я = 3 да кўпбурчак тенг томонли учбурчак; п = 4 да квадрат; л = 6  

да мунатазам олтибурчак ҳосил бўлади.

31- §. Б А Ъ З И  М УН ТАЗАМ  К У П Б У Р Ч А К Л А Р Н И Н Г  ТОМ ОНЛАРИНИ  
ТАШ ҚИ  ВА  ИЧКИ ЧИ ЗИЛГАН  АЙЛАНА РАДИУСЛАРИ  

БИЛАН ИФОДАЛАШ

АВСОЕҒ  мунтазам олтибурчакда ташқи чизилган айлана- 
нинг радиуси /?, ички чизилган айлана радиуси ОН  = г па 
маркази 0 нуқта бўлсин (139-расм). АВ = ВС  =...*= ҒА = ай 
деб белгилаймиз. Марказдаги ёйиқ бурчак олтита тенг бўлак- 
ка бўлингани учун /. АОВ = 60°, г
ОА = ОВ = /? бўлганидан Д АОВ 
тенг томонли, яъни £ А ВО  =
= А ВАО = 60°. У ҳолда ай = АВ =
= 0А = ОВ — /?.
Демак,

а. = Н.

Энди д  НОА дан г = ОН =

у' 0 А - - А Н 2= у  /?--£" =
^ 9г ^
о / З , бундан: /?— -= = -Ц— . Демак,

а _  ?г»_3 
• 3

бўлади.
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АВСО  квадратга радиуси ОА = /? бўдган ташқи чизидган 
айлана ва радиуси ОН = г бўлган ички чизилган айлана ўт- 
казилган булсин ва АВ = ВС = СО — ИА = а, (140-расм). 
Д АВС дан: АС2 = АВ'1 + ВС2 (Пифагор теоремасига мувофиқ)

ёки 4К1 = а\ а\ = 2а\. Бундан: Шаклдан: 2г

— ЙС = <24, демак, а4 = 2г.

Тенг томонли А А В С  га радиуси ОА = У? бўлган ташқи чи- 
зилган айлана, радиуси ОН = г бўлган ички чизилган айлана 
ўтказилган бўлсин (141- расм). Д  АВН  дан: АН1 = АВ- — ВН 1.

В

140- расм. 14Т расм.

АВ = ВС  = АС = а3; АН  = г + /?. Бу ҳолда: (г + # )2 = а’ —

2(-г-.-.*>-. Аммо, г = ОН = 4 *  АН г 4 3
эди; г = —̂ — , бундан: г = Бунн ўрнига кўйсэк;

_  (“*)2= бундан: а„

1 ( | + И
/3 I з Я; а, “  /? | "3 ва ^ . И + ^ з / Т г ;

I 4

ая = 2 )/ 3 ■ г.

32- §. Ю ЗЛА РН И  ҲИ СО БЛАШ

а) Т ў ғ р и  т ў р т б у р ч а к  яа к в а д р а т н и н г  юзи  
АВС Ь  тўгри тўртбурчакда: А Г )= В С  = а асос, ЛВ = СЛ = 

= Ь баландлик бўлсин (142- расм) (а, Ь лар тўғри тўртбур- 
чакнинг ўлчовлари дейилади). АВСО  юзи = 5Г деб белги-
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лаймиэ. Энди тўғри тўртбурчакнинг юзини ҳисоблаш учун, 
олдин а ва Ь лар бир хил бирликка келтириб олинади, кейин 
АИ  ни а та, АВ ни Ь та тенг бўлакларга бўлиб, тўғри чизиь;- 
лар ўтказилса, АВСО  да (а Ь) та квадратчалар ҳосил бўладн. 
Бу ҳолда: АВСО  юзи = 5т = а-А квадрат бирлик.

Мисол.  Ўлчовлари 3,4 дм ва 5,2 дм бўлган тўғри тўрт- 
бурчакнинг юзини ҳисобланг.

Е ч и ш. а — 5,2 дм\ Ь = 3,4 дм\ 5Т = ?, 5Т = а ■ Ь = 5,2 дм- 
• 3,4 дм = 17,68 дм*. Демак, тўғри тўртбуряакнинг юзи асо- 
си билан баландлигининг кўпайтмасига тенг. Агар Ь = а 
бўлса, у ҳолда квадрат ҳосил бўлиб, унинг юзи 5КВ = а а  — 
-= а ' бўлади.

5иа = а5кв/б — к.

Демак, квадратнинг юзи томонларидан биттасининг 
квадратига тенг (143- расм).

1- мисол. Тўртбурчакнинг томонлари а = 10 м, Ь = 5 м, 
унинг юзи топилсин.

Йчиш.  5_«- а-Ь 10 м -5 м = 50 мг. 

В

142- расм.

Н 6 £ 0

а
143- расм.

2- м и с о л. Тўртбурчакнинг томонлари а — 12 дм, Ь = 4 му 
унинг юзи топилсин.

Еч и  ш. 5Т = а-Ь = \,2м-4м = 4,8 ма.
3- мисол.  Томони 6 см бўлган квадратнинг юаи топил- 

син.
Е ч и ш. 5КВ = о? з  (6 сл)2 36 см*.

1 7 - 307
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б ) П а р а л л е л о г р а м м ;  у ч б у р ч а к ;  ромб;  трапе- 
цня ва м у н т а з а м  к ў п б у р ч а к л а р н и н г  юзи.

АВСО  параллелограммда АН_]_ВС, ОЕ_]_ВС  ларни туши- 
риб, АН ЬО  тўғри тўртбурчак ҳосил қиламиз (144- расм). 
АИ  = а\ О Е  = Н бўлсин. АНЕО  юзи = АО-ОЕ = а-Н, лекин 
Д  АНВ = Д ОЕС, чунки АВ = ИС  ва Д АВН  = £ С (мос бур- 
чак). Демак, АВСО  юзи = АН ЕО  юзи = а Н. Энди, АВСИ  юзи- 
ни 5пяр деб белгилаймиэ. Бу ҳолда

'пар а-Нкв/б — к.

Параллелограммнинг юзи унинг асоси 
*билан баландлиги кўпайтмасига тенг.

Ромб томонлари тенг бўлган параллело- 
грамм бўлгани учун, ромбнинг юзи томони 
билан баландлигининг кўпайтмасига тенг- 
дир (145- расм). АИ  = Б С  = СВ = ВА = а ва
баландлик Н = В Е О С  бўлсин. 
■ В Е  •= а-Н\ р̂омб= ос-

145- рэсм.
'р о м б  ' кв/б — к.

Натижа .  Ромбнинг юзи унинг диагоналлари кўпайтма- 
еининг ярмига тенг.

Параллелограмм битта диагонали билан иккита тенг уч- 
бурчакка бўлинар эди. а А В С  н и  АВСО  параллелограммга

147- расм.

тўлдирамиз (146- расм). В Е ^ А С  бир вақтда Д  АВС  ва АВСй  
параллелограммга баландлик бўлади. Бу ҳолда:

а  А Ч Г  — С {А ВС й  параллелограмм) юэи АС В Е  Ь-Н 
Д  Л В О м!И —  о  д =  2 1 1 2 *  ” 5*'

5 Ь ■ н-уКВ/б-К .

Ю )
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Демак, ҳар қандай уч,бурчакнинг юзи асоси билан баланд- 
лиги кўпайтмасининг ярмига тенг.

Н а т и ж а .  Тўғри бурнакли учбурчакнинг юзи унинг 
тетлари  кўпайтмасининг ярмига тенг (147- расм).

ка-

д  АВСЮЗИ = ^  кв/б — к.

1 - м а с а л а. Д  АВС нинг асоси АС = 12 см ва унга туши- 
рилган баландлик В£  = 5 см берилган (146-расм). Учбурчак-
нинг юзи 5 топилсин.

Д

Е ч и ш, ^  -12-5 = 30. Демак, = 30 см2.

Ечи ш .  Олдин иккинчи катетни 
52- 3 2= 16; А = 4 дм. 5 А = \ а Ь =  1-3-4

2-масала .  Гипотенузаси с = 5 дм ва катети а = 3 дм 
бўлган тўғри бурчакли учбурчакнинг юзи топилсин (147- расм). 

“  “ топамиз: Ь2 = с2 — а- =
= 6. Демак,

5 = 6  дм2.
АВСО  трапеция берилган 

бўлсин. В Е  Д  А В  баландлик 
(148-расм). АО = а\ ВС — Ь\ 
В Е  = И. бўлсин. Унинг юзини 
5тр билан белгилаймиз ва бу 
юзни топиш масаласини қарай- 
миэ. Бу ерда трапеция юзини 
};исоблаш учун, унга бирор 
диагональ, масалан, ВО  ни ўт-

Б

148- расм.

^азиб, уни умумий баландлик В Е  га эга бўлган иккита Д  А Вй  
ваДВСОларга ажратамиз. У ҳолда:

5гр = Д  А В Б К Д ВСОюзи = 4  ЛО-ВД + ^ В С  В Е
АП ВС

2
I г- а + ь • Н.

Н кв/б — к.

Демак. трапециянинг юзи асослари йиғиндисининг ярми 
билан баландлигининг кўпайтмасига тенг (ёки унинг ўрта 
чиэиғи билап баландлигининг кўпайтмасига тенг).

Мунтазам п бурчак берилган бўлсин (149-расм). АВ = 
= ВС = ... = НА = а\ ОВ +  АВ апофема (ички айлана радиуси)
ва О марказ бўлсин./\АОВ юзи = АВ ОЕ = — а-Н. Бу ҳолда 

мунтазам п  бурчакнинг юзи = ^ а Н  п  = мунтазам п  бур-
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чякнинг периметрини Р  билан белгилаймиз. Бу ҳолда Р*=па. 
Буларга асосан 5и;х = (АВС...ю$и) ■» кв. бирлик.

М/к * кв/б — к.

Демак, мунтазам кўпбуряакнинг юзи унинг периметри 
билан апофемаси кўпайтмасининг ярмига тецг.

Н

149- расм.

в

е

Теорема .  Айланага ташқи чизилган ҳар қандай кўп- 
бурчакнинг юзи, унинг периметрининг ярми билан айла. 
на радиуси кўпайтмасига 
тенг.

. Исбот .  Радиуси г бўл- 
ган айланага ихтиёрий таш- 
қи л бурчакли кўпбурчак 
чизилган бўлсин (150- расм).
Кўпбурчак юзи 5к/в ва унинг 
периметри Рп бўлсин. Таш- 
қи чизилгак кўпбурчакни 
(150- расмда кўрсатилган- 
дек) п та учбурчакка аж- 
ратамиз. Бу ҳолда:

8ф  = (АВС О ...Емм)

151- расм.

Д  А0Вюм + Д  ВОС юэн + Д С0£>к*« +
+  •■• + Д Е.0Атл = 

+ ±ЕА ОА>л 

Демак,

\ А В  ~  ВС-О ^  +  -^СО ОМг + ...+
АВ + §С +  СО + *. +  ЕА _
-------- 5---- г

РгГ

К 16 кв/6
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Теорема .  Агар & А ВС  нинг учта  томони а, Ь, с яа 
а -4- Ь 4 с - „ ^ярим перимешри р = ---  ̂ бўлса, у ҳолда шу уябурчак~

нинг юзи 5А = у/р _  а )(р — Ь)(р — с) формулабилан аниқ- 
ланади.

Исбот .  в Ъ  X  АС ни туширамиэ. У ҳолда 5Д-» ў  Ь ВО
бўлади (151-расм). д  АИВ ва д  ВОС  лардан: ВТУ1 =* с2'— А£Р 
ва £)С* = а2 — В И 2. Шаклдан: АО  ■= Ь — ВС.
Бунга кўра:

ВСР = с* — (Ь — ПСУ = с2 -  Ь* +  2Ь.ПС -  ОС2 -  
= + / а 2 — ВО 2 -  аг + ВЕЙ.

Бундан:

Бунинг икки томонини квадратга кўтариб, В В 1 ни топамиэ:
о ш  (а5 + *а- с а)’ 4в»й> — (в> _ь _  СЯ).

46а “  —
(2в6 + д’ + 6’ — са) -(2д* — а* — *3 4- с>)

=" “
|(а + 6р-са]-[(сэ-(а- йр]

“  Ш  в
_ (о + Ь + с)(а + 6 — с)(с — в + й)(с + а — 5)

“  46̂  •
Бнди а + Ь с = 2р тенгликдан а + Ь — с = 2(р — г); а + с^> 
— Ь — 2 (р — Ь)\ Ь + с — а =2 (р — а) эканини топамиз. Буларни 
кейинги тенгликка кўйсак: .

пг» 2р 2(д —с)-2(р —а)-2(д- Ь) 
и ‘ “  4Аа 3

“  (Р — л) (/7 — 6)(/7 — с);

В О =  р (р — а)(р — Ь)(р ~  с) 
бўлади. Буни ўрнига қўямиз:

“  7 ^ ’ Т  — а )(Р  ~  д)(Р ~  с) =
-  уг ~р (р -  а)(р -  Ь)(р -  с).

Демак,

$ь=-/р(р — а)(р — Ь)(р — с) кв/б — к.

Бу формула Г е р о н 1 формуласи дейилади.

1 Г  е р о н ~  эрвмиздан твхминан Ш  — II аср гваал Искандарияда яшя- 
ган мвтеиатик.
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33- §. Ў Х Ш А Ш  У Ч Б У Р Ч А К Л А Р  ВА К Ў П Б У Р Ч А К Л А Р  Ю ЗЛ А РИ Н И Н Г
Н И СБАТЛАРИ

Т е о р е м а. Ўхшаш учбурчаклар ёки кўпбурчаклар юз- 
ларининг нисбати, ўхшаш томонлари квадратларининг нис- 
батига тенг. Теоремани дастлаб учбурчаклар учун исбот қи- 
ламиз.

Исбот .  А А ВС о : д  А\В,С\ да =  В,Л, = Л, баланд- 
ликлар бўлсин (152- расм).

Д АВСт т  _  !А В  \ } _  IВ С  \2 1АС \а 
Д А\В\Сцоэи_ \А\В,1 \В\С,) \А,С,I

В

с Ц р
152- расм.

эканини исбот қиламиз.

Д  АВСЮЗН — 2 АС Н ва Д А\В,С,ЮЗИ _ А,С, • А,, 

бу ҳолда:

д АВСют ^ ^ А С Н  Ас ^  ^
д А,В\Сшзи А^, Н,  ̂ ^

Д  АВС с/> Д  А\В\С, дан: Д ЛВОсл

«л дЛД .Ддан: £- = 4тг- бўлади. Буларни (*) га қўйсак:
Я , Л ,  П ,

А ИВСЮЭи „  НД ЛВ =  /АД__\а 
д А̂ В̂ Сцозц А,В, А,В, \ДЙ, !

Демак,
д АВСЮзн . /Ай_\2 /ВС_\2_ /АС_\8
д Л̂ В̂ Схюзи \̂ 1®|  ̂ '^С ,  ̂ уИ̂ С, ]

Теорема исботланди.
Энди теоремани кўпбурчаклар учун исбот қиламиз.

АВСО ЕҒ  сл А\В,С\В,Е,Ғ,
бўлсин.
262

www.ziyouz.com kutubxonasi



АВСОЕРю,я /АВ \*
"1С, )А\В уС ±Е\Ғ ||03и ^1^1 I ҳВ

эканини кўрсатиш талаб этилади. Бунинг учун берилган ўх- 
шаш икки кўпбурчакни 153- расмда кўрсатилгандек бир неча 
ўхшаш учбурчакларга ажратамиз. Бу ҳолда Д АВСм  Д А,В,Си 
А  АСО сл ДЙ,С|0, ва ҳоказо бўлиши равшан. Демак,
ДДЯС.ОЭИ _ ( А В  \ ' _ / В С  V  А/1СОЮз„ /С£> .

и в . ]  (в ,с , ] • ^ . с . л . ^ и  (слдг) ва *0каз°- 

6  с

153- расм.

ла ЯГ
Аммо, кўпбурчакларнинг ўхшашлигидан: т-п-=■ п+~ “Л |0| Ол С*«ҒАс= Шунинг учун:

д ЛдСюзи ^  А А С Р юэп __ __ Д юзи ^  /А В  \*
Д Л^^СцоЭИ ^ 1̂̂ *1̂ 1ЮЭИ Д 1̂̂ 1̂ *1ЮЭН ^1^1 /

Тенг нисбатлардан
д АВСҳ>зи + ^ + ... 4- д АЕҒЮЗИ ^
д ̂ хВ^коэиН- А + .,. + д А\Е\Ғ 1 юЭи

^  (А В С Р ЕҒ )ЮЗЯ _  (А В  \»
(А^В^СхО^Ех /̂ Оюзи )

эканини ёзамиз. Теорема исбот бўлди.

34-§ АЙЛАНА ВА УНИ НГ БЎ Л А К Л А РИ  УЗУН Л И ГИ

Таъриф .  Айлананинг узунлиги деб унга ички ёки таш- 
қи чизилган мунтазам кўпбурчак периметрининг кўпбурчак 
томонлари сони чексиз ортгандаги лимитига айтилади.

Т е о р е м а. Ҳар қандай айлана узунлигининг уз диамет- 
рига нисбати ўзгармас сон бўлади.
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Исбот .  Радиуслари /? ва г оўлган икки айланага ички бир 
нсмли мунтазам кўнбурчаклар чизамиз; уларнинг периметр- 
лари мос равишда Р„ ва рп бўлсин. У ҳолда 30- § га мувофиқ 
Р  Й— “  — деб ёэиш мумкин. Радиуси Р  бўлган айлананинг уэун- 
Рл ^
лиги С, радиуси г бўлган айлана узунлиги С, бўлсин. Энди 
мунтазам ички кўпбурчакларнинг томонлари сонини чексиэ 
орттирсак, таърифга кўра, Нт Р„ *= С ва НтРл — С) бўлади. У

л  схз л  ео
С Рҳолда я- — — ҳосил бўлади. Бундан, пропорциянинг хоссаси- 
С 1 Г  с сғв кўра 2̂  =  2г де  ̂ ^зиш мумкин. Теорема исботланди.

с сЭнди бу ўзгармас нисбат — -■̂  ларнинг ҳандай сонга2Х
тенг бўлишини кўриш учун, иккита ёки учта айлана шаклига 
эга бўлган турли идишларни сламиз. Улардан ҳар бирининг 
айлана ва диаметрини бирор ип бки ингичка сим билан ўлчаб, 
сўнгра ҳар қайси айлананинг уэунлигини ифода қилувчи сон- 
ни, унинг диаметрини ифода қилувчи сонга бўлсак, у нисбат- 
ларнинг ҳар бири бир хил ўзгармас 3,1415... сонга тенг экан- 
лигини кўрамиэ. Бу ўэгармас сон 3,1415 ... ни грек ҳарфи я 
билан белгилаш ҳабул қилинган, яъни я 3,1415...; « — грек- 
ча „иЕртсргла11, бизнингча айлана деган сўзнинг бош ҳарфи бў- 
либ, тахминан XVII асрда киритилгандир (я = 3,1415... — ир-

С Срационал сон). Демак, ^ = “  3,1415 ... =■ я. Бундан

келиб чиқади. Бу формула айлана узунлигини

ҳисоблаш формуласи дейилади. « = 3,14 деб олсак, бу қий- 
мит, я нинг 0,01 гача аниқликдаги тақрибий қийматидир. 1° ёй
уауклиги бутун яйлана узунлигининг ^  бўлагини ташкил

2 * / ?  п / ?  а к Я*тади, яъни У ҳолда л" бй узунлиги бўлади.
Уни йдеб белгиласак.

^  • п узунлик бирлик.

Б у — ёй узунлагини ҳпсоблаш формуласи,
1- масаля.  Радиуси 5 см бўлган айлананинг узунлигини 

ҳнсобланг.
Е ч и ш .  С -= 2пР = 2-3,14 5 = 31,4 см.
2- масала.  Радиуси 10 см бўлган айлананинг 36° ли ёйи- 

нинг узунлигини ҳисобланг.
Е ч и ш .  /? — 10 см, п = 36. /.„ -  ~  = ~  !8ц— = 6.28 см.
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3-масала.  Шкивнинг диаметри 400 мм, тасма шкивни 
п «= 244°30' бурчак остида қоплаб туриши маълум. Шкивнинг 
тасма билан қопланган ёйининг узунлиги 1 мм гача аниҳлик 
билан 70ПИЛСИН.

Е ч и ш. 0  = 2/?-= 400 мм\ Я  = 200 мм\ п = 244°30' = 244,5°;
. *Пп  3,14-200 244,5 3,14 2440 о ео  . .

-  ТШТ ~ = ---9-----853’14 ш и

35- §. ДОИРА ВА УНИ НГ БЎ Л А КЛ А РИ  Ю ЗИ

Таъриф.  Доиранинг юзи деб, унга ички ёки ташци чи- 
вилган мунтазам кўпбурчак юзининг кўпбурчак томонлари 
сони чексиз ортгандаги лимитига айтилади.

Доира юзини ҳисоблаш формуласини чиқариш учуи, радиу- 
си Я бўлган айланага периметри Р я ва апофек с̂и Ал бўлган 
ички мунтазам кўпбурчак чизамиз (154- расм). У ҳолда 32-§

Р  'Нга асосан мунтазам ички кўпбурчакнинг юзини 5 ,-  Ч р  фор-
мула билан ёзиш мумкин. Энди, мунтазам кўпбурчак томон* 
ларининг сонини чексиэ орттирсак, таърифга кўра: Пш Р я —

/I 00
— С = 2и Я\ Пш Нп = Я  ва |1ш 5Л — А (К  — Доира юзи). Бу ҳолда:

п  -*  а о  п  -*■  оо

к  = ___ „  - гЯ\ Демак,

К  = « Я1 кв/б — к.

Бу - доиранинг юзини ҳисоблаш формуласи.
а) С е к т о р  ва с е г м е н т н и н г  юзи 
Радиуси ОА =* ОВ = Я  бўлган айланада АЕВ = п° ли АОВ 

сектор юзи 5С бўлсин. Г  бйга тегишли сектор юэи доира юзи-
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1 ' нннг ^  бўлагмни ташкил этади, яънн • Бу ҳолда, ёйи я°

бўлган секторнинг юзи • п, яъни

“  Ж ' га кв/6 — к-

Бу — сенторнинг юзина ҳисоЬлаш формуласи. Аммо
'ей

180 '
; эди,

кв/б — к.

Демак, секторнинг юзи, унга тегишли ёй узунлиги билан ай- 
лана радиуси кўпайтмасининг ярмига тенг.

Энди А ВЕ  сегментнинг асоси АВ = Ь, баландлиги Н Е  = Н
бўлсин. АЕВ  катта бўлмаганда, унга тегишли сегмент юэи

9 2учун-уАВ-Н Е  = -^Ь Н ни олиш мумкин.
Демак,

(Ўсер = Ьк кв/б — к.

Б у — сегмент юзини ҳисоблаш формуласи. Умуман, 5ССГ = 
~= -̂ сек — $Д А0В', бу аниқ юзани беради.

1- мисол.  Доира шаклидаги столнинг радиуси 36 см, унинг 
юзини топинг.

Е  ч и ш. # =  36 см; К  = тс#2 =  я-362 = 1296 к смг.
2- мисол.  Радиуси 12 см бўлган доиранинг 20° ли марка- 

зий бурчагига тегишли секторининг юзи топилсин.
Е ч и ш. # = 12 см\ я ° = 20°; 5С,К ни топамиз.

* # а-я *• 122-20
360 360 = 8- см2.

Масала .  Доирага ички чизилган мунтазам учбурчакнинг 
ҳар бир томони, доирадан юзи (4-— 3 |/3 ) дмг га тенг сег- 
мент ажратади. Шу учбурчак томонининг узунлиги топилсин, 

Е ч и ш. 5СС]

^ лов = “ !
• с̂ек А0В; АВ — ВС — АС — а3 — #
120*. Д АОВ тенг ёнли бўлгани учун ОА =

ОВ = #, бу ҳолда ^  АВО — /. ВАО = V  = 30°. д  АОН__ да
ли бурчак қаршисида ётган катет.

1 п и  ш  1 /?

О Н ± А В  бўлиб, ОН -30 °
Демак, ДЛОБюзн = | о #  АВ = ~  |  / 3 '# =
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- ^ - ^ Е * ! „  = * ? (4 * _ 3 / 3 . )  Демак, § ( 4 и _ з / 1 )  -

= 4и — 3 / 3  ёки ^  = 1, бундан: /?= 2 з дм. а3 = /? / 3  = 
= 2 / с Г  • / 3 "=  2-3 = 6 дм.

36- §. ГЕО М ЕТ РИ Я Д А ГИ  Б А Ъ ЗИ  М АСАЛАЛАРН И  ЕЧ И Ш  
НАМ УНАЛАРИ

1 - м а с а л а. Д АВС нинг А В  медианаси ўзига тенг О Е  кес- 
ма қадар узайтирилган ва Е  нуқта С нуқта билан туташтирнл- 
ган. 2 ЛСО = 56°; /  АВО=* 40°. Д АСЕ  ни топинг (156- расм).

Е ч и ш .  д Л О В  = д££)С, чунки ВО  = СО (берилишга 
кўра), А й  = О Е  (шартга кўра) ва /. АОВ = /. ЕПС  (пертикал 
бурчак). Бу учбурчакларнинг тенглигидан; /  Е С О =  /  АВО=

Расмдан: /  АСЕ = /; АСЕ) + ^ ЕСО  = 55° + 40° = 96°.
2-масала.  Тенг ёнли учбурчакнинг асосидаги бурчак- 

ларининг биссектрисалари тенг эканлигини исбот қилинг.

И с б о т. д  АВС тенг ёнли (АВ = ВС\ /  А = /. С) ва /  А 
нннг биссектрнсаси АВ\ /  С нинг биссектрисаси С Е  бўлснн. 
АО = СЕ  эканини кўрсатамиэ (157- расм). Д /4 Й С = д Л £ С , 
чунки / А = / С  ва АС томон умумий. Учбурчакларнинг 
тенглигидан АО = СЕ.

3- м а с а л а. Тенг ёнли учбурчак икки томони узунликлари- 
нинг нисбати 3 :8  каби. Учбурчакнинг периметри 38 см. Уч- 
бурчакнинг томонларипи топинг (158- расм).

Е ч и ш .  Д  АВС  тенг ёнли ва ЛС:/4В = 3 :8  бўлсин. Бу 
ҳолда АС = З х см, АВ = 8 х см деб ёзиш мумкин бўлади. 
Аммо, /4С + /4В + ВС = 38 ёки З-х + 2-8* = 38 тенгламани 
ҳосил қиламиз. Уни ечсак, х = 2. Демак, АС = Зх = 3-2 = 6 см. 
ВС = А В  = 8л =8-2 = 16 см.

156- расм. 157- расш 158- расм.
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4-масала.  Д ^ В С  да £  А = 65°, г£ В  = 73° (159-расм)- 
Учбурчакнинг С учидан туширилган баландлик билан, АС на 
ВС  томонлари орасида кандай бурчаклар ҳосил бўлади?

Ечиш .  Д  АВС  да: '2 А = 65°, /  В = 73°, СИ _£ АВ  бўлсин. 
Д ЛЯС  да: ^>4+ £ Д +  £ С  =  180° ёки 65° + 73° + £ С =
-= 180°; бундан: £  С=42°. Энди Д  А£)С ваД  ВОС лардан: £А  + 
+ /  АСЭ  = 90°, бундан £ АСП  = 90° -  65° = 25° ва ^  ВСО  = 

90° -  73° = 17°.
й

159- расм. 160- расм.
о-масала.  Учбурчакнинг ташқи бурчаги 90° га тенг ва 

бунгя қўшни бўлмаган ички бурчакларнинг нисбати 3 : 5 каби. 
Ш у ички бурчаклардан ҳар бирининг катталиги топилсин-.

Е ч иш .  Бу учбурчак тўғри бурчакли учбурчак бўлади. 
д Л В С  ва /-А\ £  В — 3 : 5 берилган (160-расм). Бу ҳолда, 
£ А = Зх ва £ В  = 5х деб ёзиш мумкин. Демак, £  А + 2 В =

90°— Злс + 5х = 90°. Бундан: х = 8~. Шунинг учун:

= 33°45' ва / 5  = 4-^-56 °15 '.£ А Г 3 - ^ ^ ~ Г
в 6-масала.  Д  АВС  га 161-расм- 

да кўрсатилгандек, А О ЕҒ  ички па- 
раллелограмм чизилган. Учбурчакда 
/С : АВ = 24 : 36 каби нисбатда. Па- 
раллелограмм томонларининг нисбати 
1:3 каби. Шу параллелограммнинг 
гомонларини топинг.

Е ч и ш .  £>£: £ Ғ  = 1 :3, бундан, 
• £)£■—■ х\ Е Ғ  = Зх деб ёзиш мумкин.

& В О Е сл Д ЕЕС, чунки £ О — £ А = £ Ғ  (мос бурчаклар); 
£ В — £ С ЕҒ  ва £С= £ О ЕВ  (мос бурчаклар).д ВО Е  сл д £/С

П Е  В й  . х Зп — Зх к 0
бўлгани учун Ғ С 'е £ ?  2 Т Г г а  ~ Г — • бУнДан:л==8- 
Демак, О Е  = 8 см ва АО = Е Ғ  = 24 см.

7- масала.  Баландлиги 3 м бўлган вертикал симёғочнннг 
■сояси 4,2 м бўлса, сояси 8,2 м бўлган дарахтнинг баландли- 
тнни топинг.

Е ч и ш .  Масаланииг шартида кўрсатилгандек расмларни чи- 
замиз (162-расм). Дарахтнинг баландлиги В,С] = х бўлсин.
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Ҳосил бўлган ўхшаш тўғри Оурчакли учбурчаклар АЛЯСсо  
1Л Д  Л Д С , дан: ёки ~  =• бундан: л = у  -лз
ғк5,9 м.

8-масала.  Параллелограммнинг периметри 70 дм. Парал- 
лелограммнинг баландликлари 2 дм ва 6 дм. Унинг томон- 
ларини ва юзини топинг.

ъ
к

/ \

\
.д

/
-ус 4,2 м а 0, 6,2м ' а^ />* % I * * /

162- расм. 163- расм.

Е ч и ш. АВСО  параллелограммда (163- расм): 2 (АВ АО) = 
= 70 бки >15 + НЛ = 35. В Е  = 2 дм\ АҒ  = 5 дм бўлсин. Энди 
параллелограммнинг юэи: 5„ = АИ В Е  = 2 А В  ёки З п = АВ-
■АҒ=Ь АВ. Булардан 2 /10 = 5+15 ёки /Ю = -~ АВ. Буни
Ай  + АВ = 35 га қўйсак: ■ АВ  + АВ  = 35, ёки А8 = 10 дм.
Демак, >10=25 дм. 2 /10 = 2-25 = 50 (дм*).

Ж  а в о б. 10 дм, 25 дм, 50 дм*.

Бу масалапи қуйидагидек ечса қам бўлади.
АВ + А П  = 35; В Е  = 2 дм; А Ғ  = 5 дм.
Д /150 оо д  АОҒ  ларни ҳосил қилиб, бундан: ёки

^  = у  буни ўрнига қўйсак: >15+ -| АВ — 35,
/15 = 10 5.«; у ^олда >10 = 25 дм; 3„ = 55 /10 = 2 25 = 
= 50 (<Эл2).

9- масала.  Тўртбурчакнинг томонлари: 14 см, 21 см, 10см 
ва 42 см. Шу тўртбурчакка ўхшаш тўртбурчакнинг кичик томо- 
ни 2 см га тенг бўлса, қолган томонларини топинг (164- расм.) 

Е ч и ш .  АВСО  тўртбурчак /1,5,С,0, тўртбурчакка ўхшаш
бўлсин. ЛВСОсл А,В,СхОх бўлгани учун =

4 .0 , . 2 В.С , С ,й , 4 ,0 , _ _  2 42
"  ~*7) еки П5 “  42" *  "21-  “  “ Г Г  • Булардан! В,С, - -^ =
8,4 сх; С,0, =4,2 сл; >1,0, =2,8 см.
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www.ziyouz.com kutubxonasi



10-масала.  Учбурчакнинг ён томоня (учидан ҳисобла- 
ганда) 2 : 3 : 4  нисбатда бўлинган ва бўлиниш нуҳталари ор- 
ҳали асосга параллел тўғри чизиқлар ўтказилган. Учбурчак- 
нинг ,юзи қандай нисбатда бўлинган бўлади?

Е ч и ш .  Д  АВС да (165-расм) масаланинг шартига кўра 
6ЛТ, : ЛГ,Л/,: ЛГ,С=2: 3 : 4. У ҳолда, 6М, =2д;; ЛТ,Л/, =» Зх; Л/,С”

= 4 д: деб ёзиш мумкин. д  М 6/И1юпи = 5,; Д  Л̂ 6уУ1юэн =
Д Л6Сюан = 5 ва Л/ЛШ|Л/,ЮЗИ = /{■; /ТУУЛ̂ Сюэи = деб белгилай-
миз. Д АВСсл д  Л/6М, СЛ д  ЛТВЛТ, дан: £ *  £  =

/9х \2 81 ДдД® 25 _  псо *п.с> ло о .о= \2 х )^ Т '' = (гг^ =-4 • Вулардан: 255 = Э152; 45 = 815,1

452 - 255,. К  = 52 -  5 ,«  ^  5, -  5, =
 21 ^  о о _ 81 о г     50«— 4 *>2 — ^  — -̂>2 *
= |-  | 5 ,  = 145,. Энди 5 „ К, К, 

ларнинг нисбатини келтирамиэ:
5 ,: К :  К { -  5 ,: Ц  5 ,: 145, -  £  (5 ,:
: =1 5 ,: 14 5, )= 4 : 21 : 56.

10- масалани бошқа усул билан ечиш.

Д  АВС слЛГВЛ^дан: ~  = у ,  бундан АС = ̂  =

= 3-, бунданЛ = -^Л2; Д ЛГВЛ, сл Д  Л1ВЛ4, бўлганидан! •
2д 2 А| 2 -

“  К  “  7  ва Т, =  7-■ б У л а Р Д а н :

165- расм.
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Энди юэларни аниқлаймиэ:

5, = 1 л ш д  =  IЛ7Л7, • |  |  А2 -  1 Л'*, л »  

А' У Л \

А'| - 4С
и -  2

Энди нисбатларни тузамиз: 
р , 1', 2 кғ\» 1 , 21 . в кг\' и 4  ̂21 ( 565 ,. А . А| = £  Л Л , • А; . ^  Л Л, • Л ,. г  50 • 50 • 50 “

= 4:21 :56.
Яна биринчи усулдаги жавоб ҳосил бўлди.

11-масала.  Учбурчакнинг икки томони 3 см ва7 см. Улар 
орасидаги бурчак 30°. Шу учбурчакнинг юзи топилсин.

е .

166- расм. 167- расм. 168- расм.

Е  ч и ш. а АВС  ни чизиб (166-расм), АО_]_ВС  баландлик 
туширамиэ; АВ = 3 см\ ВС = 7 см.
Д АВС ,кпн )гАО-ВС = 1? • АО. Аммо, 30° ли бурчак қарши-& л

1В 3 7 3сидаги катет АБ =  АО — У ҳолда, д  АВСтт =  з ‘ Т “

=5,25 (гм*).

12- масала .  Ён томони 16 см бўлган тенг ёнли трапеция 
асослари 10 см ва 34 см. Шу трапециянинг юзи топилсин 
(167- расм).

Е чи ш .  В Е  = к_\_АО туширамиз.
А П - В С  3 4 — 10 — 12 (м.■ ~ 2 2 

Д АВЕ  дан: В Е 2 = А Вг -  А Е г = 256 -  144 = 112; к = В Е  =
= |/ 112т  10,6 см. У ҳолда, 5тр = + вс   ̂_  3<__ _К> ,

10,6 = 22 -10,6 = 233,2.
271
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13- масала.  Ўхшаш учта кўпбурчак юзларининг йнғииди- 
си 232 см?, периметрларининг нисбати 2 :3 :4  каби. Ҳар қайси 
купбурчакнинг юзини топинг.

Е ч и ш .  1 кўпбурчак юзи 5, периметри Р ва бир томони 
АВ\ II кўпбурчакнинг юзи 5Ь периметри Р, ва бир томони 
АХВ Х\ III кўпбурчакнинг юзи 52, периметри Яа ва бир томони 
А2В ъ деб белгилаймиз. Бу ҳолда:

5 + 5, + 52 = 232 см? ва Р : Р х : Р 2 = 2 :3 : 4.
Кўпбурчакларнинг ўхшашлигидан Р : Р, : Р 2=АВ : /1,5, : АгВ 2 

вя 5 : 5, : 52 = АВ2: А,В^: АгВ\. Берилган нисбатларга мувофиц
с

АВ = 2х\ А ,ВХ = Зл; А,В, — 4х деб ёзиш мумкин. ~  = -г-& —' ' »>1 '■'I»»,
4л» 4 5, 9 „

“ в ?  Тб-Булардан:

5 => д-5,; 5а =■ ^5,.

5 ва 5а ни ўринларига қўйсак, -̂- 5, + 5, + ^ 5 , = 232, бундян

5, 72 см*. Демак, 5 = ■̂■■72 =>32 см* ва 5, *= ^-72 — 128сл*.
14-масала. Тенг ёнли АВС  учбурчакда А учидан ўтка- 

вилган медиана 30 см га тенг бўлиб, учбурчакнинг АС асоси 
билан 30° ли бурчак ҳосил қилади. Д  АВС нинг В  учидан ўт- 
казилган баландликни аниқланг (168- расм).

Е чиш .  А Б  =* 30 см; 2  ИАС  = 30° бўлсин. Медианалар
хоссасига асосан: ОЕ — -у В Е  ва АО = ЛД=»-|--30 => 20.

д  АОЕ да 30° ли бурчак қаршисидаги катет ОЕ — ^  —
■» 10 см. Бу ҳолда: В Е  = 3• ЕО =■ 30 см.

15-масала. Учбурчак томонларининг нисбати 7 :8 : 9  ка- 
би. Учлари берилган учбурчак томонларининг ўрталарида 
бўлган учбурчакнинг периметри 24 см га тенг. Берилган уч- 
бурчакнинг томонларини топинг.

Е чиш .  Ихтиёрий Д  АВС  чизамиз (169-расм). Унда АЕ  =■ 
■= ВЕ, В Ғ  =» СҒ, АН = СН  берилган. Е Ғ  + Н Ғ  + Н Е  = 24 см 
ва АВ : В С : АС = 7:8:9.  Бу нисбатга мувофиқ АВ  =• 7х; ДС=- 
-= 8л; АС = 9д: деб ёзиш мумкин.

АС 9 АВ 7 ВС 8  * , *ЕҒ̂  2 =1 'г  Н Ғ  =  Т  =  Т  НЕ =  Т  =  Т  *  =  • » *  ( У Ч 6 У Р -

чакнинг ўрта чизиқлари бўлгани учун). Буларни ўрнига қўй- 
9 7сак: у  х + ~ х  + 4л: = 24. Бундан: х =■ 2, Демак, АВ = 7х =- 

=-7 2=14 (см); ВС  = 8х = 8-2 = 16 (см); АС =• 9лс = 9 2 =
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16- масала .  Трапециянинг диагоналлари унинг ўткир бур- 
чакларининг биссектрисалари бўлиб, ўрта чизицни 10 см ва 
18 см га тенг бўлган икки қисмга бўлади. Трапециянинг пери- 
метрини топинг.

Е ч и ш. АВСО  трапеция чиэамиз (170-расм). АС, ВИ  диа* 
гоналлар ва ЕҒ  ўрта чизиқ ўтказамиз. Е Н  = 10 см, Н Ғ = 18 см 
бўлсин, £ ВА С  = £ САВ ва £ АОВ = £ ВОС  (шартига кўра). 
Энди, /  ОАС = £ АСВ ва £ АОВ =■ £  ОВС  (ички алмашинув

В

170- расм.

чи бурчаклар бўлгани учун). У ҳолда, Д АВС  ва Д В Л С  — 
тенг ёнли. Улардан: АВ = ВС = СВ. Аммо, трапециянинг
ўрта чиэиғи Е Ғ  = АГ)  ̂ ВС дан: АО  + ВС = 2ЕҒ = 2 (ЕН  +
+ НҒ) = 2(10+  18) =  56 см. Л  АВС  нинг ўрта чизиғи Е Н  —
— ^рдан: ВС = 20 см. Демак, Р  = АВ  + ВС  + СО + АО  —
= 20 + 20 + 20 + 36 = 96 см.

С

В

17-масала.  Диагонали 16 см бўлган квадратнинг томони 
ва юзи топилсин.

Е ч и ш. АВСО  квадратнинг диагонали АС =■ 16 см бўлсин 
(171-расм). АВ = ВС = СО  = АО = ? ва АВСОтя = 5ИВ = ?

дЛД С  дан, Пифагор теоремасига асосан АС2 — АВ1 + ВС2 = 
- 2  А В%;

АВ = У ~  = |  ^  = 8 / "5  см; 3,я = (8 / 1 )* -  128 см\ 

18- £73
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18- масала.  Тенг ёнли учбурчакнинг баландлиги 35 см, 
асосинииг ён томонига нисбати 48:25 каби бўлса, шу учбур- 
чак томонлари топилсин.

Е ч и ш .  Тенг ёнли АВС  учбурчак берилган (172- расм), 
А = 35 см\ А С : АВ = 48 : 25, бунга кўра АС = 48 х\ АВ = 26 Л 
бўлади. А  АВО  дан:

Бундан х = 5; у ҳолда: АВ = 25л:=125 (см). АС = 48лг = 48- 
• 5 = 240 (см).

19-масала. Иккита ватар доира ичида кесишади. Бири- 
ғинг кесмалари 25 см ва 27 см, иккинчи ватар кесмаларининг 
нисбати 3 :5  каби. Иккинчи ватар узунлигини топинг.

Е чиш .  Ихтиёрий доира чизамиз (173-расм). ОА = 25 см, 
ОВ = 27 см\ ОС: ОИ = 3 :5 , бу ҳолда ОС = Зл:; ОИ = 5л: бў- 
лади. Кесишган икки ватар кесмалари узунликларининг кў- 
пайтмаси ўзаро тенг эди, яъни О А-ОВ^ОС 0 0  ёки 25 27 =■ 
«  Зл-5.х = 15лг2, бундан: х = у^45«;6,7. У ҳолда: ОС = Зл =
= 3 6,7 =20,1 (см). ОГ) = Ъх = 5-6,7 = 33,5 (см). СО = О С +  
+ О В = 20,1 + 33,5 = 53,6 (см).

20-масала.  Ердан 4 км баландликка кўтарилган ҳаво 
шаридан қанча узоқликдаги масофа кўринади? (Ернинг ради- 
уси 6370 км.)

Еч и ш .  ОА = 6370 км, АВ = 4 км, ВС  ни топамиз 
(174- расм). Кесувчи билан унинг ташқи қисмининг кўпайтма- 
си уринмя квадратига тенг эканлигини биламиз, яъни (2АО +  
А- АВ) АВ = ВС* ёки ВС* = (2-6370 + 4)-4 = 12744-4, бундан: 
ВС= V .12744 • 4 = 2• 112,8 = 225,6 (км).

/4С\5 /48 х\*
А В2 = АП- + В В 2 = (х )  + Л5 -  (“ Г ) + 35* ёки

(25 х)* = (24 ху  + 1225.

Р
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21-масала.  Насос поршени кесимининг юзи 12,56 см*, 
поршеннинг диаметрини топинг.

Е ч и ш .  Насос поршенииинг кесими доира шаклида, унинт 
юзи я/?2 га тенг.

Бу холда пЯ* = 12,56. Бундан: /? = = 2|
АВ = 2Я = 2 2 = 4 (см). * '

22-масала.  Доиранинг юзи ташқи чизилган квадратнинг 
ювидан 4,3 м? кичик. Шу доиранинг юзипи аниқланг.

Е
17п- р*с* 177- расм.

Е ч и П1. лВ  = ВС=  С В= А О  бўлсин. Квадратнинг юзи=»у4В*. 
Доиранинг юзи = тг/?--. Масаланинг шартига кўра: А Вг — к/?2 = 
= 4,3. Аммо, АВ = 2/?. Демак, 4/?2 — п/?2 = 4,3; бундан: /?* =
=  = 5. Доира юэи = «/?* — 5~мг.

23- масала.  Радиуси /? ва ёйи 15°45' бўлган сектор юзи 
топилсин (175- расм).

Е ч н ш. =
3

• пс = 15°45' ни ўрнига қўйсак,

*7?2.15°45' 15 4'**’
.•»*) 360

63 
4 360 */?* 160 I:/?- кв. бирлик.

24- масала .  Мунтазам олтибурчакка нчки чизилган айла- 
нага мунтаэам ички учбурчак чизилган. Олтибурчакнинг то- 
мони а га тенг. Учбурчакнинг юзини топинг (176- расм).

Е ч и ш. АВ -= ВС — СО = В Е  — Е Ғ  = АҒ  - /? эди. Берил- 
ганга асосан /? = а; М М  = N N  = М Н  = ая = » "3 /? = 3 • а;

И К = О М +  О Қ =  /? + з =  ^ а . У ҳолда,

-За= /  3НК-МН
3 __
2~л •

кв. оирлик.2 2 4
25- масала .  Иккита концентрик айланадан ясалган ҳалқа- 

да катта доиранинг кичик доирага урпнгап ватари а га тенг. 
Шу ҳалқанинг юзини аниқланг (Г77- расм).
18* 275
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Е ч и ш .  ОС = п  ОВ=*ОА = К  бўлсин. АВ = а. Бу ҳолда 
ҳалқанинг юзи = ъ#3 — кг* = я (Я? — га). ОС _Е АВ бўлгани учун
А  АОС дан: /1С2 =* ОД* — ОС” ёки ^- =  /?2 — г2, буни ўрнига 
қўйсак: ҳалқанинг юзи = к^- кн. бирлик.

37- §. Г Е О М Е Т РИ К  А Л М А Ш Т И РИ Ш Л А Р  ҲА ҚИ Д А  Т У Ш У Н Ч А

Таъриф.  Текисликдаги ҳар бир А нуқтани янги Аг 
нуқтага алмаштирадиган ҳар қандай қоида геометрик ал- 
маштириш деб аталади.

Ҳар бир фигура нуқталардан ташкил топганлиги учун, те- 
кисликдаги ихтиёрий Н  фигурадан геометрик алмаштириш на- 
тижасида, бошқа Н , фигура ҳосил цилиш мумкин. Бунда, Н  
фигура кесма, эгри чизиқ, айлана, учбурчак ва ҳоказолар бў- 
лиши мумкин. Энди, геометрик алмаштиришларнинг цуйидаги

бир неча турлари билан танишамиз. 
а а) ў  қ қ а н и сб а т а н си м м е т р и я
! 1-таъриф.  Агар ААХ кесма М Н
! ^ тўғри чизиққа перпендикуляр бўлса

^  £| _ _  , . аа шу тўғри чизиқ билан кесишганда
1 тенг иккига бўлинса, А ва А, нуқта-
' лар М И  тўғри чизицқа нисбатан сим-
* метрик нуқталар деб аталади (178-
• расм). Бу ҳолдатаърифга кўра: А,Е=АЕ\
178-расм. АЕ_1_МН; А ,Е  МИ.

2-таъриф.  Н  фигуранинг барча 
нуқталари МН тўғри чизиққа нисбатан Н , фигуранинг бар- 
ча нуқталарига симметрик бўлса, Н, фигура М И  тўғри  
чизиққа нисбатан Н фигурага симметрик фигура дейилади.

Масалан, текисликда ММ  тўғри чизиқ ва Д  АВС берилган 
бўлсин (179- расм).

Д АВС 13 М И  тўғри чиэиққа нисбатан симметрик бўлган 
А А ,В ,С , ни ҳосил қилиш учун, А, В, С нуқталарга М Н  га 

нисбатан Симметрик бўлган А,,В,,С, нуқталарни топиб, сўнгра 
топилган нуқталар туташтирилса кифоя. Агар Н  фигура МИ  
тўғри чизиққа нисбатан симметрик бўлса, М И  тўғри чизиқ Н 
фигуранинг симметрия ўқи дейилади. Масалан, ҳар қандай 
айлана учун, унинг ҳар бир диаметри симметрия ўқи бўлади, 
яъни 180- расмдаги АВ, СО ва ҳоказолар.

б) Ў қ қ а  нисб ата н  с и м м е т р и я н и н г  х о с са л а р и
1- т е о р е м а. Бирор тўғри чизиққа нисбатан симметрик 

бўлган фигуралар бир-бирига тенг бўлади. Бу теореманинг 
тўғрилигини кўриш учун, масалан, симдан ясалган айланани 
бнрор диаметри (симметрия ўқи) атрофида 180° букилса, ҳо- 
сил бўлган ярим айланалар (Н ва Н, фигура) устма-уст туш- 
ганини кўрамиэ. Демак, улар бир-бирига тенг (яъни Н = Н^).
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1-натижа.  Л1Л/ тўғри чизиққа нисбатан АВ кесмйга 
симметрик бўлган фигура, АВ кесмага тенг бўлган А,В, 
кесмадан иборат {181- расм.) ’

Ҳақицатан, расмдан А Е  = АХЕ\ В Ғ  = В ХҒ\ АВ  = Л,В, бўди- 
шини кўриш осон.

2- н а т и ж а. МЛ/ тўғри чизиққа нисбатан к  радиусли ай- 
ланага симметрик бўлган фигура ўша К радиусли айлана-

I

179- расм.

 6
»; '

М I Е__________\ғ Н

Г ']
I II—: _______I

й- , «,
181- раск.

дан иборат. ьерилгаи айлананинг ихтиёрий нуқтаси А бўл- 
син; А4Л/ га нисбатан 0  ва А нуқталарга симметрик бўлган 0, 
ваЛ, нуқталарни тонамиз (182-расм). Расмдан ОА = 0,у4, = Я 
эканнни кўриш осон. А нуқта берилган айланадаги ихтиёрий 
нуқта бўлгани учун Л, каби топилган барча нуқталар тўплами 
радиуси 0,Л 1 — ОА =/? бўлган янги симметрик айлана ҳосил 
қилади.

2-теорема.  М И  тўғри чизиққа нисбатан АВтўғричи-  
зиққа симметрик бўлган АХВ Х фигура ҳам тўғри чизиқ бў- 
лади (183- расм). Агар АВ  тўғри чизиқ ЖУУ билан бирор Ь 
нуқтада кесишса А,в, ҳам М И  билан ўша Е  нуқтада кесиша- 
ди ва АВ, И,в, тўғри чизиқлар М М  билан бир хил бурчаклар 
ташкнл қилади. Агар АВ Ц ЖА/ бўлса, И,в, 1! УИА/ бўлади.

Исбот .  М М  тўғри чизиққа нисбатан А, нуқта А га, 5, 
нуқта В га симметрик бўлгани учун (1- теоремага асосан) А,в, 
ҳам тўғри чизиқдир. АВ. тўғри чизиқ М Й  ни Е  нуқтада кес- 
ран бўлса, Л,В, ҳам Ь  нуқтадан ўтади. £  1 = ^ 2 ,  чунки улар 
Чиэмани МУУ тўғри чизиқ бўйлаб букканда устма-уст тушади.

Энди А В  Ц М М  бўлсин (181- расм). Бу ҳолда А ,в, тўғри 
чиаиқ УИЛ/ билан кесишмайди, чунки акс ҳолда АВ  ҳам М!Ў
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билан Ўша нуқтада кесишган бўлади, бу мумкин эмас (АВ == 
|| М/У эди). Демак, Л,В, || ЛШ. 183- расмдан яна шундай нар- 

саларни ёзиш мумкин: 1) Л  В Е В Л тенг ёнли, чунки В Е = В УЕ  
ва /. \ = А2\ МА/ тўғри чизиқ эса биссектрисаднр. Шунинг 
учун, тенг ёнли учбурчакнинг симметрия ўқи унинг учидаги 
бурчагининг биссектрисасидан иборатдир. 2) АВА^В^ тенг ёнли 
трапеция бўлгани учун Л/А/ тўғри чизиқ симметрия ўқидир.

- Демак, тенг ёнли трапеция асосларининг ўрталаридан ўтувчи 
ММ  тўғри чизиқ шу трапециянинг симметрия ўқидир. Уққа 
нисбатан симметрия ёрдами билан геометриядаги айрим тео- 
ремаларни исбот килиш мумкин. Масалан:

Теорема .  Кесманинг ўртасидан ўтказилган перпенди- 
кулярда ётган ҳар бир нуқта шу кесманинг ўяларидан ба- 
равар узоқликда бўлади.

Исбот .  АВ  кесмага перпендикуляр М1V тўғри чизиқда 
олинган ихтиёрий нуҳта Е  бўлсин (184- расм). АВ_]_ММ; АҒ*~ 
— ВҒ\ АЕ^=ВЕ  эканини кўрсатиш керак.

А ва В нуқталар М К  га нисбатан симметрик, у ҳолда А Е  
вя В Е  лар М1Ў га нисбатан симметрик, демак (1- теоремага 
асосан), АЕ  = ВЕ. (Бу теоремани биз юқорида ҳам кўриб ,ўт- 
ган эдик.) ’

Т е о р е м а. Айлана ташқарисидаги бирор Е  нуқтадан ун- 
га ўтказилган ЕА ва ЕВ  уринмалар АВ еатар билан бир 
хил буркаклар ташкил қилади. ЕА  ва ЕВ  кесмалар ўзаро 
тенг, Е  нуқтани айлана маркази билан туташтирувчи А'Отўғри 
чизиқ АВ ватарга перпендикуляр ва бу ватарнинг ўртасидан (Р  
нуқтада) кесиб ўтади (185- расм).

Исбот .  ОЕ тўғри чиэиқ (диаметрнинг давоми) айлананинг 
симметрик ўқидир. Бу ўққа нисбатан симметрик алмаштириш-
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да айлана билан биттагина умумий нуқтаси бўлган ЕА урин- 
ма ОЕ га нисбатан ЕВ  уринмага алмашади. Шундай қилиб, 
О Е  га нисбатан симметрияда ЕА  кесма ^Вкесмага, ЕҒА  бур- 
чак Е Е В  бурчакка, АҒ  кесма В Ғ  кесмага алмашади. У ҳолда: 
ЕА  = ЕВ, А ЕА Ғ  = ^  Е В Ғ , /. Е ҒА  =  / .ЕҒВ  = 90°; АҒ  = ВҒ.

т

Иэоҳ .  Шунга ўхшаш яна бир неча теоремаларни сммметрияга асосла- 
ниб исбот килиш мумкин.

, ч 
/' \

и

184- расм.

в) М а р к а з и й  с и м м е т р и я  (нуқтага ннсбатан симмет- 
рия). .

1- т аъриф.  Агар АА^ кесма О нуцтадан ўтиб, шу нуқ- 
тада тенг иккига бўлинса, А ва А г нуқталар О нуқтага 
нисбатан симметрик нуқталар де&илади (186- расм). АО = 
= АО.

2-таъриф.  И  фигуранинг ҳамма нуқталари О нуқтага 
нисбатан фигуранинг ҳамма нуқталарига симметрик 
бўлса, //, фигура О нуқтага нисбатан Н га симметрик фи- 
гура дейилади (187- расм). 0 нуқтага нисбатан И фигу- 
рага симметрик бўлган //, фигурага ўтиш 0 нуқтага нисба- 
тан  симметрик алмаштириш ёки марказий симметрик ал- 
маштирши дейилади. Буни биз қисқача марказий симметрия 
деб атаймиэ.

И з о ҳ. Юқоридаги расмларга асосан марказий симмстрия фигурани 
берилган О нуҳта атрофнда 180° га буриш демякдир,

г) М а р к а з и й  с и м м ет р и я н и н г х о с са л а р и
1-теорема.  Марказий симметрик икки фигура ўзаро 

тенг. Ҳақиқатан ҳам, бу икки фигуранинг бирини 180° га буриш 
билан уларни бир-бирига устма-уст тушириш мумкин. Демак, 
улар ўзаро тенгдир.

2-теорема.  О нуқтага нисбатан АВ кесмага симмет- 
рик бўлган фигура шу АВ га тенг бўлган Л,В, кесмадан

185- расм.
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иборат (188- расм); Ах ва Вг нуқталар 0 нуқтага нисбатан А ва 
В  ларгв симметрик нуқталар бўлади; АВ  ва /4,В] кесмалар ёки 
параллел, ёки 0 нуқтадан ўтувчи тўғри чизиқларда ётади.

3-теорема.  О нш тага нисбатан В радиусли айланага 
симметрик бўлган фигура ҳам радиуси Й га тенг. айлана- 
дан иборат. Унинг маркази 0 нуқтага нисбатан-берилган ай- 
лана маркаэига симметрик нуқтадир 
(189- расм).

СЬ «= £,£, = В- Бу тенглик асосида Н 
айлананинг ^ар бир Е  нуқтасини //, фи- 
гуранинг мос £, нуқтаси билан марка- 
зий симметрияда 1<ўйиш мумкин.

I
н

в

ъ * ------------ *

в. о, а 
~ V ' "

187- расм. 188- расм.

Б у р и ш

Биз юқорида 180° га буришни кўриб ўтган эдик; энди ҳар 
қандай бурчакка буриш билан танишамиз. Масалан, циркулни 
ихтиёрий оралиқда очиб, қоғоз бетига игнали учини санчиб О 
нуқтани, қалам қўйилган учи билан бошқа бир А нуқтани 
белгилаймиз (190- расм).-

Кейин циркулнинг қаламли учини соат стрелкасига теска- 
ри йўналишда ва соат стрелкаси йўналишида а бурчакка бур- 
сак, О нуқтага нисбатан Ау ва Аг нуқталар ҳосил бўлади. Бу- 
риш соат стрелкасига тескари йўналишда бўлганда, а бурчакни 
мусбат; соат стрелкаси йўналишида бўлганда эса манфий деб 
ҳисоблаймиз. Аг ва А3 нуқталар А нуқтани О нуқта атрофида 
(± а) бурчакка буриш натижасида ҳосил қилинади деймиз.

Энди О нуқта ва (+  а) ёки (—■ а) бурчак берилган бўлсин. 
0 дан фарқли бўлган бирор А нуқтани олиб,' қуйидаги икки 
шарт билан аГниқланувчи нуқтани Ал билан белгилаймиз: 1) ОА 
нур билан ОАх нур орасидаги бурчак а га тенг; 2) 0АХ кесма

В
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ОА кесмага тенг. А нуқтадан А, нуқтага ўтиш О нуқта ат~ 
рофида а бурчакка буриш деб аталади.

д) Ф и г у р а н и  бу ри ш
'Гекисликда бирор Н фигура берилган бўлсин, унинг ҳар 

қандай А нуқтасини бирор О нуқта атрофида а бурчакка бу- 
риш натижасида уни бошқа бир А, нуқтага алмаштириш мум- 
кин (191- расм).

.*'с,

Е

Таъриф .  Н фигуранинг ҳамма нуцталарини О нуқта 
атрофида а. бурчакка буриш натижасида ҳосил цилинган 
нуқталардан ташкил топган Н, фигура Н  фигурани 0 нуқ- 
т а  атрофида а бурчакка буриш натижасида ҳосил қилин- 
ган фигура деб аталади.

е) Б у р и ш н и н г  х о с са л а р и
Буриш ҳуйидаги хоссаларга бўйсунади. Уларнинг тўғри 

эканига ишонч ҳосил ҳилиш осон.
1-теорема.  Н  фигурани О нуқта атрофида а бурчакка 

буришдан ҳосил қилинган И , фигура Н  фигурага тенгдир. 
Ҳақиқатан ҳам, Н  фигурани бирор О нуқта атрофида а бур- 
чакка бурсак, у Н, фигура билан устма-уст тушади (191- расм).

2-теорема.  АВ кесмани 0 нуқта атрофида а бурчакка 
бурганда ҳосил қилинган фигура А В  кесмага тенг бўлган 
А,В, кесмадан иборат.

А, ва В, нуқталар А ва В нуқталарни О нуқта атрофида а 
бурчакка буришдан ҳосил бўлиши шаклдан равшан кўринади 
(192- расм).
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З теорема.  Н айланани О нуқта атрофида а бурчаккл 
буришдан ҳосил қилинган фигура Н  айланага твнг бўлган 
Н , айланадир. Н  айлананинг маркази берилган айлана марка- 
зини а бурчакка буриш натижасида ҳосил бўлади (193-расм).

4- 7 е о р е ма. Ихтиёрий М И  тўғри чизақни О нуқта ат- 
рофида а бурчакка буриш натижасида ҳосил қилинган тўғ- 
ри чизиқ бўлсин. У ҳолда ММ ва /М,Л/, тўғри чизиқ-
лар орасидаги бурчак |а| га тенг бўлади. Бунда куйидаги 
иккн ҳол бўлиши мумкин:  ̂ ;

< “

Й
Г

8
0,/
Л «

'  У
^ -  л

I ^
I '

&

1Э'о- расм.

1) МИ тўғри чиэиқ 0  нуқтадан ўтади (194- а расм).
2) ММ тўғри чизиқ О нуқтадан ўтмайди (194- б расм). 

ОЕ^_МИ\

Мусбат козффациентли гомотетия
Текисликда бирор 0  нуқта ва к — маълум мусбат сон бе- 

рилган бўлсин. ОА нурда О дан фарқли ҳар қандай А нуқта 
учун ОА{ =?к-ОА тенгликни қаноатлантирадиган Л, нуқтани
ҳамма вақт топиш мумкин (195-расм), бу ҳолда^- = £.ОА
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Таъриф.  А нуқтадан А2 нуцтага ОЛ, = к-ОА тенглик 
билан ўтиш  О марказли ва к коэффициентли гомотетия 
дейилади. Энди, текисликда О нуқта, бирор Н  фигура па мус- 
бат к сон берилган бўлсин. Н  фигуранинг ихтиёрий А нукта- 
си учун А дан маркази 0, коэф- 
фициенти к бўлган. гомотетия 0 
ёрдамида текисликнинг бошца 1 
бнр А, нуқтаси ҳосил қилинади 195. расм.
{196- расм). Масалан, ОА=2,5см,
ОВ = 3,5 см, ОС = 4,1 см,
к = > 1 бўлсин. У ҳолда, ОЛ,

Ов, = к-ОВ — у З ,5  = 5,3 (см),

к-ОА 

ОС, = к

3
Т ■2,5 = 3,75 (см),

О С = у .

(см). Энди, * - Т < 1 бўлсин. ОС = 5,1 см.

4.1 = 6,15 

ОА = 5 см. У

к-ОС -5,1 =2,55 (см), ОА, =к-ОА=  у -5 =ҳолда О С ,
— 2,5 (см). Демак, к > 1 бўлганда гомотетия фигураларни 
катталаштиради, к <С. 1 бўлганда эса кичиклаштиради (196 ва 
197- расмлар каби).

е,

в /  '
",

-±С.

196* расм.

Манфий коэффициентли гомотетия

Текисликда О нуқта ва маълум манфий к сон берилган 
бўлсин. О дан фарқли ихтиёрий А нуқта учун ОА нурнинг 
қарама-қарши Йўналишида ҳамма вақт ОА, =\к\ 0А тенглик- 
ни қаноатлантирадиган А , нуқта топилади (198- расм). Бу ҳол- 
да ҳам А нуқтадан А, нуқтага ўтиш маркази 0 ва коэффициен- 
ти к < 0 бўлган гомотетия дейилади. Энди текисликда О нуқта, 
к < 0  сон ва Н  фигура берилган бўлсин (199- расм), Н  фигу- 
ранинг ихтиёрий А нуқтаси учун ундан маркази 0 ва коэффи- 
циенти к < 0 бўлган гомотетия ёрдами билан ҳосил қилинади- 
ган А , нуқтани топиш мумкин. Масалан,

ОА = 2,5 см, ОВ = 3,1 см, О Б  = 2,5 см, к = — < 0; ОС=
=  3 см,

к
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У ҳолда

ОАх = \к\- ОА = |- у |- 2 ,5  -  + 1,25, ОВх = \к\-ОВ = 

-  | --у |-3,1 -  +  1.55.СЮ, -  1.2,5- 1,25; ОС, -

- у  | * 3 — 1,5.

I
а ----------

~  87"

а
1»а- расм. 19У- расм.

Н  фигура нуқталаридан гомотетия ёрдамида ҳосил ҳилинади- 
ган барча нуқталар тўплами янги Н х фигурани беради. 199- 
расмдаги каби к < 0 бўлганда ҳам; I к \ > I бўлганда гомотетия 
фигураларни катталаштиради, |й|<  1 бўлганда эса кичиклаш-

тиради.
д з) Г о м о т е т и я  х о с с а л а р и

„--и Гомотетиянинг ушбу хоссалари-
^ йи исботсиз кўрсатиб ўтамиз.

1 1-теорема.  Кесмага гомоте-
ти к  бўлган фигура кесма бўлиб, 
унинг уялари берилган кесманинг 
учларидан яна ўша гомотетия 

н ёрдамида ҳосил қилинади. Ҳосил 
2 0 0 - расм. қилинган кесма берилган кесмага

параллел ва узунлиги \к\ билан 
берилган кесма узунлиги кўпайтмасига тенг (200- расм).

2-теорема .  к коэффициентли гомотетияда г кўпбур- 
чакка гомотетак бўлган фигура шу купбурчакка ўхшаш гх 
кўпбурчакдан иборат бўлиб, ўхшашлик коэффициенти \к\ 
бўлади. гх кўпбурчакнинг учлари г кўпбурчак учларидан шу 
гомотетия ёрдамида ҳосил қилинади (201- расм).

3-теорема.  к коэффициентли гомотетияда В радиусли 
айланага гомотетик фигура Ц/гЬЯ) радиусли айлана бўла- 
ди. Ҳосил қилинган айлана маркази берилган айлана мар- 
казидан ўша гомотетия ёрдамида ҳосил қалинади.

и) В е к т о р л а р  ҳақида  т у ш у н ч а
Сон қиймати билаи бирликда йўналиши ҳам эътиборга олин- 

ган миқдор вектор дейилади. Масалан, куч, тезлик, теэланиш 
ва ҳоказоларнинг ҳар бири вектор миқдорднр. Геометрик тас- 
вирда вектор — бир томони стрелкадан иборат кесма билав
284
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белгилаб ёзилади. Демак, геометрияда нектор йўналишга эга
бўлган кесмадир. Масалан, АВ вектор берилган (202- расм). 
(Вектор, йўналган кесма бўлгани учун уни битта ҳарф била» 
белгилаш ҳам мумкин.) Векторнинг сон қиймати унинг уэун- 
лиги дейилади. 202- расмда А нуқта векторнинг боши, В  нуҳ- 
та эса охири дейилади. Ўқ деб бирор йўналиши белгиланган 
тўғри чизиқ тушунилади ва бунда узунликларни ўлчаш учун 
масштаб бирлиги ҳам берилган бўлади. Вектор ҳам кесмалан

иборат бўлгани учун унинг ўқдаги проекцияси, геометриядаги 
кесманинг чизиқдаги проекцияси каби бўлади, лекин, бунда 
проекциянинг йўналиши ўқ йўналиши билан бир хил бўлса» 
проекциянинг миқдори мусбат, қарама-қарши бўлса, манфий
деб ҳисобланади. Масалан АВ ва СО  вектор проекциялари ка- 
би (203- расм).

к) В е к тор л а р н и н г т е н г- 
л и г и

Таъриф .  Икки вектордан 
бирининг узунлиги иккинкиси- 
нинг узунлигига тенг еа икко- 
вининг йўналишлари бир хил 
бўлса, бундай векторлар бир- 
бирига тенг векторлар дейила- 
ди (204- расм).

Т а ъ р и ф. Икки векторнинг узунликлари тенг ва йўна- 
лишлари қарама-қарши бўлса, улар қарама-қарши вектор- 
лар дейилади (205- расм).

Хо с с а с и .  Икки векторнинг ҳар бири учинчи вектор- 
га -тенг бўлса, у икки вектор ҳам ўзаро тенг бўлади (206- 
расм).

АВ  = Ё Ғ  ва СО  =» ЕҒ ,

203- расм.

демак,
АВ -  СО.

28&
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л) П а р а л л е л  к ў ч и р и ш  та ъ р и ф и
Бирор АВ вектор берилган бўлсин. Ихтиёрий

учун И  билан шундай. нуқтани белгилаймизки, 
тенглик ўринли бўлсин (207- расм).

В

I
I • 
0

в В = С Т )

С нуцта 
СО = АВ

а в Ф С Б

■205- расм.

Й В ф С Т )  

■ Е
204- расм. 206- расм.

С нуқтадан Б  нуқтага ўтиш АВ вектор қадар параллел 
кўчириш дейилади.

Таъриф.  И  фигуранинг ҳамма нуқталарини АВ вектор 
қадар параллел кўчиришдан ҳосил қилинган И , фигура АВ

Й
I-

207- расм. 209- расм.

вектор қадар параллел кўчиришдан ҳосил қиланган фигура 
дейилади (208- расм).

м) П а р а л л е л  к ў ч и р и ш  х о с с а л а р и  * 
1-теорема.  Н фигурани параллел кўчиришдан ҳосил 

қилинган И, фигура И  фигурага тенг бўлади.
2£б

а 8
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'2- т е о р е м а. СИ кесмани АВ вектор қадар параллел 
кўяирганда ҳосил қилинган фигура СО га тенг бўлган АЛВ % 
кесмадан иборат. Ал, В л нуқталар параллел кўяириш нати• 
жасида А, В  нуқталардан ҳосил бўлади.

3-теорема.  Н  айланани параллел кўчириш. натижаси- 
да ҳосил қилинган фигура Н  айланага тенг айлана бў• 
лади. //, нинг маркази Н  марказидан ўша параллел кўчи• 
риш натижасида ҳосил қилинади.

И з о'ҳ. Геометрик алмаштиришлар ҳақидаги тушунча бу китобда ҳў- 
шимча бир иарса бўлгамлиги учун, унга тегишли масалалар берилмалн Ки- 
анққан китобхонлар 7-синф учун .Геометрия" дарслигндан қарашлари мум- 
кин.
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Б) С Т Е Р Е О М Е Т Р И Я

1- §. Д А С ТЛ А БКИ  Т У Ш У Н Ч А Л А Р

Т а ъ р и ф. Стереометрия деб, ҳамма нуқталари бир те- 
кисликда жойлаша олмайдиган фазовий фигураларни ўрга- 
тадиган геометрия бўлимига айтилади. Фазовий фигуралар 
чизмада киши кўзига фигуранинг тахминан ўзидек таассурот 
қолдирадиган расмлар ёрдами билан тасвирланади.

Т е к и с л и к  ҳақида  а к с и о м а л ар :  1) Агар тўғри чи- 
зиқнинг ихтиёрий икки нуқтаси бир текисликда ётса, бу 
тўғри чизиқнинг ҳар бир нуқтаси шу текисликда ётада 
(209- расм).

2) Агар икки текислик кесишса, уларнинг кесими тўғри  
чизиқ бўлади (210- расм).

3) Бир тўғри чизиқда втмаган ҳар қандай уч нуқтадан 
фақат б и тта  текислик ўтказиш мумкин (211- расм).

*а) Тўғри чизиқ ва унинг ташқарисида ётган нуқтадан 
фақат б и тта  текислик ўтказиш мумкин (212- расм.)

В'

"209- раСм. 2 1 0  расм.
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б) Кесишувчи икки тўғри чизиқдан фиқат би тта  текис- 
лик ўтказиш мумкин (213- расм).

4) Фазодаги бир тўғри чизиқдан чексиз кўп текисликлар 
ўтказиш мумкин (214- расм.)

А И  тСғпи чияиклян утуичи 
текнслмкляр туплйминн, те- 
кисликлар дастиси ва АВ 
ту|ри чизиц унинг ўқи дейн 
ле ’н

2- §. ПАРАЛЛЕЛ Т ЎҒРИ  ЧИЗИЦЛАР ВА ТЕКИ Г.ЛИ КЛАР

Т а ъ р и ф. Бпр текисликка жойлашадиган фазодаги икки 
тўғри чизиқ б и тта  ҳам умумий нуқтага эга бўлмаса, улар 
ўзаро параллел тўғри чизиқлар дейилади {215- расм). (Чек- 
сизликдаси нуцта бундан мус-
таснодир.) Я В

И з о ҳ. Иккн параллел тўгри чн- 
■ицдаи фақвт битта текислик утка-
IIIIII М уМ КИ Н .

*9киспог

С 0
215- расм.

Таъриф.  Текислнк ва 
унда ётмаган тўғри чизиқ 
б и тта  ҳам умумий нуқтага 
вга бўлмаса, улар ўзаро параллел дейилади (216- расм).

Теорема .  Агар Р  текислик ташқарисидаги АВ тўғри 
чизиқ шу текисликдаги бирор тўғри чизиққа параллел бўл-

1  :
216- р<нм.

19—ГЛ т
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са, АВ тўғри чизиқ шў текисликки ҳам параллел бў- 
лади.

Исбот .  ЛТЛ тўғри чизиқ Р  текисликда ётган тўғри чизнқ 
бўлиб, у фазодаги АВ  тўғри чизиққа параллел бўлсин (217- 
расм). АВ  Ц Р  эканини исбот қилиш керак.

АВ ва Р  ларни давом эттирганда улар бирор Е  нуқтада 
кесишади деб фараз қиламиз. У ҳолда кесишиш Е  нуқ- 
та АВ  ва М Л  ларни ҳам давом эттиргандаги кесишиш

Й
■о-

Ехг

217- расм.

(нъни умумий) нуқтаси бўлади. Бу мумкин эмас, чунки 
А В  || /ИЛ эди. Шунинг учун АВ  тўғри чизиқ Ртекислик билан 
учрашмайди (яъни умумий нуқтаси бўлмайди). Демак, улар 
таърифга кўра параллел, АВ  || Р.

Энди қуйидаги натижаларни исботсиа берамиз:

Р
М

N

\ \
ч.

ч
ч
с

Ч  “
\ Ч

\

- VI

218- рясм. 219- расм.

1) Агар М И  тўғри чизиқ бир-бири билан кесишган икки 
Р еа <3 текисликнинг ҳар бирига параллел бўлса, уларнинг 
кесишган АВ чизиғига ҳам параллел бўлади (218- расм). 
М Л  || Р  ва /ИЛ |] <3 бўлса, М ^  || АВ  дир.
290
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2) Икки АВ ва СИ тўғри чизиқ учинчи М И  тўғри чизиқ- 
қа параллел бўлса, улар ўзаро параллел бўлади (219- расм).

А В  || М И  ва СО  || М И  бўлса, М И  || АВ  || СО  дир.
И к к и  т е к и с л и к н и н г  п а р а л л е л л и г и  ҳақида  ту- 

ш у н ч а
Т а ъ р и ф. И ккита  текислик умумий чизиққа эга бўлма- 

са, улар ўзаро параллел текисликлар дейилади. (Чексизлик- 
дагн чизиқ бундан мустаснодир.)

Те оре ма .  Агар бир Р текисликдаги кесишувчи иккита  
АВ ва АС тўғри чизиқ, иккинчи <3 текисликдаги кесишувчи 
иккита МИ ва М Е  тўғри чизиқларга мос равишда парал- 
лсл бўлса, у текисликлар ўзаро параллел бўлади.

Исбот .  Теореманинг шартига кўра: АВ  || М И  ва АС || М Е, 
Р  || <3 эканлигини исбот нилиш керак (220- расм).

Олдинги теоремага асосан АВ  ва АС ляр <3 текисликка па- 
раллел. Энди, Р  ва <3 текисликлар давом зттирилганда, улар 
бирор П Ғ  тўғри чизиқда кесншади деб фараз қиламиз; у ҳол- 
да 1- натижага асосан, АВ  || О Ғ  ва АС Ц О Ғ  бўлади. Бу мум- 
кнн эмас, чунки Р  текисликда бир А нуқтадан О Ғ  га парал- 
лел иккита тўғри чизиқ ўткаэиб бўлмайди. Шундай қилиб, Р  
ва <3 текисликлар бир умумий чизиққа зга эмас, демак, улар 
параллел, Р  || (?. Теорема исбот қилинди.

Теорема .  Агар икка Р  ва (3 параллел текислик бирор 
учинчи Н  текислик билан кесилса, текисликларнинг кеси- 
шиш чизиқлари (М И  ва Е Ғ  лар) ҳам узаро параллел бўла- 
ди (221- расм). Р  || (3 берилган. М И  || Е Ғ  эканини исбот қила- 
миз.

Исбот .  М И  ва Е Ғ  тўғри чизиқларнинг иккови кесувчи Н  
текисликда бтади; ундан ташқари М1ч кесим Р  да, Е Ғ  кесим 
^ да (яъни иккита параллел текисликда) ётади. Шунинг учун 
улар ҳар қанча давом эттирилганда ҳам кесишмайди, яъни уму- 
мий нуқтаси бўлмайди.

Демак, таърифга кўра ЛШЦ Е Ғ  бўлади.

520- расм. 221- раси.
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3- §. НУҚТАНИНГ ВА КЕСМАНИНГ ТЕКИСЛИКДАГИ ПРОЕКЦИЯСИ

Нуқтадан берилган текисликка туширилган перпенднкуляр- 
нинг асоси шу нуқтанинг текисликдаги ортогонал проекқия- 
си деб айтилади. Масалан, А нуктанинг Р  текисликдаги орто- 
гонал проекциясини топиш учун А нуқтадан Р  текисликка 
перпендикуляр туширамиэ: А В Х ? ,  бу ҳолда В нуқта А нинг 
Р  даги ортогонал проекцияси бўлади (222- расм).

Фазодаги ҳар қандай УИ/'/ чизиқ барча нуқталарининг Р 
текисликдаги ортогонал проекцияларининг геометрик ўрни, 
6у чизиқнинг Р текисликдаги ортогонал проекцияси дейи- 
лади. Масалан, М М  чизиқда бир неча М, С, Д  . . • нукта- 
ларни олиб уларни Р  текисликка проекциялаб, ҳосил бўлган 
М и Си Оъ . . . нуҳталарни бирлаштирамиэ. У ҳолда Л/рЎ, чи- 
зик /ИЛ нинг Р  текисликдаги ортогонал проекцияси бўлади 
(223- расм).

Т ў ғ р и  ч и з и к  билан т е к и с л и к  ор ас и да ги  бур- 
ч а к

Таъриф.  Тўғри чизиқ билан унинг текисликдаги орто- 
гонал проекцияси орасидаги бурчак тўғри чизиқ билан те- 
кислик орасидаги бурчак деб аталади. Масалан, /ИЛ/ тўғри 
чизикнинг Р  текисликдаги проекциясн Л £  бўлсин. Бу ҳолда 
М М Е  бурчак /ИЛ тўғри чизик билан ф текислик орасидаги 
бурчак бўлади (224- расм).

222- расм. 223- расм.

М

224- расм. 225- расм.

292

www.ziyouz.com kutubxonasi



Масала .  10 см узунликдаги кесма текисликни кесиб $тиб,
унинг учлари текисликдан 3 см ва 2 см узоқликда туради. Шу
кесма билан текислик орасидаги бурчак топилсин.

225-расмда: АС ■= 10 см\ Л£)-=3 см\ СЕ = 2 см бўлсин. 
Д АВО  ни топамиз.

Е ч и ш .  А А В О ю а СВЕ  бўлганидан ^  ёки ~  =

— 1() А1*д£  бкн 30-3-АВ = 2-АВ ёки 30 = 5->45; АВ  = 6 см.

Д  АВИ  дан: а!п а = ^  |  Бундан:

4- §. Т ЕК И С Л И К К А  П ЕРП ҒН Д И КУЛ ЯР ВА ОҒМА Т Ў ҒРИ  ЧИ ЗИ Қ Л А Р

1- те о р е м а. Агар Р текислик билан кесишувчи МЛ/ тўғ- 
ри чизиқ шу тўғри чизиқ билан текисликнинг кесишув О 
нуқтасидан текисликда ўтказилган ҳар қандай икки ОВ ва 
ОС тўғри чизиққа перпендикуляр бўлса, у шу текисликдаги 
кесишув нуқтаси (0) дан ўтказилган ихтиёрий учинчи 0 0  
тўғри чизиққа ҳам перпендикуляр бўлади (226- расм).

М И  \^0В ва У И / У ОС берилган; ./ИУУ^СЮ эканини исбот 
циламиэ.

Исбот .  М/Ў тўғри чизиқда, ихтиёрий ОМ — ОЛ/ ни ола- 
миз. В, Л  ва С нуқталар ВС тўғри чизиқда ётсин. М  ва N  
нуқталарни В, И, С нуқталар билан бирлаштирсак бир қанча 
учбурчаклар қосил бўлади. Кесманинг ўртасидан ўтувчи пер- 
пендикуляр хоссасига асосан МС = N0 ва М В = /ЎВ.

Бу ҳолда Д  М ВС  = Д/УВС, чунки мос томонлари бир-бн- 
рига тенг. Бундан /. М С В =  /_ ЛСВ.

Д М СО =• Д N00, чунки ОС — умумиЯ, МС = В'С ва 
^  МСО  =• /  ЛгСО. Бундан М£) = N 0 . Энди, д  МОО  = д  N 00 ,

м

N
226- расм. 2 2 У~расм.
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чунки ўхшаш томонлари бир-бнрнга тенг. Бундан, ^  МОП  =■ 
= /  N ОО , аммо булар қўшни бурчаклар бўлгани учун, ҳар 
бири 90° га тенгднр. Демак, М № \ ОО. Теорема исботланди.

Н а т и ж а. Текисликда ётган ва ўзаро кесишган икка тўғ- 
ри чизиққа перпендикуляр булган учинчи туғри чизиқ, шу 
текисликка ҳам перпендикуляр бўлади. Масалан, МО±_Р. 
М О , М В  ва МС лар оғма тўғри чизиқлар, ОП\ ОВ\ ОС лар 
эса бу оғмаларнннг Р  текисликдаги проекциялари дейилади.

2-теорема.  Оғманинг текисликдаги учидан утиб, унинг 
проекциясига перпендикуляр булган тўғри чизиқ оғманинг 
ўзига ҳам перпендикуляр бўлади. (Бу теорема уч перпенди- 
куляр ҳақидаги теорема деб аталади.)

АВ  I Р\ АС — оғма; ВС — оғманинг Р  текнсликдаги проек- 
цияси, ОВ — оғма учидан ўтган тўғри чизиқ. АВ _|_ ВС ±_ О Е  
берилган. О Е  Д  АС эканини исбот қиламиз (227-расм).

И с б о т. БС  = ЕС  қилиб оламиэ; И, Е  нуқталарни В  па А 
нуқталар билан туташтирамиз. У ҳолда: Д 5 С / )=  А В С Е ,
чунки ОС = ЕС, ВС — умумнй ва /, ЪСВ = /  ЕСВ  = 90°, бун-

дан, ВО  = В Е  бўлади.
Д  А ВП  = Д  АВЕ, чунки 

В Б ^ - В Е ,  АВ — умумий па 
А А В й =  /  А В Е  = 90°, бундан: 
АО = АЕ. Д  АСО = Д АСЕ, 
чунки тенг томонли, бундан: 
А А С й =  /  АСЕ, лекин булар 
тенг қўшни бурчаклар бўлгани 
учун А А С Е — Д АСО  = 90°, 
яъни В Е  д  АС.

3-теорема.  Икки Р  || <3 те- 
кисликдан бири Р  га перпенди- 
куляр бўлган М И  тўғри чизиқ, 
иккинчи текисликка ҳам 
перпендикулярдир (228- расм). 
М И  Д  Р; Р || «3 берилган. МИ_±(} 
эканини исбот киламиз.

Исбот .  Е Ғ  || /?,/■', ни >тказ- 
сак, у ҳолда икки параллел чи- 
зиҳни учинчи М И  тўғри чизиқ 

1гани учун, /  М ЕҒ=  
. .  _ яъни /  М Е Ғ  = 90°. Шу-

нинг учун, /  М Е гҒ} = /  М Е Ғ  — 90°, демак, МИ±_ <3.
5- §. И ККИ  ЕҚЛИ  Б У Р Ч А К Л А Р  ҲА КИ Д А  Т У Ш У Н Ч А

Т а ъ р и ф. Б и т т а  умумий чегарага зга бўлган иккита
ярим текисликдан ташкил топган фигура икки ёқли бур-
чак дейилади. Масалан, РАВ<2 икки ёқли бурчакдир (229-
расм).

з  п  п, п п

кесиб ўтади. Бу ҳолда мос бурчаклар бўл1 
= ^ МЕ^Ғу. Шартга кўра М Е  ! ЕҒ , яъни
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Умумий чегара АВ  тўғри чизиқ унинг қи.рраси.\ Р  ва 0 те- 
кисликлар унинг ёқлари дейилади. Икки ёқли бурчак цирра- 
сининг ихтиёрий бир нуқтасига ёқларидан гуширилган иккита 
перпендикуляр орасидаги бурчак унинг чизиқли бурчаги де- 
йилади, масалан, / М Е И  (МЕ_\_АВ ва Д!Е_]_АВ), Л4,£, \\ МЕ  
ва А/,£, || А!Е  бўлгани учун ^М ,£ ,А , = £М ЕМ  дир.

Демак, икки ёқли бурчакнинг ҳамма чизиқли бурчаклари 
ўзаро тенг.

Т а ъ р и ф. И ккита икки ёқли бурчакдан бирини иккин- 
чисининг ичига қуйганда бир-бирига жойлашса, улар тенг 
икки ёқли бурчаклар, акс ҳолда тенгмас икки ёқли бурчак- 
лар дейилади. _  «

Планиметриядаги бурчаклар сингари икки ёқли бурчаклар 
қам тенг, қўшни, вертикал ва ҳоказо бўла олади.

Таъриф.  Ўзаро тенг қўшни икки ёқли бурчакларнинг 
ҳар бири икки ёқли тўғри бурчак дейилади ва бундай ҳол- 
да, унинг ёқлари ўзаро перпендикуляр текисликлар дейила- 
ди (230 расм).

Те орема .  1) Бир-бирига тенг икки ёқли бурчакларга 
тенг чизиқли бурчаклар тўғри келади, 2) к а т т а  икки ёқли 
бурчакка к а т т а  чизиқли бурчак тўғри келади ва аксинча.

Исбот .  1) / Р ЛАЛВ Х(?, = .̂  ҒАВС± бўлсин (231-расм). 
гГМ,£,Л/, =• /М ЕМ  эканини кўрсатамиз.

/ Р,АЛВ Л(±Л ни /РАВС} ичига қўйганда усгма-уст жойлаш- 
син, бу ҳолда / М у Е лИл ва £ М ЕН  лар мос томонлари па- 
раллел бўлган бурчаклар бўлади. Демак, ^ГМ,£,Л/,= /М ЕМ .

2) / Р лАлВ л0л /РАЬС± бўлсин. /Р^АуВ^, ни /.РАВС^ ичи- 
га қўйганда (?, ёқ Н  ёқ ҳолатини олади. чунки / Р лАлВ ,0 л<: 
с / Р А В О эди. Бу ҳолда чизиқли /_МЛЕ ЛМ, —/М ЕМ 2 <" /  М ЕН  
бўлади.

Икки ёқли бурчак ўзининг чизиқли бурчагининг миқдори 
билан ўлчанади.
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Теорема.  Агар икки параллел АВ еа Сй тўғри чизиқ- 
дан бири Р  текисликка перпендикуляр бўлса, иккинчиси ҳам 
Р  га перпендикуляр бўлади.

А В ± Р  ва АВ\\СО берилган (232-расм).
СО_\_Р зканини исбот қиламиз.
Исбот.  (3) аксиомага асосан АВ  || СО  тўғрн чиэиқлар ор- 

қали <3 текислик ўтказсак икки ёқли бурчак қосил бўляди. 
Бу ҳолда / А В Е  ва /С О Ғ  лар ОИВР  икки ёқли бурчакнинг 
чнзиқли бурчаклари бўлгани учун улар ўзаро тенг, яъни 
/ СО Ғ=  / \АВЕ.

Аммо, / А В £  = 90°, чунки А В \ _ Р  эди. Шунинг учун 
/СИҒ = / а В Е  = 90°, демак, С О ± Р .

6 -§. УЧРА Ш М А С  (АЙ ҚА Ш ) и к к и  т ў ғ р и  ч и з и қ  ҳ а қ и д а

С В  тўғри чиэиқ Я текисликда ётсин. АВ  тўғри чиэиқ эса 
Р  текисликни В  нуқтада кесиб ўтсин (233- расм).

Бу ҳолда АВ  ва С Ь  тўғри чизиқлар умумий нуқгага эгв 
бўлмаса, бундай икки тўғри чизиқ учрашмас айқаш тўғри чи- 
зиқлар дейиладн. Фязодаги ихтиёрий М  нуқтадан М Е  || СГ) ва

Г. Я ■

231- расм.
I > *

232- расм.

Т У Ш УН Ч А

N
Л4Л/ Ц АЬ лар ўтказилса, ҳосил 
бўлган икки тўғри чизиқ ораси- 
даги £УИЛ/ бурчак АВ  ва СО ай- 
қаш чиэиқлар орасидаги бурчак 
лейилади.

лар оилан чегараланган жисм 
кўпёқ деб аталади. Бундаги те- 
кис кўпбурчаклар унинг ёқлари; 
қўшни ёқларинииг кесишган чи- 
зиғи унинг қирралари, қиррала-233 расм.

www.ziyouz.com kutubxonasi



рининг кесишишидан ^осил булган нуқталар унннг учлари па 
бир ёгида ётмаган икки учини туташтирувчи кесма, унинг 
диагонали дейилади. {Кўнёқни унинг бирор днагоналининг 
учларига қўйилган икки ҳарф бнлан ҳам ўқиш мумкин.)

а) Призма ва унинг сирти
Т а ъ р и ф. Икки ёғи узаро параллел текис кўпбурчакдан, 

қолган ёқлари эса параллелограммлардан иборат. бўлган 
кўпёқ призма дейилади. Параллел кўпбурчаклар унинг асос- 
лари\ параллелограммлар эса унинг ён ёқлари дейилади. Ма- 
салан, 234- расмда беш бурчакли (СС,) тўғри (ён ёцлари асос 
текислигига перпендикуляр) призма берилган.

234- расм. 235- расм. 236- расм.

Асосларининг томонлари ўзаро тенг ва баландлиги асос 
марказидан ўтган кўпёқ мунтазам кўпёқ дейилади.

Ён ёқлари асос текисликларига перпендикуляр бўлмаса, у 
оғма призма дейилади (235- расм).

Н — 00х асос юзига перпендикуляр бўлганда призманинг 
баландлиги дейилади. Оғма призма А П , нинг ён қирраларига 
перпендикуляр текислик билан кесишдан ^осил бўлган 
АгВ,СгОъЕъ кўпбурчак перпендикуляр кесим дейилади 
(235- расм).

Теорема .  Призманинг ён сирти перпендикуляр кесим- 
нинг периметри билан ён қиррасининг кўиайтмасига тенг 
(235- расм).

АСг призма берилган бўлсин. ЛС, призма ён сиртини „5ен пр“ 
деб белгилаймиз. 5вн пр = (Л;В.2 + В2С2 + С°0, + ОгЕ г + 
-\-ЕгАг) ■ ААг эканини исбот қиламиз.

Исбот .  Берилган призманинг ён ёклари лараллелограмм-
лардан иборат бўлиб, уларнннг баландликлари А,Вг, В.С,.....
Е ъАг. Бу ҳолда 51н пр = • АгВг + ВВ г В.гСг + . . . + Е Е Г
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• Е гА2 бўлади. Аммо қирралар: АА2 = ВВг =  ССг = . . . - =  Е Е Х. 
Шунинг учун,

•̂ ея пр. =“ (^ 2̂ 2 + В гС2 + . . - -{-Е гАг)-АА{.

Н ати жа .  Тўғри призманинг вн сиргпи асосининг пери- 
метри билан ён қирраси кўпайтмасига тенг.

Масала .  Уч бурчакли оғма призманинг ён қирралари 8 см; 
перпендикуляр кесиминикг томонлари 9:10:  !7 каби нисбатда 
вя унинг юзи 144 смг. Шу гриэманинг ён сиртини топинг.

Е ч и ш .  АВСАфўС^ оғма приэма берилган бўлсин. Д А.,В С% 
перпендикуляр кесим {236- расм).

ААг ■- ВВ, - СС2 — 8 см\
АгС2: С2В2: А2В2 = 9 : 10: 17.

Бу ^олда,
АгС2 = 9де; С2В 2 = 10 х\

А2Вг =- 17 х деб ёзса бўлади.
Д  А2ВгС2 юзн = 144 смг.

Герон формуласидан фойдаланамиэ;
= V  Р ( Р ^  а){Р ~  Ь )(р— с),

^ (2 "4- Ь Сбунда р— —^  .

Бизнинг мисолда р = + 10̂ 17дг =18лг; демак, 144 ==■

= /  18л-(18дс — 9 дс) (18* — 10*) ( 18*— 17*) = 36*’ . Бундан:
*  = 2. Демак, А-,В.2 =  17 *  = 34 см\ В.,Сг = 10 *  = 20 см\ АоС2=» 
= 9 *  = ] 8 см.

5 ем мр = (А-,С.г -1 С,В, + В.,А2) АА2 = (18 + 20 + 34) -8 =
-  576 (см-).

' Г аъриф.  Кўпёқларнинг т ўл а  сирти деб, унинг ён сир- 
ти  билан асослари юзларининг йиғиндисига айтилади.

б) Мараллелепипед; унинг қирралари, ёқлари ва диаго- 
налларининг хоссалари

Т а ъ р и ф. Асослари параллелограммлардан иборат бўл- 
ган иризма параллелепипед дейилади.

Параллеленииеднинг асослари параллелограмм ва ён ёқлари 
тўғри тўртбурчаклардан иборат бўлса, у тўғри параллеле- 
пипед; агар асослари қам тўғри тўртбурчаклар бўлса, у ҳолда 
тўғри бурчакли параллелепипед дейилади. Тўғри бурчакли 
параллелепипеднинг бир учидан чиқкан учта қирраси унинг 
уч ўлчоеи дейилади. Масалан: АВ, АС, АА, (237- расм).
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Т е о р е м а. Тўғри бурчакли параллелепипед ҳар би.р диа- 
гоналининг квадрати, унинг уч ўлчовпнинг квадратлари йи- 
ғиндисига тенг. 237- расмда А ,В  — й — диагональ; = АВ2
-1- АСг АА] эканини исбот қиламиз.

Исбот .  А ва О нуқталарни бирлаштириб, Д А,АО  ва 
Д  АВИ  ларни ҳосил қиламиз. Д  А гАО  дан, Пифагор теоре- 
масига асосан АХВ* = АА\ -}- АВ*  ва Д  АВО  дан: А П г = АВ?-\- 
+ ВП г = А В 2 + АС2\ демак, сР = АА\ + А В г = АА\ + А В ' + 
+ ЛС*.

И з о ҳ. Таърифга кўра, параллелепипел ҳам приэма бўлгаик учуп, унинг 
ви сирти приэманинг йн сирти кабн топилади.

Таъриф.  Уч ўлчови ўзаро тенг бўлган тўғри бурчакли 
параллелепипед куб дейилади.

Т е о р е  м а. Ҳар қандай параллелепипедда: 1) қарама-қар- 
ши ёқлари тенг ва параллел; 2) ҳамма диагоналлари бир 
нуқтада кесишади ва шу нуқтада ҳар қайси диагонали 
тенг иккига бўлинади.

АС, параллелепипедда (238- расм): ААх^  ВВ , ва СЮ^ф^СС, 
(ф(:тенг ва параллеллик белгиси) бўлгани учун, улар орқали 
ўтган текислик АА , В ,В  ва 00,СхС лар ҳам ўзаро параллел 
ва тенг, яъни ААХВ,В ПО,С,С. Шунга ўхшаш: АА,О,0#.
# В В , С ХС ва АВСО  4Ф А,В,С,0,.

Энди, масалан, ОВ, па СА, диагоиалларини ўтказамиз. 
Сўнгра й  нуқтани А, нуқта билан, С нуқтани В, нуқта билан 
бирлаштирсак, РА,В,С  параллелограмм ҳосил бўлади, чунки 
£>.4, на СВ, диагоналлар А А ,0 ,О #  ВВ£ ,С  ёқларнинг диагонал-

237- рясм. 238- р»ги
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ларидир ва ОСффЛ,#, эди. Параллелограммнинг диагоналлари 
кесишиш нуқтасида тенг иккига бўлинар эди: ОО = ОВ\ ва 
ОА,~ОС. Энди бу диагоналлардан биттасини учинчи диаго- 
наль билан кесиштириб, олдингидек мулоҳазалар қилинса, бирин- 
чидагидек натижага эга бўламиэ; худди шундай иш тўртннчи 
диагональ устида ҳам қилинади. Натижада-тўртала диагональ 
ҳям бир нуқтада кесишади ва ҳар бири тенг иккига бўлинади.

в) Пирамида ҳацида тушунча
Т а ъ р и ф. Асоси. деб аталган бир еги кўпбурчак ва ён 

ёқлари бир умумий учга эга булган учбурчаклардан иборат 
кўпёқ пирамида дейилади (239-расм). 5 — нирамиданинг учи; 
50  X  асос АВЕСО ю31, бўлсин, бу ҳолда 50 — А — пирамида- 
нинг баландлиги дейилади. 5Я ВС  бўлсин; 5£ — пирамида- 
нинг апофемаси дейилади. Демак, пирамиданинг учидан асос 
томонларининг бирортасига туширилган перпендикуляр 
апофема деб аталади. Ҳар бир ёғи унинг асоси бўла олади- 
ган мунтазам уч бурчакли пирамида тетраэдр  дейилади.

Пирамидадаги параллел кеснмларнинг хоссалари
'1'еорема, Агар пирамида асосига параллел текислик 

билан кесилса: 1) ён қирралари ва баландлиги шу текис- 
лик билан пропорционал бўлакларга ажралади; 2) кесимда 
асосга ўхшаш кўпбурчак ҳосил бўлади; 3) кесим ва асос юэ- 
ларининг нисбати, улардан пирамиданинг учигача бўлган 
масофалар ёки мос томонлар квадратларининг нисбатига 
тенг бўлади. ЗАВСОЕ  пирямида берилгап бўлсин (240- расм).

А,В,С,1)ХЕ  л ---  - .......... —

5

'С

239- расм. 240 расм.

0 \

' АВСйЕАю_

В В I
А,В,С\0\Е,А
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И сбо т. I) /_ А5В ни икки АВ  || /<,в, тўғри чизицлар кес- 
гани учун, китобимизнинг планиметрия қисмида 2^ § даги 3-
изоҳга асосан ^  бўлади. Шунга ўхшаш £  .Д50 да:

^  ^ ^  В5С да: -  §£  ва ҳоказо. Булардан: ^  -
в.з е ,з  зо, '

=  йй, = ■ • ■“  Ш у ~  < Ж  ҳосил бЎлади-
2) А  /458 да Л,3, Ц /.3 кесганда, яна 3- изоҳга асосан:

/4,5 В,3 /4, Д| ,, ,  „ Д | 5  с ,5  Д,С, /4,5 0 ,5
^  = 5 5 = ^ - -  Ш У»Га УХШаш:й Г ^ С 5

/4,0, с. /4, Д, Й,С, /4,£,= ва ҳоказо. Булардан = . . . = яа томон-
лари параллел бўлган бурчаклар бўлгани учун /. Ах = /  А\
/  3, = /  В; . . . ; /  Е, = /  Е. Бу ҳолда таърифга кўра:
(Л .Я .С .Д Я.А ) <л(АВСВЕА).

3) Планиметрияда ўхшаш кўпбурчаклар юзларининг нис- 
бати, мос томонлари квадратларининг ииобатига тенг эди, яъни
/4|Д|С,р1Д,/41юзЯ _ ^В, _  М.В,\». /4,5 /4|В| ...

ЛВСОЕАюз„ АВ> 1/4Д /̂ ’ еК ЛТ 03 АВ ДИР-Ш У
А^В.С .О .Е.А ,^  Л|В ’ 0,5» д

нинг УЦУН’ АЪСВЁАюаи Ш ~  -  05» бУлади-
И зо ҳ . 240- расмдаги /4,В,С,0,Д АВСОЕ фигура кесик пирамада да- 

йилади. Демак, асослари иккита кўпбурчакдан, ёқлари трапециялардам 
иборат бўлган кўпёқ кесик пирамида дейилади.

А,В,С,В,Е, II АВСйВ текислнклар унинг асосларн, асосларигя перпен- 
днкуляр 00, чиэик унинг баландлиги ва А,Н 1  АЕ ни унинг апофемаеа 
дейнлади.

8-§. ТУЛЛ ВА К Е С И К  П И РА лЛ И Д Л Л А Р Н И Н Г  ЕН СИРТИ

Теорема.  Мунтазам пирамаданинг ён сирти пирамида 
асосининг перииетри билан апофемаси кўпайтмасининг яр- 
мига тенг.

5АВС0 мунтазам тўрт бурчакли пирамида берилган бўл- 
син (241- расм). Унинг ён сиртини 5 |ЯП111;1 деб белгилаймиз. 
АВ = ЯС = СО = Ай\ Р, = 4 АВ бўлсин. а = 58Т/40  (а — 
япофема).

5г,1 = -4у- (кв. бирлнк) эканинн исбот қиламиз.
,  с  . л , Сг, . АО-ЗЕ 4-АО а Р,-аИ с б о т. 5{и т>= 4 • Д  Л50ЮЗИ = 4 — 2—  -  — 2—  = -5-.
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Внди мунтазам п бурчакли пирамиданинг ён сирти

^ „ ПИР -  б - к )

фпрмула билан аниқланиши равшан.
Н а ти ж а .  Пирамида мунтазам бўлмаса, у ҳолда унинг 

ён сирти, ён ёқлари юзларининг йиғиндисига тенг. Бу на- 
тижанинг ўринли эканини кўриш осон.

1-масала.  Уч бурчакли мунтазам пирамиданинг ён қир- 
раси 10 см, ён сирти 144 см2. Асосининг томони ва апофемаси 
топилсин.

241- расм. 242- расм.

Е ч и ш. Ихтиёрий '5АВС мунтазам уч бурчакли пирамида 
чизамиз (242- расм). АВ  = ВС =- АС\ 5Е  =■» а — апофемаси бўл- 
син. А5 = 85 = С5 = 10 см\ 5в1| пир = 144 смг берилган. Д АЕ5
дан, А52 = §£* + А Егёк\\ 100 = а5 + ( ^ ) ' .  Энди, 1 4 4 ^  * 
бундан:

Бу ҳ о л д р  

ёки

бундан:

100 = аг + ~1 <2’

100 ла + 2304 = 0,

ёкн
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Демак,

АС = ™ = 12 ёки АС=  *  = 16.

2- масала .  Пирамиданинг асоси томонлари 20 см ва 36 см 
ҳамда юзи 360 см2 бўлган параллелограмм бўлиб, баландлиги 
12 см га тенг ва диагоналларнинг кесишган нуқтаеидан ўтади. 
Пирамиданинг ён сирти топилсин (243- расм).

Е ч и ш. Ихтиёрий ЗА ВС й  пирамида чиэиб, Сй = АВ = 36 см, 
ВО  = АС = 20 см ва баландлик 05 = 12 см деб белгилаймиз. 
Шаклда: ОВ = ОС, ОО = ОА, С Е ± А В , 5Н  _|_ АВ; (АВСО)юзи = 
= 360 см2. 360 = АВ-СЕ = 36 СЕ, бундан: СЕ = 10 см; ОН  =
= ^*. = “ ! = 5 {см). Д ЗОН дан: а = З Н =  / ЗО2 ± ОН> =

= /12а + 5".= 13 (см).
Энди ВО гз О Ғ±  ВО  ни туширамиз, у ҳолда З Ғ ± В О  бў- 

лади (уч перпендикуляр ҳакидаги теоремага асосан). 
2 - ДВООЮЗН + 2 - Д  АО Вюзи = 360 см\

2 Д  ВООюм = О Ғ-ВБ=  20-ҒО\ 2-Д  АОВЮ2И = АВ ОН = 
— 36-5= 180 см2.

Бу ҳолда: 20• ҒО  + 180 = 360, бундан: ОҒ = 9 см.
Энди Д  ЗО Ғ  дан:

аг = З Ғ  = у '0 32 + ОЯ> = / 122 + 92 = 15 (см).
5(ипнр = ^В а + ВО  ах^Зб-13 + 20-15 -  768 (сл2).

Т ео ре м а .  М унтазам кесик пирамиданинг ён сирти 
унинг иккала асоси периметрлари йиғиндиси билан апофе- 
маси кўпайтмасининг ярмига тенг.

Ихтиёрий мунтазам тўрт бурчакли кесик пирамида (АВСй  
А^ВтС^О )̂ ни чизамиз. АВ = ВО  = С Б  = АС; ААг = ВВ, = ОО, =» 
= СС, ва АгВ г = В гОг = ОгСг = АгСг (а = АХЕ  _|_ АВ — апофе- 
маси) бўлсин (244- расм).

4 А В = Р А ва 4-АгВ г = рк деб белгилаймиз. ЛВСО
р 1_ _

кесик пнрамида ён сирти = 5,и к/ПИр - а  (кв. бирлик) эка-
нини исбот қиламиз.

Исбот .  Кесик пирамиданинг ён ёқлари трапециялардан 
иборат бўлгани учун, 5,и к/пир = 4 АВАгВ { тралеция юзи = 4-

АВ + АгВг . р 4-.4В + 4-.+В, РА 4- р» „• ----  ̂ АгҒ  = ----- -̂------а = — • а.
Мунтазам п бурчакли кесик пирамида бўлганда, 5|нк =
Р  4 - о  *= ■ • и (кв. бирлик) бўлиши равшан.
На ти ж а .  Кесик пирамида мунтазам бўлмаса, у ҳолда 

унинг ён сирти, айрим-айрим ёқлари юзининг йиғиндисига 
тенг бўлади.

з о з
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1- масала.  Тўрт бурчаклп мунтазам кесик гирамида асос- 
лариниш томонлари 8 м ва 2 м, баландлиги 4м. Тўла снрти 

‘ топилсин.
Нчиш.  Мунтазам АВСЭА^В^С^О, (245-расм) кесик пира- 

мида берилган, унга 0,0  баландликнн чизамиз. У ҳолда маса- 
лянинг шартига кўра: 0 ,0  = 4 м\ А В  — ИС = ВС = АВ = 8 М1 
АгОу = 0,С, = В,С, = А̂ В-, = 2 м.

5Т = 4- АО ?~ 1 —  А ,Е  + (А В С В )юти + (Л.В.С./Л)»,.-

241- расм.

Шакллан:

/4В = А® ~

245- расм.

3(лс).

Д /4£Я сл Д /ШС дан: ^

ёки £//
8

Л.- Е Н ^ Ъ м .Ц '

Д Л,£/Удан: Л,£= /Л ,/£  + £/У2 = /  С,С2 + 9 = /16 + 9  = 
= 5 (м).
Демак,

5Т = 4 • Ц -? -5 + 8а + 2а = 168 (.иг).

2- м а с а л а. Кесик пирамиданинг асослари — томонлари а ва 
Ь бўлган мунтазам учбурчаклардак нборат; ён кнрралардан 
бири й га тенг бўлиб, асос текислигига перпендикулярдир. Шу 
кесик нирамиданинг ён сиртини аиикланг (а = 5 м, Ь = 3 м, 
й ~  1 м).

Ечиш.  Мунтазам Л ВСЛД С , уч бурчакли кесик пнрамида 
чнзамиз (246- расм): АВ  = ВС — АС = а\ Л,В, = В,С, = А,С, = 
= Л; В,В = С,С; АХА = й ва Л,Л +  Д АВС  юзи берилгап. В,/У+
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_1 АВ  ва В^Е± ВС ларни ўтказсак: В Н я т А В  — А В̂^
В Е  = ВС — В,С | а — Ь 5 ,.-2-

АВ + А̂ В, ^  ВС + В]С,
5 2~' — 2~

В^Е=  (а + Ь )- а+ Ц -^  ■ В , Е -  (а +  Ь)- [й + энди
В/У* =. ЛЛ' + (а — *)> -  а* + (а ~ Ь )\ни топамиз: ВВ ' = ВХН*

В ХЕ  = / ВВ ' -  ВЕ> У *  + ( а - Ь у — =

4  ]/ 4йг + 3 (а — й)в. Буларга кўра: 5?н — (а + Ь). [а  +

+  { > 4 ^  +  3 (а — Ь)*  ̂ бўлади. Энди сон қийматини ҳисоблай- 
миэ:

(5 + 3 ) - ( 1 + 4 / 4 - 1 + 3  (5 - 3 )8) -8-(1 + 1 - 4 ) -  
= 16 (м2).

Иаоҳ. Ҳар қвндай пирамиланинг тўла сирти, уиннг вн сирти билая 
асос юзларининг йиғиндисига тенг. ^

В-§. КУПЕҚЛАРНИНГ ҲАЖМИНИ ҲИСОБЛАШ 

а) Параллелепипеднинг ҳажми
Теорема .  Тўғри бурчакли параллелепипеднинг ҳажми  

унинг уч ўлнош кўпайтмасига тенг.

246- расм.

И с б о т. АО *= а\ БС = Ь\ А А Х = с булснн (247- расм). Па- 
раллелепипеднинг ҳажмини Ипяр деб белгилаймиз.

Кчр = о. Ь с (куб бирлик) эканини исбот қпламиз. 
а. Ь, с лар бутун сонлар бўлсин, масалаи: а = 4 см\ Ь = 

— 3 см; с = 5 см.
20—66 306
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Бу ҳолда АО  ни тенг 4 бў-пакка; ОС ни 3 бўлакка; А А Х ни 
5 бўлакка бўлиб, бўлиниш нукталарн орцали иараллел тўғри 
чизнқлар ўткаэамиз. Е В  й Ғ  = ОН  = 1 бирлик. АВСО юзи = 
= а- Ь (кв. бирлик) = 4-3 = 12 (см4). Бу ҳолда шаклдан кўра- 
миэки,

1-қават (ОН га); (а Ь 1) куб бирлик ҳажм;
2-кават (йН х га); (а-Ь-2) куб бврлнк ҳажм ва ҳоказо 
с-Кават (ПО, га); (а Ь с) куб бирлик ҳажм тўғри келади.

Демак, 1/п<р = а-Ъ с (куб бирлик). Бизнинг мисолда

У п*\, — а Ь с — 4-3-5 = 60 (см3).
1) АО. йС ва ААх лар каср сонлар .бўлганда ҳам ҳажм 

учун чпқарилган формула ўз кучини саклайди.

249- расм.

2) Кубнинг ҳажми: 1/кув «  а а а = а* куб бирлик (а — куб- 
нинг кирраси).

— дЭ (кУб бирлик).

3) Параллелепипеднинг ҳажми асос юзи билан баландлиги 
кўпайтмасига тенг.

б) Призмакинг ҳажми
Теорема .  Тўғри призманинг ҳажми асос юзи билан ён 

қирра узунлиги кўпайтмасига тенг.
Йсбот .  1) Уч бурчакли призма АВСА^ВуС^ берилган бўл- 

син (248- расм).
Бу уч бурчакли призмани шаклда кўрсатилгандек, парал- 

лелепипедга тўлдирамиз. Бу ҳолда А ВС АХВ ХСУ призманинг
306
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 ........   (А ВС О А ^В^О , параллелепнпед ҳажми^  (А ВС О юзя)-АА,___
ҲЗЖМИ ’ 2 “  ™ ^’1- ®

= 2; й АВСЮЖ.АА^ ^  ААВСюза. ААз (куб бирлик).

2) Энди кўп бурчакли призма берилган бўлсин (249- расм). 
Бу ҳолда уни шаклда кўрсатилгандек бнр қанча уч бурчакли 
призмаларга ажратамиз.

Демак, = Д АВС,ози АА3 +
+ Л  АСОюз„- АА, -|- д  А О Еюзи - А А Х 4 Д А£Ғюзи- АА { =

= ( Д  АВСюзи + Д  >1СОюэН-(-Д АО Еюзи̂ г &АҒ.Ғюзи) • ААг =•
= А ВС О ЕҒюзи-ААХ (куб бирлик)=<ЗД (куб бнрлик).

Бунда: АВСОЕҒ  юэИ = С; А А г = 1. Демак,

Упр = СМ (куб бирлик).

И зо ҳ . Агар прпзма огма бўлса, упинг ҳажмн перпендикуляр кесим 
юэи бмлан ём қирра узунлнги купайтмасига тенгдир.

в) Пирамидаларнинг ҳажмлари
Теорема .  Пирамиданинг ҳамсми асосининг юзи билан 

балачдлиги кўпайтмасининг учдан бирига тенг.
Исбот .  I) Уч бурчакли ЗАВС  ннрамида берилган 

бўлсин (250-расм). Н  = Е О — уцинг баландлиги. Уни шакл- 
да кўрсатилгандек уч бурчакли АВСАХВ {С\ призмага тўлдйра- 
миз. Энди, масалап, В ва Ах ни ВА3 кесма билан бирлаштириб 
учта тенгдош, яъни ҳажмлари ўзаро тенг бўлган 5ДЯС,5Л,Й,в 
ва 5Л,ВЛ пирамидалар ҳосил ҳиламиз. 5АВС ва 5.4,ВхВ нн- 
рамидаларда АВС ва Л,й,5 асослар тенғ ва баландлик умумий. 
Энди ва 5/1,ВА пирамидаларда АхВхВ  ва А ВА } асослар
тенг ва баландлик умумий. Шунинг учун: 8АВС пирамида 
 ......... _  АЙС/ҚВ^Лр,,,,,, ҳпжми _  Д АВСюзи-30 д АВСтзи-Н
^нжми =* -------" 3 ' _ — ' —  3 """—     д
куб бнрлик (50 = /1/1,).

2) Энди кўп бурчакли пирамида берилган бўлсин (251- 
расм). -

Бу ҳолда уни шаклда кўрсатилгандек. бир қанча уч бур-
чакли пирамндаларга ажратамиз. Демак, 8АВСОЕ пирамнда
  _ А АВСюзи‘50 . д АСОЮЗП'50 , д АОЕЮЗИ‘$0Д4ЖМИ в  -̂------г  ̂ "1"   д-------------- -------

(АВС0Еюзи)$ 0  ... „«=------^  Шунинг учун ҳар қандай пирамиданинг ҳажми
УПИ[„ асосининг юэи ф ва баландлиги Н  бўлганда

20*

Ушгр = 1р(куб  бирлик) бўлади.
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Теорема .  Кесик пирамиданинг ҳажми ҳар бирининг 
баландлиги кесик пирамида баландлигига тенг ва биттаси- 
нинг асоси кесик пирамиданинг к а т т а  асосига, иккитиси- 
ники кичик асосига, учитисиники к а т т а  ҳамда кичик асос 
юзларининг ўрта геометригига тенг бўлган учта  тўлиқ  
пирамида ҳажмларининг йиғиндисига тенг.

251- расм.

Кесик пирамиданинг ҳажми Кк/МИ(), катта асоси <3, кнчик 
асоси (} ва баландлиги 0 0 { -= к бўлсин (252- расм).

эканини исбот қиламиз.
Исбот .  Кесик пирамидани 252- расмда кўрсатилгандек тў- 

лиқ нирамидага тўлдирамиз ва $0, =■ х деб белгилаймиз. Бу 
ҳолда:

Ғ к/1„,р = -ў ^ + х) ~  I  *х “  Э '  й) *  Ь Энли х ни
тоииб ўрнига ҳўямиз. Планиметриядаги 33- § га асосан:

0 _  (й + хУ
4 "  лс1 *

бундан:

ХЛ *  = !_ ?  £ки х — 1 Ч . _ - - ^

х ^  - » Ч V  — <
Л угОя + кй

0 - «  ■
.ю з
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Демак,

/ , п и р  =  4  +  « 2  -  4 )  • -  Т  +  / 0 9  + < ? )•

/,пир“ т ( ^  + + кУб бирлик.

10-5 БАЪЗИ М АСАЛАЛАРНИ ЕЧИШ  НАМУНАЛАРИ

1-масала.  Мунтазам уч бурчакли пнрамида асосининг 
томони 4 дм, ён қирраси асос текислиги билан 30° ли бурчак 
ташкил қилади. Пирамиданинг ҳажми топилсин.

Ғ ғ
254- расм.

О

Е ч и ш. АВ ВС = АС = 4 дм\ £ ЕСй  = 30°; 50  = А бўл- 
син (253- расм). У„„9 = ^  |  А  АВСюзи А -  Н =

= ■ Л = 1  ВС  Л; энди АИОСдан: ОС = / ИСа — А О- —

= / 4 а — 2а = 2 / 3 ; плани метриядан О С = т ^ Г  экани маъ- 

лум. ОС = ■̂■•2 / 3  = ^ ■ /5~ — — ; Д 50С дан: Л = ОС-

+£ 30° = “  4 '  Демак» +пкр “  4  '2 |'"У • 4  “  7

К ир -  ^ З д м * .
И з о ҳ . Бу мисолда баландлик Н нннг қийматини тригонометрияни қўл- 

ланмай тогтиш ҳам мумкин. Планиметриядан биламиаки, 30“ ли Оурчак қар-
*«шисидаги катет гипотенуаанинг ярмига танг, яъни А =  -у ,бундан:;с-= 2А.

16 4
Вндн Д £ОС  дан: ЗС* — ЗО"1 ОС* 1ки 4Аа — А1 =  -д-; бундан: А — -д-
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2-масала .  Пирамиданинг асоси тенг ёнли трапеция бў- 
либ, унинг асослари 3 см ва 5 см, ён томони эса 7 см. Пира- 
миданинг баландлиги асос диагопалларининг кесишган нукта- 
сидан ўтади ва катта ён қирраси 10 см га тенг. Шу пирами- 
данинг ҳажми топилсин.

Е ч и ш. АО = 5 см\ ВС = 3 см\ АВ  = СО — 7 см\ А5 = 50 =
— 10 см. 1/пнр ни топамиз (254- расм). 1/пир ~  (АВСО^.юз» ) ■

= .1. л р ^ В С  „ £>д ^  я+^ В Е  к=

Энди, ^ -~2~  “ * 1; А  дан: /?/Г«
= » Д Й '— Л £ а = / 7 а-  I* -  4 / 1 ;  Д В ®  дан: ВО -  

= 1 Й Р  + 0 £ 2 = /48 -ё 4» = 8;
Л 1/1П плл АО ОО ОП 00 Я „ВОС дан: ж  = т  = Ж _ Т)Ь -  8„ , ^  - Бун- 
дан: 00 = 5 см. Д  500 дан: Л = / 502 — ОО1 <= ^  10* — 5* —
— 5 / 3  ; Упнр = у  В Е  к *  -| -4 / 1 3  • 5 /  3 = 80 (сжа).

в 0

255- расм. 256- расм.

3-масала .  Асослари квадратлардан иборат бўлган кесик 
пирамида шаклидаги идишгв 349 гл сув кетади. Катта асос- 
нинг томони 2,3 м , кичик асоснинг томони 1,4 м. Идишнинг 
баландлигини топинг.

Е ч и ш. АВ  = ВС  = СО = ОА = 2,3м\ А,В, = Й,С, = С|0, = 
= 0,А, = 1,4 м (255- расм).

Я40ЛП м1
/ . « ,  = 349 гл = 349-100 =- 34900 л = = 34,9 л 1.

П /пир = | ( 0  + / е т + 7 ) ;  д = А Й С О юзн = 2,32 = 5,29; 
д = А .ВА О ад к = 1,42 = 1,96; / ( П  = /5,29-1.96 = 3,22. 

лю *
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демак,
34,9 з. 4  (5,29 + 3,22 + 1.96); 34,9 -  3,49 А.

бундан!

демак,
Л = 10 м.

4-масала .  Уч бурчакли кесик пирамиданинг баландлиги 
10 м, бир асосининг томонлари 27 29 м на 52 м; иккинчн
асоснинг пернметри 72 мшга тенг. Кесик пирамиданинг ҳцжми 
топилсин.

Е ч и ш. к = 0,0 = 10 м\ АС = 27 м\ АВ  = 29 м\ ВС = 52 м; 
А ХВ Х +  В,С, + А ХС, = 72 м\ К и/пир ни топамиз (256- расм).

У./ШФ “ т  + / Ф ?  + <?) куб бирлик.

= 18 м\ А ХВ, = ^ м> Я,С, = — -« бўлади. <3 = Д АВСтм -* 
— 1 54-27-25-2 = 270 (ла) (Герон формуласига асосан).

<? = Д Л ,Я ,С |1М н= |/  36 ■ 18 • » 4 -  120 (.«■). Демак,

^  = у  (270 + /27+  120 + 120) = у -570 = 1900 (м>).

а) Цилиндр
Таъриф.  Бирор ЖУУ тўғри яиэиқнинг берилган НҒ те- 

кис эгри чизиқ билан доимо кесишиб ўз-ўзига параллелли- 
гини сақлаган ҳолда қилган ҳаракатларидан ҳосил бўлган 
сирт қилиндрик си.рт дейилади.

ТИУУ тўғри чизиқни унинг ясовчиси, Е Ғ  чизиқ эса унинг 
йўналтируечиси дейилади (257- расм).

Т а ъ р и ф. Цилиндрик сирт иккпта ўзаро параллел те- 
кислик билан кесилганда ҳосил бўлган жисм цилиндр де- 
йилаои.

Лараллел кесимлар цилиндрнинг асослари\ улар орасидаги 
масофа унинг баландлиги дейилади. Масалан, Р || А =
= ОО, ± .Р  ва <3 каби (258- расм).

Л  АВС  сл Д  А,В,С, дан: А,В, -г В+1 т  Л + 1 >4+| >̂ 1̂ 1
АС 4- НС АН АС АВ
— ■ ■— -— —------ — :—  а  7-„  в  ———

нс
”  Я|С , ■
27 _ 29

А1С1 >4+1
52 27 + 29 + 52 

72
О ^  104

11-8. ЦИЛИНДР. КОНУС ВА КЕС И К  КОНУС

www.ziyouz.com kutubxonasi



й

Цилиндрнинг ясовчиси асос текисликларига перпендикуляр 
бўлса, у тўғра циландр, акс ҳолда оғма цилиндр дейилади.

Асослари доирадан иборат цилиндр тўғри доиравий ци- 
линдр дейилади (269- расм). (Бундан кейин бив фақат тўғри 
доиравий цилиндр устида тўхталамиэ; тўғри доиравий цилин- 
дрни тўғридан-тўғри цилиндр деб атаймиз.)

б) Цилиндрнинг £н сирти ва ҳажми

Теорема .  Цилиндрнинг 1) ён сирти асос айланасининг 
узунлиги билан баландлигининг кўпайтмасига тенг; 2) ҳаж- 
ми — асос юзи билан баландлигининг кўпайтмасига тенг. 
259- расмдаги цилиндрда асос айланасининг узунлиги — С; ба- 
ландлиги — 00, = А; ён сирти — 5,ии ; асос юзи — К\ ҳажми — 
У„; асос радиуси /? бўлсин. 5ен ц = С ■ А = 2и/?Л кв. бирлик ва
Уц = К-К = ‘кЯ1 Н (куб бирлик) бўлишини исбрт қиламиз.

Исбот .  Цилиндрга ички (ёки ташқи) мунтазам кўп бур- 
чакли призма чизамиз (260- расм). Бу ички чизилган призма 
всосининг периметри — Р пр, асосининг юзи — К ар, ён сирти — 

пР. -Ҳажми 1/пр бўлсин. Бу ҳалда:

Энди приаманинг асос томонларининг сонини чексиз орттир-

ва Пт 1/пр “  Уа. Демак, 55н ц = С А-= 2я/?А (кв. б-к); =■

257- расм. $58- рясм. 259- расм.

^ и. пр ™ Р в г '^  ва п̂р п̂р Л.

= К  Н — (куб б-к). 
312
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и-2*/?-Л кв. Йирлик.

Уи = г.К2 1г куб бирлик.

я) Конус
Та-ьриф. Фазодаги бирор қўзғалмао 3 нуқтадан доим 

ўтувчи ва берилган Е Ғ  низиқна квсувчи М М  тўғри чизиқ- 
нинг ҳаракатидан ҳосил бўлган сирт нонус сирт дейилади 
(261- расм). ^

260- расм.

~7С

262- рвсм,

5 нуқта — конус сиртнинг учи, Е Ғ  чнзиқ — унинг йўнал- 
тирувчиси, М И  чиЗиц — конус сиртнинг ясовчиси дейилади.

Таъриф.  Бар томондан конус сарт, иккинчи томондан 
унинг учидан ўт.Ъцгган кесувчи текислик бўлаги билан чега- 
раланган жисм конус дейилади.

Кесувчи текислик бўлаги унинг асоси дейилади. Ясовчи- 
лари ўзаро тенг ва асоси доирадан иборат бўлган конус тўғ- 
ри доиравий конус дейилади. 262- расмда: АО =* ОВ »= / ?  —
асос радиуси; 05 асос юзига тик, 05 = й — конуснинг баланд- 
лиги; А5 =* I — унинг ясовчиси.

И а □ ҳ. Тўғри доиравий конус туғридан-тўғри конус деб ҳвм аталвди.

Т а ъ р и ф. Конуснинг учидан ўтмаган иккита параллвл 
текислик орасидаги қисми кесик конус дейилади.

263- расмда: ОА <= 03  = /?; 0,Л, = 0,5, =я г — кесик конув 
асосларининг радиуслари; 00, = Н  асослари юаига тик; 
баландлик; ЛЛ, — 1 — ясовчиси.

813

www.ziyouz.com kutubxonasi



И з о ҳ. Цилиндрми тўғри тўртбурчакминг бирор томони атрофида; ко- 
нусни тўғри бурчакли учбурчакнинг бнрор катети атрофида бки тенг бнли 
учбурчакнинг ўа баландлиги атрофида; кесик конуснн эса, тенг йнли траие- 
циянинг ўэ симметрия ўқн атрофида айланишидан ҳосил бўлган жнсмлар 
деб ҳем каралса бўлали.

г) Конуснинг бн сирти ва ҳажми
Теорема .  1) Конуснинг ён сирти асос айланаси узунли- 

ги билан ясовч.иси купайтмасининг ярмига тенг.
2) Конуснинг ҳажми асос юзи билан баландлиги кўпайт- 

масининг учдан бирига тенг.

26-1- расм. 265 ■расм.

5

А8В конусда Л5 = 1\ ОА = К\ 50 = А\ конус ҳажми Ук ва 
вн сирти 5 ^  бўлсин (264- расм).

5|я> = тг/?/ (кв. бирлик), 1 /к^ -з^ ' Л (куб бирлнк) бўли-
шипи исбот қиламиз.

.Исбот. А8В  конусга ички мунтазам кўп бурчакли пира- 
мида чизамиз(264- расм).. Пирамида асосининг периметри Рп\ ёи 
сирти 5пнр: ҳажми Кпир: асос юзи К„ бўлсин. Бу ҳолда 5пир =
ш .^ р я 1 ва У„кр = у  К п Н.

Энди пирамида асосининг томонлари сонини чексиэ кўп орт- 
тирсак, у ҳолда:

Р„ -С = 2*Я; К „ ^ К = * * &  ва 1/пир -м у к = ^КН.
Демак,

5«н/к ” Т С / “  7 ' 2 Ш  “  1’

у к = ^ К Ь  = -з-тт/?а-Л. ‘
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е̂и/* ^  I кв- бирлик. 
1/„ = г/?'- И куб бирлик.

д) Кесик конуснинг ён сирти ва ҳажми
Т е о р е м а .  1) Кесик конуснинг вн сирти унинг асослари- 

даги айланалар узунликлари йиғиндисининг ярми билан 
ясовчисининг купайтмасига тенг.

2) Кесик конуснинг ҳажми кесик конус билан бир хил 
баландликка эға бўлған учта  конус ҳажмларининг йигин- 
дисига тенг; бунда улардан бирининг асоси ш,у' конуснинж 
к а т т а  асоси, иккинчисиники кичик асоси бўлиб, учинчиси 
асосининг юзи эса к а т т а  ва кичик асосларинмнг юзлари 
орасида ўрта  геометрик бўлган доирадир.

А А ,в ,Я  кесик коиусда АО = /?; Л,0, = г; 00, = Н\ А А , =* I  
(265- расм). Кесик конуснинг ён сиртини ; ҳажмини 1/к(|! деб 
белгилаймиз.

Исбот .  1) ААУВ ,В  кесик конусни тўлиқ конусга тўлдира- 
миз. Бу ҳолда: 5к/к А5В  конус сирти — А,5й, конус ён сир- 
ти «  /15 — Л,5 яг. Шаклдан; Л5 = Н + .4,5. Бунга кўра:

5к/к — (Т + Л,5) «Д — А,5лг = Ь-1г/? + А,5 (/? — г) тс.

Энди Д АОЗ сл Д А,0.3 дан: Р -  ^4 = 1- ,
Г  /I]»!

бундан:

Буни ўрнига кўйсан:
5к(к = (Л — г) 1г =а «/?/! + ъг1 -= I  ■«(/? + г).

Шундай ҳилиб,

5«,« =■ 1.к (/? + г) кв. бирлик.

2) ЛА,Я,ЯК/К Ҳ>1КК,И = А З В  конус ҳажми ~ А ХЗ В { конус ҳаж- 
ми = 1  (// Т50,)я/?2-  1  ЗОг кН -  |  [///?»+ (/?'- г*)-50,].

Аммо ДА05сл  Д  .4,0,5 бўлгани у ч у н Р — =» -

бундан: 50, = $ ! ~г ■ Буни ўрнига қўйсак:

К. - э [ « « , + («, - ' * ) / г ? 7 | - 7  [««■ + <«+ ’• ) № ] -  __ 
-'-5 '(Я , + Я/- + Ж- ”

3 1 5
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Шундай қилиб,

Ут  = \  (Я 2 +  Нг + га) куб бирлик.

д) Ўхшаш цилнндрлар ва конуслар ҳақида тушунча.
Иккита ухшаш тўғри тўртбурчаклар ёки тўғри бурчакли 

учбурчакларнинг мос томонлари атрофида айланишидан ^осил 
бўлган цилиндрлар бки конусларни ўхшаш цилиндрлар ёки 
ўхшаш конуслар дейилади.

АВСОслА.В^СлО, ва ДАСДсодА^С,/}, дан:----=

= ёки — ■= — *  — = . . . .  Энди тенг нисбатлар
+ С , С ,0 , г I Н

хоссасига асосан
/? 1_ Н _ _  / ?4  I- +  Н
г I Н г + 1+ Н

бўлади.
Теврема .  Икки ўхшаш цилиндр ёки конуснинг ён сир- 

ти  (ёки тўла  сирти) нинг нисбати, радиуслариёкибаланд- 
ликлари кеадратларининг нисбатига тенг, ҳажмларининг 
нисбати эса радиуслари ёки баландликлари кубларининг 
нисбатига тенг.

Иккита ўхшаш цилиндр ёки кунуслардан бирининг ён сир- 
ти 5; ҳажми V ; иккинчисиники: 5, ва 1/, бўлсин. 5 = «/</.;

V  = ва 5, = яг/; V, = 1 яг8А. Бу ҳолда:3 3
5 _ Я . С  V  ̂ Н
5, ”  г ' I У, “  г* ' Н ‘

Аммо, — = — = — эди. Демак, — = — ва — = —.
I Н г 3, г* У,

12- §. БА Ъ ЗИ  М АСАЛАЛАРНИ ЕЧИ Ш  НАМ УНАЛАРИ

1-масала.  Тенг ёнли учбурчак ўзининг баландлиги ат- 
рофида айланади. Учбурчакнинг периметри 30 см. Ҳосил бўл- 
ган айланма жисмнинг тўла сирти 60 к см2. Шу учбурчакнинг 
томонларини аниқланг (266-расм).

Е ч и ш. АС = ВС Ф  АВ\ 2 • АС 4- АВ 30 ва «/?•
= 60«. (АС — конус сиртнинг ясоачиси).

АВ-2Я\ 2 - АС + 2/? = 30, АС = 15-/?.
Бу ҳолда:

/?(15 - Я )  + /?2 = 60,
310
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бундан:
/? = 4 сн.

Демак. ВС  = АС = 15 — 4 = 11 (см)\ АВ  = 2/? = 2-4 = 8 (см).
2-масала.  Конуснинг баландлиги 28 м ва асосининг ра- 

диуси 10 м. Конуснинг ён сирти топилсин.
Е ч и ш. Бу ерда ҳам юқоридаги расмдан фойдаланиш мум- 

кин. /? = Юд; И. = 28 м\ к= «/? ■ / = 10 • « • /. Энди ААОС  
дан:
/ - V  /.* + Аа = 1/28а+ 102 =  К 884яа29 (м). 5е„ к= 10* ■ 29 = 
= 290 * (ма).

3-масала.  Агар 1 м2 томни бўяшга 0,12 кг бўёқ кется, 
асосининг диаметри 10 м ва баландлиги 12 м бўлган конус 
шаклилаги тунука томни бўяш учун »еча килограмм буйк 
кетади?

Е ч и ш. Юкорнлаги расмдан фойдаланиш мумкин. 2/?= 10 м, 
Я  = 5 м\ Н = 12 м. Энди Д АОС дан:
АС  = / = У~К3 + А* = 1/ 122 + 52 = /169=13 (ж); 5ен/к=

= «/?/ = «-5 • 13 = 65« (л 2)=  204,1 (м2).
Бу ҳолла томни бўяшга 204,1 .0,12 = 24,492 (кг) бўёк кетади.

4-масала.  Катта асосининг диаметри 2,2дм, кичик асоси- 
нинг диаметри 1,8 дм ва баландлиги 3 дм бўлган кесик кйнус 
шаклида карнай ясаш учун, неча квадрат метр тунука керак? 
(Чокка букиш ҳисобга олинмайди.)

Е чиш .  267-расмни чизамиз; унда АВ  = 2/? = 2,2 дм\ В — 
= 1,1 дм, А,б, = 2г = 1,8; г = 0,9 дм\ ОО, = Н — Ъдм бўлсин.

а

В

266- расм. 267- расм. 268- расм.
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А ,Е ±  АВ  пи тушириб, Д А ЕА Х дан: АА, =■
“  //!,£*+  А Е г = V Н '  + ( Я - 7 ) г = / З ^ + Т М ^ О ^ )5 ="
= /9Д4^3,01 (дм). З гшш1и = к ( Л + !-)■/. -  3,14' (1,1 +

Н- 0.9)-3,01 = 18,9 (дл*)л
5-масала .  Чоклари учун 3% чўшиш керак бўлса, ўлчов- 

лари қуйида кўрсатилгандек, икки кесик конусдаи иборат 
(катта асоси ёпиц) тунука идишни ясаш учун қанча тунука 
керак бўлади?

А В  = 2В = 32 см, /? = 16 см\ А ХВ { = 2г = 12 сл, г = 6 
4 2Дг = 2/?, = 20 сл, /?, = 10 см\ ОО, = Н = 8! с*; 0 ,0 2 = А -  
= 8 с.« (268- расм).

Е чи ш .  4 ,£ + 4 й  ва у4,Ғ +  >12В., ларни туширамиз.
Д  А Е А Ҳ дан: /. = /Й ^ + Т Д  — ' 'Ғ =  V  812 + 1С/= /б б б Г  »

« 81,6;
Д И.Ғ/1, дан: /=  / й а +“(/?, —7)*= /  82 + 42 = /80 'ж9.

Топмоқчи бўлган сиртни 5 десак, 5 =  я (/? + /■)•/.+к/?2 + 
+ и (/?, + /•)/ = 3,14 (22 1 + 16*) + 3,14-16-9 = 3,14 (22-81,6 +
+ 256+ 16-9) = 6892,43; бунинг 3% и -3 = 206.76 (с.«г).
Демак, 6892,43 + 206,76 = 7099,19.

Ж  а в о б. 7099,19 см*.
6-масала .  Тўпланган кум конус шаклида бўлиб, асосн- 

нинг радиуси 2 м, ясовчиси зса 3,5 м. Шундай қум уюмлари- 
дан 10 тасини ташиш учун канча машнна керак? 1 м3 қум 
2,1 т келади. Бир машинага 1,5 т ортилади.

Е ч и ш. АО = /? = 2 м, 45 = I = 3,5 м. / .  = — л/?аЛ «  4- .О «)
-3,14 АН^  4,19 А (269- расм). Энди Д  405  дан: Н = / / 2 — /?:' =■ 
= /  3,5г — 23 = / / 2 5 ^ 2 ,8  м\ 1/к = 4,19-2,8 = 11,3 (**). Бу 
ҳолда: 10 /=10-11,3=113 (л3).
Демак, 113-2,1 = 237,3 (т)бўлади.2.37 з

Дсмак, у+-л;158 та машина керак бўлади.
7-масала .  Конуснинг ясовчиси /=1,2 м бўлиб, у асос 

текислнги билан 60° ли бурчак ясайди. Шу конуснинг ҳажми 
топнлснн.

Е ч н ш .  Юқоридаги расмдан фойдаланиш мумкин.
£  540  = 60°бўлсин. Д  405 да: £  450  = 30° бўлгани учун

/? = 4 0 - у = ^ -  = 0,6; Н = У 'Р  -  /?8 -  / !,?■ — 0,6* «  1,03; 
/  = |г / ?2Л= к-0,65-1,03 ■= 0,1236тс.

Ж а в о б .  / .  =  0,1236
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8 - м а с а л а .  Кесик конус асосларинннг радиуслари ва ясон- 
чиларииинг ўзаро нисбатлари 4: 11:25 каби, ҳажми 181 кмя. 
Ш у кесик конус асосларининг радиуслари ва ясовчиси тоиил- 
син.

Е ч и ш .  А В  = 2К, АгВл=*2г, ЛЛ, = I ;  ООх = Н  бўлсин 
(270- расм).г : /? : 7. •= 4 : 11 : 25. Бу ҳолда: г = 4х\ /? = 11 х\

О 0- р * -  -}В  ̂V----

269- расм. 270- расм. 270- а расм.

И = 25 х деб ёзиш мумкин. Л  А ЕА { дан: Н =
-= V / .* - (/ ? -  г)г = У (2 5 х )2- {7 х )*  = 24 ж; Улл -  ^  (/?* +

-̂ -/?̂  + г,) эди. 181 п — — -(121 л*1 + 44 ла + 16 ж3) = 8 хп- 
■ 181 л:"; бундан:

1 «  8л3, х = У  + = -у.

У ҳолда:

г ^ 4 л: = 4 ^ = 2; /? — 11 л: = 11 • -у -  5,5;/. = 25л: = 25 |  =
-  12,5.

Ж  я в о б. г = 2 >и; /? = 5,5 л; I  = 12,5.
9-масала .  Параллел томонлари 7 см ва 17 с.и, юзи 144 см* 

бўлган тенг ёнли трапеция ўрта баландлиги атрофида ай- 
ланади. Ҳосил бўлган жисмнинг ҳажми топилсин.

Е ч и ш. А В  = 2Я = 17 см\ Л ,в, = 2г =  7 см\
АВАЛВ Л трапеция юзи *= 144 см8 (270- расм).

«
К,Н =* х  ^  ^  “  ^ (8 .5 * + 8,5-3,5-ЬЗ,53) = ^  11,25.
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Энди Н  ни топамиз: АА^В,В^. = ЛВ +2'<|Я| • ОО, йкн 
144 = 17̂ ~ 1. Н  = 12 Н, бундан: Н = 12 слс. У ҳолда Г к/. =■ 

-  ^-114,25 -  457«.
Ж  а в о б. = 457 тгсм*.

10-масала.  Ён сирти 90 * ма бўлган "конус ёйилганда, 
бурчаги 36° бўлган доиравий секторни беради. Конуснинг ҳаж- 
ми топилсин (270- а расм).

Е ч и ш.
А В {%’~Ц^~~ бундан: / «  10/?.

5*В/. “  -  Юя /?*
90.я =■ 101г/?2, бундан: /? = 3 м.

Конус баландлигн: Н  — У I 2 — /?а = у^ 100/?* — Й? =»
-1/99^9 = 9 • У\Т;

Г . = 3 */?*•//= |  •«■9'9угТГ-27 к / Т Т  (л 3).

Ж а в о б .  27яулТТ м*.

13- §. Ш АР ҲАҚИДА ТУШ УНЧА

Т а ъ р и ф. 1) Фазода. марказ деб аталувчи б и тта  нуқта- 
дан тенг узоқликдаги нуқталарнинг геометрик ўрни шар 
сирти ёки сферик сирт дейилади. 2) Бундай сирт биланче- 
гараланган жисм шар дейилади.

Б о ш қ а ч а  таъриф.  Ярим ёки т ў л а  доиранинг ўз диа- 
метри атрофида айланишидан ҳосил бўлган жисмни шар; 
айлананинг айланишидан ҳосил бўлган сирт шар сирти 
дейалади.

Яна б о ш қ а ч а  таъриф.  Агар, сиртнинг текнслнк билан 
ихтиёрий ҳамма кесмалари ёиид чнзиқлардан ибврат бўлсй, 
уни ёпиқ сирт дейилади. , в

Агар, ёпид сиртлинг ҳамма нуҳталари, унинг ичкарисидаги 
марказ деб аталувчи бнр нуқтадан тенг узоқликда бўлса, уни 
шар сирти ёкн сферик сирт дейилади. Бундай сирт билан 
чегараланган жисм шар деб аталади.

Шар элементларининг номлари ҳам, доира ёки айлананики 
сингари бўлади. Шарнинг текислик билан кеснмн доирани бе- 
ради. Шарнинг марказидан ўтган текислик бнлан кесими, унинг 
к а т т а  доираси дейилади (271- расм).

А,В, < АВ; А,0 , < АО = ОВ = /?; АВ = ОА + ОВ =
= /? + /? = 2/?.
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Демак, радиуси /? бўлган шар катта доирасининг юзи */?* 
га тенг.

а) Шарга уринма текислик
Таъриф.  Ш ар билан биргина умумий нуқтага эга бўл- 

ган текислик уринма текислик бейилади.
Радиуси /? бўлган шар билан Р  текислик учун М  нуқта 

уриниш нуқта бўлсин, бу қолда ОМ = Н бўлади (272- 
расм). Чунки Р  текисликда М/У, /И/У/, кесмалаони олиб, шар 
ташқарисндаги /V; Л/0; /V,; Л ;̂ . . .  нуқталарни 0 билан бирлаш- 
тирсак, ОМ; ОА70; . . . ; ОЛ7,; 0/У2; . . . оғмалар бўлиб, ОМ =* 
■= /? улардан энг кичик кесма эканини кўрамиа ва ОМ МЛ/и 
Демак, ОМ = / ?1 Р .

б) Шарнинг ва шар сиртининг бўлаклари
'Г а ъ р и ф. Шарнинг бирор текислик билан кесиб олинган 

бўлаги шар сегменти дейилади.
Масалан, А,СВ,Е, — шар сегменти (273- расм). КесимЛ,В, 

юзи — сегмент асоси\ СЕ,_]_(А,В, юзига) — сегмент баланд- 
лиги; Л,/?, = В ,Е ,— сегмент асосининг радиуси дейилади.

Таъриф .  Ш ар сиртининг икки параллел (АВ ҳамда 
А ,В ,) текислик орасидаги цисмини шар камари ёки зона 
дейилади (273- расм). ЕЕ , — зона баландлиги; параллел кесим 
АВ  қамда А,В, чегараларига зона асослари дейиладн.

Таъриф .  АОА, доиравий секторнинг СО диаметри а т - 
рофида айланишидан ҳосил бўлган жисм — шар сектори де- 
йилади (274- расм). Хусусий қолда Л,СС доиравий сектор ҳам 
СП  атрофида айланиб шар секторини беради. А,СВ, сирт юэи 
ва АА,В,В  сирт юзи шар секторларининг асослари дейилади.

в) Шар ва шар бўлакларининг сирти
Лемма .  Уч жисм: конус, кесик конус ва цилиндрлардан 

ҳар бирининг ён сирти, шу жисмнинг баландлиги билан шун• 
дай айлана узунлигининг купайтмасига тенгки, у айлананинг 
радиуси ясовчининг ўртасидан ўқ билан кесишгунча у т к а • 
зилган перпендикуляр бўлади.

0
271- расм. 272- р«см.

2 1 -6 6
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1) Л  АВС  ни АВ  катетнииг данпми М И  ўқ атрофида айлани- 
шидан баландлиги А В , радиуси ВС  = /? ва ясовчиси АС =» I 
бўлган конус ҳосил бўлсин. А Е  = СЕ  ва ОЕ_)_АС  бўлснн 
(275- расм).

273- расм. 274- расм.

АВС  конус сирт = 2.--ВЕ-АВ эканини исбот ҳиламиз.
Исбот .  5 н/к = я/?/ = п-ВС АС.
& А Е О  ^ А А В С  лан^§ =  ^ | ёки ВС А Е  = И Е  АВ. Аммо 

А Е  = Д- АС бўлгани учун кейинги тенглик ВС АС = 2.0Е АВ

М’

275- расм.

в

Е

«ўринишни олади. Буни ўрнига қўйсак: 5,11И = 2к-БЕ АВ  ҳо- 
сил бўлади.

2) Энди А,ЕСВ трапецияни 7ИЛ/атрофида айланишидан асо- 
синмнг радиуслари ВС = /? ва А ,Е  = г\ ясовчиси ЕС = I; ба-
322
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ландлиги АХВ бўлган кесик конус ҳосил бўлсин. ££, = С£, ва 
Д £ , X  £С бўлсин (275- расм). АХЕСВ  кесик конус ён сирти, 
5К/К = 2" О лЕ г-АгВ бўлишини исбот қиламиз.

И с б от. 5К/К = эт (В  г )  I = 1г (ВС -Ь А ХЕ) ЕС\ Е ХҒ  ўрта чи- 
зиқ, Е Н  X  ВС кесмаларни ўтказиб, Д  ОхҒ Е х с/ Д  ЕНС  ни ҳо- 
сил қиламиз. Бундан:

Р  Ғ  П  Р
Ш  = т г >  ЕгҒ ЕС = О хЕ х Е Н = *О хЕ л АХВ.

Аммо,

Бу ҳолда:
ЕС  = Д £ , АХВ  ёки (ВС + АХЕ)-ЕС  = 20ХЕ Х-АХВ. 

Буни ўрнига қўйсак,
5к/к = 2п • Д й , -АХВ

ҳосил бўлади.
3) Энди А ХЕН В  тўғри тўртбурчакнинг М И  атрофида ай- 

ланишидан радиуси ВН, ясовчиси Е Н  бўлган цилиндр ҳосил 
бўлади. Бу ҳолда ҳам лемма тўғридир, чунки ҒН Х=* ВН. Де- 
мак,

5Ц = 21г ҒН Х А ХВ.
Теорема .  Шарнинг сирти, унинг к а т т а  доираси юзи- 

нинг туртланганига тенг.
Днаметри А В  бўлган ярим айлана АВ  атрофида айланиб, 

шар сиртини чизсин (276- расм).
АВ  = 2В бўлсин. Энди ярим айланага ички мунтазам синиқ 

чизиқ АСОЕҒВ  ни чизамиз ва АВ  га СС,; О Д ; Е Е Х\ҒҒХ пер- 
пендикулярларни ўтказамиз. У ҳолда айланиш натижасида 
Д  АСХС = А В Ғ ХҒ  лар конус, ОхО ЕЕх эса цилиндр, Б Е  || АВ\ 

С ,СОД = Е ХЕҒХҒ  лар кесик конуслар чизади. Буларда, ўқ АВ  
дан ясовчиларининг ўртасига туширилган перпенднкулярнинг 
ҳар бири синиқ чизиқнннг апофемасига тенг, унинг узунлиги 
а бўлсин. Бу ҳолда леммага асосан:

АС нинг айланишидан ҳоснл бўлган сирт = 2-а АСХ;
СО нинг айланншидан ҳосил бўлган сирт = 2г,а С ,Д ;

■] Н Е  нинг айланишидан ҳосил бўлган сирт = 21га-Д£,;
££ нинг айланишидан ҳосил бўлган сирт = 2яа-£,£,;
ВҒ  нинг ойланишидан ҳосил бўлган сирт = 2яа ҒХВ.

АС О ЕҒВ  синиқ чизиқ чизган сирт = 2^а (АС, -Ь СхОх + ...+ 
л £,5) = 2иа- АВ  = 2яа 2/? = 4па/? ҳосил бўлади. Энди ички 
чизилган синиқ чизиқ томонларининг сонини чексиз орттир- 
сак, у ҳолда:
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«-*■/?, яъни Ит а = /?; Нт (АС + СИ + . . • ++й)снрт = 5т . бў- 
лади.

Демак, 5Ш. *= 4тг/?-/? — 4и/?-. 5Ш =4я/?2 кв. бнрлик.

Хусусий ҳоллар

АС нинг айланишидан ҳосил булган сирт — баландлиги АС, 
га тенг бўлган сегментнннг снртидир. Демак, сегментнинг сир- 
ти = 2*/? АС, (кв. бирлик) бўлади.

АСг = к деб белгилаймиэ;

5сег = 2я/? Л кв. бирлик. 
  _________________

Яна 276- расмда ОЕ\\ АВ\ й Е  нинг АВ  атрофида айланишидан 
баландлиги 0 ,Е г га тенг камар сирти ҳосил бўлади. Демак, 
шар камарининг сирти = 2 /̂? П,Е-, (кв. бирлик). Ь ,Е , =Н  ва 
шар камарининг сирти 5ш;к бўлсин.

5ш,к =2г/?-Л кв. бирлик.

Демак, шар сегментининг сирти (ёки шар камарининг 
еирти) — унинг баландлиги билан к а т т а  доира айланаси 
узунлигининг купайтмасига тенг.

г) Шар ва шар бўлакларининг ҳажми 
Лемма .  Агар АВС  учбурчак, ўз текислигида ётувчи ва 

унинг А учидан ўтган, аммо ВС томонни кесмайдиган Л/А/тўғ- 
ри чизиқ атрофида айланса, айланиш натижасида ҳосил бўл- 
ган жисмнинг ҳажми ВС  томон била^ ҳосил ҳилннган сиртни 
шу томонга А учидан туширилган А баландликнинг учдан би- 
ри билан кўпайтирилганига тенг (277- расм).

Исбот .  Бир неча ҳоллар бўлиши мумкин: 1) АВ  томон 
А4Д/ тўғри чизиқ билан устма-уст тушади (278- расм). Сй  + АВ  
ни туширамиз. Бу ҳолда Д А ВС  нинг 7ИЛ/ атрофида айлани- 
шидан ҳосил бўлган жисмнинг ҳажми:

К 4 л к  -  К 4 и  лос -  4- «• СС‘ В О + 4  в с *  А й  -

+ АО) = Г̂ - . £ С А В  = 'л- ^ - - В С Ь

Аммо:
я ОС-ВС = (ВС ) сирт.

924
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Демак,

V д Л В С = -  (ДССКрТ)-Л (куб бирлик).

2) А В  томон М И  туғри чизиқ билан устма-уст тушмайди 
ва ВС Ф  ЖА/1 (279- а расм). ВС томонни М1V билан кесишгунча 
давом эттиреак, 1- ҳол ҳосил бўлади. Яъни: УьАВС =■ ^АЛОС ~

м.

>

- V ' АЛОВ

278- расм. 279- а раск.

-у (С1СС]фт)-А — у  (О В с„рт) Л = -у (ОСсирт- О в си?т).А- 

— + (вСсярт) • к бўлади.

3) ВС  Ц М И  бўлсин. СС, _]_ МИ\ ВВ г +  М И  
па А Е  ±_ ВС , А Е га (279- б расм). 1/д АВС «=
= (йСсирт)- -д-А бўлади.

Т е о р е м а. Шарнинг ҳажми шар сирти би- 
лан радиуси купайтмасининг учдан бирига 
тенг.

Исбот .  Бир томондан А С О ЕҒВ  синиқ чи- 
эиқ билан чегараланган текисликнинг АВ  диа- 
метр атрофида айланишидан ҳосил бўлган жисм 
ҳажми \/п ва шар ҳажми Уш. бўлсин (27б-расм).
У ҳолда леммага асосан, 1/л = -з-(АСсирт) а +

N

279- б расм.

1 + — лараддел — эмасли: белгиси.
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4* зр (СОсмрт) а +  . .  . +  у  (/'йсирт) а — ^ (4С + СО + . . - +
+ ҒВ̂ .-ирт бўлади.

Энди ички чизилган синиқ чизиқ томонларининг сонини 
чексиз орттирсак, у қолда: Нш а = /?; Нт V„ = \/ш на
Иш (4С 4 СП) + . . . + Ғ В )снрт = 5Ш. Демак. 1/ш. =- ^  X

X  4я/?- = «/?•’.
4

1/ш — -д- т:/?3 куб бирлик еки I/ш. = т+.Оа куб бирлик.

Бу шар ҳажмини ҳисоблаш формуласи. Хусусий ҳоллар:
276- расмда доира сектори АВ  диаметр атрофида айланишидан
ҳосил бўлган, масалан, АОС шар секторининг ҳажми 1/сск =
1 1 2 (ДСсирт) /? =  -3 2я/? .4С, /?= д-я/?'// формула бнлан ифо-
даланади. Демак,

2
1/у, = -?- гс/?2Л куб бирлик.

Шундай қилиб, шар секторининг ҳажми  — унинг асоси- 
нинг сирти билан шар радиусининг учдан бири кўпайтма- 
сига тенг. Буларга асосан шар сегментининг ҳажми 1/ссг =
= гЛ2-(/? — уЛ| формула билан ифодаланади (4С, = А — сег-
мент баландлиги).

д) Баъзи бир масалаларни ечиш намуналари
1- м а с а л а. Диаметри 25 см бўлган копток учун неча квад- 

рат метр резина сарф бўлган?
Е ч и ш. О = 25 см = 0,25 м.
Шар сирти: 5Ш =• 4*/?а = * О2 эди. Демак, копток сирти = 

= 5,,,. = */+ = 3,14-0,252 = 0,196 (л 2).
2-масала .  2 кг қўрғошиндан, диаметриО = 4 мм бўлган 

шар шаклидаги золдирчалар қўйилган (қўрғошиннинг солиш- 
тирма оғирлиги 11,3; чиқит ҳисобга олинмайди). Неча дона 
золдирча олиш мумкин?

Е ч и ш .  Шар ҳажми 1/ш •= у  «/?а = у£>3 эдн. Бир куб 
миллиметр қўрғошиннинг огирлиги 0,0113 г. Бу ҳолда бир дона 
шар шаклидаги золдирчанинг оғирлиги: 0,0113 = X

200(1X  3,14 43-0,0113лг0,38 г. Демак, 2 кг қўрғошиндан - у ж.
ж 5263 дона золдир чиқади.

3- м а с а л а. 0,1 л сув олиш учун, диаметри 0,15 см бўл- 
ган (шар шаклидаги) сув томчисидан неча дона олиш керак 
бўлади?
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Е  ч и ш. Бир томчи сувнинг ҳажми ]/ш. = у  к/Э* = -д- ■ 3,14- 
•0,15а = 0,0018 (см*); 0,1 л = 100 см\

Бу ҳолда: ^ ^  55556 дона.
4-масала .  Деворининг ҳалинлиги 3 см бўлган ёғоч шар-

нинг ташқи диаметри 26 см га тенг. Ёғочнинг солиштирма
оғирлиги 0,7. Шу ёғоч шарнинг оғирлиги топилсин (280- 
расм).

Е  ч и ш. АА, = 26 см\ АВ — 3 см; ВВ { = АА^ — 2 АВ  =  26 — 
- 6  = 20; ОА = 13; ОВ = 10;

I/, -  < */?> = -1«. 133; У2 = = -у «• 10*; V = К  -  V, =

=  4 * (133 -  Ю3) = 5001,44 (с.ма).

Бу ҳолда ёғоч шарнинг оғирлиги:
5001,44 -0,0007 « 3 ,5  (кг).

М а ш қ л а р .
1) 1,2 кг ҳўрғошиндан диаметри 

2 мм бўлган қўрғошин шарчалар- 
дан неча дона қўйиш мумкин? 1 
(Қўрғошиннинг солиштирма оғир- 
лиги 11,3.)

Ж  а в о б. 25000 дона.
2) Сирти 28,26 дм2 га тенг бўл- 

ган шарнинг ҳажми топилсин.
Ж а в о  6.^14,13 дм\

3) Ташқи диаметри 14 см ва де-
ворининг қалинлнги см бўлган чўян шар сувда чўкмай суэа 
оладнмн? (Чўянннинг солиштирма оғирлиги 7,8.)

Ж  авоб.  Мумкин: 369 ~ < 457я.
4) Баландлиги 14 см ва диаметри 1,6 см бўлган (ойнадан 

ишланган) цилиндр шаклдаги идншнинг бир асоси ярим шар 
шаклида тугаган. Шу идишнинг ҳажми топилсин.

Ж  а в о б .«  28 сж*.
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I V Б Ў Л И М  
Т Р И Г О Н О М Е Т Р И Я '

1-§. БУРЧ А КЛ А Р  ВА ЁЙЛАР, УЛ А РН И Н Г ГРАДУС ҲАМДА^ 
РАДИАН УЛЧО ВЛАРИ

Т р и г о н о м е т р и к  таъриф.  Текисликдаги нурнинг бош- 
ланғич нуқтада цилган ҳаракати натижасида ҳосил бўл- 
ган фигура бурчак дейилади. Масалан, текисликда О нуқтадан 
чиҳқан ОА нур, О нуқта атрофида ҳаракат қилиб (айланиб) 
ОА  ̂ ҳолатини олганда, АОА^ бурчак; ОА  ̂ ҳолатини олганда 
эса АОАг бурчак ҳосил бўлади (281-расм). /  АОА^ = а, 
£  ЛОЛ, = р деб белгилаймиз. ОА ва ОА, нурлар а бурчак- 

нинг томонлари-, ОА ва ОАъ нурлар р бурчакнинг томон- 
лари дейнлади. 0  нуҳта бурчакнинг учи дейилади. Бунда а 
бурчак ОА нурнинг соат стрелкасининг айланишига қарама- 
қарши ҳаракатидан ҳосил бўлган бурчак бўлиб, р эса ОА нур- 

* нинг соат стрелкасининг айланиши бўйича 
ҳаракатидан ҳосил бўлган бурчакдир.

 ̂ Соат стрелкасининг айланишига қарама- 
қарши олинган бурчак мусбат бурчак, соат 

,д стрелкасининг айланиши бўйича олинган 
бурчак манфий бурчак деб қабул қилин- 
ган. Демак, 281- расмда £ АОАх — мусбат 

я} бурчак, £ АОАг'— манфий бурчакдир. 
(Мусбат бурчакнинг катталиги мусбат сон 

281- расм. билан, манфий бурчакнинг катталиги ман-
фий сон билан ифода қилинади.)

Шундай қилиб, текисликда ОА нур О нуқта атрофида айла- 
ниб, ихтнёрий ҳар қандай катталикда мусбат ёки манфий бур- 
чакларни ҳосил қилиши мумкин.

Тригонометрияда қараладиган бурчак (ёй) лар: 1) градус 
ўлчовлар ва 2) радиан ўлчовлар билан ўлчанади2.

Нурнинг бошланғич нуқтада тўла айланишининг ^  бўла- 

ги бурчак градуси дейилади ва у = 1° деб ёзилади (7',Лл—

1 Тригононетрня сўзн грекча бўлиб,.учДурчакларпи ўлчаш фани' дегаи 
сўадир.

1 Градус ўлчоьи амалий масалаларда, радиан ўлчови эса назарий маса- 
лаларда купрок ииглатилади.

«28
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тўлиц айлана уэунлиги). Бир градуснинг 60 дан бир бўлаги1 в
^  минут (Г ) ,  бир минутнинг 60 дан бир бўлаги ^  секунд

дейилади ва ^  = Г  деб ёзилади.
Таърнф.  Марказий буршкка тегишли ёй узунлигининг 

ўша ёй радиусига нисбати шу бурчакнинг радиан ўлчови 
дейилади.

Бурчакнинг радиан ўлчови бирлиги қи- 
либ, узунлиги радиусга тенг бўлган ёйга 
тиралувчи мусбат маркаэий бурчак олин-
гандир. 282- расмда АВ — /?; /. АОВ —
радиан ва А В  — радиан бирлиги дейила- 
ди. Битта тўла мусбат айланишнинг раднан
ўлчови — 2и бўлади; 1° нинг радиан 

ўлчови ^== т|г, га тенг, бу ҳолда р нинг360 180
радиан ўлчови ■ (Э бўлади; буни а деб

282- расм.

белгиласак, (1)формула )(осил бўлади. Энди

(1) формула ёрдамида қуйидаги баъзи бурчакларнинг радиан 
ўлчовлари жадвалини берамиэ:

Г радуслар 30° 45° 60° 9 0 ° 180° 270° 360“

Радианлар п

6

п

4
к

Т
к
7 п З л

7 2 н

Энди радиан ўлчовидан градус ўлчовига ўтиш учун (1) 
формуладан:

формулани ҳосил қиламиз. а = 1 бўлсин; у ҳолда: 1радиан — 

«  1221.1 в  -  57° 17' 45". Демак,

Мисол .  1) 15° га тенг бурчакнинг радиан ўлчови топил- 
син.

Е ч и ш .  « - д а - Р - ш ' 15-  й-
2) 3 радианга тенг бўлган бурчакнинг градус ўлчови то- 

пилсин.
329

1 радиан = 57° 17' 45"..
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Ечи ш .  ^ - 3 =  (57° 17'45")-3-171°53'15".
Ма шқл ар .  1) 40° га тенг бурчакнинг радиан ўлчови то- 

пилсин.
2) 2 радианга тенг бўлган бурчакнинг градус ўлчови то- 

пилсин.

2- §. ИХТИЁРИП БУРЧ А КН И Н Г ТРИ ГО НО М ЕТРИ К Ф УН КЦ И ЯЛ АРИ

Текисликда тўғри бурчакли координаталар системаси берил- 
ган бўлсин (283- расм).

X  ва У  ўцлари координаталар текислигини тўртта тенг бў- 
лакка бўлади; ҳар кайси бўлакни чорак деб аталади. Энди,

маркази координаталар бошида ва радиуот бўлган доира 
чизамиз1. {/? = 1 бўлганда доира — бирлик доира дейилади.) 
Кейин X  А О В = а  ни чизамиэ; бунда ОА — қўзғалмас радиус, 
ОВ — қўзғалувчи радиус бўлсин.

/  АОВ = а бурчакка бир неча бутун марта тўлкк бурчак 
ни кўшганда (айирганда) ҳосил бўладиган бурчаклар ОВ 

'томонга келиб'тугалланади. Буни 283- расмдан яққол кўриш 
мумкин. Бу чексиз кўпбурчаклар катталигининг умумий кў- 
риниши а + 2кп сон билан ифодаланади (бунда к = 0; + 1; 
± 2; . . .). Энди 284-расмда ихтиёрий X  АО И  = а бурчак 
чизамиэ. N  нуқтанннг абсциссаси х, ординатаси у бўлсин, 
яъни:

О Е = х, /V/; = у, Л/(л:; у).

1 Бундай доира тригономстрик доирв, айлана эса тригонометрик анлш 
Н1 дейнлади.
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Ҳозир биз Г  нисбатларнинг қийматлари ва уларга тескари 
/? /?— нисбатларнинг қийматлари О/У қузғалувчи радиуснинг
узунлигига боғлнқ эмаслнгнни исбот қиламнэ. Бунинг учун 
ОА/, ф  ОЛ/ радиус билан бошқа доира чизамиз ва Л\Д, +  ОХ^ 
ни туширсак, Д £0,/У сл Д Е^ОЛ  ̂ ҳосил бўлади; ОЕг = 
•= д:,, .М,/:, = у, бўлсин. У ҳолда учбурчакларнинг ўхшашлиги-

дан£ - £ : ^  = = у~ = у1 (ЖУФТИ билан) тенг
нисбатларни ҳосил қиламиз. Демак, бу нисбатларнинг қиймат- 
лари унга тегишли доира радиусининг узунлигига боғлиқ 
бўлмай, балки а  бурчакнинг миқдорига боғлиқ бўлади.

И э о ҳ. N  нуқта ябсцисса ўҳнда ётганда: = ± 1, у =  0; ордипата ўқи-
у

дн ётгамда эса: = + 1 , х =  0  лар ҳосил бўлвди,

1-таъриф. Абсциссалар ўқи билан ихтиёрий а бурчак 
ҳосил қилган қўзғалувчи радиус охирги учи ординатасининг
шу радиус узунлигига нисбати ^  ни а бурчакнинг синуси

удеб аталади ва бундай ёзилади: ^  = з т  а.
2-таъриф.  Абсциссалар ўқи билан ихтиёрий а бурчак 

ҳосил қилган қўзғалувчи радиус охирги учи абсциссасининг шу
радиус узунлигига нисбати ни а бурчаннинг косинуси деб

аталада ва бундай ёзилади: = соза.
3-таъриф.  а бурчак синусининг шу бурчак косикусига 

нисбати а бурчакнинг тангенси деб аталади  ва бундай ёзи- 
лади:

8|П а ,  „ =-1еа; соза + 0.соя а = ’ '

4-таъриф.  а бурчак косинусининг шу бурчак синусига 
нисбати а бурчакнинг котангенси деб аталади ва бундай 
ёзилади:

С05 а . . , „
5нДГ = с1£ “ : 8,па^  °*

5-таъриф.  а бурчак косинусининг тескари қиймати а 
бурчакнинг секанси деб аталади  ва бундай ёзилади:

=■ зес а; соз а ф  0.С05 а ’ ~

331
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6- т а ъ р и ф. а бурчак синусининг тескари қиймати а бур- 
чакнинг косеканси деб аталади ва бундай ёзилади:

1 = сзса; 81П а ф 0.

Энди, тангенс ва котангенс, секанс ва косекансларнинг таъ- 
рифларидан бундай хулосалар чиқариш мумкин: 1) а бурчак- 
нинг тангенси ОХ  ўқи билан а бурчак ҳосил қилган кўзғалув- 
чи радиус охирги учи ординатасининг унинг абсциссасига нисба- 
тидан иборат; котангенси эса, аксинча, бу радиус охирги учи 
абсцнссасининг унинг ординатасига нисбатидан нборат, яъни:

у. 
к

2) а бурчакнинг секанси қўзғалувчи радиус уэунлигининг 
унга тегишли абсциссага нисбатидан иборат; косеканси эса шу 
радиус уаунлигининг ординатага нисбатидан иборат, яъни:

зеса ■
51п а -  у  = 7 (*  /  0; у Ф  0).

«г- в

Юқорида исбот қилинганларга асосан, з!п а, соза, <£а, с<§а, 
зеса, сзса ларнинг қийматлари қўзғалувчи радиуснинг узун- 
лигига боғлиқ бўлмай, балки а бурчакнинг миқдорига боғлиқ
бўлади. Яъни ҳар қандай а бурчакка з1п а, соз а, (£ а> зеса,

сзса лар (агар улар маънога эга 
* - М бўлса) ҳар бирининг бирор қиймати

 н мос келади. Демак, з]па, соза, 1§а,
с12а  ̂ аеса, сзса лар а бурчакнинг 

п функциядаридан иборат ва уларни
" тригонометрик функциялар, а

бурчак эса уларнинг аргументи 
дейилади. Аммо, марказий бурчак 
ўзи тиралган ёй билан ўлчаниши 
геометриядан маълум, шунинг учун 
тригонометрик функцияларнинг 
аргументи бўлмиш а бурчак ўрни- 

га унга тегишли айлана ёйини олиш ҳам мумкин.
Энди, 285- расмда кўрсатилгандек, айлананинг А ва В  нуқ- 

таларига ЛШ , ва ////, уринмалар ўтказамиз; ЛШ, тангенслар 
ўқи, ////, эса котангенслар ўқи дейилади. Тангенс ва котан- 
генс 'ўқларининг мусбат ва манфий йўналишлари координата- 
лар ўқлариники каби бўлади, яъни тангенснинг горизонтал 
А^аметридан юқорига кетган йўналиши мусбат (+ ), пастга 
кетган йўналиши манфий (—), котангенсники эса вертикал

%
285- расм.

Ч

зя?

1
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диаметридан ўнгга кетган йўналиши мусбат ( |-), чапга кетгани 
эса манфий (—) бўлади. Қўзғалувчи радиус ОЛ ни АШ, ва 
Н Н Л лар билан кесншгунча давом эттириб, кесишиш нуқтаси 
О ва Ғ  ларни топамиз (285- расм). А Б  = у,; ВҒ  = х, деб бел- 
гиласак О ҳамда Ғ  нуқталарнинг координаталари Г) (/?; у,), 
Ғ (х (; /?) бўлади. Ихтиёрий а бурчакнинг тангенси, тангенслар 
ўқидаги мос Ь  нуқтанинг ординатаси билан тегишли доира 
радиуси нисбатига тенг, котангенси эса котангенслар ўқидаги 
мос Ғ  нуқтанинг абсциссаси билан шу доира радиуси нисба- 
тига тенг, яъни:

4 ИО АП  у, . В Ғ  В Ғ
т  ^  1 г ~  =

И зо ҳ . Агар N  нуқта ордината вя ябсцнсся ўқларила ётган бўлса, 1{гя
ға с (£а  лар мос равишда мавжуд бўлмайдилар. 285- расмдаги Ғ й  тўғри 
чиэиқни эся секанс яа касеканслар ўқи деб атвймиз. Секанс ва косеканслар 
ўқининг йўналиши — қўзгалувчи ралнус давомн бўйлаб кетган қисми мус- 
бат, унга қарама-қарши кетган қисми эса манфий ҳисобланади. .Масалан, 
285- расмда О Ғ — мусбат йўналишда, О й  эса манфий йўналишдвдир.

а  бурчакнинг секанси, секанс ва косеканслар ўқидаги О П  
кесма билан тегишли доира радиў'си узунлиги нисбатига тенг; 
косеканси эса шу ўқдаги ОҒ кесма билан тегишли радиуснинг 
нисбатига тенг. Л  ЛЮ£сл Д/40£ сл д  ВОҒ  бўлгани учун:

ОО ОА' /? 1 1зес а  =  =  —  =  — =  — = ■?? х х х соа а '
Я

ОҒ ОМ п  1 1
У

' И э о ҳ. 285- расмдагн МЕ\ ОЕ\ АП\ ВҒ\ Ой\ О Ғ  тўғри чиэнқ кесмала- 
рнии « бурчакнинг мос равишда синус, косинус, тангенс, котангенс, секане 
на косеканс чизиқлари дейиладн.

3- §. ТРИ ГО Н О М ЕТРИ К Ф УН КЦ И ЯЛ А Р ҚИЙМ АТЛАРИНИМ Г  
ЧО РАКЛАРД АГИ  ИШ ОРАЛАРИ

]) 51па ва соза лар доирадаги ОХ  ўқ (2-§ га қаранг) би- 
лан а  бурчак ташкил қилган қўзғалувчи радиус охири орди- 
нагасининг радиусга нисбати ва абсциссасининг радиусга нис- 
бати билан аниқлангани учун тригонометрик доира айланаси- 
даги нуқталарнинг ординаталари ва абсциссалари қайси чоракда 
мусбат (манфий) бўлса, шу чоракларда тамомланувчи бурчак- 
лар учун синуе ва косинусларнинг қийматлари ҳам мусбат 
(манфий) бўлади (286- расм).

Демак, I ва II чоракларда тугаган бурчаклар (ёйлар) си- 
нусларининг қийматлари мусбат, III ва IV чоракларда эса ман-
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У,>9

у<°
д

286- расм.

жадвал ҳосил бўлади:

фий бўлади. I ва IV чоракларда 
тугаган бурчаклар (ёйлар) коси- 
нусларининг қийматлари мусбат, 
II ва III чоракларда аса манфий- 
Дир.

ва с!£а = — бўл-
гани учун нуқталарнинг коорди- 
наталари қайси чоракларда бир 
хил (қарама-қарши) ишорага эга 
бўлса, шу чоракда тугаган бур- 
чаклар учун тангенс ва котан- 
генсларнинг қийматлари мусбат 
(манфий) бўлади (286- расм). 
(Секанс ва косекансларники ҳам 
шуларга ўхшашдир.)

Юқоридагилардан қуйидаги

функциялар
иомн

чораклар
Синус Косинус Тан-

генс
Котан-
генс Секанс Косе-

канс

1 + + + + + +
II + — — — — +

III — — + + — —
IV + +

4- §. ТРИ ГО НО М ЕТРИ К Ф УН КЦ И ЯЛ А РН И Н Г Д А ВРИ И Л И ГИ

Биз юқоридаги 283- расмда қўзғалувчи радиус ОВ ни бир- 
биридан тўлиқ бурчак билан фарқ қилувчи чексиэ кўп (а + 2к л) 
бурчакларнинг сўнгги томони эканини кўриб ўтган эдик.

Энди (а + 2 кк) бурчакка тегишли ҳамма тригонометрик 
чизиқларни чизамиз. 287- расмдан биз яққол кўрамизки, 
а-(-2Ая бурчак учун ҳам, а бурчак учун ҳам тригонометрик 
чизиқлар бир хил бўлади. Демак,

=  §1п а =  з1п (а +  2 я ) =  81П (я +  2-2 я ) =  . . й1п (а +  2 А я ); 

= соз а = соз (а + 2 я) = соз (а + 2-2 я) = . . . =соз(а -|- 2кп);

= 1^(а + 2я) = (а +2-2я) = . . . = 1§(а + 2 къ)\

^  = С1е“ = с1е(а + 2я) = с1§(а+ 2-2я) = . . . = с!е(а + Ая); 
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^  =» зес а = зес (а + 2 «) = зес (а + 2-2 я) = . . . = зес (а -|- 2&я); 
пғ = С8С а = С8С (а -{- 2 1с) = С8С (а +  2-2 * ) = . . .  = С8С (а + 2к *).

Тригонометрик функциялар бундай хоссага эга бўлгани учун 
улар даврий функциялар дейилади. Шунинг билан баробар, 
2* ҳамма тригонометрик функцияларнинг даври деб аталади. 
2* синус, косинус, секанс ва косекансларнинг внг кшик даври 
хисобланади. Тангенс ва котангенсларнинг энг кичик даври 
эса * эканини кўриш кийин эмас.

288- расмдан:

(а + *) = (з + 2 я)
= (а +  3 я) =»...=■ 1й (а +  к я);

^  = С1е “  =• (* +  * )=  С1й (а +  2 я) =
= С1б (а + 3 я) => . . . С1ё (а +  к я)

бўлиши равшан кўринади.
Демак, тригонометрик функцияларнинг ихтиёрий аргу- 

ментига унинг энг кияик даврини бир ёки бир неча марта  
қўшганда ёки айирганда тригонометрик функцияларнинг 
қиймати ўзгармайди. Даврий функциялар техникада, меха- 
никада, физикада ва шунга ўхшашларда катта аҳамиятга 
эгадир.

Тригонометрик функцияларнинг даврийлиги уларни текши- 
ришда катта қулайлик туғдиради, чунки даврий функциянинг 
хоссаларини ўрганиш учун унинг хоссаларини давр узунлиги- 

тенг бўлган бирор оралиқда ўрганиш кифоядир.
ззз
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5- §. АСОСИЙ ТРИ ГО Н О М ЕТРИ К АПНИЯТЛАР

I) Бир хил аргументнинг синусп ва косинуси квадрат- 
ларининг йиғиндиси 1 га тенг:

31П2 а -|- соз2 а = 1. (0

Исбот .  а ихтиёрий бурчак (ёй) бўлсин; биз юқорида 
(284-расм) з1па = -̂ -; соз а = эканини кўриб ўтган эдик.

А  МОЕ дан у2 х2 = /?-' деб ёзиш мумкин. Бундан, + 

+  ( ^ ) 2== 1
ёки з!п2 я с о з 2а = 1. (1) нинг айниятлиги исбот-

ланди.
Тангенс ва котангенснинг таърифндан:

, 8|П (I , СОЧ (Iа =  ва с(2 а = --- .
ь  со ч  а  ь  а

Секанс ва косекансларнинг таърифидан:

1 1зес я = ва сзс а =
со к  а

Н а ти ж а ла р .  (2) айниятларни ҳадлаб кўпайтирамиз:

51п а  С05 а(ё а-с(еа
с о в  а  з !п  а

1, яъни <8 а-с1£а =» 1.

(2)

(3)

(4)

( I )  айниятни ҳадлаб аввал соз2 а га, кейин а(п2а га бў- 
ламиз:

(I I » ] ■ » , 1 п А+ 1 = еки 1 + (8 “ « = 5ес2аСС5а а  
. . с о з 8 а  

з1п8 а

С05а а

-} 2 - ёки 1 4 -  с(§2 а  = сзс2 а.
Демак,

] 4  (§2 а = зес2« ва 1 4  с(£2 а = сзс2 а.

ва

(5)

( I) ,  (4)^ва (5) айниятларга асосан:
з(п а = 4  у/~ ] — соз2а = ± \/ 1---- —̂  = ± ^ с  а — 1

г  г  &сс а  -*■ вес а
+ /1 + 1е5а^Д = + <80
_  V 1 + 1£2 а _  V 1 + *Е‘а = ± 1

■/1 4  с 1 ^ а  ‘
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Шунга ўхшаш:
----- Г-Т- , ,  Г , I I V сзс5 а ■ 1соза= + у 1 - з т - в - з :  -| . -  -  х ---

=  +  _ + Ц а 1
’ 1 + С122 а У  1 + 1ваа

4__ _  1 _  81п а  _  ±  у/ 1 —  с о в аа

® °  ± с<Еа ± |/ 1 — 81п5а  —  С 0 3а

Шунга ўхшаш:
  ] __ сов о   ± у 1 — 8!га а

ё а — ± 1Ва " ± /1_со8“а ~  5|па ‘
(3) айннятдан:

соз а ■ зес а = 1,
81(1 а ■ СЗС а =■ 1.

М и со лла р .  1) зеса = 3 (0 < а < 90°) берилган. Қолган 
ҳамма тригонометрик функцияларнинг қийматлари топилсин.

Е ч и ш. зес а =  —1— = 3, бундан: соз а = -у; I + 1§га = 
= зес2а = З2 = 9; бундан: 1§а = у 9 — 1=21/2. Шунга ўхшаш

] | гтг~ ________
С(ц а —  --- =  — —  =  Ц — ; 51П а =  / "  1 — СОЗ2 а =<8° 2+2 4

=  =  2+ Х .у о я •

С5С а

9 3
1 1 Э / Т

81п  а  2 + 2  4

2) 1,?а = — 2 (90° < а < 180°) берилган. Қолган тригономет- 
рик функцияларнинг қийматлари топилсин.

Е ч и ш .  с(^а = ^  = / _  = _  .Ь  зеса = — / Т + 1 р Т =
= — / 1 + 4  = — / 5 ;

1зес а =
соз а ' 

бундан:
  СЗС а =  / ]  +  С(е2 а =  у ' 1 +  1  =СОЗ а

I *  _____
• /-I----- 2 /  1 Г  2 \,Г581(1 а =  | 1 — С052 а =  1/ 1 ---  =

бўлади.
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8) а!п а — 0,2 (0 < о < -̂) берилган. Қолган тригонометрик 
функцияларнинг қийматлари топилсин.

/ ГВ ч и ш. С08 а •

1£<Х б1п а 
со$а

0.2

0.4/5"

ЗШ2 в =- / 1  — 0,04 <. /0 ,96 =  0,4 / £ "  

= С^а — 2 / 6  зес а —со$ а
1 ______ 5/6

= 0,4/8" ~ Т Г '
М а ш қл а р .  Қуйида тригонометрик функциялардан бири 

берилган, қолган трнгонометрик функцияларнинг қийматлари 
топилсин:

1) С08 а = (0 < а < 90°); 2) зеса =■ 5 < а < 3) с!^а = 4

< а < 4) 81п а -  -  0,3 (270° < а < 360°); 5) С8С а = 2

(0 < а <

«-§. ТРИ ГО Н О М ЕТРИ К Ф УН Ц И ЯЛ А РН И Н Г Ж У Ф Т  ВА ТОҚЛИГИ

/ ( х) функция берилган бўлсин. Агар х нинг ишораси қа- 
рама-қар1ии ишорага ўзгарганда функциянинг ишораси қарама- 
қаршисига ўэгарса, я ъ н и / ( — л) = — / (х) бўлса, /  (х) функ- 
цияни тоқ функция дейилади, акс ҳолда, яъни / ( — х) — / (х)

бўлса, /(х) ж у ф т  функция 
дейилади.

289- расмда /.АОВ  мусбат, 
^ АОБ эса манфий, /А О В  = а; 
^ АОО = — а (а > 0) бўлсин.
ВС = — ОС. Д ВОС  дан: -*£- - 

ог— 81п ( + а), =С08 (+ а ) ;д £ )С С
ВС  . / . ОСдан: = 81П(— а); =

=  СОЗ ( — а).
Булардан: 31п(— а ) = ^  =

ВС 77 = — з1п а ва соз (— а)А*
ОС= т  = СОза.

Демак, 81п(— а) = — в!п а, соз ( — а) =  соз ( яъни си-

нус—тоқ, косинус—ж уф т  функция. Чиқарилганларга асосан:

И
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( - а) =
£Iп (— а) — 5)п а 
со8 (— а) со5 а 18 (— а) = — (£а.

с1е ( - « )  = Г ^ )  “  -  ^  = “  с,в а;

зес (— в )  = I —  = _1 _  = зее а;

с1Е (— а) = — С(£*.

зес ( — а) = зес а.

С8С (  —  а )  =  --- ;----   =' ' 8111 (—а)
1

51п а С5С а; С5С (— а) =  — С5С а.

Демак, секанс—жуфт; тангенс, котангенс, косеканслар эса тоқ 
функциялардир.

М и с о л л а р .  1) з1п ( — 35°) = — з1п 35°; 2) со5(— 75°) = 
= соз75°; 3) зес (— 17°) = зес 17°; 4) С1£ (— 26а) = — с1§26° на 
ҳоказо.

7-§. ИККИ БУРЧАК ЯИҒИНДИСИ ВА АИИРМАСИНИНГ 
ТРИГОНОМЕТРИК ФУНКЦИЯЛАРИ

290- расмда £  ВОС = а; /  ВОВ, = Э бўлсин. £  С,ОВ, = 
= а р  бўлади. Бу ҳолда Й,С, кесма а + р бурчакнинг синус 
чизиғи, ОС, эса унинг косинус чизиғи. Демак, 81п (а + Р) =
= ва соз (а + 8) = Энди
ВлЕ± О В  ва Е Ғ ± В ХСХ ни туши- 
риб, а ЕВ,Ғ  н и  ҳосил қиламиз.
£ Е В ХҒ  = а, чунки Я|С,4_ОС ва 
В хЕ±^ОВ дир. ЕН±_ОС  ни ту- 
шириб, Д  ЕО Н  ни ҳосил қила- 
миз. В,С ,=  В ,Ғ+  ҒСХ = В ХҒ±ЕН\
Д  ЕО Н , Д В ,О Е  дан: Е Н  = О ЕХ
Х з1 п а = / ?  С05 р 31П а; £±ЕВ{Ғ,
Д В,О Д  дан; В ,Ғ  = В ,Е  соза =
= /? з!п Р сая а. Буларга кўра:
В,СI = К  (зШ а СОЗ Э +  С05 а 51П Э).
Буни ўрнига қўйсак:

з(п (« +  Р) = (51п я соа М~ со5 Д 5Ш £) £ки

З1п (а 4- £) = з1п а соз Э + С 08 а 51п р.

Бу формула икки бурчак йиғиндиси синусини қўшилувчи 
бурчаклар синус ва косинуслари орқали ифода этади. Эндн
22* 339
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ос
С05 (а -[- р) = —̂ 1 устида ҳам юқоридагидек ишлар қилингандан 
сўнг, с05(а-|-Э) учун қуйидаги формулани ҳосил қилампз:

С08 (а р) =  СОЗ ясозр — 81п аз!п р.

Бу формула икки бурчак йиғиндиси косинусини қўшилувчи 
бурчаклар синус ва косинуслари орқали ифода этади. Чиқа- 
рилган икки формулага асосланиб,, қуйидагн формулаларнн 
ҳосил қнламиз:

8(п а 51л 3
. , оч 8 1 п (а + Р ) _  8(П а  С08 Р +  С05 а 81п {> со* а соз £

•6 (® 1 Г ' в  СОд (а +  Р) с о з а с о з р — 8(п а з!п р .ч1п л 91п р я
" "соГаТозУ

£= °  -4- Р

^  1 — 'йв | йР’

<8(* + Р) '«а-ИкУ
1— 1В а 1к Р ’

.  / I о\ 1 1 ~  а  *К а
С 8 (л + Р) =  |Е (а+ р) “  18а+ ‘е Р ’

1
, I с,\ 1 _   ̂ _  созасозН

8СС (а Р) “  соз (а + ?) "* соз а соз Р — з1г а з1п 0 1 — |£ а 1ц Р
зес а зес р _  | (1 + <ҚаД) (1 + 1еаР).

^  1 — 1е “ 'й Э 1 — 1е«‘еЭ ’
1

] 1 _  81пасовЙ
С5С (а + р) *■- в1п (а -(- р) °  51п а со8 р + с08 а з1п Э 1 + с1£;а1£р ""

зес Р С8С п _  / о  + ^ р х 1 + с1е2°)
1 -+- с*2а 1ёЭ 1 + с12а-(2р *

Шуларга асосан:
81П (а +  р +  *() =  81П [а +  (р+  [)| =  81п а С08 (Р +  ■*) +  С08 а. 

-81П (Р +  1 ) =  9/П аСОЗ Э С05 7 — 51П а 8]П Р 5Ш 7+ С05 а 51П Р СОЗ 7 +
+  С08 а ■ С05 Р 3)П 7 .

Шунга ўхшаш:
С08 (а +  Р +  7) =  С05 а-СОЗр С05 7 — 5)п а-ЗШ 9 СОЗ 7 — 81п а• соя Р* 

■81П 7 — С08 а • з1п Р ■ 51Л 7.

Мисоллар .  1) *е75° = 18(30°+ 45°) =
2) 81п 75° = з1п (30° + 45°) = 51П 30° соз 45° + соз 30° з!п 45°.
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3) з т а  = |-, С08? = — ( 0 < а <  90°<? < 180°) берил-
ган. 81п (а +  р) па соз (а +  р) топилсин.

Е ч и ш .  51п (а 4- р) = зШасозр +  соза8]пР па соз (а = 
СОЗ а-С08 Р — 81П а 81П

С05 а = ■/ \ — 81П“а = -|/ 1 — ~  51П р = | 1 — С05:’ р —

“  V 1 ~ т  = 5,п (* + ^ *  Т  (“  т ) + *~г ■ V 1 “
- “  7+ 1 ? : 008 (* + ?) “  *“ Г  *(“  т )“  т  • *Х" ”  “  ,_(Г~ г̂-
Эн д и  ф ор м улалар  чиқариш да тригоном етрнк ф ункц ияларнинг  
ж у ф т  ва тоқлигидан  ф ойдаланамиз: з1п (а — |3) =  51п [а +  ( — 0)1 =■ 
=  81П а со з  ( —  Р)-{-С03а 8 Ш ( — Р) = 5Ш  а • С05 Р — С05а-81ПР. Д еМ ЭК,

81п (а — (3) =  81п а С05 3 — С05 а з1п Бу формула икки бурчак

айнрмаси синусини шу бурчаклар синус ва косинуслари ор- 
қали ифода этади. соз (а — Р) = соз [а + (— р)] = соз а соз (—Р) — 
— з!п а-81п (— Р) »= С08 а ■ С05 р + 81П а 81п р. Демак, соз(а<— р) = 
=  С0 8  а-созР + 51п аз1п3. Бу формула икки бурчак айирмаси 
косинусини шу бурчаклар синус ва косинусларн орқали ифо- 
Далайди:

V ' '  б ! I . - 1  | — ( £ с М с ( — й) 1 +  ( г а ' | д |

Демак, 18 (а - 3 ) -  
Шунга ўхшаш:

зес ( а-Р )  = / (1 + У 1̂ \ е ^ ^ ) ; С5С (а — Р) =
/(1 +с(82а) (1 + (еар)

”  1 — с»й “ ‘8 *
5 3М и со лл а р .  1) С05 а — в т  8 = — (0 < а < 90° ва

180° <Р <270°) берилган. 81п (а — р), соз (а — р) топилсин.
Е  ч и ш. 81л (а — Р) = з1п а С08 р — соз а 8(п р ва

С05 (а — Р) = СОЗ а С05 Р + 51П а 31П р. 

з1ла= / 1—С032а = | / 1 — ^

соз Р = •— 1 — $1л2р = — | / 1 — •= — 4-
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Бу ҳолда

13 \ 5 ) 13 \ Ъ }  . 65 13 65

г/ 13 \ 5,1 \ 5 / 13 13 65 65
Бурчаклар сони иккитадан ортиқ бўлганда, чиқарилган

формулалардан фойдаланиш мумкин. Бунинг учун бу форму- 
лаларни бир неча марта кўлланиш керак.

8 -§. И ККИ Л А Н ГА Н  6 У РЧ А К Н И Н Г ВА ЯРИМ БУ РЧ А К Н И Н Г  
Т РИ ГО Н О М ЕТРИ К  Ф УН КЦ И Я Л А РИ  

Юқорида чиқарилган: з!п (а р) = §1п а соз р + соза з(п
СОЗ (а 4- [3) = СОЗ а С09 р — 81п а §1п р ва |а + (3) — ^1 -

формулаларда р — а деб фараз қилсак, у ҳолда: б1п (а + а = 
= з1п 2а = §1п а ■ СОЗ а + соз а з!п а = 2 ЗШ а СОЗ а;

СОЗ (3 + а) = соз 2 а = С05 а СОЗ а — з!п а ЗШ а = СОЗ2 а — зШ2 з;
. / , V * г> а + *Я “ 2 1Р а{£ (а -1- а) = 2а = _  — а— ;

I _ 1§ а а 1 — 1̂  “
1 I — 1еа а 1— — = -----—  =  — С1а а — 1р  а);1£2а Ч1Я ш 2 К К
1 + ,Е' а п 1 I + |Д3 а= ■ — : сзс 2 а ------------- 2— .

с12 2 а =
I

зес 2 а =
Демак,

С08 2 а 1 — 1{Г- а 8 (п 2  а 2 (£<

формулалар косил бўлади. Булар иккиланган бурчаклар три- 
гонометрик функцияларини бурчакнннг ўзини тригенометрик 
функциялари орқали ифода этади. Шуларга ўхшаш:
З1п За =  з1П (а +  2а) =  з1п а-С05 2а +  С05 а ■ з!п 2а -- 3 зш а — 4 з1пяа;

СОЗ За =  4 СОЗ3 а — 3 С05 а;
<2 а +  1& 2 » __ 3 | £ а  — 183 а_
I -  <8а1£2а ~  I -  3 (§2а '

С1еЗа = - ^ — Зс-<й".3 с!£3 а — I
Энди соз 2а = соз2 а — з1па а (*) формулани олиб, бунннг 

икки томонига (+ 1 ) ни қўшамиз:
1 + соз 2а =  1 + соз2 а — 3)П2 а = СОЗ2 а +  ( I — зШ2 а, = 2 С052 а.

*£ 3» = 1е (« + 2а)

Бундан:
соз а = ± У

I +  СО* I  а  
2 *
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Энди (*) нинг икки томонини (+  1) дан айирямиз: 
1 — соз 2а = 1 — соз2 а + з!п2 а =  2 з1п2 а.

Бундан:
=  ± У ~ -

— соз 2 I

Бу ҳолда:

а - ± У т т
— соз 2а

соз '1л

Бу формулалар а бурчак тригонометрик функцияларинн икки- 
ланган 2а бурчак тригонометрик функциялари орқали ифода 
этади.

Чикарилган бу формулаларнинг қар бирида а ни - билан 
алмаштирсак, у ҳолда:

С 08 -  =  +  1 /  1 + с о з а .
2 ~ V 2 •

, « ■ / 1 — соз »81п7  = ± у  -- -̂- ; , « , 1/ 1 - соз а 
 ̂ 2 ~  ~ 1 1 + соз а'

- о - * •81П а = 2 51П — С08 —;2 2 С08 1 = СОЗ2 — — 8|П2 —, 2 2

Бу формулалар ярим бурчак тригонометрик функцияларини 
бутун бурчак тригонометрик функциялари оркали ифода этади.

М и со лл а р .  1) соз а = (0 < а < 90°) берилган. то-
пилсин.

  Г ~ й
с  * °  л /  • “  соз а  1  /  4

Л 2 ~ У  ТТ^оГо =  I /  — 3 =  ~ Г -
* 4I 22) 1а а “  ~  ва “  — берилган. 1§ (2а — р) ва зес 2а то- 3 3

лилсин.
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18' 4
М а ш қ л а р .  1)18“ = — 2 берилган. е!п 2а, 1д;2а, вес2а 

функциялар топилсин. 2) зес ^ = 4 (0° < а < 90°) берилган.

!(* ®| з1п -, 2а функциялар тоиилсин. 3) з1па=0,32 (90в<а< 180°)I  '
берилган. з1п ^ функциялар топилсин.

Т р и г о н о м е т р и к ф у н к ц и я л а р н и  ярим а р г у м е н т  
т а н г е н с и  билан  ифодалаш.

б!п а =  2 з(п -  соз — =  
2 2

а2 — К I
1

218а1

‘ + ‘83 Т7

п 8 . а (соз а = СОЗ  ̂ 5|ГГ — =
2 2

2

1 -  'В3 Т

1 + '8
—  2(еа

I -  '82 4

9- §. Б А Ъ З И  Б У Р Ч А К Л А Р  Т РИ ГО Н О М ЕТ РИ К  Ф УН КЦ И ЯЛ А РИ Н И Н Г
ҚИЙМ АТЛАРИ

Радиуси Н бўлган доирада ОА қўэғалмас, О В—қўэғалувчн
ралиус ва АОВ = а бўлсин (291-расм). ДВОС да з1п а =ДГ 0^

' ---  Маълум бурчаклар тригонометрик функция-
ларининг қийматларини топиш учун, 
юқорида кўриб ўтилган формулалар 
ва бир бурчакнинг тригонометоик 
функциялари орасицаги муносабат- 
лардан ҳам фойдаланамиз. Агар,

I) а = 0 бўлса, у ҳолда: ВС =0; 
ОС = ОА = Н бўлади. Демак,

Я
соз а = — . Я

. пс ВС 0 л з!п 0 =  — — - *  0, Я Я соз0° =  —

= Д = 1; (е 0С я 6

291- расм.

атО4 
соз 0 3

с1с 0° = —— = 4 =  <х>1; зес 0° = 1; в ге 0“ о
сзс0° = оо.

1 Ноллан фаркли сонми нолга жула ҳам яқнн сон (яъни иолга интила- 
диган сон) га нисбатннн, чексиз катта ёки .чексиэга тенг' дейилади аа 
а
— =  оо (а -г- 0 ; рааншда ёзилади.
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Шундай қилиб, бурчак 0° бўлганда.

51л 0° = 0; С05 0° = 1; 0° = 0; с!§ 0° = °о ;
зес0° = 1;с8с0° = °о .

2) а = 30° бўлса, 30° ли бурчак қаршисидаги катет гипо- 
тенуэанинг ярмига тенглиги геометриядан маълум, яъни ВС  — 

ОВ П
“ Т  ” 1 '

Демак,
Й

ВС8Ш 30° Т Г - ў ?

= * 3 ;  1830°

= I  = созЗО0 =• / 1  -  51п 23 0 ° =  )  1 -  |
I

я 1 п 30° 
со> .10' -|=. =  *у-; С1? 30° «  /5";

л  
2

8 К зо-— » ~ Ц 1 .
£05 30° / 3  з

Шундай қилиб, бурчак 30° булганда,

51п30° = у ;  С05 30° = 1д30° = с1е 30° =

2 » Х8ес 30° з С5С 30° = 2.

3) а=45°  бўлса, у ҳолда ВОС  тенг катетли учбурчак бў- 
лади, бундан: ВС = ОС. Демак, 51п 45° = ~  ва соз 45° = ^  =

=  5]п 45° = соз 45°. Буни соз45° га бўлсак, 1д45° = 1 бў-Г\
лади.

с(§45° = = т 1 * 8ес45° = = / з ;
бундан, со545° = -Д= = — • ̂ / 2  2

Демак, бурчак 45° бўлганда,

51П 45° = С05 45° =
5ее 45° = сзс 45° ~  V 2; 1̂  45° = с!§ 45° = 1.

Энди биз 60°, 90°, 180°, 270° ва 360° бурчаклар учун три- 
гонометрик функциялар қийматини қуйидагидек йўллардан 
фойдаланиб топамиз:
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1 .

со5 60° --- соз (2 • 30°) *= соз2 30° — з 1 п® 30° = ]

4) §1п 60° = 81П (2-30°) = 2 з!п 30° созЗО” =* 2--у 2 -  2

1й60а = 81п 60”
С08 6 0 °

3 1 2  1
= т  — Т  ~  Т  ^  Т*’

2 гл- * 1г~ = / 3 ; с!е 60° -
1 / 7

т ? -  т *

зес 60° = 1
с о з  60 '

 ^ о. рсгйГ ) 0   1 _________1 _  2  у ^
~  “  2 ’ С 5С  6 0  —  810 6 0 “ —  ~ Г ^  ~Х~'

~ г
Демак, бурчак 60° бўлганда,

51п 60° = ^ 2 ; 1е 60° -  / 3 ; зес 60° = 2;

5) §1п90° = з1п (2-45°) = 2 з1п45%соз45° = 2 /=- -^* = 1;

 ̂ ) -- гпс®

81п 90° 1
С05 90° = соз (2 -45°) =  со.ч245° — з1п245° = -у — = 0;

1^90° = 

зес 90°
с а з  90 ‘ 0

‘ соз 90° =  0' “  ° ° ; С5С 
0

,  . -.р., С05 9 0 ° 0
> с^ 9 °  “  с-Т7Гс̂  = Т510 90° 

1
0:

1
з!п 90° — 1 “  !•

Демак, бурчак 90° бўлганда,

з1п90°=1; 1^90° =  аэ ; $ес90° =  аэ; 
соз 90° = 0; с1в90° = 0; С5с90°=1.

Шунга ўхшаш:
6) з1п 180° = з!п 2 -90° = 2л)п90° соз 90° = 0;

соз 180° = соз290° — $1п290° = 0 — I »= — 1;
180° = ±  = 0; с!§ 180° = =1 = -  со; 

зес 180° = ^  = -  1; С5С 180° = 1  = об.

3 =  ■ г.чг 80 ° =сзсбО

1 а —► ± да *8 а_+ ± ° °  Ле® тушуниш керак, бошцалари ҳам шунлай 
(мавжуд эмас деб тушуниш керак).
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з1п 180° = 0; соз 180° = — 1; 1в180° = 0; с*е 180° — - о о ; 
зес 180“ = — 1; сзс 180° =  оо.

7) б 1п  270°= 2 1 п (9 0 °4 -  180°) =  з!п 90°со5 180°+ соз 90°з1п18(Г =  
= 1 ■ (— 1) + 0 =■ — 1; 

соз 270° = соз (90° + 180°) = со§ 90° соз 180° -  з!п 90° з!п 180° =
= 0 - 0  = 0;

1^270° = ^  = + со; с!§270° -  ^  = 0; зес270° = - д - - -  °о ; 

сзс 270° -1-

з!п 270° = — 1; соз270° ■*= 0; 1^270° = + оо; 
с1&270° = 0; зес 270° = — оо; сзс270° = — 1.

8) з1п 360° =  з т  2-180° = 2 -з1п 180° соз 180° = 0; 
соз 360° = соз 2-180° = соз2180 -  з1пМ80 = (-1)» -  0 = + 1;

1ё 360° = у  =  0; с1е 360° = -1 = -  оо; 5ес 360° = у  -  1.

сзс 360° = — = — оо,0
81П 360° = 0; соз 360° = 1; 1е 360° = 0; 

с(£ 360° = — оо; зес 360° = 1; сзс 360° =  — °о.
Юқорида қосил қнлинган натижаларни қуйидаги жадвал 

шаклида ёзигп мумкин:
Ч ̂ БурЧ!^ 

фупкиияляр \

0* 30-

( ! )

45*
( ! )

во*
( ! )

90“
( ! )

1*0°
(«)

270”
( ? )

М0“(8.)

&(п 0 1
"2

/ т
2 2 1 0 —1 0

С05 1 / 7
~ Г

V 2 
~ Г

1
2 0 — I 0 1

<8 0 / 7
~ г 1 / 7 00

0

0 

-00

+ 00 0

с!8 00 / 7 1 V  7 0 -00

яес 1 2/"5 
3 / 7 2 оо - I — оо 1

С5С 00 2 Г 2 2 / 7
3 1 00 —1 — 00
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Бу 8 та бурчакни қуйидаги 292- расмдан якқол кўриш 
мумкин: .

х=30~(-§) 1=60~($)

292- рас.м.
10-§. БУРЧА К  0° ДАН 360’ ГАЧЛ ОРТГАНДА ТРИ ГО Н О М ЕТРИ К  

Ф УН КЦ И ЯД А РН И Н Г УЗГАРИ Ш И
Биз 293- расмдан кўрамизки, а бурчак 0° дан 90° гача орт- 

ганда ВС, А Ъ  ва ОИ  лар ортиб, ОС, ОҒ ва Е Ғ  лар камаяди. 
Демак, а бурчак 0° дан 90° гача ортганда 31па, а ва зеса 
лар ортиб, с!£<*, соза ва сзса лар камаяди. Шундай қилиб,

бурчак 0° дан 90° гача ортганда: 
51п а 0 дан+ 1 гача ортади; соз а 
эса + 1 дан 0 гача камаяди; 0 
дан + оо гача ортади; С 1 § а  эса + оо 
дан 0 гача камаяди; зес а +1 дан+оо 
гача ортади; сзса эса +  <х> дан +  1 
гача камаяди. Худди шунга ўхшаш 
а бурчак 90° дан 180° гача, 180° 
дан 270° гача, 270° дан 360° гача 
ортганда хам тригонометрик функ- 
цияларнинг ўзгариши 1 чоракдаги- 
дек текширилади. Ёлғиз уларнинг 

293- расм. ишораларига риоя қилиш керак ва
битта чоракда ортганлари иккинчи 

бир чоракда камайиши мумкин, холос.
Натижада қуйидаги жадвал ҳосил бўлади:

^ « функция- 
лар коии

1 чорак 
0* дан 90°

11 чоряк 
90° лан 180а

111 чорак 
180° дан 270°

IV чорак 
270° аан 360°

51п 0  дан 4 - 1 1 дан 0 0  дан — 1 — 1 дан 0

СОЭ +  1 дан 0 0  дан — 1 — I дан 0 0  дан +  I
< 8 0  дан +  оо — оо двн 0 0  дан +  оо — оо дан 0

+  оо двн 0 0  дак — оо оо дан 0 0  дан — оо
з е с 1 дан +  оо — оо двн — 1 — I дан — оо оо дан 1

С5С оо дан 1 ] дан оо — оо дан 1 — 1 дан — оо
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Тригонометрик функцияларнинг ўсиши ва камайиши
қуйидаги хоссаларии ёза оламизБиз 10- § га асосланиб 

(293- расм).
5<п а. — ўсувчи; соз а — камаювчи;

<* — ўсувчи; с1£а — камаювчи; 
зеся — ўсувчи; сзс<* — камаювчи.

1) 0 < а < 9 0 с 
қийматларда

2) 90° <  а <  180° 
кийматларда

3) 180° <  а <  270с 
цийматларда

4 ) 270в <  а <360с 
цийматларда

§1п а — камаювчи; соза — ўсувчи; 
1£а — камаювчи; с{£а — ўсувчи; 
зеса — камаювчи; сзса — ўсувчи.

5'т а — ўсувчн; соз а — камаювчи; 
1{т а — ўсувчи; с1к а — камаювчи;, 
зес а — ўсувчи; сзс а — камаювчи/

51П а — камаювчи; сояа — ўсувчи; 
I а — камаювчи; с(£а — ўсувчи; 
яеса — камаюпчи; сзса — ўсувчи.

1 1-§. К РЛ ГИ РИ Ш  ФО РМ УЛАЛАРИ

Энди биз икки бурчак йиғиндиси, айирмаси ҳамда икки- 
ланган бурчак тригонометрик функцияларининг формулаларн 
ва асосий тригонометрик айниятлар ва ба-ьзи бурчак тригоно- 
метрик функцияларининг сон қийматларндан фойдаланиб, цу- 
йидаги йўллар билан келтириш формулалари деб аталган фор- 
мулаларни чицарамиз.

зIп (Р ± а) = з!п р соз а + соз Р з1п а;
С03 (Р + а) =• созасоз Э + $1п а$1п 3 формулаларда:
1) р=»90° деб белгилаймиз, у ҳолда;

з1п (90° + а) = 31П 90° соз а + соз 90° з1п а =
=■ I ■ соз а  + 0 • 8(п а = соз а.

Демак,

31 п (90° + а) = с 08 а.

соз (90° + а) =соз90°соза + з1п90оз1па = 0 + 1-з1па= + з1па. 
Демак,

соз (90° + <*) = + 31п а.

Энди бу икки формулага асосан,

16 (90° + а) = 5|п.<90:^  ;со5 (90° ± а)
соя а 

* »1п а +  С 1 8 а .

349

www.ziyouz.com kutubxonasi



12(90° + а) = Т с1|?а-

4 /пло . •> со-»<90° ± а) _  .с1р (90° + а) = — — -—■ = + 1ра. 
~  ’ 8|п (90° ± а) &

с1§ (90° ± а) = + 1(?а.

£€с (90° + а) 1 1
С 05 ° (90° ± а) Т я1п а - + сзс а;

кес (90° + а) = Т сзс а.

сзс (90° ± а) = 1 1
51п(90° + а) сова

= зеса.

сзс (90° ± а) = зес а.

2) р = 180° деб белгилаймиз, у ҳолда:
а!п (180° ± а) =  з1п 180° соз а ± соз 180° з!п а . 

= 0± 51па (— 1) = з1па.
Демак,

з1п (180° ± а) = + з1п а.

со5 (180° + а) = соз 180° соз а + з!п 180° з!п а = — соза.

соз (180° ± а) = — соза.

соз(180“ ±а) — соз а

12( 180° ± а) = ± (^а.

Шунга ухшаш:

с!2 (180° ± а) = ± с!^ а.

зес (180° + а) = — зеса ва сзс (180° ± а) = + сзса. 
 1_ _

3) [1 = 270° деб белгилаймиз, у ^олда:
я1п (270° ± а) = з!п 270° соз а ± з1п а соз 270с 

= — 1 -соза ± 0 = — соза.
£50
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51п (2 7 0 ° +  а )  =  — с о з а .

соз (270° + а) = соз 270° соз а + з т  270 51п а = 
= 0+ ( — 1 ) з т а  = + 51па;

С05 (270° — а) => — 31П а. 
соз (270° ~  а) = 51 п а.

(270° ± а) = 51л (- У  1 а) = = Т  с!да;- С05 (270° + а) ±81па 5

(270° — а) =» с1§ 
1д(270° + а) = — с1ёа.

Шунга ўхшаш:

с!е (270° ± а) = = ?  18«:

с!§ (270° ±  а) =* + 1§а.

*ес (270° + а) = — — -̂--- — — -—  = ± сзс а;
со5(270’ ± а) ± 81п а

5ес (270° ± а) = ± сзс а.

Шунга ўхшаш:

сзс (270° ± а) = — !---   - зес а;— со5 а

сзс (270° ± а) = — зес а.

4) р=»360° деб белгилаймиз, у ҳолда:
я!п (360° ± а) =■ з!п360°соза ± з1пасоз360° = 0 ± з1па- ! ™

= ± з т а ;

з1п (360° — а) = — з1п а. 
з1п (360° + а) = з1па.

соз (360° ± а) ш* соз 860° соз а + з!п 360°з1п а »= 1 • соз а + 0=соз а; 

соз (360“ ± а) = соз а. |

361

www.ziyouz.com kutubxonasi



1е (360°±а) = 4 ^ ±  = ±1£а:

1£ (360° ± а) = + 1§а. |

Шунга ўхшаш:

с!§ (360° + а) = + с(£а. 

зес (360° ± а) — — г„~.т—- = — = 5^са;
'  '  С05 (360 ±  а )  С08 я

зес (360° + а) = зеса.

Шунга ўхшаш:

сзс (360° ± а) = + сзс а.

Юқорида ҳосил қилинган натижаларни қуйидаги жадвал 
шаклида ёзамиз:
Ч Бурчэклар

Фумн- \ 
цивлар \

1 
1 90° + о 

1 + ‘
180̂ —а 
(ц—а)

180 +а 
(п+в)

27Г)°—а 

( * - )

270”+ о 
Зи 
“2 + ’

ЗбОв—л 
(2х—а)

Эд0в + й 
(2« + о)

81П соз а С05 а $1п а —51п а — со$ а —С05 а — 5(п а 51 п а

С05 $(п а —5)п а —соз а —С08 а —$1п а 51л а соз а соз а

с<е а — с»е ° —•8 а •8 а с*8 0 —С(£ а — *8 а ' 8  а

<8 о — '8  а —С1 8  а с( 2  а ' 8  а — * 8  а —с»е а с‘8 а

8СС С5С а —сзс а — аес а — зес а —сзс а сзс а зес а 5ес а

сзс зес а
1

зес а +сзс а —-С5 С а —зес а — 5ес а —свс а сзс а

Бу 8 та бурчакни 294- расмдан яққол кўриш мумкин.
Қоида.  Агар а бурчак горизонтал диаметрдан бошлаб 

ҳисобланадиган бўлса (+ а; я + а; 2* + а бурчакларга тегишли 
формулалар), тенгликнинг икки томонидаги функциялар бир 
хил исмда бўлади; агар а бурчак вертикал диаметрдан бошлаб

( ц Зх
■у ± ®; 2" ± “  бурчакларга доир форму- 

лалар), тенгликнинг нкки томонидаги функциялар бир бирига
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ўхшаш исмда (синус ва косинус; тангенс на котангенс ва ҳ. к.) 
бўлади. Ўнг томондаги тригонометрик функциянинг қандай 
ишора билан олинишини аниҳлаш учун а бурчакни ўткир бур- 
чак ҳисоблаб, изланувчи ишора чап томондаги ишорага қараб 
аниқланади.

(  С210-а\ (

294- расм.

12-§. ТРИГО НО М СТРИК Ф УН КЦ И ЯЛ А Р КУПАПТМАСИНИ ПИҒИНДИ  
ЁКИ АЙИРМ А Ш АКЛ И ГА  КЕЛ ТИ РИ Ш  ФО РМ УЛАЛАРИ

Бу формулалар қуйидаги йўллар билан чиқарилади:
1) з1п (а + Р) =* з1пасоа р +  соза §1пР; - 

81п (а — р) =  з1п а соз Р — соз а  з!п Р
вкани бизга маълум. Бу тенгликларни ҳадлаб қўшиб, натиж*- 
ни 2 га бўламиз, бу ҳолда ушбу формула ҳосил бўлади:

з1п асоз Э = — |з!п (а + р) + з!п (а — р)|.

2) Энди шунга ўхшаш йўл билан давом этамиз. 
соз (а + Р) =  соз а соз р — з!п а з!п р; 
соз (а — р) = соз а соэ Р + З1п а з!п Р 

тенгликларни қўшиб, 2 га бўлсак:

созасозр =  -5-[соз (а  +  (Э) +  соз ( « ■— Р) ] ;

иккинчисидан биринчисини айириб, 2 га бўлсак:

з !п а  зШ р =  - у  [соз (а  — р) — соз (а  +  р)]

формула ҳосил бўлади. 
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Ми соллар .
1) з1п 25° соз 5° = у  [51п (25й +  5°) + «Ш (25° -  5 °)]

=  ў  (з!п 30° +  з!п 20°) =  ~  ( |  +  з1п 20°);

2) з!п 15° з!п 75° = ў  [соз (15° -  75°) -  соз (15° + 75°[

= [соз ( -  60°) -  соз 90°1 = 1  ( т  “  ° )  = Т* 
М а ш қ л а р .  Қуйидаги кўпайгмалар ҳисобланснн:
I). соз 43° соз47°.
3) з т  72° -81п 18°.
5) з!п 82° з1п8°.
7) зт-^- соз-д.
9) соз (а + Р) соза
I I )  2$т40о-соз Ю°-со5 8°

2) соз 135° соз 85°.
4) соз 35° соз 75°.
6) з1п 15° соз 15°.
8) з1п5а-з1пЗа.
10) 4 соз 8° соз 10° соз 6°.
11) 4соза созЗа соз4а.

13- §. ТРИ ГО Н О М ЕТРИ К Ф У Н КЦ И Я Л А Р  ЙИҒИНДИСИ  
ВА АЙИРМ АСИНИ КҒПАЙТМ А ВА БҒЛИ Н М А Ш А КЛ И ГА  КЕЛ Т И РИ Ш

ФО РМ УЛАЛАРИ

Бу формулаларни қуйидагидек йўллар билан чиқарилади:
1) з1па + з1пР ни кўпайтма шаклига келтирамиз. Бунинг 

у ч у н а  = л: +  у ва р = х — у деб белгилаймиз.
з!па + $1пР = з!п (*  + у) + з1п (дс — у) =

= з1п х соз у + соз х з!п у + $1п х соз у — соз л: з!п у = 2 з!п х соз у. 
Аммо,

а + )» = 2Х 
Буларни ўрнига қўйсак:

з1п а + з т  р = 2 з!п соз - 9—.

Шунга ўхшаш:

з1п а — з!п 9 = 2 з!п - „ ? соз4 I

2) соз а + соз р = соз (х + у) + соз (х — у) = соз х соз у —
—зтлгзту+соз-ссозу + з1плз1пу = 2созхсозу=2 соз -соз 1£.

2 ’

соз а 4 соз р = 2 соз соз
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Шунга ўхшаш:

С05 а — С05 Р -« 2 31П —̂“ + ? 8111 ■

И з о ҳ. Бу формулаларни 1 2 - § да чиқарнлган формулалардан фойдала- 
ниб чнқариш ҳам мумкпн.

_ , р __  $1п 1  , 5<П Р 5<П а С05 Э 4- С05 п 8<П Р _  5|П (в  +  р)
Й 01 ”1 -8 |' —  С04 а “ Г  соз р —  соз „  со з ^ С05 а С05~р ‘

1ё а + 1еР= к1-п(1Д--̂ -.6  °  С05 а С05 р

Шунга ўхшаш:

4 0 51п ( 1  — Р)1еа — 1ер = — --- +.
®  Ь  С05 а С05 р

. I 4 п Ж П (а 4- Р'.с е а  +  с1ор =  — 1 Лд
й ^  5 )П а 51п Р

ва

с!еа — с(р З = *1п ̂
5  °  г 5)п а 51л р

бўлади.
4) 31па + со8? = з1па + 81п(90о- Р )  = 2 з1п + 45°] X

X  соз (—^  — 45° у Дгар 3 = а бўлса, у ҳолда:

з1па + соза = у' 2 соз (а — 45*)

бўлади.

5) 1е.а +  с(2р =  1 е а +  1? (90* -  р) =  *!м Н м (й * -|1 )
С05 (а  —  р)

С05 а 51п р ’

18“  Т  =
С05 (а  —  Р) 
С05 а 5<П Р

Агар (5 = *  бўлса, у ҳолда:
С05 (а  -— д)   2 С05 0 2

& а  ' С ^ а  соз а 51п « 2 51п » соа « 5 )в 2 «
бўлади.
23*

= 2 сзс 2 з
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1 ^ 0  +  с 1 £ а  =  2 с з с 2 а.

1й а  — с1£Р С08 ( а 4- Р) 
—  51п 0 С05 а

Агар, р = а бўлса, у ҳолда:
2  соя 2  а

- 2
С05 2 с

■ 2 *1п о со* в ' ’ "  *1п 2 *
|С*+ (йР 8|П(Я + Р). <8*+ »ВР ч.
1% а —  1^ Р *1П (а  — Р) ’ С !^  “  +  С1§ Р *  °

— 2 с1^2а.

51п а -4- 51п р 4 а +  Ц . а —  8_ 5|п а +  81п 9 
51п а —  51п § 2 “  2 ’ со.ч а +  С05 3

*1п а —  51п й . а +  Ь _  .
со 5 а _  со5 в~ ~  ~   ̂~2~- ЬУ формулаларнинг тўғрилигини тек-
шириб кўриб ишонч ҳосил қилиш мумкин.

1Й° X 19̂Мис олл ар .  1) соз48° — соз 12° = + 2з1п -̂-- *

-81п —  ~ 48— =. — 2 з1пЗО°'31п 18° =  — 2 ў з т  18° =  — з1п 18°.

2) 81п 40° + *1п 50° 
со5 40°+ со5 50°

2 *1л
40° 50° 40° — 50°;-- С05--- о--- яШ 45°
40° + 50° 40°

2 С05  п  С05 '---
•50° со* 45с

2
М аш қл ар .  Қуйидагилар соддалаштирилсин:

*1п 87° -I- соя 57°1) з1п 36° — з!п 54°.
2) соз 28° + соз 152°. 
сч 'В 25° +  1к 20°
**)

4 ) со* 51°— со*.39°"
5 ) 1 ё 76 °  ±
6) с(д 72°+ 1§48в.( 8  25° — ( 8  20°

Қуйидаги тенгликлар исботлансин:
1) соз 24° + соз 48° — соз84° — соз 12° =
2) з!п 47° + з1п61° — з1п 11° — з1п 25° = соз 7“.

51п 14° + 51п 28° — в1п 42° I
> 5 Ш 42° +  8 Ш 14° — 81п 56° 2 со5  14° '

4) 4 з т 2а — 3 = 4 з1п ( а  + 1 ■ з!п (а —

14-§. ИСТАЛ ГАН КАТТАЛ И К Д А Г И  Е У Р Ч А К  Т Р И Г О Н О М Е Т Р И К  
Ф У Н К Ц И Я С И Н И  У Т К И Р  Б У Р Ч А К  Т Р И Г О Н О М Е Т Р И К  Ф У Н К Ц И Я С И Г А

КЕЛТИ РИ Ш

Исталган катталикдаги бурчак тригонометрик функциясини 
ўткир бурчак тригонометрик функциясига келтириш масаласини 
конкрет мисолларда ойдинлаштирамиз.(Асосан, бундай мисол-
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ларии ечишда тригонометрик функцияларнинг жуфт ва ток- 
лигидан, даврийлигидан ва хелтириш формулаларидан фойда- 
ланилади.)

1) §1п (— 1897°11') ўткир бурчак тригонометрик функция- 
сига келтирилсин.

Е ч и ш .  5 1 п (-  1897 °Н ')~-51п 1897°11' =  -  зШ (97°Н' +  
+ 5-360°) -= — 8 1 п 97°1Г *= -  з т  (90° + 7°1 Г ) »  — соз 7°1 Г.

2) со§(— 2778°) ўткир бурчак тригонометрик функциясига 
келтирилсин.

Е ч и ш. соз (— 2778°) = С082778” = соз (258° + 7-360°) =
= соз 258° = С05 (270° — 12°) = — 81п 12°.

3) 1д(789°6'15") ўткир бурчак тригонометрик функциясига 
келтирилсин.

Е ч и ш .  (789° 6'15") = (б9°6'15" + 4-180°) = 1® 69в6/15*г.
4) 8ес (— 968°19') ни 45° дан кичик бурчак тригонометрик 

функциясига келтирилсин.
Е чиш .  8ес(— 968° 19') = 8ес968°19' = 8ес(248° 19'+ 2-360°) = 

= зес 248° 19' = зес (270° -2 1 °4 Г ) = -  с8с2Г4Г.
М аш қл ар .  Қуйидаги тригонометрик функциялар ўткир 

бурчак тригонометрик функциясига келтирилсин:
1) С05 (— 17О9°20')1 2) 8]п ( -  2097°18'); 3) 1в(180Г56');
4) сзс (999° 9'9"); 5) с!в ( - 7895°12'19"); 6) з 1 п (- ^ Ц ;

' )  *к(— 8) со*1 т*/-

15-§. ТРИ ГО НО М ЕТРИ К Ж А Д В А Л Л А Р

Амалий ҳисоблаш ишларида тригонометрик функцияларнинг 
таҳрибий ҳийматлари жадвалидан ва уларнинг логарифмлари- 
дан фойдаланилади. Бунинг учун В. М. Брадиснинг тўрт хона- 
ли математик жадвали етарлидир. Брадис китобининг VIII жад- 
валида синус ва косинусларникг 0 дан 90° гача бурчаклар учун 
ҳар 6' дан кейин тўртта каср хона билан тақрибий қийматлари 
берилган. Аммо: з!п (90°— а) = соза; соз (90°— а) = 81па бўл- 
гани учун сикус ва косинусларнинг қийматларини ҳисоблашда 
VIII жадвалнинг ўэигина етарлидир.

Брадис жадналида (VIII) синус аргументининг қийматлари 
юқоридан пастга, косинус аргументининг қийматлари пастдан 
юқорига қараб жойлаштирилган. Бурчакни бутун сон градуси 
„А “ устун таги ёки устидан каср градуси (минутлар) юқориги 
ёки пастки сатрдан топилади. VIII жадвалнинг ўнг четидаги 
(1', 2', 3') устунлардан тузатмалар олинади. Энди VIII жадвал- 
дан парча келтирамиз:

www.ziyouz.com kutubxonasi



V III .  СИНУСЛАР

* 0 12 ' 18' 24' м- 36' 42' 48' 54' (Ю I' 2 ' а

0 ° 0 , 0 0 0 0 0017 0035 0052 0070 0087 0105 0 1 2 2 0140 0157 0,0175 89° 3 6  9
1 ° 0175 0192 0209 0227 0244 0262 0279 0297 0314 0332 0349 8 8 ° 3 6  9
2 ° 0349 0366 0381 0 1 0 1 0419 0436 0454 0471 0488 0506 0523 87° 3 6  9

19° 3256 3272 3289 3305 3322 3338 3355 3371 3387 3404 0,3420 70 3 5 8

8 8 ° 9991 9995 9995 9996 9996 9997 9997 9997 9998 9998 0,9998 Г 0  0  0

89°
90°

0,9998
1 . 0 0 0 0

9999 9999 9999 9999 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 оооо 0 0 0 0 1,0600 0 ° 0  0  0

50' 54' 48' 42' 36' 30' 24' 18' 1 2 ' 6 ' 0 ' А Г2 '3 '

КОСИНУСЛАР

Мисоллар .  I) 81п 1948' ни топинг. Бунинг учун 19° ни 
чап четидаги „А “ устун тагидан топиб, 18' ни юқоридан топиб, 
улар турган йўл ва устуннинг кесишган жойидан 3305 сон 
олинади, яъни 51П 19°18' = 0,3305 бўлади.

2) соз70°30' ни топинг. Жадвалнинг ўнг четидаги „А “ ус- 
тупда пастдан юқорига юриб 70° ни, пастки сатрдан 30' ни 
топиб, уларнинг кесишган жойидан 3338 сонни оламиа, яъни 
со5 70°30' = 0, 3338 бўлади.

3) 31 п 19°20' ни топинг. Бунинг учун олдин з1п 19°18' = 0,3305 
ни топамиз (з п 19°20' > з1п 19°18' дан); энди тузатмадан 
2' га тўғри келган 5 ни топиб қўшамиз, яъни з1п 19°20' = 
= 0,3305 +0.0005 = 0,3310 бўлади.

4) соз 70п32' ни топинг. Олдин соз 70°30' = 0, 3338, кейин 
2' га тўғри келган 5 тузатмани топиб айирамиз, чунки 
соз 70°32'<соз 70°30'. соз70°32'=0,3338-0,0005=0,3333 бўлади.

В. М. Брадиснинг IX ва X жадваллари бўйича тангенс ва 
котангенсларнинг қийматларн топилади. Масалан, IX жадналда 
тангенснинг қиймати 0° дан 76° гача ҳар 6' дан кейии берил- 
ган. X жадвалда эса тангенснинг 76° дан 89° гача қийматлари 
ҳар 1' дан кейин берилган. (IX ва X жадваллардан фойдала- 
ниш ҳам VIII жадвалдан фойдаланиш каби ижро этиладн ва 
тузатмалар устидаги гап ҳам айнан синус ва косинусларникн 
каби бўлади.)

Тригонометрик функцияларнинг қийматлари берилганда, 
бурчакни топиш яна шу жадвал бўйича ижро этилади. Маса- 
лан, з1п а = 0,0384 берилган. а топилсин.

Е ч и ш. VIII жадвалдан 0384 ни топиб, ундан чапга қараб 
юриб „А “ нинг тагидан 2° ва юқоридан 12' ни топамиз. яъни 
а = 2°12' бўлади.
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В. М. Брадиснннг Ш — VII жадвалларида тригоиометрик 
функция логарифмлари аргументнинг 0° дан 90° ораликдаги 
қийматлари учун тўрт каср хонаси билан берилган. Биринчи 
чоракда: |£51па ва лаР ортади; ]£СОза ва 1^0^“  лаР
камаяди, чунки биринчи чоракдазт а, а ўсувчи функциялар 
бўлиб, соза, с1да эса камаювчи функциялардир. III — VII жад- 
валларнинг тузилиши ва улардан фойдаланиш худди VIII жад- 
валдагидек бўлади.

М и со лл а р .  1) 1р51п32°1б' ни толинг. Буни IV жадвалдан 
топамиз: „А" нинг тагидаи 32° ни топиб, юқоридан 18' ни то- 
пиб, уларнинг кесишган жойидан 1,7278 ни оламиз; сўнгра 
ортиқча 2' га тузатмадан 4 сонни топиб айирамиз, 1,7278 — 
— 0,0004 = 1,7274. Демак, 1ёз1п 32°16'= Г, 7274 бўлади.

2) 1£С1£47°12' ни топинг. Буни VI жадвалдан топамиз. Паст- 
даги „А “ нинг устидан 47°ни топиб ва пастдаги йўлдан 12' ни 
топиб уларнинг кесишган жойидан 1,9666 ни оламиз, яъни: 
1ё с1ё 47° 12' = Т,9666.

3) 1р;соза= 1,9772; IV жадвалдан топамиз. 9772 ни топиб, 
ундан ўнг томондаги „А “ нинг устидан 18° ни, пастдан 24' ни 
оламиз, яъни а =» 18°24'.

16- §. ТРИ ГО НО М ЕТРИ К Ф УН КЦ И ЯЛ А РН И Н Г БЕРИ Л ГА Н  ҚИПМАТИ  
БУИИЧА БУРЧАК  ЯСАШ

Маркази координаталар бошида ва радиуси /? бўлган доира 
берилган.

1- мисол.  Синуси К  сонга тенг бўлган бурчак ясалсин, 
бунда К  (К  > 0) берилган сон.

Е чиш .  Ордината ўқида М (0; К ),  /V(0; — К ) нуқтани олиб, 
у нуқталардан абсцисса ўқига параллел ЕҒ  ва Е ХҒ Х тўғри 
чизиқларни ўтказамиз (295- расм). Бунда қуйидаги уч ҳолни 
учратиш мумкин:

1) — Я < К  < Я бўлсин, бу ҳолда М (0; /С) нуқта доира 
ичида ётади. Е Ғ  ц ОХ\Ғ нуқта ўнг ярим текисликда, Е  нуқта 
эса чап ярим текисликда ётади. ОҒ = 0£= /? ни чизамиэ. Бу 
ҳолда МҒ кесма изланаётган бурчакнинг бошланғич томони, 
07' = /? эса сўнгги томонини белгилайди, яъни изланган бур- 
чак ОҒМ  дир. Худди шунга ўхшаш: /  ОЕМ  = /  0£,Л’ = 
= /_ОҒ\№ лар ҳам изланаётган бурчакка тенг.

2) К  = ± Я бўлсин, бу ҳолда К  — /? учун изланаётган бур- 
чакнинг сўнгги томони ОЛ4, = /? ва К  = — /? учун эса ОуЎ,
бўлади. Натижада К  = К  бўлганда, а =  + 2п% ва К  == — /?
бўлганда,а = — + 2пп бурчаклар ҳосил бўлади (я — ихтиё- 
рий бутун сон).
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8) ! > # бўлсин, бу ҳолда масаланинг ечими йўк, чунки
синуси бундай Қ  сонга тенг булган бурчак мавжуд эмас.

2- мисол.  Тангенси Қ  сонга тенг бўлган бурчак ясалсин, 
бунда Қ  — берилган ҳар ҳандай ҳакиций сон.

Тангенс чизиғида Ь  (К ;Қ )  нуқтани оламиз (296- расм). Энди 
£ ($ ,/ () нуктани координаталар боши 0 билан туташтирсак, у 
ҳолда Ой кесма изланаётган бурчакнинг сунгги томони бўла- 

.. Ди, яъни £ АОО изланаётган бур-
чак (296- расм).э

м 2
м ,

м >  с

Г Ч Г \

Vа
ч .

И 8 о ҳ. Косинус вв котангенслар берил- 
ганда бурчакни ясаш зсудди синус ва таи- 
генслардагидек йўллар бнлан бажариладн.

3- М И С 0 Л . а = ёки а

295- расм.

■ агсз1п -д берилган; £  а ясалсин.
4- мисол.  сс =- — 1,5 ёки а = 

= агс1к(— 1,5) берилгаи; £  аясал- 
син.

Бу икки мисолнинг ечилиши 
297-расмда кўрсатилгандек бўлади.

М а ш к л а р. з1п а = -| ёки а — агс 81п
СОза = 0,4 ёки а ^агссозО.4; 
1§а=»±3 ёки а = агс1£ (± 3) 

лар берилган; £  а ясалсин.

36(1
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17-§. СОН А Р Г У М Е Н Т Н И Н Г  Т Р И Г О Н О М Е Т Р И К  Ф У Н К Ц И Я Л А Р И
ВА У Л А Р Н И Н Г  А Н И Қ Л А Н И Ш  С О Ҳ А Л А РИ

Тригонометрик функцияларнинг аргументлари бурчак (ёй) 
дангина эмас, балки шу бурчакларни ифедаловчи сонлардан 
иборат бўлиши ҳам мумкин. Бунда бурчакларни ва ёйларпи 
радиан билан ўлчаш қабул қилинган. Масалан, 81п32 ифода, 
32 радианга тенг бўлган бурчакнинг синуси демакдир.

Биз алгебрада (18- §) функциянинг борлиқ (аниқлапиш) 
соҳасининг таърнфини бериб ўтган эдик. Бу таъриф тригоно- 
метрик функциялар учун ҳам ўз кучини сақлайди.

1) 5!па, соза ларнинг аниқланиш соҳаси барча ҳақиқий
сонлар тўпламидан иборатдир (яъни а = 0 ; ± ± у ; ± п па
ҳоказо сонлар бўла олади).

2) нинг аниқланиш соҳаси -£■ 4- ля (я — бутун сон) дан

бошқа барча ҳақиқий сонлар тўпламидан иборатдир (яъни ^  ±- пп
радианга тенг бўлган бурчакларнинг тангенси йўқ).

3) с{^а нинг аниқланиш соҳаси пп  дан бошқа ҳамма ҳақи- 
қий сонлар тўпламидан иборатдир (яъни яя радианга тенг бўл- 
ган бурчакларнинг котангенси йўқ).

18-§. Т Р И Г О Н О М Е Т Р И К  Ф У Н К Ц И Я Л А Р Н И Н Г  Ч Е К Л А Н Г А Н Л И Г И
ВА Ч Е К Л А Н М А С Л И Г И

Олдин биэ функциянинг чекланган ва чекланмаганлик таъ- 
рифлари билан танишган эдик.

Олдинда кўрилган хоссаларга асосан в!па ва соза функ- 
циялар чекланган, чунки ]з1па|<^1 ва |соза|-<1 дир. 1да ва 
с\%а функциялар чеклануаган, чунки 118а|-<°о ; |с1£[а| дир.

Тўғри ва тескари тригонометрик функциялар даврий фуик- 
циялардир; уларнинг қуйида чизилган графикларидан биз 
яққол кўрамиэки, даврий функцияларнинг хоссаларини ўрганиш 
учун уларнинг хоссаларини давр узунлигига тенг бўлган бирор 
ораликда ўрганиш кифоя.

19- §. Т Р И Г О Н О М Е Т Р И К  ВА Т Е С К А Р И  Т Р И Г О Н О М Е Т Р И К  
Ф У Н К Ц И Я Л А Р ,  У Л А Р Н И Н Г  Г Р А Ф И К Л А Р И

а) Тригонометрик функцияларнинг графиклари
Китобнинг алгебра қисмида функцияларнинг графигини жад- 

вал тузиб, нуқталар ёрдамида чиаишни кўриб ўтган эдик. Бу 
ерда ҳам ўша йўллар ва юқорида кўрилган хоссалардан фой- 
даланиб, тригонометрик функцияларнинг графикларини чиза- 
миз:
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1. у =■ 51пл функциянинг графиги чизилсин (х — аргумеит, 
у — функция).

Чизиш.  Дастлаб жадвал тузиб, бир қанча нуқталарни 
аниқлаймиз:

Энди тўғри бурчакли координаталар систе.масини олиб, унда:

(°;°), ( ± - 5-; ± 4 } *  ( ± Т : ±  ±  Ч Ц  ( ±  Т : ±

(± я;0 ),(±  1 ( ± 2«; 0)» ...

нуқталарнинг ўрнини аниқлаб, улар бирлаштирилса эгри чнзиқ 
ҳосил бўлади; бу эгри чизиқ у=-81пд: нинг графиги ёки 
синусоида дейилади (298- расм).

Колган тригонометрик функцияларнинг графиги худди синус- 
ники каби йўл билан чизилади.

2. ў = со5^ нинг графиги чиэилсин.
Чизиш .  Дастлаб жадвал тузиб, бир қанча нуқталарнн 

аниқлаймиз:

X 0 я
± 6 "

п
± т

п
± т

1С

±7 ± * Зп
± 7 ± 2 я

У 1
/з
~ Г

/ 2

~ Г 7 0 — I 0 1
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№  . > . ( ± ! ; ^ ) . ( ± т ; ^ ) . ( ± ! ; 4 И ± т : »)■

(+* ;  - 1 ) ,  ( ± у ;  о), ( ± 2«; 1) ......
Бу топилган нуқталарга асосан у = со5л: нинг графиги 299- 
расмдагидек бўлади.

3 . у  =  1 £ л : н и н г  графиги чиэилсин (тангенсоида).
Ч и зи ш .  Дастлаб жадвал тузиб, бир қанча нучталарни 

аниклаймиз:

X 0 ■к
± Т

«Н--н 1С 7С

± т ± п Зп
± т ± 2-к

У 0 -н ± 1 ± » т ± ОО 0 ± 00 0

(0; 0), (±  ± (±  ■£; ± 1), (±  ± / з ) ,  (±  -у; ± ® ),

(±« ;  0), ( ± у ;  ± » ) ,  (+2«; 0)......
Бу топилган нуқталарга асосан у = 1%х нинг графиги 300- 
расмдагидек бўлади.

4. у = 8есл: нинг графиги чизилсин.
Чиэиш .  х ва у лар қийматлари жадвалини тузамиз ва бир 

неча нуқталарни аниқлаймиз:

X 0
± г

к |-г
-н Я

± 1
п

± 7 ± * 3*
± Т

^ 2ж

У I 2 / 3 "
п г / 2

2 о о — 1 о о 1
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( °;  0 ; (±  Ц р - ). (± у . » £}, < ± 2 ). ( ± у; « ) ,

(±1Г;— 1), (±^ ;оо ) ,  (± 2*; 1), ....

Бу топилган нуқталарга асосан у = 8есл: нинг графиги 301- 
расмдагидек бўлади.

Изоҳ. у=.с*2-* н* У *=• сзсх ларнинг графиклари ҳач тангенс ва се- 
канс.твриики каби чизилади.
б) Тескари тригонометрик функциялар ва уларнннг график-

лари
Т е с к а р и  ф у н к ц и я .  у=/ (х ) . . .  (1)р функция берилган 

бўлсин. (1) ни х га нисбатан ечсак, х = ±1(у)... (2) ҳосил бўл-
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син. У ҳолда (2) ни (1) нинг тескари функцияси дейилади. 
(1) да х ~  аргумент, у — функция; (2) да у — аргумент, х ~  
функциядир. Шунга ўхшаш; у = а1пж; у = созд:; у = с̂;
у = с1е-х; у = зесл ва у = сзсл: ларнинг ҳар бирини бурчак 
(ёй) х га нисбатаи ечганда ҳосил бўлган функциялар берилган 
тригонометрик функцияларга тескари тригонометрик функция- 
лар (ёки тескари доиравий функциялар) деб аталади ва улар 
х =• Агсз1п у; дс = Агссозу; л:“ Агс1£У; у = Агсс1£у ва ҳокаэо 
кўринишда ёзилади. Бундаги Агс — латинча Агсиз, яъни ёй 
сўзининг ҳисқарганидир. х = Агсз1п у; х — Агссоз у; х = Агс1^У 
ва ҳоказоларда х ни у билан, у ни х билан алмаштирсак, у ҳолда 
улар у = Агсзт л:; у = Агссозл:; у = Агс1§л: ва ҳоказо кўринишда 
ёзилади (ёлғиз одатланганимиз учун). Агсз1пл: ни арксинус 
икс, Агссозл: ни арккосинус икс, Агс1§л: ни арктангенс икс ва 
ҳоказо ...Агссзсл: ни арккосеканс икс деб ўҳилади. (Тескари 
тригонометрик функциялар ҳам даврий функциядир.) Энди 
у = Агсз1пл: функциянинг графигини чизиб, текширамиз. Даст- 
лаб жадвал тузиб, бир неча нуқталарни аниқлаймиз:

X « = 0
1

* 7 ± I 0 ¥ 1 0

У = 0
Я 11 п 11

* т
± к 8 *

± 7
± 2 *

Энди тўғрн бурчакли координаталар системасини олиб, унда

(0; 0), ( ± ^ .  ±-у). )±  ± ^ ). (°. ± г ).

(±  1; ± тр)* (0; ±2я) нуқталарнинг ўрнини аниқлаб, улар
бирлаштирилса, у = Агс з1пл: нинг графиги ҳосил бўлади: (302- 
расм). Шаклдан биз кўрамизки, у=Агсзш х даврий функция бў-
либ, [ — у ,  ± да бир қийматли, чунки х нинг [— 1; + 11 даги
ҳар бир қийматига у нинг ҳам битта қиймати мос келади.
Шунинг учун у = Агсз!п х нинг -±, + ораликдаги қисми
унинг бош бурчаги ёки бош қиймати дейилади ва у = агс81плс
равишда ёзилади. Демак, — агсз!п л:<! + (302- расм).
Бошқа тескари тригонометрик функцияларнинг графиклари ва 
бош қийматлари худди у = агсз1пл: иики каби йўллар билан
аниқланади, яъни: 0 <  агСсоз лс< я (303- расм). — < агс!£л:<
< + у  (304- расм).
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Таъриф.  Агсз1пл: = )1 эгри чизиқнинг бир қисми бўлган 
А В  эгри чизиқни, агсз1пл: нинг графиги дейилади (302- расм). 

Қуйидаги муносабатларни чиқарамиз:

у “  агс я1п х дан х = §1п у = соз — у ).

Бундан: у  — у = агс соз х ёки — агс 81п х = агс соз х. Демяк,

У агс з т  х + агссоз х =

Шунга ўхшаш:

агс1£х + агсс!§ х «

агс зес х + агс сзс л: = 2 •

-У
312- расм.

|Таърифга кўра: 81П (агс 81п х) = лс;
соз(агс соз дг)+л; 1£(агс<£л:) =л, с1д(агсс!е 
х) ■= х деб ёза оламиз.

Г п '

М и со лл а р .  1) со5 (агссозЦ± +*
1 \+ -н- агс 81 п нинг қиймати топилсин.
г- |/"3  ̂ . у̂ З 0Е ч и ш. агс соз *-+ = а; уагс з т  -̂у- = р

деб белгилаймиз. Бу ҳолда, берилган ифода 
соз (а + р) = созасозр— 81п а 81пр шаклга 
келади.

Г
■ V 3 , «а У 3 , ( 2з1прС05Р =±7^-;Аммв: соза = ва з1п 23 = ь-к-ёки | 2

} з1п2 Р +  соз* р = 1 

2дан: з!пр = ± / 3 ва + ў ; созр = + -у ва ± ±у-1 згп а
- 1  Гл 3" 1 . „ , , /3  1 1 »'*3 А п

у 1--4 ~~2' со (а т  )̂ = ~~2~ ' ~2 — 2 ~~2~ ~  Дсмак,

С 0 5  (агс соз^- +-у агз з!п *-у-)= 0.

2) 2агс!ё у  + агс!§^ = ±эканлиги исбот қилинсин.
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Исбот .  агс1£-̂ - = а, агс!£^ = р деб белгилаймиз, бундан:
1 7  1 7■*ёа =-4: Р = 23 бЎлади- 2агс1£-^-+ а г с !^  = 2а+  р. Бунинг

икки томони тангенсини ҳисоблаймиэ.
8 7

|қ 2« ч- 1қ р _  1? 23
1 — 18 2» —*8 (2 агсгд-̂ - + агс1§ *= \§ (2а + Р)

1 — Г5 ’ 23

289
2Ғ9

2' т
1£23

1 — 16
Т “ ТЗ*

304- расм.

Демак, 2а + р = -̂- ёки 2 агс 1§ + агс 1§^ • Теорема
исбот қилинди.

Энди, Агс з1п х, Агссоз х, Агс1£ ■*. Агсс(£ д: лар билан агс З1п л:, 
агссвз х, агс!^.*, агсс!£-* лар орасидаги муносабатларни қуйида- 
гича ёзиш мумкин: Агсз1пл = кк + (— 1)* агсзт* ,  Агссоз ж= 
= 2Ап + агс созд:, Агс1§ х = кп + агс!дд:, Агсс1ел = Ая + 
+ агс с!§ х (к =0; ±1; ±2; ...)./■у

М и с о л. 1) Агс 51П Т-у = + (— 1)* агз з>п *+- = къ +

+ <“
2) Агс соз -̂- = 2 Лк ± агс соз ^  = 2кк ±

X
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Ма шк ла р ,  Қуйидаги ифодаларнинг чнйматлари топилсин:

)1) з1п (агса1п-^ +  агссоз ф ) .  ( Ж . в . б ,

2) соз (2агс з]п (Ж  а в о б. 0.)
8) с!§ [агс12(— 1)]. (Ж а в о б .  — 1.)

4) з]п (загссоз*-^. ( Ж а в о б .  1.)

Б) соз (агссоз^|= + агссоз ( ж  а в о б. ў '

6) соз (2агсз1п^.|. ( Ж а в о б .  ^

Қуйидаги айниятлар исбот қилинсин:
1) 51л (2агс(8 1  -  агсс(е = -1Ц .

4 22) агсз1п_— агссоз -?= = агс с]£ 2.
5 /  5

3) 2агс1е-  ̂ +  агс]£ — = а г с !^ .

4) агс соз — агс соз ‘ 2 я
б"

20- §. У Ч Б У Р Ч А К  Ю ЗИ

Теорема .  Учбуркакнинг юзи, унинг икки томони ва 
улар орасидаги бурчак синуси кўпайтмасининг ярмига тенг. 

Д  АВС  нинг томонлари а, Ь, с ва юзи 5Д бўлсин. У ҳол-
да ~  йсз1п А эканини исбот қи-
ламиз.

И с б о т. Д  АВС  да ВО  +  АС ни ту- 
ширамиз (305- расм). У ҳолда 5Д —
= 4;а4С-В£>. Аммо АС—Ь, ВО=с-$1п А.

"ур Демак, 5Д = -̂ Ьс$\пА бўлади. Тео- 
рема исбот қилинди. Шунга ўхшаш, 
5 д •= -у ас з]п В  ва 5Д “  |  аЬ-з1п С 
деб ёзса ҳам бўлади.

Ъ
305- рвсм.

21- §. СИНУСЛАР ВА  КО С И Н УС ЛАР Т ЕО Р ЕМ А Л А Р И

1- т е о р е м а  (синуслар теоремаси). Ҳар қандай учбур- 
чакнинг томонлари ўз қаршисида ётган бурчак синусига 
пропорционалдир.
т
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д А ВС  томонлари а, Ь, с бўлсин (300- расм). а — А бур- 
чак қаршисидаги томон; Ь — В  бурчак қаршисидаги томон| 
с — С бурчак қаршисидаги томон.

д  АВС  га радиуси Я  бўлган ташқи айлана чизамиз.
Энди Д АВС  нинг ихтиёрий иккита, масалан, А ва С учи 

орқали диаметрлар ўтказиб, тўғри бурчакли Д ЕВС\ д  А ҒВ  
ва д  АСҒ  ларни ҳосил қиламиз. Шаклдан £ ВАС  = /. ВЕС,
чунки иккови ҳам бир хил (ВРС ) ёйга тиралгандир. Шуига 
ўхшаш Л А ҒВ  = АСВ ва /_ АҒС  — /1 АВС  дир.

А Е В С  дан ^  = 51п ^  ВЕС  ёки -^ = з!п А, бундан: —
-2/?; §П

А А Ғ В  дан = з1п ^ А Ғ В ё к к  ^  = з1пС, , —
-2/?; ‘ П

А А 6 Ғ  дан = з1п АҒС  ёки = §1п В, , —
*=2Й.

Бу чиҳарилган учта тенгликнинг ўнг томонлари ўзаро тенг 
(2/?) бўлгани учун дир. Теорема исбот ҳи-
линди.

С и н у с л а р  т е о р е м а с и н и н г  б о ш к а ч а  и сботи  
Бизга 20- § дан учбурчакларнинг юзиии ҳисоблашнинг ку-

йидаги: 5Д =* -^аб81пС= -^асз1пй = ^Ьс$\пА  формулала-
ри маълум эди. Бу тенгликлардан, аЬ з1п С = ас в 1п В  ва 
аЬ з!п С = Ьс з1п А ни ёзиб қуйидаги пропорцияларни тузамиа:
Ш  "  ВКГ  ва Ш в  = ^ С '  ^улардан: ^  Тео-
рема исбот қилинди.

2- т е о р е м а  (косинуслар теоремаси), Учбурчак томони- 
нинг квадрати, қолган икки томон квадратларининг йиғин- 
дисидан, игу икки томони ва улар орасидаги бурчак 
косинусининг иккиланган кўпайтмасини айириш. натижа- 
сига тенг.

Ихтиёрий Д  АВС  нинг томонлари а, Ь, с бўлсин. а' — 
= /А-\-с2 — 2Ьс соз А еканини исбот киламиз.

Исбот .  Д  АВС  нинг бирор учидан, масалан, В  учидан 
В Б ± А С  ни туширамиз (307- расм), у ҳолда планиметрияга 
асосан: а* = Ь' ± с* — 2Ь АИ. Аммо Д  В й А  да А Л  = о-соз А 
дир. Бу ҳолда, а1 = ^  +  — 2*с-соз А бўлади. Шунга ўх-
шаш: Ь* = а2 +  с2 — 2ассоз В  ва с* = аа + Ь2 — 2айсозС бў- 
лади. Агар £  А = £ В^АС (ўтмас) бўлса, у ҳолда:а? = Ь* + с] + 
+ 2Ь АВ^ бўлар эди. д  дан: А Д  = с, соз (180° — А) =
= — с, созА дир. Бу ҳолда ҳам а] = Ь2 + с\ — 1Ьс% соз А бў- 
лади.
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Демак, теорема, бурчакнинг қандайлигидан қатъи назар, 
тўғридир Шундай қилиб:

а- = Ь% 4* с'2 — 2Ьс соз А , Ь2 — а1 -(- с2 — 2ас соз В, 
с1 = а2 + Ь2 -г 2аЬ соз С.

Теорема исбот қилинди.

306- расм. 307- расм.

22- §. Т А Н Г Е Н С Л А Р  Т ЕО Р Ь М А С И

Теорема.  Ҳар қандай Д ЛДС нанг томонлари а, Ь, с 
ва бурчаклари А, В, С деб белгиланса, у ҳолда:

18 А ~  В <8 А <8 я ~ —Д — » _  2 . а —с _ 2 . 6 — с £ 2
а + 6 ~  а + с *** Т Г С' 6 + с ** , Й Т С‘8— —̂ ‘8 —г:—  'к —~—

бўлади.
И сб от. — = 2/? ва ——77 ~  2/? дан а = 2/?51П Л, Ь =»1п А »Ш о

= 2/? з!п В. Бу тенгл икларни ҳадлаб қўшамиз. аҲ Ь  ~  2/? (51пД4-
+ 51п В ) ёки а + Ь = 4# з1п Н соз - В . Шунга ўхшаш,

а ~  Ь=  4/? в1п - ў  - соз А д Кейинги тенгликларни ҳадлаб
бўламиз:

,8^
а —Ь , А — В . А + В  2
а— 6 = —  = 7 Т + В '

Н 2

Теоремадаги бошқа тенгликлар ҳам худди шундай исбот қи- 
линади.
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23- §. У Ч БУ РЧ А К Л А РН И  ЕЧИ Ш
а) Тўғри бурчакли учбурчакларни ечиш
АВС  тўғри бурчакли у ч б у р ч а к д а С = 90°, с — гипотену- 

за, а ва Ь лар А ва В  ўткир бурчак қаршисидаги катетлар, 
= Д АВС  юзи (308- расм). Д  АВС  дан:

А А ^ £ В  = 90° ( I)

ва ̂  = з)п В  = созт4; ^  = 81п А — соз В  бки = зшВ = С08/1 ваАВ
— = 31пЛ = созВ; с '
£  = А = с!§В,

(2) 

(3)
(а, Ь, с, / .А , £ В, ' АС  ва 5Л лар учбурчакнинг элемент- 
лари дейилади).

Тўғри бурчакли учбурчакнинг юзи унинг катетлари кў> 
пайтмасининг ярмига тенг эди:

- -ўа-Ь= -^асз1пВ = у  йс$1п А. 

Пифагор теоремасига асосан: д
( 4 )

а‘ Ьг = с\
Энди бу формулаларга асос- 

ланиб, биз тўғри бурчакли уч- 
бурчакларни ечиш масаласи би- 
лан танишамиз. 3

1 ) Б и т т а  ў т к и р  б у р ч а к  
ва т о м онл ари да н  бит та си  
бе ри лга нд а ,  у ч б у р ч а к -  
н и II г қол га н  э л е м е н т л а р и н и  топиш.  /_ А = 25° ва 
катет а = 6 см берилган, учбурчакнинг қолган элементлари 
топилсин.

Е ч и ш .  (1) дан В  = 90° — А А = 90° -  25° = 65с; (2) дан
й  1 Л X  а  6 6 , , г, />— = з!п А, бунданс = 14,2 см■ -  =  нп Вс .' ' »1п >4 $1п25° 0,4226 с
дан:А=с 81пй= 14,2-8т65°= 14,2-0,9063= 12,9 (см). (4) дан 5 =

~  а- Ь = -6-12,9 = 38,7 (см2). Шундай қилиб: В  = 65“; с =
= 14,2 см\ Ь = 12,9 см ва 5Л = 38,7 с.и2.

2) Т е м о н л а р и д а н и к к и т а с и б е р и л г а н д а ,  Д А В С  
нинг  қ о л г а н  э л е м е н т л а р и н и  топиш.  Гипотенузя с = 
= 12 см, катет а = 8 см берилган; учбурчакнинг қолгаи эле- 
ментлари топилсин.

Е ч и ш .  (2) дан -̂ = 81пН; 51пИ = -̂ = ^  = 0.6667, демак,
ТАА~-41049'бўлади. Энди ( I)  дан ^ В = 90 — /  Л = 90°—4Г49' =
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-48 °1Г; (2) дан Ь = с-зШВ  = 12-з1п48°11' =■ 12-0,7453=-8,9 см, 
(4)дан5й — аЬ = -|*-8-8,9 = 35,6 (см?). ШундаЙ қилиб: / А  =
-4Г49 ', /. В  48° 1 1 Ь = 8,9 см\ 5Д -  35,6 См*.

3) У ч б у р ч а к н и н г  юэи ва у т к и р  б у р ч а г и д а н  
б и т т а с и  бе ри лга нд а ,  у н и н г  қ о л г а н  эле ментлари-  
ни топиш.  д  АВС  нинг юзи 5Д =* 14 смг ва ўткир бурчак 
/  А = 36” берилган, унинг қолган элементлари топилсин.

Е ч и ш .  (4) дан 5Д = аЬ =** 14; а-Ь-= 28. Энди (3) дан •£*■» 
«= А =* с(§ 36° =■ 1,3764 1,4; Ь *»• 1,4 а\ буни а-Ь — 28 га нўй-
сак: 1,4аа = 28; а2 =» 20; а = 2\г Ъсм\ Ь — 2,8 \/~ б см. /. В  =* 
-  90° — 36° = 54°. с2 -  а2 Ь2 ** 20 + 39,2-59,2. Бундан с ^  
р^7,6 см.

б) Қийшиқ бурчакли учбурчакларни ечиш
Д АВС — қийшиқ бурчакли учбурчак бўлсин ва ундаги 

а, Ь, с лар мос равишда А, В, С бурчаклар қаршисидаги то- 
монлар; 5 Л — Д АВС  юзи бўлсин (309- расм). Планиметриядан

/ А  +  /  В +  /-С = 180°, ( I )

(2)
а "4“ Ь 4" .0

5Л -  / р  (р — а) (р — Ь) (р -  с)
экани маълум (2/7 ■
Бундан ташқари5д=-д- Ьс 51пЛ =

\-аЬ 81пС= 4  ас з!п В  (3);

—  -  —  (4)СI П Л  VI  п Г  '  '

а

309- расм.

™  (синуслар
теоремаси); аг = Ь2 -Г с2 — 
—2йссозу4; Ь2= а2А-с2~  2ас соз В  
ва с2 = а3 +  Ь2 — 2аЬ соз С (5) 
(косинуслар теоремаси). Энди бу 

формулаларга асосланиб, биэ қуйида қийшиқ бурчакли учбур- 
чакларни ечишни кўрсатамиз.

1) У ч б у р ч а к н и н г  у ч т а  томони  б е р и л г а н д а  
у н и н г  қол га н  э л е м е н т л а р и н и  топиш.  а = 8,5 см\ 
Ь=  11,25 см\ с — 9,7 см берилган; унинг қолган элементлари:

А , / В ,  /  С ва 5Д лар топилсин.
Е ч и ш. (5) дан а2 — Ь2 Ь с2 — 2Ьс соз А ёки соз>4=з

+ ] 1,25а + 9.7= -  8 ,52 1 26,5 + 94,09 -  72,25 _  14834
“  2 Ьс ^  2-11,25-9,7 “  22,5-9,7 ^  225+?'
Энди буии логарифмлаб ҳисоблаш қулай, яъни: 1§созИ = 
=* 1в 14834 -  1е 225 -  |в 97 = 4,1712-2,3522 -  1,9868 =4,1712-
—4,3390= — 0,1в78=Г8322. Бу ҳолда: 1,8322=1^соз А, бундан

й-5!пД 11,25-51п 47“ 12‘./ А  =  47-12'. (4) дан-^ = ^ в ёки3|пВ= 6.5
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Ғ5уни логарифмлаймиз: з1п В  = 1§ 11,25 — 1^8,5 + 1̂ з1п 47°12'™
= 1,0512 — 0,9294т  1,8655 = 0,1218 -  0,1345 = -0,0127 = З"9873. 
Ьу ҳолда /  В  = 76°12'. Энди ^  С = 180° — (А + В) = 180° —
— 123°24' = 56°36'.

(3) дан 5Д = ~-асз!пВ = 8,5-9,7 з1п В  = 4,25-9,7 з1п В.
Эндн буни ҳам логарнфмлаб топиш кулай бўлади 1й5л = 

= |£4,25 + 1е9,7 + I?§1п В  = 0,6284 + 0,9868 — 0,0127 = 1,6025. 
Ғ5унга кўра 5д = 40,04 см2. Шундай килиб: /  А = 47°12'; /  В  = 
= 76°12'; / С = 56°36' ва = 40,04 см2.

2) У ч б у р ч а к н и н г  и к к и  б у р ч а г и  в а б и р т о м о н и  
б е р и л г а н д а  у н и н г  қ о л г а н  в л е м е н т л а р и н и  топнш.  
Ўткир бурчаклари / ,А = 25в18', /. В  — 35°20' ва Ь = 18,2 см 
берчлган, унинг колган элементлари топилсин (а = ? с = ?

= ? ва /  С = ?).
Е  ч и ш. (1) дан /  С = 119°22'; (4) дан •= ёки с =

'в с = 1618,2 +  16 йп 119*22' -
-1К з1п 35с20' = 1,2601 +1§ соз 2ЭС22'- Г,7622= 1,2601 + 1,9402+
+ 0,2378 = 1,4381. Бундан:

П 7 ,п  . . .  Ь 81п А 18,2-81п 2.>*18'с = 27,43. (4) дан о = .

Буни ҳам логарифмлаб, сўнг жадвал ёрдамида топиш қулай- 
дир, яъни
|б а = 1б18,2 + 1б51п 25°18' — 1^з!п 35с20'= 1,2601 + 1,6308 -
— Г,7622 = 1,2601 -  0,3692 + 0,2378 = 1,4979-0,3692= 1,1287.
Бунга кўра:

а=  13,45 см. (3) дан5д= -^6сз1пА = -18,2-27,43-з!п 25°18'=
= 9,1 -27,43-зт 25°18'.

|ё = 189,1 +  1827,43+ 1в8!п25°18' = 0,9590+ 1,4383 +
+ 1,6308 =  2,0281.

Бу ҳолда
= 106,7 см1.

Шундай қилиб:
5д = 106,7 см8, а = 13,45 см, с = 27,43 см, '/  С = 119в22'.
3) У ч б у р ч а к н и н г  икк и  то мо ни  ва бит та  бурча- 

г и б е р и л г а н д а  ун и н г  қ о л г а н  э л е м е н т л а р и н и т о -  
п и ш. а = 12,4 см, Ь = 14,1 см ва /  С =  37с берилган, унипг 
қолган с, /  А , /  В  ва элемептлари топилсин.
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Еч и ш .  (5) Дан с2 = йг + 62 — 2д6 соз С = 12,42 + 14, ]2 — 
-212,4-14,1 со5 37° = 153,8 + 198,8 -  349,7 -0,7986 = 352,6- 
— 279,8 = 72,8.
Бундан:

Бунилг икки томонини логарифмлаб, сўнг жадпалдан фойда- 
ланамиз:
1ё з!л >4 = 18 12,4+ 1§з1п 37°-1^8,5=  1,0934+1,7795-0,9294 = 

= 0,1640 -  0,2205 = -  0,0565 = 1.9435.
Бундан;
/  А = 61*24', энди (1) дан Д В  = 180° -98°24' = 81°3б'. (3) дан

Шундай килиб:
с = 8,5 см\ З й = 52,6] см2; ^ В  = 81°36'; /  А — 61°24'.
М аш қл ар .  1. Қуйидаги берилганларга кўра, тўғри бур- 

чакли учбурчакларнинг қолган элементлари толилсин: 1) ги- 
потенуза с=* 15,4 см\ ўткир бурчак ^ А = 52с11'; 2) катета= 
= 11,2с.к; ўткир бурчак+ й=25с32'; 3) катет Ь = 8,25см ва гнпо- 
тенуза' с = 28,8 см\ 4) катетлар а =■ 326 см ва й = 128 см\

3)Д ЛВСнинг икки томони 6 = 40 см, с = 21 см ва бир бур- 
чаги /  С = 32°7';4) д  АВС  нинг юзи 5- =24 см\ бир бур- 
чаги А А — 62°11' ва бир томони а = 8,25 см\ 5) АВ  масофани 
бевосита ўлчаб бўлмайди {310- расм); АВ ни ўлчаш учун С 
нуқтани шундай танлаб олиш керакки, ундан А ва В  нуқталар

с=  /72 ,8^8 ,5  с.м. (4) дан ^ ёки 31П А =
й 51п С 12,4 51п37° 
~ Т ~  £5 ■

12,4 5Ш 37' 
8,5

Л".-. = Ьс з1п А = • 14,1 8,5-51П А = 7,05 8,5 зш А

5) учбурчакнинг юзи ,!?л = 82 см2

С
310- расм.

2. Қуйидаги берилганларга кў- 
ра, қийшиқ бурчакли учбурчаклар- 
нинг қолган элементлари топилсин:
1) а А В С  нинг бир томони а =262 см 
ва икки бурчаги: ./ /1=45°32', / В =  
=62°12'; 2) Д  АВС  нннг учала то- 
мони: а = 28 м, Ь = 16 м ва с — 22 м\
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кўринсин ҳамда ВС, АС ва улар орасидаги бурчак АСВ  ни 
ўлчаб ҳам бўлсин. ВС =  а = 72 м, АС = Ь = 120 м ва £ АСВ = 

С = 29с26' берилган. А В  ни топиш керак.
( Ж а в о б .  А В  = 67,3 м.)

24- §. Т Р И Г О Н О М Е Т Р И К  Т Е Н Г Л А М А Л А Р

Таъриф.  Номаълум сон тригонометрик функцияларда 
аргумент бўлиб қатнашган тенглама тригонометрик 
тенглама дейилади. Масалан,

2 §1п2 х + з!п х — 1 =0; соз2 х — з т 2 х + соз х = 0; 
созх —  21£лс=0; 2 соз2 х —  соз х =  0; 3 з1п2х +  5 з1п х =  0

каби тенгламаларнинг ҳар бири тригонометрик тенгламадир.
Буларда х — номаълум сон. Тригонометрик тенгламаларни
ечишда кўп хил усуллар бор. Булардан баъэиларини биз қу-
йида мисоллар ечиш ёрдамида кўрсатиб ўтамиз.

I. Б е р и л г а н  т р и г о н о м е т р и к  ф у н к ц и я г а н и с б а -
т а н  а л г е б р а и к  т е н г л а м а

Масалан, 2 з!п2д; + з т  х — 1 = 0 тенглама берилган.
Е ч и ш .  Бу тенглама з!пл: га нисбатан тўла квадрат тенг-

,. — 1 ± +1-1-8 — 1 ± 3 ,ламадир. У ҳолда, зШ л+ г^ 1 ^ — ; зтдс,^
—1+а 1 , —1—3= — ц—  = ва з!п х2 =  — —̂  = — 1, булардан:

X, = ( — 1)* 1  ; кг. ва х2 — (— 1)* -\-кк бўлади; буларда
А = 0 ;  +1; ± 2 ; _____

К ў п а й т у в ч и л а р г а  а ж р а т и б  е ч и ш  у с у л и  
Масалан, а) 2 соз2л: — созл = 0 берилган.
Е ч и ш .  2соз2дс — создс = создс (2созл: — 1) = 0, бундан:

созх ,=0 ва 2созл: — 1=0 ёки созлс2 = у ҳолда,

лс, = + -̂- + 2Атс; х2 = + + Чкъ бўлади.
б) 3 з1п*лс + 5 з т  х = 0 берилган.
Е ч и ш .  3 з1п2дс+ 5з1пх = з!пх -(3 з5пх +  5) = 0, бундан: 

в1п лс, — 0 ва Зз1пл: + 5 = 0 ёки з1плс, =  — Булардан,
5

81п лГ| = 0  ечимга эга, яъни х, = кк; з1п лс2 = = — эса, ечимга

эга эмас, чунки — — 1.
Бир хил т р и г о н о м е т р и к  ф у н к ц и я л и  тенглама-  

га к е л т и р и б  е чиш  у с у л и
Масалан, соз2лс — з1п2л: + соз х = 0 тенглама берилган.
Е ч и ш. соз2лс — з1п2лс + соз х = соз2лс — (1 — соз2лс) + созл: = 

= соз2лс — 1 + соз2лс + соз лс = 2 соз2л: + соз лс — 1 =0 тенгла-
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мани ҳосил қиламиз. Бу эса созл: га нисбатан тулиқ квадрат 
тенгламадир. Шунинг учун,

— 1 ± / 'П П Г  -1 ± 3 1 „ ,СОЗ ЛС,,2 = ---=-̂   — — ; С08 Л, х= ; С08 х3 = — 1.

У ҳолда:

л, = + -±- + 2 к* ва х2 =» ± * +  2 кп = (2 к ± 1) я|

(А = 0; ±1; ±2; . .  .).

II. К ў р и б  ў т и л г а н  у с у л л а р н и  б и р г а л и к д а  и ш- 
л в т и б  е чиш

Масалан, С05ад: + — з1пал = 1 тенглама берилган.
Е ч и ш. соз’л:-1-12ял — з1пал: — 1 ёки 1£ал; — 81пгл== 1 — С05'л =

—= 5тгд:, ёки — 2з!пал: = 0, ёки з1пал ( —Ц----2) = 0 тенг-1 сойж ' соА с '

ламани ҳосил қиламиз. Бундан: з1пал = 0 ва — 2 = 0 ёки

созал = ^ ,  со5Л =  + -^-. У ҳолда: з1п2л = 0 дан, ^1,2 = Ая;

созх = ± ^  дан, ла,4= ± 1).
Демак,

1̂,2 = А*; -*3 4 = -̂ - (8й + 1).
Ш. Б и р ж и н с л и  т р и г о н о м е т р и к  т е н г л а м а л а р н и  

е чиш  у с у л и
Агар тенгламанинг ҳар бир ҳадидаги кўпайтувчи синус ва 

юсинуслар даража кўрсаткичларининг йиғиндиси бир хил сонга 
тенг бўлса, ундай тенглама бир жансли тригонометрик тенг- 
лама дейилади.

Масалан, з1п*л — Бз^пл созл 4-4со52л = 0 бир жинсли 
тенглама берилган.

Е ч и ш .  Берилган тенгламани со5ал ^ 0  га бўламиз, у ҳол- 
да \%*х — 5 х + 4 = 0. \&х га нисбатан квадрат тенглама 
досил бўлди. Уни ечамиз:

. 5 ± »' Й  — 16 8  + 3 , , . ,
1£-*1,5  -----— 2 --------=  — =  4; \& х 2 =  1.

Демак, х, ■= агс1е4 +  кп; хг =  (4к +  1).
IV. Қ ў ш и ш  ф о р м у л а л а р и д а н  ф о й д а л а н и б е ч и ш  

у  с у л и
Масалан, з1п (2х — 30°) + соз (2* + 30°) = 0 тенглама берил- 
ган.

Е ч и ш.
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•1л (2д: — 30°) +  соз (2х + 30°) = 51п 2х соз 30“ — соз 2х з!п 30* + 

+  соз 2х соз 30“ — 51п 2х з!п 30° *= &1п 2х — + соз 2х +

+ соз 2х — ~  51п 2х = *~3д~ - з!п 2х + — соз 2х = 0

£ки з!п 2 х  + соз2л: =  0 ни ҳосил циламиа.
Бунинг икки томонини СО5 2л: + 0 га бўламиз: 1£2л:+1«-0

ҳосил бўлади. Бундан: \%2х = — 1; 2х -=— +Ак— -у (4А —1)|

х = (4к — 1) бўлади. Демак, х — (4А — 1).

2с1е-«-5ес*л =* 1е (х + -̂ -) + 1£ (х — -̂ -) тенглама берилгая. 
Е  ч и ш.

, / , «\ , . / «\ ««-«+ **-5 , »«*“ «* 4 18̂  + 1 ;
+ +  ------ш + '--------- « -1^Т53 +

1—«К-» '8 Т  1 + 1к-г <й +
. 18-г— 1 (»8* + р» + (<е лг - 1)̂  ^  3 (1 + _ 2десадс

1 + !({.* "* 1 —1£’ л = 1 — 1£а лг 1 — 1Е'ДГ
ни ҳосил қиламиз.

У ҳолда 2 с!^ х зес* х — бўлади. Энди вес«л *  0 ва

1 — 1£’ х +  0 бўлганда, с1£ х —  ̂  ̂ бки I — ж — !£•*, вки

1ё'-* +  1й-* — 1— 0 ҳосил бўлади. Бундан: 18-*1,а в  ~  ~§ *^
, -— 1  ̂у' Ь , .х17 = агс1е у 1 |-**.

V. К е л т и р и ш  ф о р м у л а л а р и д а н  ф о й д а ла н и б  
е ч и ш  у с у л и

Масалан, з!п^-у*— л ^ + 2 с о з ( 2 * — х) *- тенглама бе- 
рилган.

Е  ч и ш. з1п + 2 соз (2 я — х) — — соз х + 2соз х —
“ = соз х.

г у
Демак, с о з л ^ ^ у .  Бундан:

* « - ^ ( 1 2 А ± 1 ) .
VI. А р г у м е н т л а рн и и к к и л а ш  ва и к к и г а  б ў л и ш  

ф о р м у л а л а р и д а н  фо й д а л а н н б  е чи ш  у с у л и
Масалан, 1 + з1п*2х »  4 в1п2л: тенглама берилган.

, Е ч и ш. 1 + з!п52л: = 1 + (2з1п л:созл:)а = 1+4 з1п2л: соз«лс 
бўлгяни учун 1 + 4 з1п*л соз*л-* 4 з1п«л: ни ҳосил ҳиламиз.
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Бундан:
1 = 4 51п2л (1 — С052х) = 4 51п-л:-51п2д: == 4з1пвдс.

У  лолда 81П4-»: = ёки 51п*л: = + ў ;  51п5л: = ў  дан 51П лс, 2 =»

= + = ў  [4Л ± (— I ) 4] бўлади; 8 тал = — ў  эса ечим-
га эга эмас.

VII. Т р и г о н о м е т р и к  ф у н к ц и я л а р н и н г  к ў п а й т -  
масини й и ғ и н д и , й и ғ и н д и с и н и  э с а к ў п а й т м а ш а к -  
лига  к е л т и р и ш  ф о р м у л а л а р и д а н  ф о й д а л а н и б  
е чи ш  у с у л и

Масалан, з1п л:-51пЗл = з1п 5д:-51п 7х тенгламя берилган. 
Е ч и ш .  Берилган тенгламанинг икки томонига я1паз1п“ =

= ў [соз (а  — Р) — соз (а 1 р)[ формулани қўлланамиз;

51пл-81пЗл: = ў  [соз (дс — Зл:)—соз (х +  Зл)|= (соз 2 х ~  

— соз 4л); 81П Ъх' з1п 7х = ў  [соз (5х — 7х) — сез {Ъх 7х)\ =

= (соз2л: — со5 12 х).

Бу ҳолда
С05 2д: — С05 4ж = соз 2х — соз \2х ёки соз 4л: — соз \ 2х= 0 

бўлади.
Энди лосил бўлган тенгламага, соз а. — соз Р = —2 з1п " ~ 

з 1 п формулани қўлланамиз: соз4л;—соз 12д:=— 2 з 1 п .
4г 10 к•81п ---^ ^  5)п 8л: х з1п 4л = 0.

Бундан:
81п 8л: = 0 ва з1п 4л: = 0 

к кУ ҳолда, 8л, = кп, хг = п ва =  бўлади (Ь =  0; ± 1;
±2; . . .). 51П х + 81п 2л: ± з1п Зл: = 1 + соз х + соз 2лс тенглама 
берилган.

Е ч и ш. (з1п х -}- зIп Злс) + з!п 2лс = (1 + соз 2лс) + соз х кўри- 
нншда ёзиб, тегишли формулаларни қўлланамиз, у ҳолда 
2 51П 2л:соз х + з т  2л: = 2 соз2л: + соз х ёки ( 1+2 соз лс) -зт 2лс = 
= (1 + 2 соз х) -созл: ҳосил бўлади. Бундан: (1+2созлс)Х 
X  (51п 2лс — со5 лс) =  0. Демак, 1 +2 соз лс=0 ва з1п 2лс — соз.лс=0 
тенгламалар ҳосил бўлади.

1 2*Энди, созл: = — лс( = —  (3к + 1) ва з т  2лс — соз х -=■ 
= 2 5Ш лс соз лс — С05 лс = С08 лс (2 51п лс — 1) = 0. Бундан:
378
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2 з1шс — 1 = 0  ёки з!п х = -1-, х2 = + (— I )* соз х% = (X

£<2А± 1).

Демак, х, = — (3/г + 1); д:2 = Ьп + (- 1 )й. 4 ; л, = - (2* ± 1).
3 6 2

VIII. Т р и г о н о м е т р и к те н г л а м а л а р н и е чишда  
х у с у с и й  у с у л л а р

Масалан, а) К з  з!пд: + со5л: =  1/Г3_ тенглама бернлган. 
Е чиш .  Берилган теигламаниу га кўпайтирамиэ, у ҳолда

У-^ з!п х + - соз х = УЛ. тенглама булади. Энди = соз —; 
2 2 2 3 2 _  6

— — й!п — деб олсак, соз — з1п х + з1п — соз х =  1^. ёки 2 6 ь 6
з1п ;̂с + -^ = тенглама ҳосил бўлади. Бундан: .*: + •£■ =

= (— ! ) * "з + ** ёки х = ^ [ ( З Ь -  ў )  +  (- ! ) * ! .
61 Умумий кўринишда и з!п х+Ь соз х=с тенглама берилган. 
Е ч и ш .  Берилган тенгламанинг иккала қисмини созх + Ога

бўламиз: а\р,х+Ь = —— ёки а^х+й^с-зеся, ёки а1ях+Ь=
С08 X

= с-У\ -+ 1$>2л:, ёки (а2—гга)1§8д;+2ай1§д:+(Ьг— с)г = 0 тенглама 
ҳосил бўлади. Бу \&х га нисбатан тўла квадрат тенгламадир. 
Биз юқорида бундай тенгламанинг ечилишини кўриб ўтганмиз. 

Машцлар .  Куйидаги тригонометрик тенгламалар ечилсин:
1) соз2д: = I — соз х.
2) з!п 2дс — 2 з1пх = 0.
3) 2 1£ х + 3 с!§ х = 5.
4) 1 + з1пд:со5Л — з!п х — соз х = 0.
5) з!п - х ■ соз — х + з1п — ■ соз ^  + з!п 2х ■ соз 7х = 0

2 2 2 2
(Ж  а в о б. хх = —, х2 = (2к + 1) —, к— бутун сон)€ 6

6) соз ^  + л| + 2 з!п л: — -^ = 0.

7) з1п(х — з!п (х — п) = 0. ( Ж а н о б .  А*— 2Л«).
8) з!п л + соз х = соз 2х.
л. I — со-ч “2х   31п2т

'2 51п х 1 + соз2 «
10) з1п х +  з!п 2дс + з!п Ъх + згп 4х = 0.

( Ж  я в о б. -- (4к + 1); *(4А ± 1); ~  къ.)
11) з!пал: — з!п22дс = з!п2Зд:. ( Ж а в о б .  (6й+1.)

379

9) *— £21^ _  81112х  ̂ ва 2 кк берилган тенглама-
2 з1п х 1 + соз2« га жавоб бўла олмайди).
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12) з1п х -{- соз х = У  1 — 2 зт^л:.
(Ж а  воб. 2Ая; Ц "  + ]).)

13) с\%2х — с1£5ж = 0. ( Ж а в о б .  у . )
14) 8т2ж + соз х + 1 = 0.
15) з1п 2л — соз Зж =  0.
16) созлл: 31П4ж = 0.
17) 51+ж + соз*ж = з1п 2ж.

^Жавоб .  л = А-~- + (— I ) 4 « « I"  ( / Ғ - 0  )

18) з1п4-у + соз* -у = ( Ж а в о б .  ж =  (ЗА ± 1) ў .)

19) {82ж -1е (-£ + * ) + 7  = 0.

( ж  а в о б. х = кп ± агс{£ Ь ~ .  )
20) зт^ж + 5т2 2ж = з!п3 Зж.

(Ж  а в о б. ж, = (2к +  1) ■£; х3 = Ая; х3 = Ая.)

21) 5| „ ^ 31 „ ^  = | / Г ± ^ 1 .

^Жавоб .  х, = 4 ± X) = 2 Ая 4- { — 1)й( ± "5*)')
22) 1еж + 1£2л = \%Ъх.

(Ж  а в 0 б. хх = Ая; х% — Ая; Х а =  Ая.)

23) з1п22ж — з!пгд: = з)п2

(Ж  а в о б. хх = Ая ± агсз)п 3 ~~8 - -;

х3 = Ая ± агсз!п )
24) з т  х + соз х  +  з1п х ■ соз х = 1.

( Ж а в о б .  ж, = 2Ая; - 2 А я  + ( -  1)*(± | ) .  )

25- §. П РО ЕКЦ И Я Л А Р
а ) Т е к и с л и к  даги  п р о е к ц и я л а р
1) Текисликдаги А нуктанинг X X  3 тўғри чизичдаги проек- 

цияси топилсин.
Е ч и ш . АЕ_\_ХХ^ ни туширамиз, бу ҳолда Е  нуқта, А нинг 

Х Х 3 даги проекцияси дейилади (311-расм). Х Х 3 тўғри чизиқ 
проекция ўқи дейилади.

2) Текисликдагн АВ  кесманинг X X , ўқдаги проекцияси то- 
лилсин.
зао

www.ziyouz.com kutubxonasi



Е  ч н ш . А ва В  нуқталарни Х Х х га проекциялаймиз, улар 
мос равишда Е  ва Ғ  нуқталар бўлсин, у ҳолда Е Ғ  кесма АВ  нинг 
АА, даги проекцияси дейилади. Энди А дан АС_\_ВҒ ни ўт- 
казсак, АС = В Ғ  бўлади, чунки АЕ  || ВҒ, X  ВАС =» <? бўлсин. 
Л  ВАС дан: Е Ғ  = АС *  АВ соз<р, Е Ғ  — АВ соз^ (312-расм). 
Демак, АВ кесманинг Х Х У ўцдаги проекцияси А В  кесма би- 
лан проекция ўқи орасидаги бурчак косинусининг кўпайт~ 
масига тенг.

Е
311- расм.

3) АВСйКН  синиқ чизиқнинг АГАГ, ўкдагн проекцияси то- 
пилсин.

Е ч и ш. АВСОКНп, -  АВ^  + ВСпр + СОпр + / Ж пр + К Н и? -  
= ЕМ^ + М,М, + МауИэ + МаМ  ̂+ М ХҒ  = ЕҒ. Иккинчи томон- 
дан АН  нинг Х Х г даги проекцияси ЕҒ. Шунинг учун: 
АВСОКНпр = АНП9*в Е Ғ  бўлади (313- расм). Демак, синиқ 
чизиқнинг проекцияси, унинг учларини туташ тирувчи кесма-- 
нинг ўқдаги проекциясига тенг.

б) Ф а з о д а г и  п р о е к ц и я л а р .
1) Фазодаги А нуҳтанинг АА, тўғри чиэиқдаги проекцияс» 

топилсин.
Е ч и ш. А нуқта оркали Х Х А ўққа перпендикуляр қилиб 

0 текислик ўтказамиз (314- расм). Бу ҳолда текислик би- 
лан АА, ўқнинг кесишган Е  нуқтаси А нуқтанинг АА, даги 
проекцияси дейилади.

381.
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бунда ҳам фазодаги XX , тўғри чизиқ проекция ўқи дейи- 
лади.

2) Фазодаги берилган АВ кесманинг XX, ўқдаги проек- 
цияси топилсин.

Е ч и ш .  Кесманинг А ва В  учлари X X , ўққа проекцияланса, 
улар мос равишда Е  ва Е  бўлсин, у ҳолда Е Ғ  кссма, АВ нинг 
X X , даги проекцияси дейилади (315- расм). Энди АС || XX, 
ўтказамиз. (311 Р  бўлгани учун АС = Е Ғ  бўлади. Д  АВС дан:

Е Ғ  = АВ соз <р.

316- расм.

3) Фазодаги А нуқтанинг текисликдаги проекцияси топил- 
син (316- расм).

Е ч и ш .  АЕ_\_(± ни ўтказамиз, бу ҳолда Е  нуқта А нинг <2 
текисликдаги проекцияси дейилади. (3 текислик проекция те- 
кислиги дейилади.

4) Фазодаги АВ кесманинг <2 текислнкдаги проекцияси 
топилсин (317- расм). _

Е ч и ш .  А ва В  нуқталарни (2 текисликка проекциялаймиз. 
Улар Е  ва Ғ  нуқталардир. У ҳолда ЕҒ  кесма АВ кесманинг 
(3 текисликдаги проекцияси дейилади. АС || Е Ғ  ни ўтказамиз^ 
АВА С  = <р бўлсин. АВ ва Е Ғ  кесмаларни давом зттирсак:

X АйЕ=  X ВАС—9 бўлади. ЕҒ= АС= АВ  соз <р; Е Ғ —АВ с05 <р,
5) Фазодаги Д/4ВС нинг <2 текисликдаги проекцияси то- 

пилсин.
Е ч и ш .  <2 текисликка А, В  ва С нуқталардан АА,±С1, 

ВВ,_1 (2 ва СС,_[_<2 перпендикулярларни туширамиз. Бу ҳолда 
I\АВС  нинг <2 даги проекцияси Д  А,В,С, ҳосил бўлади. Энди 
АВ орқали /\АВО || /\А,В,С, ни ўткаэамиз, у ҳолда Д/1ВО =  
= ДА,В,С, бўлади. АВ орқали СС, га перпендикуляр текис- 
лик ўтказамиз; ИҒ± АВ ва СҒ_\ АВ. Расмдан ДЛ|В|С1юз1| =
= дЛВДози = ОҒ\ &С ГО  дан: Б Ғ  = СҒ-соз <?. Бу ҳол-
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да, ДЛДСцоэн = |  АВ СҒ соаср. Аммо, ДАВСЮЗ„ = ~  АВ СҒ
дир. Шунинг учун: (Л Л ВС 103и)11р = Л А 1В,С110эИ = л А В С ЮэН-соа ? 
(318- расм).

Демак, бирор геометрик шакл юзининг бирор текислик- 
ка проекцияси, у шакл юзи билан унинг проекцияси ораси- 
даги бурчак косинуси кўпайтмасига тенг1

26- §. ГЕ О М Е Т РИ Я  М А СА ЛА ЛАРИ ГА  т р и г о н о м е т р и я н и н г
Т А Т БИ ҚИ

Тригонометрия, ҳар хил геометрик шаклларнинг элемент- 
ларини ҳисоблашга доир масалаларни ечишга татбиқ қилина- 
яи. Буни биз қуйидаги масалалардан яққол кўрамиэ.

1- масала.  Тенг ёнлн трапециянинг асослари 28 см иа 
20 см, ён томони билап катта асоси орасидаги бурчак 32°. Шу 
трапециянинг юзи ва ён томонн топилсин.

Е ч и ш .  /10 = 28 см, ВС — 20 см вя ^АОС = 32° бўлсин. 
5тр ва АВ = Сй ни топамиз (319- расм). СЕ±АО  ни тушира-

А Л — 8С 2*°- —миз, бу ҳолда ЕО  =  —— —̂ - =  — = 4 см\ &СЕО  дан: 
С£ = £01д /О  = 4-1е 32° =  4-0,6249 =  2,4996яь2,5 {см).

5тр = Л°  + ЯС С £ =  -2,5 = 24 2,5 = 60 (см2).

2- масала .  Радиуси бўлган доирада икки параллел ва- . 
тар ўтказилган, уларнинг ҳар бири а градусли ёйга тиралган. • 
Доиранинг ватарлар орасидаги бўлагининг юзи топилсин. •

Е ч и ш .  Радиуси Я  бўлган доира чизамиз (320-расм). 
(>4ВСО)юан = ъЯ2 — 2-(Л£Всег.юзи) экани расмдан кўринади.

1 Шаклиинг юзи ўринга жисмнинг ҳажми олиниши ҳам мумкин.
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А ЕВсег. юзи -  СЕ,Осй{. юзи; А ЕВ  = СЕ,0  = а° ва ОВ = ОА = /?;

'^А  = А В  = а = 90° -  ■*-; Д Н О В ...-1 -  АВ ОН. Аммо 

Д ЛО Я дан. 0Я=/? з1п Л = /?з1п(90о- | )  =  /?соз-^; АВ=  

-  2/?соз (э0в — у )  -2/?51п-у. Бу ҳолда, Д А 05ЮЗИ = ^-.

3-масала.  Мунтаэам уч бурчакли пирамида асосининг 
томони а га тенг, ён чирраси асос текислиги билан а бурчак 
ясайди. Асоснинг бир томони билан ён қирранинг ўртасидан 
ўтган кесимнинг юзи топилсин (321- расм).

Е чи ш .  8АВС пирамидада АОС8 = АВ =  АС=ВС = а бе- 
рилган; кесим А А Е В юзи = ? СЕ = $ Е \ А Н = В Н . & С В Н  дан:
384

^ А О В ^ а , чунки марказий бурчак; ОАЕВОсектор ю]н =

■2/?з1п '̂ • /? соз у- — у  з1па бўлади. 

й г 5

5
320- расм.

а
321- расм.
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С Н =  / ВС 2 -  В Я 2 = | Д 2 -  = ў -  а\ СН  =- а . 50 -

баландлик. СО = ^С Н =  • Е^-о = / р  Д50С дан: 2• СЕ= С5= 

°  С Е  =  Д  ; & Е Н С  дан, косинусларСОЗа /Гсоза
теоремасига асосан: 

Н Е =  /  С Н г + СЕ*

2  у  3 СОЗ а

2С Е СНсоза = —т=-/ §еса а 
2 / 3

“ г т г ^ ч - ^ ч - 3 “  г Т Г ^  +  ^ * -

Энди кесим Д Л Е й ^  = — А В  Н Е =  - «  • — ^ = / 4  +  1 ц ‘ а  ю 2 2 2 | 3
в’

Демак, кесим Д ^ В £ ИЗИ = ---— 4 + а.
4 ■/ 3

4-масала.  Томнинг труба ўтадиган тешигининг юзи 
2100 см2. Томнинг ҳиялик бурчаги 32°. Труба призма шакли- 
да. Призма асосининг томони
топилсин (322- расм).

Е ч и ш. (АО ЕҒюэи )=2Ю0слг 
ва X М И Н  = X  ВА Ғ  -  32° 
берилган. АВ  = ВС = СП  =
= АИ = ? ЛВСОгая, А ҒЕП  юз- 
нинг проекциясидир. Шунинг 
учун (4йСО юзи) =  (А ҒЕО юзи)- 
-соз^ ҒАВ  ёки (А В )2 = 2100- 
• соз 32° = 2100 • 0,848 = 21 •
■84,8 = 1780,8 (см2). Бундан:
АВ = / 1780,8^42,2 см\ А В  =
= 42,2 см.

5-масала.  Тўғри параллелепипеднинг асоси—ромб, ромб- 
нинг кичик диагонали й га, ўткир бурчаги а га тенг. Парал-4лелепипеднинг баландлиги унинг бутун сирти топилсин
(323- расм).

Е ч и ш .  Х В А И  = Х В С О  =а\ ВО = й  берилган. 5 = ? Х.ВАО  
дан: А В  = У ҳолда: 56и = 4-ЛВ АА,

322- расм.

2 51п у

I81(1 7Г

2
<Р

81П-2

2  з1п

. ДЛОВ дан: ОА

2 5 -6 6 за.-

3

4
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3) Мунтаэам тўрт бурчакли пирамиданинг баландлиги 7 см, 
асосининг томони 8 см. Ён қирраси асос текислигига қандай 
бурчак остида қияланган1>

Ж а в о б .  51С3У.

4) Трапециянинг асослари 25 см ва 15 см, бир ён томони 
12 см\ у томон билан катта асос орасидаги бурчак 50°. Трапе- 
циянинг юзи топилсин.

Ж  а в о б. 5гар ■= 183,8 с.к*. 

-25м ГС

327- расм.

5) Ярим айлана 4:7 нисбатда бўлинган ва бўлиниш нуқта- 
сидан диаметрга перпендикуляр ўтказилган. Агар диаметрнинг 
узунлиги 11 см бўлса, унинг кесмалари топилсин.

Ж а в о б .  3,215 см ва 7, 78 см.

6) 327- расмда темир йўл остига ётқизилган тупроқ уюми-
2

нинг кесими берилган (а бурчак.^а = -3* билан аниқланади).
1 метр узунликдаги йўлга неча куб метр тупроқ тўғри ке- 
лади?

/.'В А О =  А С О А ^ а , ВС  =» 25 м ва В Е  = 12 м берилган. 
Ҳажм V  топилсин?

Ж  а в « б. 1/ = 516 м\

7) Уч бурчакли пирамида асосининг томонлари 13 см, 14 см 
ва 15 см бўлиб, ён ёқлари асос текислиги билан 45° бурчак 
қосил қилади. Пирамиданинг тўлиқ сирти топилсин.

Ж а в о б .  84 (1 + / 3 )  см2.

8) Пирамиданинг асоси, томони а, ўткир бурчаги а бўлган 
ромбдан ибарат. Ён ёғини асос текислиги билан ташкил қил- 
г,тн бурчаги р га тенг. Пирамиданинг ҳажми ва тўлиқ сирти 
топилсин. (а = 25,3; а = 50°25'; р = 35°17').

вI 2а> »1п * со&*-х
Ж а в о б .  5ТМ1Ц = ----е т - 2-.
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27-§. ТРИ ГО Н О М ЕТРИ ЯДА УЧРАЙД ИГАН Ф О РМ УЛАЛАР Ж АД ВАЛИ

—градусдан радианга ўтиш формуласи, а—радиан;

180'!Р — градус. Аксинча, р° = 
муласи.

К е л т и р и ш  ф о р м у л а л а р и

-радиандан градусга ўтиш фор-

51П (90° — а) =  С05 а 
СОЗ (90° — а) =  5Ш а 

(90° — а) =  с1£® 
с1£ (90° — а) =  1§а 
зес (90° — а) =  совес а 
созес (90° — а) =  5еса
з!п (180° — а ) =  31П а 
соз (180° — а) =  — соз а 

(180° — а) =  — 1Ка 
с1§ (180° — а) =  — с1(*а 
5ес (180° — а) =  — 5еса 
созес (180° — а) =  совеса
51П (270° —  а) =  — С05 а 
С08 (270°— а) =  — 51па 
1й (270°- а )  =  с1е«
С1£ (270° — а) =  1§а 
вес (270° — а) =  — совес а 
С08ес (270° — а) =  — зеса

81 п (90° +  а) = С08 а 
С08 (90° + а) =  — 81па 
1К {90° + а) = — с(£а 
с!^ (90° +  а) =  — 18 а 
5ес (90° + а) = — совес а 
С08ес (90° +  а) = 8еса
81п (180° +  а) =  — з1па 
С08 (180° +  а) =  — с08 а 
1§ (180 °+  а) =  1ца 
с1£ (180° +  а) = с1да 
8ес (180° +  а) =  — 5ес а 
созес (180° +  а) =  — со8ев«
51П (270° + а) =  — С08 а 
С08 (270° + а) = 31П а 
1§ (270° + а) = — с1̂  « 
с1й (270° + а) = — 1да 
8ес (270° +  а) =  со8ес а 
созес (270° + а) = — зес а

81П (360° — а) =  — 8|П  а
С08 (360° — а) =  С08 а
1й (360° — а) =  — 1§ а
С1£ (360° — а) =  — с*§ а .
5вС (360° — а) =  8ес а 
созес (360° — а) =  — созеса

Асо си й  т р и г о н о м е т р и к  а й н и я т л а р  (яъни бир 
бурчак тригонометрик функциялари орасидаги муносабатлар)

,  , ,  . . ч1П 1 . С05 151+а + С082а = 1 ;  1 8 « = — ; зес а = I
С08 а ’

созеса =  1 +  182* = зес2а; 1 +  с!82а = С05ес2а; 1§а с1да=1.

И к к и  б у р ч а к  й и ғ ин ди си  ва а й и р м ас ин и н с  три- 
г о н о м е т р и к  ф у н к ц и я л а р и
б1п (а + Р) = зШа созР ± С08аз1пр; СОЗ (а ± р) = С05 асозр +

+  з1п а з!п Р;

389
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мисоллар ечиш, ечилган мисолларни анализ қилиш йўли би- 
лан бойитилади. Қуйида биз бир неча айииятларни исбот қи- 
либ берамиз. _________

1 1 / 1  +  С05 а / Ғ —  соз 1 0 . /0  - . *  ^1- мисол.  I/ ■.---—--- у  тп------= 2с1е;о!0 < а < = 1У  1 — СОЗ а У  1 +  СОЗ а ь  \ 2 )
айният исботлансин. ________

И Г б П Т 1 +  С08а !  /  ' - С05а _  1 +  С05 а -  1 +  СОЗ »
■ \  1 —  СОЗ а X  1 +  СОЗ а */1 —  С052 а

2  С08 а п— ——  — 2 с1ео.
5111 а ь

2- м и с о л .  ■, = 1е2а айният исботлансин.18 а + С1й а Б 
- 1 +  <д*а 1 +  1д<а ,  ,

И С б 0 Т. —=-г°  ’ —  =  г ~а—I - Г  =  а-|£а а +  с182а 1^‘ а + 1  6
18а«

3 - м и с о л .  (1 +  с18 о)2 +  (1 — с1§ о)2 = 2 совес2 а айниятни 
исботланг.

И с бот .  (1 +  с !йа )а+  (1 — с !£ а)а =» 1 +  2с(§а +  с(§2 а +  1 — 
— 2 с1й а +  с(£2 а — 2 (1 +  с122 а) =  2 созес2 а.

4 - м и с о л .  с!д2а — соз2а =  с!§2а • сОЗ2а айният исбот қилин- 
снн.

., -   . , , С08а а , , 1 — 51па аИ С б 0 Т. а £ 2 а — СОЗ2 а =в  соз а =  соз2 а ■

айният исбот қилинсин.
5|п а-С08 а

,  С08а а . ,  ,=  С03 а • — =  с1{Г * • соз2 а.81па а ь

5 81п а-С05 а |ра . я , % , ,- м и с о л. — ; —г  =  (а •> -г +  п «, а + +  ди)С05 а — 5|Пга I — 1с*> ' 4 1 ’ 2 '

, ,  - 81П а-С08 а С05-1 а (д аИ С б П Т.  г---------- 5—  =  -----------------    = --------------------- ------------- &—— ,
С08 а —  8|п2а _ 31па а 1 —  (£ 2 а

^  * “  С052 а
6- ммсо  л. 31пэ а (1 +  с1д а) +  соз3 а (1 +  1£ а) =  з!п а +  соз а

айният исбот қилинсин.
И с б  О Т. з1па а (I +  с1§а)+соза а(1 +  1§ а) =  з1пэ а 1̂ +  } ^ |  +

+  сОЗ3 а (1 +  1£а) =  (1 +1£а)  +  С03аа| =  1̂ +  Н 1 1 | . ( С05а.

•з1п2 а +  соз3 а) =  (соз а +  з!п а) • (з!п2 а +  СОЗ2 а) =  з!п а +  соз а.
7- м И С 0 л. 81П0 а +  соз0 а =  1 — 3 31П2 а соз2 а айният исбот 

қилинсин.
И сб 0 т. зт® а +  соз® а =  (з!п2 а) 3 +  (соз2 а) 3 =  (з!п2 а + соз2а). 

• (з1п4 а — з!п2 а соз2 а + соз4 а) = з!п2 а (1 — сОЗ2 а) — з!п2 а С032а+ 
+ С032а (1— 81п2а) = з(п2а +  соз2а — Зз!пга соз2а =  1— 3 з!п2а С032а '.

1 7- МИСОЛНИ, 5|п2а С08г а =  1 ТСНГЛИКНИИГ икки томонинн кубгв К$1Й- 
риб исботлаш ҳам мумкин.
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8 - м и с о л .  3 (51П4 р +  С054р) — 2 (51пвр +  С08ВР) = 1 айпнят 
исботлансин.

‘ И сбот .  3 (з т 4 р + соз* р) — 2 (з1пвР + соз® р) = 3з1л* 3 4- 
+ 3 соз* Р — 2 [(з1п2 6)а +  (соз2 р)а| = 3 з1п* р + 3 соз4 р — 2 (51па Э + 
+С082 р) (81п4 Р— 81п2 р С052 Р +  С05а 3) =  51пв р+2 81п29 С0823 + С0843=» 
-  (З1п2р + С052р)2= 12= 1.

п  1 — 8 1 п 'а  — СОЗ* а _  ,9- м и с о л .   соь»а = 2 1§- <х айният исбот цилинсин.
I — 51п* а —  С084 а  81па а +  С052 а  —  5 1 п ' а  —  С08<«И с б о т.        > —

С08‘ а С05 а
8|па а (1 —  51п5 а) +  С05’  а (1 —  С083 а) 51п3 а-С083 а 4- СОЗ3 а б1п3а 

С051 а . С054 о
2 51ла а
С05а I

=  2 1 й 2 а .

,л  ........... ... ®1п (360° ■— а) (90° 4- а) с(£ (270° — а) , .
1 0 - м и с о л .  €05 (360° 4- а) 1е(180°4-<0 “  айният

и сбот қилинсин.
*1п (360° — а) |£ (90° 4-а) С1к (270° — а) —«1па(—с1йа)1еа

И С О О Т .  £05(360° 4- а) 18(180“ 4-а) “  С05а.|й а ^
£•£_£ .
С18 а '

11- м и с о л .
з1па (— 212°) со5 302’ 4- соз3 (— 148°)

51п (— 82°) соз (— 8°) +  5Ш 368а8Ш (— (72с) — з1п 58° 8 1п 148° =
-= С08 32" —  з1п32° ай н и ят исбот қилинсин .

. 5Ш Ч— 212°)-соз302° + со53(— 148°)и  с о о т. з1п 820) соз 80) + 8(п 368„ 5|п (_  ]720) _  з1п 58а 5(п ^  =
1— 5|П (180" + 32” ) 1’ С09 ( 270” + 32” ] + |со. (180” —  32")|»

“  «1п (50° — 8") соа 8” + 91Г (360” + 8 °) |— а1п (1Во” — 8” )| — 81п (90” — 32” ) 91п (180° — За^Г “
 ___________з1п3 32° з!п 32° + (— С08 32°)3_________

— со8 8°-со5 8° — з1п 8°*51п 8° — соз 32° -81п 32°
51пЗ 32“ — созз 32°

“  - (С053 8“ +  8 Ш3 8“) - 5Ш 32“ С08 32“ “
(соз 32° — 8111 32°) (со53 32“ + 5)п3 32° соз 32° + еШ3 32°)

I + 51п 32° С05 32° =
(со5 32° — з1п 32°)( I  + з1п 32° С09 32°) ' Ч9<3 _  0 9 0

=  1 + 5 Ш 32“ СОЗ 32“ С08 <52 81П

12- м и с о  л . 81П (а  +  3 0 °) —  81п (а  —  3 0 °) =  соз а айният ис-
б о т  қилинсин .

И  с б о т .  51п (а +  3 0 °) —  з1п (а —  3 0 °) =  81п а со8 30 +

+  СОЗ а в!п 3 0 ° —  ЗШ а соз 3 0 ° +  СОЗ а й1п 30 ° =  2 соз а =  С08 а.

_  81п (а + в) — 2 б1п а сст В . ,а .  „  -

13- м и с °  л . 281; а з ,пР,р +  соз(а + р) -  <8 (Р -  «) ай н и яг исбот
цилинсин.
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__ я1п а + я1п За + б1п 5 а , г, л_ 22- м и с о л . -  :--- 5— , ^  г~~ = а айният исбот қи-С08 а +  со8 3 а + С05 5 а 6 1
ЛИНСИН.

к!п а +  51 п 3 а + 81п 5 а (*1п а + я1л 5 а) + 51п 3 а\А л й  о  т _________________ _____  ____  _____________________ _____  __
' со8 а со8 3 а + соз 5а (со5 а + С05 5 а) + соз 3 а 

2 к1п 3 а со8 2 а + 51п 3 а   ( I  +  2 соз 2 а) в1п З а   в!пЗа
2 С05 3 а С05 2 а +  С05 3 а (2 сов 2 а + I ) С05 3 а сов 3 а

23- М  I  

Килинсин

=  1К 3 г.

сова — С05 3а +  С08ба — сов 7 а . _
23- МИС0Л- -5|па + $Ш~ЗсГ+ «~п~5 а~+ вГп ? Т  =  ^  « ЗИНИЯТ ИСбоТ

шл _  л _С05 а —  со5  3  а  +  с о в  5 а  —  со в  7 а
И  С 6 0 Т ' 51п а +  51п 3 а  +  51п 5 а +  51п 7 а

(со.ч а —  С05 7 а) +  (сов 5 а —  сов 3  а) 2 в(п 4а в (п  За— 2 в(п 4а 51п а
(в1п а +  5)п 7 а) +  (51гГ5 а +  51п 3 а) 2 ®1п 4а сов ( —  За)+2 51п 4асо5 а

в1п 3 а  —  в 1 п а   2 5 1 п а - с о 5 2 а  5 1 п а  .
" " с о в З а  +  с о в а  - 2 с о 5  2 а с о 5 а  * "  с о в а  *  *•

/ а  \» / а  \2
| С05 а  +  С05 у  1 +  I з !п  а  +  81п у )  ^

2 4- м ис о л .     =  айният
"  2  8Ш  у

исбот қилинсии.
/ « V  / " V| со! о -I- со* у  ) ■+• I »4п о +  *1п у  I

И С б  О Т. п
2 *1п у

/ а п «I \* /  о о о
|со«т у  — *1п’ у  +  со* у  ) +  ( 2 »1п у  со» у  . *1п -у  I

X-». ' ■ -  I - -  ■ —  ■ — -  м в
и

2 »1п у

/  ч о \* /  и \> п
12 соР  у  — I +  со* у  | +  (2  ео» у  (- I ) 51п’ у

а
2*1п у

^ 2 с о *  у  -1- | ] с о .  у  -  ± / г с о .  у  V 1 )

II
2 *!п у

I и ,\ *  а / а \ о / а \* а
12 со» у  V I) с о * | у —2 (2 с о *  у  +■ 1) с о г у  4-1 +  (2  со* у +  1) *1п»у

<1
2 !*1'1 у

I' 11 .\*  / а  о  1 /  а  \ а
(2  гг у  -4 1) (со*» 2 ♦ *1п* т у ) — 2 12со» у  4- Н со» у  +  1

II
2 51(1 ТГ
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^Зсов-у +  1 ^ 2 е о * - у  + I — 2 « * - ^  4-1 2^1-*-со»-у|

« и и2»1п-̂  2*1п-̂ -
п п

2 со*5 Т  со* - -̂

и и <1
2 Мп т  со* т  »|п т

. ас'8Т

а) Баъзи тригонометрик ифодаларни соддалаштириш, қий- 
матини ҳисоблаш.

£|п(а + й! — со$а*1гЙ25- м и с о л. — ;--  г~о =к|п (а — р) +  сов а х!п р 
&1п а С05 9 +С05 а з1п р — соз а я Iл р *1п а соз р .

** 81п а <;оз р — С08 а 81п р + со* а з1п р 81п а С08 р ”  * ‘

С05 65° со8 40° + 51п 65° 81п 40’’ со8 (65° — 40°)
М И С 0 Л. 8(п 37с. с05]2 = _ Соз 37°51п 12“ “  7ш (37° — 12°) ^

С0825° с("25°.
б1п 25°

27- м и с о л. 51п 22°-)-51п 50°соз 28°—со5 50с $1п 28° =  з1п 22°-Ь
+  51П {50° — 28°) = з1п 22° + з1п 22° = 2 з!п 22°.

28- м и с о л. соз (50 °+  а) соз (26 °+ а) — 81п (50° +  а) з!п (26 °+
(- а) =  соз (50° +  а +  26° +  а) =  соз (76° +  2 а).

29.м и с о л . с̂ = з ^ 1  -  ,£-̂ ^ -+ соз(-240 °).с1е 120°-
_  со8 (90 ° +  60 °) 1е (90° +  60 °) я!п (360° —  60°)
—  С08 (3 6 0 “ —  3 0 °)  1

+  соз (2 7 0 °-  30°) с1£ (180°—60°) =  +с1е6 0 °- (-з1п 60 °)-
_.7Г

2
_  1 _  1  ц— !_  ^  _  1 .1 ____= /3~-9

2 2 + 3  ^ 2 + 3  б '
пп  б!п 160° со8 70° — со8 230“ -51п 70° —  со5 235°-в1п 215°30- м и с о л . ------------- --------------------------

$Ш (9 0 °+ 7 0 °) С08 70°— 81п 70° сов (270°— 70с)— соз (18 0 °+ 55 °) 5<п (270°— 55°) 
“  18 55°-с18 (270° — 55 °) "

С08а 70" + 81п3 70° + соз 55° (— сов 55°) 1— С08555° _
в  1й55°-1е55° “  =°

« + Е - с„5"55-.»01- ■>.
со»-1 Ь-»'
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3. 1&2 + 1я (22-г-4 + 9) = 1 +  1§ (21-2 + 1) логарифмик тенг- 
лама ечилсин. (Жавоб. л:, = 2; хг = 4.)

аРВЛ)1 — — 1В '  __
4. х * = V 10 кўрсаткичли тенглама ечилсин.

(Жавоб. я, «= 10; хг = 0,1.)
5. ( ] — У * ~ 1 + 4.угх') ( У х   ̂ ифода соддалаш-

Ул + ) /\  1/ГУ
тирилсин. (Жавоб. 4л.)

6. (ба Н  -------— ----- —------  ифода соддалашти-
' а — 2 а +  2 I а* — 2д* + 8а — 10

рилсин ва а = — 2,5 қийматда ҳисоблансин. (жавоб — —  ^
V ‘ 36 ' }3 * _ в 1

7. (а+ Ьа : 1/а)а •(*  ̂ Н  ̂ 3 ифода содда-
V V • У а - У Ъ !

лаштирилснн.
8. 1ойз (Зх— 1)- 1о5а(Зг+’ — 3) = 6 логарифмик тенглама 

ечилсин. (Жавоб. х, = 1ой,28—3 ва х2 = !ое3 10.)
О

9. 1о2п 1о§а !о£а----- — 0 логарифмик тенглама ечилсин.

( Жавоб. х = -. ]

Ю. |̂ - +  ^ = 3Л) 6 у 15
5 , 2 = ^
х 5 ю система ечилсин. (Жавоб: х = 2; у — 3.)

11. х =  1 — У  1 — л|'/16+.*а иррацнонал тенгламз ечилсин.
(Жавоб. х = — 3.)

12. 12*+у+5 = 8, /Жавоб. х, = — х2 = 2,
{ 41хЧЗ»+4 _   ̂ V  ̂ 2

система ечилсин. у, = — —, у2 -  —4.|

13. \ 1оё12л:. (—!—  +1ов, у) = 1ов2*.
11о?2 ж • 1ой* (х -Ь У) — 3 Ю§я л: 

система ечилсин. (Жавоб. х = \ , у = 1 ва 12.)

Алгебрадан

14. 'Т *  +  у-2  V I
<х + у>-г” ' - ^ т  ( ж " ° б' " "  -  » '

1 25 \
У = Ъ)

в
система ечилсин.

15. 1оВ л х -  ' ° с»1 -1ос̂  ифоданинг айниятлиги исботлан- 
- 1°8-*-'«8**син.

400

www.ziyouz.com kutubxonasi



э
1 (а + 4 ?д 
4 \д — Ь) (д — Ьў ифода соддалашти-

| Ж  а в о б -
рилсин ва а — 1,2; Ь — 0,4 қийматларда ҳисоблансин.

17. (1 + 1об,а) 1одах • |о£ ьс — 10̂ ,, х • 1о§сх ■ Юввс тенглама 
ечилсин.

18, Геометрик прогрессия ташкил қилувчи туртта соннинг 
биринчисидан 2, иккинчисидан 1, учинчисидвн 7, тўртинчиси- 
дан 27 айирилса, ҳосил бўлган сонлар арифметик прогрессия 
ташкил қилади. Шу сонлар топилсин.

19. Кичик диагонали 7 сл, асосинингтомонлари 2]/'2см ва 
5 см, улар орасидаги бурчак эса 45 бўлган тўғри паралле- 
лепипеднинг ҳажми топилсин.

20. Тўғри призманинг асоси ромбдан иборат. Ромбнинг ўт- 
кир бурчаги «, кичик диагонали эса й га тенг бўлиб, приз- 
манинг кичик диагонали билан р бурчак ташкил ҳилади. 
Шу призманинг ҳажми топилсин.

21. Агар конуснинг ҳажмн 16 и см3 бўлиб, учидаги бурчаги 
60° бўлса, унинг тўла сирги топилсин.

22. Мунтазам уч бурчакли пирамида учидаги текис бур- 
чаги а, пирамида асосига ташҳи чизилган айлана узунлиги 
С га тенг. Шу пирамиданинг снрти топилсин.

23. Баландлиги к = 6 м, асос томони а — 8 см бўлган мун- 
тазам саккиз бурчакли призманинг тўла сирти ва ҳажми то- 
пклсин.

24. Тўғри призманинг асоси мунтазам учбурчакдан иборат 
бўлиб, асосга ички чизилган айлананинг радиуси г = 2 м, 
приэманинг баландлиги эса, айланага ташҳн чиэилган мунтазам 
олтибурчакнинг томонига тенг. Шу лризманинг тўла сирти ва 
ҳажми топилсин.

25. Асос томонлари 6 см ва 15 см бўлган тўғри тўртбур- 
чакдан иборат пирамидаиинг баландлиги асос диагоналлари- 
нинг кесишиш нуқтаси орҳали ўтади. Ён сирти 126 см2 га 
тенг. Шу пирамиданинг ҳажми топилсин.

26. Конуснинг ясовчиси 1 га тенг, у асос текислиги билан 
а бурчак ташкил қилади. Шу конусга ички чизилган шар ҳаж- 
ми топилсин.

(Ж  а в о б. 1; а с.)

(Ж а  воб. 7; 14; 28; 56.)

Г еометриядан

(Ж  а в о б. * соз8 а.)
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27. —ап а— • —  = с !е — айният исботлансин.
1+ соз 2а 1 — соа а . 2

28. С05 З я  “  з!п х = 1^3(соз х — з!п Здс) тригонометрик тенг- 
лама ечилсин.

29.   =• **"2" айният исботлансин.
а  а  4

С1Ч ~ 1Ч
30. (1 + соз4л) з1п2д: = соз22л тригонометриктеиглама ечилсин.
31. 1 — 51Л 3* =  $̂1п ^  — соз ^  тригонометрик тенглама 

ечилсин.
32. д1п х • созх • соз 2х • соз 8х = — з1п \2х тригонометрик

4
тенглама ечилсин.

33. с<е л: — (£х = с° 3 * '- айният исботлаисин.
— £1п 2х 
2

34. созЗлс —  8!пЗд: =  0 тригонометрик тенглама ечилснн.
35. (1 +  §1п .*)•<£ ^~ — =з йесд: — созл: тригонометрик

тенглама ечилсин.
36. 1 +  соз6д:= 32созях тригонометрик тенглама ечилснн.
|Ж  а « о б. х, —  (2 к +  I ) ± 1 * г е с о « ( - | - )  +  *«.|

, I * соа
Кўрсатм а: сов 6 *  = 4 созэ2 «: — Зсоз ва созвд: ■= (соз!д ) 3 — I --- ;---- )

лардан фсйдаланилса тенглама кулан ечнлади. ' >
37. з1п2х +  5<па 2д: = з<п23д: +  зш 24л: тригонометрик тенгла- 

ма ечилсин. ( ж * ВОб. ± 2-1±-‘ •«« .г- )
Кўрсатм а : Теигламанинг ҳар бир ҳадига а1пэа -  ̂ с ° 5 ~а формула

Зўлланилса, кулай ечилади. 2
38. I 5|п X +  5Ш у = 5Ш (х +  у)

11 ■* I + 1У I = 1 система ечилсин.
ОК а в 0 б. X ,-  -у . у, -  -!■: X , !■ : у, -  -£•; х, -  1. у, -  0; -г, — -  1. у, -  0; _г,-4).

. У( - I» У*™ ~ 1.)
Курсатм а : бнрничи тенгламанинг чап томонига 81иа + з1пр-

— 2 а1п * + Р со8 '  ва ўнг томонига а!па — 2 д1п • соз *- формулалари

<<ўлланилса кулай ечнлади.
И ао ҳ . Лекин, имтнҳонларда бундай кўрсатмалар берилмайди.
Куйида ёзма имтиҳонларда фойдаланилган мисол ва маса- 

лаларни ечимлари билан келтирамиз.
1 м а с а л а .  Тўғри призманинг асоси тўғри бурчакли уч- 

бурчак. унинг катети билан гипотенузасининг йиғиндиси т  га 
еа улар орасидаги бурчак а га тенг. Иккинчи катет ва унинг 
^аршисидаги приэманинг уч ё^ли бурчагининг учи орқали та«

Тригонометриядан
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кислнк ўтказнлган. Шу текислик билан призманинг асоси ора- 
сидаги бурчак ? га тенг. Призманинг ҳажми топилсин.

Ғ, чиш.  Масаланинг шартига кўра (328- раем):
£ АСВ = 90°, ^  АВС  = а; АВ + ВС = т  ва ^  ВЕВ, =

Г,■р

£ ВСВ , = Д В£В, = 3 {икки 
ёқли бурчакнинг чизицли бур- 
чаклари бўлгани учун).

ДЙСЙ, дан: Ь = ВВ, = Д/1ЙС дан: ВС = ЛВ соа*;
ЛВ = т  — ВС  = т —А В соъ а, бундан Ай -» г - —  —’ 1 1 + соя а „  а2 соз2 т

АС — АВ  з!п а = тз1 п  а
„  а 
2  соз’

т  81п -у
——  •» п \ц т ; 5,. ДАВС^

 ̂ ^  _? сП̂ ..1е  ̂ бўЛОДИ.

со§ ^
т

2 С09

— -С08а =  т 1й т
соза ■

2 СОЗ’ т:4
Демик, Г* _  . я1* си>а , а я с ю и  . _

, 5  . А - _  5- 18 -5-   5 - - 1 К З
со** • 2со»>

ва

т ш с<*»а18 т  |8р
Т ” о

С01* -у

ЭЙ» 4-Г1

а
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2-масала.  Тўғри лризманинг асоси, гипотенузаси с на 
уткир бурчаги а га тенг бўлган тўғри бурчакли учбурчакдан 
иборат. Призма пастки асосининг гипотенузасидан ва юқорн 
асосидаги тўғри бурчакнинг учидан ўткаэилган текислик 
приэма асос текислиги билан р бурчак ташкил цилади. Кеси- 
лиш натижасида ҳосил бўлган уч бурчакли пирамиданинг 
ҳажми топилсин.

Е ч и ш .  Масаланинг шартига кўра (329-расм): /^С = 90°, 
Д АВС  СЕС, =» р, АВ  = с берилган.

л̂ир. ~  ̂ л̂ир. ~ з" 5*-А; 5д = Д^ЕС^э^, к = СС,.

5Д = Д АВСЮ31, = -у АС-ВС, аммо у4С = с-з1по, ВС  =

= с ■ соэ а. У ҳолда: 5Д = 31п а соз а = 51п 2 а, ДСЕС, дан:
А = СС, = СЕ1§р, аммо Д СЕВ  дан: С Е=  ДС-31П« = ссоза- 
• 51П а = 51П 2 а. У ҳолда Л = ^  31п 2 а р.

Демак, 1/,шр = 51П 2 а ■ 81П 2 а 1§ р = ^51п22а1§р.
3- масала.  Учбурчакнинг томонлари арифметик прогрес- 

сня ташкил қилади. Учбурчакнинг периметри 24 га тенг. Уч- 
бурчакнинг юзи топилсин.

Е чи ш .  Томонлари а, Ь, с бўлган ихтиёрий учбурчак чиза- 
миз (309-расм). Масаланинг шартига кўра + а, Ь, с ёки 
— Ь,а, с ёки —с , Ь , а  арифметик прогрессияларни ёзиш мум- 
кин. Буларнинг биринчисидан: Ь — а = с — Ь ва берилганга 
кўра а + Ь + с = 24; булардан: Ь = 8. Шунга ўхшаш а = с = 8 
бўладн. Энди, Герон формуласига асосан:

8аАВС = \ 'р(р — а )(р  — Ь) (р -  с) = /24-3-(24— 8) =
= 24 1̂ 2 кв./б—к.

Ж  а в о б. 24 / 2  кв./б-к.
Мис олл ар .
1, !§ (л — 2) + 1§ (27 — х) < 2 теигсизлик ечилсин.
Е ч и ш .  (л: — 2) + 1&(27 — х) = 1£ (-* — 2) ■ (27 — л) ва 

2 =  1̂ 100. У ҳолда 1^(х — 2) (27— х) < 1̂  100, бундан 
(х — 2) (27 — х) < 100 ёки х1 — 29 х + 154 > 0. Энди бу ҳосил 
бўлган иккинчи даражали тўлиқ тенгсизликни ечамиз:

1 ог, , , с  л 29 ± /8 4 1 — 616 29 1  1.1л ■— 29 х + 154 = 0 дан лг| 2 = ----^ ------ = —п-
хл =,7 ва х2 = 22.

Аммо, дискриминанти Ь* — 4ос = 225 >0 ва а > 0  бўлгани 
учун, тенгсизликнинг ечими: х < х, = 7 ва х > х2 = 22 бўлади.
401
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2. соз (45° + я) + соз (45° — а) = п берилган. '
соз3 (45° +  <*) +  соз2 (45° ■— а) =  ?

Е  ч и ш. п2 = |соз (45° +  а) +  СОЗ (45° — а) ]2 =  соз2 (45° +  а) +  
+  соз2 (45° — а) +  2 соз (45° +  а) соз (45° — а ).
Бундан соз- (45° + а) + соз2 (45° — я) = п2 — 2сок (45° + а) ■ 
• соз (45° — а) »  п2 — 2 (соз 45° соз а — 51п 45° з!п а) (соз 45° соз а+ 
+ 31П 45° 5111 а) = п2 — (соза — з!п а) (соза + 31П а) = п2 — (С032а — 
— 51П2 а) =  п2 — соз 2 «.

3. соз4 х — соз2 х +  51п2 х ифоданинг энг катта қиймати то- 
пилсин.

Е  ч и ш.
соз4 х — соз2л: +  31П2 х=  (соз2л )2 — соз 2 х = -— —  соз 2л-= 

1 + 2 соз 2 х  4- сой2 2 х  — 4 со» 2 х  1 — 2 сок 2 х  + созг 2 х
” 4 4

*  (1 ~  7 - ^ У  =  1 ^ -  =  (31П Х ) \

Демак, жавоб: 51П (2к + 1) • бўлади (к ■= 0; 1; 2; . . .).

4.  [- —4— 1— т4— ]---1— == 7 берилган. 51п22а=-?а а 8П+а 1 со&2а г
Р  - 1 , Д  р 1 , 1 _ соз; а 51п- а .
, . Ч И Ш .   ̂ “  (̂ 2 а 1 с!£2а ' Я1П2а "'"соз^а 81п2 а ( соз2а

• . соб2 а + 81п5 а соз' а -1- 511Н а -I- соя2 а + я1п2 а
1 81п 2 а  С052 а  51п2 а  со я-а

4 (I + «1п2 а + со8< а) 
я1п2 2 а  ’

бундян: 51П22 а  = у  (1 + 51П4 а  + соз'а) бўляди.
_1_ 1_ _  !_

5. ^^ + б ^ ^ Э  * тенглама ечнлсип.
_ _1

Ғ.чиш. Тенгламанинг икки томопини 9 ' га бўлиб, қисқар- 
 1_ _   _  _1_

т )  " - 1 = 0 ,т и р с а к :  ( 4 )  +  ( 4 )  =  1 ё к и  [ ( т )  ]
_  '  ' 

бу эса, га нисбатан тўлиқ квадрат тепгламадир.
_|_

/2\ * _ _ 1 ± / Г Г 4  - \ ± / 5
V 3) “  2 ~  2 ’

_  1_

! ) (4) в  ~ 1 7 ■ бундач- 4- !е 4 = '5 (- — V *  ")» бУ
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мумкин эмас, чунки мусбат асосда, манфий соннинг логарифми 
бУлмайди.

'  . 2
/2\ л -1-ЦуТ - К

2) [ ! )  = --- 2 ~ '  б>'ндан х=в—/ ь - г
2

й. 512"1— 3,к<_1 =■ 31вх+1 — 5'8Г-1 тенглама ечилсин.
Е ч и ш .  5'г" - | . 3 1гл-  З ^ - З - ^ - б 18". бундан: |~5 ,е'  =

= 3,кг ёки (уУ*Ж = тр = ( | | 2, бундан 1§л = 2, х = 100.

7. 5|пе*,т + д;10̂  «= ю тенглама ечилсип.
Е ч и ш .  Тенгламанинг чап томонидагн иккинчи ҳадни ло- 

гарифмлаймиз:
1°?5(л:1"8*') == 1о£лх.!о£5л: = 1о£25л:. Шундай қилиб берилган

тенгламани 5,0Кв(;г + х'0̂  = 10 ёки л'иг,г + л:1ог°* =  10, ёки
2х|ог!<= Ю  кўринишда ёэа оламиз. х'0̂  = 5 нинг икки томо-
нини 5 асосда логарифмлаймиз. 1о§,(д:1пк' г) = 1о£* х=1 ёки

= 1, ёки 1о£5 х =  + 1; х, = 51 = 5; х2*= 5—1 = — .
5

• И зо ҳ . Келтирилган бу мисол на масалалар, Тошкент темир йўл нистн- 
тути, Тошкент қишлоқ хўжалигини ирригациялаш еа механизациилаш ин- 
женерлари институти, Тошкент политехника имститути ва Тошкент алоқа 
институтига 1964/65 ва 1967 ўқув йилидаги кириш ёяма имтиҳонида фой- 
даланилган билетларидан олииган. Булардан ечнлмаганларини ечиб куришни 
кнтобхонга тавсня қиламиз.

30- §. УЛЧО ВЛАР

1. Янги ў л ч о в  би р л и к л а р и  ҳақида  т у ш у н ч а  
Янги халқаро бирлик система (СИ) 1963 йилнинг 1 январи- 

дан‘бошлаб қўлланила бошланди. Бу бирликлардан, кўпроқ 
математикага тегишли бўлганларинигина бу ерда беришга 
ҳаракат қиламиз.

(СИ) системадаги асосий бирликлардан: узунлик учун — 
метр (.«), масса учун—килограмм (кг), вақт учун—секунд (сек) 
олинган.

Шу билан бнрга, узунлик учун— метрнинг ^  бўлаги — сан-
тнметр (см), 1 см = 0,01 м\ масса учун—килограммнинг
бўлаги—грамм (г), 1 г = 0,001 кг олинган.

Тезлик учун—сантиметр секунд (см/сек), 1 см/сек = Ю~3 
м ’сек; тезланиш учун—сантиметр секунд квадрат (см!сек3)
1 см^сек2 = Ю ~3 м\сек3\ юза (текис сатҳ) учун—сантиметр 
квадрат (с.«2), 1 см2 = 10—4 м2 олинган.
406
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Ҳажм учун—сантиметр куб (смъ), 1 см3 — 10“* м'\ зичлик 
учун—грамм сантиметр куб (г/см3), I г(см3 = Ю~3 кг(м* 
олинган.

Қуйилагн сўзлар: кило (к )— 1000 ни, гекто (г) — 100 ни, дека 
(да)~  10 ни, деаи (<Э) ^ ни, санти (с) ^  ни, милли (ж) ни 
англатади.

а) У з у н л и к ў л ч о в л а р и '
'Узунликнинг бирлик ўлчови м е т  р д и р.
Метр билан бир қаторда ундан катта ва кичик ўлчов бир- 

ликларн *ам бор.
Узунлик ўлчов жадвали:
1 кнлометр (км) = 10 гектометр (гм) = 1000 метр (м ).
1 гектометр (гм) = 10 декаметр (дкм) = 100 метр.
1 декаметр (дкм) =  10 метр.
1 метр (м) = 10 дениметр (дм) = 100 сантиметр (см).
I сантиметр (см) — 10 миллиметр (мм).
1 дюйм = 25,4 мм.
б) 10з ў л ч о п л а р н  
Квадрат ўлчов жадвали:
1 кв. км =  100 кв. гм 
1 кв. гм = 100 кв. дкм 
1 кв. <Эк.и = 100 кв. м — 1 ар

10000 кв. м = гектар, яъни (I
в) Ҳ а ж м  ў л ч о п л а р и  
Ҳ аж м  ўлчов жадвали:
1 куб км =  1000 куб гм 
1 куб гм = 1000 куб дкм 
I куб дкм — 1000 куб м 
1 куб м = 1000 куб дм 
1 куб дм = 1000 куб см 
1 куб см = 1000 куб мм 
1 гектолитр (гл) = 100 литр 
1 куб дециметр = 1 литр
г) О ғ и р л и к  ў л ч о в л а р и
Оғирликнинг ўлчов бирлиги — килограммдир. Килограмм 

билан бир қаторда ундан катта ва ундан кичик ўлчов бирлик- 
ларн .\ам бордир.

1 кг — 1 куб дециметр ҳажмдаги, Цельсий бўйича 4а 
иссиқликдаги тозаланган сўвнинг оғирлигига тенг.

1 Ўлчовларда, турмушда ва фапда кўп ишлатиладнган сонларгииа олнн- 
ди; масалан, 1 йил—365,25 сутка олиш ўрнига, 365 сутка олннган ва шунга 
ўдшашлар.

1 кв. м = 100 кв. дм 
1 кв. дм = 100 кв. см 
1 кв. см = 100 кв. мм 

га = 100 ар = <0 000 кв. м).
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Оғирлик ўлчови жадвали:
] кг = 1000 грамм 
1 г = 1000 миллиграмм 
1 ц = 100 кг 
1 т = 1000 кг 
1 пуд = 16 кг, 9 г
д) В а қ т  ў л ч о в л а р и
Ернинг қуёш атрофида бир марта айланиб чиқиш вақ- 

тига йил деб аталади.
Йил вақтнинг ўлчов бирлиги дейилада. Ернинг ўз ўқи 

атрофида бир марта айланиб чиқиш вақтига сутка дейи- 
лади

В а қ т  ўлчов жадвали:
(Оддий йил)
1 йил = 365 сутка 
1 сутка = 24 соат 
1 соат = 60 минут 
1 минут = 60 секунд
ж) М а ш к л а р.
1) 11, 2 км неча гектометр; неча декаметр; неча метр; 

неча сантиметр бўлади?
2) 235,25 кв. метр неча квадрат километр; неча кв. гм\ не- 

ча кв. дм\ неча кв. см бўлади?
з) 6,5 кўб км неча куб метр; неча куб гм\ неча кўб дм\ 

неча куб см бўлади?
4) 3961,24 кг неча тонна; неча центнер; неча грамм бўла- 

ди?
5) 3 йил неча кун, неча ой; неча сутка; неча соат; неча 

минут ва неча секунд бўлади?

31-§ МАТЕМАТИКА ФАНИ ҚАҚИДА ҚИСҚАЧА МАЪЛУМ ОТЛАР

Математика икки қисмга бўлинади: 1) элементар матема- 
тика ва 2) олий математика. Элементар ва олий математнка 
орасидаги чегара шартлидир. Элементар математикага: арифме- 
тика, элементар алгебра, элементар геометрня ва тригономет- 
риялар киради, яъни буларнинг ҳаммаси биргаликда — элемен- 
тар математика деб аталади. Алгебра икки қисмдан нборат; 
1) элементар алгебра ва 2) олий алгебра.

Геометрия ҳам асосан, икки қисмдан иборат: 1) элементар 
геометрия ва 2) олий геометрия деб аталувчи геометрия. Три- 
гонометрия ҳам икки қисмдан иборат: 1) тўғри чизиқли три- 
гонометрия ва 2) эгри чизиқли тригонометрия, яъни сферик 
тригонометрия деб аталувчи тригонометрия.
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32- §. ТАРИХИЙ МАЪЛУМОТЛАР

Ўрта Осиё халқлари жуда бой ва мазмундор маданият 
ҳамда фан тарихига, шу жумладан, математика тарихига эта- 
дир. IX — XV асрДарда математиканинг ривожланишида Ўрта 
Осиё ва Закавказье халқлари етакчи роль ўйнаган.

Ўрта Осиё математикаси ҳам астрономия, география, геоде- 
зиянинг эҳтиёжларидан келиб чиққан амалий ҳисоблаш маса- 
лаларини ҳал қилиш зарурлиги билан жипс боғланган ҳолда 
риножлангандир.

Ўрта Осиё олимларининг математика, астрономия ва шун- 
га ўхшаш фанларнннг ривожланишидаги ишлари Европага 
ҳараганда бир неча аср илгари вужудга келган.

Уларнинг математикани ривожлантиришдаги аҳамиятини 
англаш учун Ўрта Осиё олимларидан: ўэбек олими Аҳмад ал- 
Фарғоний; машҳур ўзбек математиги, астрономи, философи 
Мусо ал-Хоразмий; ал Беруний; Саид ал-Жаухари; Абдулла 
ал-Мервозий; Улуғбек; машҳур тожик философи, астрономи, 
буюк ҳакими ва математиги Абу Али ибн Сино; тожик клас- 
сик шоирн, астрономи ва математиги Умар Хайём; машҳур 
озарбайжон философи, астрономи ва математиги Насрнддин 
Тусий ва бошқаларнннг номларини эслаш кифоя қилади.

Машҳур ўзбек олнми Мусо ал-Хоразмий хоразмлик бўлиб, 
ўрта асрда (830 йилларда) яшаган. У ўзининг математика со- 
ҳасида ёзган классик асарлари билан фан тарихида алоҳида 
ўрин тутади.

Хоразмлик машҳур математик ла астроном, философ Абу 
Райҳон Беруний (973— 1048) математика ва астрономия фан- 
лари соҳасида, мамлакатимиз халқлари билан Ҳиндистон халқ- 
лари ораснда маданий алоқалар ўрнатишда катта хизмат қилди.

Ал-Беруний Ҳиндистонда 40 йил яшагап. У ҳинд ва сан- 
скрипт тилларини қупт билан ўргапди ҳинд олимларининг 
асарларнни араб тилнга таржима қилди ва ҳинд халқларига 
ўз билимларини ўргатди.

Ўрта асрнинг машҳур донишманди, тожик халқипинг классик 
шоири Умар Хайём (1040— 1123) математика ва астрономия 
соҳасида ажойиб асарлар яратган. Умар Хайём алгебра соҳаси- 
да бир қанча янгиликлар ижод этди. У математика тарихида 
биринчи бўлиб учинчи даражали тенгламаларни геометрик 
усул билан ечиш методларнни бердн. Унинг алгебра соҳаси- 
дагн ишлари ўрта аср математикасинииг энг юксак чўққиси 
ҳнсобланади. Хайём 1069 — 71 йилларда „Алжабр ва ал-Му- 
қопала масалаларининг исботлари ҳақнда“ номли асар ёздн. 
Хайёмнинг „Евклиднинг қийин постулптларига комментарня- 
лар“ номли асари Б. А. Розенфельд гомонидап 1953 йнлда 
биринчи марта рус тилига таржима кнлнндн.

X асрда яшаган тожнк астрономи Абул Вафо, синус ва ко-
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сннус чизиқлари қаторига тенгенс, котангенс, секанс аа но- 
секанс чизиқларини ҳам киритган. (Синус ва косинус чизиқ- 
лари X асргача ҳиндлар томонидан киритилган.)

Тригонометрия Ўрта Оснё олимларининг асарларида мус- 
тақил илмий фан шаклини олган; бунда тригонометрнк функ- 
цияларни текшириш воситаси сифатида фақат геометрик 
ясашларгагнна эмас, балки тригонометрик функциялар ораси- 
даги алгебраик муносабатлар ҳам ншлатилган. Самарқандда 
яшаган (XV аср) машҳур астроном Улугбек раҳбарлигида, 
унинг обсерваториясида тригонометрия жадвалларини тузиш- 
нинг ғоят аниқ усуллари ишлаб чиқилган. Ўрта Осиё матема- 
тикаси бир қанча энг муҳнм кашфиётларни Ғарбий Ғ.вропа 
фанига қараганда анча олдин берган.

Масалан, Насриддин Тусий (XIII аср) тригонометрияни Ев- 
ропада тригонометрняга асос солувчи немис олими Региомон- 
танга қараганда 200 йил олдин мустақил фан сифатида ривож- 
лантирган, бином кўрсаткичи ҳар қандай бутун мусбат сон 
бўлгандаги формулани, сонлардан ҳар қандай даражали илдиз 
чиқариш ва ҳоказоларни ҳам берган.

Кейинчалнк, яъни XVI асрлардан бошлаб рус олимлари 
математиканинг кўпгина соҳаларини ривожлантиришда етакчи 
ўриннн эгаллаб келди ва келмоқда. Бу фикрни асослвш учун 
рус олнмларидан Эйлер, Лобэчевский, Остроградский, Чеби- 
шев. Ляпунов ва бошқаларнннг номларнни эслаш кифояднр. 
Француз математигн Лаплас „Эйлер асарларини ўқинг, у ҳам- 
мамнзнннг ўқитувчимиз* деб айтган эдн. Бу сўэларда Эйлер- 
га яқнн эамондош математнкларнинг ҳурмати иэҳор қклинган. 
Ҳозир Эйлернинг 865 га илмий асари маълум. Математика та 
рихида энг ҳурматли ўринлардан бири академик М. В. Остро- 
градскийга тегишлидир. Унинг шуҳратн шунчялик улуғ эднки, 
ўша давр ёшлари олнй ўқув юртларига ўқишга жўнаб кета 
ётганларида дўстларн ва қариндошлари, Остроградскийдек бў- 
лингиз, деб айтишар эднлар.

Ляпунов ва Чебишевлар фанлар тарихида ва рус ма 
даниятининг ўсишида ўчмас из қолдирднлар.

Сонларни ҳарфлар билан белгилашни дастлаб 1591 йилда 
француз математиги Виет киритган.

Кейинчалик ҳарфлар билан белгилашни кенг равишда қўл- 
лаган олим машҳур француз философи ва математиги Рене 
Декарт (1596— 1650) бўлди.

Ҳозирги вақтда алгебрада қўлланиладиган ишора ва белги 
лар турли вақтларда турли математиклар томонидан киритил 
ган.

ЛАасалан, қўшиш ва айириш и-шоралари я-) “ ва , —“ 1489 
йилда немис математиги Видман томонидан киритилган.

Тенгликнн кўрсатиш учун инглиз алгебрачиси Рекорд то- 
монидан „ = “ ишора 1557 йилда кирктилган. Инглиэ матема-
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тиги Херриот > ва < ишораларни ва кўпайтирнш ишораси 
қилиб нуцта .•* ни киритган (1631 йил). Мемис математигн 
Лейбниц илгари чизиқ билан ншораланадиган бўлиш ишораси 
ўрннга. : “ ни киритди (1694 йлл). ( ); | | на ( ) қавслар бирин- 
чи марта фламанд математиги Жирар асарларида учрайди 
(1629 йнл).

Алгебранк символиканинг ҳозирги шаклн фақат XVIII аср- 
нинг охирларида қатъин равишда ўрнашган деб ҳисоблаш 
му мкин.

Ҳннд математиги Бхаскара (XII аср) манфий соининг дара- 
жасидан фойдаланган. Унинг .Системалар тожи“ номли аса- 
рида бундай дейилади:

Мусбат ва манфий соннипг квадрати мусбат.сонни беради. 
Масалан, (+ 7)г=-г49.

XVII асрдан бошлаб манфий сонлар математнкага мустаҳ- 
кам кнриб олди ва амалда қўлланилиб кетди.

1 дан 60 гача бўлган сонлар квадратларининг жадвали бун- 
дан тахмипан тўрт минг йилча олдин тузилган. Хитойларнинг 
эрамиздан нлгарн II асрда яна ҳам қадимийроқ манбалардан 
олиб ёэнлган математика қўл ёзмаларида квадрат илдизлар чи- 
қариш усулининг таърифи бор.

Ҳимдлар ҳам эрамизнннг IV — V асрларидаёқ сонлардан 
квадрат илдиз чнқаришнн билГанлар. XII аср ҳинд математиги 
Бхаскара мусбат соннннг иккнта — мусбат ва манфий квадрат 
илдчзи борлнгипи ҳамда мапфий сондан квадрат илдиз чиқа- 
риш мумкнн эмаслнгини қайд қилган.

Квадрат тенгламаларнн ечишда квалраг илдиз чиқариш 
машҳур ўзбек математиги ал-Хоразмийнинг аеарида ҳам уч- 
райди.

Трнгонеметрия ҳам бошқа фанлар сннгари, инсониятнинг 
ама-лий фаолияти эҳтиёжларндан келнб чнққан. Тригономе- 
трияга асос солунчилардан бирн эрамиздан олдинги II асрда 
яшагап грек астрономи Гиппарх ҳисобланади. Тригонометрия- 
нинг рмвожланишига эрадлуэшшг V — XII асрларида ҳияд мя- 
тематикаси на XIII асрда Ўрта Оснё математикаси муҳнм ҳис- 
са қўшган. Ҳиндлар „Сипуслэр" жадвалиии тузганлар.

Ғарбий Европада тригонометриядан биринчи илмий асарляр 
XV асрда чиққан. Алгебраик символларнинг рнвожланиши 
трнгонометрнк муносабатларни формуля кўринишнда ёзишга 
имкон берган. Манфнй сонлар назариясини татбиқ қилиш ту- 
файли тригонометрик чиэиқлар ҳ̂ақидаги тушунчани исталган 
бурчакларга жорий қилиш мумкин бўлади.

Тригонометрнянинг бундан кейинги ривожланнши рус фан- 
лар академиясининг аъзоси буюк Л. Эйлер (1707 — 1783) но- 
мн бнлан боғлянгзн. Ҳознргн замонда тригономегрик фуик- 
цияларга сон аргумептли функцнялар сифатида қпраш кўп 
жиҳатдан фиэика, мехаиика фанларининг ҳамдв техннканинг
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риножланишидан келиб чиққандир. Ҳозирги замонда тригоно- 
метрик функцияларнинг хоссаларини ўрганиш алоҳида аҳа- 
миятга эгадир. Табиат ҳодисаларининг қонунларини ўрганнш 
ва бу қонунлардан кишиларнииг амалий фаолиятида фойдала- 
ниш учун эарур бўлган ҳозирги замон математик аппаратида бу 
функцияларнннг аҳамияти айниқса муҳимдир.

Шубҳасиз, бизнинг мамлакатимиздаги илмий фаолиятнинг 
характерига Улуғ Октябрь социалистик революцияси ҳал қи- 
лувчи таъсир кўрсатди.

Мамлакатни индустрлаштириш вя коммунистик қурилиш 
мустақил равишда илмий текшириш ишларини олиб боришга 
қобил бўлган ҳамда ўсиб борувчи саноатимизга, транспорти- 
миэга ва қишлоқ хўжалигимизга актив ёрдам бера оладиган 
жуда кўп олий малакали математикларни талаб қилди ва қи- 
лади.

Совет фани халққа хизмат қилишда ва мамлакатимизда 
коммунизм қуришда етакчилик ролнни эгалладн ва эгаллайди.
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