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O’quv-uslubiy go’llanmada ko’p argumentli funksiyalar limitlarini hisoblash.
ko’p o’zgaruvchili funksiyaning uzluksizligi, ko’p o’zgaruvchili funksiyaning
xususiy hosilalari va differensiallari, ko'p o'zgaruvchili funksiyaning yuqori tartibli
xususiy hosilalari va differensiallari, ko’p o'zgaruvchili murakkab va oshkormas
funksiyalarni differensiallash, ko’p o’zgaruvchili funksiyaning ekstremumlari. Sonli
qatorlar, musbat xadli qatorlar, ixtiyoriy ishorali qatorlar va ulamning
yaqinlashuvchiligi, funksional ketma-ketliklar va qatorlar, darajali qator, uning
yaqinlashish radiusi va intervali, Teylor qatori, funksiyalarni darajali qatorlarga
yoyish, funksiyalarni furye (trigonometrik) qatoriga yoyish, furye integrali,
o’zgaruvchilari ajraladigan birinchi tartibli differensial tenglamalar, Koshi masalasi,
differensial tenglamaning turlari va yechish usullari, to’liq differensial teglama, Klero
va Lagranj teglamalari, yuqori tartibli differensial tenglamalar, Koshi masalasi,
tartibi pasayadigan differensial tenglamalar, bir jinsli bo’lgan chizigli differensial
tenglamalar, bir jinsli bo’lmagan chiziqli differensial tenglamalar, differensial
tenglamalar sistemasi, operasion hisob, asl va tasvir funksiya, asllar o’ramasi,
operasion usullarini differensial tenglamalar va ulaming sistemalarini yechishga
tathiq etish, ikki Karrali integrallami hisoblash, uch karrali integrallarni hisoblash,
karrali integrallarda o’zgaruvchilari almashtirish, qutb, silindrik va sferik koordinat
sistemalariga o’tish usuli, birinchi va ikkinchi tur egri chiziqli integrallar, birincni va
ikkinchi tur sirt integrallari mavzularni keltirilgan. Har bir mavzuda tegishli ta’riflar
tushunchalar va tasdiglar hamda mavzuni o’zlashtirish uchun misollar keltirilgan,
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1- amaliy mashg’ulot. :
KO’P ARGUMENTLI FUNKSIYALAR LIMITLARINI HISOBLASH. KO'p
O’ZGARUVCHILI FUNKSIYANING UZLUKSIZLIGI

1. Ko’p o’zgaruvchili funksiyaning limiti. »= f(M) funksiya {M}c gm
to'plamda berilgan bo’lib, 4(a,,a,..,a,) nuqta {AM} to’plamning limit nuqtasj
bo’lsin.

1- ta’rif (Geyne ta’rifi). Agar {M} to’plamning nuqtalaridan tuzilgan va 4
ga intiluvchi har qanday {M,} (M, = 4,n=12.) ketma-ketlik olinganda ham,
funksiyaning unga mos kelgan {/(M,)} qiymatlari ketma-ketligi hamma vaqt, yagona
B (chekli yoki cheksiz) limitga intilsa, shu B ga f(M) funksivaning 4 nuqtadagi
(voki M — A dagi) limiti deyiladi va u

lim f(M)=B yoki lim f(x,x,,..x,)=8 yoki M — A da f(M)—> B )

M=A X ~*ay
3 —ba,

kabi belgilanadi.

2.-ta’rif (Koshi ta’rifi). Agar ve>0 son uchun, 35 >0 bo’lib, 0< p(M; 4)<&
tengsizliklarni ganoatlantiruvchi barcha M e {M} nugtalarda

|f ?:lm_Am

tengsizlik bajarilsa, shu B songa f(x) funksiyaning A nuqtadagi (M — A dagi)
limiti deyiladi.

u=f(M) funksiya {M}c R"™ to’plamda aniklangan bo’lib, = esa, {M}
to’plamning limit nuqtasi bo’lsin.

3- ta'rif (Geyne ta’rifi). Agar {M) to'plamning nuqtalaridan tuzilgan har
qanday {M,} ketma-ketlik uchun M —» da funksiyaning unga mos kelgan {£(M,)}
qiymatlari ketma-ketligi hamma vaqt yagona B songa intilsa, shu B songa f(M)
funksiyaning M — « dagi limiti deyiladi va lim f(M)= B kabi belgilanadi.

Mon
4-ta’rif. Agar V>0 son uchun, shunday 3£ >0 bo’lib, p(M,0)> £ tengsizlikni
qanoatlantiruvchi barcha Af € {A} nuqtalarda |f(M)- B|< ¢ tengsizlik bajarilsa, & son
S(M) funksiyaning M > dagi limiti deyiladi va Jlim 1 (M)=8B yoki
lim f(x,x,,...,x, )= B kabi belgilanadi.

x—se

Y

5-ta’rif (Koshi ta’rifi). Agar v&>0 son uchun 35>0 bo’lib, 0< p(M,4)<8
tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha M e{M} nuqtalarda
M) > (f(M)> & f(M)<~¢) bo’lsa, f(M) funksiyaning A nugtadagi (M — A
dagi) limiti +« (-w») deyiladi.

Biz yukorida u = f(M)= f(x.%,,..,x,) funksiyaning 4= 4(a, a,....a,) nuqtadagi
limiti lim f(M)=B yoki lim f(x,x,..x,)=8 bilan tanishdik.

M=A X ~ay
xy-vay

Demak, m::wmmwmzm:m :.BE. uning argumentlari x,,x,,...x, larning bir yo'la,
mos ravishda, a,,d,,....a, sonlarga intilgandagi limitidan iborat ekan. Biz bundan

buyon, bu limitni, karrali limit deb ataymiz. o o

Ko’p o’zgaruvchili funksiyalargagina xos bo’lgan, boshqa xo._._:_w:a»m._. limit
tushunchasini kiritamiz. u=f(M)=f(x,%..%,) funksiya {M}cR" to v_wam_w
berilgan bo'lib, 4= A(a,a,,..a,) nuqta- {M} to’plamning limit nuqtasi bo’lsin.
Berilgan funksiyaning x, = a, (qolgan barcha argumentlarini tayinlab) dagi _:.s_:
lim f(x,,x;,...,%,) ni karaylik, bu limit x,,%;,..., X, o’zgaruvchilarga bog’liq bo’ladi:
X

lim £ (2 Xgren X ) = @ (%2, %5100 %, ) -
b |

Endi ¢,(x,,...x,) funksiyaning x, —a, (qolgan barcha argumentlarni belgilab)
lim @,(x,,%,,.»%,) limit x,,x,,..x, 0'zgaruvchilarga

x;~4ay

dagi limitini garaymiz, bu
bog’lik bo’ladi: ._..ﬁ. O (%30 Xy se0s X ) = B3 (%30 XX, ) -
Xuddi shunday, birin ketin, x, —a, x, —a,,..x, >a, da limitga o’tib,
lim lim ...lim f(x,%,,.,x,) ni hosil qilamizBu limitga (s Xy X))
KWy Xy |y Xyvey . X
funksiyaning takroriy limiti deyiladi. : )
Xuddi shunday, f(x,x,,..x,) funksiyaning x,x,,..a, argumentlari, mos
.,a, larga intilgandagi lim ... lim f(x,x,,....x,) takroriy limitni ham

n‘ l'ﬁs. ha A‘J

ravishda, 4,,a,,.

qarash mumkin, ) :
Ravshanki, f(x,,x,,..,x,) funksiyaning x,x,,...x, argumentlari, mos ravishda,

a,,a,,...a, sonlarga, turli tartibda intilganda, funksiyaning turli takroriy limitlari

hosil bo’ladi. ! P
1.2. Uzluksiz funksiyaning ta’riflari. « = f(M) funksiya {M}c x to’plamda
berilgan bo’lib, 4= 4(a,,a;,..,a,) nuqta {M} to’plamning limit nuqtasi va Ae{M}
bo’lsin. . . .
6-ta’rif. Agar M — A da u = f(M) funksiyaning limiti mavjud bo’lib,
lim 7(M)= 7(4) yoki lim f(x,,x;.....,)= f(@,a,.a.)

bo’lsa, u holda f(a) funksiya 4 nugtada uzluksiz deb ataladi, 4= lim M bo’lgani

M4

uchun, funksiyaning uzluksizlik shartini,
lim f(M)= \GH M) (20.1)

MA

ko’rinishda ham yozish mumkin. . : .
(M} to’plamning funksiya uzluksizligi shartini qanoatlantirmaydigan nuqtalari
funksiyaning uzilish nugtalari deyiladi.




7-ta’rif (Geyne ta’rifi). Agar {(M}cRg" to’plamning nuqtalaridan Euzmg.
Ae (M} gaintiluvchi har qanday (M, } ketma-ketlik olinganda ham, unga mos kelgan

{/(M,)) ketma-ketlik, hamma vaqt 7(4) ga teng bo’lsa, (M) funksiya 4 nugrada
uzluksiz deb ataladi.

8-ta’rif. (Koshi ta’rifi). Agar vs>o0son uchun, shunday & >0 topilsaki,
p(M, 4) <5 tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha A e {M} nuqtalarda,

| /M)~ f(4)|<e&
tengsizlik bajarilsa, f(A) funksiya 4 nuqiada uzluksiz deb ataladi.
Agar f(M) funksiya () to’plamning har bir nuqtasida uzluksiz bo’lsa, u
holda f(M) funksiya (M) to'plamda uzluksiz deyiladi.

2
1-misol. Ushbu \?:&u%w funksiya, (x,y) nugta (0,0) nugtaga
x'+y

intilganda, limitga ega emasligini ko’rsating.

Yechilishi. Ravshanki, y=kx?, x#0 chiziq bo'ylab o’zgarmas giymat qabul
qilinedi, ya'ni [£(x, ;AI&FW _2x(?) 2 Demak,

x‘+y? "|a.+¢ﬁuv~ 1+
2 g ) 2k
,_.ﬁ_. R_.ﬁ_.p..;__rﬁa.a Uy A TR

Bu limit y =k’ chiziq bo’ylab intilish yo'liga bog'liq ravishda o’zgaradi. Agar (x,y)
nuqta (0,0) nuqtaga y = x’ parabola bo’ylab intilsa, ya'ni & =1 bo’lsa, limit 1ga teng
bo’ladi. Agar (x,y) nuqta (0,0) nuqtaga Ox 0’q bo’ylab intilsa, ya'ni k=0 bo’lsa,
limit 0 ga teng bo’ladi. Bu esa, yuqoridagi ikki yo'l qoidasiga binoan, f(x,y)
funksiya, (x,y) nuqta (0,0) nuqtaga intilganda, limitga ega emasligini anglatadi.

E k,» +h.u z0
2-misol. Quyidagi f(x,y)={x*+y*’ ]
0, x*+y'=0
funksiyani O(0, 0), A(1,-1) nugqtalarda har bir o’zgaruvchi bo’yicha xususiy va ikkala
o’zgaruvchi bo’yicha birgalikda uzluksizlikka tekshiring.
Yechilishi. Funksiyaningo(0, 0). 4(1,-1)  nuqtalarda har bir o’zgaruvchi

bo’yicha xususiy uzluksizligini ko’rsatamiz: y # 0 va x — xg # 0 bo’lsa,

A h A L
lim f(x, y)= 1l EHEH
bl lm o s S Lt

y=0va x— x; # 0 bo’lsa,

x40

=limx* = x} = f(x,,0),

lim £(x,0) = lim

xebzy on X2 40 x

y=0 va x - 0 bo’lsa,

) . x'+0
_.mﬂ\n.a.ovn _._.ﬁa~ 70

=limx* =0= /(0,0),

x#0va y— y, #0 bo’lsa,

a.+¥.|k.+.¥”

F—H.\?L.vu __.:“..«u +\<~ Tt +u._w H\Ak.kcv.
x=0va y— y, #0 bo’lsa,
. . 0+y 2
= =y, = f(0,
lim /(0,y)= lim oyt =Y 70,5,)
x=0va y—>0bo’lsa,
. . 0+y' .,
)= =limy*=0=£(0,0
liny f0.y)=limg s =limy' =0=1(0,0)

Ravshanki, yuqoridagidek, funksiya A(1,-1) nuqtada har bir o’zgaruvchi
bo’yicha xususiy uzluksiz ekanligini ko’rsatish qiyin emas.

Berilgan funksiyaning 0(0, 0), 4(1,-1) nuqtalarda ikkala o’zgaruvchi bo’yicha
ham bir yo'la uzluksiz ekanligini ko’rsatamiz. Agar o’zgaruvchilar, x= pcosp,
y = psing deyilsa,

lim f(x,y)= _wﬁ\ﬁbcome. psing)=lim b..Ano% @+sin? svn 0,

-0
0
x4yt 1))
. )= —pepebe HJH_H —pl_
lim f(x, y)= lim 4yt P (=1) o
yoaet  aa

bo’ladi. Bundan, berilgan funksiyaning O(0, 0), 4(1,~1) nuqtalarda ikkala o’zgaruvchi
bo’yicha ham bir yo’la uzluksiz ekanligi kelib chigadi.

Mustaqil yechish uchun misollar

Quyidagi limitlarni hisoblang:

vl

1.1. lim e” cosx. 1.2. lim—=—2_

=yt gy
—x
y-in2 y=l

~



sin xy

1.3. lim Injx + y+ 2| 1.4. lim

—l r0 X

——

1.6. :Scfd\uv :5

x=0

y—+0 y—+3
. ¢ + by +
1.7. :BJE'... 1.8. __=.M|\<.
ety S ET
4 Apprh . i
1.9. __3u|u|v_l_ 1.10. :.:?%v.vA )
e+l e

LIL lime + )"
y-ol)

1.12. Ushbu lim f(x, y)ni hisoblang, bunda

0
y—el

'y .
—— x"y # 0 bo'lganda,
Slxy)=4{J1+xy -1
2, x'y =0 bo'lganda.

Quyidagi karrali limitlarni hisoblang.

= .
113, g Yy -1 114, lim 50G2)

x-»0 ’ d of._2 »
e R =0+ )

e
1.16. lim———-.
”_I.MN.+&.
) 2
1.17. __.HA_.T« y v. " 1.18. lim AAW+\<.VN.
y-0 y—e X+ Yy

119, tim (x + y*)sin—

Yy

k.fv\

_Nchrc: _._u__\? E__B_E_:_moc_p:m,vcsum

ku +N.4.<|u.tu
7130 E e R el

4/3 , x=y bo'lganda.

Quyidagi karrali limitlarming mavjud emasligini isbotlang.

En
1.25. Ushbu f(x,y)={x" +»*
0, (x,¥)=(0,0) bo'lganda.

(x,y)#(0,0) bo'lganda,

funksiyaning (0, 0) nuqtada karrali limiti mavjud emasligini ko’rsating.
1.26. Ushbu

m—.v i
.\.A\«:‘vﬂ H+.«.

| x+y=0 bo'lganda

.:
w , x+y#0 bo'lganda,

funksiyaning x -, y -« dagi karrali limiti mavjud emasligini isbotlang.

Quyidagi lim lim f(x,y) va lim lim f(x,y) takroriy limitlarni hisoblang.

xox” yuy’ y+y’ x-ax

1.27. \?L\le ryty , x°=0, y°=0. 1.28.
.Q+v~

m:._? + Vw o 0

= 5 HO. =0.
f(x.y) s o y

1.29. \Axrtvunswlnwwv.. x*=0, y°=0.
x*+y

1.30. \Ak.%vln . 8 , x°=w, y' =,
2 +y*’

1315 .\AN\—\VI x° =, y =0.

1+x”

1.32. f(x,y)=sin ~x+ 5

1.33. f(x,y)= li *=0, y’ =,

_+Q

0

1.34. f(x,y)=log,(x+y), x'=1 y"=0.

sin3x+1g2y xy o
1.35. = 4 , x =0,y =0,
35. f(x,) =5 “itn y




Quyidagi berilgan funksiyalarning (x°, »°) nuqtada karrali va takroriy limitlarj

mavjudmi?

2

136, f(xy)=2"2, x*=0,5"=0.

X +y
1.37. f(x.y)=log (x+y), x°=1 »"=0.

138, f(xy)="21"0F 0=, y° =0
x+y

Quyidagi funksiyalarning uzilish nuqtalarini toping.

1.39. =n||_|l.. 1.40. :n}.
e x*+y
—.&_.:u_:ﬁolxuuv_uv 142, u=—2—.
x+y
1.43. u =sin>. 1.44. u=sin =
D xy

Mustagqil yechish uchun misollarning javoblari

1.1. -2. 1.2. 05. 1.3.1. 1.4. a. 1.5. 2.1.6. ¢.1.7. 0. 1.8. 0. 1.9. 0.1.10.
0.1.11. 0 1.12. 2. 1.13. 0.1.14. 0. 1.15. 0.1.16. 0. 1.17. 1. 1.18. 0. 1.19.

L1200 4127 101,128 L. 1.29. Lva-L 130, ova 1.1.31. Lva 1.
3 2 3 2 2 2
132. Ova 1.1.33. O va 1.1.34. 1va . 1.35. w,a lw._.&. Karrali limit

mavjud emas, limlim f(x,y)=-1 va limlim f(x,y)=1. 1.37. Karrali limit mavjud

z=20 y-20 y-+0 x-+0

emas, limlim f(x,y)=1 va  limlimf(x,y)=o. 1.38. 1limf(x,y)=limlim /(x,y)

x-ol y0 ysl sl ) w0 yool)
y=s0

=limlim f(x,y)=1.1.39. 0(0,0). 1.40. 0(0;0). 1.41. x’+)* =9~ aylananing hamma

v=ol) x-40
nugtalari. 1.42. x+y=0chizigning hamma nugtalari. 1.42. y=0 to’g’ri chizigning
hamma nuqtalari. 1.43.  Koordinata o’qlarining hamma nuqtalari.
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2- amaliy mashg’ulot.
KO’P O’ZGARUVCHILI FUNKSIYANING XUSUSIY
HOSILALARI VA DIFFERENSIALLARI

2.1, Ko’p o’zgaruvchili funksiyaning xususiy hosilalari.
u=f(M)= f(x,x,,..x,) funksiya ochiq {M} ({M}cR") to’plamda aniglangan
bo’lsin. Bu to’plamdan M(x,,x,,..x,) nuqtani olamiz va funksiyaning x,
argumentiga Ax, orttirma beramiz (qolgan argumentlarini o'zgarmas, deb
hisoblaymiz). Natijada, funksiya ham A_u orttirma oladi. Ushbu

A u N T, %50 X0 X, +Px..a?_.:;x:vl\?._.b ) 2.1

Ax, Ax, Loy’
nisbatni qaraymiz, bunda M(x,.x,,..., %, %, +Ax,, X, ;... X, ) € (M}.

1-ta’rif. Agar Ax, -0 da (2.1) nisbatning limiti mavjud va chekli bo’lsa, bu
limit f(x,x,,.,x,) funksiyaning M(x,x,,.,x,) nuqtadagi x, argumenti bo’yicha
xususiy hosilasi deyiladi va

Floipoxa) o U\ fo G Xpntn) /o

a.wu.‘. . @Hk
kabi belgilarning biri orqali yoziladi. Ta'rifga ko’ra,
ou . Au
= lim —
@R. An-0 Ax,

ko’rinishda yozish mumkin.

2.2.Ko’p o’zgaruvchili funksiyaning differensiali. u= f(¥) funksiya {M} (
(M}c R™) to'plamda berilgan bo’lib, bu funksiya M(x,x,,..x,)e{M} nuqtada
differensiallanuvchi bo’lsin. U holda » = f(M) funksiyaning Auto’liq orttirmasi
uchun

Au= AAx +..+ A4, A, +a)Ax, +..+a,Ax,

formula o’rinli.

21.3-ta’rif. u= f(M) funksiya Au orttirmasining Ax,,Ax,,..Ax, larga nisbatan
chizigli bosh qismi, u=f(M) funksiyaning M nuqtadagi differensiali (to'liq
differensiali) deb ataladi va y, du, df yoki df(x, x,...,x,) kabi belgilanadi.

Demak,

du=df =df(x,,%,,...,%,)= AAx, + A,Ax, +...+ A Ax,, (2.2)

l-teorema. Agar u=s(M) funksiya M,(x’,..x%) nuqtaning biror atrofida
barcha argumentlari bo’yicha xususiy hosilalarga ega bo’lib, bu hosilalar A, nuqtada
uzluksiz bo’lsa, u holda, berilgan funksiya M, nuqtada differensiallanuvchi bo’ladi.

|-teoremani e’tiborga olsak, u holda, (2.2) funksiya differensiali ni quyidagi,

§HM_ME_+MEZ;.+M“E, 2.3)
ko’rinishda ham yozish mumkin. x, (i=12,.,m) o’zgaruvchining differensialini dx,
(i=12...,m) deb, ixtiyoriy (x,,x,....x,) larga bog’lig bo’lmagan son tushuniladi. Bu
sonni, bundan keyin, Ax, (i= 1,2,...,m) ga teng deb olishga kelishib olamiz, ya'ni dx,=

Ax, (i=12,..,m). Bu kelishuvni €’tiborga olsak, (2.3) ni quyidagi,




5. &+,m=&+ L. (2.4) ,
Q ox,,

ko’rinishda yozish mumkin, Am.é ga ko’p o’zgaruvchili funksiyaning to'liq
differensialini topish formulasi deyiladi.

1-misol. f(x,y,z)=arctg(xyz) funksiyaning f(x,y,z), \mAk. ¥,z) va f!(xy, z)
xususiy hosilalarini toping.

Yechilishi. Ushbu (arctgu) =

J(x, y,z) xususiy hosilalarni SvamN

AW I
1+ (nz)

L y,2)=

S (x,,2) = (arctg(xz)), =

xy

Flleyz)=—2 S

_Ldv

Mustaqil yechish uchun misollar

Quyidagi funksiyalarning xususiy hosilalarini toping.

22, u=Xx22)

2.1, u=x*+y* +3x'y". -

b 4
2.3. :um§+ww. 2.4. u=sin(xy+yz)
2.5. u=1g(x+y)e’. 2.6. u =sin>=-cos .
y g
2.7. u=e*(cosy+xsiny) 28. u=x".
g | .
2.9. ﬁTu . 2100 u=tn Yl "%
x JXi+y 4 x

2.11. u = arcsin

2.12. u=(1+sin? .

2.13. u=x"y'z". 2.14.g(r,8)=rcos @+ rsin 6.

2.15. f(R, z.i-ﬂﬁl% ~;.2=.x.ﬁ5ualwm.

Quyidagi funksiyalarning berilgan nuqtadagi xususiy hosilalarini toping.

, [ xp.2) ¥ (x,y,z) va 3

__.‘
*

2.17. =uh~ () .

218, u- _..? T_ 2).

2.20. u=(2x+y)"™”, (-1) .
u=3/xy funksiyaning O(0; 0) nuqtadagi xususiy hosilalarini

2.19. u=xpe™ (1)) .
2.21. Ushbu
toping. Bu funksiya 0(0; 0) nuqtada differensiallanuvchi bo’ladimi?
Quyidagi berilgan w(x,y) funksiyalar O(0;0) nuqtada xususiy hosilalarga
egami; O(0; 0) nugtada differensiallanuvchi bo’ladimi?

223, u=x*+y* .

222, u=x*+y".

2.24. :nw\m 228 u= ‘\knvm
i
2.26. u=Je ", x*+y' #0bo'lganda,
0, x* +y* =0 bo'lganda.
x* +\<
227 u= ”dw.a +y* #0 bo'lganda,
0, x* +y* =0 bo'lg anda.

2.28. u(x, y) funksiya:

x .
[? +y

ko’rinishlarda bo’lganda, M».m+ ».W ifodani hisoblang.

Y

a)u= 3=u_=ﬁxu+.€+&~v

2.29. u(x, y,z) funksiya:

a) :uAu|.<x\<|NxN0kw b) u=x+>-2
y-z

9us s » ou oOu
ko’rinishlarda bo’lganda, = +W+wM ifodani hisoblang.

2.30-2.35- misollarda u = f(x,,x,,...,x, ) funksiya uchun quyidagi tasdiglarning
qaysi biri to’g’ri, qaysi biri noto’g’ri?

2.30. f(x,x,,..x,) funksiya biror nuqtada hamma argumentlari bo’yicha
xususiy hosilalarga ega bo’lsa, u shu nuqtada uzluksiz bo’ladi.



2.51. u=xIn(xy), M(x.y) va M,(-1;-1) nuqtalarda.

2.31. Agar funksiya R™ fazoning har bir nuqtasida hamma argumentlarj
252, u= 4’»‘»|| M(1,0,1) . 2.53. u nnxn-mw«w , M@G3,2,1).
k+.<+u.

bo’yicha xususiy hosilalarga ega bo’lsa, u R™ da uzluksiz bo’ladi.

2.32. Agar funksiya biror nuqtada differensiallanuvchi bo’lsa, u shu nuqtada <Y
i 2.54. ..u?;.lu , MO0, 1),

hamma argumentlari bo’yicha xususiy hosilalarga ega bo’ladi. )
2.33. Agar funksiyaning biror nuqtada hamma argumentlari bo’yicha xususiy i Quyidagi berilgan f(x) funksiyani differensiallanuvchi va uning £, hosilalani
hosilalari mavjud bo’lsa, u shu nugtada differensiallanuvchi bo’ladi. aniq deb faraz qilib, 7(u) funksiya uchun /,, /, toping.
2.34. Agar funksiya biror nuqtada differensiallanuvchi bo’lsa, u holda, sh
® d ’ * de i 2.55. u=x'+e’ . 2.56u=yx'+x° . 25T.u=arcig(x+Iny)

nugtada funksiyaning hamma argumentlari bo'yicha uzluksiz xususiy hosilalari
mavjud bo’ladi.

idagi beril S, v,w) funksiyalarni differensiallanuvchi va
2.35. Agar funksiyaning biror nuqtada uzluksiz xususiy hosilalari mavjud Quyidagi berilgan /(u), /u V) flr.w) Wy
bo’lsa, u holda, furiksiya shu nuqtada differensiallanuvchi bo’ladi. ulaming f,. /.. /. hosilalari aniq deb faraz qilib, quyidagi ¢ funksiyaning
2.36. Agar f(x,y)-Oxy tekislikdagi G ochiq sohada aniglangan, uning £, va differensialini toping.

2

£, xususiy hosilalari G da chegaralangan bo’lsa, u holda, f(x,y) G da uzluksizligini 2.58.0=f(u) u= d?Wl.

isbotlang. y gy P
2.59.2)p=f(u,v), u= -, v=x' =y
Quyidagi berilgan funksiyalarning differensialini toping. A/

237, u=2x'-3xy+x'y. 2.38. u=(y+24+3). 2.60.0=f(u,v,w) u=x'+y*+z7, v=x+y+z, w=xz
239, u=2+% b — 2.61. Agar W =sin(xy+7)x=¢' va y=In(t+1) bo'lsa, r=0 da W hosilani
x y
) hisoblang.
241. u=a®. 2.42. 2.66. Agar W =sin(2x -yl x=r+sins, y=rs bo’lsa, r=n vas=0 bo’lganda,
. x+1 2
243, u=lnsin=r. 2.44. u=arcig—. mos ravishda, 2 va 2 xususiy hosilalami toping.
vy w=Y ot os

2.45. u=(+x) 2.67. Ushbu W(x, y,z)= xy+yz+xz funksiyaning x = cost, y =sint, z = cos 2¢ egri

Quyidagi funksiyalarning berilgan nuqtalardagi differensialini toping. chiziqdagi ¢ bo’yicha hosilasining r =1 dagi qiymatini toping.

2 2 . -
2.46. u= W% a) (11): b)(0;) 247 u=_|p+=, 1) . 2.68. w=f(z.o)r=yx'+y’, o= nwﬁw.”n bo’lsin. U holda,
y
j aw ow . . : ERE <g
248 u=cos(xy+xz), M(x,y,z) va >~ﬁ_..m..mw nugqtalarda. 3 = va o lami toping va javobingizni » va o orqali ifodalang.

249. u=e> M Ak. v.v va QAO“OV ::Dﬁmn_w.

2.50. u=x", M(x,y) va M,(2; 3)nuqtalarda.




Quyidagi misollarda: a)zanjir qoidasidan foydalanib; b) bevosita  bo'yicha
. : dw _z W vrore AW
differensialab, — D ¢ ning funksiyasi sifatida ifodalang, so’ngra 4 Ning
berilgan ¢ =7, nuqtadagi qiymatini toping.

2.69. W =x+y*, x=cost, y=sint; t, = .

2.70. =242, x=cos’t, y=sin’t, z=—; 1,=3.

zZ z

~ ] —

N
]
L)
A
"
_

2.71. W =2ye* -Inz, x= :.oN + _y y = arcigit,

\

2.72. Agar W =(x+y+z), x=r-s, y=cos(r+s). z=sin(r+s) bo’lsa, oy

OF lp el d) o
s i
toping.
2.73. Agar W =x'+2, x=u-2v+1, y=2u+v-2 bo’lsa, W\:\‘_ ni toping.
x U ),0)
2.74. Agar W =arctgx va x=e"+Invbo’lsa, @\.F . aw larni
Ot Ly pettnzst) OV Kudelinzan)
toping.

2.75. Agar a va b- o’zgarmas sonlar, w=u" +thu+cosu Va u = ax+ by bo’lsa,

aw = ewm munosabat o’rinli ekanligini ko’sating.
2.76. Agar f(u) ixtiyoriy differensiallanuvchi funksiya bo’lsa, u holda,
o(x,y)= yf(x* -y*) funksiya, .t%;ﬁmﬂsuas tenglamani  qanoatlantirishini
2

isbotlang.
2.77. Agar f(u) ixtiyoriy differensiallanuvchi funksiya bo’lsa, u holda,
s?.éubia\hwu funksiya, xwle:.m%.n.dle tenglamani nm:ow:w::..mm:ma
X
isbotlang.
2.78. Agar f(x) ixtiyoriy differensiallanuvchi funksiya bo’lsa, u holda,

@(x,y)=sinx+ f(sin y—sinx) funksiya, no::m|s. + nomxwh =xy+ nazm_najmx
ox oy -

qanoatlantirishini isbotlang.
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2.79. Agar f(u,v) ixtiyoriy differensiallanuvchi funksiya bo’lsa, u holda,

GA\«.V_.NVMAM.&» +v.,.nuu mc:rmmwﬁ. Pﬂqmt%n+~vnwm+

' op &
2x* +y)—=0 tenglamani
¥y ox dy ( ¥ Oz &

qanoatlantirishini isbotlang,.
2.80. Agar w= f(s)-s ning differensiallanuvchi funksiyasi, s = y+5x bo’lsa, u

holda 2 - 52* o munasabat bajarilishini ko’rsating.

ox oy
2.81. Agar a va b- o’zgarmas sonlar, w=u’ +thu+cosu va u=ax+by bo'lsa,

ow

—— = b— munasabat o’rinli ekanligini ko’sating.
a o ox g g

2.82. Agar f(u,v,w) diferensiallanuvchi funksiya va u=x-y,v=y-: hamda
w=z-x bo’lsa, A ) ekanligini ko’rsating.
2.83. Faraz qilaylik, # = f(x,y) diferensiallanuvchi funksiyada x=rcosé va

y=rsin@ qutb koordinatalariga o’tish amalga oshirilgan ( qutb almashtirishlari

bajarilgan) bo’lsin. U holda

ow > o 1 oW W .
Swa = f, cos@ + f, sin6, ﬂ%ln\. sin@ + f, cosé,
ekanligini ko’rsating;
b)  a) banddagi tenglamalarni s, va f, larga nisbatan yechib, ulamni w|§ va
r

aw s e .
3 lar orqali ifodalang;
s (ow (WY 1 (W)
o (n)+() Aﬂu +‘|~ﬂ§u
ekanligini ko’rsating.

2.84. f va g-x va y ning shunday funksiyalardan iboratki, W E W.w. va

¥ _%  munosabat o’rinli bo’lsin. Faraz qilaylik, 9, 70,2)=g(1,2)=5 va

ax oy ax
#(0,0)= 4 bo’lsin. U holda, f(x,y) va w?u ﬁa_oﬁ‘:w

amarqand filiati
Axhorot-resi:r
17 warkazi

ol

Ne l v)p Fu\I\I\I

aA—— - —)




2.85. Birinchi tartibli xususiy hosilalardan Wu l+e“cosy va w.h =2y-e'siny

hamda (In2,0) nuqtadagi qiymatini 2+In2 ga teng bo’lgan

(f(n2,0)=2+1n2), w= f(x,y) funksiyani toping. =
2.86. Agar u= f(x,y,z) funksiya biror £ sohada differensiallanuvchi co.:F._
u  ou _ou . . : aiali bir &
a%feoﬂ +~M| pu tenglamani ganoatlantirsa, u holda, uning p- darajali bir jinslj

funksiya bo’lishini isbotlang,
2.87. Agar u = f(x,y,z) funksiya biror £ sohada ikki marta differensiallanuvchi
bo’lsa, u holda,

ax d oz

AHW#YM.’. imu u= h? _Y;
tenglikning o’rinli ekanligini isbotlang.

2.88. Ushbu « = x” y* funksiya x|+ y— u? +y+Inu)u tenglamani

ay
qanoatlantirishini isbotlang.
2.89. Ushbu u=*"2+1=% funksiya o fu B Bl tenglamani
z-t y-z & o oz ot

qanoatlantirishni isbotlang.
Quyidagi funksiyaning M, nuqtada KNK yo’nalish bo’yicha hosilasini toping.
2.90. f(x,y)=5x+10x*y+ y*, M,(1,2), M(5-1).
2.91. f(x,y)=x"z", M,(3,2,1), M(7,5])

2.92. f(x,y.2)= Env_:llll
x* 4yt

My (1,1, 1), M(1, 5, 4)

2.93. Ushbu f(x,y)=3x"+y" +xp funksiyaning M,(1,2) nugtada, Ox o’q bilan

135" burchak tashkil qilgan nurning yo’nalishi bo’yicha hosilasini toping.

2.94. Ushbu f(x,y)=arcig? funksiyaning x’+y’=2x aylanan
X

Kchw. %u nuqtasiga o’tkazilgan tashqi normalning yo'nalishi bo’yicha hosilasini

toping.

2.95. Quyidagi f(x,y,z)=Inle" +¢’ +¢*) funksiyaning M,(0, 0, 0) nugtada,

Ox, Oy, Oz koordinatalar o’qlari bilan, mos ravishda, mm va m burchaklarni tashkil
qilgan nurning yo'nalishi bo’yicha hosilasini toping.

2.96-2.97- misollarda berilgan f(x,y) funksiyaning F,nuqtada kamayish va
o’'sish yo’nalishlarini toping va har bir yo'nalish bo’yicha hosilasini toping.
Shuningdek, 7(x,y) funksiyaning 7, nuqtada v vektor yo'nalishidagi hosilasini
toping.

2.96. f(x,y)=cosx cosy, aﬁmmv v=3i+4].

2.97. f(x,y,z)=In(2x+3y+62), B(-1L-11) v=27+3j+6k.

Quyidagi skalyar maydonning berilgan nuqtadagi gradiyentini toping.
2.98. u(x,y)=x-2xy+3y-1, gradu fwesy =2

2.99. u(x,y)=5x*y-3x" +y*, gradu _E. 0=

2.100. u=x*+y*, ankz_:.: i

2.101. u

44+xt 4y, th&:_?: =7
2.102. u=arctgZ. gradu| , =
= :
2.103. u= nﬁww skalyar maydonning (1; 1) va (~1;-1)nuqtalardagi
gradiyentlari orasidagi burchakni toping.
2104. : =Jx*+y’, z,=x-3y+3xy funksiyalaming (3, 4) nuqtadagi
gradiyentlari orasidagi burchakni toping.
2.105. grad(py)=ggrady +y gradyp tenglikni isbotlang.
2.106. z=p(uy), u=w(x,y), v=_(x,y) funksiyalar berilganda,

4 NB&.I ? gradv tenglikning to’g’riligini ko’ rsating.

ou v
2.107-2.111 misollarda funksiyaning orttirmasini uning differensialiga

gradz =

almashtirib, quyida berilgan ifodalarni taqgribiy hisoblang.
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2.108. /8,04* +6,03. 2.109. (1,02)' -(0,97)".

2.110. sin32°cos59°.  2.111 109’ +099’)  2.112. /2,037 + 56" 0

2.107. (1,02)"”.

Mustagqil yechish uchun misollarning javoblari
2x-y xy—-2x
y y

2.1, u, =2x+6x", u, =3y* +9x% 4+ y%, 22, u, =

2.3. :.uku+|_l. u, |»n||x| u, ‘Q..Imkl.n.&. u, = y-cos(xy+yz), 8
vz Yz yz

xly —

gty

cos*(x+y) y

u, =(x+z)cos (xy+yz) u, =y cos(xy+yz).2.5. u, = —

et 1 y y
———+i1g(x+ )’ -Z |26 u, uloomlnow!*'m:.l sin =,
cos ?....5 y° y y X x y X

g.
n

; X x by Xk ' : :
U, =-—cosXcos L - —sin Zsin 2. 2.7. u, =e*(xsin y+sin y+cos y),
x

oy Yy x o x

X

=."A&.=..A$._=N. N.;..\.."-N.._..,uw.u.:._
y x f\Mu +y? v;\ku +y?

Coxpi2xt -2yt L x| 2x? +2y?
"= s U, = —_——, 2.12.
DAl ~»*) M=)

u, = A_+m_= )" In(l+sin’ x)

-1 2
u, =e*(xcosy-siny). 2.8. u, = yx"",u, =x" -Inx. 2.9. u, |uﬁ\<u ,ﬁu N...uni.,lhku !

u, =sin2xIn me +sin? .«v_.:-_.

b
- 2.13. u, =x"y*'z" +x’y'z" .Inz, u, =x"y'z" Inx+x'y""'z*
u,=x"y'z" Iny+x""yz" 2.14. WMuncﬁ:m:_m. M|M.ul.w_.=~I rcos@. 2.15.
r

R, R''OR, R’ OR, R'  om V'R V'
2.17. u ()=1 u,(1)=-22.18.u,(.2)= w u,(1;2)=-=
w)=1-x w,)=1-x. 2.20. u,(-1)=2,u,(1-1)=1. 2.21. ;
u,(0:0)=0, u, =(0;0)=0. Funksiya 0(0; 0) nuqtada differensiallanuvchi emas. N.NN,..
u,(00) u,(00)lar  mavjud emas, u(x,y) funksiya 0(0;0) nuqtada
differensiallanuvchi. 223, u(0:0)=u,(0:0)=0;, wu(x,y) funksi
0(0; 0) nuqtada differensiallanuvchi. 2.24. 1,(0,0)=1,(0.0)=0; u(x,y) funksiye
0(0;0) nuqtada diferensiallanuvchi emas. 2.25. «,(0,0)=u,(0,0)=0; u(x, ) funksi
0(0; 0) nuqtada differensiallanuvchi. 2.26. .(0,0)=u,(0,0) wu(x)
funksiya 0(0; 0) nuqtada differensiallanuvchi. 2.27. u,(0,0) = u, (04
u(x, y) funksiya 0(0; 0) nuqtada differensiallanuvchi. 2.28. a) 0; »)2. 2.29.

of __ Vo __ 1 o f_l..N;% RT &p _nT.
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a) 0,4) 1. 2.30. Noto’g'ri. 2.31. Noto’g’ri (n>1 bo’lganda).

2.32. To’g'ri. 2.33. Noto’g’ri (n>1 bo’lganda) . 2.34.
Noto’g’ri. 2.35. To'g'ri. 2.37. wa - 63" +3x v‘v&, (x' - 6x*yhy. 2.38.
a(y* +2x7y +3) (4yde+ By? + 26 ). 2.39. %h% - %v 2.40.
yx? + 32 (ydx - xdy) 2.41. @ ___nc& i) 22 S| et e [ 23
N x+xP+y?
x+1 x+1 xdy — ydx
e 2.44. e 2.45.
,\L.w,\uTn Nv.u& x4y
(+x)" (e + oy + 1+ )+ 0)dy). 246, a) de-dy, 0. 2.47. w& 2.48.
dul, = —sinx(y + z)-[(y + z)dx + xdy + xdz], dul, = klﬁu&:.&;&»v

249, d, =" (vde+xdb), b =0.]2.50. 1, = Aw&:__x&.
1
dul, =12dx+8In2 dy. 2.51. al, uA_+_=QE+w§. i, = de+dr252. i, -la

2.53. &, UWG&I 3dy-12d2).2.58. du,, = (2dx +Indds).

- B ] 3x’ :\
288. £ =25, [ =e"f.256. f \.. fle
R ¢x +Q u¢ +x°)
d 1 ) 3 1 . y :
57 [ = L= 2.58. dp=| y- 2 |fiax lw ;
2.57 .\.- —+AH+—=YV~.\“. .\_\ .<A—+Ak+_=\<v~v.\.= P h k»u.\ +| X+ .\.Q\(

N.%.%"TQ..- HL&A —E. i sy L
(x+y) (x+y)
2.60. dp=02xf + +x\..FL~§.  f+xef Yy + QR 1)+ S+ yf e,

2.61. m.m_ =-1. 2.66. ¥
dt|.,

?LY: 0) = N os _-‘LY?.S =2-n.

2.67. & M = —(sin1+ cos2)sin1 + (cos1+ cos2)cos1 + 2(sin1+ cos1)sin 2.
1w
aw dw sino ow ow _ . 0w coso ow
2.68. Mu.lnoma.mﬂ — m\c..m_:a.mw.v -
2.69.%% o A% _o. 2.70. ||u_ PJ =1 271 W g1, | =g,
dt dt |,-e dt dl,. dt dr |,
278 W =2, 2.73. %\H =-7.
or roall; - Ou wv (0, 0)
9
2.74. ﬁ =2, th\_. ~1.284 f(x,y)=2+4 glxy)=3+3.
Ot Yy mio2;1) OV kyytinz1) 2 2




2.85. w=f(xy)=x+y*+e*cosy. 2.90, -18. 2.91. m 292 W 2.93. -%.
% 2.95. NM\M. N.ea.un-uﬁ?,ﬁ\. wo.:m_ws% o’sadi, -mn-%q
yo’nalishda kamayadi. \.T&&u%“ \.T&n&u;%w \A?.:‘N_vuu%.u_

. Nlo u N& u.o . " .
2.97. =|w_+.1+ k yo’nalishda o’sadi; -:uwaw\Jm» yo'nalishda kamayad

-

7 ()= :T.-_.w -7 \,h;um_wu;uﬂ.n

gradu _.2.. =2(x- !v.+@ Nuv\ 2.99. gradu |, .= A_o‘d\ uv._v.,.+?!.|o\d.nv._s. 2.100.

gradu, ., nofl:. 2.101. gradu|, \=Zi+-j. 2.102. gradu| e :M.w.u.— 02,

¢ =r.2.107. 1,08. 2.108. 10,05. 2.109. 1,00. 2.110. —0,03. 2.111. 0,273.2.112. 3,037

3- amaliy mashg’ulot.
KO’P O’ZGARUVCHILI FUNKSIYANING YUQORI TARTIBLI
XUSUSIY HOSILALARI VA DIFFERENSIALLARI

3.1. Yugqori tartibli xususiy hosilalar. = f(x.x,,..,x, )= /(M) funksiys
{M}c R™ ochiq to’plamda berilgan bo’lib, uning har bir M(x,,x,,...x,) nuq
SurSo - f,, Xususiy hosilalarga ega bo’lsin. Bu xususiy hosilalar, 0’z navbati
X,,%,,...X, 0'zgaruvchilarning funksiyasi sifatida, (M} to’plamda aniqlangan bo’lsin.
Mﬂ: i=12,..,m) funksiya ham, biror M e{M) nuqgtada x, argument bo’yich:
xususiy hosilaga ega bo’lishi mumkin. Bu x, argument bo’yicha xususiy hosi
cn_.:mm: u=f(x,x,,.,x,) funksiyaning ikkinchi tartibli xususiy hosilasi deyiladi va
e 5y Tl W (=12.m k=12...m) kabi belgilanadi, bunda ik bo'lsa, U

A
*u

holda i xususiy hosilaga, aralash xususiy hosila deyiladi, k=i bo’l
L]

WMW, = f* deb yozish o’rniga, mﬁ
S(x.x,...x,) funksiyaning uchinchi, to’rtinchi, va xokazo, tartibli x

hosilalarining ta'rifi beriladi. f(x.x,,.x,) funksiya x, argume!
bo’yicha (n-1)- tartibli xususiy hosilalarga ega bo’lsin. Bu (n-1) tartibli xu
hosilalar ham, M(x,x,,...,x,)e (M} nuqtada x, argumenti bo’yicha xususiy hosila

= /,; kabi yoziladi. Xuddi shunday,

R x

fs vy
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ega bo’lsin. Bu hosila, u=f(x,x,..x,) funksiyaning x ,x ..x  argumentlar
bo’yicha M nuqtadagi n-tartibli xususiy hosilasi deyiladi. Shunday qilib, x, .x,_....x,
argumentlar bo’yicha »-tartibli xususiy hosilani,

ru__ @ ﬁ 2™y u
ox,,..0x 0x, ox, |ox, .0% 8%
kabi yozish mumkin. Agar i,i,,...i, indekslarning hammasi birdaniga bir-biriga teng
d"u
ax,,. 2%, 2x,

bo’lmasa, u holda xususiy hosila n-tartibli aralash xususiy hosila

deyiladi.

3.2. YuKori tartibli differensiallar. x va y erkli o’zgaruvchilarga bog’liq
bo’lgan u = f(x,y) funksiyaning ikkinchi va uchinchi tartibli to’liq differensiallarini,
quyidagi

2 2
2, (9, .9 _0%u 2 2 _
d =|ﬁmu&x+&_&\w m&N&x ‘ @z &\&
=udx® + 2uy, dvdy + _.v&m A (22.3)

F) 2.\ u
m.=uﬁm&+win-|&;u &&&ﬁm& &&:%&\_u

=udx’ +3u_ dx’dy+3u, dxdy’ +u,dy’.

ko’rinishlarda yozish mumkin.
f(M) funksiyaning

R:IM&M&N +MN|RN~+ +MIRN!
differensialini, simvolik ravishda (# ni formal ravishda qavsdan tashkariga chiqarib),
quyidagicha

&glﬁlkq +I&~ +.. +|R~ w
ox, ox, ox,,

yozamiz. Unda funksiyaning ikkinchi tartibli differensial,

2
%:nﬁlku +||&x +.. +|&.‘ u u
ox, ox, ox,

kabi yozilishi mumkin. Bunda, simvolik ravishda. qavs ichidagi yig’indi kvadratga
ko'tarilib, so’ngra u ga «ko paytiriladi», bunda daraja ko’rsatkichlari xususiy
hosilalarning tartibi, deb garaladi. Xuddi shunday simvolik ravishda funksiyaning n-
tartibli differensiali

d" Elﬁv.ﬂ.& +ﬂ&n P +&|&ﬂ w

kabi yoziladi.
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u=e"*, du="

3.26. u= _=A.«.~...u~v. d'u="? 3.27.

. ’u d'u
3.29. u=sinxchy, Au=—+—5-1"
o oy

3.28. u=x(y)Y(y) du=".

Mustagqil yechish uchun misollarning javoblari

i

3.1. u_ =-2ysinxy—xy’ cosxy, u, =-2xsinxy—x*ycosxy. 3.2.

o' = 24(cos y +cosx). 3.3 m_:zllnw, i 2y.3.4. Y mint
perw y & sinx-c0s2y.34. 22 = minl.
35. @_‘__wus_ﬁwﬁ%”ﬁ 3.6, 2w 21t m—1)llx + my)
mwk&‘ cos? x WRI@\: AN B V.v!.:._
o"u 2xnl a'u 6 48(x-¢)(v-n) 7
= ‘lllcu.Q. —_——— IL - = -ny
» -y axapogon  r' ’ reylsElep
"y
38 ——=ex+y -~ . in 2%
oy (% +y* + 2(mx+ my)+ m(m 1)+ n(n-1)]. 3.9, sin 5
o*u ’u o'u o*u o'u o*
340. 22 =0, ~ 2=l =22, 311 282728 o0 “ a0, A2
ox* Oxdy &’ ox? " oxdy Ty 8
d'u d*u d’u u x 3w x' u_ o«
0¥ 508 o C¥ il N1), L As Cm g e, X 14,
e Caxdy oy 16 ooy 8 oy 4 34
‘w 2w 1 d'u o'u u *u _ d'u
S el St &IX SU_028.5 %8 Ty 3NN
ot oyt 2 axdy x? )2 oxdy dyox : S.A
o’u ’u v _ du
— =30, =0, ——S =1. 3.0, ,0)= -1, =
= re iy 17. £,(00)=-1 7,.(00)=1
3.18. dlu=e'(d +dy?). 3.09. 2dx d'u=-2dedy. 3.20. u=-2dx’ - mixdy). 321

du = ~dx* +4dxdy - 2dy*.3.22. d*u=-23dxdy+In*2 dy*.3.23.
d’u = e[dv+dy +dz]* + 2[dxdy + dydz + dzdx).3.24. d’u = 6(dx’ - 3dx*dy + 3dxdy* + dy* ).3.25.
d*u = —8(xdx + ydy) cos(x? + y*)— 12(xdx + yady)ex* +dy? Jsin(x* + »*).

3.26.

d"u=3 CXN(x) YO ()i dy*.
k=0

diferensiallanuvchi funksiya, x va y lar esa, + erkli o’zgaruvchining

x oy z

&b - ‘.
d'u= Nﬁ +m.k.|+v|,w. 3.27. d"u=e"""(adx +bdy)". 3.28.
3.29. Au=0.
4- amaliy mashg’ulot.

KO'P O’ZGARUVCHILI MURAKKAB VA OSHKORMAS
FUNKSIYALARNI DIFFERENSIALLASH

4.1. Ko’p o’zgaruvchili murakkab funksiyaning hosilasi. Agar W = f(x,»)
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diferensiallanuvchi funksiyalari bo'lsa, u holda, W funksiya ham t erkli
0’zgaruvchining diferensiallanuvchi funksiyasi bo’ladi va

dw oW dx oW dy v fe)
dt Ox dt ay dt 7\ i
formula o’rinli. o N
Bu  tasdigning  «daraxt a / N &
diagrammasi» quyidagicha: CLANPY / h
. &t \ /
topish uchun, w dan boshlab, har bir * < D SXaCuguitie
yo'l bo'yicha pastga qarab harakat Y /
gilinib, yo'lda uchragan hosilalar &\ par
ko’paytirilib, so’ngra ular qo’shiladi: ® N\ T
Wk Wy R A
dt  ox dt &y di’ o oL .

Uch o'zgaruvchili  murakkab
funksiya uchun zanjir qoidasi: Agar W = f (x,,2z) diferensiallanuvchi funksiya, x, y
va z laresa, ¢ erkli o’zgaruvchining diferensiallanuvchi funksiyalari bo’lsa, u holda,

w funksiya ham ¢ erkli o’zgaruvchining diferensiallanuvchi funksiyasi bo’ladi va
dw oW dx oW dy OW dz

U e di aydi e dr
formula o'rinli. )
Bu tasdigning «daraxt \\/!.\Fu B
. . . . - m.R . b 4 g 4 \, o
diagrammasi» quyidagicha: - 0 = /= "
topish uchun, W dan boshlab har bir Pi B
yo'l bo'yicha pastga garab harakat Ng
qilinib, yo'lda uchragan hosilalar =< ye 2, S PSS
ko’paytirilib, so'ngra ular e /
qo’shiladi: &/ & A
dw oW dx 8 N ‘\\ 3
o e dl / ! #
¢ wrkli o' zganuvehi

lkkita erkli o'zgaruvchi va
uchta o'rta o'zgaruvchilar uchun zanjir qoidasi: Agar W = f(x, y,z) x=glr,s),
y=Hhr,s) va z=k(r,s) diferensiallanuvchi funksiyalar bo’lsa, u holda, W funksiya
ham » va s erkli o’zgaruvchilarga nisbatan xususiy hosilalarga ega bo’ladi va ular

uchun,
oW owox oWdy oWda oW _Woax Wdy War

= = T —

2 xor oyor ozor 8 oxas dyds Oz s

formulalar o’rinli.

4.2. Oshkormas funksiyaning hosilasi.
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1- teorema. F(xy) funksiya M,(x,.y,)e R*  nugtaning
U, ((x0,3,)) = *.L\vm R :xg-h<x<x,+h y,~k<y< Yo +»_ (h>0, k>0)
berilgan bo’lib, u quyidagi shartlarni qanoatlantirsin:

1) U,,((x,y,)) da uzluksiz;

2) U, ,((x,»,)) da uzluksiz £(x,y), F,(x,y) xususiy hosilalarga ega va
F, (x, Yo )#0, \

3) F(x,,y,)=0. .

U holda, M, (x,,y,) nuqtaning shunday

Uy, ((x0.3,) = *«..&m R :x,-8<x<x,+8,y,~6<y<y, +13A%A h0<e<k) i

atrofi topiladiki: |

a)¥xe(x, -8, x,+6) uchun F(x,y)=0 tenglama yagona, y yechin
(ve vy —#, y, +£)) ega, ya'ni, F(x,y)=0 tenglama yordamida, x - y: F(x, y)=0
oshkormas funksiya aniqlanadi;

b) x=x, bo’lganda, y = y, unga mos keldi;

¢) x— y:F(x,y)=0 oshkormas ko’rinishda aniglangan funksiya (x, -4,

oraligda uzluksiz bo’ladi;
d) oshkormas ko’rinishdagi funksiya (x, - &, x, + 5) oraliqda uzluksiz hosil
ega bo’ladi va uning hosilasi i
‘ F, Ako..!cw 3 bt J
= T2 4.1 s
£ m‘.,?c..!cv ) _..
formula bo’yicha hisoblanadi. |

F(x,y) funksiya, U, ((x,,v,)) atrofda uzluksiz ikkinchi tartibli
Fi(xy), Fo(xy) F:(xy) hususiy hosilalarga ega bo’Isin. y ning x ga bog'liglig
e’tiborga olib, (4.1) tenglikni x bo’yicha differensiallab, quyidagini topamiz:

2F,F,F, -F,'F, - F,'F,
!—." x ¥ 3
(&)
Xuddi shunday, oshkormas ko’rinishdagi funksiyaning uchinchi va ho
tartibdagi hosilalari topiladi.
Mustagqil yechish uchun misollar

4.1.Ushbu z=x*+xy, x=1-¢*, y=¢' murakkab funksiyaning xususiy
hosilasini toping.

4.2. Ushbu z=e", x=sins, y=1> murakkab funksiyaning xususiy hosil
toping.

4.3. Ushbu z=e'y*, x=u’ %, y=y.v murakkab funksiyaning xususiy

hosilasini toping.
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4.4. Ushbu z=x"+y*, x=u+v, y=u-v murakkab funksiyaning xususiy

hosilasini toping.
Quyidagi misollarda: a)zanjir qoidasidan foydalanib; ») bevosita ¢ bo’yicha

A 7 2 dw .
differensialab, mmR ni ¢+ ning funksiyasi sifatida ifodalang, so’ngra —~ hing
t
berilgan r=1, nuqtadagi qiymatini toping.
4.5. W =x'+y* x=cost, y=sint; t,=n.
46. w=2:2 x=cos’t, y=sin’1, Nuwu =3,
z b4
4.7. W =2ye* ~Inz, x= _:AX +; y=arcigtt, z=¢'; t,=1.
2 : g-— m=\
4.8. Agar W =(x+y+z), x=r~s, y=cos(r+s), z=sin(r+s) sa, 7
2 rap(l; 1)
toping.
49.Agar W=x*+2 x=u-2v+l, y=2u+v-2 bo’lsa, W ni toping.

x Ot Jy v)eio, 0)

Quyidagi oshkormas ko’rinishda berilgan funksiyalarning m hosilalarini

hisoblang.

4.10. x’y-y'x-16=0 4.11. x* +y’ -2xp-3=0.

4.12. ¥ +y  +infx? +y*)-1=0 413, 42

& 39 -x dx Sy -2x &y & a'y

Quyidagi oshkormas ko’rinishda berilgan funksiyalarning berilgan 4 nugqtada
/., f, Xususiy hosilalarini hisoblang.

415, ' -2 x+wxy-2=0, A1) 414, 1 +3uxy +1=0, A(0; 1)

Quyidagi oshkormas ko’rinishdagi funksiyalarning birinchi tartibli
hosilasining berilgan nuqtadagi giymatini toping.

4.16.x° -2y +xy=0, (I;1). 4.17.x" + xy+y* =7=0, (1; 2).

Quyidagi oshkormas ko’rinishda berilgan funksiyalarning birinchi va ikkinchi
tartibli hosilalarini hisoblang.

4.18. x*-y* -4=0. 4.19. _+»u‘|_=Am= +m-..<vu 0.
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4.20. 2cos(x-2y)-2y+x=0. 4.21. x' +y' -3xy=0.
Quyidagi oshkormas ko'rinishdagi funksiyalarning birinchi !
hosilasining berilgan nuqtadagi qiymatini toping. =
4.22. 2’ —xy+yz+y'-2=0, (1, 1;1).
4.23.sin(x + y)+sin(y +z)+sin(x+ z)= 0, (7; 7; 7).
Quyidagi oshkormas ko'rinishda berilgan funksiyalarning birinchi ta
xususiy hosilalarini va to’liq differensiallarini hisoblang.
4.24. x* +y* +2' -6x=0.

4.26. z* -xy=0.

425 X +y +2' -2xz=a’.
4.27. 2’ +3x*z-2xy =0.

Quyidagi oshkormas ko’rinishda berilgan funksiyalarning birinchi va ikkich
tartibli to’liq differensiallarini hisoblang.

428, x* +y* +22-2:=0.429. 2’ -3z =a’ 4.30. 3) x-zIn==0.
y

Mustagqil yechish uchun misollarning javeblari

dz dz

4.1, = =-61°+8°-41. 4.2, = ="' (cost - 61)
dt di

4.3. & o B .mM.Wklus. w4+ WNW.W»‘;W.Wnuw.:._...zueclcnv.

u ox ou Oy ou v axov oy ov g
4 2. &80 00 . WuW.W+W;@n? 4

u ox ou O ou v ox v oy ov
44.%% _0, | _o. 4. nx\u_.wﬁ— =1, 47. W zog+1, W] - x el A

dt oy B2, dt dt | dt dr |, .
W =12. 49. ¥ -7 410, DIV 44 & D20
Or leapti: -0) 01 Yy (o, 0) d 3xgt-x’ dx  5y'-2x
&__x :uwn-ww 414, r(1)=8 el
g i i ok - LD)=2, £ 1)=-3. 415 £0:1)=1, £, 1)=

2

416 3 417 =L s 5 L2, Fux-a. B9, 5 =2, 5,0

..w m y x u x H
...._ " =0:421 .|\« =y .|a.¢%& |kv+~u¢~ |av~+~‘<¢ ...v%
b-lmv\‘-.l{.. oYy = TV T3

=) X=3)

422. % 1 & _ 3 403 2 __ & _

&-.5 4 &\_._,: 4 &n~lv &\-.!-v

hie, Satos B8 &-Lc -
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o

Vi<
R

.wn A y) By e +y)
o= QLI 438 4 ENID LT
y (1-2)
N&.&%J,TNJ. & 429, dp = LB ED
z) (1-2) s -xy
- b - —
2xy'z _&:N%.. 2xyz’ ai&&+ Nwﬁ.&z.
Y (z-x)’ (z-xy
430, &= YETY o 2 Odi-xdy)
x+z) (z-0)

5- amaliy mashg’ulot.
KO'P O’ZGARUVCHILI FUNKSIYANING EKSTREMUMLARI

u=f(x.y) funksiya M,(x,,5,) nuqtaning biror
U,(M,)={(x,y)e R* : p(M,M,)< 5} (6>0) atrofida aniglangan, u barcha birinchi va
ikkinchi tartibli uzluksiz xususiy hosilalarga ega bo’lib, M, nuqta wu = f(M)
funksiyaning stasionar nugqtasi, ya’ni
£(M,)=0, 1,(M,)=0
bo’lsin. a, = 1.(M,), a,, =a,, = £, (M,), a;, = 1, (M,) deb belgilaymiz.
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1°. Agar =a,ay-a, >0 va a, >0 bo’lsa, f(M) funksiya A, nuqtada

2192
minimumga erishadi.
2°. Agar a,a,-a,>0 va a,<0 bo'lsa, f(M) funksiya A/, nugtada
maksimumga erishadi.
3°. Agar a,a,-a} <0 bo’lsa, f(M) funksiya M, nuqtada ekstremumga
n:mrawwd
Agar a,a, -ah =0 bo’lsa, f(M) funksiya M, nuqtada ekstremumga
erishishi ham mumkin, erishmasligi ham mumkin.
1-teorema (shartsiz ekstremumning yetarli sharti). 7(M) funksiya
M,(x{,J,...x?) nuqtaning biror atrofida ikkinchi tartibli uzluksiz xususiy hosilalarga
egava tc?,..aw‘....xu nuqta - /(M) funksiyaning stasionar nugqtasi bo’Isin. U holda:
1) agar
Blds dx,.....dx,)= 3 3 2 M)
- Mll&&

k=l j=1 WN—
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ekstremum nuqtasi bo'Imaydi.
I-misol. z =x"-y'-3xy funksiyani ekstremumga tekshiring.

Yechilishi. Berilgan funksiyadan x va y o’zgaruvchilar bo’yicha xususiy

hosilalarni topamiz:

W =3x? -3y, W" luvL -3x.

So’ngra stasionar nuqtalarni aniqlaymiz:

QN P
o2y . B
I
=Z=0 y+x=0

ay

Bu sistemaning yechimlari (0, 0) va (-1,1) bo’ladi. Bu nuqtalarda x va y
o’zgaruvchilar bo’yicha ikkinchi tartibli xususiy hosilalarni topamiz:

np 2 2. { 9.
o ,Au.&us. ) .s.suo 2% z( _.;x-vo.

o’ ot et
d*z(x, y) = m.nAc.ov &0 a*z(-131) &Sl
' % % '
Dz(xy) 3 8%2(0,0) =3 a’z(-1,1) =3,
axdy " oxdy T axdy

Endi ekstremumning yetarli shartidan foydalanib, lokal ekstremum nugqtalarni

topamiz. (0, 0) nuqtada

a0, 0)= L0200 (FO .0 37 3<0,

demak, bu nuqtada lokal ekstremum yo’q. (~1,1) nuqtada mI.MI«:mEu -6<0 va

2 3" axdy

al-1)= 22 2 _.:lﬁnlmi- & Ju =-6(- 6)- (-3 =27>0.

kvadratik forma, ya'ni /(M) funksiyaning M,(x',x!...x!) nuqtadagi ikkinchi tartik
differensiali  B(dx,dx,,....dx,)= d*f(M,) musbat (manfiy) aniglangan bo’lsa
t._ﬂ.n__..n_u_.....awv nuqta - /(M) funksiyaning minimum (maksimum) nuqtasi bo’ladj,
2) agar B(dx,,dx,,..,dx,) kvadratik forma aniqlanmagan bo’lsa ( ham musbat
ham manfiy giymatlar qabul gilsa), M,(x’.x?...x) nuqta - (A7) funksiya

e

Demak, ekstremumning yetarli shartiga asosan, (-1,1) nuqta - funksiyaning

lokal maksimum nugqtasi bo’ladi. Bu (~1,1) nugqtadagi funksiyaning qiymati

Zoa = 2(=11)=1.

Mustaqil yechish uchun misollar
Quyidagi ikki o’zgaruvchili funksiyalarni ekstremumga tekshiring:
§1.u=—x"-* 5.2. u=2x* +xp+y°.
53. u=x'-3xy-3y. 54, u=x'+y'-4xy.
5.5, u=-2x" +xy-2y* +6x+6y. 5.6, u=x'-9xp+ .
5.7. u=x"+6xy+8y" -1. 58.u=xy(l-x-y)
5.9. u=x-3xy+y’ —4x+5y+6. 510, u=x*+y* -8x-2.
S5.11. u=x*+xy~-y* -3x--6y. 5.12. u=3x"-x"+3y* +4y.
5.13. u=3x*-y* +4y+5. 504 u=x"+xy+2y' —x+y.
S.A8. u=-x*~xy-y’ +3x+6y. 5.16. =u?+‘<~v.:.

517, u=x" -3axy+y°. 5.18. u=x"+xy+y* —4Ilnx-10In y.

5.19. u=sinx+sin y+sin(x+ y), bunda omamm.. cmwmw.

5.21. :nm+M+¥
x y

5.20. u = xe'*™,

5.22. f(x,y)=x—xy+y* +2x+2y—-4.

5.23. f(x,y)=2x"+3x+2y’. 5.24. f(x,y)=x"+y" +3x* -3y".

Quyidagi uch o’zgaruvchili funksiyalarni ekstremumga tekshiring:

525. u=x'+y 42" ~dx+6y-2z. 526 u=x'+y 42 —xy4x-2z.

527 . u=x'+p  +(z+1) ~xp+x. 528 u=x"+y* +2* + 6xy—dz.

2 2
530 y=226,% .Y, 2

u-Ne-EH\«u\NA_GIRIVINNv S —t—— 4 7
X y z

5.31. :uw+M+N+x+_.
2 Yy

532, u=x" +yi 4228,

Quyidagi ikki o’zgaruvchili funksiyalami shartli ekstremumga tekshiring:

533. u=x, x+y-2=0. 534, u=x'+y* x+y-1=0.
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537. u=xy*, x+2y-1=0.
5.39. u =cos® x+cos’ y, unv.vmuo.m.&e. u=5-3x-4y, x*+y*

541. u=1-4x-8y, x* -8y* =38,

Quyidagi uch o’zgaruvchili funksiyalarni shartli ekstremumga tekshiring.

535. u=x"+y*, 3x+4y-12=0.

§38. u=x*+y’ ~xy+x+y-4, x+y+3=0.

542. u=x*+xy+y*, x*+y’

543, u=2x"+3y’4z*, x+y+z-13=0.

544.u=x72", x+y+2-12=0, x>0, y>0,z>0.

545.u=x-2y+2z, x*+3*+2°-9=0.

5.46.u = xy+2xz+2yz, xyz =108,
S547.u=x"+y*+:2°,

5.48. /(x,y)=x'+y* funksiyaning x* + y* =1 aylanadagi ekstremum

qiymatlarini toping.

5.49. f(x,y)=x" +3y” +2y funksiyaning x'+y? <1 doiradagi ekstremum

qiymatlarini toping.

5.50. f(x,y.z)=x—-y+z funksiyaning x* + y* +z* =1 birlik sferadagi
ekstremum qiymatlarini toping.

5.51. f(x,y,z) = x(y + z) funksiyaning x* + y* =1 to’g’ri doiraviy konus va xz=1
giperbolik silindrlarning kesishish chizig’idagi ekstremum giymatlarini toping.

Quyidagi funksiyalarning ko’rsatilgan D to’plamda eng katta va eng kichik

qiymatlarini toping.

552.u=x"-3xy+y°, bu_?:émxfomumw u_mwm&

5.53.u=x-2y+5, bun?:&mxu :x20, y20, .«+u.m;

=1,a>0,b6>0, ¢>0.

5.54.u=x"-4x-y*, D= ”T.vvm R :x'+)? mov

m.mm.zn»u.ﬁanklwv. Dux&.v.vmxfkwo. y20, u+\<m1
5.56.u=x"-9xy+y’ +27, ouxx.bm R*:0sxs<4 omkmi

5.57.u=sinx+siny+sin(x+y), D={x,y)e R*:0sx<x/2 0<y<x/2}
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5.36. u=xy, 2x+3y-5=0.

Quyidagi funksiyalarning ko’rsatilgan D to’plamda eng katta va eng kichik
qiymatlarini toping:

558.u=xy+x+y, bnxx.im R':-2<x<2 |~m‘<m~v

5.5%u=x"-6xp+8y’ +1, D={(x,y)e R*:0sx<2 -1sy<l}

5.60.u=3+2xy, D={(x,p)e R* i —4<x? +y* <9}

56l.u=x'-y', D= x.«:&m R :x'+y? mow

5.62.u=x"+y', D={x,y)e R*: (x-v2)* +(y-+2)? mov

5.63.u=cosxcosy cos(x+y), D={(x.y)eR*:0<x<x 0Osys<n}

Berilgan funksiyalarning berilgan R sohada maksimum va minimum
qiymatlarini toping.

5.64. f(x.y)=x"+xy+y*-3x+3y, R: birinchi kvadrantda x+ y = 4 to’g’ri
chiziq bilan kesilgan uchburchakli soha.

5.65. f(x,y)=y* ~xy-3y+2x, R:x=+2 va y=42 to'g'ri chiziglar bilan
chegaralangan kvadratik soha.

5.66. f(x,y)=x"-y*-2x+4y, R: pastdan Ox 0’q, yuqoridan y=x+2 to’g'ri
chiziq va o’ngdan x =2 to’g’ri chiziq bilan chegaralangan uchburchakli soha.

5.67. f(x,y)=x"+y'+3x* -3y*, R: x= 1 va y =1 to’g’ri chiziglar bilan
chegaralangan kvadratik soha.

Mustaqil yechish uchun misollarning javoblari

5.1 u,, =u(0,0)=0.5.2. u,, =u(0,0)=0. 5.3. (-1 1) stasionar nuqtada
ekstremum yo'q. 5.4, u,, =u(l; 1)=u(-1; -1)=-2, 0(0; 0) stasionar nuqtada ekstremum
y0'q. 5.5. u,, =u(2;2)=12. 5.6. u,, =u(3;3)=-27, 0(0; 0) stasionar nuqtada

ekstremum yo'q. 5.7. u,,. =u(-1;-05)=0. 5.8. u__ = Ak wu il

3°3] 27
5.9. m - w stasionar nuqtada ekstremum yo’q. 5.10. «,, = u(4; 0)=-18.
5.11. Ekstremum yo'q. 5.12. u,, = Ao“ - WW = vm. T“ - w stasionar nuqtada

ekstremum yo’q. 5.13. Ekstremum yo'q. 5.14. «, = u(l;~1)=0. 5.15. u_, =u(0;3)=9.
5.16. u,, =u(-2; ovuxm. 517. a<0 da u, =ula;a)=-a’,
e

s




> =u(a;a)=-a’ 5.18. u_, =u(l; 2)=7-10In2.5.19.
i =05 T) = 3 /3.5.20. Ekstremum yo'q. 5.21. u = u,, (4; 2)= 6.5.22.

: A ) L.
Jun = f(-2-2)=-8.523. f,, \mnmu-w 524. 7. = f(02)=—4

= /(-2,0)=4.5.25. u,, =u(2-3; 1)=-14. 5.26. u_, nzﬁlm“-m. _uuxw_

3° 3 3
5.27. u,,, nzﬁ-w“nww w m 5.28. u,, =u(6;~18; 2)=-112.5.29.
U = u(4; 4;2)=128 5.30. u,,, =u(8: 4;2)=60.5.31. i
Up =u(l; 1) =5, uy, =ul-1;1-1)=-3. 5.32. u,, =u(0;0;0)=0. 533. u,, =u(l; 1)=1.
534, u, =u(0.5 05)=05.535. u, -Aa »J L
25’ 25) 25~
5.5 o L 1)L
5.36. Uy |=ﬁ& ow Na 537, u, =u(l; 0)=0 u,, |:T. uw T h
SR h m“-wwn-w. 5.39,
2" 2 4
Uy, uzhmlai% ulu;&u_uu\w. Uy unﬁmtﬁ :Pirim keZ
8 8 2 8 8 2
5.40. u=uy, (34)=-20, u=u_ (-3; LTwe. 5.41.
= (-4 1)=9, usu, (4 -1)=-7.542. u=u,, »W ﬂﬂ nw.
U= Tn% H% MWY 5.43. u,, =u(6; 4;3)=156. 5.44. u, =u(2; 4, 6)=6912. 545,
Uy =ull; ~2,2)=9, u,, =ul~1;2,~2)=-9. 5.46. u,, =u(6; 6, 3)=108.

547. u,, =ulta;0;0)=a*, u,, =u(0;0,+c)=c*548. £, = f(011)=7(,0)=1, fou=
f(-10)=-1.5.49. £ =/(01)=5, f. =s(0-1/3)= L.m.we.
1 1

fut (G F TP ;lﬁw,ﬂi"% (FE )
)

ﬁuﬂ\wm..ua.u,\l - maksimum nugqtalari, ularda funksiya W qiymat qabul qilidi;
ﬁuﬁ B Nw va TW nW ,\MH- minimum nuqtalari, ularda funksiya W qiymat 5

qabul qiladi. 5.52. u, .., =u(l:1)=u(0;-1)=-1, g
Uy =u(2-1)=13. 553, w,,, =u(l;0)=65.54. u,,, = L_. :n,\mvu :A_“ u&.wn -11,

4 4
u, ., =u(-3;0)=21.5.55. u,,., =u(4 4)=—64, U, =4 ﬁu Munm.m.mo.
Uy =u(3;3)=0, u, ,, =u(40)=u(0;4)=91.557. u ,, =u(r/3; x/3)==3. 5.58.

N

Uy yor =6, U, 4, =14.5.59. u, o ==7, u, ,, =9+4V2. 5.60. u, ., =—6, u, ,, =12. 5.61.
o mer, =81, u, ., =81 5.62. u,,, =0, u, . =25 5.63.u ,, ?w. ¥, o =1.5.64,
S = S(0,4)=28; £,. = \m ouu nm. 5.65. [ =S22), fon = A- 2 &7%
5.66. f,. = f(-2,0)=8, /.. = /(L0)=-1.

5.67. fo = S(L0)=4, fon = s(0-1)=-4.

6- amaliy mashg’ulot.
SONLI QATORLAR. MUSBAT XADLI QATORLAR

6.1. Yaqginlashuvchi qatorlar va .._u..a_an yig’indisi. Ushbu
s Ty rerer B
sonlar ketma-ketligi berilgan bo’lsin.
1-ta’rif. Quyidagi
a+a,+.+a,+..

ifodaga sonli qator yoki cheksiz sonli qator deyiladi. U gisqacha Wﬁ. kabi

n=l

belgilanadi:
Myhn.u5+n,.+...+n..+.... . (6.1)
el
bunda g,a,,..a,... lar qatorning hadlari, a, esa, qatoming umumiy hadi deyiladi.
(6.1) sonli nﬁo:::m hadlaridan ushbu
S, =a,
S,=a,+a,,

S, =a, +a, +a,,
S,=a,+a,+..+a,,
yig'indilar ketma-ketligini EN»B_N w::&« EN__ES {s,} yig’indilar ketma-ketligi

(6.1) sonli nnﬂo_.s_:m gismiy yig'indilar ketma-ketligi deyiladi. Bundan keyin sonli
qator deyish o’miga qator deymiz.

2-ta’rif. Agar n— da (6.1) qatorning {5,} qismiy yig’indilar ketma-ketligi
chekli limitga ega, ya’ni

lims, = §

bo’lsa, u holda (6.1) qator yaqinlashuvchi deyiladi. Bu limitning qiymati S son esa,
(6.1) qatorning yig’indisi deyiladi va u quyidagicha yoziladi:

-
S=a +a,+..+a, +...nMn..

el
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3-ta’'rif. Agar n—«o da (6.1) qatorning {S,} qismiy yig'indilar ketma-
ketligining limiti cheksiz bo’lsa yoki mavjud bo'lmasa, (6.1) qator =~cn_8==<ovm
deyiladi.
1-teorema. Agar (6.1) qator yaginlashuvchi bo’lsa,
lima, =0 (A)

n-sx

bo’ladi.

Esdatma.(A) shart qator yaqinlashuvchi bo’lishi uchun zaruriy w.__mn bo’ladi,
lekin yetarli shart bo’lmaydi. Agar qatorning umumiy hadi nolga intilmasa, ya'nj
lima, # 0 bo’lsa, (6.1) qator uzoglashuvchi bo’ladi.

Koshi kriteriysi. (6.1) qator yaginlashuvchi bo’lishi uchun istalgan musbat
£ >0 son olinganda ham shunday n,(s)e N mavjud bo’lib, barcha n > n,(¢) va peN
lar uchun A
,m..;xu..._u_n +a,,+..+a,|<€ V)
tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.

Eslatma. (V) shart bajarilmasa, ya'ni 3¢, >0:Vke N 3n2k 3peN:

_Ma.v = M.‘__ = T:: +a,,t+..+a,,|2¢&

tengsizlik o'rinli bo'lsa, (6.1) qator uzoqlashuvchi bo’ladi.

vl nep

6.2. Musbat qatorlarning yaginlashuvchi bo'lishlik sharti. Biror ; nie e
3 (6.1)

Ya, =a+a,+.+a,+.

qator berilgan bo’lsin.

Agar a, 20, (n=1.2,..) bo’lsa, (6.1) gator musbat hadli qator yoki gisqacha musbat
qator deb ataladi. o

l-teorema. (6.1) musbat qator yaqinlashuvchi bo’lishi uchun uning gqismiy
yihindilar ketma-ketligining yuqoridan chegaralangan bo’lishi zarur va wﬁ:ﬁ:&ﬁ }

I-natija. Musbat hadli qatorning qismiy yihindilari ketma-ketligi yuqoridan
chegaralanmagan bo’lsa, qator uzoqlashuvchi bo’ladi.

Ikkita

(6.1)

a
Ya,=a+ay+..4a,+.,

MPM? +by +..+b, +... (6.2)

et i
musbat gatorlar berilgan bo’lsin.

2-teorema. Agar n ning biror n (n, >1) qiymatidan boshlab barcha » = », lar :n_Em_
a, <b, tengsizlik o’rinli bo’lsa, (6.2) qatorning yaqinlashuvchi bo’lishidan Am.—.
qatorning ham yagqginlashuvchi bo’lishi yoki (6.1) nmﬁo:_m:.w uzoglashuv
bo’lishidan (6.2) qatorning ham uzoqlashuvchi bo’lishi kelib chigadi.

3-teorema. Agar n —>® M|.?. 20,b, > 0) nisbat ushbu
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im2t =k (0<k < +o0)

=
limitga ega bo’lsa, u holda:
a) k<+o bo'lganda (6.2) qatorning yaginlashuvchi bo’lishidan (6.1) qatorning
yaqinlashuvchi bo’lishi;
b) k>0 bo'lganda (6.2) qatorning uzoglashuvchi bo’lishidan (6.1) gatorning ham
uzoqlashuvchi bo’lishi kelib chigadi.
2-natija. Agar ushbu lim & = & limit o’rinli bo’lib, 0<k <= bo’lsa, (6.1) va (6.2)

nw b

qatorlar bir vaqtda yaginlashuvchi yoki uzoglashuvchi bo’ladi.
3-natija. Agar n—» da a,~b, bo'lsa, (6.1) va (6.2) qatorlar bir vaqtda
yaqinlashuvchi, yoki uzoglashuvchi bo’ladi.
4-teorema. Agar » ning biror n, (n, =1) giymatidan boshlab barcha n > n, lar
uchun
(A
H..Mﬂn AQ_. >b,,b, Vov
tengsizlik o’rinli bo’lsa, u holda (6.1) qatorning yaginlashuvchi bo’lishidan (6.2)
gatorning ham yaginlashuvchi bo’lishi yoki (6.1)  qatorning uzoglashuvchi
bo’lishidan (6.2) qatorning ham uzoqglashuvchi bo’lishi kelib chiqadi.
Dalamber alomatining limit ko’rinishi. Agar (6.1) qator uchun
lim Z2sL -
e q,
mavjud bo'lib, A<1 bo’lsa, (6.1) qator yaginlashuvchi, 2>1 bo’lganda esa, qator
uzoglashuvchi bo’ladi.
Koshi alomatining limit ko’rinishi. Agar (6.1) qator uchun

lim3/a, = A

lim (6.4)

limit mavjud bo’lib, 1<1 bo’lsa, (6.1) qator yaqinlashuvchi, 2>1 bo’lganda esa,
uzoglashuvchi bo’ladi.

3-teorema (Umumlashgan Koshi alomati). Agar Tim3/a, =g, a,>0, (n= 1,2,...)

(6.3)

bo'lsa, u holda: @) ¢ <1 bo’lganda Me, qator yaginlashadi; 5) ¢>1 bo’lganda esa,

n=l

$a, uzoglashadi.

Koshining integral alomati. Agar 7(x), (k;+) (k e N - biror son) da aniglangan,

uzluksiz, o’smaydigan va manfiy bo’Imagan funksiya bo’lib, Fx)= w\S& funksiya

uchun boshlanljich

f(x)  funksiya

funksiya va MFHM\E bo’lsa,

lim F(x) = lim _. f(e)dr mavjud va chekli bo’lganda (6.1) qator yaqginlashuvchi, bu limit
k

R

mavjud bo’Imaganda yoki cheksiz bo’lganda (6.1) qator uzoglashuvchi bo’ladi.
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_-S.uo_.cmwg Ma“ﬁw + M..w anB_:ww_m_za_m_=_~ov_=m

n=0

Yechilishi. 1) Berilgan qatorning S, —qismiy yig‘indisini tuzamiz

hisoblaymiz.
s 1) (5.1).(5.1 T
s} G splis)e ol ) ,
ﬁ 5 5 Jﬁ 11 _u p
S+—t+—+.t— |+ 4=+ =+..+—|= oy
22 » 3 3 3"
|mﬁ_+ : +-_I+ +-_Iu+ﬁ_+._.+l_-+.:.+|_|wu o
2 22 3 22 3 i
S
-$ +1, w:fsh-h-FumlﬁLlé,Llu i
g -1 2 2" 23" 2 \2n+n 2.3" y
2 3 o
Shunday qilib, S, :|1HH e &
T 2 N:L 3n
2) Qator yaqinlashishining ta’rifigi ko‘ra, ularning yaqinlashishini isbotlaymizs
11 1 [ 1 .1) 23 Li
:Bm _..mw_w,mﬁﬂ+ul..w_-l-|__8ﬁl+l..uu,~} i

Demak, § = NMu. chekli bo‘lgani uchun berilgan qator yaqginlashuvchi.
3) 8= m berilgan qatorning yig*indisi bo*ladi.

2-misol. memﬂm_lva Quyidagi musbat sonli qatorlarni taqqoslash teorem
n=1

yordamida yagqinlashishga tekshiring.

Yechilishi. Ravshanki 2<3+(-1) 4. 0<a, =——"—

Ma'lumki, Mn.: Touh:ﬁw geometrik qator yaginlashuvchi bo‘lgani uchun
n=1 3

teoremaga ko‘ra, berilgan gator yaginlashuvchi.

40

3-misol. M 1.3-5.0n-1) qatomi  Dalamber alomatidan foydalanib
3"-(n+1)

n=|
yaqinlashishga tekshiring.
Yechilishi. Berilgan gatorning umumiy hadiga ko‘ra,
a, +1 _ _wm 2n-1)-@2n+1) 3" - (n+1)

a, 3" T.0.23.n-(+)n+2) 1-3-5.@n-1)
iisbatni tuzib, uning ®—>% dagi limitini topamiz:
& - @n+1) 2.,
g el = SR oY ) Tl

Demak, berilgan qator Dalamber alomatiga ko‘ra yaginlashuvchi.

Mustagqil yechish uchun misollar
Quyidagi qatorlarning yaqinlashuvchiligini ko'rsating va yig’indisini toping:
1

1
6, —F—4.. f o
_~+~ N )
1 1
T W i +~u:num.~u:+:,

6.2. | i
i I I
6.3.
1.2.34 2345 " nn+ln+2Xn+3)
6.4. 2 + 3 4.+ It +oe

TR T Y nt(n+1)

6.5. ﬁ|_|+|~|~+huv+ﬁ$+wu+h.u+:.+ﬁ _ PO [ uuuf...
10 10° 10 10° 10" 10 10" 10" 10"

i 1 1
_,A_+iv+N.A~+a+...+=.?+sv+

Quyidagi qatorlar uchun qator yaginlashuvchiligining zaruriy sharti

6.6. (meN).

bajarilmasligini ko’rsating:

3n - =
6.7. 6.9. .
MAux +aw =l M..u_::
.—
6.10. Mm.sz bunda a#mm, me Z. 6.11. M . 6.12. M,\ s

= P ﬁx . U el
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Quyidagi qatorlarning S, qismiy yig’indilari ketma-ketligini va § v;m.ng
&

5 | 1
613 MT: . _w et M...f: 2 Snedl

el wel

toping:

eas, et 25 AR R

42 n-1 n+l Sint(n+1)

:.. 1
Gl M \N M. &18 .M..iimxais

Koshi kriteriysidan foydalanib, quyidagi gqatorlarning yaginlashuvch

ko’rsating:
6,190, + 2+ S 4 422y (la,| <10). 6.20. mE|&.+%W+ m.=;n+..
10 10° 10" .. 3 8’
a.u—.oomxnoou~a+Smmunocmux+...+n$:.«|n8?+_vk+....
1 2 n
1 "

a.NN.on_vw.«+no~m~.« +...+3m~x 4. a.Nu_+~P~+.u_4+ +F+ .

n n’

Koshi kriteriysidan foydalanib, quyidagi qatorlarmning uzoglashuvchili

ko’rsating:

1 1 Itaaned 4 1
6.24. 1+ —+..4—+... . 625 14 ——— b —F———+...
totet ot N
m.wm.._.+w+w+...+ : +o . .Nq.m+w+h+..+ ‘“i +.0 8
3 85 7 2n+1 5 8 13 n'+4

Taqqoslash teoremalaridan foydalanib, qatorlarni yaginlashishga tekshiring:

© v n+l o 1.4
o._o.ME. a.uo.MmW\mm. 6.21. Ml

n=| 3 n=| n=1€

@ oOw - @ n-\
QZKW:
6.22. 6.23. 4n 6.24. :
m 3 M ‘NE _ M n+l

:-_Anau +n+1)2

o 5 w 2
n sin"n
a.Nu.,.M_uiua 6.26. ..an il

6.27. 5 = OB Sl
manlha.‘.u ..M._U=~+N=
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Dalamber alomatidan foydalanib, quyidagi ..._ao:w:: vse:_nm:_m_-ww tekshiring:
.\ '

MQ: . By A

n=|

12

= .
a\wo a, ?+Nw 6.30. n..uMl. 631. a, = o ,a#e,a>0.
632, ¢, =35 ?Vaasl 633.a, =21 634, = "@n+1Y
oi (n+1) (ny — (3n)
6.35.q, _2 w...o?é 636.0, = 1-3-5..(2n-1) .

2" (n+1) 2-5-8..(3n-1)
6.37.0,= 1. 638.0,= 2" 122,

Koshi alomatidan foydalanib, quyidagi qatorlami yaqinlashishga tekshiring:

o«
p I

n=|

n
6.39. a, , n22, 6.40. a, = .mv ’
A:_ av n
Bn +5 ¥ n &
641, a ={ 23] 6.42. a, = .._ﬁ;lw .
" \nt+6 =3 n+l
R ode
6.43. a.nﬁ.‘sli HINE 644, a=—""
5n-3) \6 (In(n+ 1))
2n-1Y""" 3
6.45. a, = ] =
5 a, HN\-A._W 6.46. a, MM\'M%..
20 e
6.47. n.uﬁ n u . 648, o =2
3n-1 n"
Koshining integral alomatidan foydalanib, qatorlarni yaqinlashishga tekshiring:
- | = 1
649, Y ——— 6.50. :
M:A:_::v WQQIM i M“at.




6.53. M_:?i_

654 3 =i 250

6.52 M.“h Ll u».

L\ 14+n? “(n+1)" SVn n-1 :
o 2 0 NJ\‘M. « |
6.55. Y ne™" . 6.56. . 6.57. ——. (a>0)

Mustaqil yechish uchun misollarning javoblari

1 1 5
ole S=1. 6.2, S§S=—. e S=—, 4. S=1, 6.5. S=—.
6.1. 5=1. 6.2. § 3 138 T 64. § %
ilfaepl 1 . _51_3 ! o 51
6.6. m:Mﬁ_+m+...+Nu. 6.13. §, = 5 3 i S= = J
1(1 1 1 3 1( 1 1 3 k.
=—| == =—. A5, 8, == —+—|,8§==. 6.16.
5 MT uiuu.m 50 815 S.=% ~m=+_+=+L g .
4.
1 n 1(1 1
=1- =1.6.17. J\nl =1, 18, 5, ==| =- ,§=
5, =1 ?:vtu 1.6.17. 5, = |-, §=1 2.18. 5, AT e:L ”
6.19.Yagqinlashuvchi. 6.20. Yagqinlashuvchi. 6.21. Y aqginlashuy
6.22.Yaqinlashuvchi. 6.23. Uzoqlashuvchi. 6.24. Yaginlashuvchi. 6.

Yaginlashuvchi. 6.26. Yaginlashuvchi. 6.27. Yaginlashuvchi. 6.28. Uzoglashuvel
6.29. Yagqinlashuvchi. 6.30. Yagqinlashuvchi. 6.31. Uzoglashuvchi. ¢
Uzoqlashuvehi. 6.33. Uzoqlashuvchi. 6.34. Yaginlashuvchi. 6.35. Uzoglashu
6.36. Yaginlashuvchi. 6.37. Uzoglashuvchi. 6.38. Yagqinlashuvchi. 6.
Yaginlashuvchi. 6.40. Yaginlashuvchi. 6.41. Yaginlashuvchi. 3.42. Uzoglashu!

6.43.  Yaginlashuvchi.  6.44.Ixtiyoriy a« lar uchun  yaqinlash
6.45.Yaqinlashuvchi. 6.46.Uzoglashuvchi. 6.47.  Yaginlashuy
6.48.Yaqinlashuvchi.  6.49. Uzoqlashuvchi. 6.50. Uzoglashuvchi.

Yaginlashuvchi. 6.52. Yaqinlashuvchi. 6.53. Yaqinlashuvchi. 6.54. Yaginlashuvel

6.55. Yaginlashuvchi. 5.56. Yagqinlashuvchi. 6.57. Yaginlashuvchi. ,

7- amaliy mashg’ulot.
IXTIYORIY ISHORALI QATORLAR VA ULARNING
YAQINLASHUVCHILIGI

7.1. Ishorasi almashinuvchi gatorlar.
1-ta’rif. Ushbu

Mﬁl_v\:_n, =a-a,+a,—..+(-1)"-a, +... (7.1)

n=l
(bunda a, 20 yoki a, <0, Vne N) qator ishorasi almashinuvchi yoki
qatori deyiladi.
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I-teorema (Leybnis alomati). Agar ishorasi almashinuvchi (7.1) qatorning
hadlari absolyut giymati bo’yicha monoton kamayuvchi, ya’ni

a,2a,,>0 (YneN) (7.2)
va
lima, =0 (7.3)

bo’lsa, (7.1) qator yaginlashuvchi bo’ladi.

1-eslatma. Absolyut yaqinlashuvchi qatorlar uchun Leybnis alomatining shartlari
bajarilmasa ham ishorasi almashinuvchi qator yaqinlashuvchi bo’lishi mumkin.

2-eslatma. Absolyut yaqinlashuvchi bo’lmagan ishorasi almashinuvchi, hadlari
monoton kamayuvchi qatorlarda qator yaginlashuvchi bo’lishi uchun Leybnis
alomatidagi shartlaming bajarilishi zarur va yetarli.

3-eslatma. Leybnis alomatidagi har uchta shart ham, ya’ni qatorning hadlarini
ishora almashinuvchiligi, absolyut giymati bo’yicha monotonligi va ularning nolga
intilishi absolyut yaginlashuvchi bo’Imagan qatorlarning yaqinlashishi uchun muhim
shart bo’lib hisoblanadi. Shulardan birortasi buzilsa, u holda qator uzoglashuvchi
bo’ladi.

Bundan keyin, Leybnis alomatining shartlarini nm:oa_m:m..:(nz qatorlarni
Leybnis tipidagi qatorlar deb ataymiz.

Natija. Leybnis tipidagi qatorlarda va e N uchun quyidagi

8, <558, |s-8,|sa,,. 0<S<aq

tengsizliklar o’rinli bo’ladi.

7.2. Qatorlarning absolyut va shartli yaginlashuvchiligi. Hadlari ixtiyoriy ishorali

Mn. =a,+a,+..4a,+.. (7.4)

qator berilgan bo’lsin. Bu qator hadlarining absolyut qiymatlaridan ushbu

Tk =laf+fa +.fa+... (1.5)

qatorni tuzamiz.

I-ta’rif. Agar (7.5) qator yaginlashuvchi bo’lsa, (7.4) qator absolyut
yaqinlashuvchi qator deyiladi.

2-ta’rif. Agar (7.4) qator yaqinlashuvchi bo'lib, (7.5) gator uzoqlashuvchi bo’lsa,
(7.4) qator shartli yaqinlashuvchi deyiladi.

1-teorema. Agar (7.5) qator yagqinlashuvchi bo’lsa, (7.4)
yaqinlashuvchi bo’ladi.

qator ham
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2-teorema. Agar (7.4) qator absolyut yaginlashuvchi bo’lib, {5,} ketma-ketlik esa

chegaralangan bo’lsa, ya’ni 3M >0:vneN uchun |p,|<M bo’lsa, Y a,b, qator

n=|

absolyut yaginlashuvchi bo’ladi.

3-teorema. Agar ixtiyoriy ishorali ) a, va M“v qatorlar ncmoa:_n _.
n=| n=l

yaqinlashuvchi bo’lsa, barcha A,ue R 0’zgarmas sonlar uchun

M?, +ub,)

e

qator ham absolyut yaqinlashuvchi bo’ladi. F

4-teorema. Agar (7.4) qator absolyut yaginlashuvchi bo’lsa, (7.4) qal or
hadlarining o’rinlarini almashtirish natijasida tuzilgan i

54, -
n=| e
qator ham absolyut yaginlashuvchi bo’ladi va uning yig’indisi (7.4) qatorning
yig’idisiga teng bo’ladi.
S-teorema. Agar (7.4) qator absolyut yaginlashuvchi bo’lsa, u holda
Mnn, (C - o’zgarmas son) o

n=l
qator ham absolyut yaqinlashuvchi bo’ladi. i
6-teorema. Agar

Da,=a+a,+.a,+.. (A)

MF =b+b+.b, +.. (B)

n=l
qatorlar absolyut yaginlashuvchi bo’lib, ularning yig’indilari mos ravishda S', S" g
teng bo’lsa, ular hadlarining istalgan tartibdagi a, - b, ko’paytmasidan tuzilgan qat
ham absolyut yaqginlashuvchi bo’ladi, va uning yig’indisi 5’5" ga teng bo’ladi.
1-eslatma. (7.5) qatorning uzoqlashuvchi bo’lishidan (7.4)  qatornir
uzoglashuvchi bo’lishi har doim ham kelib chigavermaydi.

2-eslatma. Agar (4) va (B) qatorlaming biri yaginlashuvchi, ikkinchisi absolyut
yaginlashuvchi bo’lsa, u holda qatorlami ko’paytirishda Koshi qoidasi o'rinli bo’ladi:

b,, ¢,=ab,+a)b,, +..+ab,.

n

C. =

"
) ne

a

M
M
M

"

e
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3-eslatma. (4) va (B) qatorlar shartli yaqinlashuvchi bo’lganda, ulaming
ko’paytmasi  uzoglashuvchi bo’lishi ham mumkin. Masalan, Ma“m||,_\vul_
] n

qatorningLeybnis alomatiga ko’ra shartli yaginlashuvchi ekanligini ro._.wnﬂm_: qiyin
emas.

1-misol. M ?_x.__:.. qatorni absolyut va shartli yaqinlashuvchilikga

tekshiring.
Yechilishi. 1) Berilgan qator hadlarining absolyut giymatlaridan tuzilgan

4
In n

cmrg |=ln_m.o::wmnma_mmrmmrmmﬁrmigmn.wcﬁ_&oa:p:m:a:a@:w&
n=2

Inn

ap==""=f() da n=x \3-_.: funksiya [2+«) da musbat, uzluksiz  s(x)="%
funksiyani monotonlikka tekshiramiz:

\.3..?&. -l

x

Agar x>e bo'lsa, ['(x)<0 bo‘ladi, ya'mii: _ fi Axv funksiya monoton

Inx

kamayuvchi. Demak, o funksiya Makloren Koshi alomatining hamma
Inn
shartlarini qanoatlantiradi. Shuning uchun, Mll qatorga Makloren -Koshining
n=2

integral alomatini qo‘llaymiz:

Fl)= [l > 1o

bo‘lgani uchun %" L - qator uzoqlashuvchi.

ned n

2) Endi M T:...:.ﬂa qatorni yaqinlashishiga tekshiramiz. Ravshanki bu

n=2

qatorning umumiy hadi Leybnis teoremasining hamma shartlarini qanoatlantiradi,

ya'ni =(-1y. 22 In7  absolyut qiymati bo'yicha monoton kamayuchiva n—ow

bu qator shartli vﬁam:_»m__:grm
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Mustagil yechish uchun misollar

Quyidagi gatorlarning absolyut wwﬂs_um::é:m:mm:m isbotlang:

:.M?

M (~1)' ¥naretg

n=l

o

XY T

n=l

72. MAI _V_ .\..w.M,.Al _:hrm_:,au ¥y
n=| +u= s e
2n+1 Al :V
7.5. 7.6. 1
n+2’ W Aq:v .M._A i ﬁ u
3+
n
. N \
n(n-1) 100 w Sin— _ _
: 78, M 4. .79 M T~ Cos— |cos .
n=| :..w + mm= @ ol :m—z n
4 n

Ishorasi almashinuvchi

uzoqlashishini tekshiring:

7.10. (-1 2 711 560 w|,_v
Tl ,M...WAI:. un_sh.N. 7.13. MA :,w\mﬂ
7.14, MA-;._E. 7.15. MT; M&L.

Quyidagi qatorlami

tekshiring:

qatorlaming absolyut,

7.16. MT:\. sin’ :

n=l

ij

n=l

Quyidagi

g»

=+_
In*n

qatorlarni

yig'indisini toping

717. %

7.19. M sin lm:—!

yaginlashuvchi ekanligini
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shartli

yaqinlashishini yoki

sin nx

a>0.

isbotlang va

Dirixle va Abel alomatlari bo’yicha yaginlashishga

ularning

Mustagil yechish uchun misollaraing javoblari

7.10.Absolyut  yaginlashuvchi. 7.11.Shartli yaqginlashuvchi. 7.12. Shartli
yaginlashuvchi. 7.13. Absolyut yaqinlashuvchi. 7.14.Shartli yaqinlashuvchi,
7.15.Uzoqglashuvchi. 7.16.Yaqinlashuvchi. 7. _.\. Vxe x._E uchun yaqinlashuvchi.

7.18.Yaginlashuvchi. 7.19. Yaqinlashuvchi. 7. No =.7.21. —. 7.22. In2.

8- amaliy mashg’ulot.
FUNKSIONAL KETMA-KETLIKLAR VA QATORLAR

8.1. Funksional ketma-Ketliklar va ularning yaginlashuvchiligi.
Elementlari biror X < R to’plamda aniqlangan
S, (), [ (%), £, (2),. (8.1)
funksiyalar ketma-ketligi berilgan bo’lsin. Bu ketma-ketlik funksional ketma-ketlik
deb ataladi va qgisqacha {f, (x)) kabi belgilanadi. Umumiy holda {f, (x)} ketma-ketlik
turli hadlarining aniglanish sohasi, umuman aytganda, turlicha bo’lishi ham mumkin.
Biz buyerda x sifatida shu soxalarmning umumiy gqismini olamiz. (8.1) ketma
ketlikdagi /,(x) funksiya shu ketma-ketlikning umumiy hadi deyiladi. X to’plamdan
X, (x, € X) nuqtani olib, (8.1) ketma-ketlik har bir hadining shu nuqtadagi qiymatini
hisoblab, natijada .
Si(x )y f3(x0 Do il ),
sonlar ketma-ketligini hosil gilamiz.
1-ta’rif. Agar {f,(x,)} sonlar ketma-ketligi yaqinlashuvchi (uzoglashuvchi)
bo’'lsa, {f,(x)} funksioral ketma-ketlik x, nuqtada yaqinlashuvchi (uzoqlashuvchi)
deyiladi.
2-ta’rif. Agar {/,(x)} funksional ketma-ketlik X to’plamning har bir nuqtasida

yaqginlashuvchi (uzoglashuvchi) bo’lsa, u X to’plamda yaginlashuvchi
(uzoglashuvchi) deyiladi.

I-eslatma {7, (x)} funksional ketma-ketlikning yaginlashish sohasi (f,(x))

funksional ketma-ketlikning aniqglanish sohasiga teng yoki uning bir gismi, yoki
bo’sh to’plam ham bo'lishi mumkin.

Faraz qilaylik, {/,(x)} funksional ketma-ketlik X c R to’plamda yaqinlashuvchi
bo’lsin. U holda vx, € ¥ uchun unga mos kelgan,
J1 (%) S3(X0)sees S (%),
ketma-ketlik chekli limitga ega bo’ladi, ya'ni
lim f, (x,) = f(x,).

nsx
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Agar X to’plamdan olingan har bir x ga, unga mos kelgan Ji (), S5 (s S
ketma-ketlikning limitini mos qo’ysak, ya’ni

Jix=limf, (x),

n-sw

unda X to’plamda aniglangan biror s(x) funksiya hosil bo’ladi. f(x) funksiya
{/,(x)} funksional ketma-ketlikning limit funksiyasi deb ataladi va uni
lim f, (x,) = f(x) (xe X) (8.2)

kabi yozamiz yoki gisqacha
1,0 £(x,)
deb belgilaymiz. (8.2) ni "¢" tilida quyidagicha ham yozish mumkin:
Ve>0 3ng=ny(e,x) Yn2n,, VxeX = |f,(x)-f(x)| <&
8.2. Funksional gatoriar va ularning yaqinlashuvchiligi. Biror X (X cR
)to’plamda u,(x), u, (x),..., ,(x),.. funksiyalar ketma- ketligi berilgan bo’lsin.
3-ta’rif. Ushbu

w (xX)+uy (x)+...+u, (X)) + ...

ifodaga funksional qator deyiladi va u MFE kabi belgilanadi:

uy (xX) + uy (x) +... 4+ u, (x) +.. HM:..CG (8.3)

nel

Bunda u,(x),u,(x),..,u,(x),.. lar qatorning hadlari, , (x) esa funksional qatorning
umumiy hadi deb ataladi. (8.3) funksional qatorning hadlaridan tuzilgan ushbu

S, (x)=u (x)

S, (x)=u,(x) + u,(x)
(8.4)

S, (xX)=u,(x) + u, (x) + ...+ u,(x)

yig'indilar ketma-ketligi (8.3) funksional qatorning qismiy yig’indilari ketma-ketligi
deyiladi va u {S, (x)} kabi belgilanadi.
2-eslatma.

MFE

nwl

funksional qator turli hadlarining aniglanish sohalari (to’plamlari), umuman
aytganda, turlicha bo’ladi. Biz bu yerda X to’plam sifatida shu sohalarning umumiy

qismini tushunamiz. ,
X  to'plamdan x,(x, € X) nuqtani olib, (8.3) funksional gator har biF

u,(x) (n=12,..) hadlarining shu nuqtadagi qiymatini hisoblab, ushbu

M:..C.‘Ln:.7.::”;._:,:+=..C‘av+.: (8.5)
=l

sonli gqatorni hosil gilamiz.

4-ta’rif. Agar (8.5) sonli qator yaginlashuvchi (uzoqlashuvchi) bo’lsa, (8.3)
funksional qator x, nuqtada yaginlashuvchi (uzoglashuvchi) deyiladi.

5-ta’rif. Agar (8.3) funksional qator X to’plamning har bir
nuqtasida yaqinlashuvchi (uzoglashuvchi) bo’lsa, (8.3) funksional qator X to’plamda
yaqinlashuvchi (uzoqlashuvchi) deyiladi.

Faraz gilaylik, (8.3) funksional gator x to’plamda yaginlashuvchi
bo’lsin. U holda vx, e X uchun unga mos kelgan (8.5) qator yaqginlashuvchi'bo’ladi
va uning yig'indisi biror S, songa teng bo’ladi. Agar X to’plamdan olingan har bir x
ga, unga mos kelgan
M:Li =u(x)+uy,(x)+..+u,(x)4

=l
qatorning yig’indisini mos qo’ysak, u holda X to’plamda aniglangan biror S(x)
funksiya hosil bo’ladi. Bu S(x) funksiya

M:.E

funksional qatorning yig’indisi deyiladi va u
S(x)= M:.. (x)

kabi“yoziladi.

Sonli qatorlarning yaqinlashish (uzoqlashish) ta’rifiga asosan,
funksional qatoming x, nuqtadagi yaqinlashish (uzoglashish) ta’rifini quyidagicha
ham berish mumkin.

6-ta’rif. Agar n - da (8.4) funksional ketma-ketlik x, nuqtada
yaqinlashuvchi (uzoglashuvchi) bo’lsa, (8.3) funksional qator =, nuqtada
yaginlashuchi (uzoqlashuvchi) deyiladi.

Agar n—>w da (S,(x)} funksional ketma-ketlik ¥ to’plamda S(x)limit
funksiyaga ega bo’lsa, ya’ni

lim §, (x) = S(x)

bo’lsa, S(x) funksiya (8.3) qatorning yig’indisi deyiladi.

7-ta’rif Agar

M_F?‘v_nT_AhVT_:Zb_+...+_=.Axv_+.: (8.6)

el
funksional qator x=x, nuqtada yaqinlashuvchi bo’lsa, (8.3) funksional qator x,
nuqtada absolyut yaqinlashuvchi deyiladi.
8-ta’rif. Agar X to’plamning har bir nuqtasida (8.6) qator yaginlashuvchi
bo’lsa, (8.3) funksional qator X to’plamda absolyut yaginlashuvchi deb ataladi.
Agar x=x, nuqtada (8.6) qator uzoglashuvchi bo’lib, (8.3) qator
yaginlashuvchi bo’lsa, (8.3) qator x = x, nuqtada shartli yaginlashuvchi deyiladi.
(8.3) va (8.6) qatorlar yaqinlashadigan nugqtalar to’plami mos ravishda (8.3)
Qatorning yaqinlashish va absolyut yaqinlashish sohasi deyiladi.




3-eslatma.  Berilgan (8.3) funksional qatorning yaginlashish va absolyyt
yaginlashish sohasini topishda sonli qatorlar mavzusida ko'rib o’tilgan Dalamber ya
Koshi alomatlaridan foydalanish mumkin.

8.3. Funksional ketma-ketliklarning tekis yaqinlashuvchiligi. Ushbu

116D, £330, S, (X, (8.7)
funksional ketma-ketlik X (X cR) to’plamda yaginlashuvchi va uning limit
funksiyasi f(x) bo’lsin.

9-ta’rif. Agar Ve >0 son olganda ham 3m_ e N nomer topilib,vn>m vavre ¥
lar uchun bir vaqtda
[ (x) - f(x)| <&
tengsizlik bajarilsa, {f,(x)} funksional ketma-ketlik ¥ to’plamda s(x)ga tekis
yaqinlashadi deyiladi va u gisqacha
X
53/ ®)
kabi belgilanadi.
8.1-eslatma. 9-ta’rifdagi m natural son fagat & ga bog’liq bo’lib, x
larga bog’liq bo’Imaydi.
10-ta’rif. vme N olinganda ham, 3¢, >0, 372 m va x, e ¥ mavjud bo’lib,
ﬁ\:Akcvl\Akov_ 28,
tengsizlik bajarilsa, {/,(x)}  funksional ketma-ketlik X to’plamda s(x) ga tekis
yaqinlashmaydi deyiladi va u qisqacha
.\.,.?.vuwo S(x)
kabi belgilanadi.

11-ta’rif. Agar £,(x)~> f(x) bo’lib, lekin £,(x)= /(x) bo'lsa, {/. ()}
ketma-ketlik X da f(x) ga tekis yaginlashmaydi (notekis yaqinlashadi) deyiladi.

Xususiy holda, agar .\.QTV S(x) va3g, >0, Yme N 3nzm va dx e X
_\.Akavl\Ax.L_wmc (8.8)
shart bajarilsa, {7, (x)} ketma-ketlik X da f(x) ga tekis yaqinlashmaydi deyiladi.
I-teorema. (8.7) funksional ketma-ketlik X to’plamda s(x) ga
tekis yaqinlashishi uchun
limsup|/, (x) - f(x)|=0 8.9)

shartning bajarilishi zarur va «.n_wn:.
2-teorema. (8.7) funksional ketma-ketlik x to’plamda f(x) ga
tekis yaginlashishi uchun shunday {4 } sonli ketma-ketlik (bunda lima, =0) V&

shunday m nomer mavjud bo’lib, barcha » > m va barcha xe X lar uchun
@) - f(x) <a,
tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.
8.4. Funksional gatorlarning tekis yaqinlashuvchiligi. Ushbu "

w
"

T, (X) = 1, (X) + 1y (X) + -+ Uy (X) + - (8.10)

funksional gator X(X ¢ R) to’plamda yaqinlashuvchi va uning yig’indisi S(x)
bo’lsin, ya’ni

limS, (x)=8(x)= MJ:.C&.

= el

12-ta’rif. Agar (8.10) funksional qatorning {S,(x)} qismiy yig’indilari
ketma-ketligi X to’plamda S(x) ga tekis yaqinlashsa, (8.10) funksional qator X
to’plamda S(x) ga tekis yaginlashadi deyiladi va u gisqacha
m,Sw..vmcc (8.11)

kabi belgilanadi.
1-eslatma. Funksional qatorlarning tekis yaginlashuvchiligi

(yaqinlashmovchiligi) tushunchasi ham ularning oddiy yaqinlashuvchiligi singari,
funksional ketma-ketliklarning tekis yagqinlashuvchilik (yaqinlashmovchiligi)
tushunchasi orqali kiritiladi.

12-ta’rifni qisqacha, kvantor belgisidan foydalanib, quyidagicha yozish
mumkin:

Y& > 03m(e): Vn>mvxe X =S, (x)-S(x)| <& (8.12)

13-ta’rif. (8.10) qatorning dastlabki » ta hadini tashlab yuborgandan so’ng,
hosil bo’lgan ushbu

r(X)=u,, (X)+u, () + = M:. (x)

kensl
gatorga (8.10) funksional qatorning » ta hadidan keyingi qoldig’i deyiladi. Bunda
r,(x)=8(x)-5,(x)
bo’ladi. U holda (8.11) shartni quyidagi ko’rinishda ifodalash mumkin:
;QT.wo. (8.13)

(8.11) va (8.13) shartlar teng kuchli.
14-ta’rif. Agar X to’plamda S, (x) ketma-ketlikning limit funksiyasi mavjud
bo’lsa va (8.10) shart bajarilsa, ya’ni
Ve, >0:Vke N In2k Vie X |5, (%) -S(X)|2¢,
bo’lsa, S,(x) ketma-ketlik X to’plamda S(x) ga notekis yaqinlashadi deyiladi.
3-teorema. (8.10) funkional gatorning X da tekis yaqinlashishi uchun
_.m.._.mmcu_w..?v_ =0 (8.14)

xeX
shartning bajarilishi zarur va yetarlidir.
4-teorema(zaruriy shart). Agar (8.10) funksional gator X da tekis
X
yaginlashuvchi bo’lsa, u holda uning umumiy hadi u,(x)(n=12,...) u,(x)—0

bo’ladi.
5-teorema (Veyershtrass alomati). Agar (8.10) funksional gatorning har bir
hadi ¥ da aniglangan bo’lib, Vxe X va Va > n, uchun
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_:L.qv_ <c,
tengsizlikni ganoatlantirsa va

Mn =C+Cy+..+C, +oe

n=|
sonli gator yaginlashuvchi bo’lsa, u holda (8.10) funksional qator x da absolyut va
tekis yaqinlashuvchi bo’ladi.
Natija. Agar

sonli gator yaginlashuvchi bo’lsa, bunda a, = supju, (x)|, (8.10) funksional qator tekis
Rt

yaqinlashuvchi bo’ladi.
1-misol. f,(x)=n \x+wl,\m , X =[0;+=). funksional ketma-ketlikning X
n

to‘plamdagi f(x) limit funksiyasini toping.

Yechilishi. Berilgan funksional ketma-ketlikni ushbu \i.:n.,\’_

X+ = +ofs
n

ko‘rinishga keltirib, so‘ngra uning limit ?:xm@mmm:m topamiz:
1

B, £ ()= i e = i
n-yw n-so ‘k+ v+4\l Na\|

1
Dem = ¢
R
2-misol. Ko‘rsatilgan oraliqda funksional qatorning tekis yaginlashuvchiligini

Veyershtrass alomatidan foydalanib ko‘rsating:

£y

A‘KI ::

. X =[-13].
o1 (Bn+1).3"
o _»f__: 2> .
Yechilishi.  Vxe[-1,3]  uchun U ()| = < o‘rinli.
@Bn+1)-3"  (3n+1).3"
> a, M % : iy sonli qatomi Dalamber alomatidan foydalanib, yaginlashishga
= n+
ANV: Asz._ -
tekshiramiz: a, = 3_ dpy = 3 . lim 22l i £ AL ) nwA_ bo‘lgani uchun
3n+1 In+d4  pox a, n-x3 Au: +4) 3

majorant sonli qator yaqinlashuvchi. Demak, Veyershtrass alomatiga ko‘ra, berilgan

funksional qator [-1,3] da tekis yaginlashuvchi.
Mustaqil yechish uchun misoflar
X to’plamda quyidagi {f,(x)) funksional ketma-ketliklarning  limit
funksiyasi 7(x) Sn:mm:.

8.1. 1, (x)=——, X =(~w;m). 8.2. \?T g1

b +~= x+n

8.3. £, (x) = x" — 4x™ +3x™, X =[01]. 84./ (x)=x' ncv.l.l,\ =(0;w).
xn

7 X = (—o0;),

|
85, f(x)=_[x*+ I_vn.k = (—a0;0), 8.6. 1, (x)=n(x" —1),X =[13).
Jn

1 arcign’x
w.ﬁ\LbuAJ\u+l.}\M X =(0;), 88. f (x) = ===, X =(~x;m).
n yn' +x?

Quyidagi funksional qatorlarning (absolyut va shartli) yaqinlashish sohalarini
toping.

&S =1-3---2n=-0( 2x Y &, sin nx
89. 3" 810 3712 ...as ﬁ_tmw 81, S8,
8.12. 32 sin X 813. 3530 8.14. 32X,

=l

el AH Nu nel N
X da {7, (x)} funksional ketma—ketlikning tekis yaginlashuvchiligini isbotlang:

8.15. f,(x)=e™, X =[I; ). 8.16. /()=
.

gl0<e<l-

COs nx

8.17. £, (x)=x", X =[0;¢], 0<e<] . m..m.\..t:n_::,f,\a

8.19. \.A‘cuA\xn +w , X=(~0;+w) . 820. f,(x)=e ", X =[-4;4]).
n

X da  {f(x) funksional ketma—ketlikni tekis hamda notekis
yaqinlashuvchilikka tekshiring:

831, 1) =X

), X =[0;+).

X =[1-51+¢); B)X =[1+&:40), £> 0

1+ x
8.22. f,(x) =", X = (—o0;+ ). 8.23. \El_hﬁ X =[l;+).
824. £ (x)=x"+x"-2x", X =[0;]] .
X, va X, to’plamlarda {/, (x)} funksional ketma—ketlikni tekis hamda notekis
yaqinlashuvchilikka tekshiring:
8.28. 1, (x)=e ™", X, =(-4;4) X, =(~;+).
~

m.x.::n: -

8.27.7.(x)= :E.Ewu_I, X, =(0;2), X,=(2;+w).
nx

X,=[0; 1], X,=[0; +) .
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8.28. /. (x) u,\Mmia\VL. X, =[0;z], X,=[m+x).
n
2nx

229

829.f1,(x)=
l+n'x

X, =[0;1], X,=(l;+).
830. £, = 1+%, X, =@, X,=(;+w).
X n
Quyidagi  funksional  qatorlaming  ko’rsatilgan  oraliqlarda  tekis

yaqginlashuvchiligini, Veyershtrass alomatidan foydalanib, isbotlang:

— 5
831. ) —— X =[0;). 8.32.
:M:=+£ [%:%) ,M_w.:\z x*

m.uu.‘E,\T-g.;.:a.-:.T;sr
Mc::(«‘ VR ma\: +Inx
836, S SO g i)
n=1 3" + cosx

X =[0; ») . 8.38. M

....a+= 5

y X =(~o;+»).

+ X =[0,=).
to’plamda quyidagi funksional qatorlarning tekis yoki notekis
yaqinlashuvchiligini aniglang:
" 1 ; =n" .
X =(0;+x). — , X =[0:2x].
8.39. W.w x X = (0;+0) 8.40. M:.::_k [0:27]

3

8.41. Mﬁexmﬁa = w X =[0;+x). 8.42. M.: ﬁf = »L. X =]0;).

el n=l

N§
X= (<o), 844, $SNXSMAX i),

8.43. X = (—oo;
..M.Ma\l»+.« el NA+X

Misollarning javoblari

8.1. f(x)=0. 8.2. \Eu_.mu. f(x)=0. 84, f(x)=x"8.5. (= 86

88. f(x)=0. 8.9. l.&-mcmo_wc. vaqinlashuvchi.
e

=Inx 8.7. )=
S(x)=Inx flx N,b

8.10. x = 1- absolyut yaginlashuvchi; x=-1- shartli yaqinlashuvchi.8.11. (~w,+0)=
absolyut yaqginlashuvchi. 8.12. (—ooj40)- absolyut yaginlashuvchi. 8.13.

(—o51) U (3;+0)~ absolyut yaginlashuvchi, 8.14.|x - mk| < m-mcmo_wéu

yaginlashuvchi; x u-mi -shartli yaginlashuvchi, ke Z . 8.21. a) f(x)=0 ga tekis

yaqinlashadi. b) f(x)=1 ga tekis yaqinlashadi. 8.22. f(x)=0 ga notekKis
yaqinlashadi. 8.23. f(x)=0 ga tekis yaqinlashadi. 8.24. s(x)=0 ga :oﬁrmu
yaqinlashadi. 8.28. funksiyaga X, tekis yaqinlashadi, X, da esa notekis
yaqinlashadi. 8.28. f(x)=0 funksiyaga X, tekis yaqinlashadi, x, da es&
notekis yaginlashadi. 8.27. .\.C:uw funksiyaga X, tekis yaginlashadi, x, da €s&

x
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notekis yaqinlashadi. 8.28. f(x)=x funksiyaga X, tekis yaqinlashadi, X, da esa

notekis yaqinlashadi.

8.29. f(x)=0 funksiyaga X, tekis yaginlashadi, X, da esa notekis yaqinlashadi.

8.30. f(x)= * funksiyaga X, da tekis yaqinlashadi, x, da esa notekis yaqginlashadi.
X

8.39. Notekis yaqinlashadi.  8.40. Tekis yaqinlashadi. 8.41. Tekis yaginlashadi.
8.42. Tekis yaqinlashadi. 8.43.Tekis yaqinlashadi. 8.44, Tekis yaqinlashadi.

9- amaliy mashg’ulot.
DARAJALI QATOR, UNING YAQINLASHISH RADIUSI VA INTERVALI

9.1. Darajali qator, uning yaqinlashish radiusi va intervali. Ushbu

Mn (x=x,)" =a, +a,(x=x)) + &y (x=x,) +---+a,(x=x,)" +-- (9.1)

qatorga darajali qator deyiladi. Bunda g,,q, a,,..,a,,..0'zgarmas haqiqiy sonlar
darajali qatorning koeffisiyentlari deyiladi, x, esa, ixtiyoriy o’zgarmas son.  (9.1)
darajali qator ushbu
> u,(x)
funksional gatorning xususiy holi bo’lib hisoblanadi:
u,(x)=a,(x-x,)", n=012,..
x-x, =t belgilash yordamida (9.1) darajali qatorni
Ma“n.... =ay+at+at’ +oap" e (9.2)

nwl)

ko’rinishga keltirish mumkin. Shuning uchun biz bundan keyin ushbu

Mn:xx =g, +a,x+a,x’ +-+a,x" +-
ko’rinishdagi qatorni o’rganish bilan kifoyalanamiz.

I-teorema (Abel teoremasi). Agar (9.2) darajali qator x ning x=x, (x, #0)
qiymatiga yaginlashuvchi bo’lsa, u holda x ning [ <lx| tengsizlikni
qanoatlantiruvchi barcha qiymatlarida (9.2) darajali qator absolyut yaqinlashuvchi
bo’ladi.

Natija. Agar (9.2) qator x ning x=x, qiymatida uzoglashuvchi bo’lsa, u x
ning |x|>|x,| tengsizlikni qanoatlantiruvchi barcha giymatlarida uzoqlashuvchi
bo’ladi.

2-teorema. Har qanday darajali (9.2) qator uchun 3p (p>0 con yoki +«) son
mavjud bo'lib:




a) agar p=z0 va p#+o bo’lsa, u holda (9.2) qator K ={x:|x]< p} intervalda
absolyut yaginlashuvchi bo’ladi va & intervalning tashqarisida uzoqlashuvchi
bo’ladi;

b) agar p=0 bo’lsa, (9.2) darajali qator fagat x =0 nuqtada yaqinlashuychi
bo’lib, sonlar 0’gining golgan hamma nuqtalarida uzoqlashuvchi bo'ladi;

c)agar p=+o bo’lsa, (9.2) darajali qator sonlar o’gining hamma joyida
yaginlashuvchi bo’ladi.

I-ta’rif. 2-teoremadagi p soni (9.2) darajali qatorning yaqginlashish radiusi,
K ={xeR:|x < p) esa darajali qatorning yaqinlashish intervali deyiladi.

l1-eslatma. X intervalning chegarasida, ya’ni x=+p da (9.2) darajali qator
yaginlashuvchi ham, uzoqlashuvchi bo’lishi ham mumkin. X ga nisbatan kichik
istalgan K, ={x:|x< p, < p} intervalda (9.2) gator absolyut va tekis yaginlashuvchi
bo’ladi.

3-teorema (Koshi-Adamar). Agar: 1) chekli yoki cheksiz

limsfa,|

mavjud bo’lsa, u holda (9.2) qatorning yaqinlashish radiusi p uchun

L timgfla] (9.3)

el

formula o’rinli:
2) chekli yoki cheksiz

lim

o)

a, ‘
D:o_

mavjud bo’lsa, u holda (9.2) darajali qatorning yaginlashish radiusi o uchun

a,

a,.

p=lim (9.4)

s

formula o’rinli.

2-eslatma. Darajali qatorlaming har bir hadi (-wo;+0) da berilgan funksiya
bo’lsa ham, tabiiyki, darajali qatorlar ixtiyoriy nuqtada yaqinlashuvchi bo’ladi, deb
ayta olmaymiz.

3-eslatma. M.i?a..v. darajali qatorning yaqinlashish intervali (x, - p;x, + p)

=0

bo’ladi. Bunda p ushbu Mun._u, qatorning yaqinlashish radiusi.

4-eslatma. (9.3)-(9.4) limitlar mavjud bo’Imasligi ham mumkin. Ammo, (9.2)
darajali gatorning yaginlashish radiusini hisoblash uchun umumiy formulaga egamiz,
ya'ni

P (9.5)
limz/a, |

(9.5) formula Koshi-Adamar formulasi deyiladi. I
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1-misol.Quyidagi berilgan darajali qatorning yagqinlashish radiusi, yaginlashish

intervali va yaqginlashish sohasini toping.

® " Insl
Mﬁ u .
3n-1

n=|

In+l
Ye ch i 1i sh i. Berilgan darajali qatorda a, nﬁu - _u . Darajali qatorning
=
yaqinlashish radiusini (7.23) formulaga binoan topamiz:
p el LA, _ T . —
lim ﬁ lim QA!:’.Vuaa_ n—sx n w.vl—
n—->x wae\ 3] Awlhlw_v n
n+l
= lim L =3 =217.
il L snet [man-n)
1 | n-1 |n(3n-
_HA £ uzl_v H_

Demak, darajali qatorning yaqinlashish radiusi p=27, yaqginlashish intervali

esa, (-27; 27) dan iborat. Endi yaginlashish intervalining chegaralarida darajali

) In+l
qatorni yaqinlashishga tekshiramiz. x=27 bo‘lganda MT:: _w (27)" qator hosil

n=|

bo‘ladi. Bu qatorni yaginlashishga tekshirishda Koshi alomatidan foydalanamiz:

In+l

In+l
h 2 u @7)" =27 lim (——) " ====1, k=1.

lim K, = lim 2
3n-1 n—+o 3n+1 27

n—-x n—-x

Mustagqil yechish uchun misollar

Quyidagi darajali qatorning yaginlashish radiusi, yaginlashish intervali hamda
yaginlashish sohasini toping:

& e (=3 ﬁ n u_ .
9.1. Y (-1 S 2 ) 93.) gt B

= ns" mind"Inn pr

- | = (x—1)" s
9.4. 2 S 95. ) — 3 9.6. Sed
4.3 ?,\Lk Sl 96 Sk

9.7. Mwﬂ%& 9.9. Mu.?_ +2)x - )™,

Quyidagi qatorlarning yaqinlashish sohalarini toping:
9.9. 3 v sin . 010 3 EL 0ULT (sin(/ 1~ Vs +1)".
n=l

2" nei 7 n=1
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ua

9.12. Mﬁhxﬁik (x—5)". 9.13. M

nul w: ne=l :
Quyidagi darajali qatorlarning yig'indilarini hadma-had differensiallash
yordamida toping;
3 s 3 5

X X X X
c._&.k+|wl+ﬂ+... e.—m.u|q+,4

Quyidagi darajali qatorlarning yig’indilarini hadma-had integrallash yordamida
toping:
1 I 1

9.16. x+2x* +3x’ +... 91T . x+=x*+=x' 4.+ —2x"" 4.,
2 3 n+l

Misollarning javoblari
9.1. p=+5, 3-v5; 3+45), 3-45;3-45]. 9.2, p=3, (-3;3), (-3.3].
9.3. p=27, (-27;27). 9.4. p=1(-1:1), [-L1. 9.5. p=3, (-2:4). 9.6.
p=V3,(-V3:3). 9.7 p=0,x=0. 9.9. p=w0, (~0;). 9.9. (~V2;2). 9.10. [-10"'10].

9.11. (-2,0). 9.12. (0:6).9.13. _J\u <Qoz |_=_: (x<1). 9.15.

arcigx (|x]<). 916, ——— : T (x<1.9.17. —ini— 4 (<1).

10- amaliy mashg’ulot.

TEYLOR QATORIL FUNKSIYALARNI DARAJALI QATORLARGA
YOYISH

10.1. Funksiyalarni Teylor qatoriga yoyish. f(x) funksiya x, (x,&R)
nuqtaning biror
Usg(xy)={xeR:xy~6<x<x,+5} (6>0)
atrofida berilgan bo’lib,u shu atrofda istalgan tartibdagi hosilaga ega bo’lsa, ushbu
S+ 3L gy (10.1)

darajali qator, u yaginlashuvchi bo’ _mn_a_. yaginlashuvchi bo’lib, uning yig’indisi
J(x) funksiyaga teng bo’ladimi yoki yo’qmi, bundan qat’iy nazar, f(x) funksiyaning
x=x, nuqtadagi Teylor qatori deyiladi. Bu qator (10.1) darajali qatorga o’xshash
bo’lib, bunda

- .\.\Akavl .\.:A.«cv - .\.\\\Ahcv - .\.::A»‘c(wl
S(x,) =ay, = T = G T = e
lar Teylor koeffisiyentlari deyiladi.
Xususiy holda, ya’ni x, =0 bo’lganda (10.1) Teylor qatori

.\Acv+M \.\._AS
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ko’rinishga keladi. Bu qator ko’p hollarda Makloren qgatori deb yuritiladi.

I-teorema. f(x) funksiya biror U(x,) to’plamda istalgan tartibdagi hosilaga
ega bo’lib, (10.1) qator uning x = x, nugtadagi Teylor qatori bo’Isin. Bu qator U,(x,)
da S(x) ga yaqinlashishi uchun uning

:v :;
)= fxo)+ 7= f S:H x) +.. fﬁ

Teylor formulasi aoEE =ua===m VxeUy(x,) da nolga intilishi, ya’ni
limr,(x) = 0 bo’lishi zarur va yetarli.

n-sm

(x=x,)" +r,(x).

Ma’lumki, Teylor formulasi qoldiq hadi:
a) integral ko’rinishda

1%
n(x)= ﬂ:-; SOt

b)Lagranj ko’rinishida
%)

A\ﬂ kov:._u

r(x)=

bunda ¢ = X, +8(x—-x,), 0<@<|;
s) Koshi ko’rinishida
.\;A:0_.Ah.v

r(x)= |_|:|3..A.«t.«cv..._, c=x,+0(x-x,), 0,<@<I;
n

d) Peano ko'rinishida
5(x)=0 ((x-x,)")
bo’ladi.
2-teorema.  f(x) funksiya (x,-p,x,+p) (p>0) oraliqda darajali qatorga
yoyilgan bo'lsa:  ~
J(x)=a,+a(x-x)+a(x-x)" +...+a,(x-x,)" +
bu gator f(x) funksiyaning Teylor qatori bo’ladi, bunda

" Sx) &) (%) _L"(x)
= ‘\..Ak.ov. a = 1 = y &y = 2 a, 3 u s caeg@y = v e

3-teorema. Agar  f(x) funksiya biror (x,-p,x,+p) intervalda istalgan
tartibdagi hosilaga ega bo’lib, shunday o’zgarmas M >0 son topilsaki, barcha
x € (x,- p,x, + p), hamda barcha ne N lar uchun
_.\.?kam M

bajarilsa, u holda T.u - PpXy + %v intervalda f(x) funsiya Teylor qatoriga yoyiladi,
ya’ni
(m)
f(x)= M\ o) (- 20)" (A)

n=l)

bo’ladi.
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10.2.Elementar funksiyalarning Teylor qatorlari. (A) formulada x, =0 deb,
amaliyotda ko’p uchraydigan ba’zi elementar funksiyalarning darajali qatorlari
yovilmalarini keltiramiz:
1.Ko’rsatkichli funksiyalar:

o "

e = k‘. (-o<x<+o, p=wm), (10.2)
w0 M
Q-HWkl.E:z. a>0,a#1 (~0<x<+w, p=wm). (10.3)
n=0 02
2.Trigonometrik funksiyalar:
@ (_I\M e 2n
cos x = Chx” (~0<x<+40, p=wx). (10.4)
wo  (2n)
« -1
R IR .
m_:un._M._”A 1) AIN-_]:_ (~o<x<+m, p=w). (10.5)
3.Darajali funksiyalar:
(x+)* =143 Cox" (10.6)

bunda C” = a(a=1)-...(@a-(n-1)) X
. (a-n)!
Agar ¢ #0,a #n,(neN) bo’lsa, (10.6) qatorning yagqinlashish radiusi 1 ga
teng bo’ladi.
(10.6) formulaning muhim hususiy hollari:
) 4

_|n ", (4<1L p=D; (10.7)
=X =

_mlauMT:;, L <t p=0; (10.8)
1-misol. f(x)= cos® x Funksiyalarni x, = m nuqta atrofida Teylor qatoriga yoying

va yaqinlashish radiusini toping:
Yechilishi. Berilgan funksiyani quyidagi ko‘rinishda tasvirlaymiz:

\Enem.ﬁTwsza Tml deb belgilab, cos2x=-sin2/ ekanligini topamiz.

Natijada f(x)= mSuW Wai?m:& sinrning makloren qatoriga yoyilmasida
foydalanib wSuwuh 3 E?: ni topamiz. Bu yerda
2 24 (2n+1)

"=

- 1 & Al C:LNNN pa 2n+1
\Axvum+=Mu“o T|IW

2n+1) \© 4
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Hosil bo‘lgan qatorning yagqinlashish radiusini tekshirishda

formulasidan foydalanamiz:

2n
p=lim ~|.?_+ww =L fim @n+3)= 4.
n—x AN=+_W 2n+2 4noe

Demak,darajali qatomning yagqinlashish radiusi p=o0. Shunday qilib, hosil

bo‘lgan darajali qator Vx e (-w;«) uchun f(x)=cos? x funksiyaga yaginlashadi.

Mustaqil yechish uchun misoliar

Quyidagi funksiyalarni x ning darajalari bo’yicha darajali qatorga yoying:

10.1. y=sin’ x. 10.2. v,u}. 10.3. y=In(l+x+x"+x").
6-x—-x
:Zén}. 105.y=cos*x.  10.6. y=arcsinx'.
-X
10.7. y=e™. 10.8. y=4".

Quyidagi funksiyalarni ko’rsatilgan nuqta atrofida Teylor qatoriga yoying va bu
qatorlarning yaqinlashish radiusini toping:
-
' +4x+7"

10.12. f(x)=Vx, x, =1

10.9 /(x)= mawﬂa. % =3 10.10. f(x)=

10.11, f(x)=e*, x,=3.

X, ==2.

10.13. f(x)=————, x,=5. 10.14. f(x)=2", x, =1 Quyida

x'=5x+6"
Keltirilgan sonlarni ko’rsatilgan aniqlikda hisoblang:

!
10.15.cos18", 0,0001. 10.16.¢*, 0,00001. 10.17.1n0,98, 0,0001.

Integral ostidagi funksiyani darajali qatorga yoyish yordamida, berilgan
integralni ko’rsatilgan aniqlikda hisoblang:

05

Y
10.18. T-.u&_ 0,001. 10.110 .q

sin

2X . 0,001.
X

Darajali qatorlar yordamida quyida keltirilgan limitlarni hisoblang:

10.20. 1im =<, 10.21. lim—%08*

0 x 0" —|-x
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Misollarning javoblari

o R ) £ I
10.1. IMAAIS‘.._ AN:1|_M—‘ ,.QN_A +8w‘—O.N.Iw;MLU uzlk -.M..M&Wn» J(~2<x<2).
103, $E0° a +“|: k- ¥, ((1<x<1) _e.u.M_u:,,:.a.; A <1)
na=l n=
10.5. 1+ 31 szv_ 2 (¥ < +0)
n=|
Q= g cr %
Ax <l 10.7. - 4ASV
10.6. x JM._- e (d<1) M f
10.8. M_z A.,.QLAtuow 10.9 M mau (x-3)" R=w,
10.10. le D' (¢42)" ,R=4. 10.11. mwa_? ) R=.
CO -3y 5 pud 10.13.
10.12. M 1), e
13 0 x5y -me,_.v_ x-5)", R=2. 10.14. NM___ 2 (x-1)", R=s0, 10:18,
| &~ nal wel)
0,9551. i0.16. 1,648719. 10.17. _-_c,cmn -0,0202.
10.18. 0,245. 10.110 0,946. 10.20. W 10.21. 1.

11- amaliy mashg’ulot.

FUNKSIYALARNI FURYE (TRIGONOMETRIK) QATORIGA YOYISH.

1-ta’rif. Koeffisiyesntlari

1
= Jroo (11.1)
!
u.“.-.\?vnawma&n (11.2)
_.\.Abm:.'»&k (11.3)
formulalar orqali S_u__ma_mma :wrcc
+MQ: now:lxiv m_z»\h ) (11.4)

trigonometrik qatorga f(x) ?:rmc&:mzw Furye qatori, a,,a,,b, koeffisiyentlarni
esa uning Furye koeffisiyesnilari deyiladi.

(1L.1),(11.2) va (11.3) integrallaming mavjud bo’lishi uchun f(x)
funksiyaning [-/,/] oraliqda integrallanuvchi bo’lishi yetarli. Shuning uchun har bir
[-1.7] oraliqda integrrallanuvchi 7(x) funksiyaga koeffisiyesntlari (11.1)-(11.3)
formulalar bilan aniglanadigan (11.4) trigonometrik qatorni mos qo’yish mumkin:

\.Aiu|+MA$oom»|\\mx+u m_s\ula.& (11.5)
Umuman olganda f(x) funksiyadan integrallanuvchanligidan tashqari boshqa shart

talab gilinmasa, (11.5) da tenglik ishorasini qo’yib bo’imaydi.

I-teorema. Agar f(x) funksiya [-/,/] kesmada bo’lakli silliq bo’lsa, u holda
bu funksiyaning
MAkVnW..+MA$8mW\m.«+v E:»ﬂa‘: (11.6)
k=l
Furye triyegonometrik qatori {-/,/] ga qarashli istalgan X uchun yaqginlashuvchi va
uning yig'indisi S(x) uchun quyidagilar o’rinlidir:

1) barcha xe(-/,/) uchun S(x)= \Aalovw\czov bo’lib, agar X nuqta f(x)

ning  uzluksizlik nuqtasi bo’lsa, u holda fla-0)= f(x+0)= f(x), demak,
S(x) = f(x)bo’ladi;

2) kesmaning chegaraviy nuqtalarida esa, qator yig'indisi ushbu
S(-1) = S() = \TISM\?TS

tenglik bilan aniglanadi.

11.2. [0,/] da berilgan funksiyani faqat kosinuslar yoki sinuslar bo’yicha
Furye qatoriga yoyish f(x) funksiya [0,/] da aniglangan bo’lib, u shu oraliqda
bo’lakli uzluksiz va bo’lakli silliq bo’Isin. Uni [-/,0] oraliqqa har xil davom ettirish
mumkin, xususiy holda: 1) juft va 2) toq davom ettirish mumkin.

-
o+

\

.
)
*
L)
)
«
. Lol -.--\
.
\
1
A
A
.

-

1) holda (-/,/] da juft funksiya hosil bo’ladi. Shuning uchun
! U
uwl‘?ﬂxn.. n.uw.—\ﬂvngkﬂam&m. b, =0 (11.7)
bo’ladi, [-/,/) dagi Furye qatori




\?vnmw.?Mn.oom»ﬂnm (11.8)
kel

ko’rinishda bo’ladi.
2) holda [-/,/) da toq funksiya hosil bo’lib, uning Furye koeffisiventlari,

a; =0, @ =0, 5 & W?@a__ \,.%ﬁ.m (11.9)
Furye qatori esa,
@~ msm\mn (11.10)
kel
ko’rinishda bo’ladi. (0,/)oraliqda har ikkala (11.8) va (11.10) qatorlar f(x) ga
yaqinlashadi ( f(x) ning uzluksizlik nuqtalarida).
-X,-n<x=0,

I-misol. f(x)=1{,2
— O<xsm
n

funksiyani [-z;7) kesmada Furye qatoriga yoying.

Yechilishi. Berilgan funksiya [-z;7] kesmada uzluksiz. Uning hosilasi x ning
x,=m, (n=0,+1,+2,.) nuqtalardan boshqa hamma gqiymatlarida uzluksiz va
o‘zining aniqlanish sohasida chegaralangan.

Demak, berilgan fuknsiyaning Furye qatori x ning hamma qiymatiarida f(x)

ga yaqinlashadi. Furye koeffisiyentlarini topamiz:

x o x
a, HW“M\A»Knn W.MA- .4v&x+wm—m5u|wﬂ

(& 1% ox?
m:ni .—\?vccf:.&nnl | _.anom5§+.—|no§x&.
a a a
-u o

=’
Tenglikning o‘ng tomonidagi integrallami bo‘laklab integrallash natijasida,
s,ulllx.a_w.u-_ bo‘lishni topamiz. Endi b, lami topamiz:

x 5 0 )
5 =1 _..\Aavm:_:n&nnl - %.S::Q&I ._.k[m::_xkn =
L i

n

2(-1)" -1
Nu‘-u ’

0, n=2m, meN,
v:u 4

TS n=2m-1, meN.
°(2m-1)

Shunday qilib, berilgan funksiyaning Furye qatori, quyidagi

5 - 3(=1)" -1 4 .
\Akvu_lma+M— ANH..N Smi,«'NNAN:_lcwm.:ANSLVL.

m=]

ko‘rinishda bo‘ladi. Bu yoyilmada x = deyilsa, u holda

sz & 3-1)" -1
= — I~ .
% _~+..M"_ T

Mustagqil yechish uchun misollar
Quyidagi funksiyalarni (- ;7) da Furye qatoriga yoying.

1.1, f(x)=sin*x 112, f(x)=cos*x

-1, -r<x<0 2, -r<x<0,
; )=4{ < 114. =
113. f(x) *_.ofnha f(x) Alw.oAaAa

115. f(x)=1-2x 11.6. Eum.,.-u

5, ~r<x<0, .|_|q.|NANAo_
H .\?vn#u.OAuAa 4 \TT_N. O<x<nm
Quyidagi funksiyalarni [-z;x] da Furye qatoriga yoying.
11.10. f(x)=x* . 1111, f(x)=|x

Quyidagi funksiyalami (- z;7z) oraligda Furye qatoriga yoying:
11.12. f(x)=sinax (a —butun son emas)

-%, - 0,
11.13. \?TT.&OAHMMA 11.14. f(x)=cosax (a e z).
1115, f(x)=x?-x2 11.16. f(x) = e* xe(~hh)
Quyidagi davriy funksiyalaming Furye qatoriga yoying:
1117, f(x)=sgn(cosx) 1118, f(x)=arcsin(sinx) 11.19. f(x)= arcsin(cosx) .
Quyidagi funksiyalami (0;7) oraliqda sinus bo’yicha Furye qatoriga yoying.
- x,0<x< M...
1120 f(x)=x.' 1121 f(x)= 35 11.22. f(x)=
z—X, W Sxs«w

Quyidagi funksiyalamni [0;x] da kosinun bo’yicha Furye qatoriga yoying.
1123, f(x)=x. 11.24. f(x)= WT 1. 1125 f(x)=-x’

67




Misollarning javoblari

3 1 1
L1 =~—cos2x+—cosdx, 112 |u+ X+ sin(2x
X 2. ¥ ~1):
8 2 8 8 NnOuN mnOwA 3. flx)= HM ~.>‘|_va.

4. f(r)=BF szl o \TV-_IME

T n._ 2x -1

el

116, .\A.«vcnu‘..MT_vi_m_:;«. 17 \Ahvl_vl m.__ﬁaa;q. 118 =3,18 m_nﬂau_vn
— T 2x-1 3, ;SN T YR
1L.10. \E-I,LM? i 41 fa)e Z- 4 = cos(2x - 1)x
i 2 73 (-1)

/

Nw_sﬁﬁ .«: sin2x  3sin3x v

T4 S e 1113, - 2 3 080K ;JM

= 2 ) n
2 Q 3 —q LT ANR.. ~.vu nat 1 _v S

2sin m acos nx L
1114 280 ﬁ +MT:.._ = @ 1L15, ma LMA v
1116, 2Sha §+M._“T: §8M }\wn-msw_u__ i
iz 25y cos(k +1)e] A sk + 1) 4 +
?L 2k +1 v i .M,_A y 2k +1y VR, M.Mgmmmcuw.
1120, 237 (-1 msu. 121 Mms?a. 11.22, ..MT:..;:_?« x
nel el T ANR _vn
123 5.2% 8%7%. 1124, 14 % - 250 cosx —1)x
2 72 (k-1) 4 75 (c-1)
1125, =2 AW”T 1y nwuﬁ

12- amaliy mashg’ulot.
FURYE INTEGRALI

f(x) funksiya (-c,) cheksiz

. integralda ani
integrallanuvchi bo’lsin, ya’ni i ‘miglangan va ‘unds sbABEY

Jlrtehe =0
integral mavjud bo’lsin. a
Ushbu

fx)= .?368 2x + B(x)sin Ax}ix (n

68

tenglikning o’ng tomoni  f(x) funksiya uchun Furye integrali deb ataladi, bunda
A(2), B(1) quyidagicha aniqlanadi:

A= 1 [r)cos2 ea,
B(2)= w,w f(t)sin 2edt

Ushbu ﬁﬁvnmw\cvoom Atdt va ®(3)= ,\Ww\smif& funksiyalarga f(x)

funksiya uchun furyening mos ravishda kosinus va sinus almashtirishlari deyiladi.
Ushbu

Aav-i_:%:g
a -
formulaning o’ng qismi f(x) funksiya uchun kompleks formadagi Furye integrali deb

aytiladi.
Mustagil yechish uchun misollar
Quyidagi funksiyalarni Furye integralini tasvirlang

Pra L 5 <. [ signx, o<1,
12.1. f(x)= 0 pf>1 122. f(x)= o. o
123. f(x)= sign(x—a)-sign(x-b) (b>a) 124 \Axvl ?vcv
125 Anv..l?vow 12.6. \.T.Vum..} Amvow

a +x
_[sinx, |q<m, _ [eosx, |d<m/2,
127. f(x)= " 128. f(x)= 0, W>ni2
129. f(x)=e" cos fix (a>0) 12.10. f(x)=e"sinfx (a>0)
Misollarning javoblari
12.1. \Elu—ﬁsm\a& 12.2. \Eumﬁ €084 cindxdd
!

12.3. \Aav-l_é::a a)-sindlx=b) ), 134, Fqu 4 cos Ax dA.

T3 A a’ +x
125, %=L fesin ax da. 126. fx)= 2 [ 4y
a +x ag T ex. +a°
127, f(x)=2 [FRAT Gin dxdd 128, f(x)=2 [5O3 oo aear
xmal-2 ] 1-4
& I 1
12,9, = ~Jcos AxdA .
S&)= A TG
12.10 \Tvll.— Asin Ax dA

(A= B +a’ll(A+p) +a’]




|
|

13- amaliy mashg’ulot.

O’ZGARUVCHILARI AJRALADIGAN BIRINCHI TARTIBLI
DIFFERENSIAL TENGLAMALAR. KOSHI MASALASI

13.1. O’zgaruvchilari ajralgan va ajraladigan differensial tenglamalar.
Ushbu ko’rinishdagi tenglamani qaraymiz:

NIH.\.AHVQA.CV . A—U._v

Bu yerda f(x) va o(y)=0 uzluksiz funksiyalardir. Tenglamaning ikkala qismini dx
ga ko’paytiramiz: dy = f(x)o(y)éx. Endi ikkala qismini ¢(y)# 0 ga bo’lamiz:

eﬂw = f(x)d (13.2)

(13.2) tenglamaga o ‘zgaruvchilari ajralgan tenglama deyiladi. Ikkala qismini
integrallaymiz:
i
o)
Bu ifoda yechim y, argument x va o’zgarmas C ni aniqlovchi munosabatdir, ya'ni
(13.1) tenglamaning umumiy integralidir.

(13.1) ko’rinishdagi tenglamaga o’zgaruvchilari ajraladigan differensial
tenglama deyiladi.

[rae+c

O’zgaruvchilari ajraladigan differensial tenglama quyidagi ko’rinishda ham

bo’lishi mumkin:
L&'+ £, (0)=0  (133)
yoki

/i@ 0y + £, (xhos (V) = 0.

Bu yerda f(x) 0,() £i(x) .(») funksiyalar uzluksizdir. (13.3) tenglamani
o’zgaruvchilari ajralgan tenglamaga keltirish uchun d qatnashgan hadi o'ng
“tomonga o'tkazamiz va £(x)#0, @,()#0 shartni hisobga olgan holda ikkala
qismini f£,(x) @, (y)= 0 ga bo’lamiz:

Q_Qv&cul\nnkv&x (13.4)

?:(») S(x)

ko’rinishdagi o’zgaruvchilari ajralgan tenglamani hosil qilamiz.

(13.4) tenglamaning umumiy integrali quyidagicha yoziladi:
@, (»)dy JSa (x)dx

2, (») Si(x)

(13.5)

A e P ———

e —— e

13.2. Birinchi tartibli bir jinsli differensial tenglamalar. Bir jinsliga
keltiriladigan differensial tenglamalar.
I-ta’rif. Agar ixtiyoriy k>0 uchun F(kx,ky)=k"F(x,y) tenglik o’rinli
bo'lsa, F'(x,y)ga n-darajali bir jinsli funksiya deyiladi. Masalan,
= s<~ X +x*
RN+¥NO x&+V\A u . . .. . g
funksiyalar mos ravishda 0, 1, 2, n-darajali bir jinslidir.
Agar f(x,y) O-darajali bir jinsli funksiya bo’lsa, u holda ushbu

n-A_ A

P+ =5x, xX"+x"y 4y

y=f(xy) (13.6)
differensial tenglama bir jinsli differensial tenglama deyiladi. Agar M(x,y),
N(x,y) lar bir xil darajali bir jinsli funksiyalar  bo’lsa,

M Ax kv&x +N Ax. wv&\ =0 tenglamalar bir jinsli differensial tenglama deyiladi.
Xususiy holda, y'=f(y/x) differensial tenglama bir jinsli differensial

tenglama deyiladi. .

Yy . .
(13.6) tenglamada x =0, \Ax.vvn\@_w.uushﬂu funksiya x va y ning

barcha qaralayotgan qiymatlarida uzluksizdir. Bu tenglama
You y=wx Y=u+xu' (13.7)
o’rniga ao_ww_. bilan o’zgaruvchilari ajraladigan tenglamaga keltiriladi.
. _du
u + xu'= p(u) yoki xmw.uec;c:.
Bundan quyidagi o’zgaruvchilari ajralgan tenglama hosil bo’ladi: .
du dx

o(u)-u x
1-misol. (1+ x)y + (1- y)xy'=0 tenglamani yeching,

Yechilishi. y'= & munosabatdan foydalanib berilgan tenglamani quyidagicha
' dx

yozib olamiz: (1+x)ydx+(1-y)xdy=0 . O'zgaruvchilarga ajratamiz:

=R _ 00k yoki ﬁ_\-_uéu-a_.,é&
A=Ay _Q+x . ;
y

Bu o’zgaruvchilari ajralgan tenglamadir. Integrallab topamiz: In|y{ -y = ~(Injx| + x) + C

yoki Injx{+x~y=C. Oxirgi munosabat berilgan tenglamaning umumiy

integralidir.




N..-.:S_..uk.k .
Y= Hsine tenglama yeching,

Yechilishi. (1.1) o’miga qo’yishni bajarsak: u + xu’ = u + sinu hosil bo’ladi. Bu
yerdan

d .
.«Muﬂ::. \&le.iﬁ

Oxirgi munosabatni integrallab
| u L .
niig 1= Injf+InC  yoki 4= 2arctgCx
o N . . .
ha s dan foydalanib tenglamaning umumiy yechimini aniqlaymiz:

y=2xarcigCx .
. Mustagqil yechish uchun misollar
O’zgaruvchilari ajraladigan differensial tenglamalarni yeching,
13.1. (14 y)dx-(1-x)ay = 0. 13.2. i-yidr+ yi -x'dy=0.
13.3. .CQ.H_IHN. 13.4.67(1+ y)=1.
13.5. y(1+y)=xysinx. 13.6. y —xy* =0,
13.7. 2\[ydx-dy =0, y(0)=1 13.8. y' =8y,5(0)=4

,. *
_u.o.w msa-a_iupﬁmwn L 13.10. (14 e+ (142 iy =0, (1) = 2

._u._._. U_.Q.n:w:m_.m_ tenglamani o’zgaruvchini almashtirish yo’li bilan yeching
a) y =ysinx’; b) Awulex+?‘«|~¥+uv&~uo
cos y~siny~1

2. 9 1=y de+VI-x'dy=0, y(0)=1.

V)y= - )
cosx~-sinx+]
€) y =cos(y-x)

d) y'=3x-2y+1;
Birinchi tartibli bir jinsli differensial tenglamalarni yeching,

13020 = y+ il 4,2

¥
13,04, =2y - w07
1316,y < 222
X

131509 - YIny-Inx)= 0.

131755 -2 41 =0,

2
13.18.x Q.wva.e e 13.19.y(2V% - {5 b + xdy = 0.
__u. 20. w_w h_zw__wauro_::_nn_mw: differensial tenglamalami yeching.
o 3x=4y-2 =
mvklwula&!u. b) y'= x+y=-2
- 3x-y-2

7

A— e

Mustagqil yechish uchun misollarning javoblari
13.1.(-x)1+y)=C. 13.2./1-y* = arcsinx+C
13.3.x* +y* =InCx’. 13.4.y +In|y| = sinx - xcosx +C.

2
C+x
xX+y

l-xy
13.11. ) f@?.;. 6) 5x+10y+C =3In[l0x~5y + 6,

a:ww"ﬁﬁﬁmiuﬁ_lmww. 2) y=Lxl-y +pl-x* =1,

7.y=(x+1)

13.5.y=In{l + Ce™) 136.y=-

7"

=-3.

138. y=(4x+2). 139.y=1 13.10.

2

d) dy—6x+1=Ce™; e) anwxuxlvﬁ.\clnuwi. keZ.
-

&

x

2
T I

13.13.5% =2x*1
2 2 N

) . .
13.14,¢ *+InCx=0. 1315,y =xe™", 13.16. y=xIn*Cx.

_u.:.:.lmusm?n; BI8xt -y =’  1309.y=xin?E

= X
2x-2

1320.a) x-y+C=Px-4y+1; b) (v-xp’™ =C, y=x

14- amaliy mashg’ulot.
DIFFERENSIAL TENGLAMANING TURLARI VA YECHISH
USULLARI -

1-ta’rif. Izlanayotgan funksiya va uning hosilasiga nisbatan chiziqgli bo’lgan
tenglamaga birinchi tartibli chizigli differensial tenglama deyiladi.
Uning umumiy ko’rinishi quyidagicha ifodalanadi:
A2+ Bxyy =0,
bu yerda A(x)#20 va A(x) B(x), C(x) lar x ning (a,b) dagi qiymatlari uchun
uzluksiz funksiyalardir. 4(x)#0 bo’lgani uchun birinchi4artibli chiziqli differensial

tenglamani
M+2a§u©€ (14.1)
e 2 s . E B Qﬁkva g :
ko’rinishda yozish mumkin, bu yerda P(x)= yie) va Qlx)= o) berilgan uzluksiz
funksiyalardir.

Agar Q(x) =0 bo'lsa,
y+P(x)y=0
tenglamaga chizigli bir jinsli differensial tenglama deyiladi.
(14.1) differensial tenglamaning umumiy yechimi




|
|

_ = [Pydrf g [P bt g
y=e FEL AHC" . (14.2)
ko’rinishda bo’ladi
14.2. Bernulli tenglamasi. Ushbu

o o Y+P(x)y = Q(x)y" (14.3)
Wm :Ew:qmm_ differensial ~n.=m_w3sw» Bernulli tenglamasi deyiladi.
n_:Mo“.. a P(x) va Q(x)-berilgan uzluksiz funksiyalar, n=cons.' n=0 da bu tenglama
Sam_M:_g.p:Nn Moo:“ﬂ mnﬂmwa<o=__w_.m m.._.s_w&mg tenglamaga aylanadi. Differensial
apai n n#0,1deb faraz qilamiz va ikkala gismini y" =0 ga

. ¥y =Py + 0(x) (14.4)

Belgilash kiritamiz: z =", 2=(1-n)y™y'. Uholda
i, w.n_k o
z va 7' ning ifodalarini X s iziqli
ety g alarini (14.4) ga qo'ysak, z ga nisbatan chiziqli tenglamani hosil

1 '
) Y =P(x)z+Q(x) = z'+(1- n)P(x)z = (I1-mQ(x).
u tenglamani xuddi chizigli ten i
m glamani yechgandek
tenglamasining umumiy yechimi hosil co._waw Sdatmentl

(1= [P(x)dx

Bernulli

(-n) [Px)ax "

’n (1=n) [O(x)e +C

I-misol. y'~ yctgx =2xsinx tenglamaning umumiy yechimini toping.

Yechilishi. Bir jinsli tenglamaning umumiy yechimini topib olaylik
dy dy cosx de .‘.@ _ [eosx
w T

—-ycigx=0, ==
e Yy sinx sinx

In|y|=Insin x|+ InC,, C,>0, y=Csinx, CeR.

dx,

Endi  o'zgarmasni variasiyalaymiz, ya'ni berilgan tenglamaning yechimini
»=C(x)sinx ko’rinishida izlaymiz, bu yerda C (x) hozircha noma’lum funksiya.
y=C(x)sinx , y'=C"(x)sinx + C(x)cosx
differensial tenglamani go'yib quyidagini olamiz
C'(x)sinx +C(x)cosx - C(x)cosx = 2xsinux,

C'(x)=2x, C(x)=x*+C,, wu?.~+m.~vm_.=u.

Demak, berilgan differensial  tenglamaning umumiy yechimi
y = x” sinx + C, sin x ko'rinishda ekan.

2-misol. xy'=y-3x’y® differensial tenglama o'zgarmasni variasiyalash
(Lagranj usuli) va Bernulli usullarida integrallang.

Yechilishi (Lagranj usuli). Bir jinsli differensial tenglamani qaraymiz xy'= y.
Bu differensial tenglamaning umumiy yechimi y=Cx. Faraz qilaylik y=C(x)x, u

holda y'=C(x)+ xC'(x). Bularni berilgan tenglamaga qo’yib, quyidagi ifodani

hosil gilamiz:
AC(x) + xC(x)) = Clx)x = 3x*C*(x)x*yoki C'(x)=-3x7C(x)
Bu ifodani integrallab, topamiz

[& - sfra-cv -——=-x'-C*, Clx)= ———
e* C(x) x +C*

Demak, berilgan differensial tenglamaning umumiy yechimi:

x
X +C*

y=ulxp(x),

y=x-C(x)=

Bernulli usuli. y'=u'(xW(x)+u(xp'(x) lami differensial

tenglamaga qo’yamiz:

e (e v(x) + ule ' ()] = ule(x) - 357 (xp? (x)

yoki
xu'-u=0

,
v'=-=3xuy”

Bu yerda xu'=u differensial tenglamani integrallab u=x xususiy yechimini
tanlaymiz, so'ngra ikkinchi differensial tenglamani V= =3xuv?, v'==3x*v* ni

_
integrallaymiz m\w. = -3x’dx. Bu yerdan ibu$ ni topamiz. U holda berilgan
v x5+

differensial tenglamaning umumiy yechimi: y=wu-v= Lﬂ :
x“+C




Mustagqil yechish uchun misollar

Birinchi tartibli chizigli va Bernullj differensial tenglamalarini yeching

4.1y +2y=3e". 1420+ x )y + 22y = 3¢
143, 20x+ ')y —y =0, 144,y de + (xy ~ 1)y = 0
2
14.5. xy +p=2_ .
Xy +y > Inx 14.6.y +2xy = 2xp°
14.7. <.+h\<nkl~_=a &
A 5 Inx. I.w.ann+v~uaa_

e nA\:... :wNVuo. 14.10.x°y%y + x%y? =1

1411 y'x"siny - xy'+2y = 0, _A._N.wrwum:._.*.
X

_&,_w.k.,f-,klklu 'y
T A 1414,y -2 _,n %
=% sin x \mu

]
|
|

14150 - y~x' =0,(2)=4 z.;.g.m__iismau_LTV A
4

Mustaqil yechish uchun misollarning javoblari

Mly=Ce™4e*. 1425 *C
| N 2.y= T 143.x=3'+0l y=0
ny+
Mdx="2*2 o0, 145y=— 2 14.6. y=
» Inx+Cx+1 il s
WLy=bC -025un' s, 18y=x'+S 149,00 C)=e¢*
5 i 9. x+Cl=e", y=
Vix+C : .|
14.10. y = % S - i
x C-cosy’ )
1412, y=e*| Chinx+ X v
ﬁ nx+ Nw 14.13.y = Y1~ x* (2arcsinx + C)
14.04.y = (x+ Ckg X .
( whw. _u.&lwk_. 14.16.y = 2sinx - cos x.

. 15- amaliy mashg’ulot.
TO’LIQ DIFFERENSIAL TEGLAMA. KLERO VA LAGRANJ
TEGLAMALARI

15.1. To’liq differensi
o ;w.n_s ensialli tenglamalar,
M(x, y)dx+ N(x, y)dy=0 (N

rengl ing chap n birorta :Ak i
. rvv.;t o zgaruvchili funksivani . ) -
bo'lsa, bu tenglamaga 10 lig differinsial tenglama deyilad; Junksiyaning to liq differensiaii

(1) tenglamani gu(x, y)= . «o'rinshda yozi : R
integraini hosil gilamiz. N 2 yozish mumkin. Oxirgi ifodani integrallab, umumiy

76

.—&:Ah y)=C, ulx, _<v =C

1-teorema. Ushbu M (x, y)dx + N(x, y)dy ifoda birorta u(x,y) furksiyaning to'lig
differensiali bo 'lishi uchun qaralayotgan sohaning barcha nugtalarida
M 3
L @)
dy ox
shart bajarishi zarur va yetarlidir. Bu yerda M (x, y), Nlx,y) funksivalar Oxy tekislikning D
oM oN

sohasida aniglangan va uzluksiz bo 'lib, uzluksiz xususty hosilalar M«. Fo ga egadir.
‘ u

Ushbu
u(x,y)= ._..i?.‘é&: _J<Axi.5.@+ﬁ. 3)

% Yo

formula to’liq differinsial tenglamasining umumiy yechimini topish formulasi

bo’ladi.
13.2. Integral ko’paytuvchi. Agar (1) tenglama uchun (2) shart bajarilmagan

bo’lsa, uning chap gismi biror funksiyanig to’liq differensiali bo’la olmaydi. Bunday
holatlarga ba’zan (1) tenglamani u(x,y) funksiyaga ko’paytirish bilan uni to’la
differensialli tenglamaga keitirish mumkin bo’ladi. Bunday holda x(x,y) funksiyaga
(1) tengiamaning integrallovchi ko ‘paytuvchisi deyiladi.
Agar u(x) ifoda x gabog'liq bo’lmasdan, fagat y ning funksiyasidan iborat bo'lsa, u
holda faqat y ga bog’liq bo’lgan integrallovchi ko’paytuvehi 4(y) = nva._lﬁ.wb\.x ml?wu&;
M{ax o

bo’ladi.
Agar u(x) ifoda y gabog'liq bo’lmasdan, faqat x ning funksiyasidan iborat bo'lsa, u

holda fagat x ga bog’liq bo'lgan integrallovchi ko'paytuvchi Ebnoval\“.\.HW%I|wﬂz ﬁ bo'ladi.

27.3. Lagranj tenglamasi. Ushbu y=x¢()')+@()') tenglamaga Lagranj
tenglamasi deyiladi. Bu tenglamani x bo’yicha differensiallab, y'= p desak,
RN SRPTIRY.
= X =k — 8
p=o(p)+x0'(p)-+¢'(P) (8)
yoki .
. \ n\ ’ ’
T-e?;%u x¢'(p)+4'(p). )
Bu chizigli differensial tenglama va qiyinchiliksiz intgrallanadi (3-§, 1 p. ga qarang).
(9) ning integrali ®(x,p,C)=0 va y=xp(p)+@(p) birgalikda Lagranj

tenglamasini beradi.
O(x,p,C)=0,
(*.p.C) A

y=xp(p)+¢(p).




Faqat biz (8) dan (9) ga o’tayotganda tenglikni dp/dx ga bo’lish chog’ida p = p,
0’zgarmas yechimlarni (agar ular mavjud bo’lsa) yo’qotayapmiz, dp/dx=0. p ni
0'zgarmas desak, y (8) ni qanoatlantirishi uchun albatta P-9(p)=0 tenglamani
qanoatlantirishi kerak, chunki dp/dx = 0. Demak, agar p- QA ,ev =0 tenglamaning
haqigiy p=p  yechimlari mavjud bo’lsa, (10) ga uning to’'lig bo'lishi uchun
y=xp(p,)+¢( P,) ni qo’shib qo’yish kerak. Shunday qilib, umuman integral
chiziglar

@ (x, p,C)=0,

(11)
y=xp(p)+4(p)
yoki
y HHQAE_ V+QA§ v
dan iborat bo’ladi.
27.4. Klero tenglamasi. Ushby

y=x"+¢(y')
tenglamaga Klero tenglamasi deyladi. y'= p deb olsak, .vu\«\:} .mv ni olamiz.
Differensiallab,

- dp ., .dp
P=p+x——=+¢ AE,
yoki dx i
' dp
. b
(x+4'(p)) :

tenglikni olamiz. Bundan m =0 yoki x+¢'(p) umo kelib chiqadi.

Birinchi holda p =C bo’lib, y = xp+ ¢(p) dan
y=Cx+¢(C) (12)
integral chiziglar oilasini olamiz.
Ikkinchi holda yechim
y=xp+¢(p) Ba x+¢(p)=0 (13)
tenglamalar bilan aniglanadi.
Qiyinchiliksiz shunga ishonch hosil qilish mumkinki, (13) tengliklar bilan
aniqlanadigan integral chiziq (12) integral chiziglar oilasining o’ramasi bo’ladi.
Hagiqatdan ham, qandaydir O(x, p,C)=0 chiziglar oilasining o’ramasi
(x,p,C)=0, ad/oC=0 (14)
tenglamaar bilan aniglanadi. Shuning uchun (12) chiziglar oilasining o’ramasi
y=xC+¢(C), x+¢'(C)=0
tenglamalar bilan aniglanadi, bular (12) dan faqat parametri bilan farq giladi, xolos.
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2 sV { ing umumiy integralini toping.
i - dx -dy =0 tenglamaning
1-misol. = dx + ) y
i i =¥ =3 Bundan ko'rinadiki
Yechilishi. Bu misolda M(x,y)= .\m_; N(x,y) =
? —3x?
ou 2x  Ou _ N(x,y)= ) )
—=M(x,y)=— —= 5! ]ln‘.
SRl ?) y ¥ y
y# 0 shartda
M __6x ON_ 6x
vy oAy

Demak, (2.7) shart bajarildi. Berilgan tenglamaning chap qismi qandaydir

u(x,y) funksiyaning to’liq differensialini ifodalar ekan. Shu funksiyani aniglaymiz.

ou _2X  ifodadan:

x )y
2 L o(y), ux3) =55 +00).
_.?Su_‘ W +o(), ulxy ¥
w3
; o ; : L 3,
Bu munosabatni y bo'yicha differensiyallaymiz e ?'0
2_2.2 33
y-3x _ 3 '
Endi - Y- ni hisobga olganda: TRy to'(y) =
y y
2 bl 2
A S
»oy y _
2 % dp 1 O
1 il bo’ =¥ = =, bundan @'(y
dan ¢'(y)= v.m hosil bo’ladi, yoki 3 Z
Uholda  w(x,y)= m Lic Tenglamaning umumiy integrali
s G
kl._ |H = ﬁ._ .
Vv > 4

Mustagqil yechish uchun misollar

To’'lig differensial tenglamani yeching




_m._.Oalmku\rx +T&~ l_lmx._kw&.no
3 "
_u.u.A~x+§:r~+A_+xmaYvuoLAcvu_.

15.2.(xcos 2y - 3)dv - x? sin 2ydy =0

154,

+ a.f%w&\uoktmvu V2.

;.m.?+~€+_F+?€"-_rvuo. -
15.6. sin(x + y)de + xcos(x + »dx+ay)=0. 157, (3x* +35%In &FIMN_.IW.I_T. =0

2 . ' .
158 3x’y+siny= Anouwln.vv.. 159. (3x* 4 y? +‘<YN+AN&.<+.~+Q<Y€ =0,y(0)=0
15.00. (" + 20l + (v~ y2 hay = 0, W)= -1.15.11, B2+ x+ yhty =0
. xt4y? o
Klero va Lagranj teglamalarini yeching .
1502y = f1-y? 4 . 15.13. y'= In(xy'-y)
1515,y = y2 ¥, I516.p'+y~-xp' 2=
1517,y = \Q.fe.f\\_l\. 1518.xy'-y = In Y.
Tenglamani integrallovchi ko’ paytuvchi usulidan fo

15.14. 2py'-x(y"* +4)= 0,

ydalanib yechin
1519, (x+ y? Jtr 22y dy= 0. 15.20. 4xydx+ (' tcxrvlw :
1521, (xp~4)dx+ x'dy = 0, 15.22, Sf:.&-;“&uo

15.23. 2ydx +(x+ 7y Wy = 0 :

. ; Mustagil yechish uchun misollarning javoblari
2

15155 -2y 4y = z
Nn ux& +y’' =C _m.w.-uloomn‘,\:uknn..

15.5.x" +y? +u.~€+uk|u!nﬁ.<
I57.6" +x Iny-»* =,

153.x" +y+e™ =2

15445 +y" +2y=4.

15.6.xsin(x + y) =
(r+2)=C. 1585 y~cosx—siny =
_M.O.k_+au\~+k!+nw|_ _m_o 3 2
=L J0x" +3x 'y - 41 = 1 g X
, Y=y +1=0. _m.:.m._:Ak 4.«_~v|aﬁn\‘w.ﬂnﬁ
15.12. .nn.:h:edm:::ﬁ.

y=p+fl-p*. 15.13.y =Cx~e, y= xInx-x

_m._&,¥"ﬁakn+.m..v.uuv~k. 15.15. NHAE.f_vQ\..‘.ﬁ..

C .v"ﬁumw. y=0.
y=xp’-p,
1516., _p=Inp+C 1517. = Cx 4 C+ T, y= -
?l_% ' 4x+1)
_m._m..wnﬁ.kl_aﬁ.u\u_:k+_. 2 |
15.19. p=14/x; " nHAu_-.I+n.w 15.20. H=y10x7y 4 )5 = 15.21

H=lxxy-4din]x=C. 15.22. #=1/x6lnx-y'/x=C. 15.23. u=1/y; ka\ﬂ+.<_,\.rnm,
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16- amaliy mashg’ulot. _

YUQORI TARTIBLI DIFFERENSIAL TENGLAMALAR. KOSHI
MASALASL TARTIBI PASAYADIGAN DIFFERENSIAL
TENGLAMALAR.
16.1. y" = f(x) ko’rinishdagi tenglamalar. Yeng sodda n-tartibli
tenglamani qaraymiz:
~ / y"=f(x) (N
Bu tenglamaning umumiy integralini topamiz. Ikkala qismini x bo'yicha integrallab va
y™ = (y" "y ekanligini hisobga olib,

Y (x) = ‘q\?:&« +C,
ifodani hosil qilamiz. Yana bir marta intcgrallasak:

yd = TQ.EA. dx + C,

%\ %

Integrallashni shu tartibda davom ettirsak, 7 marta integrallashdan so'ng

£ e C(x-x,)"

Mx)= .‘...T,:&...& +

W X

4 ﬁ,naklu‘:w N +..+C,
(n-1)! (n~2)

ifodani hosil gilamiz.
16.2. F(x,y"....)"))=0 ko'rinishdagi tenglamalar. Tartibini pasaytirish mumkin
bo'lgan
Flx,yY,..p")=0 @)
ko'rinishdagi 7 - tartibli differensial tenglamani garaymiz. [zlanayotgan y funksiya va uning
(k —1) tartibgacha hosilalarining ishtirok etmasligidir. (2) tenglamani integrailash bilan
shug'ullanamiz. y*) = p(x) deb belgilasak, (2) tengiama & birlikka pasaytiriladi, ya'ni
Flx,p,p", p"")=0. )
(3) tenglamani integrallab, yangi izlanayotgan funksiyani aniglaymiz:
pefgiCiiCs s Cis)s
so'ngra y) = s?.ﬁ...ﬁt...,n...y.v tenglamani & marta integrallab, umumiy yechimini topamiz
Eslatma. (3) tenglamani integrallash usuli quyidagi xususiy hollar uchun ham o'rinlidir;
F(y'\y")=0, F(x,»")=0, F('")=0

Ikkinchi tartibli differensial tenglamaning tartibini pasaytirish usuli bilan yechishni ikkita birinchi
tartibli tenglamalar sistemasiga keltirib yechish usuli bilan almashtirish ham mumkin ya’ni,

Y=p
Fxpp)=0




163  F(y,y.y,. »*)=0ko’rinishdagi tenglamalar. Yozilishda X argumentni
oshkora 0°z ichiga olmagan

\.JAV.. \<..\<:-:.ET~VH 0
tenglamani qaraymiz. y'= p(y)o’miga

imkon beradi. Bunda erkli 0'zgaruvch
integrallash uchun belgilash kiritamiz:

- nd_dpdy
y }E.._f& ot
wod o d o dy dp
y = (pp") & GEI.&%

(O]

q0’yish (4) tenglamaning tartibini bir birlikka pasaytirishga

i sifatida u ni qabul gilamiz. Bu ko’rinishdagi tenglamalamni

.

dp

i w.lw\. =p"p’+(p) p vah.k.

d

Yy ™ tami (4) tenglamaga qo’yib, (1 -1)- tartibli tenglamaga ega bo’lamiz.

I-misol. Ushbu x*y" 4 25" | tenglamaning y(1)= 0.5,

y'(1)=0.5,

¥"(1)= =1 boshlang’ich shartlami Ganoatlantiruvchi xususiy yechimi toping.

Yechilishi. y" = p " = p/dep belgilash kiritib, x*p’ +2x'p = | yoki p' + 2

tenglamani hosil gilamiz. Bu chizigli tengl

umumiy yechimni topamiz. "
Demak, " = uF.co._n&. Bu yerdan y’ =
x

C, =0 topamiz, y' = % tenglamani inte,

i
Sp=—
X X
amadir. (1.5.6) va (1.5.9) munosabatlarga asosan:

el &
4 N._ .Ru

()= p()=-1 boshlang’ich shartdan foydalanib C, =0 topamiz

NFN +C,. ¥'(1)=0.5 boshlang’ich shartdan foydalanib
x

galaymiz, natijada y = M_' +C, yechimga ega
x

bo’lamiz Endi y(1)=0.5 boshlang’ich shartdan foydalanib C, =1 topamiz.

Shunday gilib, berilgan tenglamaning izlanayotgan y =1 - 4,

Xususiy yechimini topdik
2x

2-misol. 2yy"+y? =0 tenglamani yeching,

Yechilishi.  y'= p(y), y'= pp'

dj
Bu o'zgaruvchilari ajraladigan tenglamadir Lac &

bo’lgani uchun 2ypp'=—p? yoki 2yp'=—pp.

P2y

82

tnp|= -3 oy} +

Endi vuum._l tenglamadan y = (C\x+C,)

7

n“._
InC, = p=—F.
vy

213

umumiy yechimini topamiz,

i i isollar
Mustagqil yechish ..n_::.. misoll Iy
Quyidagi differensial tenglamalarni umumiy yechimini toping.

16.1. y"'=sin4x +2x-3.

16.3. y"'= xe* +37

162 y'=e* +cosx—-2x".

e %,
16.4. w.._uanom.n+~m_=..~.+ x+2.

16.5. y*=(e** +sin3x)x, (0)=1, y'(0)=1.

y'= p almashtirish yordamida quyidagi differensial tenglamalarni umumiy

yechimini toping. :
" A 3
166.y"-—y'= 2.
16.8. x'y"+x'y'-1=0.
16.10.0"-y'= x'e".
16.12.y"1gx~y'-1=0.
16.14.(1 + x* Jy"+22/-x" = 0.

"=p'p almashtirish yordamida quyidagi differensial tenglamalarni
V\ =

umumiy yechimini toping.
16.15.y"y" = 1. 16
16.17.1+ (') =2"'=0.
16.19.y"= {1+ (»)')

167 (x+1)y"=y-1.

169. y"+y('tgx~sin2x)=0.
16.11.x" Inx =)'
16.13.0"+y'+x =0

16,y (y) ~1=0

16.18.3y"-3(y') = 4y
16.20. y"'= y'Iny', ¥(0)=0, y'(0)=1.

Mustagqil yechish uchun misollarning javoblari

T3y’
_o._.v,n|_I_mw59q+.kw.||~|+ﬁ._a+p.

I~ x |..1+ﬁ.k+ha.
_a.w,.v.l.m e Rﬂ+_:uu | H

1 ~
;.N.&nwmr R au_ +Cx+C,.

5 cos2x cosdx +M x+2) +C, +C,
_o.a.wnMuku 2. 82 et _uﬁ :
Vo _Laina _|«~.||~|nomua+Mu+.||_S
165ymx 26 —gim¥|-2e" <0 4" 108

x i) ~
16.6. y = H+ﬁ._h +C,

16.7.y=C,(x+1)’ +x+C,

83

168.y =+ C, Inx+C;.
X




169.y=C sinx-x-x
16.1 _.DNA_:».LTD.

16.10.y = (x~1)e" + C,x* +C,
Nu
1613, y=-"_4

16.12.y =-C, cosx+C,

16.14.y=5] .

16.15.C,y* -1=(C,x+ C, ).

16.17.x~C,) =4c,(y-C,)

16.18.ycos’(x+C, ) = C,
16.19.y = tarcsine™" +C, say = C

17- amaliy mashg’ulot.
BIR JINSLI BO’

- O’zgarmas koefTisi
1-ta’rif Agar x e [a,b]ke

LGAN CHIZIQLI DIFFERENSIAL TENGLAMALAR
mavjud bo'lib, ular bir vaqtda nolga teng

yentli chizigli tenglamalar.

Imaydigan N (g ay,@,,....a, koeffisientlar

Q@+ ta,y, =0 yoki MPF =0

munosabat o'rinli bo'lsa, bu funksi » i chizigli

; iyalar sistemasi chizigli bog 'lig deyiladi

2-ta’rif. Agar x € [a,b] kesmada barcha x lar uchun (e

N+, +.ta,y, #0 yoki M:...R?S =0
-l

bo'lsa, ya'ni YisY2y ¥, larning har qanday chi

iqli kombinasiyasi aynan nol
bo'lmasa, u holda Junksiyalarning bunday sistema chizigli erkli deyiladi,

Shunday qilib (2) shart baj

arilsa y,, y,,..,y, Xususiy yechimlar chizigli erkii

. . wta,y' +ay=0 yoki
_n.v rinishdagi tenglamaga »-tartibli
differensial tenglama deyiladi, bu yerd

0’zgarmas koeffisiyentli chizigli hir Jinsli
Differensial tenglamaning umumiy yech

4 a),a,,...a, ~0’zgarmas sonlardir,

. imi (3) quyidagi ko’rinishda bo’ladi:
Cy+Cyy, + wt+CLy, u.Mﬁ,.‘_.D = const

tenglamaning »-usiy yechimini y=e*
k =const .U holda (3) dan

yechish uchun Eyler usulidan foydalanamiz, yana (3)

L(e®)=e“p(k)=0, plk)=k"+ak"™" +..+a, k+a,=0,
chunki ¢* #0. Demak,

p(k)=0 yoki k" +ak"'+..+a, k+a,=0 (4)

(4) tenglamaga (3) differensial tenglamaning xarakeeristik tenglamasi deyiladi.
Yechimlarning fundamental sistemasi xarakteristik tenglamaning ildizlariga
bog’ligdir. Uchta hol qaraladi. ,

1) Xarakteristik tenglamaning barcha ildizlari haqiqiy va har xil.

Algebraik (4) tenglamaning darajasiga asosan uning n ta har xil & k.. ..k,
ildizlari bo’ladi. Demak, » ta xususiy yechimini topamiz:

k x kX
n=eir,y,=e

yees Vn = Nw:n
Bu xususiy yechimlar sistemasi fundamental bo’lishini isbotlaymiz. n-tartibli
Vronskiy determinantini tuzamiz:
et et RORY . o
ket™ ke .. ke
§C\-k~w-- \-V" DR D I .
ke ke L ke
1 1 1
Hm;_;»». +h, Jx k_ NN o> k

k_=._ kn:n.  u k..:\_

Bu determinantni hisoblash uchun umumiy bir qonuniyat topish magsadida uchinchi
tartibli determinantni qaraymiz:

h 1

1 0 0 1
:\.C\_..E,vwvn ghHiarhk k, k Kk Y il k—k K-k k| =
h ke &’ k2 -k K —kh k%
= m?ts;.v‘ k. o *u kn - ku

(ki +hy+hy )x ~
2 =e (ky = k) (ky = k3 )k, = Ky).
k.u A ku- wnu |kuu 1 3 2 3
Umumiy holda shunga o’xshash ushbu formula o’rinli bo’ladi

W (s Yas wen ) = €850 1) (k) = Ky (K, = Ky) oo by =K )
(ky = ky )+ (hy = Ky} o (g = k) 2 0.

Demak, y,, ¥, ,..., ¥, funksiyalarning

y=Ce"* +C,e"" +...+C, e
chizigli kombinasiyasi differensial tenglamaning umumiy yechimidir.




2) Xarakteristik tenglamaning ildizlari karrali (va'ni bir xil) bo'lgan hol. Bu

holda k, =k, =...= k,=k, p(k)=0 tenglamaning hagqiqiy va karrali ildizi bo’lsin, u
holda unda

» =e*, Yy= km@.....&: = ik
7 ta chizigli erkli Xxususiy yechimlar mos keladi va tenglamaning umumiy yechimi
ushbu y=(C, +Cox +...+ C,x"")e™ ko’rinishda bo’ladi.

3) Xarakteristik tenglamaning ildizlari kompleks sonlar bo Igan hol. p(k)=0
tenglama ildizlari nkarrali =

atiff qo’shma kompleks sonlardan iborat bo’lsa,
N?»\;u. H@?»hr.kun?»hf

e X" ompleks yechimlar mos keladi.Bu
yechimlarni yozamiz

e™cos Bx, xe™ cos Bx, x2e™ cos Bx,....x""e™ cos fix,
e“sin fx, xe™ sin fx, x%™ sin Bx,....x"e™ sin Bx.

Shunday gqilib, »karrali k=a+if qo’shma kompleks ildizlarga 25 ta

chizigli erkli yechimlar mos keladi. Berilgan (3) differensial tenglamaning umumiy
yechimi:

y=e"[(C, cos fx+C, m_.nEaTkm._nombz.ﬁ. sinfx)+..+

+x"(C,., cos fx+C, sin Bx)]
yoki

y=e[(c, + Cox+Cex? +.., +Cy ¥ Jeos fx +

. 2 AT, (5)
(C,+Cx+Cox® + ... +Cp,x"")sin fF x]
ko’rinishda bo’ladi.
I-misol. y'"-5y'+6y = () tenglamaning umumiy yechimini toping.

Yechilishi. Dastayval xarakteristik tenglama tuzamiz:

k*=-5k+6=0
5+5%-4.1.6 5+y25-24 5+
hp=——r_——"2_ i ’
2.1 2 2
5-1 4 541 6
»"JHIHN¢ N"’"l“w.
' 2 "2 3

Xususiy yechimlar: y, =e”* va Y2 =€ ko'rinishda bo'lib fundamental sistema hosil

giladi. Hagiqatdan ham

2 Ix
P Y e SRl v af) s (2+3)x = 25% 1. . Sx
QC_QNV..K v, ..um? wmu-lm e b u..m (B-2)=e*" . 1=¢** 2.
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A : G e
Demak, (5.3) ga asosan, garalayotgan tenglamaning umumiy yechimi quyidagicha
mak, (5. 8

y=Ce* +Cye™ bo'ladi.

Mustagil yechish uchun misollar

Funksiyalarni chizigli bog’liq yoki erkli n_J_“:m:M _”wrww_q_..ﬁm.
17.1. arcsinx sa arccosx .2, 3 %
i x.
L 17.4. Lx. 17.5. sinx, sin
173. ¢, ¢ . L |
17.6. sinxcosx, sin2x. 17.7.1-cos 2x,sin" x. 17.8.1+ cos 2x, cos

Quyidagi o’zgarmas koeffisiyentli differensial tenglamalarni umumiy

yechimini Su_ﬂm R

17.11.y"+4y'-3y =0.

17.13.y"425y'=0.

__N_MMV.MM\.I.MMMM o_o _Q.Z.v_..lav.tu.v. =0

17.18.4y""-12y'+9y = 0. :.S.f...w_@iv.uo

17.20.y"+4y = 0. 17.21.4y +o_.vno

17.22.y"+y'+y = 0. 17.23. 3"~y +.3. =0.

17.24.2y"-3y'+5y = 0. 17.25."-3y'+2y =0

17.26."-4y'+3y =0, 3(0)=6, y'(0)=10

17.27.y"+4y'= 0,5(0) = 7,»'(0)=8

17.28.3"-6y'+9y = 0,(0) = 0.y'(0) = 2

17.29.4y"+4y'+y = 0,(0)=2. !_%u _oo

"4y'+3y =0,(0)=6,y'(0)=

"wwwawwww E w.i v 17.32. wt z.+~,€ - c.c

17.33.9y"+6y'= 0. 17.34.4)" +_~.\., +9y = 0.

17.35.5y"+y =0. _:o.mv:.l\.wc. e

17.37.y"-2y""-3y'= 0. 17.38.y""+4 w..+:.€ = ]

17.39.y""+2y"'+y =0. :.ao.&:.wwv. -y'-2y =

17.41. ™ -16y=0. 17.42.y" +y=0.

~M. —O.M‘vs:.o.mvs.lu\.v‘ = 0
17.12.3y"+y'-2y = 0.
17.14.4y"-9y'=0

i javoblari .
. il yechish uchun E_ac__.n_.:._._n_u:” o
17.1.Chizigli ?h“_.w“..._“:_ﬂ“mm:. 2. Q:N.n__. .gm _mdnswmwh_.wzu.a M”“M“__
o N Ah_ Chizigli bog'lanmagan. 5. Q:N.E__ bog n::mu%&.:. oy
mom."e.a”mm. . 7 Chizigli bog'lig. 8. Chizig
og’lanm : h




17.9.y0 =Cie** +C,e** i3
2 : 17.10.p,, =Ce™ +C,e ? .:.__.v.suh,_mr:br+ﬁ. (-2-v5)e
- A \Ccumﬁ—wsﬁbo&bx+©.§§= Bx] (3)

__W._N.&s =Ce"+Ce . 1713, _C 4 Ce e - s,
16. v, =(C, . : A4 Yoo =C, +Ce* .

Yoo = (C, +C,x)e™. 1717,y = (C, +C,x)e* b ko’rinishda berilgan bo'lsin. Bu yerda @ va /3 haqiqiy sonlar bo’lib, o’zaro & + fi kabi

s 4
17.18., = (C, +Ca)et" 5 @ 2 bog'langan. P, (x) va O,(x) - mosravishda 7 va § - darajali ko’phadlardir, ya'ni
’ . A = 3

- o ; Yo =(C, +Cyx)e*". 17.20.y,, =C, c0s2x +C, sin2x P (x)= Gx™ + G x™ 4 oot Gy X + Gy Gg #0, m20

. .ws-c_oomm?q;sma 1722y, = n._ns%w:n 3 )t » a B et e A (4)

3 2 i 0,(x)=byx* +bx* " +...+b,_x+b,, by#0, s20.
Bu yerda 4,, @, ..., @, va by, b,,...,b, lar P, (x) va Q,(x) ko'phadlaming koeffisiyentlari

17.23.y, = 5 SN
Yoo ﬁﬁ&ﬂOme.fﬁMu.:MkW\f _NN&V\SHﬁq_ OOMII\M&.«.Q : l\ul—. ..._.
19255 <C.e® . 4 e bo'lib, oldindan berilgan haqiqiy sonlardir. Agar m = s = 0 bo'lsa,
4 Yoo =C e +ﬁ,~m . _.\&Q..YE u&&-...wo.:. \V!A.Hv" »vcﬁav"bo. QuARvHQQAHVHUc bo’ladi.
Tenglamaning o’ng tomoni (4) ko’rinishda berilsa, va a +iff xarakteristik tenglamani m

1727 y =9 2%« 1
Y 2e 17.28.y =2xe™. 17.29.y= 2+x)e? 17 . . S ¢ ; N .
173Ly, =Ce*+C," 1732 ( . 30y =de” + 2¢™ Karrali ildizi bo’lsa, uning xususiy yechimi ushbu holatda qaraladi:
$ 2e D& Yoo = C cosSx +C, si “2x 2 -
134,30 = (C, + C,x)e 1" | 805Kl 173394 =€, +C,, 3 y* = x"e®[F(x)cos fx + E/(x)sin B x] )
=%Yoo =L 2% g 17.35. o lNl s X =
Yn =C, cos 5 +C, sin H 17.36. yy, =C, +C,, s Bu yerda e, [ - haqigiy sonlar. F)(x) va E,(x) Yar ushbu ko’rinishdagi noma’lum koeffisiyentli

17.37. yo, =C, +C,e™* e L |

o \<5l ) mwm s ) " el l(l= Bmxﬁi.uv. | 2 0)-darajali ko’phadlardir.
39y =C, +(C, +Cyx)e™.  17.40. Yoo =Cie™ +C,e™ +C\e"

1741. y, =C, . +Cy, " +C, cos2x +C, sin2x . -

Fi(x)=Aox' + Ax™ + ..+ A x+ 4, o
E,(x)= Byx' + Bx'"" +..+ B x+ B,

V2
A 2 Vi
1742y, =e? ﬁﬁ. ocmlaMM\I. C, m.a%¢+n ey .mm.‘ nomP\Ma+ c w:.u,\lm Buyerda Ay, A ..., 4, va By, By,..., B, - koeffisiyentlaming sonli qiymatlarini aniglash talab
2 2 _ qilinadi. _
18- am aliy mashg’ulot. Noma'lum koeffisiventlarni aniglash uchun (6) dagi y * funksiyadan hosilalar olib, y*, _
BIR JINSLI BO’LMAGAN CHIZIQLI DIFFE y* va y*' laming ifodalarini  L(y)= f(x) bir jinslimas tenglamaga qo’yamiz. Hosil
18.1. Bir ii TENGLAMALAR RENSIAL | bo'lgan :E:n.mwg._ ayniyatdir. Uning ikkala qismidagi koeffisiyentlarni tenglashtirish usuli bilan bu
-1. Bir jinslimas differensial tenglamaning xususi N masala hal gilinadi.
et wmiai ixhsknisg aniqmas Bu ayniyatdan y* ning aniq ifodasini (6) ga asosan aniglab, tenglamaning umumiy

koeffisiyentlar usuli. 7 -tartibli chizi
. - i i i
ibli chiziqli differensial tenglama quyidagicha yoziladi:
yechimini topamiz: y =y +y*.

(m) =
Bu yerd %y +ay teta, yra,y=fi(x) 8}
. DBuyerda a,,a,,..a,, f,(x)- x ni ’ . s n
L A“v o(x) - x ning ma’tum funksiyalari yoki o’zgarmas sonlardir : Agar bir jinslimas tengiama (2) ning 0'ng tomoni f(x)=Y /,(x) ko'rinishdagi chekli
5 1ziqh differensi . - i
qilingan, bunda o M_ mﬁaw“m-:m.:_ .arn_::_wm:z ko’rinishda yozish gabul sondagi funksiyalar yig'indisidan iborat bo'lsa, u holda har bir qo’shiluvchini hisobga olgan holda
5 kkala qismini g, » M . I

Bunday holda ~tartbli chizigl differensial s%_»”.a”mn.ﬁ_g._ﬂ. i AL b |

o (n-1) uyldagici ozi i - . .
yoki YU+ p(xy ot P (XY p,  (X)y = f(x) g ANW ziladi: Tenglamalamning Y,y V;sees V, xususiy yechimlarini (2) formulaga asosan topib (2) ning

a'ni L(y)= > ' (x) ning umumiy yechimini
Bu  yerda p,(x), p, (x),.... p, (x), f(x) - . m\, i1 y |
g 18288 Dy Py (X)), X \

funksiyalardir. n lar qaralayotgan sohada uzluksiz * y=Fryri+ M..“ i+ a |

Agar f(x)# 0 bo, ek LA |
tenglama deyilad 4 (2) tenglama bir jinslimas yoki o 'ng tomonli differensial sl sl .

s abi aniglaymiz.
Bir jinsli . > |
Jinslimas (2) tenglamaning o’ng tomoni Anigmas koeffisiyentlar usuli xususiy yechimning shaklini bilishga asoslangan. Xususiy
yechimni berilgan differensial tenglamaning 0'ng tomonning shakliga o'xshash shakilda izlash
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kerak. 7, (x) yoki Q, (x) ko’phadlardan birining tartibi ikkinchisidan kichik bo’lsa ham, F(x)

va E,(x) ko'phadiar / (/= max(m,s), [ > 0)-

Jjadvalini keltiramiz.

darajali qilib izlanadi. Xususiy yechimning izlash

No /(x) o'ng tomonining
turi Xarakteristik tenglama ildizlari Xususiy yechimning turi
0 soni xarakteristik tenglamaning
o ildizi emas £ (x)
0 soni xarakteristik | F. (%)
b) | Fulx) tenglamaning 7 karrali ildizi | * ‘m(* )
a soni xarakteristik -
2 |8 tenglamaning ildizi emas F,(x)e o
- a soni xarakteristik ax
b) P, (x)e™ (xeR) tenglamaning 27 karrali ildizi x" F,(x)e
Fi(x)cos f x+
+ fBisonlar xarakteristik | + £,(x)sin # x
a) tenglamaning ildizi emas [ =max(m,s), 120
3 x"[F}(x)cos Bx +
z cos / ;
m(X)cos fx+ ) .| + Ei(x)sin Bx]
) + fisonlar xarakteristik b BEAS $),120
b) | +Q,(x)sin gx tenglamaning 7 Karrali ildizlari ol siriinle
Fi(x)e™ cos B x+
at fi sonlar xarakteristik | + E/(x)e™ sin fx
4|8 tenglamaning ildizi emas I =max(m,s), 120
P, (x)e™ cos B x + x"[Fy(x)e™ cos fx +
+0Q,(x)e™sin f x| @+ Bisonlar xarakteristik | + £1(x)e sin fx]
b) tenglamaning 77 karrali ildizlari | /=max(m,s), />0
I-misol. y*—5)'+6y=2x+¢" tenglamaning ushbu boshlang’ich shartda
_l6 5 : e
»0)= 5 Y 0)= g Nususiy yechimini toping,

Yechilishi. 1) Berilgan tenglamaga mos bir jinsli tenglamani umumiy yechimini topamiz

Y"'=5y"+6y = O tenglamaning xarakteristik tenglamasi: &> —5k+6=0. Bu tenglamani

yechimi:
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5+25-4:1:6 _ 5-24 _ 541
ha==—"7 IR 2

-1 4, n.ml,..l_n.aw"u.
\:u|~|um|~, h=—5""3

U holda u )
7 =Ce™ +Cye™.

2)Berilgan tenglamaning xususiy yechimini aniglaymiz. Uning 0'ng tomoni
f(x)=2x+e’

bo’lgani uchun f] (x) = 2x, £,(x)=e" deb olamiz va ikkita:

L(y) =2x, L(y)=e".
" ' a: . _gm
bir jinslimas tenglamalarni qaraymiz. Bu yerda L( y)=y"-5y'+6y Birinchi teng|

= = = max(m,s)=1
L(y)=2x uchun @ =0, f=0; a +if=0 dan n=0, m=1, s=0, [ =max(m,s)

kelib chigadi. U holda
.V\” =x" - e”[F,(x)cos0+ E,(x)sin0]= F(x)=Ax+ B

Bundan hosilalar olib tenglamaga qo’ysak
0-54+6Ax+6B=2x,

; ;u
U\n"_ Ho
6B=54| |B=

3
64=2
-54+6B=0

= |

« 1 5
Unasr.‘s nw k+m .

=0 iB=1 d
Ikkinchi tenglama L(y)=¢" uchun @ =1, f#=0; a+if=1 dan

m=0, s=0, | =max(m,s)=0 kelib chiqadi.U holda
=\ ==\’

n=0, :
yo*= xe*[F,(x)cos 0+ Ey(x)sin 0]=e* Fy(x) = Age”.

Hosilalari esa: ¥,% = 4g€", Yo% = Age” . Uholda L(y)=e" dan:

Age” = 54" +64€” =e* =24,=1, 4

L
=
1

*=—g,

Demak, L(y)= ¢"tenglamaning xususiy : ¥, 3
LS8

Shunday gilib, berilgan tenglamaning umumiy yechimi:




1

y=Ce* +Coe* +L(x+ 3+ Lo
! 2 uAH+av+NN.

Xususiy yechimni y* = y" + y.% =
Y'=N + %= Ax+ B+ Age” ko'rinishda izlab topsak ham bo'ladi.

uvm_.&vom:_w:w._n:m:n:_. i i i
RO e sty arni qanoatlantiruvchi xususiy yechimni aniglaymiz. Umumiy

&nﬁw:+0mr+._. e W8
! 3§ u? ov+uw.
Y'=2Ce" +3Ce™ + Lidy
) 3 2
Boshlangich shartdan foydalanamiz:
16 5
Mnﬁ_mc+ﬂ~mc+~|wu+wm.
M"Nq 0 0 — —:.
e +3C.e" +—+—e
6 : 3 2
Bu yerdan
16
M"ﬁ..*.ﬁ.n...-—l&.
187 | JG+G =), C +C, =1
5 5 [T )2c -  enae,, G5
§=2C+3C; +2, 1+3C, =0, 2,=-3¢,, ' 2
3 1
:...N.vm.uur =3 =1, C,=-2,

G =1-Cy=1-(=2)=1+2=3.
Natii d L
ijada, berilgan masalaning izlanayotgan Xususiy yechimi quyidagicha yoziladi:

2 | 5 1
y=3e" -2e" 4+ —(x+2)+ —¢"
uc«+mv+~w :

. Mustagil yechish uchun misollar
englamlar amqmes om0l bir inlinas _difrensia
toping yentlar usuldan foydalanib umumiy yechimini

18.1.y"-3y42y = 10e".

18.3. y"-3y'+2y = 2x* - 30.

18.2.y"-6y'+9y = 2x* — x+ 3.
W 184. y"-2y'42y = 2x,
__ﬂw.w._u“_ﬂmwwwzk 18.6. 2y"-y'~y = 4xe*".

- 3 18.8.2y"+5y'= 29¢os x.
18.9.)"~4y = ¢** sin 2x. 18.10.y"-2p"-8y = —8cos 2
18.11. y"+4y'+4y = (2x + 3)sin x + cos x. . )
18.12.y"-2y = 2x(cos x - sin x)e*
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O’zgarmas koeffisiyentii chizigli bir jinslimas differensial tenglamalarni
boshlang’ich shartni ganoatlantiruvchi xususiy yechimini toping.

18.13.y"+y = 4x*, y(0) = -2, ' (0) = 0.

18.14.y"+y = 4sinx, y(0)=1,y'(0)= 2
39

18.15.y"-2y' -3y = e*, ¥(0) = NIM.. ¥(0)= i

18.16.y"+2y-3y = 48x*¢”, y(0) = 1,'(0) = - w

18.17.y"+4y'+4y = 32xe™, y(0)=-1,y(0) = 1.
18.18.3"—y = 2¢" = x*; 3(0)=2,5'(0)=1.
18.19.3"+3y'+2y = 2sin3x + 6¢0s3x, {0) = »'(0) = 0.
18.20.y"+9y = 6cos3x, y{(0) =1,'(0) = 3.

18.21.p"-y'= ! -, W0)=1,y(0)=2.
l+e

N |-

18.22.4y"+y = %w.xavu 3,y'(x)=

Mustagil yechish uchun misollarning javoblari

" - S . e e 11
18.1.y,, =Ce* +C,e’ *ze, 18.2.y,, =(C, +C,x)e’ +gx to ¥t

. e rita Doz 2l el : .
183.y,, =Cie" +Cye™* +x +Mx +leu..;.a.x;nAm._nomx+m.»m_=uK +x+1
1 -3 ﬁ.. 28) ,,

_u.m.?_.nm,_a.+m._na.|w. 18.6.y, =Ce" +Cye * + i

. e - 7 g
18.7.y,, =C,e* +C,e +w.m_=u+m.8ma. Y, = \...m.:_»+ Beosx

s

3

18.8.y3,, =C, +D«... +5sinx—2cosx.

189.y,, =Cie™ +C,e* «ﬁm_mmmzux+%nc:wmv. Snm:?w.=~x+acom~xv

18.10. y,, = Cie™™ +C,e* +W8m~a + W.m..: 2x. y, = Acos2x + Bsin2x

18.11.y,, =(C, +Cyx)e™ +Toﬂu le«L&:nthu:Wunomx.

18.12.y,, =C,e™V* + C,e’™ + (xsinx+cosxe*. y, =[(Ax+ D)sinx +(Cx + D)cos xJe”.

y, = Asinx+ Bcosx

18.13.y = (2x-2)e". 18.14.y = cos x + 4sin x — 2xcos x.

18.15.y = 2¢™* +3e™ +.M.m... _w ;.vnn...:_...ﬁauu uux~ #W.ku\.

_w._.\.v\uﬁ..r.fﬁkv_vmr. 18.18.y = xe* +x* +2.




formulasidan foydalanib tuzish 1
mumkin. Bu e"* cos #x va e®* sj ini
: : ¥ sin fx ko’ i
?.__G.w-_a.,w- cga bo’lgan haqiqiy yechimlar Jjuftini beradi. Pk ey
Bu ildizlarga ushbu yechimlar mos keladi:
N_.:A;n P.: L E_E .N?.Sv.

kn.:A\vn h.:. M = 33 .n.?._sr.

va

yoki gisqa qilib yozilganda:

W 0
x," = p Ykt

(2) (2
x, % = p Wt =p,. ety

=p,.eler
(/=Lm) (6)

1

Buyerda P/ va P

~ koyeffisiyentlar (6) si J
holatlar uchun aniqlanadi. ' RIS b

Ulaming ayrimlari komrleks sonlar bo’lis!
magqsadga muvofiqdir.

Komrieks yechim (6) larning hagigiy
asosan ko'rsatish mumkin, ya'ni: S

(0] 2) 0

hi ham mumkin. A" = p® 2 deb olish

va mavhum gismlari yana yechim bolishini. (5) ga

C X+

k__; . X g0 _%H "+ ch.
2 ! 2

o st W W@

7= 1 . 1 W.Nv“ x5 l;du. )
2i 2 2i

va hokazo,

Shunday gilib, biz ikkita Xxususiy yechimini hosil gilamiz:

. A nnT\.: cos fr + 4% sin E—

%= nn—\—\:. cos ft + 2, sin u«_

Bunda 3", 2, Z® T [ar BPova B

Y

b lar orqali aniglanadigan hagiqiy sonlardir.
(7) funksiyalarning mos kombinasiyalari (1) sistemaning umumiy yechimiga kiradi

Mn“\ns.ﬂkﬂnﬂ“» tenglamaning ildiziari haqiqiy va karrali

; g sistemaning (7) xarakteristi - in s

bo'lain, Yl & = & = . istik fenglamasini 71— ta bir xi ]
s, ya'ni k=k =k, =..= k, —ildizlar 0’zaro teng bo’Isin va A on v__‘cx“_ MWW.E_: ildizi
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U holda bu ildizlarga mos keladigan yechimlar (5) ga asosan quyidagicha
bo’ladi.
.n_A;u. JTY..
kna;n \WQV! (8)
x(0)= £, ()" ]
Bu yerda
R, B,... P, — (n-1) tartibli ko'rxadlardir, ya'ni
Pl)= A+ At + AL 4.+ 4, 1",
P(t)=B,+Bt+Bt* +.. 4B, 1",
P()= Ey+ Et+Ef +..+E, 1"
Bu yerda ko’rxadning koeffisiyentlari ixtiyoriy o’zgarmaslar bo’lib, ularni
aniqlash kerak bo’ladi. :
Shunday qilib masalaning yechimlari (8) ya'ni gisqacha ushbu ko’rinishda
yozish mumkin.
x()=P(0)-e" (i=12,...n) 9)

p.() — koeffisiyentlar ganday bo’lishidan qat’iy nazar har bir () -
funksiyalar o’zining n- tartibli differensial tenglamasini qanoatlantiradi. Bu
koeffisiyentlarni aniglashning usullaridan biri, x() - ni n-ta noma'lumli rn-ta
differensial tenglamalar sistemasi (1) ga qo’yamiz va barcha hadlarni ¢" =0 ga
bo’lib, ¢-ning bir xil darajalari oldidagi koeffisiyentlarini tagqoslaymiz. Bu
koeffisiyentlar uchun hosil bo’lgan tenglamalar sistemasini yechamiz va bu yechimni
(9) ga qo’yib umumiy yechimni hosil gilamiz.

1-misol. Ushbu

Km =x+V,
a i
dt
differensial tenglamalar sistemasining boshlang'ich sharti x(0)=2, ¥0)=0

ganoatlantiruvchi xususiy yechimini toping.

Yechilishi.Sistema birinchi tenglamasining ikkala gismini 7 bo’yicha diffensiallaymiz.

%.«&a&‘
L S e S

dr dv dt

Bu yerda MW ning o'miga sistemaning ikkinchi tenglamasidan qo’ysak:




d’x
@t

=X+y+x-y

yoki

Bu tenglama uchun xarakteristik tenglama (4, 1) ga ko'ra quyidagicha bo'ladi
K-2=0 k=2 ki=%2
U holda (4.1.4) ga asosan tenglamaning umumiy yechimi:

x(t)=Ce* ¥+ Ce'

Sistemaning birinchi tenglamasidan y = “«J« bo'lgani uchun;

k_ nl/\N.. \au = N.

= J\MT Ce V¥ 4 @m?v

Uholda  y(1)=~C,e~* (V2 + 1)+ e Y2(/3 - i)
Shunday gilib sistemaning umumiy yechimi
x(1)= Du:@ + ﬁ.»m,@.

W1)=-C, eV (V2 + D+Cie Y A.,\M - _v

Masalaning boshlang’ich shartlaridan foydalanib, C, va C,

0’zgarmas koeffisiyentiarni
aniqlaymiz.  Shu magsadda ushby
2% ﬁ..@l\w.o + QNNKN.O.

0=-Ce™™ (V3 +1)+ e " (v2-1)

sistemani hosil qilamiz. Bundan,

C+C, =2
V2+1) - (2 -1).c, =0
yoki
C+cy=2; G +C,; =2,
; . 2
;\MAA._ IQ~V+AQ_ +C,)=0 G -G ulu\..uu
hadma-had qo’shsak: 2G, nwl/\M“ Cy= lu\.WM..
98

”I

V2

; s =1+ —. U holda, masalaning xususiy yechimi
hadma-had ayirsak: 2C, =2+ ;\M. C,=1+ >

quyidagi

ko’rinishda bo'ladi.

Mustagqil yechish uchun misollar

Tenglamalar sistemasini yeching:

g M 3x+-2y
19.1.{y"=3x+z _eix 0)=1, y(0)=2
o ' 2x-y
z'=3x+y
x'= X+ y+e,
19.3. i e 1944y'=x-y+z,
y-x-3y=e” fuxty=2
lkuq._:me' ~o.o.A.«._uNa+M.
=Cost—y y'=3x+4y.
X=x-2y- -
19.7. .t..la...v....n 19.8. e e
Mustagqil yechish uchun misollarning javoblari
x=-C,e” +wm_m=

19.14y=Ce™ +Cre™ +Cye". 192. 2

.«uwnzﬁﬂ +ﬁ.,+~m.~m.:k
) y=e'(C, +Cyt),
z=-Cie" +Ce " +Cie¥ Y e'(C, +Cyt)

2 |
. n.wTL:v+ﬁm__sr.+m~ +om.

uAla..l\wY.‘_m.._L.i A 4\|YJL_ z:v|.ln T

6

19.3.




x=Ce' +Ce™,
1944y=Ce' +C,e _o.m.*kna =Cie”' +Cre™
Nuﬁ.‘.n\lAﬁlu +h._Y,- \-..Shﬁ..ﬁ.+uﬁ.un-_. +Cos¢?

x=C, +3C,e*
19.7. EHINH.NNH .#ﬁ«_m '
2=C +Ce* -2C,e™

19.6. x=Cpe +Ce”
(tll.lﬁ._\ +Wﬁ.~ﬂb

Tu Ce' ~Cye +~wAn. |u..v+wau. re?)

19.8.

20- amaliy mashg’ulot,
O-v-.uujoﬁm.“whun—.ﬂmﬁwu >m.F VA ,—.>.m.<=ﬂ FUNKSIYA. ASL LAR O’RAMASI
’ - Haqiqly o’zgaruvchili f(r) = u(¢)+ (1) kompleks funksiya ncwammm

shartlarni qanoatlantirsa:
(- ; e o
) (~e0,) oraligda f(r) o ZIning - tartibli hosilasi bilan birlikda bir qiymatli
uzluksiz yoki bo’lakli uzluksiz.
2) 1<0 uchun f(;)=o,
3) Shunday Ars0 va § >0 musbat sonlar topiladiki, barcha ; > uchun
|/ () < Me* tengsizlik o’rinli bo’lsa, u holda f(;) funksiya original deyiladi.
Eslatma. 5 songa /() funksiyaning o’sish ko’rsatgichi deyiladi, 1)-3)
: . . . . ] .
shartlarga bo’ysinuvchi funksiyalar to’plamni K(s) sinf deb belgilaymiz. Masalan
70-{

0,r<0
(5t-3)*, >0

_ orisi e
riginal bo’lib, v/ lar uchun [7(e) < Me®™* bo'ladi. § <2 +&, &> 0 0’sish ko’rsatgichi

S)eKk2+6).
20.2-ta’rif. Ushbu

Fp)= [e* 1(r)ar

o
las i ; : .
E. integral bilan aniglanadigan kompleks o’zgaruvchili Flp) funksiyaga, r(;)
original funksiyaning rasviri deyiladi igi
yiladi, original funksi adan  tasviri 'ti
it y asviriga o’tish

L(f(0)=Flp) yoki 1(0)=F(p)
simvollar bilan, tasvirdan original o’tish esa, L'{F(p)}= /() yoki \Sm F(p)
simvollar bilan belgilanadi.
Ba 'zi bir funksiyalarning tasvirim topamiz:

20.3-ta’rif. Ushbu

(1, >0,
QSHHO 1<0.

original funksiyaga Xevisaydning birlik funksiyasi deyiladi (1 - chizma)

Xevisayd funksiyasining £ - tasvirini topamiz:
Lin@)}= Fp)= [e (et =

\
uu_::_ F nn_.m-?w
.T&ﬁf‘ “

L) b Qv‘l
n__am.!&n__.al

a-s4m < e — p

Agar Rep>0 bo'lsa, ._u_:n.i =0.

Demak, 1=, Rep>0 yoki aSnw = F(p).
P

1-misol. f(t)=e* funksiyaning tasviri. Lapias almashtirish formulasiga asosan,

F(p) ni topamiz:

y o ' 1 T 1 "
Fp)= .—w-s\i\ = lim .—n: Pt = lim —— bmr e = lim T .aTc L)

0 0

Agar Re(p-1)>0 bo’lsa, lime™*** =0

a-ve

Shunday qilib,

m»...|~|. Rep>ReAd.
p-A

20.2. Laplas almashtirishlarni qoidalari.Endi differensial tenglamalarni
yechishda zarur bo’lib qolishi mumkin bo’lgan Laplas almashtirishlari uchun asosiy

qoidalar majmuini isbotsiz keltiramiz.
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20.1-teorema ( chiziglilik xossasi). {0} va {c }lar n ta funksiya va » ta

son sistemalari bo’lsin, Agar f()=F(p), (i= 1,2,.,n) bo’lsa,

S Ch0-3c,k),

i=l =}

ya’ni originallaming chizigli kombinatsiyasiga tasvirlaming chizigli kombinasiyasi

mos keladi va aksincha.

20.2-teorema (o0’xshashlik teoremasi (original argumenti macshtabining

0’zgarishi)). Agar 250 va \Sw. F(p) bo’lsa, u holda

Slar)= w A Ww

bo’ladi.

20.3-teorema (Tasyirni saglash teoremasi), \Ew. F(p) bo’lsin. U holda istalgan

p, uchun e f(1)= F(p + p,) 0’rinli bo’ladi.

20.4-teorema (Originaining kechikish teoremasi). Agar /, 5 ¢ bo'lsa, u holda

10)=F(p) dan 1 ts)=e” F(p) kelib chigadi.
20.5-teorema (Originalning 0’zib ketish teoremasi). Agar

holda /(c)=F(p) dan f(s+, T,,.;.TS-\_,«.A%L kelib chigadi.

20.6-teorema (Originalni differensiallash), /() funksiya [0,0) da uzluksiz

differensiallanuvchi va /() hosila tasvir mavjudligi 1°

qanoatlantirsin. U holda:

t, >0 bo'lsa, u

- 3 xossalarini

a) agar \A.le.& bo’lsa, u holda 1()=pF(p)- (0} xususan, agar 7(0)=0

bo’lsa, s'(r)= PF(p), ya’ni funksiyani differensiallashga tasyirni
(balki uning noldagi giymatini ayirish) mos keldi.
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P ga ko’paytirish

b) agar f*)(;) mavjud bo’lsa va 1° - 3° xossalarga bo’ysunsa, u holda 7(r)=F(p)

dan £*()=p"F(p)-1p"" £(0)+ p~* £'(0)+...+ 7*(0)] kelib chigadi, xususan, agar /(r)

& i i holda
boshlang’ich nol shartlar 7(0)= s'(0)=..= f/*"(0) ni qanoatlantirsa, u ho

77(0)=p"F(p) |
20.7-teorema (Originalni integrallash). /(s) funksiya [0,«) da uzluksiz,

tasvir mavjudligining 1°- 3° shartlarni qanoatlantirsa va f Sw F(p) bo’lsin. U
holda
[riehe="F(p)
ya’'ni funksiyani integrallash tasvirini p ga bo’lish mos keladi.

20.8-teorema (tasvirni differensiallash). / Sw F(p) bo’lsin, u holda:

a) ~f(t)=F (p) b) (-1)'¢"f()=F"(p)

. 1) ;
20.9-teorema (tasvirni integrallash). /()=F(p) va — kasr tasvir
mavjudligining 1°- 3° shartlarni ganoatlantirsin. U holda
'ﬁ@uw Flghg .
‘ r
teorema (tasvirlarni ko’paytirish

20.10-teorema ( O’rta hagqida 9 ko e
teoremasi)). Bu teoremani bayon gilishdan avval o’rash amalini (yoki o'ramaning

ta’rifini keltirishga to’g'ri keladi. U * simvoli Bilan belgilanadi. .
Biror [a,f] oraligda aniglangan f,(r) va f£,(r) funksiyalar berilgan bo’lsin.

Ularning bu kesmadagi o’rama deb
Y]
SO)= [AE)s =)z = £0)* £:,(0)
tenglik bilan aniglanadigan yangi f(r) funksiyaga aytiladi. [a, 8] kesma uchun [0,/]

kesmani olamiz.




0 .
Agar £,(t) va £,(1) lar 1°-3° shartlami qanoatlantirsa, ular o’ramasining tasviri

ko’paytuvchilar tasvirlarining ko’paytmasidan iborat bo’ladi, ya'ni ()= E(p) va

50)=F,(p) dan £,()* 7,()==F,(p)F (p) kelib chiqadi.

20.11-teorema( Dyuamel teoremasi). Bu ingi
Fh . B ” . teorema oldingi teoremani
umumlashtirilgani sifatida aralishi mumki ikki i ’ s o
tasvil il ifode berad. q umkin, u ikkita funksiya o’ramasi hosilasining
Agar f{t), /() funksiyalar [0,) da uzluksiz hosilalarga ega bo'lib va

SR @10 (p) bo'lsa, uholda 217()* 1,0} (p)e ).

Ba’zi elementar funksiyalarning tasviriari

Original Tasvir
70) T
P
Qll — —
—— p+a
sinar Sin T
a —
Nuw .rhn
cos at —
P
1 2
P +a
5 sh at
a
2 -1
p -a
ﬁ 6 char ?
T ea
7 ; e
=
w n e e hs — — ==
! nl
n+l
/4
s 9 e™sinwt s
T . Iow.gvu +m’
e cosmt p+a 1
1 (p+a) +o?
e shat -
12 - prak-w' p
h e“char p+a
2 F
~ 3 o ?éw L
14 @.#D‘vu
e nl
A ’llFf!‘lﬁ\w.?Eva._ |

15 f sin at 2ap
A\~ +n~vu

16 1 cos at P —at
Ahn +auvu

Mustagqil yechish uchun misollar
20.1 — misol. Ushbu
e”sin3t, 1>0

)=
70) 0, 1<0
funksiya original funksiya bo’lishini ko’rsating.
Yechilishi. f(c) funksiya lokal integrallanuvchi, ya’ni har qanday (1,, z,) chekli
oraliqda integral
.Ts sin3¢ dt

h
mavjud.Misol shartidan kelib chigib 2° - shart bajariladi, ya'ni ¢ <0 bo’lganda
f()=0. 3M va 35, >1, S, = 2 mavjudki barcha haqiqiy ¢ lar uchun

_me sin ux_ <e”
Demak, berilgan funksiya original ekan.
20.2. Quyidagi funksiyalar original funksiyalar bo’lishini ko’rsating:

) \Su‘lu_qu. i;uﬁ..”w..

2) £(1)=e costn(t), i.rﬁmm_

20.3 — misol. Ta'rifdan foydalanib, Ushbu 7(r)=¢* funksiyaning tasvirini

toping.
Yechilishi. f=¢* funksiya uchun S, =2 bo’ladi. Shuning uchun F(p) tasvir

funksiya Re p > 2 yarim tekislikda aniqlangan va analitik. Laplas almashtirishidan
foydalanib, tasvir funksiyasini topamiz:

Flp)= fe'e di= [ at= lim [e*¥di = lim —L g2y
o 0 0

o
0=

a-tew e p— 2

1 1
o m..\brlh._ =—— (Rep=s>2
n._.:hwl.eA v p-2 (a2 )

Demak, l.&n-_lwunu.u f(t). Bu funksiya p=2 nuqtadan tashqari qolgan
p-

barcha Rep > 2 tekislikda analitik.
20.4. Ta’rifdan foydalanib, quyidagi funksiyalarning tasvirlarini toping.
' 3
D f()=te'. sufo.
20.5 — misol. O’xshashlik teoremasidan foydalanib, quyidagi f()= sin 4

funksiyaning tasvirini toping.
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Echilishi. Bizga ma’lumki, sins funksiyaning tasviri

int =L (¥ — g _ﬁ_ _U_N !
sint=—l{e" —¢™ )]==— - L e -
N..A ) 2\p=i p+i) 2p*+1 p+l )
O’xshashlik teoremasidan foydalanib, quyidagilami yozamiz: f(ar)=" ; f,
a a
. 1 (p) 1 1 4
4f )= Y=—FfRlzc—— e ___F
Fre aAL AJM: pi+16 Fi(p)
4

. 20.6. O’xshashlik teoremasidan foydalanib, quyidagi funksiyalarning tasvirini
toping.
1) £(t)=cosat. 2) f(t)=sh3t
20.7 — misol. Chiziqlilik va o’xshashlik teoremalaridan foydalanib quyidagi
S(t)=cos’t funksiyalarni tasvirini toping.

Yechilishi. Bizga ma’lumki, cos’t = WOo.ﬁ + Mnom 3¢ ko'rinishda yozish

| ; 4 4
mumkin. O’xshashlik teoremasidan foydalanib coss va cos 3r funksiyalarning
tasvirlarini topamiz: ,

?
cost= % , cosd=s—3 . P .
pi+l uﬁbwu p+9
=1 +1
. . . u
Chiziglilik teoremasiga asosan,
3 1 3
S(()==cost+~cos31==—L L
) 4 4 :~+_+u.$ Flp)

bo’lamiz.
' .NP@. Chiziglilik va o’xshashlik teoremalaridan foydalanib quyidagi
funksiyalarni tasvirlarini toping.
1) f(¢)=sinmt cosnt.
2)f(t)=2+1 +1tcos2s; HS)=13" 4) f(t)=cos’t
20.9 — misol . Original funksiyani differensiallash teoremasidan foydalanib
f(t)=sin* 1 funksiyaning tasvirini toping.

Echilishi. 1(r)=F(p) bo’lsin, u holda 1 ()= p F(p)- £(0) bo’ladi, bunda

NN . Demak, —2
p+4 pl+4
A 2 .
topamiz: m?vuiuwss.
20.10. Original funksiyani differensiallash teoremasidan foydalanib quyidagi
funksiyalarni tasvirlarini toping. 4 e
)£ (t)=sin’t 2) f(t)=tcosmr
3).f()=t7cos2t.  4).f(t)=r"sint.  5).f(r)=1sh3t.
6).f(t)=1ch2:. 7).f(t)=te' sint.

J(0)=0, £'(t)=2sinrcoss = sin 2= = pF(p), bu yerdan r(p)ni
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20.11 — misol . Tasvirni differensiallash haqidagi teoremaga asosan f()=1r¢

funksiyaning tasvirini toping.
Yechilishi. Ma’lumki, ¢' -1 Tasvimi differensiallash hagidagi teoremaga

p-1
asosan ﬁ|_||u =—te' bo’ladi. Bundan ﬁLlﬂu ——te'. Oxirgi tenglikning chap
T et p-
tomonidan yana hosila olamiz:
1 -2 g5 A 2y
— |ttt ) —— ==t = -=1e .
?I_L g -1

20.12.Tasvimi differensiallash haqidagi teoremaga asosan [ (r) funksiyaning
tasvirini toping ; \

T S TS ST - % v .
DF(p)= 5 D)= oy s =

20.13. Tasvirni differensiallash hagidagi teoremaga asosan, funksiyaning
tasvirini toping.

1) f(t)=1* cost,

1
20.14 — misol . F(p)= %

Yechilishi. 7(p) funksiyani soda kasrlarga yoymiz:

2) f(t)=@+0nsin2e.
funksiya uchun originalni toping.

. 1. 4 1

A, B,C, D noma’lum koeffisentlami topamiz: 4=-1, wnw_ C= 5 D= 5
LT SUAC T e *)
ﬁﬂhwu|ﬂ+wu+ub~+& S5p+4 (

(*) tenglikning chap tomonidagi har bir oddiy kasr uchun originalni topish oddiy.
Chiziglilik teoremasidan foydalanib, orginalni vaB_NM
4

\Su|_+wn\+w8m~7am§¥
Mustagil yechish uchun misollarning javoblari
3
1 3 : p -
—_— 206, 1) F = —_ 2) F(p)=— .
W40 Dy 206. 1) Flp)= " VFp)=——5

wptamiont) s 2.6 ptod

.2 Flp)=—+—+ :

+§~+=NV~+53~:. v p P ¢x+uv~
1 P

N = — = — .
3 Flo)= o0 OFP)= 30+ ot ea)
2 2
6 p -0
- s QF uﬂ‘ll
20.10. 1) WQV A ~+_x ~+ov ) AEV u+e~v~

20.8. )F(p)= -
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uv.s.?vuwb = 4 e.ﬁ?vnE 5).F(p)= 6p

(p*+a) (1)
2
0.F(p)= 224 ) p(p)= 222
(p? -4 (p-2p+2f
20.12. 1) \Suwm. 2) \Snmq.iuw... 3) f(r)=2¢*sin2s.
20.13.1) 2226 ;) 2p'+4p+8

(p? +1 ?:A% .

(p*-9f

21- AMALIY MASHG’ULOT.

OPERASION USULLARINI DIFFERENSIAL TENGLAMALA
RVA
ULARNING SISTEMALARINI YECHISHGA TATBIQ ETISH

O’zgarmas koeffisiyentli chizigli differensial tenglama berilgan bo’lsin:
) +ax" ()4 .+ a, ¥()+a,x(t)= 1), (1
bu tenglamaning
- x(0)=x,, ¥(0)=x', ..., x"(0) = P ()
oshlang’ich  shartlarni qanoatlantiruvchi xususi imini i iladi
. an y yechimini topish talab etiladi.
wcum_ba_ ﬂs funksiya kabi izlanayotgan yechim ham Laplas bo’yicha tasvirning
mavjudlik shartlariga bo’ysunadi deb faraz gilinadi. (1' tengl ing i ismi
Laplas almashtirishini tatbiq gilamiz. ! Pl oE el peniy
x(¢) va f(¢) ning tasvirlarini mos ravishda X () va F(p) orqali belgilaymiz:
0)=x(p) 1)=F(p).
Originalni differeasiallash qoidasini qo’llanib quyidagini topamiz;
x(t)=pX(p)-x,.

2'()=p*X(p)-1px, +x,),

()= P X(p)-[p" x, 4.+ x-3),

() " - 2! - -
**Ne)=p"X(p)-1p "%+ p X+t pxy| :+xc_ .

rmv_.mm ..-_._snu__:.:maa:w..nEE.a::mmmm binoan chap tomoning tasvirini topish
:m__E_ hosil gilingan ifodalarnii tegishli a, koeffisentlarga ko’paytirish va qo’shish
kifoya, o’'ng tomonining tasviri esa F(p) ga teng. Shunday qilib, qo’yidagiga
egamiz: ,
o(p)X (p)-v(p)=F(p), 3)
bu yerda
o(p)=p" +a,p" t..+a,  p+a,
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ifoda chiziqli tenglama uchun xarakteristik ko’phad, y(p) esa

v(p)=[p""x, + p72x, +.ot px "V 4 x, "]+

+a 0%, + ot 5" 4+ a, [ px, + x5 )+ a.,x,
Nol boshlang’ich shartlarda y(p)=0 bo’lib, (3) tenglamaning chap tomonini
o(p)¥(p) ko’rinishni olishini qayd gqilib o’tamiz, bunga (1) tenglamada
differensiallash operatorini p ko’paytuvchi bilan almashtirib, X(p)ni qavs
tashqarisiga chiqarish orqali kelish mumkin. (3) tenglama boshlang’ich shartlar
sistemasi (2) bo’lgan (1) tenglama uchun yordamchi tenglamadir. Uni yana
tasvirlovchi (yoki operator) tenglama deb ham ataladi, (3) tenglamani X(p) ga
nisbatan yechib, evito)

F(p)+vlp

ko’rinishga ega bo’lgan tasvirlovchi yoki operator yechimini hosil gilamiz.

Original o’tish izlanayotgan x(r) xususiy yechimni topishga imkon beradi.
Bunda (4) operator yechimning o’ng tomoni odatda rasional kasr bo’lib chigadi va
tasvirlar jadvalidan foydalanishni yengillatish uchun o’ng tomonini elementar
kasrlarga yoyish kerak.

Mustagqil yechish uchun misollar

21.1 - misol . Differensial tenglamani yeching
x +x=2cost, x(0)=0,x'(0)=-1

Yechilishi. x(r)=X(p), x(t)=pX(p)-x(0)= px(p)

% (0)=p* X (p)- px(0)-x (0)= p*X(p)+1, cost=—L—, p*X(p)+1+ X(p)=—2L
p+l p+l
bu yerda k?vuﬂixlum_qh»\_i . X(p) funksiya uchun originalni topamiz. E_i
tasvir funksiya uchun original sinz bo’ladi, ya'ni N_ _um::.
P+

?lwvlww tasvir funksiya uchun original funksiyanin topishda tasvirni
+1
differensiallash hagidagi teoremadan foydalanamiz:
2p | .
T = fsinf
o),
Demak, X(p)=tsint—sint = (t-1)sinz.
Shunday qilib, berilgan differensial tenglamaning yechimi
x(t) = (r=1)sint bo’ladi.
21.2. Quyidagi differensial tenglamalarni yeching:
Dx +x=e-1, x(0)=1; 2) x"+x =1, x(0)=0, x'(0)=1,
3) x' +2x=sint, x(0)=0.

R
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21.3. Differensial tenglamalarni " . .
xususiy yechimini toping. gpaianni. .. boshlnng;ieh . shariol, . qanpstientipivehi

a) x'-x=1, honH -1, b) x'-2x“42x=2¢-2, HAOVH H.Svn 0:

V) x'''-x"=4e¥, NAOVH 1, N.AOVH 2, k..AchA.

21.4-misol. ._. %m dr ni hisoblang.
0

Yechilishi. Ravshanki, £(r)=sinr=—"'_ - T
f(t)=sint h:_nlmv. .b. - u:_.lvt.e formulaga
asosan,
"Tsin 20 |
—di= [——dp=arctg p|= ==X
o ! .__‘E~+~ < Qwh_c IM.

21.5. Qyidagi integrallarni hisoblang
T~ ® ol
) M|~|& @>08>0) . 2) [y (@>0, a>0).

I

D_m,n_.o—._m_mw tenglamalar sistemasining yeching.
216. Aa.i =0 10)= ,y{(0)=-1. 21.7 ﬁarflc_ =0 0
Y+x=0, ’ A.&.L.x+u‘<uo,x Yt

k.+k|ku~
N_.m. . u n..
rf« +y=2, x(0)=0,50)=-1.

Mustagqil yechish uchun misollarning javoblari

212. 1) x(t)=eft -e”)+1-1.  2) x(r)=t. 3.«Suwve-coa,rmg_:v.

21.3. a) x(t)=-1.b) x()=t~sint-e'. v) x(t)=e¥. 21.5. _:__w.
a

_Ao._.u.mz.:m“ \Su«zlmz»'l_ l_ m
| . n\... |
v Jer ?vnvnwﬁw = <
216. x(t)=e¢', y(t)=—¢'. 21.7. x(r)= WN: |Mm-t (1) = w«: +mné

4 3 _
21.8.x(t)=1, y(t)=r-1. ; y

22- amaliy mashg’ulot.
IKKI KARRALI INTEGRALLARNI HISOBLASH

22.1. Ikki karrali integrallarni hisoblash.

o —-.3_..2-.». S(x,») ' w::xm@» D= F«.‘cvm R*:asxshesys< &“ sohada
gan va integrallanuvchi bo‘lsin. Agar xe[a,b] o‘zgaruvchining har bir tayin
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d bl d
qiymatida /(x)= [f(x, y)dy integral mavjud bo‘lsa, u holda ._‘ £(x, szT integral

alc

v.a
:E:Bm<.?a¢o._w&<w.:\Ax:.icn _.\?QKV. »,o_..::_woi:_._.
(D) alc ) )

2-teorema. f(x,y) funksiya (D) sohada berilgan va integrallanuvchi bo‘lsin.

b
Agar yelcd] o‘zgaruvchining har bir tayin qiymatida /(y)= [f(x,y)x integral
a

ds .
mavjud bo‘lsa, u holda ._.\T.v.tx integral ham mavjud bo‘ladi va

._.—\Au.&rb = 1 [, vfkT formula o‘rinli.

(D) ¢
1-natija. Agar f(x,y) funksiya chegaralangan yopiq (p)((D)c R?) sohada

berilgan va uzluksiz bolsa,

v.‘ .:. .
:%%?.%. ?%T
(D) ale cla
integrallarning har biri mavjud va ular 0°zaro teng bo‘ladi.
3- teorema. f(x,y) funksiya
= g =12) sohada
(D)= wn.v.vm R :asxshb, Q,Axvm y< ﬁ?vw Aﬁ (x)eCla,b).1=1,
berilgan va integrallanuvchi bo‘lsin. Agar x€[a,b] o‘zgaruvchining har bir tayin
0, (x)
giymatida /(x)= .— 7(x,y)My integral mavjud bo‘lsa, u holda

e,(x)
b eyx)

JC [76e s

a ax)

integral ham mavjud bo‘ladi va

b eslx)
[/ )dD = \??T

(D) a S?

~

tenglik o‘rinli.
4- teorema. f(x,y) funksiya

(D)= wx_im R :csx<d, S_vaa mﬁugv A.\\.Akumﬁ_ni_, i= _‘Nv

sohada berilgan va integrallanuvchi bo'lsin. Agar y € [c,d] o‘zgaruvchining har bir

v, ()
tayin giymatida /(y)= ._. f(x,y)x integral mavjud bo‘lsa, u holda ushbu
v, ()




d v )

[C [7Gy)axray
e ul)

integral ham mavjud bo‘ladi va

tenglik o‘rinli.

1-misol. . .
misol. (D) soha: x=2y, y=2x, x+y=6 to'g'ri chiziglar bilan chegaralangan
uchburchakdan iborat.

Yechilishi. (D) uchburchak 1- chizmada tasvirlangan. (D) sohani x=2
to*g'ri chiziq yordamida (D, ) va (D, ) sohalarga ajratamiz:
AD_Vu*Aurevm R*: 0sx<2, vamw‘«

2 W.Abwvu?«.wvmiimuma. m.m._\moxa*
(*) formulalarga asosan,

2 x 4 2x
A._n.mm\?.&v&x&n A%—v\f‘kv& dy +A.v_.~.—v\?..<v&gw = m_.&.. M\T.. y)dy + Tx _..\oﬂ. ¥)dy

- 2

8=

—x f(x,y)dx tenglik o*rinli bo‘ladi.
y
2 2

«ox,:\?s&&u ?ﬁ?s% ”_&
(0) [ 2

(0.0)

1-chizma,
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2-misol. J = __.&x.r\_ - y'dy xisoblang.
0 ix

Yechilishi. Ichki integral y ga nisbatan murakkab bo‘lgani uchun takroriy
integrallarning chegarasi bo‘lgan

(D)= *»:im R*:0<x<], N«m\qm_w
uchburchakni ushbu

Abvu?«:&mxumcm&m_. omamw#

ko‘rinishda ifodalaymiz. Bundan

v

s= [y de =50y ) -

Mustagil yechish uchun misollar
Quyidagi berilgan ikki kaprali integrallarni hisoblang:
221 _..ng (D)= ?«.Em R*:0<sx<],0sy< _v.
©)

22.2. .-..—leuwv&«&, Abvnrx.:im R*:15x<2, _mwmuv

2)

22.3. :T._.!Kx&\. (D)= mk,.im xuucmum_,omwm _“.
(o)

22.4. [[(y - 6)ixdy, (D)= {x.y)e R :1sxs3,25 55}
(D)

22.5. ._..—Amia+8m\<v&k&: Abvnzu,v.vmxfomxmh.. om&mmv.

2
(®)
(22.6)-(22.9) da ikki karrali integralda integralash tartibini uzgartirib hisoblang.

x £ 1 I
22.6. [dc [y 22.7. [dy [x"e*dx.
0 x .V 0 ¥y
2JIn3 Jind 3 e 112
28, [dy [efdx.  229. [dy *hsmcoaurx.
0 yn 0 y




22.10. «:.lev#&: bu yerda (D)-uchlari A(1,1), B(4;1), C(4,4)nugtalari
D)

bo’lgan uchburchak.
2
22.11. [[(x+2y)ixdy, bu yerda (D)-y = W parabolava y =3x, x=1, x=2
)
to’g’ri chiziqlar bilan chegaralangan soha.
22.12. [[xdxdy, bu yerda (D)-y="1 giperbola va y=2 y=4 x+y=6to'g’ri
o) &

chiziglar bilan chegaralangan soha.

22.13. ([(x+2y)ixdy, bu yerda (D)-y=x* parabola va x+y-2=0, y=0 to’g’ri

()

chiziglar bilan chegaralangan soha.

22.14. ._.._.x_a ydxdy, bu yerda (D)= AA\«_Evm R’ :0sx<4,1< y< mv to’g’ri

(@)

to’rtburchak.

22.15. .Qno%x:i;vﬁ%. bu yerda (D)={(x,y)e &? "cmumm. 0< wmm
©

22.16. [fe*axdy, bu yerda (D)-y=e* egri chiziq va x=0, y=2 to’g’ri
o)
chiziglar bilan chegaralangan .

22.17. _.Muv&n&\ bu yerda (D)-4x* + y? = 4 ellips bilan chegaralangan soha.
o

22.18. .:.n.v&@, bu yerda (D)- »* = 2x parabola va x-y-4=0 to'g’ri chiziq

(D)

bilan chegaralangan soha.

Mustaqil yechish uchun misollarning javoblari

21 L 222. 1. 223. 1 224.18. 225 2226 2. 227, ¢=2
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¥y <:
5 s
s % P
. (%, %) ifp---=- (1)
D ! xxy A
|
! D
¥ “ B
| A 1 X
.0 .— X , ’
22.8. 2. 22.9. 1/80x.
y
P y
«
v/
SNTED R (Vin3;2Vin3) ;
y=2x )
Ps
’
D ooesf — — —
X
i ———
[ Vin3 X o

98 221 2313, 145 22.14. 8 22.1509. 22.16. e
22.10. 45 2211 2. 2212 5 22

22.17. 0.22.18. 90.
23- amaliy mashg’ulot.
UCH KARRALI INTEGRALLARNI HISOBLASH

. p . . : o
Uch karrali integrallarning mavjudligi, .....:nmazm:_.wxn_: ?m”wn__wm_mwmm w_m:%%-,__nn ;
integralning xossalariga oid teoremalar xuddi ikki karrali integra

f(x,y,z) funksiya (V)= *.«:e.nvm R*:as<x<bh, nm&m&.mmNm;
sohada berilgan va uzluksiz bo‘lsin. U holda

».\\
E:i.nga"t Ai.%%T
A—.v ajc\e

tenglik o‘rinli.
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Endi (V') soha — nastdan i
z=y (x,y), yuqoridan z = ) si i
tomondan 0: o'‘qqa parallel .&::n_zr vow_., wm”_“.: ”a : _,5?:.V e el
. 3 . n “ i .
sohaning Oxy tekislikka proyeksiyasi (D) bo‘lsin. SR gope Solyn. B
N Agar .\.ANCFN‘V funksiya shunday ()) sohada uzluksiz bo‘lib, z=y (x,y)
i=1,2 funksiyalar (D) da uzluksiz bo‘lca, u holda o

valxy)

(1], = [l [ 7Gx, .2 iy

bo*ladi v) (OXwi(e.r)
1. >WEADVH *N.‘!vm R*:asxs< v.eu“Akva.M Sn?vv bo‘lib, v ANV A_ . _.Nv ?Srmmwﬁ_mﬂ

[a; 5] da uzluksiz bo‘isa, u holda

b pilx) wyley)

[[[76ey. 2)satvdz = [ [ [£(x,y,20dehy i

*) a mix) wixy)

bo‘ladi.
1-misol.

N_M\...v._.Aux+m&Kx&\&N, A_\vu*Ax.w,Nv“.zuo.%na:«n_. z=1z=1+x? +\<Nv

integralni hisoblang.

Yechilishi. (V
(V)sohada 0<x<1, 0<y<x, 1<1+x*+)° tengsizliklar

M_._:__. U holda uch karrali integralni takroriy integrallarga keltirish formulasiga
0‘ra,

lexiey?

tkux + 2y )dxdydsz = M&«M—&\ [ Bx+2y):z= M_.&nm:ux + N&l__::m dy =

1 x 1 x
= |dx |(3x+2y)x? + y Wy = 4
..,_. MA v.xa +y r‘v m_.&«m_.aux +u\c\~+n§~+m\<wv&\u
|
- UHu & 3 + 2.2 H 4 {Ix = 0 4
o_ﬁ v+’ 4 yxl 4o o&xn%u.« +x.+x.+x.+ma‘.§nua.
Mustagqil yechish uchun misollar
Quyidagi uch karali integrllar ko’rsatilgan sohada hisoblang:
23.1. T4yt a2?
._A._.M_.Ak +y' + 2 Mxdydz, bunda (V)-x=0,x=a,y=0, y=b,z=0,z=c -

tekisliklar bilanchegaralangan soha.

23.2. ﬁ.?&&&. bu yerda (v)-x=0,x=2, y=0, y=1,z=0

, z=1-y,
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233, [[f(2x+3y—z)xdydz, bu yerda (v)-soha x=0,y=0, x+y=3,z=0,z=4
)
tekisliklar bilan chegaralangan.

23.4! ([fo= drdydz, bu yerda (v)- soha x=0, y=0,z=0, x+y+z=1 tekisliklar
)
bilan chegaralangan.

23.5 EQ&. dxdydz, bu yerda (v)- soha x=1,y=x2=0, z=x sirtlar bilan
(s

chegaralangan.

23.6 [[[(1+x)ix dydz, bu yerda (v)- soha x=0, y=0z=0,x+y+z=1 tekisliklar
®
bilan chegaralangan.

23.% .:._..“.&%& bu yerda (v)- soha z* =x" + " konus va z=1,z= 4tekislar
)

bilan chegaralangan.

23.8. [[-*dxdydz, bu yerda (v)- soha z = x* + y* elliptik paraboloid va
)
» =2, z= 6 tekisliklar bilan chegaralangan.

239 _.A—._.N,&Q& bu yerda (v)- soha z =4-x" -y%, z=0,2=3 sirtlar bilan

(
ornww_,m_m:mL.

Mustagil yechish uchun misollarning javoblari

abe( » 2 2 M |_.. W
23.1. 4@ +b +c?) 232, 2. 233,54 234 o 235.223.6. 237,

157 23.8. 50 239. 162715,
24- amaliy mashg’ulot.
KARRALI INTEGRALLARDA 0’ZGARUVCHILARNI ALMASHTIRISH.

QUTB, SILINDRIK VA SFERIK KOORDINAT SISTEMALARIGA O’TISH
USULI

24.1. IKkki karrali integrallarda o‘zgaruvchilarni almashtirish. f(x,)
funksiya (D) sohada berilgan va uning chekli

[[£. y)ezay (1
()




funksiya va (D) soha murakkab bo‘lsa, (1) integralni hisoblash giyin «m%_v.

w.__._snwv. r%“_n_db x va y o‘zgaruvchilami ma’lum qoidaga ko‘ra, boshga
0"'zgaruvchilarga almashtirish natijasida integral ostidagi i i

. ashtiris| gi funksiya ham, integrallash
sohasi ham soddalashib, ikki karrali integralni hisoblash osonlashadi. ¢

. .QQ hamda .05. koordinatalar sistemasida (D) va (A) sohalar berilgan
.o._m_n. .w.: sohalarning chegaralari, mos ravishda, 8(D) va a(A) lar, sodda, bo*lakli
silliq chiziglardan iborat bolsin. (A) sohada

*auiﬁi

y=wl&n)

ikki karrali integrali mavjud va uni hisoblash talab gilingan bo‘lsin. Agar \f
A"

&n)ea)cr? 2)

uzluksiz funksiyalar sistemasi beril *Isi i

Rz i gan bo'lsin. Bu funksiyalar shunday funksiyalar
bo*lsinki, :.».dm:. ﬂ.cN__mn: (2) sistema (A) dagi (£,7) nuqgtani (D) sohadagi (x y)
::a.mmm. akslantirisin va bu akslantirishni akslaridan iborat {(x,y)} to‘plam (D)ga
qarashli bo*Isin. Demak, (2) sistema () sohani (D) sohaga akslantiradi.

Amv akslantirish m:iammm shartlarni qanoatlantirsin:

8__ - .ANV wxm_n.z._:mz w.ue.o bir giymatli bo‘lsin, ya'ni (a) sohaning turli
::M arini (D) sohaning turli nuqtalariga akslantirsin. (D) sohaning har bir nuqtasi
uchun (4) morman unga mos keladigan nuqta bittagina bo‘lsin. Bu holda (2) sistema
&va  larga nisbatan bir qiymatli yechiladi:

ﬁn =oi(xy)

» o =)
mo-_wa. szmﬂ_m. w(¢,n) funksiyalar (A) sohada, g (x, ), (x,y) funksiyalar esa, (D)

" . ’ b4 . :
v - __M va barcha xususiy hosilalarga ega bo‘lib, bu xususiy hosilalar ham

o .

w. ! ﬁm.qvm.ﬁc uchun (2) sistemadagi funksiyalarning xususiy hosilalaridan
tuzilgan ushbu ikkinchi tartibli determinant

o ax

& on
> ¥

. o0& an
shartni ganoatlantirsin. Odatda, (@) ikkinchi tartibli determinant - (2) sistemaning

yakobiani deyiladi va 1(¢,7) yoki 2%2) kabi belgilanadi
D(¢,n) )

i Ak. y) funksiya (D)sohada berilgan va uzluksiz bo‘lib, (2) akslantirish 1°-, 2°-
3°- shartlarni ganoatlantirsin. U holda T
Aw Tiréu_ m\@a.%ﬁ.:iﬁf@ €)

A
formula o‘rinli. ikki ii y j
\cl:iﬁw M“m._mam.”wv formula ikki karrali integrallarda o ‘zgaruvchilarni almashtirish

(x,»)e(D)c R?.

0 (a)
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Dekart koordinatalar sistemasidan

X=rcos@, y=rsing Aom‘.A+8v.AomeA~Av (4)
almashtirish yordamida (r,¢) qutb koordinatalar sistemasiga o‘tamiz. Natijada (3)
formula ushbu

[[7x.y)sdy= [[1(rcosp.rsing)rdrde ®)

(D) (a)

ko‘rinishni oladi. Odatda, (5) munosabat, ikki karrali integralda qutb koordinatalar

sistemasiga o'tish formulasi deyiladi.
24.2. Uch karrali integrallarda o‘zgaruvchilarni almashtirish. f(x,y)

funksiya () sohada berilgan va uzluksiz bo‘lib, (') soha — silliq yoki bo‘lakli silliq
sirtlar bilan chegaralangan bo‘lsin.
([ f(x,»,z)dxdydz integralda o‘zgaruvchilarni quyidagicha almashtiramiz:
(Ug]
x = olu,v,0),
y= _\?.e.&? ?.c,evm ADVﬂ R .
2= ylu,v,0),

(6)

(10.8) akslantirish quyidagi shartlarmni ganoatlantirsin:
1°. (6) akslantirish o‘zaro bir giymatli bo‘lsin, ya'ni (a) sohaning turli

nugtalarini () sohaning turli nuqtalariga akslantirsin. (/) sohaning har bir nuqtasi
uchun (A) sohada unga mos keladigan nuqta bittagina bo‘lsin. Bu holda (6) sistema
u, v va w larga nisbatan bir qiymatli yechiladi:

u=o Aa_\suv.
v=y(eyz) r2)el)cr. .
w=2 Ax.&.uv.
2° olu,v,w), wlu,v,w), 2(u,v,w) funksiyalar (a) sohada,

,(x,y. 20 (. 3.2), 21(x,y,2) funksiyalar (V) sohada uzluksiz va barcha xususiy

hosilalarga ega bo‘lib, bu xususiy hosilalar ham uzluksiz bo‘lsin.
3°, Y(u,v,w)e(A) uchun (6) sistemadagi funksiyalarning xususiy hosilalaridan

tuzilgan uchinchi tartibli determinant

::.c.zvu =0

Pl Plo 2w
2R P9 PR
2l 2le 2R

shartni ganoatlantirsin. U holda

_.:\ (x, y, z)dxdydz = .—:.\ (e, v, W)y, v, w), s, v, w)) [, v. wldudvaw  (7)
) (a)




bo'ladi. (7) formula uch karrali integrallarda o 'zgaruvchilarni almashtirish

formulasidir.

Ko*pchilik hollarda uch karrali integrallarni hisoblash uchun o‘zgaruvchilarni
quyidagicha almashtirish maqsadga muvofiq bo‘ladi:
a) Quyidagi
X=pCosg, y=psing, z=z (8)

almashtirishni qaraylik (0<p<+x), (0<p<27) (~0<z< +w).Natijada (7)
formula ushbu
..‘.:.\A.«. ¥,2)dxdydz = :.q\?ooue.bﬂ: 0.2)pdpdpdz
v) (a)
ko‘rinishni oladi. Odatda (8) almashtirishlar - silindrik almashtirishlar, (p,p,z) esa,
nuqtaning silindrik koordinatalari deyiladi.
Ushbu
x=rcosgsiné, y=rsinpsinf, z=rcosd (9)
almashtirishlarni qaraylik (0<r<+)(0560< 7), (0<p<2x). U holda (7) formula
quyidagi
:.‘.\T. v, z)dxdydz = h—.—\?n&@&:b\&: @sing,rcos@)r? sin® Odr do do.
) (a)
ko‘rinishni oladi.
Odatda (9) almashtirishlar - sferik almashtirishiar, (r,9,0) esa, nuqtaning
sferik koordinatalari deyiladi( I-chizma).

Mustaqil yechish uchun misollar
24.1. Ushbu u = x + 2y, v =x-y sistemadan x va y ni » va v lar orqali

ifodalang va J = E yakobiani toping.
D{u,v)

24.2. (xy) tekislikda y =0, y=x va x+2y=2 to’g’ri chiziglar bilan
chegaralangan (D) sohada u = x + 2 Y, v=x-y almashtirishni tasvirini toping. (uv)
tekislikda almashtirish chegaralarini aniglang.

24.3. Ushbu u =3x+2y, v=x+4y sistemasidan x va y ni u vav lar orqali

ifodalang, so’ngra J(u,v)= WMH.'H\W yakobiani toping.

244. x=0,y=0 va x+y=1 to'g’ri chiziglar bilan chegaralangan sohada
u=3x+2y, v=x+4y almashtirishning tasvirini toping. (uv) tekislikda almashtirish

chegaralarini toping.
24.5. Ushbu u = 2x -3y, v=—x - y sistemadan x va y ga nisbatan yechib « va
v lar orqali ifodalang, so’ngra J(u,v)= WM‘«I.WW yakobianni toping,
u,v
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almashtirish chegaralarini toping.

26.6. x=-3,x=0, y=x va y=x+1 to’g’ri chiziglar bilan chegaralangan

ohada u=2x-3y,v=-x+y almashtirishning tasvirini toping. (wv)tekislikda
s = A

24.7. :Auufzkwiawnru%. bu yerda (p)- soha birinchi chorakda
©)

1 'g'ri  chiziglar bilan
3 3 . =-—x+1 to'gri chiziglar
«u.Mai. wn|m+u§| au va y 4
chegaralangan.
24.8. _. ,\M+®T&. bu yerda (D)~ soha xy =1, xy=9 giperbolalar va
(1) N

y=x, y=4x to'g'ri chiziglar bilan chegaralangan. u
24.9. .:.ANRI y)dxdy, buyerda (D)-x+y=1x+y=2, 2x-y=12x-y=
(D)
to’g’ri chiziglar bilan chegaralangan parallelogramm.

24.10. :;\M«H&«&. bu yerda
Acw - . . -
(D)-y* =ax, y* =bx, xy=p,xy =4 (0<a<b, 0< p<q) egri chiziglar bilan

chegaralangan.
24.11. [[xydxdy, bunda (D)-y=ar', y=bx, y'

®)
i chiziglar bilan chegaralangan soha. o P
o N&“N. :T+E,Ak|¥%&«&r bu yerda (D)-x+y=lLx-y=Lx+y=3x-y 1
©)

'o'ri chiziq bilan chegaralan gan kvadrat morw.. B .
i :m”nw_moo_.&:ws_mﬁ sistemasiga o’tib ikki ikkarali integralni hisoblang.

24.13. .:..\m +y' dudy, D~ I chorak, x*+y* <9

(B)
24.14. [[ydxdy, D- X +y €l -15x<0,08y<]I
D

dxdy
24.15.
e
g 2
24.16. |} _ubla:.& <1, y20
Pxt+yl+

2417, [f(e? + 5 Ydy, D x* +y* s dx
D

Silindrik yoki sferik koordinatalar sistemasiga 0'tib, quyidagi sirtl
chegaralangan jismning hajmini hisoblang:

unu.v.un@xﬁoAnAPoAhA&

D-x*4+y' 2l x’+y <4

ar bilan




parametrik tenglamasi bilan berilgan bo‘lib, bunda ¢(r), w(r) funksiyalar uzluksiz
va uzluksiz ¢'(1), y'(¢) hosilalarga ega bo‘Isin. Bundan tashqari, (K) chiziq karrali
nugtalarga ega bo‘lmasin. Bu holda (K) egri chiziq to‘g‘rilanuvchi bo‘ladi.
Ma’lumki, 5'(1)=1le ()1 +Iv (/)] . Buni e'tiborga olsak, (1) dan

2

2420, [[[raxdvds,G -2 =x* +y* 2
(¢}

N&N—:.‘;«N +¥~Y%&DQINN"\«N+‘—E g=3 % T
! Fle s = [£leOwONIe'OF +1v ' OF 3
2422, _.._. dxdyds : G-x? +v\u +2 =4 5 2 2 (x) _m \

G yx*+y +2? EiaAX hYns =0 kelib chiqadi.

(3) formula, (K ) egri chiziq, ixtiyoriy parametrik tenglamasi bilan berilganda,
birinchi tur egri chizigli integralni oddiy Riman integraliga keltirib hisoblash

formulasidan iborat.
Agar (K) egri chiziq, y=yx)(a<x<b) oshkor shakldagi tenglama bilan

ua.nw._ﬁ.m:fu +y? +N~Y.«&iuwm.|xu +y 427 =9 z=x*+y%

Mustagil yechish uchun misollarning javoblari

Na.—.ku=+~< kﬂ':lc J= 1
_u 3 I - 242. v=0, u=2 v=u berilgan bo'lsa (bunda y{(x) [a:b] da uzluksiz va uzluksiz y'(x)hosilaga ega), u
= 1
243, x= wﬁ: —-v) y= aAuc =k m _I_m i v e holda (3) formula, 1
Ju+v=10 g [ GryMis= [1Gxy NI+ s @)
. 45 x=-u=-3v, y="2 ol 26.6 x) ‘
O 2 2 X shaklga keladi.
% u=-3v, u=—4v, u+dv=2. 24.7. 4. 24.8. (K) egri chiziq, ushbu p=plo). (6,<0<6) tenglama bilan qutb
._. _.A: 4 <vm|= R KB m. s 4 s 4 koordinatalar sistemasida berilgan bo‘lib, p(0) funksiya [6,;6,] da uzluksiz hosilaga
_u_ v 3 e A9, 3-24.10. m@S ~p")nd 2411, ega bolsin. Agar f(x,y) funksiya shu (K) egri chiziqda berilgan va uzluksiz bolsa,
o ; e
5 (grers _ psisYpmis _ s 20 u holda (3) ning ko‘rinishi
.;A x& p"*).24.12. = 24.13. 97/2 24.14. 1/2. 24.15. 2x. 24.16 1 A 2 2
(7/2)in2. 24.17. 24x. 24.18 J [ 1 y)ds = T?S%.Bsmy\n +(p'1*do (5)
. .18, 3247/5. 24.19. 16. 24.20. 4r. 24.21. 167/3. 24.22. (x) 6y

shaklda bo‘ladi.
25.2. Ikinchi tur egri chizigli integralning mavjudlik sharti va uni

hisoblash.(K) egri chiziq o‘zining x=0lt), y=w(), (@<t < p)shakldagi parametrik
tenglamasi bilan berilgan bo‘lib, olt)wlt) funksiyalar uzluksiz, o'(t). v'(t)
hosilalarga ega, hamda (p(a), v(@))= 4, B=(p(p). w(B)) bo'lsin. ¢ parametr a dan
ga qarab o‘zgarganda, (x, y)=(p(r)w()) nugta 4 dan B ga qarab (K)=(4B) egri
chizigni chizsin.

2-teorema. Agar f(x,y) funksiya (K) egri chiziqda berilgan va uzluksiz
bo‘lsa, u holda  [f(x.y)x, [£(x.yhy egri chizigli integrallar mavjud bo‘ladi va

247.24.23. 24302~ V2 ) /5.

25- amaliy mastg’ulot.
BIRINCHI VA IKKINCHI TUR EGRI CHIZIQLI INTEGRALLAR

_.-M%...“Hh_.ﬁa! tur egri e_..nE.: integrallarni oddiy integralga keltirish.
I wn gar f(x, v..v ».m_u.wm_wm (K)=(4B) egri chiziqda uzluksiz bo‘lsa, u
yadan (K) egri chiziq bo‘yicha olingan egri chizigli integral mavjud

bo‘ladi va u
; (48) (48B)
lar
Gy = [ At )
. o ® ! @ [ St ke [ b
o::..__wm bo‘yicha hisoblanadi. (4B) i e .
:8.08:..» egri chizigli integralning mavjudlik i stiladi ua
Endi (K) ogr chiziq ixtiyorty | e baen deb yuritads J Sy = [1loh O O
(4B) a

x=0(t). y=yl) G, stsT
) ) formulalar bo*yicha hisoblanadi.
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Umumiy holda, yuqoridagi shartlarda

Y]
[ Pl vk + Qe vty = [P0 1)+ Qole) (O (O
(x) a
tenglik o*rinli.
(K)=(4B) egri chiziq tenglamasi  y=3(x)a<x<b, shaklda berilganda,
ikkinchi tur egri chiziqli integral
b
[ £eyde= [£ (e p()hix
(9] a
formula bo*yicha hisoblanadi.
Xuddi shunday, agar egri chiziq tenglamasi x=x(y) c<y<d, ko‘rinishda

berilgan bo‘lsa, u holda ikkinchi tur egri chizigli integral,
[ Sy = .\T )y My
formula bo*yicha L“ozmzn&. )
Agar .—lx.wwb‘ integral Oy o‘qqga parallel bo‘lgan (4B) to‘g‘ri chiziq
kesmasi co.w.M“”P .—Qu. yMy integral Ox 0‘qqa parallel bo‘lgan (4B) to‘g'ri chizig
kesmasi bo‘yicha onﬂ-mw: bo‘lsa, u holda ularning har biri nolga teng bo‘ladi.

1-misol. ~ %@an + y)dx + (x—2y* )y, bunda, (K): uchlar 0(0,0), 42,0) va
B8(0;2) nuqtalarda uchburchakning chegarasi - (0480).

Yechilishi. Berilgan ikkinchi tur egri chiziqli integralning integrallash konturi
2- chizmada tasvirlangan.

(K)=(04BO) chizigning yo‘nalishi 2- chizmada ko‘rsatilgan. Berilgan egri
chizigli integraini hisoblash uchun uchburchakning harbir tomoni bo‘yicha
(ko‘rsatilgan yo‘nalishda) integralni hisoblab, so‘ngra egri chizigli integralning
additivlik xossasiga asosan, uchala tomon bo‘yicha hisoblangan integrallarning
qiymatlarini qo‘shamiz,

1)  uchburchak  OA tomonining tenglamasi y=0,dy=0. Unda

‘—uun&uuwunﬁua. 2) uchburchak 4B tomonining tenglamasi : x+y=2, bunda
(04) 0

y=2-x,va
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— Auun +!F+Ax..~.v_uv€u#xu +A~|.«v|x+~ﬁ|n%fku
2

(48)
0
% 5 40
= _.Amxn l_ox+_orx = Awa_ —5x* +_c.3rn = |q.
2
3) uchburchak B0 tomonining tenglamasi :x=0,dx=0, va

c
._.-em%u -_.Nww&u %.
(BO) 2
Shunday qilib,

integrallarning qiymatini qo* shsak:
16

— ®k~+&r+ﬁx|~‘<~¥nu|w@+lu-uo.

(0480)

1), 2) va 3) lardan uchala tomon bo‘yicha hisoblangan

hisoblamasdan ham olish mumkin, chunki integral

Bu natijani integralni
aP %0 hmw|mnw shartni

ostidagi w&+©%u?~+v.r~+fluv.nrv ifoda Pt vl | o
ganoatlantiradi.
y4
2
4
- ’ \W
0 2 X
2-chizma.

Mustaqil yechish uchun misollar

25.1. _.Ax+ yHe, bunda y - uchlari D(0,0), 4(,0). B(0,) nuqtalarda bo’lgan
4

uchburchak konturi.

25.2. [xyde, buyerda y - uchlari 4(-22), B(6.1). C(2;5) nuqtalarda bo’lgan

uchburchak konturi.




de

25.3. M y= gy bu yerda - tekislikning 0 (0,0) va 4(1,1) nuqgtalarni
birlashtiruvchi to’g’ri chiziq kesmasi.

Quyidagi egri chiziqli integrallarni ko'rsatilgan egri chiziq bo’ylab hisoblang

25.4. [yde, bunda y = {(x,): x=acost, y= asint}

25.5. _.\,Q&n. bunda y:x=r-sins, y=1-cost, 0t <27

25.6. .?3 y)dl,bunda y-chiziq r* = a® cos2¢ leminskataning o’ng yaprog’i.

25.7. .:N« -3y)dl, bunda y-chiziq leminskataning o’ng yoprog'i: r = a\/cos2¢ .
r

Quyidagi ikkinchi tur egri chizigli integrallarni hisoblang.
25.8. [ydx, bu yerda y-y=x*(0<x<1) parabola.

25.9. Tv&u bu yerda y - egri chiziq y =sinx sinusoida chizigning (0,0) hamda

ﬁm“ow nuqtalar orasidagi qismi.

25.10. T dy, buyerda - egri chiziq m+m =1 to’g’ri chizigning (3,0) va
14

(0.4) nuqtalari orasidagi qismi.
25.11. ._,w&n ?._.trv. bu yerda y - egri chiziq y = 2x -x* parabola

14
wo&:?m.xﬁbxv dan va B(0,0) nuqtagacha bo’lgan gismi.
Quyidagi ikkinchi tur egri chizigli integralni hisoblang.
25.12. [(2-y)dx+ xdy, bunda y = {(x.p):x=t=sint, y=1-cost, 0<r<27)
4

25.13. % y'dx+xdy, bu yerda » egri chiziq 4(-a,0) dan B(a,0) gacha
y
bo’lgan yarim ellips yoyidir: x = acost, y =bsint.

k~n~&q ..
uu.z. —$. bu yerda y -astroidaning 4(R,0) nuqtasidan 5(o,R)

nuqtasigacha bo’lgan yoyi: x= Rcos’#, y= Rsin’t.
. _.=.8m_.m_ ostidagi ifoda to’liq differensial ekanligini tekshirib, berilgan egri
chizigli integralni hisoblang.
@3
25.15.  [xdy+ ydx.
(-1.3)
3.4
25.16. .—xax +ydy.

©.1)
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(Lo
2517, [(2x- y)dx+(By-xHy.
(=1,-2)
25.18. :WNukn -2xy +¥~rx| TN - NQY@ .

wn

Mustaqil yechish uchun misollarning javoblari

25.1. 1+42. 25.2. m 253.5. 25.4. 2a°. 25.5.0. 25.6. a’2.

25.7. 2434*.258. W.Nu.e. 1.25.10. 625.11. -4.25.12. —2x.25.13. man.

25.14. _u|o~u.x:_.nm._m. 9. 25.16. 12.25.17. -4.25.18. 1.

26- amaliy mashg’ulot.
BiRINCNI VA IKKINCHI TUR SIRT INTEGRALLAR

26.1. Birinchi tur sirt integrallarini ikki karrali integral yordamida
hisoblash. R da (5) sirt o‘zining z=z(x,y) tenglamasi bilan berilgan bo ‘lsin,
bunda z(x,y) funksiya chegaralangan yopigq Abxsvn anv sohada uzluksiz va uzluksiz
2, (x,y). 2, (x,¥) xususiy hosilalarga ega.

1-teorema. Agar f(x,y,z) - (§) sirtda berilgan va uzluksiz funksiya bo ‘Isa, u
holda bu funksiyaning () sirt bo ‘yicha olingan

[ [£te.y,)s
(5)
birinchi tur sirt integrali mavjud va ushbu

[frey.)as= [[r (e p 2N 1+22 (1)) 23 oyl (1)

(5) (D)
formula bo‘yicha hisoblanadi. -
1-eslatma. Agar (s) sirt umumiy holda 0‘zining

x=x(u,v), y=y(u,v), z=2(u,v), ((,v1€(a)) parametrik tenglamasi bilan berilgan bo‘lib,
unda f(x,y,z) funksiya uzluksiz bo‘lsa, u holda birinchi tur sirt integrali mavjud va

.:.\Au.ﬁ z)dS = _.._.\AAF&Q?. v), z(u, WWEG — F* dudv =
($) (a) .
= [ [clwuv) Auv), 2uvIN A" + B +C*dudv
(a)
formula o ‘rinli, bunda

muﬁ«r%+¢;~+@.vu.Qw¢v%+?w.%+ﬁu.<vn.m.uxp.uv._,v.....v\...+np.n._:
;uf 2l g i
v Zy 2y Xy

L B=[" ™| B=

Xy W




2-eslatma. (S) sirt x=x(y,z)(y=){(x,z)) tenglama bilan berilgan bo ‘lib,
x(y,z)({xz)) funksiya (D) sohada uzluksiz va uzluksiz x.(y,z)x,(yz)
(v (x.2) s (x,)) xususiy hosilalarga ega bo ‘Isin. ' .
Agar f(x,y,z) funksiya(S) sirtda berilgan va uzluksiz bo ‘Isa, u holda bu
funksiyadan (S) sirt bo “yicha olingan birinchi tur sirt integrali mavjud bo ‘ladi va
.....‘.lu. y,2)dS = :\Au?nw \e.u(_ +x5 (0,2)+ 27 (v, 2)dyetz,

(&) (p)

‘:\? v..uthu ._.‘_..\.?..Xu.nw &.\. fc.w?.nf&.w?ufu& u
(s) ()
formula o rinli.

) 26.2. “E..a_: tur sirt integralini ikki Kkarrali integral yordamida

.uc_.._-u_.. R® fazoda (S) sirt z=z(x,y) tenglama bilan berilgan bo ‘lib, z = z(x, )
?:..G_vﬁ chegaralangan yopiq (D) sohada uzluksiz z,(x,y) va z,(x,y) xususiy
hosilalarga ega bo ‘Isin. )

.n - »8.654. Agar \ (x,v,2) funksiya (S) sirtda uzluksiz bo “Isa, u holda bu
funksiyadan (S) sirt bo ‘yicha olingan ikkinchi tur sirt integrali mavjud bo ‘ladi vau
c_.v [y z)xay = [ [£(x,3,2(x,)ay ™

) ()
formula orqali hisoblanadi.
bolda ﬂm_m_. _Eom_”w_ (S) sirtning yuqori (quyi) tomoni bo‘yicha olingan bo‘lsa, u
olda ikki karrali integral, mos ravishda, musbat (manfiy) ishora bilan olinadi :
[[£ 0.y, 2 )y = + [ (76, 2(x, )y,
®) (CH
[[7(xy, 2zt = £ | m\ (%, ¥(x, 2), 2 )dzdx,
() (o
A _. [7e,y.2)ayetz = »A | T&.N? 2y,
s D,
bunda (D), (D) (D,,) lar, mos ravishda, (S) sirtning Oxy (z = 0), Oxz (y=0),
Oyz (x=0) tekisliklardagi proyeksiyalaridir,
1-misol. Am,\uu +y%ds,bunda (5):x* +y* =2z* konus sirtning z=0 va z=3
tekisliklar orasidagi qismi.
Yechilishi. Berilgan sirt tenglamasidan z ua ekanligini olamiz. Bu sirt
qaralayotgan qismining Oxy tekislikdagi proyeksiyasi (D):x?+y? <9-doiradan
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iborat. Berilgan 1- tur sirt integrali (12.3) formula bilan hisoblanadi:

X .z =-—2__ larni e'tiborga olgan holda,

Zy =
2 4
a\m .v.p ».N %n

b x? +yids = :‘,\xn.f% \_+m“|+v%&n€u,\m‘: x* + y dxdy.
g () rry )

bo‘lishini olamiz. Keyingi ikki karrali integralda x = pcosp, y = psing almashtirishni

bajarib, quyidagiga ega bo‘lamiz:
2x
.\w..:,\u» +ydxdy =2 ._.&ﬁ
() 0
Demak, b ¥ +y2ds=18-Y2 .
S

Y 27
.—hn&bu,\m.wn.-wln_?\m.a,
0

2-misol. J= | T&&+&x&+h~&§ bunda (5):x®+y?+2z* =1 sfera birinchi
(s)

oktantdagi qismining yuqori tomoni.

Yechilishi. Berilgan (S) sirtning Oyz, Oxz, Oxy tekisliklardagi proyeksiyalarini,
mos ravishda, (D, ), (D, ) va (D,) kabi belgilab, berilgan J integralni uchta:

Jy uﬁé&. Jy u%&&. i uﬁnne&
S) s) S)

integrallar  yig‘indisi shaklida tasvirlaymiz. J, integralda P=x,Q=R=0; J,

integralda Q=1,P=R=0,/, daesa, P=Q= 0, R=xz. Har bir integral uchun

(*) formulani qo‘llaymiz:
h= (=P -2z, ;= [, 5 = [ — y? Jixdy.
D) ) (0;)
(D,)(D,) va (D,) sohalar mos koordinatalar tekisliklarida joylashgan radiusi 1 ga
teng bo‘lgan doiraning to‘rtdan bir gismiga teng. Shuning uchun, J, = m J, va J,
integrallarda qutb koordinatalar sistemasiga o‘tib, hisoblash bajaramiz:
m 172

5= [ -y = [i=p? - pdpa H,WM%MATEV di-p?)=%.

(0,) (2,
x —.
P _2

L x 3
:uN_.nlnsi_éur%u%e_w. m.- 5 15
0 0

2
Uﬂawru -\"o\—-f'\N +.\w "M.?.W.T—'NMI".”'“.#M.
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Mustagil yechish uchun misollar

No%wapmm. birinchi tur sirt integrallarini hisoblang.
* X+y+z)dS, b -
._u.n_. z) unda (5)- x>0, y20,
X+2y+4z=4 tekislik gismi.
26.2. X+ y+z)dS jrati
%: y+z)dS, bunda (s)-z>0 ajratilgan shartda x* +yiezi=4
sfera gismi.

26.3. (x+y+2)ds
h y+2)ds, bunda (s) kubning to’liq sirti:
0<x<a, 0s<y<a 0s<:z<a
26.4. 6x+4
: .,m .V_N x+4y+3z)dS, bunda (S)-x+2y+3t=6 tekislikning birinchi

oktantdagi qismi.
265.  [f(x* + y* +2*)as, bunda (5)-%*+y* +2* = R? sfera

(23}

26.6. [[(x* +* +2)as, bunda (5)-M<a, Psa, |d<a kubsiri.

)

26.7. ([z%dx
%N dy, bu erda (S) - ushbu x* + y? 4 22 = 2 (z220) yarim sferaning

tashqi tomoni.
26.8. [[x? b
%— dydz, bu erda (S) - ushbu ¥20,y20,0<z<1 sohadagi
il
z=x"+y* paraboloid sirtning tashqi tomoni
26.9. ([~ xdyd: :
m m dydz + zdzdx + Sdxdy , bu erda (S) - birinchi oktantada joylashgan

2x-3y+z=6 tekislikning yuqori qismidagi tomoni.

26.10. aa&&,f Ydzdx + zdxdy, bu erda (S)

(s
sferaning tashgi tomoni,

26.11. ([x® 3 3
Am. dydz + y’dzdx + z°dxdy, bu erda (S) - ushbu X +y’ 42 =R?

sferaning tashqi tomoni.

- ushbu x?+ )% 422 = R2

Mustagil yechish uchun misollarning javoblari

26.1. V21 ,
s -26.2. 7.263. 94'.26.4. 54413.26.5. 4nR*, 26.6. 40qa*

Na.q.o.uaa..n.h
:. % Na.o.ue.na.;. Sau.ua.:%aﬁ.
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z20 ajratilgan shartda
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