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KIRISH

Mazkur uslubiy qo‘llanma O‘zbekiston Respublikasi Oliy va o‘rta
maxsus ta’lim vazirligi tomonidan 2018-yil 26-avgustda ro‘yxatga olinib
tasdiglangan. “Ishlab chigarish texnik soha” bilim sohasi ta’lim yo‘nalishlari
uchun “Oliy matematika” faninig o‘quv dasturi asosida amaliy mashg‘ulotlar
uchun tayyorlangan. Uslubiy qo‘llanma fan dasturining “Kompleks sonlar va
ular ustida amallar. Kompleks o‘zgaruvchili funksiyalar” 19- moduli bo‘yicha
bayon gilingan bo‘lib, quyidagi kichik modullarni oz ichiga olgan. Kompleks
sonlar va ular ustida amallar. Kompleks o‘zgaruvchili funksiya, ularning
limiti, uzluksizligi va hosilasi. Koshi-Riman shartlari. Kompleks
o‘zgaruvchili funksiyaning integrali. To‘g‘ri va maxsus nugtalar. Chegirmalar
nazariyasi va uning tatbiglari.

Uslubiy qgo‘llanma amaliy mashg‘ulot darslariga mo‘ljallanib tayyorlangani
uchun, har bir katta mavzu kichik mavzularga ajratilgan va dastlab gisgacha
nazariy ma’lumotlar Keltirilgan. So‘ngra bir nechta tipik mashqglar bajarilib
ko‘rsatilgan. Mustaqil bajarish uchun mashqglar berilgan. Talabalar nazariy
bilimlarini mustahkamlash magsadida mavzu bo‘yicha nazorat savollari
keltirilgan. Kompleks sonlardan o‘zbek tilida adabiyotlar yo‘q.

Uslubiy go‘llanmadan talabalar, magistrantlar va yosh o‘qituvchilar ham
foydalanishlari mumkin.



1. Kompleks sonlar va ular ustida amallar
1.1. Kompleks sonning algebraik ko‘rinishi

Kompleks son tushunchasi yuqori darajali algebraik tenglamalarni yechishda
yuzaga keladi. Ushbu

ax?+bx+c=0

kvadrat tenglamani D = b? —4ac< 0 bo‘lsa, uholda
—b ++b?* — dac
X12=
: 2a

dan ikkita kompleks ildiz kelib chigadi.
Masalan: x2 + 1 =0 => x, , = +/—1 = i, bu yerda i=—1

Ushbu z=a+ ib , ko‘rinishdagi sonlar kompleks sonlar deyiladi. Bu yerda a
va b lar hagigiy sonlardir, bunda a son z ning hagiqiy gismi, b son esa mavhum
gismi deyiladi va Rez=a, Imz=b ko‘rinishida yoziladi. i —mavhum birlik.
Ma’lumki, i* = —1,i® = —i,i* = 1,i®> =i,..... umumiy holda

iclaﬁ: =1 ’£4k+1 — £’£4k+2 =1 JIr:ri.a.l5i:+3 = —

3 5. . 3 5
Masalan: z== + =i bo‘lsa Rez=-; Imz=-.
4 (2] 4 ]

1.2. Kompleks sonlar ustida amallar

Agar a=a+ib , p=c+id kompleks sonlar o‘zaro teng bo‘lishi uchun, yani
o=f bo'lishi uchun a=c va b=d tenglik bajarilishi kerak.

Qo ‘shish va ayirish
a=a+ib , f=c+id kompleks sonlar berilgan bo‘lsin, u holda
otf=(a+ ib)x(c+id)=( a+c)+(b+d)i kabi topiladi.
Misollar

8—2i

2 6i ko‘rinishga keladi.

1. (5-4i) + (3+2i) = (5+3) + (-4£2)i :{

2. (7+8i )-(5-41)=(7-5)+(8+4)i=2+12i.



2.G-20-G+20-C-drci-dim -k

4. z,=2+3i,z,=—4+7i,z,=5-11i bo‘lsa z —z,+z, ni toping.
2,-2,+2,=(2-(-4)+5)+(3-7+(-11)i =11-15i .
Ko ‘paytirish va bo‘lish
a=a+ib , p=c+id kompleks sonlar berilgan bo‘lsin, u holda ularni
qo‘paytmasi
a-p=(a+ib)(c+id)=ac+iad+ibc+i - ibd=(ac-bd)+(ad+bc)i kabi topiladi.

Agar &« = a + ib, @ = a — ib berilgan bo‘lsa, ular o‘zaro qo‘shma kompleks
sonlar deyiladi, hamda a+a=2a va a-a&= a*+ b* boladi.

o=a+ib , f=c+id kompleks sonlarni bo‘lish uchun

+ib - se - . 3 : .
; = a:d — kasrni surat va maxrajini § = ¢ — id ga ko‘paytiramiz u holda
c+l

ularni bo‘linmasi

a (a+ib)(c—id) (ac+bd)+i(bc—ad) ac+bd bc—ad,

= = = +
B~ (c+id)(c—id) 2+ d? c2+d?  2td?

kabi topiladi.
Misollar
1.3 —4)(2+3i))=(6+12)+(9—-8)i=18+;

Va+i  (B+(3+4)  (343-4)+(3+4,3

¥

3-41  (3—4i)(3+4i) 9+16

1 V3. 1 V3. 3 1 V3.
(c——i)Y=-—-2—i—->=—=——1;
2 2 4 4 4 2 2

4.  Ushbu tenglamani yeching.
(1+3i)x+(4—-2i)y=2-5i

Yechilishi: Dastlab gavslarni ochib tenglamani chap tomonida haqiqiy va
mavhum gismlarini ajratamiz

x +3xi+4y—2yi=2—5i

(x+4y)+ (Bx—2y)i=2—b5i



va

{ x+4y=12
3x—2y=-5

sistemani hosil gilamiz, bu sistemani yechib,

Tx=-8 8 11
{—14y=—11 T YT 1w
larni topamiz.

5. Quyidagi kompleks sonni hisoblang, (nEN).

a (1+0)"
B (-2
Yechilishi:
a 1+i)" 1+i)" . 1412y o
3 - (1—;“{1]—13‘3 - El—a‘;" A-0)*= mil —2i+1%) =
(1+2_21:1'2]“ (—2i) = 2;“ (—2i) = —2i"*?

Mustaqil yechish uchun misollar
Quyidagilarni hisoblang:

1) z= (5+2i)-(8-3i);

2) z= (7+41)+(15-40);

3) z= (14-8i)-(8-1);

4) z= (9-8i)-(-5-2i);

5) z= (-7+30)+(6+40) ;
6) z=(1—4i)(b—61i);
7) z= 2+ 40)(2—31);
8) z=(7-50)2+71);
9) z=(9—0)(2—1);
10) 7= (44 41)(9— 3i);

S+i

11) z=——
244
1+i
5+i
13) Z2= 7-2i



14) 7 — NEEETS

15) z=—+=

1.3. Kompleks sonning trigonometrik shakli

a = a + ib kompleks sonning ikki xil geometrik ma’nosi bor.

a) XOY tekislikda (a, b) nuqgtani tasvirlaydi;
b) XOY tekislikda (0,0) nugta bilan (a, b) nugtani tutashtiruvchi

vektorni tasvirlaydi(1-chizma). Bu tekislik kompleks tekisligi deyiladi va Z
ko‘rinishida belgilanadi.

y X
0 a
1-chizma
1- chizmadan a =rcose, b =rsing, r =+ a* + b?
_2 s o= arctg?
tg‘P—a =2 @ =arc Qa

r=|a|=|a+ib| =m va quarctgg
O=sr<+4o0 va 0@ <2n
agar (a;b) nukta 1-chorakda bo‘lsa, ¢ = a'rctgg;
2-chorakda bo‘lsa, ¢ = — arctgz;
3-chorakda bo‘lsa, @ = m + arctgg;
4-chorakda bo‘lsa, @ = 2m — arctgai ko‘rinishida bo‘ladi.
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U holda a@=a+ib=r(cose+ising) ko‘rinishiga ega bo‘lib, u
kompleks sonning trigonometrik shakli deyiladi.

Eylerning e = cosx +isinx
formulasidan foydalanib a = re'® ko‘rsatkichli shakl ko‘rinishda yozish
mumkin.

Misollar

1. Ushbu @ = 1 —+/3i kompleks sonni trigonometrik shaklga keltiring va
ko‘rsatkichli shaklda yozing.

Yechilishi: @ = 1; b = —/3 bo‘lganligi sababli

r— 17+ (3 =Va-2.

tgp = z = —/3 bo‘lib, 1 —+/3i ga tegishli vektor tekislikning to‘rtinchi

choragida yotganligi uchun

T 7T

@ =2T— iy bo‘ladi.

T

Demak, ¢ =1—+/3i=2 (cnsl—n—k isinl—n) =2e's.

2. Ushbu a = v/2 ++/2i kompleks sonni trigonometrik shaklga keltiring va
ko‘rsatkichli shaklda yozing.

|M'|

= =1

Yechilishi:a =v2;b =v2; r= J(ﬁ)z + (V2P =V4=2, 1gp ="

ral

V2 ++/2i gategishli vektor birinchi chorakda yotganligi uchun
@ = arctg = f bo‘ladi.
Demak, & = /2 ++/2i = 2(cos§+ isinf) =2e'.

3. a@ = —1 —+/3i kompleks sonni trigonometrik shaklga keltiring va
ko‘rsatkichli shaklda yozing.



Yechilishi:a =—1, b= —3 , r =2, tge = —= = V3 boladi,

-1

—1 — +/3i ga tegishli vektor uchinchi chorakda joylashganligi sababli

s T 4n
$eRTIT
4 4 AT
a=—-1—1+/3i= 2(cos—+£sin—) =2e's.
3 3
4, ¢ = —% + %1 kompleks sonni trigonometrik shaklga keltiring va

ko‘rsatkichli shaklda yozing.

V3
2

Yechilishi: a = —i; b=",r=1tg@ = —/3 vektor ikkinchi chorakda,

2T

shu sababli@ =7 —— = —

2T

1 *\-"E. 27T . 2T . =
0=——-+—i=cos—+sin—i=¢e's.
2 2 3 3

5.z = 1+i kompleks sonni trigonometrik shaklga keltiring va ko‘rsatkichli
shaklda yozing.

Yechilishi: @ =1,b =1, r=Va® +b> =2, tgp == = 1,¢ == chunki

a

(1,1) nugta birinchi chorakda yotadi , demak
1+i=+/2 (CDSE + isin E) yoki umumiy ko‘rinishda
1+i=2(cos G+ 2km) + isin G+ 2km)) ; k = 0;+1; +2;

Mustagqil yechish uchun misollar

Quyidagi kompleks sonlarni trigonometrik shaklga keltiring va ko‘rsatkichli
shaklda yozing.

1) a = —i;

2) a = —21,

3) a=—2+iV2
4) a=$+§i;

5) a=3—ﬁi;



6)
7)
8)
9)
10)
11)
12)
13)
14)
15)

1.4. Trigonometrik shaklda berilgan kompleks sonlarni ko‘paytirish va
darajaga ko‘tarish

Kompleks sonlar @ = r; (cos @, +ising,),f =1.(cos@, + ising,) kabi

@ = —CosQ — ISIng,
a =sing + i(1 — cos@);

a=1—cosg+ ising,;

1+i

1—i’
a=-—1+1;
_ 1+iv3,
1—i ’
a=—2+2i
a=—3+1i

a = sin48 + icos48";

a =coslll —isinl111’,

trigonometrik shaklda berilgan bo‘lIsin.

Trigonometrik shaklda berilgan kompleks sonlarni o‘zaro ko‘paytirish va

darajaga ko‘tarish quyidagicha bajariladi:

a-B =1 -r(cos(e; + ¢,) +isin(e; +@,))

Agar a« = f bo‘lsa

Agar @, = 1, (cos¢@, +ising,),a, =1,(cos @, +ising,), ...,

a® = (r(cos@ +isin@))® = r?(cos2¢ + isin 2¢)

a, =T,(cos@, +1ising,) bo‘lsa,

O -y Oy, =

11 T (cos(@, + @, +...+@,) + +Hisin(@ 0, +... + @)

Agar a,=da,=--=a, =a bo‘lsa

a™ = (r(cose +ising))" = r*(cosng + i sinng)
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= 1bo‘lsa,
(cos +isin@))"= cosng + i sinne (1)

hosil bo‘ladi.

Bu tenglik Muavr formulasi deb ataladi. Buning chap tomonidagi gavslarni
Nyuton binomi bo‘yicha ochib, so‘ngra tenglikning ikki tomonidagi haqigiy
gismlarni o‘zaro tenglashtirish natijasida trigonometriyaga doir turli formulalarni
keltirib chigarish mumkin. Misol uchun (1) da n=2 bo‘Isin, u holda

(cos@ + isin@))? = cos®@ + 2icos @ sin @ — sin*@ = cos2¢ + isin2e
bu yerdan

cos2@ = cos’@ — sin’@ va sin2¢@ = 2 sin ¢ cos ¢)).

Agar algebraik shaklda berilgan kompleks sonni darajaga ko‘tarish talab
qgilinsa, dastlab uni trigonometrik shaklga keltirib olish magsadga muvofiqgdir.

Misollar

1. a=(1++3i)(¥3—1i) nihisoblang.
Yechilishi. Dastlab 1+ /3i va+/3 — i kompleks sonlarni trigonometrik
shaklga keltirib olamiz.

| 5 ] 11 .  1lx
—|—151n§], V3—-i= ZECDS?-FLSIII?].

T

1++/3i = 2(cos

U holda

T 1 11m 11w
(1++30)(V3—i) = 4(cos +ising)(cos——+isin——) =

= 4(c0512—n + isin 12—”].

2. a=(1+1)** nihisoblang.
Yechilishi:
14+i= ﬁ(cas% +i sin%j
a=(H2 (cosz—i— i sinz)]M = 21%(cos6m + i sin 67).
20

3.a = (22) " ni hisoblang,

1-—-i

11



Yechilishi: Dastlab v/3 +i va1— i larni trigonometrik shaklga keltirib
olamiz.

1 T 7 7
V3+i= Z(CDSE-FI:SiII—), 1—1 =v§(cos?+ isinT]

6
20 20
TT B . T
V3—i 1.!2((:05;4—15111;]
. = 7T . . T =
1—1 cos — + i sin—
4 4
T . . T 7 PPk ¢ 20
(cos—+isin—)(cos——isin—)
_210 i} & 4 4
- 7T . 7T
cos? —+ sin? —
4 4
10 190 . . 19x)\?° 10 95w . . 95m
=2"%(cos— —isin— = 2" (cos— — i sin—).
12 12 3 3

Ikkinchi holda 1 — i = v2(cos (— g) +isin (— f) deb olsa ham bo‘ladi. u
holda

1—i ==ﬁ(cose)—::sin6))

= .20 FcosEtisin Ty 20 LN AP SRR
(*\-3—1) (ﬂ;?{cusﬁﬂsmﬁj) _ 510 ({ccsﬁ+151n6]{ccs:+1s1n4]) _

) = T . o1
1—i cost—+sin®—
4 4

- T .. T
COs——1 51ln—
4 4

_ _ 20
T . . T

= ZID(CGSJ—-FLSIIIJ—)
12 12

4.3/1 ni barcha giymatlari topilsin.

Yechilishi: Trigonometrik ko‘rinishda tasvirlaymiz.
0
z=1+0-i; |z| =1;T=1I12+02=1;qp=arctgi={];

z=1(cos0 +isin0)=cos0+isin0;

2k 2k
Wz%fcos{]—kisin{]:CGST—H’-sinT; k=0,12.. .

k=0 daW, =cos0+isin0=1;

k=1,daW, =cos0+isin0=1;

12



—

k=2,daW, =cos=+i-sin==—2+2
3 3 2 2
Mustaqil yechish uchun misollar
Quyidagi kompleks sonlarni darajaga ko‘taring;:

1) a=(1+D7%;
=, 20
2 a=(0)

. {1+1'3-"3_:|15 _
3) =T depo
4) a=(2-20)7;
5)  a=(3-05%

0 a=(2)"
—. 3
N a=(-3+i3):
8 a=(-2+2V3i);
9) a = (sina—icosa)!®, (m<a< gn);
10)  a=(—4V3 + 4%
11) a=(-2+2D%
12)  a=@3-0"
13) a=(2-+60)?;
14) (3 (cos11 +isin117))3;
15) (V2 (cos9” + isin 97));
16)  ¥/—8 ni barcha giymatlari topilsin.

Quyidagi ifodalarni hisoblang:

1) {Zj +(1+ DB 0);
) Gy

g i,

g 224005

5) (24 30)(3-2i) + (2-3i)(3+2i);
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0 St
2 2
L
1+i 1—i
8) St 1o
241 | 3-i
) it
5i42(1-71)
10) (3-2i) '’
11) (5 —30)(2-2i) - (2-4i);
12) (2 + 41)(4-5i1) +(1-1).

Quyidagi kompleks sonlardan ildiz chigaring:

1) V1,

2) V-1,

3) Vi,

4 Y-1+1i;

5) V—1-i:

6) v2—2v3i;

7 VV3-i;

8) 10 {3x-"§+43}_—i :r*-.-'E—E:I;
9 V-4

10) 2 —2v/31.

1.5. Kompleks sonning logarifmi

Elementar matematikada fagat musbat sonlarning logarifmlarini tekshirish
bilan chegaralaniladi, xolos. Kompleks argumentli funksiyalar nazariyasidan
ma’lumki, noldan boshga har kanday kompleks sonning, shu jumladan, manfiy
sonning ham logarifmi mavjud.

Berilgan z = a + ib kompleks sonning logarifmini topish uchun uni dastlab
trigonometrik shaklga keltirib olamiz:

z=a+ib=r(cos@+ising), 0 <r < oo, 0=¢<2m

14



a

r=|z| = a’*+ b? @ =argz, tgp =~

U holda, Lnz = In(re')=Inr + ig Ine = Inr + ig, ya’ni
Lnz=Inr+ip+2kd, k=0;+1;+2;43;..
Lnz=Inr+i(p+2kn), k=0;+1;+2;+3;..

Bundan ko‘rinadiki, bitta z sonining cheksiz ko‘p logarifmi bor ekan. Agar
k =0 bo‘lsa, u holda logarifmning bosh giymati hosil bo‘ladi va u quyidagicha
yoziladi:

Lnz=Inr+igp
Misollar

1. z = 1 sonining logarifmini toping.

Yechilishi: Ma’lumki,a=—-1, b=0,r=|z| =|-1|=1,¢ =7
z = —1 = cosm + isinm,
Inr=Inl1=20,

Shu sababli, Ln(—1) = wi+ 2kmi = Rk+ 1)ni, k=0+1;+2;..
lnz=Imnl+imx =in
Lnz =im + 2kmi = in(1+ 2k), k=0; £1; £2; ...

Bundan ko‘rinadiki, (-1) ning logarifmlari mavhum sonlardan iborat bo‘lib,
bosh giymati irr ga teng ekan.

2. z = 1 — i sonining logarifmini toping.

Yechilishi: Ma'lumki, a =1, b=—1, r= |zl =v2 ¢ =%,

z=1—1i= ﬁ[cns (—5) —|—isin(—§)],

Shu sababli, Ln(1 — i) = gznz + (Zk — i)mﬁ.

15



3. z =+/3+ i sonining logarifmini toping.

Yechilishi: Ma’lumki,

a=+/3, b=1, r=lz|=2,¢=
z=+3+i=2 [cns (— g) + Esin(—g)], demak

Lﬂﬁ§+Q=4n}+@k+%}m

Mustaqil yechish uchun misollar

Berilgan kompleks sonning logarifmini toping:

1)z =—i;
2)z =—1+1;

3) z=-2-2j

) z=1-i3;
5) 2= — 2+,
6) z=3+7i
Nz =+3—1i;
8)z=1+1i;

9)z =3 +i;

10) z= -2+,

1.6. Kompleks sonning kompleks darajasi

Bu yerda kompleks sonni ixtiyoriy kompleks darajaga ko‘tarish masalasi
ko‘riladi.

W=z% z=x+iy#0, a=a-+ib.

z =x+ iy # 0 niquyidagicha yozish mumkin:
16



z=em

Buning ikkala tomonini « darajaga ko‘tarib, so‘ngra o‘rniga
Lnz=Inr+i(p+2kn), k=0;+1;+2;+3;...

formuladan giymatini go‘yamiz, u holda

W = z& = ®lnZ — gallnr +ile+2ka) nosil bo‘ladi yoki ixchamlashtirsak:

W = z% = gelinrig)g2knt | — 0, 41;42; ...

Agar k=0 desak, darajaning bosh giymati

W, = ealnr+ie)
hosil bo‘ladi. Shunday gilib umumiy formula
W= W,e 2x™ (*)

dan iborat bo‘lib, bu yerda z = x 4+ iy = r(cos@ + ising).

Demak, z =x+1iy sonni « darajaga ko‘tarish uchun dastlab z ni
trigonometrik shaklga keltirib, » bilan ¢ ni aniglab olish lozim. (*) da k&

gatnashganligi uchun umumiy daraja cheksiz ko‘p giymatga ega. Boshgacha
aytganda istalgan z sonning « darajasi cheksiz ko‘p sonlar bo‘lishi mumkin.

Misollar

1. W= (—1+1)" nihisoblang
Yechilishi: z = =1+ i = V2 (cos Z+ isin®"), bu yerda

r=1/2, qp=i—n.

(74 _am o
Demak, W, = elinvi+ip) _ 77 . Ea[n*\-zj

3

W= (—1+4i)=e e -eln2. g2kmii _ o~ (2kel)m _ gini _
— o~ (2% (cos( 1nv/2) + isin(inv2)), k = 0,+1,+2, ..

2. W= (1++/30)~" darajani hisoblang.

Yechilishi: z =1 ++3i = 2(cos*Z + isin®Z) bu yerda

17



r=2, g =—

) AT 4T )
W. = E—a{[n2+?1’j —e3 - E'_lhﬂ,
U holda

&

W= (1 +V{§i]_i — g3 - e—i[nz ) E,E':—F:rri-ﬂ —— e

Mustaqil yechish uchun misollar

Hisoblang:
1. W= (-1);
2. W= (—i)**;
3. W= @3+
4. W= (i)
5. W= (H/3-i)",
6. W= (3++3)7;
7. W= (3+50)7;
8. W= (—1+0)'7%;
9. W= (1-0)"1;
10, W= (=1++/3)";
11. W=D
12. W= (-1-1%
13. W= 1+t
14. W= (—/3-+/3)7"

Nazorat savollari

s~wnh e

shakli.

o
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(2 (cos(n2) + isin(in2)).

Kompleks sonning algebraik ko rinishi.

Algebraik ko‘rinishdagi kompleks sonlar ustida amallar.
Kompleks sonning moduli va argumenti.

Kompleks sonning trigonometrik va ko‘rsatkichli

Trigonometrik shakldagi sonni darajaga ko‘tarish.
6. Trigonometrik sondan ildiz chiqarish.



2. Kompleks o‘zgaruvchili funksiyaning limiti, uzluksizligi va hosilasi.
Koshi-Riman shartlari
2.1. Kompleks o‘zgaruvchili funksiyalar

Agar G kompleks sonlar to‘plamidan olingan har bir x + iy kompleks songa
biror gonun bo‘yicha aniq bir W = u + iv kompleks son mos kelsa, u holda G
to‘plamda W kompleks o‘zgaruvchili funksiya berilgan deyiladi va

W= f(z) = ulx,y) + iv(x, y) kabi yoziladi.

Misollar

1. f(z) = z* + z funksiya berilgan. Bu funksiyaning ba’zi

f(1+1i), f(2-1i), f(i) lardagi xususiy giymatlarini toping.

Yechilishi: f(1+i)=(1+)*+(1+i)=1+2i—1+1+i=1+3i.

fC-D)=2-D)P+Q2—-i)=4—4i—1+2—i=5-5i=5(1—-1).
f=i*+i=—-1+1.

2. W= x?—1iy? berilgan funksiyaning ba’zi f(1+ i), f(5 — 3i)xususiy

giymatlarini toping:
Yechilishi: f(1+i)=1*—i1*=1—1i.f(b—3i)=25—9L

3. W = 3z2 + 2z funksiyaning hagigiy va mavhum gismlarini toping.
Yechilishi:
W= f(x+iy)=3x+iy)*+2(x+iy) =3(x* + 2xyi—y?) + 2x + 2iy =

3x%++2x—3y* + (6xy + 2y)i
demak, funksiyaning hagigiy va mavhum gismlari:
u(x y)=3x*—3y*+2x, v(x,y) = 6xy+ 2y =2y(3x+1).

4. W= ; (z #= 0) funksiyaning hagigiy va mavhum gismlarini toping.
Yechilishi: z = x — iy ni qo‘yib, maxrajini komplekslikdan ozod gilamiz:
1 x + 1y _x+i}f_ X Iy y

x—iy Ex—iJfJEX+i}f) +y? sz Pty

Demak, (x,v) = et v(x, }) =

Mustaqil yechish uchun misollar

1. f(z) = z* funksiya berilgan. Ushbu xususiy giymatlarni toping:
a) f(2+3i); Db)f(-1-1i); v)f(a+bi).
funksiya berilgan. Ushbu xususiy giymatlarni toping:
a) f(L+1i); b)f(=i); v)fE+4i).
3. W= ‘:—1: funksiyaning haqigiy va mavhum gismlarini toping.
4. W = iz* + 2z* funksiyaning hagigiy va mavhum gismlarini toping.
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2.2.Kompleks o‘zgaruvchili funksiyaning aniqglanish sohasi

Berilgan har ganday
W =ulx,y) +iv(x,y) = f(z)
Funksiyaning aniglanish sohasi Gj-ga ega. Malumki, agar chegara ham
sohaga tegishli bo‘lsa, u yopiq soha deyiladi, u G; ko‘rinishida yoziladi. Masala
yechishda soha berilgan bo‘ladi yoki funksiyaning o‘ziga garab sohani aniglash

talab gilinadi.
Misollar
1. |z — al <R tengsizlik ganday sohani bildiradi, bu yerda
z=x+1y vaa=a+1ib
Yechilishi:

z—a=x+iy—a—ib=(x—-a)+i(yv—b)
lz—al=|(x—a)+ily—bl =,/ (x—a)>+ (y—b)? <R bundan
(x —a)* + (v — b)* < R? kelib chigadi.
Bu markazi (a;b) nugtada joylashgan, R radiusli aylananing ichki nugtalar
to‘plamidan, yani doiradan iborat. (2-chizma)
Agar @ = 0, R =1 bo‘lsa, uni birlik doira deyiladi va misolni berilishidan
|z|<1 bo‘ladi.
by

2-chizma 3-chizma

2.Ushbu Rez =1
tengsizlikni ganoatlantiruvchi nugtalar ganday to‘plamni aniglaydi?
Yechilishi: Ma’lumki,
z =x+1y, Rez = Re(x+iy) =x = 1.
Bu esa x=1 to‘g‘ri chiziq va uning o‘ng tomonida yotuvchi nuqgtalar
to‘plamidir. (3- chizma).

3. Ushbu
l=mz < 2
tengsizlikni ganoatlantiruvchi nugtalar to‘plami ganday sohani tashkil etadi?
Yechilishi:
2-misolga o‘xshash l=y=2,y=—1 va y=2 to‘gri chiziglar

hamda ular orasida yotuvchi nugtalar to“plamini tashkil etadi.
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4-chizma

Mustagqil yechish uchun misollar
Tengsizliklar ganday sohalarni aniglaydi:

1) |z2— 1| = a?,a = 0;

2) 4<|z—1|+|z+1| < 8;

3)><Re(Z)+m () <3

4) Rez = —1;

5) -1< Rez <1,

6) 1= Imz < 2;

7) Imz > 1,

8)l=|z+2+1i|=2;

9 |z—1| < |z —il;

10) |z — a| < |1 — az|, a —haqgiqgiy son bo‘liba+ 1 ;

1 "

11) Im (Im 3) <1i
12) |}

2.3. Ba’zi egri chiziq tenglamalarini kompleks o‘zgaruvchi orgali ifodasi

Tekislikdagi egri chiziq turli tenglamalar orqgali ifoda gilinishi mumkin.
1. Agar tekislikdagi egri chiziq dekart koordinatalari sistemasidagi
=f(x) (a=x<bh)
tenglamasi bilan berilgan bo‘lsa , uni kompleks o‘zgaruvchi orgali tenglamasi
quyidagicha amalga oshiriladi .
Z=X+ly va z=X-ly
lardan foydalanib,
z+z=(x+iy)+(x—iy)=2x; z—z=(x+iy) — (x—iy) = 2iy

x—? va y—z;lz (2.1)
tengliklarni topamiz, bu qumatlarnl (1) ga go‘yib,
=& (2.2)

ni hosil gilamiz.
2. Adgar tekislikdagi egri chizigning tenglamasi x= x(t), y=y(t)
(to= t = T) parametrik tenglamalari orqgali berilgan bo‘lsa, uni kompleks

o‘zgaruvchi orgali
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z=x+iy=x(t)+iy(t)=z(t),
yani z=z(t) (to= t = T ko‘rinishda yozish mumkin.
Misollar
1. Ellipsning tenglamasini kompleks ko‘rinishga keltirilsin.
a) Ellipsning dekart koordinatalari sistemasidagi tenglamasi berilgan

PR
a_2+b_2 =1

Bu tenglamani kompleks ko‘rinishiga keltiring.
Yechilishi: (2.1) formulaga asosan

(z+2)® +{z—z‘]2 _1
da? —db?
2. Giperbolaning dekart koordinatalari sistemasidagi tenglamasini

kompleks ko‘rinishga keltirilsin .

Yechilishi: (2.1) formuladan foydalanamiz
x® _}rz_ (z+2)* {Z—E:lz_
az b_z_l = 4a? + 4b2 =1

Agar ellips x=acost, y=Dbsint,
( O=t=2m ), parametrik tenglamalari orqgali berilgan bo‘lsa, uning
kompleks shaklidagi tenglamasi
z = acost + ibsint ko‘rinishda bo‘ladi.
agar a=b=r bo‘lsa,
z =r( cost + isint)=re'* (0=t =< 27 ) ko‘rinishida yozish mumkin.
Buni esa {z;fz + {iiz = 1 formulaga go‘yamiz:
[r(cost +isint) +r(cost —isint)]* — [r(cost + isint) —r(cost —isint)]?
=4r?cos?t +4r?sin®t = 4r?(cos*t + sin’t) = 4r2.
(z+2)%- (z—2)*=(27r)? hosil bo‘ladi

3. Ushbu Rez?=a* tenglamani ganoatlantiruvchi nugtalar to‘plami ganday
chizigni aniglaydi.

Yechilishi: 2% = (x +iy)? = x% —y? + 2xyi

Rez? = x? —y? = a?;
Bu giperbola tenglamasidir.
4, Ushbu |z-y|=|z+2| tenglama ganday chizigni ifodalaydi?
Yechilishi: Kompleks sonning modulini aniglaymiz
|z-i [=|x+iy-i|=[x+i(y-1)|=y/x* + (v — 1)?,
|z+2|=|x+ iy +2 |= |/ (x + 2)% + 2,
bularni berilgan tenglamaga go‘yamiz:
W+ =D = ([y7+ (x +2)?)?

(-1 =y +(x+2)5 x*+y*—2u+l=y*+x*+4x+4;
dx+2u+3=0

To‘g‘ri chiziq tenglamasi kelib chigadi. Bu chiziq

22



z, = —2, z; =1 nuqtalarni tutashtiruvchi kesmaning o‘rtasidan o‘tadigan
perpendikulyar to‘g‘ri chiziq ekanligini ko‘rsatish mumkin.
5. To*g‘ri chizigning ushbu

Ax+By+S=0

tenglamasini kompleks ko‘rinishiga keltiring.
Yechilishi (2)_formu|adan foydalanib,

Z+Z

AT+ B
A+ IB=«,

ZZ +C=0=>(A-iB)z+ (A+iB)z+25S=0 agar

21
A-iB = & desak, u holda az + az + 25 = 0 bo‘ladi.

Mustagqil yechish uchun misollar
Quyidagi tenglamalarning har biri ganday chizigni ifodalashini aniglang:

1)

2)
3)
4)
5)
6)
7)
8)

9)

ReG) = 1;
JnGT=2) = 2 Imz;
z2+ 22 =1

|z-1] - |z+2| =2;

|z| - Rez=12;

Re(z* — 2)=9

Re(1+z) = |z|;

Z=t+i+ t;

.1
=1+
i

10) 2zz + (2+i)z+(2-1)z=2;
11) Arg(z-i):g;
12) |2-3|Imz = 6.

2.4. Kompleks o‘zgaruvchili funksiyalar limiti va uzluksizligi

Agar aniq o‘zgarmas A kompleks son va ixtiyoriy kichik musbat & son uchun
shunday &(e) >0 sonni topish mumkin bo‘lib, |z—z,| <& tengsizlikni

ganoatlantiradigan barcha z, dan fargli z lar uchun |f(z) — A| < £ tengsizlik

bajarilsa, A son f(z) funksiyaning z o‘zgaruvchili z, (go‘zg‘almas) nugtaga
intilgandagi limiti deb ataladi va

lim,., f(z)=A4

ko‘rinishida yoziladi.

lim,.. f(z) =f(z,) bo‘lsa, W=f(z) funksiya z, nuqgtada uzluksiz

deyiladi.
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Misollar
1. W = z? funksiyaning uzluksizlik sohasi topilsin.

Yechilishi: z, = x, + iy, ixtiyoriy o‘zgarmas son uchun funksiya orttirmasi
AW = (z, +Az)? —z,° = 2,0 + 2772z, + Az2° — 2,° = 2A7Z,, + AZ%;
Orttirmaning limitini hisoblaymiz.

lim AW = lim (2z,4z + Az*) =0

Az—=0 Az—=0

demak, W = z? funksiya z, nugtada uzluksiz. z, nugta tekislikning ixtiyoriy
nugtasi bo‘lgani uchun funksiya butun tekislikda uzluksiz.

2. W= i funksiyaning uzluksizligi tekshirilsin.

Yechilishi:

1 1 _z-z,-M2_  -Az

AW = - = = :
Z,+A7 7, 17,(z,+Az7) z,(z,+Az)

(z,#0)

bo‘lsa, oxirgi ifodaning limiti nolga intiladi.

limaw = fim— 22 __Lyun_ A2 14 g

Az—0 Az—0 ZO(ZO + Az) ZO A7—0 ZO +Az ZO

demak, W = i funksiya
tekislikning z, = 0 nugtasidan boshga barcha nugtalarida uzluksiz.

3. W = z? funksiyaning uzluksizlik sohasi topilsin.

Yechilishi: z, = x, + iy, ixtiyoriy o‘zgarmas son uchun

AW=(z, + A7) -2} = 22,A1+ AZ%;

Az—0 Az—0

lim Aw = Iim(Zz0 - Az +A22): 0

Demak, W = z? funksiya z, nugtada uzluksiz. z, nugta tekislikning ixtiyoriy
nuqtasi bo‘lganligi uchun u butun tekislikda uzluksiz.

4. W =z=x—1iy bo‘lsa, AW = Ax —iAy ,
lim Aw = AIimO(Ax —IAy) =0

Az—0
Ay—0

Demak, bu funksiya ham tekislikning hamma chekli nugtalarida uzluksiz.
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1 1 — Az

Aw = —— =
Z,+Az 7, Z,(z,+Az)

Agar z, # 0 bo‘lsa, o‘ng tomonning limiti nolga intiladi, ya’ni

=0

] 1 .. Az
lim Aw = —— |lim
Az—0 Z, Az—0 Z, + AZ

Demak, W = i funksiya tekislikning z, = 0 nuqgtasidan boshqa barcha
nugtalarida uzluksiz.
Mustagqil yechish uchun misollar

1) W = 2z? funksiyaning uzluksizligi ko‘rsatilsin.
YW =—

) funksiyaning uzluksizlik sohasi ko‘rsatilsin.
3) f(z) = zi funksiya birlik doira ichida uzluksiz bo‘ladimi?

-1

4) W = 3xy— 5(x + y?)i uzluksizlikka tekshirilsin.

2.5. Kompleks o‘zgaruvchili funksiyaning hosilasi
Agar Az har ganday yo‘l bilan nolga intilganda ham i—w nisbhat fagat
z

birgina aniq limitga intilsa, o‘sha limit f(z) funksiyaning z, nugtadagi hosilasi

deyiladi va w’, f'<zo)’2—w’3—f belgilashlarning birortasi orgali belgilanadi. Ya’ni
VA Z
oy AW F(z+AZ) - T(2,)
F(z,) = lim === lim —=—0—=4, (2.3)

bunda z = z, + Az nugta ham ¢ sohada yotadi.
w=f(z)=u(x,y)+iv(X,y), AW=Au+IiAv, Az=AX+IAy
tengsizliklarga asoslanib (1) tenglikni
f7(zg) = lim &AW _ jjm AUFIAV (2.4)
A0 Az X0 AX +IAY
ko‘rinishda yozish ham mumkin.
Agar w= f(z) funksiya z, nuqtada hosilaga ega bo‘lsa, uni shu nugtada

differensiallanuvchi (yoki monogen) funksiya deyiladi.
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F 1
.Jf’l@ 7 @ zp +ihz

Z, =, +i=

B

12’0

5- chizma. 6- chizma.

Differensiallash goidasi. Ko‘rdikki, agar w= f(z) ning c sohaga tegishli
biror z nugtada hosilaga ega bo‘lsa, u holda Dalamber-Eyler sharti bajariladi. Ana
shu shartlardan foydalanib hosilani topish uchun quyidagi to‘rtta formulalarga ega
bo‘lamiz:

f’(z):a—“+i@=@—ia—“=a—“—ia—“—a"+i@. (2.5)

X X oy oy X oy oy X

Lekin funksiya W= f(z) ko‘rinishida berilganda, ya’ni uning hagigiy va mavhum
gismi ajratilmagan bo‘lsa, uning hosilasini topish uchun (2.5) formulalardan foydalanish
noqulaylik tug‘diradi.

Kompleks o‘zgaruvchili funksiyaning yugorida keltirilgan hosilasining ta’rifi
haqiqiy o‘zgaruvchili funksiyaning hosilasiga berilgan ta’rifdan mutlago farq
gilmaydi. Shu sababli w= f(z) funksiyadan hosila olishda haqigiy o‘zgaruvchili
funksiyalarning hosilalarini topish uchun chigarilgan hosilalar jadvalidan hamda
differensiallash goidalaridan to‘lig foydalanish mumekin.

Hosilalar jadvali

2. z'=%=1;
i
3. (3) =-2, -1
4. (z™) =nz"%;
5. (27 = ———, 7% 0;
6. (V2)'=—=;
7. (e®) =e*;
8. (™) =me™=;
9. (Ilnz) = i z £ 0:
10. (sinz)' = cosz;
11. (cosz)' = —singz;
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12. Et'gzj costz

13. {:Cngjr -  sinz’
14. (shz)' = chz;
15. (chz)' = shz

16. (thz)" = ——;

17. (cthz) = —

1

va hokazo.

shZz

Agar funksiya w=u+iv ko‘rinishida berilgan bo‘lsa, undan hosila olish uchun

to‘rtta funksiyaning biridan foydalanishga to‘g‘ri keladi.

d .4 d . g d . g d . d
W=f'(z)= "+ i—=Z—iZ==—iZ =4+ (2 (26)
dax dx dy dy dx ay dy dax

Berilgan funksiyaning biror zeG, nuqgtada hosilaga ega bo‘lishi uchun

quyidagi Koshi-Riman

du dr du dv
i B m__ B 2.7)
dx dyv ~ay dx

sharti bajarilishi zarur va vyetarlidir. Bu shartlar Koshi-Riman ba’zan

Dalamber- Eyler shartlari deyiladi.

Misollar
1. W=z? funksiyaning hosilasini toping.
Yechilishi : Jadvaldan foydalanib W' = (z*) = 2z ni topamiz.

Buning to‘g‘riligini Koshi-Riman shartidan foydalanib tekshirib ko‘raylik
W=z’=(x+iy)* =x*—y?+ 2ixy; u=x*—y?% v=_2xy;
du du dv

—=2x, —=—2y; ——2u — = 2x. Bulardan esa
dy dx dy

ax_

du dv uﬁu dv

a:

_:2 —:——:—2.’
dy x’ay dx Y

Ya’ni (2.7) shartlar bajariladi, demak hosila mavjud. Endi o‘sha hosilani

quyidagicha topamiz:

W' = 2—"“ + f?=2x+izy = 22.

2. Ushbu W = 3x? — 5y? + i2xy funksiyaning hosilasini toping
Yechilishi: Dastlab (2.7) shartlarni tekshirib ko‘ramiz:
du du

= 3x2—5y% v =2xy; — = 6x; — = —10y
uw X Yo, v X_},ax X,ay V,
0 0y Y 0 0% 2k —>4x=0,x =0,
ay Yiax T Max T ay reer memE A EY
Z——Zdan —10y=—2y=>8y=0 =>y=0 demak funksiya

(0;0) nugtada uhosilaga ega ekan.

Shu hosilani topamiz :
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. , du dv ]
W'=f'(z) = (a_Ha] . = (6x+ i2y)|.=
3. Ushbu W =5xy—6y+9y+i(x*—y?*) funksiyaning  hosilasini
toping.
Yechilishi: u = bxy—6x+ 9y, v=x*—y%;

ou du ov av
a=5}1—6,S—y=5x—|—9, e 2, a—y=—2y;
du dv 6
a=ﬁ_y dan by—6=2y ==> ’?y=6=}y=§;
du dv -9
—=——dan 5x+9=-2x=>7x=-9=>x=—
ay dy 7
Demak, zﬂ=?+i§ nugtadagi hosila mavjud bo‘lib u quyidagilardan
iborat:
. 9 .6 du ov ‘ 6 /9
W' =f (?—F LE) = (a—l—za)zn =(By—6+i2x), = 5-§—|— 21(?)=
30—-18i
T 7

4. W = x — iy funksiyaning hosilasini toping.
Yechilishi: Bu funksiya z = x + iy ga gqo‘shmadir.
Berilgan misolda u=x, v=—y.
Gu _ 1, Gu _ 0, & _ 0, 2Y — 1 lami topamiz. Bunda ushbu Gy _Gu
dx ay dx ay dv dax
shart buziladi , chunki
1=-1bo‘lib goldi.
Demak, W = x — iy = z funksiya hech ganday nuqtada hosilaga ega emas.
Lekin funksiya uzluksiz. Odatda funksiyaning uzluksizligi quyidagidan
ma’lum bo‘ladi.
lim AW =0

Az—0
Berilgan misolda
AW = Ax — iy, lim,._,(Ax —iAy) =0,

Shunday qilib ,funksiya uzluksiz bo‘lsa ham hosilaga ega bo‘lmay golishi
mumkin, lekin aksincha, funksiya hosilaga ega bo‘lsa , u shu nuqtada uzluksiz
bo‘ladi .

5. f(z) = z- z funksiyaning hosilasini toping.

Yechilishi: f(z) = zz = (x + iy)(x —iy) = x* + y7,

u=x>+y? E=Oa—u=2x@=2y@={]@=

’ "ox "dy "dx "dy

Koshi-Riman shartlariga muvofiq

2x=0=>x=0; 2y=0=>y=0;z=10

0.
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(0) = (8u+ ‘6'1?)
f -~ \ox lax
Demak, berilgan funksiya fagat birginaz = 0 nugtada hosilaga ega bo‘lib,

boshga nugtalarda hosilaga ega emas.

= (2x+i-0)|,q =0

z=0

Quyidagi kompleks argumentli funksiyalarning hosilalarini toping
1. W =sin(2e);

2. W = ecashz;
3. W =ze =;
4. W=="
5. W =ZCDSZ:
1+=z2
et +1
6. W =27
7 _ 1
tg z+cotz
8.W=(e*+e )%
9. W =cos3(1—2z?%);
10. W =25
1 w=22
1-=

2.6.Analitik funksiyalar

1-ta’rif. Agar bir giymatli w= f(z) funksiya ¢ sohaning barcha nuqtalarida
differensiallanuvchi ya’ni hosilaga ega bo‘lsa, u funksiya o‘sha sohada analitik
(golomorf yoki regulyar) deyiladi.

2-ta’rif. Agar w=f(z) funksiya z, nugtada va uning biror atrofida ham
differensiallanuvchi bo‘lsa, u funksiya shu nugtada analitik deyiladi.

Agar w=f(z) funksiya fagat z, nugtada hosilaga ega bo‘lib, lekin uning
atrofida hosilasi mavjud bo‘lmasa, u holda funksiya z, nugtada monogen bo‘ladi.
Demak, funksiyaning z, nugtada monogen bo‘lishidan uning shu nuqtada analitik
bo‘lishi kelib chigmaydi.

Agar noma’lum analitik funksiyaning haqiqiy yoki mavhum gismi ma’lum
bo‘lsa , u holda analitik funksiyaning o‘zini topish mumkin . Birinchi usul F(z)

analitik bo‘lsa , u holda f(z) analitik funksiya uchun boshlang’ich funksiya
yani F'(z) = f(z) bo‘lsa F'(2) = [ f(z) dz + ¢ ko‘rinishida yozish mumkin.
Agar W = f(z) = ulx,y) + iv(x,y) bo‘lsa W; = 0 va
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W, = f'(z) = u, — —iu, = v, +iv, = u, + iv, =u, +iv, , unda
flz) = f; (u, — i, )dz = f; (v, —iv, )dz.
Shunday qilib, berilgan wu(x,y) yoki v(x,y) ga asosan f(z) —ni o‘zini
topish mumkin.

Misollar
1. w=e" ko‘rsatkichli funksiyaning analitiklik sohasini toping.
Yechilishi: e? =e*(cosy +isiny);

u(x,y)=e*cosy; 8—uzeX COS Y; a—uz—exsiny,
oX oy

v(X,y) =e”siny; @:exsiny; N _e cosy .
0X oy

Bu xususiy hosilalar uzluksiz va
ou ov ov
—=—=¢"cosy, —=
oX oy OX
Dalamber-Eyler shartlari bajariladi. Demak, e’ ko‘rsatkichli funksiya butun
kompleks tekislikda analitik (uzluksiz ham). e’ ko‘rsatkichli funksiya maxsus
nuqgtalarga ega emas.
2. w=sinz funksiyaning analitiklik sohasi topilsin.
Yechilishi: sinz funksiyaning haqgiqiy va mavhum gismlari
u(x,y)=chysinx,  v(x,y)=shycosx
ekanligi ko‘rsatilgan edi.

—a—u—exsin y
Y :

du du . dv . dv
— = chycosx, — = shysinx, — = —shysinx, — = chycosx
dx dy dx dy
va
ou ov ov ou .
— =— =chycosX; — =——=—shxsinx,
ox oy OX

Barcha xususiy hosilalar uzluksiz va Dalamber-Eyler shartlari bajariladi.
Demak w=sinz funksiya butun kompleks tekisligida analitik (uzluksiz ham).
3. z=x*+y*+ixy® funksiyaning analitiklik sohasini toping.
Yechilishi: u=x*>+vy?, v=xy?

OX oy OX oy

Bulardan ko‘rinib turibdiki, Dalamber-Eyler shartlarning bajarilishi uchun
x=0,y=0 bo‘lishi kerak. Demak funksiya (0;0) nugtadan boshga nugtalarda
hosilaga ega emas, ya’ni berilgan funksiya butun kompleks tekisligida analitik
emas. Bu funksiyaning butun kompleks tekisligida uzluksizligini ko‘rsatish
mumkin. Shunday gilib butun kompleks tekisligida uzluksiz funksiya uchun shu
tekislikning barcha nugtalari maxsus nugta bo‘lar ekan.

4. w= 2z’ funksiyaning analitiklik sohasini toping.
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Yechilishi: ‘Zl—w — 27 va demak, w=z" funksiya kompleks tekisligining barcha
YA

nugtalarida analitik.
5. f(z) =z* funksiyaning analitikligini tekshiring.
Yechilishi:
1 1)’ ‘ ‘
£1(2) = 32%; f' (;) _3 (1—) _ 3. f1(2-30)=3(2—302, .,

Demak har ganday chegaralangan sohada bu funksiya analitik ekan .
6. f(z)= zi funksiyaning analitikligini tekshiring.

+i
ey (1Y 1 P
Yechilishi = f'(2) = (=) =~ fO=——5—7 -
Demak, z = — i nugtadan boshga barcha nuqgtalarda funksiya analitik bo‘lib,
—i maxsus nugtadir.

7. ulx,y) = x:vz va f(m) = i’
Berilgan bo‘lib funksiyaning o‘zini topish talab gilinadi.
Yechilishi:

,oyiex2 o —2yx
ux_(xz +J’2)2 ' uy_(xz _|_},2]2'

'@ yi—x? o 2yx yi+2ixy—x*  (y—ix)?

Fl = — 1 —] p—] —]

f (x2 + },2]2 (x2 _|_},2)2 (x2 _|_},2)2 (x2 _|_},2)2

ix—iy) (iz)? B z7? 1

TGy (@R
U holda f(zj=—j;ﬁz+c=§+c

zize z2

f(?’[]=%+c= == ¢=10

demak, f(z)
8. Analitik funksiya f(z) ning mavhum gismi
v(x,y) = a'rctgi (x=0), f(21)=0
berilgan . Funksiyaning o‘zini toping.

o
1

F-4

e . v v dr x
Yechilishi. — = ——= L o=
dx x2+y2 77 By x4+ 2
f;{:z]_ x i v _ox—iy oz 1
x%+ 2 x4y x4y zZ z

f(z)= [ Zdz + C =Inz + C.f(1) = C = 0 dan
f(z) = Inz.
9.  Analitik funksiya f(z) ning mavhum gismi berilgan:
v(x,y) = -2sin2x -sh2x +vy, f(0) =2
Funksiyaning o‘zini toping.
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Yechilishi: 2— = -4C0S2xsh2y:
z—” = -4sin2ch2y + 1

f'(z) = —4sin2xch2y + 1 - i4cos2xsh2y = —4(sin2(x +iy))+1
= —4sinlz + 1.
f(z) = —4[sin2zdz+ [dz+C =

f0)=2+C=2 =>C=0.
Demak, f(z) = 2cos2z+z.

decosl=z

+ z+ (.

Mustagqil yechish uchun mashqglar

1. cosz; z% e™= funksiyalarning butun kompleks tekisligida analitikligi
isbotlansin.

4 !

2. Funksiya hosilasining ta’rifidan foydalanib (e*) =e*; (sinz) =cosz,
(cosz)' = —singz, (an}'=% tengliklarning to“g‘riligi isbotlansin.

3. Mavhum gismi V:sz)r/y2 va o‘zi w(2)=0shartni ganoatlantiruvchi

funksiya topilsin.

4. Hagigiy gismi u=x*—y®*+xy va o‘zi w(0)=0 shartni ganoatlantiruvchi
funksiya topilsin.

5. w=Inr+ip (~z<g@<z) funksiyaning, bunda z=r(cosp+ising), nol
nugtadan boshga hamma nugtalarda analitikligi isbotlansin.

6. f(z)= Ll funksiya birlik doira ichida uzluksiz bo‘ladimi?
Z J—

7. w=3xy—5(x+y?)i uzluksizlikka va analitiklikka tekshirilsin.

8. w=1 funksiyaning analitiklik sohasi topilsin.

Z
9. w=(1-2xy)+i(x? — y?) funksiyaning analitiklik sohasi topilsin.
10. w=x®—-2xy?* +i (3x2y— y3) funksining analitiklik sohasini toping.
11. w=5—2xy —i(3y? + x?) funksiyaning maxsus nuqtalarini toping.
2.7. Garmonik funksiyalar

8% w a2

Ushbu Ao=-Z+i-—=0 (28)

Laplas tenglamasini ganoatlantiradigan har ganday ikki argumentli
w = w(x,y) funksiya garmonik funksiya deyiladi.
Misollar

1. Funksiyaning haqigiy gismi berilgan: u = x? + 2x — y?
Funksiyaning garmonikligini tekshiring.
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Yechilishi: u dan ikki marta xususiy hosila olib, (2.8) Laplas tenglamasiga
go‘yib ko‘ramiz:

8u=2x+2 Bzuzz_ Buz 2y Bzuz_z_
dx To9x? "y ’ dy? '
shunga asosan

9?u  0%u

ez T 3y 2+ (=2)=0.

Demak, berilgan funksiya garmonik ekan.
2. Funksiyaning garmonikligini tekshiring:
u=In(x*+ y2)

Yechilishi: 2t = 2% & _ =

dx x4+ p* 0 Fy x4y
?u  2(x%*+ y?)—4x?  2(v*—x?)
Jxz (xz + },2]2 - (xz + },2]2
?u 2(x*+ yH)—4y?  2(x2—9%)
a},z o (Iz + },2]2 o Exz + },2]2

8%u 8%u

dx® 3yt

shularga asosan = 0.

Funksiya garmonik ekan.

Ikkinchi usul:

Noma’lum analitik funksiyaning hagigiy yoki mavhum gismi berilgan bo‘lsa,
uning o‘zini ikkinchi usul bilan topish ham mumkin. Uning uchun Koshi — Riman
shartlaridan foydalanishga to‘g‘ri keladi.

3. Funksiyaning hagiqiy gismi va go‘shimcha shart berilgan.
u(x,y) = 2e*cosy, f(0) =2
W = f(z) analitik funksiyani ikkinchi usul bilan toping.
Yechilishi. Koshi-Riman shartlari
du dv du av

ax ay’ ady  ox

dan foydalanib, v(x,y) funksiyani topish mumkin.
dv du

T o 2e*cosy, bundan y bo‘yicha integral olsak
v=2e* [ cosydy+ @(x) = 2e”siny + ¢(x)
tenglikning ikki tomonidan X bo‘yicha xususiy hosila olib,

(1) shartlarning ikkinchisidan foydalanamiz, u holda

2 — 2esiny+ ¢'(x) = — 2= —(2e*cosy)'=2e"siny

@ (x)=0 == @(x)= C kelib chigadi. Demak,
v=2e*siny+C
Bularga asosan
W= f(z) = u(xy) + iv(x,y) = 2e*cosy + i2e*siny +
+iC = 2e*(cosy + i siny) + iC = 2e*- eV +iC =2V +iC =
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=2e* +IC.
Endi boshlang‘ich shartdan foydalanib C ni topamiz, ya’ni
f(0)=2,=2e"+iS=2=>5=0
Shunday qilib W =f(z) =
Mustaqil yechish uchun misollar
Haqiqgiy yoki mavhum gismi berilgan analitik funksiyalarni tiklang:

1.

©ooN o O RroDd

u=x?—y2+2y, f)=2i—1;

v = 2(chx-siny — xy), f(0)=0;

v = -2sin2xsh2y +vy, f(0) =

v=2cosx chy—x? + y2, f(0) =
=x*— y*+5x+y-

b
x2+ 2
v

267 +77)

v=e*( xcosy — ysiny ) + 2sinx-shy + x° — 3x%y +y;
v=In(x? + y?) +x-2y;

u=x? —y? +xy;

v=3+x7— y’—

Nazorat savollari

©Coo~No Uk, WN B

. Limit nugta nima?
. Ketma-ketlikning limitini ta’riflang.
. Funksiyaning nugtadagi limitini ta’riflang.
. Limitning xossalarini ayting.
. Funksiyaning nugtada va sohada uzluksizligini ta’riflang.
. Tekis uzluksizlikka ta’rif bering.
. Uzluksiz funksiya ganday xossalarga ega?
. Funksiyaning hosilasiga ta’rif bering.
. Monogen funksiyaning ta’rifini ayting.

10.Dalamber-Eyler shartlarini ayting.
11.Funksiya differensiallanuvchi bo‘lishining zaruriy va yetarlilik shartlarini

ayting.

12. Differensiallash qoidalarini ayting.
13. Analitik funksiyaga ta’rif bering.
14 .Differensiallanuvchi va uzluksiz funksiyalar orasida ganday munosabat

mavjud?

15.To‘g‘ri va maxsus nuqtalarga ta’rif bering.
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3. Kompleks o¢zgaruvchili funksiyaning integrali
3.1. Integralning ta’rifi

Kompleks Z tekislikdagi biror A sohada uzluksiz
W = f(z) =ulx,y) +iv(x,y) (3.1)
funksiya berilgan bo‘lsin. I' sillig chiziq G sohaning ichida yotuvchi ixtiyoriy egri
chiziq bo‘lib, z = z(t) (e = t < ) uning tenglamasi, z, boshlang‘ich nuqtasi, z
oxirgi nuqtasi bo‘lsin, ya’ni z, = z(a),z = z(f).
A chizigda ikki yo‘nalishni aniglash mumkin: bulardan bittasi t parametrning

~

o‘sishiga mos keluvchi musbat yo‘nalish A yoki A" ikkinchisi esa bunga garama—
garshi yo‘nalish-manfiy yo‘nalish A yoki A~ (1-chizma).

&
z 1@
-1 s
Tp1
I z
/ Zy =&
I
7-chizma. 0 _ x
8-chizma.
A chizigni
Z0,Z1,Z2, ey ZgeyenerZp_1,Znq = £, (3.2)

nugtalar yordamida n ta ixtiyoriy yoychalarga bo‘lib yoychalarning har birida
bittadan ixtiyoriy nugtalarni olib ularni
NisMNase s Npgne e Nigs v o

orgali  belgilaymiz (8-chizma). f(z) funksiyaning bu nuqgtalardagi giymatlari
FM, fM2), e, fO1, - F (1), e
larini hisoblab ularni

A2,=2,-2,,A2,=2,-2,,..02, =2, —Z, 4, ..AZ, =7, ,—1,
mos ayirmalarga ko‘paytirib quyidagi integral yig ‘indini tuzamiz:

Sp = fMAz, + f()Az, + -+ f( )Az + -+ f(n,) Az, = =

w=1 f(M) Az,
(3.3)

(3.2) nugtalarni ketma-ket kesmalar orqgali tutashtirib I' egri chizigga ichki
chizilgan siniq chizigni hosil gilamiz. Bu siniq chiziq bo‘g‘inlarining uzunliklari
|Az,|,|Az, ]| ..., |Az, |, ..., |Az,,| lardan iborat bo‘ladi. Bularning eng kattasini A
orgali belgilaymiz.

1-ta’rif. Agar A — 0 da (4) integral yig‘indi z;,2,,...,Z, V& 74,02,---,Mn
nuqgtalarning tanlashiga bog‘liqg bo‘lmagan aniq chekli limitga intilsa, bu limit f(z)
funksiyadan G chiziq bo‘yicha olingan integral deyiladi va
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I, f(@)adz (3.4)
kabi yoziladi. Demak ta’rifga binoan:
ﬂii”okz_; f(n Az, = [ f(z)dz

G chiziq integrallash yo ‘Ii yoki konturi deyiladi..
(1) ni hisobga olsak
frf(z) dz = fr(u + iv) (dx + idy) (3.5)
ga ega bo‘lamiz. (3.5) tenglikning o‘ng tomoni haqiqiy argumentli funksiyalardan
olingan egri chiziqgli integrallardan iborat.

Agar chiziq yopik bo‘lsa
§, f(2)dz (3.6)
|, f@dz= [ (u—iv)(dx—idy)= [, udx—vdu++i[ vdx+udy(3.7)
integralni hisoblashning turli usullari mavjud. Agar G chizigning tenglamasi dekart
koordinatalar sistemasida berilgan bo‘lsa:
y=f(x), asx<bh (3.8)
(3.7) dagi y va dy o‘rniga (3.8) dan giymatlar go‘yilib aniq integralga
aylantiriladi. Agar G chizigning
x = x(t),u=u(t) t,=t<T (3.9)
parametrik tenglamalari, ya'ni z = z(t) berilgan bo‘lsa uni (3.6) —ga go‘yib aniq
integral hosil gilinadi.
Agar G chiziq markazi « = a +ib nugtada joylashgan aylanadan iborat
bo‘lsa, integralni topish uchun ushbu aylana tenglamasidan foydalanamiz:
z—a=re"? (3.10)
Agar G chiziq @ nugtadan chiquvchi to‘g‘ri chiziq nurdan iborat bo‘lsa ham
(6) dan foydalanishimiz mumkin bo‘ladi, bunda ¢ = const bo‘ladi (0< z < o0).

Misollar
1. Ushbu integralni hisoblang: I = fG (1+i—z-2dz,
bu yerda G chiziq z,=0, z = 1+ i nugtalardan o‘tgan y = x* paraboladan

iborat.
Yechilishi: y =x*,x =0,x=1,dy=2xdx;z=x+ 1y, Z=x — 1y

I=fﬂl(1 +i—(x+iy)(x—iwy)(dx+idy) =
= f (1+i—(x+ix))9(x+ +ix?)) - (1 + 2xi)dx =

= [T +i—x+ %% — ix® —x*](1 + 2x)dx=
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= f [(1——2x)dx — (14 2y)dy] +i[(1+ 2y)dx + (1 — 2x)dy].

Natijada I = 2 + gi
2. Ushbu integralni hisoblang: I = jﬂl zsinzdz
Yechilishi: I- ni bo‘laklab integrallaymiz:

f zsinzdz = —z2cos5z + f co5zdz = —Zc05Z + sinz

I = (—zcosz + sinz)| = (—z (gizﬂ_iz) + (giz_g_iz)) -1

2 2

3. Ushbu integralni hisoblang: I = f_ ee” Rezdz
bu yerda G chiziq z, = 0, z = 1+ i nugtalarni tutashtiruvchi to‘g‘ri chiziq
kesmasidan iborat.

Yechilishi: Malumki, z = x + iy, dz = dx +idy,

|z|* = (x +iy)?* = x* + y?,

Rez = x,
Zo=Xg +iy,, == x,=0,z=1+1i=x, ++iy,=>x; x¢€[0;1]

G — chizigning tenglamasi v = x bo‘lgani uchun dy = dx; e'*"

2z
Readz=e™" " x(1 + i)dx = &2 (1 + 1 %C

I =§j01 e2** d(2x2) (1 +1i) = %ngzl :%(1 +)(e? - 1).

4. Ushbu integralni hisoblang: I = . Inzdz,

Bu yerda G |z|=1 aylana bo‘ylab z, = —1 nugtadan chiquvchi soat
strelkasiga teskari yo‘nalishli chizig.

Yechilishi: z=¢'"®  Inz =Ine'* =ip, dz = ie'¥?de,

Lnzdz = —@e'?de, 0= ¢ <2

U holda bo‘laklab integrallash natijasida quyidagiga ega bo‘lamiz:

2T
I = —f pe'®de = 2.
0

5. Ushbu integralni hisoblang:
do
I=- G a-(1+i)’
Bu yerda G chizig |a — (1 + i)| =1 aylanadan iborat.
Yechilishi: Berilgan aylananing parametrik tenglamalarini yozib olamiz:
x —1=cosg, v—1= sing, x =1+ cosp, v =1+ sing,
z=(1+cose)+i(1+sing)=(1+1i)+ (cosg + ising) =
=1+i+e'%; 0< @< 2m;
da = ie'? de;
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]
f}g ie'?dg J' ie'? 3§ y ‘jgz”d i
 dtite—1—i J ew J "PTI) 99

3.2. Ko‘p giymatli funksiyalar va ularni integrallash

Agar z = x + iy ga bitta giymat berganda W = f(a) funksiya ham birgina
giymatni gabul gilsa, funksiya bir giymatli, aks holda ko‘p giymatli deyiladi.
Bu holda funksiyaning har bir giymati o‘sha funksiyaning tarmog‘i deyiladi.

Misollar

1. Ushbu integralni hisoblang: I = |, %

bu yerda G chiziq |z| = 1 aylananing yuqori gismi
W= é funksiyaning shunday tarmog‘i olinsinki, natijada v'1 = —1 bo‘Isin.
Yechilishi. Bu misolni quyidagi usullar bilan yechish mumkin:
a) z =r(cos@ + ising),r = |z|,¢ = argz;
a, =z = (cas%m + Esinfpfﬂ), k=0,1,2,.. buyerdar = 1

P.
2’

@

Qy = cas% +isin—; a, = COS (% +m) + Esin(fﬂt] = cos% + isin;;

Berilgan shartga ko'ra (v/1= —1) a, ildiz olishga majburmiz, chunki z = 1,
bo‘lganda

@ = 0 bo'lib @; = —1 bo‘ladi.

Nyuton-Leybnis formulasiga muvofiq

I= f;llz‘lfﬁ dz =24z |= 2(-J_1 — xf+1), Ma’lumki

z = —1 bo‘lganda o = 1 bo‘lib, o; ga muvofiq

V—1=-— (casg—i— ising) = —I.
Demak, I = 2(—i+1) = 2(1 —i).

b) z=re?, r=|z|=1, z =ge'®

. + 2km + 2km
Vz=+e® = \fcr_)sqo—k lsing = ms@T—F isin@T = dk,
k=0,1;..

. 1
Xy = casg+ zsmg =e' frz,

38



+ 2km + 2km @
a; = CGSQT + isinqu =!Gtm
Endi v1 = —1 shartga ko‘ra a, olamiz, chunki z = 1 bo‘lganda
© = 0 bo‘lib,
a = e™ = cosm + isinm = —1;
dz = ie'?dg.

Aylananing ustki yarmiga 0= ¢ < .
Shu sababli berilgan integralni aniq integralga aylantiramiz:

[—iff o [ elimg (:: @—n)) — 2z )| =

0 i(Z+n)
=2 (e‘fi —e™) =2(1-i).
Demak, I=2(1-1).

Mustagqil yechish uchun misollar

1. fc (x? +iy?)dz, Gchiziq z,=1+i va z =2+ 3inuqtalarni
tutashtiruvchi to‘g‘ri chiziq.

2. fc zdz, bu yerda G chiziq z, =i, z = 1+ i nuqtalarni tutashtiruvchi
to‘g‘ri chiziq.

3. gﬁc zdz, bu yerda G chizig x=cost, y=sint (0 <t< 2m) aylanadan
iborat.

4, gﬁc i—z, bu yerda G chiziqg x = 3cost, y = 2sint ellipsdan iborat.

5. gﬁG z*dz, bu yerda G chiziqz, =1,z =i nugtalarni tutashtiruvchi
to‘g‘ri chizig kesmasi.
6. gﬁc E, bu yerda G chiziq x = cost, y = sint aylanadan iborat.

7. |, 2z+1)dz bu yerda G chiziq z, =1+1i, z=—1—i nuqtalarni
tutashtiruvchi to‘g‘ri chizig kesmasi.

8. [e®dz, bu yerda G-chiziq z, = a,z = 1+ i nugtalar o‘tadigan y = x?
parabolaning qismidir.

9. [ cos zdz, bu yerda G-chiziq z, =

g ,z=1+1 nuqtalarni tutashtiruvchi
to‘g‘ri chizig kesmasi.

10. [} (z* —2)dz.

11. f;zcnszdz.

12. fc: zsinz dz.

T

13. f;“ Re(sinz)coszdz, buyerda G chiziq |Imz| <1 Rez = —.

4
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14. I={ E_ ni hisoblang, bu yerda G chiziq |z| = 1laylananing ustki

&
¢ 4z2

yarmi, W = ,,% funksiyaning to‘rtta tarmog‘idan shunday bittasini tanlab olinsinki

=2
natijada ¥/1 = 1 bolsin.
15. _[r zIm(z?)dz, bu yerda |Imz| < 1 Rez = 1.
16. fi ze” dz.
17. fl— t — hagiqiy o‘zgaruvchi.

3.3. Koshi teoremalari hagida

Ba’zi integrallarning javobini Koshi teoremasiga asoslanib aytish mumkin .
Bunday integrallarni hisoblab o‘tirish shart emas.

1-teorema. Agar bir bog‘lamli G sohada f(z) funksiya analitik bo‘lsa, u holda
G sohada yotuvchi har bir G yopiq kontur bo‘ylab f(z) funksiyadan olingan integral

nolga teng bo‘ladi :

3§ (z)dz= 0

2-teorema. Agar kop bog‘lamli yopiq G sohada f(z) funksiya analitik bo‘lsa,
u holda funksiyadan tashqgi kontur bo‘ylab olingan integral ichki konturlar bo‘ylab
olingan interallar yig‘indisiga teng bo‘lib, bunda barcha konturlar bo‘ylab
yo‘nalish bir xilda olinadi

jif(z]dz=£ f[z]dz—kji f(z]dz—l—---—kji f(z)dz

3.4. Koshining integral formulasi

Koshining integral formulasi:
fla) = ¢Ll2% (3.11)

2l

Bu yerda a nugta G soha ichida , z nuqta esa G chegarada yotadi va
f(z) G daanalitikdir
(1) dan quyidagi formulani keltirib chigarish mumkin.

f(z)dz
() _
f(a) = me}g G =123 ) (3.12)
(3.11) va (3.12) formulalardan
$12% — 2mif(a) (3.13)
§, Lo =@ (3.14)
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larni yozish mumkin.

Misollar
1. gﬁfa ni hisoblang, bu yerda G-chiziq markazi a nugtaga joylashgan aylana.
| Y
R
0' - X
5-chizma
Yechilishi: Bu misolda f(z) = 1, bo‘lgani uchun (3.13) dan
3§ dz .
= 2mi
s Z—a
Agar a = 0 bo‘lsa, u holda
dz .
— = 2mi .
G £

Z+1

2. Ushbu ¢ 029 integralni hisoblang, bu yerda G chiziq |z +i| = R

aylanadan iborat bo‘lib, @ = —i nuqta uning ichida.
Yechilishi:
f(z) =sinz = i[eiz— e %), fla)= f(—i) = i(e— e™l) = %shl; shu
sababli (3)-formulaga muvofiq I = 2mif(a) = 2mish 1.
3.0 =¢

G zZ49
Yechilishi:
z24+9=2—i*3?=2*—(3i)* = (z — 3i)(z + 30)

Bu yerda ikkita nuqta bor bo‘lib, shulardan a = 3i berilgan aylana ichidadir.

Shu sababli berilgan integralni quyidagicha yozib olamiz:
dz

ni hisoblang, bu yerda G chiziq |z — 2i| = 2 aylanadan iborat.

1

_ (z+31) 1 PP T
=9 -3y 9=/ @G =5 5"

Demak, (3.13) asosan I = 2mif(a) = %

: 555 {iid ni hisoblang, bu yerda G chizig a = —2 nuqgtani o°z ichiga olgan

har ganday yopiqg kontur (6-chizma).
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6 - chizma
Yechilishi: f(z) =e*n=3; f"(z) =eZa=—2;f""(-2)=e"%;
2mi 2mi _, T
f=g /=57 =32

51= @ﬁ — ni hisoblang, bu yerda G chiziq |z — 1| = R aylanadan

iborat bo‘lib, R < 2.

Yechilishi: Maxrajdagi ikkita 1 va -1 nuqgtadan birinchisi aylana ichida
dz
(z+1)2

G (z—1)2

ko‘rinishda yozib olamiz.

f(2) = @+ 1) =2 '@ =-3E+ 1) '@

yotgani uchun I = ¢

(z +1)?
= —12(z+1)75; (1) = —12(2)3 =g;

(3.14) ga asosan : I=?f<“3‘[aj = i E:gm‘.
6.1=§-=

£=+1
Yechilishi: I — ni (3.13) yoki (3.14) larning biriga keltiramiz:
24+ 1=z2—-i?=(z—1)(z+1);
Bu yerda i va —i nugtalar |z| = 2 aylana ichida bo‘lganlari uchun integralni

shunday ikkiga ajratamizki natijada aylana ichida o‘sha nugtalardan fagat bittasi
joylashgan bo‘lsin. Uning uchun quyidagicha ish ko‘ramiz.

—. ni hisoblang.

- = + . 1=A(z+i)+B(z—1i);
z2+1 (z—-i)(z+i) z—i z+i (z+1i)+B(z—1);
:‘;aA—l-B_ 1 1 1 1 1 1

_21’ o 2i' zz+1_2£ 7 —i 2% z 41’

U holda
L+ -~ §- &= _1 § 9
=14 2_21 g T Z_|_E’
Iz| =2 |z|=2

bularning ikkalasida ham f(z) = 1bo‘lib, birinchisida a = i, ikkinchisida
a= —I.
Demak,
.1 .
I=1+1I =5 Zm—ﬁ 2mi=n —m=0.
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dz ey
7.1= qu+l|:1m ni hISObIang.

dz

Yechilishi: I = qu+1|=1 ﬁ , chunki @ = —1 nugta |z + 1| = 1 nuqgta aylana
ichida, demak,
1 1
= = f(—1)= S
f@=Gm f@=fCD=55="5

(3.13) formulaga asosan
. 1 Tl
[ = 2mi (_E) = —;

ni hisoblang, bu yerda G chiziq |z| <2 d0|ran|ng

8. I=¢

G z(1 —z]3
chegarasidir.
Doira ichida ikkita @ = 0, a = 1nugtalar joylashadi. Shu sababli bu integralni

bir nechta integralga ajratamiz uning uchun matematik analiz kursidagi ushbu

goidadan foydalanamiz
1 A B C D

——=—+ + +

zZ(1—-2z)* z (1-2)¢ (1-2)0¢ 1-7

1=A(1—2)*+Bz+Cz(1—z) +Dz(1—2z)? buyerdaz ga0,+1,+2
giymatlar berilsa A = B = C = D = 1 hosil bo‘ladi. Demak,

&% dz e?dz % dz % dz
I=h+hL+hL+l=§ —~+§ (1-2° % (1-2)2 % (1-2)'
buyerda f(z) = e®, f'(z) =¢e% f"(z) = e,
f(O)=e"=1, f'(D=e, ffih) =e,
(3) va (4) formulalarga asosan :
21l
I =2mi- 1—?€+2HE'E—ZHE'€ =(2—e)mi.
Shunday qilib, |z| < %bo‘lganda I=(2—e)mi bo‘lar ekan.
Mustagqil yechish uchun misollar
1 eidz ) jg e®cosmnz dz_ 3 jg coshzdz_
' (1—2)%' ' z2+2z ' z¢—1 "
|z_1|=§ lzl=1 lz—2|=2
d d z
4, jg z ; 5. jg il ; 6. jg F.}—dz;
z?2+1 z2—1 z(i — z)*?
l2l=2 lzl=2 |z|=:§
7 jg e? dz _ 3 sinmz dz 9 coshzdz _
' z2 — 6z’ ' (z2 — ]2* ' (z+1)2-(z—1)
lz—2l=3 lz-1l=1 lzl=2
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cos(z+ mi) dz dz
10. 3§ ;1L :
. z(e? + 2) . z2+ 16
zl=3 zl=5
sin(z — 1)mdz oshizdz tanzdz
13. 22 _2z+2 ' 14 z2 +4z+ 3’
lzl=1 |zi=2 zl=1 Z° e
sinh(z + 1) dz
16.3§ ;
z2+1
&
Bu yerda G astroidadan iborat xz + yz = 3s;
sinz-sin(z—1)dz jg cnszdz
z2—z '
|zl=2 |=
1 jg sm—dz jg zsinhz dz
' (z —1)° (2—3] (zz — 1) ’
lz—1]=1 |=2
21 f}g coshe™dz - cos;dz
' —4z2 ' jg z2
|lz—2|=3 |z|=§
53 jg l—sinzdz_ jg e?dz
' z2 ' (z2—1)2 ’
|z|=§ lz— 1|——
- sinh?z dz 26 jg zdz
' z? ' ' (z—2)(=z—4)
lzl=1 |z—3l=86
ezdz dz
27. 2 a2’ ;
=/ (z2 +4) (z—a)*-(z—b)
z=-21=1 =
(lal| <z < |b|l),n=1,273,..
29 % coszdz_ 30 jg 1—coszdz
] (z—1)3' ' (z+ 1)
lz—il=1 |z|=2
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3.5.  Yuqori tartibli hosila va analitik funksiyaning istalgan tartibli
hosilalarining mavjudligi

Teorema. Koshi turidagi integral bilan aniglanadigan ®(z) funksiya T
chizigda yotmaydigan, har ganday chekli z nugtada analitik bo‘ladi. Shunday
nuqgtalarda funksiya barcha yuqori tartibli hosilalarga ega bo‘lib, ular

o N o(m)dn
) (Z)_zmi 2" (3.15)

formula orgali topiladi.

Ko‘pincha (3.15) ning quyidagi xususiy holi ko‘proq ishlatiladi. G yopiq
chizig, f(z) esa G sohada analitik bo‘lsin. U holda (1) formula ushbu

1 ¢ f(pdny
f(z) = — ¢ 171
@ 27zii. n-z
Koshi formulasini

gy = N g Tndn |
()=~ § —_ (3.16)
analitik funksiyaning yugori tartibli hosilalarini hisoblash formulasini beradi.

n=01 2 3, ... deb olsak (3.16) dan

hosilalar kelib chigadi.
Shunday qilib biz ushbu teoremani isbotladik.

Teorema. Yopiq G sohada analitik bo‘lgan har ganday f(z) funksiya shu
sohada istalgan tartibli hosilalarga ega bo‘lib, ular

(n) _ n! f(ﬂ)dﬂ
O il o

formula bilan ifodalanadi, bunda T kontur G sohaning chegarasi.

Misollar
2
1. |:§ z dzz_ integral hisoblansin, bunda c markazi nol nugtada bo‘lib
2 z-2i

radiusi r =3 ga teng aylana.

Yechilishi: f(z)=2z? funksiya c aylana bilan chegaralangan yopiq doirada
analitik funksiya, a=2i nuqta shu doira ichida yotgani uchun Koshining

§f(z)d2:2mf(a)
i z-a
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formulasidan foydalanamiz

2
| = i Zz_dzzi = 27if (2i) = 27i(2i )} = -8xi.

2. |=§szi9 integral hisoblansin, bunda c-aylana bo‘lib, uning radiusi
C
R =2 vamarkazi 2i nuqgtada joylashgan.

Yechilishi: z? +9=2%-(3i)*=(z+3i)(z-3i) bo‘lgani uchun

1
| =§ dz _{z+3i
(z+3i)(z—-31) 2z-3i

dz.

C

1

Bundan: f(z) = -

va a=3i bo‘lib, u ¢ aylana ichida yotadi,

(-3i) esa doira tashgarisida yotadi. Demak, f(z) funksiya c bilan
chegaralangan doira ichida analitikdir. U holda Koshi formulasiga asosan:

| = 27i- f@Gi) = 27i—t =7
3i+31 3
dz Vs

Demak, | = =_,
izz+9 3

3. § SmZdzg integral hisoblansin, bu yerdagi 1" -chiziq % nugtani oz ichiga
r T
Z_i
2

olgan sodda yopiq chiziq.

Yechilishi: (2) formuladagi » ni z gava z ni ¢ ga almashtirib, u yerdagi
integralni topsak

§ f(Z)dZ :2_7Zif(n)(a)
F(Z_OC)n+l n!
tenglikka ega bo‘lamiz. Bunga f(z)=sinz, « :%, n =8 giymatlarni go‘ysak
§ sin zdzg _ 271 (sin Z)(g)ﬁ :ESinz _ 271
r(z_,,] 8! =2 8l 2 8!
2

bo‘ladi.
Mustaqil yechish uchun mashqlar

" egri chiziq yopiq silliq yoki sillig bo‘laklardan iborat bo‘lganda quyidagi
integrallar hisoblansin,
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1. a) fsin z2°dz; b) fcoszzdz; C) j:e*zdz.
r r r

§ Ldz integral hisoblansin.

3'i1fzzz integralning:

a) I kontur |z-i|=1 aylana, b) " kontur |z+i|=1 aylana, ¢) ' kontur |z|=

aylana bo‘lgandagi giymati hisoblansin.

4. I|dz|, jdz hisoblansin.
|z|=a |z|=a

5. Ushbu § szi y

r

integral Koshi formulasiga asosan hisoblansin, bunda T: a) —

21 21 va +2i nugtalarni o‘z ichiga olgan kontur; b) -2i nugtani o‘z ichiga
olgan kontur; ¢) 2i nugtani o‘z ichiga olgan kontur.

6.Ushbu  {|z]zdz integral

7-chizmada

I
ko‘rsatilgan ~ yarim  halga  konturi

hisoblansin.
dz
7. Ushbu |—
N7

T |z| =1 aylananing yarmi, v1=1, y>0.

U holda {xdz =is tenglik isbotlansin.

bo‘yicha

integral hisoblansin, bunda

WA

d

-2

-1 0

7-chizma.
8. T egri chiziq s yuzga ega sohani chegaralovchi yopiq egri chizig bo‘lsin.

9. Ushbu [ydz integral quyidagi yo‘llar bo‘yicha hisoblansin:
r

a) z=2-+i nugtaning radius vektori bo‘ylab;

b) \z|=1 yarim aylana bo‘ylab, 0<argz <z (yo‘lning boshlang‘ich nugtasi z =1

da);

C) |z—a=R aylana bo‘ylab.

10. Ushbu §andz integral hisoblansin, bunda 1 -birlik aylana va Lni==
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11. Ushbu {szig integral hisoblansin, bunda. T -radiusi R=2 ga teng va
r
markazi (- 2i) nugtaga joylashgan aylana.

12. Ushbu § integral hisoblansin, bunda T -radiusi R=2 gateng va

__ gz
7 (2% +9)°
markazi 2i nuqtaga joylashgan aylana.
13. Bundan oldingi misoldagi I aylana markazi (- 2i) nuqgtaga joylashagan bo‘lsa,
integralning giymati nimaga teng bo‘ladi?

14. Ushbu § 292

2 (z+2)
marta o‘rab olgan sodda yopiq chizig.

integral hisoblansin, bundagi T -chizig, (-2) nugtani bir

4

15. Ushbu

z . . . .
integral hisoblansin, bunda 1 -aylana, uning
;,f(z—l)3(z+1)3

markazi 1 nugtada va radiusi 1<R < 2.
16. Bundan oldingi misolda 1<R<2va aylana markazi (-1) nugtaga
joylashgan bo‘lsa, integralning giymati nimaga teng bo‘lada?

17. Ushbu integral hisoblansin: §§ dz, bu yerdagi I'-chizig 7-chizmada
A
ko‘rsatilgan yarim halgadan iborat.

Nazorat savollari

1. Integralga ta’rif bering.

2. Integralning xossalarini ayting.

3. Integral ganday hisoblanadi.

4, Koshining teoremalarini ayting.

5. Boshlang‘ich funksiyaga ta’rif bering.

6. Anigmas integralga ta’rif bering.

7. Nyuton-Leybnis formulasini yozing.

8. Koshi formulasini yozing.

Q. Koshi integralini yozing.

10. Uzluksiz funksiyaning moduli o‘zining eng katta va eng Kkichik
giymatlariga gayerda erishishi mumkin?

11. Qanaga integral Koshi turidagi integral deyiladi?

12. Koshi turidagi integralning hosilalari ganday topiladi?

13. Analitik funksiyaning istalgan tartibli hosilalari ganday topiladi?
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4, Kompleks hadli gatorlar
4.1. Kompleks sonli gatorlar

Kompleks sonlarning ushbu cheksiz ketma-ketligi berilgan bo‘lsin.
21,25, , %y, - DUNDA Z, = x,, + 1y, n =12, ... (4.1)
vositasida
Zy 2y + 24tz (4.2)

sonli qator tuziladi. Hagigiy sonlardan tuzilgan qatorga o‘xshash qatorni
yaqginlashuvchi yoki uzoglashuvchi ekanligini alomatlar yordamida tekshirish
mumkin

|z, |+ |z, | + -+ |z, | + - (4.3)
berilgan bo‘Isin

1. Dalamber alomati.

Agar limit  lim, . —"" =2 bo‘lib, (4.4)

n—ee |zn—1|

a) A < 1 bo‘lsa. (4.3) gator yaqginlashuvchi bo‘ladi;
b) A = 1 bo‘lsa. (4.3) gator uzoglashuvchi bo‘ladi.
2. Koshi alomati.

Agar limit lim3/|z,| =4  bo‘lib, (4.5)

n—oo

a) A < 1 bo‘lsa. (4.3) gator yaginlashuvchi bo‘ladi;
b) A = 1 bo‘lsa. (4.3) gator uzoglashuvchi bo‘ladi.
Misollar

1. Z;”:lz%m qatorni tekshiring.

Yechilishi. Dalamber alomatidan foydalanamiz.
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C, _cnsin_cc-si[n— 1)_1 cosin
c._, 20 = 2ni 2 cosi(n—1)
Ma’lumki,

cosz = % (e + e7%2),

1 1
cosin = E[e‘“ +e™),cosi(n—1) = E(e‘{“‘ﬂ + e“‘l)J

G 1 e""+e" 1 em+1 1 T+—-5 bund
C.n_l_z E_n'€+€ﬂ'€_l_2 €+€_1 82-}1 2 %4—6_ I Unaan
_nl—IE:- Cn_4 C 2e-1 9 EMAK qalor UZoqLasnuvciinl

si

z
2. Zﬁzl% gatorni tekshiring.

Yechilishi. Koshi alomati yordamida tekshiramiz:

e 4+ 1

1 z z

. -n n
CoOSIn™ =—\|&e + e ==

2( ) 2em*

n N 2n2 n/2n? n
"G = cc-szzn =1J1+.: N xfen =(E) _nlj E{I,lim (_
5n 5“6“‘\"@ 511311@ 5 2 5 n—w \H

r{ﬁ=m, 2=w", w>Ii, <1

V2

Bularga asosan
A=lim §/|C,| =0 < 1.

Demak, gator yaginlashuvchi ekan.
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10.

Mustaqil yechish uchun misollar

Quyidagi kompleks hadli gatorlarning yaginlashuvchi yoki
ekanligini aniglang.

uzoglashuvchi

— 1 sinin =, pi2n © i

Z T 2. Z < 3, ZE’__

n=1 n:ln n ﬂzlvlﬁ
i 1+i) : ism‘ﬁ . iem
i 2zcosin o sinin —n

o0 oo - n

Z Inn 8 Zch 9, Z —

— Shln ﬂ_:lnlnn 11=1tg

- [n—|—(2n— 1)i]* Z L (3—21)—31

4.2.

Darajali gatorlar

Kompleks sohadagi darajali gatorning umumiy ko‘rinishi quyidagicha:

Cop + C1Z+ 2% +--+C 2™+ =

[=a)

E ChZ™

n=0

(4.6)

(4.6) qatorning yaqinlashish radiusi va doirasi quyidagicha aniglanadi:

a) Yaginlashish doirasini Dalamber alomati yordamida topish:

Agar L = Im

n
n

Cpn1Z

lim

n—oo

n—1

n—oo 1Cn—y

= lim

n—on

- |z| < 1.

Cn—l

b) Yaginlashish doirasini Koshi alomati yordamida topish:

lim ©

n—oo

Aga

le,z™| = lim Ve, |- |z| <1
Fo—CO

r m’iflcﬂl,%=ﬁ yaginlashish
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Misollar

1. Z (E)V gatorning yaginlashish doirasi va radiusini toping.
k=1 "

ilishi- ¢ = ()" n 2 _Tmlioo=z -
Yechilishi: C,, = (m) , iljl;ln JIC,RI iuﬂ. |m| iﬂn =0=1L, = R =
R =+o0,
Demak, qator butun kompleks tekislikda yaqginlashadi.
2. 2 lch— gatorning yaqinlashish doirasi va radiusini toping.
Yechilishi: Dalamber alomatidan foydalanamiz:
e +e”* A A 1
chz=——+——;C, = ch— =—(3n—|—e n) = COs—.
2 n 2 n
C, l—ch——cns—; lim = lim —= =2%_1, demak, R = 1.
1 n—1 noom Ch_y n—soo COS_— cos 0
3. X, cosinz™  gatorning yaginlashish doirasi va radiusini toping.
Yechilishi: Dalamber alomatidan foydalanamiz:
C,ﬂ — coSin—= chn — g +e , Cri+1 _ ch (in) _ chn-chil+shl-shn —chl+shl
2 Cn chn chn
- thn.
. . Eﬂ _ e—‘]’l . 1 _ 8—21-1
limthn=Ilm ———=Ilm — =1
n—oo n—me® +e™m nowl+e N
_ 1
lime™" = lim —=0
FL— 0O n—oo 8
Demak,  L=Tm 2| = Tim(chl+ shl-thn) = chl+shl="""
Te e
2
L=e R= i = i ya’ni berilgan gatorning yaginlashish radiusi R = e~ 2,
3. -—, (1 + i)™z"™ gatorning yaginlashish doirasi va radiusini toping.

Yechilishi: Koshi alomatidan foydalanamiz:

c=A+D%1+i= \@(msz+£s£n§j, 11+i| =v2;

G| = 11+i|" = V2)"; VG| =V2;
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ral

I T _ 9. p_1_1_
L=Tm%Y|C,|=+2; R=7=—=

n—oo 2

1 *-.-"E
\ZI {wﬁ_ 7

demak gatorning yaginlashish doirasi

5-misol. 2.7, (n+ i) z™ qatorni yaginlashish doirasi va radiusini toping.

Yechilishi: Koshi alomati bo‘yicha

IC,l = In+1] = yn2 +1; Y]C,| = (0 + 1)2n = w; lim w =?

1 In(n? + 1 In(n + 1))
lnm—ﬂln(ﬂ, +1); hm (1nm]—iﬂ%:n;m%
Zn
=]. n?+1 D
e 2 *

Demak lim (In w) = 0; hmm—l L_].lm-”" |=1, R=1.

—oo

Shunday qilib gatorning yaginlashish sohasi |Z| < 1.

6-misol.

Yechilishi: Bu misol uchun ham Koshi-Adamar formulasiga asosan

1 n 1 .
C, = C,| = —— , ma’lumki
n zsintn ’ I ﬂl lsin n| ' !
1 1 1
L=Tlm - =o, R===0.
n—oo |Sin nl lim |sinn| L
FL—CT0D

Demak, berilgan gator fagat bitta |z| = 0 nugtada yaginlashib, golgan barcha
nuqtalarda uzoglashuvchi:

nIC] 1 1
" limnlsinn|  p, |E0e
n—om n— o 2i
1 1
lim */|C, | = _
. . . 1—g —2in
n—oo iﬂlsznnl il_l.gleml'
2

=— — - lim |1 — e " = 0:
lim |1 — e—2in| n—~m| | '

n—oo
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lim %/|C,| =

1 _ 1
lim |sinn| | lein| |

n—oo

l_g—zm

n—soo 2i

2

. =2in| _ M.
lim,,_...[1—e =0;

lhnn%m|L—e_zm|.
Shuning uchun ham Iim %/|C,, | = .
FL—o0

Uholda Tim —— =m;ﬁ) = +oo,

n—oo |CDS’1‘1| n—oo Sin{ﬂ+;
7-misol. 'f=1(i]ﬂ gatorni tekshiring.

Yechilishi: Koshi alomati bo‘yicha :

1 1 . 1
ICﬂl = *TE; L=1m,_,. " lcﬂlzﬁ R = .= ‘V'E

BT

Demak, |z| < V2.
8. zle"’;—,zﬂ gatorni tekshiring.

Yechilishi: Dalamber alomatidan foydalanamiz

n+i n n
L () gty
n n

"~ (n+1)!  n!

Crn+1

tn

L=lim,..,(1+2)" = R===.Demak |z| <-.

Mustagqil yechish uchun misollar

Quyidagi darajali gatorlarning yaginlashish radiuslari va yaqinlashish doiralarini

toping.

Z(ﬂ +a™)z".2. Z(n —imz" 3, Z En!jjﬂ z",
%;1 ﬁ;ﬂ ﬁ;ﬂ

Z z™, 5. Z(l +i)"z". 6. n®z", a € R.
n=1 n=0 n=1
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Z_- 8. —. 9. —z",
n 1! nn

“;1 ﬂ;U n;l

' z'n "

10 Zz“- 2" 1L ) o 12, Zzz .

“;U ﬂ;:'l n;ﬂ

Zﬂ
13 ) cosinz® 14 ) —=. 15 ) [n@+2)z"
(n!)
“;U ﬂ;U n;ﬂ
- (kn)!z"
—n _n k. .n

o Ze . an' 18. Zn’[n+1j' (m+1—k)

n=0 n=1 n=1

z"(2+4+1)"n 7 — 2"
19. Z"#ZO. Z! 21. Zi“z“.
2" n3n

n=1 n=1 n=0

23T -
L 28 v’_  Lsh(i+in)’

4.3. Teylor va Makloren gatorlari

Agar f(z) funksiya a nugtaning biror atrofida analitik (hosilaga ega) bo‘lsa,
uni(z — a) ga nisbatan musbat darajali gatorga yoyish mumkin, u holda gator
quyidagicha Teylor gatori deb ataladi va quyidagicha bo‘ladi.

I (n)
£(2) = f(a) f“ ) + fzﬁ“](z—a)u...f !(a](z—a)u...
(n)
=Zf Fa)(z—a]“. (4.7)
.

Agar a = 0 deb faraz gilinsa ,(1)dan ushbu Makloren gatori kelib chigadi.

" (1)
F@=f@+ D LDy I Dy

2! n!

()
=§ f Fajzﬂ (4.8)
Tl

Bunda f(z) funksiya |z — a| < R doirada analitik.
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Mustaqil yechish uchun misollar

Quyidagi funksiyalarni Makloren gatoriga yoying.

1 fl2)=

2. f(zjzchz.

3. f(z) =shz.

4. f(z)=ch?z.

5. f(z) = 111—2.

6. f(z)=In(z?> —3z+2).

7. f(z)= E{ZTS,IZI{Zaai{].
8. f(z) =cos+z.

9. f[z]=sh2§.

10.f(z) =In(2 — z).
Quyidagi funksiyalarni Teylor gatoriga z = a nugta bo‘yicha yoying.
11. f(2) = ch(1 — z) funksiyani z — (1—=)
12.f(z) = cosz funksiyani  nisbatan.

13. f(z) = — funk3|yan| z — 3 ganisbatan .

14. f(z) =
15. f(2) =

funksiyani z — 2 ga nisbatan.

T funksiyani z — 1 ga nisbatan .

4.4. Funksiyaning nollari

Faraz qgilaylik , @ = f(z) -funksiya biror a nuqgtada analitik, ya’ni hosilaga
ega bo‘lsin (bu yerdaz = x+ iy,a kompleks son, w = u(x,y)+ iv(x,y)
kompleks o‘zgaruvchili funksiyadir). Agar o‘sha a son f(z) funksiyani nolga
aylantirsa , ya’ni f(a) = 0 bo‘lsa, a son f(z) ning noli deyiladi . Agar

f@)=0,f(@=0,f"(@=0,.., f"a)=0,f"@=0

bo‘lsa, u holda a son f(z) funksiyaning n-tartibli yoki n-karrali noli deyiladi.
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Agar n=1 bo‘lsa , a son oddiy nol deyiladi. Demak ta’rifga muvofiq a
nugtada analitik bo‘lgan f(z) funksiya uchun a nugta n-karrali nol bo‘lishi

uchun shu nugtaning biror atrofida ushbu
fl@)=(EZ—-a)"e2)
tenglik bajarilib ¢(z) funksiya a nugtada analitik va @(a) # 0 bo‘lishi zarur
va yetarlidir. Chunki z = a da f(z) analitik funksiya bo‘lganligi uchun u shu
nuqta atrofida (z — a) ga nisbatan darajali gatorga yoyiladi.

Misollar
Quyidagi funksiyalarning nollari va ularning karraliklarini aniglang.

1. f(z)=z— L

Yechilishi: f(i)=i—i=0,a=1,f (z)=1,f"(z) #0
Demak, z = a = i son funksiyaning oddiy nolidir.

2. flz2)=2z*+1.

Yechilishi: f(+i) = (£)*+1=—-1+1=0; z, =1z, = —I.
fl(z)=2z,f" (i) =2(xi)= +£2i # 0.

Demak, ikkala ildiz ham oddiy noldir.

3. f(z) =1+ chz

Yechilishi: Quyidagi tenglamani yechamiz:

1+ chz=0,chz = ;(ez +e ) =—-1;e?* +2e*+1=0;

(e?+1)°=0,e?=—-1,z=Ln(—1)=Inl+mwi + 2nmi = 2n+ 1)mi,

n=0,+1,+2,...; f'(z) =shz, f"(z) = chz.

Tekshirish kursatadiki,

fFr(@n+1Dmi)=0,f"((2n+ Dmi) # 0. Demak, (2n+ 1)mi ikki karrali
nollardir.

Mustagqil yechish uchun misollar
Quyidagi funksiyalarning nollari va ularning tartiblari aniglansin.
1. f(z) =1+ cosz;

2. f(z)=1-—e%

3. f@ =2

4. f(z) = (z*+ 1)shz;
5. f(z) = cosz?;

6. f(z) =22

7. fl@)= 1_::,2;

b flo) = Oy
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4.5. Manfiy darajali gatorlar

z — a bo‘yicha manfiy darajali gatorlarni quyidagi ko‘rinishida yozish mumkin:

by by by by _ Yoo by
. + o) + )2 + -+ A + - = n=17_ (4.9)

Uning yaginlashish sohasini turli usullar bilan topish mumkin, jumladan Dalamber
alomati bo‘yicha ham topish mumkin.

Tim b bns = Tim O ! <1
|z —a)y (z— @)t newlb, | lz—al
Ya’ni Tm |-22-| = r , lz—al =7 (4.10)

Demak, manfiy darajali (1) qatorning yaqinlashish sohasi |z —a| > r doira
tashqarisidan iborat ekan. Agar b,, = ¢_,, deb (1) ni quyidagicha yozish mumkin.

et Z—a) "o gpniz—a)* P+t ,(z—a) P+ (z—a)?
-1

= Z c,(z—a)"(3)

Agara =10 bo‘ls_a_(Sj quyidagi gator kelib chigadi .

-1

Z 2" (4)

U holda (2) doira tashqarisi |z| = r ko‘rinishiga ega bo‘ladi .
Misollar

Quyidagi manfiy darajali gatorlarning yaginlashish sohalarini toping
1. Y= e(iz)™

Yechilishi: c_, =e™(i)™ =

gil"l:—i

g —
T Con-1) = -’

r =lim,_., c_'::i} = limﬂ_,m% —e, r=e, demak gatorning yaginlashish
sohasi |z| = e dbira tashqarisidan iborat ekan.
n
2. X o
Yechilishi: C_, = ——=——,C_p ) = ﬁ

Chunki lime2"=lim — =0, |z] > e~ = 3 .

FL— oD F1— 00 an

1 -1
3. 3= (2)

Liz—2-mn
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Yechilishi:
z—2—i=z—(+2),a=2+i, C,=n-27",C_p_np=mMm—1)- p-(n-1)

€n

= lim

1 . 1
n—co €1y = E, IE —2— ll = E

Quyidagi funksiyalarni manfiy darajali gatorlarga yoying.
4 f(z) = i funksiyani S ga nisbatan manfiy darajali gatorga yoying.
Yechilishi: Ma’lumki , |g| < 1 bo‘lsa,
a+aqg+ag’+-+ag" 4= :—q bo‘ladi shunga asosan

3 n

L ) e () e () ) -
z—b_z(l_i)_z z z z B
:szrﬁl’
n=0

5. f(z) =

|{1—}m||m

{z_lb]z funksiyani S ga nisbatan manfiy darajali qatorga yoying.

Yechilishi: Oldingi misoldagi yaginlashish sohasida z bo‘yicha hosila olish kifoya:

1Y O 1 — (n+ 1)b"
(ZTE]) ZZ;EJ (z7®~%)',  bundan CE Y A ,lz| = b.

n=0

6. f(z) = — ga nisbatan manfiy darajali gatorga yoying.
Yechilishi:
b 2
z? z2 +b* —b? b? (;)
= = —_ = 3
z? + b? z? + b? z? + b? 1_|_G)

4
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Mustaqil yechish uchun misollar

Quyidagi qatorlarning yaginlashish sohasini aniglang:

(z—|—1—r,]“ - (ﬁ—kw@)ﬂ
L Z (1— 1)“2“ Z 4“(2 + 1) n+i 4.; zn '

-1 -1
5. Z p-2n+1) g2n g Z (b—a)-®+V (z — @)™,

Quiiaagi funksiyalarni mam:i_y darajali gatorga yoying:
7.f(z) = — funk3|yan| z ga nisbatan manfiy darajali gatorga yoying.

8 .f(z) = z* cos ; funksiyani z = 0 atrofida gatorga yoying.

9.f(2) =
10. f (z) — funkS|yan| (z — b) ga nisbatan gatorga yoying.
Quyldagl qatorlarnmg yaqlnlashlsh doiralari aniglansin:
11. Y 2 12, 3 l2= 1
nzc; n nzc; 1-i)
Quyldagl darajali qatorlarnlng yaginlashishi radiuslarini toping.
13, _1F' 14, ;n z

15. 302" 16. 2:—'2

n=1

17. Y. 18. 32
n=0 n=0
Quyidagi funksiyalar darajali gatorlarga yoyilsin va yaginlashish radiusi
topilsin.
19. chz.  20. sin’z.

21. (b=0).  22. Init%.

az+b 1-z2

4.6. Loran gatori

Loran darajali gatorlarning umumiy ko‘rinishi

C_, C—{n—i] C—{n—zj C_, C_4
e + + + -+ 1 +C
(z—a)" (z—a)*! (z—a)¥* (z—a)? z—a °
+Cz—a)+CG(z—a) +CG(z—a) +--+C(z—a)" +
=y LC(z—a)" (4.12)

bo‘lib, u ikki gismdan iborat:
1) To‘gri gismi:
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P=C+C,(z—a)+C,(z—a)’ +C(z—a) ) +-+C(z—a)"+--- (4.13)

Ma’lumki, bu gatorning yaginlashish sohasi

|z —al <R doiradan iborat;

2) Bosh gismi:

Q=-+C,(z—a)™+C_(,_n (z —a) "V C i nyz—a) " 4

C.z—a)?*+C(z—a) =322 _C(z—a)"

(4.14)

Buning yaginlashish sohasi |z — a| = r, ya’ni doirada tashqgaridan iborat.

(4.12) Qatorning yaginlashish sohasi markazi a nugtada bo‘lgan r va R
radiusli aylanalar orasidagi halgadan iborat bo‘ladi r << |z —a| < R

Bu yerda uch xil bo‘lishi mumkin:

1. Agar r < Rbo‘lsa, halga mavjud bo‘lib, Loran gatori usha halga ichida
absolyut yaginlashadi.

2. Agar r = R bo‘lsa, halga fakat aylanadan iborat bo‘lib, Loran gatori uning
ba’zi nugtalardagina yaginlashuvchi bo‘lishi mumkin.

3. Agar r = R bo‘lsa, hech ganday halga yo‘q, shu sababli Loran qatori
uzoglashuvchi bo‘ladi.

Kompleks argumentli funksiyalar nazariyasidan ma’lumki, Loran gatorining
C,, koeffitsiyenti ushbu formula orgali ifodalanadi.

Sﬁg fl2dz n=0,4+1,+2,43,.... (4.15)

]n+1’

211

Misollar
Quyidagi Loran gatorlarining yaginlashish sohalarini aniglang:

1. Xy G)ﬂ + XYoo G)“

Yechilishi: Dastlab gatorning to‘g‘ri gismini tekshiraylik:

EDNORTEF T

n=0

L= lim

n—oo

n—1

Endi gatorning bosh gismini tekshiramiz:
1

=] 211 —_
€= Z zn Z Z"27 Gy = 2", C gy = 270 = 27
£
n=1

n=-—oo
n

= lim =2,lz| = 2

r = lim
n—oo 21T

= oo

C—{ﬂ— 1)
Shunday qilib izlanayotgan soha 2 < |z — a| < 4 halgadan iborat ekan.

sin in o (E—i)T
2. 2%m=1 o F Xm0,

YeChI|IShI. Qatorning to‘gri gismi:
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i[z—r,)“ e 11
. e Tk

(n—1)! 1 1 ]
L = lim =lim—-—=0, R=—-=+4w, |[z—i| <+
n—*o0 C{ﬂ 1) n—oo n! n—o T L
Qatornlng bosh gismi:
sinin (e™™ —e™) (e D —em )
=sinin=——_-—"", C_ =
Q= Z(z—r,]“ 21 (1) = 21
8‘2“ -1 1 ‘
= lim = lim -=—=e¢, T=¢ |[z—i|>e
n— oo C—{n—l] n—w - — e e
Demak, soha e < |z —i| < +oo.

(z+1)™

3 Zin= l'f,z 1]“+ =0 (e )n
Yechilishi: Qatorning to‘g‘ri gismi:

— (z4+1)" 1 a1 1
— (n+i)" (n—|—r,)“ In+i|® /14 n?

1
L= Iim VIC, | =0, R:E:m’ lz+ 1| < w0
2n-1 n_
Qatorning bosh gismi : Q = X2 lm,(}_ﬂ=2 1,
. 2" —1 . 2_2n1—1
(i e T gy gt b wi A A

zn—l
Demak, 2 < |z+ 1| < oo, ya’ni markazi a = —1 nuqgtadan iborat bo‘lgan
doira tashqarisi

4.%= = - + 3= = o b+ 0.
Yechilishi : Qatornmg to‘g‘ri qismi:

G |_ |, t|_t -1 p_ _
P Zn Dbn ’ Cln-) pn  pn-1 bl ' I— |b|JR |b|1 Izl |b|
Qatorning bosh kismi

a“
Q= Zn 1% n’ C'—.n 1) ~ lan-t] lal’ r= |(l|, |Z| = |(l|

Demak|a| < |b| bo‘lsa, yaqginlashish halgasi |a| < |z| < |b]
Agarlal |b| bo‘lsa qator uzoglashuvchidir.

5. -3 S~ et

(2 ]” 2(z—i)
Yechlllshl :
Bu masalaning bosh gismi birgina haddan iborat bo‘lgani uchun uning fagat
to‘g‘ri gismining yaginlashish sohasini tekshiramiz.
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11 1 11 ‘
a=1;, G, :'5_1‘ 20" =.:_1.-§’ li] =1;
C, 1 1 ‘
Cﬂ_lj LZE, =E=2, D<|z—i]l< 2

6.f(z) =z*- casifunksiyani z=0 nuqta atrofida Loran gatoriga yoying.
Yechilishi. Ma’lumki,

caslzl—l-(ljz—l—l-G)q‘—l-g]ﬁ—k

z 2!z 4! 6! z ’

Shusababli

z“coslzz“—lzz—kl—l-i—kl-i— sy R=+00
z 2! 4! 6! zz 8! z¢ ’

7. f(z)= m;j ni z=0 nugta atrofida Loran gatoriga yoying.
Yechilishi. Ma’lumki,

sin‘z =

2

Shunga asosan

2%z

l-cos2z 1 1 [1 B (22)2 (22)* B (2z)8 N l

@ et @2t @2 l 1

= +
2 2 2! 4! 6!

2! 41 6! 8! |2

Z

sintz [

2!

2473 2675 2857 1
41 * 6! a! *

8. f(z) = m funksiyani 2<z<3 halgada Loran gatorga yoying.

Yechilishi. Buning uchun berilgan funksiyani eng sodda kasrlarga ajratib

olamiz;
1

A

B

(z2—2)(=z-3) - z-2

da V=1.

Berilgan xalgaga binoan ish ko‘ramiz: a) |z| = 2, ya’ni

. 1=A(z—3)+B(z—2), z=2 A=—1,7=3

z—3

Z <1 bo‘lishi uchun

Ed

quyidagi ko‘rinishda yozamiz:

1

1

1

2 3 n—i
1 2 2 2 oo 2_
LT 1—_3——;[1+;+(g) +() +"']—— n=1" 5

6) |z|<3 ya’ni El < 1 bo‘lishi uchun gquyidagi ko‘rinishda yozamiz:

1
z—3

1

n

)

3 n=0

Demak,m=—$ lee)ﬂ_é fﬂG)ﬂ'

9.f(2) =

z2

2_1 Funksiyani 1 < |z + 2| < 3 xalgada Loran gatoriga yoying.
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Yechilishi,. — = — =*‘*+zf1;A(z+1J+B(z—1)=z;z=1

z22-1 (z—-1)z+1) =z-1

bo‘lganda A=1, Z=-1 bo‘lganda V =-1 bo‘ladi u holda

111 Zz+2
V1T Gr—-3 3 1_ﬂ 73

3

1

) 1 1 1 i
_ - _ — = — = 2 —
z+1 (z+2)—1 (z—|—2](1—:) 1_;
I _ Z
=32l (_z+2) (_z+2)2 " (z+2)"
oo +2.
Demak, — 1_2“ 1{3”:'“—; o(z )"
Mustagqil yechish uchun misollar
Quyidagi Loran gatorining yaginlashish sohalarini aniglang
Z(3+41)“ i(_m 2i)"
1) (z+ 20" ~ e
ijnn(z_2+£]H—I—Z[1+m][z—2+r,] ;
11;1 - n=0
1 z"
sz_n+z 2n+1;
(_ )‘]‘1 - Z‘n
: Z ")z
) nt-zn n-2n
(—1]*1 N 3n+5 )
5) z—1+ , 5 (z—-1)"+ _09-2“” (z—1)";

6) Z (n+2)-i"i(z— )"

n=—co

Quyidagi funksiyalarni Loran gatoriga yoying

7) f(z) = funksnyam 1 < |z| < 2 halgada.

8) f(z) = funk3|yan| 1 < |z| < 2 halgada.

9) f(z) = funk3|yan| 1 < |z + 2| < 4 halgada.
10) f(z) . funksiyani 1 < |z — 2| < 1 halgada.

Quyidagi funkS|yaIar ko‘rsatilgan nuqtalarning atrofida Loran qatoriga
yoyilsin.
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72-2
1
1 :0’ :11 =
12. z(l—z) Z Z 7=00
1 ]
13. —— , z=i val=w,
(22 +1f

1
14. 7%7%, 71=0, 7=,

1
15 [ ayeop) 0 <<l 2=0. 2=a. 2= va ji<|s| < p| halqada.

5. Maxsus nuqtalar

Kompleks argumentli funksiyalar nazariyasidan ma’lumki, w = f(z)
funksiyalar z, nuqtada hosilaga ega bo‘lsa, bu nugta zo ‘g ‘ri nugta deyiladi. Agar
shu nugtada analitiklik shartlari bajarilmasa, bu nugta funksiyaning maxsus nuqtasi

deyiladi. Masalan, w = % funksiya uchun z = —i maxsus nuqtadir chunki bu

nugtada hosila mavjud emas.

5.1. Ajralgan maxsus nugtalar

1-ta’rif. Agar f(z) funksiya a nugtada analitik bo‘lsa u holda a nuqta f(z)
ning fo ‘g ri nuqtasi deyiladi.

2-ta’rif. f(z) funksiyaning to‘g‘ri bo‘lmagan nugtasi maxsus nuqtasi deyiladi.

3-tarif. Agar f(z) funksiya a nuqtaning biror o<|z—a/ <R atrofida analitik
bo‘lib, a nugtaning o‘zida analitik bo‘lmasa, u holda a nugta f(z) funksiyaning
ajralgan (yakkalangan) maxsus nuqgtasi deyiladi.

Ajralgan maxsus nugtalar uch turga, ya’ni: qutilib bo ‘ladigan  (yoki
chetlashtiriladigan) maxsus nuqtalar, qutblar va muhim maxsus nugtalarga bo‘linadi.

4-ta’rif. Agar a) lim f(z)= A bolib, A aniq chekli son bo‘lsa, u holda a nuqta

f(z) funksiyaning qutilib bo ‘ladigan (yoki chetlashtiriladigan) maxsus nuqtasi.
b) agar limf(z)=c bolsa, u holda a nugta f(z) funksiyaning qutbi,

c) Agar lim f (z) mavud bo‘lmasa a nugta f(z) ning muhim maxsus nugasi deyiladi.

a nuqta f(z) funksiyaning qutilib bo‘ladigan maxsus nuqtasi bo‘lishi uchun
shu funksiyaning a nuqta atrofidagi Loran gatoriga yoyilmasi bosh gismga ega
bo‘lmasligi, ya’ni

f(z)=C,+C,(z—a)+C,(z—a)’ +..+C, (z—a)" +...
ko‘rinishga ega bo‘lishi zarur va yetarlidir.

Misollar
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1. f(z)=2 ning hosilasi '(z) :—iz bo‘lib z =0 dan boshga har ganday z
Z z
nugta to‘g‘ri nugta z =0 esa maxsus nuqta.

2. f(z2)=—1_ funksiyaning maxsus nuqtalari i, i lardan iborat. Bulardan

22 +1

fargli har ganday z to‘g‘ri nugtadir.

3. L ning ajralgan maxsus nuqgtasi z=o dan iborat, chunki bu nuqgtada
y4

funksiya hosilaga ega bo‘lmay, uning har ganday 0<\z | <R atrofida hosila
mavjud.
4, % ning ajralgan maxsus nuqtasi z =—i dan iborat.
+

5, Sinz funksiya z = onugtaga aniq emas. z =0 bo‘lganda
z

sinz 1 . A A sinz
——=-sinz=1-—+—-—+.,  limf(z)=lim>—==1.
zZ 1 3 5 7 z>a 2>a 7

Demak z — o nugta % uchun qutilib bo‘ladigan maxsus nuqta ekan. Shu sababli
f(0)=1 deb gabul gilsak u holda f(z) funksiya z = o nuqtada analitik bo‘ladi.

f(z) funksiyaning ajralgan maxsus a nugtasi qutb bo‘lishi uchun f(z)
funksiyaning a nugtasi atrofida Loran gatori bosh gismi hadlarining soni chekli
bo‘lishi, ya’ni

f(z)= €. +...+&+C0 +C,(z—a)+C,(z—a) +..+C (z-a)" +...
(z-a) z-a

ko‘rinishga ega bo‘lishi zarur va yetarlidir.

f(z) funksiyaning ajralgan maxsus a nuqtasi muhim maxsus nugtadan iborat
bo‘lishi uchun shu funksiyaning a nuqgta atrofidagi Loran gatorining bosh gismi
cheksiz ko ‘p hadlarga ega bo‘lishi, ya’ni

f(z):nicn(z—a)"

ko‘rinishga ega bo‘lishi zarur va yetarlidir.
1

6. f(z)=e* funksiyaning ajralgan maxsus nuqtasi z —o ekanligi ayon.

= 1 1 1
e’ =1+—+ +...
z 272 niz"

yoyilmadan z =0 berilgan funksiyaning muhim maxsus nuqtasi ekanligi kelib
chigadi.

Muhim maxsus nugtaning har ganday kichik atrofida f(z) funksiyaning
giymatlari oldindan berilgan har ganday chekli yoki cheksiz songa istalgancha
yaginlashadi.

(z+1)z-2)

7. f(z)=

) (z+2) (2% +4)

funksiyaning qutblari aniglansin.
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Yechilishi: Berilgan funksiya kasr-ratsional funksiya. Shuning uchun kasrning
maxrajini nollari funksiyaning maxsus nugtalari bo‘ladi. z, =-2 uchinchi tartibli

nol, z, = 2i, z, =-2i oddiy nollar. Demak, shular f(z) funksiyaning qutblari bo‘lib,
z, =—2 uchinchi tartibli, golgan nollari oddiy qutblardir.

2

8. 1‘(z)=1 - Bufunksiya z - o nugtada aniglangan emas. Ma’lumki,
2 4 6 2 4 6
1_005221_[1_2_+2__2_ j__ z_
2 4 e 2 4 e
U holda: f(z)=— >

20 4 ¢
Bundan: lim f(z)=2.

Demak, z=0 nugta f(z) ning qutilib bo‘ladigan maxsus nugqtasidir. Agar
f(0)=2 deb gabul gilinsa, z =0 nuqtada berilgan funksiya analitik bo‘ladi.

Funksiyaning boshga maxsus nuqtalarini topish uchun kasrning maxrajini nolga
tenglashtiramiz: 1—cosz =0 YOKi cosz =1 bundan z =2k~ (k -butun son) nugtalar hosil
bo‘lib, berilgan funksiyaning ikkinchi tartibli qutblaridir, chunki z = 2k~ lar

2

.7
1 _1—mmz_23m§

f(z) 2° z

funksiyaning nollari.

Q. f(Z)ZeZZ_l bu funksiya z =0 nugtada anig emas, chunki f(O):%. Buni

aniglash uchun e” ni gatorga yoyamiz:

2 2
ez—1:(1+z+5—+")—1:z+£—+m, f&):————i———<
2! 2!

1+£+—7
21 3

Bundan im f(z)=1 ya’ni, z =0 qutilib bo‘ladigan maxsus nugta. Endi boshga

+...

maxsus nugtalarni ham e“-1=0 yoki e” =1 tenglikdan aniglaymiz. Bizga
ma’lumki e** =cos2kz +isin2kz =1, bunda k -butun son. Demak, z =2k~ nugtalar
berilgan funksiyaning oddiy qutblari.

Mustagqil yechish uchun misollar
Quyidagi funksiyalarining maxsus nugtalari va ularning turlari aniglansin:
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5.2 Funksiyalarning ajralgan maxsus nugta atrofidagi chegirmasi (qoldig*i)

Ma’lumki agar f(z) funksiya a nugtani oz ichiga oluvchi biror ¢ sohada
analitik bo‘lsa, u holda a nugtani o‘rab olgan ¢ ichida yotgan yopiq ' kontur
bo‘ylab olingan integral, Koshi teoremasiga muvofiq nolga teng bo‘ladi:

§f(z)dz:0.

r
a nugta f(z) ning ajralgan maxsus nuqtasi bo‘lganda shu integralning giymatini
topish talab etiladi. f(z) ni 0<|z—a|<R halgada Loran gatoriga yoyamiz:

£(2)=C, +C,(2-a)+C,(z-a)’ +..+C, (z-a)" 4.+ <L 42, o Co

z-a (z-af  (z-a)

Halga ichidagi a nugtani o‘rab oluvchi yopiq sillig A chizigni olamiz.
Yuqoridagi gator A chiziqda tekis yaginlashuvchi bo‘lgani uchun uni hadlab
integrallash mumkin. U holda

f(z _a)kdz _ {O, agar k=-1o0'lsa

. 27, agar k =-1 o'lsa

ekanini hisobga olsak
§ f(z)z = 27C , (5.1)

bo‘ladi
5-ta’rif. Agar f(z) funksiya 0<|z —a <R halgada analitik bo‘lsa, shu funksiyaning

ajralgan maxsus a nugtaga nisbatan chegirmasi (qoldig i) deb
1 if f(z )iz
274
integralning giymatiga aytiladi va
1
res f (a) = ﬂif f (2 )iz

r

ko‘rinishda yoziladi. (5.1) ga e’tibor bersak, C_, = i§ f(z)dz = res f (a)
I
ekanini ko‘ramiz.
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Shunday qilib f(z) funksiyaning ajralgan maxsus a nugtaga nisbatan
chegirmasi deb shu funksiyaning a atrofidagi Loran qgatori (z—a)™* hadining c 1
koeffitsiyentini gabul gilish mumkin ekan.

Agar a nuqta f(z) ning to‘g‘ri nuqtasi yoki qutulib bo‘ladigan maxsus
nugtasi bo‘lsa, u holda Loran qatorining bosh gismi bo‘lmaydi, ya’ni
C,=0,C,=0,..va

1
%i f(zpz=resf(a)=C, =0
bo‘ladi.
6-ta’rif. Cheksiz uzoglashgan z=o nuqtaning biror atrofida bir giymatli va

analitik bo‘lgan f(z) funksiyaning z=c ga nisbatan chegirmasi deb ziﬂiff(z)dz

integralga aytiladi, bunda I'™ yetarli darajada katta radiusga ega bo‘lgan aylana
bo‘lib uning yo‘nalishi soat milining yo‘nalishi bo‘yicha olinadi.

Koshi teoremasi. Agar f(z) funksiya " chiziq bilan chegaralangan G yopiq
sohaning ajralgan maxsus a,,a,,...,a, nugtalardan boshga hamma nugtalarida
analitik bo‘lsa, u holda f(z) funksiyadan I bo‘ylab olingan integralning giymati
I ichidagi barcha maxsus a, nugtalarga nisbatan funksiya chegirmalari
yig ‘indisining 2 ga ko‘paytirilganiga teng:

§ £ (z)z = Zmnzkzl:resf(an)

Bu teoremaga muvofiq f(z) funksiyadan yopiq T kontur bo‘ylab olingan

integralni hisoblash, T ichidagi ajralgan maxsus nugtalarga nisbatan barcha
chegirmalarni hisoblashga keltirildi.
1
%i f(z)dz = —res f (o)
ekanligini hisobga olib oxirgi tenglikni
resf (a,) + resf (a,) +... + resf (a, ) + res f (o0)=0
ko‘rinishda yozish mumkin.

5.3 Qutbga nisbatan funksiyaning chegirmasini topish

1. Agar a nugta f(z) funksiyaning oddiy qutbi bo‘lsa, a atrofida f(z) ning
Loran gatori

f(z)= zCla +C,+C(z—a)+C,(z—a) +...

ko‘rinishda bo‘lar edi. Buning ikki tomonini z—a ga ko paytirib limitga o‘tilsa,
lim[(z—a)f(z)]= Iim[Cfl +C,(z—a)+C,(z-a) + J: o
bo‘ladi. Bundan
resf(a)=C_, =lim[(z-a)f(z)] (5.2)
chegirmani hisoblash formulasiga ega bo‘lamiz.
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3

funksiya z = -2 oddiy qutbga ega bo‘lgani uchun

S |-eo
2. Agar a nugta f(z) funksiyaning k -tartibli qutbi bo‘Isa, uning bu nugtaga
nisbatan Loran gatori
C
f(z)=—= .
P
ko‘rinishda bo‘lib, C, koeffitsiyentni topmoqg uchun tenglikning ikki
tomonini (z—a)* ko‘paytirib (k—1) marta hosila olamiz:

32“[(2 a) t(2))= 2 = 9 [0 4ot € (2-2) 4Gy (2-a) +C,(2-a) " .= (k-1)1C, +Ki(z-a)-..

Masalan, f(z)=

resf( 2)=C. _Ilm{(z+2)

z—>-2

(z-a)+Cy(z-a) +...

Endi z—a dalimitga o‘tsak
k-1

C, =resf(a)= = L l (lim jz [(z—a)k f(z)] (5.3)

k-tartibli qutbga nisbatan chegirmani hisoblash formulasi kelib chigadi.

Misollar

1. f(z)=—— funksiyaning qutblariga nisbatan chegirmalari topilsin.

(22 +1)
Yechilishi: z, =i va z, =-i funksiyaning uchinchi tartibli qutblaridir. (5.2) ga
binoan:

rest (i) = 1nmd—z{(z—if%l=1|imd—22{(z—i)3(z_ifﬁ}:%lgg(Z+') )=

21 5 (72 ZZ-I-l)E 21 iz
6 -3
= —lim(-3)-4 ==
I = =

d? a1 3i

resf (- |)_ZILmldz{(z+|) m} N z-i) ] —.|ZILT] ~3)-4)z-i)" (—2|)5:E'

2. Ushbuzf dx (a-hagigiy son va a > 1) integral hisoblansin.
5 a+CoS X

Yechilishi: z=e" almashtirish olamiz. U holda x o dan 2r gacha

o‘zgarganda kompleks o‘zgaruvchi z birlik doira chizadi.

e¥+e™ 747zt 72241 dz
COS X = = = . dz=ie™dx, dx=—
2 2 21 iz

ekanligini hisobga olsak:

70



2r d de
= :—2
J‘a+cosx §a+ icfz +2az+1 i eres[z +2az+1j

2z

L funksiyaning maxsus nuqtalari z,, =-a++va”® -1 oddiy qutblar bo‘ladi.

72?2 +2az+1

a >1 bo‘lgani uchun bu qutblardan fagat z, = —a++/a* -1 birlik aylana ichida yotadi. Shu

nugtadagi chegirmani hisoblaymiz. (1) formulaga binoan:

resf(z)—llm(z Zl);—lim 1 = 1 = 1 __ 1

+2az+1 uz -7, 1,-1, _a+\/a2—1+a+\/a2—1 2\/a2—1

Demakj 24 L _ 2T
a+cosx | 2Ja?-1 +a’-1

Endi ayrim integrallarni chegirmalardan
foydalanib hisoblash usuli bilan tanishamiz.
f(z) funksiya hagigiy o‘qdan yugorida yotuvchi
chekli sondagi a,,a,,...,a, maxsus nugtalardan
tashgari barcha yugori yarim tekislikda va haqiqiy
o‘qda analitik funksiya bo‘lIsin. Shu bilan birga 12-chizma

cheksiz uzoglashgan nugta f(z) funksiya uchun kamida ikkichi tartibli nol bo‘lsin. U
holda:

Tf (x)dx = 27 ) resf (z) (5.4)

—o0

Hagigatan, koordinatalar boshini markaz qilib, yugori yarim tekislikda yetarli
katta R radiusli shunday c yarim aylana chizamizki, a,,a,,...,a, maxsus nugtalar
shu yarim aylana ichida yotsin. Natijada chegarasi ¢ dan va hagigiy o‘gini (-R,R)
kesmasidan tashkil topgan yarim doira hosil bo‘ladi (12-chizma).

Chegirmalar hagidagi asosiy teoremaga ko‘ra:

§ f(2)dz = Tf (x)dx +j f(z)dz = 27 resf (2).
lim | f(z)dz=0 (5.5)

R—o0

ekanini ko‘rsatamiz. f(z) funksiyani cheksiz uzoglashgan nugtaning atrofida
Loran gatoriga yoyamiz:

f(Z)— = % 0(2)
C

) CoC
zZ

Z2

+..

Funksiya z—>o da C, ga intiladi, ya’ni cheksiz uzoglashgan nugtaning atrofida
chegaralangan, jumladan s yarim aylanada ham chegaralangan; ya’ni |p(z)| < M

Demak
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lre(2) M _ Mz .
}[f(z)dz =% <F-7ZR—? va L@;i f(zdz=0
. R +00
lim j_R f (X)dx = j f (x)dx.
j cosXdX__jntegral hisoblansin.
ix +1ix +9 )

Yechilishi:

. €
| =R-27)_ resm
bundagi yig‘indi funksiyaning tekisligini yuqori yarmida yotgan qutblarga
nisbatan chegirmalari yig‘indisidir. Bu qutblar bir karrali z =i va z,=3i
nugtalardir.
(5.2) formulaga ko‘ra:

eiZ } i elZ e71 671

f(+i) = li —i)- =1 = BPTYE
rest (+1) Z'LT.{(Z I)m ZILTi](z+1)(22+9) 2i-8 16i

resf (3i) = lim| (z — 3i) e’ _ e e
23 (22 +1)z-3i)z+3i)| -8-6i  48i

1 1 /2 T
Demak, 27 resf(z)= n(g_ 24e3j - (362 -1).

e™dx COS X + i Sin X )
Shunday qilib, j o) J.(X2+1XX2+9)dX i T _(3e? -1).

Tenglikni har |kkala tomonidagi ifodalarning haqiqiy qismlarini tenglashtirib

+00

COS X T (a2
[@(x2 +1)x? +9)dx - 24¢° 3" -1)

ga ega bo‘lamiz.

Mustagqil yechish uchun misollar
Quyidagi funksiyalarning ajratilgan maxsus nugtaga hamda cheksiz
uzoglashgan nugtalarga nisbatan chegirmalari topilsin.

1. f(2)=

2. 1(2)-
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1
7. f(z)=cos——.
(2) cos——

Ko‘rsatma. Barcha maxsus nugtalar (cheksiz uzoglashgan nugtani ham qo‘shib
hisoblanganda) ga nisbatan chegirmalarning yig‘indisi nolga tengligidan foydalanilsin.

1,.1
8. —_ifsm—dz, bunda 7 -|z]=r aylana.
2ny 2

9. [— .
!(cosx+2)2

N d
10. I(xz +a2XXx2 +b2)(a>0,b >0).
11. T Sinztdt

b>0).
, a+bcost (3>b>0)

12. ][.ctg(x—a)dx (a=a+ip,p=0).

13.]” dx

,w(xz +1)3 '

14-J. x2dx

15.

16.

Nazorat savollari

Golomorf funksiyaga ta’rif bering.

e’,sinz, cosz funksiyalarini Teylor gatoriga yoying.
Funksiyaning nollarini ta’riflang.

Funksiyaning Loran gatori deb ganaga gatorga aytiladi?
Funksiya Loran gatoriga ganday gilib yoyiladi?

Loran gatorining koeffitsiyentlari ganday topiladi?

To‘g‘ri va maxsus nuqtalarga ta’rif bering.

Ajralgan maxsus nuqta deb ganaga nuqtaga aytiladi?

. Qutulib bo‘ladigan, qutb va muhim maxsus nugtalarga ta’rif bering.
10 Funksiya muhim maxsus nuqta atrofida o‘zini ganday tutadi?
11.Funksiyaning chegirmasi (qoldig‘i) deb nimaga aytiladi?
12.Qutulib bo‘ladigan maxsus nugtaga nisbatan chegirma nimaga teng?
13.Chegirmalar uchun Koshi teoremasini isbotlang.

14.0ddiy qutbga nisbatan chegirmani topish formulasini yozing.
15. k -tartibli qutbga nisbatan chegirmani topish formulasini yozing.

oCcoNOGh~wWDNOE
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