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So‘z boshi

Jahon ta'lim tizimida matematika fanidan ma'lum bir soha
(xususan ijtimoiy gumanitar, iqgtisod sohalari) talabalari uchun
maxsus darslik yaratish  yangilik emas. Bunday darsliklarning
0°ziga xosligi shundan iboratki:

Bir tomondan matematika — matematika ligicha qolib-
fundamental fan sifatida matematik tushunchalar, aksiomalar,
teoremalarning uzviy bog'lanishda mantigiy izchilligida gat’iy
bayon qilinishi zarur. Talabalarda mantiqiy, algoritmik, abstrakt
fikrlashlarning sintezi bo‘lgan-matematik fikrlashni shakllanti-
rishga xizmat gilishi kerak.

Ikkinchi tomondan konkret sohaning talab va ehtiyojlaridan
kelib chigib, uning o‘ziga xos jihatlarini aks ettirishi lozim.

Masalaning bu ikki tomoni ma'lum mutanosiblikda shunday
uyg'unlashuvi kerakki, natijada kurs ma'lum sohaning konkret
masalalarini yechishga retseptlar beruvchi qo‘llanma yoki tala-
balarda matematika fagat hisoblashlami (ikki nugta orasidagi ma-
sofani, determinantni, limitni, hosila yoki integralni hisoblashni)
o‘rganadigan fan degan tushunchani hosil gilmasligi kerak.
Mana shu printsipdan kelib chigib, ushbu darslikning birinchi
bobida umuman matematikaning o0°‘ziga ham yangi ta'rif ber-
ishga jur'at etdik.

Matematika tabiat hagidagi barcha bilimlarimizlli sistemaga
soluvchi, tabiat va jamiyatdagi jarayonlarning matematik mo-
dellarini o‘rganuvchi fandir.

Ushbu maxsus igtisodchilar uchun yozilgan - "Igtisodchilar
uchun matematika" kursida igtisodning nazariy va amaliy ma-
salalarini yechishga yetarli matematik apparat berildi. Mazkur
kursning ehtimollar nazariyasi va matematik statistika, chizigli
programmalash, ekonometrika, mohya va sug‘urta matematikasi,
makro va mikro igtisod va boshga fanlarga tayanch fan ekanligi
nazarda tutiladi.

Darslik ikki bo‘limdan iborat. 1-analitik geometriya va chi-
zigli algebra elementlari, 2-matematik tahlil. Birinchi bobda dast-
labki tushunchalar: Model, modellashtirish, to‘plam, funktsiya
tushunchasi va matematik belgilar (kvantoriar) keltirildi. Malum
tushuncha va isbotlar noan’‘anaviy tarzda yoritildi.



Ko‘p hollarda matematik tushunchalarning igtisodiy talgini
va tatbiglari berildi (mavjud darsliklarda asosan fizik-mexanik
talginlar va tatbiglar keltirilgan).

Masalan: /(/) - t vaqtda ishlab chigarilgan mahsulot hajmi
boMsa, -------- AT (f, t+ AY) oraliqdagi o‘rtacha ish sama-

radorligini aniglaydi.

Tushunarliki, bu holda xosila - f\t) -t vaqgtdagi ish sama-
radorligini ifodalaydi.

Aksincha korxonaning ish samarodorligi te (a,b)
funktsiya orgali ifodalansa, ravshanki ~F(t)dt- (a,b) oraliqda

a
korxonaning ishlab chigargan mahsuloti hajmini aniglaydi.

Kitob yoqorida keltirilgan jihatlari bilan hozir respublikam-
izda Oliy matematika fanida dars berishda foydalaniliyotgan ad-
abiyotlardan farg giladi.

Darslik igtisodning barcha yo'nalishlarda ta'lim olayotgan ta-
labalarning Matematikani magsadli o‘rganishni ta'minlash bilan
birga, uni o‘zlashtirishni onsonlashtiradi deb o‘ylaymiz.

Kitobga mualiflarning keyingi 7-8 yul davomida Toshkent
Davlat Igtisodiyot Universitetida, G.V.Plexanov nomli Rossiya .
igtisod akademiyasida «lgtisodchilar uchun matematika» fanidan
o‘gigan ma’ruzalari asos qilib olindi. Foydalanilgan adabiyotlar
har bir bobda keltiriladi.

Qoilanmaning ma’lum boblarini yoritishda 0‘z yordamlarini,
maslaxat, fikr, mulohazalarini bergan Oliy matematika kafedrasining
professor-o‘gituvchilari, Isamuhamedov S.S., Akbarova M., Asraqu-
lova D., G‘anihojaev R.N., Rozigov O’., G'ulomov A., Rahmatul-
laev O., Eshgobilov YU larga 0‘z minnadorchiligimizni bildiramiz.
Ma’ruza matnlarini komp'yuterda terish grafik, rasmlami chizishdek
mushkul ishni 0'z bo‘yniga olgan lobarantimiz Abdurahimova Mu-
hayyohonga alohida xurmatimizni bildiramiz.

Qo’llanma igtisodchilar uchun matematika fanidan o°’zbek
tilidagi dastlabki urinishlardan bo'lgani uchun xato va kamchilik-
lar, munozarali fikrlardan holi bo'lmasligi mumkin. 0 fjuvchi-
larning kitob yaxshilanishiga qaratilgan tanqidiy fikr mulohaza-
larni mamnuniyat bilan gabul gilamiz.
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1-bob. DASTLABK1ITUSHUNCHALAR

1.1 Modellashtirish tushunchasi va iqgtisodiy ob’ektlaming
matematik modellari

1.2. To*plam tushunchasi, to‘plamlar ustida amallar

1.3. Akslantirish, funksiya va ketma-ketlik tushunchalari

1.4. Elementar funksiyalar va funksiyalarni

klassifikatsiyalash

1.5. Igtisodda uchraydigan funksiyalar

1.1 Modellashtirish tushunchasi va iqtisodiy ob'ektlarning
matematik modellari

Matematikaning astronomiya, mexanika, fizika kabi
fanlarga tatbiglari gadimdan ma'lum.

XX asming 40 vyillarida elektron  hisoblash
mashinalarining kashf qilinishi, ayniqgsa, axborot
texnologiyalarining keyingi taraqgiyoti, bir tomondan matematik
usullarning imkoniyatini oshirgan bo‘lsa, ikkinchi tomondan
uning tatbiglari doirasi keskin kengayishiga olib keldi.

Hozir matematika qo‘llanilmaydigan biror sohaga misol
keltirish giyin. U tobora ko‘p fanlarning nazariy va tatbigiy
izlanishlarida universal qurolga aylanib bormoqgda. Hozir
matematika deganda tabiat hagidagi  barcha bilimlarimizni
sistemaga soluvchi, tabiat va jamiyatdagi real jarayonlaming
matematik modellarini o'rganuvchi fan tushuniladi.

Dastlab, nima uchun modellar kerak degan savolga javob
berishga harakat gilamiz. “Model” tushunchasining 0‘zi nimadan
iborat ekanligini aniglashtirishimiz lozim bo'ladi. Sababi, bu
tushunchaga turli ma'nolar berish mumkin. Awalam  bor
misollarga murojaat qilamiz

Oqg qora televizordagi biron bir narsaning tasvirini o‘sha
narsaning modeli deb garash mumkin. Bu modelda, masalan
o‘sha narsaning real rangi e'tiborga olinmaydi. Agar shu
narsaning rangli televizordagi tasvirini olsak, bu ham o‘sha
narsaning modelidan iborat bo‘lib, bu model awalgisidan
reallikka ancha yagin bo'ladi Bu misol shuni ko‘rsatadiki, agar
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biz biron-bir narsaning modelini ko‘rmoqchi bo‘lsak, tabiiy
ravishda garatayotgan narsaning ayrim xususiyatlari modelda o‘z
ifodasini topmaydi.

Turli igtisodiy - matematik modellami yaratish, ularni
o‘rganish, tahlil qilish va xulosa chigarish mana shu model
ifodalovchi real iqgtisodiy borlig ustida izlanishlar  qgilish,
tajribalar o'tkazish, tahlil gilish va xulosa chiqgarish ko‘p hollarda
juda gimmatga tushsa, ayrim hollarda mumkin ham boMmaydi.
Hayot tajribasi shuni ko'rsatadiki, igtisodiyotda, avvaldan uning
modelini tahlil qilish va xulosalar chigarmasdan, to‘g‘ridan-
to‘g‘ri igtisodiyoming o°‘zida shunday tajribalar o‘tkazish,
keraksiz xarajatlar va salbiy holatlarga olib kelar ekan.

Qaralayotgan masalaning mohiyatiga ko‘ra modellar turli
magsadlami ko‘zlab yaratilishi mumkin. Shunga ko ‘ra modelning
ko'rinishi ham turli bo’ladi. Masalan, agar shahar tumanining
bosh rejasi garalayotgan bo'lsa, tabiiy ravishda bu reja chizmada
yoki maket shaklida ifoda qilinishi mumkin. Maket ko‘rinishda
bo‘lgan modelda biz real holatda gila olmaydigan harakatlarni
bajara olamiz. Masalan, maketda tasvirlangan ayrim narsalami,
aytaylik biron-bir binoni, bir joydan ikkinchi joyga osonlikcha
go‘yishimiz mumkin, shu bilan biz eng qulay variantlarnrtanlash
imkoniga ega bo‘lamiz.

.. . gf2 . .

Fizikadagi S =-— formula yuqoridan pastga erkin
tushayotgan jismning bosib o‘tgan yo‘li bilan vagtni bog‘laydi,
bu yerda, g erkin tushayotgan jismning joyga bog‘liq boMgan
tezlanishidir. Mana shu formula garalayotgan model tenglama
orqgali ifoda etilganini ko‘rsatib turibdi. Misollardan ko'rinib
turibdiki, model o‘zi aks ettirgan narsa to‘g‘risida yangi
ma'lumotlarni olish yoki o'sha narsa tolg‘risida keyinchalik tiklab
bo‘Imaydigan ayrim ma’lumotlarni saglab golishga ham xizmat
gilishi mumkin ekan.

0 ‘rganilayotgan narsalarni modellashtirish bilan jarayon
tugamaydi. Balki, model ko‘rilib, uning yordamida ayrim
natijalar olinib, bu natijalarni reallik bilan solishtirish ham lozim
bo‘ladi. Agar bu solishtirishlar natijalari qonigarli bo'Imas ekan,
u holda modelga ba'zi-bir o'zgarishlar kiritishga yoki umuman
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yangi model ko‘rishga ham to‘g‘ri kelishi mumkin. Agar bu
solishtirishlar yaxshi natijalarga olib kelsa, ya'ni reallik bilan
yetarlicha ustma-ust tushsa, u holda mana shu ustma-ust
tushishlik chegaralari aniglanishi kerak bo'ladi.

Endi model tushunchasiga ta'rif beramiz.

Ta'rif. Biz o‘rganmoqchi bo‘lgan borlig ob'ektning yoki
hayoliy narsaning eng muhim xususiyatlarini ifoda giluvchi,
uning muhim parametrlarini o‘zida mujassam gilgan material
yoki ideal qurilmaga model deyiladi.

Modellar, ta'rifda aytilgandek material va ideal qurilma
ko‘rinishida bo'lishi mumkin ekan. Material modellar sifatida
foto surat, televedinie ekranidagi tasvir, bino maketi va shunga
o‘xshash misollami ko‘rsatish mumkin. Ideal modellar esa asosan
belgilar, matematik ifodalar yordamida mana shu belgilar,
matematik ifodalar esa real narsalar orasidagi munosabatlarni,
tenglamalar, tensizliklar, grafiklar, kompyuter uchun dasturlar va
boshqalar asosida tasvirlaydi.

Matematik modellar ideal modellar sirasiga kiradi. Bu
modellar odatda matematik belgilar, sonlar, funksiyalar,
tenglamalar, grafiklar va hakazolar yordamida ko ‘riladi.

Igtisodiy ob'ektlaming matematik modellari tenglamalar,
tengsizliklar, mantigiy bog‘lanishlar, grafiklar, graflar va
hokazolar yordamida ifodalanadi, ya'ni tasvirlanadi. Bu tasvir
tarkibiga o'rganilayotgan narsaning tashkii etuvchi elementlari
orasidagi bog'lanishlar ham kirishi kerak bo‘ladi. Bu degan so‘z,
model  qaralayotgan iqgtisodiy ob'ektning shartli bir tasviri
ekanligini bildiradi. Modelni o‘rganish ob'ekt to‘g‘risida yangi
ma'lumotlarni olish va turli holatlarda ularga mos keluvchi eng
yaxshi (optimal) yechimlar topishga imkon beradi.

Turli igtisodiy jarayonlami o‘rganish uchun iqtisodchilar
soddalashtirilgan, formallashtirilgan iqtisodiy = modellardan
foydalanadilar. Igtisodiy modellarga misol sifatida talab va taklif
modeli, firma modeli, Leontev mou:li, igtisodiy o‘sish modeli,
tovar moliya bozorlaridagi muvozanat holatining modeli va
boshgalami keltirish mumkin. Model tuzishda
modellashtirilayotgan ob'ektdagi jarayonlami belgilovchi muhim
faktorlar olinib, muhim boMmaganlari esa model tarkibiga
kiritilmaydi.
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Igtisodiy modellami ko‘rishda quyidagilarga rioya qilish
talab gilinadi.

1) izlanishning predmeti va magsadi bayon gilinadi;

2) garalayotgan igtisodiy  ob'ektdagi tarkibiy va
funktsional elementlardan ko‘zlanayotgan magsadga javob
beruvchilari ajratib olinib, shu elementlaming eng muhim sifat
ko'rsatkichlan bayon etiladi;

3) model elementlari orasidagi bog‘lanishlar ma’no
jihatdanso‘z bilan ifoda
gilinib beriladi;

4) igtisodiy ~ ob'ektning ko‘rsatkichlarini belgilar
yordamida ifodalab, ular orasidagi bog‘lanishlami imkoni boricha
formallashtirish kerak bo‘ladi. Natijada garalayotgan iqtisodiy
ob'ektning matematik modeli tuziladi, hosil bo‘ladi;

5) yaratilgan matematik model yordamida hisob-kitoblar
olib borilib, olingan natijalar tahlil gilinadi

Shuni ta'kidlash lozimki, matematik modelning tarkibiy
tuzilishi bilan shu model ifodalovchi igtisodiy ob'ektlar turli
ma'noni kasb etishi mumkin.

Masalan:

formula orgali ko‘rilgan matematik modelni turli ma'noda
igtisodiy talgin etish mumkin. Aytaylik, masalan, bankning yillik
foizi stavka 20% bo‘lsa (p = 20), bir yildan so‘ng 12000 so‘m

olish uchun (* =12000) bankka necha so‘m (X0=7?) qo‘yish

lozim, degan masala yuqgoridagi formula yordamida yechiladi.
Shuningdek, quyidagi masalada ya'ni, texnik yangilanishlar
natijasida zavod bir yildagi o‘rtacha ish unumdorligi 20 % ga
(p =20) ortgan bo‘lib, yil oxirida 12000 dona (X =12000)
mahsulot ishlab chigarilgan bo‘lsa, texnik yangilanishdan awal
zavodning ishlab chigarish hajmi (x()= ?) qancha bo‘lgan,
degan masala ham shu formula orgali ifodalanadi.

Igtisodiy  modeller qaralayotgan iqgtisodiy  ob'ekt
faoliyatidagi muhim o‘rin tutadigan tarkibiy gismlarni

aniglashga va shular asosida ushbu ob'ektning kelajak
7



Faoliyatidagi o°‘zgarishlarni, ayrim parametriar o0'zgarishiga
bog'lig ravishda oldindan bashorat gilish imkonini beradi.
Modelda parametriar orasidagi bog‘ligliklarni H iqdoriy jihatdan
baholash mumkin bo‘lgani uchun, bashoratni yetarlicha aniglikda
va yetarlicha ishonch darajasida bajarish mumkin bo*ladi.

Har bir igtisodiy ob'ekt uchun, uning kel jusidagi holatini
bashorat gilish mana shu ob'ekt uchun avvalanbor eng yaxshi
natijalarga erishish, har xil salbiy holatlarni jhetlab o‘tishga
xizmat qilishi kerak bo‘ladi, xususan, davlat miqyosidagi
igtisodiy siyosat ham ana shunday bashoratkr asosida olib
boriladi. Shuning uchun ham ular toMig bo‘la olmaydi. Shu
sababli igtisodiy modellarning amaliyotdagi tadbiglari to‘la
amalda oshmasligi ham mumkin.

Shuni ta'kidlash lozimki, har ganday iqtisodiy model,
ma'lum ma'noda ideallashtirilgandir. Bu modellarni ko‘rishda
modellashtirilayotgan iqtisodiy ob'ekt faoliyatidai o‘rin egallagan
faktorlar ichidan, masalan, mohiyatiga monand eng muhimlari
ajratib olinib, golganlari esa etiborga olinmaydi.

Modellar turlari

Igtisodiyotda foydalaniladigan matematik modellarni
gator xususiyatlariga ko‘ra bir necha turlarga a ratish mumkin.
Masalan, makro va mikro-igtisodiy modellar, nazariy va amaliyot
modellari, optimallashtirish va muvozanat modellari, turg‘un
(statik) va harakat (dinamik) modellar, notasodifiy (diterministik)
va tasodifiy (stoxastik) modellarni ko‘rsatish munkin.

Makroigtisodiy modellar igtisodni bir-bitunlikda garab,
yirik moddiy va moliyaviy ko ‘rsatkichlar orasidagi bog‘ligliklami
0‘zida mujassam etadi. YAMD (yalpi milliy daromad), ehtiyoj
investitsiyalari, ish bilan ta'minlanganlik, fbiz stavkalari,
muomaladagi  pul migdori va boshga virik faktorlar
makroiqgtisodiy modelda hisobga ohnadi.

Mikroigtisodiy modellar igtisodiyotnin,; tarkibiy va
harakatdagi qismlari uchun yoki uning ma'lum bir shunday
bo‘lagiga bozor igtisodi sharoitidagi o‘rni va holatini o‘rganish
uchun ko‘riladi Iqtisodiy tarmoglaming turli-tpmanliligi, ular



orasidagi bogianishlar turining xilma-xilligi, mikroigtisodiy
modellashtirish  igtisodiy-matematik  nazariyaning  asosiy
bo‘lagini tashkil etadi.

Nazariy modellar igtisodiyotning umumiy xususiyadari va
tarkibiy gismlari orasidagi bogManishlar to‘g‘risidagi hulosalarni,
awaldan gabul gilingan yoki beriladigan formal holatlardan
keltirib chigarish uchun ko‘riladi.

Amaliyot modellari muayyan iqtisodiy ob'ekt faoliyatidagi
gatnashayotgan parametrlar orasidagi bog'lanishlar ko‘rinishini
berib, shu bog‘lanishlar yordamida ma'lum amaliy yechimlarni
gabul qilishni tavsiya etish uchun ko‘riladi. Amaliyot
modellariga, awalambor ekonometrik modellar kiradi. Bunday
modellar iqtisodiy o'zgaruvchilaming miqgdoriy giymatlaridan
statistik xulosalar chigarishda foydalaniladi.

Muvozanat modellari iqgtisodning unga ta'sir etuvchi
barcha kuchlarning teng ta'sir etuvchisi noldan iborat boMgan
holati uchun ko‘riladi

Statik modellar iqgtisodiy ob'ektning muayyan vaqtdagi
yoki davrdagi holati uchun ko‘riladi.

Dinamik modellar ob'ektning iqtisodiy holatini  vaqt
davomida  o‘zgarishini  ifodalashda ko‘riladi.  Dinamik
modellarda, odatda differentsial va ayirma tenglamalari,
variatsion hisoblardan foydalaniladi.

Notasodifiy modellarda, o'zgaruvchilar orasida qafiy
bog'lanishlar bor deb garaladi. Tasodifiy modellarda iqgtisodiy
ob'ekt faoliyatida tasodifiy. holatlarni hisobga olgan holda
ko'rilib, ehtimollar nazariyasi va matematik statistika uslublari
goMlaniladi.

Keyingi  boblarda oliy matematikaning asosiy
tushunchalari beriladi va bir gancha  iqtisodiy-matematik
modellar ko'riladi.

1.2. To*plam tushunchasi, to*piamlar ustida amallar

Biz biron bir narsalarning majmuasini o‘rganar ekanmiz,
ulami atrofdagi boshga narsalardan farglab, ajratib garaymiz.
Mana shu farglashni garalayotgan narsalar uchun ma'lum shartlar
o‘rinli bo'lishligi orgali bera olamiz. P -farglashni aniglaydigan



shart deb, x-narsa uchun P-shart o'rinli ekanligini P(x) shaklda
ifoda etsa, {x:/Xx)} yozuv orgali P shartni ganoatlantiruvchi
barcha narsalar majmuasini belgilaymiz. Mana shu majmua
{x:P(x)} - to‘plam, wuni tashkil etuvchi narsalar uning
elementlari deb ataladi.

Masalan, P-"aralayotgan sonning natural son ekanligini
anglatsa, u holda{x:P(x)}- barcha natural sonlar to'plamidan
iborat bo'ladi. Yana boshga misol, agar P- <yaralayotgan
uchburchak teng yonli uchburchak ekanligini anglatsa, u holda
(x:P(x)} - barcha teng yonli uchburchaklar to‘plamidan iborat
boladi.

To'plam turli ko‘rinishlarda beriladi. To‘plamni uni
tashkil etuvchi elementlarini ko'rsatib o‘tish orgali berish
mumkin. Masalan, P- garalayotgan natural sonning 9 dan katta
emasligini  anglatsa, u holda- {x:P(xX)} to‘plamni
{1;2;3;4;5;6;7;8;9} ko‘rinishda berish mumkin.

To‘plamni geometrik shakl ko‘rinishda ham berish
mumkin. Masalan, P- tekislikdagi nugta koordinata boshidan 1
ga teng masofada yotishini anglatsa, u holda {x :P(x)}- to‘plamni
tekislikdagi markazi koordinata boshida, radiusi 1 ga teng aylana
shaklida ifoda eta olamiz, ya'ni

To*plamlar ko‘pincha lotin alifbosining katta harflari A,
B, C,..., ulami tashkil etuvchi elementlar esa kichik harflar bilan
a, b, ¢ ..., belgilanadi.
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XA to'plamining elementi ekanligini x e A shaklda, x A

to‘plamning elementi emasligini esa xg A kabi ifoda etiladi.
xe A yozuvni «x A ga tegishli», «x A da yotadi», yoki «x A
ning elementi» deb o‘gish mumkin.

Yuqoridagi go'shtimoq ichidagi jumlalarga «emas»
iborasini qo‘shib x&A yozuvini o‘gishimiz mumkin. xeA va
A3 x yoki xgA va Afx yozuvlar bir xil ma'nodagi yozuvlar
deb garaladi.

Ayrim to‘plamlar uchun maxsus belgilar Kiritilgan.

Masalan: {N =n:n - natural son},2 - \m :m - butun son},
Q ={p. p - ratsional sonj, R ~[x.x- hagigiy son}, yani N -
natural sonlar to‘plami, Z -butun sonlar to‘plami, Q - ratsional
sonlar to‘plami, R - haqigiy sonlar to‘plami ekan. Barcha hagigiy
sonlar to‘plami R ni (-x,+co ) shaklda ham ifoda etish gabul
gilingan.

Ayrim hollarda garalayotgan to‘plamning bironta ham
elementi bo‘lmasligi mumkin, bunday to'plam bo'sh to'plam deb
nomlanib, uning uchun maxsus belgi-0 ishlatiladi. Masalan:
{ x: xgR vax2+1-0 }-0 bo‘sh to‘plamdir, chunki har ganday
haqigiy x son uchunx2+ 1> 1, ya'nix2+ 1®0 bo‘ladi.

Shuni ta'kidlash lozimki, to‘plamda teng elementlar
bo'Imaydi, ya'ni to'plamni tashkil etuvchi elementlar turlicha
bo‘lishi kerak.

Matematikada ayrim ko‘p uchraydigan iboralar uchun
gisqacha mantiqiy belgilar kiritilgan. Shulardan ayrimlarini
keltirib o‘tamiz:

«3»- mavjudlik kvantori deb ataladi, bu belgi biron
shartni ganoatlantiruvchi narsaning mavjudligini anglatadi.
Masalan:

«3 beB» yozuv «B to'plamning shunday b elementi
mavjudki» degan ma'noni anglatadi.

«V»- ixtiyoriylik kvantori deb ataladi. Bu belgi
«istalgan», «barcha», «har hin>, «ixtiyoriy»- iboralar ma'nosini
anglatadi. Masalan, «VaeA» uchun yozuv «A to‘plamining
istalgan a elementi uchun» degan ma'noni anglatadi.

n



«=>» - mantiqiy belgi «kelib chigadi» iborasi ma'nosini
anglatadi. Masalan, «n istalgan natural son bo*Isa, u holda bu son
butun son bo*ladi» degan jumlani qgisqacha quyidagicha
yozishimiz mumkin « V' n eN=>ne Z».

«<=»- mantiqiy belgi «fagat va fagat shu holdaki»,
«zarur va yetarli» ma'nosini anglatadi. Masalan, «r sonning
ratsional boiishligi uchun uni, butun sonning natural songa
nisbati shaklida ifoda etilishi mumkinligi zarur va yetarlidir» yoki
«r son fagat va fagat shu holda ratsional son bo'ladiki, agar uni
butun sonning natural songa nisbati shaklida ifodalash mumkin
bo'lsa» degan jumlani quyidagicha ifoda gila olamiz

I-ta’rif. Agar A- to'plamning har bir elementi B-
to‘plamning ham elementi, ya'ni \/ae A =8B bo‘lsa, u holda
A to'plam B to'plamning gismi (yoki A to'plam B to‘plamining
to'plam ostisi), deyilib, bu holat A c B yoki B 3 A shaklda ifoda
etiladi.

Masalan, N ¢ Z ¢ Q cR munosabatlar o'rinlidir.

Shuni ta'kidlash lozimki, AcB munosabat o'rinli
ekanligini ko‘rsatish uchun A ning har bir elementi B ga tegishli
ekanligini ko'rsatish orqali bajarishdan fargli, boshgacha usul
ham mavjud. Bu usul quyidagi teorema orqali beriladi.

1-teorema. Agar B to‘plamga tegishli bo'lmagan har
ganday element A to‘plamga ham tegishli boMmasa, u holda A
to‘plam B to‘plamning gismi bo'ladi.

Isbot. Hagigatan ham, agar A to'plam B ning qismi
bo'lmasa, A da shunday xeA element mavjud bo'lar ediki, bu
element B ga tegishli bo'Imas edi, ya'ni xtB U holda teorema
shartiga ko'ra x&A bo'lishi kerak. Bu esa garama- garshilikdir.
Demak A cB bo'lar ekan.

Bu teoremadan bo‘sh to'plam har ganday to'plamning
gismi ekanligi kelib chigadi, ya'ni istalgan B to'plam uchun
0 cB bo'ladi.



2-ta’rif. Agar AcB va B e A munosabatlar o‘rin!i bo‘lsa,
Ato‘plam B to'plamga teng deyilib, A=B shaklda ifoda etiladi.

Masalan, {x: xe R, x2-1 =o}= {-1; I}.

Ta'rifdan elementlari bir xil bo'lgan to'plamlar o'zaro
teng bo‘lishi kelib chigadi.

3-ta’rif. A ga yoki B ga tegishli elementlardan tashkil
topgan to'plam shu to‘plamlarning yig‘indisi deyilib, AuB
shaklda ifoda etiladi, ya'ni

AuB ={x:xsA yoki xe /?}.

4-ta'rif. Bir paytda A ga va B ga tegishli elementlardan
tashkil topgan to‘plam shu to'plamlaming kesishmasi
(ko‘paytmasi) deyilib A n B shaklda ifoda etiladi, ya'ni

A B={x;xeAva xe 27}

5-ta’rif. A to'plamning B to'plamga tegishli bo'lmagan
elementlaridan tashkil topgan to'plam, A va B to'plamlar
ayirmasi  (yoki B to'plamning A to'plamgacha) bo'lgan
to'ldiruvchisi deyilib, A\ B shaklda ifoda etiladi, ya'ni

A\B - {x:xe Ava xeB}.

6-ta'rif. A to'plamning B ga kirmagan yoki B to'plamning
A ga kirmagan elementlaridan tashkil topgan to'plam A va B
to'plamlarning simmetrik  ayirmasi deyilib, AAB shaklda
belgilanadi, ya'ni

AbB ={A\b)u{B\A).

Yuqorida Kiritilgan to'plamlar ustidagi amallar uchun
quyidagi xossalar o ‘rinli bo'ladi:

1. AuB=BUuA
AnB=Bn A
(Av B)v C=Av {BkjC)
(AnB)nC=An{BnC)
(Mn5)nC=("nCM5nC)1

(L#)nC =(/1nC)\(iinC)

N o g bk wbd

(AAB)n C =(An C)n(Bn C)



Bu xossalarning isbotlari bir-biriga o‘xshash bo‘lgani
uchun ulardan birini, masalan, 5 -xossa isbotini keltiramiz.
Demak,
(AvB)nC =(*0oC)u(idJnC)
tenglik o‘rinli ekanligini isbot gilamiz. 2-ta'rif bo‘yicha bu
to*plamlar ustma-ust tushishini tekshiramiz:
va xeC=>(xe A va xeC ) yoki

(xe B va
xeC )"xe(Ar<)<”BriC)"(Au]$riCcz(AriC)'u(Bris, (1)
0z navbatida
jre(i4nC w(Sr\C)=>xe”nC yoki xeBnC=>(xeA yoki xeB)
va xeC =>xe(AuB)nC =>{Ar)C)M{BnC)c:{AnB)r\C. (2)
(1) va (2) munosabatlardan 2- ta'rifga ko‘ra
{AvV)n$={A nS)u (KnS)
tenglik kelib chigadi.
Qolgan xossalar ishotini o‘quvchilarga mashqg sifatida

tavsiya etamiz.
To‘plamlar ustida Kiritilgan amallarni geometrik shakl

ko‘rinishida ifoda etaylik. Quyidagi chizmalarda shtrixlangan
gismlar garalayotgan to'plamlar ustidagi amalga mos keladi.

AvB



Agar qaralayotgan masala mohiyatidan kelib chigib,
yuzaga keladigan barcha to'plamlar biron-bir (J to'plamning

gismi ekanligi ma’llum bo‘lsa, U to'plam universal to'plam
deyiladi. Bu holda, JTc (J uchun U\A =A deb belgilanib, A
to'plam A  to'plamning to'ldiruvchisi  (Uto'plamgacha
to'ldiruvchisi) deyiladi.

Masalan, biz fagat haqgigiy sonlar bilan ish ko'radigan
bo'lsak, u holda R to'plamni universal to'plam sifatida
garashimiz mumkin.

Berilgan U universal to'plam uchun quyidagilar o'rinli
bo'ladi:

1. AvO =A, Ad0 =0;

AuArU, AnA=0;

0 =U, 0=0;

A\jA-A AnA-~A;

/4uU =U, An\J =A\
AKJj{Ar\B)= A, An(A<uB)=A;

7. (AvB)=AnB,(AnB)=AVB.

Bu tengliklar isbotini o'quvchiga havola gilamiz.

Universal to'plam sifatida hagigiy sonlar to'plami R ni
olsak, uning gismi bo'lgan Ac A to'plam sonli to'plam
deyiladi. a,b hagigiy sonlar uchun quyidagi to'plamlami
Kiritaylik:

[a>]= {x:xgR, aintx <b }segment, (yopiq oraliq)

{a,b\= {x:x €R, a <x<b}- yarim ochiq oraliq

o g A W N

\a,b) = {x:x e R, a<,x <b) -yarim ochiq oraliq
(a,b) = {x:x e R, a<x<b) - interval (ochiq oraliq)
(-oo0,a]={x:xe/{, x"a}

(-o0,a)={ x:xei?, x<a}

[a,-HO)={x:xe[ x>a }

(a,ta0)= fm.x e R, x >a}
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(-octa0)={x:xeR }

Yuqgorida keltirilgan  to'plamlardan  fargli  boshqa
to'plamlarni hosil qgilishda, to'plamlar ustidagi kiritilgan
amallardan  tashqgari yana bir amal, to‘plamlarning dekart
ko'paytmasini kiritamiz.

1.3. Akslantirish, funksiya va ketma-ketlik
tushunchalari

7-ta’rif. A va B to'plamlaming dekart ko'paytmasi deb
shunday to‘plamga aytiladiki, uning elementiari tartiblangan
juftliklardan iborat bo‘lib, bu juftliklaming birinchi elementi A
to‘plamdan, ikkinchilari B to'plamdan olingan bo'ladi. Dekart
ko'paytma Ax B shaklda ifoda etiladi, ya'ni

AxB =|a;i):oe A, be B }
Shuni ta'kidlash lozimki, agar A B bo‘lsa, AxB ®BxA
bo'ladi.

Xuddi shunga o'xshash AlyA2.....An n ta to'plamning
dekart ko'paytmasi  A,x, A2, ...x An to'plamni aniqlashimiz
mumkin:

AX, A2, ... xAn= {(ai, ar.. an ):a,eA, ,

I=12...w }

8- ta’rif. Faraz qgilaylik / a Ax B. Agar (a,b)ef va
(a,c)e/ ekanligidan b=c tenglik kelib chigsa, u holda /-
akslantirish deyiladi.

(a,b)e f ekanligini f{a)=Db -ko'rinishida ham ifoda
etish mumkin. Ax B 3 / akslantirishning aniglanish sohasi deb
quyidagi to'plamga aytiladi:

D (f)=\a:ae A, 3beB,(a,b)e f}

AxB”>f akslantirishning o'zgarish (giymatlar) sohasi -
E{j) deb, quyidagi to‘plamga aytiladi:

Ushbu
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E{/)={:beJ?3ae Afab)<=/}= [/(a): a € £>(/)}
to'plam, / -akslantirishning o'zgarishi, qgiymatlar sohasi deb
yuritiladi.

Agar / - akslantirish uchun D{f)=A bo'lsa, u holda
[ A to‘plamni B to'plamga akslantiradi deyiladi, bu holat
f :A-* B ko‘rinishda ifoda etiladi.

Agar f :A->B akslantirish uchun E{/)=B bo‘lsa,
bunday akslantirish ustiga akslantirish deyiladi.

Agar f(a)=b va f{c) =b tengliklardan, a -c¢ tenglik
kelib chigsa, / - akslantirish o‘zaro bir giymatli akslantirish
deyiladi.

Agar / :A -* B akslantirish o‘zaro bir giymatli ustiga
akslantirish bo‘lsa, bunday akslantirish ekvivalentlik munosabati
deyiladi. Bu holda A va B to'plamlar ekvivalent yoki teng
quwatli to‘plamlar deyilib, A=B shaklda ifoda etiladi.

9- ta'rif. Agar / ¢ RxR bo‘lsa, u holda / -akslantirish
funksiya deyiladi.

(x,y) e/ bo'lganda, y =f(x) ko‘rinishda yozilib, x-
erkli o‘zgaruvchi yoki argument, y -bog'ligli olzgaruvchi yoki
funksiya deyiladi.

Demak, funksiya deb, aniglanish va o°‘zgarish sohalari
sonli to'plamlardan iborat bo‘lgan akslantirishga aytilar ekan.

Funksiyaga odatda quyidagicha ta'rif ham beriladi:

X va Y hagigay sonlar to‘plamlari boMsin. Agar X
to‘plamdagi har bir x songa bifor /-qoidayoki gonunga ko‘ra
Y to'plamdagi bitta y son mos go'yilgan bo'lsa, X
to‘plamda funksiya berilgan deb ataladi va y =/(x) kabi

belgilanadi. Demak funksiya ikki to'plam orasidagi moslikni
ifodalaydi.

Bu yerda, X to'plam funksiyaning aniqglanish sohasi, Y
esa o0'zgarish sohasi deyiladi.

»

TDIU
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Bu ta'rifning yugoridagi O-ta'rifga teng kuchli
(ekvivalent) ekanligi, / = {(x,/(x)):xe X) tenglikdan bevosita
kelib chiqgadi.

Funksiyaning berilish usullari turlicha bo‘lib, ular
quyidagilardan iborat:

1 Agar j-bogMigli o‘zgaruvchi bilan x-erkli o'zgaruvchi
orasidagi bog'lanish formula orqali ifodalansa, u holda, funksiya
analitik usulda, yani y =f(x) tenglik ko'rinishida, berilgan
deyiladi,

Masalan, / =|(x,x2 ): xei? } funksiyani y =x2 ya'ni
f(x) = x2 formula orgali berish mumkin.

10-ta'rif. Analitik usulda berilgan 7 =/(x) funksiyaning
aniglash soxasi deb, x argumentning shunday giymatlar to'plami
D(f) ga aytiladiki, bunda har bir xe D(f) uchun y ning
giymati chekli va hagigiy son bo‘lishi lozim.

£*(/) = {* “f(x)~ chekli va haqgiqiy}={x:/(x)e /?}.

Masalan, f(x)=~j= funksiya uchun
VX

D(f) =(0,+o0)bo'ladi, chunki x<0 bo'lsa n/x- hagigiy son
bo‘lmaydi va x=0 bo'Isa.4/: chekli son bo'Imaydi.
nix

2. Funksiyaning jadval ko‘rinishda berilishi.
Masalan, / = {(0,1},(1,3);(2;-5) } funksiya berilgan bo‘lsa, uni
quyidagi jadval shaklida berish mumkin.

0 1 2

X
/W 1 3 s

3. Funksiyaning grafik usulda berilishi. Bu holda
f ={x>f(xj) xeD(f)} to'plam tekislikdagi, dekart
koordinatalar sistemasida (x,/(x)) nugtalarni belgilash natijasida

hosil bo'lgan to'plam shaklida beriladi. Bu to'plam funksiya
grafigi deyiladi.
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Masalan, f(x) - x2 funksiyani grafik usulda bersak, u
guyidagicha bo'ladi:

4. Funksiyani biror gonun yoki goida yordamida bayon

gilish bilan ifodalash. Masalan, Dirixle funksiyasi deb
nomlanuvchi funksiya quyidagicha beriladi:
fl, agar x ratsional son bo'lsa

\o,agar x irratsional son bo'lsa

11-ta'rif. Agar barcha x € D{f) uchun /(-x)=/(x)
(/(-x)= -/(x)) tenglik o‘rinli bo'lsa, u holda /- funksiya juft
(tog) funksiya deyiladi.

Masalan, /(x)=x2 -juft funksiya, /(x)=x3- toq
funksiya bo'ladi.

Funksiya toq ham, juft ham bo'lmasligi mumkin:

Masalan: /(x) =|x| +sinx, y = 1+X;
12-ta’rif. Agar BM>0 bo'lsaki VxgX  uchun
[/(x)|sM tengsizlik o'rinli bo'lsa, u holda /-fugjcsiya

D (f)3 X to'plamda chegaralangan funksiya deyiladi.
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13-ta’rif. Agar shunday musbat T son tnavjud boMsaki,
VxeD (/) uchun x+=TeD(j) bo'llib, f{xxt) =f(x) tenglik
o‘rinli boMsa, bunday funksiyaga davriy funksiya deyiladi.
Bunday T >0 sonlarning eng kichigi /(x) funksiyaning davri
deyiladi.

Masalan, /(x) =sinx funksiyasi chegaralangan, davri
T =2it Dbo'lgan davriy funksiyadir, chunki istalgan x uchun
Isinxj s1(M =1) bo‘lib, sin(xx2/r) = sinx tenglik o’rinlidir.

14-ta’rif. Agar Vx e X, va Vx2e X uchun, x <x2
tengsizlikdan /(x,)</(x2) (/(x,) >/(x2) tengsizlik o‘rinli
ekanligi kelib chigsa, / funksiya D {/)zdX to'plamda o‘suvchi
(kamayuvchi) funksiya deyiladi. Agar ta’rifda X = D (j) bo'lsa,
funksiya o‘suvchi (kamayuvchi) funksiya deyiladi. Bunday

funksiyalar monoton o‘suvchi (kamayuvchi) funksiyalar ham
deyiladi.

: : o1
Masalan, / (x) =sinx funksiya n2’ ’3 intervalda

, . (it 3an . -
o'suvchi, \2—,—2) intervalda esa kamayuvchi funksiyadir.
/(x) =x  funksiya ofsuvchi, /(x)=-x  funksiya esa
kamayuvchi funksiya bo'ladi.
15-ta’rif. Natural sonlar to‘plamida aniglangan f
funksiyaga sonlar ketma-ketligi deyiladi, ya’ni,
J.N-+R.

Agar X, =/(«), neTV, deb belgilash kiritsak, sonlar

ketma-ketligini, {x,.},w yoki x],x2...,xn... ko’rinishda ifoda etish

ham gabul gilingan. Bu yerda Xx, -ketma-ketlikning n- hadi
deyiladi.

Masalan, /(n) = — ketma-ketlikni

;N :
ko'rinishlarda ifoda etish mumkin. Bu ketma-ketlik monoton
kamayuvchi, chegaralangan ketma-ketlik bo‘ladi, chunki
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ne N,me N uchun n<m bo'lsa —> — bo'lib, istalgan n&N
n m

uchun —< 1 tengsizlik o'rinli bo‘ladi.
n

= {(X1.X2.--.X,,):x1e Al,x2eAz,... xHe An],
O ci?, /=21n va B c R to'plamlar berilgan bo'lsin.

16-ta’rif. Agar biror f- goida va gonunga ko'ra XcJC
to'plamning har bir (x},x2,...,xn) elementiga, B to'plamning
aniq hir y  qgiymati mos go'yilca ko'p o'zgaruvchili (n-
o'zgaruvchili) y =f(xux2,...xn) funksiya berilgan deyiladi.

Masalan, f(x,y) =x2+y2 ikki o'zgaruvchili funksiya
bo'ladi yoki quyidagi funksiya /(*, x2...,xa)=x2+ x2+... + X2
n o'zgaruvchili funksiyaga misol bo'ladi

1.4. Elementar funksiyalar va funksiyalami
klassiflkatsiyalash

Asosiy elementar funksiyalar deb quyidagi funksiyalar
guruhiga tegishli funksiyalarga aytiladi.

/. Darajali funksiya: f(x) =x*,a e R\{o},
D (/) =(0,+00). Agar |« toq bo'lsa runksiya tog funksiya

bo'ladi, agar |ar] juft bo'lsa funksiya-juft funksiya bo'ladi.

2. Butun va kasr ratsional funksiyalar.
f(x) =a0dx" +a,*"'1+... +anAx +an funksiyaga

{n<N va a, =const, i=Ilw) butun ratsional  funksiya
(polinom; ko'phad) deyiladi.

Ikkita butun ratsional funksiyaning nisbatidan tuzilgan
aox" +alxsl+>~+a”x+ an
BOX T+bX]['"+~>+ba.}x+ba '

funksiyaga kasr ratsional funksiya deyiladi.
Misol,

I(*
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[ (x) =ax2+bx+c -butun ratsional funksiyada,
J
/(x) =—Kkasr ratsional funksiyaga misol,
X

D (f) =(-°°; +°°)U(0, +00), £ (/) =("XT,0)U(a,4<0).
3. Ko rsatkichlifunksiya: f(x) =ax,a >0,a*1
B (/) =(-«.+=).E(/) =(0,-H»)
4. Logarifmikfunksiya: f{x) =logex, a>0,a* 1
D (J) = (0,+O0>,E(/) - (~ 00,+00)

5. Trigonometrik funksiyalar: a) / (x) =sinx, davriy,
davri 2k gateng D(f) - (-0040)), E(/)=[-1;1J toq funksiya.
b) /(x) =cosx, davriy, davri 2n ga teng D (f) =(-<>+e),
E (/) = F;1], juft funksiya. c)/(jc) =tgx, davriy, davri K ga

teng, O /)= jx:xe~x*-~+for,A€zj, E(/) =(-00,+00), toq

funksiya. d)/ (X) =ctgx, davriy, davri 1 ga teng
D(f) ={x:xeR,x*kx,kezZl E(/) = (- go+00), toq funksiya.
6. Teskari trigonometrik funksiyalar:
nn

a) f{x) =arcsinx,D{f) =[-1,1], E(/) = i toq
funksiya.
B) f{x) =arccosx,D(/) =[-LI], £(/) =[0,;r]
"7t

v) f(x) =arctgx,D(x) = (-co.+00), E(f) = » o toq
funksiya
g) f{x) =arcctgx,D(f) = (-<»,+00), E(/) = (0,n)

17- ta'rif. 'y -fix) va y =g(x) funksiyalar

teskari funksiyalar deyiladi, agards D{f) = E(g9), E(/) = D{9)
bo‘lib, istalgan x e D{f) uchun g(f{x))=x va istalgan
xeD{g) uchun /(g(x))=x tengliklar o‘rinli bo‘lsa.
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Masalan, y =a* va vy - logex funksiyalar o‘zaro teskari
bo'ladi, chunki a D** = x va logea* = x tengliklar o‘rinlidir.

O'zaro teskari funksiyalar grafiklari OXY tekisligida
y =x to'g’ri chizig‘iga nisbatan simmetirik joylashgan bo'ladi.

18-ta'rif. Agar y =f{x) va u=g(x) funksiyalar uchun
E(g)nE)(/)*0 bo‘lsa, u holda y =f{g(x)) funksiya
murakkab funksiya (funksiyalar kompozitsiyasi, funksiyaning
funksiyasi) deyiladi.

Masalan; y =\fx va wu=sinx wuchun y =\jsinx
murakkab funksiya boMadi.

19-ta’rif. Asosiy elementar funksiyalardan chekli sondagi
algebraik amallar va chekli sondagi murakkab funksiya hosil

gilish yo‘li bilan qurilgan funksiyalar elementar funksiyalar
deyiladi.

Masalan,

_ 51ncosx +x3
Y~ -2/gx+41

Elementar funksiyalami sinflarga- ajratish ulami algebraik
va transsendent (no algebraik) funksiyalarga ajratish orgali
bajariladi.

Algebraik funksiya deb x argument ustida chekli marta
algebraik amallami bajartshdan hosil bo‘lgan  funksiyaga
aytiladi. Algebraik funksiyalarga quyidagi funksiyalar kiradi:

1) butun ratsional funksiya (ko‘phad, ya'ni polinom);

2) kasr -ratsional funksiya- ikkita ko*phadlar nisbati;

3) irratsional funksiya- ya'ni  amallar  tarkibida
ildizdan chigarish amali gatnashgan funksiya.

Har ganday noalgebraik funksiya transtsendent funksiya
deyiladi. Transtsendent funksiyalarga ko'rsatkichli, logarifmik,
trigonometrik va teskari trigonometrik funksiyalar kiradi.

Funksiya grafigi ustida quyidagi almashtirishlami bajarish
orgali yangi funksiyalami hosil gilish mumkin.

y =f(x) funksiya grafigi berilgan boMsin.
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Mo tee NIV o' 4 - Y 1
L Vertikal ko'chirish- y - f(x) funksiyadan
y =f(x) +b funksiyani hosil qilishni bildiradi. bX) bo'lsa
y =f(x) grafigini  yuqgoriga, b<0 bo'lsa quyiga parallel
ko'chirish kerak.

Y

2. Gorizontal ko'chirish- y - f(x) funksiyadan
y =/(x-a) funksiyani hosil qilishni bildiradi. a>0 bo'lsa
y =f(x) grafigini o'ngga, a<0 bo'lsa chapga parallel ko'chirish
kerak.
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3. Aralash ko‘chirish- y =f(x) funksiyadan
y =f(x-a) +b funksiyani hosil gilishni bildiradi.

4. e) OX o*giga nisbatan simmetrik ko'chirish- y = f(x)
funksiyadan y = -f{x) funksiyani hosil gilishni bildiradi.

B) OY o‘giga nisbatan simmetrik ko‘chirish->> = f(x)
funksiyadan y =f (-jc) funksiyani hosil gilishni bildiradi.
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Y=1(x) y- f{~x) y=fU)

=-/(»

5. a) OY o‘gi bo‘yicha k koeffitsentli cho'zish (k >
yoki sigish (0<£<1J: y=f(x) funksiyadan y =k /(x)
funksiyani hosil gilishni anglatadi.

B) OX o‘gi bo‘yicha k koeffitsentli cho‘zish (0 <K <))

yoki sigish (k >1) y - f(kx) funksiyani hosil gilishni anglatadi.
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a Sux2x

6. Modul olish operatsiyasi orgali y =f(x) funkstiyadan
y=\A 4 va y =/(jx]|) funkstiyalarni hosil qgilish.
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1.5. Igtisodda uchraydigan funksiyalar

Igtisodiy nazariya va amaliyotda funksiya tushunchasi
juda keng go'llaniladi. Igtisodda uchraydigan funksiyalar turlari
rang-barang, bo‘lib, ular chizigli funksiyadan tortib maxsus
funksiya deb nomlanuvchi funksiyalar ham go'llaniladi.

Yuqorida  keltirilgan  elementar ~ funksiyalar  deb
nomlangan funksiyalarning deyarli  barchasi iqgtisodda
goMlaniladi.

Igtisodda tez-tez uchraydigan va o‘zining iqtisodiy
nomiga ega bo'lgan funksiyalar gatoriga quyidagilami keltirish
mumkin.

1. Foydalilik funksiyasi. Bu funksiya foydalilikni ma'lum
bir faktorlar ta'siriga, bog'ligligini aniglaydi.

2. Ishlab chigarish funksiyasi. Bu funksiya ishlab
chigarish faoliyati natijasining, shu faoliyatni aniglovchi
faktorlarga bogiigligini aniglaydi.

3. Mabhsulot hajmi funksiyasi. Bu funksiya ishlab
chigarishda mahsulot hajmining xom-ashyo zahirasi va
iste'molchiga bog'ligligini aniglaydi.

4. Sarf-xarajat funksiyasi. Bu funksiya ishlab chiqgarishda
sarf-xarajatlarning mahsulot hajmi bilan bogMigligini aniglaydi.

5. Talab, iste'mol va taklif funksiyalari. Bu funksiyalar
mahsulotga bo‘lgan talab, iste'mol va taklif hajmlarining turli
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faktorlarga (masalan, narx-navo, daromad va boshga)
bogMigligini aniglaydi.

Ma'lum iqtisodiy jarayonlar ko‘p faktorlar ta'siriga bog‘liq
bolgani uchun yuzaga keladigan funksiyalar ko‘p o‘zgaruvchili
funksiyalar bo‘ladi.

Xulosa

Matematika tabiat va jamiyatdagi real jarayonlaming
matematik modelini o'rganuvchi fandir.

Model: real yoki hayoliy (ideal, abstrakt) ob'ektlaming
eng asosiy xususiyatlarini  ifoda qiluvchi, ularning muhim
parametrlarini o‘zida mujassam gqilgan material yoki ideal
gurilma bo‘lib, modellarning bir gancha turlari mavjuddir.

Matematik modellashtirish ideal modellar sirasiga kiradi.
U sonlar, simvollar, funksiyalar, tenglamalar, tengsizliklar,
grafiklar va hokazolar yordamida beriladi va o'rganilayotgan
jarayonning asosiy qonuniyatlarini ochish uchun xizmat giladi.

Tayanch iboralar

Matematik model, modellashtirish.  Makroigtisodiy
modellar, mikroiqtisodiy modellar. Nazariy modellar, amaliyot
modellari. Muvozanat modellari. Statik modellar. Notasodifiy
modellar, tasodifiy modellar. To‘plam, to‘plamlar ustida amallar,
akslantirish, funksiya, aniglanish sohasi, giymatlar sohasi,
elementar funksiyalar, funksiya grafigi, toglik, juftlik, davriylik.

Takrolash uchun savollar

Matematika fani predmeti.

Modelning ta'rifi.

Modellashtirish.

Modelning turlari.

Matematik model. f
Igtisodiy ob'ekt (jarayon) laming matematik modellari va
ularga qo‘yiladigan talablar.

7. Modellashtirish nima uchun kerak?
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8. To'plam tushunchasi.

9. To‘plamlar ustida amallar.

10. To‘plamlami akslantirish.

11. Funksiyaning ta'rifi.

12. Elementar funksiyalar.

13. 0 “zaro teskari funksiyalar.

14. Igtisodda funksiyadan foydalanish.
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2-bob. MATRITSA VA DETERMINANTLAR

2.1. Matritsalar va ular ustida amallar
2.2. Determinantlar
2.3. Teskari matritsa. Matritsa rangi.

2.1. Matritsalar va ular ustida amallar

1-ta’rif. 0 ‘Ichamlari mxn boMgan matritsa deb, satrlar
soni m ga, ustunlar soni n ga teng bo'lgan, m n ta sondan tashkil
topgan to‘g‘ri to‘rtburchak shaklidagi sonli jadvalga aytiladi.

Matritsalar lotin alifbosining katta harflari A,B,C va h.k.
bilan belgilanadi va matritsani tashkil etuvchi sonlar uning
elementlari deb atalib, matritsaning i-satri va j-ustuni
kesishmasida joylashgan elementi ai}-ko'rinishda yoziladi.

Matritsalar
« an U ain

‘a2j an
ai\ ai2

~a iy afh mj mn J
ko'rinishda yoki gisgacha A = (ai;), i =1m; j = 1« shaklda ham
ifodalanishi mumkin. Matritsalami ifodalashda ||| yoki [

belgilardan ham foydalaniladi.
Birgina satrdan yoki birgina ustundan iborat matritsa
vektor-satr yoki vektor-ustun deb nomlanadi, ya'ni

X

/A=(@nvektor-satr, B vektor-ustun



Matritsa o‘lchami (axn) bo'lsa, yani satrlar soni
ustunlar soniga teng bo'lsa, bunday matritsa n-tartibli kvadrat
matritsa deyiladi. Kvadrat matritsaning an, i-1,n ko'rinishdagi
elementlari uning dioganal elementlari deb atalib, ular
matritsaning dioganalini tashkil etadi deyiladi. Agar kvadrat
matritsa uchun i*j bo‘lganda aj =0 bo'lsa, bunday matritsa
dioganal matritsa deyiladi. Agar dioganal matritsada barcha
[/ =1» lar uchun au=1 bo'lsa, bunday matritsa birlik matritsa
deb ataladi va E bilan belgilanadi, ya'ni

1T 0—0—0"
E_ o 1—0—0
0 0—1—0
"0 0—0—1,

Agar matritsaning  barcha elementlari, ya'ni istalgan

i=],n,j=\,m uchun af =0 bo'lsa, u holda bunday matritsa 0-

ko'rinishda ifodalanadi va nol- matritsa deyiladi.

Endi matritsalar ustida bajariladigan amallarni Kiritamiz.

2-ta'rif. A=(aiy) matritsani {A-songa ko'paytmasi deb
shunday C -matritsa tushuniladiki, bunda C matritsa elementlari
c)} ushbu ¢. = Jlay tenglik orgali aniglanadi.

Xususan istalgan A matritsa uchun 0- A =0 bo 'ladi.

3-ta'rif. Bir xil mxn o'lchamli A - (au) va B ={bt))
matritsalar uchun ularning vyig'indisi deb shunday mxn-
o'lchamli C =(cg) matritsaga aytiladiki, istalgan i=Il,n va
j =\,m lar uchun ci;-element, cu=auy+b{ tenglik orqali

aniglanadi va matritsalar yig'indisi A+B shaklda belgilanadi,
ya'ni C=A+B

A matritsaning B matritsaga ko'paytmasini aniglashda, A
matritsaning ustunlar soni B matritsaning satrlar soniga teng
bo'lishi talab etiladi. Yani A= B - (bv)nk bo'lishi
kerak.



4-ta'rif. A=(@,)m, va B = (bt)nk matritsalar
ko‘paytmasi deb, o'lchami mxk bo'lgan shunday C =(c(/)md

matritsaga aytiladiki, uning - elementi,
n Laan
cu=2Z a<»'b}> i=\,m;j =\k
tenglik orgali aniglanib, matritsalar ko‘paytmasi A-B

ko‘rinishda ifodalanadi, yani C =AmB .

Yuqorida kiritilgan matritsalar ustidagi amallar uchun
guyidagi xossalar o'rinli bo‘lib, bu xossalarning isboti, ularga
mos xossalarning sonlar ustida o'rinli ekanligidan kelib chigadi.
Bu isbotlami o'quvchimng o°‘ziga havola gilamiz.

1 Matritsalarni go‘shish amali uchun kommutativlik- o‘rin
almashtirish xossasi o‘rinli, ya'ni
A+B=B+A-

2. Matritsalarni go‘shish amali uchun assotsiativlik- guruhlash
xossasi o‘rinli, ya'ni

{A+B)+C =A+(B +C);
3. Matritsalarni songa ko‘paytirishda qo'shishga nisbatan
distributivlik xossasi o‘rinli, ya'ni

A-(A+B)=/1-A +11B
4. Matritsalarni  ko‘paytirish amalida qo’shishga nisbatan
distributivlik xossasi o‘rinli, ya'ni

A-(B+C)=A B+A-C yoki (A+B) C=A C+B C;
5 Matritsani songa ko‘paytirish va matritsalarni matritsaga
ko'paytirish orasida quyidagi xossa o‘rinli, ya'ni
n (a-s)=(aa)-s =a {ns)

6. Matritsalarni ko'paytirish amali uchun guruhlash Xxossasi
o'rinlidir, ya'ni

A (B C)=(A B) C.

Shuni ta'kidlab o‘tish lozimki, A-B ko‘paytma mavjud
ekanligidan B *A ning mavjud ekanligi kelib chigmaydi, sababi
A-B ko'paytmani aniglashda A -matritsaning ustunlar soni B-
matritsaning satrlar soniga teng boMishi kerak, bunda B
matritsaning ustunlar soni A-matritsaning satrlar soniga teng
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bo'lmasligi ham mumkin, shuning uchun B mA ko‘paytmani har
doim aniqglab bo'Imas ekan. Masalan:
T 24 B = n 2 3N

4 5 6>

matritsalar uchun A -Bni aniglash mumkin, lekin B A ni
aniglab bo'Imaydi

Yana shuni ta'kidlash kerakki A-B va B A
ko‘paytmalar mavjud bo'lgan tagdirda ham A mB =B mA tenglik
o'rinli boMmasligi mumkin.
Masalan:

A

fl2n
3 4 B_r\ 2

5 6 o0

matritsalar uchun A -B ko'paytma matritsaning o'lchami 3x3
bo'lsa, B mA niki esa 2x2. Demak, tabiiy ravishda A BB A
Endi A «-tartibli kvadrat matritsa bo'lsin. U holda
A-E=E®A=A va OMA- A-O~0

munosabatlar o'rinli ekanligini ko'rish giyin emas.
Natural k son uchun quyidagi tenglik orgali
Ak=A-A-...-A
k~nuirla
A matritsaning « A--darajasi» ni aniglaymiz.
Shartli ravishda A" - e va Al-= A deb gabul gilinadi.
Agar A matritsa elementlarining tartib ragamlarim
o'zgartirmagan holda satrlarini ustun yoki ustunlarini satr qilib
almashtirsak, hosil bo'lgan yangi matritsa A matritsaning
transponirlangani  deb nomlamb, A  (yoki AT) shaklda
N2 3n fl 41
belgilanadi. Masalan, A= . bolsa, j,_ o g bo'ladi.
4 5 5
3 5,

A matritsani A ga almashtirish matritsani transponirlash
deb nomlanadi. Transponirlash quyidagi xossalarga ega:



wy-n

2.(NAY = 1A"
3.(A+BY =A' +B'
4.(A B) =B' A’

Bu xossalarning isbotini ham o‘quvchiga havola gilamiz.

2.2. Determinantlar

Matematika va uning tatbiglarida, xususan iqtisoddagi
tatbiglarida chizigli tenglamalar sistemasini yechishga to‘g‘ri
keladi. Bunday sistemalami yechishda, ular bilan bog'lig boMgan
kvadrat matritsalarni xarakterlash uchun determinant deb

nomlanuvchi son mos qo'yiladi. Bu son \A yoki det (A)

shaklida ifoda etiladi. Kvadrat matritsa determinantini, uning
tartibi n-bo‘yicha induktsiya metodi orgali ta'riflaymiz.

n=\ boMsin, ya'ni A =(au) 1-tartibli matritsa bo‘lsin,
A-matritsaning determinanti deb |/4 =an sonini olamiz.

n-\ tartibli barcha kvadrat matritsalar uchun ularning
determinanti aniglangan bo‘Isin deb faraz gilamiz.

5-ta’rif. a-tartibli A= (at)) matritsa ay elementining
IWiy-minori deb, A-matritsaning i-satri va j-ustunini o‘chirishdan
keyin hosil bo‘lgan (n- 1) tartibli matritsa determinantiga
aytiladi.

6-ta'rif n-tartibli A= (atj) matritsa atl-elementining
algebraik to'ldiruvchisi At - deb quyidagi songa aytiladi

A, =H T Mir

n n
Yig‘indi Jraim Ai3- /-satr bo'yicha yoyilma, Al
N-1 *=| f

yig'indi esa, j-ustun bokyicha yoyilma deb ataladi.



7-ta'rif. n-tartibli  kvadrat A = (at)) matritsaning
determinanti deb, quyidagi tenglik bilan aniglangan songa
aytiladi:
N1=Xla* A* 0)

Bu ta'rifdan foydalanib 2- va 3-tartibli determinantlami
hisoblash uchun quyidagi formulalami hosil gilamiz:

2
~'£ a\tdik» J\Ail +anAn =auai2 -a J2a2

MalaB 3
AR AT AZEAS 4T
A 33 313 «H°3:
tehPyi arPvY) Lr&rPs3 P sd”xfa(hz~a2ih\)=a\fR{hi*a\'fhPs\*
+aifhP\i ~a\fh &\ ~ch{hfh i~arP\'Pn

Quyidagi teoremani isbotsiz keltiramiz.
1-teorema (Laplas teoremasi). Istalgan / wva j lar
uchun

w A4t AjEN = J=I'n )

tenglik o‘rinli bo ‘ladi.

Ya'ni n-tartibli A-matritsa uchun uning barcha yoyilmalari
uning determinantiga teng bo'lar ekan.

1-xossa Agar A -matritsaning biron-bir satridagi
(ustunidagi) barcha elementlari nolga teng bo'lsa, u holda uning
determmanti nolga teng bo 'ladi.

Hagigatan ham, agar matritsaning i-satri elementlari

oit =0, k=\,n bo'lsa, (1) formuladan | =0 ekanligi kelib

chigadi. Agar matritsaning j-ustun elementlari .=0, k=\,n
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bo'lsa, Laplas teoremasidan, ya'ni (2) tenglikdan \A\ =0 ekanligi

kelib chigadi.

2-xossa. Agar A -matritsaning biron-bir satr (ustun)
elementi J1 soniga ko'paytirilsa, determinant giymati ham Ji
soniga ko'payadi, ya'ni JI-\A\ ga teng bo ‘ladi.

Bu xossaning isboti (1) tenglikdan to‘g ‘ridan-to‘g ‘ri kelib
chigadi, chunki

aikmAk =A- t Aik = J1my4|.
* bl

Xossaning ustun holi uchun isboti, Laplas teoremasi, yani (2)
tenglikdan kelib chigadi.

3-xossa. A -matritsa va uning transponirlangani A’
matritsalaming determinantlari teng bo’ladi, ya'ni |/l = /7|
tenglik o'rinlidir.

Bu xossaning isboti to‘g‘ridan-to‘g‘ri Laplas teoremasi,
ya'ni (2)- tenglikdan kelib chigadi. Chunki transponirlangan A'
matritsa uchun (1) tenglikni, ya'ni satr bo'yicha yoyilmasini
garasak, bu yoyilma A matritsa uchun ustun bo'yicha
yoyilmadan iborat bo iadi, u holda (2) tenglikdan bu \A\ ga
tengligi kelib chigadi. Demak |/1'| =|"| ekan.

4-xossa. Agar A- matritsaning ikkita qo‘shni satrlari
o‘mini  almashtirsak, hosil bo‘lgan yangi A, matritsaning
determinanti A -matritsa determinantining teskari ishora bilan
olinganiga teng bo iadi, yani |A, |=-\A\ tenglik o'rinli boMadi

Ax matritsa A matritsaning i- va i+1- satrlari o‘mini
almashtirishdan hosil bo‘lgan bo'lsin, agar Ax matritsaning / + ]
satri bo‘yicha yoyilmasini garasak, ya'ni

= =-£4.(-1)"**M, =-\A\
i=l /bl

ekani kelib chigadi. Demak, bu holda 4-xossa isbot bo‘ldi.

Endi A, matritsa A -matritsadan i va j satrlarining

0 Kj) o'rinlarini almashtirishdan hosil bo‘lgan boisin, u holda
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bu almashtirishni ketma-ket keluvchi satrlar o'rnini almashtirish
orgali ifodalash mumkin bo iadi. Aytaylik j=1 +m ko'rinishda

boisin. i,i+l,i+2,...,i+m -1i+m satrlar joylashuvidan

i+m, i+1i+2,...,i+m-1i-satrlar joylashuviga o‘tish

kerak, buni quyidagicha bajarish mumkin.

Li+hi+2,..,0+m-Li+m-»i+li,i+2,...,i+m-I, i+m
i +m-Li+m, i

bu 0‘tishlar soni m ga teng, so'ngra

i+ i+2,..,0i+mi+m-1, 0 i +mi+li+2,...,i+m-2
-bu o‘tishlar soni m - 1 gateng.
Demak, jami m+m -1=2m-l gadamli o‘tishlar bor

ekan va A -matritsa determinanti o0‘z ishorasini toq marta
o0°‘zgartirar ekan, u holda L, =-[>4| bo ‘ladi.
5-xossa Agar A -matritsa bir xil ikki satrga (ustunga) ega
boisa, u holda uning determinanti nolga teng \A\=0 bo iadi.
Chunki, agar A -matritsaning i- va j-satrlari bir xil
boisa, u holda ularning oiinlarini almashtirishdan hosil boigan
matritsa A, uchun At- A va W, =-|/1| bo'lishi kerak, ya'ni

|1 =-\A\, bundan esa \A\=0 ekanligi kelib chigadi.

6-xossa. Agar A -matritsada ikki satrning (ustun) mos
elementlari proporsional boisa, u holda uning determinanti nolga
teng, ya'ni \A =0 bo iadi.

Faraz gilaylik, A -matritsaning i-satri mos elementlari j-
satrning mos elementlariga proporsional boisin, ya'ni

aw=¢&alk, k=\,n [€))

tengliklar o‘rinli boisin, (X -proporsional koeffitsenti), u holda,
agar A, matritsani A matritsaning j-satri elementlarini uning i-
satri elementlari bilan almashtirishdan hosil boigan matritsa deb
garasak, u holda (3) tenglik va 2-xossaga ko‘ra |/4= [O-|y4,



ekanligi kelib chigadi. 5-xossaga ko‘ra LL, =0 bo'ladi, demak
[ =0 ekan.,

7-xossa. Agar A matritsaning biron satr (ustun)
elementlarini boshga satr (ustun) mos elementlarining algebraik
to'ldiruvchilariga ko‘paytirib yig‘indi hosil qilsak, bunday
yig’indi nolga teng bo'ladi, ya'ni

n
Ajk =°. i*j-

Agar A- matritsaning j-satr elementlarini uning i-satr
elementlari bilan almashtirishdan hosil bo‘lgan matritsani Ax

desak, 5-xossaga ko‘ra |/1| =0 bo'ladi. Agar A, matritsaning j-
satri bo‘yicha yoyilmasini olsak, determinantning ta'rifiga ko‘ra

ekanligi kelib chigadi.
Bu erda 7-xossa va Laplas teoremasiga ko‘ra quyidagi
natijani hosil gilamiz.
A \\A\,ag<*ri =] bo'lsa
X [o,agar i ®j bo'lsa
8- xossa. A matritsaning biron-bir satri (ustuni)
elementlarini bir xil songa ko‘paytirib, boshqasiga go'shishdan
hosil bo'lgan Ax matritsaning determinant A matritsa
determinantiga teng bo'ladi, ya'ni L, = |/4|.
Ushbu matritsalar berilgan bo'lsin,

4 ) "'a\l'lﬂ 4 i «12 -*«in
aa aa am ) an+Aafl an +\aj2"'ain+”ajn
A = o Aj =
a - ajn - -,
a«2'”am) Ka nl a&m

U holda 4-tenglikdan,
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t \% n :n n

Mi|=2>* +1aJAt ='""onAn +A-'"Y'akAk "~ akeAl =|"|,
k=1 i=I i=l 41

ya'ni 8-xossa isboti kelib chigadi.

9-xossa. blf b2,...,bn sonlarni n-tartibli A matritsaning

berilgan ~ satr  (ustun) mos elementlarining  algebraik
toMdiruvchilariga ko‘paytmasimng yig‘indisi, A matritsaning
berilgan satr (ustun) elementlarining blt b2i...,bn sonlari bilan

almashtirilgan matritsa determinantiga teng bo ‘ladi.

47 °2  “in fcu °\2'"awn
A= oy %Oy va B= b2..b,,
\arl °n2 ***asy a* a2« fAm)

n
S| =]1r6* Aik tenglik o‘rinli bo “ladi.
=

Quyidagi xossani isbotsiz keltiramiz.
10-xossa. n-tartibli kvadrat A va B matritsalar uchun
\Aml =\A\e|#| tenglik o‘rinli boMadi, ya’ni matritsalar

ko‘paytmasming determinanti, ulaming determinantlari
ko‘paytmasiga teng boMadi.

2.3. Teskari matritsa. Matritsa rangi

8-ta’rif. A kvadrat matritsaga teskari matritsa deb,
shunday A x matritsaga aytiladiki, uning uchun quyidagi
AmA~' =A4 wA =E tenglik o‘rinli bo‘lsin.

9-ta'rif. Agar A matritsa uchun \A\0 bo'lsa, bunday
matritsa xos bo‘lmagan matritsa, aks holda, ya'ni \A =0 bo‘lsa

X0s matritsa deyiladi.
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2-teorema. A kvadratik matritsaga teskari A 1 matritsa
mavjud va yagona bo'lishi uchun, uning xos bo'Imagan matritsa
bo'lishi zarur va yetarlidir.

Zarurligi. Agar A matritsa uchun unga teskari A~]
matritsa mavjud bo'lsa, u holda A-A |I=E tenglik o'rinli
bo'ladi. Bu yerdan 10-xossani etiborga olib, quyidagini hosil
gilamiz.

[ne =AM = IE =1 ()
demak 11 0 bo'lar ekan.

Yetarliligi. A-matritsa xos bo'lmagan matritsa bo'lsin,
ya'ni |J1|*0 bo'lsin. U holda (4) tenglikdan, matritsalarni o'zaro

ko'paytirish va matritsani songa ko'paytirish qoidasiga ko'ra,

< At A, eAj2 ee*AR2
. (6)
I/l A2 ..Ah..An

*InJ 2n Anm
ekanligi kelib chigadi.

Endi teskari matritsaning yagona ekanligini "ko'rsatamiz.
Agar B matritsa A matritsa uchun teskari matritsa bo'lsa,
B =A'/Tekanligini ko'rsatamiz. Hagigatan ham

B=BE =B(AA-I)=(BA)A~I=EA~X=A"X
Demak, B =A~1 ekan.

(5) tenglikdan |1 =|| " ekanligi kelib chigadi.

Endi matritsa rangi tushunchasini Kkiritamiz. O'lchami
mxn bo'lgan A- matritsa berilgan bo'lsin. £ = min{w,//} deb
olsak, A matritsada satr yoki ustunlarni o'chirish natijasida
tartibi k dan oshmaydigan bir nechta kvadrat matritsalarni hosil

gilishimiz  mumkin  Mana shu kvadrat matritsalarning
determinantlari berilgan A -matritsaning minorlari deb aytila/\i.
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10-ta'rif. A matritsaning rangi deb uning noldan fargli
minorlarining eng yuqori tartibiga aytilib, r (A) orqali
belgilanadi.

Bu ta'rifdan, agar A0 va A matritsa oichami mxn
bollsa, u holda r(n) s min{m,n} boiar ekan.

11-ta’rif. Matritsa ustidagi elementar almashtirishlar deb
quyidagi almashtirishlarga aytiladi.

1 Barcha elementlari noldan iborat satmi (ustunni) tashlab
yuborish.

2. Satrning (ustunning) barcha elementlarini noldan fargli
songa ko‘paytirish.

3. Satr (ustun) o'rinlarini almashtirish.
4. Berilgan satr (ustun) elementlariga boshga satr (ustun)
elementlarini biron songa ko ‘paytirib go‘shish.

5. Matritsani transponirlash.

3-teorema. Matritsa rangi uning ustida elementar
almashtirishlarni bajarish natijasida o‘zgarmaydi.

Bu teorema isboti yuqorida keltirilgan determinantlar
xossalaridan kelib chigadi. Xuddi shuningdek matritsa rangi
uchun quyidagi xossalar o‘rinli ekanligini ko ‘rsatish mumkin:

Lr(A+B)<r(A) +r(B)

2.r(A +B)>\r(A)~r(B)\

3.r(AB) <min{r(A), r(B)}

4.r{A'A) = ()

5 Agar A va B lar kvadrat matritsalar bo‘lib, [#|*0
bo‘lsa, u holda r{AB) =r{A) bo ‘ladi.

A=(ai]) 7=1,0», j =l,bn  Dboisin, uning satrlaridan
quyidagi satr-vektorlarni hosil gilamiz.

Berilgan /,, satrlar chizigli bogiig deyiladi,
agarda shunday Al,A2,...Am sonlar mavjud boisaki, ulardan
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birontasi noldan fargli bo‘lib, J1,/, + /12 + eee+ JTT1T=0
tenglik o‘rinli bo'lsa, bu yerda 0-(0,0,...,0)-hos vektor, aks

holda ular chizigli erkli satrlar deyiladi. Demak, agar berilgan
satrlar chizigli bog‘lig bo‘lsa, u holda biron-bir satr
golganlarining chizigli kombinatsiyasidan iborat bo'ladi.

Aytaylik JTr®0 bo'lsa, u holda Im- m-satr golganlarining

chizigli kombinatsiyasi, yani Im- -A-T -A F ceeeeeeee V1 gy
bo‘lar ekan. Agarda /,,/2, satrlar chizigli erkli bo‘lsa, u
holda O/ +7 [2+me+ITIm=0 tenglikdan
L, =""=Am=0 ekanligi kelib chigadi. Xuddi shuningdek

ustun-vektorlar uchun yugoridagilami aytish mumkin.

Matritsalar uchun quyidagi teoremalar o'rinli bo'ladi.

4-teorema. Matritsa uchun uning chizigli erkli satrlarning
maksimal soni chizigli erkli ustunlaming maksimal soniga teng
bo'ladi.

5-teorema. Matritsa rangi undagi chizigli erkli satrlarning
(ustunlaming) maksimal soniga teng bo'ladi.

Matritsa rangini topish uchun matritsa ustida elementar
almashtirishlar bajarish natijasida bu matritsani uchburchak yoki
tr?peitsi%/a ko'rinishiga olib kelish mumkin, ya'ni

Ay g3«
0
0 &) 0\ hburchak ko'rinish, r(A)=r
0 0 ..ap
/
fifl r  r+le"Of, t
e trapetsiya ko'rinish, r(A) =r
0 O*k aJr ar’r+l rk
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Xulosa

Matematikada matritsa va determinant tushunchalari juda
muhim rol o'ynaydi, aynigsa ko‘pgina iqtisodiy masalalarning
matematik modelini tuzayotganimizda matritsa tushunchasidan
keng foydalanamiz. Masalan, iqtisoddagi transport masalasini
olib qarasak, uni yechishda matritsa tushunchasi va matritsa
ustidagi amallardan foydalanish juda qo‘lkeladi. Demak, matritsa
tushunchasi ko‘p tarmogli axborotlami tartiblashga va ular
ustidagi masalalami yechishga yordam beradi.

Tayanch iboralar

Matritsa, minor, algebraik toidiruvchi, determinant,
teskari matritsa, matritsa rangi.
Takroriash uchun savollar

Matritsa nima?

Matritsalar ustida ganday amallar bajarilishi mumkin?
Qanday matritsalarni ko‘paytirish mumkin?

Minor va algebraik to'ldiruvchi orasida ganday farg bor?
Ikkinchi va uchinchi tartibli determinantlarni hisoblash
formulasini yozing.

p -tartibli determinant ganday hisoblanadi?

Teskari matritsa deb ganday matritsaga aytiladi?

Teskari matritsa ganday topiladi?

Matritsa rangi ta'rifmi keltiring.

JQ Matritsa rangini hisoblash usullarini keltiring.

g w R

© 0 N>
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3-bob. CHIZIQLI TENGLAMALAR SISTEMAS1

3.1. Chizigli tenglamalar sistemasining umumiy ko‘rinishi va
uning yechimi.

3.2. Bir jinsli chizigli tenglamalar sistemasi

3.3. Ko‘p tarmogqli igtisod modeli (Balans modeli)

3.1. Chiziqgli tenglamalar sistemasining umumiy
ko‘rinishi va uning yechimi

n ta noma'lum va m ta tenglamadan iborat chizigli
tenglamalar sistemasi deb quyidagi sistemaga aytiladi.
auxx+ ar xt +-- +a]Jxj +--- +a)nx, =6,

aAxi+omx +--+a2l x, +"- +adxK=b2
(1)

an xi+an x2+~- +aljXj + eee + amx,, = 5

a.,%, X[ +eee +« - X1+ - +aTX1=b4g
bu vyerda aifp,(i =\,m;j =\,n)- berilgan sonlar bo‘lib,
aif - noma'lumlar oldidagi koeffitsientlar, bt- ozod hadlar

deyiladi.
1-ta’rif. (1) tenglamalar sistemasidagi noma'lum
xhx2,....,xn larning o‘rniga mos ravishda c,,c2,...,cu sonlarni

go'yish natijasida ushbu
aM, +anc2+...aucn mbx

°2\C\ + a22C2 + -«2,C, ~ b2

ml | ml | Ml N w

ayniyatlar sistemasi hosil bo‘lsa, noma'lumlaming bunday
CjC, cn qiymatlari (1) tenglamalar sistemasining yechimi

deyiladi.
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2-ta'rif. Agarda (1) tenglamalar sistemasi yechimga ega
bo'lsa, v birgalikda deyiladi, aks holda birgalikda emas deyiladi.
3-ta’rif. Birgalikda bo'lgan tenglamalar sistemasi yagona
(cheksiz ko'p) yechimga ega bo'lsa, u anig (noaniq) deyiladi.
Bizga (1) tenglamalar sistemasidan tashgari, quyidagi

anX +anxl+.. o+ «i«x,,=b(

«21F1 + o~+< X Nn=h' 2

+am X2+~ +« L *. =4j
tenglamalar sistemasi ham berilgan bo'lsin.
4-ta’rif. Agar (1) va (2) tenglamalar sistemalarining
yechimlar to'plami ustma-ust tushsa, u holda ular teng kuchli
(ekvivalent) deyiladi.
Endi (1) chizigli tenglamalar sistemasining matritsa
ko'rinishini yozamiz. Buning uchun au, bt, va xt lar yordamida

guyidagi matritsalarni hosil gilamiz.

«1l @2ewecn (> (bx 1
_ *2
A= QA «22- « > X ~ B K
Al «m2**amir ) J*"/

bu yerda A koeffitsientlar (1) yoki sistema matritsasi, V ustun
matritsa, ozod hadlar matritsasi deyiladi. U holda (1) tenglamalar
sistemasini quyidagi ko'rinishda yoza olamiz:
AX =B

(1) tenglamalar sistemasida tenglamalar soni noma'lumlar
soniga teng, ya'ni m =n, bo'lsin. Bu holda sistema matritsasi A
kvadrat matritsa bo'ladi. Uning determinanti =A deb
belgilanib, sistema determinanti deyiladi. 4. bilan A

matritsaning  j-ustunini ozod hadlar ustuni bilan

almashtirishdan ~ hosil ~ bo'lgan  matritsa  determinantini
belgilaymiz.
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Agar A* 0 bDbo‘lsa, yani A-xos bo'Imagan matritsa

bo'lsa, u holda A ‘'teskari matritsa mavjud boiadi, u holda (2)
tenglikdan quyidagilami hosil gilamiz:

A’IAX)=A B=>(A'A)X=A/B=>EX=AIB"X =A B (3)
bu yerda, matritsalarning ko'paytirish qoidasi va Il-bobdagi (6)-
tenglikdan quyidagi tenglikni hosil gilamiz:

n2
X

Aj Aj"AR

\XnJ A, AIn-"A .. , \Pm )

/

- . 1 .4
Oxirgi tenglikdan x} =~(A A, +AJl, +"HA 4]): n A =ln

ekanligi kelib chigadi. Demak, quyidagi teorema o'rinli ekan.
1-teorema (Kramer teoremasi). Agar sistema determinanti
A* 0 bo'lsa, uholda (1) sistema yagona yechimga ega bo'lib, bu
yechim quyidagi formulalar orqgali topiladi.
A.
Y=1.» (4)

Teoremadagi (4) formula Kramer formulasi deb nomlanadi.
(1) tenglamalar sistemasini (3)-(4) formulalar orgali yechilishi
esa Kramer yoki determinantlar usuli deyiladi. Shuni ta'kidlash
kerakki, bu usullarni tenglamalar soni noma'lumlar soniga teng
bo'lgan holdagina qo'llash mumkin. Endi umumiy holda
go'llaniladigan usul-Gauss usulini bayon gilamiz. Gauss usuli
noma'lumlarni ketma-ketyo'qotish usuli deb ham nomlanadi.

Chizigli tenglamalar sistemasi ustida bajariiadigan
elementar almashtirish deb quyidagilarga aytiladi: (1)
Sistemadagi  biron-bir  tenglamani noldan fargli  songa
ko'paytirish, tenglamalar o'mini almashtirish va biron-bir
tenglamani songa ko'paytirib, boshga bir tenglamaga go'shish.
Mana shu almashtirishlar natijasida hosil bo'lgan yangi
tenglamalar sistemasi awalgisiga ekvivalent, yani yechimlar
to'plami ikkala sistema uchun bir xil bo'ladi.
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(1) sistema matritsasi va ozod hadlar ustuni yordamida
kengaytirilgan matritsa hosil gilamiz,

1 *2 *3 Me*
Ai au *1
0= n23” *aa»

a»i K

Yugoridagi ta'kidlangan almashtirishlar natijasida, bu

matritsa quyidagi ko‘rimshlardan biriga kelishi mumkin:
*a  Xa 0

(cn cncn eew 4 ¥TO FT oo
a o0 o A4 m=n, r(A)=r(1)=41
—
0 <D
bu holda yechim
yagona;
% 'm

cn CU *** ¢y g
0 o *» x4
- cti* 0, i=11

= m>n, r(A)~r(A)=n

bu holda yechim yagona;
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bu holda sistema cheksiz ko‘p yechimga ega bo'ladi.
| '’ X1r'"' X bl
\
Cll c1B **clr"*ck dx

0 oy - G
0 0 ‘s“crruer dr

O 0 ...Q ..0 d..i
0 0 eeo oo d J
cti*0, i=\»
bu yerda sonlardan birontasi noldan fargli, bu holda
r(A)=r, rfa)=r+\, yahi rfa)dpr(a) sistema yechimga ega
emas.

Bu yerda /,, 22, lar 1 2,...,n ning gandaydir o°‘rin
almashtirishlaridan iborat bo'ladi. Demak, quyidagi teorema
o'rinli.

2-teorema. (Kroneker-Kapelli teoremasi). Agar sistema
matritsasi rangi kengaytirilgan matntsa rangiga teng bo'lsa, ya'ni
r(A) =r(/l)bo'lsa, u holda sistema birgalikda bo'ladi, ya'ni
yechimga ega bo'ladi.

Demak, biz quyidagi xulosalarni gilishimiz mumkin ekan.
1 Agar r(A) =r(A) bo'lsa, sistema birgalikda bo'ladi.

2. Agar r(A) ®r(A) bo'lsa, sistema birgalikda bo'Imaydi.



3. Agar r(A) =r(A) =n boisa, sistema yagona yechimga
ega bo* ladi. _

4. Agar r(A)=r(A)<n boisa, sistema cheksiz ko‘p
yechimga ega boiadi.

3.2. Birjinsli chizigli tenglamalar sistemasi

Agar chizigli tenglamalar sistemasi (1) da ozod hadlar
nolga teng boisa, ya'ni bx=b2=-e« =bm=0 bo‘lsa, hosil
boigan tenglamalar sistemasi bir jinsli tenglamalar sistemasi
deyiladi, ya'ni

an x,+al2x2+--+alaxn=0
1 x1+arrxr+’" +ab,xqa=0

2mX|+am2x2+ -+ am xl1=0

Bu sistema kengaytirilgan matritsaning oxirgi ustuni
elementlari nolga teng boigani uchun sistema matritsasi va
kengaytirilgan ~ matritsalar rangi teng  bo‘ladi, ya'ni
r(A) = r(v4)bo‘ladi. Shuning uchun Kroneker-Kaspelli

teoremasiga ko‘ra bir jinsli tenglamalar sistemasi har doim
birgalikda bo‘ladi. Masalan, (0,0,..., 0)=0 sistemaning trivial
yechimi (nol yechim) bo‘ladi.

(5) tenglamalar sistemasining matritsa  ko‘rinishi

guyidagidan iborat:
AX =0. (6)
Yugorida keltirilgan 1-4 xulosalarga ko‘ra, agar r(A) =n
bo‘lsa (5)-sistema yagona, nol yechimga ega, agarda r(A) <n
bo'lsa, cheksiz ko‘p yechimga ega boiadi. Demak m =n
bo‘lgan holda (5) sistema noldan fargli yechimga ega bofishi

uchun uning determinanti nolga teng boMishi zarur va yetarli
bo'lar ekan.

Agar (5) sistemada m <n bo'lsa, ya'ni tenglamalar soni
noma'lumlar sonidan Kkichik boisa, (5) sistema albatta noldan
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fargli yechimlarga ega bo'ladi (cheksiz ko‘p), chunki bu holda
r(A) <,m vademak r(A) < n bo’ladi.

Shuni takidlash kerakki, agar X0 = (jg(0), x f\ va

\' = ({y0)>x(I>,“ W) vektorlar (6) sistema yechimi bo‘lsa, u
holda istalgan JD va A sonlar uchun, ~ X0+\ X, -vektor ham
(6) sistema yechimi bo‘ladi, hagigatan ham,
NAXYy +AX )= ANXa +JiAXI=J/D0+110 = 0. @)
Bu tengliklar matritsalarni go'shish, songa ko'paytirish va
ko'paytirish ta'riflaridan kelib chigadi.

@) tenglikdan shuni xulosa gilish mumkinki, (6) sistema
yechimlarining chizigli kombinatsiyasi ham (6)-sistemaning
yechimi bo'lar ekan.

5-ta'rif Agar (6) sistemaning X,, X2, -,XKk-chizigli
erkli yechimlar sistemasi berilgan bo‘lib, bu sistemaning istalgan
X yechimi ularning chizigli kombinatsiyasidan iborat bo'lsa,
ya'ni shunday Al, A2,--,Ak sonlar mavjud bo*Isaki,
X = O X, +J1,X2+eee + AtX k
bo'lsa, u holda bu sistema fundamental yechimlar sistemasi
deyiladi

Ta'rifda X, = 1=1.2,--,A, ko'rinishda
bo‘lgani uchun, K < n bo‘ladi.

3-teorema. Agar (6) sistema uchun r(A)<n bo*lsa, u
holda istalgan fundamental yechimlar sistemasi Kk =n-r(A) ta

yechimdan iborat bo'ladi.

Isboti. r{A)<n bo'lsin, u holda (6) sistemaning
kengaytirilgan matritsasi elementar almashtirishlar natijasida
quyidagi ko‘rinishga keladi,

xa "
/cu cia**“ ciy "Cy,, U\
0 c22™c*'mcU 0
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bu yerda r =r(A) bo‘lib, cfl*0,/=1,r. Agar buni tenglama
ko‘rinishida yozsak quyidagini hosil gilamiz.
N X1 C\2 <2 + X<r+C Ir+1r (r+l + —0

c22"(2+ - +c2r XIn+ CAHLXN, +mee + c21XM= 0

*ir + <+l X&J1 + *abm xm =0
bu yerda oxirgi tenglamadan xIr ni xMt—3m lar orgali
ifodalab, undan oldingi tenglamadagi xir ning o‘rniga qo‘ysak,
xfr, ning x(@#-*-x/ laming chizigli kombinatsiya ekanligi
kelib chigadi. Shu tariga yuqoriga ko'tarilib, natijada
guyidagilarni hosil gilamiz.

*l = JT1 Xir*l+ A2 Xir*2 + =%+ A **

*i2 = N21 Xir+l + N22 Xir+2 + "*+ A2n Xin

X,r — A* *ir+|l "mN1-2 Xir+2 + "**+ 1n, X,,,

Bu yerda xir K xjr2,--*xin lar erkli o‘zgaruvchilar deb
ataladi. Warning soni n-r - n-r(A) =k ga teng bo‘ladi. Bu
o‘zgaruvchilardan birini 1 ga, golganlarini 0 ga teng qilib olib,
quyidagi k ta chizigli erkli boigan yechimlar sistemasini hosil
gilamiz.

X1=(41»
X2=CUH 2 "A2> V**»0)

= (%> Nr*>" S>> °»—¥4)

Shuni ta'kidlash lozimki, bir jinsli boimagan n
noma'lumli m ta chizigli tenglamalar sistemasi AX =B ning
umumiy yechimi, unga mos keluvchi AX =0 bir jinsli
tenglamalar sistemasining umumiy yechimi va AX =B
tenglamaning biron-bir xususiy yechimi yigindisiga teng boiadi.



3.3. Ko‘p tarmogli igtisod modeli (Balans modeli)

Balans modelining asosiy masalasi, makroiqgtisodiyotni
tashkil etadigan ko‘p tarmogqli iqgtisodiyot faoliyatini magsadga
muvofiq tarzda samarali olib borishdan iborat boiib, bu masala
quyidagicha go'yiladi: n ta tarmogli xofalikning har bir ishlab
chigargan mahsulot migdori ganday bo‘lganda ehtiyoj to4a
gondiriladi? Bu yerda shuni e'tiborga olish kerakki, n ta
tarmogning har biri ishlab chigargan mahsulotning bir gismi shu
tarmoq ehtiyoji uchun, bir gismi boshga tarmoglar ehtiyoji uchun
va yana bir gismi ishlab chigarish bilan bog'lig bo’Imagan
ehtiyoj lar uchun sarf etiladi.

Ishlab chigarishning ma'lum bir davridagi, aytaylik, bir
yillik faoliyatini garaylik. xi deb i- tarmogning shu davr

davomida ishlab chigargan yalpi mahsulot hajmining pul birligida
ifodalangan giymatini, bu yerda i =1 2,—,n. x,. deb i- tarmoq
mahsulotining j -tarmoq ehtiyoji uchun sarf etilgan hajmining
pul migdorini belgilaymiz. y: deb i tarmog mahsulotining
noishlab chigarish ehtiyoji hajmining pul migdorini belgilaymiz.
Tabiiyki, i tarmoq ishlab chigargan yalpi mahsulot hajmi
xt, n ta tarmoq ehtiyojlari va noishlab chigarish ehtiyojlari
uchun sarf etilgan mahsulotlar hajmlarining pul migdorlari
yig’indisiga teng bo’lishi kerak, ya'ni
n
1=12, -, 0N (8)
/=i
(8) tenglamalar balans munosabatlari deb nomlanadi.
X
Agar afl=— (i,j =\, 2,--%n) belgilash Kiritsak, au-j-
X)
tarmogning mahsulot hajmi birlig:” uchun sarf etilgan /'-tarmoq
mahsulot hajmi qgiymatini bildiradi. afj-bevosita xarajatlar
koeffitsienti deb nomlanadi. atj-koeffitsientlarni garalayotgan

davrdagi ishlab chigarish jarayonida go‘llanilayotgan texnologiya
aniglaydi. Qanchalik yangi, samarador texnologiya goMlanilsa,
dy -koeffitsientlar shunchalik Kkichik, sarf-xarajatlar shunchalik
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kam boiib, samaradorlik yugori boMadi, Qaralayotgan davr
ichida ay koeffitsientlarni o'zgarmas deb olib, ya'ni sarf-
xarajatlami yalpi xarajatlarga chizigli bogMiq deb garaymiz.
Xy =dy'Xyy (,j 1,2,..n)
Shu munosabat bilan ko'rilgan ko‘p tarmoqgli igtisodiyot
modelini chizigli balans modeli deb ham nomlanadi. (1)
tenglamalar sistemasi quyidagi ko‘rinishga keladi.

x,:_J;xx]+y>> i=19>-e" @)
Endijquyidagi belgilashlami kiritaylik,
'an an...amN ¥} V
a2la22"'aM; = v = r
kanl an2™am; X"J

bu yerda A -texnologik matritsa, X -yalpi mahsulot vektori, Y -
yakuniy mahsulot vektori deb nomlanadi. Bu belgilashlarga
asosan (9) tenglikning quyidagi matritsa ko‘rinishini hosil
gilamiz.

X =AX+Y. (10)

Ko‘p tarmoqli balansning asosiy masalasi berilgan
yakuniy mahsulot vektori va bevosita xarajatlar matritsasi A- ga
ko'ra X-yalpi mahsulot vektorini topishdan iborat boMadi, ya'ni
(10) tenglamani noma'lum vektor X ga nisbatan yechish kerak.
Buning uchun uni quyidagi ko'rinishga olib kelamiz
(E-I)X =Y.

Agar det (E-A)* O boMsa, u holda teskari (E-A)1
matritsa mavjud bo‘lib, yechim quyidagi ko‘rinishda bo'ladi.

X =(E- A~xY (11)

S =(E-Ay1l -matritsa bevosita xarajatlar matritsasi deb
nomlanadi. Bu matritsaning igtisodiy ma'nosini tushunish uchun
Y, =(0,0,«-A4---0) , (/=1,2,%e+/?) i-0'mida 1, aolgan
joylarda 0 bo‘lgan yakuniy mahsulot birlik vektorlarini gqaraymiz.

5



Ularga mos keluvchi (11) tenglama yechimlari quyidagiga teng
bo‘ladi.

S21 Sn

J <Sm t
Demak, S = (st])) matritsaning stJ-elementi /-tarmogning

j -tarmoq birlik yakuniy mahsuloti Yj ni, ishlab chigarish uchun

sarf gilinishi zarur boigan mahsulot migdori giymatini bildiradi.
Qaralayotgan masalaning igtisodiy ma'nosiga ko‘ra, (11)

tenglamada ytr 0, ((=1«] avt 0 (i,j =1«) boiib,
tenglama yechimi uchun =I1,nj boiishi kerak. Bu

holami biz Y >0, A>0 va X £ 0 deb belgilaymiz.

Agar istalgan Y > 0vektor uchun X >0 tengsizlikni
ganoatlantiruvchi (11) ning yechimi mavjud boisa. A >0
matritsa samarali matritsa deyiladi. Bu holda Leontev modeli
ham samarali model deyiladi.

A matritsaning samarali bo‘lishi uchun, bir nechta
kriteriylar mavjud. Ulardan bin shundan iboratki, agar A
matritsaning har bir ustun elementlari yig'indisi 1 dan Kkatta
boimay, hech bo'lImaganda biron-bir ustun elementlari yig‘indisi
1 dan kichik boisa, u holda A samarali matritsa bo*ladi, ya'ni:

n

max£ atj <1, boiib, shunday jO mavjudki, uning uchun
1 il

n

N aih <1 o‘rinli boisa, A-samarali matritsa boiadi.

Xu’osa

Chizigli tenglamalar sistemasi iqtisodning juda Kko‘p
tarmoqglarida qoilaniladi. Chizigli tenglamalar sistemasini
yechishning ko‘p usullari mavjud, lekin Gauss usuli universal
usul hisoblanadi, chunki kengaytirilgan matritsa satrlari ustida
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elementar almashtirishlar bajarib, istalgan tenglama uchun, uning
yechimi hagida aniqjavobni olish mumkin.

Tayanch iboralar
Chizigli  tenglamalar sistemasi, chizigli tenglamalar
sistemasining yechimi, Kramer usuli, Gauss usuli, bir jinsli
tenglama, kengaytirilgan matritsa, Kroneker- Kapelli teoremasi.

Takrorlash uchun savollar
1 Chizigli tenglamalar sistemasi deb ganday sistemaga
aytiladi?
2. Chizigli tenglamalar sistemasini yechishning Kramer usuli.
3. Chizigli tenglamalar sistemasini yechishning Gauss usuli.
4. Kroneker- Kapelli teoremasi.
5. Qaysi hollarda yagona yechim, gaysi hollarda cheksiz ko‘p
yechim boMadi?
6. Balans modeli nima?
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4-bob. CHIZIQLI FAZO ELEMENTLARI

4.1. Chiziqli fazo va uning o‘Ichovi.

4.2. Evklid fazolari. Chiziqgli operatorlar.
4.3. Kvadratik formalar.

4.4. Igtisodda chizigli modellar.

4.1. Chizigli fazo va uning o‘Ichovi.

Chizigli  fazo tushunchasi matematikadagi asosiy
tushunchalardan biri bo‘lib, igtisodda ham muhim ahamiyatga
ega.

’ 1-ta’rif Agar bo‘sh boMmagan L-to‘plamning istalgan
X,y,z elementlari va A son uchun go‘shish- x+yelL, songa
ko'paytirish- H.re L aniglangan bo'lib, bu amallar uchun
quyidagi xossalar o‘rinli bo‘lsa,

1. x+y =y +x (go‘shish amalining kommutativligi);

2. r +(y +z)=(x+_y)+z (qo‘shishning assostiativligi);4

3. L da shunday 0 (nol) element mavjudki, istalgan xelL
uchun x+ 0 =x;

4. Har bir x e L uchun, L da shunday - x elementi mavjudki,
uning uchun x+ (- jc)=0;

5 a vap sonlarva xe L uchun a{flx)=(aPVY,

6. Ix =x;

7. (ct+fi)x =ax +fix;

8 ce(x+y)=ax+ay,

u holda u chiziqgli yoki vektor fazo deyilib, uning elementi vektor
deyiladi.

Yugoridagi ta'rifda songa ko'paytirish amali deganda ikki
holatni farqlash kerak. Agar ta'rifdagi sonlar haqiqiy sonlar
to‘plami /? = (- oc,#00) dan olingan deb garalsa, bunday chizigli
fazo haqiqiy chizigli fazo deyiladi, agarda bu sonlar kompleks

sonlar to‘plami C dan olingan deb garalsa, bunday chizigli fazo
kompleks chizigli fazo deyiladi.
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bazislar berilgan bo‘lsin, u holda t\, C,ee? lar
uchun
Nz« ¥ 1+ «12%2+*" + « | A

= AN+ @R*2H +«21*n

=, %1 +«,,2%2 + " + «*,
tengliklami hosii gilamiz, bu yerda

Neh «i27* «in?

A= @ <R
«,, 4,2
matritsa bazisdan 't \ , t bazisga o‘tish

matritsasi deyiladi. Shuni ta'kidlaymizki, A matritsa xos
boimagan matritsa boiadi, shuning uchun unga teskari A~
matritsa mavjud boiib, bu matritsa bazisdan
2r,”" J1 n bazisga o ‘tish matritsasi boiadi.

Endi berilgan vektoming turli bazislardagi koordinatalari
orasidagibogianishnigaraymiz, xeL vektoruchun

X =xN, +x2f2+.. +xa(n=x\I\ +x2f 2+ ... + o*£*
boisin, u holda

deb  belgilasak, quyidagi tengliklami  hosil  gilamiz:
X=AX*ékn X*={a )X bu yerda A'- A matritsaning
transponirlangan matritsasidir.

n o'lchovli chizigli fazoga misol keltiramiz. Elementlari
tartiblangan n ta hagiqiy sonlar majmuasidan iborat boigan

R" ="r:ar = (xB>x2, —,x1), xt£(—0+x), i=1L/ }
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to'plamda x = (X,, X2,--,X,,)€ R" va y ={yuy2**,yn)"R ™ lar
uchun qo'shish:

X +y =(xl+yv x2+y2...,Xx,,+yn) va X songa ko’paytirish
amalini: J1x-(Ax19x2,...,9xa) kiritsak, bu amallar chizigli fazo

ta'rifidagi 1-8 xossalami ganoatlantiradi. Demak, Rn kiritilgan
amallarga nisbatan chizigli fazoni tashkil etar ekan. Bundan
tashqari

=(, 0,-*\0)

12=(

*=(<>, 0.-11)
birlik vektorlar sistemasi Rn da bazisni tashkil etadi, chunki
VX =(X,, X2,”- X,,)eR* wvektorni x= X", +x22+---+xjn
ko‘rinishda ifodalash mumkin.

4.2. Evidid fazolari. Chizigli operatorlar

6-ta’rif. Agar L chizigli fazo berilgan bo'lib, \fx,yeL
elementlar uchun shunday (x;j>) son mos qo’yilgan bolsa va u
quyidagi xossalami ganoatlantirsa:
|-
2. (r,j+i)=(x,}»)+(x,z]i(ij,zei:);
3. (ax,y)=<x{x,y\(aeR, x,yel),
4. (x,x) >0 vafagat x =0(xel) bo‘lganda (x;x)=0,

U holda bu chizigli fazoda skalyar ko'paytma aniglangan
deyiladi.

Skalyar ko'paytma Kiritilgan chizigli fazo evklid fazosi
deyiladi.

Skalyar ko'paytma yordamida vektoming normasi
(uzunligi) tushunchasini kiritish mumkin. x vektoming uzunligi

(normasi) jx| deb, quyidagicha aniglangan songa aytiladi.
x| = J{x.x)
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Nonna quyidagi xossalarga ega bo'ladi.
1. |} =0 faqat va fagat shu holdaki, agar x =0, bodlsa.

2. Istalgan X son uchun |Ji{ = /- |4
3. KxY| ™ U ' N -Koshi-Bunyakovskiy tengsizligi
4. |x+.y|E|X|*+[y| uchburchak tengsizligi

Ikkita x va y vektorlar orasidagi burchak & quyidagi
tenglik bilan aniglanadi:

cos3 = ii(rl,yq, buyerda 0 /i'&Ji 2 deb garaladi.

Normaning 1-va 2-xossalari to‘g‘ridan-to‘g‘ri skalyar
ko‘paytma ta’rifidan kelib chigadi. 3- va 4-xossalarini isbot
gilaylik. Skalyar ko'paytmaning ta’rifiga va 1-,2-xossalariga
ko‘ra quyidagilarni hosil gilamiz.

0<(x+ay, x +ay)=(x,x)+2a(x,y) +a 2(y,y)-

buyerda a = deb olsak, quyidagi hosil boMadi.
(y>y)
OEh - 2. M +M L sH*w #
vy)  Qy) u

Demak, Koshi -Bunyakovskiy tengsizligi isbot boMdi.
Endi 4-xossa Koshi-Bunyakovskiy tengsizligidan kelib chigadi:

P+ = (Y. X+Y)= %)+ 2(0Y)+ (YY) <[xf +2ex] s\ + W2

=>X+ M <X+ Y

Agar x va j vektorlar orasidagi burchak ’y ga teng

bo‘lsa, yani (x,j>)=0 bo*Isa, u holda ular ortogonal vektorlar
deyiladi.

Agarda n oMchovli evklid fazosidagi £u12""J1n
vektorlar uchun (£,,£y)=0 i*j bo‘lib, |*|=1, /=1.2....n,
bo‘lsa, u holda ular bu fazoning ortonormal bazisi deyiladi.



3-teorema. Har ganday n o'lchovli L evklid fazosida
ortonormal bazis mavjuddir.

Isbot. X /2eee,/, vektorlar L Evklid fazosidagi bazis
bo'lsin, shu bazis asosida biz ortonormal bazisni hosil gilamiz. 1-

gadamda | x=-Ar deb olamiz, tabiiy || = 1 boiadi.

2-gadamda f2 =XxIx+f2 wvektor uchun Jl,w shunday
tanlaymizki, (fa*»*i)=0 bo'lsin, ya'ni
o=(/7; A ) LU A ) + - aenans
\' =-{/21\) deb olsak (/'»J/1)=0 bo‘lar ekan, endi (2=

deb olsak, |"2|=1" bo‘ladi.

k<n uchun ortonormal vektorlar hosil gilingan

bo'lsin, k +\ gadamda
n+4=4 2(2+>"+ Aki k+/i#l  vektor uchun

A, A,-", AKsonlami shunday tanlaymizki (©,/t*+)=0, / =\k

tengliklar o‘rinli  bo'lsin, buning uchun A=

1=1,2,...,A deb olish yetarlidir. Agar biz "+ = I deb olsak,
\JH |

£X, ortonormal sistemani tashkil giladi. Natijada n
ta gadamdan so'ng tx>tz,ortonormal sistema hosil bo'ladi.

Istalgan ortonormal sistema chizigli erkli bo'ladi, chunki agar
A £x +eee + Aftj + —+ Aa =0 bo'lsa, u holda istalgan

i=12,...,nm uchun

(NA+M+--+ 1<, +---+N1/.0Abl (N Nbl=°
ekanligi kelib chigadi. Demak, Ix i2,chiziqgli erkli ekan, L
fazo n o'lchovli bo'lgani uchun £x £2,—,£n ortonormal bazis
ekanligi kelib chigadi.
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Evklid fazosiga misol tarigasida chizigli n oMchovli fazo
R" ni keltirish mumkin. R"™ da x=(*,X2-9°*,) va
Y ~{y\>¥Yr>""">¥n) vektorlarning skalyar ko‘paytmasi deb

quydagini olamiz:
n

(x>y)=T<1x‘)b
Kiritilgan skalyar ko‘paytma 6-ta'rifdagi barcha xossalami
ganoatlantiradi. R™ da Kkiritilgan skalyar ko‘paytmaga mos
ravishda x =(x,,x2,--,xu) e R" vektorning normasi quyidagicha
aniglanadi:

Rn Evklid fazoda
=(1,0.....0), (2= =(0A4...0) vektorlar
ortonormal bazisni tashkil etadi.
7-ta'rif Agar L, chizigli fazoning har bir elementi x e L}
uchun biron qoida, gonunga asosan L2 chizigli fazoning aniq
elementi mos qo'yilgan bo‘lsa, L, ni L2 ga akslantiruvchi
operator berilgan deyiladi. Bu operatomi A deb belgilab,
akslantirishni A :11 -> L2 shaklda ifoda etiladi, bu akslantirishda
X ning y ga mos kelishi Ax =y kabi yoziladi.

8-ta'rif. Agar istalgan va # son uchun
N(x+y)= Ax +Ay
NN x)=AAx

tenglik o‘rinli bo‘lsa, u holda A.Ly-"U operator chizigli
operator deyiladi.

A.l4L —I* va B:L2-> L chizigli operatorlar bo‘lsa, A
va B operatorlaming ko‘paytmasi (yoki kompozitsiyasi) deb
ushbu (/W) (x) = A(ffx)  ko‘rinishda aniglangan operatorga
aytiladi. Bu yerda AB:Lx—Ly va C = AB chizigli operatordir.
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Agar A:L~>L va B.L ~>L chizigli operatorlar

bo'lsa, bunday operatorlar uchun A +B, A-A va A-B chizigli
operatorlami aniglashimiz mumkin boMadi. L chizigli fazoning
0‘zini-o‘ziga  akslantiruvchi barcha chizigli operatorlar
to‘plamini 3(L) deb belgilaymiz, operatorlami qo‘shish va songa
ko'paytirishga nisbatan  3(/,) to'plam chizigli fazoni tashkil
etadi.

9-ta’rif, Agar A e 3(Z) operator uchun shunday A son
mavjud boMib, x vektor uchun

Ax=Ax x*0

tenglik o‘rinli boMsa, u holda g vektor A operatoming xos
vektori, Xesa uning hos soni deyiladi.

A.R” Rm chizigli operator boMsin. Biz A
operatorning matritsa ko‘rinishini hosil gilamiz. Buning uchun
R” da Ixi2...tn va R" da esa bazislarni

olaylik. x e Rn,Ax =ye RmA£te Rm uchun ushbu tengliklarni
yoza olamiz:
X =Xt +X2t 2+--+xJ,,
NX=Y=WE*+Y2*2+-+Y /1,
At/ — +«2IN2 470+ mj —
Bu yerdan quyidagilami hosil gilamiz:

j=I ] i=1\j= 1 2 !

Ax=y=zxyl*
bl
(Ne n
demak, y. =£>** [=172,./1
=it

tengliklar hosil bo'ladi. Agar biz ushbu matritsalarni Kiritsak,
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u holda yugoridagi tengliklami quyidagicha yozishimiz
mumkin:

AX =Y
bu yerda A matritsa garalayotgan A operatoming berilgan
bazislardagi matritsasi deyiladi. Ae 3(n") bo'lsin, u holda

bunday operatorga mos keladigan matritsa kvadratik matritsa
boMadi.

4. an..gaj.
A= «2 a2em?2
4°1 arRe

X =(mLg2,...,x9)6 R" vektor A chizigli operatoming A
x0s soniga mos keluvchi xos vektor, ya'ni Ax - Ax bo‘lsia

Agar X = vektor matritsa bodlsa, u holda ushbu

y
tenglik hosil bo‘ladi

AX =AX.
Bu vyerdan E birlik matritsa uchun, quyidagi
(A- AE)X =0 tenglikni yoza olamiz. Bu bir jinsli tenglamalar
sistemasi har doim nol x=0 yechimga ega. U noldan fargli
yechimga ega bo'lishi uchun, ya'ni xos vektorning mavjud
bo'lishi uchun \A- AEj =0 bo'lishi, ya'ni
«1 A a,j —e\p

1 ~ [
\a - XE\ = «2! a2 X a?2. :0

°nl an2...am-A
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ekanligi zarur va yetarlidir. Bu determenant A ga nisbatan n-
tartibli ko‘phaddan iborat bo‘ladi, uni A operatoming yoki A
matritsaning xarakteristik ko'phadi, (1) tenglama A operatoming
(matritsaning) xarakteristik tenglamasi deyiladi. Shuni ta'kidlash
lozimki, xarakteristik ko‘phad garalayotgan bazisga bogMiq
bo‘lmaydi.

A operator n ta chizigli erkli X0S

vektorlarga ega bo‘lib, A,,A2,...,An xos sonlari boMsin, u holda

A operatoming bazisga mos keluvchi A matritsasi
guyidagi ko'rinishda boMadi:

A o o

0 J12e 0

0 0 — JimJ

ya'ni A matritsa diagonal matritsa boMar ekan.

Aksincha, biron-bir bazisda A operator matritsasi
dioganal ko'rinishga ega boMsa, u holda bu bazis vektorlari A
operatoming xos vektorlari boMib, matritsa dioganallaridaga
sonlar uning xos sonlaridan iborat boMadi.

Agar A operator n ta turli xos sonlarga ega boMsa, u
holda ularga mos keluvchi xos vektorlar chizigli erkli boMib, shu
vektorlar hosil gilgan bazisda A operator matritsasi diogonal
ko‘rinishga ega boMadi.

4.3. Kvadratik formalar

Turli amaliy masalalami yechishda kvadratik formalar
hosil boMib, ularni o‘rganishga to‘g“ri keladi.

IO-ta’rif. n ta o‘zgaruvchining kvadratik formasi deb
nn

f (%1 NZ &
i j=1
tenglik orgali aniglangan f funksiyaga aytiladi.
Bu yerda atl-lar kvadratik formaning koeffitsientlari
deyiladi. Ular hagiqiy sonlar boMib, av =ajt shartlami

ganoatlantiradi. ~ Shu  koeffitsientlar ~ yordamida tuzilgan
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A=@t) (i,j=1,2,...n) matritsa  kvadratik  formaning
matritsasi deyiladi, shart bajarilgani uchun bunday

matritsalarni simmetrik matritsalar ko‘rinishida ifoda qilish
mumkin:

I(X)=XVIX @)

bu yerda X = (ac,,x2,...,arn) - matritsa ustundan iboratdir.
C=(ctj)(i,j =1,2,...,n) w-tartibli xos bo'lmagan matritsa

boMib, X=(X,x>....xj va Y={y*y2....y,) lar X=CY

tenglik orgali bogMangan boMsin. U holda (3) tenglikdan
quyidagilami hosil gilamiz,
[ =X'AX =(CMNn(CK)=(YVYa(CY)=r'(C'ACy =Y'AY

Demak, X =CY xos boMmagan chizigli almashtirishda
| kvadratik formaga mos keluvchi matritsa quyidagicha boMar
ekan

A' =C'AC

Agarda barcha />j lar uchun af=0 boMsa, yahi

M
f=auxf+auxX* +"+allkl ='£jaiix? ko'rinishda boMsa,
M

demakki kvadratik formaning matritsasi diagonal ko’rinishda
nn

boMsa u holda / = forma kanonik kvadratik forma
Ryl

deyiladi.

Quyidagi teoremalar o'rinlidir:

4-teorema Istalgan kvadratik formani xos boMmagan
chizigli almashtirish yordamida kanonik ko'rmishga olib kelish
mumkin.

Kvadratik formaning kanonik ko'rinishi koeffitsientlari
ma’nosida yagona boMmaydi. Lekin quyidagi teorema o'rinlidir:

5-teorema (Kvadratik forma uchun inertsiya gonuni).
Kvadratik formaning barcha kanonik ko'rinishlaridagi musbat va
manfiy hadlari soni bir xil bo'ladi.
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Kvadratik formaga mos keluvchi matritsaning rangi shu
kvadratik  formaning rangi deb atalib, kvadratik formaning
kanonik ko‘rinishdagi noldan fargli koeffitsientlar soniga teng
bo'lib, yugoridagi teoremaga ko‘ra kvadratik formaning barcha
x0s boimagan chizigli almashtirishlari uchun uning rangi
0‘zgarmas boMadi.

Agarda barcha
(x{,x2......-O * (0, 0.—,0 )uchun
f(x1,x1,...,%,,)>0(f(xi,x2.....*J<0) tengsizlik o‘rinli bo‘lsa,
u holda f(xxx2,...,xn) kvadratik forma musbat (manfiy)
aniglangan deyiladi.

6-teorema. / =X'AX  kvadratik forma musbat

aniglangan bo'lishi uchun A matritsaning barcha bosh minorlari
musbat boMishi zarur va yetarlidir, ya'ni

ai2*" a\

aZiarr™'art

A= >0, /= 1,2,—,n

an aa"'a«
boMishi zarur va yetarlidir.
Kvadratik forma manfiy aniglangan boMishi uchun esa

(-n'A >0,/=1 shartning bajarilishi zarur va yetarlidir.

4.4. Iqtisodda chizigli modellar

Matritsaning xos vektori va xos sonini topishga olib
keladigan iqtisodiy jarayonning matematik modeli sifatida
xalgaro savdo modelini keltirish mumkin.

SItS2'--,Sn n-ta mamlakat boMib, ulaming milliy
daromadlari mos ravishda xxx2,...,xn larga teng boMsin. atl-
Sj -mamlakatning ~ -mamlakatdan sotib olgan tovarlarga sarf

4>lgan milliy daromadning ulushi boMsin. Milliy daromad
toMaligicha mamlakat ichida va boshga mamlakadardan tovar
xaridi uchun sarf boMadi deb hisoblaymiz, ya'ni
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A
=1 ¥=12,...4

w
tenglik o‘rinli bo'lishi kerak. Quyidagi matritsani garaylik
41 all’"aWH
A= «2 <2 aX
¢ an2” ‘awy

bu matritsa savdo-sotigning strukturaviy —matritsasi  deb
nomlanadi. Istalgan S, (/=1,») mamlakat uchun ichki va tashqi
savdodan hosil bo'lgan tushumi P( =ajlx] +al2x2+"" +aibn

tenglik orgali aniglanadi. Mamlakat olib borayotgan savdo-
sotigning muvozanatda bo'lishi uchun har bir mamlakat savdosi
kamomadsiz bo'lishi kerak, ya'ni har bir mamlakat savdosidan
hosil bo'lgan tushum uning milliy daromadidan kam bo'Imasligi
kerak. Ya'ni

>>x,, =1«
Agar Pt >xt deb faraz qgilsak, u holda quyidagini hosil
gilamiz:

n

bu yerdan

yarn

jZ=|A AT S R ATV EE A A
ekanligi kelib chigadi, bu esa garama-garshilikdir. Demak,
Pt >X tengsizlik o'rniga Pt =xt tenglik o'rinli bo'lishi kelib
chigadi. Iqgtisodiy nugtai nazardan bu tushunarli holatdir, chunki
mamlakatlaming barchasi bir paytda foyda ko'rolmaydi.
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I %

Mamlakatlar milliy daromadi uchun X 2 \ektomi kiritsak

ft _
u holda 1] ~xt, ya'ni £<**** =xir i=1I,n tengliklardan
*

guyidagi tenglamani hosil gilamiz: AX = X, ya'ni, garalayotgan
masala A matritsaning X =\ xos soniga mos keladigan xos
vektorini topish masalasiga kelar ekan.

Xulosa

Ko‘pgina igtisodiy masalalarning matematik modeli
chizigli modellarga keltirilishi sababli, chizigli fazo elementlari
igtisodda o‘zining muhim o‘mini egallagan Chizigli fazo bilan
Evklid fazosining fargi shundan iboratki, Evklid fazosida ikkita
elementning skalyar ko'paytmasi tushunchasi Kkiritilib, to'rtta
aksiomani ganoatlantirishi talab gilinadi.

Tayanch iboralar

Chizigli fazo, o‘Ichov, skalyar ko‘paytma, chizigli erkli va
bog‘liq vektorlar, bazis, ortonormal bazis, chizigli operator,
kvadratik forma, kvadratik formaning kanonik ko ‘rinishi.

Takrorlash uchun savollar

1 Chizigli fazo nima?

2. Chizigli erkli va chizigli bog‘lig vektorlaming ta'rifini
keltiring.

3. Chizigli fazo oMchami nima?

4. Bazis nima?

5. Evklid fazo ta'rifini keltiring.

6. Koshi-Bunyakovskiy, uchburchak tengsizliklarini keltiring.

7. Chizigli operator nima?

8. Kvadratik forma nima?
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9. Kvadratik formaning kanonik ko‘rinishi ganday boMadi?
10. Xalgaro cavdo modelini tushuntiring?
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5-bob. ANALITIK GEOMETRIYANING ASOSIY
TUSHTJINCHALARI

5.1.Tekislikda egri chizig tenglamasi. Tekislikda to*g‘ri chiziq
tenglamasi, parallellik va perpendikulyarlik shartlar.
5.2.Aylana, ellips, giperbola va parabola

5.3. Tekislik va to‘g‘ri chizigning fazodagi tenglamalari.

5.1.Tekislikda to‘g‘ri chiziq tenglamasi, parallellik va
perpendikulyarlik shartlari

1-ta'rif OXY Dekart koordinatalari kiritilgan tekislikda
yotgan egri chiziq tenglamasi deb, bu egri chizigda yotuvchi
nuqgtalar koordinatalari jc va y ni bogMovchi tenglamaga
aytiladi. Umumiy holda egri chiziq tenglamasi F (jc,j) =0
ko‘rinishda, mumkin boMgan hollarda y =/(jc) yoki x =<p(y)
oshkor ko‘rinishdagi  tengliklar orgali beriladi. Bu yerda
F(x,y), /(jc) va <py) funksiyalar egri chizigni aniglovchi
gonun-goidalarni ifoda etadilar.

Endi berilgan A{xxyx) va B(x2, y2) nuqgtalardan bir xil

masofada yotuvchi nugtalarning geometrik o‘mini ifoda etuvchi
tenglamani topaylik.

K(x,y) nugta A va B nugtalardan bir xil masofada yotsin,
u holda

tv-n )1 y-yj=m
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X2- 2XX, +XK2+y 2-2yy, +y2=%x2-2XX2+X2+y2-2 wr+y\
(2*%3-2x,)x +(2y2- 2y, )y + (X2+y 2- x2-y 2)=0
bu yerda 2x2- 2X, =a, 2yr-2yx=Th x2+y2-x2-y\=c
belgilashlami kiritsak, quyidagi tenglama hosil bo'ladi

ax +by +c =0 (D
bu tenglamada a,b,c lar o‘zgarmas sonlardir. (1) tenglama
to‘g‘ri chizigning umumiy tenglamasi deyiladi. Bu tenglamaning
ayrim maxsus hollarini garaymiz:
1) agar c=0 bo'lsa, ax +by =0 yoki y = b X b* 0, yani
to'g'ri chizig koordinata boshidan o'tadi.
2)agar b=0 a* 0 bo'lsa, x =—Q: const, ya'ni to‘g‘ri chiziq

a

OY o‘qqga parallel bo'ladi.

3)agar <=0 b*0 bo'lsa, y = —§= const, ya'ni to'g'ri chiziq
OX o'qga parallel bo'ladi.
4) agar b=0 va c=0 bo'lsa x =0, ya'ni to'g'ri chizig OY o0'q
bilan ustma-ust tushadi.
5)agar b*0 a- 0 vac=0 bo'lsa, y =0 to'g'ri chizig OX
0'g bilan ustma-ust tushadi.

Agar (1) tenglamada a* 0, b*0 va c /0 bo'lsa,

quyidagini hosil gilamiz
ax+by- -c :>__>§_+_,\y_:1 —sz,—c—n deb
£ a b
a b
belgilasak —+—=1.
m n

To'g'ri chizigning kesmalarga nisbatan tenglamasini
hosil gilamiz, bu yerda |mva W berilgan to'g'ri chizigning
koordinata o'glarini  kesishidan hosil bo'lgan  kesmalar
uzunliklariga teng bo'ladi.
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Agar (1) tenglamada b* 0 bo'lsa, uni quyidagi
a c

b b
bu yerda -~(;(=k,-E-d deb belgilash Kiritib, y-kx +d

ko‘rinishga olib kelish mumkin: ax+by+c~0">y =

ko'rinishdagi tenglamani hosil gilamiz. Bu tenglama to‘g‘ri
chizigning  burchak  koeffitsientli ~ tenglamasi  deyiladi.
Tenglamadagi k koeffitsient to‘g‘ri chizigning OX o‘gining
musbat yo‘naiish bilan hosil gilgan ¢ burchakning tangensiga
teng, ya'ni K = tgp

Endi A(xxyX) nugtadan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq
tenglamasini topamiz, bunda burchak koeffitsienti Kk berilgan deb
garaladi. To‘g‘ri chiziqg tenglamasini y =kx+d ko‘rinishda
izlaymiz, u holda yx=Ax,+</ tenglik o‘rinli boMadi, ikkala
tenglikni hadma-had ayirib quyidagini hosil gilamiz

y-yx-k-(x-x,) (2)

A(xxyX) va B(x2,y2) nugtalardan o'tuvchi to‘g‘ri chiziq
tenglamasini topaylik. (2) tenglamaga ko‘ra, quyidagini hosil
gilamiz,

— Co =Yr'Yx
2-y, =k (x2-x, oki k=
y2-y ( )y X2-X.
K ning giymatini (2) tenglamaga qo‘ysak, quyidagini hosil
gilamiz:
y-y -tl— =mx-X) yoki ¥ =
X2 -X, y2-y, X2 -X,

y =klx+d1 va y =k +d2 to‘g‘ri chiziglar berilgan
boMsin. Bu to‘g‘ri chiziglar kesishish nugtasi atrofida, birmchi
to‘g‘ri chizigni soat strelkasiga teskari yo‘nalishda aylantirish
natijasida to ikkinchi to‘g‘ri chiziq bilan ustma-ust tushguncha
hosil boMgan burchak <p ikki to‘g‘ri chiziq orasidagi burchak
deyiladi.

X-X,
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oY

*X

g2 -tgo>i k2-k}
| +%gR2 ‘tg9\ ]+k2 kX

Agar A =k2 bo'lsa, tggp=0, yani =0 ekanligidan,
to'g'ri chiziglarning parallel ekanligi kelib chigadi va aksincha,
agar to'g'ri chiziglar parallel, ya'’ni 2 =<} bo'lsa, lgp=0 va
demak k2 =kxekanligi kelib chigadi.

Demak, to'g'ri chiziglarning parallelik sharti, k2=K]
ekan.

=R -<X =>tgp=

Endi, agar to‘g‘ri chiziglar uchun <2-~<p\ = —, ya'ni

(p~3 bo'lsa, u holda 1@ :?+<p( va

demak, agar ikki to'g'ri chiziq o'zaro perpendikulyar bo'lsa
k2 kl1=-1 tenglik o'rinli bo'lar ekan. Aksincha, agar
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bo'lar ekan, ya'ni to‘g‘ri chiziglarning perpendikulyarlik sharti
k2-K\ = ~1 tenglik orgali berilar ekan.
To*g‘ri chiziglar umumiy ko‘rinishda berilgan bo'lsin:
ax+by +J =0
ax+by +c2=0

U holda bu to‘g‘ri chiziglarning parallellik sharti — tenglik
a2 2

orgali  beriladi, ularning perpendikulyarlik  sharti esa
a, a2+bx b2- 0 tenglik bilan ifodalanadi.
Agar garalayotgan to‘g‘ri chiziglar parallel bo‘Imasa,
+ + =0
\ax+b2y+c2=0
tenglamalar sistemasi yechimi shu to‘g‘ri chiziglarning kesishish
nuqtasidan iborat boiadi.

Endi berilgan M(x0,y0) nugtadan ax +by+ ¢ =0 to‘g°ri
chiziggacha bo‘lgan masofani topaylik. To‘g‘ri  chiziq
tenglamasini y =kx +d ko‘rinishga keltiramiz, :—E ,d :—; .
Berilgagn M nugtadan o‘tib y =kx+d to‘g‘ri’ chizigga

perpendikulyar bo‘lgan to‘g‘ri chiziq tenglamasi quyidagi

ko‘rinishda bo‘ladi:)>-y0= (ge-nr0). Quyidagi sistemani
K

yechamiz,
N=&; I
\ 1/ Nk$+d-y0=--(b-xOQ cxI-ly<kd=-xi-H0=*
X Yo- *
5 %+y0-1 ' J kXn+fyb-fd+Ird+d

* x4 =K'~ inr*d" - S —
_ < Hegn+d

P+ -
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Sistema yechimi (X, yX) bilan aniglanuvchi B (*,.y,) nugta va
M (x0,”0) nugtalar orasidagi masofani topamiz:

h»+kx,-kd-1cxb-x$ + fa+ A0+ rf-A->J7  Y(**-Yo+<Ne )
Ar+l N1
C
H~Yol| - K +frjH.
mJifH a o2
+1
y b
Demak,M(x0,y0) nugtadan ax +by+c =0 to‘g‘ri
chiziggacha boigan masofani cl deb belgilasak, ushbu
-l

sja+ b
formulani hosil gilamiz.



5.2.Aylana, ellips, giperbola va parabola

2-ta'rif. Tekislikda berilgan M (x0y0) nugtadan bir xil R

masofada yotuvchi barcha nuqgtalarning geometrik o‘mi aylana
deyiladi. Berilgan M ) nugta aylana markazi, R esa aylana

radiusi deb ataladi.
Aylana tenglamasini topaylik. Aylana markazi M (x(JyO0)

nugtada boMib, uning radiusi R ga teng boMsin. B(x,y) nugta

aylanada yotuvchi nugta boMsin, u holda ta’rifga ko‘ra aylana
tenglamasi quyidagi

+y-y&¥=R yoki (x-xj+(y-y02=3?  (3)
ko‘rinishda boMadi. (3) tenglamada sodda almashtirishlarni
bajarsak, aylana tenglamasini

X2+y2+mx+ny+p =0 4)
ko‘rinishga olib kelish mumkin. (4) ko'rinishdagi tenglamadan (3)
ko‘rinishdagi tenglamaga o‘tish uchun, (4) da toMiq kvadratlami
ajratish kerak boMadi, u holda m2+n2- 4p >0 shart asosida,

nV m +n~-4p

m
x+? ty+ ~ N\ e R

tenglamani hosil gilamiz.

3-ta'rif. Ellips deb tekislikda berilgan ikki nugtagacha
boMgan masofalar yigMndisi avvaldan berilgan o'zgarmas songa
teng boMgan barcha nugtalarning geometrik o‘miga aytiladi.

Ta'rifdagi ikki nuqgta ellipsining fokuslari deyilib, berilgan
o'zgarmas son fokuslar orasidagi masofadan katta boMishi kerak.
Endi ta’rifdan foydalanib ellips tenglamasini hosil gilaylik.
Soddalik uchun ellips fokuslari OX o*‘gda yotib, koordinata
boshiga nisbatan simmetrik joylashgan deb olamiz. Ya'ni f] va

P2 lar ellipis fokuslari boMsa, ular Fx(-c,0) va f\(c,0) (c >0)

ko‘rinishda deb olamiz.
Agar ta’rifidagi o‘zgarmas sonni 2a (a>0) deb olsak,
2a>FX¥2, ya'ni 2a >2c yoki a>c shart o‘rinli boMishi kelib
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chigadi. Agar M(x,y) nugta ellipsda yotsa, u holda ta’rifga ko ‘ra
MF{+MF2 =2a tenglik o'rinli bo'lishi kerak. Ya'ni

xh' +y +J(x-tf +'y =2a=$j(x+cf+y =2i~J(x~cf +y =;
=X"40)" +Y =4r -4aj(x-cf +y +(jc-¢)3+y?=>bj(x-cf +y =4r ~do=>

=x"x~<f +y]=(cr2-c~2=sr.r -lccex-Hft? +c?y =ad~2crex+ck' =>

A CT-tf

a>c boMgani uchun a2-c2=b2 deya olamiz, u holda
ellipsnmg ushbu kanonik tenglamasini hosil gilamiz,

X2 v2
8?7 +pT =1 5)
(5) tenglama bilan berilgan ellips koordinata o‘glariga v

koordinata boshiga nisbatan simmetrik boMadi. a va b musbat
sonlar deb garalib, ular ellipsning yarim o‘glari deyiladi. (5)
tenglamani keltirib chigarishda a> b edi, shunmg uchun uning
fokuslari OX o‘gida joylashgan boMib, fokuslar koordinata

boshidan c¢=n/a2-b2  masofada yotadi. —=s <1 nishat
a

ellipsning ekstsentrisiteti deyiladi. Ellipsda yotgan M(X,y)
nuqgtadan fokuslargacha boMgan masofalar fokal radius-vektorlar
deb nomlanib, wular quyidagi tenglik orgali topiladi:
r{=a-sx, r2Z=a+sx.

Agar (5) tenglamada a <b boMsa, ellips fokuslari OY

o‘qda joylashib,
c=ylb2-a2, £=b—, rn-b-ey, r2=p+sy tengliklar
o'rinli boMadi.
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4-ta’rif. Giperbola deb berilgan ikki nugtagacha bo‘lgan
masofalar ayirmasining moduli avvaldan berilgan o‘zgarmas
songa teng boMgan barcha nugtalarning geometrik o0‘miga
aytiladi.

Ta'rifdagi ikki nugta giperbolaning fokuslari deyilib,
berilgan o‘zgarmas son fokuslar orasidagi masofadan kichik
boMishi kerak. Giperbola tenglamasini uning fokuslari OX o‘gida
yotib, koordinata boshiga nisbatan simmetrik joylashgan hoi
uchun hosil gilaylik. Giperbola fokuslari Fx I\ nugtalarda boMsa,
biror o 0 son uchun ular va Fz(c,0) koordinatalarga
ega boMadi. Agar giperbola ta'rifidagi o0°‘zgarmas sonni
2a(a >0) deb olsak, u holda 2a<F{F2, yani 2a <2c, a <c
boMishi kerak. Agar M(x,y) nuqgta giperbolada yotsa, ta'rifga
ko‘ra IMFX-M F2\=2a, demak,



(W ;~\W)2=4a2=>"(x+cf +y —JI(x-cf +\?] -id2=>{x+cf +y*~
A(x+cf+y x-Cf +yt)+(x-cf R\NE=AR=2"x+cf +y](.r-C)2+yd =
=1 +Y)+2A2- 20)=>{ar+0)2+yDc-cf +yA=(ar +W)Hc2- 222)f =
N(x2-erf H(r+0): +(r-c)Jy2+Y =(*+V)3+Am+ Y p -rnd-*"2-2cff =
=>(-2cr-2r +4r)r Hdxw +2c:-2r -2¢5+4r)vJILc3-292~-c4=>

=H(ar-c2Y +4t1Y =4a4—«Ic2=lgr-c)r +&v =<iAo3- )=>"-4~"—=
root-c”

=1=M-—1—-=i
02 r-ct

o<a<c bo‘lgani uchun c2-a2=b2 deya olamiz,
natijada giperbolaning quyidagi kanonik ko‘rinishdagi tenglamasi
hosil bo‘ladi:

X2 y2
\c{ pt=> («)
(6) tenglama ko'rinishida berilgan giperbola koordinata

o‘glari va koordinata boshiga nisbatan simmetrik boMadi. a va b
parametriar musbat son boMib, a- hagiqiy yarim olg, b- mavhum
yarim 0‘q deb nomlanadi. Giperbola OX o‘gni giperbola uchlari
deb ataluvchi Ar(-a,0) va A2(a,0)t nugtalarda kesib o‘tadi.

c =yja2 +b2son fokuslardan koordinata boshigacha boMgan

£
masofaga teng  boMadi. ;~s >1 nisbat  giperbola

ekstsentrisiteti deb nomlanadi. vy - h—x va y =— JF to‘gni
a a

chiziglar giperbola asimptotalari deyiladi. Giperbolada yotuvchi
M (x,y) nugtadan fokuslargacha boMgan masofalar fokal radius-

vektorlar deb atalib, quyidagicha topiladi:
r, =\sx-a\, r2=\sx+c"

Agar (6) tenglamada a =b boMsa, bunday giperbola teng
tomonli giperbola deyiladi, uning tenglamasi x2-y 2=a2,
asimptotalari esa y = x ko‘rinishda boMadi.
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. . r2 y3
i = va =-1
a"2 ﬁ% a" b2

0'zaro go‘shma giperbolalar deyiladi.

5-ta’rif Berilgan nuqta va berilgan to'g'ri chizigdan teng
masofada yotuvchi barcha nugtalarning geometrik o‘rni parabola
deb aytiladi.

Tarifdagi nuqta parabola fokusi, to‘g‘ri chiziq uning
direktrisasi deyiladi. Parabola tenglamasini uning fokusi OX
o'gda, direktrisasi OY o'gqga parallel bo'lgan hoi uchun hosil

gilaylik. Parabola fokusi nuqta, direktrisa tenglamasi
esa X = 5 bo'lsin ip >0). Agar M(x,y) nuqta parabolada

yotsa u holda ta'rifga ko‘ra MF = x +m tenglik o'rinli bo'lishi

kerak, ya'ni

2 (7)
=rf=2px

hosil bo'ladi. (7) tenglama bilan ifodalanuvchi parobola OX
0'qga nisbatan simmetrik bo'lib, OX o'gni koordinata boshida
kesib o'tadi, bu nuqgta parabolaning uchi deb ataladi
Parabolaning M(x,y) nugtasi uchun fokal radius-vektor

f=x+ ? ko'rinishda bo'ladi. Ushbu

m2=2py (8)

tenglama bilan berilgan parabola fokusi F 0;—/ nugtada,
y 2

direktrisasi y =- ~2 to'g'ri chiziqdan iborat bo'lib, parabolaning
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M(x,y) nugtasi uchun fokal radius-vektor r =y +—

ko'rinishda boMadi.



7

Agar 1 va y 0°zgaruvchilar teskari proportsional yani

tenglik orgali bogMangan boMsa, sistemasi OXY

X
koordinatalar bissektrisalarini, yangi koordinatalar OX'Y'

sistemasi  sifatida qarasak, bu tenglama (x")2- (y)~=m
ko'rinishga keladi, bundan esa asimptotalari OX va OY o‘glardan
iborat boMgan teng tomonli giperbola ekanligi kelib chigadi. Agar
m >0 boMsa giperbola I va 11 choraklarda, agar m <o boMsa Il
valV choraklarda joylashgan boMadi.

Endi kasr-chizigli funksiyani garaylik:

Bu yerda c*o va ad-be* o deb olmadi. Kasr-chizigli
funksiya grafigi asimptotalari x =- s va y :~b boMgan teng

tomonli giperbola boMadi.

5.3. Tekislik va to‘g‘ri chizigning fazodagi tenglamalari

Fazodagi M (x0,y0,z0) nuqgtadan o‘tuvchi,, n(A,ByC)
vektorga perpendikulyar boMgan tekislik tenglamasini topaylik.
Buning uchun shu tekislikda yotuvchi istalgan B(x,y,z) nugtani
olsak, MB ea n vektorlar perpendikulyar, ya’ni  ulaming

skalyar ko‘paytmasi MB n=0 boMishi kerak. Demak,
quyidagilar o'rinli boMar ekan:

MB n=A(x- x0)+B(y-yo0)+C(z-z0)=0

Agar qavslarni ochib, ifodani ixchamlasak quyidagi
tenglama hosil boMadi,
Ax+By+Cz+D =0 9)

Bu yerda D - - (Ax0+ByQ+Cz0). n(A,B,C) vektor
tekislikning normal vektori deyiladi.
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(9) tenglama tekislikning umumiy Kko'rinishdagi
tenglamasi deyiladi. Endi (9) tenglamaning ayrim maxsus
ko‘rinishlarini keltiramiz:

1 Agar D=0 boMsa, u holda Ax+By+Cz =0 tekislik
koordinata boshidan o ‘tadi.

2. Agar A=0 bo‘lsa, By +Cz+D =0 tekislik OX o0°‘qga
parallel boMadi.

3. Agar A=0,D =0 boMsa, By+Cz =0 tekislik OX o‘gdan
o ‘tadi.

4. Agar A-0, B=0 boMsa, Cx+D =0 tekislik OXY
tekislikka parallel boMadi.

5 Agar A=0, B=0, D=0 bo‘lsa, Cz=0 (yoki z=0)
tekislik OXY tekislik bilan ustma-ust tushadi. Ushbu

AX+B.y +c'z +D, =0

AX+ B +C2Z +D2=0 @0)
tekisliklarning parallellik va perpendikulyarlik shartlari ulami
aniglaydigan «,(™,,#,,(7,) va n2(A2B2,C2) vektorlarning

parallellik va perpendikulyarlik shartlari bilan bir xil boMadi,
shuning uchun ular quyidagicha boMadi:

éi— B ,¢ —L - tekisliklarning paralellik sharti,
A2 S2 c2

Ax-A2+Bx-B2+Cn 'C2-0 - tekisliklarning perpendikulyarlik
sharti.

€)) tenglamada D* 0  boMganda tekisliknini
kesmalardagi tenglamasini keltirib chigarish mumkin:

AxhByhCz=S)=> X |J) |_,|73=1 yoki — =a, i =Pi g

A B C
deb belgilash kiritsak

tekislikning kesmalardagi tenglamasi hosil boMadi.
(10) tengliklar bilan berilgan ikki tekislik orasidagi (p

burchak ularga perpendikulyar boMgan w, (N1, B, C,) va
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M(A2, B2, Cr) vektorlar orasidagi burchakka teng bo'ladi.
Shuning uchun (p burchak quyidagi tenglikdan topiladi

nx-n2 AA++B)*Br+Cx?2
COSY - _  —» - pommmmmeomeeee- P
S en2 AP +B2+c 2e0/2+v; +c\
M (jo0,”0,20) nugtadan Ax+By+Cz+D =0

tekislikkacha bo'lgan masofa quyidagi formula orgali topiladi
(masofad bilan belgilangan):

N \AXQ+By0+CzQ+E\
ylIA2+B2+C2

Bu formulaning isboti tekislikda avval ko'rilgan nugtadan
to'g'ri chiziggacha bo'lgan masofa formulasining isboti kabi
bo'ladi.

Endi M(x0,y0,z0) nugtadan o'tib, p(m,n,k) vektorga
parallel bo'lgan to'g'ri chiziq tenglamasini topaylik. Agar
B(x,y,z) nugta gidirilayotgan to'g'ri chizigda yotsa, u holda
MB(x-x0,y-y0,z-z0) vektor p vektorga parallel bo'lishi
kerak, ya'ni quyidagi tenglama hosil bo'ladi:

yJAD_y-y0nZ-Zq *
m n K
Bu tenglama fazodagi to'g'ri chizigning kanonik

korinishdagi tenglamasi deb ataladi. Agar (11) da Z—T(Z—a=t deb

olsak, to'g'ri chizigning quyidagi parametrik tenglamasini hosil
gilamiz:

X =mt + Xq,
y =nt+y0,
z =kt +z0.

Agar (10) tengliklardagi tekisliklar parallel bo'Imasa, ular
to'g'ri chiziqg bo'yicha kesishadi, bu to'g'ri chiziq tenglamasi
quyidagi tenglamalar sistemasi orgali topiladi
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[Ax+A,y+-C[lT+4 =0

(12)
| AX+B2 +CZ +D2=0

(12) sistema to‘g‘ri chizigning umumiy tenglamasi

deyiladi. Agar tenglamadan x va y niz orgali topsak, u holda
to‘g‘ri chizigning proektsiyalardagi tenglamasini hosil gilamiz:

IXx-mz +a
\y =nz+b

Endi C 2 -YP o7 gt chizig va
n K

Ax+By+ Cz+D =0 tekislik orasidagi <p burchakni topaylik.
~~(p burchak p(m,n,k) va fi(A,B,C) vektorlar orasidagi

burchakka teng boMadi, u holda cos 7 9 =sin(p bo'lgani

uchun,
] |Am + Bn + CK\
sin<p

va2+B2+C2-4m2+tf +k2
Berilgan to‘g‘ri chizig va tekislikning parallel bo'lishi
uchun p va A vektorlar perpendikulyar boMishi kerak, ya™ni
Am+Bn+Ck =0
Berilgan to‘g‘ri chiziqg va tekislikning perpendikulyar
bo'lishi uchun p ea n vektorlar parallel bo'lishi kerak, yani

m n K

To'g'ri chiziqg bilan tekislikning kesishgan nugtasini
topish uchun, to'g'ri chizigning parametrik tenglamasi va
tekislikning umumiy tenglamasi orgali hosil bo'lgan sistemani
yechish lozim, ya'ni

X=mt+a
y =nt+b
z =kt +c

AX+By+Cz+D =0

90



tenglamalar sistemasini yechish kerak.

Berilgan ikki M{xxyxz% va K(x2,y2,z2) nugtadan
o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq tenglamasini topaylik. Bu to‘g‘ri chiziq
M (xxyX,zX) nugtadan o'tganligi uchun

y=y _>->1 "-z,
m n K

Endi bu to‘g‘ri chizigning K{x2,y2%2) nugtadan ham

o'tishini e'tiborga olsak,

2L Y2~ ~ 2

m n K

Natijada quyidagi tenglamani hosil gilamiz

X,  y~yx_ z-z,

*2-*1 Y2-Y1 z2¢#4
Bu tenglama  berilgan ikki M(xxy»xzx) va K(x2y2z2)
nugtalardan o‘tuvchi to‘g‘ri chizig tenglamasidir.

(13)

Xulosa

Chizig va sirt tushunchalari  geometriyaning asosiy
tushunchalari  hisoblanadi. Ulami tashkil etuvchi nuqtalar biror
gonuniyatga  bo‘ysunadi.  Analitik geometriya bo‘limida
koordinatalar sistemasi usuli yordamida ma’lum gonuniyatlarga
asosan ularning tenglamalari keltirib chigariladi va tenglamalami
tahlil gilish bilan shu tenglamalar bilan aniglagan ob'ektlar
o‘rganiladi.

Tayanch iboralar

Chizig  tenglamasi, to‘g‘ri  chiziq, parallellik,
perpendikulyarlik, burchak koeffitsienti, to‘g‘ri chiziglar dastasi,
kesmalarga nisbatan tenglama, to‘g‘ri chiziglar orasidagi
burchak, kesishish nugtasi, aylana, ellips, giperbola, parabola,
fokus, ekstsentrisitet, fokal radiuslar, tekislik tenglamasi, fazoda
to g ri chizig tenglamasi, yo*naltiruvchi vektor.
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Takrorlash uchun savol va topshiriglar

1 .Tekislikda to‘g‘ri chiziq tenglamalarining ganday ko‘rinishlari
mavjud?
2.To‘g"ri chiziglar orasidagi burchak ganday topiladi.?
3.Nugtadan to“g‘ri chiziggacha masofa ganday topiladi ?
4. Aylana, ellips, giperbola, parabola ta'rifi.
5.Fazoda tekislik va to‘g*ri chiziq tenglamalari.
6.Tekislik va to‘g‘ri chiziglarning parallelik va perpendikulyarlik
shartlari.
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1-bob. LIMITLAR NAZAR!YASI
I.1.Sonli ketma-ketliklar limiti.
1.2.Funksiya limiti.
1.3. Noanigliklar.

1.1. Sonli ketma-ketliklar limiti

N - natural sonlar to‘plamida berilgan funksiya sonlar
ketma-ketligi deb yuritiladi, ularni {xn  yoki x,,X2,...,X,,...
ko‘rinishlarda ifodalaymiz.

1-ta'rif s >0 va a son uchun (a-e, a+s) interval a
ning e -atrofi deyiladi. Agara-o bo'lsa, (- e,e) interval gisqacha
s -atrof deyiladi.

2-ta’rif. Agar istalgan s >0 son uchun, e -atrofdan

tashgarida {xn}rq ketma-ketlikning chekli sondagi hadi bo'lsa, u

holda {x,,£, ketma-ketlik cheksiz kichik ketma-ketlik deyiladi
Bu hoi

Himy, =0
shaklda ifodalanib, n cheksizlikka intilganda xn ketma-ketlikning
limiti 0 ga teng yoki i ketma-ketlik 0 ga yaginlashadi deb
aytiladi.

2-ta'rifni unga teng kuchli boMgan, o‘zgacha ko‘rinishda
ham aytish mumkin. Agar istalgan >0 son uchun shunday
n{(e) natural son mavjud boMsaki, istalgan n >ntl(s) boMgan

natural n son uchun |x,,j<£ tengsizlik o‘rinli boMsa, u holda
timx =0 deyiladi.
Endi cheksiz kichik ketma-ketlikka misollar keltiramiz.

1. xn= n=12,... ketma-ketlikni garaylik, agar s> 0
n

boMsa, n< — ya'ni —>s tengsizlikni ganoatlantiruvchi natural
s n
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sonlar chekli bo'ladi, ya'ni (-e,e) £ -atrofdan tashqgarida ] -

ketma-ketlikning chekli hadi yotadi, demak,

tim—=20

n A

2. ¥<1 bolsin, u holda timg”=0 ekanligini
>0

ko'rsatamiz. Hagigatan ham, agar q =0 bo'lsa fr/nO =0 bo'lishi
0'z - o'zidan ravshan. Agar O<|<jr|<l bo'lsa, u holda e>Q son
uchun quyidagini hosil gilamiz.
k"' >£ <>ntnld >inso n<—%7 (chunki ?Aq\<0).
Oxirgi tengsizlikni ganoatlantiruvchi natural son chekli bo'ladi,
yani (- £,s) s-atrofdan tashgarida {oh »n ketma-ketlikning

chekli hadi yotadi, demak g(\q\ <) son uchun f.imq" =0 bo'lar
ekan.

3. Xxn=— &>0, Kketma-ketlikni qgaraylik. a >0
na

ekanligidan s >0 son uchun //*<—o0 n< -T va bu
e

tengsizlikni ganoatlantiruvchi natural sonlar chekli, ya'ni -L- >s

tengsizlik chekli natural son uchun o'rinli bo'lisidan istalgan
. f171*
e>0 son uchun e- atrofdan tashgarida j— ketma-

ketlikning chekli hadi yotar ekan. Demak, a >0 son uchun
tim— =0.

Endi cheksiz kichik ketma-ketliklar xossalarini keltiramiz.
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1) Agar £imx,, =0 va timyn-0 boMsa, u holda
PO JH0

pos, T =0 »
Biror e>0 son berilganda, shunday n{(e) va «,(£*)
natural sonlar mavjudki, W>W, boMganda

—2 <xn<% n"n2(e) boMganda —2 <Y,,<£? tengsizliklar
o‘rinli boMadi, agar n >nQe) - max{o, (r),«2(r)} deb olsak, u
holda ~S—<x,,<£— va ~E Y. <E tengsizliklar bir paytda
o'rinli boMadi, ya'ni n>n0{e) boMganda -e<xn+y,,<e
tengsizlik o‘rinli boMadi Demak, 'H;)r%(xn +Yy,,) =0 boMadi.

2) iimxn- 0 boMganda, istalgan a son uchun

J>e0

%imoa x =0; Hagigatan ham, agar a =0 boMsa, imOx =0

ekanligi ravshan. Agar a*0 boMsa, u holda £>0 son uchun
shunday nO(e) natural son mavjudki, n>n0(e) boMganda

—F|£\I<xn<j£—7 tengsizlik o'rinli boMadi. U holda n>n0(s)
N

boMganda -s<axn<e ekanligi kelib chigadi. Demak,
u max. =0.
3) Agar timxn-0 va £imy,, =0 boMsa, u holda

£imxnyn =0; chunki s >0 son uchun shunday w ea n2 natural

sonlar mavjudki, barcha n >4, uchun |x,,j < va barcha n >y
uchun \y,.\<yfs boMadi, u holda barcha
« >n0 = max {«,,n2}Har uchun \xny,\ =\xn|syn| < Jit -Je, ya'ni

Ynym\<g

Demak,
eimx,,yn =0.
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4) Agar nCj)gnxn:O boMsa, {xn ketma-ketlik
chegaralangan bo'ladi. Chunki s =1 son uchun shunday nO
natural son mavjudki, istalgan n>n0 uchun |x,,|<I orinli
boMadi Agar biz K = |%(IXI1 deb olsak, istalgan natural n son

uchun || <AT+1 tengsizlik o‘rinli boMadi, ya'ni ketma-
ketlikning chegaralangan ketma-Kketlik ekanligi kelib chigadi.

5 Agar tim*, =0 va {>"}*=i chegaralangan ketma-
ketlik boMsa, u holda HL‘%XW”:O' yani {xnyn}* ketma-ketlik

ham cheksiz kichik ketma-ketlik boMadi.
Hagigatan ham K >0 son uchun, barcha natural n larda

> < AT boMsin. e > 0 son uchun shunday n0O mavjudki, barcha

n>n0 lar uchun |x,,|<? tengsizlik o‘rinli boMadi. U holda

barcha n£ 10 uchun |xnyn|=|gn|e |<?~AI'= e Demak,
timx,,y,, = 0.

6) Agar barcha n larda 0<x, i1y, tengsizlik o‘rinli
boMib Ei_gyn =0 boMsa, u holda E_ixrg x4=0.

timyn =0 boMganligi uchun, \/e> 0 son uchun (~e,e)
atrofdan tashqgarida {*,} ketma-ketiikning ham chekli elementi
yotadi, ya'ni timxm- 0.

7) Agar barcha n larda xn<zH<yn tengsizlik o'rinli
boMib, (imxn=0 va timy,, =0 boMsa, u holda timi =0
boMadi. Ma'lumki, xn<zn<yn tengsizlikdan
0<zn-xn<yn-xn tengsizlik kelib chigadi. 1-xossaga ko'ra
tim(y,, - x ) =0, bundan 6-xossaga ko‘ra tim(z,, -*,,) =0. U
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holda yana 1-xossaga ko'ra
timz,, zg/ilm[{z,, ~*J+xJ)= tHi\r/g(zn—x,,)+ timx,, =0.

AP Eib) »»«
3-ta'rif R3 A to'plam berilgan bo'lsin. Agar shunday K
son topilib, istalgan x e A uchun x ii K {K <x) -tengsizlik o'rinli

bo'lsa, u holda A to'plam yuqoridan (quyidan) chegaralangan
to'plam deyiladi. Bunda K son A to'plamning yuqori (quyi)
chegarasi deyiladi. Agar A yugoridan ham quyidan ham
chegaralangan bo'lsa, bunday to'plam chegaralangan deyladi.
4-ta'rif. Agar x<K tengsizlikni ganoatlantiruvchi Vx

son uchun x<a<K (x>a>K) tengsizlikni ganoatlantiruvchi
aeA element mavjud bo'lsa, K son A to'plamning aniqg yuqori
(aniq quyi) chegarasi deyiladi va supA = (inf A =K) ko'rinishda
yoziladi.

1-teorema. Agar A to'plam yuqoridan (quyidan)

chegaralangan bo'lsa sup/i (infA) chekli son bo'ladi.
2-teorema. Agar {x,}< ketma-ketlik o'suvchi

(kamayuvchi) bo'lib sup{x,}*,=() (inf{x,,}*t=0) bo'lsa, u

holda %iag%xnzo bo'ladi.

*

Isbot. {X,.JLi o'suvchi bo'lsin, ya'ni
X, " X2E£ x3<eeiixnf xnd™o'rinli bo'lib sup{x,}*,=0
bo'lsin, u holda \/e>0 uchun shunday n0 nomer mavjudki,
X, € (- E,C] bo'ladi, u holda istalgan n>n0 uchun

-e <X, <x <0 .

yani n>n0 lar uchun  xue (- £0] bo'lar ekan, demak

H%x =0.

Ketma-ketlik kamayuvchi bo'lgan holda ham isbot shu
tarzda bajariladi.

5-ta'rif. Agar istalgan M > 0 son uchun (- M;M) atrof
ichida {m  ketma-ketlikning chekli sondagi hadi bo'lsa, u
holda bu ketma-ketlik cheksiz katta ketma-ketlik deyladi. Bu hoi
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tintxn =00
shaklda ifodalanib, n chcksizlikka intilganda xn ketma-ketlik
limiti cheksizlikka teng, yoki cheksizlikka intiladi deb aytiladi.

Bu ta'rifda ketma-ketlikning biror hadidan keyingi

barcha hadlari mushat boMsa,
tim_xn = +00
/mx©
manfiy boMsa,
timx,, =-00
deb ta'riflanadi.
Masalan, £im(-)n/; = oc(HI(%n =4 va Hm(-r|)=-<0_

5-ta'rifni unga teng kuchli boMgan, o‘zgacha ko'rinishdagi ta'rifga
almashtirish ham mumkin.
Agarda istalgan e> 0 son uchun shunday nO nomer

mavjud boisaki barcha n>nQar uchun |[xn|>e tengsizlik
o‘rinli boMsa, timxH=o00 \timxn=-o0}  deyiladi. Agar
istalgan s >0 uchun shunday nO nomer mavjud boMsaki, barcha
n~rif, lar uchun xn>s (xn<-e) tengsizlik o‘rinli boMsa,
H_@an - 400 ( limx.=-00 )deyiladi

3-teorema. Agar {xn ketma-ketlik cheksiz kichik

ketma-ketlik boMsa, |j _ | ketma-ketlik cheksiz katta ketma-
ketlik boMadi. Aksincha -cheksiz katta ketma-ketlik
boMsa, JJ_ | -cheksiz kichik ketma-ketlik bo'ladi. Teoremada

barcha n larda xn* 0 deb garaladi
Isbot. timxn=0 boMsin, u holda istalgan katta E> 0

son uchun shunday n0 mavjudki, har ganday n Kk nO uchun



Aksincha, agar 4 TJL =® bo'lsa, uholda istalgan kichik

*_k*k ¥

e>0 son uchun shunday nO mavjudki, har ganday n >n0
uchun |m >— bo'ladi,-u holda shu n>wflar uchun <e
S

tengsizlik bajariladi, ya'ni

timxn=0.

Mo

6-taVif. Agar {m,- a}*, ketma-ketlik cheksiz Kkichik

ketma-ketlik bo'lsa, u holda {xn}¥9 ketma-ketlik limiti a songa
teng (yoki a songa yaginlashadi) deyiladi, Bu hoi H_,r%xn =a

shaklda ifoda etiladi.
Demak, agar /(_i)rg(xn-a)=0 tenglik o'rinli  bo'lsa,

Hiwxn-a deyiladi. Bunday ketma-ketlik  yaginlashuvchi

ketma-ketlik deyiladi.
Ketma- ketlik limiti quyidagi xossalarga ega. Faraz
gilaylik t!)r&x =a va tri%yn =b bo'lsin, u holda:

1. Istalgan a va p sonlar uchun
£im(axn+Py,,) =aa +pb ,

chunki cheksiz kichik ketma-ketlik xossalariga ko'ra,
Km{axn+pyn-aa-pb) =tim[a(xn-a)+ p(y,, -b)]=0

2. Yaginlashuvchi ketma-ketlik chegaralangandir.
timxn=a bo'lsin, u holda Hg\)(xn-a)zo bo'lgani uchun
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{xn-a}*, chegaralangan ketma-ketlik boMadi, ya'ni shunday
K >0 son mavjudki, barcha n lar uchun |x, - o| < K, uholda

[*,| =|(*, -a)+ 0] <|x,, -a\+ LLl<K+L, neN.
Demak, {*,¥*,-chegaralangan ketma-ketlik ekan.
3. L;_Q:ynxn =ab .
Cheksiz kichik ketma-ketlik xossalariga ko‘ra,
M x®1~aNe A x*-4Y, +dy,,-b b~ n +&tm-{yn-b)=Q-b+a-0=Q

4.y,,*0,ne N vab*0 boMsa,

Pim"L _£
yn b
tenglik o'rinli boMadi.

Aniglik uchun b>o0 boMsin, u holda e=? uchun

shunday nO mavjudki barcha n >n0 lar uchun

U holda

—b <v.-b <£::>v >£>(51
2 .2

va 0< — < |, yani — ketma-ketlik chegaralangan ekan. U
n b 77

holda (n>n0 deb garash mumkin)

B Al
4 "] nx* VA w*
5) Biror nomerdan boshlab xn< ya boMsa, u holda

a <b . Teskarisini faraz gilamiz, ya’ni a >b boMsin, u holda



e>0 sonni shunday tanlab olish mumkinki,
a-s>b +s (masalan, e< - ) tengsizlik o'rinli boMadi, u

holda shunday nO natural son mavjudki, barcha n>n0 lar uchun
a-s<xnvay,<b+s tengsizliklar o'rinli bo'ladi, u holda biror
n £ n0uchun x,, >y,, boMadi. Bu esa ziddiyatdir.

4-teorema. Agar {x, , o'suvchi (kamayuvchi) ketma-
ketlik bo'lib, yuqoridan (quyidan) chegaralangan bo'lsa, u holda

fm yaqginlashuvchi va [gmm:suj{;eJ timxn:inﬂf{xB}J bo'ladi.
Isbot. Teorema shartiga ko'ra sup{xn}=a -chekli son

bo'ladi, u holda {xn- ketma-ketlik o'suvchi  bo'lib,
sup{xn-a} =0 bo'ladi va 2-teoremaga ko'ra tim{xn-d)-0 ,

demak (imx,, = a bo'ladi.

5-teorema. Agar barcha natural n lar uchun xn<zn<yn
bo'lib, timxn~timyn=a bo'lsa, uholda timzn=a .
n—x*> n-+o0o n-*X)
Isbot. x,,-a<zn-a<,yn-a tengsizlik barcha natural
n lar uchun o‘rinli bo'ladi, u holda 7) xossaga ko'ra
tim(zn- a)- a,demak timzn=a .
0 #>00
6-teorema. (Ichma-ich joylashgan segmentlar ketma-
ketligi hagidagi teorema).
Agar har bir natural n uchun [an,b,] {an <bn) segment
berilgan bo'lib, barcha n larda
KA INKk+iAj
munosabat o'rinli va %Lng(b,, -<0 =0 bo'lsa, u holda f.iman va
tyjmbn limitlar mavjud bo'lib

tima,, = timbn =c,
A-X »

n-+cc

va istalgan natural n uchun an <c<bn tengsizlik o'rinlidir.
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Isbot. Teorema shartiga ko‘ra ketma-ketlik
o‘suvchi bo‘lib, yuqoridan (masalan, bx bilan) chegaralangan,
feL ketma-ketlik esa kamayuvchi boiib, quyidan (masalan,
a, bilan) chegaralangan bo‘ladi, u holda
sup{a, }=a ea inf }=Db desak, 4-teoremaga asosan

n n

t.ima =a, £imb =b,
nw *e
bo‘ladi. Barcha n larda an <a<b<,bn bo‘lgani uchun,
o<b-a<bn-an, n<=N.
va tim(bn-an) =0. 5-teoremaga ko‘ra b-a =0, yani
iima,, =timbH=c, an<c<b \/neN.
>0 nm*oa

Teorema isbot bo“ldi.
4-teoremaning  tatbigi  sifatida  quyidagi  limitni
ko‘rsatamiz

) \n
lim 1+- =e
fj

£ N
Dastlab x, 1+ ) ketma-ketlikning o‘suvchi va yugoridan
V. n

chegaralangan ekanligini ko‘rsatamiz. Buning uchun biz quyidagi
tengsizlikdan va Nyyuton binoidan foydalanamiz: agar x> -\
bo‘lsa,

(1+*" >1+nx, ne N ;
Istalgan a, bva natural n uchun

{a+BM=XC,V~* bk
k0

tenglik o‘rinlidir, bu yerda C* = — —— , M\=1*2men.
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fiov*1 V
l+— 1+ i
4 "+b N+l rp1 (D

'|+1 +-|/|+11 1+1 , >>+VLM2J n+\

. _{n+2) (n+H)2-n {n+jfoi2+H+)
+Iff ol w2 ) )3

M3+3F +3n+2 _1i*+3r2+3rcH
> TE-=1

M * M 3
«e {*ﬂ y O‘SUVCh|

ketma-ketlik ekan. Endi uning yuqoridan chegaralanganligini
ko'rsatamiz. Ushbu

Ckme = n\ ]

Twe o &Is(?-£)! nk Al n

K-2J1 1— <i

1
A!-|f' "™ } n it!

tengsizlikka ko‘ra

\Y

&> 2 boMganda, 2,'(_1 va bundan quyidagini

k\ 1-2-3—*
hosil gilamiz:
i+|Y <2+ =24 2H =2+1 <3
I
Demak, =11+— <3,ne N.

U holda 4-teoremaga ko'ra {S)= ketma-ketlik limiti
mavjud va chekli boMadi, uning giymatini e orgali belgilaymiz:
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e soni irratsional son boMib, u matematika va uning tadbiglarida
katta ahamiyat kasb etadi. e sonining o‘nli kasrga yoyilmasidagi

dastlabki 10 ta ragam quyidagicha boMadi
e =2,7182818284...

Quyidagi limitni istalgan a > o uchun ko‘rsataylik

<t|rg1>[a = Exrgct - 1L
I

Dastawal, a >1 deb garaylik, u holda a” >1 bo'lib,
(I4jc)" >1+4X

tengsizlikda (x>-1) 1+x=a" deb olsak,

f i N i

I+« an-1 <a=>o0<an-1<-— neN.
n

Bu yerda n -> oo da limitga o‘tsak,
fi N
tim an-1 w0
y

ekanligi kelib chigadi, ya'ni
\

tima" = 1.
Agar 0 <a <1 boMsa, u holda a_> 1 boMgani uchun
1 j

timan=tim-—-=1.
1V

Demak, istalgan a >0 uchun

lima" =1.
Ve

Keyingi misol sifatida istalgan a >0 (a * 0) son uchun



f£imf.ogaf1+—3=0

ke A n)
ekanligini ko‘rsatamiz. Dastavval, a> 1 deb garaylik, u holda
fogax funksiya o‘suvchi bo'lgani uchun, biz tn=foga(1+91

ketma-ketlikni hosil gilsak, bu ketma-ketlik kamayuvchi bo'lib,
yani f, >t2>eee>* >/ f|l >eee jstalgan n uchun t,, >0,uning
chekli limiti a mavjud bo'lib, 4-teoremaga ko'ra
ELEE'[” = n;f{/,,} =<
a =0 ekanligini ko'rsatamiz. Agar a>0 deb faraz qilsak,
a* -1 >0 bo'lgani uchun, -<aa-1 deb olsak, u holda bunday
n
n larda
| K =toga" =a-

Buesa a =inf }ekanligiga ziddir. Demak, a =0 ekan, ya’ni

Agar 0 <a <1ho'lsa, a_> 1 bo'lgani uchun
r :
iim io%\l+-ﬁr lim - X 1+n = 0.
Xuddi shuningdek,
am fog fi-M=°
ekanligi ko'rsatiladi. |

1.2.Funksiya limiti

7-ta’rif. Agar f(x) funksiya x0 nugtaning biron-bir
atrofida aniglangan bo'lib (x0 nuqgtada aniglangan bo'lishi shart

emas) istalgan s >0 son uchun shunday 5 >0 son mavjud
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boMsaki, 0<\x-x0\<8 tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha x
lar (yani istalgan xe (X0-<?,x0)u(x0,x0+£)) uchun
|/(x)-fIfj <s tengsizlik o‘rinli bo‘lsa, u holda x argument x0 ga
intilganda f{x) funksiyaning limiti a ga teng deyiladi, (bu hoi
iimf{x) =a shaklda ifoda etiladi),
7'-ta'rif. Agar %_i){gxn =x0 boMgan istalgan {*,}"

ketma-ketlik uchun Hmf(xn)=a tenglik o‘rinli boMsa, u holda
X argument x0 ga intilganda f(x) funksiyaning limiti a ga
teng deyiladi.

7-va 7'-ta'riflar teng kuchlidir. Agar 7-ta'rifda barcha
xe(x0-e,x0) yoki (xe(x0-rr,x0)(xe(x0,x0+e)boisa) lar

uchun |/(x)-a|<£ tengsizlik o‘rinli boMishi talab gilinsa, u
holda a son /(x) funksiyaning x0 nuqgtadagi chap (o‘ng) limiti
deyiladi va iim /(x)=a \ tim fix) =a ] ko‘rinishda ifoda

etiladi. Chap va o‘ng limitlar uchun quyidagi belgilashlar
goMlaniladi:
p#)%of(x) =/(x0- 0), X!wlol(x) =f(x0+0)

Yugoridagi ta'rifda x0 nugta va a sifatida +oc  yoki
-00 (cheksizliklarni olishimiz mumkin. Ta'riflarda mos

o‘zgartirishlar kiritib, quyidagi

iimf(x)=a, timf(x) =a, iimf(x)=cc, iim/(x) = o0,
iim fix)=#cc, iim f(x) =00,

* *xo0 X->x00

fim f(x)=xac. £imf(x)=cc,f.imf(x)=xx> fim f(x) =o0C

kabi lirmtlarni ta'riflashimiz mumkin.
8-ta'rif Agar iim/(x) =0 @‘rg/(x)=0) boMsa, u

holda x »x0 (x->00)da /(x) funksiya cheksiz kichik migdor
deyiladi.
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9-taVif. Agar )EJ*E(T;/(X) = wf{x) =<t bo'lsa, u

holda x -mxi (x -» 00) da / (x) funksiya cheksiz katta migdor
deyiladi.

Funksiya limiti, cheksiz kichik va cheksiz katta migdorlar
quyidagi xossalarga ega:

1.timf{x) =0 va timg(x) =0’boMsa, u holda istalgan

a va P sonlar uchun
tim(af(x) +pg(x)) =0.
x->*b
2. Agar timf(x) =0 bo'lsa, /(gr) funksiya xO0

nugtaning  biron (x0-s,x0)u(x0x0+e) e -atrofida
chegaralangan boMadi.
3. Agar /(x) funksiya xn nugtaning biron e -atrofida

chegaralangan bo'lib, )’ﬂ)r(ng{x) =0 bo'lsa, u holda
timf(x)g(x) =
8-*Xq

bo'ladi.
4. Agar timf(x) =a bo'lib, c<a<b bo'lsa, u holda x0

nugtaning (biron £> 0 son uchun) (x0-s,x0)">(x0,x0+s)
atrofida ¢ < f(x)<b tengsizlik o'rinli bo'ladi.
5 Agar tim/(x) =a” 0, timg(x) =<ebo'lsa, u holda
X-1Xq X+XQ

)‘E_L)r(gf(x)—g(x) = oo.

6. Agar /(x) funksiya x0 nugtaning biron atrofida
chegaralangan  bo'lib, timg(x)= @ bo'lsa, u holda

tim{f{x) +#(*)) = o bo'ladi.

7. Agar tlmf{x) 0 bo'lsa, u holda ft/m—l r=oo va
*~o» [(X)

1
aksincha, agar £/'»/#(x)—oo bo'lsa tim (74 0 bo'ladi.
*** g rJ

109



8. Agar iimf(x) =a> timg(x) =b bo'lsa, istalgan
a eap sonlar uchun
xt‘ib[rg(afix) +Pg{x))=aa +p b, thzgfix) mix) =ab
bo*ladi.
9. Agar Q;pofix) =a va )t(jvrlr'lg{x):bGJO bolMisa,

. TR
II%(%‘—() _b bO Iadl

10. Agar iimf{x) =a va ti)rpgix) =b bo'lsa, u holda
fig{x)) murakkab funksiya uchun tAi*m f(g{x))-a.

11. Agar timfix) =a, timg{x)=b bo'lib, xO0

nugtaning biron atrofida (yoki x0=o0o0 bo'lgan holda, [
yetarlicha katta bo'lgan barcha x larda) fix) <g(x) tengsizlik
o'rinli bo'lsa, u holda a <b tengsizlik o'rinli bo'ladi.

12. Agar x0 nugtaning biron atrofida (yoki x0 =00
bo'lganda, [X) yetarlicha Kkatta bo'lgan barcha x larda)
fix)<<pix)< g{x) tengsizlik o'rinli bo'lib,
tintf (x) =tim g{x) =a bo'lsa, u holda tim <p{X)=a.

X~)Xq X>Xq

13. Agar g0 nugtaning biron atrofida (yoki *o=°°
bo'lganda, |x| yetralicha katta bo'lgan barcha x larda)
/ (x) =const =a bo'lsa, u holda Xtimfix) =a.

14. Agar :[iktnf(x) =a bo'lsa, u holda

tim f{x)= tim f =a. Aksincha agar
r-MIro-O {X) X">Ix0+0 (X) I ' g
iim fix)- tim fix)-a bo'lsa, u holda timfix)=a
X->X<~0 HK-MO+O *>*p

bo'ladi.
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1.3. Noaniqliklar

.Ketma-ketlik va funksiyalar limitlarini hisoblayotganda
quyidagi ko‘rinishdagi noanigliklar yuzaga kelishi mumkin:
7%, —,0-00, 00-00,[, 0°, 00°
0 oo
Bu yerdagi noanigliklaming ayrimlarini boshqgasi orgali
ifodalash mumkin. Limitning 7-xossasiga ko'ra — =10, 0—=oo
00
simvollarni Kiritishimiz mumkin. Shunga ko'ra

1
=f£ 0-00=0~ =-2-=-, 1"=e“M=¢*"°,
o 1 0 1 1 0
00 00 00

0° =eOM=ea& o00° =elhpo = e0*
noanigliklar tengligini yoza olamiz, shuni ta’kidlash kerakki, bu
tengliklar sonlar tengligi ma'nosiga ega bo'Imay, balki bir
ko'rinishdagi noaniqlikni ikkinchi xil ko'rinishdagi noaniglikka
olib kelish mumkinligini anglatadi. Shu holatni e'tiborga olib

va oo-oo ko'rinishidagi noanigliklarga misollar

keltiramiz:

1. (imXE = (imx =0
X-+0 X X~®

2 lim = = gimL= o
X-*0 x~ X
3 uﬂb « zagg_gblza
[1 agar x - ratsional son bo'lsa
4. x(x) = . .
[0,agar x-irratsional son bo Isa

(im= ") = eimo6(x) -limit mavjud emas.
X-*

~+0

Bu misollar ~ ko'rinishdagi noanigliklardan iboratdir.

Endi oo-00 ko'rinishdagi noanigliklarga misollar keltiramiz:
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1) tim(2x- je) = tim X = +qo
X**® X-+HO
2) tim(x+a-x) =a
3) }jm»(jc- 2X) = tim (- jc) = -00
4) Q%(x+x(x) -X)= %I'—Pd( (*) limit mavjud emas.

Endi — koMinishdagi tim -~ limitni hisoblaylik. Awal
0 X+ X

L o . . . )
ﬁé_%mnX—O ekanligini ko‘rsatamiz. O<jC<? deb olaylik.

Radiusi 1 ga teng quyidagi aylanani qaraylik, x-<AOC
burchakning radian oMchovi boMsin,

u noida AC -uzunligi X ga teng va
. AK . BC
sinx AK, tgx=—_=B€. Agar SOC- OAC -sektor
OA oC
yuzasi boMsa, u holda
mxic MOAC /A 2OC' AK <?< <EOC*J?C"sinjc*cxtgx
tengsizlik kelib chigadi.
it
0<ijt< > bo‘lganda, o <sinx <x ekanligidan

gz%lsimc:O tenglik kelib chigadi. sin(-jc) =-sin jc boMgani
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uchun }iptosinxzo bo'lar ekan. Demak ti%sinqzo ya'ni
i X

tim Sh— limit O—ko'rinishdagi noaniqlik ekan. End2i 0<x <—
X .
uchun quyidagilami hosil gilamiz.

sin* <x<tgx=>1<-—<—4— >C03:=>0<1--"" <l-cosc=
SINX  cost X X
=20<l—  <2siri—<2sin- <2 -<x
X 2 2 2

yani 0<1- . < x tengsizlik kelib chigar ekan.

Demak,
End, HfcfL ||M bo'lgani uchun
—X
>'B ------ sm_(t/) tiﬂo : —1 S%Unday qilib,
fimSinX= 1
x~+0

Endi 1“ ko'rinishdagi noaniglikka doir 'ii:_%(\+x)x
limitni hisoblaylik. Dastawal

tim(1+jr)i

limitni garaymiz. Agar X ushbu —1<x<- tengsizliklarni
n+ n

ganoatlantirsa, u holda

n<—<n+1va
X
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P i 2D she i) ﬁi++'L1TT

. n+ij X), -/1n

A 7T *M 4U fre .
T+~ ~ >V [h',

N+1
Bu  tengsizlikda X-»+0, ya'ni n~>+00 bo'lsa,
timM! = tim( —e va
n n+1
. N N I -
'E(IQ(VI —I -tim 1 n)l 1  bo‘lgani  uchun, limitlar

Xossasiga asosan

tim (I +x)x =e.

X~**()

Endi tim(\+x)* limitni gqaraymiz. -x=-"~ almashtirish
> 1+/

bajarsak, x->-0 boMganda t —+0 boMadi, chunki t——\—, u
+X
holda
i
iJ -
1+r) =(+1),

tenglik kelib chigadi. Agar biz x-» -0, da yani t-» +0 da
limitga o'tsak

g+ =gt (1+)=2
hosil boMadi. Demak,
Elng (I +jo* =e.
Shuni ta'kidlaymizki, ushbu

fm SInJC= 1t
> X

limit birinchi ajoyib limit,
tim(l +xYx =e
X-*0

esa ikkmchi ajoyib limit deb nomlanadi.
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Xulosa

Limitlar nazariyasidagi asosiy ta'rif va teoremalar
keltirilgan. Teoremalaming isboti yetarli darajada sodda
ifodalangan. Har bir ta'rif va teoremalar uchun misollar
keltirilgan.

Tayanch iboralari

Ketma-ketlik, limit, cheksiz kichik va cheksiz katta migdorlar.

Takroriash uchun savollar

1 Ketma-ketlik deb nimaga aytiladi?

Cheksiz kichik ketma-ketlik deganda ganday ketma-ketlik
tushuniladi?

Ketma-Kketlik limiti xossalarini keltiring.

Limiti mavjud bo'Imagan ketma-ketliklarga misollar keltiring.
2 ga intiluvchi 3 ta ketma-ketlik yozing.

Ajoyib limitlami yozing,

Veyershtrass teoremalarini ayting.

Chegaralangan ketma-ketlikka misollar keltiring.
Noanigliklarni ochishga misollar keltiring.

N
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2-bob. FUNKSIYA UZLUKSIZLIGI

2.1. Uzluksiz funksiylar.
2.2. Uzluksiz funksiyalarning asosiy xossalari.

2.1. Uzluksiz funksiyalar

I-ta'rif. x0 nuqgtaning biron-bir atrofida aniglangan / (jc)
funksiya uchun limf{x) =/(x0) tenglik o'rinli bo'lsa, /(x)
X-+X»

funksiya x0 nugtada uzluksiz deb ataladi.
Agar tim /(*) =/(x0), { tim f(x)=f(x0)) bo'lsa,
X-**q+0 )

f (x) funksiya  x0 nugtada o'ngdan (chapdan) uzluksiz
deyiladi.

Funksiya limiti xossalaridan quyidagi teorema o'rinli
ekanligi kelib chigadi.

1-teorema. Agar /(x0-0) =/(x0+0)=/(x0) bo'lsa,
/(x) funksiya x0 nugtada uzluksiz bo'ladi.

1-ta’rifni orttirmalar tilida ham aytish mumkin.  Agar
argumentning ikki x0 va x0+ Ax gqiymatlari garalsa, Ax-
argument orttirmasi deyiladi. Bu orttirmaga mos keluvchi
Y- /(*) funksiya orttirmasi Ay quyidagicha aniglanadi

& =f(x 0+ Ax)-f(x0).

Agar iim\f(x0+Ax)- /(x0)]=1lim Ay=0 bo'lsa, u holda /(x)

funksiya x0 nuqtada uzluksiz deyiladi.

Funksiya limiti  xossalaridan foydalanib, uzluksiz
funksiyalar uchun quyidagi teoremalarning o'rinli ekanligini
ko'rsatish mumkin.

2-teorema. Agar /(x) va g(x) funksiyalar x0 nuqgtada
uzluksiz bo'lsa, quyidagi funksiyalar ham uzluksiz bo'ladi
«[<*)*
«(*)
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bu yerda a va f3 istalgan sonlar bo'lib, funksiyalar nisbati
garalayotganda g(x0) ®0 deb faraz gilinadi.

3-teorema. Agar f(x) funksiya x =b nugtada uzluksiz,
g(x) funksiya esa x =x0 nugtada uzluksiz bo‘iib, g(x0)=Db
tenglik o'rinli bo'lsa, u holda murakkab / (g(x)) funksiya x = j
nugtada uzluksiz bo'ladi.

2-ta'rif. Agar /(x) funksiya biron A- to'plamning har
bir nugtasida uzluksiz bo'lsa, bu funksiya A-to‘plamda uzluksiz
deyiladi.

Endi uzluksiz funksiyalarga misollar keltiramiz.

1 Butun va ratsional kasr funksiyalar, o'zlarining
aniglanish sohasida uzluksiz bo'ladi.

Hagigatan ham, /(x) =x funksiya (-00+00) oraliqda,
yani barcha x larda uzluksiz, u holda 1-teoremadan istalgan
natural n va a sonlar uchun /(x)=a x" funksiyaning
(-00,+00) oraligda uzluksizligi kelib chigadi. Bundan x ga
nisbatan ko'phad bo'lgan

[ (X) =alx* +ax"~x+—+a,,_,x+an
funksiya ham (- 0.+ 40y da uzluksiz bo'lishi kelib chigadi.

Demak, yana 2-teoremani etiborga olib, n va m natural
sonlar uchun quyidagi

a0x" +alx 4 +---+aHJx+a,,

bOxm+blx * + -+ b mix+bm

kasr-ratsional funksiya maxrajining ildizi bo'lmagan x larda
uzluksiz ekanligi kelib chigadi.

2. Ko'rsatkichli  funksiya, ya'ni f(x) =az funksiya
(- cc,+a>) oraligda uzluksiz.
Dastawal
timax=1
=0
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ekanligini ko'rsatamiz. a> 1 bo'lsin, agar W <*“ . vya'ni

_i- <x <—Dbo'lsa, u holda
n n

A |
a |l<ax<a”

tengsizlik o'rinli bo'lib, x* 0 uchun n= deb olsak,

([/>)-/> sonning butun gismi, yani b sondan oshmaydigan
butun sonlaming eng Kattasi), x -» 0 da n -> 0o bo'lgani uchun,
funksiya limitining 12-xossasiga ko'ra

J i
tima ” =timan=1.

Bundan t?met =1 ni hosil gilamiz. Agar 0<a <1 bo'lsa ;—> 1
va

S(i_rpoa* :g(l% m\ ;=1=1
ekanligi kelib chigadi. / (x) =ax funksiyaning istalgan x =x0

nuqgtada uzluksizligini ko'rsatamiz:
tima* = tima* a** =a** tima* * =a* .

X-+X, X-HCf

3. Trigonometrik funksiyalar o'z aniglanish sohalarida uzluksiz.

Awval y =sin x funksiyani garaylik:

tim sin x = tim [(sin x - sin x0) + sin x01= tim (sin x - sin x0) + sin X0
X-*X0 X-MT,

*->X0

X+ X0
- +smx0
2 0

. . X- X0
=tim 2sm 5 --CO0S

cosx  funksiya chegaralangan bo'lganligi  uchun,
funksiya limitining 3-xossasiga va timsint - 0 ekanligidan

. XX X ~X . .
tim 2sin —2—" *c0s — —m+ sin X0 = sin x0

Demak,
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tim sinx =sinx0 .

Xuddi shuningdek istalgan x=x0 nuqgtada j = cosx
funksiyasi ham uzluksiz ekanligi isbot gilinadi. U holda 1-

teoremaga ko‘ra y - =tgx,Xx d—+kKn (Ke n) va
COSX 2

= Enx_: ctgx, X ®kn, {Ke Z) funksiyalar aniglanish

sohasida uzluksiz ekanligi kelib chigadi.
4. y =iogax a>Q a® 1 logarafik funksiyaning (0,+oc)
oraligda uzluksizligi. Avvalo a >1 deb, funksiya x =1 nugtada

uzluksiz ekanligini ko‘rsatamiz. Hagigatan ham, x=1+/ deb
olsak, quyidagi
té_rg togBx =tA'm loga(l +/)

tenglikda t ®0, n = bo'lsa, t—=0 da n-—cc bo'lgani

uchun, va - —£ t < —tengsizlikdan
n n

togc |- < M e(l+/)<fegeM +ij
v "J
tengsizlik kelib chigadi. Ushbu

tim toga 1—1 \=tim toga 1+- =0 tenglikdan VI-bobdagi
12-xossaga ko‘ra
Cimtoge(\ +t) =Q,
yani
t,i:gtogax =togal=0.

Agar 0<ax<l bo“Isa, 1> va

txlmtogax:tlm —|og;<xJ =0=fog,l

ekanligi kelib chigadi.
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Endi istalagn x=x0 (x0>0) nuqgtada y =logax
funksiyaning uzluksizligini ko'rsatamiz. Hagigatan ham, agar

X =1+t deb olsak, x -> x0da t->0 boMadi, demak,
\

X
£imtogrx=&nl Cog,— =timfoga— +fogr0 =&nitog,(I+t)+eog]x0=(ogax0-
*0 J

5 Darajali y - xa, a”O funksiyaning uzluksizligi.
y =x* funksiyaning (0,+00) oraligda uzluksiz ekanligini
ko'rsatamiz. Murakkab funksiya uzluksizligiga doir 3-teoremaga
ko'ra
tim xa =tim eatm = eatm” =x,,
6. Teskari trigonometrik funksiyalar o0‘z aniglanish

sohalarida uzluksiz.

y =arcsinx funksiyani uzluksizlikka tekshiramiz, golgan
funksiyalami tekshirish shunga o'xshash bajariladi. y =arcsing
funksiyaning aniglanish sohasi [-1 1] oraliq bo'lib, o'zgarish
sohasi 2 2 dan iborat, xOe [-1,1] bo'lsin. Biz
funksiyaning x0 da o'ngdan uzluksizligini ko'rsatamiz, chapdan

uzluksizligi shunga o'xshash tarzda aniglanadi. Demak, X0 < x

T
bo'lib, x -> x0+ 0 bo'lsin, u holda 0 <i <— uchun

sin/ </ <tgl
tengsizlik o'rinli. Bundan va " =arcsinx funksiya [, 1] da
o'suvchi bo'lgani uchun x0 <x da quyidagini hosil gilamiz.

sin(arcsin x - arcsinx0) <arcsinx - arcsin xQ<tg(arcsinx - arcsir

9

bu yerda sin (arcsin x)= x,cos(arcsin x)=-J1-x2 ekanligidan



J I

x-Jl-id -ifa-x2-jc, <arcsinx-ercsinjc0< *1L.1—1 */..* *—
SNA-fr™M+x-x,

tengsizlik kelib chigadi. Bu tengsizlikda /1> x0+0 bo'lsa,
timo[xJ\- Xl -V 1-x2x0)=0 va

X-*X, +
im @i - x2 +Xx0)=1,

Limitning VI-bobdagi 12-xossasiga asosan

(arcsinx - arcsinx0) =0
X-M*+0

bu esa y - arcsinx funksiyaning x0 nugtada o‘ngdan uzluksiz

ekanligini ko‘rsatadi.

Yuqoridagi 1-6 misollardan foydalanib, elementar
funksiyalar o‘z aniglanish sohalarida uzluksiz degan xulosani
ayta olamiz.

Funksiya uzluksizligidan foydalanib, quyidagi limitlarni
hisoblashimiz mumkin.

X-*0

Liim —+— =timtoga(l+x)x =togee,
X r >0

2.t|m-a-2(;<--- limitni hisoblaylik.

*.>0
Bu limit A~ ko‘rinishdagi noaniqglikdir, agar a* -1 =1 deb olsak,

X —»0 dat->0 boMadi va ax =1+/, x =ioga(l+1) .

Demak,
||m_a_f_:‘__l: “M x = 1 - _tozgla_a:tﬁa
e X »o0 toga(\ +t) togee togee
(1) . 0 - . -
3.0im-—-mmmmmm2- , bu limit ham — Kko‘rinishdagi noaniglik

boMib, agar (\+x)a- I=t deb olsak v->0 da |->0 boMadi va
(1+x)° =1+/, a in([+x)-(n(\+i).
Demak,
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fimdEx) =L (mtaEnQt )= Pma QMEX) L -

X0 X *> xin{l + 1) X~ X ol + 1)
.. fo(l+Jv) .. t .1
atim—-—>-tm— —r=a-°the— =a
X-=0 X <ox £n(l + 1) tne

Natijada, jj ko'rinishdagi noaniqgliklarga tegishli bo'lgan

quyidagi muhim limitlami hosil qildik.

. togM +x o t(\+ X
l.tlm——g —_ 2 = togae, xususan tim— (—\———): 1
X *_k0 X
*
2.tim—— =t a
X->0 X
X—»0 X

7.2. Uzluksiz funksiyalarning asosiy xossalari

Quyida keltiriladigan uzluksiz funksiyalarning xossalarini
teorema shaklida bayon qgilamiz.

4-teorema. (Boltsano—Koshining birinchi teoremasi).
Agar f(X) funksiya [nJ1] oraligda aniglangan va uzluksiz
bo'lib, oralig chegaralarida turli ishorali giymatlami gabul gilsa,
ya'ni /(a)sf(b)< 0 bo'lsa, u holda (a,b) oraligda shunday c
nugta mavjudki, bu nugtada funksiya nolga teng, ya'ni /(c) =0 .

Isbot. 1 funksiya qiymatini ko'raylik, agar

/l — ~ j—0 bo'lsa, c= — deb olish mumkin, bu holda

teorema isbot gilingan bo'ladi. Aks holda f(a)s/~"~ — %<0

bo'lsa, a, =a, bl="~ deb olamiz, 4 of(b) <0
a+b . L

bo'lsa, a. ————, 6,=b deb olamiz. Keyingi qgadamda,
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yugoridagi mulohazani [a,6, J oraliq uchun bajaramiz Bu
jarayon biron chekli gadamdan keyin, masalan N gadamdan
keyin to'xtasa, u holda / —— |= 0O bo‘lib, c=~ +

N2 ) 2

bo'ladi va bu holda teorema isbot gilingan deyish mumkin, aks
holda ya’ni bu jarayon cheksiz davom etsa, u holda ichma—ich
joylashgan [an,bn\ketma—ketliklar hosil bo'lib, keyingi gadamda

hosil bo'ladigan har bir oraliq uzunligi awalgisining yarmisiga
teng bo'lgani uchun

b-a
b,—a. = ———
O o
yani E'gl’\’l{bn—an):o ekan. U holda 6-teorema ko'ra

#f‘iggaHZ Ej&b = c bo‘lib, barcha n larda

an<c<bn, yani a<c<b
tengsizlik o'rinli bo'ladi. Endi /(c) = 0 ekanligini ko'rsatamiz.
Funksiya uzluksiz bo'lganligi uchun
/ (C) = 1imf(a,,) =timf(bn) ™ f 2(c) = iim/(<*,)s f(bn).
© (a,) = timf(br) ~ f 2() = jim/(<*.)+ f(br)

Endi [an,bn] oraliglaming qurilishiga ko'ra f(an) f(bn)< o
edi, u holda

f2(c)=amf(a,)/(bn<o,

demak, /(<?) =0.

5—teorema. (Boltsano—Koshining ikkinchi teoremasi).

funksiya [a,b] oraligda uzluksiz bo'lib, oraliq chegarasida
twrli giymatlami gabul qilsa, yani f(a) = A, f(b) =B bo'lib,
A ¢ B bo'lsa, u holda A va B sonlari orasida yotuvchi istalgan
C son uchun (a,b) intervalda shunday C nugta mavjudki, bu
nugta uchun

f(c)=cC

tenglik o'rinli bo'ladi.

Isbot. Demak Cp A, Cop B bo'lib, C son A va B
sonlar orasida yotgani uchun (J1-C) (B—C)<0 bo'ladi. Agar



g(xX) =f(x)—C vyangi funksiya kiritsak, bu funksiya [a/>] da
uzluksiz bo'lib,

g(a) g(b) ={f(a)-C) (f(b)-C)=(A-p — C)<o0
bo'lganidan g(x) funksiya uchun Boltsano—Koshining birinchi
teorema shartlari bajariladi. Demak, (a,A) intervalda shunday C
nugta mavjudki, uning uchun g{C) —0 ya'ni

9(c) = f(c)-C =Q
Demak, / (c) = C . Teorema isbot bo'ldi.

Bu teoremadan quyidagi xulosani olamiz. Agar / (X)
funksiya uchun [a,b\czD(f) bo'lib, funksiya [a, ff] da uzluksiz

bo'lsa, u holda
A = min{/(tf), f(b)} va B = max{/(c/), f(b)}
uchun \A,B\czE(f) bo'larekan.

Yuqorida keltirilgan teoremalarga taallugli  misollarni
keltiramiz:
1. f(X) = X2 funksiya uchun [I, 2] oraligda 4—teorema

o'rinli emas, chunki /(1)-/(2) =4>0
2~ / (xX) = — funksiya uchun [-1,1 jorligda 4—teorema

o'rinli emas, sababi, X funksiya x = 0 nugtada aniglanmagan.
-1, agar x<O0 bo'lsa
X):J[ 1, agar x>0 bo'lsa
funksiya uchun [-2,2] oraliqda 4 va 5 teoremalar o'rinli emas,
chunki ~~  funksiya bu oraligda uzluksiz emas, X =0 nuqta
uzilishnugta: / (-0)= -1, / (+0)=1,ya'ni / (-0) * T (+0).
6—teorema (Veyershtrassning birinchi teoremasi).
Agar T (x) funksiya \aft] oraliqda uzluksiz bo'lsa, / (x)
funksiya bu oraligda chegaralangan bo'ladi, ya'ni shunday m v»
M sonlari mavjud bo'ladiki, istalgan x e [a,ft] uchun
> m</ (x) <M

tengsizlik o'rinli bo'ladi.
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Isbot. Teoremani isbot qilish uchun, teskarisini faraz

gilish usulini go'llaymiz. Ya'ni funksiya [a,b] oraligda
. @#b ] o
chegaralangan bo‘lmasin. ——— nugta bilan ]a,b] oraligni teng
2 A

ikkiga bo'lamiz, hosil bo‘lgan ikki oraligdan birida ™ »

funksiya chegaralangan bo‘lmaydi, chunki aks holda, ya'ni ikkala
oraligda ham funksiya chegaralangan bo'lsa, u holda J (X'
funksiya [sA£>] oraligda ham chegaralangan bo‘lar edi. Demak,

a+b a+b

a» % yoki X oraligda funksiya

chegaralangan bo'lmaydi, agar ikkalasida ham chegaralangan
bo'Imasa, ulardan chapdagisini olamiz. Hosil bo‘lgan kichik
oraligni gaytadan [«,,/1] deb belgilaymiz. Keyingi gadamda,
yuqoridagi mulohazani oralig uchun bajarib, [a, ,b2]
oraligni hosil gilamiz. Bu jarayon cheksiz marta davom etadi,
chunki aks holda funksiya [an>6,,] ko‘rinishdagi oraligda bir
paytda ham chegaralangan, ham chegaralanmagan bo‘lib qoladi.
Demak, har bir natural N uchun [«,,,&,] oralig hosil bo‘lib, bu

oraliqgda f » funksiya chegaralangan bo'lmadi. Bu oraliglar
ichma—ich joylashgan  bo'lib, bn—an=° u holda 6-—

teoremaga ko'ra

£fiman= limb =c
n—ify »—>S0

va ce(a,b). funksiya uzluksizligidan
f(a, )= mtﬁl}krggf{bn) =f(c)

tenglikni hosil gilamiz. Agar A va B sonlar A< f(c)<B
tengsizlikni ganoatlantiruvchi qgilib olingan bo'lsa, funksiya
limitining 4—xossasiga ko'ra shunday s>0 son mavjud
bo'ladiki, istalgan xe(c—e,c+€) uchun A <f(xX)<B
tengsizlik o'rinli bo'ladi. U holda shunday natural N mavjudki,
uning uchun

c—s <an<c<bn<c+s
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tengsizlik bajariladi. Demak, istalgan xe[a,,,ftj uchun
A <f(x)<B tengsizlik o'rinli bo'lar ekan. Ammo farazga ko'ra
f(Xx) funksiya \a,,bn\ oraligda chegaralangan emas edi. Bu

garama—qgarshilik teoremani isbot giladi.
7—-teorema. (Veyershtarssning ikkinchi teoremasi).
Agar /(gar) funksiya [a, b] oraligda uzluksiz bo'lsa, bu oraligda

fix) funksiya o'zining yugori anig sup{/(x):xe M 1 va
quyi aniq inf{/(x) :xe [aft]} chegaralariga erishadi, ya'ni [aft]
oraligda shunday X0 va X, nugtalar mavjudki,
F(x0) =sup [f{X)}va /(x,) = inf{/(x) }.

Isbot. Teoremani yuqori aniq chegara uchun isbotlaymiz.
Teskarisini faraz qilaylik. Agar sup{/(X)}=A/ desak, 6-—
teoremaga ko'ra M —chekli son bo'ladi. Farazga ko'ra istalgan
xe[or,ft] uchun FiX)<M tengsizlik o'rinli bo'lsin, u holda
V xe [a, €] uchun M —f (x) > 0.

Bundan esa

g(s)= !
M —Fix)
funksiyaning [fl.ff] oraliqda uzluksiz ekanligi kelib chigadi.
Veyershtrassning birinchi teoremasiga ko'ra g(x) funksiya
chegaralangan bo'ladi, yani shunday 6 >0 son mavjudkKi,
istalgan xe[fl,ft] uchun g(x)<£ tengsizlik o'rinli bo'ladi.
Demak, istalgan x e [fl,ft] uchun

—_— ——<«5
M — Fix)

yani §<M—j\x) yoki /(x)<l'|/~§. Bu holda

sup{/(x)}<Mtengsizlik o'rinli bo'lib, bu esa
5

sup{/(x)} =M ekanligiga ziddir. Bu ziddiyat qilingan farazning
noto'g'ri ekanligini ko'rsatadi. Teorema isbot bo'ldi.
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Izoh. x0 wva X, nugtalarda /(x0)=sup {/(x)} va
/(x,) = inf{/(x)} tengliklarning o'rinli ekanligi /(x) uzluksiz
funksiya uchun \ab\ oraligda uning eng katta va eng kichik
giymatlari mavjud ekanligi va quyidagi tengliklar o'rinli
ekanligini bildiradi:
/(*») = max{/(xX)} va /(x,)= min {/(x)}.

Xulosa

Uzluksiz funksiya tarifi va uning xossalari keltirilgan
Ba'zi elementar funksiyalar uzluksizlikka tekshirilgan.

Tayanch iboralari

Limit, cheksiz kichik migdorlar, funksiya, uzluksizlik.

Takrorlash uchun savollar

Uzluksiz funksiya ta'rifini aytib, misollar keltiring.
Ajoyib limitlami yozing.

Veyershtrass teoremalarim ayting.

Chegaralangan ketma—ketlikka misollar keltiring.
Noaniqgliklami ochishga misollar keltiring.
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3—bob. BIR O’ZGARUVCHILI FUNKSIYALAR
DIFFERENTSIAL HISOBI

3.1. Hosila tushunchasi.

3.2. Yuqori tartibli hosilalar.

3.3. Funksiya differentsialli.

3.4. Diflerentsial hisobning asosiy teoremalari.

3.5.Teylor formulasi.

3.6. Funksiyani hosila yordamida tekshirish va uning
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3.7. Hosilaning iqtisodiyotga tadbiqglari. Mikroigtisodiyotda
chegaraviy (marjinal) xarajatlar.

3.1. Hosila tushunchasi

Biz /(x) funksiyaning x0 nuqtada uzluksizligini

timf(x) = f(x0) (1)
*_)3’0

tenglik bajarilishi orgali ta'riflagan edik. Agar X —x0=AX —
argument orttirmasi deb nomlanuvchi kattalikni kiritsak, X —>x0
da tabiiy AX —0. (1) limitda yangi o‘zgaruvchiga x = x0+ AX

o'tsak, uni quydagicha yozish mumkin

timf(x) = tim/(x 0+ Ax)= /(x0) 2)
XK—X) Ax—»0
Agar funksiya orttirmasi deb nomlanuvchi

/(x0+ Ax)—/(x0) = Ay miqgdorni Kkiritsak, (2)dan
tim[f(x0+ Ax) —/(x0)]= ]t_l!_rlg)Ay =0

tenglikni hosil gilamiz. Demak, Yy =/(x) funksiya x0nuqgtada
uzluksiz bo‘lsa, argument orttirmasi Ax nolga intilganda, ya'ni
Ax cheksiz kichik miqdor bo‘lganda, unga mos keluvchi
funksiya orttirmasi Ay = /(x0+ Ax)—/(x0) ham nolga intilishi,
ya'ni cheksiz kichik miqdor bo‘lishi kelib chigadi. Shuni
e'tiborga olsak, x0 nugtada uzluksiz bo‘lgan y = fix) funksiya

uchun, ushbu
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tim~ 3
ﬂg_%ﬂx ©))

limit &~ ko‘rinishdagi noaniglik bo'lishligi kelib chigar ekan.

Awvval ko'rganimizdek bunday noaniqgiiklar garalayotgan
funksiyaga bogiiq bo'lib, (3) limit giymati chekli, cheksiz yoki
mavjud boimasligi mumkin. Umuman aytganda (3)—

ko‘rinishdagi limitni X0 nuqta atrofida berilgan istalgan
funksiya uchun qgarashimiz mumkin. Shuni ta'kidlash lozimki,
agar (3) limit garalayotgan Yy = f(X) funksiya uchun chekli
boMsa, u holda bu funksiya x = x0 nuqtada uzluksiz bo'lishligi

kelib chigadi. Hagigatan ham, agar

a*->0 Ay
bo'lib, a —chekli son bo'lsa, funksiya limiti ta'rifiga ko'ra € >0
son uchun, shunday 8> 0 son mavjud bo'ladiki 0 < |Ax] <5
tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha Ax laruchun
/(x0+ Ox)—/(x0
2/ X9+ AX)-1(x0)

Ax
ya'ni garalayotgan Ox lar uchun, A x>0 bo'lganda
(@n-Marsf—~b+ ") — X)) <(ate)-" “4)

yoki Ox <0 bo'lganda

@+ e)* AX </(x0+ Ox)—/(x0) < (a-e)-Ox (5)
tengsizliklar o'rinli  bo'ladi. U holda (4) tengsizlikdan
/(x0+0)=/(x0) wva (5) tengsizlikdan /(x0-0)=/(x0)
ekanligini hosil gilamiz. Bundan,

}Eki_@f(x0+ Ax) = £(x0),

yani Yy =/(x) funksiya Xx=x0 nuqgqtada uzluksiz ekanligi
kelib chigadi.

I—ta'rif. Agar ushbu limit giymati timﬂy chekli boisa, u
O—=Ox

holda y = /(x) funksiya x = X0 nuqtada hosilaga ega deyiladi.
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Limit giymati Yy =/(x) funksiyaning ga= x0 nuqtadagi

hosilasi deyiladi, va quyidagicha belgilanishi mumkin.

Demak, T'(x0) deb gquyidagini

fix-> Ax
tushunar ekanmiz. Hosila ta'rifidan, agar Yy = f(X) funksiya
X = X0 nuqtada hosilaga ega bo'lsa, bu funksiya g = x0 nugtada
uzluksiz ekanligi kelib chigar ekan. Teskari tasdiq noto'g'ri
ekanligini, ushbu uzluksiz FixX) = p§ funksiyaning X =0 nugtada
hosilasi mavjud emasligi isbot giladi. Hagigatan ham, quyidagi
tengliklar

tim N1 0+ fa)-y (°) . ft, Ax.,
«—>+0 ax* A x AF—»—QMx
/(0+AaAx)——-/(0 —AX
wim JOBO O iy VAL i X
>0 Oy a0 Ay - >0 [Jx
fim —+—— —~—~_limitning mavjud emasligim ko'rsatadi,
%o [x

ya'ni FiX) = [ funksiya x = 0 nugtada hosilaga ega emas, ammo

/(x) = {4 uzluksiz funksiya.

Endi, funksiya hosilasi ganday ma'no kasb etishini ko'rib
chiqaylik.

1 Hosilaning geometrik ma'nosi. Tekislikda berilgan
y = /(x) funksiya grafigining M(x0,y0), (bu yerda y( = /(x0))
nugtasiga o'tkazilgan urinmani garaymiz. Bu urinmani hosil
gilish uchun quyidagi chizmada, awal MK kesuvchi to'g'ri
chiziq o'tkazamiz. So'ngra /[X-orttimani nolga intiltirsak,
grafikdagi K—nuqta, M—nuqtaga yaqinlasha borib,
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MK to‘g‘ri chizig M N —urinma holatini egallaydi. U Ax —0 da
MK to'g'ri chiziqg OX—o0'gining musbat yo'nalishi bilan hosil
gilgan or(ax) burchagi, MY—-urinma hosil qilgan < burchakka
intiladi. Bu yerda MN to'g'ri chizig tenglamasi
=tg(p(x—x0) ko'rinishda bo'lib, x-x0=4Ax va
tgP=k—MN to'g'ri chizig O X o'gining musbat yo'nalishi bilan
hosil gilgan burchak koeffitsienti ekanligini e’tiborga olsak, M N
to'g'ri chiziq tenglamasi y = k—=AX+ y™ ko'rinishda bo'ladi. 1-
chizmada MKB uchburchak uchun MB = Ox, KB = Ay va

dha(4x)=— Demak,
Ax

/'(x0)= fim— = limtga(Ax) = totp= k
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ya'ni /'(*<>) = K tenglikni hosil gilamiz. Shunday qilib, y = /(*)
funksiyaning X = X0 nuqgtadagi T'{X0) hosilasi shu funksiya
grafigining M{Xoyl)) nuqtasiga o‘tkazilgan MN urinmaning
burchak koeffitsientiga teng bo'lar ekan. MN —urinmaning
y = KW+ y0 tenglamasida
O* = x—nr0, yO=/(x0) va K=/'(x0). U holda y=*F(X)
funksiya grafigining M (x0,70) nuqtasida o'tkazilgan urinma
tenglamasi quyidagi ko‘rinishda bo'lar ekan.
Y=/"(x0)—(x—*0)+/bl

2. Hosilaning mexanik ma'nosi. 5 = .v(/) funksiya harakat
gilayotgan jismning /—vaqt davomida bosib o'tgan yo'lini
bildirsa, shu jismning 1=t vagtdagi oniy tezligi S(tQ ni

topish masalasini garaymiz. Buning uchun t—vaqtga At orttima
beraylik, u holda mana shu vaqt davomida jism ma’lum bir
masofa As = s(/0+ A/)—.y(/0O)ni bosib o‘tadi, u holdajismning At

vaqt davomidagi o‘rtacha tezligini SO,r~X tenglik orqgali topish
t

mumkin. Tabiiyki o'rtacha tezlik, / =/0 vagtdagi oniy tezlik
3(t0)ga gandaydir xatolik bilan teng bo'ladi. Biz |4] vaqt

kattalikni ganchalik kichik qilib olsak, 30.a—o'rtacha tezlik S(t0)

oniy tezlikka shunchalik yaqin bo'lib, xatolik kam bo'ladi.
Shuning uchun,

tenglik o'rinli deya olamiz. Natijada jismning S = s(t) harakat
tenglamasida, yo'ldan /—vaqt bo'yicha olingan hosila, shu
jismning ayni t—vaqtdagi tezligiga teng bo'lar ekan, ya'ni

3. Hosilaning igtisodiy ma'nosi. Shuni ta'kidlash lozimki,
hosilaning iqgtisodiy ma‘'nosi ko'p girrali bo’'lib, muayyan ob‘ektga
yo'naltirilgan maqgsaddan kelib chigadi. Biz shu masalalardan
birini keltiramiz U =U(t) funksiya /-vaqt davomida ishlab
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chigarilgan mahsulot hajmi o‘zgarishini bildirsin. Ishlab
chigarishning t=1 vaqtdagi mehnat unumdorligini topish

masalasini ko'raylik. Buning uchun /—vaqtga A/— orttirma
beramiz, u holda mana shu vaqt davomida ma'lum miqdordagi
&U = U(10+At)—U(t0) mahsulot ishlab chigariladi, o'rtacha

mehnat unumdorlik Zam — tenglik orgali topiladi.

Yuqoridagi mulohazalarga o'xshash t=10 vaqtdagi mehnat

unumdorligi uchun quyidagi tenglikni hosil gilamiz:

Demak, mahsulot hajmini vagt bilan bog'lovchi L/(t)
funksiyaning vaqt bo'yicha £/'(/) hosilasi, ishlab chigarishning

Z(t) unumdorligini berar ekan, ya'ni

Endi funksiya hosilasini topishning asosiy qoidalari bilan
tanishamiz.

1. Agar f(X) funksiya g= g0 nugtada hosilaga ega
bo'lsa, u holda istalgan o'zgarmas a— son uchun <p(X)= a—Tf(Xx)
funksiya X = X0 nuqtada hosilaga ega bo'lib, bu hosila quyidagi
tenglik orgali topiladi (P{0)—a +f'(x0), chunki funksiya limiti

Xossasiga ko'ra,

4X 1 a / b c )

40 Jx 5 JIx Ac

2. Agar f(X) va #(x) funksiyalar X —X() nugtada
hosilaga ega bo'lsa, u holda <p{X)=f(x)xg(Xx) funksiya ham
* = x0 nuqtada hosilaga ega bo'lib, bu hosila quyidagi tenglik
orgali topiladi.
2> (*0) = I'(*<>)* g'(*0)

Haqgigatan ham, limit xossalari va hosila ta'rifiga ko'ra.
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rffc)= W/n~  +Ar)—~X)= fn A+ WY — (TOM)
Jigle p

)ird Jigly
WV 60+ BK)—/(x0) 2g(0+AR)-a(0T_ . /(x0+ A)—jjx0) ,
] [ix x J M oy
ibi™Mik)=/k,£8k ,
A0 Op

3. /(x) va #(x) funksiyalar x = x0 nuqtada hosilasiga
ega bo'lsa, u holda <PR)=TF(X)—g(x) funksiya ham X = x0

nugtada hosilaga ega bo'lib, bu hosila quyidagi tenglik orgali
topiladi.
<P(o)=/'(*0)'s(*0)+ (—~0)—g'(*0)
Funksiya limiti xossasiga va X = X0 nuqtada hosilaga ega
funksiya shu nuqgtada uzluksiz ekanligidan, quyidagini hosil

qgilamiz:

yfr)_ +Ay)—")_ (jm/fo +Ar)—gfo,+Ar)—/U),gfcl)_
LM A/ <K+ AAD-] HIGHANGE) eyl

+6m/U>i3Lt }zSk)=/U).A)+~)AU)

4. Agar /(x) va g(x) funksiyalar x = x0 nuqtada

hosilaga ega bo'lib, g(X0)* 0 bo'lsa, u holda ~{X)="\
g\x)

funksiya ham x = x0 nuqtada hosilaga ega bo'ladi va bu hosila
quyidagi formula orqgali topiladi:
P'(xb) =F 'M ’s (xa)~ A*»)—g'(x0)
r(*o)
Funksiya limiti xossalari, #(x) funksiyaning X = x0 dagi
uzluksizligi va g(x0)*0 ekanligidan, hamda g(X) funksiya x0

nugtaning biron—bir atrofida noldan fargli ekanligini eHiborga
olib quyidagini hosil gilamiz.
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I(*o + A*) I(*o0)

(). fmEfexAjbfel=,,,XK = M 1X 1=
T v 0/ [r-id) A x J1*-*0 AOx
 gjm £0Q AT GX0T /) S 0 AN L i — e
[x->° g(x0+ Ax)g(x0)Ax A~og(x0+ Ax)g(x0)
(f(x« + Ax)-/(*»))egfa)- f(x,M xo+A*)~g(*o))l = 1
Ax J g 2(*o)
B, K £ b /bl .(,0-f/mffe).A - ~ b k)
Ox o> AX

1 m(/'(x0)—g(x0)— /(x0)g"'(x0))
g 2(x0)

5. Agar n=g(x) funksiya x = x0 nuqtada hosilaga ega
bo'lib, .y=/(m) funksiya esa, m= w0 = g(x0) nuqgtada hosilaga
ega bo'lsa, u holda Yy =/(g(x)) murakkab funksiya x = x0

nugtada hosilaga ega bo'ladi va bu hosila quyidagi formula orgali
topiladi.

Haqgigatan ham, murakkab funksiya limiti va hosilaga ega
bo'lgan funksiya uzluksizligiga ko'ra
"(C\N"Agk+"hAsk))= +a*))—->K0) sfa+")-sk)=

M gk+ 2" -X) Ar

JWO Ay AOAV
Bu yerda Ah =g(x0+ Ax)—g(x0) bo'lib, Ax-»0 da
g(X) funksiya x - x0 da uzluksiz bo'lganligidan Au —0 kelib
chiqishi e'tiborga olingan.
6. Agar y=Tf(X) va x=g(y) funksiyalar o'zaro teskari
funksiyalar bo'lib, x = x0 nugtada /*(x0)* 0 va y0=/(x0)
nugtada g'(>0) hosilalar mavjud bo'lsa, u holda

Ay(>'0)=77F~" Yan xy(Y0)=—771 tenghk o'rinli.
Ix\X0) Yx\Xo0)
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Murakkab funksiya hosilasiga vax' = 1 ekanlagini e'tiborga olib,
x = g(f(x)) tenglikdan gquyidagi kelib chigadi.
1=() = («((*))N* =gy (Yo¥Y fx M —
7. Agar funksiya f{kx+b) ko‘rinishda boisa
(/(Ax + £)) =kf'(kx +b)

boMadi. Bu tenglik murakkab funksiya hosilasidan kelib chigadi.
Yugoridagi goidalar umumiy holda quyidagicha yozilishi
mumkin:

1. (a—/(*)) =a—Ff'(X), a= const
2-(/(M=g (™) =Ff(X)*£g'(x)

3. (f(x) g(x)) =F'(x) g(x)—hf(x) g'(x)
n (N XN _/OOFfC*)-/(*)/(*)

UuwlJd - *m(*)
5 Y=/(n\ u=g{x)

funksiyalar uchun {f{u))x = fx (nN)—ux .
6. Y—/(x) va x=g(y) o'zaro teskari funksiyalar uchun,

' 1
X — t
Yx
7. y = f(kx+b) funksiya uchun y’ = Irf{kx+ b)
Endi asosiy elementar funksiyalarnmg hosilalarini
hisoblaylik.

1. y=c=const, u holda (c) =0 boMadi, chunki Ay =0
boMgani uchun HmM—. = 0
oMgani uchun — =0.
9 ,&%Ax

2. y=Xa dargjali funksiya uchun (x*) =ax@al o'rinli

boMadi.
Limitning xossalariga ko'ra,
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XT —i

M' |= -BT£X:£,Z):‘_—_X: —hm J m—/V .i‘t—N
sy R R® A X
X

Xususan, (x) =1.

3. y=a* (a>0) ko'rsatkichli funksiya uchun (a*) = a*P.na.
Ajoyib limit xossalariga ko‘ra

(ax) = tim—————— = tim-——"~——-1-a*.fma
o Or—0 O x [0 Ox

Xususan, (e*) =exX.

2 va 3 ning isbhotida mos ravishda tin—E-— =a va

X~*0 X
*—1
tim——— = fna ekanligidan foydalanildi.

*~»0 X

4. y =togax logarifmik funksiya (a>0,a* 1) uchun

(togax) = 1 . Hagigatdan ham,

*4y0 Jile efc * «MFX OV * X &
Xususan, (/wx) = —.
X

5. >=sinx uchun (sinx) =cosx. 1l-ajoyib limit va
cosx funksiya uzluksizligiga ko'ra

4
M - . 6m— 2.0\ ... 2)w *moof , +0 |
A0 Nt A6 ACANr 490 IX Jkae 2y
Bu yerdan funksiya hosilasi xossalaridan foydalanib

quyidagilami hosil gilamiz:

139



. K I Lol .
(cosx) = sin x+ — X+ — = —=sinX
) 2/
f - \ I r
M sInx (sinx) cosx—sinx (cosx)  ©cos2x+sin2x 1
400sxy Ccos2X COS'X cos X
f \ X R o\ R -
COSX  (cost) esinx—cosjc—(sinX)  —sirfX—Coi X 1
17<bl L . . .
4sim—]J sirfx sirfx sirfx
6. Teskari trigonometrik funksiyalar. Yy = arcsinx uchun
(arcsinx) = — L=—=mtenglik o'rinli bolladi.

V1-x2
X =siny funksiya Y =arcsinx funksiyaga teskari

bo‘lgani uchun, teskari funksiya hosilasi formulasiga ko‘ra

(arcsinx) =yX=\ =— — = _,...1 m = —L —
*y cosy —-sin2y VI-x2

Xuddi shunga o‘xshash, Yy = arctgx, y = arccosx va

y —arcctg funksiyalar uchun (actgx) =— A,
1+ x*

(arccosx)'= —

Vi
gilish mumkin.
Yuqorida hosil boigan formulalami quyidagi jadval

va {arcctgx) = — tengliklami hosil
1+x

ko'rinishida ifoda gilamiz.
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1.c'-0 10. (sinx) = cosx

2.x" =1 11.(cosx) = —sinx
3.(xa) =axad 12.(/gx) = — L
C0S2 X
r
41 —; =——y 13.(cfgx) =— 1
X X~ sm—x
(n/x) = —4= 14. (arcsinx) = .pi—
2-Tx
6.(ax) = axmfna 15.(arccosx)
1
7.(ex) = 16.{arctgx) —
1+ X
s(t°ga) = 17.(arcctgx) =——!
X Xtha 1+ X
9.{tnhx) =-

3.2. Yuqgori tartibli hosilalar

Agar y —/(x) funksiya uchun (a,b) oraligning har bir
nugtasida hosila mavjud bo'lsa, u holda (a,b) oraligda yangi
f'(X) funksiyani hosil gilamizz Bu f’(X) funksiya
x = x0e(a,b) nugtada hosilaga ega bo'lsa, u holda x = x0
nugtada y —F(X) funksiya ikkinchi tartibli hosilaga ega deyilib,
bu xosila

L] * O
Y M T bl ax a Y

shaklda belgilanadi. Demak, ikkinchi tartibli hosila quyidagi
tenglik orgali topilar ekan:
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f'(x0)= Um f'M
A0 [x
Xuddi shuningdek, Yy = fiXx) funksiya uchun uchinchi,
to‘ rtinchi va n— tartibli hosilani aniglash mumkin. Umumiy holda,
agar y = /(ar) funksiya uchun (@,b) oraligning har bir nugtasida
(w—I)—tartibli hosilaga ega bo'lib, mana shu hosil boMgan
funksiyani / (—I)(x) deb belgilasak, o‘z navbatida /" (x)
funksiya X = X0 nugtada hosilaga ega boMsa, bu hosila y = f(X)
funksiyaning g = x0 nuqtadagi v —tartibli hosilasi deyiladi. Nn—

tartibli hosilani quyidagi ko'rinishlarda ifoda etish mumkin.

ax dx
Demak, ta'rifga ko'ra n —tartibli hosila

k0 Ox

tenglik orgali aniglanar ekan. Bu tenglikni umumiy holda
quyidagicha yozishimiz mumkin

I'> (%)= (fM (¥)).» = IA3...
bu yerda
Yuqori tartibli hosila uchun quyidagi tengliklar o'rinli
bo'ladi.
1.(c/(xX))® = C+/ M(X) c = const

2 (/W + =/ (NW + g @MW
3.if{fax +b)i)=an nfax+b)

4.(/(x).g(xr =tc,*/(=)(X)—g™(x)
*=0

Bu tengliklarning barchasini matematik induktsiya usuli
bilan isbot qilish mumkin. 4—tenglik Leybnits formulasi deb
nomlanadi.

Endi ayrim elementar funksiyalarning yuqori tartibli
hosilalarini keltiramiz. Bu formulalar ham matematik induktsiya
usuli bilan isbot qgilinadi.
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1. <"y *=T—(T-\\1T-2)———{T—n + Dxm", T—
istalgan hagigiy son. Agar m natural son bo'lsa, N>m uchun

(xmJ =0 ean—t uchun (XmF” =mi.

2. (axJ *= a* wtna)", xususan {exJn) = ex

3.3. Funksiya differentsiali

Matematika tadbigida asosan tagribiy hisoblashlar
qgo'llaniladi. Tagribiy hisoblashlaming muhim manbai funksiya
differentsiali hisoblanadi. Biz mana shu tushuncha bilan
tanishamiz.

f(X) funksiya x0 nugtaning biron—bir atrofida berilgan

bo'lib, x0 nugtada uzluksiz, ya’ni timf(x) = f(x0) bo'Jsin. Agar
X~>Xq

X—X0=AX va J (x)—f(xh)= Ay deb belgilashlar kiritsak, Ax
argument orttirmasi, Ay esa shu orttirmaga mos keluvchi
funksiya orttirmasi bo'lib, yugoridagi limit munosabatini
quyidagicha yozish mumkin:
, A - X y1=0

2—ta’rif: Agar Ax —» 0 da, funksiya orttirmasi Ay ni
quyidagi ko'rinishda ifodalash mumkin bo'lsa,

Ay = F{X0+ Ax) —/(x 0) = A—AX +a(ax) (D

bu yerda A —o'zgarmas son, HL)‘% fc =0, u holda y= Il{(}

funksiya x0 nuqtada differentsiallanuvchi deyiladi va

funksiyaning x0 nuqtadagi differentsiali A—AX ga teng deb
ataladi. Bu differentsial A—AX = df(x0) shaklda belgilanadi.
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/ \ i . .
Izoh. a(J/1x) funksiya uchun tim— - 0 tenglik

a(N1x) = 0(x—)kabl ifoda etiladi va a(AX) funksiya /Ir —>0 da
AX ga nisbatan yugori tartibli cheksiz kichik funksiya deyiladi.
Masalan, X —>0 da 1-cosX=0(X) X2=0(X) boMadi, chunki

fim— =0 yoki X =0 da 1—-cosx = o(.v) bo'ladi, sababi
F-0 X

\ 2 J
tenglik o'rinlidir. Xuddi shunga o'xshash X ->1 da

tg2(jic—1) = o(x —1), 1 - cos(at—1) = O(X —1) va x.k.
Agar (1) tenglikni AX ga bo'lib Ar—>0 da limitga o'tsak
quyidagini hosil gilamiz;

Bu tenglikdan, T(x) funksiyaning X0 nuqtada hosilasi
mavjud bo'lib, F'{x0)= A ekanligi kelib chigar ekan. Demak,
f(x) funksiya X0 nugtada differentsiallanuvchi bo'lsa, bu

nuqtada funksiya hosilasi ham mavjud bo'lar ekan. Bu tasdigning
teskarisi ham o'rinli bo'lishini ko'rsatamiz.
1—teorema. X0 nugtaning biron-bir atrofida berilgan T{x)

funksiya shu nugtada f(X0) hosilaga ega bo'lsa, u holda X0
nugtada f(X) funksiyaning df(x0) differentsiali mavjud bo'lib,

bu differentsial uchun

tenglik o'rinli.
Isbot.

144



tenglikda AA .—/1"(*0) = «(Ax) belgi lashni
X

kiritsak, £/h<(Ax)=0. U holda ar(Ax)=a(Ax) Ax = o(Ar)

bo'lgani uchun
AY = F(X0+ Ax)— /(x0) = /' (x 0)—AX + or(Ax)— Ax
Demak, /(x) funksiya x0 nuqgtada differentsiallanuvchi va
<#t*o) = /'(*o)—AX 2)
tenglik o'rinli.
Xulosa qilib shuni aytish mumkin ekanki, T(X)

funksiyaning x0 nuqgtada differentsiallanuvchi bo'lishi uchun,

funksiyaning x0 nugtada hosilaga ega bo'lishi zarur va yetarli, bu
nuqtadagi differentsial uchun (2) tenglik o'rinlidir.

Shunday qilib, x0 nuqgtada differentsiallnuvchi funksiya
orttirmeasi
Aj=/"(x0)Ax + 0(Ax) =" (x 0)+ 0(AXx) 3)

Tagribiy hisoblashlami funksiya orttirmasini uning
differentsiali bilan almashtirish orgali bajarish mumkin, ya’ni (3)
tenglikda #(Ax)ni tashlab yuborsak quyidagi tagribiy

Ay*df(x0)
tenglikni hosil gilamiz. Bu yerda yoi qo'yilgan xatolik 6?(Ax)
ko'rinishda bo'lib, |Ax] kichik bo'lgani sari bu xatolik jJAX] ga
nisbatan tezroq kichiklashib boradi.

Agar f{X) funksiya {a,b) intervalning har bir nugtasida
differentsiallanuvchi boisa, f(X) funksiya (@,b) intervalda
differentsiallanuvchi deyiladi.

Endi misollar garaymiz. /(x) = x funksiya (~00,+00) da
differentsiallanuvchi bo'lib, (2) tenglikga ko’ra

dx = (x) m&Xx = AX \%
o'rinli boiadi, ya’ni erkli o'zgaruvchi uchun, uning differentsiali
va orttirmasi teng boiar ekan.

Bu tenglikdan funksiya differentsiali uchun

df(x) = f(X)—dx yoki dy =y'dx (C))
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tenglikni yoza olamiz. Demak,

Jw dx dx
4) tenglikka tayanib asosiy elementar funksiyalarning
differentsiali va differentsiallash qoidalarini kelitiramiz.
1. die)—o0 c= const
2. d(xa)=cc xa'dx
3. d(ax)=axInadxy d(ex)=e x dx

4. dkogax) = —1—dx, ditnx) = —dx
xXtha X

5. d(sinx)= cosx dx

6. </(cos*) = —sinx dx

7. d(tgx)=— — dx

cos X

9. (arcsing)— 4. —dx

10. j(arccosx)=— 1 * dx
V1-x2

11. d(arctgx) = — —dx
\V ; 1+ x*

12. d{arcctgx)=— —jdx
1+ x

Differentsiallash qoidaiari quyidagi ko‘rinishda bo'ladi.
. {cf(x))=c—df(x\ c=const
- d[F()£g()] = df(x)£dg(x)
- AN\ g (9] = g{X)dF(x)+F(x)dg(x)

w N R

4 gy n _ —/(*)<&(*)
<g(x)J 8 Z(X)
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Yuqgori tartibli differentsiallar

df(x) =f'{x)cfx, tenglikda dX-erkli o'zgaruvchining
orttirmasini 0‘zgarmas deb garasak, df(X) funksiya differentsiali
X ning funksiyasi ekanligi kelib chigadi, shuning uchun df(X)
funksiya differentsialini topish masalasini ko‘rishimiz mumkin.
Bu differentsial f(X) funksiyaning ikkinchi tartibli differentsiali
deb atalib, d X(X) shaklda belgilanadi, ya'ni
d 2X{x)=d(df{xX)) = d(F' (x)dx)= d (f’(x))dx= F "PI—dx=F(x)d x.
Xuddi shunga o‘xshash

d*F{x)=FMX)dxA

r

drf{x) =f {Ax)dx\ yoki y w)= Ad)l(
tengliklami hosil gilamiz.

Ko'paytmaning vyuqori tartibli differentsiali uchun,
Leybnits formulasini e'tiborga olib, quyidagi tenglikni hosil
qgilamiz

bu yerda
to

d°Ax)=A x\d°g{x) = g(x) deb olingan.
3.4. Differentsial hisobning asosiy teoremalari

Yuqorida kiritilgan funksiya hosilasi va
differentsialining tadbiglari quyidagi teoremalarga
asoslangandir.

2—teorema (Ferma teoremasi). Agar T(X) funksiya X0
nugtaning biron—bir (X§—S, x0+ <5)(<5> 0) atrofida berilgan
boiib, X0 nuqtada eng katta (eng kichik) giymatga erishib,
/'(~0)— hosilasi mavjud bo'lsa, u holda bu hosila nolga teng,
ya<ni /'(*0) = 0.
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Isbot. Istalgan Xe (X0—S,x0+d) uchun /(*)< /(x0),
ya'ni
/(x0)=max{/(x)}
>XEDO-SX0H)

bo'lsin, u holda /*'(*o) mavjudligidan
/m(*)=am /LU n ~)—- X )ro
&++0 Ox

bo'ladi, chunki /(x0+ Ax)—/(x0)<0 va Ax<0. Xuddi shunga

o'xshash

U= as 0 Ac

bo'ladi, chunki /(x0-A0x)—/(x0)<0 va Ax>0. U holda, bu
tengsizliklardan /'(jt0) = 0 ekanligi kelib chigadi. Teorema isbot
bo'ldi.

3—teorema (Roll  teoremasi). /(x) funksiya [a b\
oraligda uzluksiz va (@,b) intervalda hosilaga ega bo'lib, oraliq
chegaralarida bir xil giymatlami gabul gilsa, ya’ni f{ci)~ f(b)
bo'lsa, u holda (a,b) intervalda shunday C nugta topiladiki,
uning uchun f'{c) = 0 tenglik o'rinli bo'ladi.

Isbot. Veyershtrasning 2—- teoremasiga ko'ra fa, b\

oraligda shunday X%, va x2 nuqgtalar mavjud bo'ladiki, ular uchun

/(*t)=M ,{/(")} va/l(x2)= sup{/(x)}

iep;
tengliklar o'rinli bo'ladi.

Agar (x,;x2}= {a,b} bo'lsa, u holda /(x,)=/(x2) va
istalgan x g [, b] uchun F(X) =/(x,) =/(x,) = const ekanligi
kelib chigadi. Demak, /'(x) =0 ekan, bu esa teoremaning
{x,;x2}={a,b} hoi uchun isbot bo'lganini bildiradi.

Agar {xt;x2}* bo'lsa, u holda xte (@,b) yoki
x,e(a,ft). Bundan Ferma teoremasiga ko'ra /'(x,) =0 yoki

/'(x2)= 0 ekanligi kelib chigadi. Teorema isbot bo'ldi.
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Tagribiy hisoblash uchun qo'llaniladigan ko'pgina
formulalarni hosil qilishda quyidagi Lagranj teoremasidan
foydalaniladi.

4—teorema (Lagranj teoremasi). /(*) funksiya [a/>]
oraligda wuzluksiz va (n,1i) intervalda hosilaga ega boMsin, u
holda (a,b) intervalda shunday c nugta mavjudki, uning uchun
quyidagi tenglik o'rinli bo’ladi.

/m()=/1*)—[M
b—a

Isbot.
b—-a

funksiyani kiritamiz. (p(X) funksiya uchun Roll teoremasining
barcha shartlari o'rinli va

Axh/ix)— N zM
b-a
U holda shunday ce (a,/1) nugta mavjudki (p{C)= 0 ya’ni

AchAc).m zM — _o.
b-a
Bu tenglikdan esa,

b-a
tenglik kelib chigadi. Teorema isbot bo'ldi.
3.5. Teyior formulasi

Endi biz tagribiy hisoblashlarda ko'p qgo'llaniladigan
formulani keltiramiz.

5—teorema. Agar r(X) funksiya x0 nugtaning biron—bir
atrofida berilgan bo'lib, X0 nuqgtada »n—tartibgacha r~’(jr),
* = 1.2,....,Nn hosilalari mavjud bo'lib,

Hi.)=A2,)="A0=- =r>*—"(x0)=i«(xt)=0
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tengliklar o'rinli bo'lsa, u holda r(x) funksiya uchun
r(x) = o((X~x0)") munosabat o'rinli bo'ladi.
Isbot. Matematik induktsiya usuli yordamida isbot
gilamiz. n = 1 bo'lsin, u holda
r(x0)=r*'(x0)=0

Bundan

im % _ ine FOZT ﬁ_
X~FaX — X(
tenglik kelib chigadi, ya'ni r(x) = <?((x—x0)) ekan.
Endi n-1 da t(x0)~ r'(x0) = ses = rUl)(x0) = 0

tengliklardan r(x) = o((x—x0)" 1) munosabat o'rinli ekanligi kelib

chigsin deb faraz gilaylik va nda
r(x0)= r'(x0) = **= r<t"(x0)= ri')(x0)= 0 tengliklar o'rinli
bo'lsin. Agar r,(X)=r'(x) belgilashni kiritsak,
r(x0)= r'(x0) = = rtn )(x0) = 0 ekanligi kelib chigadi, demalk,

Teorema isbot bo'ldi.
/(x) funksiya x0 nugtaning biron-bir atrofida berilgan

va bu atrofda uning (s—1) tartibli hosilasi mavjud va x0
nuqtada /(x) funksiyaning n—tartibli hosilasi mavjud bo'lsin. Bu
shartlarda x0 ning qaralayotgan atrofida quyidagi p(x)—

ko'phadni aniglay olamiz:

PE)=7(0)+ | o-ro)+ L (FrxeF AT —7n (x
Agar r,(x) = F(X) —p(X) funksiyani tekshirsak,

TAX0)=T'n(x0)=""= TN"¥x0)=Q  tengliklar kelib chigadi.
Yuqgoridagi teoremaga ko'ra r(x) =o]|(x—x0)(,jj munosabat

o'rinlidir. Bundan Teylor formulasi deb nomlanuvchi formulani
hosil qgilamiz
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+oo +d)> (5)

bu yerda r,,(x) formulaning qoldiq hadi deyiladi.
Isbot gilinganiga ko‘ra T,,(X)=0((X—Xx0)®), yani o
o'zgaruvchi x0 dan yetrarlicha kaw farq gilsa, T(X) ham 0 dan
X _ X" tartibda farglanadi, ya'ni N ganchalik katta bo'lsa

(|Xx-x01< 1 deb olish mumkin), r,(x) ifoda 0O dan shunchalik

kam farq giladi. Demak, hisoblashlarda ushbu
/(x)* F{x0) + — x0) + —x0y

tagribiy formuladan foydalanishimiz mumkin ekan.
(5) formulada x-—x0 —AX deb belgilasak, Teylor

formulasining quyidagi ko*rinishlarini hosil gilamiz:

/W ) )0|A)<|+"'+—\/$)(>th>c*+<*N9)
n

A/tx0)=4f (*0) -i2|<12n *O)'+’H+_|d *1 *0)mo (AX* |

Agar (5) formulada x = 0 deb olinsa, Makloren formulasi
deb nomlanuvchi ushbu formulani hosil gilamiz:

/IW = /@©@+EI»)I+7 +.o+N L+ «*))
L 21 «!
Endi ayrim elementar funksiyalaming yuqgoridagi
formulalarga yoyilmasini topaylik

1) /(x) —exX bo'lsa, T [M{X)=ex va f ©)(0)— 1 boMgani

uchun,
exX=1+—+— +ee+— +0(X").
1 21 ni v
2) /(x)= sinx bo4sa,/(nN(X) = sinx+/j" ] va
/ (,,)(0) = sin ﬂ-— ekanligidan, n=2K bo'lsa, / |:t)(0)=0 va
\
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n=2k -\ bo'lsa / (4 '~0)=sinTAa——1= (-1)*" shuning

Y 2)
uchun
5 2*—1
SINX=X —+— +—+ (=D ————— +0(X2X.
31 5 (2*-1)

f n\

3) /(x)=cosx bolsa, [/ (n(x)=cos X+n — va
\% 2y

f_ an .
/ W(0)= cos n—ﬂ n —2k bo'lganda FFFI = cos(k&) = (- I

uy 2y
va )i—2Kk—\ bo'lganda T [X’*0)=0 shuning uchun
2 4 2k
cosXx=l—-— +— +eeet+ (—D)*—— +0(x2).
2! 41 2*)!

Hosil qilingan yoyilmalar €X, sinx va cosx funksiyalar
giymatini topish x ga nisbatan ko'phad bo‘'lgan qiymatini
topishga olib kelishini ko'rsatadi.

3.6. Funksiyani hosila yordamida tekshirish va uning
grafigini yasash

Endi funksiyani tekshirishda hosilaning qo'llanilishini
Ko'rib chigamiz.

6—teorema. /(x) funksiya («/>) intervalda o'zgarmas
bo'lishi uchun, uning hosilasi shu intervalda nolga teng bo'lishi
zarur va yetarli.

Isbot. Zarurligi. Agar x e (a,b) uchun /(x)—c—const
t

bo'lsa, /'(x)=(c) =0 bo'lishi kelib chigadi.
Yetarliligi. Ixtiyoriy xe(a,b) uchun /'(x) =0 bo'lsin, u
holda a<x0<b va a<x<b uchun [x0,x] oraligda /(x)

funksiyaga Lagranj teoremasini qo'llasak
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/(*) Zfcd _/'(c), (rO<c<Xx)
X—xtk

tenglik o'rinli bo'lib, F'{c)=0 dan /(x) =/(x0) ekanligi kelib
chigadi. Ya'ni Tf(X) funksiya (a,b) intervalda o'zgarmas
ekanligini hosil gilamiz. Teorema isbot bo'ldi.

Natija Agar /(x) va g(x) funksiyalar uchun (a,b)
intervalda /' (*)= g'{X) tenglik o'rinli bo'lsa, shu intervalda

f(x)=g(x)+c, C = COIKSI
tenglik o'rinlidir.

Hagigatan ham, <p(x)= f(X)—g(Xx) funksiya uchun (a,b)
intervalda (pP{X) —0 ekanligi kelib chigadi. U holda 1—teoremaga
ko' ra (pfX)= c= const, x 6 (a,b), natijada

/(x) =g(x)+c, xe(a,b).

7—teorema. Agar /(x) funksiya (a,b) intervalda hosilaga
ega bo'lib, barcha xe(a,b) uchun f'(xX)> 0 (f'(X)<0) bo'lsa,
u holda /(x) funksiya (a,b) intervalda o'suvchi (kamayuvchi)
bo'ladi.

Isbot. a<x, <x2 <b bo'lsin, u holda [x,,x2] oraligda
Lagranj teoremasiga ko'ra, shunday ce (x,,x2) mavjudki, uning
uchun

Ife)—/1(*.)= 1 4<)>0,
X2 - X,
Bundan x2 -x, >0 bo'lgani uchun /(x2)-/(x)>0, yani
/(x,)< f(X2). Demak, /(x) funksiya (a,b) intervalda o'suvchi
ekan. T Ex)<O0 bo'lganda Tf(X) funksiyaning kamayuvchi

ekanligi shunga o'xshash tarzda isbot gilinadi.
Izoh. Agar f(x) funksiya (a,b) intervalda o'suvchi

(kamayuvchi) bo'lib, shu intervalda f'{X) hosila mavjud bo'lsa,
hosila uchun /'(x)>0 (/'(x)<0) tengsizlik o'rinli bo'ladi,

deyish mumkin, ya'ni o'suvchi (kamayuvchi) funksiyaning ayrim
nuqtalaridagi  hosilasi nolga teng bo'lishi mumkin. Masalan
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y— J3 funksiya (—00,.+00) oraligda o'suvchi bo'lib, uning
hosilasi y' = 312, X=0 da ¥ (o) = 0 bo'ladi.

Funksiya ekstremumi

Funksiya grafigini chizishda uning maksimum va
minimum nuqgtalari muhim o'rin egallaydi.

3—ta'rif. Agar x0 nugtaning shunday atorfi
@ ~8,X0+ <? (5 >0) mavjud bo'lsaki, shu oraligdan olingan
istalgan xe(x0-S,x0+S) uchun
/1(*)</(*,,) ((a=-)=/(x0)) tengsizlik o'rinli bo'lsa, u holda
f{X) funksiya XQ nugtada Ilokal maksimumga (lokal

minimumga) erishadi deyiladi. Funksiyaning lokal maksimum
va lokal minimum nugtalari, funksiyaning lokal ekstremumlari
yoki shunchaki funksiya ekstemumlari deb yuritiladi.

Funksiya berilgan [ab] oraligda bir necha lokal
ekstremumlarga ega bo'lishi mumkin. Masalan, rasmda
X0,x1,%X2,X3 nugtalarda funksiya lokal ekstremumlarga erishadi.

oraligdagi funksiyaning eng katta va eng kichik giymatlari
funksiyaning global ekstremumlari deyiladi. Funksiya global
ekstremumga oraliq chegaralarida erishishi mumkin. Masalan,

rasmdagi funksiya uchun Ff(b) = ma~(/(x)} ekanligini ko'rish
mumkin.
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Agar /(x) funksiya X0 nugtada lokal ekstremumga
erishib, bu nugtada f'(Xn) hosila mavjud bo'lsa, Ferma
teoremasiga ko'ra /'(x0)=0. Lekin,/'(.r0) =0 ekanligidan, x0
nuqgtada funksiya ekstremumga erishadi deya olmaymiz. Masalan
Yy —X* funksiya, (—00,+00) da o'suvchi bo'lgani uchun uning

ekstremum nuqtalari mavjud emas, lekin >*= 3x: hosila X=0

da nolga teng bo'ladi. Shu bilan birga y =*JX* funksiya x =0
nuqtada lokal ekstremumga ega bo'lib, bu nugtada funksiya lokal
minimumga erishgani bilan, x =0 nuqgtada funksiya hosilasi
mavjud emasligim avval ko'rgan edik

Yuqorida aytilganlarga asoslanib, lokal ekstremumning
quyidagi zaruriy shartini keltirishimiz mumkin.

/(x) funksiya x0 nuqtada ekstremumga erishishi uchun,
shu nuqgtada funksiya hosilasi nolga teng bo'lishi yoki funksiya
hosilasi mavjud bo'lmasligi zarur.

Funksiya hosilasi nolga teng bo'lgan nuqtalar, yani
/'(x)=0 tenglama yechimlari va hosila mavjud bo'Imagan
nugtalar, funksiyaning kritik (yoki statsionar) nuqtalari deyiladi.

Demak, funksiyaning ekstremum nuqtalarini uning kritik
nuqtalari orasidan izlashimiz kerak.

kritik nugtalar bo'lib, (' (X)) mavjud emas,
/'(x,)=00/'(x3)=0,/'(x4)=0) fagat, X, va X, nuqtalari

ekstremum nuqtalari bo'ladi.



Funksiya ekstremumining birinchi yetarli sharti

8 —teorema. Agar X0 kritik nugta atrofida x nuqta chapdan
o‘ngga garab o'zgarganda, T(X) funksiya hosilasi o'z ishorasini
musbatdan manfiyga(manfiydan musbatga) o'zgartirsa, bu X0
nuqgta lokal maksimum nugta (lokal minimum) bo'ladi.

Isbot. Agar (jo0 —5,x0\8 >0) intervalda /'(*)>0 bo'lsa,
funksiya bu oraligda o'suvchi bo'lganligidan istalgan
Xe (X0 —-S,xa) uchun /(x)< f(x0) tengsizlik o'rinli bo'ladi.
Agar @9,x0+ £) intervalda fiX) <0 bo'lsa, bu oraligda f(X)
funksiya kamayuvchi bo'lib, barcha Xe (x0,x0+S) lar uchun
/(r)< /(X0) tengsizlik o'rinli bo'ladi. Demak, istalgan
Xe (X0 —S,x0+S) uchun /(x) < F(x0), ya'ni x0 nugtada Fix)
funksiya lokal maksimumga erishar ekan. Demak, hosila x0
kritik nuqta atrofida ishorasini musbatdan manfiyga o'zgartirsa
X0 nugta, uning maksimum nuqtasi boiar ekan.

Shunga o'xshash, x0 atrofida hosila ishorasi manfiydan
musbatga o'zgargan holda, x0 nuqta lokal minimum ekanligini
isbotlash mumkin.

y = F(X) funksiyani ekstremumga tekshirishni quyidagi
algoritm bo'yicha bajarish mumkin:

1. y'—f (X) hosilani topish.

2.f'[X )= 0 tenglama yechimlarini topish va fix) mavjud
bo'Imagan nuqtalami aniqlash, ya'ni barcha kritik nuqgtalami
topish.

3/'W>0 va Fix) <0 tengsizliklami yechib, fiXx)
hosilaning kritik nuqta atrofidagi ishoralarini aniglash lozim.

Agar kritik nuqtadan chapda va o'ngda hosila turli
ishoralarga ega bo'lsa, funksiya shu nuqtada ekstremumga

erishadi, aks holda bu kritik nugta ekstremum nuqta bo'lmaydi.
Kritik nuqta atrofida funksiya hosilasi ishorasi chapda + va
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o‘ngda — boisa bu nugta lokal maksimum, chapda —va o‘ngda +
boisa, bu nugta lokal minimum nuqta bo* ladi.

4 Funksiyaning ekstremum giymatlarini topish.

Funksiya ekstremumining ikkinchi yetarli sharti

9—teorema. Agar x0 nuqta atrofida /(x) funksiya
hosilaga ega va /'(x0)=0, hamda X0 nugtada funksiyaning
ikkinchi tartibli hosilasi mavjud boiib, F(x Q>0 (f'(x0)<0)
boisa, u holda x0 nugtada /(x) funksiya lokal minimumga

(lokal maksimumga) erishadi.
Isbot. /'(x0)=0 va f'(x0)>0 bo‘lsin, u holda

../ t*0o +Ax) / bl = >Q
1nm
Ar—>-0 AX—
Bundan f'(x0)=0 va Ac <0 ekanligidan,

/"(X0+ Ax) <0 kelib chigadi, yani X0 nuqgtadan chapda hosila

manfiy ekan. Shunga o‘xshash

iim ~ (x0+Ax)~ /fe) =/*(x0)>0
A0 0¢é J \o/

va Ax >0 boMgani uchun f'(x0+ Ax) > 0 kelib chigadi, ya'ni x0
nugtadan o‘ngda hosila musbat ekan. Demak, hosila x0 nuqta

atrofida chapdan o‘ngga o‘z ishorasini manfiydan musbatga
o‘zgartirar ekan, u holda x0 nuqta funksiyaning lokal minimum

nuqgtasi boiadi.

/*(x0)<0 boigan hoi shunga o‘xshash isbot gilinadi.
Teorema isbot boidi.
Bu teoremaga ko‘ra, x0 kritik nugta uchun f(x0)*0 boisa

ekstremum  mavjudligi  ta'minlanadi. Lekin  f{x0)=0
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ekanligidan ekstremum mavjud emas deya olmaymiz. Masalan,
Y =x4 funksiya uchun, x =0 nuqgta ekstremum nuqta bo‘lib,
y" —\2X" ikkinchi tartibli hosila esa nolga teng.

Agar /(x) funksiya [a/?] oraligda uzluksiz bo'lsa, bu
oraligda fix) funksiya o‘zining eng katta va eng Kkichik
giymatlariga, ya'ni global ekstremumiga erishadi. Global
ekstremumga f{X) funksiya oraligning chegaraviy nuqgtalarida
erishish mumkinligini e'tiborga olib, ularni topish uchun quyidagi
algoritmni keltiramiz:

1. T'(X) hosilani topish.

2. T{X) funksiyaning [ab] oraligdagi kritik nugtalarini

topish

3 giymatlarni aniglash va barcha kritik
nugtalarda /(x) funksiya qgiymatlarini topib, bu giymatlar
orasidan eng kattasi va eng kichigini topish.

Funksiya qavarigligi va botigligi. Egilish nuqgtalari

Funksiya grafigini chizishda, grafikning qaysi
oraliglarda qavarigligi va botigligini bilish muhimdir.

4—ta'rif. Agar (orb) intervaldan olingan istalgan x, va
x2 lar va d, +g2=1 munosabatni ganoatlantiruvchi istalgan

Z, >0 va g2 >0 sonlar uchun

Naix, +4zxi)» ™ /(x,)+ g&(x2)
(ffa*1+ Urxr)< U\NAXY+

tengsizlik o'rinli bo'lsa, u holda /(x) funksiya (@,b) intervalda
gavariq (botiq) deyiladi.

Bu ta'rifning geometrik ma'nosi shundan lIboratki, agar funksiya
(a,b) oraliqda gavariqg (botiq) bo'lsa, (a,b) oraligdan olingan
istalgan x, va x2 lar uchun grafikning (x,;/(x,)) va (xX2;/(x,))
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nugtalarini tutashtiruvchi kesma funksiya grafigidan ordinatalar
o'qining yo'nalishiga nisbatan quyida (yuqorida) yotadi.

10—teorema. {a,b) intervalda hosilaga ega boMgan /(x)
funksiya, bu oraligda gavariq (botig) boMishi uchun, uning
/'(*) hosilasi (a,b) intervalda kamayuvchi (o'suvchi) boMishi
zarur va yetarlidir.

Isbot. Zarurligi. /(ar) funksiya (a, b) intervalda gavariq

boMsin, yani istalgan x,,x2e(a£>) va ql+q2=\ tenglikni
ganoatlantiruvchi musbat (}va Q2 sonlar uchun

F{AN*, + N ) * )+ 21 X2)
tenglik  o'rinli boMsin. U holda x, <x <x2 tengsizlikni

ganoatlantiruvchi X lar uchun,

deb olsak, f/,x, +q2x2 —X bo'lgani uchun quyidagi tengsizlikni

hosil gilamiz

X=X,
I(x)>AZE . [(x,)+~ =777 ( x2).
X2 —X,

Bundan,
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fa —*1)/M ~ fa —*)/fa)+ (x—x, )/{X2),yoki
fa —x)[/(x)-/fa)]>x—-x,X/fa)—-/(*)] va nihoyat
I(*)—=/(*.K [/fa)-/(*)
X=X, X2 —-X

tengsizlikni  hosil qgilamiz. Bu tengsizlikda awal x-—>x, da,
so‘ngra Xx-—*x2 da limitlami topsak, ushbu tengsizliklar kelib
chigadi

I'(x,)Sa ) —/155)~T(x2

X7~h

yani /'(X1)>/"(X2)
Yetarliligi. <£, uchun [/'(£,)ET'®%2) boMsa
X, <£ <x,x<£ <X2)
/(*)—/faL/fa)- /(%)
X =X, X2 —X
tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Bu tengsizlikdan
X2 =x)[/(x)-/fa)]>(x-x,1F(x2)—/(X)]
yoki
fa —*,)/(*)~fa —*)/fa)+ (x—x,)*/fa)
va nihoyat

X2 — X, x2 =X,
X —X X —X
tengsizlik kelib chigadi. Bunda ——=d, va —— —=0d,
x2 =X, X2 —X,
belgilashlarga asosan, gx>0,g2>0,x+q2=1 va

X = </, %, +Q2X2 munosabatlaro*‘rinli ekanligidan
f(ax +g22)>qj(xY+q2F(x2)

tengsizlik kelib chigadi. Demak, /(x) funksiya (a,b) intervalda

gavariq ekan. Botiq funksiya xossasi ham shu tarzda
isbotlanadi. Teorema isbot boMdi.
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11-teorema. Agar f(X) funksiyaning (a,b) intervalda
ikkinchi tartibli hosilasi mavjud bo‘lib, bu intervalda
f X)<0(/'(x)>0) bo‘lsa, u holda f(x) funksiya (a,b)
intervalda qavariq (botiq) bo*ladi.

Isbot. /*(x)< 0 (F(X)>0) bo'lsa, uholda /'(x) hosila
(a,b) intervalda kamayuvchi ekanligi kelib chigadi. Bundan esa
1-teoremaga asosan, /(x) funksiyaning (a,b) da qavariq
(botiq) bo‘lishi kelib chigadi. Teorema isbot bo‘Idi.

5-ta'rif. Agar X0 nugta f(X) funksiyaning botiglik va
gavariglik intervallarini ajratib turuvchi chegaraviy nugta
bo'lsa, u holda x0 nuqgta atrofida berilgan /(x) funksiya uchun

bu nuqgta egilish nugtasi deyiladi.

Chizmada x0 va X, nuqtalar egilish nugtalari bo’ladi.

Egilish nugta ta'rifidan ular '(X) funksiya hosilasining
ekstremum nuqgtalari bo'lishi kelib chigadi. Bularni e’tiborga
olsak, quyidagi teoremalar o'rinli ekanligi ravshan bo'ladi.

12—teorema. (Egilish nuqgtasining zaruriy sharti).
Ikkinchi tartibli hosilaga ega bo'lgan /(x) funksiya uchun x0
nugta egilish nugtasi bo'lsa, u holda f'{xX0)=0.

13—teorema. (Egilish nuqtasining yetarli sharti). Agar
ikkinchi tartibli hosilaga ega bo'lgan /(x) funksiya uchun

f{X) hosila x0 nugta atrofida o'z ishorasini o'zgartirsa, x0

nuqta /(x) funksiyaning egilish nugtasi bo'ladi.
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Berilgan [/ (x) funksiyaning qavariqglik, botiglik
oraliglarini va egilish nugtalarini topishni quyidagi algoritm
bo‘yicha bajarish mumkin:

1. fix) hosilani topish;

2— f(X)~0 tenglamani yechish va /'(r) hosila
mavjud boMmagan nuqtalarni topish, ya'ni f'(X)
hosilaning kritik nugtalarini topish.

3. T'(X) ning kritik nugtalari atrofida f ’(X) hosilaning
ishoralarini aniglash. Buning uchun f{X) >0 va
f(X)< 0 tengsizliklami yechish lozim.

4. Egilish nugtalarida funksiya giymatini hisoblash.

Funksiya grafigining asimptotasi

Funksiya grafigini chizishda grafik asimptotasi deb
nomlanuvchi to‘g‘r chiziglarnning yordami kattadir.

6-ta'rif. . Agar funksiya grafigining M = (x,f{X))
nugtasidan berilgan to'g‘n chiziggacha bo‘lgan d{M) masofa
uchun tim d(M) —0 tenglik o‘rinli bo‘lsa, shu to‘g‘ri chiziq

y = f(X) funksiya grafigining asimtotasi deyiladi, bu yerda

PV| = *Ix2+ f2(x)-M nugtadan koordinata boshigacha boMgan

masofa.
Agar
lae»|m] = +o0

boMsa u holda asimptota vertikal asimptota deyiladi. Vertikal
asimptota x = x0 to*g‘n chiziq bilan ifodalanadi.

Agar £IM\M\- +x yoki [1IM[M1 = +«x> boMsa, asimptota

og‘ma asimptota deyiladi.
0g‘ma asimptota Yy = kx+b ko'rimshda boMadi.
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Agar og‘ma asimptota uchun k=0 bo'lsa, ya'ni asimptota
y = b ko'rinishda bo‘lsa, bunday asimptota gorizontal asimptota
deyiladi.

X —X0 vertikal asimptota, Yy =TFf(X) funksiyani

cheksizlikka aylantiruvchi a0 nuqta bilan ifodalangani uchun,
XN ni tim fix)=oo yoki iim f(x) =< tengliklami
0 Xx>0-) xboio

ganoatlantiruvchi nuqgta deb garash kerak.
y =kx+b og‘ma asimptotani topish uchun ushbu

tenglikdan
Eim[f(X)—(kx +b)]=0

foydalanish mumkin. Bu yerdan

timl\/I _kJ_ =0,
X

. Fix
yani K= tlml—;(—i ekanligi kelib chigadi.

U holda b= £im[f{x)—kx]

+1
Misol sifatida f(x)=——:5 funksiya asimptotalarini
X

topaylik. X—2 to‘g‘ri chizig uning vertikal asimptotasi bo'ladi.
0g'ma asimptota uchun quyidagilarni hosil gilamiz

K= tim +1 =3
X—{X—2)
+ . +1 —3X +6X
b= timr-bxr N ﬁ(n: tlmgﬂi— _________ —6
X >00V X-—--2 *_,_P'c X_2

Demak, Yy —3jc+ 6 chiziq funksiya grafigining og‘ma asimptotasi
ekan.

Funksiyani tekshirish va uning grafigini chizishni
quyidagi algoritm bo'yicha amalga oshirsa bo'ladi.

1.y—Ff(x) funksiyaning aniglanish sohasini, imkon
bo'lsa o'zgarish sohasini ham topish.

2. Funksiyani juftlik, toglik va davriylikka tekshirish.
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3. f(X)=0 tenglama, /(*)> 0 wva
tengsizliklami  yechish, ya'ni funksiya nollarini, musbatlik va
manfiylik intervallarini topish.

4. Funksiyani uzluksizlikka tekshirish.

5. Funksiyaning wvertikal va og‘ma asimptotalarini

topish.

6 F'(X)  hosilani topish, hosila mavjud bo'lmagan

nugtalami aniglash, f'(X)=0 tenglama va /'(gqr)>0,/'(*)< 0
tengsizliklami yechish, ya'ni funksiyaning kritik nuqtalarini,
o'sish va kamayish oraliglarini topish. Funksiya ekstremumlarini
topish.

7 F(X)  hosilani topib, /"(jr)mavjud bo'lmagan
nugtalami aniglash, f(X) = 0 tenglama va f{x) >0, f(Xx) <0
tengsizliklami yechish, ya'ni funksiyaning gavariqglik, botiglik
oraliglari va egilish nugtalarini topish.

8. Funksiya graftgiga anigliklar Kkirituvchi ayrim
nugtalami topish.

Lopital qoidasi

Limitlarni hisoblashda uchraydigan — va —
0 (oo}
ko'rinishdagi noaniqgliklami ochishda, quyidagi Lopital qoidasi
deb nomlanadigan qoidani asoslab beruvchi, teoremani
keltiramiz.
l4—teorema. Agar limt — yoki —
*Zeg(x) 0 (e¢]
o P{x\
ko'rinishdagi noaniglik bo'lib, tlm—'() limit mavjud bo'lsa,
gX

(cheksiz bo'lishi ham mumkin), u holda
inM Ll

tenglik o'rinli bo'ladi.

g\  x*g'(x)
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Isbot. Isbotni ko‘rinishdagi noaniqlik uchun
keltiramiz. Demak,
timf(x)= dimg(x)=0
X—*a

boMsin, u holda f(a)=g{a) =0 deb olib, Lagranj teoremasiga
ko‘ra

« “0T g\X)

Bu yerdagi oxirgi tenglik —l<|x-m va |2 -a] <|x-al
tengsizlikdan kelib chigadi.
Teorema isbot boMdi.

Misollar
1
1. timxe.tnx= tim— = tim = £/>»(—m=0
X->+0 X-»40 1 X—+*0 1 *->+0
X X2
2 fimi=COSX_ fjmSinX_ 1
*50 " > 22X 2

3.7. Hosilaning iqtisodiyotga tadbiglari. Mikroiqtisodiyotda
chegaraviy (marjinal) xarajatlar

Mikroiqtisodiyotdagi ikkita oxirgi Kko'rsatkichga doir
misollar keltiramiz.

1 Ulardan birinchisi ishlab chigarilgan mahsulotning
tannarxi C bilan wuning hajmi Q orasidagi bogManish
A(Q) =Q:C alogadorlik. Shunday gilib, MC chegaraviy
xarajat AC —tannarxning mahsulot miqdorining o‘sishi AO ga
nisbati bilan xarakterlanadi:
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AO
AC ning AQ bilan uzluksiz bog'ligligini faraz qilib,
tabiiy ravishda (6) munosabatni uning limiti bilan almashtirish
mumkin:

MC=tim — =C' . 7
im o Q) @)

Odatda ilovalarda matematik apparatdan foydalanib
chegaraviy xarajat deb (7) tenglik bilan aniglanuvchi qgiymat
tushuniladi.

Masalan, faraz gilaylik ishlab chigarish xarajatining
ishlab chigarilayotgan mahsulot hajmi bilan bog'ligligi quyidagi
formula bilan ifodalangan bo'lsin:

C = 40£>-0.0301pul birligi (Q—mahsulot hajmi, C—pul
birligi) (? = 15 hajm birligida o'rtacha va chegaraviy xarajatni
aniglaymiz

A) Mahsulot birligida sarflanadigan o'rtacha xarajat

funksiyasi quyidagi formula bilan aniglanadi: C — , YOKi

bizning misolda
C =40-0.0302,

bundan C(l15)= 40 —0.03 225 = 33.25 pul birligi.
B) Chegaraviy xarajat uchun (la) ga ko'ra 0 = 15da
C'(15)= 19.75 pul birligini olamiz.

Boshgacha aytganda, birlik mahsulot ishlab chigarishga
o'rtacha sarf 33.25 pul birligini tashkil gilsa, qo'shimcha
mahsulot birligini ishlab chiqgarishga sarflanadigan qo'shimcha
xarajat 19.75 pul birligini tashkil giladi va o'rtacha xarajatdan
oshmaydi.

2. Narx navo siyosatining analizi va prognozida talabning
elastiklik tushunchasi go'llaniladi.

Faraz qilaylik D =f(p)~ talab, talab funksiyasi, P-
tovaming narxi bo'lsin. U holda ehtiyoj (talab)ning elastikligi
deganda tovarning narxi bir foizga o'zgarayotganda ehtiyojning
o'zgarish foizi



O % 100%
E = —rn/———— tushuniladi: (8)
A % 100%

Oldingi holdagiday, AD AP bilan uzluksiz bog'liq deb,
Ap—»0 da limitga o‘tish qulay:

)
Shunga o‘xshash tushunchani taklif S(P) funksiyasi

uchun ham Kkiritish mumkin. Eslatib o'tamiz, D(P) funksiya

kamayadi, S(P) funksiya esa P narx o'sishi bilan o‘sadi.

Elastiklikning ba'zi xossalarini ko'rsatamiz. 9

formuladan  elastiklik formulasini quyidagicha ifodalash
mumkinligi ko'rinib turibdi:
E(D)= P(tnD{P)). (10)
(10) tenglikdan E(D) ning logarifmik funksiya xossalariga ega
ekanligi kelib chigadi, ya'ni
E(D.D)=E(DD+E(D,I

H% ) =2y 81
D(P) kamayuvchi funksiya boMgani uchun D'(P) <O, u
holda (9) formulaga asosan E(D) <0. Aksincha, talab funksiyasi
o‘suvchi ekanligidan, unga mos keluvchi E(S)
funksiyasi uchun E'(S)>0.
E(d J ning kattaligiga garab

elastiklik

ehtiyojning uch turi
farglanadi:

a) agar |£(D)|>1 (E(D) <-1) bo'lsa, u holda talab elastik
deb hisoblanadi,

b) agar \E(D] -1 (E(D)= —D)bo‘lsa, u holda talab birlik
elastik deb hisoblanadi.

v) agar |£(D)]<1 (e (d )>—\) bo'lsa, u holda noelastik

bo'Imagan deb hisoblanadi.
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1-misol Talab funksiyasi quyidagicha bo'lsin
D(/>) = DO0exp(—*/>=), DO va K—-ma'lum parametrlar. P narxning
ganday qgiymatlarida talab elastik boMishini toping.

Yechish. (8) formulaga asosan E(/j) ifodani tuzamiz.

—2kPZP 0exp(—kPj)

Talab elastik bo'lishi uchun 2kP2 > 1 tengsizlik bajarilishi zarur,

bundan P > hosil gilamiz.

2-niisoL Talab elastikligi har xil bo'lgan variantlarda
tovaming narxi o'sishi bilan daromad o'zgarishini toping.

Yechish. | daromad tovarning narxi P bilan D talab
migdorining ko'paytmasiga  teng: 1(P)=D(P)P. Bu

funksiyaning hosilasini topamiz:
I'{P)=d ()+d'(p)p .

Endi (9) formulam hisobga olib, talab elastiklikning barcha
variantlarini tahlil gilamiz.

1) E(D)<—1 bo'lsa, u holda bu tengsizlikni (9) ga
go'yib, (10) ning o'ng tomoni manfiyligini olamiz, shunday qilib,
elastik talabda P narxning o'sishi daromadning kamayishiga olib
keladi. Aksincha, tovar narxining kamayishi daromadning
oshishiga olib keladi.

2) E(d )=—\ bo'lsa (9) dan (11) ning o'ng tomoni nolga
tengligi kelib chigadi. Neytral talabda tovar narxining o'zgarishi
daromadga ta'sir gilmaydi.

3) E(d )>~] bo'lsa, I'(p)> 0 elastik bo'lmagan talabda
P tovar narxining oshishi daromadning o'sishiga olib keladi.

3—misol. Faraz qgilaylik, mahsulot tannarxi C va um ishlab
chigarish hajmi Q orasidagi bog'lanish quyidagi formula bilan
ifodalansin: C = 50-0,4 Q, Q =30 p.h.

Mahsulot ishlab chigarishdagi tannarx elastikligini
aniglang.

Yechish. (9) formulaga asosan
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e(@)=— 043 —.
v ' 50-0.40

Bundan 0 =30 da izlanayotgan elastiklik taxminan —0,32 ni
tashkil giladi, ya'ni berilgan hajmda mahsulot ishlab chiqgarishni
1% ga oshirish tannarxning taxminan 0,32 % ga kamayishiga
olib keladi.

Qo'shimcha qiymatni maksimallashtirish (iloji boricha
orttirish).

Faraz qilaylik, Q-sotilgan tovar miqdori, /?(<9)—kirim,
daromad funksiyasi, C(0) tovar ishlab chigarishdagi chigim
funksiyasi. Haqgigatan bu funksiyalaming ko‘rinishi birinchi
navbatda ishlab chigarish usuli, infrastrukturasi va h.k. lami
tashkil qilishga bog'lig. Ishlab chigarilgan tovarni sotishdan
olingan qo'shimcha giymat quyidagi formula bilan beriladi:

MN<Q)=R(@Q)-C(Q) (12)

Mikroiqtisodiyotda quyidagi tasdig ma'lum: go'shimcha
giymat maksimal boMishi uchun oxirgi (predelniy) kirim va
oxirgi chigim teng boMishi kerak. Oxirgi Kkirim va chiqgim
ko'rsatkichlari (9) ga o‘xshash tarzda ifodalanadi. Shunday gilib,
bu printsipni quyidagicha yozish mumkin: R'(0) = C'(Q).

Haqgigatan ekstremumning zaruriy shartidan (12) funksiya
uchun M {0) ~0 asosiy printsip kelib chigadi.

4—miso). Daromad va xarajat quyidagi formulalar bilan
anigqlanganda:

R{Q)=1000-Q\ C(0)=0Q*-37Q2+169Q +4000,

go'shimcha giymatning maksimumini toping

Yechish. (12) ga asosan, go'shimcha giymat
n{Q) = —Q%+ 360 2-690 —4000. Qo'shimcha giymat
funksiyasining hosilasini nolga tenglab, quyidagi tenglamani
olamiz Q2-240+23=0. Bu tenglamaning ildizlari
Q1=\0Q2=23. Tekshirish shuni korsatadiki, go'shimcha

giymat o'z maksimumiga Q = 23 da erishadi va MTax=1290.
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Ishlab chigarish samaradorligining kamayish qonuni

Bu gonun shuni tasdiglaydiki, ishlab chigarishning asosiy
faktorlaridan birini, masalan asosiy xarajatlar K ni oshirish bilan,
K ning gaysidir giymatidan boshlab ishlab chigarish funksiyasi
giymati kamayib boradi. Boshgacha qilib aytganda, ishlab
chigarilgan mahsulotning V hajmi K ning funksiyasi sifatida
pastga qavariglik yuqoriga gavariglik bilan almashadigan grafik
bilan ifodalanadi.

5-misol. Faraz qilaylik, V— ishlab chigarilgan mahsulot
hajmi funksiyasi quyidagi formula bilan berilgan bo'lsin:

(13)
Bu yerda b va c—ma’'lum musbat sonlar (ular awalambor ishlab
chigarishni tashkil gilish strukturasi bilan aniglanadi), Vtim-ishlab

chigarilayotgan mahsulotning imkoni boricha maksimal hajmi.
(13) funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasini hisoblash qiyin
emas.

~“Kc_j

V (K)= 0 shartdan kritik (shubhali) nugta topiladi:

va bu funksiyaning grafigi chizmada tasvirlangan.



Ker (14)—egilish nuqgtasida funksiya grafigining pastga
gavarigligi yuqoriga qavariglik bilan o‘zgaradi. Bu nuqgtagacha
asosiy xarajatlarning o'sishi mahsulot hajmining jadal o'sishiga
olib keladi: mahsulot hajmining o'sish sur'ati (birinchi hosilaga
o'xshash) o'sadi, yani V(K)> 0. Agar K >Ka bo'lsa, ishlab
chigarilayotgan mahsulot hajmining o'sish sur'ati kamayadi,
yani V'(K)<0 wva asosiy xarajatlarning samaradorligi
kamayadi.

Shunday qilib, kapital qurilishiga sarflangan mablag’
strategiyasida juda muhim omil xarajatning kritik hajmini
topishdir. Kapital qurilishiga sarflangan mablag' foydaliligini
oshirish  uchun b,c,V (im ko'rsatkichlar ~ miqdorlarini

“yaxshilash” kerak bo'ladi.
Xulosa

Hosila va differentsial tushunchasi keltirilgan, asosiy ta'rif
va teoremalar ifodalangan. Teoremalarga misollar keltirilgan.
Yugori tartibli hosila va differentsial tushunchalar keltirilgan.
Asosiy xossalar to'la va sodda isbotlar bilan bayon etilgan.

Tayanch iboraiar

Funksiya, argument orttirmasi, funksiya orttirmasi,
hosila, bir tomonlama hosilalar, kritik nuqta, maksimum,
minimum, o'sish va kamayish oraliglari, botiglik, gavariglik,
differentsial, ekstremum, yuqori tartibli hosila.

Takrorlash uchun savollar

Hosila ta'rifini ayting.

Hosilaning geometrik ma'nosi nima?

Hosilaning fizik ma'nosi nima?

Hosilani hisoblash goidalarini keltiring?

Elementar funksiyalar hosilalarining jadvalini keltiring.
. Yuqori tartibli hosilani hisoblash goidalarini keltiring.

Funksiya differentsialining ta'rifini ayting.
. Differentsial hisobning asosiy teoremalarini ayting.
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9. Teylor formulasini yozing.
10. Funksiya ekstremumini topish shartlarini ayting.
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4—bob. KO ‘P 0 ‘ZGARUVCHILI FUNKSIYALAR
DIFFERENTSIAL HISOBI

4.1. Ko‘p o'zgaruvchili funksiya limiti va uzluksizligi.

4.2. Xususiy hosilalar.

4.3. Ko'p o'zgaruvchili funksiya differentsiali.

4.4. Ko ‘p o'zgaruvchili funksiyalarning lokal ekstremumlari
4.5. Ko'p o'zgaruvchili funksiyaning eng katta va eng kichik
giymatlari.

4.6. Shartli ekstremumlar.

4.7. Ko'p o'zgaruvchili funksiyalarning iqgtisodiyotga tatbiqi.
4.8. Eng kichik kvadratlar usuli.

4.1. Ko'p o'zgaruvchili funksiya limiti va uzluksizligi

Biz birinchi bobda ko'p o'zgaruvchili funksiya ta'rifi,
uning aniglanish va o'zgarish sohasi tushunchalarini kiritgan
edik.

Ko'p o'zgaruvchili funksiyalarga doir misollar keltiramiz.
Ko'p o'zgaruvchili funksiyalami z =f(XXX7,...,xn) ko'rinishda

ifoda etamiz.
1. z="r2-x,2—-X\
Bu funksiyaning aniglanish sohasi
D(™)=b;ar2):ar* +ar2 <2}
to'plamdan iborat. Bu to'plam markazi koordinata boshi 0 (O, O)
nugtada radiusi R ga (R> 0) teng bo'lgan doiradir.

2.z2=—L—~
X\
Bu funksiyaning aniglanish sohasi
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£>(*)={fa;*2) *1 *°> m" °}

to'plamdan iborat. Bu to'plam X }O X2 tekislikdan O XX va OX2
koordinata o'glarini chigarib tashlashdan hosil boMadi.

3.Z = a,n, +a22+——+arxkn+b funksiya chizigli funksiya
deyiladi, bu yerda at,a2,——,a,, o'zgarmas sonlar.

n
4. z =2 1"XjX]j, ay—o'zgarmas son va aj —atj Bu
u=\

funksiya kvadratik funksiya deyiladi.

5. Igtisodda uchraydigan asosiy tushunchalardan biri, bu
foydalilik funksiyasidir. Ko‘p o‘zgaruvchili foydalilik
funksiyasigl_la misol tarigasida quyidagini keltirish mumkin:

a) Z = "“jatin(xi —Ci), bu vyerda a >0vagm >c 2:0.
H

Funksiyaning aniglanish schasi £>(Z) = {x: xi>ci,i =\n}
to’plamdan iborat. Bu funksiya o'zgarmas egiluvchanlik
funksiyasi deyiladi, bu yerda X= (r,,Xz,..,, xn)

6. Ko‘p o‘zgaruvchili ishlab chigarish funksiyasiga misol
tarigasida quyidagi ftinksiyalami keltirish mumkin:
a)zZ=V,4*J-

Bu funksiya Kobba—Duglas funksiyasi deyiladi. Bu yerda
Xr mehnat xarajatlari, X2— ishlab chigarish fondlari hajmini
bildiruvchi o‘zgaruvchilardir.

b(,6, ea b2 ishlab chigarish texnologiyasi orgali

aniglanadigan parametrlardir.

b) Z = a0(ax,' +a2x2p) fi.

Bu funksiya almashtirishning o'zgarmas egiluvchanlik
funksiyasi deyiladi.

1-Ta'rif. Z=/(gr,, &;,...,.xn) ko‘p o‘zgaruvchili
funksiya grafigi deb quyidagi
r¢™—Iz, X1,X2,...,xn .Z —/(X] Z)(N}
to‘plamga aytiladi. Bu yerda L){f)—funksiyaning aniglanish
sohasi boMib, I (/) c Rr¥] munosabat o*rinlidir.
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2—ta'rif. Z=/(xt x2 ko‘p o'zgaruvchili
funksiyaning o'zgarmaslik chizig'i yoki o'zgarmaslik sirti deb

ushbu
JxILx1,...,xn)eD (f): f(xyx2,...,xn)=c}

to'plamga aytiladi. Bu yerda c = const.
Masalan, Z = —-32+y?2 ikki o'zgaruvchili funksiya

grafigi, R3-uch o'Ichovli fazoda uchi koordinata boshida bo'lgan
cheksiz konusdan iborat bo'ladi.

Z =yjx2+y2 funksiyaning o'zgarmaslik chiziglari, markazi
koordinata boshida bo'lgan, XOY tekislikda joylashgan
aylanalardan iborat bo'ladi. Chunki c¢>0,x2+y2=c2 tenglik
aylana tenglamasini aniglatadi.

X = (Xy,X2,...,.xa)eR" va y = (ynyr,...,yme.R”
bo'lsia Bu nugtalar orasidagi masofa d(X,y) deb quyidagi

tenglik orgali aniglangan songa aytilishini eslatib o'tamiz.

dOY)= V> ~INF +(02—~Y2Y +' i+ n=Mf
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3-ta’rif. Markazi X = (jffLxa,...,xB) nuqtada, radiusi
R> 0 ga teng ochiq shar —S(X,R) deb, quyidagi to‘plamga
aytiladi.

S(x, R)=\y: d{x,y) < A}

Izoh. e>0 son uchun S(x,£r)—x nuqtaning, « S —atrofi»
ham deyiladi. S(X,R)= {y:d(X,y)< R) to‘plam esa yopiq shar
deyiladi.

4-ta’rif. Agar iim /(x,x2,...,xj =a tenglik o‘rinli
boMsa, u holda a son Z=Tf(xuXx2...,xH funksiyaning,

* = (*,, X2,...,XN) nugta a0 <gr,10, xF\ ...,~0)) ga intilgandagi
limiti deyiladi. Bu hoi quyidagicha yoziladi.

limf (jc) = a

X—>Xo

Misollar garaymiz.

1. z=gd—Xx2-y2 funksiyaning aniglanish sohasi
D(z)= fx;.y):x2+ / <1} yani  XOY tekislikda markazi
koordinata boshi (0,0) nuqgtada, radiusi 1 ga teng boMgan

doiradan iboratdir.
2. Z=XYy funksiyaning o'zgarmaslik chiziglari

XOY tekisligida Xy =C ya’ni Yy =— tenglama orgali aniglangan
I

giperboladan iborat boMadi.

A N AN+ x T
5-ta’rif. Agar z=Ff(xux2.../m,) funksiya
X0 =(x}0),x fV",x10)) nugtaning biron—bir atrofida aniglangan

boMib,

£imf{x) = f(x0)

176



tenglik o'rinli bo'lsa, u holda bu funksiya X0 nuqtada uzluksiz

deyiladi.

Masalan, 2 — 1 funksiya x& +y2 * 0
Xl+y

munosabatni ganoatlantiruvchi nuqtalarda, ya’ni koordinata
boshidan fargli barcha nugtalarda uzluksiz bo'ladi. Bu funksiya
(0,0) nuqgtada uzluksiz bo'Imaydi. Ammo

X2y 2

2,2 agar x'+y ®0
Xx=+ty

agar x=0, y=0

funksiya XOY tekislikning barcha nuqtlarida uzluksiz bo'ladi.
Uzluksizlikni (0,0) nuqgtada tekshirish yetarlidir.

. (im -1-=0=/(QO
(*,y)~40.0) X* + V~ x>0 1 1
Y YA +—
Y X

4.2. Xususiy hosilalar

z=f(xX1X2,....xn ko'p o'zgaruvchili funksiyaning
barcha Xtargumentlariga Ar orttirma beramiz, u holda funksiya
quyidagi Az orttirmani
Az = f(x, +Ox,, X2+ AXz,"— XN+ Axwn)—/(ar,,x2,...,4rn)
hosil qgiladi. Bu orttirma funksiyaning to'liq orttirmasi deyiladi.
Agar Z = f{X]Jyx2,...,X,,...txn) funksiyaning fagat /—argumenti
bo'lgan Xt o'zgaruvchiga Ar, orttirma berib, qolgan

o'zgaruvchilarni o'zgarmas deb qarasak, u holda funksiya hosil
gilgan orttirma AXz quyidagicha aniglanib,

n,2=/(x,n2,....0rM o, +Arjx,+,...,xn)—/(JfLx2,...,Xxs...,jc))
bu orttirma funksiyaning xususiy orttirmasi deyiladi.
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Masalan: z=xy funksiyaning to‘liq va Xxususiy
orttirmalarini topaylik:

Az = (X+ A*Xy + A —ny = X *Ay+ Y *AX + AX Ay

AXZ = (+ AX)—Y —Xy =y BiX,

AVZ = X (y + Ay)—Xy = X—Ay

6 —ta rif. z = f(xI,x2,....xM ko‘p o'zgaruvchili
funksiyaning Xi o'zgaruvchisi bo'yicha xususiy hosilasi deb, x(

o'zgaruvchidan boshga  o'zgaruvchilarni o'zgarmas deb
garaganda hosil bo'lgan bir o'zgaruvchili, ya’ni X, —o'zgaruvchili

funksiyaning, Xx,—o'zgaruvchi bo'yicha olingan hosilaga aytilib,
-k 'lk belgilanadi, ya’ni xususiy hosila

quyidagi limit orgali topiladi:

&z . Az
— = Um—27
dxt /10 Axi
Masalan, ZzZ=X-y funksiya uchun uning Xususiy

hosilalari quyidagicha bo'ladi
dz dz
TIrHy Ty* x-—

X
z = arctg— funksiya uchun esa,
Yy

dz 1 1 \%
Yy
dz
dy
yj
dz
xususiy hosila, 0'z navbatida, yana ko'p
o'zgaruvchili funksiya bo'lgani uchun, uning yana Xxususiy
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hosilalarini topish mumkin. Bu xususiy hosilalar ikkinchi tartibli
xususiy hosilalar deyiladi. Xuddi shunga o‘xshash uchinchi va
h.k. tartibli xususiy hosilalarni kiritish mumkin.

Bu hosilalar quyidagicha belgilanadi.

dz d rdz" g inchi tartibli xususiy hosila
e I

(2 4 P2\ yohinchi tartibli xususiy hosila
ofebg

dre

abdkt obeR....aXK
Kl+k2+ ...+ km=n
n— tartbli xususiy hosila
Umuman, aralash hosilalarda tartibning ahamiyati yo‘q,
ya’ni masalan, quyidagi tenglik o‘rinlidir,
dz _ dz
dx, dxj dxjdx,’

bu aralash hosilalarni uzluksiz deb garash kerak bo'ladi.”
4.3. Ko ‘p o'zgaruvchili funksiya differentsiali

Avval aytganimizdek, matematik uslublarning tadbiglari
tagribiy hisoblashlar bilan uzviy bog'langan boiib, bir
o‘zgaruvchili funksiya uchun tagribiy hisoblashlar funksiya
differentsiali asosida olib borilishini aytib o‘tgan edik. Ko‘p
o‘zgaruvchili funksiya uchun differentsial tushunchasini Kiritish
mumkin.

7—@rif. z=F(xux2,...,xn) ko‘p o‘zgaruvchili

funksiyaning differentsiali deb, C<ciZ- shaklda belgilanib
quyidagicha aniglangan ifodaga aytiladi:

dz= ——Ajc,+——AX2+eee + — AX,
B2

Bu yerda dx, = Ar, —tenglikni e’tiborga olsak, dz - differentsial
uchun quyidagi tenglikni yoza olamiz.
10



oDxXx o2 2 Jilgl
8—tarif. Agarda X-— nugtaning yetarli kichik atrofida,
uning toMig orttirmasi AZ ni quyidagicha ifodalash mumkin
bo‘lsa,

AZ =dz+o{JAXT + Ar; +—+ Ax"j,

u holda z=F(Xux2,...,xn ko‘p o‘zgaruvchili funksiya
X = (XU X2,...,XN) nugtada differentsiallanuvchi deyiladi.

Shuni ta'kidlash lozimki, ko‘p o'zgamvchili funksiya
uchun uning berilgan nuqgtada barcha birinchi tartibli xususiy
hosilalarining mavjudligidan, shu nuqtada funksiyaning
differentsiallanuvchi ekanligi kelib chigmaydi. Quyidagi teorema
ko‘p o‘zgaruvchili funksiyani differentsial lanuvchi
boMishligining yetarli shartini ifoda etadi.

1-teorema. Agar z=T(X1tx2,....xH ko‘p o‘zgaruvchili

funksiyaning X = (o, X2,...,Xj nugtaning biron—bir atrofida

3z
barcha birinchi tartibli —,/ =12,...,49, xususiy hosilalan

ax,
mavjud bo‘lib, bu xususiy hosilalar X nugtada uzluksiz boMsa, u
holda z=/(*,,X2....%,,) funksiya shu nuqgtada

differentsiallanuvchi boMadi.

Biz bu teoremani isbotsiz gabul gilamiz. Shuni ta'kidlash
lozimki, xuddi bir o‘zgaruvchih funksiyalardagi kabi, ko‘p
o‘zgaruvchili funksiyalar uchun ham yuqori tartibli differentsial
tushunchasmi kiritish mumkin.

Y o ‘nalish bo‘yicha hosila va gradient

A= (a,a2,...,an) va B= ,,bN) nugtalar uchun

boshi A nugtada, oxiri B nugtada boMgan AB vektor
quyidagicha aniqglanadi:
AB = (b{-a,, b2 —-a2,——b,—an)

Vektor, odatda bitta kichik lotin harfi bilan belgilanadi, masalan,



Bizga ma'lumki a vektoming uzunligi uchun
ai=>K +a;H- +al. a va b vektorlaming skalyar
ko'paytmasi esa

ab =ab, +a2 b2+ — +an bn

tenglik orgali aniglanadi. Bundan tashgari, a va b vektorlar
orasidagi {0 < gr<n) burchak ushbu

cos (p— ’a> b
a-*b
tenglik orgali topiladi. a = (al,a2,...,an) vektorga parallel va
Xp = (XjO0~ nugtadan o'tuvchi to ‘g ‘ri chiziq
tenglamasi quyidagi tenglik orgali beriladi
X —tm+ x0
bu yerda x = (x,,x2.....Xn), Tt hagigiy son. Ya'ni bu to‘g‘'n
chizigda yotuvchi X nuqgtaning koordinatalari
X\ i=12,...,n
ko'rinishda boMadi.
Agar a = (axaz2,...,an) birlik vektor, ya'ni = 1 bo'lsa,
u holda - koordinatasi 1 ga teng bo'lib, golgan koordinatalari
nolga teng bo'lgan ei - birlik vektor uchun quyidagilami hosil
qgilamiz
ae j=af=|n|-]é~| mosa, = cosa,
bu yerda a, burchak a va €t vektorlar orasidagi burchakni

bildiradi. Demak, |a = 1 bo'lgani uchun

cos2a, +cos2aZ2+ eee + cos2an= 1.
Ushbu cosa,., i=\,2,...,n, giymatlar a vektoming

yo'naltimvchi kosinuslari deyiladi. Demak, birlik a wvektorni
« = (cosa,, cosa2,———co0sa,) ko'rinishda ifoda etish mumkin.
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a birlik vektor bo‘lsin, u holda 4/ son uchun quyidagi
orttinma
A-z=/(c+Af—a)-/(x)= + [l/coaZz),x, +/Vcos«j,...,. r,, + 4/ cosor0) — F{xx

z = f(xu Xx2,.,.,xn) funksiyaning X = (x,, X2,...,XN) nugtadagi
-
a vektor yo'nalishi bo‘yicha orttirmasi deyiladi.

9—ta'rif. z =f{xI7Tx2,...,xn) Ko p  o'zgaruvchili

funksiyaning X = (x,, X2,...,XN) nugtadagi a vektor yo'nalishi
3z

bo'yicha hosilasi — deb, quyidagicha aniglangan miqdorga
da

aytiladi:

fa  n—=° At

dz

—=2 hosila z=/(*,, X2,...,XN) ko'p o'zgaruvchili

da
funksiyaning a vektor yo'nalishi bo'yicha o'zgarish (o'sish yoki
kamayish) tezligini bildiradi.

Xususan, agar B, = (0,0,...414...,0)— i—koordinatasi 1
ga, boshga koordinatalari nolga teng bo'lgan birlik vektor bo'lsa,
u holda

dz dz

dei dx,

tenglik o'rinli bo'ladi. Murakkab funksiya hosilasi formulasiga
asosan, quyidagi tenglikni ko'rsatish mumkin

dz dz dz dz

— ———— COosor, + ———cosa, +e** + ———COSOr
da dxx cx2 " dx,,



I0-ta'rif. z—/(x,, x2,...,X,,) funksiyaning gradienti deb

fdz dz dz o
ushbu Vz _ vektorga aytiladi.
3x, dx2 dxnj
Ta'rifga ko‘ra, funksiyaning yo'nalish bo‘yicha hosilasini
quyidagi skalyar ko‘paytma ko‘rinishida ifoda eta olamiz.
dz -
— = vz ea
da

Bu skalyar ko‘paytmada a vektor Vz —gradient yo'nalishi
bilan ustma—ust tushsa, yo'nalish bo‘yicha hosila o‘zining eng
katta giymatiga erishadi. Demak funksiya gradienti Vz —vektor,
funksiya o'sishining eng katta bo'lgan yo* nalishini aniglar ekan.

4.4. Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyalarning lokal eksti‘emumlari

11-ta’'rif. Agar z=Tf(xu funksiya

= (xj0', 4 0),...,x0)) nugtaning biron-bir atrofida aniqlangan

boiib, shu atrofdan olingan istalgan X uchun

/(x)< F(x0), (/(*)>/(x0)) tengsizlik o‘rinli boisa, u holda

X({ nugta z funksiya uchun lokal maksimum (lokal minimum)
nuqta deyiladi.

Xuddi bir o'zgaruvchili funksiyadagi kabi, ko‘p
o‘zgaruvchili funksiya uchun ham ekstremumning zaruriy va
yetarli shartlari hagidagi teoremalarni isbot gilish mumkin.

2—teorema. (Ekstremumning zaruriy sharti). Agar xO0
nugta fT(x) funksiya uchun ekstremum nuqtasi boiib, shu
nugtada funksiya differentsiallanuvchi boisa, u holda

n =0, /=12,...,»
0X,
ya’ni X0 nuqtada funksiya gradienti nol vektorga teng boiadi:
v/(*o)=(0,0...... 0)
Bu teoremadan, agar x0 nuqta differentsiallanuvchi

funksiyaning ekstremum nuqtasi boisa, x0 nuqtadagi istalgan



yo‘nalish bo‘yicha funksiyaning hosilasi nolga tengligi kelib
chigadi, chunki

.o
Ne =\//-a=V 0-cosa, =0.
da M

Endi ko‘p o'zgaruvchili funksiya ekstremumning yetarli
shartini keltiramiz.

z =f(xx x2,...,xn) ko'p o'zgaruvchili funksiyaning
Xg=(xf°\...,x(0) nugtaning biron-bir atrofida barcha ikkinchi

tartibli xususiy hosilalari mavjud va uzluksiz funksiya bo'lsin. U
holda istalgan 1</, <n uchun

g2/ (*) =02A*)
oxidx)  dxjdx,
Agar

dxigxj (")
belgilashni kiritsak, ushbu kvadratik matritsa,

/finW <1r(x)... aln(x) }
N = a2l(x) a22(x)...a2n(x)
am(x)an(x)... ann(x)

aj. bo‘lgani uchun simmetrik matritsa bo‘ladi. Avval

ko‘rganimizdek har bir simmetrik kvadratik matritsa kvadratik
forma hosil giladi. A(x) matritsaga mos keluvchi kvadartik

formani L(x) bilan belgilaymiz.

12-ta’'rif. Agar z =f(x) funksiya uchun V/*x0)=0
bo‘lsa, xQnuqta /(x) funksiyaning statsionar yoki kritik nugtasi
deyiladi.

3-teorema. Agar /(X) funksiya uchun
X0 =(x}I, xi°\...x],0)) statsionar nugtaning biron-bir atrofida
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ikkinchi tartibli hosilalari mavjud va uzluksiz bo'lib, shu x0
nugtada L(x0) kvadratik forma musbat (manfiy) aniglangan
bo'lsa, u holda x( nugta /(x) funksiyaning lokal minimum

(lokal maksimum) nuqtasi bo'ladi.

Xususan, agar biz z - f(x,y) ikki o'zgaruvchili funksiya
uchun shu teoremani go'llasak quyidagini hosil gilamiz.

(x0,y0) nugta z- f(x,y) funksiyaning statsionar

nuqtasi, ya'ni

df(x0,y0) df(x0,y0)

=0
dx dy
bo'lib, nugtaning biron-bir atrofida
d\f d2/ B
n22
ax2 dxdy 12> dy2

ikkinchi tartibli hosilalar mavjud bo'lsin. U holda,

xy) ez "))
simmetrik kvadratik matritsaga mos keluvchi L(x,y) kvadratik
formaning (xQy 0) nugtada musbat aniglangan bo'lishi uchun

(W 0)>°> an(xo,Yo) an(xo,Yo) >0
«2l(W 0) aJl Xp¥\
bo'lishi lozim. Demak, statsionar (x0,y0) nugta z =f(x,y)
funksiya uchun lokal minimum nugta bo'lishi uchun
an(Wo)>0.".(Wor"CW obtfiuUW o)"
shartlarning bajarilishi yetarli bo'lar ekan. (x0,_y()) nuqta lokal
minimum nuqta bo'lishligi uchun esa
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<*n(*o»n) B12(*0,n)
BL,(*b.N1)<O0. >0

QL(W 0) €2(W 0)
yam

«n (MOMH)< 0. a1l(*0.Y0) «22(*0»Y0) - an (*o>%) >0
shartlarning bajarilishi yetarli.
z =f(x,y) funksiyaning (x0,.y0) statsionar nugqtasi
uchun
«11(*0.Y0) aZ2(X0,Y0)- au(*0»N)<°®

tengsizlik o'rinli bo'lsa, (x0,\0) nugta ekstremum nuqgta
emasligi kelib chigadi.
z =x3+y* -3xy funksiyani ekstremumga tekshiraylik.

Buning uchun dastavval uning xususiy hosilalarini, keyin
statsionar nuqtalarini, so'ngra ikkinchi tartibli hosilalar yordamida
ekstremum nuqtalarni aniglaymiz.

3x2-3y =0
3y2-3x =0'

X, =0, x2=1=>(0,0) va(l, I)

nuqtalar statsionar nuqtalar ekan.

<N\i(**y) Onfcy) 6x “3
36xy- 9

«21ix>y) an(x>y\  “3  6Y
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boigani uchun (O, O) ekstremum nuqta bo‘Imaydi, chunki

o
-

«n(°>°) «12(°>"°)

-9<0
a21(0>0) a22(0 4 -3 0

Lekin (I, I) nugta funksiyaning lokal minimum nugtasi bo'ladi,
chunki

N0 Oai2>0
a2l0>0an~> M

au(l, )=6>0 va =36-9 =27 >0

4.5. Ko'p o'zgaruvchili funksiyaning eng katta va eng kichik
giymatlari

Dastawal R" fazodagi ayrim tushunchalar bilan tanishib
chigaylik.
13-ta’rif., Agar R" 3 B to’plam berilgan bo'lsa, shunday
R> 0 son mavjud bo'lsaki, bu son uchun
B¢ S0, R)
munosabat o'rinli bo'lsa, ya’ni markazi koordinata boshida va
radiusi R ga teng bo'lgan shar B to'plamni o'z ichiga olsa, u

holda /?"3n to'plam chegaralangan to'plam deyiladi
14-ta’rif. Agar shunday e>0 son topilsaki, bunda

S(x,s)czB munosabat o'rinli bo'lsa, u holdaR" r3 B to'plam
uchun x nugta ichki nugta deyiladi.
15-ta’rif. Agar istalgan ¢ >0 son uchun S(x,e) sharda

B to'plamga tegishli va B ga tegishli bo'Imagan nugtalar mavjud
bo'lsa, ya'ni

S(x,s)nB *0 va S(x,s)r\(Rn\/?)* 0

bo'lsa, u holda R” Z>B -to'plam uchun x nugta chegaraviy nugfa
deyiladi.
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16-ta’rif. Agar Rno B to'plamning barcha chegaraviy
nuqtalari ham shu to'plamga tegishli bo'lsa, u holda bu to'plam
yopiq to'plam deyiladi.

Bir o'zgaruvchili funksiya uchun ishot gilingan
Veyershtrass teoremasini ko'p o'zgaruvchili funksiya uchun ham
isbot gilish mumkin.

4-teorema. (Veyershtrass teoremasi). Agar
z =f{xx x2,...,xn) ko'p o'zgaruvchili funksiya chegaralangan
yopiq B to'plamda uzluksiz bo'lsa, u holda bu funksiya B
to'plamda  chegaralangan bo'lib, shu to'plamda o'zining eng
katta va eng kichik giymatlariga (global ekstremumlarga)
erishadi, ya'ni shunday K >0 musbat son,
*0 =(*(0>*10),...,x),0)e B va  y0=(y}0), B
nugtalar mavjudki, ular uchun quyidagi munosabatlar o'rinli
bo'ladi: |/(X)j <K Vxe B va

/(*0)=sup{/(}, f(y0)=inf{/+«(}

Shuni ta'kidlash lozimki, funksiya global ekstremum
giymatlarga B to'plamning chegaraviy nuqtalarida erishishi
mumkin.

funksiyaning X2+y2<4
tengsizlik bilan berilgan J1(0,2) yopiq shardagi eng katta va eng
kichik giymatlarini topaylik.
Dastawal J1(0,2) ochiq shardagi statsionar nuqtalami
topamiz:

ELE e*1Y |_2xfox2+3y2)+4x]=2x-e Xy*[1- (2x2+3j/2)]

— =eM\-27"2x2+3v2)+6vI= 2y m~dyIN- [ix2+3y2)]
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Demak, (Q O, (O =I) va (x1,0) nuqgtalar garalayotgan

funksiyaning statsionar nugtalari bo‘ladi. Ikkinchi tartibli xususiy
hosilalarni keltiramiz:

iz ~e +12j< 2- 20x2- 6y 2+4)=au(X,y)
X-
2
JLL. =e ™ yAsx3 +12xy3- 20xy) =an (x,y)
dxdy

fLE =e ™ JHi)(i2_y4 +SX2-3072 -4 X2 +6)= a2(*>>)

Bundan (0,0) nugtada an(0,0) =4, alX0,0)=0, a2(Q O=6
bo'lib au >0 va an-a22-a 2=24>0 boMgani uchun (0,0)
nugta lokal minimum nugtasi boMadi va z(0,0) =0.

(0,%l) nugtada
nn(0,£1) =-2e \ 21A0,+1) =0, d220,£l)=-12-¢e 1 boMib,
a,,<0 va an-flfv,-aR=24-e 2>0 boMgani uchun, (Q =xI)
nugta lokal maksimum nugtasi boMadi va 2(0,£1) =3¢

(+1,0) * nugtada
an(xl,0)=-Se~\ a1£1,0)=0, a2(+1,0) =2¢"] boMib,
an <0 va an-a22-a 2-~ 16e* <0 boMgani uchun, (£1,0)
nugta ekstremum nugta emas.

Endi berilgan funksiyani <§(0,2) shaming chegaraviy

nugtalarida, yani x2+y2=4 tenglikni ganoatlantiruvchi
nuqtalarda tckshiramiz. x2+y 2 =4 boMsin, u holda
Z=7")(2x2+Dby2)=e NP2+ /)+ /] =e"*8+/).
Bundan x2+y 2 =4 boMganda quyidagi tengsizlik kelib chigadi
S-¢ A<z-e~AS+y2<e *-\2,

12
ya'ni z{iZ,O):—g— va z(0,£2) =—2 sonlar funksiyaning 71(0, 2)

e e
shar chegafesidagi eng kichik va eng katta giymatlarini beradi.
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Berilgan funksiyaning £(0,2) yopiq shardagi global
ekstremumlari, ya'ni uning eng katta va eng kichik qiymatlarini
topish uchun funksiyaning 5'(0,2) ochiq shardagi va chegaradagi
maksimumlari ichidan eng Kattasini olsak va shuningdek J1(0,2)

ochiq shardagi va chegaradagi minimumlar ichidan eng kichigini
olsak, mos ravishda global maksimum va global minimumlarni
hosil gilamiz. Qaralayotgan holda funksiya (Q xI) nugtada

z(0,xl) :é lokal maksimumga erishadi. Chegaradagi maksimum

giymat esa Z(O,i'Z):el—2 ga teng. 61—2<:’ bo'lgani uchun,
funksiya S(0,2) shardagi eng katta giymatga (0, 1) nugtada

Foon

erishdi va =—
e

6'(0,2) ochiq sharda funksiya (0, 0) nugtada minimumga
erishadi va r(0,0)=0. Chegaraviy nugtalardagi minimum

r(x 2,0):-§->0 bo'lgani uchun, funksiya S(0,2) sharda eng
e
kichik giymatga (O O nuqtada erishadi va rnin=0.

4.6. Shartli ekstremumlar

Ko'p hollarda berilgan ko'p o'zgaruvchili funksiyaning
ekstremumlarini, uning argumentlari  ma'lum  shartlarm
ganoatlantirishi  asosida topish masalasi qo'yiladi. Ko'p
o'zgaruvchili  funksiyalar uchun shartli ekstremumlar deb
nomlanuvchi tushuncha umumiy holda quyidagicha bayon etiladi.

Z=/(*» .. *o¥y*).... ) n+mo o'zgaruvchili
funksiyaning ushbu, bog'lovchi tenglamalar deb nomlanuvchi,
(XX]>*2ve*m*n 2 1 ** oy XPm) —0
i=12.../U
tenglamalarni  ganoatlantiruvchi  x=(x, x2  xn+1) nuqtalar
ichidan topilgan ekstremumlari uning shartli ekstremumlari
deyiladi.
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17-ta'rif. Agar z=/(x,,X2,...xn1) ko'p o'zgaruvchili
funksiya xQ=(x[dl,” O\...x"ni) nugtaning biron-bir atrofida
aniglangan bo'lib, bog'lovchi tenglamalarni ganoatlantiruvchi
barcha g nugtalar uchun /Z(x)"f(xQ (f(x)>f(x0))
tengsizlik o'rinli bo'lsa, uholda x0 nugtada shartli maksimumga
(minimumga) erishadi deyiladi,

Berilgan z=f(x,,x2...,.x*N) funksiyaning bog'lovchi
tenglamalarni  ganoatlantiruvchi  shartli  ekstremumini  topish
uchun Lagranjning noma'lum koeffitsientlar usulini keltiramiz.
Buning uchun quyidagi yordamchi funksiyani kiritamiz

AM*/(*)+ )+ +ThugX),
bu vyerda JLJ12,...,J1T noma'lum ko'paytuvchilar deb
nomlanuvchi sonlardan iborat. Kiritilgan f(x) funksiyaning

shartsiz ekstremumi (ya'ni awal Kkiritilgan ko'p o'zgaruvchili
funksiya ekstremumi ma’'nosida), biz garayotgan
z —(x1,x2i...,xn) funksiyaning shartli ekstremumi bo'ladi. Biz
gidirayotgan , x0 =(x}0,x50),...xfjm) nugtani va /1,42,
#,(*)=0, /=12, m

9F(x)
0X
tenglamalar  sistemasini  yechish  yetarli bo'ladi, chunki
noma'lumlarning umumiy soni va sistemadagi tenglamalar soni
n+2m ga teng.

Quyidagi misolni  ko'raylik. z=xy funksiyaning
x2+y2=2 tenglikni ganoatlantiruvchi shartli ekstremumini
toping. Buning uchun yordamchi

F(X,y)=xy +A-(x2+y 2)
funksiyani kiritib, bu funksiyaning shartsiz ekstremumini

topamiz. J1 noma'lum ko'paytuvchi va ekstremum nuqgtasi ucllun
quyidagi tenglamalar sistemasini hosil gilamiz

sonlarni topish uchun _
=0, | =12,..n+w
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32F4ﬁ:2 x2HyT -2 X3+ =2

0 (eyL=0=> - L
o (BeHyX21)=0 1
o =x+Vy=0 X=y,A=

Demak, /1 :LboMganda

F(X,y) =xy +"(x2+Y2).

(1,-1) va (-1,0 statsionar nuqgtalarda  funksiyani
tekshiramiz, bu nuqgtalarda:

d'F d2F d2F

dx2 ™ nXay =% dy2

va d ‘F =(dx +dy)2>0 boMgani uchun, F(x,y) funksiya (I,-1)

va (-1,1) nugtalarda minimumga erishadi, u holda z=xy

funksiya esa shu nugtalarda shartli minimumga erishadi va
me—]:

1

Agar J1=- 2—bol\/lsa, F(x,) =xy - -2(r2+y 2) funksiya

(I, 1) va (-1,-1) statsionar nuqtalarda maksimumga erishadi, u
holda z-xy funksiya esa bu nuqgtalarda shartli maksimumga
erishadi va =t.

4.7. Ko‘p o'zgamyvchili funksiyalarning igtisodiyotga
tatbiglai
Igtisodiyotda  kelib  chigadigan  ko‘p  o‘zgaruvchili
funksiyaning ekstremumini topish masalasini garaymiz.
Tovarning har xil turlarini ishlab chigarishdan daromad
olish.
Faraz qilaylik gr,ar2....xmrishlab chigarilayotgan m

turdagi turli xil tovarning migdori, ulaming biriik miqgdordagi
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narxi mos ravishda PI,P2,...Pm boMsin. Bu tovarlami ishlab
chigarishga ketadigan xarajat funksiyasi berilgan boMsin:

U holda go'shimcha giymat funksiyasi quyidagi ko'rinishga ega
boMadi.

MN—/§+/R+...+PXn C 0)

Tabiiyki, qo'shimcha qiymat maksimumini izlash, (1)-ko‘p
o'zgaruvchili funksiyaning g ~0 da (boshga cheklanishlar
go'yilmaganda) lokal ekstremumim izlash kabidir:

dx,
Bu shart X o'zgaruvchilarga nisbatan algebraik tenglamalar
sistemasiga olib keladi:

@

(3.12) tenglamalar sistemasi igtisodiyotning malum goidasini
amalga oshiradi: tovarning oxirgi giymati (narxi) bu tovami
ishlab chigarishga sarflangan xarajatlarga teng.

Shuni ta'kidlash kerakki, (2) tenglamalar sistemasini
yechish jarayoni xarajat funksiyasining ko'rinishiga bogMiq va
ancha murakkab boMishi mumkin.

Misol. Faraz qilaylik korxonada ikki xil tovar ishlab
chiqariladi, ularning hajmi x va y bo'lsin px- 8 va p2=10
mos ravishda bu tovarlaming birlik miqdordagi narxi, C-xarajat
funksiyasi, C =ar +xy +y 2 ko'rinishda bo'lsin.

U holda (1) ga asosan xx=x,x2=y da foyda ikki
o0'zgaruvchining funksiyasi bo'ladi:
17(x,y) =8x+10y-x2-Xy-y2
Lokal ekstremum sharti chizigli algebraik tenglamalar
sistemasiga olib keladi:

2x+y =8
{x+2y: 10
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Buning yechimi (2,4) nuqgtadan iborat. Modomiki a,, =-2<0,

o= -a2=3>0, u holda topilgan nugta go'shimcha
giymat  funksiyasining lokal maksimumini aniglaydi va
fu=2

Resurslarni eng yaxshi natija beradigan qilib tagsimlash.
Faraz qilaylik A va Y resurslaming xarajat funksiyasi
n=pxx+p2 ko'rinishga ega bo'lsin, bu yerda pxva p2- mos
ravishda bu faktorlarning bahosi. Ishlab chiqgarish funksiyasi
u=alxy2 bo'lganda resurslarni optimal tagsimlash masalasini

qgaraylik, a0-?
Resurslarni optimal tagsimlashni aniglaydigan F(x0,0)

nuqtada xarajat va chiqgarish funksiyalari urinadi.
Bu chiziglar mos ravishda aOxy2=c, px+p2 - A yoki

y - (b/x)ul, y - ~{px/p2x+A/p2 tenglamalar  bilan
aniglanadi, bu yerda OO va A>0 - o'zgarmas sonlar, b= /VYD

Bu chiziglarning urinish sharti quyidagi tenglama bilan beriladi:
=-/\

Bu tenglamadan x0=bt/Ap2l2 p,)13 giymat topiladi. U

holda chigarish funksiyasidagi y0-~ j =b~ "{" "W pZ2]
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giymat topiladi. Demak, resurslamig optimal tagsimlanishi
X0/Yo>Pi'2Pr munosabat orgali aniglanar ekan.

Mahsulot ishlab chiqgarishning go'shimcha giymatini
maksimallashtirish

Qo'shimcha giymat funksiyasi odatda quyidagi formula
bilan ifodalanadi:

M[K,L)=pF{K,L)-WL-KK, 3)

bu yerda F(K,L)- ishlab chigarish funksiyasi, p- mahsulot
bahosi. W va k-mos ravishda mehnatga va kapital xarajatlarga
faktor narxlar, L va K mos ravishda mehnat resurslari va
kapitalning xarajatlari. Qo'shimcha giymat maksimumini
aniglashga doir ikkita misol garaymiz.

1 Agar [KO,LO) nugtada go'shimcha giymat funksiyasi (3)
maksimal giymatni qgabul qilsa, (KO,LO) nuqta optimal reja
deyiladi. Optimal reja F da ishlab chigarish funksiyasi F ni
0'miga qo'yib oxirgi normasini toping.

Lokal ekstremum nugtasida qo'shimcha giymat funksiyasi
1J(K,L) ning birinchi hosilalari nolga teng, ya'n’

pF'(KOLO)-k =0,
pFL{KOLO)-W =0.

kelib chigadi.

2. Agar F(K,L)=2{KL)v3 bo'lsa, go'shimcha giymat
funksiyasi (3) ning maksimumi va optimal rejani toping.
Qo'shimcha giymat funksiyasi quyidagi ko'rinishga ega bo'ladi

M{K, L)=2p{KL)m -WL-RK.
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Buning yechimi (2,4) nugtadan iborat. Modomiki a,, =-2<0,

O=a,0, -affj=3>0, u holda topilgan nugta qo'shimcha
giymat  funksiyasining lokal maksimumini aniglaydi va

Resgrslarni eng yaxshi natija beradigan gilib tagsimlash.
Faraz qilaylik X va Y resurslarning xarajat funksiyasi
n =P\X+p % ko'rinishga ega bo'lsin, bu yerda pxva p2- mos
ravishda bu faktorlaming bahosi. Ishlab chigarish funksiyasi
n =akxy2 bo'lganda resurslarni optimal tagsimlash masalasini

qgaraylik, a0-?
Resurslarni optimal tagsimlashni aniglaydigan F(x”"y0)

nugtada xarajat va chiqgarish funksiyalari urinadi.
Bu chiziglar mos ravishda aOxy2=c, px+p2% - A yoki

y ={h/xf12, y =-{ft /p2x+A/p2 tenglamalar  bilan
aniglanadi, bu yerda OO va A>0 - o'zgarmas sonlar, b =y

Bu chiziglarning urinish sharti quyidagi tenglama bilan beriladi:

=-Pb .
Pi
*0

Bu tenglamadan x0=b'/AAp2/2p | * giymat topiladi. U

holda chigarish funksiyasidagi >o = {~ x )
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giymat topiladi. Demak, resurslarnig optimal tagsimlanishi
I munosabat orqgali aniglanar ekan.

Mahsulot ishlab chigarishning qo’shimcha giymatini
maksimallashtirish

Qo'shimcha giymat funksiyasi odatda quyidagi formula
bilan ifodalanadi:

TI(K,L)=PF(K,L)-WL-KkK, 3)

bu yerda F(K,L)- ishlab chigarish funksiyasi, p- mahsulot
bahosi. W va k-mos ravishda mehnatga va kapital xarajatlarga
faktor narxlar, L va K mos ravishda mehnat resurslari va
kapitalning xarajatlari. Qo'shimcha qiymat maksimumini
aniglashga doir ikkita misol garaymiz.

1 Agar {KO,L0) nugtada go'shimcha giymat funksiyasi (3)
maksimal giymatni gabul qilsa, (AO,LO) nugta optimal reja
deyiladi. Optimal reja F da ishlab chigarish funksiyasi F ni
0'miga qo'yib oxirgi normasini toping.

Lokal ekstremum nugtasida go'shimcha giymat funksiyasi
n(K,1) ning birinchi hosilalari nolga teng, ya'n’

pF'(KOLO)-k =0,

PF1{ oLq)-W =0.

f./
Ma’l’mki, almashtirishning oxirgi normasi M~ /p' formula
r/
bo'yicha hisoblanadi, bundan optimal reja uchun fi — LI'/"

kelib chigadi.

2. Agar F(K,L)=2(KL)v3 bo'lsa, go'shimcha giymat
funksiyasi (3) ning maksimumi va optimal rejani toping.
Qo'shimcha giymat funksiyasi quyidagi ko'rinishga ega bo'ladi

11{K, L) =2p{KL)13W L - RK.
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Lokal ekstremum shartlari optimal rejaning KO va LO

koordinatalariga nisbatan, ikkita chizigli tenglamalar sistemasiga
olib keladi.

\hw =k

SPK>=W

Bundan optimal rejaning koordinatalarini topamiz:

Bu giymatlami go'shimcha qiymat funksiyasiga go'ysak T[T
funksiya maksimumini hosil gilamiz:

4.8. Eng kichik kvadratiar usuli
Eng kichik kvadratiar usuli approksimatsiya yoki
funksiyani ayrim nugtalarda ma'lum giymatlari  bo'yicha
taxminan tiklash masalasiga tegishlidir. Tajribada ko'pincha
formulalarni eng yaxshi yo'l bilan empirik tanlash masalasi
kelib chigadi. Masala quyidagicha ifodalanadi: y noma'lum

kattalikning n ta nuqtalarda kuzatishlari berilgan:

M,M2...(4)
va mos giymatlar olingan
UuUz2...,Ua 5)

Shunday U =f(M) funk, iyani tanlab olish kerakki, u
o'lchanadigan kattalik Y ning o'lchash nuqgtalari {Mt} va
natijalari 1} orasidagi bog'liglikni imkoni boricha aniq ifoda
etsin.

Shunday qilib, empirik formulalarni topish masalasi ikki
bosgichdan iborat:
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1) f{M) bog‘lanishning umumiy ko'rinishini t*p”*

f funksiyaning o'zgarmas parametrlari (koeflitsientlarj)
darajasini ko'rsatish;

2) noma'lum koeffitsientlar  (4)-kuzatish  tXuqtalafT
shunday tanlab olinadiki, f(M) funksiya beriJgan @"
giymatlarga iloji boricha aniqjavob bersin.

Faraz qilaylik, 1-bosgichda empirik formula "~z \¢W*
ma'lum baza funksiyalar majmuini hosil gilsin.

YX(M),y2(M),...,ya {M) (6)

ya'ni empirik formula quyidagi ko'rinishga ega bo'ladi:

f{M)=a,n (M)+azy2(M)+...+am a(M) (7)
bu yerda,
a,a,,...,aT

empirik funksiyaning noma'lum parametrlari.
2-bosgich noma'lum parametriar (8) ni aniglashdan ib”rat uy#mi
shunday tanlab olish kerakki, (7) funksiyaning qiyt~atlari ~
nuqgtalarda (5) o'lchangan giymatlardan iloji bojicha
qilsin.

Eng kichik kvadratlar usuli St =Ut- f (M)
kvadradari yig'indisini minimallashtirishdan iborat ~emak,
funksiya uchun, ushbu

Mo AP m TRy W
funksiya barcha m argumenti bo'yicha xususiy hosilajarnj t</PSli
kerak va ulami 0 ga tenglash lozim. Bundan m ta nom” f
n,,a2...am parametrlarga nisbatan m ta chizigli aiget"ra*

tenglamalar sistemasi hosil bo'ladi:

4\ai +Ajiai +m+Aam=Bp | *1,2,...,m. ( 10?2_
- 2
Bu tenglamaning koeffitsientlari va ozod hadlarj quy 1
formulalar bo'yicha aniglanadi:
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A* = A :f\>,(q)n(l-|)> Bj =%xun,y,(M,),
i))l
ik =\2..T

S{ax.,,a,,) (9) funksiya musbat, botiqg, va chegaralangan

bo'lgani uchun, (10) tenglamalar sistemasining yechimi, S-
funksiyaning lokal maksimumi nuqgtasining koordinatalaridan
iborat bo'ladi.

Igtisodiy statistikada ma'lumotlarni gayta  tekshirishda
empirik  formulaga yaqginlashish  masalasini  hal etishda
U =f(M) funksiyani bir o'zgaruvchining chizigli funksiyasi
ko'rinishida izlash keng targalgan. Bu holda (4) oichash
nugtalarining majmui r, xn giymatlaridan iborat bo‘lib, (6)

funksiyalar majmui esa, ikkita funksiya, y\(x) - x va _y,(x) =X
dan iborat.
Empirik formula (7) ning ko'rinishi quyidagicha bo'ladi:
y--ax +b.
No'malum parametrlar a va b uchun ushbu chizigli
tenglamalar sistemasi hosil bo'ladi:
f-4i a +J1r b =By
a+A2b-—B2
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bu yerda koeffitsient va ozod hadlar quyidagi tengliklar bilan
topiladi.

1~y 5 >Ai =At=S 3 >0 —

<=1
H i

Xulosa

Ko‘p o'zgaruvchili funksiyalar nazariyasidagi asosiy ta'rif
va teoremalar bayon etilgan. Har bir ta'rif va teoremaga misollar
keltirilgan.

Ko'p  o'zgaruvchili  funksiyalar  nazariyasi  bir
o'zgaruvchili  funksiyalar nazariyasi bilan taggoslanib ifoda
etilgan.

Tayanch iboralari

Ko'p o'zgaruvchili funksiya, takroriy va o'lchov bo'yicha
limit, xususiy hosila, yo'nalish bo'yicha hosila, gradient,
differentsial, to'la differentsial, kvadratik matritsa, ekstremum,
shartli ekstremum, lokal ekstremum, global ekstremum.

Takrorlash uchun savollar

=

Ko'p o'zgaruvchili funksiya ta'rifini ayting va misollar
Keltiring.

Ko'p o'zgaruvchili funksiya limiti ta'rifini ayting.

Ko'p o'zgaruvchili uzluksiz funksiya ta'rifini ayting.

Xususiy hosila ganday topiladi?

Ko'p o'zgaruvchili funksiya differentsiali ganday topiladi?
Yo'nalish bo'yicha hosila ganday aniglanadi?

Ko'p o'zgaruvchili funksiya ekstremumining zaruriy shartini
ayting.

8. Ekstremumning yetarli shartini ayting.

9. Z=x3-y3+3xy funksiyani ekstremumga tekshiring.

10. Shartli ekstremumning ta'rifini ayting.

No ok wd
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5-bob. BOSHLANG‘ICH FUNKSIYA VA
INTEGRAL

5.1. BoshlangMch funksiya va anigmas integral.
5.2. Ratsional ifodalarni integrallash.

5.3. Ayrim irratsional ifodalarni integrallash.
5.4. Trigonometrik funksiyalami integrallash.
5.5. Aniq integral tushunchasi

5.6. Xos boMmagan integrallar.

5.1. BoshlangMch funksiya va anigmas integral

I-ta’rif. Agar barcha xe (a,b) lar uchun

tenglik o'rinli bo'lsa, u holda F(r) funksiya (a,b) intervalda
/(X) funksiyaga boshlang‘ich funksiya deyiladi.

2
Masalan: F,(x)=x— funksiya  (-00,+00) oraligda

/(x) =x funksiya uchun boshlangMch funksiya boMadi, chunki

tenglik barcha x e (- 00+00) lar uchun o*rinlidir.
Berilgan  /(x) funksiya bir nechta boshlang'ich

X2
funksiyaga ega boMishi mumkin. Masalan, FMX)=— +1

funksiya /(x) =x funksiyaning boshlangMch funksiyasi boMad.
Umumiy holda, agar F(x) funksiya /(x) uchun

boshlangMch funksiya boMsa, istalgan 0‘zgarmas
¢ -const uchun F(x)+c¢ funksiya ham /(x) ga boshlangMch
funksiya boMadi, chunki

(F(x)+c) =F'(x)=7(x)
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Aksincha, Dberilgan  /(x) funksiyaning istalgan ikkita
boshlang‘ich funksiyasi o'zgarmas songa farq gilishini ko'rsatish
mumkin. Hagigatan ham FXX) va F2(x) funksiyalar (a,ft) da

/M ga boshlang'ich funksiyasi bo'lsin, u holda

[F.W-Fjxrf =F,'(x)-FJ(*)./(*)-/(x) =0 x€<<.4)

U holda Lagranj teoremasi natijasiga  ko'ra
FXX) - F2(x) =C =const. Xulosa qilib shuni aytish mumkinki,
agar F(x) funksiya (a,b) intervalda f(x) funksiyaning
boshlang'ich funksiyasi bo'lsa, u holda f(x) funksiyaning (a,b)
intervaldagi istalgan boshlang'ich funksiyasi
F{x)+C, (C =const) ko'rinishda bo'lar ekan.

2-ta*rif. /(x) funksiyaning (a,b) intervaldagi barcha
boshlang'ich funksiyalari

[/

ko'rinishda belgilanib, bu ifoda /(x) funksiyaning anigmas
integrali deb ataladi. Bu yerda /(x) integral osti funksiyasi,
f{x)dx- integral ostidagi ifoda deb ataladi.
Demak, agar F(x) funksiya /(x)ning boshlang'ich
funksiyasi bo'lsa,
[f{x)dx ={F(x)+ C: CeR}
tenglik o'rinli bo'ladi. Bu tenglik gisgalik uchun
Ji(x)dx =F(x)+C

kabi ifoda etiladi. Masalan,
\xdx =— +C
J 2
Berilgan funksiya uchun uning boshlang'ich funksiyasini,
ya’ni uning anigmas integralini topish, funksiyani integrallash
deb ataladi.

202



I

Anigmas integral xossalari va uni hisoblash usullari:
1 Anigmas integral hosilasi integral ostidagi funksiyaga
teng boMadi, ya'ni
(f/M*) =/(*)
Chunki, agar F(x)-funksiya f(x) ning boshlangMch
funksiyasi boMsa,
fIbW j =(F{x)+c) =F'{x)=f(x)

2. Anigmas integralning differensiali integral ostidagi
ifodaga teng boMadi, ya'ni
d (f f{x)dx )= f(x)dx
Hagigatan ham,
d\M{X)dx] =d (f(x)+c¢) =dF(x) =F'(x)dx =f{x)dx

3. Biron bir funksiya differensialining anigmas integrali
shu funksiyadan o‘zgarmas songa farq giladi, ya'ni

Je/F(x)=F(*)+C
Agar biz F(x) ni biron bir f(x) funksiyaning boshlangMch
funksiyasi deb qarasak, ya'ni F'(x)=/(ar) boMsa, u holda
dF(x) =H{x)dx va JdF(x) =J f(x)dx =F(x) +C.
4, Agar a 0'zgarmas son boMsa, u holda
j af[x)dx =aj f{x)dx

tenglik o'rinli boMadi.
Hosila xossasiga ko‘ra

(@Jf(x)dxJ =a(ff{x)dx) =a «f(x)

Demak, aj f{x)dx funksiya a w(gr) funksiyaning boshlangMch

funksiyasi, ya'ni
\af(x)dx =a\f(x)dx
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5. Funksiyalar yig‘indisining integrali, qo‘shiluvchilar
integrallarining yig'indisiga teng, ya'ni
JF(¥) £ g(le/x =j F(x)dx +Jg(x)dx

Hosila xossasiga ko'ra,
([f{x)dx £J g(x)dxj =(ff{x)dx) x(fg(x)rfx) =7/(x)% g(x)

tenglik o'rinli bo‘lar ekan.
6. Agar ~g{t)dt =G(t)+C o'rinli bo'lsa, u holda
t =<p(x) uchun
Ju(<ptx 3 (¥eix = G((p)+C

Hagigatan ham, G'(i)~ ¢(t) bo'lgani uchun va G(<p(x))
murakkab funksiya hosilasiga asosan

1G(ep(x)) X =G (<p(x)y P =g(<HX)(P'(x)

demak, G((p{x)) funksiya  g(<p(X))(p'(x)  funksiyaning
boshlang'ich funksiyasi ekan.

Bu xossadan foydalanib, anigmas integralni yangi
o'zgaruvchi kiritib, yoki o'miga qo'yish usuli bilan hisoblash
mumkin. Agar Jf(x)dx integralda, integral ostidagi ifodani

quyidagicha ifodalash mumkin bo'lib,
f{X)dx=g{ (f{xy{x)dx=g(cf(x))d<f(x\ ya Jgfflt =G{t)+C
bo'lsa, u holda
JH{X)dx =] 9(<P(X)<P'{X)dx = G(<p(x)) +C

Misol tarigasida quyidagi anigmas integralni hisoblaylik,
Jsin4x cosx dx

Buyerda t - sinx deb olsak,
sindx mosx dx =sin4dxd (sin x) =t*dt
tenglikni hosil gilamiz va

204



ftddt =——+C
J 5
tenglikka ko'ra,

fsindxcosxdx = 2+C
3 5
7. Agar jf(t)dt =F(t)+c¢ bo'lsa, uholda
J/ (ax +b)dx =—F{ax +b)+q

Agar t-cix +b deb olsak
f(ax +b)dx :;af(ax +b)d(ax +b)= a—f{t)dt

tenglik o'rinli bo'ladi, u holda

J/ [ax +b)dx =Af{t)dt =—F(/)+c =—F(ax+ b)+¢

8.Quyidagi, bo'laklab integrallash  formulasi  deb
nomlanuvchi formula o'rinli bo'ladi:

JedV =« -v - JveM
Differensiallanuvchi 1 va v funksiyalar uchun,
ko'paytmaning differensiali
d(uv) =vdu +udv
bo'lgani uchun, quyidagini hosil gilamiz:
udv - d{uv)- vdu
Bundan esa
Judv =]d(uv) - lvdu =uv- jvdu
tenglik kelib chigadi.
Masalan, [xcosxdx integralni bo'laklab integrallaylik.
Buning uchun
m=x, dv- cosxdx =d(sinx)
deb olsak, du =dx va v=sinx bo'ladi. Bulardan
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\],cp cos XdX = jcesin X - Jsin,crdx:x sinx Tcosx +c¢

Anigmas integral ta'rifiga, elementar funksiyalar hosilasi
jadvaliga asoslanib va tenglikning o‘ng tarafidan hosila olish
orgali quyidagi elementar funksiyalarning anigmas integrallar
jadvalini tuza olamiz:

|.fodx -C
2J1 dx wdr - x+c

«*i

3herdx - 7,4 a*-[

AjLdx - PN

sin x Jsin X

Anigmas integrallami hisoblash qoidalari va usullarini
goMilab, ayrim anigmas integrallami topaylik.

{m-Xix-a)
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=-"(6j1x-a]-&j|x+o])+C'= a* 0

Vx3+ar-f-x =>x2+e :f-2fx+x1:>x:§ =
s BB ES o nfate. j— -
=fink+3+ii]+C

7) f - PE---- — <& =_1 [bl|x+b]-"W|x+a]]4
)*Tx+alx+'|:>) a-bJ[*+b X-PlJ fl,-*tlﬂ‘ll 1 ll'qu

+C> - L tn X+b‘}+C
a-b  x+a

Endi bo'laklab integrallashga doir misollarni garaymiz:



(u=tm \

dv=dx
8).\jbtxdx- =xtnx- fx— gx=xtnx- x+C=x (tnx-1) +C
NI ax < tox-D)

X
vV v=XJ
'U-X, du=dx
9). | xsmxdx = sinxdx  =-XcoSX+(cosXdx—xc0s X+sinx+C
V=—€0SX

0. A , Wj-natural son Agar m=1 bo'lsa, uholda
V o o«’i

x 1 X .
1 -=-arc

tenglik awal isbot gilingan edi. Quyidagi belgilashni Kiritamiz:
3 =f__*

Bu integralda boMaklab integrallashni go*llaymiz:

2mx d
y = qu =.. 2mxdx

(xr*a'-y
dv-dx, V=X

X r 2mx2 X , x2+a2-al

‘L_+2mfT_* -JA (A
J(r+ «t J (r+<>))-

Bu yerdan

3 = +2/3T -2¢rnCsm, va
T (@2+a2"

+ZM-_1 3. (1)
2a2/m(2-a2m 2am
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Bu formula (m +1)- integralni m- integral orgali ifoda

etyapti. Bunday formulalar matematikada rekkurent formulalar
deb ataladi. Rekkurent formulani ketma-ket goMlash natijasida
3mH- integralni hisoblash 3, integralni hisoblashga olib

kelinadi. 3, integral esa avval hisoblangan
3, =—arctg—+C.
a a

Masalan, (I)-formulada m -1 desak,

3, =—1--7—2S——-T+&l-é(, :—1--t——)g——-t+—1-arctgi+c—
2a (x2+a2 2a 2a (x2+a") 2a* a
Agar (1)- da m =2 deb 32yordamida 33 ni topa olamiz
1 X 2-2-1 X 3 X
YT T fwf + *IT7TTTT+

+”‘-jarctgi+c
a
11).J? - ——- r—ko'rinishdagi integralni p2-4q <0

(x2+px +q)
uchun hisoblaylik. Ushbu tenglikda

x3+px +q =\k+R) L Aa-p2
49 -p 2>0 boMgani uchun, ’\LiE— ar deb belgilash

mumkin. Yuqoridagi integralda x+?=t desak
+
ek _t va % t ot
R+px+gfl 17 E\Z @m+a'y
*+£] +al

Demak, garalayotgan integral 10) ko'rinishga ega.
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(

T% N ko'rinishdagi integralni
(xz +px +q)

f

p~-4q <Q bo'lgan hoi uchun hisoblaylik. x+”-=t va
49 ;p =a belgilashlami kiritib quyidagini hosil gilamiz.

(GBI

f_ K
JH +px+gl» ir, 4 no3 J
H )-*?
2y + 2(%-1) A +iptH
P[ dt
(fw)

Qaralayotgan integral yana 10) ko'rinishga kelar ekan.

5.2. Ratsional ifodalarni integrallash
Ratsional ifoda deb ko'phadlar nisbati ko'rinishida

ifodalangan funksiyaga aytiladi, ya'ni P,{x) va Qm(x) ko'phadlar
M

bo'lsa, ratsional ifoda ushbu p—V4 ko'rinishda bo'ladi. Agar
Qm(x)

P,,(X) ko'phad darajasi Qm(x) ko'phad darajasidan katta bo'lsa,

M
ya’ni n>m bo'lsa .F.)."Y;T ni quyidagi ko'rinishda ifoda etish

Qa
mumekin:
L, =x/1x)+LL],
e.w e, M

210



bu yerda L, m{x) va Rk(x) mos ravishda n-m va k-darajali

X
ko'phad bo'lib, k <m, ya'ni P(x) to'g'ri kasrdan iborat bo'ladi.
OX*)
Ushbu

pn(*) =box" + +—+bn\X +b,,

ko'phad  ko'rinishdagi  funksiyaning  anigmas  integrali
quyidagicha hisoblanadi:

JPn(x)dx =\(bOXxn+by-" +- +b, x+b,)bt =

= K_x»H+b.xX"+...+"Lx.x2+b,x +C
n+\ n

Demak, P “S4 ning anigmas integralini hisoblash uchun,
Qm)
bu ratsional ifodani ko'phad va to'g'ri kasming yig'indisi deb
garashimiz  mumkin.  Bundan tashgari, to'g'ri  Kkasrni
gisgarmaydigan kasr deb hisoblaymiz.
Istalgan Qm(x) ko'phadni quyidagi ko'rinishda ifoda
gilish mumkin:

Om(x)=a(x-al)k {x-ajlmm(x-ajf m
B(xr +PiX+qiY1-(xr +p2x +q2Yt’ -(x2+p,x +q, Y|

bu yerda a, ax pxqu.., ps,qs lar hagiqiy sonlar,
KtK..... k, /Mm,m2 m s, lar esa natural sonlardan iborat
bo'lib, p2-4qt<0, /=1, 2,..., s sharto'rinli bo'ladi.
Agar —”™ | -gisqarmaydigan to'g'ri kasr bo'lib, Om{x)
Qa x)

uchun (2) yoyilma o'rinli bo'lsa, bu kasrni quyidagicha ifoda
etish mumkin

211



PM i A~ { n L A

Q.R Y(7 N7

RIN+ £71 V4% ot

¥i X, ¥+ (vTIT/ TNy (x1+ )"n

yoki

M =2 rA  Bjtx+C#A

eW o Af(x-a) yFAX2+pN +q ]

©)
Bu tenglikda gatnashayotgan
Bx+C p2-4q <0

{x-ay (x2+px+7)r

ko'rinishdagi kasrlar sodda kasrlar deb nomlanadi. Biz bunday
kasrlarning anigmas integralini 1),2),11) va 12)- misollarda
hisoblagan edik.

Demak, P (\7\; gisqarmaydigan to‘g‘ri kasming anigmas
integrali uchun ush.bu tenglikni yoza olamiz:
fP.()n If" = . BJ X+ C;<— dx
*~0jx)  orhEI N Y T A T DR ey
o : .
Q.M uchun (3) tenglikd"gi Au, W& va Cjt laming
giymatlarini topish uchun noma'lum koeffitsientlar usulidan
foydalanamiz. (3)- tenglikning o'ng ta'rafidagi kasrlarni umumiy

maxrajga Keltirsak, bu maxraj 0,(x) ga teng bo‘lib, uning
suratida Au, B va CJ( koeffitsientlar gatnashgan, darajasi
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Qm{X) ning darajasidan oshmaydigan P,,(x) polinomni hosil
gilamiz. Agar biz (3)- tenglikni ayniyat deb garasak tenglikning
Ikki tarafidagi maxrajlar bir xil, ya'ni Q,,(x) boMgani sababli,
P, s P,(x) ayniyatni hosil gilamiz. Bu ayniyatda x laming bir

xil darajalari oldidagi koeffitsientlami tenglashtirish natijasida
An, Bit va Cjt noma lum Kkoeffitsientlar uchun chizigli

tenglamalar sistemasini hosil gilamiz. Bu sistemani yechib, (3)
ayniyatdagi Au, BJ( va ClJt laming giymatlarini topamiz.

Misol tarigasida ushbu anigmas integralni hisoblaylik:
3X2+XxX+3
<r-w fec¢t.
Noma'lum koeffitsientlar usuliga ko‘ra, quyidagi
ayniyatni yoza olamiz
3x1+xf3 AX A2 A} Bx +C
(n:—1)3(x2 +1) X -1 (ge-1)" (x-1)3 X'+
Bu tenglikning o‘ng tarafini umumiy maxrajga keltirib,

so‘ngra maxrajini  tashlab yuborish natijasida, quyidagi
ayniyatni hosil gilamiz:

3 +X+3=4 ~(X-I1FF% 2+ 1)+ A (x-1)(r +1)+A(jr D+ b3

Demak,

I +X+3=(4 HAX4+(-24 +4 -3A+P3+{u -A +4 +3B-XY +
+(-24 -j9+3C)x+(4 -A, +4-C)

Bu ayniyatdagi x laming bir xil darajalari oldidagi
koeffitsientlami tenglashtirib, quyidagi tenglamalar sistemasihi
hosil gilamiz:
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Al +B =0

- 21, +Ar -IB +C =0
2A, - Ar+A} +3B -3C =3
-2 A +A, -B+3C »1
Ai —AT + A) —Cc =

Bu sistemani Gauss usuli bilan yechamiz:

''100 100s f c 0 100 ‘I 0 O 100"
210390 0 0-140 0 1 0-1 1J0O
2-1 13-3)3~0-11 1313 0 0 | 0-23
2 10-131 0 10131 00 0 22
VI-1 10-03, 9.1 1.5.15 o O 1-2 0By
100 loJo I 0 0 10 0o

010-110 0 1 0-1 120

001021 00 1 0-93

000 2211 0 0 0 1110

L0 02200 g 00 041

I 0 0 0 / h

1-7 1.0 0 o O0]-i
0 L0l - 01 0 0 QO
0 0104 4¢ %00 1 0 OFI
000 1 _: 0 0 0 . 41
o o1l

ekanligini hosil gilamiz, ya'ni
3M2+x+3 1 7 I x+\
(x-iy(jc2+1) 4(jc-H+2(x-1N3+4 x2+1
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Nihoyat, quyidagi tengliklarga ega boMamiz:

f 2x2+x +3 Ir dx It dx Ifi+l
J(*-1DJ(x2+I) * ALX-\*2*{x-if 4)x2+l
1 i 7 1 1fxdx Ir dx

4 X 2 (DF—N2+4 X2\ +4A X2+~

Z—Mﬁxéﬁ— B 142+~fA* +~A +—arctgx+C =
4 4 (*-1)J 8J x2+\ 4

re tgx+C =

=— fn\x- 11— — T +- tn(X2+])T‘a4

471 1ix-) 8

_11. X2+\ 7 1 1
=-Tn- —+—arc tgx +C
8 (x-1)2 4 (x-1)2 4

5.3. Ayrim irratsional ifodalarni integrallash

Irratsional ifodalarda o‘zgaruvchi gandaydir darajadagi ildiz
ostida gatnashishini eslatib o'tamiz.
Agar R(u,v)-ifoda u va v lardan to‘rt arifmetik amallar va

songa ko*paytirishdan hosil boMgan funksiya boMsa u holda bu
ifoda u va v o‘zgaruvchilarning ratsional funksiyasi deyiladi.
Masalan, quyidagi ifoda

2U- 5v+iu ev

R(u,v):u2+3v2
4-m3+v5

n va v o‘zgaruvchilarning ratsional funksiyasi boMadi.
Ikki o*zgaruvchili R(u, v) ratsional funksiya uchun ushbu
) Jax +b
IR "1/ex +d
anigmas integralni, a,b,¢ va d lar haqigly sonlar boMib,

ad-be* 0 va m- natural son boMgan holda ganday hisoblash
mumkinligini ko'rsatamiz Buning uchun
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Yex+d’ cx +d
yangi o'zgaruvchi kiritsak,

Bundan
J**,j<&:| P (t)dt

tenglikni hosil qgilamiz. (p{ft) va <p'(t) funksiyalar t ning
ratsional funksiyalari bo'lgani uchun

R(<p{t) )<0'{1)
funksiya ham t ning ratsional funksiyasi bo'ladi. U holda

AR((fit\i)ep {t]df jntegrapj hisoblab, so'ngra t o'zgaruvchi

o'miga J Ca+ niqo'yib dastlabki integralni topamiz.
Vex +d

Quyidagi integralni hisoblaylik:
f dx r dx

Bu yerda yfx =t deb, yangi o'zgaruvchi kiritamiz. Demak,
X =t yo dx=\0tadt
bo'lgani uchun,
f dx f inf dt
FAT M'+o

Noma'lum koeffitsientlar usuliga ko'ra



1= [/ A/ +4)+ 14/ (J+N)+A*G* 4+ D)+ 4% - () + [+ D)+ [ A =
L +1>5+ 1 +N1>4+(4 +N1>3+ (n+4>2+(4. +4>+]1

Bu yerda AlLA2,A3 A4,A5 va A6 koeffitsientlar uchun quyidagi
tenglamalar sistemasi kelib chigadi

A +A6=0
A+n=0
/i, ¥ =0 _
mp—p VAN
A+ —0

4 =i
Demak,

,rf o dt ,J(d!t o ordt ordt rdt rdt t dt N
on y i0h - h +h ~ 7 +h -/~ }

A=1N1=-DN=1*N=-1*A=11=_1

. 1 1 1 1
=10 in
/+1+t 2t2+3r3 4f4)
u holda, VX ekanligini e'tiborga
olsak
dx N 10 5 10 5 L
=+ $ 7 ) =' ( | +* L W +W n W

|n(ar, ~Jax2 +bx +c~x ko'rinishdagi integrallarni

hisoblashda Eyler almashtirishlari deb nomlanuvchi
almashtirishlar goMlaniladi. Bular quyidagilardan iborat:

1-hol. Agar a> 0 bo'lsa, 4cn? +bx+c =txja x.
2-hol. Agar ¢>0 bo'lsa, Vox2 +bx+c¢ =xtxJc .
3-hol. Agar  ¥ax2+bx +c ="a(x - g, X*- x2) bo'lsa,
/a(x-XiXx-Jr2) =" (x-x,).
Masalan,
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X+jx * +X+1

integralni hisoblaylik. 1-holga ko‘ra quyidagilarga ega bo‘lamiz:

DR +X+H\=t-X=>X2+ x+1=12-2tx +x =>x =121

T 2+1
, A+ D-2-(/2-1) , 2/2+2/+2
= —(F4—t=Tgn
Bundan,
L— rr (B2 g 3 radlyn T4 qe
x+tVx2+x+1 /(/+) 22/+0) 2 P+
= r:i ........... \+ ]E (X+VX2+X+I/ ~+C

2(2x+2Vx2+x+1 +1j 2 2>er2r|/><2x+1+1

Binomial integral deb nomlanuvchi integralni, ya'ni ushbu
IX" (¢ +t6" )Pk

integralni hisoblaylik. Bu yerda m, n va p ratsional sonlar bo‘lib,

quyidagi hollarda bu integralni hisoblash ratsional ifodani
integrallashga olib kelinadi.
1-hol. Agar p butun bo'lib, N son m va n laming

umumiy maxraji bo‘lsa t =yfx almashtirish qo'llaniladi.
2-hol. Agar m butun son bo'lib, N son p ning maxraji

bo'lsa, t =rfa +bx" almashtirish go'llaniladi.
3-hol. Agar m +p- butun son bo'lib, N- p ning maxraji

bo'lsa, t= + almashtirish go'llaniladi.

Masalan, ushbu
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( 42

1+x*  dX

integral uchun, m =~ p =-2 ekanligi kelib chigadi.

Demak, bu integralni hisoblash 1- holga tushar ekan. 5 va 3

larning umumiy maxraji N =6 shuning uchun t=9%Xx
almashtirishni bajaramiz, ya'ni

X =16, dx =6thdt
tengliklarga ko'ra

j><]2/|1+xj3\] dx= \[]N%HZY(> t'dt =bQ-/"?—2;‘2;dt

Ammo, {f1+1)2=t4+2t2+1 bo‘lgani uchun, t8 ko'phadni

. t
t4+1t2+1 ko'phadga bo'lib, q_H.

_r

ratsional kasrning, to‘g‘ri
kasr gismini ajratib olamiz:

t4+2/2+1

V +2t6+t4
o+t /4-2/2+3

-2t-t4
-216- A4- 2)2
3t42t2
3t4 +6t2 +3
-4T -3
ya’'ni
4/ +3

=/4-2/2+3-
F mlJ
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Lekm A—'-t-z-j?’ -g-J-r--I A4 1 - lSo'gam' uchun,

2+h2  (2+D)2 2+ (£2+])2
10)-integralga asosan quyidagini hosil gilamiz

b, BTl 0T v g |
J F 2+ J(r2+1)\

J(I+r2)
=6 gt +y Aarc t t+ ----- L+ L +C =
5 3 r+1 2

=A4t5-4t3+[*t-2larctgt+-21-+C
5 J t2+

Dastlabki integral uchun quyidagi hosil boMadi:

f—~ -T<wr=-~"F-W a +184/5-21arclg™/a +-V{? +R
+ L, 5 Va+i

5.4. Trigonometrik funksiyalarni integrallash
/?(w,v)-ifoda n va v o‘zgaruvchilaming ratsional

funksiyasi boMsin. J~sinx, cosx)dx integralni hisoblaylik.

Bunday integralda t:tgx— universal almashtirishni bajarib

77(sinx, cosx)dx ifodani /-o'zgaruvchining ratsional ifodasiga
olib kelish mumkin. Hagigatan ham

X 2X
Sini —-----]-g— :___Z_t_COS* — tg 2 — _
1+tg ;_ 1+ ‘+fgz><_ A+t

x =2arctgt, dx-2—-dt
1+t

boMgani uchun
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J #(sin x,cosx)tft- = 21/? </

l 2
41472 1+/2y 1+/

RA
bu yerda 2t 1> L ifoda -t ning ratsional
|+f2"1+/2, 1+t2

funksiyasi bo'lgani uchun, ushbu integralni hisoblab, t ning
0'miga |g? ni qo‘yib, dastlabki integralni topamiz.

Agar /?(-sinx, cosx) =-/?(sinx, cOsXx) bo'lsa,
integralda cosx -t, agar /?(sinx-cosx)=-/?(sinx, cOSX)
bo'lsa, sinx =/ almashtirishni bajarish mumkin.

Agar J1(-sinx-cosx)s/”(sinx, cosx) bo'lsa, tgx =t
almashtirishni  bajarish orgali integralni ratsional funksiyani
integrallashga olib kelsa bo'ladi.

Masalan, f--------------------- integralni hisoblaylik.
J 2sinx-cosx +5

Buning uchun t :tg)z(—almashtirishdan foydalanamiz:

r ex r 2 di f 2t
25iNX-COSX +5 4 1-t2 1+/2 *4t- \+2+5+512
1+2 1+r2
r Bt r dt _t dt
NBt2+4t +4  * 322t +2~* 1y n2 5

+- T+
n s,
1 M i t+— - 3tg—+1
= | --— 1—_=--—-arctg—JL +c m=—=arctg--—--- — +C
V,..if fVs? 3 & yl 3] Vs
t"f
3 3 3

Endi, f sinxt/x integrainj hisoblaylik. Bu yerda
Jsin x+cos X

iI?(-sinx,cosx)-R(%\nx, cosx) bo'lgani uchun t =tgx
almashtirishni bajaramiz. Natijada

221



rsinxadx r sin x dx rgx «djtgx)
Jsin3x +cos3x  Mcos3xe(tgXx +1) ' tg3x+1

ttdl _ I, (sin+cosx)2 1 2C0SX-Sinx
= W e —an tg-2n 2 +
Jt +1 6 1-sinxecosx V3 ’ V3 esin X €
tenglikni hosil gilamiz.
Yana  bir  misol, N e integralda

J (2 +cosx)smx
R{- sinx,cosx) =-7?(sinx, cosx) tenglik o'rinli bo'lgani uchun,
t =cosx almashtirishnibajaramiz. Natijada

f ck _f sinxrir r d(cosx) <
*(2+cosx)-sinx  J{24-casx)-sinX  J(2+ccsx)(I-cos2<§/ J (2+/)(1+F))
1°NO-003XXr+cobx)2

6 (l+cosx)3

Shuni ta'kidlash lozimki, har doim ham berilgan integralni
analitik usulda hisoblab bo'Imaydi.

M asalan, ft~x'dx, fsinx2dx, fAn</x, f-n-

1 J J X J tnx
integrallar mavjud bo'lishligiga garamasdan, ularni analitik
usulda integrallab bo'lmaydi. Buning sababi hosilasi berilgan
integral ostidagi funksiyaga teng bo'lgan elementar funksiya
mavjud emasligidir.
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5.5. Aniq integral tushunchasi

Quyidagi egri chizigli trapetsiya deb nomlanuvchi
figuraning yuzasini topish masalasini ko‘raylik.

Bu figura yugoridan manfiy boMmagan y =/(x) funksiya
grafigi bilan, quyidan OX 0'q, yon tomonlardan x =a va x =b
to'g‘ri chiziglar bilan chegaralangan. Buning uchun \ab\

oraligni a =X0 <X, <eee<xH=Db nuqtalar bilan,
[*,x,9/ =0,1,...h-1, kichik oraliglarga boMamiz. Har bir
oraligdan biron-bir e lic,, X, 4] nugta olib,
HH ~xi = i=0,1,.,/»1, Dbelgilash kiritib, quyidagi

yigMndini tuzib olamiz.

Bu vyig‘ndida /(£,)* Ax, qo'shiluvchini biz qgaralayotgan
figuraning ] oraligga mos keluvchi bo‘lagining yuzasini,
balandligi /(£,) va asosi Ax, ga teng boMgan to‘g‘r
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to‘rtburchak yuzasiga taqriban teng deb garasak, u holda
yugoridagi yig‘indini biz egri chizigli trapetsiya yuzasining
tagribiy qiymati deb garashimiz mumkin. S ni egri chizigli
trapetsiya yuzasi deb olsak,

s»£/ (£ ,H
*0

Agar biz bu tagribiy  tenglikdagi  xatolikni
kamaytirmoqchi bo‘lsak, [x,,xw] kesmalar uzunliklarini, ya'ni
Ac, larni yetarlicha kichik qilib olishimiz kerak. Buning uchun
oraligni bo‘luvchi nugtalar soni n ni shunday oshira borishimiz
kerakki, n -» co da max {Ax }-> 0 bo‘lsin.

Demak, agar biz (4) yig'indida Tax{{x;}-»0 deb
garasak, limitda gidirilayotgan egri chizigli trapetsiya yuzini hosil
gilar ekanmiz, ya'ni

S=  $51JIL f (&)**,

3-ta'rif. [a J| oraligda berilgan y =f{x) uchun, shu

oraligni kichik bo‘lakchalarga bo*luvchi a =x0 < Xn =h
va nugtalar uchun (4) yig‘indi integral yig‘indi deb
ataladi.

4-ta'rif [a, Al oraligda berilgan y =f(x) funksiya uchun
maxIAxJ-*O da (4) integral yig‘indining chekli limiti mavjud
boMib, bu limit boMimsh nugtalari xQxu ...,x,, va oraliglardan
olinayotgan nugtalarga bog‘lig bo'lmasa, y - f(x)
funksiya \p,b\ oraligda integrallanuvchi va limitning giymati
uning aniq integrali deyilib, bu limit quyidagicha belgilanadi:
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Bu yerda /(x) integral ostidagi funksiya, f{x)dx- integral
ostidagi ifoda, a- integrating quyi chegarasi, b - integrating
yuqori chegarasi deyiladi.

b

| f(x)dx integral giymatini topish f(x) funksiyani [«/>]
a

oraliqda integrallash deb ataladi.
Shuni ta'kidlash kerakki, f(x) funksiyaning \a,b]

oraligdagi aniq integrali son boMsa, shu funksiyaning anigmas
integrali funksiyalar to‘plamidan iborat bo'ladi. Demak, aniq va
anigmas integrallar turli tushunchalar ekan.

Agar biz aniq integralda uning chegaralarining tartibini
o‘zgartirsak, u holda, \ab\ va [i,a] uchun tuzilgan integral
yigMndilar ishorasi bilan farq qiladi, chunki \ab\ uchun
Ax, =xXM -xt bo'lsa, \ba\ uchun -Ax, =xt-x,tl ayirma hosil
boMadi. Shuning uchun,

JH{x)dx =-\f{x)dx
a b

Yugorida aytilganidek, aniq integrating geometrik
ma'nosini manfiy boMmagan y =f(x) funksiya hosil gilgan egri
chizigli trapetsiyaning yuzi deb tushunish mumkin ekan.

Anig integralning igtisodiy ma'nosini anglash uchun,
Y~/(0 funksiya biron bir ishlab chigarishda mehnat
unumdorligining vaqt davomida o'zgarishini aniglasin deb
garaymiz. U holda [0,I'] vaqt oraligMda mahsulot migdori hajmi
u ni hisoblash uchun [0,1] oraligni
0=th<\ <t2<...<tny<=T nuqtalar bilan kichik
boMakchalarga  boMib,  [*.*+] Kkichik oraligda mehnat
unumdorligini tagriban o‘zgarmas /(£,) ga (e [/,tM]) teng
deb [/,/4] oraligda ishlab chigarilgan mahsulot hajmi
Aut « /(£)-Af, (a/, =tM-/,) ekanligini hisobga olib, butun
[0,I] oraligda ishlab chigarilgan mahsulot migdori u uchun
quyidagi taqribiy tenglikni hosil gilamiz:
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*-1 wl

M=£ A" *X

yZe) 70

Bu tenglikda aniglikni oshirish uchun max [/, ->0 da

limitga o'tishimiz lozim. U holda,

0
Bu tenglik [0,] vaqt davomida ishlab chigarilgan mahsulot
miqgdorining hajmi u, /{()- mehnat unumdorligi funksiyasi
/(/) ning aniq integrali orqali ifoda yetilar ekan. Bu integral son
jihatidan f{t) funksiya va [O,f] oraliglar hosil gilgan egri

chizigli trapetsiya yuziga teng bo'ladi.
b

Y~/(*) funksiya uchun jf{x)dx integral qaysi
a

shartlarda mavjud bo'lishligini garaymiz.
1-teorema (Aniq integral mavjudligining yetarli sharti).

Agar y =f{x) funksiya [a,b\ oraligda uzluksiz bo'lsa, bu
funksiya shu oraliqda integrallanuvchi bo'ladi.
Isbot. S, - max {/(*)}ea Si=min {/(a)}

refo,**]

belgilashlami kiritaylik. U holda

S :mlax]{/(*)}<£,, S = min I{/(*)}>£ )
rely.*'

buyerda e [x;xX] oraligdan olingan istalgan nuqtadir. Agar
X\gr'le [ar, xM] bo‘lganda
S =max {/(*)}<S,, S =min {/{X}>S;

ekanligini e'tiborga olsak, maxAdr, 0 da [ab\ oraligni

bo'lakchalarga bo'lishda, keyingi gadamdagi kichik bo'lakchalar
awalgi gadamdagi bo'lakchalaming ichida yotar%i\ deb

hisoblashimiz mumkin. U holda (5) tengsizlikda ’_E,Ax,
[
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oS
o'suvchi ketma-ketlik I JAr,  kamayuvchi ketma-ketlik
=:9)

ekanligi kelib chigadi. Agar TaXtAEnJ’gmax(s«S,):O ekanligini
e'tiborga olsak

tim ¥ S [x, = &/ﬂ YSAX( /

TaxJ1x,~»0" Tax/1*

U holda (5) tengsizlikka ko‘ra

b
Demak, \f{x)dx mavjud va
a

\f(*)dx =1-

a
Quyidagi teorema aniq integral mavjudligining zaruriy
shartini ifoda etadi.
2-teorema Agar y =f{x) funksiya [a,b] oraligda
integrallanuvchi bo'lsa, u holda bu funksiya shu oraligda
chegaralangan bo'ladi.

Isbot. /(x) funksiya da chegaralangan bo‘Imasin,
masalan, yuqoridan chegaralanmagan deb faraz qilsak, ](a’b\* ni
bo'laklarga  ajratishda  a =x0<x, < <x, =b uchun

e [X(,xj4] larni shunday tanlab olish mumkin bo'ladiki,
oldindan berilgan har ganday K >0 son uchun

)
tengsizlikni o'rinli gilib olish mumkin ya'ni,
f«A \
sup = +00.
O6DLYY)]
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Demak, f(x) funksiya oraligda integrallanuvchi emas. Bu
esa bizning farazimiz noto‘g‘ri ekanligini ko‘rsatadi, ya'ni f(x)
funksiya [a/>] oraliqda chegaralangan bo‘lar ekan.

Aniq integral xossalari

1. Istalgan 0'zgarmas Arson uchun

\k-f(x]dx =k\f(x)dx.

a a
2. Funksiyalar  vyig'indisining integrali  qo‘shiluvehilar
integrallarining yig'indisiga teng, ya'ni

{ (/7 (%) + =\H{X)dx +jg(x)dx

3. Istalgan a,b va ¢ (a <c¢ <e) sonlar uchun

Ji(x)dx =]f{x)dx +1g(x)dx

a c

4. Agar a<b bo'lib, [a,A] oraligda/(x)<g(x) tengsizlik o'rinli
bo'lsa, u holda

\f{x)dx<\g{x)dx
a a

Xususan, [a,b\ oraligda m< f{x)<M tengsizlik o'rinli
bo'lsa, u holda

b
m(b- a) <Jf{x)dx <M(b- a)

tengsizliklar o'rinli bo'ladi.

Bu xossalar isboti to'g'ridan-to'g'ri aniq integral ta'rifdan
kelib chigadi.

3-teorema. (O'rta giymat hagidagi teorema). Agar f(X)
funksiya [aZ>] {a <b)oraligda integrallanuvchi bo'lib, bu
oraligda m< f(x)<M tengsizliklar o'rinli bo'lsa, u holda
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shunday ~ son mavjudki, uning uchun m< u<M tengsizlik
o‘rinli bo'lib,
\f(x)dx =n\b-a)

a

Isbot. 4- xossaga ko' ﬁa

m(b - a) £JF{x)dx <M(b - a)

a

Agar
Jf(x)dx

b-a
belgilashni kiritsak, m< <M o'rinli bo'lib,

\f(x)dx ="b-a)
a
tenglik kelib chigadi.

/ (jo funksiya [a,6] oraligda integrallanuvchi bo'lsin, u
holda istalgan r e [a,b] uchun, /(x) funksiya [a,x] oraligda
ham integrallanuvchi boiadi. Shuning uchun [a/>] oraligda
berilgan quyidagi funksiyani aniglay olamiz:

Bu ®(x) funksiya yuqori chegarasi o'zgaruvchi integral deyiladi.
Ushbu ®(x) funksiya xossalari bilan tanishib chigamiz.
4-teorema \a,b\ oraligda integrallanuvchi /(x) funksiya
uchun <3¥ funksiya [a,i] oraligda uzluksiz boiadi.
Isbot. f{x) chegaralangan funksiya bo'lgani uchun,
\a,b\ oraligda m<f(x)<M tengsizlik o'rinli bo'lsin deb
olishimiz mumkin, uholda x>0 uchun



tenglikdan va quyidagi
*+'qx
m-Ax< jf(x)dxZM Ax

tengsizlikdan,
m mAX <((X +AX)-p(X)<M mAX

tengsizliklami hosil gilamiz. Demak,
aT{(P(X +AX)-0{x))=0

ya'ni ®(x) funksiya x nuqtada uzluksiz ekanligi kelib chigadi.
5-teorema Agar f(x) funksiya \a,b] oraliqda uzluksiz
bo'lsa, u holda ¢(x) funksiya (a,b) intervalda f(x) funksiya
uchun boshlang'ich funksiya bo'ladi, ya'ni (a,b) intervalda
o'{x) =/(X)
tenglik o'rinli bo'ladi.
Isbot. /(x) funksiya uzluksiz bo'lgani  uchun

JW'boK*) va d«ak.
M-/M
Bundan
m(x) AX <®(x +x)- d(x) <M(x)- Ox
ya’ni !
[Jx w
tengsizlikdan, ushbu
Ox -*i oy \J

tenglik kelib chigadi.



Bu teoremadan [a,b] oraligda uzluksiz bo'lgan har

ganday funksiyaning boshlang'ich funksiyasi mavjud bo'lishligi
kelib chigar ekan.

6-teorema. (N'yuton-Leybnits formulasi) /(*) funksiya
[a,5] oraligda uzluksiz bo'lib, F(x) uning istalgan boshlang'ich
funksiyasi bo'lsin, u holda

j/ (4fr =F(6)-F(<i)
a
bu tenglik N'yuton-Lebnits formulasi deyilib, ko'pincha

F(b)~ F(a) =F(x]h belgilash go'llaniladi.
Isbot. F(x) funksiya f(x) ning boshlang'ich funksiyasi

bo'lsin. U holda ®(x)=]f{x)dx funksiya, ham /(gr) uchun
a

(8,b) oraligda boshlang'ich funksiya bo'lgani uchun, shunday C
0'zgarmas son mavjud bo'ladiki, bunda

F(x) =0{x)+C
tenglik o'rinli bo'ladi. Demak,
F(b)-F(a)=6(b)+C-d(a)-C=6(b)-0(a) =

3/ (jo) dx-\f{x) dx =\f{x) dx

a a

Endi aniq integralni hisoblash usullari bilan tanishamiz.

7-teorema. (Yangi o'zgaruvchi kiritib integrallash). Agar
(p(f) funksiya [or,/?] oraligda uzluksiz hosilaga ega bo'lib,
<p(a) =a, p(j3) =b bo'lsa, \a,b\ oraligda uzluksiz bo'lgan /(.v)
funksiya uchun

\f(x)dx =\f(<p(t))<p\t)dt
a a
tenglik o'rinlidir.
Isbot. F(x) funksiya [a,b] oraligda f(x) funksiyaning
boshlang'ich funksiyasi bo'lsa, ya'ni
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\f{x)dx =F(x)+C
bo'lsa, u holda anigmas integral xossalariga ko'ra

//NOVH* =HOR)He

Bundan esa,
jf(x)dx =F(b)-F(a)
va a
a\/ L bl M =H(>{fi))-H(p{a)) =FHb)~ F(a)

tenglikdan teorema isboti kelib chigadi.
8-teorema. (Bo'laklab integrallash usuli). n =m(x) va

v=v(x) funksiyalar \a,b\ oraligda uzluksiz hosilalarga ega
bo'lsa, quyidagi tenglik o'rinli bo'ladi:

b . b

Audv- NY* -jvdu

Isbot. Ushbu
b )

J(«v)cér = MJ*
a
tenglikka ko'ra aniq integral xossalariga asoslanib,
b t b b b b
| (W) dx =] uvidx +Iwurdx =J udv+J vou
a a a a a

tenglikni hosil gilamiz. Demak, bu yerdan

b b
Judv +1vdu =hv]*

ya'ni
b b
jludv =iA§* ~J vdu
a a
tenglik kelib chigadi.
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Endi aniq integrating ayrim tadbiglarini ko‘rib chigaylik.
[a£>] oraligda /(x) va g(x) funksiyalar uzluksiz bo'lib,
g(x)</(x) tengsizlik o'rinli bo'lsin. x=aea x=b to'g'ri
chiziglar hamda f(x) va g(x) funksiya grafiklari bilan

chegaralangan S -yuzani hisoblash uchun, quyidagi formula
o'rinlidir:

S =/[/(*)-#Ne*
a

Ushbu formulani isbot gilaylik. Umumiylikka zarar keltirmasdan
0 <g(x)<f(x) deb olishimiz mumkin. U holda quyidagi
chizmadan

5={ioee Fas-Jup. Fi(xb-Jyx)dx = g(x))dx

tenglikni hosil gilamiz.

[<36] oraligda f(x) funksiya uzluksiz bo'lib, f(x) >0
tengsizlik o'rinli bo'lsin. Biz y =f(x) funksiya grafigini OX
0'q atrofida aylanitirishdan, hamda OXYZ fazodagi Xx-ci va
x=b tekisliklar bilan chegaralangan aylanma jismning V

hajmini topish masalasini garaymiz
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Bu masalani hal qilish uchun [ab] oraligni
a=xX0< <x2<...<xn=b nugtalar bilan bo‘laklarga
ajratamiz.

So‘ngra [x;,xj%] oraligdan biron bir g, nugtani olib, [n
oraligga mos keluvchi aylanma jism hajmini radiusi /(£,) ga va
balandligi Axt ga teng boigan silindr hajmi bilan almashtiramiz.
Ma’lumki, A< ->0 da bu almashtirishdagi xatolik kamayib
boradi. [x(,xM] ga mos keluvchi silindr hajmi A 2(")Ax,
ekanligini e'tiborga olsak, quyidagi taqribiy tenglikm hosil
gilamiz.

vV o» %*/2(£<)A*<
Natijada ushbu

*

*-j
. - .y * = (kR (x)*
v m‘l'l.lm%*oy / (£,)ﬂ ’ \( / ( )
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* tenglikni hosil gilamiz. Demak, aylanma jism hajmi uchun
quyidagi formula o'rinlidir:
r=%}#'(&
a

Endi aniq integralni tagribiy hisoblash masalasini
garaymiz.

Shuni ta'kidlash lozimki, uzluksiz boMgan har ganday
funksiya uchun N yuton-Leybnits formulasini qo'llay olmaymiz,
chunki bu formulani go'llash uchun, y - f(x) funksiyaning

boshlang'ich funksiyasini  bilishimiz zarur. Lekin uzluksiz
bo'lgan ko'pgina funksiyalarning boshlang'ich  funksiyalarini,
ya'ni anigmas integrallarini har doim analitik usul bilan topa

olmaymiz. Masalan, lfsmx-dx shunday integrallardan biridir.
X

Bunday murakkab ko'rinishdagi anig integrallami
hisoblashda tagribiy hisoblash usullaridan foydalanish mumekin.
Biz quyidagida trapetsiyalar usulini keltiramiz.

[4,6] oraligda y =f(x) funksiya uzluksiz va / (¢ 0

Ji(x)dx
bo'lsin. U holda n integral giymati y =f{x),
x=a, Xx=Db va y =0 chiziglar bilan chegaralangan egri chizigli
trapetsiya yuziga teng bo'ladi.
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[0}
| f(x)dx integralni hisoblashda [jr,jc(+] bo'lakka mos
a

keluvchi y =f(x) egri chizig bo'lagini, (x,7(*)) va
(xj,7 (x,#)) nugtalarni birlashtiruvchi kesma bilan almashtirsak,
[x,,xMJ oraligga mos keluvchi egri chizqli trapetsiya yuzini

ushbu oraligga mos keluvchi trapetsiya bilan almashtirgan
bo'lamiz. Bu trapetsiya yuzini St desak,

s, = /NW/x)

xt nugtalarni shunday tanlab olaylikki [@,Zq oralig bu nuqtalar

bilan teng n ta bo'lakka bo'linsin, yani xM-x , = ’;]
bo'lsin.
U holda,
1/7{x)dx*S0+Si+S2+ - +Sk1
Demak,
/fc>)+/b)IA © Ab), [ AN)+AW)
2 2 2
b-a
N NNt AXM O - +AX

tenglik o'rinli bo'lar ekan. Bu formulada h - bn—a belgilashni
kiritsak, %=a,x|=x0+h, 1=1[]..,n x0=a va X, =b tenglikdan
i/ (n)* /M IZ U /(,,)* /(<) +omm+/(*.-)

formulani hosil gilamiz. Bu formula aniq integralni tagribiy
hisoblashning trapetsiyalar formulasi deyiladi. Bu formulada
xatolikni kamaytirish uchun n ni yetarlicha katta olish lozim.
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5.6. Xos bo'lImagan integraliar

[a,b\ oraligda y —/(x) funksiya uchun Kkiritilgan aniq
integral  tushunchasida f(x) funksiya [4,J1]] oraliqda
chegaralangan bo'lishi zarur edi.

Cheksiz oralig uchun aniq integral tushunchasi. f(x)

funksiya [«,+») cheksiz oraligda berilgan bo'lib, istalgan a <t
uchun f(x) funksiya [a,t\ oraligda integrallanuvchi bo'lsin. U
/

holda istalgan a <t uchun t(/)- Jf{x)cbc funksiya aniglangan
a
bo'ladi
5-taVif. f(x) funksiyaning [a+<t0) oraliqdagi xos
oo

bo'Imagan integrali Jff{x)dx deb ushbu /tlmodJ(/) limitga
a

aytiladi, ya'ni
*KO t
[f(x)dx =tim Jf{x)dx.
a a I}
Agar bu limit mavjud va chekli bo'lsa, xos bo'Imagan

integral yaginlashuvchi, aks holda uzoglashuvchi deyiladi.
a

Xuddi  shuningdek,  \f{x)dx  ko'rinishdagi  xos

00

bo'Imagan integralni ta'riflash mumkin. (-op+ag cheksiz
oraligdagi xos bo'lmagan integral esa quyidagicha aniglanadi

-KC n +00
ff(x)dx = Jf(x)dx +J f(x)dx

Agar bu integrallardan birontasi uzoglashuvchi bo'lsa
+0

\f(x)dx xos bo'Imagan integral uzoglashuvchi deyiladi.
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Masalan,

Endi [a, ft] oraligda chegaralanmagan funksiya uchun xos
bo'Imagan integral tushunchasini kiritamiz. y =/(x) funksiya
[a,b) yarim ochiq oraligda uzluksiz bo'lib, ti_gnof(x):oo

bo'lsin.
b-S
6-ta'rif.  tim JE{x)dx limit qiymati y - fix)
a
funksiyaning [a,ft) yarim ochiq oraligdagi xos bo'Imagan
integrali deyiladi. Agar bu limit mavjud va chekli bo'lsa, xos
bo'Imagan integral yaginlashuvchi, aks holda uzoglashuvchi
deyiladi.
b

Limit giymati j f(x)dx shaklda belgilanadi, ya'ni
a

i/ (x)A=tim1]/ (x)dx

a a
Xuddi shunga o'xshash ushbu (a,ft] yarim ochiq oraligda

uzluksiz va J_rt_\iNrrlO/(x) =0 bo’llgan y =f(x) funksiya uchun ham

x0s bo'Imagan integral ta'riflanadi. (a,b) intervalda uzluksiz,
ti[gaf(x):oo va tig]g/(nr):ao bo'lgan funksiya uchun
b

Jf(x)dx xos  bo'Imagan integral quyidagi tenglik orqgali
0
ifodalanadi:

[f(x)dx - 1f{x)dx+Jf(x)dx

0 a c
9

bu yerda ¢ son a<c<b tengsizlikni ganoatlantiruvchi bironta
son.
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Misollar,
HQ, agara <1
* X <HE xS ) | 11 ,agara >t
a_
Demak, a <1 da integral uzoglashuvchi, a >1 bo'lsa
yaginlashuvchidir. a - 1 da

1.

J—dx =tim f—dx =tim fnx- +00
1 In
bo'lgani uchun, yugoridagi integral a <1 da uzoglashuvchi.

1 W i /| +ogagar a>\
—dx=tim I—dx-f(im -----
J(I-x) *xo{]-xf -X0a-1 1*a ,aganx<\

Demak, a> 1 bo'lganda xos  bo'Imagan integral
uzoglashuvchi va a <1 dayaginlashuvchi. a - 1da

11 Iy .
fodx =tim f --——-dx = Cim(-Ind)= +00
I |—x Sy

bo'lgani uchun, yugoridagi integral a >1 da uzoglashuvchidir.

Xulosa

Boshlang'ich funksiya va anigmas integral nazariyasi to'la
keltirilgan.  Asosiy integrallash qoidalari berilgan. Bazi tipik
integrallami hisoblash usullari bayon etilgan. Aniq integral ta'rifi va xos
bo'lmagan integral tarifi keltirilgan. Ularm hisoblash goidalari
berilgan. Asosiy xossalar isbotlangan. Anig intcgrallarning ba’zi
tadbiglari bayon etilgan.

Tayanch iboralar

Boshlang'ich funksiya, anigmas integral. Aniq integral,
chegara, sohayuzasi, xosmas integral.

Takrorlash uchun savollar
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Boshlang'ich funksiya deb nimaga aytiladi?

Anigmas integral deb nimaga aytiladi?

Anigmas integralning xossalarini yozing.

Anigmas integral jadvalini keltiring va ba'zilarini isbotlang.

(6]

i ., dX_, w inte8ral 4anday hisoblanadi?

[x +a"]
Ratsional ifodalar ganday integrallanadi?
Irratsional ifodalarni integrallashga misollar keltiring.
Trigonometrik ifodalarni integrallashga misollar keltiring.
Binominal integrallar nazariyasini keltiring.
10 Elementar funksiyalar bilan ifodalanmaydigan integrallarga
misollar keltiring
11. Aniq integral ganday ta'riflanadi?
12. Aniq integralning igtisodiy ma'nosini ayting
13. Aniq integralning mavjudligi va yetarli shartini ayting.
14. Aniqg integral xossalarini ayting.
15. Nyuton-Leybnits formulasini yozing.
16. Aniq integral bilan yuzalami hisoblash formulasini yozing.
17. Aniq integralni taqribiy hisoblash formulasini yozing.
18. Xos bo'lmagan integral turlarini ayting.
19. Cheksiz oralig uchun yaginlashuvchi bo'lgan xos bo'Imagan
integralga misol keltiring.
20. Maxsus nugtali yaginlashuvchi xos bo'lImagan integralga
misol keltiring.

© o N

Adabiyotlar

1.Azlarov T. A., Mansurov H. Matematik analiz.- T.: 2006.
2.Xojiyv J. Algybra va sonlar nazariyasi.-T.: 0 ‘zbekiston, 2001.
3Jo‘rayv T..Sagdullaev A.S., Xudoyberganov R.X., Vorisov
AK., Mansurov X. Oliy matematika asoslari.-T.: 0 ‘zbekiston,
1999.

4.Soatov YO.U. Oliy matematika.-T.:0‘qituvchi, 1-jild, 2-jild,
1994., 3-jild, 1996.

5.06LWHIA KypC BbICLUMIA MaTemaTuke 415 3KOHOMMUCTOB, MOS,
peq. B. V. Epmakosa. - M.: IH®PA - M, 2006.

240



6 BbicLuas matemaTuvka Ans 3KOHOMWUCTOB, MOA. pen. Kpamepa
H.LW.-M.: KOHATIA, 2006.

7Kpacc M. C. UynpuHos b. Tl Martematnke pgnsa
3KOHOMMYecKoro 6akanaspuaHTa - M.: eno, 2006.

8. Shoraxmetov Sh., Naimjonov A. Oliy matematika. Fanidan
ma’ruzalar matni: T.: TDIU, 2005.

9. Nasritdinov G\, Abduraimov M, Iqtisodchilar uchun
matematika o'quv qo'llanma. -T. «Universitet» 2001. 124

10. Karimov M. Oliy matematika. -T.: TMI, 2005.

11. Adigamova E. B. va boshqgalar. «Oliy matematika» fanidan
ma'ruzalar to'plami. - T.. TMI, 2004. (I gism).

12. saifnazarov SH. A., Ortiqgova M. T., Boshlang'ich Moliyaviy
matematika asoslari. -T.: TDIU, 2002.

13. OO KypC BbICLLEA MaTeMaTUKN 15 3KOHOMUCTOB, MO,
pen. Epmakosa B. . —M.: INFRA - M, 2006.

Internet ma’lumotlari
1. http//images/yandeks/ru
2. www.ibz.ru


http://www.ibz.ru

6-bob. DIFFERENSIAL TENGLAMALAR

6.1. Birinchi tartibli diffferensial tenglamalar.

6.2. Ikkinchi tartibli differensial tenglamalar.

6.3. Yuqori tartibli chizigli differensial tenglamalar.
6.4. Igtisodiyotda differensial tenglamalar apparati

6.1. Birinchi tartibli differensial tenglamalar
Differensial tenglamalar hagida umumiy ma'lumotlar.
Differensial tenglamalar matematikada alohida o‘rin

egallab, tabiiy jarayonlarni tekshirish, jamiyatdagi ayrim
gonumyatlarni o'rganish, differensial tenglamalarni o‘z ichiga
olgan matematik modellarga keladi.

1-ta'rif. Differensial tenglama deb erkli o‘zgaruvchilar,
noma'lum  funksiya va bu funksiya hosilalari yoki
differenstiallarini bogiovchi tenglamaga aytiladi.

Agar izlanayotgan funksiya bir o‘zgaruvchili bo‘lsa,
tenglama oddiy differensial tenglama, ko‘p o‘zgaruvchili bo‘lsa-
xususiy hosilali differensial tenglama deyiladi.

Differensial tenglamaning tartibi deb unda
gatnashayotgan hosilalaming eng yuqori tartibiga aytiladi.

Umumiy holda n-tartibli oddiy differensial tenglama
quyidagicha ifodalanadi:

F(x,y,y\—y (H)=0
Jumladan, 1- tartibli oddiy differensial tenglamalaming
umumiy ko‘rinishi
N*.n/)=o0

kabidir.

Agar (1*) tenglamani hosilaga nisbatan yechish mumkin
bo'lsa, quyidagiga ega bo'lamiz:

=/ M (1)
Bu holda tenglama hosilaga nisbatan yechilgan, deyiladi.
Misollar:

Y =7x\ (y'Yy2+5x =0, y' =x4c08Yy.
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2-ta'rif. Birinchi tartibli oddiy differensial tenglamaning
yechimi deb (a,b) oraligda (1*) (xususan (1)) tenglamani
ayniyatga aylantiruvchi y = <p(x) funksiyaga aytiladi.

Yechimning grafigi integral egri chiziq deyiladi.
Differensial tenglamalar nazariyasida asosiy masala yechimning
mavjudligi va yagonaligidir.

Bu masala (1) tenglama uchun Koshi teoremasi orgali
ifodalanadi.

1-teorema. (Koshi teoremasi). Agar f{x,y) funksiya va
uning xususiy hosilasi f'y(x,y) OXY tekislikning biror D
sohasida uzluksiz bo‘lsa, u holda ixtiyoriy (i0j)e D nugtaning
biror atofida (1) tenglamaning x=xQ da y =Yo shartni
ganoatlantiruvchi yechimi mavjud va yagonadir.

(1) tenglamaning y,”™ =yO0 boshlang'ich shartni (Koshi

shartini) ganoatlantiruvchi yechimini topish masalasi Koshi
masalasi deb ataladi. Buning geometrik ma'nosi integral egri
chiziglar oilasidan D sohaning berilgan (jc0,y0) nugtasidan
o‘tuvchi bittasini tanlab olinadi.

3-ta'rif. (1) tenglamaning umumiy yechimi deb ¢
0‘zgarmasning ixtiyoriy giymatida bu tenglamani
ganoatlantiruvchi y - g.>(x,c) funksiyalar majmuiga aytiladi.

4-ta’rif. {<z?(x,c)}-(I) tenglamaning umumiy yechimi
boisin. (1) tenglamaning D sohasidagi xususiy yechimi deb
c=cQ o‘zgarmas giymatda olingan y = (p[x,cQ funksiyaga
aytiladi.

0 ‘zgaruvchisi ajraladigan tenglamalar

5-ta'rif. Ushbu

y' =f(x)f2{y) )
ko'rinishdagi tenglamalar o‘zgaruvchisi ajralgan  differensial
tenglamalar deyiladi, bu vyerda [/t(x), f2(y)- uzluksiz
funksiyalar.
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Bu tenglamani yechish uchun «o‘zgaruvchini ajratish

usuli»ni qo'llaymiz: y* hosilani uning ekvivalient formasi
dyldx ga almashtirib, tenglikning ikkala tomonini —d%' ga

r Q)
ko‘paytiriladi (/2(y)”"0):

Tenglikning ikkala tomonini integrallasak,

\dy!f2{y)=\fx +C,
bu yerda C -o0‘zgarmas kattalik.

Misol: y =— - 1 tenglamaning (0,1) nugtadan
Yy

o‘tuvchi xususiy yechimini toping.
Yechish: 0 ‘zgaruvchilami ajratamiz:

ydy/Jy2+1 = xdx

Bundan, jydy/-JyZ +1 = Jxdx+ C,

IO A

Demak, <Gy2Ei= Zve y2+r=(C 4@

y=yl(Y+c)2-]
(0,1) nugtadan o‘tuvchi yechim izlanayotgani uchun
C =%-JI topiladi. Demak,

y=~ 12 +j2f -1
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Birinchi tartibli chizigli tenglamalar

6-ta’rif. Birinchi tartibli chizigli tenglama deb

y +p(x)y =afx) ©)
ko'rinishdagi tenglamaga aytiladi, bu yerda /?(x),</(x)-uzluksiz
funksiyalar. Bu tenglamani «o‘zgarmasni variatsiyalash usuli»
bilan yechamiz.

Dastlab, (3) ga mos bir jinsli tenglamaning umumiy
yechimi topiladi:

y'+p{x)y=0

Bu o‘zgaruvchilari ajraladigan tenglamadir. Shuning

uchun y "m0 deb faraz qgilib, ushbuga ega bo'lamiz:

— = ~p(x)dx
y (4)
-bX)/Ir
C -ixtiyoriy o'zgarmas son.
Endi (4) da C ni x ning funksiyasi, deb garaymiz:
ya'ni

y =c(x)e : (5)
(«o0'zgarmasni variatsiyalash» deb shu jarayon ko‘zda tutiladi).
(5) ni (3) ga qo'yib soddalashtirsak,

c'(x)=a{x)
Ushbu tenglikning ikkala tomonini integrallasak,
c(x) = Jg(x)eaXddx + c,, (6)

hosil bo'ladi, bu yerda C, -ixtiyoriy 0'zgarmas son.

(6) ni (5) ga go'ysak, (3) tenglamaning umumiy yechimim
topamiz:

()
Ba'zi bir chizigli bo'Imagan tenglamalar ayrim
almashtirishlar yo'li bilan chizigli tenglamaga keltiriladi.
Bunday tenglamalar qatoriga Bemulli tenglamasini
kiritish mumkin:
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Y +p{x)y =q{x)yn, n =const (8)

Agar n =0 bo‘lsa, chizigli, birjinsli bo‘lImagan, n= 1 da
chizigli, birjinsli tenglama hosil boMadi. Shuning uchun (8) da
n ®0, no 1deb faraz gilinadi.

Yangi z(x) =z(y(x)) funksiya kiritamiz:
¥ = (9)
u holda,
z’={\-n)yYy (10)
(8) tenglamaning ikkala tomonini y* ga boMamiz:
?. ny.t -I- ﬁyx‘/l :q

Bu tenglamaning ikkala tomonini (1- n) ga ko‘paytirib,
(9), (10)-tengliklami hisobga olgan holda z(v) ga nisbatan
chizigli, birjinsli bo'Imagan differensial tenglamani olamiz.
z’+(\-n)pz ={\-n)q (12)
1-misol.
| +xy=xy3
Yechish. Bu tenglama Bemulli tenglamasidir n-3.
z = y~z almashtirishni bajaramiz. U holda z’=-2y~w ".
(12) da asosan:
7'+ (~2)xz =-2X
(7) ga ko‘ra tenglamaning umumiy yechimini topamiz:
z(x) =Cx1+1
Natijada ushbu

y =£(Cx2+I)~*
yechimni olamiz.

6.2. Ikkinchi tartibli differensial tenglamalar

7-ta'rif. Ikkinchi tartibli oddiy differensial tenglama deb,
r(x.y,¥,¥)-o (1)
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ko'rinishdagi tenglamaga aytiladi, bu yerda x - erkli o'zgaruvchi,
y -izlanayotgan funksiya, y',y*-birinchi va ikkinchi  tartibli
hosilalar.
Misol sifatida:
y'+yy'-xy2-cosx =0
y " +xy'+x2cos.y =0
kabi tenglamalarni keltirish mumkin.

Ikkinchi tartibli hosilaga nisbatan yechilgan
tenglamani quyidagicha yozish mumkin:
[ =1(*,n1) (2)

Ikkinchi tartibli tenglama uchun ham mavjudlik va
yagonalik teoremasi o'rinli.
2-teorema. (Koshi teoremasi). Faraz qgilaylik, f(x,y,y")

va uning xususiy hosilalari f va f* (x,y,y’) o'zgaruvchilar
fazosining D sohasida uzluksiz bo'lsin. U holda ixtiyoriy ichki

AWo0J'0.J') nugta uchun (2) tenglamaning quyidagi
shartlarni ganoatlantiruvchi yechimi mavjud va yagona:
X =XM1 =YOo>SY[X)=Y0 (3)

Geometrik nugtai nazardan bu teorema OXY koordinata
tekisligining (m0,ya) nuqtasi orgali o'tuvchi va burchak
koeffitsientda yO bo'lgan yagona integral chiziq mavjudligini
anglatadi.

(3) shartlar boshlang'ich shartlar deyiladi, (2)
tenglamaning berilgan boshlang'ich shartlar bilan yechimini
gidirish masalasi Koshi masalasi deyiladi

D sohada (2) tenglamaning umumiy yechimi deb
shunday y =<p(x,cxc2) funksiyalar to'plamiga aytiladiki, ular
c,,c2 o'zgarmaslarning ixtiyoriy qiymatida (2) tenglamani
ganoatlantirib (3) boshlang'ich shartlarga bo'ysunsa.

(2) tenglamaning xususiy yechimi deb cr,qg2
o'zgarmaslarning tayin cQ,™ qiymatlaridagi y =g{x,c\,c°2)
funksiyasiga aytiladi.
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Y +p{x)y - a(x)y”, 4 =const (8)

Agar // =0 bo‘lsa, chizigli, birjinsli bo'lImagan, « =1 da
chizigli, birjinsli tenglama hosil bo'ladi. Shuning uchun (8) da
ned 0, n d1deb faraz gilinadi.

Yangi z(x) =z(y(x)) funksiya kiritamiz:

z=y~ (9)
u holda,
z' ={\-n)y~*y (1Q)
(8) tenglamaning ikkala tomonini y" ga bo'lamiz:
y~Y¥ +pyXn=q 11)

Bu tenglamaning ikkala tomonini (1- n) ga ko'paytirib,
(9), (10)-tengliklami hisobga olgan holda r(.v) ga nisbatan
chizigli, birjinsli bo'lImagan differensial tenglamani olamiz.
z +(\-n)pz ={\-n)q (12)
1-misol.
y' +Xxy =xy3

Yechish. Bu tenglama Bemulli tenglamasidir n=3.
z = y~2 almashtirishni bajaramiz. U holda z' = -2y ry".
(12) daasosan:
z +(- 2)xz=-2x
(7) ga ko'ra tenglamaning umumiy yechimini topamiz:
z(x) = Cx2+1
Natijada ushbu
y-£(Cx2+1) 2

yechimni olamiz.
6.2. Ikkinchi tartibli differensial tenglamalar

7-ta'rif. Ikkinchi tartibli oddiy differensial tenglama deb,
HxyY Y )-0 (1)
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ko'rinishdagi tenglamaga aytiladi, bu yerda x- erkli o'zgaruvchi,
y -izlanayotgan funksiya, y',y"-birinchi va ikkinchi  tartibli
hosilalar.
Misol sifatida:
Y'+YY'-X¥2-cosx =0
y 2y *+xy'+x2cos" =0
kabi tenglamalarni keltirish mumkin.

Ikkinchi tartibli hosilaga nisbatan yechilgan
tenglamani quyidagicha yozish mumkin:
Y'=/(x,Y,Y") ()

Ikkinchi tartibli tenglama uchun ham mavjudlik va
yagonalik teoremasi o'rinli.

2-teorema. (Koshi teoremasi). Faraz gilaylik, f(x,y,y")
va uning xususiy hosilalari f va f" [x,y,y") o'zgaruvchilar
fazosining D sohasida uzluksiz bo'lsin. U holda ixtiyoriy ichki
M(Oxu,y@yD) eD nugta uchun (2) tenglamaning quyidagi
shartlarni ganoatlantiruvchi yechimi mavjud va yagona:

X=x0'Ybl=Y0.?bl=?0 3)

Geometrik nugtai nazardan bu teorema OXY koordinata
tekisligining (x0, y0) nuqtasi orgali o'tuvchi va burchak
koeffitsientda y0 bo'lgan yagona integral chiziq mavjudligini
anglatadi.

3) shartlar ~ boshlang'ich  shartlar  deyiladi,
tenglamaning berilgan boshlang'ich shartlar bilan yechimini
gidirish masalasi Koshi masalasi deyiladi

D sohada (2) tenglamaning umumiy yechimi deb
shunday vy =<p(x,e,,c2) funksiyalar to'plamiga aytiladiki, ular
c,,c2 o0'zgarmaslarning ixtiyoriy giymatida (2) tenglamani
ganoatlantirib (3) boshlang'ich shartlarga bo'ysunsa.

(2) tenglamaning xususiy yechimi deb c\,q2
o'zgarmaslarning tayin o® giymatlaridagi y - ~(x.cf.cj)
funksiyasiga aytiladi.
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Misol uchun y" =0 tenglamani garaylik. Ikki marta

integrallab bu tenglama umumiy yechimi topiladi:
y =cxX+c2
bu yerda c, ,c2-ixtiyoriy o‘zgarmaslar.

Endi y =0 tenglamaning y =2, yt =1
boshlang'ich shartlami ganoatlantiruvchi  xususiy yechimini
topamiz. Ya'ni M (1, 2) nugtadan o'tuvchi burchak koeffitsienti |
ga teng boMgan to ‘g ‘ri chizigni topamiz.

BoshlangMch shartlami umumiy yechimga go'yib, c,,c,
ga nisbatan tenglamalar sistemasini olamiz.

c,+c2=2
c,=1

Bundan e2=1.

Shunday qilib, xususiy yechim y =x+1 to‘gr
chizigdan iborat ekan.

O'zgarmas koeffitsientli ikkinchi tartibli chizigli differensial
tenglamalar

8-ta'rif. Ikkinchi tartibli chizigli differensial tenglama
deb

Y?+p(xy'+®)Y =f(x) (4)

ko'rinishdagi tenglamaga aytiladi. Bu yerda vy -izlanayotgan
funksiya, p{x\g(x\f(x)- biror (a,b) intervalda aniglangan,
uzluksiz funksiyalar.

Agar fix)* 0 bo'lsa, u holda (4) ikkinchi taribli, chiziqli,
bir jinsli tenglama deyiladi. Agar /(*)* 0 bo'lsa, u bir jinsli
bo'Imagan chizigli tenglama deyiladi. (4) tenglama ikkinchi
tartibli hosilaga nisbatan yechilsa, u holda (4) tenglama (2)

tenglamaning xususiy holidir. Demak, bu holda Koshi
teoremasini goMlashimiz mumkin.
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Biz (4) tenglamada p(x) va q{x) funksiyalar o'zgarmas

bo'lgan holini garaymiz. Bunday tenglamalar o0'zgarmas
koeffitsientli chizigli tenglamalar deyiladi.
Demak,

y’+py" +ay =f(x) (5)
ko'rinishdagi tenglamalarni garaymiz, bu yerda p va q-ixtiyoriy
haqiqiy sonlar.

Ikkinchi tartibli bir jinsli tenglamalar

Ushbu chizigli birjinsli
y'+py' +ay=0
tenglamani gqaraymiz, p va q - haqiqiy sonlar.

Ikkinchi tartibli chizigli tenglamalar 1-teoremaga asosan
cheksiz ko'p yechimlarga ega bo'lishi mumkin. Lekin umumiy
yechimni ifodalash uchun asosiy yechimlar ajratib olinadi.

Ikkinchi tartibli tenglama wuchun asosiy yechimlar
ikkitadir.

9-ta'rif. Agar (6) tenglama y}{x\y2{x) yechimlaming
chizigli kombinatsiyasi:

¢, (x)+c”,(x) (1)

fagat ¢, =c2=0 bo'lgan holdagina o'rinli bo'lsa, u holda ular
chizigli erkli, aks holda chizigli bog'lig deyiladi.

3-teorema. yXx) va y2(x) (6) tenglamaning (a,b)
oraliqdagi chizigli erkli yechimlari bo'lsin. U holda

H{X) = cly J(x) +c2y 2{x) (8)

(cl,c2- ixtiyoriy o'zgarmaslar) bir jinsli tenglamaning umumiy
yechimi bo'ladi.

(6) tenglamaning yechimini y - e ko'rinishda gidiramiz,
bu yerda k-o'zgarmas son. Bu funksiyani (6) ga go'ysaic,
guyidagi tenglamaga ega bo'lamiz:

+pke+qge =0



Tenglamaning ikkala tomonini ga gisqgartirib, Kk ga
nisbatan kvadrat tenglamaga ega bo'lamiz:

k2 +pk +q=0

Uning ildizi k boMsin, u holda y =ekk funksiya (6)

tenglamaning xususiy yechimi, (9) esa (6) differensial
tenglamaning xarakteristik tenglamasi deyiladi.

kl va k2- (9) tenglamaning yechimlari bo‘lsin. U holda
quyidagi teorema o'rinlidir.
4-teorema. a) Agar (9) xarakteristik tenglamaning
ildizlari haqgiqiy va kx®k2' boMsa, u holda (6) differensial
tenglamaning umumiy yechimining ko‘rinishi quyidagicha
boMadi:
y=ceM+cj*
b) Agar (9) tenglamaning ildizlari hagigiy va teng boMsa
(ky- k2 =k), uholda (6) tenglamaning umumiy yechimi
y = e +cxe
ko‘rinishda boMadi.

c) Agar xarakteristik tenglamaning ildizlari kompleks
sonlar boMsa

(*, =a+ib,k2=a- ib,i = VAT, a,b - hagiqgiy sonlar)
u holda, (6) tenglamaning umumiy yechimi
y =em(c, cosbx + c2sin bx)

ko'rinishda boMadi, bu yerda

Uchchala holda ham c, va c2- ixtiyoriy sonlar.
1-misol. y"'-5/ +4y =0
Yechish: Bu differensial tenglamaning xarakteristik
tenglamasi ushbu ko‘rinishda boMadi:
k2-5k +4=0
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Ildizlari haqgigiy va turlicha kx=1, k2=4. Demak, bu
tenglamaning umumiy yechimi
y = oex+c\eX

2-misol. y*" - 6y' +9y =0.

Yechish. Xarakteristik tenglama k26k +9=0 yoki
(k- 3~ =0, ya'ni karrali yechimga ega: kt =k2 =k =3. Bu bir
jinsli tenglamaning umumiy yechimi

y =e3x(cl +cX)

3-misol. y" - 2y"'+2y =0
Yechish. Ushbu tenglamani xarakteristik tenglamasi
k2-2k +2 =10
boMib, yechimlari: K\ =\+i,k2=1-/, bu yerda /=V-T-
mavhum birlik. Umumiy yechimning ko‘rinishi esa
y =ex(c, sin X +c2co0sx)

Ikkinchi tartibli bir jinsli bo‘Imagan tenglamalar

0 ‘zgarmas koeffitsientli bir jinsli boMmagan differensial
tenglamalaming yechimini topish quyidagi fundamental
teoremaga asoslanadi.

5-teorema. Bir jinsli bo'lmagan (5) differensial
tenglamaning umumiy yechimi, uning xususiy yechimi va unga
mos bir jinsli tenglamaning umumiy yechimi yig*indisidan
iborat.

4-misol. y*" - 5y"+4y =8.

Yechish: Unga mos bir jinsli tenglamaning umumiy
yechimini topamiz: y - cxx+eZx4x (I-misol)ga garang

0 ‘ng tomonning ko‘rinishidan kelib chigib, ushbu bir
jjnsli bo'Imagan differensial tenglamaning xususiy yechimini
Y =c ko'rinishda gidiramiz. Bu ifodani tenglamaga qo'ysak
¢ = 2 bo'ladi.

Demak, berilgan bir jinsli bo'Imagan tenglamaning
umumiy yechimining ko'rinishi quyidagicha bo'lar ekan:
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y(X) =c\ex+ces4*+ 2
5-misol. y*"- 6y"+9y - 9r
Yechish: Bu bir jinsli boMmagan tenglamaning xususiy

yechimini topish uchun anigmas koeffitsientlar usulidan
foydalanamiz. y xususiy yechimni darajasi o‘ng tomonning

darajasiga teng boMgan ko'phad ko'rinishda izlaymiz, ya’ni
y - AXx+B, bu yerda A va B- noma'lum koeffitsientlar. U

holda
-6A +9AX+9B = 9x

Bir xil darajalar oldidagi koeffitsientlarni tenglaymiz:

9A =9,-6A+9B =0. Natijada, A=1B=j, boMadi, ya'ni

y=x+2
—

Bu yechimni mos bir jinsli tenglamaning umumiy yechimi
bilan qo‘shib, bir jinsli boMmagan tenglamaning umumiy
yechimini olamiz:

Y(f) = eix(c, +tyr) +x+2/3

6-misol. y"'- 2y" +2y = 2e2*,

Bu holda xususiy yechimni y =ce2 ko'rinishda
gidiramiz. Bu funksiyani berilgan tenglamaga go'yib ¢ - 1 ni
olamiz. Buni bir jinsli tenglamaning umumiy yechimi bilan
birlashtirib,

=ex(c, sinXx + c2cosx) + e

umumiy yechimni olamiz.

l-eslatma. Umumiy holda xarakteristik tenglama s
karrali nol ildizni o‘z ichiga olsa va bir jinsli boMmagan
tenglamaning o‘ng tomoni n-darajali Pn(jc) ko‘phad boMsa,
tenglamaning xususiy yechimi Qn(x)xs ko'rinishda gidiriladi. Bu
yerda Q,,(x) f - darajali o'zgarmas koeffitsientli ko'phad.

2-esiatma.  Umumiy holda bir jinsli boMmagan
tenglamaning o'ng tomoni Pn(x)e,ix ko'rinishda bo'lsa, uning
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xususiy yechimi y(x) =x’Q,,{x)eax ko'rinishda gidiriladi, a -(9)
xarakteristik tenglamaning ildizi, 5 uning karraligi.

Ikkinchi tartibli differensial tenglama uchun chegaraviy
masaia

llgari ko'rib o'tilganidek, ikkkinchi tartibli
y' =f(x.y.y") (10)

tenglama uchun mavjudlik va yagonalik teoremasining asosida
Koshi masalasining yechimi aniglangan, bunda mg=x0 nuqgtada

noma'lum funksiya va uning hosilasining giymatlari berilgan
bo'lishi lozim:

X=x0ry =y0,y* =y0 (11)

Agar 1-teoremaning shartlari bajarilsa, u holda (10), (11)
Koshi masalasi xususiy yechimini bir giymatli aniglaydi.

Lekin ikkinchi tartibli differensial tenglama uchun boshga
turdagi masaia ham mavjud: noma'lum funksiyaning giymati
ikkita turli nuqtada beriladi. Boshgacha aytganda, (10)
tenglamani (a,b) oraligda yechish uchun chegaraviy shartlarni

ancha sodda ko'rinishda, oraliq chetlarida garaymiz:
x,e(a;6), x2e(a;b)

x=xLy(xl)=yl,x =x2,y(x2)=y2 (12)

Bu holda (10) tenglama (12) shartlar bilan birgalikda
ikkinchi tartibli tenglama uchun birinchi chegaraviy masaia
deyiladi.

Ixtiyoriy o‘zgarmas c¢, va c2 ga nisbatan chizigli
algebraik tenglamalar sistemasi
Wi (Xt)+C%/2(X1) +y(X,) =Y, (13)
IrYI(x2) + cy 2(x2)+y(x2) =y 2



ning determinanti noldan fargli bo'lsa, u holda (12) shartlar bilan
(5) differensial tenglamaning chegaraviy masalaning xususiy
yechimini bir giymatli aniglaydi.

Bu yerda 4-teoremaga asosan y(x) bir jinsli bo'Imagan
tenglamaning xususiy yechimi, y, (x) va y2(x) chizigli erkli
yechimlar.

6.3. Yuqori tartibli chizigli differensial tenglamalar
n-tartibli chizigli differensial tenglama deb quyidagi
ko'rinishdagi tenglamaga aytiladi:
YN + Prra(*)/unl) +—+ Pi(*)y'+ POX)Y =/(*) (1*)

buyerda /(*),/><,(*),..../>,,_,(*) -(a,b) da berilgan uzluksiz
funksiyalar.

(1*) ning chap tomonini L\y\ deb belgilasak, gisqacha
ushbu tenglamani hosil gilamiz:

Uyl=9x) (1)
Unga mos birjinsli tenglama esa:
4N =0 2)

ko'rinishda bo'ladi.
6-teorema. (1) tenglama (a,b) da

*¥Y(*0) = Y» Y ("0) = So» m~ Y [¥)(Xo) = Y0'""))

boshlang'ich shartlami ganoatlantiruvchi yagona yechimga ega.
7-teorema. Agar “1(x),”M;)jc),....>'n(jc) funksiyalar (2)
tenglamaning yechimlari bo'lsa, ularning chizigli kombinatsiyasi

Wix) +cy2(x) +- +cnymx)

(2) ning umumiy yechimi bo'ladi.
10-ta’rif. (2) ning fundamental yechimlar sistemasi deb
uning n ta ’y\(x),y2(x),.r.,yin(x) chizigli erkli yechimlar
sistemasiga aytiladi.
Demak, (2) tenglamaning umumiy yechimini topish uchun
uning fundamental yechimlar sistemasini aniglash yetarlidir.
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(1) tenglamaning umumiy yechimi esa uning
xususiy yechimi va (2) ning umumiy yechimi yfgMndisidan iborat
boMadi.

11-ta’rif. Agar oo >*(*) funksiyalar (m -1)
tartibgacha hosilalarga ega boMsa, u holda ushbu m -tartibli
determinant

Y™X) YAXx) — ymx)

tftW  ¥r(x) Y1 X

y* oyl - y™
Vronskiy determinanti (vronskian) deyiladi va W(x) yoki
W\yx-"",ym] kabi belgilanadi.
8-teorema. (2) tenglamaning yx{x\ y n(ar)

yechimlari chizigli erkli boMishi uchun ulardan tuzilgan
Vronskiy determinanti noldan fargli boMishi zarur va yetarlidir.

Natija. Agar (a,b) ning bitta x0 nuqtasida W(xu)* 0
boMsa, ular ia,b) da chizigli erkli sistemani tashkil etadi.

Misollar. 1) funksiyalar ixtiyoriy (a,b) da
chizigli erklidir.
2) ek , x funksiyalar turli kuk2,...,kn sonlarda

ixtiyoriy (a,b) da chizigli erkli sistema tashkil etadi.
3) efaxefs...,jr' 'efr funksiyalar ixtiyoriy (a,b) da
chizigli erklidir.

n-tartibli chizigli bir jinsli o‘zgarmas koeffitsientli
differensial tenglamalar

Bunday tenglamalarning umumiy ko‘rinishi quyidagicha:
Lny]=YM+P ~ ]+ *P\Y’'+PoY=0 (3>
buyerda p,=/=0 ,  l-o‘zgarmas sonlar, (a,b).
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(3) tenglamani yechish uchun uning fundamental
yechimlari sistemasi, yani n ta chizigli erkli

y{(@jc),y 2(ar),...,  (x) yechimlarni topish kerak. U holda (3) ning
umumiy yechimi
7=ep(3c)+-+cn(x)
ko'rinishda boiadi, bu yerda cf,i = 1,2,...,u, ixtiyoriy o'zgarmas
sonlar.
(3) ning xususiy yechimlarini y =ek¢ K- const,
ko'rinishda izlaymiz. U holda

Bulami (3) ga qo'ysak,

AN 1= + Pn-1**1+ .-+ M + PoJ* 0
Bu yerdan * 0 bo'lgani uchun
+ +eoomtt M +/'0 =0- 4)

Demak, agar A (4) algebraik tenglamaning yechimi
bo'lsa, »=eb funksiya (3) ning xususiy yechimi bo'ladi.
(4) tenglama (3) ning xarakteristik tenglamasi deyiladi.

Xarakteristik tenglamaning ildizlari uchun  quyidagi hollar
bo'lishi mumkin.

1-hol. kKxK2,...,K4- turli haqgiqiy ildizlar bo'lsin. U holda
n ta
e*x,e , e * N %)
funksiyalar (3) ning yechimlari bo'lib, (-0o,+ac) da chiziqgli erkli

sistemani tashkil etadi. Shuning uchun, (3) ning  umumiy
yechimi, ushbu

Y=%c,e» (6)
1=1

funksiyadir.

Agar birorta kj kompleks son (k} =a +if3,/3* 0) bo'lsa,
golgan sonlar orasida unga qo'shma bo'lgan ks=a-i/3,s ®j ,
son  mavjuddir. Kompleks funksiyalar  (3)

tenglamaning yechimi bo'lgani uchun (1-teorema,...)
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I [{aifi)x+e@ipx]=e® cosp x (7)
I Pe<h* _ e(«Mrt*]=<?~sin/?* (8)

funksiyalar ham (3) ning yechimi bo‘ladi (bu yerda Eyler
formulasi e+a = cos x £ isin x dan foydalaniladi).

(7) va (8) -haqigiy funksiyalar boMgani uchun elX va
ekx kompleks funksiyalardan ko'ra qulayroqdir.
Bu holda
ekx,ewX.....e"cosy0c,...,earsin Px,...,ekiX

yechimlar sistemasi ham chizigli erkli ekanligini ko'rsatish
mumkin.

2-hol. k{ (4) tenglamaning m Kkarrali ildizi boMsin. U
holda (5) sistemada m ta bir xil funksiyalar gatnashadi (qulaylik
uchun kx=k2=-"" = kmdeylik):

ekx,ekx,...,eKx 9)
Natijada (5) sistema chizigli bog'liq bo'lib qoladi. Bu
holda

ekx,xekx ..., ea-"ekx (20)

funksiyalar (3) ning ixtiyoriy (a,b) da chizigli erkli yechimlari
boMadi.

U holda (3) ning fundamental yechimlari sistemasi
quyidagicha boMadi:

ekx xekKx,...,5TTERX, ek"X,ekitrx ..,eKx

Agar  kx-m karrali ~ kopmleks ildiz  bo'lsa
[kx=a +ipyp *0), u holda unga qo'shma boMgan m Karrali
Aj=a-ip ildiz mavjuddir. Qo'shma kx ildizga quyidagi
yechimlar mos keladi:

ekx,xeKx,...,xmxeKx.. (11)
Qulaylik uchun (10) va (11) ni gayta yozib olaylik:
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e (cnlo\x X”*a*ifi]x X T-\e (a*40)x

e i< Xe(a ip)x x T-\e (BM0)x

Bulami mos ravishda qo'shib, ayirib, 2ga bo'lib, quyidagi
2 ta haqiqiy funksiyalar sistemalarini olamiz:

emcos fk, xeMcosfk,..., x*'keMcos Bx (12)
A H
e“ sinPx,xe” sin(k,...,xm e* sin/?x

(5) sistemadagi kompleks funksiyalami (12) funksiyalar
bilan almashtirilsa yana chizigli erkli sistema hosil boMadi.
1-misol. y"- 2y”-y'+2y =0 ning xarakteristik
tenglamasi:
K3- 2k2-k +2 =0 ya'ni
(k-2)[k2- 1)=0 bo'ladi.
Bu algebraik tenglamaning ildizlari kx=2 kx= 1k} =-1.
Bu ildizlarga mos keluvchi yechimlar:
ce?,cx* cre
Berilgan differensial tenglamaning umumiy yechimi:
A(jr) = cle2x+ c2x+ cre~Xx
ko'rinishda boMadi.
2-misol. y’ +.y'+y - 0.
Xarakteristik tenglama:

k2+k +1=0
Buning ildizlari k. = +/— kr= -inM-. Bu
2 2 2 2
kompleks ildizlarga mos keluvchi yechimlar:

eK7™#F l-T42  \ompleks  funksiyalardir.  Hagigiy

yechimlarni quyidagicha ifodalash mumkin:

e Ecosn—/s X, e bsin> x
2 2

Demak, umumiy yechim ushbu ko'rinishga ega boMadi:
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6.4. Igtisodiyotda differensial tenglamalar apparati

Differensial  tenglamalar  nazariyasining  iqgtisodiy
jarayonlaming modellarida qo'llanishiga doir  misollarni
garaymiz, bu yerda erkli o'zgaruvchi bo'lib '-vaqt ishtirok etadi.
Bunday modellar uzog vaqt mobaynida iqgtisodiy sistemalar
evolyutsiyasini tekshirishda foydalidir, ular igtisodiy dinamikani
tahlil etishning asosini tashkil etadi.

Ishlab chigarishning tabiiy o'sish modeli

Birinchi tartibli differensial tenglamalar.
Faraz gilaylik, gandaydir mahsulot p narx bilan sotiladi,

Q(t) funksiya t vaqt mobaynida ishlab chigarilgan mahsulot
miqdori o'zgarishini bildiradi desak, u holda vaqt davomida
p()(t) ga teng daromad olinadi. Aytaylik olingan daromadning

bir gismi mahsulot ishlab chiqarish investitsiyasiga sarf bo'lsin,
ya'ni

(1)
m - investitsiya normasi, o'zgarmas son va 0<m< 1
Agar bozor yetarlicha ta'minlangan va ishlab chigarilgan
mahsulot to'la sotilgan degan tasavvurdan kelib chigilsa, ishlab
chiqgarish tezligining yana oshishiga (akselatorga) olib keladi.

Ishlab chigarish tezligi esa investitsiyaning o'sishiga
proporsional, ya'ni
Q'=im (2)

bu yerda  -akselator normasi. (1) formulani (2) ga qo'yib
Q' =kO,k = Imp ©)



ni olamiz. (3) differensial tenglama o'zgaruvchilari ajraladigan
tenglama. Bu tenglama umumiy yechimining ko‘rinishi

Q =CekK, bunda C -ixtiyoriy o'zgarmas son.

Faraz gilaylik, boshlang'ich moment t =t0 da mahsulot
ishlab chigarish hajmi QO berilgan. U holda bu shartdan
o'zgarmas C ni ifodalash mumkin:

Q0 =CeHin, bundan C =QQe'kK . Natijada (3) tenglama
uchun Koshi masalasining yechimini topamiz:

Q = QoeH-) (4)

Shunga e'tibor berish kerakki, matematik modellar
umumiylik xossasiga ega. Biologik tajribalardan kelib chigadiki,
bakteriyalaming ko'payish jarayoni (4) formula bilan ifodalanadi.
Radioaktiv parchalanish jarayoni ham (4) formula bilan
ifodalanadigan gonuniyatga bo'ysunadi.

Ragobat sharoitida ishlab chigarishning o’sishi
Faraz qilaylik, p = p{Q)-kamayuvchi funksiya ya'ni

mahsulot hajmining ortishi bilan bozorda uning narxi kamayadi:
dp!'dO< 0. (I)-(3) formulalardan Q ga nisbatan chizigli

bo'Imagan, o'zgaruvchilari ajraladigan birinchi tartibli
differensial tenglama hosil gilamiz:
Q' =ap(0)Q.a =im ()

Tenglamaning o'ng tomonidagi barcha ko'paytuvchilar
musbatligidan Q> 0, ya'ni Q{t) funksiya o'suvchi.

Funksiyaning o'sish xarakteri uning ikkinchi tartibli
hosilasi bilan aniglanadi. (5) tenglamadan ushbu

Q'=aem » =sfpe

dQ J do

tenglik kelib chigadi.
Talab elastikligini kiritib, bu tenglikning ko'rinishini
o0'zgartirish mumkin:
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£(/?)= tenglikka ko‘ra Q- aQ'p 1+

—& <0 bo'lgani uchun E <0, nihoyat

Q' =aQ"p(1-1/PK|) (6)
tenglik hosil bo'ladi.
(6) tenglamadan elastik talabda Q" >0, yani \W>1,

ekanligi kelib chigadi va Q(t) funksiyaning grafigi pastga
gavariq ekanligi ma'lum bo'ladi. Bu esa mahsulot hajmining
progressiv o'sishini bildiradi.

Noelastik talabda |£j <1 va bu holda O" <0 bo'lgani
uchun Q(t) funksiya yuqoriga gqavarig, bu esa mahsulot
hajmining sekin o'sishini (ya'ni yetarlicha ta'minlanganlikni)
bildiradi.

Soddalik uchun p(Q) bog'lanishni chizigli funksiya
ko'rinishida deb gabul gilamiz.

P(Q)=a-bO, a>0,b>0

(7)
ko'rinishda bo'ladi. Demak,

Q' =aQ'(a-2bQ). (8)
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(7) va (8 munosabatlardan: Q' =0va0 =0 da
Q-0 Q> da 0"<0. Q=Q(f) funksiya grafigining
egilish nugtasi t=Q =a'!2b. Chizmada kelitirilgan bu
funksiyaning grafigi  (differensial tenglamaning integral egri
chiziglandan biri (7)) logistik egri chiziq deyiladi.

Bunday egri chiziglar boshga dinamik jarayonlarni ham
xarakterlaydi ~ Masalan, organik muhitda bakteriyalaming

ko'payishi, biologik organizmlarning chegaralangan muhitda
epidemiyalar targalish dinamikasi va boshqalar.

Keynsning dinamik modeli

Dinamikaning asosiy komponentlari boMgan
igtisodiyotning daromad va harakatlarni bogMovchi sodda balans
modelini garaymiz. Faraz qilaylik, Y(/),Kit), S(t),I(t) -mos
ravishda milliy daromad, davlat xarajatlar, iste'mol va
investitsiya funksiyasi boMsin. U holda quyidagi munosabatlar
o'rinlidir:

=s /)+/( +£
SRy %

bu yerda a(/)-iste’'molga moyillik koeflfltsienti (0
chekli iste'mol, £(/) -akseleratsiya normasi. (9) tenglamalarda

ishtirok etuvchi barcha funksiyalar musbat.

9 tenglamalarning ma'nosini oydinlashtiramiz. Barcha
xarajatlarning yig'indisi milliy daromadga teng bo'lishi zarur - bu
tenglik birinchi tenglamada ifodalangan. Xalg xo'jaligidagi
umumiy iste'mol, milliy daromadning bir gismi bo'lgan ichki
iste'mol va chegaraviy iste'moldan iborat bo'ladi. Mana shu
jarayon ikkinchi tenglamada aks ettirilgan. Nihoyat investitsiya
hajmi ixtiyoriy bo'lishi mumkin emas: u davlat texnologiyasi va
infratuzilmasi  xarakterlaydigan iqtisodiy ko'rsatkich bo'lib,
akselator normasining oxirgi milliy daromadga ko'paytmasi bilan
aniglanadi, bu jarayon uchinchi tenglik bilan ifodalangan.

262



Faraz gilaylik, a(t\b(t\k(t) va E(I) funksiyalar berilgan.
Bu funksiyalar davlat evolyutsiyasi va faoliyatini xarakterlaydi.
Milliy daromad dinamikasini aniglash, ya'ni t vaqgtning
funksiyasi bo‘lgan Y ni topish masalasi asosiy iqgtisodiy
masalalardan biridir.

Ikkinchi tenglamadan S(I) ni va uchinchi tenglamadan
/(1) ni birinchi tenglamaga gqo'yamiz. Y(t) funksiyaga nisbatan
chizigli bir jinsli bo'Imagan birinchi tartibli differensial tenglama
hosil bo'ladi:

r=lzff)r _M £ |W »0)

k{t) k{f)

Biz asosiy parametriar a,b,k ni o'zgannas sonlar deb

faraz qilib, ancha sodda holni tekshiramiz. U holda (10)

tenglama o'zgarmas koeffitsientli birinchi tartibli chizigli
differensial tenglamaga aylanadi:
r,=— (i)
K K

Ma'lumki, bir jinsli bo'lmagan tenglamaning umumiy
yechimi uning gandaydir xususiy yechimi va unga mos bir jinsli
tenglamaning umumiy yechimi yig'indisidan iborat. (11)
tenglamaning xususiy yechimi Y sifatida Y =0 dagi, yahni
muvozanat yechimini olamiz, ya'ni

~ Db+E

Yy = -I:-é- ® (12)

Bir jinsli tenglamaning umumiy yechimi P{OCexp™ t

formula bilan beriladi. Demak, (11) tenglamaning umumiy
yechimi

Y(()= ’\1IA +CeT * (13)
-a
(11) tenglamaning integral egri chiziglari chizmada ko'rsatilgan.
Agar vagtning boshlang'ich momentida YO < Yp bo'lsa, u
holda C=X- <0 va egri chiziglar (12) muvozanat
yechimdan pastga keladi, yani milliy daromad vaqt o'tishi bilan
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masalaning berilgan parametrlari a,b,k va E da kamayadi,
chunki (13) da eksponenta darajasi musbat. Agar YO >Yp bo‘lsa,
n holda C>0 va vaqgt o'tishi bilan milliy daromad o‘sadi -
integral egri chiziglar Y =Y0 muvozanat to‘g‘ri chizig'idan
yuqoriga ketadi.

0 ‘sishning noklassik modeli

Faraz gilaylik, Y = F(K,L) milliy daromad, bu yerda F .
bir jinsli  birinchi tartibli ishlab chigarish  funksiyasi:
{F{tKjL) = F(K, L)\ K- sarflangan kapital hajmi, L-
mehnat sarfi hajmi. Fond qurollanish kattaligi k = K/L ba'lsin.
U holda ishlab chigarish unumdorligi quyidagi formula bilan
aniglanadi:

(M)

Bu bo'limda qaralayotgan masalaning magsadi fond
qurollanish dinamikasini yoki uni vagtning funksiyasi sifatida
ifodalashdir.

Har ganday model ma'lum farazlarga asoslanganligi
uchun biz ham ba'zi bir parametrlami kiritishimiz zarur.

Quyidagilar bajariladi, deb faraz gilamiz:

1. Mehnat resurslari vaqtida tabiiy o‘sish o‘rinli

L'=al. (15)

2. Mablag* ishlab chigarish fondiga va amortizatsiyaga
sarflanadi, ya™ni
I"K" +pK
bu yerda - amortizatsiya normasi.
Agar /-investitsiya (sarflangan mablag4) normasi bo'lsa, u
holda
I =1Y =K" +fK yoki K’=1F(K,L)~pK (16)
k- qurollanish ~ fond  ta'ifidan kelib  chigadiki,
Cnk =tnK - tnL.
Bu tenglikni t-bo'yicha differensiallab,
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K' =If{x)-(a+ffyc (17)
tenglamani olamiz, bu yerda f(x) funksiya (14) formula
bo'yicha aniglangan.

Olingan  (17) munosabat o‘zgaruvchilari ajraladigan
birinchi tartibli chizigli bo'lmagan differensial tenglamani
ifodalaydi. Bu tenglamaning statsionar yechimini aniglaymiz:
k' = 0 shartdan,

If(k)-(a+0 =0 (18)
ya'ni K =const -o'zgarmas Kkattalik, chizigli bo'Imagan (18)
algebraik tenglamanining yechimidir.

Masaia. Ishlab chigarish funksiyasi F(K,L)~ -JkL
uchun (17) tenglamaning integral egri chiziglari va statsionar
yechimini toping.

14) dan f{k)=-Jk, u holda (17) tenglama ushbu

ko'rinishda bo'ladi:

4t =ly[k-{cc +j3)k
dt
Bu tenglamaning statsionar yechimi quyidagi tenglikdan
kelib chigadi: 14k - (a +p)k =0, bundan (17) tenglamaning nol

bo'Imagan xususiy yechimi kg - I'" lift + fi)~ dan iborat boMadi.

(17) differensial tenglamani “o'zgaruvchilami ajratish”
usuli bilan yechamiz:

dk

Bu tenglamada Jk =z almashtirishdan so'ng integrallab,
umumiy yechimning ko'rinishini hosil gilamiz.

K(t). + Cexpl (19)
Integral egri chiziglar oilasi yugoridan va pastdan

statsionar yechimga yaqinlashadi, yani / 0o va Kk ->ka.
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Demak, o'zgarmaydigan parametrlar l,a va /? da
gurollanish ~ fondi  funksiyasi 0‘z statsionar qiymatiga
boshlang'ich  shartlarga bogMigsiz ravishda turg'un bargaror
intiladi. Bu statsionar nugta k = kst, bargaror muvozanat nugtasi

deb yuritiladi.

Oldindan aytib beriladigan narxlar asosida bozor modelini
tuzish

Oldindan bashorat gilinadigan narxlar asosida bozor
modelini tuzishni qaraylik. Oddiy bozor modellarida talab va
taklif, odatda tovarning shu kundagi narxi bilan bog'liq boMadi.
Lekin talab va taklif real hollarda, narxning tashkil gilinishi va
narxning o'zgarishi bilan bogMiq boMadi. t vaqt bo'yicha
uzluksiz va differensiallanuvchi funksiyalar modelida bu
ko'rsatkichlar mos ravishda pit) - narx funksiyasining birinchi va
ikkinchi hosilalari bilan ifodalanadi.

Faraz gilaylik, D -talab funksiyasi va S - taklif funksiyasi
P - narx funksiyasi va uning hosilalari bilan quyidagi
bogManishga ega bo'lsin:

D(t) =3p"- p'-2p+ 18,

(20)
S(t)=4p”+p'+3p+3
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(20) da gabul gilingan bogianishlar to‘la realistik
(amaliy): buni narx funksiyasining hosilalari qo'shiluvchilarda
oydinlashtiramiz.

1. Talab narxning o‘zgarishi bilan “qgizdiriladi”. Agar
temp (narx o°‘sishi) davom etsa, o‘ssa (// >0), u holda
bozorning talabga gizigishi ortadi va aksincha. Narxning tez
o'sishi xaridomi go'rgitadi, shuning uchun narx funksiyasining
birinchi hosilasi minus ishora bilan kiradi.

2.Taklif yana ko'proq doirada narxning o'zgarishi bilan
kuchaytiriladi, shuning uchun S(t) funksiyadagi p" ning
koeffitsienti D(l) dagiga nisbatan katta. Shuningdek narxning
o'sishi taklifni oshiradi, shuning uchun p* ni 0‘z ichiga oluvchi

go'shiluvchi S(t) ning ifodasiga musbat ishora bilan kiradi.

Narxning vaqt bilan bog'lanishini aniglash talab etiladi.
Bozorning  muvozanat  holati D=S tenglik  bilan
xarakterlanganligi uchun (20) dagi tenglamalarning o°‘ng
tomonlarini  tenglashtiramiz va soddalashtirib, quyidagini
olamiz:

p'+2p"+5p=\5 (21)

(21) munosabat p(f) funksiyaga nisbatan chizigli bir
jinsli bo‘lmagan ikkinchi tartibli differensial tenglama. Bunday
tenglamaning umumiy yechimi biror xususiy yechimi va unga
mos bir jinsli

[l +2[?+5/;=0 (22)
tenglamaning umumiy yechimi yig“indisidan iborat.

(22) uchun xarakteristik tenglama: * +2k+5=0 Uning
—a—t 4“2/
ildizlari go'shma kompleks sonlar: 12 _|_~ va natijada (22)
tenglamaning umumiy yechimi quyidagi tenglik bilan
aniglanadi:

€0s 21+ c2sin 2t),

buyerda C, va C2-ixtiyoriy o'zgarmaslar
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Bir jinsli boMmagan (21) tenglamaning xususiy yechimi
sifatida p =p,, -narxni belgilaydigan o'zgarmas Kkattalikni
olamiz. Buni (21) ga qo'ysak, ps ning giymatini topamiz:
P» =3

Shunday qilib, (21) tenglama umumiy yechimi

P(t) - 3+e~I(C, cos?2/ +C2sin 2t) (23)

tenglik bilan ifodalanadi. Demak, t -> 00 da p(t) —=ps =3, yani
barcha integral egri chiziglar p =3 gorizontal asimptotaga ega
va uning atrofida tebranadi. Bu barcha belgilangan narxlar pA

narxga intilishini va uning atrofida tebranishini bildiradi, bu
tebranishlarning amplitudasi vagt o'tishi bilan o*sa boshlaydi.

Bu masalaning xususiy yechimlarini ikki xil misolda
keltiramiz:

1.Koshi masalasi Faraz gilaylik, boshlangMch holatdagi
narx va uning o‘zgarish jarayoni ma'lum: t =0; p=4, p'=1 Bu
berilganlarni (23) formulaga qo'ysak p(o) =C, +3 =4, bundan
C, =1 yani

p(t) = 3+e"f(cos2/ + C2sin It) (24)

Buni differensiallaymiz:
p'(t)=e'[(2C -lI)cos2/-(c2+2)sin2/].
Endi Koshi masalasining ikkinchi shartini goMlaymiz:
p'{0) =2C2-\ =\, bundan C2=1.
Nihoyat Koshi masalasi yechimining ko‘rinishi quyidagicha
boMadi:

p(t) = 3+ £7"(cos 21+ sin 21),

yoki
pit) = 3+y[2e4 cos(2/ - n/4).

2.Aralash masala. Faraz gilaylik, vagtning boshlangMch
momentida talab va taklif malum: t=0, p - 4,D - 16.
Birinchi boshlangMch shart oldingidek boMgani uchun bu
yerda ham yechim (24) tenglik bilan ifodalanadi. U holda,
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[(]) =e“f[(2C2-1)cos2/-(C, +2)sin2/]
p’(t)=-e~"[(4C2+ 3)cos 2/ - (3C, - 5)sin 2t]

Buyerdan p'(0O=2c, -1 vap’(o)- -4c, - 3.

Bu tengliklami £>(/) ning (20) ko‘rinishini hisobga olgan
holda, masalaning ikkinchi /X0)=16 shartidan foydalanib,
C, =~1 ni topamiz. Shunday qilib, berilgan masala yechimining
ko‘rinishi p{() = 3+e*(cos It - sinIt) yoki

p(f)=3-A/2e"'sin(2f-~r/4) (25)

1 va 2 masalalarga mos keluvchi integral egri chiziglar
chizmada tasvirlangan.

Xulosa

Yuqorida keltirilgan tadbiglardan ko‘rinib tunbdiki,
differensial tenglamalar nazariyasi igtisodiy masalalami hal
gilishda kuchli matematik apparat bo‘lib hisoblanadi.

Agar matematik modellarning umumiylik xossasiga ega
ekanligini hisobga olsak, differensial tenglamalaming tabiiy
jarayonlarda: fizik jarayonlar, biologik, ximik va h.k. jarayonlami
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o'rganishdagi roli nagadar muhimligi yanada yagqolroq ko‘zga
tashlanadi.

1-2-tartibli oddiy differensial tenglamalar uchun Koshi
teoremasi, umumiy va xususiy yechim tushunchalari, maxsus
ko‘rinishdagi tenglamalar uchun yechish usullari, “o'zgarmasni
variatsiyalash” usuli, yuqori tartibli chizigli tenglamalar va unga
mos bir jinsli o‘zgarmas koeffitsientli tenglamaning umumiy
yechimini topish va Vronskiy determinanti tushunchasi bayon
etilgan va misollar keltirilgan.

Matematikaning iqtisodiyotga tadbiq'i nugtai nazaridan 5
ta masaia o'rganilgan.

Tayanch iboralari

Differensial tenglama va uning tartibi, yechimi, integral
egri chizig, Koshi teoremasi, boshlang’ich shart, Koshi masalasi,
umumiy yechim, ozgaruvchilari ajraladigan tenglama, birinchi
tartibli chizigli tenglama, bir jinsli tenglama, o’zgarmasni
variatsiyalash, chizigli bog’ligsiz yechimlar, xarakteristik
tenglama, ildizlar, Vronskiy determinanti.

Takrorlash uchun savollar

1  Differensial tenglama deb ganday tenglamaga aytiladi va
uning tartibi ganday aniqlanadi?

2. Differensial tenglamaning yechimi ta’rifini ayting.

3. Birinchi tartibli oddiy differensial tenglama uchun Koshi
teoremasi.

4. Koshi teoremasining geometrik ma'nosi.

5. 1-tartibli differensial tenglama uchun umumiy va xususiy
yechim tushunchalari.

6. Birinchi tartibli oddiy differensial tenglama uchun umumiy
va xususiy integral tushunchalari.

7. 0 ‘zgaruvchilari ajraladigan differensial tenglamalar.

8. 0 ‘zgarmasni variatsiyalash usuli.

9. Ikkinchi tartibli differensial tenglama.

10. 0 ‘zgarmas koeffitsientli chizigli bir jinsli ikkinchi tartibli
differensial tenglama.
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11.  Chizigli bog'ligsiz yechimlar tushunchasi.

12.  Xarakteristik tenglama va uning ildizi.

13.  Vronskiy determinanti.

14.  Bir jinsli bo'lmagan ikkinchi tartibli differensial
tenglamalaming umumiy yechimi hagida teorema.

15. Ikkinchi tartibli differensial tenglama uchun birinchi
chegaraviy masaia.

16. Ishlab chigarishning tabiiy o‘sish modeli.

17 Konkurensiya sharoitida ishlab chigarishning o°‘sishi.

18.  Keynsning dinamik modeli.

19. 0 ‘sishning noklassik modeli.

20. Oldindan aytib beriladigan narx asosida bozor modelini
tuzish.
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7-bob. QATORLAR
7.1. Sonli gatorlar.
7.2. Funksioital va darajali gatorlar.
7.3. Teylor va Makloren gatorlari.

7.1. Sonli gatorlar

I-ta'rif. Sonli axar,ar,...,an,..., ketma-ketlik hadlaridan

tuzilgan
=1
ifodaga sonli gator deyiladi.
Bu yerda al,a2,a3,...,a,,,... gator hadlari, an esa

gatoming umumiy hadi deyiladi. Yuqoridagi ta'rifdan ko‘rinadiki
gator ma'lum gonuniyat bilan tuzilgan sanoqgli sondagi
go'shiluvchilar yig'indisi bilan aniglanar ekan.

(1) gatorning dastlabki chekli sondagi hadlaridan tuzilgan
ushbu

S] =«1, $2 =« +a2> $n= +a2+—+0s

yig'indilarga, shu gatorning xususiy yig'indilari deyiladi.
Agar gator hadlari sanoqgli ekanligini e'tiborga olsak
xususiy yig'indilar ham 0'z navbatida sonli

ketma-ketlikni tashkil etishini ko'ramiz.
2-ta'rif. Agar xususiy yig'indilarning {Sn} ketma-ketligi
limSn=S chekli limitga ega bo'lsa u holda ushbu
n=I
yaginlashuvchi gator, limit S esa qgator yig'indisi deyiladi va
(2)

ko'rinishda yoziladi.
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3-ta'rif. Agar } ketma-ketlik chekli limitga ega
boMmasa (limiti cheksiz yoki mavjud emas), u holda (1)
uzoglashuvchi gator deyiladi.
1-misol. Quyidagi
1 11 11 + .-.:J-I ______1____
1-2 2-3 34 Ein(/i+1)

gator tekshirilsin. Awal xususiy yig‘indilami ko‘raylik

= S,:-L+—L:|-i+|-i:i_|

1-2 12 2 ' 12 23 1 2 2 3 3
s-111i 1 1 i 1,1 10 41 __ L =i__L
1-2 2-3 n(n+1 2 2 3 n n+\ n+1

Bundan  Sn= ;[i_@ <r>Sn= %{1—-7:) =1<o00  hosil

gilamiz. Demak Y --——-——- yaginlashuvchi gator bo'lib,
n(n+
yig'indisi 5 =1 ekan.
2-misoL Bizga avvaldan tanish bo'lgan cheksiz geometrik
progressiya hadlaridan tuzilgan
b+bg+bg2+... +bgni+... = bg "~l,(b ®0) 3)

gatomi ko‘raylik.
Uning dastlabki n ta hadlari yig‘indisi

S b
1-9 I-qg I-q
formula bilan aniglanadi.
3) gator yig‘indisi uchun oldingi tasdiglar bevosita * ga
bog'liqdir.
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1) agar U <1 bo‘lsa, lim~"=0 bo'lgani sababli
11 N-Ko
S =timS,, =---—--- chekli limitga ega bo'lamiz. Yani |d<I
»xa 1—
bo'lganda (3) yaginlashuvchi gator bo'lib, uning yig'indisi

S= -1-----formula bilan hisoblanadi.
-q

2) Agar U >1 bo'lsa tim\g\n - co ekanligi ravshan. Shu
sababli, g<-1 da timSn mavjud bo'lmaydi, q>1 da
iimSn=cc bo'lib, (3) uzoglashuvchi gator bo'ladi.

3) Agar g=1desak S,,=b +b+..+b=bn Kko'rinishni
oladL Bu holda ham J1715,=00 bo'lgani sababli (3)

uzoglashuvchi gator bo'ladi.
4) Agar g =-1 deb olinsa (3) gator
b-b+b-b+..+(-1)n"b+..
ko'rinishda bo'ladi. Bunday gator uchun
S,=S2n=0,S,,=5", =b, (m=1,23...). Bu'esa timSn

mavjud emasligini bildiradi. Shuning uchun g =-1 bo'lgan holda
ham (3) uzoglashuvchi gator bo'ladi.
Qatorlar nazariyasini  bayon qilishni  yaqinlashuvchi
gatorlaming ba'zi sodda xossalarning keltirishdan boshlaymiz.
Deylik, (I)-gator
()

=al+a2+a3+ +  +eee

«l
berilgan bo'lsin. Uning hadlaridan tuzilgan

00

am+l+Ctm+2 + - = 2 N »

ko'rinishdagi gatorga (1) gatorning /un-qoldig'i deyiladi. U ham
0'z navbatida gatordir.
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1-teorema. Agar (1) gator yaginlashuvchi bo‘lsa, uning
har ganday goldigM ham yaqinlashuvchi bo‘ladi va aksincha,
gator qgoldig‘i yaginlashuvchi bo‘lsa, wuning o0°‘zi ham
yaginlashuvchi boMadi.
Isbot. Agar (1) gator uchun Sm# xususiy yig*indi olsak

m tk m ik m tk

Smk=1X = £ ax+ E an=Sn+SI,.S*k= £ an

n™\ jtt 1 w*m+1
munosabat hosil boMadi va Si ni m-goldig gatoming A:-xususiy
yigMndisi deb garaymiz.
Teorema shartiga ko‘ra (1) gator yaqinlashuvchiligidan

Bundan "Yjai qoldiq qatorning yaqginlashuvligigi kelib chigadi.

Qoldiq gator yaginlashuvchi boMsin (bu yigMndi Rm
boMsin).
Bu holda,
HMSF_fimsak= [N +sk]=s»+{™ sl =sc+R*,<pt
Demak, (1) gator yaginlashuvchi bo'ladi.
Quyidagi teoremalarni isbotsiz keltirishni lozim topdik.

2-teorema Agar ]Ta) yaginlashuvchi gator boMib,
Bi

T ©
yigMndisi S boMsa, ~b,, =~kan qator ham yaginlashuvchi
(=1 b= 1

gator boMib, yigMndisi, kK S ga teng boMadi.
Bu teoremani quyi}dagicha talgin etish mumkin.
«

Agar ]Tan yaginlashuvchi gator boMsa
ml

'Yj@n= kr’f\\a nboMadi, ya'ni o‘zgarmas ko'paytuvchini cheksiz
tbel

yigMndi belgisidan tashgariga chigarish mumkin.
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3-teorema. Agar 'Man va yaginlashuvchi qatorlar
JA @81
o

bo'lsa, ~(a, xbn) gatorlar ham yaginlashuvchi gatorlar bo'lib,

= e .
Y +b¥*) )?ﬁde»ilrhbnten&lk trin,i boMadi.

Qatorlar soni chekli boMganda ham teoremaning o'rinli

ekanligini ko'rsatish mumkin.
®

4-teorema. Agar yaginlashuvchi gator bo'lsa, had
JE 4l

tartib ragami cheksiz o'sib borganda gator umumiy hadi an
nolga intiladi, ya'ni Eﬁerpan:O.
08}

Isboti. e yaginlashuvchi bo'lgani uchun, limS =S.

,,,,,,,

Demak,
MQSH—J =S.

Agar Sn- SnA =an tenglikni etiborga olsak,

timan=1im[S,,-S ,,J =limSn- limSnv=S-S =0.
Natija. Agar (1) gator uchun liman =0 shart bajarilmasa,

u holda (1) gator uzoglashuvchidir.

» 1
Misol. ]T(1 +—) uzoglashuvchi gatordir, chunki
*= «

liman=Ilim q4_, =1*0
V nJ
Takidlab o'tamizki NTan=0 boMiishi gator

rc

yaginlashishining fagat zaruriy sharti boMa oladi. Ya’ni ’;ﬁa A
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yaginlashuvchi bo‘lsa, 'iw;a,, =0. Lekin tima. =0 bo'lganda,

M

hardoimham ~a,, yaginlashuvchi gator bo'lavermaydi.
«~<B

«ej 11 1
Masalan, ¥ — 1+ + +...+—+ garmonik gator
mn 2 3 4

uchun %ﬁj}man:z—:o shart bajarilsada, bu garmonik qator

uzoglashuvchi qatordir. (Biz bu tasdigning isbotini keyinroq
keltiramiz).

Agar asosiy magsadimiz yaqinlashuvchi qatorlarni va
ulaming yig'indisini aniglashdadir deb hisoblasak, bundan buyon
n-> oo da umumiy hadi nolga intiladigan tim a,, =0 gatorlar

bilan ish ko'rishligimiz ayon bo'lib chigadi.
Agar qator yaginlashishi va wuzoglashishi hagidagi
tariflarga e'tibor bersak, bunday masalaga timSn ni tekshirish

orgali javob olishimiz mumkin. Birog har ganday gator uchun
ham Sn xususiy yig'indini tekshirish oson bajarilmaydi. Hatto,

$,, ning ifodasini soddalashtirib olganda ham, ushbu rt}i&Sn

limitni hisoblash ma'lum giyinchiliklarga olib keladi.
Bunday qgiyinchiliklardan qutilish maqgsadida, qatorlar
nazariyasi ishlab chigilgan.

Musbat hadli gatorlar

Ta'rif: Agar barcha «=1,2,3,... lar uchun an>0 bo'lsa,
(i
a, +a2+a} +eee+an+-e =T anmushat hadli qator deyiladi.

n=\

4 U]
Bizga ikkita ™ a n, musbat hadli gatorlar berilgan
n~1 rt-J

bo'lsin.
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5-teorema: Agar barcha n=1,2,3,--- lar uchun an<bn,
05} 0

bo‘lib yaginlashsa, yaginlashuvchi gator boMadi.
el ™

Isboti: Qatorlarning xususiy yigMndilarini mos ravishda
Sg =axt+az2+... +an

Stm=bx+b2+...... +bn

deb belgilaylik. Teorema shartiga ko'ra J"bn yaginlashuvchi,
M

yani eimSb =Sb <°0. Lekin, Sa <Sb <§,, tengsizlik

ﬂ-*)) *
o'rinlidir. Bundan {SO } monoton o'suvchi ketma-ketlikning
yugoridan chegaralangan ekanligi kelib chigadi. Malumki, har
ganday chegaralangan monoton o'suvchi ketma-ketlik chekli
limitga egadir. Shu sababli, Ii,ir;%Salr = Sa ¢

Demak a ,, yaginlashuvchi qator ekan. Teorema isbot
n*1
gilindi.
Misol. Quyidagi:
, 1 1 1 1
2 33 4 n”
gator yaginlashuvchi gatordir. Hagigatdan agar:
14.__1_41__ :-L|-_ -|-'.o-H_1_+ (1Y)
2 2 2 27

gatorni olsak, bu gatorlar uchun
S-i(, =W -)
n |

Ya'ni ikkinchi gator ikkinchi hadidan boshlab, birinchi hadi —

va maxraji = - bo'lgan, cheksiz kamayuvchi geometrik

progressiyaning barcha hadlari yig'indisidan iborat. Shu sababli,
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bu gator  yaginlashuvchi gator bo'lib, yigMndisi

1+ 2 I—E;atengdir.
i 2

6-teorema: Agar barcha «=1,2,3,... lar uchun a’p<bl‘l
L
boMib, Yjan uzoglashuvchi boMsa, ~ b n ham uzoqlashuvchi

gatordir.
Misol. Quyidagi
, 1 1 1 1
+ + +—f + " Ag%0r tetsur*isin-
Bi #+Ll4ls1y 1 garmonik qgatorni  olaylik,
n~1.23,... boMganda ekanligini ko'ramiz, hamda

« V«
garmonik qator uzoglashuvchi gatordir. Shuning uchun 6-
teoremaga asosan, berilgan gator uzoglashuvchidir.

Qator yaginlashishi yoki uzoglashishini boshga gatorlarga
taggoslamasdan, balki uning hadlaridan tuzilgan ba‘zi
Ko rinishdagi ifodalaming n—o00 dagi limiti giymatiga garab,
aniglovchi alomatlar ishlab chigilgan. Shulardan ba'zilarini
keltirib o‘tamiz.

Dalambei alontati: U holda

] musbat hadli gator boMib Cim-s™- = limit
= " an

mavijud boMsin.
1) agar b < 1 boMsa, gator yaqginlashuvchi;
2) agar b > 1 boMsa, gator uzoglashuvchi boMadi.
Isboti: Teorema shartiga ko‘ra

fim~aL = b.
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Yani har ganday etarlicha Kkichik musbat e-son
olinmasin, shunday o0 topiladiki, undan kichik bo'lmagan n lar

uchun
<f
tengsizlik o'rinli bo'ladi, ya'ni
b-s< <b+e, nEN,n>n0

1) b< 1 bo'lsin. Biz e sonni shunday tanlab olamizki, bunda
b +s< 1shart bajariladi. Agar b+s =q desak, 0 <qg < 1 bo'ladi.

O'z navbatida n>n0 lar uchun -3*-<q, yahi ami <am

an
tengsizlikka ega bo'lamiz.
Oxirgi tengsizlikni n=nt), n0O+\, n0+2,... lar uchun
yozsak, quyidagi tengsizliklar hosil bo'ladi:
<4*1 <a*4
YU<anl '

af* < an_g<ary

Qaralayotgan gatorning, ushbu

a™ \ +an*2+a”*34%
n- qoldig'ini garasak, uning hadlari C,, =an)gn-geometrik
progressiya hadlaridan tuzilgan ushbu

anfd+awHd2+a«y +"'

gatorning mos hadlaridan kichikdir. dator> 0<qg<I

bo'lgani sababli yaqginlashuvchi gatordir. U holda solishtirish
@

teoremasiga ko'ra n0 -goldig gator va undan esa ]Ta, qator

yaginlashuvchi ekanligi kelib chigadi.

281



1) Endi b>1 boMsin. Biz s>0 shunday tanlab olamizki
b-e>1 boMadi. U holda w>»0 lar uchun

\' <Vi<VvV<":'-

Bu munosabatlar garayotgan musbat gator hadlari o*sib
borishligini, hamda %iwrga,,*o ekanligini ko'rsatadi. Bu esa
gator yaginlashining zaruriy sharti  bajarilmayotganligini

®

bildiradi. Demak, />>1 boMganda ]Ta, uzoglashuvchi qator
i

ekan.

Eslatma: Agar b=1 boMib qolsa, gatorlaming ba'zilar
yaginlashuvchi boMsa, ba'zilari uzoglashuvchi boMadi.

Demak, Dalamber alomatini b = 1 da goMlab boMmaydi.
Bunday xollarda gatorni boshga alomatlar yordamida tekshirish
zarur.

Misollar:
LUshbu 1412 4123, .. qatorni  yaginlashuvchilikka
1-3 1-3-5
tekshiring.
Yechish: Qatorning umumiy hadi
1-2-3-...-n n\

1-3*5-...-(2u-1)  (2w-I)!!

» 4<|
»>an  »*(2AFH)H  fi »(2»-1) 272H) i *ohtl 2

Demak, berilgan gator yaginlashuvchi ekan.
o |

2. Garmonik gator ¥ —tekshirilsin.

Tin
Yechish, bu erda:
tim ———=tim— =1,
»*% »»*n+l 1 »-*@w+
ya'ni ft=1. Eslatmaga asosan, bu gatorni boshga usul bilan

tekshirish kerak boMadi.
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)I'(2”
3. %( — qator tekshirilsin.

Tn
Yechish: Bu erda
3” 3™
n >arlX:w+i
tig " = tig " "n i~ =3etim—ll-=3>1
“n n+1 XC 1 -] e ) 1

n
Dalamber alomatiga ko‘ra gator uzogiashadi,
4. V ———- qator tekshirilsin.
N +1)
Yechish: Bu gatorda
1 1
a(n+1)’ a'A (w+1)(w+2) Va

lim =tint A =tim- N =tim— =1
an "’\®(V|+1)(n+2) +2 M*j+2
n
Lekin, bu gqatorning yaginlashuvchi ekanligini, 3- ta'rifidan

keyinmisol 1da ko‘rgan edik.
X

Koshi alomati: %)\an (an> 0) gator uchun (imtrfa”™ = q

bo'lsin.
U holda: g <1 bo'lganda qator yaginlashuvchi, q > ]
bo'lganda gator uzoglashuvchi bo'ladi.
Bu erda ham <-1 bo'lib golsa, gator yaginlashuvchi yoki
uzoglashuvchi ekanligi ochig goladi.
Misollar:
1 +_1_+_1_+... qatortekshrrllsln
tnl In13 In A
Yechish: Qatorning umumiy hadi.

a''= * n| B ko'rinishga ega.

Bundan.
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iimtJcT =tim J-—-—-r—r=tim———r=0<1, demak
» £n'(n+1) «@>?n(n+1l)

berilgan gator yaginlashuvchi ekan.

~f(4/»-1))V -
2 1 gator tekshirikin.
A=\ (9I + 2)
Yechish:
tinaJa~ -tim --—-—-—-- =4 > 1, ya'ni berilgan gator uzoglashuvchi.
n mo* n-x» [2+2
Koshining integral alomati. Agar | sonli gator

«d
berilgan bo'lsa, uning umumiy hadini natural sonlar to'plamida
aniglangan an=fin) funksiya deb garash mumkin, ya'ni

=R/(W
Keyinchalik fix) funksiyani [l,o0) oraligda qaraymiz.
7-teorema. Agar f(x) funksiya x >1 bo'lganda musbat
@
uzluksiz funksiya bo'lib, | f{x)dx xosboimagan integral
i
to
yaginlashuvchi bo'lsa, u holda £a, yaginlashuvchi gator
=i
bo'ladi va ushbu xosbo'Imagan integral uzoglashsa, gator ham
uzoglashuvchi bo'ladi.
® j
Misollar: gatorning  yaqinlashuvchi  ekanligi
ml n*

ko'rsatilsin.
Yechish:  Qator umumiy hadi. < =f(n)=-—
n

ko'rinishda.
Qatorga mos keluvchi xosbo'Imagan integralni hisoblaymiz;
a° w - N »

ff(xzdx:I—dxztlm\— t|m 'Jﬁl N_@r —+11 1<4-00
J Vv JY N
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®
Demak: ¥ yaginlashuvchi gatordir.

n
S
2. Y —-garmonik gator uzoglashuvchi gatordir.
£in
Isbot: Qator umumiy hadi,
aH=f(n)=-
Bunga ko‘ra:
03 W - Wy X »
ff(x)Ix ={-dx =(im\™ =lim Inxf =£im[InN+0Q]=o00
[ in 1 Lo

x|
Shunday qilib, ]JT— garmonik gator uzoglashuvchi gator ekan.
JE=1

Ishorasi almashuvchi gatorlar
Agar {a,,} ketma-ketlik elementlari musbat bo'lsa

ax-a2+a3-ad+... 4

ko‘rinishidagi gator ishorasi almashuvchan gator deyiladi.
8-teorema (Leybnits teoremasi): Agar (4) ishorasi
almashuvchan gatorda a, >a2>ar > ... >a,,> ... bo‘lib,

uning umumiy hadi nolga intilsa (g(_iﬁ}a =Q), u holda (4)
yaginlashuvchi gator boMadi.

Isboti: S,, bilan (4) qator xususiy yigMndisini
belgilaymiz. Agar (imSn chekli ekanligini ko’rsata olsak
teorema isboti kelib chigadi.

Avval: S2mxususiy yigMndini olib, uni
=(ai~ar)+{ar-<0 + "'+ (a2*i~ a2«
ko'rinishda yozib olamiz. Teorema shartidan ak]-ak>0 va
S2n> 0, hamda S2mketma-ketlik o‘suvchiligini aniglaymiz.
Shu bilan birga S2myigMndi uchun
S2n=ax~(a2-a3d)-(aA-a})--—- (adm,2-a 2mt) -a2m
Demak, S2n< a},
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Shunday qilib, {S2e(} yugoridan chegaralangan monoton o'suvchi
ketma-ketlik ekan. Bunday ketma-ketlik m -> 00 da chekli
S liment ega boMadi, ya'ni timS~ =S.

JWKC

Ushbu  S2rfi =S2n+a2rfi  tenglikdan va  teoramaning
tima2 =0 shartidan

timS, , =timS2n+tima, .=S+0-S

tenglik kelib chigadi.
Shunday qilib, timSn=S <oo. Demak, (4) yaginlashuvchi

gatordir.

Misollar.
1. Quyidagi
I 2 J JL

3 32+33 34+ "
gator yaginlashuvchi gatordir.
Chunki,

X1 _2_1_4
>—> - >— Delie

Heragrier
2) timan=tim-~-=0 Demak, Leybnits teoremasi

shartlari bajariladi.
2. Ushbu

gator uchun Leybnits teoremasi shartlari bajarilgani sababli, u
ham yaginlashuvchi gator boMadi. Lekin bunday gatorlarning bir-
biridan ajralib turuvchi xossalari borki, ularni biz keyinroq
keltiramiz.
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Absolyut va shartli yaginlashuvchi qatorlar
Bizga hadlari ixtiyoriy soniardan tashkil topgan, ushbu

D

” ©)
x

gator berilgan bo‘lsin. Bu qgator hadlari modullaridan iborat
boMgan, ushbu

a,ta2+a3+ees +«

W+W K [ +-+ K1+ - £ K |

gatorni garaymiz, o
O-teorema. Agar Ll |nB| gator yaginlashuvchi boMsa, u
Hi

holda ~ gator ham yaginlashuvchi boMadi.
mi
Isboti. Yordamchi

%_I @*+kl)~fo+k D+ta+kl)+

gatorni garaymiz.
Modul Xossasiga ko'ra

O<a,+K|E2]|a, |« =123,-~ boMib, £]a,| A4ator
>

yaginlashuvchiligiga asosan, ~ (2 |an|) gator ham yaginlashuvchi
jz=1

gator boMadi. O'z navbatida taqgoslash teoremasiga ko'ra (7)
gator yaqinlashuvchi boMadi. Ushbu

E*»=£(*»+kl)-£kI

(xt

tenglikdan gatoming yaginlashishi kelib chigadi.
m

®

Teskari tasdig o'rinli emas, ya’ni yaginlashuvchi boMsa,
«
w

Ela,,j yaginlashuvchi boMishi shart emas.
N
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Shunday holatlar bo'ladiki ~ a n yaginlashuvchi, ammo

1T |nv| uzoglashuvchidir.

Bunday hollami tartibga keltiruvchi ayrim tushunchalarni
kiritamiz.
ty
4-ta'rif. Agar berilgan gator hamda uning hadlari
ml

modullaridan tuzilgan ]I|a,,| gator ham yaginlashuvchi bo'lsa,u
fisl

holda £ a,, absolyutyaginlashuvchi gator deyiladi.

®
5-ta’rif. Agar Jlrarm yaginlashuvchi gator boMib, ~|a,, |
«l ™~
)
uzoglashuvchi boMsa, gator shartli yaginlashuvchi gator
«
deyiladi.
Misollar: 1) 1—1 +1————1—— +1 ————————— ! + oo gator
2 4 8 16 32
tekshirilsin.
Yechish. dator- maxraji q=-< 1
n=I *=4 * L

boMgan cheksiz kamayuvchi geometrik progressiyaning barcha
hadlari yig'indisi sifatida yaqginlashuvchi gatordir. Demak,

1l
24 8
absalyut yaqinlashuvchi gator boMadi.
2) 1- — — 1~ qator tekshirilsin.
2 3 4 Ji=1 n

Yechish. Bu qgator ishorasi almashuvchan qator boMib,
Leybnits teoremasining barcha shartlarini ganoatlantiradi, ya’ni
yaqginlashuvchi gator.

Lekin uning hadlari modullaridan tuzilgan:

a:+ L(_L(_-ou H_l_ f oo
2 3 n
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gator garmonik gator bo'lib, uning uzoglashuvchi gator ekanligi
bizga ma'lum.

2“ 1
Shu sababli, (- I' —shartli yaginlashuvchi gator ekan.
1 n
Mashqglar. Quyidagi qatorlarning absolyut yoki shartli
yaginlashishi aniglansin.

af.b T

ft1’ (r-if e ft 2»-i

7.2.Funksional va darajali gatorlar
«b

6-ta'rif. Hadlari funksiyalardan iborat boMgan ]T/,, (x)
))—I
ko‘rinishdagi gatorlarga funksional gator deyiladi.

Misollar.
X))

DIT tnnx = thx + (N2X + iN1X + eee,
H

m ~ sin/ix . sin2x  sin3x
) 2-—~ =smx+—J-+—r-+">
7-ta’rif
=a0+a\*Z+ o7 4+« ,*" + e (8)
m=

ko'rinishdagi funksional gatorga darajali gator deyiladi. Bu erda
an - darajali gator koeffitsentlari deyiladi.

Misollar.
1Y 1-7n - Xl:x~£+_xci____x.4+ooo:
fd A 2 3 4

2T 2nIx2(8,) = 1+ 2X2+ 4X4 + 8X6 + eee
n=|
Funksional gator uchun asosiy masaia uning
yaginlashuvchi yoki uzoglashuvchi ekanligini aniglash, bu holat
sonli gatornikidan farglidir. Darajali gatoming yaginlashuvchi
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yoki uzoglashuvchi bo'lishi asosan g o'zgaruvchining ganday
giymat gabul gilishiga bevosita bogMiq boMadi.
8-ta'rif. Agar (8) gator x =X, boMganda yaginlashsa, u
holda (8) darajali gator x = x, nuqgtada yaginlashuvchi deyiladi.
®

9-taVif. x of‘zgaruvchining ‘£a,,xn darajali gator
Mag

yaginlashadigan barcha giymatlari to‘plamiga, ushbu darajali
gatorning yaginlashish sohasi deyiladi va £)(S) bilan belgilanadi.

a?
Misol: JTX" =1 + X+ X2+ %%+ X7 +*ee
™
darajali gator x o'zgaruvchining (-1, 1) oraligdan olingan har bir
giymatida cheksiz kamayuvchi geometrik progressiya yig'indisi
sifatida yaginlashuvchi bo'ladi. Demak bu gator uchun
£>(£)=(-10.

Ta'kidlash  lozimki, ixtiyoriy darajali  qatorning
yaginlashish sohasi bo‘sh emas chunki har ganday darajali gator
hech bo'lImaganda x = 0 da chekli yig'indiga ega.

10-teorema (Abel teoremasi). Agar (1) darajali gator

biror x =x0 da yaginlashsa, u holda bu qgator |x|<|x0| shartni
ganoatlantiruvchi barcha x larda ham yaginlashuvchi bo'ladi.
Isboti. Bu erda x0* 0 deb garash kerak, chunki x0=0

bo'lsa, |x|<0 shartni ganoatlantiruvchi to'plam bo'sh to'plamdir.

(o))

Teorema shartiga ko'ra, “larax0" sonli qator
el

yaginlashuvchi. Sonli qator yaginlashishining zaruriy shartiga
asosan, limanx " =0.

U holda shunday c¢ >0 sonni topa olamizki, barcha n=1,2,3,...
uchun |six0”| < ¢ boMadi.

Endi |x| <|x0j shartli ganoatlantiruvchi ixtiyoriy x ni olib,



tengsizlikni ediborga olsak, cheksiz kamayuvchi geometrik
progressiya hadlari yig“indisi bo‘lgan

gator yaginlashuvchiligidan, solishtirish teoremasiga asosan (8)
gatoming yaginlashuvchiligi kelib chigadi. Demak, (8) darajali
gator |x|<|jcO| shartni bajaruvchi barcha x larda absolyut
yaginlashuvchi gator ekan. Teorema isbot bo‘ldi.

Quyidagi natija ham o'rinlidir. Agar biror x=x0
giymatda (8) darajali qgator uzoglashuvchi bo'lsa, u holda
[r] > |30 tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha x larda (8) qator
uzoglashuvchi bo'ladi.

Bu tasdiglar darajali gatoming yaqinlashish va
uzoglashish nuqtalari to'plamlarini aniglashga yordam beradi.

Xususan: (8) gator x=x0 da yaginlashuvchi bo'lsa,

_y(-|xn[;|jf0]) intervalda yaginlashuvchi shuningdek x =x0 da

uzoglashuvchi  bo'lsa, (8) aqator (-co;-|x0) va(jx0|;00)

interval larda uzoqglashuvchi bo'ladi.

Quyidagi teoremani isbotsiz keltiramiz.

11-teorema. Agar (8) darajali gator x ning bazi
giymatlarida  yaginlashuvchi, ba’zi giymatlarida  esa
uzoglashuvchi bo'lsa, u holda yagona shunday M >0 son

topiladiki, (8) darajali gator x ning |x)<J1/ tengsizlikni
ganoatlantiruvchi giymatlarida absolyut yaqinlashuvchi, x ning
X >M  tengsizlikni  ganoatlantiruvchi  giymatlarida esa
uzoglashuvchi bo'ladi.

Bu teorema yordamida topilgan M soniga (8) darajali
gatoming vyagqinlashish radiusi, (-M,M) interval esa uning

yaginlashish intervali deyiladi.
Quyidagilami eslatib o'tamiz.
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Qatorning berilishiga garab M chekln son yoki R =0
bo'lishi mumkin. Ya'ni shunday darajali qgatorlar borki, ular
(-00,00) da yaginlashuvchi gator boMadi.

Agar M chekli son boMsa, u holda darajali gatorning
yaginlashish radiusi

a
M-tim—— yoki M =fim-—-- formula bilan aniglanadi.

Umuman darajali gatorning yaqginlashish radiusi R bilan
belgilanadi (/u=R).

Agar R chekli son boMsa, Abel teoremasidan (8) darajali
gatorning Z)(E) =(-/?;/?) sohada yagqginlashishi kelib chigsada,

Xx=-R va x =R da gatorning yaqginlashishi yoki uzoglashishi
ochig goladi. Bu masala har bir darajali gqator uchun alohida -
alohida ko‘rib chigiladi.

Misollar.

l) AX" = 1+X+X2+oo.+ 'q'"+co.

gatorning yaginlashish radiusi aniglansin.
Yechish. Berilgan gatorda an=1, n=1,23,...

R=P.im-~- =timl =1
KA f —+©

gatorning yaqinlashish radiusi topilsin.
Yechish. Bu erda

ekanligidan

3 ——- qatorning yaginlashish sohasi aniglansin.
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Yechish. Berilishiga ko‘ra

1 1
an~|_|2+} (w+1\)2+1
. . | 1 2/1+ 2
N=tim&. - gmt ) 2L filw JiTrir2 g
" oM n+1 n =1

Abel teoremasiga ko‘ra garalayotgan gqator (-1,1) intervalda
yaginlashadi. 0 ‘z navbatida

[ 1

roll +1
gator yaginlashuvchi boMganligi  sababli, =—-lvax=1
giymatlarda qgator absolyut yaginlashuvchi gator boMadi. Natijada
berilgan gator [-11 da absolyut yaginlashuvchi, W>1
boMganda esa uzoqlashuvchi gator boMadi.

4 xn
4Y - gatoming yaqinlashish sohasi aniglansin.
+2
Yechish. Berilganiga ko‘ra a,, = /—— u holda
]t
MKQO/H 2
Agar x = 1 desak gator
A> ------__+1 41 +.

hn+2 2 3 4

ko‘rinishni oladi. Bu gator uzoglashuvchi gatordir.
Endi x =-1 deb olsak,

S« +2 2 3 4 5
ko‘rinishdagi ishorasi almashuvchan qatorga ega boMamiz.
Leybnits teoremasi shartlari bajarilganligi uchun bu gator
yaginlashuvchidir.
Shunday qilib qaralayotgan darajali qator (-1,1) da
absolyut yaginlashuvchi, =D da yaginlashuvchi,

IX| > Ix e (-a0;-1)U[l;00) da uzoglashuvchidir.
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5 Ushbu HXA gator tekshirilsin.

Yechish. Bu yerda a,, =\ yaqginlanish radiusi

A 1 3 1 ‘
ti_m*t%e L, rr
7 3"
Agar x=-3 va jc—3 deb olinsa, mos ravishda
ft-0
va uzoqglashuvchi gatorlar hosil bo‘ladi. Bu gatorlar uchun

n0
yaginlashishning zaruriy sharti f.iman=0 bajarilmaydi.

Demak, berilgan qator (-3,3) intervalda absolyut
yaginlashuvchi va barcha |x| >3 giymatlarda uzoglashuvchi

gatordir.

Darajali gatorlami differentsiallash va integrallash

Darajali gatorlar muhim amaliy xususiyatlarga ega. Shu
sababli, ulaming ba'zi xossalarini o'rganamiz.

Anglash giyin emaski, darajali gator o‘zining {-R\R)
yaginlashish sohasida x o‘zgaruvining

/ *) = ”*"
(*) ]n;>

funksiyasini aniglaydi.

Bu f{x) funksiya (~R;R) vyaginlashish sohasida
uzluksiz boMib, istalgan tartibli uzluksiz hosilalarga egadir. Shu
bilan birga f (x) hosila yuqoridagi gator hadlarining hosilalari
yig‘indisiga tengdir, ya’ni o

f'(x)=ax+2a2x +ee+«a,,xn" +—=Y na»x” e

Xuddi shuningdek,
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[o(X)=£ 4 -1VX-2/'(*)= -IX»- 2K*' |

A»2 n«3

va hakazo.
Bu xossa, odatda «darajali gatorni hadma-had
differensial lash» xossasi deb yuritiladi.

Shu kabi «Darajali gator yigMndisining integrali, gator
hadlari integrallarining yig‘indisiga tengdin> mazmundagi xossa
ham o'rinlidir.

Ya'ni (-R;R) oraligdan olingan har ganday & uchun

r%/(/x)\axze+an><mi’-y* +a§<|_+ ..... + ...
J 0 2 3 n+1

7.3. Teylor va Makloren qatorlari.
®
Yugorida ]I anx" darajali gator, o'zining yaginlashish
(3]

sohasi (~R,R) da uzluksiz f(x) funksiyani ifodalab, shu
oraligda /(.r) funksiya istalgan tartibli hosilaga ega boMishi
keltirilgan edi.

Endi biror oraligda istalgan tartibli hosilaga ega boMgan
y =f(x) funksiyani darajali gatorga yoyish masalasini
oMganaylik.

“Teylor formulasi” deb ataluvchi, ushbu formula

IV =.JW +:~I( x-xo)+/\~2-{x-x0f e (*-*)"+R,(x) (9)

o‘rinlidir. Bu erda Rn[x) goldig had.
10-ta'rif. Agar y - f(x) funksiya x=x0 nugtaning
biror atrofida istalgan tartibli hosilaga ega boMsa:

1 £ w
(10)
ko‘rinishdagi gator f(x) funksiyaning Teylor gatori deyiladi.
Agar e'tibor bersak, bu gator ma'lum qonuniyat bilan
tuzilgan darajali gator ekanligini ko‘ramiz. Uning koeffitsentlari
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f(x) funksiya va uning hosilalarining x =x0 nugtadagi
giymatlar orgali ifodalangan.

0 ‘mi kelganda (10) ga y =f(x) funksiyaning x = x0
nuqta atrofidagi Teylor gatoriga yoyilmasi deb ham ataladi.

Agar (10) da x0=0 deb olinsa, ushbu gator

r(x)y=tt + T Xx+T XT+ ...+ X-+...
il 2! n\
Makloren gatori deb ataladi.

Bu kabi qatorlardan funksiyalarning giymatlarini
hisoblashda keng foydalaniladi.

Agar funksiya uchun formal holda Teylor yoki Makloren
gatori yozilgan boMsa, bu gator berilgan funksiyani ifodalashini
isbot gilish uchun qoldig hadining nolga intilishini isbotlash yoki
bu gatorning garalayotgan funksiyaga yaqinlashishini bosliga
biror usul bilan ko‘rsatish kerak bo'ladi.

Ba'zi elementar funksiyalarning Makloren qatoriga
yoyilmalarini keltiramiz:

. X X *5 el )\(l*er-I
SMX = X ------ +—+m+((-|n¥
3 o v ' (2V-1)
X XX ° ( n\n X2
COSX = | =====t -moommmeeee soet (-1
4 6 v 7 (in)
X3 X"
i =1+ X H-—- 1-------Veee + e hm
3 n\

Bu qatorlarning har biri uchun timR (x)=0 bo‘lgani

sababli, x ning har ganday giymatida ya'ni xe(-00;00) da
yaginlashuvchi  bo'lib, mos  ravishda  sinx, cosx, ex
funksiyalami ifodalaydi.

Funksiya yoyilmasini ifodalovchi Teylor yoki Makloren
gatorining  yaginlashish  sohasi  funksiyaning aniglashish
sohasidan fargli (uning ma'lum gismi) boMishi mumkin.

Misollar:
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L /(gr)=tn(l+m) funksiya uchun />(/) = (- 1;-Hc)
boMsada,

fR\+X)=X-— +— +...+(-1)— +oee
(\ +x) >3 ()n

gator fagat (-1; 1) oraligda o'rinlidir.
2.

a_ a(a-l) aga-1)7-(a- n+|% a,

/ 4a
1+X) =1+ —X+—--2-ar2+eee +
£/ ) 1 2! A

n\
yoyilma jx) < 1 bo‘lgandagina ma'noga ega boMadi.

Xulosa
Qatorlar musbat hadli, ishora almashinuvchi va shartli,
absolyut yaginlashuvchi qatorlarga ajratib, to‘la keltirilgan va
tegishli misollar bayon gilingan. Funksional va darajali gatorlar
nazariyasi keltirilgan.

Tayanch iboralari
Qator, vyaginlashuvchi gator, musbat hadli gator,
funksional va darajali gatorlar.

Takrorlash uchun savollar

Musbat hadli qatorlar yaginlashish hagidagi solishtirish
teoremalarini ayting.

Yaginlashuvchi gatorlar uchun Dalamber teoremasi.

Koshi teoremasini ayting.

Koshining integral alomatini ayting.

Leybnits teoremasini ayting, misollar keltiring

Absalyut yaginlashuvchi gatorga misol keltiring.

Shartli va absolyut yaginlashishlami tushintiring.

Funksional gatorlarga misollar keltiring.

Darajali gator nima va uning yaginlashish radiusi ganday
topiladi.
. Darajali gatorlarni differentsiallash va integralash qoidalarini
ayting.

=

© O~NO kWD

(=Y
o
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