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ÏÐÅÄÈÑËÎÂÈÅ

Учебное пособие предназначено для подготовки специалистов в обла-
сти управления, экономики, информационных технологий, преподавате-
лей и научных работников, использующих вероятностные и статистиче-
ские подходы в повседневной работе, и содержит теоретические основы и 
прикладные методы теории вероятностей и математической статистики.

В процессе подготовки данных специалистов (бакалавров, магистров) 
традиционно математико–статистические дисциплины вызывают слож-
ности освоения у студентов. Данное пособие призвано помочь студентам, 
особенно обучающимся в системе вечернего и заочного образования, по-
нять прикладной, практический смысл проблем, решаемых с помощью 
математического аппарата теории вероятностей и математической ста-
тистики.

Методы теории вероятностей широко применяются в различных от-
раслях науки и техники: в теории надежности, теории массового обслу-
живания, при экономическом обосновании различных хозяйственных 
процессов, в теоретической физике, геодезии, астрономии, теории оши-
бок, теории управления, теории связи и во многих других теоретических 
и прикладных науках. Теория вероятностей служит для обоснования ма-
тематической статистики.

Математическая статистика – раздел математики, изучающий мето-
ды сбора, систематизации и обработки результатов наблюдений с целью 
выявления статистических закономерностей. Методы математической 
статистики используются при планировании организации производства, 
анализе технологических процессов, для контроля качества продукции и 
многих других целей.

Учебное пособие состоит из двух разделов и четырнадцати глав, каждая 
глава содержит не менее четырех параграфов. Главы имеют сквозную ну-
мерацию. 

Формулы обозначены тремя цифрами: первая цифра – номер главы, 
вторая цифра – номер параграфа, третья цифра – порядковый номер фор-
мулы в параграфе.

В первом разделе рассматриваются основные положения теории ве-
роятностей: основные понятия теории вероятностей, комбинаторные 
методы решения вероятностных задач, основные теоремы и формулы 
теории вероятностей, случайные величины, их законы распределения, 
системы случайных величин и предельные теоремы теории вероятностей.



Во втором разделе даются основы математической статистики: выбо-
рочный метод в математической статистике, оценивание законов распре-
деления и моментных характеристик случайных величин по результатам 
испытаний (наблюдений). Учебное пособие содержит значительное число 
примеров, иллюстрирующих теоретические положения.

После каждой главы приведены контрольные вопросы и задания, их 
объем вполне достаточен для организации практических занятий по ре-
шению задач и организации самостоятельной работы студентов.

В основу учебного пособия положен курс лекций, которые читались 
автором многие годы в Московском финансово-промышленном универ-
ситете «Синергия» и основные положения учебного пособия под его ре-
дакцией «Теория вероятностей и математическая статистика в примерах и 
задачах». Порядок изложения теоретического материала в учебном пособие 
построен таким образом, чтобы подготовить студента к самостоятельному 
решению задач по всем основным темам курса теории вероятностей и 
математической статистике.

При подготовке учебного пособия использовано большое количество 
литературы (список прилагается).

Автор выражает большую благодарность заслуженному работнику выс-
шей школы РФ, профессору В. Б. Монсик за рецензирование рукописи и 
сделанные им замечания

 

   Ââåäåíèå
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Ðàçäåë I
ÒÅÎÐÈß ÂÅÐÎßÒÍÎÑÒÅÉ

ÃËÀÂÀ 1

ÎÑÍÎÂÛ ÒÅÎÐÈÈ ÂÅÐÎßÒÍÎÑÒÅÉ

1.1. Ñëó÷àéíîå ñîáûòèå. Êëàññèôèêàöèÿ ñëó÷àéíûõ ñîáûòèé

Первичными понятиями теории вероятностей являются такие понятия, 
как испытание и событие. 

Случайным называется событие, которое может произойти или не про-
изойти в результате некоторого опыта (испытания, эксперимента).

Случайные события принято обозначать прописными буквами латин-
ского алфавита: A, B, C, …, X, Y, Z.

Опыт (испытание, эксперимент) – это процесс, включающий опреде-
ленные условия и приводящий к одному из возможных исходов. Исходом 
опыта может быть результат наблюдения или измерения.

Примеры случайных событий:
A = {выпадение “решки”};
B = {выпадение “орла”} – при бросании монеты;
C = {появление “7” очков}  – при бросании игральной кости;
D = {в аудиторию вошла студентка};
E = {в аудиторию вошла студентка старше 18 лет}. 
Случайные события могут состоять из нескольких элементарных со-

бытий, подразделяющихся на:
 достоверные;
 невозможные;
 совместные;
 несовместные;
 единственно возможные;
 равновозможные;
 противоположные.
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Ãëàâà 1. Îñíîâû òåîðèè âåðîÿòíîñòåé

Событие, которое обязательно произойдет в результате опыта (испыта-

ния, эксперимента) называется достоверным (пример A и B). Достоверные 

события будем обозначать .

Событие, которое не может произойти в результате данного опыта (ис-

пытания, эксперимента) называется невозможным (пример C).

Обозначение: Ø. 

Несколько событий называются совместными, если в результате опыта 

(испытания, эксперимента) появление одного из них не исключает воз-

можность появления других (пример D и E).

Несколько событий называются несовместными в данном опыте (ис-

пытании, эксперименте), если появление одного из них исключает воз-

можность появления других (пример A и B).

События называются единственно возможными, если в результате опыта 

(испытания, эксперимента) хотя бы одно из них обязательно произойдет 

(пример A и B).

Несколько событий называются равновозможными, если в результате 

опыта (испытания, эксперимента) ни одно из них не имеет объективно 

большую возможность появления, чем другие (пример A и B).

Два единственно возможных и несовместных события называются 

противоположными (пример A и B).

Совокупность всех единственно возможных и несовместных событий 

называется полной группой событий.

События, которые образуют полную группу, несовместны и равновоз-

можны, называют случаями (пример A и B).

1.2. Äåéñòâèÿ íàä ñëó÷àéíûìè ñîáûòèÿìè

Îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ ñîáûòèé

Произведением или пересечением двух событий A и B называется собы-

тие C, состоящее в совместном появлении события A и B. 

                                                                 C=AÂB                                                    (1.2.1)

Для иллюстрации действий над событиями будем использовать так 

называемые диаграммы Венна1.  

Операция умножения событий (рис. 1.2.1.).
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Операция умножения событий эквивалентна логической операции «и». 
В этом смысле формула (1.2.1) может быть представлена как:

                                                              C=A и B                                                   (1.2.2)

Ïðèìåð 1.
По некоторой цели производятся 3 выстрела. 
Рассматриваются события A1, A2, A3 – попадание в цель первым, вто-

рым и третьим выстрелами, V – попадание в цель всех трех выстрелов. 
Тогда очевидно:

V = A
1
 · A

2 
· A

3
.

В данном примере рассматривается произведение трех событий – со-
бытие V. Иллюстрация дана на рис. 1.2.2.

 

A
3

Ðèñ. 1.2.2. Ïðîèçâåäåíèå òðåõ ñîáûòèé

A
1

A
2

V

Тогда по примеру 1 в общем случае, произведение нескольких событий 
A

1
, A

2
, A

3
,…, A

n
 можно записать следующим образом: 

                                                         ܸ = ෑ ௜௡ܣ
௜ୀଵ  

.
      

                                         (1.2.3)

1 Джон Венн (John Venn, 1834 1923) – английский математик-логик, построивший гра-
фический аппарат диаграмм. Основные труды: “Логика случая” (1866 г.), “Символическая 
логика” (1881 г.).

Ðèñ. 1.2.1. Ïðîèçâåäåíèå äâóõ ñîáûòèé

A

B

C=AB
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Ãëàâà 1. Îñíîâû òåîðèè âåðîÿòíîñòåé

и заключается в появлении в данном опыте событий A
1
, A

2
, A

3
, …, A

n
 вместе, 

то есть события A
1
 и события A

2
, …, и события A

n
.

Îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ ñîáûòèé

Суммой двух событий A и B называется событие D, состоящее в появ-
лении события A или B, или обоих вместе.

Диаграммы Венна для несовместных и совместных событий будут раз-
личаться и представлены на рис. 1.2.3 и 1.2.4. 

 D=A+B  (1.2.4)

Операция сложения двух несовместных событий эквивалентна логи-
ческой операции «или». В этом смысле формула (1.2.4) может быть пред-

ставлена как: 
 D=A или B  (1.2.5)

Сумма нескольких несовместных событий A
1
, A

2
, A

3
, …, A

n
 может быть 

записана в виде:
                                                                                                                                                      

 

  
ܦ = ෍ ௜௡ܣ

௜ୀଵ .     (1.2.6)

Как видно из рис 1.2.4, сумма двух совместных событий представляет 
собой их объединение, которое состоит в появлении в данном опыте хотя 

Ðèñ. 1.2.3. Ñóììà äâóõ íåñîâìåñòíûõ ñîáûòèé

A B

D = A+B

Ðèñ. 1.2.4. Ñóììà äâóõ ñîâìåñòíûõ ñîáûòèé

A

B

AB
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бы одного из перечисленных событий – события A или события B или 
событий A и B вместе:

 C =A U B. (1.2.7)

Формула (1.2.7) эквивалентна логической записи:

 C=A или B или AB. (1.2.8)

Объединение нескольких совместных событий  может быть представ-
лено в виде:

   

ܥ = ራ ௜௡ܣ
௜ୀଵ .  (1.2.9)

Îïåðàöèÿ âû÷èòàíèÿ ñîáûòèé

Разностью двух событий A и B называется событие F, которое состоит 

из всех исходов, принадлежащих A, исключая исходы, принадлежащие B:

 F = A – B. (1.2.10)

На диаграмме разность событий представлена рис. 1.2.5.

Îïåðàöèÿ äîïîëíåíèÿ

Дополнением события A до события  называется событие A
-   –   

, несо-
вместное с A и образующее с ним полную группу событий (рис. 1.2.6). 
Дополнение A до  можно выразить в виде разности:

ܣ  = ȳ െ (1.2.11) .  ܣ

События A и ܣ    являются противоположными событиями. 

Ðèñ. 1.2.5. Ðàçíîñòü äâóõ ñîáûòèé

A

F

B
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Ãëàâà 1. Îñíîâû òåîðèè âåðîÿòíîñòåé

Следовательно, для противоположных событий справедливы следую-
щие соотношения:

ܣ   + ܣ = ȳ , (1.2.12)

ܣ   ή ܣ = (1.2.13) . ׎

1.3. Àêñèîìàòè÷åñêîå îïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè ñîáûòèÿ

Аксиоматическое определение вероятности было создано в 1933 году 
А. Н. Колмогоровым2.

Вероятностью P(A) называется числовая функция, определенная для 
всех событий A поля S (поля событий для данного эксперимента) и удов-
летворяющая трем аксиомам вероятностей:

Àêñèîìà 1 (неотрицательности): P(A)≥0. Âåðîÿòíîñòü íåîòðèöàòåëüíà.

Àêñèîìà 2 (нормировки):. Âåðîÿòíîñòü äîñòîâåðíîãî ñîáûòèÿ ðàâíà åäèíèöå.

Àêñèîìà 3 (аддитивности). Âåðîÿòíîñòü ñóììû íåñîâìåñòíûõ ñîáûòèé  A
1
, 

A
2
, A

3
,…, A

n
 ðàâíà ñóììå âåðîÿòíîñòè ýòèõ ñîáûòèé:

 

ܲ ෍ ௜௡ܣ
௜ୀଵ = ෍ ௡(௜ܣ)ܲ

௜ୀଵ ௝ܣ௜ܣ       , = ݅    ,׎ ് ݆ . (1.3.1)

Смысл этих аксиом: вероятность есть неотрицательная, нормированная 
и аддитивная функция.

Аксиоматическое определение вероятности не дает способа конкрет-
ного вычисления вероятности, поэтому используются другие определения 
вероятности, на которых остановимся ниже. 

2 Андрей Николаевич Колмогоров (25 апреля 1903 — 20 октября 1987) — советский ма-
тематик, один из крупнейших математиков XX века. Колмогоров — один из основополож-
ников современной теории вероятностей.

Ðèñ. 1.2.6. Äîïîëíåíèå ñîáûòèÿ A äî ïîëíîãî ïðîñòðàíñòâà

A A
–
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1.4. Êëàññè÷åñêîå îïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè

При классификации случайных событий мы использовали термин 
«возможность», то есть рассмотрели качественные признаки основных 
положений теории вероятностей.  Для того, чтобы сравнивать события по 
степени возможности их появления, необходимо ввести количественную 
характеристику, то есть выразить численно. 

Такой численной мерой объективной возможности наступления со-
бытия является вероятность события. 

Так называемый “классический” способ определения вероятности 
непосредственно используется для событий, называемых “случаями”.

Случаями (шансами) называют несовместные, равновозможные со-
бытия, образующие полную группу. Примерами событий, образующих 
группу случаев, являются:

 появление герба и цифры при одном бросании монеты;
 появление 1, 2, 3, 4, 5, 6 очков при однократном бросании игральной 

кости;
 появление различных шаров при вынимании наугад одинаковых на 

ощупь шаров из урны, содержащей несколько различных по цвету 
шаров.

Пусть события A
1
, A

2
, A

3
,…, A

n
 – несовместны, равновозможны и обра-

зуют полную группу – случаи, а события A
1
, A

2
, A

3
,…, A

m
 благоприятствуют 

появлению интересуемого нас события A (m n). Тогда вероятность собы-
тия A определяется по так называемой классической формуле:

  
(ܣ)ܲ = ݉݊

 .  (1.4.1)

где n – общее число случаев,
m – число случаев, благоприятствующих событию A.

Ñâîéñòâà âåðîÿòíîñòè ñîáûòèÿ:

1. Вероятность достоверного события равна 1: P( )=1.
2. Вероятность невозможного события равна 0: P(Ø)=0.
3. Вероятность случайного события есть положительное число, заклю-

ченное между 0 и 1: 0<P<1.

Таким образом, вероятность любого события: 0≤P≤1.

Ïðèìåð 2. Опыт заключается в однократном бросании игральной кости. 
Рассматриваются события:
A – появление четного числа очков;
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B – появление не менее трех очков;
C – появление хотя бы одного очка.
Определим вероятности этих событий.

Ðåøåíèå. 
Так как пространство исходов опыта – события A

1
, A

2
, A

3
, A

4
, A

5
, A

6
 – 

появление 1, 2, 3, 4, 5, 6 очков – образуют группу случаев, то искомые 
вероятности будем вычислять по формуле (1.4.1).

Событию A благоприятны исходы A
2
, A

4
, A

6
, (m

A
= 3) событию B благо-

приятны исходы A
3
, A

4
, A

5
, A

6 
(m

B
= 4), событию C благоприятны все исходы 

A
1
, A

2
, …, A

6 
(m

C
= 6). Вероятности этих событий соответственно равны:ܲ(ܣ) = 36 = 12 , (ܤ)ܲ = 46 = 23 , (ܥ)ܲ = 66 = 1 = ܲ( ) .

Ïðèìåð 3. В урне находятся 12 шаров, пять из них красных. Найти ве-
роятность, что наудачу вынутый шар – красный.

Ðåøåíèå. 
A={наудачу вынутый из урны шар – красный}. 
Всего шаров – 12, значит n=12 из них красных – 5, значит число бла-

гоприятствующих исходов m=5 . 
Тогда по формуле (1.4.1): (ܣ)ܲ = 512 .

1.5. Ñòàòèñòè÷åñêîå îïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè

Рассмотрим n одинаковых испытаний. Предположим, что результатом 
каждого испытания может быть появление или непоявление события A. 
Естественной характеристикой события A в этой последовательности ис-
пытаний является относительная частота (частость) его появления – от-
ношение числа испытаний, в которых событие A появилось, к числу всех 
проведенных испытаний. Обозначая относительную частоту (частость) 
события A через P*(A), а число появлений события A в n испытаниях через 
m

A
, получим:

(ܣ)כܲ  = ݉஺݊
 .  (1.5.1)

Относительная частота невозможного события Ø:
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(׎)כܲ  = ݊׎݉ = 0݊ = 0 . (1.5.2)

Относительная частота достоверного события :

)כܲ  ) = ݉݊ = ݊݊ = 1 . (1.5.3)

Относительная частота случайного события A, которое может поя-
виться или не появиться в результате испытания, очевидно, заключена 
между нулем и единицей. Поэтому относительная частота любого события 
представляет собой либо правильную дробь, либо равна нулю, либо равна 
единице:

 0 ൑ (ܣ)כܲ ൑ 1  ˋˎˋ ˅ %  0% ൑ (ܣ)כܲ ൑ 100% . (1.5.4)

При многократном воспроизведении серии из n испытаний в одинако-
вых условиях изменяется число появлений m

A
 события A в каждой серии, 

следовательно, изменяется (является случайной) и относительная частота 
события (1.5.1). 

Относительная частота события обладает замечательным свойством 
устойчивости, которое заключается в неограниченном приближении от-
носительной частоты события к некоторой постоянной величине при 
неограниченном увеличении числа испытаний. Рассмотрим пример, ха-
рактеризующий устойчивость частоты.

В таблице 1.5.1 приведены результаты испытаний известных уче-
ных-статистиков Бюффона и Пирсона по наблюдениям за частотой по-
явления герба при бросании монеты.

Òàáëèöà 1.5.1.

Ýêñïåðèìåíòàòîð ×èñëî áðîñàíèé 
ìîíåòû

×èñëî ïîÿâëåíèé 
ãåðáà ×àñòîòà

Áþôôîí (18 âåê) 4040 2048 0,5080

Ïèðñîí (íà÷àëî 20 âåêà) 12000 6019 0,5016

Ïèðñîí (íà÷àëî 20 âåêà) 24000 12012 0,5005

Результаты, приведенные в таблице, свидетельствуют о том, что от-
носительная частота появлений герба неограниченно приближается к 
числу 0,5, которое назовем статистической вероятностью события G и будем 
обозначать P(G). Таким образом, P(G)=0.50.

Мы ввели в рассмотрение статистическую вероятность – число, к ко-
торому неограниченно приближается относительная частота события при 
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увеличении числа испытаний. Характер сходимости частоты и вероятно-
сти впервые изучен Я. Бернулли3 и сформулирован в соответствующей 
теореме.

Величина X
n
 сходится по вероятности к величине a, если при сколь 

угодно малом >0 вероятность неравенства | X
n 
– a | < неограниченно 

приближается к единице при неограниченном увеличении числа n.
Применительно к частоте и вероятности это запишется в виде:

  

 
(ܣ)כܲ|)ܲ െ |(ܣ)ܲ < ) > 1 െ , ᩸᩸ > 0, ᩸᩸ > 0 .  (1.5.5)

Выражение (1.5.5) составляет содержание теоремы Я. Бернулли: частота 
события A при неограниченном увеличении числа испытаний сходится по 
вероятности к вероятности события A.

Следовательно, вероятность события P(A) есть численная мера степени 
объективной возможности события в данном испытании, и с понятием 
“вероятность события” мы связываем определенный практический смысл: 
на основании накопленного опыта мы утверждаем, что наиболее вероят-
ны те события, которые чаще происходят, а те события, которые редко 
происходят – наименее вероятны. Таким образом, понятие “вероятность 
события” связано с результатами опытов и, следовательно, с понятием 
“частота события”.

1.6. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ âåðîÿòíîñòü

Одним из недостатков классического определения вероятности собы-
тия, основанного на рассмотрении конечного числа равновозможных ис-
ходов испытания, является невозможность использования формулы (1.4.1) 
для случая бесконечного множества исходов испытания. Устранить этот 
недостаток можно используя так называемую геометрическую вероятность.

Общая задача, которая является моделью подхода к вычислению 
вероятности для такого случая, формулируется следующим образом. 
Рассмотрим на плоскости некоторую область G (рис.1.6.1) и область ᢕ G. 
В область G наугад бросается точка x так, что она может равновероятно 
попасть в любую точку области, следовательно, вероятность попадания 

3 Якоб Бернулли (1654-1705) – швейцарский математик, профессор Базельского уни-
верситета (с 1687). Фундаментальные достижения в теории вероятностей – разработка веро-
ятностной модели независимых повторных испытаний (испытания Бернулли). Дал первое 
доказательство закона больших чисел. Основной труд по теории вероятностей “Искусство 
предположений” (опубликован в 1713 г).
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в какую-либо часть области G, например, в область ᢕ, пропорциональна 
площади этой области и не зависит от её формы и расположения.

Поэтому, по определению, вероятность попадания точки x в область  
при её бросании наугад в область G (событие A), естественно, будет равна:

(ܣ)ܲ   = mes ݃mes G , (1.6.1)

где mes  – мера области  G,
mes G – мера области G.

В качестве меры могут выступать длина, площадь, объем, угол и другое.
Рассмотрим несколько примеров вычисления геометрических веро-

ятностей.

Ïðèìåð 4. Два лица A и B условились о встрече в определенном месте в 
течение часа после 12 часов. Лицо, пришедшее первым – предположим А, 
ждет встречи в течение 20 минут. Когда они заканчиваются, лицо А уходит. 
Какова вероятность встречи A и B, если они приходят независимо друг от 
друга в случайное время после 12 часов до 13 часов?

Ðåøåíèå. 

Ðèñ. 1.6.1. Ìîäåëü âû÷èñëåíèÿ ãåîìåòðè÷åñêîé âåðîÿòíîñòè

G

x

ᢕ

Ðèñ. 1.6.2. Ïðîñòðàíñòâî èñõîäîâ è îáëàñòü âñòðå÷è A è B

60

y

x0

(x, y)

g

G

20

20 60
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Обозначим моменты прихода A через X, а B – через Y. Для встречи A и 
B необходимо и достаточно, чтобы было выполнено условие | X– Y |  20.

Элементарное событие  (встреча A и B) будет характеризоваться двумя 
случайными параметрами X и Y и может быть представлено точкой с коор-
динатами (x, y) на плоскости X0Y. Построим на плоскости пространство 
элементарных исходов (событий) . Это – квадрат (рис. 1.6.2) со стороной 
60 минут. Условие встречи будет выполнено, если случайная точка (x, y) 
окажется в заштрихованной области . Её площадь (мера области ) равна 
площади квадрата за вычетом площадей двух угловых треугольников:

 ௚ܵ = ܵீ െ 2 12 40ଶ, 
௚ܵ = 60ଶ െ 40ଶ = 2000, ܵீ = 60ଶ = 3600,

ܲ . = 20003600 = 59 .

 

Ïðèìåð 5. В квадрат со стороной, равной a см, вписан круг. Бросается 
случайная точка. Какова вероятность того, что точка попадет внутрь круга.

Ðåøåíèå. 

Вероятность попадания случайной точки в круг (событие) определяется 
как (см. рис. 1.6.3):

(ܣ)ܲ = S .S .  .
Найдем площадь круга и квадрата: 

 S . = Ɏ ቀ2ܽቁଶ = Ɏܽଶ4 , 
S . = ܽଶ

 

 

Ðèñ. 1.6.3. Èëëþñòðàöèÿ, ê ïðèìåðó 5

x
a
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Êîíòðîëüíûå âîïðîñû

тогда искомая вероятность будет равна: 

  

ÊÎÍÒÐÎËÜÍÛÅ ÂÎÏÐÎÑÛ

1. ×òî ïîíèìàåòñÿ ïîä èñïûòàíèåì è ñîáûòèåì â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé?
2. Êàêîâà êëàññèôèêàöèÿ ñîáûòèé â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé?
3. Êàêîå ñîáûòèå íàçûâàåòñÿ äîñòîâåðíûì, êàêîå íåâîçìîæíûì è êàêîå ñëó÷àéíûì?
4. ×òî ÿâëÿåòñÿ ïðåäìåòîì èçó÷åíèÿ òåîðèè âåðîÿòíîñòåé?
5. Íà êàêèå âèäû ïîäðàçäåëÿþòñÿ ñëó÷àéíûå ñîáûòèÿ? 
6. Êàêèå ñîáûòèÿ íàçûâàþòñÿ ðàâíîâîçìîæíûìè, êàêèå íåñîâìåñòíûìè, êàêèå ñî-

âìåñòíûìè è êàêèå ïðîòèâîïîëîæíûìè?
7. ×òî ïîíèìàåòñÿ ïîä ïîëíîé ãðóïïîé ñîáûòèé?
8. ×òî ïîíèìàåòñÿ ïîä âåðîÿòíîñòüþ ñîáûòèÿ?
9. ×òî ÿâëÿåòñÿ åäèíèöåé ìåðû âåðîÿòíîñòè ñîáûòèÿ?

10. Âåðîÿòíîñòü, ðàâíàÿ íóëþ, ñîîòâåòñòâóåò êàêîìó ñîáûòèþ?
11. Â êàêèõ ïðåäåëàõ íàõîäèòñÿ âåðîÿòíîñòü ñëó÷àéíîãî (âîçìîæíîãî) ñîáûòèÿ?
12. Êàêèå ñîáûòèÿ ìîæíî îòíåñòè ê ñõåìå ñëó÷àåâ?
13. Êàêîé ñëó÷àé íàçûâàåòñÿ áëàãîïðèÿòñòâóþùèì äëÿ ñîáûòèÿ ?
14. Ïî êàêîé ôîðìóëå îïðåäåëÿåòñÿ âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ , åñëè èñïûòàíèå ìîæíî îò-

íåñòè ê ñõåìå ñëó÷àåâ?
15. ×òî ïîíèìàåòñÿ ïîä ãåîìåòðè÷åñêîé âåðîÿòíîñòüþ íà îñè, íà ïëîñêîñòè è â ïðî-

ñòðàíñòâå?
16. ×òî ïîíèìàåòñÿ ïîä îòíîñèòåëüíîé ÷àñòîòîé ñîáûòèÿ ?
17. Â ÷åì îòëè÷èå âåðîÿòíîñòè ñîáûòèÿ  îò åå îòíîñèòåëüíîé ÷àñòîòû?
18. Â ÷åì ñîñòîèò ñâîéñòâî óñòîé÷èâîñòè îòíîñèòåëüíîé ÷àñòîòû ñîáûòèÿ ?

ÇÀÄÀÍÈß

1.1. Èç 1000 ñîáðàííûõ íà çàâîäå òåëåâèçîðîâ 5 øòóê áðàêîâàííûõ. Ýêñïåðò ïðîâåðÿåò 
îäèí íàóãàä âûáðàííûé òåëåâèçîð èç ýòîé 1000. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïðî-
âåðÿåìûé òåëåâèçîð îêàæåòñÿ áðàêîâàííûì.

1.2. Â óðíå 9 êðàñíûõ, 6 æåëòûõ è 5 çåëåíûõ øàðîâ. Èç óðíû íàóãàä äîñòàþò îäèí øàð. 
Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ýòîò øàð îêàæåòñÿ æåëòûì?

1.3. Íà êàæäûå 1000 ýëåêòðè÷åñêèõ ëàìïî÷åê ïðèõîäèòñÿ 5 áðàêîâàííûõ. Êàêîâà âåðî-
ÿòíîñòü êóïèòü èñïðàâíóþ ëàìïî÷êó?

1.4.  Â ãðóïïå òóðèñòîâ 8 ÷åëîâåê. Ñ ïîìîùüþ æðåáèÿ îíè âûáèðàþò øåñòåðûõ ÷åëîâåê, 
êîòîðûå äîëæíû èäòè â ñåëî â ìàãàçèí çà ïðîäóêòàìè. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî 
êîíêðåòíî âûáðàííûé òóðèñò, âõîäÿùèé â ñîñòàâ ãðóïïû, ïîéäåò â ìàãàçèí?
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1.5. Ïî æåëåçíîäîðîæíîìó ïîëîòíó ïðîèçâîäèòñÿ áîìáîìåòàíèå. Äëèíà ïîëîòíà 3 êì. 
Èçâåñòíî, ÷òî áîìáà ïîïàëà íà æåëåçíîäîðîæíîå ïîëîòíî. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü ïî-
ïàäàíèÿ â æåëåçíîäîðîæíûé ñîñòàâ äëèíîþ â 500 ì íàõîäÿùèéñÿ íà ýòîì ïîëîòíå?

1.6. Â êâàäðàò âïèñàí ðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê òàê, ÷òî åãî îñíîâàíèå ñîâïàäàåò 
ñî ñòîðîíîé êâàäðàòà. Â êâàäðàò ñëó÷àéíûì îáðàçîì áðîñàåòñÿ òî÷êà. Íàéòè âå-
ðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî òî÷êà íå ïîïàäåò â òðåóãîëüíèê?

1.7. Íà ïëîñêîñòü íàíåñåíà ñèñòåìà ïàðàëëåëüíûõ ëèíèé, ðàñïîëîæåííûõ íà ðàññòîÿíèè 
3 ñì äðóã îò äðóãà. Íà ïëîñêîñòü ñëó÷àéíûì îáðàçîì áðîøåíà ìîíåòà äèàìåòðîì 
1 ñì. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ìîíåòà íå ïåðåñå÷åò íè îäíó èç ëèíèé?

1.8. Ïåðåä íà÷àëîì ïåðâîãî òóðà ÷åìïèîíàòà ïî øàøêàì ó÷àñòíèêîâ ðàçáèâàþò íà 
èãðîâûå ïàðû ñëó÷àéíûì îáðàçîì ñ ïîìîùüþ æðåáèÿ. Âñåãî â ÷åìïèîíàòå ó÷àñòâó-
åò 26 øàøèñòîâ, ñðåäè êîòîðûõ 3 ó÷àñòíèêà èç Ðîññèè, â òîì ÷èñëå Ïåòð Èâàíîâ. 
Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â ïåðâîì òóðå Ïåòð Èâàíîâ áóäåò èãðàòü ñ êàêèì-ëèáî 
øàøèñòîì èç Ðîññèè?

1.9. Ïðè èñïûòàíèè ïàðòèè ïðèáîðîâ îòíîñèòåëüíàÿ ÷àñòîòà ãîäíûõ ïðèáîðîâ îêàçàëàñü 
ðàâíîé 0,9. Íàéòè ÷èñëî ãîäíûõ ïðèáîðîâ, åñëè âñåãî áûëî ïðîâåðåíî 200 ïðèáîðîâ.

1.10. Äâà øàõìàòèñòà èãðàþò îäíó ïàðòèþ. Ñîáûòèå A - âûèãðàåò ïåðâûé èãðîê, B - âû-
èãðàåò âòîðîé èãðîê. Êàêîå ñîáûòèå ñëåäóåò äîáàâèòü ê óêàçàííîé ñîâîêóïíîñòè, 
÷òîáû ïîëó÷èëàñü ïîëíàÿ ãðóïïà ñîáûòèé? 

1.11. Ñîáûòèÿ: A – õîòÿ áû îäèí èç ïðîâåðÿåìûõ ïðèáîðîâ áðàêîâàííûé, - âñå ïðèáî-
ðû äîáðîêà÷åñòâåííûå. ×òî îçíà÷àþò ñîáûòèÿ: 
a) A+B?; á) AB?; â) A; ã) B.

1.12. Èç òàáëèöû ñëó÷àéíûõ ÷èñåë íàóãàä âûáðàíû äâà ÷èñëà. Ñîáûòèÿ  è  ñîîòâåòñòâåí-
íî, îçíà÷àþò, ÷òî âûáðàíî õîòÿ áû îäíî ïðîñòîå ÷èñëî è õîòÿ áû îäíî ÷åòíîå ÷èñëî. 
×òî îçíà÷àþò ñîáûòèÿ AB?, A+B?.

1.13. Â çîíå ïîðàæåíèÿ öåëè çåíèòíîé àðòèëëåðèåé, ïðåäñòàâëÿþùåé øàð ðàäèóñà 
100 ì, îêàçàëàñü öåëü, îáúåì êîòîðîé ïðèáëèæåííî ðàâåí 1000 ì3. Êàêîâà âåðî-
ÿòíîñòü ïîðàæåíèÿ öåëè ïðè îäíîì âûñòðåëå?
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ÃËÀÂÀ 2 

ÊÎÌÁÈÍÀÒÎÐÈÊÀ Â ÂÅÐÎßÒÍÎÑÒÍÛÕ ÇÀÄÀ×ÀÕ

2.1. Êîìáèíàòîðíûé õàðàêòåð âåðîÿòíîñòíûõ çàäà÷

Комбинаторика – один из разделов дискретной математики, наука, 
изучающая комбинации и перестановки объектов произвольной природы, 
подчиненные определенным условиям.

С точки зрения теории множеств комбинаторика имеет дело со спосо-
бами образования различных подмножеств конечных множеств, их объеди-
нениями и пересечениями, а также разрабатывает способы упорядочения 
этих подмножеств.

В методическом плане комбинаторика рассматривается как введение 
в теорию вероятностей, поскольку широко используется при решении 
вероятностных задач. Как правило, решение задач по классической схеме 
с конечным числом равновозможных исходов (1.4.1) сводится к исполь-
зованию комбинаторных методов для подсчета общего числа случаев  и 
числа случаев , благоприятствующих некоторому событию A:

(ܣ)ܲ  = ݉݊
 
. 

Кроме теории вероятностей, комбинаторика нашла применение во 
многих областях науки и техники, в частности, в теории информации, 
кодирования, статистической физике, теории графов, планировании экс-
периментов, теории программирования, генетике, биологии.

Рассмотрим пример, подтверждающий необходимость использования 
комбинаторных методов для их решения.

Ïðèìåð 1. Игральная кость бросается дважды подряд. Вычисляется ве-
роятность появления одного и того же числа очков при первом и втором 
бросаниях (событие A).

Ðåøåíèå. 
Для определения общего числа случаев (исходов опыта) необходимо 

рассмотреть все возможные комбинации цифр, выпадающих на первой 
и второй костях, каждая из которых включает двухзначные числа, состав-
ленные из цифр от 1 до 6 на первой и второй позиции, то есть (1,1), (1,2), 
… , (3,6), … , (6,6). Число случаев, благоприятных событию A, равно числу 
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двухзначных чисел, состоящих из одинаковых цифр, то есть (1,1), (2,2), 

…, (6,6).

Способы подсчета чисел комбинаций в представленном примере, будет 

рассмотрен ниже.

2.2. Âûáîðêà èç ìíîæåñòâà ýëåìåíòîâ

Изложение методов комбинаторики применительно к решению ве-

роятностных задач ведется на основе понятия «выборка из множества 

элементов», что позволяет рассматривать все комбинаторные методы с 

единых позиций.

Если элементы выборки располагаются в порядке их выбора из мно-

жеств X
1
, X

2
, ... , X

k
 (в линейку), то такая выборка называется упорядоченной.

Если порядок элементов выборки не имеет значения (“куча”), то такая 

k0 - выборка называется неупорядоченной.

Рассмотрим два основных правила подсчета чисел упорядоченных вы-

борок (размещений) – правило произведения и правило суммы.

Пусть для образования упорядоченных выборок, обладающих задан-

ным свойством, элемент x
i

(1) из множества X
1
 можно выбрать n

1
 способами 

(по числу n
1
 элементов этого множества), элемент  из множества  можно 

выбрать  способами и т.д., наконец, элемент x
j

(2) из множества X
2
 можно 

выбрать n
2
 способами и т.д., наконец, элемент x

m

(k) из множества X
k
 – n

k 

способами.  Тогда число выборок n, обладающих заданным свойством, 

будет равно произведению чисел n
1
, n

2
, …, n

k
:

 

݊ = ݊ଵ݊ଶ. . . ݊௞ = ෑ ݊௜  . ௞
௜ୀଵ  

(2.2.1)

Полученный результат представляет собой правило произведения.

Частный случай, если X
1
=X

2
=...=X

k
=X и n

1
=n

2
=...=n

k
=m, то правило 

произведения (2.3.4) запишется в следующем виде:

 n=mk (2.2.2)

Ïðèìåð 2. Определим возможное число n семизначных телефонных 

номеров.

Ðåøåíèå. 
Искомое число семизначных телефонных номеров равно числу упо-

рядоченных 7 - выборок из множества X
1
={1, 2, ... , 9}, n

1
=9 и шести 
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одинаковых множеств X
2
=X

3
= ... =X

7
={0, 1, 2, ..., 9}, n

2
=10. В соответствии 

с правилом произведения (2.3.4), (2.3.5) имеем:

 n=n
1
 n

2  
... n

7
=9·10·10·10·10·10·10=9 ·106. 

Правило суммы используется в том случае, когда множество всевозмож-
ных выборок может быть представлено в виде некоторого числа непере-

секающихся различных классов X
j,j

=1 ... n (рис.2.2.1).

Ðèñ. 2.2.1. Ìíîæåñòâî íåïåðåñåêàþùèõñÿ êëàññîâ (ïîäìíîæåñòâî) âûáîðîê

X1

(N1)

X1

(n
2
)

X1

(n
3
)

X1

(n
n
)

X1

(n
j
)

…

…

Общее число выборок в этом случае равно сумме чисел выборок в раз-
личных классах:

 

݊ = ݊ଵ + ݊ଶ+. . . +݊௡ = ෍ ௝݊௡
௝ୀଵ . (2.2.3)

Это и есть формула, определяющая правило суммы. Числа n
1
, n

2
, …, n

n
 

выборок в различных классах определяются в соответствии с правилом 
произведения (2.2.1).

Ïðèìåð 3. Определим, сколько различных сигналов можно составить 
из четырех различных сигнальных флагов на корабле.

Ðåøåíèå.
 Множество вариантов составления различных сигналов можно раз-

делить на 4 непересекающихся подмножества:
X

1
 – множество сигналов из одного флага;

X
2
 – множество сигналов из двух флагов;

X
3
 – множество сигналов из трех флагов;

X
4
 – множество сигналов из четырех флагов.

Общее число вариантов составления сигналов из 4-х флагов равно 
(2.2.3):
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n=n
1
+n

2
+n

3
+n

4,

где n
1
= 4 варианта сигналов из одного флага;

n
2
= 4·3 = 12 вариантов из двух флагов;

n
3
= 4·3·2 = 24 варианта сигналов из трех флагов;

n
4
= 4·3·2·1= 24 варианта сигналов из четырех флагов.

Таким образом, в результате получаем:

n= 4 + 12 + 24 + 24 = 64 (варианта сигналов).

При подсчете чисел n
k
 использовалось правило произведения (2.2.1). 

Так, например, при подсчете n
3
 в качестве первого флага для составления 

сигнала из 3-х флагов можно выбрать любой из 4-х флагов. Вторым флагом 
мог быть один из 3-х оставшихся, а третьим – один из двух оставшихся 
флагов. Отсюда и результат: n

3 
= 4·3·2 = 24.

2.3. Ðàçìåùåíèÿ 

Для вычисления суммы n – первых натуральных чисел существует очень 
удобная формула:

 ܵ = ݊(݊ + 1)2  .
 

Для вычисления произведения n – первых натуральных чисел такой 
формулы нет, но зато эта величина получила специальное обозначение 

n!.
Читается как «эн» – факториал. 
Примеры: 5! = 1·2·3·4·5 = 120, …, 7! =1·2·3·4·5·6·7 = 120 = 5040.    
Отметим, что принято считать 0!=1. Основанием этому утверждению 

служит свойство факториала: n! = n (n– 1)!.
Приведенное выражение справедливо при n >1. Тогда естественно опре-

делить 0! так, чтобы было верно и при n=1. Тогда должно выполняться 
соотношение: 1!=1, но для этого необходимо считать, что 0!=1.

Размещением без повторений из n элементов по m элементов (m<n) на-
зывается упорядоченная m –выборка, элементы которой являются эле-
ментами одного и того же множества

 X={x
1
, x

2
, ... , x

n
 } 

и все различны.
Две такие выборки различны, если они отличаются друг от друга 

хотя бы одним элементом или порядком (расстановкой) одних и тех же 
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элементов, то есть либо составом, либо порядком расположения, либо и 
тем, и другим.

Число размещений без повторений обозначается4 A
n

m и определяется 
в соответствии с правилом произведения (2.2.1) при n

1
=n, n

2
=n-1, n

3
=n-2, 

... , n
m
=n – m +1:

௡௠ܣ  = ݊(݊ െ 1)(݊ െ 2). . . (݊ െ ݉ + 1). (2.3.1)

Для получения компактной формулы для A
n

m умножим и разделим вы-
ражение (2.3.1) на дополнение его до n! – на величину (n– m)!:

 (n– m)!=(n– m)(n– m – 1) ... 3·2·1. (2.3.2)
Тогда окончательно получим:

  
௡௠ܣ = ݊!(݊ െ ݉)! . (2.3.3)

Рассмотрим примеры определения числа размещений без повторений.

Ïðèìåð 4. Состав и число размещений без повторений.
Из элементов множества X={a, b, c, d, e}, n=5 составим размещения 

без повторений из 5 по 3 элемента и определим их число.

Ðåøåíèå. Из 5-элементного множества X можно образовать по формуле (2.3.3)

ହଷܣ  = 5!2! = 2! ڄ 3 ڄ 4 ڄ 52! = 3 ڄ 4 ڄ 5 = 60 

 

размещений без повторений элементов, содержащих по 3 элемента.
Эти выборки могут отличаться друг от друга либо составом элементов, 

либо их порядком, но при этом повторение элементов в различных вы-
борках не допускается. Перечислим их:

 A={(a, b, c), (a, b, d), (a, b, e), (b, a, c), (b, c, a), ..., (e, d, c)}. 

Ïðèìåð 5. Составление чисел.
Определим, сколько четырехзначных чисел можно составить из цифр 

1, 2, 3, 4, 5, если повторения цифр в этих числах не допускается?
Решение. Количество четырехзначных чисел равно числу размещений 

без повторений из 5 элементов по 4 элемента:ܣହସ = 5!1! = 1! ڄ 2 ڄ 3 ڄ 4 ڄ 51! = 2 ڄ 3 ڄ 4 ڄ 5 = 120 ˚ˋ˔ˈˎ 

Ïðèìåð 6. Призеры хоккейного турнира.
Определим, сколько существует способов распределения золотых, се-

ребряных и бронзовых медалей между призерами хоккейного турнира, 

4 буква A – начальная от arrangement c французского – размещение.
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если предположить, что все 16 играющих команд потенциально равны по 
уровню игры и составу игроков?

Ðåøåíèå. Задача сводится к определению числа троек команд – 3 выбо-
рок из 16 элементов, отличающихся друг от друга либо составом команд, 
либо порядком распределения мест. Это – число размещений без повто-
рений, которое равно

ଵ଺ଷܣ  = 16!13! = 13! ڄ 14 ڄ 15 ڄ 1613! = 14 ڄ 15 ڄ 16 = 3360 ˔˒ˑ˔ˑ˄ˑ˅ .

 Ðàçìåùåíèÿ ñ ïîâòîðåíèÿìè

Размещением с повторениями из n элементов по m элементов называется 
упорядоченная m – выборка, составленная из элементов одного и того же 
n – множества
 X={x

1
, x

2
, ..., x

n
 }. 

Элементы этой выборки могут совпадать. Две таких выборки различны, 
если они отличаются порядком неравных элементов или их составом. 

Число размещений с повторениями обозначается ܣመ௡௠  и определяется 

по правилу произведения (2.2.1), (2.2.2) при:

መ௡௠ܣ  = ݊௠. (2.3.4)

Рассмотрим примеры определения числа размещений с повторениями.

Ïðèìåð 7. Состав и число размещений с повторениями.
Из элементов множества X={a, b, c, d, e}, n=5 составим размещения с 

повторениями (упорядоченные выборки) по 3 элемента в каждой и опре-
делим их число.

Ðåøåíèå. Из пяти элементов множества X можно образовать (2.3.4)ܣመହଷ = 5ଷ = 125 
размещений с повторениями по 3 элемента. 
Эти выборки могут отличаться друг от друга либо составом элементов, 
либо их порядком:ܣመ = {(ܽ, ᩸ܽ, ᩸ܽ),᩸᩸(ܽ, ᩸ܽ, ܾ᩸),᩸᩸(ܽ, ᩸ܽ, ᩸ܿ),᩸᩸(ܽ, ᩸ܽ, ᩸݀),᩸᩸(ܽ, ᩸ܽ, ᩸݁), ᩸᩸᩸᩸᩸᩸᩸᩸(ܽ, ܾ᩸, ᩸ܽ),᩸᩸(ܽ, ܾ᩸, ܾ᩸),᩸᩸(ܾ, ܾ᩸, ܾ᩸),᩸᩸. . . , ᩸᩸(݁, ᩸݁, ᩸݁)} 
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Ïðèìåð 8. Составление числа.
Определим, сколько четырехзначных чисел можно составить из мно-

жества цифр X={1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}, если повторения цифр допустимы?

Ðåøåíèå. Количество четырехзначных чисел равно числу размещений 
с повторениями из 9-ти элементов по 4 элемента:

መଽସܣ  = 9ସ = 6561. 

2.4. Ïåðåñòàíîâêè 

Перестановками без повторений (или просто перестановками) называются 
размещения без повторений из всех элементов X, то есть из n элементов по n.

Их число обозначается P
n
 и определяется выражением (2.4.1):௡ܲ = ௡௡ܣ = ݊(݊ െ 1)(݊ െ 2). . .3 ڄ 2 ڄ 1 = ݊! , то есть

 P
n
=n!. (2.4.1)

Две перестановки различны, если отличаются только порядком своих 
элементов, так как в их состав входит все n элементов исходного множе-
ства X. Рассмотрим примеры составления перестановок из n элементов 
множества X.

Ïðèìåð 9. Состав и число перестановок. Из элементов множества X={a, 

b, c, d, e}, n=5 составим всевозможные перестановки (размещения без 
повторений из пяти элементов по пять) и определим их число.

Ðåøåíèå. Число перестановок из пяти элементов a, b, c, d, e равно:

P
5 
= 5! =1·2·3·4·5 =120.

Соответствующие перестановки представляются в виде:{ ହܲ} = {(ܽ, ܾ᩸, ᩸ܿ, ᩸݀, ᩸݁),᩸᩸(ܾ, ᩸ܽ, ᩸ܿ, ᩸݀, ᩸݁),᩸᩸(ܾ, ᩸ܿ, ᩸ܽ, ᩸݀, ᩸݁),᩸᩸(ܾ, ᩸ܿ, ᩸ ,ܽ ᩸݁, ᩸݀),᩸᩸(ܿ, ᩸ܽ, ᩸ ,ܾ ᩸݀, ᩸݁),᩸᩸. . . , ᩸᩸(݁, ᩸݀ , ᩸ܿ, ܾ᩸, ᩸ܽ)} .

Ïðèìåð 10. Расстановка книг на полке.
Сколькими способами можно расставить 4 различные книги на книж-

ной полке?

Ðåøåíèå. Число расстановок 4-х книг равно числу перестановок из 4-х 
элементов:

P
4 
= 4! = 1·2·3·4 = 24 (способа). 
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Ïåðåñòàíîâêè ñ ïîâòîðåíèÿìè

Перестановками с повторениями называются такие перестановки, в 
которых хотя бы два элемента одинаковы. 

Пусть перестановка P
n
 состоит из n элементов множества X , среди 

которых имеются одинаковые элементы, например, n
1
 элементов A, n

2 

элементов B, n
3
 элементов C, …, n

m
 элементов L, так что сумма чисел эле-

ментов равна:
n

1
+n

2
+n

3
+...+n

m
=n.

Одна из возможных перестановок из этих n элементов множества X, 
общее число которых равно n!, может иметь, например, следующий вид:

 

( ௡ܲ)ଵ = ൭ܽ, ܽ, . . . , ܽᇣᇧᇧᇤᇧᇧᇥ௡భ , ܾ, ܾ, … , ܾᇣᇧᇧᇤᇧᇧᇥ௡మ , ܿ, ܿ, … , ܿᇣᇧᇤᇧᇥ௡య , … , ,ݖ ,ݖ … , ᇣᇧᇤᇧᇥ௡೘ᇩᇭᇭᇭᇭᇭᇭᇭᇭᇭᇭᇭᇭᇪᇭᇭᇭᇭᇭᇭᇭᇭᇭᇭᇭᇭᇫ௡ݖ ൱ . (2.4.2)

Перестановка (P
n
)

1
 – перестановка с повторениями. Число перестано-

вок с повторениями обозначается символом:
 ෠ܲ(݊ଵ,᩸݊ଶ, ᩸ . . . ,᩸݊௠). 

При его определении будем иметь в виду, что, переставляя n
1
 одинако-

вых элементов a, a, ..., a, n
1
! способами, мы не получим новых переста-

новок, следовательно, общее число перестановок n! следует уменьшить 
в n

1
! раз. Аналогично, переставляя n

2
 одинаковых элементов b, b, ..., 

b  n
2
! способами, мы вновь не получим новых перестановок, следова-

тельно, опять общее число перестановок n! следует уменьшить в n
2
! раз. 

Рассуждая и дальше подобным образом, получим следующий результат:

 ෠ܲ(݊ଵ,᩸᩸݊ଶ, ᩸ . . . , ᩸݊௞) = ݊!݊ଵ! ݊ଶ! … ݊௠! . (2.4.3)

Ïðèìåð 11. Сколько различных “слов” можно составить из букв, обра-
зующих слово АВИАЦИЯ?

Ðåøåíèå. Слово АВИАЦИЯ содержит две буквы “А” (n
1
=2), две буквы 

“И” (n
2
=2), по одной “В”, “Ц”, “Я” ( n

3 
= n

4 
= n

5 
=1 ). Общее число букв 

n=7. Общее число перестановок из семи букв равно
P

7 
= 7! =1 · 2 · 3 · 4 · 5 · 6 · 7 = 5040.

Однако, учитывая то обстоятельство, что перестановки одинаковых 
букв “А” и “И” не дают новых “слов”, получим

 
෠ܲ(2, ᩸2, ᩸1, ᩸1, ᩸1) = 7!2! ᩸2! ᩸1! ᩸1! ᩸1! = 50404 = 1260.
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2.5. Íåóïîðÿäî÷åííûå âûáîðêè (ñî÷åòàíèÿ)

Ñî÷åòàíèÿ áåç ïîâòîðåíèé

Сочетанием без повторений или просто сочетанием из n элементов по   
m элементов (m ≤ n) называется неупорядоченная выборка, cоставленная 
из элементов одного и того же множества: 

 X={x
1
, x

2
, ..., x

n
 }. 

Элементы (состав) такой выборки все различны, а их порядок не имеет 
значения.

Два сочетания различны, если они отличаются хотя бы одним эле-
ментом.

Два сочетания равны, если они состоят из одних и тех же элементов.
Примеры сочетаний:
1. Выборка 5-ти чисел из 36 для заполнения карточки Спортлото (су-

щественны сами числа, но не их порядок).
2. Выбор 22-x игроков в сборную команду по футболу из 40 кандидатов 

(существенны кандидатуры игроков, но не порядок их выбора).
3. Выбор 3-х членов ревизионной комиссии из 50 членов садового 

товарищества (существенны сами люди, а не порядок их выбора).
Число сочетаний без повторений (сочетаний) из n элементов по m эле-

ментов (m ≤ n) обозначается C
n

m.
Формула для подсчета числа сочетаний C

n

m из n элементов по m вы-
водится из формулы (2.3.3) для числа A

n

m размещений из n элементов по 
m. Действительно, составим все сочетания из n по m элементов, число 
которых равно C

n

m, а затем произведем всевозможные перестановки из m  
элементов каждого сочетания, которых будет m!. 

Получим множество упорядоченных выборок без повторений элемен-
тов – размещений из n  элементов по m, различающихся либо самими 
элементами, то есть составом элементов, либо порядком элементов. 

Таким образом, можно записать:
A

n

m = C
n

m ·m!, откуда с учетом выражения (2.3.3) для A
n

m получим: 

௡௠ܥ  = !௡௠݉ܣ = ݊!݉! (݊ െ ݉)! 
. (2.5.1)

Учитывая другую форму записи A
n

m (2.3.2), получим выражение для C
n

m  
более удобное для практических расчетов:
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௡௠ܥ  = ݊(݊ െ 1)(݊ െ 2). . . (݊ െ ݇ + 1)݉!  . (2.5.2)

Заметим, что полученная формула (2.5.2) для C
n

m совпадает с формулой 
для числа перестановок с повторениями (2.4.3) из n элементов, в состав 
которых входят m элементов одного типа и (n – m) элементов другого типа 
(например, m “единиц” и (n – m) “нулей”). Действительно,

   
(2.5.3)

Рассмотрим примеры подсчета числа сочетаний.

Ïðèìåð 12. Выбор шаров из урны.
Из урны, содержащей 10 одинаковых на ощупь шаров, среди кото-

рых могут быть шары разного цвета, вынимают наугад 4 шара. Сколько 
существует способов выбора 4 шаров из 10 различных шаров, если такие 
4 выборки будут отличаться лишь составом, а не порядком (сочетания)?

Ðåøåíèå. Число способов выбора 4-х шаров из 10 различных шаров рав-
но числу неупорядоченных выборок (сочетаний) из 10 шаров по 4 (2.5.1):

ଵ଴ସܥ  = 10!4! 6! = 6! ή 7 ή 8 ή 9 ή 106! ή 1 ή 2 ή 3 ή 4 = 7 ή 3 ή 10 = 210  ˔˒ˑ˔ˑ˄ˑ˅ .

 

Ïðèìåð 13. Выбор членов комиссии.
В отделе 8 сотрудников, 5 из которых должны быть направлены в ко-

миссию для проверки инвентарного учета. Сколькими способами можно 
выбрать комиссию?

Ðåøåíèå. Число способов выбора комиссии равно числу сочетаний 
(неупорядоченных выборок без повторений) из 8 по 5 элементов (2.5.1):

ହ଼ܥ  = 8!3! 5! = 5! ή 6 ή 7 ή 86! ή 1 ή 2 ή 3 = 7 ή 8 = 56  ˔˒ˑ˔ˑ˄ˑ˅ .
 

Ñâîéñòâà ñî÷åòàíèé

Сочетания обладают рядом замечательных свойств, которые облегчают 
решение практических задач комбинаторики. Рассмотрим эти свойства, 
используя для доказательства формулу для числа сочетаний (2.5.1).

Свойство 1. Число сочетаний из n элементов по одному элементу равно n:

 C
n

1 = n. (2.5.4)
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Свойство 2. Число сочетаний из n элементов по n равно единице:

 C
n

n = 1. (2.5.5)
Свойство 3. Число сочетаний из n элементов по m равно числу сочета-

ний из n элементов по (n – m) элементов:

 C
n

m= C
n

n-m. (2.5.6)

Например, C
10

8 = C
10

2, C
100

97 = C
100

3 и т.д.

Свойство 4. Правило Паскаля.
Число сочетаний из n элементов по m равно сумме чисел сочетаний 

из n-1 элементов по m и по (m – 1) элементов соответственно:

௡௠ܥ  = ௡ିଵ௠ିଵܥ + ௡ିଵ௠ܥ , ᩸᩸݉ = 1, . . . , ݊ . (2.5.7)

Выражение (2.5.7), известное под названием “правило Паскаля”, дает 
возможность легко определять числа C

n

m для различных значений n и m 

( m  =1, … , n ) – так называемые биномиальные коэффициенты в разло-
жении бинома Ньютона.

Ñî÷åòàíèÿ ñ ïîâòîðåíèÿìè

Сочетанием с повторениями из элементов n типов по m элементов (m >n) 
называется произвольная неупорядоченная m – выборка, составленная из 
элементов одного и того же множества

 X={x
1
, x

2
, ..., x

m
 }. 

так, что в её состав входят m
1 
элементов первого типа, m

2
 элементов второго 

типа, …, m
n
 элементов n -го типа и 

 m
1 
+ m

2 
+...+ m

n 
= n. (2.5.8)

Число сочетаний с повторениями обозначается ܥመ௡௠(m>n). Вывод 
формулы для ܥመ௡௠ поясним на примере выбора 10 пирожных из 4 пирож-
ных, например, эклеров, заварных, слоеных и фруктовых (m =10, n = 4). 
Представим один из возможных вариантов выбора 10 пирожных из четырёх 
типов в виде набора единиц (по числу пирожных) и нулей:

 ൝11ด௠భ 0 1111ᇣᇤᇥ௠మ 0 11ด௠య 0 11ด௠రൡ . (2.5.9)

что означает выбор двух пирожных 1-го типа, четырех – 2-го, двух – 3-го 
типа и двух – 4-го типа. 
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Нули разделяют 4 группы единиц. Различным вариантам выбора будут 
соответствовать перестановки с повторениями (2.4.3) из 10 (m) единиц и 
3 (n–1) нулей:

መସଵ଴ܥ  = ෠ܲ(10,3) = 13!3! 10! = 286 

.

 

В общем случае неупорядочную выборку с повторениями можно запи-
сать по аналогии с перестановкой с повторениями в виде

 ෠ܲ = [݉ଵ,᩸݉ଶ,᩸ . . . , ᩸݉௡], (2.5.10)

где m
i
 (i=1...n) целые положительные числа, равные числам элементов 

множества X i -го типа так, что их сумма равна m
i
 (2.5.8). З

аменяя каждое m
i
 группой из m

i
 единиц, а промежутки между ними запол-

няя нулями, получим выборку из (n+m – 1) элементов. 
Число выборок равно ܥመ௡௠ числу перестановок с повторениями (2.4.3) из 
m единиц и (n– 1) нулей:

መ௡௠ܥ  = ෠ܲ(݊ െ 1, ᩸݉) = (݊ + ݉ െ 1)!(݊ െ 1)! ᩸݉!  . (2.5.11)

Кроме того, формула (2.5.11) выражает число сочетаний без повторений 
(2.5.1) из (n+m– 1) элементов по m элементов:ܥመ௡௠ = (݊ + ݉ െ 1)!(݊ െ 1)! ݉! = ௡ା௠ିଵ௠ܥ

 .

Обобщим итоги типов комбинаций при выборке и результаты с целью 
удобства пользования сведем в таблицу (табл. 2.5.1 и табл. 2.5.2).

Ñõåìà ïîäñ÷åòà ÷èñëà êîìáèíàöèé

Òàáëèöà 2.5.1 

Êîìáèíàöèè áåç ïîâòîðåíèé
Íàçâàíèå 

êîìáèíàöèè
Ïðèçíàê
îòëè÷èÿ Ïðèìåð Ôîðìóëà ïîäñ÷åòà ÷èñëà 

êîìáèíàöèé

Ðàçìåùåíèÿ
Ñîñòàâ

ïîðÿäîê

Ðàçìåùåíèÿ èç 3-õ ýëåìåí-
òîâ: a, b, c ïî 2:ܣଷଶ = 2 ή 3 = 6{ܾܽ, ܾܿ, ܿܽ, ܾܽ, ܾܿ, ܽܿ} 

௡௠ܣ = ݊!(݊ െ ݉)! 
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Ïåðåñòàíîâêè Ïîðÿäîê

Ïåðåñòàíîâêè èç 3-õ ýëå-
ìåíòîâ: a, b, c: 

௡ܲ = 3! = 1 ή 2 ή 3 = 6    {ܾܽܿ, ܾܿܽ, ܾܿܽ, ܾܿܽ, ܾܽܿ, ܾܽܿ} 

௡ܲ = ݊!
Ñî÷åòàíèÿ Ñîñòàâ

Ñî÷åòàíèÿ èç 3-õ ýëåìåíòîâ: 
a, b, c ïî 2:ܥଷଶ = 3    {ܾܽ, ܽܿ, ܾܿ} 

௡௠ܥ = ݊!݉! (݊ െ ݉)!
Òàáëèöà 2.5.2

Êîìáèíàöèè c ïîâòîðåíèìè
Íàçâàíèå 

êîìáèíàöèè
Ïðèçíàê
îòëè÷èÿ Ïðèìåð Ôîðìóëà ïîäñ÷åòà ÷èñëà 

êîìáèíàöèé

Ðàçìåùåíèÿ
Ñîñòàâ

ïîðÿäîê

Ðàçìåùåíèÿ èç 3-õ ýëåìåí-
òîâ: a, b, c ïî 2 ñ ïîâòîðå-
íèÿìè: መଷଶܣ = 3ଶ = 9   {ܽܽ, ܾܽ, ܾܽ, ܾܿ, ܽܿ, ܿܽ, ܿܿ, ܾܿ, ܾܿ}

መ௡௠ܣ = ݊௠

Ïåðåñòàíîâêè Ïîðÿäîê

Ïåðåñòàíîâêè èç 4-õ ýëå-
ìåíòîâ: a, a, b, b:

෠ܲ(2, 2) = 4!2! ᩸2! = 2 ή 3 = 6   {ܾܾܽܽ, ܾܾܽܽ, ܾܾܽܽ, ܾܾܽܽ, ܾܾܽܽ, ܾܾܽܽ} 

෠ܲ(݊ଵ,᩸᩸݊ଶ, ᩸… ,᩸݊௞) =݊!݊ଵ!᩸݊ଶ!. . . ݊௠! 

Ñî÷åòàíèÿ Ñîñòàâ

Ñî÷åòàíèÿ èç 3-õ ýëåìåíòîâ: 
a, b, c ïî 2 ñ ïîâòîðåíèÿìè:ܥመ௡ଶ = 4!2! 2! = 6   {ܾܽ, ܾܿ, ܿܽ, ܽܽ, ܾܾ, ܿܿ} 

መ௡௠ܥ = (݊ + ݉ െ 1)!(݊ െ 1)! ݉! = ௡ା௠ିଵ௠ܥ

Ïðèìåðû ðåøåíèÿ çàäà÷

Ïðèìåð 14. В вазе с цветами 15 гвоздик: 5 белых и 10 красных. Из вазы 
наугад вынимают два цветка. Какова вероятность того, что эти цветки: а) 
оба белые; б) оба красные; в) разного цвета.
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Ðåøåíèå:
а) Обозначим событие A={оба вынутых из вазы цветка белые}. Коли-

чество возможных способов взять 2 цветка из 15-ти равно C
15

2: 

 ݊ = ଵହଶܥ = 15!2! ڄ 13! = 14 ڄ 151 ڄ 2 = 7 ή 15 = 105 .

 

Количество возможных способов взять 2 белых цветка из 5-ти белых 
равно: 

 ݉ = ହଶܥ = 5!2! ڄ 3! = 4 ڄ 51 ڄ 2 = 10. 

Тогда по классической формуле (1.4.1) определения вероятности:ܲ(ܣ) = ݉݊ = 10105 = 0,095
б) B={оба вынутых из вазы цветка красные}.݊ = ଵହଶܥ = 15!2! ڄ 13! = 14 ڄ 151 ڄ 2 = 7 ή 15 = 105.

Количество возможных способов взять 2 красных цветка из 10-ти крас-
ных равно: ݉ = ଵ଴ଶܥ = 10!2! ڄ 8! = 9 ڄ 101 ڄ 2 = 9 ή 5 = 45. 

Тогда по формуле (1.4.1):ܲ(ܤ) = ݉݊ = 45105 = 0,43.

в) C={цветы разного цвета, один белый, один красный}݊ = ଵହଶܥ = 15!2! ڄ 13! = 14 ڄ 151 ڄ 2 = 7 ή 15 = 105.

Количество возможных способов взять один красный цветок из 10-ти 
красных «и» один белый цветок из 5-ти белых равно: ݉ = ଵ଴ଵܥ ή ହଵܥ = 10 ή 5 = 50 .

Тогда по формуле (1.4.1):ܲ(ܥ) = 50105 = 0,48 .
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Ïðèìåð 15. Из 18 студентов, среди которых 5 отличников, формируются 
случайным образом две группы по 9 человек для сдачи зачета. Найти ве-
роятности следующих событий: A – все отличники окажутся в какой-либо 
одной группе, B –два отличника окажутся в одной группе, а три – в другой 
группе.

Ðåøåíèå.
 Общее число случаев n равно числу сочетаний из 18 студентов по 9:݊ = ଵଽ଼ܥ .

Число случаев m, благоприятствующих событию A, равно числу сочета-
ний из 5 отличников по 5 (все отличники – в одну группу), умноженному 
на число сочетаний из недостающих до 18 других 13 студентов по 4 (не-
достающих до состава группы из 9 человек), взятому дважды (отличники 
могут попасть в одну или другую группу):݉ = ଵଷସܥହହܥ2 .

В итоге получаем:ܲ(ܣ) = 2 ڄ ଵଽ଼ܥଵଷସܥହହܥ = 134 = 0,03.

Число случаев m – благоприятствующих событию B равно:݉ = ହଶܥ ڄ ଵଷ଻ܥ + ହଷܥ ڄ ଵଷ଺ܥ ,

тогда (ܤ)ܲ = ହଶܥ ڄ ଵଷ଻ܥ + ହଷܥ ڄ ଵଽ଼ܥଵଷ଺ܥ = 1217 = 0,71 .

Ïðèìåð 1.6. В лифт десятиэтажного дома на первом этаже вошли 3 че-
ловека, каждый из которых с одинаковой вероятностью может выйти из 
лифта на любом этаже (со второго по десятый). Найти вероятность сле-
дующих событий:
A – все люди выйдут на 5-м этаже, B – все люди выйдут на одном и том 
же этаже, C – люди выйдут на разных этажах.

Ðåøåíèå. 
Общее число случаев n равно числу размещений с повторениями из 

9 по 3:

 ݊ = መଽଷܣ = 9ଷ = 729 . 
Число случаев, благоприятствующих событиям A, B и C, равны:
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m
A 

= 1, m
B 

= 9, а m
C
 равно числу способов (сочетаний) распределить трех 

пассажиров лифта по девяти этажам (кроме первого):

 ݉஼ = ଽଷܥ = 9 ڄ 8 ڄ 71 ڄ 2 ڄ 3 = 84 .
 

Окончательно получим:ܲ(ܣ) = 1729 = (ܤ)ܲ, 0,0014 = 9729 = 0,0123, (ܥ)ܲ = 84729 = 0,1152.

ÊÎÍÒÐÎËÜÍÛÅ ÂÎÏÐÎÑÛ

1. ×òî èçó÷àåò êîìáèíàòîðèêà?
2. ×òî âû ïîíèìàåòå ïîä óïîðÿäî÷åííîé âûáîðêîé?
3. À ÷òî òàêîå íåóïîðÿäî÷åííàÿ âûáîðêà?
4. Â ÷åì ñóòü ïðàâèëà ïðîèçâåäåíèÿ?
5. ×òî òàêîå ïðàâèëî ñóììû â êîìáèíàòîðèêå? 
6. ×òî òàêîå ðàçìåùåíèÿ áåç ïîâòîðåíèé? Â ÷åì îñîáåííîñòü ðàçìåùåíèé áåç 

ïîâòîðåíèé?
7. ×òî òàêîå ðàçìåùåíèÿ ñ ïîâòîðåíèÿìè? Â ÷åì èõ îñîáåííîñòü?
8. ×òî òàêîå ïåðåñòàíîâêè áåç ïîâòîðåíèé? Â ÷åì îñîáåííîñòü ïåðåñòàíîâîê áåç 

ïîâòîðåíèé?
9. ×òî òàêîå ïåðåñòàíîâêè ñ ïîâòîðåíèÿìè? Â ÷åì èõ îñîáåííîñòü?

10. ×òî òàêîå ñî÷åòàíèÿ áåç ïîâòîðåíèé? Â ÷åì îñîáåííîñòü ñî÷åòàíèé áåç ïîâòî-
ðåíèé?

11. ×òî òàêîå ñî÷åòàíèÿ ñ ïîâòîðåíèÿìè? Â ÷åì èõ îñîáåííîñòü?
12. Êàêîâà ðîëü êîìáèíàòîðèêè â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé?
13. Êàêèå ñâîéñòâà ñî÷åòàíèé âû çíàåòå?
14. ×åìó ðàâíî ?
15. ×åìó ðàâíî ?

ÇÀÄÀÍÈß

2.1. Âû÷èñëèòå: a) ; á) . 

2.2. Âû÷èñëèòå: a) ; á) .



ÇÀÄÀÍÈß

35

2.3. Ðåøèòü óðàâíåíèå .
2.4. Âîçìîæíî ëè ðàâåíñòâî P

n
=36 A2

n-1 è åñëè äà, òî ïðè êàêîì n?
2.5. Ðåøèòü óðàâíåíèå: a) ; á) . 
2.6. Èç 14 ñëîâ ìóæñêîãî ðîäà, 8 æåíñêîãî è 10 ñðåäíåãî íàäî âûáðàòü ïî îäíîìó 

ñëîâó êàæäîãî ðîäà. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæåò áûòü ñäåëàí ýòîò âûáîð?
2.7. Êîìèññèÿ ñîñòîèò èç ïðåäñåäàòåëÿ, åãî çàìåñòèòåëÿ è åùå øåñòè ÷åëîâåê. 

Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ÷ëåíû êîìèññèè ìîãóò ðàñïðåäåëèòü ìåæäó ñîáîé îáÿ-
çàííîñòè?

2.8. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî óêàçàòü íà øàõìàòíîé äîñêå äâà êâàäðàòà: áåëûé 
è ÷åðíûé?  Åñëè íåò îãðàíè÷åíèé íà öâåò âûáðàííûõ êâàäðàòîâ?

2.9. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàññòàâèòü øåñòü êíèã ðàçíûõ àâòîðîâ íà ïîëêå â 
îäèí ðÿä? 

2.10. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàññàäèòü 6 ãîñòåé çà êðóãëûì ñòîëîì?
2.11. Àâòîìîáèëüíûå íîìåðà ñîñòîÿò èç îäíîé, äâóõ èëè òðåõ áóêâ è ÷åòûðåõ öèôð. 

Íàéòè ÷èñëî òàêèõ íîìåðîâ, åñëè èñïîëüçóþòñÿ 28 áóêâ ðóññêîãî àëôàâèòà.
2.12. Ó àíãëè÷àí ïðèíÿòî äàâàòü äåòÿì íåñêîëüêî èìåí. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî 

íàçâàòü ðåáåíêà, åñëè îáùåå ÷èñëî èìåí ðàâíî 300, à åìó äàþò íå áîëåå òðåõ 
èìåí?

2.13. Â áóêèíèñòè÷åñêîì ìàãàçèíå ëåæàò 6 ýêçåìïëÿðîâ ðîìàíà È. Ñ. Òóðãåíåâà 
«Ðóäèí», 3 ýêçåìïëÿðà åãî æå ðîìàíà «Äâîðÿíñêîå ãíåçäî» è 4 ýêçåìïëÿðà ðî-
ìàíà «Îòöû è äåòè». Êðîìå òîãî, åñòü 5 òîìîâ, ñîäåðæàùèõ ðîìàíû «Ðóäèí» 
è «Äâîðÿíñêîå ãíåçäî», 7 òîìîâ, ñîäåðæàùèõ ðîìàíû «Äâîðÿíñêîå ãíåçäî» è 
«Îòöû è äåòè», è 3 òîìà, â êîòîðûå âõîäÿò «Ðóäèí» è «Îòöû è äåòè». Ñêîëüêèìè 
ñïîñîáàìè ìîæíî ñäåëàòü ïîêóïêó, ñîäåðæàùóþ ïî îäíîìó ýêçåìïëÿðó êàæäîãî 
èç ýòèõ ðîìàíîâ?

2.14. Áðîêåðñêàÿ ôèðìà ïðåäëàãàåò àêöèè ðàçëè÷íûõ êîìïàíèé. Àêöèè 10 èç íèõ 
ïðîäàþòñÿ ïî íàèìåíüøåé ñðåäè èìåþùèõñÿ àêöèé öåíå è îáëàäàþò îäèíàêîâîé 
äîõîäíîñòüþ. Êëèåíò ñîáèðàåòñÿ ïðèîáðåñòè àêöèè 3 òàêèõ êîìïàíèé  ïî 1 îò 
êàæäîé êîìïàíèè. Ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ñïîñîáîâ âûáîðà 3 òàêèõ àêöèé èç 10, 
åñëè âûáîð îñóùåñòâëÿåòñÿ â ñëó÷àéíîì ïîðÿäêå?

2.15. Ïîêóïàÿ êàðòî÷êó ëîòåðåè «Ñïîðòëîòî», èãðîê äîëæåí çà÷åðêíóòü 5 èç 36 âîç-
ìîæíûõ ÷èñåë îò 1 äî 36. Åñëè ïðè ðîçûãðûøå òèðàæà ëîòåðåè îí óãàäàåò âñå 5 
÷èñåë, òî èìååò øàíñ âûèãðàòü çíà÷èòåëüíóþ ñóììó äåíåã. Ñêîëüêî âîçìîæíûõ 
êîìáèíàöèé ìîæíî ñîñòàâèòü èç 36 ïî 5, åñëè ïîðÿäîê ÷èñåë áåçðàçëè÷åí?

2.16. Â ÿùèêå íàõîäÿòñÿ 3 ñèíèõ è 4 êðàñíûõ êàðàíäàøà. Íàóäà÷ó îäíîâðåìåííî 
èçâëåêàþòñÿ 3 êàðàíäàøà. Íàéòè:

à) âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âñå 3 êàðàíäàøà êðàñíûå;
á) âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî êðàñíûõ êàðàíäàøåé áîëüøå, ÷åì ñèíèõ.

2.17. Ðåøèòü óðàâíåíèå: a)   ; á) .
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2.18. Ñðåäè 6 òåëåâèçîðîâ, íàõîäÿùèõñÿ â ïðîäàæå, 4 òðåáóþò äîïîëíèòåëüíîé íàñòðîé-
êè. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî èç 2 êóïëåííûõ òåëåâèçîðîâ 1 áóäåò òðåáîâàòü 
äîïîëíèòåëüíîé íàñòðîéêè.

2.19. Íà äåâÿòè êàðòî÷êàõ íàïå÷àòàíà îäíà èç ñëåäóþùèõ áóêâ: Î, 2 áóêâû Â, Ò, Ñ, Í, Å, 
À, Ð. Âûíèìàÿ ïîñëåäîâàòåëüíî èç ÿùèêà êàðòî÷êè íàóãàä è âûêëàäûâàÿ èõ â îäíó 
ëèíèþ, ìîæíî ïîëó÷èòü ñëîâî «ÐÀÂÅÍÑÒÂÎ». Êàêîâà âåðîÿòíîñòü ýòîãî ñîáûòèÿ?

2.20. Â øàõìàòíîì òóðíèðå ó÷àñòâóþò 20 ÷åëîâåê, êîòîðûå áóäóò ïî æðåáèþ ðàñïðåäå-
ëåíû â äâå ãðóïïû ïî 10 ÷åëîâåê. Êàêîå ñîáûòèå áîëåå âåðîÿòíî: äâà íàèáîëåå 
ñèëüíûõ ó÷àñòíèêà îêàæóòñÿ â ðàçíûõ ãðóïïàõ; äâà íàèáîëåå ñèëüíûõ ó÷àñòíèêà 
îêàæóòñÿ â îäíîé ãðóïïå?

2.21. Íà ïÿòè îäèíàêîâûõ êàðòî÷êàõ íàïèñàíû áóêâû Ò, Ó, À, Ì, Á. Îíè òùàòåëüíî 
ïåðåìåøàíû. Èçâëåêàþòñÿ íàóäà÷ó ïîî÷åðåäíî: 

à) ïî îäíîé áóêâå âñå ïÿòü;
á) òðè áóêâû è óêëàäûâàþòñÿ ñëåâà íàïðàâî. 
Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî áóäåò ïîëó÷åíî ñëîâî:
à) «ÒÓÌÁÀ»;
á) «ÁÓÌ»?

2.22. ×òî âåðîÿòíåå âûèãðàòü ó ðàâíîñèëüíîãî ñîïåðíèêà ïî øàõìàòàì: ÷åòûðå ïàðòèè 
èç øåñòè èëè òðè ïàðòèè èç ïÿòè?

2.23. Â àâòîáóñå áûëî 5 äåâóøåê è 10 þíîøåé. Íà îñòàíîâêå âûøëè 4 ÷åëîâåê. Íàéäèòå 
âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñðåäè íèõ äâå äåâóøêè è äâîå þíîøåé. 

2.24. Â ÿùèêå èìåþòñÿ 40 èçäåëèé ïåðâîãî ñîðòà è 15 — âûñøåãî ñîðòà. Èç ÿùèêà 
íàóäà÷ó áåðóò îäíî çà äðóãèì òðè èçäåëèÿ. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âñå èç-
äåëèÿ îêàæóòñÿ âûñøåãî ñîðòà

2.25. Â êàáèíåòå ðàáîòàþò 6 ìóæ÷èí è 4 æåíùèíû. Äëÿ ïåðååçäà íàóäà÷ó îòîáðàíû 7 
÷åëîâåê. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñðåäè îòîáðàííûõ ëèö òðè æåíùèíû.

2.26. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ âûèãðûøà â ñïîðòëîòî íåîáõîäèìî ïðàâèëüíî óêàçàòü 6 íîìåðîâ 
èç 49. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü âûèãðûøà ïðè ïîêóïêå îäíîãî áèëåòà?

2.27. Â óðíå 4 áåëûõ è 6 ÷åðíûõ øàðîâ. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü èçâëå÷åíèÿ èç óðíû äâóõ 
áåëûõ øàðîâ?

2.28. Â ïàðòèè èç 50 äåòàëåé 6 áðàêîâàííûõ. Èç ïàðòèè ïðîèçâîëüíî âûáèðàþòñÿ 4 
äåòàëè. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñðåäè îòîáðàííûõ äåòàëåé áóäå ðîâíî 2 
áðàêîâàííûõ.

2.29. Â ïàðòèè èç  äåòàëåé èìååòñÿ  ñòàíäàðòíûõ. Íàóäà÷ó îòîáðàíû  äåòàëåé. Íàéòè 
âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñðåäè îòîáðàííûõ äåòàëåé ðîâíî  ñòàíäàðòíûõ.

2.30. Â àâòîáóñå áûëî 4 äåâóøêè è 6 þíîøåé. Íà îñòàíîâêå âûøëè 6 ÷åëîâåê. Íàéäèòå 
âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñðåäè íèõ òðîå äåâóøåê è òðîå þíîøåé. 
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ÃËÀÂÀ 3 

ÎÑÍÎÂÍÛÅ ÒÅÎÐÅÌÛ È ÔÎÐÌÓËÛ ÒÅÎÐÈÈ ÂÅÐÎßÒÍÎÑÒÅÉ

3.1. Óñëîâíûå âåðîÿòíîñòè è óñëîâíûå îòíîñèòåëüíûå ÷àñòîòû ñîáûòèÿ

Условной вероятностью будем называть вероятность события A, вы-
численную при условии, что произошло другое событие B, связанное с 
A. Условная вероятность обозначается P(A|B) и вычисляется по формуле:ܲ(ܤ|ܣ) = (ܤ)ܲ(ܤܣ)ܲ , (ܤ)ܲ ് 0 .                        (3.1.1)

Соответственно условная вероятность P(A|B) – по формуле:ܲ(ܣ|ܤ) = (ܣ)ܲ(ܤܣ)ܲ (ܣ)ܲ     , ് 0 .                           (3.1.2)

Условная вероятность лежит в пределах 0  P (A|B) 1.
Рассмотрим примеры определения условной вероятности.

Ïðèìåð 1. Производится одновременное бросание трёх симметричных 
монет на поверхность стола. 

Рассматриваются события: A – появление одного герба, B – появление 
нечетного числа гербов. 

Определим условную вероятность P(A|B).

Ðåøåíèå. Обозначим Г и Ц события, состоящие в появлении герба и 
цифры соответственно. Тогда полное пространство исходов опытов за-
пишется в виде:

 = {ГГГ, ГГЦ, ГЦГ, ЦГГ, ГЦЦ, ЦГЦ, ЦЦГ, ЦЦЦ}.

Каждый исход опыта представлен в виде трех букв, каждая из которых 
показывает исход опыта для первой, второй и третьей монеты соответ-
ственно. 

Исходы опыта в совокупности составляют схему случаев, поэтому ве-
роятности P(AB) и P(B) вычисляются по формуле (1.4.1):ܲ(ܤ) = 48 =  12 , (ܤܣ)ܲ = 38 .
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Искомая вероятность P(A|B) (3.1.1) равна:ܲ(ܤ|ܣ) = 3 ڄ 28 ڄ 1 = 34 .

Ïðèìåð 2. Из урны, содержащей 2 белых и один черный шар, вынимают 
по одному шару. Рассматриваются события: A – появление белого шара,  
B – появление черного шара. Определим вероятности P(A), P(B), P(A|B) 
и P(B|A).

Ðåøåíèå. Исходы опыта образуют схему случаев. Поэтому искомые 
вероятности равны:ܲ(ܣ) = 23 , (ܤ)ܲ᩸᩸ = 13 , (ܤ|ܣ)ܲ᩸᩸ = 22 = 1, (ܣ|ܤ)ܲ᩸᩸ = 12 .

  

Аналогично введем понятие условной относительной частоты.
Условной относительной частотой P*(A|B) события A при наличии друго-

го события B, связанного с A, называется относительная частота события A,  
вычисленная не по совокупности всех n опытов, а лишь по совокупности 
только тех опытов, в которых вместе с A произошло событие B. 

Формулы вычисления условных относительных частот: ܲ(ܤ|ܣ)כ = (ܤ)כܲ(ܤܣ)כܲ (ܤ)כܲ   , ് 0 .                       (3.1.3)

(ܣ|ܤ)כܲ = (ܣ)כܲ(ܤܣ)כܲ (ܣ)כܲ     , ് 0.                       (3.1.4)

3.2. Çàâèñèìûå è íåçàâèñèìûå ñîáûòèÿ

Событие A не зависит от события B, если появление в результате опыта 
события B не изменяет вероятности появления события A:ܲ(ܤ|ܣ) = (3.2.1)                                          . (ܣ)ܲ

Иначе говоря, если A не зависит от B, то условная вероятность P(A|B) 
равна безусловной вероятности P (A).

Преобразуем формулы (3.1.1) и (3.12):ܲ(ܤܣ) = (ܣ|ܤ)ܲ(ܣ)ܲ = (3.2.2)                         . (ܤ|ܣ)ܲ(ܤ)ܲ

Подставим (3.2.1) в (3.2.2):ܲ(ܣ)ܲ(ܣ|ܤ) = ,(ܣ)ܲ(ܤ)ܲ
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откуда следует: (ܣ|ܤ)ܲ = (3.2.3)                                          ,(ܤ)ܲ

то есть событие B не зависит от события A.
Следовательно, свойство независимости событий A и B взаимно, если  

не зависит от B, то и B не зависит от A:൜ܲ(ܤ|ܣ) = (ܣ|ܤ)ܲ,(ܣ)ܲ = (3.2.4)                                          .(ܤ)ܲ

Понятие независимости событий играет значительную роль в теории 
вероятностей и её приложениях. В задачах практики для проверки неза-
висимости событий обычно пользуются интуитивными соображениями 
и редко обращаются к равенствам (3.2.4). 

События A, B называются зависимыми, если появление одного из них 
в результате опыта изменяет вероятность появления другого события:൜ܲ(ܤ|ܣ) ് (ܣ|ܤ)ܲ,(ܣ)ܲ ് (3.2.5)                                         .(ܤ)ܲ

Рассмотрим примеры независимых и зависимых событий.

Ïðèìåð 3. Бросаются подряд две монеты. Появление герба на одной 
монете (событие A) и появление цифры на второй (событие B) – незави-
симые события.

Ïðèìåð 4. Вынимание шаров из урны с возвращением. 
Из урны, содержащей одинаковые белые и черные шары (6 белых и 4 

черных), вынимают один шар и кладут его обратно. Затем из урны выни-
мают еще один шар. Рассмотрим событие: A – появление белого шара при 
первом вынимании, B – появление белого шара при втором вынимании. 
Их вероятности, очевидно, равны:ܲ(ܣ) = 610 , (ܣ|ܤ)ܲ = 610 = .(ܤ)ܲ

В данном примере события A и B независимы, так как возврат в урну 
вынутого шара восстанавливает первоначальный состав шаров – 6 белых 
и 4 черных.

Ïðèìåð 5. Âынимание шаров из урны без возвращения.
При условиях примера 1.5.2 вынутый шар оказывается белым (собы-

тие A), но в урну не возвращается. 
Вероятность события B – появление белого шара при втором выни-

мании (при условии, что вынутый первым шар не возвращен в урну) из-
меняется, так как белых шаров стало 5 вместо 6-ти:
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Следовательно, события A и B в данном примере зависимы, так как 
появление A изменяет вероятность события B.

3.3. Òåîðåìà ñëîæåíèÿ âåðîÿòíîñòåé (îòíîñèòåëüíûõ ÷àñòîò) 
íåñîâìåñòíûõ ñîáûòèé

Теорема сложения вероятностей двух несовместных событий: вероят-
ность суммы двух несовместных событий равна сумме вероятностей этих 
событий. ܣ)ܲ + (ܤ = (ܣ)ܲ + .(ܤ)ܲ ܤܣ᩸᩸᩸ = (3.3.1)                    . ׎

Доказательство проведем для схемы случаев (несовместных, равновоз-
можных событий, образующих полную группу событий).

Пусть событию A благоприятствуют m элементарных исходов, а со-
бытию B – соответственно k исходов. Так как события A и B по условию 
теоремы несовместны, то событию A + B благоприятствуют m+k элемен-
тарных исходов из общего числа n исходов. Следовательно:ܲ(ܣ + (ܤ = ݉ + ݇݊ = ݉݊ + ݇݊ = (ܣ)ܲ + ,(ܤ)ܲ

где P(A) – вероятность события A; P(B) – вероятность события B. 
Теорема доказана. Для случайных событий, которые не укладываются 

в схему случаев, теорема сложения вероятностей принимается за аксиому 
и называется законом сложения вероятностей событий.

Çàìå÷àíèå. Теорему можно было строго доказать и для относительных 
частот суммы двух несовместных событий и на основании того, что при 
неограниченном возрастании числа опытов  относительная частота собы-
тия сходится по вероятности к вероятности события (см. п. 1.5 и 9.5.), и 
сделать вывод, что теорема сложения относительных частот справедлива 
и для вероятностей событий: ܲܣ)כ + (ܤ = (ܣ)כܲ + (3.3.2)                          . (ܤ)כܲ

Теорема сложения вероятностей (относительных частот) справедлива 
для любого конечного числа несовместных событий : A

1
, A

2
, … , A

n
.ܲ ൭෍ ௜௡ܣ

௜ୀଵ ൱ = ෍ ௡ (௜ܣ)ܲ
௜ୀଵ ௝ܣ௜ܣ        = ݅   ,׎ ് ݆ ,          (3.3.3)
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כܲ ൭෍ ௜௡ܣ
௜ୀଵ ൱ = ෍ ௝ܣ௜ܣ      (௜ܣ)כܲ = ݅   ,׎ ് ݆. ௡

௜ୀଵ               

(3.3.4)

3.4. Òåîðåìû óìíîæåíèÿ âåðîÿòíîñòåé è îòíîñèòåëüíûõ ÷àñòîò

Во многих случаях вероятности появления одних событий зависят от 
того, произошло другое событие или нет. В этом случае говорят об услов-
ной вероятности события. Как было отмечено в пункте 3.1., вероятность 
события A, вычисленная при условии, что имело место другое событие B, 
называется условной вероятностью события A и обознается P(A|B).

Теорема умножения вероятностей для двух событий: вероятность про-
изведения двух событий равна произведению вероятности одного из них 
на условную вероятность другого события, вычисленную при условии, что 
произошло первое событие: (ܤܣ)ܲ = (ܤܣ)ܲ ,(ܣ|ܤ)ܲ(ܣ)ܲ =  (ܤ|ܣ)ܲ(ܤ)ܲ

 (3.4.1)

(3.4.2)

Äîêàçàòåëüñòâî. Предположим, что из n возможных элементарных ис-
ходов событию A  благоприятствуют m исходов, из которых k благоприят-
ствуют событию B, тогда вероятность события A будет равна:ܲ(ܣ) = ݉݊

 .

Условная вероятность события B относительно события A будет равна:ܲ(ܣ|ܤ) = ݇݉
 .

Произведению событий A и B благоприятствуют только те исходы, 
которые благоприятствуют и событию A и событию B одновременно, то 
есть k исходов.

Следовательно, вероятность произведения событий A и B:ܲ(ܤܣ) = ݇݊
 .

Умножим числитель и знаменатель последней формулы на m получим:
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 P (ܤܣ) = ݇݊ ݉݉ = ݉݊ ݇݉ =  .(ܣ|ܤ)ܲ(ܣ)ܲ

Таким же способом доказывается и формула:

(ܤܣ)ܲ   =  .(ܤ|ܣ)ܲ(ܤ)ܲ

Доказанная теорема справедлива и для произведения относительных 
частот двух событий: относительная частота произведения двух событий 
равна произведению относительной частоты одного из них на условную 
относительную частоту другого события, вычисленную при условии, что 
произошло первое событие:

(ܤܣ)כܲ  = (ܣ)כܲ ڄ  (ܤ|ܣ)כܲ ڄ (ܤ)כܲ = (ܤܣ)כܲ ,(ܣ|ܤ)כܲ

 
(3.4.3)

(3.4.4)

Распространим теорему умножения вероятностей событий на несколь-
ко событий A

1
, A

2
, … , A

n
.ଶܣଵܣ)ܲ: . . (௡ܣ = .(ଶܣଵܣ|ଷܣ)ܲ(ଵܣ|ଶܣ)ܲ(ଵܣ)ܲ . . .ଷܣଶܣଵܣ|௡ܣ)ܲ . . ௡ିଵ).(3.4.5)ܣ

Аналогично для относительных частот событий: ܲܣ)כଵܣଶ. . . (௡ܣ = .(ଶܣଵܣ|ଷܣ)כܲ(ଵܣ|ଶܣ)כܲ(ଵܣ)כܲ . . .ଷܣଶܣଵܣ|௡ܣ)כܲ . . ௡ିଵ). (3.4.6)ܣ

Порядок нумерации событий указывается произвольно.

Ïðèìåð 6. В урне имеется 5 одинаковых на ощупь шаров, из них 2 белых 
и 3 черных шара. Из урны наугад вынимают один шар, а затем другой шар. 
Какова вероятность того, что оба шара будут черными?

Ðåøåíèå. Обозначим A – появление двух черных шаров, A
1
 – появление 

черного шара при первом вынимании, A
2
 – появление черного шара при 

втором вынимании шаров. Тогда можно записать выражение для события A 
как произведение событий A

1
 и A

2
: A = A

1
A

2
.

События A
1
 и A

2
 зависимы, поэтому по теореме умножения (3.4.1) по-

лучим: (ܣ)ܲ = (ଵܣ|ଶܣ)ܲ(ଵܣ)ܲ = 35 ڄ 24 = 310 = 0,30.

Событие A
2
 зависит от A

1
, так как появление A

1
 изменяет условия опыта, 

(шар не возвращается) и, следовательно, изменяется вероятность события A
2
.
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Если события A и B независимы (3.2.4), то закон умножения вероят-
ностей принимает следующий вид (3.4.1):

(ܤܣ)ܲ  = (ܣ)ܲ ڄ (3.4.7) , (ܤ)ܲ

теорема умножения относительных частот (3.4.3), для двух независимых 
событий запишется в виде:ܲ(ܤܣ)כ = (ܣ)כܲ ڄ (3.4.8)                                   .(ܤ)כܲ

Ïðèìåð 7. Рассмотрим условия первого примера, но после вынимания 
первого шара его возвращают обратно, восстанавливая при этом началь-
ные условия опыта. Тем самым события A

1
 и A

2
 – появление черного шара 

при первом и втором выниманиях шаров из урны, содержащей 2 белых и 
3 черных шара, – становятся независимыми.

Ðåøåíèå. По формуле (3.4.7) имеем:ܲ(ܣ) = (ଶܣଵܣ)ܲ = (ଶܣ)ܲ(ଵܣ)ܲ = 35 ڄ 35 = 925 = 0,36 .

Если события A
1
, A

2
, … , A

n
 – независимы (3.2.4), то выражения (3.4.5) и 

(3.4.6) для вероятности произведения и относительной частоты n событий 
запишутся в следующем виде:
 ܲ(ෑ (௜ܣ = ෑ ௡;(௜ܣ)ܲ

௜ୀଵ
௡

௜ୀଵ
 

(3.4.9)

 
ෑ)כܲ (௜ܣ = ෑ ௡(௜ܣ)כܲ

௜ୀଵ . ௡
௜ୀଵ  

(3.4.10)

Таким образом, вероятность (относительная частота) произведения n  
независимых событий равна произведению вероятностей (относительных 
частот) этих событий.

Ïðèìåð 8. Три стрелка с разным уровнем подготовки независимо друг 
от друга стреляют по одному разу по мишеням. Вероятности попадания в 
мишень для стрелков соответственно равны p

1
 = 0,90, p

2
 = 0,60, p

3
 = 0,50. 

Какова вероятность того, что все три стрелка попадут в мишень, сделав 
по одному выстрелу?

Ðåøåíèå. Обозначим A – три стрелка попали в мишень, A
1
 – первый 

стрелок попал в мишень, A
2
 – второй, A

3
 – третий стрелок попали в ми-

шень. Тогда событие A выразится через A
1
, A

2,
 A

3
 в виде произведения:

A=A
1
 A

2
 A

3
. 
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Вероятность события  в соответствии с (3.4.9) – события A
1
, A

2,
 A

3
 – 

независимы – равна:

P(A)=P(A
1
)P(A

2
)P(A

3
)=p

1
 p

2
 p

3
=0,90·0,60·0,50=0,27.

3.5. Òåîðåìà ñëîæåíèÿ âåðîÿòíîñòåé (îòíîñèòåëüíûõ ÷àñòîò) 
ñîâìåñòíûõ ñîáûòèé 

Как указывалось выше, теорема сложения справедлива только для не-
совместных событий. В случае, когда события совместны, мы условились 
рассматривать вместо суммы событий их объединение.

Òåîðåìà: Вероятность появления хотя бы одного из двух совместных 
событий равна сумме вероятностей этих событий, без вероятности их со-
вместного появления: 

                                          P(A+B)=P(A)+P(B) – P(AB).                                (3.5.1)

Äîêàçàòåëüñòâî: Событие A+B наступит, если наступит одно из трех 
несовместных событий A  B

–
, A

–
B , AB. По теореме сложения вероятностей 

несовместных событий:ܲ(ܣ + (ܤ = ܲ൫ܤܣ൯ + ܲ൫ܤܣ൯ + (3.5.2)                  .(ܤܣ)ܲ

Событие A произойдет, если наступит одно из двух несовместных AB
–
, 

AB. Снова применим теорему сложения вероятностей несовместных со-
бытий, в результате получаем:

(ܣ)ܲ                                 = ܲ൫ܤܣ൯ + (3.5.3)                               , (ܤܣ)ܲ
откуда: 

                                ܲ൫ܤܣ൯ = (ܣ)ܲ െ (3.5.4)                               . (ܤܣ)ܲ

Подобным образом для события B получаем:

                                (3.5.5)
Подставим формулы (3.5.4) и (3.5.5) в (3.5.2): ܲ(ܣ + (ܤ = (ܣ)ܲ െ (ܤܣ)ܲ + (ܤ)ܲ െ (ܤܣ)ܲ + (ܤܣ)ܲ ܣ)ܲ ֜ + (ܤ = (ܣ)ܲ + (ܤ)ܲ െ  (ܤܣ)ܲ

  (3.5.6)

Теорема доказана.
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Ïðèìåð 9. Производится бросание двух монет. Рассматриваются со-
бытия:
A – появление хотя бы одного герба;
B –  появление хотя бы одной цифры;
AB – появление одного герба и одной цифры.ܥ = ܣ ׫  . ܤ

Найти вероятность события C – появление любого исхода опыта.

Ðåøåíèå. Вероятности событий A, B и AB равны:ܲ(ܣ) = 34 , (ܤ)ܲ᩸᩸ = 34 , (ܤܣ)ܲ᩸᩸ = 24 = 12 
.

Вероятность объединения событий A и B равна: ܲ(ܥ) = ܣ)ܲ ׫ (ܤ = (ܣ)ܲ + (ܤ)ܲ െ (ܤܣ)ܲ = 34 + 34 െ 12 = 1,

откуда следует, что событие C – достоверно, C= .

3.6. Ñëåäñòâèÿ òåîðåìû ñëîæåíèÿ

Теорема (закон) сложения вероятностей имеет два важных для практики 
решения вероятностных задач следствия, связанных с суммой несовмест-
ных событий (исходов опыта), образующих полную группу, иначе говоря, 
с полным пространством исходов опыта.

Ñëåäñòâèå 1. Сумма вероятностей несовместных событий A
1
, A

2
, ..., An, 

образующих полную группу, равна единице:෍ (௜ܣ)ܲ = ௝ܣ௜ܣ᩸᩸᩸,1 = ,׎ ᩸᩸᩸  ݅, ݆ = 1. . . ݊; ᩸᩸᩸݅ ് ݆ . ௡
௜ୀଵ

      

 (3.6.1)

Äîêàçàòåëüñòâî. Сумма событий A
1
, A

2
, ..., An, образующих полную груп-

пу (полное пространство исходов опыта), – событие достоверное, так как 
в результате опыта должно обязательно произойти хотя бы одно из них:෍ ௜ܣ =௡

௜ୀଵ  ,

а вероятность суммы и вероятность достоверного события, следовательно, 
равны единице:
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ܲ ൭෍ ௜௡ܣ
௜ୀଵ ൱ = ܲ( ) = 1.

С другой стороны, согласно закону сложения вероятностей (3.3.3), 
вероятность суммы несовместных событий равна сумме вероятностей 
этих событий:

   ܲ ൭෍ ௜௡ܣ
௜ୀଵ ൱ = ෍ (௜ܣ)ܲ = 1.௡

௜ୀଵ  

Ñëåäñòâèå 2. Сумма вероятностей противоположных событий равна 
единице: (ܣ)ܲ + ܲ൫ܣ൯ = 1.                                 (3.6.2)

Äîêàçàòåëüñòâî. Следствие является частным случаем доказанного выше 
первого следствия при n=2 (для двух событий). Два несовместных события, 
образующих полную группу, называются противоположными событиями. 
Для противоположных событий справедливы соотношения:

 ቊܣ + ܣ = ܣ, ڄ ܣ = .׎   (3.6.3)

Вероятность их суммы равна единице:

 ܲ൫ܣ + ൯ܣ = ܲ( ) = 1. (3.6.4)

а по теореме сложения: ܲ(ܣ + (ܣ = (ܣ)ܲ + (3.6.5)                              .(ܣ)ܲ

Совмещая (3.6.4) и (3.6.5), получаем доказательство следствия 2 (3.6.2).
Данное следствие весьма часто используется при решении вероятност-

ных задач в такой форме:

(ܣ)ܲ    = 1 െ ܲ൫ܣ൯.                                      (3.6.6)
     
Практически это означает, что вероятность события A можно вычислить 

через вероятность его противоположного события ܣ, которая в большин-
стве случаев решения задач определяется гораздо проще, чем вероятность 
события A.

Рассмотрим пример практического применения второго следствия 
теоремы сложения вероятностей.
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Ïðèìåð 10. Производится бросание 3-х монет. Какова вероятность того, 
что герб выпадет хотя бы один раз?

Ðåøåíèå. Рассмотрим пространство исходов этого опыта с точки зре-
ния выпадения гербов на 3-х монетах. Очевидно, что число гербов может 
быть равно 0, 1, 2 или 3. Искомая вероятность события – “хотя бы один 
герб появился при трех бросаниях монеты” (событие A) – равна сумме 
вероятностей трех из четырех возможных исходов опыта A

1
, A

2
, A

3
 (A

k
– 

появление k гербов, k=1, 2, 3):ܲ(ܣ) = (ଵܣ)ܲ + (ଶܣ)ܲ + .(ଷܣ)ܲ

Противоположным событию A является событие A
0 
– ни одного герба 

не выпало при бросании трех монет. Его вероятность равна:ܲ(ܣ଴) = ଷݍ = 0,50ଷ = 0,125,

где q =1– p =1– 0,50 = 0,50,  p = 0,50 – вероятность появления герба при 
одном бросании монеты.

Таким образом, искомая вероятность P(A) вычисляется, в конечном 
счете, по формуле:

(ܣ)ܲ  = 1 െ (ሜܣ)ܲ = 1 െ (଴ܣ)ܲ = 1 െ (1 െ (ܣ)ܲ,ଷ(݌ = 1 െ 0,125 = 0,875. 

 

Преимущество решений примеров через противоположные события 
– очевидно.

3.7. Âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ ñîáûòèÿ õîòÿ áû îäèí ðàç 
â íåñêîëüêèõ íåçàâèñèìûõ îïûòàõ

Рассмотрим пример на случай  независимых опытов, осуществляемых 
в изменяющихся или одинаковых условиях.

Пусть производится  независимых опытов, условия которых изменя-
ются от опыта к опыту. Например, стрелок, производящий стрельбу по 
мишени из спортивного пистолета, после каждого выстрела делает один 
шаг по направлению к мишени. Очевидно, вероятность попадания в ми-
шень с каждым выстрелом растет.

Обозначим A
i
– попадание в мишень при м выстреле, i=1...n,  ܣ

i
  – 

промах при м выстреле,  – хотя бы одно попадание при  выстрелах,  – ве-
роятность хотя бы одного попадания при  выстрелах,  – ни одного 
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попадания в мишень при   выстрелах. Тогда событие  может быть пред-
ставлено в виде:ܤ = .ଶܣଵܣ . . ௡ܣ + .ଷܣଶܣଵܣ . . .+௡ܣ . . .ଶܣଵܣ+ . . ௡ܣ௡ିଵܣ + .ଷܣଶܣଵܣ . . ௡ܣ .ସܣଷܣଶܣଵܣ+ + . . .+௡ܣ . . .ଶܣଵܣ+ . . .+௡ܣ௡ିଵܣ௡ିଶܣ . . .ଶܣଵܣ+ . .  ௡ܣ

(3.7.1)
Противоположное событие ܤ может быть представлено в виде:ܤ = .ଶܣଵܣ . . ௡ ,                                           (3.7.2)ܣ

а его вероятность, очевидно, равна:

ܲ൫ܤ൯ = ܲ ൭ෑ൫ܣ௜൯௡
௜ୀଵ ൱ = ෑ ௡(௜ܣ)ܲ

௜ୀଵ .                       (3.7.3)

Обозначим вероятность появления события A
i
 в -м опыте – попадание 

i-м выстреле (i=1…n) – через p
i 
= P (A

i  
), а вероятность промаха – появле-

ние события ܣ – через:

௜ݍ    = 1 െ ௜݌ = ܲ൫ܣ௜൯ = 1 െ ,(௜ܣ)ܲ ᩸᩸᩸݅ = 1,2, . . . , ݊ .

Тогда выражение (3.7.3) можно представить в виде:ܲ(ܤ) = ෑ ௜ݍ = ෑ(1 െ ௜). ௡݌
௜ୀଵ

௡
௜ୀଵ                            (3.7.4)

Из (3.6.6) следует: ܴଵ,௡ = (ܤ)ܲ = 1 െ ܲ൫ܤ൯ ,                               (3.7.5)

откуда ܴଵ,௡ = 1 െ ෑ ௜ݍ = 1 െ ෑ(1 െ ௜)௡݌
௜ୀଵ

௡
௜ୀଵ .                     (3,7,6)

В случае, когда условия опытов не изменяются (например, стрельба по 
мишени производится с одной и той же позиции):൜ܲ(ܣ௜) = (ܣ)ܲ = (ሜ௜ܣ)ܲ,݌ = (ሜܣ)ܲ = ݍ = 1 െ .݌                             (3.7.7)

Подставляя полученные результаты в (3.7.6), окончательно получим:
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Êîíòðîëüíûå âîïðîñûܴଵ,௡ = 1 െ ௡ݍ = 1 െ (1 െ ௡(݌
 .                          (3.7.8)

Формула (3.7.6) используется при вычислении вероятности R
1,n 

–                     
появление события хотя бы один раз в n независимых опытах, осущест-
влявшихся в изменяющихся от опыта к опыту условиях. Формула (3.7.8) 
дает возможность вычислять вероятность R

1,n  
появления события хотя бы 

один раз в неизменяющихся (постоянных) условиях проведения n неза-
висимых опытов.

Ïðèìåð 11. Трое рабочих при изготовлении некоторого изделия работают 
над ним последовательно и независимо один от другого, при этом каче-
ство изделия при передаче изделия следующему рабочему не проверяется. 
Первый рабочий допускает брак с вероятностью p

1
=0,10, второй – с веро-

ятностью p
2
=0,08, третий – с вероятностью p

3
=0,05. Какова вероятность 

того, что при изготовлении изделия будет допущен брак?

Ðåøåíèå. Обозначим A – допущен брак при изготовлении изделия тремя 
рабочими. Очевидно, событие  произойдет, если брак допустит хотя бы 
один из рабочих. Тогда по формуле (3.7.6) получим:ܲ(ܣ) = ܴଵ,ଷ = 1 െ (1 െ ଵ)(1݌ െ ଶ)(1݌ െ (ଷ݌ = 1 െ 0,90 ڄ 0,92 ڄ 0,95 = 0,21 

Ïðèìåð 12. При одном цикле обзора радиолокационной станции (РЛС) 
слежения за космическими объектами объект обнаруживается с вероятно-
стью p=0,80. Обнаружение объекта в каждом цикле обзора РЛС происходит 
независимо от других циклов. За время нахождения объекта в зоне обзора 
РЛС она успевает сделать 5 циклов. Какова вероятность обнаружения 
объекта?

Ðåøåíèå. Обозначим B – обнаружение объекта за n циклов обзора РЛС 
(n=5). Очевидно, что при обнаружении объекта хотя бы в одном цикле 
обзора произойдет событие B. По формуле (3.7.8) вычислим искомую 
вероятностьܲ(ܤ) = ܴଵ,ହ = 1 െ (1 െ ହ(݌ = 1 െ 0,20ହ = 0,99968 .

ÊÎÍÒÐÎËÜÍÛÅ ÂÎÏÐÎÑÛ

1. Êàêîâà ôîðìóëèðîâêà òåîðåìû ñëîæåíèÿ âåðîÿòíîñòåé äëÿ íåñîâìåñòíûõ ñîáûòèé?
2. Êàê âû÷èñëèòü âåðîÿòíîñòü ïðîòèâîïîëîæíîãî ñîáûòèÿ?
3. Êàêàÿ âåðîÿòíîñòü íàçûâàåòñÿ óñëîâíîé?
4. Êàêîâà ôîðìóëèðîâêà òåîðåìû óìíîæåíèÿ âåðîÿòíîñòåé? 
5. Êàêèå ñîáûòèÿ íàçûâàþòñÿ íåçàâèñèìûìè?  



50

ÃËÀÂÀ 3 . Îñíîâíûå òåîðåìû è ôîðìóëû òåîðèè âåðîÿòíîñòåé

6. Êàêèå ñîáûòèÿ íàçûâàþòñÿ çàâèñèìûìè?  
7. Êàê ôîðìóëèðóåòñÿ òåîðåìà óìíîæåíèÿ âåðîÿòíîñòåé äëÿ çàâèñèìûõ ñîáûòèé?
8. ×åìó ðàâíà ñóììà âåðîÿòíîñòåé ïðîòèâîïîëîæíûõ ñîáûòèé?
9. Êàê ôîðìóëèðóåòñÿ òåîðåìà óìíîæåíèÿ âåðîÿòíîñòåé äëÿ íåçàâèñèìûõ ñîáûòèé?

10. Êàê ôîðìóëèðóåòñÿ îáîáùåííàÿ òåîðåìà óìíîæåíèÿ âåðîÿòíîñòåé?  

ÇÀÄÀÍÈß

3.1. Äëÿ íåêîòîðîé ìåñòíîñòè ñðåäíåå ÷èñëî ïàñìóðíûõ äíåé â èþëå ðàâíî 6. Òðåáóåòñÿ 
íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïåðâîãî è âòîðîãî èþëÿ áóäåò ÿñíàÿ ïîãîäà.

3.2. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íàóäà÷ó âûáðàííîå èçäåëèå èç ïàðòèè áóäåò âûñøåãî êà÷å-
ñòâà ðàâíî 0,8. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî èç òðåõ âçÿòûõ èçäåëèé äâà âûñøåãî 
ñîðòà.

3.3. Äëÿ ñèãíàëèçàöèè îá àâàðèè óñòàíîâëåíû òðè íåçàâèñèìî ðàáîòàþùèõ óñòðîé-
ñòâà. Âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî óñòðîéñòâî ñðàáîòàåò ïðè àâàðèè, ðàâíû 0,95; 0,9; 0,85 
ñîîòâåòñòâåííî. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî: à) ïðè àâàðèè ñðàáîòàåò ðîâíî äâà 
óñòðîéñòâà; á) ñðàáîòàåò õîòÿ áû îäíî óñòðîéñòâî.

3.4. Êîíòðîëëåð ïðîâåðÿåò èçäåëèÿ íà ñîîòâåòñòâèå ñòàíäàðòó. Èçâåñòíî, ÷òî âåðî-
ÿòíîñòü ñîîòâåòñòâèÿ ñòàíäàðòó èçäåëèé ðàâíà 0,79. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî 
èç äâóõ ïðîâåðåííûõ èçäåëèé: à) îáà áóäóò ñòàíäàðòíûìè; á) ðîâíî îäíî áóäåò 
ñòàíäàðòíûì; â) õîòÿ áû îäíî áóäåò ñòàíäàðòíûì.

3.5. Îòäåë òåõíè÷åñêîãî êîíòðîëÿ ïðîâåðÿåò èçäåëèå íà ñòàíäàðòíîñòü. Âåðîÿòíîñòü 
òîãî, ÷òî èçäåëèå ñòàíäàðòíî ðàâíî 0,9. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî èç äâóõ ïðî-
âåðåííûõ èçäåëèé òîëüêî îäíî ñòàíäàðòíîå.

3.6. Äâà ñòðåëêà ñòðåëÿþò ïî ìèøåíè. Âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ â ìèøåíü äëÿ ïåðâîãî 
ñòðåëêà ðàâíà 0,7, à äëÿ âòîðîãî ñòðåëêà ðàâíà 0,8. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî 
ïðè îäíîì çàëïå ïîïàäåò òîëüêî îäèí ñòðåëîê.

3.7 Âåðîÿòíîñòü ïðàâèëüíîãî îôîðìëåíèÿ íàêëàäíîé ïðè ïåðåäà÷å ïðîäóêöèè ðàâíà 
0,85. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî èç òðåõ íàêëàäíûõ: à) òîëüêî äâå îôîðìëåíû 
âåðíî; á) õîòÿ áû îäíà îôîðìëåíà âåðíî.

3.8. Âåðîÿòíîñòè ñâîåâðåìåííîãî âûïîëíåíèÿ çàäàíèÿ òðåìÿ íåçàâèñèìî ðàáîòàþùèìè 
ïðåäïðèÿòèÿìè ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû 0,7; 0,8; 0,9. Íàéòè âåðîÿòíîñòü ñâîåâðåìåí-
íîãî âûïîëíåíèÿ çàäàíèÿ: à) ðîâíî îäíèì ïðåäïðèÿòèåì èç òðåõ; á) õîòÿ áû îäíèì 
ïðåäïðèÿòèåì.

3.9. Óñòðîéñòâî ñîäåðæèò äâà íåçàâèñèìî ðàáîòàþùèõ ýëåìåíòà. Âåðîÿòíîñòè îòêàçîâ 
ýëåìåíòîâ ðàâíû 0,1 è 0,09 ñîîòâåòñòâåííî. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü: à) îòêàçà ïðèáîðà, 
åñëè äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îòêàçàë õîòÿ áû îäèí ýëåìåíò; á) îòêàçà ðîâíî 
îäíîãî ýëåìåíòà èç äâóõ; â) îòêàçà äâóõ ýëåìåíòîâ.
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Çàäàíèÿ

3.10. Ñòóäåíò çíàåò 20 èç 25 âîïðîñîâ ïðîãðàììû. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñòóäåíò 
çíàåò âñå òðè âîïðîñà, ïðåäëîæåííûå ýêçàìåíàòîðîì.

 3.11. Â êîðîáêå ñîäåðæèòñÿ 6 îäèíàêîâî çàíóìåðîâàííûõ êóáèêîâ. Íàóäà÷ó èç êîðîáêè 
èçâëåêàþò ïî îäíîìó êóáèêó. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íîìåðà èçâëå÷åííûõ 
êóáèêîâ ïîÿâÿòñÿ â âîçðàñòàþùåì ïîðÿäêå.

3.12. Äëÿ ñèãíàëèçàöèè îá àâàðèè óñòàíîâëåíû òðè íåçàâèñèìî ðàáîòàþùèõ óñòðîéñòâà. 
Âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî óñòðîéñòâî ñðàáîòàåò ïðè àâàðèè, ðàâíû 0,8; 0,75; 0,65 
ñîîòâåòñòâåííî. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî: à) ïðè àâàðèè ñðàáîòàåò ðîâíî äâà 
óñòðîéñòâà; á) ñðàáîòàåò õîòÿ áû îäíî óñòðîéñòâî.

3.13. Ïðè ïîäãîòîâêå ê ýêçàìåíó ñòóäåíò óñïåë âûó÷èòü 25 âîïðîñîâ èç 30 ïðåäëîæåííûõ 
ïðåïîäàâàòåëåì. Â êàæäîì áèëåòå ïî òðè âîïðîñà. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â 
áèëåòå, íàóäà÷ó âçÿòîì ñòóäåíòîì: à) ñòóäåíò çíàåò âñå òðè âîïðîñà; á) ñòóäåíò 
çíàåò îòâåòû òîëüêî íà äâà âîïðîñà; â) ñòóäåíò çíàåò îòâåò òîëüêî íà îäèí âîïðîñ; 
ã) ñòóäåíò íå çíàåò îòâåòîâ íè íà îäèí âîïðîñ.

3.14. Êîíòðîëëåð ïðîâåðÿåò èçäåëèÿ íà ñîîòâåòñòâèå ñòàíäàðòó. Èçâåñòíî, ÷òî âåðî-
ÿòíîñòü ñîîòâåòñòâèÿ ñòàíäàðòó èçäåëèé ðàâíà 0,85. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü, ÷òî 
èç äâóõ ïðîâåðåííûõ èçäåëèé: à) îáà áóäóò ñòàíäàðòíûìè; á) ðîâíî îäíî áóäåò 
ñòàíäàðòíûì; â) õîòÿ áû îäíî áóäåò ñòàíäàðòíûì.

3.15. Âåðîÿòíîñòü ïðàâèëüíîãî îôîðìëåíèÿ íàêëàäíîé ïðè ïåðåäà÷å ïðîäóêöèè ðàâíà 
0,8. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî èç òðåõ íàêëàäíûõ: à) òîëüêî äâå îôîðìëåíû 
âåðíî; á) õîòÿ áû îäíà îôîðìëåíà âåðíî.

3.16. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî èçãîòîâëåííàÿ íà ñòàíêå äåòàëü ñòàíäàðòíàÿ ðàâíà 0,95. Èç 
ïàðòèè ýòèõ äåòàëåé âçÿòî òðè äåòàëè. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî: à) âñå äåòàëè 
ñòàíäàðòíûå; á) âñå äåòàëè áðàêîâàííûå; â) õîòÿ áû îäíà äåòàëü áðàêîâàííàÿ. 

3.17. Ìàãàçèí ïîëó÷èë ïàðòèþ êîñòþìîâ, ãäå 90% ïåðâîãî ñîðòà. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü 
òîãî, ÷òî èç òðåõ âçÿòûõ íàóäà÷ó êîñòþìîâ äâà áóäóò ïåðâîãî ñîðòà?

3.18. Âåðîÿòíîñòè ñâîåâðåìåííîãî âûïîëíåíèÿ çàäàíèÿ òðåìÿ íåçàâèñèìî ðàáîòà-
þùèìè ïðåäïðèÿòèÿìè ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû 0,7; 0,6; 0,5. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü 
ñâîåâðåìåííîãî âûïîëíåíèÿ çàäàíèÿ: à) ðîâíî îäíèì ïðåäïðèÿòèåì èç òðåõ; á) 
õîòÿ áû îäíèì ïðåäïðèÿòèåì.

3.19. Óñòðîéñòâî ñîäåðæèò äâà íåçàâèñèìî ðàáîòàþùèõ ýëåìåíòà. Âåðîÿòíîñòè îòêàçîâ 
ýëåìåíòîâ ðàâíû 0,04 è 0,02 ñîîòâåòñòâåííî. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü: à) îòêàçà ïðè-
áîðà, åñëè äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îòêàçàë õîòÿ áû îäèí ýëåìåíò; á) îòêàçà 
ðîâíî îäíîãî ýëåìåíòà èç äâóõ; â) îòêàçà äâóõ ýëåìåíòîâ.

3.20. Äëÿ ñèãíàëèçàöèè îá àâàðèè óñòàíîâëåíû òðè íåçàâèñèìî ðàáîòàþùèõ óñòðîé-
ñòâà. Âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî óñòðîéñòâî ñðàáîòàåò ïðè àâàðèè, ðàâíû 0,75; 0,85; 
0,9 ñîîòâåòñòâåííî. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî: à) ïðè àâàðèè ñðàáîòàåò ðîâíî 
äâà óñòðîéñòâà; á) ñðàáîòàåò õîòÿ áû îäíî óñòðîéñòâî.
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3.21. Âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ öåëè â çîíó îáçîðà ÐËÑ ðàâíà 0,5. Âåðîÿòíîñòü îáíàðóæå-
íèÿ öåëè îïåðàòîðîì ÐËÑ â çîíå îáçîðà ðàâíà 0,9. Âåðîÿòíîñòü ïîðàæåíèÿ öåëè 
ïðè åå îáíàðóæåíèè ðàâíà 0,8. Íàéòè âåðîÿòíîñòü ïîðàæåíèÿ öåëè.

3.22. Èç òðåõ îðóäèé ïðîèçâåäåí çàëï ïî öåëè. Âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ â öåëü ïåðâûì 
îðóäèåì ðàâíà î,6, âòîðûì îðóäèåì 0,5, òðåòüèì îðóäèåì 0,8. Öåëü ìîæåò áûòü 
ïîðàæåíà òîëüêî ïðè äâóõ ïîïàäàíèÿõ. Íàéòè âåðîÿòíîñòü ïîðàæåíèÿ öåëè.

3.23 Ñòóäåíò ðàçûñêèâàåò íóæíóþ åìó ôîðìóëó â òðåõ ñïðàâî÷íèêàõ. Âåðîÿòíîñòè òîãî, 
÷òî ôîðìóëà ñîäåðæèòñÿ â ïåðâîì, âòîðîì è òðåòüåì ñïðàâî÷íèêàõ ðàâíû 0,6; 
0,7 è 0,8. Íàéòè âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî ôîðìóëà ñîäåðæèòñÿ: à) òîëüêî â îäíîì 
ñïðàâî÷íèêå; á) òîëüêî â äâóõ ñïðàâî÷íèêàõ; â) âî âñåõ òðåõ ñïðàâî÷íèêàõ.

3.24. Ìàñòåð îáñëóæèâàåò 4 ñòàíêà, ðàáîòàþùèõ íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà. Âåðîÿòíîñòü 
òîãî, ÷òî ïåðâûé ñòàíîê â òå÷åíèè ñìåíû ïîòðåáóåò âíèìàíèÿ ðàáî÷åãî, ðàâíà 0,3, 
âòîðîãî – 0,6, òðåòüåãî – 0,4 è ÷åòâåðòîãî – 0,25. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â 
òå÷åíèè ñìåíû õîòÿ áû îäèí ñòàíîê ïîòðåáóåò âíèìàíèÿ ðàáî÷åãî.

3.25. Âåðîÿòíîñòü ñâîåâðåìåííîãî âûïîëíåíèÿ ñòóäåíòîì êîíòðîëüíîé ðàáîòû ïî êà-
æäîé èç òðåõ äèñöèïëèí ðàâíà ñîîòâåòñòâåííî 0,6, 0,5 è 0,8. Íàéòè âåðîÿòíîñòü 
ñâîåâðåìåííîãî âûïîëíåíèÿ ñòóäåíòîì êîíòðîëüíîé ðàáîòû: à) ïî äâóì äèñöè-
ïëèíàì; á) õîòÿ áû ïî äâóì äèñöèïëèíàì.

3.26. Ýêñïåäèöèÿ èçäàòåëüñòâà îòïðàâèëà ãàçåòû â òðè ïî÷òîâûõ îòäåëåíèÿ. Âåðîÿòíîñòü 
ñâîåâðåìåííîé äîñòàâêè ãàçåò â ïåðâîå îòäåëåíèå ðàâíà 0,95, âî âòîðîå – 0,9, 
â òðåòüå  0,8. Íàéòè âåðîÿòíîñòü ñëåäóþùèõ ñîáûòèé: à) òîëüêî îäíî îòäåëåíèå 
ïîëó÷èò ãàçåòû âîâðåìÿ; á) õîòÿ áû îäíî îòäåëåíèå ïîëó÷èò ãàçåòû ñ îïîçäàíèåì

3.27. Ïðèáîð, ðàáîòàþùèé â òå÷åíèè âðåìåíè t, ñîñòîèò èç òðåõ óçëîâ, êàæäûé èç êî-
òîðûõ íåçàâèñèìî îò äðóãèõ ìîæåò çà ýòî âðåìÿ âûéòè èç ñòðîÿ. Íåèñïðàâíîñòü 
õîòÿ áû îäíîãî óçëà âûâîäèò èç ñòðîÿ ïðèáîð öåëèêîì. Âåðîÿòíîñòü áåçîòêàçíîé 
ðàáîòû â òå÷åíèè âðåìåíè t ïåðâîãî óçëà ðàâíà 0,9, âòîðîãî  0,95, òðåòüåãî – 0,8. 
Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â òå÷åíèè âðåìåíè t ïðèáîð âûéäåò èç ñòðîÿ.
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ÃËÀÂÀ 4 

ÔÎÐÌÓËÀ ÏÎËÍÎÉ ÂÅÐÎßÒÍÎÑÒÈ. ÔÎÐÌÓËÀ ÁÀÉÅÑÀ

4.1. Ôîðìóëà ïîëíîé âåðîÿòíîñòè

Формула полной вероятности является следствием теорем сложения 
и умножения вероятностей. Она позволяет определять вероятность не-
которого события, которое может происходить в различных ситуациях с 
разной вероятностью, причем вероятности этих ситуаций можно оценить 
до опыта, а условные вероятности появления рассматриваемого события 
при каждой сложившейся ситуации должны быть известны. 

С учетом вышеизложенного искомая вероятность определяется как 
средневзвешенная вероятность, а весами при этом являются вероятности 
всевозможных ситуаций, при которых данное событие может происходить.

Пусть требуется определить вероятность  случайного события , которая 
зависит от условий опыта (ситуаций). 

Об этих условиях всего можно сделать  взаимоисключающих предпо-
ложений (гипотез):ܪଵ, ,ଶܪ᩸ ᩸ . . . ௜ܪ௡᩸᩸᩸൫ܪ᩸, ڄ ௝ܪ = ;׎ ᩸᩸᩸݅, ݆ = 1,2, . . . , ݊, ᩸᩸᩸݅ ് ݆൯.    (4.1.1)

Каждая гипотеза H
i
  (i=1...n) представляет случайное событие, вероят-

ность которого до опыта (априори5) оценивается некоторой вероятностью:

.  ,(ଶܪ)ܲ  ,(ଵܪ)ܲ  . . (4.1.2)                            .(௡ܪ)ܲ  ,

Сумма вероятностей гипотез, называемых априорными вероятностями, 
равна единице (следствие теоремы сложения (3.6.1)):

 ෍ (௜ܪ)ܲ = 1, ௡
௜ୀଵ

   

(4.1.3)

как сумма вероятностей несовместных событий (гипотез), образующих 
полную группу.

5  A priori  (греч.) – заранее, до опыта, без проверки, независимо от опыта.
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Кроме того, предполагается, что условные вероятности P(A|H
i
), i= 1, 

2, …, n появления события A при каждой гипотезе H
i 
известны и равны:

  P(A|H
1
 ),  P(A|H

2
 ),  ...,  P(A|Hn ).                        (4.1.4)

На основании сказанного выше, событие A может появиться только 
вместе с одной из гипотез, образуя сумму несовместных пересечений (про-
изведений) с событиями H

i, 
i=1, 2, …, n.ܣ = ܣଵܪ + .+ܣଶܪ . . ܣ௡ܪ+ = ෍ ௡ ܣ௜ܪ

௜ୀଵ .                    (4.1.5)

Искомую вероятность P(A) события A определим в соответствии с те-
оремой сложения вероятностей (3.3.3):ܲ(ܣ) = ܲ ൭෍ ௡ܣ௜ܪ

௜ୀଵ ൱ = ෍ ௡ ,(ܣ௜ܪ)ܲ
௜ୀଵ

                        

(4.1.6)

а на основании теоремы умножения вероятностей (3.4.1) получим выражение:ܲ(ܪ௜ܣ) = ,(௜ܪ|ܣ)ܲ(௜ܪ)ܲ ᩸᩸݅ = 1,2, . . . , ݊ 
                   

(4.1.7)

Подставляя (4.1.7) в формулу (4.1.6), окончательно получим:ܲ(ܣ) = ෍ ௡ .(௜ܪ|ܣ)ܲ(௜ܪ)ܲ
௜ୀଵ                             (4.1.8)

Это и есть формула полной вероятности. 
Формула (4.1.8) позволяет вычислять полную вероятность события A 

как сумму произведений априорных вероятностей – вероятностей гипотез  
P(H

i 
) на условные вероятности P(A|H

i 
) события A при каждой гипотезе H

i
.

Формула (4.1.8) обычно применяется в тех случаях, когда об условиях 
опыта со случайным исходом можно сделать ряд взаимоисключающих 
предположений (гипотез) (4.1.1), оцениваемых до начала опыта априор-
ными вероятностями (4.1.2), а вероятность события (случайного исхода 
опыта) изменяется в зависимости от условий опыта (4.1.4).

Ïðèìåð 1. В данный магазин холодильники поставляются от трех про-
изводителей в соотношении 2:3:5. Вероятность того, что холодильник от 
первого поставщика проработает безотказно весь гарантийный срок равна 
0,9, от второго – 0,8, от третьего – 0,7. Куплен один холодильник. Какова 
вероятность того, что данный холодильник проработает безотказно весь 
гарантийный срок?
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Ðåøåíèå.
Начнем решение с обозначения интересуемого нас события или по-дру-

гому с ответа на поставленный вопрос:
A – {купленный холодильник проработает безотказно весь гарантий-

ный срок}.
Мы не знаем, кто производитель холодильника, выдвинем гипотезы и 

найдем их вероятности из условия задачи:
H

1 
– {холодильник от первого производителя};

H
2 
– {холодильник от второго производителя};

H
3 
– {холодильник от третьего производителя}.

Вероятности гипотез:ܲ(ܪଵ) = 22 + 3 + 5 = (ଶܪ)ܲ   ,0,2 = 32 + 3 + 5 = 0,3, 
(ଷܪ)ܲ = 52 + 3 + 5 = 0,5.   

෍ (௜ܪ)ܲ = 0,2 + 0,3 + 0,5 = 1.ଷ
௜ୀଵ  

Найдем условные вероятности: P(A|H
1
 )=0,9 , P(A|H

2
 )=0,8, P(A|H

3
 )=0,7. 

Вычислим вероятность интересуемого нас события по формуле (4.1.8):

(ܣ)ܲ = ෍ ଷ(௜ܪ|ܣ)ܲ(௜ܪ)ܲ
௜ୀଵ = (ଵܪ|ܣ)ܲ(ଵܪ)ܲ + (ଶܪ|ܣ)ܲ(ଶܪ)ܲ + (ଷܪ|ܣ)ܲ(ଷܪ)ܲ =

= 0,2 ή 0,9 + 0,3 ή 0,8 + 0,5 ή 0,7 = 0,77 

Ответ: 0,77 или 77% 

Ïðèìåð 2. Детали поступают на конвейер с трех станков. Первый ста-
нок производит 25% всех деталей, второй 35% и третий 40% деталей. 
Первый станок выпускает 1% бракованных деталей, второй 3%, третий 
5%. Определить вероятность того, что случайно выбранная с конвейера 
деталь окажется бракованной.

 Ðåøåíèå. 
Введем обозначения событий: A – деталь окажется бракованной; со-

бытия H
1
, H

2
, H

3
 – деталь изготовлена соответственно первым, вторым 

или третьим производителем. 
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По условию задачи:ܲ(ܪଵ) = (ଶܪ)ܲ  ,0,25 = (ଷܪ)ܲ  ,0,35 = 0,40;    

(ଵܪ|ܣ)ܲ = (ଶܪ|ܣ)ܲ  ,0,01 = (ଷܪ|ܣ)ܲ  ,0,03 = 0,05
 

По формуле полной вероятности (4.1.8) находим:ܲ(ܣ) = (ଵܪ|ܣ)ܲ(ଵܪ)ܲ + (ଶܪ|ܣ)ܲ(ଶܪ)ܲ + (ଷܪ|ܣ)ܲ(ଷܪ)ܲ == 0,25 ڄ 0,01 + 0,35 ڄ 0,03 + 0,40 ڄ 0,05 = 0,033 

4.2. Ôîðìóëà Áàéåñà (òåîðåìà ãèïîòåç)

Формула Байеса6 или теорема гипотез является следствием формулы 
полной вероятности (4.1.8) и теоремы умножения вероятностей (3.4.1). 
Она дает возможность пересчитывать априорные вероятности P(H

i 
), i =1, 

2,..., n, с учетом результата опыта, – определять вероятности P(H
k
|A), k=1, 

2,..., n называемые апостериорными вероятностями (a`posteriori – “после ” 
опыта, греч.).

Пусть об условиях опыта, в котором может произойти некоторое со-
бытие A, можно сделать ряд взаимоисключающих гипотез:ܪଵ, ,ଶܪ᩸᩸ ᩸᩸ . . . ௝ܪ௜ܪ᩸᩸᩸;௡ܪ᩸᩸, = ;׎ ᩸᩸᩸݅, ݆ = 1,2, . . . , ݊; ᩸᩸᩸݅ ് ݆ ,       (4.2.1)

 

образующих полную группу событий:෍ ௜ܪ =௡
௜ୀଵ  .                                               (4.2.2)

Вероятности гипотез (априорные вероятности) оцениваются до опыта 
и известны: ,(ଵܪ)ܲ .᩸᩸,(ଶܪ)ܲ᩸᩸ . . , ෍᩸᩸᩸;(௡ܪ)ܲ᩸᩸ (௜ܪ)ܲ = 1. ௡

௜ୀଵ
          

(4.2.3)

6 Названа по имени английского математика Томаса Байеса  (T. Bayes) (1702-1761 г.г.). 
Работы Т. Байеса по теории вероятностей опубликованы в 1763 г. под названием “Опыт 
решения задач по теории вероятностей…”. 
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Предположим, что в результате опыта событие A произошло. Пе-
ресчитаем априорные вероятности (4.2.3) с учетом этого факта – опре-
делим апостериорные вероятности, которые являются условными веро-
ятностями:

,(ܣ|ଵܪ)ܲ   …᩸᩸,(ܣ|ଶܪ)ܲ᩸᩸  (4.2.4)                      . (ܣ|௡ܪ)ܲ᩸᩸

Рассмотрим произведение H
i 
A, i=1, 2,..., n и по теореме умножения 

вероятностей (3.4.1), (3.4.2) запишем его вероятность в двух формах:(ܪ௜ܣ) = (௜ܪ|ܣ)ܲ(௜ܪ)ܲ = (ܣ|௜ܪ)ܲ(ܣ)ܲ ֜
(ܣ|௜ܪ)ܲ(ܣ)ܲ = (௜ܪ|ܣ)ܲ(௜ܪ)ܲ .              (4.2.5)

Разделим обе части равенства (4.2.5) на P(A) 0 и получим выражение 
для P(H

i 
A): (ܣ|௜ܪ)ܲ = (ܣ)ܲ(௜ܪ|ܣ)ܲ(௜ܪ)ܲ ; ᩸᩸᩸᩸݅ = 1,2, . . . , ݊ .  (4.2.6)

Это и есть формула Байеса.
Вероятность P(A) может определяться при необходимости по формуле 

полной вероятности (4.1.8):ܲ(ܣ) = ෍ (௜ܪ|ܣ)ܲ(௜ܪ)ܲ െ   . ௡
௜ୀଵ

 Для иллюстрации рассмотрим пример предыдущего параграфа, для 
которых вычислим апостериорные вероятности по формуле Байеса.

Ïðèìåð 3. Условия предыдущего примера. Купленный холодильник 
проработал безотказно весь гарантийный срок. Каким из производителей 
наиболее вероятно он выпущен?

Ðåøåíèå. (ܣ|ଵܪ)ܲ = 0,2 ή 0,90,77 = 1877,   
(ܣ|ଶܪ)ܲ = 0,3 ή 0,80,77 = 2477,    

(ܣ|ଷܪ)ܲ = 0,5 ή 0,70,77 = 3577 
.
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Ответ: наиболее вероятно третьим производителем, так как:ܲ(ܪଷ|ܣ) > (ܣ|ଶܪ)ܲ > .(ܣ|ଵܪ)ܲ

Ïðèìåð 4. В корзине находится один шар: или белый или черный – оди-
наковая вероятность. В корзину опускается белый шар. После перемеши-
вания извлекаем один шар, который оказался белым. Какова вероятность 
того, что в корзине остался белый шар?

Ðåøåíèå. Пусть гипотеза H
1
 в корзине исходно находится белый шар, 

гипотеза H
2
 в корзине находится черный шар. Так как с равной вероятно-

стью в корзине может находиться как белый, так и черный шар, то: ܲ(ܪଵ) = (ଶܪ)ܲ = 12 = 0,5 .

После того, как в корзину был опущен белый шар, вероятность вынуть 
белый шар (событие A) в предположении гипотезы H

1
 есть: P(A|H

1
 )=1. 

Аналогично, вероятность вынуть белый шар в предположении гипотезы   
H

2
:

 
P(A|H

1
 )=0,5. Следовательно, по формуле полной вероятности (4.1.8):ܲ(ܣ) = (ଵܪ)ܲ ڄ (ଵܪ|ܣ)ܲ + (ଶܪ)ܲ ڄ (ଶܪ|ܣ)ܲ = 0,5 ڄ 1 + 0,5 ڄ 0,5 = 0,75 .

Тогда вероятность, что в корзине остался белый шар (верна гипотеза ):ܲ(ܪଵ|ܣ) = 0,5 ڄ 10,75 = 23 .

ÊÎÍÒÐÎËÜÍÛÅ ÂÎÏÐÎÑÛ

1. Ñëåäñòâèåì êàêèõ òåîðåì ÿâëÿåòñÿ ôîðìóëà ïîëíîé âåðîÿòíîñòè? 
2. Â êàêèõ ñëó÷àÿõ ïðèìåíÿåòñÿ ôîðìóëà ïîëíîé âåðîÿòíîñòè? 
3. ×òî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãèïîòåçà â ôîðìóëå ïîëíîé âåðîÿòíîñòè?
4. ×åìó ðàâíà ñóììà âåðîÿòíîñòåé ãèïîòåç?
5. Âëèÿåò ëè âåðîÿòíîñòü êàêîé-íèáóäü èç âûäâèíóòûõ ãèïîòåç íà âåðîÿòíîñòü èíòåðå-

ñóåìîãî ñîáûòèÿ A?
6. Ñëåäñòâèåì êàêèõ òåîðåì ÿâëÿåòñÿ ôîðìóëà Áàéåñà?
7. Ñ êàêîé öåëüþ ïðèìåíÿþò ôîðìóëó Áàéåñà?
8. Ïî÷åìó ôîðìóëó Áàéåñà íàçûâàþò òåîðåìîé ãèïîòåç?
9. Ìîæåòå ëè âû ïðèâåñòè ïðèìåð èç æèçíè äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ ôîðìóëû ïîëíîé âå-

ðîÿòíîñòè?  
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10. Ìîæåòå ëè âû ïðèâåñòè ïðèìåð èç æèçíè äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ ôîðìóëû Áàéåñà?

ÇÀÄÀÍÈß

4.1. Ïîêóïàòåëü ìîæåò ïðèîáðåñòè òîâàð â äâóõ ìàãàçèíàõ. Âåðîÿòíîñòü îáðàùåíèÿ 
â ïåðâûé ìàãàçèí ðàâíà 0,4, à âî âòîðîé ìàãàçèí – 0,6. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ê 
ïðèõîäó ïîêóïàòåëÿ â ïåðâûé ìàãàçèí åñòü íóæíûé òîâàð, ðàâíà 0,5, à äëÿ âòîðîãî 
ìàãàçèíà – 0,3. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü ïðèîáðåòåíèÿ íóæíîãî òîâàðà ïîêóïàòåëåì?

4.2. Ïàññàæèð ìîæåò ïðèîáðåñòè áèëåò â îäíîé èç äâóõ êàññ. Âåðîÿòíîñòü îáðàùåíèÿ 
â ïåðâóþ êàññó ðàâíà 0,4, à âî âòîðóþ êàññó – 0,6. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ê ìîìåíòó 
ïðèõîäà ïàññàæèðà íóæíûå åìó áèëåòû áóäóò ðàñïðîäàíû, ðàâíà 0,35 äëÿ ïåðâîé 
êàññû è 0,7 – äëÿ âòîðîé. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïàññàæèð ïðèîáðåë áèëåò 
âî âòîðîé êàññå?

4.3. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî äåòàëü ïîïàäàåò ïåðâîìó êîíòðîëåðó, ðàâíà 0,7, à âòîðîìó – 
0,3. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî äåòàëü ïðèçíàåò ñòàíäàðòíîé ïåðâûé êîíòðîëåð, ðàâíà 
0,92, âòîðîé – 0,88. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñòàíäàðòíóþ äåòàëü ïðîâåðèë 
ïåðâûé êîíòðîëåð.

4.4. Äâà êîíòðîëåðà ïðîèçâîäÿò îöåíêó êà÷åñòâà âûïóñêàåìîé ïðîäóêöèè. Âåðîÿòíîñòü 
ïîïàäàíèÿ ïðîäóêöèè ê ïåðâîìó êîíòðîëåðó ðàâíà 0,55, à êî âòîðîìó – 0,45. Ïåðâûé 
êîíòðîëåð âûÿâëÿåò äåôåêò ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,8, à âòîðîé – ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,9. 
Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íàóäà÷ó âçÿòàÿ ïðîäóêöèÿ ïîñëå êîíòðîëÿ ïðèçíàíà 
áåçäåôåêòíûì?

4.5. Âàøà ôèðìà ñîáèðàåòñÿ ïðèîáðåñòè öåííûé ýëåêòðîííûé ïðèáîð. Ïðèáîð ìîæåò 
îêàçàòüñÿ âûïóùåííûì îäíèì èç òðåõ çàâîäîâ, ïðè÷åì çàðàíåå íå èçâåñòíî, êàêèì 
èìåííî. Îáû÷íî â ïðîäàæó ïîñòóïàåò 60% ïðèáîðîâ ñ çàâîäà ¹ 1, 30% ñ çàâîäà 
¹ 2 è 10% ñ çàâîäà ¹ 3. Ñîîòâåòñòâåííî âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïðèáîð ïðîðàáîòàåò 
âåñü ãàðàíòèéíûé ñðîê áåç ïîëîìêè, äëÿ ðàçëè÷íûõ çàâîäîâ ñîñòàâëÿåò: äëÿ çàâîäà 
¹ 1 – 0,9, äëÿ çàâîäà ¹ 2 – 0,8, äëÿ çàâîäà ¹ 3 – 0,6. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, 
÷òî êóïëåííûé ôèðìîé ïðèáîð ïðîðàáîòàåò âåñü ãàðàíòèéíûé ñðîê áåç ïîëîìêè?

4.6. Â ìàãàçèí ïîñòóïèë îäíîèìåííûé òîâàð, èçãîòîâëåííûé äâóìÿ ïðåäïðèÿòèÿìè. Ñ 
ïåðâîãî ïðåäïðèÿòèÿ ïîñòóïèëî 150 åäèíèö, èç íèõ 30 åäèíèö ïåðâîãî ñîðòà, à ñî 
âòîðîãî ïðåäïðèÿòèÿ ïîñòóïèëî 200 åäèíèö, èç íèõ 50 åäèíèö ïåðâîãî ñîðòà. Èç 
îáùåé ïàðòèè íàóäà÷ó áåðåòñÿ îäèí òîâàð. Ýòîò òîâàð îêàçàëñÿ ïåðâîãî ñîðòà. 
Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âçÿòûé òîâàð èçãîòîâëåí íà ïåðâîì ïðåäïðèÿòèè?

4.7. Â äàííûé ðàéîí èçäåëèÿ ïîñòàâëÿþòñÿ òðåìÿ ôèðìàìè â ñîîòíîøåíèè 5:8:7. Ñðåäè 
ïðîäóêöèè ïåðâîé ôèðìû ñòàíäàðòíûå èçäåëèÿ ñîñòàâëÿþò 90%, âòîðîé – 85%, 
òðåòüåé – 75%. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî: à) ïðèîáðåòåííîå èçäåëèå îêàæåòñÿ 
íåñòàíäàðòíûì; á) ïðèîáðåòåííîå èçäåëèå îêàçàëîñü ñòàíäàðòíûì. Êàêîâà âåðî-
ÿòíîñòü òîãî, ÷òî îíî èçãîòîâëåíî òðåòüåé ôèðìîé?
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4.8. Äâà ñïåöèàëèñòà îòäåëà òåõíè÷åñêîãî êîíòðîëÿ ôàáðèêè ïðîâåðÿþò êà÷åñòâî 
âûïóñêàåìîé ïðîäóêöèè. Âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ èçäåëèÿ ê êàæäîìó èç íèõ îäíà è 
òà æå. Âåðîÿòíîñòü âûÿâëåíèÿ äåôåêòà ïåðâûì ñïåöèàëèñòîì ðàâíà 0,8, à âòîðûì  
0,9. Èç ìàññû ïðîâåðåííîé ïðîäóêöèè íàóäà÷ó áåðåòñÿ îäíî èçäåëèå. Îíî îêàçà-
ëîñü ñ äåôåêòîì. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îøèáêó äîïóñòèë âòîðîé êîíòðîëåð?

4.9. Âåðîÿòíîñòè òîãî, ÷òî âî âðåìÿ ðàáîòû öèôðîâîé ýëåêòðîííîé ìàøèíû ïðîè-
çîéäåò ñáîé â àðèôìåòè÷åñêîì óñòðîéñòâå, â îïåðàòèâíîé ïàìÿòè è â îñòàëüíûõ 
óñòðîéñòâàõ, îòíîñÿòñÿ êàê 3:2:5. Âåðîÿòíîñòè îáíàðóæåíèÿ ñáîÿ â  àðèôìåòè÷å-
ñêîì óñòðîéñòâå, â îïåðàòèâíîé ïàìÿòè è â îñòàëüíûõ óñòðîéñòâàõ ñîîòâåòñòâåííî 
ðàâíû 0,8; 0,9; 0,9. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âîçíèêøèé â ìàøèíå ñáîé áóäåò 
îáíàðóæåí.

4.10. Â äâóõ îäèíàêîâûõ êîðîáêàõ íàõîäèòñÿ îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî êàðàíäàøåé ìàð-
êè «Êîíñòðóêòîð». Èçâåñòíî, ÷òî â ïåðâîé êîðîáêå òðåòü ñîñòàâëÿþò êàðàíäàøè 
òâåðäîñòè «ÒÌ», à âî âòîðîé êîðîáêå òàêîé òâåðäîñòè ñîñòàâëÿåò ÷åòâåðòàÿ ÷àñòü. 
Íàóäà÷ó áåðåòñÿ êîðîáêà, è èç íåå íàóäà÷ó èçâëåêàåòñÿ êàðàíäàø. Îí îêàçàëñÿ 
òâåðäîñòè «ÒÌ». Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îí èçâëå÷åí èç ïåðâîé êîðîáêè? 

4.11. Ñòðàõîâàÿ êîìïàíèÿ ðàçäåëÿåò çàñòðàõîâàííûõ ïî êëàññàì ðèñêà: 1 êëàññ – 
ìàëûé ðèñê, 2 êëàññ – ñðåäíèé, 3 – áîëüøîé ðèñê. Ñðåäè ýòèõ êëèåíòîâ 50% 
ïåðâîãî êëàññà ðèñêà, 30% – âòîðîãî, 20% – òðåòüåãî. Âåðîÿòíîñòü íåîáõîäèìîñòè 
âûïëà÷èâàòü ñòðàõîâîå âîçíàãðàæäåíèå äëÿ ïåðâîãî êëàññà ðèñêà ñîñòàâëÿåò 0,01, 
âòîðîãî – 0,03, òðåòüåãî – 0,08. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî:

à) çàñòðàõîâàííûé ïîëó÷èò âîçíàãðàæäåíèå çà ïåðèîä ñòðàõîâàíèÿ;
á) ïîëó÷èâøèé äåíåæíîå âîçíàãðàæäåíèå îòíîñèòñÿ ê ãðóïïå ìàëîãî ðèñêà?

4.12. Èçäåëèÿ áûëè ïðîèçâåäåíû ñ èñïîëüçîâàíèåì äâóõ òåõíîëîãè÷åñêèõ ëèíèé. Íà 
ïåðâîé ëèíèè áûëî ïðîèçâåäåíî 3 èçäåëèÿ, íà âòîðîé ëèíèè  2 èçäåëèÿ. Âåðîÿòíîñòü 
òîãî, ÷òî èçäåëèå áóäåò îòëè÷íîãî êà÷åñòâà ïðè ïðîèçâîäñòâå íà ïåðâîé ëèíèè ðàâíà 
0,85, íà âòîðîé – 0,8. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñëó÷àéíî âûáðàííîé èçäåëèå 
îòëè÷íîãî êà÷åñòâà ïðîèçâåäåíî íà ïåðâîé ëèíèè?

4.13. Îäèí èç òðåõ ñòðåëêîâ âûçûâàåòñÿ íà ëèíèþ îãíÿ è ïðîèçâîäèò äâà âûñòðåëà. 
Âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ â ìèøåíü ïðè îäíîì âûñòðåëå äëÿ ïåðâîãî ñòðåëêà ðàâíà 
0,3, äëÿ âòîðîãî – 0,5; äëÿ òðåòüåãî – 0,8. Ìèøåíü íå ïîðàæåíà. Íàéòè âåðîÿòíîñòü 
òîãî, ÷òî âûñòðåëû ïðîèçâåäåíû ïåðâûì ñòðåëêîì.

4.14. Íà ñêëàäå èìååòñÿ 24 êîìïëåêòóþùèõ èçäåëèé îò äâóõ êîìïàíèé ïîñòàâùèêîâ, 
èç íèõ 66 èçäåëèé îò ïåðâîé êîìïàíèè. Èçâåñòíî, ÷òî ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,8 ñðåäè 
ïîñòàâîê ïåðâîé êîìïàíèè âñòðå÷àþòñÿ èçäåëèÿ, âûïîëíåííûå ïî íîâåéøåé òåõ-
íîëîãèè. Ñðåäè èçäåëèé âòîðîé êîìïàíèè òàêèå âñòðå÷àþòñÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,9. 
Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñëó÷àéíûì îáðàçîì âûáðàííîå èçäåëèå âûïîëíåíî 
ïî íîâåéøåé òåõíîëîãèè? 
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4.15. Íà òðåõ ñòàíêàõ-àâòîìàòàõ îáðàáàòûâàþòñÿ îäíîòèïíûå äåòàëè, ïîñòóïàþùèå 
ïîñëå îáðàáîòêè íà îáùèé êîíâåéåð. Ïåðâûé ñòàíîê äàåò 2% áðàêà, âòîðîé – 7%, 
òðåòèé – 10%. Ïðîèçâîäèòåëüíîñòü ïåðâîãî ñòàíêà â 3 ðàçà áîëüøå ïðîèçâîäè-
òåëüíîñòè âòîðîãî, à òðåòüåãî – â 2 ðàçà ìåíüøå, ÷åì âòîðîãî.

à) Êàêîâ ïðîöåíò áðàêà íà êîíâåéåðå?
á) Êàêîâû äîëè äåòàëåé êàæäîãî ñòàíêà ñðåäè áðàêîâàííûõ äåòàëåé íà êîíâåéåðå?

4.16. Äëÿ ïðîâåðêè óñâîåíèÿ ëåêöèîííîãî ìàòåðèàëà â ñòóäåí÷åñêîé ãðóïïå áûë ñëó-
÷àéíûì îáðàçîì âûáðàí ñòóäåíò, è åìó áûë ïðåäëîæåí òåñò ïî òåìå ëåêöèè. Â ýòîé 
ñòóäåí÷åñêîé ãðóïïå 6 îòëè÷íèêîâ, 7 õîðîøèõ ñòóäåíòîâ è òðè ñðåäíèõ ñòóäåíòà 
(ïî ðåçóëüòàòàì ïðîøåäøåé ñåññèè). Áûëî èçâåñòíî, ÷òî îòëè÷íèê ñïðàâëÿåòñÿ ñ 
òåñòîì ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,85, õîðîøèé ñòóäåíò ñïðàâëÿåòñÿ ñ òåñòîì ñ âåðîÿòíîñòüþ 
0,6, à ñðåäíèé ñòóäåíò ñïðàâëÿåòñÿ ñ òåñòîì ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,3.

à) Âû÷èñëèòü àïðèîðíóþ âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî áûë ïðîòåñòèðîâàí õîðîøèé ñòóäåíò.
â) Âû÷èñëèòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñòóäåíò íå ñïðàâèëñÿ ñ òåñòîì.
ñ) Âû÷èñëèòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî áûë âûáðàí õîðîøèé ñòóäåíò, åñëè èçâåñòíî, 

÷òî ñòóäåíò ñ òåñòîì íå ñïðàâèëñÿ.
4.17. Â ïåðâîé êîðîáêå 20 ðàäèîëàìï, èç íèõ ñòàíäàðòíûõ 18; âî âòîðîé 10, èç íèõ 9 

ñòàíäàðòíûõ. Èç âòîðîé êîðîáêè ïåðåëîæèëè â ïåðâóþ îäíó íàóãàä âçÿòóþ ëàìïó. 
Îïðåäåëèòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî çàòåì íàóãàä âçÿòàÿ ëàìïà èç ïåðâîé êîðîáêè, 
ÿâëÿåòñÿ ñòàíäàðòíîé.
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ÃËÀÂÀ 5 

ÏÎÂÒÎÐÍÛÅ ÈÑÏÛÒÀÍÈß

5.1. Ôîðìóëà Áåðíóëëè

Повторение опытов связано с задачами, в которых осуществляется 
последовательность независимых опытов, в каждом из которых может 
произойти (или не произойти) некоторое событие A, вероятность кото-
рого известна. Задача заключается в определении вероятности появления 
события A ровно  раз в  независимых опытах, которая в дальнейшем будет 
обозначаться через P

m,n
 (m=0…n).

Испытания со случайным исходом называются независимыми, если 
вероятность исхода того или иного испытания не зависит от исходов других 
испытаний. В противном случае испытания будут зависимыми.

Независимые испытания проводятся в одинаковых условиях, поэтому 
вероятность появления события A в каждом испытании одинакова и рав-
на P(A)=p, а вероятность непоявления события A (появления противопо-
ложного события ܣ) равна P(ܣ)=1– p=q. Такая последовательность испы-
таний носит название “испытания Бернулли”. Требуется определить 
вероятность P

m,n
 появления события A ровно m раз в n испытаниях (m = 

0,1,...,n).
Примеры задач, связанных с испытаниями Бернулли:
1. Производится n бросаний симметричной монеты на гладкую по-

верхность стола. При каждом бросании герб (цифра) может появиться с 
одной и той же вероятностью p = 0,50. Требуется определить вероятность  
P

m,n  
появления герба (цифры) ровно m раз из n бросаний (m = 0,1,..., n).

2. Производится стрельба в тире по мишени n выстрелами с инди-
видуальным прицеливанием при каждом выстреле с одной дистанции. 
Вероятность попадания в “десятку” для данного стрелка оценивается ве-
личиной p. Требуется определить вероятность P

m,n
 попадания в “десятку”  

m раз при n выстрелах (m = 0,1,..., n).
Докажем, что вероятность P

m,n
 появления события A  m раз в n незави-

симых опытах определяется выражением (формулой Бернулли):௠ܲ,௡ = ,௡ି௠ݍ௠݌௡௠ܥ ᩸᩸᩸݉ = 0,1, . . . , ݊ ;                       (5.1.1)

где C
n

m – число сочетаний из n элементов по m (2.5.1), (2.5.2),
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p = P(A)– вероятность появления события  в одном (любом) опыте (ис-
пытании),
q =1– p – вероятность непоявления события A в одном (любом) опыте 
(испытании).

Для доказательства введем обозначение: обозначим через A
m
 событие, 

состоящее в появлении A ровно m раз в n независимых опытах:

௡ܲ(ܣ௠) = ௠ܲ,௡.

Событие A
m
  при многократном воспроизведении серии из n опытов 

может появляться различными способами, при каждом из которых со-
бытие A должно появиться m раз, а остальные (n – m) раз оно не должно 
появиться, должно появиться противоположное событие ܣ. 

Обозначая факт появления события A единицей, а факт появления 
события ܣ нулем, представим один из возможных способов появления 
события A

m
 в виде:ܣ௠,௝ = {1,1, … ,1,0,0, … ,0}, ݆ = 1,2, … , ݊ .            (5.1.2)

Другие способы выражения A
m
 будут отличаться от (5.1.2) только поряд-

ком нулей и единиц при неизменном количестве тех и других ( m единиц 
и (n – m) нулей). 

Число таких способов очевидно равно числу перестановок с повторе-
ниями из n элементов, среди которых m единиц и (n – m) нулей (2.5.3), 
формально равному числу сочетаний из n по m:ܰ = ܲ(݉, ݊ െ ݉) = ݊!݉! (݊ െ ݉)! = ௡௠.                    (5.1.3)ܥ

Вероятность появления события A
m
 в любой комбинации m единиц и  

n – m нулей очевидно равна:
(௠,௝ܣ)ܲ   = ,௡ି௠ݍ௠݌ ݆᩸᩸᩸ = 1,2, . . . , ݊ .                        (5.1.4)

Таким образом, с учетом (5.1.3) и (5.1.4) окончательно получим (5.1.1):௠ܲ,௡ = ,௡ି௠ݍ௠݌௡௠ܥ ᩸᩸᩸݉ = 1,2, . . . , ݊ ,

что и требовалось доказать. Число m
0
 наступления события A в n незави-

симых испытаниях называется наивероятнейшим, если вероятность P
m

0 
,n

 
по крайней мере не меньше вероятностей при любом m. Значение находят 
из следующей системы неравенств:൜ ௠ܲబ,௡ ൒ ௠ܲబାଵ,௡ ,௠ܲబ,௡ ൒ ௠ܲబିଵ,௡ .
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Подставляя в последнее неравенство соотношения (5.1.1) и учитывая 
формулу для вычисления числа сочетаний, можно найти, что݊݌ െ ݍ ൑ ݉଴ ൑ ݌݊ + (5.1.5)                                   . ݍ

Заметим, что длина интервала равна (np + q) – (np – q) = p + q =1, по-
этому всегда существует целое число, удовлетворяющее условию (5.1.5), 
при этом если np + q является целым числом, то наивероятнейших чисел 
два: m

0
= np + q и m

0
= np – q. 

Вероятности P
m,n

 могут формально быть получены как коэффициенты 
в разложении бинома Ньютона (q + px)n по степеням независимой пере-
менной x:

ݍ)  + ௡(ݔ݌ = ෍ ௡ି௠ݍ௠(ݔ݌)௡௠ܥ = ෍ ௠ܲ,௡ݔ௠௡
௠ୀ଴

௡
௠ୀ଴ .  (5.1.6)

Таким образом, функция

 ɔ௡(ݔ) = ݍ) + ௡(ݔ݌
 
  

 (5.1.7)

независимой переменной x является “производящей функцией” для иско-
мых вероятностей , которые называются биноминальными коэффициентами. 
Полагая в (5.1.6) x=1, получим: ෍ ௠ܲ,௡ = 1. ௡

௠ୀ଴                                         (5.1.8)

Смысл этого соотношения: сумма вероятностей всевозможных исходов 
n опытов, состоящих в появлении события A ровно m раз  (m=0, 1, 2, …, 
n), равна единице.

Ïðèìåð 1.  Производится четыре независимых опыта, в каждом из ко-
торых с вероятностью p = 0,60 может произойти событие A. Определить 
вероятность появления события A не менее трех раз.

Ðåøåíèå. Обозначим B – событие, состоящее в появлении события 
A не менее трех раз в четырех независимых опытах. Тогда вероятность 
события B определяется как сумма вероятностей появления события A 
три или четыре раза: (ܤ)ܲ = ଷܲ,ସ + ସܲ,ସ.

По формуле (5.1.1) получим решение задачи:ܲ(ܤ) = ݍଷ݌ସଷܥ + ସ݌ = 4 ڄ 0,60ଷ ڄ 0,40 + 0,60ସ = 0,476 .

Ïðèìåð 2. Монета бросается пять раз. Какова вероятность того, что 
число выпавших гербов будет больше числа выпавших цифр?



5.2. Ôîðìóëà Ïóàññîíà

65

Ðåøåíèå. Обозначим A искомое событие – число выпавших гербов 
больше числа цифр при пяти бросаниях монеты. Для выполнения собы-
тия A необходимо, чтобы число гербов при пяти бросаниях монеты было 
3,4 или 5 (при этом цифр будет соответственно 2,1 или 0). По формуле 
(5.1.1) получим:ܲ(ܣ) = ଷܲ,ହ + ସܲ,ହ + ହܲ,଺ = ଶݍଷ݌ହଷܥ + ସݍସ݌ହସܥ + ହ݌ == 10 ڄ 0,50ଷ ڄ 0,50ଶ + 5 ڄ 0,50ସ ڄ 0,50 + 0,50ହ = 0,50.

5.2. Ôîðìóëà Ïóàññîíà

При больших вычисление по формуле Бернулли становится технически 
сложным, например, если требуется найти вероятность того, что «герб» 
выпадет 300 раз при 500 подбрасываниях монеты, то, согласно формуле 
(5.1.1), необходимо найти значение следующего выражения: ଷܲ଴଴,ହ଴଴ = ହ଴଴ଷ଴଴ܥ ή (0,5)ହ଴଴.

Поэтому при больших n используют формулы для приближенных вы-
числений. 

Если при большом числе испытаний вероятность появления события 
A в одном опыте мала, а произведение l=np сохраняет постоянное зна-
чение для разных серий опытов, то есть среднее число появлений события 
A в разных сериях испытаний остается неизменным, тогда используется 
формула Пуассона:

௠ܲ,௡ ൎ ௠ܲ(ɉ) = ɉ݁ି஛݉!  .                                       (5.2.1)

Значения функции P
m
(l) можно найти непосредственно по формуле 

(5.2.1) или по таблице 4, приведенной в приложении 4.

Ïðèìåð 3. Завод отправил на базу 1000 бутылок минеральной воды в 
стеклянной таре. Вероятность того, что бутылка будет разбита в пути 
равна 0,002. 

Какова вероятность того, что в пути будет разбито три бутылки?

Ðåøåíèå. По условию 

n =1000, p =0,002, m =3, l=np=1000·0,002=2.
Следовательно, по формуле (5.2.1) искомая вероятность равна:

ଷܲ,ଵ଴଴଴ ൎ 2݁ିଶ3! = 21 ή 2 ή 3݁ଶ = 23݁ଶ ൎ 0,18 .
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5.3. Ëîêàëüíàÿ òåîðåìà Ìóàâðà-Ëàïëàñà

Как было отмечено, пользоваться формулой Бернулли при больших 
значениях n и m весьма неудобно, так как приходится обращаться с гро-
моздкими вычислениями. 

Локальная теорема Лапласа7 даёт необходимую асимптотическую фор-
мулу, обеспечивающую возможность приближенно вычислить вероятность  
P

m,n
 при достаточно больших n при 0 < p <1 и npq 
Локальная теорема Муавра-Лапласа: если вероятность p наступления 

события A в каждом испытании постоянна и отлична от 0 и 1, то вероят-
ность того, что событие A произойдет m раз в n независимых испытаниях  
P

n
(m) при достаточно большом числе n, то есть при n приближенно равна:

௡ܲ(݉) ൎ 1ඥ݊ݍ݌ ɔ(ݔ).                                       (5.3.1)

  ˆˇˈ ɔ(ݔ) = 1ξ2Ɏ ݁ି௫మଶ െ ˗˖ːˍ˙ˋˢ ʒ˃˖˔˔˃,        ݔ = ݉ െ ݍ݌ඥ݊݌݊  .

Функция f(x) табулирована (приложение 1, табл. 1) и обладает следу-
ющими свойствами:

а) функция f(x) является четной, т.е. f(– x)= f(x);
б) функция f(x) монотонно убывающая при положительных значени-

ях x, причем при x f(x) 0;
в) при x 4 можно считать f(x)=0. Уже при x 4 f(x) 0,0001.

Ïðèìåð 4. В некоторой местности из каждых 100 семей 80 имеют авто-
мобили. Какова вероятность того, что из 400 семей у 300 имеются авто-
мобили?

Ðåøåíèå. Вероятность того, что в семье имеется автомобиль, 
равна  p=80/100=0,8.Так как n=400 достаточно велико (условие 
npq = 400·0,8·0,2 = 64 20 выполнено), то применим локальную формулу 
Муавра-Лапласа: ݔ = 300 െ 400 ή 0.8ξ400 ή 0.8 ή 0.2 = െ2,50 .

7 Лаплас Пьер Симеон (17491827) – выдающийся французский математик, физик, 
астроном, профессор Французской АН, председатель палаты мер и весов (1790), министр. 
Один из создателей математической теории вероятностей, для разработки которой ввел 
производящие функции и новое преобразование (Лапласа). Доказал биномиальный закон 
(1812), первые предельные теоремы теории вероятностей, развил теорию ошибок измерений 
и метод наименьших квадратов.
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f( – 2,50 )= f( 2,50 )=0,0175, получено из табл. 1, приложение 1.

ସܲ଴଴(300) ൎ ɔ(െ2,50)ξ400 ή 0.8 ή 0.2 = 0,01758 ൎ 0.0022 .

Ïðèìåð 5. Найти вероятность появления события A ровно 80 раз в 400 
независимых опытах в одинаковых условиях, если в одном опыте событие 
A появляется с вероятностью p=0,20.

Ðåøåíèå. По формуле (5.3.1) при n=400, m=80, p=0,20, (q=0,80) имеем:ݔ = 80 െ 400 ڄ 0,20ξ400 ڄ 0,20 ڄ 0,80 = 0,     
ɔ(0) = 0,3989 ൎ 0,40,

଼ܲ ଴,ସ଴଴ ൎ 0,40ξ400 ڄ 0,20 ڄ 0,80  = 0,05,

5.4. Èíòåãðàëüíàÿ òåîðåìà Ìóàâðà–Ëàïëàñà

Если требуется найти вероятность того, что интересуемое нас событие 
включает определенный диапазон, связанный с громоздкими вычислени-
ями, более рациональным является использование интегральной теоремы 
Муавра-Лапласа. 

Интегральная теорема Муавра-Лапласа дает возможность определять 
вероятности событий вида:

ܲ(݉ଵ ൑ ܺ ൑ ݉ଶ) ൎ 1ξ2ߨ න ݁ି௧మଶ ௫మݐ݀
௫భ

,                   (5.4.1)

 где                                 ݔଵ = ݉ଵ െ ݍ݌ඥ݊݌݊ , ଶݔ = ݉ଶ െ ݍ݌ඥ݊݌݊  .                            (5.4.2)

Формулировка интегральной теоремы: вероятность P (m
1 

 X  m
2
) того, 

что событие A появится от m
1
 до m

2
 раз в n независимых опытах, если 

вероятность p  появления события A в каждом опыте постоянна и равна 
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0<p<1, при n  стремится к значению (5.4.1), где x
1
,x

2
 определяются по 

формулам (5.4.2) равна:ܲ(ݔଵ ൑ ܺ ൑ (ଶݔ = Ȱ଴(ݔଶ) െ Ȱ଴(ݔଵ)                     (5.4.3)

Ȱ଴(ݔ) = 1ξ2 න ݁ି௧మଶ ௫మ,ݐ݀
௫భ  

                                 

(5.4.4)

где Ф
0
(x) – функция Лапласа (интеграл вероятности) – табулирована (см. 

приложение 3, табл. 3) и обладает следующими свойствами:
а) функция Ф

0
(x) нечетная, то есть Ф

0
(– x) = – Ф

0
(x);

б) функция Ф
0
(x) монотонно возрастающая, причем при x   

Ф
0
(x) 0,5 (практически можно считать, что уже при x>4  Ф

0
(x) ).

Интегральная формула, как и локальная, тем точнее, чем больше n. 
При условии npq 20 интегральная формула (5.4.3) дает незначительную 
погрешность вычисления вероятностей.

Ïðèìåð 6. Изготовленные детали проходят выборочную проверку в от-
деле технического контроля (ОТК). Вероятность того, что деталь пройдет 
проверку, равна 0,80. Какова вероятность того, что из 400 случайно вы-
бранных для проверки деталей число деталей не прошедших ОТК, будет 
лежать в пределах от 70 до 100?

Ðåøåíèå. Вычислим искомую вероятность по формуле (5.4.1), а значения 
границ – по формулам (5.4.2) при n=400, p=0,20, q=0,80, m

1
=70, m

2
=100:       ܲ(70 ൑ ܺ ൑ 100) = Ȱ଴(ݔଶ) െ Ȱ଴(ݔଵ),

где                   ݔଵ = 70 െ 400 ڄ 0,20ξ400 ڄ 0,20 ڄ 0,80 = 70 െ 80ξ64 = െ1,25; 
ଶݔ = 100 െ 400 ڄ 0,20ξ400 ڄ 0,20 ڄ 0,80 = 100 െ 80ξ64 = 2,5;  

Ȱ଴(െ1,25) = െȰ଴(1,25) = െ0,394;  Ȱ଴(2,5) = 0,494
Окончательно получим:ܲ(70 ൑ ܺ ൑ 100) = 0,494 + 0,394 = 0,888 .
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Ïðèìåð 7. В некоторой местности из каждых 100 семей 80 имеют авто-
мобили. Какова вероятность того, что от 300 до 360 (включительно) семей 
из 400 имеют автомобили.

Ðåøåíèå. Применим интегральную теорему Муавра-Лапласа 
(npq = 64>20).ݔଵ = 300 െ 400 ή 0.8ξ400 ή 0.8 ή 02 = െ2.50;  ݔଶ = 360 െ 400 ή 0.8ξ400 ή 0.8 ή 02 = 5.0. 

ସܲ଴଴(300 ൑ ܺ ൑ 360) ൎ Ȱ଴(5,0) െ Ȱ଴(െ2,50) =        = Ȱ଴(5,0) + Ȱ଴(2,50) ൎ)0,5 + 0,4938 = 0,9938
5.5. Ïîâòîðíûå èñïûòàíèÿ â èçìåíÿþùèõñÿ óñëîâèÿõ

Независимые опыты проводятся в изменяющихся условиях, поэтому 
вероятность появления события A в i-м опыте равна P(A

i
)=p

i
, а вероятность 

непоявления события A (появления противоположного события ܣ ) равна  
P( A

i
)=1–p

i
=q

i
 (i=1...n). Требуется определить вероятность P

m,n
 появления 

события A ровно m раз в n опытах.
Примеры задач, связанных с повторением опытов в изменяющихся 

условиях.
1. Производится стрельба по мишени из пистолета независимыми 

выстрелами. После каждого выстрела стрелок делает шаг по направле-
нию к мишени. Вероятности попадания в мишень при каждом очередном 
выстреле растут: p

1
<p

2
<p

3
...<p

n
 . Требуется определить вероятность P

m,n
 

попадания в мишень m раз при n выстрелах в изменяющихся условиях 
стрельбы (m=0...n).

2. Изделие подвергается контролю со стороны n независимо работаю-
щих контролеров. Вероятности прохождения контроля изделия у первого, 
второго,…, n-го контролера равны p

1
, p

2
, …, p

n
. Требуется определить веро-

ятность P
m,n

 того, что изделие прошло контроль успешно у m контролеров 
(m=0...n), но чаще вычисляется вероятность P

n,n
 прохождения контроля 

у всех n контролеров.
Можно показать, что искомая вероятность P

m,n
 будет равна коэффици-

енту при  xm в разложении производящей функции вида:ɔ௡(ݔ) = ෑ(ݍ௜ + (ݔ௜݌ = ෍ ௠ܲ,௡ݔ௠௡
௠ୀ଴

௡
௜ୀଵ .                           (5.5.1)
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по степеням независимой переменной x.
Действительно, если перемножить все n биномов, входящих в состав 

производящей функции (5.5.1):
  ɔ௡(ݔ) = ଵݍ) + ଶݍ)(ݔଵ݌ + .(ݔ݌ . . ௡ݍ) + (5.5.2)         ,(ݔ௡݌

то каждый член результата будет обязательно содержать по одному эле-
менту из каждого бинома. Поэтому коэффициент при xm будет иметь в 
своем составе различные комбинации из m букв p с разными индексами, 
что соответствует m появлениям события A в n опытах и (n – m) букв q с 
разными индексами, что соответствует (n – m) появлениям события ܣ 
(непоявлениям события A), например:൝݌ଵ, ,ଶ݌᩸ ᩸ . . . , ௠ᇣᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇥ௠݌᩸ , ᩸,௠ାଶݍ᩸,௠ାଵݍ᩸ . . . , ௡ᇣᇧᇧᇧᇧᇧᇤᇧᇧᇧᇧᇧᇥ௡ି௠ݍ᩸ ൡ .

В частном случае при p
1
=p

2
=...=p

n
=p, (q

1
=q

2
=...=q

n
=q) производящая 

функция (5.5.1) вырождается в бином Ньютона:

 ɔ௡(ݔ) = ݍ) + ௡(ݔ݌ = ෍ ௠ܲ,௡ݔ௠ . ௡
௠ୀ଴

  

(5.5.3)

Ïðèìåð 8. Производится три независимых опыта, условия которых из-
меняются от опыта к опыту. Вероятность появления события A в первом 
опыте равна p

1
= 0,40, во втором – p

2
= 0,60, в третьем – p

3
=0,80. Определить 

вероятность P
m,3

 появления события A ровно m раз (m=0,1,2,3) в трех не-
зависимых опытах.

Ðåøåíèå. Составим производящую функцию (5.5.1) и вычислим иско-
мые вероятности P

m,3
 как коэффициент при xm в разложении этой функции 

по степеням независимой переменной x:ɔଷ(ݔ) = (0,60 + 0,40)(ݔ0,40 + 0,20)(ݔ0,60 + (ݔ0,80 =᩸= 0,048 + ݔ0,296 + ଶݔ0,464 + ଷݔ0,192
Искомые вероятности равны:
  ଴ܲ,ଷ = 0,048,᩸᩸ ଵܲ,ଷ = 0,296,᩸᩸ ଶܲ,ଷ = 0,464,᩸᩸ ଷܲ,ଷ = 0,192 .

Правильность решения контролируется условием (5.1.8):
   0,048 + 0,296 + 0,464 + 0,192 = 1,000 .
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Ïðèìåð 9. Четыре оператора радиолокационных станций независимо 
друг от друга анализируют воздушную обстановку в заданном секторе. 
Первый оператор распознает сигнал о воздушном объекте на фоне помех с 
вероятностью p

1
= 0,90, второй – с вероятностью p

2
=0,80, третий – с вероят-

ностью p
3
=0,70, четвертый – с вероятностью p

4
=0,6. Решение о появлении 

воздушного объекта в заданном секторе наблюдения принимается, если 
хотя бы три оператора распознают объект. Какова вероятность принятия 
решения о появлении объекта в секторе наблюдения четырех операторов?

Ðåøåíèå. Обозначим A – событие, состоящее в принятии решения о 
появлении воздушного объекта в заданном секторе наблюдения. Событие  
A произойдет в том случае, если 3 или 4 оператора распознают объект на 
фоне помех, следовательно, вероятность события A равна сумме вероят-
ностей: (ܣ)ܲ = ଷܲ,ସ + ସܲ,ସ.

Вероятности P
3,4

 и P
4,4

 определим как коэффициенты при x3 и x4 в раз-
ложении производящей функции вида:ɔସ(ݔ) = ଵݍ) + ଶݍ)(ݔଵ݌ + ଷݍ)(ݔଶ݌ + ସݍ)(ݔଷ݌ + (ݔସ݌ == (0,10 + 0,20)(ݔ0,90 + 0,30)(ݔ0,80 + 0,40)(ݔ0,70 + ,(ݔ0,60

по степеням независимой переменной x:
 ɔସ(ݔ) = 0,002 + ݔ0,040 + ଶݔ0,215 + ଷݔ0,440 + ସݔ0,302

 .

Проверка по (5.1.8):

  0,002 + 0,040 + 0,215 + 0,440 + 0,302 =1,000.
Вероятности P

m,4
 равны:଴ܲ,ସ = 0,002,᩸᩸ ଵܲ,ସ = 0,040,᩸᩸ ଶܲ,ସ = 0,215,᩸᩸ ଷܲ,ସ = 0,440,᩸᩸ ସܲ,ସ = 0,302 .

Искомая вероятность  равна:
   P(A) = 0,440 + 0,302 = 0,742.

ÊÎÍÒÐÎËÜÍÛÅ ÂÎÏÐÎÑÛ

1. Êàêîé ðÿä èñïûòàíèé íàçûâàåòñÿ íåçàâèñèìûì?

2. Â ÷åì ñîñòîèò ïîíÿòèå «ïîâòîðíûå íåçàâèñèìûå èñïûòàíèÿ»?

3. ×òî ìîæíî íàéòè ïî ôîðìóëå Áåðíóëëè äëÿ ïîâòîðíûõ íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèé?

4. Ïî êàêîé ôîðìóëå ìîæíî íàéòè âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ ñîáûòèÿ  îò  äî  â ñåðèè  
íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèé?
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5. Ïî êàêîé ôîðìóëå îïðåäåëÿåòñÿ âåðîÿòíîñòü íàñòóïëåíèÿ ñîáûòèÿ   õîòÿ áû îäèí ðàç 
â ñåðèè  íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèé, â êàæäîì èç êîòîðûõ ñîáûòèå  ìîæåò ïðîèçîéòè 
ñ âåðîÿòíîñòüþ  è íå ïðîèçîéòè ñ âåðîÿòíîñòüþ? 

6. ×òî ïîíèìàåòñÿ ïîä íàèâåðîÿòíåéøèì ÷èñëîì ïîÿâëåíèÿ ñîáûòèÿ  â ñåðèè íåçàâè-
ñèìûõ èñïûòàíèé, â êàæäîì èç êîòîðûõ ñîáûòèå  ìîæåò ïðîèçîéòè ñ âåðîÿòíîñòüþ    
è íå ïðîèçîéòè ñ âåðîÿòíîñòüþ?

7. Â êàêèõ ñëó÷àÿõ ïîëüçóþòñÿ ôîðìóëîé Ïóàññîíà?

8. Â ÷åì çàêëþ÷àåòñÿ ëîêàëüíàÿ òåîðåìà Ëàïëàñà?

9. Êàêîâû îñíîâíûå ñâîéñòâà íîðìèðîâàííîé ôóíêöèè Ãàóññà?

10. Â ÷åì çàêëþ÷àåòñÿ èíòåãðàëüíàÿ òåîðåìà Ëàïëàñà?

11. Êàêîâû îñíîâíûå ñâîéñòâà ôóíêöèè Ëàïëàñà?

ÇÀÄÀÍÈß

5.1. Âåðîÿòíîñòü ïîðàæåíèÿ âèðóñíûì çàáîëåâàíèåì êóñòà çåìëÿíèêè ðàâíà 0,15. 
Ñîñòàâèòü çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñëà êóñòîâ çåìëÿíèêè, çàðàæåííûõ âèðóñîì, 
èç ÷åòûðåõ ïîñàæåííûõ êóñòîâ.

5.2. Çàâîä îòïðàâëÿåò â íåêîòîðûé ãîðîä 1500 àâòîìîáèëåé. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â 
ïóòè ìàøèíà ìîæåò ïîëó÷èòü ïîâðåæäåíèå, ðàâíà 0,002. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, 
÷òî â ïóòè áóäåò ïîâðåæäåíî íå áîëåå 4-õ àâòîìîáèëåé

5.3. Âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ â ìèøåíü ïðè îäíîì âûñòðåëå äëÿ äàííîãî ñòðåëêà ðàâíà 
0,7. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïðè 200 âûñòðåëàõ ìèøåíü áóäåò ïîðàæåíà 160 ðàç.

5.4. Ïðîâåðêîé óñòàíîâëåíî, ÷òî öåõ â ñðåäíåì âûïóñêàåò 96% ïðîäóêöèè âûñøåãî ñîðòà. 
Íà áàçå ïðèåìùèê ïðîâåðÿåò 200 èçäåëèé ýòîãî öåõà. Åñëè ñðåäè íèõ îêàæåòñÿ 
áîëåå 10 èçäåëèé íå âûñøåãî ñîðòà, òî âñÿ ïàðòèÿ áðàêóåòñÿ, ò.å. âîçâðàùàåòñÿ â 
öåõ. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïàðòèÿ áóäåò ïðèíÿòà?

5.5. Âåðîÿòíîñòü ðîæäåíèÿ ìàëü÷èêà 0.515. Â ñåìüå 6 äåòåé. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, 
÷òî èç íèõ:

à) ðîâíî òðè äåâî÷êè;

á) íå áîëåå òðåõ äåâî÷åê;

â) íå ìåíåå äâóõ, íî íå áîëåå ÷åòûðåõ äåâî÷åê.

5.6. Âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ ñîáûòèÿ  â êàæäîì èõ 2400 íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèé ïî-
ñòîÿííà è ðàâíà 0,6. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ýòî ñîáûòèå íàñòóïèò ðîâíî 
1400 ðàç?
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5.7. Ñêîëüêî íàäî ïðîèçâåñòè íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèé ñ âåðîÿòíîñòüþ ïîÿâëåíèÿ ñî-
áûòèÿ â êàæäîì èñïûòàíèè ðàâíîé 0,4, ÷òîáû íàèâåðîÿòíåéøåå ÷èñëî ïîÿâëåíèé 
ñîáûòèÿ â ýòèõ èñïûòàíèÿõ áûëî ðàâíî 20?

5.8. Ïðîèçâîäñòâî ýëåêòðîííî-ëó÷åâûõ òðóáîê äëÿ òåëåâèçîðîâ äàåò â ñðåäíåì 12% 
áðàêà. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü íàëè÷èÿ 215 ãîäíûõ òðóáîê â ïàðòèè èç 250 øòóê.

5.9. Âåðîÿòíîñòü èçãîòîâëåíèÿ íà àâòîìàòè÷åñêîì ñòàíêå ñòàíäàðòíîé äåòàëè ðàâíà 
0,8. Íàéòè âåðîÿòíîñòè âîçìîæíîãî ÷èñëà ïîÿâëåíèÿ áðàêîâàííûõ äåòàëåé ñðåäè 
5 îòîáðàííûõ. 

5.10. Âåðîÿòíîñòü âûèãðûøà â ëîòåðåþ íà îäèí áèëåò ðàâíà 0,3. Êóïëåíî 13 áèëåòîâ. 
Íàéòè íàèâåðîÿòíåéøåå ÷èñëî âûèãðûøíûõ áèëåòîâ è ñîîòâåòñòâóþùóþ âåðî-
ÿòíîñòü.

5.11. Â íîâîì ìèêðîðàéîíå ïîñòàâëåíî 10000 êîäîâûõ çàìêîâ íà âõîäíûõ äâåðÿõ äîìîâ. 
Âåðîÿòíîñòü âûõîäà èç ñòðîÿ îäíîãî çàìêà â òå÷åíèå ìåñÿöà ðàâíà 0,0002. Íàéòè 
âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî çà ìåñÿö îòêàæóò òðè çàìêà.

5.12. Íà ôàêóëüòåòå íàñ÷èòûâàåòñÿ 1750 ñòóäåíòîâ. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî 1 
ÿíâàðÿ ÿâëÿåòñÿ äíåì ðîæäåíèÿ îäíîâðåìåííî ÷åòûðåõ ñòóäåíòîâ ôàêóëüòåòà?

5.13. Ïðè ïðîâåäåíèè ìàðêåòèíãîâûõ èññëåäîâàíèé âûÿâëåíî, ÷òî 30% îïðîøåííûõ 
ïðåäïî÷èòàþò èñïîëüçîâàòü ïðîäóêöèþ äàííîé ôèðìû. Íàéòè âåðîÿòíîñòè âîç-
ìîæíîãî ÷èñëà ïîëüçîâàòåëåé ïðîäóêöèåé ôèðìû â ïðîèçâîëüíî âûáðàííîé ãðóïïå 
èç ïÿòè ÷åëîâåê.

5.14. Èç îäíîãî êîìïüþòåðà íà äðóãîé íåîáõîäèìî ïåðåäàòü ôàéë îáúåìîì 8 000 ñèì-
âîëîâ. Âåðîÿòíîñòü îøèáêè ïðè ïåðåäà÷å ñèìâîëà ðàâíà 0,001. Íàéòè âåðîÿòíîñòü 
òîãî, ÷òî áóäåò íå ìåíåå äâóõ îøèáîê ïðè ïåðåäà÷å ôàéëà.

5.15. Â êàæäîì èç 700 íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèé ñîáûòèå À ïðîèñõîäèò ñ ïîñòîÿííîé 
âåðîÿòíîñòüþ 0.35. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñîáûòèå À ïðîèçîéäåò: à) 270 ðàç; 
á) íå ìåíåå 230 è íå áîëåå 270 ðàç; â) íå ìåíåå 270 ðàç.

5.16. Íà òåëåôîííîé ñòàíöèè íåïðàâèëüíîå ñîåäèíåíèå ïðîèñõîäèò ñ âåðîÿòíîñòüþ 
0,005. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñðåäè 400 ñîåäèíåíèé ïðîèçîéäåò: à) îäíî 
íåïðàâèëüíîå ñîåäèíåíèå; á) ìåíüøå 3 íåïðàâèëüíûõ ñîåäèíåíèé; â) áîëüøå 2 
íåïðàâèëüíûõ ñîåäèíåíèé.

5.17. Ïðîâîäèòñÿ 200 íåçàâèñèìûõ îïûòîâ ñ âåðîÿòíîñòüþ óñïåõà â êàæäîì 24%. Êàêîâà 
âåðîÿòíîñòü óñïåøíîãî ïðîâåäåíèÿ 50 îïûòîâ?

5.18. Ïðè ïåðåñàäêå ñàæåíöåâ â íåêîòîðîì õîçÿéñòâå â ñðåäíåì ïîãèáàåò 30% ñàæåíöåâ. 
Êàêîâî íàèâåðîÿòíåéøåå ÷èñëî ïðèæèâøèõñÿ ñàæåíöåâ èç ïÿòè ïåðåñàæåííûõ, è 
÷åìó ðàâíà âåðîÿòíîñòü ýòîãî ñîáûòèÿ?

5.19. Íà íåêîòîðîì ïðîèçâîäñòâå óñòàíîâëåíî, ÷òî â òåõíîëîãè÷åñêîì ïðîöåññå â ñðåä-
íåì 90% èçäåëèé ÿâëÿþòñÿ ñòàíäàðòíûìè. Ïðè âûáîðî÷íîì êîíòðîëå íàóäà÷ó áûëî 
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âçÿòî 400 èçäåëèé. Êàêîâî íàèâåðîÿòíåéøåå ÷èñëî ñòàíäàðòíûõ äåòàëåé ñðåäè 
îòîáðàííûõ, è ÷åìó ðàâíà åãî âåðîÿòíîñòü?

5.20. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îòêëîíåíèå òåõíè÷åñêèõ äàííûõ èçäåëèÿ â ñåðèéíîì ïðîèç-
âîäñòâå ïðåâûøàåò íîðìó îò äîïóñòèìîãî, ðàâíà 0,005. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî 
ñðåäè ïîñòóïèâøèõ 1600 èçäåëèé ñ îòêëîíåíèÿìè îò äîïóñòèìûõ áóäåò ìåíåå òðåõ.

5.21. Âåðîÿòíîñòü âûõîäà èç ñòðîÿ çà ñìåíó îäíîãî ñòàíêà ðàâíà 0,1. Îïðåäåëèòü âå-
ðîÿòíîñòü âûõîäà èç ñòðîÿ îò 2 äî 13 ñòàíêîâ ïðè íàëè÷èè 100 ñòàíêîâ.

5.22. Âåðîÿòíîñòü ïîëó÷åíèÿ ïîëîæèòåëüíîãî ðåçóëüòàòà â êàæäîì èç 2100 îïûòîâ 
ðàâíà 0,7. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïîëîæèòåëüíûé ðåçóëüòàò áóäåò ïîëó÷åí â 
1500 îïûòîâ.

5.23. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïðè òðàíñïîðòèðîâêå ôðóêòîâ ïðîöåíò ïîð÷è ïðåâûñèò 
íîðìó, ðàâíà 0,03. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî èç 100 ïðèáûâøèõ âàãîíîâ ïðîöåíò 
ïîð÷è ãðóçà áóäåò ìåíåå ÷åì â 98 âàãîíàõ.

5.24. Ìàñòåð è ó÷åíèê âûïóñêàþò îäíîòèïíûå èçäåëèÿ, ïðè÷åì ïðîèçâîäèòåëüíîñòü 
ìàñòåðà â äâà ðàçà ïðåâûøàåò ïðîèçâîäèòåëüíîñòè ó÷åíèêà. Íàéòè âåðîÿòíîñòü 
òîãî, ÷òî ñðåäè 450 èçäåëèé, ñëó÷àéíî âçÿòûõ èç óïàêîâî÷íîãî êîíòåéíåðà, 300 
îêàæóòñÿ èçãîòîâëåííûìè ìàñòåðîì.

5.26. ×åòûðå ïîêóïàòåëÿ ïðèåõàëè íà îïòîâûé ñêëàä. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî êàæäîìó 
èç ýòèõ ïîêóïàòåëåé ïîòðåáóåòñÿ õîëîäèëüíèê ìàðêè «Àòëàíò», ðàâíà 0,4. Íàéòè 
âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî õîëîäèëüíèê ïîòðåáóåòñÿ: à) íå ìåíåå ÷åì äâóì ïîêóïàòåëÿì; 
á) íå áîëåå ÷åì òðåì ïîêóïàòåëÿì; â) âñåì ÷åòûðåì ïîêóïàòåëÿì.

5.24. Äëÿ âû÷èñëèòåëüíîé ëàáîðàòîðèè ïðèîáðåòåíî äåâÿòü êîìïüþòåðîâ, ïðè÷åì âåðî-
ÿòíîñòü áðàêà äëÿ îäíîãî êîìïüþòåðà ðàâíà 0,1. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü, ÷òî ïðèäåòñÿ 
çàìåíèòü áîëåå äâóõ êîìïüþòåðîâ.
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ÑËÓ×ÀÉÍÛÅ ÂÅËÈ×ÈÍÛ

6.1. Ïîíÿòèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. Âèäû ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

Одним из важнейших понятий теории вероятностей является понятие 

случайной величины.

Под случайной величиной понимается переменная, которая в резуль-

тате испытания в зависимости от случая принимает одно из возможного 

множества своих значений, какое именно заранее не известно.

Примеры случайных величин:

1) число родившихся детей в течение суток в г. Москве;

2) количество бракованных изделий в данной партии;

3) число произведенных выстрелов до первого попадания;

4) дальность полета артиллерийского снаряда;

5) расход электроэнергии на предприятии за месяц.

Выделяют дискретные и непрерывные случайные величины.

Случайная величина называется дискретной (прерывной), если мно-

жество ее значений конечное или бесконечное, но счетное.

Под непрерывной случайной величиной будем понимать величину, 

бесконечное множество значений которой есть некоторый промежуток 

числовой оси.

Для дискретной случайной величины множество возможных значений 

случайной величины конечно или счетно, для непрерывной - бесконечно 

и несчетно.

Случайные величины обозначаются прописными буквами латинского 

алфавита A, B, C,…, X,Y, Z, а их значения соответствующими индексиро-

ванными строчными буквами a
i
, b

i
, c

i
,…, x

i
, y

i
, z

i
.

Наиболее полным, исчерпывающим описанием случайной величины 

является ее закон распределения.

Закон распределения случайной величины – всякое соотношение, 

устанавливающее связь между возможными значениями случайной ве-

личины и соответствующими им вероятностями.

Для дискретной случайной величины закон распределения может быть 

задан в виде таблицы, аналитически (в виде формулы) и графически.
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Простейшей формой задания закона распределения дискретной слу-
чайной величины является таблица (матрица), в которой в порядке воз-
растания перечислены возможные значения случайной величины и соот-
ветствующие им вероятности. 

X:
x

i
x

1
x

2
   … x

n-1
x

n

p
i

p
1

p
2

   … p
n-1

p
n

Событие в ряде распределения несовместны и единственно возможны, 
так как образуют полную группу событий, поэтому для любой дискретной 
случайной величина суммы вероятностей ряда:෍ ௜௡݌

௜ୀଵ = ଵ݌ + ଶ݌ + ڮ + ௡ିଵ݌ + ௡݌ = 1
Иллюстрацию дальнейших теоретических выкладок будем осущест-

влять на конкретном примере.

Ïðèìåð 1. Пусть дан ряд распределения

X:
x

i
1 2   3 4 5

p
i

0,01 0,09 0,35 0,2 0,35

Ряд распределения может быть изображен графически, если по оси 
абсцисс откладывать значения случайной величины, а по оси ординат - 
соответствующие им вероятности.

Соединение полученных точек образуют ломаную, называемую мно-
гоугольником или полигоном распределения. 

На рисунке 1 изображен многоугольник распределения для примера 1.

Ðèñ. 1. Ìíîãîóãîëüíèê ðàñïðåäåëåíèÿ
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6.2. Ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

Закон (ряд) распределения дискретной случайной величины дает ис-
черпывающую информацию о ней, так как позволяет вычислить вероят-
ности любых событий, связанных со случайной величиной.

Однако такой закон (ряд) распределения бывает труднообозрим, не 
всегда удобным для анализа, а иногда и вовсе не нужным.

Рассмотрим следующий пример.

Ïðèìåð 2. Известны количество выточенных деталей двумя токарями 
по дням недели за пять рабочих дней с вероятностью 0,2. Для первого: 3, 
5, 12, 19, 21, для второго: 9, 11, 13, 14, 13. Предстоит сокращение штатов, 
перед руководством стоит вопрос, кому из них отдать предпочтение? 

Ðåøåíèå. 
Составим ряд распределения для случайных величин X (для первого 

токаря) и Y (для второго):

X:
x

i
3 5 12 19 21

p
i

0,2 0,2 0,2 0,2 0,2

Y:
y

i
9 11 13 14 13

p
i

0,2 0,2 0,2 0,2 0,2

Необходимо выяснить кто из них работает лучше, естественно работает 
лучше тот, кто в среднем за неделю вытачивает больше деталей.

Таким средним значением дискретной случайно величины является 
математическое ожидание.

Математическим ожиданием или средним значением (будем обозначать 
символами M(X) или m

x
) дискретной случайной величины называется 

сумма произведений возможных значений на соответствующие им веро-
ятности, то есть:ܯ(ܺ) = ଶ݌ଵݔ + ଶ݌ଶݔ + ڮ + ௡ିଵ݌௡ିଵݔ + ௡݌௡ݔ = ෍ ௜௡݌௜ݔ

௜ୀଵ          (6.2.1)

Ïðèìåð 3. Найдем математические ожидания для примеров 1 и 2: ܯ(ܺ) = 1 ή 0,01 + 2 ή 0,09 + 3 ή 0,35 + 4 ή 0,2 + 5 ή 0,35 = 3,44 ݉௫ = 3 ή 0,2 + 5 ή 0,2 + 12 ή 0,2 + 19 ή 0,2 + 21 ή 0,2 = 12 ݉˖ = 9 ή 0,2 + 11 ή 0,2 + 13 ή 0,2 + 14 ή 0,2 + 13 ή 0,2 = 12 
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Таким образом, пока нет ответа на вопрос, кому отдать предпочтение.
Математическое ожидание является обобщенной характеристикой, 

поэтому и не дает возможности однозначного принятия решений.
Рассмотрим основные свойства математического ожидания:
1. Математическое ожидание постоянной величины равно самой по-

стоянной: (ܥ)ܯ = ܥ   ,ܥ = const                               (6.2.2)
2. Постоянный множитель можно выносить за знак математического 

ожидания: (ܺ݇)ܯ = ݇   ,(ܺ)ܯ݇ = const                      (6.2.3)
3. Математическое ожидание алгебраической суммы конечного чис-

ла случайных величин равно такой же сумме их математических 
ожиданий: ܺ)ܯ ± ܻ) = (ܺ)ܯ ± (6.2.4)                            (ܻ)ܯ

4. Математическое ожидание произведения конечного числа незави-
симых случайных величин равно произведению их математических 
ожиданий: (ܻܺ)ܯ = (6.2.5)                                  (ܻ)ܯ(ܺ)ܯ

5. Если все значения случайной величины увеличить (уменьшить) на 
постоянную , то на эту же величину увеличится (уменьшится) ма-
тематическое ожидание этой случайной величины:

ܺ)ܯ  ± (ܥ = (ܺ)ܯ ± ܥ      ,ܥ = const .  (6.2.6)

6.3. Äèñïåðñèÿ äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

Мерой рассеивания значений случайной величины X, относительно её 
математического ожидания, является дисперсия8 случайной величины X.

Дисперсией случайной величины X (будем обозначать D(X) или d
x
, D

x
) 

называется математическое ожидание квадрата отклонения случайной 
величины X от ее математического ожидания:

(ܺ)ܦ  = ൫ܺܯ െ ൯ଶ(ܺ)ܯ = ෍(ݔ௜ െ ௜௡݌ଶ((ܺ)ܯ
௜ୀଵ    (6.3.1)

Ïðèìåð 4. Найдем дисперсии для примеров 1 и 2:

8  Дисперсия - (от лат. dispersio - рассеяние), в математической статистике наиболее 
употребительная мера рассеивания, отклонения случайных значений от среднего.
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Ïðèìåð 1:ܦ(ܺ) = (1 െ 3,44)ଶ ή 0,01 + (2 െ 3,44)ଶ ή 0,09 + (3 െ 3,44)ଶ ή 0,35 + (4 െ 3,44)ଶή 0,2 + (5 െ 3,44)ଶ ή 0,35 = 1,2284 
.

Ïðèìåð 2:ܦ௫ = (3 െ 12)ଶ ή 0,2 + (5 െ 12)ଶ ή 0,2 + (12 െ 12)ଶ ή 0,2 + (19 െ 12)ଶ ή 0,2 + (21െ 12)ଶ ή 0,2 = ௬ܦ .52 = (9 െ 12)ଶ ή 0,2 + (11 െ 12)ଶ ή 0,2 + (13 െ 12)ଶ ή 0,2 + (14 െ 12)ଶ ή 0,2+ (15 െ 12)ଶ ή 0,2 = 4,8 

Так как дисперсия имеет размерность квадрата случайной величины, 
например для второго примера это (дет.)2, вводят понятие среднего ква-
дратического (стандартного) отклонения, как арифметический корень из 
дисперсии (будем обозначать s(X) или s

x
):ɐ(ܺ) = ඥܦ(ܺ)    ɐ୶ = ඥܦ௫  

                         
(6.3.2)

Найдем средние квадратического отклонения для примеров 1 и 2: ɐ(ܺ) = ξ1,2284 = 1,1083.ɐ௫ = ξ52 = 7,2. ɐ௬ = ξ4,8 = 2,2.

Таким образом, так как m
x
=m

y
, а s

y
=s

x
, предпочтение следует отдать 

второму токарю. При равных средних значениях, у него стабильность в 
работе, так как характеристика колеблемости – среднее квадратическое 
отклонение количества изготовленных деталеq – намного меньше, чем у 
первого токаря. 

В экономике, финансах и менеджменте для анализа обычно исполь-
зуют так называемый коэффициент вариации, представляющий собой 
отношение среднего квадратического отклонения случайной величины 
к математическому ожиданию:

 ݇௩௔௥ = ɐ(ܺ)ܯ(ܺ)  ˋˎˋ ݇௩௔௥ = ɐ(ܺ)ܯ(ܺ) ή 100%.  (6.3.3)

Îñíîâíûå ñâîéñòâà äèñïåðñèè

1. Дисперсия постоянной величины равна нулю:
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2. Постоянный множитель можно выносить за знак дисперсии, возводя 
ее при этом в квадрат:ܦ(݇ܺ) = ݇ଶܦ(ܺ),    ݇ = const .                       (6.3.5)

3. Дисперсия алгебраической суммы конечного числа случайных ве-
личин равна сумме их дисперсий:ܦ(ܺ ± ܻ) = (ܺ)ܦ + (6.3.6)                              . (ܻ)ܦ

4. Дисперсия случайной величины равна разности между математиче-
ским ожиданием квадрата случайной величины и квадратом ее матема-
тического ожидания: (ܺ)ܦ = (ଶܺ)ܯ െ ଶ(ܺ) .                              (6.3.7)ܯ

Математическое ожидание, дисперсия, среднее квадратическое от-
клонение и другие числа, призванные в сжатой форме отражать наиболее 
существенные черты распределения случайной величины, называются 
числовыми характеристиками.

6.4. Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ

Функцией распределения случайной величины X  F(x) называется ве-
роятность события (X < x) такого, что случайная величина X принимает 
значение, меньшее некоторого заданного (конкретного) значения :

(ݔ)ܨ   = ܲ(ܺ < (6.4.1)                                     . (ݔ

На рисунке 6.4.1 представлена геометрическая интерпретация функции 
распределения F(x), то есть случайная величина X принимает значения, 
лежащие левее точки x на оси абсцисс, следовательно, функция распре-
деления непрерывна слева.

Ðèñ. 6.4.1. Ê ïîíÿòèþ ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ
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Из определения функции распределения вытекают, очевидны следу-
ющие свойства функции распределения:

1. Вероятность попадания случайной величины X левее (– ) – вероят-
ность невозможного события – равна нулю  F (– )=P(X<– )= P(Ø)=0.

2. Вероятность попадания случайной величины X во всю числовую ось – 
вероятность достоверного события – равна единице   F (+ )=P (X<+ )= 
P( )=1.

3. При x
2 
> x

1
, F (x

2
) F (x

1
) – функция распределения – неубывающая 

функция аргумента x.
4. Вероятность попадания случайной величины в промежуток (x

1
;x

2
) 

равна приращению функции распределения на этом промежутке:
ଵݔ)ܲ  ൑ ܺ < (ଶݔ = (ଶݔ)ܨ െ (6.4.2)                         . (ଵݔ)ܨ

Следовательно, выражение для нахождения функции распределения 
дискретной случайной величины можно представить следующим образом:

(ݔ)ܨ = ܺ)݌ < (ݔ =
۔ۖۖەۖۖ
ݔ ˋ˓˒  ,0ۓ ൑ ,ଵ݌ଵݔ ଵݔ᩸ˋ˓˒        ᩸ < ݔ ൑ ଵ݌ଶݔ + ଶݔˋ˓˒           ,ଶ݌ < ݔ ൑ ଵ݌ଷݔ + ଶ݌ + ଷݔ ˋ˓˒   ,ଷ݌ < ݔ ൑ .ସݔ . . … … … … … … … … … … … … … … … ଵ݌… + .+ଶ݌ . . ,௡ିଵ݌+ ௡ିଵݔ ˋ˓˒ < ݔ ൑ ݔ᩸᩸ˋ˓˒  ,௡1ݔ > .௡ݔ

     

(6.4.3)

Ïðèìåð 5. Пусть дан ряд распределения дискретной случайной величины:

X:
x

i
1 2 3 4 5

p
i

0.2 0.1 0.3 0.15 0.25

 Вычислим значения функции распределения F (x) по формуле (6.4.3) 
и построим её график (рис. 6.4.2). (ݔ)ܨ = ܲ( ൑ 1) = 0; (ݔ)ܨ 324           = ܲ(1 < ൑ 2) = 0,2; (ݔ)ܨ325         = ܲ(2 < ൑ 3) = 0,2 + 0,1 = 0,3; (ݔ)ܨ326      = ܲ(3 < ˘ ൑ 4) = 0,2 + 0,1 + 0,3 = 0,6; (ݔ)ܨ327      = ܲ(4 < ˘ ൑ 5) = 0,2 + 0,1 + 0,3 + 0,15 = 0,75; (ݔ)ܨ       = ܲ(˘ > 5) = 0,2 + 0,1 + 0,3 + 0,15 + 0,25 = 1. 
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0

0,2

0,4

0,6

0,8

1

1,2

-1 0 1 2 3 4 5 6 7 8x

F(x)

Ðèñ. 6.4.2 

Из определения анализа свойств F (x) и примера 5 следует, что по мере 
увеличения значения аргумента растет значение функции распределения – 
суммируются вероятности p

i
 отдельных значений x

i
 случайной величины X. 

На этом основании функцию распределения F (x) называют интегральным 

законом распределения случайной величины X.
Ясно, что в пределе при увеличении числа значений (n ), величи-

ны скачков стремятся к нулю – функция распределения F (x) становится 
непрерывной функцией (рис. 6.4.3).

. .
0 x

1,0

1 2

2 1

( )
( ) ( )

P x X x

F x F x

2( )F x

1( )F x

2x1x

( )F x

Ðèñ. 6.4.3 

В заключение заметим, что функция распределения универсальна, так 
как она существует для дискретных  и непрерывных случайных величин – 
в первом случае она имеет вид скачкообразно изменяющейся разрывной 
функции со скачками, равными p

i
 в точках x

i
, а во втором случае –  F (x)  

является непрерывной функцией. В обоих случаях  изменяется в пределах 
от нуля до единицы.
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Плотность вероятности (плотность распределения)  f (x) случайной ве-
личины X имеет смысл только для непрерывных случайных величин и 
определяется как предел отношения вероятности попадания случайной 
величины X на отрезок к длине этого отрезка, когда последняя стремится 
к нулю: (ݔ)݂ = ݈݅݉௱௫՜଴ ܲ൫ܺ א ,ݔ) ݔ + ݔ߂൯(ݔ߂  

 
.                         (6.5.1)

Выразим вероятность попадания случайной величины X на отрезок 
[x, x+ x] по формуле (6.4.2) как приращение F (x) на этом отрезке:݂(ݔ) = ݈݅݉௱௫՜଴ ݔ)ܨ + (ݔ߂ െ ݔ߂(ݔ)ܨ = ݔ݀(ݔ)ܨ݀ = ܨ (6.5.2)                         .(ݔ)

Плотность вероятности f (x) равна производной функции распреде-
ления F (x), поэтому получила название дифференциальный закон распре-

деления.
Свойства плотности вероятности вытекают из её определения (6.5.1):
1. Плотность вероятности – неотрицательная функция аргумента x, 

график функции всегда расположен выше оси OX:
(ݔ)݂    ൒ 0.                                              (6.5.3)

Первое свойство следует из определения (6.5.1): в числителе стоит веро-
ятность события, лежащая в пределах от нуля до единицы, а в знаменателе 
– длина отрезка – величина положительная.

2. Вероятность попадания непрерывной случайной величины в проме-
жуток [x

1
. x

2
) равна определенному интегралу от ее плотности вероятностей 

в этих пределах: ଵݔ)ܲ ൑ ܺ < (ଶݔ = න ௫మ(ݔ)݂
௫భ (6.5.4)                          . ݔ݀

Вероятность попадания на отрезок геометрически иллюстрируется 
площадью под кривой распределения (рис. 6.5.1), ограниченной слева и 
справа ординатами в точках x

1
. x

2
  (заштрихована на рис. 6.5.1).
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Ðèñ. 6.5.1.

3. Функция распределения непрерывной случайной величины равна 
интегралу от плотности вероятностей в пределах от  до: (ݔ)ܨ = ܲ(ܺ < (ݔ = ܲ(െ < ܺ < (ݔ = න ௫(ݔ)݂

ିஶ .ݔ݀

      
 
(6.5.5)

Геометрическая интерпретация функции распределения  F (x), основан-
ная на соотношении (6.5.5), показана на рис. 6.5.2 и представляет собой 
площадь под кривой распределения f (x), лежащая левее ординаты в точке x 

(заштрихована на рис.).

Ðèñ. 6.5.2. Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ

4. Интеграл в бесконечных пределах от плотности вероятности равен 
единице: න ஶ(ݔ)݂

ିஶ ݔ݀ = 1 .                                           (6.5.6)
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Очевидно, вероятность попадания случайной величины X в беско-
нечный отрезок (во всю числовую ось) есть вероятность достоверного 
события, равная единице:ܲ൫ܺ א (െ , + )൯ = න ݔ݀(ݔ)݂ = (ߗ)ܲ = 1.ି  

Математическим ожиданием непрерывной случайной величины с плот-
ностью вероятности  f (x), называется число:(ܺ) = න ି .ݔ݀(ݔ)݂ݔ

                                    

(6.5.7)

Свойства математического ожидания для дискретной случайной вели-
чины, остаются справедливыми и для непрерывных случайных величин, 
например:( ܺ) = න ݔ݀(ݔ)݂ݔ = න ݔ݀(ݔ)݂ݔ = (ܺ). ିି           (6.5.8)

Дисперсией непрерывной случайной величины с плотностью вероят-
ности  f (x), называется число:ܦ(ܺ) = න൫ݔ െ ି.ݔ݀(ݔ)൯ଶ݂(ܺ)ܯ  

 

                    (6.5.9)

Формула для дисперсии может быть записана в более удобном виде 
для вычислений: (ܺ)ܦ = න ݔ݀(ݔ)ଶ݂ݔ െ ൫ܯ(ܺ)൯ଶ.ି

 
                   (6.5.10)

Свойства дисперсии для дискретной случайной величины, остаются 
справедливыми и для непрерывных случайных величин.

Среднее квадратическое или стандартное отклонение определяется 
из формулы: ɐ(ܺ) = ඥ(6.5.11)                                    . (ܺ)ܦ

Из свойств дисперсии вытекают соответствующие свойства средне1о 
квадратического отклонения:



86

Ãëàâà 6. Ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû

1. s(C)=0.
2. s(CX)=|C| s (X).
3. s(C+X)=s (X).
В завершении отметим, что для изучения свойств случайного явле-

ния, независящих от выбора масштаба измерения и положения центра 
группировки, заданную случайную величину X приводят к некоторому 
стандартному виду: ее центрируют, рассматривая разность (X-M(X)), ге-
ометрически это означает перенос начала координат в точку с абсциссой 
равной математическому ожиданию, впоследствии делят на среднее ква-
дратическое отклонение s(X).  

Полученную случайную величину:ܼ = ܺ െ (ܺ)ɐ(ܺ)ܯ  ,                                  (6.5.12)

называют стандартной случайной величиной. Математическое ожидание 
стандартной случайной  величины равно 0, а дисперсия 1. Покажем это:ܯ(ܼ) = ܯ ൬ܺ െ (ܺ)ɐ(ܺ)ܯ ൰ = 1ɐ(ܺ) ൫ܺܯ െ ൯(ܺ)ܯ = 0, 

(ܼ)ܦ = 1ɐଶ(ܺ) ൫ܺܦ െ ൯(ܺ)ܯ = (ܺ)ɐଶ(ܺ)ܦ = 1 

Таким образом, Z -центрированная M(Z)=0 и нормированная (D (Z)=1) 
случайная величина.

6.6. Ìîìåíòû ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

Кроме математического ожидания и дисперсии случайной величины в 
теории вероятностей для описания некоторых свойств распределений слу-
чайных величин пользуются моментными характеристиками или моментами.

Начальным моментом -го порядка случайной величины X называется 
математическое ожидание k-й степени случайной величины X:

  
(ܺ)௞ߙ    = (6.6.1)                                            .(௞ܺ)ܯ

Соответствующие формулы для вычисления начальных моментов дис-
кретных и непрерывных случайных величин имеют вид:

(ܺ)௞ߙ(6.6.2)          = ෍ ௜௞௡ݔ
௜ୀଵ ;௜݌
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[ܺ]௞ߙ = න ିݔ݀(ݔ)௞݂ݔ .                                  (6.6.3)

Очевидно, что математическое ожидание случайной величины X не что 
иное, как первый начальный момент случайной величины:

(ܺ)ଵߙ                                                         = (6.6.4)                                          .(ܺ)ܯ
Отметим второй начальный момент, который будет использован ниже:

(ܺ)ଶߙ    = (6.6.5) .(ଶܺ)ܯ
Центральным моментом -го порядка случайной величины X называется 

математическое ожидание k-й степени центрированной случайной вели-
чины X,  X o=X–m

x
 :  ௞(ܺ) = ܯ ൬ܺ௞௢ ൰.                                      (6.6.6)

Соответствующие формулы для вычисления центральных моментов 
дискретных и непрерывных случайных величин имеют вид:

௞(ܺ) = ෍(ݔ௜ െ ݉௫)௞݌௜;௡
௜ୀଵ

 

                             (6.6.7)

    

௞(ܺ) = න(ݔ െ ݉௫)௞ି (6.6.8)                         .ݔ݀(ݔ)݂

Первый центральный момент равен нулю:

ଵ(ܺ) = න ݔ) െ ݉௫)݂(ݔ)݀ݔஶ
ିஶ = න ݔ݀(ݔ)݂ݔ െ ݉௫ න ିݔ݀(ݔ)݂ =ஶ

ିஶ= ݉௫ െ ݉௫ = 0.

Второй центральный момент, очевидно, равен дисперсии случайной ве-
личины X (4.3.6):

 ଶ(ܺ) = ܯ ቀ ௢ܺ ଶቁ = (6.6.9)   .(ܺ)ܦ

В дальнейшем будем использовать третий и четвертый центральные 
моменты случайной величины X, которые записываются в виде:

 ଷ(ܺ) = ܯ ቀ ௢ܺ ଷቁ ,     ସ(ܺ) = ܯ ቀ ௢ܺ ସቁ. (6.6.10)
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Существует связь между начальными и центральными моментами слу-
чайной величины X. Получим, например, формулы связи центральных и 
начальных моментов различных порядков для непрерывной случайной 
величины X (аналогичный вывод будет и для дискретной случайной ве-
личины).

Рассмотрим второй центральный момент (дисперсию случайной ве-
личины):                                                                                                             

ଶߤ(6.6.11) = ܯ ቀ ௢ܺ ଶቁ = (ܺ)ܦ = න ݔ) െ ݉௫)ଶ݂(ݔ)݀ݔ =ஶ
ିஶ= න ஶݔ݀(ݔ)ଶ݂ݔ

ିஶ െ 2݉௫ න ݔ݀(ݔ)݂ݔ + ݉௫ଶஶ
ିஶ න ஶݔ݀(ݔ)݂

ିஶ =
= (ܺ)ଶߙ െ 2݉௫ଶ + ݉௫ଶ = (ܺ)ଶߙ െ ݉௫ଶ 

        

Для третьего центрального момента, действуя аналогично, получим:ߤଷ(ܺ) = ܯ ቀ ௢ܺ ଷቁ = න ݔ) െ ݉௫)ଷ݂(ݔ)݀ݔ =ஶ
ୀஶ= න ஶݔ݀(ݔ)ଷ݂ݔ

ିஶെ 3݉௫ න ݔ݀(ݔ)ଶ݂ݔ + 3݉௫ଶ න ݔ݀(ݔ)݂ݔ െ ݉௫ଷஶ
ିஶ

ஶ
ିஶ න ݔ݀(ݔ)݂ =ஶ

ିஶ= (ܺ)ଷߙ െ 3݉௫ߙଶ(ܺ) + 2݉௫ଷ 

Выражения для центральных моментов порядков больше трех можно 
получить аналогично. В итоге получается сводка формул:

  

۔ۖەۖ
ۓ ଵ = 0,ଶ = ଶߙ െ ݉௫ଶ,ଷ = ଷߙ െ 3݉௫ߙଶ + 2݉௫ଷ,. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

   

                   (6.6.12)



6.6. Ìîìåíòû ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

89

Формула, выражающая второй центральный момент через второй и 
первый начальные моменты, часто используется для вычисления дис-
персии:

(ܺ)ܦ   = (ܺ)ଶߙ െ ݉௫ଶ,                               (6.6.13)

которая для дискретных и непрерывных случайных величин принимает 
следующий вид:

 
(ܺ)ܦ = ෍ ௜݌௜ଶݔ െ ݉௫ଶ௡

௜ୀଵ  

;  

(ܺ)ܦ(6.6.14) = න ݔ݀(ݔ)ଶ݂ݔ െ ݉௫ଶஶ
ିஶ .                       

Вернемся к производящей функции, которая рассматривалась в пятой 
главе и использовалась для вычисления вероятностей событий. С помощью 
производящей можно находить и числовые характеристики случайных 
величин.

Основные числовые характеристики дискретных случайных величин 
с целыми неотрицательными значениями удобно находить с помощью 
производящих функций.

Пусть дискретная случайная величина X принимает значения 0, 1, 2, 
…, k, … с вероятностями  p

0
, p

1
, p

2
,…, p

k
, …, тогда производящая функция 

для этой случайной величины имеет вид:ɔ(ݖ) = ෍ ௞ஶݖ௞݌
௞ୀ଴ = ଴݌ + ݖଵ݌ + ଶݖଶ݌ + (6.6.15)          ,ڮ

где z – произвольный параметр, 0< z 1.
Подчеркнем, что коэффициенты степенного ряда (6.6.15) являются 

вероятностями закона распределения дискретной случайной величины X.
Продифференцируем по z производящую функцию, в результате по-

лучим: ɔਿ(ݖ) = ෍ ௞ିଵஶݖ௞݌݇
௞ୀ଴ .                             (6.6.16)

Тогда при z=1 получим начальный момент первого порядка, то есть 
математическое ожидание:ɔਿ(1) = ෍ ௞݌݇ = (ܺ)ଵߙ = ஶ(ܺ)ܯ

௞ୀ଴ .                  (6.6.17)
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Найдем вторую производную функции f(z) и при z=1 получим:ɔਿਿ(ݖ) = ෍ ݇(݇ െ ௞ିଶஶݖ௞݌(1
௞ୀ଴ .                     (6.6.18)

ɔਿਿ(1) = ෍ ݇ଶ݌௞ஶ
௞ୀ଴ െ ෍ ௞ஶ݌݇

௞ୀ଴ = (ܺ)ଶߙ െ ଵ(ܺ),      (6.6.19)ߙ

где Į
2
(X) и Į

1
(X) – начальные моменты соответственно второго и пер-

вого порядков. 
Так как Į

2
(X)=M(X2)  найдем дисперсию D(X): ܦ(ܺ) = (ଶܺ)ܯ െ ൫ܯ(ܺ)൯ଶ = (ܺ)ଶߙ െ (ܺ)ଵଶߙ == ൫ߙଶ(ܺ) െ ଵ(ܺ)൯ߙ + (ܺ)ଵߙ െ  .(ܺ)ଵଶߙ

(ܺ)ܦ : = ɔৗৗ(1) + ɔਿ(1) െ ቀɔਿ(1)ቁଶ.              (6.6.20)

Третий центральный момент используется для описания асимметрии 
(скошенности) кривых распределения случайных величин, которая вы-
числяется по формуле: ܵ௞ =  (ܺ)ଷ(ܺ)ଷߤ

 
                                         (6.6.21)

Две асимметричные кривые распределения представлены на рис. 6.6.1.

1 2
1. 0

k
S 2. 0

k
S

1x
m

2x
m

f x

x0

Ðèñ. 6.6.1. Àñèììåòðèÿ (ñêîøåííîñòü) êðèâûõ ðàñïðåäåëåíèÿ
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Четвертый центральный момент используется для описания крутости 
(остро или плосковершинности) кривых распределения, которая характе-
ризуется так называемыми эксцессом. Эксцесс вычисляется по формуле:

       
௫ܧ = ସ(ܺ)ସ(ܺ) െ 3 .                                      (6.6.22)

Для нормального закона распределения, который является наиболее 
широко используемым на практике, величина m

4
/s4=3. Поэтому для нор-

мальной кривой распределения E
x
=0. Все остальные кривые других рас-

пределений сравниваются с нормальной кривой (рис. 6.6.2).

0 x

f(x)
2.E x >0

1.

E x = 0

3.E x <0

Ðèñ.  6.6.2. Ýêñöåññ (êðóòîñòü) êðèâûõ ðàñïðåäåëåíèÿ

При использовании различных методов математической статистики, 
особенно различных статистических критериев и методов построения 
интервальных оценок неизвестных параметров, широко используются 
понятия q– квантилей x

q
 и 100q- процентных точек w

q
 распределения F(x).

Квантилем уровня q (или q - квантилем) непрерывной случайной вели-
чины X с функцией распределения F(x) называется такое значение x

q
 этой 

случайной величины, для которого вероятность события (X< x
q
) равна 

заданной величине q: ௤൯ݔ൫ܨ = ܲ൫ܺ < ௤൯ݔ = (6.6.23)                                  .ݍ

Частным случаем квантиля – 0,5-квантилем – является характеристика 
центра рассеивания значений случайной величины – медиана (M

e
).

Квартилем уровня q называется -квантиль при фиксированных зна-
чениях q= 0,25; 0,50;…; 0,75, кратных четверти единицы. Квартиль x

0,5 

является медианой (M
e
).

Децилем уровня q называется -квантиль при фиксированных значениях  
q= 0,10; 0,20;…; 0,90, кратных десятой доле единицы.
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Под 100q%-ной точкой случайной величины X понимают такое её зна-
чение w

q
, для которого вероятность события (X w

q
) равна q:1 െ ൫ܨ ௤൯ = ܲ൫ܺ ൒ ௤൯ = (6.6.24)                        .ݍ

Процентилем уровня q называется -квантиль при фиксированных зна-
чениях q=0,01; 0,02; …; 0,99, кратных сотой доле единице (проценту).

Из определений квантилей и процентных точек (6.6.23) и (6.6.24) вы-
текает их взаимное соотношение:ݔ௤ = ଵି௤.                                           (6.6.25)

ÊÎÍÒÐÎËÜÍÛÅ ÂÎÏÐÎÑÛ

1. Êàêàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà íàçûâàåòñÿ äèñêðåòíîé?

2. Êàêàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé?

3. ×òî ÿâëÿåòñÿ çàêîíîì ðàñïðåäåëåíèÿ äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû?

4. ×òî ÿâëÿåòñÿ çàêîíîì ðàñïðåäåëåíèÿ íåïðåðûâíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû? 

5. Â êàêîì ñëó÷àå äèñêðåòíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà íàçûâàåòñÿ ïîëíîñòüþ çàäàííîé ñ 
âåðîÿòíîñòíîé òî÷êè çðåíèÿ?  

6. Â êàêîì ñëó÷àå íåïðåðûâíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà íàçûâàåòñÿ ïîëíîñòüþ çàäàííîé 
ñ âåðîÿòíîñòíîé òî÷êè çðåíèÿ?  

7. ×òî òàêîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, ÷òî îíî õà-
ðàêòåðèçóåò, è ïî êàêîé ôîðìóëå îíî îïðåäåëÿåòñÿ?

8. ×òî òàêîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå íåïðåðûâíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, ÷òî îíî 
õàðàêòåðèçóåò, è ïî êàêîé ôîðìóëå îíî îïðåäåëÿåòñÿ?

9. ×òî ïîíèìàåòñÿ ïîä äèñïåðñèåé äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, ÷òî îíà õàðàêòå-
ðèçóåò, è ïî êàêîé ôîðìóëå îíà îïðåäåëÿåòñÿ?

10. ×òî ïîíèìàåòñÿ ïîä äèñïåðñèåé íåïðåðûâíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, ÷òî îíà õàðàê-
òåðèçóåò, è ïî êàêîé ôîðìóëå îíà îïðåäåëÿåòñÿ?  

11. ×òî òàêîå ñðåäíåå êâàäðàòè÷åñêîå îòêëîíåíèå? 

12. ×òî ïîíèìàåòñÿ ïîä íà÷àëüíûìè ìîìåíòàìè äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû?  

13. ×òî ïîíèìàåòñÿ ïîä íà÷àëüíûìè ìîìåíòàìè íåïðåðûâíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû?  

14. ×òî ïîíèìàåòñÿ ïîä öåíòðàëüíûì ìîìåíòîì äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû?  

15. ×òî ïîíèìàåòñÿ ïîä öåíòðàëüíûì ìîìåíòîì íåïðåðûâíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû?  

16. Êàêîâà ñâÿçü ìåæäó äèñïåðñèåé è âòîðûì íà÷àëüíûì ìîìåíòîì?  
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Çàäàíèÿ

17. ×òî ïîíèìàåòñÿ ïîä ìåäèàíîé íåïðåðûâíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, è ÷òî õàðàêòåðè-
çóåò ìåäèàíà? Êàê íàéòè çíà÷åíèå ìåäèàíû ïî çàäàííîé ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ 
èëè ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ?  

18. ×òî ïîíèìàåòñÿ ïîä èíòåãðàëüíîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ, è êàêîâû åå ñâîéñòâà?  

19. ×òî ïîíèìàåòñÿ ïîä äèôôåðåíöèàëüíîé ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ?

20. Êàêîâû ñâîéñòâà äèôôåðåíöèàëüíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ?  

ÇÀÄÀÍÈß

6.1. Íàéòè ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå, äèñïåðñèþ è ñðåäíåå êâàäðàòè÷åñêîå îòêëîíåíèå 
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû , çíàÿ çàêîí åå ðàñïðåäåëåíèÿ:

X:
x

i
0 1 2 3 4

p
i

0,2 0,4 0,3 0,08 0,02

6.2. Íàéòè ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ, ÷èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè m
x
, D

x
, s

x
 äàííîé 

        ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû è P (0<X<1,5).

X:
x

i
2 5 6 8

p
i

0,1 0,3 0,2 0,4

6.3. Íàéòè ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå, äèñïåðñèþ è ñðåäíåå êâàäðàòè÷åñêîå îòêëîíåíèå  
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X, çíàÿ çàêîí åå ðàñïðåäåëåíèÿ:

 X:
x

i
1 2 3 4

p
i

p 0,1 2p 0,4

6.4. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà çàäàíà ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ f (x)=2x â èíòåðâàëå (0, 1); 
   âíå ýòîãî èíòåðâàëà f (x)=0. Íàéòè m

x
, D

x
, s

x
.

6.5. Íåïðåðûâíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X ïîä÷èíåíà çàêîíó ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïëîòíîñòüþ:

(ݔ)݂       = ൜ 0, ݔ᩸ˋ˓˒᩸᩸ < ݔ᩸ˋ1᩸ > ݔ)2;2 െ 1). ᩸˒˓ˋ᩸1 ൑ ݔ ൑ 2. 
       Íàéòè ÷èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè m

x
, D

x
, s

x
 äàííîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû è P(0<X<1,5).

6.6. Äèñêðåòíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà  çàäàíà ðÿäîì ðàñïðåäåëåíèÿ:
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X:
x

i
0 1 2 3 10

p
i

0,2 0,2 0,3 0,2 0,1

Òðåáóåòñÿ íàéòè ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ, ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèþ 
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X.

6.7. Íàéòè ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ, ñðåäíåå êâàäðàòè÷åñêîå îòêëîíåíèå ñëó÷àéíîé 
âåëè÷èíû Х, çàäàííîé ðÿäîì ðàñïðåäåëåíèÿ:

X:
x

i
1 2 3 4 5

p
i

0,1 0,2 0,3 0,2 0,2

6.8. Ïðè êàæäîì íåçàâèñèìîì èñïûòàíèè âåðîÿòíîñòü ïðèãîäíîñòè äåòàëè ðàâíà 0,9. 
Íàéòè ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé, ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå, äèñïåðñèþ 
è ñðåäíåå êâàäðàòè÷åñêîå îòêëîíåíèå ÷èñëà ïðèãîäíûõ äåòàëåé ñðåäè âçÿòûõ 
íàóäà÷ó 3 äåòàëåé.

6.9.Íåïðåðûâíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà  çàäàíà ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ: 

(ݔ)ܨ = ۔ۖەۖ
ۓ ݔ           ˋ˓˒      ,0 ൑ 0   ˋ˓˒ ݔ ݊݅ݏ,0 < ݔ ൑ Ɏ2 ݔ            ˋ˓˒        1, ൑ Ɏ2 . 

Òðåáóåòñÿ íàéòè ïëîòíîñòü åå ðàñïðåäåëåíèÿ è âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ ñëó÷àéíîé 
âåëè÷èíû X â èíòåðâàë: ቀɎ4 , Ɏ2ቁ 

6.10. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X çàäàíà ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ:

(ݔ)݂ = ቐ ݔ           ˋ˓˒      ,0 < ଶ ˒˓ˋ   0ݔ0,3 ൑ ݔ ൑ ݔ            ˋ˓˒        1,0 > 1.
Òðåáóåòñÿ íàéòè ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X, åå ìàòåìàòè-
÷åñêîå îæèäàíèå, äèñïåðñèþ è ñðåäíåå êâàäðàòè÷åñêîå îòêëîíåíèå.

 6.11. Íåïðåðûâíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà  ïîä÷èíåíà çàêîíó ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïëîòíîñòüþ:



Çàäàíèÿ݂(ݔ) = ൜ ݔ᩸ˋ˓˒0᩸᩸ < ݔ᩸ˋ1᩸ > 4;ܽ(4 െ 1᩸ˋ˓˒᩸(ݔ ൑ ݔ ൑ 4. 
Íàéòè êîýôôèöèåíò a, ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ F(x), P(X>3,5) è P(X 3), 

P(2<X<5), .

6.12. Â ëîòåðåå âûïóùåíî 100 áèëåòîâ. Ðàçûãðûâàëñÿ îäèí âûèãðûø â 50 ó.å. è äåñÿòü 
âûèãðûøåé ïî 10 ó.å. Íàéòè çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ âåëè÷èíû X - ñòîèìîñòè âîç-
ìîæíîãî âûèãðûøà - è ïîñòðîèòü ãðàôèê.

6.13. Äâà áàñêåòáîëèñòà äåëàþò ïî îäíîìó áðîñêó ìÿ÷à â êîðçèíó, ïðè÷åì âåðîÿòíîñòè 
ïîïàäàíèé ðàâíû 0,8 è 0,6 äëÿ êàæäîãî èãðîêà. Ñîîòâåòñòâåííî, îáùåå ÷èñëî 
ïîïàäàíèé – ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X . Ñîñòàâüòå çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé 
âåëè÷èíû X, íàéäèòå ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ F(x) è ïîñòðîéòå ãðàôèê ôóíêöèè 
F(x).

6.14. Ñòðåëîê, èìåÿ 3 ïàòðîíà, ñòðåëÿåò â öåëü äî ïåðâîãî ïîïàäàíèÿ, èëè ïîêà íå èç-
ðàñõîäóåò âñå ïàòðîíû. Âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ ïðè êàæäîì âûñòðåëå ðàâíà 0,3. 
×èñëî èçðàñõîäîâàííûõ ïàòðîíîâ – ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X. Ñîñòàâüòå åå çàêîí 
ðàñïðåäåëåíèÿ, íàéäèòå ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ F(x).

6.15. Äàíà äèôôåðåíöèàëüíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ íåïðåðûâíîé ñëó÷àéíîé âå-
ëè÷èíû Х:

(ݔ)݂ = ൞ ݔ           ˋ˓˒      ,0 < ݔ,1 െ 12  ˒˓ˋ   1 ൑ ݔ ൑ ݔ            ˋ˓˒        2,0 > 2.  

Òðåáóåòñÿ íàéòè èíòåãðàëüíóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ F(x), à òàêæå âåðîÿòíîñòü 
ïîïàäàíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X â èíòåðâàë:൬54 , 74൰ 

 ïî ôîðìóëàì ôóíêöèè è ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ. 

Ñðàâíèòü ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû.
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ÃËÀÂÀ 7 

ÇÀÊÎÍÛ ÐÀÑÏÐÅÄÅËÅÍÈß ÑËÓ×ÀÉÍÛÕ ÂÅËÈ×ÈÍ

7.1. Áèíîìèíàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå

В пунктах 7.1, 7.2 и 7.3 рассмотрим законы распределения дискретных 
случайных величин.

Дискретная случайная величина X имеет биномиальный закон рас-
пределения, если она принимает целочисленные значения {0, 1, 2, …, m, 
…, n} с вероятностями, определяемыми по формуле Бернулли (см. п. 5.1):ܲ(ܺ = ݉) = ௡ܲ(݉) = ௠݌௡௠ܥ

                              (7.1.1)
где q=1-p, m=0…n.

Ряд распределения биномиального закона имеет вид:

X:
x

i
0 1 2 … m … n

p
i

qn … … pn

Многоугольники распределения для n=10 при различных значениях p  
представлены на рис. 7.1.1.

Ðèñ. 7.1.1. Ìíîãîóãîëüíèêè áèíîìèíàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ
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Максимум вероятности P
n
(m) достигается при значениях m

0
, удовлет-

воряющих условию:
݌݊  െ ݍ ൑ ݉଴ ൑ ݌݊ + (7.1.2)                                   ݌

такое значение m
0
 называется наивероятнейшим значением (см. п. 5.1).

Математическое ожидание числа появлений события A в n независимых 
испытаниях, проводимых в одинаковых условиях, то есть распределенных 
по биномиальному закону, равно:

(ܺ)ܯ   = (7.1.3)                                                ݌݊
дисперсия равна:

(ܺ)ܦ                = 1)݌݊ െ (݌ =  ݍ݌݊
                                          

(7.1.4)

среднее квадратическое отклонение равно:

    (ܺ) = ඥ݊(7.1.5)                                             ݍ݌

Доказательство: Дискретная случайная величина X
1
 в одном испыта-

нии имеет только два возможных значения, например: x
1
=1 и x

2
=0, тогда:

X
1
:

x
i

1 0

p
i

p q

)ܯ  ଵܺ) = 1 ή ݌ + 0 ή ݍ = ,݌ )ܯ ଵܺଶ) = 1ଶ ή ݌ + 0ଶ ή ݍ = )ܦ.݌ ଵܺ) = )ܯ ଵܺଶ) െ ൫ܯ( ଵܺ)൯ଶ = ݌ െ ଶ݌ = 1)݌ െ (݌ =   .ݍ݌
Далее на основании свойства математического ожидания (см. п. 6.2) 

для n независимых случайных величин X
1
, X

2
, X

3
, …, X

n
, находим:ܯ( ଵܺ +  ܺଶ +  ܺଷ + ڮ + ܺ௡) = ෍ )ܯ ௜ܺ)௡

௜ୀଵ = ෍ ݌ = ௡.݌݊
௜ୀଵ  

Используя свойство дисперсии (см. п. 6.3), получим:ܦ( ଵܺ +  ܺଶ +  ܺଷ + ڮ + ܺ௡) = ෍ )ܦ ௜ܺ)௡
௜ୀଵ = ෍ ݍ݌ = ௡.ݍ݌݊

௜ୀଵ  

Таким образом, справедливость формул (7.1.3) и (7.1.4) доказаны.
Биномиальный закон распределения широко используется в теории и 

практике статистического контроля качества продукции, при описании 
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функционирования систем массового обслуживания, в теории стрельбы 
и в других областях.

Примеры случайных величин, распределенных по биноминальному 
закону:

1. Число гербов (цифр), выпавших при бросании n монет на гладкую 
поверхность;

2. Число попаданий в мишень при стрельбе n независимыми выстре-
лами в одинаковых условиях;

3. Число отказавших технических устройств из общего количества, 
подвергавшихся испытаниям в течение определенного времени в одина-
ковых условиях.

Ïðèìåð 1. В данный магазин смартфоны поступают двух типов в соот-
ношении 3:7. Куплено пять смартфонов. Составить закон распределения 
случайной величины X – числа смартфонов второго типа среди купленных.  
Найти математическое ожидание, дисперсию, и среднее квадратическое 
отклонение этой величины, вероятность того, что среди купленных смарт-
фонов не мене трех будет второго типа. 

Ðåøåíèå. Воспользуемся биномиальным законом распределения. 
Исходные данные согласно условию задачи:݊ = ݌5᩸᩸ = 710 = 0,7, ݍ᩸᩸ = 1 െ ݌ = 1 െ 0,7 = 0,3 

По формуле (7.1.1) находим вероятности:ହܲ(0) = ହݍ = 0,3ହ = 0,002, 

ହܲ(1) = ସݍ݌ହଵܥ = 5 ڄ 0,7 ڄ 0,3ସ = 0,028, 

ହܲ(2) = ଷݍଶ݌ହଶܥ = 10 ڄ 0,7ଶ ڄ 0,3ଷ = 0,133, 

ହܲ(3) = ଶݍଷ݌ହଷܥ = 10 ڄ 0,7ଷ ڄ 0,3ଶ = 0,309, 

ହܲ(4) = ݍସ݌ହସܥ = 5 ڄ 0,7ସ ڄ 0,3 = 0,360, 

ହܲ(5) = ܲହ = 0,7ହ = 0,168
Убеждаемся, что:෍ ହܲ(݉) = 0,002 + 0,028 + 0,133 + 0,309 + 0,360 + 0,168 = 1,000ହ

௠ୀ଴  
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Ряд распределения с. в. X имеет следующий вид:

X:
m 0 1 2 3 4 5

P
5
(m) 0,002 0,028 0,133 0,309 0,360 0,168

Математическое ожидание, дисперсию и среднее квадратическое от-
клонение находим по формулам (7.1.3, 7.1.4, 7.1.5):݉௫ = ݌݊ = 5 ڄ 0,7 = ௫ܦ ,3,5 = ݍ݌݊ = 5 ڄ 0,7 ڄ 0.3 = 1,05, 

௫ = ඥܦ௫ = 1,025
Вероятность того, что среди купленных смартфонов не мене трех будет 

второго типа определяется как:ܲ(ܺ ൒ 3) =  ହܲ(3) + ହܲ(4) + ହܲ(5) = 0,309 + 0,360 + 0,168 = 0,837 

7.2. Ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà

Дискретная случайная величина X имеет распределение Пуассона9, если 
она принимает целочисленные значения {0, 1, 2, …, m, …} (бесконечное, 
но счетное множество значений) с вероятностями:ܲ(ܺ = ݉) = ௡ܲ(݉) = ɉ௠݉! ݁ି஛

 
,                           (7.2.1)

где l – параметр распределения.
Ряд распределения закона Пуассона имеет вид:

X:
x

i
0 1 2 … m

p
i

e-l le-l l2/2 · e-l … lm/m! · e-l

9  Пуассон Семеон Дени (1781…1840)- французский математик, механик, физик, 
профессор Парижского университета. В теории вероятностей сформулировал теорему 
Пуассона – частный случай закона больших чисел и одну из предельных теорем. Предложил 
распределение с. в., названное его именем – распределение Пуассона, одно из важнейших 
в теории вероятностей. Почетный член Петербургской АН (1826).
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Многоугольники биномиального распределения для различных зна-
чений параметра  представлены на рис. 7.2.1.

Наивероятнейшее значение m
0
 определяется из условия:

 l-1 m
0 

l.  (7.2.2)
Если l – целое число, то вероятность P

n
(m) достигает максимума при 

двух значениях m, равных m=l –1 и m=l, если l<1, то P
n
(m) – максимальна 

при m=0, наконец, если l не целое число (l>1), то P
n
(m) – максимальна 

при m=[l] – целой части l.

Ðèñ. 7.2.1. Ìíîãîóãîëüíèêè ðàñïðåäåëåíèÿ Ïóàññîíà

Примеры случайных величин, распределенных по закону Пуассона:
1. Число распадов радиоактивного вещества за определенное время;
2. Число элементарных космических частиц, попадающих на данную 

площадь за определенное время (в космический аппарат);
3. Число заявок на телефонные переговоры на телефонной станции за 

определенное время.
Математическое ожидание и дисперсия дискретной случайной вели-

чины, распределенной по закону Пуассона, совпадают и равны параметру 
закона распределения:

 M(X)=l,    D(X)=l. (7.2.3)
Доказательство начнем с математического ожидания:

(ܺ)ܯ = ෍ ݇ ɉ௞݁ି஛݇! = ݁ି஛ ෍ ɉ୩(݇ െ 1)! = ቐ ݇(݇ െ 1)! ݇ = 1(݇ െ 1)!݉ = ݇ െ 1, 0! = 1, ݇ = ݉ + 1  ቑ ֜ஶ
௞ୀଵ

ஶ
௞ୀଵ  



7.2. Ðàñïðåäåëåíèå Ïóàññîíà

101

= ݁ି஛ ෍ ɉ௠ାଵ݉! = ɉ݁ି஛ ෍ ɉ௠݉!ஶ
௠ୀ଴ =˓˃ˊˎˑˉˈːˋˈ ˅ ˔˕ˈ˒ˈːːˑˌ ˓ˢˇሳልልልልልልልልልልልልልልልልልልልሰ ൝݁௫ = ෍ ௞݇!௡ݔ

௞ୀ଴ ൡ =ஶ
௠ୀ଴

= ɉ݁ି஛ ෍ ௠݉!ஶߣ
௠ୀ଴ = ɉ݁ି஛݁஛ = ɉ 

Таким образом, M(X)=l.

Найдем M(X2):ܯ(ܺଶ) = ෍ ݇ଶ ɉ௞݁ି஛݇! = ൜˖ˏːˑˉˋˏ ː˃ሳልልልልልልልሰ ɉɉൠ = ɉ ෍ ݇ ɉ௞ିଵ݁ି஛(݇ െ 1)! = ቄ௞ାଵିଵሳልልልሰቅ =ஶ
௞ୀଵ

ஶ
௞ୀଵ

= ɉ ෍൫(݇ െ 1) + 1൯ ɉ௞ିଵ݁ି஛(݇ െ 1)! = ɉ ൥෍(݇ െ 1) ɉ௞ିଵ݁ି஛(݇ െ 1)! + ෍ ݇)௞ିଵ݁ି஛ߣ െ 1)!ஶ
௞ୀଵ

ஶ
௞ୀଵ ൩ =ஶ

௞ୀଵ
= {݉ = ݇ െ 1} = ɉ ൥ ෍ ݉ ɉ௠݁ି஛݉! + ݁ି஛ ෍ ɉ௠݉!ஶ

௠ୀ଴
ஶ

௠ୀ଴ ൩ = ۔ۖەۖ
ۓ ෍ ݉ ɉ௠݁ି஛݉! = ɉஶ

௠ୀ଴෍ ɉ௠݉!ஶ
௠ୀ଴ = ݁ఒ ۙۘۖ

ۖۗ =
= ɉ൫ɉ + ݁஛݁ି஛൯ = ɉ(ɉ + 1) = ɉଶ + ɉ 

Следовательно:

D(X)=M(X2) – (M(X))2 =l2+ l – l2 = l.

Таким образом, D(X)=l а среднее квадратическое отклонение равно:
s(X)= l                 .

Распределение Пуассона может быть получено из биномиального 
распределения путем предельного перехода при n , p 0, при условии 
np=  const и этом смысле рассматривается как закон редких явлений. 

Рассмотрим случайную величину X, распределенную по биномиально-
му закону с параметрами n, p и математическим ожиданием:

M(X)=np=l,

и вероятностью появления события A в каждом опыте:݌ = ɉ݊
 .
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Вероятность события A={(X=m)} при n независимых опытах в одина-
ковых условиях определим по формуле (7.1.1):ܲ(ܣ) = ܲ(ܺ = ݉) = ௡௠ܥ ൬ɉ݊൰௠ ൬1 െ ɉ݊൰௡ି௠

 .            (7.2.4)

Преобразуем это выражение к виду, удобному для предельного пере-
хода при n :

݈݅݉௡՜ ܲ(ܺ = ݉) = ݈݅݉௡՜ ݊(݊ െ 1) … (݊ െ ݉ + 1)(݊ െ ݉)!݊௠(݊ െ ݉)! ڄ ܽ௠݉! ڄ ቀ1 െ ɉ݊ቁ௡
ቀ1 െ ɉ݊ቁ௠ =

= ݈݅݉௡՜ ݊(݊ െ 1) … (݊ െ ݉ + 1)݊௠ ڄ ɉ௠݉! ڄ ቀ1 െ ɉ݊ቁ௡
ቀ1 െ ɉ݊ቁ௠  

Очевидно, что знаменатель при n  и конечном m стремится к еди-
нице, так как l/n есть бесконечно малая величина n :݈݅݉௡՜ ൬1 െ ൰௠ߣ݊ = ൝ ɉ݊  ௡ืஶ ሱۛ ۛۛ ۛۛ ሮ 0݉ െ ൡ = 1௠ = 1 

Остается рассмотреть предел числителя:

݈݅݉௡՜ ൬1 െ ൰௡ߣ݊ = ۄ1ஶۃ = ۔ۖەۖ
ۓ ݐ1 = െ ɉ݊݊ = െɉt݊ ื λ ݐ֜ ื λ ۙۖۘ

ۖۗ = ݈݅݉௡՜ ൬1 + ൰ି஛௧ݐ1 = ቈ݈݅݉௧՜ ൬1 + ൰௧቉ି஛ݐ1 =
= ቐ ݈݅݉௧՜ ൬1 + ൰௧ݐ1 = ݁  ቑ = ݁ି஛

 

Следовательно: ܲ(ܺ = ݉) = ௡ܲ(݉) = ɉ௠݉! ݁ି஛
 .
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Таким образом, распределение Пуассона является предельным случаем 
для биномиального распределения.

Çàìå÷àíèå: 
На практике закон Пуассона используется, когда n , n , при ус-

ловии 0,1 np  10.

Ïðèìåð. Ткач обслуживает 1000 веретен. Вероятность обрыва нитки на 
одном из веретен в течении одной минуты равна 0,002. Найти вероятность 
того, что в течении одно минуты обрыв произойдет:

а) на 3 веретенах;
б) не менее трех;
в) хотя бы на одном.

Ðåøåíèå. Поскольку количество испытаний велико (n=1000), а веро-
ятность отдельного испытания очень мала (p=0,002) то для вычисления 
искомой вероятности воспользуемся формулой Пуассона (7.2.1):

Параметр распределения  тогда l=np=0,002·1000=2, тогда:˃) ܲ(ܺ = 3) = 2ଷ3! ݁ିଶ = 86 ݁ିଶ = 43݁ଶ = 0,1805   . 2 .
˄) ܲ(ܺ ൒ 3) = 1 െ ൫ܲ(ܺ = 0) + ܲ(ܺ = 1) + ܲ(ܺ = 2)൯ = 1 െ (0,1353 +0,2707 + 0,2707 = 0,3233.˅) ܲ(ܺ ൒ 1) = 1 െ ܲ(ܺ = 0) = 1 െ 0,1353 = 0,8647.
7.3. Ãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå

Пусть проводятся независимые испытания с двумя исходами, в ка-
ждом из которых вероятность появления события A равна p, (0 < p <1), а 
вероятность не появления события Ɩ соответственно q =1 – p. Испытания 
заканчиваются, как только появится событие A. Пусть в первых (m –1) 
испытаниях событие A не появилось, в m-м испытании появилось. Тогда 
вероятность события (X=m) равнаܲ(ܣ௠) = ܲ(ܺ = ݉) = (7.3.1)                      . ݌௠ିଵݍ

Ряд распределения случайной величины X, имеющей геометрическое 
распределение имеет вид:
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X:
x

i
1 2 2 … m …

p
i

p qp q2p … pqm-1 …

Проверка: ෍ ௠ିଵஶݍ݌
௞ୀ଴ = ݌ 11 െ ݍ = ݌݌ = 1 .

Вероятности случайной величины X, вычисленные по формуле (7.3.1), 
представляют собой геометрическую прогрессию с первым членом равным   
p и знаменателем q, (0<q<1): p, qp, q2p, … , pqm-1 … . Поэтому распределение 
(7.3.1) называют геометрическим.

Примеры геометрического распределения случайных величин:
1. Число бросаний монеты до первого появления герба;
2. Число попыток запустить двигатель самолета, отказавший в полете;
3. Число выстрелов по цели до первого попадания и т.д.
Найдем математическое ожидание и дисперсию геометрического рас-

пределения. 
Воспользуемся производящей функцией, согласно (6.6.15), она имеет 

вид:ɔ(ݖ) = ෍ ௠ݖ݌௠ିଵݍ = ෍ ௠ିଵݖݖ݌௠ିଵݍ = ݖ݌ ෍(ݖݍ)௠ିଵ = ݖ݌ 11 െ ݖݍ ֜ஶ
௞ୀ଴

ஶ
௞ୀ଴

ஶ
௞ୀ଴ ɔ(ݖ) = 1ݖ݌ െ  ݖݍ

 

(7.3.2)

Найдем первую и вторую производные функции (7.3.2):ɔਿ(ݖ) = ൬ 1ݖ݌ െ ൰ਿݖݍ = 1)݌ െ (ݖݍ െ 1)(ݍെ)ݖ݌ െ ଶ(ݖݍ = ݌ െ ݌ݖݍ + 1)݌ݖݍ െ ଶ(ݖݍ = 1)݌ െ . ଶ(ݖݍ
ɔਿਿ(ݖ) = ൬ 1)݌ െ ଶ൰ਿ(ݖݍ = െ݌ െ21)ݍ െ 1)(ݖݍ െ ସ(ݖݍ = 1)ݍ݌2 െ  ଷ(ݖݍ

Следовательно, по формулам (6.6.17) и (6.6.20) (см. п. 6.6):
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(ܺ)ܯ = ɔਿ(1) = 1)݌ െ ଶ(ݍ = ଶ݌݌ = .݌1
(ܺ) = ɔਿਿ(1) + ɔਿ(1) െ ቀɔਿ(1)ቁଶ = 1)ݍ݌2 െ ଷ(ݍ + ݌1 െ ଶ݌1 = ଷ݌ݍ݌2 + ݌1 െ ଶ݌1

= ଶ݌ݍ2 + ݌1 െ ଶ݌1 = ݍ2 + ݌ െ ଶ݌1 = ݍ2 െ (1 െ ଶ݌(݌ =  ଶ݌ݍ

Подведем итог: (ܺ)ܯ =          ,݌1
(ܺ)ܦ = ଶ݌ݍ ,       

ɐ(ܺ) = ඥ݌ݍ  

                                           

  (7.3.5)

Ïðèìåð 3. Вероятность попадания в цель при одном выстреле для стрел-
ка равна 0,2. 

Найти математическое ожидание, дисперсию и среднее квадратическое 
отклонение случайной величины X – числа выстрелов по цели до первого 
попадания.

Ðåøåíèå Случайная величина X имеет геометрическое распределение 
с параметром p=0,2. По формулам (7.3.3), (7.3.4), (7.3.5):ܯ(ܺ) = 10,2 = 5.

(ܺ)ܦ = 0,8(0,2)ଶ = 20.
ɐ(ܺ) = ξ20 = 2ξ5 

В последующих параграфах рассмотрим законы распределения непре-
рывных случайных величин.
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7.4. Ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå

Непрерывная случайная величина X имеет равномерный закон распре-
деления на отрезке [a,b], если ее плотность вероятности f(x) постоянна на 
этом отрезке и равна нулю вне ее, то есть:݂(ݔ) = ൝ 1ܾ െ ܽ , ˒˓ˋ  ܽ ൑ ݔ ൑ ܾ,0, ݔ  ˋ˓˒ < ݔ   ,0 > ܾ.                   (7.4.1)

Ðèñ. 7.4.1. Ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

Найдем функцию распределения F(x) по формуле (6.5.5):
При x<a функция распределения F(x)=0.
При a  x  b по формуле:(ݔ)ܨ = න 1ܾ െ ܽ ݔ݀ = ܾݔ െ ܽቚ௔௫

௫
௔ = ݔ െ ܾܽ െ ܽ 

При x > b ясно, что:(ݔ)ܨ = න 1ܾ െ ܽ ݔ݀ = ܾݔ െ ܽቚ௔௕
௕

௔ = ܾ െ ܾܽ െ ܽ = 1. 
Таким образом: (ݔ)ܨ = ൞0           ˒˓ˋ  ݔ < ݔ,0 െ ܾܽ െ ܽ   ˒˓ˋ  ܽ ൑ ݔ ൑ ݔ     ˋ˓˒           1ܾ > ܾ.  

                          

(7.4.2)
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0 a b

1

1 2P x X x

1x 2x

1F x

2F x

F x

Ðèñ. 7.4.2. Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

Найдем математическое ожидание, дисперсию и среднее квадратиче-
ское отклонение случайной величины X, распределенной равномерно по 
формулам (6.5.7), (6.5.9) и (6.5.11):

(ܺ)ܯ = න ݔ ή ݔ0݀ =௔
ିஶ න ܾݔ െ ܽ ݔ݀ + න ݔ ή ݔ0݀ = 1ܾ െ ܽஶ

௕ න ݔ݀ݔ = 1ܾ െ ܽ ଶ2ݔ ቤ௔
௕௕

௔ =௕
௔

= 12(ܾ െ ܽ) (ܾଶ െ ܽଶ) = (ܾ െ ܽ)(ܾ + ܽ)2(ܾ െ ܽ) = ܽ + ܾ2 .
(ܺ)ܦ = ቌ න ൬ݔ െ ܽ + ܾ2 ൰ଶ ή ௔ݔ0݀

ିஶ
= න ൬ݔ െ ܽ + ܾ2 ൰ଶ ൬ 1ܾ െ ܽ൰ ݔ݀ + න ൬ݔ െ ܽ + ܾ2 ൰ଶ ή ஶݔ0݀

௕
௕

௔ ቍ =
= 1ܾ െ ܽ න ൬ݔ െ ܽ + ܾ2 ൰ଶ ௕ݔ݀

௔ = 1(ܾ െ ܽ) 13 ൬ݔ െ ܽ + ܾ2 ൰ଷቤ௔
௕ =

= 13(ܾ െ ܽ) ቆ൬2ܾ െ ܽ െ ݀8 ൰ଷ െ ൬2ܽ െ ܽ െ ܾ8 ൰ଷቇ =
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= 13(ܾ െ ܽ) ቆ(ܾ െ ܽ)ଷ8 െ (ܽ െ ܾ)ଷ8 ቇ = 13(ܾ െ ܽ) ቆ(ܾ െ ܽ)ଷ8 + (ܾ െ ܽ)ଷ8 ቇ =
= 13(ܾ െ ܽ) ቆ(ܾ െ ܽ)ଷ8 + (ܾ െ ܽ)ଷ8 ቇ = 13(ܾ െ ܽ) 2(ܾ െ ܽ)ଷ8 = (ܾ െ ܽ)ଶ12  

Таким образом, для равномерно распределенной непрерывной слу-
чайной величине имеем: (ܺ)ܯ = ܽ + ܾ2 ,                                         (7.4.3)

(ܺ)ܦ = (ܾ െ ܽ)ଶ12 ,                                         (7.4.4)

ɐ(ܺ) = ܾ െ ܽ2ξ3 .                                            (7.4.5)

Равномерные распределения случайных величин применяются в ос-
новном при имитационном моделировании ремонтных работ, загрузки 
оборудования, динамики расхода средств, в управлении запасами.

Ïðèìåð 4. Поезда метрополитена идут по расписанию с интервалом две 
минуты. Пассажир выходит на платформу в случайный момент времени. 
Написать выражение для плотности вероятности, функции распределения 
случайной величины X – времени ожидания поезда. Найти математическое 
ожидание и среднее квадратическое отклонение этой величины. Какова 
вероятность того, что ждать пассажиру придется не больше полминуты?

Ðåøåíèå. Случайная величина X – время ожидания поезда подчинена 
равномерному закону распределения, где a=0, b=2, тогда по формулам 
(7.4.1), (7.4.2), (7.4.3), (7.4.4), (7.4.5):

(ݔ)  = ൝12         ˒˓ˋ0 ൑ ݔ ൑ ݔ ˋ˓˒  2,0 < ݔ   ,0 > 2. 
(ݔ)ܨ = ൞0           ˒˓ˋ  ݔ < 2ݔ,0           ˒˓ˋ  0 ൑ ݔ ൑ ݔ     ˋ˓˒           21 > 2. ,
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(ܺ)ܯ = 0 + 22 = 1
(ܺ)ܦ = (2 െ 0)ଶ12 = 412 = 13ɐ(ܺ) = 2 െ 02ξ3 = 1ξ3 

Вероятность того, что ждать придется не более полминуты по формуле 
(6.4.2):ܲ ൬0 ൑ ܺ ൑ 12൰ = ܨ ൬12൰ െ (0)ܨ = 12 ή 12 െ 12 ή 0 = 14 = 0,25 

 

7.5. Ïîêàçàòåëüíûé çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ

Непрерывная случайная величина X имеет показательный (экспонен-
циальный) закон распределения, если ее плотность вероятности имеет вид:݂(ݔ) = ൜ ݁ି ௫,  ݔ ൒ ݔ          ,0,0 < 0,                                    (7.5.1)

где l>0 – параметр закона распределения.
Функция распределения показательного закона распределения имеет 

вид:

              (7.5.2)

Покажем это по формуле (6.5.5):

(ݔ)ܨ = න 0 ή ଴ݐ݀
ିஶ + න ௫ݐ݀(ݐ)݂

଴ = න ݁ି ௧݀ݐ௫
଴ = െ න ݁ି ௧݀(െ (ݐ = െ௫

଴ ݁ି ௧ห଴௫ =
െ݁ି ௧ห଴௫ = െ൫݁ି ௫ െ ݁ି ή଴൯ = െ൫݁ିఒ୶ െ 1൯ = 1 െ ݁ି ௫

 

Графики плотности и функции показательного распределения пред-
ставлены на рис. 7.5.1, 7.5.2.
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Ðèñ. 7.5.1. Ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè ïîêàçàòåëüíîãî çàêîíà

   

1

1 2P x X x

1F x

2F x

F x

x1x 2x0

Ðèñ. 7.5.2. Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ïîêàçàòåëüíîãî çàêîíà

Вероятность попадания случайной величины X, распределенной по 
показательному закону на интервал (x

1
, x

2
), можно определить как при-

ращение функции распределения на (x
1
, x

2
) (рис. 7.5.2) формула (6.4.2):

ଵݔ)ܲ  < ܺ < ((ଶݔ = (ଶݔ)ܨ െ (ଵݔ)ܨ = ݁ି ௫మ െ ݁ି ௫భ   .  (7.5.3)

На графике плотности вероятности (рис. 7.5.1) вероятность попадания 
на отрезок выражается в виде площади под кривой f(x), ограниченной 
ординатами точек x

1
 и x

2
.

По формулам (6.5.7), (6.5.9) и (6.5.11) найдем числовые характеристики 
непрерывной случайной величины X распределенной по показательному 
закону:
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(ܺ)ܯ = න ஶݔ݀(ݔ)݂ݔ
଴ = න ି݁ݔ ௫݀ݔ = lim௕ืஶ න ି݁ݔ ௫݀ݔ௕

଴
ஶ

଴ =
= {    } = ۔ۖەۖ

ۓ ݑ = ݑ݀ݔ = ݒ݀ݔ݀ = ݁ି ௫ݒ = െ න ݁ି ௫݀(െ (ݔ = െ݁ି ௫ۙۘۖ
ۖۗ =

= lim௕ืஶ ቌെି݁ݔ ௫ห଴௕ + න ݁ି ௫݀ݔ௕
଴ ቍ = lim௕ืஶ ቆെି݁ݔ ௫ห଴௕ െ ߣ1 ݁ି ௫ฬ଴

௕ቇ =
= lim௕ืஶ ቆെି݁ݔ ௫ห଴௕ െ ߣ1 ݁ି ௫ฬ଴

௕ቇ = 0 െ 1 (0 െ 1) = 1.
(ܺ)ܦ         = න ݔ݀(ݔ)ଶ݂ݔ െ ൫ܯ(ܺ)൯ଶஶ

଴ = න ଶ݁ିݔ ௫݀ݔ െ 1ଶஶ
଴ =

= lim௕ืஶ ቌන ଶ݁ିݔ ௫݀ݔ௕
଴ ቍ െ 1ଶ = {     } =

= lim௕ืஶ ቌ൭െ ଶݔ ݁ି ௫ + 2 ൬െ x ݁ି ௫ െ 1ଶ ݁ି ௫൰൱อ଴
௕ቍ െ 1ଶ =

= ൭0 + 2 ቆ0 + 0 െ 1ଶ (0 െ 1)ቇ൱ െ 1ଶ = 2ଶ െ 1ଶ = 1ଶ 

Следовательно, математическое ожидание непрерывной случайной 
величины X, распределенной по показательному закону равно:
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  ,                                              (7.5.4)

дисперсия: ܦ(ܺ) = 1ଶ  ,                                              (7.5.5)

среднее квадратическое отклонение:ɐ(ܺ) = 1ඥ ଶ = 1
  .                                              (7.5.6)

Таким образом, математическое ожидание и среднее квадратическое 
отклонение обратно пропорциональны параметру распределения l, а дис-
персия квадрату параметра распределения l2.

Как видно из графика плотности вероятности, показательное распре-
деление имеет вид плавно снижающейся экспоненты и применяется в 
основном в организации производства и в планировании обслуживания 
коммуникаций. Например, считается, что по показательному закону рас-
пределены длительности выполнения некоторых технологических опера-
ций, интервалы времени между последовательными отказами оборудова-
ния, время прибытия клиентов и транспорта и т.д.

Ïðèìåð 6. Установлено, что время ремонта телевизоров есть случайная 
величина X, распределена по показательному закону. Определить вероят-
ность того, что на ремонт телевизора потребуется не менее 20 дней, если 
среднее время ремонта телевизоров составляет 15 дней. Найти плотность 
вероятности, функцию распределения и среднее квадратическое откло-
нение случайной величины X 

Ðåøåíèå.  Дано M(X) = 15. 
По формуле (7.5.4):ܯ(ܺ) = ߣ1 ֜ ɉ = (ܺ)ܯ1 = 115 

.

Напишем выражения для плотности вероятности и функции распре-
деления по формулам (7.5.1) и (7.5.2):݂(ݔ) = ൝ 115 ݁ି ଵଵହ௫,  ݔ ൒ ݔ          ,0,0 < 0.     

(ݔ)ܨ = ቊ0, ݔ ൑ 0;1 െ ݁ି ଵଵହ௫ , ݔ > 0. 
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Согласно формуле (7.5.6) среднее квадратическое отклонение равно 
математическому ожиданию:ɐ(ܺ) = (ܺ)ܯ = 115 

.

Вероятность того, что на ремонт телевизора потребуется не менее 20 
дней найдем с помощью функции распределения через вероятность про-
тивоположного события ܲ(ܺ ൒ 20) = 1 െ ܲ(ܺ < 20) = 1 െ (20)ܨ = 1 െ ൬1 െ ݁ିଶ଴ଵହ൰ = ݁ିଶ଴ଵହ = 0,264 

7.6. Íîðìàëüíûé çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ

Нормальный закон распределения (закон Гаусса10) наиболее часто 
встречается на практике и играет исключительную роль в теории вероят-
ностей. Основная особенность закона Гаусса состоит в том, что он явля-
ется предельным законом, к которому приближаются, при определенных 
условиях, остальные законы распределения.

Непрерывная случайная величина X распределена по нормальному 
закону с параметрами a и s>0, если ее плотность вероятности имеет вид:݂(ݔ) = 1ξ2 ݁ି(௫ି௔)మଶఙమ ݔ   , א ܴ .                            (7.6.1)

Большинство случайных величин, используемых в задачах практики, 
как, например, ошибки измерений, ошибки изготовления технических 
устройств, ошибки стрельбы и многие другие, могут быть представлены как 
суммы большого числа элементарных ошибок, возникающих независимо 
от других под действием различных факторов. Особенности распределений 
этих случайных ошибок в сумме взаимно нивелируются так, что сумма 
подчиняется нормальному закону распределения, а также по нормальному 
закону могут распределяться:

- количество работающих на предприятии;
- процент брака;
- точности изготовления деталей и сборочных единиц;

10  Карл Фридрих Гаусс (1777 … 1855)- выдающийся немецкий математик, астроном, 
геодезист. Профессор, директор обсерватории Гёттингенского университета (1807…1855). 
Получил блестящие результаты в высшей алгебре, теории чисел, дифференциальной гео-
метрии, геодезии, небесной механике, теоретической астрономии, теории электричества и 
магнетизма. Разработал метод наименьших квадратов (1820), закон распределения ошибок 
при точных наблюдениях в геодезии, астрономии (закон Гаусса).
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- параметры технологического процесса изготовления;
- рост человека, случайно выбранного из большой группы;
- величины окружающей среды в производстве (температура, влаж-

ность, электромагнитное поле, напряжение, сила тока) и другие.
Нормальное (или гауссовское) распределение с параметрами a и s обо-

значается: N a, s .
Плотность вероятности зависит от двух параметров a, s (представ-

лена на рис. 7.6.1) и называется кривой распределения (кривой) Гаусса. 
Кривая Гаусса имеет специфический симметричный холмообразный вид. 
Максимальное значение плотности вероятности достигается при x=a (рис. 
7.6.1). ௠݂௔௫(ܽ) = (7.6.2)                                         ߨξ2ߪ1

0

f(x)

2
1

a x

Ðèñ. 7.6.1. Íîðìàëüíàÿ ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè (êðèâàÿ Ãàóññà)

Покажем, что выполняется свойство (6.5.6) плотности вероятности:න ஶ(ݔ)݂
ିஶ = 1.

න 1ɐξ2Ɏ ݁ି (௫ି௔)మଶఙమ ஶݔ݀
ିஶ = න 1ɐξ2ߨ ݁ି ൬௫ି௔ξଶఙ൰మ݀ݔஶ

ିஶ = ۔ە
ۓ ݖ = ݔ െ ܽξ2ݔߪ = ξ2ɐݖ + ݔ݀ܽ = ξ2ݖ݀ߪ ۙۘ

ۗ =
= ɐξ2ɐξ2Ɏ න ݁ି ൬௫ି௔ξଶఙ൰మ݀ ൬ݔ െ ܽξ2ɐ ൰ = 1ξɎ න ݁ି ௭మ݀ݖ = 1ξɎ ή ξɎ = 1ஶ

ିஶ
ஶ

ିஶ  
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Çàìå÷àíèå. Здесь воспользовались интегралом Эйлера-Пуассона: 

න ݁ି ௭మ݀ݖ = ξߨ.ஶ
ିஶ  

Из интеграла Эйлера-Пуассона следует:න ݁ି ௭మ݀ݐ = ξ2ߨ ,    ஶ
଴ න ݁ି ௭మଶ ݖ݀ = ටɎ2 = න ݁ି ௭మଶ ଴ .ݖ݀

ିஶ
ஶ

଴
Функция распределения непрерывной случайной величины (рис. 7.6.2)
N a, s  задается выражением:

(ݔ)ܨ = න ݔ݀(ݔ)݂ = 1ξ2 න ݁ି(௭ି௔)మଶఙమ ௫ݖ݀
ିஶ

௫
ିஶ  

.

0 a

F(x)

1

0,5

Ðèñ. 7.6.2. Íîðìàëüíàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ.

Если a = 0 и s = 1, то нормальное распределение называется стандарт-
ным и плотность вероятности данной величины имеет вид:ɔ(ݔ) = 1ξ2 ݁ି௫మଶ  

 
                                       (7.6.3)

а функция распределения (приложение 2, табл.2) случайной величины  
N~N(0,1) выражается как:Ȱ(ݔ) = 1ξ2 න ݁ି௭మଶ ௫ݖ݀

ିஶ  .                                        (7.6.4)
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Функция f(x) приведена в табличной форме в приложении 1 (табл.1) 
и обладает следующими свойствами:

1. f(x) – четная, то есть  f(–x)= f(x); 
2. f(x)  – симметрична относительно 0Y;
3. f(x)  0, если x >0;

4. ɔ௠௔௫(ݔ) = ɔ(0) = 1ξ2Ɏ. 
Заметим, формула (7.6.4) называется функцией Лапласа и связана с 

нормированной функцией Лапласа:Ȱ(ݔ) = 0,5 + Ȱ଴(ݔ).                                        (7.6.5)

Напомним нормированная функция Лапласа  определяется из выра-
жения: Ȱ଴(ݔ) = 1ξ2 න ݁ି௭మଶ ௫ݖ݀

଴ .                                    (7.6.6)

Функция Лапласа приведена в табличной форме в приложении (при-
ложение 2, табл. 2). Очевидны следующие свойства функции Лапласа:

1.Ȱ଴(0) = 0;

2. Ȱ଴(+λ) = 0,50;

3. Ȱ଴(െݖ) = െȰ଴(ݖ).
Найдем математическое ожидание, дисперсию, среднее квадратическое 

отклонение нормально распределенной случайной величины и установим 
связь данных числовых характеристик с параметрами закона N a, s :

[ܺ]ܯ = න ିݔ݀(ݔ)݂ݔ = 1ξ2 න మଶఙమ(௫ି௔)ି݁ݔ =  ݔ݀ ۔ە
ۓ ݖ = ݔ െ ܽξ2ɐݔ = ξ2ɐݖ + ݔ݀ܽ = ξ2ɐ݀ݖ ۙۘ

ۗ =ஶ
ିஶ

ξ2ξ2ߨ න൫ξ2ɐݖ + ܽ൯݁ି௭మ݀ݖ = ξ2ξ න ݖ௭మ݀ି݁ݔ + ξܽ න ݁ି௭మ݀ݖ =ஶ
ିஶ ξܽ ή ξ = ܽ.ஶ

ିஶ
ஶ

ିஶ  

(7.6.7) 
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Первый интеграл (7.6.7) – интеграл от нечетной функции в симметричных 
пределах – равно нулю. Второй интеграл – интеграл Эйлера-Пуассона 
равный ʌ     (см. выше).

Таким образом, получили, что параметр  равен математическому ожи-
данию:

 M(X) = a. (7.6.8)
Найдем дисперсию:ܦ[ܺ] = න(ݔ െ ܽ)ଶ݂(ݔ)݀ݔஶ

ିஶ = 1ξ2 න ݔ) െ ܽ)ଶ݁ି(௫ି௔)మଶఙమ ݔ݀ = { .  } =ஶ
ିஶ

= ξ2ɐ2ɐଶξ2 න ݖଶ݁ି௭మ݀ݖ = 2ɐଶξ න ݖଶ݁ି௭మ݀ݖ = ۔ۖەۖ
ۓ ݑ = ݑ݀ݖ = ݒ݀ݖ݀ = ݒݖ௭మ݀ି݁ݖ = െ 12 ݁ି௭మ ۙۖۘ

ۖۗஶ
ିஶ

ஶ
ିஶ =

= 2ɐଶξ ൭െ 12 ௭మฬିஶି݁ݖ
ஶ + 12 න ݁ି௭మ݀ݖஶ

ିஶ ൱ = 2ɐଶξ ൭(0 െ 0) + 12 2ɐଶξ ൱ = 2ɐଶξ2ξ = ɐଶ
Таким образом:

 D (X) = s2,                                                 (7.6.9)
что означает – второй параметр нормального разложения есть не что иное, 
как среднее квадратическое отклонение случайной величины X :(ܺ) = ඥܦ(ܺ) =  .                                      (7.6.10)

Для оценки моментов нормального распределения, которые будут ис-
пользоваться ниже, воспользуемся известными результатами. Нечетные 
центральные моменты нормальной с. в. X все равны нулю:

m
1 
= m

3 
= m

5 
=…= 0,                                       (7.6.11)

а четные центральные моменты определяются из рекуррентного соотно-
шения:

 ௞ = (݇ െ 1) ଶ ௞ିଶ (݇ = 2,4,6, . . . )  (7.6.12)

Из (7.6.12) следует:
  ଶ = ଶ,  ସ = 3 ସ, ଺ = 15 ଺

  и т. д.

Также очевидно, что асимметрия (скошенность (6.6.21)) и эксцесс 
(6.6.22) нормального распределения равны нулю, в этом смысле кривая 
Гаусса является эталоном:
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ܵ௞ = ଷଷ = ௫ܧ ,0 = ସߪସ െ 3 = 0.

В точке x = a (точке перегиба) кривая F (x) изменяет темп возрастания 
(вторая производная становится отрицательной) и далее стремится к еди-
нице. На оси ординат координатой точкой перегиба является значение 0,5.

0 a a x

f(x)

0,5

2

2

1

3
1

Ðèñ. 7.6.3. Âëèÿíèå ïàðàìåòðîâ  íà êðèâóþ Ãàóññà

0

1

0,5

3
1 2 1

0,5

2

aa

F x

Ðèñ. 7.6.4. Âëèÿíèå ïàðàìåòðîâ  íà íîðìàëüíóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ

При изменении параметра a кривые f (x) и F (x) смещаются вдоль оси 
абсцисс, не изменяя своей конфигурации (рис. 7.6.3, 7.6.4).

При изменении параметра s кривые  f (x) и F (x) изменяют свою форму. 
Кривая Гаусса при уменьшении s (уменьшении рассеивания случайной ве-
личины ) вытягивается вверх (см. рис. 7.6.3), а при увеличении s (увеличении 
рассеивания случайной величины X) сплющивается, прижимаясь к оси абс-
цисс, но так, что площадь под кривой Гаусса и осью абсцисс всегда остается 
равной единице. Это показано на рис. 7.6.3. Кривая нормальной функции 
распределения (рис. 7.6.4) при уменьшении  становится более крутой, а при 
увеличении s – более пологой по сравнению с опорной кривой (1).
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В качестве вывода сформулируем основные свойства плотности веро-
ятности  f  (x) нормального закона распределения:

1. f (x) > 0, при x  R; график функции расположен выше оси 0X;
2. Ось 0X является асимптотой графика функции  f (x), так как ;
3. Функция  f (x) унимодальная имеет один максимум при x = a, равный:݂(ܽ) = 1ɐξ2Ɏ ;

4. График функции  f (x) симметричен относительно прямой x = a; 
5. Точки перегиба графика функции  f (x):ܩଵ ൬ܽ െ ɐ, 1ɐξ2Ɏ݁  ൰,   ܩଶ ൬ܽ + ɐ, 1ɐξ2Ɏ݁  ൰.

Определим вероятность попадания нормальной с. в. X на отрезок 
[x

1
,  x

2
]. Для этого используем формулу (6.5.4):ܲ(ݔଵ ൑ ܺ ൑ (ଶݔ = න ݔ݀(ݔ)݂ = 1ξ2 න ݁ି(௫ି௔)మଶఙమ ௫మ.ݔ݀

௫భ
௫మ

௫భ  

  

  (7.6.13)

Сделаем замену переменной:ݖ = ݔ െ ߪܽ  

x = sz + a, dx = sdz, а пределы интегрирования для новой переменной z 
равны: ଵݖ = ଵݔ െ ଶݖ    ,ܽ = ଶݔ െ ܽ

 
.

Подставляя новую переменную  вместо , получим:ܲ(ݔଵ ൑ ܺ ൑ (ଶݔ = 1ξ2 න ݁ି௓మଶ ௭మ.ݖ݀
௭భ                      (7.6.14)

ଵݔ)ܲ ൑ ܺ ൑ (ଶݔ = 1ξ2 න ݁ି௓మଶ ௭భݖ݀
଴ െ 1ξ2 න ݁ି௓మଶ ௭మݖ݀

଴  .    (7.6.15)

Используя функцию Лапласа (7.6.6) (7.6.15) запишем в виде:ܲ(ݔଵ ൑ ܺ ൑ (ଶݔ = Ȱ଴(ݖଶ) െ Ȱ଴(ݖଵ).
                 

(7.6.16)
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Если вернуть исходные переменные, то есть подставив в (7.6.16) вместо 
z

1
 и z

2
 их выражения через x

1
, x

2
 и a, s окончательно получим:ܲ(ݔଵ ൑ ܺ ൑ (ଶݔ = Ȱ଴ ቀݔଶ െ ܽቁ െ Ȱ଴ ቀݔଵ െ ܽቁ.      (7.6.17)

Через функцию Лапласа выражается и функция распределения F (x) 
нормально распределенной случайной величины X:

F (ݔ) = 12 + Ȱ଴ ቀݔ െ ߪܽ ቁ .                              (7.6.18)

Если имеется функция Лапласа Ф
0
(x):Ȱ(ݔ) = 1ξ2 න ݁ି௭మଶ ௫ݖ݀

ିஶ  ,

(ݔ)ܨ = Ȱ ቀݔ െ ܽɐ ቁ ,                                     (7.6.19)

что непосредственно вытекает из (7.6.5) и (7.6.18), тогда равенство (7.6.17) 
можно переписать и в виде:

   ܲ ଵݔ) ൑ ܺ ൑ (ଶݔ = Ȱ ቀݔଶ െ ܽɐ ቁ െ Ȱ ቀݔଵ െ ܽɐ ቁ.        (7.6.20)

Вероятность попадания нормальной случайной величины X с мате-
матическим ожиданием M(X)=m

x
 и средним квадратическим отклонение 

s(X)=sx на отрезок, симметричный относительно математического ожи-
дания, длина которого 2l, определяется по формулам (7.6.17) или (7.6.20) в 
зависимости от используемых табличных функций. Вычислим вероятность 
попадания случайной величины X в интервал (m

x
– l, m

x
+ l) по формуле 

(7.6.17):ܲ൫(݉௫ െ ݈) ൑ ܺ ൑ (݉௫ െ ݈)൯ = Ȱ଴ ൬݉௫ + ݈ െ ݉௫ߪ ൰ െ Ȱ଴ ൬݉௫ െ ݈ െ ݉௫൰ =
ܲ(|ܺ െ ݉௫| < ݈ = 2Ȱ଴ ൬݈ ൰ = 2Ȱ଴ ൬݈ ൰ െ 1 

      

(7.6.21)

В равенстве (7.6.20) возьмем последовательно: l=s, l=2s, l=3s ܲ(|ܺ െ ݉௫| < ) = 2Ȱ଴ ቀ ቁ = 2Ȱ଴(1) = 2 ή 0,3413 = 0,683,ܲ(|ܺ െ ݉௫| < 2 ) = 2Ȱ଴ ൬2 ൰ = 2Ȱ଴(2) = 2 ή 0,4772 = 0,954,
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Êîíòðîëüíûå âîïðîñûܲ(|ܺ െ ݉௫| < 3 ) = 2Ȱ଴ ൬3 ൰ = 2Ȱ଴(3) = 2 ή 0,4987 = 0,997 .

Таким образом, можно утверждать, что с вероятностью, близкой к 
единице (0, 997), все значения случайной величины X, распределенной 
по нормальному закону, укладываются на отрезке [m

x 
± 3s]. Данная зако-

номерность называется “правилом трех сигм”. 

Ïðèìåð 7. 

Самолет производит посадку на аэродром в сложных метеоусловиях. 
Ширина взлетно-посадочной полосы (ВПП) l=60 м. 

Система посадки обеспечивает процесс приземления самолета на ВПП 
с точностью в боковом направлении s

z 
=12 м без систематической ошибки 

(m
z
=0). 

Какова вероятность успешной посадки самолета в пределах ВПП?

Ðåøåíèå. 

Обозначим через A – успешную посадку самолета. Событие A   про-
исходит, если система обеспечивает выполнение условия , где  - боковое 
уклонение самолета от осевой линии ВПП. Таким образом, искомая ве-
роятность равна (7.6.21):

(ܣ)ܲ  = ܲ(|ܼ| < 30 ) = ଴ߔ2 ൬3012൰ = ଴(2,5)ߔ2 = 0,988 .

ÊÎÍÒÐÎËÜÍÛÅ ÂÎÏÐÎÑÛ

1. Â êàêèõ ñëó÷àÿõ ïðèìåíÿåòñÿ áèíîìèàëüíûé çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ?

2. ×åìó ðàâíû ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå, äèñïåðñèÿ è ñðåäíåå êâàäðàòè÷åñêîå îòêëî-
íåíèå äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû , ðàñïðåäåëåííîé ïî áèíîìèàëüíîìó çàêîíó?

3. Êàê ïî-äðóãîìó íàçûâàþò çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ Ïóàññîíà è ïî÷åìó?

4. Â êàêèõ ñëó÷àÿõ èñïîëüçóåòñÿ çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ Ïóàññîíà?

5. ×òî òàêîå ãåîìåòðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå, è îòêóäà òàêîå íàçâàíèå?

6. Â ÷åì ñóòü ðàâíîìåðíîãî çàêîíà ðàñïðåäåëåíèÿ?

7. Ìîæåòå ëè âû íàçâàòü óïðàâëåí÷åñêèå è ýêîíîìè÷åñêèå ïðîöåññû, èìåþùèå ðàâ-
íîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå?

8. Ïî÷åìó çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ íàçâàëè ïîêàçàòåëüíûì?

9. Â ÷åì ñóòü íîðìàëüíîãî çàêîíà ðàñïðåäåëåíèÿ, è ïî÷åìó åãî òàê íàçâàëè?

10. ×òî òàêîå ïðàâèëî «òðåõ ñèãì»? 



122

Ãëàâà 7 . Çàêîíû ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

ÇÀÄÀÍÈß

7.1. Âåðîÿòíîñòü ïîðàæåíèÿ âèðóñíûì çàáîëåâàíèåì êóñòà ìàëèíû ðàâíà 0,15. 
Ñîñòàâèòü çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñëà êóñòîâ ìàëèíû, çàðàæåííûõ âèðóñîì, èç 
÷åòûðåõ ïîñàæåííûõ êóñòîâ.

7.2. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ðàñïðåäåëåíà ðàâíîìåðíî íà îòðåçêå [-3; 2]. Òðåáóåòñÿ: 
1) çàïèñàòü ôóíêöèþ ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòåé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû;
2) ïîñòðîèòü ãðàôèê ôóíêöèè ïëîòíîñòè; 
3) íàéòè ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå è äèñïåðñèþ;
4) íàéòè âåðîÿòíîñòü P(–2 � X � 1).  

7.3. Óñòðîéñòâî ñîñòîèò èç òðåõ íåçàâèñèìî ðàáîòàþùèõ ýëåìåíòîâ. Âåðîÿòíîñòü îòêàçà 
êàæäîãî ýëåìåíòà â îäíîì îïûòå ðàâíà 0,1. Ñîñòàâèòü çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ÷èñëà 
îòêàçàâøèõ ýëåìåíòîâ â îäíîì îïûòå, ïîñòðîèòü ìíîãîóãîëüíèê ðàñïðåäåëåíèÿ. 
Íàéòè ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ è ïîñòðîèòü åå ãðàôèê. Íàéòè ìàòåìàòè÷åñêîå 
îæèäàíèå, äèñïåðñèþ è ñðåäíåå êâàäðàòè÷åñêîå îòêëîíåíèå äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé 
âåëè÷èíû.

7.4. Ñðåäíåå âðåìÿ áåçîòêàçíîé ðàáîòû ïðèáîðà ðàâíî 80 ÷. Ïîëàãàÿ, ÷òî âðåìÿ áåç-
îòêàçíîé ðàáîòû ïðèáîðà èìååò ïîêàçàòåëüíûé çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ, íàéòè: à) 
âûðàæåíèå åãî ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè è ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ; á) âåðîÿòíîñòü 
òîãî, ÷òî â òå÷åíèå 100 ÷. ïðèáîð íå âûéäåò èç ñòðîÿ.

7.5. Ôèðìà ñíàáæàåò ñâîåé ïðîäóêöèåé ïÿòü ìàãàçèíîâ. Îò êàæäîãî ìàãàçèíà ìîæåò 
ïîñòóïèòü çàÿâêà íà î÷åðåäíîé äåíü ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,4 íåçàâèñèìî îò çàÿâîê äðóãèõ 
ìàãàçèíîâ. 

à) Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïîñòóïèò íå áîëåå äâóõ çàÿâîê? 

á) Êàêîâà âåðîÿòíîñòü, ÷òî êîëè÷åñòâî ïîñòóïèâøèõ çàÿâîê áóäåò ëåæàòü â 
ïðåäåëàõ îò äâóõ äî ÷åòûðåõ?

â) Íàéòè íàèâåðîÿòíåéøåå ÷èñëî çàÿâîê â äåíü è âåðîÿòíîñòü ïîëó÷åíèÿ èìåííî 
òàêîãî ÷èñëà çàÿâîê?

7.6. Àïïàðàòóðà ñîäåðæèò 2000 îäèíàêîâî íàäåæíûõ ýëåìåíòîâ, âåðîÿòíîñòü îòêàçà 
äëÿ êàæäîãî èç êîòîðûõ ðàâíà 0,0005. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü îòêàçà àïïàðàòóðû, åñëè 
îí íàñòóïàåò ïðè îòêàçå õîòÿ áû îäíîãî ýëåìåíòà?

7.7. Ïî êàíàëó ñâÿçè ïåðåäàþòñÿ ïÿòü ñîîáùåíèé. Êàæäîå ñîîáùåíèå, íåçàâèñèìî 
îò äðóãèõ ìîæåò áûòü èñêàæåíî ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,3. Ñîñòàâèòü ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ 
÷èñëà èñêàæåíèé. Íàéòè ñðåäíåå çíà÷åíèå ÷èñëà èñêàæåíèé, ñðåäíåå êâàäðàòè-
÷åñêîå îòêëîíåíèå îò ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî èñêàæåíèé 
áóäåò íå ìåíåå äâóõ.

7.8. Òåêóùàÿ öåíà àêöèè ìîæåò áûòü ñìîäåëèðîâàíà ñ ïîìîùüþ íîðìàëüíîãî çàêîíà 
ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì 15 ó.å. è ñðåäíèì êâàäðàòè÷åñêèì 
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îòêëîíåíèåì 0,2 ó.å. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî öåíà àêöèè íå âûøå 15,4 ó.å. è 
íå íèæå 15,3 ó.å.

7.9. Â øêàôó íàõîäèòñÿ 9 ïðèáîðîâ, èç íèõ 5 èñïðàâíûõ. Èç øêàôà íàóãàä áåðåòñÿ 
4 ïðèáîðà. Âû÷èñëèòü ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå ÷èñëà èñïðàâíûõ ïðèáîðîâ è 
ïîñòðîèòü ðÿä ðàñïðåäåëåíèÿ. 

7.10. Íåïðåðûâíàÿ ÑÂ Õ ðàñïðåäåëåíà íîðìàëüíî è çàäàíà ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ݂(ݔ) = ଵସξଶ஠ ݁ି(ೣశమ)మయమ . 

Íàéòè: m
x
, D

x
, s

x
 äàííîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû è P (– 4< X < 22), ïîñòðîèòü ãðàôèê 

ôóíêöèè f(x).

7.11. Äèñêðåòíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X, ïðèíèìàþùàÿ ÷åòûðå âîçìîæíûõ çíà÷åíèÿ, 
ðàñïðåäåëåíà ïî áèíîìèàëüíîìó çàêîíó. Íàéòè äèñïåðñèþ ýòîé ñëó÷àéíîé âå-
ëè÷èíû, åñëè M(x)=3,2 .

7.12. Ñðåäíåå âðåìÿ áåçîòêàçíîé ðàáîòû óòþãà (íàðàáîòêè íà îòêàç) ðàâíî 12 ìåñÿöåâ. 
Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî óòþã íå ïåðåãîðèò çà 24 ìåñÿöà?

7.13. Ñðåäíåå âðåìÿ áåçîòêàçíîé ðàáîòû òåëåâèçîðà (íàðàáîòêè íà îòêàç) ðàâíî 32 
ìåñÿöåâ. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî òåëåâèçîð ïðîðàáîòàåò áåç îòêàçà îò 40 
äî 48 ìåñÿöåâ?

7.14. Íåïðåðûâíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X ðàñïðåäåëåíà ðàâíîìåðíî è çàäàíà ïëîòíî-
ñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ:  ݂(ݔ) = ൜ܥ, ݔ ˋ˓˒ א [2; 6];0, ݔˋ˓˒ < 2 , ݔ > 6. 

         Íàéòè çíà÷åíèå C, …, m
x
, D

x
, s

x 
 äàííîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû è P (3<X<5).

7.15. Íåïðåðûâíàÿ ÑÂ Õ ðàñïðåäåëåíà íîðìàëüíî è çàäàíà ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ:݂(ݔ) = 12ξ2Ɏ ڄ ݁ି(௫ିଵ଴)మ଼  

.

         Íàéòè m
x
, D

x
, s

x
 äàííîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû è P (12<X<14), ïîñòðîèòü ãðàôèê 

    ôóíêöèè f(x).

7.16. Íà ÀÒÑ ïîñòóïèëî 1000 çâîíêîâ îò àáîíåíòîâ. Âåðîÿòíîñòü íåïðàâèëüíîãî ñîåäèíå-
íèÿ ðàâíà 0,005. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü, ÷òî ïðîèçîøëî 8 íåïðàâèëüíûõ ñîåäèíåíèé? 
Íàéòè íàèâåðîÿòíåéøåå ÷èñëî íåïðàâèëüíûõ ñîåäèíåíèé è ñîîòâåòñòâóþùóþ 
ýòîìó âåðîÿòíîñòü.

7.17. Ïî ìíîãîëåòíèì ñòàòèñòè÷åñêèì äàííûì èçâåñòíî, ÷òî âåðîÿòíîñòü ðîæäåíèÿ 
ìàëü÷èêà ðàâíà 0,6. Ñîñòàâèòü çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X – ÷èñëà 
ìàëü÷èêîâ â ñåìüå èç 4 äåòåé. Íàéòè m

x
 è s

x
 ýòîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. 
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7.18. Îõîòíèê ñòðåëÿåò ïî äè÷è äî ïåðâîãî ïîïàäàíèÿ, íî óñïåâàåò äåëàòü íå áîëåå 
÷åòûðåõ âûñòðåëîâ. Íàéòè ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå, äèñïåðñèþ è ñðåäíåå êâà-
äðàòè÷åñêîå îòêëîíåíèå ÷èñëà ïðîìàõîâ, åñëè âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ â öåëü ïðè 
îäíîì âûñòðåëå ðàâíà 0,7.

7.19. Èç 15 ñáåðáàíêîâ 7 ðàñïîëîæåíû çà ÷åðòîé ãîðîäà. Äëÿ îáñëåäîâàíèÿ ñëó÷àéíûì 
îáðàçîì îòîáðàíî 6 ñáåðáàíêîâ. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñðåäè îòîáðàííûõ 
ñáåðáàíêîâ òîëüêî îäèí îêàæåòñÿ çà ÷åðòîé ãîðîäà?

7.20. Èçâåñòíî, ÷òî 15% îòêðûâàþùèõñÿ ìàëûõ ïðåäïðèÿòèé ïðåêðàùàþò ñâîþ äåÿòåëü-
íîñòü â òå÷åíèå ãîäà. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî èç ïÿòè ìàëûõ ïðåäïðèÿòèé íå 
áîëåå äâóõ ïðåêðàòÿò ñâîþ äåÿòåëüíîñòü â òå÷åíèå ãîäà? Íàéòè íàèâåðîÿòíåéøåå 
÷èñëî ìàëûõ ïðåäïðèÿòèé, êîòîðûå ïðåêðàòÿò ñâîþ äåÿòåëüíîñòü, è ñîîòâåòñòâó-
þùóþ ýòîìó âåðîÿòíîñòü.

7.21. Àâòîáóñû íåêîòîðîãî ìàðøðóòà èäóò ñòðîãî ïî ðàñïèñàíèþ. Èíòåðâàë äâèæåíèÿ 
5 ìèí. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïàññàæèð, ïîäîøåäøèé ê îñòàíîâêå, áóäåò 
îæèäàòü î÷åðåäíîé àâòîáóñ ìåíåå òðåõ ìèíóò. ×åìó ðàâíî ñðåäíåå âðåìÿ îæè-
äàíèÿ àâòîáóñà?

7.22. Ìèíóòíàÿ ñòðåëêà ýëåêòðè÷åñêèõ ÷àñîâ ïåðåìåùàåòñÿ ñêà÷êîì â êîíöå êàæäîé 
ìèíóòû. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â äàííîå ìãíîâåíèå ÷àñû ïîêàæóò âðåìÿ, 
êîòîðîå îòëè÷àåòñÿ îò èñòèííîãî íå áîëåå, ÷åì íà 20 ñ.

7.23. Êîððåêòóðà â 500 ñòðàíèö ñîäåðæèò 500 îïå÷àòîê. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íà 
ñòðàíèöå íå ìåíüøå òðåõ îïå÷àòîê.

7.24. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X ðàñïðåäåëåíà ïî íîðìàëüíîìó çàêîíó ñ ìàòåìàòè÷åñêèì 
îæèäàíèåì m

x
=4 è äèñïåðñèåé s

x
=2. Çàïèñàòü åå ïëîòíîñòü è íàéòè P (X  5), 

P(1  X  5).

7.25.Âåðîÿòíîñòü îòêàçà â ðàáîòå òåëåôîííîé ñòàíöèè ïðè êàæäîì âûçîâå 
ðàâíà 0,0012. Ïîñòóïèëî 2000 âûçîâîâ. Îïðåäåëèòü âåðîÿòíîñòü òðåõðàçîâîãî 
îòêàçà. 

7.26. Ïðîäàíî 1200 ëîòåðåéíûõ áèëåòîâ. Âåðîÿòíîñòü âûèãðàòü êâàðòèðó ðàâíà 0,005. 
Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî äâà ÷åëîâåêà ïîëó÷àò êëþ÷è îò êâàðòèðû?

7.27. Ñðåäíåå âðåìÿ áåçîòêàçíîé ðàáîòû áàòàðåéêè (íàðàáîòêè íà îòêàç) ðàâíî 700 
÷àñîâ. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî áàòàðåéêà ïðîðàáîòàåò îò 750 äî 800 ÷àñîâ.

7.28. Â áàíêå îïåðàòîð òðàòèò íà îáñëóæèâàíèå îäíîãî êëèåíòà â ñðåäíåì 20 ìèíóò. 
Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî: à) çà îäèí ÷àñ îïåðàòîð îáñëóæèò äâà êëèåíòà; 
á) ìåíåå äâóõ êëèåíòîâ?

7.29. Ñðåäíåå âðåìÿ áåçîòêàçíîé ðàáîòû ñòèðàëüíîé ìàøèíû (íàðàáîòêè íà îòêàç) 
ðàâíî 24 ìåñÿöà. Íàéòè âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñòèðàëüíàÿ ìàøèíà ïðîðàáîòàåò 
áåç îòêàçà îò 30 äî 36 ìåñÿöåâ.



Çàäàíèÿ

7.30. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà  èìååò ïîêàçàòåëüíîé ðàñïðåäåëåíèå ñ ïàðàìåòðîì l=2 
Íàéòè âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ ýòîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû â ïðîìåæóòîê (-1; 3). 
Ïîñòðîèòü ãðàôèê ïëîòíîñòè ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ è óêàçàòü íà íåì ôèãóðó, ñî-
îòâåòñòâóþùóþ íàéäåííîé âåðîÿòíîñòè. Íàéòè ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå X è 
ïîêàçàòü åãî íà ãðàôèêå. Íàéòè äèñïåðñèþ è ñðåäíåå êâàäðàòè÷åñêîå îòêëîíåíèå 
ýòîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû.

 7.31. Íåïðåðûâíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà èìååò ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñëåäóþùåãî 
 âèäà: f(x)=a·sinx, x (0, ); f(x)=0, x (0, ). Íàéòè íåèçâåñòíûé ïàðàìåòð ðàñïðå-
äåëåíèÿ. Âû÷èñëèòü ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå, äèñïåðñèþ è ñðåäíåå êâàäðàòè-
÷åñêîå îòêëîíåíèå. Ïîêàçàòü íà ãðàôèêå ïëîòíîñòè çíà÷åíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî 
îæèäàíèÿ è ñðåäíåãî êâàäðàòè÷åñêîãî îòêëîíåíèÿ. Íàéòè âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ 
çíà÷åíèé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû â èíòåðâàë [0; ], ïîêàçàòü íà ãðàôèêå ýòó âå-
ðîÿòíîñòü.

7.32. Íà çàâîäå 1000 ñòàíêîâ, êàæäûé èç êîòîðûõ âûõîäèò èç ñòðîÿ â òå÷åíèå ÷àñà ñ 
âåðîÿòíîñòüþ 0,0025. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî çà ñìåíó âûéäåò èç ñòðîÿ íå 
áîëüøå 4 ñòàíêîâ è ðîâíî 4 ñòàíêà?
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ÃËÀÂÀ 8 

ÑÈÑÒÅÌÛ ÑËÓ×ÀÉÍÛÕ ÂÅËÈ×ÈÍ

8.1. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ

В практической деятельности чаще всего результат испытания зави-
сит ни от одной случайной величины, а от двух и более. Так, например, 
попадание в цель, лежащую на плоскости, характеризуется двумя коор-
динатами – абсциссой и ординатой, а попадание в пространственную 
цель характеризуется тремя координатами – абсциссой, ординатой и ап-
пликатой. Совокупность двух и более случайных величин, исследуемых 
в испытаниях, называется системой случайных величин. 

Систему случайных величин X, Y, Z, …, W обозначают символически 
так: (X,Y, Z, …,W).

Систему случайных величин (X,Y, Z, …,W) иначе называют n-мерным 
случайным вектором, который может быть охарактеризован своей n-мер-
ной функцией распределения:

,ݔ )ܨ          ,ݕ ,ݖ … , (ݓ = ܲ(ܺ < ,ݔ ܻ < ,ݕ ܼ < ,ݖ … , ܹ < (8.1.1)        (ݓ

Функцию ݔ )ܨ, ,ݕ ,ݖ … , (ݓ  также часто называют распределением век-
тора (X,Y, Z, …,W) или совместным распределением величин X,Y, Z, …,W.

8.2. Ñèñòåìà äâóõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

Системой двух случайных величин называется совокупность двух слу-
чайных величин, например, X и Y, рассматриваемых совместно. Двумерная 
случайная величина (X, Y) геометрически интерпретируется как случай-
ная точка (X, Y) на плоскости 0xy или как радиус вектор этой точки (X, Y) 
(рис. 8.2.1).

Таким образом, под функцией F(x, y) распределения системы двух слу-
чайных величин (X, Y) понимается вероятность совместного выполнение 
двух неравенств:

,ݔ)ܨ  (ݕ = ܲ(ܺ < ,ݔ ܻ < (8.2.1) . (ݕ
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,X Y

X

Y

0

y

x

                                                                                 Ðèñ. 8.2.1      

Геометрически функция распределения (8.2.2) представляет вероят-
ность попадания случайной точки (X, Y) в бесконечный квадрат с верши-
ной в точке (x, y), лежащей левее и ниже ее (рис. 8.2.2).

Ðèñ. 8.2.2

Ñâîéñòâà ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ äâóìåðíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

Из определения функции распределения системы двух случайных ве-
личин (X, Y) видно, что:

1. Функция распределения F (x, y) – неубывающая функция своих ар-
гументов X = x,Y = y и 0 �  F (x, y) � 1;

2. Если любой из двух или оба аргумента F (x, y) положить равными 
(– ), то функция распределения равна нулю:

െ)ܨ               , (ݕ = ,ݔ)ܨ െ ) = െ)ܨ , െ ) = 0                 (8.2.2)

3. При обращении одного из аргументов F (x, y) x или y в (+ ), функ-
ции распределения будут зависеть только от другого аргумента и 
являются функциями распределения случайных величин X и Y, рас-
сматриваемых отдельно:

 F (x, + )=F
1
(x), (8.2.3) 

 F (+ , y)=F
2
(y); (8.2.4)

4. При x = y = +  функция распределения F (x, y) равна единице:
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+)ܨ   , + ) = 1 ;                                      (8.2.5)

5. Вероятность попадания случайной точки (X, Y) в прямоугольник R 
можно вычислить как (рис. 9.1.3):

ܲ൫(ܺ, ܻ) א ܴ൯ = ଵݔ)ܲ ൑ ܺ < ,ଶݔ ଵݕ  ൑ ܻ < (ଶݕ == ,ଶݔ)ܨ (ଶݕ + ,ଵݔ)ܨ (ଵݕ െ ,ଶݔ)ܨ ( ଵݕ െ ,ଵݔ)ܨ  (ଶݕ

  
.
        (8.2.6)

8.3. Ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè ñèñòåìû äâóõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

Двумерная плотность вероятности f (x, y) выражается через вторую сме-
шанную частную производную двумерной функции распределения F (x, y):݂(ݔ, (ݕ = ߲ଶݔ)ܨ, ݕ߲ݔ߲(ݕ = "௫௬ܨ ,ݔ) (8.3.1)                          ,(ݕ

при условии, F (x, y) что  есть дважды непрерывно дифференцируемая 
функция.

Свойства:
1. f (x, y) 0
2. Вероятность попадания случайной точки в некоторую область D на 

плоскости 0xy можно вычислить следующим образом:ܲ൫(ܺ, ܻ) א ൯ܦ = ඵ ,ݔ)݂ ஽;ݕ݀ݔ݀(ݕ                           (8.3.2)

3. Ясно, что: ,ݔ)ܨ (ݕ = න න ,ݔ)݂  ݕ݀ݔ݀(ݕ = 1; ஶ
ିஶ

ஶ
ିஶ  

 
                       (8.3.3)

4. Кроме того:
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(8.3.4)

 
                     

    (8.3.5)

При этом:
 ଵ݂(ݔ) = ݔ߲(ݔ)ଵܨ߲ = න ,ݔ)݂ ஶ,ݕ݀(ݕ

ିஶ                     (8.3.6)

 ଶ݂(ݕ) = ݔ߲(ݕ)2߲ = න ,ݔ)݂ ஶ,ݔ݀(ݕ
ିஶ                     (8.3.7)

являются плотностями вероятности непрерывных случайных величин X 
и Y, рассматриваемых отдельно.

Условный закон распределения случайной величины X из системы 
(X, Y) есть закон распределения X, вычисленный при условии, что другая 
величина Y приняла определенное фиксированное значение. Обозначают 
через:
F (x | y) и F (y | x) – условные функции распределения;
f (x | y) и f (y | x) – условные плотности распределения.

При этом справедливо соотношение:
,ݔ)݂  (ݕ = ଵ݂(ݔ)݂(ݔ|ݕ) = ଶ݂(ݕ)݂(ݕ|ݔ).

Случайные величины X и Y называются независимыми, если условный 
закон распределения одной из них не зависит от того, какое значение 
примет другая. В противном случае X и Y называются зависимыми.

Понятно, что случайные величины X и Y независимы только в том 
случае, когда:݂(ݕ|ݔ) = ଵ݂(ݔ) ˋ ݂(ݔ|ݕ) = ଶ݂(ݕ) ֜ ,ݔ)݂ (ݕ = ଵ݂(ݔ) ଶ݂(ݕ)  

 (8.3.8)

Аналогично,  F (x, y)= F
1
 (x)  F

2
 (y).                                                           (8.3.9)
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8.4. ×èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè ñèñòåìû äâóõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

Если в системе (X, Y) случайная величина X рассматривается отдельно 
от составляющей Y, тогда для дискретной X математическое ожидание и 
дисперсия будут определяться следующим образом:݉௫ = (ܺ)ܯ = ෍ ෍ ௜௝݌௜ݔ ,௝௜                                   (8.4.1)

௫ܦ = (ܺ)ܦ = ෍ ෍(ݔ௜െ݉௫)ଶ݌௜௝ ,௝௜  
                         (8.4.2)

где p
ij
=P ( X =x

i
, Y =y

j
)  есть вероятность того, что случайная величина X при-

мет значение x
i
 и одновременно случайная величина Y примет значение y

j.
 

Для непрерывной случайной величины X числовые характеристики 
будут определяться через соответствующие интегралы:

݉௫ = න ݔ ଵ݂(ݔ)݀ݔ = න න ,ݔ)݂ݔ ஶ,ݕ݀ݔ݀(ݕ
ିஶ

ஶ
ିஶ

ஶ
ିஶ  

   
                       

   (8.4.3)

௫ܦ = න(ݔ െ ݉௫)ଶ ଵ݂(ݔ)݀ݔ = න න ݔ) െ ݉௫)ଶ݂(ݔ, ஶ,ݕ݀ݔ݀(ݕ
ିஶ

ஶ
ିஶ

ஶ
ିஶ  

  
 (8.4.4)

где f (x, y) – совместная плотность распределения системы (X, Y).
Среднее квадратическое отклонение:ɐ௫ = ɐ(ܺ) = ඥܦ௫  .                                        (8.4.5)

Аналогично, если в системе (X, Y) случайная величина Y рассматрива-
ется отдельно от составляющей X. Тогда для дискретной Y:

 ݉௬ = (ܻ)ܯ = ෍ ෍ ௜௝݌௝ݕ ,௝௜  

 
 (8.4.6)

௬ܦ  = (ܻ)ܦ = ෍ ෍൫ݕ௝െ݉௬൯ଶ݌௜௝ .௝௜  

  
 (8.4.7)
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Для непрерывной Y :

 ݉௬ = න ݕ ଶ݂(ݕ)݀ݕ = න න ,ݔ)݂ݕ ஶ,ݕ݀ݔ݀(ݕ
ିஶ

ஶ
ିஶ

ஶ
ିஶ    (8.4.8)

௬ܦ = න ൫ݕ െ ݉௬൯ଶ ଶ݂(ݕ)݀ݕ = න න൫ݕ െ ݉௬൯ଶ݂(ݔ, ஶ,ݕ݀ݔ݀(ݕ
ିஶ

ஶ
ିஶ

ஶ
ିஶ  (8.4.9)

где f (x, y) – совместная плотность распределения системы (X,Y).
Среднее квадратическое отклонение:ɐ௬ = ɐ(ܻ) = ඥܦ௬  .                                   (8.4.10)

Одной из основных характеристик системы случайных величин (X,Y) 
является второй смешанный центральный момент m

1,1
ܯ = ቀ ௢ܺ ௢ܻ ቁ , называ-

емый корреляционным моментом случайных величин X и Y:ܭ௫,௬ = ܯ ቀ ௢ܺ ௢ܻ ቁ = ܯ ቀ(ܺ െ ݉௫)൫ܻ െ ݉௬൯.         (8.4.11)

Для дискретных и непрерывных случайных величин X и Y соответ-
ственно будем иметь:ܭ௫,௬ = ෍ ෍(ݔ௜ െ ݉௫)൫ݕ௝ െ ݉௬൯݌௜௝ .௝௜  

                      (8.4.12)

௫,௬ܭ = න ݔ݀ න(ݔ െ ݉௫)൫ݕ െ ݉௬൯݂(ݔ, ஶ.ݕ݀(ݕ
ିஶ

ஶ
ିஶ  

 

   (8.4.13)

Корреляционный момент характеризует, помимо рассеивания случай-
ных величин X и Y еще и связь между ними. Например, для независимых 
случайных величин K

xy
=0.

Безразмерной величиной, характеризующей связь между случайными 
величинами X и Y, является коэффициент корреляции:ݎ௫,௬ = ௫,௬ɐ௫ܭ ή ɐ௫  ,                                   (8.4.14)

где s
x
, s

x
— средние квадратические отклонения величин X и Y .

Коэффициент корреляции r
x,y

  характеризует только линейную зави-
симость между случайными величинами X и Y.



132

Ãëàâà 8 . Ñèñòåìû ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí

Следует отметить, что из независимости случайных величин X и Y сле-
дует равенство r

xy
= 0 или K

x,y
= 0. Обратное утверждение не всегда имеет 

место, то есть из нек,оррелированности случайных величин X и Y еще не 
следует их независимость: отсутствие линейной зависимости не исключает 
наличие нелинейной зависимости.

Если случайные величины X и Y связаны тесной линейной зависимо-
стью:

Y=aX+b,

то  r
x,y

 = ±1, причем знак плюс или минус совпадает со знаком a.
В общем случае, когда X и Y связаны произвольной вероятностной 

зависимостью: –1< r
x,y

<1.
В случае, когда r

x,y
>0 говорят о положительной корреляции, а при r

x,y
<0  

отрицательной корреляции.

Ñâîéñòâà ÷èñëîâûõ õàðàêòåðèñòèê ñèñòåìû äâóõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí  è 

1. Математическое ожидание суммы двух случайных величин равно 
сумме их математических ожиданий: 

ܺ)ܯ  + ܻ) = (ܺ)ܯ +  (ܻ)ܯ
; (8.4.15)

2. Математическое ожидание линейной функции:

 ෍(ܽ௜ ௜ܺ + ܾ௜)௡
௜ୀଵ  , (8.4.16)

       где a
i
 и b

i
 действительные числа равно:ܯ ൭෍ ܽ௜ ௜ܺ + ܾ௜௡

௜ୀଵ ൱ = ෍ ܽ௜௡
௜ୀଵ ή )ܯ ௜ܺ) + ܾ௜  ;            (8.4.17)

3. Дисперсия суммы двух случайных величин равна сумме их дисперсий 
плюс удвоенный корреляционный момент:ܦ(ܺ + ܻ) = (ܺ)ܦ + (ܻ)ܦ + ௫,௬;                       (8.4.18)ܭ2

4. Дисперсия линейной функции:෍(ܽ௜ ௜ܺ + ܾ௜)௡
௜ୀଵ ,                                      (8.4.19)
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 где a
i
 и b

i 
 действительные числа равна:ܦ ൭෍ ܽ௜ ௜ܺ + ܾ௜௡

௜ୀଵ ൱ = ෍ ܽ௜ଶ௡
௜ୀଵ ή )ܦ ௜ܺ) + 2 ෍ ܽ௜௜ழ௝ ௝ܽܭ௫,௬

.       (8.4.20)

8.5. Ðàâíîìåðíûé è íîðìàëüíûé çàêîíû ðàñïðåäåëåíèÿ äâóìåðíîé 
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû

Ðàâíîìåðíûé çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ

Двумерная случайная величина (X, Y) называется равномерно распре-
деленной в некоторой области G на плоскости 0xy с конечной площадью 
S(G), если ее плотность вероятности f (x, y) определяется формулой:

,ݔ)݂  (ݕ = ቐ (ܩ)1ܵ , ,ݔ)  (ݕ א ,ݔ)    ,0,ܩ (ݕ ב (8.5.1)            .ܩ

Вероятность попадания случайной точки (X, Y) в заданную область  , 
целиком лежащую в области G и имеющую площадь S( ), определяется 
по формуле:

 ܲ൫(ݔ, (ݕ א ݃൯ = (ܩ)ܵ (݃)ܵ  .  (8.5.2)

Íîðìàëüíûé çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ

Двумерная случайная величина (X, Y) называется нормально распре-
деленной на плоскости 0xy, если ее плотность вероятности f (x, y)  опре-
деляется формулой:

,ݔ)݂ (ݕ = 12Ɏɐ௫ɐ௬ඥ1 െ ௫௬ݎ ݁ି ଵଶ൫ଵି௥ೣ ೤మ ൯൭(௫ି௠ೣ)మఙమೣ ା൫௬ି௠೤൯మఙ೤మ ିଶ௥ೣ ೤(௫ି௠ೣ)൫௬ି௠೤൯ఙೣఙ೤ ൱
 

.(8.5.3)

где m
x
 и m

y
 – математические ожидания составляющих случайных величин  

X и Y ;
s

x
 и s

y
 – средние квадратические отклонения X и Y, причем считается, 

что s
x
s

y
� 0 и r

xy
 коэффициент корреляции, при этом r

xy

2 � 1.
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Если X и Y независимы, то r
xy

 = 0  и формула плотности вероятности 
f (x, y) принимает вид:

,ݔ) (ݕ = 12Ɏɐ௫ߪ௬ ݁ି൭(௫ି௠ೣ)మఙమೣ ା൫௬ି௠೤൯మఙ೤మ ൱
 
,                      (8.5.4)

 или f (x, y) = f
1
 (x) f

2
(y), где

ଵ݂(ݔ) = 12Ɏɐ௫ ݁ି(௫ି௠ೣ)మఙమೣ
  - плотность составляющей X,

ଶ݂(ݕ) = 12Ɏߪ௬ ݁ି൫௫ି௠೤൯మఙ೤మ   - плотность составляющей Y.

В этом случае вероятность попадания случайной точки (X, Y) в пря-
моугольник G:{x

1 
 x  x

2
, y

1 
 y  y

2
} со сторонами, параллельными осям ко-

ординат, равна:ܲ൫(ܺ, ܻ) א ൯ܩ = ൭Ȱ ൬ݔଶ െ ݉௫ɐ௫ ൰ െ Ȱ ൬ݔଵ െ ݉௫ɐ௫ ൰൱ ൭Ȱ ቆݕଶ െ ݉௬ɐ௬ ቇ െ Ȱ ቆݕଵ െ ݉௬ɐ௬ ቇ൱.

Ïðèìåð 1. Два стрелка независимо один от другого производят по од-
ному выстрелу, каждый по своей мишени. Рассматриваются случайные 
величины X - число попаданий первого стрелка, Y - число попаданий 
второго стрелка. Вероятность промаха для первого стрелка равна u, для 
второго стрелка v. Найти функцию распределения F(x, y) системы слу-
чайных величин (X, Y).

Ðåøåíèå.
По условию случайны величины X и Y независимы, поэтому 

 F(x, y)=F
1
(x)F

2
(y). Запишем законы распределения для X и Y:

X:
x

i
0 1

p
i

u 1– u

Y:
y

i
0 1

p
i

v 1– v
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Тогда функции распределения F
1
(x) и F

2
(y) строятся так:ܨଵ(ݔ) = ൝0,                 ݔ ൑ ,ݑ,0 0 < ݔ ൑ ݔ                 ,1,1 > 1,

(ݕ)ଶܨ = ൝0,                 ݕ ൑ ,ݒ,0 0 < ݕ ൑ ݕ                 ,1,1 > 1.
Построим таблицу значений F(x, y):

x                              y y  0 1 y>1

x  0 0 0 0

0 <x  1 0 uv u

x>1 0 v 1

Ïðèìåð 2. Система двух случайных величин (X, Y) подчинена закону 
распределения с плотностью:݂(ݔ, (ݕ = 2Ɏଶ(1 + ଶ)(4ݔ + .(ଶݕ

Найти функцию распределения F(x, y) и вероятность попадания слу-
чайной точки (X, Y)  в квадрат R:{0  x  1, 0  y  1} .

Ðåøåíèå.ݔ)ܨ, (ݕ = න න  2Ɏଶ(1 + ଶ)(4ݔ + (ଶݕ ݕ݀ݔ݀ = 2Ɏଶ න 1ݔ݀  + ଶݔ න 4ݔ݀  + ଶݕ =௬
ିஶ

௫
ିஶ

௬
ିஶ

௫
ିஶ= 2Ɏଶ ஶ௫ି|ݔ݃ݐܿݎܽ 12 ݃ݐܿݎܽ 2ቚିஶ௬ݕ = 1Ɏଶ ቀܽݔ݃ݐܿݎ + Ɏ2ቁ ቀܽ݃ݐܿݎ 2ݕ + Ɏ2ቁ 

Найдем вероятность попадания случайной точки (X, Y)  в квадрат R 
рис. 9.5.1:
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Ðèñ. 9.5.1ܲ൫(ܺ, ܻ) א ܴ൯ = න න  2Ɏଶ(1 + ଶ)(4ݔ + (ଶݕ = 2Ɏଶ ଴ଵ|ݔ݃ݐܿݎܽ 12 ݃ݐܿݎܽ 2ቚ଴ଵݕ =ଵ
଴

ଵ
଴= 1Ɏଶ ቀɎ4 െ 0ቁ ൬ܽ݃ݐܿݎ 12 െ 0൰ = 14Ɏ ݃ݐܿݎܽ 12 ൎ 0,03 

Ïðèìåð 3. Система двух случайных величин (X, Y) подчинена закону 
равномерной с плотности в квадрате R:{0  x v1,1  y  2}. Найти значение 
плотности F(x, y), m

x
, m

y
, D

x
, D

y
, K

xy
.

Ðåøåíèå.
По условию рис. 9.1.5݂(ݔ, (ݕ = ൜ܥ, (ܺ, ܻ) א  ܴ,0, (ܺ, ܻ) ב ܴ.

Ðèñ. 9.5.2

По свойствам:න න ,ݔ)݂  ݕ݀ݔ݀(ݕ = 1 ֜ஶ
ିஶ

ஶ
ିஶ  න න ݕ݀ݔ݀  = 1 ֜ ඵ ோݕ݀ݔ݀ = 1ோ ֜

= ඵ ோݕ݀ݔ݀ = 1 ֜ ܥ ή ܵ(ܴ) = 1 ֜ ܥ ή 1 = 1 ֜ ܥ = 1 

Следовательно:

,ݔ)݂  (ݕ = ൜1, (ܺ, ܻ) א  ܴ,0, (ܺ, ܻ) ב ܴ.  
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Тогда для (X, Y) R будет:

,ݔ)ܨ  (ݕ = න න ,ݔ)݂  ݕ݀ݔ݀(ݕ = න ݔ݀ න ௬ݕ݀
ଵ

௫
଴ = ݕ)ݔ െ 1).௬

ିஶ
௫

ିஶ
 

Таким образом:

,ݔ)ܨ  (ݕ = ൝0,            ݔ ൑ 0, ݕ ൒ ݕ)ݔ,1 െ 1), ,ݔ)  (ݕ א R,1, ݔ   > 1, ݕ > 2.
 

Найдем числовые характеристики и коэффициент корреляции:

݉௫ = න ݔ݀ݔ න ݕ݀ = ଶ2ݔ ቤଶ
ଵ

ଵ
଴ ଴

ଵ ଵଶ|ݕ = 12 ή 1 = 12
݉௬ = න ݔ݀ න ݕ݀ݕ =ଶ

ଵ
ଵ

଴ ଴ଵ|ݔ ଶ2ݕ ቤଵ
ଶ = 1 ή 12 (4 െ 1) = 32

௫ܦ = න ൬ݔ െ 12൰ଶ ݔ݀ න ݕ݀ = 13 ൬ݔ െ 12൰ଷቤଶ
ଵ

ଵ
଴ ଴

ଵ ଵଶ|ݕ = 13 ൬1 െ 12൰ଷ ή 1 = 1 ή 224 = 112
௬ܦ = න ݔ݀ න ൬ݕ െ 32൰ଶ ݕ݀ = ଴ଵ|ݔ 13 ൬ݕ െ 32൰ଷቤଵ

ଶଶ
ଵ

ଵ
଴ = 13 ൬1 െ 32൰ଷ ή 1 = 1 ή 224 = 112

௫௬ܭ = න ൬ݔ െ 12൰ ଵݔ݀
଴ න ൬ݕ െ 32൰ ݕ݀ = 12 ൬ݔ െ 12൰ଶቤ଴

ଵଶ
ଵ

12 ൬ݕ െ 32൰ଶቤଵ
ଶ = 0 ή 0 = 0 

Ïðèìåð 4. Дана функция распределения двумерной случайной вели-
чины (X, Y):ݔ)ܨ, (ݕ = ൜(1 െ ݁ିଷ௫)(1 െ ݁ିହ௬),            ݔ ൒ 0, ݕ ൒ ݔ                                                  ,0,0 < 0, ݕ < 0.
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Найти плотность вероятности этой системы.

Ðåøåíèå.

,ݔ)݂  (ݕ = ߲ଶݔ)ܨ, ݕ߲ݔ߲(ݕ = 0 

 

при x<0 и y<0.
При x>0 и y>0: ߲ݔ)ܨ, ݔ߲(ݕ = 3݁ିଷ௫(1 െ ݁ିହ௬),     ߲ଶݔ)ܨ, ݕ߲ݔ߲(ݕ = 3݁ିଷ௫5݁ିହ௬ = 15݁ି(ଷ௫ାହ௬)

,ݔ)݂ (ݕ = ൜15݁ି(ଷ௫ାହ௬),            ݔ ൒ 0, ݕ ൒ ݔ                               ,0,0 < 0, ݕ < 0.  

Ïðèìåð 5. Дискретная двумерная величина (X, Y) задана таблицей

X                              Y 0,2 0,3

2 0,1 0,2

3 0,2 0,15

4 0,3 0,05

Íàéòè:
а) безусловные законы распределения составляющих X и Y;
б) условный закон распределения составляющей X при условии, что 

составляющая Y приняла значение y
1
=0,2.

Ðåøåíèå.
а) Первое, сложим в таблице вероятности в строках, а потом в столбцах, 

и запишем безусловные законы распределения соответственно для X и Y:

X:
x

i
2 3 4

p
i

0,3 0,35 0,35

Y:
y

i
0,2 0,3

p
i

0,6 0,4
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б) Условные вероятности значений X, при условии, что Y=y
1
=0,2, вы-

числяются следующим образом:(0,2|2)݌ = (0,2)݌(0,2|2)݌ = 0,10,6 = 16,

(0,2|3)݌ = (0,2)݌(0,2|3)݌ = 0,20,6 = 13,
(0,2|4)݌ = (0,2)݌(0,2|4)݌ = 0,30,6 = 12 

Тогда требуемый условный закон распределения X имеет вид:

X 2 3 4 4

p(X|Y=0,2) 1/6 1/3 1/2 1

ÊÎÍÒÐÎËÜÍÛÅ ÂÎÏÐÎÑÛ

1. ×òî ïîíèìàåòñÿ ïîä ñèñòåìîé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí?

2. ×òî ïîíèìàåòñÿ ïîä ôóíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ ñèñòåìû äâóõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, è 
êàêîâ åå ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë?

3. Êàêîâû ñâîéñòâà ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ñèñòåìû äâóõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí?

4. ×òî ïîíèìàåòñÿ ïîä ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ f (x, y) ñèñòåìû äâóõ ñëó÷àéíûõ 
âåëè÷èí (X, Y) è ïî êàêîé ôîðìóëå îíà îïðåäåëÿåòñÿ? 

5. Ïî êàêîé ôîðìóëå ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ  F (x, y) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ïëîòíîñòü 
ðàñïðåäåëåíèÿ f (x, y)?

6. Êàêîâû ñâîéñòâà ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ñèñòåìû äâóõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí?

7. Ïî êàêèì ôîðìóëàì ôóíêöèè è ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ îòäåëüíûõ ñëó÷àéíûõ 
âåëè÷èí X è Y âûðàæàþòñÿ ÷ðåç ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ ñèñòåìû ýòèõ âåëè÷èí?

8. ×òî íàçûâàåòñÿ óñëîâíûì çàêîíîì ðàñïðåäåëåíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû X, âõîäÿùåé 
â ñèñòåìó (X, Y)?
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9. Â ÷åì çàêëþ÷àåòñÿ òåîðåìà óìíîæåíèÿ çàêîíîâ ðàñïðåäåëåíèÿ ñèñòåìû äâóõ ñëó-
÷àéíûõ âåëè÷èí (X, Y)?

10. Êàêèå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû X è Y, âõîäÿùèå â ñèñòåìó ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí (X, Y), 
íàçûâàþòñÿ íåçàâèñèìûìè?  

11. Êàêèå ñóùåñòâóþò ìîìåíòû ñèñòåìû äâóõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, è ÷òî ïîä íèìè ïî-
íèìàåòñÿ?

12. ×åìó ðàâíû ïåðâûå íà÷àëüíûå ìîìåíòû è âòîðûå öåíòðàëüíûå ìîìåíòû?  

13. ×òî íàçûâàåòñÿ êîððåëÿöèîííûì ìîìåíòîì ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X è Y?

14. ×òî ïîíèìàåòñÿ ïîä êîððåëÿöèîííûì ìîìåíòîì ñèñòåìû ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X è Y ?

15. Êàêîâà ñâÿçü ìåæäó íåêîððåëèðóåìîñòüþ è íåçàâèñèìîñòüþ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí?

ÇÀÄÀÍÈß

8.1. Äâà ýêèïàæà íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà âûïîëíÿþò ïóñêè ðàêåò ïî ñâîåé íåïîäâèæ-
íîé íàçåìíîé öåëè. Ïåðâûé ýêèïàæ ïóñêàåò äâå ðàêåòû ñ âåðîÿòíîñòüþ ïîïàäàíèÿ 
0,6 â êàæäîì ïóñêå, âòîðîé ïóñêàåò îäíó ðàêåòó ñ âåðîÿòíîñòüþ ïîïàäàíèÿ 0,8. 
Ðàññìàòðèâàþòñÿ ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû: X – ÷èñëî ïîïàäàíèé ïåðâîãî ýêèïàæà è 
Y – ÷èñëî ïîïàäàíèé âòîðîãî ýêèïàæà. Ïîñòðîèòü ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ F(x, y) 
ñèñòåìû ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí (X, Y).

8.2. Äàíà äèñêðåòíàÿ äâóìåðíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà (X, Y).

X
Y

2 5 8

0,4 0,15 0,3 0,35

0,8 0,05 0,12 0,03

Íàéòè: 
à) óñëîâíûé çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ñîñòàâëÿþùåé X, ïðè óñëîâèè Y=0,4; 
á) óñëîâíûé çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ Y ïðè óñëîâèè X=5 .

8.3. Äàíà äèñêðåòíàÿ äâóìåðíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà (X, Y).

X
Y

1 4 7

0,3 0,12 0,35 0,30

0,5 0,08 0,10 0,05

Íàéòè: 
à) óñëîâíûé çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ñîñòàâëÿþùåé X, ïðè óñëîâèè Y = 0,5; 
á) óñëîâíûé çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ Y, ïðè óñëîâèè X = 4.
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8.4. Äâóìåðíàÿ äèñêðåòíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà çàäàíà òàáëè÷íûì çàêîíîì ðàñïðå-
äåëåíèÿ.

X
Y

0 3 5

1 0 0,05 0,1

5 0,1 0,1 0,15

12 0,1 0,15 0,25

Ïîñòðîèòü ëèíèè ðåãðåññèè X íà Y.

8.5. Ñèñòåìà äâóõ íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí (X, Y) ðàñïðåäåëåíà ïî íîðìàëüíîìó 
çàêîíó ïàðàìåòðàìè: m

x 
= 3, m

y 
= –2, s

x 
= 2, s

y 
= 4.

Íàéòè:
à) ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè f

1
(x, y) è f

1
(x, y) ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí X è Y â îòäåëüíîñòè;

á) ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè f (x, y) ñèñòåìû (X, Y);
â) âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ {1  x  5, –6  y  2}.

8.6 Äâóìåðíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà  çàäàíà ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ:

,ݔ)݂   (ݕ = ቐ 1Ɏݎଶ ଶݔ      ˋ˓˒      , + ଶݕ ൑ ଶݔ   ˋ˓˒      ,ଶ ,0ݎ + ଶݕ >    .ଶݎ
       Íàéòè óñëîâíûå çàêîíû ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ñîñòàâëÿþùèõ.

8.7 Äâóìåðíàÿ äèñêðåòíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà çàäàíà òàáëè÷íûì çàêîíîì ðàñïðå-
äåëåíèÿ.

X
Y

0 3 5

2 0 0,04 0,16

6 0,1 0,13 0,12

14 0,14 0,10 0,21

Ïîñòðîèòü ëèíèè ðåãðåññèè Y íà X.

8.8. Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ äâóìåðíîé íåïðåðûâíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû (X, Y) 
çàäàíà ôîðìóëîé:

 
,ݔ)݂ (ݕ = 3Ɏଶ(9 + ଶ)(1ݔ +  (ଶݕ

 

Íàéòè ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ F (x, y) è âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ ñëó÷àéíîé âåëè-
÷èíû (X, Y) â ïðÿìîóãîëüíèê

:ܩ   ൛െξ3 ൑ ݔ ൑ ξ3, െ1 ൑ ݕ ൑ 1ൟ . 
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8.9. Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ äâóìåðíîé íåïðåðûâíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû (X, Y):

,ݔ)݂  (ݕ = ൜3(ݔ + ,(ݕ ᩸᩸ ,ݔ)᩸᩸ (ݕ א ,0;ܦ ᩸᩸ ,ݔ)᩸᩸ (ݕ ב ܦ,ܦ = ,ݔ)} :(ݕ ݔ ൒ 0, ݕ ൒ 0, ݔ + ݕ ൑ 1} 

 

ãäå D = {(x, y):x  0, y  0, x + y 1}. 

Íàéòè ôóíêöèþ ðåãðåññèè X íà Y.

8.10. Ñèñòåìà ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí (X, Y) ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà â ïðÿìîóãîëüíèêå 
W ñ âåðøèíàìè (0, 0), (2, 0), (2, 3), (0, 3). Òðåáóåòñÿ:
à) Íàéòè ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè f (x, y) ñèñòåìû (X, Y);
á) Íàéòè ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ F (x, y) ñèñòåìû (X, Y);
â) Íàéòè ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè f

1
 (x, y) è f

2
 (x, y), ñîñòàâëÿþùèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí  

X è Y â îòäåëüíîñòè;
ã) Íàéäè âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ ñëó÷àéíîé òî÷êè (X, Y) â ïðÿìîóãîëüíèê:

:ܩ  ൜0 ൑ ݔ ൑ 1,0 ൑ ݕ ൑ 2. 
ä) Óçíàòü ÿâëÿþòñÿ ëè X è Y çàâèñèìûìè.

8.11. Äèñêðåòíàÿ äâóìåðíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà çàäàíà ìàòðèöåé ðàñïðåäåëåíèÿ.

X
Y

0 1 3

2 0,1 0,15 0,1

4 0,2 0,3 p
23

Íàéòè íåèçâåñòíîå çíà÷åíèå âåðîÿòíîñòè p
13

, óñëîâíûå çàêîíû ðàñïðåäåëåíèÿ 
ñîñòàâëÿþùèõ, ëèíèþ ðåãðåññèè Y íà X.

8.12. Ñèñòåìà ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí (X, Y) ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíà â òðåóãîëüíèêå W ñ 
âåðøèíàìè (0, 0), (4, 0), (0, 4). Òðåáóåòñÿ:
à) Íàéòè ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè f (x, y) ñèñòåìû (X, Y);
á) Íàéòè ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ F (x, y) ñèñòåìû (X, Y);
â) Íàéòè ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè f

1
 (x, y) è f

2
 (x, y) ñîñòàâëÿþùèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí   

X è Y â îòäåëüíîñòè;
ã) Íàéòè ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ  è , ñîñòàâëÿþùèõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí   è   â 

îòäåëüíîñòè;
ä) Íàéòè âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ ñëó÷àéíîé òî÷êè (X, Y) â òðåóãîëüíèê G ñ âåð-

øèíàìè (0, 0), (2, 0), (1, 3);
å) Óçíàòü ÿâëÿþòñÿ ëè X è Y çàâèñèìûìè.
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ÃËÀÂÀ 9 

ÏÐÅÄÅËÜÍÛÅ ÒÅÎÐÅÌÛ ÒÅÎÐÈÈ ÂÅÐÎßÒÍÎÑÒÅÉ

9.1. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ

Теория вероятностей изучает закономерности, свойственные массовым 
случайным явлениям. Предельные теоремы теории вероятностей устанав-
ливают зависимость между случайностью и необходимостью. Изучение 
закономерностей, проявляющихся в массовых случайных явлениях, по-
зволяет научно предсказывать результаты будущих испытаний.

Предельные теоремы теории вероятностей делятся на две группы, одна 
из которых получила название закона больших чисел (ЗБЧ), а другая - 
центральной предельной теоремы (ЦПТ).

Первая группа теорем устанавливает устойчивость средних значений: 
при большом числе испытаний их средний результат перестает быть слу-
чайным и может быть предсказан с достаточной точностью. 

Вторая группа теорем устанавливает условия, при которых закон рас-
пределения суммы большого числа случайных величин неограниченно 
приближается к нормальному.

9.2. Íåðàâåíñòâî ×åáûøåâà11

В начале рассмотрим неравенство Чебышева, которое можно исполь-
зовать:

 для грубой оценки вероятностей событий, связанных со случайными 
величинами, распределение которых неизвестно;

 для доказательства ряда предельных теорем. Неравенство Чебышева 
является для этих теорем леммой, при определении «сходимости по 
вероятности» последовательности случайных величин к некоторой 
неслучайной величине.

11  Чебышев Пафнутий Львович (1821…1894)- русский математик и механик, основопо-
ложник петербургской математической школы. В теории вероятностей доказал центральную 
предельную теорему, предложил простое и общее доказательство закона больших чисел 
(1867). От Чебышева и его учеников ведут своё начало важнейшие направления русской и 
советской математики.
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Для любой случайной величины X с законом распределения f (x; m
x
, s

x
) 

справедливо утверждение: каково бы ни было положительное число , 
вероятность того, что случайная величина X отклонится от своего мате-
матического ожидания – m

x
 не меньше, чем на величину , ограничена 

сверху величиной D
x
 / :

 ܲ(|ܺ െ ݉௫| ൒ ) ൑ ௫ଶܦ  
  (9.2.1)

Äîêàçàòåëüñòâî:
1. Рассмотрим событие:

ܣ  = (|ܺ െ ݉௫| ൒ ) ,  (9.2.2)

которое имеет смысл попадания случайной величины X за пределы 
отрезка (m

x
- , m

x
+  на числовой оси OX (рис. 9.2.1).

Ðèñ. 9.2.1. Èëëþñòðàöèÿ ñîáûòèÿ 

Вероятность попадания случайной величины X в эту область равна:

(ܣ)ܲ  = 1 െ න ௠ೣାݔ݀(ݔ)݂
௠ೣି = න ௠ೣିݔ݀(ݔ)݂

ିஶ + න ஶݔ݀(ݔ)݂
௠ೣି  . (9.2.3)

2. Дисперсия случайной величины  определяется формулой:

௫ܦ  = න ݔ) െ ݉௫)ଶ݂(ݔ)݀ݔஶ
ିஶ = න|ݔ െ ݉௫|ଶ݂(ݔ)݀ݔஶ

ିஶ   (9.2.4)

Интеграл (9.2.4) не увеличится, если в подынтегральной функции 
заменить область интегрирования (– , ) на область, в которой 
(X – m

x
 )2   2:

௫ܦ  ൒ න ݔ| െ ݉௫|ଶ݂(ݔ)݀ݔ௠ೣି
ିஶ + න ݔ| െ ݉௫|ଶ݂(ݔ)݀ݔஶ

௠ೣା  .  (9.2.5)
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Çàìå÷àíèå. В области (– , m
x
– ), (m

x
+ ) справедливо неравенство 

|X – m
x
| , следовательно, там же справедливо неравенство (X – m

x
)2  

(см. рис. 9.2.1).
3. Аналогично интеграл (9.2.5) не увеличится, если величину  заменить 

на не превосходящую её величину :

௫ܦ  ൒ ଶߝ න ݔ| െ ݉௫|ଶ݂(ݔ)݀ݔ௠ೣିఌ
ିஶ + ଶߝ න ݔ| െ ݉௫|ଶ݂(ݔ)݀ݔஶ

௠ೣାఌ = 
= ଶ ቌ න ݔ| െ ݉௫|ଶ݂(ݔ)݀ݔ௠ೣି

ିஶ + න ݔ| െ ݉௫|ଶ݂(ݔ)݀ݔஶ
௠ೣା ቍ 

. (9.2.6)

4. С учетом (9.2.3) полученное выражение (9.2.6) можно представить в 
виде:

௫ܦ  ൒ ଶܲ(ܣ) = ଶܲ(|ܺ െ ݉௫| ൒ )   (9.2.7)

Разделив на >  левую и правую части неравенства (9.2.7), получим 
доказательство леммы – неравенства Чебышева (9.2.1):

 ܲ(|ܺ െ ݉௫| ൒ ) ൑ ௫ଶܦ  
. 

Отметим, что события |X – m
x
|  и |X – m

x
| <  противоположны, нера-

венство Чебышева можно записать в следующем виде:

 ܲ(|ܺ െ ݉௫| < ) ൒ 1 െ ௫ଶܦ  .  (9.2.8)

Применим неравенство Чебышева в форме (9.2.8) для ряда случайных 
величин:

 для случайной величины X=m, имеющей биноминальный закон 
распределения с математическим ожиданием m

x
=np и дисперсией 

D
x
=npq: 

 ܲ(|݉ െ |݌݊ < ) ൒ 1 െ ଶݍ݌݊  ;  (9.2.9)

 для относительной частоты m/n события в n независимых испыта-
ниях, в каждом из которых оно может произойти с одной и той же 
вероятностью:
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݉௫ = ܯ ቀ݉݊ቁ =  ,݌

 
 и имеющей дисперсию:

ܦ  ቀ݉݊ቁ = ݍ݊݌
 ,
 

 ܲ ቀቚ݉݊ െ ቚ݌ < ɂቁ ൒ 1 െ  ɂଶ݊ݍ݌
. (9.2.10)

Рассмотрим применение неравенства Чебышева на примерах, иллю-
стрирующих “правило трех сигм”.

Ïðèìåð 1. Оценим сверху вероятность того, что случайная величина X с 
законом распределения f(x; m

x
, s

x
) отклонится от своего математического 

ожидания m
x
 не меньше, чем на три значения среднего квадратического от-

клонения (3s
x
). Для этого положим в неравенстве Чебышева (9.2.1) = 3s

x
:

 ܲ(|ܺ െ ݉௫| ൒ 3 ௫) ൑ ௫ଶ(3 ௫)ଶ = 19 ൎ 0,111.
 

Оценивая результат, видим, что вероятность попадания значений слу-
чайной величины X за пределы отрезка (m

x 
± 3s

x
) не превышает величины 

1/9 (11,1%). Можно показать, что для большинства случайных величин, 
встречающихся на практике, ошибка “правила трех сигм” гораздо меньше 
этого значения. Покажем это на конкретных примерах. 

Ïðèìåð 2. Оценим вероятность ошибки “правила трех сигм” для пока-
зательного распределения случайной величины X:

(ݔ)ܨ  = 1 െ ݁ି ௫, ߣ > 0, ݔ > 0,
 

характеристики которого равны:

 ݉௫ = ߣ1 ,᩸᩸ ௫ =  . ߣ1

Вероятность отклонения значений случайной величины X на величину 
более трех значений среднего квадратического отклонения при x > 0 равна:
 ܲ(ܺ ൒ ݉௫ + 3 ௫) = ܲ ൬ܺ ൒ ൰ߣ4 = 1 െ ൬ܺ < 4൰ = 

᩸᩸᩸᩸᩸᩸᩸᩸= 1 െ ܨ ൬4൰ = 1 െ (1 െ ݁ି ସ) = ݁ିସ ൎ 0,018 < 0,111 
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Ïðèìåð 3. Оценим вероятность ошибки для нормального распределения 
случайной величины X:

 ܲ(|ܺ െ ݉௫| ൒ 3 ௫) = 1 െ ܲ(|ܺ െ ݉௫| < 3 ௫) = ᩸᩸᩸᩸᩸᩸= 1 െ 2 ଴(3) = 1 െ 2 ڄ 0,4987 = 0,0026 << 0,111 .

 

Ïðèìåð 4. Длина изготавливаемых деталей является случайной величи-
ной, среднее значение которой 60 мм. Среднеквадратичное отклонение 
этой величины равно 0,1 мм. Оценить вероятность того, что отклонение 
длины изготовленной детали от ее среднего значения по абсолютной ве-
личине не превзойдет 0,5 мм.

Ðåøåíèå. Для оценки вероятности используем неравенство Чебышева 
(9.2.8):

 ܲ(|ܺ െ 60| < 0,5) ൒ 1 െ (0,1)ଶ(0,5)ଶ = 0,96 .
 

Ïðèìåð 5. Среднесуточное потребление электроэнергии в населенном 
пункте равно 21 000 кВт/ч, а среднеквадратичное отклонение – 300 кВт/ч. 
Какого потребления электроэнергии в этом населенном пункте можно 
ожидать в ближайшие сутки с вероятностью, не меньшей 0,95?

Ðåøåíèå. Воспользуемся неравенством Чебышева (9.2.8):

 ܲ(|ܺ െ ݉௫| < ɂ) ൒ 1 െ ௫ɂଶܦ . 
Подставим в правую часть неравенства вместо D

x
 величину 

D
x
= (300)2 = 90000, сделаем ее большей или равной 0,95:

1 െ 90000ଶ ൒ 0,95 ֜ 90000ଶ ൑ 1 െ 0,95 ֜ ଶ ൒ 900000,05 ֜ ଶ ൒ 1800000 ֜
൒ 1341,6

Следовательно, в этом населенном пункте можно ожидать, с вероятно-
стью не меньшей 0,95, потребление электроэнергии X [19658,4; 22341,6].

Îòâåò:  от 19658,4 до 22341,6.
Как было отмечено в начале параграфа доказательство предельных 

теорем, (о которых речь пойдет ниже) составляющих закон больших чи-
сел, основывается на неравенстве Чебышева и определении “сходимости 
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по вероятности” последовательности случайных величин к некоторой 
неслучайной величине. Выясним смысл этого понятия.

Последовательность {X
n
} случайных величин X

1
, 

 
X

2
, …, X

n
 сходится по 

вероятности к неслучайной величине a, если  при неограниченном увеличе-
нии числа n вероятность события A=(| {X

n
} – a| < ), где  – произвольное 

положительное малое число, стремится к единице.
Говоря иными словами (как при доказательстве теорем), для любых 

произвольных малых заданных чисел > 0 и d > 0 существует такое число 
N, что для всех n>N справедливо неравенство:

 ܲ(|{ܺ௡} െ ܽ| < ) > 1 െ  , (9.2.11)
которое может быть записано в таком виде:

 lim௡՜ ܲ(|{ܺ௡} െ ܽ| < ) = 1. (9.2.12)

Сходимость по вероятности {X
n
} к a при n  в дальнейшем будем за-

писывать в следующем обобщенном виде:

 {ܺ௡}          ௡՜                  च                 ሱۛ ۛۛ ۛۛ ۛۛ ۛۛ ۛۛ ۛۛ ሮ ܽ
. (9.2.13)

9.3. Íåðàâåíñòâî Ìàðêîâà (ëåììà ×åáûøåâà) 

Òåîðåìà. Если случайная величина X принимает только неотрицатель-
ные значения и имеет математическое ожидание, то для любого положи-
тельного числа A верно неравенство:

 ܲ(ܺ > (ܣ ൑ ܣ(ܺ)ܯ  . (9.3.1)

Приведем доказательство для дискретной случайной величины X. 
Расположим ее значения в порядке возрастания (рис. 9.3.1), из кото-
рых часть значений x

1
, x

2
,…, x

k
 будут не больше числа A, а другая часть 

- x
k+1

,…, x
n
будут больше A, математически это выражается следующим 

образом:
1x 2x

k
x

1k
x

n
x

x

A
... ...

Ðèñ. 9.3.1

Запишем выражение для математического ожидания M(X):
x

1
p

1
 + x

2
p

2
 +… + x

k
p

k
 + x

k+1
p

k+1
 +… + x

n
p

n
=M(X), где p

1
, p

2
,…, p

n
 – вероятности 

того, что случайная величина X примет соответствующие значения: x
1
, 

x
2
,…, x

n
.
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Отбрасывая первые k неотрицательных слагаемых, получим: x
k+1

p
k+1

+ 
+...+x

n
 p

n 
 M(X).

Заменяя в неравенстве значения x
k+1

, …, x
n
 меньшим числом A, получим 

более сильное неравенство: A(p
k+1

+ ...+ p
n
)  M(X) или

.+௞ାଵ݌  . . ௡݌+ ൑ ܣ(ܺ)ܯ  
. 

Сумма вероятностей в левой части полученного неравенства представ-
ляет собой сумму вероятностей событий X=x

k+1
, ..., X=x

n
, то есть вероят-

ность события X >A, поэтому:

 
ܲ(ܺ > (ܣ ൑ ܣ(ܺ)ܯ  

.
 

События X >A и X  A являются противоположными, то вероятность 
события можем запасать как P(X  A)=1– P(X >A), тогда:

 (ܺ ൑ (ܣ ൒ 1 െ ܣ(ܺ)ܯ  
. (9.3.2)

Неравенство Маркова применимо к любым неотрицательным случай-
ным величинам.

Ïðèìåð 6. Оценить вероятность того, что в течение ближайшего дня 
потребность в воде в населенном пункте превысит 150 000 л, если сред-
несуточная потребность в ней составляет 50 000 л.

Ðåøåíèå. Используя неравенство Маркова (9,3.1) получим:

 
ܲ(ܺ > 150000) ൑ 50000150000 ൑ 13 

.
 

Ïðèìåð 7. Среднее число солнечных дней в году для данной местности 
равно 90. Оценить вероятность того, что в течение года в этой местности 
будет не более 240 солнечных дней.

Ðåøåíèå. Используя неравенство Маркова (9,3.1) получим:

 (ܲ ൑ 240) ൒ 1 െ 90240 ൒ 0,625 
. 

9.4. Òåîðåìà ×åáûøåâà

Теорема Чебышева устанавливает связь между средним арифметиче-
ским Y

n
 наблюденных значений X

1
, X

2
, …, X

n
 случайной величины X:

 ௡ܻ = 1݊ ෍ ௜ܺ௡
௜ୀଵ , (9.4.1)
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и её математическим ожиданием – M(X)=m
x
, при следующих условиях:

– испытания, в результате которых наблюдают значения X
1
, X

2
, …, X

n
  

случайной величины X, независимы;
– условия испытаний не изменяются от испытания к испытанию, то 

есть постоянны.

Òåîðåìà: при достаточно большом числе независимых испытаний, 
проводимых в одинаковых условиях, среднее арифметическое наблю-
дённых значений с. в. X сходится по вероятности к её математическому 
ожиданию m

x
:

௡ܻ           ௡՜ஶ                  च                 ሱۛ ۛۛ ۛۛ ۛۛ ۛۛ ۛۛ ۛۛ ሮ ݉௫
 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Пусть производится n независимых испытаний в одина-
ковых условиях, в результате которых наблюдаются значения X

1
, X

2
, …, X

n
 

случайной величины X с законом распределения f (x; m
x
, s

x
). Следовательно, 

результат наблюдения X
i
 (i=1…n) имеет характеристики M(X

i
)=m

x
, D(X

i
)=D

x
. 

Иначе говоря, результаты наблюдений одинаково распределены.
Найдем вероятностные характеристики среднего арифметического 

наблюденных значений Y
n
:

)ܯ  ௡ܻ) = ܯ ൭1݊ ෍ ௜ܺ௡
௜ୀଵ ൱ = 1݊ ෍ )ܯ ௜ܺ) = 1݊ ݊݉௫௡

௜ୀଵ . (9.4.2)

 

)ܦ ௡ܻ) = ܦ ൭1݊ ෍ ௜ܺ௡
௜ୀଵ ൱ = 1݊ଶ ෍ )ܦ ௜ܺ) = 1݊ଶ ௫ܦ݊ = ௫݊௡ܦ

௜ୀଵ  . (9.4.3)

Применим к Y
n
 неравенство Чебышева (9.2.1):

 

ܲ(| ௡ܻ െ ]ܯ ௡ܻ]| ൒ ) ൑ ]ܦ ௡ܻ]ଶ  . (9.4.4)

С учетом (9.4.2) и (9.4.3) получим:

 ܲ(| ௡ܻ െ ݉௫| ൒ ) ൑ ௫݊ܦ ଶ 

. (9.4.5)
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Для любого малого >  всегда можно выбрать такое число N, что как 
только n >N, правая часть (9.4.5) станет не больше произвольного малого 
числа d> :

 

௫݊ܦ ଶ ൑  . (9.4.6)

и неравенство (9.4.5) запишется в виде:

 
(ܣ)ܲ = ܲ(| ௡ܻ െ ݉௫| ൒ ) ൑  . (9.4.7)

Переходя к противоположному событию:
ܣ    = (| ௡ܻ െ ݉௫| < ).

Окончательно получим:
 ܲ(| ௡ܻ െ ݉௫| < ) > 1 െ  . (9.4.8)

Ясно, что:

.

Таким образом, (9.4.8) среднее арифметическое Y
n
 сходится по вероят-

ности к математическому ожиданию случайной величины :

 lim௡՜ஶ ܲ(| ௡ܻ െ ݉௫| < (ߝ = 1,    .  (9.4.9)

 

௡ܻ           ௡՜ஶ                  च                 ሱۛ ۛۛ ۛۛ ۛۛ ۛۛ ۛۛ ۛۛ ሮ ݉௫
 
.  (9.4.10)

Если рассмотреть величину Z
n
=

 
Y

n
– m

n
, то она, как очевидно, сходится 

по вероятности к нулю:

 ܼ௡           ௡՜ஶ                  च                 ሱۛ ۛۛ ۛۛ ۛۛ ۛۛ ۛۛ ۛۛ ሮ 0 . (9.4.11)

   

9.5. Òåîðåìû Áåðíóëëè è Ïóàññîíà

Первой и наиболее простой формой закона больших чисел является 
теорема Бернулли. Теорема Бернулли теоретически обосновывает свойство 
устойчивости относительной частоты P*(A).
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Òåîðåìà. Если вероятность появления события A в одном испытании 
равна p, число наступления этого события в n  независимых испытаниях 
равно m

A
, то для любого числа > имеет место равенство:

 lim௡՜ ܲ ቀ ቚ ݉஺݊ െ ቚ ݌ <  ቁ = 1 . (9.5.1)

Следовательно, относительная частота P*(A) события A сходится по 
вероятности к вероятности p события A:

௡՜ஶ                  च                 ሱۛ           (ܣ)כܲ  ۛۛ ۛۛ ۛۛ ۛۛ ۛۛ ۛۛ ሮܲ(ܣ) . (9.5.2)

Пусть производится n независимых испытаний, в каждом из которых 
вероятность появления события A равна p. Другими словами, пусть имеет 
место схема Бернулли. 

Введем случайные величины X
1
, X

2
, …, X

n
 следующим образом: X

i
 =1, 

если в i-м испытании появилось событие A, а если не появилось, то X
i
 =0. 

Тогда число успешных появлений m
A 

можно выразить как:

݉஺ = ෍ ௜ܺ௡
௜ୀଵ  .

Математическое ожидание и дисперсия случайной величины X
i
 соот-

ветственно равны M(X
i 
)=1· p + 0 · (1– p) = p,ܦ( ௜ܺ) = (0 െ ଶ(1(݌ െ (݌ + (1 െ ݌ଶ(݌ = 1)݌ െ (݌ =  .ݍ݌

Закон распределения случайной величины X
i
 при любом i имеет вид:

X
i

0 1

P 1–p p 

Следовательно, случайные величины X
i
 независимы их дисперсии огра-

ничены одним и тем же числом 1/4, так как:1)݌ െ (݌ = ݌ െ ଶ݌ = 14 െ ൬݌ െ 12൰ଶ ൑ 14 .

Поэтому к этим случайным величинам можно применить теорему 
Чебышева (9.4.9):
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lim௡՜ஶ ܲ(| ௡ܻ െ ݉௫| < ) = 1. 
Здесь  Y

n
=m

A
/n, m

x
=p, тогда:lim௡՜ஶ ܲ ቀቚ݉஺݊ െ ቚ݌ < ɂቁ = 1, 

Или: ௡՜ஶ                  च                 ሱۛ           (ܣ)כܲ ۛۛ ۛۛ ۛۛ ۛۛ ۛۛ ۛۛ ሮܲ(ܣ) 

Что и требовалось доказать.
Таким образом, теорема Бернулли является простейшим частным слу-

чаем теоремы Чебышева.

Ïðèìåð 8. Из 1000 изделий, отправляемых в сборочный цех, было под-
вергнуто обследованию 200, отобранных случайным образом изделий. 
Среди них оказалось 25 бракованных. Приняв долю бракованных изделий 
среди отобранных за вероятность изготовления бракованного изделия, 
оценить вероятность того, что во всей партии бракованных изделий ока-
жется не менее 10% и не более 15%.

Ðåøåíèå. 
Определим вероятность изготовления бракованного изделия:݌ = 25200 = 0,125 .

Число испытаний m =1000.  
Наибольшее отклонение относительной частоты появлений бракован-

ных изделий от вероятности по абсолютной величине равно:ቚ݉݊ െ ቚ݌ = 0,025 .

Используя формулу (9.2.10), находим искомую вероятность:ܲ ቀቚ݉݊ െ ቚ݌ < 0,025ቁ ൒ 1 െ 0,125 ή 0,8751000 ή (0,025)ଶ > 0,825 .

Òåîðåìà Ïóàññîíà 

Теорема Чебышева и Бернулли доказаны для случая достаточно боль-
ших испытаний, проводимых в одинаковых условиях. Однако замечено, 
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что если условия опыта меняются, то свойство устойчивости относитель-
ной частоты появления события A сохраняется. Это обстоятельство до-
казано Пуассоном.

Òåîðåìà Ïóàññîíà. 
При неограниченном увеличении числа независимых испытаний, про-

водимых в переменных условиях, относительная частота появления собы-
тия A сходится по вероятности к среднему арифметическому вероятностей 
появления данного события в каждом из опытов, то есть:

 lim௡՜ ൭ อ ݉஺݊   െ   1݊ ڄ ෍ ௜௡݌
௜ୀଵ  อ <  ൱ = 1,     0 < ൎ 0 . (9.5.3)

Обозначим среднеее арифметическое вероятностей появления данного 
события в каждом из опытов:݌ = 1݊ ڄ ෍ ௜௡݌

௜ୀଵ  .

Тогда выражение теоремы Пуассона можем представить следующим 
образом: ௡՜ஶ                  च                 ሱۛ           (ܣ)כܲ ۛۛ ۛۛ ۛۛ ۛۛ ۛۛ ۛۛ ሮ ݌ .

Нетрудно убедиться, что теорема Пуассона является частным случаем 
теоремы Чебышева.

9.6. Öåíòðàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà (Òåîðåìà Ëÿïóíîâà)

Рассмотренные теоремы закона больших чисел касаются вопросов 
приближения некоторых случайных величин к определённым предель-
ным значениям, независимо от их закона распределения. В теории ве-
роятностей, как уже отмечалось, существует другая группа теорем, каса-
ющихся предельных законов распределения суммы случайных величин. 
Общее название этой группы теорем – центральная предельная терема. 
Различные её формы различаются условиями, накладываемыми на сумму 
составляющих случайных величин. Впервые одна из форм центральной 
предельной теоремы была доказана выдающимся русским математиком А. 
М. Ляпуновым в 1900 году с использованием специально разработанного 
им метода характеристических функций.
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Òåîðåìà Ëÿïóíîâà.  Закон распределения суммы независимых случайных 
величин X

1
, X

2
, …, X

n
 приближается к нормальному закону распределения 

при неограниченном увеличении n (то есть, при n ), если выполняются 
следующие условия:

а) все X
i
, i =1, 2, …, n имеют конечные математические ожидания и дис-

персии: M (X
i 
)

 
= m

i
 ; M((X

i
– m

i
)2)=D (X

i 
); абсолютный центральный момент 

третьего порядка M(|X
i
 – m

i
 |3 )= C

i
,

где >0, i=1, 2, …n;
б) ни одна из случайных величин по степени своего влияния на всю 

сумму случайных величин не отличается от остальных (то есть, влияние 
каждой из случайных величин на всю сумму ничтожно мало). Другими 
словами, выполняется условие (9.6.1).

Обозначим: 

σܥ = ෍ ௜௡ܥ
௜ୀଵ  ,

σܦ = ൭෍ )ܦ ௜ܺ)௡
௜ୀଵ ൱ଷଶ

 ,

 lim௡՜ σܦσܥ = 0 . (9.6.1)

Тогда:

 lim௡՜ ܲ(ܻ < (ݕ = 1ξ2 ڄ ௬ න ݁ି  ൫௬ି௠೤൯మଶఙ೤మ ௬ݕ݀ 
ି  . (9.6.2)

где: ܻ = ෍ ௜ܺ௡
௜ୀଵ ,    ݉௬ = ෍ )ܯ ௜ܺ),    ߪ௬ଶ௡

௜ୀଵ = ෍ )ܦ ௜ܺ)௡
௜ୀଵ  

Следует отметить, что центральная предельная теорема справедлива 
не только для непрерывных, но и для дискретных случайных величин. 
Практическое значение теоремы Ляпунова огромно. Опыт показывает, что 
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закон распределения суммы независимых случайных величин, сравнимых 
по своему рассеиванию, достаточно быстро приближается к нормальному. 
Уже при числе слагаемых порядка десяти закон распределения суммы 
можно заменить на нормальный (в частности, примером такой суммы 
может быть среднее арифметическое наблюдаемых значений случайных 
величин то есть: ܻ = 1݊ ෍ ௜ܺ௡

௜ୀଵ .

Частным случаем центральной предельной теоремы является теорема 
Лапласа. Далее, вероятность того, что Y заключено в интервале [Į;ȕ] можно 
вычислить по формуле:

 ܲ(ܽ < ܻ < ܾ) ൎ 1ξ2 ڄ ௬ න ݁ି  ൫௬ି௠೤൯మଶఙ೤మ ఉݕ݀ 
஑  . (9.6.3)

Используя функцию Лапласа, последнюю формулу можно записать в 
удобном для расчётов виде:

 ܲ( ൑ ܻ ൑ ) ൎ Ȱ଴(ݖଶ) െ Ȱ଴(ݖଵ). (9.6.4)

 где: ଵݖ = െ ௬(ܻ)ܯ ଶݖ    , = െ ௬(ܻ)ܯ  .

Ïðèìåð 9. Независимые случайные величины Xi равномерно распреде-
лены на отрезке [0,1]. Найти закон распределения случайной величины:ܻ = ෍ ௜ܺହ଴

௜ୀଵ  ,

а также вероятность попадания случайной величины Y в интервал (30, 60).

Ðåøåíèå. Условие центральной предельной теоремы соблюдаются, по-
этому случайная величина имеет приближенно плотность распределения:

௒݂(ݕ) ൎ 1ξ2 ڄ ௬ ݁ି  ൫௬ି௠೤൯మଶఙ೤మ  .
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По формулам вычисления числовых характеристик для равномерного 
закона распределения получаем:ܯ( ௜ܺ) = 1 െ 02 = 11 , )ܦ ௜ܺ) = (1 െ 0)ଶ12 = 112 , ɐ( ௜ܺ) = 12ξ3 .

Тогда:

݉௬ = ܯ ൭෍ ௜ܺହ଴
௜ୀଵ ൱ = 50 ή 12 = 25.

௬ଶߪ = ܦ ൭෍ ௜ܺହ଴
௜ୀଵ ൱ = 50 ή 112 = 256 .

ɐ௬ = ඨ256 = 5ξ6 = 5 ή ξ66 .
Следовательно:

௒݂(ݕ) ൎ ξ65ξ2 ݁ି  ଺(௬ିଶହ)మହ଴  .
Используя формулу (9.6.4):

ܲ(30 < ܻ < 60) ൎ Ȱ଴ ൮60 െ 255 ή ξ66 ൲ െ Ȱ଴ ൮30 െ 255 ή ξ66 ൲ =         
= Ȱ଴൫7ξ6൯ െ Ȱ଴൫ξ6൯ = (17,15) െ Ȱ଴(2,45) = 1 െ 0,9853 = 0,0147 .

ÊÎÍÒÐÎËÜÍÛÅ ÂÎÏÐÎÑÛ

1. ×òî íàçûâàþò çàêîíîì áîëüøèõ ÷èñåë? 

2. Êàêîé ñìûñë èìååò ýòî íàçâàíèå?

3. Â ÷åì ñóòü íåðàâåíñòâà ×åáûøåâà? 

4. Êàêîâà ôîðìóëèðîâêà òåîðåìû ×åáûøåâà?

5. Â ÷åì ñìûñë òåîðåìû Áåðíóëëè?

6.  Êàêîâà ðîëü ïðåäåëüíûõ òåîðåì â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé?

7. Êàêîé èç çàêîíîâ ðàñïðåäåëåíèÿ ôèãóðèðóåò â êà÷åñòâå ïðåäåëüíîãî çàêîíà?
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Ãëàâà 9 . Ïðåäåëüíûå òåîðåìû òåîðèè âåðîÿòíîñòåé

8. Â ÷åì ñîñòîèò öåíòðàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà Ëÿïóíîâà?

9. Â ÷åì ñîñòîèò öåíòðàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà Ëÿïóíîâà?  

10. Êàê ìîæíî èñòîëêîâàòü òåîðåìó Ëàïëàñà â êà÷åñòâå ïðåäåëüíîé òåîðåìû òåîðèè 
âåðîÿòíîñòåé??  

ÇÀÄÀÍÈß

9.1. Äëèíà èçãîòîâëÿåìûõ èçäåëèé ïðåäñòàâëÿåò ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó, ñðåäíåå çíà÷å-
íèå êîòîðîé (ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå) ðàâíî 80 ñì. Äèñïåðñèÿ ýòîé âåëè÷èíû 
ðàâíà 0,025. Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî ×åáûøåâà, îöåíèòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî: à) 
îòêëîíåíèå äëèíû èçãîòîâëåííîãî èçäåëèÿ îò åå ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ ïî àáñîëþòíîé 
âåëè÷èíå íå ïðåâçîéäåò 0,3; á) äëèíà èçäåëèÿ âûðàçèòñÿ ÷èñëîì, çàêëþ÷åííûì 
ìåæäó 79.6 è 80,4 ñì.

9.2. Ñðåäíåå çíà÷åíèå ðàñõîäà âîäû â íàñåëåííîì ïóíêòå ñîñòàâëÿåò 60000 ë. â äåíü. 
Îöåíèòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â ýòîì íàñåëåííîì ïóíêòå ðàñõîä âîäû íå áóäåò 
ïðåâûøàòü 140000 ë. â äåíü.

9.3. Ñðåäíèé âåñ êëóáíÿ êàðòîôåëÿ ðàâåí 150 ã. Îöåíèòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íàóäà÷ó 
âçÿòûé êëóáåíü êàðòîôåëÿ âåñèò íå áîëåå 500 ã.?

9.4. Óñòðîéñòâî ñîñòîèò èç 12 íåçàâèñèìî ðàáîòàþùèõ ýëåìåíòîâ. Âåðîÿòíîñòü îòêàçà 
êàæäîãî ýëåìåíòà çà âðåìÿ  ðàâíà 0,05. Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî ×åáûøåâà, îöåíèòü 
âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà ðàçíîñòè ìåæäó ÷èñëîì îòêàçàâøèõ 
ýëåìåíòîâ è ñðåäíèì ÷èñëîì (ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì) îòêàçîâ çà âðåìÿ t 
îêàæåòñÿ ìåíüøå òðåõ.

9.5. Â îñâåòèòåëüíóþ ñåòü ïàðàëëåëüíî âêëþ÷åíî 18 ëàìï. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî çà 
âðåìÿ  ëàìïà áóäåò âêëþ÷åíà, ðàâíà 0,85. Ïîëüçóÿñü íåðàâåíñòâîì ×åáûøåâà, 
îöåíèòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà ðàçíîñòè ìåæäó ÷èñëîì âêëþ-
÷åííûõ ëàìï è ñðåäíèì ÷èñëîì (ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì) âêëþ÷åííûõ ëàìï 
çà âðåìÿ  îêàæåòñÿ: à) ìåíüøå òðåõ; á) íå ìåíüøå òðåõ.

9.6. Äëèíà èçãîòàâëèâàåìûõ äåòàëåé ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé, ñðåäíåå çíà÷åíèå 
êîòîðîé 50 ìì. Ñðåäíåå êâàäðàòè÷åñêîå îòêëîíåíèå ýòîé âåëè÷èíû ðàâíî 0,2 
ìì. Îöåíèòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îòêëîíåíèå äëèíû èçãîòîâëåííîé äåòàëè îò åå 
ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå íå ïðåâçîéäåò 0,4 ìì.

9.7. Èçâåñòíî, ÷òî äèñïåðñèÿ êàæäîé èç äàííûõ íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí íå 
ïðåâûøàåò 5. Îïðåäåëèòü ÷èñëî òàêèõ âåëè÷èí, ïðè êîòîðîì âåðîÿòíîñòü îòêëî-
íåíèÿ ñðåäíåé àðèôìåòè÷åñêîé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí îò ñðåäíåé àðèôìåòè÷åñêîé 
èõ ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé íå áîëåå ÷åì íà 0,2 ïðåâûñèò 0,95.

9.8. Äèñïåðñèÿ êàæäîé èç 900 íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí íå ïðåâûøàåò 10. 
Êàêîé äîëæíà áûòü âåðõíÿÿ ãðàíèöà àáñîëþòíîé âåëè÷èíû îòêëîíåíèÿ ñðåäíåé 



Çàäàíèÿ

àðèôìåòè÷åñêîé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí îò ñðåäíåé àðèôìåòè÷åñêîé èõ ìàòåìàòè÷å-
ñêèõ îæèäàíèé, ÷òîáû âåðîÿòíîñòü òàêîãî îòêëîíåíèÿ ïðåâûøàëà 0,99?

9.9. Çà çíà÷åíèå íåêîòîðîé âåëè÷èíû ïðèíèìàþò ñðåäíåàðèôìåòè÷åñêîå äîñòàòî÷íî 
áîëüøîãî ÷èñëà åå èçìåðåíèé. Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ñðåäíåå êâàäðàòè÷åñêîå îòêëî-
íåíèå âîçìîæíûõ ðåçóëüòàòîâ êàæäîãî èçìåðåíèÿ íå ïðåâîñõîäèò 5 ìì, îöåíèòü 
âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïðè 1000 èçìåðåíèé íåèçâåñòíîé âåëè÷èíû îòêëîíåíèå 
ïðèíÿòîãî çíà÷åíèÿ îò èñòèííîãî ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå íå ïðåâçîéäåò 0,5 ìì.

9.10. Âûáîðî÷íûì ïóòåì òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü ñðåäíèé ðîñò ìóæ÷èí äâàäöàòèëåòíåãî 
âîçðàñòà. Êàêîå êîëè÷åñòâî ìóæ÷èí, îòîáðàííûõ ñëó÷àéíûì îáðàçîì, íóæíî èç-
ìåðèòü, ÷òîáû ñ âåðîÿòíîñòüþ, ïðåâûøàþùåé 0,98, ìîæíî áûëî óòâåðæäàòü, ÷òî 
ñðåäíèé ðîñò ó îòîáðàííîé ãðóïïû áóäåò îòëè÷àòüñÿ îò ñðåäíåãî ðîñòà âñåõ äâàä-
öàòèëåòíèõ ìóæ÷èí ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå íå áîëåå ÷åì íà îäèí ñì. Èçâåñòíî, 
÷òî ñðåäíåêâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå ðîñòà äëÿ êàæäîãî ìóæ÷èíû èç îòîáðàííîé 
ãðóïïû íå ïðåâûøàåò 5 ñì.

9.11. Ïðîèçâåäåíî 650 íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèé, â 260 èç íèõ âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ ñî-
áûòèÿ   áûëà ðàâíà 0,6, â 2400 – 0,5 è â 150 – 0,4. Îöåíèòü ñíèçó âåðîÿòíîñòü òîãî, 
÷òî îòêëîíåíèå îò ñðåäíåé âåðîÿòíîñòè íå ïðåâûñèò ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå 0,05.
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Ðàçäåë 2
ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÀß ÑÒÀÒÈÑÒÈÊÀ

ÃËÀÂÀ 10

ÂÂÅÄÅÍÈÅ Â ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÅÑÊÓÞ ÑÒÀÒÈÑÒÈÊÓ

10.1. Ïðåäìåò è çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè

Математическая статистика – это наука, занимающаяся методами сбо-
ра, обработки и анализа данных, полученных в результате наблюдений за 
случайными явлениями.

Все методы математической статистики основаны на теории вероят-
ностей. Однако, в силу специфичности решаемых задач, математическая 
статистика выделяется из теории вероятностей в самостоятельную об-
ласть. Если в теории вероятностей считается заданной модель явления и 
производится расчет возможного реального течения этого явления, то в 
математической статистике подбирается подходящая теоретико-вероят-
ностная модель, исходя из статистических данных. 

Основными задачами математической статистики являются:
 определение закона распределения случайной величины или систе-

мы случайных величин;
 определение неизвестных параметров распределения;
 проверка правдоподобия гипотез.

При проверке гипотез широкое применение находит ряд теоретических 
законов распределения. Наиболее важным из них является нормальное 
распределение. С ним связаны распределения: Xu – квадрат распределение, 
T – распределение Стьюдента, F – распределение Фишера-Снедекора, а 
также интеграл вероятностей. Особенностью этих законов распределения 
является то, что они, как правило, описывают распределения некоторых 
функций - результатов наблюдений, так называемых “статистик”: q = q(X

1
, 

X
2
, …, X

n
). Нормальное распределение (см. п. 7.6) занимает важное место 

в статистике, поскольку очень многие эмпирические распределения жиз-
ненных явлений приближаются к нему.
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Нормальное распределение является наиболее важным в связи с цен-
тральной предельной теоремой теории вероятностей: распределение суммы 
независимых случайных величин стремится к нормальному с увеличением 
их количества при произвольном законе распределения отдельных слага-
емых, если слагаемые обладают конечной дисперсией.

Так как реальные физические, химические, биологические, экономиче-
ские явления часто представляют собой результат суммарного воздействия 
многих факторов, то в таких случаях нормальное распределение является 
хорошим приближением наблюдаемых значений. Функция плотности 
нормального распределения:

(ݔ)݂  = 1ξ2 ݁ି(௫ି௫)మଶఙమ , (10.1.1) . ܴ߳ݔ

унимодальная, симметричная, аргумент x может принимать любые 
действительные значения. На рис. 10.1.1 представлены графики плотности 
нормального распределения: сплошная линия: x=0, s=1 штрихпунктирная 
линия x =0, s=1,5. 

Ðèñ. 10.1.1

10.2. Xu – êâàäðàò ðàñïðåäåëåíèå

Распределению хи-квадрат (x2-распределение) с k степенями свободы 
соответствует распределение суммы x2= u

i

2 квадратов n стандартизованных 
случайных величин u

i
, каждая из которых распределена по нормальному 



162

Ãëàâà 10. Ââåäåíèå â ìàòåìàòè÷åñêóþ ñòàòèñòèêó

717

закону, причем k из них независимы, n>k. Функция плотности распреде-
ления x2 с k степенями свободы:

 

(ݔ)݂ = ൞ 12௞ଶʒ ቀ2݇ቁ ݔ   ,ቀ௞ଶ᩸ି᩸ଵቁ݁᩸ି᩸௫ଶݔ > ݔ                              0,0 ൑ 0,  

 (10.2.1)

где x=x2

 
ʒ(ݖ) න ௭ିଵ଴ݔ ݁ି௫݀ݔ 

 – гамма функция. (10.2.2)

Число степеней свободы k определяет количество независимых сла-
гаемых в выражении для x2. Функция плотности, при k равном одному 
или двум, – монотонная, а при k > 2 – унимодальная, несимметричная.

Математическое ожидание и дисперсия величины x2 равны соответ-
ственно k и 2k. Распределение x2 является частным случаем более общего 
гамма-распределения, а величина, равная корню квадратному из Хu - ква-
драт с двумя степенями свободы, подчиняется закону Рэлея.

С увеличением числа свободы (k > 30) распределение x2 приближается 
к нормальному с математическим ожиданием k и дисперсией 2k. В таких 
случаях критическое значение  x2(k,a) u

1-a
(k,2k) , где u

1-a
(k,2k) – квантиль 

нормального распределения. Погрешность аппроксимации не превышает 
нескольких процентов (рис. 10.2.1).

Ðèñ. 10.2.1
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10.3. Ðàñïðåäåëåíèå Ñòüþäåíòà

Распределение Стьюдента (распределение предложенное в 1908 г. 

английским статистом В. Госсетом, публиковавшим научные труды под 

псевдонимом Student) характеризует распределение случайной величины:

ݐ  = ଵଶݑ)଴ඥݑ + ଶଶݑ + ڮ + ௞ଶ)/݇  , (10.3.1)ݑ

где u
0
, u

1
, …, u

0
 взаимно независимые нормально распределенные случай-

ные величины с нулевым средним и конечной дисперсией.

Аргумент i не зависит от дисперсии слагаемых. Функция плотности 

распределения Стьюдента:

(ݐ)݂  = ቀ݇ + 12 ቁξ݇ ቀ2݇ቁ ቆ1 + ଶ݇ቇି᩸௞ାଵଶݐ
  , (10.3.2)

Величина k характеризует количество степеней свободы. Плотность 

распределения – унимодальная и симметричная функция, похожая на 

нормальное распределение (рис. 10.3.1).

Ðèñ. 10.3.1

Область изменения t от –  до + . Математическое ожидание и диспер-

сия равны  (k 2) 0 и k/(k–2)  соответственно. По сравнению с нормальным 

распределение Стьюдента более пологое, оно имеет меньшее дисперсию. 
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Это отличие заметно при небольших значениях k, что следует учитывать 

при проверке статистических гипотез (критические значения аргумента 

распределения Стьюдента превышают аналогичные показатели нормаль-

ного распределения).

Таблицы распределения содержат значения:

 для односторонней критической области:

න ஶ(ݐ)݂
௧(௞,஑) ݐ݀ = Ƚ; 

 для двухсторонней критической области:

න ௧(௞,஑)(ݐ)݂
ି௧(௞,஑) ݐ݀ = Ƚ. 

Распределение Стьюдента применяется для описания ошибок выборки 

при k >30. При k >100 данное распределение практически соответствует 

нормальному, для 30<k <100 различия между распределением Стьюдента и 

нормальным распределением составляют несколько процентов. Поэтому 

относительно оценки ошибок малыми считаются выборки объемом не 

более 30 единиц, большими – объёмом более 100 единиц. 

При аппроксимации распределения Стьюдента нормальным распре-

делением для односторонней критической области вероятность:ܲ{ݐ > ,݇)ݐ Ƚ)} = ଵି஑ݑ ൬0, ݇݇ െ 2൰,

где: ଵି஑ݑ ൬0, ݇݇ െ 2൰ 

.

квантиль нормального распределения. Аналогичные соотношения можно 

составить и для двухсторонней критической области.

10.4. Ðàñïðåäåëåíèå Ôèøåðà-Ñíåäåêîðà 

Распределению Фишера (F распределению Фишера-Снедекора) под-

чиняется случайная величина:
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Êîíòðîëüíûå âîïðîñû

ݔ  = ଶ݇ଶݕଵ݇ଵݕ   , (10.4.1)

равная отношению двух случайных величин y
1
 и y

2
, имеющих хи-квадрат 

распределение с k
1
 и k

2
 степенями свободы. Область изменения аргумента 

x от 0 до + . Плотность распределения:

(ݔ)݂  = ۔ۖەۖ
ʒۓ ቀ݇ଵ + ݇ଶ2 ቁ ݇ଵ௞భଶ ݇ଶ௞మଶʒ ቀ݇ଵ2 ቁ ʒ ቀ݇ଶ2 ቁ ௞భଶݔ ିଵ(݇ଶ + ݇ଵݔ)ି᩸᩸௞భା௞మଶ ݔ ˋ˓˒  , > ݔ ˋ˓˒                                                              ,00 ൑ 0.  , (10.4.2)

В этом выражении k
1
 обозначает число степеней свободы величины y

1
 с 

большей дисперсией, k
2
 – число степеней свободы величины y

2
 с меньшей 

дисперсией. 

Плотность распределения – унимодальная, несимметричная 

(рис. 10.4.1).

Ðèñ. 10.4.1

Основная задача этой главы познакомить читателя с теоретическими 

законами распределения, которые в дальнейшем будут использоваться 

для оценки параметров и проверки гипотез.

ÊÎÍÒÐÎËÜÍÛÅ ÂÎÏÐÎÑÛ

1. ×òî èçó÷àåò ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñòàòèñòèêà?



Ãëàâà 10. Ââåäåíèå â ìàòåìàòè÷åñêóþ ñòàòèñòèêó

2. Êàêîâû çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè?

3. Êàêèå çàêîíû èñïîëüçóþòñÿ ïðè ïðîâåðêå ãèïîòåç?

4. Êàêîé çàêîí ÿâëÿåòñÿ ïðè ýòîì ýòàëîíîì?

5. Â ñâÿçè ñ ÷åì âîçíèêëè Xu – êâàäðàò ðàñïðåäåëåíèå, T – ðàñïðåäåëåíèå Ñòüþäåíòà,  
F – ðàñïðåäåëåíèå Ôèøåðà-Ñíåäåêîðà? 

6. ×òî îïðåäåëÿåò ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû â äàííûõ çàêîíàõ?

7. Êàê îïðåäåëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ âûøåïåðå÷èñëåííûõ ðàñïðåäåëåíèé?

8. Îò ÷åãî íå çàâèñèò àðãóìåíò ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ Ñòüþäåíòà?

9. Êàêîâà ñâÿçü ìåæäó íîðìàëüíûì çàêîíîì ðàñïðåäåëåíèÿ è Xu - êâàäðàò ðàñïðå-
äåëåíèåì?

10. Êàêîâà ñâÿçü ìåæäó íîðìàëüíûì çàêîíîì ðàñïðåäåëåíèÿ è ðàñïðåäåëåíèåì 
Ñòüþäåíòà?

ÇÀÄÀÍÈß

Ïðåäâàðèòåëüíûå ïîÿñíåíèÿ ê çàäàíèÿì: íåîáõîäèìî ïîëüçîâàòüñÿ ñîîòâåòñòâóþùèìè 
òàáëèöàìè ïðèëîæåíèÿ, ãäå k – ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû, Į – óðîâåíü çíà÷èìîñòè,  
f (x2) – çíà÷åíèå ðàñïðåäåëåíèÿ, Xu – êâàäðàò (ôóíêöèè Ïèðñîíà), k

1
 – ÷èñëî ñòåïåíåé 

ñâîáîäû äëÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ñ áîëüøåé äèñïåðñèåé,  k
2
 – ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû 

äëÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ñ ìåíüøåé äèñïåðñèåé, f (t ) – çíà÷åíèå ôóíêöèè Ñòüþäåíòà,  
F(x) –çíà÷åíèå ôóíêöèè Ôèøåðà-Ñíåäåêîðà.

1.1. Äàíî: k = 14, Į = 0,05. Íàéòè f (x2).

1.2. Äàíî: k = 48, Į = 0,05. Íàéòè f (x2). 

1.3. Äàíî: k =  20, f (x2) = 12,443. Íàéòè Į.

1.4. Äàíî: k =  41, f (x2) = 64,95. Íàéòè Į.

1.5. Äàíî: k = 10, Į = 0,05. Íàéòè f (t ).

1.6. Äàíî: k = 27, Į = 0,4. Íàéòè f (t ).

1.7. Äàíî: k =  27, f (t ) = 0,711. Íàéòè Į.

1.8. Äàíî: k =  7, f (t ) = 0,7111. Íàéòè Į.  

1.9. k
1
 =  6, k

2
 =  12, Į = 0,05. Íàéòè F (x ). 

1.10. k
1
 =  11, k

2
 =  18, Į = 0,01. Íàéòè F (x ).   

1.11. k
1
 =  2, k

2
 =  9, F (x )=4,26. Íàéòè Į.   

1.12. k
1
 =  7, k

2
 =  15, F (x )=4,14. Íàéòè Į.    
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11.1. Ïîíÿòèå ñòàòèñòè÷åñêîãî ðÿäà. Âèäû ñòàòèñòè÷åñêèõ ðÿäîâ

Пусть нами проводится обследование элементов некоторого множе-

ства X. Если есть возможность и целесообразность или необходимость 

обследования без исключения всех элементов этого множества, то такое 

обследование называется сплошным. 

По некоторым причинам, может быть нецелесообразно такое об-

следование (чаще всего по экономическим причинам), или отсутствует 

возможность обследования всех элементов множества X. В этом случае 

обследуется часть элементов этого множества – множество X
1
. Такое об-

следование называется выборочным. Множество X называется генеральной 

совокупностью, а множество X
1
, являющееся подмножеством множества X, 

называется выборочной совокупностью. Задача математической статистики 

состоит в том, чтобы на основании знания некоторых свойств элемен-

тов подмножества X
1
, сделать утверждения о свойствах множества X. Эти 

утверждения могут иметь качественный или количественный характер.

Например, если проводится обследование множества валов на предмет 

соответствия их диаметров установленным стандартам, то этот признак 

имеет количественный характер. Если валы исследуются на предмет воз-

можности их использования на определенном оборудовании, то это этот 

признак является качественным.

Объёмом выборки называется число объектов (наблюдений) в сово-

купности, генеральной или выборочной, и обычно обозначают через N и n 

соответственно.

Под случайной выборкой объема n понимается выбор n объектов из 

генеральной совокупности объема N, причем выбор отдельных элементов 

производится независимо один от другого.

Выборки разделяют на повторные и бесповторные. В первом случае 

отобранный объект возвращается в генеральную совокупность перед сле-

дующим отбором, во втором случае – нет.

Выборка, отражающая все пропорции и особенности генеральной со-

вокупности, называется репрезентативной или представительной.
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Числовые значения выборки, полученные в результате эксперимента 

(опыта, испытания), называются реализацией выборки и обозначаются 

строчными буквами с индексом: x
1
, x

2
, …, x

n
.   

Естественно, в основе всех статистических исследований первоначаль-

ным является определение целей исследования и способов сбора и груп-

пировки статистических данных в соответствии с поставленными целями.

Другим весьма важным вопросом математической статистики являет-

ся вопрос распределения исследуемой случайной величины. Чаще всего 

полагается, что случайная величина подчинена нормальному закону рас-

пределения. В этом случае задача математической статистики заключается 

в решении вопроса отыскания параметров распределения и их оценки.

Статистические данные (выборку) обычно представляют в виде табли-

цы, состоящей из двух строк или столбцов – номер наблюдений, наблю-

денные значения параметров (табл. 11.1.1).

Òàáëèöà 11.1.1

i - íîìåð íàáëþäåíèÿ 1 2 … m … n

x
i
 - ðåçóëüòàò íàáëþäåíèÿ  x

1
x

2
… x

m
… x

n

Пусть изучается некоторый признак заданной совокупности. Этот 

признак в совокупности может меняться от перехода от одного члена к 

другому. Изменение признака называют его вариацией, а значение при-

знака произвольно взятого члена – его вариантой.

Если производится группировка вариант по отдельным значениям 

признака, и результат группировки представляется рядом, расположен-

ный в порядке возрастания, то получим вариационный ряд дискретной 

группировки. 

Если же производится группировка вариант по интервалам изменения 

признака, то получим вариационный ряд интервальной группировки.

Таким образом, ряд значений признака (вариантов), расположенных 

в порядке возрастания или убывания с соответствующими им весами, 

называется вариационным рядом (рядом распределения).

Следовательно, вариационные ряды бывают дискретными и интер-

вальными.

В качестве весов выступают частоты или относительные частоты (часто-

сти), то есть числа n
i
, показывающие, сколько раз встречаются варианты 

x
i
 в ряде наблюдений (измерений) или их отношение к объему выборки. 

Таким образом, относительная частота (частость) определяется из 

формулы:
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כ௜݌  = ݊௜ܰ
 ,  (11.1.1)

где  ܰ = ෍ ݊௜ .௡
௜ୀଵ  

Перечень вариантов и соответствующие им частоты или относительные 

частоты (частости) называется статистическим рядом и записывается в 

виде таблицы – первая строка содержит варианты, а вторая их частоты n
i
 

или относительные частоты (частости) p
i
*.

Ïðèìåð 1. На юбилейном вечере разыграна беспроигрышная лотерея. В 

результате по рублю выиграли 20 человек, по два рубля 10 человек, по три 

рубля 30 человек, по четыре рубля 15 человек и по пять рублей 25 человек.

Ðåøåíèå. Запишем исходные данные примера в виде статистического 

ряда.

Всего разыграно N=100 выигрышей. По одному рублю выиграли 20 

человек значит x
1
=1, n

1
=20, следовательно: x

2
=2, n

2
=10, x

3
=3, n

3
=30, x

4
=4, 

n
4
=15, …, x

5
=5, n

5
=25.

Посчитаем относительные частоты для: x
1
, x

2
x

1
x

1
x

1
כଵ݌:  = ݊ଵܰ = 20100 = 0,2, כଶ݌  =  10100 = 0,1, כଷ݌  =  30100 = 0,3, 

כସ݌  =  15100 = 0,15, כହ݌  =  25100 = 0,25 

Статистические ряды имеют вид:

x
i

1 2 3 4 5 ൭෍ ݊௜ହ
௜ୀଵ = 100൱ 

n
i

20 10 30 15 25

x
i

1 2 3 4 5 ൭෍ ହכ௜݌
௜ୀଵ = 1൱ 

p
i

0,2 0,1 0,3 0,15 0,25

Статистический ряд выборки отражает закон изучаемого явления (на-

блюдения), при этом характер закона распределения неизвестен, но ха-

рактер сходимости частоты и вероятности впервые изучен Я. Бернулли12 

и сформулирован в соответствующей теореме (см п.9.5).

12  Якоб Бернулли (1654-1705)- швейцарский математик, профессор Базельского уни-
верситета (с 1687). Фундаментальные достижения в теории вероятностей – разработка веро-
ятностной модели независимых повторных испытаний (испытания Бернулли). Дал первое 
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Согласно теореме Я. Бернулли: частоты p
i
* при неограниченном увели-

чении числа опытов сходятся по вероятности к вероятностям p
i
:

כ௜݌  =      ௉              ሱۛ ۛۛ ۛۛ ሮۛ   ݊ ՜ λ ௜݌ ,  (11.1.2)

Таким образом, согласно теореме Бернулли, можно утверждать, при 

больших значениях n статистическое распределение близка к истинному 

распределению.

Если объем выборки велик (n 50), и при этом мы имеем дело с одно-

мерной непрерывной случайной величиной или с одномерной дискретной 

случайной величиной, число возможных значений которой достаточно 

велико (k 10), то для упрощения дальнейшей статистической обработки 

результатов наблюдений удобно перейти к так называемым «сгруппиро-

ванным выборочным данным».

Алгоритм группирования выборочных данных:

1. Отмечаются наименьшее x
min

 и наибольшее x
max

 значения выборки;

2. Для определения числа равных интервалов k, на который следует 

разбить область изменения признака R= x
max

– x
min

, пользуются фор-

мулой Стерджеса:

 ݇ ൎ logଶ ݊ + 1 ൎ 1 + 3,322 lg ݊ ,  (11.1.3)

где n — объем статистической совокупности. При этом следует учи-

тывать, что число интервалов должно находиться в пределах от (8-10) 

до (20-25); n 50;

3. Определяем величину интервала r:

 
ݎ = ܴ݇

 ,  (11.1.4)

В ряде случаев интервалы берут разной длины (особенно, при не-

равномерном рассеивании экспериментальных данных).

Замечание. Иногда при выпадении крайних значений эксперимен-

тальных величин, за начало первого интервала рекомендуется брать 

величину:

 
଴ݔ = ௠௜௡ݔ െ (11.1.5)  ; 2ݎ

4. Отмечаются крайние точки (границы) интервалов x
0
, x

1
, …, x

k-1
, x

k
 в 

порядке их возрастания, а также середины интервалов  :

доказательство закона больших чисел. Основной труд по теории вероятностей “Искусство 
предположений” (опубликован в 1713 г).
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௢௞ݔ = ௞ାଵݔ + ௞2ݔ ;  (11.1.6)

5. Подсчитываются числа выборочных данных n
1
, n

2
,…, n

k
, попавших 

в каждый интервал (проверка: n
1
+n

2
+… n

k
=n). Выборочные данные, 

попавшие на границы интервалов, обычно относят к правому (лево-

му) интервалу, а иногда равномерно распределяют между соседними 

интервалами.

Результаты группирования представляют в виде таблиц. Таблица {[x
j
, 

x
j+1

], n
j
} называется сгруппированным статистическим рядом (табл. 11.1.2).

       Òàáëèöà 11.1.2

Èíòåðâàëû R
j

[x
0
, x

1
) [x

1
, x

2
) … [x

k-1
, x

k
)

×èñëà ïîïàäàíèé n
j
 n

1
n

2
… n

k

Статистический ряд распределения получается при замене n
j
 в таблице 

(11.1.3) на относительные частоты p
i
*:

Òàáëèöà 11.1.3

Èíòåðâàëû R
j

[x
0
, x

1
) [x

1
, x

2
) … [x

0
, x

1
)

×àñòîñòè p
i
* p

1
* p

2
* … p

k
*

Ряд распределения (табл. 11.1.3) называется интервальным статисти-

ческим рядом распределения, при этом:෍ ௞כ௜݌ 
௜ୀଵ = כଵ݌  + כଶ݌  + ڮ + כ௞݌  = 1.

Ïðèìåð 2. Путем опроса получены 25 значений веса студентов треть-

его курса МФПУ «Синергия». Результаты опроса таковы: 54, 72, 60, 83, 

80, 65, 41, 70, 44, 55, 74, 63, 83, 74, 70, 59, 55, 60, 57, 60, 62, 83, 70, 75, 68. 

Необходимо построить интервальный статистический ряд.

Ðåøåíèå. Определяем минимальное и максимальные значения: x
min

= 41, 

x
max

= 83, следовательно R= x
max

– x
min

= 83– 41= 42, k 1+3,322 lg 25 6,9.

Берем k=6, тогда величина интервала r =R/k=42/6=7. Исходные дан-

ные разбиваем на 6 интервалов: [41, 48), [48, 55), [55, 62), [62, 69), [69, 

76), [76, 83].

Посчитав число студентов (n
j
), принадлежащих к конкретному про-

межутку, получим сгруппированный статистический и интервальный 

статистический ряды:
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Âåñ R
j

[41, 48) [48, 55) [55, 62) [62, 69) [69, 76) [76, 83)

n
j
 2 1 7 4 7 4

Статистический ряд распределения получается при замене  в таблице 

11.1.2 на относительные частоты:

Âåñ R
j

[41, 48) [48, 55) [55, 62) [62, 69) [69, 76) [76, 83)

n
j
 0,08 0,04 0,28 0,16 0,28 0,16

11.2. Ýìïèðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ

Одним из форм представления вариационных рядов является постро-

ение эмпирической функции распределения.

Пусть n
x
 – число случаев, в которых наблюдалось значение признака 

X, меньшее x, тогда при объеме выборки, равном n, относительная частота 

(частость) события X < x равна n
x
/n.

Функция, позволяющая определить для каждого x относительную ча-

стоту (частость) события X < x:

 
(ݔ)כܨ = ܺ)כ݌ < (ݔ = ݊௫݊

 ,  (11.2.1)

называется эмпирической функцией распределения или выборочной 

функцией распределения.

Главное различие между теоретической функцией распределения F(x) 

и эмпирической функцией распределения F *(x) состоит в том, что F(x) 

определяет вероятность события X < x, а F *(x) – относительную частоту 

этого события.

Из теоретических результатов теории вероятностей (законы больших 

чисел) следует, что при больших n вероятность отличия этих функций друг 

от друга близка к единице: 

 
(ݔ)כܨ = ܺ)כ݌ < (ݔ = ݊௫݊

 ,  (11.2.2)

Из определения (11.2.1) имеем следующие свойства эмпирической 

функции:

1) 0  F *(x)  1;

2) F *(x) – неубывающая функция;

3) F *(– )=0, F *( )=1.
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Функция F *(x) является «ступенчатой», имеются разрывы в точках, ко-

торым соответствуют наблюдаемые значения вариантов. Величина скачка 

равна относительной частоте варианта.

Аналитически F *(x) задается следующим выражением:

 

(ݔ)כܨ = ܺ)כ݌ < (ݔ =
۔ۖۖەۖۖ
ݔ ˋ˓˒          ,0ۓ ൑ ,כଵ݌ଵݔ ଵݔ᩸ˋ˓˒         ᩸ < ݔ ൑ כଵ݌ଶݔ + ଶݔˋ˓˒            ,כଶ݌ < ݔ ൑ כଵ݌ଷݔ + כଶ݌ + ଷݔ ˋ˓˒   ,כଷ݌ < ݔ ൑ .ସݔ . . … … … … … … … … … … … … … … … כଵ݌… + .+כଶ݌ . . כ௡ିଵ݌+ , ௡ିଵݔ ˋ˓˒ < ݔ ൑ ݔ᩸᩸ˋ˓˒  ,௡1ݔ > .௡ݔ (11.2.3)  

(11.2.3)

Ïðèìåð 3. Построить функцию F *(x), используя условие и результаты 

примера 1:

x
i

1 2 3 4 5 ൭෍ ହכ௜݌
௜ୀଵ = 1 ൱ 

p
i
* 0,2 0,1 0,3 0,15 0,25

Ðåøåíèå. Вычислим значения эмпирической функции распределения 

F *(x) по формуле (11.1.3) и построим её график.(ݔ)כܨ = ˘)כ݌ ൑ 1) = (ݔ)כܨ ;0 = 1)כ݌ < ˘ ൑ 2) = (ݔ)כܨ;0,2 = 2)כ݌ < ˘ ൑ 3) = 0,2 + 0,1 = (ݔ)כܨ;0,3 = 3)כ݌ < ˘ ൑ 4) = 0,2 + 0,1 + 0,3 = (ݔ)כܨ;0,6 = 4)כ݌ < ˘ ൑ 5) = 0,2 + 0,1 + 0,3 + 0,15 = (ݔ)כܨ;0,75 = ˘)כ݌ > 5) = 0,2 + 0,1 + 0,3 + 0,15 + 0,25 = 1.

 

0

0,2

0,4

0,6

0,8

1

1,2

-1 0 1 2 3 4 5 6 7 8x

*
F x
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11.3. Ãðàôè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ñòàòèñòè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ

Для наглядного представления статистического распределения поль-

зуются графическим изображением вариационных рядов — полигоном 

частот, (относительных частот), гистограммой, кумулятой.

Для построения полигона статистического ряда на оси абсцисс прямо-

угольной системы координат откладывают отдельные значения признака, 

в случае дискретного распределения, или интервалы значений признака, 

в случае интервального распределения признака.

В случае дискретного распределения, в точках значения признака 

восстанавливают перпендикуляры, длины которых пропорциональны 

соответствующим частотам (относительным частотам), концы соединяют 

отрезками прямых, концы крайних перпендикуляров соединяют с точками 

оси, частоты в которых равны нулю. 

В случае интервального распределения, перпендикуляры восстанавли-

вают в серединах интервалов. Полученная замкнутая фигура называется 

полигоном.

Для графического изображения интервального статистического ряда 

также пользуются гистограммой: на оси абсцисс откладывают интервалы 

значений признака, и на каждом из них, как на основании, строят пря-

моугольник с высотой, пропорциональной частоте интервала. Площадь 

гистограммы (площадь всех прямоугольников) равна единице.

Кумулята (кумулятивная функция) – это приближенная эмпириче-

ская функция распределения, которая строится на базе интервального 

статистического ряда (таб. 11.1.3). Составляется таблица накопленных 

частот, а в качестве опорных точек берутся границы интервалов [x
0
, x

1
), 

[x
1
, x

2
),…, [x

k-1
, x

k
).

При построении кумуляты по данным дискретного ряда по оси абсцисс 

откладываются значения признака (варианты), а по оси ординат — нако-

пленные частоты или относительные частоты.

Продемонстрируем построение полигона частот, полигона относитель-

ных частот, гистограммы, интервального полигона и кумуляты на основе 

статистических таблиц, полученных в примерах 1 и 2.

Ïðèìåð 4. Статистические ряды имеют вид:

x
i

1 2 3 4 5 ൭෍ ݊௜ହ
௜ୀଵ = 100൱ 

n
i

20 10 30 15 25
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Ïðèìåð 5. 

x
i

1 2 3 4 5 ൭෍ ହכ௜݌
௜ୀଵ = 1 ൱ 

p
i
* 0,2 0,1 0,3 0,15 0,25

Ïðèìåð 6. Построим гистограмму на основе данных таблицы, а для по-

строения полигона относительных (серединных) частот найдем середины 

интервалов по формуле (11.1.6):

 
௢௞ݔ = ௞ାଵݔ + ௞2ݔ  

, 

௢ଵݔ = 41 + 482 = 44,5, ௢ଶݔ  = 48 + 552 = 51,5, ௢ݔ  ଷ = 55 + 622 = 58,5,
௢ସݔ = 62 + 692 = 65,5, ௢ଶݔ  = 69 + 762 = 72,5, ௢ݔ  ଷ = 76 + 832 = 79,5 
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Âåñ R
j

[41, 48) [48, 55) [55, 62) [62, 69) [69, 76) [76, 83)

p
i
* 0,08 0,04 0,28 0,16 0,28 0,16

Ïðèìåð 7. Для построения кумуляты вычислим накопленные относи-

тельные частоты: כˍ˃ː݌ (ݔ) = ˘)כ݌ ൑ 41) = כˍ˃ː݌ ;0 (ݔ) = 41)כ݌ < ˘ ൑ 48) = כˍ˃ː݌;0,08 (ݔ) = 48)כ݌ < ˘ ൑ 55) = 0,08 + 0,04 = כˍ˃ː݌;0,12 (ݔ) = 55)כ݌ < ˘ ൑ 62) = 0,08 + 0,04 + 0,28 = כˍ˃ː݌;0,4 (ݔ) = 62)כ݌ < ˘ ൑ 69) = 0,08 + 0,04 + 0,28 + 0,16 = כˍ˃ː݌;0,56 (ݔ) = 69)כ݌ < ˘ ൑ 76) = 0,08 + 0,04 + 0,28 + 0,16 + 0,28 = כˍ˃ː݌;0,84 (ݔ) = 76)כ݌ < ˘ ൑ 83) = 0,08 + 0,04 + 0,28 + 0,16 + 0,28 + 0,16 = כˍ˃ː݌1 (ݔ) = ˘)כ݌ > 83) = 1.
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11.4. ×èñëîâûå õàðàêòåðèñòèêè ñòàòèñòè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ 

Для статистического распределения можно определить ряд числовых 

характеристик, аналогичные тем, которые в теории вероятностей вводи-

лись для случайных величин.

Пусть дан статистический ряд:

x
i

x
1

x
2

… x
k-1

x
k

n
i

n
1

n
2

… n
k-1

n
k

෍ ݊௜௞
௜ୀଵ = ݊ 

p
i
* p

1
* p

2
* … p*

k-1
p*

k
෍ ௞כ௜݌ 
௜ୀଵ = 1 

Выборочной средней x
B
 называют среднее арифметическое значений 

признака выборочной совокупности:

а) Если все значения x
1
, x

2
, …, x

n
 признака выборки объёма различны, 

тогда выборочное среднее определяется по формуле:

 

˅ݔ = ଵݔ + ଶݔ  + + ڮ ௡݊ݔ = 1݊ ෍ ௜௡ݔ
௜ୀଵ  .  (11.4.1)

б) Если статистические данные сгруппированы, то формула (1.1.1) 

примет следующий вид:

 

˅ݔ = 1݊ ෍ ௜݊௜௞ݔ
௜ୀଵ = ෍ ௜ݔ ݊௜݊௞

௜ୀଵ = ෍ ௜௞ݔ
௜ୀଵ (11.4.2)  . כ௜݌ 

в) В случае интервального ряда в качестве x
i
 берутся середины частич-

ных интервалов: ௢௞ݔ = ௞ାଵݔ + ௞2ݔ  , 
и соответствующие им частоты (частости).

Выборочная средняя имеет те же единицы измерения, что и варианты x
i
.

Выборочное среднее является статистическим аналогом математиче-

ского ожидания случайной величины.

Выборочной дисперсией D
B
 называется среднее арифметическое ва-

риант от выборочной средней: 

а) если все значения в выборке различны:

 
˅ܦ = 1݊ ଵݔ)) െ ଶ(˅ݔ + ଶݔ) െ ଶ(˅ݔ + ڮ + ௡ݔ) െ (ଶ(˅ݔ = 1݊ ෍(ݔ௜ െ ଶ௡(˅ݔ

௜ୀଵ  .  (11.4.3)
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б) если статистические данные сгруппированы, то формула (11.4.3) 

примет вид:

 

˅ܦ = 1݊ ෍(ݔ௜ െ ଶ௞(˅ݔ
௜ୀଵ  ݊௜ = ෍(ݔ௜ െ ଶ௞(˅ݔ

௜ୀଵ
݊௜݊ = ෍(ݔ௜ െ ௞כ௜݌ ଶ(˅ݔ

௜ୀଵ  .  (11.4.4)

в) в случае интервального ряда в качестве x
i
 берутся середины частич-

ных интервалов: ௢௞ݔ = ௞ାଵݔ + ௞2ݔ  , 
и соответствующие им частоты (частости). 

Получим формулу, которую удобно использовать на практике:ܦ˅ = ෍(ݔ௜ െ ௞כ௜݌ ଶ(˅ݔ
௜ୀଵ = ෍൫ݔ௜ଶ െ ˅ݔ௜ݔ2 + ௞כ௜݌ ଶ˅൯ݔ

௜ୀଵ =
෍ ௞כ௜݌ ௜ଶݔ
௜ୀଵ െ ˅ݔ2 ෍ ௜ݔ ௞כ௜݌ 

௜ୀଵ + ˅ଶݔ ෍ ௞כ௜݌ 
௜ୀଵ = ଶݔ െ ˅ݔ˅ݔ2 + ˅ଶݔ ή 1 = ଶݔ െ ˅ଶݔ

 

Следовательно:

˅ܦ  = ଶݔ െ ˅ଶݔ
 . (11.4.5)

Выборочная дисперсия является статистическим аналогом дисперсии 

теоретического распределения.

При решении практических задач используется и так называемая ис-

правленная выборочная дисперсия, которая определяется из формулы:

 ܵଶ = 1݊ െ 1 ෍(ݔ௜ െ ଶ௞(˅ݔ
௜ୀଵ  ݊௜  . (11.4.6)

Тогда через выборочную дисперсию формула (11.4.6) имеет вид:

 ܵଶ = ݊݊ െ 1 (11.4.7) . ˅ܦ

Выборочное среднее квадратическое отклонение определяется как 

арифметический корень из выборочной дисперсии:

 ɐ˅ = ඥ(11.4.8) . ˅ܦ
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Выборочное среднее квадратическое отклонение показывает надеж-

ность выборочной средней: чем меньше выборочное квадратическое от-

клонение, тем лучше выборочная средняя отражает собой всю представ-

ляемую совокупность.

Как было отмечено в пункте 6.3, для характеристики меры колебле-

мости изучаемого признака по относительно выборочной средней служит 

коэффициент вариации:

 ݇௩௔௥˅ = ɐ˅ݔ˅   ˋˎˋ  ݇௩௔௥˅ = ɐ˅ݔ˅ ή 100% . (11.4.9)

В качестве описательных характеристик вариационного ряда или со-

ставленного на его основе статистического распределения используются 

размах выборки (вариации), мода, медиана и др.

Размахом вариации называется число (см. выше):

 ܴ = ௠௔௫ݔ െ ௠௜௡ . (11.4.10)ݔ

где x
max

 – наибольшей вариант ряда, x
min

 – наименьший вариант ряда.

Модой M
0
* вариационного ряда называется вариант, имеющий наи-

большую частоту.

Медианой M
e
* называется значение признака, приходящееся на сере-

дину ранжированного ряда.

Если вариационный ряд имеет нечетное число членов n=2k+1,                          

то M
e
* =x

k+1
, если число членов ряда четно n=2k, то:

כ௘ܯ  = ௞ݔ + ௞ାଵ2ݔ . (11.4.11)

При рассмотрении вышеуказанных числовых характеристик статисти-

ческого ряда предполагалось, что вариационный ряд составлен по данным 

выборки, поэтому они называются выборочными, если вариационный 

ряд составлен по данным генеральной совокупности, то характеристики 

называются генеральными. 

Ïðèìåð 8. По результатам примера 1 найти характеристики выборки.

x
i

1 2 3 4 5 ൭෍ ݊௜ହ
௜ୀଵ = 100൱ 

n
i

20 10 30 15 25

Ðåøåíèå. По формулам (11.4.1), (11.4.4), (11.4.8), 11.4.7, 11.4.9 найдем 

требуемые числовые характеристики:
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˅ݔ = 1100 (1 ή 20 + 2 ή 10 + 3 ή 30 + 4 ή 15 + 5 ή 25) = 3,15
˅ܦ = 1100 ((1 െ 3,15)ଶ ή 20 + (2 െ 3,15)ଶ ή 10 + ڮ + (5 െ 3,15)ଶ ή 25) = 2,03

ɐ˅ = ඥ2,03 = 1,42
ܵଶ = 10099 2,03 = 2,05

ܵ = ඥ2,05 = 1,43ܴ = 5 െ 1 = כ଴ܯ4 = כ௘ܯ3 = 3
ÊÎÍÒÐÎËÜÍÛÅ ÂÎÏÐÎÑÛ

1. Êàêîâû îñíîâíûå âîïðîñû ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêè?

2. ×òî òàêîå âûáîðî÷íûé ìåòîä?

3. ×òî ïðåäñòàâëÿþò ãåíåðàëüíàÿ è âûáîðî÷íàÿ ñîâîêóïíîñòü?

4. ×òî íàçûâàåòñÿ îòíîñèòåëüíûì ïîêàçàòåëåì âûáîðêè? 

5. Íàçîâèòå îñíîâíûå âèäû âûáîðîê?  

6. ×òî òàêîå ðåïðåçåíòàòèâíàÿ âûáîðêà?  

7. Êàêîâû îñíîâíûå ïîêàçàòåëè ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè?

8. Êàêîâû îñíîâíûå ïîêàçàòåëè âûáîðî÷íîé ñîâîêóïíîñòè?

9. ×òî òàêîå ýìïèðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ?

10. ×òî òàêîå ïîëèãîí, ãèñòîãðàììà, êóìóëÿòà?  

ÇÀÄÀÍÈß

11.1. Â ðåçóëüòàòå èñïûòàíèé ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ñòàòèñòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîé 
âåëè÷èíû X: – 0,9, 0,1, 3,1, – 0,9, – 2,9, – 8,9, 5,1, – 3,9, 1,39, 1,1, 5,1, 1,1, 6,1, 
0,1, 6,1, – 2,9, 1,1, 3,1, 1,1, – 6,9, – 2,9, 0,1, – 0,9, – 0,1, – 3,9, 0,1, 0,1, – 2,9, 1,1, 
0,1, 3,1, 0,1.
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Çàäàíèÿ

Òðåáóåòñÿ: 
à) ñîñòàâèòü ñòàòèñòè÷åñêèé ðÿä; 
á) íàéòè ñòàòèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ F *(x);
â) èçîáðàçèòü ïîëèãîí îòíîñèòåëüíûõ ÷àñòîò.

11.2. Â ðåçóëüòàòå èñïûòàíèé ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ñòàòèñòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîé 
âåëè÷èíû X: 1,40, 1,38, 1,35, 1,33, 1,37, 1,34, 1,38, 1,37, 1,39, 1,36, 1,35, 1,34, 1,37, 
1,38, 1,36, 1,35, 1,31, 1,37, 1,39, 1,39, 1,41,  1,37, 1,35, 1,36, 1,34, 1,36, 1,35, 1,34, 
1,40, 1,36.

Òðåáóåòñÿ: 
à) ñîñòàâèòü ñòàòèñòè÷åñêèé ðÿä; 
á) íàéòè ñòàòèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ F *(x);
â) èçîáðàçèòü ïîëèãîí îòíîñèòåëüíûõ ÷àñòîò. 

11.3. Â îðãàíèçàöèè ðàáîòàåò 20 ñîòðóäíèêîâ. Íèæå ïðèâåäåíû äàííûå îïðîñà ýòèõ 
ñîòðóäíèêîâ î ðàçìåðå äåíåæíûõ ïðåìèé (òûñ. ðóá.), ïîëó÷åííûõ èìè â òå÷åíèå 
ãîäà: 2, 2, 0,1, 0, 5, 0, 1, 0, 0, 0, 4, 2, 0, 0, 2, 0, 3, 0, 1.

1) Ñîñòàâèòü ñòàòèñòè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå âûáîðêè;
2) Íàéòè ìîäó âàðèàöèîííîãî ðÿäà;
3) Ïîñòðîèòü ïîëèãîí ÷àñòîò ñòàòèñòè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.

11.4. Ïîëó÷åíà âûáîðêà èçìåðåíèÿ ìàññû òåëà 25 ñòóäåíòîâ-þíîøåé:  55,3; 57,6; 54,8; 
61,7; 58,4; 62,3; 47,1; 64,2; 65,3; 67,1; 68,7; 72,2; 66,8; 70,2; 67,7; 72,6; 70,8; 69,1; 
68,6; 74,6; 77,2; 78,9; 81,1; 89,7; 84,8.

1) Ñîñòàâèòü èíòåðâàëüíîå ñòàòèñòè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå âûáîðêè;
2) Ïîñòðîèòü ãèñòîãðàììó ÷àñòîò ñòàòèñòè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.

11.5. Â ðåçóëüòàòå èñïûòàíèé ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ñòàòèñòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ ñëó÷àéíîé 
âåëè÷èíû X: 3,45. 3,50, 3,46, 3,48, 3,40, 3,46, 3,40, 3,44, 3,47, 3,41, 3,47, 3,49, 3,47, 
3,44, 3,50, 3,44, 3,40, 3,43, 3,48, 3,43, 3,47, 3,47, 3,51, 3,47, 3,41, 3,40, 3,53, 3,50, 
3,39, 3,47, 3,38, 3,47, 3,45, 3,46, 3,52, 3,46, 3,40, 3,41, 3,42, 3,43, 3,45, 3,44, 3,44, 
3,50, 3,48, 3,50, 3,47, 3,50, 3,52, 3,48.

Ïîñòðîèòü: 
a) èíòåðâàëüíûé ñòàòèñòè÷åñêèé ðÿä;
á) ñòàòèñòè÷åñêèé ðÿä, ðàññìàòðèâàÿ â êà÷åñòâå çíà÷åíèé ñåðåäèíû èíòåðâàëîâ; 
â) ñòàòèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ F *(x);
ã) ãèñòîãðàììó îòíîñèòåëüíûõ ÷àñòîò. 

11.6. Ïðè èçìåðåíèè äèàìåòðîâ ñòà ïîäøèïíèêîâûõ øàðèêîâ, âûáðàííûõ èç áîëüøîé 
ïàðòèè øàðèêîâ äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñòàíäàðòíîñòè, ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû: 
8,31, 8,42, 8,37, 8,40, 8,30, 8,30, 8,42, 8,32, 8,29, 8,33, 8,36, 8,34, 8,37, 8,32, 8,36, 
8,38, 8,33, 8,36, 8,40, 8,36, 8,32, 8,36, 8,36, 8,30, 8,30, 8,33, 8,35, 8,37, 8,37, 8,30, 
8,40, 8,34, 8,33, 8,37, 8,34, 8,38, 8,29, 8,34, 8,31, 8,36, 8,37, 8,30, 8,41, 8,34, 8,37, 
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8,35, 8,40, 8,34, 8,36, 8,37, 8,37, 8,41, 8,35, 8,38, 8,33, 8,36, 8,36, 8,36, 8,37, 8,36, 
8,40, 8,37, 8,34, 8,37, 8,32, 8,35, 8,36, 8,37, 8,41, 8,36, 8,36, 8,36, 8,40, 8,34, 8,40,  
8,34, 8,33, 8,35, 8,37, 8,34, 8,36, 8,37, 8,37, 8,35, 8,36, 8,34, 8,42, 8,36, 8,33, 8,34, 
8,35, 8,36, 8,32, 8,38, 8,32, 8,36, 8,37.

Ïîñòðîèòü: 
a) èíòåðâàëüíûé ñòàòèñòè÷åñêèé ðÿä;
á) ñòàòèñòè÷åñêèé ðÿä, ðàññìàòðèâàÿ â êà÷åñòâå çíà÷åíèé ñåðåäèíû èíòåðâàëîâ; 
â) ñòàòèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ F *(x);
ã) ãèñòîãðàììó îòíîñèòåëüíûõ ÷àñòîò. 

11.7. Ïî äàííîé âûáîðêå ïðèçíàêà X ïîñòðîèòü ïîëèãîí (ãèñòîãðàììó) ÷àñòîò.

x
i
* 21 26 31 36 41 46 51

n
i

7 11 12 60 5 3 2

11.8. Ïðè èçó÷åíèè ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ îáóâíûõ êîæ èñïûòàíî 10 îáðàçöîâ 
è ïîëó÷åíû çíà÷åíèÿ ïðåäåëà ïðî÷íîñòè íà ðàçðûâ X(H, ìì) , ïðåäñòàâëåííûå â 
òàáëèöå:

№ ï/ï 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

X(H, ìì) 16,2 20,1 21,4 18,9 16,5 17,3 18,2 19,5 20,4 21,0

Òðåáóåòñÿ âûïîëíèòü ïåðâè÷íóþ ñòàòèñòè÷åñêóþ îáðàáîòêó äàííûõ:
1. Îïðåäåëèòü âûáîðî÷íîå ñðåäíåå;
2. Íàéòè «èñïðàâëåííîå» ñòàíäàðòíîå îòêëîíåíèå;
3. Íàéòè êîýôôèöèåíò âàðèàöèè èçó÷àåìîãî ïðèçíàêà.

Ïîÿñíèòü ñìûñë ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ.

11.9. Ïðè îöåíêå ñâîéñòâ êàðòîôåëÿ áûëî îáñëåäîâàíî 10 ïðîá, è ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ 
ñîäåðæàíèÿ êðàõìàëà X% ïðåäñòàâëåíû â òàáëèöå:

№ ï/ï 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

X% 15,2 12,8 13,5 14,9 15,6 16,0 13,7 14,1 13,2 15,0

Òðåáóåòñÿ âûïîëíèòü ïåðâè÷íóþ ñòàòèñòè÷åñêóþ îáðàáîòêó äàííûõ:
1. Îïðåäåëèòü âûáîðî÷íîå ñðåäíåå;
2. Íàéòè «èñïðàâëåííîå» ñòàíäàðòíîå îòêëîíåíèå;
3. Íàéòè êîýôôèöèåíò âàðèàöèè èçó÷àåìîãî ïðèçíàêà.

Ïîÿñíèòü ñìûñë ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ.



Çàäàíèÿ

11.10. Ñ öåëüþ îïðåäåëåíèÿ ðàöèîíàëüíîé ñòðóêòóðû ðàçìåðíîãî àññîðòèìåíòà äåòñêîé 
îäåæäû ïðîâåäåíî âûáîðî÷íîå îáñëåäîâàíèå îïðåäåëåííûõ ãðóïï äåòñêîãî 
íàñåëåíèÿ, è ïîëó÷åíî ðàñïðåäåëåíèå êîëè÷åñòâà ïî âåëè÷èíå îáõâàòà ãðóäè 
X (ñì), ïðåäñòàâëåíû òàáë.9

Îáõâàò ãðóäè X (ñì) 54-58 58-62 62-66 66-70 70-74 74-78

Êîëè÷åñòâî äåòåé n
i 21 40 59 62 26 14 225

Òðåáóåòñÿ:

1. Ïîñòðîèòü ãèñòîãðàììó îòíîñèòåëüíûõ ÷àñòîò äëÿ ïðèâåäåííûõ â òàáëèöå 
çíà÷åíèé ïðèçíàêà;

2. Íàéòè âûáîðî÷íîå ñðåäíåå, ñðåäíåå êâàäðàòè÷åñêîå îòêëîíåíèå è êîýô-
ôèöèåíò âàðèàöèè ïðèçíàêà X.

11.11. Ñ öåëüþ îïðåäåëåíèÿ ðàöèîíàëüíîé ñòðóêòóðû ðàçìåðíîãî àññîðòèìåíòà äåò-
ñêîé îáóâè ïðîâåäåíî âûáîðî÷íîå îáñëåäîâàíèå îïðåäåëåííûõ ãðóïï äåòñêîãî 
íàñåëåíèÿ, è ïîëó÷åíî ðàñïðåäåëåíèå êîëè÷åñòâà äåòåé ïî âåëè÷èíå äëèíû 
ñòîïû X (ñì), ïðåäñòàâëåíû â òàáëèöå.

Äëèíà ñòîïû X (ñì) 170-175 175-180 180-185 185-190 190-195 195-200

Êîëè÷åñòâî äåòåé n
i 5 18 59 61 32 21 196

Òðåáóåòñÿ:
1. Ïîñòðîèòü ãèñòîãðàììó îòíîñèòåëüíûõ ÷àñòîò äëÿ ïðèâåäåííûõ â òàáëèöå çíà-

÷åíèé ïðèçíàêà;
2. Íàéòè âûáîðî÷íîå ñðåäíåå, ñòàíäàðòíîå îòêëîíåíèå  è êîýôôèöèåíò âàðèàöèè  

ïðèçíàêà X.
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ÎÑÍÎÂÍÛÅ ÏÎÄÕÎÄÛ Ê ÑÒÀÒÈÑÒÈ×ÅÑÊÎÌÓ ÎÖÅÍÈÂÀÍÈÞ

12.1. Ïîíÿòèå îá îöåíêå

Собранная статистическая информация, естественно, нуждается в 

оценке. Оценку можно производить точечно по результатам выборочного 

обследования. Задача оценивания параметров распределений по результа-

там наблюдений может решаться и в интересах сглаживания эмпирических 

(выборочных) кривых распределения подходящей теоретической кривой.

Любой закон распределения случайных величин X однозначно опре-

деляется рядом параметров – начальных и центральных моментов. 

Например, нормальный закон определяется двумя параметрами, показа-

тельный – одним, закон Пуассона – одним.

Обозначим = ( 1, 2, ..., k)  – вектор неизвестных параметров. Тогда 

для нормального закона – 1 = mx, 2 = sx для показательного – 1 = l = 

1/mx, пуассоновского – 1 = l = mx = Dx.

Задача оценивания параметров распределений по результатам наблю-

дений может решаться и в интересах сглаживания эмпирических (выбо-

рочных) кривых распределения подходящей теоретической кривой.

Оценка неизвестных параметров закона распределения генеральной 

совокупности производится по выборке (x1,  x2, ..., xn). Для определения 

неизвестных параметров 1, 2, ..., k по выборке используют функции 

результатов наблюдений, так называемые статистики или выборочные 

функции XB  = XB (x1,  x2, ..., xn).

Таким образом, статистикой будем называть любую функцию XB ре-

зультатов наблюдений x1,  x2, ..., xn исследуемой случайной величины (па-

раметра) X.

 Оценками * неизвестных параметров будем называть наилучшие в 

некотором смысле статистики (выборочные функции) XB. Оценка должна 

быть несмещенной, эффективной, состоятельной статистикой.

Оценка *называется несмещенной, если её математическое ожидание 

будет равно оцениваемому параметру: 

 M( *) =   (12.1.1)

Оценка *называется смещенной, если: 



12.2. Òî÷å÷íûå ñòàòèñòè÷åñêèå îöåíêè ïàðàìåòðîâ ðàñïðåäåëåíèÿ

185

 M( *) �   (12.1.2)

Оценка *называется эффективной, если она среди всех прочих оце-

нок того же самого параметра  обладает наименьшей мерой случайного 

разброса относительно истинного значения оцениваемого параметра, то 

есть обладает минимальной дисперсией. 

Оценка * называется состоятельной, если по мере роста числа наблю-

дений n, то есть при n ĺ� она сходится по вероятности к оцениваемому 

параметру :

 lim௡՜ ܲ(|ȣ כ െ ȣ| < ɂ) = 1 , (12.1.3)

где  > 0 – сколь угодно малая величина.

12.2. Òî÷å÷íûå ñòàòèñòè÷åñêèå îöåíêè ïàðàìåòðîâ ðàñïðåäåëåíèÿ

Пусть собранный и обработанный статистический материал представ-

лен в виде статистического ряда.

Точечной статистической оценкой параметра  распределения случай-

ной величины называется приближенное значение * этого параметра, 

вычисленное по статистическим данным.

Любая точечная статистическая оценка некоторого параметра, вычис-

ляемая на основе статистического ряда, должна удовлетворять требова-

ниям несмещенности, эффективности и состоятельности.

Применительно к точечной оценке, основная проблема заключается в 

выборе возможно лучшей оценки, отвечающей требованиям несмещен-

ности, эффективности и состоятельности.

Рассмотрим вопрос, какими выборочными характеристиками по требо-

ваниям несмещенности, эффективности и состоятельности оцениваются 

математическое ожидание и дисперсия.

Статистической оценкой математического ожидания mx называется 

среднее арифметическое статистических значений изучаемой случайной 

величины: 

˅ݔ  = 1݊ ෍ ௜݊௜௞ݔ
௜ୀଵ  , (12.2.1)

где  n + n2 + ... + nk = n.

Эта оценка математического ожидания mx обладает всеми свойствами 

оценок: состоятельности, несмещенности, эффективности. 

Смещенной оценкой дисперсии Dx называется выборочная дисперсия: 
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˅ܦ  = 1݊ ෍ ݊௜(ݔ௜ െ ଶ௞(˅ݔ
௜ୀଵ  , (12.2.2)

Выборочная дисперсия является смещенной, так как: 

(˅ܦ)ܯ  = ݊ െ 1݊ ௫ܦ  . 

Несмещенной оценкой дисперсии Dx называется исправленная выбо-

рочная дисперсия: 

 ܵଶ = ݊݊ െ 1 ˅ܦ = 1݊ െ 1 ڄ ෍ ݊௜(ݔ௜ െ ଶ௞(˅ݔ
௜ ଵ   (12.2.3)

При расчете S 2 можно пользоваться более удобной формулой: 

 ܵଶ = 1݊ െ 1 ቌ෍ ݊௜ ڄ ௜ଶ௞ݔ
௜ୀଵ െ 1݊ ൭෍ ݊௜ ڄ ௜௞ݔ

௜ୀଵ ൱ଶቍ  (12.2.4)

Выборочная дисперсия Dв и исправленная выборочная дисперсия S 2 

обладают свойством состоятельности. 

Оценка S 2 не обладает свойством эффективности, но обладает свой-

ством несмещенности, поэтому все чаще чем Dв используют в качестве 

приближенного значения дисперсии Dx.

Оценкой среднего квадратического отклонения x  называется квадрат-

ный корень из Dв или S 2: 

 = ඥܦ  ܵ = ξܵଶ
 . (12.2.5)

Оценкой вероятности события A в n независимых испытаниях является 

относительная частота события A: 

כ݌  = ݊௜݊
 . (12.2.6)

где ni – появления события A i раз в n испытаниях. 

Эта оценка вероятности события A в n независимых испытаниях об-

ладает свойствами несмещенности, состоятельности и эффективности. 

Если выборка состоит из вариант x1,  x2, ..., xn громоздкого вида, то для 

упрощения расчета выборочных точечных оценок параметров следует вос-

пользоваться свойствами выборочного среднего и выборочной дисперсии 

и применить метод упрощенных вычислений. 
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Ñâîéñòâà âûáîðî÷íîãî ñðåäíåãî è âûáîðî÷íîé äèñïåðñèè:

1. Если варианты увеличить (уменьшить) на одно и то же число C, то 

выборочное среднее также увеличиться (уменьшиться) на это число, а 

выборочная дисперсия останется неизменной.

2. Если варианты увеличить (уменьшить) в h раз, то выборочное среднее 

увеличиться (уменьшиться) в h раз, а выборочная дисперсия увеличится 

(уменьшиться) в h2 раз.

На основании свойств: вводим новые варианты:  

௜ݑ  = ௜ݔ െ ݄ܥ  , (12.2.7)

где h – шаг между равноотстоящими вариантами, C – так называемый 

«ложный» нуль. В качестве числа C в основном выбирают варианту xi ко-

торая расположена в середине статистического ряда или в крайнем случае 

имеет наибольшую частоту. 

Для них произвести расчет точечных оценок параметров: 

 
ݑ = 1݊ ෍ ௜݊௜௞ݑ

௜ୀଵ  
, (12.2.8)

(ݑ)˅ܦ  = 1݊ ෍ ݊௜(ݑ௜ െ ଶ,௞(ݑ
௜ୀଵ  

 
(12.2.9)

 ܵ௨ଶ = ݊݊ െ 1 (12.2.10) ڄ

Затем вычислить искомые точечные оценки:

˅ݔ  = ݑ ڄ ݄ + ܿ , (12.2.11)

 
в =

2 ⋅ в( ) h , (12.2.12)

 ܵ௨ଶ = ݊݊ െ 1 ڄ ܦ (12.2.13) . (ݑ)

12.3. Èíòåðâàëüíûå îöåíêè ïàðàìåòðîâ ðàñïðåäåëåíèÿ

При выборке небольшого объема точечная оценка * может существен-

но отличаться от истинного значения параметра и привести к грубым 
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ошибкам, поэтому в случае малой выборки часто используют интерваль-

ные оценки.

При этом по вычисленной точечной оценке * параметра  при задан-

ной вероятности g, называемой доверительной вероятностью, также по 

некоторому числу , зависящему от  и *, строят интервал для истинного 

параметра : 

* –  <  < * + ,

чтобы выполнялось равенство:

 P( * –  <  < * + (12.3.1)

Число  называется точностью сценки * границы интервала *–  и 
*+  – называются доверительными границами, интервал ( *– ; *+ ) – 

доверительным интервалом, вероятность  – доверительной вероятностью 

или надежностью интервальной оценки.

Интервальной оценкой математического ожидания mx нормального 

распределения при известной дисперсии 2 называется интервал (xB – ; 

xB + ), где: 

 
= ఊݖ ڄ ξ݊ 

(12.3.2)

удовлетворяющий равенству: 

 P(xB –  < mx
 < xB + (12.3.3)

где  – заданная доверительная вероятность, mx – истинное математичеcкое 

ожидание, xB – точечная оценка мат ематического ожидания, n – объем 

выборки; число z
g
 находится из уравнения: 

 Ȱ଴൫ݖ ൯ = 2 
  (12.3.4)

с помощью табл. 3 функции Лапласа , Ф
0
(z) см. приложение 3.

Следовательно, интервальная оценка математического ожидания на-

ходится по формуле: 

˅ݔ  െ ݖ ڄ ξ݊ < ݉௫ < ˅ݔ + ݖ ڄ ξ݊   (12.3.5)

Интервальной оценкой математического ожидания m
x
 нормального 

распределения при неизвестной дисперсии называется интервал(ݔ˅ െ ; ˅ݔ + ) 
,
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 = ݐ ڄ ξܵ݊ ,  (12.3.6)

удовлетворяющий равенству: 

˅ݔ)ܲ  െ < ݉௫ < ˅ݔ + ) = , (12.3.7)

где g – заданная доверительная вероятность, m
x 
– истинное математическое 

ожидание, xB – точечная оценка математического ожидания, S 2 – точечная 

оценка дисперсии, n – объем выборки; число t
g
 вычисляется из уравнения :

   (12.3.8)

с помощью табл. 5 распределения Стьюдента (см. приложение 5). 

Следовательно, интервальная оценка математического ожидания с 

доверительной вероятностью g вычисляется по формуле: 

˅ݔ   െ ஓݐ ڄ ξܵ݊ < ݉௫ < ˅ݔ  + ஓݐ ڄ ξܵ݊ . (12.3.9)

Интервальной оценкой среднего квадратического отклонения  нор-

мального распределения называется интервал: 

 (S – ; S + ), =q
g
·S,  (12.3.10)

удовлетворяющий равенству: 

P(S– <s<S+ )=g

где  – заданная доверительная вероятность, S 2 – исправленная выбороч-

ная дисперсия, n – объем выборки, число q
g
 определяется из табл. 6 (см, 

приложение 6). 

Следовательно, интервальная оценка среднего квадратического откло-

нения находится по формулам: 

 ܵ൫1 െ ݍ ൯ < ߪ < ܵ൫1 + ఊ൯ݍ ݍ < 1,  (12.3.11)

 0 < < ܵ൫1 + ݍ ൯ ݍ > 1. (12.3.11)

12.4. Ìåòîä ìîìåíòîâ äëÿ òî÷å÷íîé îöåíêè ïàðàìåòðîâ ðàñïðåäåëåíèÿ

Îöåíêà îäíîãî ïàðàìåòðà

 Пусть задан вид плотности распределения f(x, ), определяемый одним 

неизвестным параметром . 
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Требуется найти точечную оценку параметра . ܯ(ȣכ) = ȣ 

Для оценки одного параметра достаточно иметь одно уравнение от-

носительно этого параметра. Следуя методу моментов, приравняем, на-

пример, начальный теоретический момент первого порядка начальному 

эмпирическому моменту первого порядка: M .

  Учитывая, что: m
x
  M

1
=x

B
, получим: 

 m
x
=x

B
.  (12.4.1)

Математическое ожидание m
x
, как видно из соотношения: 677_

   (12.4.2)

есть функция от , поэтому (12.4.1) можно рассматривать как уравнение 

с одним неизвестным . Решив это уравнение относительно параметра , 

тем самым найдем его точечную оценку *, которая является функцией от 

выборочной средней, следовательно, и от вариант выборки: 

ф(x
1
, x

2
, …, x

n
).

Для экспоненциального распределения: 

m
x 
=1/l.

 Тогда для оценки * : 

1/l*= x
B

l*=1/ x
B
. 

Îöåíêà äâóõ ïàðàìåòðîâ.

Пусть задан вид плотности распределения f(x, 1 , 2
), определяемый 

неизвестными параметрами 1 и 2. Для отыскания двух параметров не-

обходимы два уравнения относительно этих параметров. Следуя методу 

моментов, приравняем, например, начальный теоретический момент 

первого порядка начальному эмпирическому моменту первого порядка 

и центральный теоретический момент второго порядка центральному 

эмпирическому моменту второго порядка: 

M
1 
, m m .

Учитывая, что m
x
, M

1
=x

B
, m D

B
, m D(X), получим: m

x
=x

B
,

 
D(X) D

B
.

Математическое ожидание и дисперсия есть функция от 1  и 2, по-

этому (12.4.2) можно рассматривать как систему двух уравнений с дву-

мя неизвестными 1 и 2. Решив эту систему относительно неизвестных 
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параметров, тем самым получим их точечные оценки 1
*
 и 2

*
. Эти оценки 

являются функциями от вариант выборки:

1
*
=ф(x

1
, x

2
, …, x

n
), 2

*
=ф(x

1
, x

2
, …, x

n
).

12.5. Ìåòîä íàèáîëüøåãî ïðàâäîïîäîáèÿ äëÿ òî÷å÷íîé îöåíêè 
ïàðàìåòðîâ ðàñïðåäåëåíèÿ

Метод максимального или наибольшего правдоподобия предложен 

Р. Фишером. С помощью этого метода производится точечная оценка 

неизвестных параметров априорно известного закона распределения слу-

чайной величины.

Рассмотрим сначала суть метода при оценке параметров дискретного 

распределения случайной величины.

Обозначим вероятность того, что в результате испытания случайная 

величина X примет значение x
i
,(i=1, 2, …, n), через p

i
(x

i
.(ࣄ,

Функцией правдоподобия случайной дискретной величины X называют 

функцию аргумента ࣄ : 

 L(x1, x2, …, xn
p(x =(ࣄ ,

1
p(x (ࣄ,

2
p(x …(ࣄ,

n
(12.5.1) ,(ࣄ,

где x
1
, x

2
, …, x

n
 — фиксированные числа, полученные при измерении 

случайной величины X.

В качестве точечной оценки параметра  принимают такое его зна-

чение ࣄ = *ࣄ*(x1, x2, …, xn
), при котором функция правдоподобия достигает 

максимума. Оценку ࣄ* называют оценкой максимального правдоподобия.

Для упрощения расчетов в рассмотрение вводится логарифм функ-

ции правдоподобия ln L, которую называют логарифмической функцией 

правдоподобия. Функции L и ln L достигают максимума при одном и том 

же значении своего аргумента, поэтому вместо отыскания максимума 

функции L  ищут максимум функции ln L. Записывая необходимое усло-

вие экстремума функции правдоподобия в случае скалярного параметра, 

получаем уравнения правдоподобия:

   (12.5.2)

Или                                                                           (12.5.3)

где {x
n
}  — заданная выборка случайных величин.
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Уравнение правдоподобия (12.5.3) с логарифмической функцией, как 

правило, более простое относительно функции правдоподобия (12.5.2).

Если распределение случайной величины X зависит от вектора пара-

метров {ࣄ =  `ࣄ*(x1, x2, …, xn
), то уравнение (12.5.3) заменяется системой урав-

нений: 

  (12.5.4)

Именно уравнения (12.5.3) и (12.5.4) принято называть уравнениями 

правдоподобия. Во многих случаях решение системы (12.5.4), являющей-

ся, как правило, нелинейной, приходится искать численными методами.

Рассмотрим применение метода максимального правдоподобия для 

оценки параметров непрерывного распределения случайных величин ге-

неральной совокупности X°.

Пусть ࣄ  – непрерывная случайная величина, которая в результате ис-

пытаний n приняла значения x1, x2, …, xn 
. Предполагается, что вид плотности 

распределения f(x) задан, но неизвестен параметр ࣄ, которым определяется 

эта функция.

Функцией правдоподобия непрерывной случайной величины X назы-

вают функцию аргумента ࣄ:  

L=(x1, x2, …, xn
L(x1, x2, …, xn=(ࣄ ,°

f(x=(ࣄ ,
1
f(x (ࣄ ,

2
f(x ,…,(ࣄ ,

n
(12.5.5)          ,(ࣄ ,

где x1, x2, …, xn
 - фиксированные числа.

Оценку максимального правдоподобия неизвестного параметра  рас-

пределения непрерывной случайной величины ищут так же, как в случае 

дискретной величины.

 Если плотность распределения непрерывной 1ࣄ и 2ࣄ случайной ве-

личины X определяется двумя неизвестными параметрами , то функция 

правдоподобия является функцией двух независимых аргументов 1ࣄ и 2ࣄ: 

L=(x1, x2, …, xn
L(x1, x2, …, xn=(2ࣄ ,1ࣄ ,°

f(x=(ࣄ ,
1
f(x (2ࣄ ,1ࣄ ,

2
f(x ,…,(2ࣄ ,1ࣄ ,

n
7.6 ,(2ࣄ ,1ࣄ ,

Как для дискретных распределений, так и для непрерывных, точку мак-

симума логарифмической функции распределения ln L аргумента ࣄ  можно 

искать через необходимое условие экстремума:  

1) найти производную  

, ;
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2) приравнять производную нулю и найти критическую точку — ко-

рень полученного уравнения (его называют уравнением правдо-

подобия);

3) найти вторую производную 

;

4) если вторая производная при ࣄ =  ࣄ* отрицательна, то ࣄ* – точка 

максимума.

Найденную точку максимума ࣄ* принимают в качестве оценки макси-

мального правдоподобия параметра ࣄ.

Метод максимального правдоподобия имеет ряд достоинств: его оцен-

ки, вообще говоря, состоятельны (но они могут быть смещенными), рас-

пределены асимптотически нормально (при больших значениях n при-

ближенно нормально) и имеют наименьшую дисперсию по сравнению с 

другими асимптотически нормальными оценками; если для оцениваемого 

параметра ࣄ существует эффективная оценка ࣄ* , то уравнение правдоподо-

бия имеет единственное решение ࣄ* ; этот метод наиболее полно использует 

данные выборки об оцениваемом параметре, поэтому он особенно полезен 

в случае малых выборок. Недостаток метода состоит в том, что он часто 

требует сложных вычислений.

Найдем методом наибольшего правдоподобия оценки параметров а и 

 нормального распределения: 

если в результате n испытаний величина X приняла значения x1, x2, …, xn
.

Ðåøåíèå. Составим функцию правдоподобия, учитывая, что 1ࣄ= s=2ࣄ

 

Отсюда: .

Найдем логарифмическую функцию правдоподобия: 
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.

Найдем частные производные по а и по s:  

,

.

Приравняв частные производные нулю и решив полученную систему 

двух уравнений относительно а и s2, получим: 

= x
i 
/n=x

B
; s2=( x

i 
– x

B
 )2/n)=D

B
. 

Итак, искомые оценки наибольшего правдоподобия: *=x
B
; s*=  . 

Заметим, что первая оценка несмещенная, а вторая смещенная.

12.6. Ïðèìåðû òî÷å÷íûõ è èíòåðâàëüíûõ îöåíîê ÷èñëîâûõ 
õàðàêòåðèñòèê

Ïðèìåð 1. Найти доверительный интервал с надежностью 0,95 для оцен-

ки математического ожидания m
x
 нормально распределенной случайной 

величины X, если известно среднее квадратическое отклонение s=2 , оцен-

ка математического ожидания x
B
=10, объем выборки n=36.

Ðåøåíèå. 
Доверительный интервал для истинного математического ожидания 

m
x 
с доверительной вероятностью g=0,95 при известной дисперсии s на-

ходится по формуле (12.3.5): 

где m
x
 - истинное математическое ожидание; x

B
 – оценка m

x 
по выборке; 

n – объем выборки; zg находится по доверительной вероятности g=0,95 

из равенства (12.3.40) при g/2=0,475 :  

Ф
0
(z

g
)=0,475.

Из табл. 3 приложения 3 находим z
g
=1,96. Следовательно, найден до-

верительный интервал для m
x
:  
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 то есть 9,347<m
x
<10,653.

Ответ: (9,347; 10,653). 

Ïðèìåð 2. По данным испытаний построен статистический ряд:

x
i

3 2 1 0 1 2 3

n
i

1 3 4 5 3 2 2

Найти доверительный интервал для математического ожидания m
x
 с 

надежностью 0,95. 

Ðåøåíèå. Воспользуемся формулой (12.3.9)  для доверительного интер-

вала математического ожидания при неизвестной дисперсии:ݔ˅  െ ஓݐ ڄ ξܵ݊ < ݉௫ < ˅ݔ  + ஓݐ ڄ ξܵ݊ 
,

где n - объем выборки; x
B
 – оценка m

x
; S– оценка среднего квадрати-

ческого отклонения; t
g
 находится по доверительной вероятности g=0,95 

из табл. 5 (Cтьюдент) приложения 5.

По числам g=0,95 и k=n–1=20–1=19 находим: t
g
=2,093. 

Находим x
B
 и S2: 

˅ݔ = 120 ෍ ௜ݔ ڄ ݊௜଻
௜ୀଵ = 120 (െ3 െ 6 െ 4 + 0 + 3 + 4 + 6) = 120 ڄ 0 = 0;

ܵଶ = 119 ൬9 ڄ 1 + 4 ڄ 3 + 1 ڄ 4 + 0 + 1 ڄ 3 + 4 ڄ 2 + 9 ڄ 2 െ 120 ή 0൰ =
= 119 (9 + 12 + 4 + 3 + 8 + 18) = 119 ڄ 54 ൎ 2,84 

Тогда, . Следовательно, искомый доверительный 

интервал математического ожидания задается формулой: 

0 െ 2,093 1,685ξ20 < ݉௫ < 0 + 2,093 1,685ξ20 ֞ െ0,789 < ݉௫ < 0,789
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Ответ: (-0,789;0,789). 

Ïðèìåð 3. По данным десяти независимых измерений найдена оценка 

среднего квадратического отклонения S = 0,88. Найти доверительный 

интервал точности измерительного прибора с надежностью 95%. 

Ðåøåíèå. Необходимо найти доверительный интервал для истинного 

среднего квадратического отклонения x, так как точность прибора ха-

рактеризуется средним квадратическим отклонением случайных ошибок 

измерений.

Доверительный интервал для среднего квадратического отклонения 

находим по формулам (12.3.11) и (12.3.12):  ܵ൫1 െ ݍ ൯ < ߪ < ܵ൫1 + ఊ൯ݍ ݍ < 10 < < ܵ൫1 + ݍ ൯ ݍ > 1 , 

где S=0,88  – оценка среднего квадратического отклонения, q
g
 – число, 

определяемое из табл. 6 приложения 6 по заданной доверительной веро-

ятности g=0,95 и заданному объему выборки n=10.

Находим: q
g
=0,6<1. 

Следовательно: 0,88(1 െ 0,6) < ௫ < 0,88(1 + 0,6) ֞ 0,352 < ௫ < 1,408.

Ответ: (0,352,1,408). 

Ïðèìåð 4. При изучении производительности труда в млн. руб. на одного 

работника за определенный период было обследовано n=10 однотипных 

магазинов. Полученные значения приведены в Таблице 1.

Òàáëèöà 1.

n=10 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

x
i 
ìëí. ðóá. 4,2 4,8 4,7 5,0 4,9 4,5 4,5 3,9 4,3 4,8

Требуется выполнить первичную статистическую обработку данных:

1. Определить выборочное среднее x
B
.

2. Найти «исправленное» стандартное отклонение S.

3. Найти коэффициент вариации  изучаемого признака.

4. Полагая, что признак X имеет нормальное распределение, требуется 

найти доверительный интервал для средней выработки на одного 

работника с надежностью 0,95.

5. Пояснить смысл полученных результатов.
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Обозначим через X изучаемый признак. Обработку результатов наблю-

дений будем производить с фиксацией всех промежуточных вычислений, 

занося их в расчетную таблицу 2.

Ðåøåíèå.
Чтобы найти выборочное среднее x

B
, «исправленное» стандартное за-

полним таблицу 2. 

n x
i

x
i
– x

B (x
i
– x

B
)2

1 4,2 -0,32 0,1024

2 4,8 0,28 0,0784

3 4,7 0,18 0,0324

4 5,0 0,48 0,2304

5 4,9 0,38 0,1444

6 4,5 -0,02 0,0004

7 3,9 -0,62 0,3844

8 4,1 -0,42 0,1764

9 4,3 -0,22 0,0484

10 4,8 0,22 0,0784

n=10 ෍ ௜ଵ଴ݔ
௜ୀଵ = 45,2 ෍(ݔ௜ െ ଶଵ଴(˅ݔ

௜ୀଵ = 1,276 

1) Найдем выборочное среднее по формуле: 

˅ݔ = 1݊ ෍ ௜ݔ =௡
௜ୀଵ

45,210 = 4,52 

2) Найдем «исправленное» стандартное отклонение S. Так как мы имеем 

малую выборку n =10 < 30, то «исправленное» стандартное отклонение S 

ищем по формуле: 

ܵ = ඩ 1݊ െ 1 ෍(ݔ௜ െ ଶ௞(˅ݔ
௜ୀଵ = ඨ19 ή 1,276 ൎ 0,38 

3) Коэффициент вариации признака находим по формуле: ݇௩௔௥˅ = ˅ݔܵ = 0,384,52 ή 100% ൎ 8,41% 
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4) Найдем доверительный интервал для средней выработки на одного 

работника с надежностью 0,95, полагая, что признак X имеет нормальное 

распределение. 

Так как задана малая выборка, то предельную ошибку выборки ищем 

по формуле: ݔ˅  െ ஓݐ ڄ ξܵ݊ < ݉௫ < ˅ݔ  + ஓݐ ڄ ξܵ݊ 

По условию задачи k=n–1=10–1=9, g=0,95. Значение t
g
 - коэффициента 

доверия при значениях k=9, g=0,95.  Находим по таблице 5 приложения 5: 

t
g
(9, 0,95) = 2,262.

Следовательно: 4,52 െ 2,262 ڄ 0,38ξ10 < ݉௫ < 4,52  + 2,262 ڄ 0,38ξ10 .

Отсюда находим, что доверительный интервал определятся неравен-

ствами: 4,52 െ 0,27 < ݉௫ < 4,52  + 0,27,

или: 

4,25<m
x
<4,79.

Перейдем к пояснению полученных результатов.

1. Нами найдено, что выборочное среднее равно x
B
=4,52. Этот результат 

показывает, что средняя производительность труда на одного работника 

в выборочной совокупности, состоящей из 10 магазинов, составляет 4,5 

млн. руб.

2. Значение «исправленного» стандартного отклонения S § 0,38 пока-

зывает, что среднее теоретическое отклонение производительности труда 

на одного работника от среднего выборочного отличается на 0,38 млн. руб.

3. Значение коэффициента вариации  показывает, что 

среднее относительное отклонение производительности труда на одного 

работника от среднего выборочного составляет 8,41%. 

4. Нами найден с вероятностью 0,95 доверительный интервал для вы-

борочной средней производительности на одного работника, в предполо-

жении, что исследуемый нами признак имеет нормальное распределение:

4,25<m
x
<4,79. 

Полученный результат позволяет утверждать, что с вероятностью 

0,95  средняя производительность на одного работника данной выборки 
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находится в пределах от 4,25 млн. руб. до 4.79 млн. руб., если исследуемый 

нами признак имеет нормальное распределение. 

Çàäà÷à 2. При изучении производительности труда в X млн. руб. на 

одного работника за определенный период было обследовано n = 74 од-

нотипных магазинов. Полученное распределение их числа по величине 

признака X приведены в таблице 3.

Òàáëèöà 3

 Rj(X)Õ ìëí. ðóá. Êîëè÷åñòâî ìàãàçèíîâ ni

3,35 – 3,65 5

3,65 – 3,95 11

3,95 – 4,25 20

4,25 – 4,55 18

4,55 – 4,85 12

4,85 – 5,15 8

჆ 74

Требуется:

1. Найти выборочное среднее x
B
 , стандартное отклонение s

B
 и коэф-

фициент вариации  признака X.

2. Полагая, что признак X имеет нормальное распределение, требуется 

найти:

а) доверительный интервал для ожидаемого среднего значения m
x
 про-

изводительности труда на одного работника приведенной выборки на 

уровне надежности g=0,9544;

б) вероятность P  того, что величина признака X у произвольно взятого 

работника магазина окажется в пределах от 3,70 млн. руб. до 4,30 млн. руб.

Ðåøåíèå. Для решения поставленной задачи найдем предварительно 

значения переменных, входящих в формулы (глава 11): 717
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по которым определяются искомые величины. 

Например: 

*

Результаты поместим в таблицу 4.  

Òàáëèöà 4.

R
j
 ìëí. ðóá. n

i i
p

i
*

i pi
*

i-xB
(

i-xB
)2 ( i-x

B 
)p

i
*

2

1 2 3 4 5 6 7 8

3,35 –3,65 5 3,50 0,07 0,245 –0,780 0,6084 0,042588

3,65 –3,95 11 3,80 0,15 0,570 –0,480 0,2304 0,034560

3,95 –4,25 20 4,10 0,27 1,107 –0,180 0,0324 0,008748

4,25 –4,55 18 4,40 0,24 1,056 0,120 0,0144 0,003456

4,55 –4,85 12 4,70 0,16 0,752 0,420 0,1764 0,028224

4,85 –5,15 8 5,00 0,11 0,550 0,720 0,5184 0,057024

74 – 1,00 4,280 – – 0,174600

Выборочное среднее x
B
 находим по формуле: 

Стандартное отклонение s
B
 находим по формуле:  
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Так как выборка состоит из числа магазинов, значительно превыша-

ющее число 30, то коэффициент вариации  признака X вычисляем 

по формуле: ݇௩௔௥˅ = ˅ݔ˅ߪ ή 100% = 0,4184,280 ή 100% = 9,766% .

Полагая, что признак X имеет нормальное распределение, найдем до-

верительный интервал для ожидаемого среднего значения mx произво-

дительности труда на одного работника приведенной выборки на уровне 

надежности  = 0,9544.

Известно, что доверительный интервал для ожидаемого среднего зна-

чения m
x
 производительности труда на одного работника определяется 

неравенствами (12.3.5):ݔ˅ െ ஓݖ ڄ ɐ˅ξ݊ < ݉௫ < ˅ݔ + ஓݖ ڄ  ξ݊˅ߪ
.

Так как задана большая выборка, то параметр Z  является решением 

уравнения: Ȱ଴൫ݖఊ൯(ݖ) = . 2ߛ

По условию задачи g=0,9544. По таблице 3 приложения 3 функции 

Лапласа находим, что: Ȱ଴൫ݖ ൯(ݖ) = ɀ2 = 0,95442 = 0,4772 . 

Следовательно, параметр z
g
=2. 

Подставляя полученные значения в формулу, находим:  4,28 െ 2 ڄ 0,418ξ74 < ݉௫ < 4,28 + 2 ڄ 0,418ξ744,28 െ 0,097 < ݉௫ < 4,28 + 0,097
Следовательно, доверительный интервал определятся неравенствами:4,183 ˏˎː. ˓˖˄. < ݉௫ < 4,377 ˏˎː. ˓˖˄.
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Вероятность P того, что величина признака X у произвольно взятого 

работника магазина окажется в пределах от 3,70 млн. руб. до 4,30 млн. руб. 

найдем по формуле:  ܲ(ݔଵ ൑ ܺ ൑ (ଶݔ = Ȱ଴ ቀݔଶ െ ݉௫ߪ ቁ െ  Ȱ଴ ቀݔଵ െ ݉௫ߪ ቁ 

где Ф
0
(z)  — функция Лапласа.

По условию задачи x
2
=4,30, x

2
=3,70 . Значения параметров m

x
 и s за-

меним соответственно на x  и s .

Такие оценки для большой выборки являются несмещенными. 

Следовательно, искомую вероятность ищем по формуле: ܲ(3,70 ൑ ܺ ൑ 4,30) = Ȱ ൬4,30 െ 4,280,418 ൰ െ  Ȱ ൬3,70 െ 4,280,418 ൰ == Ȱ(0,05) െ  Ȱ(െ1,39) = Ȱ(0,05) +  Ȱ(+1,39) = 0,016 + 0,4177
Поясним смысл полученных результатов.

Нами найдено, что выборочное среднее равно xB = 4,28. Этот результат 

показывает, что средняя производительность труда на одного работника 

в выборочной совокупности, состоящей из 74 магазинов, составляет 4,28 

млн. руб.

1. Значение стандартного отклонения  B = 0,418 млн руб. показыва-

ет, что среднее теоретическое отклонение производительности труда на 

одного работника от среднего выборочного отличается на 0,418 млн руб. 

2. Значение коэффициента вариации =9,77% показывает, что 

среднее относительное отклонение производительности труда на одного 

работника от среднего выборочного составляет 9,77%. 

3. Нами найден с вероятностью 0,9544 доверительный интервал для вы-

борочной средней производительности на одного работника, в предполо-

жении, что исследуемый нами признак имеет нормальное распределение:

4,183 млн.руб.<m
x
<4,377 млн.руб.

Полученный результат позволяет утверждать, что с вероятностью 0,9544 

средняя производительность на одного работника данной выборки нахо-

дится в пределах от 4,183 млн руб. до 4,377 млн.руб., если исследуемый 

нами признак имеет нормальное распределение.

4. Вероятность P того, что производительность труда на одного работ-

ника, произвольно взятого магазина, окажется в пределах от 3,70 млн. руб. 

до 4,30 млн. руб. равна 0,4337.
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Êîíòðîëüíûå âîïðîñû

ÊÎÍÒÐÎËÜÍÛÅ ÂÎÏÐÎÑÛ
1. Êàêîâû îñíîâíûå ïîäõîäû ê ñòàòèñòè÷åñêîìó îöåíèâàíèþ?
2. ×òî âû ïîíèìàåòå ïîä ïîíÿòèåì ñòàòèñòè÷åñêàÿ îöåíêà?
3. Òî÷å÷íûå îöåíêè è èõ îñíîâíûå âèäû?
4. ×òî ïîíèìàåòñÿ ïîä èíòåãðàëüíîé îöåíêîé? 
5. ×òî òàêîå èíòåðâàëüíàÿ îöåíêà? 
6. ×òî òàêîå äîâåðèòåëüíàÿ âåðîÿòíîñòü g è äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë ïðè îöåíêå 

íåèçâåñòíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííîé ñëó÷àéíîé 
âåëè÷èíû?

7. ×òî òàêîå ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå äèñêðåòíîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, ÷òî îíî õà-
ðàêòåðèçóåò, è ïî êàêîé ôîðìóëå îíî îïðåäåëÿåòñÿ?

8. Ïî êàêèì ôîðìóëàì ñëåäóåò íàõîäèòü ïðåäåëüíóþ îøèáêó âûáîðêè?
9. ×òî òàêîå ìåòîä ìîìåíòîâ?

10. ×òî òàêîå ìåòîä íàèáîëüøåãî ïðàâäîïîäîáèÿ? 

ÇÀÄÀÍÈß

12.1. Ïðè èçó÷åíèè ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ îáóâíûõ êîæ èñïûòàíî 10 îáðàçöîâ 
è ïîëó÷åíû çíà÷åíèÿ ïðåäåëà ïðî÷íîñòè íà ðàçðûâ X(H, ìì), ïðåäñòàâëåííûå â 
òàáëèöå:

№ ï/ï 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

X(H, ìì) 16,2 20,1 21,4 18,9 16,5 17,3 18,2 19,5 20,4 21,0

Ïîëàãàÿ, ÷òî ïðèçíàê X èìååò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, òðåáóåòñÿ íàéòè äîâåðè-
òåëüíûé èíòåðâàë äëÿ ñðåäíåé âûðàáîòêè íà îäíîãî ðàáîòíèêà ñ íàäåæíîñòüþ 0,99.

12.2. Ïðè îöåíêå ñâîéñòâ êàðòîôåëÿ áûëî îáñëåäîâàíî 10 ïðîá, è ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ 
ñîäåðæàíèÿ êðàõìàëà X% ïðåäñòàâëåíû â òàáëèöå:

№ 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

X% 15,2 12,8 13,5 14,9 15,6 16,0 13,7 14,1 13,2 15,0

Ïîëàãàÿ, ÷òî ïðèçíàê X èìååò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, òðåáóåòñÿ íàéòè äîâå-
ðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ ñðåäíåé âûðàáîòêè íà îäíîãî ðàáîòíèêà ñ íàäåæíîñòüþ 
0, 95.

12.3. Ñ öåëüþ îïðåäåëåíèÿ ðàöèîíàëüíîé ñòðóêòóðû ðàçìåðíîãî àññîðòèìåíòà äåò-
ñêîé îäåæäû ïðîâåäåíî âûáîðî÷íîå îáñëåäîâàíèå îïðåäåëåííûõ ãðóïï äåòñêîãî 
íàñåëåíèÿ, è ïîëó÷åíî ðàñïðåäåëåíèå êîëè÷åñòâà ïî âåëè÷èíå îáõâàòà ãðóäè X 
(ñì), ïðåäñòàâëåíû òàáë.9
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Îáõâàò ãðóäè 
X (ñì)

54-58 58-62 62-66 66-70 70-74 74-78 ჆

Êîëè÷åñòâî 
äåòåé n

i
 

21 43 59 62 26 14 225

Ïîëàãàÿ, ÷òî ïðèçíàê X èìååò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, òðåáóåòñÿ íàéòè:

à) äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ îæèäàåìîãî ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ îáõâàòà ãðóäè ó 
äåòåé ïðèâåäåííîé âûáîðêè íà óðîâíå íàäåæíîñòè 0,95;

á) âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âåëè÷èíà ïðèçíàêà X ó ïðîèçâîëüíî âçÿòîãî ðåáåíêà 
îêàæåòñÿ â ïðåäåëàõ îò 66 ñì. äî 70 ñì.

12.4. Ðàñïðåäåëåíèå ïðèçíàêà X â âûáîðêå äàåòñÿ ñëåäóþùèì âàðèàöèîííûì ðÿäîì:

3,0-3,6 3,6-4,2 4,2-4,8 4,8-5,4 5,4-6,0 6,0-6,6 6,6-7,2

2 8 35 43 22 15 5

Ïðè óðîâíå çíà÷èìîñòè 0,01 ïðîâåðèòü ãèïîòåçó î íîðìàëüíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ 
X â ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè. 

12.5. Ñ öåëüþ îïðåäåëåíèÿ ðàöèîíàëüíîé ñòðóêòóðû ðàçìåðíîãî àññîðòèìåíòà äåòñêîé 
îáóâè ïðîâåäåíî âûáîðî÷íîå îáñëåäîâàíèå îïðåäåëåííûõ ãðóïï äåòñêîãî íàñå-
ëåíèÿ, è ïîëó÷åíî ðàñïðåäåëåíèå êîëè÷åñòâà äåòåé ïî âåëè÷èíå äëèíû ñòîïû X 
(ñì), ïðåäñòàâëåíû â òàáëèöå.

Äëèíà ñòî-
ïû X (ñì) 170-175 175-180 180-185 185-190 190-195

Êîëè÷åñòâî 
äåòåé n

i

5 18 59 61 32 175

Ïîëàãàÿ, ÷òî ïðèçíàê X èìååò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, òðåáóåòñÿ íàéòè:

à) äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ îæèäàåìîãî ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ  äëèíû 
ñòîïû X ó äåòåé ïðèâåäåííîé âûáîðêè íà óðîâíå íàäåæíîñòè 0,95;

á) âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âåëè÷èíà ïðèçíàêà X ó ïðîèçâîëüíî âçÿòîãî ðå-
áåíêà îêàæåòñÿ â ïðåäåëàõ îò 195 ñì. äî 200 ñì.

12.6 Ñ öåëüþ èçó÷åíèÿ ðàçìåðîâ äíåâíîé âûðó÷êè â ñôåðå ìåëêîãî ÷àñòíîãî áèçíåñà 
áûëà ïðîèçâåäåíà 10%-àÿ ñëó÷àéíàÿ áåñïîâòîðíàÿ âûáîðêà èç 1 000 òîðãîâûõ 
êèîñêîâ ãîðîäà. Â ðåçóëüòàòå áûëè ïîëó ÷åíû äàííûå î ñðåäíåé äíåâíîé âûðó÷-
êå, êîòîðàÿ ñîñòàâèëà 500 ó.å. Â êàêèõ ïðåäåëàõ ñ äîâåðèòåëü íîé âåðîÿòíîñòüþ 
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Çàäàíèÿ

0,95 ìîæåò íàõîäèòüñÿ ñðåäíÿÿ äíåâíàÿ âûðó÷êà âñåõ òîðãîâûõ òî÷åê èçó÷àåìîé 
ñîâîêóïíîñòè, åñëè ñðåäíåå êâàäðàòè÷åñêîå îòêëî íåíèå ñîñòàâèëî 150 ó. å.?

12.7. Â ðåçóëüòàòå âûáîðî÷íîãî îáñëåäîâàíèÿ ñòàæà ðàáîòû èç 1000 ñîòðóäíèêîâ ïðåä-
ïðèÿòèÿ ïîëó÷åíû äàííûå, ñâåäåííûå â òàáëèöó:

Ñòàæ ðàáîòû (ëåò) 2 5 8 9 12 14

×èñëî ðàáîòíèêîâ 7 9 2 6 4 7

Îïðåäåëèòü:

à) ñðåäíèé ñòàæ ðàáîòû è ñðåäíåå êâàäðàòè÷åñêîå îòêëîíåíèå;

á) äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë, â êîòîðîì ñ íàäåæíîñòüþ 0,99 çàêëþ÷åí ñðåäíèé 
ñòàæ ðàáîòû ñîòðóäíèêîâ âñåãî ïðåäïðèÿòèÿ ïðè ïîâòîðíîì è áåñïîâòîðíîì 
îòáîðå;

â) äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë, â êîòîðîì ñ íàäåæíîñòüþ 0,95 çàêëþ÷åíà äîëÿ ñî-
òðóäíèêîâ ïðåäïðèÿòèÿ, èìåþùèõ ñòàæ ðàáîòû 9 ëåò è áîëåå. 

12.8. Ôèðìà, òîðãóþùàÿ àâòîìîáèëÿìè â íåáîëü øîì ãîðîäå, ñîáèðàåò èíôîðìàöèþ 
î ñîñòîÿíèè ìåñòíîãî àâòîìîáèëüíîãî ðûíêà â òåêóùåì ãîäó. Ñ ýòîé öåëüþ èç 
8 745 ëèö â âîçðàñòå 18 ëåò è ñòàðøå, ïðî æèâàþùèõ â ýòîì ãîðîäå, îòîáðàíî 
500 ÷åëîâåê. Ñðåäè íèõ îêàçàëîñü 30 ÷åëîâåê, ïëàíèðóþùèõ ïðèîáðåñòè íîâûé 
àâòîìîáèëü â òåêóùåì ãîäó. Îöå íèòå äîëþ ëèö â ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè â 
âîçðàñòå 18 ëåò è ñòàðøå, ïëàíèðóþùèõ ïðèîáðåñòè íî âûé àâòîìîáèëü â òåêóùåì 
ãîäó, åñëè  = 0,5.

12.9. Íàéòè äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ îöåíêè ñ íàäåæíîñòüþ g = 0,99 íåèçâåñòíîé 
ãåíåðàëüíîé ñðåäíåé â ñëó÷àå íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ãåíåðàëüíîé ñîâîêóï-
íîñòè, åñëè ãåíåðàëüíîå ñðåäíåå êâàäðàòè÷åñêîå îòêëîíåíèå s = 3, âûáîðî÷íàÿ 
ñðåäíÿÿ xB = 5 è îáúåì âûáîðêè n = 39.

12.10. Äëÿ îöåíêè ÷èñëà áåçðàáîòíûõ ñðåäè ðàáî÷èõ îäíîãî èç ðàéîíîâ ãîðîäà â ïîðÿäêå 
ñëó÷àéíîé ïîâòîðíîé âûáîðêè îòîáðàíû 400 ÷åëîâåê ðàáî÷èõ ñïå öèàëüíîñòåé. 
25 èç íèõ îêàçàëèñü áåçðàáîòíûìè. Èñïîëüçóÿ 95%-é äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë, 
îöåíè òå èñòèííûå ðàçìåðû áåçðàáîòèöû ñðåäè ðàáî÷èõ ýòîãî ðàéîíà.

 12.11. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X èìååò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ íåèçâåñòíûì ìàòå-
ìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì m

x
 è èçâåñòíîé äèñïåðñèåé s2=100 . Ïî âûáîðêå îáúåìà 

n = 150 âû÷èñëåíî âûáîðî÷íîå ñðåäíåå  xB = 119. Îïðåäåëèòü äîâåðèòåëüíûé 
èíòåðâàë äëÿ íåèçâåñòíîãî ïàðàìåòðà ðàñïðåäåëåíèÿ m

x 
, îòâå÷àþùèé çàäàííîé 

äîâåðèòåëüíîé âåðîÿòíîñòè g = 0,95.
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12.12. Â ðåçóëüòàòå âûáîðî÷íîãî îáñëåäîâàíèÿ ñòàæà ðàáîòû èç 1500 ñîòðóäíèêîâ 
ïðåäïðèÿòèÿ ïîëó÷åíû äàííûå, ñâåäåííûå â òàáëèöó:

 Ñòàæ ðàáîòû (ëåò) 5 6 7 9 12 15

×èñëî ðàáîòíèêîâ 9 7 5 10 8 12

Îïðåäåëèòü:
à) ñðåäíèé ñòàæ ðàáîòû è ñðåäíåå êâàäðàòè÷åñêîå îòêëîíåíèå;
á) äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë, â êîòîðîì ñ íàäåæíîñòüþ 0,99 çàêëþ÷åí ñðåäíèé 

ñòàæ ðàáîòû ñîòðóäíèêîâ âñåãî ïðåäïðèÿòèÿ ïðè ïîâòîðíîì è áåñïîâòîðíîì 
îòáîðå;

â) äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë, â êîòîðîì ñ íàäåæíîñòüþ 0,95 çàêëþ÷åíà äîëÿ 
ñîòðóäíèêîâ ïðåäïðèÿòèÿ, èìåþùèõ ñòàæ ðàáîòû 7 ëåò è áîëåå. 

12.13. Âûáîðî÷íûå îáñëåäîâàíèÿ ïîêàçàëè, ÷òî äîëÿ ïîêóïàòåëåé, ïðåäïî÷èòàþùèõ 
íîâóþ ìîäèôèêàöèþ òîâàðà À, ñîñòàâëÿåò 60% îò îáùåãî ÷èñëà ïîêóïà òåëåé 
äàííîãî òîâàðà. Êàêèì äîëæåí áûòü îáúåì âûáîðêè, ÷òîáû ìîæíî áûëî ïîëó-
÷èòü îöåíêó ãåíå ðàëüíîé äîëè ñ òî÷íîñòüþ íå ìåíåå 0,05 ïðè äîâå ðèòåëüíîé 
âåðîÿòíîñòè 0,90?

12.14. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X èìååò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ íåèçâåñòíûìè ìàòå-
ìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì è äèñïåðñèåé. Ïî äàííîé âûáîðêå íàéòè äîâåðèòåëüíûé 
èíòåðâàë äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ, îòâå÷àþùèé äîâåðèòåëüíîé âåðîÿò-
íîñòè g = 0,98.

 x
i

19 16 22 28 34 40 46

 n
i

2 14 16 50 10 3 5

12.15. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X èìååò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ íåèçâåñòíûì ìàòåìà-
òè÷åñêèì îæèäàíèåì m

x
  è èçâåñòíîé äèñïåðñèåé s2 = 144. Ïî âûáîðêå îáúåìà 

n = 150 âû÷èñëåíî âûáîðî÷íîå ñðåäíåå x
B 

= 120. Îïðåäåëèòü äîâåðèòåëüíûé 
èíòåðâàë äëÿ íåèçâåñòíîãî ïàðàìåòðà ðàñïðåäåëåíèÿ m

x
, îòâå÷àþùèé çàäàííîé 

äîâåðèòåëüíîé âåðîÿòíîñòè g = 0,9.

12.16. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X èìååò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ íåèçâåñòíûìè ìàòå-
ìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì è äèñïåðñèåé. Ïî äàííîé âûáîðêå íàéòè äîâåðèòåëüíûé 
èíòåðâàë äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ, îòâå÷àþùèé äîâåðèòåëüíîé âåðîÿò-
íîñòè g = 0,9.



12.6. Ïðèìåðû òî÷å÷íûõ è èíòåðâàëüíûõ îöåíîê ÷èñëîâûõ õàðàêòåðèñòèê

 x
i

18 21 24 27 30 33 36

 n
i

4 16 10 30 15 20 5

12.17. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X èìååò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñ íåèçâåñòíûìè ìàòå-
ìàòè÷åñêèì îæèäàíèåì è äèñïåðñèåé. Ïî äàííîé âûáîðêå íàéòè äîâåðèòåëüíûé 
èíòåðâàë äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ, îòâå÷àþùèé äîâåðèòåëüíîé âåðîÿò-
íîñòè g = 0,8.

 x
i

65 70 75 80 85 90 95

 n
i

3 7 10 40 20 12 8
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ÏÐÎÂÅÐÊÀ ÑÒÀÒÈÑÒÈ×ÅÑÊÈÕ ÃÈÏÎÒÅÇ

13.1. Ñòàòèñòè÷åñêàÿ ãèïîòåçà. Ñòàòèñòè÷åñêèé êðèòåðèé ïðîâåðêè 
íóëåâîé ãèïîòåçû 

На разных стадиях статистического исследования и моделирования 

возникает необходимость в формулировке и экспериментальной проверке 

некоторых предположительных утверждений (гипотез) относительно при-

роды или величины неизвестных параметров анализируемой генеральной 

совокупности.

Статистической гипотезой называется предположение о виде распре-

деления, о параметрах известных распределений. 

Выдвинутая гипотеза называется нулевой (или основной) и обознача-

ется H0.

Гипотеза, которая противоречит нулевой, называется конкурирующей 

гипотезой (или альтернативной гипотезой) и обозначается H1:

Если гипотеза содержит только одно предположение, то она называ-

ется простой.

Если гипотеза состоит из конечного или бесконечного числа предпо-

ложений, то она называется сложной.

Основными типами гипотез, проверяемых в ходе статистического ана-

лиза и моделирования, являются:

1. Гипотезы о типе закона распределения исследуемой генеральной 

совокупности;

2. Гипотезы о числовых значениях параметров исследуемой генеральной 

совокупности;

3. Гипотезы об однородности двух или нескольких обрабатываемых 

выборок или некоторых характеристиках анализируемых совокупностей;

4. Гипотезы об общем виде модели, описывающей статистическую 

зависимость между анализируемыми параметрами выборочных данных.

Проверка статистических гипотез осуществляется с помощью того или 

иного статистического критерия – специально выбранной статистики 

(выборочной функции) Z = Z (X1, X2, …, Xn) – функции случайных (по 

множеству серий) результатов наблюдений X1, X2, …, Xn, которые обычно 

предполагаются независимыми, одинаково распределенными случайными 
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величинами. В качестве выборочной функции (критерия) Z обычно ис-

пользуются:

Z – критерий, распределенный по нормальному закону;

t – критерий, распределенный по закону Стьюдента;
2 – критерий «хи-квадрат», имеющий «хи-квадрат» распределение, 

критерий согласия Пирсона;

F – критерий, распределенный по закону Фишера–Снедекора;

 – критерий, распределенный по закону Колмогорова.

13.2. Ïðîâåðêà ãèïîòåç. Îøèáêè ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà 

Сопоставление выдвинутой гипотезы с выборочными данными назы-

вается проверкой гипотезы. 

Правосторонней критической областью для проверки нулевой гипотезы 

H0 с уровнем значимости  называется совокупность значений критерия 

проверки Z для которых выполняется равенство: 

 P(Z > Zкрит) = .  (13.2.1)

При этом число Zкрит называется границей критической области.

Ясно, что критические области бывают правосторонняя, левосторон-

няя, двусторонняя, следовательно:

 – правосторонняя критическая область определяется неравенством: 

 Z > Zкрит,  (13.2.2)

 – левосторонняя критическая область определяется неравенством: 

 Z < – Zкрит,  (13.2.3)

 – двусторонняя критическая область определяется неравенствами: 

 Z < Z1крит и Z > Z2крит.  (13.2.4)

Схема проверки гипотезы: 

1. Формирование нулевой гипотезы H0, которая выдвигается на основе 

начального анализа выборочных данных, и конкурирующей гипотезы H1.

2. Выбор некоторой вероятности , называемой уровнем значимости 

нулевой гипотезы H0.
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3. Подбор по выборочным данным случайной величины Z, распреде-

ление которой называется критерием для проверки нулевой гипотезы.

4. Определение границы критической Zкрит области для проверки ну-

левой гипотезы с уровнем значимости .

5. Вычисление по данным выборки числа Zнабл.

Если оно попадает в критическую область нулевой гипотезы H0, то есть 

Zнабл > Zкрит, то гипотеза H0 отвергается и принимается гипотеза H1, если 

наоборот Zнабл < Zкрит, то нет основания отвергать нулевую гипотезу H0. 

Если гипотеза принята, то это вовсе не означает, что выдвинутое нами 

предположение является наилучшей, единственно подходящей: просто 

эта гипотеза не противоречит имеющимся у нас в распоряжении выбо-

рочным данным, однако таким же свойством наряду с H0 могут обладать 

и другие подобные гипотезы. Выдвинутая гипотеза может быть правиль-

ной или неправильной, поэтому возникает необходимость ее проверки. 

Поскольку проверку проводят статистическими методами, ее называют 

статистической. 

При статистическом анализе результатов наблюдений в принципе воз-

можен один из четырех исходов:

1. Верна гипотеза H0, решение: верна H0 (правильное решение);

2. Верна гипотеза H0 , решение: верна H1 (ошибка первого рода);

3. Верна гипотеза H1, решение: верна H0 (ошибка второго рода);

4. Верна гипотеза H1, решение: верна H1 (правильное решение).

В итоге статистической проверки гипотезы в двух случаях может быть 

принято неправильное решение, то есть могут быть допущены ошибки 

двух родов.

1. Ошибка I рода, заключающаяся в неоправданном отклонении пра-

вильной (истинной) нулевой гипотезы. 

Вероятность  ошибки первого рода называется уровнем значимости 

статистического критерия.

2. Ошибка II рода, заключающаяся в неправильном принятии невер-
ной нулевой гипотезы, что эквивалентно непринятию верной альтер-
нативной гипотезы H1. 

Вероятность ошибки второго рода обозначается . Вероятность M 

= 1 –  несовершения ошибки второго рода называется мощностью 
статистического критерия. 

Иначе говоря, мощность критерия есть вероятность отклонения ну-
левой гипотезы в случае, когда верна альтернативная гипотеза.
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Наиболее распространённым критерием проверки гипотезы о предпо-

лагаемом законе неизвестного распределения является критерий согласия 

Пирсона. Приведем описание алгоритма работы с критерием согласия 

Пирсона. Необходимым условием применения критерия Пирсона является 

наличие в каждом интервале не менее 5 наблюдений. Интервалы с часто-

тами меньше 5 в интервальном вариационном ряде следует объединять, 

частоты при этом складываются. При вычислении числа степеней свободы 

считать количество интервалов уже после объединения.

Критерий Пирсона является наиболее состоятельным при большом 

числе наблюдений (n  50) . Он почти всегда опровергает неверную ги-

потезу.

1. Выбрать закон распределения случайной величины.

2. По соответствующей формуле вычислить точечные или интерваль-

ные вероятности pi.

3. Вычислить выравнивающие частоты ni
* = npi , где n – объем выборки.

4. Найти статистику: 

 ɖː˃˄ˎଶ = ෍ (݊௜ െ ݊௜כ)ଶ ݊௜כ
௠

௜ୀଵ  ,  (13.3.1)

Эта случайная величина при n >  стремится к закону распределения 
2 с k степенями свободы.

Число степеней свободы определяется по формуле k = m – 1 – r, где m – 

число интервалов, r – число параметров предполагаемого распределения.

Выражения для нахождения числа степеней свободы известных законов 

распределения представлены в табл. 13.3.1.

Òàáëèöà 13.3.1

Çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ×èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû

Áèíîìèàëüíûé çàêîí 
k = m – 1, åñëè P(A) èçâåñòíî 

k = m – 2, åñëè P(A) íåèçâåñòíî 

Çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ Ïóàññîíà  k = m – 2

Ðàâíîìåðíûé çàêîí  k = m – 3

Ïîêàçàòåëüíûé çàêîí  k = m – 2

Íîðìàëüíûé çàêîí  k = m – 3

5. Задавая уровень значимости  и учитывая k из таблицы 7 распределе-

ния 2 (приложение 7), находим критическое значение 2
крит, при котором 

выполняется условие P( 2
набл > 2

крит ( , k)) = .
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6. Если 2
набл < 2

крит  то закон теоретического распределения не про-

тиворечит опытным данным, нет оснований отвергнуть гипотезу о вы-

бранном законе распределения. В противном случае выдвинутая гипотеза 

отвергается.

Ïðèìåð 1. На экзамене по теории вероятностей и математической ста-

тистике студенту задается только один вопрос по одной из четырех частей 

курса. Из 100 студентов 26 получили вопрос по первой части, 32 по второй, 

17 по третьей и 25 по четвертой. Можно ли по этим результатам принять 

гипотезу, что с вероятностью 0,95 получить вопрос по любой из четырех 

частей одна и та же?

Ðåøåíèå: По условию задачи имеем: 

 
݉ = 4, Ƚ = 0,05, ௜݌ = 1 4 = 0,25,Τ       ݊ = 100,   ݊ଵ = 26,    ݊ଶ = 32, ݊ଷ = 17, ݊ସ = 25, ௜݌݊ = 25  (݅ = 1,2,3,4) 

 

По формуле (13.3.1): 

 ɖː˃˄ˎଶ = ෍ (݊௜ െ ݊௜כ)ଶ ݊௜כ
௠

௜ୀଵ    

находим 2
набл :

 ߯ː˃˄ˎଶ = (26 െ 25)ଶ25 + (32 െ 25)ଶ25 + (17 െ 25)ଶ25 + (25 െ 25)ଶ25 = 4,56.   
Находим число степеней свободы по формуле:

k = m – 1– r = 4 – 1 – 0 = 3. 

В данной задаче r = 0, так как ни один из параметров предполагаемого 

распределения нами не находился по выборке.

Находим по табл. 7 приложения 7 границу критической области, являю-

щейся корнем уравнения  P( 2
набл > 2

крит ( , k)) =  при значениях  = 0,05, 

k = 3 – это значение равно 2
крит = 7,815.

Сравниваем полученные значения – 4,56 и 7,82. Так как 4,56 < 7,82, то 

по критерию Пирсона наша гипотеза подтвердилась. 

Ïðèìåð 2. Путем опроса 50 матерей, имеющих четверых детей установ-

лено количество мальчиков в семье: 0, 2, 1, 2, 1, 2, 2, 2, 3, 3, 3,2, 3, 0, 2, 3, 3, 

3, 2, 4, 1, 3, 3, 1, 3, 2, 1, 0, 3, 2, 4, 3, 3, 2, 3,2,1, 2, 1, 1, 2, 2, 3, 2, 2, 1, 2, 0. 3, 1.

Требуется проверить на уровне значимости  = 0,01 гипотезу о бино-

миальном распределении.
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Ðåøåíèå: Всего у 50 матерей 200 детей. Случайной величиной X явля-

ется число мальчиков в семьях из 4 детей. Построим вариационный ряд:

xi 0 1 2 3 4 ჆
ni 4 10 18 16 2 50

Рассчитаем среднюю частоту рождения мальчиков: ݌௜כ = 0 ή 4 + 1 ή 10 + 2 ή 18 + 3 ή 16 + 4 ή 2200 = 102200 = 0,51 .

По формуле биномиального закона  ௡ܲ(݉) = ௡ି௠ݍ௠݌௡௠ܥ
  вычислим 

вероятности комбинаций рождения мальчика и девочки в семьях из че-

тырех детей: 

 

ସܲ(0) = (0,49)ସ = 0,0576, ସܲ(1) = ସଵܥ ή (0.51) ή (0,49)ଷ = 4 ή (0.51) ή (0,49)ଷ = 0,2401, ସܲ(2) = 6 ή (0.51)ଶ ή (0,49)ଷ = 0,3747, ସܲ(3) = 4 ή (0.51)ଷ ή (0,49) = 0,2600, ସܲ(4) = (0.51)ସ = 0,0676.
෍  ௡ܲ(݉)ହ
௜ୀଵ = 0,0576 + 0,2401 + 0,3747 + 0,2600 + 0,0676 = 1 . 

Теоретические частоты равны ni
* = 50 · Pn(m = i). Составим таблицу и 

рассчитаем 2
набл.  

xi ni ni
* (ni – ni

*)2
(ni – ni

*)2

ni
*

0 4
10

3
12

1 –– = 0,667
1
151

2 18 19 1 –– = 0,053
1
19

3 16
12

13
3

4 –– = 0,25
4
164

50 50 2
íàáë = 0,37
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По табл.7 приложения 7 на уровне значимости  = 0,01 и при числе 

степеней свободы k = 3 – 1 – 1 = 1 определяем 2
крит = 6,64. 

Так как 0,37 < 6,64, то по критерию Пирсона нулевая гипотеза не от-

вергается. 

Таким образом, число мальчиков в семье из 4 детей данной совокуп-

ности подчиняется биномиальному закону распределения. 

Ïðèìåð 3. По данным наблюдения в автомастерской, число несвоев-

ременно обслуженных автомобилей за смену в 100 выборках, приводится 

в таблице:

×èñëî àâòîìîáèëåé xi 0  1 2 3

×èñëî âûáîðîê ni  85  11 3 1 100

На уровне значимости  = 0,05 необходимо проверить гипотезу о за-

коне Пуассона.

Ðåøåíèå: Определяем среднюю интенсивность числа автомобилей, 

несвоевременно обслуженных за одну выборку: 

 ɉ = 0 ή 85 + 1 ή 11 + 2 ή 3 + 3 ή 1100 = 20100 = 0,2 . 

По таблице приложения e –  определяем e – 0,2 = 0,8117.

По формуле закона Пуассона: 

 ௡ܲ(݉) = ɉ௠݉! ݁ି஛
 . 

вычисляем вероятности: 

 

ଵܲ଴଴(0) = 0,2଴0! ݁ି଴,ଶ = 0,8117,
ଵܲ଴଴(1) = 0,2ଵ1! ݁ି଴,ଶ = 0,2 ή 0,8117 = 0,1637,

ଵܲ଴଴(2) = 0,2ଶ2! ݁ି଴,ଶ = 0,02 ή 0,8117 = 0,0165,
ଵܲ଴଴(3) = 0,2ଷ3! ݁ି଴,ଶ = 0,0086 ή 0,8117 = 0,0011.

 ௡ܲ(݉) = 0,8117 + 0,1637 + 0,0165 + 0,0011 = 1. 
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Теоретические частоты равны ni
* = 100 ·Pn(m = i). Составим таблицу и 

рассчитаем 2
крит . 

xi ni ni
* (ni – ni

*)2
(ni – ni

*)2

ni
*

0 85 82 9 –– = 0,108
9

82

1 11 16 25 –– = 1,56325
16

2 3
1

2
0

4 –– = 24
2

3

100 100 2
íàáë = 3,671

По табл. 7 приложения 7 на уровне значимости  = 0,05 и при числе 

степеней свободы k = 3 – 2 = 1 определяем 2
крит = 3,84.

Так как 0,3671 < 3,84, то по критерию Пирсона нулевая гипотеза не 

отвергается. 

Таким образом, число несвоевременно обслуженных автомобилей 

за смену из данной совокупности подчиняется закону распределения 

Пуассона.

Ïðèìåð 4. В своей книге «Математические методы статистики» Г. Крамер 

приводит следующие данные распределения толщины (в мм) 12000 бобов:

Òàáëèöà 4.

Òîëùèíà Äî 7.00 7.00–7.25 7.25–7.5 7.5–7.75 7.75–8.00 8.00–8.25

Êîëè÷åñòâî 
áîáîâ

32 103 239 624 1187 1650

Òîëùèíà 8.25–8.5 8.5–8.75 8.75–9.00 9.00–9.25 9.25–9.5

Êîëè÷åñòâî 
áîáîâ

1883 1930 1638 1130 737

Òîëùèíà 9.5–9.75 9.75–10.00 10.00–10.25 10.25–10.5 Ñâûøå 
10.5

Êîëè÷åñòâî 
áîáîâ

427 221 110 57 32

Проверить гипотезу о том, что толщина бобов подчиняется нормаль-

ному распределению на уровне значимости  = 0,02. 



216

Ãëàâà 13. Ïðîâåðêà ñòàòèñòè÷åñêèõ ãèïîòåç

Ðåøåíèå: Как видно левый и правый интервалы открытые, таким об-

разом, различают интервалы открытые и закрытые.

Открытые – интервалы, у которых обозначена одна граница, верхняя 

или нижняя.

Закрытые – интервалы, у которых обозначены обе границы.

В нашем примере оба крайних интервала открытые, поэтому приведем 

правило закрытия открытых интервалов.

Правило закрытия открытых интервалов

Величина открытого интервала условно принимается равной вели-

чине последующего или предыдущего интервала. Если нижняя граница 

последующего интервала совпадает с верхней границей предыдущего, то 

нижняя граница считается включительной, а верхняя – исключительной.

Так как никаких сведений о параметрах нормального распределения по 

условию задачи у нас не имеется, то за математическое ожидание признака 

возьмем среднее выборочное xВ выборки X, а за генеральную дисперсию 

возьмем ее несмещенную оценку S 2.

Составим таблицу с промежуточными вычислениями: 

o
xi

pi
* o

xi pi
* (

o
xi – xB)2 (

o
xi – xB)2pi

*

6,875 0,002667 0,018333 2,844846 0,007586

7,125 0,008583 0,061156 2,064012 0,017716

7,375 0,019917 0,146885 1,408179 0,028046

7,625 0,052 0,3965 0,877345 0,045622

7,875 0,098917 0,778969 0,471512 0,04664

8,125 0,1375 1,117188 0,190678 0,026218

8,375 0,156917 1,314177 0,034845 0,005468

8,625 0,160833 1,387188 0,004011 0,000645

8,875 0,1365 1,211438 0,098178 0,013401

9,125 0,094167 0,859271 0,317344 0,029883

9,375 0,061417 0,575781 0,661511 0,040628

9,625 0,035583 0,34249 1,130677 0,040233

9,875 0,018417 0,181865 1,724844 0,031766

10,125 0,009167 0,092813 2,44401 0,022403

10,375 0,00475 0,049281 3,288177 0,015619

10,625 0,002667 0,028333 4,257343 0,011353

1 8,561667 21,81751 0,383228
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˅ݔ = 8,561667 ൎ 8,56ܵଶ = 16 െ 116 ή 0,383228 = 0,359277ɐ˅ = ඥ0,359277 = 0,599397 ൎ 0,60 . 
Находим величину npi (n = 1200) для каждого из заданных интервалов по 
формуле: 

௜݌  = ௜ܲ(ݔ௜ ൑ ܺ ൑ (௜ାଵݔ = Ȱ଴(ݖ௜ାଵ) െ Ȱ଴(ݖ௜). 
где 

 
௜ାଵݖ = ௜ାଵݔ െ ɐ˅ݔ , ௜ݖ = ௜ݔ െ ˅ݔ

 
. 

Значения Ф0(Zi+1) и Ф0(Zi) находим из табл. 3 (приложение 3)
Пример вычисления: 

 

ଵ݌ = ଵܲ(6,75 ൑ ܺ ൑ 7) = Ȱ଴ ൬7 െ 8,560,6 ൰ െ Ȱ଴ ൬6,75 െ 8,560,6 ൰ =
= Ȱ଴(െ2,6) െ Ȱ଴(െ3) = Ȱ଴(3) െ Ȱ଴(2,6) = 0,499 െ 0,4954 = 0,004 . 

Остальные значения вероятностей случайной величины найдем по-
добным образом и поместим в таблицу:

xi+1 xi Zi+1 Ô(Zi+1) Zi Ô(Zi) pi = Ô(Zi+1) – Ô(Zi)

7 6,75 –2,6 –0,4954 –3 –0,499 0,004

7,25 7 –2,2 –0,4857 –2,6 –0,495 0,0097

7,5 7,25 –1,8 –0,4617 –2,2 –0,486 0,0239

7,75 7,5 –1,4 –0,4122 –1,8 –0,462 0,0496

8 7,75 –0,9 –0,3256 –1,4 –0,412 0,0865

8,25 8 –0,5 –0,1985 –0,9 –0,326 0,1272

8,5 8,25 –0,1 –0,041 –0,5 –0,198 0,1575

8,75 8,5 0,31 0,1233 –0,1 –0,041 0,1643

9 8,75 0,73 0,2677 0,31 0,1233 0,1444

9,25 9 1,15 0,3746 0,73 0,2677 0,1069

9,5 9,25 1,57 0,4413 1,15 0,3746 0,0667

9,75 9,5 1,98 0,4763 1,57 0,4413 0,035

10 9,75 2,4 0,4918 1,98 0,4763 0,0155

10,25 10 2,82 0,4976 2,4 0,4918 0,0058
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xi+1 xi Zi+1 Ô(Zi+1) Zi Ô(Zi) pi = Ô(Zi+1) – Ô(Zi)

10,5 10,25 3,23 0,4994 2,82 0,4976 0,0018

10,75 10,5 3,65 0,4999 3,23 0,4994 0,0012

჆pi = 1

ni ni
* (ni – ni

*)2
(ni – ni

*)2

ni
*

32 48 256 5,333

103 117 196 1,675

239 287 2304 8,028

624 595 840,28 1,412

1187 1038 22131 21,32

1650 1526 15343 10,05

1883 1890 46,573 0,025

1930 1971 1719,2 0,872

1638 1733 8946 5,163

1130 1283 23327 18,19

737 800 3973 4,966

427 420 49 0,117

221 186 1222,3 6,57

110 70 1600 22,86

57 22 1225 55,68

32 14 324 23,14

჆ = 1200 ჆ = 1200  770 2
набл = 185,4

Находим число степеней свободы по формуле k = 13 – 2 – 1 = 13.
Так как два параметра генерального распределения были найдены по 

выборке, то r = 2.
По табл. 7 приложения 7 на уровне значимости  = 0,02 и при числе 

степеней свободы k = 13 определяем 2
крит = 25,50.

Так как 185,4 > 25,50, то по критерию Пирсона нулевая гипотеза от-
вергается.

Продолжение таблицы
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Таким образом, гипотеза о том, что толщина бобов подчиняется нор-
мальному распределению на уровне значимости  = 0,02 не подтвержда-
ется.

Ïðèìåð 5. 

По данным о производительности труда рассчитаны теоретические 
частоты в предположении нормального закона распределения. Результаты 
расчетов представлены следующей таблицей:

Ri 3,6 – 3,7 3,7 – 3,8 3,8 – 3,9 3,9 – 4,0 4,0 – 4,1 4,1 – 4,2 4,2 – 4,3

ni 1 6 11 15 9 6 2

ni
* 2 5 11 14 11 5 2

На уровне значимости  = 0,01 проверить гипотезу о нормальном за-
коне распределения.

Ðåøåíèå: Так как теоретические частоты даны вычисляем необходимые 
параметры для определения 2

набл. 

Ri ni ni
* (ni – ni

*)2
(ni – ni

*)2

ni
*

3,6 – 3,7 1
6

2
5

0 0

3,7 – 3,8

3,8 – 3,9 1 1 0 0

3,9 – 4,0  15  14 1 1/14 = 0,071

4,0 – 4,1  9  11 4 4/11 = 0,364

4,1 – 4,2 6
2

5
 2

 11 1/7 = 0,143

4,2 – 4,3

50 50 2
íàáë = 0,578

Находим число степеней свободы по формуле k = 5 – 3 = 2. 
По табл. 7 приложения 7 на уровне значимости  = 0,01 и при числе 

степеней свободы k = 2 определяем 2
крит = 9,21.

Так как 2
набл < 2

крит  гипотеза H0 не отвергается, то есть производитель-
ность труда для данной совокупности подчиняется нормальному закону 
распределения. 
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13.4. Êðèòåðèé Êîëìîãîðîâà

Критерий согласия Колмогорова является наиболее простым критери-
ем проверки гипотезы о виде закона распределения. Он связывает эмпири-
ческую функцию распределения Ф*(x) с теоретической функциией распре-
деления Ф(x) некоторой случайной величиной (статистика Колмогорова):

௡ܦ  = max௜ |Ȱכ(ݔ௜) െ Ȱ(ݔ௜)|, ,  (13.4.1)

где максимальная разность значений эмпирической и теоретической 
функций распределения, n – объем выборки, xi – середины интервалов 
(интервальных рядов).

Согласно теории Колмогорова:
Если x1, x2, …, xn – конкретная выборка из распределения с извест-

ной непрерывной функцией распределения Ф(x) и Ф*(x) – эмпирическая 
функция распределения. Выдвигается простая гипотеза H0: Ф*(x) = Ф(x); 
альтернативная: H1: Ф*(x) ≠ Ф(x),  x  R

Колмогоров доказал, что при nĺ  закон распределения случайной 
величины n·Dn независимо от вида распределения случайной величины 
X стремится к закону распределения Колмогорова: 

 ܲ{ξ݊ ڄ ௡ܦ < ɉ} ՜   , (ɉ)ܨ

0,2 0,1 0,05 0,02 0,01 0,001

0 1,073 1,224 1.358 1,520 1,627 1,950

Найдем Dкрит такое, что P(Dn > Dкрит) = .
Рассмотрим уравнение F( ) = 1 – . С помощью функции Колмогорова 

найдем значение (корень 0) этого уравнения. Тогда по теореме 
Колмогорова: 

 

ܲ൛ξ݊ ڄ ௡ܦ < ɉ଴ൟ = 1 െ , ܲ{ξ݊ ڄ ௡ܦ > ɉ଴} = ˕ˋ˓ˍܦ,ߙ = ஛బξ௡. . 

Если Dn < Dкрит, то гипотезу H0 нет оснований опровергнуть; в против-
ном случае – ее опровергают.

Ïðèìåð 6. Опыт Бюффона (п. 1.3). Монету бросали 4040 раз (Бюффон). 
Получили n1 = 2048 выпадений герба и n2 = 1992 выпадений решётки. 
Проверить, используя:
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а) критерий Колмогорова; 
б) критерий Пирсона, согласуются ли эти данные с гипотезой H0 о 

симметричности монеты (  = 0,05).

Ðåøåíèå: Случайная величина X принимает два значения: x1 = – 1 (ре-
шётка); x2 = 1 (герб). Гипотеза H0:Ф*(x) = Ф(x) = 0,5.

а) По таблице распределения Колмогорова находим корень урав нения 
F( ) = 1 – , при  = 0,05. Следует x0 = 1,358. Тогда:

˕ˋ˓ˍܦ  = ɉ଴ξ݊ = 1,358ξ4040 ൎ 0,021 .  

Для нахождения по выборке Dn строим функции Ф(x) и Ф*(x)  и вы-
числяем величину: 

௡ܦ  = max௜ |Ȱכ(ݔ௜) െ Ȱ(ݔ௜)|.  

 xi  Ðåøåòêà
x1 = – 1

Ãåðá
x2 = 1

pi 0,5 0,5

 Ȱ(ݔ) = ൝0, ݔ  ൑ െ1,0,5, ݔ  א (െ1, +1),1, ݔ  > 1.   

xi Ðåøåòêà
x1 = – 1

Ãåðá
x2 = 1

ni 1992 2048

 pi 0,493 0,507

 

 
Ȱ(ݔ)כ = ൝ 0, ݔ ˋ˓˒ ൑ െ10,493, ˒˓ˋ െ 1 < ݔ ൑ 11. ݔ ˋ˓˒ > 1  

  

Максимальное отклонение Ф(x) от Ф*(x) равно 0,007, то есть Dn = 0,007. 
Поскольку Dn <Dкрит, то нет оснований отвергать гипотезу H0; опытные 
данные согласуются с гипотезой H0 о симметричности монеты.

б) Вычисляем статистику по проверочной формуле 2 

 ߯ː˃˄ˎଶ = ෍ ݊௜ଶ݊݌௜
଺

௜ୀଵ െ ݊ = 1992ଶ12 ڄ 4040 + 2048ଶ12 ڄ 4040 െ 4040 = 0,776 . 
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По табл. 7 приложения 7 2-распределения находим критическую точку 
2

крит = 2
0,05;1 = 3,8; Так как 2

набл < 2
крит, то опытные данные согласуются с 

гипотезой о симметричности монеты.

13.5. Ñðàâíåíèå äâóõ äèñïåðñèé íîðìàëüíûõ ãåíåðàëüíûõ 
ñîâîêóïíîñòåé

На практике задача сравнения дисперсий возникает, если требуется 
сравнить точность приборов, инструментов, самих методов измерений 
и другое. Очевидно, предпочтительнее тот прибор, инструмент и метод, 
который обеспечивает наименьшее рассеяние результатов измерений, то 
есть наименьшую дисперсию.

Пусть генеральные совокупности X и Y распределены нормально. По 
независимым выборкам с объемами, соответственно равными n1 и n2, из-
влеченным из этих совокупностей, найдены исправленные выборочные 
дисперсии 2 и 2. Требуется по исправленным дисперсиям при заданном 
уровне значимости  проверить нулевую гипотезу, состоящую в том, что 
генеральные дисперсии рассматриваемых совокупностей равны между 
собой: 

 H0:Dx = Dy ,  (13.5.1)

Исправленные дисперсии, полученные путем статистической обра-
ботки выборочных данных – оценки 2 и 2 – являются несмещенными 
оценками генеральных дисперсий Dx и Dy (глава 12): 

 M(SX
2) = Dx, M(SY

2) = Dy .  

Таким образом, проверка гипотезы H0 заключается в ответе на вопрос: 
значимо (существенно) или незначимо (несущественно) различаются 
исправленные дисперсии. При этом в случае, когда нулевая гипотеза H0 

справедлива (не противоречит опытным данным) – генеральные дис-
персии одинаковы, то различие оценок 2 и 2 незначимо и может быть 
объяснено случайными причинами, например нарушением репрезента-
тивности выборки. 

Если нулевая гипотеза H0 отвергнута – генеральные дисперсии разли-
чаются, то различие оценок 2 и 2 значимо и не может быть объяснено 
случайными причинами. Например, если различие оценок дисперсий 
результатов измерений, проведенных двумя различными приборами, 
оказалось значимым, то точности измерения этих приборов – различны.
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В качестве критерия проверки нулевой гипотезы H0 о равенстве гене-
ральных дисперсий примем отношение большей исправленной дисперсии, 
например 2 к меньшей, например 2 ( 2 > 2): 

 ːܨ ˃˄ˎ = ܵ௑ଶܵ௒ଶ  . (13.5.2)

Величина Fнабл, при условии справедливости нулевой гипотезы H0, имеет 
распределение Фишера–Снедекора с двумя степенями свободы k1 = n1 – 1, 
k2 = n2 – 1. Распределение Фишера–Снедекора зависит только от чисел 
k1 и k2 степеней свободы и не зависит от других параметров (см. п.10.1).

Критическая область для проверки гипотезы строится в зависимости 
от вида конкурирующей гипотезы H1, при этом различают два случая:

Первый случай. Нулевая гипотеза H0:Dx = Dy, конкурирующая гипотеза 
H1: Dx > Dy.

В этом случае строят правостороннюю критическую область, исходя 
из требования: вероятность попадания критерия Fнабл в критическую об-
ласть при условии справедливости нулевой гипотезы H0 должна быть равна 
принятому уровню значимости : 791

 
ܲ ቀːܨ ˃˄ˎ ൒ ܨ̱ ˓ˋ˕(Ƚ, ݇ଵ, ݇ଶ)ቁ = Ƚ 

  (13.5.3)

Критическая точка Fкрит( ,k1,k2) определяется по табл.8 процентных 
точек распределения Фишера—Снедекора (см. приложение 8).

Правило проверки нулевой гипотезы H0 формулируется следующим 
образом: 

 
ቊ˒˓ˋ ːܨ ˃˄ˎ ൒ ܨ̱ ˓ˋ˕(Ƚ, ݇ଵ, ݇ଶ) ՜ ܨଵ,˒˓ˋ ːܪ ˃˄ˎ < ܨ̱ ˓ˋ˕(Ƚ, ݇ଵ, ݇ଶ) ՜ ଴.  (13.5.4)ܪ

Приведем алгоритм работы для первого случая:
Пусть по двум независимым выборкам, объемы которых равны n1 и n2, 

соответственно, полученным из нормально распределенных генеральных 
совокупностей X и Y найдены исправленные выборочные дисперсии 2 и 

2. Требуется сравнить дисперсии генеральных совокупностей.
Алгоритм сравнения Dx и Dy:
1) Выдвигаем нулевую гипотезу: H0:Dx = Dy. Тогда конкурирующей ги-

потезой будет H1: Dx > Dy; 
2) Задаем число  – уровень значимости нулевой гипотезы;
3) Находим из табл. 8 распределения Фишера–Снедекора (см. прило-

жение 8) значение Fкрит. по заданному  и числам степеней свободы k1 = 
n1 – 1, k2 = n2 – 1;

4) Находим критерий проверки нулевой гипотезы H0: 



224

Ãëàâà 13. Ïðîâåðêà ñòàòèñòè÷åñêèõ ãèïîòåç

ːܨ ˃˄ˎ = ܵ௑ଶܵ௒ଶ 
 .

равное отношению большей исправленной дисперсии, например  2  
к меньшей, например  2 ( 2 > 2).

5) Сравниваем числа Fкрит и Fнабл:
если Fнабл  Fкрит, то отвергаем гипотезу H0 и принимаем гипотезу H1,
если Fнабл < Fкрит, то нет оснований отвергать гипотезу H0. 

Ïðèìåð 7. По двум независимым выборкам объемов n1 = 10 и n2 = 15, из-
влеченным из нормальных генеральных совокупностей X и Y найдены оценки 
дисперсий: 2  = 8,42  и 2  = 4,23. При уровне значимости  = 0,05 проверить 
гипотезу H0:D(X) = D(Y), при конкурирующей гипотезе H1:D(X) > D(Y);

Ðåøåíèå:
 1) По данным выборки ܵଶ = ܵ௑ଶ, ܵଶ  = ܵ௒ଶ ,   поэтому:

ܨ  . = ܵଶܵଶ = 8,424,23 = 1,99 .

2) По табл. 8 (см. приложение 8), учитывая значения 
 = 0,05, k1 = 10 – 1 = 9, k2 = 15 – 1 = 14 , находим число: Fкрит = 2,65.

3) Сравниваем: так как 1,99 < 2,65, то есть Fнабл < Fкрит, то нет основания 
отвергать гипотезу H0.

Ответ: гипотеза H0:D(X) = D(Y) принимается.

Второй случай. Нулевая гипотеза H0:D(X) = D(Y), конкурирующая ги-
потеза H1:D(X) D(Y).

В этом случае строят двустороннюю критическую область, исходя из 
требования, чтобы вероятность попадания критерия Fнабл в данную область 
при условии справедливости нулевой гипотезы H0 была равна принятому 
уровню значимости . 

 ܲ ቀːܨ ˃˄ˎ < ,ଵˍ˓ˋ˕(Ƚܨ ݇ଵ, ݇ଶ)ቁ = Ƚ2 , (13.5.5)

 ܲ ቀːܨ ˃˄ˎ ൒ ,ଶˍ˓ˋ˕(Ƚܨ ݇ଵ, ݇ଶ)ቁ = Ƚ2.   (13.5.6)

При определении критических точек достаточно определить правые 
критических точки для распределения Фишера–Снедекора.

Правило проверки нулевой гипотезы H0 формулируется следующим 
образом: 

 ܲ ቐ˒˓ˋ ːܨ ˃˄ˎ ൒ ,ଶˍ˓ˋ˕(Ƚܨ ݇ଵ, ݇ଶ) ՜ ܨଵ,˒˓ˋ ːܪ ˃˄ˎ < ,ଵˍ˓ˋ˕(Ƚܨ ݇ଵ, ݇ଶ) ՜ ˕ˋ˓ˍଵܨ ˋ˓˒,ଵܪ ൑ ːܨ ˃˄ˎ < ˕ˋ˓ˍଶܨ ՜ .଴ܪ    (13.5.7)
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Таким образом, для второго случая применительно к алгоритму для 
первого случая можно сделать следующие замечания.

Если для нулевой гипотезы H0:D(X) = D(Y) конкурирующая гипотеза 
H1:D(X) D(Y), то строят двустороннюю критическую область. Для этого по 
табл. 8 (см. приложение 8) вычисляют правую границу F2крит критической 
области по уровню значимости /2 и числам степеней свободы k1 = n1–1, 
k2 = n2–1.

Тогда, если Fнабл F2крит, то гипотеза H0 отвергается и принимается гипо-
теза H1, если Fнабл < F2крит, то нет основания отвергать гипотезу H0.

Ïðèìåð 8. По двум независимым выборкам объемов n1 = 10 и n2 = 18 
и извлеченным из нормальных генеральных совокупностей X и Y, най-
дены оценки дисперсий: 2  = 1,23  и 2  = 0,41. При уровне значимости  
= 0,1 проверить гипотезу H0:D(X) = D(Y) при конкурирующей гипотезе 
H1:D(X) D(Y);

Ðåøåíèå:
 1) По данным выборки  ܵଶ = ܵ௑ଶ, ܵଶ  = ܵ௒ଶ, поэтому 

ܨ  . = ܵଶܵଶ = 1,230,41 = 3. 
2) По табл. 8 (см. приложение 8), учитывая значения:
здесь критическая область двухсторонняя, поэтому уровень значимости 

принимаем равным: 

ࢻ  = 0,12 = 0,05 .

Следовательно,  = 0,05, k1 = 10 – 1 = 9, k2 = 18 – 1 = 17, находим 
число: Fкрит = 2,5.

3) Сравниваем: так как 3 > 2,5 то есть Fнабл > Fкрит, то нулевую гипотезу 
H0 отвергаем.

Ответ: гипотеза H0:D(X) = D(Y) не принимается.

13.6. Ñðàâíåíèå äâóõ ñðåäíèõ íîðìàëüíûõ ãåíåðàëüíûõ ñîâîêóïíîñòåé, 
äèñïåðñèè êîòîðûõ íåèçâåñòíû 

Пусть даны две независимые выборки объемов n1 и n2 соответственно 
из нормально распределенных генеральных совокупностей X и Y. По вы-
боркам найдены оценки математических ожиданий xВ, yВ и исправленные 
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выборочные дисперсии 2 и 2, при этом генеральные дисперсии D(X) и 
D(Y) неизвестны, но предполагаются одинаковыми. Требуется сравнить  
M(X) и M(Y) генеральных совокупностей. 

Алгоритм сравнения M(X) и M(Y):
 l) Выдвигаем нулевую гипотезу: H0:D(X) = D(Y)
В качестве конкурирующей гипотезы рассмотреть H1:D(X)  D(Y)
2) Задаем число  – уровень значимости нулевой гипотезы;
3) Находим по табл. 5 распределения Стьюдента (см. приложение 5) 

значение tкрит по заданному  и числу k = n1+ n2 – 2;
4) Находим число: 

ݐ   = ˅ݔ െ ඥ(݊ଵ ˅ݕ െ 1)ܵ௑ଶ + (݊ଶ െ 1)ܵ௒ଶ ڄ ඨ݊ଵ݊ଶ(݊ଵ + ݊ଶ) െ 2݊ଵ+݊ଶ  . (13.6.1)

5) Сравниваем числа tкрит и tнабл : 
если | tнабл | > tкрит, то отвергнуть гипотезу H0,
если | tнабл | < tкрит, то нет основания отвергать гипотезу H0.

13.7. Ñðàâíåíèå äâóõ ñðåäíèõ íîðìàëüíûõ ãåíåðàëüíûõ ñîâîêóïíîñòåé, 
äèñïåðñèè êîòîðûõ èçâåñòíû 

Если необходимо проверить гипотезу H0:M(X) = M(Y) о равенстве сред-
них двух нормальных генеральных совокупностей X и Y при условии из-
вестных дисперсий D(X) и D(Y) и при конкурирующей гипотезе H1:M(X) 

 M(Y) , то в описанной выше схеме вместо tкрит используют число Zкрит, 
определяемое с помощью табл.3 (см. приложение 3) по заданному  из 
равенства: 

  
଴൫ݖ ൯ = 1 െ2 . 

 
При конкурирующей гипотезе H1:M(X)  M(Y): 

  ଴൫ݖ ൯ = 12 െ2  
. 

Вместо tнабл по данным выборок вычисляют число: 

ݖ   = ˅ݔ െ ଵ݊ (ܺ)ܦට˅ݕ + ଶ݊(ܻ)ܦ
 . (13.7.1)

Если | Zнабл | < Zкрит, то нет основания отвергать гипотезу H0.
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Если | Zнабл | > Zкрит, то гипотезу H0 отвергают. 

Ïðèìåð 9. По двум независимым выборкам объемов n1 = 10 и n2 = 16, 
извлеченным из нормальных генеральных совокупностей X и Y, найдены 
оценки математических ожиданий xB = 2,5 и  yB = 3,1 и исправленные вы-
борочные дисперсии   2  = 0,62  и  2  = 0,43. Проверить нулевую гипотезу 
H0:D(X) = D(Y) при конкурирующей гипотезе: H1:D(X)  D(Y) и уровне 
значимости  = 0,01. 

Ðåøåíèå:
1) Так как  2  2, то предварительно проверим гипотезу: H0:D(X) = 

D(Y) o равенстве генеральных дисперсий при конкурирующей гипотезе 
H1:D(X)  D(Y) Для этого поступим по аналогии с решением примера 1: 

а) По данным выборки вычисляем: 

ܨ   . = ܵ .ଶܵ .ଶ = 0,620,43 = 1,44;  
б) По табл. 8 (см. приложение 8), учитывая значения: 

 = 0,05, k1 = 10 – 1 = 9, k2 = 16 – 1 = 15, находим число Fкрит = 2,59;
в) Сравниваем: так как 1,44 < 2,59, то есть Fнабл < Fкрит, то гипотеза о 

равенстве генеральных дисперсий принимается, следовательно различие 
между 2 = 0,62 и 2 = 0,43 считаем незначительным. 

2) Проверяем гипотезу H0:D(X) = D(Y) о равенстве средних при конку-
рирующей гипотезе : H1:D(X)  D(Y).

 a) Находим по табл. 5 (см. приложение 5) значение tкрит по заданному 
 = 0,01 и числу k = 10+16 – 2 = 24 tкрит = 2,8.

б) Находим число tнабл: 

  

ݐ . = ˅ݔ െ ඥ(݊ଵ˅ݕ െ 1) ڄ ܵ௑ଶ + (݊ଶ െ 1) ڄ ܵ௒ଶ ڄ ඨ݊ଵ݊ଶ(݊ଵ + ݊ଶ െ 2)݊ଵ + ݊ଶ = 
= 2,5 െ 3,1ඥ9 ڄ 0,62 + 15 ڄ 0,43 ڄ ඨ10 ڄ 16 ڄ (10 + 16 െ 2)10 + 16 = 
= െ 0,6ξ12,03 ڄ 12,153 = െ 0,63,47 ڄ 12,153 = െ2,101 

 

в) Сравниваем числа tкрит и  | tнабл | , так как 2,101 < 2,8, то  | tнабл |  < tкрит и 
гипотеза H0:D(X) = D(Y)о равенстве средних принимается.

Ответ: гипотеза H0:D(X) = D(Y) принимается. 

Ïðèìåð 10. По двум независимым выборкам объемов n1 = 18 и n2 = 
15, извлеченным из нормальных генеральных совокупностей X и Y с 
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дисперсиями D(X) = 9, D(Y) = 12, вычислены оценки математических 
ожиданий: xВ = 12,7, yВ = 10,2. При уровне значимости  = 0,05 проверить 
гипотезу H0:D(X) = D(Y). 

Ðåøåíèå:
1) Вычислим: 

  

ݖ = ˅ݔ െ ඨ˅ݕ ଶ݊ଵ + ௒ଶ݊ଶ
= 12,7 െ 10,2ට 918 + 1215 = 2,5ඥ0,5 + 0,8 = 2,5ξ1,3 = 2,19 .

 

2) Находим Zкрит из уравнения: 

  ଴൫ݖ ൯ = 1 െ 2ߙ = 1 െ 0,052 = 0,952 = 0,475 . 

то есть ଴ି ଵ൫ݖ ൯ = 0,475, используя табл. 3 (см. приложение 3). 
Следовательно, Zкрит = 1,96.
3) Сравниваем: так как 2,19 > 1,96, то есть Zнабл > Zкрит, то гипотезу 

H0 отвергают. Значит, различие генеральных математических ожиданий 
значительное. 

Ответ: гипотеза H0:D(X) = D(Y) отвергается. 

ÊÎÍÒÐÎËÜÍÛÅ ÂÎÏÐÎÑÛ

1. ×òî íàçûâàþò ñòàòèñòè÷åñêîé ãèïîòåçîé?
2. Êàêàÿ ãèïîòåçà íàçûâàåòñÿ íóëåâîé?
3. Êàêàÿ ãèïîòåçà íàçûâàåòñÿ àëüòåðíàòèâíîé?
4. Êàêàÿ ãèïîòåçà íàçûâàåòñÿ ñëîæíîé? 
5. Êàêèìè ìåòîäàìè ïðîâåðÿþòñÿ ãèïîòåçû? 
6. ×òî îòíîñÿò ê îøèáêàì ïåðâîãî ðîäà?
7. ×òî îòíîñÿò ê îøèáêàì âòîðîãî ðîäà?
8. Äëÿ ïðîâåðêè êàêîé ãèïîòåçû èñïîëüçóåòñÿ êðèòåðèé ñîãëàñèÿ Ïèðñîíà?
9. Äëÿ ïðîâåðêè êàêîé ãèïîòåçû èñïîëüçóåòñÿ êðèòåðèé Êîëìîãîðîâà?

10. ×òî òàêîå ÷èñëî ñòåïåíåé ñâîáîäû?
11. Êàê ñðàâíèòü äèñïåðñèè íîðìàëüíûõ ãåíåðàëüíûõ ñîâîêóïíîñòåé?
12. Êàê ñðàâíèòü ñðåäíèå íîðìàëüíûõ ãåíåðàëüíûõ ñîâîêóïíîñòåé?

ÇÀÄÀÍÈß

13.1. Ðàñïðåäåëåíèå ïðèçíàêà X â âûáîðêå äàåòñÿ ñëåäóþùèì âàðèàöèîííûì ðÿäîì:
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Çàäàíèÿ

3,0–3,6 3,6–4,2 4,2–4,8 4,8–5,4 5,4–6,0 6,0–6,6 6,6–7,2

2 8 35 43 22 15 5

Ïðè óðîâíå çíà÷èìîñòè  = 0,01 ïðîâåðèòü ãèïîòåçó î íîðìàëüíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ 
X â ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè. 

13.2. Ïî äâóì íåçàâèñèìûì âûáîðêàì îáúåìîâ n1 = 15 è n2 = 10, èçâëå÷åííûì èç íîð-
ìàëüíûõ ãåíåðàëüíûõ ñîâîêóïíîñòåé X è Y, íàéäåíû èñïðàâëåííûå âûáîðî÷íûå 
äèñïåðñèè   2 = 1,9 è 2 = 3,2. Ïðè óðîâíå çíà÷èìîñòè  = 0,1 ïðîâåðèòü ãèïîòåçó 
H0:D(X) = D(Y) ïðè êîíêóðèðóþùåé ãèïîòåçå H1:D(X)  D(Y).

13.3. Ïî äâóì íåçàâèñèìûì âûáîðêàì îáúåìîâ n1 = 20 è n2 = 30, èçâëå÷åííûì èç 
íîðìàëüíûõ ãåíåðàëüíûõ ñîâîêóïíîñòåé X è Y è ñ äèñïåðñèÿìè D(X) = 25 è 
D(Y) = 32, íàéäåíû âûáîðî÷íûå ñðåäíèå  xB = 52 è yB = 60. Ïðè óðîâíå çíà÷è-
ìîñòè  = 0,1 ïðîâåðèòü íóëåâóþ ãèïîòåçó H0:D(X) = D(Y) ïðè êîíêóðèðóþùåé 
ãèïîòåçå: H1:D(X)  D(Y). 

13.4. Â èòîãå ïðîâåðêè ïîëó÷åíî ýìïèðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X 
ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ â èíòåðâàëàõ ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ÷àñòîòàìè (ñì. òàáëèöó). 
Òðåáóåòñÿ ïðè óðîâíå çíà÷èìîñòè  = 0,9 ïðîâåðèòü ïî êðèòåðèþ 2 ãèïîòåçó î 
òîì, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X ðàñïðåäåëåíà ïî íîðìàëüíîìó çàêîíó. 

Ri [0–1) [1–2) [2–3) [3–4) [4–5)

ni 11 26 33 24 19

13.5. Â èòîãå ïðîâåðêè ïîëó÷åíî ýìïèðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X 
ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ xi ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ÷àñòîòàìè ni (ñì. òàáëèöó). Òðåáóåòñÿ 
ïðè óðîâíå çíà÷èìîñòè  = 0,9 ïðîâåðèòü ïî êðèòåðèþ 2 ãèïîòåçó î òîì, ÷òî 
ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X ðàñïðåäåëåíà ïî çàêîíó Ïóàññîíà. 

xi 0 1 2 3 4

ni 123 54 35 22 3

13.6 Â èòîãå ïðîâåðêè ïîëó÷åíî ýìïèðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X 
ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ â èíòåðâàëàõ ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ÷àñòîòàìè (ñì. òàáëèöó). 
Òðåáóåòñÿ ïðè óðîâíå çíà÷èìîñòè  = 0,95 ïðîâåðèòü ïî êðèòåðèþ 2 ãèïîòåçó î 
òîì, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X ðàñïðåäåëåíà ïî íîðìàëüíîìó çàêîíó. 
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Ãëàâà 13. Ïðîâåðêà ñòàòèñòè÷åñêèõ ãèïîòåç

Ri [0–1) [1–2) [2–3) [3–4) [4–5)

ni 20 45 50 19 15

13.7. Â èòîãå ïðîâåðêè ïîëó÷åíî ýìïèðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X 
ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ xi ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ÷àñòîòàìè ni (ñì. òàáëèöó). Òðåáóåòñÿ 
ïðè óðîâíå çíà÷èìîñòè  = 0,1 ïðîâåðèòü ïî êðèòåðèþ 2 ãèïîòåçó î òîì, ÷òî 
ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X ðàñïðåäåëåíà ïî çàêîíó Ïóàññîíà. 

xi 0 1 2 3 4

ni 150 98 46 15 5

13.8. Ïî äâóì íåçàâèñèìûì âûáîðêàì îáúåìîâ n1 = 18 è n2 = 28, èçâëå÷åííûì èç 
íîðìàëüíûõ ãåíåðàëüíûõ ñîâîêóïíîñòåé X è Y è ñ äèñïåðñèÿìè D(X) = 24 è D(Y) 
= 31, íàéäåíû âûáîðî÷íûå ñðåäíèå xÂ = 52 è yÂ = 60. Ïðè óðîâíå çíà÷èìîñòè  
= 0,1 ïðîâåðèòü íóëåâóþ ãèïîòåçó H0: D(X) = D(Y), ïðè êîíêóðèðóþùåé ãèïîòåçå 
H1:D(X)  D(Y).

13.9. Ïî äâóì íåçàâèñèìûì âûáîðêàì îáúåìîâ n1 = 19 è n2 = 14 èçâëå÷åííûì èç íîð-
ìàëüíûõ ãåíåðàëüíûõ ñîâîêóïíîñòåé X è Y íàéäåíû âûáîðî÷íûå ñðåäíèå xÂ = 11,1 
è yÂ = 15,6 è èñïðàâëåííûå âûáîðî÷íûå äèñïåðñèè  2 = 0,57 è  2 = 0,82. Ïðè 
óðîâíå çíà÷èìîñòè  = 0,05 ïðîâåðèòü íóëåâóþ: H0:D(X) = D(Y), ïðè êîíêóðèðóþùåé 
ãèïîòåçå H1:D(X)  D(Y).

13.10. Ïî äâóì íåçàâèñèìûì âûáîðêàì îáúåìîâ n1 = 11 è n2 = 19, èçâëå÷åííûì èç íîð-
ìàëüíûõ ãåíåðàëüíûõ ñîâîêóïíîñòåé X è Y íàéäåíû èñïðàâëåííûå âûáîðî÷íûå 
äèñïåðñèè  2 = 25,31 è  2 = 10,23. Ïðè óðîâíå çíà÷èìîñòè  = 0,05 ïðîâåðèòü 
ãèïîòåçó H0:D(X) = D(Y), ïðè êîíêóðèðóþùåé ãèïîòåçå H1:D(X)  D(Y).

 13.11. Ïî äâóì íåçàâèñèìûì âûáîðêàì îáúåìîâ n1 = 10 è n2 = 12, èçâëå÷åííûì èç 
íîðìàëüíûõ ãåíåðàëüíûõ ñîâîêóïíîñòåé X è Y íàéäåíû âûáîðî÷íûå äèñïåðñèè 
D(X) = 12,2 è D(Y) = 18,2. Ïðè óðîâíå çíà÷èìîñòè  = 0,02 ïðîâåðèòü ãèïîòåçó 
H0:D(X) = D(Y), ïðè êîíêóðèðóþùåé ãèïîòåçå H1:D(X)  D(Y). 

13.12. Ïî äâóì íåçàâèñèìûì âûáîðêàì îáúåìîâ, èçâëå÷åííûì èç íîðìàëüíûõ ãåíå-
ðàëüíûõ ñîâîêóïíîñòåé X è Y è ñ äèñïåðñèÿìè D(X) = 82 è D(Y) = 72 íàéäåíû 
âûáîðî÷íûå ñðåäíèå îöåíêè ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ: xÂ = 120 è yÂ = 115, 
çíà÷èìîñòè  = 0,01 ïðîâåðèòü íóëåâóþ ãèïîòåçó H0:D(X) = D(Y) ïðè êîíêóðèðó-
þùåé ãèïîòåçå H1: D(X)  D(Y). 



Çàäàíèÿ

13.13. Â èòîãå ïðîâåðêè ïîëó÷åíî ýìïèðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X 
ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ â èíòåðâàëàõ ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ÷àñòîòàìè (ñì. òàáëèöó). 
Òðåáóåòñÿ ïðè óðîâíå çíà÷èìîñòè  = 0,3 ïðîâåðèòü ïî êðèòåðèþ 2 ãèïîòåçó î 
òîì, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X ðàñïðåäåëåíà ïî íîðìàëüíîìó çàêîíó. 

Ri [0–1) [1–2) [2–3) [3–4) [4–5)

ni 13 25 33 20 18

13.14. Â èòîãå ïðîâåðêè ïîëó÷åíî ýìïèðè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå. Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X 
ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ xi ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ÷àñòîòàìè ni (ñì. òàáëèöó). Òðåáóåòñÿ 
ïðè óðîâíå çíà÷èìîñòè  = 0,01 ïðîâåðèòü ïî êðèòåðèþ 2 ãèïîòåçó î òîì, ÷òî 
ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X ðàñïðåäåëåíà ïî çàêîíó Ïóàññîíà. 

xi 0 1 2 3 4

ni 178 101 65 40 40

13.15. Ïî äâóì íåçàâèñèìûì âûáîðêàì îáúåìîâ n1 = 14 è n1 = 18, èçâëå÷åííûì èç 
íîðìàëüíûõ ãåíåðàëüíûõ ñîâîêóïíîñòåé X è Y íàéäåíû èñïðàâëåííûå âûáîðî÷-
íûå äèñïåðñèè  2 = 1,64 è  2 = 3. Ïðè óðîâíå çíà÷èìîñòè  = 0,01 ïðîâåðèòü 
ãèïîòåçó H0:D(X) = D(Y), ïðè êîíêóðèðóþùåé ãèïîòåçå H1:D(X)  D(Y). 
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ÃËÀÂÀ 14 

ÊÎÐÐÅËßÖÈß È ÐÅÃÐÅÑÑÈß

14.1. Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ

Остановимся несколько подробнее на вопросе зависимости между слу-
чайными величинами. Для простоты понимания рассмотрим зависимость 
между двумя случайными величинами X и Y. 

Целью задач корреляционного анализа является установление и оценка 
зависимости между случайными величинами X и Y.

Между X и Y зависимость может быть функциональной, статистической 
(стохастической), либо отсутствовать зависимость вообще. 

Функциональной называется такая зависимость, если задается закон 
сопоставления между X и Y, то есть каждому значению независимой (фак-
торной) случайной величины X ставится в соответствие одно возможное 
(результативное) значение Y. Данные в этом случае называются несгруп-

пированными. Как известно, функциональная зависимость может быть 
аналитической, табличной и графической.

Функциональная зависимость при несгруппированных данных в общем 
случае записывается так: 

 y = f ( x ).  (14.1.1)

Статистической (или стохастической) называется такая зависимость 
между X и Y, когда каждому значению независимой случайной величины 

X ставятся в соответствие среднее вероятное значение Y. Данные в этом 
случае называются сгруппированными.

В частности, статистическая вероятность может задаваться функцио-
нальной зависимостью между независимыми значениями X и средними 
значениями Y или наоборот. Такая зависимость называется корреляцион-

ной. Записывается так: 

 yx = f (x).  (14.1.2)
 или: 

 xy = (y).  (14.1.3)

В приведенных равенствах левые части называются условными средними: 
yx – среднее арифметическое наблюдающихся значений случайной 

величины Y; 
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xy – среднее арифметическое наблюдающихся значений случайной 
величины X.

При этом, правые части этих равенств – выборочными регрессиями Y 

на X и X на Y соответственно.
Равенство (14.1.2) называется выборочным уравнением регрессии Y 

на X, а равенство (14.1.3) – выборочным уравнением регрессии X на Y.
Графики функций yx = f(x), xy = (y) называются выборочными линиями 

регрессии.

14.2. Îñíîâíûå çàäà÷è êîððåëÿöèîííîãî àíàëèçà

Если функции зависят от одного аргумента, то, проведя корреляци-
онный анализ, можно установить взаимный рост или убывание функций 
друг от друга в зависимости от изменения аргумента. 

О наличии или отсутствии корреляции между двумя случайными ве-
личинами качественно можно судить по виду поля корреляции, поместив 
экспериментальные точки на координатную плоскость, что будет проде-
монстрировано решением конкретного примера.

Основные задачи корреляционного анализа:
1) Найти yx = f(x) или xy = (y);
2) Оценить тесноту корреляционной связи.
Если функции yx = f(x) или xy = (y) являются линейными, то корреля-

ционная связь называется линейной. В остальных случаях она называется 
нелинейной.

Вид корреляционной связи определяется положением точек (xi, yi). 
Если эти точки на плоскости лежат вдоль некоторой прямой, то, есте-
ственно, следует положить, что зависимость линейная; если эти точки 
определяют форму параболы, то зависимость квадратичная и т.д. 

Теснота корреляционной зависимости определяется по величине от-
клонения (рассеивания) точек (xi, yi) вокруг графиков функций yx = f(x), 
xy = (y): чем меньше отклонения, тем теснее зависимость.

Для отыскания прямой линии регрессии необходимо получить n пар 
чисел (xi, yi): 

(x1, y1), (x2, y2), ..., (xn, yn).

В линейном случае зависимость yx = f(x) выглядит так: 

 yx = kx + a.  (14.2.1)
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Ãëàâà 14 . Êîððåëÿöèÿ è ðåãðåññèÿ

Коэффициент k называется выборочным коэффициентом регрессии 
и обозначается xy.

Следовательно, выборочное уравнение прямой регрессии ищется в 
виде: 

 yx = xy X + a.  (14.2.2)

Если данные несгруппированы, то есть каждому значению X поставлено 
в соответствие единственное значение y, то в равенстве (14.2.2) нет необ-
ходимости использовать понятие условной средней. В рассматриваемом 
случае вместо условной средней yx берется Y: 

 Y = xy X + a.  (14.2.3)

Естественно, неизвестные параметры xy и  желательно подобрать 
так, чтобы экспериментальные точки (x1, y1), (x2, y2), …, (xn, yn) лежали как 
можно ближе к прямой (14.2.3).

Доказывается, что наивероятнейшими значениями параметров xy и  
являются те, которые обеспечивают минимум функции: 

 ܵ = ෍൫ߩ௫௬ݔ௜ + ܽ െ ௜൯௡ݕ
௜ୀଵ  , (14.2.4)

по параметрам xy и . В этой связи уравнение (14.2.3) называют сред-
неквадратическим.

Функция (14.2.3) является функцией двух переменных xy и . По не-
обходимому условию экстремума функции многих переменных должны 
выполняться равенства: 

 
௫௬ߩ߲߲ܵ = 0, ߲߲ܵܽ = 0. (14.2.5)

С учетом равенств (14.2.5) отыскание значений параметров xy и  сво-
дится к решению системы двух линейных уравнений с двумя неизвестными 
относительно xy и : 

۔ۖەۖ 
ۓ ݊ܽ + ൭෍ ௜௡ݔ

௜ୀଵ ൱ ௫௬ߩ = ෍ ௜௡ݕ
௜ୀଵ ,

൭෍ ௜௡ݔ
௜ୀଵ ൱ ܽ + ൭෍ ௜ଶ௡ݔ

௜ୀଵ ൱ ௫௬ߩ = ෍(ݔ௜ݕ௜).௡
௜ୀଵ

 

  (14.2.6)
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Вычисление параметров xy и  можно упростить, если уравнение ре-
грессии искать в виде прямой не с угловым коэффициентом, а прямой, 
проходящей чрез точку: (x, b)

 ܻ = ܾ + ݔ)௫௬ߩ െ (14.2.7) . (ݔ

Искомые параметры регрессии в этом случае определяются по фор-
мулам: 

 ܾ = ݕ = 1݊ ෍ ௜௡ݕ
௜ୀଵ ,   (14.2.8)

ݔ  = 1݊ ෍ ௜௡ݔ
௜ୀଵ  , (14.2.9)

௫௬ߩ  = ܳ௫௬ܳ௫  , (14.2.10)

где:   

 ܳ௫ = ෍ ௜ଶ௡ݔ
௜ୀଵ െ 1݊ ቌ෍ ௜ቍଶݔ

 , (14.2.11)

 ܳ௬ = ෍ ௜ଶ௡ݕ
௜ୀଵ െ 1݊ ቌ෍ ௜ቍଶݕ

 , (14.2.12)

 ܳ௫௬ = ෍ ௜௡ݕ௜ݔ
௜ୀଵ െ 1݊ ൭෍ ௜௡ݔ

௜ୀଵ ൱ ൭෍ ௜௡ݕ
௜ୀଵ ൱ .  (14.2.13)

14.3. Âûáîðî÷íûé êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè

Количественной оценкой тесноты связи между признаками Y и X слу-
жит выборочный коэффициент корреляции В, который вычисляется по 
формуле: 

஻ߩ  = ܳ௫௬ඥܳ௫ܳ௬   . (14.3.1)
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Выборочный коэффициент корреляции обладает следующими свой-
ствами:

1) В  1;
2) если за уравнение регрессии выбрана линейная функция, то при 

В = 0 между переменными Y и X отсутствует корреляционная за-
висимость;

3) при В = ±1 между Y и X имеется строгая линейная функциональная 
зависимость;

4) при возрастании В от от нуля до единицы с увеличением признака 

X увеличивается в среднем значение признака Y (положительная 
корреляция);

5) при В < 0 имеется отрицательная корреляция, заключающаяся в 
том, что увеличение признака X приводит в среднем к уменьшению 
признака Y.

Для определения степени корреляционной зависимости пользуются 
таблицей Чеддока:

Òàáëèöà 14.3.1

Â 0,1– 0,3 0,3 – 0,5 0,5 – 0,7 0,7 – 0,9 0,9 – 0,99

Ñòåïåíü ñâÿçè Ñëàáàÿ Óìåðåííàÿ Çàìåòíàÿ Âûñîêàÿ Âåñüìà âûñîêàÿ

Остановимся подробнее на вопросе определения параметров выбороч-
ного уравнения прямой линии регрессии при сгруппированных данных.

Обычно, на практике, если опыт проводится при одних и тех же усло-
виях, при большом числе испытаний одни и те же значения признаков X 
и Y  могут встречаться по несколько раз.

Обозначим через nxi  частоту появления xi, через ny j – частоту появления 
yi , а через nx i y j – частоту появления одной и той же точки (xi , yi).

Данные записывают в таблицу (табл. 14.3.2), которая называется кор-
реляционной.

Òàáëèöà 14.3.2 

Y
X

x1 x2 x3 ny

 y1  nx1,y1
 nx2,y1

 nx3,y1
  ny1

 y2  nx1,y2
 nx2,y2

 nx3,y2
  ny2

 y3  nx1,y3
 nx2,y3

 nx3,y3
  ny3

      

 nx  nx1
 nx2

 nx3
  n



14.3. Âûáîðî÷íûé êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè

237

Выборочное уравнение прямой линии регрессии Y на X имеет вид: 

 ܻ௫ െ ݕ = ஻ߩ ௫ߪ௬ߪ ݔ) െ  (ݔ
, (14.3.2)

где x — выборочная дисперсия признака X, y — выборочная дисперсия 
признака Y.

Для определения В введем промежуточный параметр В 

ܤ  = ෍ ቀ݊௫೔,௬ೕ ή ௜ݔ ή ௝ቁ௡ݕ
௜ୀଵ െ   ݕ ݔ݊

 ɏ஻ = ɐ௫ɐ௬݊ܤ  . (14.3.3)

По аналогии записывается выборочное уравнение прямой регрессии 

X на Y:

 ܺ௬ െ ݔ = ஻ߩ ɐ௫ɐ௬ ݕ) െ (14.3.4) . (ݕ

Отметим дополнительные свойства выборочного коэффициента кор-
реляции:

1) Если выборка имеет достаточно большой объем и хорошо пред-
ставляет генеральную совокупность, то есть репрезентативна, то тесноту 
линейной зависимости выборки можно распространить и на всю гене-
ральную совокупность.

2) Если объем выборки n  50 и генеральная совокупность является 
нормально распределенной, то коэффициент корреляции генеральной 
совокупности rГ имеет следующий доверительный интервал: 

஻ݎ  െ 3 1 െ ஻ଶξ݊ݎ ൑ ݎ ൑ ஻ݎ + 3 1 + ஻ଶξ݊ݎ  . (14.3.5)

3) Выборочный коэффициент корреляции rВ равен среднему геометри-
ческому выборочных коэффициентов регрессии xy, yx :

஻ݎ  = ±ඥɏ௫௬ ή ɏ௬௫  . (14.3.6)

Так как знак выборочного коэффициента корреляции совпадает со 
знаком выборочного коэффициента регрессии, то знак перед радикалом 
совпадает со знаком коэффициента регрессии.
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Ïðèìåð 1. Экономист, изучая зависимость выработки Y (млн. руб.) 
на одного работника торговли от величины товарооборота X (млн. руб.) 
магазина за определенный период, получил следующие данные по 15 
магазинам одинакового профиля (таблица 14.3.2):

Òàáëèöà 14.3.2

№ 1 2 34 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15

X 150 38 85 28 146 34 95 50 134 120 74 140 110 60 86

Y 7,2 5,8 7,5 4,4 8,4 4,5 7,0 5,0 6,4 8,0 6,0 7,8 6,2 5,8 6,0

По диаграмме рассеивания (рис. 14.3.1) можно проследить линейную 
зависимость между признаками Y и X. В этом предположении требуется 
найти выборочное уравнение регрессии и выборочный коэффициент ли-
нейной корреляции; оценить ожидаемое значение признака Y при значе-
нии показателя X, равным 90 млн. руб.

y = 0,0246x + 4,1813

0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

0 50 100 150 200

К примеру 1. 

Ðèñ. 14.3.1

Ðåøåíèå:
1. Составим таблицу данных и промежуточных вычислений (таб. 14.3.3).

Òàáëèöà 14.3.3

№ X Y X2 Y2 XY

1 150 7,2 22500 51,84 1080,00

2 38 5,8 1444 33,64 220,40
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№ X Y X2 Y2 XY

3 85 7,5 7225 56,25 637,50

4 28 4,4 784 19,36 123,20

5 146 8,4 21316 70,56 1226,40

6 34 4,5 1156 20,25 153,00

7 95 7,0 9025 49,00 665,00

8 50 5,0 2500 25,00 250,00

9 134 6,4 17956 40,96 857,00

10 120 8,0 14400 64,00 960,00

11 74 6,0 5476 36,00 444,00

12 140 7,8 19600 60,84 1092,00

13 110 6,2 12100 38,44 682,00

14 60 5,8 3600 33,64 384,00

15 86 6,0 7396 36,00 515,00

1350 96,0 146478 635,78 9255,10

2. Найдем значения исходных статистических характеристик по фор-
мулам (14.2.7) – (14.2.12): 

 

ݔ = 1݊ ෍ ௜௡ݔ
௜ୀଵ = 135015 = 90, ܾ = ݕ = 1݊ ෍ ௜ݕ = 9615௡

௜ୀଵ = 6,4,
ܳ௫ = ෍ ௜ଶ௡ݔ

௜ୀଵ െ 1݊ ቌ෍ ௜ቍଶݔ = 146478 െ (1350)ଶ15 = 24978
ܳ௬ = ෍ ௜ଶ௡ݕ

௜ୀଵ െ 1݊ ቌ෍ ௜ቍଶݕ = 635,78 െ (96)ଶ15 = 21,38
ܳ௫௬ = ෍ ௜௡ݕ௜ݔ

௜ୀଵ െ 1݊ ൭෍ ௜௡ݔ
௜ୀଵ ൱ ൭෍ ௜௡ݕ

௜ୀଵ ൱ = 9255,1 െ 1350 ή 9615 = 615,1 

 

1. Найдем значение выборочного коэффициента регрессии по формуле 
(14.2.10): 

 ɏ௫௬ = ܳ௫௬ܳ௫ = 615,124978 = 0,02463 
. 

Продолжение таблицы
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2. Подставим найденные значения параметров b = 6,4,  в уравнение 
прямой линии регрессии:

 ܻ = 6,4 + ݔ)0,02463 െ  90) = ݔ0,02463 + 4,1873 . 

3. Для оценки тесноты линейной связи, вычислим выборочный коэф-
фициент линейной корреляции по формуле (14.3.1): 

 ɏ஻ = ܳ௫௬ඥܳ௫ܳ௬ = 615,1ξ24978 ή 21,38 = 0,84 . 

Оценим ожидаемое значение признака Y при значении показателя  
X = 90 млн руб.: 
 ܻ(90) = 0,02463 ή 90 + 4,1873 = 6,4010 ˏˎː. ˓˖˄.   

Выводы

1) Из уравнения регрессии следует, что при увеличении товарооборота 
на 1 млн. руб. выработка на одного работника в среднем увеличивается 
на 24,6 тыс. руб.

2) На основе значения выборочного коэффициента корреляции по 
таблице 1 Чеддока можно заключить, что связь между товарооборотом X 

магазина и выработкой Y на одного работника является положительной и 
высокой. 

Ïðèìåð 2. С целью выяснения линейной корреляционной зависимости 
между стоимостью готовой продукции (признак Y млн. руб.) предприя-
тий и их основных фондов (признак X млн. руб.) собрана информация по 
200-ам предприятий, сгруппированная в таблицу 14.3.4.

Òàáëèöà 14.3.4

 Y
 X

10 20 30 40 50 60 ny

15 5 7 – – – – 12

25 – 20 23 – – – 43

35 – – 30 47 2 – 79

45 – – 10 11 20 6 47

55 – – – 9 7 3 19

nx 5 27 63 67 29 9 n = 200

Требуется:
1) Найти значение коэффициента корреляции и оценить тесноту связи 

между рассматриваемыми признаками;
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2) Составить уравнения прямых линий регрессии Y на X и X на Y.

Ðåøåíèå: как известно (см. формулы 14.3.1–14.3.3), выборочное урав-
нение прямой линии регрессии Y на X и X на Y таковы: 

 

ܻ௫ െ ݕ = ɏ஻ ɐ௬ɐ௫ ݔ) െ ,(ݔ
ܺ௬ െ ݔ = ɏ஻ ɐ௫ɐ௬ ݕ) െ  , (ݕ

где Yx, Xy – условные средние признаков Y и X;
y,  x – выборочные средние признаков Y и X;

x – выборочная дисперсия признака X;

y – выборочная дисперсия признака Y;

В – выборочный коэффициент корреляции.

1) По имеющимся данным (таблица 14.3.4) выборка большая, так как 
n > 50. В таких случаях для упрощения вычислений переходят к условным 
вариантам: вместо X вводят варианту u, а вместо X — разность Y – u, ко-
торые вычисляются по следующим формулам: 

 =
− 1

1

,   =
− 2

2

 

h h
, 

где C1 – варианта признака X, имеющая наибольшую частоту;
C2 – варианта признака Y, имеющая наибольшую частоту;
h1 – шаг варианты признака X;
h2 – шаг варианты признака Y.

В этих обозначениях выборочный коэффициент корреляции вычис-
ляется по формуле: 

 ɏ஻ = σ σ ݊௨௩ݒݑ െ ɐ௨ɐ௩݊ݒ ݑ   , 
где u – выборочное среднее значение условной варианты u;
v – выборочное среднее значение условной варианты v;

u – выборочное среднее квадратическое отклонение варианты u;

v– выборочное среднее квадратическое отклонение варианты v,
которые вычисляются по формулам: 

 

ݑ = σ ݊௨ ݊ݑ ݒ    , = σ ݊௩ ݊ݒ ,
ɐ௨ = ටݑଶ െ ଶ ,     ɐ௩(ݑ) = ටݒଶ െ  . ଶ(ݒ)
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Здесь  u2  – выборочное среднее значение квадрата условной варианты u,

v2 – выборочное среднее значение квадрата условной варианты v.
По заданной корреляционной таблице 14.3.4 наибольшая частота nxy 

равна 47, которая соответствует значениям X = 40 и Y = 35. Эти значения 
и берутся за C1 и C2: C1 = 40; C2 = 35.

Шаг  h1 равен разности между двумя соседними значениями вариант 
признака X, т. е. h1 = 20 – 10; 

h2 равен разности между двумя соседними значениями вариант при-
знака Y, т. е. h2 = 25 – 15.  

Следовательно,  h1 =  h2 = 10.

В общем случае эти шаги не обязательно должны быть равными. Это 
сделано для простоты вычислений.

Составим корреляционную таблицу 17.
1) В первой строке вместо ложного нуля C1 (варианты 40) пишут 0. 

Слева от нуля последовательно записывают –1; –2; –3, а справа от нуля 
значения 1; 2.

2) В первом столбце вместо ложного нуля C2 (варианты 35) пишут 0. 
Над нулем последовательно записывают –1; –2; а под нулем значения 1; 2.

3) Все остальные данные переписывают из таблицы 14.3.4. В итоге по-
лучим корреляционную таблицу 14.3.5 в условных вариантах.

Òàáëèöà 14.3.5.

 v
u

–3 –2 –1 0 1 2  nv

–2 5 7 – – – – 12

–1 – 20 23 – – – 43

0 – – 30 47 2 – 79

1 – – 10 11 20 6 47

2 – – – 9 7 3 19

nu 5 27 63 67 29 9 n = 200

4) С помощью таблицы 14.3.5 находим средние выборочные условных 
вариант: 

 

ݑ = σ ݊௨ ݊ݑ = 5 ή (െ3) + 27 ή (െ2) + 63 ή (െ1) + 67 ή 0 + 29 ή 1 + 9 ή 2200 = െ0,425
ݒ  = σ ݊௩ ݊ݒ = 12 ή (െ2) + 43 ή (െ1) + 79 ή 0 + 47 ή 1 + 19 ή 2200 = 0,090 

 

5) Находим средние выборочные квадратов условных вариант: 
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ଶݑ = σ ݊௨ ଶ݊ݑ = 5 ή 9 + 27 ή 4 + 63 ή 1 + 67 ή 0 + 29 ή 1 + 9 ή 4200 = 1,405
ଶݒ = σ ݊௩ ଶ݊ݒ = 12 ή 4 + 43 ή 1 + 63 ή 1 + 79 ή 1 + 47 ή 1 + 19 ή 4200 = 1,0470 , 

6) Находим: 

 ɐ௨ = ටݑଶ െ = ଶ(ݑ) ඥ1,405 െ (0,425)ଶ = 1,106,

 ɐ௩ = ටݒଶ െ = ଶ(ݒ) ඥ1,070 െ (0,090)ଶ = 1,209 .

7) Находим среднеквадратические отклонения истинных вариант x и y. 

 
ɐ௫ = ݄ଵɐ௨ = 10 ή 1,106 = 11,06,ɐ௬ = ݄ଶɐ௩ = 10 ή 1,209 = 12,09. 

8) Находим среднее выборочное истинных вариант: 

 

ݔ = ݄ଵݑ + ଵܥ = 10 ή (െ0,425) + 40 = ݕ,35,75 = ݄ଶݒ + ଶܥ = 10 ή 0,090 + 35 = 35,9 

 

9) Находим двойную сумму U= nuv uv с помощью расчетной таблицы 
14.3.6.

Òàáëèöà 14.3.6

 v
u

–3 –2 –1 0 1 2 U = nuvu  vU

–2 –15
5

–10

–14
7

–14

– – – – –29 58

–1 – –40
20

–20

–23
23

–23

– – – –63 63

0 – – –30
30
0

0
47
0

2
2
0

– –28 0

1 – – –10
10
10

0
11
11

20
20
20

12
6
6

22 22

2 – – – 0
9

18

7
7

14

6
3
6

13 26

V = nuvv –10 –34 –13 29 34 12 Êîíòðîëü uV = 169

 uV 30 68 13 0 34 24 uV = 169
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Пояснения к заполнению таблицы 14.3.6:
а) Количество строк и столбцов увеличиваем на единицу по сравнению 

с таблицей 17;
б) В каждой клетке записываем три числа: в центре клетки записана 

варианта nuv; в правом верхнем углу  ее произведение на соответствующую 
варианту u из второй строки. Например, в первой клетке в правом верх-
нем углу записываем произведение 5 · (–3) = –15; в левом нижнем углу 
записывается произведение частоты nuv на соответствующую варианту v, 
стоящую в первом столбце: 5 · (–2) = –10;

в) Складываем все числа, помещенные в правых верхних углах клеток 
одной и той же строки, а их сумму записываем в клетку этой же строки, 
но в предпоследний столбец. U.

Например, для первой строки U = –15 + (–14) = –29;
г) Умножаем варианту v из первого столбца на соответствующее значе-

ние U из предпоследнего столбца и полученное произведение записываем 
в клетку этой же строки последнего столбца vU. Например, для первой 
строки варианта v = –2, значение параметра U = –29. Следовательно, vU = 
(–2) · (–29) = 58. Это число и записываем для первой строки в последний 
столбец;

д) Складываем все числа последнего столбца vU. Получаем сумму  
vU = 169, которая и равна искомой сумме U = nuvuv;

е) Для контроля аналогичные вычисления производят по столбцам. 
Правильность вычислений проверяется справедливостью равенства: 

 ෍ ௩ܷݒ = ෍ ௨ܷݑ  ; 

10) Находим значение выборочного коэффициента корреляции: 

 ɏ஻ = σ σ ݊௨௩ݒݑ െ ɐ௨ɐ௩݊ݒ ݑ = 169 െ 200 ή (െ0,425) ή 0,09200 ή 1,106 ή 1,209 = 0,603 ; 

11) Подставляем все найденные значения в уравнения прямых линий 
регрессии: 

 

ܻ௫ െ ݕ = ɏ஻ ɐ௬ɐ௫ ݔ) െ ,(ݔ
ܺ௬ െ ݔ = ɏ஻ ɐ௫ɐ௬ ݕ) െ  . (ݕ

После выполнения простейших арифметических вычислений, окон-
чательно находим: 
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ܻ௫ െ 35,9 = 0,603 12,0911,06 ݔ) െ 35,75) ֜ ܻ௫ = 0,603 12,0911,06 ݔ) െ 35,75) + 35,9 ୀܻ֜௫ = ݔ0,66 + 12,34.
ܺ௬ െ 35,75 = 0,603 11,0612,09 ݕ) െ 35,9) ֜ ܺ௬= 0,603 11,0612,09 ݕ) െ 35,9) + 35,75 ֜

ܺ௬ = 0,55 + 15,95 

 

Таким образом

 

ܻ௫ = ݔ0,66 + 12,34,ܺ௬ = 0,55 + 15,95 
. 

14.4. Ðàíãîâàÿ êîððåëÿöèÿ

Если n объектов какой-либо совокупности N про нумерованы в соот-
ветствии с возрастанием или убыванием какого-либо признака X, таким 
образом, что они выстроены в ряд (по рангу), то есть ранжированы по 
рассматриваемому признаку. Ранг xi указывает место, которое занимает 
i-й объект среди остальных n объектов, расположенных в соот ветствии 
с признаком X (i = 1,2, …, n). Например, при исследовании вопроса по-
полнения каталога библиотеки необходимой литературой приходится 
учитывать предпочтения читателей, какой жанр литературы их больше 
интересует (Э – Эпос, М – мелодрама, Д – детектив, С – сказки, П – по-
эма, Н – научная фантастика).

Следуя результатам опроса, мы можем составить некоторые наборы ран-
жированных рядов и можем попытаться установить степень линейной связи 
между ними. Предположим, имеется 6 указанных жанров, расположенных 
по порядку предпочтений от 1 до 6 в соответствии с двумя характеристика-
ми Ж – жизненность жанра, и У – увлекательность (табл. 14.4.1).

Õàðàêòåðèñòèêè
äëÿ ðàíæèðîâàíèÿ

Âèä ëèòåðàòóðû

Ý Ì Ä Ñ Ï Í

Æ 4 5 4 1 3 2

Ó 2 4 6 3 4 4

Для определения наличия взаимосвязи между ранговыми оценками 
используется коэффициент ранговой корреляции Спирмена , который 
осно ван на различии между рангами и рассчитывается по формуле: 



246

Ãëàâà 14 . Êîððåëÿöèÿ è ðåãðåññèÿ

ߩ  = 1 െ ൭6 ෍ ଶ௡ܦ
௜ୀଵ ൱ ൫݊(݊ଶ െ 1)൯൘  , (14.4.1)

где n – число пар ранжированных наблюдений.
В нашем случае n = 6, тогда: 

 

෍ ଶ௜ୀଵܦ = (4 െ 2)ଶ + (5 െ 4)ଶ + (4 െ 6)ଶ + (1 െ 3)ଶ + (3 െ 4)ଶ + (2 െ 4)ଶ =
= 4 + 1 + 4 + 4 + 1 + 4 = 18 

 

По формуле (14.4.1) получим коэффициент ранговой корреляции 
Спирмена: 

 ɏ = 1 െ 6 ή 186(36 െ 1) = 108210 = 0,514.  
Таким образом, коэффициент Спирмена показывает, что между при-

знаками есть достаточно сильная линейная связь. Значения коэффициента 
Спирмена определяются неравенством  –1    1 и интерпретируется так 
же, как и коэффициент Пирсона с разницей в том, что он применяется 
для ранжированных данных.

Значимость коэффициента Спирмена проверяет ся на основе t критерия 
Стьюдента по формуле: 

ˎ˄˃ːݐ  = ɏඨ ݊ െ 11 െ ɏଶ . (14.4.2)

Значение коэффициента считается существен ным, если: 

ˎ˄˃ːݐ  > ,Ƚ)˕ˋ˓ˍݐ ݇ = ݊ െ 2) . 

ÊÎÍÒÐÎËÜÍÛÅ ÂÎÏÐÎÑÛ

1. Êàêóþ öåëü ïðåñëåäóåò òåîðèÿ êîððåëÿöèè? 

2. Êàêèå âèäû çàâèñèìîñòåé ìîãóò áûòü ìåæäó X è Y? 

3. Êàêîâû îñíîâíûå çàäà÷è êîððåëÿöèîííîãî àíàëèçà?

4. ×òî ïîêàçûâàåò êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè? 

5. Â êàêèõ ïðåäåëàõ ìåíÿåòñÿ êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè? 

6. Êàê îïðåäåëÿåòñÿ âûáîðî÷íûé êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè?

7. ×òî ïîíèìàåòñÿ ïîä óðàâíåíèåì ðåãðåññèè?

8. ×òî ïîíèìàåòñÿ ïîä äèàãðàììîé ðàññåèâàíèÿ?

9. ×òî ïîêàçûâàåò êîýôôèöèåíò ðàíãîâîé êîððåëÿöèè?

10. Ïî êàêîé ôîðìóëå îïðåäåëÿåòñÿ êîýôôèöèåíò ðàíãîâîé êîððåëÿöèè?
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ÇÀÄÀÍÈß

14.1. Íà ïëîñêîñòè äàíû øåñòü òî÷åê, êîîðäèíàòû êîòîðûõ çàíåñåíû â òàáëèöó. Ïóñòü 
ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X – àáñöèññà òî÷åê, à ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Y– îðäèíàòà. Íàéòè 
êîýôôèöèåíò ëèíåéíîé êîððåëÿöèè. Íàïèñàòü óðàâíåíèÿ ëèíåéíîé ðåãðåññèè Y 
íà X è X íà Y.

xi 1,1 2,2 2,9 3,1 3,5 3,8

yi 2,6 3,5 4,1 4,2 4,4 4,7

14.2. Ìåòîäàìè êîððåëÿöèîííî – ðåãðåññèîííîãî àíàëèçà èçó÷èòü âëèÿíèå ôàêòîðíîãî 
ïðèçíàêà íà ðåçóëüòàòèâíûé ïðèçíàê èñõîäíûå äàííûå ïðåäñòàâëåíû â òàáëèöå:

 Çàâèñèìîñòü ïîòðåáëåíèÿ íåêîòîðîãî ïðîäóêòà Y (êã) îò ñðåäíåäóøåâîãî äîõîäà 
X (òûñ. ðóá.)

X 1 2 3 4 5 6

Y 2,6 5,7 9,3 11,9 15,1 17,9

 1) îïðåäåëèòü óðàâíåíèå ðåãðåññèè;
 2) âû÷èñëèòü âûáîðî÷íûå ïîêàçàòåëè òåñíîòû ñâÿçè ìåæäó ïðèçíàêàìè;
 3) ïðîâåðèòü ãèïîòåçó î çíà÷èìîñòè ïîêàçàòåëÿ òåñíîòû ñâÿçè â ãåíåðàëüíîé 
            ñîâîêóïíîñòè ïðè  = 0,01 è n * = 100;
 4) îöåíèòü ïîêàçàòåëü òåñíîòû ñâÿçè â ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè.

14.3. Ïîëó÷åíî ðàñïðåäåëåíèå n ìàãàçèíîâ ïî ðàçìåðàì òîðãîâîé ïëîùàäè X (ì2) è ïî 
òîâàðîîáîðîòó Y (ìëí. ðóá.), ïðåäñòàâëåííîå êîððåëÿöèîííîé òàáëèöåé. 

 Y
X

4 9 14 19 24 20 ny

10 2 3 – – – – 5

20 – 7 3 – – – 10

30 – – 2 50 2 – 54

40 – – 1 10 6 – 17

50 – – – 4 7 3 14

nx 2 10 6 64 15 3 n = 100

 Ïîëàãàÿ, ÷òî ìåæäó ïðèçíàêàìè X è Y ñóùåñòâóåò ëèíåéíàÿ êîððåëÿöèîííàÿ çà-
âèñèìîñòü, òðåáóåòñÿ:

 1) âû÷èñëèòü êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè è îöåíèòü òåñíîòó ñâÿçè ìåæäó ïðèçíàêàìè 
X è Y;
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 2) ñîñòàâèòü óðàâíåíèÿ ïðÿìûõ ëèíèé ðåãðåññèè Y íà X è X íà Y.

14.4. Ìåòîäàìè êîððåëÿöèîííî-ðåãðåññèîííîãî àíàëèçà èçó÷èòü âëèÿíèå ôàêòîðíîãî 
ïðèçíàêà íà ðåçóëüòàòèâíûé ïðèçíàê, èñõîäíûå äàííûå ïðåäñòàâëåíû â òàáëèöå:

 Çàâèñèìîñòü óäåëüíîãî ïîñòîÿííîãî ðàñõîäà Y (ðóá.) îò îáúåìà âûïóñêàåìîé 
ïðîäóêöèè X (òûñ. øò.)

X 2 3 4 5 6 7

Y 4,5 5,7 7,3 8,6 9,5 11,4

 1) îïðåäåëèòü óðàâíåíèå ðåãðåññèè;
 2) âû÷èñëèòü âûáîðî÷íûå ïîêàçàòåëè òåñíîòû ñâÿçè ìåæäó ïðèçíàêàìè;
 3) ïðîâåðèòü ãèïîòåçó î çíà÷èìîñòè ïîêàçàòåëÿ òåñíîòû ñâÿçè â ãåíåðàëüíîé  
           ñîâîêóïíîñòè ïðè  = 0,01 è n * = 100;
 4) îöåíèòü ïîêàçàòåëü òåñíîòû ñâÿçè â ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè.

14.5. Îïðîñ ñëó÷àéíî âûáðàííûõ 10 ñòóäåíòîâ, ïðî æèâàþùèõ â îáùåæèòèè óíèâåð-
ñèòåòà, ïîçâîëÿåò âûÿâèòü çàâèñèìîñòü ìåæäó ñðåäíèì áàëëîì ïî ðå çóëüòàòàì 
ïðåäûäóùåé ñåññèè è ÷èñëîì ÷àñîâ â íåäåëþ, çàòðà÷åííûõ ñòóäåíòîì íà ñàìî-
ñòîÿòåëüíóþ ïîäãîòîâêó.

Ñðåäíèé áàëë 4,6 4,3 3,8 3,8 4,2 4,3 3,8 4,0 3,1 3,9

×èñëî ÷àñîâ 25 22 9 15 15 30 20 30 10 17

 Ïîñòðîéòå ãðàôèê èñõîäíûõ äàííûõ è îïðåäåëè òå ïî íåìó õàðàêòåð çàâèñèìî-
ñòè. Ðàññ÷èòàéòå âûáîðî÷íûé êîýôôèöèåíò ëèíåéíîé êîððåëÿöèè, ïðîâåðüòå 
åãî çíà÷èìîñòü ïðè  = 0,05. Ïîñòðîéòå óðàâíåíèå ðåãðåññèè è äàéòå ïîÿñíåíèÿ 
ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ. 

14.6 Êîìïàíèþ ïî ïðîêàòó àâòîìîáèëåé èíòåðåñó åò çàâèñèìîñòü ìåæäó ïðîáåãîì àâ-
òîìîáèëåé (X) è ñòîèìîñòüþ åæåìåñÿ÷íîãî òåõíè÷åñêîãî îáñëóæèâà íèÿ (Y). Äëÿ 
âûÿñíåíèÿ õàðàêòåðà ýòîé ñâÿçè áûëî îòîáðàíî 15 àâòîìîáèëåé.

X 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19

Y 12 15 14 19 18 22 25 23 29 31 20 34 33 39 38

 Òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü ãðàôèê èñõîäíûõ äàííûõ, è îïðåäåëè òå ïî íåìó õàðàêòåð çà-
âèñèìîñòè. Ðàññ÷èòàòü âûáîðî÷íûé êîýôôèöèåíò ëèíåéíîé êîððåëÿöèè, ïðîâåðèòü 
åãî çíà÷èìîñòü ïðè  = 0,05. Ïîñò ðîèòü óðàâíåíèå ðåãðåññèè è äàòü ïîÿñíåíèÿ 
ïîëó÷åííûì ðåçóëüòàòàì.
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14.7. Íà ïëîñêîñòè äàíû øåñòü òî÷åê, êîîðäèíàòû êîòîðûõ çàíåñåíû â òàáëèöó. Ïóñòü 
ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà X – àáñöèññà òî÷åê, à ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Y – îðäèíàòà. Íàéòè 
êîýôôèöèåíò ëèíåéíîé êîððåëÿöèè. Íàïèñàòü óðàâíåíèÿ ëèíåéíîé ðåãðåññèè Y 
íà X è X íà Y.

xi –2,1 –2,1 –1,7 –1,3 0,1 0,9

yi 5,7 5,1 5,4 5,1 4,1 3,6

14.8. Ìåòîäàìè êîððåëÿöèîííî-ðåãðåññèîííîãî àíàëèçà èçó÷èòü âëèÿíèå ôàêòîðíîãî 
ïðèçíàêà íà ðåçóëüòàòèâíûé ïðèçíàê, èñõîäíûå äàííûå ïðåäñòàâëåíû â òàáëèöå:

 Çàâèñèìîñòü îáúåìà ïðîäàæ Y (òûñ.ðóá.) îò ðàñõîäîâ íà ðåêëàìó X (òûñ. ðóá.).

X 1 2 3 4 5 6

Y 0,3 1,5 3,3 4,6 6,1 7,5

 1) îïðåäåëèòü óðàâíåíèå ðåãðåññèè;
 2) âû÷èñëèòü âûáîðî÷íûå ïîêàçàòåëè òåñíîòû ñâÿçè ìåæäó ïðèçíàêàìè;
 3) ïðîâåðèòü ãèïîòåçó î çíà÷èìîñòè ïîêàçàòåëÿ òåñíîòû ñâÿçè â ãåíåðàëüíîé  
           ñîâîêóïíîñòè ïðè  = 0,01 è n * = 100;
 4) îöåíèòü ïîêàçàòåëü òåñíîòû ñâÿçè â ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè.

14.9. Èìåþòñÿ ñëåäóþùèå ñòàòèñòè÷åñêèå äàííûå îá óðîâíå ìåõàíèçàöèè ðàáîò X (%) 
è ïðîèçâîäèòåëüíîñòè òðóäà Y (ò/÷) äëÿ 14 îäíîòèïíûõ ïðåäïðèÿòèé:

xi 32 30 36 40 41 47 56 54 60 55 61 67 69 76

yi 20 24 28 30 31 33 34 37 38 40 41 43 45 48

 Òðåáóåòñÿ:
 à) îöåíèòü òåñíîòó è íàïðàâëåíèå ñâÿçè ìåæäó ïåðåìåííûìè ñ ïîìîùüþ êî
          ýôôèöèåíòà êîððåëÿöèè; ïðîâåðèòü çíà÷èìîñòü êîýôôèöèåíòà êîððåëÿöèè      
          íà óðîâíå  = 0,05; 
 á) íàéòè óðàâíåíèÿ ïðÿìûõ ðåãðåññèè.

14.10. Íàéòè êîýôôèöèåíò êîððåëÿöèè ìåæäó ïðîèçâîäèòåëüíîñòüþ òðóäà Y (òûñ. ðóá.) 
è ýíåðãîâîîðóæåííîñòüþ òðóäà X (êÂò) (â ðàñ÷åòå íà îäíîãî ðàáîòàþùåãî) äëÿ 
14 ïðåäïðèÿòèé ðåãèîíà ïî ñëåäóþùèì äàííûì, ïðåäñòàâëåííûì â òàáëèöå

xi 2,8 2,2 3,0 3,5 3,2 3,7 4,0 4,8 6,0 5,4 5,2 5,4 6,0 9,0

yi 6,7 6.9 7.2 7.3 8,4 8,8 9,1 9,8 10.6 10,7 11,1 11,8 12,1 12,4
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Ïðèëîæåíèå 1 (òàáë. 1)

Òàáëèöà çíà÷åíèé íîðìèðîâàííîé íîðìàëüíîé ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè 

 ɔ(ݔ) = 1ξ2 ݁ି௫మଶ   

x (x) x (x) x (x) x (x) x (x)

0 0,398942 0,21 0,390242 0,42 0,365263 0,63 0,327133 0,84 0,280344

0,01 0,398922 0,22 0,389404 0,43 0,363714 0,64 0,325062 0,85 0,277985

0,02 0,398862 0,23 0,388529 0,44 0,362135 0,65 0,322972 0,86 0,275618

0,03 0,398763 0,24 0,387617 0,45 0,360527 0,66 0,320864 0,87 0,273244

0,04 0,398623 0,25 0,386668 0,46 0,35889 0,67 0,318737 0,88 0,270864

0,05 0,398444 0,26 0,385683 0,47 0,357225 0,68 0,316593 0,89 0,268477

0,06 0,398225 0,27 0,384663 0,48 0,355533 0,69 0,314432 0,9 0,266085

0,07 0,397966 0,28 0,383606 0,49 0,353812 0,7 0,312254 0,91 0,263688

0,08 0,397668 0,29 0,382515 0,5 0,352065 0,71 0,31006 0,92 0,261286

0,09 0,39733 0,3 0,381388 0,51 0,350292 0,72 0,307851 0,93 0,258881

0,1 0,396953 0,31 0,380226 0,52 0,348493 0,73 0,305627 0,94 0,256471

0,11 0,396536 0,32 0,379031 0,53 0,346668 0,74 0,303389 0,95 0,254059

0,12 0,39608 0,33 0,377801 0,54 0,344818 0,75 0,301137 0,96 0,251644

0,13 0,395585 0,34 0,376537 0,55 0,342944 0,76 0,298872 0,97 0,249228

0,14 0,395052 0,35 0,37524 0,56 0,341046 0,77 0,296595 0,98 0,246809

0,15 0,394479 0,36 0,373911 0,57 0,339124 0,78 0,294305 0,99 0,24439

0,16 0,393868 0,37 0,372548 0,58 0,33718 0,79 0,292004 1 0,241971

0,17 0,393219 0,38 0,371154 0,59 0,335213 0,8 0,289692 1,01 0,239551

0,18 0,392531 0,39 0,369728 0,6 0,333225 0,81 0,287369 1,02 0,237132

0,19 0,391806 0,4 0,36827 0,61 0,331215 0,82 0,285036 1,03 0,234714

0,2 0,391043 0,41 0,366782 0,62 0,329184 0,83 0,282694 1,04 0,232297

1,05 0,229882 1,26 0,180371 1,47 0,135418 1,68 0,097282 1,89 0,066871

1,06 0,22747 1,27 0,178104 1,48 0,133435 1,69 0,095657 1,9 0,065616

1,07 0,22506 1,28 0,175847 1,49 0,131468 1,7 0,094049 1,91 0,064378
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x (x) x (x) x (x) x (x) x (x)

1,08 0,222653 1,29 0,173602 1,5 0,129518 1,71 0,092459 1,92 0,063157

1,09 0,220251 1,3 0,171369 1,51 0,127583 1,72 0,090887 1,93 0,061952

1,1 0,217852 1,31 0,169147 1,52 0,125665 1,73 0,089333 1,94 0,060765

1,11 0,215458 1,32 0,166937 1,53 0,123763 1,74 0,087796 1,95 0,059595

1,12 0,213069 1,33 0,16474 1,54 0,121878 1,75 0,086277 1,96 0,058441

1,13 0,210686 1,34 0,162555 1,55 0,120009 1,76 0,084776 1,97 0,057304

1,14 0,208308 1,35 0,160383 1,56 0,118157 1,77 0,083293 1,98 0,056183

1,15 0,205936 1,36 0,158225 1,57 0,116323 1,78 0,081828 1,99 0,055079

1,16 0,203571 1,37 0,15608 1,58 0,114505 1,79 0,08038 2 0,053991

1,17 0,201214 1,38 0,153948 1,59 0,112704 1,8 0,07895 2,01 0,052919

1,18 0,198863 1,39 0,151831 1,6 0,110921 1,81 0,077538 2,02 0,051864

1,19 0,19652 1,4 0,149727 1,61 0,109155 1,82 0,076143 2,03 0,050824

1,2 0,194186 1,41 0,147639 1,62 0,107406 1,83 0,074766 2,04 0,0498

1,21 0,19186 1,42 0,145564 1,63 0,105675 1,84 0,073407 2,05 0,048792

1,22 0,189543 1,43 0,143505 1,64 0,103961 1,85 0,072065 2,06 0,0478

1,23 0,187235 1,44 0,14146 1,65 0,102265 1,86 0,07074 2,07 0,046823

1,24 0,184937 1,45 0,139431 1,66 0,100586 1,87 0,069433 2,08 0,045861

1,25 0,182649 1,46 0,137417 1,67 0,098925 1,88 0,068144 2,09 0,044915

Продолжение таблицы 1



254

Ïðèëîæåíèå 2 (òàáë. 2)

Òàáëèöà çíà÷åíèé íîðìèðîâàííîé íîðìàëüíîé ôóíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ

 Ȱ(ݔ) = 1ξ2 න ݁ି௭మଶ ௫ݖ݀
ିஶ  

 

x 0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09

0,0 0,5000 0,5039 0,5079 0,5119 0,5159 0,5199 0,5239 0,5279 0,5318 0,5358

0,1 0,5398 0,5438 0,5477 0,5517 0,5556 0,5596 0,5635 0,5674 0,5714 0,5753

0,2 0,5792 0,5831 0,5870 0,5909 0,5948 0,5987 0,6025 0,6064 0,6102 0,6140

0,3 0,6179 0,6217 0,6255 0,6293 0,6330 0,6368 0,6405 0,6443 0,6480 0,6517

0,4 0,6554 0,6591 0,6627 0,6664 0,6700 0,6736 0,6772 0,6808 0,6843 0,6879

0,5 0,6914 0,6949 0,6984 0,7019 0,7054 0,7088 0,7122 0,7156 0,7190 0,7224

0,6 0,7257 0,7290 0,7323 0,7356 0,7389 0,7421 0,7453 0,7485 0,7517 0,7549

0,7 0,7580 0,7611 0,7642 0,7673 0,7703 0,7733 0,7763 0,7793 0,7823 0,7852

0,8 0,7881 0,7910 0,7938 0,7967 0,7995 0,8023 0,8051 0,8078 0,8105 0,8132

0,9 0,8159 0,8185 0,8212 0,8238 0,8263 0,8289 0,8314 0,8339 0,8364 0,8389

1,0 0,8413 0,8437 0,8461 0,8485 0,8508 0,8531 0,8554 0,8576 0,8599 0,8621

1,1 0,8643 0,8665 0,8686 0,8707 0,8728 0,8749 0,8769 0,8790 0,8810 0,8829

1,2 0,8849 0,8868 0,8887 0,8906 0,8925 0,8943 0,8961 0,8979 0,8997 0,9014

1,3 0,9032 0,9049 0,9065 0,9082 0,9098 0,9114 0,9130 0,9146 0,9162 0,9177

1,4 0,9192 0,9207 0,9222 0,9236 0,9250 0,9264 0,9278 0,9292 0,9305 0,9318

1,5 0,9331 0,9344 0,9357 0,9369 0,9382 0,9394 0,9406 0,9417 0,9429 0,9440

1,6 0,9452 0,9463 0,9473 0,9484 0,9495 0,9505 0,9515 0,9525 0,9535 0,9544

1,7 0,9554 0,9563 0,9572 0,9581 0,9590 0,9599 0,9608 0,9616 0,9624 0,9632

1,8 0,9640 0,9648 0,9656 0,9663 0,9671 0,9678 0,9685 0,9692 0,9699 0,9706

1,9 0,9712 0,9719 0,9725 0,9732 0,9738 0,9744 0,9750 0,9755 0,9761 0,9767

2,0 0,9772 0,9777 0,9783 0,9788 0,9793 0,9798 0,9803 0,9807 0,9812 0,9816

2,1 0,9821 0,9825 0,9830 0,9834 0,9838 0,9842 0,9846 0,9850 0,9853 0,9857

2,2 0,9861 0,9864 0,9867 0,9871 0,9874 0,9877 0,9880 0,9884 0,9887 0,9889

2,3 0,9892 0,9895 0,9898 0,9901 0,9903 0,9906 0,9908 0,9911 0,9313 0,9915

2,4 0,9918 0,9920 0,9922 0,9924 0,9926 0,9928 0,9930 0,9932 0,9934 0,9936

2,5 0,9937 0,9939 0,9941 0,9943 0,9944 0,9946 0,9947 0,9949 0,9950 0,9952

2,6 0,9953 0,9954 0,9956 0,9957 0,9958 0,9959 0,9960 0,9962 0,9963 0,9964

2,7 0,9965 0,9966 0,9967 0,9968 0,9969 0,9970 0,9971 0,9972 0,9972 0,9973

2,8 0,9974 0,9975 0,9976 0,9976 0,9977 0,9978 0,9978 0,9979 0,9980 0,9980

x 0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09
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2,9 0,9981 0,9981 0,9982 0,9983 0,9983 0,9984 0,9984 0,9985 0,9985 0,9986

3,0 0,9986 0,9986 09887 0,9987 0,9988 0,9988 0,9988 0,9989 0,9989 0,9990

3,1 0,9990 0,9990 0,9991 0,9991 0,9991 0,9991 0,9992 0,9992 0,9992 0,9992

3,2 0,9993 0,9993 0,9993 0,9993 0,9994 0,9994 0,9994 0,9994 0,9994 0,9995

3,3 0,9995 0,9995 0,9995 0,9995 0,9995 0,9996 0,9996 0,9996 0,9996 0,9996

3,4 0,9996 0,9996 0,9996 0,9997 0,9997 0,9997 0,9997 0,9997 0,9997 0,9997

3,5 0,9997 0,9997 0,9997 0,9997 0,9998 0,9998 0,9998 0,9998 0,9998 0,9998

3,6 0,9998 0,9998 0,9998 0,9998 0,9998 0,9998 0,9998 0,9998 0,9998 0,9998

3,7 0,9998 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999 0,9999

Продолжение таблицы 2
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Ïðèëîæåíèå 3 (òàáë. 3)

Òàáëèöà çíà÷åíèé ôóíêöèè Ëàïëàñà 

 Ȱ଴(ݔ) = 1ξ2 න ݁ି௭మଶ ௫ݖ݀
଴   

    

x
Ñîòûå äîëè 

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0,0 0,0000 0,0040 0,0000 0,0120 0,0160 0,0199 0,0239 0,0278 0,0319 0,0359

0,1 0398 0438 0478 0517 0557 0596 0636 0675 0714 0753

0,2 0793 0832 0871 0910 0948 0987 1026 1064 1103 1141

0,3 1179 1217 1255 1293 1331 1368 1406 1443 1480 1517

0,4 1554 1591 1628 1664 1700 1736 1772 1808 1844 1879

0,5 1915 1950 1985 2019 2054 2088 2123 2157 2190 2224

0,6 2257 2291 2324 2357 2389 2422 2454 2486 2517 2549

0,7 2580 2611 2642 2673 2703 2734 2764 2794 2823 2852

0,8 2881 2910 2939 2967 2995 3023 3051 3078 3106 3133

0,9 3159 3186 3212 3238 3264 3289 3315 3340 3365 3389

1,0 3413 3438 3461 3485 3588 3531 3554 3577 3599 3621

1,1 3643 3665 3686 3708 3729 3749 3770 3790 3810 3830

1,2 3849 3869 3888 3907 3925 3944 3962 3980 3997 4015

1,3 4032 4049 4066 4032 4099 4115 4131 4147 4162 4177

1,4 4192 4207 4222 4236 4251 4265 4279 4292 4306 4319

1,5 4332 4345 4357 4370 4382 4393 4406 4418 4429 4441

1,6 4452 4463 4474 4484 4495 4505 4515 4525 4535 4545

1,7 4554 4564 4573 4582 4591 4599 4608 4616 4625 4633

1,8 4641 4649 4656 4664 4671 4678 4686 4693 4699 4706

1,9 4713 4719 4726 4732 4738 4744 4750 4756 4761 4767

2,0 4772 4778 4783 4788 4793 4798 4803 4808 4812 4817

2,1 4821 4826 4830 4834 4838 4842 4846 4850 4854 4857

2,2 4861 4864 4868 4871 4875 4878 4881 4884 4887 4890

2,3 4893 4896 4898 4901 4904 4906 4909 4911 4913 4916

2,4 4918 4928 4922 4925 4927 4929 4931 4932 4934 4936

2,5 4938 4940 4941 4943 4945 4946 4948 4949 4951 4952

2,6 4953 4955 4956 4957 4959 4960 4961 4962 4963 4964

2,7 4965 4966 4967 4968 4969 4970 4971 4972 4973 4974
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x
Ñîòûå äîëè

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

2,8 4974 4975 4976 4977 4977 4978 4979 4979 4980 4981

2,9 4981 4982 4982 4983 4984 4984 4985 4985 4986 4986

3,0 4987 4987 4987 4988 4988 4989 4989 4989 4990 4990

3,1 4990 4991 4991 4991 4992 4992 4992 4492 4993 4993

3,2 4993 4993 4994 4994 4994 4994 4994 4995 4995 4995

3,3 4995 4995 4995 4996 4996 4996 4996 4996 4996 4997

3,4 4997 4997 4997 4997 4997 4947 4997 4997 4997 4998

3,5 4998 4998 4998 4998 4998 4998 4998 4998 4998 4998

Продолжение таблицы 3
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Ïðèëîæåíèå 4 (òàáë. 4)

Òàáëèöà çíà÷åíèé âåðîÿòíîñòåé Pn(m) (çàêîí Ïóàññîíà) 

 ௡ܲ(݉) = ɉ௠݉! ݁ି஛
 
 

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

0 0.9048 0.8187 0.7408 0.6703 0.6065 0.5488 0.4966 0.4493 0.4066 0.3679

1 0.0905 0.1637 0.2223 0.2681 0.3033 0.3293 0.3476 0.3595 0.3659 0.3679

2 0.0045 0.0164 0.0333 0.0536 0.0758 0.0988 0.1216 0.1438 0.1647 0.1839

3 0.0002 0.0011 0.0033 0.0072 0.0126 0.0198 0.0284 0.0383 0.0494 0.0613

4 0.0000 0.0001 0.0003 0.0007 0.0016 0.0030 0.0050 0.0077 0.0111 0.0153

5 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0002 0.0003 0.0007 0.0012 0.0020 0.0031

6 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0002 0.0003 0.0005

7 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001

Ïðîäîëæåíèå òàáëèöû 4.

2.0 3.0 4.0 5.0 6.0 7.0 8.0 9.0 10.0

0 0.1353 0.0498 0.0183 0.0067 0.0025 0.0009 0.0003 0.0001 0.0001

1 0.2707 0.1494 0.0733 0.0337 0.0149 0.0064 0.0027 0.0011 0.0005

2 0.2707 0.2240 0.1465 0.0842 0.0446 0.0223 0.0107 0.0050 0.0023

3 0.1805 0.2240 0.1954 0.1404 0.0892 0.0521 0.0286 0.0150 0.0076

4 0.0902 0.1681 0.1954 0.1755 0.1339 0.0912 0.0572 0.0337 0.0189

5 0.0361 0.1008 0.1563 0.1755 0.1606 0.1277 0.0916 0.0607 0.0378

6 0.0120 0.0504 0.1042 0.1462 0.1606 0.1490 0.1221 0.0911 0.0631

7 0.0034 0.0216 0.0595 0.1045 0.1377 0.1490 0.1396 0.1171 0.0901

Ïðîäîëæåíèå òàáëèöû 4.

2.0 3.0 4.0 5.0 6.0 7.0 8.0 9.0 10.0

8 0.0009 0.0081 0.0298 0.0653 0.1033 0.1304 0.1396 0.1318 0.1126

9 0.0002 0.0027 0.0132 0.0363 0.0689 0.1014 0.1241 0.1318 0.1251

10 0.0000 0.0008 0.0053 0.0181 0.0413 0.0710 0.0993 0.1186 0.1251

11 0.0000 0.0002 0.0019 0.0082 0.0225 0.0452 0.0722 0.0970 0.1137

12 0.0000 0.0001 0.0006 0.0034 0.0113 0.0264 0.0481 0.0728 0.0948

13 0.0000 0.0000 0.0002 0.0013 0.0052 0.0142 0.0296 0.0504 0.0729

14 0.0000 0.0000 0.0001 0.0005 0.0022 0.0071 0.0169 0.0324 0.0521
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2.0 3.0 4.0 5.0 6.0 7.0 8.0 9.0 10.0

15 0.0000 0.0000 0.0000 0.0002 0.0009 0.0033 0.0090 0.0194 0.0347

16 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0003 0.0015 0.0045 0.0109 0.0217

17 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0006 0.0021 0.0058 0.0128

18 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0002 0.0009 0.0029 0.0071

19 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0004 0.0014 0.0037

20 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0002 0.0006 0.0019

21 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0003 0.0009

22 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0004

23 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0002

24 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001

25 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000

Продолжение таблицы 4
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Ïðèëîæåíèå 5 (òàáë.5)

Òàáëèöà çíà÷åíèé  t  – êðèòåðèÿ Ñòüþäåíòà 

Âåðîÿòíîñòü 

0,4 0,25 0,1 0,05 0,025 0,01 0,005 0,0025 0,001 0,0005

1 0,3249 1,0000 3,0777 6,3138 12,706 31,820 63,656 127,321 318,308 636,619

2 0,2887 0,8165 1,8856 2,9200 4,3027 6,9646 9,9248 14,089 22,327 31,599

3 0,2767 0,7649 1,6377 2,3534 3,1824 4,5407 5,8409 7,4533 10,214 12,924

4 0,2707 0,7407 1,5332 2,1318 2,7764 3,7469 4,6041 5,5976 7,1732 8,6103

5 0,2672 0,7267 1,4759 2,0150 2,5706 3,3649 4,0321 4,7733 5,8934 6,8688

6 0,2648 0,7176 1,4398 1,9432 2,4469 3,1427 3,7074 4,3168 5,2076 5,9588

7 0,2632 0,7111 1,4149 1,8946 2,3646 2,9980 3,4995 4,0293 4,7853 5,4079

8 0,2619 0,7064 1,3968 1,8595 2,3060 2,8965 3,3554 3,8325 4,5008 5,0413

9 0,2610 0,7027 1,3830 1,8331 2,2622 2,8214 3,2498 3,6897 4,2968 4,7809

10 0,2602 0,6998 1,3722 1,8125 2,2281 2,7638 3,1693 3,5814 4,1437 4,5869

11 0,2596 0,6974 1,3634 1,7959 2,2010 2,7181 3,1058 3,4966 4,0247 4,4370

12 0,2590 0,6955 1,3562 1,7823 2,1788 2,6810 3,0545 3,4284 3,9296 4,3178

13 0,2586 0,6938 1,3502 1,7709 2,1604 2,6503 3,0123 3,3725 3,8520 4,2208

14 0,2582 0,6924 1,3450 1,7613 2,1448 2,6245 2,9768 3,3257 3,7874 4,1405

15 0,2579 0,6912 1,3406 1,7530 2,1314 2,6025 2,9467 3,2860 3,7328 4,0728

16 0,2576 0,6901 1,3368 1,7459 2,1199 2,5835 2,9208 3,2520 3,6862 4,0150

17 0,2573 0,6892 1,3334 1,7396 2,1098 2,8982 2,8982 3,2224 3,6458 3,9651

18 0,2571 0,6884 1,3304 1,7341 2,1009 2,5524 2,8784 3,1966 3,6105 3,9216

19 0,2569 0,6876 1,3277 1,7291 2,0930 2,5395 2,8609 3,1737 3,5794 3,8834

20 0,2567 0,6870 1,3253 1,7247 2,0860 2,5280 2,8453 3,1534 3,5518 3,8495

21 0,2566 0,6864 1,3232 1,7207 2,0796 2,5176 2,8314 3,1352 3,5272 3,8193

22 0,2564 0,6858 1,3212 1,7171 2,0739 2,5083 2,8188 3,1188 3,5050 3,7921

23 0,2563 0,6851 1,3195 1,7139 2,0687 2,4999 2,8073 3,1040 3,4850 3,7676

24 0,2562 0,6348 1,3178 1,7109 2,0639 2,4922 2,7969 3,0905 3,4668 3,7454

25 0,2561 0,6844 1,3163 1,7081 2,0595 2,4851 2,7874 3,0782 3,4502 3,7251

26 0,2560 0,6840 1,3150 1,7056 2,0555 2,4786 2,7787 3,0669 3,4350 3,7066

27 0,2559 0,6837 1,3137 1,7033 2,0518 2,4727 2,7707 3,0565 3,4210 3,6896

28 0,2558 0,6834 1,3125 1,7011 2,0484 2,4671 2,7633 3,0469 3,4081 3,6739

29 0,2557 0,6830 1,3114 1,6991 2,0452 2,4620 2,7564 3,0380 3,3962 3,6594

30 0,2556 0,6828 1,3104 1,6973 2,0423 2,4573 2,7500 3,0298 3,3852 3,6460

40 0,2550 0,6807 1,3031 1,6839 2,0211 2,4233 2,7045 2,9712 3,3069 3,5510

50 0,2547 0,6794 1,2987 1,6759 2,0086 2,4033 2,6778 2,9370 3,2614 3,4960
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Âåðîÿòíîñòü 

0,4 0,25 0,1 0,05 0,025 0,01 0,005 0,0025 0,001 0,0005

60 0,2545 0,6786 1,2958 1,6706 2,0003 2,3901 2,6603 2,9146 3,2317 3,4602

70 0,2543 0,6780 1,2938 1,6669 2,9944 2,3808 2,6479 2,8987 3,2108 3,4350

80 0,2542 0,6776 1,2922 1,6641 1,9901 2,3739 2,6387 2,8870 3,1953 3,4163

90 0,2541 0,6772 1,2910 1,6620 2,9867 2,3685 2,6316 2,8779 3,1833 3,4019

100 0,2540 0,6770 1,2901 1,6602 2,9840 2,3642 2,6259 2,8707 3,1737 3,3905

200 0,2537 0,6757 1,2858 1,6525 2,9719 2,3451 2,6006 2,8385 3,1315 3,3398

300 0,2536 0,6753 1,2844 1,6499 2,9679 2,3388 2,5923 2,8279 3,1176 3,3233

500 0,2535 0,6750 1,2832 1,6479 1,9647 2,3338 2,5857 2,8195 3,1066 3,3101

Продолжение таблицы 5
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Ïðèëîæåíèå 6 (òàáë. 6)

Òàáëèöà çíà÷åíèé q = q ( , n) äëÿ îïðåäåëåíèÿ äîâåðèòåëüíîãî èíòåðâàëà 

n
n

0,95 0,99 0,999 0,95 0,99 0,999

5 1,37 2,67 5,64 20 0,37 0,58 0,88

6 1,09 2,01 3,88 25 0,32 0,49 0,73

7 0,92 1,62 2,98 30 0,28 0,43 0,63

8 0,80 1,38 2,42 35 0,26 0,38 0,56

9 0,71 1,2 2,06 40 0,24 0,35 0,50

10 0,6 1,08 1,80 45 0,22 0,32 0,46

11 0,58 0,98 1,60 50 0.21 0,30 0,43

12 0,55 0,90 1,45 60 0,188 0,269 0,38

13 0,52 0,83 1,33 70 0,174 0,245 0,34

14 0,48 0,78 1,23 80 0,161 0,226 0,31

15 0,46 0,73 1,15 90 0,151 0,211 0,29

16 0,44 0,70 1,07 100 0,143 0,198 0,270

17 0,42 0,66 1,01 150 0,115 0,160 0,211

18 0,40 0,63 0,96 200 0,099 0,136 0,185

19 0,39 0,60 0,92 250 0,089 0,120 0,162

Ïðèëîæåíèå 7 (òàáë. 7)

Òàáëèöà çíà÷åíèé  êðèòåðèÿ Ïèðñîíà

k
Óðîâåíü çíà÷èìîñòè 

99 98 95 90 80 70 50 30 20 10 5

1 0,0002 0,001 0,004 0,016 0,064 0,148 0,455 1,07 1,642 2,706 3,841

2 0,020 0,040 0,103 0,211 0,446 0,71 1,39 2,41 3,219 4,605 5,991

3 0,115 0,185 0,352 0,584 1,01 1,42 2,37 3,66 4,642 6,251 7,815

4 0,297 0,429 0,711 1,06 1,65 2,19 3,36 4,88 5,989 7,779 9,488

5 0,554 0,752 1,15 1,61 2,34 3,00 4,35 6,06 7,289 9,236 11,07

6 0,872 1,13 1,64 2,20 3,07 3,83 5,35 7,23 8,558 10,64 12,59

7 1,24 1,56 2,17 2,83 3,82 4,67 6,35 8,38 9,803 12,02 14,07

8 1,65 2,03 2,73 3,49 4,59 5,53 7,34 9,52 11,03 13,36 15,51

9 2,09 2,53 3,33 4,17 5,38 6,39 8,34 10,66 12,24 14,68 16,92

10 2,56 3,06 3,94 4,87 6,18 7,27 9,34 11,78 13,44 15,99 18,31

11 3,05 3,61 4,57 5,58 6,99 8,15 10,34 12,90 14,63 17,28 19,68

ÏÐÈËÎÆÅÍÈß



ÏÐÈËÎÆÅÍÈß

263

k
Óðîâåíü çíà÷èìîñòè 

99 98 95 90 80 70 50 30 20 10 5

12 3,57 4,18 5,23 6,30 7,81 9,03 11,34 14,01 15,81 18,55 21,03

13 4,11 4,77 5,89 7,04 8,63 9,93 12,34 15,12 16,98 19,81 22,36

14 4,66 5,37 6,57 7,79 9,47 10,82 13,34 16,22 18,15 21,06 23,68

15 5,23 5,98 7,26 8,55 10,31 11,72 14,34 17,32 19,31 22,31 25,00

16 5,81 6,61 7,96 9,31 11,15 12,62 15,34 18,42 20,47 23,54 26,30

17 6,41 7,26 8,67 10,09 12,00 13,53 16,34 19,51 21,61 24,77 27,59

18 7,01 7,91 9,39 10,86 12,86 14,44 17,34 20,60 22,76 25,99 28,87

19 7,63 8,57 10,12 11,65 13,72 15,35 18,34 21,69 23,90 27,20 30,14

20 8,26 9,24 10,85 12,44 14,58 16,27 19,34 22,77 25,04 28,41 31,41

21 8,90 9,91 11,59 13,24 15,44 17,18 20,34 23,86 26,17 29,62 32,67

22 9,54 10,60 12,34 14,04 16,31 18,10 21,34 24,94 27,30 30,81 33,92

23 10,20 11,29 13,09 14,85 17,19 19,02 22,34 26,02 28,43 32,01 35,17

24 10,86 11,99 13,85 15,66 18,06 19,94 23,34 27,10 29,55 33,20 36,42

25 11,52 12,70 14,61 16,47 18,94 20,87 24,34 28,17 30,68 34,38 37,65

26 12,20 13,41 15,38 17,29 19,82 21,79 25,34 29,25 31,79 35,56 38,89

27 12,88 14,13 16,15 18,11 20,70 22,72 26,34 30,32 32,91 36,74 40,11

28 13,56 14,85 16,93 18,94 21,59 23,65 27,34 31,39 34,03 37,92 41,34

29 14,26 15,57 17,71 19,77 22,48 24,58 28,34 32,46 35,14 39,09 42,56

30 14,95 16,31 18,49 20,60 23,36 25,51 29,34 33,53 36,25 40,26 43,77

Ïðîäîëæåíèå òàáë. 7.

k
Óðîâåíü çíà÷èìîñòè 

2 1 0,5 0,2 0,1 0,05 0,02 0,01

1 5,412 6,635 7,879 9,550 10,83 3,84 5,41 6,64

2 7,824 9,210 10,60 12,43 13,82 5,99 7,82 9,21

3 9,837 11,34 12,84 14,80 16,27 7,82 9,84 11,30

4 11,67 13,28 14,86 16,92 18,47 9,49 11,70 13,30

5 13,39 15,09 16,75 18,91 20,52 11,10 13,40 15,10

6 15,03 16,81 18,55 20,79 22,46 12,60 15,00 16,80

7 16,62 18,48 20,28 22,60 24,32 14,10 16,60 18,50

8 18,17 20,09 21,95 24,35 26,12 15,50 18,20 20,10

9 19,68 21,67 23,59 26,06 27,88 16,90 19,70 21,70

10 21,16 23,21 25,19 27,72 29,59 18,30 21,20 23,20

Ïðîäîëæåíèå òàáë. 7.



264

Òàáëèöà çíà÷åíèé  F ,k1,k2êðèòåðèÿ Ôèøåðà-Ñíåäåêîðà  
(5%-íûå çíà÷åíèÿ – âåðõíÿÿ öèôðà, 1%-íûå – íèæíÿÿ öèôðà)

k2 – степени свободы для меньшей дисперсии

k2 
* k1 – ñòåïåíè ñâîáîäû äëÿ áîëüøåé äèñïåðñèè

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

k 2
 –

 ñ
òå

ïå
íè

 ñ
âî

áî
äû

 ä
ëÿ

 ì
åí

üø
åé

 ä
èñ

ïå
ðñ

èè

1
161

4052
200
4999

216
5403

225
5625

230
5764

234
5889

237
5928

239
5981

241
6022

242
6056

243
6082

244
6106

2
18,51
98,49

19,00
99,01

19,16
99,17

19,25
99,25

19,30
99,30

19,33
99,33 

19,36
99,34

19,37
99,36

19,38
99,38

19,39
99,40

19,40
99,41

19,41
99,42

3
10,13
32,12

9,55
30,81

9,28
29,46

912
28,71

9,01
28,24

8,94
27,91

8,88
27,67

8,84
27,49

8,81
27,34

8,78
27,23

8,76
27,13

8,74
27,05

4
7,71 

21,20
6,94 

18,00
6,59 

16,69
6,39 
15,98

6,26 
15,52

6,16 
15,21

6,09 
14,98

6,04 
14,80

6,00 
14,66

5,96 
14,54

5,93 
1445

5,91 
1447

5
6,61 

16,26
5,79 

13,27
5,41 

12,06
5,19 

11,39
5,05 

10,97
4,95 

10,67
4,88 

10,45
4,82 

10,27
4,78 

10,15
4,74 

10,05
4,70 
9,96

4,68 
9,89

6
5,99 

13,74
5,14 

10,92
4,76 
9,78

4,53 
9,15

4,39 
8,75

4,28 
8,47

4,21 
8,26

4,15 
8,10

4,10 
7,98

4,06 
7,87

4,03 
7,79

4,00 
7,72

7
5,59 

12,25
4,74 
9,55

4,35 
8,45

4,12 
7,85

3,97 
7,46

3,87 
7,19

3,79 
7,00

3,73 
6,84

3,68 
6,71

3,63 
6,62

360 
6,54

3,57 
6,47

8
5,32 

11,26
4,46 
8,65

4,07 
7,59

3,84 
7,01

3,69 
6,63

3,58 
6,37

3,50 
6,19

3,44 
6,03

3,39 
5,91

3,31 
5,82

3,31 
5,74

3,28 
5,67

9
5,12 

10,56
4,26 
8,02

3,86 
6,99

3,63 
6,42

3,48 
6,06

3,37 
5,80

 3,29 
5,62

3,23 
5,47

3,18 
5,35

3,13 
5,26

3,10 
5,18

3,07 
5,11

10
4,96

10,04
4,10 
7,56

3,71 
6,55

3,48 
5,99

3,33 
5,64

3,22 
5,39

3,14 
5,21

3,07 
5,06

3,02
4,95

2,97 
4,85

2,94 
4,78

2,91 
4,71

11
4,84 
9,85

3,98 
7,20

3,59 
6,22

3,36 
5,67

3,20 
5,32

3,09 
5,07

3,01 
4,88

2,95 
4,74

290 
4,63

2,86 
4,54

2,82 
4,46

2,79 
4,40

12
4,75 
9,33

3,88 
6,93

3,49 
5,95

3,26 
5,41

3,11 
5,06

3,00 
4,82

2,92 
4,65

2,85 
4,50

2,80 
4,39

2,76 
4,30

2,72 
4,22

2,69 
4,16

13
4,67 
9,07

3,80 
6,70

3,41 
5,74

3,18 
5,20

3,02 
4,86

2,92 
4,62

2,84 
4,44

2,77 
4,30

2,72 
4,19

2,67 
4,10

2,63 
4,02

2,60
3,96

14
4,60 
8,86

3,74 
6,51

3,34 
5,56

3,11 
5,03

2,96 
4,69

2,85 
4,46

2,77 
4,28

2,70 
4,14

2,65 
4,03

2,60
3,94

2,56 
3,86

2,53 
3,80

15
4,54 
8,68

3,68 
6,36

3,29 
5,42

3,06 
4,89

2,90 
4,56

2,79 
4,32

2,70 
4,14

2,64 
4,00

2,59 
3,89

2,55 
3,80

2,51 
3,73

2,48 
3,67

16
4,49 
8,53

3,63 
6,23

3,24 
5,29

3,01 
4,77

2,85 
4,44

2,74 
4,20

2,66 
4,03

2,59 
3,89

2,54 
3,78

2,49 
3,69

2,45 
3,61

2,42 
3,55

17
445 
8,40

3,59 
6,11

3,20 
5,18

2,96 
4,67

2,81 
4,34

2,70 
4,10

2,62 
3,93

2,55 
3,79

2,50 
3,68

2,45 
3,59

2,41 
3,52

2,38 
3,45

18
4,41 
8,28

3,55 
6,01

3,16 
5,09

2,93 
4,58

2,77 
4,25

2,66 
4,01

2,58 
3,85

2,51 
3,71

2,46 
3,60

2,41 
3,51

2,37 
3,44

2,34 
3,37

19
4,38 
8,18

3,52 
5,93

3,13 
5,01

2,90 
4,50

2,74 
4,17

2,63 
3,94

2,55 
3,77

2,48 
3,63

2,43 
352

2,38 
3,43

2,34 
3,36

2,31 
3,30

20
4,35 
8,10

3,49 
5,85

3,10 
4,94

2,87 
4,43

2,71 
4,10

2,60 
3,87

2,52 
3,71

2,45 
3,56

2,40 
3,45

2,35 
3,37

2,31 
3,30

2,28 
3,23

21
4,32 
8,02

3,47 
5,78

3,07 
4,87

2,84 
4,37

2,68 
4,04

2,57 
3,81

2,49 
3,65

2,42 
3,51

2,37 
3,40

2,32 
3,31

2,28 
3,24

2,25 
3,17

22
4,30 
7,94

3,44 
5,72

3,05 
4,82

2,82 
4,31

2,66 
3,99

2,55 
3,76

2,47 
3,59

2,40 
3,45

2,35 
3,35

2,30 
3,26

2,26 
3,18

2,23 
3,12

23
4,28 
7,88

3,42 
5,66

3,03 
4,76

2,80 
4,26

2,64 
3,94

2,53 
3,71

2,45 
3,54

2,38 
3,41

2,32 
3,30

2,28 
3,21

2,24 
3,14

2,20 
3,07

24
4,26 
7,82

3,40 
5,61

3,01 
4,72

2,78 
4,22

2,62 
3,90

2,51 
3,67

2,43 
3,50

2,36 
3,36

2,30 
3,25

2,26 
3,17

2,22 
3,09

2,18 
3,03

25
4,24
7,77

3,38 
5,57

2,99 
4,68

2,76 
4,18

2,60 
3,86

2,49 
3,63

2,41 
3,46

2,34 
3,32

2,28 
3,21

2,24 
3,13

2,20 
3,05

2,16 
2,99

ÏÐÈËÎÆÅÍÈß



ÏÐÈËÎÆÅÍÈß

265

k1 – ñòåïåíè ñâîáîäû äëÿ áîëüøåé äèñïåðñèè
k2

14 16 20 24 30 40 50 75 100 200 500 1000
245

6142
246

6169
248

6208
249

6234
250

6258
251

6286
252

6302
253

6323
253

6334
254

6352
254

6361
254

6366
1

k 2
 –

 ñ
òå

ïå
íè

 ñ
âî

áî
äû

 ä
ëÿ

 ì
åí

üø
åé

 ä
èñ

ïå
ðñ

èè

19,42 
99,43

19,43
99,44

19,44
99,45

9,45
99,46

19,46
99,47

19,47
99,48

19,47
99,48

19,48 
9,49 

19,49 
99,49 

19,49
99,49

1950
99,50

19,50
99,50

2

8,71 
26,39

8,69
26,83

8,66
26,69

8,64
26,60

8,62
26,50

8,60
26,41

8,58
26,35

8,57
26,27

8,56
26,23

8,54
26,18

8,54
26,14

8,53
26,12

3

5,87
14,24

5,84
14,15

5,80
14,02

5,77
13,93

5,74
13,83

5,71
13,74

5,70
13,69

5,68
13,61

5,66
13,57

5,65
13,52

5,64
13,48

5,63
13,46

4

4,64
9,77

4,60
9,68

4,56
9,55

4,53
9,47

4,50
9,38

4,46
9,29

4,44
9,24

4,42
9,17

4,40
9,13

4,38
9,07

4,37
9,04

4,36
9,02

5

3,96
7,60

3,92
7,52

3,87
7,39

3,84
7,31

3,81
7,23

3,77
7,14

3,75
7,09

372
7,02

3,71
6,99

3,69
6,94

3,68
6,90

3,67
6,88

6

3,52
6,35

3,49
6,27

3,44
6,15

3,41
6,07

3,38
5,98

3,34
590

3,32
5,85

3,29
5,78

3,28
5,75

3,25
5,70

3,24
5,67

3,23
5,65

7

3,23
5,56

320
5,48

3,15
5,36

3,12
5,28

3,08
5,20

3,05
5,11

3,03
5,06

3,00
5,00

2,98
4,96

2,96
4,91

2,94
4,88

2,93
4,86

8

3,02
5,00

2,98
492

2,93
4,80

2,90
4,73

2,86
464

2,82
4,56

2,80
451

2,77
4,45

2,76
4,41

2,73
4,36

2,72
4,33

2,71
4,31

9

2,86 
4,60

2,82 
4,52

2,77 
4,41

2,74 
4,33

2,70 
4,25

2,67 
4,17

2,64 
4,12

2,61 
4,05

2,59 
4,01

2,56 
3,96

2,55 
3,93

2,54 
3,91

10

2,74
4,29

2,70
4,21

2,65
4,10

2,61
4,02

2,57
3,94

2,53
3,86

2,50
3,80

2,47
3,74

2,45
3,70

2,42
3,66

2,41
362

2,40
3,60

11

2,64
4,05

2,60
3,98

2,54
3,86

2,50
3,78

2,46
3,70

2,42
3,61

2,40
3,56

2,36
3,49

2,35
3,46

2,32
3,41

2,31
3,38

2,30
3,36

12

2,55
3,85

2,51
3,78

2,46
3,67

2,42
3,59

2,38
3,51

2,34
3,42

2,32
3,37

2,28
3,30

2,26
3,27

2,24
3,21

2,22
3,18

2,21
3,16

13

2,48
3,70

2,44
3,62

2,39
3,51

2,35
3,43

2,31
3,34

2,27
3,26

2,24
3,21

2,21
3,14

2,19
3,11

2,16
3,06

2,14
3,02

2,13
3,00

14

2,43
3,56

2,39
3,48

2,33
3,36

2,29
3,29

2,25
3,20

2,21
3,12

2,18
3,07

2,15
3,00

2,12
2,97

2,10
2,92

2,08
2,89

2,07
2,87

15

2,37
3,45

2,33
3,37

2,23
3,25

2,24
3,18

2,20
3,10

2,16
3,01

2,13
2,96

2,09
2,89

2,07
2,86

2,04
2,80

2,02
2,77

2,01
2,75

16

2,33
3,35

2,29
3,27

2,23
3,16

2,19
3,08

2,15
3,00

2,11
2,92

2,08
2,86

2,04
2,79

2,02
2,76

1,99
2,70

1,97
2,67

1,96
2,65

17

2,29
3,27

2,25
3,19

219
3,07

2,15
3,00

2,11
2,91

2,07
2,83

2,04
2,78

2,00
2,71

1,98
2,68

1,95
2,62

1,93
2,59

1,92
2,57

18

2,26 
3,19

2,21 
3,12

2,15 
3,00

2,11 
2,92

2,07 
2,84

2,02 
2,76

2,00 
2,70

1,96
2,63

1,94
2,60

1,91
2,54

1,90
2,51

1,88
2,49

19

2,23
 3,13

2,18
 3,05

2,12 
2,94

2,08
 2,86

2,04
2,77

1,99 
2,69

1,96 
2,63

1,92 
2,56

1,90 
2,53

1,87
 2,47

1,85 
2,44

1,84 
2,42

20

2,20 
3,07

2,15
 2,99

2,09 
2,88

2,05 
2,80

2,00 
2,72

1,96 
2,63

1,93
258

1,89 
2,51

1,87 
2,47

1,84 
2,42

1,82 
2,38

1,81
 2,36

21

2,18
 3,02

2,13 
2,94

2,07 
2,83

2,03 
2,75

1,98 
2,67

1,93 
2,58

1,91 
2,53

1,87 
2,46

1,84 
2,42

1,81 
2,37

1,80 
2,33

1,78 
2,31

22

2,14 
2,97

2,10 
2,89

2,04 
2,78

2,00 
2,70

1,96 
2,62

1,91 
2,53

1,88 
2,48

1,84 
2,41

1,82 
2,37

1,79 
2,32

1,77
2,28

1,76
 2,26

23

2,13 
2,93

2,09
2,85

2,02 
2,74

1,98 
2,66

1,94 
2,58

1,89 
2,49

1,86 
2,44

1,82 
2,36

1,80
2,33

1,76 
2,27

1,74
 2,23

1,73
2,21

24

2,11
2,89

2,06
2,81

2,00 
2,70

1,96
2,62

1,92
2,54

1,87 
2,45

1,84 
2,40

1,80
2,32

1,77
2,29

1,74
2,23

1,72
2,19

1,71
2,17

25

Ïðèëîæåíèå 8 (òàáë. 8)
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k1 – ñòåïåíè ñâîáîäû äëÿ áîëüøåé äèñïåðñèè

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

26 4,22
7,72

3,37
5,53

2,98
4,64

2,74
4,14

2,59
3,82

2,47
3,59

2,39
3,42

2,32
3,29

2,27
3,17

2,22
3,09

2,18
3,02

2,15
2,96

27 4,21
7,68

3,35 
5,49

2,96 
4,60

2,73 
4,11

2,57 
3,79

2,46 
3,56

2,37 
3,39

2,30 
3,26

2,25 
3,14

2,20 
3,06

2,16 
2,98

2,13 
2,93

28 4,20 
7,64

3,34 
5,45

2,95 
4,57

2,71 
4,07

2,56 
3,76

2,44 
3,53

2,36 
3,36

2,29 
3,23

2,24 
3,11

2,19 
3,03

2,15 
2,95

2,12 
2,90

29 4,18 
7,60

3,33 
5,42

2,93 
4,54

2,70 
4,04

2,54 
3,73

2,43 
3,50

2,35 
3,33

2,28 
3,20

2,22 
3,08

2,18 
3,00

2,14 
2,92

2,10
2,87

30 4,17 
7,56

3,32 
5,39

2,92 
4,51

2,69 
4,02

2,53 
3,70

2,42 
3,47

234
3,30

2,27 
3,17

2,21 
3,06

2,16 
2,98

2,12 
2,90

2,09 
2,84

32 4,15 
7,50

3,30 
5,34

2,90 
4,46

2,67 
3,97

2,51 
3,66

2,40
342

2,32 
3,25

2,25 
3,12

2,19 
3,01

2,14 
2,94

2,10 
2,86

2,07 
2,80

34 4,13 
7,44

3,28 
5,29

2,88 
4,42

2,65 
3,93

2,49 
3,61

2,38 
3,38

2,30 
3,21

2,23 
3,08

2,17 
2,97

2,12 
2,89

2,08 
2,82

2,05
276

36 4,11 
7,39

3,26 
5,25

286
4,38

2,63 
3,89

2,48 
3,58

2,36 
3,35

2,28 
3,18

2,21 
3,04

2,15 
2,94

2,10 
2,86

2,06 
3,78

2,03 
2,72

38 4,10 
7,35

3,25 
5,21

2,85 
4,34

2,65 
3,86

2,46 
3,54

2,35 
3,32

2,26 
3,15

219
3,02

2,14 
2,91

2,09 
2,82

2,05 
2,75

2,02 
2,69

40 4,08 
7,31

3,23 
5,18

2,84 
4,31

2,61 
3,83

2,45 
3,51

2,34 
3,29

2,25 
3,12

2,18 
2,99

2,12 
2,88

2,07 
2,80

2,04 
2,73

2,00 
2,66

42 4,07 
7,27

3,22 
5,15

2,83 
4,29

2,59 
3,80

2,44 
3,49

2,32 
3,26

2,24 
3,10

2,17 
2,96

2,11 
2,86

2,06
2,77

2,02 
2,70

1,90 
2,64

44 4,06 
7,24

3,21 
5,12

2,82 
4,26

2,58 
3,78

2,43 
3,46

2,31 
3,24

2,23 
3,07

2,16 
2,94

2,10 
2,84

2,05 
2,75

2,01 
2,68

1,98 
2,62

46 4,05 
7,21

3,20 
5,10

2,81 
4,24

2,57 
3,76

2,42 
3,44

2,30 
3,22

2,22 
3,05

2,14 
2,92

2,09 
2,82

2,04
273

200
2,66

1,97 
2,60

48 4,04 
7,19

3,19 
5,08

2,80 
4,22

256
3,74

2,41 
3,42

2,30 
3,20

2,21 
3,04

2,14 
2,90

2,08 
2,80

2,03 
2,71

1,99 
2,64

1,96 
2,58

50 4,03 
7,17

3,18 
5,06

2,79 
4,20

2,56 
3,72

2,40 
3,41

2,29 
3,18

2,20 
3,02

2,13 
2,88

2,07 
2,78

2,02 
2,70

1,98 
2,62

1,95 
2,56

55 4,02 
7,12

3,17 
5,01

2,78 
4,16

2,54 
3,68

2,38 
3,37

2,27 
3,15

2,18 
2,98

2,11 
2,85

2,05 
2,75

2,00 
2,66

1,97 
2,59

1,93 
2,53

60 4,00 
7,08

3,15 
4,98

2,76 
4,13

2,52 
3,65

2,37 
3,34

2,25 
3,12

2,17 
2,95

2,10 
2,82

2,04 
2,72

1,99 
2,63

1,95 
2,56

1,92 
2,50

65 3,99 
7,04

3,14 
4,95

2,75 
4,10

2,51 
3,62

2,36 
3,31

2,24 
3,09

2,15 
2,93

2,08 
2,79

2,02 
2,70

1,98 
2,61

1,94 
2,54

1,90 
2,47

70 3,98 
7,01

3,13 
4,92

2,74 
4,08

2,50 
3,60

2,35 
3,29

2,23 
3,07

2,14 
2,91

2,07
2,77

2,01 
2,67

1,97 
2,59

1,93 
2,51

1,89 
2,45

80 3,96 
6,96

3,11
4,88

2,72
404

2,48 
3,56

2,33 
3,25

2,21 
3,04

2,12 
2,87

2,05 
2,74

1,99 
2,64

1,95 
2,55

1,91 
2,48

1,89 
2,41

100 3,94 
6,90

3,09 
4,82

2,70 
3,98

2,46 
3,51

2,30 
3,20

2,19 
2,99

2,10 
2,82

2,03 
2,69

1,97 
2,59

1,92 
2,51

1,88 
2,43

1,85 
2,36

125 3,92 
6,84

3,07 
4,78

2,68 
3,94

2,44 
3,47

2,29
317

2,17 
2,95

2,08 
2,79

2,01 
2,65

1,95 
2,56

1,90 
2,47

1,86 
2,40

1,83 
2,33

150 3,91 
6,81

3,06 
4,75

2,67 
3,91

2,43 
3,44

2,27 
3,14

2,16 
2,92

2,07 
2,76

2,00 
2,62

1,94 
2,53

1,89 
2,44

1,85 
2,37

1,82 
2,30

200 3,89 
6,76

3,04 
4,71

2,65 
3,88

2,41 
3,41

2,26 
3,11

2,14 
2,90

2,05 
2,73

1,98 
2,60

1,92 
2,50

1,87
241

1,83 
2,34

1,80 
2,28

400 3,86 
6,70

3,02 
4,66

2,62 
3,83

2,39 
3,36

2,23 
3,06

2,12 
2,85

2,03 
2,69

1,96 
2,55

1,90 
2,46

1,85 
2,37

1,81 
2,29

1,78 
2,23

1000 3,85 
6,66

3,00 
4,62

2,61 
3,80

2,38 
3,34

2,22 
3,04

2,10 
2,82

2,02 
2,66

1,95 
2,53

1,89 
2,43

1,84 
2,34

1,80 
2,26

1,76 
2,20

3,84 
6,64

2,99 
4,60

2,60 
3,78

2,37 
3,32

2,21 
3,02

2,09 
2,80

2,01 
2,64

1,94
251

1,88 
2,41

1,83 
2,32

1,79 
2,24

1,75
2,18

ÏÐÈËÎÆÅÍÈß
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k1 – ñòåïåíè ñâîáîäû äëÿ áîëüøåé äèñïåðñèè
k2

k 2
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òå

ïå
íè

 ñ
âî

áî
äû

 ä
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ïå
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èè

14 16 20 24 30 40 50 75 100 200 500 1000

2,10 
2,86

205
2,77

1,99 
2,66

1,95 
2,58

1,90 
2,50

1,85 
241

1,82 
2,36

1,78 
2,28

1,76 
2,25

1,72 
2,19

1,70 
2,15

1,69 
2,13 26

2,08 
2,83

2,03 
2,74

1,97 
2,63

1,93 
2,55

1,88 
2,47

1,84 
2,38

1,80 
2,33

1,76 
2,25

1,74 
2,21

1,71 
2,16

1,68 
2,12

1,67 
2,10 27

2,06 
2,80

2,02 
2,71

1,96 
2,60

1,91 
2,52

1,87 
2,44

1,81 
2,35

1,78 
2,30

1,75 
2,22

1,72
2,18

1,69 
2,13

1,67 
2,09

1,65 
2,06 28

2,05 
2,77

2,00 
2,68

1,94 
2,57

1,90 
2,49

1,85 
2,41

1,80 
2,32

1,77 
2,27

1,73 
2,19

1,71 
215

1,68 
2,10

1,65 
2,06

1,64 
2,03 29

2,04 
2,74

1,99 
2,66

1,93 
2,55

1,89 
2,47

1,84 
2,38

1,79 
229

1,76 
2,24

1,72 
2,16

1,69 
213

1,66 
207

1,64 
2,03

1,62 
2,01 30

2,02 
2,70

1,97 
2,62

1,91 
2,51

1,86 
2,42

1,82 
2,34

1,76 
2,25

1,74 
2,20

1,69 
2,12

1,67 
2,08

1,64 
2,02

1,61 
1,98

1,59 
1,96 32

2,00 
2,66

1,95 
2,58

1,89 
2,47

1,84 
2,38

1,80 
2,30

1,74 
2,21

1,71 
2,15

1,67 
2,08

1,64 
2,04

1,61
1,98

1,59 
1,94

1,57 
1,91 34

1,98 
2,62

1,93 
2,54

1,87 
2,43

1,82 
2,35

1,78 
2,26

1,72 
2,17

1,69 
2,12

1,65 
2,04

1,62 
2,00

1,59 
1,94

1,56 
1,90

1,55 
1,87 36

1,96 
2,59

1,92 
2,51

1,85 
2,40

1,80 
2,32

1,76 
2,22

1,71 
2,14

1,67 
2,08

1,63 
2,00

1,60 
1,97

1,57 
1,90

1,54 
1,86

1,53 
1,84 38

1,95 
2,56

1,90 
2,49

1,84 
2,37

1,79 
2,29

1,74 
2,20

1,69 
2,11

1,66 
2,05

1,61 
1,97

1,59 
1,94

1,55 
1,88

1,53 
1,84

1,51 
1,81 40

1,94 
2,54

1,89 
2,46

1,82 
2,35

1,78 
2,26

1,73 
2,17

1,68 
2,08

1,64 
2,02

1,60 
1,94

1,57 
1,91

1,54 
1,85

1,51 
1,80

1,49
1,78 42

1,92 
2,52

1,88 
2,44

1,81 
2,32

1,76 
2,24

1,72 
2,15

1,66 
2,06

1,63 
2,00

1,58 
1,92

1,56 
1,88

1,52
1,82

1,50 
1,78

1,48 
1,75 44

1,91 
2,50

1,87 
242

1,80 
2,30

1,75 
2,22

1,71 
2,13

1,65 
2,04

1,62 
1,98

1,57 
1,90

1,54 
1,86

1,51 
1,80

1,48 
1,76

1,46 
1,72 46

1,90 
248

1,86 
2,40

1,79
2,28

1,74 
220

1,70 
2,11

1,64 
2,02

1,61 
1,96

1,56 
1,88

1,53 
1,84

1,50 
1,78

1,47 
1,73

1,45 
1,70 48

1,90 
2,46

1,85 
2,39

1,78 
2,26

1,74 
2,18

1,69 
2,10

1,63 
2,00

1,60 
1,94

1,55 
1,86

1,52 
1,82

1,48 
1,76

1,46 
1,71

1,44 
1,68 50

1,88 
2,43

1,83 
2,35

1,76 
2,23

1,72 
2,15

1,67 
2,06

1,61 
1,96

1,58 
1,90

1,52 
1,82

1,50 
1,78

1,46 
1,71

1,43 
1,66

1,41 
1,64 55

1,86 
2,40

1,81 
2,32

1,75 
2,20

1,70 
2,12

1,65 
2,03

1,59 
1,93

1,56
1,87

1,50 
1,79

1,48 
1,74

1,44 
1,68

1,41 
1,63

1,39 
1,60 60

1,85 
2,37

1,80 
230

1,73 
2,18

1,68 
2,09

1,63 
2,00

1,57 
1,90

1,54 
1,84

1,49 
1,76

1,46 
1,71

1,42 
1,64

1,39 
1,60

1,37 
1,56 65

1,84 
2,35

1,79
2,28

1,72 
2,15

1,67 
2,07

1,62 
1,98

1,56 
1,88

1,53
1,82

1,47 
1,74

1,45 
1,69

1,40 
1,62

1,37 
1,56

1,35 
1,53 70

1,82 
2,32

1,77 
2,24

1,70 
2,11

1,65 
2,03

1,60 
1,94

1,54 
1,84

1,51
1,78

1,45 
1,70

1,42 
1,65

1,38 
1,57

1,35 
1,52

1,32 
1,49 80

1,79 
2,26

1,75 
2,19

1,68 
2,06

1,63 
1,98

1,57 
1,89

1,51 
1,79

1,48’ 
1,73

1,42 
1,64

1,39 
1,59

1,34 
1,51

1,30 
1,46

1,28 
1,43 100

1,77 
2,23

1,72 
2,15

1,65 
2,03

1,60 
1,94

1,55 
1,85

1,49 
1,75

1,45 
1,68

1,39 
1,59

1,36 
1,54

1,31 
1,46

1,27 
1,40

1,25 
1,37 125

1,76 
2,20

1,71 
2,12

1,64 
2,00

1,59 
1,91

1,54 
1,83

1,47 
1,72

1,44 
1,66

1,37 
1,56

1,34 
1,51

1,29 
1,43

1,25 
1,37

1,22 
1,33 150

1,74 
2,17

1,69 
2,09

162 
1,97

1,57 
1,88

1,52 
1,79

1,45 
1,69

1,42 
1,62

1,35 
1,53

1,32
1,48

1,26 
1,39

1,22 
1,33

1,19
1,28 200

1,72 
2,12

1,67 
2,04

1,60 
1,92

1,54
1,84

1,49 
1,74

1,42 
1,64

1,38 
1,57

1,32 
1,47

1,28 
1,42

1,22 
1,32

1,16 
1,24

1,13 
1,19 400

1,70 
2,09

1,65 
2,01

1-58 
1,89

1,53 
181

1,47 
1,71

1,41 
1,61

1,36 
1,54

1,30 
1,44

1,26 
1,38

1,19 
1,28

1,13 
1,19

1,08 
1,11 1000

1,69 
2,07

1,64 
1,99

1,57 
1,87

1,52 
1,79

1,46 
1,69

1,40 
1,59

1,35 
1,52

1,28 
1,41

1,24 
1,36

1,17 
1,25

1,11 
1,15

1,00 
109
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