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СУЗ БСШИ

Ушбу китоб олий техника у^ув юртларининг студент- 
лари учун Олий ва урта махсус таълим министрлиги
гасдицлаган олий математика курси программасининг ана­
литик геометрия ва чизикли алгебра ^исмларига мувофиц 
<милди.

Китобда назарий масалаларнинг математик ну^таи на- 
|;фдап цуйилиши ва исботланиши мумкин цадар к,атъий 
с>улI шига ^аракат !̂ илинди. ПрЬграммадан таш^ари матери- 
аллар билан танишишни истаган студентлар учун ̂ керакли 
ид.чбиёт курсатилиб утилди.

Китоб икки цисмдан иборат : I цисм — «Аналитик гес- 
м.’трия» ва II ь̂ исм— «Чизикли алгебра элементлари».

Биринчи цисмда детерминантлар назарияси, чизикли 
к'нгламалар системаси, фазода вектор элементлари, коор- 
ниматалар методи, фазода текислик ва тугричизи^, иккинчи 
■tap гибли чизик; ва сирт тенгламалари баён ^илинган. Иккин- 
411 1\исм эса чизикли алгебранинг асосий тушунчаларини, 
чуиопчи, чизикли акслантиришлар, Матрицалар, бичизи^ли 
|||и|)малар, бир базисдан иккинчи базисга утишдаги узаро 
Пщ лапишлар, аффин ва Евклид фазолари, чизикли опера- 
трлар а̂мда квадратик формаларни урганишга багишланган.

Маълумки, чизикли алгебра уч улчовли Евклид фазо- 
гмдаги аналитик геометрияни куп улчовли чизикли вектор 
флзоларга кенг маънода ва турли-туман умумлаштирилиши- 
лаи иборатдир. Шу сабабли иккала кнсм с-расида бир ^атор 
чуцур богланиш мавжуд булиб, иккинчи ^исмга тегишли 
маториаллар биринчи ь̂ исм материалларини анча мураккаб 
н.I абстракт ^олларда умумлаштиради ва ривожлантиради.

Китобда аналитик геометрия ва чизицли алгебрадаи 
илий техника уцув юртларининг студентлари учун зарур 
Г'уладиган маълумотларни имкони борича купро^ беришга, 
^лралаётган масалаларни ихчам баён ^илишга, материални 
урта мактаб дарсликларида киритилган баъзи бир белги- 
ллшлардан фойдаланиб баён ^илишга >;аракат ^илинди.
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Кулланма олий техникау^ув юртларининг студентларига 
мулжалланган булса-да, ундан педагогика институтлари- 
нинг физика ихтисослиги буйича таълим олаётган студент- 
лари, шунингдек, кечки ва сирт^и булим студентлари ^ам 
фойдаланишлари мумкин.

Куллаима авторнинг Фаргона политехника институт ида 
уЦиган лекциялари асосида вужудга келди. Китобни ёзиш- 
да бундан танщари узбек ва рус тилидаги мавжуд адаби- 
ётлардан цам фойдаланилди.

Китоб ^улёзмасини дивдат билан у^иб чи^иб, узларининг 
фойдали фикр ва мулоцазаларини билдирган Тошкент 
политехника институтининг доцентлари А.Юсупов, У. Рац­
ионов, китобнинг махсус муцаррири Тошкент Давлат уни- 
верситетининг доценти F. Насриддиновга автор уз миннат- 
дорчилигини билдиради.

Китоб айрим камчиликлардан холи эмас, албатта. Ки­
тобнинг сифатини яхшилаш ва унда учраган камчиликларни 
бартараф этишга ^аратилган фикр ва мулоцазаларини билди- 
радиган уртскларга авюр олдиндан уз миннатдорчилигини 
билдиради.

Автор



1-К.ИСМ. 
АНАЛИТИК ГЕОМЕТРИЯ

I БОБ.  ДЕТЕРМИНАНТЛАР НАЗАРИЯСИ ЭЛЕМЕНТЛАРИ

1-§. Иккинчи тартибли детерминантлар. Иккита биринчи 
тартибли икки номаълумли тенглама системаси

• истома иккита биринчи тартибли икки номаълумли 
теп,'лама системаси дейилади. Бунда х, у — номаълум 
мицдорлар; аг, Ьи а2, Ь2, — снстеманинг коэффициентлари, 
<1, с.2 эса унинг озод \ади деб юритилади.

Аслида aL, bx, а2, Ь2, си с2 ми^дорлар ихтиёрий комп­
лекс сонлар булиши мумкин. Агар
«! а\ +  ia[, а2 = а'2 + ia"2, bl = b\ +  ib\, b2 = b'2 +  ib\,

r, c, + ic\, c2 = C2  +  ic2, i = /  — 1
булиб, a\, aj, a ’, a"2, b[, b\, b\, b"2, c\, cj, с', c2
булса, (1.1) система x — x' +  ix" ва у = у' -f 1У'' булганда
иккита ^а^и^ий коэффициентли системага эквивалент бу- 
лади.

Куйида баен этиладиган тасдицлар умумий цолда 
тугри булса цам асосий теоремалар коэффициентлао \а- 
ци^ий булганда келтирилади.

Агар сх = с2 = 0 булса,

системага эга буламиз, у иккита биринчи тартиоли бир 
жинсли тенглама системаси дейилади; агар с~ +  с\ ф  0j 
яъни с1 ва се дан камида биттаси нолдан фар^ли булса,
(1.1) система иккита биринчи тартибли бир жинслимао 
тенглама системаси дейилади.

1°. Иккита биринчи тартибли бир жинслимас тенглама 
ед^темаси. Биз с? -f- с| ф 0 булган $рлни курамиз.

Упгбу
ахх + Ьху = с1( 
а2х + Ь2у = с2 (11)

'1.2;
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1.1-таъриф. Агар (х0, у0) ^а^икий сонлар жуфти 
учун

сонли тенгликлар уринли булса, (х0, у0) жуфтлик (1.1) 
системанинг ечими дейилади.

Ечим таърифи сх=0 ,  сг = 0 булганда цам (1.2) 
система учун айтилиши мумкин.

(1.1) системанинг ечими мавжуд булиши ёки мавжуд 
булмаслиги мумкин, цатто ечимлар сони чексиз куп були­
ши а̂м мумкин. Бу (1.1) системанинг коэффициентлари 
ва озод цадларига боглик;.

Аввал иккинчи тартибли ёки 2X2 С)лчамли матрица- 
лар деб аталувчи ^уйидаги

(oi ЬЛ (сг ЪЛ /а! сЛ 
\а2 2̂/> \С2 2̂/ > \а2 С2/

жадвалларни ва иккинчи тартибли детерминантлар деб 
аталувчи ^уйидаги мивдорларни курамиз:

1.1-теорема.  Агар А Ф  0 булса, Ах ва А2 ихтиёрий 
булса \ам (1.1) системанинг фацат битта ечими мавжуд 

Исбот .  Я гоналиги .  Аввал (1.1) системанинг ечими 
мавжуд деб фараз этиб, ечимнинг ягоналигини исбот 
этамиз.

(1.1) система тенгламаларининг биринчисини Ь,г га, 
иккинчисини эса bt га купайтириб, уларнинг чап ва унг 
томонларини мос равишда айирамиз:

Шунга ухшаш, (1.1) система тенгламаларининг бирин­
чисини а2 га, иккинчисини at га купайтириб, биринчисидан 
иккинчисини ю^оридагидек айирсак,

(1.3)

(aLb2 — а2Ь{)х = cxb2 — с2Ь1 
ёки Ах = Aj.. (1.4)

(aLb2 — a2b{)y -  агсг — агсг
ёки

А у = Д2 (1.5)

6



муносабатга эга буламиз. А Ф  0 булгани учун (1.4) ва (1.5)
дан у,

Х = 1 Г ’ У = - т  О-6)д д
га эга буламиз. Демак, мавжудлиги фараз этилган ечим- 
лардан биттаси - lij жуфтликдан иборат.

Энди (х у ' )  жуфтлик цам ечим булиб, ю^оридаги
счнмдан фар^ли булсин. У цолда (х', у ) учун

(а^ ' + Ьуу' = си
\а2х' + b2y ’ = cs (1.7)

сопли тенгликларга эга буламиз. (1.7) сонли тенгликлар 
сщтемасига ю^оридаги каби «купайтириб айириш» усулини 
к,$/лласак,

А-лг'^А,, ^■y' = ^2 (1.8)
муносабатларни цосил ^иламиз. Аммо А Ф  0 ва {х ', у') Ф  
■/ булгани учун (1.8) муносабатлар бизни зид-

диитликка олиб келади. ( 1.8) система (х ', г/') = /_1\ д д
Гулглндагина сонли тенгликлардан иборат булади. Шун- 
диП KjiuuiG, ягоналик исбот этилди.

Ма вж уд ли ги .  Ушбу ^ 1 , жуфтликни курай-
чш' А у булгани учун Alf А2 ихтиёрий чекли булганда 
' , жуфтликнинг маъноси бор. Шу жуфтлик (1.1) система-
.....  ечими эканини исбот этамиз. Бунинг учун урнига
|,уГтГ> гекшириш усулини ^улланамиз:

а  A  j . . i )  А  _  — < А ) +  ь ^ с 2 — flgq) ^
1 д  ̂ 1 д д

Д ~  Д — ~Д Cl’

„  _L h Л* flA  +  J A  с2Д
«2 T  ‘ 2 ~X~ ~  ----- I----- ~  "7—  —  62‘Д Д Д Д

I >y ^исоблашлар курсатадики, ^ 1 , жуфтлик (1.1) сис-
и манинг ечимидир. Демак, ( 1.1) системанинг ечими мав­
жуд. 1.1-теорема тула исбот к,илинди.

1.2-теорем а. Агар А = 0 булиб, А, ва А2 дан ками­
на биттаси нолдан фарцли булса, (1.1) системанинг 
гчими мавжуд эмас.
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Исбот.  1.1 -теоремада ягоналикни исботлашда бажа- 
рилган ёрдамчи цйсоблаш билан

А-х = Alt А-у — А2
муносабатларни цосил 1̂илиш мумкин. Аммо Д=0 булгани 
учун бу муносабатлардан

0-x = 0, 0-у = Аг ф 0 ёки О - х ^ Д ^ О ,  0-у = 0
тенгликларнинг зид системасига келамиз. Демак, битта 
цам ечим мавжуд эмас.

1.2-теорема шартлари бажарилганда. берилган система 
тенгламалари биргаликда эмас деб цам айтишади.

1.3-те орем а. Агар Д = Дх = Д2 = 0 брлиб, (\А ) 
система коэффициентларидан камида биттаси нолдан 
фарцли булса, (1.1) система чексиз Kijn ечимга эга бдлади.

Исбот .  Д = Д1 = Д2 = 0 булгани учун ^-= Ь- —— гаа2 2 2̂
эгамиз. Демак, (1.1) система тенгламаларидан бири иккин- 
чмсидан уни бирор узгармас сонга купайтириш натижасида 
келиб чи^ади. Шундай ^илиб, биз аслида (1.1) система 
урнига биттй тенгламага эгамиз. Фараз этайлик, ахф 0
булсин. У  цолда ахх + Ьху = сх дан х — Cl ~  biy келиб чи-

кади. Ушбу (cJ .~ biy, у] жуфтликни курайлик, бу ерда 
\ ai 1

у£R, яъни у — ихтиёрий эадщий сон. Бу жуфтлик ечим- 
дир. )(а^и^атан, бунга ишонч цосил ^илиш учун бу жуфт­
ликни иккинчи тенгламага 1̂уйиб текшкриш етарли:

«■ + % = '
_  агС! — афху + а\Ьгу _  at.ct — Ау _  а2с1 — 0 _  

ах Oi ах

Теорема исбот булди.
1.4-теорема. Агар Д = Дх = Д2 = 0 б$либ, (1.1) 

системанинг барча коэффициент лари нолга тенг б()лса,
( 1.1) система ечимга эга эмас.

Исбот .  Ушбу I 0-х + 0-у = clt
\ 0-х + 0-у = с2

системанинг камида битта тенгламаси cj + с\ Ф  0 булганда
зид тенгликдан иборат. Шунинг учун ( 1.1) система ечимга
эга эмас.
8



. Иккита биринчи тартибли бир жинсли тенглама
сисгемаси. 1.5-теорема. Агар АфО булса, (1.2) система 
фщат тривиал, яъни (0,0) ечимга эга.

Исбот.  ахЬг— а2Ь1 ф 0  булгани учун камида at ва Ь2 
гки а., ва bi нолдан фар^ли. Агар ах ва Ь2 нолдан
флрцли булса, масалан, биринчи тенгламадан х = — — у ни°i
тоиамиз. Энди —̂ —  у, г/j жуфтликни курайлик. Уни
иккинчи тенгламага ^уямиз:

/ bi \ , « a,b, — aj>i Аа2 — г/ + b2y = _ L !--- !±  у = -  у.Ч «1 / a Oj
11ккинчи тенглама —  у = 0 куринишда ёзилади. Л Ф  0,ai
к, 7"0 булган учун бундан у = 0 келиб чи^ади. Шундай
|\плпб, |— !lL у, г/j жуфтлик (0,0) куринишни олади.
Демак, (1.2) система фа^ат тривиал, яъни (0,0) ечимга эга. 
Теорема исбот булди.

1.6-те о рем а. Агар Д = 0  булиб, система коэффи­
циент ларидан камида биттаси нолдан фарцли б()лса,
(1.2) система чексиз куп ечимга эга б у лад и.

цсбот .  Система коэффициентларидан ах Ф  0 булсин.
У ^олда х = -— У булиб, (— — у, г/) жуфтлик ечимoj \ ч  )
булади. Б у —  у = 0 дан Д = 0, ахФ  0 эканидан англаши- ■

ьлади. -1. у, yj жуфтлик у ихтиёрий цаци^ий булганда
,\лм ечим эканидан теореманинг исботи келиб чи^ади.

1.7-те о рем а. Агар Д = 0 булиб, система коэффи- 
циентлари нолга тенг булса, у %олда (1.2) система учун. 
ихтиерий (х, у), х£И, г/6R жуфтлик ечим б$лади.

Исбот.  Теореманинг шартига кура (1.2) система
fO-л; + 0-г/ = 0,
|0-л; + 0-у = 0 (j 9)

куринишни олади. Бундан ихтиёрий (х, у), у£R жуфт­
лик ечим экани куриниб турибди.

3°. Системаларни график усулда ечиш. Энди ю^орида 
келтирилган теоремаларнинг геометрик маъносини ойдин- 
лаштирамиз.

Агар Д ч* 0 б^лса, (1.1) системанинг тенгламалари 
билан тавсифланаднган тукри чизшулар уэаро параллел
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цам эмас, узаро устма- уст цам тушмайди. Фа^ат улг.к 
ягона нуктада кегишади. Шу ну^та координаталари ечим- 
дан иборат сонлар жуфтлигини ташкил этади. Агар А = 0 
булса, (1.1) система тенгламалари билан тавсифланаднган 
тугри чнзи^лар узаро параллел булади. Агар улар устма- 
уст тушса, (1.1) система чексиз куп ечимга эга, устма-уст 
тушмаса ечимга эга эмас.

(1.2) система тенгламалари координаталар бошидан 
утадиган тугри чизи^ларни тасвирлайди. Агар А^О булса, 
бу тугри чизшушр узаро устма- уст тушмайди ва ягона 
умумий ну^тага (координаталар бошидан иборат ну^тага) 
эга булади. Бунда (1.2) система фа^ат тривиал ечимга эга 
булади. Агар А = 0 булса, тегишли тугри чизи^лар устма- 
уст тушади ва чексиз куп умумий нуктага эга булади. 
Бу цолда (1.2) система чексиз куп ечимга эга булади. Агар
(1.2) системанинг барча коэффициентлари нолга тенг булса,
(1.2) система тенгламалари тугри чизи^ларни тавсифламай- 
ди ва текисликнинг ихтиёрий ну^таси ечим булаверади.

М и с о л л а р .  I. Ушбу
2х — у =  О, 
х -|- 2у — 5

система учун Д =  |  ̂ ,*[ =  4 +  1 = 5  булиб, Дх=  j 5  ^

Д »= 1 2  0 1j 5  =10. Бу ерда Д =  5 ф 0 булгани учун берилган система 

1.1-теоремага кура ягона ечимга эга. Бу ечим, маълумки, X — ва
Д 5у — формулалар ёрдамида топилади. Шундай ^илиб, х — — =1, 
Д ' 5

У =  -^- =  2 , яъни ечим ( 1 ,2 ) жуфтликдан иборат,5
2 . Ушбу

I 2х — у =  0 
\—4х +  2у =  3

система учун Д =  | ~^  | =  4 — 4 =  0 , Д1= J °  — * J =  3 , Д2 =

=  6 . Бу ерда Д =  0 ва Дх Ф  0, Д2 ф  0. Шундай ^илиб, бе-
.2 - теоремага 
2х — и =  0  

Ах -j- 2 i/ =  0

система учун

Д =  0, Дх = | °  ~> | =  0, Д2 =  |__4  q | — 0

булиб, система коэффициентлари нолдан фар^ли, у ^олда берилган 
система 1.3-теоремага кура чексиз куп ечимга эга. Бу ечимлар (дг, 2дг), 
x£R жуфтднклар туплаашш ташкил этади.

2 0 
|_4

рилгаи система 1 .2 -теоремага кура ечимга эга эмас,
' 2х — и =  03. Ушбу {_ ^

I



Ушбу
J 0-х +  0 • г/ — 0, . 1 0 х  +  0 - у = ! ,
\ О х Н- 0-г/ =  1 еки \ О х +  0-г/ =  — 2

■ и' и мллар ечимга эга эмас. Бу 1.4-теоремадан келиб чицади. 
В. Ушбу

I 2х —  и — О,
I х + у = о

' м11 кипели система учун Д = |  ̂ j ( = 2 + 1 = 3 ^ 0 .  Шунинг учун 
ИЛП1Н бир

(I, Ушбу

ft«i|iii.'ii ли бир жинсли система 1 .5 - теоремага к ура фа^ат тривиал ечимга
«I #.

/2х —  у — О, 
\4х — 2i/ =  О

г. 1111 miiiityjii система учун

д - ) 5  4 | = - 4 + 4 = 0
ЛНип, система коэффициентлари нолдан фаркли. Берилган система
I II к'орсмша кура чексиз куп ечимга эга булиб, бу ечимлар ушбу 
(*, W ). «€* жуфтликлар тупламини ташкил этади. '

/. Ушбу
I 0 -х +  0-у =  О,
\ 0 -х +  0 -(/ =  О

ми п'мк учун ихтиёрий (х, у), x£R, i/£R жуфтлик ечим булади
I I ! ммци'мш а царанг).

I ft Иккита биринчи тартибл! уч нэмаълумлл бир жинсли 
тенглама системаси

УшОу
а,х -1- bxy -f сгг = О, 
а2х + Ъ.гу + c2z = О (1.9)

I , |ишшпдаги система иккита биринчи тартибли уч 
ттчмцмли бир жинсли тенглама системаси дейилади.

(1,9) системанинг ечими деб унинг тенгламаларини 
тили юнглнкка айлантирадиган сонларнинг (х0, уп, г0) 
\ ч ии игл айтилади, яъни агар (х0, у0, zu) учлик (1.9) сис- 
П'мпинпг ечими булса,

\alx0 +  b1y0 + c Lz0 =  О,
1 а2х0 +  Ь2у0 -f- с2г0 = О

•пили гспгликлар уринли булади.
Шуни а̂йд ь̂ илиб утамизки, (1.9) системанинг (0, 0, 0) 

>'никдлн иборат ечими мавжуд, чунки (1.9) системанинг
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коэффициентлари к,андай булишидан ^атън назар (0, 0, 0) 
учлик уии (1.10) сонли тенгликларга айлантиради. Шу 
(О, 0, 0) учликни (1.9) системанинг тривиал (ноль) ечими 
дейилади.

(1.9) системанинг тривиал булмаган ечимларини (агар 
бундай ечимлар мавжуд булса!) топиш асосий масала 
цисобланади. К,уйидаги муло^азалар курсатадики, тривиал 
булмаган ечимлар цар доим мавжуд. Аввал ушбу белги- 
лашларни киритамиз:

К Cl Ао = Cl Ол Д., = Ох М
Ьг с2 2> С2 а2 3» «2 ь,\

1.8-теорем а. Агар Д,, Д2 ва Ая мшфорлардан камида 
биттаси нолдан фарцли булса, яъни А* + Д| + A3 =£ 0 
тенгсизлик бажарилса, у хрлда (1.9) система чексиз куп 
тр'пиал булмаган ечимларга эга.

Исбот.  Д3 Ф  0 дейлик. (1.9) системами ^уйидаги

куринишда ёзамиз ва бу ерда z номаълумга биронта ани  ̂
г0 сон циймат берилган деб цисоблаймиз. Бу цолда z ни 
озод номаълум деб юритилади. ( 1.12) система z нинг аник; 
сон ^ийматида биргина ечимга эга. Агар cj +  с\ Ф  0 булса,
1.1- теоремага кура, агар сх = с2 — 0 булса, 1.5- теоремага 
кура (1.12) нинг ягона ечими топилади. Биринчи цолда 
xl + yl Ф  0 булган (*'„, у0, г0) ечим, йккинчи цолда эса 
(0, 0, г„) ечим топилади. Хар икки (ха, у0, z0) ва (0, 0, 
г0) ечимда z0 ихтиёрий ^а^и^ий, аммо тайинланган сон 
булгани учун уни узгартириб (̂ а^и^ий сонлар тупламида), 
чексиз куп (х0, у,,, г0) учликни ёки (0, 0, г0) учликни 
цосил килиш мумкин. 1\уйида с\ +  с\ Ф  0 булганда ечимни 
ёзамиз:

1-§ да киритилган иккинчи тартибли детерминантлар 
нинг таърифига кура цуйидаги тенгликларга эгамиз:

( 1.12)

—Cj2 Ь ,



al — °1г =  _  С1 а1 
а2 —c2z\ \с2 а2

Hlv тенгликларга асосан (1.13) формулаларни бундай ёзиш 
мумкин:

Хп —

К C l 1 C l All
Ь2 С2 у 11 —■

с2 а-21
а\ bi 0̂» У о — «1 М
а г ь2 а. b j

(1.14)

I' Дорида киритилган (1.11) белгилашлардан фойдаланиб 
|. \ mi ч.11 пни .̂ осил циламиз:

*o=-§J*o. г/0 = г0. (1.15)

I«V формулаларни яна цам ^улай формага келтирнш учун 
• деб Х'0 параметрни кнрнтамиз. Равшан кн, бунда

/ / К Куринадики, z0 ни танлаш Я0 ни ва аксинча, Яп ни 
.......пн г„ ни танлаш билан тенг кучли. Шунннг 'учун
• h i  ( / , , ,  20  ва Х 0  ларнинг индексларнни тушириб цолднра- 
" м  уамда (1-15) формулалар ва киритилган X параметр- 
нпт ифодасидан фойдаланиб, (1.9) системанинг барча
• 'HIM 1.1 р 11 ] I н ашп-уЛайдиган

х = А{к, у — А2\, z = А3К, (116)
i|i i |im\ I.парни ^осил ^иламиз. X параметрнинг цар бир 
I him,ин (1.9) системанинг (Ai^0, Д 2̂ 0, А,А,0) ечимини аниц-
....... 'и 1.п шартдан теореманинг исботи келиб чи^ади.

'' i:i шб удамизки, ю^оридаги мулоцазаларни Дх ф  О
• I п А, /. О булганда цам юритиш мумкин. Д: Ф  0 булган- 
|| » пи, ф 0 булганда эса у ни озэд номаълум деб 
унобллиади.

I ')  теорема.  Агар А1 = А2 = Д, =  0, яъни (1.9) 
hi нгмининг коэффициентлари пропорционал булиб, сис- 
ш ч,1 кочрфициентллридлч клмидл биттаси нолдан 
'1’ 1Г'\Н1 ftfjira, у цолда (1.9) система чексиз куп ечим- 
,-м/ k\i ва бу ечимлар (уни Р  деб белгилаймнз) Р  —
(| *. I/, .‘):ахх -\- Ьху -\-CtZ — 0} тупламни ташкил этади. 

Исбот .  Теореманинг шартига кура (1.9) система
..... | ь иллрмдан бири иккинчисининг натижасидан иборат
......... . Демак, биз курилаётган цолда (1.9) система ур-
иhi | ми га биринчи тартибли учта номаълумл и тенгламага 
• l inn Келажакда ахх + bxy + cvz — 0 тенглама билан 
mm, мнадиган (х, у, z) ну^талар туплами Р  координата-
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лар бошидан утадиган текисликни аншушиин'и курамиз. 
Шундай цилиб, Р  туплам текисликни аницлайди. Уни цам 
Р  текислик деб юритаверамиз. Шу Р  текисликнинг цар 
бир (ха, у0, z0) ну^таси тегишли тенгламанинг ечими бу­
лади. Демак, (1.9) система 1.9-теореманинг шартлари ,̂ 
бажарилганда чексиз ‘куп ечимга эга ва б у ечимлар 
Р  = {(х, у, zу. а{х -f bLy + cLz = 0} тупламни ташкил 
этади.

Э с л а т м а .  Агар aj ф  0 булса, у ва г ни, Ь1ф 0  булса, * ва г 
ни ва ни^оят, сх ф  0  булса, х ва у ни озод номаълумлар деб jyico6 - 
ланади. ,

М и с о л л а р. 1. Ушбу

Зх+  5у +  г — 0 , 1  

7* +  2  г/ 4 - г =  0  /

системанинг барча ечимлари топилсин.
Е ч и ш. (1.11) формулаларга асосан: Дх =  4, Д2 =* 44, А3 =  — 29. 

Берилган системанинг барча ечимлари

х — 4 X, у — 44 X, г = — 29 X,

формулалар билан ани^ланади. Агар, масалан, Х =  0 булса, (0, 0, 0)
тривиал ечим, А, =  1 булса, (4,44,— 29) ечим, К =  JL- булганда эса

4
29 \

1 ,1 1 ,—-т- ечимга эга буламиз.

6х -f 2у — Зг =  0 , 1  

■ =  0 /

2. Ушбу

12х +  4г/ — 6 г

системанинг барча ечимлари топилсин.
Е ч и ш. Равшанки, =  0, Д2 =  0, Д3 =  0. Иккинчи тенглама 

биринчи тенгламанинг натижасидан иборат. Бу >;олда С] Ф  0 булгани 
учун х ва у ни озод номаълумлар деб ^исоблаш мумкин. Шунинг

Зд; I - ОIJ „
учун Зх -г 2у — Зг =  0 тенгламадан г =  ---^ ——  га эга буламиз.
Энди бундан х ва у га ихтиёрий ^ и ^ и й  ^ийматлар бериб, г нинг 
тегишли циймати ани^ланади. Масалан, % =  1, у = — 1 булса,

г = -j- булиб, ^ 1 , - 1 , ~~ 'j ечимга, х = 1 , у — 0 булса, г =  1

булиб, ( 1 , — 0 ,1 ) ечимга эгамиз. „
Э с л а т м а л а р. 1. Агар (1.9) системанинг барча коэффициент­

лари ноль булса, яъни О х +  0 -г/ -j- 0 -г =  0 , I к^ринишга эга
q x  +  0  • г/ +  0 -г =  0  / 

булса, у у>лда ихтиёрий x£R, y£R, z£R сонлардан тузилган (х, у, JpjT 
учлик ечим булаверади.

2. (1.9) система тривиал ечимдан бонща яна чексиз куп ечим- 
ларга эга. (коэффициентлари ^андай булишидан ^атъи назар).
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3-§. Учинчи тартибли матрицалар ва детерминантлар

Виз 1-§ да 2X2 улчамли матрицалар ва детерминант- 
лир тушунчасини киритган эдик. Мазкур параграфда учин­
чи тартибли, яъни 3X3 улчамли матрица ва детерминант 
гушунчаси билан танишамиз.

Цуйидаги
/« 1 bx cv
а2 Ь2 с2 
«3 Ь3 C-j

(1.17)

a,, a,, b. , Ь
2 > & 3 >

жлдвал берилган 9 та ца^и^ий а,
( с3 сонлардан тузилган 3X3 улшмли ёки учинчи тар- 
пшбли квадрат матрица, берилган сонлар эса матрица- 
пинг элементлари дейилади.

Учинчи тартибли матрицаларнинг хоссаларига цозир 
тухталмаймиз.

Ушбу
ах Ьг сх

Д а2 Ь2 с2
«з К  С3

/а, с Л
= det а2 Ь2 с2

\а3 ь3 C.J

Д = —• a j b2 с3 Ь3 -f- bx с2 а3

символ билан белгиланадиган ва
«i ci 
а2 Ь2 с2 
«з с3 |

— a3b2c1 — b3c2a1— c3a2b1 (1.18)
тенглик билан ани^ланадиган сон (бу сон детерминант- 
пинг циймати дейилади) (1.17) матрицага мос учинчи 
тартцбли детерминант деб аталади. Бу ерда 

ai \ (  \ (  ci \
«а I ( J  ва I с2 I векторлар детгрминантнпнг ус-

тучлари, (alt blt сх,), (a2,b2, с2,) ва (а3, Ья, с3) взкторлар 
аса уникг сатрлари дейилади. Учинчи тартибли детерми­
нант элемент деб аталувчи З2 = 9 та сондан тузилган. 
Х,ар бир элемент 1̂айси сатр ва !̂ айси устунда турганли- 
1'ини айтиш ^улай булиши мацсадида (1.18) детерминант - 
пинг элементларини иккита индекс ёрдамида ёзилади. Биз 
учинчи тартибли детерминантларни умумий куринишда

каби езамиз. Бунда э̂р бир ац элемент учун t сон сатр 
померини, j сон эса устун номерини англатади. Масалан,

Оц «12 «13 «п «12 «13 \
= a 2i «22 «23 = det I «21 «22 «23 1

«з i а)2 а з3  ̂ «3i й 32 «33 '
(1.19)
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а21 элемент 2- сатр, I- устунда, а13 элемент 1- сатр,
3- устунда жойлашган. Ушбу ап , а22, аяз элементлар 
детерминантнинг биринчи бош диагоналини, аз1, а22, сх3 
элементлар эса унинг иккинчи ёрдамчи диагоналини таш-х 
кил этади.

Детерминантнинг таърифига кура (1.19) детерминант 
учун тегишли (1.18) формулани ёзамиз:

(«11 «12 «1з\ ,
А = det I Q21 «22 «23 J~  «и «22 «33"Ь«12«23 «31~Ь«21 «32 «13

'«31 «32 «33̂
«13 «22 «31 «21 «12 «33 «11 «23 «32- (1.20)

(1.20) йигиндини эслаб колиш нокулай булгани учун 
бу йигинди хоссаларини урганиш фойдали булади: равшан- 
ки, (1.20) йигиндининг цар бир ^ушилувчиси учта купай- 
тувчидан иборат булиб, улар турли сатр ва турли устун- 
дан олинган. LUy усул билан фа^ат 6 та цушилувчи цосил 
1̂илиш мумкин. Куйида (1.20) йигиндини ёзишни осонлаш- 
тирадиган учбурчак цоидасини келтирамиз:

Аввал aj2, а23, а.п, ларни ва а21, а32, а13 ларни туташ- 
тириб, асослари бош диагональ элементлари жойлашган 
чизивда параллел иккита тенг ёнли учбурчак цосил ^ила- 
миз. Уларни бош учбурчаклар деб атайлик. Энди а21, а12) 
а33 ва ап, а23, а32 элементларни туташтириб, асослари 
ёрдамчи диагональ элементлари жойлашган чизивда парал­
лел булган иккита тенг ёнли учбурчак цосил ^иламиз. Бу 
учбурчакларни ёрдамчи учбурчаклар деб атайлик. Энди 
учбурчак ^оидасини келтирамиз. Учинчи тартибли двтер- 
минантни аницлайдиган сон бош диагональ элементлари 
купайтмаси ва хар бир бош учбурчак учларидаги элемент­
лар купайтмасидан тузилган учта сон йигиндисидан ёр­
дамчи диагональ элементлари купайтмаси ва \ар бир 
ёрдамчи учбурчак учларидаги элементлар купайтмасидан 
тузилган учта сон йигиндисининг айирмасига тенг.

Элементларни доирачалар билан белгилаб, учбурчак 
^оидясини куйидагм схема ш: клида тасвирлаш мумкин:.



М и с о л л а р .  1,
1 2 3

Д = — 4 5 — 6

7  8  9
=  1 ■ 5 • 9 4- ( — 4 ) ‘ 3-8 +  2 ‘ ( — 6 )- 7—

Л-5-7— 1 • 8  •( — 6 ) — 2 • ( — 4 ) ‘ 9 =  45 — 96 — 84 — 105 +  48 +  
72 =  — 120.

= 6 - 0 - 12 + 0 • 3 • 8 + ( — 1 .)0 ‘ ( — 7)
6 0 —7

2. Д =  — 1 0 3
8 0 12

( _ 7) . 0-8- 6-0 • 3 — ( — 1 -)0 • 12 = 0.
Биз учинчи тартибли детерминантларнинг баъзи хосса- 

лари билан танишайлик (бу хоссалар аслида ихтиёрий тар- 
тбли детерминантлар учун цам урин ли).

Детерминантда мое сатр ва устун элементлари урнини 
плмаштириш уни транспонирлаш дейилади.

1.1- хоссаУ Транспонирлаш натижасида детерми­
нантнинг циймати узгармайди.

Исбот.  Бу хоссани исбот этиш учун ушбу

(1-21)

тспгликнинг тутрилигини курсатиш етарли. Аммо (1.21) 
дагп лаР икки детерминантни учбурчак ^оидасини 1̂ улла- 
ииб ^псобласак, бир хил натижага келамиз.

1.2- хосса. Детерминантда исталган икки сатр ёки 
икки устуннинг С/рнини алмаштирсак, унинг циймати дз 
пшорасини узгартиради, аммо абсолют щймати узгар­
майди.

Исбот .  Бу хоссанинг туррилигига берилган детерми-
II,ита ва ундан икки сатр ёки икки устуннинг урнини 
ллмлштиришдан цосил булган детермйнантга учбурчак 
I оидасини бевосита цулланиш билан ишонч цосил 1̂ илиш

ап «12 «13 «11 «21 «31
«21 «22 «23 = «12 «22 «32
«31 «32 «33 «13 «23 «33

мумкин. Жумладан, 
тирсак, ушбу

«11 «12 «13 «13 «12 «11
«21 «22 «23 = - «23 «22 а 21
«31 «32 «33 «33 «32 «31

1- ва 3- устун ларнинг урнини алмаш-

( 1.22)

гснгликка эга буламиз.
1.1- натижа.  Иккита сатри ёки уступи бир хил 

in'/ wan детерминантнинг циймати нолга тенг.
Исбот.  Х а^атан , (1.20) детерминантнинг 1- ва 2-

• при элементлари мос равишда бир-бирига тенг булсин,
IIU III
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«11 «12 «13
«11 «12 «13 = А-
«31 «з2 «зз

Lily детерминантдаги бу сатрлар уринларини алмаштира- 
мкз. У ва^тда, бир томондан, 1.2- хоссага асосан детер­
минантнинг ^иймати уз ишорасини узгартиради. Ленин 
иккинчи томондан, узаро алмаштирилаётган сатрлар бир 
хил булгани учун уларни узаро алмаштириш детерминант 
^ийматини узгартирмайди. Демак, А = — А тенгликка эга­
миз, бундан 2А = 0 ёки А = 0 келиб чи^ади. Детерми­
нантнинг элементлари тенг икки устунининг уринларини 
алмаштиришга тегишли мулоцазалар цам шунга ухшаш 
юритилади. Натижа исбот булди.

1.3- хосса. Детерминантнинг сатри ёки i/стунидаги 
элементлар умумий т  купайтувчига эга булса, т  ни 
детерминант белгиси ташцарисига чищриш мумкин.

Исбот .  Бу хоссани исбот этиш учун, масалан, ушбу

«И «12 «13 « п «12 «13
та  21 та 22 т а 2я =  т «21 «22 «23

«31 «32 «33 «31 а, 2 «33

муносабатнинг тутрилигини курсатамиз. Крлган доллар 
шунга ухшаш булади. (1.23) нинг чап томонидаги детер- 
минат учун учбурчак ^оидасини ^улланамиз:

А =  ап (та22) a33 + a3l al2 (,та 23) +Jma2,) а32а13 — 
— «s i {та22)а1з—  ап ап (т а 23) — (та21) а12 а23.

Хар бир цаддаги умумий т  купайтувчини к а вс ташцари- 
сига чи^арсак, (1.23) нинг унг томони цосил булади.

М и  с о л ,
16 1 - 2 2 1 2

24 2 3 = 8 3 2 3
— 32 1 1 — 4 1 — 1

— 16 — 6  +  3) =  8  • ( — 41) =  — 328.

1.2- на тижа .  Детерминантнинг бирор сатри ёки 
уступи б01щ а сатри ёки устунига пропорционал булса, 
бундай детерминантнинг циймати нолга тенг булади.

Исбот .  (1.20) детерминантнинг, масалан, биринчи сат­
ри элементлари унинг учинчи [сатри элементлари билан 
пропорционал, яъни ап =  та зЪ а 12 =  та 32, а1я =  т а 33 
муносабатлар уринли булсин дейлик. Бу м уносабатлардан 
фойдаланиб, к,уйидагига эга буламиз:
18



« 11 «12 «13 т а 31 та 32 т а 3 s «31 «32 «33
«21 «22 «23 = «21 «22 «23 = т «21 «22 «23
«31 «32 «33 «31 «32 «35 «31 «32 «33

А =

Охирги детерминантнинг биринчи ва учинчи сатрлари эле­
ментлари бир хил булгани учун 1.1- натижага кура унинг 
циймати нолга тенг. Калган ^олларда ^ам муло^азалар шу 
каби юритилади. 1.2- натижа исбот булди.

1.4- хосса.  Агар детерминантнинг бирор сатри (ёки 
уступи) элементлари икки цушилувчидан иборат булса, 
бундай детерм мант икки детерминант йигиндисига 
тенг булиб, биринчи цЦшилувчи детерминантнинг мос 
сатри (ёки уступи) элементлари биринчи K,Cjшилувчилар- 
дан, иккинчи цушилувчи детерминантнинг мос сатри 
(ёки уступи) элементлари иккинчи сушилувчилардан ибо­
рат булади.

Исбот .  Хоссани детерминантнинг биринчи сатри эле- 
ментларининг а̂р бири икки цушилувчидан иборат булган 
^олда исбот. этамиз. Долган ^олларда ^ам муло^азалар 
шунга ухшаш юритилади. Шундай ^илиб, биз ушбу

an -f- a Xi а12 + а 12 al3 -f- а '1з 
a2i а 22 а 9

йо
*23

а31 32 ая
an а12 ai3 
« 2 1  « 2 2 а23
%31 «32 О33

(1.24)

*33
' ' I

« 11 «  12 «  V
~Ь «  21 «  22 «  23 

”  31 О 32 а  33

ёйилманинг тутрилигини исбот этамиз. Бунинг учун (1.24) 
нинг чаи томонидаги детерминант учун'учбурчак ^оидаси" 
ни цулланамиз ва ^осил булган ёйилма ^адларини группа- 
лаймиз:
«и ~t~ а' 11  а 12

* 2 1

+ а 
а 22 
а.

12 а13 "4" « 13 
а*.
а.зз

(«и + o'li) а22 а33 +
31 и32

+ (С112 + Cl'l2) a3\ __ „
+ а 1з) («11 + « и) «32«23 «21 «33 («12 « I2) = («II «:

23+  («13 +  а \ г ) «21 «32— ^31 «22 («13 +

+ «;31 а12 а23 -(- a2i а;0' а13 -'31
«21 «33 «12) ~f~ (« 11 «22 a3:j -f- Ogx « 12

22 UJ3 
«23

О 21 «32 « 1 ч
— о31 а 13 ■ -'32 а ,  г, —  0.9 «33 «  12)-

13"

Охирги ёйилмада биринчи р̂ авс ичидаги йигинди (1.24) нинг 
5шг томонидаги биринчи детерминантни, иккинчи ^авс ичи­
даги ифода (1.24) нинг унг томонидаги иккинчи детерми­
нантни беради. Шу билан хосса исбот этилди.

19
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1.3- н а т и ж а .  Агар детерминантнинг биpop сатри 
( уступи)  элементларини нолдан фарцли бирор сонга 
купайтириб, унинг бошца сатри (уступи) элементларига 
мос равишда цушилса, детерминантнинг циймати узгар- 
майди.

И с б о т .  (1.20) детерминантнинг ^ийматини А деймиз. 
(1.20) детерминантнинг биринчи сатри элементларини т  га 
куп ай ти р и б , иккинчи сатри элементларига мос равишда 
^ушайлик (бош^а доллар учун ^ам исбот шунга ухшаш 
булади). Курилаётган ^олда

21

ап
+ т а п
«31

«12
+ та  
а.

22
Г\32

Бу детерминант ^ийматини 
А эканини курсатишимиз 
цуйидагига эгамиз:

«11

12

«13 
г23 т «13

а..-‘33
/

« н «12 «13
+А *  = «21 «22 «2о

«31 «32 «„3

К  деб 
лозим.

-42

белгилайлик. Биз 
1.4- хоссага кура

« 1 8

т а п т а 12 т а 1з = А + 0 = Д.
- «31 «32 «3.1

1.5- хосса. Агар бирор уступи ёки бирор сатрининг 
барча элементлари нолга тенг б$лса, детерминантнинг 
узи %ам нолга тенг булади.

Исбот.  Детерминант, масалан, ушбу
«п 0 а1з 

А = а21 0 а23
а з1 0

куринишда булсин. Агар биринчи устун элементларини 
1 га купайтириб, иккинчи устун элементларига мос равиш­
да ^ушсак, детерминантнинг циймати узгармайди, аммо
биринчи ва иккинчи устун элементлари бир хил булиб
цолади. Маълумки, бундай детерминантнинг циймати нолга 
тенг. 1.5- хосса исбот этилди (чунки долган доллар шунга 
ухшаш курилади).

Ю^орида курилган хоссалар ва натижалар учинчи тар­
тибли детерминантларни ^исоблаш жараёнини енгиллаш- 
тиради.

4- §. Минорлар ва алгебраик тулдирувчилар
1.2- таъриф. Детерминантнинг берилган элементи- 

нинг тнори деб, шу элемент турган сатр ва устунни 
бир вацтда цчиришдан ,\осил булган детерминантга айти- 
лади.
20



Масалан, ушбу
« и  « 1 2  

« 2 1  « 2 2

п з
223

«31 «32 «3!
детерминантда а12 турган сатр ва устунни чизиш натижа-
сида ^осил булган

«21 «23 
«31 «33

иккинчи тартибли детерминант а12 элементнинг миноридан 
иборат булади. Уни М 12 деб белгиланади. Шундай цптб, 
ю^орида ёзилган учинчи тартибли А детерминантнинг а̂р 
бир aik, i,k = 1, 2, 3 элементига мос минори Mik булиб, 
б ундай минорлар иккинчи тартибли ва ^аммаси булиб 9 та.

Агар alk элементнинг минори Mik булса, ( — \)‘+к 
билан M ik нинг купайтмаси бу элементнинг алгебраик 
трлдирувчиси дейилади. Одатда алгебраик тулдирувчини 
детерминант элементига мос булган бош а̂рф билан белги­
ланади, А детерминантдаги aik элементнинг алгебраик тул- 
дирувчисини Alk = ( — \)l+k М :k каби ёзилади.

Масалан, а1з элементнинг алгебраик тулдирувчиси бун- 
дай ёзилади:

А
1 з -  ( - 1 ) , + 3  м и  =  ( —  1 ) 1 + 3

«21 «22 __ «21 «22
«31 «32 1 «31 «32

Энди детерминант ва унинг алгебраик тулдирувчилари 
орасидаги богланишни очиб берадиган икки даъвони келти- 
рамиз.

1.10- теорема. Де.пгрминантнинг циймати унинг 
бирор сатри (ёки уступи) элементларини бу элементлар- 
нинг мос алгебраик тулдирувчиларига к()пайтмалари 
йигиндисига тенг.

Исбот.  (1.19) детерминантнинг иккинчи устуни учун 
теореманинг тасдиги ^уйидаги

А аХ2 А12 4" «22 2̂2 + «32 3̂2 (1-26)
тенгликнинг тугрилигидан иборат. Уни исбот этамиз. Бево- 
сита ^исоблашлар ёрдамида р;уйидагини топамиз:
А = ап а22 а33 + а21 а32 ай •I:U г 12

— а31 «99 а лч
Н* «2г(«Ц  «33 «31 «1з) «32 («21 «13 «11 «2з)̂ ~

«12

1ч — аИ
—  «31 а
«21 «23
«31 « за

а3, = а («з:
2 1 

■о,
33

21 «зз) ~Ь

«11 «13
'31 “ За

—  «я
« 1 1  « 1 3

«21 «23
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=  flu  ( -  1 ) ’ + Ч 3 +  # 2 2  ( -  1 ) 2+ 2 M 22 +
4~ #32 ( --  1) ^  " ^32 =  all/̂ ll 4~ °22^22 +  G32̂ 32-

Агар (1.19) детерминантнинг биринчи ёки учинчи ус- 
тунини олсак, ёки у, ё бу сатрини олсак ^ам тегишли 
даъвонинг тугрилигини шу усул билан исботланади.

1.11- теорема.  Детерминантнинг бирор уступи 
(сатри) элементлари билан унинг бош^а уступи (сатри) 
элементлари алгебраик трлдирувчилари купайтмалари- 
нинг йигиндиси нолга тенг.

Исбот .  Иккинчи устун элементлари биринчи устун 
элементларининг алгебраик тулдирувчиларига купайтирил- 
ган булсин. У  вактда

^12̂ 11 4' а22̂ 22 4“ аИ2̂ 31 =  ̂ -̂27)
тенглик тугрилигини курсатиш керак. Биринчи устун эле­
ментларининг алгебраик тулдирувчилари шу . устун эле­
ментларининг иштирокисиз тузилгани сабабли исталган 
х, у, г сонлар учун ушбу

х а12 а13 
У 0,22 a2'J
г а32 и 33

х Аи 4- уА21 4- z Л3]

айният уринли булади. У  ^олда х = #12, у = #22, z = #j2 
деб олсак, куйидаги тенгликка эга буламиз:

а12А11 ^ 2 2  12 4- #?2Лз1 —
ап а
^ 2 1  ^ 2 2  

#.„ а

12 и 13

г23
31 и32 ^33

0 .

Агар (1. 27) каби тенгликни бош^а доллар учуй ёзил- 
ганда ^ам теореманинг тасдиги ю^оридагича исботланади.

5- §. Учта биринчи тартибли уч номаълумли бир 
жинслимас тенглама системаси

Агар bx -f b2 + --т^0 булса, яъни Ьи Ь2 ва Ь3 бир
вактда нолга тенг булмаса, ушбу

аи х 42 у  4" #13 Z Ь х,
( 1. 28)Й21 х 4“ #22 У 4" #23  ̂ ' ^2» 

a3i X 4- #12 У 4- #33 Z = Ь3> 
система учта биринчи тартибли уч номаълумли бир жинс­
лимас тенглама системаси дейилади. Агар bt = b2 = b.d = 
= 0 булса, тегишли система бир жинсли система дейи­
лади. Биз аввал бир жинсли булмаган системаларни урга- 
намиз.
22



(1.28) системада atj лар система коэффициентлари, Ьи 
Ь2, Ь3 эса озод \адлари деб юритилади.

Агар (х0, г/0, г0) учлик учун
I

и-*- w • 1>й м • оо и  о г

тенгликлар уринли булса, у ^олда (х0, у0, г0) учлик 
(1.28) системанинг ечими дейилади.

детерминант (1.28) системанинг детерминанти дейилади.
(1.28) система ечимининг мавжудлиги ва ечимлари сони 

>;акида куйидаги теоремалар уринли.
1.12- теорема. Агар А Ф  0 булса, у \олда (1.28) 

системанинг фацат битта ечими мавжуд.
Исбот .  A;j лар ац элементларнинг алгебраик тулди- 

рувчилари булиб, А^, Ду ва Аг орцали
bi #12 a is ЙЦ Ь1 «13 «11 «12 b!
Ь2 #22 «23 ’ A</ = #21 b2 «23 > = «21 #22 b2
Ь3 «,2 #,g «31 b3 «33 «81 «32 b3

микдорлар белгиланган булсин.
Теоремани исбот этиш учун аввал ечим мавжуд деб 

фараз этиб, унинг ягона эканлигини, сунгра ечимнинг 
мавжудлигини ало^ида исбот этамиз.

Ягоналиги .  (1.28) система тенгламаларидан бирин- 
чисини Ап га, иккинчисини Ап га, учинчнсини Аз1 га ку­
пайтириб, натижаларни хядлаб ^ушамиз:
Х («11 ^ 11+«21 2̂1 «зИз1 )~hy («12 ^11+ «22 ^ 2l + « J 2 ^3l)+ 
+  г (а 13 Ап +  #2 з ^ 2i +  «зз ^зО =  bi  ^ i i  +  ьг Ап +  Ья Ац.

Ю^орида исботланган 1.10- ва 1.11-теоремаларга 
кура

(1.29)

Ушбу
а и а12 а1з 

А — 021 #22 «23
«31 «32 «зз

«и Ац + «21 ^ 2 1  + #31 А3j = А,
#12 ^11 ~t~ «22 ^21 “Ь «32 ^31 =
«13 ^11 “Ь  «23 ^21 «33 ;̂>1 ~

ва шунингдек,
1 bi ° i 2 «и

M l H  M l l  +  M i l *  b2 «22 «23 =  Д.
I #32

X
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муносабатларга эгамиз. Шунинг учун
д, ,

1 X • А = ёки х = —  ,

Шунга ухшаш, иккинчи ва учинчи устунлар элементлари- 
нинг алгебраик тулдирувчилари ёрдамида юкоридаги амал- 
ларни бажарсак, мос равишда

Ь .  ,д ду • А =  А^ , г • А  =  А г ёки y = 'lL ,  г — :

(  А* А </ Аг \натижаларга келамиз. Досил булган I -д- , -д- , —  I учлик 
(1. 28) системанинг ечимидир. Фараз этайлик. (1. 28) сис­
теманинг яна-(л:', у’, г'), х’ Ф  х = у' Ф  у=  ^pz'¥=z=

= -£■ ечими мавжуд булсин. У ^олда (х' , у', г') ечим
учун (1. 29) муносабатлар уринли. Улардан юкоридаги 
муло^азалар ёрдамида

х' • А = А, , у' • А = Ау , z' ■ А — Аг
тенглама ларни 5$осил циламиз. Бу (*', у’, г') Ф  (х, у, г) 
фаразга зид. Шундай ^илиб, ягоналик исбот этилди.

( \  Д Дг \ 
М а в ж уд л и г и .  Ушбу д . ’ *д") учликни ола-

миз. Бу учлик (1. 28) системанинг ечими эканини-курсата- 
миз. Аввало бу учлик (0, 0, 0) учликдан фар  ̂ цилади, чун- 
ки b]+bl + b\Ф  0, А Ф  0 ва шунинг учун А* + А  ̂+
+ А 1=̂ 0. Энди олинган учлик учун (1. 29) тенгликларнинг 
бажарилишини исбот этамиз. (1. 28) системанинг биринчи 

/ А,  А*тенгламасига у » ~  • -д- I учликни цуямиз:

Дв и * + а ц У + «13 z = (ац Ах + апА у + аи Аг

аи Фх Ап + Ь2 А21 + b.j Азх) + al2 {bL А12 + Ь2 А22 +
_1_
д Ьх (ап Ап  ++ Ь3 Л32) -\-аз1 (bx A13+b2 Ai3Jrb3 Л33)

+ а 12 Ап + а13 /?i,j + b2 Л21 + а12 А22 тЬ 

+  а 1з ^ 2з ) + ^ з (  а и  ^31 +  а хз ^ з г + а 1з ^зз

4-, Ьл ■ Д -  bv
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(1.29) даги иккинчи ва учинчи тенгликларнинг тугри- 
лиги ^ам шунга ухшаш текширилади. Бу билан мавжуд- 
лик исбот этилди. Демак, теорема ^ам тула исботланди. 

Шундай ^илиб, А Ф  0 булганда (1.28) система инг ечими
А,

* =  У=-£->  2 =  (1-30)
формулалар ёрдамида топилади. Улар Крамер формула- 
лари дейилади.

1.13-теорема. Агар Д = 0 булиб, Ах, Ау, Аг нинг 
камида биттаси нолдан фарцли булса, (1.28) система­
нинг ечими мавжуд эмас.

Исбот .  Содда х.иссблашлар ёрдамида
х-А = Ах, у-А = Ау, z-A — Аг

муносабатларни ^осил ^илиш мумкин. А = 0 булиб, Ах Ф$  
булсин. У ^олда х-0 = Ах Ф  0 муносабат зиддиятлик- 
дан иборат. Шундай килиб, (1.28) система ечимга эга эмас.

Бу ^олда тегишли система тенгламалари биргаликда 
эмас деб хам юритилади.

1.14-теорем а. Агар А = А̂  = А  ̂= Аг = 0 булиб, 
система коэффициентларидан камида биттаси нолдан 
фарцли булса, (1.28) система ё чексиз к(/п ечимга эга 6ij- 
лади, ёки битта  хам ечимга эга булмайди (1.3-теоремага 
таццосланг!)

Исбот .  1.3-теореманинг исботига ухшаш бевосита и̂- 
соблашлар ёрдамида олиб борилади. Агар (1.28) системада

1Ф  0 булиб, система тенгламаларидан бири колган 
иккитасининг натижасидан иборат булса, у ^олда
( ,,L~ - у, г], г/ £ R, z 6 R учликлар ечим булади.
V «и /
Ьошк,а холда ечим мавжуд эмас.

1.15-те орем а. Агар А — Ах — Аи = Ах — 0 б$либ, 
система коэффициентлари нолга тенг булса, (1.28) систе­
ма ечимга эга эмсю.

Исбо ти  равшан. Агар, масалан, Ьг ф 0  булса, 0-* + 
+ 0-у + О-z — Ь1 тенглама ечимга эга эмас.

М и с о л л а р .  1. Ушбу
ж — Зу + 2 г =  1,

■ 2х — %у +  4г =  — 9,
6 .v — 18(/+ 12г = 5

система учун бевосита текшириш йулн билан А Дд. ** Д *= St «■» 0 
•канига ишонч щмп килнш осон. Аммо система тенгламалари бирга*
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ликда эмас. Масалан, биринчи тенгламанинг чан ва унг томонларини
2  га купайтириб, ундан иккинчи тенгламанинг мос равишда чап ва 
унг томонларини айирсак, 0 -х +  0-у -f- 0 -г =  11 зид тенгликка кела- 
миз. Демак, система ечимга эга эмас.

2. Ушбу
(2 х +  Ъу — 7г = 3,

* + З г/ +  г =  2 ,
I Зх + 8у — 6 г =  5

система учун А =  =  А^ =  Дг =  0 га эгамиз. Учинчи тенглама би­
ринчи икки тенгламанинг узаро кушилйшидан келиб чикишини куриш 
осон. Шундай ^илиб, система икки тенгламага келтирилади:

( 2 х +  Ъу =  7г +  3,
I х +  3(/ =  2 — г,

Бу системанинг детерминанта

Д =  | 2 5 | = 1 ^ °   ̂ J
ва шунинг учун

17г +  3 61 12 7 г - 3 |
1 2  — г 3 1 1 2 — гх = ---- д-----=  26г — 1, у = ----- д-----=  — 9г + 1.

Бундан дастлабки система чексиз куп ечимга эга экани келиб чита­
ли, чунки г ни ихтиёрий олиб, г буйича х ва у ни бир ^ийматли то- 
памиз. Масалан,

г =  1 б^лса, х =  25, у =  — 8 ;
г — 2 б^лса, х =  51, у =  — 17.

6-§. Учта биринчи тартибли уч номаълумли бир жинсли 
тенглама системаси

Учта биринчи тартибли уч номаълумли бир жинсли 
тенглама системаси ^уйидаги куринишга эга:

г апх + а12у +  а1зг = 0,
1 #21*̂ «22У 4” «23̂  (1.30)
«31* + #3ъУ 4" «33̂  = |

Бир жинсли (1.30) система доим ноль (тривиал) ечимга 
эга, яъни (0,0,0) учлик (1.30) учун доим ечим булади. Сис­
тема ^ачон нолмас ечимга эга булади, деган савол цизи^- 
тиради.

1.16-те орем а. Агар Д # 0  булса, у хрлда (1.30) сис­
тема биргина х — у — г = 0 ечимга эга.

Исбот .  Ха^н^атан, Крамер формулалари b1 = b2= , 
= Ьа = 0 булганда ^ам уринли, чунки тегишли муло^аза- 
лар бу ^олда ^ам юритилиши мумкин. Шунинг учун (1.30) * 
системанинг ягона ечими
2S



тенгликлар билан ани^ланади. Аммо А̂ , Ау, Аг нинг з̂ ар 
бирининг битта устуни ноллардан иборат (озод ^адлар 
ноль) булгани учун А̂ . = А  ̂= Аг = 0. Демак,

1.17-те орем а. (1.30) бир жинсли система нолдан 
фарцли ечимларга эга булиши учун унинг коэффициент- 
ларидан тузилган А детерминантнинг нолга тенг булиши 
зарур ва етарлидир.

Исбот.  З арурлиги .  (1.30) системанинг нолдан 
фар^ли ечими (х0, у0, г0) мавжуд булсин.

эканини исбот циламиз. Содда ^исоблашлар ёрдамида

муносабатларни 5̂осил ^илиш мумкин. Бу бизга аввалдан 
маълум. (х0, г/о- го) Ф  0 булгани учун Ах = А̂  = Аг = 0 
га кура охирги муносабатлардан А = 0 деган натижа ке­
либ чи^ади.

Е т а р л и л и г и .  Бу ^олда А = 0. (х0, у0, г0) Ф  0 ечим 
мавжуд эканини исбот этамиз.

а) дастлаб А детерминантнинг алгебраик тулдирувчи- 
лари Atj лар ичида ^еч булмаганда биттаси нолдан фар^ли 
деб фараз ^иламиз. Ани^лик учун

деб ^исоблаймиз. (1.30) системанинг биринчи иккита тенг- 
ламасини ушбу куринишда ёзамиз:

(апх а 12у = alsz, П 31)
\а21х + а 22у = — a23z. '

Сунгра Лаз ф 0 булгани учун а̂р ^андай г да (1.31) сис­
тема цуйидаги

ап al2 #J3
А = а2Х #22 #23 = 0

х0-А = Д „  
f/0'Д =
г0-Д = Дг

Агз = а>‘ \Ф  о 
J «21 «22 I
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ечимга эга. к — —  деб белгилаймиз. У з̂ олда (1.31) нинг
3̂3

ечими ушбу куринишда ёзилади:
х =*= кА31, у — кА.л 2, z = кАм,

бунда к ихтиёрий сон цийматларни ^абул 1̂илиши мумкин. 
Шундай цилиб, топилган учлик (1.30) системанинг биринчи 
икки тенгламасининг ечнмидан иборат. Ихтиёрий к  да б у 
сонлар учлиги (1.30) системанинг учинчи тенгламасини а̂м 
^аноатлантиришини текшириб курамиз. Содда ^исоблашлар 
курсатадики,
а-мх  +  азгУ +  =  к [а п /43, +  а32Л 32 4- а 3 3 Л 33] =  к-А  — 0
булади. k з̂ ар ^андай з^ну^ий ^ийматларни ^абул цилгани 
учун (1.30) система чексиз куп тривналмас ечимга эга;

б) агар А детерминантнинг барча алгебраик тулдирув- 
чилари нолга тенг булса, у з̂ олда (1.30) системанинг з̂ ар 
цандай иккита тенгламаси узаро пропорционал коэффици- 
ентларга эга ва, демак, система битта тенгламага келти- 
рилади — долган икки тенглама бу тенгламанинг натижаси 
булади. Бундай тенглама чексиз куп ечимга эга: иккита 
номаълумга ихтиёрий ^ийматлар бериш мумкин, учинчиси- 
ни эса системанинг бирдан- бир тенгламасидан топиш мум­
кин.

Шундай ^илиб, теорема тула исбот булди.
Э с л а т м а .  Агар (1.30) системанинг барча коэффициентлари нол­

га тенг булса, у ^олда ихтиёрий (х, у, г), x£R, у£R, учлик шу
системанинг ечими булл олади.

7-§. «-тартибли детерминантлар з̂ ацида

Биз ю^орида иккинчи ва учинчи тартибли матрица ва 
детерминантлар тушунчаси ва уларнинг чизи^ли сис.тема- 
ларни ечишда ^улланилиши билан танишдик. Аммо баъзи 
масалаларни з̂ ал этиш учун юк,ори тартибли детерминант­
лар билан з̂ ам иш куришга тугри келади. п- тартибли 
квадрат патрица деб цуйидаги

ап ait . . .  а1к . . .  а1п



куринишда ёзилган жадвалга айтилади.
1.2-таъриф. А матрицанинг детерминанта. deM 

деб, цуйидаги
п i + k

А„ = det А = ^  ( _  1) а м . (1-32)
ft=l lk lk

формула билан ани^ланадиган сонга айтилади, унда Mik 
ифода А матрицанинг г-сатри ва &-устунини чизишда хр- 
сил булган (п — 1)- тартибли Aik матрицанинг детерминан* 
тидан нборат, i — олинган сатр номери.

Таърифдан курнниб турибдикн, п- тартибли детерми­
нант (п— 1)-тартибли детерминант орцали ифодаланади. 
Аммо шу таърифни кетма- кет ^улланиш натижаснда п- 
тартибли детерминантни 3-ёки 2- тартибли детерминант 
ор^али ашщлашгача олиб келиш мумкин.

Биз^а маълумки, Aik = (— \)'+k M ik.
Биз ю^орида иккинчи ва учинчи тартибли детерминант- 

ларнинг барча хсссалари п- тартибли детерминантлар учун 
.̂ ам уринли булишини эслатиб утганмиз. Демак, детер­
минантнинг г-сатри буйича ^уйидаги ёйилмани ёза ола- 
миз:

=  а П  + a i 2 A i 2 +  • • • +  a in  A in ,  . ( 1 -3 3 )

яъни детерминантнинг циймати унинг ихтиёрий сатри- 
нинг барча элементларини уларнинг алгебраик тС)лдирув- 
чиларига купайтмалари йигиндисига тенг.

Детерминантнинг*^иймати учун ёйилмани унинг ихти­
ёрий устуни элементлари буйича ^ам олиш мумкин.

(1.33) ёйилмада алгебраик тулдирувчиларни мусбат ёки 
манфий ишорали мос минорлар билан алмаштириб, п- 
тартибли детерминантни ^исоблашни (п— 1)-тартибли бир 
нечта детерминантни ^исоблашга келтирамиз.Агар i- сатр- 
даги баъзи элементлар нолга тенг булса, у ^олда уларга 
мос минорларни, табиийки, ^исоблаб утириш керак эмас.

Куйидаги туртинчи тартибли детерминант берилган бул­
син:

А4 =
!11 « 1 2

СО « 1 4

'2 1 # 2 2 « 2 3 « 2 4

31 « 3  2 « 3 3 « 3 4

41 # 4 2 « 4 3 « 4 4

29

www.Orbita.Uz kutubxonasij

http://www.Orbita.Uz


Бу детерминантни биринчи сатр буйича ёзамиз:
*11л 11 +  «12^12 +  «13^13 +  « Н ^ Н '

Гнди аи , а1г, а1й, аи элементларнинг алгебраик тулдирув- 
чилари

Aik~ ( -  i y + W №
эканини эътиборга олиб, берилган детерминантни у̂йида- 
гича ёзамиз:

Д. а,л (Inn dan d<;21 “ 22 “ 23 
«31 «32 «
«41 «42 « лч «

24

43 44

=  «11
22 «23 «24
32 «J3 «14
42 «43 «44

«21 «23 «24 «21 «22 «24
«12 «31 «33 «34 +  «13 «31 «32 ^34

«41 «43 «44 «41 «42 ^44 J

■«14
21 Я,«2:

«31 «32 «3;
4̂1 «42 «43

М и с о л л а р .  1̂ уйидаги туртинчи тартибли детерминантлар >;и- 
соОлансин:

Бу детерминантни биринчи сатри элементлари буйича ёйиб ёзамиз 
^амда нолга тенг булган элемеытларга мос минорларни тушириб 1;ол- 
дирамиз:

3 0 2 0
1 3 — 1 4
0 4 -2  3
5 2 0 I

3 — 1 4 2 3 4
4 -2  3 + 2 0 4 3
2 0 1 5 2 1

+  4) — 2 (8 +  45 — 80
3 1 - 1 2

— 5 1 3 — 4
2 0 1 - 1
1 - -5 3 - 3

2. Д4 =

Бу детерминантни унинг у ч и н ч и  сатрида битта ’ ноль борлигидан фой- 
даланиб, шу сатр буйича ёямиз:

1 — 1 2 3 1 2
1 3 — 4 +  ( -  1)3+3-1 — 5 1 — 4 +

— 5 3 — 3 1 — 5 — 3
3

— 5 
1

2-16 — 40 +  48 =  40.



8- §. п та номаълумли п та чнзи^ли тенглама системасини 
детерминантлар ёрдамида ечиш

п та  номаълумли п та  чизицли (биринчи тартибли) 
тенгламалар системаси деб ушбу

П
2  ап xl= b j (i — 1, 2, 3......... п) (1.34)
i=i

куринишда ёзиладиган системага айтилади.
1.3-таъриф. Агар ушбу п та  сон системаси х]0,

. . . , х° учун
П

2  аИ х° = br  t = l , 2 ...........п (1.35)
;=i

сонли тенгликлар $ринли б$лса, у хрлда шу сонлар сис­
темаси (л̂ , х%, . . . , х°) (1.34) системанинг ечими дейи­
лади .

Агар Щ + Ь\ + . . .  -f b2n ф 0 булса, (1.34) система 
бир жинслимас, bt = b2 = . . .  Ьп = О булганда эса систе­
ма бир жинсли система деб юритилади. Шу система де- 
терминантини Ап билан, Ап да /- устунни озод ^адлар ус- 
туни билан алмаштириш натижасида ^осил булган детер- 
минантларни А*. билан белгилаймиз.

А*»
Агар Ап ф 0 булса, (1.34) системанинг ечими *> = -д-

Крамер формулалари ёрдамида топилади.
(1.34) система учун Крамер формулаларини келтириб 

чикариш ма^садида п = 3 булган >̂ олда бажарилган амал- 
ларни шу ерда ^ам ^уллаймиз. Элементар ^исоблашлар 
ёрдамида топамиз:

«л Х1 + а12 х2 + а13х3+  . . .  + а1п хп = Ьг (i = 1) А х
«21 ~Ь «22 *̂ 2 “Ь  «23 *3 +  ~f" «2/i == ^2 (* =

*х + ап2 х2 + ап3 Хг + . . .+апп хп = bn (i = п)

A 2i

АП\

*  2  ап Ап + х 2 У , а, 2 Ап + 2  ain Ап
/ = 1  *= 1

п

= Лп- (1-36)
г=1
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Равшан ки,
П П

2  аи л и = 2  an A ik = 0 a  * *)•i=i .-=1
Буларни эътиборга олсак, (1.36) муносабатдан х1-Ап = Atl 
ёки Art=?fc 0 булганда *=  *  формула келнб чи^ади.

П
Шу процессии давом эттириб, xj &n*=A ёки Дп Ф  О

булганда

х, = (/ = 1, 2, 3, .. . , п)

формулаларни топиш мумкин.
Шундай килиб, цуйидаги теоремани исботладик.
1.18-теоре ма. Агар (1.34) системада Щ -\- Щ -f Ь\ 4- 

-f- . . .  + b9n ф 0 б$либ, Аи Ф  0 булса, у \олда шу систе­
ма битта ечимга эга.
, il-чимнинг ягоналиги ва мавжудлиги ю^оридаги и̂соб- 

лашларга к5;ра 1.12-теореманинг исботига ухшаш.
1.19-теорема. Агар А = 0 б0либ, А А , . . .  , А \

нинг камида биттаси нолдан фарцли булса, у \олда
(1.34) система (унда b\ -f- Ь* + . . .  -\-№п ф  0) ечимга эга 
эмас.

И с б о т и учинчи тартибли тенгламалар сйстемаси учун 
нсботланган 1.13-теореманинг исботига ухшаш.

1.20- теорема.  Агар А„ = 0, А = А = . .. = А =
Г  Г  П  * 1  х 2 Хп

— 0 булиб, система коэффициентллридан камида биттаси 
нолдан фарцли булса, у холда (1.34) система ё чексиз Kijn 
ечимга эга брлади, ёки битта хам ечимга эга булмайди. 

И сбо ти  1.14-теореманинг исботига ухшаш.
1.21-теорема. Агар А = 0, А̂  = А = * . . . =  Д =

г  п X, х, Хп

= 0 булиб, система коэффициентлари нолга тенг булса, 
Ь\ 4- bj + . . .  4- bl Ф  0 булганда (1.34) система ечимга эга 
эмас.

И сбо ти  равшан.
М и с о л. Ушбу тенгламалар системаси ечилсин:

' х-\-2ц + Зг =  ы ,
, 1/ + 2 г +  Зг = 20,

2 + 2 / Зх — I I ,  
f-f 2л+  3t/= 1 2 .
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Е ч и ш. Бу системани

х +  2г/ +  3г +  0-/ =  14,
0-х +  у +  2 г +  3/ =  2 0 ,
Зх +  О̂ г/ + г +  2/ =  14,
2x + 3y +  0-z-\-t= 12

куринишда ёзамиз. Бу системанинг детерминантини тузамиз ва и̂-
соблаймиз:

12  3 0
0 12  3
3 0 12
2  3 0 1

Унда биринчи устунни 2 ва 3 га купайтириб, иккинчи ва учинчн 
устуннинг мос ^адларидан айирсак, цуйидагиларга эга буламиз:

Д* =

Д4 =

1 0  0  0

0 1 2 3 1 2  3
3 — 6 —  8  2 = — 6 — 8  2

2 — 1 — 61 — 1 — 61

= (-  2)-(— !)•

Энди А

1 2 3
3 4 - 1  
1 6 — 1

; 2 .(— 4 — 2 +  54 — 12 +  6  +  6 ) =

=  2 (6 6 — 1 8 ) =  2-48 = 96. 
ни тузамиз ва ^исоблаймиз; булардан, масалан>

А ни ^исоблаймиз, ^олганлари шунга ухшаш ани^ланади:

А, =2-
1 14 3 0 
0 20 2 3 
3 14 1 2
2 12 0 1

■2 -

1 7 3 0 
О 10 2 3 
3 7 12
2 6 0 1

Биринчи сатрни 3 ва 2 га купайтириб, учинчи ва туртинчи сатрлар- 
нинг мос элементларидан айирсак, цуйидагиларга эга буламиз'

\  =
1 7 3 0
0 10 2 3 10 2 3
0 — 14 — 8  2 = 2 - — 14 — 8  2 =3
0 — 8  - 6  1 — 8  - 6  1

=  2 - 2 - 2 -

5 1 3
-7—4 2 
■4 — 3 1

=  8-24 =  192.

192
- ^ 7  — 2. Шунга ухшаш муло^азалар ёрдамида =  9 6Демак, у ■■

дг =  288, Д̂  =  384 ни топиш мумкин, ва демак, X =  1, г =  3, t =4. 
Шундай цилиб, ягона ечим (1, 2, 3, 4) дан иборат.

I  бобга дойр маш цлар
К,уйидаги детерминантларни ^исобланг:

а) I— 1 б) в) sin a cos а 
— cos a  sin а
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\а 1
I а2 а I Д) а +  1 Ь — с I. V

а2 +  a ab — ас\' >
tg а — 11 
1 tg а  I

Жавоблар: а) 18; б) 10; в) 1; г) 0; д) 0. 

2 . Куйидаги тенгламаларни ечинг:
| 2 х — 4 I

1 4 I ■= 0;
I х х + 1 I . 
I — 4 х +  1 1 '

|х + 1 —5
I 1 JC— 1 I
I 4sin х 1 

1 cos х\

0;

: 0 ; е)

а) 

в)

Д)

Жавоблар:

а) х =  1 2 ; б) х =  2 ; в) =

11 4 1
1 Зх х+  22 1= 0 ;

[Зх -  1
1 -  3 ‘

1 х 2х — 3 1 2  ’
1 х2 — 4 — 1 I
| х — 4 х +  2 [

=  0.

1; хг =  — 4; г) =

3 я*2 = Тр д) ХЪ1 = ±2(; е) = 2; х3;4 = — 2 + /; ж) х = (— 1 )п — +

+  —  п, бунда п - ■ бутун сон.

К^уйидаги детерминантларни ,хаРФлаР иштирок этган устун (сатр) 
элементлари буйича ёйиб ^исобланг: 1

3. а) 1 0 - 1 - 1 б) 2  1 1 *
0 - 1 — 1 1 , 1 2  1 у
a b e d >

1 1 2  г
- 1 - 1  1 0 1 1 1 /

в) а 1 1 1
Ь 0 1 1
с 1 0 1
d 1 1 0

Жйвобла-р:
а) 3а — Ь +  2с -f d;
б) 4/ — х — у — г;
в) 2а — Ь — с — d.

4. Ушбу тецгликни исботланг:

Ь +  с с +  а а t  Ь а Ь с
+  ci ci  4- « 1 « 1 1 ^ 1 = 2 «i b\ ci

Ь2 -}- с2 с2 +  а2 Я 2 + ь.2 а г b-2 c2
5. К,уйидаги детерминантларни соддалаштиринг ва ^исобланг:

а)

3 1 1 1 - l 2 3 4 X 0 — 1 1 0

1 3  1 1 ; 6 ) 2 3 4 1 1 X — 1 1 0

1 1 3  1 3 4 1 2 ; в) 1 0 x— 1 0 1

1 1 1 3 4 1 2 3 0 1 — 1 X 0

0 1 — 1 0 X
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1 + x 1 1 1
д)

sin 3x

<s«/Jоо

1 1 —X 1 1 sin 2x cos 2x 1
1 1 1 +  * 1 » sin X cos x 1
1 1 1 1 —  г

г)

Жавоблар'. а) 48; б) 160; в) (х +  1) (х2 ■ 
х

Л) 4 sinX-sin ~2 '

0 . К,уйидаги чизи^ли системаларни ечинг:

Зх-

- х + 1 )2; г) х2г2;

а) / Зх — 5у — 13, 
1 2х +  7г/ =  81;

в) 

д)

( 2х — Зу =  6 ,
I 2 х — 6 у = Ъ\-

j  ах +  Ьу =  с,
1 bx — ay — d;

б) / Зу -  4х =  1,
\ Зх +  4у =  18;

г) 

е)

\ x - y _ V  3 = 1 ,  _
(  х V  3 -  Зу =  У  3 ;

Г xVT-_5y = VT ,
1 х - у У  5 = 5 .

Жавоблар: а) х =  16, у =  7; б) х =  2, (/ =  3; в) 'система ечимга
ч »  <  *  ~  1эга эмас; г) система чексиз ку п ечимга эга; бу ечимларни у — ___у 3

формула ердамида ани^ланади.
сх -)- bd be —  ad

д) * =  •; У =а2 +  6 2’ а2 + 62 ’
е) система ечимга эга эмас.

7. К,уйидаги чизи^ли системаларни ечинг:

2х — Зу +  г — 2 =  0, 
х +  Ъу — 4г +  5 =  0, б)

4х У — Зг -f- 4 =  0;
Зх +  2 у — г =  О,
2х — у +  Зг =  О, 
х — Зг/ — 4г =  0;

Жавоблар: а) х =  5, г/ =  6 , г =  10; б) х 
в) x — bk, у =  — 116; г =  7/г,

2х — 4г/ -|- Зг = 1 , 
х — 2i/ + 4г = 3, 

Зх — (/4-5г =  2;

1, */ = 0, г = 1;

8 . Ушбу

Д = )
2 1 3 4

— 1 3 —2 5
0 5 4 2

1 2 - 3 1
детерминантни 2 - тартибли минорлари буйича ёйиб ^исобланг.

Жавоб: — 372.
9. К,уйидаги детерминантнинг циймати нолга тенг булишини кур- 

сатинг:

а 2 (а +  D2 (а +  2 ) 2 (а +  З) 2
62 (b + I)2 (Ь +  2)2 (й + 3)2
с2 ( с + 1 ) 2 ( с + 2 ) 2 (с +  3) 2

d2 (d + I)4 (d + 2)2 (d + 3)s
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10. К^йидаги я- тартибли детерминантни ^исобланг:
. .  0 
. . О

аи О О
&9А CU 2 О‘21
а31 3̂2 а3 3 О

а п1 а п2 а пЗ • • • а п

Бу детерминантнинг ^исобланишига тухталамиз. Детерминантни би­
ринчи устуни элементлари буйича ёямиз:

А — ~  Oj'

)^осил булган детерминантни ю^оридагига ухшаш яна биринчи устуни 
буйича ёямиз:

а 22 0  . . ,, 0

° 3 2 0.43 • '. 0

а « 2 « П3 ■ .  . а

Д =  а.
° з з  О 

а43 а44

а„ипЗ и п4 • ■ • “ п п  

Бу процессии п марта такрорлаб, ушбу натижага эга буламиз: 
Д =  ап а22 . . . апп.

11. К,уйидаги детерминантларни ^исобланг:
а) 1 2 3 . . . я

— 1 0 3 . . . я

- 1  — 2 — 3 . . . 0

в) 2 4 4 . . .  4
4 4 4 . . .  4
4 4 6  . . .  4

4 4 4 . . .  2rt

б) а ь Ь . . Ь
Ь а Ь . . Ь

Д Ь Ь а . . ь

Ь Ь ь . а

Жавоблар: а) Дп =  я!; б) Дп =  (а — Ъ)п

12. Тенгламалар системасипи ечинг:

[а +  (я — 1 ) *].

а)

в)

У — Зг +  4/ == — 5, 
д: — 2г 4- 3/ = — 4, 

Зх +  2у — Ы — 1 2 , 
4х — 3 у — 5г = 5;

х 4  2(/ =  5,
Зу 4- 4г = 1 8 ,
5 г _ 6  и =  39,
7и 4- 8у =  68,
9о 4- Юдс =  55.

б) С х — 4у +  5г — 71 =  12, 
3* — 5;/+ 7 г— / =  О, 
5х — 7 у +  г — 3/ =  4, 
7х — у 4 Зг — 15/ = 16;

Жавоблар: а) х ■-
б) х ■
в) к

1,
1,

I/ =  2, 
У = 1, 
г/ = 2 ,

г = 1 , 
г = О, 
г =  3,

? = — 1,

t =  — 2 ,
« = 4, у = 5.
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2- Б О Б  АНАЛИТИК ГЕОМЕТРИЯНИНГ АСССИЙ 
ТУШ УНЧАЛАРИ

9- §. Векторлар. Асосий тушунчалар

Тугри чизпкда оддий кесма билан бир ^аторда йунал- 
ган кесманн, яъни бир учи унинг боши, иккинчи учи охири 
^исобланган кесмани ^араш мумкин. Бопщача айтганда, 
иуналган кесмани белгили тартибда берилган икки ну^та 
аницлайди. Оддий кесмада эса аницловчи ну^талар тенг 
^у^ук;ли булиб, улар  ̂тартибининг а^амияти йуц.

2.1-таъриф.  Й у налган кесма ёки нуцталарнинг 
устма-уст тушмайдиган тартиблашган {А, В } жуфти 
вектор дейилади; одатда биринчи нуктани векторнинг 
боши, иккинчи нуктани ха унинг охири (учи) дейилади.

Боши А ну^тада, охири В  нуцтада булган вектор АВ 
каби белГиланади (векторнинг бошини англатадиган а̂рф 
а̂р доим биринчи ёзилади). Вектор баъзида битта а̂рф

билан 5̂ам белгиланади: а, Ь,
с; чизмада векторлар стрел- ________АЗ -Д ______
кали кесмалар шаклида тас- д 3
вирланади (1- чизма). Одатда 
боши билан охири устма-уст 1-чиз а.
тушадиган векторлар ноль
вектор дейилади ва А А = В  В  = 0 куринишда белгиланади.

Векторнинг бошидан охиригача булган масофа вектор­
нинг узунлиги (ёки модули) дейилади ва к;уйидагича бел­
гиланади: АВ векторнинг узунлиги: \АВ\\ а векторнинг 
узунлиги: J а |.

Ноль векторнинг узунлиги нолга тенг,яъни j 0 | = 0, аммо 
унинг йуналиши ани^ланмаган. Узунлиги 1 га тенг век­
тор бирлик вектор дейилади.

2.2- т а ъ р и ф. Узунликлари тенг, йС/налишлари бир 
хил ва параллел булган икки вектор тенг деб аталади,
бошцача айтганда, агар а ва b векторлар учун цуйида- 
ей учта шарт
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|aj = \b\ 
a II ~b

\ a  f t  b.
—V- —>-

бажарилса, у \олда а ва b векторлар тенг дейилади ва
а = b деб ёзилади.

Агар а = b булса, |я| = \Ь\ тенглик ^амма ва^т бажа-
рилади (2- чизма), аксинча | а | = | Ь \ дан а — b тенглнк >*ам- 
ма ва^т келиб чи^авермайди.

2.3} т аъриф.  АВ ва В  А вектор ларни цярама-царши 
векторлар дейилади.

Ь~-а

3- чизма,

К,арама-^арши векторлар учун ^уйидаги"муносабатлар­
ни ёза оламиз (3- чизма):

_  _ №-\В
(АВ = — ВА) <=> I АВ || ВА 

\  АВ ВА
2.4- таъриф. Параллел mijrpu чизсщларда ётувчи ёки 

бир тугри "изикда ётувчи векторлар коллинеар вектор-

. * )
4- чизма.
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лпр дейилади. Бир текис- 
ликка параллел ёки шу те- 
кисликда ётувчи векторлар 
компланар векторлар дейи­
лади (4- а, б, в чизмалар).

Агар А В  ва CD вектор­
лар тенг булиб, бир тугри чи- 
зицда ётмаса, у холда ABCD 
туртбурчак (5- чизма) парал­
лелограмм булади; аксинча,
ABCD туртбурчак параллело­
грамм булса, у ^олда АВ = CD 
булади. Шундай ^илиб, бир 4-е чизма
тугри чизи^да ётмаган АВ  ва CD векторлар  ̂тенг бу- 
лиши учун ABCD туртбурчак параллелограмм булиши за-

а

5- чизма.
* C«F=CT
6- чизма.

рур ва етарли. Бу тасди^нинг исботи равшан. Шунинг 
учун биз унга тухталмаймиз.

Равшанки, агар ABCD параллелограмм булса, у ,%олда
АС — BD, АВ = CD. Шунга ухшаш, агар а — b булса,
у ^олда b = а булади; агар а = b, b = с булса, у ^олда
а — с булади (6- чизма).

10.- §. Вектор ларни цушиш ва айириш

Аввал ^айд цилиб утамизки, векторни параллел кучи- 
рилса, берилган векторга тенг вектор ^осил булади.

Иккита а ва b векторнинг йдаиндисини тушунтириш , - — — ►

учун цуйидагича муло^аза юритилади; а = ОА векторнинг
аэ

_ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _



охири b векторнинг боши билан устма-уст тушадиган ^и-
либ b векторни параллел кучирамиз. Хоснл булган век-
торни Ь=  АВ  деб белгилаймиз (7- чизма). Энди О ну^та 
билан В  ну^тани туташтирамиз. Натижада ^осил булган

oZ-

7- чизма.

ОВ = с вектор а ва b вектор ларнинг йигиндиси дейилади
ва с = а + b каби ёзилади. Векторларни бундай ^ушиш 
^оидаси «учбурчак цоидаси» деб аталади. Векторларни цу- 
шиш ^оидасидан ушбу му^им хулосани чинарамиз: текис- 
ликдаги исталган учта А, В, С ну^та учун

А В  + ВС  = АС (2. 1)

тенглик уринли. («Уч ну^та цоидаси».) Бу ^оидани «уч * 
бурчак к,оидаси» ^ам деб юритилади (8- чизма).

Э с л  а т м а. Коллинеар ва йуналишлари бир хил икки вектор-
учун ушбу АВ  +  ВС  =  АС тенгликдан ^уйидаги

_  АВ +  В С = А С
J L ------- сонли тенглик келиб чи^ади, долган

^олларда АВ  -+ ВС ф  АС тенгсизлик 
уринли.

Векторлар йигиндисининг 
таърифидан а̂р ^андай а век­
тор учун а + 0 = а экани ке­
либ чи^ади.

а, b векторлар узаро кол­
линеар булмаган вектор бул­
син. Уларни битта М  ну^тага
параллел кучирамиз, сунгра то-
монлари а ва векторлардан



иборат булган параллелограмм чизамиз. Унинг М  нуц-
тага царама-царши учини Р  деб М Р векторни цараймиз.
1’авшанки, М Р  = а + b (9- чизма).-Векторлар йигиндисини 
бундай геометрик ясаш одатда «параллелограмм цоидаси» 
деб юритилади.

Агар а ва Ъ коллинеар векторлар булса, у з̂ олда 
а + b вектор а ва Ь векторларга коллинеар булади а̂м- 
да бу а + Ь вектор узунлиги буйича катта булган (ё а, 
ёки Ь) вектор билан бир хил йуналган булади. а +  b век'

—У- —>■
торнинг узунлиги: 1) агар а ва b векторлар бир
хил йуналган булса, |a| + [fc| га; 2) агар а ва b век­
торлар царама-царши йуналган булса, | а | — \Ь\ га тенг 
булади.

— >■ — >- — У- — У- —

Бизга бир неча АВ, ВС, CD, DE, EN  векторлар бе­
рилган булсин. Бу векторларнинг а̂р бир кетма-кет кел- 
ган жуфти учун биринчисининг- охири билан иккинчининг 
боши устма-уст тушсин (10- чизма). Бу ^олда векторлар 
синиц чпзщ  ташкил цилиб, йипшди вектор уларнинг ёпув- 
чисига тенг, яъни

AB + BC + CD + D E + E N  = AN.
Биз вектор ;;исобида (алгебрасида) фойдаланишга тугри 
келадиган асосий тасдицдарни келтирамиз.

2.1- теорема (группалаш цонуни). Бир неча вектор­
ларни цушишда группалаш крнуни уринли, яъни йигин­
дини топиш учун цушилувчиларни кетма-кет цушиш ке- 
рак (11- чизма):

Ĵ a -{- Ь) с = a -f- { b -f- с ) = а b с.
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Исбот.  Берилган а, Ь, с векторларнинг биринчиси- 
нинг охирини иккинчисининг боши, иккинчисининг охирига 
учинчисининг боши тугри келадиган килиб жойлаштира- 
миз. Б у з̂ олда векторларни кетма-кет цуямиз, деб з̂ ам 
айтишади.

Энди АВ = а, ВС — b, CD = с деб белгиласак, учбур­
чак цоидасига кура АС = а + b, AD = (а  + b) -f CD =
— a + b -f-c келиб чицади. Шунга ухшаш,

BD = ~Ь+Т, АВ  + BD — AD = сГ -+- (b + с).
2.2'- теорема  (урин алмаштириш цонуни). Икки а ~ >

ва b векторнинг йигиндиси цушилувчилар тартибига бог- 
лик; эмас, яъни цС/шилувчилар урнини алмаштириш нати- 
жасида йигинди узгармайди.

Исбот .  Агар векторлардан бири ноль вектор булса, 
бу теорема уз-узидан равшан. Бунда икки з̂ олни царай- 
миз.

1) айтайлик, а ва b векторлар коллинеар булмасин. 
Бу з̂ олда узаро параллел булмаган [АВ], АВ  = а, [ВС], У —У ^
ВС  = b кесмаларни ажратиш мумкин (12- чизма). Агар 
&АВС ни Д ABCD параллелограммга тулдирсак, икки век­
тор йнгиндисининг таърифига кура:

АВ  + ВС  = АС\ AD + AC = АС ~>

— > АВ  + ВС = Т с + DC.
Бу тенгликдан

келиб чщади; —У —У
2) айтайлик, а ва b векторлар узаро коллинеар бул­

син. Бу з̂ олда [АВ] ва [ВС] кесмаларнинг учлари булмиш

12- чизма.



Л, В, С нуцталар бир тугри чнзицда ётади. {АВ) тугри чи- 
:шцца тегишли булмаган D нуцтанн олайлик (13- чизма): 
1)$ {АВ). Бу ^олда цуйидаги муносабатларни ёза оламиз:

АВ  + ВС  = ЛС, АС = AD + DC = DC + AD, DC = 
DB + ВС = ВС + DB, AD = AB  + BD = BD  + AB<

I iii3 муносабатлардан куйидагини топам из:

AC = (ВС  + DB) + (BD  + АВ) = ВС + (DB + BD) -f 
+ AB = BC + AB; 7i + ~b =~b + 7i.

Векторлар алгебрасида векторларни айириш амали ^ам 
киритилган. Векторларни айнриш амалн векторларни цушиш 
амалига тескарн амал сифатида киритиладн.

2.5-таъриф.  а, b векторларнинг айирмаси деб шун­

дай х векторга айтиладики, уни b вскторга куш ганда а век-
—У

/пор \осил булади, яъни агар х вектор учун ушбу
— —>■ 
х + b = а

муносабат $ринли булса, у хрлда х вектор а ва Ь век­
торларнинг айирмаси дейилади %амда х = а — b деб ёзилади.

Агар «камаювчи» а ва «айи_ илувчи» b векторлар бе- 
рилса, у ^олда ушбу

муносабатни каноатлантпрувчи х вектор~ доим мавжуд.
14-чизмада ВС — х, АС = а, АВ  = Ь. Демак а — b айир-
ма векторни чизиш учун бир нуц.тадан чицувчи а ва b
векторларни чизиб, b векторнинг учидан а векторнинг 
учига борувчи векторни чизиш кифся (14- чизма).
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Шундай килиб, векторларни айириш амали ^амма вацт 
маънога эга.

М а с а л а л а р .  1. ABCD  параллелограммда АВ — а ва AD — b 
векторларни АС ва BD  векторлар ор^али ифодаланг (15- чизма).

Е  ч и ш. ^екторларни к,ушиш ва айириш фидаларига асосан: а +- 
+  6  =  AC, b — a — BD. Бу тенгликларни ^ушамиз ва айирамиз:

<Гь =  Тс +  вЬ ~>  т  = ^  + . Р ,

2 а = АС — BD  — > а АС — BD

'д ' 2 . ABC учбурчак берилган. Унинг 
^ DE урта чизиги учбурчакнинг асо- 

сига параллел ва унинг ярмига тенг 
эканини исботланг (16- чизма).

И с б о т .  Берилган дЛВСда АВ =  ~а, ~АС =  Ь деб оламиз, DE
«рта чизикни утказамиз. Томонлари а ва Ь векторлардан иборат 
булган параллелограммни ясаймиз. Векторларни цушиш таърифига 
кура:

AAi а +  Ь ,

'  =  2  ’АЕ  =-

д ADE = >  D E  =  А Е  — AD =
0 + 6

Бундан

\ D E \ - J  И  = | | А В | .

Шундай килиб, \~DE\ =  -i-1 АВ\. Ни^оят, ушбу D E  =  ~  АВ  муноса- 
Z £

бат D E  ва АВ  векторларнинг коллинеар эканини билдиради.

II-  §. Векторни сонга купайтириш
2.6-таъриф.  а векторнинг X £ R  сонга купайтмаси

—>-
деб шундай b вектсрга айтиладики, бу вектор ушбу 
шартларни цаноатлантиради:

1) булганда
/  \ b\j= у  Г р

( b — X а = а • X) <=> I b [| а
\ b \\ а
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2) К О  булганда

(b = Ха = а-Х)<—>

3) X = 0 булганда
(Ь = Ха = а • X) <— > ( | b| = |а

Бу доллардан биринчи икки- 
таси 17- чизмада курсатилган.

X а векторнинг таърифи-
дан )̂ ар кандай а вектор учун
(— 1) а вектор а векторга 
царама-царши булган вектор­
га тенг, яъни

—>- —У
(—1) а = — а.

о)

|М =  0).

В)
17- чизма.2.3 - теорема.  Агар а 

па b векторлар ко ллинеар бу­
либ, а ф  0 булса, у холда R цациций сонлар трпламида

—>■ —У
шундай ягона X сонни топиш мумкинки, унда b — Ха 
булади.

Исбот.  АВ = a, CD = b деб белгилаймиз. Бунда 
| АВ | ф  0, чунки ~аф 0. Агар С = D булса, бу ^олда [CD] 
кесманннг узунлиги нолга тенг булади. Бунда X нинг 
Jl = 0 киймати олинади. С ф  D булсин. К,уйидаги доллар 
булиши мумкин:

а) \АВ\ ва [CD] кесмаларнинг йуналишлари бир хил 
булганда

X = 1 CD 1 
I АВ I

б) [АВ] ва [CD] кесмаларнинг йуналишлари царама- 
царши булганда

\_CDj
I АВ
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Булардан X нинг танланган циймати учун

CD = ХАВ — > ~Ь = Х~а.
муносабатни ^осил цилиш мумкин.

2.4- теорема.  Векторни сонга купайтириш группа-
—У

лаш цонунига буйсунади, яъни ихтиёрий а вектор ва их­
тиёрий \ациций р, q сонлар учун p(q а) = q (р.а) = (pq) а 
тенгликлар уринли.
, *—У —V-

Исбот .  Айтайлик, а ф  0, р >  0, q > 0  булсин, бу—У —У
^олда а векторни q га купайтириб, ^осил булганда век­
торни р га купайтирамиз. Досил булган p(q а) векторнинг 
йуналиши а вектор йуналиши билан бир хил булади, чун­
ки р ва q сонлар мусбат. р (q а) векторнинг узунлиги—У *■ —У —
p-q-\a\ га тенг. Шунинг учун р (q а ) = (р q) а булади. 
Агар р ва q )̂ ар хил ишорали булса, у ^оЛда р ва q сон- 
ларга купайтиришдан ^осил булган векторнинг йуналиш^
'а векторнинг йуналишига карама-карши булиб, барибир 
p(qa) векторнинг узунлиги \pq\-\a \ га тенг булади. Ш у­
нинг учун p(qa) = (pq) а тенглик уринли булаверади.

Агар р ва q манфий булса, у ^олда а векторни р ва 
q га купайтиришдан ^осил булган векторнинг йуналиши

—У
барибир а вектор йуналиши билан бир хил булади ва тео­
реманинг тасдици уринли булади. Агар р = 0 ёки q = 0
булса, ёки а — 0 булса, у ^олда теореманинг тасдиги
яна уринли булади, чунки бу ^олда p(q а) — (pq) а — 0.

2.5-теорема.  Векторни сонга купайтириш сонли 
крпайтувчига нисбатан таксимот цонунига буйсунади, 
яъни ихтиёрий р, q сонлар ва а вектор учун

(р + q) а = pa-Yq а

тенглик рринли.
Исбот .  ^ацицатан, а ф 0, р ва q сонлар бир хил 

ишорали булсз, pa, qa ва (р -f <j)а векторларнинг йуна-
—У —>■

лиши бир хил булади. Бундан ташцари, ра ва да вектор­
ларнинг узунликлари мос равишда |р|-|а| ва |^|-|а|миц-
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дорларга тенг булиб, ра -f qa векторнинг узунлиги цу- 
йидагича аницланади:

М - М  + Ы - Й  = И р \ + M I - M -
Демак, р а+  qa ва (p-\-q)a векторларнинг узунлик- 

лари ^ам, йуналишлари а̂м бир хил экан. Агар р ва q 
сонлар царама-^арши ишорали булса, аницлик учун р> 0,
q <  0 булса, у ^олда p a + q a  векторнинг узунлиги (р —
— Ы )  Iа I — (Р  + Ф  I а I булади. Йигинди векторнинг йу­
налиши р — | q | >  0 булганда а векторнинг йуналиши би­
лан бир хил, р — 1(?|<0 булганда унга царама-царши
булади.

Агар р ва q манфий булса, у ,\олда ра ва qa вектор­
ларнинг йуналишлари бир хил булиб, а векторнинг йуна­
лишига царама-царши булади. Йигинди векторнинг узун­
лиги (| р | + | q |) ] а | га тенг булади. Аммо р <  0, q <С О 
булгани учун (| р\ + \q |) |а | == — (р + q) I а |. Бундан
— [— (Р + фа] = (р + ф 7 = p a  + qa. ^

2.6- теорема.  Mxmni'-puii X сон в а ихтиёрий а, b век­
торлар учун

Х (а  -f Ь) = Ха + ХЬ
тенглик уринли.

~-V • ~-V
Исбот .  Х=^0 ёки а = 0

( b = 0) булганда теорема- 
нинг исботи равшан. Исбот- 
ни X Ф  0 булган з̂ олда кура­
миз. Икки ^ол булиши мум-*— > —у
кин: 1) а ва Ъ векторлар кол­
линеар; 2) а ва b векторлар 
коллинеар эмас. Муло^аза- 
ларни А,;>0 учун олиб бера-
миз (Я,-<С 0 булганда исбот шунга ухшаш булади).

1) ^олни курамиз. Бунда Ь = ра ва р=  ёки р

булади. Шунинг учун X (a -f b) — Х{а-\-ра)
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— Х (1 + р )а  келиб чицади. Бу аввалги теоремага кура 
тугри.

Энди 2) ^олни курайлик. «Учбурчак цоидасига» кура
а -\-Ь йигиндини ясайлик, ОА = а, АВ = b булсин (18-
чизма). Я > 0  булгани сабабли Х ( а +  Ь) = Хс = ОВг век­
торнинг охири булган B L нуцта [ОВ) нурга тегишли. Энди 
шу нуцта орцали (ОАВ) текисликда (АВ) тугри чнзикда 
параллел тугри чизиц утказнб, унинг [ОА) нур билан 
кесишган нуцтасини Ах билан белгилайлик. ОАВ ва ОА1В1 
учбурчакларнинг ухшашлигидан

я = l ° gil = I 0̂ 1 [ = I А &  I 
| ОВ| | 0А\ \АВ| ’

булардан эса 0Аг = Ха, АВ = Xd келиб чицади. Аммо 
0ВХ — 0АХ + AXB V Демак, X ( а - \ - Ь ) X  а + X Ь.

12- §. Чизицли боглиц ва чизицли эркли векгорлар

2.7- т аъриф.  Агар берилган а ва b векторлар учун 
камида биттаси нолдан фарц.ли шундай Хъ Х2 (Xlt A2£R)
сонлар мавжуд булсаки, ушбу Х1а-\-Х2Ь — 0 тенглик,
Уринли булса, а, b векторлар чизицли борлиц дейилади;
агар бундай Хъ Х2 сонлар мавжуд булмаса, а ва b век­
торлар чизицли эркли дейилади.

М и  со л. Коллинеар векторлар чизи^ли богли^дир. Х^и^атан, 
а ва Ь векторлар коллинеар булсин. У  ^олда о || Ь=*-а =  ХЬ=э- 

—>- - >  —>- —►
а — Х Ь  — 0 булади. Агар Я1 = 1 , Х2 =  — А, десак, а +

-\-Х2Ь =  0  келиб чи^ади. *
—>- —>• —>-

2.8- таъриф Агар берилган учта а, Ь ва с вектор­
лар учун камида биттаси нолдан фарк̂ ли шундай Хи Х2,
Х3 (X. £ R) сонлар мавжуд булсаки, ушбу

Хха Х2 Ь -|- Х̂ с = О

тенглик уринли булса а, b вл с векторлар чизихги 5j f - 
лщ дейилади, акс \олда векторлар чизицли, эркли 
дейилади.

Умуман, чизик,ли боглицлик тушунчасини п та вектор 
учун а̂м шундай кирнтилади.
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Ми сол.  Узаро коллинеарлари булмаган компланар векторлар 
чизицли богли^дир.

Х^и^атан, а, b ва с векторлар компланар булгани учун улар 
бир текисликда ётади. Уларни параллел кучириб, бошларини бир
ну^тага келтирамиз. Энди а ва Ь векторларни шундай ва Х2 сон- 
ларга купайгирамизки, натижада йигинди вектор с векторга колли­
неар булади, яъни X, а +  А., b =  Х3'с. Бундан Х3' == — Х3 десак, а +

—>- —>- —>- —У  —>• —->-
+  Х2 b -)- Х3с =  0 келиб чи^ади. Бу эса таъриф буйича а, Ь, с 
векторларнинг чизи^ли богли^лигини англатади.

Энди фазонинг улчамлилиги- ва базиси тушунчаларига 
тухталамиз.

2.9- таъриф.  Агар V тралам учун цуйидаги шарт- 
лар бажарилса, у чизщли фазо, элементлари эса вектор­
лар дгб аталади :

1) V тупламнинг ихтиёрий икки х ва у элементига 
у ларнинг йигиндиси деб аталадиган х + у элементна мос 
келтирувчи цушиш амали берилган;

2) V тупламнинг х элементи ва а сон учун х нинг 
а га купайтмаси деб аталадиган ах элементни мос кел­
тирувчи сонга купайтириш амали берилган',

3) V тупламнинг ихтиёрий х, у ва г элементлари ва 
ихтиёрий а ва Р сонлар учун t\уйидаги аксиомалар урин­
ли'.

Г . х + у = у + х.
2°. (х + у) + z = х 4- (у + г).
3°. Шундай 0 элемент мавжудки, V нинг х1ар бир 

элементи учун х + 0 — х тенглик бажарилади.
4° %ар бир х элемент учун шундай — х элемент мав­

жудки, х 4- (— х) = 0 булади.
5°. (а + Р) * = ах 4-' Р*.
6°. а (х 4- у) = ах 4- ау.
7°. а ((3*) = (аР) х.
8°. 1-х=х, яъни ихтиёрий х элементнинг 1 га k ij- 

пайтмаси х га тенг.
Энди фазонинг улчамлилигини таърифлашга утамиз. R 

^ацикий сонлар туплами, V эса вектор фазо булсин.
2.10- таъриф. Агар V фазонинг ихтиёрий икки эле­

менти узаро коллинеар булса, яъни а = ХЬ ( а 6 V, b £ V) 
булса, V бир улчовли (улчамли) чизикли (вектор) фазо 
дейилади.

Демак, бир улчовли вектор фазонинг элементи булган 
вектор тугри чизицца параллел булади.

2.11-таъриф.  Агар бир улчовли \\ вектор фазода
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(е ф  0 ) 6 Vt, а 6 I7!, а — X е

муносабат уринли булса, у .\олда е сектор бир улчовли
вектор фазонинг базиси дейилади ва {е} куринишда бел­
гиланади.

2.12-таъриф. Агар V фазога тегишли булган %ар
цандай учта а, Ь, с сектор компланар булса, V икки 
улчовли ектор фазо дейилади. (Уни У2 деб белгилай­
миз).

Демак, икки улчовли вектор фазонинг элементлари 
компланар булади.

2.13-таъриф. Агар икки улчовли V2 вектор фазода

(ег Ф  0, е2 ф 0) £V72, a£V2, а — + Х2 е2, Х\ + ф 0 (2.2)

муносабат уринли булса, {elt е2} векторлар системаси 
икки улчовли вектор фазонинг базиси дейилади.

(2.2) муносабатда а вектор еъ е2 векторларнинг чизиц- 
ли комбинадиясидан иборат булади, бошцача айтганда,
(2.2) муносабат а нинг et ва е2 векторлар буйича сйил- 
маси дейилади.

2.14-таъриф. Агар V фазога тегишли булган учта 
чизщли эркли вектор системаси мавжуд булса, V уч ул- 
чозли вектор фазо дейилади. (уни Va деб белгилаймиз.) 
Шу билан бирга агар

(<?!> е2, е3) е v3 => а = V i  + К е2 + K ej (2.2')

муносабат Ai, Х2, Х3 нинг Х\ + Х\ -f- Х23 Ф  0 к^ийматларида
бажарилса, у урлда {elt е2, е9} система уч улчовли век­
тор фазонинг базиси дейилади.

2.7-те орем a. V3 фазода %ар цандай а вектор чизиц- 
ли эркли учта векторнинг ягона чизицли комбинацияси- 
дан иборатдир.

Исбот.  еи е2, е3 векторлар узаро чнзшуш эркли век­
торлар булиб, а фазонинг ихтиёрий вектори булсин. а век

—>- —->• —>-

торнинг еъ е2, е3 векторларнинг чизицли комбинадиясидан 
иборат булишини, яъни

a Х2е2 -}- Х3е3, X2 -{- Х3 ф 0 (2.3)
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ёйилманинг тугрилигини исбот этамиз. Сунгра бу ёйилма- 
нин г ягоналигини курсатамиз.

(2.3) ёйилмани бевосита геометрик ясаш йулн билан 
исботлаш мумкин. Биз бунга тухталмаймиз. Энди (2.3) 
нинг ягоналигини курсатамиз. Я', Я') ф (Ях, Я2, Я3)
учун яна ушбу

а — Я) ех + Я2 е2+ Я '3е3 
ёйилма мавжуд булсин, деб царайлик. Равшанкн,

Яхбх -f- Я262 -Ь Я3б3 == Я j ~Ь Я2е2 +  Я 3<?3
ёки

(Я1 — Я1)е1 + (Яа — Я2) е2 -f- (Я3— А3)е3 = О

муносабатга эгамиз. Энди еи е2, е.л нинг чизицли эркли- 
лигидан Ях—Я'( = О, Я2—Я2 = О, Я3—Я' = 0 тенгликлар ке­
либ чицади. Бундан

Ях = Я|, Я2 = 2̂, ^з~^з'
Биз теоремани уч улчовли фазо элементлари учун ис- 

ботладик. Тегишли теорема икки улчовли, умуман, ихтиё­
рий п улчовли фазо элементлари учун ^ам тугри.

Агар текисликда ёки фазода бирор базис танланган 
булса, у ^олда текисликдаги (ёки фазодаги) ^ар бир 
векторга тула ашщланган тартибланган (номерлан- 
ган) сонлар жуфти (ёки тартибланган сонлар учлиги) 
мос келтирилади, бу сонлар векторнинг базис буйича 
ёйилмасининг коэффициентларидан иборат булади. Бе­
рилган {ех, е2} базисда а — Х1е1 + Я2 е2 векторни анпц-

—У *—>- —У- —>■ —У —У —>■
ловчи Яь Я2 сонлар, {еъ е2, е3} базисда а = Я1е1+>Я2е2+Я.,е3
векторни тула аницловчи Ях, Я2, Я3 сонлар а векторнинг 
тегишли базисдаги компонентлари дейилади.

13-§. Декарт координаталар системаси
1°. Тугри чизицдаги йуналиш. Мусбат йуналиши тан- 

лаб олинган / тугри чизиц уц деб аталади. Уцнинг йуна- 
лишини одатда стрелка б!1лан курсатилади (19- чизма). бу 
стрелканинг йуналиши I туг­
ри чизицдаги мусбат йуна-
лишни ашщловчн т  вектор ___L-- о---- JZ L»—; *-
йуналиши билан бир хил бу- 0
Лади. J9- чизма,
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Йуналиши уцдаги мусбат йуналиш билан бир хил бул­
ган ^амда узунлиги бирга тенг булган (яъни \е\ = 1) г 
вектор допинг орти (базиси) дейилади.

Агар тугри чизицда координаталар боши деб аталувчи 
О нуцта, мусбат йуналиш ва узунлик бирлиги танлаб 
олннган булса, у цолда тугри чизицда Декарт коорди­
наталар системаси берилган дейилади.

Агар уцда бирор базис танланган булса, у ^олда уц- 
дагн ^ар бир векторга тула аницланган битта сон мос 
келтирилади ва бу сон векторнинг базис буйича ёйилма- 
сининг коэффициентидан иборат булади.

.

I уцда ётган ОМ вектор шу уцда танланган е ба­
зис билан коллинеар булади. Векторларнинг коллинеар-' 
булиш шартидан (20- чизма)

ОМ = хе (2.4)

муносабатни ёза оламиз. (2.4) даги х сонни одатда ОМ
векторнинг координатаси дейилади. Агар х сон ОМ век­
торнинг координатаси булса, унинг М(х) курннишдаг и ёзу-
ви х сон ОМ векторнинг координатаси деган маънони

2 0 - чизма. 2 1 - чизма.

англатади, шу билан бирга х сон М нуцтанинг коорди­
натаси деган маънони >̂ам англатади.

2.8- теорема.  V^huhz ихтиёрий икки М^л:,) ва М 2(х2) 
нуцтаси учун ушбу тенглик дринли бдлади (21-чизма):

\М,М2\ = \X-Xi\- (2.5)
Исбот.  ^ацицатан ^ам, векторларни цушиш цоидаси­

га кура

Ъ м х + м А  = оаС
Бундан

м Д  = ОМ2 — ОМу.

Агар ОМг = х2е,ОМх = ххе эканини эътиборга олсак,
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МуМ2 = (x2 — xx)e  ёки \МхМг\= \x2~~ xL\-\e\ == \х2—хг\
формулага эга буламиз.

(2.5) формула билан аницланган \х2— xx| мицдор Мх(хх) 
ва М 2(х2) нуцталар орасидаги масофа дейилади ва уни 
d билан белгиланади, яъни

d = j<v2 х[.
2°. Векторнинг уцдаги проекцияси
2.15- таъриф. АВ векторнинг / 'ук̂ даги проекцияси деб,

• ■ —■>
шундай АуВу векторнинг узунлигига айтиладики, унда 
Л t ва Вх мос равишда А ва В нукталарнинг I укдаги

--- «г+
ортогонал проекциялари булиб, бу узунлик АуВу ваевек 
торларнинг йуналишлари бир хил булганда мусбат ишс-- 
ра билан, акс хрлда манфий ишора . билан олинади (22- 
чизма).

—V —*=+
Л/j Еектсрнинг / уцдаги проекциясини пр;Л5 символи 

билан белгилаймиз. Таъриф буйича

пр,Л£ = ± \АуВ^
— У

Бу таърифдан АВ вектор уцца перпендикуляр булганда- 
гина унинг проекцияси нолга тенг деган хулоса келиб 
чицади. (2.4) формулага кура

АуВу = хе (2.6)

деб ёза оламиз. Бу тенгликдаги х сон АВ векторнинг про- 
екциясидир, яъни

х — пр; АВ.

22- чизма. 23- чизма.
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Векторнинг щдаги проекцияси хоссалари
1. Векторлар йигиндисининг бирор щдаги проекцияси 

цушилувчи векторларнинг шу уцдаги проекциялари йигин- 
дисига тенг, яъни

прДа + b -f с + . . .-f-d) = np/a-fnp/M-np/c+. . .-fnp, d (2.7) 
Исбот.  Иоботни икки вгктор учун келтирамиз, яъни

пр^ + )̂ = ПР^ + пр^ (2.8)
► ——► ■—> |и ■'>

эканини исбот этамиз. Агар а = АВ, b = ВС булсин де- 
•—► ——►

сак, у ^олда а + 'о = АС булади (23- чизма.)
23- чизмадан, (2.6) ни эътиборга олсак,

---  —> —* ---- ► •—У -- —► —>-
АуВу — ххе, B 1Cl =x2e, A fiy—x̂ e

■—>- —У  —>- —У

ни ёза оламиз. Бунда х ^ п р ^ , х3 = прД х3 = пр{(а+ Ь).
Энди х:1 = хг + х2 эканини курсатамиз. Равшанкн, хяе =
= пр;Л1С, = АХВ У + B tC\ = ххе + х2е = (хх + *2) е. Шундай

цилиб, (2.8) формула исбот 
С этилди.

Куш ил у вчи лар сони ик- 
кнтадан ортиц булганда з̂м 
исбот шунга ухщаш олиб бо­
ри лади.

2. Векторнинг сонга ку- 
пайтмасининг проекцияси 
шу вектор проекциясини $ша 
сонга купайтмасига тенг, 
яъни

пр; (A a) = X пр; а, X ф  0. (2.9)

И сбот .  АВ = а, АС — X а булсин деб фараз цилай- 
лик. А,В,С  нуцталарнинг I уцдаги проекциялари А1,В 1,С1 
булсин (24-чизма). [A A t], [B B J, [CC J кесма лар узаро
параллел, шунинг учун АХСХ = ХАхВ х. 
кура

(2.6) формулага

ххе,
ЯЪНИ X пр,а,

А ХВ Х — хе, АХСХ
- ■ V-

= прДАа) деб белгиласа
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xLe = АгСх — XAyBy = X(xe) = (Xx)e,
бундан эса xx — Xx келиб чщади. Хосса исбот этилди.

3. Тенг векторларнинг битта  уща проекциялари 
Узаро тенгдир.

И с б о т и  равшан булгани учун унга тухталмаймиз.
4. Векторнинг ук̂ даги проекциясининг катталиги 

шу вектор узунлигини вектор ва уцнинг мусбат йуна­
лиши орасидаги <р бурчак косинусига купайтмасига тенг, 
яъни

пре а = |а\ совф. (2.10)

Исбот .  Айтайлик, A£l, АВ — а, А Е  = е, Вх 'нуцта В—**
нинг / укдаги проекцияси булсин. АВ вектор билан уц

орасидаги бурчак уткир булса (25-чизма), проекция таъ-
 т-> v — ■ —>

рифига кура прtA B=  +  \АХВ\ булади. АВВХ учбурчакдан 

|АВХ | = 1 АВ\ cos ф = |а| cos ф, яъни
• —>■ — У

пр.а == |а| cos ф.

Агар ф бурчак утмас булса (26- чизма), у ^олда

щ~АВ = — \АС\. (2.11)
26- чизмадаги ABC учбурчакдан

|ЛС| = /а| cos ф', (2.12)
бу ерда ф' л — ф. Бундан

cos ф ' =» — cosф, (2.13)
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(2.11)—(2.13) формулалардан изланган (2.10) формула ке­
либ чщади.

3°. Векторнинг координаталари. Агар текисликда (ёки 
фазода) координаталар боши деб аталувчи нуцта, узаро 
перпендикуляр тугри чизицлар, уларда мусбат йуналиш 
цамда узунлик бирлиги (умуман айтганда, а̂р бир йуна- 
лишдаги уцда а̂р хил) танланган булса, текисликда (фа­
зода) Декарт координаталар системаси берилган дейи­

лади. Уцлар мос равишда 
абсциссалар $ци, ордината- 
лар уци (аппликаталар уци) деб 
юритилади. Тегишли уцлар 
координата щлари дейилади. 
Фараз этайлик, текисликда 
Декарт координаталар систе­
маси берилган булсин (уни 
цисцача хОу система деб ^ам
юритилади) ва а вектор ко 
ординаталар боши О нуцта 
дан чиццан булсин (27- чизма)

—У-
2.16-таъриф. а векторнинг хОу системадаги коор 

динаталари деб унинг координата учларидаги проекция 
ларига айтилади, яъни

* = пр0ха, у — пр0г/ а.

Таърифга кура х, у сонлар а векторнинг хОу системадаги
координаталаридир; х сонни а векторнинг абсциссаси, у ни 
эса унинг ординатаси дёб аталади. Координаталари х, у“У
дан иборат вектор а = {х,у} символи билан белгиланади.
Фазода [Oxyz системада) а векторнинг координаталари унинг 
система уцларидаги проекциялари сифатида таърифланади, 
яъни

X = ПРОх а> у -  нроИ а' г = пр0га.
Координаталар системасини бундан буён координата уц-
ларидаги еъ е2, е.л бирлик векторлар билан курсатамиз.

Агар еъ е2 ,е3 векторларнинг ихтиёрий жуфти узаро 
перпендикуляр булиб, уларнинг узунликлари бирга тенг
булса (яъни |ej| = \е2\ — \е.3\ = 1), у ^олда фазода ev е2, е3 
векторлардан иборат базис ортонормаланган базис дейи-, 
лади.
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Агар а = О А в ектор координаталар бошидан чициб, 
унинг координаталари х,у булса, А нуцтанинг координа­
талари а̂м шу сонлардан ибэрат булади. Бу равшан. ОА 
вектор А нуцтанинг ради ус-вектори дейилади. Шундай ци- 
либ, А пуцтанинг тугри бурчакли системадаги координа­
талари шу нуцта радиус-векторининг координаталарига

«-* ----► —> т->

тенгдир. а — ОА векторни уцлардаги еи е2 бнрлик век­
торларнинг йуналишлари буйича ёйиш мумкин:

а =~ОА =~ОА1 +~ОА2.
 ->  > —►

Аммо ОАу — хел, ОА2 — уе2, бунда Alt Аг лар А нуцта- 
нинг система учларидаги проекцияларидир. Демак,

а = *ёГ+ уе2=> а — {х, у}.
Шунга ухшаш, фазода (28- чизма)

--■> г> ♦ Г-> --^
ОМ = а = xeY+ уе2 4- ге.%1 ОМ = {х, у, г).

----V
Бу ерда х сон ОМ вектор­
нинг биринчи координатаси, 
у сон иккинчи координатаси,
г сон учинчи координатаси
цисобланади. Адабиётда одат­
да мос равишда абсцисса, 
ордината, аппликата тер- 
минлари ишлатилади.

Векторлар устида бажа- 
риладиган амалларни улар- 
нинг координаталари устида 
бажариладиган амалларга 
алмаштириш имкониятини берувчи баъзи теоремаларни 
келтирамиз.

2.8-теорема. Агар хОу системада a= {*i,?/ i}, b=
= К .  У2} булса, а + Ь=  {хх + х2, уг 4- у2) булади (29-
чизма).

Исбот .  Теоремани исботлаш учун икки вектор йигин- 
дисининг проекцияси цацидаги хоссадан фойдаланамиз:

х =  п'Р о >  +  Ь) =  пр05  4- пр 0уь =  Xj 4- Х2;

У = ПРо</а + b) = n?°va +-ПРОу ь = Ух + Уг-
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Юцоридаги теоремага кура а — b = {хх — хг,у1 — у2),
—>• —У

чунки а + (—Ь) деб ёзсак, теорема натижасидан фойда- 
ланиш мумкин.

Бу теорема уч улчовли ва ихтиёрий п улчовли фазо 
учун ^ам уринли.

2.9-те орем а. Агар хОу системада а векторнинг—>-
координаталари {х, у) булса, ка векторнинг шу система­
даги координаталари {Хх, Ху} булади (30- чизма).

И с б о т. ^ацикатан, а ва Ха векторлар проекцияла- 
рининг хоссасига кура:

пр0л(Аа) = X пр0ха — Хх,

пр oyî a) = Апр0&а = Ху.

Демак, Ха = {Хх, Ху}.

2.10- т е о р е м а. Агар хОу
системада АВ вектор боши- 
нинг координаталари {х1} ух} 
ва охирининг координатала- 

--►
ри {х2, у2} булса, АВ вектор­
нинг координаталари {х2—хи

_________ у.2 — ух) булади (31- чизма),
0 7г-х, яъни

-►
31- чизма, АВ =  {.^  —  Xlt уг —  Hit
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Исбот. 31-чизмага кура ОВ = О А 4- АВ. Бундан
—► — —► — —>

Л В  = ОВ — О А. 2.8- теоремага кура 
— —>

АВ  = {x.—xlt у2—у1}.
27- чизмага Пифагор теоремасини цуллаб,

М = У  лс2 + у2 (2.14)
формулага эга буламиз. 28- чизмадан ОМ радиус-вектор- 
иннг узунлиги учун ушбу

\а\ = \ОМ\ = у х 2 + + г3 (2.15)
формулага эгамиз. Ортонормаланган базисдаги

а = {*1, Уи zi) = а̂ = х#! + у$ 2 + 2j(?a,

b = {х2, у2, z2}=>b = х2е1 + у2е2 + г2ея
векторлар учун цуйидаги формулаларни ,\ам ,\осил цилиш 
мумкин:

а + b = {xL + xit г/х + у2, zx + 'г2} а + Ь =

=  (jCi +  х,) <?! +  (</, +  г/2)е2 +  (2t -f z2)6j, 

a — b = {x 2 — xL, y2 — 0lt 22—2j} => a — 6 =

=  ( * 2  —  +  (У2— У1К  +  (z2 zje.j,
— —>- 

Ал = {Xxu Xyx, ?i2x} =»- Xa =

=  ( t a je i  +  (>^i)e2 +  (Xz je3.

14- §. Икки нуцга орасидаги масофа. Кесмани берилган 
нисбатда булиш

а) И к к и  н у ц т а  орасидаги  масофа. Фазода ик- 
кита ихтиёрий A(xt, уи 2̂  ва В(хг, у2, z2) н уцта берил-
I аи булсин. Бу нуцталар орасидаги масофани топиш би­
лли шугулланамиз. А,В  нуцталарни координаталар боши
О иуцта билан туташтириб, бу нуцталарнинг радиус-век-
горларини ясаймиз. Изланаётган масофани d(A,B) билан

 ►  ——► — —k ——¥ — —fc

белгилаймиз, яъни \АВ\ — d{A,B). Бу ^олда АВ = ОВ —ОА.
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О А ва ОВ радиус-векторларнинг координаталари мос равишда ——> —  — *—♦

ОА = {хь ух, z j, 05=  {*2, t/2, z2} булгани учун А В  век-
—>- - > —>-

торнинг тугри бурчакли (е1( е2, е3) базисга нисбатан ко­
ординаталари цуйидагича булади:

АВ = {х2 — xt, у2 — у у, z2—z j ~АВ =

= (х2 — Ху)ву + (у 2 — Уу)е2 + (г2 — Zy)e3.

Энди (2.15) формулани цулланиб,

\АВ\ = У (х 2 — Ху)2 + (y2—yi)2 + (z2—zif

ни ?̂ осил циламиз. \АВ\ эса А ва В  нуцталар орасидаги 
d(A,B) масофа булгани учун

d(A,B) = У (х г— Ху)‘г + (у2 — у у)2 + (z2 — Zy)2. (2.16)

Агар текисликда иккита А(Ху,уу), В(х,,,у2) нуцта бе­
рилган булса, улар орасидаги масофа

d{A,B) = У  (х —ху)2 + (уг—уyf (2.17)

формула билан аницланади. Уни исбот этишда(2.14) фор­
мулага асосланилади.

б) кесм ани  б е р и л г а н  н и с б а т д а  були ш  ма- 
с а л а с и г а  т у х т а л а й л и к .  А(хх, yt, Zy) ва В(х2, у2, г2) 
нуцталар фазодаги иккита ихтиёрий а̂р хил нуцта бул­
син. Сунгра С нуцта (АВ ) тугри чизицнинг ихтиёрий нуц- 
таси булсин. Агар С нуцта АВ кесма ичида ётса, у цол- -► -►
да АС ва СВ коллинеар векторлар бир хил йунал ган. 
Шунинг учун

А С ^ Х С В  (2.17')
тенгликда С нуцта [АВ] кесманинг ички нуцтаси булса,

О, С нуцта IАВ] кесманинг ташци нуцтаси булса, 
\ <  0 булади.

АВ] кесмани берилган нисбатда булиш масаласи цуйи- 
дагича цуйилади: A(xlt у у, z,), В(х2, y2,z2) нуцталар ва К 
сон берилган. (АВ) турри чизицда ётувчи ва (2.17') тенг- 
ликни цаноатлантирувчи С нуцтанинг координаталари то­
пилсин.
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Равшанкн, (2.17) дан \АС\ = \Х\\СВ\, бундан 

W  in
]вс| <2Л8>

Шунинг учун биз цараётган масала (АВ) тутри чнзицда 
ётиб, [АВ\ кесмани булганда ичкаридан, А<0 бул­
ганда ташцаридан X нисбатда булувчи С нуцтанинг коор- 
динаталарини топишдан иборатдир.

К,айд циламизки, Х ф — 1 булади, чунки С нуцта-[А5] 
кесмадан ташцарида (Х<0) ётса, у ^олда а̂р доим
\АС\ >  \СВ\ ёки \АС\ <  |С5| бул' ди.

С нуцтанинг Декарт координаталар ими {X, у, г} би­
лли белгилайлик. У ^олда (2.17) тенгликка кура ушбу 
тенгликлар системасини ^осил кайлам из:
х — Xj-= Х(х.2 — х), у — ух = Х(у2 — у), г — г ^ Щ —z).

\ф — 1 эканини ^исобга олиб, С нуцтанинг координа­
талари учун бундан цуйидаги формулаларни ^осил ки- 
ламиз:

xi + Хх2 , ,______  tJi + Хуг " _ гх-)->*?2 /Г) 1Г1Ч
* “  1 + л ’ у ~  ц -x ’ 2“  П Т ~ *  1 '

Агар X = 1 булса, (2.19) дан ушбу формулаларга эга бу­
ламиз.

х1 +  х, Iи +  и. г, +  г,
X = з , У= 2= (2.20)

Бу берилган кесма уртасининг координаталарини бе- 
ради. Агар \АВ] кесма текисликда берилган булса, уни 
А. нисбатда булиш [формулалари

„ _  хг + Хх2 ух + Ху2
1+Х ' У~  1+Л

куринишда, ни^оят, \АВ\ кесма тугри чизицда берилган 
булса, тегишли формула

_  хх -4- Хх2
1 +Х

куринишда булади.
С нуцтанинг радиус-вектори учун (2.19) дан куйидаги

ОС = Т+Т ОА + щ О В  (2.21)

формула келиб чицади,
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Энди цуйидаги масала билан шугулланамиз: берилган 
А(х1У ух, г,) ва В  (x2,y2,z2) нуцталарга мос равишда т ,  ва 
т 2 массалар жойлаштирилган булсин (равшанки, т , > О, 
т 2>0, + т |  =̂ 0). Бу массалар системасининг огирлик
маркази С нинг координаталари топилсин.

Физикадан маълумки, С нуцта \АВ\ кесма ичида ёта- 
ди ва бу кесмани узунликлари кесма учларига жойлаш­
тирилган массаларга тескари пропорционал кесмаларга 
ажратади, яъни ушбу т х\АС\ — т 2\СВ\ тенглик уринли.

келиб чицади. Шунинг 
С нуцта ко-

_  ИС|
|СЯ| " к

учун (2.19) формулаларга кура изланаётган 
ординаталари учун цуйидаги

ШхУх +  т гу2тхХх -+ т гх2
г 1Шх + т 2 У mt +  т г

2 =
т,?, 4- т ггг
ту -f т 2

формулаларга эга буламиз. [(2.21) га ухшаш, бу ^олда С 
нуцтанинг радиус-вектори учун

ОС = /П] +  т г О А +
т ,

т ,  4- т . ОВ

формула келиб чикади (32- чизма).
Агар mL ва т 2 массалар тугри чизиц ёки текисликда 

жойлашган б£'лса, юцоридаги мулох.азаларнинг хусусий
^олига эга буламиз.

Энди А(хъ ух, Zx), В(х2, 
У г, г2), С(хя, y-j, z3) нуцталар 
берилган булиб, уларга mlt 
т.г, т я массалар жойлашти­
рилган булсин, бунда т.х > 0, 
m2>0 ,т 3> 0,т21 + т?2+ т\ф  0. 
Бу массалар системаси­
нинг огирлик марказини топа- 
миз. Физикадан маълумки, бу 
масалани икки босцичда х,ал 
цилиш мумкин.Олдин А ва 
В  нукталарга жойлаштирил­

ган т-х ва т 2 массалар огирлик маркази нинг коорди- 
нагаларини, сунгра М х ва С нуцталарга жойлаштирилган 
массалар системасининг огирлик марказини топилади. Ав- 
валги масалада курилганидек, М х нуцта учун

ШхХх +  т 2х2 

т х + т г
ГП\У\ + ^ 2У2 

т х +т8 Zu =м,
_  mizi + т ггЪ 

Щ + >пг
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формулаларга эгамиз. Равшанки, М г ва С нуцталарга жой- 
лаштирилган т 1-\-т2 ва т 3 массалар системаси учун А,=
= - Шя ■ булади. Шунинг учун М. ва С нукталар буйича щ + тг
^уйидагиларни топамиз: 

т.*
+

Xм
1 +

т ххх +  Щ хг +  т 3х 3 
т 1 +  т 2 +  т 3

Ум
_  т 1г1+ т& + таг3 

м •mi 4- tn?, -f-

т х-\-тг 
mlyl -f т 2д2 +  т 3у3 

Щ  +  Щ  +  т 3

М  ну^танинг радиус-вектори учун ^уйидагича булишига 
ишонч ^осил цилиш 1̂ийин эмас:

т х —■-*л t т г — i тзОМ=
« 1  +  т  г+т. ОА + т 1+ т 2+ Щ ОВ+ щ  + щ + т. ОС.

,5- §. Текисликда ^утб координаталар системаси

Текисликда бирор О ну^тани ва боши шу О ну^тада 
булган ^узгалмас I нурни оламиз. Текисликда ихтиёрий
М нуцта олиб, уни О билан туташтирамиз. р = \ОМ\ деб
белгилайлик. ОМ вектор билан / нур (йуналтирилган нур) 
орасидаги бурчакни ф дейлик. Энди М  иу^та ф ва рми^- 
дорлар ор^али ягона усул билан аникланади. оридаги
ясашлар бажарилганда текисликда к утб  координаталар 
системаси берилган дейилади. Унда ф цутб бурчаги, р 
нуцтанинг радиуси, О цутб, (р, ф) нуцтанинг цутб ко- 
ординаталари дейилади. Йуналтирилган I нур к^утб рки 
дейилади.

К,утб системасида ф бурчак / нурдан утб уцининг) 
унинг мусбат йуналишидан соат стрелкасига тескари йуна- 
лишда ^исобланади. р = О 
булганда ф нинг циймати бир 
цийматли аницланмайди. >̂ ат- 
то р^О булганда >̂ам шун- 
дай. >̂ ацицатан, агар (р, ф) 
билан аникланган ну^тани 
олинса, худди шу цуцта (р,
Ф  +  2/ел), k£Z билан хам 
аникланади. Б у ^олат >;атто 
куп , текширишларда цулай- 
ликка олиб келади. Бу цутб 33-чизма.
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системасининг Декарт системасидан устунлигини ифода 
этади.

Агар текисликда координаталар боши цутб билан, абс- 
циссалар уцининг мусбат кием и эса кугб уци билан уст­
ма-уст тушадиган Декарт координаталар системаси кири- 
тилса (33- чизма),у у>лда М  нуцтанинг (х, у) Декарт ко­
ординаталари шу нуцтанинг (р, ф) цутб координаталари 
орцали куйидаги формулалар билан ифодаланади:

х — р cos ф, у = р sin ф.
Уз навбатида р ва ф лар х ва у орцали 0 < ф < 2л бул­
ганда бир цийматли топилади:

р = Y X2 + у2, cos ф = 
к у 4 V  хг +  уг

sin Ф =  77=г=г= Ф  =  arctg К  У х2 +  г/2 х

(2.22)

К,утб координаталар системасида Л(рх,ф,) ва В(рг,ф2) 
ну^талар берилган булса, бу нуцталар орасидаги d(A,B) 
масофа цуйидагича ашщланади:

d{A,B) = Vp\ + Р2—2рх р2 соэ(ф2 — фх). (2.23)
Агар учбурчак нинг учларидан бири цутб бэшида бу­

либ, цолган икки учи А(рх, ф,), В(р2, ф2) нуцталарда бул­
са, ОАВ учбурчакнинг юзи цуйидаги формула билан ифо­
даланади:

S Â B ==|p iP 2sin(cP2- (fi)- (2.24)

Бу формулани биз цуйидагиларга асосланиб ёздик: триго- 
нометриядан маълумки, агар учбурчакнинг томонларидан 
бири а, иккинчиси b ва булар орасидаги бурчак ф булса,
унинг юзи S = a b sin ф формула билан ^исобланади. 
Биз бу ерда а = рх; b = р2; ф = ф 2 — Ф1 деб цабул цйл-
ДИК.

М и с о л л а р .  1. Берилган А ^2, —  J ка ну!<;талар ора­

сидаги масофани топинг.
Е ч и ш. А ва В  ну^талар орасидаги масофани топиш учун (2.23) 

формуладан фойдаланамиз. А ва В  ну^таларнинг координаталарига

цараб рх =  2, ф! =  рг =  1, ф2 =  Д«б белгилаш мумкин. Энди 

(2.23) га кура топамиз:
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d{A,B) — j / . 4 +  1 — 2 -2 • 1 - cos ^ j  =  j / 5 — 4 cos j —

- " j /  5 -- 4• -L = / 3 .  Демак, d = Y 3 .

2. К утб  координаталар системасида ABC учбурчакнинг учлари
берилган:

Пу учбурчакнинг мунтазам эканини исботланг.
Е ч и ш .  ABC  учбурчакнинг мунтазам эканини курсатиш учун

унинг томоилари узунликларини топамиз. (2.23) формулага кура:

d(A,B) =  “j /  64 +  25 — 80 c o s ^  _  = / 4 9  =  7.

d(B,C) =  ]  ^64 +  9 — 48 cos ( у — ~ ) =  ] /  73 — 48 cos (— ? Ij=

=  ] / 7 3  — 48 ■ - j =  )"49 =  7, 

d(C. A ) = l / ' 25 +  9 -  3 0 0 0 8 ^ - ^ = 1 ^ / " 3 4 -3 0 co s (- ^ j=

=  34 — 30 ( —J-) =  V 4 9  =  7.

Шундай килиб, d{A,B) =  d(B,C) =  d(C,A) — 7. Демак a  ABC  мунтазам.

16-§. Векторлар устида навбатдаги амаллар

1° .  Векторларни скаляр купайтириш. Векторлар усти­
да хозирча бажарилган цушиш, айириш, векторни со га 
купайтириш амаллари чизицли амаллар дейилиб, вектор­
лар устида бундай амаллар бажариш натижасида яна век­
торлар }$осил булади.

2.17-таъриф. Икки аваЪвекторнинг скаляр купайт­
маси деб, бу векторлар узунликларининг улар орасидаги 
бурчак косинуси билан к()пайтмасига тенг булган сонга
айтилади ва (а Ь) ёки а • b билан белгиланади.

Таърифга кура
(а, Ь) = а -b — |а| |£>| соэф. (2.25)

Скаляр купайтма тушунчасининг манбаи механикадир. 
Х^цицатан, агар а озод вектор цуйилган нуцтаси b век-
5 Т. Ш. Шодиев 65
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торнинг бошидан охирига силжувчй кучни тасвирласа, бу 
куч бажарган А иш ушбу тенглик билан анщланади:

А — соэф.
Агара -b купайтмани |а|-|Ь| соэф куринишда- ёзиб,

\b\ cos ф = np^ b ни назарга олсак,

a b  = |а|пр-»-/>

ни ва |а| cos ф = пр^ а ни назарга олсак,

а • b = )6|пр  ̂а 
ни ^осил ^иламиз. Демак,

а • b = |а| np  ̂Ь = |&|пр  ̂а . (2.26)

формулалар уринли. Бонщача 
айтганда, икки векторнинг 
скаляр купайтмаси улардан 
бирининг узунлиги лищдори 
билан иккинчисининг шу век­
тор йуналишидаги проекци'я- 
си купайтмасига тснг (34- 
чизма).

Агар икки вектор ораси-
я

даги бурчак ~ га тенг булса, улар ортогонал векторлар 
дейилади.

Скаляр купайтманинг бир цатор энг содда хоссалари- 
ни келтирамиз.

2.11 - т е о р е м а. Агар а • b = 0 булса, у ,\олда а ва b 
векторлар ортогонал бЦлади.

Исбот.  Агар а, b векторлардан е̂ч булмаганда би- 
ри нолга тенг булса, уни иккинчисига перпендикуляр деб 
^исоблаш мумкин, чунки ноль векторнинг йуналиши ани^- 
мас. Агар бу векторлардан бирортаси ^ам нолга тенг бул-
маса, а • b = 0 муносабатдан таъриф буйича цуйидаги на- 
тижа келиб чи^ади:

а ФО, b ф О

34- чизма.

•-г- —г-
\a\'\b\ cos ф=0=

cos ф = О
■Ф 2



2.12-теорема. Х,ар щндай векторнинг шу вектор­
нинг узига скаляр купайтмаси бу векторнинг узунлиги 
квадратига тенг, яъни

а • а — |а|2.
Исбот .  Фараз цилайлик, а Ф  0 булсин. Бу ^олда 

cos(a, а) = 1. Шунинг учун
/ч

а ■ а = |а| • |a| cos (а, а) — \a\i .
2.13- т е о р ем а. Скаляр кфшйтма урин алмаштириш 

цонунига буйсунади, яъни ихтиёрий икки а ва b вектор
учун

а • b = b • а
муносабат уринли.

Исбот.  Бу теореманинг исботи скаляр купайтма таъри- 
фидан бевосита келиб чикади.

2.14-теорема. Скаляр купайтма скаляр купайтув- 
чига нисбатан группалаш цонунига буйсунади, яъни

(ka)-b — a- (kb) — k(a-~b) 
муносабатлар уринли.

Исбот.  Айтайлик, а Ф  0,Ь ф  0 ва (а, Ъ) — ф
1) А > 0  булсин. Равшанкн,

булсин. 

|А а] ■ \b\ cos ф = (ка)-Ь,к (а • b) =r. X |а| • \b\ los ф = 
к (а • Ь) — к \а\- \b\ cos Ф =  |а| • |А b\cos ф =  a-(k b);

2) А с  0 булсин. Бу ^олда к b векторнинг йуналиши
b векторнинг йуналишига (35- л
чизма) царама-царши булади.
Шунинг учун
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(ka)-b — Я (a • b) тенглик ^ам шунга ухшаш исботланади.
Эслатиб утамизки, агар b' = —-Ъ булса, а • Ь' =— (а- Ь)

булади, агар Ь' = — Ь, а' = — а булса, а • b' — а-b була- 
ди. Буларнинг исботи таърифдан бевосита келиб чи^ади.

2.15-теорема. Скаляр купайтма щушишга нисбатаи 
тацсимот крнунига буйсунади, яъни ихтисрий учта а, b 
ва с вектор учун ушбу тенглик С/ринли:

(а + Ь) • с = а ■ с -f b ■ с.

И с б о т. а, Ь, с векторларнинг бошларини бирор О ну^-
тага келтирайлик (36- чизма). О А = а, О В — Ь, ОС — с деб 
белгилаймиз. A ABC ни ABCD параллелограммга тулдира- 
мнз. Элементар математикадан маълум булган ушбу муно- 
сабатни ёзамиз:

2|ЯЛ|2 + 2|5С|3 = fSD|2 + |СЛ|2.

Бунда В  А = а — Ь, ВС  = с — a, BD  = a-\-c— 2 b, С А =
— а — с эканшш ^исобга олсак,

2 (а — Ту + 2 (с — ~bf = [(Г+  с) — 2Ь]2 + (а — с)2
ёки

2а1 — 4(а ■ b) + 2Ь2 + 2с2 — 4(с • b) + 2Ь2 = а2 + 2(а • с) + 
+  с2 —  4 ( а + с ) - 6 - ( -  462 +  а2 —  2 (а ■ с) +  с2

муносабат ^осил булади. Буни соддалаштириб изланаётган 
тенгликка эга буламиз.

2. Скаляр купайтманинг Декарт координаталар 
системасидаги формуласи

2.16- т е о р е м а. Декарт координаталар системасида а =*
= {хи уъ 2j} ва b = {.t2, t/2, z2} векторлар берилган б$л- 
са, бу векторларнинг скаляр купайтмаси уларнинг мос 
координата лари купайтмаларанинг йигиндисига тенг, яъни



Агар a — {xlt yL}, b {x2, y2} булса,
—>■ —v

a ■ b = xvx2 + y,y2
булади.

Исбот .  Исбот килиш учун а ва b векторларнинг ска­
ляр купайтмаси та-ьрифидан фойдаланамиз:

а • b = (л^; + ухе2 + z^H -V i + у2Т2 + г2̂ ) = а д (^  •• elj-f 
+ x^Jeye.,) + -е,) + г/хг/2(^ -^) +

_+t/iZ2(e2 • е.,) +z1x2(es - ех) + г.у2(е3- е2) + zxz2(e3- е3).

Бунда ех, е2 ва ея узаро ортогоиал ортлар булгани учун

(е,- е,) = (e.yj2) = (^ е 3) => |£jJ • l^cos^, e j = 1, 
е2 • ?! == е.Л • ^ ^  • е2 = е.. • е2 = • еа = е2 ■ е, =

=  |е,| |е,| cos (е2, е,) =  О

булади. Шунинг учун юцоридаги тенгликдан изланган фор­
мула келиб чицади.

Э с л а т м а .  (2.27) фгрмулани а ва Ь векторларнинг скаляр ку­
пайтмаси таърифи деб а̂м î apaui мумкин. Бу ^олда ?;ам скаляр ку- 
пайтманинг барча хсссалар^ни осонлик билан исботлаш мумкин. Биз 
бунга тухталмаймиз.

Шу билан теорема исбот булди.
М а е  ал a. F = {6, —2, 1} кучнинг А (3, 4 , —2) ну^тадан т^г- 

ри чизиц буйлаб В (4 —2, — 3) га силжишида бажаргаи ишини и̂- 
собланг.

Е  ч и ш. АВ = {г, у, г} векторнинг координаталарини ани^лаймиз- 
х = x2 — xlt у — у2 У\, г =  г2 — ^  

формулаларга А ва В ну^таларнинг координаталарини ^уйсак:
*-=4 — 3 = 1 ,  у =  — 2 — 4 =  — 6, г =  — 3 +  2 = — 1.

Демак, АВ — { 1, —5, — !}. F  куч таьсири остида бажарилган иш 
утилган АВ йул билан F  кучнинг скаляр купайтмасига тенглиги 
маълум, яъни иш F  ■ АВ га тенг. Шуни ^исоблаймиз: F  ■ АВ= (6ех—
— ̂  +  ё Г ) - Й - 6 ^ - ё ?  =  ’б-1- 2- (- 6).+  1 •(— ! ) =  I 7- Демак,.4= 
=  Т - А В -  17.

а = Iх> У) векторнинг узунлиги координаталарда

Й  = У * 2 + У* (2.28)
еа
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а = {х, у, г} векторнинг узунлиги эса
+ у2 _±_ г*. |0| = +г» (2.29)

формула билан топилади.
Векторлар орасидаги бурчгк кссрдинаталари ор^али 

(Декарт системасида), яъни скаляр купайтма таърифига ку­
ра осонгина топилади: а = {xlt y j,  b = {х2,у2} векторлар

У ЧУН 7*Г'~п а ' Ь *lX* + УхУгcos {а, Ь) = ггтц: = , - ,-- г —
\а\-\Ь\ 1 * i  4~ У\ * Т ^г+г/г’

Я = ixi> г/х. г]}. ь = {^2. у2. г2} векторлар учун
/\ “ V —►

а ■ Ь ______ х,х2 -f- у хуг +  гхг2cos(a, b) ~ :
Н • 1&1

C O S  Р

cos a = 

У

V  х] + ,/1 +  г 1 Г 4  +  у$+4 (2'30)
формулалар уринли.

Одатда векторнинг коор­
дината уцлари Гилан ташкил 
1̂илган а, $, у бурчаклари- 
нинг косинуслари унинг йу- 
налтирувчи косинуслари де­
йилади (37- чизма).

а — {х> У< 2) векторнинг 
йуналтирувчи косинуслари 
унинг координаталари ор^али 
^уйидагича ани^ланади; 

х
Ух* 4- уг + г2 

cos у = ^ (2.31)
\  хг -\- уг гг ' Ух* 4- уг 4~ г2 

Х^ицатан, масалан, cos а учун формула ^уйидагича 
исботланади:

х = rm а — \а\cosa; cos a = „ ===-•
* М н  Л/ *■ 4- У + г

Бирлик векторнинг координаталари унинг йуналтирув­
чи косинусларидан иборат, яъни агар |a°j = 1 булса, а ° = 
= {css a, cosp, cosy}.

(2.31) га к^ра
cos2a -f cos2p 4- cos*y = 1 (2.32)
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формулани ^осил ^илиш мумкин, яъни векторнинг йрнал- 
тирувчи косинуслари квадратларининг йигиндиси бирга 
тенг.

3°. Икки векторнинг вектор купайтмаси. Вектор купайт- 
ма таърифини киритишдан аввал, биз учта узаро ноком- 
планар вектор учлигининг фазода жойлашиши билан бог- 
Л1Щ булган зарур бнр тущунчани киритамиз. Шуни айтнб 
утамизки, кейинги пунктларда юритиладиган муло^азалар 
факат уч улчовли фазога дойр булади.

2.18-таъриф. Агар компланар а, b ва с векторлар
боши умумий нуктага келтирилгандан сунг с векторнинг
охиридан (учидан) каралганда а вектордан Ь векторга ка­
риб л дан кичик бурчакка буриш соат стрелкасига тес-
кари булса, бу а, Ь, с учлик унг учлик, акс хрлда чап
учлик дейилади. Чап ёки унг учликни ташкил этадиган
учлик тартиблцнган учлик деб юритилади.

Биз унг учликдан фойдаланамиз.
2.19- таъриф. а ва b векторларнинг вектор купайт­

маси деб цуйидаги шартларни цаноатлантирадиган с век- 
торга айтилади.

1) с вектораваЬвекторларга перпендикуляр (ортогонал);

2) jc j = Н  • \b\ sin (а, Ту,
3) а, Ь, с векторларнинг тартибланган учлиги унг

учликни ташкил этади (38- чизма). (Б у  таърифда а¥= О,
b Ф  о деб фараз килинади) а ва b векторларнинг вектор
купайтмаси а х b ёки [о, Ь\ куринишда ёзилади. Агар а
ва b векторлар коллинеар булмаса, у %олда Jс\ = \axb\
сон а ва Ь векторларга ясал- 
ган параллелограммнинг юзи- 
га тенг булади. Ъ=ахЪ

Даци^атан, мактаб геомет­
рия курсидан маълумки, а
ва b векторларга ясалган пя- 
раллелограммнинг 5 юзи унинг 
томонларн узунликларини шу 
томонлар орасидаги бурчак 
синуси билан купайтмасига 
тенг. Демак, 38- чязма.
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S = \a\ ■ \b\ sin (a, b) — \aX b\.
—>• —V —>-

Агар а ва b векторлар коллинеар булса, у ^олда |aX^J —О,

чунки (а, Ь) = 0 ёки я ва sin (а, Ь) = 0.
Вектор купайтма к,уйидаги конунларга буйсунади.
1. Вектор купайтмада купайтувчилар урнини алмаш- 

тирилса, унинг ишораси $згаради, яъни

а Х  Ъ = — (Ь Х  а).
Дак;и^атан ^ам, агар а ва b векторлар коллинеар бул­

са, бу равшан. а ва b векторлар коллинеар эмас деб фа- 
раз ^илайлик. Бу ^олда икки векторнинг вектор купайт­
маси таърифига кура сх = a X  b ^амда с2 = Ь Х  а вектор­
ларнинг узунлиги а ва b векторларга ясалган параллело-
граммнинг юзига тенг булгани учун бир хил; аммо сх ва с2 
векторлар бир-бирига ^арама-^арши йуналган. Демак,

a X b  = —{b X  а).
2. Вектор купайтма скаляр купайтувчига нисбатан 

группалаш крнунига буйсунади, яъни

а X (КЬ) — (Ха) X  b = Ца X Ь).
Бу хоссанинг исботи вектор купайтма таърифидан бе- 

восита келиб чицади.
3. а ва Ь векторлар йигиндиси билан с векторнинг век­

тор купайтмаси тацсимот крнунига буйсунади, яъни

(a -f b) X  с — а X с -\-~Ь х с.

Да^икатан ^ам, с ноль вектор булса, бу тенгликнинг 
бажарилиши равшан. Энди с ф 0 деб фараз ^иламиз. Бу 
^олда с = \с\ е деб ёзиш мумкин. а, b ва с векторларни 
умумин О ну^тага келтирамиз (39- чизма) а̂мда е векторга

—>- —>-
перпендикуляр булган Т  текислцкни 3/тказамиз. а, b век­
торлардан параллелограмм чизиб; а ~ Ь  пигинди векторни

—V —>- —К "——►
топамиз. Энди а ^амда а г(- b = OD векторларнинг Т те- 
кигликка проекцияларини оламиз;



39- чизма.

—)*. -О  — - О

npTa = 0Ah прт(а1+Ь) = 0D^
•-•=* -
0АХ ва 0DX векторларни О нуцта атрофида соат стрел- 

каси йуналиши буйича 90° га бурамиз. Натижада 0АХ век-
•О *—

тор Т текисликдаги 0Л2 векторнинг, 0DX вектор эса 0D2 
векторнинг вазиятини олиб, уларнинг узунликлари тенг 
булади, яъни

\ O A 2l =  \ 0 A i \ ,  \ 0 D i \  =  \ O D 2l

•— <&е
Агар ОА вектор билан е орасидаги бурчакни ср билан бел» 
гнласак,

|0 Л 2| =  |ОЛх| =  \ОА\ cos (90° —  ф ) =  \ОА\ sin ф == а X  е*

Уч перпендикуляр а̂цидаги теоремага асосан:

А2ОЬ 1 = А20А —
— —---> *--►

Шунинг учун 0А2 вектор О A, OLx векторлар текислигига 
перпендикуляр ва ОА2 дан цараганда ОА дан е га йуна-
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*

лиш соат стрелкасига тескари йуналишда булади. Шундай 
цилиб,

ОАа = a X  s.
Шунга ухшаш,

0D2= 0D х <? — (a -f b) X  е\ 

i42D2== i4D X  е = Ь х е.
Аммо чизмадан

OD2 — 0/12 + a 2d 2'2 — '-'■г12 ~  2 2 
эканини курамиз, яъни

(а +  Ь ) Х  е =  й Х е  +  ^ Х е .

Бу тенгликнинг з$ар икки томонини )с| га скаляр купайти- 
рамиз:

(а + Ь) X  |cf ~е=~ах \с\ 7 + 6  х]с| ~е.
ёки

(а +  &) X  <Г= а "х Т +  &
Демак, хосса исбот этилди.

Шунга ухшаш,

с X  (а +  6) = с X  а +  с Х й
эканини цам исбот цилиш цийин эмас. '

Энди вектор купайтманинг координата формада (коор­
динаталар орцали) ёзилишини куриб утамиз. Аввало коор-
дината у^ларининг е19е2, е3 ортлари учун цуйидаги муно- 
сабатлар уринли булишини эслатиб утамиз:

вХ X  0» X  2̂ X  “  2̂»
£2 X  е2 = 0, е2 X  = ех, е2 X  ех = —е3, (2.33)
е3 X  £3 0, е3 X  == в3 X  2̂ == «!•

ова b векторлар Декарт [координаталар системасида мос
равишда {хх, ух, гх} ва {*->, уг, г2} координаталарга эга 
булсин, яъни*
74



Cl —  { a " j ,  //•, 2 j }  = $* Cl —  Х хв  I - (-  У I Со “ Ь

b = {.v2, y.,, z2}=>b = x2ex + y2e2 + z2e3.

~axT  купайгма учун формула чицарайлик. (2.33) ни 
' а̂мда вектор купайтманинг хоссаларини эътиборга олиб 
топамиз:

й Х &  = ххх2(е,_ х ех) -f ухх2(е2 X  с\) +■ zxx2(e3 X^ i)+ _
+ xly2(elXe2)+ yxy2 (е2 X  ёГ)_+ г,1/2(^_х e j+  xiz* (ei X  е3) +

+ yxz2{72 X  5  + ZyZ2(e3 X  е3)
ёки

У i¥ i-а Х  Ь = —ухх2е3 + zlx2e2 + хху2е3 — zxy2ex — xxz2e2
Бир хил ортларга эга булга ь̂ ушил вчиларни группалаб 
ёзамиз:
а х Ь=  (yxz2 — г,;/,,) —

_  У1 zib
У-2 г; +

л-̂ г — x2zx) е2 + (а д  — х2ух) е3 =
Zx X 
г 2 - '• 2 !

Буни яна ушбу куринишда ёзиш мумкин: 

~а X b  =
1̂ 2̂ <?3 

Л1 {/l Z1 
Х2 У% Z2

(2.34)

(2.35)

(2-35) формуладан цуйидаги икки тасдиь; келиб чи^ади.
1. (икки векторнинг коллинеар булиш шарги). а ва b

векторлар колгинеар б у лиши учун

a X b  = О
б у лиши зарур ва етарли.

И с б о т и равшан.
2. (учбурчак юзининг формуласи). а ва Ь векторларга 

учбурчак ясалган Зулсин, у хрлда бу учбурчакнинг юзи:

1 1 !̂ 1 2̂ 
s 's=.7 a ’x ’S = 7 modk  yi zi

\хг Уг Ч
.(2.36)

а ваb векторлар хОу текисликда ётган хусусий ^олни 
ало.\ида таъкидлаб утамиз. Б у ^олда zl — z2 = 0 ва
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формулага эгамиз.

M са л а .  Учлари А(  1, 2, 0), В( 3, О, —3), С(5, 2, 6) ну^талар- 
да булган учбурчак юзини з^исобланг.

Е  ч и ш. ЛВС учбурчакнинг юзи АВ  ва АС векторлардан тузил­
ган параллелограмм юзининг ярмига тенг, яъни

$АВС = Y  Х

АВ  ва АС векторларнинг координаталарини ёзамиз:

~Тв =  2 ^ — 2^ — Зе7 -4С =  4еН- 6<£

Энди /1В ва Л С векторларнинг вектор купайтмасини топамиз:

2 X2 y2 2

АВ  X  ЛС =
е2 ез

- 2  — 3 
О 6

= 4(—3«1 —6е2 + 2е3).

Бу векторнинг узунлигини ^исоблаймиз:

\АВ х  ЛС| = 4J—Зег — 6е2 + 2e3j = 4 / 3 2 +  62 + 22 = 28.
Демак,

— |/4В X  ЛС/ — 14 кв. бирлик.

4°. Вектор купайтмани механикага татбиц килиш. а) куч
момента. Q цаттик, жисм берилган булсин ва бу жисм- 
нинг битта, масалан, О ну^таси ^аракатланмайдиган ^илиб 
ма^камланган булсин. Агар Q жисмнинг бош^а Р  ну^таси-
га F  куч ^уйилса, у ^олда айлантирувчи момент ёки куч 
моменти ^осил булади. Механикадан маълум булган таъриф-
га кура куч моменти (т  вектор) ушбу формула буйича 
топилади:

т  = г X  F, бунда г = ОР.

Энди Р  нуцтага иккита F y ва F2 куч ^уйилган булсин
ва бу кучларнинг йиглидиси F  = F x + F2 булсин. Агар т ,
mlt т 2 мос равишда F, F u F2 кучларнинг моментла и бул­
са, у ^олда табиийки,



т =  г х F =  г X  (Fx +  F2)=  (г X FJ +  (г X  F2) =  т1 +  т 2 ;

б) Тангенциалва бурчак тезлик. Бирор Р  нуцта / турри чи-
зич атрофида узунлик буйича узгармас v(t) тангенциал 
тезлик билан айланма ^аракат чилаётган булсин (тангенци­
ал тезлик v(t) вектордан иборат булиб, бу вектор ва^т- 
нинг а̂р бир моментида Р  ну^та траекториясига уринма
буйлаб йу.:алган, бизнинг ^олда (|t/(/)| = v0 — const.>  0):

r0 = \ЯЩ sin (©, r(t))

(бунда co^=0 вектор l тугри чизичда ётади). г0 ми^дор Р  
нуктадан чизи^цача булган масофа булгани учун t вачтга 
ва О нучтанинг I тугри чизицдаги ^олатига богли  ̂ булма­
ган мусбат узгармасдир.

—V
Энди ^уйидаги шартларни ^аноатлантирадиган со вгк- 

торни цараймиз: 1) |со! = —; 2) ва^тнинг а̂р ^андай мо-г о
ментида со, г (t), v (t) векторлар унг учликни ташкил цн- 
лади.

Х,ар ^аидай t да, бундан таищари, v(t) вектор со, r(t) 
векторларга перпендикуляр ва

I® X  r\t)| = |ш| • |r(t)\ sin (со, 7(0) = ^  •/-„ = v0 = |7(0| •' 0
булгани учун

7(0 = оГх r(t).
Шундай чилиб, агар ^аракатланаётган нучтанинг танген­
циал тезлиги узунлик буйича узгармас булса, нучтанинг 
I тугри чизгщ атрофида айланма ^аракати I да ётувчи би­
рор (о узгармас вектор билан тула харйктерланади.

ш вектор чаралаётган ^аракатнинг бурчак тезлиги дейи­
лади. Шу иарса му^имки, I у^ атрофида со1; со2, . . .  ,сога 
бурчак тезликлар билан кетма-кет бир ^анча айланма а̂- 
ракат бажарилаётган булса, у >$олда натижавий ^аракат
^ам I уч атрофида со = сод + со2 -}- . . .  -f соя тезликли ай­
ланма ^аракат булади.

булади. ^а^ичатан ^ам,
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Ю^оридаги формулага кура
/  п  \  п п

~v(t) =  со X  r{t) = ^  со,. I X  r(t) = 2  ю, X  /-(0 = 2
ч< = / 1=1 1= 1

Мае ал а. В(1, 2, 3) нуктага F — ех— 2е2 +  Зе3 куч ^уйилган. 
Бу кучнинг А (3, 2, — 1) нуктага нисбатан ыоменти топилсин.

Е ч и ш .  Л В  векторни аниклаЯлик: АВ  =  —2 ег -J- е̂з- Л нуктага
^уйилган F  кучнинг моменти

т ,  (F) =  АВ X  F  =
«а
Л,

(Л В ), (Л В ), (АВ)г

формула билан топилади. Бу формулага асосан ^уйидагини топамиз:

т А (F ) «= АВ  X  f  =
1̂ 2̂ «3

1 —2 4
—2 0 4

=  — 8^ — 12еа -- 4е3

5°. Векторларнинг аралаш купайтмаси. 2.20-таърнф.
Ь, с векторлар тартибланган учлигининг аралаш ку­

пайтмаси деб, а"х b вектор билан с векторнинг скаляр 
купайтмасига тенг сонни айтилади ва (а X  Ь)- с ёки [а,
Ь] • с каби белгишнади.

Аралаш купайтманинг ми^дор ну^таи назардан маъно- 
сини англаш учун унинг геометрик маъносини текширамиз.

а, Ь, с векторлар компланар 
булмаган векторлар булсин.
a X b  = d деб белгиласак,
dвектор микдориа ва b век­
торлардан ясалган паралле­
лограмм юзига тенг (40-чиз-
ма)(аХ Ь)- с —= d-c булгани 
учун скаляр купайтма таъ-—>■ —>-
рифига кура d • с = |dj пр«* с

-—>- —>~ —

Аммо пр^с = h ми^дорнинг модули, яъни \h\ сон а, Ь, с 
векторларга ясалган параллелепипеднинг баландлигини
англатади (с билан d орасидаги уткир бурчак булса, h
П



плюс ишора билан, j/тмас бурчак булса, минус ишора би­
лан олинади). Шундай ^илиб, d • с = \d\ пр^с— ±\d\-h.

Аралаш купайтманинг абсолют циймати шу а, b, с 
векторларга ясалган параллелепипед хажмига тенг, яъни
V = | (а X  Ь) ■ с|.

Энди аралаш купайтманинг баъзи хоссаларини келти- 
рамиз.

1. Купайтмада икки цушни векторнинг Уринлари ал- 
маштирилса, аралаш купайтманинг ишораси тескарига 
алмашади, яъни цуйидаги тенгликлар уринли:

(а X  Ь) • с = — (b X  а) ■ с,

(aXb )-  с = — (ах  с) - Ь,

(а X Ь) - с = — (с х Ь) • а.

Бу тенгликларнинг а̂р бири бевосита аралаш купайтма 
таърифи ва геометрик маъносидан фойдаланиб исботланади.

2. а, Ь, с векторларнинг уринлари «доиравий циклда» 
алмаштирилса, аралаш крпайтма г/з ишорасини узгар- 
тирмайди, яъни ушбу тенгликлар уринли'.

(а xb) • с — (b X  с) • а = (с X  а) ■ Ь.

Да^икатан хам, бу ^олда хосил буладиган векторлар
асосий система векторлари а, Ь, с билан з̂ амма вацт бир 
хил тартибланган булади. Бундан Ю^оридаги тенгликлар­
нинг келиб чи^ишини куриш ^ийин эмас.

3. Агар а, Ь, с векторлардан исталган иккитаси бир- 
бирига тёнг ёки параллел ( коллинеар) булса, уларнинг 
аралаш купайтмаси нолга тенг булади.

Да^ицатан ^ам, а ва b векторлар параллел булсин дей-
лик. Бу ^олда Ь = Ха, Хф О  дейиш мумкин ва уларнинг

и . —>■ — '—У~ —у-
вектор купайтмаси нолга тенг, яъни а Х  b — а х X а =
— X (а X  а) = 0. Шунинг учун (аХ Ха) - b — 0 булади.

Агар с = Ха булса, цуйидагига эгамиз: (а X  Ъ) ■ с =
== (с X  а) • b = (Ха X  а) • b — X (а X  я) • с = X (0 • Ь) = 0.
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4. Агар а, b ва с векторлар $заро компланар вектор­
лар булса, уларнинг аралаш купайтмаси нолга тенг.

Да^и^атан, бу з̂ олда а, Ь, с векторлар бир текислик­
да ётади. Шунинг учун а X  Ь вектор купайтма аниклай- 
диган d вектор а ва b векторлар ётган текисликка пер­
пендикуляр, демак, с векторга перпендикуляр. Перпен­
дикуляр векторларнинг скаляр купайтмаси нолга тенгли-
гидан d ■ с = (а Х  Ь) • с = 0 келиб чицади. Хосса исбот 
этилди. —у- —V

Шуни таъкидлаб утамизки, агар (аХ  Ь) ■ с — 0 булса, 
а X  b = d вектор билан с вектор узаро перпендикуляр бу­
лади. A m m o  а X  Ь вектор купайтма а векторга ^ам, b—► —г —>-
векторга ^ам перпендикуляр булгани учун a, ft, с вектор­
лар компланар векторлардир.

Шундай килиб, а, Ь, с векторларнинг компланар бу- 
лииги учун бу векторлардан тузилган ихтиёрий аралаш 
купайтманинг нолга тенг б у лиши зарур ва етарлидир.

6°. Скаляр, вектор ва аралаш купайтмаларнинг гатбщ- 
лари. 1-м ас а л а. Берилган икки векторга компланар бул­
ган векторни ани^лаш.

Ечиш.  Берилган (коллинеар булмаган) а ва Т  вектор­
ларга компланар булган а̂р ь̂ андай с вектор а ва Ь век­
торлар буйича ёйилади, яъни уларнинг чизи^ли комбина- 
циясидан иборат булади:

с — Х^а -̂2 b, "I- Х2 Ф  0.

Агар а — {xlf yj), b — {х2, у2}, с — {хн, ys) десак, шартга
кура а Ф  Ь, с Ф  0. Демак, А = х> У' \ ф 0 ва

Xг У-г

jX  1 Х\-\- Х2 Уу — 2[,
1 1̂ Х2 ~Ь 2̂ У2 = 22

бир жинсли булмаган чизик;ли системадан ва Х2 нинг 
ягона ^иймати ани^ланадн.

2-м ас а л а. Параллелепипеднинг О учидан чикувчи
О А, ОВ, ОС цирраларининг узунликлари а, Ь, с ва шу
80



о,

учдаги а, р, у текис бурчак- 
лариберилган (41-чизма). Шу
О учдан чикувчи диагонал- 
нинг узунлигини топиш та- 
лаб ^илинади.

Е ч и ш. Масала шартида
курсатилган ОА, ОВ, ОС ни

—>■ —>~
а, Ь, с билан белгилаймиз.

У  ^олда диагональ билан уст­
ма-уст тушувчи R = 00; век­
тор чуйиДагича аншутнади:

~r  =  ОА + в в у +  а д  — ~а +~Ь +7.
Бу ифоданинг дар икки томонини квадратга кутариб (яъни
R • R скаляр купайтмани цараб) куйидагини ^осил ки- 
ламиз:

7f* = а 2 +  Ь2 +  с2 +  2 ( а -  7) +  2  (а • 7) +  2  (Ь • 7) =

=а2 + 62 + с2 + 2а6 cos у + 2ас cos Р + 2Ьс cos а, 
бунда cosa, cosp, cosy — йуналтирувчи косинуслар.

В

Демак, диагоналнинг узунлиги j/?J учун ушбу форму­
лага эгамиз:

R = у  а2 + Ь- + с2 + 2ab cosy + 2ас cosp + 2be coscc.
—■ >■

3-м аса л а. ОЛб учбурчакда О -учидан чикувчи О Л — 
= а, |а| = а, ОВ = b, \b\ = b векторлар бер мган. Бу уч­
бурчакнинг барча элементлари а ва b векторлар ёрдамида 
ифодалансин (42-чизма).
6 Т . ш .  Ш о д и е в  S i
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Ечиш. а) А В  томоннинг узунлиги!

IЩ  = \Т— = V  а2 + Ь2 — 2 ~{а -"V,

б) ОЛй бурчак цуйидагича аннкланади:
— " в ‘ ( * — а )  а * — " а - 7cos (0Л5)

И  ‘ I6 ° l  ,а2 _|_ ^2 _  2  (а  . ’

б) Бу учбурчакнннг юзи 5 цуйидагича аннкланади:

S ABC =  =  a w  -  (7  • 6 )2;

г) В  учдан О А томонга туширилган h баландликни 
аниклайлик:

h = ОС — b = а0-пр^ b — b, |а°| = 1.
Бундан

h = V~/i2 = ]/" (a0 np^ b — Ь)г —

— V~ (ПРЦbY + (̂ )3 — 2 np“*ab (a0 • 6); 
e) О учдан чи^увчи биссектрисани топайлик. Унга мос 

векторни т  деб белгиласак, бир томондан, т  — X (а0 + 
+ Ь°), А > 0, иккинчи томондан равшанки

т  — а + ц  (Ь — а), 0 < ^ < 1  

муносабатларни ёзиш мумкин (42-чизма). а0 = -j, b° =

= ~  эканини з̂ исобга олиб, X (—■ +  ~ )  = ~а +  ц (Г — а)"

тенгликдан а ва b олдидаги коэффициентларни мос равиш- 
да тенглаштирсак, Ха — ab — аЬц, ХЪ —аЬц ёки Ха — ab-̂ -
— ХЬ з̂ осил булади. Бундан Xb = д ° Ь~. Шунинг учун

т  = â f~b ("а т )  га эга буламиз. Демак,

-I ']/ '2агЬг +  2аЬ (а ■ fc)
щ = К т 2 = —■----- г-г------•а +  о

Бошца элементларни топишни у^увчига топширамиз.
82



4-м ас а л а. О ABC тетраэдр берилган. Тетраэдрнинг 
баъзи элементлари унинг 0 учидан чи^увчи ОА = а, ОВ—
= Ь, ОС = с векторлар ёрдамида ифодалансин (42-чизма).

а) АВ  кирранинг узунлиги:

\АВ\ = \Ь — а\ = ]/ а 2 + Ь2 — 2 (а • 7);

б) Zi.BC текис бурчак:

cos ABC (a — b) ■ (с — Ь) _ 

jа — Ь\ • \с — Ь| 

а - с — а • b — Ь ■ с 4- Ь2

]/~а2 + Ь2 —  2 (сГ- 6) ]/ "  с2 + й2 — 2 ~(Ь -~с)
в) ОА циррадаги икки ёцли ф бурчак:

cos ф = (ах b) (а X  с)

I а X  Ь\ \а X  с| 

(Ь • с)а2— (а • с) • (а ■ Ь)

а2 Ь2 — (а - b)2- |/^а2 с2 — (а - с)2

Энди аралаш купайтмани а, Ь, с векторларнинг коор­
динаталари орцали ифодалашга утамиз. Декарт координа­
талар системасига нисбатан а, Ь, с векторларнинг ёйил- 
маси берилган булсин:

а = {*1, г/i, =ф- а = -f у fa  + гх 
Ь = {х.г, у„, z2}=>b = х1 ех + У2^2 + z2e3,
о = {х3, г/3> г3} с = х..еa

У  ^олда 

ТаХЬ)-
е1 е2 е3
*1 Ух гх
Х2 У2 2̂

Ух *х
У2

2i X, I
Zn Хп

\Х1 у л
Ixi Уг

Шунинг учун

(axb) • с = х3

83
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Шундай цилиб, изланган ифода ушбу куринишда булади:

(аХ  Ь) ■ с =
*i Ух 21 
■̂2 У 2 22 (2.38)
хз Уз гз

(2.38) формуладан келиб чи^адиган баъзи натижаларни 
келтирамиз.

1-наги  ж а. а, Ь, с векторлар компланар б$лиши 
учун

*1 Ух zi
Х2 У 2 Z2

Уз гз
О

-V *i Ух *1 х2 Уг 22
С = х2 У 2 г2 = — *i Ui г,

х3 Уз гз *3 Уз г3

тенгликнинг бажарилиши зарур ва етарли.
2-натижа. Икки векторнинг i/рнини алмаштириш 

натижасида аралаш купайтманинг ишораси узгаради.
)\а^икатан, икки векторнинг урнини алмаштириш (2.38) 

детерминантда икки сатр элементлари урнини алмашти- 
ришга олиб келади. Аммо бунда детерминант ишораси тес- 
карига узгариши 1-бобдан маълум:

— (b X а) - с.

3-натижа. Агар а — {хи уи z j, b — {х2, у2, z2},
с — {хз> Уз> гз} б$либ, бу векторлар компланар булмаса, 
у уолда уларга цурилган параллелепипед х;ажми V учун
V = ±  А (бунда А (2.38) детерминантдан иборат) фор­
мула уринли. Унда мусбат ишора а, Ь, с унг учликни,
минус ишора шу а, Ь, с чап учликни ташкил этганда 
олинади.

Параллелепипед ^ажмини ^ис^ача V = |А) деб ёзиш 
мумкин.

М асалалар .  1. Учлари А} (хи уъ г г), Аг (х2, у2, г2), 
Аз (хз’ У-v гз)> ^4 (*4> Уi* zi) ну^талардан иборат булган 
тетраэдр берилган. Бу тетраэдрнинг ^ажми топилсин.

Ечиш.  А1А2, АхА3, A3At векторларни аницлаймиз.
Равшанки, бу векторларнинг аралаш купайтмасининг —

6
tyicviH абсолют 1̂иймат буйича тетраэдрнинг ^ажмига тенг 
б)"лади. Энди АХА3, АХА.Л, AlAi векторларни ёзамиз;
84



l ' = — mod
т е т р а э д р  6

*2 —  * 1  У  2 —  Ух Ч  —  Ч  
%3  %Х Уз Ух Z3 г Х
h  —  Xx У\ Ух Ч ~  гх

2. Учлари Л (1, 2, 3), В  (— 2, 4, 1), С (7, 6, 3) ва 
D (4, — 3,1) ну^талардан иборат булган параллелепипед- 
нинг ^ажми топилсин.

Ечиш. АВ, АС ва AD векторларни ёзамиз:

АВ = {х2 — xlt у% — ух, z2 — zt} =>АВ =

= — Зег + 2е2 — 2Т3=> {— 3, 2, - 2},

ЛС = {х3 Ху, t/j, z3 =ф- ЛС =
= 65 + 4ei=*-{6, 4,0},

ЛО = {а-4 — jfx, Уь— Ух, zi — z1}=>AD =
4е*=*- {3 ,- 5 , — 4}.= Зех — 5 е2

(2.38) га асосан
■3 2

V ~  mod
2

6 4 0
3 — 5 — 4

= 180 куб бирлик.

2-бобга  дойр маищлар

1. Ушбу тенгликларда номаълум х векторни топинг: a) a -f-
+  х — Ь — а +  с; б) а — х — с — 6-f a-

2. ABCD A^yCxDy тугри бурчакли параллелепипедда берилган
ААХ =  a, AB = b, AD =  с векторларга кура а) а + 6 - + с; б) а 

+  + ~Т с< в) а +  Ь — с; 2) — а — ~Ь с векторларни ясанг.
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У*

3. Ихтиёрий а ва й гекторлар учун

|а -(- fc| < |и | -)■- 6/
муносабатнинг уринли булишини курсагинг. Векторлар цандай шарт- 
ни цаноатлантирганда бу муносабатда тенглик ишораси булади?

4. Ихтиёрий ABC  учбурчакда Е  ва F  нукталар ыос равишда АВ
ва АС томонларнинг Уртаси булсин. АВ, ВС, АС векторларни а —
= АЕ\ b =  AF  векторлар ор^али ифодаланг.

Жавоб: АВ — 2 а; ВС = 2 (Ь — 2а); АС =  2 (Ь — а).
5. Асоси учбурчакдан иборат булган SABC  пирамидада: S.4 = а,

SB  — Ь ва SC  =  с. Агар М  ну^та JSABC нинг огирлик маркази бул­
са, SM  векторни бу векторлар орь;али ифода дилинг.

Жавоб: SM  =  —- (а +  b -|- с).
3

6. а ва & векторлар узаро 60° ли Гурчак ^осил цилади га 
|aj =  5; |&| =  8, \а + Ь\ ва |а — fr| векторларни нисобланг.

Жавоб: \а -(- b\ =  VT29; ]а — Ь| =  7.
7. Агар (а +  3 Ь) ± (7 а — 2 &У ва (а — 4 Ь) ± (7 а — 2 Ь) эканлиги

—► —>
маълум будса, нолга тенг булмаган а ва Ь векторлар узаро к:андай 
бурчак ^осил цилади?

Жавоб: (а, Ь) =
8. \п\ =  8, jbj =  15, а * b — 96 булеа, |а X  *| векторнинг узун- 

лигипи топинг.
Жавоб-. (г X  Ь) — 72.
9. а, Ь ва с векторлар a-f & т-с=0 шартни каж.атлантиради. 

а Х Ь  — с Х а  = Ь Х с  эканини исботланг.
10. а ва b ихтиёрий векторлар булсин. (а X  b)'1 -f (а ■ Ь)г — 

=  а2 • Ь'г — (аЬ)г эканини курсатикг.
11. а, & ва с ихтиёрий векторлар. а — b, Ь — с ва с — а век­

торлар узаро компланар булишини исботланг.
К  у р с а т м а. а, Ь, с векторларга ясалган параллелепипеддан 

фойдаланинг.
12. Текисликда А (3,3), В (— 3,3), С (— 3,0) ну-^таларга коорди- 

наталар бошидан 0.4, ОВ ва ОС кучдар цуйилган. Уларнинг тенг таъ-• ►
сир этувчиси ON ни ясанг ва унинг координата у^ларадаги проекция- 
ларини а̂.мда катталигини топинг.

Жавоб: OV = 04 f  ОВ + ОС; пр0;[ OV = -  3; np0j, OV = 6;

jov| = 3 V50 .
13. а =  {5,4} вектор бошининг координаталари А ( — 2 ,3) булса, 

унинг охирининг коорди.:аталарини ааи^ланг,
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14. a =  {1 ,- 2 } ,  b =  {0,5; -  tf, Ь =  {5,6} векторлар берилган.
. с — 2 b .

К^уйидаги векторларнинг координаталарини аницланг: a)  ̂ ’

а +  b 
б) — j —  —  с.

Жавоб: a) -  lj  б) ( -
15. A B C D  AyByCyDy параллелепипед туртта учининг координата­

лари А (2, — 1,1), В  ( I ,  3, 4), С (4, 2, 0), D  (6,0,1) берилган. Дол­
ган учларнинг координаталарини топинг.

Жавоб: By  (3,6,3); Су (7,7,3), С (5,4,4), Dy (8,3,0).
16. Туртбурчак учларининг координаталари берилган: А (4,0,8), 

В  (5,2,6), С (3,1,4), D  (2 ,— 1,6). Ш у туртбурчакнинг квадрат экани­
ни курсатинг,

17. АВ  векторнинг боши Л (— 1, 2, 4) ва уни тенг иккига бу- 
лувчи нукта С (2,0,2) булса, В  учининг координаталарини топинг.

Жавоб: В  (8, — 4 ,— 2).
18. Учлари А (1,1,1), В  (5 ,1 ,— 2), С (7,9,1) ну^таларда булган 

ДA BC  берилган. А бурчак биссектрисаси СВ томон билан D  ну^тада 
кесишади. D  нучтанинг координаталарини ани^ланг.

Жавоб: D И.-')-
19. % т б  координаталар системасида вдйидаги нукталарни ясанг:

n , U f W ' . f ) , * , ( i > - f )•»•(<■ 2f i

20. « ,  (2 , f ) ,  N , (3, f ) ,  A ( , .  f ) ,  N4 (3 , - f )  HW a,,p
учун: а) ^утбга нисбатан симметрик булган нукталарни; б) ь;утб уки- 
га нисбатан симметрик булган нукталарни топинг.

Жавоб'. , ) N [  ( s . - f ) .  ^ ( 3 . - 7 ) .  A ' i ( l . - f - ) .  !U ( 3 ' j ) ’

« ^ ( * — т > - S (• ■ - f j -  Т >  " ! ( » •  т ) -
21. !^утб координаталар системасига нисбатан куйидаги ну^талар 

берилган: А 2̂, - j j ,  В []/  2, С [ъ, — J, D 3̂, — — J. Шу 
ну^таларнинг тугри бурчакли Декарт координаталарини_топинг;

Жавоб: А (1, V  3); В ( - 1 ,  1); С (0,5); D ( Ц Д  А

22. а =  3 ву +  4 е2 +  7е3, b =  2 еу — 5е2 +  2 е3 векторлар берил­
ган. Бу векторларнинг скаляр купайтмасини аншушнг.

Жавоб: а > b =  0.
23. а =  тву +  Зга +  4е3 ва b =  4 ех -J- те г — 7е3 векторлар бе- 

рилган. т  нинг ь;андай ^ийматларида бу векторлар узаро перпенди­
куляр булади?

Жавоб: т  =  4.
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24. Учлари Л (— 1,5,1), В  (1,1,— 2) ва С (— 3,3,2) нукталарда 
булган учбурчак берилган. АС томонни давом эттиришдан ^осил бул­
ган танщи бурчакни ашщланг.

’ 4 '
Жавоб: ф =  arc cos

25. а, Ъ ва с векторлар координаталари билан берилган:

а =  {1, ■— 4, 8}=*- а — 'е1 — 4е2 -f 8е3, 
b =  {4, 4 , — 2} =>■ Ь =  4ег +  4ег — 2е3, 
с = {2, 3, 6} => с = 2ех + Зе2 + 6е3.

й 4- с векторнинг а вектордаги проекциясини топинг.
-V -> 10

Жавоб: пр-> (Ь +  с) =  — .
а 9

26. Ушбу векторлар берилган:
— — У  —у- —у- ~-у-
а =  {1, 1, 2} =► а =  ej +  е2 +  2ез,

**== {1, — 1, 4} =!■ b = Т г ~~е2 -\-4е3.

пр-* а ва пр-> b ни ани^ланг. 
h а

4  х / -“ о  4  l / * ~ 9
Жавоб: пр-> а — — Ц-— , пр_> Ъ =  —Ц—  ♦

b о  а  о

27. а =  {5, 1} векторнинг b =  {5, — 12} вектор йуналишидаги
уг̂ ка тушнрилган проекциясини аницланг.

"— У-
Жавоб: пр-> а =  1. ь
28. ~а =  {2, 3, 5} ва b — { 1, 2, 1} векторлар берилган. Бу век­

торларнинг вектор купайтмасини топинг. •
Жавоб : а X  Ь =  ~1ех +  Зе2 -f- е3.
29. ~а =  +  Зе  ̂— 2е~л ва ~b — Ze[— 2e1 -f- 6е3 векторлардан ясал-

гам параллелограммнинг юзини топинг.
Жавоб: S  =|а X  Ь\ — 49 кв. бирлик
30. Учлари А (1, 2, 0), В  (3, 0 , - 3 )  ва С (5, 2, 6) нуцталарда

булган учбурчакнинг юзини ^исобланг.
1

Жавоб: S  =  — \а Х"6| =  14 кв. бирлик.

3!. АВ =  — Zex +  2е2 +  6е̂  ва ВС  =  — 2 ех +  4е„ +  4е3 векторлар 
Д.4ВС нинг томонлари. AD баландликнинг узунлигини >;исобланг,

Жавоб: Ja D \ = 2Sabc  8 ^ 5
\ВС\

[уцтаг.
'̂ тага

Жавоб: mA F  =  AN X  F  =  — 8е1— 12е2 — 4 е3.

32. N  (1, 2, 3) нуктага F  — ех — 2е2 +  Зе3 куч цуйилган. Бу куч­
нинг Л (3, 2, — 1) нуктага ниебатан моментини топинг.



33. А (2,1,—3) нуцтага F  =  1 3, 4, — 2 1 куч цуйилган.
Бу кучнинг координаталар бошига нисбатан моменти ва координата 
Учлари билан ^осил цилган бурчакларини топинг.

Жавоб: т 0 F  =  гх  F  =  — 10 +  13 е2 -f- 11 е3 ;
10 „ 13 11

соз а  = — г -— - ; cos В =  — ; cos у = - т = .
V. зэо _  У  390_ V  390

34. а =  2 е2 — е3, b =  е, +  3 е2 — е3; с =  3 ех — 4 е2 +  7е3 
векторларнинг аралаш к у па й тмас ин и ^исобл а н г.

Жавоб: ( а X  b ) ■ с =  33.
35 .а  =  2 — е2 2е3, Ь =  ех +  2 еа — 3 е3, с =  3 ех — 4 е2 +  7е3

векторларнинг компланарлигинн исботланг. .
36. Учлари А (1,2, 3), В  (2,4, 1), С (7 ,6,3) ва 0 ( 2 , — 3 , - 1 )  

ну^таларда булган пирамида берилган. Шу пирамида учун ^уйидаги- 
ларни топинг: а) АВ, AC, A D  ^ирраларнинг узунлигини; б) A B C  ё»;- 
нинг юзини; в) A D  ва АС ^ирралар орасидаги бурчакни; г) пирамида- 
нинг з а̂жмини.

Жавоб: а) \АВ\ =  V T T ,  IАС\ =  2 / Т з ,  /"лЬ| =  5 У ~ 2 \
б) ^ давс “  2 ~|ЛВхЛС| =  14 кв. бирлик;

в) ф =  arc cos^ —
Ч  5 V  26/

г) Vmp =  30 куб бирлик.
37. Учлари ^уйидаги нуь;таларда булган тетраэдрнинг ^ажмини 

^исобланг: О ( — 5, — 4, 8), А (2, 3, 1), В  (4, 1, — 2) ва С (6, 3, 7).3
Жавоб: V Т = 5 0 ----- куб бирлик.т . э д р .  1 5 4  J

38. А (5, 7 , - 2 ) ,  В (3, 1 , - 1 ) ,  С (9,4 — 4) ва D (1,5,0) ну1сга- 
ларнинг бир текисликда ётишини исботланг.

39. Куйидаги <Г =  { 1 , 3 , 0 } ;  Т =  { 5, 10, 0 };"£ =  { 4, -  2,6}, 

7 = { у ,  17, з }
векторларнинг чизицли богли^лигини исботланг ва богланиш коэффи- 
циентларини топинг.

Жавоб: 2 а +  з!>— с — 2d=0.
40. а = {2 ,3 ,  — 1 }; Ь =  { 0 , 1 , 4 } ;  с = { 1 , 0 , — 3} векторлар 

берилган. К^уйидаги векторларнинг координаталарини ани^ланг:
а) /  ̂=  2 а — 36 — 2 с ;
б) р2 = а — b — 3 с;
в) р3 =  а +  2 Ь +  3 с.

Жавоб: а) р^{ 2, 5, 0 }; б) рг =  { — 1, 2, 4 };
в) Рз — {5 , 5, 2 }.

89

www.Orbita.Uz kutubxonasi

http://www.Orbita.Uz


ч*

3- БОБ. ТБКИСЛИКДАГИ БИРИНЧИ ВА ИККИНЧИ ТАРТИБЛИ
ЧИ ЗЩ Л АР

17- §. Тугри чизи^нинг бурчак коэффициентли тенгламаси

Текисликда Декарт координаталар системаси берилган 
булиб, бу системада Ох у кии N иуктада кесиб утувчи 
ихтиёрий I тугри чизиц берилган булсин (43- чизма). Ох 
у^ни N ну^та атрофида соат стрелкаси харакатига тес-

кари йуналишда / тугри чизи  ̂
билан устма-уст тушгунча 
айлаитиришдан хосил булган 
ф (0 < ф< л) бурчак / тугри 
чизиц билан Ох уц орасида- 
ги бурчак дейилади. Агар I 
тугри чиз1Щ Ох уеда парал- 
лел булса, у ^олда бу тугри 
чизиц билан Ох ук орасидаги 
бурчак нолга тенг деб х̂ исоб- 
ланади. Кейинги муло^азала-
римизда аввалф^ -у ^олни
карайыиз.

Агар 1 билан Ох уц орасидаги ф бурчак ва I тугри 
чизи^нинг Оу ук билан кесишиш нуктасининг ординатаси 
b маълум булса, у >>олда I тугри чизик текисликда бир 
Кийматли аницланган булади.

М (х, у) £1 тугри чизикнинг ихтиёрий нуцтаси булсин. 
У .\олда

т  — ВМ  = х еу 4- {у — Ь) е.г

вектор I да ётади ва ф ф  — булгани учун тангенснинг 
таърифига кура

Бундан у — tg ф • х 4- Ъ булиб, k = tg ф десак,
y = kx-Yb  (3.1)
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Келиб чикаДи. Шундай килиб, / тугрн чизй^нйнг ихтиё- 
рйй М (х, у) нуцтасининг координаталари (3. 1) тенгламани
^аноатлантирадн. М 0, М £т булгани учун т£1 булади. 
Демак, у = k х -f Ь тенглама I тугри чизицнинг тенглама- 
сидир. k = tg ф мицдорни I тугри чизицнинг бурчак коэф- 
фициенти, (3.1) тенгламани эса тугри чизикнинг бурчак 
коэффициентли тгнгламаси дейилади. (3.1) тенгламада b 
сон (3.1) тутри чизикнинг Оу у^дан ажратган кесманинг 
мшуюрини англатади.

Ох укка параллел тугри чизи  ̂ учун бурчак коэффи­
циент нолга тенг. Шунинг учун бу тугри чизикнинг тенг- 
ламаси у — b куринишга эга.

л
Энди ф = -у булган ^олни цараб чикамнз, бу ^олда

k — tgф сон аникланмаган булади. Бундан Оу у^ка парал­
лел булган тугри чизикни бурчак коэффициентли тенг­
лама билан бериб булмаслиги келиб чикади, О у укка 
параллел булган тугри чизикнинг барча ну^талари учун 
абсцисса узгармас булиб, бу тугри чизикнинг Ох у\\ билан 
кесишиш ну^тасининг абсциссаси а га тенг булгани учун 
/х нинг тенгламаси х — а куринишга эга булади.

Шундай к;илиб, Оу уеда параллел булмаган з̂ ар ^ан- 
дай тугри чизи!̂  у = kx + b тенгламага эга, Оу у^ а  
параллел тугри чизи  ̂ эса х = а тенгламага эга, ни^оят, 
Ox увда параллел тугри чизи^ тенгламаси эса у = b кури­
нишга эга.

1°. Биринчи тартибли чизшугар ^а^идаги асосий теорема. 
3.1- теорема.  Текисликда щр щндай биринчи тартибли 
чиз1Щ тугри чизикдир.

И с бот. Биринчи тартибли I. чизи^
Ах + By  + С = 0, Аг + В'2 ф 0 '  (3.2)

тенглама билан аншутансин.
Бунда икки з̂ олни ^араймиз: а) В  = 0, бу з̂ олда А Ф 0. 

Шунинг учун (3.2) тенглама

V

тенгламага эквивалент булади. Бу з̂ олда / чизи  ̂ Оу у^ка 
параллел тугри чизи  ̂булади;

б) В  ф 0, бу з̂ олда (3. 2) тенгла ла
А С

у --- ТГ х ZT (3.3)
91
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А Стенгламага эквивалент булади. Агар k = --- g-, b = ----g-

деб белгиланса, (3.3) тенглама чуйидагича ёзилади:

у = + 6.

Бундан I чизич Ох уч билан

ср =  arctg  ̂—  ~  j

( С \ ^0. ---g-) нучтадан утувчи

тугри чизич экани келиб чи^ади. Шу билан теорема исбот- 
ланди.

2°. TJrpn чизнкнинг кесмалардаги тенгламаси. (3.2) 
тенгламада С ни тенгламанинг унг томонига утказайлнк,.

4 Вяъни Ах + Б  у = — С. Бундан---- х ----(-г у = 1 ни до-
_  с  Ссил килиш мумкин. Бу ерда--j- = т  ва ----g- = п бел-

гилашларни киритиб, (3. 2) тенгламани

—  + -̂ - = 1 (3.4)т  п 4 '

куринишга келтирамиз. Тугри чизикнииг бундай форма- 
даги тенгламаси тугри чизицнинг кесмалардаги тенгла­
маси дейилади.

18- §. Тугри чизи^нинг нормал тенгламаси

Координаталар бошидан утмайдиган тугри чизи^лар 
учун купинча (3.2) тенгламанинг махсус формасидаи фой- 
даланилади.

I координаталар бошидан утмайдиган тугри чизи  ̂бул­
син. Координаталар бошидан / тугри чизиада. туширилган 
периендикулярнинг узунлигл р га тенг дейлик, яъни 
| ОР | = р, бунда Р  — уша перпендикулярнинг асоси. п ва

ОР векторлар коллинеар ва бир хил йуналган булиб, п век­
тор ( |л |=  1) ОР нинг бирлик вектори булсин. Бу ^олда 
ОР = р п деб ёзиш мумкин.
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ОР вектор билан ех век­
тор узаро ср бурчак досил цил-
син (44-чизма). Одатда, ОР ни
I чизикнинг нормали ' дейи­
лади. Агар ихтиёрий М (х,у)
в I ну^тани олсак, у долда -■£>
ОМ — г радиус - векторнинг 
координаталари (х, у) булади, 
яъни

ОМ — г — хех + у е2.
 —► - > ---- 2* >

44- чизмадан РМ  = г — ОР . Бу вектор ОР векторга
перпендикуляр булгани учун ушбу тенгликни ёза оламиз:

( г — ОР) ■ п =■ 0 ёки г ■ п = ОР • п.

Агар п бирлик вектор учун

п = ех coscp + е2 эшф
эканини эътиборга олсак, ю^оридаги тенгликдан

д: cos ф + у sin ф = р (3.5)
тенглама досил булади. Бу тенглама / тугри чизикнинг
нормал тенгламаси дейилади. (3.5) тенгламада |ОР( = р ва 
Ф  ми^дорларнинг узгаришига ^араб, I тугри чизикнинг 
долати турлича булиши мумкин.

Энди тугри чизикнинг умумий тенгламасини нормал 
тенглама куринишига келтириш билан шугулланамиз. Бу- 
нинг учун Ах + By  + С = 0 тенгламанинг дар иккала 
томонини Я Ф  0 га купайтирамиз (тугри чизикнинг Ах +
+ By  + С = 0 тенгламаси фа^ат А2 + В 2 ф 0 ва С <  О 
булгандагина нормал тенглама булади):

(ХА) х И- (ХВ) у -)- ХС = 0. (3.6)
Энди X ни ^уйидэгича танлаб оламиз:

ХА = соэф, ХВ = эшф, ХС = — р.
Бу тенгликларнинг биринчиси ва иккинчисини квадратга 
кутариб, чушамиз:

Я2 (A2 -f В 2) = cos2 ф + sin2ф = 1. j
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Бундан
X = ± J ___ . (3.7)/ л 2 + в2 , '

Jv нг томондаги ± ишоралардан 1̂айси биршги олиш 
лС = — р, р>  0 тенгликка богл!щ булади. Бош^ача айт- 
ганда, Я ва С нинг ишораси а̂рама-^арщй ^илиб танла- 
надн.

Я нинг топнлган кийматшш (3.6) тенгламага 1̂ уямиз:
Ах +  Ву +  С =  0_ ^  ^
± У А2 + В3

(3.7) тенглик билан аникланган Я ни нормалловчи купай- 
тувчи дейилади. Юкоридати мулохазалардан тугри чизи -̂ 
нинг умумий тенгламасинн нормал тенгламага келтнрнш 
учун умумий тенгламанинг иккала томонини нормалловчи 
купайтувчига купайтириш кифоя деган хулоса келиб чи- 
цади.

М и с о л. Тугри чизикнинг умумий Зх 4у — 5 =0 тенгламаси 
нормал тенгламага келтирилсин.

Е ч и ш. Аввало С — — 5 <С 0 булгани учун X >  0 булиши лозим. 
Шунинг учун (3.7) формулада « +  » ишорасини олиб ^уйидагини топа­
ми з:

х = 1 _  j _
+ /з2 + 43" ~ 5

Берилган тенгламанинг нккала томонини бу купайтувчига купайтира- 
мнз:

4 -, +-±-у- i = o .
Бу тугри чизикнинг изланаётган нормал тенгламасидир.

19- §. Нуктадан тугри чюиккача булган масофа
М , ихтиёрий нуцта ва I текисликдаги бирор тугри 

чизии; булсин. М г нуктадан I тугри чизивдача булган ма­
софа учун формула чицарамиз. Текисликда хОу Декарт 
координаталар системаси тайинланган булсин, бу системада 
М 1 ну!\та (хь yv) координаталарга, / тугри чизи  ̂ эса
хсоэф -f г/sinф — р = 0 тенгламага эга булсин. М х нуцта
ва / тугри чизикнинг координаталар системасига нисбатав 
жойлашишини цуйидагича изохлаймиз (45- чизма):

\,h\ = 1; n = ~ON\ 'ON^h = р;

ON i. /; M (x,y) £l; M x /Сх j_ /;
= 6; /: x созф + у simp = p.
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еки

MiM  вектор билан щ бирлик векторнинг скаляр купайтмаси: 
—>- —>- —>- ■■ >■ 

б = М ХМ •tii = (г 1 — г) • tit 

б = {^ i — х, iji — у )  • {соэф, sirup }.

б = (*х — х) соэф + (у1 —- у) sirup 

б =  л^соэф +  г/х51пф —  (хсоэф  +  г/эшф).

Бундан

еки

Демак„
б = д̂ соэф + г/^тф — р. (3.9)

Охирги формуладан шуни айтиш мумкинки, M L нукта- 
дан I тугри чизиедача масофани топиш учун турри чизич- 
нинг нормал тенгламасидаги 
узгарувчи (х,у) координата- 
лар уРШ1га нучтанинг
(хиУд координаталарини ЧУ* 
йиш кифоя.- (45- чизмада О 
ва М г нучталар турри чи* 
зичдан турли томонда ёта>' 
ди). Агар О ва М у нучталар
I турри чизичдан бир томон­
да жойлашган булса ^ам (3.9) 
куринишдаги формулани ю̂ о- 
ридаги муло^азалардан фой­
даланиб келтириб чичариш 
мумкин.

Маълумки, биз ушбу формулаларга эгамиз:

созФ =  ± | 7 д ^ ,  s irKP =  ±  yW TW - •
с

- Р ==±ул*— &  •
Буларни эътиборга олсак, (3.9) ни доим чуйидаги

\Axk ± 3 i + С1 п  1 П .

у ж у ¥ -  10)
куринишда ёзиш мумкин.

М и со л. М г (1,2) ну^тадан 2 х—2 у—6=0 турри чизшдача б^лгаИ 
масона топилсин.
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л _  Их1~гВУх Ч~ С\
~  У~42 +  В-

формулага ^уямиз:

2 . 1 — 2-2  — 6 I  1 — 8 1 8 4

Е ч и ш. A lx (i,2) нуцтанинг координаталарини

8 = у  2а + ( — 2)2 2 У  2 2^2 К 2
« 2  • 1,4142 ж  2,8284.

Демак, б яг 2,8284.
Энди берилган тугри чизикнинг умумий тенгламасини нормал 

тенгламага келтирамиз:

r p f ' - j f r ' - r Т Т " 0'
Бундан координаталар бошидан тугри чизшдача булган масофа:

y =  =  - j y 2  ж  I, 5 • 1,4142 : 2,1213.

20- §. Икки тугри чизиц орасидаги бурчак

Икки тугри чизикнинг параллеллик ва перпендикуляр лик
шартлари

!, ва 12 тугри чизиклар мос равишда ^уйидаги тенгла- 
малар билан берилган булсин:
(lj). Ахх + В ху-\-С j = 0 ва (/2): A х -f- В 2у -f- С2 = 0.'

У ^олдалх — {АХ\ВХ} вектор 1Х та,п2 — {А2,В2} вектор эса 
/2 га нормал вектор буладк. Агар пх ва п.2 узаро колли­
неар булмаса, у ^олда пх ва п2 орасидаги ф бурчак /х ва 
/2 тугри чизиклар узаро ташкил ь;илган бурчаклардан бири- 
га тенг булади. Агар 1Х ва /2 тугри чизицлар параллел 
булса, у ^олда улар орасидаги бурчак нолга тенг булади.
Энди умумий ^олда ф бурчакни топиш учун пх ва п2 нинг 
скаляр купайтмасидан фойдаланиб куйидапши хосил кила- 
миз:

Ах ВХВ2
созф = -JhJ-Ih— =  _ - ^ = - р = =  . (3 j 1}

\пх| * \пг\ ’ Л1 . °  \ А 2 в 2

Агар В х Ф  0, В2 ф 0 булса, унг томон ^адларининг а̂'м- 
масини В ХВ 2 Ф  0 га булиб, цуйидагини ^осил ^иламиз:

'66 ,



АБунда бурчак коэффициентлар учун kx = — - 1 ва k2
Д 1

= — ~  ифодалардан фойдалансак,
+ 1

COS ф =
У  (А?+1)(*2+ 1)

формулани ^осил киламиз. Содда ^исоблашлар ёрдамида 
1ёФ учун чуйидаги

формулани ^осил ^илиш мумкин.
Энди икки тугри чизикнинг перпендикулярлик ва парал- 

леллик шартларини келтириб чикарамиз.
а) и кки  т у f р и ч и зи к н и н г  перпендикуляр-

лик ш а р ти н и  tii • п2 скаляр купайтманинг нолга тенг 
6f лиши шартидан ^ссил ^илиш мумкин. Агар Аух + В ху + 
-f = 0 ва А2х + В2у + С2 = 0 тугри чизшуирнинг тенг­
ламалари булса, у ларнинг нормаллари пх — {/41? В х}, п2=
— {А2, В 2} нинг перпендикулярлигидан

шарт ёки (Вх ф 0, В2ф 0  деб) бурчак коэффициентлар 
орцали

шарт келиб чи^ади;
б) икки  тугри  ч и з и р и н г  п а р а л л е л л и к  шар- 

ти нормал векторларнинг коллинеар лик шартидан келиб •—>- —>-
чи^ади. Агар nt = Хп2 ёки {А х, B J  = {ХЛа,А,.В2} булса, 
ундан

келиб чи^ади. (3.13) шартни бурчак коэффициентлар ор̂ а- 
ли яна

A XB 2 —  А 2В г

(3.12)

(3.12')

А ,В2 — А2В г = 0 ёки ^  «= щ- (В ,Ф  О, В2 Ф 0) (3.13)

k1==k2
куринишда ^ам ёзиш мумкин.
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М и с о л. Ушбу 2< + 2 у — 13=0, 7х — у +  8=0 тенгламалар билан 
берилган турри чизи^лар орасидаги бурчакни топинг.

Е  ч и ш, (3,11) формулага кура топамиз:
2 ■ 7 — 2 . 1___________  12 _  3

COS ф —  ̂ __ 20 5 .

Бундан
Ф =  53°08',

21- §. Берилган ну^тадан берилган йуналиш буйича утувчи 
чизиц тенгламаси

I чизик, хОу координаталар текислигидаги тугри чизик;
булиб, М 0 (х0, у0) 6/ булсин. Ундан тацп̂ ари, п = {А ,В }  
вектор бу тугри чизш^а перпендикул яр (ноль булмаган)

вектор булсин. Бу вектор I 
тугри чизикнинг нормал век-
тори булади. М0 нукта ва п 
векторнинг берилиши. / ни 
тула аншушшини ^амда хОу 
текисликдаги исталган турри 
чизш  ̂ ана -шундай ^шшб бе-' 
рилиши мумкинлигини ЧаВД 
цилиб утамиз (46- чизма). Энди
I турри чизикнинг ихтиёрий 
М (х,у) ну^тасини оламиз. Бу
^олда A'f0 М вектор шу I тур­

ри чизич буйлаб йуналган булади. Шунинг учун М0М ва 
п векторларнинг скаляр кутейтмгси нолга тенглиги рав- 
шан, яъни п • М йМ = 0. М 0 нучтанинг радиус-векторини
г0 оркали ва М  нуктанинг радиус-векторини г орчали
белгилаб, бундан куйидаги фсрмулани ^ссил ^иламиз:

~п • [г — г0) = 0.
Б у тенглама М нучтанинг / тугри чизикка тегишли були­
ши нинг зарурий ва етарли шартини ифодалайди ва I тугри 
чизикнинг вектор тенгламаси деб аталади. .

-------- ► — у.-------

Аммо М 0М = {х —- х0, у — у о} булгани учун п-М0М
скаляр купайтмани Декарт координаталарида куйидагича 
ёзиш мумкин: ^

А (х — хи) + В  (у — у0) = 0. (3.14
S8



Бу тенглама берилган нук,тадан берилган йуналиш буйича 
утувчи тугри чизикнинг тенгламасини ифодалайди. Агар 
(3.14) тенгламанинг иккала томонини В  га булиб (албаттаД
В  Ф  0 деб ^исоблаб), k — ---деб белгиласак,

Л
У -

ни ^осил циламиз 
тенглама тугри

х0) (3.15у 0 = k (х
М0(х0,у0) ну^тада ва турли k да бу 

чизи^лар тупламини беради. Бу туплам 
маркази М0 нуктада булган тугри чизщлар дастаси деб 
аталади.

М0 ну^тадан утувчи фа^ат битта тугри чизи ,̂ чунончи 
абсциссалар у^ига перпендикуляр тугри чизи^ бундай 
тенглама ор^али ифодаланмаслигини эслатиб утамиз. Унинг 
тенгламаси

булади.
Берилган иккита М х{xv, уг) 

ва М 2 (х2,уг) ну^тадан утув­
чи тугри чизиц тенгламасини 
топиш талаб-цилинсин (хх Ф  х2 
деб ^исоблаймиз).
Аввало берилган тугри чизи^-
нинг бурчак коэффициентини

———  !—>

топамиз. Бунин'г учун М х М 2 
векторнинг абсциссалар у^и 
билан ташкил ^иладиган бурчагининг тангенсини топамиз. 
47- чизмадан

tg(p=:Jfe = -fr—~~~~ Xj
куриш осой, k нинг бу цийматини (3.15) тенгламага 

цуйидаги тенгламани ^осил ^иламиз;

y — y i= -V* ~ Vxi (* — Xi) xi — х i

47- чизма.

НИ

еки
У — У1 
У2 — У1 '

X —  X j (3.16)

Бу тенглама берилган икки нущадай ртувчи тугри чизик, 
тенгламаси дейилади.

Берилган {хи уг) ва_(х2,у2) ну^талардан утувчи тугри 
чизиц тенгламасини ^уйидаги куринишда ёзиш мумкинли- 
гини текщирищ осоц:
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X у  1
Xi У\ 1 = о.
*2 Уг 1

^ачицатан, бу детерминантнинг биринчи ва учинчи сатри 
элементларидан унинг иккинчи сатри элементларини айи- 
риб, сунгра детерминантни учинчи устун элементлари 
буйича ёйсак, цуйидагига эга буламиз:

(X — Хг) (у3 — у у) — (у — У г) (х, — ХХ) = 0.
Бундан (3.16) келиб чикади.

22- §. Иккинчи тартибли чизи^лар

Текисликда иккинчи тартибли чизикнинг умумий тенг- 
ламасини чуйидаги куринишда ёзиш мумкин:

Ах2 + 2Бху + Су2 + 2Dx + 2Еу + F  = 0 (3.17)
ёки

апх* + 2 апху + а22у% + 2 а1зх + 2 а23у + а33~ 0 . (3.17')
Бунда А, В, С, D, Е, F  ва ап , а12, а22, а13 ,а23, а33 узгармас 
коэффициентлар булиб, булардан А, В, С ёки а1Ъ а12, а22 
коэффициентларнинг камида биттаси нолга тенг эмас (акс 
^олда биз биринчи тартибли чизикларга эга буламиз).

Куйида (3.17) ёки (3.17') тенгламанинг му^им хусусий 
доллари билан танишамиз.

1° .  Айлана. 3.1- таъриф. Марказ деб аталувчи (а, Ъ) 
нуцтадан бир хил R масофада жойлашган нуцталар 
туплами маркази (а, Ъ) нуцтада булган R радиусли ай­
лана дейилади. . ,

Биз чис^ача, уни N (a, b, R) деб белгилаймиз.
Айлана текисликда уз марказининг координаталари ва 

радиуси билан бир цвйматли аникланади. Агар айлананинг 
маркази С (а, b) нуцтада булса, у ^олда унинг тенгла­
маси

(x - a f  + (y ~ b )2- R 2 = 0
куринишга эга булади. К,авсларни очиб, чуйидагини ^осил 
киламиз:

х2 + у2 — 2 ах — 2 by + (а2 + b2— R 2) = 0.
Агар ушбу

— 2а = 2D, -2b=* 2Е, а2 + b°- — R2 = F
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белгилашларни киритсак, у ^олда айлананинг тенгламаси 
л-2 + i/2 + 2Dx + 2Еу +  F  = О

курин ишга келади. Бундан айлана иккинчи тартибли чи- 
зиц экани келиб чикади, чунки охирги тенглама (3.17) 
билан А = 1, 5 = 0, С = 1 булганда устма-уст тушади. 
Энди (3.17) тенглама 1̂ачон айланани тасвирлайди, деган 
савол 1̂ уямиз. (3.17) тенглама айланани ифода этиши учун

D 2 Е 2 Fунда А = С, В  = О, М = ---j >  0 булиши етар-
ли. Дакщатан 5̂ам, А — С, В  = 0 булгани учун эгри чи- 
зи^нинг тенгламаси

Ля2 + Ay2 + Dx + Е у  + F  — О
куринишга келади.

С = А ф 0 булиши турган ran, чунки В  = 0. Шунинг 
учун охирги тенгламанинг Ĵ ap икки томонини А га булсак,

2 , о 1 D . Е  . F  А 
х" + У

тенгламага эга буламиз. Унинг чап томонидан тула квад- 
ратлар ажратамиз:

( * 2 +  2 М  х +  £ р )  +  (  У* +  2 1 А у  +  4 ^ )  +  ( - J - & *  “  

ёки

( *  +  - я ) '  + ( » +  i ) !  -  ( I s ) ! +  ( s t ) * - - т  -

A m m o  >  0 булган и учун М —  R %, а =  —  b —
£

=* — десак, маркази (а, Ь) нуктада ва радиуси R  га тенг
булган айлана тенгламаси ^осил булади.

Агар А — С, В  — О, М — 0 булса, тенгламанинг кури- 
ниши

(х — а)2 + (у — Ь)2 = О
булиб, бу тенглама текисликда фа^ат битта ну^тани тас­
вирлайди. (Вош^ача 1̂илиб айтсак, ноль радиусли айлана- 
ии тасвирлайди.) Агар А — С, В  «= О, М <  0 булса, бу о̂л- 
да тенгламанинг курин иши

{*  —  а )2 +  (*/ —  &)2 == —  R2
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булиб, oy тенглама мав^ум аиланани тасвирлайди. Бош» 
кача чилиб айтганда, бу тенгламани каноатлантирадиган 
^а^и^ий (х, у) нучталар туплами буш тупламдир.

Агар айлана маркази кйординаталар бошида булса, у 
^олда а — b — 0 булиб, тенглама 

х2 +  у2 = R 2
куринишни олади.

2°. Эллипс. 3.2- таъриф. Эллипс деб, текисликнинг 
шундай ну/^талари тупламига айтиладики, б у нукталар- 
дан фокуслар деб аталувчи берилган икки нуцтагача бул­
ган масофалар йигиндиси узгармас булиб, у фокуслар

орасидаги масофадан к а т т а  / 
бС/лади.

Куйида Декарт коорди­
наталар системасида эллипс 
тенгламасини келтириб чш;а- 
риш билан шугулланамиз. Эл­
липс фокусларини F l ва F 2 
билан белгилаймиз. Декарт 
координаталар системасини 
Ох уч Фок услардан утадиган, 

Оу уч эса [F iF t] кесмани тенг иккига буладиган цялпб
киритамиз (48а- чизма). Фокуслар орасидаги масофани 2с 
орчали белгилаймиз, яъни d (Fu F,,) = 2с. У чолда ва Fa 
нучталарнинг координаталари мос равишда F x (с, 0),
F* (— с, 0) булади.

М  (х, у) — эллипснинг ихтиёрий нучтаси булсин. Эл- 
липснинг таърифига кура:

d (F lt М) + d (F 2, М) = 2а (3.18)
ёки d (Fi,M ) = V  (х —f)2 + У2> d (FVM) = У  (х + с)2 + у2 
ифодаларни урнига ^уйиб

У  (х-с ) *  + у2 + У  (х + с? + у*  = 2а (3.18')
тенгламага э'га буламиз. Бу эллипснинг Декарт координа­
талар системасидаги тенгламасидир. Тенгламани соддалаш- 
тириш учун уни радикаллардан чУтЧаРиш керак. Битта'' 
радикални тенгламанинг унг томонига утказамиз ва содда 
^исоблашлар бажарамиз:

[у (х + с)2 + у2)2 = (2а — I (х — с)2 + у2)2=>
=►- (х + с)2 -f у2 = 4а2 — 4а У  (х —с)2 4- у2 + (х —
— с)г 4- У2 <— > (а У  (х — с)2 4- г/2)2 = (а2 — сх)2 => а2 (х —
— с)2 4- а2 у2 =» а4 — 2а2 сх +- с’-х2.

48- а ЧиЗма-
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Бундан ^уйидагини ^осил киламиз:
(о2 — с2) х2 + а2//2 = а2(а2 — с2).

F lM Fi учбурчакда M FX -f M F2 >  FXF2 булади, яъни
2а >  2с ёки а >  с.

Демак, а2>с2 ёки а2 — с2> 0 . Шунинг учун а2 - с2 __ £2? £ о
деб белгилаймиз. Энди охирги тенгламани бундай ёзиш 
мумкин:

Бу эллипснинг каноник тенгламаси дейилади. Б у (3.19) 
тенглама (3.18') тенгламадан икки марта квадратга кута- 
риб радикалдан ь̂ ут̂ ариш йули билан ^осил ^илинди. 
Курсатиш мумкинки, бу амалларни бажаришда тегишли 
ну^талар тупламига янги ну^талар кириб ^олмайди ^амда 
е̂ч бир нукта а̂м йукотплмайди.

3°. Каноник тенгламаси буйича эллипс шаклини текши- 
риш.Эллипснинг шаклшш (графигини) ц уйидагисхема буйича 
текширамиз: 1) агар эллипснинг фокуслари деб аталувчи 
F i ва F a ну^талар устма*уст тушиб к,олса, у ^олда с— О 
булади. Бунда а2 = Ь2 булиб, (3.19) тенглама.

куринишга келади. Бу тенглама бизга таниш маркази 
координаталар бошида булган айлана тенгламасидир. Де­
мак, айлана эллипснинг хусусий ^олидир;

2) энди эллипснинг координата учлари билан кесишиш 
ну^таларини аншутймиз. Ох у^ билан кесишиш ну^та- 
ларини топамиз:

Ь2хг -f о2г/2 = а2Ь2
ёки

(3.19)

х2 + У1 = я2

• Демак, эллипс Ох у^ билан 
икки А2 (а,0), ( — о,0) ну^-
тада кесишади. Шунингдек рав- 
шанки, эллипс Оу у^ билан ^ам 
икки В к (0 ,-6 ), В г (0,6) нуцта* 
да кесишади (48* б, чизма).

у = 0 <—> I у = 0.

48- 9 чн?м*.
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Бунда Alt A2, В 1у B 2 нукталарни эллипснинг учлари деб 
аталади; [Лх Л2], [Вх В г] кесмаларни эллипснинг уцлари 
дейилади.

Бизга \АХА2\ = 2а, \ В х B z | = 2b, а >  b эканлиги маълум 
булганлиги учун [Ах А2] кесмани эллипснинг катта  щи, 
[ B t В 21 кесмани эса эллипснинг кичик ук,и дейилади. Де­
мак, а ва b сонлар эллипс ярим у^ларининг узунлиги 
булади,

3) эллипснинг координата учлаРига нисбатан симмет- 
риклигини текширамиз. Эллипснинг каноник тенгламасини 
ушбу шаклда ёзамиз:

F ix ,У) 1 = 0.

Равшанки, х ва у нинг исталган ^ийматлари учун ушбуга 
эгамиз:

F  (— х, — у) = F  (х, у)\ F  {— х, у) — F  (х, у),
F ix , — У) — F  (х, у).

' Бу муносабат ларнинг уринли булншига сабаб тенгламада 
узгарувчи координаталарнинг фа кат квадратлари иштирок 
этади ва F (х, у) функция х ва у га нисбатан жуфт функ- 
циядир. Демак, эллипс Ох ва Оу у к лар га нисбатан сим­
метрик равишда жойлашган. Бундан таш^ари,

F ix, у ) ^ ~  +  ^ - \  =  0

тенгламада иштирок этаётган ^.ва у узгарувчпларнинг уз- 
гариш со^алари

— а ^  х ^  а, — b ^ y ^ b

тенгсизликлар билан ани^ланади.
Бундан чуйидаги хулосага келамиз: эллиисга тегишли 

булган барча нуцталар х = — а, х = а, у = — Ь, у = b 
TyFpH чизицларнинг кесишишидан ^осил булган тугри турт- 
бурчакка тегишли булади. Координаталар боши О (0, 0) 
ну^та эллиисга тегишли эмаслиги ^ам равшан;

4) эллипснинг формасини текширайлик. Бунинг учун
(3.19) тенгламада х > 0, у > 0  деб ^исоблаб, эллипснинг
I чоракка тегишли цисмини текшириш кифоя. Шунинг 
учун (3.19) тенгламадан

У = ~  /а *  — Xй
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келиб чи^ади. Маълумки, — а<
< л: < + а, яъни \х\ < а. Де­
мак, х =*О булганда ордината 
энг катта ^ийматга эришади, у 
у — b булади. Шунга ухшаш, 
у = 0 булганда абсцисса энг 
катта цийматга эришади, у х=а 
булади (49-чизма). Эллипснинг 
биринчи чоракда жойлашган 
цисми ^аварицлиги юцорига а̂- 
раган силлиц эгри чизи  ̂ була­
ди. Буни ^осилалар ёрдамида 49- чизма.
тула т-екшириш мумкин. Биз 
^озир бунга тухталмаймиз;

5) эллипснинг эксцентриситети тушунчасил.. киритамиз. 
Эллипснинг фокуслари орасидаги масофанинг унинг катта 
уци узунлигига нисбати эллипснинг эксцентриситети деб 
аталади ва у е а̂рфи билан белгиланади. Таърифга кура

2с с
е = -  ёки е - 7 ,

Бунда О г£ с< а  га асосан эксцентриситет учун
О < е <  1

тенгсизлик уринли.
Эксцентриситет эллипснинг чузицлик даражасини харак- 

терлайди. Эксцентриситет ^анча катта булса, эллипс шун- 
ча чузик; булади. е = 0 да фокуслар устма-уст тушади ва 
ярим у^лар тенг булиб ^олади, бу ^олда эллипс ^ланага 
утади.

ь
Энди ^  ни е орк;али ифодалайлик. Б унинг учун сг —

— с2 = b2 тенгликдан фойдаланамиз. Содда алмаштириш- 
лар курсатадики,

с = га, а2 — с2 =» а2 — е2а2 = а2 (1 — е2) 

b 2 =  а2 (1  —  е2), ~  =  / I  —  б 2.

Агар b нинг циймати а дан нолгача камайса, е нинг ций- 
мати 0 дан 1 гача усиб боради. Шундай 1̂илиб, эллипс­
нинг эксцентриситети нолга 1̂анча я^ин булса, эллипснинг 
шакли айланага шунча я^ин ва эксцентриситети канча кат­
та булса, унинг шакли шунча чузиц (ю^оридан ^исилган 
айлана кабн) булади;
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6) эллипснинг нук>тасининг фокал радиусларини урга- 
намиз. Эллипснинг ихтиёрий ну^тасидан унинг фокусла- 
ригача булган масофалар бу нуцтанинг фокал радиуслари 
дейилади. ------------ *==» '

Бу таърифга Караганда F XM билан F 2M векторлар эл- 
липсдаги М ну^танинг фокал радиусларидир, буларни мос
равишда гх ва г 2 билан белгилаймиз, бу .\олда (3.18') фор­
мулага биноан:

N  =  м  =  / (X -  су + у\  Й  =  V M  =  / ( *  + с)2 + у\
Фокал радиуслар учун соддарот̂  формула топиш ма^-/ 

садида бу тенгламаларнинг иккала томонини квадратга 
кутариб, чшдан натижанинг иккинчисидан биринчисини 
^адлаб айирсак,

г\ — г\ = 4 сх

тенглик ^осил булади. Буни цуйидаги куринишда ёзиш 
мумкин:

(Гя — 'д  (г2 + г1) = 4сх 
ёки у v

с
2а (г2 — гг) = 4сх=> г 2 — гх = 2 ~  х.

Бу тенглик билан г2 + гх = 2а ни биргаликда ечсак а̂м- 
с

да е = — ни эътиборга олсак,

г1 = а — гх, г2 = а + гх
формулаларга эга буламиз. Бу формулалар фокал радиус - 
ларни х орцали чизи^ли ифодалайди.

М и  сол.  2x2-j- 4у2 — 8 эллипс фокусларининг координаталари, 
эксцентриситети ва абсциссаси 1 га тенг булган ну^тасининг фокал 
р^чиуслари топилсин. , ^

Ё ч и ш .  Эллипс тенгламасининг иккала томонини 8 га буламиз:

Бундан к^ринадики, а2 =  4; а =  2 (а >  0 булгани учун)
Ь3 — 2; Ь — У 2 {Ь >  0 булгани учун). Бизга с ** У  а* — Ь'г=
«* lA  — 2 =  У ‘2 экани маълум. Демак, (— V  2;
яуцтэдар мдипснннг фокуеляридир, —



Эллипснинг эксцентриситета учун куйидаги сонни топамизГ'
с У  2в = — = -L—-1 
а 2

х  * 1 булганда'фокал радиуслар осонгина топилади, яъни

r _ 0  V 2  4-1/2" _ о  , т /2 . . 4 +  V?
~~2~---- 2--- ~~2~--- — *

7) Энди эллипснинг директрисаларини курайлик. 
Эллипснинг директриса лари дед, унинг ка тта  Ущга

перпендикуляр булган ва марказдан масофаси га тенг
булган иккита mijrpu чизища айтилади.

Г>у таърифга мувофи ,̂ эллипс директрисаларининг тенг­
ламаси '5-

а а
х =  + 7  ва х = * - ~

а
булади. Эллипсда е<  1 булгани сабабли ~ > й . Демак,
дирсктрисалар эллипснинг Ах ва А3 учларидан таш^арида
жойлашган. .

СХ
х = ±  ~  тугри чизицлар ушбу хоссага эга. Эллипснинг

\ар щндай нуцтасидан $нг фокусигача ва уша нуцтадан 
i/нга мос директрисагача булган масофалпр нисбати уз­
гармас лпщдор булиб, е га тенг.

., гх .. ггда^ичатан ^ам, — = е еки — = е эканини курса тиш
керак. 49-чизмадан dt = \ML\, d2=\M L1\ сонлар М  нуц*; 
тадан директрисаларгача булган масофалар булиб, r lt г 
фока л радиусларидир. Уша чизма дан

dl = \ML\ = |OD\ — |OiV| = f  -  * =

вкани куриниб турибди. Демак,
П  а — гх
— = -------- =  е,rfj а — ех

8

Шунга ухшаш,
г2 a -f ех
т  =• —;—  = е<d2 а +  в* 

е
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4°. Гипербсла. Гипербола деб, текисликнинг шундай 
нукталар тупламига айтиладики, бу нукталардан фокус­
лар деб аталувчи берилган икки нук^тагача булган масо- 
фалар айирмасининг абсолют циймати узгармас булади.

Бу узгармаени 2а деб, фокуслар орасидаги масофани 
2с деб белгиланади. Шу билан бирга 2с>2а деб и̂соб- 
ланади.

Гиперболанинг содда тенгламасини келтириб чикариш 
учун Декарт координаталар системасини эллипс тенглама­

сини келтириб чи^аргандаги- 
дек танлаймиз. Аншфоц айт­
ганда, абсциссалар у^ини ги­
перболанинг Г , ва F2 фокус-7 
лари ор^али утказамиз, коор­
динаталар боши деб 
кесманинг уртасини оламиз 

50-чизма. (50-чизма) .
М (х, у) гиперболанинг 

ихтиёрий 1:уцт£Си булсин. [Р^М) ва \Г2М ] кесмаларнинг 
\ г.тликларини мос равишда rL ва г2 билан белгилаймиз. 

Бу ,\олда
гх = У  (х — с)2 4- у2,
ла -  1 ■'?!■ 4- с)2+ у 2.

г, ва г, нинг цийматларига кура таъриф буйича ушбу 
тенгламани ёзиш мумкин:

\У (* 4  с)2 + у2 — У  (х — с)2 4  у21 = 2а
ёки

- У (х  4  с)2 4  у2 — / (дг — с)2 4  у2 = ± 2а. (3.20)
Бу ^олда ^ам эллипс тенгламасини келтириб чи^аришда 
^илинган алмаштиришларни бажариб, цуйидаги тенгламани 
^осил киламиз:

с >  0 булгани сабабли Ъ — У с2 — а2 >  0 белгнлашни кирн- 
тиб, гипербола тенгламасини ушбу куринишда ёзамиз:

хг у2
йТ - ^  = 1- (3.21)

Бу тенглама гиперболанинг каноник тенгламаси дейилади.

} У
jm,(*,</)

\ V
Ft(-cjo) 0 Fftfi) X



5°. Каноник тенгламаси буйича гипербола шаклини (гра- 
фигини) текшириш. 1) Г и пер бо л а н и н г с им м е тр и к. 
лиги.

Гипербола шаклини унинг (3.21) тенгламасига к^ра тек- 
ширамиз. Бу тенгламага х ва у нинг квадратлари киради, 
аммо биринчи даражалари кирмайди. Шунинг учун (х, у) 
нуцта гипербола ну^таси булса, (± х , ±г/) ну^талар а̂м 
пшерболанинг ну^талари булади, бу эса гиперболанинг 
нукталари. координата укларига нисбатан симметрик жой- 
лашганини билдиради. Симметрия у^ларининг кесишган 
ну^таси гиперболанинг маркази дейилади. Равшанки, марказ 
гиперболага тегишли эмас.

2) ко ор д и н а т а  у чл ар и  билан к е с и ш и ш  ну^- 
т а лари. Гипербола координаталар бошидан утмайди, 
бошкача айтганда 0 (0; 0) ну к та гипербола тенгламасини 
^аноатлантирмайди. (Бу муло^азала? координаталар сис- 
темасини 50-чизмадагидек танланганда уринли). Гипербо­
ланинг Ох у^ билан кесишиш ну^тасининг координатала- 
рини топиш учун

ну^таларда кесишади. Бу 
ну^таларни, одатда, гипербо­
ланинг учлари дейилади (51-: >.
чизма), [А1А2] кесмани эса 
гиперболанинг ^а^ищй $1-{и 
дейилади.

Шунга ухшаш, гиперболанинг Оу у\\ билан кесишиш] 
ну^тасини топиш учун

оистёмани ечамиз. Бундан у- = — Ь2, Ъф 0. Бу тенглама 
хаки^ий ечимларга эга эмас. Демак, гипербола ординаталар 
уки билан кесишмайди. Чи^арилган натижаларга мувофиц, 
[ВуВ^ кесмани гиперболанинг мавцум $ци деб аталади.: 
а ва b сонлар мос равишда хающий ва мавхум ярим ф{- 
лар дейилади.

системани ечамиз. Бунда л; = 
±  а. Демак,гипербола Ох у^ 
билан Ах ( — а, 0), А2(а, 0)
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Гиперболанинг икки тармоги (шохи) мавжуд булиб, 
улардан бири х < — а ярим текисликда, иккинчиси эса 
х > а ярим текисликда ётади. ^акикатан, (3.2) тенглама- 
дан цуйидагига эга буламиз:

-i
|*/2 = &2 (^  — l), ёки — l) >=^л;2 — а2 > 0. 
1г/2> 0

г- (х < — О,,Вундан [х > а _
Бундан куринадики, х = а ва х = — а тугри чизиклар 

орасидаги вертикал полоса да гиперболанинг нукталари йуц.
3) г и п е р б о л а н и н г  фор мае и. Г иперболанинг фор- 

масини х ва у мусбат булгаи ^олда текшириш етарли, 
чунки гипербола координата укларига нисбатан симметрии

X2
жойлашган. (3.21) тенгламадан ^  > 1 булгани учун х нинг
циймати а дан + оо гача узгариши мумкин, х миадор a 
дан + 00 гача ортганда, у ^ам 0 дан +оо гача ортади. Эгри 
чизикнинг формаси 51-чизмада тасвирланганидек булади. 
Гиперболанинг у ёки бу чоракда кавариклиги ^осилалар 
^рдамида текширилади. Xo3i;p биз бунга тухталмаймиз. '

4) г ип е рб ол а н и н г  а симптоталари .  Г ипербола­
нинг графигини яна ^ам очикроц тасаввур к;илиш учун у 
билан узаро боглиц булган асимптоталар деб аталувчи ик­
ки тугри чизи^ни куздан кечирамиз.

х ва у ни мусбат деб фараз цилиб, гиперболанинг (3.21) 
тенгламасини у га нисбатан ечамиз:

Уг х? b , ---------- .
Р ^  —  1 ёки у =  — У х 2 — а\

Бу тенгламани у = — х тугри чизикнинг тенгламаси билан
солиштириб курамиз. Шу тугри чизиц ва гиперболанинг 
бирор вертикал тугри чизщ билан кесишиш ну^таларини, 
яъни N (х, Y) ва М (х, у) нуцталарни мос нуцталар деб 
атаймиз. Равшанки, курилаётган ^олда Y  >  у ва 51-чизма- 
дан

\MN\ = Y — y
га эгамиз. Энди биз х чексиз усганда бу айирманинг нол_ 
f a интилишини кУрсатамиз. Б^нинг учун

Ь Ъ ______ _



функциянинг х->оо даги лимитини ^исоблаймиз:

П т ( У — у) =* — П т (х — Y  х2 — а2) =>
X  <3к со й  X  *■* оо

= А  lim ( * - / * r : r ° g) (x+ К * 2- « 2) ^
а х =» оо х -f~ ^ ж 2— яа

6 ,. «2 л = — Иш--- - =  = 0.
а х~*ж х +  Y хг— а2

Демак,
1 im (Y — у) = 0.
л->оо

Г>у охирги натижадан курамизки, х абсцисса чексиз ортиб 
борганда | МЛ7| масофа камая боради ва нолга интилади. 
Пушшг маъноси куйидагидан иборат: биринчи чоракда ги-

ь
п рболанинг тармоги х-> оо да у = ~х  тугри чизи^а ин-
гилади. Учинчи чоракда- эса гиперболанинг тегишли тар­
моги х-у оо да яна шу турри чизшда интилади. Бу ^олда

Ьбиринчи ва учинчи чораклардаги тармо^лар у — — х туг-
рп чизшда асимптотик якинлаилади дейилади. Иккинчи 
ii:i туртинчи чораклардаги тармоклар эса х -> ±  оо да 

ьу - — _  х тугри чизшда асимптотик я^инлашишини ^ам
курсатиш мумкин. j

Ушбу У — ~  х, у — — ~  х тугри чизи^лар гипербола-
и миг асимптоталари дейилади.

Гииерболаниунинг тенгламаси буйича чизиш учун олдин 
унинг асимптоталарини ясаш чулайлик тугдиради.

5) т енг  то мон ли гипербола,  а = b булган ^олда 
гипербола тенг томонли деб аталади, унинг тенгламаси 
(Л.21) кура

х2— у2 - а2

куринишда булади. Очи^ куринадики, асимптоталарнинг
t ь\

бурчак коэффициентлари = 1 тенг томонли гипер­
бола учун ±  1 га тенг. Демак, тенг томонли гипербола- 
пинг асимптоталари узаро перпендикуляр.

0) гипербо ла ни нг  э к с ц е н т р и с и т е т  и. Ги­
пербола фокуслари орасидаги масофанинг гиперболанинг 
\(щ1щий уки узунлигига нисбати гиперболанинг эксцент- 
риситети дейилади ва е орцали белгиланади.

www.Orbita.Uz kutubxonas

http://www.Orbita.Uz


Таърифга кура
2 с с

В ~~ 2 а~~ а
Гиперболада с>  а булгани сабабли е>  1. Демак, гипер­
боланинг эксцентриситети ^амма вацт бирдан катта булади. 
Эксцентриситет формуласини с = }  а2 + Ь- эканидан фой- 
даланиб,

куринишда ёгдеш мумкин. Эллипсга ухшаш, е бирга канча/ 
я^ин булса, гиперболанинг тармоклари шунча си^ик ва е 
бирдан ^айча катта булса, гипербола тармоклари шунча 
ёйи  ̂ жойлашган булади.

7) г и п е р б о л а н и н г  фокал радиуслари.  Гипер­
боланинг исталган М (х, у) нуктасидан унинг t\ (с, 0) 
ва Г 2(— с, 0) фокусларигача бЦлган

d (iFi, М), r2 — d (F2 М)
масофалар шу М ну^танинг фокал радиуслари дейилади.

Эллипснинг фокал радиусларшш ^исоблашга ухшаш, 
гиперболанинг фокал радиуслари учун ^уйидаги формула- 
лар уринли:

; 0 да г1 = а-
Го =

— гх, 
а — гх

х >  0 да г1 — — а + гх 
г2 — а + гх.

| (чап тармо  ̂ учун)

’| (унг тармо  ̂учун)

Бу формулалар гиперболанинг абсциссаси х'га тенг булган 
ну^тасининг фокал оадиусларини топишга имкон беради

(52- чизма).
8) г и п е р б о л а н и н г  

д и р ек т р и с а л а р и. 
х̂_ у'I
а2 ~  Ьг

гиперболанинг директрисала-
1

унинг марказидан 
уцига

ои деб,
± ~  масофада фокал
перпендикуляр булиб утади- 
ган икки тугри чизицка ай- 
тилади.
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Б у таърифга кура гипербола директрисаларининг тенг­
ламалари чуйидаги куринишда булади:

. а а
—  ва л; = ------- .е е

Гиперболада е>  1 булгани сабабли ~< Za  булади. Демак,
гиперболанинг директрисалари унинг маркази О билан А 
ва Ах учлари орасида жойлашган (52-чизма).

К,уйидаги хоссани исбот киламиз.
Гиперболанинг ихтиерий нуцтасидан фокусгача булган 

масофанинг мос директрисагача булган масофага нисбати 
Узгармас ва е га тенг.

Исбот.  Бу хоссанинг исботини гиперболанинг унг фо- 
куси ва унга мос директрисаси учун берамиз (унинг чап 
фокуси ва унга мос директрисаси учун хоссанинг тугри 
экани симметриядан келиб чикади). Гиперболанинг М (х, у) 
ну^тасидан DL директрисагача булган масофа dx булсин. 
52-чизмадан

х=  ON= O D i DN = ~  + d1=>d1 = x — ±.8 8
Агар М  ну^та гиперболанинг чап тармогида булса,'у о̂л- 
да шунга ухшаш усул билан

булишини куриш^ийин эмас. Энди ~  нисбатни тузамиз.
М  нукта унг тармоеда булган ^олда бу нисбат

г_2_ _  — а +  в* _  е (— а +  ех) _
dx  _£ ex— а

8

га, М  ну^та чап тармо^да булган ^олда
г\ __ а — ех __е (а — г х )___
dx ± _ х а ~ е

8

га тенг булади. Иккала холда ^ам нисбат узгармас е сон­
га тенг экани исбот цилинди.

1-мисол. Гиперболанинг вдиций ярим у^и 3 га, мав^ум ярим 
у^и 2 га тенг. Гиперболанинг ва унинг асимптоталарининг тенглама- 
ларини тузинг,

8 Т. Ш. Ш одиев и з
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a = 3> U - - ^  = i 6 =  2 / ^  9 4j

Асимптоталарнинг тенгламалари: д =  ±  —  х.
О

X* f/2
2-мисол .  —  — ~  — I гиперболанинг абсциссаси 8 га ва ордина-

таси мусбат булган нуцтасининг фокал радиуслари ^исоблансин.
Е  ч и ш, Абсциссаси х =  8 ва ординатаси мусбат (у >  0) булган 

нукта биринчи чоракда ётади ва гиперболанинг унг тармоги булади,
_______  с 5

Аввало а =  4, 6 =  3, с==у а2-\-Ь'1 = 5 , е =  — =  — .
а 4

Демак,

----- 4 + f -e- e .  г2г=4 + |-8=14.

3-м и со л. Гипербола директрисалари орасидаги масофа унинг фо- 
кусларн орасидаги масофадан 3 марта кичик. Гиперболанинг мав^ум 
3?^и 4 га тенг. Гиперболанинг эксцентриситети топилсии ва директриса­
лари тенгламалари тузилсин.

Е  ч и ш, Мас?ла шартига к>'ра

3 (2  ~ ) =  2с =ф* За =  с-е;

Ё  ч и ш. Масала шартига кура:

е,
е =  -1 ^ З а  =  £ 1 ^ £ 1  =  3 ^ е* =  3=>е =  / 3 ;

а а а 1

Директрисаларининг тенгламаларини тузиш учун а ни топиш керак.
Q 2 _|_

Маълумки, с2 =  а2 +  Ьг, демак, ---- ----=  3 =s> 62 =  2 а2. Масала
а ‘

шартига кура 26 =  4 =>-6 =  2. Шунинг учун 2а8 = 4 ; * = }^2 (а>0). 
Энди директрисаларнинг тенгламаларини ёзиш мумкин;

о.

6°. Парабола. Парабола деб, текисликнинг шундаа нщ- 
талари тупламига айтиладики, бу нуцталар фокус деб 
аталувчи берилган нуцтадан ва директриса деб аталувчи 
берилган тугри чизи^дан тенг узоклашган булади.

Параболанинг тенгламасини келтирнб чикариш учун, 
эллипс ва гипербола тенгламаларини чи^аришда килинга- 
нидек, Декарт координаталар системаси махсус танланади. 
Бошкача айтганда, фокус деб аталувчи F  нуктада и утувчи 
ва берилган / тугри чизивда (директрисага) перпендикуляр 
булган тутри чизикни Ох уц деб кабул киламнз, берилган 
F  нуцтадан / тугри чизик^ача булган масофани \р\ деб 
белгилаймиз. Буни
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d(F, В) = \p I
каби ёзамиз.

[F, В] кесманинг уртасини 
координаталар боши О деб ча- 
бул ^иламиз (53-чизма). У о̂л- 
да F  нучтанинг координатаси
F  п Ь  О)- Директрисанинг
тенгламаси эса

х = — ва х + -f- = 0.

куринишда ёзилади. Параболанинг ихтиёрий М  (х, у) нуч- 
таси учун унинг таърифига биноан |АШ| = \MF\.

Агар \Mf[ = j/ ^ x  -  + t/ ва \MD\
нини чисобга олсак, гокорндаги тенгликни ^ у й и д а г и ч а  ёзиш 
мумкин:

■' +  1
эка-

'■ + У2

Бу тёнгликнинг иккала jo m o h h h h  мос равишда квадратга 
кутариб ва содда алмаштириш бажариб,

у2 = 2 рх (3.22)
тенгламага эга буламиз. Бу тенглама параболанинг каноник 
тенгламаси дейилади.

(3.22) тенглама билан берилган параболанинг баъзи сод­
да хоссаларини кёлтирамиз:

1) парабола координаталар бошидан утади, яъни О (0, 0) 
нучта  парабола тенгламасини ч аноатлантиради;

2 ) парабола координата учлари билан фачат ва фачат 
координаталар бошида кесишади, шунинг учун 0 (0 , 0) 
нучтани параболанинг учи дейилади;

3) (3.22) парабола Ох учча нисбатан симметрик;
4) парабола х > 0 ярим текисликда жойлашган;
5) параболанинг шакли (гргфиги) (3.22) тенгламадак 

У — ±  V%рх экани куринади. Бундан агар р >  0 булса, 
х > 0 экани, агар р <  0 булса, х < 0 экани келиб чича- 
ди. р >  0 (ёки барн бир х > 0) булганда график биринчи 
ва туртинчи чоракларда, р<.0  булганда эса график иккин­
чи ва учинчи чоракларда жойлашган булади. Агар х > 0 
булиб, у >  0 булса, х нинг чиймати 0 дан + оо гача уз-
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гарганда у ^ам 0 дан + ®о гача узгаради. у <  О булган - 
да эса тескариси булади. Бунда график 53-чизмадагидек 
булади. Агар р <  О булса, график 54-чизмадагидек бул и- 
шига ишонч ^осил цилиш ^ийин эмас.

Агар параболанинг тенгламасида х билан у нинг урин- 
ларини алмаштирсак, унинг тенгламаси

х2 = 2 ру (3.23)
куринишни олади; бу >*олда парабола координата уцлар li­
ra нисбатан 55- чизмада курсатилганидек жойлашади.

7°. Параболанинг эксцент­
риситети ва директрисаси. Па­
раболанинг ихтиёрий ну^таси- 
дан унинг фокусигача булган

54- низма. 55- чизма.

масофани г билан, директрисагача булган масофани k билан 
белгиласак, парабола таърифидан г — k деб ёзишмумкин.
Параболанинг эксцентриситети деб|е=-^тонга айтилади. Бу 
^олда, равшанки,

г

Юкорида эллипс, гипербола ва парабола >̂ акида баён 
килинган учта пункт натижаларини бирлаштирсак, ^уйи- 
даги умумий таърифни ^осил ^иламиз: эллипс, гипербола 
ва парабола шундай иккинчи тартибли чизицлардан ибо- 
рапгки, бу чизицларнинг ихтиёрий нуцталаридан фокус 
деб аталувчи нук,тагача ва директриса деб аталувъи ту г ­
ри чизищача булган масофалар нисбати узгармас сонга 
тенгдир. Б у ми^дор эксцентриситет дейилади. Ю^оридаги 
муло^азалардан равшанки, эллипс учун е < 1, гипербола 
учун е > 1, парабола учун 6 = 1,

Пб



8й. Иккинчи тартибли чи- 
зик л а р  ни иг ^утб координата- 
лардаги тенгламаси. Бу
пунктнинг вазифаси иккинчи 
тартибли чизикларпинг фо- 
кусларидан бирини ^утб деб 
ва унинг фокал радиуслари- 
дан бирини к>утб У^и деб ца- 
бул килиб, тегишли чизиц 
тенгламасини кутб координат 
таларда ифодалашдан иборат.

ABC  бирор иккинчи тар­
тибли чизи^н ин г (эллипс, ги­
пербола, параболанинг) ёйи, В 
ну^та учи, F  ну^та фокуси 
ва DE унга мос директрисаси 
булсин (56-чизма). F  ни ^утб,
B FP  ни цутб уци деб оламиз ва эгри чизикнинг эксцен- 
триситетини е билан, фокал укига перпендикуляр булган
радиус-векторнинг узунлигини р билан белгилаймиз; 
М  (ф, р) эгри чизикнинг ихтиёрий бир нуктаси булсин. 
Энди унинг ф, р к;утб координаталари билан берилган е, р 
сонлар (параметрлари) орасидаги муносабатни ифодаловчи 
тенгламани тузамиз. Эгри чизикнинг тегишли ^амма ну^- 
таларининг умумий хоссасига асосан ушбу муносабатлар­
ни ёза оламиз:
d (F ,  М ) d(F, М„) е еки
d(M, N) d(M0, N0) "" d(M , N) d (M0, N0)

Бундан ^осила пропорциядан фойдаланиб,
Р —  Р------—— -------= е

d (М, N) — d (М0, N0)
ни з̂ осил ^иламиз. Равшанки (56- чизмага ^аранг), 

d(M, N) — d(M0, N0) = [ КМ | = р cos ф. 
Шунинг учун

0 - Р

= е.

= е.
р COS ф

Бундан узил-кесил

Р = 1—е cos ф '3.24)
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тенгламани топамиз. Шу тенглама е <  1 булганда эллипс­
нинг, е > 1  булганда гиперболанинг, е = 1 булганда эса 
параболанинг к,уто координаталар системасидаги тенгла-
масидан иборатдир. Парабола тенгламасини р = -------

1— COS ф
деб ёзиш мумкин. Учала ^олда а̂м 1 — е cos ф >  0 була- 
диган ф лар назарда тутилади. Гипербола учун бу 
(3.24) тенглама эса факат битта тармоц учун яро^лидир;

Парабола учун р параметр ушбу у2 = 2рх тенглама- 
даги р нинг узидан иборат булади. ^а^ицатан, парабола 
учуй р = d(F,M0) — d(M0, N0), яъни р — фокусдан дирек- 
трисагача булган масофадан иборат.

Эллипс ва гипербола учун бундай савол ^уйиш мумкин: 
р параметрни а ва & ярим у^лар ор^али ^андай ифо- 

далаб булади?
Эллипс учун унинг -̂5- + -|j- = 1 тенгламасига эллипс 

ну^таларидан бирининг, яъни М 0( — с, р) нуцтанинг коор- 
динаталарини ^уямиз. Бунда ушбу тенглик ^осил булади:

^ = i .  
а2 Ьг Ьг а* а* а

Гибербола учун унинг М 0{с,р) нуцтасннинг координатала- 
риии ^ —  |j- = 1 тенгламасига цуйиб ушбу тенгликни 
^осил ^иламиз:

а2 &2 Ь2 а‘‘ а2 а '

Демак, эллипснинг, гиперболанинг ва параболанинг ^утб 
координаталардаги тенгламалари (^утб ва к,утб у^ини 
юк;орида курсатилганидек олинганда) бир хил, яъни уш­
бу куринишда булади:

Р = 1—8 COS ф

Шу билан бирга эллипс ва гипербола учун р] параметр 
билан а ва b параметрлар орасида ушбу богланиш мав- 
жуд:

—

а
ИЗ



23-§. Декарт координаталар системасини алмаштириш

Текисликда нучтанинг урни координаталар системасига 
нисбатан ашщланиши маълум. Агар координаталар систе­
маси узгартирилса, нучтанинг координаталари ^ам узгара- 
ди, албатта. Агар бирор тугри чизиц ёки иккинчи тартиб­
ли чизи  ̂ берилган булса, унинг тенгламаси бирор систе­
мада ^андайдир куринишда берилган булса, у ^олда бу 
тенглама бош^а системада, албатта, бошцача куринишда 
булади. Декарт координаталар системаси бошини ва у^ла- 
рининг йуналишини узгартириш билан чизикнинг бу сис­
темада ёзилган тенгламасини баъзида содда куринишга 
келтириш мумкин булади.

Координаталар системасини узгартиришда ^уйидаги 3 
^ол юз бериши мумкин: а) координатал р бошини текис- 
ликнинг бош^а ну^тасига кучирилган ва координата уц- 
ларининг йуналиши узгармаган ^ол; б) координаталар боши 
узгармаган ва координата учлари бирор а бурчакка бурил- 
ган ^ол; в) ^ам координата боши узгарган, ^ам коорди­
ната у^ларининг йуналиши узгарган ^ол.

Бу ^олларни ало^ида-ало^ида курамиз.
а) к о ор д и н а т а ла р  боши т е к и с л и к н н н  г 

бошца н у ^ т а с и г а  кучи 'рилган  ва ко о р д и н а т а  
у ^л а ри н ин г  йуналиши  1 
у з г а р м аг а н  ^ол. Икки­
та хОу ва х101у1 Декарт 
координаталар системаси бе­
рилган булсин. Унда О Ф 0lt 
Ох || 01хь Оу || Oji/i (57-чиз- 
ма). Янги x1Oiy1 системанинг 
координаталар боши Ох нинг t 
координаталари эски хОу сис- О 
темага нисбатан (х0, у0) бул­
син. Текисликда бирор М  нуц- 57-чи
тани олайлик: бу нуктгнинг
хОу системага нисбатан координаталари (х, у), шу ну^та- 
нинг xlOly1 системага нисбатан координаталари (ху, yv 
булсин. Чизмадан

ОМ = 6о1 + OJA 
Эски координаталар системасида

ОМ = хвч + уе2,
—■■> Н * -—►

00i -  х9 et + у f t ,
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OjAf = х1е1 + ijxe2

муносабатларни ёзиш муыкин. ОМ, 00х ,0ХМ векторлар­
нинг бу ифодаларини ю^оридаги тенгликка цуямиз:

еки
хег + уе2 = {х0ех + у0е2) + (*i ех + г/, е2)

хех + У е2 = (хх + х0)е1 + (i/i + </0) ег-

а
Уо-J (3.25.

Б у  тенгликнинг икки томонидаги еу ва е2 бирлик вектор­
ларнинг коэффици ентларини мос равишда тенглаштириб,

X = хг + х0)
У =  Ух +  У0 У ■

формулаларни з^осил циламиз. Б у  формулалар М  нуцта- 
нинг эски ва янги координаталари орасидаги богланишни

ани^лайди, яъни
xL — х — х,
Ух =  У —  Уо 

б) к о о р д и н а т а л а р  
б о ш н  у з г а р  м а г а н  в а  
к о о р д и н а т а  у  ц л а ри а  
б у р ч а к к а  б у р и л г а н  

о л.
Энди координаталар бо- 

шини узгартирмай, Ох ва Оу 
укларни а  бурчакка бурай- 
лик. )^осил булган янги сис- 

темани ххОу\_ билан белгилаймиз (58- чизма.)
Энди текисликдаги бирор М  нуцтанинг хОу система- 

даги координаталари билан янги ххОух системадаги коор­
динаталари орасидаги богланишни аниклаймиз. 58-чизма* 
дан равшанки,

ПРoxOD — | ОС | = хх cos а, 

пр0uOD = | О Е | = ххcos (90° — а) — xt sin а, 

пр0хШ  -  | СА | = — г/х sin а,

= I Е в \ cosa>
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Шунга ухшаш,
х = \0А = |0С| — | Тс\, 
у ~ \ о в \ =  \о е \ +  \Тв \

муносабатларга эгамиз. Ю^орида топилган цийматлар- 
дан фойдаланиб узил-кесил

х = XyCosa — г/х sin сс, 1 
у = ху sin а -г у у cos a ) (о./Ь)

формулаларга эга буламиз. (3.26) формула нучтанинг эски 
координаталарини унинг янги координаталари ор^али 
ифода этади. Агар (3.26) тенгликларни хг, у у га нисбатан 
тенгламалар системаси деб царасак, у ^олда биз ушбу

*! = л: cos а 4 У sin а, 1 _ ,
у у *= —  xsina + г/cos a J Л '

формулаларни ^осил киламиз. Бу формулалар нучтанинг 
янги координаталарини унинг эски координаталари opî a- 
ли ифода этади.

в) р м  координ ата лар  боши у з г арган ,  ^ам 
координата  ^ л а р и н и н г  й у н а л и ш л а р и  у з г а р ­
ган р л .  (3.25) ва (3.26) формулалардан

A: = x1cosa — ^ s in a  + Xo,] __
у = xxsina 4- Уу cosa + у0 j '

ни осонлик билан ^осил килиш мумкин. Агар (3.27) тенг­
ликларни Ху, уу га нисбатан тенгликлар системаси деб 
^араб, уни Ху, ух га нисбатан ечсак,

*! = (* — *0)cosa 4-(*/ — г/0) sina, ]
Уу =  —  (х  —  * 0)s in  а  +  ( у —  «/0)cos a  J >

формулалар ^осил булади. Одатда (3.25), (3.26), (3.27') 
формулаларни координаталар системасини алмаштириш, 
формулалари дейилади.

Энди Декарт координаталар системасини алмаштириш 
формулаларидан фойдаланиб учбурчакнинг юзини топай- 
лик.

Учларидан бири координаталар бошида булган ОАВ  
учбурчак берилган булсин.

59-чизмадан равньнки,

S aoab = ~y \ ОА I • JG 5 |sin9 .
Бу ерда

sintp = sin(a2— ay) = cos a* sin a2— cosa2 smocj,.
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Агар учбурчакнинг икки учи А(х21 у2) ва Б{хх, г/J ну^- 
таларда булсин десак, у ^олда

|sincp[ =
|041. |ОВ|

булади. Шунинг учун
1

^ о л в = х 1 °Л 1- \°В\- ■=—  =
1 0/1 Ы  OS I

*1 */l
*2 У 2

формулага эга.миз.
Айтайлнк, учбурчакнинг учлари А(хи г/х), В(х2, у2), 

С(х3, уь) 1 у^таларда булсин. Д  4ВС нинг юзини топамиз

У . Г

т л }

0,

/  V 4
/\&9

Ц щ )

x̂
А(х,у,)

*г ^  

60-чизма.

; *

(60-чизма). Бу ^олда учбурчакнинг юзи учун ушбуга эга- 
миз:

5 д ABC = ~ y \A b \ • \ h\ =  ~  \ АВ\ • \ Tc\s\n^.
Биз координаталар бошнни A{xlt г/j нуктага кучириб, 
координата уклари эсии yiyiapra параллел булган ^олдаги 
форуулани эътиборга олсак,

‘- ’ д л в с  ~  " т Н  х 2 У з  У 2 х з \ ~  ~ Y  ш

ифодага *га буламиз. Бу ерда
*« хп — *,

Х2 У2 
ХЪ У'Л

8
У2 »  У» -

м»
и

ХЪ ~  хъ хи
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эканлигидан фойдаланиб, узил-кесил
X i У% Ух I Х 1 У 1 1

= -5- mod *2 у2 1 (*)
*з —  *1 Уз —  У1

формулами ^осил ^иламиз.
1- ми со л. Учбурчак учларининг координаталари берилган: 

А (4, 2), В  (9, 4) ва С (7, 6). Бу учбурчакнинг юзи ва периметри то­
пилсин.

Е ч и ш .  а) учбурчакнинг юзини топиш учун (*) формуладан фой- 
даланамиз:

Икки ну^та орасидаги масофани топиш формуласига асосан:

\АВ\ =  V  (9 — 4)а +  (4 —  2)* =  V29.

\ВС\ =  У  (7 —  9)г +  (6 —4)Г =[2 / 2 7

\АС\ =  V  (7 — 4)а +  (6 — 2>2 =  5.

Демак, р =  У  29 -f 2 У  2 =  5.
2- ми со л. Координата у^ларини параллел кучирганла А (3,1) 

нуцта янги (2, — 1) координаталарга эга булади. Эски ва янги коорди­
ната системаларини ^амда А ну^тани ясанг.

Е ч и ш .  Масала шартига асосан: х =  3, у =  1, хх =  2, ух =  — 1. 
Бу ^ийматларни (3.25) га цуйсак,

Демак, координаталар боши О (1, 2) 
ну^тага кучирилган (61- чизма).

3- ми со л. Координата укла- 
рининг йуналишини маълум бир ут- 
кир бурчакка бурилганда /4(1, 4) 
нучтанинг янги системадаги абсцис 
саси 4 га тенг. Уша бурчакни то

Х_14 =  7 кв. бирлик:
б) учбурчакнинг периметри р ни ^исоблайлик: 

р =  \ЛВ\+\ВС1 +\АС\.

пинг. Иккала системани ва ну^та- 
ни ясанг.

0< I
--------------------------Е ч и ш .  Масала шартига асо ■ 

сан: х = 2 , у =  4, xt=4. Бу ций- 
матларни (3.26) формулалар!? 
цуйсак, X

61- чизма
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га эга буламиз. Бу системанинг иккала тенгламасининг з̂ ар иккайа 
томонини квадратга кутариб ^ушсак,

20 =  16 +  у\ ёки (у1)ъ з =  ±  2.
у х — 2 ^ийматни ^араймиз, Бу ^ийматни (А) нинг биринчи тенглама­
сига ^уйсак:

2 = 4  cos а  — 2 sin а=> 1= 2 cos а  — sin а
ёки

1 -f- sin а =  2 cos а,
Бу ифодани ^ар икки томонини квадратга кутарамиз:

1 +  2 sin а  +  sin2 а =  4 cos2 а,

Бундан (sin а )1; 2 =

1 -f* 2 sin а  +  sin2 а  < 
5 sin2 а +  2 sin а  — 3

■ 2 ±
10

(sin а ),

; (sin а )1 =  - 
■2 — i

■4 — 4 sin а, 
=  0.

■2 + 8 3
10 : 0,6; а  «  37°,

10

Y -

•' Й ,  j
1 Х У

, v r
— \ X v  1 -

\  - ̂
/ /

=  — 1; а 3 =  270°,
а  =  270° р̂ иймат масала шартини 
цаноатлантирмайди (62- чизма).

4- м и с о л. Координаталар бо- 
- шини кучириб, ушбу х2 +  4у3 —

1 = 3 тенгламани содда-

62» чизма4

— 16л: — ;
лаштиринг. зеки ва янги коорди­
ната системаларини ^амда^эгри чи­
ликни ясанг,

Е  ч и ш. Координаталар бошиии 
з^озирча ихтиёрий Ох (х0, у0) нуц- 

X тага кучирамиз. Утиш формулала- 
рини, яъни х =  хг +  х0, у =  Уг + у 0 
ни берилган тенгламадаги х ва у 
нинг урнига ^уйиб топпмиз:

( * i  +  * 0)2 +  4  (У х  +  У о ) “  —
— 6 (дгх +  х0) — 8 (ух +  г/о) =  3. 

Энди ^авсларни очиб ва ухшаш а̂д- 
ларни ихчамлаб ушбу тенгликка эга 
буламиз:

*1 + +(2х0—6)+ (8у0 *— 8) г/j =
3 — дг02 — 4у02 +  6 х0 +  8у0.

Энди х0, у0 ихтиёрий булганлигидая, 
уларни шундай танлаб оламизки, х, ва 
ух ^адлар йу^оладиган булсин, яъни 

2 х0 — 6 =  0, 1 - Г х0 — 3,
8 Уо — 8 = 0 j еки 1 у0=1- 
Демак, О (3, 1) (янги координата­

лар боши) эканини ^исобга олсак, бе­
рилган тенглама янги системада ушбу 
куринишга келади:

2 9
fL  + i l - i .
14 7/2

Бу эгри чизи^ 63- чизмада тасвирланган булиб, у эллипсдан иборат. 
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3- бобга дойр машцлар

1. 2х-^-у +  3 =  О тенглама билан берилган турри чизикнинг бур­
чак коэффициента ва ординаталар увидан кесган кесмасинм топинг.

Жавоб: к =  tg ср= 2; 6 =  3.
2. Оу у^дан 6 =  3 бирлик кесма ажратувчи з̂ амда Ох у к билан 

ф =  150° бурчак ^осил ^илувчи турри чизик, тенгламасини тузинг»

У ~ 3 х  +  3.
Ж а в о б :  у =  — ----- о-----

3. Оу уцдан 2 бирлик кесма ажратувчи ^амда х — 2г/+3=0 турри 
чизиц билан 45° ли бурчак з̂ осил ^илувчи турри чизикнинг тенгла­
масини тузинг.

Жавоб: у=Зл: +  2,
4. Т утри чизикнинг х -\-Зу —  4 =  0 умумий тенгламас-ини нормал 

формага келтиринг.

Жавоб: г~—  х -----   У ~т== 3У ю у  ю у ю
5. Координаталар бошидан 3 х — 6 </ -f 5 =  0 турри чизивда туши- 

рилган перпендикулярнинг узунлигини з̂ амда унинг асосининг коорди- 
нагаларини аникланг.

2 / 1 2 \ 
Жавоб: р = у  ; AM — у ,  у  1

6. Координаталар бошидан турри чизиеда туширилган перпенди­
кулярнинг узунлиги р = У 2. Бу перпендикуляр нинг мусбат йуна­
лиши билан ф =  45° ли бурчак ^осил ^илади, Турри чизикнинг нормал 
тенгламасини тузинг.

Жавоб: У ± х + ) Ц - у - У Т = 0 ,

7. 6х — 8 у — 15 =  0 тугри чизикнинг йуналтирувчи косинусла- 
рини аникланг,

Жавоб: cosa =  — ; sina =  — — ,
5 5

8. А (2,5) ну^тадан б х -f 8г/— 6 =  0 турри чизивдача булган 
масофани топинг.

Жавоб: 6 =  4,6.
9. 5л;— 12у — 13 =  0 турри чизивда параллел булиб, ундан 3 

масштаб бирлик узо^ликда ётувчи турри чизи^ тенгламасини тузинг,
Жавоб: 5 х — 12у +  26 =  0 ва 5 х — 12 у — 52 =  0.
10. 6 х — 2 г/ +  5 =  0 ва 4 х -j- 2 у — 7 =  0 турри чизи^лар ораси- 

даги бурчак ни анщланг,
Жавоб: ф =  -5. ,

4
11. А (5, — 4) нуь;тадан ^тувчи ва Зх -\~2 у—7 =  0 турри чизивд3 

перпендикуляр турри чизикнинг тенгламасини тузинг,
Жавоб: 2 х — 3 у — 22 =  0.
12. Л (1,2) ва В (4,3) ну^талардан утувчи турри чизщ тенгла" 

насини тузинг.
/Цавг>б: х — З у  +  5 =  0,
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13. д — 4 =  0 ва 2 х — 11̂  +  37 =  0 тугри чизи^ларнинг 
кесишиш ну^тасидан ^амда координаталар бошидан утувчи тугри чи- 
зи^нинг тенгламасини тузинг,5

Жавоб: у =  —  х.
14. Параллелограммнинг икки цушни томонларинкнг тенглахмалари 

х — у — 1 =  0, х — 2 у =  0 ва диагоналларининг кесишиш ну^таси 
N (3, — 1) булса, унинг долган томонлари тенгламасини тузинг.

Жавоб: х — 2у — 10 =  0 ва х — у — 7 =  0.
15. Айлананинг ушбу

2х2+  2уг — Зх  +  4 у + 2  = 0  
тенгламасига кура унинг марказини ва радиусини аникланг:

Жавоб: С ( 1 ,  — 1); R  =  — ,.
4 4

16. А (— 1,1) ва В  (1, — 3) нуцталардан утиб маркази 2 х — у +  
-}- 1 = 0 тугри чизиеда ётган айлана тенгламасини тузинг,

I 4 \2 / 5 \2 69
Жавоб: ( х + з ) + [ 4 ' + з )  — 9 •
17. Учбурчак томонларининг тенгламалари берилган:
9к — 2у — 41 =  0, 7 л:+  4 i/4-7 =  0, х — Зу +  1 =  0.

Бу учбурчакка таш^и чизилган айлана тенгламасини тузинг,
Жавоб: (х — 3,1)2 +  (i/ +  2,3)2 =  22,1.
18. Узаро параллел булган 2x-j-y— 5 =  0 ва 2х +  (/+15 =  0 

Tj/гри чизицларга уринувчи айлана тугри чизи^лардан бири 2 х +  у —* 
— 5 =  0 га А (2, 1) ну^тада уринади. Айлана тенгламасини тузинг.

Жавоб: (х +  2)'1 +  [у +  1 )2 =  20.
19. А (4,4) ну^тадан ва х2 +  у2 +  4 х — 4 у =  0 айлана билан 

у =  — х тугри чизикнинг кесишган ну^таларидан утувчи айлананинг 
тенгламасини ёзинг.

Жавоб: х2 +  у2 — 8у =  0.
20. Я нинг ^андай ^ийматларида х2 +  у2 — 6 X — 4 у +  А, =  0 ай­

лана билан 2 х — у +  1 = 0  тугри чизиц узаро кесишади.
Жавоб: Я =  8.
21. (х — а)2 +  (у — Ь)2 =  Л2 айлана ва Л х +  By +  С «= 0 тугри 

чиз1щ берилган. Бер илган айлана билан кесишиб, берилган тугри 
чизшда параллел булган тугри чизикнинг тенгламасини тузинг,

Жавоб: А (х — а) +  В  ( у - b )± R  У  А2 +  В 2 ^  0.
22. Координата у^ларига симметрик булган эллипс А (4, 1) ва

В  (- .4 ..., — 2) ну^талардан утади. Эллипснинг тенгламасини тузинг,

x L *  * + $ - 1.
23. ^  +  ^_ =  1 эллипс нинг 2 х — у — 9 =  0 тугри чизи^ билан

кесишиш ну^тасининг координаталарини топинг,
(69 21 \

13 ; j3  J; n .2 ( 3 ; - 3 ) .
yS «i2 ь _

24. — =  1 эллипсга (2, — 3) ну^тада уринувчи т^гри чизи^
• 16 12

тенгламасини тузинг.
Жавоб: у — -i- х — 4,
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25. М  (х, у ) Hyi-;ta х =  -» 2 турри чизшда нисбатан F  ( — 8,0) 
нуктага икки баробар я^инроада з̂ аракат цилади,Унинг траекториясини 
аникланг% у2

Тб i
26. £ . +  ^ 7  =  1 эллипснинг 2* — (/ +  17 = О турри чизиеда парал-

oU Z i
лел булган уриималарини топинг.

Жавоб: 2 х — у -\- 12 = 0  ва 2 х — г/ — 12 =  0.
27. Эллипснинг катта ярим уки а =  12, эксцентриситети в =  0,5. 

Эллипснинг тенгламасини ^амда фокуслар орасидаги масофани топинг,

Жа00б: -Щ + 108= 1: 1^1^.1-26 = 12.
28. Координата yiyiapnra нисбатан симметрик эллипс N (2 У  3, 6) 

ва А (6, 0) ну^талардан утади. Унинг тенгламаси, эксцентриситети ва
ну^тадан фокусларгача булган масофаларни топинг,

Жавоб: | !  +  £  =  1; е = У Л \  гх ^  3; rt =  9,

29. Координата у^ларига нисбатан симметрик ^амда М  (2 а, а У~3) 
нуктадан утувчи ва эксцентриситети 8 =  У  2 булган гипербола тенг­
ламасини ёзинг.

Жавоб: х2 — уг =  а2.
30. Асимптотаси ^акиций у^и билан 60° бурчак ташкил этувчи 

гиперболанинг эксцентриСитетини топинг,
Жавоб: 8 =  2.
31.'Бирор учидан фокусларигача масофалари 9 ва 1 га тенг бул­

ган гиперболанинг канойик тенгламасини тузинг,

« -
32. Гипербола асимптоталарининг тенгламалари 4 г/+ 3«  =  0ва  

4 у — 3 х =  0 з̂ амда фокуслари орасидаги масофа 2 с =  10, Унинг кано­
ник тенгламасини тузинг,

Жавоб: ^ - 4 - 1 .
33. Асимптоталари орасидаги бурчак 120° ва фокуслари абсцисса­

лар у^ида булиб, улар орасидаги масофа 2 с =  4 У  3 га асосланиб 
гипербола тенгламасини ёзинг,

Жавоб: ~ ~ У̂ =  1.
34. Гиперболанинг эксцентриситети е =  1,5; М. ну^танинг фокал 

радиуси т — 12, шу нуктадан у билан бир томонда ётувчи директриса- 
гача булган масофани ^исобланг,

Жавоб: d =  8.
X И л35. ~  =  1 гипербола асимптоталари билан Ах — 3 у — 8 =  0
9 4

турри чизикнинг кесишишидан зрсил булган учбурчак юзини ^исобланг. 
32Жавоб: S  =  —  кв. бирлик.

36. Куйидаги гиперболанинг тенгламасини энг содда шаклга кел- 
тиринг. 9х2 — 25 уг — 18 х — 100 у — 316 = 0,

Ж аеоб:£= Ж -1У± »  „
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37. Асимптоталарининг тенгламалари у ==± 3 х ва директрисалари- 
нинг тенгламалари х =  ±  1 булган гипербола тенгламасини тузинг,у 2 /»2

Г0-90 = 1-
38. Гиперболага утказилган х.ар ^андай урннмадан гиперболанинг 

икки фокусйгача булган масофаларнинг купайтмаси узгармас сон бу- 
лишинн исбот дилинг.

39. Горизонтга нисбатан уткир бурчак остнда отилган тош пара­
бола ёйини чизиб, бошлангич жоидан 16 метр узокда тушди. Тошнинг 
12 м баландликка кутарилганлигини билган з̂ олда унинг параболик 
тряекторияси тенгламасини тузинг,

Жавоб: х2 =  -  Н  (у -  12).

40. Фонтандан отилиб чи^аётган сув оцими параметри р — 0,1 
булган парабола шаклини олади. Сувнинг отилиб чи^аётган жойдан
2 м узокликка тушаётганлиги маълум булса, отилиб чи^увчи сувнинг 
баландлигини топинг.

Жавоб: h =  5 м.
41. х2 +  у 1 — 16 х =  0 айлана х +  у -- 0 тугри чизикнинг кесишган 

ну^таларидан утиб, Оу увда нисбатан симметрик булган парабола ва 
унинг директрисаси тенгламаларини тузинг.

Жавоб: х2 =  — Зу, 4у — 3 =  0.
42. Фокуси 4 х —3 у +  4 =  0 турри чизик, билан Ох у 1̂ нинг кесиш­

иш ну^тасида булган парабола тенгламаси ёзилсин,
Жавоб: у2 =  4 х.
43. у 1 — 6 х параболада фокал радиус-вектори 4,5 га тенг бул­

ган ‘ну^тани топинг,
Жавоб: N (3; ±  3 У 2).
44. у2 =  8 х параболага А (0 ,—2) ну^тада утказилган уринмалар- 

нинг тенгламаларини ёзинг.
Жавоб: х =  0, х +  у +  2 =  0.
45. у2 =  2рк параболага мунтазам учбурчак ички чизилган. Уч ­

бурчак учларининг координаталарини аншушнг.
Жавоб: О (0,0); А (6; +  2“1/з}; В  (6, — 2 Т/З).
46. Иккинчи тартибли эгри чизикнинг ушбу

5х2 +  4ху +  8 у2 — 32.*— 56у +  80 =  0
тенгламасини энг содда куринишга келтиринг аа бу эгри чизии,ни 
ясанг.

Жавоб: 4 2+ 42 = 1*4 9
47. Ушбу тенгламани соддалаштиринг:

32 х2 +  52 ху — 7у2 +  180 =  0.
/»2 у2

Жавоб: У - * = \ .
9 4

48. Иккинчи тартибли эгри чизикнинг ушбу
2 х2 +  4 г/2 — у —  1 = 0  

Яенгламасини энг содда куринишга келтиринг ва бу эгри чизи^ни ясанг
Жавоб: x\ =  ~ y lt
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4- Б О Б. ФАЗОДА ТЕКИСЛИК ВА TtfFPH ЧИЗИК

24- §. Фазода текислик

1°. Текисликнинг умумий тенгламаси. 4.1- теорема. 
Фазода щр щндай текислик х,у, z рзгарувчи координата- 
ларга нисбатан биринчи даражали алгебраик тенглама 
билан тасвирланади ва аксинча, х, у, z узгарувчиларга 
нисбатан биринчи даражали %ар щндай алгебраик тенг­
лама фазода текисликни тасвирлайди.

х, у, z узгарувчиларга нисбатан биринчи даражали 
алгебраик тенгламанинг умумий куриниши

(Г): Ax + By + Cz + D = 0 (4.1)
булиб, бунда А, В, С, D — узгармас сонлар.

Исбот .  а) биз (Т) текисликка перпендикуляр булган
о  _  _ 0in Ф  0 векторни (Г) текисликнинг нормали деимиз. Уч ул- 

човли фазода Декарт координаталар системаси тайинлан- 
ган булсин. Текисликнинг бу координаталар системасига 
нисбатан тайин М (х0, у0, г0) 6 Т ну^тасини олайлик. Агар
m нормалнинг шу координаталар системасидаги координа­
талари

m = {А, В, С} = A £?i -f- Be2 "-f- Се3
булиб, М {х, у, г) фазонинг 
ихтиёрий нуктаси булса, у 
^олда М £ Т булиши учун
М0М вектор m векторга пер­
пендикуляр, яъни уларнинг

*~~'У —>■
скаляр купайтмаси М0М-т=О
булиши зарур ва етарли (G4-* / q у
чизма). М0 М векторнинг коор- /х 
динаталари 64- чизма.

М 0М=>{х — х0, у — у0, г — г0}.^

^  AVW =■ ±АУ— 1о) ^2 + (г -  ?„) Т3
О Т. Ш. Ш9ДЩ& 129
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М^М •~т = А (х — х0) + В  (у — г/0) +- С (z — г0) = 0.
Бундан

Ля -J- By  -f Cz -f (— Ax0 — By0 — Cz0) = 0
ёки

Si, Ax "b By "f Cz + D — 0,
бу ерда

D = Ax0 By0 CZq.
Теореманинг бир к[исми исботланди.
б) Айтайлик, (*„, уп, г0) учлик (4.1) тенгламанинг ечи­

ми булсин, у ^олда х, у, z урнига (xQ, у0, г0) ечимни 
ь̂ уйиб, ундан

D — Ах0 Ву0 Cz0
га эга буламиз. D нинг топилган бу "кийматини (4.1) тенг­
ламага ^уйсак,

А (х — х0) + В  (у — г/0) + С (г — г0) = 0 (4.2)
ёки вектор куринишда

МдМ-т = 0
тенгламага эга буламиз. Бу муносабатдан М0 (х0, у0, г0) £Т 
экани келиб чи^ади. Бу муло^азалар теоремани тула 
исботлайди.

2°. Текисликнинг координата укларига нисбатан жой-
лашуви. Текисликнинг умумий тенгламасидаги баъзи коэф- 
фициентлар нолга тенг булган ^олда текисликнинг фазода 
цандай жойланишини текширамиз.

1) D = 0 булсин, бу ^олда текисликнинг умумий тенг­
ламаси Ах + By + Cz = 0 куринишни олади. Бу тенглама 
координаталар бошидан утган текисликни тасвирлайди, 
чунки координаталар боши О (0, 0, 0) нинг координата­
лари бу тенгламани каноатлантиради;

2) агар Т текисликнинг т = {А ,  В, С} нормалининг
координаталаридан бири нолга тенг булса, у ^олда т  век­
тор мос ^ада перпендикуляр булади. Масалан, С = 0 
булса, у ^олда Ах + By -j- D = 0 текислик Oz уеда па­
раллел булган текисликни ани^латди (65- чизма);

3) агар С — 0 ва D = 0 булса, Ах + By — 0 тенгЛама 
Oz уцдан i/тган текисликни тасвирлайди (66- чизма). Ага'р

булгани учун
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65- чизма. 66- чизма.

Л О, D — О булса, текислик Ох у к дан утади. В  — О, 
[) =» о булса, текислик Оу укдан утади;

4) энди Л О, В  = О, С = О, D ¥= О булсин, бу ^олда
Ax + D — O ёки х = — -j тенглама (уОг) координаталар

фада ётган текисликни аницлайди (67- чизма).
Лгар тенглама By + D = 0 булса, у (xOz) координата-

масофада жойлашган текисликни тасвирлайди.
Шунга ухшаш, Cz + D = 0 тенглама (хОу) координата-

фада жойлашган текисликни тасвирлайди;
5) ^уйидаги:
а) А ф  О, В =  О, С = 0, 0  = 0;
6) Л = 0, Вф О , С = О, D = 0;
в) Л == 0, 5  = 0, С ^ О ,  £> = О

лолларда мос равишда Лж = 0, By — 0, Cz — 0 ёкй д: = О,
г/ =« 0, z = 0 тенгламаларга эгамиз. Улар мос равишда 
\хОу), (xOz), (yOz) координата текисликларини тасвирлай­
ди (68- чизма).

Энди текисликнинг Ах + By  + Cz -j- D = 0 тенглама­
сини ^уйидагича ёзайлик:

Ах -f By  -f Cz = — D ёки —- л: -J- —- г/ + —- г — 1.

текислигига параллел ёки ундан k = -- - га тенг масо-

лар текислигига параллел ва ундан тенг булган

лар тёкиолигига параллел ва ундан — — га тенг масо-
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67- чизма. 68- чизма.

Бундан

Агар

D
А

+ ■ _D
С

1.

. Ё  -  ь — — = ' в ' с 0
белгилашларни киритсак,

* + . £ + * « ,  1 
а Ь с

куринишдаги тенгламага эга 
буламиз. Бу тенгламани те ­
кисликнинг кесмаларга нисба­
тан тенгламаси деб аталади 
(69- чизма).

3°. Уч текисликнинг уз­
аро жойланиши. (Ti),(T2), (Т3) 
текисликлар берилган булсин:

(7 i): A lx  4 ' B i У  ~b C iz  -Ь =  О,
(T2): А 2х  + В 2у -f- C2z -f- D2 = О,
(Т3): A.tx -j- В 3у + CoZ -f- D3 = 0.

Бу текксликларнинг нормал векторларини ёзамиз:

пх — {А х, В 1У Q ,  п2 — {А2, В 2, С2}, {А3, В 3, С3} .
Бунда ^уйидаги доллар булиши мумкин:

1) л,, п2, п., векторлар узаро чизикли богли  ̂ булган 
векторлар булсин, яъни
132



а) (4.3) муносабатлар бажарилиб, ^  = у ,  тенгЛ2’ д,
ликлар уринли булганда у чала ГЛ), (Т2) ва (Тя) текис- 
лик устма-уст тушади;

б) (4.3) муносабат уркнли булкб,

70- чизма.

1̂ 2̂
'4з

шартлар бажарилса, (7\), 
(7’2), (7’.,) текисликлар уз- 
арб параллел булади (70- 
чизма);

2) пи п2, п3 вект^/ардан фа^ат иккитаси чизицлй 
богли^ булсин, яъни

(4.4)пг = 1п2,
— —>- 
п2 ф

а) (4.4) муносабатлар уринли булиб,
Oi = £t 
2̂  ̂2

шарт бажарилса, (Tj) ва (Т2) текисликлар устма-уст ту- 
шиб, (Т.J  текислик улар билан кесишади (71- чизма);

б) (4.4) муносабатлар уринли булиб,

D2 А2
шарт бажарилса, (7\) ва (Г2) текисликлар узаро параллел 
булиб, (Т3) бу параллел текисликлар билан кесишади;

1J.J
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Т2- чизма 73- чизма.

(4.5)

3) агар

п1 кп2, I 
п2 Ф  j 

муносабатлар уринли булиб,
а) (7\ П Тг) ^  (Т, П Т„)

шарт бажарилса, (Ti), (Тг), (Т.л) текисликлар бир тугри 
чизи  ̂ буйлаб кесишади (72- чизма), яъни текисликлар бог- 
лами ^осил булади;

б) (4.5) муносабатлар уринли булиб.
(7’1П7’г)# (7 ,1П7,3)

шарт бажарилса, (Т^, (Т2), 
(Т3) текисликлар кесишиб 
призма ^осил цилади (73- 
чизма);

в) агар пг, п2, п., вектор­
лар чизи^ли эркли булса, (7\), 
(Г 2), (Тл) текисликлар бир 
ну^тада кесишади (74- чиз­
ма).
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25- §. Текисликнинг нормал тенгламаси. Ну^тадая 
текисликкача булган масофа

Координаталар бошидан утмдйдиган текисликлар учун 
купинча текисликнинг нормал тенгламасидан фойдалани-
лади. Бунинг учун энг олдин пе бирлик нормал аницла- 

—>- ц
нади. пе вектор Ох, Оу, Oz координата учлари билан мос 
равишда а, Р, у бурчаклар ташкил ^илса, у ^олда

пв =* {cos a, cos Р, cos у} =>- пе = cos +
—>- - >■

+ cos p-c2+cos у-е.л
булиши маълум. (ОР) координаталар бошидан Т те^ислик- 
ка туширилган перпендикуляр булиб, унинг узунлиги

I ОР\ = р
га тенг булсин.

п вз ОР вэкторлар коллинеар (бир хил йуналган) бул­
гани учун

ОР = рпе-
Куйидаги муносабатларга асосланиб текисликнинг нор­

мал тенгламасини келтириб чин̂ арайлик:

М (х, у, 2) € 7; ~п х Т\ пв ± Т\

PM  ±  п; | пе | = 1, ON П' Т в= Р,
Равшанки, 75- чизмадан

(ОМ — р~п1)-~п1 — 0.

ёки
-------- V

ОМ • я, = рп?=  р.
■—  ► - = * * = * * *

Агар ОМ = {х, у, 2} =4- ОМ = хех + уе2 + zez 

эканини эътиборга олсак, ^уйидагига эга була.миз: 
х cos а + у cos Р + 2 cos у = р

ёки - '
*cos« -f^cosP -f gcosy — P *  0/’ (4.6j

135
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76- чизма.

Бу тенгламани одатда текисликнинг нормал тенгламаси 
дейилади.

Энди ихтиёрий нтетадан текисликкача булган масофа­
ни топишни курайлик (76- чизма). Бунда ^уйидагиларга 
асосланамиз:

K l=  1; ON =Л; М хКг II Р Р Х\
М  (х, у, г) € Г; 7; [М ^ ]  х Т ;

ON(]T = P\ М ХК 1 # Р Р !  = б;
(Т) : х cos а + у cos Р + z cos у — р = 0.

Чизмадан куринадики, М ХМ  вектор билан пе бирлик век­
торнинг скаляр купайтмаси М х нуцтадан Т текисликкача 
булган б масофага' тенг, яъни

б = MLM-ne = (гх — г)-~пе.

Агар r lt г радиус-векторларнинг ^амда пе бирлик вектор­
нинг координаталарини з̂ исобга олсак, охирги тенгликни 
бундай ёзиш мумкин:

6 = {л̂  — х, ух— у, zx— г }-{cos a, cos (3, cosy}
ёки

б = (*! — х) cos а + (ух — у) cos р + (г-х— г) cos у, (4.7) 
бундан

б — хх cos а ■{- Ух cos Р + zt cos у — р
130



га эга буламиз. Бу формуладан шуни айтиш мумкинки, 
M i (хи уг, г,) нуктадан текисликкача булган масофани 
топиш учун текисликнинг нормал тенгламасидаги узга- 
рувчи х, у, z координаталар урнига Мх нуцтанинг хх, ylt гг 
координаталарини цуйиш кифоя.

М х{хи ух, г,) нуктадан Ах + By  + Cz + D — 0 тенг­
лама билан берилган текисликкача булган масофа

=  I Л* 1  +  Bt/i +  Сгх -f- D [ ,д
/ А 1 +  В- +  С2

формула буйича топилади. (4.8) формулани исбот этиш 
учун текислик тенгламасининг икки томонини нормаллов­
чи купайтувчи - :̂ .. га купайтириб, йуналтирувчи
косинуслар таърифидан фойдаланиш етарли.

26- §. Уч ну^та ор^али утувчи текислик тенгламаси

Берилган учта М г{х1% ух, Zx), М2(х2, у2, z2), М3(х3, y3, z3) 
нуктадан утувчи ягона текислик тенгламасини топай- 
лик.

К,уйидаги учта векторни ^араймиз (77- чизма):

М М х= ?х— ~ г= {х ', у ', г '} = {х1 — х, Ух — у, 2Х — г},
М М, = Т2 —7  = {х", у", г"} = {х2 — х, у2 — у, z2 — г},

ММ3 = ТЯ—Т  = {х’", у’", г'"} = {х3 — х, Уз — у, z3 — z)

М (х, у, z)£T  булиши учун М М и ММ2, М М 3 вектор­
ларнинг компланар булиши, яъни уларнинг аралаш купэйт- 
маси нолга тенг булиши за- 
рур ва етарли. Уч векторнинг 
компланарлик шартидан фэй- 
даланиб, ^уйидагига эга бу­
ламиз:

X" X
У" У"

еки
Xi — х х2 — х
Ух — У У г
Zx —  Z г 2 -

-у Уз- 
г 2,-

= О

- х
-У 
• 2

0.
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Детерминантнинг хоссаларидан фойдаланиб, бу учинчи тар­
тибли детерминантни туртинчи тартибли детерминант би­
лан алмаштирамиз:

(4.9) тенглама учта М и М2, М., нуцта орцали утувчи 
(Т) текисликнинг тенгламасидан иборат. Агар (4.9) нинг 
чап томонидаги детерминантни биринчи сатр элементлари 
буйича ёйсак, текисликнинг умумий тенгламасини ^осил 
к.иламиз, бош^ача айтганда, (4.9) ни куйидагича ёзамиз:

Ух гх 1 Х у  Zj 1 X i  У х  1 Х у  У у  Z y

Уг 1 X  — х2 z2 1 У + х2 У  2 1 Z  + х2 У2 z2
Уз гз 1 х3 z3 1 х3 у3 1 Х3 Уз z3

- 27- §. Икки текислик орасидаги бурчак
Икки текислик орасидаги бурчак деб бу текисликлар- 

нинг нормал векторлари орасидаги бурчаклардан ихтиёрий 
биттасига айтилади.

Дар 1̂айси текисликнинг ^ар&ма- а̂рши йуналган нор- 
маллари мавжуд булгани учун берилган икки Т' ва Т" 
текисликнинг нормаллари орасидаги бурчак бир цийматли 
аницланмайди: бу бурчак ф га ёки л — ф га тенг булиши
мумкин (78- а чизма). Агар п' ва п" мос равишда Т' ва- 
Т" текисликларнинг нормаллари булса, у ^олда (78- б чиз­
ма) ;

Агар берилган икки текислик тенгламалари куйидагича
( Т ' ) : АуХ -I- В\у -f- CyZ -f- Dy =  О,
(Г " ) ; 4" В гу  -j” CjZ 4- О

Х у  —  X  Х 2  —  X  Х 3  —  X

Ух —  У У2 — У Уз У =>
Zy — z z2 — z z3 — z

Х у  х2 х3 х 
Ух У г Уз У =  о
Z y  z2 z3 z 
1 1 1 1

ёки барибир
х у z 1

Ух zj 1 _ (4.9)

СОЭф =
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78- чизма.

ёзилган булса, бу текисликларнинг нормал векторлари 
(78- а, б- чизма)

« ' -  {Л х, В ь C j}, 7' = {Л2, В 2, С2}
булади. У ^олда узил-кесил ушбу формулани хосил и̂ла- 
миз:

cos ( Г 7} Т") = cos (п 'Л л*) = — J- 4.̂  + йА  + С/ЛI
/Л2 + В2 + С2./ Л 2 + В2 + С2

(4.10)
Энди текисликларнинг параллеллик ва перпендикуляр- 

лик шартларини келтириб чи^арамиз.
а) Т' ва Т" текисликлар параллел булиши учун улар-( 

нинг нормал векторлари коллинеар булиши етарли, яъни

п’ = X п", к Ф  0 ёки Ах = \А2, B L = КВ2, Сх = ХС2.
Агар А2 Ф  0, В 2ф 0, С2^ 0  булса, у ^олда бу тенг- 

ликлардан
_  fit _  

л2 в2 с г
келиб чик.ади. Агар (4.11) тенгликлар бажарилса, Т' ва Г " 
текисликлар, равшанки, параллел булади. Демак, Т  ва Т" 
текисликлар параллел булиши учун (4.11) тенгликларнинг 
бажарилииш зарур ва етарлидир.

(4.11)
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б) Т  ва Т" текисликлар перпендикуляр булиши учун 
уларнинг нормал векторлари узаро перпендикуляр булиши
етарли, яъни (п' j, п") =>■ (п1 -п") — 0. Бундан ^уйидаги 
тенглик келиб чикади:

Л И „  +  а д + С 1С я =  0. (4Л2)
Агар (4Л2) тенглик бажарилса, равшанки, Т  ва Т" 

текисликлар перпендикуляр булади. Демак, Т' ва Т" те ­
кисликлар перпендикуляр булиши учун (4.12) тенгликнинг 
бажарилцши зарур ва етарли.

28- §. Фазода тугри чизиц

1°. Тугри чичицнинг вектор тенгламаси. 1 ихтиёрий туг­
ри чизик, булсин. Бу тугри чизикнинг фазодаги ^олати 
бирор тайин М0 61 ну^та ва I да ётувчи ёки унга парал­

лел булган s вектор би­
лан тула аншутнади. Фа­
зода Декарт координата­
лар системаси берилган 
булсин. Берилган /И0 ва 
ихтиёрий М  нуцталарнинг 
радиус-векторларини мос
равишда г0 ва г билан 
белгилаймиз. Энди цуйи- 
дагича мулодаза юритамиз 

79- чизма. - (79-чизма):

М о й , м Й е / = > л у и е *

ёки шартга кура М0М  [| s булгани учун М0М — X s ёки 
г — г0 = /. s, Яу=0. Бундан

г — r 0 + X s  (4.13)

тенглама келиб чицади. Уни тугри чизикнинг вектор 
тенгламаси дейилади.

2°. Тугри чизикнинг параметрик ва каноник тенглама­
лари. I тугри чизи  ̂ узининг вектор тенгламаси

Г  =  Г 0 +  X  S

билан берилган булсин. М0 (х0, у0, гп) нуцта гп радиус- 
векторнинг охири, М (х, у, г) эса I ту  ри чизикнинг узга-
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рувчи г радиус-векторининг охири булсин, s векторнинг 
Ох, Оу, Oz координата уцларига проекцияларини мос ра­
вишда т , п, р билан белгилаймиз. ’У ^олда

[ х — х0 — X т ,
г г $ = X s ̂ у z/o “  X п,

|[z  — z0 = X p . i
Бундан ушбу тенгликларга эга буламиз: 

х (X) = х0 + X т ,
■ У (X) = Уо Хп, (4-14)

z (X) = z0 -f X p.
(4.14) тенгламалар туплами тугри чизикнинг парамет­

рик тенгламаси дейилади. Параметр Х £ (— оо, -|~ оо) тур­
ли ^ийматлар кабул килганда / тугри чизикнинг турли 
нуцталари ва фа^ат шу тугри чизикнинг ну^талари ^осил 
булади. Шунинг учун (х(Х), у(Х), z(X ))£ l, X£R  деб ёзиш 
мумкин. Равшанки, (4.14) муносабатлардан параметр А. ни 
чи^ариш мумкин. Натижада

- ~ ~ Ч  =  У — У» ^  . (4 i5\
т  п р

тенгламалар системаси ^осил булади. Одатда (4.15) тенг­
ламалар системаси тугри чизикнинг каноник тенгламаси 
дейилади.

Баъзи хусусий ^олларни таъкидлаб утамиз. Агар / туг­
ри чизи  ̂ координата укларидэн бирига перпендикуляр 
булса, у ^олда шу I тугри чизикда ётувчи исталган век­
торнинг шу уедаги проекцияси нолга тенг. Масалан, агар
I тугри чизи  ̂ Ox уада перпендикуляр булса, т  = 0 була­
ди. Бу ^олда I тугри чизикнинг тенгламаси бундай ёзи- 
ладн:

х — х0 _  у — у„ г — г0
О п р

Бу тенгламада -■ ~  х" каср символик равишда ёзилган (сим­
метрия учун). Аслида биз

п р
тенгликларга эгамиз.

Шунга ухшаш, агар I тугри чизиц иккита координата 
yiyiraj масалан, Ох ва Оу у^ларга бир вактда перпенди-
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куляр булса, унинг каноник тенгламаси бундай ёзилади:
х— х0 _  у — у0 _  х — г0

О О р
Энди /j ва /2 тугри чизи^лар каноник тенгламалари 

билан берилган булсин:
(/i): ^  =  ̂  = ylf rx) 6 /i,

Щ pt
(g ; = L J  = iz iiL  М 2 (х2, у2, z)t 6

/722 2̂ Рг
Бу турри чизицларнинг йуналтирувчи векторлари мос ра­
вишда

sx =  { т х, n v  P i ) ,  s2 =  {m2, n2, p 2}

булади. Бунда sx, s2 ва Mi/Ha векторлар орасидаги му*
носабатларни текширамигг. sx ва s2 векторлар узаро чизны­
ли боглик, булсин, яъни

sx = X s2, X =̂= 0 (/х, /2 а  Т).

а) s ва УИХМ2 векторлар узаро чизшуш борлиь̂  бул­
ганда /х ва /2 турри чизи^лар устма-уст тушади. Масалаи, 
уЙ1бу

х — 1 _  у — 2 __г — 3
” 1  2 Г ’
д; — 2 у — 4 __г —-6

2 4 6

турри ч изиклар устма-уст тушади;
б) sx ва М ХМ2 векторлар чизи^ли зркли булса, яъни

si ^ X M LM2, Х Ф \р булса, бу ^олда /х ва /а турри чизиц- 
лар узаро параллел булади. Масалаи,

* — 1 = у — Ь ^ г — 3
1 2 3 ’

х — 2 _ у — 4 _  г — 5
2 4 _  6

турри чизи^лар узаро параллелдир.
Агар S; ва s., векторлар чизи^ли эркли булса, у о̂л- 

да /х ва /2 турри чизиг̂ лар узаро кесишади. Масалан,
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Агар Sj, s2 ва М гМ2 век­
торлар компланар булмаса, 
бу ^олда li ва L  турри чи- 
зи^лар фазода кесишмайди. 
Бунда улар учрашмас тугри 
чизицлар дейилади. Масалан,

х — 2 _  у — 2 _  г — 5

х — 1
2

У- 2
5

г — 4

турри чизи^лар учрашмасдир.
Фазода 7\ ва Т2 текисликларнинг кесишишидан ^осил 

булган I тугри чизик; берилган булсин (81-а чизма). 7\ва
Т2 текисликларнинг пх ва п2 нормал векторларини (улар 
коллинеар эмас) ясайлик. Ясашга кура

гг2± Т .
„

Бу .̂ олда пх ва п2 нормал векторларнинг вектор купаит- 
маси тугри чизи^ни гг йуналтируЕчи вектори булади. Бу
ерда иккита пъ п2 нормал вектор фазодаги I тугри чизи -̂ 
нинг ^ам нормали булади.

1 4 3
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Фазода (Г) текислик берил­
ган булсин (81-6 чизма). Бу 
текисликнинг узаро коллинеар
булмаган ихтиёрий иккита еи с,, 
йуналтирувчи векторларшш 
олайлик. Бу текисликнинг ик­
кита йуналтирувчи векторлари- 
нинг (юцоридаги муло^азага ух­
шаш) вектор купайтмаси (Г) те- 
кисликнинг нормал вектори бу­
лади.

Энди I тугри чизи!̂  буйлаб 
узаро кесишувчи Тъ Т2 текис­
ликлар берилган булсин (82- 
чизма), яъни

11 _  г  п т  \- [A lX ^lZ >̂1 — О,i 1II '*)■ + В 2у + C2z + D2 = 0;

и 1 =  {Л ,̂ Z?j, Cj}, п2 =  {Л 2, 5 2> С 2} .

/ тугри чизикнинг тайин М у нуцтасини олайлик. Агар 
М  шу тугри чизикнинг ихтиёрий ну^таси булса, у ^олда 
унинг тенгламасини

82- чизма.

M tM  =  ks ёки г —  r1 = Xs, к  Ф  0

ёки
х — xL = km,
У — У! = кп, 
z — Zj = Хр

■ //1
m

куринишда ёзиш мумкинлигини биламиз, бунда I т}'Рри
чизикнинг s йуналтирувчи векторининг координаталари 
{/и, п, р).

Бизга иккита кесишувчи Ти Т2 текисликнинг нормал 
векторларининг вектор купайтмаси / турри чизикнинг 
йуналтирувчи вектори эканлиги маълум.

Икки векторнинг вектор купайтмаси таърифига асосан:

/?iXn2 В 1 Сх
В , С, ?i + Ci л х 

с 2 л 2 е 9 + Аг В х 
Ла в %

Шунга кура I турри чизикнинг тенгламасини куйидаги 
куринишда ёзиш мумкин:
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X —  Xi J111 г — г j
| S i  С г |Ci A | M i  A il
1 &2 ^2 k  -4,1 j ^2 j

3°. Берилган икки ну^та ор^али утувчи тугри чизиц 
тенгламаси.

Фазода уи *i) ва М 2(х2, г/2, z2) нукта-
лар берилган булиб, бу ну1\талар орцали утувчи тугри
чизи  ̂ тенгламасини тузиш талаб цилиисин. М ХМ2 вектор 
берилган тугри чизиеда коллинеар булади, яъни

s = ХМ1Л12, А, Ф  0.

Бунда s вектор I тугри чизикнинг йуналтирувчи вектори.
Агар бошлангич ну^таси М { нуктада булган М гМг век- 
торни /тугри чизикнинг йуналтирувчи вектори сифатида 
олиб, тугри чизикнинг вектор тенгламасини эътиборга
олсак, -

о- ---
Г = Кi “Ь

*г> г-> --- ег>
тенгламага эга буламиз. г, гъ М гМа векторларнинг кеор- 
динаталаридан фойдаланиб, цуйидагнии ^осил циламиз:

хег +  уег + гея — xiel + yLe2 + г1е3 -f Х[(х2— х̂ ) ех +

+ {у2 — Ul) е2 + (z2 2l)pJ
ёки

(х — хЦег + (У — yi)e2 + (z — zx)ej = Цх2 — x S i +
+ Ч у* — yi)e, + Цг2 — Zj)e3.

Бу тенглама каноник куринишда цуйидагича ёзилади:
X — *1 =  у — Ух =  г — гг (4.16)

Хц — X! г/2 — г/i г2 — ?! ■
(4.16) тенглама фазода икки нуцтадан утувчи тугри
чиз1Щ тенгламасидир.

29-§. Икки тугри чизик, орасидаги бурчак

Фазодаги икки турри чизиц орасидаги бурчак деб 
фазонинг ихтиёрий нуктасидан берилган тугри чизицларга
JO Т. Ш, Ш одиев 1 } j
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параллел килиб утказилган 
икки тугри чйзи  ̂ орасидаги 
бурчакка айтилади.
) Бошкача айтганда, тугри 
чизикларнинг йуналтирувчи 
векторлари орасидаги бур­
чак берилган т$гри чизи^лар 
орасидаги бурчак деб ата- 
лади.

Тугри чизицлар каноник 
тенгламалари билан берилган 
булсин:

(1х):

0г):

х — хг __ у_ 
Щ 

х —х2

П

У — !
Р1 

-г.
. M ita , yv 2j)6/1,

n, Рг f M2(X2, 2̂ ) ^ 2

Бу тугри чизикларнинг йуналтирувчи векторлари 
-—>- —>
Si = {mi, Пъ рх), s2 = {т 2, п2, р2).

Бу щпда slt s2 векторлар орасидаги бурчак (83- чизма) 
бундай топилади:

/ \
ЩЩ  +  « 1 « 2  +  Р\Рг/ \

cos (/1, /2) = cos(sb s2) =
Vm] + n] + p]-Vm] + 4  + pl

(4-17)

Агар /1 ва /2 тугри чизицлар узаро параллел булса,
Si ва s2 векторлар узаро коллинеар булади. Бундан икки 
тугри чизик.нинг параллеллик шарти ушбу

(4.18)щ _____п\ Pi
т 2 п2 р2

'куринишда ёзилиши келиб чи^ади. Агар (4.18) тенгликлар 
бажарилса, 1Х ва /3 тугри чизиклар параллел булади. Шу­
нинг учун бундай тасди  ̂ уринли: 1г ва /3 тС/гри чизиц- 
лар параллел булиши учуй. (4.18) тенгликларнинг бажа- 
рилиши зарур ва етарли,

Икки тугри чизикнинг перпендикулярлик шарти ушбу

mLm2 -}- пгп2 -Ь рхр2 =0 (4.19)

куринишда ёзилишига ишонч ^осил цйлиш ^ийин эмас. 
Фазода икки тугри чизиц перпендикуляр булиши учун
(4.19) тгнгликнинг бажарилиши зарур ва етарлидир.
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30-§. Тугри чизи!  ̂ билан текислик орасидаги бурчак

•Тутри чизи^ билан унинг текисликдаги проекцияси 
орасидаги бурчак тугри чизиц ва текислик орасидаги бур­
чак дейилади. Бу таъриф икки бурчакни аницлайди. Улар 
бири иккинчисини я га тулдирувчи бурчаклардир.

Текислик ва тугри чизи  ̂ ^уйидаги тенгламалар билан 
берилган булсин:

(Т): Ах -j- By  -f- Cz -f- D = 0, и — {A, В, С},
... X — Xy _  y— yj _  г — г1 

m n p *
Г =  {m, n, p}, M i(xu yu.*i)£l.

84- чизмадан l тутри чизи^ билан (T) текислик орасидаги 
бурчак п ва s векторлар орасидаги бурчакдан ~  га фар  ̂
цилади. Шунинг учун чизмадан ^уйидагиларга эгамиз:

(М0М ъ \ л )  = ф =• (C h i (М0К ?М 0М) =  90°.
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Демак,

(s, п) =. (М0МЪ М 0М) -  (M0M lt 0М) =
/w / \  / \  / \

= (М0МЪ М 0К ) + (М0к , М0М) = (/, Г) + 90°.
Буларга кура цуйидаги формулага эгамиз:

IcosS «)1 =|sin(/^)l= у л, +й "с °г ^ + 1 ч .,-  <4'20>

Агар / тугри чизик; (Т) текисликка параллел булса, у 
^олда (4.20) дан ушбу

Ат-\-Вп + Ср = Ъ ’ (4.21)
тенглик келиб чи^ади. Бу зарурий ва етарли шартдан 
иборат.

Аввалги пунктлардагн каби, I тугри чизи  ̂ билан (Г) 
текислик перпендикуляр булиши учун

-  = -  = -  ' (4.22)т п р

тенгликларнинг бажарилиши зарур ва етарлидир.
>

31- §. Тугри чизиц билан текисликнинг кесишиши

Ушбу
(/): £ n i l  = У ц М  = inii; м (* д  г ) у  

т п р
тугри чизи  ̂ билан

(Г) • Ay + By Cz D = 0
текисликнинг кесишиш ну^тасини (бундай ну^та мавжуд 
булса) топиш билан шугулланамиз. Бунинг учун I тугри 
чизикнинг тенгламасини параметрик куринишда ёзамиз:

х = хх + Хт\
У =  У\ +  
г =  г х +  Л/?.

х, у, г нинг бу цийматларини (Г) нинг тенгламасига цуямиз: 
А(хх -f- Хт) -J- E (yL + Хп) + C(zl -f Хр̂  -{- D = 0
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еки
Аху -f- Byy ~{~Czi -)- D -j- X(Am 4~ Bn -\-Cp) — 0.

Бу тенгламадан
у _____ FAvt + By-i 4  0?i 4- P  и  23)

Am +  Bn +Cp
X нинг бу цийматини l тугри чизикнинг тенгламасига 
^уйиб, берилган тугри чизик; билан текисликнинг кеси­
шиш ну^Тасининг координаталарини топамиз.

Агар (4.23) формулада А т  + Вп Ср Ф  0 булса, ке­
сишиш ну^таси мавжуд булади ва шунинг учун тугри чи- 
зи  ̂ билан текислик битта нуктада кесишади.

Агар А т  4- Вп + Ср ±= 0 булиб,
Аху 4- Bi/i-j-Czi 4" В) ф  0

булса, тугри чизиц текисликка параллел булади ва тугри 
чизицдаги (xL, уи гг) ну^та текисликда ётмайди. Де'мак, 
тугри чизи  ̂ билан текислик кесишмайди. Агар

(Am -j-Bn + Ср = 0,
|Лхх -f Вуг 4- Czx+D  = О

шартлар бажарилса, бундан тугри чизиц билан текислик 
узаро параллел экани ва текислик турри чизицдаги (хи 
у{, 2t) нуцтадан утиши келиб чи^ади. Демак, тугри чи- 
зщ текисликда ётади.

1°. Икки тугри чизикнинг бир текисликда ётиш шарти 
Ушбу тугри чизи^лар берилган булсин:

/М . х ~ хх У — Ух г ~ г 1 .
Vx) ’■

(1г):
mi пу Pi

х —  х2 У — Уг г — г3
Ч «2 Pi

Бу ерда М г(хъ уи гх), — { т и nL, р} £/i ва М2{х2, у2, гг), 
s2 — { т 2, п2, р2}& 2‘

Равшанки, ва /2 турри чизи^лар бир текисликда
ётиши учун М гМг, sv s2 учта вектор компланар булиши 
зарур ва етарли.

Уч векторнинг компланарлик шартидан фойдалаииб, 
ушбуга эга буламиз:

(M iM j j X s J - S j j  =  0 .  .
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Агар AfjMj,, slt Sj векторларнинг координаталарини эъти- 
борга олсак, цуйидаги тенгликни ^оснл киламиз:

Х2 XL У-1 У1
mL
т „

п, 0. (4.24)Pi
'2 " 2  Рг

Бу тенгликнинг бажарилиши /х ва /2 т>три чизицлар бир 
текисликда ётиши учун зарур ва етарлидир.

Энди мисоллар курамиз. !
1-м и со л  Ушбу (Г ): 2 х-\-у — г — 4 =  0 текислик берилган. 

M i (1,3,0) ну к/га дан утиб, (Т) текисликка параллел булган текислик 
тенгламаси ёзилсин.

Е ч и ш .  Фараз ^идайлик, изланаётган текислик (Т х) булсин. (Т г) 
текислик (1,3,0) ну^тадан утганлиги учун унинг тенгламаси:

(Ti): Ах(х - 1) +  Brfy-3) +  Сх(г -  0) =  0

булади. (Т ) ва (Т г) текисликлар узаро параллел булгани учун излан- 
ган (Тх) текислик тенгламаси ^уйидаги куринишга эга булади:

2 (х -  1) +  1 - (у-3) -  1 -(г-0) =  0
ёки 2 х +  у — г — 5 =  0.

2-мисол.  (Т): 2х -+ у  — г — 4 =  0 текислик ва Л11(1,3,0) 
Afa(0 ,—2, — 1) ну^талар берилган. (М ХМ 3) =  (/) тугри чизиадан утиб 
(Т ) текисликка перпендикуляр булган текислик тенгламаси тузилсин.

Е ч и ш .  Агар изланаётган текисликни (7^) десак,
(M & T J: Ai(x ~  1) +  Bi(y -  3) +  Сх(г -  0) =  0,

, Ai ( 0 - 1 ) +  В х(— 2—3) +  Сх(— 1—0) =  0.

Иккинчи томондан, Т±  7\ булгани учун
/— Ах — 5 В х — Сх =  0,
\2Л1 +  В 1- С 1 =  0.

Биз бу ерда уч номаълумли иккита тенглама системасига эга булдик. 
Номаълумяардан бирини ихтиёрий танлаймиз. Агар Ах =  1 десак, ^у- 
йидагиларга эга буламиз:

—5ВХ — Сх = 1, 

Вх — Ci = —2

вх= — JL 1 21
3

Сх =  - .

Энди изланаётган текислик тенгламасини ёзамиз:
1 , 3  ,3



('.!)■■ ^  =  = Щ 2,1,3№
(у : 1 ^  = ^ = L = J ° ,  М2(-  I, 1, 0)£/,

параллел тугри чизшушр ор^али текислик тенгламаси тузилсин.
Е ч и ш .  Изланаётган текислик берилган параллел тугри чизи^-

ларда ётувчи Л"! ,(2, 1,3), М 2(— 1, 1, 0) нуцталардан утади. Л1Х чукта-
дан утувчи текислик тенгламасини ёзамиз:

А (х  — 2) В  (у — 1) +  С (г —3) =  0. (а)
М'2{— \, 1,0) ну^та шу текисликда ётади. Шунинг учун

А (- 1 —2) +  В  (1— 1) +  С (0-3) =  0
ёки

3.4 +  ЗС =  0 '  (б)
тенгликка эгамиз,

Бундан ташь;ари, изланаётган текисликнинг берилган параллел
тугри чиз1щларга параллеллик шартидан фойдаланиб ^уйидагини топа­
миз:

2 - 4 +  1 В  +  2-С =  0. (в)
Равшанки, ' А 1 +  В 2 +  С2 Ф О . Шунинг учун (а), (б), (в) тенгла-
маларни А, В, С га нисбатан система деб цараб, бу система тривиал 
булмаган ечимга эга булишини ёзамиз:

х — 2 у — 1 г —  3
3 0 3 =  0.
2 1 2

Бундан изланган текислик тенгламаси х — z I =  0 келиб чи^ади,

IV  бобга дойр машцлар

1. а) Л(0,2,3) ну^тадан утувчи'ва а= {1 ,0 ,  1}, 6 =  {2, 1,3} век­
торларга параллел булган текисликнинг тенгламасини тузинг;

б) Ог уц ва N (4 ,—2,7) ну^тадан утувчи текислик тенгламасини 
тузинг;

в) N (4,—5,7) нуцтадан утиб, уОг текисликка параллел булган 
текислик тенгламасини тузинг;

г) N  (4,-3, —2) нуктадан утувчи ва Оу ущ а  перпендикуляр бул­
ган текислик тенгламасини тузинг.

Жавоблар: а) х +  У— г +  1 =  0; б) х -f- 2у =  0; в) х — 4 = 0 ;  
г) у -  3 = 0.

2. /1(2,3,— 1) нуктадан утувчи ва а =  {1 ,2 ,—4} векторга пер­
пендикуляр булган текислик тенгламаси тузилсин.

Жавоб: х-\-2у — 4г— 12 =  0.
3. Ушбу текисликлар йуналтирувчи векторларнинг коо рдинатала- 

рини топинг: a) x-j-2у — г +  1 =  0; б) х —  Зг -\- 5 = 0; б) у +  1 =  0;
г) х — Зу +  г +  4 =  0.

Жавоблар: а) { 1 , 2 , - 1 } ;  б) {1 ,0 ,_—3}; в) {0, 1,0): г) {1, — 3,1}.
4. N(2, 1,3) нуцтадан у’тувчи ва а=*{1,3, — 1} векторга параллел 

булган т^гри чизи^ тенгламасини тузинг,
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5. Турри "изщнинг ^уйидаги тенгламасини каноник шаклга кел­
тиринг:

1 — 3 1

{2х +  Зу — г — 9 =  0.
* 2у -f- г -J- 3 == О»

Жавоб:
х — 27 _  у — 15

5 =  3 =  Г

6. Куйидаги турри чизикнинг параметрик тенгламасини ёзинг:

Iх +  2у +  г — 1 =0, 
Xх — У +  1 =  О,

Жавоб:
х =  t, 
y = t+ I,  
г =  — 3t— 1.

7. .4(1, — 5,3) ну^тадан утувчи ва координаталар учлари билан 
мос равишда

2я я  я

бурчаклар ташкил ^илувчи турри чизикнинг каноник ва параметрик 
тенгламаларини тузинг.

х — 1 у 5 г — 3
Жавоблар'. —  =  — j—  =

f х =  —  t +  1 j 
\у =  t j-5 ,
U = ]/2  г+3.

Сq 1* I __24-5 =  0
8* 1 =  0 * т т̂рп ЧИЗШ\Ш1НГ х0г ва </&* координа-

ната текисликлардаги проекциялари ца'ндай тенгламалар билан ифо-
даланади?

f 5 7 г 5
Жавоб: Г ~  з * + 3 * Г ~  2 У ~ 1

[t/ =  0;  ̂х =  0.
9, Куйидаги икки т;урри чизик орасидаги бурчакни топинг:

[Зх — Ау — 2г =  0, |4х +  у — 6г — 2 =  О,
12* +  у — 2г +  1 =  0 ва -  Зг — 2 =  0.

98
Жавоб-. q>=arccos —  да 59°48',

1У5
х — 0 у — 4 г 4- 1

10, Ушбу —-—  =  —-—  =  — —  турри чизикнинг х — у + Зг-f-
4 О £

4-8 =  0 текисликдаги проекциясинн топинг,



Жл/зпА’ f% У 3z-*}-8 — О,Жавоб. {д. _  2 у -  г +  7=0.

11, Л(4 , — 3,1) ну^тадан утувчи хамда

л:— 0 у — 0 г — 0 „  . “i(кУ- J -  = у -  = — , 0(0,0,0) й , 1
х 4- 5 » — 3 г—4

( У  ='- у -  =  —  =  — , Л1 ( ~  5.3,4)£/,

турри чизи^ларга параллел тек исликнинг тенгламасини тузинР,
Жавоб: 16л: — 27 у +  14г — 159 =  О,

12. турри чизик ор^али утадиган ва х '  _

_  — — ? — турри чизик билан кесишиб 45° ли бурчак >;осил и̂-
1 4

лувчи текислик тенгламасини тузинг.
Жавоб: 2 х -J- 4у +  7 =  0.
!3. А (4 ,- 3 , 1) нуцтанинг х +  2у — г —  3 =  0 текисликдаги про- 

екци рсини топинг.
Жавоб: Л (5, — 1, 0).

х ___ 2 у *__ 1 2
14. А(7, 9, 7) ну^тадан ---- =  '----- =  — турри чизиедача бул-

4 3 3
ган масофани топинг,

t i l
Х0 хо У о У о го го

Щ  «х P i
Щ _________«г PiК у р с а т м а .  d =

ёки вектор формадаги

V\nh P i\ 2 , I Р1 Щ  I2 4 . K « i | a
I P% Щ  I lm2 «41

(ra — /-tX/hXtta) 
|«xXna I

формуладан фойдаланинг.мул
Ж,авоб: d =  7,

-*--1 У +  3 г +  2
15. —~ —  = --- — =  —-—  турри чизш$ 4* +  Зу *— г +  3 =  ОZ 1 Э

текисликда ётаднми?
л: </ г — 1

16- — =  i r  =  — -—  турри чизиц билан 6* -f 15г/ — Юг =  0 те-2 о о
кислик орасидаги бурчакни топинг.

Жавоб: (р =  1°17'.
17. N (2,3, — ^  ну^тадан утиб, 5х — Зу +  2г *  10 =  0 текисликка 

параллел булган текислик тенгламаси тузилсин,
Жавоб: 5* — Зу +  2г +  1 =  0.
18. К,уйидаги текисликлар тенгламасини нормал формага келти-

ринг: а) х у — г—2 =  0; б) Зх+by — 4г -f 7 =* О,

1 О J



Жавоблар: а)

4 7
* V2 У + Ъ У

19. N(2, 3, — 5) нуцтадан 4х — 2у +  5г — 12 =  0 текисликка туши- 
рилган перпендикулярнинг узунлигини топинг.

тугри ^изивда ётадими?
21. 2л: — </ -{- Зг — 6 =  0 ва jc-f-2y—г -[-3 =  0 текисликларнинг 

кесишган чизигидан ва (1,2,4) ну^тадан утувчи текислик тенглама­
сини топинг.

Жавоб: х — 8(/ +  9г =  21.
22. Л(—1,2,3) ва В(2, 6,8; 4,5) нуцталардан утувчи тутри чизиц 

тенгламасини ёзинг ва унинг йуналтирувчи косинусларини топинг.

Жавоблар: • -— - = ----- -, co sa =  0.3-У  2 \ cos {5 ==
2 4 —5

=  0,4- У 2 ; cos у =  0,75 У 2.
23. Ушбу 1 тугри чизи^нийч

Зх — 2у +  г =  3 текислик билан кесишган нуцтасининг координатала- 
рини топинг.

Жавоб: (5, 5, - 2 ).
24 К,уйидаги тугри чизиц ва текисликлар орасидаги муносабат­

ларни аникланг:
а) (х =  —6—21,

\у =  1 +  3t, ва 2л;—5у +  6г— = 0;
U = з + 1

б) lx =  —4 — 5t,
<£/'=■= 1+бг, ва Зл: -f- 2у — г +.5 = 0j 
U  =  5,+ 31

в )  (х — 1 —  3 / ,

\у =  —Ъ +  Ы, ва 2х — 5у +  Зг— 1 =  0;
U  =  2 4- п

Г) (х =  3 — 5(,
\y =  2 +  t, ва 2л: — 2у — Зг— 5 =  0;
U = 1 — 4t

д) (лг =  5 +  2/,
{ у — 1 — 3t ва х—у +  2г =  0.
U  =  7 — Ы

Жавоблар: а) кесишади; б) тугри чизиц текисликда ётади; в) ке- 
сишмайди; г) кесишмайди; д) кесишади. , . >

\г> 25. Цуйидагн берилган учта текислик орасидаги муносабатларни
аникланг:

Жавоб: d =  7 K .L .3 -
20. А (0, — 2,1), В  (4,6,1) С (—3,4,2) нуцталар

\2 х — у -\-Зг — 5 =  0, 
\4х +  Зу — 2г +  8=0
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а) Зх +  2у +  г =  5, б) х +  у — г— 1 — 0,
2х -j- у +  Зг= 11, х — у +  2г+4 =  О,
2х +  3у +  г=1-, х f  Зу -  2г+3=0;

в) х —2г/4- 4г — 6 =0, г) 4х — у 4- 5г — 1 =  О,
х-\-Зу— 2г— 1=0, 2 х у г — 4=0,
4х—Зу+10г— 19=0; —8л: +  2у — 10г-}-7 =0;

Жавоблар: а) текисликлар битта (2 ;—2; 3) нуктада кесишадя;
б) текисликлар умумий нуктага эга булмай, з̂ ар иккиси узаро кеси- 
шади; в) текисликларнинг ^ар иккиси турли турри чизи^лар буйича 
кесишади; г) текисликларнинг з̂ ар иккиси узаро кесишиб, бу текис­
ликлар призма ташкил ^илади,
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5-Б О В. ИККИНЧИ ТАРТИБЛИ СИРТЛАР

32-§, Иккинчи тартибли сиртнинг умумий тенгламаси

Фазонинг бирор Декарт координаталар системасида 
А, В, С, D ,E , F  коэффициентлардан камида бири нолдан 
фар^ли булган
Ах2 -f By2 -f Cz2 + Dxy + Eyz + Fxz -f Kx + Ly + Mz -f

+ N = 0 (5.1)
тенглама билан бериладиган ну^талари туплами иккинчи 
тартибли сирт дейилади.

Бу параграф да асосий эътибор иккинчи тартибли айлан- 
ма сиртлар: конуслар, цилиндрлар, эллипсоидлар, гипер- 
болоидлар ва параболоидларга ^аратилади.

Бизнинг асосий ма^садимиз цуйидагидан иборат: агар 
нуцталарнинг геометрик урни сифатида сирт берилган 
б^лса, унинг тенгламасини тузиш ёки аксинча, агар Охуг 
координаталар системасида тенглама берилган брлва, шу 
тенглама билан тасвирланадиган сиртнинг шаклини тек­
шириш керак.

1 °. Айланма сиртлар. Бирор текис Ь чизикнинг /  у^ ат- 
рофида айланишидан ^осил булган ну^талар туплами айлан- 
ма сирт дейилади. L чизщ айланма сиртнинг меридиани,
I эса унинг айланиш щи 'дейилади. Шуни таъкидлаб 
утамизки, меридианнинг айланиш у^и атрофида айланиши- 
да унинг >;ар бир пуктасн айлана чизади.

Биз ^уйида бирор Охуг координаталар снстемасини тан-, 
лаб, учлари координата учлари билан устма-уст тушади- 
ган айланма сиртларнинг тенгламаларини цараймиз. Ииши 
айланиш уци Oz увдан иборат булган, L меридиан эса 
Оуг текисликда ётнб,

[F  (У, z) = О,
[  х = 0 (5.2)

тенглама билан берилган ^олни царашдан бошлаймиз, s бе­
рилган I чизикнинг Oz yî  атрофида айланишидан ^осил бул­
ган сирт ва М (х, IJ, z) 6 S булсин (85-чизма). Д-1 ну^та орца- 
ли Oz yi^a перпендикуляр цилнб утказилган Q текислик S
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сиртни маркази Oz у к; да ётув­
чи К  нуцтада булган айлана 
буйича кесади. Шуни ь̂ айд !\и- 
либ утамизки, айлананинг бар­
ча нуцталарининг аппликата- 
лари ва К  нучтанинг апплика- 
таси М нучтанинг апплика- 
таси булган z сонга тенг.
Айлана билан L  чизикнинг ке- 
сишищ ну^тасини N билан —  
белгилаймиз. N ну^та (0, уь
г) координаталарга, К  ну^та 
эса (0, 0, г) координаталар­
га эга. 85- чизмадан равшан- л 85. чнзма.
ки,

■ \ т \  = \ т  = N ,
d Iк , м\ = У  (X -  О)2 +  (у -  О)2 + (г -  zy = Ух* + у2. 

Бундан
Ы  = \ х2 + У2 ёки уг = ± Ух2 + У2- 

Буни эътиборга олсак, (5.1) тенглама куйидаги
F  ( ±  У ^ Т ? ,  Z) = О (5.3)

куринишга келади. Шундай 1̂илиб, S  айланма сиртга те­
гишли ихтиёрий М  нучтанинг координаталари (5.3) тенг­
ламани ^аноатлантиради. Шундай цилиб, (5.3) тенглама 
меридианларидан бири yOz текисликда ётиб, (5.2) тенгла­
ма билан ани^ланувчи, айланиш уКи эса Oz у^дан иборат 
булган S айланма сиртни аницлайди.

Шунга ухшаш, агар шу меридианнинг узини Оу уц ат­
рофида айлантирилса, ^осил булган айланма сирт

F(y, ± Ух2 + г2) = О
тенгламага эга булади.

Агар I меридиан Оху текисликда ётса ва

F(x , у) = О,
• z = О

тенгламалар билан берилган булса, у ^олда / ни Ох у^ 
ёки Оу у к атрофида айлантиришдан ^осил булган айлан­
ма сиртни нг тенгламаси мос равишда

F ix , ± ]/ y 2 + z2) = О
. 157
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V

еки
F  ( ±  У  *2 + г2, у) = О 

куринишда булади.
2 °.Цилиндрик сиртлар. Берилган s вектор йуналишига 

параллеллигича колиб, берилган Ь чизикни кесадиган тур­
ри чизиклар туплами цилиндрик сирт дейилади (86- чизма).
Бунда h чизи^ цилиндрик сиртнинг .йуналтирувчиси, s 
векторга параллел I тугри .... ■
чизиклар цилиндрик сирт­
нинг ясовчилари дейилади.

Баъзи хусусий ^оллар- 
ни царайлик:

86- чизма- 87- чйзма.
1) ясовчилари Oz увда параллел булган цилиндрик снрт- 

ни царайлик. Бу сиртнинг ясовчиси I тугри чизикнинг 
тенгламаси у — а (а >  0) булиб, у Оуг текисликда ётади. 
Олдинги параграфдаги айланма сиртнинг тенгламасини эъ- 
тиборга олсак, бу сиртнинг тенгламаси (87-чизма):

zh У  х2 +  У2 = а ёки х2 -j- у2 — а2.
Бу сиртни т^рри доиравий цилиндр дейилади.

2) ясовч- лари Oz yî î a параллел, йуналтирувчиси h эса 
Оху текисликда ётган цилиндрик сиртни ^арайлик. Рав­
шанки, Ь йуналтирувчи

( F  (х, у) = 0,
I г = 0 (5-4)

тенгламалар системаси билан берилади. Энди бу сиртнинг 
•тенгламаси F  (х, у) = 0 ^ан иборат эканини исботлаймиз.
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^авдатан, М  (х, у, г) ну^та сиртнинг ихтиёрий ну^- 
таси булсин. У ^олда М  нучтанинг Оху текисликдаги 
проекцияси булмиш N (хи уи 0) координаталарга эга бу­
лади ва L  йуналтирувчида ётади. Шу сабабли N (xlt уи 0) 
нуктанинг координаталари

F(x , у) = 0
тенгламани ^аноатлантиради.'Демак, F (х, у) тенглама, ясов­
чилари Oz уада параллел_булган цилиндрик сиртни тас­
вирлайди.

3) ясовчилари Оу увда параллел, йуналтирувчиси L эса 
Oyz текисликда ётиб, унинг тенгламаси

( F(y, 2) == 0,
I лг = О

система билан берилган сирт F(y, z) = 0 тенглама билан 
тасвирланади.

Шунга ухшаш, ясовчилари Ох уеда параллел, йунал­
тирувчиси L эса Охг текисликда ётиб, унинг тенгламаси

\F{x, г) = О,
I  У=  о

система билан берилган сирт F(x, г) = 0 тенглама билан 
тасвирланади.

х! у‘‘
1 - м и с о л. Ушбу ~г +  —■ — 1 (5.5)а‘ Ь‘

тенглама фазода цилиндрик сиртни тасвирлайди, унинг йуналти­
рувчиси эллипс булиб, у эллипс хОу текисликда ётади, ясовчилари 
эса Ог уеда параллел (эллиптик цилиндр) булади.

у*
2-ми со л. Ушбу —— — =  1 • (5.6)

а2 Ьг
тенглама фазода цилиндрик сиртни тасвирлайди, унинг йуналтирув­
чиси гипербола булиб, у гипербола хОу текисликда ётади, ясовчила­
ри эса Ог уь;ка параллел (гиперболик цилиндр) булади.

3-мисо л .  Ушбу уг =  2рх (5.7)
тенглама цилиндрик сиртни тасвирлайди, унинг йуналтирувчиси пара­
бола булиб, у парабола хОу текисликда ётади, ясовчилари эса Ог 
увда параллел (параболик цилиндр) булади.

3 °. Конус сиртлар. Фазодаги би;ор кузгалмас М 0 (х0, 
у0, 20) ну^тадан утиб, берилган L чизикни кесувчи / тур­
ри чизикнинг ^аракатидан ^осил булган сирт конус сирт 
дейилади (88-чизма). М0 (х0, у0, г0) нукта конус сирт­
нинг учи, L  чизш\ унинг йуналтирувчиси, I тугри чизиц 
эса конус сиртининг ясовчиси дейилади.

Агар биздан учи координаталар бошида булиб, г =  Y 
тугри чизикнинг Oz аппликаталар ук.и атрофида айлани-
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V

шидан ,рсил булган сиртнинг тенгламасини тузиш талаб 
цилинса, у ^олда бу сиртнинг тенгламаси. айланма сирт­
нинг тенгламасига ухшаш

булади (89-чизма) Бу конусни одатда доиравий конус де­
йилади. Шу конусни хОу текисликка параллел текислик 
билан кеснлса, кесимда дойра о̂-Q..T, ;

д
т

дан иборат булган сирт эллипсоид дейилади, бунда а, Ь, 
с — мусбат сонлар.

Эллипсоид звдида умумий тасаввурга эга булиш учун 
цуйидаги масалани карайлик.

берилган эллипснинг Ог у:̂  атрофида айлантиришдан о̂- 
сил булган сиртнинг тенгламаси тузилсин.

Ечиш.  Айланма сиртнинг тенгламасини тузиш цоида- 
сидан фойдаланиб цуйидагига эга буламиз:

z = ± У х 2 -J- у2 <— > г2 = х2 -j- у2

У

88- чизма. 89- чизма

(5.8)

* У zМасала.  Оуг текисликда ^ = 1 тенглама билан



а).
90- чизма.

Бундан

' (5.9)
(5.9) тенглама билан берилган сирт айланма эллипсоид 
дейилади (90-а, б чизмалар). Агар Ь > с  булса, (5.9) тенг­
лама цисилган айланма эллипсоидни (90-а чизма), Ь <  с 
булса, чузилган айланма эллипсоидни (90-6 чизма), b = с 
булганда эса тенглама

куринишни олади ва бу тенглама бизга маълум булган 
сферани ифодалайди.

Одатда а, Ь, с мусбат сонлар эллипсоиднинг ярим уц- 
лари дейилади. Агар а ф Ь ,  b Ф  с, с ф а булса, у ^олда 
эллипсоид уч щли эллипсоид дейилади.

Умумий ^олда эллипсоиднинг формасини текшириш 
^улай. Буиинг учун унинг координата текисликлари ва 
координата текисликларига параллел текисликлар билан 
кесимларини ^араш лозим.

1) эллипсоиднинг z — 0 текислик билан кесишиш чи- 
зиги ушбу тенгламалар системаси билан берилади:

+  у2 +  г2 ==

(
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Бу чизи^ ярим учлари а ва b дан иборат булиб, Оху ва 
Oxz текисликларига симметрик булган A1B lAiBi эллипс- 
дир (91-чизма).

2) эллипсоиднинг у = 0 текислик билан кесимининг
тенгламаси ; ' -

х» £1
а2 + С2 = 1 > 

у =  о
булиб, у ярим учлари а ва с булиб, Оху ва Оуг текислик-
ларга нисбатан симметрик булган эллипсдир
(91 - чизма).

3) эллипсоиднинг х = 0 текислик билан кесимининг
тенгламаси - •——

булиб, у ярим уцлари b ва с дан иборат, Оху ва Oxz те- 
кисликларга нисбатан симметрик булган В 1С1В 2С2 эллипс- 
дир (91-чизма). ' j

4) эллипсоидни Оху текисликка параллел z = h текис­
лик билан кесамиз. Бунда бизии ^изн^тираётган кесим 
ушбу тенгламалар билан берилади:
162
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z = h.
Бу ерда учта )дел булиши мумкин:
а) агар \h\<c булса, у ^олда 1— ~  > 0  булиб, ке- 

симда ярим уклари

эллипс ^осил булади;
б) агар h = с ёки h — — с булса, у ^олда кесимда эл­

липсоиднинг С] ва С2 учлари хосил булади;
в) агар h >  с ва h<L — с булса, у ^олда кесимда мав- 

^ум эллипслар ^осил булади, яъни z — h текислик эллип­
соид билан умумий нуктага эга булмайди.

Эллипсоид ^ацидаги маълумотларни кенгайтириш мац- 
садида яна куйидагнларни таъкидлаб утаМиз:

5) эллипсоид координаталар бошидан утмайди, чунки 
0 (0, 0, 0) нуктанииг координаталари унинг тенгламаси­
ни каноатлантирмайди.

6) эллипсоиднинг Ox yi\ билан кесишиш нуцталарини 
топамиз:

Шундай цил'иб, Ах (а, 0, 0) ва А2 (— а, 0, 0) нуцталар 
эллипсоиднинг Ох уц билан кесишиш нуцталари, худди 
шунга ухшаш, унинг Оу ук билан кесишиш нуцталари 
By (О, Ь, 0), В 2 (О, — Ь, 0), Oz уци билан кесишиш ну^- 
талари эса Су (0, 0, с), С2 (0, 0, — с) булади. Ушбу Аи 
А2, В и В 2, С\ ва С2 нукталар эллипсоиднинг учлари де­
йилади.

7) эллипсоиднинг тенгламасида х, у, г узгарувчилар 
фа^ат жуфт даражада катнашади, бундан эллипсоиднинг

ва маркази Oz укдаги (0, 0, h) нуктада булган

z — h

х — а, х = — а, 
<==> У = 0, ёки у = О, 

z = 0 2 = 0.У = О, 
2= 0
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координаталар бошига нисбатан симметрик экани, коорди­
ната текисликлари эса унинг симметрия текисликлари эка­
ни келиб чи^ади.

Эллипсоид координата уцларига нисбатан ^ам симмет- 
рикдир. Координаталар бэши эллипсоиднинг маркази де­
йилади.

8) энди сирт тенгламасига кирувчи узгарувчиларнинг 
узгариш со^асини аниклаймиз: эллипсоид тенгламасидан

zs <  с2 ёки —  а <  л: <  а; —  b <  у <  Ъ\ —  с <  г <  с тенг- 
сизликлар келиб чи^ади.

У25°. Гиперболоидлар. Масала.  Oyz текисликда ~  — 
г2

— — = 1 тенглама билан берилган гиперболанинг Ог у^
атрофида айланишидан ^осил булган сиртнинг тенгламаси 
тузилсин.

Ечиш .  Айланма сиртнинг тенгламасини тузиш о̂ида- 
сидан фойдаланиб ^уйидагига эга буламиз:

(± У  х* + уУ  
ь*

2а хз у2 г2
гг = 1 ёки — —

Бундан

V лани Оу уь; атрофида айлан-

куринишга эга булади. Бу 
сирт икки паллали айланма 
гиперболоид дейилади (93- 
чизма). Энди шу бир паллали

тирсак, ^осил буладиган сирт
тенгламаси

тенглама келиб чи^ади. (5.10) 
тенглама билан берилган сирт 
бир паллали айланма гипер­
болоид дейилади (92- чизма).

Агар £7 — — = 1 гипербо-

Ь3 Ь2 с2 _  1 (5.11)
х2 у2 г8

X2 1J2 У2

92 чизма.
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z

a У

93- чизма.

ва икки паллали гиперболоидларни туларо^ урганамиз.
1) бир паллали  гиперболоид.  Тегишлича тан- 

лаиган Декарт координаталар системасида

тенгламага эга булган сирт бир паллали гиперболоид де­
йилади, бунда а, Ь, с — мусбат сонлар. Бу тенгламани 
одатда бир паллали гиперболоиднинг каноник тенгламаси 
дейилади. Бир паллали гиперболоиднинг тенгламасида х, 
у, z узгарувчилар фа^ат жуфт даражада ^атнашади. Де- 
мак бир паллали гиперболоид барча Координата текислик* 
ларига, координата у^ларига ва координаталар бошига 
нисбатан симметрикдир.

Координаталар боши бир паллали гиперболоиднинг мар- 
кази\ а, b сонлар бир паллали гиперболоиднинг да^и^ий 
ярим учлари, с эса мав.\ум ярим щи  дейилади.

Бир паллали гиперболоиднинг текисликлар билаи кесим- 
ларини цараймиз:

a) Oxz текислик билан кесими

тенгламалар системаси билан берилади ^амда ярим учлари 
а ва b дан иборат эллипсни ифодалайди.
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б) Оху текисликка параллел текисликлар билан кесйм

}—  -J- —  ■= i +  —|а2 6» с2
I г = h ёки

У" 1

2 = h

тенгламалар системаси билан берилади. Бу чизи  ̂ ярим у^- 
лари

“* = « / ; T f • -  ь / т + f ,

симметрия маркази Ог у^даги (О, О, h) ну^тада булган 
эллипсдан иборат.

\h\ нинг чексиз катталашиши билан бу эллипснинг ah 
ва bh ярим учлари ^ам че- сиз катталашади. h = 0 булган­
да энг кичик ярим yiyiH эллипс ^осил булади.

Ушбу х /
у2 „ 2  , 2  у2 , 2

+ 1 ва — — — j
а2 62 с2 а2 62 с2

тенгламалар ^ам бир паллали гиперболоидларни ифодалай- 
ди.

2) и к к и  паллали  г и п е р'б о л о и д.
Тегишли Декарт координаталар систёмасида

ж2 у2 г2   J
а2 с2

тенгламага эга булган сирт икки паллали гиперболоид де­
йилади, бунда а, Ь, с — мусбат сонлар. Бу теНгламани 
одатда икки паллали гиперболоиднинг каноник тенглама­
си дейилади.

Бу сиртнинг турли текисликлар билан кесимларини ка- 
раймиз.

а) Оуг текислик билан кесим

(— i l  — — — j 
I Ъг с2
I х = 0

тенгламалар системаси билан берилади. Тенгламаларнннг
бу системаси ечимга эга .эмас, шунинг учун Оуг текислик
берилган сирт билан кесишмайди.

б) Оуг текисликка параллел текисликлар билан кесимлар.
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х — h
тенгламалар системаси билан берилади. |/г|< 0  да бу сис­
тема ечимга эга эмас. Демак, — да x = h те- 
кислик гиперболоид билан кесишмайди. Боищача айтганда, 
х = — h ва х = h параллел текисликларнинг орасидаги 
полосада гиперболоиднинг ну^талари йу .̂

h‘l
Агар \h\ >  0 булса, у холда у  — 1 >  0 ва гиперболо­

иднинг х — h текисликлар билан кесимида ярим учлари

дан иборат, марказларн эса < >х укдаги (/{, 0, 0) нукталар- 
дан иборат

эллипслар ^осил булади.
Бу эллипслар Оху ва Охг текисликларга нисбатан сим­

метрик булгани учун \1г\ нинг чексиз усиши билан bh ва 
с h ярим уклари а̂м чексиз усади;

в) Оху текислик билан кесим

тенгламалар системаси билан берилиб, ^акикий учлари Ох 
уцда ётувчи, учлари А (а, 0, 0) ва Аг (— а, 0, 0) нук,та- 
ларда булган гиперболани ифодалайди (92-чизма). Шуни 
таъкидлаймизки,

тенгламалар ^ам икки паллали гиперболоидларни ифода­
лайди.

6°. Параболоидлар. 1. Э л л и п т и к  параболоид. 
Тегишлича танланган Декарт координаталар системасида 
ушбу

= 1

*s i __£l_j ва _£l__ У2 [ ?а
а2 b2 с2 а2 Ъ2 с1

(5.12)

le?
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тенгламага эга булган сирт эллиптик параболоид дейила­
ди, бунда р >  0, <7 >  О.

Агар р = <7 булса, у з̂ олда эллиптик параболоид
Г л:2 = 2рг,
I У = о

параболанинг Oz уц атрофида айланишидан ^осил булган 
айланма (айланиш) сирт булади (94-чизма). р ф д  булган 
умумий ^олда эллиптик параболоид айланма сирт булмай- 
ди: унинг Oz уада перпендикуляр текисликлар билан ке- 
симлари энди айланалар эмас, балки эллипслар булади 
(95- чизма).

Охирида шуни цайд ^иламизки, эллиптик параболоид- 
га эллипснинг ^аракатидан ^осил булган сирт деб царащ 
мумкин, бу эллипс ^аракат цилган ва^тда узига ухщаш- 
лигича цолади ва уцларининг учлари параболалар буйича 
сирпанади. Даракат ва^тида эллипс текислиги Оху текис­
ликка параллеллигича ^олади. Тенгламада х ва у коорди- 
наталарнинг фа^ат квадратлари бор, шунинг учун Oxz ва 
Оуг текисликлар сиртнинг симметрия текисликлари була»
1G8



эо- чизма.

ди. р = q булганда тенглама айланиш у^и Oz булган ай­
ланма параболоидни тасвирлайди.

2. Ги п е р б о л и к  параболоид. Тегишлича танлан- 
ган Декарт координаталар системасида ушбу

тенгламага эга булган сирт гиперболик параболоид дейи­
лади.

(5.13) тенглама одатда гиперболик параболоиднинг ка­
ноник тенгламаси дейилади. Бу сиртнинг асосий хоссала- 
ри уйидагилардан иборат:

а) гиперболик параболоид координаталар бошидан ута-
ди;

б) гиперболик параболоид координата учлари билан 
фа^ат координаталар бошида кесишади;

в) гиперболик параболоид Oxz ва Оуг текисликларга 
нисбатан симметрик, Оху текисликка нисбатан эса сим­
метрик эмас. 'Демак, бу сирт Oz увда нисбатан симмет- " 
рик, Ох, Оу уцларга ва координаталар бошига нисбатан 
эса симметрик эмас;

г) энди (5.13) гиперболик параболоиднинг кесимларини 
Урганамиз (96- чизма).

(5.13) сирт Oxz координаталар текислиги билан кесил- 
са, кесимда

(х2 = 2 pz,
\У =  О
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тенгламалар билан аникланадиган ва у к; и Ог ук,й?тяг му*, 
бат йуналиши билан устма- уст тушадиган парабола >>осил 
булади.

Оуг текислик билан кесилса, кесимда

тенгламалар билан аникланадиган ва у^и Ог у^нинг ман- 
фий йуналиши билан устма-уст тушадиган парабола ^осил 
булади.

Агар Оху текислик билан кесилса, кесимда иккита па­
раллел тугри чизш :̂

Зосил булади.
Агар Оху текисликка параллел текисликлар билан ке­

силса, кесимда

гиперболалар ^осил булади.
Агар h >  0 булса, гиперболанинг ^а^иций у^и Ох у̂ - 

ца, h С  0 булганда эса Оу увда параллел булади. Гипер- 
болик параболоид айланма сирт була олмайди, чунки у 
%ар ^андай текислик билан гипербола ёки парабола буйи­
ча кесишади ва унинг кесимида эллипс ёки айлана ^осил 
булищи мумкин эмас.

7°. Иккинчи тартибли конус. 5.1-теорема. Тегишли 
Декарт координаталар системасида

тенгламага эга брлган К  сирт учи 0(0, 0, О)  нуцтада 
ва йуналтирувчиси

эллипсдан иборат булган конусни ифодалайди.
Уни иккинчи тартибли конус деб юритилади. Биз бу 

теореманинг исботига тухталмаймиз. Агар а — b булса, у 
Нол да (5,14) конус айданкш у!чи Ог у^дан иборат булган

х = О
2qz.

(5.15)



b
турри доиравий конусга айланади. у = ±  -у асимптоталар

У* . „— ~  — = 1 гипербола учун к,андай роль уинаган булса,
х2 , и2 г2(5.14) конус у  ~т — — — = 1 бир паллали гиперболоид

учун шундай роль уйнайди. Шунинг учун бу конусни
х*_ .

а2 Ь2 с2 =  1

гиперболоид учун асимптотик конус дейилади.
Шунга ухшаш,

х2 , У2 , г2 А х2 у2 , г2-----j- -— (------------------— 0 ва — -------- — о
аг 62 с2 а2 6* с2 и

тенгламалар учлари координаталар бошида ва йуналтирув- 
чилари

к2L  = 1
Ь2 с*

U  = а ва [г/ = Ь
эллипслардан иборат конусларни ифодалайди.

5-бобга дойр маш цлар
1. хг +  у2 =  R2 айлананинг Ох у^ атрофида айланишидан ^осил 

булган айланма сиртнинг тенгламасини тузинг.
Жавоб: rfc j / V  -j- у2 =  г ёки х2 -(- У2 — г2 =  0 доиравий конус.
О у __ у 2 \
' у _q ’j эгри чизикнинг: а) Ог уц атрофида; б) Оу у^ атрофида

айланишидан з̂ осил булган сиртнинг тенгламасини тузинг.
Жавоблар: а) г =  х2+ ;Д  б) |^у2 +  г2 = л г.
3. Оху текисликдаги у — е ~  х эгри чизикнинг Оу уц атрофида ай­

ланишидан з̂ осил булган айланма сиртнинг тенгламасини тузинг.

Жавоб: у =  ё~ ** ёки у =  e~x'~ u%-
4. х =  0, у =  г тугри чизикнинг: а) Оу у^ атрофида; б) Ог у^ 

атрофида айланишидан зрсил булган айланма сиртнинг тенгламасини 
ёзинг.

Жавоблар: а) х2 +  г2 =  у2; б) г- — х2 +  у2.
5. Ясовчиси Ог уьда параллел, йуналтирувчиси х2 +  У а +  г2 =  9 

сфера ва х +  У +  г =  1 текисликларнинг кесишиш чизиридан иборат 
булган цилиндрик сиртнинг тенгламасини ёзинг,

Жавоб: х* -j- у 2 ху — х — у =  4,
6 . Йуналтирувчиси

х 4- у + г = О, 
х2 4- у2 -f- г2 = 1
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айланадан иборат булиб, ясовчиси а = { 1 , 1 , 1 } векторга параллел бул­
ган цилиндрик сиртнинг тенгламасини тузинг.3

Ж а воб: х2 +  у2 4- г2 — ху — уг — хг — —  = О,
7. Йуналтирувчиси

( х2 +  у2 =  4х,
1 г = О

чизикдан иборат булган ва ясовчиси 6 = { 1 , 1 , 1 } векторга параллел 
булган цилиндрик сиртнинг тенгламасини ёзинг.

Жавоб: (х — г ) 2 +  (у — г ) 2 =  4 (х — г).
8 . А (0, 0, 4) ну^тадан утувчи цилиндрик сирт берилган. Унинг 

ясовчисини анщумнг.
Жавоб: х =  у =  г — 4.
9. Учи 0(0, 0, 0) координаталар бошида ва йуналтирувчиси

j  х2 + у 2 +  г2-  1 = 0 ,
\ 5х -f- 4у — г — 1 = 0

дан иборат булган конус сиртнинг тенгламасини ёзинг.
Жавоб: 24.V2 +  15у'1 -(- 8 ху — 10.гг — 8 уг =  0.
10. Учи S  (0, 0, 8 ) ну^тада ва йуналтирувчиси

( г =  0 ,
1 У2 =  2х

булган конус сиртнинг тенгламасини тузинг,
Жавоб: 2у2 — хг +  8х =  0.
И . х2 -\-(у —  а )2 =  а2 конуснинг учи ва унинг г =  а текислик -

даги йуналтирувчиси ашщлансин.
Жавоблар: 1) S  (0, а, 0); 2) { _  f l ) 2  =
12. Ясовчилари координаталар бошидан утиб, уци билан 45° бур­

чак ташкил р;илувчи конус сиртнинг каноник тенгламасини тузинг.
Жавоб: х2 -f- г/2 — г2 =  0.
13. Зх2 -j- 36у2 -J- 81г2 — 324 = 0 тенглама ^андай сиртни тасвир­

лайди?
х2 if1 г2 

Жавоб: — - +  — +  —  =  1 эллипсоид.
108 9 4

х2 у2 г2
14. Ушбу —  +  —• +  — =  1 эллипсоиднинг г — 0 текислик билан

оЬ 16 9
кесишдан >̂ осил цилинган кесимини топинг.

X2 и
Жавоб: —  -{--— =  ]

36 16
2 = 0 . 

х‘ г2
~2 ~2 =аУ _  q эллипснинг Ог yî  атрофида айланишидан з̂ о-

сил булган сиртнинг тенгламасини ёзинг, 
х2 -f у 2 г2

Ж а в о б :---7 —  -f —  =  1 .

v-a
15.



16.   +  — 4- — =  1 эллипсоиднинг---16 12 4 2
х2 v z x — 4 у  4- 6 г 4~ 2

■турри—3 —2
чизиц билан кесишиш нуцтасининг координаталарини топинг.

Жавоб: N (2 ) fT ,  ЗУ~2, 2 — 2 V T ) ,  N 1 (— 2V~2, 3 /  2 .2+ 2У2),
X̂  ẑ

17. —  +  — 4 - — = 1  эллипсоиднинг 1 ) г =  3; 2 ) у =  1 текислик* .
9 4 25

лар билан кесимларининг юзларини топинг,
45

Жавоб: S  — 3,84 я; S j =  —  я.
4

х2 у2 , г2
18. —  +  — 4 - — =  1 эллипсоиднинг координата текисликлари

билан кесилишидан ^осил булган эллипсларнинг тенгламаларини 
ёзинг.

Жавоб: Оху текислик билан кесилганда

_х_ , У _ _
144 81 ~

г = 0,

Охг текислик билан кесилганда:

11 i !  _
144 +  36 ~  ’

У =  0,
У2 ?2Оуг текислик билан кесилганда: I —  4- —  =81 36

х =  0 .
19. х2 4- 2уг 4- 20у — г2 4 - 34 == 0 тенглама' билан берилган сирт. 

нинг шаклини аницланг.
х2 (и 4- 5) 2 г2Жавоб■ --- 1- ■  --- — =  1 бир паллали гиперболоид.
16 8  16 

X̂  и̂  ẑ  , и20 . --- 1-  --- —  =  1 гиперболоиднинг N (4, 2, 6 ) ну кт а дан утув-
16 4 16

чи ясовчиларини топинг,

Жавоблар:

х г
7 + 7

7 - Т = ’ [ ' - Ь

-  + -  = 1-  ^  
4 6  2 ’

— — — -  1 1- — 
4 6  +  2*

2 1 . I —  — — =  1, эгри чизикнинг: а) Ог уц; б) Ох у^ атрофида 
j а2 с2 

I у =  0

айланишидан хосил булган сиртнинг тенгламасини ёзинг.
Х̂“ ẑ

Жавоблар: а) --- -—  — —  =  1 бир паллали гиперболоид;

б) -  а2
у 2 4-г2 =  1 икки паллали гиперболоид.

173

www.Orbita.Uz kutubxonas

http://www.Orbita.Uz


х2 у2 г2
22. Ушбу —  —■ —  -f —  =  1 икки паллали гиперболоидни коор­

дината текисликлари ва координата текисликларига параллел булган 
текисликлар билан кесилганда з̂ осил буладиган кесимларнинг тенгла­
масини ёзинг.

X8 ẑ
Жавоблар: [Оуг): J — — — =  1, 

а; = 0.

у =  0 . I г =  0 .
I/2 х 2

Ол-г/1| (г — /г):
■| (Я2 +  9) у  (Л2 +  9) 

г = /i.

= 1,

23. Xs — # 2 =  8 х тенглама билан берилган сиртнинг формасини 
аникланг.

х2 I/ 2
Жавоб: г — — • — -—  гиперболик параболоид.

2-4 2-4
24. 2х2 — у 2 — г2 =  0 тенглама ^андай сиртни тасвирлайди?

Уг ~Ь г*Жавоб: — ---- — х2 =  0 доиравий конус,

х2 у 2
25 . ---— — г2 =  0 тенглама ^андай сиртни тасвирлайди?
Жавоб: иккинчи тартибли конус.
26. I/2 =  2рх параболанинг Ох уц атрофида айланишидан .%осил 

булган айланма сиртнинг тенгламасини тузинг.
Жавоб: у '1 +  г2 =  2рх параболоид. \
27. Оуг текисликдаги у 2 =  2рг параболанинг Ог уц атрофида ай­

ланишидан з̂ осил булган сирт тенгламасини ёзинг.
Жйвоб: х2 +  у2 =  2рг айланма параболоид.
28. К,уйидаги тенгламалар билан ^андай сиртлар берилган?
1 ) х2 +  У2 +  г2 =  16;
2) 36х2 +  64у2 +  144г2 =  576;
3) 36л: 2 +  64у2 — 144г2 =  — 576;
4) Зх2 — 2г/ 2 =  12г;
5) 16л:2+  9 у2=  144;
6 ) х2 +  (/2 +  г2 - 2 (х 4 -!/ +  г) =  2 2 .
Жавоблар: 1) сфера; 2 ) эллипсоид; 3) икки паллали гиперболоид; 

4) гиперболик^ параболоид; 5) эллиптик цилиндр; 6 ) сфера,
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I I  КИСМ
ЧИЗИКЛИ АЛ ГЕБРА  ЭЛЕМ ЕНТЛАРИ

6 - Б О Б . п- УЛЧОВЛИ ВЕКТОР ВА ЧИЗИКЛИ ФАЗОЛАР

33- §. Асосий тушунчалар ва таърифлар

1°. Дастлабки муло^азалар. Кейинги мухокамаларимиз- 
да му^им роль уйнайдиган куп улчовли вектор фазо ту- 
шунчасини киритамиз. Дастлаб бир неча бошлангич изо̂ - 
ларни бериб утайлик. Китобхонларга ушбу китобнииг 
биринчи цисмидан маълумки, текисликнинг ?̂ ар к,андай 
ну^таси узининг иккита координатаси (берилган коорди­
ната у^ларидаги) билан, яъни иккита ^а^и^ий соннинг 
тартибланган системаси билан тула ани^ланади, текис- 
ликдаги а̂р ^андай вектор узининг иккита координатаси 
билан, яъни яна иккита ^а^ик,ий соннинг тартибланган 
системаси билан тула ани^ланади. Шунга ухшаш, уч ул­
човли фазонинг а̂р ^андай ну^таси узининг учта коор­
динатаси билан, фазодаги а̂р кандай вектор узининг учта 
координатаси билан тула ани^ланади. Аналитик геомет- 
рияиинг узида, шунингдек, механика ва физикада купинча 
шундай объектларни урганишга тугри келадики, уларии 
тула ани^лаш учун учта ^а^и^ий соннинг берилиши етар­
ли булмайди. Масалаи, уч улчовли фазода шарлар тупла- 
мини ^арайлик. Шар тула аншуганган булиши учун унинг 
радиуси ва марказининг координаталари берилган булиши, 
яъни туртта ^а^иций сондан иборат тартибланган система 
берилиши керак. Яна шуниси ,̂ ам борки, радиус фа^ат 
мусбат ^ийматлар кабул килиши лозим. Иккинчи бир ма- 
салаии, ани^роги ^аттиц жиемнинг фазодаги турли ^олат- 
ларини ^арайлик, фазода каттиц жиемнинг огирлик мар­
казининг координаталари (яъни учта ^ак.Щии сон), огирлик 
марказидан утувчи бирорта тайинланган у^нинг йуналиши 
(иккита сон— учта йуналтирувчи косинусдан иккитаси) ва 
ни^оят, бу у^ атрофида бурилиш бурчаги курсатилган 
булса, унинг вазияти тула аникланган булади. Шундай 
килиб, фазодаги 1̂атти  ̂ жиемнинг' вазияти олтита хакиций 
сондан иборат тартибланган система билан тула аншуга- 
нади>
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Бу мисоллар п та ^а^нкпй соннинг барча мумкин бул­
ган тартибланган системалари тупламини урганиш мак- 
садга мувофиклигини курсатади. Б у туплам унда цушиш 
ва сонга купайтириш операциялари киритилгандан кейин 
п улчовли вектор фазо номини олади. Шундай килиб, п 
улчовли вектор фазо факат алгебраик тузилма булиб, у уч 
улчовли фазонинг координаталар бошидан чикувчи вектор­
лар тупламининг баъзи энг содда хоссаларини саклайди. 
п та соннинг тартибланган ушбу

а = {аъ а2........a j  (6.1)
системаси п улчовли вектор дейилади. a. (г = 1,2, . . .  , п)
сонлар а векторнинг компонентлари (ёки координатала­
ри) дейилади.

а ва

1  = {Ьъ Ь2, , Ьп} (6.2)
векторларнинг бир хил уринда турган компонентлари устма- 
уст тушса, яъни агар

at = b., i = 1,2, . . .  , п
*

булса, бу векторлар тенг деб ^исобланади.
(6.1) ва (6.2) векторларнинг йитндиси деб компонент­

лари берилган векторларнинг мос компонентлари йигин- 
дисидан иборат булган

a -f- Ь = {йу + Ьь а2 + Ь2, . . .  , ап + Ьп} (6.3)
векторга айтилади. Ушбу

"О = {0, 0, . . .  , 0} (6.4)
вектор ноль вектор дейилади.

(6.1) векторга царама-царши вектор деб

а ^  { а1, * I Ujii (6.5)
векторни айтамиз.

Равшанки, а + ( — а) = 0. Бундан фойдаланиб, век­
торларни кУшишга тескари амал—айириш амали мавжуд 
эканлигини куриш осон: (6.1) ва (6.2) векторларнинг айир­
маси

а—  b ■= а + (— Ь)
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Ь = {ах — Ьь аг — Ь2, . .  . , ап — Ьп}. (6.6)
(6.1) векторнинг X сонга купайтмаси деб компонентлари
а векторнинг мос компонентларини X га купайтмасига
тенг булган

X- а = а-Х — {Аа1( Ха2......Аал} (6.7)
векторни айтилади.

Бу таърифдан куйидаги му^им хоссалар келиб чикади 
(уларни текшириш у^увчининг узига ^авола ^илинади):

булади ва

X (a rb Ь ) — Ха -+- X Ь. (6.8)

(A-i ±  А2) cl = Хга ±  Х2а, (6.9)

Хх (Х2 а) = Х2 (Xfi) — (ХуХ^а, (6.10)

1 • а — а -1 = а. (6.11)
К,уйидйги хоссалар ^ам осонгина исбот ^илиниши мумкин 
ёки (6.8) — (6.11) хоссалардан натижалар сифатида ^осил 
^илиниши мумкин: - ч

0- а — 0, (6.12)
(— 1)-а = — а, (6.13)toII

to (6.14)

Агар X а = 0 булса, ё X = 0, ёки а — 0.
Векторларни цушиш ва векторни сонга купайтириш 

амаллари ани^ланган барча ^а^и^ий компонентли п ул­
човли векторлар туплами п улчовли вектор фазо дейилади. 
Биз п улчовли вектор фазони Rn куринишда белгилаймиз. 
п улчовли вектор фазонинг, яъни Rn нинг элементлари п 
улчовли векторлардан иборат.

2°. Чизицли фазонинг таърифи. R n туплам берилган 
булиб, а, Ь, с, . . . сонлар унинг элементлари булсин. Rn 
тупламда ундаги a, b £Rn элементларнинг %ар к̂ андай 
жуфтига Rn дан олинган, бир кийматли аникланган (а + 
4- Ь) 6 R n элементна мос цуювчи ва а, b ларнинг йигин- 
диси деб аталган цушиш амали цамда %ациций сонга ку­
пайтириш, яъни a £ R n элемент ва \ар цандай %ацш(ий
12 Т. Ш. Ш одиев 177
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Я сон учун %а£ Rn купайтма бир цийматли аникланган 
б^либ, кУрсатилган амаллар цуйидаги 1-8- хоссаларга эга 
булса, Rn туплам элементлари векторлар деб, R n нинг 
узи эса чизщли (ёки вектор}  фазо дейилади-,'

— —>■ —
1. а 4~ b == b 4~ а',
2. (а-\-Ь)-\-с = а -Ь (& 4- с);

п п3. R да ундаги барча а £ R элементлар учун а +
+ 0 = а шартни цаноатлантирадиган a(:Rn элемент мав­
жуд;

4. R n да %ар цандай а £ Rn элемент учун а + (— а) =
— О шартни цаноатлантирадиган царама-царши (— а) 6 ^  
элемент мавжуд’,

5. 1 • а = а;
6. Я,г (Х2а ) = Х2 (\х а) = (ЯД2) а>
7. -f- Х2) а = о

8. X (а + b) = Ха + Xb.
"У

Агар

Ь 4- х = а

тенгламани цаноатлантирадиган х элемент мавжуд булса, —>- —>- —->• —►- —>■ 
уни а — b айирма деб цабул цилинади ва х == а — b деб 
ёзилади.

1—8- хоссалардан келиб чикадиган баъзи содда тас- 
дицларни исботсиз эслатиб утамиз:

1) а̂р цандай Rn чизикли фазода фацат битта 0 
элемент мавжуд;

2) Rn чизикли фазонинг хар кандай элементи учун шу 
фазода унга царама-царши булган ягона элемент мавжуд.

—У- —>»
(— 1) а элемент а элемент учун царама-царши булган эле­
мент булади;

3) а̂р кандай а £ Rn элемент учун 0-а = 0  муноса­
бат ^амма пакт бажарилади;

4) Дар цандай.Я .̂ аки^ий сон ва 0 6 R" элемент учун 
X О = 0 муносабат ^амма ваь̂ т бажарилади; •
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5) Ка — б тенгликдан ё Я = 0, ёки а = О булнши ке­
либ чи^ади.

М и с о л л а р .  1. Фазонинг тайинланган ну^тасидан чю;увчи барча 
радиус-векторлар туплами хакикий чизикли фазо хосил килади.

2. Даражаси п натурал сондан ошмайдиган з̂ амда ^ушиш ва сон­
га купайтирнш амаллари одатдагича бажариладиган барча куп^адлар 
туплами чнзицли фазо хосил цилади.

3. Агар функцияларни кушишни ва уларни з^иь;ий сонга купай-, 
тиришни функциялар иазариясида цабул ^илинган маънода, яъни эркли 
узгарувчининг з̂ ар бир цийматига мос келган ^ийматларни ^ушиш ёки 
сонга купайтириш каби тушунилса, да^и^ий узгарувчининг мумкш 
булган барча з^и^ий функциялари туплами з̂ ам чизицли фазога ми- 
сол булади.

4. [0,1] кесмада берилган з^иций функциялар туплами функция­
ларни кушиш в а уларни з^иций сонга купайтиришга нисбатан чизи^- 
ли з̂ ацикий фазо ташкил цилади,

5. Хакиций сонлар туплами з̂ ам чизикли фазо ташкил ^илади.
6 . Коэффициентлари Р  майдоннинг сонларидан иборат бир жинс-

ли чизикли
ап хх +  а12 х3 +  , ,  , +  а1п хп =  0 , ■
ап  %  +  а22 х% 4 - . . .  +  а2п хп =  0 ,

а т \  Х 1 +  а т 2  * 2 +  • • • +  а т п  х п  = 0  •

тенгламалар системасини олайлик, Бу системанинг ечимлари туплами 
чизикли фазони ташкил этади.

7. а ва Ъ вди^ий сонлар учун

аег +  Ье~г, (—  оо <  г <  +  оо)

куринишдаги функциялар туплами чизшуш фазо ташкил ^илади,

3°. Чизикли фазонинг улчови. 6.1-таъриф. Агар Rя 
чизикли фазода п т а  чизикли эркли вектор мавжуд 6ij- 
либ, чизикли эркли векторлар сони бундан ортик булма- 
са, Rn фазо п улчовли фазо дейилади. Агар R n фазода 
чексиз к()п чизикли эркли векторлар топиш мумкин бул­
са, у хрлда R n фазо чексиз улчовли фазо дейилади.

Чексиз улчовли фазолар математиканинг махсус булим- 
ларида текишрилади. Биз бу ерда чекли улчовли фазолар 
билан шугулланамиз.

К,уйида бир неча мисоллар курамиз.
М и с о л л а р . 1. Текисликда векторлар тупламини оламиз. Бу  

туплам з̂ аци̂ ий сонлар майдони устидаги чизицли фазони ифодалайди.
Бу R n чизшуш фазонинг коллинеар булмаган икки ф 0 ва ег Ф  О 
вектори чизшуш эрклидир. Агар буларни чизикли боглш$ булсин деб— —У" •—>■
фараз ^ ил сак, ех -\-Ьг ег =  0  тенгликдан ф 0  булганда
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-*■ »- *■  ,ег — А, еъ  А ---- Кг
булиши келиб чи^ади. Геометриядан маълумки, охирги тенгшЯс ег ва 
ег векторларнинг коллинеарлигини билдиради. Шундай ^илиб, е, ва—V —
е2 векторлар узаро чизшуш эркли, Лекин R n нинг исталган а век­

тори ег ва ег ор^али чизицли ифодаланади. Бунга ишонч ^осил Ни-
лиш учун elt ег, а векторларнинг бошларини битта ну^тага кучир- 
сак,

а — X.J f j  -f- \2 2̂

тенглик уринли булади. Демак, таърифга кура бу фазо икки улчов- 
лидир.

2. Р  з^авдий сонлар майдони устида R n чизикли фазони ^арай- 
лик. Турри бурчакли координаталар системасининг Ох, Оу ва Oz yiyia-
рида ётган ва узунликлари 1 га тенг булган еj, е2, е3 векторларни 
олайлик. Бу уч вектор чизшуга эркли, чунки улар битта текисликда
ётмайди (компланар эмас). R n нинг исталган а вектори параллелепи­
пед цоидаси буйича еj, е2, ед ор^али чизикли ифодаланади:

а =  ег -f- е2 -f- Х3 е3,

бунда ?.х, \г, Х3 — ^ациций сонлар ва Я2 е2, Я3 е3 мос равишда
Ох, Оу, Ог ^ларда ётади. Демак, R n чизшуш фазо уч улчовлидир.

3. Р  майдонда даражалари (п — 1) дан ортш$ булмаган куп^адлар 
фазосини олайлик. Бу фазода ушбу

I, X, X2, . , ,  , хп~ 1 
функциялар чизикли богланмаган, чунки

а0 +  ахх +  а2хг +  , .  . +  an_ t х"-1 = о

айният, маълумки, а0 =  =  а2 — • .» =  a „_ i =  0  шартдагина урин­
ли булади. Энди, фазонинг исталган

/ (*) =  Ь0 +  Ьхх +  Ь2хг +  , , ,  +  х п~ 1

элемеитини олсак, унинг ю^оридаги функциялар ор^али ифодаланиши 
куриниб турибди, Шундай 1̂ илиб, биз (я — 1) улчовли фазога эга бу­
ламиз.

4. P  майдонда п улчовли а — {а^, а2-, ■ ■ ■ , ап )  векторлар фа- 
зоси берилган булсин. Бу фазонинг ушбу

1 = {1, 0, .. , . 0}, '
>2 = {0, 1, *11 , 0},

£= {0, 0, , 1} ,
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е 1 +  ^ 2  е2 +  • •. + Хп еп =  О

тенглик фа^ат =  Х2 =  , , .  =  Хп =  0  булгандагина уринлидир.
Фазонинг исталган а вектори юкоридаги векторлар ор^али чи­

зикли ифодаланади, Демак, бу фазо п улчовлидир.

4°. Чизикли фазонинг цисм фазолари. Агар Rn чиз1щ- 
ли фазонинг Р  щсм туплами ушбу хоссаларга эга булса,
у шу фазонинг цисм фазоси дейилади.

1. Х,ар кандай а, Ь£ Р  векторлар учун а +  b йитн- 
ди %ам Р  га тегишли.

2. Х,ар кандай а ^ Р  вектор ва хар цандай X хщиций
сон учун Ха вектор %ам Р  га тегишли.

Ха^и^атан ^ам, 2- шартга кура Р  туплам ноль вектор­
га эга булади: агар а £ Р  булса, у ^олда 0-я = 0 век­
тор ^ам Р  1̂исм фазога тегишли булади. Сунгра Р  узининг
исталган а 6 Р  вектори билан бирга, 2- хоссага кура, унга

—>- —>-
царама-карши булган — а = (—а) векторга дам эга була­
ди, шунинг учун 1-хоссага кура Р  даги исталган иккита 
векторнинг айирмаси ^ам Р  нинг узига тегишли булади. 
Чизикли фазонинг таърифига кирувчи долган барча талаб- 
лар эса Rn да бажарилган так,дирда Р  да 5̂ам бажари- 
лади.

R" фазонинг чизикли цисм фазоларига мисол булиб, 
Rn фазонинг узи, шунингдек, биттагина ноль вектордан 
иборат — ноль цисм фазо деб аталувчи туплам хизмат и̂- 
лади.

К,уйидаги мисол купрок; ^изикиш тугдиради: Rn фазо­
да векторларнинг исталган ау, а2, . . . , ап чекли систе- 
масини олайлик. Бу векторларнинг чизикли комбинация- 
ларидан иборат булган барча векторлар тупламини Р  ор- 
цали белгилаймиз. Р  чизикли iyiCM фазо булишини исбот 
^иламиз. Ха^и^атан дам, агар

b = Хуйу + Х2 а2 "Ь ••• °  —
У" —у- — >

= ауйу -j- а2 а2 + ■ • • + ап
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b 4- с =  (̂ -1 +  Kj) c*i +  (^4- аг) °2 4" • • • 4-
^  4-  (Хп + ап) ап,

яъни b + с вектор Р  га тегишли; р ,\ар цандай булганда з̂ ам
Р b = (Р Oj 4- (Р 2̂) аг 4- • • • + (Р  ^„) ап

вектор Р  га тегишли булади. Р  га, хусусан, аи а2, . . . , а„ 
векторларнинг узлари ^ам тегишлидир.

Демак, юцоридаги шартни цаноатлантирадиган ' ах, й2,
. . . , ап векторлар туплами кием фазо ташкил килади.

Барча узлуксиз функциялар фазосида даражаси п дан 
катта булмаган куп^адлар туплами кием фазодир. Бирор 
Rn фазонинг >;ар кандай Р  цисм фазосида Rn фазонинг 
ноль элементи булиши уз-узидан равшандир.

Дар цандай цисм фазо чизицли фазо булгани учун юцо- 
рида биз кйритган фазо улчови тушунчаси, базис ва бош- 
ца тушунчаларнинг з̂ аммаси цисм фазога з̂ ам татбик; эти- 
лади. К,исм фазодаги чизикли эркли векторлар бутун фа­
зо даги чизикли эркли векторлардан куп булмайди, шунинг 
учун з̂ ар кандай цисм фазонинг улчови бутун фазо улчо- 
видан катта эмас.

Агар Rn чизикли фазонинг улчови унинг Р  цисм фа- 
зосининг улчовига тенг булса, у зфлда Rn чизикли фазо 
билан Р  цисм фазо устма-уст тушади.

Дар бир Rn чизицли фазода цуйидаги умумий ус ул би­
лан цисм фазо з̂ осил килнш мумкин: Rn чизикли фазода 
аи а2, . . .  , ап векторлар тупламини оламиз: у з̂ олда
олинган йх й2, . . . , ап 'векторларнинг з̂ амма чизикли 
комбинацияларидан тузилган Р  туплам Rn фазонинг цисм фа- 

—►> —>- —>-
зосидир. Бу берилган аь а2.... й '̂векторларни уз ичига олган
кичнк чизикли 1\исм фазодир. У. и йх, й2, . . . , ап век-
торларнинг чизикли щобиги дейилади. Демак, ах, а2, . . . , ап 
векторлардан з̂ осил булган Р  цисм фазонинг улчови булар 
орасидаги чизикли эркли векторларнинг максимал сонига 
тенг эканини курсатиш 1̂ийин эмас.

Агар дивдатга сазовор булмаган ноль цисм фазони 
эътиборга олмасак, у з̂ олда энг содда цисм фазо бир ул­
човли цисм фазодан иборат булади. Бундай кием фазолар'

булса, у з̂ олда
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нинг а̂р бирининг базиси битта {вх} вектордан иборат. 
Шундай цилиб, бир улчовли цисм фазо Хел куринишдаги 
векторлардан иборат, бунда X — ихтиёрий сон, XL е, век­
торга берилган е0 векторни цушамиз. Натижада ушбу

| ~а = е0 + X вх
куринишдаги векторлар тупламини ^оснл циламиз. Бу век­
торлар тупламини, уч улчовли фазодагига ухшаш, Rn чи­
зикли фазодаги тугри чизик деб аташ табиийдир.

—>- —>■ —>-
Шуниигдек, aex + fie2 куринишдаги векторлар (eL ва

е2 — чизикли эркли векторлар, а ва {5 — ихтиёрий сонлар) 
икки улчовли цисм фазони ташкил цилади. К,уйидаги

а = е0 + a et + Р е2 
векторлар тупламини биз Rn да текислик деб атаймиз.

34- §. Евклид фазоси

Олдинги параграфда чизицли фазо цушиш ва сонга ку­
пайтириш амаллари бажариладиган элементлар (векторлар) 
туплами деб таърифланган эди. Бу амаллар ёрдами билан 
тугри чизицни, текисликни, фазо улчовлари сонини ^амда 
параллел тугри чизицлар ва ^оказоларни таърифлаб бериш 
мумкин. Аммо ёлгиз шу тупламларнинг узлари Евклид 
геометрияси деб аталмиш геометриянинг мазмунини таш­
кил этувчи турли-туман фактларнинг ^аммасини уз ичига 
олиши учун етарли эмас. Масалан, ёлгиз цушиш ва бирор 
сонга купайтириш терминлари ёрдамида биз векторларнинг 
узунлиги, векторлар орасидаги бурчак, векторларнинг ска­
ляр купайтмаси ва ^оказоларни таърифлай олмаймиз. Бу 
тушунчаларни энг содда цилиб куйидагича бериш мумкин.

1°. Метрик тушунчалар. a= {alt аг, . . . , aJ  ихтиёрий 
вектор булсин. У  ^олда цуйидаги ёйилмани ёзиш мумкин:

а — {fli> 0, . . . , 0} + {0, а2, 0, . . . , 0} -}*
4- . . . 4- {0, 0, . . . , 0, ап} = ахвх 4_ й2еа +

+ •••+«„? }•  (6-16)
(6.16) ёйилма векторларни уч улчовли фазода бирор базис 
буйича ёйилмасининг табиий умумлашмасидир. Шунинг учун

183

________________________ __



ex, e2, . . .  , en чизикли эркли векторлар системасини Rn
—У

да базис деб, alt а2, . . ап сонларни эса а векторнинг 
бу базисга нисбатан компонентлари деб к,араш табиийдир. 
Бу ерда биз еи е2........еп базисни Rn да ь̂ араш билан че-
гараланамиз. R n да метрик тушунчалар векторларни ска­
ляр купайтириш ёрдами билан энг осон киритилади. Тар­
тибланган

7=  {ох, а2.......... ап}, 6 = {Ьу, b2, . . .  , Ьп} (6.17)

векторлар жуфтининг скаляр купайтмаси деб,

~a-b = afiy + а2Ь2 + . . . + апЬп

сонга айтамиз. Rn да скаляр купайтманинг бу таърифи 
табиий равишда уч улчовли фазода скаляр купайтма учун 
векторларнинг Декарт координаталар системасидаги 
компонентлари ор^али ифодаловчи формулаларни умумлаш- 
тиради. (6.17) дан скаляр купайтманинг ^уйидаги хосса- 
лари бевосита келиб чи^ади:

1) з̂ ар ^андай a, b £Rn учун

а • b — b • а; (6.18)

2) а̂р цандай а, Ь, с £Rn учун

(а + Ь)-с = а • с + b • с, (6.19)

а-[Ь +  с) = а • Ъ 4- а • с, (6.20)

3) з$ар цандай a, b£R '1 ва ихтиёрий X ^а^и^ий сон 
учун

(М - Г =  а-{ХЬ) = }.Ха ■ %  (6.21)

4) Ĵ ap цандай а 6 R n учун

(а-а) > 0, (6.22)

шу билан бирга, агар а • а = 0 булса, у  ^олда а — 0 бу­
лади. Бу хосса

а- а = а* + а22 4- • • • + а2п 
формуладан келиб чи^ади.



а векторнинг узунлиги деб,

f j=  V~a  • ~а = V  a i +  а1 +  -  +  ап (6.23)

сонни айтамиз. У  ^олда з̂ ар ^андай а Ф  0 учун \а\ >  0;
а = 0 учун эса |а| = 0.

Энди нолмас (ноль булмаган) а, b векторлар орасидаги 
Ф бурчакни

а * Ь
Ф = arc cos Г̂ ~~ЦГ (6.24)

И 'Ib\
формула билан аницлаймиз. Бу таъриф маънога эга були­
ши учун ихтиёрий нолмас a, ~b £ Rn векторлар учун

^ 4  <  1 (6.25)
la\- lb\ \

тенгсизликнинг тугри эканини курсатиш 'керак. Бу тенг- 
сизлик

[а-Ь)2 < |«|2-|̂ |2
и —-V —У- —V- —V

тенгсизликка эквивалент. Ихтиёрий [а Ф  0 ва b ф  0 учун 
6 (.22) га кура

(а — kb)-(a— k b )^  0 (6.26)
тенгсизликни ёзиш мумкин. Скаляр купайтманинг (6.17) — 
(6.21) хоссаларидан фойдалансак, цуйидагига эгамиз:

(а —  k b ) -(а —  kb) — а ■а —  к (а - Ь) —  к(а • ~Ь) +  к2(Ь ■ Ь) =
= 1 - 1 — 2 к & -  Vj +  k*{b- г5 = (З а — 2Я £ • "& )+ Я2

(6.27)

Энди с = \а\2, d — a-b, k = \b\2 деб оламиз, у ^олда (6.26) 
ва (6.27) дан барча к £ ( — оо, +оо) лар учун

Ш  — 2 Я d +  с >  0

тенгсизлик уринли экани келиб чи^ади, бунда с >  0, k >  0. 
Бу тенгсизликнинг чап томони Я га нисбатан квадрат уч- 
^ад булиб, тегишли тенгсизлик бажарилиши учун унинг 
дискриминанти мусбат булмаслиги етарли, яъни

d* — ck ^  0
1S5

Ш Ш Ш и М й и и



тенгсизлик бажарилиши етарли. Аммо охирги тенгсизлик- 
ни цуйидагича

(а■ b) = d? < с • £ = \a\2-\b\2
ёзса булади. Бу (6.25) тенгсизликнииг уринли эканини 
исботлайди.

—>- —У- ■—>- —V-
Агар а ■ b = 0 булса, а ва b векторлар ортогонал век- 

торлар дейилади. О вектор хар кандай а £ R  векторга 
ортогонал деб Царалиши мумкин. Барча еь е2, . . .  ,еп бир­
лик векторлар узаро ортогонал булгани сабабли улар 
учун цуйидаги муносабат уринли:

г*- -►. _  (1, агар i = k булса,
( er ek> ~~ (о, агар i ф k булса,

Бу муносабатларда е- ларни ушбу е(.= {0, 0, .. . , 1, . . .0 }  
куринишга эга деб царалади.

2°. Евклид фазосинииг таърифи. 6.2- таъриф. Агар п 
Улчовли Rn чизикли фазода скаляр купайтириш аницлан-
ган булса, у холда бундай фазо п Улчовли Евклид фазо­
си деб аталади ва Е £ куринишда белгиланади.

Дар цандай п улчовли чизикли Rn фазода скаляр ку- 
пайтиришни аниклаш мумкин, яъни б у фазони Евклид фа- 
зосига айлантириш мумкин.

Дакикатан з̂ ам, Rn фазода исталган ev ег, . . .  еп 
базисни олайлик. Агар

П П

= ^  2  ЬЛi=i i=i
булса, у з̂ олда

П

i=l
булади. Бу тенглик Rn фазода скаляр купайтиришни аниц- 
лайди.

Е% га тегишли икки а ва 6 вектор орасидаги бурчак
деб



сонга айтилади. Бу таъриф да <ХаР Доим

а • Ъ = |я| • \b\ cos ср 
муносабатнинг бажарилиши кузда тутилади. ф бурчакнинг 
таърифи тугри булиши учун з̂ ар цандай икки а, Ь 
вектор учун

а * Ь— 1 < < 1
И  •1Ь1

тенгоизлик уринли ёки бари бир

^• 5 2 < Й 2-Иа (6-28)
тенгсизликнинг уринли булиши етарли. (6.28) тенгсизлик 
Коши — Буняковский тенгсизлиги дейилади.

Бу тенгсизликнинг исботини юцорида келтирганмиз 
(34- §, 1- пунктга царанг).[Коши—Буняковскийтенгсизлиги-
дан E aR га тегишли а, b векторлар учун

+ + Й  (6-29)
тенгсизлик келиб чицади. Одатда бу тенгсизлик учбурчак 
тенгсизлиги дейилади. Коши—Буняковский тенгсизлигидан 
фойдаланиб, учбурчак тенгсизлигини исботлаш мумкин. 
Да^ицатан з̂ ам,

Iа  + Ь\г — а ■ а + 2 ( a- b) ~f Ь ■ Ь.
(6.28) формулага асосан'

— I«|• I Ь\< (а  • Ь) < \a\-\b\.
Шу сабабли цуйидагига эгамиз:

|сг -j- Ь\г — ( а b)• (а-{-Ь) ^  (а • a) -f- 2 ja\- \ Ь\ -f- ( b • b) =

= Й  + W -
Бундан \а + b \ < |а| + | Ь\. Шуни исботлаш талаб цилин- 
ган эди.

Агар а • b = 0 булса, у з̂ олда E nR фазодан олинган а 
ва b векторлар ортогонал векторлар де йилади.

Агар а ва b векторлар ортогонал векторлар булса, у 
з̂ олда a -j- b ни томонлари а ва b дан иборат'булган TyF-
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ри туртбурчакнинг диагонали деб ^исоблаш табиийдир. 
— > — >
а b векторнинг узунлигини топамиз. Ушбуга эгамиз:

= (а + Ь)- (а  + Ь) = а • а + 2 (а • 6) + b • ft.

а ва Ь векторлар ортогонал булгани учун 

~а-~Ь = 0.

Демак, \а + b |2 = а • а + b ■ b = | а |2 + 1612.
Бу формула Е^ фазо учун Пифагор теоремасининг ана-

логидир.
Бу натижа умумлаштиришга йул цуяди. а и а2, • • • » 

ап векторларнинг Ĵ ap бир жуфти узаро ортогонал булсин, 
у ^олда

К  + ^  + • • • + a f  = Jai|2 + |a2|2 + . . . +  |aj2.

Бу формула Пифагорнинг куп улчовли теоремасининг маз- 
мунини ташкил ^илади. Бунда аи а2, . . . , ап векторларни 
п улчовли тугри бурчакли параллелепипеднинг бирор учи- 
дан чикувчи ^ирралар деб тасвирлаш мумкин. Охирги фор- 
муланинг исботи з̂ ам аввалгига ухшаш булгани учун унга 
тухталмаймиз.

3 °. E l  да ортонормаланган базис. УшбуЯ /

векторлар Eg, да а̂р бир иккитаси узаро ортогонал век­
торлар булсин. Агар бу векторларнинг ^аммаси бир ва т̂-
да 0 дан фар^ли булса, улар чизикли эркли булади. Уш­
бу тенглик бажарилган булсин:

+ Х2е2 Кпеп = 0. (6.30)

Агар бу тенглик А* = Я2 = . . . = Хп = 0 булгандагина урин- 
ли эканини курсатсак, ю^оридаги тасди  ̂ исботланган бу­
лади.

(6.30) нинг иккала томонини ех га скаляр купайтира- 
миз:

(<V ех) + Я2 (e2-ei) + {ел - ех) + . . .  +  Хп (еп - ех) = 0.
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Шартга кура ех- ег Ф  0. Шунинг учун (ех • = 0 дан
= 0 экани келиб чицади.
Х2 = Я3 = . . . =Хп =0 экани з$ам шунга ухшаш исботла­

нади.
Агар биттаси ^ам нолга тенг булмаган еи е2...........еп

векторлар системасининг хар бир иккита вектори узаро 
ортогонал булса, у ^олда б у система ортогонал базис
ташкил цилади дейилади. Агар еи е2, . . .  , еп векторлар 
бирлик векторлар булиб ортогонал базис ташкил цилса, 
у ^олда базис ортогонал ва нормаланган ёки тугридан- 
тугри ортонормаланган базис дейилади.■ ■ > —У- —

Ортонормаланган еи е2,, . . .  , еп базис учун ушбуга 
эгамиз:

Дар иккитаси ортогонал булган нолмас векторлар чи- 
зшуш эркли эканлиги юцорида исботланган эди, шу са- 
бабли ортогонал ёки ортонормаланган базис ташкил цилув- 
чи векторлар E nR да оддий базис ^ам ташкил цилади.

6.1-теорема. ){ар щндай п улчовли Евклид
фазосида ортонормаланган базис мавжуд.

Исбот. Бу теоремани исбот этиш учун бевосита орто­
нормаланган базисни курамиз. E nR фазода п улчовли а̂ци-
ций Евклид фазоси таърифига кура бирор еи е2, . . .  , еп 
базис мавжуд. Олдин еъ е2, . . . , еп базисдан ортогонал 
базис тузамиз. Аввало qL = eL деб оламиз. Сунгра q2 век­
торни q2 = е2 -f X qx куринишда излаймиз, бунда X сонни

V - ► — —►-
(Уг'Уд* ~  яъни (е2 + — 0 тенглик уринли була-
диган цилиб танлаймиз. Бундан, равшанки,

Исботиинг давомини индукция методи билан утказамиз. 
Дар иккитаси ортогонал ва нолмас qb q2, . . . , q k_  i 
векторлар ясалган деб фараз ци лай лик. qh векторни цуйи- 
даги куринишда излаймиз:

булса,
булса

е 2 ‘ 9 1

<7х 1 Ях
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Qk~  е£ + ^1<7*_1+Я2<7А_ 2 + • • • + Kk _  (6.31)
Бунда "hi, Я2, . . .  , Xk_ x коэффициентлар qk векторнинг
qL, q.2, . . .  , q k_ , векторларга ортогоналлик шартлари- 
дан топилади. Бу шартларни ёзамиз:

(<7*-?i) = 0, (v 5 S  = 0.......... J  = О
ёки тулароц ёзганда

(ek q k _ j +  • • • +  _  j<?i) • <7i — О,

(£* + Aj q k _  j -f . . • + ^  _  !<?i) • ?2 = 0>

{ek + Я1 <7a_  1 + • • • + -qk_ i  — 0.

qu q2, . . . , q k_ l векторларнинг >$ap иккитаси ортого- 
наллигидан фойдаланиб, охирги тенгликлар системасини 
соддаро  ̂ куринишда ёзамиз:

(в/г'Яд + -1 Я̂х'Ях) = 0,
9г) 4" _ 2 ,(<?2 ' г̂) = 0)

(еА • Я k — l) + ^  /г + 1' Ч к - l) =
Бундан куйидагиларни топамиз:

\ _________ е  к * 9 1  \ ■ ___  ____ е к '  4 i  > — ____  е к  ' Я k —\Kk-l~~ • , > Кк- 2 — -J± ’ •" ’ 1 ~~ -------- •
- ?i * <7i ?2 -92 ч k-i • ч к- 1

Энди топилган qk векторлар нолмас вектор эканини ис-
ботлаймиз. (6.31) дан вектор 7ь q2, . . .  , q k_ v ek век­
торларнинг чизикли комбинадияси экани равшан, бунда 
ек олдида бнрга тенг коэффициент турибди, аммо qk_  ,
векторниqu q2, . . .  , qk_ 2 векторлар в а е /;_ ,  вектор­
нинг чизикли комбинацияси билан алмаштириш мумкин 
ва ^оказо. Шундай цилиб, qk вектор цуйидаги куринишда 
ёзилиши мумкинлигини курамиз:

-У
* Шуни кайд ^иламизки, q1} q2............4 k — I векторлар хам

(6.31) формуладек формула буйича тузилади.
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— aiei + а2ег +  • • • + k _  j + еА.

Агар 0 булса, у з̂ олда бундан elt е2, . . .  , ek век  ̂
торларнинг чизицли'боглиц экани келиб чицади, бу эса мум­
кин эмас (чунки шартга кура еъ е2, . . . , ек, . . . , еп 
векторлар Е " да базис ташкил цилади). Шундай цилиб
q k -ф 0 ва у qu q2, • • • . 7* _  1 векторларнинг ^аммасига
ортогонал. Щу билан E nR да ортогонал qlt q2) . . . , qn ба­
зис мавжудлиги исботланди.

Агар qt ( i — 1,2, . . .  , п) векторларни

_  4i 
К  |

векторлар билан алмаштирилса, у холда’^  векторларнинг
узунлиги бирга тенг булади ва биз q\, q"2, . . .  , qn век­
торлар E nR да ортонормаланган базис ташкил цилишини 
курамиз. Шу билан теорема исбот булди.

6.2-теорема. Агар £" фазода еи е2, . . . , еп век­
торлар ортонормаланган базис ташкил цилса, у холда 
бу базисга нисбатан скаляр купайтма

' а • Ь а А  + а2Ь2 + . . .  +  ап Ьп

крриншига эга булади, бунда ушбу

а = + а2 е2 . . .  +  апвп,
b = -f Ъ2е2 + . . .  + Ьпеп

векторлар Е^ га тегишли ихтиёрий векторлар.
Исбот.  Скаляр купайтманинг хоссасига кура ёзамиз:

а-Ь = а1Ь1 (<?!•<?!) + аф2 (ех •е2]) + . . . + albn (e^ej + 
-fa A  (<?2 ■ej+a.zb.; (е2 -е2) + . . .  •+ а2Ьп (е2 -еп) +

+ « А  Е  • ' & + . . . +  abn (Тп -7п).

Бунда elf е2, . . .  t еп ортонормаланган базис булгани учун
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а • b = aibl + a2b2 + . . . -f anbn 
тенгликка эга буламиз. Теорема исбот булди.

6.3-теорема. E nk га тегишли а векторнинг бирор
—У-

компоненти ортонормаланган базисга нисбатан шу а век­
торни базиснинг тегишли вектори билан скаляр купайт- 
масига тенг, яъни

Oj = а • ejt 1 < j < п.

И сбо т .  а вектор E nk фазонинг ихтиёрий вектори ва
— У  —У- ■—У-
ех, е2, . . .  , еп исталган ортонормаланган базис булсин, 
яъни

а = ахех + а2ег апеп.
- >’

Бу тенгликнинг иккала ^исмини векторга скаляр ку-
пайтириб топамиз:

ау = а -е

6- бобга дойр маш цлар
— •—>- —-У —-у

1. Агар а, Ь, с, . . . .  и, v векторлар орасида ноль вектор 
булса, у колда бу векторларнинг чизикли бог-лик булишини исбот­
ланг.

2. Т = {2 ,  3, 1}, Т = {1 ,  0, 4}, 7 =  {2, 4, 1}, Т = { 0, 3, 2} век­
торларнинг чизикли боглик эканини исботланг,

3. а =  {4, 5 } векторни b {1, 3}, с =  {2, 2} векторлар оркали чи­
зикли ифодаланг.

4. Ушбу векторлар системаси чизикли боглик була оладими:
о Г= {1 , 1. 4, 2}; a T = j l ,  - 1 ,  - 2 ,  4}; Т3 =  {0, 2, 6, - 2 } ;  Z  =
=  { - 3 ,  - 1 ,  3, 4}; £ = { - 1 .  О, — 4^— 7}?

5.~а =  {1, —2, 3 } ,Т =  {2, — 2, 1}. Т =  { — 1, — 1, — 1} вектор­
лар берилган. х =  2 а — 3 6+5 с векторнинг координаталарини топинг.

Жавоб: х =  {9, — 3, — 2}.
6. Агар Rn фазонинг ва R2 дан иборат икки кисм фазоси 

учун умумий элемент фа^ат ноль вектор булса, улар улчовларининг 
йирнндиси  Rn нинг улчовидан катта эмаслигини курсатинг.

7. Rn даги иккита кисм фазонинг бирлашмаси ва кесишмаси ян а 
Rn да крем фазо эканини исботланг.

8. Иккита кием фазо улчамларининг йириндиси йшиндининг ул- 
чамига бу кием фазолар кесишмаси улчамининг цушилганига тенг бу­
лишини исботланг,
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9. Rn фазода a={3, 0,1,0}, b =  {3, 2, 1, 1}, с =  {4, —2, - 1 ,  1 } 
векторлар берилган. Куйидаги скаляр купайтмаларни ани^ланг:

а) а2;- а 1 Ь; а ■ с; Ь * с;
б) а̂ -( М - сД (а — ф &
в) ( а — Ь )-(а +  * ); (й 4- Ь +  с)2.
Жавоблар: а) 10; 10; 11; 8 ; б) 21; 2; в) — 5; 105.

1 0 . R b фазода 7  =  { 2 , 0 , 6 , 0 , 3}, 7 =  { 1 . —3, 0 , IO j/ j ]^  7 =

=  {— 1, — 2, 0, 2, 4}, d =  {4, —3, — 1, 2, 2} векторлар берилган-
Бу векторларнинг узунликларини аншумнг,

Жавоблар: 7; 11; 5; У  34.
11. R b фазода куйидаги векторлар берилган:

а)7={1- -3, 2, 1}; 7= {0. —2, 1. 3};
б )7 =  { - 2 , 0 , 0 , - 1 } , 7 = {4 ,  6 , 7, - 8 ,};
в )7 = {4 ,  —3, 0 , —5 } ,Т = {0 ,  1 0 , 7, — 6 };
г) 7 =  { 6 , — 7, 1 , — 2 }, 7 =  {4, 0 , — 4, 1 0 }.

Бу векторларнинг кайеи бир жуфти узаро ортогонал булишини кур- 
сатинг.

Жавоблар: г ± s, t X и, v X w.
1 2 . фазода куйидаги векторлар орасидаги 'бурчакни ани^ланг.

а )7 =  { —3, 4, 3, — 1, 1 } ,Г = {6 ,  2, — 2, - 2 , I};
б)7= {2,1 ,0 , - 2 , - 4 }, л =  {1, 3, —4, 2, У<Г };
в)7 =  (3, — 1 , 8 , 8 , -4 }, 7 =  {2 , 6 , - 1 , 5, 8 }. _
Жавоблар: а) arccos ^ б )  arccos в)

13 R 4 фазода {1, 1, 1, 1 }, {1, — 1, — 1, 1}, {2, 1, 1, 3} вектор­
ларга ортогонал булиб, узунлиги бирга тенг булган векторни топинг.

14. Rn да тугри бурчакли п улчовли параллелепипед диагонали- 
нинг квадрати унинг бир учидан чи^увчи ^ирралари квадратларининг 
йи^индисига тенг булишини исботланг (Пифагор теоремасининг п Ул­
човли ?;олга умумлаштирилиши).

15. К,ирраси а га тенг булган п улчовли кубнинг диагонали узун- 
лигини топинг ва бу узунлик нинг п -*■ оо даги лимитини ани^ланг.

16. Ец Евклид фазосида учлари А (4, 3, 3, 4, 5), В  (— 2, —2, 2, 5, 4),
С ( — 1, 2, 2, 1, 5) ну^таларда бул1 ан учбурчак берилган, Бу
учбурчакда медианаларнинг узунлигини топинг.

Жавоблар: \ADX\ =  121, \PD»\ =  4 / £  \CD3\ =  У Ж

17. Ец  Евклид фазосида учлари А (1, 4, 2, — 1,3), В  ( 1 , 2, — 2, 3, 3),
С (—2, — 1, 1, —2, 3) ну^таларда булган учбурчак берилган, Бу
учбурчакнинг тенг ёнли эканлигини исботланг. ' '

18. а =  {— 3, 1 , 5, — 1} векторни нормалланг.

Ж Ш : j - i  i  } ,  -ij.
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19. Ушбу ортогонал векторлар системаси берилган: а =  { 2 , 1 , — 2,
- 1 } , Т = { 1 , - 2 . 1 , - 2 }, 7 =  { - 2 , 1 , - 2 , 1 }.
Бу системани ортогонал базисгача тулдиринг.

Жавоб: {1, — 2, - I ,  2}.
20. Векторларнинг куйидаги системаларини да ортонормалан­

ган базисгача тулдиринп_
Г 1 1 /2 2  5 l -*■ \У22  5 _  1 1 1.

а) «1 -  { у ’ 7 ’ 7 ’ 7 ] ' а* ~  { J ’ 7'_ 7 ’ 7 ) ’
«  Г - f l  - 1  1  - J i l l  2 М  1
б) 1 3 ’ 3 ’ 3 ’ 3 ] ’ ~ \ 3 ’ 3 ’ 3 ’ 3 ‘ J
21. Ортогоналлаш процессини цулланиб, кисм фазолариинг куйи­

даги векторлар системаси вужудга келтирадиган ортонормаланган ба- 
зисларини тузинг:

а ) _ J =  { 1 , - 2 , 1 . 2 ). { 1 , 0 , - 2 , - 1 }; ^==J2 , 1 , 0 , 0 };
б )^ _= {1 , 1 ,- 1 ,- 2 ,  0 } Д = { 0 ,  2, 5, 0, 8 Ь 7 3 =  {1, 1,3,0, 1},
в) a t  =  {1. 1, 0, 0, 0}, а Г = { ° ,  0, 1, 1, 0}, ^ = { 0 ,  1, 0, 1, 1}-

2 2 . да Й 1  =  { 1 , 0 , 2 , 1 }, а2 =  {0 , 1 , — 2 , 1 } векторлар берил- *\
ган. Базисини топинг.

23. Eft да ушбу векторлар берилган: a1 =  { l,  1, 0, 0, 0}, а3={0,

1, 1, 0, 0}, аТ=  {0, 0, I, 1, 0}, а Г= {0 , 0, 0, 1, I}.
К,исм фазонинг ортогонал тулдирувчисининг базисини топинг,



7-Б О Б. МАТРИЦА ВА ЧИЗИКЛИ ТЕНГЛАМ АЛАР СИСТЕМАСИ

35- §. Матрицалар алгебраси

1 ° Асосий таъриф ва тушунчалар. 7.1- таъриф. т  
та  camp ва п та  устундан иборат

жадвал тугри бурчакли т х п  матрица дейилади; баъзан 
т Х п  матрицани т Х п  улчамли тугри бурчакли матрица 
деб >*ам юритнлади. Матрицани тузувчи ajj (i = 1,2, . . ., 
m; j = 1, 2, . .  . , n) сонлар унинг элементлари дейилади. 
Матрицанинг элементлари ^аки^ий ёки комплекс сонлар- 
дан иборат булиши мумкин.

Умумий холда матрицанинг элементлари, одатда, пас- 
тига иккита индекс ^уйилиб, битта кичик латин а̂рфи 
билан ёзилади. Индекслардан биринчиси сатр тартибини 
(номерини), иккинчиси эса устун тартибини билдиради. 
Матрицаларни белгилаш учун ^уйидаги куринишдаги ёзув- 
лар ^ам ишлатилади:

Одатда матрицанинг сатрларини п улчовли, устунлари- 
ни эса т  улчовли векторлар деб ^араб, уларни мос ра­
вишда сатр-векторлар ва устун-векторлар системаси деб 
^араш мумкин. (7.1) матрица учун ёзишга цулай булган 
ушбу А = (ац ) белгилашдан ^ам фэйдаланамиз. Агар мат­
рицанинг сатрлари сони устунлари сонига тенг (яьни 
т  = п) булса, матрицани квадрат матрица дейилади. 
Бундан матрица а f/лчамли (п- тартибли) матрица деб 
юритилади. '

А =

аЧ а12
а 21 а22

(7.1)

Ушбу
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куринишдаги квадрат матриц! диагонал матрица дейилади 
ва цисцача цуйидагича ёзилади:

0=* dnn} ёки D = { du }.

Агар (7.2) диагонал матрицада du = 1 (i = 1,2, . . . , ri) 
булса, бу матрица бирлик матрица дейилади ва Е  а̂рфи 
орцали белгиланади, яъни

Е  =

1 О 
О 1

о ’о'

О
О

1

(7.3)

1\уйидагича

б -7
i ф j да О, 
i = j  да 1

аникланадиган б.; сон Кронекер белгиси (символи) дейила­
ди. Кронекер белгисидан фойдаланиб, D ва Е  матрицалар- 
ни кискача куйидаги куринишда ёзиш мумкин:

I V ^ M = [ V I -
Агар матрицанинг барча элементлари ноллардан иборат 
булса, у ноль матрица дейилади ва Е ° орцали белгила-
надн, яъни

О О 
О О

О  V

О
О

О

(7.4)

Агар т  та сатрли ва п та устунли иккита А ва В  матри- 
цадан бирининг ^амма элементлари иккинчисининг а̂мма 
мос элементларига тенг (яъни о;/ = btj) булса, бу матри­
цалар тенг деб хиссбланади ва

А = В
куринишда ёзилади. Агар бир матрицанинг камида битта



элемент иккинчисининг мос элеыентига тенг булмаса, бу 
матрицалар а̂м тенг эмас дейилади ва

А Ф В
куринишда ёзилади. Матрицалар учун «кичик» ва «катта» 
тушунчалари маънога эга эмас.

1- боб, 7- § да «-тартибли квадрат матрицанинг 
детерминанта тушунчаси киритилган эди. Кейинги мулоха- 
заларда биз n-тартибли детерминантлар тушунчасидан 
тугридан-тугри фойдаланаверамиз.

2°. Матрицаларни цушиш ва сонга купайтириш. 7.2- 
таъриф.  Агар бир хил тартибли иккита А = [а/(1 ва 
B= [b ij] матрицалар берилган булса, А ва В матрицалар- 
нинг йигиндиси деб шундай С матрицага айтиладики, бу 
матрицанинг элементлари А ва В матрицаларнинг мос 
элементларининг йигиндисига тенг булади ва С —A -f В  
деб ёзилади.

Таъриф буйича

С = Л + В =  21 ^  21 а2п-го2п (?5)
/ а11 + &11 a l2 + bi2 . . ain ‘ n
1 Л21 + °22 + Ь'22 * * ■ a2l, + b2n

\ flml + Ьт\ a n ,2 + b m 2  ■• • +
Матрицалар йигиндиси таърифидан унинг  ̂уйидаги 

хоссалари келиб чи^ади:
1. А + (Б  + С) = (А + В) + С;
2. А В  — В-\-А\
3. А + Е ° = А (бунда Е ° = (0), А, В, С — берилган

бир хил тартибли квадрат матрицалар)
Матрицаларнинг айирмаси уларнинг йигиндисига ухшаш 

таърифланади ва
/ ап — Ьп «12 — ̂ 12 • • • <*1п — Ь1п

а21 2̂1 а22 2̂2 • • 1 а2п Ь2п | с.f (7-Ь)
\  й т \  а т 2  Ь т 2  . . . а т п  Ь т п

куринишда ёзилади. Агар матрицаларнинг тартиби бир хил 
булмаса, ундай матрицаларда ^ушиш ва айириш амаллари 
киритилмаган.

7.3- таъриф. А = [ Оц ] матрицани а Ф  0 сонга к$- 
пайтириш деб, А матрицанинг цамма элементларини шу 
а сонга кС/пайтиришдан \осил булган матрицага айти• 
Аади ва а А ёки А а куринишда ёзилади.
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Таърифга кура

Аос =  а А  =

ао и а а12
СС СХ2\ ОС (122

ао In
а о,2п (7 .7)

аа т1 а а т2 а а„

Матрицани сонга купайтириш таърифидан цуйидаги хос- 
салар келиб чицади: "

1. 1 • Л = Л • 1 = Л; 1
2. Л • 0 = О-Л = £°;
3. а (рЛ )  = Р ( а Л )= (а Р )  А;
4. (а -f р) А = а Л 4* р Л;
5. а (Л + Z?) = а Л + а В. ____
Бу ерда Л ва В  — бир хил тартибли квадрат матрица­

лар, а ва Р — з^иций сонлар.
Агар Л матрица я-тартибли квадрат матрица булса, 

У ^олда
det (а Л) = а" det Л

муносабатнинг уринли булишини курсатиш унча цийин эмас. 
Унинг учун детерминантнинг тегишли хоссасидан фойда- 
ланиш етарли (I боб, 7-§).

Ушбу aj Ai 4“ ol2 Л2 +  • . . + ak Ak
ифодани Alt Ag, . . . , An матрицаларнинг a u a2, . . . , an
коэффициентли чизикли комбинацияси дейилади.

Агар
Лх + <х2 А2 -j- ..  . + ak Ak =. О, А( ф Е °, i =  1,2, . . ,,п 

тенгликдан ах = а2 = . . . = ап = 0 келиб чицса, у з̂ олда 
Аи Аг, , Ап матрицалар чизикли эркли, акс з̂ олда
Аи А2, . . . , Ап матрицалар чизикли боглиц дейилади.

3\ Матрицалар ни купайтириш. Тартиблари мос равиш- 
да т х п  ва pXq  булган

" а п а 12 • •• аы -  Ь п Ьц . . .  b lq

Л = Й 21
•

(X 22 • • 
•

• •
• а 2п
• • ва В  = bgi bgg . . . b2q 

• • • • •
_  а т \ «m2 ‘ • ^ т пт п ь . Ь Р2 • • • _

тугри бурчакли матрицалар берилган булсин. Агар Л мат- 
рицанинг устунлари сони п берилган В  матрицанинг сатрлари 
сони р га тенг булса, у з̂ олда бу матрицаларни к$'пайти- 
риш амали маънога эга булади.
198



7.4- таъриф. Берилган тартибда (А — биринчи, 
В  — иккинчи) олинган А ва В  матрицаларнинг купайт­
маси АВ деб, шундай т х п  тартибли

си

L Cml

12 “'In

(7.8)

матрицага айтиладики, С матрицанинг элементлари
и

= а;1 Ьи + а.2 Ь2. + . . . 4- а.л bnj = (7.9)
k = l

t = 1,2, , m, i = 1,2, . . . ,  и
формулалар билан анщланади.

Агар Л ва 5 лар n-тартибли квадрат матрицалар 
булса, уларнинг С = Л5 купайтмаси ^ам и-тартибли 
квадрат матрица булади.

Таърифдан матрицаларни купайтириш учун ^уйидаги 
коида келиб чикади: иккита матрицани купайтиришдан 
%осил булган матрицанинг i-campu ва j-устунида 
турувчи сц элементни хисоблаиг учун биринчи матрица­
нинг i- сатрида турувчи элементларни иккинчи матри­
цанинг j-устунида турувчи элемент гарга мос равишда 
купайтириб цушши керак 1(7.9) формулага царанг!].

TyFpn бурчакли матрицаларнинг хусусий ^оли булган 
квадрат матрицаларни уларнинг тартиблари бир хил бул- 
гандагина купайтириш мумкин. Масалан, ^уйидаги

А = 2 8 1
4 0 3 ва В  —

2 —  1 
1 — 3 
0 1
3 1

тугри бурчакли матрицалар купайтмасини топамиз: 
г - А  Я -  ГЗ-242-1-1-8.0+1.3 3■ (— 1 )+ 2 -(—3)+8-1+1 • 1 1

~  Ll -2+(—4)-1+0-0+3-3 1 •(— 1)+(—4) (—3)40-1 +3-2 J  ~~

- [ "  ,5]

Матрицаларнинг купайтмаси ^уйидаги хоссаларга эга:
1. А (ВС) = (АВ)С-,
2. а (АВ) = (аА) В  == А (аВ), а ф 0;

1Э9

\
н
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3. (А + В) С =  АС +  ВС\
4. С (А + В) = С А + СВ.

Бу ерда А, В, С — матрицалар, а — ^ациций сон.
Икки матрицанинг купайтмаси учун коммутатнвлик 

(урин алмаштириш) хоссаси умуман айтганда уринли эмас, 
яъни ушбу

АВ = ВА
тенглик доим уринли булавермайди. Аммо матрицалардан 
бири Е  бирлик матрица булганда доим АЕ  = ЕА  тенглик 
уринли.

М и е о л л а р ,  Агар 

А - (

булса, у ^олда

ЛВ= ( 28 1 о)> ВЛ=

5 1 0  3 
2 4 5 3 ва В

4 2 \
— 2 4 \

1 3
\ 1 - 5 )

1 2 2 0 18
14 2 0 6

13 15 1 2

19 - 2 5 — 1 2

АВ ф  ВА.
булади, яъни 

Агар

А =  (  4 5 6  )  ва В

матрицалар берилган булса, равшанки,

, R _  Г 19 13 7 ]
АВ -  L 46 31 19 J *

Лекин ВА  маънога эга эмас, яъни бундай купайтма (яъни В А) таъриф 
буйича аншумнмаган.

Агар А ва В  матрицалар АВ = В  А шартни цаноатлан* 
тирса, у >̂ олда А ва В  матрицаларни коммутатив матри­
цалар дейилади. Юцорида эслатганимиздек, бирлик мат­
рица узи билан бир хил тартибга эга булган квадрат 
матрица билан коммутативдир, яъни

4 - АЕ = ЕА  — А.
Агар А ва В  бир хил тартибли булса, у ^олда цуйи- 

даги теорема уринлидир,
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7.1- теорема. Иккита матрица купайтмасининг 
детерминанти бу матрицалар детерминантларининг 
к()пайтмасига тенг, яъни

det (АВ) = det (В  А) = det Л -det В.
И сб о т .  Теоремани иккинчи тартибли матрицалар учун 

исботлаймиз. Айтайлик, ушбу

А = 'ц  ^ 1 2  

21 2̂2
Ян а32 
« 2 1  « 2 2

матрицалар берилган булсин. Бу ^олда, равшанки,
а11 Ьп "Ь «12 ̂ 21 ап 1̂2 “Ь «12̂22л я «21 1̂1 +  а 22 «21 1̂2 "4“ «22̂2

К,уйидаги белгилашларни киритамиз:
Дх = det Л, Д2 = det В, А = det (Л\9).

Детерминантнинг хоссаларини эътиборга олиб, А ни цуйи- 
дагича ёзамиз:

а и  ^11 "Ь  «12 ^21 «11 Ь ц  “Ь «12 ^22   «11 Ь ц  «11 &12
«2 1  ^11 +  «2 2  ^21 «21  ^12 “ Ь « !‘22 2̂2

I I « 1 1  ^ 1 1  « 1 2  ^ 2 2

I «21 1̂1 «22 2̂2 + «12 2̂1 «11 1̂2 
«22 2̂1 «21 1̂2 +

я Ъ12
« 1 1  « 1 1  

«21  «21 22

2̂1 "11 «21 У12 
«12 2̂1 «12 2̂2 

'21 «22 2̂2 
« 1 1  « 1 2  

«21 «12

«99

+

+ 2̂1 2̂2

«1 1  « 1 2  

$21" ̂ "22 
#]£ 1̂2 

' $22 2̂2
Бу йигиндиДа биринчи ^амда охирги ц^шилувчилар нолга 
тенг (чунки устун ва сатр элементлари узаро тенг). Шу­
нинг учун

11 2̂2 1̂ ' 1̂2 2̂1 1̂ Ai Фи b22 — bl2 Ь21) — Ах А2
Маълумки, детерминантларнинг купайтмаси коммута- 

тивлик хоссасига буйсунади:
det Л -det В  = det 5 -det Л.

Демак,
det (Л В) = det (В А) = det Л • det В.

Шундай цилиб, теорема иккинчи тартибли матрицалар 
учун исботланди.

п- тартибли матрица учун ^ам теорема шунга ухшаш 
исботланади.

4°. Детерминантларни купайтириш. 7Л- теореманинг 
тасдикидан детерминантларни купайтириш учун цуйидаги 
таъриф келиб чицади.
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7.5- таъриф. п- тартибли 

ДА =  d eM  =

Д, = det В  =

«11 «12 • • • f l ln
«21 «22 • • • U 2n

t • • t 1 •

° n l °7i2 * *

bn bl2 • • • * u
Ь21 b22 . . • ь2п

• • * « • •

b n l Ьп2 •• • &яяtin

ва

детгрминантлар берилган булсин. Aj ва Д2 детерминант- 
ларнинг купайтмаси деб, элементлари

д = дх д2 =

(/, /= 1,2, . . . , п)
формулалар билан аницланадиган ушбу детерминантга 
айтилади:

С11 1̂2 • • • С1п
С21 С22 • • • С2п

• • • ( * •
Cnl Сп2 • • • Спл

Детерминантларни купайтириш коммутативлик хосса- 
сига буйсунади, яъни купайтма купайтувчиларнинг урнини 
алмаштиришга богли^ эмас.

5°. Транспонирланган матрица. Берилган- т  х п тар­
тибли

« и «12 • • “ in
«21 «22 • • • a 2n

«m l «m 2  • ■ ■ a mn

матрицадан camp ва устунларнинг уринларини алмаш- 
тиришдан хрсил буладиган матрицани А га нисбатан 
транспонирланган матрица дейилади ва у ни А* ёки А' деб 
Селгиланади. Шундай ^илиб,

«11 «21 
«"12 «22

а1п а2Я

. a
ml

m2

9C2



Бу таърифдан куринадйки, агар А матрица т Х п  улчамли 
булса, у зрлда А* матрица п X tn  улчамли матрица була­
ди. Агар А квадрат матрица булса, А* з̂ ам квадрат мат­
рица булади, бу ^олда А ва А* нинг тарткблари узаро 
тенг булади.

Транспонирланган матрица учун цуйидаги хоссалар- 
нинг тугрилигини текшириш кийин эмас:

1. Икки марта транспонирланган матрица дастлабки 
матрицанинг узига тенг, яъни

А** = (А*)* = А.
2. Транспонирланган купай тма ма-трица транспонирлан­

ган иккинчи матрицанинг транспонирланган биринчи мат­
рица га купайтмасига тенг, яъни

(АВ)* = Б* А*.

Агар А квадрат матрица булса, у золда 

det А* = det А
тенглик уринли.

Агар А = (аг/) матрица узининг транспонирланган А* 
матрицасига тенг, яъни А* = А булса, у з̂ олда А матри - 
цани симметрик матрица дейилади. Агар матрица сим­
метрик булса, бундан унинг квадрат матрица экани келиб 
чи^ади.

Симметрик матрицанинг бош диагон лга нисбатан сим- 
“метрик булган элементлари узаро тенг (яъни ац = ajt) 
булади.

Берилган матрицанинг транспонирланган А* матрица­
сига купайтмаси С = АА* симметрик матрица булади. 
Дацицатан з̂ ам,

С* = (АА*)* = (А*)* А* = АА* = С.

Агар матрицанинг’бош диагоналига нисбатан симметрик 
жойлашган элементлари абсолют циймат буйича узаро 
тенг ва ишораси буйича эса царама-царши (яъни ац = — a(i) 
з̂ амда бош диагоналида жойлашган элементлари нолга 
тенг (яъни аи = 0) булса, у з̂ олда берилган матрицани 
антисимметрик (ция симметрик) матрица дейилади.

Куйидаги теорема уринли.
7.2- теорема. Ихтиёрий п- тартибли А квадрат 

матрицани п- тартибли симметрик ва антисимметрик 
матрицаларнинг йигиндиси шаклида ифодалаш мумкин.
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Исбот.  Тартиблари А матрицанинг тартиби билна 
бир хил ^амда йикиндиси А матрицага тенг булган Вс 
симметрик ва Ск антисимметрик матрицаларнинг мавжуд* 
лигини, яъни

А = В с + С к (7.10)
тенглик уринли булишини исботлаймиз. Шу тенглик урин­
ли булса, В с ва Ск матрицаларнинг А матрица ор^али 
ифодасини ягона усул билан топиш мумкин. Даци^атан 
равшанки,

К = в с < с \ = - с к .
Шунинг учун

А* =  (Вс + c kr  = B*e + с \  = в с - с к ,
Энди А = В с + Ск ва А* — Вс — Ск дан цуйидагиларни 
топамиз:

Вс = -1  (А + А*), СА= f  (А - А * ).

Куринадики, А +  А* матрица симметрикдир, чунки

(Л + А*)* = А* + А** = А* +  А = А*.

Шунингдек, А — А* матрица антисимметрикдир, чунки 
унинг бош диагоналидаги элементлари нолга тенг ва у 
учун ттисимметрикликнинг бошца 1иартлари ^ам бажа­
рилади. Шундай цилиб, ихтиёрий квадрат матрица учун 
ягона (7.10) ёйилмани топиш мумкин.

36- §. Тескари матрица хасида тушунча

7.6- таъриф. Агар п- тартибли А ва В  квадрат 
матрицалар орасида АВ = ВА = Е  (Е  — бирлик матри­
ца) муносабат уринли булса, у \олда В матрицани А 
матрицага (ва аксинча) тескари матрица дейилади.

А матрица учун унинг тескари матрицасини А орца- 
ли белгиланади. У  ^олда узаро тескари матрицалар учун 
ушбу муносабат уринли:

А А ~ 1— A ~ lA = Е.

Берилган квадрат матрицага тескари матрица а̂р доим 
^ам мавжуд булавермайди. Бундай матрица мавжуд бул-
204



ганда уни топиш куп масалаларнн ^ал этишда му^им 
а^амият касб этади.

7.7- таъриф. Агар А квадрат матрицанинг детер- 
минанти нолга тенг булса, у хрлда А матрицани махсус, 
акс хрлда махсусмас матрица дейилади.

7.3- теорема.  Ихтиёрий махсусмас матрица учун 
унга тескари матрица мавжуд.

Исбот.  Фараз цилайлик, А = [ац] матрица п тартиб­
ли квадрат матрица булиб, А = det А ф 0 булсин. А мат­
рицанинг a lt ( i , j— 1,2,..., п) элементларига мос келувчи 
алгебраик тулдирувчилардан тузилган ушбу матрицани 
цараймиз: -

A i ^12 • • ' А 1п

^21 А 2 2 '  '  '  А 2п
. ,  . • « • *

4 . 4 ,2

(7.11)

Агар б у матрицани транспонирласак,

А =

~Аи А 21 . . . А
А 12 А 22 . . . А

, , • • « •
А 1п А2п . . .  А

(7.12)

матрицага эга буламиз. (7.12) матрицани одатда А м ат­
рицага цушма матрица дейилади. К,ушма матрицанинг 
барча элементларшш А матрицанинг детерминантига бу­
либ, , ^уйидаги. матрицани ?$осил 1̂иламиз:

В  =

А и А 21 Л •
det А
А 12

det А
А 22

' ' det А
Ап2

det А det А '■ '• det А
• • в

А \п
♦ . • •

^ 2  п
« » # * • • 

1 « .
det-4det Л det/l

(7.13)

Х,осил булган бу В  матрицани А матрицага тескари эка­
нини, яъни В  = А~1 эканлигини исбот ^иламиз. Бунинг 
учун детерминантнинг хоссаларига асосланиб, А ва В  мат­
рицаларнинг купайтмасини ^исоблаймиз:
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ЛЯ=
£2ц й\2 • * • й
2̂1 &22 .  .

I n

h n

L-«ol ап2

Ли A2i Ап\
д Д д

А 12 2̂2 А г,2 ■—
д д д

« • * •
А \ п А 2 п А п п

д д X
i -л  д л экани келиб

1 0..0 
О 1..0

О О.л

Демак, 5=  А~х. Бундан det А~
И з о з ^ л а р .  1. Берилган махсусмас А матрица учун унинг тес­

кари Л— 1 матрицаси ягонадир.
2 . Махсус квадрат матрица учун тескари матрица мавжуд эмас.
Энди ушбу

л -
2
4
5

матрица учун тескари матрицани топайлик. Бунинг учун 
аввал det Л детерминантни тузамиз ва уни ^исоблаймиз:

А = deM 1 2 з’ 1 2 32 4 5 = 0 0 — 1
3 5

S 5 J
0 -1 —3

Демак, Л — махсусмас матрица.
Энди кушма матрицани тузамиз, бунинг учун Л мат­

рицанинг сатр элементларининг алгебраик тулдирувчила- 
рини топамиз ва уларни мос равишда устунларга жойлаш- 
тирамиз:
Ли = 4 • 6 — 5 • 5 = — 1; Л „ = — (2 • 6 — 3 • 5) = 3;
Л21 = — (2 • 6 — 5 • 3) = 3; Л22 = 1 -6  — 3 • 3 = — 3;
Ла1 = 2 . 5 — 4 • 3 = — 2;

Л13 = 2
А23 — — 
3̂3 “  1

Л32 = — (1 • 5 — 3 • 2) = 1;

Шундай цилиб,

, 5 — 3 • 4 = — 2; 
(5 • 1 — 3 • 2) = 1; 

• 4 — 2 • 2 = 0.

— 1 3 —2 
3 —3 1 

—2 1 О

Ни^оят, Л нинг барча элементларини А ■= — 1 га буламиз, 
у ^олда тескари матрица ушбу куринишга эга булади:
т



+ 1 - 3  
- 3  3 

2 — 1

2
-1
О

" 1 2 3 '
А Л - ' = 2 4 5

3 5 6  .

Текшириш курсатадики, А • А~1 = Е. Дацицатан,
1 —3 2'

-з з — 1

2 —1 9
/Ы + 2 (- 3 )+ 3 - 2  1(—3)+2-3+3-(— 1) 1-2+2-(-1)+3.0\

=  2 . 1  +  4.(- 3 )+ 5 . 2  2 ‘(-3)4-4*34-5‘( - 0  2  • 2+4• ( — 1 )+ 5 • 0  =  
\3* 1+5‘(—3)+6.2 3-(-3 )+ 5.3+ 6‘(- 1 )  3-2+5*(-1 )+ 6 -0 ;

п о 0\
=  0 1 О =  Е ,

\0 О 1 )
Шу йул билан Л-1 • Л = Е  эканини ^ам исботлаш 

мумкин.'

Тескари матрицанинг баъзи хоссалари

1) тескари матрицанинг детерминанта берилган м ат­
рица детерминантининг тескари щйматига тенг, яъни

det (Л-1) = — - .
det Л

Айтайлик, Л-1 • А — Е  булсин. Иккита квадрат мат­
рица купайтмасининг детерминанта шу матрицалар детер- 
минантларининг купайтмасига тенг эканини эътибэрга ол­
сак, цуйидагига эга буламиз:

1 = det Е  = det (А~1 • Л) = det A~l • deM.
Бундан изланган муносабат келиб чицади.

2) Квадрат матрицалар купайтмаси АВ учун тескари 
матрица иккинчи В  матрицага тескари матрицанинг 
биринчи А матрицага тескари матрицага купайтмасига 
тенг, яъни

{АВ)-' = В -1 • Л-1,
Дацицатан з̂ ам, ^

АВ  (В- 1 Л-1) — А (В В- ') Л-1 »  ЛЯЛ-1 = Л Л-1 -  Е , 
Шунингдек,
! (В- 1 Л-1) АВ = В~1 (Л-'Л) В  = В ~ 'Е В  В~1В  = Ы
Демак, бу хосса ис0от этилди,
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3) транспонирланган тескари матрица берилган транс- 
понирланган матрицанинг тескарисига тенг, яъни

(Л-1)* -  (Л*)-1.
Да^и^атан а̂м, АЛ-1 — Е  ни транспонирлаб ва (PQ)* = 

__ Q*p* р — квадрат матрицалар) хоссани ^исобга олиб 
^уйидагини топамиз:

(А-1 Л)* = Л* (Л-1)* = £* = £.
Бу тенгликнинг 5$ар икки томонини чапдан (Л*)-1 га ку- 
пайтирамиз; бир томондан,

(Л *)-1 Л* (Л-1)* = Е  (Л-1)* = (Л-1)*.

Иккинчи томондан, (Л*)-1 Е  = (Л*)-1. Демак, (Л-1)* = 
«= (Л*)-1.

4) Тескари матрицанинг тескариси берилган матрица­
нинг i/зига тенг, яъни

(А-1)- ’ = А.
И сбо ти  равшан.

37-§. Чизикли тенгламалар системаси

Тескари матрица тушунчаси чизикли тенгламалар сис- 
темасини ечишда му^им роль уйнайди.

Фараз ■ цилайлик п та номаълумли п та чизикли тенг­
лама системаси берилган булсин. Бундай система ^уйида- 
гича ёзилади:

+ а12д:2 + . . . + alnxn — by, 
а2уХу + а22х2 + . . . + а2пхп = Ьр ^

an\xi + аП2х2 + ' • • • + аппХп = Ьа

ёки т^ис^ача,
п

V a.j xj =  ап х! + a i2 х2 + . . .  + а.п хп =  Ь1> г, j =
/=i
Бунда хи х2 . . .  , хп номаълумлар, ац , i,j = ~ t г {сис­
тема коэффициентлари, by, b2, . . .  , Ьп озод %адлар 
(системанинг унг томони) деб юритилади. Агар система 
коэффициеытларидан тузилган матрицани А, номаълумлар-
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дан тузилган устун-векторни х ва озод ^адлардан тузил­
ган устун-векторни b десак, (7. 14) ни ушбу

А~х = Ъ (7.15)
вектор-матрицали тенглама куринишда ёзиш мумкин. Агар
Ьф  0 булса, (7.15) тенглама бир жинслимас, b = 0 бул­
ганда эса (7.15) тенглама бир жинсли тенглама дейила­
ди. К,уйидаги теорема b ф 0 булган ^ол учун уринли бу­
либ, аввал ушбу таърифни берамиз. ‘

7.8-таъриф. (7.14) чилщли тенгламалар система­
сининг ечими деб, ушбу х°, х\, 
дай тартибланган \х\

. . , х" сонларнинг шун- 
х°\ системасига айтила-П J

дики, бу системанинг сонлари (7 .14) системанинг хар 
бир тенгламасини сонли тенгликка айлантиради, яъни

хо л 29

уО уО ,1 9 29 система учун цуйидаги

а11х°1 4" 1̂2̂ 2 + 
а2ix° 4- «22*2 +

+ а1пХпО _ А— ии
у  о —  и хп — и 2 ,

amxi + ап А  == ь
(7.16)

4- ап2х% 4- • 
тенгликлар уринли булади.

Крамер теоремаси

Бнзга детерминантлар назариясидан Крамер формула- 
лари маълум. Бу формулаларни мо^иятини очиб берувчи 
Крамер теоремаси билан танишайлик.

7.4-теорема (Крамер теоремаси). Агар А махсус- 
мае 'матрица (яъни det Л = А Ф  0) булса, у уолда (7.14) 
система ягона ечимга эга булади. Шу билан бирга ечим­
лар цуйидаги формулалар (Крамер формулалари) оркали 
топилади:

бунда
= л* '

д ’ /2= 1, 2, • • • ,  п ,

а п а12 • • • Cl j ,*-i К al,k+\ • ■, . а
«21 а 22 . . . а2, * - i к a 2 , k + l  • . . а

•

а п\ а п2 • • • \ ,*-1 к , . а,

(7.17)

(7.18)
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Исбот .  Шартга асосан det А ф 0. Шунинг учун А 
матрицага тескари Л-1 матрица мавжуд. (7.15) тенглама­
нинг а̂р икки томонини А матрицага купайтирсак, у̂йи- 
дагига эга буламиз:

А~1А х = A~l b ёки х = А~1 Ь.
Бу формула (7. 15) тенгламанинг ечимини ифодалайди. 
Хак,икатан ^ам, текшириш буни тасдиклайди:

А (Л- 1 ~Ь) = E~b = ~b.

Шундай цилиб, биз ечимнинг мавжудлигини исбот цилдик. 
Энди ечимнинг ягона эканлигини исбот киламиз. Фараз

цилайлик, (7.15) нинг х — Л-1 Ь дан фарцли а ечими
(яъни а Ф х) а̂м мавжуд булсин, яъни бу а в:ктор учун 
цуйидаги

A~Z = b

тенглик уринли булсин. Бу тенгликнинг -̂ар икки томо­
нини чапдан Л-1 матрицага купайтириб топамиз: бир то­
мондан, А~](А а )~  А~' b = х; иккинчи томондан,

А~’(Аа ) — (Л_ 1Л) а = Еа = а.

Шунинг учун а — х. Бундан ечимнинг ягоналиги келиб 
чи^ади.

Энди (7.17) Крамер формулаларини келтириб чи^арай- 
лик. Маълумки, Л-1 = л. Бундан фойдалансак, х —

= Л-1 Ь ечимнинг куриниши цуйидагича булади:

7 =  л-> ь = i  л  “  ' {кид

М ц  Л21 i t }  Д„1
Л12 Л22 • < » Лп2

п  А 2 п
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A i + Л21 b2 -f . . .  +  Anl bn
i f  Al2 bL + A22 b2 + . . .  + An2 bn

Aln bi. + A2n b2+  . . .  + Am bn

Шундай цилиб,

\ l $ b‘A A/=i

2
• / A • 1 # •
xn/

i £ W

Бундан (7.17) формулалар келиб *ицади. Шу билан 
теорема исбот булди.

М и  сол.  Ушбу бир жиислимас система ечилсин:

Зхх —  х2 =  5 ,
■ 2 *! +  х2 +  * 3  =  О,
2xi Х2 “f" 4х3 =  15.

Е ч и ш ,  1) системани матрица куринишда ёзайлик:

3 —1 0  
—2 1 1

2 —1 4
= 0

15
2) берилган системанинг матрицаси .4 нинг детермиаантини и̂- 

соблаймиз:

Д =  det/l =
3 —10 

-2 1 1 
2 —14

= 5^0.

Демак, А матрица учун Л - 1  матрица мавжуд;
3) берилган А матрица элементларининг алгебраик тулдирувчи' 

ларини ^исоблаб, тескари матрицани топамиз:

i 4 1 —
5 5

2 1 2 5
5 3

0
1

5

1

5
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4) (7.17) формулага асосан ечимни топамиз:

1 4
5

1
5

11

2

= 2 12
5

3
5

• 0 = I

0 1 1 15 3
5 5 __ — — — —

яъни хх = 2, х2 = 1, х3 — 3.

38-§. Матрицанинг ранги

Биз матрица ранги- тушунчасини беришдан олдин ки- 
тобхонларни матрица даражаси тушунчаси билан таниш- 
тирамиз. Матрица даражаси ^ам сонларни даражага ку- 
таришга ухшаш каби киритилади. Агар А квадрат матрица 
булса, у ^олда А2 деб Л ни Л га купайтириш натижаси- 
да ^осил булган матрицани белгиланади. Шунга ухшаш,

А3= А 2>А=*А>А>А,
умуман,

дп дп-1 , д _  дп-2 , А • А — А > А • А . . .  А
п  м а р т а

матрицаларни î apaiu мумкин. Куреатилган маънони анг- 
латадиган матрицалар А матрицани даражага кутариш- 
дан урсил булган матрица деб юритилади. К,улайлик 
учун Л ° = Е  деб ^абул ^илинади. Махсусмас матрица 
учун манфий даража тушунчасини ^ам киритиш мумкин. 
А матрица учун манфий даражани цуйидагича анш^ланади:

А~п = (Л-1)" = Л-1 • Л-1 • Л-1 . . . Л-1
а  м а р т а

Бутун курсаткичли даражали матрицалар учун цуйи- 
даги хоссалар уринли:

1) >  Л'? = Лр+‘?;
2) (Ар )" = Л«.
Агар Л ва В  бир хил тартибли квадрат матрицалар 

булиб, АВ = В  А муносабат уринли булса, у 5̂олда бу 
Л ва В  матрицрлар йигиндисининг даражаси учун цуйи- 
даги Ньютон биноми формуласи уринли:

П
(А+ В)" = Вп-к , (7.19)

О
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Энди матрицанинг ранги тушунчасини киритайлик. 
т  х п улчовли тугри турт бурчакли

матрица берилган булсин. Агар k < m in  (т , п) булса, А 
матрицанинг k та устуни ва k сатри кесишишидан ^осил 
булган матрица /г-тартибли квадрат матрица булади. Шу 
квадрат матрицанинг детерминантини А матрицанинг k- 
тартибли минори деб аталади.

Агар А квадрат матрица булиб, п X п улчовли булса, 
унинг к- тартибли минори шу матрицанинг детерминанти- 
дан иборат булади.

7.9-таъриф. Тугри бурчакли матрицанинг ранги 
деб унинг чизикли эркли устунларининг (сатрларининг) 
макси мал сонига айтилади.

Одатда А матрицанинг рангини г(А) ёки А(г) орк,али 
белгиланади. Ноль матрицанинг ранги нолга тенг деб 
^исобланади. т  ва п сонларнинг энг кичиги билан матри­
цанинг ранги орасидаги айирма, яъни min(т , п)— г(А) 
сон матрицанинг дефекти дейилади.

Агар А матрицанинг ранги г га тенг булса, у ^олда:
а) унинг нолдан фарцли энг камида битта г-тартибли 

минори булади;
б) А матрицанинг (г + 1) ва ундан юцори тартибли 

барча минорлари нолга тенг булади.
7.5-теорема. Тугри бурчакли А матрицанинг нол­

дан фарцли минорларининг энг юцори тартиби шу м ат­
рицанинг рангига тенг.

Теореманинг исботини китобхонга цолдириб, матрица 
рангини ^исоблаш цоидасини келтирамиз.

Матрицанинг рангини топишда цуйидаги цоидага амал 
Килиш фойдалидир: агар нолдан фарцли г- тартибли М 
минор маълум бС/лса, бундан юцори тартибли минорлар- 
ни текшириш учун фацат uiy М минорни ураб турган 
(г + 1)- тартибли минорларни \исоблаш етарли. Агар б у 
минорларнинг барчаси нолга тенг булса, у \олда матри­
цанинг ранги г га тенг булади; агар улардан ,\еч булма- 
ганда биттаси нолдан фаркли булса, бу \олда матрица­
нинг ранги г дан ортиц булади.

(
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Масалан, ушбу
2 —4 3 1 0
1 —2 1 —4 2
О 1 — 1 3 1
4 — 7 4 —4 5

матрицанинг рангини ^исоблайлик.
Бу матрицанинг ю^ори чап бурчагида жойлашган ик­

кинчи тартибли минори нолга тенг. Аммо матрицада бун­
дан бош^а нолдан фарцли 2-тартибли минорлар бор. 
Жумладан,

М
-4 3 
-2 1 = 2 * 0.

Энди уни ураб турган учинчи тартибли минорларни и̂- 
соблаймиз:

2 —4 3 - 4  3 1
— 1 —2 1 = 1 * 0 , М , = —2 1 —4

0 1 — 1 - 1 -1 3

Аммо Му минорни ураб турган иккала туртинчи тартибли 
минорлар нолга тенг. ^а^и^атан, /

2 — 4 3 0 0 0 1 —4
1 —2 1 2 1 -2  1 2 •=э
0 — 1 1 0 1 — 1 1
4 —7 4 5 4 —7 4 5

0 0 1 0
=*= 1 —2 1 6 = 0.0 1 -1 —3

4 —7 4 21

Аммо М г ни ураб турган иккита туртинчи тартибли 
минорлардан МгХ нолдан фар^ли:
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м.2 1 -

—4 3 1 0
—2 1 —4 2

1 -1 3 1
—7 4 —4 5

-  127^0.

Демак, матрицанинг тартиби рангига тенг, дефекта 
эра 4 — 4 = 0.

Матрица рангининг хоссалари

1) матрицани транспонирланганда унинг ранги узгар-
майди;

2) матрицада сатр (устун) ларнинг урнини алмашти­
риш унинг рангини узгартирмайди;

3) матрица сатри (устуни) нинг барча элементларини 
нолдан фарцли сонга купайтирилса, уцинг ранги узгар- 
майди;

4) матрицанинг бирор сатри (ёки устуни) ни ихтиёрий 
сонга купайтириб, унинг бошца сатри (ёки устуни) га 
цушилса, унинг ранги узгармайди;

5) матрицада нолли сатр (ёки устун) ни чицариб таш- 
ланса, унинг ранги узгармайди;

6) агар матрицада бирор сатрлар (ёки устунлар) эле­
ментларининг чизикли комбинациясидан иборат булган 
сатр (ёки устун) ни чицариб ташланса, матрицанинг ранги 
узгармайди.

Юцоридаги хоссалардаги матрица рангини узгартир- 
майдиган -жараён элементар алмаштириш деб юрити­
лади.

7.10-таъриф . Иккита матрицадан бири иккитиси- 
дан чекли сондаги элементар алмаштиришлар натижаси-
да \осил цилинган булса, у %олда бу матрицалар эквива- I
лент матрицалар дейилади.

Эквивалент матрицаларнинг ранглари узаро тенг бу­
лади, аммо уларнинг узлами умуман айтганда тенг эмас.

7.11-та ъриф. Агар матрицанинг бош диагоналининг 
бошланишида ётган элементлардан фацат бир нечтаси 
бир сонидан, крлган элементлари эса ноллардан иборат 
булса, у цолда бундай матрицани каноник матрица де­
йилади.

Масалан, ушбу тугри бурчакли
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А =
1 0 0 0 0
0 1 0  0 0 
0 0 1 0  0
0 0 0 0 0

матрица каноник матрицадир.
Элементар алмаштиришлар ёрдамида >̂ар кандай их­

тиёрий матрицани каноник куринишга келтириш мумкин.
Каноник (содда) матрицанинг ранги, унинг бош диа­

гона лидаги бирлар сонига (бундан ю^орида мисол' тари-
1̂ асида берилган матрицанинг ранги учга) тенг булади. 
Берилган матрицани элементар алмаштиришлар ёрдамида 
учбурчак (ёки погонасимон) куринишга келтириш матри­
цанинг рангини ^исоблаш учун анча ^улайлик тугдиради. 
Куйидаги

еки

ап «12 «13 • «1,4-1 «1* «1,6+1 • «1л I
0 «22 а гз ( «< «2, 4—-1 «24 «2,4+1 * • «2л 1
0 0 «зз ■» « «3,4—1 «ЗА «3,4+1 • «3,

• . 1 • # I • • • . . • • • • 1 •
0 0 0 . • ♦ 0 «44 «4,4+1 1 • «4л
0 0 0 . # « 0 0 0 . . 0
0 0 0 . • • 0 0 0 . . 0

т
-ЙЦ «12 « # • «1 Л- I «1л И
0 «22 . . . «2 л-1 «2л

«
0

« <
0

« • 
• • • «л-

в •

-1, п--1 «л-1 , л
U 0 t г  • 0 tin

куринишда ёзиладиган матрицалар учбурчак (ёки погона­
симон) кС/ринишдаги матрицалар дейилади.

Демак, погонасимон куринишдаги матрицаларнинг ран­
ги бош диагоналда жойлашган нолдан фар^ли элементлар 
сонига тенг.

Масалан, куйидаги

А =
2 3 5 — 3 — 2
3 4 3 — 1 — 3
5 6 — 1 3 — 5.

матрицанинг рангини топайлик ва уни каноник куриниш­
га келтирэйлик. Бунинг учун бу матсицанинг иккинчи
216



сатридан биринчи сатрини айириб, ушбу матрицага эга 
буламиз:

2 3 5 — 3 — 2
1 1 — 2 2 — 1
5 6 — 1 3 — 5

Энди иккинчи сатрни 2 га з̂ амда 5 га купайтириб мос 
равишда биринчи ва учинчи сатрдан айирсак,

0 1 9 — 7 О
1 1 — 2 2 — 1 
0 1 9 — 7 О

матрицага эга буламиз. Шунингдек, учинчи сатрдан би­
ринчи сатрни айирсак,

0 1
1 1
о о

9 7 0
■ 2 2 — 1 
0 0 о

матрица з̂ осил булади. В  матрица А матрицадан чекли 
сондаги элементар алмаштиришлар натижасида з̂ осил 
булди. Агар В  матрицанинг биринчи ва иккинчи сатрлари- 
нинг уринларини алмаштирсак, у з̂ олда учбурчак кури­
нишдаги матрица з̂ осил булади. Демак, бу матрицанинг 
ранги иккига тенг. Бундан А матрицанинг ранги з̂ ам 
иккига тенглиги келиб чнцади, яъни

г (Л) = 2.
\

Энди В  матрицани каноник куринишга келтирайлик. Бу- 
нинг учун В  матрицанинг биринчи устунини 1,— 2,2 ва
— 1 сонларига купайтириб, мос равишда иккинчи, учинчи, 
туртинчи ва бешинчи устунларидан айирамиз. Досил бул­
ган

0 1 9 — 70
10 0 0 0
ООО 0 0

матрицанинг иккинчи устунини 9 ва — 7 га купайтириб, 
унинг учинчи ва туртинчи устунларидан айирсак з̂ амда 
зфсил цилинган матрицанинг биринчи ва иккинчи сатр- 
ларининг уринларини алмаштириб ёзеак, каноник матри­
цам эга буламиз;
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1 0 0 0 0
0 1 0  0 0
0 0 0 0 0

Бу каноник матрицанинг ранги 2 га тенг, бундан берил­
ган матрицанинг ^ам ранги 2 га тенглиги бевосита кури- 
ниб турибди.

39- §. Матрицанинг ранги билан базис векторлар орасидаги
богланиш

Матрицанинг ранги тушунчасидан фойдаланиб, унинг 
сатр-векторлари ёки устун-векторларининг (сатр ёки устун- 
ларидан иборат векторларнинг) чизикли богли  ̂ булиши 
^акндагн теоремани караймнз.

7.6- теорем а. Агар матрицанинг ранги г га тенг 
булса, у \олда унинг сатр-векторлари (устун-векторлари) 
орасида г та  чизицли эркли вектор мавжуд; агар б у 
векторларнинг сони г дан ортщ булса, у \олда улар 
чизикли боглицдир.

Исбот. Фараз ^илайлик,

А — [ о , i — 1,2, 

матрицанинг ранги г

т\ j = 1,2,

ва
ап а 12 •• • аи

м ~ а 21 а 22

•
" й2г 
• • • (7.20)

_  ап аГ2 •.  . агг _

минори нолдан фар^ли булсин, яъни Мг ф  0. Ушбу сатр- 
векторлар

Х 1 — {flll> fll2> 
Х2 = [а21< а22’

*\г ’
2Г1 I а2п} , (7.21)

x r ~~ K l -  а г2 ’ * ' ' ’ а гг' • • • > а гп>

чизикли эркли эканини курсатамиз. Бунинг учун цуйидаги

К  Хх + хг -)- + Я х. 0 (7.22)



вектор тенгликнинг
Ах = А2 =** . . .  = Аг = О

булган ^олдагина уринли булишини курсатиш кифоя. Бу 
тенглик цуйидаги п та скаляр тенглик системасига экви- 
валентдир: у '

• • + Xr ari = О,
. . + Ау аг2 =  О,

1̂ 1̂1 + 2̂ °21 + ■ 
Ai fli2 +  А2 а2о +

К  а,„ + А2 а2п +  . . . + Ал агл -  0. }
(7.22')

(7.22') ни Аь А2, . . . ,  Ау га нисбатан г ( г < п) номаъ­
лумли п та тенглама системаси деб караш мумкин. Агар 
г = п булса, у ^олда (7.22') бир жинсли система М г ф 0 
булгани учун фа^ат Аг = А3 = . . . = Аг = 0 ечимга эга
булади. Демак, п = г булганда л'х, х2, . . . , хг векторлар 
чизикли эркли.

Фараз цилайлик, п >  г булсин. п та сатр-вектордан 
олинган ихтиёрий вектор биринчи г та чизикли эркли 
вектор билан чизикли боглик эканини исбот этамиз. п та
вектор системасининг ихтиёрий векторини xi = {а(1, aiV . ., 
. .  . , air » • • » aik, ain} орцали белгилаб, ушбу

'я xq + А/ xt = АхХх + А2 х2 + . . . + A, + А. -0

тенгликнинг уринли эканини ( ^  А, + X] ^  0 булганда)
1=1

курсатамиз. Бу вектор тенглик ^уйидаги тенгликлар сис­
темасига эквивалент:

Ai flu -f- А2 a2l + . . .  + Af ап + *•/ с — 0,
Ах Й12 + А2 O-i2 + . . .  + l r йг2 + Ч ai2 =

Ах а1г + А2 «2г + . . .  + Ar «гг + ^ «й ~
Ai alk + А2 a2k + . .  - + к «гА + \ a ik= 0,

« • • • • • •  •

К  а1п 4- К  а2п + . . .  +  Ar «га + «ш = °-
Бу система Ах, А2, . . . , Аг, А., яъни r + 1 та номаълумга нис­
батан п та чизик(ли тенглама системасидан иборат. Агар
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бу система нолдан фарцли ечимга а̂м эга булса, юцори- 
даги тасдиц исботланган булади. Крамер формуласига 
асосан биринчи г та тенгламадан г та klt . .  . , Xf номаъ* 
лумни X, ор^али ани^лаш мумкин:

Ху — 1,г + 1

Г + 1, г-i-1
X ., Xt —  A f - '  + 1

A r  +1 ,  r + 1 

^ r 'r+ 1 1

, Xf =*

V + i, r+i
Бу ерда
A  +  i . r + i  =  ( —  1 ) г + 1 + л + 1  M r *  0  б у л и б ,  А Я г Г  +  1 эса

М.. = tk

детерминантнинг охирги

йц a2i . . • ап а а
«12 «22 • •• а г 2 a i i

. . . . . . ■ •
“ lr йг2 .. . агг a ir
a\k а2к.. • a r k aik

qk (<7 — 1,2,
(г 4- 1) = сатрининг, яъни 

г; «, k = г + 1, г 4- 2, . . . , п) элемент-
ларнинг алгебраик тулдирувчилари. Ихтиёрий й = г + 1, 
г 4  2, . . .  , я да (г 4- 1)-тартибли минор нолга
айланади. i> r  да бу тасди^ матрица рангининг таърифи- 
дан ^амда А матрицанинг ранги г га тенг деган шартдан 
келиб чик;ади, i < г да эса М 1к минорда иккита бир хил 
устун ^осил булади. Агар X. = tAr + lr  + l белгилаш ки- 
рнтсак, цуйидагига эга буламиз:

= tAi,r -f 1, = t A2i r + lf . . . , Xr — t А Г' r + ltXt =
= tA r + K r+ l. (7.23)

Равшанки, бу формулалар билан ани^ланган >.1( Х2, . . .  , 
Хг , Х{ ни t нинг ихтиёрий годи^ий ^ийматларида берилган 
тенгламалар системасининг биринчи г та тенгламасига у̂й- 

; сак, улар айниятга айланади. Шу билан бирга улар Дол­
ган (п — г) та тенгламани 5̂ ам айниятга айлантиради, 
чунки тенгликнинг чап томонидан умумий купайтувчи i 
ни ^авс таш^арига чи^арсак, ^авс ичида ^иймати нолга 
тенг булган Mik детерминантнинг охирги (г 4- 1)-сатр 
элементлари буйича ёйилмаси ^олади. Топилган ифода- 
ларни ft-тенгламага ^уйиб, ^уйидаги айниятга эга була­
миз:
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1  (a l k  A l , r + l  + a 2k  \ r  +  3 -4--------+ a r k  A r , r  +  1 +

+  a i k  A r  +  I .  г  +  l )  “  0

ёки
t M  =  0, k =  т - f  1, /• +  2, . . . ,  fi\ i =  1, 2, * « • » n.

(7.23) формулалар / = 0 да системанинг тривиал (ноль) 
ечимини беради, i ф 0 да

=  Ч + |,,+  1 я  Ш г
булиб, система тривиал булмаган ечимларга эга булади. 
Теорема исбот булди.

Биз теоремани сатр-векторлар учун. исбот цилдик, 
устун-векторлар учун ^ам теорема шунга ухшаш исбот 
цилинади.

40- §. Чизикли тенгламалар системасини номаълумларни 
кетма-кет йу^отиш усулн билан ечиш

1°. Гаусс усули. Бу усулнинг мо^ияти шундан нборат- 
ки, номаълумларни кетма-кет йу^отиб, берилган системага 
эквивалент булган погонасимон (ёки учбурчак) куриниши- 
даги системага келтирилади.

Куйидаги п та номаълумли т  .та чизикли тенглама 
системаси берилган булсин:

ап xi аа  х 2 • • • + ai„ хп — Ьи
аи xi + й22 х% -f- . . .  +  а2п хп = Ь2, (7.24)

, « m l  Ху. +  а т 2 *2  +  • • • +  а т п  Х п =  Ь т '•

(b.l + b l+  . . .  + Ы Ф  0).
Фараз цилайлик, (7.24) системада биринчи номаълум 

олдидаги коэффициент ап нолдан фарцли булсин: ап Ф  0.
Агар ап = 0 булса, у ^олда тенгламаларшшг уринла­

рини алмаштириш ёки номаълумларнинг номерларини ал­
маштириш йули билан янги системада ^амма вацт ап Ф  0 
булншига эришамиз.

Гаусс методида биринчи ь̂ адам шундан иборатки, би­
ринчи тенгламадан таищари цолган тенгламаларда ни 
йу^отамиз. Бунинг учун биринчи тенгламанинг ^ар бир 
^адини ап Ф  0 га булиб ёзамиз. Натнжада берилган (7.24) 
системага эквивалент булган ушбу янги система ^оснл 
булади:
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xl +  af - x i +  af - x 3 + . . .  +  ?±>xk +  + = A .
“ it “ 1 1  an an an  ’

«21 * 1  +  «22 X 2 +  «23 * 3  +  • * • +  °2 k  X k • • • +  a 2n X n =  2̂>
«л  * i +  «32 +  «зз x3 +  . . . +  a3k xk +  . . . +  a3n xn = Ь.л,

a  m lX l  +  flm2*2 +  °m 3 * 3  +  • • • +  a mkX k +  • • • +  « „ Л  = fem .

Биринчи тенгламани a2l га купайтириб, иккинчи тенгла- 
мадан айирамиз, сунгра биринчи тенгламани аз1 га купай­
тириб, учинчи тенгламадан айирамиз ва шу процессии 
давом эттириб, биринчи тенгламадан бош^а ^амма тенгла- 
маларда хх ни йу^отамиз:

xi +  «# 12 Х 2 +  1з * 3 4* • • • 4- a'lk xk +  . .  . +  a\n хп =  b\, 
«  22*2 4- а 23 *3 +  • • • 4- « 2kX k "b • * * « 2nX n ~  b 2> (7.25)
«  32x2 4- «  S3xa +  . . . 4" a3k̂ _k "b • • • « зп xn ~  b 3,

• • • • • • • • • • • • • • * *  • • • • • •

a'm2Xi + a’mZX3 + • • • + a'mkxk+  • • • + «mn*a =» &'m,
бу ерда

a'I4-  i l*  (k=  1,2..........n),
«a

«'.«. =  « ;,.--—  «л I  * =  2.3, • • •,

, m.

ik ' ik an a \ k=* 1,2.........n.

b\ =  =fe. a i =  1,2,1 an , Oi i au «
Агар охирги системада бирор тенглама ушбу

O-Xi 4- 0-х2 4- . . .  4-0-л;ч — Ь (7.26)
куринишга эга булиб, b Ф  0 булса, системанинг ечимини 
топиш процесси тугайди, чунки бу тенгламанинг ечими 
мавжуд эмас. Демак, бу ^олда берилган (7.24) система 
ечимга эга эмас. Иккинчи ^адамда (7.25) системанинг би­
ринчи тенгламасини узича ^олдириб, долган тенгламалар- 
дан х2 олдидаги коэффициент нолдан фар^ли булган ихти­
ёрий биттасини танлаймиз. Айтайлик, (7.25) системанинг 
иккинчи тенгламасида а '22 Ф  0. Бу тенгламанинг ^амма 
^адларини а'22 Ф  0 га буламиз, сунгра уни мос равишда 
а’а2, a' i2, . . . , а' т2 ларга купайтириб учинчи, туртинчи 
ва бош^а тенгламалардан айирамиз. Агар (7.26) куриниш- 
даги тенглама ^осил булиб, озод ^ад Ьф  0 булса, берил­
ган система ечимга эга эмас деган хулосага келамиз.
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Агар (7.26) куринишдаги тенглама учра аса, у ^олда 
учинчидан бошлаб цолган тенгламалардан Xi ^ам, ха >̂ам 
йуцотилга н булади.

Шу процессии давом эттириб, агар система ечимга эга 
булса,цуйидаги икки Куринишдаги системадан бирини о̂- 
сил ^иламиз:

X i -f* Ci2 Х2 Cj3 Ха -(“  . .  • -f- с1/г х k -j- . . .  -f- cln Xn =  By t
X2 “b 2̂3 X3 . . .  4* xk + . . .  -f- c2n xn = B 2,

' • • • • • • • • •  ' x0 + с'рпхп '= в 'р '(7.27)

(p<.n) ёки

X i  +  cl2  x2 +  c13 x3 +  . . .  JrC lkxk -\- . . .  +  cln xn —  B i,
X2 4~ 2̂3 X a  +  . . .  4“ 2̂£ X k  4” • • • 4“ @ 2 п  X n  ~  2̂»

....................................... ■....................... . . (7.28)
' xk +  . . .  + cknxn = B k

x = B „ .П
(7.27) куринишдаги система потонасимон матрицага,
(7.28) куринишдаги система эса учбурчак матрицага эга 
эканлиги куриниб турибди. Агар учбурчак матрицали
(7.28) система ^осил булса, охи ги тенгламадан хп — Вп 
ни топамиз, сунгра хп ни олдинги тенгламага цуйиб, хп_ х 
нинг ^ийматини ани^лаймиз ва к.

Демак, агар берилган чизицли тенгламалар системаси 
юкрридаги элементар алмаштиришлар ёрдамида учбур­
чак матрицали системага келса, бундан берилган система 
ягона ечимга эгалиги келиб чикади; агар берилган систе­
ма элементар алмаштиришлар ёрдамида погонасимон
(7.28) системага келса, бундан берилган система чексиз 
куп ечимларга эга брлиши келиб чикади.

Дацикатан ^ам, (7.27) системада хр + [, хр + 2, . . , хп 
номаълумларни унг томонга утказиб, ^уйидаги системани 
^осил циламиз:

*1+&12*2+ &1з*з+- • ■ + blpxp= B l~ b i' р+ 1хр+ blrxn, 
*а + Ь23х3 + • • • + Ь2 хр = В 2— b, р+ 1хр + 1— .., — Ь2п хп 

х3+  . . . + b.ipXp-= B 3 — bi p + lxp+ — . . .— b3nxn,
• • •

Х Р ~  В р ЬР ,Р  + 1 Х Р + 1 • • • ЬрпХ а '

223

www.Orbita.Uz kutubxonas!

http://www.Orbita.Uz


Бунда х + l, хр + 2, . . . ,  хп лардан иборат озод номаъ-
лумларга ихтиёрий ^ийматлар бериб, учбурчак матрицали
системани ^осил ^иламиз, сунгра юк;оридаги метод билан 
кетма-кет х , х lf . . . ,  xL номаълумларни аницлаймиз.

Агар хр + 1, хр + 2, . . .  , хп га ихтиёрий ^ийматлар бе- 
риш мумкинлигини эътиборга олсак, бу ^олда берилган 
система чексиз куп ечимга эга булади.

1- м и с о л , Ушбу системани курамиз:
( 2 л 1 +  7дг2 +  13 * 3 =  О,
I 3 +  14 х$ -j- 12 *з =  18,
I 5 хх +  25 хг +  16 х3 =  39,

Е ч и ш . Бунда аи  =  2 ф 0 .  Шунинг учун биринчи тенгламанинг 
^амма ^адларини 2 га буламиз. Натижада берилган тенгламага эквива­
лент булган ушбу тенгламалар системаси з̂ осил булади:

- 7 13
"Ь 2 2̂ “I- 2 Хз — *

3 Ху -j- 14 х% +  12 X3 =  18,
5 х1 +  25х2+  16*з =  39.

Доси л булган системанинг биринчи тенгламасини 3 га купайтириб, 
иккинчи "тенгламадан, сунгра 5 га купайтириб учинчи тенгламадан 
айирамиз. Натижада берилган системага эквивалент булган куйидаги 
система з̂ осил булади:

+ 9 Х2 +
13

2

2 *2 ~ '

15
*2 ~2~ хз

33
■ 18, 
39,

Ш у билан биринчи ^адам тугади.
7Иккинчи цадамда аг Ф  0  эканлигидан фойдаланиб, иккин­

чи тенгламанинг з̂ амма з^адларини —  га булиб, хосил булган тенгла-

15 - * ,  мани -g- га купайтириб, учинчи тенгламадан айирамиз:

7 13
* 1  +  Т  хг +  “  хз =  О,

11 _  36_*2 — 7 *з — 7 ■
3 3
7 хз -  7

Бунда учбурчак система хосил булди, Учйнчи тенгламадан
Xi — 1.

Иккинчи тенгламадан
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15 36
x 2 —  7  (  1 ) " Ь  7

36 15 _7 — ? - 3,
Биринчи тенгламадан эса

7 13
*i — 2  — 2  — — — 4«

Демак, берилган системанинг ягона ечими
% = — 4; *2 = 3; лг3 = — I .

2- ми с о л. Ушбу тенгламалар системаси берилган булсин:
( 2х1 +  х2 —  5 х 3+ х 4 =  8, 

xt —  3 х2 — 6  xt =  9,
2 х2 — х3 +  4 =  — 5,

I +  4 х2 — 7 х3 +  6  х,, =  0.

Е ч и ш . Бу системани ечиш учун унинг кенгайтирилган матрица- 
сидан фойдаланамиз, яъни

В =

Бу матрицада сатрларга нисбатан ь;уйидаги элементар алмаштиришлар 
бажарамиз:

а) биринчи сатр элементларини 2  га буламиз ва уни иккинчи ва 
туртинчи сатрдан айирамиз:

2 1 — 5 1 ! 8

1 — 3 0 — 6  : 9
0 2 — 1 4 : — 5
1 4 — 7 6  1 0

1 2  !  2
4 1 1/2 -5 /2  1/2 4г

1 _  3 0  — 6 9 о 0 -7/2 5/2 — 13/2 Ос
0 2 — 1 4 -  5 0 2 - 1  4 — о
1 4 - 7  6 0 0 7/2 — 9/2 11/2 — 4

б) иккинчи сатрни туртинчи сатрга цушамиз, сунгра иккинчи сатр­
ни 4/7 га купайтириб, учинчисига ^ушамиз:

1

0

1 / 2 — 5/2 1 / 2 4
— 7/2 5/2 -  13/2 5

0 0 3/7 — 12/7 -15/7
0 — 0 — 2 — 1 1

о

в) учинчи сатр элементларини 3/7 га буламиз, сунгра уни 2 га 
купайтириб, туртинчи сатр элементларига ^ушамиз:

1 1 / 2 —5/2 1 / 2 4
0 -7/2 5/2 -13/2 5
0 0 I —4 —5
0 0 0 —9 —9

Энди биринчи, иккинчи ва туртинчи сатр элементларини мос ра" 
вишда 1/2, — 1/2 ва 9 га булиб, ^осил булган матрицага мос келу*'
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чи тенгламалар системасини куйпдаги учбурчак система куринишида 
ёзамиз:

2*i + *2 — 5х3 + *4 = 8,-
7*а — 5* 3 +  13х4 =  — 10,

*з — 4х4 =  — 5,
* 4 =  1 .

Демак, берилган тенглама ягона ечимга эга:

х4 — 1; * 3 =  — 1; * 2 =  — 4; хг =  3.

3-ми со л , Ушбу тенгламалар системаси берилган булсин:

2*i — х2 — *з + Зх4 = 1, )
4 * 1  -- 2 * 2  ---  * 3  +  *4  =  5 ,  (
6*1 —  3*2 —  *3  —  *4  =  9, /
2*! — *2"-f- 2*3 — 12*4 =

Е ч и ш , Берилган системанинг кенгайтирилган матрицасини туза-
миз:

Г2 — 1 -  1 3 1

4 - 2 — 1 1 5
6 — 3 — 1 — 1 9
2  — 1 2 — 1 2 1 0

Бу матрица устида ^уйидагича элементар алмаштиришлар бажара- 
миз: биринчи сатр элементларини 2 , 3 ва 1 га купайтириб, мос ра­
вишда иккинчч, ) чинчи ва туртинчи сатр элементларидан айирамиз:

“2 -1-1  з : Г
о о 1 —5 : з ,
0 0 2 —ю :6
0 0 3 -15  1 9

Иккинчи сатрни 2 ва 3 га купайтириб,' мос равишда учинчи ва тур­
тинчи сатрлардан айирамиз:

2 — 1 — 1 3 1
0 0 1 —5 3
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

Матрица погочасимон куринишга келтирилди, унинг 0xt +  0,v2 +  
+  0 -xa -j- 0 - * 4 =  0  куринишдаги охирги иккита тенгламасини ташлаб 
юборсак, берилган системага эквивалент булган ^уйидаги система хо­
сил булади:

2 * i  —  * 2 —  * з  +  3 * 4 =  1,1
*з 5*4 —- 3. j

Иккинчи тенгламадан х3 нинг * 4 га нисбатан ифодасини топами3- 
Сунгра уни биринчи тенгламага 1̂ уйл5 , * 2 нинг * i ва * 4  га нисбата н 
ифодасини ани^лаймиз:

хг =  2*i — 2 * 4  — 4,1
* з =  5* 4 3, / ^

Шундай цилиб, берилган системанинг умумий ечими * ни ^уйидаги 
куринишда ёзиш мумкин:
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Г * i l*2
«3Х4

2 (A.J — V, — 2)
5А4 +  3

4
fly орда ва ) . 4 — ихтиёрий >;аи;икий сонлар.

Агар Aj =  4, ? . 4 =  1 десак, у ^олда системанинг ушбу хусуснй 
гчимларидан бирини топган буламиз:
X, 4, * 2 — 2, *з =  8 , * 4  =  1.

Демак, бу берилган система чексиз куп ечимга эга экан.
2”. Гаусс—Жордано усули.Гаусс— Жордано усулининг 

мсцияти шундан иборатки, агар ац Ф  0 булса, биринчи 
кчпламадан ху топилади ва топилган цийматни система- 
ниш- бонща тенгламаларнга цуйилади. Сунгра иккинчи 
и пгламадан х2 топилади ва уни системанинг бош^а а̂м- 
м.| тенгламаларига цуйилади ва ^оказо.

Гаусс— Жордано усулида а̂м берилган системанинг 
кенгайтирилган матрицасидан фойдаланиб, унинг устида 
июментар алмаштиришлар утказиш мумкин.

4-мисол. Гаусс-Жордано усули билан 1 0 'йидаги чизикли тенг- 
лпмалар системаси ечилсин:

1*i + — *2 + 2*3 = 8,
5*х — 3 *j +  2*з =  5,

* 1  3*2 3*з == 16.,
.

П ч и ш. Биринчи тенгламадан *j ни топамиз ва уни иккинчи ва 
учинчи тенгламаларга цуямиз, Натижада ^уйидаги янги системага эга 
вуламизд

Xi +  —  * 2  +  2 *з =  8

11 * 2  +  16*з =  70, |
5*2 +  2 * 3 =  16.

Иккинчи тенгламадан хг ни топамиз ва уни биринчи ва учинчи тенг- 
л.мшлирга ^уямиз:

*2 +

Учиичи тенгламадан * 3 =  3 ^ийматни биринчи ва иккинчи тенглама- 
лиргя 1\уямиз ва кетма-кет хл ва * 2 ни топамиз:

14 53
*1+ 11'3 _ 1Г h ~ l

14 53
11

* 8 =  - ,
70

11
Хо - )

3 И
= 3.

U 2.
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41-§. Чизицли тенгламалар системасининг ечими 
^ацидаги баъзи теоремалар

1°. Бир жинслимас система ечимининг мавжудлиги а̂- 
цида. Фараз лай лик, п та номаълумли т  та чизикли
бир жинсли булмаган тенглама системаси берилган бул­
син ((7.24) га царанг):

«11*1 +  «12*2 +  • • • +  а1пХп ~
«*1*1+ «22*2 4" • • • 4* «2л*rt ~  2̂> 24J

. Gml*l + «m2*2 + • • • + «тЛ  = К '
7.7-теорем а  (Кронекер — Капелли теоремаси). (7.24) 

система матрицасининг, яъни ушбу

« 1 1 « 1 2  • '■ • а ы

« 2 1 « 2 2  • ■ • й 2п
• . .  . .  .

« m 2  • • • а тп

матрицанинг ранги кенгайтирилган
« 1 1 « 1 2  • • а 1 п bi~

в  =
« 2 1 « 2 2  • • а 2п ь 2

• • •

_ й т\ а пг2 • ■ ■ а , ш Ъ т _

матрицанинг рангига тенг булган \олдагина ва фацат 
шу \олдагина (7.24) системанинг тенгламалари биргалик- 
да булади. (7.24) система камида би тта  ечимга эга бу­
лади.

Исбот .  З а р у р и й л и г и .  Фараз цилайлик, (7.24) 
система биргаликда булсин, яъни камида битта ечимга ?га 
булсин. Масалан,

* 1  = Ку, Х% = А-2 , . . .  , хп —
Бу сонлар системаси ечим дейлик. Бу ечимни системанинг 
тенгламаларига ^уйиб, т  та тенгликка эга буламиз, яъни

«л^1 +  аа ^2+ • • • 4- ctinl n = b-,
i = 1,2, т .

Бу т  та тенглик туплами цуйидаги вектор тенгликка эк- 
вивалентдир:
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аи ап ~ а ы

1--------------------------------------
•Н-О

а 2 1
4~ а2

а22
+ • • • + Ал а 2  п = . (7.29)

& т \  _ _ О.m2 _ - атп„ ь— т —
Бундан система кенгайтирилган В  матрицасининг охирги 
устуни унинг цолган устунларининг чизикли комбинация- 
сидан иборатлиги келиб чикади. Шунинг учун В  нинг 
охирги устунини А матрица устунларига ^ушишдан чизи^- 
ли устунлар сони ортмайди. Демак,

rang/5 = rang/4.

Е т а р л и л и г и .  Фараз ^илайлик, (7.24) системанинг 
асосий матрицасининг ранги унинг кенгайтирилган матри­
цасининг рангига тенг булсин, яъни

г (А) — г (В) = г.
А матрицанинг г та базис вектор-устунларини ажратиб 

оламиз. Улар В  матрица учун а̂м базис-устунлар булади.
Умумийликка халал етказмасдан, биринчи г та вектор ба­
зис векторлар булсин деб фараз ^иламиз. Векторларнинг 
чизикли боглшушги ^а^идаги теоремага асосан В  матри­
цанинг охирги устуни базис вектор-устунларнинг чнзщ- 
'ли комбинациясидан иборат булади, яъни шундай

Аь А2, . . . , Ау ва А̂ !̂ = 0, Аг̂ _2 = 0, ••• , А̂  = О
сонлар мавжудки, улар (7.29) тенгликни ^анэатлантира- 
ди, яъни (7.29) нинг чап томонида биринчи г та йигинди 
^олади, ^олганлари эса нолга айланади. Бу тенглик 
^уйидаги т  та тенглик билан эквивалент булади:

1 "Ь ai2̂ 2 + • • • 4* air\  = bp i = 1, 2, . . .  , т . (7.30) 
Агар (7.24) системанинг тенгламаларига 
Xi = Aj, х2 — А2, . . . , Xr — Ar, Xr_i_i — 0, . . .  , Хп — 0. (7.31)

ни ^уйсак, у ^олда системанинг тенгламалари (7.30) 
тенгламаларга айланади. Бундан сонларнинг ушбу (Аь 
А2, . . . , 0, . . . , 0) системаси (7.24) системанинг ечи­
ми экани келиб чикади. Демак, (7.24) система ечимга эга. 
Шу билан теорема исбот булди.

2°. Биргаликда системалар. Энди (7.24) система тенг­
ламаларининг биргаликда булиш’ шарти ^а^ида Фредгольм 
теоремасини келтирамиз. Аввал А матрицани трандаоиир-
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лаб, куйидаги т  номаълумли п та чизикли бир жинсли 
тенглама системасини курамиз:

«11 У\ + «21̂ 2 + • • • + ат \Ут — О,
«12У1 +  «22#2 +  • • • + ат2Ут  =  °> , ,  00.

«1Л1/1 +  а2пу2 +  . . .  +  атпУт = 0.
Бу система (7.24) системага цушма бир жинсли сис­

тема дейилади.
7.8-теорем а. (7.24) бир жинсли булмаган система 

биргаликда булиши учун цушма системанинг ,\ар бир ечи- 
ми Ь,уг + Ь2уг -|- . . .  + Ьт ут == 0 тенгламани цаноатлан- 
тириши зарур ва етарли.

Курсатиш ь̂ ийин эмаски, rang5=rangA, яъни систе­
ма биргаликда булади. Агар (7.24) система биргаликда 
булса, теорема шарти бажарилиши ^ам осонгина кур- 
сатилади. А матрицанинг ранги г га мос минор аницлай- 
диган базис-сатрлар берилган системанинг тегишли тенг. 
ламаларига мос келади. Бу тенгламаларни базис тенгла. 
малар дейилади.

7.9-теорема .  Чизикли тенгламалар системаси узи­
нинг базис тенгламалари системасига эквивалентдир.

И сбот .  Маълумки, кенгайтирилган В  матрицанинг 
ихтиёрий сатри унинг г та базис сатрининг чизикли ком- 
бинациясидан иборат. Бундан ташцари, векторларнинг 
чизикли боглшушги ^а^идаги теоремага асосан, (7.24)г сис­
теманинг ихтиёрий тенгламаси унинг г та базис тенгла- 
масининг чизикли комбинациясидан иборат.'

Демак, базис системани цаноатлантирувчи ихтиёрий 
вектор берилган системанинг а̂р бир тенгламасини а̂но- 
атлантиради.

Аксинча, берилган системанинг ихтиёрий еч ими бир ва т̂- 
нинг узида базис системанинг ^ам ечими булади. Шу 
билан теорема исбот булди.

Айтайлик, (7.24) системанинг базиси унинг биринчи 
г та тенгламасидан иборат булсин. Исбот ^илинган тео­
ремага асосан ушбу

0,1*!.+ a i2*2 +  • • • + «,„*„ = I = 1,2, г (7.33) 
базис тенгламалар системаси берилган тенгламалар систе­
масига эквивалентдир. Шунинг учун берилган системани 
текшириш урнига тенгламалар сони унинг рангига тенг 
булган базис системани текшириш етарлидир.

Бизга маълумки, (7.24) система матрицасининг ранги 
унинг устунлари сонидан ортиб кетиши мумкин эмас, 
г < п. Бош^ача айтганда, биргаликда системанинг ранги
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унинг номаълумлари сонидан ортиб кетмайди. Демак, 
нккита ^ол руй бериши мумкин;

г = п, г > п .

1) Фараз цилайлик, г = п булсин, яъни тенгламалар 
сони номаълумлар сонига тенг. Бу ^олда (7.33) система­
нинг детерминанти базис минор булади ва Крамер теоре- 
масига асосан, (7.24) система ягона ечимга эга булади.

а) Х у л о с а .  Агар биргаликда системанинг ранги но­
маълумлар сонига тенг булса, у %олда система ечимга 
эга булади. «

2) Фараз ^илайлик, г <  п булсин. Асосий номаълум­
лар хи х2, . . .  хг булсин. Шу номаълумлар цатнашган 
з̂ адлардан боища ^амма ^адларни тенгламанинг унг 
томонига утказамиз. Натижада (7.33) система цуйидаги 
куринишни олади:'

а ПХ 1 a i2X 2 "Ь  • • • "Ь a irX r ~ ^ i  a i, г + 1 xr + 1 ‘ * *
-~ainxn (‘ = 1. 2, , . .  , (7.34)

Озод номаълумларга, яъни xr + l, хг + 2*-‘ > га ихтиё­
рий cr + l, cr + 2, . . .  , cn ^ийматлар берилса, у ^олда (7.34) 
системани г та (яъни x lt х2, . . .  , хГ) номаълумли г та 
тенглама системаси деб ^араш мумкин. Бу системанинг 
детерминанти нолдан фарцли, чунки у базис минордан 
иборат. Шунинг учун Крамер формулаларидан фойдала- 
ниш мумкин. Демак, система ягона ечимга эга булади. 
Уни цуйидагича ёзамиз:
I Хх — Cl» хг = С2, t i  j  I  хг сг‘

Маълумки, базис системанинг ечими булган 
—>■
с  ~  (*с 1> с 2> • • • > Cr I Cr+ I*  • * * ,Сп )

вектор берилган системанинг ^ам ечими булади. Бу тас- 
ди  ̂ (7.33) ва (7.24) системаларнинг эквивалентлигидан 
келиб чикади. Озод номаълумларнинг ^ийматларини их­
тиёрий равишда олиш мумкин, шунинг учун (7.24) систе­
ма чексиз куп ечимга эга.

б) Х уло са .  Агар системанинг ранги г номаълумлар 
сонидан кичщ булса, у \олда система чексиз Kijn ечимга 
эга булади, бунду г та  асосий номаълум п — r та  озод 
номаълум Ьрцали чизицли богланган булади.
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Ю^орида исбот ^илинган теоремаларга асосланиб, их* 
тиёрий чизикли тенгламалар системасини ечиш учун î y- 
йидаги цоидаларга амал ^илинади:

I. Системанинг асосий ва кенгайтирилган матрицаси­
нинг рангини .^иссблаб, у системанинг биргаликдалиги аниц- 
ланади; агар система биргаликда булса, у ^олда унинг 
бирор г- тартибли базис минори топилади.

II. Коэффициентлари базис минорни ташкил ^илган г та 
тенглама системаси ёзилади: долган тенгламалар эътибор- 
га олинмайди. Коэффициентлари базис минорга кирувчи 
номаълумлар: и асосий номаълумлар дейилиб, уларни тенг- 
ликнинг чап томонида ^олдирилади, долган п —  г таси 
озод номаълумлар дейилиб, уларни тенгликнинг унг то- 
монига утказилади.

III .  Крамер формуласиёки Гаусс усулидан фойдаланган 
^олда асосий номаълумларнинг озод номаълумлар ор^али 
ифодаси топилади. Топилган тенгликлар берилган систе­
манинг умумий ечимини ифодалайди.

IV. Озод номаълумларга ихтиёрий сон ^ийматлар бе- 
риб, асосий номаълумларнинг сон ^ийматлари топилади.

1-м и сол . Ушбу тенгламалар системасини текширинг; агар сис­
тема бирликда булса, ечимни топинг:

хх — 2 хг +  х3 =  3,
Xj ЗХ2 -- Хд 1 ,
Здгх+  4X j —  х3 =  5.

Е ч и ш , Бу системанинг кенгайтирилган матрйцасини ёзамиз:

Г1 — 2 1 3 1в = 1 3 - 1 1
3 4 — 1 5

Юкори чап бурчакда турган 2- тартибли минор 

М = [\  ~1] = 5Ф0.

Унинг учинчи тартибли минори
I —2

Д =
1

3 -1
4 — 1

=  0 ,

Бу система асосий матрицасининг детерминантидир. Демак, асосий 
матрицанинг ранги иккига тенг, яъни г (/1)= 2. Кенгайтирилган'мат- 
рицанин^ ранги г\В) ни хисоблаш учун ураб турувчи минорни царай- 
миз:

Д, =
1 — 2 •: з
1 3 : 1 =  о.
3 4 1 5
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Демак, л (В) =  2. Шундай цилиб, берилган чизикли тенгламалар сис­
темаси биргаликда ва иккита узаро боглиц булмаган базис тенглама­
си бор. Бу системанинг базис тенгламалари килиб, унинг нолга тенг 
булмаган базис минори жойлашган биринчи иккита тенгламасини ола- 
миз. Бу икки тенгламани асосий номаълумлар хх ва х3 га нисбатан 
puha ечамиз, яъни

Xi —  2 ц  — 3 — х3Д
I = 1 + *з I

еки

*1 = -

Хх -f- Зх%

П —
5 X, =■2(*s- l )

Демак, система чексиз куп ечимга 9 га булади. х3 = 1  деб системанинг 
х. = 2 , х, =  0, х3 =  1 хусусий ечимини топамиз. Агар х3 =  0 десак,

11 2системанинг яна бир х1= — , хг—— —, х3 =  0 хусусий ечимига эга бу- 
'5 б

ламиз.
2-м исол . Ушбу тенгламалар системаси биргаликдами:

2х± — х% х$ = 2,1 
ЗХу +  Х̂  — х3 =  0 , >

—4х1 — Зхг +  х3 - 1?J
Е ч и ш . Бу системанинг асосий матрицасининг ранги г (А ) =  2, 

чунки иккинчи тартибли минори >-

$  - 1 |
3 1м=\ ■ 5 Ф  О,

уни ураб турган учинчи тартибли минори эса

2 -1 —1
3 1 —1 = 0.

—4 -3 1

2 — 1 2

3 1 0

— 4 — 3 1

Берилган системанинг кенгайтирилган матрицасининг ранги 3 га 
тенг, чунки

ч — 1 ; 2
= — 5 ф О,

Шундай килиб, г =  2, г (В) =  3. Шунинг учун система бирга­
ликда эмас.

3°.Ечимларниигфундаменталсистемаси. Агар п номаъ- 
лумли m та чизицли тенглама системаси (7.24) ва Ьи 
Ь2, . . . , Ьт  озод ^адлар бир ва^тда нолга тенг булса,
бир жинсли системага, яъни ушбу

«11 *1 +  «12 *2 + * • • + «1л Хп — 
«21 Х1 *22 Х2 "Т” +  а 2п Х п =  0 >

+ «, х „ — Отп  п

(7.35)
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куринишдаги системага эга буламиз. Шу (7.35) система 
берилган (7.24) системага мос келтирилган система дейи­
лади. Келтирилган система вектор-матрица куринишда 
^уйидагича ёзилади:

А х = 0. (7.35)

Бир жинсли булмаган система билан унга мос келти­
рилган системанинг ечимлари орасида куйидагича богла- 
ниш мавжуд.

7.10- теорема .  Бир жинсли булмаган системанинг 
ихтиёрий ечими билан унинг келтирилган системасининг 
ихтиёрий ечимининг йигиндиси бир жинсли бС/лмаган 
системанинг ечими булади.

Исбот. Фараз цилайлик,

а =

векторлар мос равишда (7.24) ва (7.35) системаларнинг— —>- — —V
ечимлари булсин, яъни А а = b ва А X = 0. Бу фараз (7.24) 
система биргаликда деган фикр билан бир хил. Ю^ори- 
даги тенгликлардан “

А ( a -J- X) — Acl “I- А X =» b

келиб чикади. Бундан а + X вектор Ах — b системанинг 
ечими экани келиб чикади.

7.11- т еорема. Бир жинсли булмаган системанинг 
ихтиёрий иккита ечимининг айирмаси унинг келтирил­
ган системасининг ечими булади. ——

Исбот .  }^aiW aTaH ^зм, агар

aL
а2 Я2

» • ва Я = 1
* *
• •

ап X п

Аа = b ва АХ = b
*  ̂ —V- —V  - V- V»

булса, у ^олда А (а  — л ) = А а — АХ = b — Ь = 0
Демак, а — X вектор Ах = 0 бир жинсли тенгламанинг 
ечими булади.
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7.12- те о р е м а .  Агар cL, с.г . . .  , сп векторлар систе­
маси Ах  = 0 бир жинсли системанинг ечими булса, у 
хрлда уларнинг ихтиерий чимцли комбинацияси

с = сх + Х2с2 + . . . + Хп сп 
хам бу системанинг ечими булади.

Исбот.  сь с2, . . . ,сп векторлар А х 
ечими эканлигидан

А сх = О, А с2 = 0, . . . , Асп = О
тенгликлар уринлидир. Матрицаларнинг хоссаларига асо­
сан ^уйидаги муносабатни ёза оламиз:

А с = A (Xj сх) + А (Х2 с2) + . . . 4- А (Хпс) =

== Xt (А Сг) + Х2 (Л с2) + . . . + Хп (А сп) = 0.
Теорема исбот булди.

Бу теоремадан бундай хулоса келиб чикади: агар бир 
жинсли тенгламанинг бирор тривиал булмаган (нолдан 
фаркли) ечими мавжуд булса, у ^олда у ечимни ихтиёрий 
нолдан фарцли сонларга купайтириб, системанинг чексиз 
куп ечимларини ^осил цилиш мумкин.

7.12-т аъриф. (7.35) бир жинсли системанинг ечимлари 
цуйидаги булсин:

Xt = {X ir  Xi2.........X J ,  г = 1,2, . . .  , k. (7.37)

Агар (7.37) ечимлар чизикли эркли булиб, (7.35) система­
нинг ихтиёрий ечими бу ечимларнинг чизицли комбина- 
циясидан иборат булса, у ^олда (7.37) ечимлар системаси 
ечимларнинг фундаментал системаси дейилади.

Ечимларнинг фундаментал системасининг мавжудлиги 
^а^ида цуйидаги теоремани курамиз.

7.13-теорема. Агар (7.35.) бир жинсли системанинг 
ранги/ номаълумлар сони п дан кичик булса, у >рлда (7.35) 
система чексиз куп фундаментал системага эга булади 
ва \ар бир фундаментал система ечимлари сони п—г га 
тенг брлади.

И с б о т .  (7.35) системанинг Л матрицасининг г-тар- 
тибли нолдан фаркли М, минори шу матрицанинг чап 
ю^ори бурчагида жойлашган деб фараз циламиз. У з̂ олда
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x r+1> xr+2' • • • * » хп озод номаълумлар булади. Озод но- 
маълумларни тенгламанинг унг томонига утказиб, берил­
ган системани х1} х2, . . . ,хг асосий номаълумларга 
нисбатан (Крамер формулаларидан фойдаланиб) ечамиз, 
яъни хи х2, . . . , хп нинг озод номаълумларга нисба­
тан ифодасини топамиз:
х, = dn xr+l + dj2 xr+2+  . . .  + d jkxn , /== 1,2..... r; k= n -r

Бунда xr+v xr+2 . . . ,  xn озод номаълумларга ихтиёрий 
сон цийматлар бериб, xlt х2 , . . . , хг номаълумлар учун 
мос ^ийматларни топамиз. ^осил ^илинган чексиз куп 
ечимлар тупламидан шундай п — г та ечимни танлаб ола- 
мизки, натижада

1̂ { Яц , A.J2, • . •, Я1г, Xl r _j_ 1 , . . . , Я)п},
2̂ {̂ 21i Я22, . . . , 2̂̂  А2% г -f 1> • • ‘ > 2̂л}

(7.38)

^ п— г f t “n—r, 1’ ^ п —г, 2’ • ' • > п —г , г ’ ^ п —г , г + 1’ ' • • > ’̂ п — Г,п1

ечимларнинг (п — г)-тартибли детерминанти

КА =
г + 1 чл г + 2 * •• К

Г +  1 2, г + 2 * •• К п (7.39)

- Г . Г  +1 V - г, г+2 • •.я п — г ,п
нолдан фарцли булсин. Энди (7.38) ечимлар системаси 
фундаментал системани ташкил этишини исботлаймиз. 

Бунинг учун (7.38) ечимлар системасидан ^амда (7.35)
тенгламалар системасининг ихтиёрий битта а = {аи а2,. . . , 
аг , аг + г ' 1 • ' ап) ечимидан тузилган цуйидаги матрицани 
^араймиз:

А,и
Х21

Я]2 • • • 
Я22 • • •

К  1̂. г+1
2̂г г + 1

• *Т. П
• 2̂ п

1 
.

п̂ — г, 2 ’ .A A I. , .л — Г ,  Г  Л— Г ,  Г+1 ■ *■ ,  п —  г ,  п

«1 • • • а г  +  I  а г- Ь  2 ■ ап J
(7.39) детерминант N матрицанинг (п— г)- тартибли 
миноридир. У матрицанинг чап ю^ори бурчагида жойлаш­
ган булиб, А ф 0 эканлигидан N матрицанинг охирги 
п — г та устуни ва биринчи п — г та сатри чизиЦли эркли-
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лигй К®5иб чикади. Агар бу сатрлар ва устунлар чизикли 
богли!̂  булса, Д = 0 булар эди. Шунинг учун N матрица­
нинг биринчи г та устуни унинг охирги п — г та устуни 
билан чизицли боглиц. Бундан N матрицанинг ранги п — г 
га тенг эканлиги келиб чикади. Демак, унинг охирги сатри 
биринчи п — г та сатри билан чизшуга боБлиц. Бундан 
(7.38) ечимлар чизикли эрклилиги, (7.35) системанинг их­
тиёрий боища ечими (7.38) ечимларнинг чизикли комбина- 
циясидан иборат экани келиб чикади.

7.14- теорема .  Ранги г га тенг булган п номаълум­
ли т  т а  чизицли бир жинсли тенглама системасининг 
умумий ечими

х — А/i Ci -j- lk2c2 4" • • • "Ь К - г  сп-г (7.40)

формула билан ёзилади, бу ерда сь  с2, . . . ,  сп_ г — 
ечимларнинг ихтиёрий фундаментал системаси, К1г . . . ,  
Хп_ г — ихтиёрий щцикий сонлар.

Исбот.  X aKiHHaTaH ^ам> ю^орида исботланган теоре- 
маларга асосан (7.40) вектор (7.35) системанинг ечими 
булади. Бунга ишонч ^осил ^илиш учун цуйидаги и̂соб- 
лашни бажарамиз:

Ах„=* А + Я2 с2 + . . .  + Хп _  г сп _  г) — А ( сх) +•

+ Л (к2 с2) + . . .  + А (\  _  п cn_ r) = Хх {A Ci) + Х2 (Л с2) +

+ (Ася) +  . • • + А \п _  Г (А сп _  г) = 0.
Шу билан теорема исбот булди.

Мисол, Куйидаги

* i +  3 * 2 +  3 х3 -j- 2 * 4 -f- 4* 5 =  0,
-j- 2 * 2 "Ь 5 * 3  +  3 * 4  +  7 * 5 =  0,

2 Xi -(-5 *g +  4 *g +  * 4  -}- 5 * g  =  0,
* 1  +  5 * 2  +  7 * 3 +  6  * 4 +  10 * 5 =  0

оир жинсли систем^ берилган булиб, унинг умумий ечимини ва ечим- 
ларнинг фундаментал сйстемасини топиш лозим булсин.

Е ч и ш . Бунинг учун биринчи, сунгра иккинчи тенгламани кейин- 
ги тенгламалардан айириб, берилган системани погонасимон куринишга 
осонгина келтириш ‘мумкин:

* 1  +  3 * 2  +  3*3 +  2 * 4  +  4 * 5  =  0,
*2 +  2 *3 +  *4 +  3 *5 =  0,

*4  =  0 ,

* i, * 2  15 *4 ни асосий номаълумлар, *3 ва *5 ни эса озод номаълум- 
лар деб >;исоблаймиз, Иккинчм ва учинчи тенгламалардан
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ни топамиз. x2 учун бу ифодани биринчи тенгламага ^уйиб, цуйида- 
гини топамиз:

* i =  3 х3 -f 5 Хц.
Шундай ' ^илиб, ушбу хг =  3x3-f 5 х6, х2 = — 2 xs— 3дг5, дг4 =  О 
формулаларга эгамиз. Энди умумий ечимни xi =  Зс 3 +  5с6, =  —
=  — 2 с3 — 3 с5, ха — с3, х4 =  О, хь — с6 куринишда ёзиш мумкин. 
Энди са =  1, с6 — 0 ва с4 =  О, сь — 1 ^ийматлар бериб, ечимларнинг 
ушбу

С =  { 3, -2  1, о, 6 },
С = {  5, - 3  О, О, 1 }

фундаментал системасини топамиз, Бундан фойдаланиб, умумий ечимни 
ян а хуйидаги формада ёзамиз:

ATg =* — 2 хэ — 3 Хь

Я — СХ '̂1Т  С2 ^2 — 1̂

3
—  2 

1
О
О

5
3
О
0
1

■3 Ci +  5 Cj 
2  С\ 3 Cg

0

4°. Матрицалардан тузилган полиномлар (куп^адлар).
7.13- таъриф.  Ушбу

P (A ) = a0An + a 1An~ , + .. . + an- , A + a nE  (7.41)
куринишдаги ифода матрицалардан тузилган (матрицали) 
полипом (куп.^ад) дейилади. Б у ерда А ва Е  «мос равишда» 
бир хил тартибли квадрат матрицалар булиб, Е  бир­
лик матрица, а0, аи а2, . . . , ап~ /, ап — ихтиёрий %ai\u- 
кий сонлар. Матрицаларнинг хоссаларига кура (7.41) 
ифодадаги амалларни берилган А матрица буйича бажа- 
риб чи^илса, яна тартиби А нинг тартибига тенг булган 
квадрат матрица ^осил булади, уни Р  (А) деб белгиланган. 
Матрицали полиномни ушбу
Р(х) = а0 xn + aiXn~x + а2хп~2+  . . .  + ап_ хх + ап (7.42)
куп^адда ^згарувчи х нинг урнига А матрицани ь̂ уйиш- 
нинг натижаси деб цараш мумкин. Агар Р(х ) куп^адда 
узгарувчи х нинг урнига А матрицани цуйганда ноль мат­
рица ^осил булса, у ^олда А матрица Р (х ) куп^аднинг
илдизи дейилади. —
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7.14-тариф. Берилган А ~ [а и] квадрат матрицанинг 
характеристик тенгламаси деб

а 11 —  X а 12 • • @1п
ф(Я) = а 21 а 2 2 X . • • а2п =  0

ап I а, ,2. . . йпп X
крринишда ёзилган тенгламага айтилади.

А матрицанинг характеристик тенгламасини 1̂ ис^ача
ф(>.) = j А — Щ  = 0 (7.43)

куринишда з̂ ам ёзиш мумкин. (7.43) даги |Л—ХЕ\ детерми­
нантни бирор усул билан ёйиб, сунгра X нинг даражалари 
буйича группалаб ёзамиз:

Ф(Я,) ~\А — щ  = ( - i ) v  +
+ Рп- 1  ̂+ Рп>

бунда
pk=  (- 1  r ks k

ва Sk ифода А матрицанинг барча й-тартибли бош минор- 
ларининг йигиндиси, яъни элементлари бош диагоналга 
нисбатан симметрик жойлашган минорлар йигиндиси. Ху- 
сусий з̂ олда
Л  = (- 1 ) ,‘" 1 («И + й22 + . • . + a j ,  Рп = И1 -  det л.
Бош диагональ элементларининг йипшдиси 

Oil + а22 + • • • + апп 
А матрицани изи дейилади ва SpА деб белгиланади. 
Характеристик полиномнинг илдизлари А матрицанинг хос 
кийматлари ёки характеристик сонлар дейилади. ф (X) 
характеристик полиномнинг барча Xlt Х2, . . . , Хп илдиз­
лари туплами А матрицанинг спектри дейилади. Виет 
теоремасига асосан характеристик полином илдизларинннг 
купайтмаси унинг озод з̂ адига тенг, яъни 

Xi Х2 . . .  Хп = | А |.
Бундан ^уйидаги тасд1щнинг уринли булиши келиб чикади: 
агар квадрат матрицанинг хос сонларидан хеч булмаса 
биттаси нолга тенг булса, у хрлда А матрица махсус 
булади*.

•Агар А матрицанинг детерминанти нолга тенг булса, уни махсус 
матрица дейилади,
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Мисол сифатида ушбу

Г 2 — 1
■ /

2
А = 5 — 3 3

— 1 0 — 2

матрицанинг хос сонларини топайлик. Бунинг учун аввал 
А матрицага мос келган характеристик тенгламани туза­
миз:

2 —  X — 1 2
5 — 3 —X 3

-1 О — 2 — Х
=  0

Бу тенгламанинг чап томонидаги детерминантни 23 та 
детерминантнинг йигиндиси куринишда ифодалаймиз, яъни

■X 0 0
0 — X о 
О О — X

+
—  X

о
• О

о
■X
о

+

— X — 1 0 2 0 0 1
+ 0 — 3 0 Ч" 5 — X 0 +

0 0 — X — 1 0— X )
( — X — 1 2 2 0 2

+ 0 — 3 3 + 5 — X 3 +
1 0 0 — 2 — 1 0 — 2

2 — 1 0 )
+ 5 — 3 0 +

— 1 0 -— X

2 — 1 2
5 — 3 3
1 0 — 2

=  0 .

Детерминантларни ^исоблаб цуйидагини ^осил ^иламиз:
— X3 — X2 (2 +  3 — 2)— X (6 — 2 — 1) — 1=0

ёки X3 + 3 X2 + ЗХ + 1 = 0 ^  (X + I)3 = 0. Бунда 
= Х2 = Х3 = 1. Демак, X = 1 характеристик поли- 

номнинг уч каррали илдизи экан. Эслаб утамизки, ю^ори- 
даги детерминантни учбурчак ^оидаси билан бевосита очиб 
чи^иб, сунгра X нинг даражалари буйича ёзиш мумкин эди. 
Детерминантнинг тартиби п = 2, 3 булганда аслида шун­
дай ^илинади 2̂ам.

7.15- теорема  (Кэли — Гамильтон теоремаси). Агар 
Ф (t) куп.\ад А матрицанинг характеристик купхади бул­
са, у хрлда ф (А) = 0, яъни бошкача айтганда, матрица 
узининг характеристик полиномининг илдизи булади.

Бу теореманинг исботини китобхонга ^олдирамиз.
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1°. Бошлангич тушунчалар. Х,аци^ий сонлар майдони Р  да 
берилган п номаълумли чизикли тенгсизлик деб,

aixi + а2х2 4~ ' • I 4" ап хп 4* Ь > 0 (7.44)
куринишдаги тенгсизликка айтилади, бунда Xi, х2, . . . , 
хп — номаълумлар ва а, , b£P, i = I,п. Агар 6 — 0 бул­
са, (7.44) тенгсизлик бир жинсли, b ф  0 булганда у тенг­
сизлик бир жинслимас дейилади.

Энди ^а^иций сонлар майдони устида ушбу
вц*1 4- di2x2 4- > • • + а1п xn~h bL > О,
хпхг 4- а22х2 4- . . .  4- а2пхп 4- Ь2 > 0, (4.75)

. amix 1 4- ат2 х2 4- . . .  4- атпхп + Ьт >о 
п номаълумли чизикли тенгсизликлар системасини а̂рай- 
миз, бунда а̂м ац 6Р, i = l,m; / = 1,п, Снстеманк
ташкил этувчи тенгсизликлар сони /п учун т  <  п, m = п 
т> п  доллар булиши мумкин. Ха^иций сонлар майдони ус­
тида икки вектор учун тенгсизлик тушунчасини киритиш
мумкин. Бунда бир хил улчовли икки ава b вектор орасида
а <  b муносабат ёзилиши бу векторларнинг мос коорди­
наталари орасида тегишли тенгсизликлар уринли эканини 
англатади. Шу муло^азаларни ^исобга олсак, (7.45) систе­
ма ушбу вектор матрицали тенгсизлик куринишида ёзили­
ши мумкин: А х > — Ь. Бу ерда А х — вектор, b ^ам 
вектор.

Шунга ухшаш, матрицалар орасида >̂ам тенгсизликлар 
тушунчасини киритиш мумкин.

(7.45) системанинг барча тенгсизликларини ^аноатлан- 
тирувчи ах, а2, . . . , ссп сонларнинг тартибланган систе­
маси бу системанинг ечими дейилади. Масалан, ^и^ий 
сонлар майдонида ушбу

2хх — Зх2 4- х3 — > 0, 1
хх 4- Зл:2 — х3 — 4xt > 0, У 
Xi — х2 4- 2х3 —12х4 > О J

система учун (4, 4, 5, 1) туртлик ечим булади, чунки 
2-4—3-2 4-5 — 1 > 0 , ]
4 4-3-2 4- 5 — 3>0,
4 — 24-2-5 — 12 = 0. J

16 Т. Ш. Ш одиев
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7.12- таъриф. Камида битта ечимга эга булган 
чизицли  ̂тенгсизликлар системаси биргаликда булган сис­
тема дейилади, акс \олда система биргаликда булмаган 
(еки зиддиятли) система дейилади.

Зиддиятли тенгсизликка ушбу
I < , ‘

••• 0 • дгл b ^  О, Ь ф  о
тенгсизлик мисол була олади.

(7.45) тенгсизликда нолдан фаркли коэффициентлар 
мавжуд булсин дейлик. Масалаи, о, ф 0, а2 Ф 0, . . . 
ak Ф 0 ва ai+{ = aft+2 = ... = ап = 0 булса, тенгсизлик цу! 
йидаги

« 1 * 1  +  «2 * 2  ~Ь «8 *3 +  ••• ak xk b 0 (1 ^  k ^  п) 
куринишда ёзилади. Бундан

«1*1 > — «2*2— «з*з—  ••• ~ ak xk —  b
I

келиб чи^ади. Бунга ихтиёрий х2 =  а 2, х3=  as, . . .  , хк =  
= ак >;акикий кийматларни ^уйиб, ^уйидагини топамиз:

«1*1 > — «2 а2 — «3 ая- • • * — ак ак — Ь-
Бундан fli Ф 0 булгани учун бу тенгсизликни ^аноатлан- 
тирувчи #1 = ах ^ийматни куреатиш мумкин. Шундай 
^илиб,

1̂» 2̂» • 1 • >
^амда ихтиёрий ак , , , ак + 2, . . . , ап сонларнинг тартиб. 
ланган системаси берилган тенгсизликнинг ечими булади.

Агар (7.45) системанинг исталган ечими (7.44) тенгсиз­
лик учун а̂м ечим булса, у ^олда (7.44) тенгсизлик (7.45) 
тенгсизликлар системасининг натижаси дейилади.

(7.45) системанинг биринчи тенгсизлигини kx > О сонга, 
иккинчисини >0' сонга, . . . ,  т- сини £т > 0  сонга 
купайтириб, а̂дма-.̂ ад цушамиз:

т  т

«;|*1 ”Ь 1̂ «/2*2 “Ь • • •
1=1 / = 1

т  т

. .. + v  k. ainb t + 2  *, bt > 0. (7.46)
J == l i =  i
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Бу тенгсизлик (7.45) системанинг чизицли комбинациям 
дейилади. ̂ а^и^атан, (а1( а 2, . . . , ап) система (7.45)
нинг ечими булсин. Бу ечим (7.46) тенгсизликнинг з̂ ам
ечими экани равшан, чунки элементар ^исоблар курсата- 
дики;

т  т  т

2  kPiP i + 2 V / 2«а + • • • + 1 lkiainan +
/= 1 /=1 /=1

+  2 fe/6/ = k! + h'j +  ^  4-
+ • • • + kn {̂ 2i an2a i 4- bn

4" • • • 4- 0 = 0.
Масалан,

X \  4~ 2 x 2 4" —  2 >  0,
—2xt + x2 4- 2x3 4- 2 > 0,

4xx — 7 x 2 — \2x3 — 5 > 0 .
система тенгсизликларини мос равишда 2, 3, 1 сонларига 
купайтириб, ^адма-^ад цушсак,

0 • Хх 4* 0 • х2 0 • Хд — 3 > О
зиддиятли тенгсизлик з̂ осил булади. Бундан берилган сис­
тема ечимга эга эмаслиги кеЛиб чикади.

7.13Г-таъриф. Бир хил xlt х2, . . . , хп номаълум­
ли тенгсизлик ларнинг иккита биргаликда булган систе- 
масидан %ар бирининг исталган ечими иккинчиси учун 
хам ечим булса, ёки иккала система хам биргаликда 
булмаса, улар тенг кучли системалар дейилади.

1\уйидаги теорема ларни исботсиз келтирамиз.
7.16-теорема. (7.45) система биргаликда булма­

ган система булиши учун у цуйидаги куринишдаги
0 • Хх 4~ 0 • х2 4~ • • • 4" 0 • Хп 4" Ь ^  О (Ь <С 0) (7.47)

зиддиятли натижага (чизицли комбинацияга) эга булиши 
зарур ва етарли.

7.17-теорема (Минковский теоремаси). Бир жинсли 
чизицли тенгсизликлар системасининг хар бир натижаси 
бу системанинг чизицли комбинациясидан иборат.

2°. Тенгсизликлар системасининг манфий булмаган 
ечимлари. Тенгсизликлар системаларининг таркибида

Хх > 0, х.г >0, . . .  , хп > О (7.48)
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«11*1 + «12*2 +  • • • + ainxn + 1̂ 5s О,
«21*1 +  «22*2 +  • • • +  а ‘2„Хп +  Ь2 >  О,

тенгсизликлар мавжуд буладиган му^им хусусий ^оли

« т 1 * 1  и т 2л 2+  « m 2  * 2  +

Хх >0, 
Х 2 >  О,

хп > 0

+ « т Л  +  К  >  ° - (7.49)

куринишга эга.
7.14-та ъ р и ф. (7.45) 

гая ечими деб ушбу
системанинг манфий бС/лма-

хх — <*1 > 0, х2 — а2 > О, > 0

сонлардан тузилган {ах, а2, . . . , ап } ечимга айтилади.
(7.49) система манфий булмаган ечимларга эга були­

ши учун (7.45) система манфий булмаган ечимларга эга 
булиши лозим. Акс ^олда к(7.48) система биргаликда бул­
маган система булади.

Масалан,
2хх х2 — х3 “Ь 3 ^  О,

— *х +  2 х 2  —  Х у  +  8 >  О,
*i > О, 
х2 ^  О, 
х3 > 0

система биргаликда*, чунки унинг (2, 0, 6) манфий булма­
ган ечими мавжуд. Лекин

—хх — 2х2 — Зл:3 — 1 > О,'
—2xv — х2 — х3 — 2 > О, 

хх > О,
* 2^0 ,  
х3 > О

система биргаликда эмас, чунки биринчи ЯККИта .тенгсиз- 
ликдан тузилган системанинг манфий булмаган ечими йу^, 
бу куриниб турибди.

7.18-теорема. (7.45) тенгсизликлар системасининг 
манфий брлмаган ечимлари мавжуд булмаса, бу. тенг- 
сизликларнинг бирор чизикли кохбинацчяси шундай

«1*1 + «2*2 + • « « + «„ *„ ± ь > Q
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куринишга эгаки, бунда ai < 0 (г = 1, п), &< 0 шартлар 
бажарилади.

Исбот.  (7.45) система манфий булмаган ечимларга 
эга булмаса, (7.49) система биргаликда булмаган систе­
ма булади. У ^олда биргаликда булмаслик аломатига му- 
вофи ,̂ (7.49) системанинг

О • Хх  - Ь  0  • *2 ~Ь  t * • “ Н О  ’ Х п b ^  0  ( 7 - 4 7 )

куринишдаги зиддиятли чизикли комбинацияси мавжуд 
булади, бунда Ь <  0. (7.47) чизикли комбинация ^андай 
^осил килиниши билан биз аввал танишган эдик. (7.49) 
системанинг биринчи т  та тенгсизлигини мос равишда 
1Х> 0, /2 > 0, . . .  , 1т  3* 0 сонларга, кейинги п тасини 
kx>0, > 0, . . .  , kn > 0  сонларга купайтириб, сунгра
уларни ^адма- а̂д цушиб ^уйидагига келамиз:

^°11 + Xl+ tjai2 + ^2^*2+ • • • +

( m \  m
V  l] ajn +  k \  xn+  2  l i bi = +  *i) * i +  + k*)x2 +

+ . . . + (an + kn) xn + b  = 0  • xx + 0  • * 2 + . . . + 
+ 0  • xn + b > 0 .

Демак,
a t =  — kt < 0 (i =  1, n), b <  0.

Масалан, ю^оридаги иккинчи мисолда келтирилган
— Хх  —  2 х 2 —  З * 3 —  1 >  0 , 1  

— 2хх — * 2 —  х3 —  2 >  0 j

системанинг манфий булмаган ечимларга эга эмаслиги 
бизга маълум. Энди, масалан, биринчи тенгсизликни 2 га, 
иккинчи тенгсизликни 3 га купайтириб ва уларни а̂дма- 
а̂д ^ушиб, ушбу чизикли комбинацияни ^осил ^ламиз:

—8*х — 7л:2 — 9*3 — 8 > 0.
Энди биргаликда булмаган

хх — 2*2 — 3*з — 1 > О,
— 2хх — * 2 —  * ;j —  2 >  О,

Х х > 0 ,
* 2 >  О,

*s > О
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системанинг тенгсизлмкларини мос равишда 2, 3, 8, 7, 9 
га купайтириб ^ушсак, ушбу зиддиятли чизикли комби­
нация келиб чикади:

О • Хх 0 • х% -f- 0 ■ л'з — 8 > 0.

7- бобга дойр машцлар

!. К,уйидаги амалларни бажаринг: 
а) [1 2 1
б)
в)

Д)

з)

Г1 2
2 2

[з 0 1]

1

2 1 1
3 1 О 
О 1 2

Жавоблар: а) [4 4 0 1 ]; б)

] +  [3 2 - 1  2 ];

+  з • h
3  Ч -
1 2 J 2  • Г 2 4 1 ]

- 1  3 2 J;
2  Ч : г, ГЗ 1 11 1 1 — Г
•3 2 2  1 2  

1 2  3.
* 2  - 1  

1 0

1

1

Г е) 3 2 ] '  1 ' ж)
1 ; 0  1 2 J • 2 *
0 3
Г cos9  --sin ф]я
[sinq> cos ф J •

113;
3]

Д) Г 6  2 - 1  6 1 1 
— 8 — 1 4

и) [cosnip — sinnqpl 
sinmp cosnijpJ 

. 1 1
2 , Агар A —

Г
-3 9 
16 1

: Г) [ . !  I ] 1 «  [

B)

3)

—9 13| 
15 4 J 

7 4 4
9 4 3
3 3 4

матрица маълум булса, 2.4 2 + ЗЛ + 5E  йи-

ринди матрицани топинг, 
Жавоб:

2 А2 +  ЗА +  5С =

3. К у̂йидаги детерминантлар купайтмасини ани^ланг:

28 15 16 
19 36 28 
30 19 15

1 2  3 3 4 - J
2  3 1 * 2 0 5

— 14 5 - 1  1 - 3
К у р с а т м а .  Сатрларни устунларга купайтириш кридаси буйича 

к 5'пайтиринг.
4 7 0

-286 ,11 9 10 
О 1 6

Жавоб:

4. Ушбу детерминантлар купайтмасини топинг:
1 2  3 2  —3 1

= 3 4 2 ва Д2 = 1 - 4  3
4 5 4 1 —5 2

246



Ж авоблар-. а) сатрларни сатрлар буйича купайтирилганда:
- 1 2  3
-4 - 7  -13-3 —4 —13

б) еатрларни устунлар буйича купайтирилганда:
7 — 26 13

12 —35 19 
17 —52 27

в) устунларни сатрлар бр и ча  купайтирилганда:
-3 1 —6
-3 1
4 7

г) устунларни устунлар буйича купайтирилганда:
9 — 35 18

-47 24 
-37 17

5. Агар
Г 1 3 2 «-1 ' 5 3

5 — 1 6 2 ! В = 1 0
- 3 1 0 4 2

3
— 1

4

булса, det (Л 
6 . Агар

■ В) ва det (В  
А _  ГЗ 2 1 2'
Л ~  14 1 1 3_ 

нинг транспонирланган матрицаси булса, А 
Жавоб: Лш л, _  Г18 2Г  

21 27Л < Л* =  |

7. Куйидаги матрицаларни транспонирланг)

> Л) ни ашщланг,
матрица берилган булиб, Л* матрица А 

А* купайтмани ашцланг.

а) "1 - 3  2 ' б) 12  3 4
3 —4 1 » 2 3 4 5
2 —5 3 13 5 7

2 4 6  8

2 -1 
5 - 3  

-1 О
матрица берилган, (Л*)* =  Л эканлигини

исботланг.
9. 4 5 2 " 1 — 3 3'

Л = 5 —7 3 ; В  = 2 — 6  13
6 —9 4 — 1 —4 8

матрицалар берилган. (А-В)* =  В*А* эканлигини исботланг.
1 0 . Куйидаги матрицаларга тескари матрицаларни топинг:

1 1 1 1  
1 1-1-1  
1-1 1-1 
1 -1 —1 1

' 2  5 7~ б) '3 —4 5 в)
6  3 4 2  —3 1

5 -2  - 3 3 -5 -1
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1 2 3 4
2 3 1 2

1 1 1 - 1
1 0  — 2 - 6

Жавоблар'. а)

д) 1 а а2 а ? , . , ап
0 1 а а2 , , ап~ 1
0 0 1 а , , , ап~ 2 •

_ 0 0 0  0 . , , 1

Г 1 - 1 11 б) Г — 8  29 — 11]
—38 41 — 34 — 5 18 —7

27 - 29 24 1 - 3 1
в)

д)

П  1 1 Л г ) 22 — 6  — 26 17
1 i - 1 - i — 17 +5 20 — 13
1 - 1  + i  - 1 * — 1 0  2 — 1

i - 1 - i  1 4 - 1 - 5  3

1 -  а О
О
О
о'

1 — а О .
О
О

1 — а , ,  ,  0

1
К,уйидаги тенгламалар системасини Крамер формулаларидан фой 

даланиб ечинг:
11.

Г 2*i + 2*а — *3 + *4 = 4,
4 * ! 4- 3*2 —  *3 +  2*4 =  6,
8 *х +  5*2 — 3*з 4- 4*4 =  12,
3*! -(- 3*2 — 2*3 4' 2*4 = 6.

Жавоб: *х =  * 2 =  1,
*3 — *4 =  “ 1#

12,

2*1 +  5* 2 -j- 4*з +  * 4  =  20,
* i  4" 3*2 4* 2*з 4" *4 == Ч  >

2 * i 4- 10*2 +  9 * 3 +  7*.i =  40,
3*1 8 * а 4* 9*з 4  2*4 37,

Жавоб:

13.

*1=1,
*2 = *3 = 2, 
*4 =  О,

2* i 3*2 4  4 * 3  4- 5*4 — 2,
* 1  4- * 2  4 ” 5*3 4~ 2 * 4  =  1 ,

2*14**2 4- 3*з 4  2 * 4  — ~~3,
*i -j- *2 4“ 3*j 4* 4*4 = —3,

Жавоб: * i =  —2, * 2 =  0 ,

14.
*а — 1, *4 — 1 •

2* 4- У 4- 4г 4- SI = —I,
* 4 - Зг/ — 6 г +  2 t =  3, 

2 * — 2у +  2 г — 2 < =  8 , 
2* — г/ 4- 2г =  4,
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Жавоб-. х *= 2 , у =  —
г = _ з .

2 ’ 2

3;

2х — Бу -f- Зг -\-1 — 5,
Зх — 7у -)- Зг — I =  — I,
5х — 9j/ +  6 г +  2t =  7,
4х — бу +  Зг -f- t =  8 ,

Жавоб: система ечимга эга эмас.

16. К,уйидаги матрицаларнинг рангини топинг|
а) Г 2 —1 3 —2 4

4 — 2 5 17
.2 —11 8 2

Жавоб: /• (Л) =  2.

б) 1 3 5 — ч
2 — 1 — 3 4
5 1 — 1 7
7 7 9 1

Жаеоб: г (Л) = 3.
в) ГЗ  — 1 3 2 5

5 —3 2 3 4
1 — з — 5 о —7
7 —5 14  1

Жавоб: г (А) =  3,

г) Г 4 3 _ 5  2  3
8 6 — 7 4  2
4 3 — 8  2 7
4 3 1 2  — 5
8  6 — 1 4 — 6

Жавоб: г (А) =  2.
17. У. нинг ^андай ^ийматида куйидаги матрицанинг ранги энг

кичик булади: -----
'3 1 14
X 4 10 1
1 7 17 3
2 2 4 3

Жавоб: \ =  0 булганда.
18. Куйидаги матрицаларнинг рангини элементар алмаштисишлар 

ёрдамида топинг:

а) Г 25 31 17 43'
75 94 53 132 
75 94 54 134
25 32 20 48

Жавоб: т (А ) =  3,
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б) Г 47 -67 45 201 155
26 98 23 —294 8 6

16 —248 1 1284 52.
Жавоб: г (А) =  2 ,
в) Г 24 19 36 72 — 38 '

49 40 73 147 — 80
+73 59 98 219 — 118

47 36 71 141 — 72
Жавоб: г (А ) — 3.
г) г 17 —28 45 И 39-

24 —37 61 13 50
25 —7 32 — 1 8  — 11

31 12 — 19 —43 — 55
.42 13 29 — 55 — 6 8 .

Жавоб: г (А) =  2.
19. К,уйидаги тенгламалар системасини Гаусс методидан фойдала­

ниб ечинг:
а ) 2*х +  * а — х3 =  5;

* i 2 х3 +  2 х3 =  —5,
7х1 +  х2 — х3=  10.

Жавоб: хх = 1 ; * 2 =  5; 
х3 =  2.

б) Х1 +  * 2  — х ! — Xi — 4. 
/2*! — * 2 +  З* 3 — 2 х4 =  14,

•9,
[ За-! — х2 — * 3  — х4 =  2 ,

Жавоб: * i = l ,  а; 2 =  2,
* з  =  3 ,  * 4  —  — 4 .

в) 3*1 *2 +  *3 2*5 — 18,
2*! — 5*2 +  * 4  +  * 5  == —7,

*1  —  *4 +  2*5  =  8 ,
2*1 +  *3  +  *4 —  *5 =  10,

* 1  +  *2  3*3 +  * 3  =  1«

г) (0,04* — 0,08у +  4г =  20,
4 *+  0 ,024г/ — 0,08г =  8 ,

(0,-09* +  Зг/ — 0 ,15г =  9.
Жавоб: * =  1,96, {/ =  2,96, г =  5,04.
2 0 . К}йидаги тенгламалар системасини Жордан— Гаусс методидан 

фойдаланиб ечинг:
а) * 1 + *2 — 2*з+ *4 =  I,

*1  3 *2  +  * з  *4  =  0 ,
4*1 — * 2  — *3 — *4  =  1 , 
4*1 +  3* 2 — 4*3 — *4  =  2.

* 1  — 0,4 +  0,6 • и;
Жавоб: *2 =  0,25 +  0,75 ■ и\

х3 =  и\ *, =  0,35 +  0,65-и. 
и — ихтиёрий сон,
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Жавоб-. х3 =  и +  3; 
х4 =  и +  4. 
и — ихтиёрий сон.

х2 =  и +  2;

Xj 2*2 "f~ Зх3 6х4 —- 10,
хг =  н;

Жавоб'. х2 =  « -f- 1’ хз ~  
х4 =  и +  3; _
и — ихтиёрий сон.

Г) (  х, -f 5х2 —  2х8 —  Зх4 =  I ,
17.Vj -f- 2х2 — Зх3 4х4 =  2,
j Xj -1~ х2 х3 х4 5,
2̂х  ̂ Зх2 -f- 2х3 • Зх4 — 4.

Жавоб: система биргаликда эмас,
2 1 . Куйидаги тенгламалар системаси биргаликда ёки биргаликда 

эмаслигини текширинг ^амда умумий ва бирор хусусий ечимини ани^ланг:
а)

Жавоб: биргаликда;

умумий ечим:

5с, -  с4 + 10
*2 — t |  > *4 "  4̂»

хх — — 1 , х2 — 1 , Xq — 0 , х4 1 

хусусуй ечим. Бунда сп — ихтиёрий,

Жавоб: биргаликда, умумий ечим:

хусусий ечим:
* 1  =  2 , xg=  1 , ха =  х4 =  0 ,
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/ 2 хг +  S* 2 — S* 3 =  8 , 
v I 4*х +  3*2 — 9*3 =  9,

B'  2 * !+  3 * , - 5*з = 7 ,
' *x + 8*3 — 7*з = 12.

Жавоб: система биргаликда ва ягона *х =  3, * 2 

га эга,
(5*1—*2+ 2*3-)- *4 = 7,

г) 2 * !+  *2+  4*з— 2*4 = 1 .

■ 2 . * , =  1 ечим-

*1 3*2 6*з + 5*4
Жавоб: система биргаликда эмас.
2 2 . Куйидаги тенгламалар системасининг Я, га богли^ булган уму­

мий ечимини топинг:
5 * i  3*2  +  2 *з  +  4*4  ~  3 ,
4*i — 2  *2 +  3 * з  +  7*4 =  1 ,

8 * i — 6 *г — * 3 — 5*4 =  9,
7*i — 3*2 -j- 7*з — 17*4 — X*

Жавоб: булганда тенгламалар системаси биргаликда эмас.
У. — 0  да умумий ечим

— 5с3 — 13с4 — 3 ■— 7cg — 19с4 — 7*з = с3, *4,= с4 *i = х,=2 ’  2
23. К,уйидаги тенгламалар системаси ечимларинииг фундаментал 

системасини топинг:
*i + 2*2 + 4*з — 3*4 = О,
3*i + 5*2 + 6*3 — 4*4 = О,
4*i +  5*2 — 2  *з +  3*4 =  О,
3*i +  8 * 2  +  24 *з — 19*4 ;

Жавоб: умумий ечим

а)

*3 —  L3' *4 —  £4
* i =  — 7с4(
* 2 =  — 6 с3 +  5с4.

* 1 * 2 *3 Ч

8 — 6 1 0

— 7 5 0 1

Ечимларнинг фундаментал системаси:

б)
3*1 +  2*2 +  *3 +  3*4 +  5*5 — О, 
6 * 1  +  4*2 +  З* 3 +  5*4 +  7* 5 =  О, 
9*i + 6*2 + 5*3 + 7*4 + 9*5 = О, 
3*1 +  2*2 +  4*4 +  8*5 =  0.

Жавоб: умумий ечим хх =  сх, * 2 =  с2> *s =■ сз> xi — 

3et +  2̂ 2 +  4с3

4

9ci + 6га -1-8 с.)
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в)

Ечимларнинг фундаментал системаси:
Зхх +  5х2 +  2х3 =  
4хх 7 х2 5х3 =  О,

^ 1  4 " ^ 2  - 4Хд =  О,
2хх +  Эх, -f 6 х3 =  О,

* 1 ха х3 х4

1 0 0
9

~ 4
3
4

0 1 0
3_
2

1

2

0 0 1 — 2 I

Жавоб: система фацат тривиал ечимга эга; ечимларнинг фундамен­
тал системаси мавжуд эмас.

Жавоб: Умумий ечим х4 =  с4, х5 =
*1 _ *3 +  *6 =
ха — xt — х, =  О,

г) xt — х2 +  х5 — х„ =  О,
х2 —  х8 + х „ =  О, 
хх — х4 +  х6 =  0 .

ечимларнинг фундаментал системаси:

— с5> Х1 — с4 '
х3 =  е4.

Xj — С4 Cq:

* 1 х3 *3 *4 X 6 Хв

1 1 1 1 0 0

— 1 0 0 0 1 0

0 — 1 0 0 0 1

24. Куйидаги чизикли тенгламалар системасини Кронекер-Капелли 
методидан фойдаланиб ечинг:

2xi +  х2 —  xg =  1,
* i  —  Зх2 +  4Х» =  2,

(4Xj —  12ха — 17х8 =  3;
а) б)

[ X i  —  2 х 2 -f- Xs —  3 j 
х1 +  2 х„ — х3=  1 , 

t3Xi +  4х, +  х, — 5;
Х 1 "Ь *8 *8 = 6.
2 Хх — х2 *4~ х3 =  3,
* i —  * 2  +  2х3 =  5,

3xj 6 х2 “I- 5х3 =  6 *
М а т р и[ц а л ар дан т у з и л г а н  

с о л ^ а р .
25. Куйидаги матрица ларни диагонал матрицага келтиринг:

в)

п о л и н о м г а  дойр ми.

а) 
А =

X + 1 X2 + 1 X5 
ЗХ — 1 ЗХ2 — 1 X2 4- 2Х 
Г -  1 X2 -  1 к

X2
X2

X2 -  % ЗХ2 

3X2 —  X У.3+4/.2— 
X2 +  X ЗХ2 +  зх

зх
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Г1 0 01 гя 0 о 10 Я 0 ; б) £ = 0 Я* 4  Я 0
Lo о о 0 0 I s + я

Жавоблар: А ■■

26. К,уйидаги матрицалар учун характеристик куп^адни топинг:
а) Г * о  0  0

1 я0 О 
о 1 К
ООО

0 0 -
0 0
0 0
1 0̂

п та

б)
В  =

яа± 0-2 a it—l а п
о о
о о

О О О 1 о

Жавоб:
а) (Я ,- Я 0)л =  Р (Л ); б) р (В ) =  ( _  1)л =  аМ ~  1 — а^п-г —

ап ).
Ушбу Г 2 — 1 Г  

Л =  — 1 2 — 1
О 0 1 _

матрицанинг хос сонлари топилсин. Жавоб: Я, =  I,
28. К,уйидаги_ матрицалар учун хос сонларни топинп

Л =

Жавоблар: a ) X j = l ,  =  — 2; б) Я, =  а  +  р -j-у,
29. К,уйидаги чизикли тенгсизликлар системаси ечимларинииг мав- 

жудлик сохасини топинг: ,

Го 1 0 0 а р V
0

0

0

0

1
0

0

1 ; в  = V а р
1 0 0 0 (3 Y а

а) 3*! -f *г < 6 ;

в) 3*! 4- *s < 6 , 
— 2 хх +  л-2 < 6 , 
—2*х — 3*2 > 12
д) 3*! +  *2 «  6, 
— 2*1 4 *2 < 6»■2*1

2*,
3*„ < 12.

*i ^ 3»
— * i < 7,

— 8 * i 4" 9*2 ^  72, 
2*! +  9*s < 72, 
2*i — 2*2 < 13.

б) 3*1 +  *а <  6Д  
—2*i 4~ *2 ^  6 ; J 
г) 3*i 4- *2 < 6, 1
—2*i 4- *2 < 6 , I; 
—2*i “I- 3*2 ^ 12, j 

2 * i < 3 )
е) 3*! 4- * 2  < 6 . 
—2*i 4- *г < 6. 
—2*! — 3*2 < 12, 

2*! < 3,
2*i +  2*, < -  13.

■ц.
Жавоблар: а) хОу текисликка ортогонал булган q =  {3; 1} век-' 

тордан иборат; б) икки ярим текисликнинг кесишишидан з̂ осил булган 
туплам;

в) Учлари (10; 6 ), 4̂ у ;  — 6 y j ,  ^ — 3 — ; — 1 — j  ну^таларда

болтан ёпиц учбурчак ну^таларидан иборат туплам; Л

г) учлари ^ 1  — ; 1 ^ 1  — ■ - s j ;  f - 8  j ;  1 булган ёпиЧ

учбурчак ну^таларидан иборат туплам; ej Ш 1гсцзли[<лар сщтемаси 
биргадилда эыас,
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Биз бу бобда чизикли ва Евклид фазоларида чизикли акс- 
лаитириш ва оператор )̂ амда уларнинг баъзи бир хосса- 
лари билан танишамиз. Бунда V II бобда тула урганил- 
ган матрицалар назарияси ва чизикли тенгламалар систе- 
малари назарияси асосий аппарат булиб хизмат ^илади. 
Чизикли фазода акслантириш ёки чизикли оператор ту- 
шунчалари математика, механика ва физиканинг купгина 
булимларида му^им роль уйнайди. Биз уз баёнимизнинг 
^озирги за мон математикасининг марказий тушу нчалари- 
дан бири булмиш чизикли акслантириш ва унинг энг сод- 
да хоссаларидан бошлаймиз.

R n ва Rm мос равишда п ва т  улчовли иккита ^аки- 
ций чизикли фазо булсин. Rn фазонинг Ĵ ap бир вектори- 
га Rm фазонинг битта векторини мос цу ядиган к;онун R п 
фазони Rm фазога акслантириш дейилади ва f:Rn-+Rm 
деб белгиланади.

Агар >̂ар ^андай a, b£Rn ва исталган К2 ^аци^ий 
сонлар учун

акслантириш чизикли акслантириш дейилади.
Чизикли а кслантиришнинг бизга маълум булган базис 

ва матрицалар ёрдамидаги ифодасини курайлик. Ушбу

43-§. Чизикли акслантириш.

тенглик уринли булса, у ^олда ушбу

f ’ R„-+Rm

f (Я Д  +  ЯгТ )  =  l j ( a )  +  l / ф ) (8 . 1)

1, 0, . . .  , 0).  

е2 = {0, 1, . . .  , 0},
(8 .2)
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•*

векторлар Rn даги,

7 ; =  { 1, о , . . . ,  о} ,

*5=  {0, 1..........0}, (8.3)

<, = {0, 0.......... 1] /
векторлар эса Rm даги базис булсин. Энди а = {<%!, а 2,
. . . , ап} вектор Rn даги ихтиёрий вектор, а' — f (а) = 
= {а [,а2, . . . а 'т { вектор эса бу векторнинг Rm даги об- 
рази булсин. У ^олда

ва
а  =  ^  a iei 

i=i
т

-> V 1 г*
а' = f («) = 

А̂= 1
(8.1) чизицли акслантириш а ва f (а) векторларнинг ком­
понентлари ор^али ^андай берилишини куриб чи^амиз. 
Бунда

«i = f Й .  ?  = f Й .  . . .  , а* = / Й  
деб белгилаймиз. а Rm булгани сабабли ai ни

в' в' е
базислар буйича ёйиб, ^уйидагига эга буламиз:

«1 — «11̂ 1 + «21е2 + • • * + flml em’
а2 = а12е{ + а22е' +  . . . -f ат2 е'т , (8.4)

« л  •= a ine i +  а 2Пёг  +  • • • +  а т п е т

Шундай ^илиб, а( = f [ei } векторлар системаси ушбу

а11 «21 • • • а т \
«12 «22 • • • «m 2

«1л а 2пdn„ , , • С1„
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(п X т ) матрицанинг берилиши билан бир цийматли анщ- 
ланади. Энди а вектор Rn га тегишли ихтиёрий вектор 
булсин. У холда, равшанки,

т

f ( а) = 2 ak в/,к=\
ва

( п \ п п т

2  аД  = 2 а /  ( 5 = 2  а ‘ 2
»=1 J  i= 1 i= l А= 1

akfiki=l 
т  / т

(8.5)

Бундан / (а) векторнинг компонентлари учун цуйидаги 
формулаларни келтириб чи^арамиз:

(8 .6)

=  a n a x +  a l2 i 2 +  • • +  < № '

«2 —  “ Ь  ^22*^2 +  • • • +  а 2па п '

а 'т =  a m la j  +  a m2a 2 +  • • • +  а т п а п-

Бундан куйидаги теорема уринли экани келиб чикади.
8.1-теорема, f : Rn-*- Rm чигицли акслантириш бе­

рилган булсин. У хрлда а ' = f (а ) векторнинг е\, е'г, . . .  , 
...,~Тт базисга нисбатан компонентлари а векторнинг elt
е.,, . .. , еп базисга нисбатан компонентлари орцали (8.6) 
формулалар буйича . ифодаланади, бунда f чизикли акслан- 
тиришнинг

Я ц а  12 • • • а 1п

«21 й 22 . ■ а 2п (8.7)

а т 1 атЧ 1 • а тп

матрицасининг устун лари ушбу f {e j) ( i— 1, п) векторлар- 
лардан иборат. Аксинча, (8.5) формулалар билан берила- 
диган f : Rn -*■ R m акслантириш чизицли акслантиришдир 
ва бу акслантирииши аницловчи матрица f чизикли акс- 
лантиришнинг At мапгрицасидир.
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Бу теоремами исботсиз кабул киламиз. Шундай килиб, 
f : R n-+Rm чизикли акслантириш (8.5) формула билан ту­
ла аницланади.

Агар R" ва Rm фазолар устма-уст тушса (яъни п = т  
булса), чизикли акслантириш айний алмаштириш дейила- 
ди. Бунда матрица «-тартибли квадрат матрица була­
ди.

Чизикли акслантиришларни ц>шиш ва уларни сонга ку­
пайтириш. Н (Rn, R'n) ор^али барча f\ Rn-+R"‘ чизикли 
акслантиришлар тупламини белгилаймиз, бунда т , п — 
тайинланган натурал сонлар. Rn ни R'n га чизикли акс­
лантириш учун цушиш амали ва ^а^иций сонга купайти­
риш амали киритилади. Чунончи, агар, /, g £ Н  (Rn, Rm) 
булиб, /. ихтиёрий ^акикий сон булса, у ^олда f ва g акс­
лантириш ларнинг йигиндиси деб шундай

h :R n-+Rnt

акслантиришга айтиладики, бунда >̂ар кандай х d Rn учун

/г (х) = f (x )+ g  (х) (8.8)
тенглик уринли булади.

/ акслантиришни X сонга купайтириш шундай I : Rn-> 
Rm чизикли акслантиришдан иборатки, бунда а̂р а̂н-

дай x£ R n учун

/ (х) = Kf (х) (8.9)
тенглик баУхарилади. h ва / акслантиришлар чизикли акс­
лантиришлар эканини куриш осой. Одатда улар ^ис^ача 
бундай белгиланади:

h =  f  +  g , t  =  k f. (8.10)
(8.10) белгилашлардан бундан кейин ^ам систематик 

фойдаланамиз.
(8.10) формулаларга кура f, g £ H  (Rn, Rm) ва >̂ap а̂н- 

дай Я сон учун ушбу
Al+i = Al + A y = X A f (8.11)'

тенгликлар келиб чи^ади, бунда Ajt Ag, Af+g, A — те­
гишли чизикли акслантиришларнинг матрицалари.

Чизицли акслантиришлар учун з̂ ам, матрицалар учун 
килинганидек, чизикли боглицлик ва чизикли эрклилик, чи-
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зицлик комбинация, базис тушунчалари киритилади. Эле­
ментлари ^акикий сонлардан иборат булган барча/пХи мат­
рицалар тупламини Мт ’ " билан белгилаймиз. Квадрат мат­
рицалар учун (т  -- п булганда) Мп белгилашдан фойдала- 
намиз. Хар бир f£ H (R n, R'") га А ^ М "1' " матрицани мос 
келтирувчи мосликка ва 8.1-теоремага биноан биектив 
акслантириш деб аталувчи

: Н (R 'l> Rm) AT' n

акслантиришни киритамиз. Бу акслантириш (8.11) га би­
ноан акслантиришлар йигиндисини тегишли матрицалар 
йигиндисига ва сон билан акслантириш купайтмасини сон­
лар билан тегишли матрица купайтмасига утказади. Демак, 
чизикли боглиц ёки чизикли эркли акслантиришларга чи- 
зиь;ли бсглиц ёки чизикли эркли матрицалар мос келади 
ва аксинча. Шу сабабли куп масалаларда f 6 Н (Rn, R m) 
чизикли акслантиришлар ва уларга мос Af£ Мт ’ "матрица- 
лар узаро бир хил булади, деб ^иссблаш фойдалидир.

Юкорида айтилганлардан чизикли акслантиришлар учун 
^уйидаги муносабатлар уринли булиши келиб чикади:

/ -f g = g + f\ {f + g )+ h  = f + (g + А);
= = (812) 

(k + и) f — i f  +  и/;
 ̂if + g) — + kg,

бунда f, g, А лар H (Rn, R 'n) га тегишли исталган акс­
лантиришлар, k ва j-i — исталган ^а^икийсонлар, чунки бу 
муносабатлаР Мт ’ п га тегишли матрицалар учун уринли.

Rn, Rm, R 1 фазолар берилган булсин ва / £ Н (Rn, 
Rmy, g£ H  (Rm, R1) булсин. Юкорида аниклаганимнздек, 
/ ва g акслантиришнинг купайтмаси шундай h : Rn —>■ R l

—►
акслантиришки, бунда а̂р кандай x£Rn да

. h(x) — g(J(xJ) (8.13)

тенглик бажарилади. Умум кабул цилинган белгилашларга 
кура g-f ёзувдан фойдаланиллди. Энди h~g-f£H{Rn, R )
эканини исботлаймиз. Хакикатан, а ва b лар R га тегиш­
ли ихтиёрий векторлар, к ва jli — ихтиёрий хакикий сонлар 
булсин. У ^олда / ва g акслантиришларнинг чизикли 
эканидан кетма-кет фойдаланиб, ушбуга эга буламиз:

259

www.Orbita.Uz kutubxonas

http://www.Orbita.Uz


h (ka  + \kb) = g{f { l a  +  p6)) = g(Xf(a) +  (if(b)) =
= g & M ) + g(|*/(6)) = Kg(f(a)) + ng{f(b)) = Kh(a) + \ih(b),

бу эса тасдикни исботлайди.
/ ва g алмаштиришларнинг ыатрицалари цуйидагича 

булсин:

Г / и f n  ■ • L I '  g n g  12 • • 8 ш
А , - f n /22 • • f 2n • \  = g21 §22 ‘ ' 8  2m

. fm\ fni2 ■ ■ fm n . _ 8l\ §12 ' ' 8 im_

куринишини топамиз. Энг олдин, 
шуни кайд циламшки, A f матрица / X  п улчамга эга,
чунки gof£H(Rn, R ) ва, демак, бу матрицанинг тула 
ёзилиши бундай:

"Ли *12 • • /г!„IISo *21 ho-2 * •• Л2П
. hn 1̂2 ■•• , l ln

{«1, a2, • • aJ учун /
а'т } векторнинг компонентлари ушбу формулалар буйича 
топилади:

(8.14)

a ; = / lla l +  /l2K2 +  • ' • +  '
«2 = /21«1 +  /22̂ 2 * ' ' + / 2ч“ „.

a m = /mia I +  fm2a 2 ' • +f,nna n

Сунгра а̂р к;андай b = {Plt Р2, . . .  , РJ  учун g(b) век­
торнинг компонентлари куйидаги формулалар буйича топи­
лади:

Pi = gllPl + tflsP* + • • • + 8 \m Pm-
P2 == #2lPl +^2'A+- ■ • + 82m Pm ’ (8.15)

p; = s n pi + 812 p2 + . . ■ + 8  im Pm

С  =  g(f(a)) векторнинг Vi. Y«. • • • y t КОМПО-
нентлари ушбу формулалар буйича топилади: 
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V, = gn(fu a i + Ai*, 4- • • • + / + • • • +
+ (/mia i + An2«2 + • • • + =
“  f e i l  / l l  +  f f u  / 2 1  +  ’ • • +  S '/ m  Л ш ) а 1 +  

+  (g/ l / l2  +  /j2 /22 +  • • 1 +  8 im f m 2 ) a 2 +  

+  ( g , l  / 13 +  S U  / 24 +  • • • +  S im  f т з ) ® 8 '+

(8.16)

+  ........................................................
+ (g/l Ля + Si2 Ля + • • • + Sim ЛляК'

б у н д а  i = 1, 2, . . .  , I. (8.16) формулаларни кискача бун­
дай ёзиш мумкин:

Бундан А а j матрицанинг Нц элементи учун ушбу фор­
мула уринли экани куринади:

(8.15) ва (8.16) формулаларнинг анализи шуни курса- 
тадики, А р I матрица Ля ва Л; матрицалардан ушбу о̂ида 
буйича тузилади: h.. элемент A f матрицанинг (-сатри 
билан /-устунининг кесишган жойидаги элементи булсин. 
У ^олда А матрицанинг (-сатри элементларини олиб, 
Л/ матрицанинг /- устунининг мос элементларига купайти- 
рамиз ва натижаларни ^ушамиз. Бу ерда шуни ь̂ айд цилиш 
му^имки, Лд матрица сатридаги элементлар сони Af мат­
рица устунидаги элементлар сонига тенг булиши керак 
(^аралаётган ^олда бу сонларнинг иккаласи а̂м т  га тенг).

(8.10) формулага векторлар ну^таи назаридан цараш 
з̂ ам мумкин. Чунончи, агар А& матрица сатрларини ва Л (.
матрица устунларини Rm нинг векторлари деб ^аралса, 
у з̂ олда h.j элемент Ag матрицанинг (-сатрини Aj мат- 
сицанинг j- устунига скаляр купайтмаси булади.

(8.17)

т

(8.18)

бунда (= 1 ,  /; / = 1, п. 
Шундай ^илиб,

т т т

8[k fкi 2L Sih fk2 ' ' ' 8ik f  kn
(8.19)

m m m
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Чизикли акслантиришлар купайтмасйнинг матрицйсП' 
ни тузншнннг ю^орида баён ^илинган усули матрица­
ларни купайтиришни ани^лашга асос ^илиб олинадн. Ушбу

ап а и •■ ■ а1т ~ Ь Ч Ь12 ■ ■ Ьы ~

А = <*21 а .22 •• ‘ °2т В  = Ь-21 Ь22 ■ ■ Ь2 п

ап й12 ■ • _ Ьт1 Ьт2 ' . . ьт п

матрицалар берилган булсин, буларнинг улчамлари мос 
равишда / X  т  ва т Х  п булсин (А матрицанинг устун-. 
лари сони В  матрицанинг сатрлари сонига тенг булиши 
му^имдир). У  \олда А матрицанинг В матрицага ку­
пайтмаси деб улчами / X  т  га тенг булган шундай С 
матрицага айтиладики, бунинг сц элементлари

т
сц =  2  aik bkj ( '  = 1 , 2 ,  1, 2 , . . .  , « )  (8 .2 0 ) 

*=i
формулалар буйича топилади.

Биз ^уйида А матрицанинг В  матрицага купайтмасини 
А В  ёки АВ  куринишда ёзамиз.

М и с о л л а р .  1. А ва В  матрицаларнинг 
бунда:

купаитмасини топинг,

' 1 2 0  1 ■ 0 0 1 '
А = 0 2 1 в  = 2 1 3

0 — 1 0 4 0 5
Матрицаларни купайтириш ^оидасига биноан ушбуга эга буламиз:

' I -0 (-2-2+0-4 1 -0+2-1+0 0 1-1+2-3+0-5’
А В =  0 0+2-2+1 • 4 0-0+2-1+ 1-0 0 -1 +2-3+1 -5 =■

3-0-1-2+0-4 3-0— 11+0-0 3-1— 1 -3+0-5.
4 2 7
8 2 11

—2 — 1 0
2 . акслантириш R 2 фазонинг е1 =  {1, 0 ), ё7 = { 0 , 1 }

базисини мос равишда и1 — { 1, — 1, 0,2} ва к, — {0, 1, — 2, 3} век­
торларга, g : акслантириш эса фазонинг е\ =  { 1 , 0 , 0 , 0 };

е 2 ~  {̂ > *> *’ 0}’> е 4 =  {®' U  базисини мос
равишда vx — {2, — 1.0}, t>2 =  {1, 1,1}, с3 ={0, 0Ч 5}; о4= {— 2,— 1, 3} 
векторларга утказувчи чизикли акслантириш булсин. /, g ва gof :R3 -+ R a 
чизикли акслантиришларга мос келувчи Ag_ A матрицаларни

топиш керак. 8 . 1-теоремага асосан А̂  матрицанинг устунлари иъ  и2
векторлардан, Ag матрицанинг устунлари эса v2, vt , еектордан 
иборвт экани келиб чи^ади, Щунинг учун
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Шундай килиб, Rn -+ Rm чизикли акслантиришлар туп­
лами билан турри бурчакли Мт ’п матрицалар туплами 
орасида биектив мослик урнатилади, бундай акслантириш­
лар йигиндисига, сон билан акслантиришнинг купайтма­
сига ва акслантиришларни купайтиришга матрицалар усти­
да шундай амалларни (матрицалар йигиндиси, сонни 
матрицага купайтириш ва матрицаларпи купайтиришни) 
бажариш мос келади. Бу эса чизикли акслантиришлар 
учун курсатилган амалларнинг хоссал^ри тугрилиги аниц- 
ланган булса, у ^олда бу хоссалар матрицалар устида 
бажариладиган амаллар учун ^ам уринли эканини тас- 
диклаш имконинн беради ва аксинча.

Мисол сифатида матрицалар учун купайтиришнинг 
ассоциативлигини исботлаймиз. Чунончи, агар А — I X  т  
матрица, В — т  X  п матрица, С эса п X  Р матрица булса, 
(АВ) С ва Л (ВС) купайтмалар аницланган булади, булар 
I X  Р улчамли матрицалардир.

Матрицаларпи купайтиришнинг ассоциативлик ^онуни 
шундан иборатки, бунда

(АВ)С= А (ВС ) (8.21)
тенглик уринли булиши керак. 8.1-теоремага кура

fdH (Rp, Rn), g£H(Rn, R'n), he(Rn, R1)
акслантиришлар мавжуд булиб, бунда С матрица / акслан­
тиришнинг, В  матрица g акслантиришнинг, А эса h акс­
лантиришнинг матрицаец экани келиб чикади. Акслан- 
тиришларнинг (hg)f ва h(gf) купайтмалари ани^ланган 
булиб, улар H(Rn, R !) га тегишли эканини осонгина ку- 
риш мумкин. Агар биз

(hg)f =-- h (gf)
тенгликнинг тугрилнгини курсатсак, (8.21) формула ис- 
ботланган булади. Аммо бу охи ги тенглик псталган акс- 
лантирншларни купайтиришнинг ассоциативлик цонунининг 
хусусий ^олидир.
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44-§. Чизикли оператор тушунчаси

Чизикли акслантиришларнинг татбищлари учун Rn фа- 
зони узини узига акслантиришлар жуда му^им а^амиятга 
эгадир. Бу ^олда Rn -у Rn чизикли акслантиришларни одат­
да оператор дейилади. Бошкача айтганда, Rn нинг .\ар

— П  Пбир х (x^R ) вектори бирор щоида буйича шу R нинг битта
у (y£ R ) векторига бир цииматли акслансин. Мана шу 
щоида алгебра да одатда оператор ёки алмаштириш 
дейилади ва у ф, if ^арфлари билан ифодаланади. Бунде
л; нинг у га аксланиши

у = ф(4 ёки у = срх
деб белгиланади. Бу ^олни биз «ф операторни Rn фазо 
векторларига татбиц этилади (щулланилади'») деймиз. 
Масалан, аналитик геометрияда му^им роль уйновчи 
Ф :R 3->R3 чизикли акслантиришлар царалади. Агар ф
операторни Rn га ^Уллаш процессида x£R вектор y£R 
векторга аксланса, яъни у — ф (х) булса, у ни х нинг mac- 
вири (образи), х ни эса у нинг прообрази деб а'таймиз.

8.1-таъриф. ф:R'l -^Rn оператор куйидаги икки 
аксиомага б^йсунса, уни чизицли оператор дейилади:

1) v*i>- x2eRn--=>■ ф(*! -f хг) =ф(х1) + ф(х2) (8.22)
(операторнинг аддитивлик хоссаси)',

2) V yx £ R n =$- ф (Ях ) =  А,ф(*) (8 .2 2 ')

(операторнинг бир жинслилик хоссаси)
О символ билан белгиланувчи ва Rn фазонинг ^амма 

элементларини шу Rn фазонинг ноль элементига акслан- 
тирувчи оператор куйидаги щоида буйича щулланилади:

о~х = о!
Х̂ ар бир ф оператор учун унга щарама-щарши булган 

операторни щуйидагича белгиланади:
—  ф = (— 1) ф-

Юцоридаги муносабатлардан куйидаги тасдищнинг ту?- 
рилигига ишонч ^осил щилиш щийин эмас,
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Барча ф '■ Rn Rn чизицли операторлар шкалами чи­
зикли' фазони ташкил цилади ва уни H (Rn, Rn) куриниш­
да белгиланади.

Г . Чизикли операторлар туплами H(Rn, Rn) нинг хос- 
салари. a) H(Rn, Rп) тупламда бирлик операторни ани -̂
лаймиз. Куйидаги Ех = х цоида буйича ^улланувчи чи- 
зицли операторни бирлик оператор деб атаймиз, бу ерда
7 а т \  Rn) ‘

б) ф, ty£H(Rn, Rn) берилган булсин. ф ва ф оператор-
—>- — I

лар купайтмаси деб куйидаги (фо-ф) (х) = ф°(ф(*)) ^оида 
буйича татбиц этиладиган фоф операторга айтилади. Уму­
мий з̂ олда ф°г|) Ф  фоф тенгсизлик уринли.

Биз юцорида матрицалар назарияси чизикли оператор 
учун асосий аппарат булиб хизмат к,илади деган эдик. 
Чизщли операторнинг куйидаги хоссалари з̂ ам деярлик 
матрицаларнинг хоссаларининг узидир.

в) Агар ф, о£H(Rn, Rn) булса, куйидаги муносабатлар 
уринли:

1. Мфо'Ф) = (^ф)0"Ф.
2. (ф + 'Ф)°ю = ф°ю +
3. ф °(ф  +  со) =  фо-ф -)- ф°со,
4. (фоф)<М = lfo(ljjo<n).
Биринчи тенглик операторларни купайтириш таърифи- 

дан келиб чикади. Иккинчи тенглик эса куйидаги содда 
^исобларга кура уринли:

[(Ф  +  г|з)осо] (х) =  (ф +  ф)о(со(л:)) =  ф°(со(л;)) +  фэ(со(х)) =
—>- —У- —>-

= (фсСй)(х) +  (ф=<о) (х) = (ф°СО +ф°со) (х).

Учинчи хосса з̂ ам шунга ухшаш исбот килинади.
4-хоссанинг тугрилиги эса чизикли операторларни 

купайтиришда уларни кетма-кет татби^ цилиш натижасида 
келиб чикади.

4) хоссага асосан H (Rn, Rn) фазога тегишли чекли соН- 
даги операторлар купайтмасини, яъни ф°ф . . . ни ва 
хусусий з̂ олда ф операторнинг n-даражасини куйидаги 
ср" = фофофо . . .  оф формула ёрдамида ани^ланади. Бун­
да фл+т = ф°л фт формула тугрилиги маълум.

Э^ди H(Rn, Rn) фазода ф операторга тескари булган 
оператор тушунчасини киритайлик.
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8.2- таъриф. Агар ф, г)-6# (Rn, Rn) операторлар учун
фо1|} =  \)}оф =  Е

муносабат Уринли булса, у %олда г}) операторни ф га 
тескари оператор дейилади ва ф-1 куринишда белгила­
нади.

Бу таърнфдан xdRn => ф“ 1оф (л;) = х тенглик уринли 
булишини курсатиш щийин эмас. Шундай щилиб, агар
Ф  - ф (л : )  = 0 булса, х = 0, яъни оператор учун тескари
оператор мавжуд булса, ф(лг) = 0 шартдан л: = 0 келиб 
чищади.

2°. Чизищли махсусмас оператор. 8.3-таъриф. Агар 
Ф : Rn -*■ Rn чизикли операторнинг А матрицаси махсусмас 
матрица булса, бу чизикли оператор махсусмас оператор 
дейилади.

8.2- т е о р е м а. Х,ар цандай чиз1щли махсусмас ф:Rn-+Rn 
оператор биектив акслантиришдир.

Исбот .  ф : Rn-+Rn чизищли махсусмас оператор бул­
син ва

ап а12 .
« 2 1  « 2 2  •

1 П
'2п

2п1 а п2

(8.23)

унинг матрицаси булсин.
*i

Ф оператор х =
х2 п —V

dR векторни х' — *2

у _*»_
eRn

векторга утказади, бунда:
*1 — аи Х 1 +  «12*2 +  • • • +  а \п Хп>
Х2 = «21*1 + «22*2 + • • • + а.2п Х п '

«пп *п‘ пп п•

(8.24)
Х п —  а п\ *1 "Ь  а п2 *2  "Ь

Ф чизищли махсусмас оператор булгани учун сН Л ф̂ 0 
па Крамер теоремасига биноан олдиндан берилган а̂р~ П __ I —>*
бир х £R вектор учуй тула прообраз ф (л:') ягона 
x£R вектордан иборат булади. Бу эса ф оператор биек-
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t u b  акслантириш эканини билдиради. Шу билан теорема 
исботланади.

8.3-те о рема. Чизщли махсусмас <р операторга тес­
кари ф~':Rn-+Rn оператор .\ам чизщли махсусмас опе­
ратор булади, матрицаси эса ушбу куринишда бЦлади:

V -

-Ап А2\ А „Г
д д ’ д
А22 А22 Ап2
д д ' д

. * * У .

А1п А1п Апп
д . Д ~ЕГ _

(8.25;

бунда А = det Лф, Аik эса Д детерминантнинг aik эле-
ментининг алгебраик тулдирувчиси.

Исбот. Энг олдин ^уйидаги муносабатлар уринли 
эканини ^айд ^иламиз:

*)ф  1о ф  =  ф о ф  1 /R n.

Бу муносабатнинг уринли булиши бизга матрицалар 
назариясидан маълум. Энди (8.23) матрица ф оператор­
нинг матрицаси булсин. У  зрлда ф: Rn Rn оператор х
векторни х' — ф ( д:) векторга утказади, бунда л: ва х' 
узаро (8.24) формулалар ор^али богланган. Шартга кура 
det А Ф  0 булгани учун Крамер теоремасига биноан:

Ai Д̂̂
— -Д-, х2 — д . • ■ • н

бунда Д = det/! ,̂ bk(k = 1, 2, . . . , п) эса Д детерми-
нантдан А’-устунини х вектор компонентлари устуни
билан алмаштиришдан ^осил булади. Энди Дх, Д2........ Ап
детерминантларни мос равишда биринчи, иккинчи, . . . , 
п- устун буйича ёйиб, топамиз:

х1 = -д"Ии*1 + А.п х’2 + . . • +  А п\ XJ ’

*2 = X  lA l*Xl + ' • + A n2x ' J ' (8.26)

Хп =  -д- А̂^ХУ  А 2пХ 2 • ■ + A rmX  J ’

I  п • айний акслантириш депилади.
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бунда A.k детерминант Д = det/l(p детерминант aik эле- 
ментининг алгебраик тулдирувчиси. (8.26) формулалардан 
Ф - 1  оператор Rn ни Rn га утказувчи чизищли оператор 
экани келиб чищади ва унинг матрицаси (8.25) дан ибо­
рат экани куриниб турибди.

Ющоридаги муло^азаларга асосан щуйидаги тенгликни 
^осил щиламиз: Лф-Лф_, = Лф_,. Лф= £, Е — бирлик мат­
рица. Энди ушбу

det Лф- det Лф_, = det Е  — 1 
муносабатга кура Лф_, матрица махсусмас матрица бу­
лади, шу сабабли Лф_ , оператор чизищли махсусмас опе­
ратор булади.

Бнзга махсусмас матрицага тескари матрица а̂р доим 
мавжуд ва ягона эканлиги маълум.

Демак, 8.3- теоремадан чизикли махсусмас ф'-Rn ->- Rn 
операторга тескари оператор ф-1 нинг Лф_, матрицаси 
Ф  операторнинг матрицасига тескари булган А~1 м ат­
рица билан бир хил булиши келиб Ч1щади, яъни

V ‘ = V -
3°. Чизищли операторларни берилган базис да ифодалаш.

Rn фазо Р  майдон* устидаги п улчовли чизищли фазо бул­
син. Биз R n даги чизикли операторни берилган базисда 
ифодалаш учун щуйидаги теоремалардан фойдаланамиз.

8. 4- теорема. еъ е2, . . . ,еп векторлар системаси
Rn даги ихтиерий базис, gu gQy . . . , gn эса Rn да бе­
рилган векторлар системаси булсин. У хрлда uiyndaL 
битта ва фацат битт'а  ф : R n Rn оператор мавжудки,

= g7, Ф Й  = iT. • • •. фТо =~£я (8-28)
булади.

Исбот.  Айтайлик, х вектор Rn нинг ихтиёрий векто­
ри булсин. У ^олда

х = -f- а2е2 -f-. . . -f- о.пеп, (8.29)

* Агар р тупламдан олинган ихтиёрий икки а ва Ь(Ьф  0) элемент 
учун шу тупламга тегишли ягона ва bq—a тенгликни ^аноатлантира- 
диган а элемент мавжуд булса, у г̂ олда Р  туплам майдон дейилади,
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бунда a t, а2, . . .  , ап сонлар ех, е2, . . . , еп базис билан
бир кийматли аникланади.

(8.29) ни эътиборга олсак,

Ф Й  =  « l £ l  +  « 2 ^ 2  +  • • • +  а п ё п  ( 8 -3 0 )

деб олиш мумкин. Бу формула / : Rn->■ R" акслантиришии
тула анищлайдн. Бу формулалардан / акслантириш Rn да 
чизикли оператор экани щам куринади.

Энди f оператор Rn даги чизикли оператор булиб, ушбу

f(7) = & .7 Й ) = ft. • • • • П О  = 8 n (8-31)
тенгликни щаноатлантирсин. У щолда щар кандай

П

х = Z a 'iej  1=1
вектор учун ф ва / операторларнинг чизищлилигидан ва 
(8.30), (8.31) шартлардан фойдаланиб, ушбуии щесил щи- 
лам из:

) П > П > )
f(x) = 2  a igi = 2  а. Ф(е.) = ф(д-).'  i=i /=1

Шундай щилиб, / ва ф операторлар би хил экан. Шу бн- 
лан теорема тула исбот булди.

8.5-теорем а. Rn да ихтиёрий elt е2, . . ., еп базис 
тайинланган.булсин, у холда хар бир

Ф  :R n-+Rn
чизикли операторга А матрица бир кийматли -мос кела-— —>-
ди, бу матрица ф чизикли операторнинг eh е2, . . ., еп 
базисдаги матрицаси булади. Агар

«и «12 • ‘ «1 л
А = «21 «22 • • а2п

а п\ а«2 •• ■ а пп

ва ~х = а,7 i  г rr<Ai + • • • + «„ еп вектор R 1 га тегишли их­
тиёрий вектор булиб, х = ф (х ) == а 'е х + а 'е 2 +  . . . + 
+ ап еп вектор эра унинг обреш бу.ка, у хрлда

2G9

www.Orbita.Uz kutubxonas

http://www.Orbita.Uz


(8.32)

a i —  а и а 1  ~ Ь  « 1 2а 2 + • •  • +  й [п а п ,

а 2 =  а 2 1 а 1  +  ° 22а 2 +  • • • +  а 2па п ’

К  = аП1«1 + ал2а2 + • • • + аюая.

(8.32) формулалар ф операторнинг еи е2, . 
даги тасвири дейилади.

Аксинча хар бир А = [aik\ матрицага тайинланган
еи е29 . . еп базисда ф : R -> R чизикли оператор бир 
щйматли мос келади, б у оператор векторларнинг компо­
нентлари орцали (8.36) формулалар билан берилади, бун­
да А матрица ф чизицли операторнинг еи е2, . . . , е  
базисдаги матрицаси. Нихрят А матрицанинг геометрик

—>- —►
мазмуни бундай: А матрицанинг устунлари q (вх), ф(е2)>
, . . ц(еп) векторларнинг еъ е2, . . . , епбазисдаги ком-
понентларидир.

И сбот. ф : Rn -у Rn чизикли оператор булсин. Бу опе­
ратор (8.4) теоремага биноан ф ^), ц(е2), . . ., ф(еп)--век­
торлар билан бир кийматли аникланади, бу векторларни 
еи е2, . . ., еп базис буйича ёйилмалари билан бериш цу- 
лай:

Ф(г0 = ane, + a2Xe2 + . ■ • + an\ en.
cf(e2) = al 2ex -f a22e2 -f- . ■ ■ + an7en>

Ф (0  = ai/ i + q2?2+  • •• + aSn-  .

А'= V « . е(. вектор R n га тегишли ихтиёрий вектор, х '—
г=1

= Ф (х)=  V  a. ei эса унинг об рази булсин. У ^олда
(=1

i=iф(*) =Ф 2 a iei) = 2 а ,ф(е,-) = (all“ l + a12̂ 2 +/=1

+ • • • + ainar)el ■+ («21̂ 1 a2ia 2 + • • • + a2rian ê2

+ • • • + (anla, + an2a 2 + . . . + .
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Бунда®
а\ =  anat +  «12̂ 2 +  • • • +  «1 А -  '

= a2i« i ~Ь «22̂ 2 +  • • +  а2пап>

«» =  ап\а1+  ап2 а 2+  • ■ - + аппа п-

Бундан куринадики, устунлари ф^), ф(е2), . . ф(е„) век­
торларнинг комионентларидан иборат булган А матрица 
Ф чизикли операторнинг матрицасидир. А матрицанинг 
тузилишнга кура у М п га тегишли экани келиб чикади.

Шундай цилиб, теореманинг биринчи кисми исботлаи- 
ланди.

Теореманинг иккинчи кисми, яъни тескари тасдицнинг 
исботи векторларнинг компонентлари орцали

тлЛ Г) ИФ : R ->R
чизикли операторни берувчи формулалардан бевосита ке­
либ чикади, бу оператор учун А матрица ф операторнинг
еи е2, . . . , еп базисдаги матрицаси булади. Шу билан 
теорема тула исбот булди.

8.6-теорема,  ф , ^ лар R n га тегишли ихтиёрий чи- 
зицли операторлар, X эса Р  майдонга тегишли ихтиёрий 
сон булсин, у \олда куйидаги формулалар уринли бу­
лади:

\  + Аф = (8-33)
Агар, бундан ташкари, ф : Rn R чизикли оператор мах­
сусмас оператор булса, у \олда А махсусмас матрица ва 
Лф_1 = A-'v булади, бунда Лф, А^ А~' билан
R n га тегишли тайинланган базисдаги ф, “ф, Я.ср, ф-j- ф, 
ф-1 операторларнинг матрицалари белгиланган.

И сбот. (8.33) фэрмулаларнинг келгириб чи^арилиши 
чизикли акслантириш ва матрицалар учун (8.30) форму­
лалардан иштирок этувчи операцияларнинг аницланиш 
усулларидан бевосита келиб чикади. Теореманинг иккин­
чи ^исмининг исботи 44- § нинг 2°- пунктидаги тегишли 
теореманинг исботига ухшаш.
4°. Чизикли операторнинг турли базислардаги матрицалари 

орасидаги богланиш.
Ф чизикли оператор Rn ни уз-узига акслантиришни ифо- 
далайди. Демак, бу оператор базиснинг танланишига бог-
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лщ эмас. Шунга царамай, унинг тасвирининг матрицаси 
эса базиснинг танланишга богли .̂ Бунда цуйидаги тео­
рема уринли.

8.7-те орем а. ср :R n-+Rn чизицли операторлар ва 
Rn да иккита ихтиёрий еи е2 .........еп ва glt g2, . . .,g

— —>■ —>П
базислар берилган булсин. ср операторнинг еи е2, . . ., еп 
базисдаги матрицасини А билан, gu g2, . . .  , gn базис-

». —>■ —V —>
даги матрицасини эса ■ В  билан ва eL, е2, . . еп
базисдан glt g.,, . . ., gn базисга у тиш матрицасини С 
билан белгилаймиз. У \олда ушбу муносабат уринли бу­
лади:

В= .С _1ЛС.

И сбот. Агар С матрица тула ёзувда ушбу 

С =

(8.34)

(8.34')

куринишга эга булса, у ^олда еъ е2, . . . , еп базисдан 
—> —>- —>-

S !> §2> •••>£„ базисга утиш формулалари цуйидаги ку­
ринишга эга булади:

С11 f j2  • ■■ • С1
С21 с22 . ., . с.

СпХ Сп2 ■ . . С1

g 1 — -(- с2 1е2 -f . . . + сп1 еп,

gt = А  А  + с22е2 + . . . + сп2 еп. (8.35)

%п = СЫе 1 + С2пе 2 . -4- с е I1 п п  П "I

3°. пунктдаги теоремаларга кура С матрица ср: Rn Rn 
чизикли махсусмас операторни бир цийматли ани^лайди, 
бу оператор ушбу тенгликларни каноатлантиради:

ф(«1) = gi. 4>(е2) = {^, . . .  , ф(<?„) = gn,

бунда С матрица ср нинг еъ е2, . . ., еп базисдаги тасви­
рининг матрицаси,
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Агар Л ва В  матрицалар тула ёзувда ушбу
йц «12 •• • а ы *11 *12 • • *.л"

А = «21 «22 • • • «2л , А = *21 *22 • • *2л

°л ! °л2  ' • а пп h i *л2 • ' V
куринишга эга булса, у ^олда ихтиёрий k — 1,2, 
ларда

Ф К ) = 2  аД -  Ч> Й  = 2  i=l i=l
тенгликлар уринли булади. Барча 1=1, 2, . . 
g = ц(е.) булгани учун ушбуга эга буламиз:

4>[ф(е*)] = 2 * « ф Й -

п ларда

(=1 -1
Ф махсусмас оператор булгани учун <р ' оператор мав­
жуд, шунинг учун охирги тенгликнинг иккала ^исмига 
Ф - 1  операторни ^уллаймиз:

Фо-1̂  [Ф М  = 2  •
1~ '

Демак, В  матрица Ф ^ Ч ( ф )  операторнинг еъ е2, . . . , еп 
базисдаги тасвирининг матрицасидир.

Иккинчи томондан, ф '̂ф(ф) операторнинг шу еи е2, 
—>-

. . ., базисдаги тасвирининг матрицаси С_1(Л-С) дан ибо­
рат (3°- пунктга î apaur). 3- пунктдаги тегишли теоремага 
кура а̂р бир базисда оператор тасвирининг матрицаси 
бир ^ийматли ани^лангани учун В  = С~ 1АС. Шу билан 
теорема исбот булди.

Мисоллар. 1. /?4 да elt е2..........е4 базис тайинланган ва ф(е1)=
=  et +е2, <р(е2) =  е2 +  е3, ф(е3) =  е3 +  е4, ф(е4)=  ег шартларни кано- 
атлантирувчи (p:R4-+R4 чизикли оператор берилган булсин. Ушбу

<7i = <P(«i) — Ф(«а). 
Яз =  Ф(«1 > +  ф(ез),

Яг =  ф(е2) — Ф(е»),

= фЫ
векторлар базис ташкил килишини исботлаб, ф операторнинг шу бас- 
зисдаги матрицасини ёзиш талаб этилган булсин. Масала шартидан
ушбуга эгамиз: qx=  ф(е1) — ф(е2) == ег -f 0 -е2 — е3 -f С-е4,

9а = ф(ёГ) —фЙ =0-ёГ+«Т+ 0-С—

18 Т. Ш, Шодиеч

Яз_ =  ф(<?х) +  ф (с3( = е, + е 2 +  + е4,
Я4 = ф(в|) = «1 + 0 е2 + 0-е3 + 0 е4-
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Деыак, elt ег, е3, е4 базисдан qL, q2, q3, ?4 векторларга утиш 
матрицаси С ушбу куринишга эга:

1 0 —1 0 
0 1 0 — 1 
1 1 1  1 
1 0  0 0

Унинг детерминантини з^исоблаймиз:

dclC=
1 0 — 1 0
0 1 0 — 1
1 1 1 1
1 0 0 0

) ->- -V

0 —1 0 
1 0 —1
1 1 1

1 —1
1 1 = 2 ^ 0.

Ш у сабабли_<?1 . <?г. Яз< Яг векторлар R да базис ташкил килади. 
Масала шартларидаи ушбуларга эгамиз:

ф й  + «Г+ о-Т3 + 0.^
ф Й ) =  о el +  е2 +  е3 +  0-
— —У- —>- —>- — >- V

ф(<?3) = 0-е4 -f 0-е2 + е3 + е4> 1
—>- —>- —>■ —>- —>- 

ф(е4) = + 0.е2 + 0.е3 +-0-е4.

Буларга асосан ф операторнинг матрицаси еъ е2, еа, е4 базисга 
нисбатан ушбу куринишга эга:

~ Г  Г о  о"
0 110 
0 0 11 
1 о о °_

Тегишли формулаларга кура (тескари матрица учун,) С ^ 1 ни з̂ ам з̂ и- 
соблаб куямиз:

1) О О 
1 1 1
2 

—1 
1

1
2 2 I

О 0 ---
_  L  1 2

2 Т
Бун

в= с - м с =

0 —10
О 0 — 0 

2
-1 1  1 

4 2

О 1
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2. R3 да elt e2, e3 базис ва ушбу

Ф ^ ) = ex + Ле2, ф(е2) = e2 + А.е3, ф(е3) = е3 + ^ 1( X >  О
тенгликларни ^аноатлантирувчи ф: R 3 -<-R3 чизицли опе­
ратор берилган булсин. Ушбу

7х — ф Й  ?Г== ф Й ) .  <7з =  Ф (ез) 
векторлар базис ташкил ^илишини исботлаб, ф оператор­
нинг шу базисдаги матрицасини ёзиш талаб этилган бул­
син. Масала шартига кура

ф(^0 =  +  Хе2 +  0-еч,
ф(ег) = O-̂ i -f- е2 + Хеч,
Ф ( е 3)  =  Хе± +  0-е2 +  в3

булгани учун ех, е2, еъ базисдан ф ^ ] ) ,  Ф (е2), ф ( ^ )  вектор- . 
ларга утиш матрицаси ушбу куринишга эга булади:

1 1 0  
С =  0 1 X .

.X О 1.
Сунгра 

det С =
1 X 0
0 1 А,
X О 1

—  X О X 
X 1 =  1 + Я 3̂ 0, х>0

булгани учун qb q2, q3 векторлар базис ташкил ^илади, 
сунгра шу С матрицанинг узи ф операторнинг еи е2, еч
базисдаги матрицасидир. Шу сабабли ф нинг qu q2, q„ 
базисдаги матрицаси ушбу .куринишга'эга:

"1 X 0'
В  = C” M-C = С = 0 1 X 

X 0 1
5°. Чизикли отераторнинг хос векторлари ва хос сонлари.
Келгусида керак буладиган инвариант кием фазосн тушун­
часини киритайлик.

8.4-таъриф . ф акслантириш, Rn флзодаги чизицли 
оператор брлсин. Агар ф(Р ) = Р булса, Р  £LR n ' цисм фа­
зо инвариант цисм фазо дейилади.

* Агар М тупламнинг барча элементлари бир ва^тнинг узида «V 
нинг хам элементлари булса, у ^олда М  туплам N  тупламнинг кис- 
ми дейилади ва М  с: N каби белгиланади.
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8.5-таъриф . ф(л:) = Хх муносабатни каноатланти-
рувчи х ¥ = 0  вектор операторнинг хос вектори, мос X сон 
эса хос киймати ёки ф чизикли операторнинг характерис­
тик сони дейилади.

Шундай цилиб, агар х хос вектор булса, у ^олда Хх 
курннишдаги векторлар бир улчовли инвариант î hcm фа­
зо ^осил ^илади.

8.8-теорем а, ф оператор Rn даги чизикли опера­
тор ва А0 
Я0 сонга мос

сон операторнинг хос циимати, х эса 
келадиган хос вектори булсин. еъ 

е2, . . . , еп, R 1 да ихтиёрий базис, Л = [а..] (i,j = 1 ,п) 
матрица эса ф операторнинг шу базисдаги матрицаси 
булсин. У  холда Х0 сон ушбу

ац -- X а 12 •• • а ы

« 1 2 а 22'- X  . ■ ■ а 2п

а п\ й п2 • ■ • а пп~

= 0

тенгламанинг илдизи булади,

х = сс̂ х + а2е2 + . . . а п е п

хос векторнинг компонентлари эса еи е2, . 
да бир жинсли

(аи — Х)ах + а12а2 + а1пап = 0,
а21«1 + («22 — ̂ )а2 + • • • + а2пап = 0,

(8.36)

(8.37) 

, еп базис-

(8.38)

+ ап2а2 + • • • + (апп- Х )ап = 0 
системанинг ечимлари булади.

И сбот. ф (х ) векторнинг р1; Р2, . . . , компонент, 
лари е1} е2, . . .] еп базнсда ушбу куринишга эга:

Pi = oncci -f Oi2«2 + • • • + аыап, '
Pi = °2lal + 2̂2a2 + • • • + a2nan’

P„ = ania l+ an2a '2 + + « « A
x вектор ф операторнинг X0 хос ^ийматига мос хос 

вектори булгани учун ушбуга эгамиз:
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«uai + Oi2ct2 + • • • +  ainan — V*1. 
«21̂ 1 «22®2 "f" • • • ~Ь «2л̂ л = 0̂®2>

а п1а *- +  й п2а г  +  • • • +  а пп а п —  ^ 0  а п

ёки (ац — + апа2 +_ . . .  +  а1п ап = О,
«21̂-1 + («22 ~  К )а 2 + • • • + а2пап = О,

G„ia i + а«2а2 + • ■ • + (апп — Х0)ап = 0.

(8.39)

Ушбу х = а ;е( нолмас вектор (8.39) системанинг
/= 1

ечими булиши учун бу системанинг детерминанти нолга 
тенг булиши керак.

Демак, Х0 (8.36) тенгламанинг илдизи булади. х =
П

— V a .e . вектор (aj,a2, . . . ,ап) хос векторнинг компо-
| = 1

нентлари эса (8.39) бир жинсли системанинг ечими, тео­
рема исботланди.

Агар (8.36) нинг чап цисмида турган детерминантни 
бирор сатр ёки устун элементлари буйича ёйиб, натижа- 
да ^осил булган алгебраик ифодани X нинг даражалари 
буйича ёзилса, п- тартибли куп^адга эга буламиз. Уни 
Цуйидагича ёзамиз:

«п к ап . . . ain 
«21 «22  ̂ • • • «.2п

й п\ й п2 ■ ■ ■ “ п п - Ь

= (- \ )пХп + q X ~ '+
+<72̂ ” 2+ •••+<?„•

(8.40)

(8.40) куп^адни А матрицанинг характеристик поли- 
номи дейилади, (8.36) тенгламани эса шу матрицанинг 
характеристик тенгламаси дейилади.

6°. Хос векторлари базис ташкил ^иладиган чизикли
операторлар. ^"фазодаги энг содда чизикли операторлар 
шундай операторларки, улар п та чизикли эр^ли векторга 
эга.

^а^и^атан, ср: Rn -> R n оператор чизикли эркли е ,, 
е2, , еп векторларга эга булган оператор булсин. Шу
векторларни базис учун ^абул циламиз. У ^олда
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бунда 1.2, , ‘кп сонлар ф операторнинг еъ е2 ..... еп
хос векторларига мос келган хос ^ийматлари.

Бундан е х, е2, . . . , еп хос векторлар ташкил ^илган 
базисда ф операторнинг матрицаси ушбу энг содда, диаго- 
нал куринишга эга булади:

А
К  о . . .  о 
о к  . . .  о (8.41)
О 0̂  . . . Я,

Аксинча, агар бирор е1у е2 . . .  , еп базисда ф опера -
торга (8.41) матрица мос келса, у ^олда еи е2, . . . , еп 
векторлар ф нинг хос векторлари, ).ь К , . . . , ).п эса
операторнинг еи е2, . . . , еп векторларига мос келадиган 
хос кийматларидир.

Ха^и^атан, А матрицанинг хоссасидан унинг устунлари
Ф ( Ci), Ф ( )̂> • • • - Ф ( еп) векторнинг е{, е2, . . . .  еп базис­
даги компонентларидан иборатлиги келиб чикади. Шу са- 
бабли

Ф (е\) = ^  еь ф (е2) = 7,, е2..........Ф ( еп) = \  еп.
Шунинг узи айтилгаи тасдикни исботлайди.

8.9-теорем а. Агар Rn да ф чизикли операторнинг 
хос цийматлари Я,ь  L,, . . . , (s < п) Р  майдонга тегиш­
ли жуфт-жуфти билан %ар хил сонлар булса, бу хос 
кийматларга мос келувчи eh е2, . . . , es хос векторлар 
чизикли эркли булади. Хусусан, агар s = n булса, еь 
е2, . . . , еп хос векторлар Rn да базис ташкил килади.

И сбот. Исботни индукция методи билан олиб бори- 
лади. s = 1 да тасдшушнг тугрилиги равшан. Тасдиц 
s— 1 та вектор учун уринли деб фараз ^иламиз ва уни 
s та вектор учун исботлаймиз. Агар s та вектор учун 
тасди^ тугримас деб фараз ^илинса, у ^олда Р  майдонда 
^аммаси бир ва^тда нолга тенг булмаган ва



Vi6i+V2ea+  • • • + 7 Л  = 0 (8.42)
муносабатни к>аноатлантирувчи

Yi. Vs. • • • . Ys
сонлар топилади. Аницлик учун Ф  О деб фараз килай- 
лик. (8.42) тенгликка <р операторни ^улланиб, цуйида- 
гини топамиз:

Ф (Yi ei +  Ya е2 +  • • • +  Ys е , ) = Ф ( ° )  =
аммо
ф (Yl е 1 + Ya в2 +  • • • + Ys es ) = Yl ̂ 1 е1 + Y2̂ 2 е2 + • • •
+ yA  es
ва шунинг учун

—►- —>■ —>-

Y l ^1 е1 +  Y2^2 е2 +  • • • +  Ys es — O'
Агар охирги тенгликдан (8.42) тенгликни Xs га купайти­
риб айнрилса, ушбуга эга буламиз:

Yi (^i — \  ) ех +  Y2 (К  — К ) ег+  • • • +
+  Y , _  i ( V - 1 — \  >es_ ,  =  О, 

фаразга кура Yi Ф  0 ва ^ i— \  ^  0 булгани учун
—>■ —>- —V

Yi(^i — ks ) ф 0, лекин s — 1 та еъ е2, . . . ,  е$_ ,
векторлар чизикли эркли эДи. Биз бунга зид натижага 
келдик. Демак, индукция s учун з̂ ам тугри эканини исбот 
этдик. Теорема тула исбот булди.

М и с о л л а р .  1. Шундай q*:R3 ->-R3 чизицли оператор берилган-
ки, берилган тайин еи е2, е3 базис учун ф нинг матрицаси ушбу кури­
нишга эга:

— 1 3 — 1
—3 5 — 1
—3 3 1

ф операторнинг хос сонлари, хос векторларини ва (агар мумкин булса) 
ф операторнинг матрицаси диагонал куринишни оладиган базиснн топиш 
керак.

Е ч и ш .  ф операторнинг характеристик куп.^ади ушбу куринишга
эга: — 1 3  — 1

— 3 5 — \ —  1
—3 . 3 1—\

det [А — I E  ] = = (Х-1) (X - 2 )г.

Бундан ф операторнинг характеристик сонлари >. =  1, =  2
булади. = 1 сонга турри келадиган =  хг <?, +  хг ег-\-х3 е3 хос век­
тор ушбу системанинг ечими сифатида топилади: *
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—  X f  +  3*2 —  *3 =  X u
— 3*x 5*2 — x3 :== x2,
—  3*1 ~"Ь 3*2 +  *3 =  *3"

<71= et -f- e2 +  в3 вектор Xi =  1 сонга тугри келадиган хос вектор 
эканини текшириш осон. Я2 =  Я3 =  2 характеристик сонларга тугри
келадиган q2 ва q3 хос векторларни топиш системаси ушбу куринишга

3*я— ч3*j 5*2 — *g
—  3 * i 3*2 -f- *3

*3 = 2*1, 
2*2, 
2*3.

Бевосита текшириш йули билан q2 — elt q3 =  ех— 3 е2 векторлар ф 
операторнинг Я2 =  Я3 =  2 сонларга мос хос векторлари эканига ишонч
хосил ^иламиз. q3 векторлар чизикли эркли эканини куриш осон:

О О 
0 —3 О —3 =  3 =£0.

Шу сабабли qt , q2, q3 векторлар базис ташкил ^илади. qlt q2, q3, 
лар ф операторнинг хос векторлари булгани учун

ф(Дх) = ?i + 0- ?2 + 0- <7з,_̂  
ф ( <h) =  ° '  j? i +  2' <Ь +  0 '_?з,
Ф ( <?з) =  0' ? 1  4" O’ q2 +  2 q3.

Шу сабабли ф операторнинг qlt q2,q 3 базисдаги матрицаси бундай:

В =
1 О О
0 2 0
0 0-2

2. ф:R 2 -+R2 оператор еи е2 базис гекторларини ф ( ех) — ех +■■ > —► —V  ̂ ц
4- (' е2, ф (е2) = е2е2-\- i ех векторга утказувчи оператор булсин. ф опере- 
торнинг матрицаси диагонал куринишида буладиган базисни топиш 
талаб ^илинади.

Е ч и ш .  еъ  е2 базисда ф нинг матрицаси ушбу куринишда булади:

M i l l -  '
Шунинг учун А операторнинг характеристик полиноми бундай:

det | (А — Я£) |= -Я  i 
1 - Я (1 — Я)2 — i2 =  Л2 — 2 Я +2 .

Ушбу Ях = 1 — i ва Я2 =  1 +  i сонлар ф операторнинг характеристик
сонлари булади. Я̂ Я2 хос сонларга тугри келадиган мос qx—
=  * ! « ! +  *2 е2 ва q2 — ух ех +  у2 е2 хос векторлар куйидаги тенглама­
лар системасидан топилади:
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X] +  i x2 =  (1 — (') *x ва Xj +  ix2 =  (I +  i) *j, 
i'* ! -f-  X 2 =  (1 —  i )  X 2 ва i X i  +  *2 =  (1 +  0  X 2-

Бундан q, ва q2 векторлар сифатида — e2 ва <?2 =  -f- e2

чизикли эркли векторларни олиш мумкинлиги келиб чикади, qv  q2 
базисда <р векторнинг матрицаси ушбу куринишга эга:

чунк и

В - [
1 - / 0  
О 1 +  < J

8- бобга дойр машцляр

1. R 4 фазода ^уйидаги векторлар базис ташкил ^илишини исбот­
ланг:

а) _e_i = { 1, 1, 1, 0 },
2 = {1 , 2, 1, 1},

б) J i  =  {2 , 3, 4, - 3 } ,
Т2=-- {5, 4, 9 , - 2 } ,

Дз = { 1, 1, 2, 1 >, 
ei = { 1, 3, 2, 5}, 
3 = {1 , 0, 0, 0}, 
X  = {3, 5, 5, 3}.

2. f  : R * -ь Rs акслантириш еи е2, е3, е4 векторларни

f< X )=  { I ,  1, 0, 0, 0 }, 
/Й) = { 0, 1, 1, о, 0},
/(J)  = { о. 0. 1. >> °. >. 
/(£) = {0, 0, 0, 1, 1}

векторларга ^тказувчи чизикли акслантириш булсин. Шу а- елантириш- 
нинг матрицасини ва унинг координаталар буйича тасвирини (ифодасини) 
ёзинг.

3. /:/?4->-/?4 алмаштириш ех +  е2, ех • 

f (ei +  ег) — {0> 0, 11

е4 векторларние2 . ез>

1},
f ( e t ) - e 2) =  { 0, 0,1,  2} ,
f ( Z ) =  {1 , 2 , 0 ,  0},
/(?) = { 0, -  3, 2, 0 }

векторларга утказувчи чизикли акслантириш булсин. Ш у акслантириш­
нинг матрицаси ва унинг координаталар ор^али тасвирини ёзинг.

4. f  :Rb-+R3 акслантириш ^уйидаги

: Х1 +  2 *2 +  *3  +  *4 +  5*5
а 2 =  2 хг +  х., +  3 *3
ССд =  — *j + *2 — *4

■*4 + 2 *5,
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1 2 0 1
3 0 1— 2
2 4 3 1
1 2 — 1 3

координаталар ор^али тасвирланган чизикли акслантириш булсин. 
f (еj — е2 +  е3),/  (ex +  е4 — 2 е5) векторларни топинг.

5. f : R* -+ R 4 чизикли акслантиришнинг ех, е2, е3 , е4 базисдаги 
матрицаси ушбу куринишга эга:

А =

/ : R* R  4 нинг куйидаги базислардаги матрнцаларини топинг:

а) еи 2 е2, Зе 3,^е3+  <?4; ^  ■

б) в ь  е1 +  f 2> +  е2 ~Ь е3> е1 ~Ь е2 +  ез “ Ь е4-

6. Ушбу ф : R'! -у R '2 оператор еъ е2 базис векторларни

ф(*г) =  е1 +  ‘ е2> ф( ег) =  е2 +  ' «1 
векторларга утказувчи оператор булсин. ф : R 2-* R '2 операторнинг 
матрицаси диагонал куринишда буладиган базисни топинг.

Жавоб: jh =_«i— ег, 
Яг ~  ei +  ег-

qlt q2 базисда ф операторнинг матрицаси ушбу куринишга эга:
1 — i О

О 1 + tВ  =

7. ф : R 2 R 2 оператор д1 =  {1 , 2 },  =  { 2, 3 } базисдаги чи­
зикли оператор булиб, унинг матрицаси

*  -  [ S i  ]

дан иборат булсин, =  { 3, 1 }, =  { 4 , 2 }  базисдаги фх : R *->■ R 2
чизицли оператор эса

В„ф i=
1 2 
2 1 А■ Ф1» лф'ф1 матрицаларни ани^-матрица билан берилади. Лф ^  ф11 _  ,

ланг.
8. Тайинланган е,, е2, е3 базисда куйидаги матрицалар ёрдамида 

берилган чизицли операторларнинг хос векторларини топинг:

а)
А =

2 — 12 
5 - 3  2 

■ I 0  2

б) 
В =

в)
С =

4 — 32
5 — 73 
6 9 4 D —

0 1 О
— 4 4 0
—  2 1 2

1 — 3 3 '
— 2 — 6 13
— 1—4 8

9. Агар тайинланган ег, е3 базисда (ёки еи ег, е3, е* базисда) 
чишкли операторлар



а) О 0 1
0 1 О
1 О О

б) 0 0 0 1 
0 0 1 0  
0 1 0  0 
1 0  0 0

в) 1 1 1 
1 - 1 — 1
1 1-1
1-1 1

матрицалар билан берилган булса, шу чи?щуш операторлар R 3 ва R 4 
да диагонал куринишда буладиган ба.зисларни топинг,

Ю. л-тартибли
0 0 0 . . .  0 0 1
ООО.  . . 0 1 0  
О 0 0 . . .  1 О ОА =
0 1 О
1 О О

ООО
ООО

матрица учун шундай 
ракки,

махсусмас п- тартибли В  матрица топиш ке- 

С =  В ~ 1 АВ
матрица диагонал матрица булсин.

11. Тайинланган базисда
4 — 22
2 0 2 

-1 11
матрица билан берилган ф : R 3 ->■ R 3 чизикли операторнинг барча инва­
риант ^исм фазоларини топинг.

12. R 3 даги еи ег, е3 базисда
5 - 1 - 1

— 1 5 - 1
— 1 — 1 5 ва

— 6
2
3

2 3 
— 3 6 

6 2
матрицалар билан берилган икки чизикли 
риант к̂ исм фазоларини топинг.

операторнинг умумий инва-
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9-Б О Б. КВАДРАТИК ФОР МАЛ АР 

45 §. Чизщли ва бнчизи^ли формалар

1°. Чизикли формалар. 9.1- таъриф. Rn ни R1 га
чизикли акслантиришни чизицли форма дейилади.

Агар F : Rn -> R 1 чизикли форма булса, у ^олда F  акс- 
лантиришкинг матрицаси ушбу куринишга эга:

АГ = [«а а 12 • • • GJ>  (91)
яъни Ар матрица 1 X  « улчовли матрицадан иборат бу­
либ, уии Rn даги вектор сифатида цараш мумкин.

)̂ ар ^андай x£Rn учун

F(x) — ап Xi + а12 х2 -f- . . . -f- a in хп — (AF , х) (9.2)
булгани сабабли R" даги ^ар кандай F  чизикли форма
скаляр купайтмадан иборат булиб, бунда векторлар­
дан бири Ар тайинланган,иккинчиси л: зса узгарувчидир.

—>- _ —>• —>- —>-
Бунда alk = F (ek), k — \,п ва ех, е2, , еп - базис.
Чизицли формаларни elf е2, . . . , еп базисга нисбатан 
компонентлари орцали тасвирлашга дойр куйидаги асосий 
теоремани исботсиз келтирамиз.

9.1- теорема. Дар цандай F : Rn -> R 1 чизикли фор­
ма фазонинг ех, е2 . . . , епбазисда берилган векторлари 
орщли бир цийматли аницланади. Агар ах — F (ех), а2 = 
= F  (<?2), . . . , ап — F  (еп) сонлар олдиндан берилган бул­
са, у уолда х.ар цандай

п _ .
„ x = 2 da‘ e‘

1 =1
учун F  чизикли форманинг циймати

П

f  й  = 2  ai a i 
( = 1

формула буйича аникланади.
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(9.3) муносабат 
тасвири дейилади. 

Аксинча еи е2, .

F  форманинг еи е2

е базис ва аи а2,

е базисдагиП

ап хаки-
ций сонлар системаси берилган булса, (9.3) формула шун- 
дай F  : Rn -> R 1 чизицли формани аницлайдики, (9.3) бу - ■ >- —
форманинг еи ег, ■ . . , еп базисдаги тасвири булади.

2°. Поличизи^ли форм а лар. Rn фазо т  та векторииинг 
мумкин булган барча тартибланган тупламида берилган
F  (хи хг, . . ■ , хп) функция, агар F  бир аргумент буйича 
бошк;а аргументлар узгармас булган з̂ олда чизикли форма 
булса, у ^олда т- чизщли форма дейилади. Бу таъриф- 
ни цис^ача бундай ифодалаймиз: агар

F : Rn X R nX  ••• X R n -► R 1
m  м а р та

з̂ ар бир купайтувчиси буйича чизикли- форма будса, у 
т- чизицли формадир. Агар Rn х Rn X  ■ ■ ■ X  R" да ку- 
пайтувчнлар сони курсатилмаган булса, у з̂ олда форма 
тугридан- ту!-ри поличизицли (куп чизикли) форма дейи­
лади.

Rn X  Rn X  ■ ■ • X  Rn
т  м а р та

фазо билан т  X п матрицаларнинг Мп,т туплами орасида 
урнатилган мосликка биноан т- чизикли формани яна 
бундай ани^лаш мумкин.

Агар F \ M n’m-+R} функция з̂ ар бир устуннинг, бошка 
устунларнинг тайинланган кийматларида чизикли формаси 
булса, у з̂ олда бу функция т- чизщли форма дейилади, 
яъни k- I, 2 , . . . , т  да ушбу муносабатлар бажарилади:

—
1

«12 • • .
«21 «22 ' • •

- ат • • •

X а.. + ц а
} k

2̂k
16 1т

X аоь -f- ,ч Яг& а.,.

@пт

«11 «12 • • • a\k • 1т

21 Я ,22 • • «2* • • ' а2т

U «„1 «п2 • яnk • • • cinm _
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+  p f

°11 а 12 ' • • a i k  • '1 • CL\m
а21 ° 2 2  ' • • a \k ■ • • a 2m

а ш а п2 • '1 • CLnk • • ■ a mn

(9.4)

Шуни а̂йд киламизки, (9.4) муносабатларга киргйн 
матрицаларда к- устундан бош^а устунларнинг хаммаси 
бир, хилдир.

3°. Бичизикли формалар. 9.2- таъриф. Агар х ва у 
векторларнинг F  (х, у,) фунщияси ушбу шартларга брй- 
сунса, яъни 1) унинг тайинланган кийматида F  (х, у)

—>- —У-
функция х нинг чисищли фунщияси булса, 2 ) х нинг
тайинланган цийматида F  (  х, у) функция у нингчизиц-
ли функцияси булса, у ^олда F  (ху) ни х ва у век­
торларнинг бичизикли функцияси (ёки бичизицли фор-
маси) дейилади. Бошцача айтганда, ихтиёрий х, у ва z 
векторлар ва исталган X учун цуйидаги

а) F  {х + 7  7) = /Цх, г) + F  ( у, г);
б) F (к х, у) = X F  {х,у)\
в) F (х, у_+ z) = F  (х, у) + F (х, г);
г) F (х, X у) = X F{x , у)

шартларни цаноатлантирадиган х ва у векторлар функ­
цияси F  (х, у) бичизикли функция дейилади. 

п улчовли фазода бичизикли формами ёзамиз:

F {х, у) = ап а, Р, + я12 а, Р2 + . . .  + аы а , Р„ +
+  а 21 « 2 P i  +  а 2 2 а 2 ^2 +  • • • +  а 2 п а 2 Р д  +  * * * +

+  a n \ a n  P i  + а п 2 а п  Рг +  * • • +  й п п а п  Р д  '
— V  ~ У

Бунда х = {сс, , а2 ........ ап }; у = {Р,,Р2 ...........р„}.

9.3- таъриф. Агар %ар цандай х ва у векторлар
учун F  (х, у) = F  (у, х) тенглик уринли булса, у хрлда 
бичизикли формани симметрик бичизикли форма дейилади.

Масалан, E nR Евклид фазосида (х, у) скаляр купайтма
симметрик бичизикли формага мисол була олади. Ушбу
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F  (x, У) =■ 2 % “ / h  (9.5)
i , k =  l

бичизикли формадаги aik элементлардан (коэффициентлар- 
дан) А = [aik] матрицани тузиш мумкин. Бу матрица (9.5) 
бичизикли формани тула аниклайди. ^уйидаги теоремани 
келтирамиз.

9.2- теорема. Хдр цандай (9.5) бичизикли форма 
узининг А = [агА] матрицаси билан тула атщланади,
бунда

ik F  (ei , е ) (i, k— 1,2, . .  . , п) ва шу бичизицли форма
е{ , е2 , . . . , еп базисдаги векторларнинг компонентлари 

орцали ушбу формула билан ифодаланади:
П

F (х, у) = ^  aik а, Р* . 
i,k = 1

Аксинча, агар А = [afft] ихтиёрий п- тартибли м ат­
рица булса, (9.5) куринишдаги функция бичизикли фор­
мани аницлайди.

Масалан, уч улчовли R3 фазода F (х, у) бичизикли 
форма

F {х, у) — рх + 2 а2 P. + 3 сс3 р.(
шаклда ёзилсин. Энди R3 да базис снфатида учта вектор 
оламиз:

£ =  {1, 1, 1 }Д = {1 ,  1 ,- 1 },7 ,=  {1,— 1,-1}.
F  (х, у) чизикли форманинг бу базисдаги [aik] матри­

цасини топамиз. Ушбу aik — F  (е ., ек) (X, k — 1 ,2 ,3)тенг­
ликларга асосан:
ап = М -1 +2-1-1 +3-1-1 = 6,
ап =  а91=  1-1-1 +  2-1-1 +3-1 •(—  1) = 0 ,
а2 2 ~  1 * 1 • 1 + 2-1-1 + 3- ( - 1)-(— 1) = 6,
а1з = аз1= Ы - 1 +  2-1 • ( - ! )  + 3 - (- 1 ) • (- ! )  = - 4 ,
«23 = а32= 1-1*1 + 2-1 -(— 1) +  3-( — 1)-( — 1) = 2,
«33 = 1- 1- 1 + 2-(- 1)-( - 1) +  3-( - 1)-( - 1) =: 6.
Демак,

6 0 — 4 
А = 0 6 2

— 4 2 6
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Шундай к.илиб, агар а, , а 2, а3 ва р, , р2 , р3 оркали
х ва у векторларнинг еи е2, е3 базисдаги координаталари- 
ни белгиласак, у ,\олда

F (х, у) = 6 а, Р, — 4 а ' Р3 + 6аг Р2 + 2 а2 р3 —
— 4 а3 р, +2 а3 (32 4- 6 а3 Р3

бичизикли форма булади.

46- §. Квадратик формалар

9.4- таъриф. F : Rn X  Rn-> R ' симметрик бичизицш —> —>- —>- —>-
форма булсин. у = х деб фараз цилинганда F  (х, у) фор-
мадан хрсил буладиган F  (х, х) ёки tp : Rn-+ R 1 функция 
квадратик форма дейилади.

п улчовли фазода квадратик формани умумий кури­
нишда ^уйидагича ёзилади:

П

Ф (х ,х )=  2 ( 9 -6 )
i , k=\

бунда aik = aki ва А = [aik\ — п- тартибли симметрик мат- 
рицадир.

Уч улчовли фазода иккинчи тартибли сиртлар ушбу 
куринишдаги тенгламалар билан берилади:

2  + 2  ь*х* + D = °- (9.7)
/, fc=l * = 1

Бу тенгламада биринчи сумма ишораси билан ёзилган ифо- 
да квадратик формадир. Иккинчи сумма ишораси билан 
чизшуш форма ёзилган, ни^оят D — озод ^ад. Бу тушун- 
чалардан фойдаланиб «улчовли Rn фазода сирт тенглама­
сига таъриф беришимиз мумкин.

Rn фазода координаталари
П  П

v  alka p k +  V  bkak + D  =  0 (9 .8)
i ,  k =  1 k — \

тенгламани ^аноатлантирувчи ну^талар туплами иккинчи 
тартибли гиперсирт дейилади.

Масалан, ушбу + а\ + . . .  -+- а2п = 1 тенглама би- 
лар берилган сиртни п улчовли фазода сфера дейилади.
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1°. Бичизикли ва квадратик форма лар орасидаги мос- 
лик. Ушбу П

F  (7,~у) = 2
I, *=i

бичизикли форма берилган булсин ва унинг унг томонида 
ухшаш ^адлар булмасин. Бичизикли формадан квадратик 
формага утишда ухшаш ^здлар мавжуд. Масалан, чизикли 
формада ушбу aika fik +  куринишдаги йигинди бор.
Бунда а = Р дейилса, бу йигиндига ушбу

a ika ia k  +  a kia ka i =  (a ik +  a J

йигинди мос келади.
Агар F  (х, //) симметрик бичизикли форма булса, у о̂л- 

да шу форма учун
. Г(х + у, х + г/)=Г (х, х) + F{x, y )+ F(y , x)-\-F (у, у) (9.9) 
муносабат уринли ва F  (х, у) = F (у, х) ёки

F (x ,y ) = Y  [F  [х + у, х -j- у) — F (х, х) — F  (у, у].

Бу тенгликнинг унг томонида квадратик форманинг х + 
+ у, х, у векторлардаги ^ийматлари турибди. Шундай ки- 
либ, F (х, у) бичизикли форманинг ^иймати ихтиёрий жуфт 
(х, у) векторлар учун унга мос булган квадратик форма­
нинг х, у, х + у векторлардаги ^иймаглари ор^али бир
^ийматли аникланади. Иккинчи томондан, агар F (x ,y )  
ихтиёрий бичизикли форма булса, у ^олда

F i (х, у) = t [ f  (х, у) + F  (у, дг)] 
форма симметрик бичизикли форма булади ва F\ (х, у) би-
чнзикли формага F x (х, у) квадратик форма мос келади.

Бу эса квадратик формаларни урганишда факат сим- 
метрик бичизикли формалардан фойдаланиш билан чегара- 
ланиш етарли эканини билдиради.

Масалан, берилган бичизшуш
—>- —У-

F  {х, у) = ccjP. — 3ajp2 — 5a2Pi + a2P2
—У —>*

форма учун F (х, х) квадратик формага мос келувчи сим- 
мегрик бичизикли формани топайлик.
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Берилгандан фойдаланиб, F  (л;, у) ва F  (г/, х) ифода- 
ларни аниклаймиз:

F  ( Д .  4 =  “ i P i  —  3 a iP a  —  5 а гРх +  “ г Р г .

F  (У , -г) =  Picti —  Зр 1а 2 —  5§2а !  +  P 2ct2.
Бу ифоданинг ярим йигиндиси:

FAx, у) = у  [ f  (*, г/) + F  (гд х) ] = « А  — 4а1ра — 4сс2Р! +
+ а 2Р2.

—> У — —>•
Берилган F (х, у) ва топилган F j (я, у) формалар битта 
квадратик формага мос келади. Бу симметрик бичизикли 
форма матрицаси куйидагича ёзилади:

1 —4'
- 4  1 .

Бу матрица F t {х, х) = F  (х, х) квадратик форманинг 
)̂ ам матрицасидир.

2°. Квадратик формами каноник куринишга келтириш.
9.5-таър  иф. Агар шундай еъ е2, . . .  ,еп базисни курса-

П
тиш мумкин булсаки, %ар цандай х = 2  а/< квадратик

(=1
форма шу еи ег, . .  . , еп базисда ушбу

F  ( 7 ,7 )  =  Ка] +  \2а\ +  . . . +  \по?п (9.10)
куринишга эга булса, Rn да квадратик форма каноник 
куринишга келтирилган дейилади.

Квадратик формани Евклид фазосида каноник кури­
нишга келтириш ^ацидаги баъзи-бир муло^азаларни эсла- 
тиб утайлик. Аввал Евклид фазоси тушунчасини келтира- 
миз: бирор скаляр купайтма аии^ланган п улчовли чизиц- 
ли >;аки̂ ий фазо п улчовли хщикий Евклид фазоси дейи­
лади ва E nR билан белгиланади.

1) Г  (л;, х) форма п улчовли E nR Евклид хакикий фазо- 
сидаги квадратик форма булсин. У холда б у квадратик 
форма каноник куринишга келтириладиган ортонормал- 
ланган базис мавжуд булади*.

* И. Я. Б а к е л ь м а н .  «Аналитик геометрия ва чизикли алгеб' 
ра», V i боб, 41. 2-пунктга царанг,



Бундан цуйидаги хулссага келишимиз мумкин: Rn а̂- 
ци^нй чизщли п улчовли фазо булсин, бундан E nR фазо 
бирор скаляр купайтмани тайинлаш билан ^осил цилин- 
ган булсин. У  вацтда E 'l нинг истаган базиси автоматик
равишда Rn нинг а̂м базиси булади, бичизикли ва квад­
ратик форма тушупчалари эса Rn ва Е\ учун бир хилдир. 
Шу сабабли юк,оридаги айтилган фикрга асосан Е %  н и  Rn 
билан алмаштириш мумкин, E nR даги ортонормалланган ба-
зисни эса Rn даги оддий базис билан алмаштириш мум 
кин.

Агар F (х, х) квадратик форма ихтиёрий х вектор учун 
мусбат булса, у мусбат аницланган квадратик форма де­
йилади.

Квадратик форманинг мо^иятини очиб берадиган цуйи- 
даги теоремани келтирайлик.

9.3-теорема, п улчовли чизщли Rn фазода иккита 
F i ва F 2 квадратик форма берилган булсин, шу билан 
бирга Г 2 форма мусбат атщланган булсин. У хрлда Rn 
да иккала квадратик форма хам каноник куринишга эга 
бу.гадиган базис мавжуд.

Исбот .  F2: Rn X  Rn-y R 1 форма Rn да F 2 квадратик 
формани ташкил кнлувчи бичизикли симметрик форма бул­
син. Rn да скаляр купайтмани

(x ,y) = F 2 (х,у) 
формула билан тайинлаймиз ва шу йул билан п улчовли Ев' 
клид ^ацнкий фазосн Я " га эга буламиз. E nR да ортонор­
малланган еи е2, . . . , еп базис мавжуд,' бу базисда Е г 
формула каноник куринишга келтирилган:

F t (х,х) = + Х2а\ + .... -f Хпа2п.
Ортонормэлла1!ган базисда скаляр купайтма ^уйидаги 

Е2 (X, у) — (х, у) = агР, + ос2Рг + • • • + 
куринишга эга булган лиги учун шу еи е2, . . .  , еп базис- 
нинг узида иккинчи форма каноник куринишга эга була­
ди. Агар F 1 ва F 2 квадратик формаларни Rn даги форма- 
лар деб, ех, е2, . . .  , еп базисни эса Rn даги базис деб 
каралса, исботланган тасди^дан теореманинг уринли эка­
ни келиб чикади.
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А =
у т  1

Масалан, R 3 да F : R 3 X R3-y R1 бичизикли симметрик 
форма еу — {1, 0, 0}, еа = (0, 1, 0}, е, = {0, 0, 1} базисда

О

F T  0 2
- 1 2  О

матрица билан берилган булсин. F  бичизикли форма ву- 
жудга келтирадиган F  квадратик формани каноник ку­
ринишга келтириш талаб ^илинади.

Ечи ш .  Аввало шуни кайд ^иламизки, агар х = {xlt 
х2, х.л} ва у =  {уь у2, у.,} векторлар R 3 даги иккита их­
тиёрий вектор булса, у ^олда F  ва /^формалар еи е2, е3 

базисга нисбатан ушбу куринишга эга булади:

F  (х, у) = у  f  х,у2 х\Уч + х2у 2 х2у j  x îji -\~2 ХдУ2,

F v (х' *) “  y f  * Л  — 2*1*2 + 4*2х3.

Биз х, y E R 3 Да ушбу F  (х, y) = (Fv (x), у) тенгликни 
кгноатлантирувчи F ^ :R 3 -+R3 чизикли операторларга эга-
миз elt е2, е3 базисда F^ бундай тасвирланади:

F*'

у з
4

* 2  —  —2 У 3 *1 + 2 хо,
х„ — Ху -f- 2а-2.

Шунинг учун F^ операторнинг характеристик полиноми 
куйидаги куринишга эга:

det \А — Щ  =

Бундан нинг характеристик сонлари 
ЗХ,3 — 25Я.2 + 16 У 3 = 0 

тенгламанинг илдизлари экани келиб чикади. Характерис­
тик сонларни топиш учун бу тенгламани куйидаги кури­
нишда ёзамиз:

— X 4 =  - 1
4 У  з

уз — X 2
—  1 2 — Я
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3AS -  25X* + 16 1 3 = (Я — y i )  (3^2 +  Щ  3 __ 16) = 0> 
Ундан топамиз:

= i  з; к, =  — ^-36U i2 g . Яз = -3 V $ - V T l9

Энди qu q2, q3 хос векторларни ^уйидаги чизикли тенгла­
малар системасидан топамиз:

— +  х, — х3= 0,|

~ У Т  X l ~  Х‘хг +  2хз =  0.
— * i +  2*2-^ .*3  = 0,.

бунда х] + х\ + х | = 1,г = 1, 2, з.
Биз <7|, </», 93 компонентларнинг е,, е2, e.t базисдаги сон 

цииматларини топишни уцувчиларга ^авола циламиз.
Энди х, лар ft® га тегишли ихтиёрий векторлар ва

х  =  a 'j hj i  aj  Яг +  °" Л :"  ~У =  Р» ^  +  Рз 7а +  P s S
уларнинг (?,, 7;,, 73 базис буйича ёйилмалари булсин У
цодда берилган таърифга Ва исботсиз берилган теоремага 
асосан: г

F ( Z y )  =  / 3 a tpx+- 3 К 3 6+ } 219 a.A  f
3 I ' 3 — у  219

ft

6

б а зРз*

( X I )  =  У  За* +  _ Ji^ H £ 2 l9 _  аз + - 3V-3-V219

47-§. Иккинчи тартибли эгри чизикнинг умумий тенглама­
сини каноник куринишга келтириш

Координаталари Декарт координаталар системасида 
ушбу

F (х, у) = а пх°- + 2 а12ху + a22yi _j_ 2 ахх + 2 а2у + а0 = 0, 
°и  +  a i2 + а|2 =И= 0 (9.11)

тенгламани ^аноатлантирадиган ну^талар туплами текис- 
ликдаги иккинчи тартибли чизиц деб аталади Буни биз 
аввалги боблардан биламиз. (9.11) тенгламанинг чап томо­
нидаги

аих* Ч- 2 а]пХу + а22у% (9 12)
юкрри. \адлар групиаси ёки квадратик форма де-
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йнлади, долган йигинди чизицли форма ва озод сонлар дан 
нборат.

Эгри чизикнинг формасини (типини) унинг (9.11) тенг- 
ламаси буйича дар^ол аниклаш цийнн. Аммо унинг тенг­
ламасини имкон борича соддалаштириш (каноник куриниш­
га келтириш) мацсадга муЕсфк^дир. Бунинг учун коорди­
наталар системасини узгартириш (координаталар бошини 
кучириш ва у уларни буркш) керак булади. Х,озир биз шу 
иш билан шурулланамиз.

Бирор М нуь̂ та берилган булиб, унинг янги ва эски 
координаталар системасидаги координаталари орасида ушбу

х = х' ccsq> — у' sirup,
у = х' sincp у ' соэф

муносабат мавжуд булсин. х ва у нинг бу ^ийматларини 
(9.11) тенгламага ^уямиз:

Г  (х, у) = ап (а-' собф — у' sirKp)2 + 2а)2(х'созф —’
— г/'з1пф) (A-'sir^-f г/'соБф) + fl22(x'sirKp -f у 'cosy)2 + 

+ 2 a i{x ' соэф —  у '  вШф) +  2а2(х ' вшф - f у '  совф) +  а„ =  

=Дц(а: 2соз2ф— 2х'у' соэф simp + у 281пгф)+2а12(* 2созф X
X  sirKp +. Х'у'СОЭ2ф — Х'у' ЗШ2ф — у iПф СОБф) +

+ a22( / 2sin2 ф+ 2 х'у'$'\щ> cos ф + у ' 2соз2ф) +
+ 2а1х'со$ф — 2ait/'sirKp + 2о2х'зтф  + 2а2г/'созф + а0 = 

= (аисо52ф -f 2а12созф sirup + а22зш2ф) х 2 + (ап з т 2ф —
—  2a13cos tpsinqp +  а22соз2ф) у 1 -f  2 (^соэф +  a2simp) х ' +  

+ 2 (— atsimp + 02со5ф) у' + а0 — 0.
Бунда цуйидаги белгилашларни киритамиз:

<, = aucos29 + 2а12созф sirup + o22sin^,
а\2 = — ацСОБф sinT + а12 (соз2ф — sin^ ) + а22созф sirup,
а 22 = «nsin2T — 2а21созф *тф  + й22соз2ф,
а[ = о̂ совф + a2sirKp, (9.13)
«' = — axsirKp -f а2созф.

Буларни эътиборга олсак, (9.11) тенгламанинг курини- 
ши ^уйидагича булади:

Г  {х, у) = а'пх '2 + а'22у "2 + 2 d /  + 2а2у' + а0 = 0. 

Бунда а'12 = 0 булсин деб фараз этилган. Бунда й булиши 
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учун ушбу тригонометрии тенглама ечимга эга булиши ке- 
рак:
а'п = — йцСобф sin9+ а12 (cos29 — э т 2ф) 4 a2SsirKp cos9 = 0, 
ёки

— oucos9 sirup -f al2cos29 — a12sin^ 4- а2251Пф соэф = О, 
ёки
— (ОцБШф — А12С05ф) СОЭф — (й125Шф — й22С05ф) sirKp = 0.

У ни
ausirup — а12соБф я1281Пф — о22созф

БШф — СОБф = о

=  0

куринишдэ ёзса з̂ ам булади. Ю^оридаги детерминант нол­
га тенглигидан унинг сатрлари чизикли боглицлиги келиб 
чикади, яъни шундай X =̂ 0 мавжудки, биз ушбу снстема- 
га эга буламиз:

ОцвШф — а12С06ф == ЯэШф,
— ai2sirup + о22со5ф = Хсоэф

ёки
f(au — Я) бш ф — а12созф == 0,
\— а12 simp 4- (а 22 — C0S(P = 0*

Унда sirup ва собф бир ва^тда нолга тенг булмагани учун 
система детерминанта нолга тенг булади, яъни

Яц -X fljj
Й21 «22 X

ёки
х2 — («11 + агг) X 4- (апа22 — а12аг1) = 0 (9.14)

тенгламага эга буламиз. Бу (9.14) ни (9.11) тенгламага мос 
характеристик тенглама дейилади. (9.14) дан X ни, сунг­
ра юцоридаги системадан ф ни топилади. Демак, а[2 =0 
булиши учун (9.14) квадрат тенглама ^акикий илдизларга 
эга булиши к'ерак.

• Энди а[2 = 0 деб ф бурчакнн аницлаймиз. Бунинг учун 
а'12= — ацсоэф бшф 4  «гг (сой2ф — sin^ ) -f- а22со5ф sii^  =

= я12со52ф 4- («.2— «и) C0SfP s‘n(P — ai*sin^ = 0.
Шунинг учун тригонометрик тенгламани ола миз. Унда 
sirup ф 0, совф ф 0. Шуи инг учун тенгламанинг иккзла 
томонини соэ2ф га буламиз:
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012<§2Ф + («п — а22) tgф — а1г = 0.
Бундан

, (йц о-гг) ± V  (ац — о22)2 + 4af2 
tg<P = ----------- ^

Ф ни яна ^улайро^ усул билан .рм топиш мумкин, яъни 
а[2 = al2cos2q> -f (а22 — ап ) соэф simp — al2sin^  = 0,

ёки
«12 (соб2ф  — s in ^ )  +  (а22 — ап) соэф s iПф = 0,

«цсс^ф — ~ (ап — с22) 5ш2ф = 0.
Бу тенгламанинг а̂р икки томонини зт2ф Ф  0 га була­
миз:

ctg2T = ~  а12Ф  0 .
@12

Энди а '12 — 0 ни эътиборга олиб, а'п ни топиш мумкин: 

«и — (ацсоэф + а12зшф) соэф + (а21со5ф -f a22sirKp) этф  =
= >чС052ф + Х151П2ф — (С032Ф + 5Ш2ф) =

Демак, а’п = А*. (9.13) системадан
«11 «22 «11 «22»

Равшанки,
«и «22 «12 1̂1«22 ®?2'

1̂ + Х2 = ап + «22,| 
К  Я2 = апа22 — а\2.)

Бундан а'п 4- а '22 — + Х2\ а'п — Ai булгани учун а22 — Я2
булади.

Буни эътиборга олиб (9.11) тенгламани ушбу кури­
нишда ёзамиз:

Xvx 2 + Х.2у 2 + 2а\х’ + 2а2у ' + а0 = 0. (9-15)
Агар М нучтанинг янги ва эски координаталар система- 
ларидаги координаталари орасида

х' = х" +
У' = У" + Уо

муносабатлар мавжуд булса, яъни координаталар узлари- 
нинг йуналишини узгартирмай, координаталар бошини 
0 "(хq, у[) ну^тага кучирсак,

226



F"(x", у ")= XХх"2 + Х2у" 2 +2{Х1х '0 + a'l)x"+2(X2y '0 + a'2)y"+a„ 
тенгламага эга буламиз, бунда

а0 = Хгх02 + Х2у02 + 20^0 + 2<з3г/о + °о- 
F" (я", г/") нинг ифодасида х" ва у" нинг биринчи дара- 
жалари ^атнашмаслиги учун куйидаги тенгликлар бажа- 
рилиши керак:

Xi Xq + а, = 0,1
Х2у̂  а 2

Улардан х'0, у '0 нинг ягона ^ийматлари топилади. Шунинг 
учун параллел кучириш бизии

Xl X " 2 +  К у "2 +  а'о = о (9.16)
тенгламага албатта олиб келади. Энди шу тенгламани 
текширамиз. Бунда уч ^ол булиши мумкин:

1) ХхХ2 <0\ 2) Х1Х2> 0 ; 3) 1хХ2 = 0. Бу ^олларни 
ало^ида курамиз.

1) Xi^^CO. Ашщлик учун Х2 нинг ишораси а'й а̂д- 
нинг ишораси билан бир хил булсин, у ^олда Ях нинг 
ишораси ай ^аднинг ишорасига ^арама-^арши булади. Бу 
муло^азага асосланиб, (9.16) тенгламани цуйидагича ёза
о лам из:

Ххх" 2 + Х2у" 2 + а'0 = 0, ёки Ххх"2 + Х2у" 2 = — а'
а "2 , у " 2еки -;---г --- гт~ = 1.

— a0Ai о̂/ й
Бунда — fl'oAj >  0 >$амда — а'0/Х2 <  0 булгани учун улар­
ни мос равишда а2 ва — Ь2 ор^али белгилаймиз. Узил- 
кесил куйидаги тенгламага эгамиз: 

х" 2 у" 2

а2 — Ь2 = 1- 
Бу гиперболанинг каноник тенгламасидир.

Агар Я ^ С О  булганда а '0 = 0 булса, у ^олда = 
= а2, Х2 = — Ь2 белгилашларни киритиб, ушбу тенглама- 
ларга эга буламиз:

агх" 2 — Ь2у" 2 = 0 ёки {ах" + by") {ах" — by") = 0. 
Бундан ах" + Ьу" = 0, ах" — by" = 0, демак, координата­
лар бошида кесишувчи икки турри чизи^а эгамиз.

Шундай цилиб, курилаётган .\олда гипербэлага ёки ко­
ординаталар бошидан утувчи бир жуфт турри чизшда эга 
буламиз.

2) XLX2 > 0 , бунда Хх ва Х2 бир хил ишорали булади.
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Аввал а0 Ф  0 булсин. Агар Ах ва А3 нинг ишораси йд сон-
х "2 ,

нинг ишорасига карама-карши булса, у ^олда т~ г
— а0'"1

у"г+ —— ;-- = 1 тенгламага келамиз. Унда —a'jk i ва —а0/к2

нинг а̂р иккисининг а̂м ишораси мусбат булади, уларн и
х"2 у"2

мос равишда а2 ва Ь2 билан белгилаб, ~  + ^7 — 1 эл­
липс тенгламасига эга буламиз.

Агар Ах ва А2 нинг ишораси а '0 нинг ишораси билан 
бир хил булса, у ^олда — fl^Ai ва ~ а '0/к2 ифодалар ман- 
фий булиб,

тенгламага (яъни а(. ва 6(. мав.хум ярим у^ларга эга бул­
ган «мав^ум эллипс»нинг тенгламасига ) эга буламиз.

Энди а'а = О булсин. Бу ^олда тенглама 
W 2 + Х.2у" 2 = О 

куринишга келади. А х ва А 2 бир хил ишорали булгани учун 
бу тенгламани ^уйидагича ёзиш мумкин: 
а2х" 2 + Ь2у" 2 = О ёки {ах" +  iby") (ах" — iby) = О,

t = У — 1.
Бу тенглама бир жуфт кесишувчи мав^ум тугри чизиц- 
ни ифодалайди. Дэдиций текисликда биргина ну^та- 
га, яъни координаталар бошига эгамиз.

А], А2 ва а '0 ишораларинииг узгаришига караб (9.16) 
тенглама куйидаги эгри чизи^ларни тасвирлайди:

№ Ai ■̂2 а0 Каноник тенглама Эгри чизикнинг номн

1 ± -F
£  у2 
а2 +  62 ~  1

эллипс

2 ± ± ±
X2 I/2
„2 +  =  ~  1 мав^ум эллипс

3 0 *2 , У% „£5 +  62=0
ну^та (бир жуфт 

мав^ум кесишувчи 
чизиклар)

4 zh фО
X2 I/2
о2 fc2

гипербола

5 ± -F 0
X2 у2 
а2 62

бир жуфт кесишувчи 
тугри чизиклар
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бажарилган булсин. Бу ^олда R (0Ь е\, е'2) системада бе­
рилган тенглама

3) Xi X2 =  0. Куйидаги Xj Ф 0, Х2 =  0, а ’2 Ф 0 шарт

куринишни олади. Бу тенгламани у' га нисбатан ечиб,

парабола тенгламасига эга буламиз.
Ю^оридаги тенгламани боищачаро  ̂ алмаштириш з̂ ам 

мумкин. Аввал унинг чап томонини узгартирамиз:

алмаштириш ёрдамида берилган тенглама янги координа­
та системасида OY уцига симметрик булган

парабола тенгламасига келади. Ни^оят, 'Xi = 0, Х2 = 0 ^ол 
^ам ю^оридагига ухшаш урганилади.

48-§. Иккинчи тартибли сиртнинг умумий тенгламасини 
каноник куринишга келтириш

Иккинчи тартибли сиртнинг умумий тенгламаси ^уйида- 
ги куринишда ёзилади (32- § га 1̂ аранг):

F (х, у, г) = ап х2 + 2апху + а22г/2 + 2ai3xz + 2a2:jyz +
+ аязг2 -f 2аих -f 2а24у + 2asiz + а41 = 0. (9.17)

Шу (9. 17) тенгламага !;араб сиртнинг формуласини ани^- 
лаш (айтиб бериш) цийии, албатта. Сирт тенгламасини 
максимал соддалаштириш (координаталар бошини кучириш 
ва у^ларни буриш ёрдамида) натижасида сиртнинг форма- 
си ^ацида ашщ хулосага кела оламиз.

1°. Марка..! координаталар бошида булган иккинчи тар- 
т,.бли сирт тенгламасини каноник куринишга келтириш.

F' (х\ у ') = Х ^ '2 + 2а\х’ + 2а2у' + а0 = 0

у' = рх’ 2 + дх' + г

Энди ушбу

i/ = Y  +

X 2 = — 2 —  YX
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Иккинчи тартибли сирт тенгламасини координата узлари- 
ни буриш йули билан шундай соддалаштирамизки, '̂ осил 
булган тенгламада янги кюрдинаталар системаси буйича 
координаталар купайтмаси иштирок этмайди.

Маркази координаталар бошида булган сиртнинг тенг- 
ламасида чизикли ^адлари ва озод а̂ди иштирок этмайди. 
Шунинг учун унинг тенгламаси ушбу куринишда ёзилади:
F  (х, у, z) = ап х2 + 2а12 ху + 2а1з хг + 2а21 уг + а22у2 + 

+  а33 г2 = 0. (9. 18)
Унинг чап томони учта х, у, г узгарувчининг квадратик 
формасидан иборат. Уни каноник куринишга келтириш 
учун х, у, г урнига буриш формулалари ёрдамида янги 
хи ух, г, координаталар оркали ифодасини куямнз. Буриш 
формулалари цуйидагича ёзилади:

х = xL cosax +. ух cosa2 + zi cosa3,l 
у = xx cosPi -j- у i cosP2 + zx cosP3, | (9. 19)
z — X\ cosy! +  Уi C°ST 2 +  zx cosYg J

еки

бу ерда

X  —  /iX j  -f- 12Ух -f- l3Zlt
и — гпхХх + т2ух +  m„Zx, 
г =  ПхХх + пгУх + п3ги

(9. 19')

/1 /2 ,̂3
mL т 2 т 3 =

~пх п2 п3_

cosaj cosa2 cosa,
COsP j  cos(32 COSp3 
cosy ! C0SV2 co sy3J

Энди (9. 18) тенгламани ^уйидагича ёзиб олзмиз:
F (х, у, z) = (апх + al2y + ai3z)'x + {а21х + а2гу + а23г) у + 

+ (а3хх + а32у + a33z) = 0. (9. 20)
Энди а̂р бир 1̂авс ичидаги ифода учун (9. 19') формула­
ларга кура ^уйидагига эгамиз:

аих + апу + alsz = (cixxlx + а12гпх + «13̂ 1) xi + (aiA  + 
cil2m2 + Q-vJh) У1 + (Дц/3 + cix2ms -f- й-х̂ Лз) 2i* (9- 21)

ct2lx + a22y + a23z = (a2llx + a22mx + а23пл) Xi -f (a2l/2 + 
+ a22m2 + a23n2) уy + (a2 l l3 + а22т л + a23n3) Zx; (9. 22) 
a3lx + a32y .+ a33z;== (a3l/ 1 + a32nit + а33пу) xt + (a .J2 -K 
+ a,2m2 + a33n2) yx + (a3l l3 +  a32m3 + азъп2) zt. (9. 23

Энди бу кфодаларни ва (9. 19') ни (9. 20) га^уллансак, 
берилган тенглама куйидаги тенгламага келади:

®11 “1“ 2cty2 XхУX 2̂2 Ух ~Ь 2̂ 13 Хх̂ х ~Ь 2̂ 23 Ух̂ х~\" 3̂3 —' 0,
(9. 24)
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Виз ац лар учун ифодаларни ёзиб утирмасдан, а12' = О, 
а,/ — 0, а '3 = 0 шартлар бажарилишини талаб ^иламиз. 
1>у тенгликларнинг бажарилиши бизни куйидаги система- 
ларга олиб келади:

« 1 1  ^1 +  « 1 2  +  « 1 3 п \ —  X ,  1 и

«21 1̂ +  «22 т У + «23 П 1 =  1̂ т 1 '  

«31 1̂ + «32 т 1 + «33 ttl = 1̂ «1-
«11 2̂ + «12 ^2 + «13 2̂ == 2̂ 2̂* ) 
«21 2̂ +  «22 ^ 2  +  «23 ^2 ^  ^2 ^ 2
О, Х2 «2*31 2̂ 4" «32 т г + «33
« и  +  «12  «га -|- « 1з «з =  X;, / , j
«21 3̂ +  «22 « 3  +  «23 ^3
«41 4  +  «32 ^ 3  +  «3» П 3

= 4  "ЧА 
=  Х, л3. j

(9. 25')

(9. 25")

(9. 25'")

Ю^оридаги системаларни ечиш учун куйидаги битта 
«и 1 +«i2 т  +«13 п =  ̂ I ’ j
a2l I + а22 m + а23 n = X т , > 

п = X /г )
(9. 26)

$;!| 7 -4" Й3 2  + Я3 3

системани ечиш етарли. Бунинг учун (9. 26) системани 
куйидагича ёзиб оламиз:

(ап — X) I + 0 , 2  m + о] 3  я = 0 ,|
« 2 1  1 + ( « 2 2  — X) т  + о2 3 п = О,
«ai I + «зг т  + («за — я) п = °-J

Бу система нолдан фаркли ечимга эга булиши учун

А =
-U2
« 2 2
232

*1-J
•X До,

2̂1 
« 2 1

- «31 «32 «33 ^  -

матрицанинг ранги иккига тенг булиши, яъни det Л 
булиши керак. Бу

«и X #12
222 
а.

det Л =
а13
J23
о,.

О (9. 26')21

«31 “ 32 Ы31

тенглама X га нисбатан куб тенглама булиб, уни А м ат­
рицанинг характеристик тенгламаси ёки тегишли квадра­
тик форманинг характеристик тенгламаси дейилади. 
(9. 26') тенгламанинг ечимларини квадратик форманинг 
характеристик сонлари ?̂ ам дейилади. Агар (9. 26') тенг­
лама ечимларини Хь Х2, Хя десак, курсатиш цийин эмас- 
ки, ап' = Х1( а '22 = Х2, а33' = Х3 тенгликлар уринли бу­
лади.
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^ар бир характеристик сонга мос йуна'лиш (9. 25) 
системадан топилади. Бу йуналишлар, яъни { /(. , т г п. j
i = (1, 2, 3) векторлар квадратик формага нисбатан бош, 

■ йуналиш ёки иккинчи тартибли сиртга нисбатан бош 
йрналиш дейилади.

Агар бу учта вектор бирлик вектор булмаса, у ^олда 
уларни

(.t =  . —  (г =  1, 2, 3)j//2+/n2+n2 V

сонга купайтириб, бирлик векторни ^осил ^илиш мумкин.
Энди бош йуналишнинг ва характеристик тенглама 

илдизларининг баъзи хоссаларини куриб чи^амиз.
9. 4-теорема.  Агар (9. 26') характеристик тенг­

ламанинг иккита Лх, Х2 илдизи ,\ар хил булса, у \олда 
бу илдизларга мос келувчи {/х, т и мх} ва {/2, т 2, п2} век­
торлар ортогоналдир, яъни ушбу тенглик уринли:

ll h + ™i Щ  + 'h «2=0- 
Исбот .  (9.25') система тенгламаларини мос равишда 

/2, т 2, п2 га купайтириб ва (9. 25") система тенгламала­
рини мос равишда /,, т ъ nL га купайтириб куйидаги сис- 
темаларни ^осил ^иламиз:

flU h ^2“b GJ2 П 11 2̂ аУл П 1 2̂ ~ ^ 1  h 2̂>
a2i li m2 + a22 mx m2 + a23 nx m2 = /nx m2,\ 
a3i h n2 4- a32 mx n2 4- азя /zx n2 = Ях /гх n2. )

■ йц l2 /x 4- Й12 m2 /x 4" fli3 n 2 h = I2 /[, )
o,, L m, 4- a09 nu m. + a9- п., m, = m, m,,\
«si U X i 4- a.i2 m2 n1 + a33 \  лх = l 2 nx n2. j 

X,ap бир системанинг тенгламаларини ^адма- а̂д ^ушиб, 
^уйидагини ^осил ^иламиз:

Л 1 = Я 1 ( /х l 2 +  m L т 2 + п 1 п 2) , }
А 2 = Х2 (/х /24  mx m2 + n l п2).\

Аммо Аг — А 2 эканига бевосита ^исоблаш ёрдамида ишонч 
.̂ осил ^илиш мумкин. Шунинг учун (Xx — Х2)(/1/3 4- 
+ т 1т 2 + п 1п2) = 0 тенгликка эгамиз. Бунда А,х ф \ 2 
шаргга кура /х/2 4- mxm2 + пх/г2 = 0 келиб чикади, шу 
билан теорема исбот булди.

9.5-те орем а. (9.26') характеристик тенгламанинг 
илдизлари ^ащций сонлардан иборат.

(9.26') тенглама ё учта ^а^щий (̂ ар хил ёки карра- 
ли) илдизга, ёки албатта битта- ^аци^ий ва иккита ^ушма 
комплекс илдизларига эга булади. Бу элементар матема- 
тикадан маълум.
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Исбот.  Фараз килайлик, Aj = а + Ы ва X, = а — bt 
комплекс сонлар (9.26') тенгламани илдизлари булсин, 
бунда b ф 0, i = V  — 1- Бунда Хх ечимга {/2 — их + vi; 
т х — и2 + v2 i\ {пх = иэ + Уд/}, Х2 ечимга эга {/2 = их — vxi\ 
т г = и2 — v2i\ {п., = 11.,— V.J} йуналишлар мос келсин. ЬфО 
шартдан Хх = а + ib ва Х2 = а — ib илдизлар турлича.

9.5-теоремага кура l j 2 +  т хт 2 + nyti2 = 0. Бунда /,, 
/2, т 1} т 2, пи п2 урнига уларнинг ифодаларини цуйсак, 

и\ + и2 + « 2  + + ч1 + = О
тенгликка келамиз. Аммо бу тенглик факат их = и2 = и3= 
= vx — v2 = va = 0 булгандагина уринли булади. Бундан 
1у = т х = пх =■= 0 экани келиб чикади. Бу эса b ф 0 шарт- 
га зид. Демак, характеристик тенглама комплекс илдизга 
эга эмас.

(9.4) ва (9.5) теоремалардан куйидаги натижалар 
келиб чикади.

9. 1-натижа.  Коадратик формага нисбатан бош 
йуналишга эга булган векторларнинг координаталари щ- 
киций сонлардан иборатдир.

9.2-натижа .  Квадратик формага нисбатан узаро 
тенг булмаган илдизларга мос келувчи бош йуналишлар 
Узаро ортогоналдир.

Характеристик тенглама ечимида учрайдиган айрим 
^олларни куриб чи^амиз.

1-^ол. Характеристик тенгламанинг \амма илдиз­
лари узаро тенг, яъни (9. 26') тенглама уч каррали ил­
дизга эга: X = Хх = Х2 = Xs.

Кейинги муло^азаларда зарур булган ушбу тасди^ни 
курайлик: ха^иций а, Ь, с сонлар орасида ушбу

а + b + с = 0, аЪ + ас + Ьс > О
шарт бажарилса, бундан а — Ь=.с = 0 муносабат уринли 
экани келиб чикади.

Х,акикатан э̂м агар а + b + с — 0 булса,
(а + b + с)2 = а2 + b2 + с2 + 2 (с,Ь + ас + Ьс) = 0 булади. 
ab -+ ас + Ьс > 0 шартга кура охирги тенглик фа^ат а = 
= Ь — с = 0 ^олдагина уринлидир.

Энди (9.26') тенгламани куйидаги куринишда ёзамиз:
—X3 + sx X2 — s2 X + s3 = 0. (9.27)

Бу тенгликда sx = ап + а22 + ах>,

(9.28)
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«31 «32 «33

« 1 1  « 1 2  « 1 3
s3 =  а21 ам о23 (9.29)

Яь Я2, А3 (9.27) тенгламанинг илдизлари булгани учун 
Виет теоремасидан курилаётган Ах = Я2 = А3 ^олда

тенгликларга эга буламиз. Ю^оридаги муносабатлардан

Бунга st ва s2 учун ифодаларни 1̂уямиз:
si  ЗА, =  «ц  +  «22 +  я33 —  ЗА., =  (аи  — A,) - f  («22 —  Я,) +

( « и  —  * i )  (« 2 2  —  К )  +  (« п  —  A ,)(a 3l —  А,) +  (я 22 —  A j) (а33—

Бундан ю^орида келтирилган тасдивда кура ап — Ах = О, 
«22 — ^i = «зз — Aj = 0 ва Й12 = а,3 = а23.= 0 келиб чи­
тали. Энди s, = ЗЯЬ s2 = ЗА,, s.j = А, ни (9.27) га цуй- 
сак, характеристик тенглама куйидаги куринишга келади:' 
—Я3 + ЗЯ1 А2 — ЗЯ2А+Я® = 0 ёки бу тенглама содда
— (А — Ях)3 = 0 куринишга келади.

Юкоридаги муло^азалардан куринадики, агар характе­
ристик тенглама уч каррали А илдизга эга булса, бу о̂л- 
да кв дратик форма

куринишга эга булади. Бу ^олда иккинчи тартибли сирт- 
га нисбатан бош йуналшшш ихтиёрий иккита узаро пер­
пендикуляр векторлар аниклайди, (9.17) тенглама эса 
сферани тасвирлайди.

(9. 30)

Аммо

— Я,) = а212 + а\з + «гз > 0-

F (х, у, г) = Ах2 + At/2 + Аг2 = А (х2 + //2 + г2)

304



2-^ол. Характеристик тенглама илдизларидан икки- 
таси бир хил (тенг) булиши мумкин, яъни

О Ф  = X2 Ф  Х3.
Бу з̂ олда (9.25) система битта ва фа^ат битта чизикли 
эркли тенгламага эга булади. Бунга ишонч з̂ осил ^илиш 
цийин эмас, Айтайлик,

(an — Xi) I +  а12т  + а 1зп = О (9.31)
тенглама " (9.25) системанинг чизикли эркли тенгламаси 
булсин, бу тенгламанинг бирорта {/ь mlt ечимини 
ани^лаймиз. Сунгра {/х, т и п{} векторга перпендикуляр 
булган {/2, т 2, п2} векторни куйидаги системадан аниц- 
лаймиз:

(ait — Ах) /2 а12 т 2 + Я]3 п2 = О,
li l2 + rrii т 2 + «1 «2 = О- 

{/.„ т 3, п3) векторнинг координаталари X = А3 булганда 
(9.25) системадан аншушнади. Лекип бу векторнинг 
координаталарини соддаро  ̂ йул билан >̂ам ани^лаш мум­
кин. Бунинг учун (9.31) тенгламани {/, т , п) ва {au—X, 
а12, a1:t} векторларнинг перпендикулярлнк шарти деб цг- 
раи кифоя. Бундан эса учинчи векторнинг координатаси

s' { а 1 1 -а12 ’ °1з}
экани келиб чикади.

Шундай ^илиб, агар янги координаталар системаси- 
нинг йуналиши топилган векторларнинг йуналиши билан 
устма-уст тушса, у з̂ олда янги координаталар системаси- 
га утилганда квадратик форма куйидаги каноник кури­
нишга эга булади, яъни

ХуХ2 -f- Х2у2 + Х.;г2 = (a;j -J- у*) -f- X3zj.
Бу зфлда (9.17) тенглама билан ифодаланувчи иккинчи 
тартибли сирт айланма сиртдир.

3-^ол. Характеристик тенгламанинг илдизлари хар 
хил: X. ф X ., i Ф  j (яъни узаро тенг эмас).

Бу з̂ олда (9.25) система камида иккита чизицли эрк­
ли тенгламага эга, яъни А матрицанинг ранги 2 га тенг. 
Бунда характеристик тенгламанинг з̂ ар бир илдизига у3' 
аро перпендикуляр бош йуналишлар мос келади.

Демак, бу з̂ олда берилган иккинчи тартибли сирт 1̂ан- 
дайдир учта у^ка эга булган сиртни тасвирлайди.

1-м и со л .  Куйидаги иккинчи тартибли сирт тенгламасини каноник 
куринишга келтиринг:

5 * г - f  7 у2 -f  6 г г — 4дгг - f  4уг —  54 =  0.
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Е ч и ш ,  Характеристик Тенгламани тузамиз:
5 — Я 0 —2
О 7 — Я 2 = 0

—2 2 6 — Я
ёки

Я3 — 18Я2 +  9ЭЯ — 162 =  О,
Бу тенгламанинг илдизлари Яг *= 3, Я2 =  9, Я3 =  6, Демак, сирт 

тенгламаси каноник куринишда ^уйидагича ёзилади:

Шундай ь;илиб, берилган тенглама эллипсоиднинг тенгламасидан ибо­
рат булиб, унинг ярим уклари а — 3 У 2 , b — ]^6, с =  3.

2-мисол.  х2— 2y--{-zi-\-Axy—8лгг+18 =  0 иккинчи тартибли сирт 
тенгламасини каноник куринишга келтиринг.

Е ч и ш ,  Характеристик тенгламани тузамиз:

Тенгламани ечиб, Я! =  Я2 =  —3 ва Я3 =  6 илдизларни топамиз. Бунга 
асосан сиртнинг каноник тенгламаси ^уйидагича ёзилади:

*? А  г?- 3 x 2  _  3^,2 +  6 г 2 +  18 = 0 ёки _ _ i+  _ 1 _  _ i =  t 
1 1 1  6 6 3 '

Демак, берилган сирт бир паллали гиперболоид экан, унинг ярим 
Задари а =  Ь =  )^6, с =  У^З.

2°. Иккинчи тартибли сиртнинг умумий тенгламасини 
каноник куринишга келтириш. (9.17) тенгламанинг чап 
томони хадларнни группалаймиз:

1) сиртнинг квадратик формаси:
«и*2 4- а2гу2 + aJ3z2.+ 2апху 4- 2а1яхг 4- 2а2луг\

2) чизикли формаси: 2 аых + 2 a2i +  2 asiz;
3) озод ?̂ ади: а44.
Бизнинг мацсадимиз, (9.17) тенгламани каноник ку­

ринишга келтириш ва сиртнинг куринишини аниклашдан 
иборат. Бу масалани координаталарни алмаштириш йули 
билан ^ал киламиз. Бунинг учун координата укларини 
шундай бурамизки, укларнинг йуналиши квадратик фор-, 
манинг бош йуналишлари билан устма-уст тушсин.’

Ц у холда квадратик форма куйидаги каноник кури­
нишга келади: -

3*2 4  9j/2 4  6г- — 54 =  0
ёки

1 — Я 2
2 —2 —Я

—4 —2
—4
—2 = 0.

1 - Я



а пх2 +  аг2у2 4  ам г 2 4  2а12 ху +  2 а1я хг +  2 а23 у г =
= Х 1 4- 4* К2у\ 4- ^з21>

2) чизикли форма коэффициентлари узгарган з(олда худ- 
дн шундай чизикли формага утади:

2а 1хх 4  2a2iy 4- 2a4iz =  2\]lXl +  2г)2г/1 4- 2г\яг1 
(14. Иг. ,ча — коэффициентларни з̂ исоблашни мисолда кура- 
миз);

3) озод з̂ ад узгаришсиз цолади.
Шундай цилиб, (9.17) тенглама куйидаги куринишга 

келади:
М ?  + Ку\ + ^з21 + 2М Л + 2\1гух 4- 2 fV i 4-̂ 44 = 0- (9-32)
(9.32) тенгламани соддалаштиришнинг- баъзи ^олларипи 
курнб чицамиз:

а) (9.25) характеристик тенглама илдизларининг би- 
ронтаси з$ам нолга тенг булмасин. Бу з̂ олда (9.32) тенг­
ламани цуйидагича ёзиш мумкин:

- и м + $ ' +  « +  if )’ -
2 2 2

| ^2 | ^3 _ /О QQ\
5=1 "72 +  72 +  72  _  a * f  ( 9 -3 3 )

A j Л2 л 3

R (0, х и у и гх) координаталар системасини координата­
лар боши
Оi ( — —, — —’ — — ) нуктага тушадиган ^илиб параллел
кучирамиз. У  з̂ олда (9.33) тенглама куйидаги куринишга 
эга булади:

х:2 4- Х2 у2 +  Х3 2“ = а44. (9.34)
Бу тенгламада х2, у2, г2 янги координата системасининг 
узгарувчилари.

2 9 9
У  =  Ml М2 , Мз
44 +  Т 2 Г 2 ~Aj А2 дЗ

Агар аи Ф  0 булса, (9.34) тенгламани
V2  , ?  г 2+ Л*. 4. -I2 = 1 (9.35)

«44 «44 а 44

2̂ 3̂
куринишда ёзиш мумкин. а\А = 0 булса, у ,\олда

*2 I/2 г2
_ J_  + _ 1 + _ 1  = 0 (9.36)
l A i  1/^2 1Аа 3Q7

w w w ^ r b i t a ^ U ^ J a ^ j b ^



тенгламага эга буламиз. Энди (9. 34) тенглама ^андай 
сиртни аницлашини текшириб чицамиз. Бунинг учун коэф- 
фициентларнинг ^абул ^илиши мумкин булган барча ишо- 
раларни куриб чикамиз. Текшириш натижасини куйидаги 
жадвалга ёзамиз.

№ \г Я2 3̂ °44
Сиртнинг каноник 

тенгламаси
Сиртнинг 

но ми

1. ± ± ± ±
х2 чг г2 
^  +  =  1 ЭЛЛИПСОИД

2. ± ± ± =Р
х* у2 г2 —  -f —  + —  = _ 1  
а2 Ь2 с2

мав^ум эллип­
соид

3. ± ± ± 0
х2 и2 г2 —  л .у— + —  _  0 
а2 Ь2 с2

ну цт а

4. ± ±
х2 у2 г2 
~  +  77 — ~  =  1 а Ь2 с2

бир паллали 
гиперболоид

5. ± ± =F =F
х2 у 2 г2 

а * + Ь2 ~  с2 = ~ 1
икки паллали 
гиперболоид

6. ± ± 0 - 4- У'  г'  
а2 Ь2 с2

иккинчи тар­
тибли конус

б) характеристик тенглама илдизларидан бири нолга 
тенг, яъни масалан, Х3 = 0, аммо А* фО, к2Ф  О, Ц3 Ф  О 
(9.32) тенгламани цуйидагиаа ёзиб оламиз:

R (О, xlt zt) координаталар системасини координа-
/ Mi Ма а,,\

талар боши Ох I — , — >у_ , — — I ну^та билан уст-
\ 1 2 V-з /

ма-уст тушадиган г̂ илиб параллел кучирамиз. Утиш фор­
мулалари ^уйидагича булади:

xi =  х2+  - j ,  ух=у2+  ( —Г2) ’ г 1 = = г 2 + ( —-^)
Энди янги координаталар системасида сирт тенгламаси 
ушбу куринишни олади:

Ai х\ + Хг у\ + 2fi3 г2 = 0.
т



Бу тенглама А, ва Х2 нинг ишоралари бир хил булганда 
эллиптик параболоидни, уларнинг ишоралари з̂ ар хил бул­
ганда гиперболик параболоидни ифодалайди.

в) характеристик тенглама илдизларидан бири нолга 
тенг, яъни масалан Х3= 0, аммо А1=5̂ 0Д2=т̂ 0,|иа=0. Бу о̂л- 
да сирт тенгламаси куйидаги куринишда булади:

/ цА2 ( иЛ2 И,2 „ „
1̂ *̂1 + £~J +^'2^'/l+^2j ~  ^~+fV^2 aiV

Агар . H i . iii
x' + K ~  *2’ lJl + К  ~~ J i

ва
U 2 LI2M . r2 >
Г- + Г--- 41 — %1 -2

десак, у холда тенгламанинг куриниши
х\ + 2̂ У] — а44 (9.37)

булади. Озод а̂д а ф  0 булса, (9.37) тенгламанинг ку­
риниши

х2 у2
~ПТ + ~ П Т  = 1. (9.38)
fl44A l

агар a'4i = 0 булса, у ^олда (9.37) тенгламанинг куриниши
*2 у1
2 • 2 = 0  (9.39)lA i n 1А

булади. (9.37) тенглама коэффициентларининг ишорала 
рига караб, куйидаги сиртларни тасвирлайди.

№ *1 °44
сиртнинг каноник 

тенгламаси Сиртнинг номи

1. ± ± ±
х'г у2
J F  +  ¥  =  1 эллиптик цилиндр

2. ± ± +  ' Ml
а2 +  Ьг ~

мав^ум эллиптик 
цилиндр

3. ± ± 0
X2 у“ 

а“  +  ̂ = °

зодиций у|да эга 
булган мав^ум те­
кисликлар жуфти

4. ~ ± ± £ - * -  =  ± 1  
а2 &2

параболик цилиндр

5. ± =F 0
х'“ у2 
а2 ~  Ь* ~

узаро кесишувчи 
текисликлар жуфти
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г) характеристик тенгламанинг иккита илдизи нолга
тенг булсин, яъни = 0, кхФ О ва цг ф 0. У >̂ол-
да (9.32) тенгламани

-j- j i j  +  2/г2 |iJi + + 2[х3гх — 0

куринишда ёзиб оламиз. R  (0, х, у, г) системанинг коор­
динаталар бошини) — , 0] ну^тага куйидаги

* ! = *2 — Г ’ у* = ?1 -  г2*■1 Мг
формулалар ёрдамида параллел кучирамиз. Бу ^олда сирт 
тенгламаси

U 2 +  2 цгу2 +  2,11̂ 2 = О 
куринишга келади. Бу системанинг у^ларини куйидаги 

Ш#' — Ц»г' . ц3у' + [х2г'
*2=*'» Уг = у  ц2 о. J42 z2 = |/'и2 + М2

формулалар ёрдамида /? (О, хь  г/ь zt) координаталар сис­
темасининг Оххх ук;и буйича маълум бурчакка бурамиз. 
Натижада куйидаги тенглама ^ссил булади:

Ххх2 + 2 } j-ij -j- Из у’ — 0.
Бу тенглама ясовчиси Oz' увда параллел булган парабо­
лик цилиндрни ифодалайди.

д) характеристик тенгламанинг иккита илдизи нолга 
тенг булсин, яъни

А,2 =  Я3 =  0, Ах ф  0 ва f ix =  jli2 =  0. 1

Бу ^олда (9.32)̂  тенглама куйидаги куринишга келади:
(  Hi\2 и2

к2 ^  j  + аи  — — = 0.

Координата у^ларининг йуналишини узгартирмасдан
Hi
V

Уг = Уи 
Z2 ~  Z\

И? ,формулалар ердамида аи — —-=а4 белгилаш киритиб,сис-
темани параллел кучирсак, сирт тенгламаси Ягдс| + а’и =0 
куринишэди олади. Бу тенглама <  0 шартда бир жуфт
310
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^аки^ий текислисни, >0 шартда эса бир жуфт мав^ум 
текисликни ва a4i = 0 шартда эса устма-уст тушувчи ик­
ки текисликни ифодалайди.

Демак, (9.17) тенглама коэффициентларига ка раб ку­
йидаги сиртларии ифодалаши мумкин: 1) эллипсоид (оддий, 
мав^ум); 2) гиперболоид (бир паллали, икки паллали); 3) 
параболоид (эллиптик, гиперболик); 4) цилиндр (̂ ациций, 
мав^ум); 5) конус (̂ а^икий мав^ум); 6) узаро кесишувчи 
текисликлар (̂ а^иций ёки мав.̂ ум).

М и с о л .  куйидаги иккинчи тартибли сирт тенгламасини каноник 
куринишга келтиринг: 2х2+2у2+3г'3+4ху+2хг+ 2уг—У  6 х-\-бУ3 у—
— 5 У  2  г — 3 =  0.

Е ч и ш ,  Характеристик тенгламани тузамиз:
2 — I  2 1
2 2 —  Х 1 = 0,
1 1 3 — I

Бундан =  2, Х2 =  5, =  0 ни топамиз, Энди характеристик тенг­
ламани куйидаги куринишда ёзамиз:

(2 —  А) I +  2т  + п =  0,1 
21 +  (2 *— X) т  п =  0,}

/ -j- от +  (3 — к) п =  0.J 
Бунда К =  Ху =  2 десак, у ?;олда

2/и + п = О,
21 + )

I  “ р  t n  - f -  J

системага эга буламиз, Бу системанинг тривиал булмаган ечими /=  1,
т — \, п — — 2 булади. Демак, ах =  {1, 1, —2} вектор бош йуна- 
лишни ани^лайди.

Энди к =  Х2 =  5 десак,

—3/ 4  2т  *f" я 
21 — 3 от 

I +  т  ■
системага эга буламиз, Бу системанинг тривиал булмаган ечими 1= 1,
m — l, п =  1, Демак, а2 =  {1, 1, 1} вектор иккинчи бош йуналиш- 
ни аницлайди. ,

Ни^оят, % =  %3=  0 десак,
21 + 2т + п =  0 , '
21 +  2т + п =  0,
I от + Зп = 0

системага эга буламиз. Бу системанинг тривиал булмаган ечими I =  1,
отт=— 1, п =  0 булади. Демак, аэ =  {1, — 1, 0} вектор учинчи бош 
йуналишни аницлайди.

Бош йуналишларга мос бирлик векторлар куйидагича булади:

S . - l - L . - L .  - - L ) .
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•/7 =  0, }
■ т  4- п =  0 J

п+ п = 0 ,) 
т  + п = 0, >
— 2/1 = 0 J
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Демак, буларга асосан координаталарни алмаштириш формулаларини 
ёзамиз:

1
+

1 2
Уб *1 Уб 2/i —

j / ( T  ? 1 ’
1 Xi 1 1

£ i  +
1

Уз “Г У З Уз
1 1

У2 X l У 2 2/1-

Берилган тенгламанинг чизикли формаси озод ^ад билан бирга цуйи- 
дагича ёзилади:

- V 6  х+6 УТу - 5 У 2 г - 3  =  - У б ^ х 1 +  ^ у 1- ф  г^+

+61/3(w+w^+wгг )~5V2 iwXi~wyiy
—3 =  10r/i + 8 гх — 3.

Унинг квадратик формаси эса 2х?-j-5у? куринишга эга, Шундай 
^илиб, берилган тенглама

2x2 _j_ 5̂ 2 -j- 10ух -f- 8?! — 3 =  0

куринишга келди. Бу тенгламани яна ^уйидагича ёзиш мумкин:

2x̂  + 5 (У1 + 1)2 + 8 (?1-1) = 0.

Энди координата з^ларининг йуналишини узгартирмай, хх — х2, ух =  
=  2/2 — 1, ?i =  г2 +  1 формулалар ёрдамида R  (Оь  хи уи Zi) систе- 
мани уз-узига параллел кучи'рсак,

2^ ~Ь + ®г1.= О

ни ^осил нилиш мумкин. Бу сирт эллиптик параболоиддир.

9- бобга дойр машцлар
—-V —>-

1. R* да F  ( х > х) =  х2 —  3г2 +  4ху — хг квадратик форманинг 
матрицасини ёзинг.



Жавоб:

1 2 — .

2 О

- 4 »

2 
О

— 3

2. R 4 ва R 6 да квадратик форманинг

Г  о ^0 з -j j-

а) | i- 0 - 2 б)

L —2
1

-1 О
О 2J Г .

— 1 
2 

—1 
1
2

1 —1
-1 1 1

J
матрицалари берилган. Квадратик формани ёзинг,

Жавоблар:

а) F  ( ~х, ~х) =  — г3 4  2i2 4- ху 4  6*г — 2(/г;

б) F  (j£ Т ) = *2 4- 2̂ 2 — 4г2 +  5и2 — 2ху + 2л;г — 2л;г — 2уг 4
4- 4уи + 2гы 4- бгм.

3. Ортонормалланган базисда куйидаги квадратик формаларни ка­
ноник куринишга келтиринг:

а) 2 х2 +  у2 — 4*(/ — 4(/г;
б) Зх2 4  4г/2 4- 5г* 4  4«/ — 4(/г.

Жавоблар:

а)

4*2 4  г/2 _  2гг.
* + ! ' ■

б)
7^ + 4//2+г2.

?i
2* 4 _  {/' • г,

у + з г'

y + k '
4. Ушбу ГЗ 2 0"

; б)
Г 2 2 — 3'

а) А = 2 4 — 2 2 5 —4
0 —2 5. —2 - 4 5.

матрицалар берилган. А — Q 'fiQ, Л х =  Q 'BQ муносабатлардан Q па
В  матрицаларни топинг, бу ерда Q 
W,

ортогонал И — диагонал матри-
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Жгвобл ар 

a) Q =

-2 2 1
f 3 3
2 1 2
з" 3 3
1 2 2

-3 3 з J
б) 

Q = ~^У5  -± У 5
| V T

L-3

В =
10  0
0 4 О
0 0 7

В =
1 0  0 1 
О 1 о 1 
О 0 10

5. F  ( х, х) =  Зх2 +  2(/2 -f- г2 -{- 4х# -(- квадратик формани ка­
ноник куринишга келтиринг.

Жавоб. F  =  2*2 _  у '2 5 г2 ,

6. Куйидаги иккинчи тартибли эгри чизиь; тенгламаларини кано* 
ник куринишга келтиринг:

а) 5ха +  8ху +  5г/а — 18х — 18у +  9 =  0;
б) 17ха +  \2ху +  8уг — 20 = 0;
в) *2 —  6х# +  9уг +  10* +  70у — 0; г) Зх2 -j- \ху -f 2х— 4у — 9=0.

Жавоблар.

а)
1 1

в) t/з = У  ю х1;
i l ‘ = i.

7. Куйидаги сиртларнинг умумий тенгламаларини каноник кури­
нишга келтиринг:

а) 8х2 +  4у* +  5г’ — 44х — 2г +  29 =  О,
б) 4ху + у* + 4уг +  2г2 —  4х — 2у —  5 =  О,
в) (х — 1) (у +  1) (г+  1) — хуг = О,
г) х2 +  2ху +  2хг +  3у 2 —  2уг +  Зг2 — 4х +  5у +  5г -f 13 =  О,
Д) yt _  г2 4ху +  4хг — 6х -  12у +  18 =  0.
Жавоблар-

а) +  ^  +  б) 4х2 +  г/2 - 2 г 2 - 8  =  0> b ) 2 x2 - j/2_

- * 1  +  J  =  О, Г) г*х+ +  3 У б "=  0, д) х \ - У \  =  2?1.
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ФОЙДАЛАНИЛГАН СИМВОЛЛАР К^РСАТКИЧИ
./

сф- — келиб чикади 
< —> — тенг кучли 
«Д » — «ва», конъюнкция 
« V »  — «ёки», дизъюнкция 
g — «мавжуд» 
у  — «^ар ^андай»
{ А , В } — А ва В  элементли туплам
0  — б^ш туплам
(АВ), i  — AB  ёки I тугри чизи^
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\АВ\ — АВ  кеСма 
[ 45], I — АВ  ёки I нур
\АВ\, d {А, В ) — А ну^тадан В  ну^тагача булган масофа ([-4В] 

кесманинг узунлиги)
А £ /, А £ Т  — нукта I турри чизикда, Т  текисликка тегишли 
1А белги ^ам А нуцта I турри чизиеда тегишли булишини билди

Ради
A (t I — А нукта I турри чизикка тегишли эмас 
/ сг Т  — турри чизиедаги нуцталар туплами Т  текисликдаги ну^- 

талар тупламининг цисмидир
Ф х сг ф — фигура Ф  фигуранинг {̂ исм туплами (кисми)
Ф х $ £ Ф — Ф,  фигура Ф  фигуранинг I ^исм туплами (^исми) эмас
Фх = Ф 2 — п\ ва Ф 2 фигуралар устма-уст тушади
Фх = Ф г — Ф х ва Ф 2 фигуралар конгруэнг
Фх (J Ф 2 — Ф [ ва Ф 2 фигуралар бирлашмаси
Фх Л Ф» — Фх ва Ф 2 фигуралар кесншмаси
(.4, В) — А ва В  ну^таларнинг тартиблашган жуфти
а, АВ  — вектор
О, А А — ноль вектор
И , \АВ\ — векторлар узунлиги
f t  — йуналишдош (нурлар ёки векторлар)
I I  — ^арама-^арши йуналган 
f  1°!г  — fi ва /2 алмаштиришлар композицияси 
(ABC), (Т ) — А, В , С нуцталар ор^али утувчи текислик 

✓•ч

(а, Ь ) — векторлар орасидаги бурчак 

(/i> У  — турри чизщлар орасидаги бурчак
А

(Ть T'i) — текисликлар орасидаги бурчак
✓-ч

(/, Т) — турри чизиц ва текислик орасидаги бурчак 
R  — ^аки^ий сонлар туплами 
R ’ — чизикли фазо 
R n — п улчовли вектор фазо

— п улчовли Евклид фазоси 
В//— Кронекер символи

f :R n -+ R m — чизикли акслантириш 
cp‘.Rn -+Rn — чизикли оператор 
F .R n ->-Rn — чизикли форма 
Р  — майдон
ф: А -*■ А — аффин алмаштириш
а ■ b, AB-CD — векторларнинг скаляр купайтмаси
а X  Ь, АВ  X  CD — векторларш^нг вектор купайтмаси
f~ 1 — тескари акслантириш
Е  - айнан акслантириш
п_  — параллел кучириш. а

316



М У Н Д А Р И Ж А

С)?з б о ш и ........................................................................................ 3
I К и с м. А Н А Л И Т И К  ГЕО М ЕТ РИ Я

I- боб. Дегерминантлар назариясининг элементлари
1- §. Иккинчи тартибли детерминантлар. Иккита биринчи тар­

тибли икки номаълумли тенглама системаси......................  5
1°. Иккита биринчи тартибли бир жинслимас тенглама сис­
темаси (5). 2°. Иккита биринчи тартибли бир жинсли тенг­
лама системаси (9). 3°. Системаларни график усулда
ечиш (9).

2- §. Иккита биринчи тартибли уч номаълумли бир жинсли тенг­
лама системаси.....................................................................  11

3- §. Учинчи тартибли матрицалар ва детерминантлар . . . .  15
4- §. Минорлар ва алгебраик тулдирувчилар.......................... 20
5- §. Ъ'чта биринчи тарти.'ли уч номаълумли бир жинслимас

тенглама системаси .................................................................  22
6- §. Учта биринчи тартибли уч номаълумли бир жинсли тенг­

лама системаси.........................................................................  26
7- §. п- тартибли детерминантлар хацида................................. 28
8- §. п та номатлумли п та чизикли тенглама системасини де-

терминантлар ёрдамида е чи ш ............................. .................. 31
1- бсбга дойр маищлар ........................................................... 33

2-боб. Аналитик геометриянинг асосий тушунчалари
9- §. Вектор. Асосий тушунчалар............................................ 37

10-§. Векторларни ^ушиш ва айириш...................... ...  39
II-§. Векторни сонга купайтириш.............................  44
12- §. Чизицли богли^ ва чизицли эркли векторлар . . . . . .  48
13- §. Декарт координаталар системаси....................................  51

1°. Тугри чизш-;даги йуналиш (51). 2°- Векторнинг у^даги 
проекцияси. (53) 3°. Векторнинг координаталари (56).

14- § Икки нукта орасидаги масофа. Кесмани берилган нисбатда
б ул и ш .......................................................................................  59

15- §. Текисликда цутб координаталар системаси......................  63
16-§. Векторлар устида навбатдаги амаллар.............................  65

1°. Векторларни скаляр купайтириш (65). 2°. Скаляр купайт­
манинг Декарт координаталар системасидаги формуласи (68).
3°. Икки векторнинг вектор купайтмаси (71). 4°. Вектор 
купайтмани механикага татбиц этиш (76). 5°. Векторлар­
нинг аралаш купайтмаси (78). 6°. Скаляр, вектор ва аралаш 
к>'пайтмаларнинг татби^лари (80) 

л 2- бобга дойр машцлар..................................... .... ................ 8S
3-боб. Текисликдаги биринчи ва иккинчи тартибли чизиклар
17- §. TyfpH чизицнинг бурчак коэффициентли тенгламаси . . 90

1°. Биринчи тартибли чизиклар ^а^идаги асосий теорема (91)
2°. Тугри чизикнинг кесмалардаги тенгламаси (92)

www.Orbita.Uz kutubxonas:

http://www.Orbita.Uz


18- §. Т^гря чизикнинг нормал тенгламаси . . . .
19- §. Ну^тадан турри чизищача булган масофа......................
20- §. Икки т5’рри чизи^ орасидаги бурчак .................................
21-§. Берилган ну^тадан берилган йуналиш буйича 5'тувчи тур­

ри чизиц тенгламаси . . . .  ...............................................
22- §. Иккинчи тартибли чизиклар .........................................

1°. Айлана (100). 2°. Эллипс (102). 3°. Каноник тенгламаси 
буйича эллипс шаклини текшириш (103). 4°. Гипербола 
(108). 5°. Каноник тенгламаси буйича гипербола шаклини 
(графигини) текшириш (109). 6°. Парабола (114). 7°. Пара- 
боланинг эксцентриситети ва директрисаси (116). 8°. Иккин­
чи тартибли чизи^ларнинг ^утб координаталардаги тенгла­
маси (117).

23- §. Декарт координаталар системасини алмаштириш . . . .
3- бобга дойр машцлар .................................................................
4-б о б. Фазода текислик ва турри чизи^
24- §. Фззода текислик....................................................... ...

1°. Текисликнинг умумий тенгламаси (129). 2°. Текислик­
нинг координата ^цларига нисбатан жойлашуви (130). 
3°. Уч текисликнинг узаро жойланиши (132).

25- §. Текисликнинг нормал тенгламаси. Ну^т*адан текисликкача
булган масофа................................................... ...

26- §. Уч ну^та ор^али Утувчи текислик тенгламаси...............
27- §. Икки текислик орасидаги бур чак .....................................
28- §. Фазода тугри ч и з щ ..........................................................

1°. Турри чизикнинг вектор тенгламаси (140). 2°. Тугри 
чизикнинг параметрик ва каноник тенгламалари (140). 3°. Бе­
рилган икки ну^та ор^али утувчи турри чизиц тенгламаси 
(145).

29- §. Икки турри чизи^ орасидаги бурчак..................................
30-§. Турри чизиц билан текислик орасидаги бурчак . . . .  .
31-§. Тугри чизи^ билан текисликнинг кесишиши..................

1°. Икки турри чизикнинг бир текисликда ётиш шарти (149)
4- бобга дойр м аищ лар ..................................................................
5- б о б. Иккинчи тартибли сиртлар
32- §• Иккинчи тартибли сиртнинг умумий тенгламаси.............

1°. Айланма сиртлар (156). 2°. Цилиндрик сиртлар (158) 
3°. Конус сиртлар (159). 4°. Эллипсоид (100). 5°. Гипербо- 
лоидлар (164). 6°. Параболоидлар (167). 7°, Иккинчи тар­
тибли конус (170).

5- бобга дойр машцлар
т I КИСМ. ЧИЗИ КЛИ  А Л ГЕБ РА  ЭЛ ЕМ ЕН Т Л А РИ

6-6 о б. п улчовли вектор ва чизицли фазолар
33-§. Асосий тушунчалар ва таърифлар . . . ., . . . .  . . . 

1°. Дастлабки муло^азалар (175). 2°. Чизикли фазонинг 
таърифи (177). 3°. Чизшуш фазонинг улчови (179), 4°. Чи- 
зицли фазонинг руисм фазолари (181).

34- §. Евклид фазоси ...................................................................
1°. Метрик тушунчалар (183). 2°. Евклид фазосининг таъри­
фи (186). 3°. Ед да ортонормалланган базис (188),

6- бобга дойр маищлар



35. §. Матрицалар алгебраси.......................................................
1°. Асосий таъриф ва тушунчалар (195). 2е. Матриц* гц...
цушиш ва сонга купайтириш (197). 3°. Матрицадам к 5 нал 
тириш (198). 4°. Детерминантларни купайтириш (201), 5". 
Транспонирланган матрица (202).

36- §. Тескари матрица хакида т у ш у н ч а .....................................
37- §. Чизикли тенглама системаси............................................
38- §. Матрицанинг ранги...............................................................
33-§. Матрицанинг ранги билан базис векторлар орасидаги бок-

ланиш ........................................................................................
40- §. Чизикли тенгламалар системасини номаълумларни кетма-

кет йуцотиш усули билан ечиш . 1 .....................................
Г .  Гаусс усули (221). 2°. Гаусс-Жордзно усули (227).

41-§. Чизикли тенгламалар системасининг ечими ^ацидаги баъзи
теоремалар ................................................................................
Г .  Бир жипслимас система ечимининг мавжудлиги вдида 
(228). 2°. Биргаликда системалар (229). 3°. Ечимларнинг 
фундаментал системаси (233). 4°. Матрицалардан тузилган 
полпномлар (купхадлар) (238).

42- §. Чизикли тенгсизликлар системаси...................................
1°. Бошлашич тушунчалар (241). 2°. Тенгсизликлар сис­
темасининг манфий булмаган ечимлари (243),

7-бобга дойр м аи щ л ар .............................................................. ...
8-б о б. Чизицли операторлар
43- §. Чизицли акслантириш..........................................................
44- §. Чизикли оператор туш унчаси............................................

Г .  Чизицли операторлар туплами Н (Rn, /?")нинг хоссала- 
ри (265). 2°. Чизикли махсусмас оператор (266). 3°. Чизи^- 
ли операторларни берилган базисда пфодалаш (268) 4°. Чи- 
зшуш операторнинг турли базислардаги матрицалари ораси­
даги бояланиш (271). 5°. Чизикли операторнинг хос вектор­
лари ва хос сонлари (276). 6°. Хос векторлари базис ташкил 
киладиган чизикли операторлар (278).

8- бобга дойр м а и щ л а р .................................................................
9-боб.  Квадратик формалар
45- §. Чизикли ва бичизикли формалар....................................

1°. Чизикли формалар (284). 2°. Поличизикли формалар (285). 
3°. Бичизикли формалар (286).

46- §. Квадратик формалар..........................................................
1°. Бичизикли ва квадратик формалар орасидаги мослик (289). 
2°. Квадратик формани каноник куринишга келтириш (290)-

47- §- Иккинчи тартибли эгри чизикнинг умумий тенгламасини
каноник куринишга келтири и ................................................

48- §. Иккинчи тартибли сиртшшг умумий тенгламасини кано­
ник куринишга келтириш...................................................  .
1°. Маркази координаталар бошида булган иккинчи тартиб­
ли сирт тенгламасини каноник куринишга келтириш (299). 
2°. Иккинчи тартибли сиртнинг умумий тенгламасини кано­
ник куринишга келтириш (306).

9-бобга дойр маищ лар ............................. ... .................................
Ф  ойдаланилган адабиёт...........................................................
Фойдаланилган символлар курсаткичи.................................

i

7-б о б. Матрица ва чизикли тенгламалар системаси
1 и*.

201 
• ОМ 
212
2 |N 
221

228

241

246

255
264

284

285 

288

293

299

312
315
315
319

www.Orbita.Uz kutubxonasi

http://www.Orbita.Uz


На узбекском языке 
Ш А Д И ЕВ  ТИ Л А ВО Л Д И  Ш А Д И ЕВИ Ч

АНАЛИТИЧЕСКАЯ ГЮ М ЕТ РИ Я  
И ЛИНЕЙНАЯ А Л ГЕБРА

Учебник для втузов

Ташкент щитувчии ~  1984

Редактор У . Кусаное 
Расмлар редактори С. Соин 
Тех редактор Т. Грешникова 
Корректор Ж - Иуриддинова

ИБ Ко 2592

Теришга берилди 10.11.83. Босишга рухсат этилди 18.04.84. 
Формат 84xl08/w . Тип. к;оро»и N2 3. Литературная гари. 
Кегли 10, 8 шпонсиз. Юкори босма усулида босилди. 
Шартли б. л. 16,80. Шартли кр.-отт. 16,8. Нашр. л. 16,35. 
Тиражи 4000. Зак. 2651. Ба,\оси 1 с.

«УХитувчи» нашриёти. Тошкент, Навоий к^часи, 30. Шарт- 
нома 9—144—82.

Узбекистон нашриётлар, полиграфия ва китоб савдо- 
си ишлари Давлат комитети Тошкент «Матбуот» полигра­
фия ишлаб ч одарит бирлашмасининг Бош корхонасида те- 
рилиб, 2-босмахоиасида босилди. Янгий^л, Самарканд куча- 
си, 44. 1984 й.

Набрано на головном предприятии, отпечатано в типог­
рафии № 2 ТППО «Матбуот» Государственного комитета 
У з  по делам издательств, полиграфии и книжной тор­
говли. Янгиюль, ул . Самаркандская, 44.




