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" KIRISH

Mazkur o‘quv qo‘llanma ”Algebra va geometriya” fanidan “5140200-
Fizika”, "5140400 - Astronomiya” va 5141500 - Tibbiyot fizikasi” ta'lim
yo‘nalishiari uchun mo‘ljallangan bo‘lib, birinchi va ikkinchi semestrlarda
o'qitiladi. O'quv qo‘llanma Matematika fakultetining ” Algebra va funksional
analiz” va "Geometriya va topologiya” kafedralari professor-o‘qituvchilari
tomonidan tayyorlangan. " Algebra va geometriya” o‘quv qo‘llanmasini tay-
yorlashda. yetakehi xorijiy OTMlar o‘quv dasturlarining asosiy adabiyotlar
ro‘yxatiga kiritilgan Kenneth Kuttler "Elementary linear algebra”, David
Cherney, Tom Denton and Andrew Waldron " Linear Algebra”, Fuzhen Zhang
"Linear algebra”, Izu Vaisman " Analytical Geometry” adabiyotlardan foy-
dalanildi. ”Algebra va geometriya” o'quv qo‘llanmasi analitik geometriya,
oliy va chiziqli algebra bo‘limlaridan iboratdir: matritsalar va determinant-
lar, chiziqli tenglamalar sistemalari, kompleks sonlar, ko‘phadlar, chizigli fa-
zolar, chiziqli almashtirishlar, kvadratik formalar, vektorlar algebrasi va te-
kislikda to‘g'ri chiziq, ikkinchi tartibli chiziglar nazariyasi va ikkinchi tartibli
sirtiar nazariyasi o‘rganiladi. "Algebra va geometriya” fani deyarli barcha
fanlar bilan bog'liq, ko‘p fanlar uchun asos bo‘lganligi uchun asosan birinchi
va ikkinchi kurslarda o‘qgitiladi. Mazkur o‘quv go‘llanma talabalarni matem-
atikaning zaruriy ma'lumotlari majmuasi (tushunchalar, tasdiglar va ularning
isboti, amaliy masalalarni yechish usullari va boshqalar) bilan tanishtirish
hamda matematika yo‘nalishlarining uzviy bog'ligliklarini o‘rgatishda muhim
vosita bo'lib xizmat qiladi.

O'quv gollanmani tayyorlashda katta hissa qo‘shgan O‘zbekiston Milliy
universiteti algebra va funksional analiz, hamda geometriya va topologiya
kafedrasi professor-o‘qituvchilari f.-m.f.d., professor B.A.Omirov, {.-m.f.d.,
professor A.X.Xudoyberdiyev, f.-m., PhD F.X.Xaydarov, f.-m.f.n., dotsent
J.O.Aslonov va katta o‘gituvchi A.N.Zoyidovlarga mualliflar o'zlarining min-
natdorchiligini bildiradi. Shuningdek o‘quv gollanmaning taqrizchilari
f-m.f.d., professor R.B.Beshimov va f-m.f.n. dotsent Sh.T.Pirmatovlarga
gimmatli maslahatlari uchun mualliflar o‘zlarining minnatdorchiligini
bildiradi.

Qo‘llanma birinchi marta chop gilinayotgani uchun xato va kamchiliklar
bo'lishi mumkin. Xato va kamchiliklar haqidagi fikr va mulohazalaringizni
ramz3364647@yahoo.com elektron manziliga jo‘natishingiz raumkin.



I BOB MATRITSALAR VA DETERMINANTLAR

1-§. Matritsalar va ular ustida amallar

1.1-ta'rif. m ta satr va n ta ustundan iborat bo‘lgan quyidagi
to‘rtburchakli jadvalga

ayy @12 ..- Qn \
A= azy Q22 ... Qza (1)
Qnl @2 - Ama /
matrisa deyiladi.
Odatda A matrisani quyldag1 ko‘rinishda ham yozish mumkin:
A=(ai;), i=1,m, j=1n. (2)
Bu yerda a;; sonlar matritsaning elementlari deb ataladi. Agar a;; €

R (a;; € C) bo'lsa A matritsa hagigiy (kompleks) elementli matritsa deyiladi.

Satrlari soni ustunlari soniga teng bo‘lgan, ya'ni m = n bo‘lgan matritsa
n-tartibli kvadrat matritsa deb ataladi. m ta satr va n ta ustundan iborat
barcha matritsalar to‘plamini Mp (K) orqali belgilanadi, bu yerda matritsa
elementlari haqigiy yoki kompleks bo'lishiga qarab, K = R yoki K = C
bo‘ladi. Barcha n-tartibli kvadrat matrisalar to‘plami esa M,(K) orqali bel-
gilanadi.

Mos satr va ustun elementlari teng bo‘lgan bir hil tartibli matritsalar teng
matritsalar deyiladi.

1.2-ta’rif. Berilgan A matritsaning satrlarini ustunlari, ustunlarini satr-
lari bilan almashtirisbdan hosil bo‘lgan matritsa A matrisaga transponirlan-
gan matritsa deyiladi va AT kabi belgilanadi, ya'ni

2 a2 ... Q1a 3 ay) a1 .. Gmy \
Q. a PP /£ a a. .- a
A= 2,1 2,2 2,n bo‘lsa, AT — | 912 G322 m,2
\ @nl @m2 - Qi / Qn Q2n - Qngn /

Endi matritsalar ustida amallarni aniqlaymiz. Matritsalarni qo‘shish amali
bir xil tartibli matritsalar uchun aniglanadi.
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1.3-tarif. A, B € My ,(K) matritsalarning yig‘indisi deb, bu mat-
ritsalarning mos satr va ustun elementlarini qo‘shish natijasida hosil bo‘igan
m X n — tartibli matritsaga aytiladi.
Agar
a,r a2 - Qa \- { b1y bia .. big
A=| @1 %2 - e | g a1t b2 ... byg

m1 @m2 - Gmn \ bmi bm2 ... b/
ko‘rinishda bo‘lsa, u holda
[ an+biy ai2+bz ... ain+tbia
A+B=]| @itbu eatbr .. ain+tbin (3)
@m) +bni @mz2+bma ... @upn+ bmn

bo‘ladi.
1.4-xossa. Ixtiyoriy A, B,C € My (K) matritsalar uchun quyidagilar
o'‘rinli:

1. A+ B=B+A;
2. (A+B)+C=A+(B+C).

Barcha elementlari nollardan iborat bo'lgan matritsa neytral (nol)
matritsa deyiladi. A € My ,(K) matritsa uchun qarama-qarshi matritsa
quyidagi matritsadan iborat:

—a;) Tq12 ... —Q1a
o i —ag1 =—0a22 .. —Q2a
—Qm1 —Om2 --- —CQmn

1.5-ta’rif. Ixtiyoriy A € M, o(K) matritsani A € K soniga ko'paytmasi
deb quyidagi matritsaga aytiladi:

/ /\al‘l A(ll‘z /\al',. \ ) i
)\A = )\0.2‘1 /\az'g o0 /\ag‘n
% /\0.,-,\‘1 /\am|2 ,\a,,,_,,
Endi matritsalarni ko’paytirish amalini kiritamiz. Ikkita matritsaning
ko‘paytmasi faqat birinchi matritsaning ustunlari soni ikkinchi matritsaning
satrlari soniga teng bo‘lgan holdagina aniqlanadi.
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1.6-tarif. A € Mna(K) va B € M, (K) matritsalarning ko‘paytmasi
deb, shunday A- B matritsaga aytiladiki, uning i—satr va j—ustunida turgan
elementi A matritsaning i—satridagi va B matrisaning j--ustunidagi mos

elementlari ko'paytmalarining yig'indisiga teng, ya'ni A - B matritsaning
elementlari

aabij + agbyj + ... + Qinbnj, 1 A<M, 1 <5< s (4)

yig‘indidan iborat.

Berilgan ta'rifdan ko'rinib turibdiki, A € M »(K) va B € M, (K)
matritsalarni ko'paytirish natijasida hosil bo‘lgan A- B matritsa m x s-tartibli
matritsa bo‘ladi, va'ni A- B € Mp, (K).

1.7-xossa. Ixtiyoriy A € K, A va B matritsalar uchun quyidagilar o nnh
a) AA=A-

by A+ pu)-A=A-A+p- A

) (A-p) A=A (u A);

d)1-A=A-1=

e)A-(A+B)= ,\ A+)\ B

f)(A-A)-B=A-(A-B)=AX-(A-B).

Quyidagi xossada matritsalarni ko'paytirish amali assotsiativlik qonuniga
bo‘ysunishini ko‘rsatamiz. Ko‘paytmaning ta'rifidan ma’lumki, A, B va C
matritsalar uchun (A - B) - C ko‘paytma ma’noga ega bo'lishi uchun birinchi
matritsaning ustunlari soni ikkinchi matritsaning satrlari soniga, ikkinchi
matritsaning ustunlari soni esa uchunchi matritsaning satrlari soniga teng
bo‘lishi kerak. Ushbu holatda A - (B - C) ko‘paytma ma’noga ega ekanligini
ham ko’rish giyin emas.

1.8-xo0ssa. A € My (K), B € M, ;(K) va C € M, (K) matritsalar uchun

(A-B)Y-C=A-(B-C)
munosabat o‘rinlidir.
Isbot. Aytaylik, A = (ai;), B = (b;;) va C = (¢; ;) bo'lsin, u holda

AB=U=(uy,),i=1I,m,j=15;

BC=V = (vy)i=1,n,j =11
(AB)YC =P =(pi;),i=1,m,j=T17;
ABCY=Q=(gi3),i=1,m,j=T1,t.

ko'rinishida yozib olamiz. Ta’rifdan quyidagi tengliklar kelib chigadi:

n 8
Uiy = E aixbir, vk = E bric1 -
k=1 =1

—
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Natijada
P=UC, @Q=AV
tengliklarga ko‘ra

s L] n
F= D waci=p Y airbiic,
{=1

=1 k=1

n n 3
j= E Qi kVkj = E E a; kb o 5.
k=1

k=1 =1
Demak, barcha i = j = T, 7 lar uchun p;; = ¢;; tenglik o'rinli ekan, ya'ni

(A-B)-C=A-(B-C).

Misol 1.1. Quyidagi matrisalar berilgan bo‘lsin:

2 3 3 4
A—(_5 7)vaB—<6 5).

5 7
aen=(3 )

Ao 23436 2:443.5 ) (2423
=\ -5.3+7.6 —5.447.5) "\ 27 15 /"

Matrisalarni ko‘paytirish quidasidan ma’lumki, A € Mp,(K), B €
Mo o(K) bo'lib, m # s bo‘lsa, u holda A - B ko'paytmani aniqlash mumkin,
lekin B - A ko'paytmani aniqlab bo‘lmaydi. Agar m = s # n bo'lsa, A- B
va B - A ko‘paytmalar aniglanadi, lekin ularning tartiblari har xil, ya'ni
A-B € M, (K), B-A € M,,(K) bo‘lganligi uchun ular teng bo‘lmaydi.
m = s = n bo'lgan holda A - B va B - A matritsalar bir xil tartibli bo‘lishiga
qaramasdan, umuman olganda ular teng bo'lishi shart emas.

Misol 1.2. Bizga A = ( _2 3) va B = (3 4 ) matritsalar berilgan

U holda

57 6 5
bo'lsin.

4.po( 23436 24435\ _[2 8\
=\ -5.3+7.6 -5-4+7.5) "\ 27 15

_(3-2+4-(-5) 3-3+4: 7\ {—14 37\
\6-2+5-(-5) 6-3+5.7 ) =\ -13 53 )
Demak, matritsalarni ko'paytirish amali kommutativ emas, ya'ni A- B #
B- A.

B-A=
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Endi A, B € Mna(K), C € M (K) matritsalar uchun kiritilgan qo‘shish
va ko‘paytirish amallarini bog‘lovchi distributivlik shartini o‘rinli ekanligini
ko‘rsatamiz.

1.9-xo0ssa. (A+B)-C=A-C+B-C.

Isbot. Haqgiqatan ham,

n n n
S e+ biday = D (aiens + bucs) = Y avcg + Y bigcr
1=1 =1 =1

I=1

tenglikning chap tomoni (A + B) - C matritsaning i—satri va j—ustunida
turgan elementini, o‘ng tomoni esa A - C + B - C matritsalarning huddi shu
yerda turuvchi elementini ifodalaydi.

Shuningdek, A € M, .(K), B,C € M, ,(K) matritsalar uchun A - (B +
C) = A- B + A - C tenglikning o‘rinli ekanligi ham yuqoridagi yo‘l bilan
ko'rsatiladi.

1.10-ta’rif. Bosh diagonali elementlari 1 ga teng bo‘lib, qolgan barcha
elementlari 0 ga teng bo‘lgan n-tartibli kvadratik matritsa birlik matritse
deyiladi va birlik matritsa E kabi belgilanadi, ya’ni

1 0 ...0
E= 01 .. 0
0 0 .. 1

Ma'lumki, ixtiyoriy A € M,(K) uchun A- F = E:- A = A munosabat
o‘rinli. '
1.11-ta’rif. Agar A € M,(K) matritsa uchun 3B € M,(K) matritsa
topilib, A- B = B - A = E tenglik bajarilsa, B matritsa A matritsaning
teskarisi deyiladi, A matritsa esa teskarilanuvchi matritsa deyiladi.
Teskarilanuvchi A matritsaning teskarisi A~! kabi belgilanadi. Matritsa-

ning teskarilanuvchanlik sharti va teskarisini topish usulini keyingi mavzu-
larda keltiramiz.

2-§. O‘rin almashtirishlar va o‘rniga go‘yishlar

Bizga n ta natural soular (1, 2, ..., n) berilgan bo‘lsin. Bu sonlarni o'sish
tartibida joylashishdan tashqari boshga usullar bilan ham tartiblash mumkin.
Masalan, n = 3 bo‘lgan holda (1, 2, 3) uchlikni (1, 3, 2), (2.1, 3), (2, 3, 1),
(3,2, 1) va (3, 1, 2) kabi tartiblarda joylash-tirishimiz mumkin.

2.1-ta'rif. 1, 2, ..., n sonlarning ma'lum bir tartibdagi joylashishiga n
o sondan tuzilgan o‘rin almashtirish deyiladi.
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n ta sondan iborat barcha o‘rin almashtirishlar to‘plami S, kabi belgi-
lanadi.

2.2-tasdiq. n ta sondan iborat barcha o‘rin almashtirishlar soni n! ga
teng, ya'ni |S,| = nl.

Isbot. Ushbu tasdigni isbotlashda matematik induksiya usulidan foy--
dalanamiz. Ravshanki, n = 1 da o‘rin almashtirish soni bitta bo‘ladi, ya'ni .,
1! = 1. Shuningdek, n = 2 bo'lgan holda o‘rin almashtirishlar soni ikkita;
bo‘ladi, ya'ni (1, 2) va (2, 1).

Tasdigni n — 1 ta sonli o'rin almashtirishlar uchun o‘rinli deb faraz qlhb
n ta sonli o‘rin almashtirish uchun ko‘rsatamiz.

n — 1 ta sondan iborat barcha o‘rin almashtirishlar ning har biriga unga
kirmagan n sonini joylashtirib chigish natijasida barcha n ta sondan tuzilgan
o‘rin almashtirish hosil qilamiz. Har bir o'rin almashtirishda n soni n xil
usulda joylashadi.

n—1 ta sondan iborat barcha o‘rin almashtirishlar (n — 1)! ta ekanligidan,
n ta sondan tuzilgan o‘rin almashtirishlar soni (n — 1)! - n = n! ekanligi kelib
chigadi. ot

2.3-ta’rif. O‘rin almashtirishning ixtiyoriy ikkita elementml o‘rnini al-
mashtirishga transpozitsiya deyiladi.

Misol 2.1. (1, 2, 3,4) o‘rin almashtirishni 2 va 4-o‘rinlarini almashtirish-
dan quyidagi (1, 4, 3,2) o'rin almashtirish hosil bo‘ladi.

2.4-teorema.’ n ta elementdan iborat barcha n! ta o‘rin almashtirish-
larni shunday tartibda joylashtirish mumkinki, bunda xar bir keyingi o‘rin
almashtitish oldingisidan birgina transpozitsiya yordamida hosil qilinadi.
Shuningdek, transpozitsiyalashni ixtiyoriy o'rin almashtirishdan boshlash
mumkin. .

Isbot. Teoremani isbotlashda induksiya mctodidan foydalanamiz.
Ravshanki, n = 2 bo‘lganda teorema o‘rinli. Teoremani n — 1 uchun o'rinli
deb faraz qilib, n uchun isbotlaymiz.

Bizga

(i1, 72, - in) L.

o'rin almashtirish berilgan bo‘lsin. Birinchi o‘rinda i; turgan n ta element-
dan iborat barcha o'rin almashtirishlarni qarab chigamiz. Bunday o‘rin al-
mashtirishlar (n — 1)! ta va ularni teoremaning talablariga moslab tartxbla.sh
mumkin.

Bu tartiblashni induktiv farazga muvofiq ixtiyoriy o‘rin almashtirishdan,
xususan, (1, ..., i) 0'rin almashtirishdan boshlash mumkin, n ta simvoldan
ana shunday yo'l bilan hosil qilingan o‘rin almashtirishlarning oxirgisida
i, simvolni ixtiyoriy boshqa bir simvol bilan, masalan, i; bilan transpoz-
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itsiyalaymiz va yangi hosil qilingan o‘rin almashtirishdan boshlab, birinchi
o‘rinda iy turgan barcha o‘rin almashtirishlarni keraklicha tartiblashtiramiz
va hokazo. Bunday yo'l bilan, n ta simvoldan iborat barcha o‘rin al-
mashtirishlarni saralab chigish mumkin.

Misol 2.2. S; to‘plamning elementlarini quyidagi tartibda joylashtirib
chigamiz: 1,2,3: 1,3,2; 3,1,2; 3,2,1; 2,3,1; 2,1,3;

Bundan tashqari biz o‘rin almashtirishda bir nechta transpozitsiyalar ba-
jarib, boshqga o‘rin almashtirishga o‘tishimiz mumkin. O‘rin almashtirishda
ikki elementni transpezitsiyalash quyidagicha ko‘rinishda ham tasvirlashimiz
mumkin:

. tr(i, ) .
v by oy Ty e ey Jy eeer By e

2.5-ta’rif. Agar berilgan o‘rin almashtirishda i > j bo'lib, o‘rin al-
mashtirishda ¢ soni j dan oldin turgan bo'lsa, 7 va j sonlar inversiya tashkil
etad: deyiladi va inv(i, j) shaklda belgilanadi.

O‘rin almashtirishdagi inversiya tashkil etuvchi juftliklar soniga o‘rin al-
mashtirishning inversiyast deyilddi va inv(iy, 1s, ..., in) kabi belgilanadi. In-
versiyasi toq va juft son bo'lgan o'rin almashtirishlar mos ravishda toq va juft
o'rin almashtirishlar deb ataladi. Berilgan (%, %2, ..., %n) 0O‘rin almashtirish-
ning signaturasi deb,

ign(in, iz, - in) = (—1)"0Cinie)

miqdorga aytiladi. Ma'lumki, o‘rin almashtirishning signaturasi uning toq va
juftligiga qarab, —1 yoki 1 ga teng bo‘ladi.

2.6-teorema. O‘rin almashtirishda har qanday bajarilgan transpozitsiya
uning toq-juftligini o‘zgartiradi.

Isbot. Dastlab, transpozitsiyalanayotgan ¢ va j sonlar yonma-
yon turgan holni ko‘raylik, ya'ni (ki,...,ks=1, %, J, Kst2,..,kn) va
(k1y .oy ks=15 2 3, Ksy2, ...y kn) ko‘rinishidagi o'rin almashtmshlarm qaraymiz.
Ma’lumkl bu o‘rin almashtirishlarning inversiyalar soni fagat i va j qa bog'liq
holda farglanadi. Ya'ni agar ¢ > j bo‘lsa birinchi o‘rin almashtirishning
inversiyalar soni ikkinchisidan bittaga ortiq, aks holda bittaga kam bo‘ladi.
Ya'ni, transpozitsiyalangandan so‘ng o‘rin almashtirishning toq-juftligini
o'zgaradi.

Endi umumiy holni, transpozitsiyalanayotgan i va j sonlar orasida
ki, kz, ..., ks — s ta son joylashgan holni qaraymiz-

O Y S TN S )

Bu o'rin almashtirishda ¢ ni j dan keyingi o‘ringa joylashtirish uchun
s+1 ta transpozitsiya bajarib, o‘rin almashtirishni (..., k;, ks, ..., ks, 512, .-.)
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ko‘rinishga keltiramiz. Endi j ni k; dan oldin joylashtirish uchun s ta trans-
pozitsiya bajarishimiz kerak va o'rin almashtirish (..., 7, ki, ks, ..., ky, 1, ...)
ko‘rinishiga keladi. Demak, 25 + 1 ta transpozitsiya bajarildi. Natijada bi-
rinchi o‘rin almashtirish bilan hosil bo‘lgan ikkinchi o‘rin almashtirishlarning
inversiyasi toq son martaga o‘zgaradi. Demak, birinchi o'rin almashtirishning
inversiyasi toq bo‘lsa, transpozitsiyalash natijasida juft o‘rin almashtirishga
va aksincha, juft bo‘lsa, toq o‘rin almashtirishga o‘tadi.

Ushbu tecremadan quyidagi natijaga ega bo‘lamiz.

2.7-natija. n > 2 bo'lganda n ta simvoldan tuzilgan juft o‘rin al-
mashtirishlar soni toq o‘rin almashtirishlar soniga, ya'ni 52—' ga teng.

Endi biz o‘rniga qo'yishlar tushunchasi va uning xossalarini o‘rganamiz.
Bizga A = {1,2,...,n} birinchi n ta natural sondan iborat to‘plam berilgan
bo'lsin.

2.8-ta’rif. A to‘plamning o‘zini o‘ziga akslantiruvchi o‘zaro bir giymatli
akslantirishga n-darajali o‘rniga qo‘yish deyiladi.

A ={1,2,...,n} to‘plamda aniqlangan barcha f : A — A biyektiv aks-
lantirishlarni quyidagi ustun shaklida yozib chigamiz:

1 2 ..0n
frol bl
Q) f2) .. fln)

Agar f(1) = o, f(2) =.ay, .., f(n) = a, deb olsak, o, a, ..., ap
o‘rin almashtirishlar bo'lib, bu moslikni quyidagi sxema yordamida tasvir-
lab olamiz:

- ( 1 2 L on )
ofj = .
\ o [0 7] o0 [0 7

Demak, bu n-darajali o‘rniga qo'yish bo‘ladi.

Misol 2.3. n =4da f(1) =2, f(2) =3, f(3) =4, f(4) =1 bo'lsa, bu
to‘rtinchi tartibli o‘rniga qo‘yish quyidagicha yoziladi:

1 2 3 4
f=(2341>'

Sxemadan ko‘rinib turibdiki, har bir o‘rniga qo‘yishlarga aniq bir o'rin
almashtirish mos qo‘yiladi. Demak, o‘rin almashtirishlar uchun kiritil-
gan tushunchalar va xossalar to‘g'ridan-to‘g‘ri o‘rniga qgo'yishlar uchun ham
o‘'rinli bo‘ladi. Masalan, hamma o‘rniga qo‘yishlar soni n! ta bo'ladi.

Bundan tashqari, tuzilgan sxema orqali akslantirishlarning kompo-
zitsiyasini quyidagicha tasvirlaymiz:

Agar f: A— A va g : A— A bo'lsa, u holda ularning go f : A— A
kompozitsiya quyidagicha sxema ko'rinishda ifodalanadi:
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1 2 .. n 1 2 ...0n
fool T g: 4 Um .. A
JQQ) f2) .. f(n) 9(1) g(2) ... g(n)
Demak,
1 2 n
gof: 1 1 i
9(f(1)) g(f(2)) ... g(f(n))

Shunday qilib, ushbu sxemadan

(f(l) 2 .
g(F))  g(f@) - g(f(n) )

/1 2 e n _
'Km) WD o f(n))‘
N 2 R _
‘(g(m)) 9(f@) -~ g(fn) )‘-"°f
hosil bo‘ladi.

Misol 2.4. n=4da

f—/1 2" 8 4\’va i : 2 3 4\o‘rinalmashtirish—
“\2 1 4 3)"9%(4 3 2 1)

larning ko‘paytmasini sxematik ko'rinishi quyidagicha:

1234

1 444

gof: 214 3

341 4

341 2
Algebraik ifodasi esa,
off 1 2 3 4N /1 2 3 a4\ _ (1 2 3 4)
9°7=% ¢ 3 2 1)\ 2 v 4 3)"%s 41 2}
bo‘ladi.

n-darajali o‘rniga qo'yishning barcha simvollari o'z o'rnida qoladigan
bo'lsa, bunday o'rniga qo'yishga aynan o‘rniga go‘yish deyiladi, ya'ni:

1 2 .. n
E_(l 2 . n)'

1 2 SR . P i ;
=1 € Copr - < v t h
f ( @ oy i ) o‘rniga qo'yishga teskari f = o‘rniga qo'yis
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shaklda bo'ladi. Quyidagi tenglik o'rinli ekanini tekshirib ko'rish qiyin emas:

= . 1 2 .. mn
jofl=flof=E=(l )

2 .. n
Ta'kidlash joizki,
1 2 .. n
fo 1 4 {

I f@2) .. f(n)
qoidani qaysi tartibda yozilishi ahamiyatga ega emas, shuning uchun f~!
o‘rniga qo'yishning ustunlari bo'yicha shunday joylashtiramizki, uni birinchi
satrida tartiblangan 1, 2, ..., n o'rin almashtirish joylashtiriladi.

g /1234

S f=1 y

Misol 2.5. f \31 4 2)bolsa,

1 4 3\ 1 2 3 4 P
3 2 4}‘(1 § & g )bl

Ravshanki, n-darajali o'rniga qo‘yishlarni ko‘paytirish assotsiativlik

qoidasiga bo'ysunadi, ya'ni Vf, g, h o‘rniga qo‘yishlar uchun
(fog)oh=fo(goh).
Ammo o‘rniga qo‘yishlar kommutativlik qoidasiga bo‘ysunmaydi.
. 1 2 3 4 1 2 3 4 e
Mu~‘.c)l2.6.f—(3 1 4 2),9—(1 3 4 2)ormga
qo‘yishlar berilgan bo‘lsa, u holda

fog= (1 2 3 4Y (1234
= a1 2z g IV TL a9 ;)

Bundan fog # go f ekanligi kelib chiqadi.

: 3 2
(!

3-§. Determinant va uning xossalari

Bizga A € M,(K) kvadrat matritsa berilgan bo‘lsin:

{ ap, ay2 Qln
Q2,1 Qa2 Q25

A= 1 (1)
\ Grn1 @n2 - Gun

bu yerda K = R yoki C.
Bu matritsaning ixtiyoriy satr va ustunidan bittadan olingan n ta element-
larining ko'paytmasini qaraymiz:

Al,ay "Q2a; - " Cn,an-
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Ko‘paytmaning ko'paytuvchilaridagi indekslaridan

( 1 2 .. on )
=

[04] (2] Cn
o‘rniga go'yishni tuzib olamiz.

Demak, har bir ko‘paytuvchiga bitta o‘rniga qo'yishni mos qo'yish
mumkin.  Aksincha, har bir n-tartibli o‘rniga qo'yishga matritsadan
yuqoridagi kabi olingan ko‘paytmani mos qilib qo‘yishimiz mumkin.

Ko'paytmaning ishorasini o‘rniga qo‘yishni signaturasi bilan aniglaymiz,
ya'ni

sgn(a) = (1),

Quyidagi ko'paytmani hosil qilamiz:
39n(a) *Qla; Q2,0 ° -t Anay,.

Hamma o‘rniga qo'yishlar soti n! bo‘lganligi uchun, tuzilgan ko‘paytmalar
soni ham n! ta bo'ladi. Bu elementlarning

Z: 59"’(&) *Qla " Qa; " - Gnia, (2)

a€S,
yig'indisini qaraymiz.
3.1-ta'rif. Yuqorida hosil bo'lgan (2) yig'indiga berilgan n-tartibli A
kvadrat matritsaning determinanti deyiladi. Determinant odatda det A yoki
|A| kabi belgilanadi.
Shunday qilib, determinantni quyidagicha yozib olishimiz mumkin:

a; 412 ... Qn

a2 Q22 -.. Q2
=17 L "= E sgn(a)ia, - Q2aq * - * Gugn - (3)
3 : = e ol
Gnl Qn2 ... Qpp

Agar (3) ifodada n = 1, 2, 3 deb olsak, mos ravishda quyidagi ifodalarni
olamiz:
o1 a2

det{a) =a
{en) L [

= anaz2 — @202,

ay a2 Q013
a1 QG2 QA | =
az 4z a4

= Q11022033 + (12023031 + 13221032 — Q13022031 — 212021433 — 11023032.
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Masalan, uchinchi tartibli determinantning to‘rtinchi ko‘paytmasini olsak,
1 2 3 — — .
unga ( 3 2 1 } uchinchi tartibli o‘rniga qo‘yish mos qo'yilgan bo'lib,

bu o‘rniga qo'yishning inversiyasi 3 ga teng. Shuning uchun ko‘paytma manfiy
ishora bilan ishtirok etadi.

Misol 3.1. a)‘j3 §‘=4'5—2‘(—3)=20+6=26;
3 2 -4

b)|-1 3 ~5|=18-50—-12+460+4—45=-25.
5 -3 2

Endi determinantlarni hisoblashda asosiy vazifalarni bajaruvchi xossalarni
keltiramiz.

3.2-xo0ssa. Matritsani transponirlash natijasida determinantning giymati
o'zgarmaydi, yani |A| = |AT].

Isbot. Ma'lumki, A matrisaning determinantini hisoblashda har bir satr
va ustunlardan bittadan element olinadi. Transponirlangan matritsaning de-
terminantida ham aynan shu ko‘paytmalar ishtirok etadi. Demak, transponir-
lash natijasida yig'indidagi ko‘paytmalar o‘zgarishsiz qoladi.

Bu ko'paytmalarning ishorasini aniglovchi o‘rniga qo'yish esa a =

1 2
( i \ dano~t=( N O \I ga o'zgaradi.
o ... o, ) 1 2 e n )
Chunki, A determinantdagi @4, *@2,4, "+ *@n.0, element AT determinantda
Qo,, * Qogy * - * Qo kabi o'rinda keladi. sgn(a) = sgn(a”!) ekanligidan,

hosil bo‘lgan ko‘paytmalarning ishoralari ham bir xil bo'lishi kelib chigadi.
Shunday qilib, AT matritsaning determinanti A matritsaning determinantiga
teng ekan.

Ushbu xossadan determinantning satrlari uchun o‘rinli bo‘ladigan barcha
xossalari ustunlari uchun ham o‘rinli ekanligi kelib chiqadi. Shuning uchun
determinantning qolgan xossalarini faqat satrlar uchun keltirish kifoya.

Quyidagi ikkita xossa determinantning istalgan satrlari bo'yicha chizigli
ekanligini anglatadi. _

3.3-xossa. Agar determinantning biror satri ikkita go‘shiluvchilardan
iborat bo‘lsa, u holda bu determinant satrlari shu go‘shiluvchilardan iborat
bo'lgan ikkita determinantning yig'indisidan iborat bo'ladi, ya'ni:

ay ) n

A= bi'1 +Ciy .- bi,n +cia | =

Qn,1 C Qnn
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a1 G n a1 ain
= bi}l b,‘lﬂ + Cin S Cin

Qn weer Qnn Qn,) Qnn

Isbot.

A z sgn(a) Al C et (bl.o. + Ci.a.) v

€S,

= Z sgn(a) - a1, * - big, o Qg + Z sgn(a)-aig, - Cia,
aeS,

* A, =

T tQuog,

a€S,
bo'lib, bu qo‘shiluvchilar mos ravishda
aya al.n 0,1'1 a1n
gi.,l bin va Cu) Cin
a1 G Gl - Bnp

ga teng bo‘ladi.

Isbotlangan xossa determinantning satri bir nechta qo‘shiluvchilardan ibo-
rat bo‘lgan holda ham o'rinlidir.
3.4-xossa. Agar determinantning biror-bir satri umumiy ko‘paytuvchiga

cga bo‘lsa, u holda bu umumiy ko‘paytuvchini determinant belgisidan
tashqariga chiqarib yozish mumkin, ya’ni

a3, Qin ay ain
A= ka“ ka.-',. =k a;) Qin
Qin wer Qnp A n Ann
Isbot. Hagiqatan,
=
A= E_/ sgnia) - @rg, - o - kBig, o g, =
a€S,
ar o Qi n
k E sgn(a) - aig * o 1@, tee tOna, = k| @iy . Gia

o&S,

. Qln Qpn
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3.5-xossa. Agar determinantning biror satri nollardan iborat bo'lsa, u
holda determinantning giymati nolga teng bo‘ladi.

Isbot. Hagiqatan, determinant ta'rifiga asosan yig‘indidagi har bir
ko'paytmada barcha satrlardan bittadan element ishtirok etadi. Xususan,
barcha elementlari nolga teng bo‘lgan satrdan ham albatta bitta element,
ya'ni nol olinadi. Demak, ko‘paytmalar nolga teng bo'lib, ularning yig‘indisi
bo‘lgan determinantning qiymati ham nolga teng bo‘ladi.

3.6-xossa. Determinantning ixtiyoriy ikkita satri o‘rnini almashtirish
natijasida uning faqgat ishorasigina o‘zgaradi, ya'ni

a1 - Q1n ay ... A1
ag:l e Qin ajil - Gjn
a,-:l v Qjm - ail - Qin
G o Gnn| | Gnd e G
Isbot. Agar birinchi determinantning umumiy hadi a1 4,...*Gi,*---*@jay-

-+ @nq, bO'lsa, satrlarni almashtirishdan so‘ng hosil bo‘lgan determinantning
umumiy hadi

Qley oo " Qja; " oee  Gijgy " eee Ay ix

bo‘ladi. Bu hadlarga mos keluvchi o‘rniga qo'yishlar esa,

(1 N A n)va (1 T RO n)
(25 BENPINN ¢ N ¢ TR * 41 o ... Q.o O ... Qp
be'lib, ularning ishoralari o‘zaro qarama-qarshi bo‘ladi.

Demak, determinantlarning umumiy hadlari qarama-qarshi ishorali
bo‘lganligi uchun determinantlarning giymatlari ham faqat ishorasi bilan farq
qiladi.

Bu xossadan to‘g‘ridan-to‘g'ri quyidagi xossani hosil qilamiz.

3.7-xossa. Bir xil satrlarga ega bo‘lgan determinantning qiyrnati nolga
teng.

Isbot. Faraz qgilaylik, determinantning i-satri j-satr bilan bir hil bo‘lsin. U
holda oldingi xossaga asosan bu satrlarni o‘rinlarini aimashtirish natijasi unga
ishorasi garama-qarshi bo‘lgan determinantni hosil gilamiz va ular aynan
tengdir, ya'ni A = —A bo‘lib, bundan 2A = 0, A = Ohosil bo'ladi.

3.4 va 3.7-xossalardan quyidagi xossaga ega bo'lamiz:

3.8-xossa. Proporsional satrlarga ega bo‘lgan determmantnmg qiymati
nolga teng.
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Isbot.

ay 1

a1

an )

kﬂ:‘,x G

Qin
a'l'.n
ka.-,,.

Ann

a
a1

a; 1

*

an

- Qpn

Q)1n

Qin

Qin

Endi biz determinantlarni hisoblashda muhim ahamiyatga ega bo‘lgan xos-
sani keltiramiz.

3.9-x0ssa.

Agar determinantning biror satrini A soniga ko‘paytirib,
boshqa bir satriga qo'shsak, determinantning qiymati o‘zgarmaydi.

Isbot. Determinantni i—satrini A ga ko'paytirib, j—satriga qo‘shamiz:

A=

a11
Qi
/\a,‘,l“-.i- aji 3
Qn 1
a1
-
=A
Qi)
s

. Qin

Q1n

Qin

. Ay + Qjn

Qnn

@in

Qin

. Qnn

a1
a1
a5,

Qn,1

a1
a;i)

Aa;y

Qp1

o a.m
e
e Qin

. Gnpn

a1,n a
Qin a;
+
o )\a."_n aji
ann Qn,1
=X-0+A=A.

. Q1n

. ajl,.

. A

Q;n

Misol 3.2. Ushbu determinantni xossalardan foydalanib hisoblaymiz:

4 3

2 -2

2 3

2 1 2 -3} _, |1

2 8§ =t 2| =@ 8

-6 -2 5 1 -3 -2
11 2 -3 hd

_ g 0124 lon
02 -3 5 00
01 11 -8 100

=-2-1-1-1-27= -54.

2 -2
2 -3

1

-3
-2
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4-§. Minorlar va algebraik to‘ldiruvchilar

Endi biz determinantlarni hisoblashda muhim vositachi vazifasini bajaruv-
chi minor va algebraik to‘ldiruvchi tushunchalarini kiritamiz. Minorlar va
algebraik to‘ldiruvchilar determinantlarning tartibini pasaytirib hisoblashda
asosiy rol o‘ynaydi.

Bizga quyidagi n-tartibli determinant berilgan bo'lsin

g11 @12 ... Qi
ar Q22 ... Qan

Qn1 Qn2 .- an,nl

Determinantning ixtiyoriy @;; elementining elgebraik to‘ldiruvchisi deb,
a;; elementni 1 bilan, {-satr va j-ustun qolgan elementlarini nollar bilan al-
mashtirishdan hosil bo'lgan determinantga aytiladi, ya'ni a;; elementning
algebraik to‘ldiruvchisi quyidagi ko‘rinishga ega.:

Berilgan a;; elementning algebraik to‘ldiruvchisi A;; kabi belgilanadi.

aiy - 6 = Q1.n

0 ..1 ..0

any - 0 .. @Qnp

4.1-xossa. Determinantning qiymati uning ixtiyoriy satri elementlari bi-
lan mos algebraik to‘ldiruvchilari ko‘paytmalarining yig'indisiga teng, ya'ni

det(A) = a.,',lAu + a{‘zA.'_z + e 5 a,.",,A.,,,.

(1)

Isbot. Tasdigni isbotlash uchun determinantni qiyudagi ko‘rinishda yozib

olamiz:

a1
ai) + 0+...

Ay, t

ai1 - QL - Gin
oty = | ogp o= By w e |
a,;,l a.w e Ong
a;
£0 o O+ t0 . Ok

Onj

Q1 n
e+ 0+ ain

Onn
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3.3-xossaga ko‘ra ushbu determinantni n ta determinantlar yig'indisi shak-
lida ifodalash mumkin:

ay) ... G - Gun a1 ay; Qin
deap=las w0 w0 [FadD wl@my =0 |
‘;;‘1 a,,_, w2 dpop a1 . Qnj - Gun
ay,1 ay; a1.n
T S
Gni e Gnj o G

Hosil bo‘lgan determinantlarning i-satrlaridan mos ravishda ai), a:2, - - -
sonlarini determinantlar tashqarisiga chiqarib yozamiz:

al - Gl - O1n
det(A)=a,-,1| U S S P
| Gay o Gng o Gnm
@11 ... Q15 ... Q1p a1 .- Ay . QG1n
fas[0 w1 L0 |4taa|0 .0 .1
Gt - Ong e Gun = Egnmln

Ushbu determinantlarni algebraik to‘ldiruvchilarga teng ekanligini ko‘rish
qiyin emas. Buning uchun birinchi determinantning i-satrini —a;a1 ga
ko‘paytirib birinchi satrga, —a2) ga ko'paytirib ikkinchi satrga, va hokazo
—a,, ga ko'paytirib oxirgi satrga qo‘shsak A;; algebraik to‘ldiruvchi hosil
bo‘ladi: :

Huddi shunday qolgan determinantlar A,

.., A;n algebraik
to‘ldiruvchilarni beradi, Demak,

det(A) = a;,lA;.l -+ a,,-'QA;,g 4+ ..+ a,,-.,,Ai,,,.

Determinantning ushbu xossasi uni biror satri bo‘yicha yoyish xossasi deyi-
ladi.

Agar det(A) = a;)Aiy + i2Ai2 + ... + ainAin yoyilmada i-satrining
elementlarini ixtiyoriy n ta sonlar sistemasi by, ba, ...., b, bilan almashtirsak,



4-§. Minorlar va algebraik to'ldiruvchilar 23

hosil bo‘ladigan

b[A,"l + bgA,"z + ...+ b,,A,-.,, (2)
ifoda determinantning i-satrini shu sonlar bilan almashtirish natijasida hosil
bo'ladigan ushbu

a1 .- Q)G -0 Qi

by .. by .. by

Qpl - Qng --- Gnn
determinantga teng bo'ladi.

Demak, biror satr algebraik to‘ldiruvchilarini berilgan n ta by, bq, ...., by
sonlarga ko‘paytmalarining yig‘indisi shu satr elementlarini berilgan sonlar
bilan almashtirishdan hosil bo‘lgan matritsaning determinantiga teng.

Bu xulosadan quyidagi xossa osongina kelib chigadi.

4.2-xossa. Determinantning biror satri elementlarini boshqa bir satr al-
gebraik to‘ldiruvchilariga ko‘paytmalari yig‘indisiga nolga teng, ya'ni

ai1Aky + ai2Ak2 + .. ¥ 0inAn =0, (3)

bu yerda © # k.
Isbot. Ma'lumki,

a1 .- Q15 .. Q1

@il e Qi e Qin

det(A) = i oo mwm e o = ak,lAk,l + ak‘QAk‘Q +...+ ak,,.A;,,,,.
Qg1 ... OGkj - Ckn
@pl - Qnj .- Qnn

Ushbu tenglikning o‘ng tomonidagi aku,ak2,...,Grn elementlarni mos
ravishda a1, @i 2, ..., Gin lar bilan almashtirsak,

a1 .- Q15 .- Qa

Qi) e Qij - Gin
a‘-‘lAk,l + a,"gAk'Q + = a.-_,,Ak,,‘ e T

Qi1 .- Gij ... Qin

Gyl - Q@nj - Gnm

ekanligini hosil gilamiz.
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Endi minor tushunchasini kiritamiz. Ushbu mavzuda fagat n — 1-tartibli
minorni aniglash bilan chegaralanib, ixtiyoriy tartibli minor ta'rifini keyingi
mavzuda keltiramiz. '

Determinantning n — l-tartibli minori deb, uning i-satr va j-ustunini
o‘chirishdan hosil bo‘lgan n — 1-tartibli determinantga aytiladi va A;; kabi
belgilanadi, ya'ni L

arr e Q- ay j+1 - Qin

»!

A — QG111 - Qi-lj-1 Qi-1j+1 -+ Qi-1n

1)
Qig1,l o Qigli-1 Gislj+l - Qipln

Qpy ... Qng-1 Qnj+l -+ Qun

4.3-tasdiq. A;j = (—1)"* A, ya'ni algebraik to'ldiruvchi unga mos n—1
tartibli minor bilan faqat ishoragagina farq qilishi mumkin.
Isbot. Tasdiq isbotini dastldb, i = j = 1 bo‘lgan hol uchun ko‘rsatamiz:

1 0 .. O
Al,l - 0 22 ... Q2n
0 Qn2 ... Quppn

Determinant ta'rifiga ko‘ra,
Al.l = Z (_l)inv(ol,a:....,on)al'm oy " et By
(a1,02,....an)

Lekin, ;3 = 1 va a1x = arg = 0, 2 € k < n bo'lganligi uchun,
a; = 1 bo'lib, as, ..., a, sonlari esa 2, ..., n sonlaridan hosil bo‘lgan o'rin
almashtirish bo‘ladi. Bundan tashqari

inu(l, oy, .., o) = inv(az, ..., an)

ekanligini hisobga olsak,

Al,l — z (_l)inu(ox.oz.---.an)al'al ‘02,0, " - Gnja, =

{en Q240G

i Q22 ... Q2n
= Z (—1)frvtaaeta)g) e, =
(o2,....an) Qn2 .- Gnn

kelib chiqadi.
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Endi tasdigni ixtiyoriy ¢ va j uchun isbotlaymiz:

a1 - i1 0 age o am
Qi1 - Gic1j-1 0 @Gio1ge1 . Qimpgp
Aj=| 0 . 0 1 0 . 0

Qit11 - Giprg-1 0 Gigra . Qi

Qnl v Gpj-1 0 Anj+i -~ Qnn

Determinantning 3.6-xossasidan foydalanib, ushbu determinantdagi 1 sonini
chap yuqgori burchakka ko'chiramiz. Buning uchun i-satrni ketma-ket o‘zidan
oldingi starlar bilan, so‘nga j-ustunni o'zidan oldingi ustuniar bilan al-
mashtirish kifoya. Bu almashtirishlar natijasida determinantning qiymati
fagat (—1)"~1*J-! = (—1)** ga o'zgarishini hisobga vlsak,

1 0 0 0 0
0 ai e Q51 [ e Q1n
Aij= (1)1 0 @i-1y1 - Gicty-1 Gicij4l - Gicin
0 a1y - Gi41g-1 Girlg+r - Gisln
0 @1 - @Gnj-1  Gnjsl . Gan

Yuqorida ishotlangan i = j = 1 holdan foydalansak, A;; = (—1)"*7A;;
ekanligini hosil gilamiz.

5-§. Laplas teoremasi

Biz avvalgi mavzuda A;; algebraik to'ldiruvchi va n — 1 - tartibli A;;
minor tushunchalarini kiritgan edik. Ushbu mavzuda ixtiyorly k - tartibli
minor tushunchasini kiritamiz.

Berilgan n-tartibli determinantning ixtiyoriy k ta satr va k ta ustunining
kesishgan joylaridan hosil qilingan k-tartibli tartibli determinantga k - tart-
ibli minor deyiladi. Determinantning 11, 72, ..., i satrlari va i, J2, ..., Jk
ustunlari kesishmasidan tuzilgan minor M;’l",’:' »J¢ kabi belgilanadi. Xusu-
san, determinantning elementlarini ham birinchi tartlbli minorlar deb qarash
mumkin.

Tanlab olingan k ta satr va k ta ustunlarni o‘chirib tashlash natijasida
hosil bo‘lgan (n — k)-tartibli determinantga, berilgan minorning to ‘ldiruuchi
minori deyiladi. IVIflfI.J’ 'Ii* minorning to‘ldiruvchi minori Mf:f: ‘J: kabi
belgilanadi.
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k-tartibli M I’ e “ ’ minorning algebraik to‘ldiruvchisi deb

""J\ Jarewde _ £ 5,\, r.h FZIES 1
':. iz, i; == M i1, 3k ( )

ifodaga aytiladi, bu yerda

Sy=(@H +ia+...+i)+ (]1 + Jo + e + Jk)

Ta’kidlash joizki, algebraik to‘ldiruvchi tushunchasi minor birinchi tartibli

bo‘lgan holda 4-mavzuda kiritilgan tushuncha bilan ustma-ust tushadi, ya'ni
Aij = Al. n—1 - tartibli A;; minor esa birinchi tartibli a;; minorning
t1o'ldiruvchi minori bo'ladi.

-1 6 2 4
Misol 5.1. Ushbu 41 9 3 ._32 :’;’, determinant uchun

-4 2 0 -5

6 2| -1 2 4
Mygg=2M3=| ", Si=2aM3 =] 4 -2 3|=-86
ey i -4 0 5

Berilgan matritsaning bosh diagonalida joylashgan

a a - al 4ay2 - ay .k
1,1 . v
ay a2, h2 13 az) Q22 -.- G2k
21,1, 3 az,1 Q22 @23 |, -
a1 a2
azy; Q32 433 Bii G R

minorlar matritsaning bosh minorlari deb ataladi.

Minor, hamda unga mos keluvchi to‘ldiruvchi minor va algebraik
to‘'ldiruvchilarni qulaylik uchun M, M va A lar bilan belgilab olamiz.

5.1-lemma. M - A ko'paytmaning hadlari |A| determinantning hadlari
bo‘lib, ular bir hil ishorali bo‘ladi.

Isbot. Lemma isbotini dastlab, berilgan M minor k-tartibli bosh minor
bo‘lgan hol uchun ko‘rsatamiz:
M-A=M-(-1).M=(-1)%.M-M.
U holda

Su=(1+2+. +k)+(1+2+..+k)=20+2+ ...+ k)
juft son bo‘ladi. Demék,
M-A=M-M.
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Ma'lumki, M va M minorlarning hadlari mos ravishda

sgn(cx) *Qla; " 020, * - " Qka, VR sgn(ﬁ) * Qk41 by Qk+2,4p " o " Cn B,
ko‘rinishda bo‘ladi, bu yerda
a=(1 2 ..k )’ﬂ=(k+l k+2 .. n
\ o oz ... i Bi+1 Brs2 v Pn

va sgn(a) = (=1)™, sgn(B) = (~1)"™".
Ushbu hadlarning ko‘paytmasi

sgn(a) - sgn(ﬁ) “Qla, t A2ap " oo Ak * Gkl Py Bk42,8k02 " - Cn g,

bo‘lib, bu ko‘paytma determinantning turli satr va ustunlaridan bittadan
olingan n ta elementlarning ko‘paytmasidan iborat, ya’ni n-tartibli determi-
nantning hadi bo‘ladi. Endi n-tartibli determinantning ushbu hadi ishorasi
sgn(a) - sgn(B) ga teng ckanligini ko‘rsatamiz.

Hagqiqatan ham, bu hadning indekslaridan tuzilgan

1 2 ... k k+1 ... n)
\a1 a2 ... 0k Brer oo Fa

o‘rniga qo'yishning inva + inuf ta inversiyasi bor, chunki hech qaysi o; hech
bir 8; bilan inversiya tashkil qilmaydi, ya'ni barcha a; sonlari f; lardan kichik.

Shunday qilib, biz M minor k-tartibli bosh minor bo‘lgan holda M - A
ko‘paytmaning hadlari |A| determinantning hadlari bo'lishini ko‘rsatdik.

Endi umumiy holni, ya'ni Af minor M]"7"7* bo‘lgan holni qaraymiz.
Ma'limki, #; < i < ... < 1}, j1 < j2 < ... < jx deb olish mumkin.

U holda |A| determinantning 1, i, ..., # satrlari va ji, j2, ..., Jk us-
tunlarini mos ravishda o‘zidan oldingi satrlar va ustunlar bilan %, ~ 1, i; —
2, .., ik—kvaji—1, j2—2, ..., jx—k marotaba almashtirsak, hosil bo‘igan
determinantda berilgan M minor bosh minor bo‘ladi.

Hosil bo'lgan |A’| determinant oldingi {A| determinant bilan fagat (~1)*
ishora bilangina farq qgiladi, ya'mi

|A] = (=1)*- 147,
bu yerda
z=(ii— D)+ (-2 +..+H-K+G-D+(-2+..+0—k)=

=@ +ia+..ta)+Gi+iot . +i)—20+2+...+k)=
=S —-2(1+2+...+k).
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Demak,
IAI = (_1)Su—2(1+2+..+k) 5 |AI| = (_I)SM . ]Arl

Bu yerdagi |A’| determinantda M minor bosh minor bo‘lganligi uchun -
M - M ko'paytmasining hadlari |A’| determinantning hadlari bo'lishi kelib
chiqadi. M - A = (—1)5 M - M ekanligidan M - A ko'paytmaning hadlari | A|
determinantning hadlari bo‘lishi kelib chiqadi.

Endi biz determinantni bir nechta satri yoki ustuni bo‘yicha yoyish
haqidagi Laplas teoremani keltiramiz.

5.2-teorema. (Laplas teoremasi). Determinantning tanlab olingan k
ta (1 < k < n—1) satri bo'yicha barcha k-tartibli minorlarining o'z algebraik
to‘ldiruvchilariga ko‘paytmalari yig‘indisi determinantning qiymatiga teng.

Isbot. Teoremaning shartiga asosan biz

Al = MiA, + MaAy + ... + M. A, )

yoyilmaning to‘g'ri ekanligini ko‘rsatishimiz kerak. Bu yerda M; lar tanlab
olingan %3, 4y, ..., i satrlar bo'yicha olingan barcha minorlar va A; lar mi-
norlarga mos keluvchi algebraik to‘ldiruvchilardir.

Yuqoridagi lemmaga asosan M;A;, i = 1, z ko'paytmalarning har bir hadi
determinantning hadi bo'lib, ular bir xil ishorali bo‘ladi.

Aytaylik,
Qlay *Q2ay " -+ Qna,
determinantning ixtiyoriy hadi bo‘lsin. Bu ko‘paytmadan tanlab olingan
11, %2, ..., i satrlarga tegishli bo'lgan elementlarning ko‘paytmasini olamiz:
al'a.ﬂ.-, ¥ (1,'1“-‘,'.2 LT ait."h;'

Bu ko'paytma 1y, 43, ..., i satrlar va ¢, ay,, ..., @; ustunlarning ke-

sishmasida turuvchi k-tartibli M minorning umumiy hadi bo'lib, olinmay
qolgan ko‘paytuvchilar (n — k)-tartibli M to‘ldiruvchi minorning umumiy
hadi bo‘ladi.

Shunday qilib, determinantning har ganday hadi tanlab olingan satrlar
bo'yicha M minor bilan to'ldiruvchi M minorining tarkibiga kiradi. Deter-
minantda bo‘lgan hadni hosil qilish uchun esa, to‘ldiruvchi minorni algebraik
to‘ldiruvchi bilan almashtirish kifoya.

Endi biz {2) tenglikning o‘ng tomonidagi hadlar soni chap tomonida hadlar
soniga teng ekanligini ko‘rsatamiz. Bizga ma’lumki, M; minorda k! ta had
bo'lib, A; algebraik to‘ldiruvchida esa (n ~ k)! ta had mavjud. Demak, M;A;
ko‘paytmada kl(n — k)! ta had ishtirok etadi. Ma'lumki, tanlab olingan &
ta satrdan hosil gilinadikan barcha k-tartibli minorlar soni n ta sondan k
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ta sonni tanlab olishlar soniga, ya'ni C} ga teng. Demak, o'ng tomondagi '
barcha hadlar soni

n!

cﬁ-k!-(n-k)!_mn—_

k-(n—k) = n!
ga teng. Bu esa chap tomondagi hadlar soni bilan o‘ng tomondagi hadlar
soni teng ekanligini bildiradi. Chunki, n-tartibli determinantning n! ta hadi
mavjud. Demak, biz determinantning barcha hadi o'ng tomonda ham aynan
bir marotaba ishtirok etishini ko'rsatdik.

Misol 5.2. Ushbu 4-tartibli determinantni Laplas teoremasidan foy-
dalanib hisoblang:

-1 0 2 0

A= 4 5 -2 3
1 0 0

-4 2 1 =5

Bu determinantni birinchi va uchinchi satrlari bo‘yicha yoyib hisoblaymiz,
ya’'ni i = 1, 13 = 3 bo'lgan holni tanlaymiz. k = 2 bo'lganligi uchun

emGy= 21. 9t =6

bo‘ladi.
Determinantning qiymati esa quyidagiga tengdir:

1.2 13 1.4 3423 24 42, 34 434
d= MnA +M13A13+M13A13+Mf,aAis‘*'Ml,;Aug"”M:,;Al,s=

-10| -2 3 -1 2
— (_q\l+3+142 . )143+143
) 1 oi 1 —s |+ 1 3H2—5|+
-1 0| |5 -2 jo2] |4 3
A 1434144 . 1+43+2+3
=) 1 0‘ 2 1'“ 2 o3| -4 -5|"
00| |4 -2 20|45
1434244 . 1)\ 1434344 . —
=i 00”-4 1"‘"") 30”—42’
= (—pypsies. [ L ";1 > 2 =(-3-2)(-25-6) = =5.(-31) = 155.

Yugoridagi misoldan ko‘rinib turibdiki, Laplas teoremasini qo‘llashda tar-
kibida nol ishtirok etgan satr yoki ustunlarni tanlab olish, hisob kitoblarni
ancha yengillashtiradi. Demak, determinantda yetarlicha nollar ishtirok et-
gan holda, aynan noli ko'p satrlar uchun Laplas teoremasini qo‘llash orqali
determinantni tez va oson hisoblash mumkin.
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6-§. Teskari matritsa va determinantning qo‘shimcha xossalari

Ushbu paragrafda biz n-tartibli matritsaning determinanti bilan bog'liq
masalalar bilan shug‘ullanamiz.

6.1-ta’rif. Determinanti nolga teng bo‘lgan matritsa zos matritsa, noldan
farqgli bo'lgan matritsa esa zosmas matritsa deyiladi.

Bizga A va B n-tartibli kvadrat matritsalar berilgan bo‘lsin. Ma'lumki,
ushbu matritsalar ko‘paytmasi A - B ham n-tartibli kvadrat matritsa bo‘ladi.

6.2-teorema. Ixtiyoriy A va B kvadrat matritsalar uchun

det{A - B) = det{A) - det(B)
tenglik o'rinli, ya'ni matritsalarning ko‘paytmasining determinanti determi-
nantlarning ko‘paytmasiga teng.

Isbot. Aytaylik, A = (a;;) va B = (b;;) bo‘lib, ularning ko‘paytmasi

A-B = C = (c;;) bo'lsin. A va B matritsalar yordamida quyidagi 2n-tartibli
determinantni tuzib olamiz:

a, a2 ... A n 0 0 .. 0
G231 G2 ... Gn O O ... O
A=|%1 Gr2 «.. Gnn 0 0 ... O
-1 0 ... 0 by b2 ... bia
0 -1 ... 0 by by ... bop
0 0 ... =1 bpy bua ... bun

Laplas teoremasiga ko‘ra,

A = det(A)- det(B). 1)

Ikkinchi tomondan A determinantni determinant xossalaridan foydalanib
hisoblaymiz. Buning uchun A determinantni 1,2, ..., n ustunlarini mos ravish-

da by, b2y, ..., by, larga ko'paytirib, (n + 1)-ustuniga qo‘shamiz, so'ngra
b2, b22, ..., b2 larga ko'paytirib, (n + 2)-ustuniga qo‘shamiz va hokazo,
bin, bam, ..., bypn larga ko'paytirib, 2n-ustuniga qo‘shamiz. Natijada, A

determinantning b;; elementlari turgan elementlar nolga aylanadi. Yuqori
o‘ng burchagida turgan nollar o‘rniga esa

iy + aizbaj + ...+ Qinbnj, (4, 5 = T, n)

elementlar joylashib, bu element C = A- B ko‘paytmﬁhing aynan ¢;; ele-
mentlaridan iboratdir. Demak, determinant quyidagi ko‘rinishga ega bo‘ladi:
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a1 G112 ... @n Ci1 C2 ... Cip
Q21 Q22 ... G2n C21 C22 ... C2n
A= Qnl Qn2 <.« Gua Cnl Cn2 ... Can
-1 0 ... O 0 0o ... 0
0 -1 ... O 0 0 ... 0
0 0O ... -1 0 0o ... 0

Laplas teoremasini yana bir bor qo‘llab, determinantni uning oxirgi n ta
ustuni bo'yicha yoyamiz. |C| minor uchun to‘ldiruvchi minori

-1 0 .. O
0 -1 .. 0
0 0 .. -1
bo'lib, uning qiymati (—1)" ga teng. |C| minor 1, 2, ..., n satrlarda va
n+1, n+2, ..., 2n ustunlarda joylashganligi sababli
A = (-1)% - (~1)"Cl,
1+2n

~

Sc=(1+2+...+n)+(n+1+n+2+...+2n)= -2n=n+2n?

bo‘ladi. Demak,
A = (=" (=1)7|C] = (~1)***°|C| = (-1)**I|C| = |C|.

Bundan esa |C| = |A| - |B| kelib chiqadi, ya'ni |4 - B| = |A|-|B|.
Ushbu teorema bir nechta matritsalarning ko‘paytmalari uchun ham
o‘rinlidir, ya’'ni

det(A; - Az-...- A,) =det A;-det Ay - ... -det A,,

bu yerda A; € M, (K).

6.2.-teoremadan xos va xosmas matritsalar uchun quyidagi xossalar kelib
chiqadi.

6.3-x0ssa. a) Xos matritsalar ko‘paytmasi ham xosdir;

b) Xosmas matritsalar ko'paytmasi ham xosmasdir;

c) Agar matritsalar ko'paytmasida biror ko‘paytuvchisi xos matritsa
bo‘lsa, u holda ko‘paytma ham xosdir.

Biz 1-mavzuda berilgan A kvadrat matritsaning teskarisi tushunchasini
kiritgan edik. Endi teskari matritsani topish usulini keltiramiz.



32 I BOB. MATRITSALAR VA DETERMINANTLAR

6.4-teorema. A matritsa teskarilanuvchi bo'lishi uchun uning xosmas
bo‘lishi zarur va yetarli.

Isbot. Zaruriyligi. A matritsa teskarilanuvchi bo'lsin, u holda A~ teskari
matritsa mavjud va

A-A'=A1 A=E
6.2-teoremaga ko'ra, .
det(A- A™Y) = det(E), det(A)-det(A™')=1.
Ushbu tenglikdan det(A) # 0 kelib chigadi.
Yetarliligi. A matritsa xosmas bo'lsin. A matritsaning barcha a;; ele-
mentlari A;; algebraik to‘ldiruvchilardan n-tartibli

A Azn ... Ang
Ajg Ao ... A
A" = :1,2 :2.2 - ?,2 (2)
Al.n A2,n e An,n y;
matritsani tuzib olamiz. A® matritsaga A matritsaning biriktirilgan matritsa-
si deyiladi. Endi AA® va A®A ko'paytmalarni topamiz. Ravshanki,

do...0
;[
anc=pa=|%%: 0 (3)
\0 0 ... d/.

bo'ladi, hu yerda d = det A.

Hagiqatan ham, A matritsani ¢-satrini A® matritsaning ¢-ustu-nining mos
elementlariga ko‘paytirib qo‘shsak, AA® matrisaning i-satr va i-ustunida

aijAin +aighia+ ...t aipAin=4d

element hosil bo‘ladi.

Huddi shunday A matritsaning i-satrini A* matritsaning j-ustuniga mos
ravishda ko‘paytirib qo‘shishdan hosil bo'lgan quyidagi element:

S R ai,lAj,l +ai2Ajo+ ... + AinAjn,t F )

nolga teng bo‘ladi. )
A’ A ko'paytmani ham yuqoridagi kabi hisoblash mumkin.

A matritsa xosmas matritsa bo‘lganligi uchun quyidagi ko‘paytmani
qaraymiz.

d 0 ... 1
1.\ 1,,,. 1]l0od...o0 01...0
A(dA)_d(AA)—E RN A
00 ...d 00...1
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Demak, A matritsaga teskari matritsa

A A Ans
d d cct d

1 Az Axa Anz
A=A = d d d
d : : )

Ayn Azn Ann

- 4 e i

bo‘ladi.
Teskari matritsa quyidagi sodda xossalarga ega
6.5-xo0ssa. a) det(A!) = det(4)~!;
b) (A-B)"'=B"1.-A7Y

c) (A7) = 4
d) (A7) = (47,
Misol 6.1.

3 1 3\
A= 1—10]
01 1)

matritsaning teskarisini toping.

Bu matritsaning determinanti |A] = —1 ekanligini hisoblash qiyin emas.
Demak, A xosmas matrisa bo‘lib, uning teskarisi mavjud. A matritsaning
algebraik to‘ldiruvchilari

Ay = (~1)'*! -11 (1) ’ -1, Ap= (—1)"+? (1) (1) f =t
Ay = (~1)2*? g -'f ‘ =3, Ayg = (~1)2* g 1 \ — -3,
A R g ‘ =3, My = (1?3} l =3,

Agy= (-3 L | = -4,

Demak, biriktirilgan matritsa

-1 2 3
A‘=(—1 3 3 |

\1 -3 -4/
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bo'lib, teskari matritsa esa

1 -2 -3
Al'=1 1 -3 -3
-1 3 4

bo‘ladi.



II BOB. CHIZIQLI TENGLAMALAR
SISTEMALARI (UMUMIY NAZARIYA) |

7-§. Chizigli tenglamalar sistemalarini yechish

Bizga m ta tenglamadan iborat n ta noma'lumli chiziqli tenglamalar sis-
temasi berilgan bo‘lsin:

21171 + a1 222 + ... + A nTn = by,
a21%) + Q2222 + ... + Q20ZTn = by,

(1)

Am 1Ty + QG 2Z2 + .. + QnTa = b

bu yerda, zi, 2, ..., T, noma'lumlar. Tenglamalarni birinchi, ikkinchi, va
hokazo m-tenglama deb nomerlab chiqilgan deb hisoblaymiz. a;; kocffitsient .
i-tenglamadagi z; noma’lumning koeflitsientini, b; esa i-tenglamaning ozod
hadi. -

Noma’'lumlar oldidagi koeffitsientlarni m ta satr va n ta ustundan iborat
matritsa ko‘rinishida yozish mumkin:

/ a“ 0.1,2 al,,,
A= ay a2 ... 0-2.,,: _ (2)
avn,l Gm,2 Amn
Ushbu matritsa chiziqli tenglamalar sistemasining asosiy matritsasi deyi-

ladi. Quyidagi A matritsa esa chiziqli tenglamalar sistemasining kengaytiril-
gan matritsasi deyiladi:

/ a1y ay2 .- Qin b] \
A= | @1 022 - G2 b2
Gm,1 Qm2 - Gmpn b /

Agar (1) sistemaning barcha ozod hadlari 0 ga teng bo‘lsa, u holda (1)
sistema bir jinsh tenglamalar sistemasi deb ataladi. Agar (1) sistemada m =
n bo‘lsa, u holda ushbu sistema n-tartibli sistema deyiladi. Yechimga ega
bo‘lgan chizigli tenglamalar sistemasi birgalikda deyiladi.
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Masalan, ixtiyoriy bir jinsli tenglamalar sistemasi birgalikda bo‘ladi,
chunki barcha noma’lumlarni 0 ga teng qilib olinsa, u bir jinsli tenglamalar
sistemasining yechimi bo‘ladi.

Yagona yechimga ega bo‘lgan sistema anig sistema, bittadan ortiq
yechimga ega bo‘lgan sistema anigmas sistema deyiladi.

(1) sistemani qulaylik uchun gisqacha

> aixzk =bi, (i =T, m)

k=1
yig'indilar ko‘rinishida yozish mumkin.
Berilgan matritsaning satrlarini uy, ug,

... Um, ustunlarini esa vi, ¥z, ..., ¥n
orqali belgilab olamiz.

Kvadrat matritsaning bosh diagonaldan pastda turgan barcha elementlari

nollardan iborat bo‘lsa, bunday matritsaga uchburchak ko‘rinishidagi mat-
ritsa deyiladi, ya’ni

ayy Q12 ... Qn
0 a2 ... Q2n
0 0 e Qnn /

Agar matritsaning to'g'ri burchakli trapesivali shaklida joylashgan ele-
mentlaridan boshqa elementlari nollardan iborat bo‘lsa, bunday matritsaga
trapesiya ko ‘rinishidagi matritsa deyiladi.

Chiziqli tenglamalar sistemasini yechishning Kramer usuli
Chizigli tenglamalar sistemasini yechishning Kramer usuli sistemadagi
tenglamalar soni noma’lumlar soniga teng bo‘lgan hol uchun o'‘rinli bo‘ladi.

[ a1y + a1 9%2 + ... + Ay Ty = by,
a217T) + @222 + ... + @2 nTp = by, (3)
l An1Z1 + @n2Z2 + ... + AupZn = by
ko'rinishdagi tenglamalar sistemalarini qaraymiz.

Tenglamalar sistemasi koeffitsientlaridan tuzilgan matritsa determinantini
d harfi bilan belgilaylik:

ayl - Q14 ayn
d= @21 ... a2; ... Q2n

Qn, ... Qnj ... Qnn
4-mavzuda berilgan determinantni satr yoki ustun bo'yicha yoyish xos-
salaridan quyidagilarga ega bo‘lamiz:

d=a1;A; +a2;A25 + ... + a1 jAny- (4)
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Bundan tashqari,
ayiAr; + az,.'Azj + ..+ a,,'.-A,.J- =0,% # j. ~ (5)

Ya'ni, determinantning birorta ustunidagi hamma elementlarini boshqa
ustunning algebraik to‘ldiruvchilariga ko'paytmalari yig‘indisi nolga teng.

Agar d = a) A1+ az2,jA2; + ... + a1 jAn ; yoyilmada j-ustunning element-
larini ixtiyoriy n ta sonlar sistemasi by, by, ...., b, bilan almashtirsak, hosil
bo‘ladigan

biArj+baAsj+ ... + A (6)

ifoda d determinantning j-ustunini shu sonlar bilan almashtirish natijasida
hosil bo‘ladigan ushbu

a]'l Ecc b] s 0.1‘,1
d: = a1 .- b2 e Q20
i =
Qny) - by .. Qn.n
determinantning j-ustun bo'yicha yoyilmasi bo'ladi.
13.1.-teorema. Agar (3) sistemaning determinanti d noldan farqli bo'lsa,
u holda bu sistema yagona yechimga ega bo'lib, uning ko‘rinishi quyidagicha
bo'ladi: d 4 5
.’E]=—l, Iz=——2 ...,In=7n. (7)
Isbot. Aytalylik, d # 0 bo‘lsin.

a1y + 21272 + ... + a1 aTn = by,
02,1T1 + Q22%2 + ... + @20Tn = by,

l‘ @n1T) + Qn2T2 + - + A nZn = by
sistemadagi birinchi tenglamaning ikkala tomonini A, ; ga, ya'ni e, ; element-
ning algebraik to‘ldiruvchisiga ko'paytiramiz. Ikkinchi tenglamaning ikkala
tomonini A, ; ga va hokazo, oxirgi tenglamani A, ; ga ko'paytiramiz. Bu teng-

liklarning chap va o‘ng tomonlarini alohida-alohida qgo'shib, quyidagi teng-
likka kelamiz:
(amAu + ag'lAz.j + ...+ a,h,Aw-)Il + ...+
+(a1JA1.j + aQJAz_j e o anJAn‘,-)xj + .t
+(al,nAl.j -t aZ,nAZJ + ...+ au,nAn.j)-Tu =
= b;Al‘j + bgAz,j Framat bnA,,J'.

Yugqorida qayd qilingan (4), (5) va (6) munosabatlardan, ushbu tenglikda z;
oldidagi koeffitsient d ga, qolgan koeffitsientlarning barchasi nolga teng ekan-
ligini, ozod had esa d; determinantga teng bo‘lishini hosil gilamiz. Demak,
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yuqoridagi tenglik quyidagi ko‘rinishga keladi:

dr;=d;,1 <j<n.

d # 0 bo‘lganligi uchun, z; = %‘ 1 € j < n kelib chigadi.
Endiay = 4&1, oy = de, Loy Ok (= fg sonlar hagigatdan hamn (3.) tcngla.mali{r
sistemasini qanoatlantirishini ko‘rsatamiz. Buning uchun sistemaning i-

3 . . . . § - '-
tenglamasiga a;, ay, ..., a, noma'lumlarning qiymatlarini qo‘yamiz. 1

tenglamaning chap tomonini Z;’:la,- 4Z; ko‘rinishda yozish mumbkinligi va
d; = 3 i_, bxA;i; bo'lganligi uchun:

n n n n n
s = i3 (ae) =5 5o (S ).
j=1 = & J=1 \k=1 / k=1 =1

Bu almashtirishlarga ﬁ soni barcha qo‘shiluvchilarda umumiy ko‘paytuvchi
bo'lib kelganligi uchun uni yig'indi tashqarisiga chiqarishimiz mumkin. Bun-'
dan tashqari, qo'shish tartibi o‘zgartirilgandan so‘ng, br ko‘paytuvchi ichki
yigindi belgisi tashqarisiga chiqarildi, chunki u ichki yig'indi indeksi j ga
bog'liq emas. )

Ma'lumki, 377, aijAk; = @i1Ax) + @izArz + - + 0 nAxn ifoda k =1
bo‘lganda d ga, qolgan barcha k larda esa 0 ga teng. Shunday qilib, £ bo‘ylcba
tashqi yig'indida faqat bitta qo‘shiluvchi qoladi va u b;d ga teng bo‘ladi, ya’ni

I S bd=b,
i=1 -

Bundan @), ag, ..., a;, sonlar hagiqatdan ham (3) tenglamalar sistemasi
uchun yechim bo'lishi kelib chigadi.

Chiziqli tenglamalar sistemasini yechishning ushbu usuliga Kramer usuli
deyiladi.

Demak, Kramer usuli determinanti noldan farqli bo'lgan n ta noma'lumli
n ta tenglamadan iborat chiziqli tenglamalar sistemasini yechimini topish
imkonini beradi.

Sistema determinanati nolga teng bo'lgan hollarda Kramer usulini qo'llash
magsadga muvofiq emas. Chunki bu holatda tenglamalar sistemasi yoki
yechimga ega emas yoki cheksiz ko'p yechimga ega bo‘ladi

Chiziqli tenglamalar sistemasini yechishning Gauss usuli. Bizga
bir xil tartibli ikkita chizigli tenglamalar sistemasi berilgan bo‘lsin:

Za’"kz* =b,i= I,m (8)

k=1
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deﬂik—dn =Tm e (9)

13.2-ta’rif. Agar (8). 51stemanmg ixtiyoriy ikkita tengiamasini o‘rinlari
almashtirish natijasida (9) sistema hosil gilinsa, (9) sistemani (8) dan /—tur
elementar almashtirish natijasida hosil qilingan deyiladi. T

13.3-ta’rif.  Agar (8) sistemaning biror tenglamasini biror songa
ko‘paytirib, boshqa biror tenglamasiga qo‘shish natijasida (9) sistema hosil
qilinsa, (9) sistema (8) sistemadan / I tur elementar almashtirish natijasida
hosil gilingan deyiladi.

I tur va IT tur elementar almashtirishlarni qisqacha elementar almashtmsh
deb yuritiladi.

Har bir chiziqli tenglamalar sistemasiga uning kengaytirilgan matritsasini
mos qo‘'ysak, u holda chizigli tenglamalar sistemasi ustidagi elementar al-
mashtirishlarga uning kengaytirilgan matritsasi ustida mos elementar al-
mashtirishlar bajarilgan deb garash mumkin. Aksincha, kengaytirilgan mat-
ritsa ustidagi elementar almashtirishlarga (elementar almashtirishlar ta'rifini
to‘g'ridan-to'g'ri-matritsalar uchun ham aytishimiz mumkin) tenglamalar sis~ -
temasi ustidagi elementar almashtirishlar mos keladi.

13.4-ta’rif. Agar (8) va (9) sistemalar bir vagtning o‘zida birgalikda
bo‘lmasa, yoki bir vagtda birgalikda bo‘lib, bir xil yechimlarga ega bo‘lsa,
(8) va (9) sistemalar teng kuchli sistemalar deyiladi va (8) <> (9) ko‘rinishda
yoziladi.

13.5-teorema. Agar (9) sistemaga (8) sistemadan elementar al-
mashtirishlar natijasida hosil bo‘lgan bo‘lsa, ular teng kuchlidir. .

Isbot. I tur elementar almashtirishlar uchun teoremaning isboti to‘g'ridan
to'g'ri ko'rinib turibdi. Endi (8) sistemaga // tur elementar almashtirishlarri
qo'llaymiz, ya'ni (8) sistemaning biror-bir i-tenglamasini A ga ko‘paytirib,
j-tenglamaga qo‘shsak, yangi sistemaning j satnda ‘qolganlari of zgarmagan e
holda :

”‘, Z(aj.k"*' Aai.k)zk = b; + Ab;

: k=1 SRR
tenglama hosil bo‘ladi. Agar 9, zJ, ..., zJ sonlar (8) sistemaning yechimlari
bo* lsa u holda et

Z(a’-"" + Aaie)zy = ZQJ K2R + X Z aixTh = b; + Aa;
‘k=1 : ,k—l'.l"'k-~'
teﬂglair!l:agning ham yechimi bo‘ladi va aksincha. Elementar almashtirishlar
natijasida hosil bo‘lgan (9) tenglamalar sistemasining yechimi (8) tenglamalar
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sistemasining ham yechimi bo‘ladi.

Endi biz sistemani yechishning eng qulay va ko* p go‘llanadigan usullaridan
biri bo‘lgan, noma’lumlarni ketma-ket yo ‘qotish usulini ya’'ni, Gauss usulini
keltiramiz.

1) Faraz qilaylik; (8) sistemada a;; # 0 bo‘lsin. U holda sistemaning
birinchi tenglamasini —7‘-:*':, i= Q,—m ga ko‘paytirib mos ravishda bos.hqa
" tenglamalarga qo‘shsak, hosil bo‘lgan sistemaning birinchi tenglamasidan
" boshqa tenglamalarida x, noma’lumi oldidagi koeffitsientlari nolga aylanadi.

2) Agar a1y = 0 bo'lsa, z; ning a;, koeffisientlari orasida noldan far-
qli bo‘lgan tenglamasini izlaymiz va I tur elementar almashtirish yordamida

sistemaning birinchi tenglama31 bilan o‘rnini almashtmb birinchi holatga ke-
lamiz.

3) Agar z; oldidagi hamma a;i, koeffitsientlar nollardan iborat bo‘lsa, biz
birinchi yoki ikkinchi holatlarni z, noma’lum uchun qo‘llaymiz va hokazo,
bu jarayonni davom ettirish natijasida biz (8) sistemaga teng kuchli bo'lgan

sistemaga kelamiz. Hosil bo* lgan sxstemaga qarab, quyidagi xulosalarni
‘chiqazishimiz mumkin: -

1. Agar sistemaning zinapoyali shaklida chap tomonida nol va o'ng

tomonida noldan fargli hadlar qatnashuvchi tenglamalar hosil bo'lsa, bun-
day sistema birgalikda bo'imaydi.
© 2. Agar sistema uchburchaksimon

’ ’ ' _
al'lxl + al'gz2 + e + al‘nxn — bl'
] ' /
Q32%2 + ... + @y ,Tn = by,
’ ' Y]
a’n tn-1Tn-1+ Gn 1 n¥n = bn-l
@y o Zn = b,

shaklga kehb ah 75 0, ahy #0, ..., a,, # 0bo'lsa, sistema birgalikda bo'lib,
yechim quyidagi algoritm bo' ylcha. topiladi.

Hosil bo‘lgan sistemaning oxirgi @) ,z, = b} tenglamasidan 0 =
;b,’;‘*:' noma'lumni topib, topilgan noma’lumni bitta yuqoridagi tenglamaga
qo'yamiz. So‘ngra, xe_l noma'lumni topib, uni yuqoridagi tenglamaga
qo‘yamiz. Bu jarayonni davom ettirish natijada barcha zJ, 23, ...,
noma’lumlarni aniglaymiz.

3. Sistema zinapoyali shaklga kelib, zinapoya uchlarida turuvchi
noma’lumlar soni 7 ta 1 < 7 < min(m, n) bo'lsin. U holda ularni
tenglamalarning chap tomonida qoldirib, qolgan n — r ta noma’lumni
tenglamalarning o‘ng tomoniga o‘tkaziladi va ularni ozod o‘zgaruvchilar
sifatida qabul gilinadi. Natijada tenglamalar sistemasi r ta noma’lumli
uchburchak shaklidagi sistemaga keladi. Endi tenglamalarni o‘ng tomoniga

20

n
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o tgan n-rta noma lumga qiymatlar berib; qolgan r ta noma'lumni topamiz.
Demak, bu holatda sisternia cheksiz ko'p yechimga ega boladi. Ya’ ni, bunday
tenglamalar sistemasi birgalikda anigmas sistema bo‘ladi.

Bundan tashqari, qaralayotgan sistemada tengiamalar soni noma’lumlar
sonidan kichik boflsa, u holda sistemani uchburchak shakliga , keltirish
mumkin emas, chunki Gauss metodi bo'yicha o'zgartirish jarayonida
tenglamalar soni kamayishi mumkin, ammo ortishi mumkin emas. Demak
bunday holatda sistema zinapoyasimon shaklga keltiriladi va u aniqmas sis-
tema bo‘ladi.

Misol 13.1. Ushbu tenglamalar sistemasini Gauss usuli bilan yeching:

71+ 2x9 — 23 + 324 =5,
2z + 3xp — dx3 + T4 = 2,
Ty + Tp — 323 — 274 = 3.

Bu sistemaning kengaytirilgan matritsasini yozib, uni elementar al-
mashtirishlar yordamida o‘zgartiramiz:

s .

12 -1 315 1 2 -1 3
23 -4 1|2]}=]10-1-2-5|-8}]=
11 -3 -2]3 -2

0 -1 -2 =5,

1 2 -1 3 5
=|0 -1 -2 -5 -8
00 0 0] 6
0 = 6 tenglamaga ega bo'lgan sistemaga keldik, demak, beriig’ari sistema
yechimga ega emas.
‘ . Misol 13.2. Ushbu tenglamalar sistemasini Gauss usull bilan yeching:

T — T2 + 373 = 2,
"z + 275 + 523 = -9,
21‘1 — 519 — 473 = 23.

Sistemaning kengaytirilgan matritsasi uchun elcmentar almashtirishlarni
) g gaytirilg
go‘llab,

1 -1 3 2 1 -1 3 2
1 2 51-9}=(03 2 |-11]=
2 -5 —4| 23 0 -3 —10| 19

1 -1 3 2

=={0 3 2|-11
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sistemaning matritsasini uchburchak shaklga keltiramiz. Demak, bu sistema
yagona yechimga ega va quyidagi tenglamalar sistemasiga teng kuchli bo‘ladi:

Ty — Ty + 323 = 2,
39 + 223 = —11,
—82:3 = 8.

Bu sistemada pastdan yuqoriga qarab harakat qilib,
x3=-1, z9=-3, ;=2
yagona yechimni topamiz.
Misol 13.3. Ushbu tengiamalar sistemasini Gauss usuli bilan yeching:

T) — 219 + 3723 — 474 = —2,
21y — 4xo + T3 + 314 = 2,
—Zy -+ 222 + 223 — Tz4 = —4.

Sistemaning kengaytirilgan matritsasini qaraymiz:

{1 -23 -4)| -2 1 -2 3 —4|-2)
2 413|200 -511|6 )=
\-1 2 2 -7| -4 00 5 11| -6/

{1 -2 3 -4 -2

=10 0 -5 11} 6

.0 0 0 o0 0
Sistemaning matritsasi zinapoyasimon shaklga kelganligi uchun birgalikda
va cheksiz ko'p yechimga ega. z;va z3 noma'lumlar oldidagi koeffitsientlar

uchburchak shaklni berganligi uchun 71, Z4 noma’lumlarini o‘ng tomonga
o'tkazib, ozod o'zgaruvchilar sifatida qabul gilamiz.

[ I+ 3z3 = -2 + 22y + 4x4,
1 —oz3 = 6 = 111‘4.

Bu yerdan z; = 5%'5‘* hosil bo‘ladi. Bu ifodani yuqoridagi tenglamaga
olib borib qo‘ysak,

_ 8+ 10zy — 1324
= 5

T
hosil bo‘ladi. Shunday qilib,

- 8+ 103:2 = 131‘4

B -6 + 1124
5 GEr 5
berilgan tenglamalar sistemasi yechimlarining umumiy ko‘rinishi bo'ladi.

)
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Bu formulada z; va z4 larga ixtiyoriy qiymatlar berib, z,, z3 larni topish
orgali xususiy yechimlarni hosil gilish mumkin. - Masalan, 2o = 1, 74 = 1
qiymatlar bersak z) =1, 23 = 1 topilib, (1, 1, 1 1) xususiy yechimga ega
bo‘lamiz.

Chiziqli tenglam’alar sistemasini yechishning teskari matritsa
usuli. Chizigli tenglamalar ‘sistemasini yechishning teskari matritsa usuli
ham tenglamalar soni noma’lumlar soniga teng bo' lga.n hol uchun o‘rinli
bo'ladi.

a11Z1 +a12Z2 + ... + Gy nZn = b],'

a2171 + 82272 + ... + QonTn = by,

an1Z) + 8n2Z2 + oo + AnpnZn = by
ko‘rinishdagi tenglamalar sistemasini garaymiz.

Quyidagi belgilashlarni kiritamiz:

2, @12 ... Q1n I b1

A= | or @2 0 | oy 2 | g= b2

Qnl Gn2 -« Qpn In by,
Natijada yuqoridagi tenglamalar sistemasi quyidagi matritsaviy tenglam-

aga teng kuchli bo'ladi
A-X=B.

Kramer usulidan ma'lumki, agar det(A) # 0 bo'lsa, sistema yagoma
yechimga ega. Bundan tashqari, det{A) # 0 ekanligi A matritsaning

teskarilanuvchi bo'lishini bildiradi. Yuqoridagi matritsaviy tenglamaning
ikkala tomonini chapdan A~! ga ko'paytirsak,

A'VA-X=A'"B = E-X=A1""B = X=A"'B

ekanligi kelib chigadi.

Demak, tenglamalar sistemasining yechimi X = A~!. B ko‘rinishida
bo'ladi. Chizigli tenglamalar sistemasini yechishning ushbu usuli teskari ma-
tritsa usuli deb ataladi.

8-§. Matrisaning rangi
Bizga
/ax,l a2 - Qin
a1 Q22 - G2n
A v

\ B, @n2 -« OGmn
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matritsa berilgan bo‘lsin. Bu matritsaning satrlarini u;, ugz, ..., Um kabi
ustunlarini esa vy, vs, ..., Un kabi belgilaymiz. Satrlarning chizigli kombi-
natsiyasi deb, ¢ u) +cotts + ...+ Crliy, satrga aytiladi, bu yerda ¢ koefhitsientlar
berilgan maydondan olingan sonlar.- Ko'rinib turibdiki, ‘agar bu koefhitsient-
lar nolga teng bo'lsa, bu chizigli kombinatsiya ham nol satrga teng bo‘ladi.

Agar bir vaqtning o‘zida nolga teng bo‘lmagan ¢, ¢, ..., Gy, koeffitsientlar
mavjud bo‘lib, cyuy+caus+... 4 Cmitm = 0 bo'lsa, uy, U,
bog‘lig deyiladi. _ ' ‘

Agarda bunday koeffitsientlar mavjud bo‘lmasa, ya'ni ciuy + coug + ... +°
Cmim = 0 tenglikdan barcha c;, ¢z, ..., cm koeffitsientlarning nolga tengligi
kelib chigsa, u holda u;, us, ..., W, satrlar chizigli erkli deyiladi.

Misol 9.1. u; = (1, 1, 1), us = (=1, 2, 1),uz = (1, 4, 3) satrlar chiziqli
bog'liq. Chunki, 2u; + us — uz = (0, 0, 0).

up = (1, 1, 1) va up = (~1, 2, 1) satrlar esa chizigli erkli, chunki ciu1 +
cauy = 0 tenglikdan

..., Um satrlar chiziqli

~C;—Cz=0,
1+ 2¢c, =0,
ca+cp=0

shartlar kelib chiqadi, ya'ni ¢; = ¢ = 0.

8.1-tasdiq. Berilgan satrlarning chiziqli bog'liq bo'lishi uchun bitta satr-
ning golgan satrlar orqali ifodalanishi zarur va yetarli.

Isbot. Zaruriyligi, uy, ..., un satrlar chizigli bog'liq bo‘lsin. De-
mak, bir vagtning o‘zida nolga teng bo‘lmaydigan shunday ci, ¢2, .-y Cm

koeffitsientlar mavjudki, ¢yuy -+ cotta+ ... + G = 0 bo‘ladi. Aytaylik, ¢; #0
bo'lsin. U holda

i = —'c—]tll e Ei;l"ui—l = cll'uin =i
G & i

ya'ni u; satr qolgan satrlar orqali chizigli ifodalanadi.

Yetarliligi. Aytaylik, wi = cyu; + ... + Gi_1ui_; + Cig1%is1 + .- + CmlUm
bo'lsin. U holda cyuy + ... + cijuicy + (= 1) + CigrUivg + - + Cmltm = 0,
ya'ni uj, uy, ..., un, satrlar chizigli bog'liq.

Berilgan « = (a,, 09, ..., Qk, ..., a,) satrni dastlabki & ta elementidan iborat
@ = (a1,a,...,a¢) satrga berilgan satrning uzunligi k bo‘lgan kesmasi deb
ataladi.

9.2-tasdiq. Agar u;, uy, ..., up, satrlar chizigli bog'liq bo'lsa, u holda
ixtiyoriy vzunlikdagi i), 1, ..., iy kesmalar ham chizigli bo'g'ligdir.

Isbot. cyuy +cous + ... + Cmm = 0 tenglik ¢ u; + Coua + ... + CmUm Satrning

barcha komponentalari nolga tengligini anglatadi. Bundan esa, ¢y + coti2 +
.- + CmUm = 0 ekanligi kelib chigadi.

S —_—um‘
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Yuqoridagi t4sdiq kabi'd, iy, ..., itm kesmalarning chiziqli erkli ekanligi-
dan uy, ug, ..., un satralarning ham chiziqli erkli bo‘lishini kelib chigadi.
Aytaylik, A ‘matritsaning. k ta satri chiziqli erkli- bo'lib, qolgan satr-
lar ularning’ chiziqli kombinatsiyasidan iborat bo‘lsin. Umumiylikka iiyon
yetkazmagan holda, wy, ug, ..., ux satrlar chizigli erkli va ugy, Uks2, ., Un.
satrlar ularning chizigli kombinatsiyasidan iborat deb olish mumkin. MaQ',r '
tritsaning vy, ¥, ..., Up ustunlarining uzunligi- k& bo'lgan ¥, s, ..., o
kesmalarini qaraymiz. - ’ ] L
8.3-tasdiq. Agar qandaydir ¢;, ¢2, ..., ¢, sonlari uchun ¢,9; +égz'12 + ...+
cnUn = 0 bo'lsa, u holda ¢ vy + cava + ... + ¢uun = 0 bo‘ladi. -
Isbot. upyq, Uksa, ..., Um satrlar u;, ug, ..., uj satrlarning chizidli kom-
binatsiyasidan iborat. bo‘'lganligi uchun )

U1 = by 1w + brrr2us + o+ b,
Upy2 = byo, 11 + bragous + ... + brga

....................................... 1)
Uy = bmJul + bm_gu2 + ...+ bm_kuk.

Aytaylik, e\ + ca¥2 + ... + Calln = 0 bo'lsin. Bu tenglikdan civy + cove +
...+ ¢atn ustunning dastlabki k ta komponentasi nolga teng ekanligi to‘g‘ridan
to'g'ri kelib chiqadi. Ustunning (k + 1)- komponentasini qaraylik:

C C1Qk41,1 + C20k412 + - + Cnlriln

Bu ifodani qiymatini topish uchun (1) tenglikning birinchisidan foy-
dalanamiz.

Uk = bk+1.]‘u1 + bryiouz + ... + bk...;‘kuk ekanligidan

Ore11 = brrraaiy + bksr2a21 F oo+ bkr1k8k0,
Gk412 = br41,1a12 + brer2622 + oo + Bkr1 KGR 2,

Qks1n = bk 1810 + ber1,202,0 + oo+ Dsr kG0
kelib chigadi. Bundan esa,
Co C1ak41.1 + C20k41,2 + - + CaGk4din =

= ci(bkeraan + br12020 + oo+ ez para)+
+co(bicr1,1012 + besr 2022 + .- + bk+1,/g{1k,g)j"

s

+en(Brs1,1010 + bre1,2020 + oo + bisrkQrn) =

= bk“‘l(clal'; +cay2 + ...+ c,.al_,.)+
+bk+1,2(c1a2‘1 + ca22 + ... + cnaz,,.)-i-

+bk+1‘k(c1ak,1 + Ca@r2 + ... + c,,ak,n).
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Qavslar ichidagi ifodalar ¢, 4-c203 + ... + ¢, Un Ustunning komponentalarini
beradi. Ularning barchasi nolga teng bo‘lganligi uchun cjai+11 + C20k+12 +
-« *+ Cnagy1n = 0 ekanligi kelib chiqadi. Qolgan komponentalarining nolga
tengligi ham huddi shunday ko‘rsatiladi. Demak, ¢ v; + covg + ... + Cnvn = 0.

8.4-tasdiq. Aytaylik, uy, ug, ..., Um va wy, Wy, ..., Wy, satrlar jamlan-
malari berilgan bo'lib, ikkinchi jamlanma satrlari birinchi jamlanma satr-
larining chiziqli kombinatsiyasi bo‘lsin. Agar n > m bo‘lsa, u holda
Wy, W, ..., Wy satrlar chizigli bog'liq bo‘ladi.

Isbot. Isbotni m ga nisbatan matematik induksiya usuli bilan olib bo-
ramiz. m = 1 bo'lganda w;, = ciu,, wr = couy, ..., Wn = cpuy bO'lib,
¢1 = 0 bo'lganida ular chiziqli bo'g‘liq bo'lishi ravshan. Agar ¢ # 0 bo'lsa,
(=c2)wn +c1ur +0- w3 +... 40w, = 0 ekanligidan ularning chiziqli bog'liqligi
kelib chigadi.

Tasdigni m — 1 uchun o'rinli deb, m uchun to‘g'ri ekanligini ko‘rsatamiz.
Tasdiq shartiga ko‘ra,

wy = C1,1uy + Ci2U2 + ... + CLmlUm,
Wy = Cp U + C22U2 + ... + ConlUnm,

Wn = Cp1U1 + CrU2 + ... + CrpmUm-

Agar ¢;1 = 21 = ... = ¢; = 0 bo'lsa, tasdiq o'rinli, chunki bu holda

W), Wy, ..., Wy satrlar m—1 ta uy, ..., u, satrlarning chizigli kombinatsiya-
sidan iborat bo‘ladi.
Aytaylik, biror ¢;,; noldan farqli bo‘lsin. Umumiylikka ziyon yetkazmagan
holda, ¢); # 0 deb olish mumkin. U holda quyidagi satriarni qaraymiz:
wh = wy — Hwy = haup + ... + & pim,

................................. L— 2

Ushbu satrlar n — 1 ta bo'lib, ular m — 1 ta u,, ..y Um satrlarning chizigli
kombinatsiyasidan iborat. n > m bo‘lganligi sababli, n — 1 > m — 1, harr%da
induksiya faraziga ko'ra, wj, ..., w), satrlar chizigli bog‘liq. Demak, kamida
bittasi noldan farqli bo'lgan by, ..., by koeffitsientlar topilib,

bywy + ... + bpwl = 0.

Bu munosabatga uj, ..., w), satrlarning w,, we, ...,
yozilgan ifodasini olib borib qo‘ysak,

C
by (wz - ci"wl) F ot by (wk - ‘ilwl) =0
1,1

Ll

wy satrlar orqali
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kelib chiqadi, ya'ni,

_bacay + ..+ bucny
cu

wy + bwy + ... + bhw, = 0.

bs, ..., bx koeffitsientning kamida bittasi noldan farqli ekanligidan,
wy, Wy, ..., Wy satrlarning chizigli bog'ligligi kelib chigadi.

8.5-natija. Uzunligi n ga teng bo‘lgan n tadan ko'p satrlar chizigli bog'lig.

Isbot. Haqiqatdan ham, uzunligi n ga teng bo'lgan ixtiyoriy (a;, ay, ..., an)
satrni quyidagicha ifodalash mumkin

a,(1,0,...,0) + 22(0,1,...,0) + ... + an(0,0,..., 1).

Demak, ixtiyoriy satr n ta satrning chiziqli kombinatsiyasi orqali ifo-
dalanadi. Yuqorida isbotlangan 8.4-tasdiqqa ko‘ra, satrlar soni n tadan ko‘p
bo‘lsa, ular chizigli bog'liq.

Bizga uzunlikdagi n ga teng bo‘lgan satrlar berilgan bo‘lsin. Bu satrlar
ichida qandaydir k ta satr chizigli erkli bo‘lib, ixtiyoriy k tadan ko'p satrlar
chiqizli bo'gliq bo‘lsin. Ya'ni, chiziqli erkli satrlarning maksimal soni k ga
teng bo‘lsin.

8.6-ta'rif. Berilgan satrlar jamlanmasidagi chizigli ekrli vektorlarning
maksimal soniga bu satrlar jamlanmasining rangi deyiladi. Maksimal sondagi
chiziqli erkli satrlar esa, satrlar jamlanmasining bazisi deb ataladi.

Tabiiyki, chizigli erklilik, chizigli bog'liglik, rang va bazis tushunchalarini
ustunlar uchun ham kiritish mumkin. U holda yuqorida keltirilgan tasdiqlar
ham ustunlar jamlanmasi uchun o‘rinli bo‘ladi.

Demak, berilgan A matritsaning u;, us, ..., um satrlar jamlanmasining
rangini va o'z navbatida vy, vs, ..., ¥n ustunlar jamlanmasining rangini ham
aniqlash mumkin. .

8.7-teorema. Matritsaning satrlari jamlanmasi rangi uning ustunlari
jamlanmasi rangiga teng. e coe e T

Isbot. Aytaylik, LT

a;l a2 ... Qi

@) a2 ... 2n
A=

Q- Cm2 - Qm.n

matritsaning satrlar jamlanmasi rangi k va ustunlar jamlanmasining rangi r
ga teng bo'lsin.

Satrlar rangi k ekanligidan shunday chiziqli erkli k¥ ta satr mavjud
bo'lib, qolgan satrlar ularning chizigli kombinatsiyasi orqali ifodalanishi kelib
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chigadi. Umumiylikka ziyon yetkazmagan holda, dastlabki k ta satrni bazis
deb olish mumkin.

Bu satriardan iborat quyidagi

a,l a2 - Qin
A= .

ar) @r2 - Qkn /
matritsani qaraymiz. A matritsaning ustunlari A matritsa ustunlarining
uzunligi k ga teng bo'lgan kesmalaridan iborat bo‘ladi.

Aytaylik, A matritsaning ustunlari jamlanmasi rangi 7 bo'lsin. A matritsa-
ning ustunlari uzunliklari k£ ga teng ekanligidan 8.5-natijaga ko‘ra, uning
chiziqli erkli ustunlar soni k dan oshmaydi. Demak, 7 < k.

Ikkinchi tomondan esa, A matritsada 7 ta chiziqli erkli ustunlari mavjud
bo‘lib, undan ko'p sondagi ixtiyoriy ustunlar chizigli bog‘liq. Ushbu ustun-
larni A matritsaning ustunlarigacha to‘ldirsak, ular ham chizigli erkli bo‘ladi.
8.3-tasdigga ko'ra esa, A matritsaning 7 tadan ko‘p ixtiyoriy ustunlari chizigli
bog'liq. Bundan A matritsa.nir;g ustunlar jamlanmasi rangi ham 7 ekanligi
kelib chigadi. Demak, r =7 < k.

Endi ushbu mulohazalarni ustunlar va satrlarning o‘rnini almashtirgan
holda qo'llasak, k < r ekanligini hosil gilamiz. Bundan esa, r = k kelib
chiqadi.

8.8-ta’rif.  Matritsaning satrlari (ustunlari}) jamlanmasining rangi
matritsaning rangi deyiladi.

Endi kvadrat matritsaning rangi va determinanti orasidagi bog'liglikni
beruvchi teoremani keltiramiz.

8.9-teorema. Kvadrat matritsaning satrlari chizigli bog'liq bo‘lishi uchun
uning determinanti nolga teng bo‘lishi zarur va yetarli.

Isbot. Zaruriylik. Berilgan

ai,1 0.1.2 a.ll,, \
A= azy Q@22 ... Q2n
Qn1 Qr2 - Cna
matritsaning satrlari chizigli bog'liq bo'lib, determinanti noldan farqli bo‘lsin.
uj, Ua, ..., Up satrlar chizigli bog'liq ekanligidan ciuy + couz + ... + chtin = 0
tenglikka ega bo‘lamiz. Bu tenglik esa, quyidagi chiziqli tenglamalar sis-
temasiga teng kuchlidir: -
a1 +a216 + ... + @ pcn =0,
@12¢1 + 2202 + ... + @z =0,

Q1aC1 + Q2502 + ... + GGy = 0.
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Matritsaning determinanti noldan farqli bo‘lganligi uchun, ushbu bir jinsli
tenglamalar sistemasi yagona nol yechimga ega. Yani¢i =g =..=¢,=0.
Bu esa, satrlarning chizigli erkli ekanligiga zid. Demak, det A = 0.

Yetarlilik. Yetarlilik isbotini A matritsaning tartibi bo'yicha matematik
induksiya usuli bilan keltiramiz. m = 1 uchun teorema tasdig‘i o‘rinli, chunki
det A = 0 tenglik A nol elementdan iborat ekanligini bildiradi:

~ m — l-tartibli matritsa uchun teorema isbotlangan deb, m-tartibli
matritsalar uchun isbotlaylik. Umumiylikka ziyon yetkazmagan holda a;; # 0
deb olishimiz mumkin. Matritsaning w,, us, ..., u, satrlari orqali quyidagi
satrlarni hosil qilamiz:

' 1
Wy = U — G_{Tui (01 02_2» sery a2.n)a
Qn,} 0
W = Un ~ —up = (0, ar 2y vy Q)
1,1

Determinantlar xossasiga ko‘ra

a1 @12 ... A aiy a12 .. Gin / !
0 ] f 0'2,2 Rl a'2.'n
a1 Q22 ... G2n - a2,2 ae 0,2‘" -
— =a,
a .. Q@
1 1 | %n2 n.n
Gnt Qn2 - Gnn 0 a2 - ay,

Ushbu determinant nolga tengligi va a;, # 0 ekanligidan

1
n,n

gy - @
kelib chigadi. Induksiya faraziga ko‘ra (ahs,...,8%,) s (@02, s @p ) s2EI-
lar chizigli bog'liq. Bu esa, ws, ..., w, satrlarning ham chizigli bog'ligligini
bildiradi.
Demak, kamida bittasi noldan farqli bo‘lgan ¢y, ..., ¢, koeffitsientlar topi-
lib, cav2 + ... + cuvn = 0. Bundan esa,

—( cz+ +Z:C"\ul+czu2+ .+, =0
kelib chigadi. Ya'ni, w1, ug, ..., U, satrlar chizigli bog'liq.

Yugqoridagi teoremadan n-tartibli kvadrat matritsaning rangi n ga teng
bo'lishi uchun uning determinant noldan fargli bo‘lishi zarur va yetarli ekan-
ligi kelib chigadi.

Ma’lumki, ixtiyoriy noldan fargli matritsadan qandaydir noldan farqli mi-
nor tanlab olish mumkin. Quyidagi teorema matritsaning rangini minorlar
orqali topish imkonini beradi.
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8.10-teorema. Matritsaning rangi uning noldan farqli minorlarining eng
katta tartibiga teng.

Isbot. Aytaylik, matritsaning rangi k ga teng bo‘lsin. U holda ixtiyoriy
(k + 1) yoki undan katta tartibli minorda chizigli bog'liq satrlarlar mavjud
bo'lib, 8.9-teoremaga asosan bunday minorlar nolga teng bo‘ladi.

Bundan tashqari, matritsaning rangi k bo‘lganligi uchun unda & ta satrdan
va o'z navbatida k ta ustundan iborat bazislar mavjud. Bu ustun va satrlar
clementlaridan tuzilgan minorni qaraylik.

Ushbu minor satrlari chiziqli erkli, aks holda, 8.3-tasdiqqa ko'‘ra avvalgi
matritsaning butun satrlari chizigli bog'liq bo‘lar edi. Demak, tanlab olingan
k-tartibli minor noldan farqli.

Biz chizigli tenglamalar sistemasini yechishning Gauss usulini keltirga-
nimizda sistema ustida elementar almashtirishlarni keltirib o‘tgan edik.
Matritsaning satrlari ustidagi elementar almashtirishlar ham huddi shu kabi
aniglanadi. Ya’'ni, matritsaning satrlari o‘rnini almashtirish, satrlarni noldan
farqli songa ko‘paytirish va bir satrni ikkinchi satrga proporsional satrga
qo'shish elementar almashtirishlar hisoblanadi.

Ko'rinib turibdiki, elementar almashtirishlarning xar birida satrlar jam-
lanmasi chizigli ekvivalent satrlar jamlanmasiga aylanadi. Shuning uchun
elementar almashtirishlar natijasida matritsaning rangi o‘zgarmaydi.

Bizga ma’lumki, trapetsiyasimon matritsa quyidagi ko‘rinishga ega bo‘ladi

€11 Q12 .« Ck Crk4l -~ Cin
6 coz - Cok Coksl - Con
0 0 .. Ckk Ckktl - Ckn |
0 0 ... 0 0 .. 0
0o 0 .. 0O 0 .. DO

bu yerda ¢y # 0, c22#0, ..., cxx 0.
Trapetsiyasimon matritsaning rangi k ga teng ekanligini ko‘rish qiyin
emas. Hagiqatdan ham,

Cl,l C).,‘Z Cl,k
0 c22 - Cop

’ T=C00220 e Crk
0 0o .. Crk

minor noldan fargli. Bundan tashqari, tartibi kdan katta minorlarda kamida
bitta nolga teng satr mavjudligi uchun, bu minorlarning giymati nolga teng.
8.11-tasdiq. Ixtiyoriy matritsani satrlari ustidagi elementar almashtirish-

lar bajarish va ustunlar o‘rnini almashtirish orqali trapetsiyasimon matritsa
ko‘rinishiga keltirish mumkin.
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Isbot. Agar matritsa nol matritsa bo‘lmasa, uning noldan fargli elementi
mavjud. Bu elementni matritsaning satrlari va ustunlari o‘rnini almashtirish
orqali yuqori chap burchagiga ko‘chirish mumbkin.

Demak,

anr @2 ... 2 \
A= Q1 Q22 ... Q2n
Qi 1 G2 -« QGmpn /
matritsada a;,; # 0 deb olish mumkin.

Endi ushbu matritsada quyidagi almashtirishlarni bajaramiz.

Birinchi satrnj ——-t - ga ko'paytirib, i-satrga qo'shamiz. Bu almashtirish-
lardan keyin A matntsa quyidagi ko‘rinishga keladi

(al,l a2 ... Qin \ i
' !
0 a3, ... ap,
] !
0 any - apn/
Agar
] ’
a9 - Qgp \
] f !
a’m,2 u a’m.n

matritsa nolga teng bo‘lsa, jarayon tugatiladi. Noldan fargli bo‘lgan, holda -
satrlarini va ustunlarini almashtmsh hisobiga aj, # 0 deb olish mumkin.

Endi ikkinchi satrni — =2 ga ko'paytirib, qolgan satrlarga qo'shish orqall
berilgan matritsani quytdag1 ko‘rinishga keltiramiz

a1 12 43 .- Qi
"
0 0 a3g; ... a3,
"
O 0 a:,‘_-, 0oS am.n

Ushbu jarayonni chekli marotaba davom ettirish natijasida, mafritsaning "
ma’lum satrlaridan tashqari qolgan satrlari nolga aylantiriladi. Natijada mat-
ritsa trapetsiyasimon shaklga ega bo‘ladi.

9-§. Chizigli tenglamalar sistemasini to‘la yechish

Ushbu mavzuda chiziqli tenglamalar sistemasini umumiy yechimini topish
usulini beramiz. Dastlab, bir jinsli tenglamalar sistemasini qaraymiz.
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Bizga

[ a),1T) + a1 2%2 + ... + @1,0Ta = 0,
a2 1Z; + @222 + ... + Q2nTn = 0,

l Am 1Ty + Qm2%2 + .o + G aZe =0
bir jinsli tenglamalar sistemasi berilgan bo‘lsin. Ma’'lumki, ushbu sistemaning
matritsasini A va matritsaning ustunlarini vy, vy, ..., ¥n deb olsak, sistemani

v + Tovg + ... + Tpvy, =0
yoki
A-X=0

ko‘rinishlarda ham yozish mumkin, bu yerda X —noma’lumlardan iborat
bo'lgan ustun vektor.

9.1-tasdiq. Agar Z,, Z,, ..., Z) ustunlar bir jinsli chiziqli tenglamalar sis-
ternasining yechimi bo‘lsa, u holda ularning ixtiyoriy chizigli kombinatsiyasi
ham yechim bo‘ladi.

Isbot. Hagiqatdan ham, A - Z; = 0 ekanligidan

AaZy+Ze+ .. +caZ)=ciA-Z1+ A Zy+ ...+ A -2, =0

kelib chigadi.

9.2-teorema. Bir jinsli chizigli tenglamalar sistemasining ixtiyoriy

yechimi n — r ta chiziqli erkli yechimlarning chizigli kombinatsiyasidan iborat
bo‘ladi, bu yerda n—noma’lumlar soni, r = rank(A).
Isbot. Sistemani

V1 + Tovo + ... + Tpy = 0

ko‘rinishida yozib olaylik.

r = rank(A) ekanligi uchun v, v, ..., v, ustunlar jamlanmasida 7

ta ustun bazis bo‘ladi. Umimiylikka ziyon yetkszmagan holda, dastlabki
T ta vy, Vg, .., ¥, ustunni bazis deb olish mumkin. Bu holda gqolgan

Ur4l, Ur42, -, Up ustunlar vy, vy, ..., Uy ustunlarning chizigli kombinatsiyasi
orqali ifodalanadi, ya'ni

Vpsl = b,-+1'1‘01 + b.-.H‘g‘Uz + ...+ b,+1_,v,,
Urs2 = braz 101 + bry22v2 + oo+ brya ey,

Un = bn U1 + baov + ... + bnypvy.
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Bu tengliklardan quyidagi n — r ta ustunning yechim ekanligini ko‘rish
qiyin emas,

bri1 brya,1 bn,1

br+1.r br+2.r bn,r
Zr+l= -1 er+2= 0 )-'-,Zn= 0
0 -1 0

0 0 -1

Bu yechimlar chiziqli erkli ekanligi osongina kelib chiqadi, chunki bu us-
tunlarning oxirgi n—r ta komponentalaridan tuzilgan minorni qarasak, ushbu
minor noldan fargli bo‘ladi.

Endi ixtiyoriy yechim bu yechimlar orqali chiziqli ifodalanilishini
ko'rsatamiz.  Aytaylik, X = (z},..,2},%¢;, - 2Z3)7 ustun sistemaning
boshqa bir yechimi bo‘lsin. U holda

Y =X + 200,201 + o+ 2020

ustun ham sistemaning yechimi bo‘ladi. Ma'lumki, bu yechimda (r + 1)-
komponentadan boshlab barcha komponentalar nolga teng, ya'ni ¥ =
(¥} -, U2 0, ey O

Ushbu ustun sistemaning yechimi bo'lganligi uchun

Y+ 2+ .+ yu =0,
Ammo, v, v, ..., ¥, ustunlar chizigli erkli ekanligidan
yi=y=.=y =0
kelib chigadi. Demak, Y =0, ya'ni
X ==z, 1 Zryr — .. — T2y

Shunday qilib, Z,+1, Zr42, ..., Zn chizigli erkli yechimlar bo'lib, barcha
yechimlar ularning chiziqli kombinatsiyasi orgali ifodalanadi.

Teorema. isbotida keltirilgan Z..,, Z,42, ..., Zn yechimlar jamlanmasi
bazis yoki fundamental yechim deb ataladi.

Sistemaning umumiy yechimi deb fundamental yechimning umuniy chizigli
kombinatsiyasiga aytiladi. Ularning biror aniq chizigli kombinatsiyasi esa
xususiy yechim bo‘ladi.

Bir jinsli bo‘lmagan chizigli tenglamalar sistemasi yechimini ham bir jinsli
sistema yechimi orqali berish mumkin.
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Aytaylik, bir jinsli bo'lmagan

anzy + a12%2 + ... + @1pZTn = by,
any + ATz + ... + AT, = by,

..............................

¥
Am1T1 + Am2Z2 + ... + ATy = bm
sistema berilgan bo'lsin. Bu sistemaning asosiy va kengaytirilgan matritsa-
larini qaraymiz, ya'ni
a, a2 ... ain

a‘l,l a1,2 A al.n bl
Q: a P
A 2,] 2,2 2,n

, A: Qy a2 ... Q2n b2
Gml @m2 . Gma Om1 Gm2 - OGmn bm
Quyidagi teorema bir jinsli bo‘lmagan chizigli tenglamalar sistemasi

yechimi mavjudligini uning matritsalari ranglari orqali beruvchi teorema
hisoblanadi.

9.3-teorema. (Kroneker-Kapelli teoremasi) Chiziqli tenglamalar sis-

temasi yechimga ega bo‘lishi uchun uning asosiy matritsasining rangi k.en-.
gaytirilgan matritsasining rangiga teng (ya'ni, rank(A) = rank(A)) bo'lishi
zarur va yetarli.

Isbot. Tenglamalar sistemasini quyidagicha yozib olamiz:

1V + Ty + ... + TaU, = B,
bu yerda B ozod hadlardan tuzilgan ustun.

Sistema yechimga ega bo‘lishi uchun B ustun vy, vs, ..., vnustunlam?ng
chizigli kombinatsiyasi orqali ifodalanishi zarur. Bundan esa, matritsalarning
ranglari tengligi kelib chiqadi.

Agar matritsalarning ranglari bir xil bo‘lsa, vy, vs,

..., Up dagi bazis
Ui, V2, ...

y ¥n, B ustunlar uchun ham bazis bo‘la oladi. Bundan esa B ustun

V1, V2, ..., Un ustunlarning chizigli kombinatsiyasi orqali ifodalanishi kelib
chiqadi.

9.4-teorema. Bir jinsli bo‘lmagan chizigli tenglamalar sistemasining
umumiy yechimi, uning biror xususiy yechimi va huddi shu koeffitsientlar-
dan tuzilgan bir jinsli tenglamalar sistemasining umumiy yechimi yig‘indisiga
teng.

Isbot. Aytaylik, Xo ustun A- X = B bir jinsli bo‘lmagan chiziqli
tenglamalar sistemasining biror yechimi bo‘lsin. U holda A- X = B va
A - Xo = B ckanligidan, A- X = A X, sistcmaga ega bo'lamiz.

Demak, berilgan sistema A - (X — X;) = 0 bir jins}i sistemaga teng kuchli.
Bir jinsli tenglamalar sistemasining umumiy yechimi X* = X — Xg ekan-
ligidan X = X" + X, kelib chigadi. Ya’ni berilgan tenglamaning umumiy
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yechimi biror xususiy yechim va bir jinsli tenglamalar sistemasining umumiy
vechimi yig‘indilaridan iborat.
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10-§. Kompleks sonlar va ular ustida amallar
Bizga R haqiqiy sonlar to'plami berilgan bo‘lsin. C = R x R to‘plamda
qo'shish va ko‘paytirish amallarini quyidagicha aniglaymiz:
{a, b))+ (c,d) =(a+¢c, b+d),
(a, b) - (c, d) = (ac — bd, bc + ad).
Ravshanki, € da aniqlangan qo'shish va ko‘paytirish amallari uchun
quyidagi shartlar bajariladi:
a) qo‘shishning kommutativligi: (a,b) + (c,d) = (¢, d) + (e, b),
b) qo‘shishning assotsiativligi:
[(a.b) + (c.d)] + (e, f) = (a,b) + [(c,d) + (e, f)],
c) ko‘paytirishning kommutativligi {a,b) - (c,d) = (¢, d) - (e, b),
d) ko'‘paytirishning assotsiativligi:
[(a'r b) ' (C» d)] : (C, f) =i (a: b) 2 [(C, d) ) (8, f)]
Ushbu qonunning o‘rinli ekanligi quyidagi tenglikiardan kelib chiqadi:
{(a:b) ) (C:d)] ) (C, f) = (ac- bd:ad+ bC) ) (elf) =
= ace — bde — adf — bef + acf — bdf + ade + bef,
(a’b) L [(C,d) ; (e,f)] = (0., b) ) (CC - dfvcf +d€) =
= ace — bde — adf — bcf + acf — bdf + ade + bcf.
e) distributivlik qonuni:
[(2,6) + (c,d)] - (e, f) = (a,b) - (e, f) + (¢, d) - (e, /);

Qo‘shish va ko‘paytirish amallarini bog‘lovchi ushbu distributivlik gonuni
ham o‘rinli bo‘lishini tekshirish giyin emas:

[(a)b)+(crd)]'(e1f) = (a+c,b+d)-(e,f) =

= (ae+ce—bf —df,af + cf + be + de),
(a,b)-(e,f)+(c,d)-(e,f)=(ae—bf,af+be)+(ce—-df,cf+df)=
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=(ae+ce—bf —df,af +cf + be + de).

Ta'kidlash joizki, (0, 0) element C to‘plamning trivial (nol) clementi, (1, 0)
element esa birlik elementi bo'ladi, ya’ni:

(a,b) + (0,0) = (0,0) + (a,b) = (a,b),
(a,b) - (1,0) = (1,0) - (a,b) = (a,b).

Ma’lumki, ixtiyoriy (a,b) € C clement qarama-qarshi (—a, —b) elementga
ega. :
Endi biz C to‘plamdagi ixtiyoriy noldan farqli {(a,b) elementning teskari-
lanuvchi ekanligini ya'ni (a,b) - (z,y) = (1,0) tenglama yechimga ega ekan-
ligini ko'rsatamiz. Ushbu tenglamadan quyidagiga ega bo‘lamiz

(U.ZC T byv ay + by) = (11 0)‘
Bu tenglikdan quyidagi ikki noma’lumli tenglamalar sistemasi hosil bo’ladi

az — by =1,
bz + oy = 0.
Ma’lumki, bu sistema (a, b) # (0,0) bo‘lganda yechimga ega bo’lib,

a -b

I = 3 =
a? + b? Y a? + b2

ckanligi kelib chiqadi.
Demak, (a, b) element uchun teskari elernent

O e )

\a2+b2’ a? + b?

ko'rinishga ega bo‘ladi.

10.1-ta’rif Qo‘shish, ayirish, ko‘paytirish va bo'lish amallari aniglangan
C to‘plamga kompleks sonlar to’plami, uning elementlari esa kompleks sonlar
deb ataladi.

Kompleks sonlar to‘plamining (a, 0) ko‘rinishidagi elementlari to‘plamini
R, orqali belgilaymiz. C da kiritilgan qo‘shish va ko'paytirish amallarini R,
da garaymiz:

(a,0) + (c,0) = (a + ¢,0),

(@,0) - (c,0) = (ac, 0).

Ushbu tengliklardan ko‘rinadiki, R to‘plamdagi qo‘shish va ko'paytirish
amallari, haqiqiy sonlar to‘plamidagi amallar kabi aniglanadi.
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R: va R to‘plamlar orasida f((a,0)) = a kabi f : R, — R moslik
o'rnatsak, yuqoridagi tengliklardan ushbu moslik ko‘paytma va yig‘indi amal-
larini saglashi kelib chiqadi. Demak, (a,0) = a deb olish mumkin.

Agar (0,1) elementni ni i orqali belgilasak,

=(0,1)-(0,1) = (=1,0) = —

bo'ladi. Ushbu i € C elementga mavhum birlik deyiladi. Ixtlyony (a,b) e C
uchun

(a,b) = (a,0) + (0,b) = (a,0) + (b,0) - (0,1) = a + bi

tenglikni yozishimiz mumkin. Shunday qilib, C kompleks sonlar to‘plamining
ixtiyoriy elementini z = @ + bi shaklda yozish mumkin. Bu shaklga kompleks
sonning algebraik shekli deyiladi.

z,y € R bo‘lganda son kompleks son, yozuv esa kompleks son algeb-
raik formasi deyiladi. z soni kompleks son haqiqiy gismi deyiladi va Rez
ko'rinishida, y soni esa mavhum qismi deyilib, Im z tarzida belgilanadi.

21 = ) +1iy; va 22 = T, + iy, kompleks sonlar ustida amallar quyidagicha
kiritiladi:

). z1+ 2= (I] + iy ) + (z2 + iyz)‘ = (1‘1 T 1'2) + iy = y2)

2). z1-zp = (21 +iy) - (T2 + iY2) = T1Tp + iT Y0 + INT2 — YiYe =

= (z172 — Yiye) + i1y + Town)
3y, A _Titiy T2—iyy  ni%y — iy + 1y112 +nye _
T 29 To+ Y2 Ty — ’i'yg T92 + yo?

_hiT2+uy iyle - Z1Y2
To? + yp? T2 + y?

Misol 10.1. 2; =1+ 2i 2z = 1 — i bo'lsa, u holda
Z1—22=1+2i—(1+1) =3
ﬂ_1+2i_1+i_1+z'+22'—2 1 3

= = —— i
22 1-i 144 1+1 2 2
Tenglikni tekshiramiz:

= (21— iy) - (22 —iy) =

=TT iy ~ 1T - Yite = (0122 — Yiye) — HZaye + Hi22)-
Kompleks sonning algebraik shaklidagi a songa kompleks sonnning hagiqiy
qismi deyiladi va Re(z) orqali belgilanadi. Undagi b soni esa z kompleks
sonning mavhum qismi deyiladi va I'm(z) orqali belgllanadl Mavhum qismi
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nolga teng bo'lgan kompleks sonlar hagiqiy sonlar bo'lsa, hagigiy gismi nol
bo‘lgan kompleks sonlar mavhum kompleks sonlar deyiladi.

Ushbu Z = a — i kompleks soni z = a + b kompleks soniga qo'shma
kompleks son deyiladi. Qo‘shma kompleks sonlar uchun

z+Z=(a+b)+(a—b)=2aq,
z-Z2=(a+bi) (a—bi)=a®+ b
tengliklar o'rinli, ya'ni kompleks sonning o‘z qo‘shmasiga yig'indisi va
ko‘paytmasi haqiqiyv son bo‘ladi.
10.2-xossa. Kompleks sonlarning qo‘shmasi quyidagi xossalarga ega:
A F =T+
b)zi—z22=21-%;
c)Z =721 %

z E3)
Y g
\ 22 22
Kompleks sonning teskarisini topishda uning qo‘shmasidan foydalanish
juda qulay hisoblanadi:

(a+bi)™ = 1 _ 1 _a—bi=a—bi= a b ;.
a+bi a+bi a—bi a?+bB a2+ a?+b?
10.3-tasdiq. Bizga z = a + bi kompleks son berilgan boflib, u + vi uning
kvadrat ildizi bo'lsin, u holda

u=:!:\/%(a.+ a2+b2),
v=:i:\/% (—a+ \/a2+b7).

Isbot. Aytaylik, vVa+ b = u + vi bo'lsin. U holda bu tenglikni ikkala
tornonini kvadratga ko‘tarsak,

(u+vi)t = a+ bi
tenglikni hosil qilamiz. Bundan

{u?—1v'=a,

1 2uv = b. (1)

tenglamalar sistemasi kelib chiqadi. Bu sistemadagi tenglamalarning har
birining ikkala tomonini kvadratga ko‘tarib, so‘ngra ularni qo'shsak, quyidagi
tenglikka ega bo'lamiz:

(W — 1) + 4t? = (2 + ) = d? + B
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So‘nggi tenglikdan u? + v? = va? + 52 (ildiz musbat ishorali, chunki teng-
likning chap tomoni musbat sondir). Bu tenglikdan va tenglamalar sistemasi
birinchi tenglamasidan quyidagilarni hosil gilamiz:

x va v larni topamiz. (1) tenglamalar sistemasning ikkinchi tengligiga ko'ra
uv ko‘paytmaning ishorasi b ning ishorasi bilan bir xil bo‘ladi, ya'ni agar
b > 0 bo'lsa, u va v lar bir vagtning o‘zida musbat yoki manfly ishorali, agar
b < 0 bo'lsa, u va v lar turli ishorali bo‘ladi.

Shunday qilib, ixtiyoriy kompleks sonnning ikkita kvadrat ildizi mavjud va
ular bir-biridan ishorasi bilan farq qiluvchi sonlar bo‘ladi. Xususan, manfiy
haqigly sonlardan ham kvadrat ildiz chigarish mumkin. Haqiqatan ham,
agar @ < 0 va b = 0 bo'lsa, u holda va% + 2 = —a (bu ildiz musbat) va
u?=}(a—a) =0, ya'ni u = 0 bo'ladi. Demak, /i = +v/—a -1 bo'ladi.

Misol 10.2. z = —35 — 12 kompleks sonning kvadrat ildizlarini toping.
Bu yerda a = —35, b = —12 ckanligi uchun

Va?+b? = /1225 + 144 = V1369 = 37.

Shuning uchun

ul = l (35 +37) = 36,
v? = '2- (—35+ 37) = 1.

Demak, u = +6, v = +1, hamda b < 0 bo‘lganligi sababli, u va v larning
ishoralari turli xil bo‘ladi, shuning uchun

V=35 = 12i = £(6 — i).

Misol 10.3. 22 — (7 — 2i)z + 13(1 — i) = 0 kvadrat tenglamani kompleks
sonlar maydonida yeching.
Kvadrat tenglamaning diskriminanti D = —7 + 24i bo'lib, kvadrat
tenglamaning komplcks sonlar maydonida yechimlari
— oy - ] e 4
5= (7 — 21) 2(3+41)) 23 = (7 21)-;(3+ i}) _5-

b1
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11-§. Kompleks sonlarning trigonometrik shakli

Ma'lumki, haqiqgiy sonlar to‘plaminining geometrik talgini to‘g'ri chizig-
dan iborat bo’ladi. Ya'ni, haqiqiy sonlar to‘plami bilan to'g‘ri chiziq o‘rtasida
o'zaro bir giymatli moslik mavjud. Shuning ushun R to’plamni to‘ri chiziq
deb qarashimiz mumkin. Bundan esa, R? to’plamni tekislik deb qarash
mumkinligi kelib chigadi.

Kompleks sonlar to’plami bilan R? to‘plam orasida bir qiymatli mostik
mavjudligini hisobga olsak, kompleks sonlar to‘plamining geometrik talgini
tekislikdan iborat bo'lishini payqash qiyin emas.

Kompleks sonlar mos qo‘yilgan tekislik kompleks tekislik deyilib, kompleks
tekislikning abssissa o‘qi nugtalariga haqiqiy sonlar, ordinata o‘qi nuqtalariga
esa sof mavhum sonlar mos keladi. Shuning uchun kompleks tekislikning
abssissa o'qiga hagiqiy o‘q, ordinata o‘qiga esa mavhum o‘q deyiladi. Demak,
z = a + ib kompleks sonning kompleks tekislikdagi o‘rni quyidagi shakida
tasvirlanadi:

Y

1-chizma

Tekislikdagi z nuqta bilan koordinatalar boshini tutashtiruvchi kesma
uzunligini » orqali, bu kesmaning OX o‘qi bilan soat strelkasiga qarama-
qarshi yo‘nalishda hosil qilgan burchagini ¢ orqali belgilaymiz.

y .

0 b ' x

2-chizma
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Endi 2 = a + ib kompleks sonning trigonometrik shaklini ifodalaymiz.
2-chizmadagi to'g'ri burchakli uchburchakdan Pifagor teoremasiga asosan

r=+va+b? (1)

tenglik kelib chiqadi. Burchak kosinusi, sinusi va tangenslarining ta'rifidan ¢
burchak aniqlanadi:

a
cosp = —, sing =
T

3lo

(2)
yoki
tgp = g ()

Kesma uzunligi r ga kompleks sonning moduli deyiladi va |z orqali belgi-
lanadi. Ya'ni, |z] =r = Va2 + b2

Kompleks sonning argumenti deb, ¢ burchakks aytiladi va arg z orqali
belgilanadi. (2) tengliklardan a va b larni topamiz:

a= réosgp, b =rsinep.
Ushbu tengliklarni kompleks sonning algebraik shakliga qo‘ysak,
z =r(cosp + isinep) (4)

tenglikni hosil gilamiz. Bu tenglikka z kompleks sonning trigonometrik shakli
deyiladi.

Tabiiyki, kompleks son qo‘shmasining trigonometrik shakli:
Z = r(cosyp — isinp) = r(cos(—¢) + isin(—yp))

bo'ladi.

11.1-teorema. Trigonometrik shaklda berilgan ikkita kompleks sonlar
ko'paytmasining moduli, ko‘paytuvchilar modullarining ko‘paytmasiga, ar-
gumenti esa ko‘paytuvchilar argumentlarining yig'indisiga teng, ya'ni

- Bl = laf -8},
arg(a - B) = arg o + arg 3.

Isbot. Bizga a = r(cos¢ + isiny) va B = p(cosy + isiny) kompleks
sonlari berilgan bo'lsin. U holda

o B =r(cosyp + isinp)p(cos ¥ +isiny) =
=7 p(cosy -cosy —sinp -siny + i(sing - cosy + cosp - sinP)) =
=1 p(cos(p + ¥) + isin(p + ¢)).
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Demak, |a- B8] = p-r = |a| - |B] va argla - B) =p + 9 = arga +argf .
bo'ladi. '

Bu teoremadan bevosita quyidagi natijani hosil qilamiz.
11.2-natija. Bir nechta o, ag, ..., &@p sonlar ko‘paytmasining moduli

oy - @z ... - an] =] - a2} - ... - |an]
va argumenti
arg(on - a2 ... @) = argag +argag + ... +argan

bo‘ladi.
Misol 11.1. a = 1 — i komplek sonini trigonometrik shaklga keltmng
a =1, b= -1 ekanligidan r = V1 + 1 = V2, hamda

1 . 1
cosp =—, sing=—-—,
= V2
tengliklardan ¢ = — ga ega bo‘lamiz. Natijada

5l

'2 | cos Ix + isi 77r\|
o= — n—|.
Ve oy 1

Misol 11.2. @ = 1—1iva 8 = V/2(cos§ + icos §) kompleks sonlarning
ko’paytmasini toping. a = V2 (cos + isin —) ekanli-gini hisobga oslak,

s T . T\
a-f= \/_(cos y +zsm-z)-\/§(cos-§+1cos-8—)—-

=2 1om + isin -lﬂ)
= cos 3 3 )

12-§. Kompleks sondan ildiz chiqarish

Ushbu paragrafda trigonometrik shaklda berilgan kompleks sondan n dara- -
jali ildiz chigarish formulasini keltiramiz. Bizga

a = 1{cosp + isiny)

ko‘rinishidagi kompleks son berilgan bo‘lsin.
12.1-tasdiq (Muavr formulasi). Har qanday n € Z butun son uchun
quyidagi tengliklar orinli:

o™ = r"(cosny + isin ny), (1)

ya'ni, |a"| = |a|*, atg(a") = narge.
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Isbot. 11.2-natijada
TL=T2=..=Tag =7, Y1) == ..=Ppr=¢
deb olsak, (1) formulaning natural sonlar uchun o‘rinli ekanligi kelib chiqadi.
Endi ushbu formulani manfiy sonlar uchun o‘rinli ekanligini ko‘rsatamiz.
a“:—l-— 1 cosgo—zsm(p
a r(cosgo+zsm<p) cosg —ising

cosy — isiny _1 L -1 ol
= = T1 (cosy —181n =7 (cos{—y) +ismn{—
r{cos? ¢ + sin® ) (cosip 2 (cos(=¢) . (. @)
tenglik formulani n = —1 da o‘rinli ekanligi ko‘rsatadi.
Endi ixtiyoriy » manfiy butun son uchun n = —m, m € N deb olib,

(r{cos @ + isinp))" = (r(cos ¢ + isinp)) ™ =
= ((r(cosp +isin p)) ™)™ = (r~!(cos(—¢p) + isin(—¢)))" =
=r""(cos(~myp) + i sir;(—mcp)) = r"(cos{ny) + isin(ng)),

ya'ni (1) tenglik manfiy butun sonlar uchun ham o‘rinli.
Misol 12.1. Muavr formulasi yordamida (1 —1)'° ifodani soddalashtiring.

' 10
35w 357
(1-9°= (\/5 (cos%+isin%)) = 2% (cosT+zsm—4—)=

3
= 32 (cos (167r + I%rr) + isin (lﬁ'n + ?ﬂ-)) =
32l e + 3) 32 (-1) 32i
= =32 (—1) = —32i.
\cos 2 isin 2 1
12.2-natija. Ikkita kompleks son nisbatining modulli modullar nisbatiga,

argumenti esa argumentlar ayirmasiga teng.
~ Isbot. a = r(cos¢ +ising) va B = p(cosy + isin) va kompleks sonlar

berilgan bo'lsin. U holda

% = r(cos ¢ + sin p)p~(cos(—y¥) + isin(—)) =

=7 p (cos(¢ — ¥) + isin(p — ¥))
o]

181"

bo‘lib, bundan
=7T-" p =

#
P
Shuningdek,
e
argp =@~ =argp ~argy
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kelib chigadi.

12.3-ta’rif. o va w kompleks sonlari va n natural son uchun w" = a
tenglik o'rinli bo‘lsa, w kompleks son a sonning n-darajali ildizlari deyiladi.

Quyidagi teoremada kompleks sondan n-darajali ildiz chigarish formu-
lasini keltiramiz.

12.4-teorema. Ixtiyoriy kompleks son n ta turli n-darajali ildizga ega
bo‘lib, ular quyidagi ko‘rinishda bo'ladi:

{ / — =
’_(co <p+27rlc\ inkm\\,k—o,n—l..
)7
Isbot. o sonining n-darajali w kompleks ildizini w = p(cos8 + isin@)
ko‘rinishida izlaymiz. Muavr formulasiga asosan

w" = p"(cosnf + isinnd) = r(cos ¢ + isingp).

Bundan p" = r, n@ = ¢ + 2nk, k € Z kelib chiqadi. Bu tengliklardan
p={r, 0 =25 ke Z ni olamiz. Demak, o ning har bir n-darajali ildizi

ushbu
Yo e
w=wk=Q’;(COS(M)-f-iSiHI/MC—)\\,kGZ
\ n \ n /)

ko'rinishga keladi, va aksincha, bunday ko‘rinishga ega bo‘igan har ganday
kompleks son a ning n-darajali ildizidir.

Endi k ga 0, 1, 2, ..., n — 1 qiymatlar berib, wy, w), ws, ..., w1 larni
topamiz, bulamifxtr hammasi turlicha bo‘ladi, chunki &£ ni bittaga orttirish
argumentning = I ga ortishiga olib keladi. Endi k > n bo'lgan holni ko‘ramiz.
kninga qoldlqlx bo'lsak,

k=ng+r, 0<r<n-1,
bo‘lib,

@+ 27k =gp+27rnq+27rr :=¢p+21rk+27rq
n

n n
kelib chigadi. Natijada,

ok +onk \
wg = \'VF(cos (f’-’-%r—+27rq)+isin <—";;L+27rq)}=

! 27
e \,y; (COS (SD +n27r7'> +isin &(’o_i-n_")) = Wp

bo‘ladi, ya'ni wy, wy, wy, ..., wn-1 larning biriga teng bo'ladi.
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7
Vi-i= '\‘/\/i(cos—%r—i-isin%) =

n =
o 2k Z 4 27k
=\V§(cos 4 ™ fisind

\ 3 /

Misol 12.2.

1

hosil bo'ladi, bu yerda k = 0,1,2. Bundan

/
6
wp = 2lcos—+zsm 5
=2 (cos 5 +isin —)
237
6 i .
\/§(cos is 12)

uchta turli ildizlari hosil bo‘ladi.
Birning ildizlari

Endi bir sonning n-darajali kompleks ildizlari ustida to‘xtalamiz. Agar
a=1=cos0 + isin0 deb olsak, u holda 1 ning n-darajali ildizlari

= “q=(cos(¥)+is'm(¥)), k=0,n-1

bo‘ladi va birning barcha n darajali ildizlari n tagg = 1, €1, €2, .--1€n-1 komp-

leks sonlar to‘plamidan iboratdir. Ushbu to‘plamni < € >np kabi belgilab
olamiz.

12.5-teorema. Birning barcha ildizlari uchun quyidagi xossalar o'rinli
a) €, €Em €< € >, uchun & - £, €<’e >y;

b) ex €< &€ >, uchun {g;)7' €< e >, .
Isbot. a) Haqiqatan, agar &k, € €< £ >n, 0 < k,m < n — 1 bo'lsa,
(ck-em)' =¢€f-epm=1-1=1

b) ¢k ning teskarisi ;' bo'lsa, ()" = ( )" = & = 1 bo'ladi.
Muavr formulasiga asosan e, = e%. Demak, < & >, to‘plam & ildizning
darajalari orqali ifodalanadi

12.6-ta’rif. Agar birning n-darajali ildizi €, uchun
{ex, 2,63, el} =< e >,

shart o'rinli bo'lsa, u holda & birning n-darajali boshlang‘ich ildizi deyiladi.
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12.7-tasdiq. & = cos (22%) 4 isin (%) ildiz birning boshlang‘ich ildizi
bo'lishi uchun (k, n) = 1 bo'lishi zarur va yetarli.

Isbot. Aytaylik, k va n sonlari o*zaro tub bo'lsin. U holda g, boshlang‘ich
ildiz ekanligini ko'rsatamiz. Teskarisini faraz qilaylik, ya’ni shunday n; va n,,
(0 < n; < ng < n - 1) sonlari topilib, €' = €} bo‘lsin. U holda e}> ™ =1
bo'lib, bundan esa,

2rk(ng — ny)
n
ya'ni k- (n2 — ny) = ¢t - n hosil bo'ladi. Ushbu tenglikdan k va n o‘zaro tub
va ny — n; < n ekanligini hisobga olsak, ny = n; kelib chigadi. Demak, &,
boshlang'ich ildiz.

Aytaylik, £, boshlang'ich ildiz bo'lsin, u holda k& va n sonlari o‘zaro tub

ekanligini ko'rsatamiz. (k, n) = d bo'lsin, ya'nin =n,-d, k = k;-d. U holda

2
€k = COS (ﬁ\l+isi 1/2 V — = (27f 1\ [/Zﬂk‘\_
plak \n/ \m

Bundan esa, €' = 1 ekanligi kelib chiqadi. €k boshlang‘ich ildiz ekanligi
uchun n; =n, ya’nid = 1.

Yuqoridagi tasdiqgdan ko’rinadiki, agar n = p tub son bo'lsa, €1, €9, ..., €p—3
larning hammasi boshlang'ich ildiz bo‘ladi.

Misol 12.3. Birning 3-darajali ildizlarini toping. &x = cosz—"f + tsin 2—’5'5
k = 0,1, 2 ekanligidan:

= 2nt,

£0=1

o . 2n 1, .08
el—cos?+zsmT=—§+z-—*2 i
eg—cosﬁ+zsin4—7r=—l—1£.

3 3 2 2

kelib chiqadi. &}, £; lar birning 3-darajali boshlang'ich ildizlaridi_r.

13-§. Ko‘phadlar va ular ustida amallar

Biz ushbu mavzuda K orqali hagigiy sonlar to‘plami R yoki kompleks
sonlar to'plami C ni belgilaymiz.
13.1-ta’rif. Ixtiyoriy a; € K, i € {0} UN uchun

f(z) = ap + a\x + a2 + ... + auz" (1)

ifoda haqigiy (kompleks) koeffitsientli ko‘phad deyiladi.
(1) ifodadagi  noma’lum o‘zgaruvchi, a; € K lar ko‘phadning koeffitsient-
lari, a;7' lar esa ko ‘phadning hadleri deyiladi.
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Agar a, # 0 bo‘lsa, a, ga bosh koeffitsient a,z" esa bosh had deyiladi,
ko‘phadning ey hadiga ozod had deyiladi.

Ko'phadda qatnashgan noma’lumning eng katta darajasiga ko'phadning
darajasi deyiladi va deg f(z) kabi belgilanadi, ya'ni a, # 0 bo‘lsa deg f(z) =
n. :

Barcha koeffitsientlari nolga teng bo'lgan ko‘phad nol ko‘phad deyiladi.
Bir hil darajalari oldidagi koeffitsientlari teng bo‘lgan ko‘phadlar o‘zaro teng
ko ‘phadlar deyiladi.

K da berilgan barcha ko‘phadlar to‘plamini K{z] orqali belgilaymiz.
Shuningdek, f(a) bilan f(z) ko‘phadning £ = o nuqtadagi giymati belgi-
lanadi.

Endi K[z] to‘plamda algebraik amallarni aniglaymiz.

Ko‘phadlarni qo‘shish. f(z) va g(z) ko‘phadlarning yig‘indisi deb,
ularning mos darajalari oldidagi koeffitsientlarni go‘shishdan hosil bo‘lgan
ko‘phadga aytiladi, ya’'ni

f@) +3(z) = ax, (2)

i=1
bu yerda ¢; = a; + b; bo'lib, a; va blar mos ra.vxshda f(x) va g(z)
ko‘phadlarning koeffitsientlaridir.

Ko'phadlarni songa ko‘paytirish. f(z) ko phadm A soniga
ko'paytmasi deb, berilgan ko‘phadning barcha koeffitsientlarini shu A soniga
ko‘paytirishdan hosil bo‘lgan ko‘phadga aytiladi, ya'ni

Af(z) = Z Aa;z'.
1=}

Ko'phadlarni ko‘paytirish. K[z] to‘plamda ko‘paytirish amalini
quyidagicha kiritamiz: f(z), g(z) € K|z] ko'phadiarning ko‘paytmasi
sifatida koeffitsientlari

J
d]'= Z abe K,1<j<n+m

k+1=0
tenglik bilan aniglangan
n+m )
p(z) = d;z’
j=0

ko'phadga aytiladi, bu yerda

do = apby, dy = apb;y + arbo, d2 = agbz + arby + aszby, ...
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Ma'lumki, ko‘phadlar ko‘paytmalarining darajasi berilgan ko‘phadlar
darajalarining yig‘indisiga teng, ya'ni
_ deg p(z) = deg f(z) + deg g(z).
Misol 13.1. f(z) = z® - 222+ 3x — 5 va g(x) = 3z? — z + 2 ko'phadlarni
yig'indisi va ko‘paytmasini toping.
g@)+ fx) =Bz —z2+2)+ (2® — 22 + 3z - 5) =
=22+ (3-2)2%+ (-1 +3)z+(2-5)=23+22 +2z - 3.
Ushbu ko'phadiarning ko'paytmasi quyidagiga teng:
g(z)  flz) =Bz —z +2)(z* — 222 + 3z - 5) =
= 3z° — 6z + 92° — 1527 — z* + 22° — 32% + Sz+
+22% — 42? + 6z — 10 = 32° — 7z* +132% — 222 + 11z - 10.
Ko‘phadlar ustida aniqlangan amallar quyidagi xossalarga ega.
13.2-xossa. a) f(z)+ g{z) = g(x) + f(z);
b) (f(z) + g(z)) + h(z) = f(z) + (9(z) + h(z));
c) f(z) - 9(z) = g(z) - f(2);
d) (f(z) - 9(z)) - h(z) = f(z) - (9(z) - h(2));
e) (f(z) + g(x)) - h(z) = f(z) - h(z) + g(z) - h(2).
Isbot. Dastlabki ikkita xossaning isboti sodda bo'lganligi uchun biz ular-
ning isbotini keltirmaymiz.

c)
= Za,z‘ va g(z) =) b’
1=0

i=0
bo'lsin. U holda

n+m J n+m J
fz)-g(z)=3 Z axbiz’ = ) Z baxa’ = g(z) - f(z).
7=0 k 7=0 k+i=0

d) Ko‘phadlarni ko'paytirish assotsiativ ekanligini ko‘rsatamiz. Aytayhk

flz) = Z %z, g(z) = Z b2’ h(z) = Z cxzt
i=0 3=0 k=0

bo'lsin. U holda (f(z) - g(x)) - h(z) ko'phadning z' hadi oldidagi koeffitsienti

3

zt: (/ 2‘: a.-bj) Cr = Z a;bjck

{+k=0 \i+j=0 i+j+k=0
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bo'lib, f(z)(g(x) - ¥(z)) ko‘phadning z* hadi oldidagi koeffitsienti esa,

t ! t
Z Q; (Z bjck) = Z aibjck

i+l=0 j+k=0 i+j+k=0

bo‘ladi. Bu ikki yig'indining tengligiga ko'ra ko‘phadlar ko‘paytmasining
-~ assotsiativligi kelib chiqadi.

e)
n+m n+m n+m
E (a.k + bk)cl = E aicy + E brey
k+1=0 k+1==0 k+1=0

ekanligigidan ko‘phadlar to‘plami ustida qo‘shish va ko‘paytrish amallari dis-
tributiv ekanligi kelib chiqadi.

Endi ko‘phadlar to'plamlari ustida ko‘paytirish amaliga teskari bo‘lgan
bo'lish amalini o‘rganamiz.

13.3-ta'rif. Agar f(z) va p(z) ko'phadlar uchun

1(z) = () - ¥(z) 3)
tenglikni qanoatlantiruvchi ¥(z) € K{z] ko‘phad mavjud bo'lsa, f(z) ko'phad
¥(z) ko‘phadga bo'linadi deyiladi.

Agar f(z) ko'phad ¢(z) ko'phadga bo'linsa, f(z) bo‘linuvchi, ¢(z) esa

bo‘luvchi ko‘phad deyiladi, hamda ¢(z)| f(z) yoki f(z)ip(z) kabi belgilanadi.
13.4-xossa. Ko‘phadlar uchun quyidagilar o‘rinli:
a) agar g(x)|f(z) va h(z)lg(z) o'rinli bo‘lsa u holda h(z)|f(x);
b) agar (z)|f(z) va ¢(z)lg(z) o'rinli bo'lsa, u holda ¢(z)|(f(z) £ 9(z))-
¢) agar p(z)|f(x) o'rinli bo'lsa, u holda ixtiyoriy g(z) uchun o (z) |f(z)
9(x).

Agar o(z)|fi(z), @(z)lfolz), ..., @(2)|f.(z) bo'lsa, u holda ixtiyoriy
91(2), ga(z), ..., gs(z) ko'phadlar uchun

P(fi(2) - g1(z) + fol2) - ga(2) + .. + fo(2) - 96(2))-

d) har qanday f(z) ko‘phad istalgan nolinchi darajali ko‘phadga bo‘linadi.

e) agar (z)|f(x) bo'lsa, cp(z)|f(z), bu yerda c € K, ¢ # 0.

f) agar g(z)|f(x) va f(z)lg(z) bo'lsa, u holda f(z) va g(z) ko'phadlar
bir-biridan o‘zgarmas ¢ € K ko'paytuvchi bilan farq qiladi.

Isbot. a) shartga ko'ra, f(z) = g(z)-¢(z) va g(z) = h(z)-¢(z) ko'rinishda
yozib olsak,
f(2) = h(z) - (o(z) - ¥()) -
b) /(z) = p(z) - ¥(z) va 9(z) = p(z) - h(z) ekanligidan

f(2) £ 9(z) = ¢(2) - (¥(2) % h(z))
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kelib chigadi.
c) agar f(z) = p(z) - ¥(z) bo'lsa, u holda ixtiyoriy g(z) uchun

/(=) - 9(z) = p(z) - (¥(z) - 9(=))

tenglik o'rinli bo‘ladi.

d) f(x) =c-c!- f(z) = c- (¢! f(z)) tenglikdan har qanday ko'phad
nolinchi darajali ko‘phadga bo‘linishi kelib chiqadi.

e) f(z) = p(z) - ¥(z) tenglik orinli ekanligidan

J(x) = (c-e(x) - (c" - ¥(x))

tenglik kelib chigadi. ;
f) shartga ko'ra f(z) = g(z) - (z) va g(z) = f(z) - ¥(z), demak, f(z) =
f(z)-(p(z) - ¥(z)) . Bundan 1 = ©(z)-9¥(z) tenglik hosil bo‘ladi. Bu esa ¢(x)
va ¥(z) ko'phadlarning har biri nolinchi darajali ko‘phadiar bo‘lgandagina
o‘rinli bo‘ladi.

Agar f(z) ko‘phad g(z) ko‘phadga bo'linmasa qoldiqli bo‘lishni amalga
oshirish mumkin.

13.5-ta’rif. Agar f(z) va g(z) ko‘phadlar uchun ga g(z) va r(z),
degr(z) < deg g(z) ko'phadlar topilib,

f(z) = g(z) - 9(z) + r(2), (4)

tenglik o'rinli bo'lsa f(z) ko‘phad g(z) ko‘phadga goldigli bo‘lingan deyiladi.
Bu yerdagi g(z) ko'phadga bo‘linma, (z) ga goldig deyiladi, (4) tenglikka
esa qoldiqli bo‘lish formulasi deb ataladi.
13.6-teorema. Ixtiyoriy f(z) va g(z) ko‘phadlar uchun

f(z) = 9(z) - q(z) + r(z), degr(z) < deg g(z),

tenglikni qanoatlantiruvchi g(z), r(z) € Kz} ko'phadlar mavjud va yago-
nadir.

Isbot: Dastlab (4) tenglikni qanoatlantiruvchi ko‘phadlar mavjud ekan-
ligini ko‘rsatamiz. Agar deg f(z) < deg g(z) bo'lsa, u holda (3) tenglik o'rinli
bo‘ladi. Chunki, bu holatda ¢(z) = 0 va r(z) = f(z) deb olamiz.

Faraz qilaylik, deg f(z) > deg g(z) bo'lsin. f(z) va g(z) ko‘phadlar

flz) =Y az"",gla) = ) _bz™ a0 # 0,b0 # 0.
=0 j=0
ko‘rinishlarda bo'lsin. U holda quyidagi ayirmani qaraymiz:

fulz) = f(z) - ff,,fx"""g(z)-
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Bu ayirmadan ko‘rinib turibdiki, n, = deg fi(z) < degf(z). Agar
deg fi{z) < degg(z) bo'lsa, u holda (4) tenglik to‘g‘ri bo‘ladi, aks holda
bu jarayonni davom ettirib, quyidagi ayirmani qaraymiz:

a -m
f2(®) = filz) = 22" (@),
bu yerda a; g koeffitsient f1(z) ko‘phadning bosh koeffitsienti.
Ma’lumki,
= deg fo(z) < deg fi(z) =m

bo'lib, yuqoridagi mulohazani yana bir bor qo'llash mumkin. Bu jarayonni
davom ettirish natijasida darajalari kamayib boruvchi n > n; > ng > ... son-
lariga teng bo‘lgan f(z), fi(z), fo(z), ... ko‘phadlarni hosil qilamiz. f(z)
ko'phadning darajasi chekli bo‘lganligi uchun, chekli qadamdan so‘ng shun-
day fi(z) ko‘phad topilib, ny = deg fi(x) < deg g() bo‘ladi. Ya'ni quyidagi
tenglik o‘rinli

fe(@) = faslz) — E2Ezmamg(g),

bu yerda ax_, o element f,_,(z) ning bosh koeffitsientidir. Endi hosil bo‘lgan
hamma tengliklarni qo‘shsak,

f(z) - (0-0 fi= +%EI"‘ 4. 4 210 “m\ 9(z) = fi(z)
)
hosil bo‘ladi. Bundan

— a_ﬂ n—m 9_1_0_ ny—m Qk—1,0 -1~
q(z) boI + bo T gt =—— % |
va 7(z) = fr(x) deb olsak,
[(z) — qlz)g(z) = r(z)
ekanligini hosil qilamiz.

Endi (4) tenglikni ganoatlantiruvchi g(z) va r(z) ko‘phadlar yagooe
ekanligini ko‘rsatamiz. Faraz qilaylik, (4) tenglik yana boshqa qandaydir
q1(z), r1(z) € Klz] ko‘phadlar uchun ham o'rinli bo‘lsin, ya’'ni

f(2) = 9(=) - a1(x) + r1(z) , degi () < degg(2) ()
bo'lsin. (4) va (5) tengliklarning chap tomonlari tengligidan
9(z) - g(z) + r(z) = 9(z) - () + ni(z),

9(z) - (a(2) — a1(z)) = r1(z) — r(z)
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kelib chigadi. Bu tenglikdan quyidagiga ega ni bo‘lamiz:

deg(ri(z) — r(z)) = deg (9(z) - (a(z) — 01(z))) .

Lekin deg(ri(x) — r(z)) < degg(z) bo‘lganligi uchun ¢(z) = ¢;(z) bo’ lddl
bundan r(x) = r(z) tenglik o‘rinli ekanligi kelib chigadi.

Misol 13.2.

f(z) = 3z — 22% + = + 4 ko'phadni g(z) = z? + 3z + 1 ko'phadga qoldiqli
bo‘lish quyidagicha amalga oshiriladi:

3z - 222+ z4+4 |22 +32+1

328+ 922+ 3z 3z—11

—11z° - 2z + 4
—11z° — 33z — 11
3izx+ 15

Bundan ¢(z) = 3z — 11 va r(z) = 31z + 15 ekanligi kelib chiqadi.
Demalk,

f(z) = g(z) - (3z — 11) + (31x + 15)

tenglikni hosil qilamiz.

14-§. Ko‘phadlar uchun Yevklid algoritmi

Bizga f(z) va g(z) ko‘phadlar berilgan bo‘lsin.

14.1-ta’rif. Agar p(z) ko'phad uchun o{(z)|f(z) va @(z){g(z) o'rinli
bo‘lsa, u holda p(z) ko‘phad f(z) va g(z) ko‘phadlarning umumsiy bo ‘luvchisi
deyiladi.

Ma'lumki, agar ¢(z) ko'phad f(r) va g¢g(z) ko'phadlarning umumiy
bo‘tuvchisi bo‘lsa, cp{z) ko‘phad ham bu ko‘phadlarning umumiy bo‘luvchisi
bo‘ladi. Bundan tashqari, ¢(z) ko‘phadning bo'luvchilari ham f(z) va g(z)
ko‘phadlarning umumiy bo‘luvchilari bo‘ladi.

14.2-ta’rif. d(z) ko‘phad f(z) va g(z) ko‘phadlarning umumiy bo‘luvchisi
bo'lib, uning o‘zi ham f(z) va g(z) ko‘phadlarning istalgan boshqa bir ¢(z)
umumiy bo'luvchilariga bo‘linsa, d(x) ko‘phad f(z) va g(z) ko‘phadlarning
eng katte umumiy bo ‘luvchisi deyiladi va EK U B(f(z), g(z)) kabi belgilanadi.

Ta’kidlash joizki, f(z) va g(z) ko‘phadlarning eng katta umumiy
bo‘luvchisi darajasi qolgan umumiy bo‘luvchilar darajalaridan kichik
bo‘lmaydi.

Ushbu mavzuda ko‘phadlarning eng katta umumiy bo‘luvchisini topish
usuli bo‘lgan Yevklid algoritmini keltiramiz.

Umumiylikka ziyon yetkazmagan holda deg f(z) > deg g(z) deb olamiz.
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f(z) ni g(z) ga bo'lib, q,(z) bo'lintna va r1(z) qoldigni hosil gilamiz
f(z) = g(z) - qu(z) + i ().

Ma’lumki, degg(z) > degri(z), so'ngra g(z) ni r1(z) ga bo'lib, g(z)
bo‘linma va 73(z) qoldigni olamiz:

9(z) = r1(z) - g2(z) + ra().

So'ngra ri(x) ni r2(z) ga bo'lib, bu jarayonni shu tarzda davom ettiramiz.
Qoldiqlarning darajalari

deg g(z) > degr (z) > degra(z) > ...

tartibda pasayib borganligi va deg g(z) chekli bo‘lganligi uchun tengsizlilf—
lar zanjiri ma’lum joyga kelib tugaydi, ya'ni degrps)(z) = 0. Demak, biz
quyidagi tengliklarga ega bo'lamiz:

f(z) = g(z) - qu(z) + r1(z),

9(z) = 1i(x) - qa(z) + ra(z),

ri(z) = r2(2) - ga(z) + r3(2),
........................................... (1)
Tn—3($) = Tn—Q(x) 'IQH—I(z) 7k rn—l(I)x

Tn-2(2) = Ta1(2) - ga(%) + ra(2),

Fat(2) = (@) - guea (2).

Endi bu tengliklarning oxirgisidan yuqoriga qarab harakat qilsak,
Ta(T)irn-1(z) = 70(2)|rn-2(z) = 7a(2)|Tn_s(z) =

= .. =2 ma(2)|ri(z) = alz)|9(z) = ro(2)| f(2)
hosil bo‘ladi.

Ravshanki, f(z) va g(z) ko‘phadlar uchun tuzilgan Yevklid algoritmida.gi
T=(z) qoldiq bu ko'phadlarning umumiy bo‘luvchisi bo‘ladi. Demak, Yevklid

algoritmi f(z) va g(z) ko‘phadlarni umumiy bo‘luvchilarini topish usulini
berar ekan.

14.3-teorema. [(z) va g(x) ko'phadlar uchun tuzilgan Yevklid al-

goritmidagi oxirgi noldan fargli qoldig ro(z) ularning eng katta umumiy
bo‘luvchisiga teng, ya'ni EKU B(f(z), 9(z)) = ra(x).

Isbot. Yugorida r,(z) qoldiq f(z) va g(z) ko‘phadlarning umumiy
bo'luvchisi ekanligini aytib o‘tdik. Faraz qilaylik, d(z) ko‘phad f(x) va g(z)
larning boshqa bir umumiy bo‘luvchisi bo'lsin. U holda Yevkiid algoritmidan
ko'rish mumkinki, d(z)|ri(z) o‘rinli bo'ladi, shuningdek, d(z)|r2(x) munosa-
bat ham o'rinli ekanligini tekshirish qiyin emas. Bu jarayonni davom attirish
natijasida d(z)|rn(z) ekanligini hosil gilamiz.
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14.3-teoremadan shuni xulosa qilish mumkinki, berilgan ko‘phadlarning
eng katta umumiy bo‘luvchisini Yevklid algoritmi yordamida topish mumbkin.
Shuningdek, agar d(z) berilgan ko‘phadlarning EKUBi bo‘lsa, u holda
ixtiyoriy ¢ nolinchi darajali ko‘phad uchun cd(z) ko‘phad ham berilgan
ko‘phadlarning EKUBI bo‘ladi.

Misol 15.1. Yevklid algoritmi yordamida f(z) = 23+ 22—z —1 va
g(z) = 2® — 1 ko'phadlarning EKUBini topaylik.

f(z) = g(z) - 1 + (z* - z),
9(z) = (z* —2)(z +1) + (z - 1),
(#2-2)=(z—-1) z

Demak, EKUB(f(z), g(z)) =z — 1.

14.4-ta’rif. Agar f(z) va g(x) ko‘phadlar nolinchi darajali ko'phadlardan
boshqa umumiy bo‘luvchilarga ega bo‘lmasa, ushbu ko‘phadlar o‘zaro tub
ko‘phadlar deyiladi.

Bundan keyin berilgan ko‘phadlarning EKUBining bosh koeffitsientini
hamma vaqt 1 ga teng deb clamiz va shunga asosan o‘zaro tub ko'phadlarning
EKUBI 1 ga teng bo‘ladi. O‘zaro tub ko‘phadlar (f(z), g(z)) = 1 kabi yozi-
ladi.

Endi Yevklid algoritmidan foydalanib, quyidagi teoremani isbot qilamiz.

14.5-teorema. Ixtiyoriy f(z) va g(z) ko'phadlar uchun degu(z) <

deg g(z) va degv(z) < deg f(x) shartni qanoatlantiruvchi shunday u(z), v(x)
ko‘phadlar topiladiki,

f(z) - u(z) + g(z) - v(z) = EKUB(f(),9(z)) (2)

tenglik o‘rinli bo‘ladi.

Isbot. Teoremani isbotlash uchun f(z) va g(z) ko‘phadlarga Yevklid al-
goritmini go‘llaymiz. Yevklid algoritmidagi oxiridan bitta oldingi tengligini
qaraymiz: y

Tn-2(z) = Ta-1(z) - galz) + Tn(Z).
Bundan
7n(2) = Tn-2(Z) = Tn-1(%) - ga(z)
tenglik hosil bo‘ladi. Bu tenglikda rn.(z) = EKUB(f(z), 9(z)) ekanligini
hisobga olib, u)(z) = 1, v1(x) = —gn(z) deb olsak,

a(2) = Tn_2(2) - ur(z) + raci(z) - 01 (2)

tenglikni hosil gilamiz.
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Bu yerga r,-1(z) ning rn_3(x) va ra_o(x)} orqali ifodasini Yevklid algoritmi-
dag\ tenghkdan foydalanib soddalashtirsak,

Ta(Z) = Ta-a(x) - ua(z) + Tn—z(-’r) vz(x)
tenglik hosil bo'ladi, bu yerda

uz(z) = vi(x), v2z) = wi(7) — vi(2) - Ga-1(2).

Yevklid algoritmidagi tengliklar bo‘ylab yuqoriga tomon harakatlanib bor-
sak, (2) tenglikka kelamiz.

Endi teoremani ikkinchi shartini isbot gilamiz. Buning uchun teskarisini

faraz qilamiz, ya’'ni degu(z) > deg g(x) deb olamiz. U holda u(z) ni g(z) ga
goldiqli bo‘lib

u(z) = g(z) - g(z) + r(z),degr(z) < degg(z)
tenglikni hosil qilamiz.

Bu tenglikni (2) ga olib bonb ixchamlasak

fz) - r(z) + g(z) - (v(z) + f(z) - 9(2)) = ralz) @)
hosil bo'ladi.

Bu tenglikda u,(z) = r(z), deb olsak, degu,(z) < deg g(z).

Bundan tashqari, vi(z) = v(z) + f(z) - q(z) deb belgilasak, degvi(z) <
deg f(z) bo'ladi. Aks hoida (3) tenglikning chap tomonidagi ikkinchi
qo‘shiluvchining darajasi g(z) - f(z) ko‘paytmaning darajasidan katta yoki
teng bo'lib, chap tomondagi yig'indining darajasi ham g(z) - f{z) ning dara-
jasidan katta yoki teng bo'ladi. Vaholangki, degra(z) < deg g(z) - f(2)-

(2) tenglikdagi ifodaga f(x) va g(z) ko‘'phadlarning eng katta umuimiy
bo‘luvchisi orqali chiziqli ifodasi deb ataladi.

Teoremadan quyidagi natija kelib chiqadi.
14.6-natija. Agar (f(z), g(z)) =1 bo‘lsa, u holda

f(z) - u(z) + g(z) - v(z) =1

tenglikni ganoatlantiruvchi u(z), v(z) ko‘'phadlar mavjud, bu yerda
degu(z) < deg g(z), deg v(:z:) < deg f(z).

Misol 14.2. f(z) = 2® + 22 — £ — 1 va g(z) = 2% — 1 ko‘phadlar uchun
u(x) va v(z) ko‘phadlarni aniglang.

Yuqoridagi 14.1-misoldagi f{z) va g(x) ko‘phadlar uchun tuzilgan Yevklid
algoritmidagi tengliklardan

z-1=g(z) - (=" ~ z)(z + 1) = g(z) - (f(2) - 9(z))(z + 1) =
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= g(z} - f(z) + 9(z)(z + 1) = f(2)(-1) + g(z)(z + 2)

hosil bo‘lib, bundan u(z) = —1, v(z) = z + 2 ko‘phadlarni topamiz.

Natijadan foydalanib, o‘zaro tub ko‘phadlar uchun muhim xossalarni olish
mumkin. = - . '

14.7-xossa. a) agar (f(z), g(z)) = 1 va (f(z), ¢(z)) = 1 bo'lsa, u holda
(f(z), p(z) - g(z)) = 1 bo'ladi;
. ll))dagar(p(a:) [(f(x)-g(z)) bo'lib, (f(z), w(z)} = 1 bo'lsa, u holda ¢(x)|g(z)

o‘ladi;

c) agar (2)|f(z) va ¥(z)|f(z) bo'lib, (p(z), ¥(z)) = 1 bo'lsa, u holda
(o(z) - (z))|/(z) bo'ladi.

Isbot: a) haqgiqatdan ham,

J(=)u(z) + gla)v(z) =1

tenglikni () ga ko‘paytirsak,

f(z) - (u(z) - o(2)) + (9(2) - () - v(z) = ¢ ()

hosil boladi.

Agar h(z) ko'phad f(z) va g(z) - ¢(z) ko‘phadlarning umumiy bo‘luvchisi
bo'lsa, yuqoridagi tenglikdan A(z)|w(z) munosabatni hosil qilamiz. Bu esa
h(z) ko‘phad f(z) va ¢(z) ko'phadlarning umumiy bo‘luvchilari ekanligini
anglatadi. Shartga asosan, h(z) = 1 bo‘ladi, bundan esa f(z) va () - g(z)
ko'phadlar o‘zaro tub ekanligi kelib chigadi.

b) shartga asosan

f(z) - u(z) + o(z) - v(z) = 1
o‘rinli bo'ladi. Tenglikning ikkala tomonini g{z) ko‘phadga ko‘paytiramiz.
(f(z) - 9(z)) - u(z) + o(z) - (9(x) - v(z)) = 9(z)-
Bu tenglikning chap tomonidagi yig‘indi y(z) ko‘phadga bo'lingani uchun
o‘ng tomonining ham bo'linishi kelib chiqadi. Demak, y(z)|g(x).

c) shartga asosan f(z) = ¢(z) - ¢1(z), bo'lib u ¥(z) ko'phadga bo'linadi,
ya'ni ¥(z)|(e(z) - ¢i(z)), hamda (p(z), ¥(z)) = 1 bo'lganligi uchun
¥{(z)|p1{z). Demak, w1(x) = ¥(z) - ¢2(z) boladi, bu yerdan

J(z) = p(z) - p1(x) = (p() - ¥(2)) - p2(z)
hosil bo‘ladi. Bundan esa
(p(z) - w(2N/ (=)
ekanligini kelib chigadi.
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Eng katta umumiy bo‘luvchi ta'rifini ixtiyoriy Al(z), fa(z), ..y fol2)
ko‘phadlar uchun ham berish mumkin, ya'ni agar d{z}|fi(z), 1 < i <5
bolib, fi{z) ko'phadlarning boshqa ixtiyoriy h(z) umumiy bo‘luvchisi uchun
h(z)ld(z) bo'lsa, d(z) ko‘phad fi(z), fo(z), ..., fo(z) ko'phadlarning eng
katta umumiy bo‘luvchisi deyiladi.

Berilgan  fi(z) ko'phadlarning EKUBini topish uchun avval

(Ni(x), fa(z)) = do(z), so'ngra (dp(z), fi(x)) = da{z) va hokz.lzo
(do-1(2), fa(z)) = dy(z) topiladi. Topilgan d,(z) ko‘phad fi(z) larning
EKUBI bo‘ladi.

Xususan, agar d,(z) = 1 bo‘lsa, u holda f;(z) ko‘phadiarga o‘zaro tub
ko‘phadlar deyiladi.

Agar Vi # j uchun (fi(z), fi(x)) = 1 bo'lsa, fi(z), f2(2), -\ fo(2)
ko‘phadlarga juft-jufti bilan o‘zaro tub ko‘phadlar deyiladi.

15-§. Ko‘phadning ildizlari. Algebraning asosiy teoremasi

Ko'phadlarning ildizlarini topish juda muhim ahamiyat kasb etafj':
Chunki, ko‘plab matematik masalalarni yechish ko‘phadning ildizlaqn{
o‘rganish masalasiga olib kelinadi. Shu sababli biz ko‘phadlarning ildizlarini
o‘rganish masalasini keltiramiz.

15.1-ta’rif. f(z) ko‘phad uchun f() = 0 shartni qanoatlantiruvchi @
soniga f(z) ko'phadning ildizi deyiladi.

Avvalgi mavzudan ma'lumki, f(z) ko‘phadni z — o ko‘phadga goldiqli
bo'lish quyidagicha amalga oshiriladi:

f(z) =(z—a) q(z) +r. : (1)

Ta’kidlash joizki, z — a ko‘phadning darajasi 1 ga teng bo‘lganligi s-a.babli:
qoldiqning darajasi nolga teng bo‘ladi. Shuning uchun qoldiqli bo‘lishdagi
qoldiq ko'phad r(z) o‘rniga r sonini yozish mumkin.

15.2-teorema (Bezu teoremasi). f(z) ko'phad z— a ko'phadga qoldig-
siz bo‘linishi uchun f(a) = 0 bo'lishi zarur va yetarli.

Isbot. Zaruriyligi. Agar f(z) ko'phad z—a ko‘phadga qoldig-siz bo'linsa,
u holda f(z) = (z — a) - p(z) o'rinli bo‘ladi. Demak,

J(@) =(a—a)-p(a) =0.

Yetarliligi. Faraz qilaylik, ¢ = & nuqtada f(z) ko‘phad nolga aylansin,
yani f(a) =0 bo'lsin. U holda f(z) = (z — a) - g(z) + r tenglikdan

r=fle)-(a-a)-q(a) =0
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ekanligini hosil qilamiz. Demak, f(z) = (z — a) - ¢(z) tenglik o‘rinlidir.

Shunday qilib, f(z) ko‘phadning ildizlarini izlash, uning chizigli
bo‘luvchilarini izlash masalasiga teng kuchlidir. f(z) ko'phadni z — « chizigli
ko‘phadga qoldigli bo‘lishda keng qo‘llanadigan Gorner usulini keltiramiz.

Kompleks sonlar maydonida berilgan quyidagi ko‘phadni qaraylik:

f(z) = aoz" + 12" + a7 + .+ an,
f(z) ko'phadni =z — a chiziqgli ko‘phadga qoldigli bo‘lganda bo'linma g¢(z) ni
quyidagicha yozib olaylik:
g(z) = boz™ ' + bz 2 4+ boz" 3 4 ...+ ba_y.

g(z) ko'phadni (1) tenglikka qo‘yib, z ning bir xil darajalari oldidagi

koeffitsientlarini tenglasak,
ag = by,
a) = b] = C!bo,

ay = by — aby,

@n-1 = bp_1 — abng,
an =7 — abp_y
tengliklarni hosil qilamiz. Ya’ni
bo=ag, b =abp_; +ar, 1<k<n-—1
tengliklar kelib chiqadi. Oxirgi
r=ab,_1 +an

tenglikdan 7 qoldiq yoki f(z) ko‘phadning z = a nuqtadagi giymati topiladi.
Bu usul Gorner szemasi deb atalib, quyidagicha jadval orqali ifodalanadi:

Qg ay [+3) e An—-i Qan
ap a; + aby ax + ab, e Qn_) + abn_2 an + abn_)
b0 bl bz ok bn—l r

Misol 15.1. f(z) = 2z° - 3z*+42%—52+ 7 ko'phadni z — 3 ga bo'lishdagi
¢(x) bo‘linmani va r qoldig‘ini Gorner sxemasi yordamida toping.

lo4 ag ay a3 as a4 a5
2 -3 0 4 -5 7

3 2 3 9 31 88 271
bo b 1 b2 b;; b4 r
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Shunday qilib, bo‘linma ¢(z) = 23: + 3z + 922 + 31z + 88, qoldigesa 7 =
f(3) = 271 ga teng bo'ldi.

Algebraning asosiy teoremasi.’ Kompleks koeﬂitsientli barcha

ko'phadlar to‘plamini C{z] orqali belgilaylik. Algebraning asosiy teoremasi
deb ataluvchi quyidagi teoremani isbotsiz keltiramiz:
15.3-teorema (Algebraning asosiy teoremasi). Darajasi nolga teng
bo‘lmagan ixtiyoriy f(z) € C{z] ko‘phad kamida bitta kompleks ildizga ega.
Teoremadan quyidagi natijaga ega bo‘lamiz:

15.4-natija. Darajasi n(n > 1) ga teng bo‘lgan har qanday f(z) € Clz]
ko‘phad C maydonda n ta ildizga ega bo'lib,

f(z) =ap(z — ay)(z — a) - ... - (x — )

yoyilma ko‘rinishida ifodalanadi.
aniqligida yagonadir.

Isbot. Bizga darajasi n ga teng bo'lgan f(x) € C[z| ko'phad berilgan
bo'lsin:

Bu yoyilma ko‘paytuvchilarining tartibi

f(z) = apz™ + ala:“ Ly o+ apaz +an.
Algebraning asosiy teoremasiga asosan, f(z) ko‘phad kamida bitta ildizga
ega bo'lib, bu ildiz o bo‘lsin. U holda
f(z) = (z - 1) - p(2),
bu yerda degp(z) = n — 1. Agar ¢(x) ko‘phadning darajasi ham 1 dan
katta bo'lsa, u holda algebraning asosiy teoremasiga ko‘ra ¢(z) ko‘phad ham
qandaydir o ildizga ega, ya'ni p(z) = (z — a2) - ¢;(z). Demak,

f(@) = (z — a1)(z — a2)pi(2).
Bu jarayonni davom ettirib, (n — 1) ta qadamdan so‘ng f(z) ko‘phadning
chiziqli ko‘paytuvchilar ko'paytmasi shaklida yozish mumkin
f(2) = (@ - a)g(z) +1. @
Endi ushbu yoyilmaning yagonaligini ko‘rsatamiz. Teskarisini faraz qgilay-
lik, ya'ni (2) yoyilmadan farqli yana bir
f(z) = aolz = B1)(z = Bo) - .. (3~ Bu) (3)
yoyilma mavjud bo‘lsin. Ushbu tengliklardan quyidagini hosil gilamiz

(z=a)(z-ay)...-

(@—on)=(z—B)(z = F) n (= Ba)-  (4)
Agar chap tomonda ishtirck etgan biror o ildiz o‘ng tomonda ishtirok
etmasa, ya'ni a; # fj, 1 < j < n bo'lsa, u holda (4) tenglikning har ikkala
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tomonida £ = o; qo‘yamiz. Natijada chap tomoni nolga teng bo‘lib, o‘ng
tomonida esa noldan farqli son hosil bo‘ladi.. Bu esa ziddiyat. Demak, barcha
@; ildizlar o‘ng tomonda ham ishtirok etishi kerak. Huddi shunday barcha g;
ildizlarning chap tomonda ham ishtirok etishi kelib chiqadi.

Endi bu ildizlarning aynan bir xil sonda (tartibda) ishtirok etishini
ko‘rsatamiz. -

Aytaylik, a; ildiz chap tomonda s marotaba va o‘ng tomonda ¢t marotaba

ishtirok etib, s # ¢ bo‘lsin. U holda (4) tenglikning ikkala tomonini. °

(x — o)™} ko‘phadga qisqartirib yuboramiz. Natijada, hosil. bo‘lgan
tenglikning bitta tomonida z — «; ko‘paytuvchi qatnashmaydi, ikkinchi
tomonida esa, u (z — ;)% shaklda gatnashadi. Yuqoridagi mulohaza kabi
yana ziddiyatga duch kelamiz. Bu esa yoyilmani ko‘paytuvchilarning tartibi
aniqligida yagona ekanligini bildiradi.

Bir hil ko‘paytuvchilarni jamlab, (2) yoyilmani

f(z) = aolz — a1)* (z — ax)* - .. - (z — )" (5)

shaklga olib kelish mumkin, bu yerda k) + ks + ... 4+ &y, = n va oy, @y, ..., Qg
ildizlar orasida o‘zaro tenglari yo'q.

Hosil bo‘lgan (3) tenglikda o; ildiz f(z) ko‘phadning k; karrali ildizi
bo‘ladi. '

Yuqoridagi mulohazalardan quyidagi natijani hosil gilamiz:

15.5-natija. Agar darajalari n dan oshmaydigan f(z) va g(z) ko‘phadlar
noma’'lumning turli xil n + 1 ta qiymatida teng giymatlarga ega bo‘lsa, u
holda f(z) = g(z) bo‘ladi.

Isbot. Hagiqatdan ham, f(z) — g(z) = h(z) ko'phad farazimizga ko‘ra
n+1 ta ildizga ega bo'lib, deg A(x) < n bo‘lganligi sababli ~(z) ko'phad n+1
ta ildizga ega bo'lsa, h(z) = 0 bo'ladi.

Bu natijadan istalgan n-darajali ko‘phadning koeffitsientlari n + 1 ta qiy-
mat orqali yagona ravishda aniglanishi mumkin degan xulosaga kelamiz.

Shuni ta’kidlaymizki, agar bizga ikkita

F(2) = ao(z — a)¥ - (z = @) - .- (z — @),

9(z) = bo(z — )™ - (z — )™ - ... - (T — )™

ko'phadlarning yoyilmalari berilgan bo‘lsa, u holda ularning EKUBi va
EKUKIi quyidagi ko‘rinishlarga ega bo‘ladi:

EKUB(f(z), 9(z)) = (z - a) - (z — a) .- (2 — )™,

EKUK (f(z), 9(z)) = (£ —a0)™ - (z — ag)™ - ... - (z — @)™,
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bu yerda

5: = min(k,—, mi)a Y= ma‘x(kit m!)
Shunday qilib, biz ko‘phadlarni kanonik yoyilmasidan foydalanib, ularning

eng katta umumiy bo‘luvchisi va eng kichik umumiy karralilarini hisoblay
olishimiz mumkin.

Misol 15.2. f(z) = (z + ¥z — 2%z - ) (= + 12)(z + 5)® va g(z) =

(x+1)* (& -2){z- )2(z+12)*(z + 5)® ko'phadlarning EKUB va EKUK larini
topamiz:

EKE B (f(z).9(x}) = (z + ¥z ~ 2)(x ~ 1)¥(x + 12)(x +5)>.
Shuningdek,

FEREK (), glr)) = lz + ¥z ~ 2%z - Nz + 12« + 5)*

15 8-k2'ri. Agar f(«) ko'plusd notrivial boluvehilargs eps bolnzsa, u
hoica 1w kelsiilnas ko phad deyiladi,
Alaebraning aswsly Woranmasidan mwalemki. kempleks sonlar mavéonida

keltiziizaas ko phadiar fagat 2 - o shaklidag) chiziqh ko'phadiardaz iborat
b Al&’(‘.&

Flacidy sonlar maydonida esa x — o shaklidagi chiziglh ko'phadlerdan
antogrt 22 A pr v q, PP ~Ag < 0 ko'rinishidagi kvadrat uchhadlar ham
eineriiras ko'phad bo'lishi ravshan, Quyidagi tasdigda hagigiy sonlar may-
“rxieizs derajasi ikkidan katta bo'lgan keltirilmas ko‘phad mavjud emasligini
oy reatamiz,

15.7-tasdiq. Haqiqly sonlar maydonidagi keltirilmas ko‘phadlar faqat
£ — o shaklidagi chiziqli ko'phadlar va z? + pz + g, p? — 4¢ < 0 ko‘rinishidagi
wwasdrat uchhadlardan iborat bo‘ladi.

Isbot. Faraz qilaylik, f(x) ko'phad darajasi ikkidan katta va hagiqiy

scelar maydonida keltirilmas ko‘phad bo‘lsin. U holda u haqiqiy ildizga ega
emas, lekin algebraning asosiy teoremasiga ko'ra f (z) ko'phad zo = a + b,
b # 0 kompleks izldizga ega. Quyidagi ko‘phadni qaraymiz:

p(z) = (z ~ 20)(z ~ %) = (z — a — ib)(z — a + ib) = (z — a)® + b~
Ushbu ¢(z) ko'phad haqiqiy koeffitsiyentli keltirilmas ko‘phad bo‘lib, f{z)
ko'phad bilan umumiy kompleks ildizga ega. Shuning uchun f(x) va ¢(z)

ko'phadler o'zaro tub emas. Demak, f(z) ko'phad ¢(z) ga bo'linadi. Bu esa
f(zx) ko'phadning keltirilmas ekanligiga zid.

15.4-natijaning isboti kabi ixtiyoriy haqigiy koeffitsientli ko‘phadni keltiril-
mas ko‘phadlarning ko'paytmasi shaklida yagona ravishda ifodalanilishini
ko'rsatish qiyin emas. Ya'ni haqiqiy koeffitsientli f(z) ko‘phad uchun

f(@)=a(z—ay)" - ... (z~an)™(2+pz+q)" - ... (2% 4 Pz + qun)™™
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yoyilma o‘rinli, bu yerda p? — 4¢; < 0.
Viyet formulasi. Bizga bosh koeffitsienti 1 ga teng bo‘lgan n-darajali

B 4. | i W G

f(x) = 2" + a12" 7 + apx
ko'phad berilgan bo'lib, a;, a2, ..., o, uning ildizlari bo'lsin. U holda
J@) =(z—a) (@ —0z)- ... (&~ an)

yoyilmaga ega bo‘ladi. Bu yoyilmaning o‘ng tomonidagi qavslarini ochib
chigib, o‘xshash hadlarini ixchamlagandan so‘ng bir xil hadlari oldidagi ko-
effitsientlarini tenglashtirsak, quyidagi tengliklarni olamiz:

a) = —(ag +az + ... +ay),

a; = oo + a3 + ... + ajon + o0z + ...+ Gp_ 1 Qg

a3 = — (o 000 + 01000y + ... + Gn_20n—104),
.......................................................... ,
ana = (—1)""Yoy @ .- On1 40103 Op_g-Cn+ ..+ 023" ... - Qn),
an1={(—-1)"oq -2 ... - ap.

Ushbu tengliklar ko'phad koeffisentlarini uning ildizlari orqali ifodalovchi
formula hisoblanib, Viyet formulasi deb ataladi. Tengliklarning o‘ng
tomonidagi ifodalar simmetrik ko ‘phadlar deyiladi.

16-§. Ratsional kasrlar
Ushbu mavzuda haqiqiy yoki kompleks sonlar maydoni ustida berilgan
ratsional kasrlar hagida gap boradi. Biror maydon ustida berilgan f (z)‘ va

9(x), g(z) # 0 ko‘phadlarning f(z) nisbatiga ratsional kasrli funksiya yoki

. g9(z)
qisqacha retsional kesr deyiladi. . b
16.1-ta'rif. Agar h (I) M ratsional kasrlar uchun f(z)g2(z) =
f2(z)g1(z) tenglik o'rinli lfg ‘Isa, gfx( rz)atsmnal kasrlar teng deyiladi.
Masalan, va z ratsional kasrlar tengdir.

z— z? —
Ratsional kasrlar to‘plamida qo‘shish va ko' paytmsh amallarini

id h laymi
e 7?(3)&:’?33 () - 02) + £ol®) - u2),
a(z) = gox) a1(z) - 92(x) '
@) o) _ fle)- fale)
" oi{z) ga(x)  gu(z) - g2(z)
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Berilgan L::) ratsional kasrda xar doim (f{z),9(z)) = 1 deb olishimiz

mumkin. Chunki, (f(z),9(z)) = d(z) bo'lsa, u holda f(x) = d(z) - fi(z)
. (z )
va g(z) = d(z) - gi(z) ekanligidan my = ﬁ?% kelib chiqadi, bu yerda
(h(z) () =1.
Bunday kasrlarga normallashgan kasrlar deb ataladi.

16.2-ta’rif. Agar /(=) ratsional kasrda
g(z)

deg(f(z)) < deg(g(z))

bo'lsa, u holda u to‘g‘ri ratsional kasr, aks holda noto‘g'ri ratsional kasr
deyiladi.

16.3-tasdiq. Har qanday ratsional kasr ko‘phad va to‘g'ri ratsional kasr-
larning yig'indisi orqali ifodalanadi.

Isbot: Agar g{;))

to'g'ri ratsional kasr bo‘lsa, teorema o'rinli ekanligi
ravshan.
f(z)

Faraz qilaylik, noto'g'ri ratsional kasr bo‘lsin. U holda f(z)

ko'phadni g(z) ga qoldigli bo'lib,

f(z) = g(z) - q(z) + r(z),degr(z) < degg(z)
tenglikni hosil qilamiz, bundan esa,

f(z) _ g(z)-q(z) + r(z) r(z)
— ——— e = T + —_
g(z) 9(z) 1+ @)
kelib chiqadi.
16.4-tasdiq. To'g'ri ratsional kasrlarning yig‘indisi va ko‘paytmasi to'g'ri
ratsional kasr bo'ladi.
Isbot. Hagiqatdan ham, agar fi(z) va f(z)
a(z)  g(z)
hHiz) & fa(z) _ filz) - go(z) + fa(z) - g1 (x)
9i(z) * gafz) 91(z) - 92(2)
to‘g'ri ratsional kasr bo'ladi, chunki

to'g'ri ratsional kasrlar
bo'lsa,

deg(f1(z) - g2(z) + fa(z) - 91(2)) < deg(g1(z) - 92(2))-

Huddi shunday, ularning ko‘raytmasi ham to‘g‘ri ratsional kasr bo‘ladi.
16.5-teorema. Agar
f(z)

91(z) - g2(=)



16-§. Ratsional kasrlar 85

to'g'ri- ratsional kasrda (g1(z), g2(z)) = 1 bo‘lsa, u holda bu ratsional kasr-
ni ikkita to‘g‘ri ratsional kasrlarning yig'indisi ko‘rinishida yagona ravishda
ifodalash mumkin.

Isbot. Ratsional kasr maxrajidagi i(z) va g2(z) ko‘phadlar o‘zaro tub
bo'lganligi uchun shunday u(z) va v(z) ko'phadlar mavjudki, u(x)g,(z) +
v(z)ga(z) = 1, bo'ladi. Demak,

flz)  _ f(z) - u(z)a(z) + v(2)gs(z) _ flz)u(z) L f(z)v(z)
91(z) - g2(z) e 91(z) - g2(z) g2(z) gi(z)

Endi f(z)-u(x) ni g2(z) ga qoldigli bo‘lamiz:
f(z) - u(z) = g2() - g2(x) + ro(z), degro(x) < deg ga(z).

Demak,
fz) - u(z)
g2(x)

Hosil bo‘lgan ¢2(z) ko‘phadni

_ r2(z)
_Q2(I)+ ( )

_Hz)_v(z_) kasrga kiritsak,

f(z) -v(z) f(z) - v(z) + 92(2) - 42(2)
ECRAG G ()
ratsional kasr hosil bo‘ladi.
Bu ratsional kasr
f(z) r9(z)

va
91(z) - g2(z) 92(7)
to‘gri ratsional kasrlarning ayirmasi bo‘lganligi uchun, u ham to‘g'ri ratsional
kasr bo‘ladi. Demalk,

flz) _ nlz) +T2(I)_
a(z) - q(z)  qlz)  g(z)

Bu teoremani umumlashtirib, quyidagi natijani hosil gilamiz.
16.6-natija. Agar
f(=)

91(z) - g2(z) - -.- - 9x(2)
to‘g‘ri ratsional kasrda (gz(z)‘gJ(z)) =1,1 # _] bo‘lsa, u holda bu kasr tO‘g‘[’i
ratsional kasrlarning :

ri{z) 7o) ri{z)
alz)  gfz) T g(z)

yoyilmasi orgali yagona ravishda ifodalanadi.
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Ma’lumki, ixtiyoriy g(z) ko‘phadni keltirilmas ko‘phadlarning ko' paytmt_asi
g(z) = p*(z) - pi2(z) - ... - p¥+(x) shaklida yagona ravishda ifodalash mumkin.
Bunga ascsan, biz yuqoridagi natijani umumlashtirib,

J(z) _ f(z) _ fkl(a:) - f:(:r) +m+f_:.(_x_)_
9(z) ~ pii(a) P (=) - P (2) p(E) (@) P (=)
yoyilmani hosil gilamiz.
Ushbu yoyilmadagi

Hilz)
Py (x)
to'g'ri kasrlarga primar kasrlar deb ataladi. Agar primar kasrda deg fi(z) <
deg p;(z) bo'lsa, bu primar kasrga sodda kasr deyiladi. )
16.7-teorema. Har qanday primar to'g'ri kasr sodda kasrlarning
yig'indisi shaklida ifodalanadi.
Isbot. Bizga
f(z)
p*(z)
primar kasr berilgan bo'lsin. f(z) ko‘phadni p(x) ga goldigli bo'lsak, f(z) =
p(z) - ;u(z) + fi(z) bo'ladi. U holda

f(z) _ N(=) & q(z) _
P(z)  px)  pl ()
Agar deglqi(a)) < deg(p(z)) bo'lsa teorema isboti kelb chigadi
deg(gi(z)) > deg(p(z)) bo'lganda esa, g;(z) ko'phadni p(z) ga qoldiqli bo'lib,
@1 (z) = p(z) - qo() + foz) ekanligidan

f@ _h@) | _fl@) 6
P) P ) Pe)
tenglikni hosil qilamiz.
Bu jarayonni chekli marotaba davom ettirsak, berilgan ratsional kast
sodda kastlarning yig‘indisi shaklida ifodalanishi kelib chiqadi:

1@ _ Ak | K@ |, @)
PE D ) T e
Ushbu teoremadan quyidagi natija kelib chiqadi.
16.8-natija. Ixtiyoriy tc'g'ri ratsional kasrni yagona ravishda sodd:
kasrlarning yig'indisi shaklida ifodalash mumkin.
Kompleks sonlar maydonida ixtiyoriy ko‘phad

9(z) = ao(z — ) (z — ) - ... - (z — o)™
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ko'rinishida ifodalanganligi uchun, sodda ratsional kasrlar

A
@—ar
ko'rinishida bo‘ladi. To'g'ri kasrning sodda ratsional kasrlarga yoyilmasi esa,
flz) __ An A2 Ak 5
g(z) @E-a) (F-a)' T oz
Az Aza Az
: : v +
(z— ) (2 — ap)e-t z —

A.’,l Ag‘z - A,_k

B s A e o S g

ko‘rinishida bo‘ladi.
Hagqiqiy sonlar maydonida sodda ratsional kasrlarning umumiy ko nmshl
A Br+C
Va ]
(x — a)* (22 + px + g)*
shaklda bo'ladi. "

Misol 16.2. (—1—%?5 to'g'ri kasrni haqigiy sonlar maydonida
x —
sodda kasrlarga yoying.

Ushbu kasr va M
-1 2+ 1

1 _ A " Bz +C
(z-1)(@2+1) z-1 =z2+1°
Bu tenglikni ikkala tomonini (z — 1)(z? + 1) ko'phadga ko‘paytirsak, 1 =
A(z? + 1) + (Bz + C)(z — 1) tenglik hosil bo‘ladi. Bu yerdan

1 1 o B
=—§vaC-2

4q<0

sodda kasrlarning yig‘indisiga yoyiladi, ya’'ni

ekanligini topish qiyin emas.

Demak,
1 1 r+1

(z-D@E2+1) 2@E-1) 2(z2+1)

17-§. Uchinchi va to‘rtinchi darajali algebraik tenglamalarni
yechish

Ushbu mavzuda uchinchi va to'rtinchi darajali tenglamalarni ye;:::zh
usullarini keltiramiz. Dastlab, uchunchi darajali tenglamani qaray
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Ma’lumki, uchmchx darajali tenglamalarning umumiy ko‘rinishi quyidagicha
bo'ladi: .

aoI + 01-’17‘ + azz + a3 = 0.

Bu tenglamaning koeffitsiyentlari kompleks sonlardan iborat bo'lib,
tenglamani ham kompleks yechimlarini topish masalasini qaraymiz. Umu-
miylikka ziyon yetkazmagan holda, ag = 1 deb olish mumkin. z =y — 531 kabi
almashtirish bajarib, teglamani quyidagi ko‘rinishga keltirib olamiz:

ar\3 ar\? ( a)
- = - = - = =0.
(v-3) +a(y-3) +a(v-3) +e
Ushbu tenglamaning qavslarini ochib, o‘xshash hadlarini ixchamlasak:
auag 2 2\ _
y+(a2"3>y+(a3 3 +27a1) 0.
Endi p = ay —

“;- q = a3 — B2 + -.}— belgilashlarni kiritsak, berilgan
tenglama quyidagi ko‘rinishga kelad1

Y¥+py+g=0.

Demak, 3—da1ajéli tenglamani yechish masalasi yuqoridagi tenglamani
yechishga keltirildi. Ushbu tenglamada y = a + 3 deb olsak

o +3a’B +3ap® + B° + pla+ B) + ¢ =0,
yoki,
o’ + B+ (3af + p)(a+B) + ¢ =0.

Ma'lumki, agar o® + 8* + ¢ =0 va 3a8 +p = 0 bo'lsa, u holday = a+ 8
soni y*+py+q = 0 tenglamaning yechimi bo‘ladi. Shunday qilib, biz quyidagi
sistemani hosil qildik:

[ o+ =—q,
1 3aﬂ =-D

é]shbu sistemani yechish uchun ikkinchi tenglikni kubga ko‘tarsak, a®g® =

&- Bundan esa, o® va 8° sonlarini quyidagi kvadrat tenglamaning yechim-
lari sifatida qarash mumkinligi kelib chiqadi:

bu yerdan,
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_=_2”‘/<12 Poaly_a_ ], P
2t 4+27’ﬂ‘\/2 it

tengliklarga ega bo‘lamiz. Demak, y uchun quyidagi ifoda hosil bo‘ladi:

_3 q @ P a i
y_\/§+V?+27+\/2 T

Ushbu ifodaga Kardano formulasi deyiladi.

Har bir sonning uchta kubik kompleks ildizi mavjudligini hisobga olsak,
ikkala ildiz uchun jami to‘qqizta kombinatsiya kelib chigadi, ya'ni y ning
giymati to'qqiz xil aniqlanadi. Lekin, ulardan faqatgina af = —§ shartni
qanoatlantiruvchilarigina tenglamaning yechimi bo‘ladi.

Aytaylik, o) va 8, - izlanayotgan juftliklardan biri bo‘lsin. Qolgan o ga
mos giymatlar ajw; va ows bo'lib, 8 ga mosziymatla.r esa Byws va ;Bl.-wl
bo'ladi. Bu yerda wy = —§ + i%, wp=—%—1 23, ya'ni 1 ning boshlang'ich
kub ildizlari.

Demak, Kardano formulasi orqali tenglamaning barcha

y =1+ B,

Y2 = mwy + Prws,
Y3 = aqwa + P

yechimlarini aniglash mumkin. ]
Misol 17.1. 4* + (3 — 3i)y + (=2 + i) = 0 tenglamani yeching.
Kardano formulasiga ko‘ra




90 11T BOB. KOMPLEKS SONLAR. KO‘'PHADLAR

Kub ildizlarni chiqarganda ularning ko‘paytmasi £ gayani —1+1 ga
teng bo‘lishini hisobga olish lozim. Shuning uchun birinchi ildiz uchun —2
qiymatni olganda ikkinchisi uchun —1 — i qiymat olinadi. Demak, berilgan
tenglamaning ildizlari:

yo=—i+(—1—i)=—1-2i,

y2 = —iw + (— 1—2).02"-—+(\/_+1\i,

("_+A

Endi 3 + py + ¢ = 0 kubik tenglamaning p va ¢ koefﬁts:yentlari haqiqiy
sonlar bo‘lganda Kardano formulasini qo'llash qanday natija berishini tahlil
qilamiz.

Kardano formulasidan ko‘rinadiki,

. . 1
yp=—wr+ (-1 —-w; = 5

£+ﬂ
27
ifodaning ishorasi tenglamaning yechimlari xarakteriga sezilarli ta’sir giladi.
Uchta holatni alohida ko'rib chiqamiz.

1-hol. Aytaylik

2 3
& B
1 + 7 >0
bo‘lsin. Bu holda
G P L W \/_
2+ 4 + 27 27

sonlarning ikkalasi ham haqiqiy va turli hil bo'lib, birinchi kub ildizning
giymati a; haqigiy qiymat olinganida f), ning ham hagiqiy qiymati olinadi.
Shunday gilib, bu holatda yechinlar quyidagicha bo'‘ladi:

i =oy+ b,
Y2 =y + P = = ;ﬁl + Ll ﬁli\@,
Y3 = aiwr + frw = 4 ;6‘ -2 ; ﬁli\/g.
Demak, ;
TrE>0
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bo'lganda berilgan kubik tenglama bitta haqigiy ildizga va ikkita o‘zaro
qo‘shma kompleks ildizlarga ega bo‘ladi.
2-hol. Farza qilaylik

2 3
¢ P
T8 o
s T
bo'lsin. Bu holda
q ¢ P 9 [ P
etVT T Y TVt

ifodalar haqigiy va o‘zaro teng bo‘lib, aq va B; kub ildizlar ham haqiqiy va
o'zaro teng bo‘ladi, ya'ni oy = . U holda berilgan kubik tenglama quyidagi
ildizlarga ega bo'ladi
I =0 +ﬁl — 2ah
Y2 = aqwy + frwp = —m,
vy = oqwp + Py = —ay.
Demak, bu holda uchchala ildiz ham haqigiy bo'lib, bitta ildizi ikki karrali
ildiz bo‘ladi.
3-hol. Aytaylik
.7 _,
— 4+ —=<
it

bo'lsin. Ravshanki, bu holat faqatgina p manfiy bo‘lgandagina 0‘“'"“-' n=
—p deb belgilasak, p; > 0 bo'lib, kub ildizlar ostida quyidagi o‘zaro qo'shma i
kompleks sonlar hosil bo‘ladi: =
3 2 [} ¢
9. ./ ¢ 9_, /P _L
‘5“\/&"?“ 27
Kub ildizdan qutilish uchun
R
14 2_1. — g——
T3t T
kompleks sonni trigonometrik shaklga o‘tkazamiz:

2
3 2 3
_ )2 p_g) _ . /;
’“\J(‘E) +( 97 " 4 27

q .
= ——,sinp > 0.
cos o 14

Demalk,

3 2 \ +2kr . p+2km)
u::\:/—%+i A %:ﬂ(cosw 3 +zsm——3—)—
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: 2kn .. + 2k
[py (os isin

_V \\, -—3——+ Sl’_ﬁ"_ 1

bu yerda k=0, 1, 2.

ekanligidan esa

B= 2 =
VB (cos 22247 4 isin "—%u—")
oy [?-1- [/cos o ol v & —18in it us 2k7r) =
Vi3 \ 3 3
Shunday qilib, 8 soni o soniga qo‘shma kompleks son bo‘ladi. Demak, kubik
tenglamaning quyidagi ildizlarini hosil gilamiz

/ k 2k
y= % (cos(f:%1+isin‘p—%—ﬂ) +

p1 s o+2kn . p+2km 9. [P1, <p+‘2k:1r
\ 3 isin——g =24/ 5 cos

bu yerda k=0, 1, 2.
Bundan ko‘rinadiki,

¢ P
= + a7 <0
bo‘lgan holda kubik tenglamamng uchchala ildizi ham hagiqiy bo‘lib, ular
turli xil bo‘ladi.
Misol 17.2. Tenglamani yeching: y* — 9y +8 = 0.

Kardano formulasidan foydalansak,
y=3-4+Vi6-27+ {4 VIE-27 =
= -4+ iV + -1 —viT
3
—4+iVil= (%) va —§=3

ekanligini hisobga olsak,

1-4iVI1  144ivVI1

n= ) + ) =1,
1-iV/11 14+4V/11 1 V33
= 2 wy + > w2=—§+-——2 ’
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1—-iV11 1+ iv/11 1 V33
= 2 wy + w

L =""5"" "85

2 2 2
Demak, tenglamaning uchchala ildizi ham hagiqiy son bo‘ladi.
Misol 17.3. Tenglamani yeching: 2% + 3z — 4 = 0.

Bu yerda ham Kardano formulasini qo‘llasak:

= {2 VaTT+ - VITTI= ot B+ 2— B

Kub ildiz ostidagi ifodalar uchun
3 3
5 1-+v5
2+ V6= (”2‘/5) va 2—\/5=( 2‘/_>

ekanligidan foydalansak, tenglamaning ildizlarini hosil qilamiz:

Y3

1+v5 1-+56
= :1
I 2 + 2 )
_[1++5 1-v5) 1 /5
Ty = D) w) + > Wy = 5™ 5
_(1+5 1-v5 _ 1 /15
z3 = 5 we + 5 w =3 5

Endi to‘rtinchi darajali tenglamalarni yechishning L.Ferrariga tegishli
bo‘lgan usulni keltirib o*tamiz.
Keltiriladigan usulning magsadi

+at +bP+cz+d=0

tenglamaning chap tomonini kvadratlar ayirmasi ko‘rinishida yozib olishj
dan iborat. U holda tenglamani ikkita ikkinchi darajali hadlar ko‘paytmas'l
sifatida yozish mumkin. Shu yo'] bilan berilgan tenglamani yechish masalasi
ikkita kvadrat tenglamani yechishga okib kelinadi. Buning uchun tenglama
chap tomonini quyidagicha yozib olamiz:

2 2
g\,z—g—zz—%—y——yxz+bx2+cz+d=
2/

2 1
c bt é
o 2 B y\? a _ 2 A P (__ B d)J .
_(I+§I+§)—|(T+y b)I +(2 ) )
) . . o . h
il i ‘lum bo'lib, kvadrat qavsdagi ifoda chiziq
Bu yerda y yordamchi noma’lum e e oo

ikkihadning kvadrati bo‘ladigan qilib tanlanadi.

<x2 +2z4
2



94 111 BOB. KOMPLEKS SONLAR. KO'PHADLAR

kvadrat uchhad chizigli ikkihadning kvadrati bo‘lishi uchun B —4AC =0
bo'lishi zarur va yetarli. Bunga ko'ra

(-G (-9

Bu shart y ga nisbatan uchinchi darajali tenglama bo‘lib, qavslarni ochgan-
dan so‘ng quyidagi ko‘rinishga keladi:

¥® — by? + (ac — 4d)y — (c? + a’d — 4bd) = 0.

Bu tenglamaning ildizlaridan biri y; bo‘lsa, u holda yugoridagi kvadrat
uchhad to‘la kvadrat shaklida ifodalanadi, ya’'ni

a? 2 ay, v 2
(4 yl b)z (2 c):z: (4 ( )

Berilgan tenglamaning ko‘rinishi esa

(:c +29:+y‘ — (kz + 1)? =0,

yoki

(m +2::+2+kx+l)(x+ :c+ — kx — )=0
holatlarga keladi.

Har bir ko'paytuvchilarni nolga tenglab, tenglamaning 4 ta ildizini
topamiz.

Agar Ty va z, birinchi ko‘paytuvchining, z3 va Za ikkinchi
ko‘paytuvchining ildizlari bo‘lsa, u holda

Ilﬂ:z=%+{, ::32:4=%—L

Bu tengliklarni qo'shib, y1 = z;5 + z3z, munosabatni hosil gilamiz. De-
mak, berilgan to‘rtinchi darajali tenglama ildizlari orgali uchinchi darajali
yordamchi tenglamaning y, ildizining ifodasini topish mumkin.

Misol 17.4. Tenglamani yeching: z% + 22° — 622 — 52 +2 =0

Yuqoride keltirilgan usulga ko‘ra chap tomonni o‘zgartiramiz

' +22° — 62 —5r+2=

W2 2 g y 2 =
2+:r+2) yz© —z° -y 4—62 Sr+2=

= (a:2+z+%)z—{(y+7)a:2+(y+5)z+ (%2-—2)]
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Demak, (y + 5)2 —4(y + 7) ('"43 — 2) = 0 bo'lib, bu tenglama quyidagi
ko'rinishga keladi
e T iy 4Byt — 18y — 81 =-0.

Ushbu tenglamamng ildizlaridan biri y; = —3 ekanligini ko‘rish qiyin emas.
Berilgan tenglamaning chap tomoniga bu ildizni qo'ysak:

1
x‘+2z3-—61"_’—51+2=(xz+z—g) —[412+_2I+Z}=

3\’ C1\? o
=($2+I—§) —(2:5—}-5) =(z® 43z - 1)(z? —z—2).
Hadlarni nolga tenglab, quyidagi yechimlarni hosil giJamiz:

-3 ++/13 -3-V13
=TT T T

,1‘3=2,.’E4 = —1.
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ALMASHTIRISHLAR. KVADRATIK FORMALAR

18-§. Chizigli fazo. Qism fazolar

Bizga V to‘plam berilgan bo‘lsin. Ixtiyoriy z,y € V elementlarga ularning
yig'indisi deb ataluvchi z € V elementni mos qo'yib, uni z := z+y ko‘rinishda
belgilab olamiz. Shuningdek, biror K(R,C) maydondan olingan ixtiyoriy
) € K sonini z € V elementga ko'paytmasi sifatida y € V elementni mos
qo'yamiz va uni y := A -z ko'rinishda belgilaymiz.

18.1-ta’rif. Agar V to‘plamda aniglangan qo‘shish va songa ko'paytirish
amallari quyidagi shartlarni ganoatlantirsa, V' to‘plam chizigli fazo deyiladi:

1) z + y,= y + = (kommutativlik sharti);

2) (z +y) + z =z + (y + 2) (assosiativlik sharti);

3) shunday 0 € V element mavjud bo'lib, har qanday £ € V uchun z+0 =
0 + z = z, bu yerdagi 0 element nol element deyiladi;

4) har qanday z € V uchun —xz € V bilan belgilanadigan shunday element
mavjud bo'lib, z + (-z) = (-z) + z = 0;

5)1-z=ux;

6)a-(B-z)=af-z=8 (a-z)

N{e+B)-z=a-2+ 8 1

8Ya-(z+y)=0c-z+ca-y;,buyerda, a,f € K, 2,y € V.

Misol 18.1. a) Haqgiqiy (kompleks) sonlar maydoni R(C) o'z ustida chizig-
li fazo tashkil etadi.

b) Tekislikdagi (fazodagi) vektorlar to‘plami vektorlarni qo‘shish va songa
ko'paytirish amallariga nisbatan chiziqli fazo tashkil etadi.

<) Darajasi n dan oshmaydigan haqiqiy (kompleks) koeffitsientli barcha
ko‘phadlar to‘plami ko‘phadlarni qo‘shish va ko'phadni songa ko‘paytirish
amallariga nisbatan chiziqli fazo tashkil etadi.

d) Barcha n x m—tartibli matritsalar to'plami matritsalarni qo‘shish va
matritsani songa ko'paytirish amallariga nisbatan chiziqli fazo tashkil etadi.

Chiziqli fazo elementlarini vektorlar deb atash gabul qilingan. Agar chizig-
li fazo haqiqiy (kompleks) sonlar maydonida berilgan bo'lsa hagigiy (komp-
leks) chizigli fazo deyiladi.

Bizga V chizigli fazo berilgan bo'lib, z;, x3, ..., z. vektorlar chiziqli fa-
zoning elementlari bo'lsin. a2 + agzz + ... + @,T, yig'indi vekrorlarning
chizigli kombinatsiyasi deyiladi, bu yerda o; € K.
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18.2-ta’rif. Agar kamida bltta51 noldan farqli bo'lgan o, g, ..., an son-
lar mavjud bo'lib, ‘ ‘
oz + agxg + 0T, =0

tenglik o‘rinli bo‘lsa, u holda ;, x, ..., z, vektorlar chizigli bog‘liq vektorlai‘
deyiladi.
Chleqll bog'liq bo"lma.gan vektorla.r chizigli erkl: vektorlar deylladl Ya ai,

ayT) + T2 + ... + apZy =0

tenglika; =ay=...=a, =0 bo‘lgan holdagina o‘rinli bo'lsa, ), T, ..., Tn
vektorlar chiziqli erkli vektorlar deyiladi.

18.3-tasdiq. Agar 11, z3, ..., T, vektorlar chizigli bog'liq bo‘lsa, u holda
ulardan kamida bittasi qolganlarining chizigli kombinatsiyasi orqali ifodalani-
ladi. Va aksincha, agar vektorlarning bittasi golganlarining chizigli kombi-
natsiyasi orqali ifodalansa, bu vektorlar chizigli bog'liq bo‘ladi.

Isbot. Aytaylik, T, x9, ..., 2, vektorlar chizigli bog'liq bo‘lsin. U holda

o1Z) + o9Te + ... + apzy, =0

chizigli kombinatsiyadagi koeffitsientlarning kamida bittasi noldan fargli.
Umumiylikka ziyon yetkazmagan holda, @) # 0 deb olishimiz mumkin. U

holda ayzy = —aszy — a3z3 — ... — AT, tenglikdan
(5] Q3 Oq
ry=——2Ip— —IT3— - —Zn
ay a) 1
kelib chiqadi. A; = ——l 2 < i < n kabi belgilasak, z; vektor z;, Zo, ..., Ta'"

vektorlarning chizigli kombmatsxyasx shaklida

T = AaZa + A3z + ... + AnTn

kabi ifodalanishini hosil qilamiz.

Aksincha, agar z, vektor z), T2, ..., Za vektorlarning chiziqli kombinatsi-
vasi shaklida z; = AaZs + AaZ3 + ... + AnZ,: kabi ifodalansa, z1 — Ay — AgZ3 —
<..— AnTn = O tenglikdan z;, Ts, ..., Za vektorlarning chizigli bog'liq ekanligi
kelib chigadi.

Misol 18.2. Agar x, Z», -.., Z» vektorlar orasida nol vektor bo'‘lsa, u
holda bu vektorlar chiziqli bog'liq bo‘ladi.

Endi fazoning o‘lchami tushunchasini kiritamiz.

18.4-ta’rif. Agar V chizigli fazoda n ta chizigli erkli vektorlar mavjud
bo‘lib, bundan ortiq sondagi chizigli erkli vektorlar mavjud bo‘lmasa, V
chiziqli fazo n o‘lchamli fazo deyiladi. Chiziqli fazoning o'lchami dim(V)

kabi belgilanadi.
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Agar V fazoda cheksiz ko'p chizigli erkli vektorlar mavjud bo'lsa, u holda
V fazo cheksiz o‘lchamli fazo deyiladi.
18.5-ta’rif. n o‘lchamli V fazodagi n ta chiziqli erkli e), e,

very €n vek-
torlar V fazoning bazisi deb ataladi.

Misol 18.3. a) To‘g'ri chiziqdagi vektorlar to‘plamida har qanday ikl.(i
vektor proporsional, ya’'ni chiziqli bog'liqdir. Demak, to‘g'ri chiziq bir
o‘lchamli fazoga miscl bo‘ladi.

b) Tekislikda ikkita chizigli erkli vektor mavjud, ammo xar qanday uchta
vektor chizigli bog'liq bo‘ladi. Bundan esa, tekislik ikki o‘lchamli chiziqli fazo
ekanligi kelib chiqadi.

Bizga n o'lchamli V' chizigli fazo va uning biror bazisi berilgan bo‘lsin.' .
18.6-teorema. n o'lchamli V chizigli fazoning ixtiyoriy elementini

bazis vektorlarining chizigli kombinatsiyasi orqali yagona ravishda ifodalash
mumkin.

Isbot. Bizga z € V element va e, e, ..., e, bazis berilgan bo‘lsin.

Chiziqli fazo n o'lchamli bo‘lganligi uchun n + 1 ta vektordan iborat

zey, €2, ..., en vektorlar chizigli bo'g'liq bo'ladi. Demak, kamida bittasi
noldan fargli bo'lgan ay, a;, as, ..., an sonlar topilib,

apZ + ey + oges + ... + ane, =0,

bo'ladi. Agar ag = 0 bo‘lsa, aje; + avey + ... + ape, = 0 tenglikdan va
€:, €, ..., en vektorlarning chiziqli erkli ekanligidan oy =g = ... = a, =0

ekanligi kelib chigadi. Bu esa yuqoridagi mulohazaga zid. Demak, ag # 0
bo'lib,

Qg
ekanligi kelib chiqadi, ya’ni z € V vektor e1, €y, ..., e, vektorlarning chizigli
kombinatsiyasi orqali ifodalanadi.

Endi hosil qilingan ifodaning yagona ekaniligini ko‘rsatamiz. Faraz qilay-
lik, z vektorning bazis vektorlar orqali ikki xil ifodasi mavjud bo‘lsin, ya'ni:

r=§e1+Ee+ ...+ €, vax = mey + n2e2 + ... + Mpe,.
Bu ifodalarni tenglab,

(61— m)er + (€2 — m)er + ... + (€n — Tm)en = O
tenglikni hosil gilamiz.

€1, €2, ..., en vektorlar chizigli erkli bo‘lgani uchun, bu tenglik &
m, &2 =1y, ..., & = 7, bo'lgandagina o'rinlidir.

18.7-ta’rif. e,, ey, ..., e, vektorlar n o'lchamli fazoning bazisi bo'lib,

T= &lel + 6262 + et Enen
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bo'lsa, u holda &, &, ..., & sonlar z vektorning e;, e;, ..., en bazisdagi
koordinatalari deb ataladi.

18.6-teoremaga muvofiq, ma’lum ey, ey, ..., e, bazisda har bir vektor bir
giymatli aniqlanadigan koordinatalarga ega.

Agar = va y vektor e, e, ..., e, bazisda mos ravishda ), &, ..., & va
Vi, V2, ..., vy koordinatalarga ega bo'lsa, ya'ni, B :

Z =&je; + €aex + ... + Enen, ¥y = 1181 + €2 + ... + Vpep.

U holda z +y vektor & + vy, £o+ s, ..., £n + Vs koordinatalarga ega bo‘ladi, -

ya'ni :
c+y= (6L +n)er + (S + va)ea + ... + (&n + n)en,

Shunday qilib, z va y vektorlarni qo‘shishda ularning bir xil bazisdagi
koordinatalari yig‘indisi olinadi.

z vektorni A soniga ko' paytirishda esa uning har bir koordinatasi shu songa
ko‘paytiriladi. _

Misol 18.4. a) Bizga V = R? uch o‘ichamli haqigly vektor fazo beril-
gan bo'lsin. Bu fazoda e; = (1,0,0), e2 = (0,1,0), e3 = (0,0,1) vek.tor]ax"
bazis tashkil giladi va ixtiyoriy z = (=, 2, %3) vektorning ushbu bazisdagi
koordinatalari Ty, X9, T3 bo'ladi. ‘

b} V = P,(t) darajasi n dan oshmaydigan ko‘phadlardan iborat b.o lga-n
fazo bo'lsin. Bu fazoda e; = 1, e3 =t, ..., €n41 = t" vektorlar to'plami bazis
tashkil qgiladi, ya’ni dim P,(t) = n + 1. Ushbu bazisda ixtiyoriy f(f) = ao'i" +
a1t" '+ .. +a, ko'phad koordinatalari uning ag, a1, ..., an koeffitsientlaridan
iborat bo‘ladi.

Agar P,(t) fazoda boshqa bazis ¢} = 1, &5 = ¢ — a, - 1=
a)" tanlasak, u holda f(t) ko‘phadning bu bazisdagi koordinatalarini topish
uchun uni Teylor qatoriga voyiladi:

“ E:H-l = (t -

(g .
£() = f(@) + f(a)(t — a) + ... TI-'L%)(t —a)

Demak, f(t) ko‘phadning

ef=1,eh=t=a, .., e ={¢ —a)*

n) e -
bazisdagi koordinatalari f(a), f'(a), - !(Tu(ﬂ_k‘_) l'l.ﬂ.lShld.a bo‘ladi.
Endi chizigli fazolar izomorfizmi tushunchasxry kmtax‘nu.z.
18.8-ta’rif. Bizga V va V' chiziqli fazolar berllga-n bo'lsin. Agz.xr :1:‘6 s
z' € V' vektorlar orasida shunday o‘zaro bir qiymatli & z' moslik o‘rnatis
mumkin bo'lib, z va 2/, hamda y va ' vektorning mosligidan

1) = + y vektor ' + y' vektorga mosligi;

V va
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2) Az vektor Az’ vektorga mosligi .
kelib chigsa, u holda V' va V' chizigli fazolar izomorf fazolar deyiladi.

18.9-teorema. Bir xil o'lchamga ega bo‘lgan barcha chiziqgli fazolar bir-
birlariga izomorfdir.

Isbot. Aytaylik, V' va V' chiziqli fazolar n o‘lchamli fazolar bo‘lsin. V

va V' fazolar mos ravishda ey, ey, ..., e, va €}, €, ..., €, bazislarni tanlab
olamiz. V' fazodan olingan ixtiyoriy

z = {181+ §2e2 + ... + €nen

vektorga V' fazodagi 2’ = £ €] + &€ + ... + £q¢€), vektorni mos qo'yamiz.

Bu moslik o‘zaro bir giymatli bo‘ladi. Hagiqatan ham, har bir z vektor
T = §1€1 + §ze2 + ... + &€, ko'rinishida yagona ravishda tasvirlangani uchun
7’ vektor ham bir giymatli aniglanadi. V va V' fazolarning teng o‘lcha!'nh'
ekanligini e'tiborga olsak, har bir ' € V'’ vektorga V ning faqat bittagina
elementi to‘g'ri keladi. Demak, bu moslik bir giymatli moslik ekan.

Agar z & 7' vay © ¥ bdlib, £ = €1e; + &rea + ... + Enen VB Y =
me1 + mex + ... + e, bo'lsa, u holda

T+y=(L+mler+ (&2+mer+ ... + (€ + Tn)en
ekanligidan z+y ¢ z'-+3' moslik o'rinli ekanligi kelib chiqadi. Huddi shunday
AT © Az’ moslik ham osongina kelib chigadi.

Endi vektor fazoning bazisi o'zgarganda vektorning koordinatalarini gan-
day o'zgarishini keltiramiz.

Aytaylik, n o'lchamli Vvektor fazoda e;, es, ..., €n va €], €5, ..y 313
bazislar berilgan bo‘lib, z vektorning birinchi bazisdagi koordinatalari
§1s &2, -y €n ikkinchi bazisdagi koordinatalari €], &, ..., €, bo'lsin. U holda

T =§1e1+ &2€x + ... + Enen = £L€) + Epeh + ... + EL€-
Xar bir €] vektor e;, ey, ..., e, vektorlar orqali quyidagicha ifodalansin:
e] = a6 + 821€3 + ... + @n 1645,
€)= aize; +agep +... + Gn,2€n,
€= Q1 n€1 + Q2n€2 + ... + anpen
U holda birinchi bazisdan ikkinchi bazisga o‘tish matritsasi A = (aij)

orqali ifodalanadi. Ma’lumki, ushbu matritsaning determinanti noldan farqli.
Yuqoridagi tenglikdan

zZ=Ge1+§er .+ bnen = £l (ar161 + agi€2 + ... + Gnen)+
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+&(a12e1 + az2€2 + ... + @n2en)+

+€; (a!,nel + Q2.n€2 + ...+ a-n,nen)
hosil bo‘ladi. e, e, ..., e, vektorlarning chizigli erkli ekanligidan, bu teng-
likning o‘ng va chap tomonidagi bazis vektorlar oldidagi koeffitsientlar teng
bo'ladi, ya'ni
[ &1 = a11€] + 1,26 + ... + a1,nép,
) = 0.2,15; + az‘zﬁa + ... + a2 né;,
L &n = @na€) t+ @n28s + ot By
Demak, berilgan z vektorning koordinatalari orasida quyidagi munosabat
o‘rinli:

&t a1 212 ... Gin f{
2 _ | o1 a22 . @n | | &
.\6 / \ Gul Qu2 ... Gnn ‘5:,
Bundan esa,
1 7 z -1
& a1 Q12 - Qia &
& | _ | az1 az2 .. a2a | &
:x \ Gni Qn2 --- Qn,n {n

hosil bo'ladi.

Shunday qilib, = vektorning ikkinchi bazisdagi koordinatalari, birinchi
bazisdan ikkinchi bazisga o‘tish matritsasi teskarisi bilan birinchi bazisdagi
koordinatalari ko'paytmasiga teng.

Qism fazolar

Bizga K maydon ustide aniglangan V chizigli fazo va unda Vi C V qism
to‘plam berilgan bo'lsin.

18.10-ta’rif. V; qism to‘'plam V fazoda aniglangan qo'shish va songa
ko'paytirish amallariga nisbatan chizigli fazo tashkil etsa, Vi to'plam V fa-
zoning qism fazosi deyiladi.

Tabiiyki, Vi C V qism to‘plamni qism fazoga tekshirish uchun fazo.d‘a
berilgan shartlarni hammasini tekshirish lozim bo‘ladi, ammo quyida keltiri-
ladigan teorema bu shartlarning hammasini tekshirish umuman olganda zarur

emasligini ko‘rsatadi. ' N
18.11-teorema. Vj C V qism to‘plam V' fazoning qism fazosi bo'lishi

uchun quyidagi shartlarning bajarilishi zarur va yetarli:



102 1V BOB. CHIZIQLI FAZOLAR. CHIZIQLI ALMASHTIRISHLAR. KVADRATIK FORMA

1) Ixtiyoriy =,y € V; elementlar uchun (z,y) € R

2) Ixtiyoriy z € V4, XA € K uchun Az € V.

Isbot: Agar Vi qgism fazo bo'lsa, teoremadagi shartlar o‘rinli bo'lishi
to‘g'ridan-to‘g'ri kelib chiqadi.

Aksincha, ya'ni teoremadagi shartlar o‘rinli bo'lsin. U holda ¥y C V qiSH{
to‘'plamda qo‘shish amaliga nisbatan kommutativlik va assosiativlik shartlari
o‘rinli bo‘ladi. Aks holda, bu shartlar V fazoda ham o‘rinli bo‘imas edi.

Az € V) ekanligidan A = 0 deb olsak, 0-z = 0 € V; ekanligini, A = -1 deb
olsak, —z € W} ni hosil gilamiz.

Huddi shunday fazoda skalyarlar uchun keltirilgan shartning Vi gism
to‘plam uchun ham o'rinliligini ko‘rish giyin emas.

18.12-natija. Vi C V gism fazo bo‘lishi uchun ixtiyoriy z,y € V1 va
ixtiyoriy A, € K uchun Az + uy € V; bo'lishi zarur va yetarli.

Endi qism fazolarga doir misollarni keltirib o‘tamiz.

Misol 18.5. a) Faqgat nol vektordan iborat bo‘igan qism to‘plam E v
fazoning o‘zi V da gism fazo bo‘ladi. Bu gism fazolar V' ning xosmas gism
fazolari deyiladi;

b) R? tekislikda koordinata boshidan o‘tuvchi ixtiyoriy to‘g‘ri chizigdagi
vektorlar to‘plami gism fazo tashkil etadi;

¢) R? uch o'Ichamli fazoda koordinata boshidan o‘tuvchi ixtiyoriy tekislik-
da joylashgan vektorlar to‘plami qism fazo tashkil giladi;

d) Darajasi n dan oshmaydigan ko‘phadlar fazosi P,(z) da darajasi k(k <
n) dan oshmaydigan ko‘phadlar to‘plami Pi(z) gism fazo tashkil giladi;

Yuqoridagi misollardan ko‘rinib turibdiki, biror fazoning qism fazolari
cheksiz ko‘p bo‘lishi mumkin.

V fazoning ixtiyoriy M gism to‘plami uchun, M dan olingan vektorlarning
chizigli kombinatsiyalari orqali hosil qilingan barcha vektorlar to‘plamini (M)
kabi belgilaymiz. Hosil bo‘lgan to‘plamga M to‘plamning chizigli qobig'i
deyiladi.

Ravshanki, M to‘plamning chiziqli qobig'i V fazoning qism fazosi bo‘ladi.
{M) fazoning o‘lchami M to‘plamning rangi deb ataladi.

Yuqoridagi mulohazadan kelib chiqadiki, agar dim V = n bo'lsa, u holda
V' fazo m(m < n) o'ichamli qism fazolarga ega. Xususan, agarda V fa-
zouing ey, €, ..., €, bazis vektorlaridan tuzilgan M = {e, ey, ..., em}

qism to'plam uchun, (M) = (ey, e, ..., ey) chizigli qobigni qarasak, u m
oflchamli gism fazo bo‘ladi.

Bundan tashqari V' chizighi fazonining o'zini e, ey, ..., e, bazis vektor-
laridan tuzilgan qobiq deb qarashimiz mumkin.

18.13-ta’rif. Bizga V fazoning qandaydir V" qism fazosi berilgan bo‘lsin.
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Ixtiyoriy a € V vektor uchun, ushbu
Vi=a+V' ={a+z|zeV}CV

qism to'plamga V' gism fazoni a vektorga siljitishdan hosil bo‘lgan gipertekis-
ligi deb ataladi.

Aytaylik, L,, Ly C V qism fazolar berilgan bo‘lib, Li{)L. ularning
to'plam ma’nosidagi kesishmasi bo‘lsin. Ravshanki, L, () Lz gism to‘plam
bo'sh emas, chunki nol vektor har bir qism fazoga tegishli.

18.14-teorema. L), Ly qism fazolarning kesishmasi L; [} L; qism fazo
bo‘ladi.

Isbot. Ixtiyoriy A,u sonlar va z,y € Li[)L. vektorlarni: olaylik.
Ma'luraki, z,y € Ly va 1,y € Ly. L, va Ly gism fazo bo‘lganligi uchun
Az +py € Ly va Az + py € Ly. Demak, Az + py € L; [) L2 bo'ladi. :

Endi gism fazolarning to‘plam sifatida birlashmasi L, |J Lz ni qaraymiz.
Bu to'plam har doim ham gism fazo bo‘'lavermaydi. Masalan, tekislikda
L, sifatida OX o‘qida yotuvchi vektorlar to‘plamini, L, sifatida OY o‘qida
yotuvchi vektorlar to‘plamini olsak, L, va L, qism fazolar bo'lib, ularning
birlashmasi gism fazo bo‘lmaydi:. Lo : -

Endi gism fazolarning yig‘indisi tushunchasini kiritamiz. Li, L2 gism -fa-
zolarning yig‘indisi deb £ = 7, + 5, 1, € L1, T2 € L, ko'rinishidagi vektorlar
to'plamiga aytiladi va L, + L, kabi belgilanadi, ya'ni

L

Ly+ L, = {1:1 +zr € Ly, 12 € Lg}.

18.15-teorema. L,, L, gism fazolarning yig'indisi L+ L2 yana gism fazo
bo'ladi. W

Isbot. Haqigatan ham, agar ixtiyoriy A\, u € K va 7,y € L1 + Ly bo'lsa,
u holda z = zy + 75, y = y1 + 2, Z1, Y1 € L1, T2,y2 € L2 bo'lib, bundan

Mz -+ py = Mz1 + 22) + plon + v) = Oaa + ) + Oz + o) € L 1

ekanligi kelib chigadi.
Endi qism fazolar kesishmasi

munosabatni beruvchi teoremani keltiramiz. ' ) fazolari-
18.16-teorema. V fazoning chekli olchamli Ly, Lz qism lazolal:

ning o'lchamlari yig'indisi ularning kesishmasi va yig'indisi o‘ichamlarining

va yig'indisini o'lchamlari orasidagi

yig‘indisiga tengdir, ya’ni
dim Ly + dim Ly = dim Ly [ ) Lz + dim(Z1 + Ls).
lik, dim Ly (VL2 =k bo'lib, ey, €2, ---, € uning qandaydir

Isbot. Faraz gilay ligi uchun, dim [y =

bazisi bo‘'lsin. Ly L2 C L1 va L1\ L2 C Lz bo'lgen
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k+ s dim Ly = k 4+t deb olishimiz mumkin. Tanlangan e, ez,

..., €k bazisni
L, va L, qism fazolarning bazislarigacha to‘ldiramiz, ya'ni

€1, €2, ..., €k, 'fli f?! ey f&

vektorlar L; gism fazoning bazisi

€1, €2, .y €ky g1y 92, -+ Gt

vektorlar esa L, qism fazoning bazisi bo‘lsin. Biz

flv ny seny fs: €1, €2, ..., €k, Q1, G2, .-, Gt (1)

vektorlarni L; + Lp fazoda bazis bo‘lishini ko‘rsatamiz. Dastlab, ularning
chiziqli erkli ekanligini aniqlaymiz. Faraz qilaylik,

AMS1+afe + oo A fs + ey + paea... + prer + gL + 2ge + .. NG = 0
bo‘lsin. U holda

M+ dafa+ o+ Afs + maer + poen... + prer = —ingy — v2gz — - — Vit

bo'lib, tenglikning chap tomoni Liga o'ng tomoni esa Lyga tegishli ekanligi
kelib chigadi. Demak, tenglikning chap va o‘ng tomonlari L, [} Lz qism fazoga
tegishli. ), e, ..., e vektorlar L; () L, da bazis bo‘lganligi uchun -1 —

Vagy — ... — g, vektorni ular bazis orqali chizigli ifodalash mimkin, ya'ni
qandaydir ¢;, ¢, ..., ¢k lar uchun

—ngy — 1202 — ... — G = 1€y + €2 + ... + CrEk-
tenglik o‘rinli. Bundan

cier +cea+ ... ke + gy g+ ...+ g =0

hosil bo‘ladi, bu vektorlarning chiziqli erkli ekanligidan

a=cg=.=g==Wh=..=y=0

kelib chiqadi. Bularni yuqoridagi tenglikka olib borib go‘ysak,
M+ Afot o+ A .+ me + ﬂéez... + prey =0
tenglik hosil bo‘ladi. ey, es, ..., €, fi, f2, ..., f, vektorlarning chizigli erkli

ekanligidan Ay = Ay = ... = X\, = 0, gy = g = ... = p, = 0 kelib chiqadi.
Demak, (1) vektorlar sistemasi chiziqli erkli ekan.
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Endi ixtiyoriy. z € Ly + L, vektorni (1) ve.ctorlar sistemasi orqali chiziqli
1fodalamsh1m ko'rsatamiz. Ta'rifga asosan, z'= 7, + o;:1) €, L), 12 € Lg,
bo‘lib, a:; va xz ‘vektorlarni bazis vektorlar orqali yoysak,

T, = a;e; + ey + ... + agep + 1 f1 + oo + Cpps fs

Ty = breg + boen + ... + brep + briagr +. + braege
tengliklar o’rinli bo'ladi. Bundan esa

z=1 + 2 = (a; + b1)e) + (ag + br)es + ... + (ax + br)ex+

st fi + gz fo + e + Qrtsfs + bks1Gre1 + brr2Grr2 + oo+ birege
hosil bo‘ladi. '

Demak, ixtiyoriy z € L1 + L, vektorni (1) vektorlarning: ch1z1qh
kombinatsiyasi orqgali ifodalash mumkin. Shunday qilib, biz (1) vektorlar
sistemasi L; + Lo qism fazoning bazisi ekanligini ko‘rsatdik. Bundan esa,
dim(L; + L2) = s + k + ¢ ekanligi kelib chiqadi, ya'ni

dim(Ly + Lz) = dim Ly + dim Ly — dim(Ly [ ) L2)

18.17-ta’rif. Agar L;[)L, = {0} bo'lsa, L, va Ly qism fazolarning
yig'indisiga to‘g'ri yig'indi deyiladi va L, @ Lo ko‘rinishida yoziladi.
Ravshanki, L, va Ly qism fazolarning to‘g'ri yig‘indilari uchun
dim(L) @ L2) = dim Ly + dim Ly

tenglik o‘rinli bo‘ladi. )
18.18-teorema. L, @ L, to'g'ri yig'indining ixtiyoriy vektori Ly va L
qism fazolar vektorlarining yig'indisi shaklida yagona ravishda ifodalanadi.
Isbot. Teskarisini faraz qilamiz, ya'ni
r=1x,+22,2 € Ly,23 € L,
va
z=y1+yun € L1,12 € Lo
bo‘lsin. U holda bu tengliklardan y; — z; = 72 — ¥ hosil bo'ladi.
M — I € Ll, Iy — Y2 € LzVﬁLlnL2= {0}
ckanligidan
n-—n=ITa-=0=2n=nT2=
kelib chigadi. _ )
Shuni ta kldlash joizki, V fazoning bir nechta L., La, ..., Ly, qism fazolari

uchun ham ﬂ L; qism fazolarning kesishmasi va Zi L; yig'indisini aniqlash
i=1 =
mumkin.
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19-§. Yevklid fazolari. Ortogonal va ortonormal sistemalar

Avvalgi mavzularda chizigli fazoni qo‘shish va songa ko‘paytirish amal-
lari bajariladigan vektorlar to‘plami sifatida ta'riflagan edik. Ammo fa(.]a.t
qo‘shish va songa ko‘paytirish amallari yordamida vektorlarning uzunligi,
vektorlar orasidagi burchak tushunchalarini ta'rifiab bo‘lmaydi. Buning
uchun chiziqli fazoda skalyar ko‘paytma tushunchasini kiritish kerak. Vektor-.
larni qo'shish, ularni songa ko'paytirish va vektorlarning skalyar ko‘paytmasi
terminlart yordamida Yevklid geometriyasini bayon qilish mumkin.

Bizga haqiqiy sonlar maydonida aniglangan V' chiziqli fazo berilgan
bo‘lsin. ]

19.1-ta’rif. Agar z,y € V vektorlarning har bir juftiga (z,y) € R haqiqiy
son’ mos go'‘yilgan bo‘lib, bu moslik quyidagi aksiomalarni qanoatlantirsa, V
chiziqli fazoda skalyar ko'paytma aniglangan deyiladi:

1) (z,9) = (y,z);

2) (Az,y) = Mz, v);

3) (z1+ 72,9) = (21,9) + (22, ¥);

4) (z,2) 2 0,{z,r) =0 & z = 0.

Skalyar ko‘paytma aniglangan chizigli fazo Yevklid fazosi deb ataladi.

Misol 19.1. a) V fazo sifatida elementar geometriyada o‘rganiladigan uch
o‘lchamli fazoni olaylik. Vektorlarning skalyar ko‘paytmasini ularning uzun-
liklari va ular orasidagi burchak kosinusi ko‘paytmasi sifatida aniglaymiz,
ya'ni;

(z,9) = lz| - |y} - cos .

Bu aniglangan ko‘paytma 1) ~ 4) aksiomalarni qanoatlantiradi.
b) V fazo sifatida n ta haqiqgiy sonlardan iborat bo‘lgan = = (£1,&, .-y §n)
ko‘rinishidagi elementlar to'plamni olaylik. Ma’lumki, vektorlarni qo‘shish

va songa ko'paytirish quyidagicha aniqlanadi:
T + y = (£1 + 7)1‘£2 + Th' b } En + T’n)' Ax = (Ael) A{Za bl ] AE")’
bu yerda y = (m, 72, ..., 7).

Endi z = (£1,6,...,6n) va y = (q1,m,...,Mn) vektorlar uchun quyidagi
ko'paytmani qaraymiz;

(=, y)=&m -+ §oma + ... + €ntn

Bunday aniqlangan ko‘paytma ham 1) - 4) aksiomalarini qanoatlantiradi,
ya'ni skalyar ko‘paytma bo‘ladi.

¢) darajasi n dan oshmaydigan hagiqiy koeffitsientli ko‘phadlar fazosi
Po(R) ni qaraymiz. f(x),9(z) € P,(z) ko'phadlarning uchun aniglangan
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quyidagi ko'paytma;
- (@) al@) = /o f(z)9(x)dz

1) - 4) aksiomalarini qanoatlantiradi, ya'ni skalyar ko‘paytma bo‘ladi.
Kiritilgan skalyar ko‘paytma tushunchasi yordamida biz vektorning uzun-
ligini va vektorlar orasidagi burchakni aniglashimiz mumkin.
19.2-ta’rif. Yeklid fazosidagi x vektorning uzunligi deb

V(z,z)

songa aytiladi va |z| kabi belgilanadi.
19.3-ta’rif. = va y vektorlar orasidagi burchak deb ¢ = arccos !%%?[ Songa
aytiladi, ya'ni

(z,9)
COS L = ——
Y il
Agar z va y vektorlar orasidagi burchak % ga teng bo'lsa, ya'ni {z,y) =0
bo'lsa, z va y vektorlar ortogonal vektorlar deyiladi. e

Yuqoridagi ta'rifda = va y vektorlar orasidagi ¢ burchakni cosy = [
formula yordamida anigladik. Aslida tenglikning o‘ng tomonida turg%n ifo-
daning moduli 1 dan katta emasligini ko'rsatishimiz kerak, ya'ni :'”; <1
yoki

(z,9)* < (z,2)(v.9) ity
ekanligini ko‘rsatamiz.

Buning uchun z — ty vektorni qaraymiz, by yerda ¢ ixtiyoriy haqiqiy son.
Skalyar ko‘paytmaning 4)-aksiomasiga asosan: (z — ty,z — ty) 2 0, ya'ni har
qanday ¢ uchun:
(y,y) — 2t(z,y) + (z,z) > 0.

Bu tengsizlikning chap tomonidagi ¢ ge nisbatan kvadrat uc@ad
fagat manfiy bo‘lmagan giymatlarni qabul qilishi uchun bu uchhadning
diskriminanti musbat bo‘lmasligi kerak. Chunki ¢? oldidagi (y,y) ifoda har
doim musbat son. Demak,

D = 4(z,y)? - 4(z,z)(y,y) < 0.

Bundan esa, (z,y)? < (z, )(y,y) ekanligi kelib chigadi. Y.uqorida keltiril-
gan (1) tengsizlik Koshi-Bunyakovskiy tengsizligi deb ata?ladl..
Kiritilgan tushunchalar yordamida elementar geometriyaning qator teore-

malarini Yevklid fazosiga ko‘chirish mumkin. _
Agar z va y vektorlar ortogonal vektorlar bo'lsa, u holda.:r +y ve to.fm |
tomonlari z va y bo‘lgan to‘g'ri to‘rtburchak diagonali deb hisoblash tabl.ly-'. .

dir. Quyidagi misolni ko'rib chigaylik. .
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19.4-xossa. |z+y|*> = |z|2+|y|?, ya™ni to'g'ri to‘rtburchak diagonali uzun-
ligining kvadrati uning parallel bo‘lmagan ikki tomoni uzunliklari kvadratlari
yig'indisiga teng.

Isbot. Vektor uzunligi kvadratining ta’rifiga muvofiq: |z+y|* =

Ircl2+|y|2
Skalyar ko'paytmaning distributivligiga asosan:

(z+yz+y) = (z.2)+ (z,9) + (%2) + (¥
z va y vektorlarning ortogonalligidan esa:

(z,y) = (y,z) =0.
Demak, |z +y|* = (z,2) + (3, ¥) = =l + |y*.
Yuqoridagi xossani umumlashtirsak, juft-jufti bilan ortogonal bo‘lgan
T1,Z2,Z3,.-., n vektorlar uchun

171 +.'1:2+I3+...+In|2 =

|21(2 + wal? + fzsl? + .. + |2zal®
tenglik kelib chiqadi.

Endi Yevklid fazosida eng qulay bazis hisoblangan ortogonal bazis tushun-
chasini kiritamiz. Yevklid fazosidagi ortogonal bazislar analitik geomet-
riyadagi to‘g'ri burchakli koordinatalar sistemasi kabi rol o‘ynaydi

Bizga n o'lchamli V' Yevklid fazosi berilgan bo'lib, e, €2,

vektorlar o'zaro ortogonal vektorlar bo‘lsin.
19.5-ta’sdiq.

en €V

n-o'lchamli Yevklid fazosida berilgan o'zaro onogona!
bo‘lgan va hech biri nolga teng bo‘lmagan e;, e, ..., €n vektorlar chizigli
erkli bo‘ladi.

Isbot. Tasdigni isbotlash uchun

Areg + Agea + ...+ Ape, =0
chizigli kombinatsiyani qaraymiz.

Yugqoridagi tenglikning ikkala tomonini e, ga skalyar ko‘paytirsak

Aler, e1) + Aa(ez, e1) + ... + Apfen, 1) =0
tenglik hosil bo'ladi. Berilgan vektorlar o'zaro ortogonal va noldan fargli

bo‘lganligi uchun (e, e1) # 0 va (e;,ex) =0, 2 < k < n. Bundan esa A\ = 0
ekanligi kelib chiqadi.

Shunga o‘xshab, chiziqli kombinatsiyani e; ga skalyar ko‘paytirib, A\; = 0
ekanligini olamiz. Demak, Ay = Ay = ... = A\, =0 va ¢, €3, ..., €, vektorlar
chizigli erkli.

19.6-ta’rif. Agar hech biri nolga teng bo‘lmagan ey, e,, ..., €, vektorlar

o'zaro ortogonal bo‘lsa, u holda ular n o'lchamli Yevklid fazosining ortogonal
bazisi deyiladi.
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Agar e, €3, ..., e, vektorlar o‘zaro ortogonal bo'lib, har birining uzunligi
1 ga teng bo'lsa, ya'ni
. 0| i '-)é ji
1, i=3j,

(enes) = {

tengliklar bajarilsa, u holda ular ortonormal bazis deyiladi.
19.7-teorema. Ixtiyoriy n o‘lchamli Yevklid fazosida ortogonal bazis
mavjud. :
Isbot. Ma’lumki, n o'lchamli fazoning ta'rifiga muvofiq unda qandaydir
fis fay ..., [ bazis mavjud. Bu fi, fz, ..., fa vektorlardan o‘zaro ortogonal
bo‘lgan n ta vektor yasaymiz.
Dastlab, e; = f, deb olib, ez vektorni ez = fo + ae ko‘rinishda izlaymiz.
a sonini shunday tanlab olamizki, (e, e1) = 0, ya'ni (f2+aei, €1) = 0 bo‘lsin.
Bundan
__(f2e1)
(e1,€1)
ekanligi kelib chigadi. Demak, a sonni tanlash hisobiga e, va €2 ortogonal
vektorlar topish mumkin.
Aytaylik, o‘zaro ortogonal va noldan farqgli bo'lgan ei, €2, .-y €k-1 vek-
torlar topilgan bo‘lsin. U holda e, vektorni

er= fr+he1+ ...+ Ak—1€k—1

shaklida izlaymiz, ya'ni e, vektorni e), €2, ..., €x-1Vva fe vektorlarnin_g chiziqj
li kombinatsiyasi yordamida hosil qilamiz. A, Az, - Ak_1 ko.eﬁitsxent)ar’m
ex vektor bilan e;, es, ..., ex—1 vektorlarning ortogonalligi shartidan topamiz:

(fi + Mer + . + Aerek-1,61) = 0;

(fk + ’\161 + ...+ Ak—lek—lyeQ) - O,

(fe + Ay + o+ Ak-18k-15 ex-1) = 0.
€1, €3, ., €k_1 vektorlar o‘zaro ortogonal bo‘lganliklari uchun, bu tengliklar
ushbu ko'‘rinishga keladi:
(fr,e1) + Milene) = 0;

(fx, €2) + ez, €2) = O

(fr.ex—1) + ko1 (ex-1, €x-1) = 0.
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Bulardan,

(fx, &1) (fk, €2) s
A = ———", A= -5 L Ak
! (31,8]) e (62) 62) A
giymatlar kelib chigadi.

Demak, juft-jufti bilan ortogonal bo'lgan e;, e,

(fx,€x-1)

~(ek-1.x-1)

..., € vektorlarni hosil
gilamiz. Endi e; vektorni noldan farqgli ekaniligini ko‘rsatamiz. Hos.il qll!n-
gan e, vektor ey, ez, ..., ex_1, fi vektorlarning chizigli kombinatsiyasnda.n .lb-.
orat. Oz navbatida ex_; vektor ey, e, ..., €x—2 va fx_ vektorlarning clnzlq_h
kombinatsiyasidan va hokazo, e, vektor e; va f, vektorlarning chiziqli ko_m?nt
natsiyasidan iborat. Bundan esa ey quyidagi ko‘rinishda yozilish mumkinligi
kelib chiqadi:

ex = fr + ar-1fi-1 + ..+ arh

fu, fa, -, fx vektorlarning chiziqli erkli ekanligidan esa, ex # 0 ekanligi
kelib chigadi. .

Biz ey, ey, ..., ex—; hamda f; vektorlardan ex vektorni qurdik. ‘Huddl
shunday qilib, ey, ey, ..., ex hamda fi,; larga ko'ra exq; ni quramiz. Bu
jarayonni berilgan fy, fa, ..., fn vektorlargacha davom ettiriramiz. Natijada

. Yomy
noldan faqli va o'zaro ortogonal bo'lgan n ta ey, €z, ..., e vektorlarni, ya'ni
ortogonal bazisni hosil gilamiz.

Ortogonal bazislar topishning yuqoridagi teorema isbotida keltirilgan

jarayon ortogonallashtirish jerayoni deb ataladi. Bu jarayon ixtiyorly

fi. fa, ..., fn'bazisbo'yicha e, e, ..., e, ortogonal bazis yasash usulini be-
radi.

Agar e, vektorlarni e} = ﬁi-] vektorlar bilan almashtirsak, u holda uzunligi

1 ga teng bo'lgan o'zaro ortogonal vektorlar hosil bo‘lishini ko‘rish giyin emas.
Bu amal bilan ortonormal bazis hosil qilamiz.

Misol 19.2. Py(z) fazoda (f(z),9(z)) = ful f(z)g(z)dz kabi a.n'lqlan-
gan skalyar ko‘paytmaga nisbatan ortogonal bazis quramiz. Ma'lumki, Ps(z)

fazoda fy =1, fo = z, f3 = z? bazis tashkil giladi. Bu bazisdan ortogonal-

lashtirish jarayoni yordamida e, e,, e, ortogonal bazis hosil qilamiz: )
ey=fi=1debolibe; = f, - %2 e) ekanligidan e, vektorni aniglaymiz.

(fre1) = [yodz =1, (e1,e1) = JJ dz = 1 ekanligidan e; = z — § hosil
bo‘ladi.
Endi €3 = f3 - %:f:—:})cz = ;::)61, hamda
1
1 1
= [ 20 Yy, L
(fa,e9) = J{ ¥(z 5)dx T

1
_ 1, 1
e = [(@-3) =3
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1 1
(s er) = / sdr =

ekanligidan e; = % — :1: + ¢ hosil bo’lad1 Demak, Py(z) fazoda ortogonal
bazisey =1, ep =z — —, e3=1—1 + ko‘phadlardan iborat.

Yevklid fazosida e, ey, ..., €, ortonormal bazis berilgan bo‘lsin. Shu
bazisdagi koordinatalari bilan berilgan z,y € V vektorlaring skalyar
ko‘paytmasi qanday ifodalanishini topaylik.

Aytaylik,

T=86e1+Eer+ ...+ Enen, y = V1€1 + 1ol + ... + Vney

bo'lsin, ya'ni = vektorning koordinatalari &, &, ..., &, hamda y vektorning
koordinatalari esa v, vy, ..., v, bo'lsin, u holda

(Ir y) =&+ Eava + ..+ Enbn
bo‘ladi.
_ Demak, ortonormal bazisda ikki vektorning skalyar ko‘paytmasi ularning
mos koordinatalari ko'paytmalarining yig‘indisiga teng.
Endi = vektorning ortonormal e, ey, ..., en bazisdagi koordinatalarini
bazis vektorlar bilan qanday bog‘lanishga ega ekanligini ko‘rsatamiz.

T = €1e1 4+ 282 + ... +Entn
tenglikning ikkala tomonini e; ga skalyar ko‘paytirib,
(z,e1) = &iler, e1) + Ealez, 1) + .. + Enlen 1) =&
ekanini va huddi shunday, .
& = (z,e2), & = (z,€3), s én = (2, 80)

ekanligini topamiz. . . . -

Shunday qilib, berilgan vektorning ortonormal bazisdagi koor.dmat;a!afx
shu vektor bilan mos bazis vektorlarining skalyar ko'paytmalaridan iboratligi-
ni hosil qildik. - ' .

Ortogonal proyeksiya va -ortogonal to‘ldiruvchi. Endi beril-
gan vektorning qandaydir qgism fazoga ortogonal proyeksiyasi va ortogonal
to‘ldiruvchisi tushunchalarini kiritamiz.

19.8-ta’rif. Bizga V fazoning qandaydir V' gism fazosi berilgan bo Isin.
Agar z € V vektor V' qism fazoning ixtiyoriy vektoriga ortogonal bo'lsa, u
holda z vektor V' qism fazoga ortogonal deyiladi.

Ravshanki, agar z vektor e, €2, .., €n vektorlarga ortogonal bo‘lsa, u
holda x bu vektorlarning istalgan chizigli kombinatsiyasiga ham ortogonal
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bo‘ladi. Hagiqatdan ham, (z,¢) = 0, 1 < i < n ekanligidan (z, ey +
A2e3 + ...+ Anen) = 0 bo'lishi osongina kelib chigadi. Shuning uchun berilgan
z vektor V' gism fazoga ortogonal bo‘lishi uchun uning bazis vektorlarga
ortogonal bo'lishi zarur va yetarli.

Aytaylik, ixtiyoriy z € V vektor berilgan bo'lib, bu vektor uchun shunday
y € V' vektor topilsinki, natijada z — y vektor V' gism fazoga ortogonal
bo'lsin. Ya'ni z € V vektorni z =z +y, £ € V, y € V'’ ko'rinishida yozilsin,
bu yerda x vektor V' qismn fazoga ortogonal vektor.

19.9-ta’rif. Agar z = z+y, z € V, y € V' ko'rinishida ifodalangan bo'lib,
z vektor V' gism fazoga ortogonal bo'lsa, y vektor z vektorning ortogonal
proyeksiyasi x esa ortogonal to‘ldiruvchisi deyiladi.

Quyidagi tasdigda ortogonal proyeksiya va ortogonal to'ldiruvchi har
doim mavjud va yagona ekanligini ko‘rsatamiz. Umuman olganda berilgan
vektorning ortogonal proyeksiyasi mavjudligidan ortogonal to‘ldiruvchining
mavjudligi ham o'z-o‘zidan kelib chigadi.

19.10-tasdiq. z € V vektorning chekli o'lchamli V’ gism fazoga ortogonal
proyeksiyvasi mavjud va yagona.

Isbot. Aytaylik, dim V' = n bo'lib, V' qism fazonig bazisi €, €2, ---» €n
bo‘lsin. Ortogonal proyeksiyani ¥y = Aje; + Agea + ... + Anen ko'rinishida
izlaymiz.

z — y vektor V' qism fazoga ortogonal bo'lishi uchun, uning bazis vektor-
larga ortogonal bo‘lishi zarur va yetarli ekanligidan

{(z—y,e)=0,1<i<n

tenglikka ega bo‘lamiz, ya'ni
(zye&) = (Mer + doea + oo + A, €), 1 < i < n

Bu tenglikdan ko‘rinadiki, ortogonal proyeksiyani topish masalasi, biror

bazisda Ay, Az, ..., A, noma’lumlarga nisdatan qiyidagi chizigli tenglamalar
sistemasini yechish masalasiga keltirildi:

Ailer, 1) + Xo(ez, 1) + ... + Anlen, &1) = (2, 1),
b Mlene2) + dalez, €2) + ... 4 Anlen, €2) = (2, €2),

...................................................................

(2)

L M(en, eq) + Aa(ea, €3) + oo + Anlen, €n) = (2, €0),

Ixtiyoriy n-o‘lchamli fazoda ortonormal bazis mavjud ekanligidan foy-
dalanib, ey, €z, ..., e, bazisni ortonormal deb faraz gilishimiz mumkin. U
holda (2) sistemaning yechimi A; = (z,¢;), 1 < % < n ko'rinishida bo'ladi.
Ya'ui sistema yagona yechimga ega. Demak, ¥y = Aie; + A€z + ... + Ane€n
ortogonal proyeksiya ham mavjud va yagona.
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Ta’ki.dlash joizki, yuqoridagi tasdigning isbotida biz e3,. g, ...
ntlal bazisdan foydalandik. Umuman olganda ixtiyoriy bazis uchun ham (2)
sistema yagona yechimga ega bo‘ladi. Chunki, ushbu sistemaning asosiy de-

terminanti quyidagicha bo‘lib,

(61,81) (62,61) (6,,,,81)
(e1,e2) (e2,€2) ... (en,€2)

, ey ortonor-

(e1,en) (e2,€n) - (en,€n)
::l ]dti;:_erminant noldan fargli. Ushbu determinantga Gram determinant: deb
aladi.
Demak, V' qism fazo berilgan bo'lib, e;, es, ..., e, uning bazisi bo‘lse, z € V
vektorning V' qism fazoga ortogonal proyeksiyasi y = Aje; + A2e2 + ... +
'\_nen ko‘rinishida bo‘'ladi, bu yerda Aj, A2, ..., An (2) chiziqli tenglamalar
sistemasining yechimi. T = 2z — y vektor esa ortogonal to‘ldiruvchi boladi.

Yevklid fazolarining izomorfizmi. Endi Yevklid fazolarining izomor-
fizmi tushunchasini keltiramiz.

_ 19.11-ta’rif. Bizga V va V'’ Yevklid fazolari berilgan bo‘lsin. Agar ular-
ning elementlari orasida shunday z ¢ z/(z € V, z € V') o‘zaro bir giymatli
moslik o'rnatish mumkin bo'lib, bu moslik quyidagi shartlarni qanoatlantirsa:

1) agar ¢ & 7’ va y & y ekanligidan, z +y © 2’ + ¥ bo'lsa, ya'ni
Z,y € V vektorlarning ',/ € V' vektorlarga mosligidan, z + y yig‘indining
=’ + v/ yig'indiga mosligi kelib chigsa;

2) agar & z’ bo'lsa, u holda Az ¢ Az'; o

3) agar z «» 2’ va y & y bo'lganda (z,y) = (¢',¥') bo'lsa, ya'ni mos
vektorlar juftligining skalyar ko‘paytmalari o‘zaro teng bo‘lsa, u holda V va
V' fazolar izomorf Yevklid fazolari deyiladi.

Agar biror n o‘lchamli Yevklid fazosida go‘shish, songa ko‘paytirish va
vektorlarning skalyar ko'paytmasi tushunchalari bilan berilgan tasdiq isbot
qilingan bo'lsa, u holda shu tasdigning o'zi bu fazoga izomorf bo‘lgan har
qanday fazo uchun ham o'z kuchini saglaydi. Darhaqiqat, bunday teorema-
ning tasdig'ida ham, isbotida ham V ning vektorlarini V' ning ularga mos
bo'lgan vektorlari bilan almashtirilsa, u holda izomorfizm ta'rifidagi 1) — 3)
xossalarga asosan hamma mulohazalar o‘rinli bo‘lib golaveradi, ya'ni mos
teoremalar V' uchun ham o'z kuchini saqglaydi.

19.12-teorema. Barcha n o‘lchamli Yevklid fazolari ozaro izomor{dir.

Isbot. Barcha n o'lchamli Yevklid fazolarini maxsus tanlab olingan "stan-
dart” n o‘lchamli fazoga izomorf ekanligini isbot qilamiz. Shunda barcha n
o‘lchamli Yevklid fazolarining o‘zaro izomorf ekanligi kelib chiqadi.

. Standart V' fazo sifatida biz odatdagi n o‘lchamli fazoni qarsymiz: bu
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fazoda vektorlar quyidagicha olinib, =’ = (&, &, ...,&n) va ¥’ = (W1, V2, ..., Vn)
ularning skalyar ko‘paytmasi esa

(:L", yl) =6+ &n + ..+ iy
formula shaklida aniglanadi.

Bizga biror n o'lchamli Yevklid fazosi V berilgan bo‘lsin.
€1, €2, ..., e, ortonormal bazis tanlab olamiz.
talari bilan berilgan ixtiyoriy

Bu fazoda
Ushbu bazisdagi koordina-

z =§e + oo+ ... +Enep

vektorga n ta &, &, ..., &, sonlar to‘plamini, yai V' ning z' =
(£1, €2, -.., &) vektorini mos qo'yamiz. Endi bu moslikning izomorfizm ekan-
ligini ko'rsatamiz.

Bu moslikning o‘zaro bir giymatli ekanligi ravshandir. Izomorfizm
ta'rifining 1) va 2) shartlarining bajarilishi o0‘z-0‘zidan ko'rinib turibdi. 3)
shartning bajarilishini tekshiramiz. Ortonormal bazisda skalyar ko'paytma
uchun avval isbotlangan formuladan foydalanib,

(Ty) =&un +&mn+ ..+ En

tenglikka ega bo'lamiz. Ikkinchi tomondan, V' fazoda skalyar ko'paytma
ta'rifiga ko'ra,
(V) =& + G + ... + Entin.

Shunday qilib, (z,y) = (=',v), ya"ni skalyar ko‘paytmalar tengligi isbot
qilindi.

20-§. Chiziqli almashtirishlar va ularning matritsalari.
Chizigli almashtirish

Ushbu mavzuda biz chizigli fazoda aniglangan akslantirishlar ichida
muhim o'rin egallaydigan chiziqli almashtirish tushunchasi kiritamiz.

20.1-ta’rif. n o'lchamli V fazoda aniqlangan A : V — V akslantirish
uchun

l)A(Il + _'1:2) = A(Zl) + A(IQ)y
2)A(\z) = MA(z)
shartlar bajarilsa, u holda A akslantirish chiziqli almashtirish deyiladi.
Odatda A chizigli almashtirishning giymati A(z) o'rniga Az yoziladi.

Misol 20.1. a) uch o'lchamli R Yevklid fazosida vektorni koordinata
boshidan o'tadigan biror 0'q atrofida burishdan iborat bo‘lgan almashtirishni
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qaraymiz. Bunda har bir z vektorga uni burishdan so‘ng hosil bo‘lgan Az
vektorni mos qo'yamiz. Bu moslik 1) va 2) shartlarni ganoatlantirishini tek-
shirish qiyin emas.

Masalan, 1) shartni tekshirib ko‘raylik: A(z; + z2) ifoda .avval z; hamda
zp vektorlarning qo‘shilishini, so‘ngra hosil bo‘lgan vektorning burilishini
bildiradi. Az, + Az; esa avval z; hamda z, vektorlarning burilishini, so‘ngra
ularning qo‘shilishini bildiradi. O‘z-o‘zidan ravshanki, ikkala holda ham
natija bir xil bo‘'ladi. Demak, A akslantirish chiziqli almashtirish bo‘ladi.

b) Bizga R® Yevklid fazosi va uning koordinatalar boshidan o‘tuvchi biror
tekisligi bo‘lgan V; gism fazosi berilgan bo'lsin. Ixtiyoriy z € R? vektorga
uning bu tekislikdagi z; = Az proyeksiyasini mos qilib go'yamiz. Bu moslik
ham chiziqli almashtirish bo‘ladi.

) [0,1] segmentda C[0, 1] uzluksiz funksiyalar fazosini qaraylik. Bu fa-
zoda aniqlangan Af(t) = fo f(s)ds akslantirish chizigli almashtirish bo‘ladi.
Hagigatdan ham,

A0 + Fot)) = / () + fal)lds =~

0 _ -
= [ fsrds + [ s = 400 + AR,
AM() = / Mef(o)levimi / F(s)ds = AAF(e). "

Endi chizigli almashtirishlar ichida alohida re’l o ynovchl quyldagl 2 ta
sodda almashtirishlarni keltiramiz. Ixtiyoriy vektorga shu vektorning o ‘zini
mos qo'yuvchi E almashtirish, birlik almashtirish deyiladi, ya'ni

Exz =z

Ixtiyoriy x vektorga nol vektorni mos qo‘yuvchi 8 almashtirish nol al-
mashtirish deyiladi, ya’'ni

8(z) =
n o'lchamli V chizigli fezoda A chizigli almashtirish berilgan bo'lib,
€1, €2, ..., e, chizigli fazo bazisi bo‘lsin.

20.2-tasdiq. Berilgan g), g2, ..., gn vektorlar uchun
Ae; = g1, Aez = g2, - Aep = gn

shartni qanoatlantiruvchi A chizigli almashtirish mavjud va yagona.
Isbot. Dastlab, A chizigli almashtirish Aey, Aez, .. , Ae, vektorlar orqali
bir giymatli aniqlanishini ko‘rsatamiz. Hagigatdan ha.m V fazodan olingan

ixtiyoriy
z=¢§e + Eaea + ... + £nen
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vektor uchun

Az = At§181 + &aeg + ... Fépen) = E1Ae; + E2Ae + ..+ EnAen

bo‘ladi. Deuia.k, Az vektor 91, g2, -, gn vektorlar orqali bir qiymatli
aniqlanadi. : A .
Endi har qanday gy, g2, .... gn vektorlar uchun Ae; = g; tenglikni ganoat

lantiradigan A chizigli almashtirish mavjudligini ko'rsatamiz.

Buning uchun ixtiyoriy z = £,e; + £aea + ... + £ne, vektorga £1g1 + Ez_gzb""
.- + &ngn vektorni mos qilib qo‘yamiz. z vektor e; bazis vektorlar orc(la};adl'r
giymatli ifoda etilgani uchun, unga muayyan bir Az vekt?r mos qo'yiladi.
Bunday aniqlangan akslantirish chiziqli almashtirish bo‘lad%. o _

Chiziqli almashtirishlar va matritsalar orasidagi bog'lanishni amq]aymli
Yuqotidagi tasdiqdan ixtiyoriy ¢y, g2, ..., gn vektorlar uchun Ae; =
N, Aez = g9, ..

.» Aen, = g, shartni qanoatlantiruvchi chizigli almashtirish
yagona ravishda aniglanishiga ega bo‘ldik. gi vektorning e;, €2,

..., €p bazis-
dagi koordinatalarini a1k, asx, %.., . orqali belgilaylik, ya'ni

n
gk =Aer =) aise;.
i=1

Ushbu a; koeffitsientlar orqali (a;4) matritsani hosil gilamiz. Hosil qilin-

gan matritsa A chizigli almashtirishning e;, ey, ..., €, bazisdagi matritsast
deb aytiladi.

Shunday qilib, berilgan e;, e, ..., e, bazisda har bir A _chiziqli ali-
mashtirishga (a; ;) matritsa bir qiymatli mos go‘yilishiga ega bo ldllf. Deml'c:j s
chizigli almashtirishlarni matritsalar yordamida tasvirlash mumkin. Lekin

ushbu matritsa bazisga bog'liq ekanligini, bazis o‘zgarganda esa matritsaning
ham o'zgarishini ta’kidlab o‘tish joiz. .

Misol 20.2. Aytaylik, V = R? uch o'lchamli Yevklid fazosi bo'lsin.
A chiziqli almashtirish sifatida z vektorni OXY tekisligiga proekSiyalaSh'_
dan iborat bo‘lgan akslantirishni olamiz. Bazis sifatida koordinatalar o‘glari

bo'yicha yo'nalgan birlik e, e,, e; vektorlarni qabul qilamiz. U holda
Aei = e, Aey =e;, Aez =0,

ya'ni, bu bazisda A almashtirishning matritsasi

{100\

010

\ 00 0

ko'rinishga ega bo'ladi.
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Endi chizigli almashtirishlar ustida amallarni aniqlaymiz. Chizigli al-
mashtirishlar ustida qo'shish, songa ko'paytirish va ko‘paytirish amallarini
aniqlash mumkin: R

20.3-ta'rif. Ava B chiziqli almashtirishlar yig‘indisi deb, z vektorga Az+
Bz vektorni mos qo'yuvchi C almashtirishga aytiladi. Boshqacha aytganda,

C = A + B ifoda xar qanday z uchun Cz = Az + Bz ekanligini bildiradi. -

Aytaylik, A va B chizigli almashtirishlar e;, e, ..., e, bazisda mos ravish-
da (a;s) va (b;x) matritsalarga ega bo‘lsin. U holda C = A + B chiziqli al-
mashtirishning matritsasini topish uchun e;, ey, ..., e, bazis elementlarning

ushbu almashtirishdagi qiymatlarini qaraymiz, ya'ni
Ce, = Aex + Bey = Z(a;,k + bix)es.
i=1

Bu esa C chiziqli almashtirishning e;, es, ..., e, bazisdagi (cix) matritsasi
uchun ¢4 = a;) + b;x tenglik bajarilishini anglatadi.

Sbunday qilib, A va B chiziqli almashtirishlar yig‘indisining berilgan
bazisdagi matritsasi chizigli almashtirishlarning shu bazisdagi matritsalari
yig'indisiga teng ekanligini ko‘rsatdik.

20.4-ta’rif. A chiziqli almashtirishning A soniga ko‘paytmasi deb, z vek:
torga AAz vektorni mos qo'yuvchi C = AA almashtirishga aytiladi, ya'ni
(AA)z = A(Ax).

C = AA-chizigli almashtirishning berilgan bazisdagi matritsasi A - (aix)
ekanligini ko‘rish qiyin emas.

20.5-ta’rif. A va B almashtirishlarning ko‘paytmasi deb, av?/al B
almashtirishni so‘ngra esa A almashtirishni ketma-ket bajarishdan iborat
bo‘lgan C almashtirishga aytiladi, ya’ni C = AB ifoda z vektor uchun
Cz = A(Bxz) ekanligini bildiradi. _—

Dastlab, chizigli almashtirishlarning ko‘paytmasi yana chizigli al-
mashtirish bo‘lishini ko‘rsatamiz. Hagiqatan ham,

C(z1 + 12) = A(B(z) + 72)) = A(B: + Bz2) =

= A(B‘Cx) + A(B.’Ez) = CZ‘] + CIQ,

C(Az) = A(B(\z)) = A(ABz) = MA(Bz) = ACz. . '
Endi chiziqli almashtirishlar yig'indisining ma.tritsasirfi _&m.iqlagan;:rfx? l;:ll:rl
ko‘paytmaning ham matritsasini aniglaymiz. A va B chiziqli almashtiris

matritsalari (a;x) va (bix) ekanligidan foydalanib,

n Ny n
Ce, = A(Beg) = A (Z bj.x€j } = ij.kﬁei 5
\j=1 / j=1
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n n n n \
= Z bj:.k Z Qa; € = E: (Z a;.jb,-lk/) €
J=1 i=1

1=l

=1
tenglikni hosil qilamiz. Ikkinchi tomondan

n
Cep = Z,Ci.kei

i=1

ekanligidan

n
Cix = Zﬂ-:.jbj,k
i=t

kelib chiqadi. Bundan ko'rinib turibdiki, (cix) matritsaning ¢;x eleme‘}tl_a'“
{a; k) matritsaning i-qator elementlari bilan (i x) matritsaning k-ustunining
mos elementlari ko‘paytmalarining yig'indisiga teng. ]

Shunday qilib, C = AB chiziqli almashtirishning (¢, &) matritsaSl. A va
B chiziqli almashtirishlar (a;x) va (b;4) matritsalari ko‘paytmasidan iborat
ekanligini hosil qildik. ]

Xulosa o‘rnida shuni aytishimiz mumbkinki, chizigli aJmashtirishla.rnf
Qo'shish va ko'paytirish amallari matritsalarni qo'shish va ko‘paytirish kabi
amalga oshirilib, quyidagi xossalar o‘rinli bo‘ladi:

1) A+ B=B+ A;

2)(A+B)+C=A+(B+C):

3) A(BC) = (AB)C;

4) (A+ B)C = AC + BC, C(A+B)=CA+CB.

Aytaylik, ixtiyoriy A chiziqli almashtirish va E birlik almash-tirish beril-
gan bo'lsin, u holda

AE=FEA=A
ekanini osongina tekshirish mumkin.

A almashtirishning darajasini odatdagidek
A=A A AB=4%.4, ..

kabi aniqlaymiz. Sonlar uchun o' rinli bo'lganidek, A% = E deb faraz qgilamiz.
Yuqoridagilardan foydalangan holda A chizigli almashtirishdan tuzilgan

ko'phadni ham qarash mumkin, ya’ni ixtiyoriy P(t) = apt™+a;t™ " +...+8m
ko‘phad berilgan bo'lsa, P(A) deb

P(A) = apA™ + A™ 4 4 a.E

formula bilan aniglangan chiziqli almashtirishni tushunamiz.
Endi teskari almashtirish tushunchasini kiritamiz.
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20.6-ta’rif. Agar AB = BA = E bo‘lsa, B almashtirishga A ning teskan .
almashtirishi deyiladi, bu yerda E birlik almashtirishdir.

A almashtirishga teskari almashtirish A~ kabi belgilanadi. Ta'rifdan
ko‘rinadiki, agar B almashtirish A ga teskari bo‘lsa B(Az) = z, bo‘ladi.

Har qganday almashtirish uchun teskari almashtirish mavjud
bo'lavermaydi. Masalan, uch o'lchamli fazoni OXY tekislikgiga proyek-
siyalash almashtirishi teskari almashtirishga ega emas.

Teskari almashtirish tushunchasi bilan teskari matritsa tushunchasi
bog'liqdir. Ma’lumki, berilgan matritsa teskarilanuvchi bo‘lishi uchun uning
determinanti noldan fargli bo‘lishi zarur va yetarli.

Berilgan bazisda matritsalar bilan chiziqli almashtirishlar orasida barcha
amallarni saglovchi o‘zaro bir giymatli moslik mavjud bo‘lganligi uchun,
A almashtirish uning biror bazisdagi matritsasi determinanti noldan farqli
bo'lgandagina teskarilanuvchi bo'lishi kelib chiqadi. Teskarisi mavjud bo‘lgan
almashtirish zosmas almashtirish deyiladi.

Ixtiyoriy A chizigli almashtirish uchun almashtirishning yadrosi va obrazi
deb ataluvchi fazolarni aniglaymiz.

20.7-ta'rif. A almashtirishning obrazi deb Az ko'rinishidagi vektorlar
jamlanmasiga aytiladi, bu yerda z € V. .

Almashtirishning obrazi Im(A) kabi belgilanadi, ya'ni

Im(A)={yeV|3z € V,Az = y}.

Ko‘rinib turibdiki, teskarilanuvchi almashtirishning obrazi butun fazo bi-

lan ustma-ust tushadi. 1
20.8-tasdiq. Ixtiyoriy chiziqli almashtirishning obrazi gism fazo tashki

giladi. |
Isbot. Aytaylik, y;, y» € Im(A) bo'lsin, u holda z1, 72 € 1% vektorlar

uchun y) = Az, va y, = Az,. Ixtiyoriy A soni uchun
Ay = /\AI[II= A(/\xl)y
1 +ye = Az + Az, = ATy + z2)

ekanligidan Ay, € Im(4) va y +1z € [m(A) kelib chigadt.
Mazkur gism fazoning o‘lchami A almashtirishning rangi dey n vektorlar
20.9-ta’rif. A almashtirishning yadrosi deb Az = 0 bo'ladiga

jamlanmasiga aytiladi va Ker(A) kabi belgilanadi, ya'ni
Ker(A) = {z € V|Az =0}.

almashtirishning yadrosi gism fazo tashkil

20.10-tasdiq. Ixtiyoriy chizigli
qiladi.
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Isbot. Hagiqatdan ham, Az; =0 va Azy = 0 bo'lsa, u holda
Az + x3) = ATy + Aze = 0.

Huddi shunga o'xshab, agar Az = 0 bo‘lsa, AAz = Az =0, ya'ni Ker(A)
gism fazo.

Agarda A xosmas almashtirish bo'lsa, uning yadrosi fagat noldan iborat
bo‘ladi.

Misol 2.3. V fazo darajasi n dan oshmaydigan ko‘phadlar fazosi bo‘lsin.
A almashtirish esa differesiallash bo‘lsin. Ya’ni

AP(z) = P'(z).

Bu alamshtirishning yadrosi konstantalardan, obrazi esa, darajasi n — 1

dan oshmaydigan ko‘phadlardan iborat bo'ladi. Ularning o'ichamlari esa,
mos ravishda birga va n ga teng.

20.11-tasdiq. n o'lchamlj V'chizigli fazodagi ixtiyoriy A almashtirishning.
obrazi va yadrosi o‘lchamlari yig'indisi butun fazo o‘lchamiga teng, ya'ni
dim(I'm(A)) + dim(Ker(A)) =n.

Isbot.  Aytaylik, A almashtirish yadrosining o‘lchami k ga teng

bo'lsin. U holda K er(A) da ey, e, ..., e bazis tanlab, uni butun fazodagi
€1, €2, -y €k, Ekyy, ..., €5 bazisgacha to‘ldiramiz.

Aepyy, ..., Ae, vektorlarni qaraylik. Bu vektorlar almashtirishning
obraziga tegishli bo‘lib, ular f m(A) da bazis tashkil giladi.

Darhagqiqat, ixtiyoriy y € Im(A) vektor berilgan bo‘lsa, ta'rifga ko‘ra
shunday z vektor mavjudki, y = Az. e, e, ..., e, vektorlar V da bazis
bo'lganligi sababli z — Y€1+ y2e2 + ... + Ypen. Lekin, Aey = ... = Aep =0
bo'lgani uchun y = Az = Yer1Aery + ... + v, Ae,. Ya'ni ixtiyoriy y € Im(A)
vektor Aexyy, ..., Ae, vektorlar orqali chiziqli ifodalanadi.

Endi n - k ta Aeyy, ..., Aen, vektorlarning chiziqli erkli ekanligini

ko'rsatamiz. Faraz qilaylik, ular chizigli bog‘liq bo'lsin. U holda hech
bo'lmaganda bittasi noldan farqli bo‘lgan a; sonlar topilib,

oyAegyy + ...+ an_rAe, =0

bo‘ladi.
T = @y + .. + anie, vektorni qaraylik. U holda Az =
A(ayegyy + ... tan_re,) = o Aeryy + ... + @n-rAe, = 0 ekanligidan, z €
Ker(A) kelib chiqadi. By esa ziddiyat, chunki bir tomondan z yadroning
lee:‘nent.i sifatida ), ey, .y €x bazis vektorlarning chiziqli kombinatsiyasi,
ikkinchi tomondan €sa, x4y, ..., e, vektorlarning chizigli kombinatsiyasidan
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iborat bo'lib qoldi. Bu esa, z vektorning bazis vektorlar yordamida berilishi-
ga zid. Bundan esa,” Aeiyy, ..., Aé, vektorlar chizigli erkli ekanligi kelib
chiqadi. =~ v ws T i

Demak, Im(A) = n—Fk, ya'ni chiziqli almashtirish obrazining fazo o‘lchami :
butun fazo o‘lchami bilan chiziqli fazo yadrosi o‘lchami ayirmasiga teng. )

Turli bazislarda chizigli almashtirish matritsalari orasidagi
bog‘lanish. Yuqorida ta’kidlaganimizdek, chizigli almashtirishning .
matritsasi berilgan chiziqli fazoning bazisiga bog'liq, ya'ni turli bazislarda -
chiziqli aimashtirish turli matritsalarga ega bo‘ladi. Endi bir bazisdan b?sh.q:?
bazisga o‘tganda A chizigli almashtirishning matritsasi ganday o‘zgarishini
keltiramiz. .

V chiziqli fazoda ikkita e, es, ..., €n va f1, fa, ..., fn bazislar l.>e.nlgan
bo'lsin. ey, e, ..., e, bazisdan fi, fo, ..., fa bazisga o‘tish matrisasini (c.J)
bilan belgilaymiz, ya'ni

fi=ce1 + €2+ ... + Cnién,
fa = c1ae1 + cage2 + ... + Cn2€n, _ (1)

fn=cin€1 + Con€2 + ... + Canén.

A chizigli almashtirishning €, e, ..., e, bazisdagi matri_tsasin_i A =
(aij), f1, fay ..., fn bazisdagi matritsasini esa B = (b;;) orqali belgilaymiz.
Boshqacha aytganda

' IAek = z @y k€4 . (2)
=1
Afy = Z bix fi- (3)

i=1
. ; iif
Bizning magsadimiz (b;;) matritsani (a;;) va (ci,) matritsalar orqali ifo-
dalashdan iboratdir.

20.12-teorema. Agar biror chiziqli almashtirishning ey, e:lsz...t,,. :,:1 c\}:
fis fa, .., fa bazislardagi matritsalari mos ravishda A va B bo'lib, bi

bazisdan ikkinchi bazisga o‘tish matritsasi C' ga teng bo'lsa,

B=C"'AC

tenglik o‘rinli bo‘ladi. . hamda
Isbot. Aytaylik, berilgan A chiziqli almashirish va €1, ©2 o0 & 00

fi, fa, ., fa bazislar uchun yuqgoridagi (1), (2) va (3)s :ll.r ity
€1, €2, ..., en basis elementlarni f1, f2, - f= clementlarg

o'tkazuvchi C chizigli almashtirish quramiz, ya'ni Cei = [
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20.2-tasdiqqa ko‘ra bunday almashtirish mavjud va yagona bo'lib, qurilgan
C chiziqli almashtirishning e;, e,, ..., e, bazisdagi matritsasi (clJ) m:atntsa
bilan ustma-ust tushadi. Bundan tashqari, bu chiziqgli almashtirish bazis vek-

torlarni bazis vektorlarga o‘tkazganligi uchun, u teskarilanuvchi almashtirish
bo‘ladi. |

Berilgan (3) formulalarning o‘'ng va chap tomonlarida fi, ni Ce; bilan
hamda f; ni Ce; bilan almashtirsak,

ACer = )" byCe;
i=1

hosil bo‘ladi. o
Bu tenglikning ikkala tomoniga C~! almashtirishni tatbiq qilib,

/ n n n
ChlACek == l Zbi.kceﬂ') = Zb,-,kC“(Ce.-) = Zbi,kei
\i=1 i=1 i=1

tengligni hosil gilamiz. '

Bu tenglikdan esa (b; j) matritsa C~1AC almashtirishning e;, €2, -+ €n
bazisdagi matritsasi ekanligi ko'rinib turibdi. Almashtirishlarni
ko'paytirganda ularning berilgan e, €, ..., €, bazisdagi matritsalari
ko'paytirilishidan B = C-1AC tenglik kelib chigadi.

Chiziqli almashtirishning xos son va xos vektorlari

Invariant qism fazolar. Agar V chiziqli fazoda biror chizigli yoki
bic

hiziqli funksiya berilgan bo'lib, bu funksiya faqgat V fazoning biror Vi
qism fazosidagina ani

qlangan bo‘lsa, u holda biz uni V; da berilgan deb
hisoblashimiz, ya'ni V o'rniga faqat W1 ni qarashimiz mumkin.

Chiziqli almashtirishlarga, keladigan bo'lsak, bu yerda holat buturflay
boshqacha bo'ladi. Darhagiqat, chizigli almashtirish V; qism fazoning blr.or
vektorini V; ga tegishli bo'lmagan vektorga o‘tkazib yuborishi ham mumkin.
Bunday holatda biz faqat V1 qism fazo bilan chegaralanib gola olmayml\lz-.

20.13-ta’rif. V chiziqli fazo va A chizigli almashtirish berilgan bo‘lsm:
Agar V; qism fazoning ixtiyoriy  elementi uchun Az vektor ham Viga tegi_Shh
bo'lsa, u holda V, qism fazo A chizigli almashtirishga nisbatan invariant gism
fazo deyiladi.

Ta'rifdan ko'rinadiki, A chizigli almashtirishni

biror qism fazoda
qarashimiz uchun, u invariant

gism fazo bo'lishi kerak.

Misol 20.4. a) Fagat noldangina iborat bo'lgan gism fazo va butun
fazo invariant qism fazolardir. Bu qism fazolar trivial invariant gism fazolar
deyiladi. J

b) R} uch o

‘Ichamli fazoda vektorni noldan o‘tgan biror 0'q atrofida burish-

dan iborat bo‘lgan chiziqli almashtirishni qaraylik. Bu holda aylanish o‘qi bir
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o'lchamli invariant gism fazo, koordinatalar boshidan o‘tib, bu o‘qqa ortogo-
nal bo‘lgan tekislik esa ikki o‘ichamli invariant qism fazo bo'ladi.

c) R? tekislikda (ikki o‘lchamli fazo) A chizigli almashtirish tekislikni X
0'q bo'yicha A; marta, ¥ o‘q bo'yicha A; marta cho'zishdan iborat bo'lsin.
Boshqacha aytganda, agar z = £1e; + &€, uchun Az = A\ £ e; + Az2b2ez, bu
yerda ey, e; o'qlardagi birlik vektorlar. Bu holda X hamda Y koordinata
o'qlari bir o‘lchamli invariant gism fazolar bo‘ladi. Agar A\; = Ap = A bo'lsa, -
u holda koordinatalar boshidan o‘tgan ixtiyoriy to'g‘ri chiziq invariant gism
fazo bo‘ladi.

Xos son va xos vektorlar. V fazo va undagi biror z # 0 vekt,ordan hosil
bo‘lgan bir o'lchamli V; gism fazo berilgan bo'lsin. Ma'lumki, Wi fazo Az
ko'rinishidagi elementlardan tashkil topadi. V; fazo invariant bo‘lishi uchun
Az vektor ham V| da yotishi, ya'ni

Az = Az

bo'lishi zarur va yetarlidir.
20.14-ta'rif. Az = Ar munosabatni qanoa.tla.ntuuvchl z # 0 vektor A

chizigli almashtirishning xos vektori, unga mos keluvchi A son esa xos son
deyiladi.

Shunday qilib, agar = vektor xos vektor bo‘lsa, u holda az vektorlar
to'plami bir o‘'lchamli invariant qism fazoni tashkil qiladi. Aksincha, bir
o‘lchamli invariant qism fazoning noldan farqli barcha vektorlari xos vektor-

lardir.
20.15-teorema. V kompleks fazoda har qanday A chizigli almashtirish

kamida bitta xos vektorga ega. .
Isbot. V fazoda biror e, ey, ..., e, bazis tanlab olamiz. Bu bazisda A

ch1z1q11 almashtirishning matritsasi (a;;) bo'lsin. Ixtiyoriy = {i€r + fzeg +
.-+ &nen € V vektor uchun Az vektorni garasak,
Az =& A(ey) + E2A(e2) + - + EnAlen) =
3 (0'1'161 +aziez + ...+ an, 1€n) + f’?(a[ se) +ap2e2 + ... + a,._ge,.)+.
+... + &larner + o202+ - F Qnnen) =
(@118 + a1262 + ... + Arnba)er + (@216 +az282 + o+ 02, nén)ent
Fooo - (@na&y + an2Es + o F Gnnbnlens

bo‘ladi. Demak, z = £1e; + &2e2 + ... + &:,,e,. vekltor xos vekto:

Az = Az shart bajarilishi uchun _ _
o+ 252 + oo + G uén = M1
az. €1 + 228g + - F G2nkn = Az,

r bo‘lishi, ya'ni

............................

. Qn, 151 + an2€2 + . + Ay, nén —_ A{n
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tengliklar o‘rinli bo‘lishi kerak. Boshqgacha aytganda, agar

[ (@11 = A1+ a2+ ...+ aj nén = 0,
] az 1€ + (‘12.2 - Ao + ...+ a3 nén = 0,

(4)

K a‘n,lél +an2la+ ... + (a-n,n = /\)En =0,

bir jinsli tenglamalar sistemasi noldan farqli yechimga ega bo'lsa, = xos vektor
mavjud bo‘lagi.

Shunday qilib, teoremani isbot gilish uchun (4) sistemani ganoatlantiradi-

gan A sonini va bir vaqtning o'zida nolga teng bo‘lmaydigan &, &, ..., &n
sonlarning mavjud ekanligini ko‘rsatish kerak.

Ma’lumki, bir jinsli tenglamalar sistemaning noldan farqli yechimi' manUg
bo'lishi uchun uning determinanti nolga teng bo‘lishi zarur va yetarli, demal

11— X a,

Qin
a1 az2 — AL a2n =0. (5)
Qn 1 Qn2 v Qup — A

Ushbu determinantdan biz A ga nisbatan n-darajali tenglama hos.il qila-

miz. Algebraning asosiy teoremasiga ko'ra, kompleks sonlar maydonida har

‘ qanday ko‘phad kamida bitta ildizga ega bo‘lganligi uchun, bu tenglama ham
A ildizga ega.

(4) sistemada A ning o‘rniga Aq

chizigli tenglamalar sistemasi nold

noldan farqli yechimni €, &0

ildizni qo'ysak, hosil bo‘lgan bir jinsli
an farqli yechimga ega bo‘ladi. Ushbu
vy €9 deb olsak,

2 =% + e + ... + €0, i
xos vektorni va unga mos keluvchi Ay xos sonni hosil qilamiz, chunki Az% =
Aoz’ tenglik bajariladi. .
Eslatma, Agar 4 chizigli almashtirishni butun fazoda emas, balki Lt
or invariant qism fazosida qaralsa, u holda teoremaning isboti o'z kUCh_’m
saqlaydi. Demak, Ixtiyoriy invariant qism fazoda ham A chiziqli almashtirish
kamida bitta xos vektorga ega.

(5) tenglama A4 chizigli almashtirish matritsasining zarckteristik
tenglamas;, uning chap tomonida hosil bo‘ladigan ko‘phad esa zarakteristik
ko ‘phadi deyiladi,

Teoremani isbotlash Jarayonida biz xarakteristik ko'phadning ildizlari
A chizigli almashtirishning xos sonlari ekanligini, va aksincha, A chizigli
almashtirishning xos sonlari xarakteristik tenglamaning ildizlari ekanligini
ko'rsatdik.

bir
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Endi xarakteristik ko‘phad bazisning tanlab olinishiga bog'liq emasligini
ko'rsatamiz. Yuqorida A almashtirishning xarakteristik ko‘phadini A — AE
matritsaning determinanti sifatida anigladik. Bazis o‘zgarganda chizigli al-
mashtirishning A matritsasi C~'AC ko‘rinishni oladi, bu yerda C eski bazis-
dan yangi bazisga o‘tish matritsasi. Yangi bazisda xarakteristik ko‘pxad
ClAC 7 AL matritsaning determinantiga teng bo‘ladi. Ammo

20 /€7 AC — AE| = |CTYAC = AC'EC| = [CTHA = AE)C| = "7 '
T =IO A= ABL- Gl = A~ A ICY 1G] = 14 < ABF
tenglikdan bazis o'zgarganda xarakteristik ko'phad o‘zgarmasligi .kelib. °
chiqadi. ' ks SR TR
Demak, kelgusida chiziqli ‘almashtirish matritsasining xarakteristik
ko‘phadi emas, balki chiziqli almashtirishning xarakteristik ko‘phadi deb yu-
ritishimiz mumkin. 2 : s
n-olchamli chizigli fazoda berilgan chiziqli almashtirishlar orasida n ta
chiziqli erkli xos vektorlarga ega bo'lgan chizigli almashtirishler ma'lum
ma’'noda eng sodda chiziqli almashtirishlar hisoblanadi. Agar A shunday
chiziqli almashtirish bo‘lsa, u holda ei, ey, ..., &, chizigli erkli xos vektor-
larni V' fazoning bazisi deb qabul qilish mumkin. U bolda '

Ae; = Aey,

Ae, = Anén
ekanligidan A almashtirishning bu bazisdagi matritsasi

A0 L 00
0 X .. 0

e e \0 0 .. A/
‘ko‘rinishga keladi. Bundan quyidagi teorema kelib chiqadi.. . ‘
20.16-teorema. Agar A chiziqli almashtirish n ta chiziqli erkli xos vek-
torlarga ega bo‘lsa, u holda A almashtirish matritsasini dlagon.al shalf]ga
keltirish mumkin. Aksincha, agar biror bazisda slmashtirish matntsas.l diag-
onal shaklda bo‘lsa, u holda bu bazisning vektorlari xos vektorlardan iborat-
dir. _ .
Quyidagi tasdigda turli xos sonlarga mos keluvchi xos ve
‘erkli ekanligini ko‘rsatamiz.

ktorlar chizigli
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20.17-tasdiq. Agar e, eg,

..y ek vektorlarlar A chizigli almashtirishnin_g
xos vektorlari bo'lib, ularga mos keluvchi A;, A2, -, Ag xos sonlar turli xil

bo'lsa, u holda e;, €2, ..., er vektorlar chiziqli erklidir. ’
Isbot.” Buni ko‘rsatish uchun induksiya usulidan foydalanamiz. k = 1
uchun bu tasdiq 0'z-0‘zidan ravshan. Endi ushbu tasdigni k — 1 ta xos vektor

uchun o‘rinli deb, uni k ta xos vektor uchun isbot qilamiz.
Teskarisini faraz qgilaylik, ya’ni

ey +asey + ...+ age; =0 (6)
tenglik a;, as,
bo'lganda o'rinli
likning xar ikkal

-+ o koeffitsientlardan kamida bittasi noldan - farqli
bo'lsin. Aytaylik, a; # 0 bo'lsin, u holda yuqoridagi teng-
a tomoniga A almashtirishni tadbiq qilamiz:

A(alel + 0262 + 0D + Olkek) = 0,

ya’'ni
ajle; + azMsey + ... + arArer = 0. (7)
(6) tenglikni A\, ga ko'paytirib (7) tenglikdan ayirsak, ushbu ifodani hosil
qilamiz:

02(/\1 - /\k)el + ag(Ag — /\k)ez + ...+ ak-l(/\k_l — Ar)ex— = 0.

Induksiya faraziga ko'ra, e, €2, ..., ex—1 vektorlarning chizigli erkliligi va
Ai # A; ekanligidan biz a; = @z = ... = ag_; = 0 tenglikni hosil qilamiz. }3u
esa o) # 0 degan farazga zid. Demak €1, €y, ..., e vektorlar chiziqli erkli.

Yuqoridagi tasdigdan bevosita quyidagi natija kelib chigadi. )

20.18-natija. Agar A chiziqli almashtirishning xarakteristik ko‘phadi n
ta har xil ildizga ega bolsa, u holda A almashtirish matritsasini diagonal
shaklga keltirish mumkin,

Hagiqatdan ham, xarakteristik tenglamaning har bir )y ildiziga ka.m?da
bitta xos vektor to'g'ri keladi. Bu vektorlarga mos bo‘lgan xos qiymatlar ming
hammasi turlicha bo*lganligi uchun, yuqoridagi tasdigqa muvofig n ta chizigli
erkliey, ey, ..., e, xos vektorlarga ega bo‘lamiz. Bu vektorlarni bazis sifatida
olsak, A almashtirishning matritsasi diagonal ko‘rinishga keladi. .

Agar xarakteristik ko'phad karrali ildizlarga ega bo‘lsa, u holda chizigli
erkli xos vektorlarning soni n dan kichik bo'lishi mumkin.

Masalan,

darajasi n dan oshmaydigan ko‘phadlar fazosida har bir
ko'phadga u

ning hosilasini mos qo‘yuvchi A almashtirish fagat bitta A = 0
X0s giymatga va bitta P(t) = const xos vektorga ega.
Haqiqatdan ham, darajasi k > 0 bo‘lgan xar qanday P(t) ko'phad uchun
P'(t) ko'phadning darajasi k — 1 ga teng va shuning uchun P'(t) = AP(t)
tenglik fagat A = 0 va P(t) = const bo'lgan holdagina bajariladi.



21-§. Bichiziqli va kvadratik formalar 127

21-§. Bichiziqli va kvadratik formalar

Chiziqli funksiya. Vektor fazoda aniqlanadigan eng sodda funksiyalar-
dan biri chiziqli funksiyadir. -

21.1-ta'rif. Agar vektor fazoda har bir z vektorga f(z) son mos qo'yilib,
bu moslik uchun quyidagi shartlar o‘rinli bo'lsa;

Df(z+vy) = flz)+ f(y)h

2)f(uz) = pf(z);
vektor fezoda chizigli funksiya (chizigli forma) berilgan deyiladi. Demak, f
chiziqli funksiya V fazoni K maydonga mos qo'yadi, ya'ni f: V —K. .
Bizga n o‘Ichamli chiziqli fazo va uning ixtiyoriy e, €z, ..., €, bazisi berilgan
bo‘isin. Har bir z vektorni

T =§&1e; + 282+ ... + €nen

ko‘rinishda tasvirlash mumkin bo‘lganligi uchun, chizigli funksiya xossalariga
asosan:

f(x) = f(flel + &262 + ...+ E"Cn) = flf(el) + £2f(32) +...+ §"f(e")
Demak, muayyan bazisga ega bo‘lgan n o‘lchamli fazoda chizigli funksiyani
f(z) = 2161 + Taa + .. + Znka

. inishi-
ko‘rinishda tasvirlanish mumkin. Bunda z; = f{e;) bazisning tanll::rzfglsbtl
gagina bog‘liq bo‘lgan o‘zgarmaslar &1, &3, .-, a sonlar esa z ve
bazisdagi koordinatalari. _ - -

Shunday qilib, chizigli funksiyage yuqori_da b_enlgan ‘tlba ;ilf,bud;‘ez:gg
funksiyaning algebrada gabul qilingan ta’ri_ﬁ 1?1lan bl‘r-mlkl::ﬂiain,i e'tiborga
faqat z; koeffitsientlar bazisning tanlab olinishiga bog'liq ekanllg

olish zarur. , . . N
Bir bazis boshqasiga almashtirilganda chiziqli funksiya koeffitsientlarining

- qanday o‘zgarishini ko‘rib chigaylik. . _—ey X
Aytaylik, V chiziqli fazoda e;, €2, -y &n VB €1 €25 = n tanla

! i
olingan bo'lib, €] vektorlar €;, €2, .y €n bazis orqali

€, = ai €1 + @€z + o ¥ Ol
&'2 = a1 €1 + 022€2 + ... + @n,26n,

.................
...............

e:‘ = a1,n€l + azné2 + ... + Annfn
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kabi ifodalangan bo‘lsin. Birinchi e, ez,

..., e, bazisda chiziqli funksiya

f(z) = 2161 + T262 + .. + Tnbn

ko‘rinishida, €}, €5, ..., €, bazisda esa

f(z) = 24 + zpbr + . + To6n
ko‘rinishida ifodalansin.

z; = f(e;), =} = f(e)) bo‘lgani uchun
zlk = f(al,kel + azxez + ... + an,ken) =

= ayif(er) + azefler) + ... + anif(en) =

= a1 4% + @2 kT2 + ... + CnkTn-
tenglik kelib chiqadi.

Agar bu ifodani matritsalar ko'rinishida yozsak:

a1 a2 - %
ot ! a; Q22 .- a2.n
(Il’$2r"-)zn) == (111121'“1111) d - e
\ Qn,] Qn2 - Oan

hosil bo'ladi.

Bichiziqli formalar. Endi bichiziqli va kvadratik funksiyalar (formal.ar)
tushunchalarini kiritamiz. Bu tushunchani dastlab, hagigiy sonlar maydonida
aniglangan vektor fazo uchun kiritamiz.

21.2-ta’rif. Agar V xV to‘plamni R maydonga o‘tkazuvchi A : VxV—R
akslantirish aniqlangan bo‘lib, quyidagi shartlar o‘rinli bo'lsa,
) AQT + pxe,y) = AA(zy, y) + pAlT2,y); - .
' 2)7A(z, My + pyn) = M(z, 1) + wA(z;ye) ya'ni, bitta ozgaruvchining

‘tayinlangan qiymatida ikkinchi o‘zgaruvchiga -nisbatan chizigli funksiya
bo‘lsa, u holda A(z,y) bichizigli forma deb ataladi.

Misol 21.1. V chiziqli fazo sifatida uzluksiz funksiyalar to‘plamini qaray-
lik. K(s,t) funksiya ikki o'zgaruvchi uzluksiz funksiya bo'lsin. Agar

A(f9) = / ' f K(s,t)f(s)g(t)dsdt

bo'lsa, A(f,g) funksiya V fazoda aniqléngan bichizigli forma bo'ladi.
21.3-ta’rif. Agar ixtiyoriy z, y vektorlar uchun

A(z,y) = Ay, )
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tenglik o‘rinli bo‘lsa, bichiziqli forma simmetrik bichiziqli forma deyiladi.

Yevklid fazosidagi (z,y) skalyar ko'paytma simmetrik bichizigli formaga
misol bg‘ladi. - : .

Bichiziqli formaning matritsasi. Biz bichiziqli formaning aksiomatik
ta'rifini berdik. Endi n o‘lchamli fazoda biror e, €3, ..., €, bazis tanlab
olamiz, hamda A(z,y) bichizigli formani = va y vektorlarning bu bazisdagi
&, &, ..., Envam, 1, ...s Tn koordinatalari orqali ifodalaymiz. Bu holda:

A(z,y) = A(Gre1 + Eaez + ... + Enn, MEr + M€z + .. + Thntn)-
Bichiziqli formaning xossalariga asosan:
AlGrer + Erea + ... + bnen, M1 +TRE2 + o + Tn€n) =

+6mA(er, er) + &impA(er, €2) + ... + EimaAler, )+
+&amA(es, e1) + ExmpAles, €2) + ... + EannAlez, eq)+

................................................................................

+&amA(en, €1) + EnmnAlen, €2) + ... + EnfinA(en, €a).
yoki gisqacha:
n
A(I) y) = Z A(C,, e]')finj-
ij=1
A(e;, e5) o'zgarmaslarni a;; kabi belgilasak, n o'lchamli fazodagi har qan-
day bichizigli forma berilgan ey, €3, ..., en bazisda

n
Alz,y) = ) iy
ig=l
ko'rinishida yozilishini hosil gilamiz, bu yerda &1, £2, - &a V3T, M2y s Thn
sonlar mos ravishda z va y vektorlarning shu bazisdagi koorz:!lnatz?l?.rl-
Ma'lumki, a; ; sonlar bezisning tanlab olinishigagina bog'liq bo'lib,

a1 ar2 .- arn

az'l a2’2 GoDo a2,n
A=

@nl Gnz - Onn

matritsa A(z,y) bichizigli formaning e, €2, - En bazisdagi matritsasi

deyiladi.
Shunday qilib, ixtiyoriy A(z,y
matritsa bilan aniglanadi.

) bichiziqli forma berilgan bazisda A = (ai;)

—
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Endi bazis o‘zgarganda bichizigli forma matritsasining o‘zgarishi ko‘rib
chigamiz. Bizga n o‘lchamli fazoda ikkita €1, €2, ..., en va f1, fo, w0y fa
bazislar berilgan bo'lsin. A(z, y) bichiziqli formaning e;,

ez, ..., en bazisdagi
matritsasini A = (a;;) va fy, f5,

-1 fn bazisdagi matritsasi esa B = (b;;)

kabi belgilaylik. Bundan tashqari, e, e, ..., e, bazisdan fi, fo, - fn
bazisga o'tish matritsasi
- (c11 a2 .. G

i C21 C22 ... Con

Crl Cn2 .. Cpn
bo‘lsin, ya’ni
fi= ,1€1 + C21€2 + ... + Cp1€p,
fa= C1,2€) + C22€2 + ... + Cp 2€,,
1 fni== Cin€y + Cone2 + ... + Cnntn,
2l.4-teorema. Agar A va B matritsalar A(z,y) bichizigli for‘mar‘li.r;)g
mos ravishda ey, e, ..., e, va f;, f2, ., fn bazislardagi matritsalari bo‘lib,

€1, €2 ..., en bazisdan fy, f,, ..., f, bazisga o'tish matritsasi C bo'lsa, u
holda

B=cCcTAC
bo'ladi, bu yerda, CT matritsa ¢ matritsaning transponiriangan matritsasi.
Isbot. Ta'rifga ko'ra b

ij = A(fi, f;) ekanligi ma’lum. Endi
fi= Cii€1 + e + ... + Cn,i€n,

fJ =q e + Czez2+ ... + Cn,j€n
tenglikdan foydalanib,

bis=A(fi, fi) = A (Zcp.iep! Z Cq.z'eq) =
\p=1 =1

n n
= 2 icoiAlepe) = 3 cpcasing
Pg=1 pg=1
formulani hosij qilamiz.
Bu tenglikni matritsa shaklida yozish uchun ¢}, = ¢,; deb delgilash kirita-
miz. Natijada, ¢/ | lar CT matritsaning elementlaridan iborat bo'ladi. Demak,
n

bij = Z C:.p“p.qcvd-

pPg=1
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Matritsa shaklida esa, bu i‘.englik B = CT AC ko‘rinishiga keladi.

Endi biz kvadratik forma ta'rifini keltiramiz. Bizga A(x,y) simmetrik
bichiziqli forma berilgan bo‘lsin. ' gy

21.4-ta'rif. Simmetrik bichizigli formada y = z deb olganda hosil
bo‘ladigan A(z,z) funksiyaga kvadratik forma deyiladi. A(z,y) simmetrik
bichizigli forma A(z,z) kvadratik formaga nisbatan qutbiy bichizigli forma
deyiladi.

21.5-teorema. A(z,y) qutbiy forma o‘zining A(z,x) kvadratik formasi
bilan bir giymatli aniglanadi. :

Isbot. Bichiziqli forma ta'rifidan osongina ko‘rish mumkinki,., | i

Az + v,z +y) = Az, z) + A(z,y) + Ay, 2) + AW, ¥).
A(z,y) = Ay, z) ekanligidan ;.o Lt :

A(I, y) a2 %[A(:c + Y,z +y) e .A(I,_'IZ) e A(y, y)]l A :

tenglikni hosil gilamiz. .
Bu tenglikning o‘ng tomonida faqat kvadratik formaning qiymatlarf
ishtirok etganligi uchun, A(z,y) bichizigli forma o‘zining kvadratik formasi
bilan aniqlanishi kelib chigadi.
Yuqorida biz ixtiyoriy A(z,y) bichizigli forma z va y vektorlarning koor-
dinatalari orqali

".
Az, y) = Z a; 5€in;
1g=1
ko‘rinishda yozilishini ko‘rsatgan edik. Demak, A(z,x) kvadratik forma ham .
berilgan bazisda

Az, z) = z aik€ibk

ik=1

formula bilan ifodalanadi, bunda a;x = ak. o

21.6-ta'rif. Agar xar qanday = # 0 vektor uchun Az, z) > 0 bo'lsa,
A(z, ) kvadratik forma musbat aniglangan kvadratik forma deyxlad;. ;

Misol 21.1. A(z,z) kvadratik forma biror bazisda A(z,7) = E} l—l-{, +
-t Eﬁ ko'rinishga ega bo‘lsa, bunday kvadratik forma musbat aniglangan
kvadratik forma bo‘ladi. . .

A(z,z) musbat aniglangan kvadratik fom{a va A(z,y) umr?gaqitil:rblz
bichizigli formasi bo‘lsin. Yugorida berilgan ta'riflarga muvofiq quyidagilarg
ega bo‘lamiz:

1) A(z,y) = A(y, 2);

2) A(z1 + £2,9) = Az1,y) + A(z2,¥);
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3) A(uz,y) = pA(z,y);
4) A(z,z) >0 va A(z,z) =04 z = 0. o .
Bu shartlar skalyar ko'paytmaning aksiomalari bilan bir xil ekanligini
ko‘rish qiyin emas. Demak, musbat aniqlangan kvadratik formaga mos
bo'lgan bichiziqli forma skalyar ko‘paytma bo‘ladi.

Kompleks sonlar maydoni ustida berilgan vektor fazoda bichiziqli forma
quyidagicha aniglanadi.

21.7-ta'rif. Agar V x V to‘plamni C maydonga o‘tkazuvchi A : V c
V — C akslantirish aniglangan bo‘lib, A(z,y) funksiya quyidagi shartlarni
qanoatlantirsa,

1) A(AII + HT2, y) = AA(zhy) + #A(z% y):

2) Alz,Mn + pye) = MA(z,31) + BA(z, 1), u holda A(z,y) funksiya
bichizigli forma deb ataladi.

22-§. Kvadratik formani kanonik ko‘rinishga keltirish

Biz avvalgi mavzuda A(z, ) kvadratik formaning aniglanishi z vektorning

berilgan bazisdagi koordinatalariga bog'liq ekanligini keltirib o.‘t.dik. 1’311
mavzuda kvadratik formani kvadratlar yig'indisi shakliga keltirish, ya'ni
kvadratik formani

A(:z:, z) = Alff + /\26% + s+ An&?x (1)
‘rinishga keltiradigan bazisni topish masalasini qaraymiz.

22.1-ta’rif. Kvadratik formaning (1) ko‘rinishidagi shakli uning kanonik
(normal) shakli deb ataladi.

ko

22.2-teorema. n o'lchovli V fazoda berilgan ixtiyoriy A(z,z) kvadratik
forma uchun shunday

€1, €2, ..., €, bazis mavjudki, bu bazisda kvadratik
forma

Az, z) = NG+ 08 + .. + Anél,

ko'‘rinishga ega bo'ladi. .

Isbot. Aytaylik, A(z,z) kvadratik forma biror fi, f2, ..y fn bazisda
quyidagi

n
A(:z, :1:) = a‘-‘ir’inj (2)
ij=1

ko'rinishga ega bo'lsin. Bunda gy, n,, ..., 7a lar z vektorning ushbu bazisdagi
koordinatalari.

Bazisni (2) formulada turli indeksli koordinatalarning ko‘paytmalari
yo'qolib boradigan qilib almashtiramiz, Bazisning har bir almashtirilishiga



22-§. Kvadratik formani kanonik ko'rinishga keltirish 133

ma'lum koordinatalarning xosmas almashtirilishi, va aksincha, koordinata-
larning xosmas almashtirilishiga ma’lum bazis almashtirishlari to'g‘ri kel-
gani uchun koordinatalarni almashtirish formulalarini yozish bilan chegar-
alanamiz.

A(z, z) kvadratik formani kanonik shaklga keltirish uchun, bizga a;;i ko-
effitsientlardan kamida bittasi noldan farqli bo‘lishi kerak. Bunga hamma
vaqt erishish mumkin. Hagiqatan ham, nolga aynan teng bo‘lmagan A(z, z)
kvadratik formada o‘zgaruvchining birorta ham kvadrat bo‘lmasin deb faraz
qilaylik, u holda kamida bitta noldan farqli ko‘paytma, masalan, 2a;2mn2
mavjud bo‘ladi. n; va 7y koordinatalarni

M=mM+Th="7—"m

kabi almashtirib, boshqa o'zgaruvchilarni o‘zgartirishsiz qoldirsak, bunday
almashtirishda 2a),mn; hadning ko'rinishi 2a)2(7i — n'5) bo'lib qoladi.
Farazga muvofiq, a;) = a3 = 0 bo‘lgani uchun, bu hech ganday had bi-
lan qisqarmaydi, ya’ni #n? ning koeffitsienti noldan farqli bo‘ladi.

Demak, umnumiylikka ziyon yetkazmagan holda (2) formulada a1 # 0 deb
olish mumkin. Kvadratik formada 7 qatnashgan hadlarni ajratib yozamiz:

a1.17ﬁ + 2019mm2 + .- + 281 N -

Bu yig'indini to‘la kvadratgacha to‘ldiramiz, ya'ni uni

1 2
e} + 2019MmM + .o + 2010 = a—l—l(al,lm +otaam)?-B ()

ko‘rinishda yozamiz, bu yerda B ifoda faqat a1 272, ..., 1,07 hadlar kvadrat-

lari va ularning ko'paytmalarini o'z ichiga olgan haddir. .
(3) ifodani (2) tenglikga qo'ygandan so‘ng garalayotgan kvadrat’lk forma

Alz,z) = —1—(0-1.1771 + e+ apana) + o
a

ko'rinishga keladi, bunda yozilmagan hadlar 7, o T o‘zgaruvchilardangina
tashkil topgan. Quyidagicha o‘zgartirish kiritamiz

7 = a1,m + a2+ .. + a1,a"n,
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U holda kvadratik forma

1 | - - -__*
A(z,z) = —n}2 + E a; ;i M;
a1 ij=2
ko‘rinishiga keladi.
2 a;
2

;mn; ifoda (2) formulaning o‘ng tomoniga juda o‘xshash bo'lib,

ig=

bunda faqat birinchi koordinata ishtirok etmaydi. a3, koeffitsientni noldan
farqli deb faraz qilib, o‘zgaruvchilarni yuqoridagi usulda,

™ =1
M = Qy2m + a3am3 + o+ Gy 0T
7=,
T = T
formulalarga muvofiq yangidan almashtirishimiz mumkin.
Bunday almashtirishdan so‘ng kvadratik forma

1 1 -
Alz,z) = —n" + —n3"2 + > alnitn;”
{ms:5) m,lm tu,z’?2 ig, W

ko'rinishge keladi. Bu jarayonni davom ettirib, o'zgaruvchilarni bir necha bo.r
almashtirgandan keyin £, &, ..., £, o'zgaruvchilarga ega bo‘lamiz. Yziz'm.
A(z, 7) kvadratik forma bu o‘zgaruvchilar orqali quyidagicha ifodalanadi:
A(z,z) = ME + M) + ... + A2,
bu yerda m < n.

Ravshanki, m < n bo‘lgan holda Am+l = ... = Ay = 0 deb faraz qilish
murmkin.

Kvadratik formani kanonik ko‘rinishga keltirishning yuqoridagi teorema
isbotida bayon gilingan usuli Lagranj usuli deb ataladi.

Misol 22.1. Bizga uch o'lchamli fazodagi biror fi, f;, f3 bazisda

Alz,z) = 2mm + 4mns — 0% — 873
kvadratik forma berilgan bo'lsin.

M =15, 12 =71}, 7 = 1} almashtirish bajarsak, u holda

Alz,z) = (m)* + 2nin} + dnjnh — ()2
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So'ngra n} = —n} +n}, 73 = n4, 03 = 74 almashtirish qilib, kvadratik forma
uchun yangi ifoda hosil gilamiz:

A(z,z) = —(n})? + (m3)? + dm3m} — 8(m3)*

Shunday qilib, & = 7j, & = 75 + 275, & = 73 almashtirish kvadratik
formani A(z,z) = —¢} + €2 — 12¢2 kanonik shaklga keltiradi..

Ta’kidlash joizki, kvadratik formani Lagranj usuli bilan kanonik
ko'rinishiga  keltirishda qo'llaniladigan  #j, 73, ..., 7 koordinatalar
M, M ..., Ny orqali, o'z navbatida 7{*, 73, ..., n," koordinatalar esa
Ms M3y ., N va shu tarzda oxirgi &, &, ..., & koordinatalar o‘zidan
oldingi koordinatalar orqali ifodalanadi. Bundan foydalanib, £, &, ..., &r
koordinatalarni dastlabki T, M2, - T koordinatalar orqali ifodalash
mumkin:

§L=ciim +caum + - + G,

§2 = cCrom + 222 + ... + Cn 27,

£ = cinf + C2a + ... + ConTh-

Koordinatalarni almashtirish matritsasi bazis almashtirish matritsasi
teskarisining transponirlanganiga teng bo‘lishini hisobga olib, yangi
€1, €, ..., ey bazis vektorlarini eski fi, f2, ..., fa bazis vektorlari orqali ifo-
dalashimiz mumkin, ya'ni

er=d1fit+tdgfot+...+ dnyfns
e2 =di2fi +dogfo+ . +dnafns

en=dipnfi+donfot+...+ dnnfa-
Agar kvadratik formani kanonik shaklga keltirish jarayonida 'ikki koordi-
natani birdaniga o‘zgartiradigan almashtirishni bajarishga to‘g‘r'l kelmasa, u
holda almashtirish formulalarining ko‘rinishi quyidagicha bo‘ladi:

&L =caam+ e+t G
Ea =caame + ... +Cn 2Ty

&n = Ca,aTn o
va'ni almashtirish matritsasi uchburchak ko‘rinishiga keladi. U holda bazisni

almashtirish matritsasi ham
ey =dipf1,
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=d, alt +d°2f2, :

\

port : .
] .-..-.1...-.'.. s vt 3 e
) - .

En = dl,nfl + d2:nfﬁ + .- + dﬂ,nfn" T
“ko'rinishda bo'ladi. ‘

~ Endi kvadratik formanl 'kanonik  ko* rmlshga keltlrlshnmg ‘yana, blr
usulini keltiramiz. " Avvalgi usuldan farqli ravishda bu usul izlanayotgan

€1, €, ..., eq bazisni to‘g'ridan-to‘g'ri boshlang'ich bazis orqali ifodasini be-
radi. i
Aytaylik, ;
fa1n @12 . Qi § e
A= az;, az'g agn 3 }

_ \@n) Gaz o Gon /o
watritsda "A(z,z) kvadratik formaning fy; Soi e fo baznsdag1 matritsasi
bo'lsin. Ushbu matritsaning quyidagi bosh mmora.la.nm garaymiz:.

a1 a2 - @
. apy Qo L a2y a22 .- Q2n
Ay =ay; A= ; ; Ap= ’
Q21 Q22
anl anz . Qpn
22.3-teorema.

Aytaylik, A(z,z) kvadratik formaning fl, fay o Jn
bazisdagi matritsasi A = (a;;) bo'lsin. Agar A matritsaning &, Az, - A:n
bosh minorlari noldan farqli bo‘lsa, u holda-shunday ei, €3, ., 6i:-b3Zis

mavjudki, bu.bazisda A(z, z) forma kanonik. kO nmshga. kelib, unmg kanomk
ko'rinishi quyidagicha bo‘ladi:

A(z,z) = EE? + Eifg

bunda § lar  vektorning €; ey, ..., e, bazisdagi koordinatalari.
Isbot. Teorema shartiga asosan A(z,z) kvadratik forma f1, fz,
bazisda

o el B Afz,z) = Za’l.ﬂl’b

g=1
ko'rinishiga ega, bu yerda q; J = Alfi, f;).

Bizning magsadimiz e, e,, ..., e, vektorlarni A(ei,e;) = 0, i # j shartni
qanoatlantiradigan qilib tanlashda.n iborat. Bu bazislarni

{ e1=ay1f),
e = ag1f1 + a2z fy,

------------------------------ (3)

€n=an fi + anafo+ ...+ an,nfn

wes Jn
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ko'rinishida izlaymiz.

@i; koeffitsientlarni ey, ey, ..., e, bazis elementlari o‘rniga ularning (3)
tenglikdagi ifodalarini A(e;,e;) = 0 shartlarga go‘yish yo'li bilan ham to-
pish mumkin. Ammo bu usul hisoblash uchun noqulay bo'lib, bunda a;;
koeffitsientlarga nisbatan 2-darajali tenglamalar sistemasini yechishga to‘gri
keladi. )

Shuning uchun hisoblashni birmuncha yengillashtiradigan boshqa yo‘lni
tanlaymiz.

Ta’kidlash joizki, A(ex, f;) =0, 1 < i < k — 1 tengliklardan A(ex, e;) = 0,
1 < ¢ < k-1 tengliklar kelib chigadi. Hagiqatan ham, agar ¢ o‘rniga
i fi + aiafo + ... + @i f; ifodani qo‘ysak,

Aler, &) = Alex,aigfi +aiafa + .. + i fi) =

= a1 Aex, 1) + cipAler, f2) + ... +aiiAler, i) =0
bo‘ladi. _
Demak, ixtiyoriy k va i < k uchun A(eg, f;) = 0 bo'lsa, u holda A(ex, &) =
0 bo‘ladi. Ko‘rinib turibdiki, garalayotgan masala e; = Ok) fi+arafet.. +
arx fx munosabatdagi a1, axg, ..., axs koeffitsientlarni

Aler, fi) =0,1<i< k-1 ()

shartlarni qanoatlantiradigan qilib tanlash masalasiga keltir.ildi.-
Agar e; vektor yuqoridagi shartlar bilan bir qatorda quyidagi

Aler, fe) =1 (5)

shartni ganotlantiradigan qilib izlansa, u holda u bir qiyn}&tli aniqlar.lab.dl;; ’
(4) va (5) shartlarga ey ning ifodasini qo'yib, ar s ko?ﬁ"xs'xyen'tlarga nisbatal
birinchi darajali quyidagi tenglamalar sistemasini hosil gilamiz:

[ a1 AU, 1) + ox2A(JL f2) + o+ ek AlS1 i) = Ov

ar1A(f2, i) + ak2A(fo, f2) + .. + akkA-(.'fi:’».{l'c)' = ; 2

Afe, fi) + ar2A(fe, f2) + oo + @xskAUfrs fi) = 0
! z: iA(f:.f:) + a2 A(fry fo) + o F ek Ak fi) = 1

Bu tenglamalar sistemasi matritsasining determinanti:

A ’ A f:f) A(fl)fk) a1 a2 - a1k
Agﬁ,ﬁ; Agf;,f:) v A(fo i) | _ | G201 OG22 a2k

[t

Ak: e el s . s
A(J;l;;fl) Alfe, f2) - Alfes fi) ag) Gk2 - Gkk
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ko‘rinishida bo‘lib, bu determinantning qiymati noldan farqli.. Shur}lng' 2
uchun (6) sistema yagona yechimga ega. Demak, yuqoridagi tenglikni
qanoatlantiruvchi ap; koeffitsientlar mavjud va yagonadir. Bundan (.Esa €k
vektor yagona ravishda aniglanishi kelib chigadi. Endi A(:c,_a:) kvadratik for-.
maning ey, e;, ..., e, bazisdagi b x koeffitsientlarini topamiz. i

Ma’lumki, b = Ale, ex) bo'lib, bu bazisning qurilishiga ko'ra, f}(ei,.ek) ;
3, k # 4, ya'ni bix = 0. Demak, bk = A(ex, ex) koeffitsientlarni aniqlas
kifoya. (4) va (5) shartlarning bajarilishidan foydalanib,

Alex, ex) = Alex, ox 1 f1 + arpfo + ... + Qi fr) =

= cipAler, 1) + crpAler, f2) + ... + arpAlex, fr) = ax

ya'ni b = aj ekanligini hosil qilamiz. Bu esa b; 4 koefﬁsiy_entl?.rni an:(c‘l:asl;
uchun (6) tenglamalar sisternasidan fagat axx no'malumni aniglash kifoy
ekanligini bildiradi.

Chiziqli tenglamalar sistemasini yechishning Kramer C_]oida.s:dan l_f(?i/l'i
dalanamiz. Tenglamalar sistemasining asosiy determmax.ltl Ay ekanligi
yuqorida ko‘rsatdik, O, no‘malumga mos keluvchi determinant esa

Alfu ) Alfuf) o ... A(f1, fe-1) - O
A(fa, f1) Alfa, fo) o Alfe fie) O
AN

My =

A(fkl—"hfl) A(fk‘—“l,f'z) A(fe-10fe-1) O
Alf, /) Al f2) ..o A(fe, fe-) 1

Alfu fr)  A(fi, f) ... A(f1, fe-1) 1}
=| AUnf)  Alfnf) .. Ak, fio)

AGers ) Ao fa) o Ao fo)

a1 aj2 a1 k-1
=| %1 az a2k-1 | _ Ae_y
Gk-11 Qk-12 ... Qp_1 k)
bo‘ladi. Bundan B AT AP LI e
AV Y
L Qk‘k = —
k
ekanligi kelib chiqadi. 3 j
Shu.nday qlllb, A(e;,ej) = 0’ 1 ?Q j va A(ek,ek) = _;15_:; ekanligiga ega
bo‘lamiz.

Kvadratik formani kvadratlar yig'indisiga keltirishning yuqorida keltirib
o'tilgan usuli Yakobi usuli deb ataladi.
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Takidlash joizki, yuqoridagi teoremani isbot qilish jarayonida
€1, €2, ..., €, bazisning aniq ko‘rinishi mavjudligi ko‘rsatildi. Lekin bundan
kvadratik formani kanonik ko‘rinishga keltiruvchi bazis yagona degan xulos:,a
chigarish noto‘g‘'ri. Ya'ni, boshqa bir bazisda ham kvadratik forma sznomlf
ko‘rinishga kelishi mumkin. Masalan, boshlang'ich fi, f2, ..., fn bazislarni
o'zgartirsak, ularga mos ravishda e;, ey, ..., e, bazislar ham o‘zgaradi. :

Bundan tashqari 26.2-teoremani isbot qilish jarayonida berilgan kvadratik
formani kanonik ko‘rinishi

Vo
-Al:ef+ 2—;§§+...+ A €2

n

bo'lishini anigladik.

Bu bilan kvadratik forma kanonik ko‘rinishining musbat va manfiy koel.ﬁt',-
sientlari sonini topish imkoni kelib chigadi. Masalan, agar A;-; va A, larning
ishorasi bir xil bo‘lsa, u holda £? ifoda musbat koeffitsientga, aks holda esa
manfiy koeffitsientga ega bo'ladi. Bu esa kvadratlar oldidagi manfiy koeffit-
sientlarning soni

1, Ay, Ag, .., Ay
atordagi ishora almashishlar soniga teng ekanligini anglatadi. .
: Xusuiliy holda A; > 0, A; > 0, ..., A, > 0 bo'lsa, u holda kvadratik

formaning kanonik ko‘rinishi
A(@,2) = ME2+ Aol2 + oo + A2

kabi bo'lib, A; > 0 bo‘ladi. Bu esa z ning har qanday qiymatida jl‘*(“':) 29

ekanligini, shu bilan birga, faqatgina & = & = ... = s = Obo‘lgandag

A(z,z) = 0 bo'lishini bildiradi. . ———
22.4-teorema. A(z,z) kvadratik forma musbat aniqlangan bo'lishi uchun

A1 >0, A; >0, ..., A, > 0 bo‘lishi zarur va yeta'rlldl'f- .
Isbot. Teoremaning yetarlilik isboti Y“qor_’fjagl .muJOhazai]an al::l;zb

chigadi. Shuning uchun uning zaruriyligini isbot q'lhsh bilan ck‘llesg-a-r ;nastlab'
Aytaylik, A(z,z) kvadratik forma musbat aniglangan bo'lsin.

Ay # 0 ekaniligini ko‘rsataylik. Teskarisini faraz gilaylik, ya'ni

A(f f1) AU, f2) - AU SR)

A, — | Al fi) Alfaf2) - Alfafe) (g

A(fk)fl) A(fkvf2) oo A(fk)fk) N lb
bo'lsin. Bundan determinantning satrlari chizigli bog'liq ekanligi keli

i ho' ar topilib,
chigadi, ya'ni, kamida bittasi noldan fargli bo‘lgan p1, H2, - Hk lar topilib,
) = <i<k
A, i) + p2Alf, fi) + o+ 0r A fy=01<s1=
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o‘rinli bo‘ladi. Yuqoridagi tenglikdan

- A(Mf: +#2f2 + +ﬂkfk,fa) = <i<k’
. ekanhg) kehb chxqa.dl Bundan esa’' "

A(mfl + #2!2 + + #kfk, #1f1 + u2f2 + +#kfk)

tenghkm hosd qllarmz Bu kvadratik formamng musbat amqlangan ekanligiga
- 2id, chunki g fi'+ pafo + .+ pafie # 0. :

" " 'Demak, A, # 0 bo'lib,‘k ning ixtiyoriyligidan Oy, Az, -y . larning
barchasi noldan farqli ekanligi kelib chigadi. U holda 26.2- t;eoremaga ko'ra
A(z,T) kvadratik formaning kanonik ko'rinishi quyidagicha bo'ladi

1 A Ap
Az, z) = _gf 4 _—1-622 + ...+ __ATI&I'

Agar biror i uchun A < 0 bo Isa, u holda bu shartni qanoatlantlruvchl

. éng; kichik i uchun A(e;, e} = ”‘a" < 0 bo'ladi. Bu esa A(z,T) kvadratik

- formanmg musbat aniqlangan ekanligiga zid, demak, A; > 0, 1< i< 7.



V BOB. VEKTORLAR ALGEBRASI VA
TEKISLIKDA TO‘G‘RI CHIZIQ

23-§. Vektor tushunchasi va vektorlar ustida chiziqgli ama.!lar_

23.1-ta’rif. Yo‘nalishga ega bo‘lgan kesma vektor deb ataladi.

Biz vektorni AB ko'rinishida yoki bitta kichik lotin harfi bilan &
ko'rinishida belgilaymiz. Vektorni AB ko'rinishida belgilasak A, B nugtalar
mos ravishda vektorning boshi va oxiri joylashgan nuqtalardir, vektorning
uzunligi || ko‘rinishida belgilanadi.

Agar vektorning boshi va oxiri bitta nugtada bo‘lsa, u nol vektor deyiladi.
Nol vektor yo‘nalishga ega emas, uning uzunligi esa nolga teng. Nol vektor
0 ko‘rinishida yoziladi.

1-chizma

23.2-ta’rif. Ikkita & va b vektorlardan b vektor boshini @ vektor oxiriga
qo‘yganda @ vektor boshidan & vektor oxiriga yo'naltirilgan vektor, berilgan
vektorlarning yig‘indisi deyiladi va @ -+ b ko‘rinishida yoziladi. s B

Yugqorida keltirilgan vektorlarni qo‘shish qoidasi uchburchak goidasi deyi-
ladi.
23.3-ta’rif. Berilgan )\ haqiqiy son va @ vektorning ko‘paytmasi shunday
vektorki, uning uzunligi |A] - |G| ga teng, yo‘nalishi: A >0 bo‘lg'anda vektor
yo'nalishi bilan bir xil, A < 0 bo‘lganda esa & vektor yo'nalishiga qarams-
qarshi bo‘ladi. Ko‘paytma )@ ko‘rinishida yoziladi. k-

Vektorlar algebrasi, ya‘ni vektorlar ustida chiziqli amallar c?e.gs.nda,a;;e :
torlar to‘plamida vektorlarni qo‘shish va skalyar songa ko'payt ms.h ar; 3:
tushuniladi. Biz V bilan hamma vektorlar to'plam‘inj belgilaymiz. Bun
vektorlarimiz bir to‘g‘ri chiziqda, bir tekislikda yoki fazods yotgan
dag'i X085~

bo‘lishi

mumkin, s i quyi
Vektorlarni qo‘shish va skalyar songa ko‘paytirish amallari quy!

salarga ega:
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1. V&, b €V uchun @ + b=b + @ - kommutativlik;
2. V@, b, & €V uchun (@ + 5) +&=a+ (b+ &) - assosiativlik;

3. Vé €V uchun 3b €V: @+ b = 0 bo'ladi, b = —& - qarama-qarshi vektor
mavjudligi; ’ e :

4. V& €V uchun @-1 = @ - birlik elerﬁent; i ; el
5. ¥&,b €V hamda YA €R uchun A(@ + b) = AG@ + Ab;

6. VG €V va VA, u €R uchun a(\ + p) = AG + pé;

7. YA, 1t €R va V& €V uchun A\(pa) = (Ap)d;

8. V@ €V uchun @+ 0 = @ bo'ladi.

Bu xossalarning ba‘zilarini
o‘quvchilargd havola qgilamiz. L »

Birinchi xossani isbotlash uchun ixtiyoriy ikkita.ad. va b vektorlarning
boshini bitta O nuqtaga joylashtiramiz va chizmadagi OABC parallelo-
grammni hosil gilamiz. Bu parallelogrammdagi OAB uchburchakdan OB =

i+t tenglik, OCB uchburchakdan esa OB = b + @ tenglikni hosil qilamiz.
{2-chizma).

isbotlaymiz, ba‘zilarining isbotini esa

2-chizma

Ikkinchi xossani isbotlash uchun @ vektorning boshini O nuqtaga, b Ve'kj
tomiﬁng boshini @ vektorning oxiriga joylashtiramiz va ¢ vektorning boshini

esa b vektorning oxiriga joylashtiramiz. Chizmadan quyidagi tengliklarni
hosil qilamiz (2-chizma)

(a+6)+5=@vaa+(6+6)=_3.

Har bir @ = Zg vektor uchun b = -B_z vektor d'vektorga qara.ma—qill'Shi
yo‘nalgan, uzunli_gx;esa _E_Ping uzunligiga teng vektordir. Vektorlarni qo‘shish
qoidasiga ko'ra AB + BA = 0 tenglikni hosil qilamiz.

Beshinchi xossani isbotlash uchun & va b vektorlarning boshlarini bitta

ougtaga joylashtirib, ular yordamida quyidagi ABC D parallelogrammni hosil
qilamiz.
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c

3-chizma

Berilgan A son uchun A@ va Ab vektorlarga qurilgan AB,C)D; parallelo-
gramm ABCD parallelogrammga o‘xshashdir. Shuning uchun uning diago-
nali uzunligi ABCD parallelogramm diagonali uzunligidan |A| marta ”kat-
tadir”. Bundan esa A(@ + b) = Ad + Ab tenglikni hosil gilamiz.

Oltinchi xossani isbotlash uchun Ap > 0 va Ap < 0 hollarni qaraymiz.
Birinchi holda A va u sonlarining ishorasi bir xil bo‘ladi. Shuning uchun
ularning ikkalasi ham yoki manfiy yoki musbat bo‘ladi. Biz ularning ikkalasi
ham manfiy bo‘lgan holni qaraylik. Bu holda @(A + u), Ad + pd vektorlar
@ vektorga qarama-qarshi yo‘nalgan bo‘ladi. Demak ular bir xil yo‘nalishga
ega. Ularning uzunliklari esa [A4p||a] ga tengdir. Agar A va u sonlari musbat
son bo'lsa, yuqoridagi mulohaza takrorlanadi. A va y sonlarining ishoralari
har xil bo'lsa biz yana ikkita holni qaraymiz:A 4 g > 0 va A+ < 0.

Agar A + u > 0 bo‘lsa, @\ + p), A@ + pud vektorlar @ vektor bilan bir
xil yo'nalishga ega bo'ladi. Bu holda ud vektorning boshini A@ vektorning
oxiriga joylashtirib, ularning uzunliklari ham tengligini ko‘ramiz. Qolgan
hollar yuqoridagidek mulohazalar asosida tekshiriladi.

23.4-ta’rif. Bir to'g'ri chiziqda yoki parallel to'g'ri chiziglarda yotuvchi
vektorlar kollinear vektorler deyiladi.

Vektorlar bir xil yo‘nalishga ega bo'lsa @ 1 b ko‘rinishda, agar qarama-
qarshi yo‘nalishga ega bo'lsa @ 1J b ko‘rinishda belgilaymiz.

23.5-tasdiq. Nol vektordan fargli @b vektorlar kollinear bo‘lishi uchun
A €R son mavjud bo'lib, @ = Ab tenglikning bajarilishi zarur va yetarlidir.

Isbot. Vektorlar uchun & = Ab shart bajarilsa, @& vektoriar kollinearli-
gini isbotlash sodda bo‘lganiligi uchun uni isbotlashni o‘quvchilarga havola
etamiz. Bu shartninig zarurligini ko‘rsatamiz. Agar &b vektorlar kollinear
bo‘lsa, ularni parallel ko‘chirish natijasida bitta to‘g'ri chiziqga joylashtirish
mumkin. Shuning uchun ular ! to'g'ri chiziqda yotadi va ularning boshi O
nuqtada deb hisoblaymiz. Agar 6,5 vektorlar bir idl yo‘nalishga ega bO‘}sa.,
A= & ychun & = Ab tenglik bajariladi. Agar @,b vektorlar qarama qarshi

i8] = g 3
yo‘na,]ishga, ega bo‘]sa, A= _II%II uchun a = Ab tenglik ba._'a.nladl,
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23.6-ta’rif- Vektor (a véktor) yotgan.- to* gri chnznq a tekislikka parallel
bo'lsa; d.vektor a tekislikka parallel deyiladi.

23.7-ta’rif Uchta &@, b, & vektorlar bitta tekislikka parallel bo‘lsa, ular kom-
planar vektorlar deyiladi.

Tabiiyki, agar vektorlar Komplanar bo‘lsa, ularni parallel ko‘chirish nati-
jasida bitta tekisllikka joylashtirish mumkin.

24-§. Chiziqli erkli va chiziqli bog‘lanishli vektorlar oilasi

Bizga {di,ds,...,d;} vektorlar oilasi va n ta Aty Az,- -+, An sonlar beril-
_ gan bo'lsa,: \yd} + A\ady + -+ + Aad; vektor {di,dz,...,dn} vektorlarning

. .. chizighi kombinasiyasi deb-ataladi. Chiziqli kombmasnvada qatnashayotgan

sonlarnmg birortasi noldan farqh bo'lsa, u notrivial chizigli kombinasiya deb
ataladi. , -

L. 24.0-ta r.tf Berllga.n {al,ag,
" noldan- farqh bo! lgan )\;, Az,

t

. ,@n} vektorlar oilasi uchun kamida bittasi
A sonlar r'navjud bo'lib,

/\10.1+A202+ +/\na-;=0 . XV'A.

tenghk onnh bo lsa {al,az,

..,a,,} vektorlar oilasi chmqh bog‘lanishli
deyiladi.

24.2-izoh. Vektorlar oxlasx Ch_\Zlq]l bog lamshh bo‘lsa, ularning birorta
notrivial chiziqli kombinasiyasi nol vektor bo‘ladi.
24.3‘teorema. Ikkita vektordan iborat oila chizigli bog'lanishli bo* lishi
. uchun bu oila vektorlarlmng kollinear bo‘lishi zarur va etarlidir.
“*'" Isbot. Zarurligi. Oilaga tegishli ikkita & va b vektorlar chizigli bog'lanishli
bo‘lsa, kamida bittasi noldan farqli A;, A, sonlari maVJud bo'lib, M@+ Mob =0
" tenglik bajariladi. Agar A\; # 0 bo'lsa, & = ——Zb tenglikni hosil gilamiz. Bu
esa birinchi tasdigga ko‘ra va vektorlarning kolllmear ekanligini ko‘rsatadi.
™7 Yetarliligi. Aytaylik, @ va b vektorlar kollinear bo‘lsin. Ularning boshlar-
ini bitta nuqtaga joylashtirsak, ular bitta to'g'ri chiziqda yotadi. Bu to‘g‘ri
** ¢hiziqda vektorlar boshi joylashgan nuqtani koordmata boshi sifatida olib,
koordinatalar s1stemas i kiritamjz. Vektorlarning oxirlarini A va B harflar
‘bilan belgilasak: d = , b= OB bo'ladi. Vektorlardan bittasi, misol uchun

@ noldan farqli vektor bo lsin. Demak, @ # 0 va O nuqta AB kesmani biror
A nisbatda bo‘ladi: = A yoki BO = AOA.

Endi b = -\d tenghkm ko'rsatamiz. Agar @ va b vektorlar yo ‘nalishi

bir xil bo'lsa, O nuqta AB kesmaga tegishli emas va A < 0. Agar @ va b

} vektorlar yo‘nalishi qarama-qarshi bo* Isa, A > 0 bo‘ladi. Shuning uchun b va
—\ad vektorlarnmg yo nahshla.n bir xil. Ularning uzunliklari ham teng:
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8l = |BO| = |AIOA| = |Mjal = | - Adl.

Demak, bu vektorlar tengdir. Endi b=—-\d tenglikdan —\@ + b = 0 tenglik
kelib chigadi. Demak, @ va b vektorlar chizigli bog‘lanishli oilani tashkil
qiladi. .
24.4-teorema. 1. Vektorlar oilasiga nol vektor tegishli bo'lsa, bu oila
chizigli bog'lanishlidir.

2. Vektorlar oilasi birorta chizigli bog'lanishli vektorlar oilasini o'z ichiga
olsa, bu oila ham chiziqli bog‘lanishlidir.

Isbot. 1) Berilgan {a1,@,...,d,} oilada & = 0 bo‘lsa, A = 0,; =1,
i # j, sonlar uchun Ay, @;, + Ay, @, + - - - + A @, = 0 tenglik o'rinli bo‘ladi.

2) Berilgan {@\,d,,...,d,} oilada bir nechta d;,, k = 1,2,...,m;m <n
vektorlar chizigli boglanishli oilani tashkil qgilsa, ularning birorta notrivial
chizigli kombinasiyasi nol vektor bo‘ladi:

/\ild“ + ’\izd.iz + -4 /\,‘m&','m = 6

Biz agar \; = A;,, j = ji va A\; = 0, j # j tengliklar bilan n ta Ay, Az, ..., An
sonlarni aniglasak
M@y + Agdy + -+ + Aply =0

tenglikni hosil gilamiz. - . dunishli bo'lishi

24.5-teorema. Uchta vektordan iborat oila chizigli bog‘lanishli bo‘lis
uchun ularning komplanar bo'lishi zarur va yet.arlic.iir. . ST —_

Isbot. Oilaga tegishli uchta &, b va ¢ vektorlar chiziqlf bo.g_ ]ar.ushh lzo 29
ularning komplanarligini isbotlaymiz. Chizigli bog'lanishlilikning ta'rifiga
asosan, kamida bittasi noldan farqli a, 8, sonlar uchun

ad+pb+~E=0

tenglik o‘rinli bo‘ladi. Aniqlik uchun ~ noldan fargli bo'lsin, unda avvalgi
tenglikdan

g=—24- 2p

tenglik kelib chiqadi. Bu tenglikda A = —5',‘: b= —é belgllt.;.shlarm ‘kll‘.ltlb
€= Ad@ + pb tenglikni hosil qilamiz. Agar a, b va c*ve'ktorlaimukg bof\h‘l ::tt%
umumiy O nugtaga joylashtirilgan bo‘lsa, oxirgi tenghkfj‘}n CIYE t;r ;“ é‘ .
vektorlarga qurilgan parallelogarmm diagonaliga tengligi keli IC iq : i{tor-
esa ular bitta tekislikda yotadi deganidir, demak, ular komplanar ve

lardir. B i
Va aksincha, @, b va & vektorlar komplanar bolsin.

bog'ligligini isbotlaymiz.

Ular chizigli
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_ Berilgan uchta vektorlar orasida kollinear vektorlar bo‘lgan holni ‘chiqafnb
tashlaymiz. Teorema-1 ga asosan, ushbu vektorlar jufti chizigli bog‘ll.q bo'lar
edi va berilagan uchta vektor ham chizigli bog'liqligi kelib chiqar edi. Shur}t )
ing uchun &, b va & vektorlar orasida hech bir jufti kollinear bo‘lmagan- ht')lm
ko'rib chigamiz (xususan, ular orasida nol vektor ham yo'q). Vektorlarni b’ltta_‘ ,
tekislikka ko‘chirib, ularning boshlarini O nuqtaga joylashtiramiz. Kleym. c
vektorning C oxiri orqali & va b vektorlarga parallel to‘gri chiziglar _o‘tkfxzamxz, .
@ vektor yotgan to‘g'ri chizigning b vcktorga parallel to‘gri chiznq‘ l?lla_n ke:
sishish nuqtasini A deb belgilaymiz va b vektor yotgan to'g'ri chlzl'qmng'a '
vektorga parallel to‘g'ri chiziq bilan kesishish nuqtasini B deb l?e}gllaym'?-,-
(Ushbu nuqtalarning mavjudligi, @ va b vektorlar kollinear emasligidan kelib

chigadi). Vektorlarni qo‘shishning parallelogramm gqoidasiga ko‘ra ¢ vektor
O-_A va 53 vektorlar yig'indisiga teng, ya‘ni

E=E¢i+5§.

OA vektor noldan farqli @ vektorga kollinear (u bilan bir to'g'ri .chiz‘it-ld?
yotuvchi), demak, shunday X haqigiy son topiladiki, OA = Ad tenglik o n‘n i
bo'ladi. Huddi shunga o‘xshash, OB = ub tenglik ham o'rinli. Bu tenglik-
lardan

C=Xa+pb: C

tenglik kelib chiqadi. Oxirgi tenglikni AZ + b + (~1)& = 0 ko'rinishda
yozib olish mumkin. Bu tenglikdagi A,p,—1 sonlarining kamida bittasi

noldan farqli bo‘lganligi sababli, oxirgi tenglik @, b va & vektorlarning chizigli
bog'lanishliligini ifodalaydi.

24.6-natija Agar @, b va & vektorlar komplanar bo‘lmasa, ular chizigli
erkli bo‘ladi.

24.7-natija. Ixtiyoriy uchta komplanar bo‘lmagan vektorlar orasida

ikkita kollinear vektorlar bo'la olmaydi. Shuningdek ular orasida nol vek-
tor ham bo‘lmaydi.

Vektorlarning o‘qqa proyeksiyasi. Vektorning o‘qqa proyeksiyasi V‘?k'
torning yo'nalishiga qarab musbat, manfiy yoki nolga teng bo'lgan son bo'lib,
@ vektorning ! o'qga proyeksiyasi quyidagi qoida bo‘yicha aniglanadi:
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A4’ B’ 1

4-chizma

Agar @ = AB bo'lsa, A va B nuqtalarning [ o‘qdagi ortogonal proyekj
siyalarini mos ravishda A’ va B’ bilan belgilaymiz. A’B’ kesmaning [ o‘qdagx
kattaligi @ vektorning ! o‘qdagi proyeksiyasi deb ataladi va prid@ kabi belgi-
lanadi. Proyeksiya uchun

pria = |@l cos ¢

tenglik o‘rinli bo'lib, bu yerda ¢ berilgan @ vektor va ! o'q orasidagi bur-
chakdir. . -

Proyeksiyaning xossalari: _

1. pry(@ + b) = pri@a + prib.

2. pri{Aa) = Apria. o

Ikkinchi xossani isbotlaymiz. pri(Ad@) = Apri@ tenglikni isbotlash uld_mﬁ
quyidagi hollarni qaraymiz: a) Agar A = 0 bojsa, A@d =0 tc_e_nglllf\ o rin—
bo‘ladi va natijada A’ = B' munosabatdan pri(A@) = 0 va pri(A@) = Apri@ =
0 tengliklar kelib chiqadi. . .. d

b) Agar A > 0 bo‘sa, @ 11 b munosabatdan tenglik kehb.chlqadl; bu yer -
% va 1 mos ravishda a va b vektorlarning ! o'q bi]‘an hosil gilgan burchaklari-
dir. Bu holda |Ad| = A|a] va demak pri(A@) = |Ad] cos ¥ _ .

) Agar A < 0 bo‘lsa, Ad@ va & vektorlar uchun a 1 b.munosabat g nlr'lb
bo'ladi. Shuning uchun = ¢ + = tenglikdan quyidagi munosabat keli
chiqadi:
pri(A@) = |\@| cos(p + m) = —A|@| cos(ip + w) = Apri(a).

5 : inatalari

25-§. Bazis va vektorning koordlnat. T 2l

25.1-ta’rif. Berilgan {€l,&,. .., €a} vektorlar oilasi cl'u?lql} erk.h s:lhl;,
ixtiyoriy vektorni ularning chizigli kombinatsiyasi ko‘rinishida ifodalas
mumkin bo‘lsa, bu oila bazis deyiladi.

uyidagi muhim faktlar o‘rinlidir: . .

IQ-stsa.g Tekislikda har qanday ikkita nokollinear vektorlar bazis el

qiladi.
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2-xossa. Fazoda har qanday uchta nokomplanar vektorlar bazis tashkil
qiladi. :

Bu Xossalarning birinchisi l-feoremaning bevosita natijasidir.
Ikkinchi xossani isbotlaymiz. ) . o
Bizga uchta nokomplanar @, b, ¢ vektorlar berilgan bo‘lsin. Ular chiziqli

erkli oilani tashkil qiladi. Endi ixtiyoriy d vektorni olib, uni d, b, € vektorlar
orqali chiziqli ifodalash mumkinligini ko'rsatamiz.

5-chizma

Buning uchun &,

»€ vektorlarning boshlarini O nuqtaga joylashtiramiz :rz_i.
d vektorning oxiridan @, b vektorlar tekisligiga, @, € vektorlar tekisligiga va ¢, b
vektorlar tekisligiga parallel tekisliklar o‘tkazamiz. O‘tkazilgan tekisl_iklar-
‘ning &,8,& vektorlar yotgan to‘g'ri chiziglar bilan kesishish nuqtalarini mos
ravishda 4, B,C harflar bilan belgilaymiz. Vektorlarni qo‘shish qoidasiga
ko‘ra

 d=0A+0B+0C
tenglikni olamiz. By yerda 52,53,(_)-8‘ vektorlar mos ravishda &, b, & vek-
torlarga kollinear bo'lganligi uc

hun shunday A, u, v sonlar mavjudki,

OA = 3,08 = 4,00 = v&
tengliklar o'rinli bo'ladi. By tengliklarni hisobga olib
d=Xa+ub + v&
tenglikni olamiz. . st
25.2-ta'rif. Bizga {&}, &), -+, €y} bazis berilib, &:vektor uchun

a=01€x+a2é7z+---+a,,é',,
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tenglik o‘rinli bo'lsa, {a;,az,...,a.} sonlar @ vektorning berilgan bazisdagi
koordinatalari deyiladi.

6-xossa. Har bir vektor berilgan bazisda o'zining koordinatalari bilan yago-
na ravishda aniqglanadi.

Isbot. Berilgan @ vektor uchun ikkita

@ = ;€] + azéa + - -+ + anén,
@ = b€y + by€s + -+ + bk,
tengliklar o‘rinli bo‘lsa ularning birini ikkinchisidan hadma-had ayirib
0= (al == bl)é.1 + (0,2 = bz)éz ok acas = (a,, = bn)e‘,.,
tenglikni hosil qilamiz. Bazisni tashkil giluvchi {€1,€,..., €,} vektorlar
chiziqli erkli bo'lganligi uchun
a1—bl=0,ag-—bz=0....,a,,—b,.=0,
ya‘ni
a, = bl)a2 = bzv"')an = bn
munosabat hosil bo'ladi. : ]
Affin koordinatalar sistemasi. Fazoda yoki tekislikda affin ko'ordma-
talar sistemasini kiritish uchun birorta bazis va bitta nuqta tf.nlf.n%dl. Ag.a:
{€1, &, €3} bazis va O nuqta berilgan bo‘lsa, OF vektorning {.el, &, €3} bazis-
dagi koordinatalari P nuqtaning offin koordinatalari deyiladi.
25.3-ta’rif. Berilgan {€},€3,...,€,} bazis uchun

s v 1, agari=j bo'lsa,
(&.&) 0, agari# j bo'lsa
munosabat bajarilsa, {€1,€,...,€} bazis ortonormal bazis. deyiladi._ ‘
25.4-ta’rif. Ortonormal bazis yordamida berilgan koordmat:alar sisternasi
to‘gri burchakli yoki dekart koordinatalar sistemasi deb ataladi.
D

C d

. 1
k%B [
03 A

6-chizma
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25.5-teorema.

Dekart koordinatalar sistemasida vektorning.berilgan .
bazxsdagl koordinatalari, uning koordinatalar oqlarlga tushirilgan proek—
siyalari bilan ustma-ust tushadi.

Isbot. Bizga 1,7, k ortonormal bazis berilgan bho* lsa, bula.rnmg boshlarini
0] ) nuqtaga Joylashtmb OXY Z koordintalar sistemasini kiritaylik. Agar @ =
zi + vi + zk bo* Isa, @ vektorning boshini koordinata boshiga joylashtirib,
uning oxirini M bilan belgilaymiz. Agar M nugtaning koordinata o‘glariga
ortogonal proyeksiyalarini A, B, C harfiari bilan belgilasak,

OA = 77,08 = y5,00 = 2k

tengliklarni hosil gilamiz. Ikkinchi tomondan OA, OB, OC kesmalarning kat-
taliklari mos ravishda z,y, 2 sonlariga teng bo‘lgani uchun

T = pro:G,y = proyd, z = pro:a
munosabatlarni hosil qilamiz. Teorema isbotlandi.
Yuqorida keltirilgan vektorning o‘qqa proyeksiyasining birinchi xossasini
shu teoremaning natijasi sifatida isbotlaymiz.
25.6-natija. pry(d+ 5) = prid + p’rtg-
Isbot. Bizga | 0'q berilgan bo'lsin: shunday OXY Z koordinatalar sis-
temasi kiritamizki, OX koordinata _o'al ! bilan ustma-ust tushsin.

@ = Tt + YoJ + 25k, b = T4 + Y] + 2K, a+b
bo'lsa, yuqoridagi teoremaga ko‘ra pri@ = z,,

Agar
2,‘a+b'l- + ya+b.7 + za+b,"
prib = ), va pri(@ + b) = Zasb
tengliklarni hosil qilamiz. Lekin vektorlarni qo‘shganda ularning koordina-

talari mos ravishda qo‘shilgani uchun pri(@ + 5) = 2o + zp = prid + prib
munosabatni olamiz.

26—§ Vektorlarnmg skalyar ko‘paytmasi, uning fizik ma’nosi,
hisoblash formulalari

26.1-ta’rif. Ikkita @ va b vektorlarning skalyar ko'paytmasi deb, ularning
uzunliklarini ular orasidagi burchakning kosinusiga ko paytmaaga aytiladi va
(a, b) yoki @ - b kabi yoziladi. Dema.k ta’rifga ko'ra (&, b) |a||b|cos<p tenglik
o'rinli bo'ladi. Bu yerda ¢ - @ va b vektorlar orasidagi burchak

Ikkita vektorning skalyar ko‘paytmasini vektorning o‘qdagi proyeksiyasi
xossasidan foydalanib quyidagicha ta’riflash mumkin: ikkita vektorning
skalyar ko'paytmasi deb, ulardan birining uzunligini ikkinchisining birinchisi
yo‘nalishidagi o'qqa proyeksiyasiga ko' paytirilganiga aytiladi.

Skalyar ko‘paytma mexanikada paydo bo‘lgan bo'lib, quyidagi fizik
ma‘noga ega: A nuqtaga qo'yilgan f kuch Jlsmm A nuqtadan B nuqtage
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§ vektor bo'yicha ko‘chirsa, f kuchning bajargan ishi f va § vektorlarning
skalyar ko'paytmasiga teng bo‘ladi: w = f§.

Skalyar ko'paytmaning xossalari:

l-xossa. Ikkita vektor o‘zaro perpendikulyar bo‘lishi uchun ula.mmg
skalyar ko‘paytmasi nolga teng bo'lishi zarur va yetarlidir: @ L b, @ = F
(@b =o0.

2-xossa. (&,b) = (b, @).

3-xossa. (A@,b) = A(h,d),A € R.

4-xossa. (& + b, &) = (&,¢) + (5, 0).

5-xossa. (&,4d) = |al|?.

4-xossaning isboti proyeksiyaning 2-xossasidan kelib chiqadi:

(@+5,8) = |@ +bl|¢] cos ¢ = |elpre(@ + b) = |@lpru(@ + b) = |elprid + |elprib =
|alé] cos  + [b]|¢] cos = (&, €) + (b, €).

Dekart koordinatalari bilan berilgan vektorlarning skalyar
ko‘paytmasi

26.2-teorema. Agar a(z1,y1,21) va b{Z2, ¥z, 22) vektorlar o‘zi'm'ng dekart
koordinatalari bilan berilgan bo'lsa, ularning skalyar ko'paytmasi mos koor-
dinatalari ko'paytmalarining yig‘indisiga teng, ya‘ni: ab = 7,z + 11y2 + 2122
bo‘ladi.

Isbot. BizgaGvab vektorla.r o'zining dekart koordmata.la.n bilan berilgan
bo'lgani uchun @ = 17 + y1j + 21k, b = zoi + 2J + 21k bo'ladi. Skalyar
ko* paytmaning xossalaridan foydalansak

@b = 1,24, 7) + .L‘lyz(l 7 +:z122(z )+ nz2(7, ) + 013205, 1) + 01 22(j, k) +
z1z9(k, D)+ zlyg(k )+ 2122(k k) tenglikka ega bo‘lamiz. Bu tenglikda

G =1EN=0,GERH=0GN=1,GRH=0kk=1

ekanligini hisobga olsak, @ = z,7; + y1y2 + 2122 kelib chigadi. Teorema
isbotlandi.

26.3-natija. Koordinatalari bilan berilgan @21, 1, 21) va b(z2, "/2'1 22) V‘:'
torlar yordamida yasalgan parallelogrammning yuzi quyidagi formula orqali

aniqlanadi:
- A2
jafe(blz - (aB) -

Hagiqatan ham,

rp——

N\ 2
ab
= |a||b|sing = |@][b]v/1 — cos®p |a||le (I_”b')
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TN i GO R (=) e - (a5)°
- |al2jbf? ' '
Ushbu natijadan quyidagilarga ega bo‘lamiz:

1) Agar parallelogramm tekislikda &(a;,a;) va b(by,b;) vektorlar yor-
damida yasalgan bo‘lsa, uning yuzi

ay Q

S = mod b B

bo‘ladi.
Hagiqgatan ham,

' 2 5
S= \‘f/!éi|2|b|2 - (d’b) = 1/ (a? + ad)(6} + B3) — (a1by + azb2)” =

a 2312 —
= \/@36% + %t} + 0303 + a3t} — ab? — 2arbrasby — a3} =

= \/a2B — 2a1b,a5bs + a2b? = y/ (a1 — az2b1)’ =
a) Q2
by b

2) Uchlari tekislikdagi A(zy, 1), B(%2,¥2), C(z3,y3) nuqtalarda bo'lgan
uchburchakning yuzi quyidagi formula orqali aniglanadi:

= |la1by — azby| = mod

1 71 n
S=§mod 1 2o .

1 z3 va

Hosil bo'ladigan uchburchakning yuzi, ﬁ(xz — T, — Y1) va m(IS =
Z1,¥3 — 1) vektorlar yordamida yasalgan parallelogramm yuzining yarmiga
teng bo‘ladi, ya‘ni:

1 - -
S=—modz2 I Y2 y)l_
2 I3—T1 Y3 — W
Endi agar
Lz w 1 !
T2 —Z1 Y2— UYL
S=|l = V| =10 -2 p-n)= :z:z—a:x ys—yl‘
Lzy ys) 10 23—z, 53—

ekanligini hisobga olsak, bundan

1 150 1
S=§mod1 Zy Y2

1 z3 y3
tenglik kelib chiqadi.
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27-§. Vektorlarning vektor va aralash ko‘paytmalari

27.1-ta’rif. Tartiblangan @b, ¢ uchlikda & vektor oxiridan &@,5 vektor-
lar tekisligiga qaraganimizda @ dan b ga qgisqa burilish yo‘nalishi soat mili
yo‘nalishiga qarama-qarshi yo‘ralgan bo‘lsa, bu uchlik o‘ng uchlik deb ata-
ladi. Agar bu yo'nalish soat mili yo‘nalishi bilan ustma-ust tushsa, @,6,¢c
uchlik chap uchlik deyiladi.

Bizga d@,b,¢ o'ng (va b,a,é chap) uchlik berilgan bo‘lsin.

27.2-ta’rif. Ikkitadva b va vektorlarning vektor ko‘paytmasi deb shunday
vektorga aytiladiki, bu vektor @, 5] kabi belgilanadi va u vektor quyidagi
shartlarni qanoatlantiradi:

1. [a,6] L&, (a8 Lb;

2. |la, b]l = I&'HE[Sin(p, bu yerda ¢ - @ va b vektorlar orasidagi burchak;

3. &, b, [@,8] - o'ng uchlik.

7-chizma

Vektor ko'paytmaning xossalaxi: '

1. Ikkita vektor kollinear bo'lishi uchun ularning vektor ko‘paytmasi nolga
teng bo‘lishi zarur va yetarli.

2. [@,5) = —[b,a).

3. [A@, 6] = \[@,b] = —[)b,a], A €R.

4. [@+b,d =[ad+(b3.

5. [@,a] = 0. .

27.3-teorema. Berilgan o tekislikda ¢ vektor va unga pcrpend_lkulyar
birlik € vektor berilgan bo'lsin. Agar § vektor a tekislikka Perpendlkulya_l:
birlik vektor va €, ¢, § o'ng uchlik bo'lsa, tekfjslikda yotuvchi har qanday @
vektor uchun [d, €] = prea - |€] - § tenglik o'rinlidir. . o

Isoboufﬁ u;l/e[kto]rlarp:engl!;ini ko‘rsatish uchun ularning yo‘n.ahshla,n. bir
xil va uzunliklari tengligini ko‘rsatemiz. Vektor ko‘paytmaning ta rifiga
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ko‘ra uninig uzunligi @ va ¢ vektorlarga qurilgan parallelogrammning yuziga
tengdir: {[{a,é]| = S. Tenglikning chap tomonidagi vektorning uzunl-igi esa
|pred)-|¢] ga tengdir. Agar parallelogrammning asosi sifatida ¢ vektorni olsa?(,
uning yuzasi |¢] - h ga tengdir. Bu yerda h balandlik bo'lib, |pred| = tengllk_
o‘rinlidir. Demak vektorlarning uzunligi tengdir. Endi ularning yo‘nalishi
bir xil ekanligini ko‘rsatamiz. Agar @,¢, § o‘ng uchlik bo‘lsa, § va (@, ¢} velf-
torlar bir xil yo'nalishga ega. Bu holda @ va € vektorlar & vektorning bir
tomonida joylashgan va pre@ > 0 bo‘'ladi. Agar @,¢, g chap uchlik bo'lsa,
pre@ < 0 va prad - |6} - § vektor § vektorga garama-qarshi yo‘nalgandir. De:-
mak. pred - |¢] - § vektor yo‘nalishi {@, €] vektor yo‘nalishi bilan bir xil bo‘ladi.
Natijada [@, & = prezd - |¢} - § tenglikni hosil qildik.

8-chizma

Vektor ko‘paytma ham mexanikada paydo bo‘lgan bo'lib, quyidagi
ma'noga ega: agar f vektor O nuqtaga qo'yilgan kuchni ifodalasa, @ vek-_
torning boshi A nuqtada oxiri esa O nugtada bo'lsa, u holda [5, .’1 vektor f
kuchning A nugtaga nisbatan momentini aniglaydi. -

27.4-ta'rif. Uchta §,b,¢ vektorlarning aralash ko'paytmasi deb, @ va 'b
vektorlarning vektor ko'paytmasini € vektorga skalyar ko‘paytirilganiga ayti-
ladi va quyidagi ko'rinishda belgilanadi: abé = (|d, b}, €). =

27.5-teorema. Berilgan nokomplanar (chizigli erkli) &, b, € vektorlar o'ng
uchlikni tashkil gilsa, ularning aralash ko‘paytmasi vektorlarning boshi bitta
nuqtaga keltirilib qurilgan parallelipipedning hajmiga, aks holda esa hajm-
ning manfiy ishora bilan olinganiga tengdir.

Isbot. Biz &,b, € vektorlarga qurilgan parallelipipedning hajmini V' bilan
belgilaymiz. Agar S bilan @ va b vektorlarga qurilgan parallelogrammning
yuzasini belgilasak, (d@,b) = S¢ tenglik o'rinli bo'ladi. Bu erda € vektor (&, b]
vektor bilan bir xil yo‘nalgan birlik vektordir. Skalyar ko‘paytmani proyeksiya
yordamida yozsak, Gb¢ = S - |&] - pre¢ tenglikni hosil gilamiz.
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e )
é
h
é -p
b
a
9-chizma

Bu yerda pre absolyut giymati bo'yicha &,b,¢ vektorlarga qurilgan va
asosi d@,b vektorlarga yasalgan parallelogrammdan iborat parallelipipedning
balandligiga tengdir. Agar &,b,¢& o‘ng uchlikni tashkil gilsa, pre¢ = h, agar
@, b, € chap uchlikni tashkil qilsa, pre€ = —h tenglik o‘rinli bo'ladi. Bu erda k
qaralayotgan parallelipipedning balandligidir. Shuning uchun V(a,b,¢) = Sk
formulani hisobga olsak biz bevosita teorema isbotini olamiz.

Endi biz vektor ko‘paytma xossalarini isbotlaymiz.

2-xossa isboti @, b, (@8] va @,b, [b, &) uchliklarning oriyentatsiyalari har xil
ekanligidan kelib chiqadi: birinchi uchlik o‘ng oriyentatsiyaga, ikkinchi uchlik
chap oriyentatsiyaga egadir.

3-xossani isbotlash uchun ikkita holni ko‘ramiz A > 0 va A < 0.

_Birinchi holda @ va A& vektorlar bir xil yo'nalishga ega va shuning uq'bun
a,b,[Ad,b] va &,b, [@, b] vektorlar bir xil oriyentatsiyaga cga. Demak [Ad, 6] va
Ald@, b vektorlar uzunliklari teng va bir xil yo‘nalishga ega. . -

Ikkinchi holda @ va A@ vektorlar yo‘nalishlari qarama-qarshi, @, b, [, b)
va d,b,|a, b] vektorlar uchliklari har xil oriyentatsiyaga ega bo‘ladi. Bun-
dan esa [Ad, b] va (@, b vektorlar qarama-qarshi yo'nalishga ega ekanligi ke‘l D
chiqadi. Demak, [\, b va A[, b] vektorlar bir xil yo‘nalishga ega va uzunlik-
lari tengdir.

4-xossaning isbotini keltiramiz. =

a) @,bvaé& komplanar vektorlar, €,¢,§ - o‘ng uchlik bo‘ﬁb'_ eq"g ekt
lar 27.3.-teorema shartlarini qanoatlantiruvchi vektorlar bo'lsa, IEklta ve_lftor
ko‘paytmani quyidagi ko'rinishda yozish mumkin: [4,¢] = pred - lel- g ve
(6,8 = preb- |l - §. Endi proyeksiya xossasidan foyda.!am‘b, [@+6,d =
pr(@+ g) 18- § = pred- |8 - G+ ph-g €] - § tenglikni hosil gilamiz.
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b) @b va € vektorlar komplanar bo‘lmagan hol: Bu holda [@ + b, d), (@4,
[5, &) vektorlarning barchasi & vektorga perpendikulyar bo‘lganligi uchun ular
komplanar oilani tashkil etadi. Demak ular chizigli bog‘lanishli bo‘ladi, ya‘ni
Jamida bittasi noldan fargli A, As,. A3 sonlari mavjud bo'lib,

M@ + 5,8 + A[@, & + A3(b,d) =0
tenglik o‘rinli bo‘ladi. Bu tenglikdan
M@+ 6,8 = =)@, & — Mfb, )
tenglikni hosil qilib, uning ikkala tomonini b vektorga skalyar ko'paytiramiz
va
M (@ + B)eb = —Macb

tenglikni hosil gilamiz. Yuqoridagi aralash ko'paytma hagidagi teoremaga
ko'ra (G@+ b)cb va @éb aralash ko'paytmalarning absolyut giymatlari mos rav-
ishda V(a+8)a? va V.; hajmlarga tengdir.

Bu parallelipipedlarning asoslari sifatida mos ravishda @ + 5, b va a, b vek-
torlarga qurilgan parallelogrammlami olsak, ularning balandligi tengligini
ko‘ramiz. Shuning uchun V.5 = 5ih va V(a BE = S,h tengliklardan va ular-
‘ning asoslari yuzalari ham tengligidan bu hajmlarning tengligi kelib chiqadi.

b
10-chizma

Endi (@ + b)cb va acb aralash ko‘paytmalar bir xil ishoralarga ega bo'lishi,
@ + b,¢,b uchlik oriyentatsiyasi @,¢,b uchlik oriyentatsiyasi bilan ustma-ust
tushishidan kelib chiqadi. Demak, (@ + b)éb = @cb. Bundan esa A} = —A2

munosobatni hosil qilamiz; Huddi shunday usul bilan A} = —Ag tenglikni
isbotlaymiz. Demak, (@ + b, = (@, & + [b, &) tenglik o‘rinlidir.

5-xossaning isboti @ va b vektorlar parallel bo‘lganda ular orasidagi bur-
chakning sinusi nolga tengligidan kelib chiqadi.
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Vektor va aralash ko‘paytmani koordinatalar orqali ifodalash

O‘ng uchlikni tashkil giluvchi ortonormal &, €, €5 bazis berilgan bo‘lsa,
a,b, ¢ vektorlarni

= @1€] + @263 + azés
= b€} + bo€r + bze;
= €161 + C2€3 + C3€3

o o &t

ko'rinishda yozib, ularning vektor va aralash ko‘paytmalarini hisoblaymiz.
Skalyar ko‘paytma uchun
(5, 5) = ayby + azby + azbs

tenglik o‘rinli bo'lishini bilamiz. o .
Vektor ko‘paytmani hisoblashda [€1,€2] = &, [€3,€1] = &, [€. 6] = &
munosabatlarni hisobga olib

[5,5] = (azba = a3b2)é‘1 AF (a-abl = alba)e_'l + (alb2 a aZbl)e_:'
tenglikni hosil gilamiz. )
Qulaylik uchun vektor ko‘paytmani koordinatalari orqali
. €] € €3
[@, b =1lay ay a3 yoki [&,b] = {
by b2 by
ko‘rinishda yozish qabul gilingan.
Bundan foydalanib aralash ko‘paytma uchun

|@1 @
|6y by

as ai
by b

dy a3

b by

}

ay az Qs
abc=|b b b
cp C C3

formulani hosil gilamiz.

28-§. Tekislikda to'g‘ri chiziq va uning turli tenglamalari

Affin koordinatalar sistemasida ixtiyoriy to‘g'ri chiziq uchun shunday
birinchi darajali
Az +By+C=0 (1)
tenglama mavjudki, to'g'ri chiziqda yotgan har bir n‘uq't,a.niug (z,y) koordi-
natalari (1) tenglamani qanoatlantiradi (A, B sonlari bir vaqtda n?liga-. t;ng
emas); shu bilan birga (z,y) o‘rniga (1) tenglamada qaralayotgan t\? g'ri chiz-
iqdagi istalgan nuqta koordinatalarini qoyganda bu tenglama ayniyatga ay-
lanadi.
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Aksincha: tekislikdagi ixtiyoriy affin koordinatalar sistemasida
A'+ B> 0

sharti bilan berilgan (1) ko‘rinishdagi har qanday tenglama uchun shunday
to'g'ri chiziq mavjudki, bu to‘g'ri chiziqda yotgan nuqtalarning koordinatalari
bu tenglamani ayniyatga aylantiradi.
(1) ko'rinishdagi tenglama to‘g'ri chiziqning umumiy tenglamasi deyiladi.
Agar to'g'ri chiziq o'zining umumiy tenglamasi bilan berilgan bo‘lsa, bu
tog'ri chiziqga nisbatan bir tomonda joylashgan nuqtalar uchun

Az + By+C >0 (2)

va unga nisbatan ikkinchi tomonda yotgan nuqtalar uchun

Ar+ By+C <0 (3)
tengsizliklar bajariladi.
Tekislikning tegishli qismlari musbat va manfiy yarim tekisliklar deb atala-

di. Tenglamaning chap tomonini manfiy songa ko*paytirish natijasida musbat
yarim tekislik manfiy yarim tekislikka almashadi va aksincha.

Ustma-ust tushmaydigan ikkita M;(zy,71), Ma(z2,y2) nuqtalardan

o‘tadigan to'g'ri chiziq tenglamasi affin koordinatalar sistemasida quyidagi
ko'rinishlardan biriga ega bo‘ladi:

T y 1
1 Yy 11=0 (4)
Zz 2 1
yoki
lp — -
| I-n y—h|_ 0 (5)
2 — %1 Y2 — N
Zz — 71 # 0 va y, — 3, # 0 shartlar bajarilganda:
I—n _Y¥-un (6)
I2—I) 2—Wn
yoki zz — z; # O shart bajarilganda:

y—yl=u(z—x,). (7)_
T2 — Iy

To'g'ri chizigda yotgan yoki unga parallel bo‘lgan noldan farqli ixtiyoriy
vektor to'g'ri chiziqning yo ‘naltiruvchi vektori deyiladi.

OY o'qiga parallel bo'imagan yoki OY o'qi bilan ustma-ust tushmaydi-
gan to'g'ri chiziqning burchak koeffitsiyenti deb & = ? songa aytiladi. lkkita
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Mi(z1,3), Ma(z3,y2) nugtalardan o‘tuvchi to'g'ri chizigning burchak koef-
fitsiyenti

5 Y2—4U
k=7
Ty — Iy
formuladan topiladi. P ——
Agar koordinatalar sistemasi to'g‘ri burchakli bo'lsa, k soni to'g'ri chxz.lq—
ning OX o'qining musbat yo‘nalishi bilan tashkil gilgan burchak tangensiga
teng. . oy
Berilgan (z;,y1) nuqtadan o'tib, burchak koeffitsiyenti &k ga teng pe C
o'qiga parallel bo‘lmagan to'g'ri chiziq tenglamasi affin koordinatalar sis-
temasida
Y-y ..—..k(I—.’L‘l) (8)
ko‘rinishda bo'ladi. . ’ o'aini (0. b L
To'g'ri chizigning burchak koeffitsiyenti k bo'lib, u O}‘ o‘qini (0,6) nuq
tada kesib o'tsa, to‘g‘ri chiziq tenglamasi quyidagicha yoziladi:
y=kz+b. )
To'g'ri chiziq koordinita o‘qlarini (a,0) va (0,5) nugtalarda kesib o'tsa,
uning tenglamasi
a b

ko‘rinishda yoziladi. 330 holda
To'g'ri chiziq (z;,y;) nugtadan o'tib, {, m vektorga parallel bo'lsa, u

uning tenglamasi

T—IZ YU =0 (11)
{ m
oki
4 z—zy _Y—-H C(12)
U m

ko‘rinishda bo‘ladi. ) ' e
Ixtiyoriy (z),71) nuqta va noldan farqli @ = {l,‘n:}. vel.ctf)r l.)er.llg::namt; mk,
bu nugtadan o'tib & vektorga parallel bo‘lgan to'g'ri chizigning p

tenglamasi

z=1 +1t (13)
y=y1+mt

T tanin
ko‘rinishda bo‘ladi. Bu yerda ¢ son shu to‘g'ri 'chlzlqda }'o'l:lgjan 1{‘? ::}qurl:tof
koordinatasi bo'lib, bunda (z;, 1) nuqta koordinatalar boshi va {¢,

esa masshtab vektor sifatida olingan.
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.. Umumiy tenglamalar bilan berilgan: ikki -
e g o Ay Biy=-Cr=r0, Azt Bay +C =0

to‘g'ri chiziglarning kesishishi, parallel bo'lishi va ustma-ust tushishi uchun
quyidagi jadvalda berilgan shartlarning bajarilishi zarur va yetarlidir.

Vaziyati . Shartlar g
:I(esishédi ._ . o g ﬁ; g: 20

Parallel bo‘ladi ‘j; .g; =0, g: gjl g; 2:2>0

Ustma-ust tushadi ﬁ: g; = 133; g: = g; ﬁ; =3

Ikki to‘g'ri chizigning ustma-ust tushishining zarur va yetarli shartini
quyidagicha ham ifodalash mumkin:

A1z + Biy + Cy = AMAxz + By + C2),

bu yerda A # 0 haqiqiy son (bu tenglik z,y ga nisbatan ayniyatdir).
Umumiy tenglamalar bilan berilgan

A1i+Bly+C1=0,A21‘+Bzy+02=0

to‘g'ri chiziglarning kesishish nuqtasining koordinatalari Kramer formulalari-
dan hisoblanadi:

B, C, C, A
B, C. Cy A
2 Cof Y= 2 Ag| (14)
Ay B Ay B
A; B Ay B,

Affin sistemasida umumiy tenglamalari bilan berilgan
Az+Biy+Cy=0,42+ By +C, =0
to‘é‘ri chiziglar kesishsa,
oAz + By + Cy) + B(Asz + Boy + Co) = 0, (a? + % > 0)

tenglamada z,y oldidagi koeffitsiyentlar baravariga nolga aylanmaydi, va
bu tenglama to'g'ri chiziglarning kesishgan nugtasidan o‘tgan to‘g'ri chiziq
tenglamasini aniqlaydi. Aksincha, Ajz+ Biy+C; =0, Az + By +C2 =0
to'g'ri chiziglarning kesishgan nuqtasidan o'tgan har qanday to‘g'ri chiziq

a(Ayz+ Biy+C) + B(Azz + Bay + Co) = 0 (15)



28-§. Tekislikda tog'ri chiziq va uning turli tenglamalari 161

tenglama bilan ifodalanadi.

Agar Aiz+ Biy+ C;, = 0, Az + Byy + Cy = 0 to'g'ri chiziglar parallel
ba‘lsa, (15) tenglama berilgan to‘g'ri chiziglarga parallel bo‘lgan to‘g'ri chiziq
tenglamasini aniqlaydi, bunda j—: = -gt # —3 bajarilishi kerak va aksincha
{bunda o, 3 sonlardan hech bo‘lmaganda bittasi noldan farqli) A1z + By 4-
Ci =0, Az + By + C, = 0 to'g'ri chiziglarga parallel bo‘lgan har qanday
to'g'ri chiziq (15) tenglama bilan ifodalanadi.

To‘g'ri chiziqlarning zos dastasi deb bir tekislikda yotgan va bitta nug-
tadan o‘tadigan to'g'ri chiziglar to‘plamiga aytiladi. Umumiy nuqta dasta
markazi deyiladi. O‘zaro parallel bo‘lgan to‘g'ri chiziglar to‘plami ham par-
allel to'g'ri chiziqlar dastasi yoki zos bo ‘Imagan dasta deyiladi.

Agar affin koordinatalar sistemasiga nisbatan uchta to‘g'ri chiziq
tenglamalari

Az +Biy+Ci =0, Az + Boy+Co=0, Asz+ Bsy+C3 =0 (16)

berilgan bo'lsa,
A, B G
Ay By G| =0 (17)
Ay By Gy

shart to‘g'ri chiziglarning biror dastaga tegishli bo‘lishi uchun zaruriy va
yetarli shartdir. _

Ixtiyoriy (z;,y1) nuqtadan o‘tgan to‘g'ri chiziglar dastasi tenglamasi
quyidagi ko‘rinishda yozilishi mumkin:

Az —z1) + Bly—w) =0 (18)
bu yerda A, B koeffitsiyentlar ixtiyoriy haiqiqy qiymatlarni qabul giladi va
bir vagtda nolga aylanmaydi.

[‘J';qumiy deiartykoordir)llatalar sistemasida koordinatalari {—B, A'} bo‘l‘gfuf
vektor hamma vaqt Az + By + C = 0 to'g'ri chiziqqa parallel bo‘ladi. To'g'ri
burchakli dekart koordinatalari sistemasida {A, B} vektor A:_z: + By + c ‘=(0
to'g'ri chiziqqa perpendikulyar bo'ladi. Agar {A, B} velftormgg_ boshi to'g'ri
chizigning ixtiyorty nuqtasida joylashtirilsa, bu vektorn‘mg oxiri Az + By +
C = 0 to'g'ri chiziqqa nisbatan musbat yoki manfiy yarim te{us:hkda yo.tadl.

Nugtadan to‘g‘ri chiziggacha bo‘lgan masofa. Tek_xshkda .benlgan
Mo(zo, %) nugtadan umumiy Az + By + C = 0 tenglama blk_m amglan{g:lu?
to'g'ri chiziggacha bo‘lgan d masofani topamiz. .}.3u masofani boshi t(; gdrl
chizigga tegishli bo‘lgan M;(z;,y1) nugtada, oxiri esa MO(?:O,(yo) nuq aka
bo‘lgan vektorning 7 = {A, B} normal vektor yo'nalishidagi o‘qqa proyek-
siyasining absolyut giymati sifatida garaymiz.
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d Mo

{AB}

A
1i-chizma

Demak, d = |priM, M:o|- Vektorlarning skalyar ko‘p_aﬁr'nasining proyek-
i, M 1o H
siya tilidagi ta’rifidan foydalansak, praMMp = L"ﬁ,—:L—} tenglikka ega
— r N .
bo'lamiz. Buni oldingi tenglikka qo‘ysak, d = UM Mol yo1adi.

~ Bu yerdan

koordinatalardagi ifodalarga o‘tsak va C = — Az, — By, ekanligini e‘tiborga
olsak,

. |Azq + Byp + C|
VA? 4+ B?

formulani hosil gilamiz.

Tekislikda nuqtadan to'g'ri chiziggacha bo‘lgan masofani boshqacha ham
aniglash mumkin.

Bizga L to‘g'ri chiziq berilgan bo‘lsa, koordinata boshidan o.‘tuvchi. VR L
to'g'ri chiziqga perpendikulyar to'g'ri chiziqni Lj bilan, ularning kesishish

nuqtasini Py bilan belgilaymiz. Agar 7 bilan L; to‘gri chiziqning birlik
yo'naltiruvchi vektorini belgilasak, u

i = {cos#,sin 0}

koordinatalarga ega bo‘ladi. Bu yerda 6 - L, to'g'ri chiziq bilan Oz o'qi
orasidagi burchak. '

Tekislikning P(z,y) nuqtasi L to'g'ri chizﬁa tegishli bo‘lishi uchun oP
vektorning L, to'g‘ri chizigqa pr%ktsiy%i OP, vektorning uzunligig_a teng
bo'lishi zarur va yetarlidir. Agar OP, vektorning uzunligini p bilan belgilasak,

praOP =p
tenglikr.i hosil gilamiz. Proyektsiyani skalyar ko‘paytma orqali ifodalash nati-
jasida biz
zeosf+ysinf —p=0

tengla.mani hosil gilamiz. Bu tenglama to‘g‘ri chizigning normal tenglamasi
deyiladi.
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o £

12-chizma
Agar Q(z,y) nuqta tekislikning ixtiyoriy nuqtasi bo‘lsa, Np bilan Q(z,y)
nuqtaning L, to‘'g'ri chiziqdagi proyektsiyasini belgilasak, PoNp kesma kat-
taligi uchun quyidagi

) PoNo = ONo = OPQ = ONO -p
tenglikni hosil gilamiz. Bu yerda ONp = pr,—,ag bo'lganligi uchun
PyNg = zcosf +ysinf —p

formula PyNj kattalikni hisoblash imkonini beradi. Bu kattalik Q(z,y) nuq-
taning L to'g'ri chiziqdan chetlashishi deyiladi. ' 3

Chetlashishning absolyut giymati @(z,y) nuqtadan L to‘g'ri f:hlzxqqacha
bo'lgan masofaga tengdir. Demak nuqtadan to‘g'ri giziggacha 'bo lgan maso-
fani hisoblash uchun to'g‘ri chiziq tenglamasini normal ko‘rinishga kel(émsl?
keyin esa nuqta koordinatalarini normal tenglamaning chap tomonidagi
o'zgaruvchilar o‘rniga qo'yish yetarlidir. -

'gI‘O‘g‘ri chiziqniné> ur?lur):liy tenglamasini normel ko'rinishga keltirish uchun

uning ikkala tomonini {

ifodaga ko'paytirish zarur bo'ladi. Bu yerda .tC = =@ Fengllk bajar; :: h]‘
kerak. Shuning uchun ¢ ifodaning ishorasi C ning ishorasiga qarama-q

bo‘lishi lozimdir.
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29-§. Tekislik.va_ I'uning turli tenglamalari

Har qanday tekislik umumiy dekart sistcmasida (z,y, z) koordinatalariga
nisbatan birinchi darajali, ya‘ni ushbu

LAz +By+Cz+ D=0

ko'rinishli tenglama, bilan.ifodalanadi; bu tenglamadagi A, B, C koeffitsiyent-
_lar bir vaqtda nolga teng emas deb faraz qilinadi. Aksincha, shu ko‘rinishdagi
har qanday tenglama tekislikni aniglaydi. Bu tenglama tekislikning umumiy
tenglamasi deyiladi. Tekislikka perpendikulyar bo‘lgan 7 = {4, B,C} vek-
tor esa uning normal vektori deb’ ataladi. Tekislik tenglamasidagi A4, B,C
koeffitsiyentlar bir. vagtda nolga teng bo‘lmaganligi uchun tekislikka per-
pendikulyar har ganday noldan farqli vektorni normal vektor deb hisoblash
murkin. 25
Agar tekislik o'zining umumiy Az + By + Cz + D = 0 tenglamasi bilan
berilgan bo'lsa, tekislikning bir tarafida yotgan barcha nuqtalar koordinata-
lari uchun

Az +By+Cz+D>0

. .va ikkinchi tarafda yotgan nuqtalar uchun esa:

Az +By+Cz+ D <0
. tengsizlik o'rinli.

Mos ravishda yarim fazolarni ”"musbat” va "manfiy” yarim fazolar deb
ataymiz. Tekislikning umumiy tenglamasining chap tomonini manfiy songa
ko'paytirganda musbat yarim fazo manfiy yarim fazoga aylanadi va aksincha.

Agar umumiy tenglamadagi barcha A, B, C, D koeffitsiyentlar noldan farg-
li bo'lsa, u tekislikning to'liq umumiy tenglamasi deyiladi, uni

¥

x Z
-+ - +==1
a b e

ko‘rinishda yozish mumkin va bu tenglama tekislikning "kesmalarga” nis-
batan tenglamasi deyiladi, bu yerda

—_D
G.—-—;pb:-—o

D
5= -
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Umumiy tenglamada koeffitsiyentlardan ayrimlari nolga teng bo‘lgan hol-
larda tekislikning koordinatalar sistemasiga nisbatan joylashuvini, ya‘ni to‘lig
bo‘lmagan tenglamalarni ko‘rib chiqamiz.

1. Agar D = 0 bo'lsa, tenglama Az + By + Cz = 0 ko‘rinishda
bo‘ladi. Tenglamadan ko'rinib turibdiki, koordinatalar boshining koordina-
talari tenglamani ganoatlantiradi. Demak, bu holda tekislik koordinatalar
boshidan o‘tadi.

2. Agar C = 0 bo'lsa, tenglama Az + By + D = 0 ko‘rinishda bo‘ladi.
Bu holda normal vektor @ = {A, B, 0} koordinatalarga ega bo'lib, Oz o‘qiga
perpendikulyardir. Demak, tekislik Oz o'qiga parallel bo'ladi.

3. Agar B = 0 bo'lsa, tenglama Ax + Cz + D = 0 ko'rinishda bo'ladi.
Bu holda normal vektor 7 = {A4,0,C} koordinatalarga ega bo'lib, Oy o‘qiga
perpendikulyardir. Demak, tekislik Oy o'qiga parallel bo'ladi.

4. Agar A = 0 ho'lsa, tenglama By + Cz + D = 0 ko'rinishda bo‘ladi.
Bu holda normal vektor 7 = {0, B, C} koordinatalarga ega bo‘lib, Oz o'qiga
perpendikulyar bo'ladi. Demak, tekislik Oz o‘qiga parallel bo‘ladi.

§. Agar D = C = 0 bo'lsa, tenglama Az + By = 0 ko'rinishda bo‘ladi. Bu
holda yuqoridagilarga ko'‘ra tekislik koordinata boshidan o‘tadi va Oz o'qiga
parallel bo‘ladi. Demak, tekislik Oz o'qi orgali o‘tadi.

6. Agar D = B = 0 bo'lsa, tenglama Az + Cz = 0 ko‘rinishda bo‘ladi.
Bu holda tekislik koordinata boshidan o‘tadi va Oy o‘qiga parallel bo‘ladi.
Demak, tekislik Oy o'qi orqali o‘tadi.

7. Agar D = A = 0 bo‘lsa, tenglama By + C'z = 0 ko‘rinishda bo'ladi.
Bu holda tekislik koordinata boshidan o‘tadi va Oz o‘giga parallel bo‘ladi.
Demak, tekislik Oz o‘qi orqali o‘tadi.

8. Agar C = B = 0 bo'lsa, tenglama Az + D = 0 ko‘rinishda bo‘ladi.
Bu holda yuqoridagilarga ko'ra tekislik Oy va Oz o‘glariga parallel bo'ladi.
Demak, tekislik Oy2 koordinata tekisligiga parallel bo‘ladi.

9. Agar C = A = 0 bo'lsa, tenglama By + D = 0 ko‘rinishda bo‘ladi.
Bu holda tekislik Oz va Oz o‘qlariga parallel bo‘ladi. Demak, tekislik Ozz
koordinata tekisligiga parallel bo‘ladi.

10. Agar B = A = 0 bo‘lsa, tenglama Cz + D = 0 ko'rinishda bo'ladi.
Bu holda tekislik Oz va Oy o'qlariga parallel bo'ladi. Demak, tekislik Ozy
koordinata tekisligiga parallel bo'ladi.

11. Agar D = C = B = 0 bo'lsa, tenglama Az = 0 yoki z = 0 ko'rinishda
bo‘ladi. Bu holda tekislik koordinatalar boshidan o‘tadi va Oyz koordinata
tekisligiga parallel bo‘ladi. Demak, tekislik Oyz koordinata tekisligi bilan
ustma-ust tushadi. .

12. Agar D = C = A = 0 bo'lsa, tenglama By =0 yokiy =0 ko‘mu.shda
bo'ladi. Bu holda tekislik koordinatalar boshidan o'tadi va Ozz koordinata
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tekisligiga parallel bo'ladi. Demak, tekislik Ozz koordinata tekisligi bilan
ustma-ust tushadi.

13. Agar D = B = A = 0 bo'lsa, tenglama Cz = 0 yoki z = 0 ko‘rinishda
bo'ladi. Bu holda tekislik koordinatalar boshidan o‘tadi va Ozy koordinata
tekisligiga parallel bo‘ladi. Demak, tekislik Ozy koordinata tekisligi bilan
ustma-ust tushadi. '

Maktab aksiomatikasidan ma‘lumki, bir to'g'ri chiziqda yotmaydigan
uchta nuqtadan yagona tekislik o‘tadi. Bizga nugtalar koordinatalari bilan
berilgan bo'lsin: M\ (z1,y1; 21), Ma(Z2,v2, 22), Ms(x3,ys,23). Shu nuqtalar—.
dan o'tuvchi tekislik tenglamasini yozaylik. Qaralzﬂgan tekislikka_t(%_gishll
bo'lgan ixtiyoriy M(z,y, z) nuqta olinganda ham M;M, M, M,, M;M; Vek"
torlar shu tekislikka komplanar bg‘ladi. Demak ularning aralash ko'paytmasi

no'lga teng: M\M - M, M, - M; M3 = 0. Bu aralash ko'paytmani koordinata-
larda ifodalasak,

lz—2y y—n z—2z
T2— 2y Y2~y 22—2|=0
I3—=Zy Ya— Y1 33— 21
tenglikni hosil qilamiz. Bu tenglama berilgan uchta nuqta orqali o‘tuvchi
tekislik tenglamasidir. s
Berilgan Mi(z1,91, z1) nuqtadan o‘tadigan va berilgan ikkita nokollinear

@ = {h,m,m}, b = {lp,my,ny} vektorlarga parallel bo‘lgan tekislik
tenglamasi ushbu ko‘rinishda yoziladi:

IT—I Y-y 22— 2
ll my ny =0 ,
lz mMa na ’ .

yoki (7 — f,)&5.= 0, bu yerda 7 - berilgan M, nuqtaning radius-vektorini
bildiradi. Bu tenglama quyidagi vektor-parametrik ko‘rinishga ega:
0 _ F=F +ud+ vb
yoki koordinatalarda
T =z 4+ uly +vly
Y=y +umy + vmy
z=2+un; +vny
bu yerda u, v-sonlar tekislikdagi M nuqtaning boshi M; nugtada va masshtab
vektorlari d@,b vektorlardan iborat koordinatalar sistemasiga nisbatan umu-
miy dekart koordinatasidir, am—
Tkkita My(z1,y1,2)) va Ma(x3, 49, 22) nuqtalardan o‘tadigan, Mlﬁz Vel_"
torga kollinear bo'lmagan, @ = {l,m,n} vektorga parallel bo‘lgan tekislik
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tenglamasi ushbu ko‘rinishda yoziladi:
T—2y Y—Hh 22—z
-1 Ya—y Z2—2=0
l m n
yoki vektorlarning aralash ko‘paytmasi
(F—mf)(2—7)a=0
ko'rinishida, bu yerda 7,7, mos ravishda berilgan M), M, nuqtalarning
- radius-vektorlarini ifodalaydi. Bu tenglama esa parametrik shaklda:
7= + ud + v(F2 — 71)
yoki koordinatalarda:

'x =1I) +ul ‘+“U(12 = zl)
CY=1y +um+v(y2—yl)
lz =2z +un+v(22 = Z])
ko‘rinishida bo‘ladi. 3 i asi
Ikki tekislikning o‘zaro vaziyati. Bizga dekart koordinatalar sistem

kiritilgan fazoda a va # ikkita tekisliklar mos ravishda quyidagi tenglamalar
bilan berilgan bo‘lsin:
a:Al$+Bly+CIZ+ Dl =0,ﬁZA2.T+B2y +CZZ+D2 =0

Bu tekisliklar orasidagi burchak ularning normal vektorlari orési?afgr?nuzi
chakka tengdir. Ularning i, '='{A1,Bl.¢1} va fiy = {Az, B2, C2
vektorlari orasidagi burchakning kosinusini
i ('I’i'l, 7772) ‘AyAy + BBy + (e -

= il T VAT + B+ O/ A3+ B+ CF

formula bo‘yicha hisoblashni bilamiz. .

; i leligiga
Tekisliklarning parallellik sharti ularning normal vektorlari paralleligig
teng kuchlidir. Shuning uchun bu shart

Al Bl - Cl

4, B O

ko‘rinishda yoziladi. ) e ]
Tekisliklarning perpendikulyarlik sharti ularning
pendikulyarligiga teng kuchli va

A4z + BB, + GiC:=0

mal vektoriari per-
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ko‘rinishda yoziladi. '
Nugtadan tekislikkacha bo‘lgan masofa. Endi fazodagi ixtiyorly

Mq(zo, yo, 20) nugtadan shu nuqtadan o‘tmaydigan tekislikkscha bo’ lgan ma-
sofani topamiz.

Tekislik umumiy .
Az + By+Cz+ D=0

tenglamasi bilan berilgan deb hisoblaymiz va My nugtadan bu tekislikkacha
bo‘lgan masofani d deb belgilaymiz. Biz bu masofani boshi berilgan tekislik-
dagi M; nuqgtada, oxiri esa My nuqtada bo‘lgan vektorning normal vektor

yo ‘nalishidagi 0‘qqa proyeksiyasining absolyut giymati sifatida qaraymiz: d =
lprnM' Mo| M,

=

e

" 1-chizma

Vektorlarning skalyar ko‘paytmasining proyeksiya tilidagi ta'rifidan foy-
dalanib

d= iprﬁMIIW_i) =m

munosabatni hosil qilamiz. Bu yerdan vektorlarni koordinatalarda ifodalasak
4 = 1A= 21) + Blyo — 1) + Clzo — 21))|
VAEIB+C

munosabatni va M\(zxy,v;,21) nuqta tekislikka tegishli ekanligini inobatga
olsak,

_ IAIQ + Byg + Cz + Dl
VAT B 1O

formulani hosil gilamiz.

30-§. Tekisliklar dastasi. Uchta tekislikning o‘zaro vaziyati

30.1-ta’rif. Tekisliklarning zos dastasi deb bitta to'g'ri chiziq orqali
o‘tadigan tekisliklar to‘plamiga aytiladi. O‘zaro parallel bo‘lgan tekisliklar
to'plami ham parallel tekisliklar dastasi yoki zosmas dasta deyiladi.
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30.2-teorema. Agar affin koordinatalar sistemasiga nisbatan uchta tekis-
lik tenglamalari
Az + By + Ciz+ D, =0,
A + Boy + Caz + Dy =0, (1)
Az + By +Czz+ D3 =0
bilan berilgan bo'lsa, bu tekisliklar bitta dastaga (xos yoki xosmas) tegishli
bo‘lishi uchun :
A By G Dy
As By C3 Dj
matritsaning rangi ikkiga yoki birga teng bo'lishi zarur va yetarlidir.

Isbot. Zarurligi. Berilgan tekisliklar bitta dastaga tegishli bo‘lsin.
Ushbu rangM < 2 tengsizlikni isbotlaymiz.

Avval berilgan tekisliklar xos dastaga tegishli bo‘lsin deb hisoblaymiz. U
holda (1) sistema cheksiz ko‘p yechimga ega bo‘ladi. Bu bol fagat va fagat
rangM < 2 bo'lgandagina bo'ladi, aks holda, agar rangM = 3 bo‘lsa, u holda
(1) sistema yoki yagona yechimga ega bo‘ladi yoki yechimga ega bo‘lmaydi.

Agar berilgan tekisliklar xosmas dastaga tegishli bo‘lsa, u holda

A1 Bl Cl
m= Az Bz Cz
Az By G

matritsaning rangi 1 ga teng bo‘ladi. Demak, M matritsaning rangi yoki 2
ga yoki 1 ga teng bo‘ladi.

Yetarliligi. Endi rangM < 2 ekanligini bilgan holda berilgan tekislik-
larning bitta dastaga tegishli bolishini isbotlaymiz.

Agar rangM < 2 bo'lsa, u holda rangm < 2 bo‘ladi. Aytaylik, rangM =
rangm = 2 bo'lsin. U holda Kroneker-Kapelli teoremasiga ko'ra (1) sis.tex'na
birgalikda bo‘ladi, ya‘ni cheksiz ko'p yechimga ega bo'lib, berilgan tekislik-
lar orasida esa kesishuvchilari bor. Demak berilgan uchta tekislik bitta xos
dastaga tegishlidir.

Ag%:; ragngm =1, rangM = 2 bo'lsa, u holda barcha tekis!_iklat‘- %(o_llinear
bo‘ladi (berilgan tekisliklarning ikkitasi parallel bo‘ladi, _uchmchng esa bu
parallel tekisliklarning biri bilan ustma-ust tushishi mumkin). .

Agar rangM = 1 bo'lsa, u holda rangm =1 bo'ladi. Dlemak, berilgan
tekisliklar ustma-ust tushadi. Teorema isbotlandi. o

30.3-teorema. Affin koordinatalar sistemasiga nisbatan ikkita parallel
bo‘lmagan m; va w2 tekisliklar umumiy tenglamalari

Az + By +Ciz+ D=0, Az + Boy+ Coz+ Dy =0
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bilan berilgan bo‘lsin. U holda umumiy tenglamast

Asz+ By +Ciz+ D3 =0

bo'lgan uchinchi = tekislik m, va 7w tekisliklar bilan aniglanuvchi dastaga
tegishli bo‘lishi uchun = tekislik tenglamasining chap tomoni m va my tekis-
liklar tenglamalarining chap tomonlarining chizigli kombinatsiyasi bo‘lishi
zarur va yetarlidir.

Isbot. Zarurligi. Biz 7 tekislik n; va m, tekisliklar bilan aniglanuvchi

dastaga tegishli ekanligini bilgan holda, A va p hagiqiy sonlar mavjud bo‘lib,
o‘zgaruvchi z,y, z larning barcha qiymatlarida

A3z + Byy+Chz+ Dy = MAiz+ Biy+Ciz+ D) + p{Az+ Bay + Caz + D2}
ayniyatning bajarilishini isbotlaymiz.

Agar m, m va 7, tekisliklar bitta dastaga tegishli bo‘lsa, u holda 31.2-
teoremaga ko'‘ra

/A1 B] C, D1
M = l A, B, Cg Dy l
\A43 B3 C3 Djj
matritsa uchun rangM < 2 bo'ladi.

Teorema shartiga ko'ra 7, va m, tekisliklar parallel bo‘lmaganligi uchun M
matritsaning birinchi va ikkinchi satrlari chiziqli erkli. Ammo rangM < 2
bo‘lganligi uchun uchinchi satr birinchi va ikkinchi satrlarning chizigli kom-
binatsiyasidan iborat bo'ladi, ya‘ni A va y sonlari mavjud bo'lib,

Az = AA, + BAy, By = AB| + pBa, C3 = ACy + u1Cs, D3 = ADy + pDe
munosabatlar o'rinli bo'ladi.

Bu munosabatlardan birinchi tenglikning ikkala tomonini = ga ko'paytirib,
ikkinchi tenglikning ikkala tomonini y ga ko‘paytirib, uchinchi tenglikning
ikkala tomonini esa z ga ko'paytirib, hosil bo'lgan tengliklarni va Dy = AD1+
D tenglikni hadma-had qo'shsak, isbot qilinishi kerak bo‘lgan ayniyatni
hosil qgilamiz.

Yetarliligi. Faraz qilaylik,

AsT+ By +Caz + Dy = M Az + By + C 2+ D)) + pu(Agz + Byy + Coz + D2)

ayniyat o'zgaruvchi z,y,z larning barcha giymatlarida o‘rinli bo'lsin. Bu
ayniyatdan

A3 = XAy + pAy, By = AB, + uB,, Cy = AC, + uCy, D3 = ADy + puDs
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mu.nosabatla.r kelib chiqadi. Bu esa M matritsaning uchinchi satri birinchi
va ikkinchi satrlarining chiziqli kombinatsiyasidan iborat ekanligini bildiradi.
Demak, rangM < 2 bo‘ladi. Teorema isbotlandi.

30.4-ta’rif. Ushbu
MAZ+ By + Ciz+ D)) + p(Asz + Boy + Coz + D) =0
tenglama affin koordinatal sistemasidagi umumiy tenglamalari
Aiz+ Biy+Ciz+ D1 =0, Asx+ Boy+ Coz+ D3 =0

bo‘lgan turli 7; va , tekisliklar aniglovchi dastaning tenglamasi deyiladi, bu
yerda X va p bir vagtda nolga teng bo‘lmagan haqiqiy sonlar.

Uchta tekislikning o‘zaro vaziyati. Aytaylik bizga affin koordinatal
sistemasida (1) umumiy tenglamalari bilan uchta tekislik berilgan bo'lsin.
Biz m va M matritsalarni kiritgan edik, endi quyidagi determinantni

A B G
5= Ag 32 Cg
Az B C3

kiritamiz va tekisliklarning normal vektorlarini
7y = {A1, Bi, C1}, iz = {A2, B2, Ca}, 713 = {As, B3, C3}

kabi belgilaymiz.

Yugorida isbotlanganlar asosida uchta tekislikning o‘zaro joylashuvi uchun
quyidagi zarur va yetarli alomatlarni hosil gilamiz.

1. Agar § # 0 bo'lsa, u holda berilgan uchta tekislik bitta va faqat bitta
umumiy nuqtaga ega bo'ladi. Chunki (1) sistema yagona yechimga ega. Bu
holda tekisliklar piramida hosil qiladi deyiladi.

2. Agar rangm = 2, rangM = 3 bo‘lib, normal 7,7y, 7is vektor-
lar orasida kollinearlari bo‘lmasa, u holda (1) sistema yechimga ega emas
(rangM > rangm). Berilgan tekisliklar juft-jufti bilan turli to'g'ri chiziglar
bo‘yiche kesishadi. Bu holda tekisliklar prizma hosil giladi deyiladi.
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2-chizma

3. Agar rangm = 2, rangM = 3 bo'lib, normal 7,,7,, 73 vektorlar

orasida ikkitasi kollinear bo‘'lsa (normal vektorlarning uchalasi ham kollinear
bo‘la olmaydi, chunki rangm = 2), u holda (1) sistema yechimga ega emas
(rangM > rangm). Berilgan tekisliklardan ikkitasi parallel, uchinchisi ularni
kesib o‘tadi. .

4. Agar rangm = rangM = 2 bo'lib, normal 7, fis, 73 vektorlar orasida
kollinearlari bo‘lmasa, u holda (1) sistema yechimga ega (rangM = rangm).
Berilgan tekisliklar turli bo'lib, uchalasi bitta to‘g'ri chiziq bo‘yicha kesishadi.

5. Agar rangm = rangM = 2 bo‘lib, normal 7, fiy, iy vektorlar orasida
ikkitasi kollinear bo'lsa, u holda berilgan tekisliklardan ikkitasi ustma-ust
tushadi, uchinchisi ularni kesib o‘tadi.

6. Agar rangm = 1 bo'lib, (1) sistemadagi tenglamalarda birorta propor-
sional koeffisiyentli juftlik bo‘lmasa, berilgan uchta tekisliklar o‘zaro parallel
bo’ladi.

7. Agar rangm = 1 bo'lib, (1) sistemadagi tenglamalarda ikkitasi propor-
sional koeffisiyentli juftlik bo‘lsa, berilgan tekisliklarning ikkitasi ustma-ust
tushadi, uchinchisi ularga parallel bo'ladi.

8. Agar rangM = 1 bo'lsa, u holda tekislikar ustma-ust tushadi.

31-§. Fazoda to‘g‘ri chiziq tenglamalari

Dekart koordinatalar sistemasi kiritilgan fazoda bizga ! to‘g'ri chiziq beril-
gan bo‘lsa, nol bo'lmagan @ = {a1,a2,03} vektor ! to‘g'ri chiziqqa parallel
vektorlardan bittasi bo'lsin, bu vektor to‘g'ri chizigning yo‘naltiruvchi vek-
tori deyiladi, My(zo, o, 20) esa to'g'ri chizigqa tegishli birorta nugta bo‘lsin.
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Berilgan My(xo, o, 2) nuqtaning radius-vektorini 7 bilan belgilasak, fazoda
radius-vektori 7 bo‘lgan M(z,y, z) nugtaning to‘g'ri chizigqa tegishli bo‘lishi
ushbu ¥ — 7 va @ = {a1,as,a3} vektorlarning parallelligiga teng kuchlidir. --
Bu shartni

F=7p+td (1
ko'rinishda yozib, to‘gri chiziqning vektor ko‘rinishdagi tenglamasini olamiz.
Bu yerda ¢ parametr —o0 dan +oco gacha o‘zgarganda  vektor oxiri [ to‘g'ri
chizig nuqtalarini hosil qiladi. Yuqoridagi tenglamani koordinatalar orqali
yozsak

T =9+ at

Yy =1Yyo +azt

z = 2y+azt
tengliklarni hosil qgilamiz. Bu tenglamalar to‘g'ri chiziqning parametrik
tenglamalari deyiladi. Agar bu tenglamalardan ¢ parametrni yo‘qotsak

T_To_Y—Y _z" 4 ()
ay as asz

tenglama kelib chigadi. Bu tenglama to‘g‘ri chiziqning kanonik tenglamasi
deyiladi.

Fazoda radius-vektorlari 7} va 7 bo‘lgan M;(zi,y1,21) va Mz(xz,_:flz»z'i)
nuqtalar berilgan bo'lsa, bu nuqtalardan o‘tgan ! to'g‘ri chiziq uchun 72 — 7}
vektor yo‘naltiruvchi vektor bo‘ladi. Yuqoridagi (1) tenglamadagi @ vektor
o‘rniga 7 — 7, vektorni qoysak, Mo(Zo,¥o,20) Duqta sifatida Ml(Il’yl"_"l?
nuqtani olsak [ to'g'ri chiziqning vektor ko‘rinishdagi parametrik tenglamasini

F=7 +t{72— ) 3)
ko‘rinishda yozish mumkin. Agar (3) tenglamada ¢ parametrni y?‘t.qotib uni
koordinatalar orqali yozsak [ to‘g'ri chizigning kanonik tenglamasini

T-2Z _Y-—% _2Z2— 2 (4)
3:2_1:1‘?/2—3/1—22“‘21 ' N

ko'rinishda hosil gilamiz. Bu tenglama ikki nugtadan o‘tuvchi to‘g‘ri chizig
tenglamasi deyiladi. ' L
To'gri chiziq ikkita tekislikning umumiy gismi sifatida: Bizga [ to'g'ri
chiziq kanonik

T—To _ y—yo=z—zo
al a2 a3 . 0 . .
tenglama yordamida berilgan bo‘lsin. Bu tenglamadan quyidagi ikkita

tenglamalarni hosil gilamiz
T—Zp Y~—Y Y~—Y _2"7% (5)

1
a1 Qg a2 as
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Bu tenglamalarni

az(x — z0) — a1y — o) =0, a3(y — yo) — a2(z — z5) =0

ke'rinishda yozsak [ to'g'ri chiziq

ax(z — zo) — a1(y — yo) = 0 va a3(y — yo) — az(z — 20) = 0

tenglamalar bilan aniglanuvchi tekisliklarning kesishishidan iborat bo‘lishini
ko‘ramiz.

Agar bizga ikkita o va S tekisliklar

Az 4+ Biy+Ciz+ Dy =0va Az + Boy+ Coz 4 D =0

tenglamalar bilan berilib

(A1 B, Cl\l
Az By Cyy

matritsaning rangi 2 ga teng bo‘lsa, ular parallel bo‘lmaydi va birorta ! to'g'ri
chiziq bo'ylab kesishadi. Bu to‘g‘ri chiziqning kanonik tenglamasini yozish

uchun uning birorta nuqtasini va bitta yo‘naltiruvchi vektorini bilishimiz
yetarli. Biz koordinatalari

Aiz+ Biy+Ciz+ D=0
Az + Bay+Coz+ Dy =0

sistemani qanoatlantiruvi Mo(zo, 0, z0) nuqtani topib, ! to‘g'ri chiziqning
yo‘naltiruvchi vektori sifatida tekisliklarning normal 7, = {Al,BhCl} va

Tiy = { A3, By, Cp} vektorlarining vektor ko'paytmasini olamiz, chunki bu vek-
tor ko'paytma | to'g'ri chiziqqa paralleldir.

32-§. Fazoda ikki to‘g'ri chiziqning o‘zaro vaziyati
Bizga ikkita L, va L, to'g'ri chiziglar mos ravishda
I-0 _ Y- _z2-a I—I; Y-y _Z—2
= = va — =
[+3% ap ag bl bg b3

kanenik tenglamalar yordamida berilgan bo‘lsin. Bu tenglamalarni vektor
ko'rinishda yozsak ular

T=71+atvaf=F,+bs
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ko'rinishlarga keladi. Fazoda ikkita to‘g‘ri chiziq to‘rt xil holatda joylashishi
mumkin: parallel, kesishuvchi, ustma-ust va ayqash.

32.1-ta’rif. Ikkita to‘g‘ri chiziglar bir tekislikda yotib kesishmasa, ular
parallel to‘g'ri chiziglar deyiladi.

Agar biz uchta 7, — 7} = M, M, @ va b vektorlarning bir tekislikda yotishi_ 2

shartini yozsak Tp— T Ya— Y1 22— 2)

A= ay ag az =0
bl b2 b3
tenglikni hosil qilamiz.
32.2-ta'rif. To'g'ri chiziglar bir tekislikda yotmasa, ular aygash to‘g'ri
chiziglar deyiladi. ,
Bu holda 7 —7) = m.,& va b vektorlar komplanar bo‘lmaganligi uchun

Iy —Z1 Y2— % 22— 2
A= a as az |#0
b1 by b3

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. To'g'ri chiziqlar parallel bo‘lmaganligi uchun @ va b
vektorlar o‘zaro kollinear emas.

Agar to'g'ri chiziglar kesishsa 7 — 7 = M, M, G va b vektorlar komplanar
bo'ladi, @ va b vektorlar esa kollinear emas.

32.3-teorema. Quyidagi shartlar fazoda kanonik tenglamalari bilan beril-
gan ikkita to‘g'ri chiziqning o'zaro joylashuv vaziyatining zarur va yetarli
alomatlaridir.

Vaziyati Shartlar
Ta—Zy Y2—Y1 22— 2
Ayqash A= a az a3 |#0
b bo bs
Kesishadi A = 0, lekin yo‘naltiruvchi
@ = {a,a3,a3},
b= {by,b2,b3}
vektorlar kollinear emas
Parallel bo'ladi | Yo‘naltiruvchi & = {a1, a2, as},

b= {b1, b2, b3} vektorlar kollinear,

lekin MMy = {Z2 —T1, Y2~y 22~ 2}
vektor ularga kollinear emas
Ustma-ust tushadi | Uchala @ = {a1,62.a3},

6 o {plr b21 ba},
MM, = {-'52—-"71.3/2—!/1,22—21} J
vektorlar o‘zaro kollinear
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Isbot. Zarurligi. Teoremadagi zaruriy alomatlar teskarisini faraz qilish
orqali oson kelib chiqadi.

Yetarliligi. 1. Ushbu Ml_Mg = {z2 — z1,¥2 — y1,22 — 21} vektorni va
yo'naltiruvchi @ = {a1,a2,a3},b = {by, by, b3} vektorlarni qaraymiz. Agar

I2—=2) Y2— Y1 22— 2
A= a; as a3 |#0
by b, bs
bo'lsa, u holda bu vektorlar nokomplanar bo'ladi. Natijada esa berilgan
to'g'ri chiziglar ham bir tekislikda yotmaydi.

2. Agar A = 0 bo'lsa, u holda M;M,,d,b vektorlar komplanar bo'ladi.
Bundan esa berilgan to'g'ri chiziglar bir tekislikda yotishi kelib chigadi.
Shartga ko'ra yo'naltiruvchi @ va b vektorlar kollinear emas. U holda to‘g‘ri
chiziglar kesishadi.

3. Agar yo'naltiruvchi @ va b vektorlar kollinear bo‘lsa, u holda to‘g'ri
chiziglar yoki parallel, yoki ustma-ust tushadi. Shartga ko‘ra boshi birinchi
to'g'ri chiziqqa tegishli M, nuqtada, oxiri ikkinchi to‘g'ri chiziqqa tegishli M.
nuqtada bo‘lgan M, M, vektor bu @ va b vektorlarga kollinear emas. Demak,
berilgan to‘g‘ri chiziglar parallel bo‘ladi.

4. Agar uchala M, M;, d@ va b vektorlar kollinear bo‘lsa, u holda ravshanki
to‘g'ri chiziglar ustma-ust tusadi. Teorema isbotlandi.

Ikkinchi holning xususiy holi sifatida ikki to‘g‘ri chizigning perpendikul-

yarligini qarash mumkin. Bu holda yo'naltiruvchi @ va b vektorlar ham per-
pendikulyar bofladi.

Demak, ikkita to‘g‘ri chiziq perpendikulyar bo'lishi uchun A = 0 va
(@,b) = 0 tengliklarning bajarilishi zarur va yetarlidir.

Fazoda ikki to'g'ri chizig orasidagi burchak sifatida fazoning istalgan
nuqtasidan shu to‘g'ri chiziglarga parallel o'tkazilgan ikki to‘g'ri chiziqn-
ing tashkil qilgan burchaklaridan ixtiyoriy birini olamiz. Bu burchak 0 bi-
lan 7 orasida o'zgaradi. Agar L) va Ly to'g'ri chiziglar o‘zining kanonik
tenglamalari bilan berilgan bo'lsa, ravshanki ular orasidagi burchak ularning

yo'naltiruvchi vektorlari orasidagi burchakka teng.
Agar

L]l I“ml_y—m:Z—Zl

T — T2 - Y2 z—22
- va L,: ) =
y my ny

1y mo T om
bo'lsa, Ly va Ly to'g'ri chiziglar orasidagi burchak kosinusi uchun

08 = (@, b) _ Lils + mimg + nyny

lalol  VE+ml + 0B+ m +
munosabat o‘rinli bo‘ladi.
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33-§. Nuqtadan to‘g'ri chiziqqacha bo‘lgan masofa. Ayqash to‘g‘ri
chiziglar orasidagi masofa

33.1. Nuqtadan to‘g‘ri chiziqgacha bo‘lgan masofa.

Fazoda nuqtadan to'g'ri chiziqqacha bo‘lgan masofani topish masalasini
qaraymiz. Bizga M|(z),y;, z1) nuqta va bu nuqtadan o‘tmaydigan L to'g'ri
chiziq

T—Zo _Y—Y _ 22
[ m n
kanonik tenglamasi bilan berilgan bo‘lsin. Ma‘lumki, M) nuqta va L to‘g'ri
chiziq orqali yagona tekislik o‘tadi. Izlanayotgan d masofani shu tekislikda
@ = {l,m,n} va MgM, vektorlarga qurilgan parallelogrammning balandligi
sifatida qarash mumkin. Bu vektorlarning vektor ko‘paytmasining uzunligini'

qaraymiz:
\[@, MoMi)| = |1@l| Mo M| sin ]

bu yerda ¢ - @ va MyM, vektorlar orasidagi burchak.
Ushbu d = || MyM;| sin ¢| munosabatni inobatga olsak,

‘[C'i, A/IQIEI]I = !El -d

tenglikni hosil gilamiz. Bundan esa

4 _ lla, Moh1]

lal

formulaga ega bo'lamiz.

/ "y
// / )

Mo IL/

3-chizma

Yuqoridagi formulani koordinatalar orqali yozsak

- |

tenglikni hosil qilamiz.
bo‘lgan masofani ifodalaydi.

n 1
21— 2 T1— Zo
VI +mi+n?

Bu formula fazoda nugtadan to'g’

m n

2
! m ’
Y1—% A1 — 20

1 =T 1 — W

ri chiziqqacha
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33.2. Ikkita ayqash to‘g‘ri chiziglar orasidagi masofa.

Biz ikkita 7 = fy+al var = F2+5.s tenglamalar bilan berilgan Ly, L, ayqash
to'g'ri chiziglar orsadagi masofani hisoblash formulasini keltirib chigarmo-
qchimiz. Ikki to‘g‘ri chiziq orasidagi masofa

d=infd(A,B), A€ L;,B€ Ly

formula bo‘yicha aniglanadi. Bu yerda d(A, B) - A va B nugqtalar orasidagi
masofadir.

Agar to‘g'ri chiziglar kesishsa, ular orasidagi masofa nolga teng bo'ladi.

Parallel to'g'ri chiziglar orasidagi masofa esa ularning biridan olingan ix-
tiyoriy nuqtadan ikkinchi to‘g‘ri chiziggacha bo'lgan masofani fazoda nug-
tadan to‘g'ri chiziqgacha masofa kabi topiladi.

To‘g'ri chiziglar ayqash bo‘lgan holda biz avvalo mos ravishda Ly va L2
to'g'ri chiziqlarga tegishli bo‘lgan Ay va By nugtalar mavjud bo'lib, bu nuqg-
talardan o‘tuvchi to'g'ri chizigning L, Ly Mri chiziglarga perpendikulyar
ekanligini ko‘rsatamiz. Buning uchun biz A¢By vektorni

_._) —
ApBy = (1-"2 + bSQ) - (‘Fl + t—ito)

ko‘rinishda yozib, uning @ va. b vektorlarga perpendikulyarlik shartlarini yoza-
miz. Bu shartlarni skalyar ko‘paytma orqali yozsak, ular

(r2 —711,8) + (@,b)s0 — (&, @)to = 0
(T'2 — T, E) + (51 5)30 - (a) E)to = 0

ko'rinishga keladi. Bu tengliklar so, t; noma‘lumlarga nisbatan chiziqli

tenglamalar sistemasidan iboratdir. Bu sistemaning asosly determinanti &
noldan farqli, chunki

(8,&) (&,b)
(@b) (b,b)

=[ab2>0

munosabat o'rinlidir. Demak yuqoridagi sistema yagona yechimga ega,

ya‘ni (Ag, By) juftlik yagonadir. Endi AgBy kesma uzunligi berilgan ayqash
to‘g’ri chiziglar orasidagi masofaga tengligini ko‘rsatamiz. Buning uchun mos
ravishda L; va L, to'g'ri chiziglarga tegishli va radius-vektorlari

71 + @t, 7, +ES

vektorlardan iborat ixtiyoriy A va B nuqtalar uchun |AB| > |ABy| tengsiz-

likni isbotlaymiz. Bu tengsizlikni isbotlash uchun /ﬁ vektorni

AB =y~ /) + (Bs — at) = (72 = 71 + bsg ~ @to) + (s — s0)b — (t — to)d
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ko‘rinishda yozamiz. Bu ifodada
AgBy =72 — T + gSo — aty
tenglik o‘rinli. Ikkita o'zaro perpendikulyar p, § vektorlar uchun
F+’ =" +q
tenglik o‘rinlidir. Bu tenglik umumlashgan Pifagor teoremasi deyiladi. Bu
tenglikni . } _
p= AgBo, = (s — so)b— (¢t — to)a
vektorlar uchun yozsak,
- = 2
@2 = (FZ — 11+ bsp — 5!0)2 + ((s ~ So)b — (f. — to)d')
tenglikni olamiz. Bu tenglikdan esa
— i - 2 ___)2
AB? > (7, — 71 + bsp — @to)* = Ao Bo
tengsizlikni hosil qilamiz. Endi AgB, kesma uzunligini hisoblash uchun for-

mula keltirib chiqaramiz. Shu magsadda AgBy, G, 5'vektorla.rning aralash
ko'paytmasini tekshiramiz. Aralash ko‘paytma moduli uchun

—_— —
| AgBo@b| = |AoBoll[. bl
tenglik o'rinli ekanligini bilamiz. Bundan esa
| Ao Bodb|
0D0a
=|AgBo] = ———
d = |AoBol @, 5
o k -
munosabatni olamiz. Aralash ko‘paytmadagi AoBo vektornl
—_— — ——= =T
AQBU=A0A1+A131+BIBO o ) 5}?_;.
ko‘rinishda yozaﬂnz. Bu yerda A; € LL_?I € Ly va QAx =TI, araflI;di:-.
Shuning uchun OA, vektor & vektorga, OB vektor esa b vektorga p
Bularni hisobga olsak -
_ |AiBiab|
i@, Bl .
formula kelib chiqadi. Bu formulani koordinatalar yordami

T3— T Y-y 24

yozsak, u

abs| o a2 az
R by by __”3_._?
= 2
az a32+ a3 a1 ay Zz
by b3 b b b b2

ko‘rinishga keladi.
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34-§. To‘é‘ri chiziq va tekislikning o‘zaro vaziyati
Bizga L to'g'ri chiziq

T—Zo Y—Y _Z— 2
ay Qo [¢X]
tenglama bilan, o tekislik esa

Az +By+Cz+ D=0
tenglama bilan berilgan bo‘lsa, ularning tenglamalari bo‘yicha o'zaro vaziya-
tini aniglamoqchimiz.

To'g'ri chiziq va tekislik o'zaro uch xil vaziyatda bo‘lishi mumkin: to‘g'ri
chiziq tekislikka parallel, to‘g'ri chiziq tekislikda yotadi, to‘g‘ri chiziq tekis-
likni bitta nuqtada kesib o‘tadi. -

To'g'ri chiziq tekislikka parallel bo‘lganda to‘g‘ri chiziqning yo‘naltiruvchi
vektori tekislikning normal vektoriga perpendikulyar bo'ladi va to‘g'ri
chiziqning birorta ham nuqtasi tekislikka tegishli bo‘lmaydi, jumladan

tenglamada koordinatalari berilgan My(zo, 10, 20) nuqta ham. Demak, tekis-
lik va to‘g'ri chizigning paralellik sharti

an1 4+ Bas + Caz =0
Azg 4+ Byo+ Cz+ D # 0,
munosabatlardan iborat bo‘ladi. .
To'g'ri chiziq tekislikda yotgan holda ham to‘g‘ri chizigning yo‘naltiruw‘:hl
vektori tekislikning normal vektoriga perpendikulyar bo‘ladi va to'g'ri chizig-

ning barcha nuqtalari tekislikka tegishli bo‘ladi, jumladan tenglamada koor-
dinatalari berilgan Mo(zo, yo, 20) nugta ham. Demak,

(Aay + Bay + Caz =0
Azg+ Byg+ Czp+ D = 0,

tengliklar bir vaqtda bajarilsa, L to'g'ri chiziq o tekislikda yotadi.

Agar to'g'ri chiziq tekislikni biror nuqtada kesib o‘tsa, u holda to‘g'ri
chizigning yo'naltiruvchi vektori tekislikning normal vektoriga perpendikul-
yar bo‘lmaydi.

Agar to'g'ri chiziq tekislikni to'g'ri burchak ostida kesib o‘tsa, to‘g‘ri chiziq
tekislikka perpendikulyarlik deyiladi. Demak, to‘g'ri chiziq tekislikka per-
pendikulyar bo'lsa, u holda to‘g'ri chizigning yo‘naltiruvchi vektori tekislik-
ning normal vektoriga parallel bo‘ladi, perpendikulyarlik sharti esa



34-§. To'g'ri chiziq va tekislikning o'zaro vaziyati 181

munosabatga teng kuchlidir. . a9

Endi to'g'ri chiziq bilan tekislik orasidagi burchakni topish W%§1%1n1
qaraylik: To‘g'ri chizig bilan uning tekislikdagi proyeksiyasi or.amdagl bur-
chakka to'g'ri chiziq bilan tekislik orasidagi burchak deb aytiladi.

To'g'ri chizigq

T—Zo _Y—Y _zZ—2
I m  n

tenglama bilan, tekislik esa

Az +By+Cz+ D=0

tenglama bilan berilgan bo‘lsin. To'‘g'ri chiziq bilan ur-ling P_TO)’ektS“y?ji’
orasidagi burchak ¢ o‘rniga, tekislikning normal vektori n bll?J;’ olga _
chiziqning yo‘naltiruvchi d vektori orasidagi 7 — ¢ burchakni topish qulay.
Haqiqatan, cos(§ — ) = sin ¢y bo‘lganidan
(R, @) Al+ Bm+Cn
7Wllal AT+ B2+ CoVP + m? + n?
formulaga ega bo‘lamiz. e
L . 3 H h

To'g'ri chiziq va tekislikning vaziyatini algebraik yo'l bilan quyidagicha
ham tekshirish mumkin.

Bizga L to‘g'ri chiziq

Siny =

T—Zo _Y¥— %Y — Z2—2
I m n
kanonik tenglamasi bilan, 7 tekislik

Az + By+Cz+ D=0

A st e
umumiy tenglamasi bilan berilgan bo‘lsin. Berilgan Lto glﬂ C:]‘:;?n:";i’;a_
tekislikning umumiy nugtalarini topish uchun ulam.mg eng amuc.huu to'g'si
likda tenglamalar sistemasi qilib, yechimini topamiz. Bum:gni X Gfta il
chiziq kanonik tenglamasidagi proporsiyaning umu.mly (.]1}-'“1(

gilaymiz va bu tenglamalardan =, y, z larni topamiz, ya ol e

S5 TR

T-Io_y-y _z-2_, ToTo_, YW,
I — m ~ a ol L

bulardan (x)
z =X+ 10,y =mA +0, 2 =nA+20

i i ivmatlarini tekislik
tengliklarni olamiz. Bu tengliklardagi x,¥,2 larning qiym

tenglamasiga qo‘yamiz:

=0
A(IX + 7o) + B(mA + %) + Cln + 20) + D
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yoki A ga nisbatan ushbu

Azp+ By + Cz+ D+ A(Al+ Bm+Cn) =0
chizigli tenglamani hosil gilamiz.

Bu chizigli tenglama Al + Bm + Cn # 0 bo‘lganda yagona yechimga ega,
ya'ni to‘g'ri chiziq tekislikni bitta nugtada kesib o‘tadi.

Agar Al + Bm + Cn = 0 bo'lib, Azg + By + C2p + D # 0 bo‘lsa, bu
tenglama yechimga ega emas, ya‘ni to'g‘ri chiziq bilan tekislik kesishmaydi.

Agar Al+ Bm+Cn = 0 bo'lib, Azo+ Byo+Cz+ D = 0 bo'lsa, bu vaqtda
tenglama cheksiz ko'p yechimga ega, ya'ni vo'g'ri chiziq tekislikda yotadi.

Masala. 53! = ¥ = 221 to'g'ri chiziq bilan £+ 2y—2z— 3 = 0 tekislikning
kesistiish nuqtasi topilsin.

Yechish: Al+Bm+Cn =1-24+2-3+4(-2)-2 =4 # 0, de
mak berilgan to‘g'ri chizig va tekislik parallel emas. Endi to‘g‘ri chiziq
tenglamasini parametrik shaklga keltiramiz: i%l =X %= 2=l = ), bular-

danz =2A+1,y=32+0,z = 2\ + 1 7,y, z larning topilg~an ifodalarini
tekislikning umumiy tenglamasiga qo‘yamiz:

224+142-30-2(20+1)-3=0
2X4+146A-42-2-3=0
4h—-4=0
A=1
To=2A+1=2:14+1=3,yp=3A=3-1=3,20=22+1=2-1+1=3
Demak beril_ga.n to'g'ri chiziq tekislikni My(3; 3; 3) nuqtada kesib o‘tar ekan.
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NAZARIYASI

35-§. Aylana va sfera tenglamalari

Bu mavzu affin yoki ortogonal koordinatalar sistemasiga nisbatan ikkinchi
darajali tenglamalar bilan aniglangan chiziglar va sirtlar oilasiga mansub
bo'lgan aylana va sferaga bag‘ishlangan.

Bizga elementar geometriyadan malumki, tekislikda markazi A nuqta,lda,
radiusi 7 bo‘lgan aylana - bu AN masofa r ga teng bo'lgan nuqta]amxrlxg
geometrik o'rnidir. Fazodagi AN = r bo‘lgan N nugqtalarning geometrik
o'rni markazi A nugtada radiusi 7 bo‘lgan sfera deyiladi.

Y

1-chizma

Markazi C(a, b) nugtada bo'lgan r radiusli aylananing tenglamasi quyidagi
ko‘rinishga ega: 2
(x—a)+(y-bP=rs |
Bu tenglama aylananing normal tenglamasi (?eyiladi. Markazi koordinatalar
boshida bo'lsa, aylananing normal tenglamasi

2 ()

2+ y2 =T

ko'rinishda bo‘ladi. lama A # 0 va B*+C%—AD >
9 2 +D = 0 tenglama e A T S L

Ushbu Az?+ Ay?+2Bz+2Cy \/gua’—& bo'lgan

0 shartlarda markazi (—Z, —£) nugtads, radivsi r =

aylanani aniqlaydi.



184 VII BOB. IKKINCHI TARTIBLI CHIZIQLAR NAZARIYASI

35.1-ta’rif. Tekislikdagi ixtyoriy M(z,y) nuqta koordinatalarini aylana-
ning normal tenglamasiga qo‘ysak, hosil qilingan:
Vo T U=(~'~'_C¢)2+,(y—b)2—r2 )
WAl LR " - ‘e v !
son M(z,y) nugtaning aylanage nisbatan darajasi deyiladi. Agar M nug-

tadan C(a,b) nuqtagacha bo‘lgan masofani d desak, bu son o = &% — 2 ga
teng bo'ladi. ! o . :

Agar M nuqta aylana tashqarisida yotsa, M nuqtaning shu aylanaga

nisbatan darajasi musbat, va u M nuqtadan aylanaga o‘tkazilgan urinma

uzunligining kvadratiga tengdir, yoki elementar geometriyaning malum teo-
remasiga ko'ra: 0 = MT? =

MA - M B bo'ladi, yani urinma uzunligining.
kvadrati M nuqtadan o'tkazilgan ixtiyoriy kesuvchi uzunligini uning tashqt
gismi ko‘paytmasiga teng.

Olingan M nuqgta aylana ichida yotsa, M nuqtaning darajasi ey
fiy va uning absolyut giymati shu nuqtadan o‘tuvchi vatar bo'laklarining
ko‘paytmasiga teng bo'ladi: 0 = ~MA- MB

Agar M nuqta aylanaga tegishli bo‘lsa, uning darajasi nolga teng: o = 0.

Agar ushbu

' w=(z-a)+@y-b)-rf=0

w=(z-a) +(y—t)’-r3=0
tengliklar ikkita aylana tenglamasini ifoda etsa,

Ay + Auy =0

tenglama (A;, Ay - ixtiyoriy bir vaqtda 0 ga teng bo‘lmagan sonlar‘) ay-
lana (yoki to'g'ri chiziq)ni tasvirlaydi: %, = 0, up = 0 aylanalar kesishsa,

Ay + Aoup = 0 aylana(yoki to‘g'ri chiziq) aylanalarning kesishish nugqtalari-
dan o‘tadi.

Bu Mu; + Au, = 0 tenglamani, har biri uchun o nisbatning darajasi

“f\\"; ga teng bo'ladigan nuqtalarning geometrik o‘rni tenglamasi deb qarash
mumkin.

35.2-ta’rif. Agar A\, = —); # 0 shart bajarilsa, Ayu; + Atz = 0 tenglama:
U —uy = 0 yoki uy = up to'g'ri chiziqni aniglaydi. Bu to‘g'ri chiziq ikki
aylananing radikal o'qi deyiladi, yani radikal o‘qda yotuvchi har bir nugtaning
har ikkala aylanaga nisbatan darajasi tengdir.

35.3-ta'rif. Uchtau; =0, uy =0, u3 = 0 aylana berilgan bo‘lib, ularning
markazlari bir to'g'ri chiziqda yotmasa, har bir juft aylananing radikal o‘qlari

U1 = U Uy = u3, u3 = u; bitta nuqtadan o‘tadi. Bu nuqta shu uchta
aylananing ixtiyoriy radikal markazi deb ataladi.
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Quyidagilar mos ravishda
u=(z-a)+(@y—-b"-r"=0

v=Arz+By+C=0
_a-)’laﬂ& bi.lan to'g'ri chiziq tenglamasi bo'lsa, u + Av = 0 tenglama aylanani
ifodalaydi. Agar u = 0 aylana bilan v = 0 to‘g'ri chiziq kesishsa, u + Av = 0

aylana ularning kesishish nuqtalaridan o‘tadi.
35.4-tasdiq. 1) Markazi A nuqtada va radiusi r bo‘lgan aylana (sfera)

quyidagi tenglamani qanoatlantiruvchi N nuqtalar to‘plami bo‘ladi:
(R-a} =7 (1)

bu yerda R va @ vektorlar mos ravishda N va A nuqtalarning radius vektor-

lari.
2) Tekislikda ortogonal koordinatalar sistemasiga nisbatan aylana

tenglamasi

(z—a)+(y—b)P=r (2)
ko‘rinishida bo‘ladi, bu yerda a, b sonlari A nuqtaning koordinatalari. Bu (2)
tenglamani unga ekvivalent bo‘lgan ushbu

22 +y? —2ax—2by+o0=0 ®3)
ko‘rinishida yozish mumkin, bu yerda o = ot + -1
3) ortogonal koordinatalar sistemasiga nisbatan sfera tenglamasi
(z—a)+ =0+ (- =7 )
ko‘rinishida bo‘ladi, bu yerda a,b, ¢ sonlari A nugtaning koordinatalari. Bu
(4) tenglamani unga ekvivalent bo‘lgan ushbu
()

:1:2+y2+z2—20x—2by—262+0=0

a=a2+b2+c’2—r2.
h formulasidan foydalanib Ava
a isbotlash kerak bo'lgan

ko‘rinishida yozish mumkin, bu yerda
Isbot. Ikki nuqta orasidagi masofani topis
N nugtalar orasidagi masofani hisoblaymiz. Natijad
tengliklarni hosil gilamiz. .
Yuqoridagi (3) ko'rinishidagi tenglamalarni (2) tenglama ko'rinishida
yozish mumkin bo‘lganligi uchun (3) ko‘rinishidagi har qanday tenglama av-
lanani aniqlaydi. Masalan,

12+y2—-2?+!/‘1=0 (5)
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1\ FEARE:
TTg) T\¥YT2) T2
ko‘rinishida yozish mumkin va u markazi (}, —1) nuqtada va radiusi \/’g ga

teng aylana tenglamasidir.
Ikkinchi tomondan

tenglamani

4+ —z+y+1=0 (M

tenglamani qanoatlantiruvchi haqiqiy koordinatali nuqtalar mavjud emas. Bu

tenglamani
1\2 il 1\ 2 !
T3 YT3) T3

ko'rinishida yozamiz va uni zosmas aylana tenglamasi deyiladi. Lekin har
ikki holda ham (3) tenglama aylananing umumiy tenglamasi deyiladi. (5)
tenglama esa sferaning umumiy tenglamasi deyiladi.

Aylananing umumiy tenglamasida uchta parametr ishtirok etadi. Demak,
aylana tenglamasi uni qanoatlantiruvchi uchta nuqta yordamida hosil qili-
nar ekan. Elementar geometriya kursidan yaxshi malumki, buning uchun
berilgan uchta nuqta bir to‘g'ri chizigda yotmasligi kerak. Shuningdek har
bir uchburchak uchun bitta aylana mavjud bo‘ladi. Agar berilgan nuqtalar
Mi(zi,yi, %), (i = 1,2,3) bo'lsa, aylana tenglamasi ushbu

::,?+y,-2—‘2aa:,~—2by,~+a=0
tenglamalar sistemasini a, b, o larga nisbatan yechib hosil qilinadi. Determi-
nantlar nazariyasi bilan tanish talabalar izlanayotgan aylana tenglamasi
4y oy 1
4y oy 1

T3+ys T3 Y 1
34+9y3 23 oy 1

=0 (8)

ko'rinishida bo‘lishini osongina topishadi. Bu determinant hisoblansa u (3)
tenglama ko'rinishini oladi. Ikkinchi tomondan bu determinant nolga teng
bo'ladi, agar (z,y) ni x;,3 bilan almashtirilsa (ikkita satri bir xil bo'lgan
determinant nolga teng).

Huddi shunga o‘xshash bir tekislikda yotmaydigan to‘rtta nugtadan
o'tuvchi sfera tenglamasini ham hosil qilishimiz mumkin. Bu masalani ta-
labalarga mustaqil ish sifatida qoldiramiz.

Bizga ma'lumki chiziglar va sirtlar parametrik tenglamalar yordamida

ham berilishi mumkin. Endi biz aylana va sfera uchun ham parametrik
tenglamalar yozmoqchimiz.
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Y

¥

/' M
1L
\

o

A(a.B) X’

AN

—— e

2-chizma

A TR T
chakﬁanl: uchun parametr ¢ sifatida AM vektor va Oz o‘qi orasidagi bur-
olsak, M nugtaning koordinatalarini osongina topamiz:

T =rT1cost+a 9
y =rsint + b. ©)

(9) tenglama aylananing parametrik tenglamalari bo‘ladi.

: sz

o~

M

7

3-chizma

kerak bo‘ladi. Ulardan biri sifatida
bilan Ozy tekisligi orasidagi bur-
likni, yani AM to'g'ri chiziq orqali

Sfera uchun bizga ikkita parametr
geografik kenglikni, yani AM vektor
chakni, ikkinchisi sifatida geografik uzog
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o‘tuvchi Oz o‘qiga parallel tekislik bilan A nuqgta orqali o‘tuvchi Oxz tekis-

ligiga parallel teknshk oras1dag1 1. burchakni olamiz. U holda M nuqtaning
koordinatalari —

l':t = a + TCospcosy
4 ¥y = b+ rcospsiny (10)
I.Z = €+ rsing

formulalar bilan aniqlanadi. Bu tengliklar sferaning parametrik tenglamalari
bo'ladi.

36-§. Qutb, silindrik va sferik koordinatalar sistemasi

Shuni takidlab o'tishimiz kerakki, aylana va sferaning parametrik
tenglamalaridagi parametrlarni ayrim hollarda maxsus turdagi koordinatalar
sifatida foydalaniladi va ular tadbiqiy masalalarda muhim rol o‘ynaydi. Agar
tekislikda O nuqta qutb boshi bo‘lsa, har bir N nugta markazi O nuqtada,
radiusi r = [ (ON) bo'lgan aylanaga tegishli bo‘ladi (bu yerda ! uzunlik).
Agar § oriyentirlangan yo‘nalish Oz o'qi yo‘nalishi va § bilan ON orasidagi
oriyentirlangan burchak sifatida ¢ ni olsak, (r, ¢) juftlik N nuqtani aniqlaydi.
(r, ) juftlik N nuqtaning qutb koordinatalari deyiladi.

Qutb koordinatalardan foydalanishda ba’zi muammolar mavjud. Birinchi-
dan, bu koordinatalar O nuqta uchun aniqlanmagan. N nugta O nuqta bilan
ustma-ust tushganda  burchak aniqlanmagan, lekin O nuqta 7 = 0 ga mos
keladi deyish mumkin. Ikkinchidan, 7 uzunlik bo‘lgani uchun r > 0 shartni
talab qilishimiz kerak bo‘ladi, ¢ burchakning giymati esa 2rn (bu yerda n
ixtiyoriy butun son) ga teng bo‘ladi. Tekislik nuqtalari va nugtaning qutb
koordinatalari orasida o‘zaro bir giymatli moslik o‘rnatish uchun r va ¢ ning
qiymatlarini quyidagi oraliglarda o‘zgaradigan qilib olishimiz mumkin:

0<7<+00,0 << 2m.

Lekin bazi masalalarda nuqta tekislik bo‘ylab uzluksiz harakat qilishi
kerak. Bunday hollarda ¢ burchakning giymatini 27 dan katta, r barcha
haqiqiy giymatlarni qabul giladi deb hisoblash mumkin. Bu noqulayliklarga
qaramasdan qutb koordinatalardan foydalanish ko‘pgina hollarda qulaydir.

Agar (z,y) Dekart koordinatalar sistemasini 4-chizmadagidek kiritsak,
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y

N

4-chizma

quyidagi
T = TCOSY, Y = rSiny

bog‘lanishlarni olamiz. Berilgan N nuqtaning Dekart koordinatalari malum
bo‘lsa, uning qutb koordinatalarini topish uchun r = \/z?+y? formula
bo'yicha birinchi qutb koordinatani topamiz. Ikinchi qutb koordinatani to-
pish uchun nuqtaning N nuqtaning qaysi chorakda joylashganligini bilishimiz
kerak va ¢ = arctg? yoki ¢ = arcctg® tengliklardan foydalanishimiz kerak.

Fazoda N nuqta uchta son bilan amqlamshx mumkin: (p, p, z). Bu yerda
(. ) juftlik N nuqtaning Ozy tekisligidagi proyektsiyasi bo‘lgan H nugtan-
ing qutb koordinatalari, z esa N nuqtaning Oz o‘giga proyektsiyasi bo'lgan
H nuqtaning applikatasidir. Ushbu (p, ¢, z) sonlar N nuqtaning silindrik
koordinatalari deyilads.

S R R IR

=

5-chizma
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Agar biz fazoda dekart koordinatalar sistemasini kiritsak, silindrik va
dekart koordinatalari orasidagi ushbu

T = pcosy
4y = psing
[

bog'lanishlarni olamiz. Bu yerda p, ¢ o‘zgaruvchilar uchun

0<p<+o0, 0Kp<2n
munosabatlar o‘rinlidir.

Fazoda silindrik koordinatalar sistemasini kiritganimizda fazo bitta o‘qqa
ega bo'lgan ichma-ick joylashgan (kontsentrik) silindrlarga ajraladi. Fazo-
ning har bir nuqtasi bu silindrlarning faqat bittasiga tegishli bo‘ladi. Agar
nuqtaning silindrik koordinatalari (p, y, z) bo‘lsa, bu nugta yotgan silindming
radiusi p ga teng bo'ladi. Agar nuqta silindrlar 0‘qiga tegishli bo'lsa, u tegishli
bo‘lgan silindrning radiusi nolga teng bo‘ladi. Yugoridagi tanlangan dekart
koordinatalar sistemasida silindrlarning o‘i Oz o‘qidan iboratdir. Bu dekart
koordinatalar sistemasida kontsentrik silindrlar tenglamasi

%+ y'z = p2
ko‘rinishda bo‘ladi.

Huddi shuningdek fazodagi M nugta quyidagi uchta son bilan ham
aniglanishi mumkin: (p,¢,%). Bu yerda p = |OM| ga teng bo‘lgan ma-

sofa, ¢ va 1 esa mos ravishda markazi O nuqtada, radiusi p bo‘lgan sferada
kenglik va uzoqlikdir.

6-chizma
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Yuqorida. aniglangan p, ¢, ¢ kattaliklar M nuqtaning sferik koordinatalari
dey ',ladi' Bunga sabab, fazoning koordinatalari p = cost tenglamani qanoat-
lam."uvcm nugtalari to'plami sferani tashkil giladi. Fazoning har bir nuqtasi
radiusi koordinata boshidan shu nuqtagacha bo‘lgan masofaga teng bo‘lgan
sferada yotadi. Nuqtaning dekart koordinatalari bilan sferik koordinatalari
orasidagi bog‘lanish quyidagicha bo‘ladi:

[z = peospsing, 0 < ¢ < 2w
y = psingpcosy, —5 <P < 3
z = pcosy

. Odatda fazo nugtalari bilan ularning sferik koordinatalari orasidagi moslik
O'zaro bir giymatli bo'lishi uchun ular uchun

0<r<+4o0, 0<p<2n, O<yp<m

chegaralar qo'yiladi.

Fazoda sferik koordinatalar sistemasini kiritganimizda fazo markazi bitta
nugtada bo‘lgan sferalarga ajraladi. Agar nuqtaning sferik koordinatalari
(b, %) bo'lsa, u yotgan sferaning radiusi p ga teng bo'ladi. Bu masofa nug-
tadan koordinatalar boshigacha bo‘lgan masofaga tengdir. Nuqta p radiusli
sferada yotgan bo‘lsa, ¢ va ¥ burchaklar uning sferadagi vaziyatini aniglaydi.

Markazi C(a, b, ¢) nuqtada, r radiusli sfera tenglamasi quyidagi ko'rinishga
ega:
(z—af+ -t +(z -0 =r"

2

AR

7-chizma
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Bu tenglama. sjeranmg normal tenglamasi deylla.dl Agar sfera markazi
koordinatalar, bqs.hx bilan ustma-ust tushsa, nermal tenglama quyidagli

224 3 frag — T:»'"I- e
ko'rinishga ega bo‘ladi.
Ushbu
Az + Ay + A2 + 2Bz + 2Cy + 2Dz + E =0
tenglama

A#£0,B24+C*+D>— AE>0

shartda markazi (— —— ——) nuqtadagi va radiusi r = \/k‘—cg—:,‘?—z;"ﬁ ga
teng bo'lgan sferani amqlaydl

36.1-ta'rif. Ixtiyoriy M nuqtaning radiusi r, markazi C nugtada bo‘lgan
sferaga nisbatan darajasi deb

u=d2_r2

songa aytiladi. Buerdad =

|MC| soni M nuqtadan C markazgacha bo‘lgan
masofa.

Agar M nuqta sfera tashqarisida yotsa, bu nugtaning sferaga nisbatan
darajasi musbat sondir. Bu son M nuqtadan sferaga o‘tkazilgan urinma
uzunligining kvadratiga teng. Agar M nugqta sfera ichida yotsa, bu nugtaning
sferaga nisbatan darajasi manfiy son bo‘ladi va absolyut giymati bo'yicha
M P-MQ ko'paytmaga teng. M P, MQ kesmalar M nuqtadan o‘tuvchi ixtiyo-
riy vatar bo‘laklarining uzunliklariga teng. Agar M nuqta sferada yotsa, bu
nuqtaning sferaga nisbatan darajasi nolga teng. M(z,y, z) nuqtaning markazi
C(a, b, c) nuqtada yotuvchi va radiusi 7 ga teng sferaga nisbatan darajasi

s=(z-a)’+y-b>2+(z-¢c)? -1
formuladan aniqlanadi.

36.2-ta’rif. Kontsentrik bo‘lmagan ikkita sferalarga nisbatan teng dara-
jali nuqtalarning geometrik o‘rni tekislikdan iborat. Bu tekislik ikkita sfera-

ning radikal tekisligi deyiladi. Agar sferalar kesishsa, radikal tekislik ularning
umumiy aylanasi orqali o‘tadi.

Ikkita sfera tenglamalarini qaraylik:
(z=a) + @y =b)+(z~a)~r} =0,

(x—aa)2+(y—b2)2+(z—c2)’—r§=0

va ularning chap tomonlarini uj, u; deb belgilaylik. Ushbu A\juy + Aquz =0
tenglama Ay, A, sonlar bir vaqtda nolga teng bo‘lmagan holda sfera yoki
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tekislikni aniqlaydi. Agar sferalar kesishsa, bu tenglama ularning umumiy
aylanasidan o'tadigan sferani yoki tekislikni ifoda etadi. u; = uo tenglama
radikal tekislikni aniqlaydi.

Ushbu Au + pv =0 tenglamada u = 0 sfera tenglamasi va v = 0 tekislik
tenglamasi bo‘lsa, X # 0 shartda sferani, yoki A = 0, u # 0 shartda tekislikni
aniqlaydi. Agar ular kesishsa bu sfera tekislikning sfera bilan kesishish chizig'i
orqali o‘tadi.

36.3-tasdiq. Bizga markazi A nugtada bo‘lgan " aylana yoki sfera beril-
gan bo'sin. Aylana tekisligida yotuvchi d to‘g'ri chiziq aylanani ikkita hagiqiy
koordinatali nuqtalarda kesib o‘tadi, agar A nuqtadan d to'g'ri chiziqqacha
bo'lgan masofa radiusdan kichik bo‘lsa. Agar bu masofa radiusga teng bo'lsa
bitta haqiqiy koordinatali nuqtada kesib o‘tadi. Agar bu masofa radiusdan
katta bo'lsa to‘g'ri chiziq kesib o‘tmaydi. .

36.4-natija. Aylana (sfera)ning har bir urinmasi (urinma tekisligi)
urinish nuqtasiga o‘tkazilgan radiusga perpendikulyar bo‘ladi. )

Urinma tushunchasi muhim geometrik rol o'ynaydi. Shuning uchun turli
geometrik holatlar uchun urinma tenglamalarini yozish qiziqarlidir. Agar
tekislik (fazo)dagi tayin nuqta bo‘lsa, (1) teglama bilan berilgan aylana
(sfera)ning berilgan nuqtadan o‘tuvchi barcha urinmalarini topamiz. .
Agar urinma (urinma tekislik)ga tegishli bo‘lgan ixtiyoriy M nugtamﬂg.
radius vektori 7 bo'lsa, urinma (urinma tekislik) tenglamasi 1"' =70 _+_)W
(_F_:FO + AU + uv) ko‘rinishida bo‘ladi va uning yo‘naltiruvchi vektori v
MoM =7 — 7, ga teng.
y
Mo

8-chizma
Shuning uchun MoM to'g'ri chiziq aylana (sfera)ga urinma bo'lishi uchun
7 vektor A = 0 shartni qanoatlantirishi, ya'ni
. 7)) = 11
(= 7)o — D - 7= 7o) (P = (F = 7)) =0 (1)
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tenglik bajarilishi kerak, bu yerda A = (7 — 7p)aw.
Yuqoridagi mulohazalardan ushbu tasdiq kelib chiqadi.

36.5-tasdiq. Aylana (sfera)ning berilgan My nuqtasida o‘tkazilgan urin-
ma tenglamasi

(F-a)FH-a) - A - [(F-a* -] [(R-a*-#) =0  (12)
ko‘rinishda bo'ladi.

Isbot. Biz M (7) nuqta urinmaga tegishli bo'lishi uchun 7 vektor (12) teng-
likni qanoatlantirishi zarur va yetarli ekanligiga egamiz. Shuning uchun _blz
(12) tenglik (11)-tenglikka teng kuchli ekanligini isbotlashimiz kerak. Bunmg-
uchun (11) tenglikda ushbu 7—a+&—7; almashtirishni bajaramiz va qavslarfn
ochamiz. Natijada (12) tenglikni hosil gilamiz. (12) formulaning geometrik
manosi quyidagidan iborat. Agar My nuqta aylanaga tegishli bo'lsa, (12)
tenglik

(F-a)(p-a) -7 =0 (13)

ko'rinishiga keladi. (13) tenglama to'g'ri chiziq tenglamasi bo'lib, u aylana-
ning My nuqtadagi urinmasi tenglamasidir. Bu urinma T'M, radiusga par
pendikulyardir. Shuning uchun TM, to'g'ri chiziq aylananing Mo nuqt.adafgl
normal tenglamasi bo‘ladi. Sfera uchun esa (13)-tenglamani fazoda qaraymiz.
U holda bu tenglik My nuqtadan o‘tuvchi va radiusga perpendikulyar tekislik
tenglamasi bo‘ladi. Bu tekislik sferaning M, nuqtadagi urinmalaridan tashkil
topganligi uchun uni sferaning My nuqtadagi urinma tekisligi tenglamasi det?
ataymiz. TMg to'g'ri chiziq esa sferaning My nuqgtadagi normal tenglamasi
bo'ladi.

Yuqoridagi (13) tenglamaning chap tomoni aylana (sfera) tenglamasi-
ning chap tomonidagi (7 — &)? ifodani skalyar ko‘paytma shaklida yozib,
ko‘paytuvchilardan birida 7 vektorning o'rniga 7 vektorni qo'yib hosil qili‘
nadi. Bu jarayon algebra kursidan malumki, qutblashtirish deb yuriti-

ladi. Agar (1) va (13) tenglamalar koordinatalar yordamida yozilsa, aylana
(sfera)ning (3) (5) umumiy tenglamasini qutblashtirish ushbu

% - 13, T > %(I + xq) (14)

almashtirish yordamida amalga oshiriladi. Bu almashtirish y va 2z
o‘zgaruvchilar uchun ham huddj shunday yoziladi, bu erda zg,yo0,20 lar

My nuqtaning koordinatalari. Natija shundan iboratki, aylana (sfera)ning

M, nuqtadagi urinma (urinma tekislik) tenglamasi bu uning umumiy
tenglamasini qutblashtirishdir.
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36.6-misol. Ushby Mo(2, -1, 3) nuqta
P+’ +2—z+y+2-14=0

:-;nglama b’la:n b‘erilgan F sferaga tegishli ekanligini tekshiring va I' sferaga
0 mlqt:ddagx urinma tekislik tenglamasini yozing.
nu(::::if:shl.( Be(;'.ilgan Mo nuqta ' sferaga.(;e_zgishli ekanligi tekshirish uchun
oson Urgi 4 ln.at.alan sfera t?n_glamf'isml qanoatlantirishini ko‘rishimiz
lashn'ira}n‘nmg te,k'Shk tenglamasini yozish uchun sfera tenglamasini qutb-
el +‘Zé Ul’:lng uchun elsa (14) munosabatdan foydalanamiz. Natijada
- 2= 3z +2) + 4y — 1) + §(z + 3) — 14 = 0 tenglikni yold
Y+ 72— 28 = 0 ni hosil qilamiz. Bu izlanayotgan urinma tekislik

tenglamasidir.
" End]_ yana (12) tenglikka qaytamiz. Agar M, nuqta I" aylana (sfera)dan
ag qarida yotsa, malumki bu nuqtadan aylanaga ikkita urinma, sferaga esa
:Hnma konus o‘tadi. Agar My nuqta T aylana (sfera)ning ichida yotsa, u

0@“ bu nuqtada aylana (sfera) uchun haqiqiy urinma (urinma tekislik) yo‘q.
Le_k“‘ aytish mumkinki, bu holda (12) tenglik aylana uchun ikkita mavhum
urinmalar juftligini, sfera uchun esa xosmas konus tenglamasini aniglaydi.

~ Shuni ham ta’kidlashimiz kerakki, urinma (urinma tekislik) bilan aylana
(Sfer_a)“ing kesishish nuqtasi Mo ning koordinatalari (1) va (12) tenglik-
larni qanoatlantirishi bilan bir qatorda (13) tenglikni ham qanotlantirishi
kerak. Natijada urinma (urinma tekislik) Mo nugta uchun muhim geometrik
a%lamiyatga egaligini hosil gilamiz. Bu urinma (urinma tekislik) Mp nuqta
bilan aylana (sfera)ga nisbatan qutb o'qi (tekisligi) va Mo nuqta quth boshi
deyiladi.

36.7-misol. Ushbu z+y+z+ 1 = 0 tenglama bilan berilgan tekislikning

z* + V+2t-z+ y+ z — 14 = 0 tenglama bilan berilgan sferaga nisbatan

qutb boshini toping.
Yechish. izlanayotgan qutb boshi Mo(zo,yo,zo) nugta bo'lsin. U holfia
sfera tenglamasini qutblashtirish yordamida qutb tekisligini hosil qilamiz,

uning tenglamasi
1 1 : 14=0
IIO—yyo+zzo—§(z+:ro)+§(y—yo)+ §(Z+lo)— =

yoki unga ekvivalent bo‘lgan
1 1 1 =
z(zp ~ %) + y(yo + §)+z(zo+5)+-2—(—zo+yo+'~’o} -28=0
Bu tekislik berilgan tekislik bilan ustma-ust tushishi,

ko'rinishga ega bo‘ladi. L : =
yani ularning mos koeffitsiyentlari proporsional bo'lishi kerak va biz zo =
—88 yo = zo = — 2 ni hosil qilamiz.
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36.8-tasdiq. Aytaylik I’ aylana (sfera) umumiy tenglamasi-(3) (mds
ravishda (5)) bilan berilgan va M nuqta aylana (sfera) yotuvchi tekislik
(fazo)ning ixtiyoriy nuqtasi bo‘lsin. U holda, agar Pi, P, nuqtalar T ay-
lana (sfera)ning M nuqtadan o‘tuvchi d o'q bilan kesishish nuqtalari bo‘lsa,
a(MPy) - a(M P,) ko'paytma d ,0'qqa bog'liq emas.

37-§. Tekislikda dekart koordinatalar sistemasini almashtirish

Tekislikda dekart koordinatalar sistemasi berilgan bo‘lib, uni koordinatalar
boshi O nuqta atrofida ¢ burchakka burishni garaylik.
37.1-tasdiq.: Nuqtaning "eski”

va "yangi” koordinatalari orasidagi
bog‘lanish

Jz =z'cosp — ' singp
ly =z'sing + y' cosy
tenglamalar sisternasi bilan aniqlanadi. .
Isbot. Bir vektordan ikkinchisiga qisqa burilish yo‘nalishi soat strelkasi
yo'nalishiga garama-qarshi bo‘lsa, bu vektorlar o'ng ikkilik, aks holda chap
ikkilik tashkil qiladi deyiladi. Bazis sifatida biror ikkilik tanlansa, biz oriyen-
tatsiya tanlab olingan deb hisoblaymiz. Bizga {7,j} va {#,j'} ortonormal
bazislar berilgan bo'lsin. Bu bazislar yordamida kiritilgan Dekart koordifla-
talar sistemasilarini mos ravishda Ozy va O’z'y’ bilan belgilaylik. Nuqtaﬂlﬂ.g
"eski”. va "yangi” koordinatalari orasidagi bog'lanishni topamiz. ”Yangl_"
koordinatalar sistemasi markazining "eski” koordinata sistemasidagi koordi-
natalarini (a,b) bilan belgilaylik. .
Tekislikda M nuqta berilgan bo‘lib, uning Ozy va O'z’y sistemalardagi
koordinatalari mos ravishda (z,y) va (z’,3) juftliklardan iborat bo'lsin.

v
VL

~
~t

S~
Q

9-chizma
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Biz quyidagi tengliklarga ega bo‘lamiz:
= s ok = @ o w2
OA=zi+yj, OA=2'V +yj, 00 =ai+bj
Har bir vektorni {7, 7} bazis orqali ifodalash mumkinligi uchun

¥ = all'{"' am}' (1)
J'=ani+aznj

munosabatlarni hosil qilamiz. Bu ifodalarni

— == | Tm . i

OA =00 +0'A, OA =zi+yj
tengliklarga qo'yib

Ti+y) = ai 4+ b] + auz’i + ainx'] + any'i + any's
tenglikni hosil qilamiz.
Bazis vektorlar {7, } chizigli erkli oilani tashkil etganligi uchun yuqor idagi

munosabatdan

z=ayr tany +a 2)
y=apt +any +b

formulalarni olamiz. Endi a;; koeffitsiyentlarni topish uchun ikkita holni

qarayimiz.

Birinchi hol: {7,7} va {#, j'} bazislar bir xil oriyentatsiyaga eg2. Bu holda
agar o bilan 7 va # vektorlar orasidagi burchakni belgilasak. 7 v& 7' vektorlar
orasidagi burchak ham ¢ ga teng bo'ladi. Yugoridagi (1) tengliklarning har
ikkalasini 7 va j vektorlarga skalyar ko‘paytirib

Q11 = COS¢, ayp = Sing, an = —siny, a2 = cosy

formulalarni olamiz. Bu formulalarni (2) formulalarga qo'yib mos ravishda

quyidagi ikkita formulalarni olamiz:
r =1z cosg— Yy singta (3)
y = 'sing +y cosp + b

Bu holda o‘tish determinanti uchun
cosyp —sing
sing C€OSY

=1

tenglik o'rinli. -
Ikkinchi hol: Agar {3,7} V&
bo‘lsa, i va # vektorlar orasidagi

(@ 7} bagzislar har xil onygntntgl)’ﬂgﬂ elg
’ asak, j vaJ vektorlar

burchakni g bilan belgil
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orasidagi burchak 7 — ¢ ga teng bo‘ladi. Bu holda (1) tengliklarning har birini
i va j vektorlarga skalyar ko‘paytirib

a); = Cosp, a)p = siny, gz, = siny, agg = — COsY
formulalarni hosil gilamiz. Bu holda koordinatalarni almashtirish formulalari
J(:z: =1z'cosp+y'sinpg+a
]\y =z'sinp—y'cosp+b

ko‘rinishda bo‘ladi. Bu holda o‘tish determinanti uchun

(4)

cosyp sing
sing —cose

=-1

tenglik o‘rinli bo‘ladi.
Demak koordinatalar sistemasini almashtirganimizda o'tish matritsasinig

determinanti musbat bo'lsa, oriyentatsiya o‘zgarmaydi. Agar o‘tish mat-

ritsasining determinanti manfiy bo‘lsa, oriyentatsiya qarama-qarshi oriyen-
tatsiyaga o‘zgaradi.

38-§. Ikkinchi tartibli chiziglarning kanonik tenglamalari

Biz bu mavzuda ikkinchi darajali tenglamalar bilan aniglanadigan chizia-
larni qaraymiz. :

Ikkinchi tartibli chiziglar oilasiga mansub bo‘lgan aylananing xossalari va
unga doir masalalar bilan biz oldingi mavzuda tanishgan edik. Endi esa
boshqa chiziglar bilan tanishamiz va ularning muhim xossalarini o‘rganamiz.
Ikkinchi tartibli chiziqlardan ellips, giperbola va parabolani qaraymiz.

Yugorida bayon ctilgan chiziglarni bitta atama bilan atash mavjud bo‘lib,
ellips, giperbola va parabola zos konus kesimlari yoki gisqacha konikalar deb
yuritiladi. Bunday atalishiga sabab, bu chiziglarni cheksiz aylanma konus
sirtni turli tekisliklar yordamida kesish yordamida hosil qilish mumkinligini
isbotlash mumkin.

Agar tekislik konusning bir pallasini kesib o‘tsa, kesimda ellips hosil
bo'ladi. Agar tekislik konusning ikkala pallasini kesib o‘tsa, kesimda giper-
bola hosil bo'ladi. Agar tekislik konusning yasovchilaridan biriga parallel
bo'lsa, kesimda parabola hosil bo‘ladi (9-chizma). Agar kesuvchi tekislik
konus uchidan o‘tsa, u holda kesimda ikkita kesishuvchi to‘g‘ri chiziglar
juftligi hosil bo‘ladi. Biz bu Jjuftlikni zosmas konikaler deb ataymiz.

38.1-ta'rif. Tekislikda ixtiyoriy nuqtasidan berilgan ikkita fokuslari deb
ataluvchi Fy va F; nuqtalargacha bo‘lgan masofalar yig‘indisi o‘zgarmas 2a
migdorga teng bo'lgan M nuqtalarning geometrik o‘rni ellips deb ataladi.



38-§. Ikkinchi tartibli chiziglarning kanonik tenglamalari 199

Hozir biz qulay koordinatalar sistemasida uning tenglamasini topamiz va
uni ellipsning kanonik tenglamasi deb ataymiz.

Koordinatalar sistemasini quyidagicha kiritamiz: koordinatalar boshi
sifatida F\F, kesmaning o‘rtasi O nuqtani, Oz o‘qi sifatida FiF, to'g'ri chi-
zigqni, Oy o'qi sifatida esa O nuqtadan Oz o‘giga perpendikulyar ravishda
o‘tuvchi to'g'ri chizigni tanlaymiz. U holda agar |Fy Faf = 2¢ bo'lsa, Fasiign
ko‘ra ellipsga tegishli M nuqtalar uchun o‘rinli bo‘lgan ushbu FAM + PRM =
2a munosabat

VEF IR+ E P = <
ko‘rinishga ega bo‘ladi. Bu tenglikning chap tomonidagi go‘shiluvchilardan
birini o'ng tomonga o‘tkazamiz va tenglikning ikkala tomonini ikki marta
kvadratga oshirsak, (1) tenglik

(a2 — ) + a%y? = a*(a® — &) (2
ko‘rinishni oladi. Va nihoyat biz b = va? — ¢ > 0 belgilashni kiritsak, (2)
tenglik

2 L2 -

a?
ko‘rinishni oladi va (3) tenglama ellipsning kanonik tenglamasi deyiladi.
Kanonik (3) tenglamani qanoatlantiruvchi ixtiyoriy N (zo,y0) nuqta el
lipsda yotadi.
Haqiqatan ham, agar NF; + NF; = 2a’ bo'lsa, yugoridagidek ushbu
2 ¥ 0 b=Va?-E>0
AR e
tenglikni hosil gilamiz. Bu tenglikni (3) bilan taqqoslab

1 1 1 1

(- 0) +8 () =
tenglikni olamiz. Shuningdek a < @', @ > @ bo'lganligidan b < ¥, b 2 g

bo‘ladi. Mos ravishda biz ' = a ni hosil gilamiz. . r
Yugqoridagi a,b sonlar ellipsning yarim o0'glari deb ataladi. (3) .tenlghkj
dan ko'rish mumkinki, koordinata o‘qlari ellipsning simmetriva o'qlari boladi
(nima uchun?), koordinata o‘qlari bilan kesishish nuqtalari esa ellipsning uglte
lari, koordinata boshi ellipsning simmetr tya markazi bo'ladi. Ellipsning birin-
chi chorakda joylashgan gismi oshkor ko‘rinishdagi

2
y="byl- pel
funksiyaning grafigidan iborat bo'ladi. Bundan ko'rinadiki 0 < z £ @

oraliqda y ning qiymati b dan 0 gacha kamayadi. Yuqo.rida‘g;ila‘mi inobatga
olsak, ellipsning ko‘rinishi 10-chizmada tasvirlangan kabi bo'ladi.
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Ay

B{0:b)

B0:b)

10-chizma

Biz oldingi mavzuda o‘rgangan aylana ellipsning xususiy holi bo'lib, ikkala

fokuslari ellips simmetriya markazi bilan ustma-ust tushgan holga to‘g'ri ke-
ladi.

38.2-ta'rif Tekislikda ixtiyorly nuqtasidan berilgan ikkita fokuslari deb
ataluvchi F} va F; nuqtalargacha bo'lgan masofalar ayirmasining absolyut
qiymati o'zgarmas 2a migdorga teng bo‘lgan M nuqtalarning geometrik o'rni
giperbola deb ataladi.

Demak giperbolani tekislikda |F\M — M| = 20 munosabat o‘rinli
bo‘ladigan M nugtalarning geometrik o'rni sifatida qarashimiz mumkin. Bel-
gilashlarni ellipsdagidek olsak, F} va F, nuqtalar fokuslari bo‘ladi. Dekart

koordinatalar sistemasi huddi ellipsdagidek kiritilib, giperbolaning kanonik
tenglamasi

.’132 y2

i = § (4)
o2 ¥

ko'rinishida bo‘lishini (bu yerda b = \/I ¢? — a?) va bu tenglamani ganoat-

lantiruvchi ixtiyoriy nuqta giperbolada yotishini hosil gilamiz.

Koordinata boshi giperbolaning simmetriya markazi, koordinata o‘qlari
giperbolaning simmetriya o‘glari bo‘ladi, koordinata o‘qlari bilan kesishish
nuqtalari esa giperbolaning uchlari bo'ladi (Oy o‘qdagi uchlari mavhum nug-

talar bo'ladi). Giperbolaning birinchi chorakda joylashgan gismi oshkor
ko'rinishdagi

x2
y=b ';"'1

funksiyaning grafigidan iborat bo'ladi. Yuqoridagilarni inobatga olsak, giper-
bolaning ko'rinishi 11-chizmada tasvirlangan kabi bo‘ladi.
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¥
b
= ~(hfa)e v = (b/a)z
M(z.y)
Fi(c.0)
Fa(—c.0) A'(-a,0 (@.0) .
11-chizma

aniGl:)EFbola ‘ik‘k'ita ‘shoxdan iborat bo'ladi. y = *2z tenglamalar bilan
teg?s e lrilgnaun tt:olg ri chiziglar giperbolaning asimptotalari deyiladi. Giperbolaga
= _)q ::ka;r‘ £ — +00 da asimptotalarga cheksiz yaginlashadi (z — 00
A K : L. -y
- lgaar a. bzbo lszzl, chiziq teng tomonli giperbola deyiladi va uning kanonik
orafidnla-‘sll) oA = a? ko'rinishda bo‘ladi. Agar koordinata o‘qlari
e \,aol urchak bissektrisalarini koordinata o'qlari sifatida olsak, u holda
X g tomonli giperbola tenglamasi zy = k ko‘rinishint oladi (nima uchun?),
u yerda k o‘zgarmas son.
Endi biz ellips va giperbolaning ikkinchi tarifini hasidal yangl ihizia
parabolani aniglaymiz.
. T;akisllil‘cga b.er.ilgan tayin F nuqgta - fokus, F' nugtadan o‘tmaydigan beril-
gan ! to'g'ri chiziq - direktrisa deb ataladi. Biz tekislikdagi

MF
m:g:(;cmsc,(MN_Ll,Nel) ®)

alarning geometrik o'rnini topamiz. Bu

munosabatni ganoatlantiruvchi nuqt
as son e esa ekstsentrisitet deb ataladi.

nuqtalar o‘rni chiziq bo'ladi, o‘zgarm
Buning uchun ortogonal koordinatalar sistemasini quyidagicha kiritamiz:
kulyar to‘g'ri chiziqni Oz o'qi, £ nug-

i n.uqtadan o‘tuvchi va | ga perpendi
taning koordinatalarini (¢, 0), ! to'g‘ri chiziqning tenglamasini £ = d deb faraz

qgilamiz (12-chizma) (keyingi hisoblashlar shuni ko‘rsatadiki bunday faraz no-
qulaylik tug‘diradi, shuning uchun d =0 deb olamiz).
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v H
B ()
. o] .. |H(d.0) F(c.0) .
1
" . 12-chizma

U holda (5) munosabat quyidagi ko‘rinishni oladi:
Ne—T i =elz-d, ©
bu tenglikning ikkala tomonini kvadratga oshirib, unga ekvivalent bo‘lgan
(1—eMa? +y? +2(de* — )z + (? — €°d*) = 0 (M

tenglikni hosil gilamiz.

Agar e # 1 bo'lsa, Oy o'qini shunday tanlash mumkinki, de? — ¢ = 0
bo‘ladi, yani % = ![%% = % yoki H,F,O nugtalarning oddiy nisbati

(H;F;0) = %. U holda (7) tenglik ushbu ko'rinishni oladi:
. = o ed= d’e*(e? — 1) =
va (7) tengiik ushbu tenglikka ekvivalent Bo‘ladi:

2 2
z
— Yy

-— . _1=0. 8
Pa T @en=ey 70 @

Mos ravishda, agar e < 1 bo‘lsa, (8) tenglik yarim o‘qlari quyidagicha
bo‘lgan ellipsni ifodalaydi:

a=ed=§,b=ed\/1—e2. (9)
Agar e > 1 bo'lsa, (8) tenglik yarim o‘qlari quyidagicha bo‘lgan giper-

bolani ifodalaydi:
a=ed=§,b=ed\/e7—1. (10)

Bundan tashqari teskari natijalar ham o'rinli, yani har qandﬁay ellips
- {giperbola) uchun (9) ((10)) tenglikni qo‘llasak, e = £, d = ¢ = £ ni hosil

[
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qilamiz. Bu erda c soni chiziq fokusining abssissasi, £ = d to'g'ri chiziq !
direktrisa vazifasini bajaradi. Ellips (giperbola) esa (5) munosabatni qanoat-
lantiruvchi nuqtalarning geometrik to‘plamidir. Ellips (giperbola) koordi-
natalar o‘glariga nisbatan simmetrik bo‘lganligi uchun ikkinchi direktrisa
z = —d va ikkinchi fokus F(—¢,0) ga ham ega bo'lib, (5) munosabatni
qanoatlantiradi.

Endi (7) tenglikka qaytamiz va e = 1 hol uchun nugtalarning geometrik
o‘mini qaraymiz. Bu holda nuqtalarning gecometrik o‘rni parabola deyiladi.

38.3-ta’rif. Parabola - fokus deb ataluvchi qo'zg'almas nuqtadan va di-
rektrisa deb ataluvchi tayin to‘gri chiziqdan bir xil masofada yotuvchi nug-
talarning geometrik o‘rnidir.

Oy o'qi har ganday tanlanganda ham
bo‘ladi:

y? +2(d— oz + (& —d) =0. (11)

Bu esa parabola uchun dekart koordinatalar sistemasini
imkonini beradi: koordinatalar boshi sifatida H F* kesmaning 0
y

parabola tenglamasi quyidagicha

qulay tanlash
‘rtasini olamiz.

& M(z,p)

\

H(-c.0§ O} F(.0)

13-chizma
Bu holda d = —c bo'ladi. Yugoridagi koordina_talar sistemﬂii_gﬁs;;s';
batan (11) tenglama parebolaning kanonik tenglamast deb ataluvchi
foghane i A
o‘rinishni oladi: y @ (12)
Ur = 2p.‘1: =y,

bu yerda p = 2¢ bo‘lib, u parabolaning pammetﬂ‘dey ! la;j(l' dinatalar boshi

Ravshanki, parabola koordinatalar boshidan © ta‘?" cz(r)irya o'qi bo'ladi.
parabolaning uchi deyiladi, Oz o'gi pmal.)olaf\fﬂg. S-u;(mllrish qiyin emas (el
Parabolaning ko‘rinishi 13-chizmadagi kabi bo'lishini x©

. : - 1agi mulohazalarni es-
ementar matematikadan kvadrat funksiya grafigi hagidag! mu

lang).
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" Konikalar (1kk1nch1 tartlbh chiziglar: elhps, giperbola va pa.rabola)nmg
‘sodda parametrik tenglamalari mavludllglm takidlab o‘tamiz. 3)
tengla_x_mada.n ko‘rish mumkinki, ellipsga tegish bo‘lgan nugtalarni ushbu

z=acost,y=bsint '~ (13)

formulalardan ham amqlash mumkin. Yuqondag1 {4) tenglamadan esa giper-
bola -

T = acht, y = bsht - (14)

ko‘rinishdagi parametrik tenglamalarga ega ekanligini hosil gilamiz. Parabola
uchun esa (12) tenglama o‘rniga parametnk tenglamalar sifatida quyidagi
tenglamalarni yozishimiz mumkin: z = 2 ,y=t.

Ellips, giperbola va parabolaning urinmalari. Bu chiziglarning har
biri o'ziga tegishli har qanday nuqtaning atrofida birorta differensiallanu-
vchi funksianing grafigi bo‘ladi. Shuning uchun, bu chiziglar urinmalarining
tenglamalarini tuzishda biz elementar matematika kursidan ma’lum bo‘lgan

v — v = f'(zo)(z — o)

tenglamadan foydalanishimiz mumkin. Misol uchun ellipsning ordinatalari
manfiy bo'lmagan nuqtalardan iborat gismi

-
y=>b 1——- (me<z<a)

funksiyaning grafigi bo‘ladi. Bu funksiyaninig hosilasini topsak, u

, bx _ bz
Y= =

2
2 z? ay
a\/l Pl

ko'rinishda bo‘ladi. Bu ifodalarni hisobga olib, ellipsga tegishli (zo, %) nua-
tadagi urinma tenglamasini yozamiz:

b’xg
Y=% = az_yo(x - Zo).
Bu tenglamada

'9‘0
_+__'_
b..

tenglikni hisobga olsak, yuqondagn tenglama

Yoy
b’)

=1
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ko‘rinishga keladi i

R ci iqafi Sa:;‘ Glpf:rbola va parabola uchun urinma tenglamalarini

gt e q'uvchllarga mustaqil ish sifatida havola etiladi. Ularning
alari tenglamalari mos ravishda quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:

ToT _ oy _

a? b2
Yoy = p(z + Zo).

Ellips, giperb 5
quysi:a;g—i Opgtsilfxos::;my?sbij;t:;lzamng optik xossalari. Biz ellipsning
-4-teore ipsni i :
ikk;nchi fOkusgl:i-usﬁggzsnlng bitta fokusidan chiquvchi nur sinishdan so‘ng
sbot. Ellipsni .
sinib B foilllllszzm?f ;\:he;;p .Fl f(()kusi.dan chiquvchi nur uning Af nuqtasida
iflanitg: B nuqtad: 1s‘ ini k.o rs.atlsh uchun MF, va MF, to‘g'ri chiz-
¥ lrsatishiont lomeh nB(.) tuvs:hl urinma bilan teng burchaklar hosil qgilishini
- chizi. ahlZ.ell)llpsmng M nuqtasidan o‘tuvchi urinmasini ¢ bi-
bilan belgilaymiz lqz(:hr-ns atan_ 5 ‘nuqtaga simmetrik bo‘lgan nugtani £y
va MF, to'ghi chi‘zi 1 Sz ell_lpsnmg M nuqtasidagi urinmasi bilan MF
el ! : ar Zraimdagl .burchaklarni mos ravishda a; va a2 deb bel-
aunfEs W t] Ma2' o'lsa, F| F, to'g'ri chiziqning urinma bilan kesishish
qta M bilan ustma-ust tushmaydi. Shuning uchun

|F\M*| + |FM*| = |FT 5| < |FiM| + |F2M| = 2a

tengsizli (e T
g?‘;l;‘l;.o ::ht bq‘lad.i. Bu yerda a - ellipsning katta yarim oqi.
Bunda IFIM‘F:III}«"UAT/;?IHBE l?_o‘y.lab‘ M nugtadan uzoglashtira boshlaymiz
yighindining gi 2 | yig ln(.jl o‘sa boshlaydi.
i e ?j .yr?e%tn, yqurxdagl tengsizlikka ko'r
anta,c'l g‘indi o'sish natijasida qandaydir NV nugtada
an fokuslargacha bo‘lgan masofalarning

Fy ?f::: _________ M
-------- 1

Boshlang'ich holatda bu
a 2a dan kichik bo‘lganligi
2a ga teng bo'ladi. Bu

14-chizma
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yigiindisi 2a ga teng bo‘lganiigi uchun, u ellipsga tegishli migta boladi.
Bundan esa ! urinma ellipsni ikkita nuqtada kesishi kelib chigadi. Ellipsning
har bir urinmasi uni fagat bitta nuqtada kesib o‘tganligi uchun biz ziddiyat
hosil qildiq. Demak a; = @, tenglik o‘rinli bo‘ladi. Teorema isbotlandi.

Giperola va parabola uchun optik xossalar quyidagi teoremalarda keltiril-
gan. Giperbola uchun optik xossa ellipsning optik xossasiga o‘xshaydi.
Parabola uchun esa, optik xossa boshqacha bayon qilinadi. Agar biz yorug'lik
manbaini, parabolaning fokusiga joylashtirsak, undan tarqaluvchi yorug'lik
nuriari parabolaga urilib singandan so‘ng direktrisaga perpendikulyar to‘g'ri
chiziglar bo'ylab harakatlanadi. Bu chiziqlarning optik xossalari fan va
texnikada ko'p go‘llaniladi. Misol uchun siz bilasizki parabolaning optik xos-
sasi antennalar yasashda ishlatiladi.

Giperbola va parabolaning optik xossalarini isbotlash o quvchxlarga mus-
taqil ish sifatida havola etiladi.

38.5-izoh. Giperbola va parabolaning urinmalari ham ellipsning urinmasi
singari, ularni faqat bitta nugtada kesib o‘tadi.

15-chizma

38.6-teorema. Giperbolaning bitta fokusidan chiquvchi nur sinishdan
so‘ng ikkinchi fokusga tushadi.

38.7-teorema. Parabolaning fokusidan chiquvchi nur sinishdan so‘ng

uning o‘qiga parallel to‘g'ri chiziq bo'ylab harakatlanadi. .
Parabola, ellips va giperbolaning ba‘zi koordinatalar sis-

temasidagi tenglamalari. Koordinata boshi chizigning uchida bo‘lgan hol:
Ellips kanonik ko‘rinishdagi

[X]

=+
a

tenglama bilan berilgan bo‘lsa,

=1 (1)

BlSs

'=z+0,9 =y (2)
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almashtirish bajarsak, yangi O'z'y’ koordinatalar boshi ellipsning chap
(—a,0) uchida joylashadi va (1) tenglama

7 — a)? 2
L?l+%=1 (3)
ko'rinishga keladi. Bu tenglamani
yf2 i 2p$l st qIIQ = (4)
ko'rinishda yozib olamiz. Bu yerda p = ";3, q= -'f; =€’ — 1 bo'lib, —1 <
g < 0 munosabat bajariladi.
Agar giperbolaning
2 2
551 ®
tenglamasida
(6)

I’ =Ir—a, y’ = y
almashtirish bajarsak tenglama

)

y? = 2pzr’ + gz”
ko‘rinishda bo'lib, koeffitsiyentlar uchun
a
munosabatlar o‘rinli bo‘'ladi. Agar (7) tenglamada ¢ = 0 bo'lsa parabola

tenglamasini hosil gilamiz. Demak giperbolalar, ellipslar va parabolalar
tenglamalarini (7) ko‘rinishda yozish muwkin.

39-§. Ikkinchi tartibli chiziglarning qutb koordinatalar
sistemasidagi tenglamalari

Parabola 3> = 2pr kanonik tenglama bilan berilgan %)o?sa, qutbni
parabola fokusiga joylashtirib, qutb o'qi sifatida abssissa o‘qini olib parabola
tenglamasini qutb koordinatalar sistemasida yozaylik. Agar biz

37, = g» y, =Y
z
almashtirishlar bajarsak .
z' = TCO5, yl == r.simp

tengliklar o‘rinli bo'ladi. Bu yerda r, ¢ nuqtaning qutb l.coc?rdinatala.ri b[;)‘ lib,
agar nuqta parabolaga tegishli bo'lsa, 7 uning fokal radiusiga tengdir. Biz

¥4
— = = TCOSY
x 2
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tenglikda r ning nuqtadan direktrisagacha bo‘lgan masgfaga tengligini
hisobga olib r = x + § ifodani yiiqoridagi tenglikka qo‘ysak

i,

= F

" 1—cosy

munosabatni hosil qilamiz. Bu munosabat parabolaning qutb koordinatalar
sistemasidagi tenglamasidir.

i) - Hizy!

Ri: )
‘K‘ ; Miz.yl \
{ "// . /’
4 L //7’,\ siYeobe ol

16-chizma

Ellipsning qutb koordinatalar sistemasidagi tenglamasini kelt:.ir.ib
chigaramiz. Buning uchun qutbni ellipsning chap fokusiga joylashtirib,
abssissa o'qini qutb o‘qi sifatida olamiz. Ellipsning

2 2
I
a2 B

. kanonik tenglamasini qutb koordinatalar sistemasige o‘tkazish uchun

r'=z+¢

yY=y
almashtirishlar yordamida yangi O'z'y dekart koordinatlar sistemasini kiri-
tamiz. Bu koordinatalar sistemasi va qutb koordinatalar orasidagi bog‘lanish

z' = rcosp
Yy =rsing

formulalar yordamida beriladi. Ellipsning M nuqtasi uchun chap fokal radius
uning qutb radiusiga tengligidan foydalanib

EM=r=ex+a
tenglikni yozamiz. Bu tenglikdagi r = er + a ifodani

wa - THc=rcosy = AT E T
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tenglikka qo‘ysak

o _ P
1 — ecosyp
tenglamani hosil gilamiz. Bu verda
b2
D=—=q0—¢€C
a

tenglikdan foydalandik.

Giperbola tenglamasini qutb koordinatalar sistemasida yozish uchun uning
har qismi uchun mos ravishda qutb koordinatalar sistemasi kiritamiz. Uning
o‘ng gismi uchun qutb boshini giperbolaning o‘ng fokusiga joylashtiramiz
va. abssissa o'qgini qutd o'qi sifatida olamiz. Giperbola nuqgtasi uchun qutb
radiusi 7 uning o‘ng fokal radiusiga teng bo‘lganligi uchun

r=er—a

ifodani hosil gilamiz. Biz bilamizki, agar dekart O’'z'y’ koordinatalar sis-
temasi uchun qutb boshi koordinata boshida joylashgan va qutb o'q o'z’
abssissa o'qi bilan ustma-ust tushsa, qutb koordinatalar sistemasi va o'z'y
koordinatalar sistemasi orasidagi bog'lanish

' = rcosy
Yy = rsing

formulalar yordamida beriladi. Bu yangi O'z'y/ koordinatalaf siste_maS‘i
va giperbola tenglamasi berilgan Ozy koordinatalar sistemas orasidagi
bog'lanish esa

| 2=f—e

v =v

ko'rinishda bo‘ladi. Biz bu tengliklarning birinchisidan foydalanib

T —C= TCOSY

tenglikni hosil qilamiz. Yuqoridegi r = ez —a ifodani bu tenglikka qo'ysak
_ 14
K ecosy
tenglamani hosil gilamiz. Bu yerda
2
pe o e
: a a

tenglikdan foydalandik.
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Biz giperbola chap shoxining tenglamasini qutb koordinatalar sistemasida
yozish uchun qutb boshini chap fokusga joylashtiramiz va abssissa o'qini
qarama-qarshi yo‘nalish bilan qutb o‘qi sifatida olamiz. Biz agar

=—-z-c
y=yv
formulalar bilan yangi dekart koordinatalar sistemasi kiritsak, ular uchun
J. T’ = reosy
ly’ = rsiny

formulalar o'rinli bo‘ladi. Bu yerda qutb radiusi chap fokal radiusga teng
bo‘lganligi uchun

r=—€xr—a

tenglik o‘rinli bo‘ladi. Bu tenglikdagi = ning ifodasini yuqoridagi formulalar-
dan kelib chigadiagan

—Z — ¢ = TCOSY
tenglikka qo'yib

P
T —————
1 — ecosy
tenglamani hosil gilamiz. Bu yerda
2 - a?
p=E—=———=¢€ec—0a

a a
tenglik orinlidir.
Demak, qutb koordinatalar sistemasi mos ravishda tanlanganda har qan-
day ikkinchi tartib chiziq tenglamasini
= | S
1 — ecosg

ko‘rinishda yozish mumkin ekan. Bu tenglama e = 1 bo'lsa, parabola, e < 1
bo'lganda ellips va nihoyat e > 1 bo'lganda giperbola tenglamasidir.

40-§. Ikkinchi tartibli chizigning umumiy tenglamasi. Simmetriya
markazi, markaziy va nomarkaziy chiziglar

40.1-ta’rif. Tekislikda dekart koordinatalar sistemasiga nisbatan koordi-
natalari ushbu

01112 + 2ay7y + aggy2 + 20137 + 2ay3y +-a33 =0 (1)
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tenglamani qanoatlantiruvchi nugtalar to‘plami ikkinchi tartibli chiziq deb
ataladi. Bu tenlamadagi ikkinchi darajali hadlar oldidagi koeftisiyentlardan
kamida bittasi noldan farqli bo‘lishi talab gilinadi.

Bu (1) tenglama ikkinchi tartibli chizigning umumiy tenglamasi deyiladi.

Biz bu mavzuda umumiy tenglamasi bilan berilgan ikkinchi tartibli chi-
2iqni tekshirish bilan shug‘ullanamiz. Bu ishni koordinatalar sistemasini
0'zgartirish va (1) tenglamani soddalashtirish yordamida amalga oshiramiz.
Birinchi navbatda parallel ko‘chirishda (1) tenglama koeffitsiyentlari qanday
o'zgarishini tekshiramiz. Buning uchun

4 -_— -—

:c, =z — I (2)
y=Yy—%

formulalar yordamida almashtirishiarni bajaramiz. Bu holda koordinata

o'qlarining yo‘nalishlari o‘zgarmaydi, faqat koordinata boshi O'(zo, ¥o} nuq-

taga ko‘chadi. Bu formulalardan z,y larni topib va (1) ga qo‘yib

a}, 2 + 20,7’y + ayy + 20137 + 2003y  + a3 =0 (3)
tenglamani hosil qilamiz. Bu tenglamada koeffitsiyentlar uchun
(
aj; = an
ajp = a1z
agy = 02 4)

aj3 = anZo + G2y + 413
@y = @12To + azzyo + a3
| a3 = F(zo,v0)

tengliklar o'rinli bo'lib, F(zo,yo) bilan (1) tenglamaning chap tomonidagi

ifoda belgilangan. N
Yugoridagi (3) formulalardan ko'rinib turibdiki, parz'ﬂlel ko((;{l(l;';lsha;l
ikkinchi darajali hadlar oldidagi koeffitsiyentlar o‘zgarmay di. Agar U'(Zo, Yo

nuqtaning koordinatalari

Jfa“z +apy+a3=0 (5)
{ @12z + a2y + 023 = 0
irinohi jali atnash-
sistemani ganoatlantirsa, (3) tenglamada birinchi darajali hadlar q
maydi. . . . .
o tasdiq. Agar O'(zo,y) nuataning koordinatalari (5) sistemsn
== d ] S b i mar
qanoatlantirsa, bu nuqta ikkinchi tartibli chiziq uchun simmetriys
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bo'ladi. Va aksincha, agar birorta A nuqta chiziq uchun simmetriya markazi .
bo'lsa uning koordinatalari (5) sistemani ganoatlantiradi.’

Isbot. Zsrurligi.- Hagiqatan ham bu holda koordinatalar - boshini
O'(z9,y0) nuqtaga parallel ko‘chirsak, tenglamada birinchi darajali hadlar
qatnashmaydi. Shuning uchun yangi koordinatalar sistemasida

F(z',y') = F(-2',-y)

tenglik o‘rinli bo‘ladi. Chiziqning har bir nuqtasi koordinata boshiga nis-
batan simmetrik joylashgan. Demak O’(zp.yo) nuqta chiziq uchun sim-
metriya markazidir. .

Yetarliligi. Agar birorta A nuqta chiziq uchun simmetriya markazi bo'lsa
uning koordinatalari (5) sistemani qanoatlantirishini ko‘rsatamijz. Koordi-
nata boshini 4 nuqtaga joylashtirib, yangi '/ koordinatalar sistemasini kiri-
tamiz. Agar M(z',y') nuqta chiziqqa tegishli bo'lsa,

F(e',y/) =0
tenglik o‘rinli bo‘ladi. Koordinata boshi simmetriya markazi bo‘lgani uchun
F(-z',—y)=0
tenglik ham ‘o‘rinli bo‘ladi. Bu tengliklarning ikkinchisini birinchisidan ayirib
037 + ay’ =0

tenglikni hosil qilamiz. Agar a3, aj; koeffitsiyentlarning kamida bittasi
noldan farqli bo‘lsa, bu tenglama to‘g'ri chizigni aniqlaydi, ya'ni ikkinchi
tartibli chizigning hamma nuqtalari bir to‘g'ri chiziqda yotadi. Agar ikkinchi
tartibli chiziq bir to‘g'ri chizigda yotmasa, bu koeffisiyentlarning har ikkalasi-.
ham nolga teng bo‘ladi. Bu esa A nuqtaning koordinatalari (5) sistemani
qanoatlantirishini ko‘rsatadi. Tasdiq isbotlandi.

Bu faktlarni hisobga olsak quyidagi ta'rifning geometrik ma'nosi yaxshi
tushunarli bo‘ladi.

40.3-ta’rif. Tekislikdagi Mp(zo, ) nuqtaning koordinatalari (5) siste-

mani qanoatlantirsa, u (1) tenglama bilan berilgan ikkkinchi tartibli chi-
ziqning markazi deyiladi.

Tabiiyki, (5) sistema yagona yechimga ega bo'lishi, cheksiz ko‘p yechimga
ega bo'lishi yoki umuman yechimga ega bo‘lmasligi mumkin.
Agar

2
a1+ Gy — @y # 0

munosabat o‘rinli bo‘lsa, (5) sistema yagona yechimga ega bo‘ladi.
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Agar
an _an _ ou
a1z ax Q3
munosabat o‘rinli bo'lsa sistema cheksiz ko‘p yechimga,
ou _ i, &
(373 - az2 Q23

munosabat bajarilsa sistema yechimga ega emas.

Bularni e'tiborga olib, biz ikkinchi tartibli chiziglarni uchta sinfga
ajratamiz:

a) yagona markazga ega bo‘lgan chiziglar;

b) cheksiz ko‘p markazga ega bo'lgan chiziqlar;

v) markazga ega bo‘lmagan chiziglar.

Biz quyidagi determinantlarni kiritamiz

ay a2 213
, A = |agy az a),
a3y @32 0433

a1p Qa2
az a2

6:

bu yerda ag = aj9, a5 = a13, a2 = az3 belgilashlar kiritilgan.
Yagona markazga ega chiziqlar uchun 6 # 0, yagona markazga €ga
bo‘lmagan chiziglar uchun § = 0. Chiziglar cheksiz ko'p markazga ega bo'lishi
uchun A = 0 tenglik bajarilshi kerak.
Uchinchi tartibli determinantni
a; @12
az 022

r. Ager & = 0 bo'lsa,

ap a2
31 as2

az Gaz2|
asr 432

A =ay; + 233

ko‘rinishda yozib olsak, oxirgi determinant § ga tengdi
birorta k soni uchun

aq] a2 _ ay ai2| _ , |oan G622
a2 ez | lam e as a2
munosabat bajariladi. Bu tenglikni hisobgs olib
az Q22
= (a -—'ka
A = (a3 23) az G

tenglikni hosil gilamiz. Agar A = 0 tenglik ham bajarilsa,

ayz — kaga =0

va
a1 a22

a3y 4as2

=0
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tengliklardan kamida bittasi o‘rinli bo‘ladi. Bu tengliklarning birinchisi o'rinli
bo‘lsa,
e _
a2 ax
munosabatdan
oy _on_ o _
a2 Gz Qa3
munosobat kelib chigadi. Agar

an ax|
as a2

0

0 ay _— 953 212 — 8y H
bo'lsa, o =21 k va gl =y tengliklardan

ay) _ @2 _ 0y =k
ai2 az2 Q23

munosobat kelib chigadi. Demak § = 0 va A = 0 tengliklarning bir vaqtda
bajarilishi
au _an _ o _
: a2 Oz2 QA3

shartga teng kuchlidir. Natijada biz quyidagi tasdigni hosil qilamiz:

40.4-tasdiq. Ikkinchi tartibli chiziq

a) § # 0 bo'lsa, yagona markazga ega;

b) & = 0 va A = 0 bo'lsa, cheksiz ko'p markazga ega va markazlar to'plami
bitta to'g'ri chizigni tashkil etadi;

¢) 6 = 0 va A # 0 bo'lsa, markazga ega emas.

40.5-tasdiq. Yagona markazga ega bo'lgan ikkinchi tartibli chiziq
markazi o'ziga tegishli bo‘'lishi uchun A = 0 tenglikning bajarilishi zarur
va yetarlidir.

Isbot. Zarurligi. Ikkinchi tartibli chiziq markazi Mo(zo, %) nuqtada
bo'lib, u chizigqga tegishli bo‘lsa

(anzo + ey +ai3=0
Q12%0 + G2Yo + a23 = 0

(6)

anzy + 2a12%oys + a2o¥g + 2a13%0 + 2a23y0 + a3z = 0 (7)

tengliklar bajariladi. Yugoridagi (6) tenglikning birinchisini 2o ga, ikkin-
chisini yo ga ko'paytirib, (7) tenglikdan ayirsak

Q3;Zp + asyo + 23 =0
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tenglikni hosil qilamiz. Demak (zg, yo, 1) uchlik

anzT + apy +agz =0
01T + any +anz =10 (8)
| a31T + a3y +az =0
:?:;‘-jinsli sistemaning notrivial yechimidir. Bu esa A = 0 shartga teng kuch-
idir.

Y'etarliligi. Agar A = 0 bo'lsa, (8) sistema notrivial (zo, y0, 20) yechimga
Gg&dlr'. Bu uchlikda z # 0, chunki § # 0. Biz 29 = 1 deb hisoblay olamiz,
Chunkl. 6 # 0 bo'lganligi uchun har bir zg uchun (zg,yo) juftlik mavjud.
Y“q°"<_1a€i (8) sistemada 2, = 1 bo‘lganda (zo,vo) juftlik markaz koordi-
natalari ekanligi kelib chiqadi. Bundan tashqari (8) sistemadan foydalanib

2
anry + 2a12Toyp + a22y§ + 20137 + 2a23y0 + azz3 =0

tenglikni olish mumkin.

41-§. Ikkinchi tartibli chiziq va to‘g‘ri chizigning o‘zaro vaziyati

Bizga
anz’ + 2a)97y + aggy2 + 2013z + 2a3y +a3z3 =0 (1)

tenglama bilan aniqlangan ikkinchi tartibli chiziq va

rz =z + Ut (2)
13/ =yo +mi
parametrik tenglamalar yordamida € to'g'ri chizig berilgan bo'lsin. To'g'ri
chiziq va ikkichi tartibli chiziqning kesishish nugtalarini topish uchun (2)
ifodalarni (1) ga qo'yamiz. Natijada quyidagi

(a11l? + 2agplm + agem?)t? + 2 [(anzo + G12y0 + @13) I+

+ (a2170 + azoyo + azs)m| ¢ + F(zo, %) =0 O

kvadrat tenglamani hosil gilamiz. Bu tenglemada ikkinchi darajali had ol-
didagi ifoda to'g'ri chizigning yo'nalishiga bog'liq xolos. Ba'zi yo'nalishlar
uchun bu ifoda nolga teng bo'ladi va yugoridagi tenglama chizigli tenglamaga
aylanadi. Ba'zi yo‘nalishlar uchun bu ifoda nolga tepg emas va yuqoridagi
tenglama kvadrat tenglama bo‘ladi.

41.1-ta’rif. Berilgan {I,m} yo‘nalish uckun

arl® + 2ap2lm + apm? =0

(4)
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tenglik bajarilsa, bu yo‘nalish asimpotik yo‘nalish,
ER . irresy owns
o . w:

RSP dhymP R i (B),

munosabat bajarilsa noasimpto'i;i!Ié yo‘nafish: ‘d’ey‘ﬂ‘éﬁéﬁ’ Fniatio

To'g'ri chiziq esa mos ravishda asxmptotlk voki noasxmptonk to‘g‘ri chiziq
deyl,ladl

""" olsa, yugoridagi tenglama
kvadrat tenglama bo‘ladi. Demak bu tefg'ri ¢hiziq (1) chiziq bilan ikkita
yoki bitta umumiy. nuqtaga ega bg'lishi mumkm

41.2‘ta’rif. Noasimptotik yo'nalishdagi to'g'ri’ chiziq ikkinchi tartibli
chiziq bilan bitta nuqtada kesishsa, u urinma deb ateladi.

To'g'ri chmqmng -yo‘nalishi asxmptotlk bo Isa, yuqoridagi tenglama chi-
znqlx tenglama bo' ladi. Demak bu holda to'g'ri chmq (1) bilan bitta nugtada
kesishadi, yoki to'g'ri chmqmng hamma’ nugtalari (1) ga tegishli bo'ladi.

Agar 1kkmch| daralah had koefhtsxyentx nolga teng bo‘lib, ozod had noldan
farqli bo'lsa, to'g'ri chiziq ikkinchi tartibli chiziq bilan kesishmaydi.

41.3-ta’rif. ‘Asimptotik yo'nalishdagi te'g'ri chiziq ikkinchi tartibli chiziq

bilan kesishmasa u ikkinchi tartibli chiziq uchun asimptota deyiladi.
Biz

Canl® 4 2a19lm 4+ azem? =0
tenglamada { # 0 bo'lsa, k = =" Belgilash kiritib uni

ay + 2a19k + 0.22’6 =0

ko'rinishda, agar m # 0 bo‘ls4, s = # belgilash kiritib uni -

ailsz + 2di25 +azp =0
ko‘rinishda yozamiz. lkkala holda ham diskriminant uchun

D= 4&?2 - 4a11022 = —46
tenghk o'rinli.

Demak 6 > 0 bo‘lsa asimptotik yo‘nalish mavjud emas. Bu holda (1) chmq
elliptik chiziq, agar 6 = 0 bo‘lsa, asimptotik yo'nalish bitta va bu holda 1)

chiziq parabolik, § < 0 bo'lsa ikkita asimptotik yo‘nalish mavjud, chiziq esa
giperbolik chiziq deyiladi.

;Yuqt)Irifi_agi (3) tenglamadagi birinchi darajali had oldidagi koeffitsiyent
.';(9-51_,11 + aiom)z + (el + apem)y + ayl + az3m =0 (6)
ko'rinishga ega. Agar -

anl+apm=20 S8 ,_(7)
anl+apm =0 30
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tengl(;l‘(illa; Il:i;lva.qt;da ‘baj'f).rilmasa, (6) tenglama to‘g‘ri chizigni aniglaydi.
W nga[ish é:;}ﬂ:gi‘nahsh uchun (7) tengliklar bajarilsa, bu yo‘nalish maz-
yecgﬁgcah:g:‘a\l;:ggmﬁziq uchun § # 0 bo‘lsa, (7) sistema faqat trivial '
= g yagona markazga ega bo‘lgan chiziglar uchun mmm
anizlléxl:?t’,zf;ri cl\:iaz.)icsgls(k.bo‘lr.nagafl { L m} y.o‘nalish uchun _(6) tenglama
ot q ikkinchi tartibli chiziqning {{, m} yo'nalishga qo ‘shma
. zi?r;xs‘t;a;l;;h:sxi:asin:mg lforre':kt aniqlanganligini ko‘_rsatamiz. Avvalo
! ptotik yo‘nalish bo‘lgan holni qaraylik. Bu holda

anl?® + 2aplm + a22m2 =0
tenglikning chap tomoni uchun
2
anl? + 2a15lm + agm? = (anl + apm)l + (a2l + agpm)m (8)
tenglik o‘rinli. Demak
(G:ul + alzm)l + (a;zl + agm)m = 0 (9) -

tenglik kelib chigadi. Bu tenglikdan

[ _ m (10)
—(aral + am)  aul +apm

proportsionallik munosabati kelib chiqadi.
Diametr uchun {—(ai2! + a22n), anl + ajgm} vektor yo‘naltiruvchi vek-
tor bo‘lganligi uchun diametr {t,m} yo‘nalishga parallel bo‘ladi. Diametrga
teg§smi nuqtalar uchun (4) tenglamadagi birinchi darajali had oldidagi koef-
fitsiyent nolga teng bo‘ladi. Demak bu holda diametr ikkinchi tartibli chiziq
uchun asimptota bo'ladi (kesishmaydi) yoki diametrga tegishli hamma nug-
talar (1) chiziqda yotadi. ‘
Noasimptotik {[,m} yo‘nalishga ega bo
ikkita M, va M, nuqtalarda kesib otsa, M M.
bilan belgilab to‘g'ri chiziqoing parametrik tenglamalarini

‘lgan to'g'ri chiziq (1) chizigni
kesmaning o‘rtasini Mo(zo, ¥o)

<{$=Io+“
ly=y0+mt

va M, nuqtalarga mos keluvchi qiy-

ko‘rinishda yozamiz. Parametrning M,
(3) tenglamaning ildizlari bo'ladi

matlarini t; va t2 bilan belgilasak, ular
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va Viyet teoremasigi ko‘ra t; + £ = 0. tenglik o‘rinli bo'ladi. Bu tenglik-
dan My(zg, yo) nuqtaning diametrga tegishli ekanligi kelib chiqadi. Demak
noasimptotik {/,m} yo‘nalishga parallel vatarlarning o‘rtalaridan o‘tuvchi
to‘g'ri chiziq shu yo'nalishga qo‘shma diametr bo‘ladi.

Noasimptotik {I,m} yo'nalishga ega bo‘lgan va qo‘shma diametrga te-
gishli Mp(zo, yo) nuqtadan o‘tuvchi to‘g'ri chiziq (1) chiziqni M; va Mz nug-
talarda kesib o‘tsa, bu nuqtalarga mos keluvchi parametrning giymatlari
(3) tenglamaning ildizlari bo‘ladi. To'g'ri chizigning My(zo,yo) nuqtasi di-
ametrga tegishli bo‘lganligi uchun (3) tenglamada birinchi darajali had ol-
didagi koeffitsiyent nolga teng bo‘ladi. Viyet teoremasiga ko‘ra t; + tz = 0

bo‘lganligi uchun My(zg, yo) nuqta M; M, kesmaning o'rtasi bo‘ladi. Demak,
diametr tushunchasi korrekt aniglangan.

Berilgan yo‘nalishga qo‘shma diametr tenglamasini
(anz + a2y + az)l + (a0 + azey + azs)m =0 (11)

ko‘rinishda yozish mumkin. Bu tenglamadan ko‘rinib turibdiki, har ganday
diametr (1) chiziq markazidan o‘tadi.

Qofshma yo‘nalishlar va bosh yo‘nalishlar. Berilgan {{,m}
yo'nalishga qo'shma diametr yo‘nalishi {I',m'} uchun

U':m = —(aul + agzm) 5 (a“l + aum) (12)

munosabat o‘rinli. Bu munosabatni

(an! + apam)l’ + (agzl + azpm)m’ =0 (13)
ko‘rinishda yoki |

anll' + a(lm’ + ml') + aggmm’ =0 _ (14)

LR
ko‘rinishda ham vozish mumkin.

41.5-ta’rif. Ikkita {I,m} va {I',m’} yo'nalishlar uchun-(14) munosabat.
bajarilsa, bu yo‘nalishlar (1) chiziqga nisbatan qo‘shma yo‘nalishlar deyiladi.

Bu munocsabatda (1) tenglama koeffitsiyentlari qatnashadi. Koeffitsiyent-
lar esa koordinatalar sistemasiga bog'liq. lkkita {{,m} va {¢,m'} yo‘nalishlar
biror koordinatalar sistemasida (1) chizigga nisbatan go‘shma yo‘nalishlar
bo'lsa, ular ixtiyoriy koordinatalar sistemasida (1) chiziqga nisbatan qo‘shma
yo‘nalishlar bo‘ladi. ' L

41.6-ta’rif. Birorta yo‘nalish o'ziga perpendikulyar yo‘nalishga go‘shma
bo'lsa, u bosh yo‘nalish deyiladi.

Bu ta’rifga ko'ra {l,m} yo'nalish bosh yo‘nalish bo‘lishi uchun u {—m,}
™ yo'nalishga qo‘shma bo‘lishi kerak. Albatta, agar {{,m} yo'nalish bosh

Y
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y;) nalish‘bo“lsa, {-m,1} yo‘nalish ham bosh yo‘nalish bo'ladi. Berilgan
{tim} yo nalishning bosh yo‘nalish bo‘lish sharti

aull' + am(lm' + ml') + agzmm' =0

tC“glik.cla {.l', m'} vektorni {~m, !} bilan almashtirish natijasida hosil bo‘ladi
va quyidagi ko'rinishda bo‘ladi:

a|212 -+ (0.22 - a“)lm - a12m2 =0. (15)
Agar {l,m} maxsus yo'nalish bo'lsa,

l —

m an a2
;enghk o‘rinli bo‘ladi va yuqoridagi (15) shart bajarilgan. Biz bilamizki, fagat
= 0 bo'lgan hollardagina ikkinchi tartibli chiziq maxsus yo‘nalishga ega
bo'lib, u ikkinchi tartibli chiziq uchun asimptotik yo‘nalish bo‘ladi. Demak
M a‘gona markazga ega bo‘lmagan ikkinchi tartibli chiziglar uchun asimptotik
yo'nalish bosh yo'nalish bo‘ladi. Albatta maxsus yo‘nalishga perpendikulyar
yo‘nalish ham bosh yo‘nalish bo‘ladi. Boshqa bosh yo‘nalishlar yo'q. De-
mak yagona markazga ega bo‘lmagan ikkinchi tartibli chiziglar uchun o‘zar
Perpendikulyar faqat ikkita bosh yo‘nalish mavjuddir. _ :
Yuqoridagi (15) tenglikda a1, = 0 va @, = az; munosabatlar b
tenglik ixtiyoriy {I,m} yo‘nalish uchun bajariladi. Demak bu holda ixtiyoriy
yo‘nalish bosh yo‘nalish bo‘ladi. Agar a3 # 0 bo'lsa, (15) tenglik & = § (yoki
k = 1) ifoda uchun kvadrat tenglama bo‘ladi. Bu tenglamada diskriminant

—Qi2 _ —a

ajariisa, bu

uchun
D = (a1 — ax)® + 4al,

_mu.nosabat, o'rinli bo‘lgani uchun'u ikkita ildizga ega va demak ikkinchi tart-
ibli chiziq uchun ikkita o‘zaro perpendikulyar bosh yo'nalish mavjud.

42-§. Ikkinchi tartibli chiziqning umumiy tenglamasini kanonik
ko‘rinishga keltirish .
Biz bu paragrafda umumiy
anz’ + 2a127y + any2 + 2a137 + 2a03y + a33 = 0 (1)
tenglama bilan berilgan ikkinchi tartibli chizigni aniglash va uni yasash bilan
shug‘ullanamiz.
ikkinchi tartibli chiziq

Yagona markazga ega Dbo'lgan
tenglamasini soddalashtirish. Bu holda parallel ko'chirish yordamida
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koordinata. boshini ikkinchi tartibli chizigning markaziga joylashtiramiz:"

Natijada tenglamada bosh koeﬂitmyent,lew -olggarmaydi, birinchi darajali ;
hadlar esa lshtxrok etmaydl va: (i) tenglama yangj koordmatalar snstemasuias.-,
ithmigt

| a'l]x +2a12:ry +a22y'2’+a 33 —'f} K%,
ko‘rinishni oladi. & L

Koordinata o‘qlarini o'zare - perpendikulyar bosh yo‘nalishlar ‘bo'yicha
yo'naltiramiz. * Yo‘nalishlarning o‘zaro qo ‘shma bo‘llshl ‘invdriant xoslsa .
bo‘lganligi uchun yangi koordinatalar smtema.sxda {1 0} va {0, 1} yo‘nalishlar

o‘zaro qo‘shma bo‘ladi. Bu shart

allz =0 b R FlEme :
tenglikka teng kuchlidir. Demak bu holda ikkinchi tartibli chizigning
tenglamasi _ @
i "ay,2” +“‘22y + a3 = 0

ko nmshga keladx Bu tenglama,da a,11 # 0, a3, # 0, chunki o wighes

8 = aj)ay, — (alz) #0.

Ammo af, koefﬁt&yent esa nolga teng bo lishi ham nolga teng “bo* lmasllgl
ham mumkm Agar a.33 koefﬁtsxyent' nolga teng bo'lsa, (2) tenglama

| Ag? +By =g " T e

ko' nmshga keladl Aga.r Ava B koefﬁmlyentlar har x1l*1shoralarga ega bo'lsa,
bu tenglama 1kk1t‘.a kesxshuvchl to'g'ri chizigni aniglaydi. Koeffitsientlar bir
xil lshoralarga ega bo'lsa, bu' tenglama bitta nuqta (yok1 1kk)ta kesxshuvchl
mavhum to‘g'ri chiziqlar)ni’ amqlayd1 L s TR Gt

Yuqoridagi (2) tenglamada Qs koeﬁitsxyent nolga teng bo‘lmasa, tenglama
Y R R Ax'2+Bu = OF TRy (4) ;
ko'rinishga keladl Bu Lenglama esa koefﬁtsxyentlammg ishorasiga qarab, el-
lipsni, mavhum «llips yoki giperbolani aniglaydi. Demak, yagona markazga
ega bo'lgan ikkinc

hi tartibli chiziq quyidagi beshta chiziglarning biridan ibo-
rat:
1. Ellips;
2.. Mavhum ellips;
3. Giperbola;
4. Tkkita kesishuvehi to'g'ri chiziq;
5. Bitta nuqta (yoki ikkita kesishuvchi mavhum to‘g'ri chiziqlar).
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Y
englamast markazga ega bo'lmagan ikkinchi tartibli _chiziq
i asini soddalashtirish. Biz bu holda yangi ordinata o'gini max-
it ek:alg'afl ‘bOSTh y(?‘nalish bo‘yicha yo‘naltiramiz. Bu yo‘nalish noasimp-
e dh :l'lglm bl!amlz.‘ Abstsissa o'qi sifatida ordinata o'qi yo'nalishiga
yonalchi {01} ke e sistemasida ordinata 0'qi
s oordinatalarga ega bo‘ladi FRT ; i
ametr tenglamasi ge ega bo'ladi va bu yo'nalishga go'shma di-
- ah T + apy +ay =0
o‘rinishd ladi .
et a bo'ladi. Bu tenglama ¢’ = 0 tenglamaga teng kuchli bo‘lganligi
ay = ag3 = 0,03 # 0
munosabatlarni olamiz. Bundan tashqari
6 = ajjay — (a}z)* =0

t ikni hi : ;
beflgllkm h‘_SOb.ga olsak a}; = 0 kelib chiqadi. Natijada yagona markazga ega
o‘lmagan ikkinchi tartibli chiziq tenglamasi
ahy” + 20337 +agy =0 (5)
ko‘rinishga keladi. Bu chiziq uchun
i0 0 al
0 ap O
ay 0 ay
‘lsa ikkinchi tartibli chiziq markazga ega
li chiziq cheksiz ko'p markazga

A= = —aéz(a'ls)z

bo'lganligi uchun, agar aj; # 0 bo
bo‘lmaydi, agar a); = 0 bo‘lsa ikkinchi tartib
ega va markazlar to‘g'ri chizigni tashkil giladi.

Agar ikkinchi tartibli chiziq markazga ega bo‘lmasa, yugoridagi (5)

tenglamada a}, # 0 va ikkinchi tartibli chiziq abssissa o‘qini ' =- i-"f; nug-
tada kesib o'tadi. Biz koordinata boshini shu nuqtaga ko'chirib, tenglamani
(6)

ahgy? + 20337 =0

ko'rinishga keltiramiz. Bu tenglamada a}; koeffitsientning ishorasi ajy koef-

fitsiyent ishorasiga qarama-qarshi bo'lsa, (6) tenglama
y? = 2px’ (7)

ko‘rinishga keladi. Bu tenglamada p > 0 bo‘lganligi uchun, u parabolani
aniqlaydi.

Agar a; koeffitsiyent ishorasi ah, koeffitsiyent ishorasi bilan bir xil bo‘lsa,
(7) tenglamada p < 0 bo'lganligi uchun, u bo'sh to‘plamni aniglaydi.
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Yagona markazga ega bo‘lmagan - ikkinchi tartibli chiziqnling' (5)
tenglamasida a3 koeffitsiyent nolga teng bo‘lsa, tenglama

ooy + a3 =0 _ . (8)

ko‘rinishga keladi. Bu tenglamada aj, # 0, aj; koeffitsiyent esa nolga teng

bo‘lishi ham, nolga teng bo‘lmasligi ham mumkin. Agar 033 koeflitsiyent
nolga teng bo'lsa, (8) tenglama

=i _ (9)

ko'rinishga keladi va ikkita ustma-ust tushuvchi to‘g'ri chizigni aniglaydi.
Yuqoridagi (8) tenglamada af; koeffitsiyent nolga teng bo'lmasa, tenglama

Ji=c (10)
ko‘rinishga keladi. Agar a}, koeffitsiyentning ishorasi aj, koeﬁitsiye-nt
ishorasiga qarama-qarshi bo'lsa, (10) tenglamada ¢ > G bo‘ladi va u ikkita
parallel to'g'ri chizigni aniqlaydi. Agar o}, koeffitsiyentning ishorasi aj; ko-
effitsiyent ishorasi bilan bir xil bo'lsa. (10) tenglamada ¢ < 0 bo‘ladi Lt
bo‘sh to'plam (yoki ikkita parallel mavhum to‘g'ri chiziglar)ni aniglaydi.

Demak yagona markazga ega bo‘lmagan ikkinchi tartibli chiziq quyidagi
uchta chiziglarning biridan iborat; °

1) parabola (markazga ega emas); :

2) ikkita parallel to'g'ri chiziq (markazlar to'g'ri chizig'iga ega).

3) ikkita ustma-ust tushuvchl to‘g‘rl chiziq (ma,rkazlar to‘g‘n ch171g iga
ega); "

4) ikkita parallel mavhum to‘g'ri chiziglar.

43-§. Tkkinchi tartibli chiziglarning invariantlari

Ikkinchi tartibli chizigning umumiy tenglamasi odatda quyidagi
ko'rinishlardan birida yoziladi:

Az’ +2Bzy + Cy? + 2Dz + 2By + F =0 «(1)
anz? + 20101y + any® + 2a;z 4 20y +a=0 ‘ (1)
041.’52 + 2au:z:y + azgyz + 2ay37 + 2003y + a3z = 0 (1”)

(1) ko‘rinishdagi tenglama quyidagi chiziqlarning birini aniglaydi:
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;'f—: %’;- =1 ellips
2
f-_—r + -};—:- = —1 mavhum ellips
Yﬂ

(1) %; + & =0 ikita mavhum kesishuvchi to'g'ri chiziq
{*; = %,1 = %1 giperbola
%;— = L,; =0 ikita kesishuvchi to‘g'ri chiziq

({1 Y? =2pz parabola

X? = a?, a#0 ikkita parallel to'g'ri chiziq
(IIT){ X? = —a?, a#0 ikkita parallel mavhum to'g‘ri chizig
X? =0, ikkita ustma-ust tushuvchi to‘g'ri chiziq

Ushbu
= a1 Q12 (2)
ay a2
ap; a1z a3
K3 =|aa axn as (3)
azy Qas2 a33
(4)

It = an +an

ifodalar to‘g'ri burchakli koordinatalar sistemasini boshqa to‘g'ri burchakli
koordinatalar sistemasiga alinashtirishga nisbatan ikkinchi tartibli chizig-
ning invariantlari deyiladi, bu yerda az = ai2, Ga = 13, d32 = 023 de-b
hisoblanadi. Bu esa quyidagini bildiradi: agar biror to'g'ri burchakli koordi-
natalar sistemasida ikkinchi tertibli chiziq

anz? + 2ap7y + any’ + 2017 + 20y +2 = 0
tenglama bilan va boshqa to‘g'ri to'g‘ri burchakli koordinatalar sistemasida
shu chiziq

e + 2az'y + agy” + 201 + 20+ =0

tenglama bilan berilsa, u holda:
s
ay Q2
r
Q) 22

ap @12
a1 a2

[2=

! r ’

a;; @12 413 a)p G2 %3

I 0

Ks = |aa am ax|=lan az 0
U U

az G2 433 dz; G2 Q33

' )
I, =an +an =0, +8
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munosabatlar-o rmh bo'ladt A
Agar I, =0, K3 = 0 bir vaqtda bajanlsa u holda ushbu

'a'zz az|
0.2 a

Ou 01

Ky = fay af

ifoda ham (aytllgan ma’ noda) mvarlant "bo* 1ad1 va u semunvanant deyiladi.
Ushbu
A2—1,A+-Iz=0 s (8)
tenglama zarakteristik tenglama deyiladi. Uning /\1, Az ildizlari doimo
haqiqiy. ‘

Hagiqatan (5) kvadrat teriglamaning diskriminanti D = I?-— 41, ga teng
bo'lib, bu ifodani ikkinchi tartibli chiziq tenglamasidagi I\oefhtsxyentlal orqali
ifodalasak

D= (0,11‘— (122)2 + afg >0 (6)
munosabat bajariladi. )

Ikkinchi tartibli ch1znqlarm uch guruhga ajratish mumkin.

Birinchi guruhga yagona simmetriya markaziga ega bo‘lgan chiziglar ki-
radi, ular: ellips, mavhum ellips, kesishadigan ikki mavhum to‘g'ri chiziq,
giperbola va kesishadigan ikki to‘g'ri chiziq.

Ikkinchi tartibli chiziq .yagona markazga ega (ya'ni I guruhga tegishli)

. bo'lishi uchun I # 0 shartning bajarilishi zarur va yetarlidir.
Tkkinchi guruhga simmetriya marka.mga. ega bo‘lmagan chiziglarni, ya'ni
. parabolani kiritamiz.

Chizigning parabola bo‘lishi uchun ushbu I, = 0 K3 7& 0 shar ¢ ba_;arxhshl
zarur va yetarlidir.

Uchinchi guruhga simmetriya markazlari to'g'ri chiziqni tashkil etadigan
..., chiziglarni kiritamaz, ular: ikkita parallel to‘g‘ri chiziq, ikkita mavhum par-

allel to‘g'ri chiziq, ustma-ust tushadigan ikkita to'g'ri chiziq.

Tkkinchi tartibli ¢hizigning simmetriya markazlari to‘g'ri chiziqni tashkil
etadigan bo‘lishi uchun I, = 0, K3 = 0 shart bajarilishi zarur va yetarlidir.

Chiziglarning asosiy elementlari: shakli, o‘lchamlari. To‘g'ri bur-

chakli koordinatalar sistemasini almashtirish natijasida I guruh chiziglarining
tenglamasini

K; _
L

MXZ 4+ AY2 + 0 (7)

11 guruh chiziglarining tenglamasini

leziz,/ 1](3}/:0 (8)
1
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1T guruh chiziglarining tenglamasini

nx*+ ? =0 (9)
ko'rinishga keltirish mumkin.

Ikkinchi tartibli chiziglarning mos guruhlarga tegishli bo‘lishining zaruriy
va yetarli alomatlari invariantlar orasidagi munosabatlar bilan quyidagicha
ifodalanadi:

1. Ellips: I > 0,1} K3 < 0,

Mavhum ellips: I, > 0, I K3 > 0,

Kesishuvchi ikkita mavhum to'géri chiziq: I > 0, K2 = 0,

Giperbola: [, < 0, K3 # 0,

Kesishuvchi ikkita to‘g'ri chiziq: Tz < 0, K = 0.

2. Parabola: [, = 0, K3 # 0.

3. Ikkita parallel to'g'ri chiziq: /, =0, K3 =0, K2 <0,

Ikki mavhum parallel to‘g‘ri chiziq: /o, =0, K3 =0, K2 >0,

Ustma-ust tushadigan to‘g'ri chiziq: /o =0, K3 =0, K> =0.

Ellips yoki giperbolaning boshlang'ich koordinatalar sistemasiga nisbatan
Joylashishi quyidagicha aniqlanadi: Yangi koordinatalar sistemasining boshi

=0
(111) anz + apy + a1z (10)
axz + any +axs =0

sistemani yechish natijasida topiladi.
Yangi O’ X’ o'qning burchak koeffitsiyenti (a12 # 0 holda)
A —ay (11)
2 2 &
formuladan topiladi, bu yerda A; son xarakteristik tenglamaning yechimi
bo'lib, (7) tenglamadagi X? oldidagi koeffitsiyentdir. ' ‘
Agar chiziq ellips bo'lib A, xarakteristik tenglamaning ahsolyut qiymati
jihatdan kichik ildizi bo'lsa, (11) formula ellips katta o‘qining burchak koef-
fitsiyentini aniqlaydi. .
Xgar chiziqqgi;,erbola bo'lib, A, xarakteristik tenglamaning _K';; bi‘la_n .b"
xil ishorali ildizi bo'lsa, u holda: (11) formula giperbola haqigly o'qining
burchak koeffitsiyentini ifodalaydi. . o ‘
Agar parabolaning uchi, parametri va o'qi bo'yicha .bomqhk tomom‘ga
yo'nalgan vektor ma’lum bo'lsa, parabolaning boshlang‘ich sistemaga nis-

batan joylashishi ma’lum bao‘ladi. o
Parabola uchi parabola o'qi tenglamasi bilan parabola tenglamasini bir-

galikda yechish natijasida, ya'ni parabola o'qining
angiz + ¢128 _ (12)

an + a2

=

anz +any+
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yoki

Q12013 + G22a93
ayy + ag

a2 + any +

tenglamasini parabola tenglamasi bilan birga yechib topiladi
Koordinatalari

(

a2 a2
]
a3 Q23

_jen a2
aiy a3

]> 13
) (13)

sonlardan iborat vektor pa,rabola o‘qiga parallel bo'lib, bothllk tomoniga

yo na.lgan

Agar ikkinchi tartibli chiziq ikkita to‘g'ri chiziqqa ajralsa, bu to‘g'ri chizig-
lar tenglamalarini tuzish uchun chiziq tenglamasining chap tomonini chizigli
ko'paytuvchilarga ajratib, ularning har birini nolga tenglashtiriladi

Masala. Quyidagi

Parabolaning parametri

formuladan aniglanadi.

:1:2—53:y+4y2+:z+2y—2=0

tenglama bilan aniqlangan chiziq tenglamasini soddalashtiring.

Yechish. Berilgan ikkinchi tartibli chxzxq uchun ikkinchi invariantni
hisoblasak,

5
12=|1 2=—-3<0.

demak chiziq birinchi guruhga teglshh ya'ni berilgan chiziq giperbolik tipda.
Ushbu

Ky = =

5 1
1 -3 3
1 | =10

5
-2 4
1

l% —2

munosabatdan berilgan ikkinchi tartibli chizigning kesishadigan ikkita to‘g'ri
chizigdan iborat ekanligini ko‘ramiz.
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1-chizma

Tenglamani ikkita chizigli ko‘paytuvchilarga ajratish yordamida sod-
dalashtiramiz.
P —Szy+dltr4+2—2=22+ (-Sy+ 1)z +47+2—2=
2 2
—5y +1 —5y+1
=z’ + (=5y + 1)z + (—y-——) +4yt+2y—2— (——2—— =

2
sy +1\2 2592 — 10y + 1
=(x+-—y2+——) +4y2+2y—2——y—4———-=

2
B —5y+1\% [3y—3\°_ —5y+1 3y—3)x
*(’H—”z_) "(T =(z+—3 *t72

X (I+—5y+l_3y—3) =(z-y—-1)(z-4y+2)

2 2

bu to'g'ri chiziglar tenglamalari: z—y—~1=0vaz—4y+ 2 = 0 dan iborat.



VIII BOB. IKKINCHI TARTIBLI SIRTLAR
NAZARIYASI

44-§. Ikkinchi tartibli sirtlarning kanonik tenglamalari

Biz bu bobda ikkinchi darajali tenglamalar bilan aniglanadigan sirtlarni
qaraymiz.

Ellipsoid va giperboloidlar

Fazoda dekart koordinatalari sistemasi kiritilgan bo‘lib, unda ikkinchi dara-
jali F(x,y, z) ko'‘phad yordamida berilgan

F(z,y,2) = anz?® + any® + aznz’® + 2ap7y+

+2ax3yz + 221372 4+ 2a14T + 2024y + 20342z + Q44 = 0 (1)
tenglamani qaraylik.

44.1-ta’rif. Fazoda koordinatalari (1) tenglamani ganoatlantiruvchi nug-
talar to'plami ikkinchi tartibli sirt deb ataladi, bu yerda ikkinchi darajali
hadlar oldidagi koeffitsiyenlardan kamida bittasi noldan farqli bo‘lishi tala?)
qilinadi. Tenglama esa ikkinchi tartibli sirtning umumiy tenglamasi deyiladi.

44.2-ta’rif. Tkkinchi tartibli sirt tenglamasini birorta dekart koordinata-
lari sistemasida

2 P 2 9
E2rpTE t @
ko‘rinishda yozish mumkin bo‘lsa, u ellipsoid deb ataladi. Bu tenglamada
a 2 b > ¢ > 0 munosabat bajarilishi talab qilinadi.
Ellipsoid tenglamasidan ko‘rinib turibdiki, u koordinata o‘qlariga nisbatan
simmetrik joylashgan, koordinata boshi esa uning simmetriya markazidir.
Ellipsoidning shaklini chizish uchun uning koordinata tekisliklariga paral-
lel tekisliklar bilan kesimini qaraymiz. Masalan, uni z = h tenglama bilan
aniqlangan tekislik bilan kessak, |h| < ¢ bo‘lganda kesimda
IZ 2 h2
atp=l-g
tenglama bilan aniglanuvchi ellipslar hosil bo‘ladi. Bu tenglamani

:CZ y2

- 2+ 2
I3 2
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ko'rinishda yozish mumkin.

1-chizma

Huddi shunday, ellipsoidni Ozz, Oyz tekisliklariga parallel tekisliklar bilan
bilan kessak, kesimda ellipsiar hosil bo‘'ladi. Yuqoridagilarni hisobga olib,
ellipsoidni chizmada tasvirlashimiz mumkin (1-chizma).

44.3-ta’rif. Ikkinchi tartibli sirt tenglamasini birorta dekart koordinata-

lari sistemasida
. 22 P 2 o @)

2 e T2
ko‘rinishda yozish mumkin bo‘lsa, u ikki pallali giperboloid deb ataladi. Bu
tenglamada a > b > 0, ¢ > 0 munosabatlar bajarilishi talab gilinadi.

Ikki pallali giperboloid tenglamasidan ko'rish mumkinki, uchinchi
o‘zgaruvchi z < —c va z > c tengsizliklarni qanoatlantirishi kerak. Demak,
ikki pallali giperboloid ikki gismdan iborat va uning nomi shakliga mosdir.
Agar ikki pallali giperboloidni z = h tenglama bilan aniglangan tekislik bilan

kessak, |h| > c bo‘lganda kesimda

tenglama bilan aniglanuvchi ellips hosil bo‘ladi. Bu ellipsning yarim o'qlari

mos ravishda 5
h? h

A R |
' 1,6 c?

kattaliklarga tengdir.
Agar ikki pallali giperboloidni
bilan kessak, har qanday h uchun kesimda
2 22 K

y = h tenglama bilan aniglangan tekislik
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tenglama bilan aniglanuvchi giperbola hosil bo'ladi. Bu giperbolaning yarim

o‘glari mos ravishda
h? h,2
7 +1,a b2

z |
e V4

kattaliklarga tengdir.

2-chizma

Huddi shunday ikki pallali giperboloidni z = h tenglama bilan aniglangan
tekislik bilan kessak, har qanday k uchun kesimda
22 yi h?
2 BT _
tenglama bilan aniqlanuvchi giperbola hosil bo'ladi. Bu giperbolaning yarim

o'‘qglari mos ravishda ;
h? h?
C\/—a—2+1, b\/; +1

- Bundan tashqari (3) tenglamadan ko‘rish mumkinki, giperboloid koor-di-
nata tekisliklariga nisbatan simmetrik joylashgan, koordinata boshi esa uning

simmetriya markazi bo‘'ladi. Bularni hisobga olib uni chizmada tasvirlashimiz
mumkin (2-chizma).

kattaliklarga tengdir.

44.4-ta’rif. Ikkinchi tartibli sirt tenglamasini birorta dekart koordinata-
lari sistemasida

x“ yz 2 , @)

Tegoa! )
ko'rinishda yozish mumkin bo lsa u bir pallali giperboloid deb ataladi. Bu
yerda a > b > 0, ¢ > 0 munosabatlar bajarilishi t,a_la.b gilinadi.
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3-chizma

Bir pallali giperboloidning tenglamasidan korish mumkinki, u koordinata
tekisliklariga nisbatan simmetrik joylashgan, koordinata boshi esa uning sim-
metriya markazi bo‘'ladi. Bir pallali giperboloidni z = h tenglama bilan
aniglangan tekislik bilan kessak, har qanday # uchun kesimda

I2 ye h!

FrEeirE

tenglama bilan aniglanuvchi ellips hosil bo‘ladi. Bu ellipsning yarim o'qlari

mos ravishda .
) h2? \/hz

- —+1
“\[cz tLoya

kattaliklarga tengdir. Agar h = 0 bo'lsa, kesimda eng kichkina ellips hosil
bo'ladi. Bu ellips bir pallali giperboloidning bo‘g‘zi deb ataladi.

Bir pallali giperboloidni z = h, y = h tenglama bilan aniglangan tekisliklar
bilan kessak, mos ravishda || < a va |k < b bo‘lganda kesimda

2

2 p? 72 22 K2
¥ 2 Taa 2 2

tenglamalar bilan aniglanuvchi giperbolalar hosil bo‘ladi. Bu giperbolalardan

birinchisining yarim o‘qlari mos ravishda

[ nz [ h?
by/1—-— ¢ 1- =
kattaliklarga tengdir. Agar |h| = a yoki [h| = b bo'lsa, kesimda mos ravishda

Ut
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tenglamalar . bilan aniqlanuvchi- ikkita kesishuvchi to‘g'ri chiziglar hosil
bo‘ladi. Bu faktlarni hisobga olib bir pallali giperboloidni chizmada tasvir-
lashimiz mumkin (3-chizma).

44.5-ta’rif. Sirtning har bir nugtasidan shu sirtda yotuvchi to‘g'ri chiziq
o‘tsa, bunday sirt chizigli sirt deyiladi.

Sirt chegaralagan bo‘lsa, unda to‘g‘ri chiziq yotmaydi va shuning uchun u
chizigli sirt bo'lmaydi. Demak ellipsoid chiziqli sirt bo‘lmaydi.

44.6-teorema. Bir pallali giperboloid chizigli sirt bo‘lib, uning har bir
nuqtasidan giperboloidda yotuvchi ikkita to‘g'ri chizig o‘tadi.

Konus va uning kesimlari

44.7-ta’rif. Ikkinchi tartibli sirt tenglamasini birorta dekart koordinatalar
sistemasida
' 22,y 22

¥ g g0 )

ko‘rinishda yozish mumkin bo‘lsa, u konus deb ataladi. Bu yerdaa > b > 0,
¢ > 0 munosabatlar bajarilishi talab gilinadi.

Konus tenglamasidan ko‘rinib turibdiki, u koordinata tekisliklariga
nisbatan simmetrik joylashgan, koordinata boshi esa uning simmetriya
markazidir. Bundan tashqari, agar Mo(zo, %o, 20) nuqta konusga tegishli
bo’lsa, O(0,0,0) va My(zq, 30, 20) nuqtalardan o‘tuvchi to'g'ri chizigdagi har
bir nugta konusga tegishlidir. Hagigatan ham, bu to'g'ri chiziqqa tegishli
nuqta (tzo, tyo, tzg) ko'rinishga ega va bevosita

(tz)? | (o) _ () _ (2, 2 _
ot R c? =g \'&7+‘BE_§)_U
tenglikni tekshirib ko‘rish mumkin.

Konusni 2 = h tenglama bilan aniglanuvchi tekisliklar bilan kessak, kesim-
da h # 0 bo‘lganda

2

’ ]

y'z—hz
e

~N

Q

ellipslar hosil bo'ladi. Konusning har bir yasovchisi bu ellipslarni bir marta
(fagat bitta nuqtada) kesib o‘tadi. Konusda yotuvchi va bu xossaga ega

bo'lgan chiziglar konusning yasouvchisi deyiladi. Bu ellipslarning markazlari-
dan o'tuvchi to'g'ri chiziq konusning o‘qi deyiladi.
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2N

4-chizma

; ?Uq.oridagi kanonik tenglamada konusning o’qi 0z o'qi bilan ustma-ust
lus' ltf)ldl- Koordinata boshi ham konusga tegishli, konusning hamma yasovchi-
arl bu nuqtadan o‘tadi. Konusning hamma yasovchilari o‘tuvchi nugta uning

uchz deb ataladi. Paraboloidlar

44.8-ta’rif. Ikkinchi tartibli sirt umumiy tenglamasini birorta dekart ko-
ordinatalari sistemasida
2 2
T Yy
(T : !
ko‘rinishda yozish mumkin bo'lsa, u elliptik paraboloid deb ataladi. Bu

tenglamada p > 0, ¢ > 0 munosabatlar bajarilishi talab qgilinadi.

5-chizma

Elliptik paraboloidning tenglamasidan ko‘rish mumbkinki, koordinata boshi

unga tegishli, zOz va yOz tekisliklari elliptik paraboloidning simmetriya
tekisliklari bo‘ladi. Elliptik paraboloidni 2 = h tenglama bilan aniqglan-
gan tekislik bilan kessak, & > 0 bo'lganda kesimda yarim o‘qlari mos ra-
vishda \/2hp, /2hq kattaliklarga teng bo‘lgan ellips hosil bo‘ladi. Ellip-
tik paraboloidni £ = h, y = h tenglamalar bilan aniqlangan tekisliklar bi-
lan kessak, kesimda fokal parametrlari mos ravishda p, g kattaliklarga teng

bo'lgan parabolalar hosil bo‘ladi. Bu parabolalarning uchlari mos ravishda
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0, h, !2‘—2) va (0, h, -g%) nuqtalarda joylashgan. Bu xossalarni hisobga olib,
elliptik paraboloidni chizmada tasvirlashimiz mumkin (5-chizma).

44.9-ta’rif. Ikkinchi tartibli sirt umumiy tenglamasini birorta dekart ko-
ordinatalari sistemasida

¥ =9 (6)
p q
(6) ko'rinishda yozish mumkin bo'lsa, u giperbolik paraboloid deb ataladi. Bu
tenglamada p > 0, ¢ > 0 munosabatlar bajarilishi talab gilinadi.

Giperbolik paraboloid ham zOz va yOz tekisliklarlarga nisbatan sim-
metrik joylashgandir. Agar giperbolik paraboloidni z = h tenglama bilan
aniglangan tekislik bilan kessak, h > 0 bo‘lganda kesimda yarim o‘glari mos
ravishda /2hp, v/2hq kattaliklarga teng bo‘lgan giperbola hosil bo'ladi. Agar
h < 0 bo'lsa, kesimda hagigiy o'gi Oz o‘qga, mavhum o'qi Oy o'qqa parallel
va yarim o‘qlari mos ravishda /—2hp, /—2hq kattaliklarga teng bo'lgan

giperbola paydo bo‘ladi. Kesuvchi tekislik xOy tekisligi bilan ustma-ust
tushsa, kesimda
2 2
= ¥ _,
P q

tenglama bilan aniqlanuvchi ikkita kesishuvchi to‘g'ri hosil bo‘ladi.

Giperbolik paraboloidni o'qiga parallel tekisliklar bilan kesssak kesimda
parabolalarni olamiz.

6-chizma

Masalan kesuvchi tekislik z = h tenglama bilan berilsa, kesimda fokal

parametri q ga teng va uchi (h, 0, ;—;) nuqtada bo‘lgan parabola hosil bo‘ladi.

44.10-teorema. Giperbolik paraboloid chizigli sirt bo'lib, uning har bir
nuqtasidan paraboloidda yotuvchi ikkita to‘g‘ri chiziq o‘tadi.
Isbot. Giperbolik paraboloidga tegishli Mo(zo, o, 20) nugtadan o‘tuvchi
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va
T=1xz0+ It
Y=Y +mt
l.z=zo+nt

tenglamalar bilan aniqlangan to‘g'ri chiziq paraboloidda yotishi uchun

(zo + lt)2 i (yo + Tlll)z
p
tenglik parametrning har bir giymatida bajarilishi kerak. Bu tenglikni

T S TR TR W

\pP q

= 2(zp + nt)

ko‘rinishda yozib, undan
2 m? & g myo
p q q
tengliklarni hosil gilamiz. Bu tengliklardan {/, m,n} yo‘nalish uchun

lim:n=p:u/q: (;o_—u—-—}

munosabatni hosil qilamiz. Bu yerda u = 1 tenglik bajarilgan. Demak
giperbolik paraboloidning har bir nugtasidan unda yotuvchi ikkita to‘g'ri
chiziq o'tadi. Bu to‘g'ri chiziglarning parametrik tenglamalarini

I=Io+t\/ﬁ
y=w+ut/q (7)

Zg gt

z=2zp+ ¢ w73 ﬁ)

ko‘rinishda yozish mumkin. Bu parametrik tenglamalarda

To _yﬂ'#o

vP VA

munosabat bajarilsa,

v va
= 0 tekislikni kesib o‘tadi. Bu tekislikda

t=t‘=—(a zogx%)'=—'21'(\/' 5?')

bo‘lganda (7) to'g'ri chiziglar z
_I__-z—=0,-"+—= (8)
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tenglamalar bilan aniqlanuvchi to‘g‘ri chiziglar ham yotadi. Demak (7) to‘g'ri

chiziq (8) to‘g'ri chiziqlarning bittasini kesib o‘tadi. Buni aniglash uchun (7)
ifodalarni (8) tenglamalarga qo‘ysak

.’to+t1\/— yﬂ'+utl\/§\ /IO yO\ 2, =0
(\/15 Ve ) \\/+~/_}+t

tenglikni olamiz. Demak (7) to'g‘ri chiziq

e

©)
vP V4

to‘g'ri chizigni kesib o‘tadi. Bu to‘g'ri chiziqning parametrik tenglamalarini

{.’r = 7./D
Y= —Tu/q

ko'rinishda yozish mumkin, bu yerda —co < T < +00. Yuqoridagi (7) va
(9) to'g'ri chiziglar (zp+ t1vD, Yo+ ut1,/g) nugtada kesishadi va bu nuqtaga
parametrning .

\
=M=ﬂ+t,=1(ﬂ_u}£_)
vP VP 2\ V4

qiymati mos keladi. Agar t' =t — ¢, belgiiashni kiritib, (7) to'g'ri chiziqning
parametrik tenglamalarini

T=Zo+typ= (zo+tiy/p) +(t—t1)yP = (' +T)\/P
=%+t utyq = (yo+ut1\/g) +ult — )G =ult’ —1)V3q
z—zo+t(-ﬁ—u1—) = (t-t) (% - ui) =2m
ko'rinishda yozish mumkin.
Agar 2 — uf2 = 0 bo'lsa, giperbolik paraboloidning (6) tenglamasidan
zo = 0 tenglik kelib chiqadi. Demak bu holda (7) to'g'ri chmq 2 = 0 tekislikda
yotadi.

45-§8. Ikkinchi tartibli sirtning umumiy tenglamasini
soddalashtirish

Ikkinchi tartibli sirt umumiy tenglamasi

anz’ + ey’ + a32® + 20107y + 2055y + 201372 + 20,2 + 2a9y + 223z +a =0
bilan berilgan bo'lsin.
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Bu tenglama to‘g‘ri burchakli koordinatalar sistemasiga nisbatan berilgan
bo‘lsa, quyidagi ifodalar to'g'ri burchakli dekart koordinatalari sistemasini
parallel ko‘chirish va burishga nisbatan invariantlari hisoblanadi:

air a2
a1 Qa2

agp a3
azy ass

Q2 Q23
azz Q33

h=ay+oen+an L=

app @12 a3 qg
Q) a2 a3

I3 =lan ax ax|, Ki=
az; a3z a3

az a a3 Q2
a3 Q32 4asz .43
a a; a3 a
Semiinvariant nomini olgan quyidagi ikki ifoda, to‘g‘ri burchakli dekart
koordinatalar sistemasini burishga nisbatan invariantlardir:

ay a2 o9 a;; a13 ai a2 a3 a2
K3 = lay ey az|+lan ax a3|+ a2 a3y as),
ay a; a ay a3 a la,z a a
a1y ay a3 Qay azz a3
K, = ]
a a a2 a a3 a

Agar [3 = 0, K; = 0 bo‘lsa, K3 semiinvariant ayni vaqtda burishga nis-
batan ham invariant bo'ladi, I3 = 0, K4 = 0, Jo = 0, K3 = 0 holda esa, K,
semiinvariant parallel ko‘chirishga nisbatan invariant bo'ladi.

L. I3 # 0 holda ikkinchi tartibli sirt tenglamasini to‘g‘ri burchakli kogr'dina-
talar sistemasini parallel ko‘chirish va burish natijasida quyidagi ko'rinishga
keltirish mumkin:

K. ;
,\,x2+,\2y2+xszz+7:—=o (1)
bu yerda ), Ay, As - quyidagi xarakteristik tenglamaning ildizlaridir:
a1 —A a2 a3
an  an—A axn |=0 (2)
as agz  axp — Al

yoki

NN+ LA-L=0

: an iR,
I Agar \j, Ag, A3 bir xil ishorali, !1(': esa ularga teskzj\n ljhzr;;isz;tzc;bsa(l;l
holda (1) tenglama ellipsoidni aniglaydi. |Ai| < A2l < [As] de .
tenglamani
) 2 2
X- Y Z -1

K ¢ _ K
-nk  TRh Tk
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ko'rinishda yozib olamiz.
. R _ R . [ X
Bunda ellipsoidning yarim o'qlarini a = )] P A b= Wi C= 5

ko‘rinishda yoza olamiz va |A;| < |A2| < [A3] qilingan farazga ko'raa 202> ¢
munosabatlar o‘rinli bo’ ladi

20, Agar Ay, Ag, /\3, bir xil ishorali bo'lsa, u holda (1) tenglama mavhum
elhpsondm amqlaydx |A1| < |Ag} < |A3] deb hisoblagan holda uni

-X:- & p- + ;y = —1 ko‘rinishga keltiramiz, bunda: o = ‘#'\Kfa b= \/ Nl3?

£li=| \/'Xa—lt gilingan [A| < |A2| < |As| farazga ko'ra @ > b > c ekanligiga
ishonch hosil gilamiz.

3%, Agar Ay, M2, )3 sonlar bir xil ishorali va Ky = 0 bo'lsa, u holda (1)

tenglama mavhum konusni aniqlaydi. [A;| < |Ag| < |As| deb hisoblagan holda
uni

X2 Y2 7%
—2+—+——=0

B2
ko'rinishga keltiramiz, bunda:

R

va shu bilan birgaa > b > c.

. Agar (2) xarakteristik tenglama ildizlarining ikkitasi bir xil ishorali,
uch'mchi ildizi bilan %‘ ularga teskari ishorali bo‘lsa, (1) tenglama bir paliali
giperboloidni aniqlaydi. Bu holda xarakteristik tenglamaning bir xil ishorali
ildizlarini Ay, Az deb belgilab va |A{] < |Az| deb faraz qilib (1) tenglamani

X? ) Z*

& - -
K. K K.
%E L onk
yoki :
X2 yr 22

atE-F=!

ko‘rinishda yozib olamiz. Bu erda:

A/ = »\ah a>b.

5°. Xarakteristik tenglamaning ikki ildizi va %1 ozod hadi bir xi! ishorali,

xarakteristik tenglamaning uchinchi ildizi esa ularga teskari ishorali bo'lsa,
(1) tenglama ikki pallali giperboloidni aniqlaydi. Bu holda xarakteristik
tenglamaning bir xil ishorali ildizlari A\, va A ni olib |A;] < |Ao] deb
hisoblasak, (2) tenglamani -

X2 Y2 Z2 1
AT TR TR ="
A 13 Aals A3

K =
o= f b= ke =




45-§. Tkkinchi tartibli sirtning umumiy tenglamasini soddalashtirish 239

yoki
X2 y* g*
=1
a2 2 2
ko‘rinishida yozamiz, bunda: a > b.
6°. Xarakteristik tenglamaning ikkita ildizi bir xil ishorali, uchinchi ildizi
ularga teskari va K; = 0 bo‘lsa, u holda (1) tenglama konusni aniqlaydi.
A1 va Az sonlar bir xil ishorali ildizlar va [A;] < JA2| deb hisoblanganda (1)
tenglamani
K ¥ @
e g ol
Al Al Y]
yoki
X2 y2 Z2 a
arEoET
korinishga keltiramiz. Bu yerda a > b bo'lib:

R S
R VAP AR P WE Pl

Xarakteristik tenglamadagi musbat ildizlar soni uning koeffitsiyentlari

orasidagi ishoralar almashuvlari soniga teng bo‘ladi (Dekart qqidzmi). _
II. Agar I; = 0, K; # bo'lsa, u holda to‘g'ri burchakli koordinata-

lar sistemasini parallel ko‘chirish va burish natijasida ikkinchi tartibli sirt

tenglamasini
K.
MX24+ MY 22,222 =0 3)
i2

ko'rinishga keltirish mumkin. Bu tenglamada A1 va A xarakteristik

tenglamaning noldan fargli bo‘lgan ildizlari. i
70, Agar )\, va )\, sonlar bir xil ishorali bo‘lsa, u holda (3) tenglama ellipti

paraboloidni aniglaydi. |A| < |A2] deb hisoblab (3) tenglamani

2 2
X Y 9z

ko‘rinishda yoza olamiz.

1 K. — 4l /K
P=:1=,Tl —T::Q-‘i,\, T2

deb olib, ushbu tenglamani hosil gilamiz:
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bunda: p> g > 0.

8%, Agar A; va A, sonlar har xil ishorali bo'lsa, (3) tenglama giperbolik
paraboloidni aniqlaydi. A; ni musbat, A; ni manfiy ildiz deb olib, —%‘-
radikal oldidagi ishoradan minusini olib, (3) tenglamani

X* y?
K o 22
1 1
/-8 —L/-B
yoki
X? ¥t
——— =27
P q
ko‘rinishda yozamiz, bu erda:
e L K = K.
p=dy/5 o= -4/~

III. Agar I; = 0, K4 = 0, J # 0 bo'lsa, to'gri burchakli koordinata-

lar sistemasini burish va parallel ko‘chirish natijasida ikkinchi tartibli sirt
tenglamasini

K
MX2+ Ay 4+ 220 @)
i
ko‘rinishga keltirish mumkin. Bu yerda A, va A, sonlar xarakteristik

tengiamaning noldan farqgli ildizlari.

9%, Agar A\; va )p sonlar bir xil ishorali, % esa ularga qarama-qgarshi
ishorali bo‘lsa, (4) tenglama elliptik silindrni aniglaydi. |Ai] < |Ag| deb
hisoblab, (4) tenglamani

) & y*
gt =l
-ﬂ; T Xalz

yoki
X2 Y2
ZtE=l

ko‘rinishida yozib olamiz, bu yerda a > b bo’lib,

— K o K.
a= \/‘T{};* b= \/—ﬁ-.
10%. Agar My, Ag, -’};1 sonlar bir xil ishorali bo‘lsa, (4) tenglama mavhum
elliptik silindrni aniglaydi. |\;] < |As] deb hisoblab, (4) tenglamani
X2 . e

T tE =1
Als Al
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yoki
atE =]
ko'rinishda yozamiz, bunda a > b.
11°. Agar Aj, A, sonlar bir xil ishorali va K3 = 0 bo'lsa, u holda (4)
tenglama kesishadigan ikkita mavhum tekisliklarni aniqlaydi. Bu holda (4)
tenglamani

X2 y?

T ta=0

Wl Dal
yoki

X? y?

kel

ko‘rinishda yozib olamiz, bunda a > b. bo'lib,

1 1
a= /b=y
[A1] [ Al

12°. Agar A;, A2 sonlar har xil ishorali va K3 # 0 bo'lsa, (4) l:englama
giperbolik silindrni aniqlaydi. A, deb xarakteristik tenglamaning 3 —4 ning
ishorasiga teskari ishorali ildizni olib, (4) tenglamani

X? y?
i Yeat
Ady A2l
yoki .
L2 s g
a? S

ko‘rinishda yozib olamiz, bu yerda

- \/ Ks k/ K
C=V"aRT VN b
13°. Agar A;, A; sonlar har xil ishorali va K3 = 0 bo'lsa, (4) tenglama

kesishadigan ikkita tekislikni aniglaydi. Xarakteristik tenglamaning musbat
ildizini X, deb olib, (4) tenglamani

X2 y?

T-T70

53 Az
yaki oy .
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ko‘rinishda yozamiz, bunda

/1 [ 1
a= /\—l,b— —'A—z

0, K4 =0,]; =0, K3 # 0 hol yuz bersa, to‘g'ri burchakli koor-

dinatalar sistemasini burish va parallel ko‘chirish natijasida ikkinchi tartibli
sirt ternglamasini

IV. Agar I; =

,\1X2i2\/—$l’ =0 (5)
1
ko'rinishga keltirish mumkin, bu yerda A,
ning noldan farqli bo‘lgan ildizi.

14°. Yugoridagi (5) tenglamani ushbu

K;

ko‘rinishda yozish ham mumkin. Bu tenglama parabolik silindrni aniglaydi.

Bu silindrning yasovchilariga perpendikular bo‘lgan tekislik bilan kesishish
natijasida hosil bo‘igan parabolanining parametrini ushbu

= I} son xarakteristik tenglama-

formuladan aniglanadi.
V. Agar I3 =0, Ky =0, I = 0, K3 = 0 bo'lsa, to'gri burchakli koordina-
talar sistemasini burish natijasida ikkinchi tartibli sirt tenglamasini

w2+ 52 g
yoki ‘.1
LX+ {f—g =0
yoki l
X2+ % =0 (6)

ko'rinishga keltirish roumkin.

159, Agar K, < 0 bo'lsa, (6) tenglama ikkita parallel tekislikni amqlaydl

Bu holda ushbu -} = —a? belgilashni kiritib olib, tenglamnani X2 — a® = 0
ko‘rinishda yozib olamlz

16°. Agar K; > 0 bo'lsa, (6) tenglama ikkita mavhum parallel tekislikni

aniglaydi. Bu holda —-} = —a? deb, tenglamani X? + a? = 0 ko‘rinishda
yOdelz.
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17°. Nihoyat, K, = 0 bo'lsa, (6) tenglama ikkita ustma-ust tushuvchi
tekislikni aniglaydi: X? = 0.
45.1-tasdiq. Ikkinchi tartibli sirt aylanma sirt bo‘lishi uchun uning
xarakteristik tenglamasi karrali ildizga ega bo'lishi zarur va yetarlidir.
Kanonik tenglamasi ma’lum bo‘lgan sirt vaziyatini aniqlash uchun,
kanonik sistemaning yangi koordinatalar boshi O’ ni va shu bilan birga bu
koordinatalar sistemasi o'qlarining yo‘naltiruvchi vektorlari koordinatalarini
bilish kerak.
Kanonik koordinatalar sistemasi o‘qlari yo‘naltiruvchi vektorlari koordi-
natalari ushbu
(au - /\)l + apm +apn =0
azl + (a22 - A)m +ayn=0 (7)
agll + azom + ((133 - /\)m =0
tenglamalar sistemasidan aniglanadi, bunda A - xarakteristik tenglamaning
ildizi. Aylanma sirtning joylashishini aniqlash uchun kanonik koordinata-
lar sistemasida yangi koordinata boshi O’ ni va aylanish o'qi yo‘naltiruvchi
vektorining koordinatalarini bilish lozim. Yo‘naltiruvchi vektorining koor-
dinatalari (7) sistemadan aniqlanadi, bunda X - xarakteristik tenglamaning
oddiy ildizi.
Sirt markazga ega bo‘lsa (yagona bo‘lishi shart emas), u holda kanonik sis-
temasining yangi koordinata boshi O’ deb sirt markazi olinadi. Sirt markazin-
ing koordinatalari

ant+apy+a3z+a; =0
ant +any+aenz+a; =0 (8
anz +apytampz+a;=0

tenglamalar sistemasidan topiladi.

1%, Uch o'qli ellipsoid:

2 2 2
{T+%—+%=l, (a>b>c).

Bu ellipsoid markazining koordinatalari (8) sistemadan topiladi. Katta
0‘qi (O'X) ning yo‘naltiruchi vektorining koordinatalari (7) tenglamalar sis-
temasidan topiladi, undagi son xarakteristik tenglamaning modul jihatdan
kichik bo‘lgan ildizi; o‘rta o'q (O'Y) ning yo‘naltiruvchi vektorining koordina-
talari (7) sistemadan topiladi, A son xarakteristik tenglamaning modul jihat-
dan o‘rta bo‘lgan ildizi; kichik o'q (O’ Z) ning yo‘naltiruvchi vektorining koor-
dinatalari ham (7) sistemadan topiladi, bunda A - xarakteristik tenglamaning
modul jihatidan katta bo‘lgan ildizi.
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20 Agar (1) tenglama nugtani aniglasa {(mavhum konus), u holda bu nug-
taning koordinatalari (8) sistemadan topiladi.

30. Bir pallali giperboloidning kanonik tenglamasi:
X y* 2z° .
'Eé-'f"b—?—?—:l, (a > b).

Bir pallali giperboloid markazining koordinatalari (8) sistemadan
aniglanadi.

Aytaylik, A;, A, sonlar xarakteristik tenglmaning bir xil ishorali ildizlari
bo'lib, bunda {A} < [A2) va A3 esa ishorasi Ay va ), ildizlarning ishorasiga
garama-qarshi ildiz bo‘lsin. Giperboloid (O'Z) o'gining yo‘naltiruvchi vektori
koordinatalari (7) sistemadan aniqlanadi, bunda A = A;. Bir pallali giper-
boloid bo'‘giiz kesimining (O’ X) katta o‘qi yo'naltiruvchi vektorining koor-
dinatalari (7) sistemadan aniglanadi, bunda A = );; bir pallali giperboloid
bo'g'iz kesimining (O'Y’) kichik o‘gi yo‘naltiruvchi vektorining koordinatalari
(7) sistemadan topiladi, bunda A = ).

4°. 1Kki pallali giperboloid:

X2 y? 2
‘a—2+F— %‘ = —1, (a [ b)

Tkki pallali giperboloid markazining koordinatalari (8) sistemadan topiladi.

Aytaylik, A\, A, sonlar xarakteristik tenglamaning bir xil ishorali ildiz-
lari va |A)| < |Ag| bo'lsin, As esa xarakteristik tenglamaning Ay, Ag ildizlari
ishorasiga qarama-qarshi ishoraga ega bo‘lgan uchinchi ildizi bo‘lsin. U holda
giperboloid (O’'Z) o'qining yo‘naltiruvchi vektorining koordinatalari (7) sis-
temadan aniglanadi, bunda A = )A3; O’'X o‘qgini (giperboloid o‘giga per-
pendikular bo‘lgan o‘q bilan kesishi natijasida hosil bo‘lgan ellipsning katta
0'qi) yo‘naltiruvchi vektorining koordinatalari (7) sistemadan topiladi, bunda

A = Ay; O'Y o'qi yo'naltiruvchi vektorining koordinatalari (7) sistemadan
topiladi, bunda A = X,.

5% Konus: Xt y2 g
F+?_Zz_=0' (a > b).

Konus uchining koordinatalari (8) sistemadan aniglanadi. Aytaylik, A1, A2
sonlar xarakteristik tenglamaning bir xil ishorali ildizlari va A1} < [Az]
bo'lsin, A3 esa xarakteristik tenglamaning A, ) ildizlari ishorasiga qarama-
qarshi ishoraga ega bo‘lgan uchinchi ildizi bo‘lsin. U holda konusning (O'Z)
o'qi yo'naltiruvchi vektorining koordinatalari (7) sistemadan aniglanadi,
bunda A = A3. O'X o'gi yo'naltiruvchi vektorining koordinatalarini (7) sis-
temadan aniqlanadi, bunda A = X;. O'X o'qi (ya'ni konusning o‘giga per-
pendikular bo‘lgan kesimda hosil gilingan ellipisning katta o‘qi) yo‘naltiruchi
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vektorning koordinatalari (7) sistemadan aniqlaydi; Q'Y o‘qi yo‘naltiruvchi
vektorining koordinatalarini (7) sistemadan aniglaymiz, bunda A = \,.
6°. Elliptik parabolid: . ’
ol
p q
Kanonik sistemasining boshi, bu holda paraboloid uchidan iborat. El-
liptik paraboloidning sirt botiqligi tomon yo'nalgan o'qining vektori ushbu
munosabatdan aniqlanadi:

P = (1A, I,As, A3}
bu yerda

Q12 Qi3 @ Q) a3 Q) lau Q12 a4
Al =~lay axp a3, Az=|an a3 azf, A3 = —|ay ax az|.
a3 as asl a3 asz as as az; a3

Bu yerdagi A, Aj, A3 sonlar K, determinantdagi a), a2, az elementlari-
ning algebraik to‘ldiruvchilarini bildiradi.

Aytaylik, A;, Ao - xarakteristik tenglamaning noldan farqli ildizlari va
|A1] < |A2| bo'lsin, bu holda O’ X o'qining (ya’ni elliptik paraboloidring o'giga
perpendikular bo‘lgan tekislik bilan kesishishidan hosil bo'lgan ellips katta
0'qi) vo‘naltiruvchi vektorining koordinatalari A = A; holda (3) sistemadan
aniglanadi, O'Y o‘qining yo‘naltiruvchi vektorini koordinatalari esa A = Ay
holda (7) sistemadan aniglanadi. Elliptik paraboloidning uchi ushbu

‘anz +apy+az+or ant +apy+oenztar

A1 B AZ
_a31T + azxy + a3z +4a
B Az (9)
ant? + any® + azgsz? + 2apy+
+2a93yz + 241372 + 20, + 2a2y + 2a3z +a =0

<

tenglamalar sistemasidan topiladi.
7%. Giperbolik paraboloid:

Bu holda kanonik koordinatalar sistemasining boshi paraboloid uchidan ibo-
rat. Giperbolik paraboloidning (0’X Z) tekislik bilan kesishishi natijasida
hosil bo‘lgan katta parametrli bosh kesimning botiqlik tomonga yo‘nalg.an
parabola o‘qining yo‘naltiruvchi vektori ushbu koordinatalarga ega bo‘ladi:

{hAy, hA,, LAs}
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bu yerda A;, A,, Az sonlar K4 determinantning a,, az, ag elementlarining
algebraik to‘ldiruvchilaridir.

Aytaylik, X), A2 - xarakteristik tenglamaning ildizlari bo'lib, |A] <
|A2| bo'lsin. U holda O'X o‘qining yo'naltiruvchi vektorining koordinata-
lari (ya'ni paraboloid uchidan o‘tuvchi to'gri chizigli yasovchilar orasidagi
o‘tkir burchak bissektrisalari) (7) sistemadan A = ); deb aniqlanadi; O'Y
o‘qning yo‘naltiruvchi vektorining koordinatalari (7) sistemadan A = A, deb
aniglanadi. Giperbolik paraboloidning uchi (9) sistemadan aniqlanadi. Agar
giperbolik paraboloid uchun A; = — X, tenglik o‘rinli bo'lsa, tegishli tenglama
ushbu

X2 Y =22z
ko‘rinishni qabul giladi.

Bu holda paraboloidning O'X Z, O'Y Z tekisliklar bilan kesimida hosil
gilingan parabolalar bir xil parametrga ega.
yo'nalishi {A;, As, A3} vektor orqali aniglanadi.

8%, Elliptik silindr:

Bunda parabola o'‘qining

X

3 + =3 = 1.
Bu bolda a # b bo‘lganda, elliptik silindrning joylashishini aniglash uchun
uning o'qini va silindr o'qiga perpendikular kesimidagi katta va kichik
o‘glarining yo‘naltiruvchi vektorlarini bilish kerak.

Silindr o'qi (8) tenglamalar yordamida. topiladi (ulardan chizighi erklilarini
olish kerak). Aytaylik, A;, A; sonlar xarakteristik tenglamaning noldan fargli
ildizlari va || < {X2] bo'lsin. U holda O’ X oqi (silindr o'qiga perpendikular
kesimida hosil bo‘lgan katta o‘qi) yo‘maltiruvchi vektorining koordinatalari
(7) sistemadan topiladi, bunda A = A;; O'Y o'qi yo‘naltiruvchi vektorining
koordinatalari (7) sistemadan aniglanib, bunda A = A, farazda A; = Ay bfolsa,

X?4Y?%=q?

silindr hosil gilinadi va uning joylashishini aniqlash uchun o‘qini bilish yetarli.
99, Giperbolik silindr:

XZ Y2

gt
Giperbolik silindrning joylashishini bilish uchun uning o‘qini va o'qiga per-
pendikular kesimining hagigily va mavhum o‘glarining yo‘naltiruvchi vektor-
larini bilish kerak. Ay, A; sonlar xarakteristik tenglamaning noldan farqli
ildizlari, va A, deb ishorasi %(-3 ishorasiga qarama-qarshi bo'lgan ildiz belgilan-
gan. U holda O'X o‘qning yo'naltiruvchi vektorining koordinatalari. (silindr
o'qiga perpendikular kesimining haqiqgiy o‘qi) (7) tenglamalardan (A = A
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holda} topiladi. O'Y o‘gning (mavhum o‘qning) yo‘naltiruvchi vektorining
koordinatalari esa A = Az holda (7) tenglamalardan topiladi.

10°. Parabolik silindr.

Parabolik silindrning joylashishini aniglash uchun quyidagilarni:

I} silindr yasovchilariga parallel bo‘lgan simmetriya tekisligini;

I) bu simmetriya tekisligiga perpendikular bo‘lgan urinma tekislikni;

HI) bu urinma tekislikka perpendikular bo‘lgan va silindrning botiqlik
tomoniga yo‘naltirilgan vektorni bilish kerak.

Agar umumiy tenglama parabolik silindrni aniglasa, u holda uni

(aX +BY +9Z)2 426, X +2b,Y +203Z +b =0
yoki
(aX + BY +vZ + m)? — [2(ma — b)) X +
+2(mB — b)Y +2(my —b3)Z +m?:— b =0

ko‘rinishda yozish mumkin. Bu yerda m sonni ushbu
aX+BY +49Z+m=0
2(ma — b)) X +2(mfB - b)Y 4+ 2(my—b)Z +m? ~b=0

tekisliklar o‘zaro perpendikular bo‘ladigan qilib tanlaymiz, ya’ni
a{ma — b)) + B3(mB — by) +y(my—b3) =0
bunda
" _ ba + bo3 + b3y
T+ pr 42
ga ega bo‘lamiz. m ning bunday giymatida ushbu

2(ma — b)) X +2(mB — b)Y +2(my —b3)Z +m? —b=10

tenglama, silindr yasovchilariga parallel bo'lgan simmetriya tekisligini ifo-
dalaydi.

Ushbu

aX+BY +49Z+m=20

tenglama bilan aniqlangan tekislik ko'rsatilgan simmetriya tekisligiga per-
pendikular bo‘lgan urinma tekislik bo‘ladi, {am —by, Bm—b2, ym—b;} vektor
esa topilgan urinma tekislikka perpendikular va silindrning botiglik tomoniga
yo'nalgan.

Agar (1) tenglama bir juft tekislikka ajraladigan sirtni aniqlasa, u hol'da'.
uning joylashishini bilish uchun bu tekisliklarning har birining tenglamasini



248 VIIl BOB. IKKINCHI TARTIBLI SIRTLAR NAZARIYAS]

bilish kerak. Bu tenglamalar (1) tenglamaning chap tomonini z,y, z ga nis-
batan chizigli ko‘paytuvchilarga ajratlb -va har birini nolga tenglab hosil qi-
lamiz.

45.2-teorema. Umumiy (1) tenglama bilan aniglangan ikkinchi tartibli
sirtning ikkita tekislikka ajralishi uchun ushbu

ail a2 413 a1
Q21 G2 G23 Q2
231 G32 433 43
a a2 a3 Qa

matritsaning rangi 2 yoki 1 ga teng bo'lishi zarur va yetarli.
Agar koordinatalar boshi sirtning markazi bo‘lib xizmat gilsa. u holda

sirt tenglamasida birinchi darajali hadlar qatnashmaydi va sirtning umumiy
tenglamasi

anz’ + any’® + azz’ + 20127y + 2a03yz + 201372 +a =0

ko‘rinishga ega bo‘ladi. Bu yerda a = I[(—:, agar I3 # 0 bo'lsa; a = -1& agar
I;=0,K;=0,1,#0bolsa; a = £2, agar I3 =0, K4y = 0, K3 = 0, [ #
0 bo'lsa. Jumladan uchi koordinatalar boshida bo‘lgan konus tenglamasi
quyidagi ko'rinishga ega:

anz’ + a22y2 +ag2? + 2a197y + 2a33yz + 201372 =0

Aksincha, shu ko'rinishdagi har qanday tenglama uchi koordinatalar
boshida bo‘lgan (haqiqiy yoki mavhum) konusni yoki koordinata boshi-
dan o‘tuvchi bir juft (haqigiy har xil, yoki ustma-ust tushuvchi) tekis-
likni aniglaydi. Eski koordinatalarni yangi koordinatalar bilan bog'lovchi
tenglamalar

=L X+ LY +13Z+x
Ly=mX+mY +myZ +yo
z=mX +nY +n3Z+ 2

ko'rinishga ega, bu yerda €, = {l;,my,m}, & = {lz, m2,n2}, & = {l3, m3, n3}
vektorlar O'X, O'Y, O'Z kanonik sistemani birlik vektorlari, Bu vektorlar-
ning koordinatalari (8) sistemadan topiladi, (xo, 4o, z0) eski sistemaga nis-
batan yangi sistemaning boshi (sirt markazi, agar sirt markazga ega bo'lsa va

sirt uchining koordinatasi, agar sirt markazsiz bo‘lsa) ning koordinatasidir.
- Umumiy tenglama

‘ anz’+ azzy2 + g2 + 2a127y + 2a93y2 + 201372 + 20, T + 202y + 2a3z2+a =0
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bilan aniglangan sirtning (zo, yo, 20) nuqtasida o‘tkazilgan urinma tekisligi
(auzo + @12y + a1320 + 1)z + (a21T0 + az2yo + 32320 + a2)y+

+(a31Zo + azayo + azzzo + a3)z + a0 + azyo + azzg + @ =0

tenglama bilan ifodalanadi.
Umumiy tenglama bilan berilgan ikkinchi tartibli sirtga tashqi chizilgan
va uchi S(zo, ¥, 20) nugtada bo'lgan konus tenglamasi

(au:l.‘2 + agzyz + 03322 + 20127y + 2a03yz + 201372 + 2047 + 2a0y+

+2a3z + a)(a”xg + agzyg + a;;gzg + 2a19z0Y0 + 2a23y020 + 2a13T020 + 2a17T9+
+2a0yy + 2a329 + a) — [(au.’to + aygyn + a132g + a1)1: + (azlzo -+ a22¥yo + Q2320+
+a2)y + (as1Zo + ageyo + asszo + a3)z + ayzo + azyo + azzp + @)’ =0

ko'rinishda bo'ladi.
Yasovchilari {{, m,n} vektorga parallel va tenglamasi (1) ko‘rinishda beril-
gan ikkinchi tartibli sirtga tashqgi chizilgan silindr tenglamasi

(au:z:2 + a22y2 -+ a3322 + 2ai91y + 2033y2 + 20137z + 2017 + 202y + 2032 + a)

(a11l? + agzom?® + agsn? + 2aplm + 2amn + 2a13ln) — [(anz + a2y + ayzz+
+a1)l + (anz + 092y + azsz + az)m + (aa1 7 + ag2y + assz + az)n)’ =0

ko‘rinishga ega.
Ikkinchi tartibli sirt asimtotik konus yasovchilariga parallel vektorlarining
koordinatalari

anl? + agom?® + agn® + 2aplm + 2amn + 2a13in =0

tenglamadan topiladi.
Ushbu {{,m,n} vektor yo‘nalishiga qo'shma bo‘lgan diametrial tekislik

(auI + apy + a13z + (11)[ + (0.21.’1.‘ + QY+

+ag3z + az)m + (a3 T + azey + azz +az)n =0
tenglama. bilan ifodalanadi.
Lkkinchi tartibli sirtning Az + By+Cz+ D = 0 tekislikka qo'shma bo‘lgan
diametri
anz +opytaszt+a  anZ +onytanzta

A B
_anZ +azpy +anz + a3
- C
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tenglamadan topiladi.

Ikkinchi tartibli sirtga nisbatan o‘zaro qo‘shma yo‘nalishlarga ega bo‘lgan
{{,m,n} va {{/,m,n'} vektorlarning (ya'ni vektorlardan biri ikkinchisiga
qo'shma bo‘lgan diametrial tekislikka parallel) koordinatalari ushbu

(aul + ajpm -+ algn)l' + (azll + agpom + aggn)m' + (a31l + azam + ag;;n)ﬂ' =0
munosabat bilan bog‘langan.

Agar Oz, Oy o‘qlari (sirtga nisbatan) qo'shma yo‘nalishga ega bo'lsa, u
holda sirt tenglamasida zy ko‘paytma qatnashmaydi, va aksincha.

Agar Oz o'qi yo'nalishi Ozy tekislikka qo'shma bo'lsa, u holda ikkinchi

tartibli sirt tenglamasida zz va yz ko'paytmali hadlar gatnashmaydi, va
aksincha.

To'g'ri burchakli dekart koordinatalar sistemasida

anz® + apy® + az32® + 20127y + 2a23yz + 201372 + 20,7 + 200y + 2032 +a =0

tenglama bilan aniglangan sirt va Az + By + Cz + D = 0 (bu yerda
A%+ B%+C? = 1) tenglama bilan aniglangan tekislik berilgan bo‘lsin deb faraz
qilaylik. Bunday holda berilgan tekislik bilan berilgan sirtning kesishishidan

hosil bo‘lgan ikkinchi tartibli chiziqning invariantlari quyidagi munosabatlar-
dan aniqlanadi:

a;; a2 a3 o A
i e a2 1 Qi G613 Q)
s ag @ a G2 B
an ap axm Bj C
Iy =— , Ka=—laa a3z a3 a3 ,
Q31 Q3 Q33 C
A B C 0 ay as a3 a D
A B C D 0
z ap a2 A{ oy a3 A| |en a3 B
Ii=—lan ap» B|-lan a3 C|-—lap a3 C|,
A B 0 A C 0 B C 0
an a2 a1 Al |ay a3z a4 A az aus a B
‘,'(2__ az az 6y B| lan ey a3 C| laxp ey a3 C
a; a3 a D ap a3 a D a; a3 a DI’
A B DO A C DO B C D O

shu bilan- birga kesishish chizigining shaklini aniqlash va kanonik
tenglamasini tuzish tekislikdagi ikkinchi tartibli chizigni tekshirishda
qo‘llamlgan formulalardan foydalanib, faqat I, K3, I; va K> lar o‘rnida mos

ravishda 12, K3, f; va Kz sonlarni olib o‘tkaziladi.
Masalan, kesim chizig'ining xarakteristik tenglamasi

Az—}l)\+}2=0
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ko'rinishda yoziladi va chizigning yagona markazga ega bo‘lish sharti

ay a2 a3 A
an axp a3 B :0
a3 azp an C
A B C 0

A

ko‘rinishda yoziladi.
Yagona markazga ega bo‘lgan chiziqning eng sodda tenglamasi
quyidagicha:
: . K,
M4 Ry =g
I,
bu yerda A;, A, sonlar xarakteristik tenglamaning ildizlari va h.k.
Agar kesimda markazli chiziq hosil bo'lsa, u holda uning markazi
ant + apy + a3z + a = At
0T + Gy + a3z + ag = Bt
anT + apy + agzz + a3 =Ct
Az +By+Cz+D=0
sistemadan aniqlanadi.
Kesimning o‘qglari bo‘yicha yo‘nalgan vektorning koordinatalari ushbu
(au = A)l + ajgm + apzn — AB =0
anl + (azg = /\)m +aypn—BF=0
eyl +azpm+{azgz— A —CB =0
Al+ Bm+Cn=20
tenglamalardan aniglanadi. Bu yerda ) kesimda hosil bo‘lgan chiziq xarak-

teristik tenglamasi A? — }1/\ + }2 = 0 ning yechimi yoki

a1 — A ap a3 A
a9 Qg9 — A Q23 B =8
a3 ap az—A C
A B C 0

tenglamaning ildizlaridir.
Kesimda parabola hosil bo‘lgan holda ushbu

a; a2 a3 A| ey a1 aiz A| |en aiz a1 A
~_ J|as az @ B| |axn 01 e B| |an axn a2 B
“=Vles ez az C|' |am as ass C| |am azz a3 C

D B C 0O A D C 0 A B D 0f)
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vektor parabola o‘qiga parallel bo‘lib, botiglik tomoniga yo‘nalgan.
Parabola o'qi

(au.’L' + a2y + a3z + al)l + (0.211' + ay+
+azz + ag)m + (agiT + ezpy + azsz +az)n =0
Az4+ By+Cz2+D =0

tenglamalar sistemasi orgali aniglanadi.

Parabolaning uchini esa sirtning parabola o‘qi bilan kesishish nuqtasi
sifatida aniqlaymiz.

45.3-misol. To'g'ri burchakli koordinatalar sistemasiga nisbatan
224+ 5°2 + 22+ 22y +6zz+ 2yz — 22+ 6y + 22 =0

tenglama bilan berilgan sirt ko‘rinishi va uning joylashishi aniqlansin.
Yechish. Dastlab sirt markazga ega yoki ega emasligini aniglaymiz.

I =

o =

13
5 1| =—3650,
11

demak, sirt yagona simmetriya markaziga ega. So‘ngra

oy

K;=

1
1
3 =36 >0,

O = O o
— = W
O = W

-1
L=145+4+1=71 -I3<0

ekanidan, berilgan sirt bir pallali giperboloidligi kelib chiqadi. Endi J» ni
topamiz:
11 13 51
“—LJ+31+1J‘Q

Xarakteristik tenglama tuzamiz va yechamiz:

AN —7x24+36=0

Al=3,A=6, A\ =-2
Sodda tenglamasi
36
32 4+ 62 — 222+ —— =0
T Y z°+ 36
yoki
3z2 46y -22—-1=0
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yoki ;

72 y2 22

& @ G

2 2
1 1
CONNC)
ko'rinishga ega ekan, bu yerda @ = 2, b= 2, c = S
Sirt markazini _
T+y+32—-1=0
" T+oy+2+3=0
3z +y+z+1=0

sistemnani yechib topamiz, bundan C (-3, -%,2).

Yangi O’ X o‘qiga parallel [/ = {li,my,n1} vektorning koordinatalarini
(1 = 3)11 +m; + 31’11 =0
ll+(5—3)m1+nl =0
3 +m+(1-3n; =0

sistemani yechib, l-{ = {1,-1,1} ekanini topamiz. Huddi shunga o‘xshash
yangi O'Y, O'Z o'‘qlariga parallel bo‘lgan vektorlarning koordinatalari l; =
{1,2.1} va [} = {1,0, =1} bo‘ladi.

45.4-misol. To'g'ri burchakli koordinatalar sistemasiga nisbatan

222 + 2 + 322+ dry + 2z2 + Yz —dx + 6y — 22 +3=0

tenglama bilan berilgan sirtning ko‘rinishi va joylashishi aniqlansin.
Yechish. Invariantlarni aniglaymiz.

!3ﬁ

2 2
2] 2 =0,
11

[ X T ST

demak, sirt yagona simmetriya markaziga ega emas ekan. So‘ngra

O
R
= = —125
Ki=|] ] 3 _y|=-125<0,
—2 & —1 8

ekanligidan berilgan tenglama elliptik paraboloidni aniqlaydi.

P I
& 12 2| ™ 1 3171 3

L=2+2+3="T

':10,
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Xarakteristik tenglama: A — 7A% + 10X = 0, uning ildizlari: A} = 2, Az =
5, A3 = 0. Sodda tenglamasi:

125

22% + 5y* — 24/ ———2z=0
T° + oy ‘\" 10
i
yoki P
St =2
: VZ
ko'rinishda bo‘ladi, bu yerda p = 7 g= 7‘-

Paraboloidning botiqlik tomoniga yo‘nalgan o'qining yo‘naltiruvchi vektori

21 -2} 121 -2 22—21
a=¢(-121 341,121 3},—-j2 2 3 =
13 -1/ |1 3 -1 111

= {25,~25,0} {J {1,—1,0}
Yangi O'X o'qi yo‘naltiruvchi vektorining koordinatalari

((2-2)h4+2m;+n; =0
q 2!1+(2"2)Tﬂ.| +n1=0
lll+m1+(3-—2)m =0

tenglamalar sistemasidan topiladi, bu yerdan [} = 1, m; = 1, ny = —2.

Demak, O'X o‘qining yo‘naltiruvchi vektori {1,1,—2} ekan. Huddi shunga
o‘xshash, ushbu tenglamalar

(2 ~5)o+2my+ny =0
(2lp+(2-5)ma+n,=0
llz+m2+(3-—5)n2=

sistemasidan O'Y o'gining yo'naltiruvchi vektori {1,1,1} ni topamiz. Uchi-
ning koordinatalarini

2z+2y+2-2 '2:c+2y+zw—3 :r.-+y+3z—1
25 -25 0
222 + 2% + 322 + 4xy 4+ 2r2+ 2z — 4z + 6y — 22+ 3 =10

yoki
204+ 2y+2-2=—-(2z+2y+2z+3)
T4+y+32-1=0
2:1:2+2y2+322+4zy+2:rz+2yz—42:_+6y—2z+3=0
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tenglamalar sistemasidan topamiz:
1 19 1\
Ol T I *
40" 402
45.5-misol. To'g'ri burchakli koordinatalar sistemasiga nisbatan
522 4 2yt + 522 —day — 22z —dyz + 10z — 4y —2z+4 =0

tenglama bilan berilgan sirtning ko‘rinishi va joylashishi aniqlansin.
Yechish. Invariantlarni topamiz.

P =Sl —52 _22 :; —52
Ii=|—2 2 —2l=0, K= =0,
I ] -2 @ 1

5 —2 -1 4]
5 —2| |5 -1 |2 -2
"2=‘-2 2’*—1 5'+‘—2 5,‘36’

5 -2 5 5 -1 5| |2 -2 -2
Ki=|-2 2 =2|+|-1 5 =1|+[-2 5 —1]=-36
5 -2 4 5 —1 4| |-2 -1 4|
L=5+2+5=12

Yuqoridagilardan
I3y=K4=0, I >0. L K3<0

bo‘lgani uchun berilgan tenglama elliptik silindrni aniqlaydi.
Xarakteristik tenglama A3 — 1202 + 36\ = 0 ning ildizlari: A} = A =
6, A3 = 0. Sodda tenglamasi:

36
2 2= =10
6z + 6y 3%

yoki
2?4yt =

D=

ko‘rinishga ega. Bu tenglama radiusi 713 ga teng aylanma silindrni aniqlaydi.
Silindrning o'qi ushbu

52— 2y—z+5=0

-2z +2y—2:-2=0

—z—2y+5z2—-1=0
tenglamalar sistemasidan topiladi, ammo bu sistemadagi ikkita tenglamani
olish kifoya.
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45.6-misol. To'g‘ri burchakli koordinatalar sistemasida
2+ 4422+ 2y +4zz+4yz —62+1=0

tenglama bilan berilgan sirtning ko‘rinishi va joylashishi aniglansin.
Yechish. Invariantlarni aniqlaymiz.

SR
ILi=112/=0 Ki= =0,
. 22 4 -3

00 -3 1
11 ref, 2
m=falek 4ok -0
110 |t 2 of |12 o0
Ki=|1 10[+2 4 —3{+|2 4 -3/=-18,
001 Jo -3 1| [0 -3 1

I =1 31 4=,

Berilgan tenglama parabolik silindrni aniglaydi. Sodda tenglamasi:

-

6z — 21v!+7y =0

[

yoki

ko'rinishda bo‘ladi. Silindr yasovchilariga perpendikular kesimining

parametri p = 21
Silindrning vaziyatini aniqlash uchun uning tenglamasini

(z+y+2z+m)® - 2mz +2my+2(2m + 3)z + 1] =0

ko'rinishda yozib olamiz. m sonini ikkita tekislikning perpendikularlik shar-
tidan foydalanib topamiz:

z4+y+2z24+4m=0

2mr 4+ 2my+2(2m+3)2+1=0
2m+2m +4(2m +3) =0
m=—1.

Shunday qilib silindr yasovchilariga parallel bo‘lgan simmetriya tekisligining
tenglamasi:

zZ+y+2z—1=0.
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Bu tekislikka perpendikular urinma tekislik tenglamasi:
—2r-2y+2z4+1=0.

Bu yerdan esa, shu urinma tekislikka perpendikular va silindrning botiglik
tomoniga yo‘nalgan
{-2,-2,2} {4 {-1,-1,1}
vektorni topamiz.
45.7-misol. To‘g'ri burchakli koordinatalar sistemasida ushbu
Y+ 2ry+4rz+ Yz — 4z — 2y =0

tenglama bilan berilgan sirtning ko‘rinishi va joylashishi aniglansin.
Yechish. Avval invariantlarni topamiz.

o1y [042c
L=[111]=0 K = =0,

51 B 2 100

-2 -10 0

01 o2 11

m=fl i+ o+ o= o

0 1 -2| |0 2 -2 |1 1 -1
Ky=|1 1 -i/+{2 0 0]+|1 0 0{=0,
2 -1 0| [-20 0] [-10 0

: L[ =0+14+0=1,
bu yerda I3 = K, = 0, I, < 0, K3 = 0 bo'lgani uchun berilgan tenlama
kesishuvchi ikkita tekislikni aniglaydi.
Bu tekisliklar tenglamalarini topish uchun berilgan tenglamaning chap
tomonini z,y, z ga nisbatan chizigli ko‘paytuvchilarga ajratamiz:

V4 2y +dzz+ 2z -4z -y =y +2z+z— Ny +4dzz -4z =
=y’ +2z+z-Vy+(@+2-1)>2+dzz—dz— (z+2-1)%=
=(z+y+z—1)2—drz—dz 2>~ 222 -2 — 1+ 22+ 2z =

=(z+y+z-112 -z +222-2r—-22+22-1=
=(z+y+z—1)2— (2 —2rz2+2z+2*-22+1) =
=(z+y+z-12—[?+2(1-2)z+(1—-2)}=
=(z4+y+2z-1)1—-(z-2z+1)2=2z+y)(y+22-2).
Bu yerdan berilgan tenglama aniqlagan tekislik tenglamalari
2z4+y=0vay+2z2—-2=0

ekanligini topamiz.
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