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K I R I SH

Mazkur o‘quv qo‘llanma ”Algebra va geometriya” fanidan ”5140200- 
Fizika”, ”5140400 - Astronomiya” va ”5141500 - Tibbiyot fizikasi” ta’lim 
yo'nalishlari uchun mo‘ljallangan bo‘lib, birinchi va ikkinchi semestrlarda 
o'qitiladi. 0‘quv qo‘llanma Matematika fakultetining ”Algebra va funksional 
analiz” va ”Geometriya va topologiya” kafedralari professor-o'qituvchilari 
tomonidan tayyorlangan. ”AIgebra va geometriya” o'quv qo'llanmasini tay- 
yorlashda. yetakchi xorijiy OTMlar o‘quv dasturlarining asosiy adabiyotlar 
ro‘yxatiga kiritilgan Kenneth Kuttler ”Elementary linear algebra”, David 
Cherney, Tom Denton and Andrew Waldron ” Linear Algebra”, Fuzhen Zhang 
”Linear algebra”, Izu Vaisman "Analytical Geometry” adabiyotlardan foy- 
dalanildi. "Algebra va geometriya” o‘quv qo‘llanmasi analitik geometriya, 
oliy va chiziqli algebra bo'limlaridan iboratdir: matritsalar va determinant- 
lar, chiziqli tcnglamalar sistemalari, kompleks sonlar, ko‘phadlar, chiziqli far- 
zolar, chiziqli almashtirishlar, kvadratik formalar, vektorlar algebrasi va te- 
kislikda to‘g‘ri chiziq, ikkinchi tartibli chiziqlar nazariyasi va ikkinchi tartibli 
sirtlar nazariyasi o‘rganiladi. "Algebra va geometriya” fani deyarli barcha 
fanlar bilan bog'liq, ko‘p fanlar uchun asos bo‘lganligi uchun asosan birinchi 
va ikkinchi kurslarda o‘qitiladi. Mazkur o'quv qo'llanma talabalarni matem- 
atikaning zaruriy ma’lumotlari majmuasi (tushunchalar, tasdiqlar va ularning 
isboti, amaliy masalalarni yechish usullari va boshqalar) bilan tanishtirish 
hamda matematika yo‘nalishlarining uzviy bog‘liqliklarini o‘rgatishda muhim 
vosita bo‘lib xizmat qiladi.

O‘quv qollanmani tayyorlashda katta hissa qo‘shgan O‘zbekiston Milliy 
universiteti algebra va funksional analiz, hamda geometriya va topologiya 
kafedrasi professor-o‘qituvchilari f.-m.f.d., professor B.A.Omirov, f.-m.f.d., 
professor A.X.Xudoyberdiyev, f.-m., PhD F.X.Xaydarov, f.-m.f.n., dotsent 
J.O.Aslonov va katta o‘qituvchi A.N.Zoyidovlarga mualliflar o‘zlarining min- 
natdorchiligini bildiradi. Shuningdek o‘quv qollanmaning taqrizchilari 
f.-m.f.d., professor R.B.Beshimov va f.-m.f.n. dotsent Sh.T.Pirmatovlarga 
qimmatli maslahatlari uchun mualliflar o‘zlarining minnatdorchiligini 
bildiradi.

Qo‘llanma birinchi marta chop qilinayotgani uchun xato va kamchiliklar 
bo‘lishi mumkin. Xato va kamchiliklar haqidagi fikr va mulohazalaringizni 
ramz3364647@yahoo.com elektron manziliga jo‘natishingiz mumkin.



I BOB MATRITSALAR VA DETERMINANTLAR

l-§. Matritsalar va ular ustida amallar

1.1-ta’rif.
to‘rtburchakli jadvalga

m ta satr va n ta ustundan iborat bo‘lgan quyidagi

«1.2 ••• ai,n \ 

«2,2 ••• 0.2, n

0^n,2 ■•• ^m,n /

(1)

matrisa deyiladi.
Odatda A matrisani quyidagi ko‘rinishda ham yozish mumkin:

A = (aij), i = 1, m, j = 1, n. (2)

Bu yerda azj sonlar matritsaning elementlari deb ataladi. Agar atj G 
R (Oij € C) bo‘lsa A matritsa haqiqiy (kompleks) elementli matritsa deyiladi.

Satrlari soni ustunlari soniga teng bo‘lgan, ya’ni m = n bo‘lgan matritsa 
n-tartibli kvadrat matritsa deb ataladi. m ta satr va n ta ustundan iborat 
barcha matritsalar to‘plamini Mm,n(K) orqali belgilanadi, bu yerda matritsa 
elementlari haqiqiy yoki kompleks bo‘lishiga qarab, K. = R yoki K = C 
bo‘ladi. Barcha n-tartibli kvadrat matrisalar to‘plami esa Mn(K) orqali bel- 
gilanadi.

Mos satr va ustun elementlari teng bo‘lgan bir hil tartibli matritsalar teng 
matritsalar deyiladi.

1.2- ta’rif. Berilgan A matritsaning satrlarini ustunlari, ustunlarini satr- 
lari bilan almashtirisbdan hosil bo'lgan matritsa A matrisaga transponirlan- 
gan matritsa deyiladi va AT kabi belgilanadi, ya’ni

( 01,1 «1,2 ••• ai,n \ <11,1 «2,1 ■•• Om,i \
A = <12,1 «2,2 ••• 02, n bo‘lsa, At = . «1,2 «2,2 ••• «m,2

\ am,l «m,2 ... am,n / \ «l,n «2,n ••• «m,n /

Endi matritsalar ustida amallarni aniqlaymiz. Matritsalarni qo‘shish amali 
bir xil tartibli matritsalar uchun aniqlanadi.
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1.3- ta’rif. A, B e Mm,n(K) matritsalarning yig‘indisi deb, bu mat- 
ritsalarning mos satr va ustun elementlarini qo‘shish natijasida hosil bo‘lgan 
m x n - tartibli matritsaga aytiladi.

Agar

/ «1.1 

«2,1

\ «m,l

«1,2 «l,n
«2.2 — «2, n

«m,2 ••• «m,n

f 61,1 61,2

^2,1 62,2

\ bm,l ^m,2

- 61,n \

— ^2,n

••• bm,n /

ko'rinishda bo‘lsa, u holda
< ai,i + 6iti 

«2,1 4- 62,1A + B =

fll,2 4- 61,2 ••• fll,n 4- 6i,n \

«2,2 4- 62,2 — «2,n + 62,n

«m,2 4" 6m,2 ... «m,n 4* 6m,n J
(3)

bo‘ladi.
1.4-xossa.

o‘rinli:
Ixtiyoriy AtB,C € Afm,n(K) matritsalar uchun quyidagilar

1. A + B = B + A;

2. (A + B) + C = A + (B + C).

Barcha elementlari nollardan iborat bo'lgan matritsa neytral (nol) 
matritsa deyiladi. A € Mmtn(K) matritsa uchun qarama-qarshi matritsa 
quyidagi matritsadan iborat:

-«1,1
—«2,1

—«m,l

-«1,2 •••

“«2,2 •••

«m,2

—«l,n
“ «2,n

«m,n

1.5- ta’rif. Ixtiyoriy A e Mmtn(K) matritsani A € K soniga ko:paytmasi 
deb quyidagi matritsaga aytiladi:

( Aai,i Aai,2 — Aai,n \ 
__ Aa2,i Aa2,2 — Aa2,n I

\ Aam,i Aam,2 ••• A«m,n /

Endi matritsalarni ko’paytirish amalini kiritamiz. Ikkita matritsaning 
ko‘paytmasi faqat birinchi matritsaning ustunlari soni ikkinchi matritsaning 
satrlari soniga teng bo‘lgan holdagina aniqlanadi.
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1.6- ta’rif. A € A/m,n(K) va B G matritsalarning ko‘paytmasi
deb, shunday A ■ B matritsaga aytiladiki, uning i—satr va j—ustunida turgan 
elementi A matritsaning i—satridagi va B matrisaning j--ustunidagi mos 
elementlari ko‘paytmalarining yig'indisiga teng, ya’ni A • B matritsaning 
elementlari

+02^ +•■■ + 1 <i<m, 1 < j < s (4)

yig'indidan iborat.
Berilgan ta’rifdan ko'rinib turibdiki, A G MTn>n(K) va B G Mn>i,(K) 

matritsalarni ko‘paytirish natijasida hosil bo‘lgan A B matritsa m x s-tartibli 
matritsa bo‘ladi, ya’ni A ■ B €

1.7- xossa. Ixtiyoriy A G K, A va B matritsalar uchun quyidagilar o'rinli: 
a) A • A = A • A;
b) (A + /x) • A = A • A + fi - A\
c) (A • m) ■ A = A • (/i ■ 4);
d) 1 - A = A • 1 = A;
e) A • (A + B) = A ■ A + A • B;
f) (A • A) • B = A • (A • B) = A • (A ■ B).
Quyidagi xossada matritsalarni ko‘paytirish amali assotsiativlik qonuniga 

bo‘ysunishini ko‘rsatamiz. Ko‘paytmaning ta’rifidan maTumki. A, B va C 
matritsalar uchun (A • B) • C ko‘paytma ma’noga ega bo‘lishi uchun birinchi 
matritsaning ustunlari soni ikkinchi matritsaning satrlari soniga, ikkinchi 
matritsaning ustunlari soni esa uchunchi matritsaning satrlari soniga teng 
bo‘lishi kerak. Ushbu holatda A ■ (B • C) ko‘paytma ma’noga ega ekanligini 
ham ko’rish qiyin emas.

1.8- xossa. A e A'/min(K), B G A-fniS(K) va C G Ms>t(lK.) matritsalar uchun

(/1 ■ B) • C = A • (B • C)

munosabat o‘rinlidir.
Isbot. Aytaylik, A = (dij), B = (bij) va C = (Cjj) bo‘lsin, u holda

AB = U = (uij),i = l,m,j = T7s;

BC = V = (vij),i = T,n = T7I.
(AB)C = P = (pij),i = l,m,j = T7t;
A(BC) = Q = (qij),i = Vm,j = Tjt.

ko'rinishida yozib olamiz. Ta'rifdan quyidagi tengliklar kelib chiqadi:
n s

Ui,i = Oi,kbk,h Vkj = bkjCij.

k=\ /=1
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Natijada
P = UC, Q = AV 

tengliklarga ko'ra 
s a n

/=1 1=1 Jk=l

n n 3
«>j = E+^j = 52 

fc=l fc=l 1=1

Demak, barcha i — j = l,n lar uchun p^j = qij tenglik o'rinli ekan, ya’ni

(A • B) • C = A • (B • C).

Misol 1.1. Quyidagi matrisalar berilgan bo‘lsin:

U holda
A+B=(l 12);

/ 2 • 3 + 3 ■ 6 2-4 + 35 \ / 24 23 \
-5-3 + 7-6 -5-4 + 7-5/ \27 15/’

Matrisalarni ko‘paytirish qoidasidan ma’lumki, A 6 A/mn(K), B G 
A^n>s(K) bo‘lib, m / s bo‘lsa, u holda A • B ko‘paytmani aniqlash mumkin, 
lekin B • A ko‘paytmani aniqlab bo'lmaydi. Agar m = s n bo‘lsa, A • B 
va B • A ko‘paytmalar aniqlanadi, lekin ularning tartiblari har xil, ya’ni 
A • B e MmiS(K), B • A 6 A/n,n(K) bo‘lganligi uchun ular teng bo‘lmaydi. 
m = s = n bo'lgan holda A • B va B • A matritsalar bir xil tartibli bo‘lishiga
qaramasdan, umuman olganda ular teng bo'lishi shart emas.

Misol 1.2. Bizga A = va B = matritsalar berilgan

bo'lsin.
/ 2-3 + 3 6 2 4 + 3- 5 \ = / 24 23 \

-5-3 + 7-6 —5-4 +7-5/ V27 15/’

_ / 3 • 2 + 4 • (—5) 3-3 + 4-7\ Z-14 37 \
^^■"V6-2*5* (”5) 6 • 3 + 5 • 7 ) \ -13 53 J'

Demak, matritsalarni ko'paytirish amali kommutativ emas, ya’ni A • B 
B- A.
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Endi A, B € Afm>n(K), C E A/jt>s(K) matritsalar uchun kiritilgan qo‘shish 
va ko‘paytirish amallarini bog‘lovchi distributivlik shartini o‘rinli ekanligini 
ko‘rsatamiz.

1.9- xossa. (A + B) • C = A • C + B • C.
Isbot. Haqiqatan ham,

n n n n
+ bitl)cij = + biticid) = aiJciJ + 52 bi^

1=1 1=1 1=1 1=1

tenglikning chap tomoni (A + B) • C matritsaning i—satri va j—ustunida 
turgan elementini, o‘ng toinoni esa A • C + B • C matritsalarning huddi shu 
yerda turuvchi elementini ifodalaydi.

Shuningdek, A E Afm>n(K), B,C E Afrt>3(K) matritsalar uchun A • (B + 
C) = A • B + A • C tenglikning o‘rinli ekanligi ham yuqoridagi yo‘l bilan 
ko'rsatiladi.

1.10- ta’rif. Bosh diagonali elementlari 1 ga teng bo‘lib, qolgan barcha 
elcmentlari 0 ga teng bo‘lgan n-tartibli kvadratik matritsa birlik matritsa 
deyiladi va birlik matritsa E kabi belgilanadi, ya’ni

/1 0 ... 0 \
„ 0 1 ... 0lh —

\ 0 0 ... 1 /

Ma’himki, ixtiyoriy A E Afrt(K) uchun A • E = E • A = A munosabat 
o'rinli.

1.11- ta’rif. Agar A E Afn(K) matritsa uchun 3B E Afn(K) matritsa 
topilib, A • B = B • A = E tenglik bajarilsa, B matritsa A matritsaning 
teskarisi deyiladi, A matritsa esa teskarilanuvchi matritsa deyiladi.

Teskarilanuvchi A matritsaning teskarisi A~l kabi belgilanadi. Matritsa- 
ning teskarilanuvchanlik sharti va teskarisini topish usulini keyingi mavzu- 
larda keltiramiz.

2-§. O‘rin almashtirishlar va o‘rniga qo‘yishlar

Bizga n ta natural sonlar (1, 2, ..., n) berilgan bo‘lsin. Bu sonlarni o‘sish 
tartibida joylashishdan tashqari boshqa usullar bilan ham tartiblash mumkin. 
Masalan, n = 3 bo‘lgan holda (1, 2, 3) uchlikni (1, 3, 2), (2,1, 3), (2, 3, 1), 
(3, 2, 1) va (3, 1, 2) kabi tartiblarda joylash-tirishimiz mumkin.

2.1- ta’rif. 1, 2, ..., n sonlarning ma’lum bir tartibdagi joylashishiga n 
ta sondan tuzilgan o‘rin aimashtirish deyiladi.
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n ta sondan iborat barcha o‘rin almashtirishlar to‘plami Sn kabi belgi- 
lanadi.

2.2- tasdiq. n ta sondan iborat barcha o‘rin almashtirishlar soni n! ga 
teng, ya’ni |5n| = n!.

labot. Ushbu tasdiqni isbotlashda matematik induksiya usulidan foy- 
dalanamiz. Ravshanki, n = 1 da o‘rin almashtirish soni bitta bo'ladi, ya:ni : 
1! = 1. Shuningdek, n = 2 bo'lgan holda o‘rin almashtirishlar soni ikkita 
bo‘ladi, ya’ni (1, 2) va (2, 1). :

Tasdiqni n — 1 ta sonli o‘rin almashtirishlar uchun o‘rinli deb faraz qilib, 
n ta sonli o‘rin almashtirish uchun ko‘rsatamiz.

n — 1 ta sondan iborat barcha o‘rin almashtirishlar ning har biriga unga 
kirmagan n sonini joylashtirib chiqish natijasida barcha n ta sondan tuzilgan 
o‘rin almashtirish hosil qilamiz. Har bir o‘rin almashtirishda n soni n xil 
usulda joylashadi.

n — 1 ta sondan iborat barcha o‘rin almashtirishlar (n— 1)! ta ekanligidan, 
n ta sondan tuzilgan o‘rin almashtirishlar soni (n — 1)! • n = n! ekanligi kelib 
chiqadi.

2.3- ta’rif. O‘rin almashtirishning ixtiyoriy ikkita elementini o‘rnini al- 
mashtirishga transpozitsiya deyiladi.

Misol 2.1. (1, 2, 3,4) o‘rin almashtirishni 2 va 4-o‘rinlarini almashtirish- 
dan quyidagi (1, 4, 3,2) o‘rin almashtirish hosil bo‘ladi.

2.4- teorema. n ta elementdan iborat barcha n! ta o‘rin almashtirish- 
larni shunday tartibda joylashtirish mumkinki, bunda xar bir keyingi o‘rin 
almashtirish oldingisidan birgina transpozitsiya yordamida hosil qilinadi. 
Shuningdek, transpozitsiyalashni ixtiyoriy o‘rin almashtirishdan boshlash 
mumkin.

Isbot. Teoremani isbotlashda induksiya mctodidan foydalanamiz. 
Ravshanki, n = 2 bo'lganda teorema o‘rinli. Teoremani n — 1 uchun o'rinli 
deb faraz qilib, n uchun isbotlaymiz.

Bizga
(ii, i2,-> in) i.

o‘rin almashtirish berilgan bo‘lsin. Birinchi o‘rinda i\ turgan n ta element- 
dan iborat barcha o‘rin almashtirishlarni qarab chiqamiz. Bunday o‘rin al- 
mashtirishlar (n - 1)! ta va ularni teoremaning talablariga moslab tartiblash 
mumkin.

Bu tartiblashni induktiv farazga muvofiq ixtiyoriy o‘rin almashtirishdan, 
xususan, (i2,..., in) o‘rin almashtirishdan boshlash mumkin, n ta simvoldan 
ana shunday yo‘l bilan hosil qilingan o‘rin almashtirishlarning oxirgisida 
ii simvolni ixtiyoriy boshqa bir simvol bilan, masalan, i-2 bilan transpoz- 
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itsiyalaymiz va yangi hosil qilingan o‘rin almashtirishdan boshlab, birinchi 
o'rinda i2 turgan barcha o‘rin almashtirishlarni keraklicha tartiblashtiramiz 
va hokazo. Bunday yo‘l bilan, n ta simvoldan iborat barcha o‘rin al- 
mashtirishlarni saralab chiqish mumkin.

Misol 2.2. S3 to‘plamning elementlarini quyidagi tartibda joylashtirib 
chiqamiz: 1,2,3: 1,3,2; 3,1,2; 3,2,1; 2,3,1; 2,1,3;

Bundan tashqari biz o‘rin almashtirishda bir nechta transpozitsiyalar ba- 
jarib, boshqa o‘rin almashtirishga o‘tishimiz mumkin. O‘rin almashtirishda 
ikki elementni transpozitsiyalash quyidagicha ko‘rinishda ham tasvirlashimiz 
mumkin:

..., i, ..., j, ... — ..., j, ..., 2, ...
2.5- ta’rif. Agar berilgan o'rin almashtirishda i > j bo'lib, o‘rin al- 

mashtirishda i soni j dan oldin turgan bo'lsa, i va j sonlar inversiya tashkil 
etadi deyiladi va inv(i, j) shaklda belgilanadi.

O‘rin almashtirishdagi inversiya tashkil etuvchi juftliklar soniga o‘rin al- 
mashtirishning inversiyasi deyiladi va inv(i\, i2, ..., in) kabi belgilanadi. In- 
versiyasi toq va juft son bo‘lgan o‘rin almashtirishlar mos ravishda toq va juft 
o‘rin almashtirishlar deb ataladi. Berilgan (i\, i2, ..., in) o‘rin almashtirish- 
ning signaturasi deb,

signfa, i2, .... »„) = ..... .

miqdorga aytiladi. Ma’lumki, o'rin almashtirishning signaturasi uning toq va 
juftligiga qarab, -1 yoki 1 ga teng bo'ladi.

2.6- teorema. O‘rin almashtirishda har qanday bajarilgan transpozitsiya 
uning toq-juftligini o‘zgartiradi.

Isbot. Dastlab, transpozitsiyalanayotgan i va j sonlar yonma- 
yon turgan holni ko‘raylik, ya’ni (fci}..., fcs_i, i, j, ks+2,...,kn) va 
(k\, ...,k3-\, j, i, ks+2,...,kn) ko‘rinishidagi o‘rin almashtirishlarni qaraymiz. 
Ma’lumki, bu o‘rin almashtirishlarning inversiyalar soni faqat i va j qa bog‘liq 
holda farqlanadi. Ya’ni agar i > j bo‘lsa birinchi o‘rin almashtirishning 
inversiyalar soni ikkinchisidan bittaga ortiq, aks holda bittaga kam bo'ladi. 
Ya'ni, transpozitsiyalangandan so'ng o‘rin almashtirishning toq-juftligini 
o‘zgaradi.

Endi umumiy holni, transpozitsiyalanayotgan i va j sonlar orasida 
fci, fc2, ..., ks — s ta son joylashgan holni qaraymiz-

(..., i, k\, k2, ks, j, ...).

Bu o‘rin almashtirishda i ni j dan keyingi o‘ringa joylashtirish uchun 
s + 1 ta transpozitsiya bajarib, o'rin almashtirishni (..., fclt fc2, ..., k3, j,i, ...) 
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ko‘rinishga kcltiramiz. Endi j ni fcj dan oldin joylashtirish uchun s ta trans- 
pozitsiya bajarishimiz kerak va o‘rin almashtirish (..., j, k\, k2, ..., ka, i, ...) 
ko‘rinishiga keladi. Demak, 2s + 1 ta transpozitsiya bajarildi. Natijada bi- 
rinchi o‘rin almashtirish bilan hosil bo‘lgan ikkinchi o‘rin almashtirishlarning 
inversiyasi toq son martaga o‘zgaradi. Demak, birinchi o‘rin almashtirishning 
inversiyasi toq bo‘lsa, transpozitsiyalash natijasida juft o‘rin almashtirishga 
va aksincha, juft bo‘lsa, toq o‘rin almashtirishga o‘tadi.

Ushbu teoremadan quyidagi natijaga ega bo‘lamiz.
2.7- natija. n > 2 bo‘lganda n ta simvoldan tuzilgan juft o‘rin al- 

mashtirishlar soni toq o‘rin almashtirishlar soniga, ya'ni y ga teng.
Endi biz o‘rniga qo‘yishlar tushunchasi va uning xossalarini o‘rganamiz. 

Bizga A = {1,2,... ,n} birinchi n ta natural sondan iborat to‘plam berilgan 
bo‘lsin.

2.8- ta’rif. A to‘plamning o‘zini o‘ziga akslantiruvchi o‘zaro bir qiymatli 
akslantirishga n-darajali o‘miga qo‘yish deyiladi.

A = {1,2,... ,n} to‘plamda aniqlangan barcha f : A —- A biyektiv aks- 
lantirishlarni quyidagi ustun shaklida yozib chiqamiz:

1 2 ... n
f : I I i

/(1) /(2) ... f(n)

Agar /(1) = Qj, /(2) = -«2, •••> /(n) = an deb olsak, alt a2, ..., an 
o'rin almashtirishlar bo‘lib, bu moslikni quyidagi sxema yordamida tasvir- 
lab olamiz:

_ / 1 2 ... n \
J ~ \ «2 - an J '

Demak, bu n-darajali o‘rniga qo‘yish bo‘ladi.
Misol 2.3. n = 4 da /(1) = 2, /(2) = 3, f (3) = 4, f (4) = 1 bo‘lsa, bu 

to‘rtinchi tartibli o‘rniga qo‘yish quyidagicha yoziladi:

s = ( 1 2 3 4 Y
1 v 2 3 4 1 )

Sxemadan ko‘rinib turibdiki, har bir o‘rniga qo‘yishlarga aniq bir o‘rin 
almashtirish mos qo‘yiladi. Demak, o‘rin almashtirishlar uchun kiritil- 
gan tushunchalar va xossalar to‘g‘ridan-to‘g‘ri o‘rniga qo‘yishlar uchun ham 
o‘rinli bo‘ladi. Masalan, hamma o‘rniga qo‘yishlar soni n! ta bo‘ladi.

Bundan tashqari, tuzilgan sxema orqali akslantirishlarning kompo- 
zitsiyasini quyidagicha tasvirlaymiz:

Agar f:A — Ava^:A — A bo‘lsa, u holda ularning g o f : A A 
kompozitsiya quyidagicha sxema ko‘rinishda ifodalanadi:
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1 2 ... n 1 2 ... n
/: I l 4- 9' 4 I ... 4-

/(1) /(2) ... /(n) g(l) g{2) ... g{n)
Demak, 

1 2 ... n
0°/: | | ... 4

<?(/(!)) <?(/(2)) ... <?(/(n))
Shunday qilib, ushbu sxemadan

/(1) /(2) ... /(n) \
9 (/(!)) <7 (/(2)) ... p(/(n)) )‘

•( 1 2

3 4 12.
Algebraik ifodasi esa,

q /1 2 3 4\71 2 3 4 \ ( 1 2 3 4\
9°J \ 4 3 2 1 H 2 1 4 3 / \ 3 41 2 J

bo‘ladi.
n-darajali o‘rniga qo‘yishning barcha simvollari o‘z o‘rnida qoladigan

bo‘lsa, bunday o'rniga qo‘yishga aynan o‘miga qo'yish. deyiladi, ya’ni:

k /(1) /(2)
1 2
9(/(!)) 9 (/(2))

n
/(n)
n
p(/(n)) = 9°f

hosil bo‘ladi.
Misol 2.4. n = 4 da
r ( 1 2 3 4 \ ( 1 2 3 4 \
f \ 2 1 4 3 ) Va 3 * * * * * 9 ~ 4 3 2 1 )

larning ko‘paytmasini sxematik ko’rinishi quyidagicha: 

o‘rin almashtirish-

n
Qn

o‘rniga qo‘yishga teskari / 1 o‘rniga qo'yish

«2 
2 n
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shaklda bo‘Iadi. Quyidagi tenglik o'rinli ekanini tekshirib ko'rish qiyin emas:

fof-l=f-'of = E = ( j 2

Ta’kidlash joizki, 
1 2 ... n

f ‘ i 4- I
/(1) /(2) ... /(n)

qoidani qaysi tartibda yozilishi ahamiyatga ega emas, shuning uchun f 1 
oTniga qo‘yishning ustunlari bo‘yicha shunday joylashtiramizki, uni birinchi 
satrida tartiblangan 1, 2, n oTin almashtirish joylashtiriiadi.

Misol 2.5. / = I \ o 1
i= < 2 1 4 3 \

\ 1 3 2 4 )
Ravshanki, n-darajali

4 2 ) b°‘‘Sa’

( 1 2 3 4 \ . ,. ,.= (141 3Jb01adL
o‘rniga qo'yishlarni ko‘paytirish assotsiativlik

qoidasiga bo‘ysunadi, ya'ni V/, g, h oTniga qo'yishlar uchun

(/ o j) o /i = f o (g o /i).

Ammo oTniga qo'yishlar kommutativlik qoidasiga bo‘ysunmaydi. 
w i n a r ( 1 2 3 4 A ( 1 2 3 4 \ t .M.sol 2.6. / = 3 j 4 2^,3=^! 3 4 2 ) ° ™ga

qo'yishlar berilgan bo'lsa, u holda

, ( 1 2 3 4 \ ( ( 1S°9=\ 4 12 3/ 9°S={ 3 2 3 4 \
4 2 1 ) ’

Bundan f o g g ° f ekanligi kelib chiqadi.

3-§. Determinant va uning xossaiari

Bizga A e A/n(K) kvadrat matritsa berilgan bo‘lsin: 
< «1,1 al,2 ••• al,n

_ a2,l a2,2 ••• a2,n (-Q

\ °n,l fln,2 ••• an,n /

bu yerda K = R yoki C.
Bu matritsaning ixtiyoriy satr va ustunidan bittadan olingan n ta element- 

larining ko'paytmasini qaraymiz:

al,ori ’ a2,Qj ••• ^n.an’
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Ko‘paytmaning ko‘paytuvchilaridagi indekslaridan

/1 2 ... n \
Q = ( )

\ Q! a2 ••■ otn J

o'rniga qo‘yishni tuzib olamiz.
Demak, har bir ko‘paytuvchiga bitta o‘rniga qo'yishni mos qo‘yish 

mumkin. Aksincha, har bir n-tartibli o‘rniga qo‘yishga matritsadan 
yuqoridagi kabi olingan ko'paytmani mos qilib qo‘yishimiz mumkin.

Ko‘paytmaning ishorasini o‘rniga qo‘yishni signaturasi bilan aniqlaymiz, 
ya’ni

sgn(a) = (-l)inva.

Quyidagi ko'paytmani hosil qilamiz:

S(jn(a) • Cll'Crj • U-2,aa ' ••• * an.an-

Hamma o‘rniga qo'yishlar sotii n! bo‘lganligi uchun, tuzilgan ko'paytmalar 
soni ham n! ta bo‘ladi. Bu elementlarning

5^n(Of) ■ 01,0] • di)tt2 • ... • On,an 

asSn

yig'indisini qaraymiz.
3.1- ta’rif. Yuqorida hosil bo‘lgan (2) yig'indiga berilgan n-tartibli A 

kvadrat matritsaning determinanti deyiladi. Determinant odatda det A yoki 
|A| kabi belgilanadi.

Shunday qilib, determinantni quyidagicha yozib olishimiz mumkin:

Oll 012 . • • Oin

Ml = a2i 022 • ■ • 0'2n — S{7o(q)oiQi • a2a2 ■ ... • a1lQn
• * Q€Sn

Onl On2 • • • onn

(3)

Agar (3) ifodada n = 1, 2, 3 deb olsak, mos ravishda quyidagi ifodalarni
olamiz:

det(an) = Qn, aii ai2

021 O22
= 011022 — 012021,

Ou Ol2 013

021 O22 023
031 O32 O33 

= 011022033 + 012023031 + 013021032 — 013022031 — a12a2la33 “ alla23a32‘
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Masalan, uchinchi tartibli determinantning to‘rtinchi ko‘paytmasini olsak,
1
3

2
2

3 \
1 uchinchi tartibli o‘rniga qo'yish mos qo'yilgan bo‘lib,

bu o'rniga qo‘yishning inversiyasi 3 ga teng. Shuning uchun ko‘paytma manfiy 
ishora bilan ishtirok etadi.

Misol 3.1. a) = 4 • 5 - 2 • (-3) = 20 + 6 = 26;

b)
3

-1
5

2
3
-3

-4
-5 
2

= 18 - 50 - 12 + 60 + 4 - 45 = -25.

Endi determinantlarni hisoblashda asosiy vazifalarni bajaruvchi xossalarni 
keltiramiz.

3.2- xossa. Matritsani transponirlash natijasida determinantning qiymati 
o‘zgarmaydi, yani |X| = |Ar|.

Isbot. Ma’lumki, A matrisaning determinantini hisoblashda har bir satr 
va ustunlardan bittadan element olinadi. Transponirlangan matritsaning de- 
terminantida ham aynan shu ko‘paytmalar ishtirok etadi. Demak, transponir- 
lash natijasida yig‘indidagi ko‘paytmalar o‘zgarishsiz qoladi.

Bu ko‘paytmalarning ishorasini aniqlovchi o'rniga qo‘yish esa a = 
( 1 2 ... n \ , _i ( a\ a2 ... an \ t ,.dan a 1 = { , ga o zgaradi.\ cti a2 ... ocn J \ 1 2 ... n J

Chunki, A determinantdagi aiiU1 •a2,Q2-...-anittB element AT determinantda 
aOja • aO2a • ... • aOnn kabi o‘rinda keladi. sgn(a) — sgn(a~l) ekanligidan, 
hosil bo‘lgan ko‘paytmalarning ishoralari ham bir xil bo‘lishi kelib chiqadi. 
Shunday qilib, AT matritsaning determinanti A matritsaning determinantiga 
teng ekan.

Ushbu xossadan determinantning satrlari uchun o‘rinli bo'ladigan barcha 
xossalari ustunlari uchun ham o‘rinli ekanligi kelib chiqadi. Shuning uchun 
determinantning qolgan xossalarini faqat satrlar uchun keltirish kifoya.

Quyidagi ikkita xossa determinantning istalgan satrlari bo‘yicha chiziqli 
ekanligini anglatadi.

3.3- xossa. Agar determinantning biror satri ikkita qo‘shiluvchilardan 
iborat bo‘lsa, u holda bu determinant satrlari shu qo'shiluvchilardan iborat 
bo‘lgan ikkita determinantning yig‘indisidan iborat bo‘ladi, ya’ni:

+i,l ••• +i,n

<11,1 ••• al,n

bi,l + Ci,l ••• bi,n + Ci,n
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△ = 52 s^n(Q) ’ aLoi ’ - • + Cf^.) • ... • an,Qn =
c*G$n

«1,1 ... «l,n «1,1 ... «l,n
... .... ... ... .... ...

bn .... bi.n + Ci,l .... «i,n

«n,l .... «n,n «n,l .... «n,n

Isbot.

= 52 S^n(Q) • aL«i • - • bi »i • - • a».On + 52 S9n(a) • al,ai • ••• • ci,a, * - * an«„

«esn oeSn
bo‘lib, bu qo‘shiluvchilar mos ravishda

«1,1 «l,n «1,1 «l,n

b» -- bi>n va Ci,l C»,n

«l,n an,n «L,n •••• «n,n

ga teng bo‘ladi.
Isbotlangan xossa determinantning satri bir nechta qo'shiluvchilardan ibo- 

rat bo‘lgan holda ham o‘rinlidir.
3.4- xossa. Agar determinantning biror-bir satri umumiy ko'paytuvchiga 

cga bo‘lsa, u holda bu umumiy ko‘paytuvchini determinant belgisidan 
tashqariga chiqarib yozish mumkin, ya’ni

«i,i «l,n «1,1 «l,n

△ = kaitl ..... kai>n = k «i,l ■• «i,n

«l,n ■ • • «n,n «l,n «n,n

Isbot. Haqiqatan,

△ “ 5 v s9n(a) • «l.oti ’ ••• ‘ kaijQi ' ••• * an,an — 
aeSn

k 52 sgn(a) ■ aiiQ1 •... • a.ft| 

o€Sn

«1,1 «l,n

«n,an — k “i.1 •••• «i,n

«l,n ••■• «n,n
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3.5- xossa. Agar determinantning biror satri nollardan iborat bo‘lsa, u 
holda determinantning qiymati nolga teng bo'ladi.

Isbot. Haqiqatan, determinant ta'rifiga asosan yig‘indidagi har bir 
ko‘paytmada barcha satrlardan bittadan element ishtirok etadi. Xususan, 
barcha elementlari nolga teng bo‘lgan satrdan ham albatta bitta elernent, 
ya’ni nol olinadi. Demak, ko‘paytmalar nolga teng bo‘lib, ularning yig‘indisi 
bo'lgan determinantning qiymati ham nolga teng bo‘ladi.

3.6- xossa. Determinantning ixtiyoriy ikkita satri o‘rnini almashtirish 
natijasida uning faqat ishorasigina o‘zgaradi, ya’ni

<11,1 ••• <11,n <11,1 — <11,n

... ai.n ... ajtn

a;.i ••• <lj,n Oi,l • • • <li,n

On,l ••• °-n,n <ln,l ••• <ln,n

Isbot. Agar birinchi determinantning umumiy hadi aiiQ1 ■... •... -djtQj •
...•an(On bo‘lsa, satrlarni almashtirishdan so'ng hosil bo‘lgan determinantning 
umumiy hadi

”••• ’ ^j,aj ' ••• * ’ ••• ’ °-u,an

bo'ladi. Bu hadlarga mos keluvchi o‘rniga qo‘yishlar esa,

1
Q1

... i ... j

... Qj ... Otj

n \ f 1 ... 7 ... 2 ... nvaan J \ai ... Qj ... ai ... an 

bo‘lib, ularning ishoralari o'zaro qarama-qarshi bo‘ladi.
Demak, determinantlarning umumiy hadlari qarama-qarshi ishorali 

bo‘lganligi uchun determinantlarning qiymatlari ham faqat ishorasi bilan farq 
qiladi.

Bu xossadan to‘g‘ridan-to‘g‘ri quyidagi xossani hosil qilamiz.
3.7- xossa. Bir xil satrlarga ega bo‘lgan determinantning qiyrnati nolga 

teng.
Isbot. Faraz qilaylik, determinantning i-satri J-satr bilan bir hil bo‘lsin. U 

holda oldingi xossaga asosan bu satrlarni o'rinlarini almashtirish natijasi unga 
ishorasi qarama-qaxshi bo‘lgan determinantni hosil qilamiz va ular aynan 
tengdir, ya’ni △ = —△ bo‘lib, bundan 2^ = 0, △ = Ohosil bo'ladi.

3.4 va 3.7-xossalardan quyidagi xossaga ega bo‘lamiz:
3.8- xossa. Proporsional satrlarga ega bo‘lgan determinantning qiymati 

nolga teng.
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Isbot.
«1.1 - «l,n «1,1 «l,n
... ............... .................

Ot.1 «i,n «t,l - «i,n
... ............... = k .............. ... = 0.

... fcat>n «i,l ••• «i,n
... ........ ................

«n.l «n,n «n,l ••• «n,n

Endi biz determinantlarni hisoblashda muhim ahamiyatga ega bo'lgan xos- 
sani keltiramiz.

3.9- xossa. Agar determinantning biror satrini A soniga ko‘paytirib, 
boshqa bir satriga qo‘shsak, determinantning qiymati o‘zgarmaydi.

Isbot. Determinantni i—satrini A ga ko‘paytirib, j—satriga qo‘shamiz:

Misol 3.2. Ushbu determinantni xossalardan foydalanib hisoblaymiz:

△' =

«1,1

«i.l

Aat,i + ajj ...

«l,n

«i,n

^«t,n + djtn
=

«1,1 •••

«i,l -

Aaiti ...

«l,n

«i,n

^«i,n
4

«i,i •••

«i,i -

«j.i -

«l,n

«i,n

«j,n

«n,l «n,n «n,l «n,n an,i «n,n

«1,1 - «l,n 1 «1,1 ■■• «l,n

«i,l ••• a»,n «t.l •■• «i,n
= A ... .............. + ... .............. = A • 0 + △ = △.

«Li ••• «i,n «i.l ••• «j,n

«n,l ••• «n,n «n,l ••• «n,n

4 3 2 -2 2 3 2-2 1 12-3
2 1 2 -3 1 12-3 2 3 2-2
2 3 -1 2 = 2 ■ 1 3-12 -2- 1 3-12
-6 - 2 5 1 -3 -2 5 1 3—2 5 1

1 1 2 -3 112- 3 112-3
0 1 -2 4 0 1-2^1 0 1-24= —2 • : —'2 • _7 .0 2-3 5 0 0 1-■3 0 0 1-3
0 1 11 -8 0 0 13 - 12 0 0 0 27

= -2 • 1l•1 • 1 • 27 == -54.
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4-§. Minorlar va algebraik to‘ldiruvchilar

Endi biz determinantlarni hisoblashda muhim vositachi vazifasini bajaruv- 
chi minor va algebraik to‘ldiruvchi tushunchalarini kiritamiz. Minorlar va 
algebraik to'ldiruvchilar determinantlarning tartibini pasaytirib hisoblashda 
asosiy rol o‘ynaydi.

Bizga quyidagi n-tartibli determinant berilgan bo‘lsin

«1,1 «1,2 - «l,n
«2,1 «2,2 ■ • • «2,n

«n,l «n,2 ••• «n,n

Determinantning ixtiyoriy a^j elementining algebraik to'ldiruvchisi deb, 
elementni 1 bilan, i-satr va j-ustun qolgan elementlarini nollar bilan al- 

mashtirishdan hosil bo‘lgan determinantga aytiladi, ya'ni Oij elementning 
algebraik to‘ldiruvchisi quyidagi ko‘rinishga ega:

«1,1 ... 0 ... ai>n

0 ... 1 ... 0

«n,l ... 0 ... an>n

Berilgan aij elementning algebraik to'ldiruvchisi Aij kabi belgilanadi.
4.1- xossa. Determinantning qiymati uning ixtiyoriy satri elementlari bi- 

lan mos algebraik to‘ldiruvchilari ko'paytmalarining yig‘indisiga teng, ya’ni

det(/l) = OjjAij + «i,2^i,2 + ••• + «i,n^t,n- (1)

Isbot. Tasdiqni isbotlash uchun determinantni qiyudagi ko‘rinishda yozib 
olamiz:

«1,1 ••• «lj ••■ «l,n

det(A) = «:,1 ••• «:j ••• «t,n =

«n,I ••• «nj ••• «n,n

«i,i «IJ «l,n

a,,i + 0 4-... + 0 ... 0 + ... + Oij + ... + 0 ... 0 + ...+ 0 +a^

«n,l ... Onj ... Ontn
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3.3-xossaga ko'ra ushbu determinantni n ta determinantlar yig‘indisi shak- 
lida ifodalash mumkin:

Hosil bo‘lgan determinantlarning i-satrlaridan mos ravishda , a,,2, • • •, fli,n 
sonlarini determinantlar tashqarisiga chiqarib yozamiz:

det(A) =

al,l ••• al,n

+ ... +

a-1,1 ■

0

•• aij ...

.. Ojj ...

al,n

0 +Oi,l ... 0 ... 0

.. ... ............ ............ ... . ...

On,l ■•• an,j ... an,n 0^,1 ••• anJ ••• On,n

al,l ... aij ... al,n
... ... ...

+ ... + 0 0 ai,n •

On,l anJ -• an,n

al,l ••• al,j ••• al,n

det(A) = 0^,1 1 ... 0 ... 0 + ...+

an,l ••• anJ ••• Q^n

al,l ■•• alj ••• al,n al,l ••■ al,j ••• al,n

+a«J 0 ... 1 ... 0 + ••• + Oi,n 0 ... 0 ... 1

an,l ■•■ anj ••• an,n 0-n.l ••• anJ ••• an,n

Ushbu determinantlarni algebraik to'ldiruvchilarga teng ekanligini ko‘rish 
qiyin emas. Buning uchun birinchi determinantning i-satrini —ai,i ga 
ko‘paytirib birinchi satrga, — a^i ga ko‘paytirib ikkinchi satrga, va hokazo 
-Onj ga ko'paytirib oxirgi satrga qo‘shsak Ai,i algebraik to‘Idiruvchi hosil 
bo‘ladi;

Huddi shunday qolgan determinantlar Ai,2> ..., Ai>n algebraik 
to‘ldiruvchilarni beradi, Demak,

det(4) = + Oi^A^ + ... + aj,nAi,n.

Determinantning ushbu xossasi uni biror satri bo‘yicha yoyish xossasi deyi- 
ladi.

Agar det(A) = Oi^A^ + Oi^A^ + ... + ai,nA»,n yoyilmada i-satrining 
elementlarini ixtiyoriy n tasonlar sistemasi bi, b?t ..... bn bilan almashtirsak, 
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hosil bo'ladigan
b\ A,i + ^2^1,2 + — + bnAii1t (2)

ifoda determinantning i-satrini shu sonlar bilan almashtirish natijasida hosil 
bo'ladigan ushbu

01,1 • •• aij ••■ ai,n *“ ■ • :

b\ ... bj ... bn

On,l — Ojij - ttn,n 

determinantga teng bolIadi.
Demak, biror satr algebraik to'ldiruvchilarini berilgan n ta b\, b?, ...., bn 

sonlarga ko'paytmalarining yig‘indisi shu satr elementlarini berilgan sonlar 
bilan almashtirishdan hosil bo‘lgan matritsaning determinantiga teng.

Bu xulosadan quyidagi xossa osongina kelib chiqadi.
4.2- xossa. Determinantning biror satri elementlarini boshqa bir satr al- 

gebraik to‘ldiruvchilariga ko‘paytmalari yig‘indisiga nolga teng, ya’ni

+ ^i,2-^k,2 + ... + ditnAk,n — 0, (3)

bu yerda i / k.
Isbot. Ma’lumki,

Ushbu tenglikning o‘ng tomonidagi afcti,ajt,2, •••, a*,n elementlarni mos 
ravishda Oiti,ai,2, -.,ai,n lar bilan almashtirsak,

^1,1 ••• Oij ... ai,n

Oi,l ... Q>iJ ••• ai,n
det(/l) = ............... = OkjAkJ + ajt,2>4fc,2 + ••• + ak,nAk,n

Ojt,l ••• akJ ••• ak,n

On,l — anJ ••• On,n •

aj,i XfcJ + a,(2j4fct2 + ... + (li,nAk,n = = 0

01,1 ... aij ••■ al,n
... ......... ..............

Oi,l ... Oij ■•• Oi.n

Oi.l ... a*j • •• ai,n
... ......... ..............

On,l ••- Onj — ani„

ekanligini hosil qilamiz.
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Endi minor tushunchasini kiritamiz. Ushbu mavzuda faqat n — 1-tartibli 
minorni aniqlash bilan chegaralanib, ixtiyoriy tartibli minor ta'rifini keyingi 
mavzuda keltiramiz.

•Determinantning n — 1-tartibli minori deb, uning i-satr va j-ustunini 
o‘chirishdan hosil bo‘lgan n — 1-tartibli determinantga aytiladi va Aij kabi 
belgilanadi, ya'ni

Oi,i ••• Oij-i aij+i — Gl,n

A __ <*»-!,1 ■•■ Oi-lJ-l ai-lJ+l ••• ai-l,n

O-i+1,1 ••■ ^i+lj-l ^i+lj+l ■•• $i+l,n

&n,l ••• ^nj-l ®n,j+l ••• ®n,n

4.3- tasdiq. Axj =■ (— l)l+jAjj, ya’ni algebraik to‘ldiruvchi unga mos n—1 
tartibli minor bilan faqat ishoragagina farq qilishi rnumkin.

Isbot. Tasdiq isbotini dastUb, i = j = 1 bo‘lgan hol uchun ko‘rsatamiz:

1 0 ... 0
0 a2,2 ••• O.2,n

0 O-n,2 ••• O,nn

Determinant ta’rifiga ko‘ra,

A,.i = £ (-l)™^... “")ai,Q| . O2„2.....
(ai.cta.... an)

Lekin, aij = 1 va — ajtj = 0, 2 < k < n bo‘lganligi uchun, 
oti = 1 bo‘lib, O(2, ...» otn sonlari esa 2, ..., n sonlaridan hosil bo'lgan o‘rin 
almashtirish bo‘ladi. Bundan tashqari

tnv(l, a2, • ••, an) = inv(a2> ...» an) 

ekanligini hisobga olsak,

A>.< = E (-iy-»(“..<»...«.)O1<O1. . ... . =
(ai,a2,....Ckn)

= E (-l)in"<aa' ■Q")a2.a,-... a„,On =
(a2....an)

^2,2 — O2,n

On,2 ••• On,n

= Ai.i

kelib chiqadi.
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Endi tasdiqni ixtiyoriy i va j uchun isbotlaymiz:

a-1,1 ... aij-i 0 aij+i -• al,n

ai-l,l ... ai-ij-i 0 Ot-lj+l — ai—l,n
0 0 1 0 0

fli+1.1 — Of+lj-l 0 ax+lj+l — ai+l,n

an.i OnJ-l 0 an j+i ... 0-n.n

Determinantning 3.6-xossasidan foydalanib, ushbu determinantdagi 1 sonini 
chap yuqori burchakka ko'chiramiz. Buning uchun i-satrni ketma-ket o'zidan 
oldingi starlar bilan, so‘nga j-ustunni o‘zidan oldingi ustunlar bilan al- 
mashtirish kifoya. Bu almashtirishlar natijasida determinantning qiymati 
faqat (—l)t-l+j-1 = (—i)‘+i ga o‘zgarishini hisobga olsak,

1 0 ... 0 0 0

0 ai,i ... alj-l alj+l - al,n

Aij = (-l)i+j 0 Ov-1,1 ... ai—lj—1 ai—lj+1 ••• Oi-l,n
0 Oi+1,1 — ^i+lj-l ^i+lj+l — ai+l,n
... ................ ... ... ...
0 On,l ^nj-l ^nj+l On,n

Yuqorida isbotlangan i = j = 1 holdan foydalansak, Aij = (—l),+jAij 
ekanligini hosil qilamiz.

5-§. Laplas teoremasi

Biz awalgi mavzuda Aitj algebraik to‘ldiruvchi va n — 1 - tartibli Aij 
minor tushunchalarini kiritgan edik. Ushbu mavzuda ixtiyoriy k - tartibli 
minor tushunchasini kiritamiz.

Berilgan n-tartibli determinantning ixtiyoriy k ta satr va k ta ustunining 
kesishgan joylaridan hosil qilingan Zc-tartibli tartibli determinantga k - tart- 
ibli minor deyiladi. Determinantning ti, z2, •••» ik satrlari va ji, J2, •••» jk 
ustunlari kesishmasidan tuzilgan minor M^'^'"''^ kabi belgilanadi. Xusu- 
san, determinantning elementlarini ham birinchi tartibli minorlar deb qarash 
mumkin.

Tanlab olingan k ta satr va k ta ustunlami o‘chirib tashlash natijasida 
hosil bo‘lgan (n - /c)-tartibli .determinantga, berilgan minorning tolldiruvchi 
minori deyiladi. M^minorning to'ldiruvchi minori Mjj'jj’kabi 
belgilanadi.
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fc-tartibli minorning algebraik to‘ldiruvchisi deb

~Ajx'h..... jk -
V ' ‘Vi i»,t2,...,ifc (1)

ifodaga aytiladi, bu yerda

Sm = (ii 4- 12 + - + ijt) 4- (ji + j2 + — + jfc)-

Ta’kidlash joizki, algebraik to‘ldiruvchi tushunchasi minor birinchi tartibli 
bo‘lgan holda 4-mavzuda kiritilgan tushuncha bilan ustma-ust tushadi, ya’ni 
Aij = A^. n — 1 - tartibli Aij minor esa birinchi tartibli aitj minorning
to‘ldiruvchi minori bo‘ladi.

-1 6

Misol 5.1. Ushbu

-4 2

2
-2

3
0

4
3
7
-5

M.,3 = 2. = | 6 2 | 24 M1,3,4 =
i —□ O |

determinant uchun

-12 4
4-2 3
-4 0 5

Berilgan matritsaning bosh diagonalida joylashgan

«1.1,
«1,1

«2,1

«12, 

«2,2

«1,1 «1,2 «1,3
«2,1 «2,2 «2,3
«3,1 «3,2 «3,3

= -86.

«1,1 «1,2 ••• «l,fc 

«2,1 «2,2 ■■• «2,fc

«fc,l «fc,2 ••• «fc,fc

minorlar matritsaning bosh minorlaYi deb ataladi.
Minor, hamda unga mos keluvchi to‘ldiruvchi minor va algebraik 

to‘ldiruvchilarni qulaylik uchun M, M va A lar bilan belgilab olamiz.
5.1- lemma. M • A ko'paytmaning hadlari |A| determinantning hadlari 

bo‘lib, ular bir hil ishorali bo‘ladi.
Isbot. Lemma isbotini dastlab, berilgan M minor k-tartibli bosh minor 

bo'lgan hol uchun ko'rsatamiz:

M • A = M • (-1)5m • M = (-1)Sm • M • M.

U holda

Sm = (1 + 2 + ... + fc) + (1 + 2 + ... + fc) = 2(1 + 2 + ... + fc)

juft son bo‘ladi. Demak,
M ■ A = M • M.
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Ma’lumki, M va M minorlarning hadlari mos ravishda

sgn(a) • aliO1 • a2<Q2 •... • aktQk va sgn((3) • ak+iiJ3k+i • ak+2t0k+2 •... • an<0n

ko‘rinishda bo‘ladi, bu yerda

f 1 2 ... a f k+1 k + 2 ... n \cr — I l p = l
\ Qi a2 ... ak J ’ \ /3fc+i (3k+2 ... /3n J

va sgn(a) = (-l),nuo, sgn((3) = (-l)invft.
Ushbu hadlarning ko'paytmasi

sgn(a) • sgn((3) • ai(tll ■ U2,<»j * ••• * a,ktQk • ak+\t0k+l • ak+2tyk+2 •... • an0n

bo‘lib, bu ko'paytma determinantning turli satr va ustunlaridan bittadan 
olingan n ta elementlarning ko‘paytmasidan iborat, ya’ni n-tartibli determi- 
nantning hadi bo'ladi. Endi n-tartibli determinantning ushbu hadi ishorasi 
sgn(a) ■ sgn(l3) ga teng ekanligini ko'rsatamiz.

Haqiqatan ham, bu hadning indekslaridan tuzilgan

/1 2... k k +1 ... n\
\ <*i &2 ... ak (3k+\ ... (3n J

o‘rniga qo‘yishning inva + inv/3 ta inversiyasi bor, chunki hech qaysi cq hech 
bir Bj bilan inversiya tashkil qilmaydi, ya’ni barcha cq sonlari (3j lardan kichiL

Shunday qilib, biz M minor /c-tartibli bosh minor bo‘lgan holda M • A 
ko‘paytmaning hadlari |X| determinantning hadlari bo'lishini ko'rsatdik.

Endi umumiy hohii, ya’ni M minor bo‘lgan holni qaraymiz.
Ma’limki, i'i < i2 < ... < ik, j\ < j2 < ... < jk deb olish mumkin.

U holda |4| determinantning ii, i2, ..., ik satrlari va j\, j2, ..., jk us- 
tunlarini mos ravishda o'zidan oldingi satrlar va ustunlar bilan i\ — 1, i2 — 
2, ..., ik — kv&j\ — 1, j2 — 2, ..., jk — k marotaba almashtirsak, hosil bo‘lgan 
determinantda berilgan M minor bosh minor bo‘ladi.

Hosil bo‘lgan |A'| determinant oldingi |/1| determinant bilan faqat (~l)z 
ishora bilangina farq qiladi, ya’ni

iAi = (-ir-i4'i,

bu yerda

z = (ij — 1) + (t2 — 2) + ... + (ik — k) + (j\ — 1) + (j2 — 2) +... + (jk - k) =

= (ii + »2 + ••• + h) + (ji + J2 + ••• + jk) ~ 2(1 + 2 + ... + k) =
= Sm — 2(1 + 2 + ... + k).
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Demak,
|A| = (-i)sM-2(i+2+..+fc) . |A/| = (-1)5* .

Bu yerdagi |A'| determinantda M minor bosh minor bo‘lganligi uchun ' 
M • ~M ko‘paytmasining hadlari |XZ| determinantning hadlari bo‘lishi kelib 
chiqadi. M • A = (—1)Sm M • M ekanligidan M • A ko‘paytmaning hadlari |4| 
determinantning hadlari bo‘lishi kelib chiqadi.

Endi biz determinantni bir nechta satri yoki ustuni bo‘yicha yoyish 
haqidagi Laplas teoremani keltiramiz.

5.2- teorema. (Laplas teoremasi). Determinantning tanlab olingan k 
ta (1 < k < n— 1) satri bo'yicha barcha fc-tartibli minorlarining o‘z algebraik 
to‘ldiruvchilariga ko‘paytmalari yig‘indisi determinantning qiymatiga teng.

Isbot. Teoremaning shartiga asosan biz

■|A| = MMi + M2A2 + ...+ M^ (2)

yoyilmaning to‘g‘ri ekanligini ko‘rsatishimiz kerak. Bu yerda Mi lar tanlab 
olingan i>, i2, ..., i^ satrlar bo‘yicha olingan barcha minorlar va Ai lar mi- 
norlarga mos keluvchi algebraik to‘ldiruvchilardir.

Yuqoridagi lemmaga asosan MjAj, i = 1, z ko‘paytmalarning har bir hadi 
determinantning hadi bo'lib, ular bir xil ishorali bo‘ladi.

Aytaylik,
al,«। ‘ a2,a2 • ... • an,r»n

determinantning ixtiyoriy hadi bo'lsin. Bu ko‘paytmadan tanlab olingan 
*i» *2, • ••» U- satrlarga tegishli bo'lgan elementlarning ko‘paytmasini olamiz:

■ aia,ori2 • ••• •

Bu ko‘paytma i2, —» ijt satrlar va a^, a,2, ..., aik ustunlarning ke- 
sishmasida turuvchi fc-tartibli M minorning umumiy hadi bo‘lib, olinmay 
qolgan ko‘paytuvchilar (n — fc)-tartibli M to‘ldiruvchi minorning umumiy 
hadi bo‘ladi.

Shunday qilib, determinantning har qanday hadi tanlab olingan satrlar 
bo‘yicha M minor bilan to‘ldiruvchi M minorining tarkibiga kiradi. Deter- 
minantda bo‘lgan hadni hosil qilish uchun esa, to‘ldiruvchi minorni algebraik 
to‘ldiruvchi bilan almashtirish kifoya.

Endi biz (2) tenglikning o‘ng tomonidagi hadlar soni chap tomonida hadlar 
soniga teng ekanligini ko‘rsatamiz. Bizga ma’lumki, M, minorda k\ ta had 
bo‘lib, Ai algebraik to‘ldiruvchida esa (n — k)\ ta had mavjud. Demak, MiAi 
ko‘paytmada k\(n — k)\ ta had ishtirok etadi. Ma’lumki, tanlab olingan k 
ta satrdan hosil qilinadikan barcha fc-tartibli minorlar soni n ta sondan k 
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ta sonni tanlab olishlar soniga, ya’ni C* ga teng. Dcmak, o‘ng tomondagi 
barcha hadiar soni

. n’

ga teng. Bu esa chap tomondagi hadlar soni bilan o‘ng tomondagi hadlar 
soni teng ekanligini bildiradi. Chunki, n-tartibli determinantning n! ta hadi 
mavjud. Demak, biz determinantning barcha hadi o‘ng tomonda ham aynan 
bir marotaba ishtirok etishini ko‘rsatdik.

Misol 5.2. Ushbu 4-tartibli determinantni Laplas teoremasidan foy- 
dalanib hisoblang:

-10 2 0
A = 4 5 “2 3

1030’
-4 2 1-5

Bu determinantni birinchi va uchinchi satrlari bo‘yicha yoyib hisoblaymiz, 
ya’ni ii = 1, = 3 bo‘lgan holni tanlaymiz. k = 2 bo‘lganligi uchun

z - r2 -
- 21-21 = 6

bo'ladi.
Determinantning qiymati esa quyidagiga tengdir:

Yuqoridagi misoldan ko'rinib turibdiki, Laplas teoremasini qo‘llashda tar- 
kibida nol ishtirok etgan satr yoki ustunlarni tanlab olish, hisob kitoblarni 
ancha yengillashtiradi. Demak, determinantda yetarlicha nollar ishtirok et- 
gan holda, aynan noli ko‘p satrlar uchun Laplas teoremasini qo‘llash orqali 
determinantni tez va oson hisoblash mumkin.

<3^1:3 + <3X3 + + M^A2’* + */3,4 ,«3,4 ^1,3 ^1,3 =

_  (_ jjl+3+1+2 — 1 0 1 —2 3 </ iU+3+!+3 ~ 1 2
1 0 | 1 -5 k ’ 13

5 3
2 -5 +

+(—l)I+3+l+4 ■ —1 0 1 5 —2 /_-i\i+3+2+3 | 0 2 1
1 0 ‘2 1 1031

4 31
—4 —5 |,+

+(-l)1+3+2+4 ■ 0 0 4 —2 , i x 1+3+3+4 2 0
0 0-41 V ’ 3 0 ‘

4 5
-4 2 =

_ (_^l+3+l+3. 7 3 ■ 2 —5 =(-3-2)’(-25-6) = -5 (-31) = 155.
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6-§. Teskari matritsa va determinantning qo‘shimcha xossalari

Ushbu paragrafda biz n-tartibli matritsaning determinanti bilan bog'liq 
masalalar bilan shug‘ullanamiz.

6.1- ta’rif. Determinanti nolga teng bo‘lgan matritsa xos matritsa, noldan 
farqli bo‘lgan matritsa esa xosmas matritsa deyiladi.

Bizga A va B n-tartibli kvadrat matritsalar berilgan bo‘lsin. Ma’lumki, 
ushbu matritsalar ko‘paytmasi A • B ham n-tartibli kvadrat matritsa bo‘ladi.

6.2- teorema. Ixtiyoriy /1 va B kvadrat matritsalar uchun

det(A ■ B) = det(A) • det(B)

tenglik o‘rinli, ya'ni matritsalarning ko'paytmasining determinanti determi- 
nantlarning ko‘paytmasiga teng.

Isbot. Aytaylik, A = (afj) va B = (b,j) bo‘lib, ularning ko‘paytmasi 
A • B = C = (cij) bo‘lsin. A va B matritsalar yordamida quyidagi 2n-tartibli 
determinantni tuzib olamiz:

△ =

«1,1 «1,2 • • • «l,n 0 0 ... 0
«2,1 «2,2 • • • «2,n 0 0 ... 0

an,i an,2 • • • 0,1,71 0 0 ... 0
-1 0 ... 0 bl,l bi,2 • • • ^l,n

0 -1 ... 0 &2.1 &2,2 • ■ • &2,n

0 0 ... -1 &n,l bn,2 • • • bn,n

Laplas teoremasiga ko‘ra,

△ = det(A) ■ det(B). (1)

Ikkinchi tomondan △ determinantni determinant xossalaridan foydalanib 
hisoblaymiz. Buning uchun △ determinantni 1,2,..., n ustunlarini mos ravish-

» ^2,1» • ■ •, bn,i larga ko‘paytirib, (n 4- l)-ustuniga qo‘shamiz, so‘ngra 
bi.2, i>2.2, • • •, bnt2 larga ko‘paytirib, (n + 2)-ustuniga qo'shamiz va hokazo, 
bi,n> ^2,n, •••, bn,n larga ko‘paytirib, 2n-ustuniga qo‘shamiz. Natijada, △ 
determinantning elementlari turgan elementlar nolga aylanadi. Yuqori 
o‘ng burchagida turgan nollar o'rniga esa

a«,ibij + a»,2&2J + • • • + ai,nbnj,(i, j = Tji)

elementlar joylashib, bu element C = A • B ko‘paytmaning aynan Cij ele- 
mentlaridan iboratdir. Demak, determinant quyidagi ko‘rinishga ega bo‘ladi:
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<*1,1 
c2,i

Gl.2

c2,2

• • • fll,n 
• • • 0,2,n

Cl.1

C2.1

c1.2

<-2,2

• • • Citn

• • • c2,n

△ = On.L
-1

®n,2 
0

• • • an,n 
... 0

Cn,l 
0

Cn,2 
0

• • • Cn,n
... 0 •

0 -1 ... 0 0 0 ... 0

0 0 ... -1 0 0 ... 0

Laplas teoremasini yana bir bor qo'llab, determinantni uning oxirgi n ta
ustuni bo‘yicha yoyamiz. |C| minor uchun to‘ldiruvchi minori

-1 0 ... 0
0 -1 ... 0

0 0 ... -1

bo‘lib, uning qiymati (—l)n ga teng. |C| minor 1, 2, ..., n satrlarda va 
n + 1, n + 2, ..., 2n ustunlarda joylashganligi sababli

△ = (-i)Sc-(-im
1 | 2nSc = (1 + 2 + ... + n) + (n + 1 + n + 2 + ... + 2n) = —- ---- 2n = n + 2n2.z

bo'ladi. Demak,

△ = {—l)n+2n’{—l)n|C| = (-l)2n+2n’|C| = (-l)2<n+n’>|C| = |C|.

Bundan esa |C| = |4| • |B| kelib chiqadi, ya’ni |A • = |X| • |B|.
Ushbu teorema bir nechta matritsalaming ko‘paytmalari uchun ham 

o‘rinlidir, ya’ni

det(/li • A2 •... • As) = det /li ■ det A2 • ■ • • • det As,

bu yerda Ai G A/n(K).
6.2. -teoremadan xos va xosmas matritsalar uchun quyidagi xossalar kelib 

chiqadi.
6.3- xossa. a) Xos matritsalar ko‘paytmasi ham xosdir;
b) Xosmas matritsalar ko‘paytmasi ham xosmasdir;
c) Agar matritsalar ko‘paytmasida biror ko‘paytuvchisi xos matritsa 

bo‘lsa, u holda ko‘paytma ham xosdir.
Biz 1-mavzuda berilgan A kvadrat matritsaning teskarisi tushunchasini 

kiritgan edik. Endi teskari matritsani topish usulini keltiramiz.
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6.4- teorema. A matritsa teskarilanuvchi bo‘lishi uchun uning xosmas 
bo'lishi zarur va yetarli.

Isbot. Zaruriyligi. A matritsa teskarilanuvchi bo'lsin, u holda A-1 teskari 
matritsa mavjud va

A ■ A~l = A~l ■ A = E.
6.2-teoremaga ko‘ra,

det(>4 • A-1) = det(E), det(A) • det(X-1) = 1.
Ushbu tenglikdan det(A) / 0 kelib chiqadi.
Yetarliligi. A matritsa xosmas bo‘lsin. A matritsaning barcha altJ ele- 

mentlari Aij algebraik to‘ldiruvchilardan n-tartibli

(
A,i ^2,1 ■ • • Ai,i

A,2 A2,2 • • ■ An,2 ^2)

•<41,n -^2,n • • • ^4n,n j 
matritsani tuzib olamiz. >4' matritsaga A matritsaning biriktirilgan matritsa- 
si deyiladi. Endi AA* va A’j4 ko‘paytmalarni topamiz. Ravshanki,

l d 0 ... 0 \

0 0 .. . d y
bo‘ladi, bu yerda d = det A.

Haqiqatan ham, A matritsani t-satrini A* matritsaning i-ustu-nining mos 
elementlariga ko‘paytirib qo‘shsak, AA* matrisaning i-satr va i-ustunida

+ &i,2j4tt2 + . . . + O.ifnAitn = d 
element hosil bo‘ladi.

Huddi shunday A matritsaning i-satrini A* matritsaning j-ustuniga mos 
ravishda ko‘paytirib qo‘shishdan hosil bo'lgan quyidagi element:

ai,i A>,i + Oi,2Ajt2 + .. • + Oi,nAjtn, i^ j
nolga teng bo‘ladi.

A*A ko‘paytmani ham yuqoridagi kabi hisoblash mumkin.
A matritsa xosmas matritsa bo‘lganligi uchun quyidagi ko‘paytmani 

qaraymiz.

( d
0

0 
d

0

=J(AA’)=1
a d

\o
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Demak, A inatritsaga teskari matritsa

bo‘ladi.
Teskari matritsa quyidagi sodda xossalarga ega
6.5-xossa. a) det(X-1) = det(X)"1;
b) (A ■ B)-1 = B~x ■ A'1;
c) (4-1)”1 = 71;
d) (4T)”1 = (A”1)7.
Misol 6.1.

(
3 1 3 \
1 -1 0 ]
0 11/

matritsaning teskarisini toping.
Bu matritsaning determinanti |A| = — 1 ekanligini hisoblash qiyin emas. 

Demak, A xosmas matrisa bo‘lib, uning teskarisi mavjud. A matritsaning 
algebraik to‘ldiruvchilari

>»>.1 = (-1)1+1 -1 0
1 1

= -l, A1,2 = (-l)1+2 1 °l=-l 
0 1 I

= (-1)3+3

>4|,3 = (-1)‘+3 1 -1
0 1 = 1, A2>1 = (-l)2+1 1 3

1 1 = 2,

A2.2 = (~1)2+2 3 3
0 1 = 3, 42,3 = (-1)2+3 3 1

0 1 = —3,

A>.i = (-1)3+1 1 3
-1 0

= 3, A3,2 = (-1)3+2 3 3
1 0 = 3,

3 1
1 -1

Demak, biriktirilgan matritsa

/-12 3 \
A' = -1 3 3

\ 1 -3 -4 /
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bo‘lib, teskari matritsa esa

1
1

-1

-2
-3 
3

-3
-3
4

bo'ladi.



II BOB. CHIZIQLI TENGLAMALAR 
SISTEMALARI (UMUMIY NAZARIYA)

7-§. Chiziqli tenglamalar sistemalarini yechish

Bizga 77i ta tenglamadan iborat n ta noma’lumli chiziqli tenglamalar sis- 
temasi berilgan bo‘lsin:

I
aijZi + 01,2X2 + ••• + a\.inxn = 61, 
a2)iZi + a2)2^2 + ••• + 0-2,n^n = 62, -

+ 0>m,2^2 + -•• + Or/n^n^n = bm.

bu ycrda, Xi, x2, ...,zn noma’lumlar. Tenglamalarni birinchi, ikkinchi, va 
hokazo m-tenglama deb nomerlab chiqilgan deb hisoblaymiz. Ojj koeffitsient . 
i-tenglamadagi Xj noma’lumning koeffitsientini, 6, esa i-tenglamaning ozod 
hadi.

Noma’lumlar oldidagi koeffitsientlarni m ta satr va n ta ustundan iborat 
matritsa ko‘rinishida yozish mumkin:

0-1,1 01,2 ••• ai,n
A = a2J °2'2 - a2'n:. (2)

\ Gm,l 0^n,2 ••• Gm,n /

Ushbu matritsa chiziqli tenglamalar sistemasining asosiy matritsasi deyi- 
ladi. Quyidagi A matritsa esa chiziqli tenglamalar sistemasining kengaytiril- 
gan matritsasi deyiladi:

01,1 01,2 ••• oi>n 61 \

_ o2>i a2)2 ... a2,n 62

\ am>2 ... am>n 6m /

Agar (1) sistemaning barcha ozod hadlari 0 ga teng bo‘lsa, u holda (1)
sistema birjinsli tenglamalar sistemasi deb ataladi. Agar (1) sistemada m = 
n bo‘lsa, u holda ushbu sistema n-tartibli sistema deyiladi. Yechimga ega 
bo'lgan chiziqli tenglamalar sistcmasi birgalikda deyiladi.
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Masalan, ixtiyoriy bir jinsli tenglamalar sistemasi birgalikda bo‘ladi, 
chunki barcha noma’lumlarni 0 ga teng qilib olinsa, u bir jinsli tenglamalar 
sistemasining yechimi bo‘ladi.

Yagona yechimga ega bo'lgan sistema aniq sistema, bittadan ortiq 
yechimga ega bo'lgan sistema aniqmas sistema deyiladi.

(1) sistemani qulaylik uchun qisqacha
n

52 ai>kXk = = 1, m)
fc=l

yig‘indilar ko‘rinishida yozish mumkin.
Berilgan matritsaning satrlarini iq, u2, ..., um, ustunlarini esa vj, V2, •••> Vn 

orqali belgilab olamiz.
Kvadrat matritsaning bosh diagonaldan pastda turgan barcha elementlari 

nollardan iborat bo‘lsa, bunday matritsaga uchburchak ko‘rinishidagi mat- 
ritsa deyiladi, ya’ni

(
01,1 01,2 ••• oi,n >

0 fl2,2 ••• 02,n

0 0 ... On,n /
Agar matritsaning to‘g‘ri burchakli trapesiyali shaklida joylashgan ele- 

mentlaridan boshqa elementlari nollardan iborat bo‘lsa, bunday matritsaga 
trapcsiya ko'rinishidagi matritsa deyiladi.

Chiziqli tenglamalar sistemasini yechishning Kramer usuli. 
Chiziqli tenglamalar sistemasini yechishning Kramer usuli sistemadagi 
tenglamalar soni noma’lumlar soniga teng bo‘lgan hol uchun o‘rinli bo‘ladi.

01,1X1 4- Oi,2X2 4- ... 4- ai,nxn = bi,
< o2,ixi 4- 02,2X2 4- ... 4- a2,nxn = 62, (3)

k Onjii 4- an,2x2 4-... 4- On>nxn — bn.
ko‘rinishdagi tenglamalar sistemalarini qaraymiz.

Tenglamalar sistemasi koeffitsientlaridan tuzilgan matritsa determinantini 
d harfi bilan belgilaylik:

Oi,i — oij ... aln 
d _ a2,i ... a2j ... a2,n

On,l ••• Onj ... Onn 

4-mavzuda berilgan determinantni satr yoki ustun bo'yicha yoyish xos- 
salaridan quyidagilarga ega bo‘lamiz:

d = aijAij 4- a2jA2j 4- ... 4- aijAnj. (4)
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Bundan tashqari,

+ ovjAtj + ... + aniiAnj = 0, £ 0 j. _ ..(5)

Ya’ni, determinantning birorta ustunidagi hamma elementlarini boshqa 
ustunning algebraik to‘ldiruvchilariga ko‘paytmalari yig‘indisi nolga teng.

Agar d = a\jA\j + a2jA2j + ... + OijAnj yoyilmada j-ustunning element- 
larini ixtiyoriy n ta sonlar sistemasi 6i, 62, ••••, bn bilan almashtirsak, hosil 
bo'ladigan

b\A\j + b2A2j + ... + bnAnj (6)
ifoda d determinantning j-ustunini shu sonlar bilan almashtirish natijasida 
hosil bo‘ladigan ushbu

<21.1 • .. b\ ... ®l,n
<22.1 • .. 62 ••• a2t n

&n,l .. bn ... +i,n

determinantning j-ustun bo‘yicha yoyilmasi bo‘ladi.
13.1.-teorema. Agar (3) sistemaning determinanti d noldan farqli bo‘lsa, 

u holda bu sistema yagona yechimga ega bo‘lib, uning ko'rinishi quyidagicha 
bo‘ladi:

d\ d2 dn ( .
21 = —, 22 = -7, ..., 2n = -7. (7)d a d

Isbot. Aytalylik, d 0 bo'lsin.
alti2i + a\t2x2 + ... + a\tnxn = b\t

< a2,i2i + a2t2x2 + ... + a2,nxn = b^
■............ ■••■•••............. .......... ,

k &n,l21 + Ont2X2 + ... + an<nXn = bn
sistemadagi birinchi tenglamaning ikkala tomonini Aij ga, ya’ni a\j element- 
ning algebraik to‘ldiruvchisiga ko‘paytiramiz. Ikkinchi tenglamaning ikkala 
tomonini A2j ga va hokazo, oxirgi tenglamani Anj ga ko'paytiramiz. Bu teng- 
liklarning chap va o‘ng tomonlarini alohida-alohida qo‘shib, quyidagi teng- 
likka kelamiz:

(aijAij + a2t\A2j + ... + + ...+
+ (aljA J + a2.jA2j + ... + OnjAnj)Xj + ...+

+(ai>nAi j + a2tnA2j + ... + a^itnAnj)xn = 
= b\A\j + &2A2J + ... + bnAnj.

Yuqorida qayd qilingan (4), (5) va (6) munosabatlardan, ushbu tenglikda Xj 
oldidagi koeffitsient d ga, qolgan koeffitsientlarning barchasi nolga teng ekan- 
ligini, ozod had esa dj determinantga teng bo‘lishini hosil qilamiz. Demak,
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yuqoridagi tenglik quyidagi ko‘rinishga keladi:

dxj — dj, 1 < j < n.

d 0 bo‘lganligi uchun, Xj — 1 < j < n kelib chiqadi.
Endi aq = a2 = • • • > c*n = sonlar haqiqatdan ham (3) tcnglamalar

sistemasini qanoatlantirishini ko‘rsatamiz. Buning uchun sistemaning i- 
tenglamasiga a2, ..., an noma’lumlarning qiymatlarini qo‘yamiz. i- 
tenglamaning chap tomonini a»jXj ko‘rinishda yozish mumkinligi va 
dj = bo‘lganligi uchun:

(f>^j=l a a j=l \fe=l / k=l XJ-1

Bu almashtirishlarga J soni baxcha qo‘shiluvchilarda umumiy ko'paytuvchi 
bo‘lib kelganligi uchun uni yig'indi tashqarisiga chiqarishimiz mumkin. Bun- 
dan tashqari, qo‘shish tartibi o‘zgartirilgandan so‘ng, bk ko‘paytuvchi ichki 
yig'indi belgisi tashqarisiga chiqarildi, chunki u ichki yig‘indi indeksi j ga 
bog‘liq emas.

Ma lumki, dijAkj = + Oi^Ak^ + ••• 4" O'i,n.Ak,n ifoda k = i
bo‘lganda d ga, qolgan barcha k larda esa 0 ga teng. Shunday qilib, k bo‘yicha 
tashqi yig‘indida faqat bitta qo‘shiluvchi qoladi va u bid ga teng bo‘ladi, ya’ni

f>.4=;\.bid=bl.
j=i

Bundan ai, a2, ..., an sonlar haqiqatdan ham (3) tenglamalar sistemasi 
uchun yechim bo‘lishi kelib chiqadi.

Chiziqli tenglamalar sistemasini yechishning ushbu usuliga Kramer usuli 
deyiladi.

Demak, Kramer usuli determinanti noldan farqli bo‘lgan n ta noma’lumli 
n ta tenglamadan iborat chiziqli tenglamalar sistemasini yechimini topish 
imkonini beradi.

Sistema determinanati nolga teng bo'lgan hollarda Kramer usulini qo‘llash 
maqsadga muvofiq emas. Chunki bu holatda tenglamalar sistemasi yoki 
yechimga ega emas yoki cheksiz ko‘p yechimga ega bo‘ladi

Chiziqli tenglamalar sistemasini yechishning Gauss usuli. Bizga 
bir xil tartibli ikkita chiziqli tenglamalar sistemasi berilgan bo‘lsin;

n

= bi, i = 1, m (8)
fe=i
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va ......
i‘ ■ n ' ’

= di,i = 1, m. (9)
fc=i

13.2- ta’rif. Agar (8) sistemaning ixtiyoriy ikkita tenglamasini o‘rinlari 
almashtirish natijasida (9) sistema hosil qilinsa, (9) sistemani (8) dan /-tur 
elementar almashtirish natijasida hosil qilingan deyiladi.

13.3- ta’rif. Agar (8) sistemaning biror tenglamasini biror songa 
ko‘paytirib, boshqa biror tenglamasiga qo‘shish natijasida (9) sistema hosil 
qilinsa, (9) sistema (8) sistemadan II—tur elementar almashtirish natijasida 
hosil qilingan deyiladi.

I tur va II tur elementar almashtirishlarni qisqacha eiementar almashtirish 
deb yuritiladi.

Har bir chiziqli tenglamalar sistemasiga uning kengaytirilgan matritsasini 
mos qo‘ysak, u holda chiziqli tenglamalar sistemasi ustidagi elementar al- 
mashtirishlarga uning kengaytirilgan matritsasi ustida mos elementar al- 
mashtirishlar bajarilgan deb qarash mumkin. Aksincha, kengaytirilgan mat- 
ritsa ustidagi elementar almashtirishlarga (elementar almashtirishlar ta'rifini 
to‘g‘ridan-to‘g‘ri matritsalar uchun ham aytishimiz mumkin) tenglamalar sis- • 
temasi ustidagi elementar almashtirishlar mos keladi.

13.4- ta’rif. Agar (8) va (9) sistemalar bir vaqtning o'zida birgalikda 
bo'lmasa, yoki bir vaqtda birgalikda bo‘lib, bir xil yechimlarga ega bo‘lsa, 
(8) va (9) sistemalar teng kuchli sistemalar deyiladi va (8) <=> (9) ko‘rinishda 
yoziladi.

13.5- teorema. Agar (9) sistemaga (8) sistemadan elementar al- 
mashtirishlar natijasida hosil bo'lgan bo‘lsa, ular teng kuchlidir.

labot. I tur elementar almashtirishlar uchun teoremaning isboti to‘g*ridah 
to‘g‘ri ko‘rinib turibdi. Endi (8) sistemaga II tur elementar almashtirishlarhi 
qo‘llaymiz, ya’ni (8) sistemaning biror-bir i-t,englamasini A ga ko'paytirib, 
J-tenglamaga qo'shsak, yangi sistemaning j satrida qolganlari o‘zgarmagan 
holda n

’ + Xaitk)xk = bj + Xbi
Jk=i «’• ‘ '■:‘

tenglama hosil bo‘ladi. Agar x^, x%, ...» sonlar (8) sistemaning yechimlari 
bo‘lsai u holda ’’ _

' n .n , . ’ n " t • • • ’••’
+xaitk)xQk=y^aj,kxk+xy2ai^k - •

Jb=l Jk=l-.•• • Jt=l ■

tenglamaning ham yechimi bo‘ladi va aksincha. Elementar almashtirishlar 
natijasida hosil bo‘lgan (9) tenglamalar sistemasiningyechimi (8) tenglamalar
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sistemasining ham yechimi bo‘ladi.
Endi biz sistemani yechishning eng qulay va ko‘p qo‘llanadigan usullaridan 

biri bo‘lgan, noma’lumlarni ketma-ket yo‘qotish usulini ya’ni, Gauss usulini 
keltiramiz.

1) Faraz qilaylik, (8) sistemada an 0 bo'lsin. U holda sistemaning 
birinchi tenglamasini — i = 2, m ga ko‘paytirib mos ravishda boshqa 
tenglamalarga qo‘shsak, hosil bo‘lgan sistemaning birinchi tenglamasidan 
boshqa tenglamalarida noma’lumi oldidagi koeffitsientlari nolga aylanadi.

2) Agar aij = 0 bo'lsa, X\ ning ai(i koeffisientlari orasida noldan far- 
qli bo‘lgan tenglamasini izlaymiz va I tur elementar almashtirish yordamida 
sistemaning birinchi tenglamasi bilan o‘rnini almashtirib, birinchi holatga ke- 
lamiz.

3) Agar oldidagi hamma ai(i koeffitsientlar nollardan iborat bo‘lsa, biz 
birinchi yoki ikkinchi holatlarni z2 noma’lum uchun qo‘llaymiz va hokazo, 
bu jarayonni davom ettirish natijasida biz (8) sistemaga teng kuchli bo‘lgan 
sistemaga kelamiz. Hosil bo‘lgan sistemaga qarab, quyidagi xulosalarni 
chiqazishimiz mumkin:

1. Agar sistemaning zinapoyali shaklida chap tomonida nol va o‘ng 
tomonida noldan farqli hadlar qatnashuvchi tenglamalar hosil bo‘lsa, bun- 
day sistema birgalikda bo'lmaydi.

2. Agar sistema uchburchaksimoh

' a'uxx 4- a’lt2x2 4- ... 4- a'lnxn = b\,
^2 2^2 4- ... 4" a2nXn = t>2>

........................ ...................................................... >

an-L,n-lxn-l + an-l,nXn ~ ^n-l
. . < an,nXn = bn

shaklgakelib a\ j 0 0, a22 0> —> an,n £ 0 bo‘lsa, sistema birgalikda bo'lib,
yechim quyidagi algoritm bo‘yicha topiladi.

Hosil bo‘lgan sistemaning oxirgi a'nnz'n = bn tenglamasidan x„ = 
p“-' noma’lumni topib, topilgan noma’lumni bitta yuqoridagi tenglamaga 
qo‘yamiz. So‘ngra, x°ni noma’lumni topib, uni yuqoridagi tenglamaga 
qo‘yamiz. Bu jarayonni davom ettirish natijada barcha x^, x2, .... xn 
noma’lumlarni aniqlaymiz.

3. Sistema zinapoyali shaklga kelib, zinapoya uchlarida turuvchi 
noma’lumlar soni r ta 1 < r < n) bo'lsin. U holda ularni
tenglamalarning chap tomonida qoldirib, qolgan n — r ta noma’lumni 
tenglamalarning o‘ng tomoniga o‘tkaziladi va ularni ozod o'zgaruvchilar 
sifatida qabul qilinadi. Natijada tenglamalar sistemasi r ta noma’lumli 
uchburchak shaklidagi sistemaga keladi. Endi tenglamalarni o‘ng tomoniga
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o‘tgan n-r ta noma'lumga qiymatlar berib, qolgan r ta noma’lumni topamiz. 
Demak, bu holatda sistema cheksiz ko‘p yechimga ega bo‘ladi. Ya’ni, bunday 
tenglamalar sistemasi birgalikda aniqmas sistema bo‘ladi.

Bundan tashqari, qaralayotgan sistemada tenglamalar soni noma’lumlar 
sonidan kichik bo‘lsa, u holda sistemani uchburchak shakliga. keltirish 
mumkin emas, chunki Gauss metodi bo‘yicha o‘zgartirish jarayonida 
tenglamalar soni kamayishi mumkin, ammo ortishi mumkin cmas. Demak, 
bunday holatda sistema zinapoyasimon shaklga keltiriladi va u aniqmas sis- 
tema bo‘ladi.

Misol 13.1. Ushbu tenglamalar sistcmasini Gauss usuli bilan yeching:

[ 11 + 2x2 - $3 + 3X4 = 5,
< 2xi + 3x2 — 4x3 + X4 = 2,

X\ + X2 ~ 3X3 — 2X4 ~ 3.

Bu sistemaning kengaytirilgan matritsasini yozib, uni elementar al-
mashtirishlar yordamida o‘zgartiramiz:

/12-1
2 3-4 

\ 1 1 —3

3
1

-2

1 2 -1
0 -1 -2
0 -1 -2

/12—13 5 \
=>10—1—2—5 -8 I

\ 0 0 0 0 6 J
0 6 tenglamaga ega bo'lgan sistemaga keldik, demak, berilgan sistema 
yechimga ega emas.

Misol 13.2. Ushbu tenglamalar sistemasini Gauss usuli bilan yeching:

Xi — x2 + 3x3 = 2, 
xi + 2x2 + 5x3 = -9, 
2xi - 5x2 - 4x3 = 23.

Sistemaning kengaytirilgan matritsasi uchun elcmentar almashtirishlarni 
qo‘llab,

1 -1 3
1 2 5
2 -5 —4

2 \ /1—13
—9 I => I 0 3 2
23 / \ 0 -3 -10

2 
-11

19

(
1-13 2 \
0 3 2 -11 |
0 0 -8 8 /
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sistemaning matritsasini uchburchak shaklga keltiramiz. Demak, bu sistema 
yagona yechimga ega va quyidagi tenglamalar sistemasiga teng kuchli bo‘ladi:

xy — x3 + 3x3 = 2, 
3x2 + 2x3 = -11, 
-8x3 = 8.

Bu sistemada pastdan yuqoriga qarab harakat qilib,

x3 = —1, — ~3, X\ = 2

yagona yechimni topamiz.
Misol 13.3. Ushbu tengiamalar sistemasini Gauss usuli bilan yeching:

zi — 2x2 + 3x3 — 4x4 = —2, 
2ri — 4x2 + + 3x4 = 2,
—xi -I- 2x2 + 2x3 — 7x4 = —4.

Sistemaning kengaytirilgan matritsasini qaraymiz:

/ 1 -2 3-4 
2-413

\ -1 2 2-7

-2 3 —4
0 -5 11
0 5 11

-2 \
6 | =»
-6 /

(1 -2 3 -4 -2
=> 1 0 0 -5 11 6

( 0 0 0 0 0
Sistemaning matritsasi zinapoyasimon shaklga kelganligi uchun birgalikda 
va cheksiz ko‘p yechimga ega. x^va x3 noma'lumlar oldidagi koeffitsientlar 
uchburchak shaklni berganligi uchun x^, x4 noma’lumlarini o‘ng tomonga 
o‘tkazib, ozod o‘zgaruvchilar sifatida qabul qilamiz.

f Xi + 3x3 = —2 + 2x-2 + 4x4, 
\ —5x3 = 6 — llx4.

Bu yerdan x3 = hosil bo‘ladi. Bu ifodani yuqoridagi tenglamaga 
olib borib qo‘ysak,

8 + lOx^ — 13x4
11 “ 5

hosil bo'ladi. Shunday qilib,

8 4- 10x2 — 13x4
x\ =--------- r---------,x3 = -6 + Ux4 

5
berilgan tenglamalar sistemasi ycchimlarining umumiy ko‘rinishi bo‘ladi.
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Bu formulada x2 va x4 larga ixtiyoriy qiymatlar berib, i], larni topish 
orqali xususiy yechimlarni hosil qilish mumkin. Masalan, x2 = 1, x^ = 1 
qiymatlar bersak, Z] = 1, x3 = 1 topilib^Jl, 1, 1, 1) xususiy yechimga ega 
bo'lamiz.

Chiziqli tenglairialar sistemasini yechishriing teskari matritsa 
usuli. Chiziqli tenglamalar sistemasini yechishning teskari matritsa usuli 
ham tenglamalar soni noma’lumlar soniga teng bo'lgan hol uchun o‘rinli 
bo‘ladi. : ••••.'

»1,1^1 + <11,2^2 + ... 4- d\,n^n — &1>' 
»2,1^1 + a2i2x2 +... + a2nxn = b2,

>
»n,l^l + »n,2?2 + ••• + dninXn = bn 

ko‘rinishdagi tenglamalar sistemasini qaraymiz.
Quyidagi belgilashlarni kiritamiz:

Natijada yuqoridagi tenglamalar sistemasi quyidagi matritsaviy tenglam- 
aga teng kuchli bo'ladi

AX = B.
Kramer usulidan ma'lumki, agar det(A) 0 bo‘lsa, sistema yagona 

yechimga ega. Bundan tashqari, det(A) 0 ekanligi A matritsaning 
teskarilanuvchi bo‘lishini bildiradi. Yuqoridagi matritsaviy tenglamaning 
ikkala tomonini chapdan X-1 ga ko‘paytirsak,

A~'■ A ■ X = A~'■ B => EX = A~'B => X = A~'■ B

ekanligi kelib chiqadi.
Demak, tenglamalar sistemasining yechimi X = 4-1 ■ B ko‘rinishida 

bo‘ladi. Chiziqli tenglamalar sistemasini yechishning ushbu usuli teskari ma- 
tritsa usuli deb ataladi.

8-§. Matrisaning rangi 

Bizga
f d\,\ »1,2 ■ • »l,n

A = »2,1 »2,2 • •• »2,n
• •• • • • •.•• ■ •••

\ »»n,l »m,2 • »m,n
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matritsa berilgan bo‘lsin. Bu matritsaning satrlarini u2, •••, um kabi 
ustunlarini esa Uj, v^ _...^ vn kabi belgilaymiz. Satrlarning chiziqli kombi- 
natsiyasi deb, GiUi+c2u2+...+cTnurn satrga aytiladi, bu yerda c, koeffitsientlar 
berilgan maydondan olingan sonlar. Ko‘rinib turibdiki, agar bu koeffitsient- 
lar nolga tengbo‘lsa, bu chiziqli kombinatsiya ham nol satrga teng bo‘ladi.

Agarbir vaqtningo‘zidanolgatengbo‘lmaganci, c2, ...» Cm koeffitsientlar 
mavjud bo‘lib, CiUi+c2u2+..:+PrnUm = 0 bo‘lsa, ui, u2, ..., um satrlar chiziqli 
bog'liq deyiladi.

Agarda bunday koeffitsientlar mavjud bo‘lmasa, ya’ni CiUj + c2u2 + ... +' 
CmUm = 0 tenglikdan barcha Ci, c2, ..., Cm koeffitsientlarning nolga tengligi 
kelib chiqsa, u holda ui, u2, .... Um satrlar chiziqli erkli deyiladi.

Misol 9.1. ui = (l, 1, 1), u2 = (—1, 2, 1), u3 = (1, 4, 3) satrlar chiziqli 
bog‘liq. Chunki, 2u\ + u2 — u3 = (0, 0, 0).

ui = (1, 1, 1) va u2 = (—1, 2, 1) satrlar esa chiziqli erkli, chunki CiUj + 
c2u2 = 0 tenglikdan

•Ci - c2 = 0,
Ci + 2c2 = 0, 
ci + c2 = 0 

shartlar kelib chiqadi, ya’ni ci = c2 = 0.
8.1- tasdiq. Berilgan satrlarning chiziqli bog‘liq bo‘lishi uchun bitta satr- 

ning qolgan satrlar orqali ifodalanishi zarur va yetarli.
Isbot. Zaruriyligi.u\, u2, ..., um satrlar chiziqli bog'liq bo'lsin. De- 

mak, bir vaqtning o‘zida nolga teng bo'lmaydigan shunday ci, c2, ••-, Cm 
koeffitsientlar mavjudki, c^Ui + c2u2 +... + c^Um = 0 bo‘ladi. Aytaylik, c, / 0 
bo‘lsin. U holda

ya'ni u* satr qolgan satrlar orqali chiziqli ifodalanadi.
Yetarliligi. Aytaylik, ut = cjUi + ... + Cf-iUi-i + Ci+iut+i + ... + CmUm 

bo'lsin. U holda C\U\ + ... + d-iUi-y + (-l)ut + Ci+iui+i + ... + CmUm = 0, 
ya’ni ui, u2, ..., um satrlar chiziqli bog‘liq.

Berilgan u = (ai,a2, ...,ajt, ...,an) satrni dastlabki k ta elementidan iborat 
u = (ai,a2, ...,afc) satrga berilgan satrning uzunligi k bo'lgan kesmasi deb 
ataladi.

9.2-tasdiq. Agar Ui, u2) ..., um satrlar chiziqli bog‘Iiq bo‘lsa, u holda 
ixtiyoriy uzunlikdagi ui, u2, ..., um kesmalar ham chiziqli bo‘g‘liqdir.

Isbot. ciui+c2u2 + ... + cmurn = 0 tenglik CiUj+c2u2 +...+ cmuTn satrning 
barcha komponentalari nolga tengligini anglatadi. Bundan esa, ciUi + c2u2 + 
... + CmUm = 0 ekanligi kelib chiqadi.
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Yuqoridagi ta^diq kabi tii, u2, ■■■, um kesmalarning chiziqli erkli ekanligi- 
dan ui, U2, ...» Um satralarning ham chiziqli erkli bo‘lishini kelib chiqadi.

Aytaylik',’ A matritsaning. A; ta satri chiziqli erkli bo‘lib, qolgan satr- 
lar ularning chiziqli kombinatsiyasidan iborat bo‘lsin. Umumiylikka ziyon 
yetkazmagan holda, ii], u2, ..., Uk satrlar chiziqli erkli va Ufc-+i, uk+2, —, um • 
satrlar ularning chiziqli kombinatsiyasidan iborat deb olish mumkin. Ma; , 
tritsaning ui, v2, •••» vn ustunlarining uzunligi k bo'lgan vb v2, ...r yn' 
kesmalarini qaraymiz.

8.3-tasdiq. Agar qandaydir ci, c2, ..., Cn sonlari uchun ciih + c2v2 + ••■ + 
CnVn = 0 bo‘lsa, u holda ciVi + c2v2 + ... + CnVn = 0 bo‘ladi.

Isbot. Ufc4.], Ufc+2, ..., um satrlar iq, u2, ..., Uk satrlarning chiziqli kom- 
binatsiyasidan iborat.bo‘Iganligi uchun ’•, . .

Ufc+1 = ^fc+1,1^1 + ^fc+1,2^2 + ... + 6fc+l,fcUfc,

Hfc+2 = hfc+2,1^1 + bk+2,2U2 + ... + bfc+2,fcWfc» (I)
• • • • •......................... .. .................. 1

= bmt\U\ + bmt2u2 + ... + bmkuk.
Aytaylik, CiVi + c2v2 + — + Cni>n = 0 bo‘lsin. Bu tenglikdan c\V\ + c2v2 + 

...+CnVn ustunning dastlabki k ta komponentasi nolga teng ekanligi to‘g‘ridan 
to‘g‘ri kelib chiqadi. Ustunning (k + 1)- komponentasini qaraylik:

ClGfc+1,1 + C2<lfc+1,2 + ••• + CnGfc+l,n-

Bu ifodani qiymatini topish uchun (1) tenglikning birinchisidan foy- 
dalanamiz.

Wfc+i = bfc+ijUi + bk+\t2u2 + ... + f>fc+i,fcVfc ekanligidan

Ofc+1,1 = bk+\, 10-1,1 + fefc+1,202,1 + ••• + ^fc+l.fcOfc.1, 
flfc+1,2 = bk+\t\0.\,2 + bk+\t2a2t2 + ... + &fc+l,fcGfc,2, 
............•■■«••■•••■■•••••■■••••••••••••• I 

Gfc+l,n = bfc+l,iai,n + bk+\,2a2,n + ••• + bk+\,kO-k,n 
kelib chiqadi. Bundan esa,

Clflfc+1,1 + C2<lfc+1,2 + ••• + CnQk+^n —
= C\(bk+\t\a\t\ + bfc+1,202,1 + — + t>fc+i,fcOfc,i)+ 
+02(^+1,101,2 + fyfc+1,202,2 + ••• + t)fc+ltfcOfc,2) +

+..................................................................................+
+Cn(bfc+i,iOi,n + bfc+l,2O2,n + — + t>fc+l,fcOfc,n) =

= bfc+i,i(ciOi,i + c2a\t2 + ... + c,taiifl)+ 

+bk+1,2(0102,1 + 0^02,2 + ••• + CnO2,n) +
+..................................................................................+

+t>fc+l,fc(CiOfc,i + C2akt2 + ■■• + CnOfc^n).
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Qavslar ichidagi ifodalar ciVi 4-c2v2+••• + cnvn ustunning komponentalarini 
beradi. Ularning barchasi nolga teng bo‘lganligi uchun Ciafc+1,1 4- c2ak+i)2 + 
... + Cnafc+i,n = 0 ekanligi kelib chiqadi. Qolgan komponentalarining nolga 
tengligi ham huddi shunday ko‘rsatiladi. Demak, CiVi 4- c2v2 4-... 4- CnVn = 0.

8.4- tasdiq. Aytaylik, Ui, u2, ..., um va wi, w2, ..., wn satrlar jamlan- 
malari berilgan bo‘lib, ikkinchi jamlanma satrlari birinchi jamlanma satr- 
larining chiziqli kombinatsiyasi bo‘lsin. Agar n > m bo‘lsa, u holda 
Wi, u«2, ..., wn satrlar chiziqli bog‘liq bo‘ladi.

Isbot. Isbotni m ga nisbatan matematik induksiya usuli bilan olib bo- 
ramiz. m = 1 bo‘lganda w\ = ciU], w? = c2ui, ...» wn = CnUi bo‘lib, 
Ci = 0 bo‘lganida ular chiziqli bo‘g‘liq bo‘lishi ravshan. Agar ci 7^ 0 bo‘lsa, 
(—c2)wi 4-C]W2 4-0-W3 4-...4-0 wn = 0 ekanligidan ularning chiziqli bog‘liqligi 
kelib chiqadi.

Tasdiqni m — 1 uchun o'rinli deb, m uchun to‘g‘ri ekanligini ko'rsatamiz. 
Tasdiq shartiga ko‘ra,

™1 = CijUi 4- C1,2U2 4- ... 4- C^mUrn,
W2 = C2,1U1 4- C2)2U2 4- ... 4- C^mUm,

= Cn,iUi 4- Cn,2U2 + - + Cn,mUm.

Agar C],i = C2,i = ... = cjt,i = 0 bo‘lsa, tasdiq o'rinli, chunki bu holda 
W], W2, ..., wn satrlar m — 1 ta u2, ..., um satrlarning chiziqli kombinatsiya- 
sidan iborat bo‘ladi.

Aytaylik, biror Cjj noldan farqli bo‘lsin. Umumiylikka ziyon yetkazmagan 
holda, Cn 7^ 0 deb olish mumkin. U holda quyidagi satrlarni qaraymiz:

w'2 = w2 - ^i-wi = c4(2u2 4-... 4- <4 mum, 
................... ’•............ -..................... (2)
Wn = W” “ 7^W1 = <2^2 + - + <>mUrn.

Ushbu satrlar n — 1 ta boTib, ular m — 1 ta u2, ..., um satrlarning chiziqli 
kombinatsiyasidan iborat. n > m bo‘lganligi sababli, n — 1 > m — 1, hamda 
induksiya faraziga ko‘ra, w2, ..., wn satrlar chiziqli bog‘liq. Demak, kamida 
bittasi noldan farqli bo‘lgan ..., bk koeffitsientlar topilib,

b2w2 4-... + bnwn = 0.

Bu munosabatga w^, ..., wn satrlarning W), w2, ..., wn satrlar orqali 
yozilgan ifodasini olib borib qo‘ysak,
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kelib chiqadi, ya’ni,

^2^2,1 + •■• + bnCn j-----------------------— W\ + £>2^2 + ... + bnWn — 0.
cn

62, .... bk koeffitsientning kamida bittasi noldan farqli ekanligidan, 
Wi, w2, wn satrlarning chiziqli bog‘liqligi kelib chiqadi.

8.5- natija. Uzunligi n ga teng bo'lgan n tadan ko‘p satrlar chiziqli bog'liq.
Isbot. Haqiqatdan ham, uzunligi n ga teng bo‘lgan ixtiyoriy (a1} a2,...,an) 

satrni quyidagicha ifodalash mumkin

ai(l, 0,..., 0) + a2(0,1,..., 0) + ... + On(0,0,..., 1).

Demak, ixtiyoriy satr n ta satrning chiziqli kombinatsiyasi orqali ifo 
dalanadi. Yuqorida isbotlangan 8.4-tasdiqqa ko‘ra, satrlar soni n tadan ko‘p 
bo'lsa, ular chiziqli bog‘liq.

Bizga uzunlikdagi n ga teng bo‘lgan satrlar berilgan bo‘lsin. Bu satrlar 
ichida qandaydir k ta satr chiziqli erkli bo'lib, ixtiyoriy k tadan ko‘p satrlar 
chiqizli bo‘gliq bo‘lsin. Ya’ni, chiziqli erkli satrlarning maksimal soni k ga 
teng bo'lsin.

8.6- ta’rif. Berilgan satrlar jamlanmasidagi chiziqli ekrli vektorlarning 
maksimal soniga bu satrlar jamlanmasining rangi deyiladi. Maksimal sondagi 
chiziqli erkli satrlar esa, satrlar jamlanmasining bazisi deb ataladi.

Tabiiyki, chiziqli erklilik, chiziqli bog‘liqlik, rang va bazis tushunchalarini 
ustunlar uchun ham kiritish mumkin. U holda yuqorida kcltirilgan tasdiqlar 
ham ustunlar jamlanmasi uchun o‘rinli bo‘ladi.

Demak, berilgan A matritsaning ui, u2, ..., um satrlar jamlanmasining 
rangini va o‘z navbatida Vf, v2, ..., vn ustunlar jamlanmasining rangini ham 
aniqlash mumkin.

8.7- teorema. Matritsaning satrlari jamlanmasi rangi uning ustunlari 
jamlanmasi rangiga teng. '*"•

Isbot. Aytaylik,

al,l al,2 ••• al,n \
_ <12,1 a2,2 ••• O-2,n I

\ a,n,i am,2 ... am>n /

matritsaning satrlar jamlanmasi rangi k va ustunlar jamlanmasining rangi r 
ga teng bo‘lsin.

Satrlar rangi k ekanligidan shunday chiziqli erkli k ta satr mavjud 
bo‘lib, qolgan satrlar ularning chiziqli kombinatsiyasi orqali ifodalanishi kelib 
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chiqadi. Umumiylikka ziyon yetkazmagan holda, dastlabki k ta satrni bazis 
deb olish mumkin.

Bu satriardan iborat quyidagi

(
ai,i ai,2 ••• ai,n \ 
.... ...... :r.

ttfcj <lfc,2 ••• «fc,n /

matritsani qaraymiz. A matritsaning ustunlari A matritsa ustunlarining 
uzunligi k ga teng bo'lgan kesmalaridan iborat bo‘ladi.

Aytaylik, A matritsaning ustunlari jamlanmasi rangi f bo‘lsin. A matritsa- 
ning ustunlari uzunliklari k ga teng ekanligidan 8.5-natijaga ko‘ra, uning 
chiziqli erkli ustunlar soni k dan oshmaydi. Demak, f < k.

Ikkinchi tomondan esa, A matritsada f ta chiziqli crkli ustunlari mavjud 
bo‘lib, undan ko‘p sondagi ixtiyoriy ustunlar chiziqli bog‘liq. Ushbu ustun- 
larni A matritsaning ustunlarigacha to‘ldirsak, ular ham chiziqli erkli bo‘ladi. 
8.3-tasdiqqa ko'ra esa, A matritsaning f tadan ko‘p ixtiyoriy ustunlari chiziqli 
bog;liq. Bundan A matritsaning ustunlar jamlanmasi rangi ham f ekanligi 
kelib chiqadi. Demak, r = f < k.

Endi ushbu mulohazalarni ustunlar va satrlarning o‘rnini almashtirgan 
holda qo‘llasak, k < r ekanligini hosil qilamiz. Bundan esa, r = k kelib 
chiqadi.

8.8- ta’rif. Matritsaning satrlari (ustunlari) jamlanmasining rangi 
matritsaning rangi deyiladi.

Endi kvadrat matritsaning rangi va determinanti orasidagi bog'liqlikni 
beruvchi teoremani keltiramiz.

8.9- teorema. Kvadrat matritsaning satrlari chiziqli bog‘liq bo'lishi uchun 
uning determinanti nolga teng bo‘lishi zarur va yetarli.

Isbot. Zaruriylik. Berilgan

(
«1,1 «1,2 ••• «l,n

«2,1 «2,2 — «2,n

«n,l «n,2 ••• «n,n /

matritsaning satrlari chiziqli bog‘liq bo'lib, determinanti noldan farqli bo‘lsin. 
ui, u2, ..., un satrlar chiziqli bog‘liq ekanligidan C\U\ 4- c^u^ 4- ... 4- CnUn = 0 
tenglikka ega bo‘lamiz. Bu tenglik esa, quyidagi chiziqli tenglamalar sis- 
temasiga teng kuchlidir:

1
«1,1C1 + «2,1^2 4-... 4- «i,nCn = 0. 

«1,2C1 4- «2,2C2 4- ... 4- «2,nCn = 0,

«l,nCl 4- «2,nC2 4- ... 4" ttn^Cn = 0.
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Matritsaning determinanti noldan farqli bo.‘lganligi uchun, ushbu bir jinsli 
tenglamalar sistemasi yagona nol yechimga ega. Ya’ni Ci — C2 = ... = 0» = 0. 
Bu esa, satrlarning chiziqli erkli ekanligiga zid. Demak, det ,4 .= 0.

Yetarlilik. Yetarlilik isbotini A matritsaning tartibi bo‘yicha matematik 
induksiya usuli bilan keltiramiz. m = 1 uchun teorema tasdig'i o‘rinli, chunki 
det/1 = 0 tenglik A nol elementdan iborat ekanligini bildiradi:

m — 1-tartibli matritsa uchun teorcma isbotlangan deb, m-tartibli 
matritsalar uchun isbotlaylik. Umumiylikka ziyon yetkazmagan holda ajj 0 
deb olishimiz mumkin. Matritsaning tti, 1x2, ..., un satrlari orqali quyidagi 
satrlarni hosil qilamiz:

w2 = u2 - = (0, a22, ..., a2n),

w„ = u„ - “~“Ui = (0, a'„2, ..., o!n ). 
01,1

Determinantlar xossasiga ko‘ra

al,l al,2 ••• al,n

<12,1 02,2 ••• a2,n

On,l an,2 ••• 0^n,n

Ql,l 
0

01,2 •■

a2,2 •

• Oj,n

• a2,n
= 01,1

a2,2 •■ • a2,n

0 an,2 • •• an,n
an,2 • •• an,n

Ushbu determinant nolga tengligi va aij / 0 ekanligidan

a2,2 — “2,11
= 0

an,2 — an,n

kelib chiqadi. Induksiya faraziga ko‘ra (a^2> —> o^n), —»(an,2> —>an,n) satr" 
lar chiziqli bog‘liq. Bu esa, u>2, ..., wn satrlarning ham chiziqli bog:liqligini 
bildiradi.

Demak, kamida bittasi noldan farqli bo‘lgan C2, ...» Cn koeffitsientlar topi- 
lib, C2V2 + ... + CnVn = 0. Bundan esa,

- ( ^-C2 + ... + ~—Cn, J Uy + C2U2 + ... + CnUn = 0 
\O1,1 01,1 /

kelib chiqadi. Ya’ni, ui, u^, ...» Un satrlar chiziqli bog‘liq.
Yuqoridagi teoremadan n-tartibli kvadrat matritsaning rangi n ga teng 

bo‘Lishi uchun uning determinant noldan farqli boffishi zarur va yetarli ekan- 
ligi kelib chiqadi.

Ma’lumki, ixtiyoriy noldan farqli matritsadan qandaydir noldan farqli mi- 
nor tanlab olish mumkin. Quyidagi teorema matritsaning rangini minorlar 
orqali topish imkonini beradi.
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8.10- teorema. Matritsaning rangi uning noidan farqli minorlarining eng 
katta tartibiga teng.

Isbot. Aytaylik, matritsaning rangi k ga teng bo‘lsin. U holda ixtiyoriy 
(fc + 1) yoki undan katta tartibli minorda chiziqli bog‘liq satrlarlar mavjud 
bo‘lib, 8.9-teoremaga asosan bunday minorlar nolga teng bo‘ladi.

Bundan tashqari, matritsaning rangi k bo‘lganligi uchun unda k ta satrdan 
va o‘z navbatida k ta ustundan iborat bazislar mavjud. Bu ustun va satrlar 
elementlaridan tuzilgan minorni qaraylik.

Ushbu minor satrlari chiziqli erkli, aks holda, 8.3-tasdiqqa ko‘ra avvalgi 
matritsaning butun satrlari chiziqli bog‘liq bo'lar edi. Dcmak, tanlab olingan 
fc-tartibli minor noldan farqli.

Biz chiziqli tenglamalar sistemasini yechishning Gauss usulini keltirga- 
nimizda sistema ustida elementar almashtirishlarni keltirib o‘tgan edik. 
Matritsaning satrlari ustidagi elementar almashtirishlar ham huddi shu kabi 
aniqlanadi. Ya*ni, matritsaning satrlari o‘rnini almashtirish, satrlarni noldan 
farqli songa ko‘paytirish va bir satrni ikkinchi satrga proporsional satrga 
qo‘shish elcmentar almashtirishlar hisoblanadi.

Ko‘rinib turibdiki, elementar almashtirishlarning xar birida satrlar jam- 
lanmasi chiziqli ekvivalent satrlar jamlanmasiga aylanadi. Shuning uchun 
elementar almashtirishlar natijasida matritsaning rangi o‘zgarmaydi.

Bizga ma’lumki, trapetsiyasimon matritsa quyidagi ko‘rinishga ega bo‘ladi
( cl»l Cl,2 — Ci,fc cl,fc+l •■• cl,n \

0 c2,2 •• c2,fc c2,fc+l • • ■ c2,n

0 0 . •• Cfc,fc Cfc,fc+1 ••• cfc,n
0 0 . .. 0 0 ... 0

\ 0 0 . .. 0 0 ... 0 /
bu yerda Cij 0 0, c2,2 0, ..., Ct,k 0.

Trapetsiyasimon matritsaning rangi 
emas. Haqiqatdan ham,

k ga teng ekanligini ko'rish qiyin

ci,i Ci,2 ... Ci,jt
0 c2,2 ... C2,fc

0 0 ... Cfcjk

Cl,l • C2,2 • ... • Cfc,fc

minor noldan farqli. Bundan tashqari, tartibi /cdan katta minorlarda kamida 
bitta nolga teng satr mavjudligi uchun, bu minorlarning qiymati nolga teng.

8.11- tasdiq. Ixtiyoriy matritsani satrlari ustidagi elementar almashtirish- 
lar bajarish va ustunlar o‘rnini almashtirish orqali trapetsiyasimon matritsa 
ko‘rinishiga keltirish mumkin.
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Isbot. Agar matritsa nol matritsa bo'lmasa, uning noldan farqli elementi 
mavjud. Bu elementni matritsaning satrlari va ustunlari o‘rnini almashtirish 
orqali yuqori chap burchagiga ko‘chirish mumkin.

Demak,
$1,1 $1,2 ••• $l,n \

_ $2,1 $2,2 ■•• $2,n

\ $?n,l $»n,2 ••• $m,n /

matritsada a^j 0 deb olish mumkin.
Endi ushbu matritsada quyidagi almashtirishlarni bajaramiz.
Birinchi satrni — ga ko'paytirib, i-satrga qo‘shamiz. Bu almashtirish- 

lardan keyin A matritsa quyidagi ko‘rinishga keladi

( $1,1 $1,2 ••• $l,n \ •
0 a!22 ... 02,n 1

\ 0 $m,2 ••• $m,n/

Agar

(
$2,2 ■ • $2,n \

$m,2 ••* ®m,n /

matritsa nolga teng bo‘lsa, jarayon tugatiladi. Noldan farqli bo‘lgan, holda 
satrlarini va ustunlarini almashtirish hisobiga a2,2 / 0 deb olish mumkin.

Endi ikkinchi satrni — ga ko‘paytirib, qolgan satrlarga qo'shish orqali 
berilgan matritsani quyidagi ko‘rinishga keltiramiz

/ $1,1 $1,2 $1,3 — $l,n \
0 $2,2 $2,3 •" $2,n
0 0 $3,3 “• «3.n

\ 0 0 $m,3 ••• /
Ushbu jarayonni chekli marotaba davom ettirish natijasida, matritsaning 

ma’lum satrlaridan tashqari qolgan satrlari nolga aylantiriladi. Natijada mat- 
ritsa trapetsiyasimon shaklga ega bo‘ladi.

9-§. Chiziqli tenglamalar sistemasini to‘la yechish

Ushbu mavzuda chiziqli tenglamalar sistemasini umumiy yechimini topish 
usulini beramiz. Dastlab, bir jinsli tenglamalar sistemasini qaraymiz.
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Bizga
+ ^1,2^2 + ••• + Gl,n^n = 0> 

< <12,1^1 + 0-2,2^2 + ••• + 0-2, n^n = 0>

\ ^m,l*I'l + Q'm.,2%2 + •■■ + Om,nTn 0

bir jinsli tenglamalar sistemasi berilgan bo'lsin. Ma'lumki, ushbu sistemaning 
inatritsasini A va matritsaning ustunlarini vi, v2, ..., vn deb olsak, sistemani

ZlVi + x2v2 + — + xnvn = 0

yoki
A-X = 0

ko‘rinishlarda ham yozish mumkin, bu yerda X—nomalumlardan iborat 
bo‘lgan ustun vektor.

9.1- tasdiq. Agar Z\, Z^,..., Zk ustunlar bir jinsli chiziqli tenglamalar sis- 
temasining yechimi bo'lsa, u holda ularning ixtiyoriy chiziqli kombinatsiyasi 
ham yechim bo‘ladi.

Isbot. Haqiqatdan ham, A • Z, = 0 ekanligidan

A ■ (c\Z\ + c2^2 + ... + CkZk) = C\A ‘ Z\ + c^A • Z2 + ... + c^A • Z^ = 0

kelib chiqadi.
9.2- teorema. Bir jinsli chiziqli tenglamalar sistemasining ixtiyoriy 

yechimi n - r ta chiziqli erkli yechimlarning chiziqli kombinatsiyasidan iborat 
bo‘ladi, bu yerda n—noma’lumlar soni, r = rank(A).

Isbot. Sistemani

X\V\ + .t2v2 + ... + xnyn = 0

ko‘rinishida yozib olaylik.
r = rank(A) ekanligi uchun v\, v2, •••» vn ustunlar jamlanmasida r 

ta ustun bazis bo‘ladi. Umimiylikka ziyon yetkazmagan holda, dastlabki 
r ta vi, v2, ...,vr ustunni bazis deb olish mumkin. Bu holda qolgan 
vr+i, vr+2, ..., vn ustunlar v2, ..., vr ustunlarning chiziqli kombinatsiyasi 
orqali ifodalanadi, ya’ni

Vr+1 = &r+l,lVl + br+1,2^2 + •■• + br+\tTVr,
Vr+2 = &r+2,lVl + br+2,2^2 + •■• + br+2,rVr> 

..................................................................... .’.’*■>•-•
Vn = bn>\V\ + bn>2V2 + ... + bn,rVr-
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Bu tengliklardan quyidagi n - r ta ustunning yechim ekanligini ko'rish 
qiyin emas,

tunlarning oxirgi n—r ta komponentalaridan tuzilgan minorni qarasak, ushbu 
minor noldan farqli bo‘ladi.

Endi ixtiyoriy yechim bu yechimlar orqali chiziqli ifodalanilishini 
ko‘rsatamiz. Aytaylik, X — (zj,..., x*, x‘+l,..., x‘)r ustun sistemaning 
boshqa bir yechimi bo‘lsin. U holda

K = X + Xr+lZr+i + ••• + XnZn

ustun hain sistemaning yechimi bo'ladi. Ma’lumki, bu yechimda (r + 1)- 
komponentadan boshlab barcha komponentalar nolga teng, ya’ni Y — 
(.yi.....

Ushbu ustun sistemaning yechimi bo‘lganligi uchun

y[Vi + 1/2^2 + - + VrVr = 0.

Ammo, vi, V2, ...» vr ustunlar chiziqli erkli ekanligidan

y{ = 2/2 = - = yr = Q

kelib chiqadi. Demak, Y = 0, ya’ni

X = xr+iZr+i — ... xnZn.

Shunday qilib, Zr+i, Zr+2, ■ ••, Zn chiziqli erkli yechimlar bo‘lib, barcha 
yechimlar ularning chiziqli kombinatsiyasi orqali ifodalanadi.

Teorema isbotida keltirilgan Zr+i, Zr+2, ..., Zn yechimlar jamlanmasi 
bazis yoki fundamental yechim deb ataladi.

Sistemaning umumiy yechimi deb fundamental yechimning umuniy chiziqli 
kombinatsiyasiga aytiladi. Ularning biror aniq chiziqli kombinatsiyasi esa 
xususiy yechim bo‘ladi.

Bir jinsli bo‘lmagan chiziqli tenglamalar sistemasi yechimini ham bir jinsli 
sistema yechimi orqali berish mumkin.
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Aytaylik, bir jinsli bo‘lmagan

I
aiiXl + «12^2 + ••• + Qln^n = &1»

a21^1 + O>22^2 + ••• + O2n^n = &2.

V Oml^l + O’m2%2 + ••• + O,mnXn — bm 
sistema berilgan bo‘lsin. Bu sistemaning asosiy va kengaytirilgan matritsa- 
larini qaraymiz, ya’ni

A =

( al,l 

02,1

al,2 -. o1>n \

, A =

ai,i 

02,1
al,2 

02,2

••• aiin
... a2)n

61 \

O2,2 •• • a2,n

\ +n,l am,2 • •• am,n ) \ Om,l Om,2 ■•• am,n /
Quyidagi teorema bir jinsli bo'lmagan chiziqli tenglamalar sistemasi 

yechimi mavjudligini uning matritsalari ranglari orqali beruvchi teorema 
hisoblanadi.

9.3- teorema. (Kroneker-Kapelli teoremasi) Chiziqli tenglamalar sis- 
temasi yechimga ega bo‘lishi uchun uning asosiy matritsasining rangi ken- 
gaytirilgan matritsasining rangiga teng (ya’ni, rank(A) — rank(A)) bo‘lishi 
zarur va yetarli.

Isbot. Tenglanialar sistemasini quyidagicha yozib olamiz:

zi^i + x2v2 + ... + xnvn = B,
bu yerda B ozod hadlardan tuzilgan ustun.

Sistema yechimga ega bo‘lishi uchun B ustun vi, v2, •••> vnustunlarning 
chiziqli kombinatsiyasi orqali ifodalanishi zarur. Bundan esa, matritsalarning 
ranglari tengligi kelib chiqadi.

Agar matritsalarning ranglari bir xil bo‘lsa, vb v2, ...» vn dagi bazis 
Vi, V2, ...» vn, B ustunlar uchun ham bazis bo‘la oladi. Bundan esa B ustun 
Vi, v2, ..., vn ustunlarning chiziqli kombinatsiyasi orqali ifodalanishi kelib 
chiqadi.

9.4- teorema. Bir jinsli bo'lmagan chiziqli tenglamalar sistemasining 
umumiy yechimi, uning biror xususiy yechimi va huddi shu koeffitsientlar- 
dan tuzilgan bir jinsli tenglamalar sistemasining umumiy yechimi yig‘indisiga 
teng.

Isbot. Aytaylik, Xq ustun A • X = B bir jinsli bo‘lmagan chiziqli 
tenglamalar sistemasining biror yechimi bo‘lsin. U holda A • X = B va 
A • Xo = B ekanligidan, A • X = A • Xo sistcmaga ega bo‘lamiz.

Demak, berilgan sistema A • (X — Xo) = 0 bir jinsli sistemaga teng kuchli. 
Bir jinsli tenglamalar sistemasining umumiy yechimi X’ = X - Xo ekan- 
ligidan X = X* + Xo kelib chiqadi. Ya’ni berilgan tenglamaning umumiy
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yechimi biror xususiy ycchim va bir jinsli tenglamalar sistemasining umumiy 
yechimi yig‘indilaridan iborat.
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10-§. Kompleks sonlar va ular ustida amallar

Bizga R haqiqiy sonlar to‘plami berilgan bo‘lsin. C = R x R to‘plamda 
qo‘shish va ko‘paytirish amallarini quyidagicha aniqlaymiz:

(a, b) 4- (c, d) = (a 4- c, b 4- d), 

(a, b) ■ (c, d) = (ac — bd, bc + ad).
Ravshanki, C da aniqlangan qo‘shish va ko‘paytirish amallari uchun 

quyidagi shartlar bajariladi:
a) qo‘shishning kommutativligi: (a, b) 4- (c, d) = (c,d) 4- (a, b),
b) qo‘shishning assotsiativligi:

[(a, b) + (c, d)] + (e, /) = (a, 6) + [(c, d) + (e, /)],

c) ko‘paytirishning kommutativligi (a, b) • (c, d) = (c,d) • (a, b),
d) ko‘paytirishning assotsiativligi:

[(a,b)-(c,d)]^e,f) = (a,b)[(c,d)-(e,f)].

Ushbu qonunning o‘rinli ekanligi quyidagi tengliklardan kelib chiqadi:

[(a, b) • (c, d)] • (e, f) = (ac — bd, ad 4- bc) • (e, f) =

= ace — bde — adf — bcf 4- acf — bdf 4- ade 4- bcf, 
(a, b) • [(c, d) • (e, f)] = (a, b) • (ce — df, cf 4- de) = 
= ace — bde — adf — bcf + acf — bdf 4- ade 4- bc f.

e) distributivlik qonuni:

[(a,b) + (c,d)) ■ (e,/) = (a, 6) • (e, /) + (c, d) ■ (e, /);

Qo‘shish va ko‘paytirish amallarini bog‘lovchi ushbu distributivlik qonuni 
ham o‘rinli bo‘lishini tekshirish qiyin emas:

[(a, b) 4- (c, d)] • (e, f) = (a 4- c, b 4- d) • (e, f) =

= (ae 4- ce — bf — df, af 4- cf 4- be 4- de),
(a, b) • (e, f) 4- (c, d) • (e, f) = (ae - bf, af 4- be) 4- (ce - df, cf 4- df) =
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= (ae + ce - bf - df, af + cf + be + de).

Ta'kidlash joizki, (0, 0) elementC to‘plamning trivial (nol) clcmenti, (1, 0) 
element esa birlik elementi bo‘ladi, ya’ni:

(a, b) + (0,0) = (0,0) + (a, b) = (a, 6),

(a, b) • (1,0) = (1,0) • (a,6) = (a, 6).
Ma’lumki, ixtiyoriy (a,6) G C clement qarama-qarshi (-a, -b) elementga 

ega.
Endi biz C to'plamdagi ixtiyoriy noldan farqli (a, b) elementning teskari- 

lanuvchi ekanligini ya’ni (a,b) ■ (x,y) = (1,0) tenglama yechimga ega ekan- 
ligini ko‘rsatamiz. Ushbu tenglamadan quyidagiga ega bo'lamiz

(ax - by, ay + by) = (1, 0).

Bu tenglikdan quyidagi ikki noma’lumli tenglamalar sistemasi hosil bo’ladi

{ax - by = 1, 
bx + ay — 0.

Ma’lumki, bu sistema (a, b) (0,0) bo'lganda yechimga ega bo’lib, 

a _ —b 
x = ^*+&’ y = ^~+^

ckanligi kelib chiqadi.
Demak, (a, b) element uchun teskari element

( iA-l ( a b \
(“'6) ~\a2 + b2’ a2 + b>)

ko'rinishga ega bo‘ladi.
10.1-ta’rif Qo‘shish, ayirish, ko‘paytirish va bo‘lish amallari aniqlangan 

C to‘plamga kompleks sonlar to'plami, uning elementlari esa kompleks sonlar 
deb ataladi.

Kompleks sonlar to‘plamining (a, 0) ko‘rinishidagi elementlari to‘plamini 
Ri orqali belgilaymiz. C da kiritilgan qo‘shish va ko‘paytirish amallarini R| 
da qaraymiz:

(a, 0) + (c, 0) = (a + c, 0),

(a, 0) ■ (c,0) = (ac,0).
Ushbu tengliklardan ko‘rinadiki, to‘plamdagi qo‘shish va ko‘paytirish 

amallari, haqiqiy sonlar to‘plamidagi amallar kabi aniqlanadi.
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Ri va R to'plamlar orasida f ((a,0)) — a kabi f : Ri — R moslik 
o rnatsak, yuqoridagi tengliklardan ushbu moslik ko'paytma va yig'indi amal- 
larini saqlashi kelib chiqadi. Demak, (u, 0) = a deb olish mumkin.

Agar (0,1) elementni ni i orqali belgilasak,

t2 = (0,1) • (0,1) = (-1,0) = -1

bo'ladi. Ushbu t € C elementga mavhum birlik deyiladi. Ixtiyoriy (a, b) 6 C 
uchun

(a, b) = (a, 0) + (0, b) = (a, 0) + (6,0) • (0,1) = a + bi
tenglikni yozishimiz mumkin. Shunday qilib, C kompleks sonlar to‘plamining 
ixtiyoriy elementini z = a + bi shaklda yozish mumkin. Bu shaklga kompleks 
sonning algebraik shakli deyiladi.

€ R bo‘lganda son kompleks son, yozuv esa kompleks son algeb- 
raik formasi deyiladi. x soni kompleks son haqiqiy qismi deyiladi va Rez 
ko‘rimshida, y soni esa mavhum qismi deyilib, Im z tarzida belgilanadi.

21 = Xi + iyi va z2 = x2 + iy2 kompleks sonlar ustida amallar quyidagicha 
kiritiladi:

1) . Zi ± z2 = (xi + iy{) ± (x2 + iy2) = (zi ± x2) + i(i/i ± y2)
2) . zi • z2 = (ii + iyi) ■ (x2 + iy2) = xix2 + ix\y2 + 11/1X2 - 2/1V2 =
= U1Z2 ~ V1V2) + i(xi!/2 + x2yi)
3) £1 = elxIEl J2 ~ = x*x* ~_

22 x2 + iy2 x2 — iy2 x22 + y22

= Z1S2 + y\y2 .1/1X2 - xiy2 
$22 + y22 1 x22 + y22

Misol 10.1. zi = 1 + 2i z2 = 1 - i bo‘lsa, u holda

21 — z2 = 1 + 2i — (1 + i) = 3i;

zi _ 1+2* 1 + i l + i + 2t-2 1 .3
22 1-i l + i“ 1 + 1 “ 2 + Z2

Tenglikni tekshiramiz:

2? • 22 = (Xi - iyx) • (x2 - i^) =

= xix2 — ixii/2 - iyix2 - yxy2 = (xix2 - yxy2) — i{x\y2 + 1/1^2)■
Kompleks sonning algcbraik shaklidagi a songa kompleks sonnning haqiqiy 

qismi deyiladi va Re(z) orqali belgilanadi. Undagi b soni esa z kompleks 
sonning mavhum qismi deyiladi va Im{z) orqali belgilanadi. Mavhum qismi 
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nolga teng bo‘lgan kompleks sonlar haqiqiy sonlar bo‘lsa, haqiqiy qismi nol 
bo‘lgan kompleks sonlar mavhum kompleks sonlar deyiladi.

Ushbu z = a — bi kompleks soni z = a + bi kompleks soniga qo'shma 
kompleks son dcyiladi. Qo‘shma komplcks sonlar uchun

z + z = (a + bi) + (a — bi) = 2a, 

z • z = (a + bi) • (a - bi) = a2 + b2 
tengliklar o‘rinli, ya’ni kompleks sonning o‘z qo‘shmasiga yig‘indisi va 
ko‘paytmasi haqiqiy son bo‘ladi.

10.2- xossa. Kompleks sonlarning qo'shmasi quyidagi xossalarga ega:
a) ‘zi + z2 — zi +
b) Z[ — z2 = z? — zo;
c) Z\ ■ z^ = zT • z£;

d) M = ^.
\Z2/ Z2

Kompleks sonning teskarisini topishda uning qo'shmasidan foydalanish 
juda qulay hisoblanadi:

x _ 1 _ 1 a — bi _ a — bi _ a b
a + a + bi a + bi a — bi a2 + b2 a2 + b2 a2 + b^'

10.3- tasdiq. Bizga z = a + bi kompleks son berilgan bo‘lib, u + vi uning 
kvadrat ildizi bo‘lsin, u holda

Isbot. Aytaylik, x/a + bi = u + vi bo‘lsin. U holda bu tenglikni ikkala 
tornonini kvadratga ko‘tarsak,

(u + vi)2 = a + bi

tenglikni hosil qilamiz. Bundan
c 2 2

(1)
\ 2uv = b. ’

tenglamalar sistemasi kelib chiqadi. Bu sistemadagi tenglamalarning har 
birining ikkala tomonini kvadratga ko‘tarib, so‘ngra ularni qo'shsak, quyidagi 
tcnglikka ega bo'lamiz:

(u2 - v2)2 + 4u2v2 = (u2 + v2)2 = a2 + b2.
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So‘nggi tenglikdan u2 + v2 = \/a2 + b2 (ildiz musbat ishorali, chunki teng- 
likning chap tomoni musbat sondir). Bu tenglikdan va tenglamalar sistemasi 
birinchi tenglamasidan quyidagilarni hosil qilamiz:

u2 = | (a + y/a2 + 62) , 

v2 = - (-a + x/a2 + 62) .

Kvadrat ildizdan chiqarib,

u = ±^- (a + x/a2 + S), 

v — (—a + x/a2 + b2)

u va v larni topamiz. (1) tenglamalar sistemasning ikkinchi tengligiga ko‘ra 
uv ko‘paytmaning ishorasi b ning ishorasi bilan bir xil bo'ladi, ya’ni agar 
b > 0 bo'lsa, u va v lar bir vaqtning o‘zida musbat yoki manfiy ishorali, agar 
b < 0 bo‘lsa, u va v lar turli ishorali bo‘ladi.

Shunday qilib, ixtiyoriy kompleks sonnning ikkita kvadrat ildizi mavjud va 
ular bir-biridan ishorasi bilan farq qiluvchi sonlar bo‘ladi. Xususan, manfiy 
haqiqiy sonlardan ham kvadrat ildiz chiqarish mumkin. Haqiqatan ham, 
agar a < 0 va b = 0 bo‘lsa. u holda y/a2 + b2 = — a (bu ildiz musbat) va 
u2 = | (a — a) = 0, ya’ni u = 0 bo‘ladi. Demak, >/u = ±\/^a • i bo‘ladi.

Misol 10.2. z — —35 — 12i kompleks sonning kvadrat ildizlarini toping. 
Bu yerda a = -35, b = —12 ekanligi uchun

\/a2 + b2 = x/1225 + 144 = x/1369 = 37.

Shuning uchun
u2 = 1 (35 + 37) = 36, 

f
v2 = 2 (-35 +37) = 1-

Demak, u = ±6, v = ±1, hamda b < 0 bo‘lganligi sababli, u va v larning 
ishoralari turli xil bo‘ladi, shuning uchun

x/-35 - 12i = ±(6 - i).
Misol 10.3. z2 — (7 — 2i)z + 13(1 — i) = 0 kvadrat tenglamani kompleks 

sonlar maydonida yeching.
Kvadrat tenglamaning diskriminanti D = — 7 + 24i bo‘lib, kvadrat 

tenglamaning kompleks sonlar maydonida yechimlari
.,_(7-2i)-(3 + 4i)) _ (7 — 2i) + (3 + 4i)) .

2 2
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ll-§. Kompleks sonlarning trigonometrik shakli

Ma’lumki, haqiqiy sonlar to'plaminining geometrik talqini to‘g‘ri chiziq- 
dan iborat bo’ladi. Ya’ni, haqiqiy sonlar to‘plami bilan to‘g‘ri chiziq o‘rtasida 
o’zaro bir qiymatli moslik mavjud. Shuning ushun R to’plamni to‘ri chiziq 
deb qarashimiz mumkin. Bundan esa, R2 to’plamni tekislik deb qarash 
mumkinligi kelib chiqadi.

Kompleks sonlar to'plami bilan R2 to‘plam orasida bir qiymatli moslik 
mavjudligini hisobga olsak, kompleks sonlar to'plamining geometrik talqini 
tekislikdan iborat bo‘lishini payqash qiyin emas.

Kompleks sonlar mos qo‘yilgan tekislik kompleks tekislik deyilib, kompleks 
tekislikning abssissa o‘qi nuqtalariga haqiqiy sonlar, ordinata o‘qi nuqtalariga 
esa sof mavhum sonlar mos keladi. Shuning uchun kompleks tekislikning 
abssissa o‘qiga haqiqiy o‘q, ordinata o‘qiga esa mavhum o‘q deyiladi. Demak, 
z = a 4- ib kompleks sonning kompleks tekislikdagi o‘rni quyidagi shakida 
tasvirlanadi:

y

b

O X

1-chizma

Tekislikdagi z nuqta bilan koordinatalar boshini tutashtiruvchi kesma . 
uzunligini r orqali, bu kesmaning OX o‘qi bilan soat strelkasiga qaramar 
qarshi yo‘nalishda hosil qilgan burchagini <p orqali belgilaymiz.

2-chizma
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Endi z ,= a 4- ib kompleks sonning trigonometrik shaklini ifodalaymiz. 
2-chizmadagi to‘g‘ri burchakli uchburchakdan Pifagor teoremasiga asosan

r = 7a2 + h2 (1)

tenglik kelib chiqadi. Burchak kosinusi, sinusi va tangenslarining ta'rifidan 
burchak aniqlanadi:

cos<p = —, sinu? = — (2)r r
yoki 

tg<p = -. (3)a
Kesma uzunligi r ga kompleks sonning moduli deyiladi va |z| orqali belgi- 

lanadi. Ya’ni, |z| = r = \/a2 + b2.
Kompleks sonning argumenti deb, <p burchakka aytiladi va arg z orqali 

belgilanadi. (2) tengliklardan a va b larni topamiz:

a = rcos(/7, b = rsinp.

Ushbu tengliklarni kompleks sonning algebraik shakliga qo‘ysak, 

z = r(cos <p 4- i sin <p) (4)

tenglikni hosil qilamiz. Bu tenglikka z kompleks sonning trigonometrik shakli 
deyiladi.

Tabiiyki, kompleks son qo‘shmasining trigonometrik shakli: 

z = r(cos <p — i sin <p) = r(cos(—<p) 4- i sin(—<p)) 

bo‘ladi.
11.1- teorema. Trigonometrik shaklda berilgan ikkita kompleks sonlar 

ko‘paytmasining moduli, ko‘paytuvchilar modullarining ko‘paytmasiga, ar- 
gumenti esa ko‘paytuvchilar argumentlarining yig‘indisiga teng, ya’ni

Wl = \a\-\(3\, 

arg(a • /3) = arg a 4- arg /3.
Isbot. Bizga a = r(cos <p 4- isincp) va /3 = p(cosip + isinip) kompleks 

sonlari berilgan bo‘lsin. U holda

a • /3 = r(cos <p 4- i sin </?)p(cos ib 4- i sin ip) =

= r • p(cos<p • cos ip — sin <p • sinip 4- i(sin <p • cos ip 4- cos <p • sin ip)) = 
= r • p(cos(<p 4- 0) 4- isin(y? 4- V’))-
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Deniak, |a • /3\ = p-r = |a| • |/3| va arg(a ■ (3) = ip 4- i/j = arga + arg/3 . 
bo‘ladi.
Bu teoremadan bevosita quyidagi natijani hosil qilamiz.
11.2- natija. Bir nechta ai, a2, ...,an sonlar ko'paytmasining moduli

|ai • a2 •... • an| = |ai| ■ |a2| •... • |an|

va argumenti

arg(ai ■ a2 • ... ■ an) = argai + arga2 + ... + arg an

bo'ladi.
Misol 11.1. a = 1 — i komplek sonini trigonometrik shaklga keltiring. 

a = 1, b = — 1 ekanligidan r = x/T+~l = x/2, hamda
1 . 1 cos</> = —=, sinw =----=,

x/2 x/2

tengliklardan <p = ~ ga ega bo'lamiz. Natijada

/- f 7tt . . 7?r\ a = v 2 cos + z sin — .\ 4 4 / . ,.

Misol 11.2. a = 1 — i va /3 = \/2(cosf +icos|) kompleks sonlarning 
ko’paytmasini toping. a = \/2 (cos^ + isin ekanli-gini hisobga oslak,

12-§. Kompleks sondan ildiz chiqarish

Ushbu paragrafda trigonometrik shaklda berilgan kompleks sondan n dara- 
jali ildiz chiqarish formulasini keltiramiz. Bizga

a = r(cos ip + i sin <p)

ko‘rinishidagi kompleks son berilgan bo‘lsin.
12.1 -tasdiq (Muavr formulasi). Har qanday n € Z butun son uchun 

quyidagi tengliklar o‘rinli:

an = rn(cosny> + isinny>), (1)

ya’ni, |an| = |a|n, arg( an) = n arg <p.
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Isbot. 11.2-natijada

H = r2 = ... = rn = r, <px = <p2 = - = ¥n =

deb olsak, (1) formulaning natural sonlar uchun o‘rinli ekanligi kelib chiqadi. 
Endi ushbu formulani manfiy sonlar uchun o‘rinli ekanligini ko‘rsatamiz.

1 1 cos^-isin^
Ot = — = —7-------------- —------- r • ---------------—------ =a r (cos p + z sm <p) cos <p — i sin <p

= C°Sy—*s^n_ isiny?) = r-1(cos(—<p) +isin(-<p)) 
r(cos2 <p + sin <p) . .

tenglik formulani n = — 1 da o‘rinli ekanligi ko‘rsatadi.
Endi ixtiyoriy n manfiy butun son uchun n = —m, m € N deb olib,

(r(cos <p + i sin <p))n = (r(cos <p + i sin <p)) m 

= ((r(cos</? + isin <p))~ l)m = (r-1(cos(—<p) + i sin(—<p)))m =
= r~m (cos(-myj) + isin(—m<p)) = rn(cos(n$p) + isin(n^)), 

ya’ni (1) tenglik manfiy butun sonlar uchun ham o‘rinli.
Misol 12.1. Muavr formulasi yordamida (1 — i)10 ifodani soddalashtiring.

7tt . . cos-----F i sm4

10
(l-i)10 ' 35tt . . 357t’ 

cos —-—F t sin ——4 4

= 32 16-7T +

X ^TT 'X

= 32 ( cos —- + i sin — j = 32 • (—i) = —32i.

12.2 -natija. Ikkita kompleks son nisbatining modulli modullar nisbatiga, 
argumenti esa argumentlar ayirmasiga teng.

Isbot. a = r(cos<p + isiny?) va /3 = p(cos0 + isinV') v& kompleks sonlar 
berilgan bo'lsin. U holda

= r(cos<p + isin</?)p_1(cos(—0) + isin(—0)) =

= r • p ^(cos^ — i/j) + i sin(</> — 0))
bo‘lib, bundan

r ‘P
|o|

P \0\'
Shuningdek,

aarg - = <p - 0 = arg <p - arg 0



12-§. Kompleks sondan ildiz chiqarish 65

kelib chiqadi.
12.3 -ta’rif. a va w kompleks sonlari va n natural son uchun wn = a 

tenglik o‘rinli bo‘lsa, uj kompleks son a sonning n-darajali ildizlari deyiladi.
Quyidagi teoremada kompleks sondan n-darajali ildiz chiqarish formu- 

lasini keltiramiz.
12.4 -teorema. Ixtiyoriy kompleks son n ta turli n-darajali ildizga ega 

bo‘lib, ular quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:

/ /</> + 27r/c\ . . + . - ------- _
ujk — vr I cos ---------- +1 sin |---------- , k = 0, n - 1..\ \ n ; \ n JJ

Isbot. a sonining n-darajali w kompleks ildizini uj = p(cosO + isinfl) 
ko‘rinishida izlaymiz. Muavr formulasiga asosan

ujn = pn (cos nO + i sin nO) = r(cos <p + i sin <p).

Bundan pn = r, nO = <p + 2tt/c, k G Z kelib chiqadi. Bu tengliklardan 
p = 0 = , k. 6 Z ni olamiz. Demak, a ning har bir n-darajali ildizi
ushbu

/_ ( (<p + 2ivk\ (<p + 2tt/c\\ , _
uj = Wk = v r cos ---------- +1 sm ---------- , k E

\ \ n J \ n J J

ko'rinishga keladi, va aksincha, bunday ko‘rinishga ega bo'lgan har qanday 
kompleks son a ning n-darajali ildizidir.

Endi k ga 0, 1, 2, ..., n — 1 qiymatlar berib, cu0, gui, u>2> •••> wn-i larni 
topamiz, bulaming hammasi turlicha bo‘ladi, chunki k ni bittaga orttirish 
argumentning ga ortishiga olib keladi. Endi k > n bo‘lgan holni ko‘ramiz. 
k ni n ga qoldiqli bo‘lsak,

fc = n<? + r, 0 < r <

bo‘lib,
<p + 27rfc _ <p + 2ivnq + 2tvt 

n n
kelib chiqadi. Natijada,

.r (__ /V + 2?rfc , \ .

Zn- 1,

<p + 2tt/c= - --------  + 27TQ
n

ujk = vr i i

= y/r ^cos |

bo‘ladi, ya’ni cjq, ^i> w2>

-------- r 1 -r l&Ul l -r i i - 
n----------- J \ n JJ

<<ZJ + 27rr\ . . /<^ + 27rr\\< n )+lSln( n

..., wn_i larning biriga teng bo‘ladi.
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Misol 12.2.

6/- / ¥ + 27rfc + 2irk\
— v 2 I cos ——------- 1- i sin —— -----  I ,

hosil bo‘ladi, bu yerda k = 0,1,2. Bundan

7tt . . 7tt\
u/o = v2 I cos — + ism — J ,

6/- ( 5tt . . 5tt\
cji = v2 I cos — + i sin — J , 

hf-( 23tt . . 23tt\
072 = v2 I cos — + :sm — J

uchta turli ildizlari hosil bo‘ladi.
Birning ildizlari
Endi bir sonning n-darajali kompleks ildizlari ustida to‘xtalamiz. Agar 

a — 1 = cosO + isinO deb olsak, u holda 1 ning n-darajali ildizlari

n/7 ( (2'nk\ . . /2ttA:\\ , H------- r€k = vl = ( cos ( \ + i sin I J 1 , fc = 0, n - 1

bo‘ladi va birning barcha n darajali ildizlari n taeo = £2> .-,£n-i komp-
leks sonlar to‘plamidan iboratdir. Ushbu to‘plamni < e >n ^bi belgilab 
olamiz.

12.5 -teorema. Birning barcha ildizlari uchun quyidagi xossalar o‘rinli.
a) £fc, em €< € >n uchun Efc • £m G<e >n;
b) efc G< e >n uchun (efc)"1 G< £ >n .
Isbot. a) Haqiqatan, agar efc, em G< £ >n, 0 < ktm < n — 1 bo‘lsa,

(£fc-£mr = £j.^ = 1-1 = 1.

b) £fc ning teskarisi bo‘lsa, (efcl)n = = 1 bo‘ladi.
Muavr formulasiga asosan efc = ejf. Demak, < £ >n to‘plam £i ildizning 

darajalari orqali ifodalanadi.
12.6 -ta’rif. Agar birning n-darajali ildizi Efc uchun

{et, =< £ >»

shart o'rinli bo‘lsa, u holda £k birning n-darajali boshlang‘ich ildizi deyiladi.
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12.7 -tasdiq. Ek = cos (^) + isin(^) ildiz birning boshlang'ich ildizi 
bo‘lishi uchun (fc, n) = 1 bo‘lishi zarur va yetarli.

Isbot. Aytaylik, k va n sonlari o‘zaro tub bo‘lsin. U holda Ek boshlang‘ich 
ildiz ekanligini ko'rsatamiz. Teskarisini faraz qilaylik, ya’ni shunday ni va n2, 
(0 < ni < n2 < n - 1) sonlari topilib, eJJ1 = Erk bo'lsin. U holda eja’ ni = 1 
bo’lib, bundan esa,

27rfc(n2-ni) = M
n

ya’ni k ■ (n2 — ni) = t • n hosil bo‘ladi. Ushbu tenglikdan k va n o'zaro tub 
va n2 — ni < n ekanligini hisobga olsak, n2 = nj kelib chiqadi. Demak, Ek 
boshlang'ich ildiz.

Aytaylik, Ek boshlanghch ildiz bo'lsin, u holda k va n sonlari o‘zaro tub 
ekanligini ko'rsatamiz. (/c, n) = d bo'lsin, ya’ni n = n^ d, k — k^ -d. U holda

/2tt/c\ /27rfc\ f2irki\ . . /2irki\Ek = cos ---- +z sin ---- = cos I ----- +1 sin I -----  I .
\ n / \ n J \ ni / \ni/

Bundan esa, ej1 = 1 ekanligi kelib chiqadi. Ek boshlang‘ich ildiz ekanligi 
uchun ni = n, ya’ni d = 1.

Yuqoridagi tasdiqdan ko’rinadiki, agar n = p tub son bo‘lsa, £j, £2, ..., £p-i 
larning hammasi boshlang‘ich ildiz bo‘ladi.

Misol 12.3. Birning 3-darajali ildizlaririi toping. Ek = cos^ + isin^, 
k = 0,1, 2 ekanligidan:

£o = 1>
27T . . 27T 1 ,\/3

e^cosy+tsmy =

4tt . 4tt 1 \/3£2=cos_+Isln_ = ___,_.

kelib chiqadi. £i, £2 lar birning 3-darajali boshlang‘ich ildizlaridir.

13-§. Ko‘phadlar va ular ustida amallar

Biz ushbu mavzuda K orqali haqiqiy sonlar to‘plami R yoki kompleks 
sonlar to'plami C ni belgilaymiz.

13.1- ta’rif. Ixtiyoriy a< G K, i € {0} U^ uchun

f(x) = ao + a\x + a2z2 + ... +(LnXn (1)

ifoda haqiqiy (kompleks) koeffitsientli ko‘phad deyiladi.
(1) ifodadagi x noma'lum o‘zgaruvchi, a, € K lar ko'phadning koeffitsient- 

lari, axx' lar esa ko'phadning hadlari deyiladi.
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Agar On / 0 bo‘lsa, an ga bosh koeffitsient anxn esa bosh had deyiladi, 
ko‘phadning oq hadiga ozod had deyiladi.

Ko‘phadda qatnashgan noma'lumning eng katta darajasiga ko‘phadning 
darajasi deyiladi va deg /(x) kabi belgilanadi, ya’ni On / 0 bo‘lsa deg f(x) = 
n.

Barcha koeffitsientlari nolga teng bo‘lgan ko‘phad nol ko‘phad deyiladi. 
Bir hil darajalari oldidagi koeffitsientlari teng bo‘lgan ko'phadlar o‘zaro teng 
ko‘phadlar deyiladi.

K da berilgan barcha ko‘phadlar to‘plamini K[x) orqali belgilaymiz. 
Shuningdek, f(a) bilan f(x) ko‘phadning x = a nuqtadagi qiymati belgi- 
lanadi.

Endi K.[z| to‘plamda algebraik amallarni aniqlaymiz.
Ko‘phadlarni qo‘shish. f(x) va g(x) ko‘phadlarning yig‘indisi deb, 

ularning mos darajalari oldidagi koeffitsientlarni qo‘shishdan hosil bo‘lgan 
ko‘phadga aytiladi, ya’ni

* n
f(x) + g(x) = 52 °ix'^ 

t=i

bu yerda Cj = a» 4- bi bo'lib, a, va Mar mos ravishda f(x) va g(x) 
ko‘phadlarning koeffitsientlaridjr. . ■• » +

Ko‘phadlarni songa ko‘paytirish. f(x) ko‘phadni A soniga 
ko'paytmasi deb, berilgan ko‘phadning barcha koeffitsientlarini shu A soniga 
ko'paytirishdan hosil bo‘lgan ko'phadga aytiladi, ya’ni

n
A/(x) = ^2 AotX*.

t=i

Ko‘phadlarni ko‘paytirish. K[z] to'plamda ko‘paytirish amalini 
quyidagicha kiritamiz: /(x), g(x) G K[x] ko‘phadlarning ko'paytmasi 
sifatida koeffitsientlari

j 
dj = 52 6 K, 1 < J < n + m.

fc+l=o

tenglik bilan aniqlangan
n+m 

= 52 
;=o

ko‘phadga aytiladi, bu yerda

do = aofeoidi — aob\ + ajbo,d^ — aqb^ + a\b\ + a2&o> •••
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Ma’lumki, ko‘phadlar ko‘paytmalarining darajasi berilgan ko'phadlar 
darajalarining yig‘indisiga teng, ya’ni

deg p(x) = deg /(x) 4- deg g(x).

Misol 13.1. f(x) = z3 — 2z2 + 3z - 5 va g(x) = 3z2 — x + 2 ko'phadlarni 
yig'indisi va ko‘paytmasini toping.

g(x) + f(x) = (3x2 - x + 2) + (x3 — 2.t2 + 3x - 5) = 

= x2 + (3 - 2)x2 + (-1 + 3)x + (2 - 5) = x2 + x2 + 2x - 3.
Ushbu ko'phadlarning ko‘paytmasi quyidagiga teng:

g(x) ■ f(x) = (3x2 - x + 2)(z3 — 2z2 + 3x - 5) = 

= 3t5 — 6:r4 + 9x3 — 15x2 — x4 + 2x3 — 3x2 + 5z+ 
+2x3 - 4x2 + 6x - 10 = 3z5 - 7x4 + 13z3 - 22x2 + llx - 10.

Ko‘phadlar ustida aniqlangan amallar quyidagi xossalarga ega.
13.2- xossa. a) f(x) + g(x) = g(x) + f(x);
b) (f(x) + g(x)) + h(x) = f(x) + (g(x) + /i(x));
c) f(x)-g(x) = g(x)-f(x)-,
d) (/(*) • $(*)) ■ Mz) = /(*) ■ (p(*) • M*));
e) (f(x) + g(x)) • h(x) = f(x) • h(x) + g(x) • h(x).
Isbot. Dastlabki ikkita xossaning isboti sodda bo'lganligi uchun biz ular- 

ning isbotini keltirmaymiz.
c) n m

/(x) = 22n,3:'va =52 
i=0 J=o

bo‘lsin. U holda 
n+m j n+m j

f(x) • g(x) = T? aktnx^ = J2 biakxi = g(x) • f(x).
j=Q k+l=Q j=0 k+l=0

d) Ko‘phadlarni ko‘paytirish assotsiativ ekanligini ko'rsatamiz. Aytaylik, 
n m P

f(x) = 52 = 22 b>^'= ^2ckxk
i=o j=0 k=Q

bo‘lsin. U holda (f(x) • g(x)) • h(x) ko‘phadning xl hadi oldidagi koeffitsienti 
t / i \ t

12 112 aibj)Ck = 52
l+k=0 \i+j=0 / i+j+k=O
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bo‘lib, f(x)(g(x) • <p(x)) ko'phadning x' hadi oldidagi koeffitsienti esa, 

t / i \ t 
52ai I 52 biCk) = 52 a,6>c* 

i+l=Q \j+fc=0 / i+j+k=O
bo‘ladi. Bu ikki yig'indining tengligiga ko‘ra ko‘phadlar ko'paytmasining 
assotsiativligi kelib chiqadi.

e) 
n+m n+m n+m
53 ■*■ — 53 akCi + 53 ^kCi 

k+l=0 k+l=0 k+l=0
ekanligigidan ko‘phadlar to'plami ustida qo‘shish va ko'paytrish amallari dis- 
tributiv ekanligi kelib chiqadi.

Endi ko‘phadlar to‘plamlari ustida ko‘paytirish amaliga teskari bo‘lgan 
bo‘lish amalini o‘rganamiz.

13.3- ta’rif. Agar f(x) va p(x) ko‘phadlar uchun

f(x) = p(x) • V'(z) (3)

tenglikni qanoatlantiruvchi -0(x) e ko‘phad mavjud bo'lsa, f(x) ko‘phad 
p(x) ko‘phadga bo‘linadi deyiladi.

Agar f(x) ko‘phad p(x) ko‘phadga bo'linsa, f(x) bo‘linuvchi, p(x) esa 
bo‘luvchi ko‘phad deyiladi. hamda p(x)\f(x) yoki f(x):p(x) kabi belgilanadi.

13.4- xossa. Ko‘phadlar uchun quyidagilar o‘rinli:
a) agar g(x)\f(x) va h(x)\g(x) o‘rinli bo‘lsa u holda h(x)\f(x);
b) agar p(x)\f(x) va p(x)\g(x) o‘rinli bo‘lsa, u holda p(x)\(f(x) ± g(x))- 
c) agar p(x)\f(x) o‘rinli bo'lsa, u holda ixtiyoriy g(x) uchun p(x) |/($) ’ 

9(x)-
Agar <p(x)\fa(x), p(x)\f2(x), ..., p(x)\fs(x) bo‘lsa, u holda ixtiyoriy 

(x), 9i(x), .... g3(x) ko‘phadlar uchun

^WK/i(x) • gi(x) + f2(x) • g2(x) + ... + f3(x) ■ g3(x)).

d) har qanday f(x) ko‘phad istalgan nolinchi darajali ko‘phadga bo‘linadi. 
e) agar p(x)\f(x) bo‘lsa, cp(x)\f(x), bu yerda c€K, c/0.
f) agar g(x)\f(x) va f(x)\g(x) bo‘lsa, u holda f(x) va g(x) ko‘phadlar 

bir-biridan o'zgarmas c E K ko‘paytuvchi bilan farq qiladi.
Isbot. a) shartga ko‘ra, f(x) — g(x)-<p(x) vag(x) = h(x)-p(x) ko‘rinishda 

yozib olsak, 
f(x) = h(x) ■ (<p(x) ■ Tp(x)).

t>) f(x) = p(x) • ip(x) va g(x) = p(x) • h(x) ekanligidan

/(x) ± g(x) = p(x) • (^(x) ± h(x))
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kelib chiqadi.
c) agar f(x) = <p(x) • ^(x) bo'lsa, u holda ixtiyoriy g(x) uchun

/(*) • g(x) = <p(x) ■ (V'(z) ■ s(x))

tenglik o‘rinli bo‘ladi.
d) f(x) = c ■ c-1 • f(x) = c- (c~l • /(z)) tenglikdan har qanday ko'phad. 

nolinchi darajali ko'phadga bo'linishi kelib chiqadi.
e) f(x) = ip(x) • i/>(x) tenglik o‘rinli ekanligidan

f(x) = (c-tp(x)) • (c-1 -ip(x))

tenglik kelib chiqadi.
f) shartga ko'ra f(x) = g(x) • p(x) va g(x) = f(x) • ip(x), demak, f(x) = 
f(x)-(<p(x) • V>(x)). Bundan 1 = <p(x)-i/>(x) tenglik hosil bo‘ladi. Bu esa <p(x) 
va i/>(x) ko'phadlarning har biri nolinchi darajali ko‘phadlar bo'lgandagina 
o‘rinli bo‘ladi.

Agar f(x) ko‘phad g(x) ko‘phadga bo‘linmasa qoldiqli bo‘lishni amalga 
oshirish mumkin.

13.5- ta’rif. Agar f(x) va g(x) ko'phadlar uchun ga q(x) va r(x), 
degr(x) < deg9(x) ko'phadlar topilib,

/(x) = g(z) • q(x) + r(z), (4)

tenglik o‘rinli bo‘lsa f(x) ko'phad g(x) ko‘phadga qoldiqli bo‘lingan deyiladi.
Bu yerdagi q(x) ko‘phadga bo'linma, r(x) ga qoldiq deyiladi, (4) tenglikka 

esa qoldiqli bo'lish formulasi deb ataladi.
13.6- teorema. Ixtiyoriy f(x) va g(x) ko‘phadlar uchun

f(x) = g(x) - q(x) + r(x), degr(z) < deg^(x),

tenglikni qanoatlantiruvchi q(x), r(x) E K[z] ko‘phadlar mavjud va yago- 
nadir.

Isbot: Dastlab (4) tenglikni qanoatlantiruvchi ko‘phadlar mavjud ekan- 
ligini ko‘rsatamiz. Agar deg/(z) < deg^(x) bo‘lsa, u holda (3) tenglik o‘rinli 
bo‘ladi. Chunki, bu holatda q(x) = 0 va r(x) = f(x) deb olamiz.

Faraz qilaylik, deg/(z) > deg^(x) bo‘lsin. f(x) va g(x) ko‘phadlar

/(z) = a,z"-', s(z) = £ ao 0 0,6o 0.

»=0 j=0

ko‘rinishlarda bo‘lsin. U holda quyidagi ayirmani qaraymiz:

A(Z) = /(z) - ^z"-'"s(z).
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Bu ayirmadan ko‘rinib turibdiki, = deg/i(x) < deg/(x). Agar 
deg/i(x) < deg <?(.?) bo'lsa, u holda (4) tenglik to‘g‘ri bo‘ladi, aks holda 
bu jarayonni davom ettirib, quyidagi ayirmani qaraymiz:

/s(x) = /,(r) - ^"•-^(x),

bu yerda aii0 koeffitsient /i(x) ko'phadning bosh koeffitsienti.
Ma’lumki,

n2 = deg/2(x) < deg/i(x) = nx
bo‘lib, yuqoridagi mulohazani yana bir bor qo'llash mumkin. Bu jarayonni 
davom ettirish natijasida darajalari kamayib boruvchi n > ni > n2 > ... son- 
lariga teng bo‘lgan f(x), /i(x), /2(x), ... ko‘phadlarni hosil qilamiz. /(x) 
ko‘phadning darajasi chekli bo‘lganligi uchun, chekli qadamdan so'ng shun- 
day fk(x) ko‘phad topilib, n^ = deg/t(x) < degp(.r) bo'ladi. Ya’ni quyidagi 
tenglik o‘rinli

/*(*) = /*->(*) - ^x"*-‘-mp(x), 
0q

bu yerda afc-1,0 element fk-i(x) ning bosh koeffitsientidir. Endi hosil bo‘lgan 
hamma tengliklarni qo‘shsak,

/(x) - (^Xn~m + + ... + s(z) = fk(x)
\0q Oq Oq /

hosil bo‘ladi. Bundan

<j(x) = + +
6o ^O t)Q I

va r(x) = /jt(x) deb olsak,

/(x) - q(x)g(x) = r(x)

ekanligini hosil qilamiz.
Endi (4) tenglikni qanoatlantiruvchi q(x) va r(x) ko‘phadlar yagona 

ekanligini ko‘rsatamiz. Faraz qilaylik, (4) tenglik yana boshqa qandaydir 
<7i(x), nW € Kfc] ko‘phadlar uchun ham o'rinli bo‘lsin, ya’ni

f(x) = g(x) -<?i(x) +ri(x) ,degri(x) < degp(x) (5)

bo‘lsin. (4) va (5) tengliklarning chap tomonlari tengligidan

p(x) • q(x) + r(x) = g(x) • qi(x) + n(x), 

g(x) • (q(x) - qi(x)) = ri(x) - r(x)
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kclib chiqadi. Bu tenglikdan quyidagiga ega ni bo‘lamiz:

deg(n(x) - r(x)) = deg(^(x) • (g(z) - Qi(x)j).

Lekin deg(n(z) -r(x)) < degp(z) bo‘lganligi uchun q(x) = gi(z) bo:ladi, 
bundan n(x) = t(t) tenglik o‘rinli ekanligi kelib chiqadi.

Misol 13.2.
f(x) — 3xz — 2x2 + x + 4 ko‘phadni g(x) = x2 4- 3x 4-1 ko:phadga qoldiqli 

bo‘lish quyidagicha amalga oshiriladi:

3x3 — 2x2 4- x + 4 |z2 + 3t + 1
3z3 4- 9.t2 + 3.t 3x — 11

—llx2 — 2x + 4
-llx2 — 33t — 11

31t + 15

Bundan q(x) = 3x — 11 va r(x) = 31x + 15 ekanligi kelib chiqadi. 
Demak,

f(x) = g(x) ■ (3x - 11) + (31.t + 15) 
tenglikni hosil qilamiz.

14-§. Ko‘phadlar uchuii Yevklid algoritmi

Bizga f(x) va g(x) ko‘phadlar berilgan bo'lsin.
14.1- ta’rif. Agar ip(x) ko‘phad uchun 9?(t)|/(z) va p(x)\g(x) o‘rinli 

bo‘lsa, u holda <p(x) ko'phad f(x) va g(x) ko'phadlarning umumiy bo'luvchisi 
deyiladi.

Ma’lumki, agar <p(x) ko'phad f(x) va g(x) ko‘phadlarning umumiy 
bo‘luvchisi bo‘lsa, ap(x) ko‘phad ham bu ko‘phadlarning umumiy bo‘luvchisi 
bo‘ladi. Bundan tashqari, <p(x) ko‘phadning bo‘luvchilari ham f(x) va g(x) 
ko‘phadlarning umumiy bo‘luvchilari bo‘ladi.

14.2- ta’rif. d(x) ko'phad f(x) vag(x) ko‘phadlarning umumiy bo‘luvchisi 
bo‘lib, uning o‘zi ham f(x) va g(x) ko‘phadlarning istalgan boshqa bir ip(x) 
umumiy bo‘luvchilariga bo'linsa, d(x) ko'phad f(x) va g(x) ko‘phadlarning 
eng katta umumiy bo‘luvchisi deyiladi va EKUB(f(x),g(x)) kabi belgilanadi.

Ta’kidlash joizki, f(x) va g(x) ko‘phadlarning eng katta umumiy 
bo‘luvchisi darajasi qolgan umumiy bo‘luvchilar darajalaridan kichik 
bo‘lmaydi.

Ushbu mavzuda ko‘phadlarning eng katta umumiy bo‘luvchisini topish 
usuli bo‘lgan Yevklid algoritmini keltiramiz.

Umumiylikka ziyon yetkazniagan holda deg/(z) > deg^(x) deb olamiz.
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/(x) ni g(x) ga bo‘Iib, q\(x) bo‘linina va r\(x) qoldiqni hosil qilamiz

/(x) = p(z) -gi(z) + n(z).

Ma’lumki, degg(x) > degri(z), so'ngra g(x) ni ri(z) ga bo‘lib, <?2(z) 
bo‘limna va r2(x) qoldiqni olamiz:

^(z) = n(z) • q2(x) + r2(z).

So‘ngra r^(x) ni r2(x) ga bo'lib, bu jarayonni shu tarzda davom ettiramiz. 
Qoldiqlarning darajalari

degtf(z) > degri(x) > degr2(z) > ...
tartibda pasayib borganligi va deg^(z) chekli bo'lganligi uchun tengsizlik- 
lar zanjiri ma’lum joyga kelib tugaydi, ya’ni degrn+i(x) = 0. Demak, biz 
quyidagi tengliklarga ega bo'lamiz:

/(z) = p(z)-Qj(z) + n(z), 
9(z) = n(z) • q2(x) + r2(z), 
n(x) = r2(z) • q3(x) + r3(z), 
.............................................. (1) 
rn_3(x) = rn_2(z) • qn_\(x) + rn_i(z), 
rn-2(z) = rn_i(z) • qn(x) + rn(z), 
rn-i(z) = rn(z) • Qn+i(z).

Endi bu tengliklarning oxirgisidan yuqoriga qarab harakat qilsak, 

rn(z)|rn_i(z) => rn(z)|rn_2(z) => rn(z)|rn_3(z) =>

=> ... => rn(z)|n(z) => rn(z)|p(z) => rn(z)|/(z) 
hosil bo‘ladi.

Ravshanki, /(z) va g(x) ko'phadlar uchun tuzilgan Yevklid algoritmidagi 
rn(z) qoldiq bu ko‘phadlarning umumiy bo‘luvchisi bo‘ladi. Demak, Yevklid 
algoritmi /(z) va g(x) ko'phadlarni umumiy bo‘luvchilarini topish usulini 
berar ekan.

14.3- teorema. /(z) va g(x) ko‘phadlar uchun tuzilgan Yevklid al- 
goritmidagi oxirgi noldan farqli qoldiq rn(z) ularning eng katta umumiy 
bo‘luvchisiga teng, ya’ni EKUB(f(x), g(x)) = rn(z).

Isbot. Yuqorida rn(x) qoldiq /(z) va g(x) ko‘phadlarning umumiy 
bo luvchisi ekanhgini aytib o'tdik. Faraz qilaylik, d(x) ko'phad /(z) va g(%) 
larning boshqa bir umumiy bo‘luvchisi bo‘lsin. U holda Yevklid algoritmidan 
ko rish mumkinki, d(z)|ri(x) o‘rinli bo‘ladi, shuningdek, d(z)|r2(x) munosa- 
bat ham o‘rinli ekanligini tekshirish qiyin emas. Bu jarayonni davom attirish 
natijasida d(x)|rn(x) ekanligini hosil qilamiz.
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14.3 -teoremadan shuni xulosa qilish mumkinki, berilgan ko‘phadlarning 
eng katta umumiy bo‘luvchisini Yevklid algoritmi yordamida topish mumkin. 
Shuningdek, agar d(z) berilgan ko‘phadlarning EKUBi bo‘lsa, u holda 
ixtiyoriy c nolinchi darajali ko'phad uchun cd(x) ko‘phad ham berilgan 
ko'phadlarning EKUBi bo‘ladi.

Misol 15.1. Yevklid algoritmi yordamida /(x) = x3 + x2 — x — 1 va 
g(x) = x3 — 1 ko'phadlarning EKUBini topaylik.

/(z) = g(x) • 1 + (x2 - x),

g(x) = (x2 - x)(x + 1) + (x — 1),

(x2 — x) = (x — 1) • x.

Demak, EKUB(f(x), g(x)) = x - 1.
14.4 -ta’rif. Agar f(x) va g(x) ko‘phadlar nolinchi darajali ko'phadlardan 

boshqa umumiy bo'luvchilarga ega bo‘lmasa, ushbu ko‘phadlar o‘zaro tub 
ko‘phadlar deyiladi.

Bundan keyin berilgan ko'phadlarning EKUBining bosh koeffitsientini 
hamma vaqt 1 ga teng deb olamiz va shunga asosan o‘zaro tub ko'phadlarning 
EKUBi 1 ga teng bo‘ladi. O‘zaro tub ko‘phadlar (f(x), g(x)) = 1 kabi yozi- 
ladi.

Endi Yevklid algoritmidan foydalanib, quyidagi teoremani isbot qilamiz.
14.5 -teorema. Ixtiyoriy f(x) va g(x) ko‘phadlar uchun degu(x) < 

deg^(x) va degv(x) < deg/(z) shartni qanoatlantiruvchi shunday u(x), v(x) 
ko‘phadlar topiladiki,

f(x) • u(x) + g(x) • v(x) = EKUB(f(x),g(x)) (2)

tenglik o‘rinli bo‘ladi.
Isbot. Teoremani isbotlash uchun f(x) va g(x) ko‘phadlarga Yevklid al- 

goritmini qo'llaymiz. Yevklid algoritmidagi oxiridan bitta oldingi tengligini 
qaraymiz:

rn_2(x) = rn-i(x) • qn(x) + rn(x).

Bundan
rn(x) = rn_2(x) - rn_i(x) • qn(x)

tenglik hosil bo‘ladi. Bu tenglikda rn(x) = EKUB(f(x), g(x)) ekanligini 
hisobga olib, ui(x) = 1, vi(x) = — qn(x) deb olsak,

rn(x) = rn-2(x) • ui(x) + rn_i(z) • v}(x)

tenglikni hosil qilamiz.
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Bu yerga rn_i(x) ning rn_3(x) va rn_2(x) orqali ifodasini Yevklid algoritmi- 
dagi tengiikdan foydalanib soddalashtirsak,

rn(x) = rn_3(x) • u2(x) + rn_2(x) - v2(x)

tenglik hosil bo‘ladi, bu yerda

u2(x) = v\(x),v2(x) = u\(x) - vi(x) • qn-\(x).

Yevklid algoritmidagi tengliklar bo‘ylab yuqoriga tomon harakatlanib bor- 
sak, (2) tenglikka kelamiz.

Endi teoremani ikkinchi shartini isbot qilamiz. Buning uchun teskarisini 
faraz qilamiz, ya’ni degu(x) > deg^(x) deb olamiz. U holda u(x) ni g(x) ga 
qoldiqli bo‘lib

u(x) = g(x) - q(x) + r(x), degr(x) < degp(x) 

tenglikni hosil qilamiz.
Bu tenglikni (2) ga olib borib ixchamlasak

f(x) • r(x) + g(x) • (v(x) + f(x) • q(x)) = rn(x) (3)

hosil bo‘ladi.
Bu tenglikda U\(x) = r(x), deb olsak, degui(x) < deg^(x).
Bundan tashqari, v\(x) = v(x) + f(x) • q(x) deb belgilasak, degvi(z) < 

deg/(r) bo‘ladi. Aks holda (3) tenglikning chap tomonidagi ikkinchi 
qo‘shiluvchining darajasi g(x) • f(x) ko‘paytmaning darajasidan katta yoki 
teng bo‘lib, chap tomondagi yig‘indining darajasi ham g(x) • f(x) ning dara- 
jasidan katta yoki teng bo'ladi. Vaholangki, degrn(x) < degp(x) • /($)•

(2) tenglikdagi ifodaga f(x) va g(x) ko'phadlarning eng katta umumiy 
bo‘luvchisi orqali chiziqli ifodasi deb ataladi.

Teoremadan quyidagi natija kelib chiqadi.
14.6 -natija. Agar (/(x), g(x)) = 1 bo'lsa, u holda

f(x) • u(x) + g(x) • v(x) = 1

tenglikni qanoatlantiruvchi u(z), v(x) ko‘phadlar mavjud, bu yerda 
degu(rr) < degg(x), degv(x) < deg/(x).

Misol 14.2. f(x) = x3 + x2 — x — 1 va g(x) = x3 — 1 ko‘phadlar uchun 
u(x) va v(x) ko‘phadlarni aniqlang.

Yuqoridagi 14.1-misoldagi f(x) va g(x) ko‘phadlar uchun tuzilgan Yevklid 
algoritmidagi tengliklardan

x~l= g(x) - (x2 - x)(x + 1) = g(x) - (f(x) - g(x))(x + 1) =
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= 3(1) - f(z) + g(x)(x +1) = /(+)(-!) + g(x)(x + 2)
hosil bo‘lib, bundan u(x) = — 1, v(z) = x + 2 ko‘phadlarni topamiz.

Natijadah foydalanib, o‘zaro tub ko‘phadlar uchun muhim xossalarni olish 
mumkin.

14.7 -xossa. a) agar (/(x), g(x)) = 1 va (/(x), v?(x)) = 1 bo‘lsa, u holda 
(/(z), </j(x) • g(x)) = 1 bo‘ladi;

b) agar </>(z) \(f(x)-g(x)) bo‘lib, (/(z), <p(x)) = 1 bo‘lsa, u holda</?(a:)|^(a;) 
bo‘ladi;

c) agar y>(z)|/(z) va ip(x)\f(x) bo‘lib, (<p(x), ip(x)) = 1 bo‘lsa, u holda 
(<p(x) • i/j(x))\f(x) bo‘ladi.

Isbot: a) haqiqatdan ham,

f (x)u(x) + g(x)v(x) = 1

tenglikni <p(x) ga ko'paytirsak,

/(x) • (u(x) • <p(x)) + (g(x) • <p(x)) • v(x) = <p(x) 

hosil bo‘ladi.
Agar h(x) ko‘phad f(x) va g(x) • <p(x) ko‘phadlarning umumiy bo‘luvchisi 

bo'lsa, yuqoridagi tenglikdan h(x)\<p(x) munosabatni hosil qilamiz. Bu esa 
h(x) ko‘phad f(x) va <p(x) ko‘phadlarning umumiy bo‘luvchilari ekanligini 
anglatadi. Shartga asosan, h(x) = 1 bo‘ladi, bundan esa f(x) va <p(x) • g(x) 
ko‘phadlar o‘zaro tub ekanligi kelib chiqadi.

b) shartga asosan

f(x) - u(x) + <p(x) • v(x) = 1

o‘rinli bo‘ladi. Tenglikning ikkala tomonini g(x) ko‘phadga ko‘paytiramiz.

(f(x) • g(x)) • u(x) + <p(x) ■ (g(x) ■ v(x)) = g(x).

Bu tenglikning chap tomonidagi yig‘indi <p(x) ko‘phadga bo‘lingani uchun 
o‘ng tomonining ham bo‘linishi kelib chiqadi. Demak, ^(z)|p(a;).

c) shartga asosan f(x) = <p(x) • <p\(x), bo‘lib u ^(x) ko‘phadga bo‘linadi, 
ya’ni ^(s)|(<p(x) • <p\(x)), hamda (<p(x), ^(x)) = 1 bo‘lganligi uchun 
^(x)|9?i(x). Demak, ^i(x) = i}j(x) • <p^(x) bo‘ladi, bu yerdan

f(x) = <p(x) • y?i(x) = (99(2;) • $(x)) • <p2(x)

hosil bo‘ladi. Bundan esa

(p(z) ■ ^(®))|/(x)
ekanligini kelib chiqadi.
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Eng katta umumiy bo‘luvchi ta’rifini ixtiyoriy /i(z), /2(x), •••» /«(z) 
ko phadlar uchun ham berish mumkin, ya’ni agar d(x)\fi(x), 1 < i < s 
bo‘lib, fi(x) ko'phadlarning boshqa ixtiyoriy h(x) umumiy bo‘luvchisi uchun 
h(x)|d(z) bo'lsa, d(x) ko‘phad /i(z), fi(x), ..., fs(x) ko‘phadlarning eng 
katta umumiy bo‘luvchisi deyiladi.

Berilgan fi(x) ko‘phadlarning EKUBini topish uchun awal 
(/i(x)> /2W) = d2(x), so'ngra (d2(x), fz(x)) = d^(x) va hokazo 
(d,_i(z), fs(x)) = ds(x) topiladi. Topilgan da(x) ko‘phad fi(x) larning 
EKUBi bo‘ladi.

Xususan, agar ds(x) = 1 bo‘lsa, u holda fi(x) ko'phadiarga o‘zaro tub 
ko‘phadlar deyiladi.

Agar Vi 0 j uchun (/£(z), fj(x)) = 1 bo‘lsa, /i(z), /2(z), -, /X*) 
ko phadlarga juft-jufti bilan o‘zaro tub ko‘phadlar deyiladi.

15-§. Ko‘phadnmg ildizlari. Algebraning asosiy teoremasi

Ko'phadlarning ildizlarini topish juda muhim ahamiyat kasb etadi. 
Chunki, ko‘plab matematik masalalarni yechish ko‘phadning ildizlarini 
o rganish masalasiga olib kelinadi. Shu sababli biz ko‘phadlarning ildizlarini 
o‘rganish masalasini keltiramiz.

15.1- ta’rif. f(x) ko‘phad uchun f(a) = 0 shartni qanoatlantiruvchi a 
soniga f(x) ko‘phadning ildizi deyiladi.

Awalgi mavzudan ma’lumki, f(x) ko‘phadni x — a ko‘phadga qoldiqli 
bo‘lish quyidagicha amalga oshiriladi:

/(z) = (x - a) • q(x) + r. (1)

Ta kidlash joizki, x — q ko‘phadning darajasi 1 ga teng bo‘lganligi sababli, 
qoldiqning darajasi nolga teng bo‘ladi. Shuning uchun qoldiqli bo‘lishdagi 
qoldiq ko‘phad r(x) o‘rniga r sonini yozish mumkin.

15.2- teorema (Bezu teoremasi). f(x) ko‘phad x — a ko‘phadga qoldiq- 
siz bo linishi uchun f(a) = 0 bo‘lishi zarur va yetarli.

Isbot. Zaruriyligi. Agar f(x) ko‘phad x — a ko‘phadga qoldiq-siz bo‘linsa, 
u holda f(x) = (x — a) • <p(x) o‘rinli bo‘ladi. Demak,

/(a) = (a - a) • ip(a) = 0.

Yetarliligi. Faraz qilaylik, x = a nuqtada f(x) ko'phad nolga aylansin, 
ya ni f(a) = 0 bo‘lsin. U holda f(x) = (x — a) • q(x) 4- r tenglikdan

r = f(a) - (a - a) • q(a) = 0
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ekanligini hosil qilamiz. Demak, /(z) = (x - a) • q(x) tenglik o‘rinlidir.
Shunday qilib, f(x) ko‘phadning ildizlarini izlash, uning chiziqli 

bo‘luvchilarini izlash masalasiga teng kuchlidir. f(x) ko‘phadni x-a chiziqli 
ko‘phadga qoldiqli bo‘lishda keng qo‘llanadigan Gorner usulini keltiramiz.

Kompleks sonlar maydonida berilgan quyidagi ko'phadni qaraylik:

f(x) ■ = aQXn + a\xn~l + a2xn~2 + ... + dn,

f(x) ko‘phadni x — a chiziqli ko‘phadga qoldiqli bo'lganda bo‘linma q(x) ni 
quyidagicha yozib olaylik:

q(x) = b0.Tn-1 + &ixn-2 + b2xn~3 + ... + &n_i.

q(x) ko‘phadni (1) tenglikka qo‘yib, x ning bir xil darajalari oldidagi 
koeffitsientlarini tenglasak,

Oq = 6q,

<21 = fcj — ct60,

fl2 = — otb\,

O'n-i — bn-.\ abn_2, 
Gn = r c*6n-i 

tengliklarni hosil qilamiz. Ya’ni

b0 = ao> bk = abk-i + a^, 1 < A: < n — 1 

tengliklar kelib chiqadi. Oxirgi

r = abn-\ + an 

tenglikdan r qoldiq yoki f(x) ko'phadning x = a nuqtadagi qiymati topiladi. 
Bu usul Gomer sxemasi deb atalib. quyidagicha jadval orqali ifodalanadi:

Oo o-i 0.2 1 O-n

Oo ai + abo a2 + abi . . • On-1 + Ct^n-2 an + a6n-i
bo bi 62 bn-i r

Misol 15.1. f(x) = 2x5 — 3x4 + 4x2 — 5x+7 ko‘phadni x — 3 ga bo'lishdagi 
q(x) bo‘linmani va r qoldig‘ini Gorner sxemasi yordamida toping.

a ao ai 0.2 04 04 05
2 -3 0 4 -5 7

3 2 3 9 31 88 271
bo bi 62 b-s 64 r



80________________ . iil BOB. KOMPLEKS SONLAR. KOTHADLAR_________________

Shunday qilib, bo'linma ,q(x) = 2x4 + 3x3 + 9x2 + 31z + 88, qoldiq esa r = 
/(3) = 271 ga teng bo‘ldi.

Algebraning asosiy teoremasi. ‘ Kompleks koeffitsientli barcha 
kolphadlar to‘plamini C[x] orqali belgilaylik. Algebraning asosiy teoremasi 
deb ataluvchi quyidagi teoremani isbotsiz keltiramiz:

15.3- teorema (Algebraning asosiy teoremasi). Darajasi nolga teng 
bo‘lmagan ixtiyoriy /(z) G C[x] ko‘phad kamida bitta kompleks ildizga ega.

Teoremadan quyidagi natijaga ega bo‘lamiz:
15.4- natija. Darajasi n(n > 1) ga teng bo'lgan har qanday f(x) 6 C[z] 

ko‘phad C maydonda n ta ildizga ega bo‘lib,

f(x) = a0(x - oi)(x - a2) ■ ••• • (x - an)

yoyilma ko'rinishida ifodalanadi. Bu yoyilma ko‘paytuvchilarining tartibi 
aniqligida yagonadir.

Isbot. Bizga darajasi n ga teng bo‘lgan f(x) 6 C[.r] ko‘phad berilgan 
bo‘lsin:

f(x) = aQxn + aiz71'1 + ... + On-ix + an.
Algebraning asosiy teoremasiga asosan, f(x) ko‘phad kamida bitta ildizga 

ega bo‘lib, bu ildiz ai bo‘lsin. U holda

f(x) = (s - aj • ip(x),

bu yerda deg<p(x) = n — 1. Agar ip(x) ko‘phadning darajasi ham 1 dan 
katta bo‘lsa, u holda algebraning asosiy teoremasiga ko‘ra <p(x) ko‘phad ham 
qandaydir a2 ildizga ega, ya’ni <p(x) — (x — a2) • <p\(x). Demak,

/(*) = (x - ai)(x - a2)<p\(x).

Bu jarayonni davom ettirib, (n — 1) ta qadamdan so‘ng f(x) ko‘phadning 
chiziqli ko‘paytuvchilar ko‘paytmasi shaklida yozish mumkin

f(x) - (x- a)q(x) + r. (2)

Endi ushbu yoyilmaning yagonaligini ko‘rsatamiz. Teskarisini faraz qilay- 
lik, ya'ni (2) yoyilmadan farqli yana bir

/(«) = aQ(x - fa)(x - p2) •... • (x - (3n) (3)

yoyilma mavjud bo‘lsin. Ushbu tengliklardan quyidagini hosil qilamiz

(x - a,)(x - a2) •... • (x - an) = (x - fa)(x - (32) •... • (x - /?n). (4)

Agar chap tomonda ishtirok etgan biror a, ildiz o‘ng tomonda ishtirok 
etmasa, ya’ni a, 1 < j < n bo‘lsa, u holda (4) tenglikning har ikkala 
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tomonida x = aft- qo'yamiz. Natijada chap tomoni nolga teng bo‘lib, o‘ng 
tomonida esa noldan farqli son hosil bo'ladi. Bu esa ziddiyat. Demak, barcha 
ai ildizlar o‘ng tomonda ham ishtirok etishi kerak. Huddi shunday barcha fy 
ildizlarning chap tomonda ham ishtirok etishi kelib chiqadi.

Endi bu ildizlarning aynan bir xil sonda (tartibda) ishtirok etishini 
ko‘rsatamiz.

Aytaylik, oi ildiz chap tomonda s marotaba va o‘ng tomonda t marotaba 
ishtirok etib, s / t bo‘lsin. U holda (4) tenglikning ikkala tomonini 
(x — ko‘phadga qisqartirib yuboramiz. Natijada, hosil bo‘lgan
tenglikning bitta tomonida x — aj ko‘paytuvchi qatnashmaydi, ikkinchi 
tomonida esa, u (x — ai)l3-tl shaklda qatnashadi. Yuqoridagi mulohaza kabi 
yana ziddiyatga duch kelamiz. Bu esa yoyilmani ko‘paytuvchilarning tartibi 
aniqligida yagona ekanligini bildiradi.

Bir hil ko‘paytuvchilarni jamlab, (2) yoyilmani

/(x) = ao(x - ai)fc,(x - a2)fca • - • (z - <*a)k’ (5)

shaklga olib kelish mumkin, bu yerda k^ 4- k? + ... + ka = n va aq, a2, • ••> 
ildizlar orasida o‘zaro tenglari yo‘q.

Hosil bo‘lgan (5) tenglikda a, ildiz /(x) ko‘phadning ki karrali ildizi 
bo‘ladi.

Yuqoridagi mulohazalardan quyidagi natijani hosil qilamiz:
15.5- natija. Agar darajalari n dan oshmaydigan f(x) va g(x) ko‘phadlar 

noma’lumning turli xil n + 1 ta qiymatida teng qiymatlarga ega bo‘lsa, u 
holda f(x) = g(x) bo‘ladi.

Isbot. Haqiqatdan ham, f(x) - g(x) = h(x) ko‘phad farazimizga ko‘ra 
n + 1 ta ildizga ega bo'lib, deg/t(x) < n bo‘lganligi sababli h(x) ko‘phad n + 1 
ta ildizga ega bo‘lsa, h(x) = 0 bo‘ladi.

Bu natijadan istalgan n-darajali ko‘phadning koeffitsientlari n + 1 ta qiy- 
mat orqali yagona ravishda aniqlanishi mumkin degan xulosaga kelamiz.

Shuni ta'kidlaymizki, agar bizga ikkita

/(z) = a0(x - Q1)*‘ • (x - a2)*2 • ••• • (* - »,)*•,
9(x) = 6o(x - «!)”>■ • (x - a2)m’ •... • (x - a.)m' 

ko‘phadlarning yoyilmalari berilgan bo‘lsa, u holda ularning EKUBi va 
EKUKi quyidagi ko‘rinishlarga ega bo‘ladi:

EKUB (/(x), s(x)) = (x - at)ft • (x - a2)A • - • (* -
EKUK (/(x), g(x)) = (x - aiY' • (x - a2p •... • (x - a,)1',
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bu yerda
y, = max(fci,mi).

Shunday qilib, biz ko‘phadlarni kanonik yoyilmasidan foydalanib, ularning 
eng katta umumiy bo'luvchisi va eng kichik umumiy karralilarini hisoblay 
oiishimiz mumkin.

Misol 15.2. /(.z) = (z 4- I)4(z — 2)3(z - 7)2(.t 4 12) (.r -4 5)2 va #(z) = 
(x4- l)3(j*J - 2)(x - 7)2(z 412)3(.z 45)6 ko‘phadlarning EKUB va EKUK larini 
topamiz:

EKUB (/(*).,$(*)) = 4 1)*(* - 2)(x - 7) V 4 T2)(z 4

Shuningdefc,.

AgM /(.*’) Wphad jjxyirivsafi ega Wlnaasa^ u
hcida Wphad d«jdJadL

UWGHMs&jaj) twfluMiki. hoaopMss s<?rjW maydonida 
kelf.vrife&ss W phadiar foqat z’ - o sdialdidag? daizaqK W^haferdan iborat 
brr

sonlai* maydonida esa z — o shaklidagj ehiziqli ko'phadlardan 
z2 •<- pz 4 9, p2 — 4</ < 0 ko‘rinishidagi kvadrat uchhadlar ham 

kxtOitfhnsas kophad bo'lishi ravshan. Quyidagi tasdiqda haqiqiy sonlar may- 
dcc-sria darajasi ikkidan katta bo'lgan keltirilrnas ko‘phad mavjud emasligini 
io rsa/amiz,

15.7- tasdiq. Haqiqiy sonlar maydonidagi keltirilmas ko;phadlar faqat 
s — o shaklidagi chiziqli ko‘phadlar va x2 4 px 4 q, p2 — 4q < 0 ko‘rinishidagi 
kvadrat uchhadlardan iborat bo‘ladi.

Isbot. Faraz qilaylik, f(x) ko'phad darajasi ikkidan katta va haqiqiy 
scnlar maydonida keltirilmas ko'phad bo‘lsin. U holda u haqiqiy ildizga ega 
emas, lekin algebraning asosiy teoremasiga ko‘ra f(x) ko‘phad xq = a 4 ib, 
6/0 kompleks izldizga ega. Quyidagi ko‘phadni qaraymiz:

y?(z) = (x - xQ)(x — x0) = (x — a — ib)(x — a + ib) = (x — a)2 4 b2.

Ushbu v?(z) ko‘phad haqiqiy koeffitsiyentli keltirilmas ko‘phad bo:lib, f(x) 
ko‘phad bilan umumiy kompleks ildizga ega. Shuning uchun f(x) va <p(x) 
ko phadlar o‘zaro tub emas. Demak, f(x) ko'phad <p(x) ga bo‘linadi. Bu esa 
f(x) ko‘phadning keltirilmas ekanligiga zid.

15.4- natijaning isboti kabi ixtiyoriy haqiqiy koeffitsientii ko'phadni keltiril- 
mas ko‘phadlarning ko‘paytmasi shaklida yagona ravishda ifodalanilishini 
ko rsatish qiyin emas. Ya’ni haqiqiy koeffitsientli f(x) ko‘phad uchun
/(z) = a0(x - aO*1 • ... ■ (z - Qfn)*"^2 4 pix 4 Qi)31 •... • (x2 4 pmx 4 qm)9m 
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yoyilma o‘rinli, bu yerda p? — 4^. < 0.
Viyet formulasi. Bizga bosh koeffitsienti 1 ga teng bo‘lgan n-darajali

f(x) = xn + aixn-1 + a2xn~2 + ... + an_\x + On

ko‘phad berilgan bo‘lib, aj, a2,..., an uning ildizlari bo‘lsin. U holda

f(x) = (z - aj • (z - a2) * • (x - an)

yoyilmaga ega bo'ladi. Bu yoyilmaning o‘ng tomonidagi qavslarini ochib 
chiqib, o‘xshash hadlarini ixchamlagandan so‘ng bir xil hadlari oldidagi ko- 
effitsientlarini tenglashtirsak, quyidagi tengliklarni olamiz:

ai = —(<*i + a2 + ... + an),

a2 = aiQ!2 + c^i<^3 + ... + ot\an + a2a2 + ... + an-ian, . .
= -(aia2«3 + OiQ2Ct4 + ••• + ^-2^-1^),

....... ■•••.......••••••.••••.•••...••............ ................... I

an-i = (—l)n-1(ai • a2 •... • an_i + ai • a2 •... ■ an_2 • an + ... + a2 • a2 •... • an),
an_i = (-l)nai • a2 •... • an.

Ushbu tengliklar ko‘phad koeffisentlarini uning ildizlari orqali ifodalovchi 
formula hisoblanib, Viyet formulasi deb ataladi. Tengliklarning o‘ng 
tomonidagi ifodalar simmetrik ko‘phadlar deyiladi.

16-§. Ratsional kasrlar

Ushbu mavzuda haqiqiy yoki kompleks sonlar raaydoni ustida berilgan 
ratsional kasrlar haqida gap boradi. Biror maydon ustida berilgan f(x) va 

f(x) . ' -g(x),g(x) 0 ko‘phadlarning —7—7 nisbatiga ratsional kasrli funksiya yoki
9(x) 

qisqacha ratsional kasr deyiladi. "
16.1- ta’rif. Agar va ratsional kasrlar uchun f\(x)g2(x) = 

PiM 92(x)
f?(x)g\(x) tenglik 0‘rinli bo‘lsa, bu ratsional kasrlar teng deyiladi. 

1 x + 1Masalan,------ va --- -----ratsional kasrlar tengdir.
x — 1 — 1

Ratsional kasrlar to'plamida qo‘shish va ko‘paytirish amallarini 
quyidagicha aniqlaymiz:

1 + ’ 92(x) + ft(x) • 9i(x).
9\(x) g2(x) 9\(x) ‘ g2(x)

2 ^(J) Afe) /i(z) ‘A(g)
' 9\(x) g2(x) gi(x)-g2(x)'
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f(T)
Berilgan ——- ratsional kasrda xar doim (/(x), g(x)) = 1 deb olishimiz 

9(x)
mumkin. Chunki, (f(x),g(x)) = d(x) bo'lsa, u holda f(x) = d(x) ■ fi(x) 

f(x) fa(x)va g(x) = d(x) ■ g^(x) ekanligidan r = —— kelib chiqadi, bu yerda
g(x) <7i(*)

(/i(z),9i(*)) = 1-
Bundav kasrlarga normallashgan kasrlar deb ataladi. 

f(x)
16.2- ta’rif. Agar ratsional kasrda 

$(*)
deg(/(x)) < deg(g(z))

bo'lsa, u holda u to‘g‘ri ratsional kasr, aks holda noto‘g‘ri ratsional kasr 
deyiladi.

16.3- tasdiq. Har qanday ratsional kasr ko'phad va to‘g‘ri ratsional kasr- 
larning yig‘indisi orqali ifodalanadi.

f (x)Isbot: Agar ~~ to‘g‘ri ratsional kasr bo‘lsa, teorema o‘rinli ekanligi 
9(x)

ravshan.
f(x)

Faraz qilaylik, r noto‘g‘ri ratsional kasr bo‘lsin. U holda f(x) 
9(x)

ko‘phadni g(x) ga qoldiqli bo‘lib, 

f(x) = g(x) ■ q(x) + r(x),degr(x) < degp(x)

tenglikni hosil qilamiz, bundan esa, 

/(*) _ g(i) • g(x) + r(i) _ , , r(i) 
g(x)" g(x) gW g(x)

kelib chiqadi.
16.4- tasdiq. To‘g‘ri ratsional kasrlarning yig'indisi va ko‘paytmasi to‘g‘ri 

ratsional kasr bo‘ladi.
Isbot. Haqiqatdan ham, agar — va ^7—7 to‘g‘ri ratsional kasrlar 

, , gi(x) g2(x)
bo‘lsa,

fi(?) f2(x) _ /i(x) • g2(x) + f2(x) • gi(x)
9i(x) g2(x) 9l(x) ■ g2(x)

to‘g‘ri ratsional kasr bo‘ladi, chunki

deg(/i(x) ■ g2(x) + f2(x) • gY(x)) < deg(pi(x) • g2(x)).

Huddi shunday, ularning ko‘raytmasi ham to‘g‘ri ratsional kasr bo‘ladi.
16.5- teorema. Agar 

/(X) 
gl(x) -g2(x)
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to‘g‘ri ratsional kasrda (pi(z),p2(z)) = 1 bo‘lsa, u holda bu ratsional kasr- 
ni ikkita to‘g‘ri ratsional kasrlarning yig‘indisi ko‘rinishida yagona ravishda 
ifodalash mumkin.

Isbot. Ratsional kasr maxrajidagi gi(x) va 92(2) ko‘phadlar o‘zaro tub 
bo‘lganligi uchun shunday u(x) va v(x) ko'phadlar mavjudki, u(x)gi(x) + 
v(x)g2(x) — 1, bo‘ladi. Demak,

/(g) _ f( X . uWgl(*) + «(j)g2(j) _ /(l)u(g) , /(*>(*)

gl(z) g2(z) gl(l) • gz(l) g2(l) gl(l)

Endi f(x) • u(x) ni g2(x) ga qoldiqli bo'lamiz:

f(x) • u(x) = g2(x) ■ q2(x) + r2(x)tdegr2(x) < degg2(x).

Demak, 
/(1) • u(x) r2(x)~^r=92(x)+^)-

f \ X1 • v(X)Hosil bo'lgan q2(x) ko‘phadni ; —r— kasrga kiritsak,
91W

/(*) • v(x) f(x) ■ v(x) + g2(x) ■ q2(x)
-^r+92(I)=------------^)------------

ratsional kasr hosil bo'ladi.
Bu ratsional kasr

f(x) r2(x)
9\(x)-g2(x) g2(x)

to'gri ratsional kasrlarning ayirmasi bo‘lganligi uchun, u ham to‘g‘ri ratsional 
kasr bo‘ladi. Demak,

f(x) _ ri(x) r2(x) 
gi(x)-g2(x) gi(x) g2(x)‘

Bu teoremani umumlashtirib, quyidagi natijani hosil qilamiz.
16.6- natija. Agar /w

9i(x) - g2(x) ■■ gk(x)
to‘g‘ri ratsional kasrda (gi(x)t gj(x)) = 1, i j bo‘lsa, u holda b.u kasr to‘g‘ri 
ratsional kasrlarning

ri(x) r2(x) rk(x)
g^(x) g2(x) gk(x)

yoyilmasi orqali yagona ravishda ifodalanadi.
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Ma'lumki, ixtiyoriy g(x) ko‘phadni keltirilmas ko‘phadlarning ko'paytmasi 
9(x) = Pil(z) • P22(x) ’ ' P**(z) shaklida yagona ravishda ifodalash mumkin.
Bunga asosan, biz yuqoridagi natijani umumlashtirib,

f(x) _ f(x) _ /ifr) /2(x) f,(x)
g(x) Pi'(x) • P2a(x) • ... • Ps'(x) pj‘(x) P22(x) Ps'(X) 

yoyilmani hosil qilamiz.
Ushbu yoyilmadagi

/■(*)

to‘g‘ri kasriarga primar kasrlar deb ataladi. Agar primar kasrda deg/i(z) < 
degp,(x) bo‘lsa, bu primar kasrga sodda kasr deyiladi.

16.7- teorema. Har qanday primar to‘g‘ri kasr sodda kasrlarning 
yig'indisi shaklida ifodalanadi.

Isbot. Bizga
/(*) 
pfc(x)

primar kasr berilgan bo‘lsin. /(x) ko‘phadni p(x) ga qoldiqli bo‘lsak, f(x) —
P(i) • Qi(x) + A(x) bo‘ladi. U holda

f(x) = S\(x) Qi(x)
p*(x) pk(x) pk~l(x)'

Agar deg(q!(x)) < deg(p(i)) bo‘lsa teorema isboti kelib chiqadi. 
deg(qi(z)) > deg(p(z)) bo‘lganda esa, qi(x) ko‘phadni p(x) gaqoldiqli bo‘lib, 
91 (i) = p(i) • q2(x) + f2(x) ekanligidan

/(J) = /i(*) A(x) q2(x)
P*(*) p*(z) p^tx) P^x)

tenglikiu hosil qilamiz.
Bu jarayonni chekli marotaba davom ettirsak, berilgan ratsional kasr 

so a kasrlaming yig'indisi shaklida ifodalanishi kelib chiqadi:

= . /2(x) , , A(x)
P*W ^(x) pfc-l(x)+ p(x)-

Ushbu teoremadan quyidagi natija kelib chiqadi.
natija. Ixtiyoriy tc‘g‘ri ratsional kasrni yagona ravishda sodda 

kasrlarning yig'indisi shaklida ifodalash mumkin.
Kompleks sonlar maydonida ixtiyoriy ko‘phad

= “o^ - “i)fcl (x - a2)*’ •... ■ (x - a,)k'
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ko'rinishida ifodalanganligi uchun, sodda ratsional kasrlar

A 
(x — a)k 

ko‘rinishida bo'ladi. To‘g‘ri kasrning sodda ratsional kasrlarga yoyilmasi esa, 

/(s) _ + A,2 + ^l.k j
g(x) (x — ai)ki (s —x — a\

^2,1 A2,2 A2jk
(x — a2)k* (x — a2)*2-1 x — a2

+... +__ dii__ +____+2— + .. +
(z - a3)k* (x — a3)k*~l x- a3 

ko‘rinishida bo'ladi.
Haqiqiy sonlar maydonida sodda ratsional kasrlaming umumiy ko'rinishi

A Bx + C 2 A n
7---------- \T 7~7----------------- rr, p - 4g < 0(x — a)fc (x2 + px + q)k

shaklda bo‘ladi.
Misol 16.2. --------—- ----- - to‘g‘ri kasrni haqiqiy sonlar maydonida

(x - l)(z2 4- 1) 
sodda kasrlarga yoying.

A B x | CUshbu kasr------ va —5-------sodda kasrlarning yig'indisiga yoyiladi, ya’ni
x — 1 x2 4- 1

1 _ A Bx + C
(x - 1)(x24-1) x — 1 + x2 4- 1

Bu tenglikni ikkala tomonini (x — l)(z2 4- 1) ko‘phadga ko‘paytirsak, 1 = 
A(x2 4-1) 4- (Bx 4- C)(x — 1) tenglik hosil bo'ladi. Bu yerdan

-4 = |, B = -J va C = -| „

ekanligini topish qiyin emas.
Demak, 

1 1 * +1 
(z-l)(z2 + l) “ 2(x - 1) 2(x2 + 1)' 

17-§. Uchinchi va to‘rtinchi darajali algebraik tenglamalarni 
yechish

Ushbu mavzuda uchinchi va to'rtinchi darajali tenglamalarni yechish 
usullarini keltiramiz. Dastlab, uchunchi darajali tenglamani qaraymiz.
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Ma’lumki, uchinchi darajali tenglamalarning umumiy ko‘rinishi quyidagicha 
bo‘ladi:

aoz 4- aix£ + a^x + a^ = 0.
Bu tenglamaning koeffitsiyentlari kompleks sonlardan iborat bo‘lib, 

tenglamani ham kompleks yechimlarini topish masalasini qaraymiz. Umu- 
miylikka ziyon yetkazmagan holda, cq = 1 deb olish mumkin. x = y — kabi 
almashtirish bajarib, teglamani quyidagi ko'rinishga keltirib olamiz:

(S/-^)3 + al(J/-^)2 + a2(1/-^)+a3 = 0.

2 p3 z2 + qz - £- = 0, 
27

bu yerdan,
+ = -1 - ./f+ ?1

2 V 4 27 P 2 V 4 27

Ushbu tenglamaning qavslarini ochib, 0‘xshash hadlarini ixchamlasak:

•> ( a?\ ( aia2 2 <>\ _y + ( a2 —— ) y + I a3------—I- — aY ) = 0.

Endi p = a2 — q = a3 —. + ^af belgilashlarni kiritsak, berilgan
tenglama quyidagi ko‘rinishga keladi:

y3 + py + q = 0.

Demak, 3-darajali tenglamani yechish masalasi yuqoridagi tenglamani 
yechishga keltirildi. Ushbu tenglamada y = a + /3 deb olsak,

a3 + 3a2/3 + 3a/32 + /33 + p(a + (3) + q = 0,

yoki,
a3 + /33 + (3a/3 + p)(a + /3) + q = 0.

Ma’lumki, agar a3 + + q = 0 va 3a/3 + p = 0 bo‘lsa, u holda y = a + /3
soni y3+py+q = 0 tenglamaning yechimi bo‘ladi. Shunday qilib, biz quyidagi 
sistemani hosil qildik:

f a3 + /33 = -q,
\ 3a/3 = —p,

Ushbu sistemani yechish uchun ikkinchi tenglikni kubga ko‘tarsak, a3/33 = 
— 2?- Bundan esa, a3 va (33 sonlarini quyidagi kvadrat tenglamaning yechim- 
lari sifatida qarash mumkinligi kelib chiqadi:
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va

tengliklarga ega bo‘lamiz. Demak, y uchun quyidagi ifoda hosil bo‘ladi:

Ushbu ifodaga Kardano formulasi deyiladi.
Har bir sonning uchta kubik kompleks ildizi mavjudligini hisobga olsak, 

ikkala ildiz uchun jami to‘qqizta kombinatsiya kelib chiqadi, ya’ni y ning 
qiymati to‘qqiz xil aniqlanadi. Lekin, ulardan faqatgina a/3 = — f shartni 
qanoatlantiruvchilarigina tenglamaning yechimi bo‘ladi.

Aytaylik, cri va /3\ - izlanayotgan juftliklardan biri bo‘lsin. Qolgan a ga 
mos qiymatlar owi va bo‘lib, (3 ga mos qiymatlar esa /3\u2 va 
bo'ladi. Bu yerda wi = -| + w2 = - i^, ya’ni 1 ning boshlang‘ich
kub ildizlari.

Demak, Kardano formulasi orqali tenglamaning barcha

yi = + A,

y2 = a iCJi + /3\OJ2i

y$ = 01^2 +
yechimlarini aniqlash mumkin.

Misol 17.1. y3 + (3 - 3i)y + (-2 + f) = 0 tenglamani ycching.
Kardano formulasiga ko‘ra

+ (1 - i)3 =

— 3? +
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Kub ildizlarni chiqarganda ularning ko‘paytmasi — - ga ya’ni -1 + i ga 
teng bo'lishini hisobga olish lozim. Shuning uchun birinchi ildiz uchun — i 
qiymatni olganda ikkinchisi uchun — 1 — i qiymat olinadi. Demak, berilgan 
tenglamaning ildizlari:

yi - -i + (-1 - i) - -1 - 2i,

y2 = —iW] + (—1 — i)u2 — 2 + ( + 1 1

z , .. 1 ( x/3 \ .
y3 - -iw2 + (-1 - 2)uji = - + I —— + 1 I i.

Endi y3 + py + q = 0 kubik tenglamaning p va q koeffitsiyentlari haqiqiy 
sonlar bo:Iganda Kardano formulasini qo'llash qanday natija berishini tahlil 
qilamiz.

Kardano formulasidan ko'rinadiki,

£
4 27

ifodaning ishorasi tenglamaning yechimlari xarakteriga sezilarli ta’sir qiladi.
Uchta holatni alohida ko‘rib chiqamiz.

1-hol. Aytaylik
Q2 p3 X_ + > o
4 27

bo'lsin. Bu holda

Q
2

£
i 27

sonlarning ikkalasi ham haqiqiy va turli hil bo‘lib, birinchi kub ildizning 
qiymati cti haqiqiy qiymat olinganida ning ham haqiqiy qiymati olinadi. 
Shunday qilib, bu holatda yechimlar quyidagicha bo‘ladi:

2/1 = «i + /?i,

1/2 = ai<*>i + = ~Q1 * + Q1 9

_ i Q <*1 + Z?1 — /?l . /Xy3 = tt]UJ2 + ^i^i =---------- ----------------- 2-----

Demak,
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bo‘lganda berilgan kubik tenglama bitta haqiqiy ildizga va ikkita o‘zaro 
qo‘shma kompleks ildizlarga ega bo'ladi.

2-hol. Farza qilaylik
q2 p3 

+ = o 
4 27

bo'lsin. Bu holda

ifodalar haqiqiy va o‘zaro teng bo‘lib, Oj va /?i kub ildizlar ham haqiqiy va 
o‘zaro teng bo‘ladi, ya’ni ai = /?!. U holda berilgan kubik tenglama quyidagi 
ildizlarga ega bo'ladi

yi = cq +/?i = 2ai, 
j/2 = ati^i + ^1^2 = ~<*i>

= -<*i-
Demak, bu holda uchchala ildiz ham haqiqiy bo'lib, bitta ildizi ikki karrali 

ildiz bo'ladi.
3-hol. Aytaylik

q2 P3— + — < 0 
4 27

bo‘lsin. Ravshanki, bu holat faqatgina p manfiy bo‘lgandagina o'rinli. pi = 
—p deb belgilasak, p\ > 0 bo‘lib, kub ildizlar ostida quyidagi o‘zaro qo shma 
kompleks sonlar hosil bo‘ladi:

Kub ildizdan qutilish uchun

_«+Jd_£
2 V27 4

kompleks sonni trigonometrik shaklga o‘tkazamiz:

/ r--------- \ 2r= f-SV+hM-M
l 2/ + 27 4 J

cosip = --r-,sin¥> > 0. 2r
Demak, 

3 0 /n? q- \ + 'Zk'K
V 2 V 27 4 \ 3

27 4 ‘

V 27’

4- 2fc7r
+ i sin---- -----O
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[p[ ( <p 4- 2kn . . <p 4- 2A:7r\ 
= vt v08-3—+*sin—3—

bu yerda k — 0, 1,2.

<* = ?

ekanligidan esa 21
=____________3____________ =
^(cos^ + isin^)

• [p[ ( 4- 2fc7r ip 4- 2fc7r\” v 3" \ 3 lSm 3 ) ‘

Shunday qilib, /3 soni a soniga qo‘shma kompleks son bo‘ladi. Demak, kubik 
tenglamaning quyidagi ildizlarini hosil qilamiz

<p 4- 2kn . . <p + 2fc7r __+lsln___

[p\ ( <p4-2fc7r . . <p4-2fc7r\ [p[ <p + 2kir+ V 3 V° 3------- ,SlnS—) =2V 3C0S-^"■

bu yerda fc = 0, 1, 2.
Bundan ko‘rinadiki,

Q2 P3 v + ^<° 
4 27

bo‘lgan holda kubik tenglamaning uchchala ildizi ham haqiqiy bo'lib, ular 
turli xil bo‘ladi.

Misol 17.2. Tenglamani yeching: y3 — 9y 4- 8 = 0.
Kardano formulasidan foydalansak,

y = \/-4 ++ ^-4-^/16^7 =
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1-iv/TT l + t\/TT 1 x/33
5/3-------- 2 "2 +-----2-----= ~2~~

Demak, tenglamaning uchchala ildizi ham haqiqiy son bo‘ladi. 
Misol 17.3. Tenglamani yeching: z3 + 3x — 4 = 0.
Bu yerda ham Kardano formulasini qo'llasak:

X = \/2 + V4 + 1 + (/2 - yr+T = ^2+ v/5 + \A — t/5.

Kub ildiz ostidagi ifodalar uchun

ekanligidan foydalansak, tenglamaning ildizlarini hosil qilamiz:

Endi to‘rtinchi darajali tenglamalarni yechishning L.Ferrariga tegishli 
bo‘lgan usulni keltirib o‘tamiz.

Keltiriladigan usulning maqsadi

x4 + ax3 + bx2 + cx + d = 0

tenglamaning chap tomonini kvadratlar ayirmasi ko'rinishida yozib olish- 
dan iborat. U holda tenglamani ikkita ikkinchi darajali hadlar ko‘paytmasi 
sifatida yozish mumkin. Shu yo‘l bilan bcrilgan tenglamani yechish masalasi 
ikkita kvadrat tenglamani yechishga olib kelinadi. Buning uchun tenglama 
chap tomonini quyidagicha yozib olamiz:

p + “ +n2_^_^_^_^ + 6^ + Cr + rf = 
\ 2 2/ 4 2 4

(
2 \ 1

Bu yerda y yordamchi noma’lum bo'lib, kvadrat qavsdagi ifoda 
ikkihadning kvadrati bo'ladigan qilib tanlanadi. Ma lumki, Ax + Bx+ — 
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kvadrat uchhad chiziqli ikkihadning kvadrati bo‘lishi uchun B2 — 4AC = 0 
bo‘lishi zarur va yetarli. Bunga ko‘ra

Bu shart y ga nisbatan uchinchi darajali tenglama bo‘lib, qavslarni ochgan- 
dan so‘ng quyidagi ko‘rinishga keladi:

y3 — by2 4- (ac — 4d)y — (c2 4- a2d — 4bd) — 0.

Bu tenglamaning ildizlaridan biri y\ bo'lsa, u holda yuqoridagi kvadrat 
uchhad to‘la kvadrat shaklida ifodalanadi, ya’ni

^_yi+by+^_c)x+^_dy(kx+ir.

Berilgan tenglamaning ko‘rinishi esa

(z2 + + yj - (fcx + l)2 = 0,

yoki
(x2 + + ^- + kx + l) (x2 + ^X + y - kx - l) = 0
x Z Z / \ Z Z /

holatlarga keladi.
Har bir ko‘paytuvchilarni nolga tenglab, tcnglamaning 4 ta ildizini 

topamiz. Agar x\ va x? birinchi ko‘paytuvchining, x^ va ikkinchi 
ko‘paytuvchining ildizlari bo‘lsa, u holda

z
Bu tengliklarni qo'shib, y\ = X\X? 4- S3Z4 munosabatni hosil qilamiz. De- 

mak, berilgan to‘rtinchi darajali tenglama ildizlari orqali uchinchi darajali 
yordamchi tenglamaning y\ ildizining ifodasini topish mumkin.

Misol 17.4. Tenglamani yeching: x4 4- 2z3 — 6z2 — 5z 4- 2 = 0.
Yuqorida keltirilgan usulga ko‘ra chap tomonni o'zgartiramiz:

z44-2z3 —6z2 — 5x4-2 =

— yx2 — x* — xy — — 6z2 - 5x 4- 2 = 4 

= (y 4- x + |) - (y + 7)z2 4- (y + 5)z 4-



95_ ________ 17-§. Uchinchi va to‘rtinchi darajali algebraik tenglamalarni yechish

Demak, (y 4- 5)2 — 4(y + 7) — 2^ =0 bo‘lib, bu tenglama quyidagi
ko‘rinishga keladi:

• • ■ • y3' + &y2 — — 81 = o.
Ushbu tenglamanirig ildizlaridan biri z/i = —3 ekanligirii ko‘rish qiyin emas. . 

Berilgan tenglamaning chap tomoniga bu ildizni qo‘ysak: 
/ o

x4 + 2x3 - 6z2 — 5z + 2 = ( z2 + z — - 4z2 + 2x + 7 4
q\2 z ,\2

x2 + z--j — (2x + -J = (z2 + 3x — l)(x2 - X — 2).

Hadlarni nolga tenglab, quyidagi yechimlarni hosil qilamiz:
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18-§. Chiziqli fazo. Qism fazolar

Bizga V to‘plam berilgan bo‘lsin. Ixtiyoriy x, y G V elementlarga ularning 
yig‘indisi deb ataluvchi z G V elementni mos qo‘yib, uni z := x+y ko'rinishda 
belgilab olamiz. Shuningdek, biror K(R, C) maydondan olingan ixtiyoriy 
A € K sonini x € V elementga ko‘paytmasi sifatida y G. V elementni mos 
qo‘yamiz va uni y := A • x ko'rinishda belgilaymiz.

18.1- ta’rif. Agar V to'plamda aniqlangan qo'shish va songa ko‘paytirish 
amallari quyidagi shartlarni qanoatlantirsa, V to‘plam chiziqli fazo deyiladi:

1) x + y. = y 4- x (kommutativlik sharti);
2) (z + y) + z = x + (y 4- z) (assosiativlik sharti);
3) shunday 0 G V element mavjud bo‘lib, har qanday x e V uchun x + 0 = 

0 + x = z, bu yerdagi 0 element nol element deyiladi;
4) har qanday x € V uchun — x € V bilan belgilanadigan shunday element 

mavjud bo‘lib, x + (-z) = (—x) + x = 0;
5) 1 - x = z;
6) a • (J3 ■ x) = a(3 • x = (3 ■ (a • x)\
7) (a + (3) • x = a ■ x + (3 ■ z;
8) a • (x + y) = a • x + a • y\ bu yerda, a, (3 G K, x, y 6 V.
Misol 18.1. a) Haqiqiy (kompleks) sonlar maydoni R(C) o‘z ustida chiziq- 

li fazo tashkil ctadi.
b) Tekislikdagi (fazodagi) vektorlax to‘plami vektorlarni qo'shish va songa 

ko‘paytirish amallariga nisbatan chiziqli fazo tashkil etadi.
c) Darajasi n dan oshmaydigan haqiqiy (kompleks) koeffitsientli barcha 

ko‘phadlar to‘plami ko‘phadlarni qo‘shish va ko'phadni songa ko‘paytirish 
amallariga nisbatan chiziqli fazo tashkil etadi.

d) Barcha n x m—tartibli matritsalar to‘plami matritsalarni qo'shish va 
matritsani songa ko‘paytirish amallariga nisbatan chiziqli fazo tashkil etadi.

Chiziqli fazo elementlarini vektorlar deb atash qabul qilingan. Agar chiziq- 
li fazo haqiqiy (kompleks) sonlar maydonida berilgan bo'lsa haqiqiy (komp- 
leks) chiziqli fazo deyiladi.

Bizga V chiziqli fazo berilgan bo‘lib, z2, •••» xn vektorlar chiziqli fa- 
zoning elementlari bo‘lsin. QiXi + a2z2 + ••• + anzn yig‘indi vekrorlarning 
chiziqli kombinatsiyasi deyiladi, bu yerda a, G K.
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18.2 -ta’rif. Agar kamida bittasfnoldan farqli bo'lgan c*i, a2, ...» an son- 
lar mavjud bo‘lib,

a{xY 4- a2x2 + ••• + (*nxn = 0
tenglik o‘rinli bo'lsa, u holdaxj, x2, ..., xn vektorlar chiziqli bog‘liq vektorlar 
deyiladi.

Chiziqli bog‘liq bo‘lmagan vektorlar chiziqli erkli vektovlar deyiladi; Ya’n’i,

QiX! + a2x2 + ... + anxn = 0

tenglik «1 = a2 = ... = an = 0 bo'lgan holdagina o‘rinli bo‘lsa, x\, x2, . ., xn 
vektorlar chiziqli erkli vektorlar deyiladi.

18.3 -tasdiq. Agarxi, x2, .... xn vektorlar chiziqli bog‘liq bo'lsa, u holda 
ulardan kamida bittasi qolganlariniug chiziqli kombinatsiyasi orqali ifodalani- 
ladi. Va aksincha, agar vektorlarning bittasi qolganlarining chiziqli kombi- 
natsiyasi orqali ifodalansa, bu vektorlar chiziqli bog‘liq bo‘ladi.

Isbot. Aytaylik, xi, x2, ..., xn vektorlar chiziqli bog‘liq bo'lsin. U holda

oiXi + a2x2 + ... + anxn = 0

chiziqli kombinatsiyadagi koeffitsientlarning kamida bittasi noldan farqli. 
Umumiylikka ziyon yetkazmagan holda, 04 0 deb olishimiz mumkin. U
holda QiX! = —a2x2 — a2x2 — ... - anxn tenglikdan

Q2 <*3 <*n ~X\ — ---X2 X3 ... xn
»1 O1 C*1

kelib chiqadi. A: = — 2 < i < n kabi belgilasak, Xi vektor x\, x2, .... xn
vektorlarning chiziqli kombinatsiyasi shaklida

Xj = A2z2 + A3X3 4-... + Anxn

kabi ifodalanishini hosil qilamiz.
Aksincha, agar x\ vektor xi, x2, ..., xn vektorlarning chiziqli kombinatsi- 

yasi shaklida xi = A2x2 + A3x3 +... + Anx,; kabi ifodalansa, Zi - A2.t2 - A3z3 - 
•••- Anzn = 0 tenglikdan x\, x2, ..., xn vektorlarning chiziqli bog'liq ekanligi 
kelib chiqadi.

Misol 18.2. Agar x\, x2, ..., xn vektorlar orasida nol vektor bo‘Lsa, u 
holda bu vektorlar chiziqli bog'liq bo‘Iadi.

Endi fazoning o‘lchami tushunchasini kiritamiz.
18.4 -ta’rif. Agar V chiziqli fazoda n ta chiziqli erkli vektorlar mavjud 

bo‘lib, bundan ortiq sondagi chiziqli erkli vektorlar mavjud bo Imasa, V 
chiziqli fazo n o‘lchainli fazo deyiladi. Chiziqli fazoning o‘Ichami dim(V) 
kabi belgilanadi.
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Agar V fazoda cheksiz kocp chiziqli erkli vektorlar mavjud bo'lsa, u holda 
V fazo cheksiz o‘lchamli fazo deyiladi.

18.5 -ta’rif. n o‘lchamli V fazodagi n ta chiziqli erkli ei, e2, ...» en vek- 
torlar V fazoning bazisi deb ataladi.

Misol 18.3. a) To‘g‘ri chiziqdagi vektorlar to‘plamida har qanday ikki 
vektor proporsional, ya’ni chiziqli bog‘liqdir. Demak, to‘g‘ri chiziq bir 
o‘lchamli fazoga misol bo‘ladi.

b) Tekislikda ikkita chiziqli erkli vektor mavjud, ammo xar qanday uchta 
vektor chiziqli bog'liq bo‘ladi. Bundan esa, tekislik ikki o‘lchamli chiziqli fazo 
ekanligi kelib chiqadi.

Bizga n o‘lchamli V chiziqli fazo va uning biror bazisi berilgan bo‘lsin.
18.6 -teorema. n o‘lchamli V chiziqli fazoning ixtiyoriy elementini 

bazis vektorlarining chiziqli kombinatsiyasi orqali yagona ravishda ifodalash 
mumkin.

Isbot. Bizga x G V element va ej, e2, ...» en bazis berilgan bo‘lsin. 
Chiziqli fazo n o'lchamli bo‘lganligi uchun n + 1 ta vektordan iborat 
lei> e2, ..., en vektorlar chiziqli bo‘g‘liq bo‘ladi. Demak, kamida bittasi 
noldan farqli bo'lgan a0, <*i, a2, ...,an sonlar topilib,

QqX + Qid + a2e2 + ... + anen = 0,

bo‘ladi. Agar qq = 0 bo‘lsa, aiei + a2e2 + ... + anen = 0 tenglikdan va 
ei> e2> en vektorlarning chiziqli erkli ekanligidan ai = a2 = ... = otn = 0 
ekanligi kelib chiqadi. Bu esa yuqoridagi mulohazaga zid. Demak, a0 / 0 
bo‘lib,

_ _ Q1 «2 Qn
—7Tei-------- 62 “  ---------
«o »0 a0

ekanligi kelib chiqadi, ya’ni x G V vektor ei, e2, ..., en vektorlarning chiziqli 
kombinatsiyasi orqali ifodalanadi.

Endi hosil qilingan ifodaning yagona ekaniligini ko‘rsatamiz. Faraz qilay- 
lik, x vektorning bazis vektorlar orqali ikki xil ifodasi mavjud bo‘lsin, ya’ni: 
x = <iei + &e2 + ... + £nen v&x = r^ei + r?2e2 + ... + 7?nen.

Bu ifodalarni tenglab,

(€1 - *?i)ei + «2 - I?2)e2 + ... + (£n - Tjn)en = 0

tenglikni hosil qilamiz.
ei> e2, •••, en vektorlar chiziqli erkli bo‘lgani uchun, bu tenglik = 

Th> £2 = t?2, ••., = T)n bo‘lgandagina o'rinlidir.
18.7 -ta’rif. ei, e2, ..., en vektorlar n o‘lchamli fazoning bazisi bo‘lib,

1 = Clel + ^2e2 + + £nen
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bo'lsa, u holda f2, —, £n sonlar x vektorning ej, e^, •••, en bazisdagi 
koordinatalari deb ataladi.

18.6-teoremaga muvofiq, ma’lum ei, e2, •••, bazisda har bir vektor bir 
qiymatli aniqlanadigan koordinatalarga ega.

Agar x va ;/ vektor ei, e2, ..., en bazisda mos ravishda £1, f2, ..., £n va 
^2, vn koordinatalarga ega bo‘lsa, ya’ni,

x — Clel + <s2e2 + ••• + Cnen, V = + ^2e2 + ••• + Vnen.

U holda x + ^ vektor Ci+^,€2 + ^2, •■•,€n + */n koordinatalarga ega bo‘ladi, 
ya’ni

x + y = (£1 + i/Jd + (£2 + i/2)e2 + ... + (£n + vn)en,
Shunday qilib, x va y vektorlarni qo‘shishda ularning bir xil bazisdagi 

koordinatalari yig‘indisi olinadi.
x vektorni A soniga ko‘paytirishda esa uning har bir koordinatasi shu songa 

ko'paytiriladi.
Misol 18.4. a) Bizga V = R3 uch o‘lchamli haqiqiy vektor fazo beril- 

gan bo‘lsin. Bu fazoda ei = (1,0,0), e2 = (0,1,0), e3 = (0,0,1) vektorlar 
bazis tashkil qiladi va ixtiyoriy x = (xi,^,^) vektorning ushbu bazisdagi 
koordinatalari xi,x2,z3 bo'ladi.

b) V = Pn{t) darajasi n dan oshmaydigan ko‘phadlardan iborat bo‘lgan 
fazo bo‘lsin. Bu fazoda ei = 1, e2 = t, ..., en+i = tn vektorlar to‘plami bazis 
tashkil qiladi, ya’ni dim Pn{t) = n + 1. Ushbu bazisda ixtiyoriy f{t) = aotn +

n~1+-..+an ko‘phad koordinatalari uning Go, Qi, ••■, *+» koeffitsientlaridan 
iborat bo‘ladi.

Agar Pn(t) fazoda boshqa bazis e{ = 1, e2 = t - a, -., en+i = (t - 
a)n tanlasak, u holda f(t) ko‘phadning bu bazisdagi koordinatalarini topish 
uchun uni Teylor qatoriga yoyiladi:

/(t) = /(a) + /'(*)(« - «) + - + ” a)"'

Demak, f(t) ko‘phadning

Ci = 1, e^ = t - a, en+1 = (^ ~ a)n

bazisdagi koordinatalari /(a), f'(a), ..., Z ko‘rinishida bo ladi.
Endi chiziqli fazolar izomorfizmi tushunchasini kiritamiz.
18.8- ta’rif. Bizga V va V' chiziqli fazolar berilgan bo‘lsin. Agar 16 V va 

x' 6 V vektorlar orasida shunday o‘zaro bir qiymatli x o z' moslik o‘rnatish 
mumkin bo‘lib, x va x', hamda y v&y' vektorning mosligidan

1) x + y vektor x' + y' vektorga mosligi;
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2) Xx vektor Xx' vektorga mosligi
kelib chiqsa, u holda V va V1 chiziqli fazolar izomorf fazolar deyiladi.

18.9- teorema. Bir xil o'lchamga ega bo'lgan barcha chiziqli fazolar bir- 
birlariga izomorfdir.

Isbot. Aytaylik, V va V' chiziqli fazolar n o‘lchamli fazolar bo‘lsin. V 
va V fazolar mos ravishda ei, e2, ...» &n va ej, e2, ..., e'n bazislarni tanlab 
olainiz. V fazodan olingan ixtiyoriy

x = £161 + £2C2 + + £nen

vektorga V' fazodagi x' = £ie'i + £2e'2 + ... + £ne'n vektorni mos qo'yamiz.
Bu moslik o‘zaro bir qiymatli bo‘ladi. Haqiqatan ham, har bir x vektor 

x = £iei + £2e2 + ... + £nen ko‘rinishida yagona ravishda tasvirlangani uchun 
x' vektor ham bir qiymatli aniqlanadi. V va V' fazolarning teng o'lchamh 
ekanligini e’tiborga olsak, har bir x' G V' vektorga V ning faqat bittagina 
elementi to‘g‘ri keladi. Demak, bu moslik bir qiymatli moslik ekan.

Agar x o x' va y <-> y'. bd‘lib, x = £id + £2e2 + ... + £nen va y - 
+ t/262 + ••• + 7]nen bo‘lsa, u holda

x + y = (Ci + ??i)ei + (£2 + + ... + (£n + ?7n)en

ekanligidan x+y <-> x'+y' moslik o‘rinli ekanligi kelib chiqadi. Huddi shunday 
Xx <-> Xx' moslik ham osongina kelib chiqadi.

Endi vektor fazoning bazisi o‘zgarganda vektorning koordinatalarini qan- 
day o‘zgarishini keltiramiz.

Aytaylik, n o‘lchamli Vvektor fazoda ei, e2, ..., en va e,, e2, ..., e'n 
bazislar berilgan bo‘lib, x vektorning birinchi bazisdagi koordinatalari 
€i> <2, £n ikkinchi bazisdagi koordinatalari £j, £2, ..., £n bo‘lsin. U holda

x = Gei + £2e2 + ... + £nen = £|ci + £2e2 + ... + £ne'n.

Xar bir e' vektor e^, e2, ..., en vektorlar orqali quyidagicha ifodalansin:

(
ei = ai,iei + a2,ie2 + ... + an,ien, 
e2 = $1,261 + $2,2^2 + ... + an,2en,

en = ai,nei + a2,ne2 + ... + an,nen

U holda birinchi bazisdan ikkinchi bazisga o‘tish matritsasi A = (a-ij) 
orqali ifodalanadi. Ma’lumki, ushbu matritsaning determinanti noldan farqli.

Yuqoridagi tenglikdan

x - €iei + €262 + ... + £nen = £'i(ai,iei + a2,ie2 + ... + an,ien)+
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+€2(ai,2ei + 02,262 + ... 4-an,2en)+

+................................................................+

+Cl(al,n®l + a2,n^2 + ••• + O'n,n&n)

hosil bo‘ladi. ei, 62, ...» en vektorlarning chiziqli erkli ekanligidan, bu teng- 
likning o‘ng va chap tomonidagi bazis vektorlar oldidagi koefiitsientlar teng 
bo'ladi, ya’ni

€1 = al,l£{ + alX2 + ••• + al,n£n>

< & = a2,l€l + a2,2^2 + ••• + a2,nCn’

„ £n = ^nj^i + On,2$2 + — + an,nfn-

Demak, berilgan x vektoming koordinatalari orasida quyidagi munosabat 
o'rinli:

€1 \ / »1,1 01,2 •■• oi<n \

€2 _ 02,1 02,2 ••• O2,n

\ €n / \ On,l an,2 •■• an,n /

Bundan esa,

01,1 01,2 ••• al,n

02,1 02,2 ••• a2,n

\ On,i On,2 •-• On,n 

hosil bo‘ladi.
Shunday qilib, x vektorning ikkinchi bazisdagi koordinataiari, birinchi 

bazisdan ikkinchi bazisga o‘tish matritsasi teskarisi bilan birinchi bazisdagi 
koordinatalari ko‘paytmasiga teng.

Qism fazolar
Bizga K maydon ustida aniqlangan V chiziqli fazo va unda Vj C V qism 

to‘plam berilgan bo‘lsin.
18.10- ta’rif. Vi qism to'plam V fazoda aniqlangan qo'shish va songa 

ko‘paytirish amallariga nisbatan chiziqli fazo tashkil etsa, V\ to'plam V fa- 
zoning qism fazosi deyiladi.

Tabiiyki, V\ C V qism to'plamni qism fazoga tekshirish uchun fazoda 
berilgan shartlarni hammasini tekshirish lozim bo'ladi, ammo quyida keltiri- 
ladigan teorema bu shartlarning hammasini tekshirish umuman olganda zarur 
cmasligini ko‘rsatadi.

18.11- teorema. V] C V qism to‘plam V fazoning qism fazosi bo‘lishi 
uchun quyidagi shartlarning bajarilishi zarur va yetarli:
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1) Ixtiyoriy x,y 6 Vi elcmentlar uchun (z,?/) € R
2) Ixtiyoriy iG Vb AeK uchun Xx € V{.
labot: Agar Vj qism fazo bo‘lsa, teoremadagi shartlar o‘rinli bo‘lishi 

to‘g‘ridan-to‘g‘ri kelib chiqadi.
Aksincha, ya’ni teoremadagi shartlar o‘rinli bo‘lsin. U holda Vi C V qism 

to‘plamda qo‘shish amaliga nisbatan kommutativlik va assosiativlik shartlari 
o‘rinli bo‘ladi. Aks holda, bu shartlar V fazoda ham o‘rinli bo‘lmas edi.

Xx G Vi ekanligidan A = 0 deb olsak, 0 • x = 0 E V\ ekanligini, A = — 1 deb 
olsak, — x € V\ ni hosil qilamiz.

Huddi shunday fazoda skalyarlar uchun keltirilgan shartning Vi qism 
to‘plam uchun ham o‘rinliligini ko‘rish qiyin emas.

18.12- natija. Vj C V qism fazo boTishi uchun ixtiyoriy x,y € V\ va 
ixtiyoriy A, g G K uchun Ax + py € Vj bo‘lishi zarur va yetarli.

Endi qism fazolarga doir misollarni keltirib o‘tamiz.
Misol 18.5. a) Faqat nol vektordan iborat bo‘lgan qism to‘plarn va V 

fazoning o‘zi V da qism fazo bo‘ladi. Bu qism fazolar V ning xosmas qism 
fazolari deyiladi;

b) R2 tekislikda koordinata boshidan o'tuvchi ixtiyoriy to‘g‘ri chiziqdagi 
vektorlar to‘plami qism fazo tashkil etadi;

c) R3 uch o‘lchamli fazoda koordinata boshidan o‘tuvchi ixtiyoriy tekislik- 
da joylashgan vektorlar to‘plami qism fazo tashkil qiladi;

d) Darajasi n dan oshmaydigan ko'phadlar fazosi Pn(x} da darajasi k(k < 
n) dan oshmaydigan ko‘phadlar to‘plami Pjt(^) qism fazo tashkil qiladi;

Yuqoridagi misollardan ko‘rinib turibdiki, biror fazoning qism fazolari 
cheksiz ko‘p bo'lishi mumkin.

V fazoning ixtiyoriy M qism to‘plami uchun, M dan olingan vektorlarning 
chiziqli kombinatsiyalari orqali hosil qilingan barcha vektorlar to‘plamini (M) 
kabi belgilaymiz. Hosil bo‘lgan to‘plamga M to'plamning chiziqli qobig'i 
deyiladi.

Ravshanki, M to‘plamning chiziqli qobig‘i V fazoning qism fazosi bo‘ladi. 
(M) fazoning o‘lchami M to‘plamning rangi deb ataladi.

Yuqoridagi mulohazadan kelib chiqadiki, agar dim V = n bo‘lsa, u holda 
V fazo m(m < n) o‘lchamli qism fazolarga ega. Xususan, agarda V fa- 
zoning ei, e^, ..., en bazis vektorlaridan tuzilgan M = {ei, e^, ...» em} 
qism to‘plam uchun, (M) = (eb e^, ..., em) chiziqli qobiqni qarasak, u m 
o‘lchamli qism fazo bo'ladi.

Bundan tashqari V chiziqli fazonining o‘zini e^, e^, ..., en bazis vektor- 
iaridan tuzilgan qobiq deb qarashimiz mumkin.

18.13- ta’rif. Bizga V fazoning qandaydir V' qism fazosi berilgan bo‘lsin.
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Ixtiyoriy a G V vektor uchun, ushbu

V' = a + V' = {a + x | x G V'} C V

qism to‘plamga V' qism fazoni a vektorga siljitishdan hosil bo‘lgan gipertekis- 
ligi deb ataladi.

Aytaylik, Li, L2 C V qism fazolar berilgan bo‘lib, LiQL2 ularning 
to‘plam ma’nosidagi kesishmasi bo‘lsin. Ravshanki, Li Q L2 qism to'plam 
bo‘sh emas, chunki nol vektor har bir qism fazoga tegishli.

18.14- teorema. Lj, L2 qism fazolarning kesishmasi LifJL2 qism fazo 
bo'ladi.

Isbot. Ixtiyoriy A,/z sonlar va x, y G Li Q L2 vektorlarni; olaylik. 
Ma’lumki, x,y € Li va x,y G L2. Li va L2 qism fazo bo‘lganligi uchun 
Az + py £ Li va Xx + py G L2. Demak, Xx + p,y G Li Q L2 bo'ladi.

Endi qism fazolarning to‘plam sifatida birlashmasi Li (J L2 ni qaraymiz. 
Bu to'plam har doim ham qism fazo bo‘lavermaydi. Masalan, tekislikda 
Li sifatida OX o'qida yotuvchi vektorlar to‘plamini, L2 sifatida OY o‘qida 
yotuvchi vektorlar to'plamini olsak, Li va L2 qism fazolar bo‘lib, ularning 
birlashruasi qism fazo bo‘lmaydi;. ■ ■ :• • ' ; ' ■'■"

Endi qism fazolarning yig‘indisi tushunchasini kiritamiz. Li,L2 qism fa- 
zolarning yig‘indisi deb x = xx +x2, Xi G Li, x2 € L2 ko‘rinishidagi vektorlar 
to'plamiga aytiladi va Li + L2 kabi belgilanadi, ya’ni

■ . V’ . • “v

Li + L2 = {xi + x2|xi € Li, x2 € L2}.

18.15- teorema. L^, L2 qism fazolarning yig‘indisi Lj + L2 yana qism fazo 
bo'ladi.

Isbot. Haqiqatan ham, agar ixtiyoriy A, p G K va x, y 6 Li + L2 bo Isa, 
u holda x = o?! + x2, y = y\ + y2, x\,y\ G Li, x2,y2 G L2 bo‘lib, bundan

Xx + fiy = A(xi + x2) + /2(2/1 + yi) = (A*i + + (^®2 + 6 L1 *

ekanligi kelib chiqadi.
Endi qism fazolar kesishmasi va yig‘indisini 0 lchamlari orasi agi 

munosabatni beruvchi teoremani keltiramiz.
18.16- teorema. V fazoning chekli o‘lchamli Li, L2 qism fazolan- 

ning o'lchamlari yig‘indisi ularning kesishmasi va yig'indisi o‘lchamlannmg 
yig‘indisiga tengdir, ya’ni

dim Lj + dim L2 = dim ii Q + dim^‘ +

Isbot. Faraz qilaylik, dimLi p| Lj = ^ bo'lib, e,, e2, ...,e* unino qandaydi^ 
bazisi bo'lsin. Lifl^ C Li va ZnfUz C bo‘lganligi uchun, dim^ -
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fc + s dimLz = fc + t deb olishimiz mumkin. Tanlangan ei, e2, ...» bazisni 
va L2 qism fazolarning bazislarigacha to'ldiramiz, ya’ni

d, 62, ..., Cfc, /1, /2, •••» fa

vektorlar Li qism fazoning bazisi

61, 62, ..., 6fc, <7i, P2, —, 9t

vektorlar esa L2 qism fazoning bazisi bo‘lsin. Biz

/1, /2, •-, /s, e!, e2, ..., 6fc, pi, ^2, 9t W

vektorlarni Li + L2 fazoda bazis boTishini ko‘rsatamiz. Dastlab, ularning 
chiziqli erkli ekanligini aniqlaymiz. Faraz qilaylik,

A1/1 + A2/2 + -. + X9fs + Miei + M2e2— + Mfcefc + yi9i + ^2^2 + • ■• + yt9t = 0

bo‘lsin. U holda

A1/1 + A2/2 + — + As/S + Miei + M2e2— + Mfcefc — —yi9i “ y292 ~ ••• ~ yt9t

bo'lib, tenglikning chap tomoni Liga o‘ng tomoni esa L^ga tegishli ekanligi 
kelib chiqadi. Demak, tenglikning chap va o‘ng tomonlari L\ p| L2 qism fazoga 
tegishli. 6i, 62, ..., 6fc vektorlar Lip|L2 da bazis bo'lganligi uchun — v\g\ ~ 
y292 — — vtgt vektorni ular bazis orqali chiziqli ifodalash mimkin, ya’ni
qandaydir cb c2, ..., Cfc lar uchun

-1/^1 - v292 - — - vt9t = Ci6i + c2e2 + ... + CfcCfc.

tenglik o‘rinli. Bundan

CiCi + c2e2 + ... + CfcCfc + V\g\ + i/2g2 + ••• + — 0

hosil bo‘ladi, bu vektorlarning chiziqli erkli ekanligidan

ci = c2 = ... = Cfc = 1/1 = t/2 = ... = vt = 0

kelib chiqadi. Bularni yuqoridagi tehglikka olib borib qo‘ysak,

A1/1 + A2/2 + — + Aa/S + n\e\ + M2e2— + Mfcefc = 0

tenglik hosil bo'ladi. ei, 62, ..., e^, /1, /2, ..., f3 vektorlarning chiziqli erkli 
ekanligidan Ai = A2 == ... = As = 0, n\ = g2 = ... = p,3 = 0 kelib chiqadi. 
Demak, (1) vektorlar sistemasi chiziqli erkli ekan.
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Endi ixtiyoriy. x £ Ll;,+ L2 vektorni (l) vektorlar sistemasi orqali chiziqli 
ifodalanishini ko'rsatamiz. Ta’rifga' asosan, x"= x\ + ^2j;Xi G,Li, T2 G L2i> 
bo‘lib, xi va X2:vektorlarni bazis vektorlar orqali yoysak,

xl 01^1 + a2&2 + ... + ak^k + ak+\f\ + ... + CLk+sfs 

va .
X2 = 6iCi 4- t>2e2 + ... + bk^k + bk+igi +•••• + bk+t9t 

tengliklar o+inli bo‘ladi. Bundan esa ,
x = X\ + x2 = (ai + &i)ei 4- (a2 4- 62)22 + ■•• + (ak + 6fc)ejt+

aJt+l/l + afc+2/2 +........+ ak+sfs + bk+l9k+l + bk+29k+2 + — + bk+t9t

hosil bo‘ladi.
Demak, ixtiyoriy x E L\ 4- L2 vektorni (1) vektorlarning • chiziqli 

kombinatsiyasi orqali ifodalash mumkin. Shunday qilib, biz (1) vektorlar 
sistemasi Li 4- L2 qism fazoning bazisi ekanligini ko‘rsatdik. Bundan esa, 
dim(L! 4- L2) = s + k + t ekanligi kelib chiqadi, ya’ni

dim(Li 4- L2) = dim Li 4- dim L2 — dim(Li Q L2)

18.17- ta’rif. Agar L\ f| L2 = {0} bo‘lsa, Lx va L2 qism fazolarning 
yig‘indisiga to‘g‘ri yig‘indi deyiladi va L\ ® L2 ko'rinishida yoziladi.

Ravshanki, Li va L2 qism fazolarning to‘g‘ri yig‘indilari uchun

dim(Li ® L2) = dim Li + dim L2

tenglik o‘rinli bo'ladi.
18.18- teorema. L\ © L2 to‘g‘ri yig‘indining ixtiyoriy vektori L\ va L2 

qism fazolar vektorlarining yig'indisi shaklida yagona ravishda ifodalanadi.
Isbot. Teskarisini faraz qilamiz, ya’ni

x = X\ 4- x2, x\ G L\,x2 € L2 
va

x = y\ +1/2, yi € Li, y2 6 L2
bo‘lsin. U holda bu tengliklardan y\ — X\ = x2 — y2 hosil bo‘ladi.
yi -X\ E Li, x2 - y2 E L2 va Li Q L2 = {0} 
ekanligidan

y\ - x\ = x2 - y2 = 0 => zi = y\, x2 = y2 
kelib chiqadi.

Shuni ta’kidlash joizki, V fazoning bir nechta Lh L^, ..., L3, qism fazolari 
uchun ham Q L< qism fazolarning kesishmasi va /,« yig‘indisini amqlash 

i=i X=1
mumkin.
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19-§. Yevkiid fazolari. Ortogonal va ortonormal sistemalar

Awalgi mavzularda chiziqli fazoni qo‘shish va songa ko‘paytirish amal- 
lari bajariladigan vektorlar to‘plami sifatida ta?riflagan edik. Ammo faqat 
qo‘shish va songa ko‘paytirish amallari yordamida vektorlarning uzunligi, 
vektorlar orasidagi burchak tushunchalarini ta’riflab bo‘lmaydi. Buning 
uchun chiziqli fazoda skalyar ko‘paytma tushunchasini kiritish kerak. Vektor- 
larni qo'shish, ularni songa ko‘paytirish va vektorlarning skalyar ko‘paytmasi 
terminlari yordamida Yevklid geometriyasini bayon qilish mumkin.

Bizga haqiqiy sonlar maydonida aniqlangan V chiziqli fazo berilgan 
bo‘lsin.

19.1-ta’rif. Agar x,y G V vektorlarning har bir juftiga (z,?/) € R haqiqiy 
son mos qo‘yilgan bo‘lib, bu moslik quyidagi aksiomalarni qanoatlantirsa, V 
chiziqli fazoda skalyar ko‘paytma aniqlangan deyiladi:

i) (*,?/) = (i/,x);
2) (Xx,y) = X(x,y);
3) (zi + x2,y) = (xbv) + (x2,v)i
4) (z, x) > 0, (z, x) = 0 o x — 0.
Skalyar ko‘paytma aniqlangan chiziqli fazo Yevklid fazosi deb ataladi.
Misol 19.1. a) V fazo sifatida elementar geometriyadao‘rganiladigan uch 

o‘lchamli fazoni olaylik. Vektorlarning skalyar ko‘paytmasini ularning uzun- 
liklari va ular orasidagi burchak kosinusi ko‘paytmasi sifatida aniqlaymiz, 
ya’ni;

(z,2/) - |z| • |y| • cosa.
Bu aniqlangan ko‘paytma 1) - 4) aksiomalarni qanoatlantiradi.
b) V fazo sifatida n ta haqiqiy sonlardan iborat bo‘lgan x — (£i,£2, ••, £n) 

ko‘rinishidagi elementlar to'plamni olaylik. Ma’lumki, vektorlarni qo‘shish 
va songa ko‘paytirish quyidagicha aniqlanadi:

« + !/ = (€l + 7)1,£2 + 7)2,...,Cn + 7/n),Az = (A£i, A&, ..., A£n),

buyerday = (t?i,7?2, ...,7?u).
Endi x — (£i,£2, ...,£n) va y = (7/1,7^, ...,7?n) vektorlar uchun quyidagi 

ko‘paytmani qaraymiz;

(X> y) = €17)1 + <2772 + - + Cn7?n

Bunday aniqlangan ko‘paytma ham 1) - 4) aksiomalarini qanoatlantiradi, 
ya’ni skalyar ko‘paytma bo‘ladi.

c) darajasi n dan oshmaydigan haqiqiy koeflitsientli ko'phadlar fazosi 
Pn(IR) ni qaraymiz. f(x),g(x) G Pn(z) ko‘phadlarning uchun aniqlangan
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quyidagi ko'paytma;

• (/(z),p(z)) = [ f(x)g(x)dx 
Jo

1) - 4) aksiomalarini qanoatlantiradi, ya’ni skalyar ko'paytma bo'ladi.
Kiritilgan skalyar ko‘paytma tushunchasi yordamida biz vektorning uzun- 

ligini va vektorlar orasidagi burchakni aniqlashimiz mumkin.
19.2- ta’rif. Yekiid fazosidagi x vektorning uzunligi deb 

songa aytiladi va |rr | kabi belgilanadi.
19.3- ta’rif. x va y vektorlar orasidagi burchak deb ip — arccos songa 

aytiladi, ya’ni
(x,y)cosp = —7—r

Agar x va y vektorlar orasidagi burchak | ga teng bo‘lsa, ya’ni (x, y) = 0 
bo‘lsa, x va y vektorlar ortogonal vektorlar deyiladi.

Yuqoridagi ta’rifda x va y vektorlar orasidagi <p burchakni cos^ = 
formula yordamida aniqladik. Aslida tenglikning o‘ng tomonida turgan ifo- 
daning moduli 1 dan katta emasligini ko‘rsatishimiz kerak, ya’ni < 1 
yoki

(x,y)2 < (x,x)(y,y) (1)
ekanligini ko'rsatamiz.

Buning uchun x — ty vektorni qaraymiz, by yerda t ixtiyoriy haqiqiy son. 
Skalyar ko‘paytmaning 4)-aksiomasiga asosan: (x — ty,x — ty) > 0, ya’ni har 
qanday t uchun:

t2(y,y) - ^(x,y) + (x,x) > 0.
Bu tengsizlikning chap tomonidagi t ga nisbatan kvadrat uchhad 

faqat manfiy bo‘lmagan qiymatlarni qabul qilishi uchun bu uchhadning 
diskriminanti musbat bo‘lmasligi kerak. Chunki t2 oldidagi (y, y) ifoda har 
doim musbat son. Demak,

D = 4(x, y)2 - 4(z, x)(y, y) < 0.
Bundan esa, (x,y)2 < (x, x)(y, y) ekanligi kelib chiqadi. Yuqorida keltiril- 

gan (1) tengsizlik Koshi-Bunyakovskiy tengsizligi deb ataladi.
Kiritilgan tushunchalar yordamida elementax geometriyaning qator teore- 

malarini Yevklid fazosiga ko'chirish mumkin.
Agar x va y vektorlar ortogonal vektorlar bo‘Isa, u holda x + y vektorm 

tomonlari x va y bo‘lgan to‘g‘ri to‘rtburchak diagonali deb hisoblash tabiiy- 
dir. Quyidagi misolni ko‘rib chiqaylik< .
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19.4- xossa. |z+i/|2 =. |z|2+|l/|2, Ya’ni to‘g‘ri to‘rtburchak diagonali uzun- 
ligining kvadrati uning parallel bo'lmagan ikki tomoni uzunliklari kvadratlari
yig‘indisiga teng. ,2 i 12

Isbot. Vektor uzunligi kvadratining ta’rifiga muvofiq: |z+!/| — |z| +11/1 • 
Skalyar ko‘paytmaning distributivligiga asosan:

(x + 2/, x + y) = (z, x) + (z, y) + (j/, x) + (3/, y).

x va y vektorlarning ortogonalligidan esa:

(*>!/) = (t/,rr) = 0.

Demak, |x + y|2 = (z, x) + (?/, y) — |x|2 + |t/|2.
Yuqoridagi xossani umumlashtirsak, juft-jufti bilan ortogonal bo'lgan

ii, x2, X3,..., xn vektorlar uchun

|xi + x2 + x3 + ... + xn|2 = |zil2 + |x2|2 + kal2 + ••• +

tenglik kelib chiqadi.
Endi Yevklid fazosida eng qulay bazis hisoblangan ortogonal bazis tushun-

chasini kiritamiz. Yevklid fazosidagi ortogonal bazislar analitik geomet- 
riyadagi to‘g‘ri burchakli koordinatalar sistemasi kabi rol o‘ynaydi.

Bizga n o‘lchamli V Yevklid fazosi berilgan bo‘lib, ei, e2, •••> en € V 
vektorlar o‘zaro ortogonal vektorlar bo‘lsin.

19.5- ta’sdiq. n-o‘lchamli Yevklid fazosida berilgan o‘zaro ortogonal 
bo‘lgan va hech biri nolga teng bo'lmagan ei, e2, •••, en vektorlar chiziqli 
erkli bo'ladi.

Isbot. Tasdiqni isbotlash uchun

AjCi + A2e2 + ... + Anen = 0

chiziqli kombinatsiyani qaraymiz. 
Yuqoridagi tenglikning ikkala tomonini ei ga skalyar ko‘paytirsak,

Ai(ei,ei) + A2(e2,ei) + ... + An(en,ei) = 0

tenglik hosil bo'ladi. Berilgan vektorlar o‘zaro ortogonal va noldan farqli 
bo'lganligi uchun (ei,ei) ^Ova (ei,efc) = 0, 2 < k < n. Bundan esa Ai = 0 
ekanligi kelib chiqadi.

Shunga o‘xshab, chiziqli kombinatsiyani Cj ga skalyar ko‘paytirib, Xj — 0 
ekanligini olamiz. Demak, Ai = A2 = ... = An = 0 va ei, e2, ...» en vektorlar 
chiziqli erkli.

19.6- ta’rif. Agar hech biri nolga teng bo‘lmagan ei, e2, ..., en vektorlar 
o'zaro ortogonal bo‘lsa, u holda ular n o‘lchamli Yevklid fazosining ortogonal 
bazisi deyiladi.
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Agar ei, e2, ..., en vektorlar o'zaro ortogonal bo‘lib, har birining uzunligi 
1 ga teng bo'lsa, ya’ni

(ei,e3) =

tengliklar bajarilsa, u holda ular ortonormal bazis deyiladi.
19.7- teorema. Ixtiyoriy n o'lchamli Yevklid fazosida ortogonal bazis 

mavjud.
Isbot. Ma’lumki, n o'lchamli fazoning ta’rifiga muvofiq unda qandaydir 

/i, /2, •••> fn bazis mavjud. Bu /1, /2, —, fn vektorlardan o‘zaro ortogonal 
bo‘lgan n ta vektor yasaymiz.

Dastlab, e^ = f\ deb olib, e2 vektorni = /2 + QCi ko‘rinishda izlaymiz. 
ot sonini shunday tanlab olamizki, (e2, ei) = 0, ya’ni (/2 + oei, ei) = 0 bo‘lsin. 
Bundan

, . (/2,6.)
(ei,ei)

ekanligi kelib chiqadi. Demak, a sonni tanlash hisobiga ei va e2 ortogonal 
vektorlar topish mumkin.

Aytaylik, o‘zaro ortogonal va noldan farqli bo'lgan ei, e2, •••, Ck-i vek“ 
torlar topilgan bo‘lsin. U holda 6jt vektorni

ejt = fk + AiCi + ... + Ajt-iefc-i

shaklida izlaymiz, ya’ni e^ vektorni ei, e2, ..., e^-1 va fk vektorlarning chiziq- 
li kombinatsiyasi yordamida hosil qilamiz. Ai, A2, .., Ajt-i koeffitsientlarni 
Cjt vektor bilam ei, e2, ..., ejt-i vektorlarning ortogonalligi shartidan topamiz:

(fk + Aiei + ... + Ajt-iCjt-i, ei) = 0;

(/fc + AiCi + ... + Ajt-iCjt-i, e2) = 0;

(/fc + Aiei + ... + Ajt-iejt-i, ejt-i) = 0.
ei> e2, ..., ek-i vektorlar o‘zaro ortogonal bo‘lganliklari uchun, bu tengliklar 

ushbu ko‘rinishga keladi:

(/fc, ei) + Ai(ej, ei) = 0;

(/fc, e2) + A2(e2, e2) = 0;

(/fc, efc-i) + Afc-i(efc-i. e*-i) = °-



110 IV BOB. CHIZIQLI FAZOLAR. CHLZIQLI ALMASHTIRISHLAR. KVAPRATIK FORMA

Bulardan, 
x _ (/fc>ei) _ (/fc,e2) _ (/fc,ei-i)

1 (ei,ei)’ A2" (e2,e2)’ ”” " (efc-i^fc-i)’

qiymatlar kelib chiqadi.
Demak, juft-jufti bilan ortogonal bo'lgan ej, e2, ..., £k vektorlarni hosil 

qilamiz. Endi e^ vektcrni noldan farqli ekaniligini ko‘rsatamiz. Hosil qilin- 
gan ejt vektor ei, e2, ..., et-i, fk vektorlarning chiziqli kombinatsiyasidan ib- 
orat. O‘z navbatida ejt-i vektor d, e2, ..., e*-2 va /jt-i vektorlarning chiziqli 
kombinatsiyasidan va hokazo, e2 vektor ei va /2 vektorlarning chiziqli kombi- 
natsiyasidan iborat. Bundan esa ejt quyidagi ko‘rinishda yozilish mumkmligi 
kelib chiqadi:

efc = /fc + Qfjt-i/fc-i + ••• + «i/i-

/i, /2, ••, /fc vektorlarning chiziqli erkli ekanligidan esa, ejt / 0 ekanligi 
kelib chiqadi.

Biz ei, e2, ..., ejt-i hamda /jt vektorlardan Bfc vektorni qurdik. Huddi 
shunday qilib, e1? e2, ..., ejt hamda /jt+i larga ko‘ra ejt+i ni quramiz. Bu 
jarayonni berilgan/1, /2, ..., fn vektorlargacha davom ettiriramiz. Natijada 
noldan faqli va o‘zaro ortogonal bo‘lgan n ta ei, e2, ..., &n vektorlarni, ya’ni 
ortogonal bazisni hosil qilamiz.

Ortogonal bazislar topishning yuqoridagi teorema isbotida keltirilgan 
jarayon ortogonallashtirish jarayoni deb ataladi. Bu jarayon ixtiyoriy 
/1» /2, ...» /n bazis bo‘yicha ei, e2, ..., en ortogonal bazis yasash usulini be- 
radi.

Agar ejt vektorlarni ek = vektorlar bilan almashtirsak, u holda uzunligi 
1 ga teng bo‘lgan o‘zaro ortogonal vektorlar hosil bo‘lishini ko‘rish qiyin emas. 
Bu amal bilan ortonormal bazis hosil qilamiz.

Misol 19.2. P2(z) fazoda (/(x),p(x)) = J1 f(x)g(x)dx kabi aniqlan- 
gan skalyar ko‘paytmaga nisbatan ortogonal bazis quramiz. Ma'lumki, Pz(x) 
fazoda /1 = 1, /2 = x, f$ = x2 bazis tashkil qiladi. Bu bazisdan ortogonal- 
lashtirish jarayoni yordamida ei, e2, e$ ortogonal bazis hosil qilamiz:

ei = /1 = 1 deb olib e2 = /2 — ^^Jei ekanligidan e2 vektorni aniqlaymiz.
(/2,ei) = Jol xdx = 1, (el}ei) = jj dx = 1 ekanligidan e2 = x - | hosil 

bo'ladi.
Endi e3 = /3 - - ^jeb hamda

(/3>e2)=f ^(x - Ufa. =-L
Jq 2 12

(e2, e2) = f (x - i)2dx = -L 
JQ Z LZ
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(/3,Ci) = f X2dx = |
Jo 

ekanligidan e^ = x2 — x 4- | hosil bo’ladi. Demak, P2(a?) fazoda ortogonal 
bazis ei = l, e2 = z- |, e3 = z2 — z + j ko'phadlardan iborat.

Yevklid fazosida e^, e2, en ortonormal bazis berilgan bo'lsin. Shu 
bazisdagi koordinatalari bilan berilgan x,y 6 V vektorlaring skalyar 
ko‘paytmasi qanday ifodalanishini topaylik.

Aytaylik,

^ = £161 + £2C2 + ... + £n6n,7/ = t/id + Z/2e2 + ... + 1+«+

bo'lsin, ya’ni x vektorning koordinatalari £i, £2, ••-, £n, hamda y vektorning 
koordinatalari esa iq, z/2, ..., i/n bo‘lsin, u holda

(*, y) = £1"1 + £2^2 + - + £n^n 

bo'ladi.
Demak, ortonormal bazisda ikki vektorning skalyar ko‘paytmasi ularning 

mos koordinatalari ko‘paytmalarining yig‘indisiga teng.
Endi x vektorning ortonormal ei, e2, ..., en bazisdagi koordinatalarini 

bazis vektorlar bilan qanday bog‘lanishga ega ekanligini ko‘rsatamiz.

3; = £ici + £2e2 + ... + £nen 

tenglikning ikkala tomonini e\ ga skalyar ko‘paytirib,

(x,ei) = £i(e!,ei) + £2(e2,ei) + ... + £n(en,ei) =£1 

ekanini va huddi shunday,

€2 = (z,e2), £3 = (x,e3), ..., £n = (^,6,0

ekanligini topamiz.
Shunday qilib, berilgan vektorning ortonormal bazisdagi koordinatalari 

shu vektor bilan mos bazis vektorlarining skalyar ko‘paytmalaridan iboratligi- 
ni hosil qildik.

Ortogonal proyeksiya va ortogonal to‘ldiruvchi. Endi beril- 
gan vektorning qandaydir qism fazoga ortogonal proyeksiyasi va ortogonal 
to‘ldiruvchisi tushunchalarini kiritamiz.

19.8- ta’rif. Bizga V fazoning qandaydir V' qism fazosi berilgan bo'lsin. 
Agar x G V vektor V' qism fazoning ixtiyoriy vektoriga ortogonal bo‘lsa, u 
holda x vektor V' qism fazoga ortogonal deyiladi.

Ravshanki, agar x vektor ei, e2, •••, en vektorlarga ortogonal bo Isa, u 
holda x bu vektorlarning istalgan chiziqli kombinatsiyasiga ham ortogonal
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bo'ladi. Haqiqatdan ham, (x, e,) = 0, 1 < i < n ekanligidan (x,Aiei + 
A2e2 +--• + Anen) = 0 bo‘lishi osongina kelib chiqadi. Shuning uchun berilgan 
x vektor V' qism fazoga ortogonal bodishi uchun uning bazis vektorlarga 
ortogonal bo‘lishi zarur va yetarli.

Aytaylik, ixtiyoriy z E V vektor berilgan bo'lib, bu vektor uchun shunday 
y G V vektor topilsinki, natijada z — y vektor V qism fazoga ortogonal 
bo'lsin. Ya’ni z G V vektorni z = x + y, x 6 V, y E V' ko‘rinishida yozilsin, 
bu yerda x vektor V' qism fazoga ortogonal vektor.

19.9- ta’rif. Agar z = i+y, i E V, € V' ko‘rinishida ifodalangan bo‘lib, 
x vektor V' qism fazoga ortogonal bo'lsa, y vektor z vektorning ortogonal 
proyeksiyasi x esa ortogonal to‘ldiruvchisi deyiladi.

Quyidagi tasdiqda ortogonal proyeksiya va ortogonal to‘ldiruvchi har 
doim mavjud va yagona ekanligini ko‘rsatamiz. Umuman olganda berilgan 
vektorning ortogonal proyeksiyasi mavjudligidan ortogonal to‘ldiruvchining 
mavjudligi ham o‘z-o‘zidan kelib chiqadi.

19.10- tasdiq. z G V vektorning chekli o‘lchamli V’ qism fazoga ortogonal 
proyeksiyasi mavjud va yagona.

Isbot. Aytaylik, dim V' = n bo‘lib, V' qism fazonig bazisi ei, e2, •■■, en 
bo‘lsin. Ortogonal proyeksiyani y = AjCi + Xze? + ... + Anen ko‘rinishida 
izlaymiz.

z - y vektor V' qism fazoga ortogonal bo‘lishi uchun, uning bazis vektor- 
larga ortogonal bo‘lishi zarur va yetarli ekanligidan

(z — p, Ci) = 0,1 < i < n

tenglikka ega bo‘lamiz, ya’ni

(z, Cf) = (Aiei + A2e2 + ... + Anen, ei), 1 < i < n.

Bu tenghkdan ko'rinadiki, ortogonal proyeksiyani topish masalasi, biror 
bazisda Ai, A2, ..., An noma’Iumlarga nisdatan qiyidagi chiziqli tenglamalar 
sistemasini yechish masalasiga keltirildi:

Ai(ei, ei) + A2(e2, ei) + ... + An(en, ei) = (z, ei), 
, Ai(ei,e2) + A2(e2,e2) + ... + An(en,e2) = (z,e2),

< Ai(ei,en) + A2(e2,en) + ... + An(en, en) = (z, en),

Ixtiyoriy n-o‘lchamli fazoda ortonormal bazis mavjud ekanligidan foy- 
dalanib, ej, e2, ..., en bazisni ortonormal deb faraz qilishimiz mumkin. U 
holda (2) sistemanihg yechimi A£ = (z,e,), 1 < i < n ko‘rinishida bo‘ladi. 
Ya’ni sistema yagona yechimga ega. Demak, y = AiCi + A2e2 + ... + Anen 
ortogonal proyeksiya ham mavjud va yagona.
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Ta’kidlash joizki, yuqoridagi tasdiqning isbotida biz ei,. e2, ..., en ortonor- 
mal bazisdan foydalandik. Umuman olganda ixtiyoriy bazis uchun ham (2) 
sistema yagona yechimga ega bo‘ladi. Chunki, ushbu sistemaning asosiy de- 
terminanti quyidagicha bo‘lib,

(ei>ei) (e2,e]) ... (e^ej i
(ei>e2) (e2,e2) ... (en,e2)

(el»en) (e2> ^n) (en,en)

bu determinant noldan farqli. Ushbu determinantga Gram determinanti deb 
ataladi.
Demak, V' qism fazo berilgan bo‘lib, ej, e2, ..., en uning bazisi bo‘lsa, z 6 V 
vektorning V' qism fazoga ortogonal proyeksiyasi y = A^ei + A2e2 + ... + 
Anen ko‘rinishida bo‘ladi, bu yerda Ai, A2, ..., An (2) chiziqli tenglamalar 
sistemasining yechimi. x = z — y vektor esa ortogonal to‘ldiruvchi bo:ladi.

Yevklid. fazolarining izomorfizmi. Endi Yevklid fazolarining izomor- 
fizmi tushunchasini keltiramiz.

19.11- ta’rif. Bizga V" va V' Yevklid fazolari berilgan bo‘Isin. Agar ular- 
ning elementlari orasida shunday x o x'(x G V, x e V) o‘zaro bir qiymadi 
moslik o‘rnatish mumkin bo'Iib, bu moslik quyidagi shartlarni qanoatlantirsa:

1) agar x +> x' va y <-> y' ekanligidan, x + y +> x' + y' bo‘lsa, ya’ni 
X>V € V vektorlarning x',t/ € V' vektorlarga mosligidan, x + y yig‘indining 
x' + yig‘indiga mosligi kelib chiqsa;

2) agar x +> x' bo‘lsa, u holda Xx +> Xx'\ . .
3) agar x +> x' va y <-> y' bo‘lganda (x,y) = (x',y') bo‘lsa, ya’ni mos 

vektorlar juftligining skalyar ko‘paytmalari o‘zaro teng bo‘lsa, u holda V va 
V fazolar izomorf Yevklid fazolari deyiladi.

Agar biror n o‘lchamli Yevklid fazosida qo‘shish, songa ko‘paytirish va 
vektorlarning skalyar ko‘paytmasi tushunchalari bilan berilgan tasdiq isbot 
qilingan bo‘lsa, u holda shu tasdiqning o‘zi bu fazoga izomorf bd Igan har 
qanday fazo uchun ham o‘z kuchini saqlaydi. Darhaqiqat, bunday teorema- 
ning tasdig‘ida ham, isbotida ham V ning vektorlarini V' ning ularga mos 
bo‘lgan vektorlari bilan almashtirilsa, u holda izomorfizm ta rifidagi 1) - 3) 
xossalarga asosan hamma mulohazalar o‘rinli bo‘lib qolaveradi, ya ni mos 
teoremalar V' uchun ham o‘z kuchini saqlaydi.

19.12- teorema. Barcha n o‘lchamli Yevklid fazolari o‘zaro izomorfdir.
Isbot. Barcha n o'lchamli Yevklid fazolarini maxsus tanlab olingan ^stan- 

dart” n o‘lchamli fazoga izomorf ekanligini isbot qilamiz. Shunda barcha n 
o‘lchamli Yevklid fazolarining o‘zaro izomorf ekanligi kelib chiqadi. • , 
. 1-Standart V' fazo sifatida biz odatdagi n o‘Ichamli fazoni qaraymiz: bu
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fazoda vektorlar quyidagicha olinib, 3/ = (^, <2, •••,<«) va y' — (1/1, i/2,vn) 
ularning skalyar ko‘paytmasi esa

(x\ tf) = <1^1 + <2^2 + ••• +

formula shaklida aniqlanadi.
Bizga biror n o‘lchamli Yevklid fazosi V berilgan bo‘lsin. Bu fazoda 

ei, e2, ..., en ortonormal bazis tanlab olamiz. Ushbu bazisdagi koordina- 
talari bilan berilgan ixtiyoriy

^ = Ciei + <2e2 + ... + <nen ..

vektorga n ta <1, <2, •••» £n sonlar to'plamini, ya’ni V' ning x* — 
U1,C2, —,<n) vektorini mos qo‘yamiz. Endi bu moslikning izomorfizm ekan- 
ligini ko‘rsatamiz.

Bu moslikning o‘zaro bir qiymatli ekanligi ravshandir. Izomorfizm 
ta'rifining 1) va 2) shartlarining bajarilishi o‘z-o‘zidan ko‘rinib turibdi. 3) 
shartning bajarilishini tekshiramiz. Ortonormal bazisda skalyar ko‘paytma 
uchun awal isbotlangan formuladan foydalanib,

(*»?/) = <1^1 + ^2 + - +

tenglikka ega bo‘lamiz. Ikkinchi tomondan, V fazoda skalyar ko‘paytma 
ta'rifiga ko‘ra,

(*',!/') = <11/1 + <2i/2 + ... + <ni/n.

Shunday qilib, (x,y) = (x',i/), ya’ni skalyar ko'paytmalar tengligi isbot 
qilindi.

20-§. Chiziqli almashtirishlar va ularning matritsalari.
Chiziqli almashtirish

Ushbu mavzuda biz chiziqli fazoda aniqlangan akslantirishlar ichida 
muhim o‘rin egallaydigan chiziqli almashtirish tushunchasi kiritamiz.

20.1- ta’rif. n o‘lchamli V fazoda aniqlangan A : V —► V akslantirish 
uchun

l)A(zi + x2) = A(xi) + A(z2);
2)A(Az) = XA(x)

shartlar bajarilsa, u holda A akslantirish chiziqli almashtirish deyiladi. 
Odatda A chiziqli almashtirishning qiymati A(x) o'rniga Ax yoziladi.
Misol 20.1. a) uch o‘lchamh R3 Yevklid fazosida vektorni koordinata 

oshidan o tadigan biror 0 q atrofida burishdan iborat bo‘lgan almashtirishni 
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qaraymiz. Bunda har bir x vektorga uni burishdan so‘ng hosil bo‘Igan Ax 
vektorni mos qo‘yamiz._ Bu moslik 1) va 2) shartlarni qanoatlantirishini tek- 
shifish qiyin emas.

Masalan, 1) shartni tekshirib ko‘raylik: A(xi 4- X2)-.ifoda avval xi hamda 
X2 vektorlarning qo‘shilishini," so‘ngra hosil bo‘lgan vektorning burilishini 
bildiradi. Axi 4- Ax2 esa avval xi hamda x2 vektorlarning burilishini, so‘ngra 
ularning qo‘shilishini bildiradi. O‘z-o‘zidan ravshanki, ikkala holda ham 
natija bir xil bo'ladi. Demak, A akslantirish chiziqli almashtirish bo'ladi.

b) Bizga R3 Yevklid fazosi va uning koordinatalar boshidan o‘tuvchi biror 
tekisligi bo‘lgan V\ qism fazosi berilgan bo'lsin. Ixtiyoriy x 6 R3 vektorga 
uning bu tekislikdagi Xi = Ax proyeksiyasini mos qilib qo‘yamiz. Bu moslik 
ham chiziqli almashtirish bo'ladi.

) [0,1] segmentda C[0,1] uzluksiz funksiyalar fazosini qaraylik. Bu fa- 
zoda aniqlangan Af(t) = fQ f(s)ds akslantirish chiziqli almashtirish bo‘ladi. 
Haqiqatdan ham,

[/i(s) + /2(s))ds = ':'A(fl(t) + f2(t)) = ['
Jq

= [ fi(s)ds + [ f2(s)ds = Afi(l) + Af2(t)t 
Jo Jo ■ ■ ■' ' •• ’

4(A/(t)) = [ Xf(s)ds = A [ f(s)ds = XAfffy.' ■' 
Jo Jq

Endi chiziqli almashtirishlar ichida alohida ro’l o‘ynovchi quyidagi 2 ta 
sodda almashtirishlarni keltiramiz. Ixtiyoriy vektorga shu vektorning o zini 
mos qo‘yuvchi E almashtirish, birlik almashtirish deyiladi, ya ni

Ex = x.
Ixtiyoriy x vektorga nol vektorni mos qo‘yuvchi 0 almashtirish nol al- 

mashtirish deyiladi, ya’ni
0(z) = 0.

n o‘lchamli V chiziqli fazoda A chiziqli almashtirish berilgan bo‘lib, 
ei, e2, ..., en chiziqli fazo bazisi bo‘lsin.

20.2- tasdiq. Berilgan pi, <?2> •••> 9n vektorlar uchun

Aei = pi, Ae2 — 92' •••> Aen = 9n
shartni qanoatlantiruvchi A chiziqli almashtirish mavjud va yagona.

Isbot. Dastlab, A chiziqli almashtirish Ae>, Ae2, .... Ae„ vcktorlar orqali 
bir qiymatli aniqlanishini ko‘rsatamiz. Haqiqatdan ham, K fazodan oiingan 
ixtiyoriy

X = £161 + £2^2 + ••• + £nen
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vektor uchun

Ax = + €262 + ••• +'Cn6n) = £Mel + $Me2 + ... + £nAen ’

bo‘ladi. Demak, Ax vektor pi, 92» •••» 9n vektorlar orqali bir qiymatli 
aniqlanadi.

Endi har qanday 91, g2, ..., gn vektorlar uchun Aet = gi tenglikni qanoat- 
lantiradigan A chiziqli almashtirish mavjudligini ko‘rsatamiz.

Buning uchun ixtiyoriy x = ^ei +-&e2 + ••• + 6A vektorga + &9i + 
•■■ + Zn9n vektorni mos qilib qo‘yamiz. x vektor e, bazis vektorlar orqali bir 
qiymatli ifoda etilgani uchun, unga muayyan bir Ax vektor mos qo‘yiladi. 
Bunday aniqlangan akslantirish chiziqli almashtirish bo‘ladi.

Chiziqli almashtirishlar va matritsalar orasidagi bog‘lanishni aniqlaymiz. 
YuqOridagi tasdiqdan ixtiyoriy g±, g2, ..., gn vektorlar uchun Aei = 
91, Ae2 = g2, ..., Ae^ = gn shartni qanoatlantiruvchi chiziqli almashtirish 
yagoria ravishda aniqlanishiga ega bo‘ldik. g^ vektorning ei, e2, ...» en bazis- 
dagi koordinatalarini aijt, a^jt, *..., On^ orqali belgilaylik, ya’ni

n
9k = Aek = ^di'kei. 

i=l

Ushbu koeffitsientlar orqali (atjt) matritsani hosil qilamiz. Hosil qilin- 
gan matritsa A chiziqli almashtirishning ei, e2, ..., en bazisdagi matritsasi 
deb aytiladi.

Shunday qilib, berilgan ei, e2, ..., en bazisda har bir A chiziqli al- 
mashtirishga (at>fc) matritsa bir qiymatli mos qo‘yilishiga ega bo‘ldik. Demak, 
chiziqli almashtirishlarni matritsalar yordamida tasvirlash mumkin. Lekin 
ushbu matritsa bazisga bog‘liq ekanligini, bazis o‘zgarganda esa matritsaning 
ham o‘zgarishini ta'kidlab o‘tish joiz.

Misol 20.2. Aytaylik, V = R3 uch o‘lchamli Yevklid fazosi bo‘lsin. 
A chiziqli almashtirish sifatida x vektorni OXY tekisligiga proeksiyalash- 
dan iborat bo'lgan akslantirishni olamiz. Bazis sifatida koordinatalar o‘qlari 
bo yicha yo‘nalgan birlik ei, e2, 63 vektorlarni qabul qilamiz. U holda

^ei = ei, Ae2 — e2, Ae3 = 0,

ya ni, bu bazisda A almashtirishning matritsasi

/ 1 ° ° \ 
0 1 0 I

\ 0 0 0 / 
ko‘rinishga ega bo‘ladi. .<••■••. .r
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Endi chiziqii almashtirishlar ustida amallarni aniqlaymiz. Chiziqli al- 
mashtirishlar ustida qo'shish, songa ko‘paytirish va ko‘paytirish amallarini 
aniqlash mumkim

20.3- ta’rif. A va B chiziqli almashtirishlar yig‘indisi deb, x vektorga Ax+ 
Bx vektorni mos qo‘yuvchi C almashtirishga aytiladi. Boshqacha aytganda, 
C = A + B ifoda xar qanday x uchun Cx = Ax + Bx ekanligini bildiradi. •

Aytaylik, A va B chiziqli almashtirishlar ei, e2, ..., &n bazisda mos ravish- 
da (at,Jt) va matritsalarga ega bo‘lsin. U holda C = A + B chiziqli al- 
mashtirishning matritsasini topish uchun e\, e2, ..., e^ bazis elementlarning 
ushbu almashtirishdagi qiymatlarini qaraymiz, ya’ni

n 
Cek = Aek + Bek = ^(ai,* + bifk)ei. 

i=l
Bu csa C chiziqli almashtirishning ei, e2, ..., en bazisdagi (atk) matritsasi 

uchun a k = a, + biyk tenglik bajarilishini anglatadi.
Shunday qilib, A va B chiziqli almashtirishlar yig‘indisining berilgan 

bazisdagi matritsasi chiziqli almashtirishlarning shu bazisdagi matritsalari 
yig'indisiga teng ekanligini ko‘rsatdik.

20.4- ta’rif. A chiziqli almashtirishning A soniga ko‘paytmasi deb, x vek- 
torga XAx vektorni mos qo‘yuvchi C = XA almashtirishga aytiladi, ya ni 
(AA)z = A(Az).

C = AA chiziqli almashtirishning berilgan bazisdagi matritsasi A • (aifk) 
ekanligini ko‘rish qiyin emas.

20.5- ta’rif. A va B almashtirishlarning ko‘paytmasi deb, awal B 
almashtirishni so‘ngra esa A almashtirishni ketma-ket bajarishdan iborat 
bo‘lgan C almashtirishga aytiladi, ya’ni C = AB ifoda x vektor uchun 
Cx = A(Bx) ekanligini bildiradi.

Dastlab, chiziqli almashtirishlarning ko‘paytmasi yana chiziqli a - 
mashtirish bo‘lishini ko‘rsatamiz. Haqiqatan ham,

C(x\ + x2) = A(B(x\ + x2)) = ^(fei + Bx2) = 

= A(Bx\) + A(Bx2) = Cx\ + Cx2,
C(Xx) = A(B(Xx)) = A(XBx) = XA(Bx) = XCx.

Endi chiziqli almashtirishlar yig'indisining matritsasini aniqlaganiiniz kab' 
ko‘paytmaning ham matritsasini aniqlaymiz. A va B chiziq i mas 
matritsalari (aiik) va (bitk) ekanligidan foydalanib,

/ n \ «
Cek = A(Bek) = A = ~

\>=i /
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n n n / n \

=5Z y? a» je»=J7 (yzai i e«
J=1 i=l i-1 \j=l /

tenglikni hosil qilamiz. Ikkinchi tomondan
n

Cek = 57 Cj^j
i=l

ekanligidan
n^.fc ~ 5

j=i

kelib chiqadi. Bundan ko'rinib turibdiki, (c,^) matritsaning Cj,jt elementlari 
(Qi,fc) matritsaning i-qator elemcntlari bilan (6j,fc) matritsaning fc-ustunining 
mos elementlari ko‘paytmalarining yig‘indisiga teng.

Shunday qilib, C — AB chiziqli almashtirishning (q,*) matritsasi A va 
B chiziqli almashtirishlar (a^jt) va (5,*.) matritsalari ko‘paytmasidan iborat 
ekanligini hosil qildik.

Xulosa o‘rnida shuni aytishimiz mumkinki, chiziqli almashtirishlarni 
qo‘shish va ko‘paytirish amallari matritsalarni qo‘shish va ko‘paytirish kabi 
amalga oshirilib, quyidagi xossalar o‘rinli bo‘ladi:

1)A+B = B + A;
2) (A+B)+C = A + (S + C);
3) A(BC) = (AB)C;
4) (A + B)C = AC + BC, C(A + B) = CA + CB.
Aytaylik, ixtiyoriy A chiziqli almashtirish va E birlik almash-tirish beril- 

gan bo‘lsin, u holda
AE = EA = A

ekanini osongina tekshirish mumkin.
A almashtirishning darajasini odatdagidek

A2 = A -A, A3 = A2-A, ...

kabi aniqlaymiz. Sonlar uchun o'rinli bo‘lganidek, A° = E deb faraz qilamiz.
Yuqoridagilardan foydalangan holda A chiziqli almashtirishdan tuzilgan 

ko‘phadni ham qarash mumkin, ya’ni ixtiyoriy P(t) = aot^ + ait"1-1 +... + Om 
ko‘phad berilgan bo‘lsa, P(A) deb

P(A) = aoA™ + qM"1-1 + ... + amE

formula bilan aniqlangan chiziqli almashtirishni tushunamiz.
Endi tcskari almashtirish tushunchasini kiritamiz.
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20.6- ta’rif. Agar AB = BA = E bo‘lsa, B almashtirishga A ning teskari 
almashtirishi deyiladi, bu yerda E birlik almashtirishdir. ’ ‘

A almashtirishga teskari almashtirish A-1 kabi belgilanadi. Ta'rifdan 
ko‘rinadiki, agar B almashtirish A ga teskari bo‘lsa B(Ax) = x, bo‘ladi.

Har qanday almashtirish uchun teskari almashtirish mavjud 
bo'lavermaydi. Masalan, uch o'lchamli fazoni OXY tekislikgiga proyek- 
siyalash almashtirishi teskari almashtirishga ega emas.

Teskari almashtirish tushunchasi bilan teskari matritsa tushunchasi 
bog‘liqdir. Ma’lumki, berilgan matritsa teskarilanuvchi bo‘lishi uchun uning 
determinanti noldan farqli bo‘lishi zarur va yetarli.

Berilgan bazisda matritsalar bilan chiziqli almashtirishlar orasida barcha 
amallarni saqlovchi o‘zaro bir qiymatli moslik mavjud bo‘Iganligi uchun, 
A almashtirish uning biror bazisdagi matritsasi determinanti noldan farqli 
bo'lgandagina teskarilanuvchi bo‘lishi kelib chiqadi. Teskarisi mavjud bo'lgan 
almashtirish xosmas almashtirish deyiladi.

Ixtiyoriy A chiziqli almashtirish uchun almashtirishning yadrosi va obrazi 
deb ataluvchi fazolarni aniqlaymiz.

20.7- ta’rif. A almashtirishning obrazi deb Ax koTinishidagi vektorlar 
jamlanmasiga aytiladi, bu yerda x E V.

Almashtirishning obrazi Im(A) kabi belgilanadi, ya’ni

Im(A) = {y E V|9x € V, Ax = y}.

KoTinib turibdiki, teskarilanuvchi almashtirishning obrazi butun fazo bi. 
lan ustiha-ust tushadi.

20.8- tasdiq. Ixtiyoriy chiziqli almashtirishning obrazi qism fazo tashkil 
qiladi. .

Isbot. Aytaylik, y\, y% 6 Im(A) bo‘lsin, u holda zi, X2 € V vektorlar 
uchun y\ = Ax\ va y^ = Ax^. Ixtiyoriy A soni uchun

At/i = AAxi = A(Azi),

yi + 2/2 — AXj + = + X2^

ekanligidan Xy\ € Im(A) vai/i+ft € Im(A) kelib chiqadi.
Mazkur qism fazoning o'lchami A almashtirishning rangt eyl vpktorlar 
20.9-ta’rif. A almashtirishning yadrosi deb Ax = 0 boWgan vektoriar 

jamlanmasiga aytiladi va Ker(A) kabi belgilanadi, ya ni
Ker(A) = {x€ V|Arr=^0}.

20.10- tasdiq. Ixtiyoriy chiziqli almashtinshningyadrosi qis 
qiladi.
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labot, Haqiqatdan ham, Ax^ = 0 va Ax^ — 0 bo'lsa, u holda

A (xi + z2) = Axi 4- i4x2 = 0.

Huddi shunga o‘xshab, agar Ax = 0 bo‘lsa, AXx = XAx = 0, ya’ni Ker(A) 
qism fazo.

Agarda A xosmas almashtirish bo‘Isa, uning yadrosi faqat noldan iborat 
bo‘ladi.

Misol 2.3. V fazo darajasi n dan oshmaydigan ko‘phadlar fazosi bo‘lsin. 
A almashtirish esa differesiallash bo‘lsin. Ya’ni

AP(x) = P'(x).

Bu alamshtirishning yadrosi konstantalardan, obrazi esa, darajasi n — 1 
dan oshmaydigan ko'phadlardan iborat bo‘ladi. Ularning o‘lchamlari esa, 
mos ravishda birga va n ga teng.

20.11- tasdiq. n o‘lchamli V‘chiziqli fazodagi ixtiyoriy A almashtirishning 
obrazi va yadrosi o‘lchamlari yig‘indisi butun fazo o‘lchamiga teng, ya’ni 
dim(Zm(A)) 4- dim(Ker(A)) = n.

Isbot. Aytaylik, A almashtirish yadrosining o‘lchami k ga teng 
bo‘lsin. U holda Ker(A) da ei, e2, ..., efc bazis tanlab, uni butun fazodagi 
ei, e2, ..., efc, efc+1, ..., en bazisgacha to'ldiramiz.

^ek+i, •••, Aen vektorlarni qaraylik. Bu vektorlar almashtirishning 
obraziga tegishli bo‘lib, ular Im(A) da bazis tashkil qiladi.

Darhaqiqat, ixtiyoriy y E Im(A) vektor berilgan bo‘lsa, ta’rifga ko‘ra 
shunday x vektor mavjudki, y = Ax. d, e2, ..., en vektorlar V da bazis 
bo'lganligi sababli x = 7^ 4- 72^2 + + 7nCn- Lekin, Aei = ... = Aefc = 0 
bo‘lgani uchun y = Ax = 'yk+iAe^i +... +7nAen. Ya’ni ixtiyoriy y € Im(A) 
vektor Aefc+1, ..., Aen vektorlar orqali chiziqli ifodalanadi.

Endi n — fc ta Acfc+1, ..., Aen vektorlarning chiziqli erkli ekanligini 
ko rsatamiz. Faraz qilaylik, ular chiziqli bog‘liq bo‘lsin. U holda hech 
bo Imaganda bittasi noldan farqli bo'lgan ctj sonlar topilib,

aiAefc+1 4-... + an-kAen = 0
bo‘ladi.

x — aqefc+i 4- ... + otn__ken vektorni qaraylik. U holda Ax = 
jr ~\_Qn~ken^ ~ QMe*+i + ... + on-fcAen = 0 ekanligidan, x €

e ^a ziddiyat, chunki bir tomondan x yadroning
S1 atl Cb ^2’ ek vektorlarning chiziqli kombinatsiyasi, 

i tomon an esa, efc+1, ..., vektorlaming chiziqli kombinatsiyasidan
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iborat bo‘lib qoldi. Bu esa, x vektorning bazis vektorlar yordamida berilishi- 
ga zid. Bundan esa, Aejt+i, ..., Acn vektorlar chiziqli erkli ekanligi kelib 
chiqadi. . • •<’ •• •• ' • ~

Demak, Im(A) == n—k\ ya’ni cKiziqli almashtirish obrazining fazo o‘lchami 
butun fazo o‘lchami bilan chiziqli fazo yadrosi o‘lchami ayirmasiga teng.

Turli bazislarda chiziqli almashtirish matritsalari orasidagi 
bog‘lanish. Yuqorida ta’kidlaganimizdek, chiziqli almashtirishning 
matritsasi berilgan chiziqli fazoning bazisiga bog‘liq, ya’ni turli bazislarda 
chiziqli almashtirish turli matritsalarga ega bo'ladi. Endi bir bazisdan boshqa 
bazisga o‘tganda A chiziqli almashtirishning matritsasi qanday o‘zgarishini 
keltiramiz.

V chiziqli fazoda ikkita ei, e2, e.n va /i, /2, -•-, fn bazislar berilgan 
bo‘lsin. ei, e2, ..., en bazisdan /1, /2, • ••> /n bazisga o‘tish matrisasini (c,-j) 
bilan belgilaymiz, ya’ni

f /1 = cijei 4- c2je2 + ... + Cntien,
I /2 = ci.261 + c2,2e2 + ... + c„i2en, /,\

L fn — Cl,n®l + C2,ne2 + ••• + Cn,n^n’

A chiziqli almashtirishning ei, e2, ..., e„ bazisdagi matritsasini A = 
/1, /2, —, fn bazisdagi matritsasini esa B = (6,j) orqali belgilaymiz. 

Boshqacha aytganda
... Aejt = ^2 alA-e„ (2)

t=l
Afk = ^2 b^fi- (3)

t=l
Bizning maqsadimiz (6,j) matritsani (a,j) va (c,j) matritsalar orqali ifo- 

dalashdan iboratdir.
20.12-teorema. Agar biror chiziqli almashtirishning ei, e2, ..., en va 

/i» /2, —, /n bazislardagi matritsalari mos ravishda A va B bo‘lib, birinchi 
bazisdan ikkinchi bazisga o‘tish matritsasi C ga teng bo‘lsa,

B = C~lAC

tenglik o‘rinli bo‘ladi.
Isbot. Aytaylik, berilgan A chiziqli almashtirish vaei, e2, ..., e,, hamda 

/1> /2, ••., /n bazislar uchun yuqoridagi (1), (2) va (3) shartlar o‘rinli bo'lsin.
fii, e2, ..., en basis elementlarni/1, /2, .... fr. elementlarga mos ravishda 

o‘tkazuvchi C chiziqli almashtirish quramiz, ya'ni Ce,- = /,.
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20.2-tasdiqqa ko‘ra bunday almashtirish mavjud va yagona bo‘lib, qurilgan 
C chiziqli almashtirishning ei, e2, ..., en bazisdagi matritsasi (qj) matritsa 
bilan ustma-ust tushadi. Bundan tashqari, bu chiziqli almashtirish bazis vek- 
torlarni bazis vektorlarga o‘tkazganligi uchun, u teskarilanuvchi almashtirish 
bo‘ladi.

Berilgan (3) formulalarning o‘ng va chap tomonlarida fk ni Ce^ bilan 
hamda ni Ce, bilan almashtirsak,

n
ACefc = ^2 b<kCei

»=i
hosil bo‘ladi.

Bu tenglikning ikkala tomoniga C-1 almashtirishni tatbiq qilib,

C 'ACek = C~' ( =¥'«»,,kC-’(Cef) = 7^6^
\«=1 / 1=1 1=1

tengligni hosil qilamiz.
Bu tenglikdan esa (bij) matritsa C~lAC almashtirishning ei, e2, ..., en 

bazisdagi matritsasi ekanligi ko‘rinib turibdi. Almashtirishlar111 
ko‘paytirganda ularning berilgan ei, e2, ..., Cn bazisdagi matritsa ari 
ko‘paytirilishidan B = C~lAC tenglik kelib chiqadi.

Chiziqli almashtirishning xos son va xos vektorlari
Invariant qism fazolar. Agar V chiziqli fazoda biror chiziqli yo i 

bichiziqli funksiya berilgan bo‘lib, bu funksiya faqat V fazoning biror i 
qism fazosidagina aniqlangan bo‘lsa, u holda biz uni Vi da berilgan e 
hisoblashimiz, ya’ni V o‘miga faqat Vi ni qarashimiz mumkin.

Chiziqli almashtirishlarga keladigan bo‘lsak, bu yerda holat butunlay 
boshqacha bo‘ladi. Darhaqiqat, chiziqli almashtirish Vj qism fazoning biror 
vektorini V\ ga tegishli bo‘lmagan vektorga o'tkazib yuborishi ham mumkin. 
Bunday holatda biz faqat Vi qism fazo bilan chegaralanib qola olmaynuz.

20.13- ta’rif. V chiziqli fazo va A chiziqli almashtirish berilgan bo Isin. 
Agar Vi qism fazoning ixtiyoriy x elementi uchun Ax vektor ham V\ ga tegishli 
bo‘lsa, u holda Vj qism fazo A chiziqli almashtirishga nisbatan invariant qism 
fazo deyiladi.

Ta rifdan ko‘rinadiki, A chiziqli almashtirishni biror qism fazoda 
qarashimiz uchun, u invariant qism fazo bo‘lishi kerak.

Misol 20.4. a) Faqat noldangina iborat bo‘lgan qism fazo va butun 
fazo invariant qism fazolardir. Bu qism fazolar trivial invariant qism fazolar 
deyiladi.

b) R3 uch o‘lchamli fazoda vektorni noldan o'tgan biror o‘q atrofida burish- 
dan iborat bo‘lgan chiziqli almashtirishni qaraylik. Bu holda aylanish o‘qi bir
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o‘lchamli invariant qism fazo, koordinatalar boshidan o‘tib, bu o‘qqa ortogo- 
nal bo‘lgan tekislik esa ikki o‘lchamli invariant qism fazo bo'ladi.

c) R2 tekislikda (ikki o‘lchamli fazo) A chiziqli almashtirish tekislikni X 
°‘q bo'yicha Ai marta, Y o‘q bo‘yicha A2 marta cho‘zishdan iborat bo‘lsin. 
Boshqacha aytganda, agar z = ^ei 4- ^2 uchun Az = Aj^iCi 4- A^&e^, Bu 
yerda eb e2 o'qlardagi birlik vektorlar. Bu holda X hamda Y koordinata 
0‘qlari bir o‘lchamli invariant qism fazolar bo'ladi. Agar Ai = A2 = A bo'lsa, 
u holda koordinatalar boshidan o‘tgan ixtiyoriy to‘g‘ri chiziq invariant qism 
fazo bo‘ladi.

Xos son va xos vektorlar. V fazo va undagi biror x 0 vektordan hosil 
bo‘lgan bir 0‘lchamli qism fazo berilgan bo‘lsin. Ma'lumki, 14 fazo Xx 
ko'rinishidagi elementlardan tashkil topadi. Vi fazo invariant bo‘lishi uchun 
Ax vektor ham V\ da yotishi, ya’ni

Ax = Xx
bo‘lishi zarur va yetarlidir.

20.14- ta’rif. Ax = Xx munosabatni qanoatlantiruvchi x 0 vektor A 
chiziqli almashtirishning xos vektori, unga mos keluvchi A son esa xos son 
deyiladi.

Shunday qilib, agar x vektor xos vektor bo‘lsa, u holda ax vektorlar 
to‘plami bir o‘lchamli invariant qism fazoni tashkil qiladi. Aksincha, bir 
o‘lchamli invariant qism fazoning noldan farqli barcha vektorlari xos vektor- 
lardir.

20.15- teorema. V kompleks fazoda har qanday A chiziqli almashtirish 
kamida bitta xos vektorga ega.

Isbot. V fazoda biror ei,‘ e2,en bazis tanlab olamiz. Bu bazisda A 
chiziqli almashtirishning matritsasi (a»j) bo‘lsin. Ixtiyoriy x = 6ei + £2^2 + 
— + fan 6 V vektor uchun Ax vektorni qarasak,

' ■ » Ax = fiA(ei) 4- <2A(e2) + — + £nA(en) =
€l(al,lCl + a2,ie2 + ... + OnjCn) + <2(^1,2«1 + 02,2^2 + - + On.2<2n)+-

+... + Cn(ai,nCi + a2,ne2 + - + O^nCn) =

(ai.16 + ai,2<2 + ... + ai,n^)ei + (a2,ifi + a2,2& + - + a2,ntn)en+

+... + (an,16 + On,2^2‘+ ••• + an,n€n)Cn.

bo‘ladi. Demak, x = + <2e2 + ... + (nen vektor xos vektor bo‘lishi, ya'ru
Ax = Xx shart bajarilishi uchun

' O1,1<1 + 01,2^2 + ••: + al,n£n = ^6» 
O2,1C1 + 02,2^2 + — + a2,n<n = ^2,

< . k On^iCl + Ont2& + •'• + an,n£n ~
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tengliklar o‘rinli bo‘lishi kerak. Boshqacha aytganda, agar
(«1,1 — A)£1 + 01,2^2 + ••• + «l,n£n =

< «2,1 €1 + («2,2 A)£2 + ••• + «2,nCn = 0,

...............••.................... . •■•••’•............. .
- k «n,l£l + «n,2$2 + ••• + («n,n “ A)£n = 0, 

bir jinsli tenglamalar sistemasi noldan farqli yechimga ega bo‘lsa, x xos vektor 
mavjud bo‘ladi.

Shunday qilib, teoremani isbot qilish uchun (4) sistemani qanoatlantiradi- 
gan A sonini va bir vaqtning o‘zida nolga teng bo‘lmaydigan fi, f2, •••> £n 
sonlarning mavjud ekanligini ko‘rsatish kerak.

Ma'lumki, bir jinsli tenglamalar sistemaning noldan farqli yechimi mavjud 
bo‘lishi uchun uning determinanti nolga teng bo'lishi zarur va yetarli, demak

«1,1 — A alj2 ... a1>n
«2,1 «2,2 - A ... a2,n _ q (5)

«n,l «n,2 ••• «n,n ~ A

Ushbu determinantdan biz A ga nisbatan n-darajali tenglama hosil qila- 
miz. Algebraning asosiy teoremasiga ko‘ra, kompleks sonlar maydonida har 
qanday ko‘phad kamida bitta ildizga ega bo‘lganligi uchun, bu tenglama ham 
Aq ildizga ega.

(4) sistemada A ning o‘rniga Ao ildizni qo‘ysak, hosil bo‘lgan bir jinsli 
chiziqli tenglamalar sistemasi noldan farqli yechimga ega bo‘ladi. Ushbu 
noldan farqli yechimni £<0), .... ^0) deb olsak,

X° “ d°)el + £20)e2 + — + Cn0)6n

s vektorni va unga mos keluvchi Ao xos sonni hosil qilamiz, chunki AxQ = 
Aox tenglik bajariladi.
hir Agar A chiziqli almashtirishni butun fazoda emas, balki uning
saala l’ ^Sm claralsa> u holda teoremaning isboti o‘z kuchini 
knm J k-^ema ’ ixtiyoriy invaria«t qism fazoda ham A chiziqli almashtirish 
kamida bitta xos vektorga ega.
tenoZamn cn^^ama chiziqli almashtirish matritsasining xarakteristik 
XTdVnadL P tOm°nida hOSU b°4adigan ko‘Phad ™

A chizio^almaT'T ?arayonida biz xarakteristik ko'phadning ildizlari 
almS-siT1 S X0S SOnlari ekanl®nl’ va a“a. " 
ko'rsatdik. X°S S°n xarakteristlk tenglamaning ildizlari ekanligini
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Endi xarakteristik kd‘phad bazisning tanlab olinishiga bog‘liq emasligini 
ko'rsatamiz. Yuqorida A almashtirishning xarakteristik ko'phadini A — XE 
matritsaning determinanti sifatida aniqladik. Bazis o'zgarganda chiziqli al- 
mashtirishning A matritsasi C~lAC ko‘rinishni oladi, bu yerda C eski bazis- 
dan yangi bazisga o‘tish matritsasi. Yangi bazisda xarakteristik ko‘pxad 
C-l4(7 — XE matritsaning determinantiga teng bo‘ladi. Ammo

• IQ-JAC - A£| == \C;lAC - XC~lEC\ = \C'l(A XE)C\ = <'•' 1 „

= |C-‘| • |4 - AE| • |C| = |4- AE| • |C-‘| • |Q| = '|A

tenglikdan bazis p‘zgarganda xarakteristik ko'phad o‘zgarmasligi kelib. 
chiqadi. . ”••••-. •,-, . ...

Demak, kelgusida chiziqli : almashtirish matritsasining xarakteristik 
ko‘phadi emas, balki chiziqli almashtirishning xarakteristik ko‘phadi cjebyu- . 
ritishimiz mumkin. ....

n-o‘lchamli chiziqli fazoda berilgan chiziqli almashtirishlar orasida n ta 
chiziqli erkli xos vektorlarga ega bo‘lgan chiziqli almashtirishlar ma'lum 
ma’noda eng sodda chiziqli almashtirishlar hisoblanadi. Agar A shunday 
chiziqli almashtirish bo‘lsa, u holda ei, e2l ..., chiziqli erkli xos vektpr- 
larni V fazoning bazisi deb qabul qilish mumkin. U bolda

ACj = AyCi,

A&2 = A2e2>

Aen — Xn&n
ekanligidan A almashtirishning bu bazisdagi matritsasi

: / Ai 0 ... 0 \
' J , ’ ’?’■ • 1 • 0 A2 ... 0

\ 0 0 An /

ko‘rinishga keladi. Bundan quyidagi teorema kelib chiqadi.
20.16- teorema. Agar A chiziqli almashtirish n ta chiziqli erkli xos vck- 

torlarga ega bo‘lsa, u holda A almashtirish matritsasini diagona s < g 
keltirish mumkin. Aksincha, agar biror bazisda almashtirish matritsasi lag 
onal shaklda bo‘lsa, u holda bu bazisning vektorlari xos vektor ar an i 
^Quyidagi tasdiqda turli xos sonlarga mos keluvchi xos vektorlar chkiqli 

erkli ekanligini ko‘rsatamiz.
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20.17- tasdiq. Agarei, e2, ..., e* vektorlarlar A chiziqli almashtirishning 
xos vektorlari bo‘lib, ularga mos keluvchi Ai, A2, ..., Ajt xos sonlar turli xil 
bo‘lsa, u holda ej, e2, ..., ejt vektorlar chiziqli erklidir.

Isbot. Buni ko‘rsatish uchun induksiya usulidan foydalanamiz. k = 1 
uchun bu tasdiq o‘z-o‘zidan ravshan. Endi ushbu tasdiqni k— 1 ta xos vektor 
uchun o‘rinli deb, uni k ta xos vektor uchun isbot qilamiz.

Teskarisini faraz qilaylik, ya’ni

aiei + a2e2 + ... + Qfcejk = 0 (6)
tenglik oq, a2, •••> &k koeffitsientlardan kamida bittasi noldan farqli 
bo'lganda o'rinli bo'lsin. Aytaylik, cq 0 bo‘lsin, u holda yuqoridagi teng- 
likning xar ikkala tomoniga A almashtirishni tadbiq qilamiz:

+ a2e2 + ... + OtkCk) — 0, 
ya’ni

aiAiei + a2A2e2 + ... + ctkXkOk = 0. (7)
(6) tenglikni Ajt ga ko‘paytirib (7) tenglikdan ayirsak, ushbu ifodam hosil 

qilamiz:

q2(Ai — Ak)ei + a2(A2 — Ajt)e2 + ... + otfc-i(Ajt-i Ai)et-i 0-

Induksiya faraziga ko‘ra, ei, 62, ...» ejt-i vektorlarning chiziqli erkliligi va 
A» / Xj ekanligidan biz ai = a2 = ... = Qfc-i = 0 tenglikni hosil qilamiz. u 
esa ai 0 degan farazga zid. Demak ei, e2, ..., ejt vektorlar chiziqli erkli.

Yuqoridagi tasdiqdan bevosita quyidagi natija kelib chiqadi.
20.18- natija. Agar A chiziqli almashtirishning xarakteristik ko phadi n 

ta har xil ildizga ega bo‘lsa, u holda A almashtirish matritsasini diagon 
shaklga keltirish mumkin.

Haqiqatdan ham, xarakteristik tenglamaning har bir Ajt ildiziga kami a 
bitta xos vektor to‘g‘ri keladi. Bu vektorlarga mos bo'lgan xos qiymatlarning 
hammasi turlicha bo‘lganligi uchun, yuqoridagi tasdiqqa muvofiq n ta chiziqli 
erkli ei, e2, en xos vektorlarga ega bo‘iamiz. Bu vektorlarni bazis sifatida 
olsak, A almashtirishning matritsasi diagonal ko‘rinishga keladi.

Agar xarakteristik ko‘phad karrali ddizlarga ega bo‘lsa, u holda chiziqli 
erkli xos vektorlarning soni n dan kichik bollishi mumkin.

Masalan, darajasi n dan oshmaydigan ko‘phadlar fazosida har bir 
ko‘phadga uning hosilasini mos qo‘yuvchi A almashtirish faqat bitta A = 0 
xos qiymatga va bitta P(t) = const xos vektorga ega.

Haqiqatdan ham, darajasi k > 0 bo‘lgan xar qanday P(t) ko‘phad uchun 
P'(t) ko‘phadning darajasi k — 1 ga teng va shuning uchun P'(t) = XP(t) 
tenglik faqat A = 0 va P(t) = const bo‘lgan holdagina bajariladi.
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21-§. Bichiziqli va kvadratik formalar

Chiziqli funksiya. Vektor fazoda aniqlanadigan eng sodda funksiyalar- 
dan biri chiziqli funksiyadir.

21.1-ta’rif. Agar vektor fazoda har bir x vektorga f(x) son mos qo'yilib, 
bu moslik uchun quyidagi shartlar o‘rinli bo'lsa;

l)/(z + y) =/(z) +/($/);

2)/(/zx) = m/(*);
vektor fazoda chiziqli funksiya (chiziqli forma) berilgan deyiladi. Demak, / 
chiziqli funksiya V fazoni K maydonga mos qo'yadi, ya’ni / : V —*■ K.

Bizga n o‘lchamli chiziqli fazo va uning ixtiyoriy ei, 62, •••» e« bazisi berilgan 
bo‘lsin. Har bir x vektorni

X ~ £lel + &e2 + ••• + Cn^n 

ko‘rinishda tasvirlash mumkin bo‘lganligi uchun, chiziqli funksiya xossalariga 
asosan:

/(z) = /(^Ci 4- £2e2 + ... + fnen) = G/(el) + &/(e2) + — + ^nf(^n)‘

Demak, muayyan bazisga ega bo‘lgan n o'lchamli fazoda chiziqli funksiyani

/(z) = ZiCl + X2& + ... +

ko'rinishda tasvirlanish mumkin. Bunda z, = f(ei) bazisning tanlab olinishi- 
gagina bog‘liq bo‘lgan o‘zgarmaslar £2» •*•»&> sonlar esa x vektorning bu 
bazisdagi koordinatalari.

Shunday qilib, chiziqli funksiyaga yuqorida berilgan ta'rif, chiziqli 
funksiyaning algebrada qabul qilingan ta’rifi bilan bir xil bo‘ladi, bu yerda 
faqat Xi koeffitsientlar bazisning tanlab olinishiga bog‘liq ekanligini e tiborga 
olish zarur.Bir bazis boshqasiga almashtirilganda chiziqli funksiya koeffitsientlarining 

* qanday o'zgarishini ko‘rib chiqaylik.
Aytaylik, V chiziqli fazoda ei, e2, —, &n va ej, ej, •••, en bazislar t a 

olingan bo‘lib, ej vektorlar ei, e2i ••-, 6n hazis orqali

e{ = 01,161 + «2,le2 + — +

e^ = «l,2el + «2,2e2 + ••• + ^n,2^nt 

e'n = ai,nei + «2,ne2 +
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kabi ifodalangan bo‘lsin. Birinchi ei, e2, • ••, en bazisda chiziqli funksiya

f(x) = 4- z2£2 + ... + xn£n

ko‘rinishida, Cj, e'2, e'n bazisda esa

/(•^) = $l£l + ^2^2 + ••• + xn^n

ko‘rinishida ifodalansin.
Xi — f(ei)> x'k = /(e'fc) bo‘lgani uchun

z'fc = /(ai,fcei + ct2,fce2 + ••• + ^.fcCn) =

= Ol,fc/(el) + O2,fc/(e2) + •-• + On,fc/(en) =

= ai.fcXi + d2.kx2 + ... + dn.kxn'

tenglik kelib chiqadi.
Agar bu ifodani matritsalar ko‘rinishida yozsak:

( aLl 01,2 ••• Oi>n

(x'^x^...,^) = (zi,z2,...,zn) 0-2,1 02,2 •••• a2tn

\ ^n,! CLn.2 ••• ^n,n

hosil bo‘ladi.
Bichiziqli formalar. Endi bichiziqli va kvadratik funksiyalar (formalar) 

tushunchalarini kiritamiz. Bu tushunchani dastlab, haqiqiy sonlar maydonida 
aniqlangan vektor fazo uchun kiritamiz.

21.2-ta’rif. Agar V x V to'plamni R maydonga o‘tkazuvchi A : Vx V -R 
akslantirish aniqlangan bo‘lib, quyidagi shartlar o‘rinli bo‘lsa,

Jr- 'l) A(Azi + gz2,y) = AA(zi,y) + /xA(z2,j/); ;
1 2):A(z,Ayi + ny^) = AA(z,yi) + /iA(z,y2) ya’ni,- bitta 0‘zgaruvchining 
tayinlangan qiymatida ikkmchi 0‘zgaruvchiga nisbatan chiziqli funksiya 
bo‘lsa, u holda A(z,y) bichiziqli forma deb ataladi.

Misol 21.1. V chiziqli fazo sifatida uzluksiz funksiyalar to‘plamini qaray- 
lik. K(s,t) funksiya ikki o‘zgaruvchi uzluksiz funksiya bo‘lsin. Agar

A(/;p)^

bo‘lsa, A(/,y) funksiya V fazoda aniqlangan bichiziqli forma bo‘ladi.
21.3~ta’rif. Agar ixtiyoriy z, y vektorlar uchun

nK(s,t)f(s)g(t)dsdt
„___ jj

A(x,y) = A(y,x)
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tenglik o‘rinli bo'lsa, bichiziqli forma simmetrik bichiziqli forma deyiladi.
Yevklid fazosidagi (x, y) skalyar ko'paytma simmetrik bichiziqli formaga 

misol boi‘ladi. - •
Bichiziqli formaning matritsasi. Biz bichiziqli formaning aksiomatik 

ta’rifini berdik. Endi n o‘lchamli fazoda biror ei, e2, •••» en bazis tanlab 
olamiz, hamda A(x,y) bichiziqli formani x va y vektorlarning bu bazisdagi 
€i> €2, —, £n va 771, 772, ..., rjn koordinatalari orqali ifodalaymiz. Bu holda:

^(X>2/) = ^(Ciei + &C2 + + CnCn, TJl&l + ^2^2 + ■•■ + ^nSn)-

Bichiziqli formaning xossalariga asosan:

^(€161 + &e2 + ... + CnGn, + ^«2 + — + Vn^n) =

+fi*h A(ei, «i) + 6*72^(61, e2) + ... + fi77nX(ei, e„)+
+£2f/M(e2, ei) + C2^A(e2, e2) + ... + &r}nA(e2, e„)+

61) + Cn7?2A(en, C2) + ... + <n^nX(6n, 6„).

yoki qisqacha: 
n

A(x,y) = A(ei-ei')&li-
»J=1

A(ef, 6j) o‘zgarmaslami a,j kabi belgilasak, n o'lchamli fazodagi har qan-
day bichiziqli forma berilgan ei, e2, ...» e„ bazisda

n

A(x,y) = 52
ij-l

ko‘rinishida yozilishini hosil qilamiz, bu yerda &, &> .-, (n va,?i> 
sonlar mos ravishda x va y vektorlarning shu bazisdagi koordinatalari.

Ma’lumki, a,j sonlar bazisning tanlab olinishigagina bog liq bo lib, 

X =
01,1 °1,2

«2,1 °2,2

\ On,l On,2

... Oi,n
.... O2,n

On,n /

matritsa A(x,y) bichiziqli formaning ei, e2, ...» bazisdagi matritsasi 

46 Sh^day qiUb, ixtiyoriy A(x, y) bichiziqli forma berilgan bazisda A = (o,y) 

matritsa bilan aniqlanadi.
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Endi bazis o‘zgarganda bichiziqli forma matritsasining o‘zgarishi ko‘rib 
chiqamiz. Bizga n o‘lchamli fazoda ikkita ei, e2, ...» en va /i, /2, —> fn 
bazislar berilgan bo‘lsin. A(x,y) bichiziqli formaning ei, e2, ..., en bazisdagi 
matritsasini A = (ofj) va /1, /2, • ••, fn bazisdagi matritsasi esa B = (b,j) 
kabi belgilaylik. Bundan tashqari, ei, 62, ..., en bazisdan /1, /2, —> fn 
bazisga o‘tish matritsasi

( Cl,l C12 — ci,n \
q _ c2,l c2,2 — c2,n 1

\ Cnj <3^ 2 ... Chh )

bo‘lsin, ya’ni
f\ — C1.1C1 + C2,1C2 + ... + CnjCn,
/2 = Ci)2ei + C2)2e2 + ... + Cn)2en, 

•........ .......... ........... ,
k fn — Ci>nei + C2ifle2 + ... + Cn^nCn,

21.4- teorema. Agar A va B matritsalar A(z, y) bichiziqli formaning 
mos ravisbda ei, e2, ..., Cnva/i, /2, ..., /n bazislardagi matritsalari bo‘lib, 
ei> e2, ••., en bazisdan /x, /2, ..., /n bazisga o‘tish matritsasi C bo‘lsa, u 
holda

B = CtAC
bo‘ladi, bu yerda, CT matritsa C matritsaning transponirlangan matritsasi. 

Isbot. Ta’rifga ko‘ra bjj = A(/t, fj) ekanligi ma’lum. Endi

fi = Cijei + c2,ie2 + ... + Cntien,

fj ~ ciJei + c2je2 + ... + Cnjen 
tenglikdan foydalanib,

/ n n \
-^(/t> fj) = A I ^^Cp iCp, c<ZJe9 j ~ 

\p=l q=l /
n n— eq) = ^2

c , . , M=l p>9=1
tormulani hosil qilamiz.

Bu tenglikni matritsa shaklida yozish uchun cj p = Cpj deb delgilash kirita- 
iz atijada, lar CT matritsaning elementlaridan iborat bo'ladi. Demak,

n

p,q=\
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Matritsa shaklida esa, bu tenglik B = ko'rinishiga keladi.
Endi biz kvadratik forma ta’rifini keltiramiz. Bizga A(x,y) simmetrik 

bichiziqli forma berilgan bo‘lsin. , j-. -
21.4- ta’rif. Simmetrik bichiziqli formada y = x deb olganda hosil 

bo‘ladigan A(x,x) funksiyaga kvadratik forma deyiladi. A(x,y) simmetrik 
bichiziqli forma A(x,x) kvadratik formaga nisbatan qutbiy bichiziqli forrna 
deyiladi.

21.5- teorema. A(x,y) qutbiy forma o‘zining A(x,x) kvadratik formasi 
bilan bir qiymatli aniqlanadi. -

Isbot. Bichiziqli forma ta’rifidan osongina ko‘rish mumkinki,.. '<■'

A(x + y,x + y) = A(x, x) + A(x, y) + A(y, x) + A(y, y).

A(x,y) = A(y,x) ekanligjdan , Hm-

^(z, y) - 9 M(® .+ y, x + y) A(x, x) A(y, j/)] ■■ ••

tenglikni hosil qilamiz.
Bu tenglikning o‘ng tomonida faqat kvadratik formaning qiymatlari 

ishtirok etganligi uchun, A(x,y) bichiziqli forma o‘zining kvadratik formasi 
bilan aniqlanishi kelib chiqadi.

Yuqorida biz ixtiyoriy A(x, y) bichiziqli forma x va y vektorlarning koor- 
dinatalari orqali 

n
A(x,y) =

tj=i
ko‘rinishda yozilishini ko‘rsatgan edik. Demak, A(x, x) kvadratik forma ham . 
berilgan bazisda n

A(x, x) = 52

formula bilan ifodalanadi, bunda a^t = <**,<•
21.6- ta’rif. Agar xar qanday x 0 vektor uchun A(x, x) > 0 bo -a, 

A(x,x) kvadratik forma musbat aniqlangan kvadratik forma deyiladi.
Misol 21.1. A(x, x) kvadratik forma biror bazisda A(x,x) — +£2 +

... + £ ko'rinishga ega bo'lsa, bunday kvadratik forma musbat aniqlangan 
kvadratik forma bo'ladi. .

A(x, x) musbat aniqlangan kvadratik forma va A(x,y) uning qu iy 
bichiziqli formasi bo'lsin. Yuqorida berilgan ta’riflarga muvofiq quyidagilarga 
ega bo‘lamiz:

1) A(x, y) = A(y, x\,
2) A(xi + x2,y) — A(x\,y) + A(xi,y)\
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3) A(jix,y) = p.A(x,y);
4) A(x, x) > 0 va A(x, x) — 0 +> x = 0.
Bu shartlar skalyar ko‘paytmaning aksiomalari bilan bir xil ekanligini 

ko‘rish qiyin emas. Demak, musbat aniqlangan kvadratik formaga mos 
bo‘lgan bichiziqli forma skalyar ko‘paytma bo‘ladi.

Kompleks sonlar maydoni ustida berilgan vektor fazoda bichiziqli forma 
quyidagicha aniqlanadi.

21.7- ta’rif. Agar V x V to'plamni C maydonga o‘tkazuvchi A : V x 
V —*• C akslantirish aniqlangan bo‘lib, A(x,y) funksiya quyidagi shartlarni 
qanoatlantirsa,

1) A(Azi + p.x2, y) = XA(xY,y) 4- fJ.A(x2, y)\
2) A(x, Ayi + y,y2) — XA(x,y\) + jiA(x,y2), u holda A(x,y) funksiya 

bichiziqli forma deb ataladi.

22-§. Kvadratik formani kanonik ko‘rinishga keltirish

Biz awalgi mavzuda A(x, x) kvadratik formaning aniqlanishi x vektorning 
berilgan bazisdagi koordinatalariga bog‘liq ekanligini keltirib o‘tdik. Bu 
mavzuda kvadratik formani kvadratlar yig'indisi shakliga keltirish, ya’ni 
kvadratik formani

A(x, x) = Aifi + A2C2 + (1)

ko‘rimshga keltiradigan bazisni topish masalasini qaraymiz.
22.1- ta’rif. Kvadratik formaning (1) ko‘rinishidagi shakli uning kanonik 

(normal) shakli deb ataladi.
22.2- teorema. n o‘lchovli V fazoda berilgan ixtiyoriy A(x, x) kvadratik 

fonna uchun shunday ej, e2, ..., bazis mavjudki, bu bazisda kvadratik 
forma

A(x,x) = AifJ + A2$£ + ••• + \i£n> 

ko‘rinishga ega bo'ladi.
Isbot. Aytaylik, A(x,x) kvadratik forma biror /1, f2, ..., fn bazisda 

quyidagi

A(x,x) = ^aijyiTij (2)

ko rinishga ega bo‘lsin. Bunda 772, yn lar x vektorning ushbu bazisdagi
koordinatalari.

Bazisni (2) formulada turli indeksli koordinatalarning ko‘paytmalari 
yo qolib boradigan qilib almashtiramiz. Bazisning har bir almashtirilishiga
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ma’lum koordinatalarning xosmas almashtirilishi, va aksincha, koordinata- 
larning xosmas almashtirilishiga ma’lum bazis almashtirishlari to‘g‘ri kel- 
gani uchun koordinatalarni almashtirish formulalarini yozish bilan chegar- 
alanamiz.

A(rr,z) kvadratik formani kanonik shaklga keltirish uchun, bizga a^i ko- 
eflitsientlardan kamida bittasi noldan farqli bo‘lishi kerak. Bunga hamma 
vaqt erishish mumkin. Haqiqatan ham, nolga aynan teng bo‘lmagan A(x, x) 
kvadratik formada o'zgaruvchining birorta ham kvadrat bo‘lmasin deb faraz 
qilaylik, u holda kamida bitta noldan farqli ko‘paytma, masalan, 2a 127/1772 
mavjud bo'ladi. r]\ va 772 koordinatalarni

= rll + ^2» ^2 = Vi ~ rh

kabi almashtirib, boshqa o‘zgaruvchilarni o‘zgartirishsiz qoldirsak, bunday 
almashtirishda 2ait27?i772 hadning ko‘rinishi 201,2(77'1 — t/^2) bo‘lib qoladi. 
Farazga muvofiq, ai,i = a2)2 = 0 bo‘lgani uchun, bu hech qanday had bi- 
lan qisqarmaydi, ya’ni r/^2 ning koeffitsienti noldan farqli bo'ladi.

Demak, umumiylikka ziyon yetkazmagan holda (2) formulada ai j £ 0 deb 
olish mumkin. Kvadratik formada 771 qatnashgan hadlarni ajratib yozamiz:

. 01,1771 4- 2oii277i772 + ... + 2a\tnrji7]n.

Bu yig‘indini to‘la kvadratgacha to'ldiramiz, ya’ni uni

. ^1,177? + 201,277!772 + ... + 2ai,n77i77n = —(01,177! + ... + ai.n77n)2 - B (3) 
«1,1

ko‘rinishda yozamiz, bu yerda B ifoda faqat 01,2772» •••» ai,n7?n hadlar kvadrat- 
lari va ularning ko'paytmalarini o‘z ichiga olgan haddir.

(3) ifodani (2) tenglikga qo'ygandan so‘ng qaralayotgan kvadratik forma /1

ACx, x) —---- (01,1771 + ... + ai,n77n)2 + ...
ai,i

ko‘rinishga keladi, bunda yozilmagan hadlar 772, ...» r]n o‘zgaruvchilardangina 
tashkil topgan. Quyidagicha o‘zgartirish kiritamiz

77[ = 01,1771 + 01,2772 + ... +ai,n77n,

772 = 772,
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U holda kvadratik forma

1 ”4(2,1) = — vj2 + 52 
O1’1 ij=2

ko‘rinishiga keladi. 
n

52 ailjr)ir)j ifoda (2) formulaiung o‘ng tomoniga juda o‘xshash bo‘lib, 
ij=2

bunda faqat birinchi koordinata ishtirok etmaydi. aj 2 koeffitsientni noldan 
farqli deb faraz qilib, o‘zgaruvchilarni yuqoridagi usulda,

C = ^>
^2* = + ••■ + ®2,n^?n>

r13* — r)3i 

>

formulalarga muvofiq yangidan ahnashtirishimiz mumkin. 
Bunday almashtirishdan so‘ng kvadratik forma

4(2,2) = + £ a^rr>r
’ ij=3

ko rinishga keladi. Bu jaxayonni davom ettixib, o'zgaruvchilarni bir necha bor 
almashtirgandan keyin £i, £2, ..., £n o‘zgaruvchilarga ega bo‘lamiz. Ya’ni, 
A(x,x) kvadratik forma bu o‘zgaruvchilar orqali quyidagicha ifodalanadi:

4(z, x) — Aif J 4- A2£2 4- ... + Am^, 

bu yerda m < n.
Ravshanki, m < n bo‘lgan holda Am+i = ... = An = 0 deb faraz qilish 

mumkin.
Kvadratik formam kanonik ko‘rinishga keltirishning yuqoridagi teorema 

isbotida bayon qilingan usuli Lagranj usuli deb ataladi.
Misol 22.1. Bizga uch o‘lchamli fazodagi biror /j, /2, /3 bazisda 

A(x, x) = 2t7i?72 + 4771773 — rfi •— 87/3 

kvadratik forma berilgan bo‘lsin.
= *&> ^2 — rfi, rfo = rf3 almashtirish bajarsak, u holda 

z) = W1)2 + 27^ + 4^ - 8(77')2.
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So'ngra 77J = —7/J +7/2, V2 = ^3 ~ ^3 almashtirish qilib, kvadratik forma
uchun yangi ifoda hosil qilamiz:

a(z,x) = -(t?;)2 + (%)2 + 4^7,3 - 8(%)2.

Shunday qilib, fi = t/[, £2 = 7/2 + 27/3, £3 = 7/3 almashtirish kvadratik 
formani A(x,x) = —£* + £2 ~ 12£f kanonik shaklga keltiradi..

Ta'kidlash joizki, kvadratik formani Lagranj usuli bilan kanonik
ko‘rinishiga keltirishda qo'llaniladigan t/J, t/J, •-, tj* koordinatalar
t?i, %, -•-, T)n orqali, o‘z navbatida 7/{‘, 7/2“, ...» t/‘‘ koordinatalar esa
7?i» ■••» tj’ va shu tarzda oxirgi £1, £2, —, €n koordinatalar o‘zidan
oldingi koordinatalar orqali ifodalanadi. Bundan foydalanib, £1, <2, —, 6» 
koordinatalarni dastlabki 7/1, 7/2, -., rjn koordinatalar orqali ifodaiash 
mumkin:

€1 — Cl.17?! + C2.1T/2 + — + Cn.i7/n,
£2 = C1.2T/1 + C2.2T/2 + -•• + Cn^T/m 

£n = Ci.nT/1 + C2>nTj2 + -• + Cn.nT/n-

Koordinatalarni almashtirish matritsasi bazis almashtirish matritsasi 
tcskarisining transponirlanganiga teng bo‘lishini hisobga olib, 
Ci, e2, ..., Cn bazis vektorlarini eski /1, /2, —» fn bazis vektorlari orqa 11 o- 
dalashimiz mumkin, ya’ni

C1 = dl.l/1 + ^2,1/2 + •■• + dn,lfn>

C2 = ^1,2/1 + ^2,2/2 + — + dn,2fn>

Cn = d\tnf\ + d2,n/2 + — + ^n,n/n-

Agar kvadratik formani kanonik shaklga keltirish jarayonida ikki koord' 
natani birdaniga o'zgartiradigan almashtirishni bajarishga to g n e masa, 
holda almashtirish formulalarining ko‘rinishi quyidagicha bo 1.

£j = Ci.1T/i + C2.1T/2 + ••• + Cn,lT/n,

<2 = C2.2T/2 + — + Cn,2T/n» 

£^n — Cn.nT/n
ya’ni almashtirish matritsasi uchburchak ko'rinishiga keladi. U holda bazisni 
almashtirish matritsasi ham

ei = di,i/i,
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.~~ ~~~ ‘

:-••;•• .4 :>.;+<•.e2 ==• 41-2/1;+ dtpfii'-^-l ' •'•••,•
i. • • ’ v V • • .*•<••••••••• . .■ •''■

= 41,n/l + ^n/z + ••• + <4i,n/n-' ' :

1 ko‘rinishda bo‘ladiJ ’ ' . ' ’
Endi kvadratik fprmani. kanonik ko‘rinishga keltirishning yana. bir 

usulini keltiramiz. Awalgi lisuldan farqli ravishda bu usul izlanayotgan 
ei, e2, ..., en bazisni to‘g‘ridan-to‘g‘ri boshlang‘ich bazis orqali ifodasini be- 
radi.

Aytaylik,

(
<11;1 <11,2 -• <11,n \
<12,1., <12,2 . ••.■_• <12,n - I

<ln,l <ln,2 ••■ <ln,n /
niatritsa: A(x,x) kvadratik formamng /ii'/2j. •■.•,./n bazisdagi matritsasi 
bo‘fsin. Ushbu matritsaning quyidagi bosh minoraJarini qaraymiz:.

△1 = an; A2 = <111 <112
Q-21 <122

<11,1 al,2 ••■ al,n 
<12,1 : «2,2 ••• <12,n

Gn,l <ln,2 ••• an,n

22 .3-teorema. Aytaylik, A(x,x) kvadratik formaning /1, /2, •••» /n 
bazisdagi matritsasi A = (ofj) bo‘Isin. Agar A matritsaning Ai, ^2> —» △»* 
bosh minorlari noldan farqli bo‘lsa, u holda- shunday ei, e2, ••^»' 6n.-bazis 
;mav.judki, bu.bazisda A(x,x) forma kanonik ko‘rinishga kelib, uhing kanoni 
ko‘rinishi quyidagicha bo‘ladi: • .. . ••. v- -. - • ' " ‘‘

A(x,x) =

bunda lar x vektorning ef, e2, ...» en bazisdagi koordinatalari.
Isbot. Teorema shartiga aspsan .A(x,x) kvadratik forma /1, /2» •••> n 

bazisda
. • n

.^ . . , » A(x,x) =
; • ... , .. '•“«■ 

ko'rinishiga ega, bu yerda — A(fi,fj).
Bizning maqsadimiz eb e2, ..., &n vektorlarni A(ei,ej) = 0, i j shartni 

qanoatlantiradigan qilib tanlashdan iborat. Bu bazislarni
r ei = 01.1/1,
I e2 = a2,i/i + 02.2/2,

1 en = + “n,n/n

(3)
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ko‘rinishida izlaymiz.
otij koeffitsientlarni ei, e2, ...» en bazis elementlari o‘rniga ularning (3) 

tenglikdagi ifodalarini A(ei,ej) = 0 shartlarga qo‘yish yo‘li bilan ham to- 
pish mumkin. Ammo bu usul hisoblash uchun noqulay bo‘lib, bunda a^j 
koeffitsientlarga nisbatan 2-darajali tenglamalar sistemasini yechishga to‘gri 
keladi.

Shuning uchun hisoblashni birmuncha yengillashtiradigan boshqa yo‘lni 
tanlaymiz.

Ta’kidlash joizki, A(ejt,/j) = 0, 1 < i < k ~ 1 tengliklardan A(ejt,ej) = 0, 
1 < i < k — 1 tengliklar kelib chiqadi. Haqiqatan ham, agar e, o‘rniga 
Qi,ifi + «1,2/2 + a^ifi ifodani qo'ysak,

^(ejt, ei) = A(ek, aijfi + «i>2/2 + ... + aitifi) =

= QiflA(ek, fa) + ai>2A(ejt, /2) + ... + aijA(ek, fi) = 0 
bo‘ladi.

Demak, ixtiyoriy k va i < k uchun .4(ejt, /,) = 0 bo‘lsa, u holda A(ejt, e,) = 
0 bo‘ladi. Ko‘rinib turibdiki, qaralayotgan masala ek = ak,ifi + «£.2/2 + ••• + 
Qk,kfk munosabatdagi ajtj, ajt,2, ••■, Qk,k koeffitsientlarni

A(ejt, fi) = 0,1 < i < k - 1 (4)

shartlarni qanoatlantiradigan qilib tanlash masalasiga keltirildi.
Agar ejt vektor yuqoridagi shartlar bilan bir qatorda quyidagi

A(ek,fk) = l (5)

shartni qanotlantiradigan qilib izlansa, u holda u bir qiymatli aniqlanadi.
(4 ) va (5) shartlarga ek ning ifodasini qo'yib, ctjt,, koeffisiyentlarga nisbatan 

birinchi darajali quyidagi tenglamalar sistemasini hosil qilamiz:

«jt,iA(/i, /1) + «jt,2-4(/i,/2) + ••• + Qk,kA(fi> fk) = 0,
Qk,iA(f2, /1) + ajt,2A(/2, /2) + ••• + «fc,M(/2> fk) =0, 

< ................................................................................ , (6)
«fc,i A(/jt, /1) + ak,2A(fk, fz) + ••• + Qk,kA(fkJk) = 0, 

, «fc.iA(/jt, /1) + «jt,2>l(/fc» /2) + ••• + Qk,kA(fk, fk) = 1

Bu tenglamalar sistemasi matritsasining detenninanti:

A(A./i) A(h,f2) - ■ • A(h,h) 01,1 01,2 • •• Oi,fc

△fc = A(f2,h) A(h,h) . .. A(h,fk) = 02,1 02,2 • •• o2>fc

A(fk,fi) A(fk,h) • '■■ A(fk,fk) Ofc,l Ofc,2 • Ofc,fc
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kc/rinishida bo‘lib, bu determinantning qiymati noldan farqli. Shuning 
uchun (6) sistema yagona yechimga ega. Demak, yuqoridagi tenglikni 
qauoatlantiruvchi akti koeffitsientlar mavjud va yagonadir. Bundan esa efc 
vektor yagona ravishda aniqlanishi kelib chiqadi. Endi A(x,x) kvadratik for-. 
maning ei, e2, ...» en bazisdagi bitk koeffitsientlarini topamiz.

Ma’lumki, biyk = A(et,efc) bo‘lib, bu bazisning qurilishiga ko‘ra, A(eiy ek) — 
0, fc 7^ i, ya’ni bitk = 0. Demak, bktk = A(ek,ek) koeffitsientlarni aniqlash 
kifoya. (4) va (5) shartlarning bajarilishidan foydalanib,

^(efc, ek) = A(efc, afc,i/i 4- afc,2/2 + - + akikfk) =

= afc,i A(efc, /1) 4- afc,2A(efc, /2) + ... + ak,kA(ek, fk) = aktk
ya’ni bktk = ak,k ekanligini hosil qilamiz. Bu esa bitk koeffisiyentlarni aniqlash 
uchun (6) tenglamalar sistemasidan faqat ak,k no'malumni aniqlash kifoya 
ekanligini bildiradi.

Chiziqli tenglamalar sistemasini yechishning Kramer qoidasidan foy- 
dalanamiz. Tenglamalar sistemasining asosiy determinanti Afc ekanligini 
yuqorida ko‘rsatdik, ak,k no‘malumga mos keluvchi dcterminant esa

A(/i:,/i) A(/b/2) . ... A(/i,/fc_i) :
^(/2>/i) A(/2,/2) ... A(/2,/fc-i)

A(/i,/i) A(/i,/2) . ^(/l.A-1) 0
4(/2,/2) ••- A(/2,A-1) 0

___

^(A-1,/1) ^(/*-l,/2) ' •• ^(/*-i,/*-i) 0
A(A,A) >!(/<=./2) •• ■•• ^(A./*-,) 1

A(/fc-i,/i) A(/fc_i,/2) ... A(/fc_i,/fc-i).

Qi,i Ol,2 ... Ol,fc-1
=3 . a2,l o2,2 ... a2,fc-l — △fc-l

bo‘ladi. Bundan
a*:-l,l ak-1,2 ...

_•••: 
aJt-l,fc-l

△fc-i

ekanligi kelib chiqadi.
Shunday qilib, A(ei,ej) = 0, i 7^ j va A(efc,efc) = ekanligiga ega 

bo‘lamiz.
Kvadratik formani kvadratlar yig‘indisiga keltirishning yuqorida keltirib 

o‘tilgan usuli Yakobi usuli deb ataladi.
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Takidlash joizki, yuqoridagi teoremani isbot qilish jarayonida 
eb e2, •••» en bazisning aniq ko‘rinishi mavjudligi ko‘rsatildi. Lekin bundan 
kvadratik formani kanonik ko‘rinishga keltiruvchi bazis yagona degan xulosa 
chiqarish noto‘g‘ri. Ya’ni, boshqa bir bazisda ham kvadratik forma kanonik 
ko‘rinishga kelishi mumkin. Masalan, boshlang‘ich /j, /2, •••> fn bazislarni 
o‘zgartirsak, ularga mos ravishda ei, 62, ...» en bazislar ham o‘zgaradi.

Bundan tashqari 26.2-teoremani isbot qilish jarayonida berilgan kvadratik 
fonnani kanonik ko‘rinishi

1 . △i r2 , . c2+ △;«* +••• + -£-«» 

bo'lishini aniqladik.
Bu bilan kvadratik forma kanonik ko‘rinishining musbat va manfiy koeffit- 

sientlari sonini topish imkoni kelib chiqadi. Masalan, agar Af-i va △, laming 
ishorasi bir xil bo‘lsa, u holda ifoda musbat koeffitsientga, aks holda esa 
manfiy koeffitsientga ega bo‘ladi. Bu esa kvadratlar oldidagi manfiy koeffit- 
sientlarning soni

1, Ai, △n, ...» △n

qatordagi ishora almashishlar soniga teng ekanligini anglatadi.
Xususiy holda Ai > 0, A2 > 0, An > 0 bo‘lsa, u holda kvadratik 

formaning kanonik ko‘rinishi

A(z, x) — Aifi 4- A2C2 + — +
kabi bo‘lib, At- > 0 bo‘ladi. Bu esa x ning har qanday qiymatida A(x, x) > 0 
ekanligini, shu bilan birga, faqatgina £1 = £2 = — = Cn = Obo‘lgandagina 
A(z, x) = 0 bo‘lishini bildiradi.

22.4 -teorema. >1(2;, x) kvadratik forma musbat aniqlangan bo lishi uchun
△1 >0, A2 > 0, ..., △„ > 0 bo‘lishi zarur va yetarlidir.

Isbot. Teoremaning yetarlilik isboti yuqoridagi mulohazadan kelib 
chiqadi. Shuning uchun uning zaruriyligini isbot qilish bilan chegaralanamiz.

Aytaylik, A(z, x) kvadratik forma musbat aniqlangan bo'lsin. Dastlab
△jt 0 ekaniligini ko'rsataylik. Teskarisini faraz qilaylik, ya ni

A(/i,/i) A(/b/2) - A(/i,/fc) 
A(/2,/i) A(/2,/2) - X(/2,/fc)

A(/jt,/i) A(/fc,/2) - A(fkJk)

= 0

bo'lsin. Bundan determinantning satrlari chiziqli bog liq ekanligi kelib 
chiqadi, ya’ni, kamida bittasi noldan farqli bo‘lgan /zj, /42 > •••> Z2* ’

M(/i,/») + ^A(/2, fi) + ... + M(/*’ />) = 0,1 < i < A;
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o‘rinli bo'ladi. Yuqoridagi tenglikdan .
___ /'■' VWtfi '+^ih + 4. *.«*/*, fi) = o; i < i < k".i .

t • ekanligi kelib chiqadi?* Bundan esa'1 ’ .• '••• ■

< -^(Mi/i + M2/2 + •.-• + Mfc/fc>Ati/i,+ ^2/2 + .... +.PkJk') —0 '
... . ,;,,• . rr-'C ■•• •■ • . . ... ‘ • . .

tenglikni hosil qilamiz.' Bu kvadratik formaning musbat aniqlangan ekanligiga 
zid, chunki M1/1+/X2/2 + - + Mfc/fc 7^ 0.

Demak, △* / 0 bo'lib/'fc ning ixtiyoriyligidan Ai, •••> larning 
barchasi noldan farqli ekanligi kelib chiqadi. U holda 26.2-teoremaga ko‘ra 
A(i,x) kvadratik forpnaning kanonik ko‘rinishi quyidagicha bo‘ladi

4(x. X) = +... +
£A1 4A2 . 4An

. Agar biror i uchuh △, < 0 bo‘lsa, u holda bu shartni qanoatlantiruvchi 
. eng,kichik i uchun A(et-,ef). - < 0 bo'ladi. Bu esa A(x,x) kvadratik

. . . formaning musbat aniqlangan ekanligiga'zid, demak, △, > 0, 1 < i < n-



V BOB. VEKTORLAR ALGEBRASI VA 
TEKISLIKDA TO‘G‘RI CHIZIQ

23-§. Vektor tushunchasi va vektorlar ustida chiziqli amallar

23.1- ta’rif. Yo'nalishga ega bo‘lgan kesma vektor deb ataladi.
Biz vektorni AB ko'rinishida yoki bitta kichik lotin harfi bilan a 

ko‘rinishida belgilaymiz. Vektorni Ab ko‘rinishida belgilasak A, B ndqtalar 
mos ravishda vektorning boshi va oxiri joylashgan nuqtalardir, vektorning 
uzunligi |a| ko‘rinishida belgilanadi.

Agar vektorning boshi va oxiri bitta nuqtada bo‘lsa, u nol vektor deyiladi. 
Nol vektor yo‘nalishga ega emas, uning uzunligi esa nolga teng. Nol vektor 
0 ko‘rinishida yoziladi.

1-chizma

23.2- ta’rif. Ikkita a va b vektorlardan b vektor boshini a vektor oxiriga 
qo‘yganda a vektor boshidan b vektor oxiriga yo‘naltirilgan vektor, berilgan 
vektorlarning yig‘indisi deyiladi va a 4- b ko‘rinishida yoziladi.

Yuqorida keltirilgan vektorlarni qo‘shish qoidasi uchburchak qoidasi deyi 
ladi. .

23.3- ta’rif. Berilgan A haqiqiy son va a vektorning ko'paytmasi shunday 
vektorki, uning uzunligi |A| ■ |a| ga teng, yo‘nalishi: A > 0 bo Igan a ve o 
yo‘nalishi bilan bir xil, A < 0 bo‘lganda esa a vektor yo‘nalishiga qaram 
qarshi bo‘ladi. Ko‘paytma Aa ko'rinishida yoziladi.

Vektorlar algebrasi, ya‘ni vektorlar ustida chiziqli amallar ’ 
torlar to‘plamida vektorlarni qo‘shish va skalyar songa ko paytins gnnda 
tushuniladi. Biz V bilan hamma vektorlar to‘plamini e g aym 
vektorlarimiz bir to‘g‘ri chiziqda, bir tekislikda yo i azo a 
“TeHorlami qo'shish va skalyar songa ko'paytirish amaliari quyidagi 

salarga ega:
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1. Va, b gV uchun a + b=b + a - kommutativlik;
2. Va, b, c eV uchun (a + b) + c = a + (b + c) - assosiativlik;
3. Va G V uchun 3b £V: a + b = 0 bo‘ladi, b = — a - qarama-qarshi vektor 

mavjudligi; ‘' ..>+• '■■■■
4. Va GV uchun a • 1 = a - birlik element; ‘ ‘ ‘‘ '■ ■ ' ’ 1 ■5
5. Va, b eV hamda VA eR uchun A(a + b) = Aa + Ab;
6. Va G V va VA, /z eR uchun a(A + /j.) = Xa + /za;
7. VA, fi gR va Va eV uchun.A(/xa) = (A/z)a;
8. Va GV uchun a + 0 = a bo‘ladi.
Bu xossalarning ba‘zilarini isbotlaymiz, ba‘zilarining isbotini esa 

o‘quvchilargd havola qilamiz. .
Birinchi xossani isbotlash uchun ixtiyoriy ikkita.a.va b vektorlarning 

boshini bitta O nuqtaga joylashtiramiz va chizmadagi OABC parallelo- 
grammni hosil qilamiz. Bu parallelogrammdagi OAB uchburchakdan OB —■ 
a-rb tenglik, OCB uchburchakdan esa OB = b + a tenglikni hosil qilamiz 
(2-chizma).

o
2-chizma

Ikkinchi xossani isbotlash uchun a vektorning boshini O nuqtaga, b vek- 
tornmg boshini a vektorning oxiriga joylashtiramiz va c vektorning boshini 
esa b vektorning pxiriga joylashtiramiz. Chizmadan quyidagi tengliklarni 
hosil qilamiz (2-chizma)

(a + b) + c = va a + (b + c) = o6.

Har bir a = A& vektor uchun b = bX vektor a vektorga qaramar-qarshi
yo‘nalgan, uzunligi esa a ning uzunligiga teng vektordir. Vektorlarni qo shish 
qoidasiga ko‘ra AB + BA = 0 tenglikni hosil qilamiz.

Beshinchi xossani isbotlash uchun a va b vektorlarning boshlarini bitta 
nuqtaga joylashtirib, ular yordamida quyidagi ABCD parallelogrammni hosil 
qilamiz.
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Berilgan A son uchun Xa va Xb vektorlarga qurilgan AB\C\D\ parallelo- 
gramm ABCD parallelogrammga o'xshashdir. Shuning uchun uning diago- 
nali uzunligi ABCD parallelogramm diagonali uzunligidan |A| marta kat- 
tadir”. Bundan esa A(a 4- b) = Xa 4- Xb tenglikni hosil qilamiz.

Oltinchi xossani isbotlash uchun A/z > 0 va Xp < 0 hollarni qaraymiz. 
Birinchi holda A va p, sonlarining ishorasi bir xil bo‘ladi. Shuning uchun 
ularning ikkalasi ham yoki manfiy yoki musbat bo‘ladi. Biz ularning ikkalasi 
ham manfiy bo‘lgan holni qaraylik. Bu holda a(X 4- p), Xa 4- pa yektorlar 
a vektorga qaramarqarshi yo‘nalgan bo‘ladi. Demak ular bir xil yo nalishga 
ega. Ularning uzunliklari esa |A4-/x||a| ga tengdir. Agar A va p sonlari musbat 
son bo‘lsa, yuqoridagi mulohaza takrorlanadi. A va p sonlarining ishdralari 
har xil bo‘lsa biz yana ikkita holni qaraymiz:A 4- p > 0 va A 4- p < 0-

Agar A + p > 0 bo‘lsa, a(A + /x), Aa + pa vektorlar a vektor bilan bir 
xil yo‘nalishga ega bo‘ladi. Bu holda pa vektorning boshini Xa vektorning 
oxiriga joylashtirib, ularning uzunliklari ham tengligini ko ramiz. Qolgan 
hollar yuqoridagidek mulohazalar asosida tekshiriladi.

23.4- ta’rif. Bir to‘g‘ri chiziqda yoki parallel to‘g‘ri chiziqlarda yotuvchi 
vektorlar kollinear vektorlar deyiladi.

Vektorlar bir xil yo‘nalishga ega bo'lsa a ft b ko rinishda, agar qarama 
qarshi yo‘nalishga ega bo‘lsa a 14. b ko‘rimshda belgilaymiz.

23.5- tasdiq. Nol vektordan farqli a,6 vektorlar kollinear bo Iishi uchun 
X eR son mavjud bo'lib, a — Xb tenglikning bajarilishi^zarur ya yetari ir.

Isbot. Vektorlar uchun a = Xb shart bajarilsa, a, b vektor ar o ine 
gini isbotlash sodda bo‘lganiligi uchun uni isbotlashni o quyc i arga 
etamiz. Bu shartninig zarurligini ko‘rsatamiz. Agar a, ve °r ar 0 
bo‘lsa, ularni parallel ko‘chirish natijasida bitta to‘g‘ri chiziqqa joylashtinsh 
mumkin. Shuning uchun ular l to‘g‘ri chiziqda yotadi ya ainmg uo‘ica 
nuqtada deb hisoblaymiz. Agar a,b vektorlar bir xil yo na is ga e ’
A = ® uchun a = Xb tenglik bajariladi. Agar a,b vektorlar qarama qarsh, 

yo'nalishga ega bo'lsa, A = — (ff uchun a = At> tenglik bajariladi



144_______ v BQB- VEKTORLAR ALGEBRASI VA TEKISLIKDA TO‘G‘R1 CHIZIQ_______

-----  23.-6-€a’rifr* Vektbr (a vektor) yotgan,to‘gri chiziq a tekislikka parallcl 
bo'lsa; <vektor a tekislikka parallel deyiladi.

23.7- ta’rif Uchta a, b, c vektorlar bitta tekislikka parallel bo‘lsa, ular kom- 
planar vektorlar deyiladi.

Tabiiyki, agar vektorlar kbmplanar bo‘lsa, ularni parallel ko‘chirish nati- 
jasida bitta tekisllikka joylashtirish mumkin. \

24-§. Chiziqli erkli ya chiziqli bog‘lanishli vektorlar oilasi

Bizga {ai,a2,..., a„} vektorlar oilasi va n ta Aj, A2,..., An sonlar beril- 
gan bo‘lsa, A]di 4- A2d^ + • .'.'4- Xnan vektor {dj, a^,..., a^} vektorlarning 

. chiziqli kombinasiyasi deb ataladi. Chiziqli kombinasiyada qatnashayotgan 
sonlarning birortasi noldan farqli bd‘lsa, u notrivial chiziqli kombinasiya deb 
ataladi. . . ..».:•• •..•. •* ’• . •••■<

24.1- ta’rif. Berilgan {01,02,...,<£,} vektorlar oilasi uchun kamida bittasi 
noldan farqli bo‘lgan Ai, A2,. •., An sonlar mavjud bo'lib,

•. •. Aidi + A2d2 4------ F Anc£ = 0

tenglik o rinli bo'lsa, {<11,02,... ,.0^} vektorlar oilasi chiziqli bog‘lanishli 
deyiladi.

24.2- izoh. Vektorlar oilasi chiziqli bog‘lanishli bo'lsa, ularning birorta 
notrivial chiziqli kombinasiyasi nol .vektor bo‘ladi.

24.3- teorema. Ikkita vektordan iborat oila chiziqli bog‘lanishli bo‘lishi 
uchun bu oila vektorlarining kollinear. bo‘lishi zarur va etarlidir.

Isbot. Zarurligi. Oilaga tegishli ikkita a va 6 vektorlar chiziqli bog‘lanishli 
bo Isa, kamida bittasi noldan farqli Ai, A2 sonlari mavjud bo‘lib, Aia4-A2b = 0 
teng ik bajariladi. Agar Ai 0 0 bo‘lsa, a = — tenglikni hosil qilamiz. Bu 

.. irinc^ tasdiqq& ko‘ra vayektorlarning kollinear ekanligini ko‘rsatadi.
■ • etar^1^1^1' Aytaylik, a va b vektorlar kollinear bo‘lsin. Ularning boshlar- 

1 “k* ;^a nucitaga Wlashtirsak, ular bitta to‘g‘ri chiziqda yotadi. Bu to‘g‘ri 
c ziq a vektorlar boshi joylashgan nuqtani koordinata boshi sifatida olib,

00r jnatalar sistemasini kiritamiz. Vektorlarning oxirlarini A va B harflar 
j an e gi asak. d = OA, b~ OB bo‘ladi. Vektorlardan bittasi, misol uchun 
a no an arqli vektor bo‘lsin. Demak, a / 0 va O nuqta AB kesmani biror 
A msbatda bo‘ladi: ™ = A yoki BO = XOA.
k; ^^.tenglikni ko‘rsatamiz. Agar a va b vektorlar yo‘nalishi

, ,X1 1 ° T’ nuclta A& kesmaga tegishli emas va A < 0. Agar a va b
•• y° n s i qarama-qarshi bo'lsa, A > 0 bo'ladi. Shuning uchun b va

a ve or arnmg yo nalishlari bir xil. Ularning uzunliklari ham teng:
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|t| = |b3| = |A||63| = |A||a| = I - Aa|.

Demak, bu vektorlar tengdir. Endi b = — Xa tenglikdan — Xa 4- b = 0 tenglik 
kelib chiqadi. Demak, a va b vektorlar chiziqli bog‘lanishli oilani tashkil 
qiladi.

24 .4-teorema. 1. Vektorlar oilasiga nol vektor tegishli bo‘lsa, bu oila 
chiziqli bog‘lanishlidir.

2. Vektorlar oilasi birorta chiziqli bog‘lanishli vektorlar oilasini o‘z ichiga 
olsa, bu oila ham chiziqli bog‘lanishlidir.

Isbot. 1) Berilgan {ai, a2, • • •,an} oilada a, = 0 bo‘lsa, A, = 0, Xj = 1, 
i 7^ j, sonlar uchun Xixaix 4- Xi2ai2 4------ 1- Ximaim = 0 tenglik o'rinli bo‘ladi.

2) Berilgan {cq, a2, • • • oilada bir nechta aik, k = 1,2, ...,m;m < n 
vektorlar chiziqli boglanishli oilani tashkil qilsa, ularning birorta notrivial 
chiziqli kombinasiyasi nol vektor bo‘ladi:

A^a^ 4- Ai2a,2 4- • • • 4- Ximaim = 0.

Biz agar Xj = Xjk, j = va Xj = 0, j jk tengliklar bilan n ta Ai, A2,..., Xn 
sonlarni aniqlasak

Aiai 4- A2a2 4- • • • + Anan = 0

tenglikni hosil qilamiz.- •
24.5- teorema. Uchta vektordan iborat oila chiziqli bog‘lanishli bo‘lishi 

uchun ularning komplanar bo'lishi zarur va yetarlidir.
Isbot. Oilaga tegishli uchta a, b va c vektorlar chiziqli bog‘lanishli bo‘lsa, 

ularning komplanarligini isbotlaymiz. Chiziqli bog'lanishlilikning ta’rifiga 
asosan, kamida bittasi noldan farqli a, /3,7 sonlar uchun

aa 4- (3b 4- 7C = 0
tenglik o‘rinli bo‘ladi. Aniqlik uchun 7 noldan farqli bo'lsin, unda awalgi 
tenglikdan

c=-?a--Sb

tenglik kelib chiqadi. Bu tenglikda A = — p = -^ belgilashlarni kiritib 
c = Aa + p.b tenglikni hosil qilamiz. Agar a, b va c vektorlarning boshi bitta 
umumiy O nuqtaga joylashtirilgan bo‘lsa, oxirgi tenglikdan c vektor Xa va /16 
vektorlarga qurilgan parallelogarmm diagonaliga tengligi kelib chiqadi. Bu 
esa ular bitta tekislikda yotadi deganidir, demak, ular komplanar vektor- 
lardir. t . .

Va aksincha, a, b va c vektorlar komplanar bo‘lsin. Ular chiziqli 
bog‘liqligini isbotlaymiz.
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_ Berilgan uchta vektorlar orasida kollinear vektorlar bo‘lgan holni chiqarib 
tashlaymiz. Teorema-1 ga asosan, ushbu vektorlar jufti chiziqli bog‘liq bo‘lar 
edi va berilagan uchta vektor ham chiziqli bog‘liqligi kelib chiqar edi. Shun- 
ing uchun a, b va c vektorlar orasida hech bir jufti kollinear bo'lmagan holni 
ko‘rib chiqamiz (xususan, ular orasida nol vektor ham yo‘q). Vektorlarni bitta 
tekislikka ko‘chirib, ularning boshlarini O nuqtaga joylashtiramiz. Keyin c 
vektorning C oxiri orqali ava.b vektorlarga parallel to‘gri chiziqlar o‘tkazamiz, 
a vektor yotgan to‘g‘ri chiziqning b vcktorga parallel to‘gri chiziq bilan ke- 
sishish nuqtasini A deb belgilaymiz va b vektor yotgan to‘g‘ri chiziqning a 
vektorga parallel to‘g‘ri chiziq bilan kesishish nuqtasini B deb belgilaymiz. 
(Ushbu nuqtalarning mavjudligi, a va b vektorlar kollinear emasligidan kelib 
chiqadi). Vektorlarni qo‘shishning parallelogramm qoidasiga ko‘ra c vektor 
OA va vektorlar yig‘indisiga teng, ya‘ni

c = oX + oi.

OA vektor noldan farqli a vektorga kollinear (u bilan bir to‘g‘ri chiziqda 
yotuvchi), demak, shunday A haqiqiy son topiladiki, oX = Aa tenglik o‘rinli 
bo‘ladi. Huddi shunga o‘xshash, Od = /xb tenglik ham o'rinli. Bu tenglik- 
lardan

• • ■ * c = Aa + p.b ■.

tenglik kelib chiqadi. Oxirgi tenglikni Aa + pS + (-l)c = 0 ko'rinishda 
yozib olish mumkin. Bu tenglikdagi A,/4, —1 sonlarining kamida bittasi 
noldan farqli bo'lganligi sababli, oxirgi tenglik a, b va c vektorlarning chiziqii 
bog‘lanishliligini ifodalaydi.

24.6- natija Agar a, b va c vektorlar komplanar bo'lmasa, ular chiziqli 
erkli bo‘ladi.

24.7- natija. Ixtiyoriy uchta komplanar bo'lmagan vektorlar orasida 
ikkita kollinear vektorlar bo‘la olmaydi. Shuningdek ular orasida nol vek- 
tor ham bo‘lmaydi.

Vektorlarning o‘qqa proyeksiyasi. Vektorning o‘qqa proyeksiyasi vek- 
torning yo nalishiga qarab musbat, inanfiy yoki nolga teng bo‘lgan son bo‘lib, 
a vektorning l o qqa proyeksiyasi quyidagi qoida bo‘yicha aniqlanadi:
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Agar a = AB bo‘lsa, A va B nuqtalarning l o‘qdagi ortogonal proyek- 
siyalarini mos ravishda A' va B' bilan belgilaymiz. A'B' kesmaning l o‘qdagi 
kattaligi a vektorning l o‘qdagi proyeksiyasi deb ataladi va pr^a kabi belgi- 
lanadi. Proyeksiya uchun

pria — |a| cos <p

tenglik o‘rinli boiib, bu yerda <p berilgan a vektor va l o‘q orasidagi bur- 
chakdir,.-

Proyeksiyaning xossalari:
1. pri(a + b) = prid + pr/b.
2. pr/(Aa) = Xpna.
Ikkinchi xossani isbotlaymiz. pri(Xa) = Apr/a tenglikni isbotlash uchun 

quyidagi hollarni qaraymiz: a) Agar A = 0 bo'lsa, Aa = 0 tenglik o‘rinli 
bo‘ladi va natijada A' = B' munosabatdan pri(Xa) = 0 va pri(Xa) — Xpria = 
0 tengliklar kelib chiqadi.

b) Agar A > 0 bo‘lsa, a Tf b munosabatdan tenglik kelib chiqadi; bu yerda 
<P v&ip mos ravishda a va b vektorlarning l o‘q bilan hosil qilgan burchaklari- 
dir. Bu holda |Aa| = A|a| va demak pri(Xa) = |Aa| cos^. ~

c) Agar A < 0 bo‘lsa, Xa va a vektorlar uchun a TJ. b munosabat 0‘rinli 
bo‘ladi. Shuning uchun = <p + 7r tenglikdan quyidagi munosabat kelib 
chiqadi:

pri(Xa) = | Aa| cos(<p + 7r) = - A|a| cos(<p + tt) = Apr/(a).

25-§. Bazis va vektorning koordinatalari
25.1- ta’rif. Berilgan {ei, e2,..., en} vektorlar oilasi chiziqli erkli boiib, 

ixtiyoriy vektorni ularning chiziqli kombinatsiyasi ko‘rinishida ifodalash 
mumkin boisa, bu oila bazis deyiladi.

Quyidagi muhim faktlar o'rinlidir:
l-xossa. Tekislikda har qanday ikkita nokollinear vektorlar bazis tashkil 

qiladi.
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2-xossa. Fazoda har qanday uchta nokomplanar vektorlar bazis tashkil 
qiladi.

Bu xossalarning birinchisi l-teoi;emaning bevosita natijasidir.
Ikkinchi xossani isbotlaymiz.
Bizga uchta nokomplanar a. b, c vektorlar berilgan bo‘lsin. Ular chiziqli 

erkli oilani tashkil qiladi. Endi ixtiyoriy d vektorni olib, uni a, 6, c vektorlar 
orqali chiziqli ifodalash mumkinligini ko‘rsatamiz.

5-chizma
Buning uchun a, b, c vektorlarning boshlarini O nuqtaga joylashtiramiz va 

d vektoming oxiridan a, b vektorlar tekisligiga, a, c vektorlar tekisligiga va c, 
vektorlar tekisligiga parallel tekisliklar o‘tkazamiz. O'tkazilgan tekisliklar 
ning a, b,c vektorlar yotgan to‘g‘ri chiziqlar bilan kesishish nuqtalarini mos 
ravishda A,B,C harflar bilan belgilaymiz. Vektorlarni qo‘shish qoidasiga 
ko‘ra

d = oA + O^ + O^

tenglikni olamiz. Bu yerda C)X,oi,O<5 vektorlar mos ravishda a, b, c vek- 
torlarga kollinear bo‘lganligi uchun shunday A, /x, v sonlar mavjudki,

oCt = Aa, — /xb, oi = vc

tengliklar o‘rinli bo‘ladi. Bu tengliklarni hisobga olib

d = Aa 4- /zb + vc

tenglikni olamiz. z ''
25.2- ta’rif. Bizga {ei,e*2,... , en) bazis berilib, a vektor uchun

a = a^ei + a^e^ 4------ 1- Onen
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tenglik o‘rinli bo'lsa, {ai,a2t ■ • • >an} sonlar a vektorning berilgan bazisdagi 
koordinatalari deyiladi.

6-xossa. Har bir vektor berilgan bazisda o‘zining koordinatalari bilan yago- 
na ravishda aniqlanadi.

Isbot. Berilgan a vektor uchun ikkita
a = 016*1 + 026*2 +---+ an^m
a = 616*1 + i>26*2 + • • • + bnen, 

tengliklar o‘rinli bo‘lsa ularning birini ikkinchisidan hadma-had ayirib 
0 = (ai — bi)e*i + (a2 — ^2)^2 + • • ■ + (on — bn)en,

tenglikni hosil qilamiz. Bazisni tashkil qiluvchi {ei, e2,.. •, en} vektorlar 
chiziqli erkli bo‘lganligi uchun

O1 — 61 = 0, 02 t>2 = 0, • • • > O71 “ = 0,

ya‘ni
O1 = bi, 02 = 62, - • • > an — bn 

munosabat hosil bo‘ladi.
Affin koordinatalar sistemasi. Fazoda yoki tekislikda affin koordina- 

talar sistemasini kiritish uchun birorta bazis va bitta nuqta tanlanadi. Agar 
{e*i, e2,6*3} bazis va O nuqta berilgan bo‘lsa, OP vektorning {e*i, e2, e3} bazis- 
dagi koordinatalari P nuqtaning affin koordinatalari deyiladi.

25.3- ta’rif. Berilgan {ei, e2, ■ - •, e^} bazis uchun

=
1, agar i = j bo‘lsa, 
0, agar i j bo‘lsa

munosabat bajarilsa, {ei, e2,. • •, en} bazis ortonormal bazis deyiladi.
25.4- ta’rif. Ortonormal bazis yordamida berilgan koordinatalar sistemasi 

to‘gri burchakli yoki dekart koordinatalar sistemasi deb ataladi.
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25.5- teorema. Dekart koordinatalar sistemasida vektorning berilgan 
bazisdagi koordinatalari, uning koordinatalar o'qlariga tushirilgan proek- 
siyalari bilan ustma-ust tushadi.

Isbot. Bizga i,j,k ortonormal bazis berilgan bo'lsa, bularning boshlarini 
O nuqtaga joylashtirib, OXYZ koordintalar sistemasini kiritaylik. Agar a = 
xi -I- yj 4- zk bo‘lsa, a vektorning boshini koordinata boshiga joylashtirib, 
uning oxirini M bilan belgilaymiz. Agar M nuqtaning koordinata o‘qlariga 
ortogonal proyeksiyalarini A,B,C harflari bilan belgilasak,

oX — xi, O& = yj, od = zk

tengliklarni hosil qilamiz. Ikkinchi tomondan OA, OB, OC kesmalaming kat- 
taliklari mos ravishda x,y, z sonlariga teng bo‘lgani uchun

x = proxci, V = prova> z = prOza

munosabatlarni hosil qilamiz. Tporema isbotlandi.
Yuqorida keltirilgan vektorning o‘qqa proyeksiyasining birinchi xossasini 

shu teoremaning natijasi sifatida isbotlaymiz.
25.6- natija. pri(a + b) = pi'ia + pr/b.
Isbot. Bizga l o‘q berilgan bo‘lsin: shunday OXYZ koordinatalar sis- 

temasi kiritamizki, OX koordinata o‘qi l bilan ustma-ust tushsin. Agar 
a = xai + y^j + zak, b = xbi + ybj + zbk, a + b = xa+bi + ya+bj_ + za+bk 
bo‘lsa, yuqoridagi teoremaga ko‘ra pria = xa, prib = xb va pri(a + b) = xa+b 
tengliklami hosil qilamiz. Lekin vektorlarni qo‘shganda ularning koordina- 
talari mos ravishda qo'shilgani uchun pri(a + b) = xa + xb = pr/a + pr/b 
munosabatni olamiz.

26-§. Vektorlarning skalyar ko4paytmasi, uning fizik ma^nosi, 
hisoblash formulalari

26.1- ta’rif. Ikkita a va b vektorlarning skalyar ko‘paytmasi deb, ularning 
uzunliklarini ular orasidagi burchakning kosinusiga ko‘paytmasiga aytiladi va 
(a, b) yoki a ■ b kabi yoziladi. Demak ta'rifga ko‘ra (a,b) = |a||b|cos<p tenglik 
o‘rinli bo‘ladi. Bu yerda - a va b vektorlar orasidagi burchak.

Ikkita vcktorning skalyar ko‘paytmasini vektorning o‘qdagi proyeksiyasi 
xossasidan foydalanib quyidagicha ta’riflash mumkin: ikkita vektorning 
skalyar ko paytmasi deb, ulardan birining uzunligini ikkinchisining birinchisi 
yo nalishidagi o‘qqa proyeksiyasiga ko‘paytirilganiga aytiladi.

Skalyar ko‘paytma mexanikada paydo bo‘lgan bo‘lib, quyidagi fizik 
ma noga ega: A nuqtaga qo‘yilgan f kuch jismni A nuqtadan B nuqtaga 
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s vektor bo‘yicha ko‘chirsa, f kuchning bajargan ishi f va s vektorlarning 
skalyar ko‘paytmasiga teng bo‘ladi: w = fs.

Skalyar ko‘paytmaning xossalari:
1-xossa. Ikkita vektor o‘zaro perpendikulyar bo‘lishi uchun ularning 

skalyar ko‘paytmasi nolga teng bo‘lishi zarur va yetarlidir: a ± b, <p = 
<=> (5, b) = 0.

2-xossa. (5,6) = (6,5).
3-xossa. (A5,6) = A(6,a),A 6 R.
4-xossa. (a + 6, c) = (5, c) + (6, c).
5-xossa. (5,5) = |5|2.
4-xossaning isboti proyeksiyaning 2-xossasidan kelib chiqadi:

(5 + 6, c) = |5 + 6||c] cos <p = |c]prc(5 + 6) = |c]pr/(5 +_6) = jcjpria + |c]pr/6 =
151 c| cos <p + |6| |c] cos <p = (5, c) + (6, c).

Dekart koordinatalari bilan berilgan vektorlarning skalyar 
ko‘paytmasi

26.2- teorema. Agar 5(xi,y\,z-f) va 6(^2,2/2, ^2) vektorlar o zining dekart 
koordinatalari bilan berilgan bo‘lsa, ularning skalyar ko‘paytmasi mos koor 
dinatalari ko‘paytmalarining yig‘indisiga teng, ya‘ni: 56 = + 2/12/2 + 2122
bo‘ladi.

Isbot. Bizga 5 va 6 vektorlar o‘zining dekart koordinatalari bilan berilgan 
bo‘lgani uchun 5 = X\i + y\j + z\k, b = x2i + yzj + z2^ b° ladi. yar 
ko‘paytmaning xossalaridan foydalansak, _

ab = X\X2(i, i) + 2:11/2(1, j) + X\Z2(i, fc) + 2/ia;2(7, + 2/i2/2O> J) +
Z\x2(k, i) + z\y2(k, J) + z\z2(k, k) tenglikka ega bo‘lamiz. Bu tenglikda

(t,i) = 1, (i, j) = 0, (t, k) = 0, (J, j) =- 1, (J> k) = 0, (k. k) = 1
ekanligini hisobga olsak, 56 = X1X2 + 2/11/2 + ziZ2 chiq 1. eorema 

isbotlandi. .
26.3- natija. Koordinatalari bilan berilgan 5(zi, y\, z\) va 6(z2,1/2,22) ve - 

torlar yordamida yasalgan parallelogrammning yuzi quyidagi ormu a o q 
aniqlanadi:

Haqiqatan ham,

S = |5||6|sm9? = |5||6|\/1 — cos^tp — |5[|6k 1



152 V BOB. VEKTORLAR ALGEBRASI VA TEKISLIKDA TO'G'RI CHIZIQ ... .

= I5II&I
|ap|6|’ - (»)2 

|S|2|6|2
Ushbu natijadan quyidagilarga ega bo‘lamiz:
1) Agar parallelogramm tekislikda a(ai,a2) va 6(61,62) vektorlar yor- 

damida yasalgan bo:lsa, uning yuzi

S = mod (21 O2
61 62

bo‘ladi.
Haqiqatan ham,

S=J\d\2\b\2 - (ab^ = yj(a| + a|)(6i 4-.62) — (ai6.i 4- a262)2 —

= + a^6| -I- affi 4- — af6| — 2aidia2b2 — a2^2 ~

= yaf- 2aibia2b2 4- = yj(a^ - a26i)2 =

= |ui62 ~ 1 = mod ai a2
61 62

2) Uchlari tekislikdagi A(ii, ?/i), B(z2,t/2), C(z3,1/3) nuqtalarda bo'lgan 
uchburchakning yuzi quyidagi formula orqali aniqlanadi:

1 2/1

S = -mod 1 x2 1/2 •
1 $3 2/31

Hosil bo‘ladigan uchburchakning yuzi, A^(z2 - rci, 2/2 — 2/1) “

$1,2/3 — l/i) vektorlar yordamida yasalgan parallelogramm yuzining yarmiga 
teng bo‘ladi, ya‘ni:

$2 — X1
$3 - Xi

1/2 — 2/1
2/3 — 2/1

Endi agar
11

S= 1
1

$1
$2
$3

yi\ 

y3

1 Zi 
i0 x2-zi 
|o z3-$i

ekanligini hisobga olsak, bundan

yi 
y2~yi 

y3-yi

X2 ~ $1 V2 “ Vl 
\X3 - X1 2/3 “ V1

tenglik kelib chiqadi.

Q 1 A o = -moa
$1

$2

$3

yi

V2
2/3

1
2

c 1 j • d = — moa

1
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27-§. Vektorlarning vektor va aralash ko‘paytmalari

27.1- ta’rif. Tartiblangan a, 6, c uchlikda c vektor oxiridan a, b vektor- 
lar tekisligiga qaraganimizda a dan b ga qisqa burilish yo'nalishi soat mili 
yo nalishiga qarama-qarshi yo‘na)gan bo‘lsa, bu uchlik o‘ng uchlik deb ata- 
ladi. Agar bu yo'nalish soat mili yo‘naiishi bilan ustma-ust tushsa, a,b,c 
uchlik chap uchlik deyiladi.

Bizga a, b, c o‘ng (va b, a, c chap) uchlik berilgan bo'lsin.
27.2- ta’rif. Ikkita a va b va vektorlarning vektor ko‘paytmasi deb shunday 

vektorga aytiladiki, bu vektor [a, 6] kabi belgilanadi va u vektor quyidagi 
shartlarni qanoatlantiradi:

1. [a, bj. X a, [a, 6] X b\
2. |[a,J>]| =Ja| |6|Sin9O, bu yerda - a va b vektorlar orasidagi burchak;
3. a, b, [a, 6] - o‘ng uchlik.

Vektor ko‘paytmaning xossalari:
1. Ikkita vektor kollinear bo'lishi uchun ularning vektor ko'paytmasi nolga 

teng bo‘lishi zarur va yetarli.
2. [a,6] = -[6,a].
3. [Aa,6] = A[a,Sj = -[A6, aj, A eR.
4. [a + b, c] = [a, c] + [6, c].
5. [a, a] = 0.
27.3- teorema. Berilgan a tekislikda c vektor va unga pcrpendikulyar 

birlik e vektor berilgan bo'Isin. Agar g vektor ot tekislikka perpendikulyar 
birlik vektor va c,c,g o;ng uchlik bo'lsa, ot tekislikda yotuvchi har qanday a 
vektor uchun [a, c] = prga • |c| • g tenglik o‘rinlidir.

Isbot. Vektorlar tengligini ko‘rsatish uchun ularning yo‘nalishlari bir 
xil va uzunliklari tengligini ko'rsatamiz. Vektor ko'paytmaning ta rifiga 
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ko‘ra uninig uzunligi a va c vektorlarga qurilgan parailelogrammning yuziga 
tengdir: |[a,c]| = S. Tenglikning chap tomonidagi vektorning uzunligi esa 
|pr^a| • |c| ga tengdir. Agar parallelogrammning asosi sifatida c vektorni olsak, 
uning yuzasi |c| • h ga tengdir. Bu yerda h balandlik bo‘lib, |prga| = h tenglik 
o‘rinlidir. Demak vektorlarning uzunligi tengdir. Endi ularning yo‘na)ishi 
bir xil ekanligini ko‘rsatamiz. Agar a,c,g o‘ng uchlik bo‘lsa, g va [a, c] vek- 
torlar bir xil yo'nalishga ega. Bu holda a va e vektorlar c vektorning bir 
tomonida joylashgan va prgd > 0 bo‘ladi. Agar a, c,g chap uchlik bo‘lsa, 
pr$d < 0 va pr^a • |c| ■ g vektor g vektorga qarama-qarshi yo‘nalgandir. De- 
mak. prgd • |c] • g vektor yo'nalishi [a, c] vektor yo‘nalishi bilan bir xil bo‘ladi. 
Natijada [a, c] = prga • |c| • g tenglikni hosil qildik.

Vektor ko‘paytma ham mexanikada paydo bo‘lgan bo‘lib, quyidagi 
ma‘noga ega: agar f vektor O nuqtaga qo‘yilgan kuchni ifodalasa, a vek- 
toming boshi A nuqtada oxiri esa O nuqtada bo'lsa, u holda [a, /| vektor f 
kuchning A nuqtaga nisbatan momentini aniqlaydi.

27.4- ta’rif. Uchta a, b, c vektorlarning aralash ko'paytmasi deb, a va b 
vektorlarning vektor ko‘paytmasini c vektorga skalyar ko‘paytirilganiga ayti- 
ladi va quyidagi ko‘rinishda belgilanadi: abc = ([a, b],c).

27.5- teorema. Berilgan nokomplanar (chiziqli erkli) a, b, c vektorlar o‘ng 
uchlikni tashkil qilsa, ularning aralash ko‘paytmasi vektorlarning boshi bitta 
nuqtaga keltirilib qurilgan parallelipipedning hajmiga, aks holda esa hajm- 
ning manhy ishora bilan olinganiga tengdir.

Isbot. Biz a,b,c vektorlarga qurilgan parallelipipedning hajmini V bilan 
belgilaymiz. Agar S bilan a va b vektorlarga qurilgan parallelogrammning 
yuzasini belgilasak, [a, b] = Se tenglik o‘rinli bo‘ladi. Bu erda e vektor [a, b] 
vektor bilan bir xil yoWgan birlik vektordir. Skalyar ko‘paytmani proyeksiya 
yordamida yozsak, abc = S • |e] • prgc tenglikni hosil qilamiz.
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Bu yerda prgc absolyut qiymati bo'yicha a,b,c vektorlarga qurilgan va 
asosi a, b vektorlarga yasalgan parallelogrammdan iborat parallelipipedning 
balandligiga tengdir. Agar a, b, c o‘ng uchlikni tashkil qilsa, prgc = h, agar 
a, b, c chap uchlikni tashkil qilsa, prgc = —h tenglik o‘rinli bo‘ladi. Bu erda h 
qaralayotgan parallelipipedning balandligidir. Shuning uchun V(a,btc) = Sh 
formulani hisobga olsak biz bevosita teorema isbotini olamiz.

Endi biz vektor ko‘paytma xossalarini isbotlaymiz.
2-xossa isboti a, b, [a, 6] va a, b, [6, aj uchliklarning oriyentatsiyalari har xil 

ekanligidan kelib chiqadi: birinchi uchlik o‘ng oriyentatsiyaga, ikkinchi uchlik 
chap oriyentatsiyaga egadir.

3-xossani isbotlash uchun ikkita holni ko‘ramiz A > 0 va A < 0.
JSirinchi holda a va Aa vektorlar bir xil yo'nalishga ega va shuning uchun 

a, b, [Aa, 6] va a, b, [a, 6] vektorlar bir xil oriyentatsiyaga ega. Demak [Aa, 6] va 
A[a, 6] vektorlar uzunliklari teng va bir xil yo‘nalishga ega.

Ikkinchi holda a va Aa vektorlar yo‘nalishlari qarama-qarshi, a, b, [Aa, b| 
va a, b, [a, b] vektorlar uchliklari har xil oriyentatsiyaga ega bo‘ladi. Bun- 
dan esa [Aa, b] va [a, b] vektorlar qarama-qarshi yo‘nalishga ega ekanligi kelib 
chiqadi. Demak, [Aa, bj va A[a, bj vektorlar bir xil yo‘nalishga ega va uzunhk- 
lari tengdir.

4-xossaning isbotini keltiramiz.
a) a, b va c komplanar vektorlar, e,c,g - o‘ng uchlik bo lib, e,g vektor 

lar 27.3.-teorema shartlarini qanoatlantiruvchi vektorlar bo Isa, ikkita ve^tor 
ko‘paytmani quyidagi ko‘rinishda yozish mumkin: [a, c] = 'T
[b, c] = pr^b • |c?| • g. Endi proyeksiya xossasidan foydalanib, [a + b,c\ - 
pr^a + b) ’ \c\ • g = prga • \d\ • g+ pre+ • |c] • g tenglikni hosil qilamiz.
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b) a, b va c vektorlar komplanar bo‘lmagan hol: Bu holda [a + b, c), [a, c], 
[b, c] vektorlaming barchasi c vektorga perpendikulyar bo‘lganligi uchun ular 
komplanar oilani tashkil etadi. Demak ular chiziqli bog‘lanishli bo‘ladi, ya‘ni 
Jkamida bittasi noldan farqli Al^AzjAs spnlari mayjud bo‘lib,

Ax[a + b, c] + A2[a, c] + A3 [d, c] = 0

tenglik o‘rinli bo‘ladi. Bu tenglikdan

Ai[a + fe, c] = -A2[a, c] - A3[b, c]

tenglikni hosil qilib, uning ikkala tomonini b vektorga skalyar ko‘paytiramiz 
va

Ai(a + b)cb = —A2acb

tenglikni hosil qilamiz. Yuqoridagi aralash ko‘paytma haqidagi teoremaga 
ko‘ra (a + b)cb va acb aralash ko‘,paytmalarning absolyut qiymatlari mos rav- 
ishda V(s+g)c5 va hajmlarga tengdir.

Bu parallelipipedlarning asoslari sifatida mos ravishda a + b, b va a, b vek- 
torlarga qurilgan parallelogrammlami olsak, ularning balandligi tengligim 
ko‘ramiz. Shuning uchun = S\h va V(5+^^ = S2/t tengliklardan va ular- 
ning asoslari yuzalari ham tengligidan bu hajmlarning tengligi kelib chiqadi.

b
10-chizma

Endi (a + b)cb va acb aralash ko‘paytmalar bir xil ishoralarga ega bo‘lishi, 
a + b, c, b uchlik oriyentatsiyasi a, c, b uchlik oriyentatsiyasi bilan ustma-ust 
tushishidan kelib chiqadi. Demak, (a + b)cb = acb. Bundan esa Ai = —A2 
munosobatni hosil qilamiz. Huddi shunday usul bilan Ai = -A3 tenglikni 
isbotlaymiz. Demak, [a + b, c] = [a, c] + [b, c] tenglik o‘rinlidir.

5-xossaning isboti a va b vektorlar parallel bo'lganda ular orasidagi bur- 
chakning sinusi nolga tengligidan kelib chiqadi.
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Vektor va aralash ko‘paytmani koordinatalar orqali ifodalash

JD'ng uchlikni tashkil qiluvchi ortonormal 61,6*2,63 bazis berilgan bo‘lsa, 
a, 6, c vektorlarni

a = ci] e\ + a2c*2 + £363 
6 = 61 ei + 626*2 + 6363 
C = Ci6i + C2e2 + C363

ko‘rinishda yozib, ularning vektor va aralash ko‘paytmalarini hisoblaymiz. 
Skalyar ko‘paytma uchun

(a, b) = a\b\ + a^b^ + a363
tenglik o'rinli bo‘lishini bilamiz.

Vektor ko'paytmani hisoblashda [61,6*2] = 63, [63,6*1] = e2, [6*2,63] = ei 
munosabatlarni hisobga olib

[a, 6] = (0263 — 0362)6*1 + (0361 — 0163)62 + (0^62 — a26i)e3
tenglikni hosil qilamiz.

Qulaylik uchun vektor ko'paytmani koordinatalari orqali 
e*i e2 e3

[a, 6] = ai a2 a3
61 62 63

yoki [a, 6] = a2 a3 a3 at |oi a2
62 63 ’ 63 61 ’ 161 62

ko‘rinishda yozish qabul qilingan.
Bundan foydalanib aralash ko'paytma uchun

Oi a2 a3 
abc = 61 62 63 

ci c2 c3
formulani hosil qilamiz.

28-§. Tekislikda to‘g‘ri chiziq va uning turli tenglamalari

Affin koordinatalar sistemasida ixtiyoriy to‘g‘ri chiziq uchun shunday 
birinchi darajali

Ax + By + C = 0 W
tenglama mavjudki, to‘g‘ri chiziqda yotgan har bir nuqtaning (x, y) koordi- 
natalari (1) tenglamani qanoatlantiradi (A, B sonlari bir vaqtda nolga teng 
emas); shu bilan birga (x,y) o‘rniga (1) tenglamada qaralayotgan to g ri chiz- 
iqdagi istalgan nuqta koordinatalarini qoyganda bu tenglama ayniyatga ay- 
lanadi.
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Aksincha: tekislikdagi ixtiyoriy affin koordinatalar sistemasida

A2 4- B2 > 0

sharti bilan berilgan (1) ko‘rinishdagi har qanday tenglama uchun shunday 
to‘g‘ri chiziq mavjudki, bu to‘g‘ri chiziqda yotgan nuqtalarning koordinatalari 
bu tenglamani ayniyatga aylantiradi.

(1) ko‘rinishdagi tenglama to‘g‘ri chiziqning umumiy tenglamasi deyiladi.
Agar to‘g‘ri chiziq o‘zining umumiy tenglamasi bilan berilgan bo‘lsa, bu 

to‘g‘ri chiziqqa nisbatan bir tomonda joylashgan nuqtalar uchun

Ax 4- By 4- C > 0 (2)

va unga nisbatan ikkinchi tomonda yotgan nuqtalar uchun

Ax 4- By 4- C < 0 (3)
tengsizliklar bajariladi.

Tekislikning tegishli qismlari musbat va manfiy yarim tekisliklar deb atala- 
di. Tenglamaning chap tomonini manfiy songa ko‘paytirish natijasida musbat 
yarim tekislik manfiy yarim tekislikka almashadi va aksincha.

Ustma-ust tushmaydigan ikkita Mi (04,1/1), M2(t2,2/2) nuqtalardan 
o‘tadigan to‘g‘ri chiziq tenglamasi affin koordinatalar sistemasida quyidagi 
ko‘rinishlardan biriga ega bo‘ladi:

x y
*i Vi
*2 2/2

1’
1
1

= 0

yoki
I X _ Xi y _
|X2 - X1 2/2 — yi 

x2 - 24 / 0 va y2 - 1/1 0 shartlar bajarilganda:

(4)

(5)

T-xx = y-y\ (6)
x2 - xi y2 - yi

yoki x2 — 24 /0 shart bajarilganda:

y-yi = y^x-X1). (nX2 - Ti
To‘g‘ri chiziqda yotgan yoki unga parallel bo'lgan noldan farqli ixtiyony 

vektor to‘g‘ri chiziqning yo‘naltiruvchi vektori deyiladi.
OY o‘qiga parallel bo'lmagan yoki OY o‘qi bilan ustma-ust tushmaydi- 

gan to‘g‘ri chiziqning burchak koeffitsiyenti deb k = 7 songa aytiladi. Ikkita
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Vi)» M2(z2,1/2) nuqtalardan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziqning burchak koef- 
fitsiyenti

. 3/2 - 3/1
*2 ~ *1 

formuladan topiiadi.
Agar koordinatalar sistemasi to‘g‘ri burchakli bo‘lsa, k soni to‘g‘ri chiziq- 

ning OX o‘qining musbat yo‘nalishi bilan tashkil qilgan burchak tangensiga 
teng.

Berilgan (xi,yi) nuqtadan o'tib, burchak koeffitsiyenti k ga teng va OY 
o‘qiga parallel bo‘lmagan to‘g‘ri chiziq tenglamasi affin koordinatalar sis- 
temasida

2/-3/1 = k(x — X\) (8)

ko‘rinishda bo‘ladi.
To‘g‘ri chiziqning burchak koeffitsiyenti k bo‘lib, u OY o‘qini (0, b) nuq- 

tada kesib o‘tsa, to‘g‘ri chiziq tenglamasi quyidagicha yoziladi:

y — kx + b. ($)

To‘g‘ri chiziq koordinita o‘qlarini (a, 0) va (0, b) nuqtalarda kesib o tsa, 
uning tenglamasi

* + * = i (io)
a b

ko‘rinishda yoziladi. , , t, , ..
To‘g‘ri chiziq (xi,3/i) nuqtadan o‘tib, l,m vektorga paralle o a, u o 

uning tenglamasi
x-x! y-yi 

l m = 0 (H)
yoki

x — x\_ y - yi (12)
l m

ko‘rinishda bo‘ladi.
Ixtiyoriy (zi?i/i) nuqta va noldan farqli a — {l,m} vektor berilgan bo‘lsa, 

bu nuqtadan o'tib a vektorga parallel bo‘lgan to‘g‘ri chiziqning parametrik 
tenglamasi

1 = x‘ +lt (13)
y = 3/1 + mt

ko‘rinishda bo‘ladi. Bu yerda t son shu to‘g‘ri chiziqda yotgan M nuqtaning 
koordinatasi bo‘lib, bunda (xi,yi) nuqta koordinatalar boshi va {i,m} vektor 
esa masshtab vektor sifatida olingan.
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Umumiy tenglamalar? bilan berilgan, ikki :

i ::.«u ■ •; 'AiX •+ Biy-s+-Ci”=iv0,‘ A2x + B2y + C2 — 0 

to‘g‘ri chiziqlarning kesishishi, parallel bo‘lishi va ustma-ust tushishi uchun 
quyidagi jadvalda berilgan shartlarning bajarilishi zarur va yetarlidir.

Vaziyati Shartlar
. • • . • ! 1 . < •

Kesishadi >1i B, 
a2 b2 /0 • ■ '

Parallel bo‘ladi

N
J *-* B\ Ci 

b2 c2

2
+ Cr >41 

c2 a2

2
>0

Ustma-ust tushadi A\ Bi = 
A2 B2

Bi Ci 
b2 c2

Ci +1
C2 >42 = 0

Ikki to‘g‘ri chiziqning ustma-ust tushishining zarur va yetarli shartini 
quyidagicha ham ifodalash mumkin: , ;

•rlix + B\y + Ci = A(j42Z + B2y + C2),

bu yerda A 7^ 0 haqiqiy son (bu tenglik x,y ga nisbatan ayniyatdir). 
Umumiy tenglamalar bilan berilgan

A}X + B\y + (7i =0, A2x + B2y + C2 — 0

to‘g‘ri chiziqlarning kesishish nuqtasining koordinatalari Kramer formulalari- 
dan hisoblanadi:

Bi Ci Ci A\

x = • b2 C2
> y = ■

c2 +2 (14)
Ai Bi B\
a2 b2 a2 b2

Affin sistemasida umumiy tenglamalari bilan berilgan

Aii + B\y 4- (7i = 0, A2x + B2y + C2 = 0

to‘g‘ri chiziqlar kesishsa,

a(Aix + Biy + (7i) + &(A2x + B2y + C2) = 0, (a2 + /?2 > 0)

tenglamada x,y oldidagi koeffitsiyentlar baravariga nolga aylanmaydi, va 
bu tenglama to‘g‘ri chiziqlarning kesishgan nuqtasidan o‘tgan to‘g‘ri chiziq 
tenglamasini aniqlaydi. Aksincha, Aiz + Biy + Ci = 0, A2x + B2y + C2 = 0 
to‘g‘ri chiziqlarning kesishgan nuqtasidan o‘tgan har qanday to‘g‘ri chiziq

a(Aix + B\y + CQ + /3(A2x + B2y + C2) = 0 (15)
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tenglama bilan ifodalanadi.
Agar A\x 4- B\y 4- C\ =0, A^x 4- B^y 4- C2 = 0 to‘g‘ri chiziqlar parallel 

bo Isa, (15) tenglama berilgan to‘g‘ri chiziqlarga parallel bo‘lgan to'g'ri chiziq 
tenglamasini aniqlaydi, bunda | bajarilishi kerak va aksincha
(bunda a, sonlardan hech bo‘hnaganda bittasi noldan farqli) A\X 4- B\y 4- 
C\ = 0, Azx 4- B^y 4- C*2 = 0 to‘g‘ri chiziqlarga parallel bo‘lgan har qanday 
to‘g‘ri chiziq (15) tenglama bilan ifodalanadi.

To‘g‘ri chiziqlarning xos dastasi deb bir tekislikda yotgan va bitta nuq- 
tadan o'tadigan to‘g‘ri chiziqlar to‘plamiga aytiladi. Umumiy nuqta dasta 
markazi deyiladi. O‘zaro parallel bo‘lgan to‘g‘ri chiziqlar to'plami ham par- 
allel to‘g‘ri chiziqlar dastasi yoki xos bo ‘Imagan dasta deyiladi.

Agar affin koordinatalar sistemasiga nisbatan uchta to‘g‘ri chiziq 
tenglamalari

Aix 4- B\y 4- C\ — 0, A^x 4- B^y 4- C^ = 0, A$x 4- B%y 4- C$ = 0 (f$) 

berilgan bo‘lsa,
Ai B\ C\
A^ B2 C2
A3 B^ C3

(17)

shart to‘g‘ri chiziqlarning biror dastaga tegishli bo‘lishi uchun zaruriy va 
yetarli shartdir.

Ixtiyoriy (x\,y\) nuqtadan o‘tgan to‘g‘ri chiziqlar dastasi tenglamasi 
quyidagi ko'rinishda yozilishi mumkin:

A(x - x\) 4- B(y - y\) = 0 (18)

bu yerda A, B koeffitsiyentlar ixtiyoriy haiqiqy qiymatlarni qabul qiladi va 
bir vaqtda nolga aylanmaydi.

Umumiy dekart koordinatalar sistemasida koordinatalari {—B, A} bo'lgan 
vektor hamma vaqt Ax 4- By + C = 0 to‘g‘ri chiziqqa parallel bo‘ladi. To‘g‘ri 
burchakli dekart koordinatalari sistemasida {A, B} vektor Ax 4- By 4- C = 0 
to‘g‘ri chiziqqa perpendikulyar bo‘ladi. Agar {A, B} vektorning boshi to'g'ri 
chiziqning ixtiyoriy nuqtasida joylashtirilsa, bu vektorning oxiri Ax 4- By 4- 
C = 0 to‘g‘ri chiziqqa nisbatan musbat yoki manfiy yarim tekislikda yotadi.

Nuqtadan to‘glri chiziqqacha bo‘lgan masofa. Tekislikda berilgan 
Mo(xo, yo) nuqtadan umumiy Ax 4- By 4- C = 0 tenglama bilan aniqlangan 
to‘g‘ri chiziqqacha bo‘lgan d masofani topainiz. Bu masofani boshi to g‘ri 
chiziqqa tegishli bo'lgan M\(x\,y\) nuqtada, oxiri esa Mo(xo,yo) nuqtada 
bo‘lgan vektorning n = {A,B} normal vektor yo‘nalishidagi o qqa proyek- 
siyasining absolyut qiymati sifatida qaraymiz.
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Demak, d = AJq|. Vektorlarning skalyar ko{paytmasining proyek- 
siya tilidagi ta’rifidan foydalansak, prriM}M^ = tenglikka ega

bo'lamiz. Buni oldingi tenglikka qo‘ysak, d = bo‘ladi. Bu yerdan
koordinatalardagi ifodalarga o‘tsak va C = — Ax^ - Byi ekanligini e'tiborga 
olsak,

xM2 4- B2 
formulani hosil qilamiz.

Tekislikda nuqtadan to‘g‘ri chiziqqacha bofigan masofani boshqacha ham 
aniqlash mumkin.

Bizga L to‘g‘ri chiziq berilgan bo‘lsa, koordinata boshidan o‘tuvchi va L 
to‘g*ri chiziqga perpendikulyar to‘g‘ri chiziqni L{ bilan, ularning kesishish 
nuqtasini Po bilan belgilaymiz. Agar n bilan Li to‘g‘ri chiziqning birlik 
yo‘naltiruvchi vektorini belgilasak, u

n = {cos0,sin0} . .

koordinatalarga ega bo‘ladi. Bu yerda 0 - L\ to‘g‘ri chiziq bilan Ox o‘qi 
orasidagi burchak.

Tekislikning P(x,p.) nuqtasi L to‘g‘ri chiziqqa tegishli bo‘lishi uchun oft 
vektorning L\ to‘g‘ri chiziqqa proyektsiyasi OPq vektorning uzunligiga teng 
bo lishi zarur va yetarlidir. Agar OPq vektorning uzunligini p bilan belgilasak, 

prtiOp = p

tenglikni hosil qilamiz. Proyektsiyani skalyar ko‘paytma orqali ifodalash nati- 
jasida biz

xcos0 + t/sin0 — p = 0
tenglamani hosil qilamiz. Bu tenglama to‘g‘ri chiziqning normal tenglamasi 
deyiladi.
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Agar Q(r, y) nuqta tekislikning ixtiyoriy nuqtasi bo‘lsa, Nq bilan Q(x,y) 
nuqtaning L\ to‘glri chiziqdagi proyektsiyasini belgilasak, PqNo kesma kat- 
taligi uchun quyidagi

PqNq = ONq - OPo = ON0 - p 
tenglikni hosil qilamiz. Bu yerda ONq — pr^O^ bo'Iganligi uchun

PqNq = x cos 6 + y sin 0 — p

formula PqNq kattalikni hisoblash imkonini beradi. Bu kattalik Q(x,y) nuq- 
taning L to‘g‘ri chiziqdan chetlashishi deyiladi.

Chetlashishning absolyut qiymati Q(x, y) nuqtadan L to‘g‘ri chiziqqacha 
bo‘lgan masofaga tengdir. Demak nuqtadan to‘g‘ri qiziqqacha bo‘lgan maso 
fani hisoblash uchun to‘g‘ri chiziq tenglamasini normal ko'rinishga keltirish 
keyin esa nuqta koordinatalarini normal tenglamaning chap tomonidagi 
o‘zgaruvchilar o‘rniga qo‘yish yetarlidir.

To‘g‘ri chiziqning umumiy tenglamasini normal ko‘rinishga keltirish uchun 
uning ikkala tomonini

4 = ±7^
ifodaga ko‘paytirish zarur bo‘ladi. Bu yerda tC = —p tenglik bajarilishi 
kerak. Shuning uchun t ifodaning ishorasi C ning ishorasiga qarama-qarshi 
bo‘lishi lozimdir.
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29-§. Tekislik va iuning turli tenglamalari

Har qanday tekislik umurtiiy dekart sistcmasida (z, y, z) koordinatalariga 
nisbatan birinchi darajali, ya‘ni ushbu

. Ax + By + Cz + D = 0

ko rinishli tenglama bilan ifodalanadi; bu tenglamadagi A, B, C koeffitsiyent- 
lar bir vaqtda nolga teng emas deb faraz qilinadi. Aksincha, shu ko‘rinishdagi 
har qanday tenglama tekislikni aniqlaydi. Bu tenglama tekislikning umumiy 
tenglamasi deyiladi. Tekislikka-perpendikulyar bo‘lgan n — {A,B,C} vek- 
tor esa uning'normal vektori deb ataladi. Tekislik tenglamasidagi A, B,C 
koeffitsiyentlar bir. vaqtda nolga teng bo‘lmaganligi uchun tekislikka per- 
pendikiilyar har qanday noldan farqli vektorni normal vektor deb hisoblash 
mumkin.

Agar tekislik o‘zining umumiy Ax + By + Cz + D = 0 tenglamasi bilan 
berilgan bo Isa, tekislikning bir tarafida yotgan barcha nuqtalar koordinata- 
lari uchun

Ar+ By + Cz + D > 0

•,V?’ hddnchi tarafda yotgan nuqtalar uchun esa:

Ax + By + Cz + D < 0

.. ... tengsizlik o‘rinli.
Mos ravishda yarim fazolarni ”musbat” va ”‘manfiy” yarim fazolar deb 

ataymiz. Tekislikning umumiy tenglamasining chap tomonini manfiy songa 
o paytirganda musbat yarim fazo manfiy yarim fazoga aylanadi va aksincha. 

r tenglamadagi barcha A, B, C,D koeffitsiyentlar noldan farq-
i o sa, u tekislikning to‘liq umumiy tenglamasi deyiladi, uni

ko‘rinishda yozish mumkin va bu tenglama tekislikning ” kesmalarga” nis- 
batan tenglamasi deyiladi, bu yerda

a — _o b=-^ r- 
4’0 B' C ~

D 
C'
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Umumiy tenglamada koeffitsiyentlardan ayrimlari nolga teng bo‘lgan hol- 
larda tekislikning koordinatalar sistemasiga nisbatan joylashuvini, ya‘ni to‘liq 
bo'lmagan tenglamalarni ko‘rib chiqamiz.

1. Agar D = 0 bo‘lsa, tenglama At + By + Cz = 0 ko‘rinishda 
bo‘ladi. Tenglamadan ko‘rinib turibdiki, koordinatalar boshining koordina- 
talari tenglamani qanoatlantiradi. Demak, bu holda tekislik koordinatalar 
boshidan o‘tadi.

2. Agar C = 0 bo‘lsa, tenglama Ax + By + D = 0 ko'rinishda bo‘ladi. 
Bu holda normal vektor n = {A, B,0} koordinatalarga ega bo‘lib, Oz o‘qiga 
perpendikulyardir. Demak, tekislik Oz o‘qiga parallel bo'ladi.

3. Agar B = 0 bo‘lsa, tenglama Ax + Cz + D = 0 ko‘rinishda bo‘ladi. 
Bu holda normal vektor n = {A,0, C} koordinatalarga ega bo‘lib, Oy o‘qiga 
perpendikulyardir. Demak, tekislik Oy o‘qiga parallel bo‘ladi.

4. Agar A = 0 bo‘lsa, tenglama By + Cz + D = 0 ko‘rinishda bo‘ladi. 
Bu holda normal vektor n = {0, B, C} koordinatalarga ega bo‘lib, Ox o'qiga 
perpendikulyar bo'ladi. Demak, tekislik Ox o‘qiga parallel bo‘ladi.

5. Agar D = C = 0 bo‘Isa, tenglama Ax + By = 0 ko'rinishda bo'ladi. Bu 
holda yuqoridagilarga ko‘ra tekislik koordinata boshidan o‘tadi va Oz o‘qiga 
parallel bo‘ladi. Demak, tekislik Oz o‘qi orqali o‘tadi.

6. Agar D = B — 0 bo'lsa, tenglama Ax + Cz = 0 ko‘rinishda bo‘ladi. 
Bu holda tekislik koordinata boshidan o‘tadi va Oy o‘qiga parallel bo‘ladi. 
Demak, tekislik Oy o‘qi orqali o‘tadi.

7. Agar D = A = 0 bo‘lsa, tenglama By + Cz = 0 ko'rinishda bo'ladi. 
Bu holda tekislik koordinata boshidan o‘tadi va Ox o‘qiga parallel bo'Iadi. 
Demak, tekislik Ox o‘qi orqali o'tadi.

8. Agar C = B = 0 bo‘lsa, tenglama Ax + D = 0 ko‘rinishda bo‘ladi. 
Bu holda yuqoridagilarga ko‘ra tekislik Oy va Oz o‘qlariga parallel bo‘ladi. 
Demak, tekislik Oyz koordinata tekisligiga parallel bo‘ladi.

9. Agar C = A = 0 bo‘lsa, tenglama By + D = 0 ko‘rinishda bo'ladi. 
Bu holda tekislik Ox va Oz o‘qlariga parallel bo'ladi. Demak, tekislik Oxz 
koordinata tekisligiga parallel bo;ladi.

10. Agar B = A = 0 bo‘lsa. tenglama Cz + D = 0 ko‘rinishda bo‘ladi. 
Bu holda tekislik Ox va Oy o‘qlariga parallel bo'ladi. Demak, tekislik Oxy 
koordinata tekisligiga parallel bo'ladi.

11. Agar D = C = B = 0 bo‘lsa, tenglama Ax = 0 yoki x = 0 ko‘rinishda 
bo‘ladi. Bu holda tekislik koordinatalar boshidan o‘tadi va Oyz koordinata 
tekisligiga parallel bo‘ladi. Demak, tekislik Oyz koordinata tekisligi bilan 
ustma-ust tushadi.

12. Agar D = C = A = 0 bo‘lsa, tenglama By = 0 yoki y = 0 ko‘rinishda 
bo‘ladi. Bu holda tekislik koordinatalar boshidan o‘tadi va Oxz koordinata 
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tekisligiga parallel bo'ladi. Demak, tekislik Oxz koordinata tekisligi bilan 
ustma-ust tushadi.

13. Agar D = B = A = 0 bo‘lsa,- tenglama Cz = 0 yoki z = 0 ko'rinishda 
boiadi. Bu holda tekislik koordinatalar boshidan o‘tadi va Oxy koordinata 
tekisligiga parallel bo‘ladi. Demak, tekislik Oxy koordinata tekisligi bilan 
ustma-ust tushadi.

Maktab aksiomatikasidan maiumki, bir to'g'ri chiziqda yotmaydigan 
uchta nuqtadan yagona tekislik o‘tadi. Bizga nuqtalar koordinatalari bilan 
berilgan bo‘lsin: y\- zx), M2(x2,y2, 22), M3(x3, y2, z3). Shu nuqtalar-
dan o‘tuvchi tekislik tcnglamasini yozaylik. Qaralayot^an tekislikka tegishli 
boigan ixtiyoriy M(x,y,z) nuqta olinganda ham M\M, M\M>2, M\M3 vek- 
torlar shu tekislikka komplanar boiadi. Demak ularning aralash ko‘paytmasi 
no‘lga teng: M\Ivl • M\M2- M\M>3 = 0. Bu aralash ko'paytmani koordinata- 
larda ifodalasak,

x — X\ 
x2 - 
1*3 - *i

y-y\ z-z\ 
V2~y\ z2 — z\ 
yz-y\ z3-z\

= 0

tenglikni hosil qilamiz. Bu tenglama berilgan uchta nuqta orqali o‘tuvchi 
tekislik tenglamasidir.

Berilgan M\(x\,y\,z\) nuqtadan 0‘tadigan va berilgan ikkita nokollinear 
d — {l\,m\,n\}, b = {/2,m2,n2} vektorlarga parallel boigan tekislik 
tenglamasi ushbu ko‘rinishda yoziladi:

x-x\ y-y\ z-z\ 
l\ m\ n\
l2 m2 n2

yoki (f — f\)ab .= 0, bu yerda f].- berilgan M\ nuqtaning radius-vektorini 
bildiradi. Bu tenglama quyidagi vektor-parametrik ko‘rinishga ega:

f = f\ + ua + vb

yoki koordinatalarda
x = Xi 4- ul\ + vl2
y = y\-r um\ + vm2
z = z\ + un\ + vn2

bu yerda u, v-sonlar tekislikdagi M nuqtaning boshi M\ nuqtada va masshtab 
vektorlari a, b vektorlardan iborat koordinatalar sistemasiga nisbatan umu- 
miy dekart koordinatasidir.

Ikkita M\(i\,y}, z\) va M2(x2,y2, z2) nuqtalardan o‘tadigan, M\$2 vek- 
torga kollinear bolmagan, a = {Z,7n,n} vektorga parallel bo‘lgan tekislik
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tenglamasi ushbu ko‘rinishda yoziladi:

x-xi y — yi z - zi 
%2 -zi 2/2 - yi Z2 — Zi 

l m n
= 0

yoki vektorlarning aralash ko'paytmasi

(f-fi)(r2-fi)a = 0

ko'rinishida, bu yerda ri,r2 mos ravishda berilgan M\, M2 nuqtalarning 
. radius-vektorlarini ifodalaydi. Bu tenglama esa parametrik shaklda:

f = fi 4- ua 4- v(f2 — fi)

yoki koordinatalarda:

'x = xi 4- ul 4- v(x2 — x\} 
* y = 2/1 + um 4- v(y2 - 2/i) 

z = Z\ 4- un 4- v(z2 — -Zi) 

ko‘rinishida bo‘ladi.
Ikki tekislikning o‘zaro vaziyati. Bizga dekart koordinatalar sistemasi 

kiritilgan fazoda a va ikkita tekisliklar mos ravishda quyidagi tenglamalar 
bilan berilgan bo‘lsin:

a : A\x 4- Bxy 4- C\z 4- Eh = 0, /? : 42z + B2y 4- C2z 4- D2 = 0.

Bu tekisliklar orasidagi burchak ularning normal vektorlari orasidagi bur- 
chakka tengdir. Ularning n\ ^'{Ai,Bi,Ci} va n2 = {A2yB2,C2} normal 
vektorlari orasidagi burchakning kosinusini

_ (nii^)_________ AM2 + BiB2 + CiC2

|ni||n2| y/A\ + Bj + Cfy/A% + B% + C$

formula bo‘yicha hisoblashni bilamiz. t
Tekisliklarning parallellik sharti ularning normal vektorlari paralle igiga 

teng kuchlidir. Shuning uchun bu shart
A\ B\ Ci
A2 B2 C2

ko'rinishda yoziladi. . .
Tekisliklarning perpendikulyarlik sharti ularning norma ve' or an 

pendikulyarligiga teng kuchli va
AiA2 + BiB2 + GC2 = 0
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ko‘rinishda yoziladi.
Nuqtadan tekislikkacha bo‘lgan masofa. Endifazodagi ixtiyoriy 

Mo(xo,t/o> zo) nuqtadan shu nuqtadan o'tmaydigan tekislikkscha bo‘lgan ma- 
sofani topamiz.

Tekislik umumiy
Ax + By -I- Cz 4- D = 0

tenglamasi bilan berilgan dcb hisoblaymiz va Mo nuqtadan bu tekislikkacha 
bo‘lgan masofani d deb belgilaymiz. Biz bu masofani boshi berilgan tekislik- 
dagi M\ nuqtada, oxiri esa Mq nuqtada bo‘lgan vektorning normal vektor 
yo‘nalishidagi o‘qqa proyeksiyasining absolyut qiymati sifatida qaraymiz: d —

Vektbrlaming skalyar ko‘paytmasining proyeksiya tilidagi ta’rifidan foy- 
dalanib

|n|d = |pr„MiMo

munosabatni hosil qilamiz. Bu yerdan vektorlarni koordinatalarda ifodalasak 
d _ |A(s0 - zQ + B(y0 - yi) + C(z0 - zi)|

y/A2 + B2 + C2 
munosabatni va Mi(xityitzi) nuqta tekislikka tegishli ekanligini inobatga 
olsak,

|Aa?o + Byo + Czq + Z)| a =------ ■==========.----
y/A2 + B2 + C1 

formulani hosil qilamiz.

30-§. Tekisliklar dastasi. Uchta tekislikning o‘zaro vaziyati

30.1- ta’rif. Tekisliklarning xos dastasi deb bitta to‘g‘ri chiziq orqali 
o‘tadigan tekisliklar to‘plamiga aytiladi. O‘zaro parallel bo‘lgan tekisliklar 
to‘plami ham parallel tekisliklar dastasi yoki xosmas dasta deyiladi.
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30.2- teorema. Agar affin koordinatalar sistemasiga nisbatan uchta tekis- 
lik tenglamalari

Aix + Biy + C\z + Di = 0,
A2x + B2y + C2z + D2 — 0, (1)
A$x + B^y + C3Z + D3 = 0

bilan berilgan bo'lsa, bu tekisliklar bitta dastaga (xos yoki xosmas) tegishli 
bo‘lishi uchun

/Ai Bi Ci DA
M = I A2 B2 C2 D2 j 

\A3 B3 C3 D3 / 
matritsaning rangi ikkiga yoki birga teng bo‘lishi zarur va yetarlidir.

Isbot. Zarurligi. Berilgan tekisliklar bitta dastaga tegishli bo‘lsin. 
Ushbu rangM < 2 tengsizlikni isbotlaymiz.

Awal berilgan tekisliklar xos dastaga tegishli bo‘lsin deb hisoblaymiz. U 
holda (1) sistema cheksiz ko‘p yechimga ega bo‘ladi. Bu hol faqat va faqat 
rangM < 2 bo‘lgandagina bo'ladi, aks holda, agar rangM = 3 bo‘lsa, u holda 
(1) sistema yoki yagona yechimga ega bo‘ladi yoki yechimga ega bo‘lmaydi.

Agar berilgan tekisliklar xosmas dastaga tegishli bo‘lsa, u holda

/Ai B\ CA 
?7l = I A2 B2 C2 I 

\Aa B3 C3/ 
matritsaning rangi 1 ga teng bo‘ladi. Demak, M matritsaning rangi yoki 2 
ga yoki 1 ga teng bo‘ladi.

Yetarliligi. Endi rangM < 2 ekanligini bilgan holda berilgan tekislik- 
larning bitta dastaga tegishli bo‘lishini isbotlaymiz.

Agar rangM < 2 bo‘lsa, u holda rangm < 2 bo'ladi. Aytaylik, rangM = 
rangm = 2 bo‘lsin. U holda Kroneker-Kapelli teoremasiga ko‘ra (1) sistema 
birgalikda bo‘ladi, ya‘ni cheksiz ko‘p yechimga ega bo'lib, berilgan tekislik- 
lar orasida esa kesishuvchilari bor. Demak berilgan uchta tekislik bitta xos 
dastaga tegishlidir.

Agar rangm = 1, rangM = 2 bo‘lsa, u holda barcha tekisliklar kollinear 
bo'ladi (berilgan tekisliklarning ikkitasi parallel bo'ladi, uchinchisi esa bu 
parallel tekisliklarning biri bilan ustma-ust tushishi mumkin).

Agar rangM = 1 bo‘lsa, u holda rangm = 1 bo'ladi. Demak, benlgan 
tekisliklar ustmarust tushadi. Teorema isbotlandi.

30.3- teorema. Affin koordinatalar sistemasiga nisbatan ikkita parallel 
bo‘lmagan 7Ti va 772 tekisliklar umumiy tenglamalari

A\x + Biy + C\Z + D\ = 0, A2x + B2y + C2z + D2 = 0 
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bilan berilgan bo‘lsin. U holda umumiy tenglamasi

A3X+ B3y + C3Z + D3 = 0

bollgan uchinchi tt tekislik 7Ti va 7r2 tekisliklar bilan aniqlanuvchi dastaga 
tegishli bo‘lishi uchun tt tekislik tenglamasining chap tomoni 7Ti va tt2 tekis- 
liklar tenglamalarining chap tomonlarining chiziqli kombinatsiyasi bo‘lishi 
zarur va yetarlidir.

Isbot. Zarurligi. Biz 7r tekislik ttj va tt2 tekisliklar bilan aniqlanuvchi 
dastaga tegishli ekanligini bilgan holda, A va/x haqiqiy sonlar mavjud bo‘lib, 
o‘zgaruvchi x,y3z larning barcha qiymatlarida

A3x + B3y + C3z + £>3 — A(+ix + Biy + C\z+ D\) + p,(A2x + B2y + C2z + D2) 

ayniyatning bajarilishini isbotlaymiz.
Agar 7T, 7Ti va tt2 tekisliklar bitta dastaga tegishli bo‘lsa, u holda 31.2- 

teoremaga ko‘ra
/Ai B\ C\ D\\

M = I A2 B2 C2 D2 |
\A3 B3 C3 D3 /

matritsa uchun rangM < 2 bo‘ladi.
Teorema shartiga ko‘ra v\ va ?r2 tekisliklar parallel bo‘lmaganligi uchun M 

matritsaning birinchi va ikkinchi satrlari chiziqli erkli. Ammo rangM < 2 
bo‘lganligi uchun uchinchi satr birinchi va ikkinchi satrlarning chiziqli kom- 
binatsiyasidan iborat bo‘ladi, ya‘ni A vap sonlari mavjud bo‘lib,

A3 = AAi + gA2, B3 = ABi + /xB2, C3 = ACi + /xC2, D3 = XD\ + y.D2 

munosabatlar 0‘rinli bo'ladi.
Bu munosabatlardan birinchi tenglikning ikkala tomonini x ga ko'paytirib, 

ikkinchi tenglikning ikkala tomonini y ga ko‘paytirib, uchinchi tenglikning 
ikkala tomonini esa z ga ko'paytirib, hosil bo'lgan tengliklarni va D3 = XD\ + 
gD2 tenglikni hadma-had qo‘shsak, isbot qilinishi kerak bo‘lgan ayniyatni 
hosil qilamiz.

Yetarliligi. Faraz qilaylik,

Azx + B3y + C3z + D3 = X(Alx + B1V + Clz + D1) + fi(A2x + B2y + C2z + D2)

ayniyat ozgaruvchi i,y, z larning barcha qiymatlarida o‘rinli bo‘lsin. Bu 
ayniyatdan

A3 - AAi + B3 = XBi + c3 = XC\ + /xC2, D3 = XDi + gD2
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munosabatlar kelib chiqadi. Bu esa M matritsaning uchinchi satri birinchi 
va ikkinchi satrlarining chiziqli kombinatsiyasidan iborat ekanligini bildiradi. 
Demak, rangM < 2 bo‘ladi. Teorema isbotlandi.

30.4- ta’rif. Ushbu

A(j4iX 4- B\y 4- C\z 4- Z?i) 4- p^A^x 4- B^y 4- C%z 4- D2} = 0

tenglama affin koordinatal sistemasidagi umumiy tenglamalari

A\x 4“ B\y 4- C\z 4- D\ — 0, A^x 4- B^y 4- C^z 4- D2 — 0 

bo'lgan turli tfj va tf2 tekisliklar aniqlovchi dastaning tenglamasi deyiladi, bu 
yerda A va p, bir vaqtda nolga teng bo‘lmagan haqiqiy sonlar.

Uchta tekislikning o‘zaro vaziyati. Aytaylik bizga affin koordinatal 
sistemasida (1) umumiy tenglamalari bilan uchta tekislik berilgan bo‘lsin. 
Biz m va M matritsalarni kiritgan edik, endi quyidagi determinantni

Ai B\ C\
A^ B2 C2
A3 B3 C3

kiritamiz va tekisliklarning normal vektorlarini

n\ = {Ai, B\, Ci}, n2 = {A2, B2, C2}, n3 = {A3, B31 C3} 

kabi belgilaymiz.
Yuqorida isbotlanganlar asosida uchta tekislikning o‘zaro joylashuvi uchun 

quyidagi zarur va yetarli alomatlarni hosil qilamiz.
1. Agar 5 0 0 bo‘lsa, u holda berilgan uchta tekislik bitta va faqat bitta 

umumiy nuqtaga ega bo‘ladi. Chunki (1) sistema yagona j'echimga ega. Bu 
holda tekisliklar piramida hosil qiladi deyiladi.

2. Agar rangm = 2, rangM = 3 bo‘lib, normal ni,n2,n3 vektor- 
lar orasida kollinearlari bo'lmasa, u holda (1) sistema yechimga ega emas 
(rangM > rangm). Berilgan tekisliklar juft-jufti bilan turli to‘g‘ri chiziqlar 
bo‘yicha kesishadi. Bu holda tekisliklar prizma hosil qiladi deyiladi.
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2-chizma

3. Agar rangm = 2, rangM — 3 bo‘lib, normal ni,n2,n3 vektoriar 
orasida ikkitasi kollinear bo‘lsa (normal vektorlarning uchalasi ham kollinear 
bo‘la olmaydi, chunki rangm = 2), u holda (1) sistema yechimga ega emas 
(rangM > rangm). Berilgan tekisliklardan ikkitasi parallel, uchinchisi ularni 
kesib o‘tadi.

4. Agar rangm — rangM = 2 bo'lib, normal ni,n2,ns vektorlar orasida 
kollinearlari bo'lmasa, u holda (1) sistema yechimga ega (rangM = rangm). 
Berilgan tekisliklar turli bo‘lib, uchalasi bitta to‘g‘ri chiziq bo‘yicha kesishadi.

5. Agar rangm = rangM = 2 bo‘lib, normal ni,n2,n3 vektorlar orasida 
ikkitasi kollinear bo‘lsa, u holda berilgan tekisliklardan ikkitasi ustma-ust 
tushadi, uchinchisi ularni kesib o‘tadi.

6. Agar rangm = 1 bo‘lib, (1) sistemadagi tenglamalarda birorta propor- 
sional koeffisiyentli juftlik bo‘lmasa, berilgan uchta tekisliklar o‘zaro parallel 
bo’ladi.

7. Agar rangm = 1 bo‘lib, (1) sistemadagi tenglamalarda ikkitasi propor- 
sional koeffisiyentli juftlik bo‘lsa, berilgan tekisliklarning ikkitasi ustma-ust 
tushadi, uchinchisi ularga parallel bo’ladi.

8. Agar rangM = 1 bo‘lsa, u holda tekislikar ustma-ust tushadi.

31-§. Fazoda to‘g‘ri chiziq tenglamalari

Dekart koordinatalar sistemasi kiritilgan fazoda bizga l to‘g‘ri chiziq beril- 
gan bo‘lsa, nol bo‘lmagan d = {01,0^,03} vektor l to‘g‘ri chiziqqa parallel 
vektorlardan bittasi bo‘lsin, bu vektor to‘g‘ri chiziqning yo‘naltiruvchi vek- 
tori deyiladi, Mo(zo,l/o, zo) esa to‘g‘ri chiziqqa tcgishli birorta nuqta bo‘lsin.
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Berilgan Mq(xq, y^, zq) nuqtaning radius-vektorini fb bilan belgilasak, fazoda 
radius-vektori f bo'lgan M(x,y,z) nuqtaning to‘g‘ri chiziqqa tegishli bo‘iishi 
ushbu f - tq va a = {£11,02,03} vektorlarning parallelligiga teng kuchlidir. 
Bu shartni

f—fQ + ta (1)
ko‘rinishda yozib, to‘g‘ri chiziqning vektor ko‘rinishdagi tengiamasini olamiz. 
Bu yerda t parametr —00 dan +00 gacha o‘zgarganda f vektor oxiri l to‘g‘ri 
chiziq nuqtalarini hosil qiladi. Yuqoridagi tenglamani koordinatalar orqali 
yozsak

x — xq 4- a\t
< y = yo + 02^

k z = ZQ 4- a3t 
tengliklarni hosil qilamiz. Bu tenglamalar to‘g‘ri chiziqning parametrik 
tenglamalari deyiladi. Agar bu tenglamalardan t paranietrni yo'qotsak 

x- xq _ y - yo _ z- zq (2)
Oi 02 03

tenglama kelib chiqadi. Bu tenglama to‘g‘ri chiziqning kanonik tenglamasi 
deyiladi.

Fazoda radius-vektorlari f\ va f2 bo‘lgan M\(x\,y\, Z\) va /^2(2:2, 3/2, -2) 
nuqtalar berilgan bo‘lsa, bu nuqtalardan o‘tgan l to‘g‘ri chiziq uchun fj — f\ 
vektor yo‘naltiruvchi vektor bo‘ladi. Yuqoridagi (1) tenglamadagi a vektor 
o‘rniga f? — f\ vektorni qoysak, Mo(xQ,yQ, zq) nuqta sifatida M\(x\,y\,z\) 
nuqtani olsak l to‘g‘ri chiziqning vektor ko‘rinishdagi parametrik tenglamasini 

f = f\ 4- t(f2 - fi)
ko‘rinishda yozish mumkin. Agar (3) tenglamada t parametrni yo qotib uni 
koordinatalar orqali yozsak l to‘g‘ri chiziqning kanonik tenglamasini

x - x\ _ y ~yi _ z — Z\ (4)
x2 — X\ y2 — y\ z2 ~ z\

ko‘rinishda hosil qilamiz. Bu tenglama ikki nuqtadan 0 tuvchi to g ri chiziq 
tenglamasi deyiladi. . < < .

To‘g‘ri chiziq ikkita tekislikning umumiy qismi sifatida: Bizga L togn 
chiziq kanonik

x-xq _ y-yo _ z- zo 
a3 .

tenglama yordamida berilgan bo'lsin. Bu tenglamadan quyidagi >kk.ta 
tenglamalarni hosil qilamiz

x-xq _ y-yo y-yo _ z~ zo (5)
aj a2 a2 a3
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Bu tenglamalarni

a2(x - x0) — a\(y — y0) = 0, a3(y - y0) - a2(z - z0) = 0 

ko'rinishda yozsak l to‘g‘ri chiziq

fl2(x - x0) — a\(y — y0) = 0 va a3(y - y0) - a2(z - z0) = 0

tenglamalar bilan aniqlanuvchi tekisliklarning kesishishidan iborat bo‘lishini 
ko‘ramiz.

Agar bizga ikkita a va (3 tekisliklar

AiX 4- B\y 4- C\z 4- D\ = 0 va A2x 4- B2y 4" C2z 4" D2 = 0

tenglamalar bilan berilib

Ai B\ CA 
A2 B2 C2 j

matritsaning rangi 2 ga teng bo‘lsa, ular parallel bo‘lmaydi va birorta Ho g ri 
chiziq bo‘ylab kesishadi. Bu to‘g‘ri chiziqning kanonik tenglamasini yozish 
uchun uning birorta nuqtasini va bitta yo‘naltiruvchi vektorini bilishimiz 
yetarli. Biz koordinatalari

Aix 4" B\y 4- C\z 4" D\ = 0
A2x 4- B2y 4- C2z 4- D2 = 0

sistemani qanoatlantiruvi M0(x0,y0,z0) nuqtani topib, l to‘g‘ri chiziqning 
yo‘naltiruvchi vektori sifatida tekisliklarning normal n\ = {Ai, B\, Ci} va 
^2 — B2i C2} vektorlarining vektor ko‘paytmasini olamiz, chunki bu vek- 
tor ko‘paytma l to‘g‘ri chiziqqa paralleldir.

32-§. Fazoda ikki to‘g‘ri chiziqning o‘zaro vaziyati

Bizga ikkita L\ va L2 to‘g‘ri chiziqlar mos ravishda

x ~ xi y ~V1 z- z\ x - x2 y-yi z- z2------- =--------=-------- va---- -----= , = —:----  
ai a2 <13 b\ b2 b3

kanonik tenglamalar yordamida berilgan bo‘lsin. Bu tenglamalarni vektor 
ko‘rinishda yozsak ular

f = f\ 4- dt va f = f2 4- bs 
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ko‘rinishlarga keladi. Fazoda ikkita to‘g‘ri chiziq to‘rt xil holatda joylashishi 
mumkin: parallel, kesishuvchi, ustma-ust va ayqash.

32 .1-ta’rif. Ikkita to‘g‘ri chiziqlar bir tekislikda yotib kesishmasa, ular 
parallel to‘g‘ri chiziqlar deyiladi. .

Agar biz uchta r2 - n = M1M2, a va b vektorlarning bir tekislikda yotishi
shartini yozsak

△ =
Z2-Z1 y2—yi z2-zi 

ui a? (13 = 0
61 62 63

tenglikni hosil qilamiz. , ,
32 .2-ta’rif. To‘g‘ri chiziqlar bir tekislikda yotmasa, ular ayqa* 9 

a~ va b vektorlar kornplanar bo'lmaganligi uchun

x2 - X1
Ui

61

V2 -yi
0-2
62

Z2 - Zi

03
63

/o

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. To‘g‘ri chiziqlar parallel bo Imaganligi uchun a va 
vektorlar o‘zaro kollinear emas. ____ . ~

Agar to‘g‘ri chiziqlar kesishsa r2 — fi = MiM^, a va b vektorlar omp ana 
bo‘ladi, a va 6 vektorlar esa kollinear emas.

32 .3-teorema. Quyidagi shartlar fazoda kanonik tenglamalari bilan ben - 
gan ikkita to'g'ri chiziqning o'zaro joylashuv vaziyatining zarur va ye a 
alomatlaridir.

Vaziyati Shartlar _______________

Ayqash △ =
X2 - X1 2/2 “ 3/1 22 - 21

oi a2 03
61 62 63

Kesishadi △ = 0, lekin yo‘naltiruvchi 
a — {ai, a2,03}, 
6= {61,62,63}
vektorlar kollinear emas___________________

Parallel bo'ladi Yo‘naltiruvchi a = {01,02,03},
6 = {61, 62,63} vektorlar kollinear, 
lekin M1A/2 = {^2 - ^1,^2 - yi>z2 “ zi) 

vektor ularga kollinear emas________________
Ustma-ust tushadi Uchala a = {01,02,03},

6 = {61} 62,63}, 
M1M2 = {*2 - ^1» 3/2 - Vb *2 “ *1} 
vektorlar o‘zaro kollinear------------ ---------------
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Isbot. Zarurligi. Teoremadagi zaruriy alomatlar teskarisini faraz qilish 
orqali oson kelib chiqadi.

Yetarliligi. 1. Ushbu M\M2 = {^2 — ^i, Vz ~ 3/1, 22 — 21} vektorni va 
yo‘naltiruvchi a — {ai, a2i a;J}, b = {£>1,62,63} vektorlarni qaraymiz. Agar

X2-X1 
ai 
bi

3/2 -y\ 
a2 
62

22-21

03
63

/0

bo‘lsa, u holda bu vektorlar nokomplanar bo‘ladi. Natijada esa berilgan 
to‘glri chiziqlar ham bir tekislikda yotmaydi.

2. Agar △ = 0 bo‘lsa, u holda M\M2i a, b vektorlar kompianar bo‘ladi. 
Bundan esa berilgan to‘g‘ri chiziqlar bir tekislikda yotishi kelib chiqadi. 
Shartga ko'ra yo‘naltiruvchi a va b vektorlar kollinear emas. U holda to‘g‘ri 
chiziqlar kesishadi.

3. Agar yo'naltiruvchi a va b vektorlar kollinear bo‘lsa, u holda to‘g‘ri 
chiziqlar yoki parallel, yoki ustma-ust tushadi. Shartga ko‘ra boshi birinchi 
to‘g‘ri chiziqqa tegishli M\ nuqtada, oxiri ikkinchi to‘g‘ri chiziqqa tegishli M2 
nuqtada bo'lgan M^M^ vektor bu a va b vektorlarga kollinear emas. Demak, 
berilgan to‘g‘ri chiziqlar parallel bo‘ladi.

4. Agar uchala a va b vektorlar kollinear bo‘lsa, u holda ravshanki 
to‘g‘ri chiziqlar ustma-ust tusadi. Teorema isbotlandi.

Ikkinchi holning xususiy holi sifatida ikki to‘g‘ri chiziqning perpendikul- 
yarligini qarash mumkin. Bu holda yo‘naltiruvchi a va 6 vektorlar ham per- 
pendikulyar bo‘ladi.

Demak, ikkita to‘g‘ri chiziq perpendikulyar bo‘lishi uchun △ = 0 va 
(a. b) = 0 tengliklarning bajarilishi zarur va yetarlidir.

Fazoda ikki to‘g‘ri chiziq orasidagi burchak sifatida fazoning istalgan 
nuqtasidan shu to‘g‘ri chiziqlarga parallel o‘tkazilgan ikki to‘g‘ri chiziqn- 
ing tashkil qilgan burchaklaridan ixtiyoriy birini olamiz. Bu burchak 0 bi- 
lan 7r orasida o‘zgaradi. Agar L\ va L2 to‘g‘ri chiziqlar o‘zining kanonik 
tenglamalari bilan berilgan bo‘lsa, ravshanki ular orasidagi burchak ularning 
yo‘naltiruvchi vektorlari orasidagi burchakka teng.

Agar
x-t\ y-y\ z-z\—■— =-------=-------- va L2.l\ m\ ni

x- x2 _ y - 3/2 = z - z2
l2 m2 n2

bo Isa, L] va L2 to‘g‘ri chiziqlar orasidagi burchak kosinusi uchun

_ (a, b) _ M2 + m\m2 + n\n2 
|a||b| \/l\ + 771? + 711^2 + tn2 + n2

munosabat o‘rinli bo‘ladi.
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33-§. Nuqtadan to‘g‘ri chiziqqacha bo‘lgan masofa. Ayqash to‘g‘ri 
chiziqlar orasidagi masofa

33.1. Nuqtadan to‘g‘ri chiziqgacha bo‘lgan masofa.

Fazoda nuqtadan to‘g‘ri chiziqqacha bo‘lgan masofani topish masalasini 
qaraymiz. Bizga Mi(xi,|/i,zi) nuqta va bu nuqtadan o‘tmaydigan L to‘g‘ri 
chiziq

x- x0 _ y -yo _ z - z0 
l m n

kanonik tenglamasi bilan berilgan bo‘lsin. Malumki, Mi nuqta va L to‘g‘ri 
chiziq orqali yagona tekislik o‘tadi. Izlanayotgan d masofani shu tekislikda 
a = va Moa/ vektorlarga qurilgan parallelogrammning balandligi
sifatida qarash mumkin. Bu vektorlarning vektor ko‘paytmasining uzunligini
qaraymiz:

|[a,M0A?1]| = ||a||M0A/J|sin^|
bu yerda ip - a va MnA/^ vektorlar orasidagi burchak.

Ushbu d = ||A/0A/i| sin^| munosabatni inobatga olsak,
|[a, MoA/iII = |a| ■ d

tenglikni hosil qilamiz. Bundan esa
. |[a, Mo^]|

d= |5| “ 

formulaga ega bo‘lamiz.

Yuqoridagi formulani koordinatalar orqali yozsak

tenglikni hosil qilamiz. Bu fonnula fazoda nuqtadan to'g'ri chiziqqacha 

bo‘lgan masofani ifodalaydi.



178 VI BOB. FAZODA TO‘G‘RI CHIZIQ VA TEKISLIK

33.2. Ikkita ayqash to‘g‘ri chiziqlar orasidagi masofa.

Biz ikkita f = fj +at va f = f2+bs tenglamalar bilan berilgan L\, L2 ayqash 
to‘gcri chiziqlar orsadagi masofani hisoblash formulasini keltirib chiqarmo- 
qchimiz. Ikki to‘g‘ri chiziq orasidagi masofa

d = infd(A, B), A e L\,B G L2 .

formula bo‘yicha aniqlanadi. Bu yerda d(A, B) - A va B nuqtalar orasidagi 
masofadir.

Agar to‘g‘ri chiziqlar kesishsa, ular orasidagi masofa nolga teng bo‘ladi.
Parallel to‘g‘ri chiziqlar orasidagi masofa esa ularning biridan olingan ix- 

tiyoriy nuqtadan ikkinchi to‘g‘ri chiziqqacha bo‘lgan masofani fazoda nuq- 
tadan to‘g‘ri chiziqqacha masofa kabi topiladi.

To‘g‘ri chiziqlar ayqash bo‘lgan holda biz awalo mos ravishda L\ va L2 
to‘g‘ri chiziqlarga tegishli bo‘lgan Ao va BQ nuqtalar mavjud bo‘lib, bu nuq- 
talardan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziqnjng L\,L2 to‘^‘ri chiziqlarga perpendikulyar 
ekanligini ko‘rsatamiz. Buning uchun biz AQBQ vektorni

' AqBI = (f2 + bs0) - (fi + atQ)

ko‘rinishda yozib, uning a va b vektorlarga perpendikulyarlik shartlarini yoza- 
miz. Bu shartlarni skalyar ko'paytma orqali yozsak, ular

(r2 — 7*1, a) + (a, b)sQ — (a, a)t0 = 0
(r2 - Ti, b) + (b, b)sQ - (a, b)tQ - 0

ko‘rinishga keladi. Bu tengliklar s0, tQ noma‘lumlarga nisbatan chiziqli 
tenglamalar sistemasidan iboratdir. Bu sistemaning asosiy determinanti △ 
noldan farqli, chunki

(a, a) (a, b) 
(a, b) (b, b)

— [a, 5]2 > 0

munosabat o'rinlidir. Demak yuqoridagi sistema yagona yechiinga ega, 
ya‘ni (AQ, Bq) juftlik yagonadir. Endi A0B0 kesma uzunligi berilgan ayqash 
to‘g‘ri chiziqlar orasidagi masofaga tengligini ko‘rsatamiz. Buning uchun mos 
ravishda L\ va L2 to‘g‘ri chiziqlarga tegishli va radius-vektorlari

fi + at, f2 + bs
vektorlardan iborat ixtiyoriy A va B nuqtalar uchun |AB| > |A0B0| tengsiz- 
likni isbotlaymiz. Bu tengsizlikni isbotlash uchun A^ vektorni

= (f2 - fi) + (bs — at) — (f2 — fi + bsQ — atQ) + (s — sQ)b — (t — tQ)a
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ko‘rinishda yozamiz. Bu ifodada 
----- > - 
A0B0 = f2 - fi + bsQ - at0

tenglik o‘rinli. Ikkita o‘zaro perpendikulyar p, q vektorlar uchun

(P + <7)2 = P® + f
tenglik o‘rinlidir. Bu tenglik umumlashgan Pifagor teoremasi deyiladi. Bu 
tenglikni

p — AqBq, q — (s — s0)b - (i - t0)a 
vektorlar uchun yozsak,

= (f2 — r 1 + bs0 — dt0)2 + ((s - so)b - (i - t0)a)2

tenglikni olamiz. Bu tenglikdan esa
Aj^2 > (f2 — f] + bs0 — at0)2 = AqBq2

tengsizlikni hosil qilamiz. Endi A)#o kesma uzunligini hisoblash uchun fo 
mula keltirib chiqaramiz. Shu maqsadda AqBq, a, b vektorlarning ara as 
ko‘paytmasini tekshiramiz. Aralash ko‘paytma moduli uchun

|AoBoa&| = |A)#o||[a>b]l

tenglik o‘rinli ekanligini bilamiz. Bundan esa

d = | A0B0I =
|A0B0Qfr| 

|[aJ]l

munosabatni olamiz. Aralash ko:paytmadagi AqBq vektorni

= A^ + aTbJ + ^o _ * _
ko‘rinishda yozamiz. Bu yerda A € L\, B\ € L2 va OA\ — n, O 1 
Shuning uchun OA\ vektor a vektorga, OB\ vektor esa b ve torga p 
Bularni hisobga olsak ___ .

|Ai£ia6|
|[a, £|| ak u

formula keiib chiqadi. Bu formulam koordinatalar yordamid y

d =

abs
x2 - xi P2 “ yi Zo- Zl

a\ 
b\

a2
&2

03 
bz

a2 a2
^3

03 ai
63 b\

ai a2 
b\ b2

2

ko‘rinishga keladi.
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34~§. To‘g‘ri chiziq va tekislikning o‘zaro vaziyati

Bizga L to‘g‘ri chiziq
x - x0 _ y ~y0 _ z - z0

a\ a-2. C13
tenglama bilan, a tekislik esa

Ax + By 4- Cz + D = 0

tenglama bilan berilgan bo‘lsa, ularning tenglamalari bo'yicha o‘zaro vaziya- 
tini aniqlamoqchimiz.

To‘g‘ri chiziq va tekislik o‘zaro uch xil vaziyatda bo‘lishi mumkin: to‘g‘ri 
chiziq tekislikka parallel, to'g+i chiziq tekislikda yotadi, to‘g‘ri chiziq tekis- 
lik'rii bitta nuqtada kesib o‘tadi:

To‘g‘ri chiziq tekislikka parallel bo'lganda to‘g‘ri chiziqning yo‘naltiruvchi 
vektori tekislikning normal vektoriga perpendikulyar bo‘ladi va to‘g‘ri 
chiziqning birorta ham nuqtaSi tekislikka tegishli bo‘lmaydi, jumladan 
tenglamada koordinatalari berilgan M0(z0> yo, zo) nuqta ham. Demak, tekis- 
lik va to‘g‘ri chiziqning paralellik sharti

( Aa\ + Ba% + Ca$ = 0
[Xz0 + ByQ + Czq + D / 0, 

munosabatlardan iborat bo‘ladi.
To‘g‘ri chiziq tekislikda yotgan holda ham to‘g‘ri chiziqning yo‘naltiruvchi 

vektori tekislikning normal vektoriga perpendikulyar bo‘ladi va to‘g‘ri chiziq- 
ning barcha nuqtalari tekislikka tegishli bo‘ladi, jumladan tenglamada koor- 
dinatalari berilgan M0(a:0, y0, z0) nuqta ham. Demak,

f Acq + Ba^ + Ca% = 0
+ By0 + Czq + D = 0,

tengliklar bir vaqtda bajarilsa, L to‘g‘ri chiziq a tekislikda yotadi.
Agar to‘g‘ri chiziq tekislikni biror nuqtada kesib o‘tsa, u holda to‘g‘ri 

chiziqning yo‘naltiruvchi vektori tekislikning normal vektoriga perpendikul- 
yar bo‘lmaydi.

Agar to‘g‘ri chiziq tekislikni to‘g‘ri burchak ostida kesib o‘tsa, to‘g‘ri chiziq 
tekislikka perpendikulyarlik deyiladi. Demak, to‘g‘ri chiziq tekislikka per- 
pendikulyar bo'lsa, u holda to‘g‘ri chiziqning yo‘naltiruvchi vektori tekislik- 
ning normal vcktoriga parallel bo'ladi, perpendikulyarlik sharti esa

_A _ B _ C
a\ 0,2
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munosabatga teng kuchlidir.
Endi to‘g‘ri chiziq bilan tekislik orasidagi burchakni topish masalasini 

qaraylik: To‘g‘ri chiziq bilan uning tekislikdagi proyeksiyasi orasidagi bur- 
chakka to‘g‘ri chiziq bilan tekislik orasidagi burchak deb aytiiadi.

To‘g‘ri chiziq
x- x0 __ y — y0 _ z - z0

l m n
tenglama bilan, tekislik esa

Ax 4- By 4- Cz 4- D = 0

tenglama bilan berilgan bo‘lsin. To‘g‘ri chiziq bilan uning proyeksiyasi 
orasidagi burchak 99 o‘rniga, tekislikning normal vektori n bilan to g n 
chiziqning yo‘naltiruvchi a vektori orasidagi — 97 burchakni topish qulay. 
Haqiqatan, cos(| — ip) = siny? bo‘lganidan

(n, a) ______ Al 4- Bm 4- Cn______
Sln¥> = isijffl = >/42 + B2 + CM2 + m2 + n2

formulaga ega bo'lamiz. ,
To‘g‘ri chiziq va tekislikning vaziyatini algebraik yo‘l bilan quyidagic a 

ham tekshirish mumkin.
Bizga L to‘g‘ri chiziq

x — xq _ y — yo _ z - zq
l m n

kanonik tenglamasi bilan, tt tekislik

Ax + By + Cz + D = 0

umumiy tenglamasi bilan berilgan bo‘lsin. Berilgan L tog n cuziq 
tekislikning umumiy nuqtalarini topish uchun ularnmg teng ama arini 
likda tenglamalar sistemasi qilib, yechimini topamiz. unmg uc _
chiziq kanonik tenglamasidagi proporsiyaning umumiy qiyma in 
gilaymiz va bu tenglamalardan x, y, z larni topamiz, ya ni

x ~ xQ y - y0 z-zq _ x - x0 = y-W = A> = A
1 ’ 1 ’ m n 

bulardan x — IX 4- xq, y = mX + y0, z = nX + z0 (*)
tengliklarni olamiz. Bu tengliklardagi x, y, z larning qiymatJarini tekislik 

tenglamasiga qo‘yamiz:
A(IX 4- x0) 4- B(mX 4- yo) 4- C(nX + z0) + D — 0
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yoki A ga nisbatan ushbu

■AiCo 4" By0 + Cz0 + D + A(AZ + Bm + Cn) — 0

chiziqli tenglamani hosil qilamiz.
Bu chiziqli tenglama Al + Bm + Cn 0 bo‘Iganda yagona yechimga ega, 

ya‘ni to‘g‘ri chiziq tekislikni bitta nuqtada kesib o‘tadi.
Agar Al + Bm + Cn = 0 bo‘lib, Ax0 + By0 + Cz0 + D 0 bo‘lsa, bu 

tenglama yechimga ega emas, ya‘ni to‘g‘ri chiziq bilan tekislik kesishmaydi.
Agar Al + Bm + Cn — 0 bo‘lib, Ax0 + By0 + CzQ + D — 0 bo‘lsa, bu vaqtda 

tenglama cheksiz ko‘p yechimga ega, ya;ni to‘g‘ri chiziq tekislikda yotadi.
Masala. | to‘g‘ri chiziq bilan x + 2y — 2z — 3 = 0 tekislikning 

kesishish nuqtasi topilsin.
Yechish: Al + Bm + Cn — 1 ■ 2 + 2 • 3 + (-2) • 2 = 4 0, de-

mak berilgan to‘g‘ri chiziq va tekislik parallel emas. Endi to‘g‘ri chiziq 
tenglamasini parametrik shaklga keltiramiz: = A, | = A, = A, bular-
dan x = 2/\ + 1, y = 3A 4- 0, z = 2A + 1 x,y, z larning topilgan ifodalarini 
tekislikning umumiy tenglamasiga qo‘yamiz:

2A + 1 + 2 • 3A - 2(2A + 1) - 3 = 0

2A + 1 + 6A-4A- 2- 3 = 0
4A - 4 = 0

A = 1
= 2A + 1 = 2-1 + 1 = 3, j/0 = 3A = 3-1 = 3, z0 = 2A+ 1 = 21 + 1= 3

Demak berilgan to‘g‘ri chiziq tekislikni M0(3;3;3) nuqtada kesib o‘tar ekan.



VII BOB. IKKINCHI TARTIBLI CHIZIQLAR 
NAZARIYASI

35-§. Aylana va sfera tenglamalari

Bu mavzu affin yoki ortogonal koordinatalar sistemasiga nisbatan ikkinchi 
darajali tenglamalar bilan aniqlangan chiziqlar va sirtlar oilasiga mansu 
bo‘lgan aylana va sferaga bag‘ishlangan.

Bizga elementar geometriyadan malumki, tekislikda markazi A nuqta a, 
radiusi r bo‘lgan aylana - bu AN masofa r ga teng bo Igan nuqta aming 
geometrik o'rnidir. Fazodagi AN = r bo‘lgan N nuqtalarning geome n 
o‘rni markazi A nuqtada radiusi r bo‘lgan sfera deyiladi.

Markazi C(a, b) nuqtada bo‘lgan r radiusli aylananing tenglamasi quyidagi 
ko‘rinishga ega:

(x-a)2 + (y-6)2 = r2. ■

Bu tenglama aylananing normal tenglamasi deyiladi. Markazi koordinatalar 
boshida bo‘lsa, aylananing normal tenglamasi

x2 + y2 = r2 <2>

ko‘rinishda bo‘ladi. 02.^2 ad^
Ushbu Ax2+Ay2+2Bx+2Cy+D = 0 tenglama A/0 -

0 shartlarda inarkazi (-7, -§) nuqtada, radiusi r = / 7P 0 gan 

aylanani aniqlaydi.
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35.1- ta’rif. Tekislikdagi ixtyoriy M(x, y) nuqta koordinatalarini aylana- 
ning normal tenglamasiga qo‘ysak, hosil qilingan:

.fi/'/'C ^{y-b')2 - r2 ••-;,•

son M(xyy) nuqtaning aylanaga'nisbatari darajasi deyiladi. Agar M nuq- 
tadan C(a, 6) nuqtagacha bo'lgan masofani d desak, bu son <7 = d2 — r2 ga 
teng bo‘ladi. ., .. . . . . ■

Agar M nuqta aylana tashqarisida yotsa, M nuqtaning shu aylanaga 
nisbatan darajasi musbat, va u M nuqtadan aylanaga o‘tkazilgan urinma 
uzunligining kvadratiga tengdir, yoki elementar geometriyaning malum teo- 
remasiga ko‘ra: a = MT2 — MA • MB bo‘ladi, yani urinma uzunligining 
kvadrati M nuqtadan o‘tkazilgan ixtiyoriy kesuvchi uzunligini uning tashqi 
qismi ko‘paytmasiga teng.

Olingan M nuqta aylana ichida yotsa, M nuqtaning darajasi man- 
fiy< va uning absolyut qiymati shu nuqtadan 0‘tuvchi vatar bo‘laklarining 
ko‘paytmasiga teng bo‘ladi: a = — MA • MB

Agar M nuqta aylanaga tegishli bo‘lsa, uning darajasi nolga teng: a — 0.
Agar ushbu

ui = (z - ai)2 + (y - btf - r2 = 0

u2 = (x - a2)2 + (y - ^)2 - r2 = 0

tengliklar ikkita aylana tenglamasini ifoda etsa,

A1U1 + A2u2 = 0

tenglama (Ai, A2 - ixtiyoriy bir vaqtda 0 ga teng bo‘lmagan sonlar) ay- 
ana (yoki to g ri chiziq)ni tasvirlaydi: Ui = 0, u2 = 0 aylanalar kesishsa, 
i«i + A2u2 = 0 aylana(yoki to‘g‘ri chiziq) aylanalarning kesishish nuqtalari- 

dan o‘tadi.
JBu Ai«i + A2u2 = 0 tenglamani, har biri uchun nisbatning darajasi 
a2 Sa teng bo ladigan nuqtalarning geometrik o‘rni tenglamasi deb qarash 

mumkin.
35.2- ta rif. Agar A2 = -Ai / 0 shart bajarilsa, AiUi + A2u2 = 0 tenglama 

u2 — 0 yoki ui = U2 to‘g‘ri chiziqni aniqlaydi. Bu to‘g‘ri chiziq ikki 
y anarung radikal o qi deyiladi, yani radikal o‘qda yotuvchi har bir nuqtaning 

har ikkala aylanaga nisbatan darajasi tengdir.
U1 ~ U2 = u3 = 0 aylana berilgan bo‘lib, ularning 

u __ ar* lr2° 6 ri chiziqda yotmasa, har bir juft aylananing radikal o‘qlari 
U2- 7 U2> U3 = U1 kitta nuQtadan o‘tadi. Bu nuqta shu uchta 

aylananmg ixtiyony radzkal markazi deb ataladi.
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Quyidagilar mos ravishda

u = (x — a)2 + (y — b)2 — r2 = 0 

v = Ax + By + C = 0
aylana bilan to‘g‘ri chiziq tenglamasi bo‘lsa, u + Xv = 0 tenglama aylanani 
ifodalaydi. Agar u = 0 aylana bilan v = 0 to‘g‘ri chiziq kesishsa, u + Xv — 0 
aylana ulaming kesishish nuqtalaridan o‘tadi.

35 .4-tasdiq. 1) Markazi A nuqtada va radiusi r bo‘lgan aylana (sfera) 
quyidagi tenglamani qanoatlantiruvchi N nuqtalar to‘plami bo ladi.

(H —a)2 = f® 0)

bu yerda R. va d vektorlar mos ravishda N va A nuqtalarning radius vektor 
lari.

2) Tekislikda ortogonal koordinatalar sistemasiga nisbatan aylana 
tenglamasi

(z - a)2 + (y - b)2 - r2 ( >
ko'rinishida bo'ladi, bu yerda a, b sonlari A nuqtaning koordinatalari. Bu (2) 
tenglamani unga ekvivalent bo‘lgan ushbu

x2 + y2 - 2ax - 2by + o = 0 (3)

ko‘rinishida yozish mumkin, bu yerda a — a~ + b2 r2.
3) ortogonal koordinatalar sistemasiga nisbatan sfera tenglamasi

(x — a)2 + (y — b)2 + (z — c) ~r
ko‘rinishida bo'ladi, bu yerda a, b,c sonlari A nuqtaning koordinatalari. Bu 
(4) tenglamani unga ekvivalent bo'lgan ushbu

x2 + y2 + z2 — 2ax — 2by — 2cz + cr = 0 (5)

ko‘rinishida yozish mumkin, bu yerda a = a* + b~ + c? - r .
Isbot. Ikki nuqta orasidagi masofani topish formulasidan fo> ani 

N nuqtalar orasidagi masofani hisoblaymiz. Natijada isbotlas era o g
tengliklarni hosil qilamiz.

Yuqoridagi (3) ko'rinishidagi 
yozish mumkin bo‘lganligi uchun

tenglamalarni (2) tenglama ko‘rinishida 
(3) ko‘rinishidagi har qanday tenglama ay- 

lanani aniqlaydi. Masalan, 
x2 + y2 -x + v ~1 - 0
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tenglamani

ko'rinishida yozish mumkin va u markazi (|> — |) nuqtada va radiusi 
teng aylana tenglamasidir.

Ikkinchi tomondan
x2 4- y2 - x 4- y + 1 — 0 (7)

tenglamani qanoatlantiruvchi haqiqiy koordinatali nuqtalar mavjud emas. Bu 
tenglamani

ko rinishida yozamiz va uni xosmas aylana tenglamasi deyiladi. Lekin har 
ikki holda ham (3) tenglama aylananing umumiy tenglamasi deyiladi. (5) 
tenglama esa sferaning umumiy tenglamasi deyiladi.

Aylananing umumiy tenglamasida uchta parametr ishtirok etadi. Demak, 
aylana tenglamasi uni qanoatlantiruvchi uchta nuqta yordamida hosil qili- 
nar ekan. Elementar geometriya kursidan yaxshi malumki, buning uchun 
berilgan uchta nuqta bir to‘g‘ri chiziqda yotmasligi kerak. Shuningdek har 
bir uchburchak uchun bitta aylana mavjud bo‘ladi. Agar berilgan nuqtalar 
^i(xi,yiy z>), (i = 1,2,3) bo‘lsa, aylana tenglamasi ushbu

x2i + y] - 2axi -2^ + 0 = $

tenglamalar sistemasini a,6, cr larga nisbatan yechib hosil qilinadi. Determi- 
nantlar nazariyasi bilan tanish talabalar izlanayotgan aylana tenglamasi

x2 + y2 x y 1
+ 24 yi 1

x2 + yi x2 y^ 1 
xl + y3 2:3 y3 1

ko rinishida bo lishini osongina topishadi. Bu determinant hisoblansa u (3) 
tenglama ko rinishini oladi. Ikkinchi tomondan bu determinant nolga teng 
bo iadi. agar (x,t/) ni Xi,y,- bilan almashtirilsa (ikkita satri bir xil bo'lgan 
determinant nolga teng).

Huddi shunga o‘xshash bir tekislikda yotmaydigan to‘rtta nuqtadan 
o tuvchi sfera tenglamasini ham hosil qilishimiz mumkin. Bu masalani ta- 
labalarga mustaqil ish sifatida qoldiramiz.

Bizga malumki chiziqlar va sirtlar parametrik tenglamalar yordamida 
am erilishi mumkin. Endi biz aylana va sfera uchun ham parametrik 

tenglamalar yozmoqchimiz.

= 0 (8)
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Aylana uchun parametr t sifatida AM vektor va Ox o‘qi orasidagi bur- 
chakni olsak, M nuqtaning koordinatalarini osongina topamiz:

x = rcost + a 
y = rsint + b.

(9) tenglama aylananing parametrik tenglamalari bo‘ladi.

Sfera uchun bizga ikkita parametr kerak bo‘ladi. Ulardan biri sifatida 
geografik kenglikniy yani AM vektor bilan Oxy tekisligi orasidagi <p bur- 
chakni, ikkinchisi sifatida geografik uzoqlikni, yani AM to’g‘ri chiziq orqali
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o'tuvchi Oz o‘qiga parallel tekislik bilan A nuqta orqali o‘tuvchi Oxz tekis- 
ligiga parallel tekislik orasidagi V’. burchakni olamiz. U holda M nuqtaning 
koordinatalari----

x = a 4- rcostpcos'ip 
< y = b + rcosipsinip

K z = c + rsintp
(10)

formulalar bilan aniqlanadi. Bu tengliklar sferaning parametrik tenglamalari 
bo‘ladi.

36-§. Qutb, silindrik va sferik koordinatalar sistemasi

Shuni takidlab o'tishimiz kerakki, aylana va sferaning parametrik 
tenglamalaridagi parametrlarni ayrim hollarda maxsus turdagi koordinatalar 
sifatida foydalaniladi va ular tadbiqiy masalalarda muhim rol o‘ynaydi. Agar 
tekislikda O nuqta qutb boshi bo'lsa, har bir N nuqta markazi O nuqtada, 
radiusi r = l (ON) bo‘lgan aylanaga tegishli bo‘ladi (bu yerda l uzunlik). 
Agar 6 oriyentirlangan yo‘nalish Ox o‘qi yo‘nalishi va <5 bilan ON orasidagi 
oriyentirlangan burchak sifatida tp ni olsak, (r, <p) juftlik N nuqtani aniqlaydi. 
(r,y>) juftlik N nuqtaning qutb koordinatalari deyiladi.

Qutb koordinatalardan foydalanishda ba’zi muammolar mavjud. Birinchi- 
dan, bu koordinatalar O nuqta uchun aniqlanmagan. N nuqta O nuqta bilan 
ustma-ust tushganda <p burchak aniqlanmagan, lekin O nuqta r = 0 ga mos 
keladi deyish mumkin. Ikkinchidan, r uzunlik bo'lgani uchun r > 0 shartni 
talab qilishimiz kerak bo‘ladi, <p burchakning qiymati esa 2?rn (bu yerda n 
ixtiyoriy butun son) ga teng bo‘ladi. Tekislik nuqtalari va nuqtaning qutb 
koordinatalari orasida o‘zaro bir qiymatli moslik o‘rnatish uchun r va <p ning 
qiymatlarini quyidagi oraliqlarda o'zgaradigan qilib olishimiz mumkin:

0 < r < +00,0 < <p < 2tt.

Lekin bazi masalalarda nuqta tekislik bo‘ylab uzluksiz harakat qilishi 
kerak. Bunday hollarda <p burchakning qiymatini 2tf dan katta, r barcha 
haqiqiy qiymatlarni qabul qiladi deb hisoblash mumkin. Bu noqulayliklarga 
qaramasdan qutb koordinatalardan foydalanish ko‘pgina hollarda qulaydir.

Agar (z,y) Dekart koordinatalar sistemasini 4-chizmadagidek kiritsak,
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quyidagi
x — rcoscp, y — rsinip 

bog'lanishlarni olamiz. Berilgan N nuqtaning Dekart koordinatalari malum 
bo‘lsa, uning qutb koordinatalarini topish uchun r — x/x2 + y2 formula 
bo'yicha birinchi qutb koordinatani topamiz. Ikinchi qutb koordinatani to- 
pish uchun nuqtaning N nuqtaning qaysi chorakda joylashganligini bilishimiz 
kerak va 9? — arctg^ yoki ip = arcctg- tengliklardan foydalanishimiz kerak. 

Fazoda N nuqta uchta son bilan aniqlanishi mumkin: (p,ip,z). Bu yerda 
(p, <p) juftlik N nuqtaning Oxy tekisligidagi proyektsiyasi bo‘lgan H nuqtan- 
ing qutb koordinatalari, z esa N nuqtaning Oz o'qiga proyektsiyasi bo Igan 
H nuqtaning applikatasidir. Ushbu (p, 9?, z) sonlar N nuqtaning silindrik 
koordinatalari deyiladi.

5-chizma
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Agar biz fazoda dekart koordinatalar sistemasini kiritsak, silindrik va 
dekart koordinatalari orasidagi ushbu

x — pcosip 
< y — psincp
^z — z

bog‘lanishlarni olamiz. Bu yerda p, <p o‘zgaruvchilar uchun

0 < p < 4-oo, 0 < ip < 2tt 

munosabatlar o‘rinlidir.
Fazoda silindrik koordinatalar sistemasini kiritganimizda fazo bitta o‘qqa 

ega bo‘lgan ichma-ich joylashgan (kontsentrik) silindrlarga ajraladi. Fazo- 
ning har bir nuqtasi bu silindrlarning faqat bittasiga tegislili bo'ladi. Agar 
nuqtaning silindrik koordinatalari (p, <p, z) bo‘lsa, bu nuqta yotgan silindrning 
radiusi p ga teng bo‘ladi. Agar nuqta silindrlar o‘qiga tegishli bo‘lsa, u tegishli 
bo‘lgan silindrning radiusi nolga teng bo‘ladi. Yuqoridagi tanlangan dekart 
koordinatalar sistemasida silindrlarning o‘qi Oz o‘qidan iboratdir. Bu dekart 
koordinatalar sistemasida kontsentrik silindrlar tenglamasi

x2 4- y2 = p2

ko‘rinishda bo‘ladi.
Huddi shuningdek fazodagi M nuqta quyidagi uchta son bilan ham 

aniqlanishi mumkin: (p, <p, *0). Bu yerda p = |OM| ga teng bo'lgan ma- 
sofa, <p va 0 esa mos ravishda markazi O nuqtada, radiusi p bo‘lgan sferada 
kenglik va uzoqlikdir.

6-chizma
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Yuqorida aniqlangan p, <p, kattaliklar M nuqtaning sferik koordinatala 
deyiladi. Bunga sabab, fazoning koordinatalari p = cost tenglamani qanoa 
lantiruvchi nuqtalari to‘plami sferani tashkil qiladi. Fazoning har bir nuqtas 
radiusi koordinata boshidan shu nuqtagacha bo‘lgan masofaga ten& ° ga 
sferada yotadi. Nuqtaning dekart koordinatalari bilan sferik koorc ina 
orasidagi bog‘lanish quyidagicha bo'ladi:

x = pcosipsinil), 0 < < 2?r
< y — psintpcosi), — | < V' < f

z ~ pcosip

Odatda fazo nuqtalari bilan ularning sferik koordinatalari orasidagi moslik 
o'zaro bir qiymatli bo‘lishi uchun ular uchun

0 < r < +oo, 0 < <p < 2tt, 0 <

chegaralar qo‘yiladi. . ... t
Fazoda sferik koordinatalar sistemasini kiritganimizda fazo mar Z1 

nuqtada bo‘lgan sferalarga ajraladi. Agar nuqtaning s^er1^ oor 1 
(P> “0) bo‘lsa, u yotgan sferaning radiusi p ga teng bo ^1, u maS
tadan koordinatalar boshigacha bo‘lgan masofaga tengdir. uq a p 
sferada yotgan bo‘lsa, ip va burchaklar uning sferadagi vaziya iniia

Markazi C(a, b, c) nuqtada, r radiusli sfera tenglamasi quyi agi 
ega: n 2

(z - a)2 4- (y - &)" + (z ~ " r ’

7-chizma
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Bu tenglarna..sferaning normal tenglamasi deyiladi. Agar sfera markazi 
koordinatalaQbqshi bilan ustma-ust tushsa, normal tenglama quyidagi 

ko‘rinishga ega bo‘ladi. ■ • ....
Ushbu

Ax2 + Ay2 4- Az2 + 2Bx + 2Cy + 2Dz + E = 0 
tenglama

A / 0, B2 + C2 + D2 - AE > 0

shartda markazi (—~— ^) nuqtadagi va radiusi r '= B^e^+D^-AE. ga
teng bo‘lgan sferani aniqlaydi.

36.1 -ta’rif. Ixtiyoriy M nuqtaning radiusi r, markazi C nuqtada bo‘lgan 
sferaga nisbatan darajasi deb

U = d2 — r2

songa aytiladi. Bu erda d = |MC| sohi M nuqtadan C markazgacha bo‘lgan 
masofa.

Agar M nuqta sfera tashqarisida yotsa, bu nuqtaning sferaga nisbatan 
darajasi musbat sondir. Bu son M nuqtadan sferaga o‘tkazilgan urinma 
uzunligining kvadratiga teng. Agar M nuqta sfera ichida yotsa, bu nuqtaning 
sferaga nisbatan darajasi manfiy son bo‘ladi va absolyut qiymati bo‘yicha 
MP-MQ ko‘paytmaga teng. MP, MQ kesmalar M nuqtadan o‘tuvchi ixtiyo- 
riy vatar bo‘laklarining uzunliklariga teng. Agar M nuqta sferada yotsa, bu 
nuqtaning sferaga nisbatan darajasi nolga teng. M(x, y, z) nuqtaning markazi 
C(a,b,c) nuqtada yotuvchi va radiusi r ga teng sferaga nisbatan darajasi

s = (x - a)2 + (y - b)2 + (z - c)2 - r2

formuladan aniqlanadi.
36.2 -ta’rif. Kontsentrik bo‘lmagan ikkita sferalarga nisbatan teng dara- 

jali nuqtalarning geometrik o‘rni tekislikdan iborat. Bu tekislik ikkita sfera- 
ning radikal tekisligi deyiladi. Agar sferalar kesishsa, radikal tekislik ularning 
umumiy aylanasi orqali o‘tadi.

Ikkita sfera tenglamalarini qaraylik:

(x - at)2 + (y - bj2 + (z - cj2 - rf = 0,

(x - a2)2 + (y - b^)2 + (z - c2)2 - r2 = 0
va ularning chap tomonlarini iti,u2 deb belgilaylik. Ushbu AiUi + A2u2 = 0 
tenglama Ai, A2 sonlar bir vaqtda nolga teng bo'lmagan holda sfera yoki
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tekislikni aniqlaydi. Agar sferalar kcsishsa, bu tenglama ularning umumiy 
aylanasidan o‘tadigan sferani yoki tekislikni ifoda etadi. = 1x2 tenglama 
radikal tekislikni aniqlaydi.

Ushbu Xu 4- /xv = 0 tenglamada u = 0 sfera tenglamasi va v = 0 tekisli 
tenglamasi bo‘lsa, A 0 shartda sferani, yoki A = 0, /x 0 shartda tekislikni 
aniqlaydi. Agar ular kesishsa bu sfera tekislikning sfera bilan kesishish chizig i 
orqali o‘tadi.

36.3 -tasdiq. Bizga markazi A nuqtada bo‘lgan T aylana yoki sfera ben 
gan bo‘sin. Aylana tekisligida yotuvchi d to‘g‘ri chiziq aylanani ikkita haqiqiy 
koordinatali nuqtalarda kesib o‘tadi, agar A nuqtadan d to g ri chiziqqac a 
bo‘lgan masofa radiusdan kichik bo‘lsa. Agar bu masofa radiusga teng o a 
bitta haqiqiy koordinatali nuqtada kesib o‘tadi. Agar bu masofa radius an 
katta bo‘lsa to‘g‘ri chiziq kesib o‘tmaydi.

36.4 -natija. Aylana (sfera)ning har bir urinmasi^ (urinma tekishgi) 
urinish nuqtasiga o‘tkazilgan radiusga perpendikulyar bo ladi.

Urinma tushunchasi muhim geometrik rol o‘ynaydi. Shuning uc un ur 
geometrik holatlar uchun urinma tenglamalarini yozish qiziqar 1 ir. g 
tekislik (fazo)dagi tayin nuqta bo‘lsa, (1) teglama bilan berilgan ay ana 
(sfera)ning berilgan nuqtadan o‘tuvchi barcha urinmalarini toparmz.

Agar urinma (urinma tekislik)ga tegishli bo‘lgan ixtiyoriy ~ _nuq 
radius vektori f bo‘lsa, urinma (urinma tckislik) tenglamasi r r° 
(f=fQ + Xu + fiv) ko‘rinishida bo‘ladi va uning yo‘naltiruvchi vekton v 
MqM — f— fQ ga teng.

Shuning uchun MqM to‘g‘ri chiziq aylana (sfera)ga urinma bo‘lishi uchun 
v vektor △ = 0 shartni qanoatlantirishi, ya'ni

[(f- fo)(fo - 5)12 - (r " H>)2 (f° - (r - *)) = 0 W
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tenglik bajarilishi kerak, bu yerda △ = (f — f0)av.
Yuqoridagi mulohazalardan ushbu tasdiq kelib chiqadi.

36.5 -tasdiq. Aylana (sfera)ning berilgan A/0 nuqtasida o‘tkazilgan urin- 
ma tenglamasi

[(f - a)(f0 - a) - p2)]2 - [(f- a)2 - p2] [(f0 - a)2 - p2] = 0 (12)

ko'rinishda bo‘ladi.
Isbot. Biz M(f) nuqta urinmaga tegishli bo'lishi uchun f vektor (12) teng- 

likni qanoatlantirishi zarur va yetarli ekanligiga egamiz. Shuning uchun biz 
(12) tenglik (ll)-tenglikka teng kuchli ekanligini isbotlashimiz kerak. Buning 
uchun (11) tenglikda ushbu f—a+a—f0 almashtirishni bajaramiz vaqavslarni 
ochamiz. Natijada (12) tenglikni hosil qilamiz. (12) formulaning geometrik 
manosi quyidagidan iborat. Agar Mo nuqta aylanaga tegishli bo‘lsa, (12) 
tenglik

(f — a)(f0 - a) - p2 = 0 (13)

ko'rinishiga keladi. (13) tenglama to‘g‘ri chiziq tenglamasi bo‘lib, u aylana- 
ning Mo nuqtadagi urinmasi tenglamasidir. Bu urinma TMq radiusga per- 
pendikulyardir. Shuning uchun TMq to‘g‘ri chiziq aylananing Mq nuqtadagi 
normal tenglamasi bo‘ladi. Sfera uchun esa (13)-tenglamani fazoda qaraymiz. 
U holda bu tenglik Mo nuqtadan o‘tuvchi va radiusga perpendikulyar tekislik 
tenglamasi bo‘ladi. Bu tekislik sferaning Mq nuqtadagi urinmalaridan tashkil 
topganligi uchun uni sferaning Mo nuqtadagi urinma tekisligi tenglamasi deb 
ataymiz. TMq to‘g‘ri chiziq esa sferaning Mq nuqtadagi normal tenglamasi 
bo‘iadi.

Yuqoridagi (13) tenglamaning chap tomoni aylana (sfera) tenglamasi- 
ning chap tomonidagi (f — a)2 ifodani skalyar ko'paytma shaklida yozib, 
ko‘paytuvchilardan birida f vektorning o‘rniga f0 vektorni qo‘yib hosil qili- 
nadi. Bu jarayon algebra kursidan malumki, qutblaslitirish, deb yuriti- 
ladi. Agar (1) va (13) tenglamalar koordinatalar yordamida yozilsa, aylana 
(sfcra)ning (3) (5) umumiy tenglamasini qutblashtirish ushbu

almashtirish yordamida amalga oshiriladi. Bu almashtirish y va z 
o zgaruvchilar uchun ham huddi shunday yoziladi, bu erda x0, yo, lar 
Mq nuqtaning koordinatalari. Natija shundan iboratki, aylana (sfera)ning 
Mq nuqtadagi urinma (urinma tekislik) tenglainasi bu uning umumiy 
tenglamasini qutblashtirishdir.
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36.6 -misol. Ushbu Mo(2,-1,3) nuqta

x2 + y2 + z2-x + y + z— 14 = 0

glama bilan berilgan T sferaga tegishli ekaniigini tekshiring va I' sferaga 
o nuqtadagi urinma tekislik tenglamasini yozing.

n echish. Berilgan Mo nuqta T sferaga tegishli ekanligi tekshirish uchun 
oson^lK k°ordinatalari sfera tenglamasini qanoatlantirishini ko'nshimiz 
son. rinma tekislik tenglamasini yozish uchun sfera tenglamasini qutb- 
as Mramiz. Buning uchun esa (14) munosabatdan foydalanamiz. Natijada 

3* _ + 3* ~ + 2) + |(y — 1) + 3) — 14 = 0 tenglikni yoki
. ?/ + — 28 = 0 ni hosil qilamiz. Bu izlanayotgan urinma tekislik
tenglamasidir.

Endi yana (12) tenglikka qaytamiz. Agar Mo nuqta T aylana (sfera)dan 
35 qarida yotsa, malumki bu nuqtadan aylanaga ikkita urinma, sferaga esa 

unoma konus o‘tadi. Agar Mq nuqta T aylana (sfera)ning ichida yotsa, u 
° a bu nuqtada aylana (sfera) uchun haqiqiy urinma (urinma tekislik) yo‘q. 
e aytish mumkinki, bu holda (12) tenglik aylana uchun ikkita mavhum 

unnmalar juftligini, sfera uchun esa xosmas konus tenglamasini aniqlaydi.
Shuni ham ta’kidlashimiz kerakki, urinma (urinma tekislik) bilan aylana 

(sfera)ning kesishish nuqtasi Mo ning koordinatalari (1) va (12) tenglik- 
a^ni qanoatlantirishi bilan bir qatorda (13) tenglikni ham qanotlantirishi 
erak. Natijada urinma (urinma tekislik) Mq nuqta uchun muhim geometrik 

ahamiyatga egaligini hosil qilamiz. Bu urinma (urinma tekislik) Mq nuqta 
ilan aylana (sfera)ga nisbatan qutb o‘qi (tekisligi) va Mo nuqta qutb boshi 

deyiladi.
36.7 -misol. Ushbu z + y + z+l = 0 tenglama bilan berilgan tekislikning 

x + y2 + z2-x + y + z-14 = 0 tenglama bilan berilgan sferaga nisbatan 
qutb boshini toping.

Yechish. Izlanayotgan qutb boshi Mq(xq, yo, zq) nuqta bo'Isin. U holda 
sfera tenglamasini qutblashtirish yordamida qutb tekisligini hosil qilamiz, 
umng tenglamasi

xxo - yyo + zzq - i(z + xq) + i(y - yo) + «(* + *0) - 14 = 0 
2 2 z

yoki unga ekvivalent bo'lgan
x(*o - i) + y(y0 + i) + *(*o +5) + |("*o + * + ” 28 = 0 

ko+inishga ega bo‘ladi. Bu tekislik berilgan tekislik bilan ustma-ust tushishi, 
yani ularning mos koeffitsiyentlari proporsional bo'lishi kerak va biz x0 - 

yQ = Zq = ni hosil qilamiz.
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36.8 -tasdiq. Aytaylik T aylana (sfera) umumiy tenglafnasi '(3) (mds 
ravishda (5)) bilan berilgan va M nuqta aylana (sfera) yotuvchi tekislik 
(fazo)ning ixtiyoriy nuqtasi bo'lsin. U holda, agar Pj, P2 nuqtalar T ay- 
lana (sfera)ning M nuqtadan o‘tuvchi d o‘q bilan kesishish nuqtalari bo‘lsa, 
a(MPi) • a(MPi) ko'paytma dto‘qqa bog'liq emas.

37-§. Tekislikda dekart koordinatalar sistemasini almashtirish

Tekislikda dekart koordinatalar sistemasi berilgan bo‘lib, uni koordinatalar 
boshi O nuqta atrofida <p burchakka burishni qaraylik.

37.1-tasdiq. Nuqtanirig ”eski” va ”yangi” koordinacalari orasidagi 
bog‘lanish

J x = x1 cos <p — x/ sin p 
= x' sin ip 4- y’ cos <p 

tenglamalar sistemasi bilan aniqlanadi.
Isbot. Bir vektordan ikkinchisiga qisqa burilish yo‘nalishi soat strelkasi 

yo‘nalishiga qarama-qarshi bo'lsa, bu vektorlar o‘ng ikkilik, aks holda chap 
ikkilik tashkil qiladi deyiladi. Bazis sifatida biror ikkilik tanlansa, biz oriyen- 
tatsiya tanlab olingan deb hisoblaymiz. Bizga {i, j} va {ir,jr} ortonormal 
bazislar berilgan bo‘lsin. Bu bazislar yordamida kiritilgan Dekart koordina- 
talar sistemasilarini mos ravishda Oxy va Orxry' bilan belgilaylik. Nuqtaning 
”eski” va ”yangi” koordinatalari orasidagi bog‘lanishni topamiz. ”Yangi” 
koordinatalar sistemasi markazining ”eski” koordinata sistemasidagi koordi- 
natalarini (a, b) bilan belgilaylik.

Tekislikda M nuqta berilgan bo‘lib, uning Oxy va O'x'x/ sistemalardagi 
koordinatalari mos ravishda (x,y) va (xr^xj) juftliklardan iborat bo‘lsin.

9-chizma
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Biz quyidagi tengliklarga ega bo'lamiz:

CM = xi + yj, O'A = x'i' 4- y'j', OO' = ai + bj

Har bir vektorni {i,j} bazis orqali ifodalash mumkinligi uchun

= ani +
j' = a?ii + a^2j

(1)

munosabatlarni hosil qilamiz. Bu ifodalarni

ol = OO’ + <JA, ol = XI + yj

tengliklarga qo'yib

xi + yj = ai + bj + anx'i + a^'j + a2iy < + a22V 3

tenglikni hosil qilamiz. . , .
Bazis vektorlar {i, j} chiziqli erkli oilani tashkil etganligi uchun yuqon agi 

munosabatdan
x = anx' + a^iy' + a 
y = a\2%' + a22y' + b

(2)

formulalarni olamiz. Endi Otj koeffitsiyentlarni topish uchun ikk' 
qaraymiz. ~

Birinchi hol: {,’ j} va {?,/} bazislar bir xil vektorlar
agar <p bilan i va i’ vektorlar orasidagi burchakru be o _ ^ikLning har 
orasidagi burchak ham <p ga teng bolladi. ^uqori agi ( 
ikkalasini i va j vektorlarga skalyar ko‘paytirib

an = cos y>, a12 = sin y>, a21 = - sin (P, «22 = cos f 
formulalarni olamiz. Bu formulalarni (2) formulalarga qo y'
quyidagi ikkita formulalarni olamiz:

{x = x' cos <p — y' sin <p + a 
y = x'sintp + y" cos <p+ b.

Bu holda o‘tish determinanti uchun

(3)

△ = cosip — siny? । 
sin <p cos p

bo‘lsa, i va i' vektorlar orasidagi burchakni <p bi an e gi 
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orasidagi burchak 7r—tp ga teng bo‘ladi. Bu holda (1) tengliklarning har birini 
i va j vektorlarga skalyar ko‘paytirib

an = cosy>, an = sin<p, a^i = sin(/7, 022 = — cosy> 

formulalarni hosil qilamiz. Bu holda koordinatalarni almashtirish formulalari 

(x = x' cos <p 4- y' sin tp 4- a
1 y = x' sin <p — y' cos tp 4- b

ko‘rinishda bo'ladi. Bu holda o‘tish determinanti uchun
cos tp sin tp | 
sinc^ — cosc^

tenglik 0‘rinli bo‘ladi.
Demak koordinatalar sistemasini almashtirganimizda o‘tish matritsasinig 

determinanti musbat bo‘lsa, oriyentatsiya 0‘zgarmaydi. Agar o‘tish mat- 
ritsasining determinanti manfiy bo‘lsa, oriyentatsiya qarama-qarshi oriyen- 
tatsiyaga o‘zgaradi.

38-§. Ikkinchi tartibli chiziqlarning kanonik tenglamalari

Biz bu mavzuda ikkinchi darajali tenglamalar bilan aniqlanadigan chiziq- 
larni qaraymiz.

Ikkinchi tartibli chiziqlar oilasiga mansub bo‘lgan aylananing xossalari va 
unga doir masalalar bilan biz oldingi mavzuda tanishgan edik. Endi esa 
boshqa chiziqlar bilan tanishamiz va ularning muhim xossalarini o‘rganamiz. 
Ikkmchi tartibli chiziqlardan ellips, giperbola va parabolani qaraymiz.

Yuqorida bayon etilgan chiziqlarni bitta atama bilan atash mavjud bo‘lib, 
ellips, giperbola va parabola xos konus kesimlari yoki qisqacha konikalar deb 
yuritiladi. Bunday atalishiga sabab, bu chiziqlarni cheksiz aylanma konus 
sirtni turli tekisliklar yordamida kesish yordamida hosil qilish mumkiniigini 
isbotlash mumkin.

Agar tekislik konusning bir pallasini kesib o‘tsa, kesimda ellips hosil 
bo‘ladi. Agar tekislik konusning ikkala pallasini kesib o‘tsa, kesimda giper- 
bola hosil bo'ladi. Agar tekislik konusning yasovchilaridan biriga parallel 
bo‘lsa, kesimda parabola hosil bo‘ladi (9-chizma). Agar kesuvchi tekislik 
konus uchidan o‘tsa, u holda kesimda ikkita kesishuvchi to‘g‘ri chiziqlar 
juftligi hosil bo‘ladi. Biz bu juftlikni xosmas konikalar deb ataymiz.

38.1- ta’rif. Tekislikda ixtiyoriy nuqtasidan berilgan ikkita fokuslari deb 
ataluvchi Fi va F2 nuqtalargacha bo‘lgan masofalar yig'indisi o‘zgarmas 2a 
miqdorga teng bo‘lgan M nuqtalarning geometrik o‘rni ellips deb ataladi.
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Hozir biz qulay koordinatalar sistemasida uning tenglamasini topamiz va 
uni ellipsning kanonik tenglamasi deb ataymiz.

Koordinatalar sistemasini quyidagicha kiritamiz: koordinatalar< °s 1 
sifatida FYF2 kesmaning o‘rtasi O nuqtani, Ox o‘qi sifatida F\F2 to g ri c i- 
ziqni, Oy o‘qi sifatida esa O nuqtadan Ox o‘qiga perpendikulyar ravis a 
o‘tuvchi to‘g‘ri chiziqni tanlaymiz. U holda agar |Fj F2I = bo Isa, tari ga 
ko‘ra ellipsga tegishli M nuqtalar uchun o‘rinli bo'lgan ushbu F\M + 2 
2a munosabat __________ _______________

x/(x 4- c)2 + y2 + x/(x - c)2 + = 2a (1'
ko'rinishga ega bo‘ladi. Bu tenglikning chap tomonidagi qo shiluvchilarda 
birini o‘ng tomonga o‘tkazamiz va tenglikning ikkala tomonini 1 ma 
kvadratga oshirsak, (1) tenglik

(a2-c2)x2 + a2y2=a2(a2-c2) (2)
ko'rinishni oladi. Va nihoyat biz b = x/a2 — c2 > 0 belgilashni kiritsak, ( ) 
tenglik

^ + ^-1 = 0 ' (3)2 1
ko'rinishni oladi va (3) tenglama ellipsning kanonik tenglamasi ,

Kanonik (3) tenglamani qanoatlantiruvchi ixtiyony N(x0,y0) q
11P HaqfcX’ ham, agar NF + NF2 = 2a' bo'lsa, yuqoridagidek ushbu

,2

tenglikni hosil qilarniz. Bu tenglikni (3) bilan taqqoslab

4 0

tenglikni olamiz. Shuningdek a < a'y a > o! bo‘lganligidan b < b'\ b > F 

bo‘ladi. Mos ravishda biz a' = a ni hosil qilamiz.Yuqoridagi a, b sonlar ellipsning yarim o 'qlari deb ataladi. (3) tenglik- 
dan ko‘rish mumkinki, koordinata o‘qlari ellipsning simmetriya o'qlari bo ladi 
(nima uchun?), koordinata o‘qlari bilan kesishish nuqtalari esa ellipsning uch- 
lari, koordinata boshi ellipsning simmetriya markazi bo'ladi. Ellipsning birin- 
chi chorakda joylashgan qismi oshkor ko‘rinishdagi 

funksiyaning grafigidan iborat bo'ladi. Bundan ko rinadiki 0 < x < a 
oraliqda y ning qiymati b dan 0 gacha kainayadi. Yuqoridagilarni inobatga 
olsak, ellipsning ko‘rinishi 10-chizmada tasvirlangan kabi bo‘Iadi.
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Biz oldingi mavzuda o‘rgangan aylana ellipsning xususiy holi bo‘lib, ikkala 
fokuslari ellips simmetriya markazi bilan ustma-ust tushgan holga to‘g‘ri ke- 
ladi.

38.2- ta’rif Tekislikda ixtiyoriy nuqtasidan berilgan ikkita fokuslari deb 
ataluvchi F\ va Fi nuqtalargacha bo‘lgan masofalar ayirmasining absolyut 
qiymati o'zgarmas 2a miqdorga teng bo'lgan M nuqtalarning geometrik o‘rni 
giperbola deb ataladi.

Demak giperbolani tekislikda \FtM - F2A/| = 2a munosabat o‘rinli 
bo‘ladigan M nuqtalarning geometrik o‘rni sifatida qarashimiz mumkin. Bel- 
gilashlarni ellipsdagidek olsak, F\ va F2 nuqtalar fokuslari bo‘ladi. Dekart 
koordinatalar sistemasi huddi ellipsdagidek kiritilib, giperbolaning kanonik 
tenglamasi

i2 y2 
a2 & 1 = 0 (4)

ko‘rinishida bo‘lishini (bu yerda b = x/c2 — a2) va bu tenglamani qanoat- 
lantiruvchi ixtiyoriy nuqta giperbolada yotishini hosil qilamiz.

Koordinata boshi giperbolaning simmctriya markazi, koordinata o‘qlari 
giperbolaning simmetriya o‘qlari bo‘ladi, koordinata o‘qlari bilan kesishish 
nuqtalari csa giperbolaning uchlari bo‘ladi (Oy o‘qdagi uchlari mavhum nuq- 
talar bo‘ladi). Giperbolaning birinchi chorakda joylashgan qismi oshkor 
ko‘rinishdagi

funksiyaning grafigidan iborat bo‘ladi. Yuqoridagilarni inobatga olsak, giper- 
bolaning ko‘rinishi 11-chizmada tasvirlangan kabi bo‘ladi.
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Giperbola ikkita shoxdan iborat bo'ladi. y = ±£:r tenglamalar bilan 
aniqlangan to‘gcri chiziqlar giperbolaning asimptotalari deyiladi. Giperbolaga 
tegishli nuqtalar x —> ±oo da asimptotalarga cheksiz yaqiniashadi (x —> ±oo 
uchun -> ±M. X

Agar a = b bo‘lsa, chiziq teng tomonli giperbola deyiladi va uning kanonik 
tenglamasi x2 — y2 = a2 ko‘rinishda bo‘Iadi. Agar koordinata o qlari 
orasidagi burchak bissektrisalarini koordinata o‘qlari sifatida olsak, u holda 
teng tomonli giperbola tenglamasi xy = k ko‘rinishini oladi (nima uchun?), 
bu yerda k o‘zgarmas son.

Endi biz ellips va giperbolaning ikkinchi tarifini hamda yangi chiziq 
parabolani aniqlaymiz.

Tekislikda berilgan tayin F nuqta - fokusy F nuqtadan o'tmaydigan beril- 
gan l to‘g‘ri chiziq - direktrisa deb ataladi. Biz tekislikdagi

ML = e = consL(MN .Lf N e I)
MN

(5)

munosabatni qanoatlantiruvchi nuqtalarning geometrik o‘rnini topamiz. Bu 
nuqtalar o‘rni chiziq bo‘ladi, o'zgarmas son e esa ekstsentrisitet deb ataladi.

Buning uchun ortogonal koordinatalar sistemasini quyidagicha kiritamiz: 
F nuqtadan o‘tuvchi va l ga perpendikulyar to‘g‘ri chiziqni Ox o‘qi, F nuq- 
taning koordinatalarini (c, 0), l to‘g‘ri chiziqning tenglamasini x = d deb faraz 
qilamiz (12-chizma) (keyingi hisoblashlar shuni ko‘rsatadiki bunday faraz no- 
qulaylik tug'diradi, shuning uchun d = 0 deb olamiz).
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U holda (5) munosabat quyidagi ko'rinishni oladi:

. \/(x — c)2 + y2 = e|i - d|, (6)

bu tenglikning ikkala tomonini kvadratga oshirib, unga ekvivalent bo‘lgan 

(1 — e2)z2 + y2 + 2(de2 — c)x + (c2 — e2d2) = 0 (7)

tenglikni hosil qilamiz.
Agar e l bo'lsa, Oy o‘qini shunday tanlash mumkinki, de2 — c = 0 

bo‘ladi, yani yoki H,F,O nuqtalarning oddiy nisbati
(H;F\O) = ^. U holda (7) tenglik ushbu ko'rinishni oladi:

c2 - e2d2 — d2e2(e2 - 1)

va (7) tenglik ushbu tenglikka ekvivalent bo'ladi:

_±+____yi______i = 0 (8)
' (Fe2 <Pe2(l - e2)

Mos ravishda, agar e < 1 bo'lsa. (8) tenglik yarim o'qlari quyidagicha 
bo'lgan ellipsni ifodalaydi:

a = ed = -, b = ed\/l — e2. (9)
e

Agar e > 1 bo‘lsa, (8) tenglik yarim o'qlari quyidagicha bo'lgan giper- 
bolani ifodalaydi:

a = ed = -, b = edx/e2 — 1. (10)
e

Bundan tashqari teskari natijalar ham o'rinli, yani har qanday ellips 
- (giperbola) uchun (9) ((10)) tenglikni qo‘llasak, e = f, d = | = ^ni hosil 
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qilamiz. Bu erda c soni chiziq fokusining abssissasi, x — d to g ri chiziq l 
direktrisa vazifasini bajaradi. Ellips (giperbola) esa (5) munosabatni qano^ 
lantiruvchi nuqtalaming geometrik to‘plamidir. Ellips (giperbola) oor i 
natalar o‘qlariga nisbatan simmetrik bo'lganligi uchun ikkinchi directrisa 
x = -d va ikkinchi fokus F(-c,0) ga ham ega bo‘lib, (5) munosabatm 
qanoatlantiradi.

Endi (7) tenglikka qaytamiz va e = 1 hol uchun nuqtalarning geometrik 
o mini qaraymiz. Bu holda nuqtalarning gcometrik o‘rni parabola deyiladi.

38.3- ta’rif. Parabola - fokus deb ataluvchi qo‘zg‘almas nuqtadan va di- 
rektrisa deb ataluvchi tayin to‘g‘ri chiziqdan bir xil masofada yotuvchi nuq- 
talarning geometrik o‘rnidir.

Oy o‘qi har qanday tanlanganda ham parabola tenglamasi quyidagicha
bo'ladi:

y2 + 2(d — c)x + (c2 — d2) = 0. (W
Bu esa parabola uchun dekart koordinatalar sistemasini qulay tanlash 
imkonini beradi: koordinatalar boshi sifatida HF kesmaning o'rtasini olamiz.

13-chizma

Bu holda d = -c bo'ladi. Yuqoridagi koordinat^ar 
batan (11) tenglama parabolaning kanonik teng amasi 

(12)ko‘rinishni oladi:
y2 - 2px = 0,

bu yerda p = 2c bo‘lib, u parabolaning parametri deyiladi.
Ravshanki, parabola koordinatalar boshidan o‘tadi. Koordinatalar boshi 

parabolaning uchi deyiladi, Ox o‘qi parabolaning simmetriya o‘qi bo‘ladi. 
Parabolaning ko'rinishi 13-chizmadagi kabi bo'lishini ko rish qiyin emas (el 
ementar matematikadan kvadrat funksiya grafigi haqidagi mulohazalarm es- 

lang).
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Konikalar (ikkinchi tartibli chiziqlar: ellips, giperbola va parabola)ning 
sddda parametrik tenglamalari mavjudligini takidlab o‘tamiz. (3) 
tenglamadan ko‘rish mumkinki, ellipsga tegish bo‘lgan nuqtalarni ushbu

x = acost, y = bsint (13)

formulalardan ham aniqlash mumkin. Yuqoridagi (4) tenglamadan esa giper- 
bola • ' •'

x = acht, y = bsht (14)

ko‘rinishdagi parametrik tenglamalarga ega ekanligini hosil qilamiz. Parabola 
uchun esa (12) tenglama o‘rniga parametrik tenglamalar sifatida quyidagi 
tenglamalarni yozishimiz mumkin: x = y = t.

Ellips, giperbola va parabolaning urinmalari. Bu chiziqlarning har 
biri o‘ziga tegishli har qanday nuqtaning atrofida birorta differensiallanu- 
vchi funksianing grafigi bo'ladi. Shuning uchun, bu chiziqlar urinmalarining 
tenglamalarini tuzishda biz elementar matematika kursidan ma’lum bo'lgan

y - Vq = f(x0)(x - x0)

tenglamadan foydalanishimiz mumkin. Misol uchun ellipsning ordinatalari 
manfiy bo‘lmagan nuqtalardan iborat qismi

I
y = dy 1 - —, (-a < x < a)

funksiyaning grafigi bo‘ladi. Bu funksiyaninig hosilasini topsak, u

, bx b2x
y =------- 7------------= -5-

ay

ko'rinishda bo‘ladi. Bu ifodalami hisobga olib, ellipsga tegishli (xo>2/o) nuQ' 
tadagi urinma tenglamasini yozamiz:

b2x0/ x 
y~yo=^x~xo}-

Bu tenglamada
-i 

a2 + 52 - 
tenglikni hisobga olsak, yuqoridagi tenglama

xox , yoy _, 
a2 + b2
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ko‘rinishga keladi. Giperbola va parabola uchun urinma tenglamalarini 
keltirib chiqarish o'quvchilarga mustaqil ish sifatida havola etiladi. Ularning 
nuqtadagi urinmalari tenglamalari mos ravishda quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:

xqx yQy _
a2 b2

yoy = + ^o).
Ellips, giperbola va parabolaning optik xossalari. Biz ellipsning 

quyidagi optik xossasini isbotlaymiz.
38.4- teorema. Ellipsning bitta fokusidan chiquvchi nur sinishdan so‘ng 

ikkinchi fokusga tushadi.
Isbot. Ellipsning chap F\ fokusidan chiquvchi nur uning M nuqtasida 

sinib F2 fokusga tushishini ko‘rsatish uchun MF\ va MF2 to‘g‘ri chiz- 
iqlarning M nuqtadan o‘tuvchi urinma bilan teng burchaklar hosil qilishini 
ko rsatishimiz kerak. Biz ellipsning M nuqtasidan o‘tuvchi urinmasini E bi- 
lan, bu to‘g‘ri chiziqqa nisbatan F\ nuqtaga simmetrik bo‘Igan nuqtani Fr 
bilan belgilaymiz. 14-chizma ellipsning M nuqtasidagi urinmasi bilan M F\ 
va MF2 to‘g‘ri chiziqlar orasidagi burchaklarni mos ravishda a\ va a2 deb bel- 
gUaymiz. Agar / a2 bo‘lsa, F{F2 to‘g‘ri chiziqning urinma bilan kesishish 
nuqtasi M* nuqta M bilan ustma-ust tushmaydi. Shuning uchun

1*1 W| + |F2M’| = |FfF2| < |FiM| + |F2M| = 2a

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi. Bu yerda a - ellipsning katta yarim 0 qi-
Biz M* nuqtani urinma bo‘ylab M nuqtadan uzoqlashtira boshlaymiz. 

Bunda \F\M*\ + |F2M’| yigdndi o‘sa boshlaydi. Boshlang'ich holatda bu 
yig‘indining qiymati, yuqoridagi tengsizlikka ko‘ra 2a dan kichik bo gan S 
uchun, yig‘indi o‘sish natijasida qandaydir N nuqtada 2a teng bo a 
nuqtadan fokuslargacha bo‘lgan masofalarning

14-chizma
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yig‘indisi 2a ga teng bo‘lganiigi uchun, u ellipsga tegishli nuqta boladi. 
Bundan esa l urinma eilipsni ikkita nuqtada kesishi kelib chiqadi. Ellipsning 
har bir urinmasi uni faqat bitta nuqtada kesib o'tganligi uchun biz ziddiyat 
hosii qildiq. Demak ttj = q2 tenglik o‘rinli bo‘ladi. Teorema isbotlandi.

Giperola va parabola uchun optik xossalar quyidagi teoremalarda keltiril- 
gan. Giperbola uchun optik xossa ellipsning optik xossasiga o‘xshaydi. 
Parabola uchun esa, optik xossa boshqacha bayon qilinadi. Agar biz yorug‘lik 
manbaini, parabolaning fokusiga joylashtirsak, undan tarqaluvchi yorug'lik 
nurlari parabolaga urilib singandan so‘ng direktrisaga perpendikulyar to‘g‘ri 
chiziqlar bo‘ylab harakatlanadi. Bu chiziqlarning optik xossalari fan va 
texnikada ko‘p qo‘llaniladi. Misol uchun siz bilasizki parabolaning optik xos- 
sasi antennalar yasashda ishlatiladi.

Giperbola va parabolaning optik xossalarini isbotlash o‘quvchilarga mus- 
taqil ish sifatida havola etiladi.

38.5- izoh. Giperbola va parabolaning urinmalari ham ellipsning urinmasi 
singari, ularni faqat bitta nuqtada kesib o‘tadi.

38.6- teorema. Giperbolaning bitta fokusidan chiquvchi nur sinishdan 
so‘ng ikkinchi fokusga tushadi.

38.7- teorema. Parabolaning fokusidan chiquvchi nur sinishdan so‘ng 
uning o‘qiga parallel to‘g‘ri chiziq bo‘ylab harakatlanadi.

Parabola, ellips va giperbolaning ba‘zi koordinatalar sis- 
temasidagi tenglamalari. Koordinata boshi chiziqning uchida bo‘lgan hol: 
Ellips kanonik koTinishdagi

tenglama bilan berilgan bo‘lsa,

x' = x + a, y = y (2)
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almashtirish bajarsak, yangi O'x'x/ koordinatalar boshi ellipsning chap 
(—a,0) uchida joylashadi va (1) tenglama

(a/-q)2 
a2 + i2 1

ko rinishga keladi. Bu tenglamani

(3)

y2 ±= 2px' + qx12 " (4)
ko‘rinishda yozib olamiz. Bu yerda p = ? = = e — 1 b° li , —
q < 0 munosabat bajariladi.

Agar giperbolaning

a2 b2 
tenglamasida

x' = x - a, y = y '
almashtirish bajarsak tenglama

y2 = 2px' + qx12

ko‘rinishda bo'lib, koeffitsiyentlar uchun

b2 b2 2 n n p = 7’’ = ? = e-1>0

munosabatlar o'rinli bo'ladi. Agar (7) tenglamada <? = 0 bo Isa parabola 
tengiamasini hosil qilamiz. Demak giperbolalar, ellipslar va para o a a 
tenglamalarini (7) ko‘rinishda yozish inumkin.

39-§. Ikkinchi tartibli chiziqlarning qutb koordinatalar 
sistemasidagi tenglamalari

Parabola y2 = 2px kanonik tenglama bilan berilgan bo‘lsa, qutbni 
parabola fokusiga joylashtirib, qutb o‘qi sifatida abssissa o‘qini olib parabola 
tenglamasini qutb koordinatalar sistemasida yozaylik. Agar biz

/ P / s = x--,y = y& 
almashtirishlar bajarsak .

x' = rcos<p, y' = rsin<p
tengliklar o'rinli bo'ladi. Bu yerda r, <p nuqtaning qutb koordinatalari bo lib, 
agar nuqta parabolaga tegishli bo‘lsa, r uning fokal radiusiga tengdir. Biz

Px — ~^ = rcosip
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tenglikda r ning nuqtadan direktrisagacha bo'lgan masqfaga tengligini 
hisobga oiib r = x + ? ifodahi yiiqoridagi tehglikka qo‘ysak

.....' ,.r = —... . ' :
1 — COSip

munosabatni hosil qilamiz. Bu munosabat parabolaning qutb koordinatalar 
sistemasidagi tenglamasidir.

16-chizma

Ellipsning qutb koordinatalar sistemasidagi tenglamasini keltirib 
chiqaramiz. Buning uchun qutbni ellipsning chap fokusiga joylashtirib, 
abssissa o‘qini qutb o‘qi sifatida olamiz. Eliipsning

x2 y2 
a2± 62

kanonik tenglamasini qutb koordinatalar sistemasiga o'tkazish uchun

x' = x + c 
y' = y

almashtirishlar yordamida yangi O'x'tf dekart koordinatlar sistemasini kiri- 
tamiz. Bu koordinatalar sistemasi va qutb koordinatalar orasidagi bog‘lanish

x' — rcos<p 
y' — rsinip

formulalar yordamida beriladi. Ellipsning M nuqtasi uchun chap fokal radius 
uning qutb radiusiga tengligidan foydalanib

F\M ~r = ex + a

tenglikni yozamiz. Bu tenglikdagi r = ex + a ifodani

' . • ;. / x + C = rcosip . :. «••• •'•• ' 
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tenglikka qo‘ysak
r = ------------1 — ecostp 

tenglamani hosil qilamiz. Bu yerda

b2n — — — a — ec 
a

tenglikdan foydalandik.
Giperbola tenglamasini qutb koordinatalar sistemasida yozish uc un uni g 

har qismi uchun mos ravishda qutb koordinatalar sistemasi kiritamiz. ni g 
o‘ng qismi uchun qutb boshini giperbolaning o‘ng fokusiga joy as tira 
va abssissa o'qini qutb o‘qi sifatida olamiz. Giperbola nuqtasi uc un q 
radiusi r uning o‘ng fokal radiusiga teng bo'lganligi uchun

r = ex — a

ifodani hosil qilamiz. Biz bilamizki. agar dekart O'x'y' koordinatalar sis, 
temasi uchun qutb boshi koordinata boshida joylashgan va qutb o qi x 
abssissa o‘qi bilan ustma-ust tushsa, qutb koordinatalar sistemasi va x 
koordinatalar sistemasi orasidagi bog‘lanish

{x' = rcosip 
y' = rsinip

formulalar yordamida beriladi. Bu yangi O x y koordinatalar 
va giperbola tenglamasi berilgan Oxy koordinatalar sistemasi 
bog‘lanish esa

J x' = x — c

ko‘rinishda bo‘ladi. Biz bu tengliklarning birinchisidan foydalamb

x - c — rcosip
tenglikni hosil qilamiz. Yuqoridagi r = ex — a ifodani bu tenglikka qo'ysak

Pr = 1 — ecosp

tenglamani hosil qilamiz. Bu yerda
d2 c2 — a2 p = — =----------  ec - a
a a

tenglikdan foydalandik.
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Biz giperbola chap shoxining tenglamasini qutb koordinatalar sistemasida 
yozish uchun qutb boshini chap fokusga joylashtiramiz va abssissa o‘qini 
qarama-qarshi yo‘nalish bilan qutb o‘qi sifatida olamiz. Biz agar

{x' = —x — c 

y' = y

formulalar bilan yangi dekart koordinatalar sistemasi kiritsak, ular uchun

J x' = rcosip 
1 y1 = rsin<p

anz2 4- 2a\2xy + a^^y2 + 2ai3Z + 2a2$y + <133 — 0

formulalar o‘rinli bo‘ladi. Bu yerda qutb radiusi chap fokal radiusga teng 
bo‘lganligi uchun

r = — ex — a
tenglik o'rinli bo‘ladi. Bu tenglikdagi r ning ifodasini yuqoridagi formulalar- 
dan kelib chiqadiagan

—x — c = rcosip
tenglikka qo‘yib

r = —
1 — ecos<p

tenglamani hosil qilamiz. Bu yerda

b2 c2 - a2 p = — =-------- = ec — aa a
tenglik o'rinlidir.

Dcmak, qutb koordinatalar sistemasi mos ravishda tanlanganda har qan- 
day ikkinchi tartib chiziq tenglamasini

1 — ecosip
ko‘rinishda yozish mumkin ekan. Bu tenglama e = 1 bo‘lsa, parabola, e < 1 
bo‘lganda ellips va nihoyat e > 1 bo'lganda giperbola tenglamasidir.

40-§. Ikkinchi tartibli chiziqning umumiy tenglamasi. Simmetriya 
markazi, markaziy va nomarkaziy chiziqlar

40.1 -ta’rif. Tekislikda dekart koordinatalar sistemasiga nisbatan koordi- 
natalari ushbu

(1)
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tcnglamani qanoatlantiruvchi nuqtalar to‘plami ikkinchi tartibli chiziq deb 
ataladi. Bu tenlamadagi ikkinchi darajali hadlar oldidagi koeffisiyentlardan 
kamida bittasi noldan farqli bo‘lishi talab qilinadi.

Bu (1) tenglama ikkinchi tartibli chiziqning umumiy tenglamasi deyiladi.
Biz bu mavzuda umumiy tenglamasi bilan berilgan ikkinchi tartibli chi- 

ziqni tekshirish bilan shug‘ullanamiz. Bu ishni koordinatalar sistemasini 
o‘zgartirish va (1) tenglamani soddalashtirish yordamida amalga oshiramiz. 
Birinchi navbatda parallel ko‘chirishda (1) tenglama koeffitsiyentlari qanday 
o'zgarishini tekshiramiz. Buning uchun

x' — x — Xq 
y' = y-yo

formulalar yordamida almashtirishlarni bajaramiz. Bu holda koordinata 
o'qlarining yo‘nalishlari o‘zgarmaydi, faqat koordinata boshi O'(xo,yo) nuq- 
taga ko‘chadi. Bu formulalardan xty larni topib va (1) ga qo‘yib

oilx/2 + 2a12xV + a'22yr2 + 2al3x' + 2a23y' + a^ - 0 (3)

tenglamani hosil qilamiz. Bu tenglamada koeffitsiyentlar uchun

a'u = fln

aj2 = a12

a22 = <122 (4)

a\3 — aii^o + «i2j/o + «13

a^j = a12xo + «221/0 + «23 

033 = F(xo,yo)
tengliklar o'rinli bo‘lib, F(x0.SA>) bilan (1) tenglainaning chap tomomdagi 
ifoda belgilangan. . , , . . . .

Yuqoridagi (3) formulalardan ko'rinib turibdiki, para e o c 
ikkinchi darajali hadlar oldidagi koeffitsiyentlar o zgarmaydi. gar xq, yo 
nuqtaning koordinatalari

fanx + oi2!/ + ai3 = 0 (5)

[a12x + a22t/ + «23 = 0

sistemani qanoatlantirsa, (3) tenglamada birinchi darajali hadlar qatnash-

maydi.
40.2 -tasdiq. Agar O'(xo,yo) 

qanoatlantirsa, bu nuqta ikkinchi 

nuqtaning koordinatalari (5) sistemani 
tartibli chiziq uchun simmetnya markazi
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bo‘ladi. Va aksmcha, agar birorta A nuqta chiziq uchun simmetriya markazi 
bo‘lsa uning koordinatalari (5) sistemani qanoatlantiradi?

Isbot. Zaturligi Haqiqatan ham bu holda koordinatalar boshini 
O'(xo,yo) nuqtaga parallel ko‘chirsak, tenglamada birinchi darajali hadlar 
qatnashmaydi. Shuning uchun yangi koordinatalar sistemasida

= F(-z',-y)

tenglik o‘rinli bo'ladi. Chiziqning har bir nuqtasi koordinata boshiga nis- 
batan simmetrik joylashgan. Demak O'(xo,yo) nuqta chiziq uchun sim- 
metriya markazidir.

Yetarliligi. Agar birqrta A nuqta chiziq uchun simmetriya markazi bo‘lsa 
uning koordinatalari (5) sistemani qanoatlantirishini ko'rsatamiz. Koordi- 
nata boshini A nuqtaga joylashtirib, yangi x'y' koordinatalar sistemasini kiri- 
tamiz. Agar M(x',y') nuqta chiziqqa tegishli bo‘lsa,

•F(x',y') = 0

tenglik o'rinli bo‘ladi. Koordinata boshi simmetriya markazi bo‘lgani uchun

F(-x', —y') = 0

tenglik ham o‘rinli bo‘ladi. Bu tengliklarning ikkinchisini birinchisidan ayirib

a\3x' + a^y' = 0

tenglikni hosil qilamiz. Agar a13, a'23 koeffitsiyentlarning kamida bittasi 
noldan farqli bo‘lsa, bu tenglama to‘g‘ri chiziqni aniqlaydi, ya’ni ikkinchi 
tartibli chiziqning hamma nuqtalari bir to‘g‘ri chiziqda yotadi. Agar ikkinchi 
tartibli chiziq bir to‘g‘ri chiziqda yotmasa, bu koeffisiyentlarning har ikkalasi 
ham nolga teng bo‘ladi. Bu esa A nuqtaning koordinatalari (5) sistemani 
qanoatlantirishini ko'rsatadi. Tasdiq isbotlandi.

Bu faktlarni hisobga olsak quyidagi ta'rifning geometrik ma’nosi yaxshi 
tushunarli bo‘ladi.

40.3 -ta’rif. Tekislikdagi M0(x0,y0) nuqtaning koordinatalari (5) siste- 
mani qanoatlantirsa, u (1) tenglama bilan berilgan ikkkinchi tartibli chi- 
ziqning markazi deyiladi.

Tabiiyki, (5) sistema yagona yechimga ega bo'lishi, cheksiz ko‘p yechimga 
ega bo‘lishi yoki umuman yechimga ega bo'lmasligi mumkin.

Agar
an • a?2 — a12 0

munosabat o‘rinli bo‘Lsa, (5) sistema yagona yechimga ega bo‘ladi.
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Agar
Qll _ 012 _ 013

^12 fl22 023
munosabat o'rinli bo‘lsa sistema cheksiz ko‘p yechimga,

Qu _ 012 013

012 022 023

munosabat bajarilsa sistema yechimga ega emas.
Bularni e’tiborga olib, biz ikkinchi tartibli chiziqlarni uchta sinfga 

ajratamiz:
a) yagona markazga ega bo‘lgan chiziqlar;
b) cheksiz ko‘p markazga ega bo‘lgan chiziqlar;
v) markazga ega bo‘lmagan chiziqlar.
Biz quyidagi determinantlarni kiritamiz

5 = on
021

012
022

Ou

021

031

012 O13

022 O23 i
O32 O33

△ =

bu yerda a2i = Oi2, a3i = ai3, a32 = a23 belgilashlar kiritilgan.
Yagona markazga ega chiziqlar uchun 6 0, yagona mar gaeSa

bo‘lmagan chiziqlar uchun <5 = 0. Chiziqlar cheksiz ko p markazga ega o 
uchun △ = 0 tenglik bajarilshi kerak.

Uchinchi tartibli detcrminantni

△ — ai3 o2i
O31

O22 On
- O23 „ 

032 O31

012
O32|

On 012
+ aM a2, «22

ko'rinishda yozib olsak, oxirgi determinant 6 ga tengdir. Agar 6 — 0 bo'lsa, 
birorta k soni uchun

flu = Q12 - A: |oh ai2l = A,la2i 
012 022 ’ |o3i a32| |a3i

a22

a32

munosabat bajariladi. Bu tenglikni hisobga olib

△ = (ai3 - M
la2i a22 

a3i a32

tenglikni hosil qilamiz. Agar △ = 0 tenglik ham bajarilsa, 

ai3 - ^a23 = 0

va
a2i a22
a3i a32| = 0
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tengliklardan kamida bittasi o'rinli bo'ladi. Bu tengliklarning birinchisi o‘rinli 
bo‘lsa,

Qjl _,Q12 _

»12 Q22

munosabatdan
Qu _ Q]2 _ Q13 _

»12 »22 »23

munosobat kelib chiqadi. Agar

^21 Q22l _ Q
Q31 Q32I

bo‘lsa, tengliklardan
’ «12 °22 ®22 °32

»11 »12 »13

»12 »22 »23

munosobat kelib chiqadi. Demak 6 — 0 va △ = 0 tengliklarning bir vaqtda 
bajarilishi

»11 _ Q12 _ »13 _

»12 Q22 . »23

shartga teng kuchlidir. Natijada biz quyidagi tasdiqni hosil qilamiz:
40.4 -tasdiq. Ikkinchi tartibli chiziq
a) 6 0 bo‘lsa, yagona markazga ega;
b) 6 = 0 va △ = 0 bo‘lsa, cheksiz ko‘p markazga ega va markazlar to‘plami 

bitta to‘g‘ri chiziqni tashkil etadi;
c) 6 = 0 va △ 0 bo'lsa, markazga ega emas.
40.5 -tasdiq. Yagona markazga ega bo‘lgan ikkinchi tartibli chiziq 

markazi o‘ziga tegishli bo‘lishi uchun △ = 0 tenglikning bajarilishi zarur 
va yetarlidir.

Isbot. Zarurligi. Ikkinchi tartibli chiziq markazi Mo(xq,!/o) nuqtada 
bo‘lib, u chiziqqa tegishli bo‘lsa

(auXo + »121/0 + ai3 = 0 
[»12$0 + »221/0 + »23 — 0

va
»i 1Z0 + 2ai2Zo!/o + »221/0 + 2aiaXo + 2a23?/o + »33 = 0 (7)

tengliklar bajariladi. Yuqoridagi (6) tenglikning birinchisini Xq ga, ikkin- 
chisini yQ ga ko‘paytirib, (7) tenglikdan ayirsak

»31^0 + »321/0 + »33 = 0
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tenglikni hosil qilamiz. Demak (x0,?/0, 1) uchlik

aux + ai2y + ai3z = 0
< a2\x + a22y + = 0 (8)

ka3ix + a32V + a33z = 0

bir jinsli sistemaning notrivial yechimidir. Bu esa △ = 0 shartga teng kuch- 
lidir.

Yetarliligi. Agar △ = 0 bo‘lsa, (8) sistema notrivial (zo, Vo, ^o) yechimga 
cgadir. Bu uchlikda z0 / 0, chunki 6^0. Biz z0 = 1 deb hisoblay olamiz, 
chunki <5^0 bo‘lganligi uchun har bir z0 uchun (x0,y0) juftlik mavjud. 
Yuqoridagi (8) sistemada z0 = 1 bo'lganda (z0,y0) juftlik markaz koordi- 
natalari ekanligi kelib chiqadi. Bundan tashqari (8) sistemadan foydalanib

aux0 + 2a\2x0y0 + a22y0 + 2ai3.z0 + 2a2iy0 + a33 = 0 

tenglikni olish mumkin.

41-§. Ikkinchi tartibli chiziq va to‘g‘ri chiziqning o‘zaro vaziyati

Bizga
aux2 + 2ai2xy + a22y2 + 2ai^x + ^a^y + a33 = 0 (I)

tenglama bilan aniqlangan ikkinchi tartibli chiziq va

f x = rr0 + (2)
[1/ = yo +

parametrik tenglamalar yordamida £ to‘g‘ri chiziq berilgan bo‘lsin. To g ri 
chiziq va ikkichi tartibli chiziqning kesishish nuqtalarini topish uchun (2) 
ifodalarni (1) ga qo‘yamiz. Natijada quyidagi

(an/2 + 2a\2lm + a22m2)t2 + 2 [(anzo + a\2y0 + aj3) Z+
+ (a2\x0 + a22y0 + a2s)m] t + F(xo, y0) = 0 W

kvadrat tenglamani hosil qilamiz. Bu tenglamada ikkinchi darajali hadI ol 
didagi ifoda to‘g‘ri chiziqning yo‘nalishiga bog‘liq xolos. Ba zi yo n is 
uchun bu ifoda nolga teng bo'ladi va yuqoridagi tenglama chiziqli tenglamaga 
aylanadi. Ba’zi yo‘nalishlar uchun bu ifoda nolga teng emas va yuqori agi 
tenglama kvadrat tenglama bo‘ladi.

41.1- ta*rif. Berilgan {/, m} yo‘nalish uchun

anl2 + 2a\2lm + a22m2 = 0
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tenglik bajarilsa, bu yo‘nalish asimpotik yo'nalish,

-----------------... (51...

munosabat bajarilsa noasimptdtih y6(nati'sh^eyi\adV. ' u+uu ••;.>’>!!•</;•?
To‘g‘ri chiziq esa mos ravishda asimptotik yoki noasimptotik to‘g‘ri chiziq 

dqyijladi. ‘ .
To‘g‘ri chiziqning yo'nalishi ribasimptotik bb‘lsa, yuqoridagi tengiama 

kvadrat tenglama bo'ladi. Demak bu to!g‘ri chizip (1) chiziq bilan ikkita 
yokbbitta umumiy nuqtaga ega b.q‘lishi mumkin.

41.2^ ta’rifJ Noasimpt'otik yo‘nalishdagi io‘g‘ri 'chiziq ikkinchi taftibli 
chiziq bilan bitta nuqtada kesishsa, u urinma deb ataladi.

To‘g‘ri chiziqning yo‘nalishi asimptotik bb‘lsa, yuqoridagi tenglama chi- 
ziqli tenglama^bo'ladi. Demak bu holda to‘g‘ri chiziq (1) bilan bitta nuqtada 
kesishadi, ypki to‘g‘ri chiziqning hamma nuqtalari (1) ga tegishli bo‘ladi.

Agar ikkinchi .darajali had kpeffitsiyenti nblga teng bo‘lib, ozod had noldan 
farqli bo'lsa, to‘g‘ri chiziq ikkinchi tartibli chiziq bilan kesisHmaydi.

41.3- ta’rif. Asimptotik yo‘nalishdagi to‘g‘ri chiziq ikkinchi tartibli chiziq 
bilan kesishmasa u ikkinchi tartibli chiziq uchun asimptota deyiladi.

Biz
■■"■“ . a\\l2 4- 2a\2lm 4- a22m2 = 0 -

tenglamada l 0 bo4sa, k=l™ b'elgilash kiritib’ uni " • D
0-11 +* 2(11'2 fc + a22/c2 ~ 0

ko‘rinishda, agar m 0 bbnsi, s = d. belgilash kiritib uni

dns2 + 2dj2s + a22 = 0

ko‘rinishda yozamiz. Ikkala holda ham diskriminant uchun

D = 4gj2 — 4ana22 = — 46

tenglik o‘rinli.
Demak 6 > 6 bo‘lsa asimptotik yo‘nalish mavjud emas. Bu holda (1) chiziq 

elliptik chiziq, agar 6 = 0 bo‘lsa, asimptotik yo‘nalish bitta va bu holda (1) 
chiziq parabolik, 6 < 0 bo‘lsa ikkita asimptotik yo‘nalish mavjud, chiziq esa 
giperbolik chiziq deyiladi.

Yuqbridagi (3) tenglamadagi birinchi darajali had oldidagi koeffitsiyent

. -(W + ai2m)x + (a2i/ + a22m)j/ + a^l + a2zm = 0 (6)
ko‘rtnishga ega. Agar

ani + al2m = 0 ' ’ ' (7)
a2iZ + a22m = 0 • '
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tengliklar bir vaqtda bajarilmasa, (6) tenglama to‘g‘ri chiziqni aniqlaydi.

Berilgan {Z,m} yo‘nalish uchun (7) tengliklar bajarilsa, bu yo‘nalish max- 
sus yo'nalish deyiladi.

Ikkinchi tartibli chiziq uchun 6^0 bo‘lsa, (7) sistema faqat trivial 
yechimga ega va demak yagona markazga ega bo‘lgan chiziqlar uchun maxsus 
yo‘nalishlar yo‘q.

41.4- ta’rif. Maxsus bo‘lmagan {l,m} yo'nalish uchun (6) tenglama 
aniqlovchi to‘g‘ri chiziq ikkinchi tartibli chiziqning {/, m} yo nalishga qo shma 
diametri deb ataladi.

Diametr tushunchasining korrekt aniqlanganligini ko rsatamiz. Awa o 
{Z,m} yo‘nalish asimptotik yo‘nalish bo‘lgan holni qaraylik. Bu holda

anZ2 + 2a12lm + Q22m2 = 0

tenglikning chap tomoni uchun

au/2 + 2a\2lm + a22m2 = (auZ + a\2m)l + (a12l + a22m)m (8)

tenglik o‘rinli. Demak

(a\\l + a\2m)l + (a12l + a22m)m — 0 (9)

tenglik kclib chiqadi. Bu tenglikdan

—----- ---------- ----------—-----  (10)
—(a\2l-{■ a22m) a\\l + a\2m

proportsionallik munosabati kelib chiqadi.
Diametr uchun {—(a^Z + a22m), awl + a\2m} vektor yo‘naltiruvchi vek- 

tor bo'lganligi uchun diametr {l,m} yo‘nalishga parallel bo'ladi. Diametrga 
tegishli nuqtalar uchun (4) tenglamadagi birinchi darajali had oldidagi koef- 
fitsiyent nolga teng bo'ladi. Demak bu holda diametr ikkinchi tartibli chiziq 
uchun asimptota bo'ladi (kesishmaydi) yoki diametrga tegishli hamma nuq- 
talar (1) chiziqda yotadi.Noasimptotik {Z,m} yo‘nalishga ega bo'lgan to‘g‘ri chiziq (1) chiziqni 
ikkita M\ va M2 nuqtalarda kesib o‘tsa, M\M2 kesmaning o‘rtasini Mq(xq, yo) 
bilan belgilab to‘g‘ri chiziqning parametrik tenglamaiarini

(X = Xq +
('*/ = £/o + 77^

ko‘rinishda yozamiz. Parametrning M\ va M2 nuqtalarga mos keluvchi qiy- 
matlarini t\ va t2 bilan belgilasak, ular (3) tenglamaning ildizlari bo ladi 
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va Viyet teoremasigi ko‘ra t} + t2 = 0 tenglik o‘rinli bo‘ladi. Bu tenglik- 
dan M0(z0,i/0) nuqtaning diametrga tegishli ekanligi kelib chiqadi. Demak 
noasimptotik {/,m} yo‘nalishga parallel vatarlarning o‘rtalaridan o‘tuvchi 
to‘g‘ri chiziq shu yo‘nalishga qo‘shma diametr bo‘ladi.

Noasiniptotik {/>7n} yo‘nalishga ega bo‘lgan va qo'shma diametrga te- 
gislili M0(x0,t/0) nuqtadan o'tuvchi to‘g‘ri chiziq (1) chiziqni Mi va M2 nuq- 
talarda kesib o'tsa, bu nuqtalarga mos keluvchi parametrning qiymatlari 
(3) tenglamaning ildizlari bo‘ladi. To‘g‘ri chiziqning Mo(xo.i/o) nuqtasi di- 
ametrga tegishli bo‘lganligi uchun (3) tenglamada birinchi darajali had ol- 
didagi koeffitsiyent nolga teng bo‘ladi. Viyet teoremasiga ko'ra ti + t2 = 0 
bo'lganligi uchun A'f0(z0, l/o) nuqta M}M2 kesmaning o‘rtasi bo‘ladi. Demak, 
diametr tushunchasi korrekt aniqlangan.

Berilgan yo‘nalishga qo‘shma diametr tenglamasini

(anx 4- a}2y + a^l + (a2}x + a22y + a2z)m = 0 (11)

ko‘rinishda yozish mumkin. Bu tenglamadan koTinib turibdiki, har qanday 
diametr (1) chiziq markazidan o‘tadi.

Qo‘shma yo‘nalishlar va bosh yo‘nalishlar. Berilgan {i,m} 
yo‘nalishga qo‘shma diametr yo‘nalishi {l',m'} uchun

l': m' = — (a}2l + a22m) : (aiJ + a}2m) (12)

munosabat oTinli. Bu munosabatni

(anl + a}2m)l' + (a}2l + a22m)m' = 0 (13)

koTinishda yoki

a}}ll' + a}2(lm! + ml') + a22mm' = 0 (14)
. - .■* ./•■ • 

koTinishda ham yozish mumkin.
41.5- taTif. Ikkita {Z,m} va {l',7n'} yo‘nalishlar uchun-(14) munosabat. 

bajarilsa, bu yo‘nalishlar (1) chiziqga nisbatan qolshma yolnalishlar deyiladi.
Bu munosabatda (1) tenglama koeffitsiyentlari qatnashadi. Koeffitsiyent- 

lar esa koordinatalar sistemasiga bog‘liq. Ikkita {/, m} va {/', m'} yo‘nalishlar 
biror koordinatalar sistemasida (1) chiziqqa nisbatan qo‘shma yo‘nalishlar 
bo‘lsa, ular ixtiyoriy koordinatalar sistemasida (1) chiziqga nisbatan qo‘shma 
yo‘nalishlar bo‘ladi.

41.6- ta’rif. Birorta yo‘nalish o‘ziga perpendikulyar yo‘nalishga qo‘shma 
bo‘lsa, u bosh yo'nalish deyiladi.

Bu taTifga koTa {i,m} yo‘nalish bosh yo‘nalish bo‘lishi uchun u {-m,l} 
yo‘nalishga qo‘shma bo‘lishi kerak. Albatta, agar {l,m} yo‘nalish bosh 
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yo‘nalish bo‘lsa, {—m, 1} yo‘nalish ham bosh yo'nalish bo‘ladi. Berilgan 
{Z, m} yo‘nalishning bosh yo‘nalish bo'lish sharti

anll' + ai2(frn' + ml') + 022 mm' = 0 

tenglikda {/',m'} vektorni {-m,l} bilan almashtirish natijasida hosil bo‘ladi 
va quyidagi ko‘rinishda bo‘ladi:

a^/2 + (a.22 ~ an).lm — a^m- — 0. (^)

Agar {Z,m} maxsus yo'nalish bo'lsa,

Z _ ~Q12 _ ~Q22 

m an ai2 
tenglik o'rinli bo‘ladi va yuqoridagi (15) shart bajarilgan. Biz bilamizki, faqat 
<5 = 0 bo‘lgan hollardagina ikkinchi tartibli chiziq maxsus yo nalishga ega 
bo‘lib, u ikkinchi tartibli chiziq uchun asimptotik yo‘nalish bo ladi. Dema 
yagona markazga ega bo'lmagan ikkinchi tartibli chiziqlar uchun asimptoti 
yo'nalish bosh yo‘nalish bo'ladi. Albatta maxsus yo'nalishga perpendikulyar 
yo‘nalish ham bosh yo‘nalish bo‘ladi. Boshqa bosh yo‘nalishlar yo q. e- 
mak yagona markazga ega bo‘lmagan ikkinchi tartibli chiziqlar uchun o zaro 
perpendikulyar faqat ikkita bosh yo'nalish mavjuddir. .._••- •• •

Yuqoridagi (15) tenglikda e12 = 0 vaau = a22 munosabatlar bajarilsa, bu 
tenglik ixtiyoriy {/,m} yo‘nalish uchun bajariladi. Demak bu holda ixtiyoriy 
yo‘nalish bosh yo‘nalish bo‘ladi. Agar ai2 0 bo‘lsa, (15) tenglik k — / yo i 
k = d.) ifoda uchun kvadrat tenglama bo'ladi. Bu tenglamada disknmmant 
uchun

D = (an - a^z)2 + 4ai2 
munosabat o'rinli bo‘lgani uchun u ikkita ildizga ega va demak ikkinchi t 
ibli chiziq uchun ikkita o‘zaro perpendikulyar bosh yo nalish ma j

42-§. Ikkinchi tartibli chiziqning umumiy tenglamasim kanonik 
ko‘rinishga keltirish

Biz bu paragrafda umumiy

aux2 + 2al2xy + aMj/2 + 2ai3x + 2a23j/ + aM = 0 (1)

tenglama bilan berilgan ikkinchi tartibli chiziqni aniqlash va uni yasash bilan 
shug'ullanamiz. tartibli chiziq
tenX^niTd^htXh. Bu Lda parahe! ko'chirish yordamida 
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koordinata. boshini ikkinchi tartibli chiziqning markaziga joylashtirai'nizz'. . 
Natijada tenglamada bosh koeffitsiyentlar^.o‘jzg<arn.iaydi,. birinchi darajali 
hadlar esa ishtirok etriiaycli va;(i),,tehgla^a-yangi kpordinatalar sistemasicl^., •

fllix'2 + 2a'12z'l/ JilCL22VKir'^ tt33 •' '.>r! •;,

kocrinishni oladi, ‘ v V/ ? i
Koordinata o‘qlarini’ olzaro ■ perpendikulyar (bosh yo‘nalishlar bo‘yicha 

yo‘naltirarriiz. Yo‘nalishlarning o‘zaro qo'shma bo‘lishi invariant xossa 
bo‘lganligi uchun yangi koordinatalar sistemasida {1,0} va {0,1} yo‘nalislilar • 
o‘zaro qo‘sjima bo‘ladi. Bu shart ■-••?..•■

a'i2 = 0 .-.”.•' ;.}. ... ... ...

tenglikka teng kuchlidir. Demak bii holda ikkinchi tartibli chiziqning 
tenglamasi n

,/yX/;allx'2.+ «22y,2 + a33 = 0 (2)

ko‘rinishga keladi. Bu tengiamada a'n 0, a'22 0, chunki ■■ ■ ?*. ••• < :
; j h . 'p ‘ «

= alla22 — (a12)2 7^ 0- ..,! • !! :. !•••■ i

Ammo a33 koeffitsiyent esa nolga teng bo‘lishi ham, nolga,teng bodrriaSligi’ 
ham mumkin. Agar a33 koeffitsiyent'nolga ;teng;b.o‘isa, (2) tenglama

;• ; ;(3);

ko‘rinishga keladi. Agar A va B koeffi'tsiyentlar h'af xibishofalarga ega bo'lsa, 
bu tenglanaa ikkita kesishuvchi to‘g‘ri' chiziqni aniqlaydi. Koeffitsientlar bir . 
xil ishoralarga ega bo‘lsa, bu'tenglama bitta niiqta (yoki ikkita kesishuvchi 
mavhum to’g‘ri chiziqlar)ni ariiqlaydi. ‘ ‘ ‘i;‘“'•••' ••' - ''• •< ••;:

Yuqoridagi (2) tenglamada a33 koeffitsiyent nolga teng bo‘lmasa, tenglama

•'’" .‘••■’ .. Az'2 + B?//2 •''' (4)
k’ •’• •• ' ■«;' ••».» •• Je-. ' • .-

ko rinishga keladi. Bu tenglama esa koeffitsiyentlarning ishorasiga qarab, el- 
lipsni, mavluim -ellips yoki giperbolani aniqlaydi. Demak, yagona markazga 
ega bo Igan ikkinchi tartibli chiziq quyidagi beshta chiziqlarning biridari ibo- 
rat:

1. Ellips;
2. -Mavhum ellips;
3. Giperbola;
4. Ikkita kesishuvchi to‘g‘ri chiziq;
5. Bitta nuqta (yoki ikkita kesishuvchi mavhum to‘g‘ri chiziqlar).
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Yagona markazga ega bo^lmagan ikkinchi tartibli chiziq 
tenglamasini soddalashtirish. Biz bu holda yangi ordinata o qini max- 
sus bo‘lmagan bosh yo‘nalish bo‘yicha yo‘naltiramiz. Bu yo nalish noasimp- 
totik ekanligini bilamiz. Abstsissa o‘qi sifatida ordinata o qi yo nalishiga 
qo‘shma diametrni olamiz. Yangi koordinatalar sistemasida ordinata o qi 
yo‘nalishi {0,1} koordinatalarga ega bo‘ladi va bu yo'nalishga qo shma di 
ametr tenglamasi

a'21rr' + a22y' + &23 — $
ko‘rinishda bo‘ladi. Bu tenglama y' — 0 tenglamaga teng kuchli bo Iganligi 
uchun

a21 = ^23 “ 0’ a22 7^ 0

munosabatlarni olamiz. Bundan tashqari
<5 = aila22 “ (°12) 0

tenglikni hisobga olsak a'u = 0 kelib chiqadi. Natijada yagona markazga eg 
bo‘lmagan ikkinchi tartibli chiziq tenglamasi

a'^y2 + 2a'ux' + a33 = 0

ko‘rinishga keladi. Bu chiziq uchun 

0

0

a31

0

a22 
0

a13 j z 2
0 = —^22(^13)

a33

bo‘lganligi uchun, agar a'13 £ 0 bo‘lsa ikkinchi tartibli chiziq markazga ega 
bo‘lmaydi, agar a'13 = 0 bo‘lsa ikkinchi tartibli chiziq cheksiz ko“p markazga 
ega va markazlar to‘g‘ri chiziqni tashkil qiladi.Agar ikkinchi tartibli chiziq markazga ega bo‘lmasa, yuqoridagi (5) 
tenglamada a13 0 0 va ikkinchi tartibli chiziq abssissa o‘qini x' - nuq- 
tada kesib o‘tadi. Biz koordinata boshini shu nuqtaga ko'chirib, tenglamani

a22y'2 + 2a^x> ~~ ® (6)

ko‘rinishga keltiramiz. Bu tenglamada a13 koeffitsientning ishorasi a22 koef- 
fitsiyent ishorasiga qarama-qarshi bo‘lsa, (6) tenglaina

= 2px' (7)

ko‘rinishga keladi. Bu tenglamada p > 0 bo‘lganligi uchun, u parabolani 

aniqlaydi.Agar a'13 koeffitsiyent ishorasi a22 koeffitsiyent ishorasi bilan bir xil bo Isa, 
(7) tenglamada p < 0 bo‘lganligi uchun, u bo‘sh to‘plamni aniqlaydi.



222 ‘ VII BOB. IKKINCHI TARTIBLI CHIZIQLAR NAZARIYASI

Yagona markazga ega bo'lmagan ikkinchi tartibli chiziqning (5) 
tenglamasida a'13 koeffitsiyent nolga teng bo‘lsa, tenglama

$22?/^ + $33 = 0 (&)

ko‘rinishga keladi. Bu tenglamada a'22 / 0, a33 koeffitsiyent esa nolga teng 
bo‘lishi ham, nolga teng bo‘lmasligi ham mumkin. Agar- a33. koeffitsiyent 
nolga teng bo‘lsa, (8) tenglama

ya = ^ . (9)

ko‘rinishga keladi va ikkita ustma-ust tushuvchi to‘g‘ri chiziqni aniqlaydi. 
Yuqoridagi (8) tenglamada a'^ koeffitsiyent nolga teng bo‘lmasa, tenglama

y'2=c (10)

ko‘rinishga keladi. Agar a'33 koeffitsiyentning ishorasi a'22 koeffitsiyent 
ishorasiga qarama-qarshi bo‘lsa, (10) tenglamada c > G bo‘ladi va u ikkita 
parallel to‘g‘ri chiziqni aniqlaydi. Agar a33 koeffitsiyentning ishorasi a'22 ko- 
effitsiyent ishorasi bilan bir xil bo'lsa. (10) tenglamada c < 0 bo‘ladi va u 
bo‘sh to‘plam (yoki ikkita parallel mavhum to‘g‘ri chiziqlar)ni aniqlaydi.

Demak yagona markazga ega bo‘lmagan ikkinchi tartibli chiziq quyidagi 
uchta chiziqlarning biridan iborat: ■ ‘ .<• . • _

1) parabola (markazga ega emas); . .... •
2) ikkita parallel to‘g‘ri chiziq (markazlar to‘g‘ri chizig‘iga ega); ‘
3) ikkita ustma-ust tushuvchi to‘g‘ri chiziq (markazlar to‘g‘ri chizig'iga 

ega); •• : ■ - • . - - •/.. .. ., .• .
4) ikkita parallel mavhum to‘g‘ri chiziqlar.

‘1 ’. • •

43-§. Ikkinchi tartibli chiziqlarning invafiantlari

Ikkinchi tartibli chiziqning umumiy tenglamasi odatda quyidagi 
ko‘rinishlardan birida yoziladi:

, Ax2 + 2Bxy + Cy2 + 2Dx + 2Ey + F = 0 • (1)

o-\\x2 + 2a12zp + a22y2 + 2a^x + 2a2y + a = 0 (V)

Q-nx + 2a12zy + a22y2 + 2a^x + 2a23j/ + a33 = 0 (lr/)
(1) ko rinishdagi tenglama quyidagi chiziqlarning birini aniqlaydi:
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(')

+ £ = 1 ellips
v2 y2

+ p- = — 1 mavhum ellips
p- + p- = 0 ikita mavhum kesishuvchi to‘g‘ri chiziq

- ^ = ±1 giperbola
~r — = 0 ikita kesishuvchi to‘g‘ri chiziq

(77) Y2 = 2px parabola

( X2 = a2, a 0 ikkita parallel to‘g‘ri chiziq
(//I) < X2 = — a2, a 0 ikkita parallel mavhum to‘g‘ri chiziq

(x2 = 0, ikkita ustma-ust tushuvchi to‘g‘ri chiziq
Ushbu

/<3 =

an

CL21
(2)

an 

a2i

031

Ul2
022

012 013
a22 a23

032 033

/i = an + a22

(3)

(4)

h =

ifodalar to‘g‘ri burchakli koordinatalar sistemasini boshqa to‘g‘ri burchakli 
koordinatalar sistemasiga ahnashtirishga nisbatan ikkinchi tartibli chiziq- 
ning invariantlari deyiladi, bu yerda a2i = ai2, 031 = 013, a^ = a23 deb 
hisoblanadi. Bu esa quyidagini bildiradi: agar biror to‘g‘ri burchakli koordi- 
natalar sistemasida ikkinchi tartibli chiziq

ajji2 + 2a\2^y + a22i/2 + 2a\X + 2a^y + a = 0

tenglama bilan va boshqa to‘g‘ri to‘g‘ri burchakli koordinatalar sistemasida 
shu chiziq

a/ni/2 + 2a'12xV + o^y^ + + ^2V' + a' = 0

tenglama bilan berilsa, u holda:

/2 =
on

021

012 _ °11 a12
O^ o2i o22

Ou

7<3 = 02l

O31

012

022
O32

013

023
033)

o'u
021

+31

Oi2 Oi3

O22 a23
O32 O33|

l\ = 011 + a22 — Oii + a22
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munosabatlar o‘rinti bo'ladn ..................... - - — -
Agar ^2 = 0, /<3 = 0 bir vaqtda bajarilsa, u holda ushbu

K = °'il ai + °22 0,2 
’ r’ • * ai a ■ a -• .- •'

ifoda ham (aytilgan ma'noda) invariant bo'ladi va u semiinvariant deyiladi. 
Ushbu

A2 — 7i> + /2 = 0 (5)

tenglama xarakteristik tenglama deyiladi. Uning Ai, A2 ildizlari doimo 
haqiqiy.

Haqiqatan (5) kvadrat tenglarrianing diskriminanti D = — 4/2 ga tenS
bo‘lib, bu ifodani ikkinchi tartibli chiziq tenglamasidagi koeffitsiyentlar orqali 
ifodalasak

D = (ciii — 022)2 + ai2 — $ ($)

munosabat bajariladi.
Ikkinchi tartibli chiziqlarni uch guruhga ajratish mumkin.
Birinchi guruhga yagona simmetriya markaziga ega bo‘lgan chiziqlar ki- 

radi, ular: ellips, mavhum ellips, kesishadigan ikki mavhum to‘g‘ri chiziq, 
giperbola va kesishadigan ikki to‘g‘ri chiziq.

Ikkinchi tartibli chiziq yagona markazga ega (ya’ni I guruhga tegishli) 
bo‘lishi uchun Z2 / 0 shartning bajarilishi zarur va yetarlidir.

Ikkinchi guruhga simmetriya markaziga ega bo‘lmagan chiziqlarni, ya’ni
• parabolani kiritamiz.. .,

Chiziqning parabola bo‘lishi uchun ushbu I2 = 0, 0 shart bajarilishi
zarur va yetarlidir.

Uchinchi guruhga simmetriya markazlari to‘g‘ri chiziqni tashkil etadigan 
chiziqlami kiritamaz, ular: ikkita parallel to‘g‘ri chiziq, ikkita mavhuin par- 
allel to‘g‘ri chiziq, ustma-ust tushadigan ikkita to‘g‘ri chiziq.

Ikkinchi tartibli chiziqning simmetriya markazlari to‘g‘ri chiziqni tashkil 
etadigan bo‘lishi uchun /2 = 0, K3 = 0 shart bajarilishi zarur va yctarlidir.

Chiziqlarning asosiy elementlari: shakli, o‘lchamlari. To‘g‘ri bur- 
chakli koordinatalar sistemasini almashtirish natijasida 1 guruh chiziqlarining 
tenglamasini

A,X2 + A2y2 + ^ = 0 (7)
I2

11 guruh chiziqlarining tenglamasini

7iX2±2 (8)
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III guruh chiziqlarining tenglamasini
+ ^ = 0 (9)

ko‘rinishga keltirish mumkin.
Ikkinchi tartibli chiziqlarning mos guruhlarga tegishli bo'lishining zaruriy 

va yetarli alomatlari invariantlar orasidagi munosabatlar biian quyidagicha 
ifodalanadi:

I. Eilips: I2 > 0, IYK3 < 0,
Mavhum eilips: I2 > 0, I\K3 > 0,
Kesishuvchi ikkita mavhum to‘g‘ri chiziq: I2 > 0, K2 = 0,
Giperbola: I2 < 0, K3 / 0,
Kesishuvchi ikkita to‘g‘ri chiziq: I2 < 0,K2 = 0.
2. Parabola: I2 = 0, K3 / 0.
3. Ikkita parallel to‘g‘ri chiziq: I2 = 0, K3 = 0, K2 < 0,
Ikki mavhum parallel to‘g‘ri chiziq: I2 = 0, K3 = 0, K2 > 0,
Ustma-ust tushadigan to‘g‘ri chiziq: I2 = 0, K3 = 0, K2 = 0.
Ellips yoki giperbolaning boshlang'ich koordinatalar sistemasiga nisbatan 

joylashishi quyidagicha aniqlanadi: Yangi koordinatalar sistemasining boshi

(Z//) fluz + ai2?/ + ai3 ” 0 
a^irr + a22y + a23 = 0 

sistemani yechish natijasida topiladi.
Yangi O'X' o‘qning burchak koeffitsiyenti (a\2 0 holda)

(10)

fc = ^JL2U (11)
012

formuladan topiladi, bu yerda Ai son xarakteristik tenglanianing yechimi 
bo'lib, (7) tenglamadagi X2 oldidagi koeffitsiyentdir.

Agar chiziq ellips bo'lib Ai xarakteristik tenglamaning absolyut qiymati 
jihatdan kichik ildizi bo‘lsa, (11) formula ellips katta o'qining burchak koef- 
fitsiyentini aniqlaydi.

Agar chiziq giperbola bo‘lib, Ai xarakteristik tenglamaning K3 bilan bir 
xil ishorali ildizi bo‘lsa, u holda: (11) formula giperbola haqiqiy o'qmmg 
burchak koeffitsiyentini ifodalaydi.

Agar parabolaning uchi, parametri va o‘qi bo'yicha botiqlik tomomga 
yo‘nalgan vektor ma’lum bo‘lsa, parabolaning boshlanghch sistemaga ms- 
batan joylashishi ma’lum bo‘ladi.

Parabola uchi parabola o‘qi tenglamasi bilan parabola tenglamasim bir- 
galikda yechish natijasida, ya’ni parabola o‘qining

011^13 + $12^23 _ n
anx + a\2y 4------------ u

au+^22
(12)
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yoki
, . <1J2<113 + «22^23 n

a12x + H-------------------- = 0
au + a22

tenglamasini parabola tenglamasi bilan birga yechib topiladi.
Koordinatalari

f <121 »22 _ <111 <112 1

\ <113 <123 ’ <113 <123 J

sonlardan iborat vektor parabola o‘qiga parallcl bo'lib, botiqlik tomoniga 
yo‘nalgan.

Parabolaning parametri

formuladan aniqlanadi.
Agar ikkinchi tartibli chiziq ikkita to‘g‘ri chiziqqa ajralsa, bu to‘g‘ri chiziq- 

lar tenglamalarini tuzish uchun chiziq tenglamasining chap tomonini chiziqli 
ko'paytuvchilarga ajratib, ularning har birini nolga tenglashtiriladi.

Masala. Quyidagi

x2 - 5xy + 4p2 + x + 2y - 2 = 0

tenglama bilan aniqlangan chiziq tenglamasini soddalashtiring.
Yechish. Berilgan ikkinchi tartibli chiziq uchun ikkinchi invariantni 

hisoblasak,

9
4

5
24

demak chiziq birinchi guruhga tegislili, ya’ni berilgan chiziq giperbolik tipda. 
Ushbu 

K3 =
1 

-5
l2 
2

_5
24

1
1=0
-2

1
2

munosabatdan berilgan ikkinchi tartibli chiziqning kesishadigan ikkita to g n 
chiziqdan iborat ekanligini ko‘ramiz.
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Tenglamani ikkita chiziqli ko'paytuvchilarga ajratish yordamida sod 
dalashtiramiz.

x2 — 5xy + 4y2 + x+ 2y - 2 = x2 + (—5y 4- l)z + 4y2 + 2y — 2 —

= x2 + (-5y + l)x + + 4y2 + 2y - 2 -

2

+ 4y2 + 2y - 2 -
25y2 - 10y + 1

4

x (z + - 5?+1 - 3y-2 = (x - y - l)(s - 4y + 2),

bu to‘g‘ri chiziqlar tenglamalari: x — y — 1 = 0vax — 4j/ + 2 = 0 dan iborat.

x



VIII BOB. IKKINCHI TARTIBLI SIRTLAR 
NAZARIYASI

44-§. Ikkinchi tartibli sirtlarning kanonik tenglamalari

Biz bu bobda ikkinchi darajali tenglamalar bilan aniqlanadigan sirtlarni 
qaraymiz.

Ellipsoid va giperboloidlar
Fazoda dekart koordinatalari sistemasi kiritilgan bo‘lib, unda ikkinchi dara- 
jali F(x,y, z) ko‘phad yordamida berilgan

z) = anx2 4- a22y2 + a33z2 + 2al2xy+

+2a23yz + 2ai3iz + 2a^x + 2a24y + 2a34z + a44 = 0 (1)

tenglamani qaraylik.
Fazoda koordinatalari (1) tenglamani qanoatlantiruvchi nuq- 

ta ar to plami ikkinchi tartibli sirt deb ataladi, bu ycrda ikkinchi darajali 
adlar oldidagi koeffitsiyenlardan kamida bittasi noldan farqli bo‘lishi talab 

qilinadi. Tenglama esa ikkinchi tartibli sirtning umumiy tenglamasi deyiladi. 
44-2-ta rif. Ikkinchi tartibli sirt tenglamasini birorta dekart koordinata-

lari sistemasida
't2 *2^ + ^ + ^ = 1 (2)
a2 b2 c2

ko‘rinishda yozish mumkin bo‘lsa, u ellipsoid deb ataladi. Bu tenglamada
a > b > c > 0 munosabat bajarilishi talab qilinadi.

Ellipsoid tenglamasidan ko‘rinib turibdiki, u koordinata o'qlariga nisbatan 
simmetrik joylashgan, koordinata boshi esa uning simmetriya markazidir.

Ellipsoidning shaklini chizish uchun uning koordinata tekisliklariga paral- 
lel tekisliklar bilan kesimini qaraymiz. Masalan, uni z = h tenglama bilan 
aniqlangan tekislik bilan kessak, |h| < c bo‘lganda kesimda

a2 b2 ~ c2 
tenglama bilan aniqlanuvchi ellipslar hosil bo‘ladi. Bu tenglamani
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ko'rinishda yozish mumkin.

Huddi shunday, eUipsoidni Oxz, Oyz tekisliklariga parallel tekisliklar bilan 
bilan kessak, kesimda ellipslar hosil bo‘ladi. Yuqoridagilarni hisobga oli , 
ellipsoidni chizmada tasvirlashimiz mumkin (1-chizma).

44.3-ta’rif. Ikkinchi tartibli sirt tenglamasini birorta dekart koordinata-
lari sistemasida

^ + ^-^ = -1 (3)
a2 b2 c2

ko‘rinishda yozish mumkin bo‘lsa, u ikki pallali giperboloid deb ataladi. Bu 
tenglamada a > b > 0, c > 0 munosabatlar bajarilishi talab qilinadi.

Ikki pallali giperboloid tenglamasidan ko‘rish mumkinki, uchinchi 
o‘zgaruvchi z < — c va z > c tengsizliklarni qanoatlantirishi kerak. Demak, 
ikki pallali giperboloid ikki qismdan iborat va uning nomi shakliga mosdir. 
Agar ikki pallali giperboloidni z — h tenglama bilan aniqlangan tekislik bilan 
kessak, |h\ > c bo‘lganda kesimda

a2 b2 c2
tenglama bilan aniqlanuvchi ellips hosil bo'ladi. Bu ellipsning yarim o'qlari

mos ravishda

kattaliklarga tengdir. . ...
Agar ikki pallali giperboloidni y = h tenglama bilan aniqlangan tekisliK 

bilan kessak, har qanday h uchun kesimda

<? a? P
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tenglama bilan aniqlanuvchi giperbola hosil bo‘ladi. Bu giperbolaning yarim
o‘qlari mos ravishda

kattaliklarga tengdir.

2-chizma
Huddi shunday ikki pallali giperboloidni x = h tenglama bilan aniqlangan 

tekislik bilan kessak, har qanday h uchun kesimda

c2 ft2 - a2
tenglama bilan aniqlanuvchi giperbola hosil bo‘ladi. Bu giperbolaning yanm 
o‘qlari mos ravishda

kattaliklarga tengdir.
V a* V a2

Bundan tashqari (3) tenglamadan ko‘rish mumkinki, giperboloid koordi- 
nata tekisliklariga nisbatan simmetrik joylashgan, koordinata boshi esa uning 
simmetriya markazi bo‘ladi. Bularni hisobga olib uni chizmada tasvirlashimiz 
mumkin (2-chizma).

44.4-ta’rif. Ikkinchi tartibli sirt tenglamasini birorta dekart koordinata- 
lari sistemasida

+ = l (4)o? + b2 c2
ko‘rinishda yozish mumkin bo‘lsa, u bir pallali giperboloid deb ataladi. Bu 
yerda a>b>0, c>0 munosabatlar bajarilishi talab qilinadi.
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3-chizma
Bir pallali giperboloidning tenglamasidan ko'rish mumkinki, u koordinata 

tekisliklariga nisbatan simmetrik joylashgan, koordinata boshi esa uning sim- 
metriya markazi bo‘ladi. Bir pallali giperboloidni z = h tenglama bilan 
aniqlangan tekislik bilan kessak, har qanday h uchun kesimda

a2 b2 c2
tenglama bilan aniqlanuvchi ellips hosil bo‘ladi. Bu ellipsning yarim o qlari 
mos ravishda  ,__________  

kattaliklarga tengdir. Agar h = 0 bo‘lsa, kesimda eng kichkina ellips hosil 
bo‘ladi. Bu ellips bir pallali giperboloidning bo‘g‘zi deb ataladi.

Bir pallali giperboloidni x = /i, y = h tenglama bilan aniqlangan tekisliklar 
bilan kessak, mos ravishda |7i| < a va |/i| < b bo‘lganda kesimda

y2 z2-^^ =
&2 c2"1 a2’a2 c2 62

tenglamalar bilan aniqlanuvchi giperbolalar hosil bo'ladi. Bu giperbolalardan 
birinchisining yarim o'qlari mos ravishda

kattaliklarga tengdir. Agar |/i| = a yoki |/i| = b bo‘lsa, kesimda mos ravishda 



232 VIII BOB. IKKINCHI TARTIBLI SIRTLAR NAZARIYASI

tenglamalar bilan aniqlanuvchi ikkita kesishuvchi to‘g‘ri chiziqlar hosil 
bo‘ladi. Bu faktlarni hisobga olib bir pallali giperboloidni chizmada tasvir- 
lashimiz mumkin (3-chizma).

44.5- ta’rif. Sirtning har bir nuqtasidan shu sirtda yotuvchi to‘g‘ri chiziq 
o‘tsa, bunday sirt chiziqli sirt deyiladi.

Sirt chegaralagan bo‘lsa, unda to‘g‘ri chiziq yotmaydi va shuning uchun u 
chiziqli sirt bo‘lmaydi. Demak ellipsoid chiziqli sirt bo‘lmaydi.

44.6- teorema. Bir pallali giperboloid chiziqli sirt bo'lib, uning har bir 
nuqtasidan giperboloidda yotuvchi ikkita to‘g‘ri chiziq o‘tadi.

Konus va uning kesimlari

44.7- ta’rif. Ikkinchi tartibli sirt tenglamasini birorta dekart koordinatalar 
sistemasida

ko‘rinishda yozish mumkin bo‘lsa, u konus deb ataladi. Bu yerda a > b > 0, 
c > 0 munosabatlar bajarilishi talab qilinadi.

Konus tenglamasidan ko‘rinib turibdiki, u koordinata tekisliklariga 
nisbatan simmetrik joylashgan, koordinata boshi esa uning simmetriya 
markazidir. Bundan tashqari, agar Mo(zo, M -^o) nuqta konusga tegishli 
bo’lsa, 0(0,0,0) va Mq(xq, y0, z0) nuqtalardan o'tuvchi to‘g‘ri chiziqdagi har 
bir nuqta konusga tegishlidir. Haqiqatan ham, bu to‘g‘ri chiziqqa tegishli 
nuqta (tx0, h/o> t^o) ko‘rinishga ega va bevosita

(tSo)2 , (tyo)2 _ (tzg) 
a2 b2 <? \a2 t>2 &)

tenglikni tekshirib ko‘rish mumkin.
Konusni z — h tenglama bilan aniqlanuvchi tekisliklar bilan kessak, kesim- 

da h 0 bo‘lganda
x2 _ h2
a2 b2 “ c2

ellipslar hosil bo‘ladi. Konusning har bir yasovchisi bu ellipslarni bir marta 
(faqat bitta nuqtada) kesib o‘tadi. Konusda yotuvchi va bu xossaga ega 
bo'lgan chiziqlar konusning yasovchisi deyiladi. Bu ellipslarning markazlari- 
dan o‘tuvchi to‘g‘ri chiziq konusning o‘qi deyiladi.
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4-chizma

^uqoridagi kanonik tenglamada konusning o’qi oz o’qi biian ustma-ust 
tushadi. Koordinata boshi hain konusga tegishli, konusning hamma yasovchi- 
lari bu nuqtadan o‘tadi. Konusning hamma yasovchilari o‘tuvchi nuqta uning 
uchi deb ataladi. Paraboloidlar

44.8- ta’rif. Ikkinchi tartibli sirt umumiy tenglamasini birorta dekart ko- 
ordinatalari sistemasida

— + — = 2z (5)
P Q

ko'rinishda yozish mumkin bo‘Isa, u elliptik paraboloid deb ataladi. Bu 
tenglamada p > 0, q > 0 munosabatlar bajarilishi talab qilinadi.

5-chizma
EUiptik paraboloidning tenglamasidan ko'rish mumkinki, koordinata boshi 

unga tegishli, xOz va yOz tekisliklari elliptik paraboloidning simmetnya 
tekisliklari bo'ladi. Elliptik paraboloidni z = h tenglama bilan aniqlan- 
gan tekislik bilan kessak, h > 0 bo'lganda kesimda yarim o'qlari mos ra- 
vishda 72Kp, ^2hq kattaliklarga teng bo'lgan ellips hosil bo'ladi. Elhp- 
tik paraboloidni X = h, y = h tenglamalar bilan aniqlangan tekishklar bi- 
lan kessak, kesimda fokal parametrlari mos ravishda p, q kattaliklarga teng 
bo'lgan parabolalar hosil bo'ladi. Bu parabolalarning uchlari mos ravishda 
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(o, h, ^0 va (o, /i, nuqtalarda joylashgan. Bu xossalarni hisobga olib, 
elliptik paraboloidni chizmada tasvirlashimiz mumkin (5-chizma).

44.9- ta’rif. Ikkinchi tartibli sirt umumiy tenglamasini birorta dekart ko- 
ordinatalari sistemasida

x2
P

y2— = 2z 
q

(6)

(6) ko'rinishda yozish mumkin bo'lsa, u giperbolik paraboloid deb ataladi. Bu 
tenglamada p > 0, q > 0 munosabatlar bajarilishi talab qilinadi.

Giperbolik paraboloid ham xOz va yOz tekisliklarlarga nisbatan sim- 
metrik joylashgandir. Agar giperbolik paraboloidni z = h tenglama bilan 
aniqlangan tekislik bilan kessak, h > 0 bo‘lganda kesimda yarim o'qlari mos 
ravishda \/2hp, \/2hq kattaliklarga teng bo‘lgan giperbola hosil bo‘ladi. Agar 
h < 0 bo‘lsa, kesimda haqiqiy o‘qi Ox o‘qqa, mavhum o‘qi Oy o‘qqa parallel 
va yarim o‘qlari mos ravishda y/—2hp, y/—2hq kattaliklarga teng bo‘lgan 
giperbola paydo bo‘ladi. Kesuvchi tekislik xOy tekisligi bilan ustma-ust 
tushsa, kesimda

z2 y2----- — =0
P <7

tenglama bilan aniqlanuvchi ikkita kesishuvchi to‘g‘ri hosil bo‘ladi.
Giperbolik paraboloidni o'qiga parallel tekisliklar bilan kesssak kesimda 

parabolalarni olamiz.

6-chizma

Masalan kesuvchi tekislik x = h tenglama bilan berilsa, kesimda fokal 
parametri q ga teng va uchi (/i, 0, nuqtada bo‘lgan parabola hosil bo‘ladi.

44.10- teorema. Giperbolik paraboloid chiziqli sirt bo‘lib, uning har bir 
nuqtasidan paraboloidda yotuvchi ikkita to‘g‘ri chiziq o‘tadi.

Isbot. Giperbolik paraboloidga tegishli Mo(xo,l/o> 2o) nuqtadan o‘tuvchi 
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va
I — Xq + It

< y = yo + mt
z = zQ + nt

tenglamalar bilan aniqlangan to‘g‘ri chiziq paraboloidda yotishi uchun 

(zo + ^_fao + m^= n<)
P Q

tenglik parametrning har bir qiymatida bajarilishi kerak. Bu tenglikni

2/Z2 m2\ , (Ixq myp
C i ”” I । c i ■■

\P Q J \P Q
ko‘rinishda yozib, undan

Z2 m2 Ixq my0 = 0 va-----------------n = (J 
p q---------------p q

tengliklarni hosil qilamiz. Bu tengliklardan {/, m, n} yo‘nalish uchun

, _ _ / x0 y0 \
l : m : n = i/p : uJq : — - u—p I 

\xJp VqJ
munosabatni hosil qilamiz. Bu yerda u = ±1 tenglik bajarilgan. Demak 
giperbolik paraboloidning har bir nuqtasidan unda yotuvchi ikkita to g ri 
chiziq o‘tadi. Bu to‘g‘ri chiziqlarning parametrik tenglamalarini

1x = Xq + ty/p 
y = yo + ut/q 
z = zo + 1^- u^) 

ko‘rinishda yozish mumkin. Bu parametrik tenglamalarda

(7)

munosabat bajarilsa,

bo'lganda (7) to'g'ri chiziqlar z = 0 tekislikni kesib o'tadi. Bu tekislikda
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tenglamalar bilan aniqlanuvchi to‘g‘ri chiziqlar ham yotadi. Demak (7) to‘g‘ri 
chiziq (8) to‘g‘ri chiziqlarning bittasini kesib o'tadi. Buni aniqlash uchun (7) 
ifodalarni (8) tenglamalaxga qo‘ysak

( xo + t^ + = / xo, + uy^ \ + 2ti = 0
\ Vp ' x/q J \x/p

tenglikni olamiz. Demak (7) to‘g‘ri chiziq

2L+t[d' =0 (9)
\/P x/q 

to‘g‘ri chiziqni kesib o'tadi. Bu to‘g‘ri chiziqning parametrik tenglamalarini

{
X = Ty/p 
y = -TUy/q 

ko‘rinishda yozish mumkin, bu yerda —oo < t < +oo. Yuqoridagi (7) va 
(9) to‘g‘ri chiziqlar (rto + tiyp, i/o + uti^/q) nuqtada kesishadi va bu nuqtaga 
parametrning

__x0 + tlx/p xQ 1 (xQ y0 \
Tl--------- —---- = —— + t] = — ( — U—~ 1VP x/P 2 \y/p y/qj

qiymati mos keladi. Agar t' = t — tj belgiiashni kiritib, (7) to‘g‘ri chiziqning 
parametrik tenglamalarini

I
X = X0 + ty/p = (ZQ + t\y/p) + (t - ti)y/p = (t' + Tl)y/P 

y - Vo + uty/q — (t/0 + utiy/q) + u(t - t^y/q = utf - ri)y/q 
z = z° + ‘ (yb - uJ/) = - ‘0 - “$) = 2t'n

ko‘rinishda yozish mumkin.
Agar — u^ = 0 bo‘lsa, giperbolik paraboloidning (6) tenglamasidan 

zq = 0 tenglik kelib chiqadi. Demak bu holda (7) to‘g‘ri chiziq z = 0 tekislikda 
yotadi.

45-§. Ikkinchi tartibli sirtning umumiy tenglamasini 
soddalashtirish

Ikkinchi tartibli sirt umumiy tenglamasi

aux2 + a^y2 + a33Z2 + 2auxy + 2a23?/z + 2a^xz + 2a^x + 2a^y + 2a^z + a = 0 

bilan berilgan bo‘lsin.
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Bu tenglama to‘g‘ri burchakli koordinatalar sistemasiga nisbatan berilgan 
bo‘lsa, quyidagi ifodalar to‘g‘ri burchakli dekart koordinatalari sistemasini 
parallel ko‘chirish va burishga nisbatan invariantlari hisoblanadi:

A — all + «22 + 0,33, «11

«21

«12 + «11 

«22 «31

«13 «22 «23

«33 «32 «33
h =

«31

«11

«21

«12 «13

«22 «23 , a4 =
«32 «33

«11 «12 «13 «1 

«21 «22 «23 «2

«31 «32 «33 «31 
«1 «2 «3 « |

Semiinvariant nomini olgan quyidagi ikki ifoda, to‘g‘ri burchakli dekart 
koordinatalar sistemasini burishga nisbatan invariantlardir:

a3 = «11 
«21 

«1

«12 «1
«22 «2 
a2 a

+
«11 «13 «1
«31 «33 «3 +

«22 «23

«32 «33

«2 

«3 
aai a3 a «2 «3

k2 _ «11 <«1 a22 a2 «33 «3

«1 a a2 a «:J «

Agar I3 = 0, K< = 0 bo‘lsa, K3 semiinvariant ayni vaqtda burishga nis- 
batan ham invariant bo‘ladi, /3 = 0, K4 = 0, /2 = K3 = holda csa, 2 
semiinvariant parallel ko‘chirishga nisbatan invariant bo ladi.

I. Z3 / 0 holda ikkinchi tartibli sirt tenglamasini to‘g‘ri burchakli koordina- 
talar sistemasini parallel ko‘chirish va burish natijasida quyidagi o nnis o 
keltirish mumkin: r,

XiX2 + x2y2 + x3z2 + ^ = o (1)

bu yerda Aj, A2, A3 - quyidagi xarakteristik tenglamaning ildizlaridir.

«11 — A «12 «13

«21 «22 “ A «23 = 0
«31 «32 a33 — A

yoki
A3 - AA2 + Z2A -/3 = 0.

1°. Agar Ai, A2, A3 bir xil ishorali, % esa ularga teskari ishorada bo'lsa, u 
holda (1) tenglama ellipsoidni aniqlaydi. |A]| < |A2| < |A3| deb hisoblab, (1) 

tenglamani
X2 r2 , Z2

+ —lu- 1
AJ3 A2/3 A3/3
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ko‘rinishda yozib olamiz.
Bunda ellipsoidning yarim o‘qlarini a = b — c ~

ko‘rinishda yoza olamiz va |AJ < |Ao| < |A3I qilingan farazga ko‘ra a > b > c 
munosabatlar o‘rinli bo‘ladi.

2°. Agar Ai, A2, A3, bir xil ishorali bo‘lsa, u holda (1) tenglama mavhum 
ellipsoidni aniqlaydi: |AJ < |A2I < |A3I deb hisoblagan holda uni
^ + ^ + = “1 ko'rinishga keltiramiz, bunda: a = b = yj

c = yjfy qilingan |Ai| < |A2| < |A3| farazga ko'ra a > b > c ekanligiga 
ishonch hosil qilamiz.

3°. Agar Ai, A2, A3 sonlar bir xil ishorali va = 0 bo'lsa, u holda (1) 
tenglama mavhum konusni aniqlaydi. |AJ < |A2| < |A3| deb hisoblagan holda 
uni

X2 Y2 Z2 A
“7 + TT + —7 — 0a2 b2 c2

ko‘rinishga keltiramiz, bunda:

va shu bilan birga a > b > c.
4°. Agar (2) xarakteristik tenglama ildizlarining ikkitasi bir xil ishorali, 

uchinchi ildizi bilan ularga teskari ishorali bo‘lsa, (1) tenglama bir pallali 
giperboloidni aniqlaydi. Bu holda xarakteristik tenglamaning bir xil ishorali 
ildizlarini Ab A2 deb belgilab va | Ai| < |A2I deb faraz qilib (1) tenglamani

X2 Y2 Z2
_ K4 + K4 K4 ~ 1

A1J3 A2Z3 A3Z3

yoki
x2
a2 b2 c2

ko‘rinishda yozib olamiz. Bu erda: a = y— b = \ c ~ 

a>b.
5°. Xarakteristik tenglamaning ikki ildizi va ozod hadi bir xil ishorali, 

xarakteristik tenglamaning uchinchi ildizi esa ularga teskari ishorali bollsa, 
(1) tenglama ikki pallali giperboloidni aniqlaydi. Bu holda xarakteristik 
tenglamaning bir xil ishorali ildizlari Ai va A2 ni olib |Ai| < IA2I deb
hisoblasak, (2) tenglamani

X2
k4 

Aj/3 A2/3 A3/3
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yoki
x2
a2 + 62

ko'rinishida yozamiz, bunda: a > b.
6°. Xarakteristik tenglamaning ikkita ildizi bir xil ishorali, uchinchi ildizi 

ularga teskari va K4 = 0 bo‘lsa, u holda (1) tenglama konusni aniqlaydi. 
Aj va A2 sonlar bir xil ishorali ildizlar va |AJ < IA2I deb hisoblanganda (1) 
tenglamani

X2 Y2 Z2 n
1 + 1 1 ~ 0

|A,| [M |Aj|

yoki 
X2 Y2 Z2 n
a2 + 62 c2

korinishga keltiramiz. Bu yerda a > b bo‘lib:

Xarakteristik tenglamadagi musbat ildizlar soni uning koeffitsiyentlari 
orasidagi ishoralar almashuvlari soniga teng bo'ladi (Dekart qoidasi).

II. Agar /3 = 0, K4 bo‘lsa, u holda to‘g‘ri burchakli koordinata- 
lar sistemasini parallel ko'chirish va burish natijasida ikkinchi tartibli sirt 
tenglamasini

A,X2 +A2V2±2./^2 = 0 (3)
V -*2

ko‘rinishga keltirish mumkin. Bu tenglamada Ai va A2 xarakteristik 
tenglamaning noldan farqli bo'lgan ildizlari.

7°. Agar A^ va A2 sonlar bir xil ishorali bo‘lsa, u holda (3) tenglama elliptik 
paraboloidni aniqlaydi. |Ai| < IA2I deb hisoblab (3) tenglamani 

ko‘rinishda yoza olamiz.

deb olib, ushbu tenglamani hosil qilamiz:
£ + !1.2Z 

p <1
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bunda: p > q > 0.
8°. Agar Ai va A2 sonlar har xil ishorali bo‘lsa, (3) tenglama giperbolik 

paraboloidni aniqlaydi. Ai ni musbat, A2 ni manfiy ildiz deb olib, 
radikal oldidagi ishoradan minusini olib, (3) tenglamani

—^7=----------- —F= = 2Z
1 / ___1_ _K±

Ai V h A2 V h

yoki
X2
P 

ko‘rinishda yozamiz, bu erda:

— = 2Z9

III. Agar Z3 = 0, /<4 = 0, J2 0 bo‘lsa, to‘gri burchakli koordinata- 
lar sistemasini burish va parallel ko'chirish natijasida ikkinchi tartibli sirt 
tenglamasini

+ X2Y2 + ^ = 0 (4)
ko'rinishga keltirish mumkin. Bu yerda Ai va A2 sonlar xarakteristik 
tenglamaning noldan farqli ildizlari.

9°. Agar Ai va A2 sonlar bir xil ishorali, esa ularga qarama-qarshi 
ishorali bo'lsa, (4) tenglama elliptik silindrni aniqlaydi. |AJ < |A2| deb 
hisoblab, (4) tenglamani

X2 = 1

yoki
X2 Y^ 
a2 + t>2 ~ 1 

ko‘rinishida yozib olamiz, bu yerda a > b bo’lib,

a A2Zj ‘

10°. Agar Ai, A2, sonlar bir xil ishorali bo‘lsa, (4) tenglama mavhum 
elliptik silindrni aniqlaydi. (AJ < |A2| deb hisoblab, (4) tenglamani

X2 Y2
^1Z2 a2z2
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yoki
X2 Y2
—2" + -77 — —1 a2 b2

ko‘rinishda yozamiz, bunda a > b.
11°. Agar Ai, A2 sonlar bir xil ishorali va K3 = 0 bo‘lsa, u holda (4) 

tenglama kesishadigan ikkita mavhum tekisliklarni aniqlaydi. Bu holda (4) 
tenglamani

X2 Y2 n
1 + 1 “ 0

|A>| |A2|

yoki
X2 Y2 n 
a2 + t2 “ ° 

ko‘rinishda yozib olamiz, bunda a > b. bo'lib,

12°. Agar Aj, A2 sonlar har xil ishorali va /<3 7^ 0 bo‘lsa. (4) tenglama 
giperbolik silindrni aniqlaydi. Ai deb xarakteristik tenglamaning ning 
ishorasiga teskari ishorali ildizni olib, (4) tenglamani

X2 r2
K3, k3 ~~ 1

Ai/2 A2Z2

yoki
X2
a2 

ko‘rinishda yozib olamiz, bu yerda

fr2

13°. Agar Aj, A2 sonlar har xil ishorali va A3 = 0 bo‘Isa, (4) tenglama 
kesishadigan ikkita tekislikni aniqlaydi. Xaraktcristik tenglamaning musbat 
ildizini Ai deb olib, (4) tenglamani

X2
1 

Ai A2

yoki
X2 Y2
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ko‘rinishda yozamiz, bunda

o=VJ>6=V"J-
IV. Agar I3 = 0, K4 = 0, /2 = 0, K3 0 hol yuz bersa, to‘g‘ri burchakli koor- 
dinatalar sistemasini burish va parallel ko‘chirish natijasida ikkinchi tartibli 
sirt temglamasini ____

AiX2±2a/-^V = 0 (5)
V A

ko'rinishga keltirish mumkin, bu yerda Ai = I\ son xarakteristik tenglama- 
ning noldan farqli bo‘lgan ildizi.

14°. Yuqoridagi (5) tenglamani ushbu

%2 =

ko‘rinishda yozish ham mumkin. Bu tenglama parabolik silindrni aniqlaydi. 
Bu silindrning yasovchilariga perpendikular bo‘lgan tekislik bilan kesishish 
natijasida hosil bo‘lgan parabolanining parametrini ushbu

formuladan aniqlanadi.
V. Agar I3 = Qt K4 = 0, /2 = 0, K$ = 0 bo‘lsa, to‘gri burchakli koordina- 

talar sistemasini burish natijasida ikkinchi tartibli sirt tenglamasini

X1X2 + ^ = 0

yoki

AX2 + ~ = 0

yoki
X2 + £ = 0 (6)

ko'rinishga keltirish mumkin.
15°. Agar K2 < 0 bo‘lsa, (6) tenglama ikkita parallel tekislikni aniqlaydi. 

Bu holda ushbu = — a2 belgilashni kiritib olib, tenglamani X2 — cl2 = 0 
ko‘rinishda yozib olamiz.

16°. Agar K2 > 0 bo‘lsa, (6) tenglama ikkita mavhum parallel tekislikni 
aniqlaydi. Bu holda = —a2 deb, tenglamani X2 4- a2 = 0 ko'rinishda 
yozamiz.
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17°. Nihoyat, K2 = 0 bo‘lsa, (6) tenglama ikkita ustma-ust tushuvchi 
tekislikni aniqlaydi: X2 = 0.

45.1- tasdiq. Ikkinchi tartibli sirt aylanma sirt bo'lishi uchun uning 
xarakteristik tenglamasi karrali ildizga ega bo‘lishi zarur va yetarlidir.

Kanonik tenglamasi ma’lum bo‘lgan sirt vaziyatini aniqlash uchun, 
kanonik sistemaning yangi koordinatalar boshi O' ni va shu bilan birga bu 
koordinatalar sistemasi o'qlarining yo‘naltiruvchi vektorlari koordinatalarini 
bilish kerak.

Kanonik koordinatalar sistemasi o‘qlari yo‘naltiruvchi vektorlari koordi- 
natalari ushbu

(
(an - X)l + a12m + a13n = 0
a21/ + (a22 — X)m + a^n = 0 (7)
a31/ + a32m + (a33 — A)m = 0

tenglamalar sistemasidan aniqlanadi, bunda A - xarakteristik tenglamaning 
ildizi. Aylanma sirtning joylashishini aniqlash uchun kanonik koordinata- 
lar sistemasida yangi koordinata boshi O' ni va aylanish o‘qi yo‘naltiruvchi 
vektorining koordinatalarini bilish lozim. Yo‘naltiruvchi vektorining koor- 
dinatalari (7) sistemadan aniqlanadi, bunda A - xarakteristik tenglamaning 
oddiy ildizi.

Sirt markazga ega bo‘lsa (yagona bo‘lishi shart emas), u holda kanonik sis- 
temasining yangi koordinata boshi O' deb sirt markazi olinadi. Sirt markazin- 
ing koordinatalari

anx + al2y + a13z + ai = 0
< a21z + a22y + a23z + a2 = 0 (8)

a3ix + a32y + a33z + a3 = 0

tenglamalar sistemasidan topiladi.
1°. Uch o‘qli ellipsoid:

X2 Y2 Z2 ( . x
-^+v+s=l'(a>b>c}-

Bu ellipsoid markazining koordinatalari (8) sistemadan topiladi. Katta 
o‘qi (O'X) ning yo‘naltiruchi vektorining koordinatalari (7) tenglamalar sis- 
temasidan topiladi, undagi son xarakteristik tenglamaning modul jihatdan 
kichik bo‘lgan ildizi; o‘rta o‘q (O'Y) ning yo'naltiruvchi vektorining koordina- 
talari (7) sistemadan topiladi, A son xarakteristik tenglamaning modul jihat- 
dan o‘rta bo‘lgan ildizi; kichik o‘q (O'Z) ning yo‘naltiruvchi vektorining koor- 
dinatalari ham (7) sistemadan topiladi, bunda A - xarakteristik tenglamaning 
modul jihatidan katta bo'lgan ildizi.
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2°. Agar (1) tenglama nuqtani aniqlasa (mavhum konus), u holda bu nuq- 
taning koordinatalari (8) sistemadan topiladi.

3°. Bir pallali giperboloidning kanonik tenglamasi:

X2 Y2 Z2 . n

Bir pallali giperboloid markazining koordinatalari (8) sistemadan 
aniqlanadi.

Aytaylik, Ai, A2 sonlar xarakteristik tenglmaning bir xil ishorali ildizlari 
bo‘lib, bunda |Ai| < |A2| va A3 esa ishorasi Ai va A2 ildizlarning ishorasiga 
qarama-qarshi ildiz bo‘lsin. Giperboloid (O'Z) o‘qining yo‘naltiruvchi vektori 
koordinatalari (7) sistemadan aniqlanadi, bunda A = A3. Bir pallali giper- 
boloid bo‘g‘iz kesimining (C^X) katta o‘qi yo'naltiruvchi vektorining koor- 
dinatalari (7) sistemadan aniqlanadi, bunda A = Ai; bir pallali giperboloid 
bo‘g‘iz kesimining (O'Y) kichik o‘qi yo‘naltiruvchi vektorining koordinatalari 
(7) sistemadan topiladi, bunda A — A2.

4°. Ikki pallali giperboloid:

X2 Y2 Z2
a2 + b2 <? ~ 11 (“ ^

Ikki pallali giperboloid markazining koordinatalari (8) sistemadan topiladi.
Aytaylik, Aj, A2 sonlar xarakteristik tenglamaning bir xil ishorali ildiz- 

lari va |Ai| < |A2| bo‘lsin, A3 esa xarakteristik tenglamaning Ai, A2 ildizlari 
ishorasiga qarama-qarshi ishoraga ega bo‘lgan uchinchi ildizi bo‘lsin. U holda 
giperboloid (O'Z) o‘qining yo‘naltiruvchi vektorining koordinatalari (7) sis- 
temadan aniqlanadi, bunda A = A3; O'X o‘qini (giperboloid o‘qiga per- 
pendikular bo‘lgan o‘q bilan kesishi natijasida hosil bo‘lgan ellipsning katta 
o‘qi) yo‘naltiruvchi vektorining koordinatalari (7) sistemadan topiladi, bunda 
A = Ai; O'Y o‘qi yo‘naltiruvchi vektorining koordinatalari (7) sistemadan 
topiladi, bunda A = A2.

5°. Konus:
X2 Y2 Z2 n , ,. 
a2 + fc2 g (a > &)•

Konus uchining koordinatalari (8) sistemadan aniqlanadi. Aytaylik, Ai, A2 
sonlar xarakteristik tenglamaning bir xil ishorali ildizlari va |Ai| < |A2| 
bo'lsin, A3 esa xarakteristik tenglamaning Ai, A2 ildizlari ishorasiga qarama- 
qarshi ishoraga ega bo‘lgan uchinchi ildizi bo‘lsin. U holda konusning (O'Z) 
o‘qi yo‘naltiruvchi vektorining koordinatalari (7) sistemadan aniqlanadi, 
bunda A = A3. O'X o‘qi yo‘naltiruvchi vektorining koordinatalarini (7) sis- 
temadan aniqlanadi, bunda A = Aj. O'X o‘qi (ya’ni konusning o‘qiga per- 
pendikular bo‘lgan kcsimda hosil qilingan ellipisning katta o‘qi) yo‘naltiruchi
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vektorning koordinatalari (7) sistemadan aniqlaydi; O'Y o‘qi yo‘naltiruvchi 
vektorining koordinatalarini (7) sistemadan aniqlaymiz, bunda ,\ = A2.

6°. Elliptik parabolid:

p q
Kanonik sistemasining boshi, bu holda paraboloid uchidan iborat. El- 

liptik paraboloidning sirt botiqligi tomon yo‘nalgan o:qining vektori ushbu 
munosabatdan aniqlanadi:

P=M /M2, I\A3}
bu yerda

ai2 a\3 a\ an ai3 ai an a\2 a\
Ai = - a2i a22 a2 i a2 = a2l 023 a2 , A3 = - a2l a22 a2

tt32 a33 a3 a31 a33 a3 a31 a32 a3

Bu yerdagi Ai, A2, A3 sonlar dcterminantdagi ai, a2, &3 elementlari- 
ning algebraik to‘ldiruvchilarini bildiradi.

Aytaylik, Aj, A2 - xarakteristik tenglamaning noldan farqli ildizlari va 
| Ai | < |A21 bo‘lsin, bu holda O'X o‘qining (ya’ni elliptik paraboloidning o‘qiga 
perpendikular bo‘lgan tekislik bilan kesishishidan hosil bo'Igan ellips katta 
o‘qi) yo‘naltiruvchi vektorining koordinatalari A = Ai holda (3) sistemadan 
aniqlanadi, O'Y o‘qining yo‘naltiruvchi vektorini koordinatalari esa A = A2 
holda (7) sistemadan aniqlanadi. Elliptik paraboloidning uchi ushbu

' 0112’ 4" CL\2y + &132 + al _ a21^ 4" a22‘y + a23^ + a2 _

a; - a~2 "
a31% + $321/ + a33z + a3

' = A3 (9)
fln? + a22y2 + a33z2 + 2ai2xt/+
+2a23j/z + 2al3xz + 2a\X + 2a2y + 2a3z + a = 0 

tenglamalar sistemasidan topiladi.
7°. Giperbolik paraboloid:

Y2 — = 2Z.
q

Bu holda kanonik koordinatalar sistemasining boshi paraboloid uchidan ibo- 
rat. Giperbolik paraboloidning (Q'XZ} tekislik bilan kesishishi natijasida 
hosil bo‘lgan katta parametrli bosh kesimning botiqlik tomonga yo‘nalgan 
parabola o‘qining yo‘naltiruvchi vektori ushbu koordinatalarga ega bo'ladi:

{ZiAi, /M2, /iA3}
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bu yerda Ai, A2, A3 sonlar K4 determinantning a^, a^, 03 elementlarining 
algebraik to'idiruvchilaridir.

Aytaylik, Ai, A2 - xarakteristik tenglamaning ildizlari bo'lib, |Aj < 
|A2| bo‘lsin. U holda O'X o'qining yo‘naltiruvchi vektorining koordinata- 
lari (ya’ni paraboloid uchidan o‘tuvchi to‘gri chiziqli yasovchilar orasidagi 
o‘tkir burchak bissektrisalari) (7) sistemadan A = Aj deb aniqlanadi; O'Y 
o‘qning yo‘naltiruvchi vektorining koordinatalari (7) sistemadan A = A2 deb 
aniqlanadi. Giperbolik paraboloidning uchi (9) sistemadan aniqlanadi. Agar 
giperbolik paraboloid uchun Ai = —A2 tenglik o‘rinli bo‘lsa, tegishli tenglama 
ushbu

X2 - Y2 = 2pZ

ko‘rinishni qabul qiladi.
Bu holda paraboloidning O'XZ, O'YZ tekisliklar bilan kesimida hosil 

qilingan parabolalar bir xil parametrga ega. Bunda parabola o‘qining 
yo‘nalishi {A[, A2, A3} vektor orqali aniqlanadi.

8°. Elliptik silindr:
X2 Y2 ,
~~2 + TT = a2 b2

Bu holda a b bo‘lganda, elliptik silindrning joylashishini aniqlash uchun 
uning o'qini va silindr o‘qiga perpendikular kesimidagi katta va kichik 
o‘qlarining yo‘naltiruvchi vektorlarini bilish kerak.

Silindr o‘qi (8) tenglamalar yordamida topiladi (ulardan chiziqli erklilarini 
olish kerak). Aytaylik, Ai, A2 sonlar xarakteristik tenglamaning noldan farqli 
ildizlari va |Aj| < |A2| bo‘lsin. U holda O'X o‘qi (silindr o‘qiga perpendikular 
kesimida hosil bo‘lgan katta o‘qi) yo‘naltiruvchi vektorining koordinatalari 
(7) sistemadan topiladi, bunda A = Ar, O'Y o‘qi yo‘naltiruvchi vektorining 
koordinatalari (7) sistemadan aniqlanib, bunda A = A2 farazda Ai = A2 b‘olsa,

x2 + y2 = a2

silindr hosil qilinadi va uning joylashishini aniqlash uchun o‘qini bilish yetarli.
9°. Giperbolik silindr:

X^_Y^ 
a2 & ~ L

Giperbolik silindming joylashishini bilish uchun uning o‘qini va o‘qiga per- 
pendikular kesimining haqiqiy va mavhum o‘qlarining yo‘naltiruvchi vektor- 
larini bilish kerak. Ai, A2 sonlar xarakteristik tenglamaning noldan farqli 
ildizlari, va Ai deb ishorasi ishorasiga qarama-qarshi bo‘lgan ildiz belgilan- 
gan. U holda O'X o‘qning yo‘naltiruvchi vektorining koordinatalari (silindr 
o‘qiga perpendikular kesimining haqiqiy o‘qi) (7) tenglamalardan (A = Ai
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holda) topiladi. O'Y o‘qning (mavhum o‘qning) yo‘naltiruvchi vektorining 
koordinatalari esa A — A2 holda (7) tenglamalardan topiladi.

10°. Parabolik silindr.
Parabolik silindrning joylashishini aniqlash uchun quyidagilarni:
I) silindr yasovchilariga parallel bo'lgan simmetriya tekisligini;
II) bu simmetriya tekisligiga perpendikular bo'lgan urinma tekislikni;
III ) bu urinma tekislikka perpendikular bo'Igan va silindrning botiqlik 

tomoniga yo‘naltirilgan vektorni bilish kerak.
Agar umumiy tenglama parabolik silindrni aniqlasa, u holda uni

(aX + /3Y + yZ)2 + 2b,X + 2b2Y + 263Z + b = 0

yoki
(aX + (3Y + yZ + 771)2 — [2(ma — bi)X+

+2(m/3 — b2)Y + 2(7717 — b$)Z + m2 — 6] = 0

ko‘rinishda yozish mumkin. Bu yerda m sonni ushbu

aX + /3Y + 7Z + m = 0

2(ma — bi)X + 2(m(3 — b2)Y + 2(7717 ~ ^3)% + m2 — 6 = 0

tekisliklar o‘zaro perpendikular bo‘ladigan qilib tanlaymiz, ya’ni

o(mo — 61) + (3(m/3 — b2) + 7(7717 — 63) = 0

bundan
bia + b2(3 + 637

a2 + /32 + 72

ga ega bo'lamiz. 771 ning bunday qiymatida ushbu

2(7710 - bi)X + 2(771/? - b2)Y + 2(7717 - b$)Z + m2 — b = 0

tenglama silindr yasovchilariga parallel bo‘lgan simmetriya tekisligini ifo- 
dalaydi.

Ushbu
aX + /3Y + -tZ + 7?i = 0

tenglama bilan aniqlangan tekislik ko'rsatilgan simmetriya tekisligiga per- 
pendikular bo‘lgan urinma tekislik bo‘ladi, {am—bi, (3m — b2,ym-63} vektor 
esa topilgan urinma tekislikka perpendikular va silindrning botiqlik tomoniga 
yo‘nalgan.

Agar (1) tenglama bir juft tekislikka ajraladigan sirtni aniqlasa, u holda 
uning joylashishini bilish uchun bu tekisliklarning har birining tenglamasini 
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bilish kerak. Bu tenglamalar (1) tenglamaning chap tomonini x,y,z ga nis- 
batan chiziqli ko'paytuvchilarga ajratib va har birini nolga tenglab hosil qi- 
lamiz.

45.2- teorema. Umumiy (1) tenglama bilan aniqlangan ikkinchi tartibli 
sirtning ikkita tekislikka ajralishi uchun ushbu

an ai2 ai3 ai 

a2l a22 &23 a2

a31 a32 a33 a3 

°1 a2 a3 a /

matritsaning rangi 2 yoki 1 ga teng bo'lishi zarur va yetarli.
Agar koordinatalar boshi sirtning markazi bo'lib xizmat qilsa. u holda 

sirt tenglamasida birinchi darajali hadlar qatnashmaydi va sirtning umumiy 
tenglamasi

a\\x2 4- a22y2 + a33*2 + ^ai2^y + 2a23yz + 2a13xz + a = 0

ko‘rinishga ega bo‘ladi. Bu yerda a = agar Z3 0 bo‘lsa; a = ^, agar 
Z3 = 0, Z<4 = 0, Z2 / 0 bo‘lsa; a = agar Z3 = 0, Z<4 = 0, K3 = 0, Zi 
0 bo‘lsa. Jumladan uchi koordinatalar boshida bo‘lgan konus tenglamasi 
quyidagi ko‘rinishga ega:

auz2 + a22y2 + a33z2 + 2a\2xy + 2a23yz + 2a13xz = 0

Aksincha, shu kd‘rinishdagi har qanday tenglama uchi koordinatalar 
boshida bo‘lgan (haqiqiy yoki mavhum) konusni yoki koordinata boshi- 
dan o‘tuvchi bir juft (haqiqiy har xil, yoki ustma-ust tushuvchi) tekis- 
likni aniqlaydi. Eski koordinatalarni yangi koordinalalar bilan bog'lovchi 
tenglamalar

x = l\X + l2Y + Z3Z + xQ 
* y = miX 4- m2Y + m3Z + yQ 

z — n\X + n2Y + n3Z + zQ

ko‘rinishga ega, bu yerda e*i = {li,m\,n\}, e2 = {Z2,m2,n2}, e3 = {/3,^3, ^3} 
vektorlar O'X, O'Y, O'Z kanonik sistemani birlik vektorlari. Bu vektorlar- 
ning koordinatalari (8) sistemadan topiladi, (xQ,yQ,zQ) eski sistemaga nis- 
batan yangi sistemaning boshi (sirt markazi, agar sirt markazga ega bo‘lsa va 
sirt uchining koordinatasi, agar sirt markazsiz bo‘lsa) ning koordinatasidir.

Umumiy tenglama

anx2 + a22y2 + a33z2 + 2ai2xy + 2a23yz + 2a\3xz + 2a\X + 2a2y + 2a3z + a = 0
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bilan aniqlangan sirtning (xo»3/o>2o) nuqtasida o'tkazilgan urinma tekisligi

($11^0 + ai21/o + «13*0 + $i)z + ($21-^0 + $223/0 + «23*0 + $2)3/+

+(031X0 + $323/0 + $33^0 + $3)2 + $i£*0 + a2j/0 + $320 + $ = 0 
tenglama bilan ifodalanadi.

Umumiy tenglama bilan berilgan ikkinchi tartibli sirtga tashqi chizilgan 
va uchi S(xo,yo,zo) nuqtada bo‘lgan konus tenglamasi

(anx2 + a22y2 + a33z2 + 2al2xy + 2a23yz + 2ai3xz + 2aiz + 2a2i/+

+2a3z + a)(an2To + a22yo + a33z^ + 2a\2Xoyo + 2a23i/0z0 + 2ai3.T0z0 + 2aix0+ 
+2a2z/o + 2a3z0 + a) — [(flnZo + $123/0 + $13^0 + $1)2: + ($21^0 + $223/0 + $23^0+ 

+$2)2/ + ($31^0 + $323/0 + $33 z0 + $3) 2 + $1^0 + $23/0 + $3z0 + $]2 = 0 
ko'rinishda bo'ladi.

Yasovchilari {l,m,n} vektorga parallel va tenglamasi (1) ko'rinishda beril- 
gan ikkinchi tartibli sirtga tashqi chizilgan silindr tenglamasi

($nx2 + a22y2 + a33z2 + 2a\2xy + 2a23yz + 2a\3xz + 2a\X + 2a2y + 2a3z + a)

($1U2 + a22m2 + a33n2 + 2al2lm + 2a^mn + 2a\3ln) - [(flnx + al2y + ai3z+ 
+ai)Z + (a2\x + o.22y + a23z + a2)m + (a3\X + a32y + a33z + a3)n]2 = 0 

ko‘rinishga ega.
Ikkinchi tartibli sirt asimtotik konus yasovchilariga parallel vektorlarining 

koordinatalari

a\\l2 + a22m2 + a33n2 + 2a\2lm + 2a23mn + 2a\3ln = 0

tenglamadan topiladi.
Ushbu {l,m,n} vektor yo‘nalishiga qo'shma bo‘lgan diametrial tekislik 

(oiii + al2y + a\3z + a\)l + {a2\x + a22y+ 

+a23z + a2)m + (a3\X + a32y + a33z + a3)n = 0 
tenglama bilan ifodalanadi.

Ikkinchi tartibli sirtning Ax + By+Cz + D = 0 tekislikka qo‘shma bo‘lgan 
diametri

a\\x + a\2y + a\3z + ai a2\x + a22y + $23+ $2 _
A ~ B

_ a3ia: + a32y + a33z + a3 
C
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tenglamadan topiladi.
Ikkinchi tartibli sirtga nisbatan o‘zaro qo'shma yo‘nalishlarga ega bo'lgan 

{Z,m,n} va {Z,,m,,n/} vektorlarning (ya’ni vektorlardan biri ikkinchisiga 
qo‘shma bo‘lgan diametrial tekislikka parallel) koordinatalari ushbu

(anZ + a12m 4- a^njl' + (a2iZ + a22m + a2zn)m' + (a-ul + a22m + — 0 

munosabat bilan bog‘langan.
Agar Ox, Oy o‘qlari (sirtga nisbatan). qo‘shma yo‘nalishga ega bo‘lsa, u 

holda sirt tenglamasida xy ko‘paytma qatnashmaydi, va aksincha.
Agar Oz o‘qi yo‘nalishi Oxy tekislikka qo'shma bo‘lsa, u holda ikkinchi 

tartibli sirt tenglamasida xz va yz ko‘paytmali hadlar qatnashmaydi, va 
aksincha.

To‘g‘ri burchakli dekart koordinatalar sistemasida

anx2 + a22y2 + asiZ2 + 2ai2xy + 2.a22yz + 2ai3xz + 2a^x + 2a2?/ + 2a3z + a = 0

tenglama bilan aniqlangan sirt va Ax + By + Cz + D = 0 (bu yerda 
A2+B2+C2 = 1) tenglama bilan aniqlangan tekislik berilgan bo‘lsin deb faraz 
qilaylik. Bunday holda berilgan tekislik bilan berilgan sirtning kesishishidan 
hosil bo‘lgan ikkinchi tartibli chiziqning invariantlari quyidagi munosabatlar- 
dan aniqlanadi:

/2 = -

«n ai2 
«21 a22 
«31 «32

«13 
«23 
«33
C

A
B
C 
0

«11 «12
«21 «22
«31 «32

«13 
«23 
«33 
«3
C

«1 
«2 
«3
a 
D

A 
B 
C 
D 
0A B aj t

A
22
B

«n «12 A «11 «13 A «22 «23 B
Il = — «21 «22 B - «31 «33 C - «32 «33 C >

A B 0 A C 0 B C 0

shu

«n «12 «1 A «11 «13 «i A «22 «23 a2 B

k2 = - «21 
«1

«22 «2
«2 a

B
D — «31 «33

«1 «3
«3 
a

C
D — «32 «33

«2 «3
«3 £ 
a D

A B D 0 A C D 0 B C D 0
bilan- birga kesishish chizig‘ining shaklini aniqlash va kanonik

tenglamasini tuzish tekislikdagi ikkinchi tartibli chiziqni tekshirishda
qo‘llanilgan formulalardan foydalanib, faqat /2, K3, Zi va Z<2 lax o'rnida mos 
ravishda f2, K3, va K2 sonlarni olib o‘tkaziladi.

Masalan, kesim chizig‘ining xarakteristik tenglamasi

A2 - M + i2 = 0



__________ 45-§. Ikkinchi tartibli sirtning umumiy tenglamasini soddalashtirish___________ 251 

ko‘rinishda yoziladi va chiziqning yagona markazga ega bo‘lish sharti

/2 = -

Ou 

021 

031 
A

012 013

022 O23

<2-32 O33 
B C

A
B 
C 
0

7^0

ko'rinishda yoziladi.
Yagona markazga ega bo'lgan chiziqning eng sodda tenglamasi 

quyidagicha:

A1X2 + A2r2 + ^ = 0 

/2
bu yerda Aj, Ao sonlar xarakteristik tenglamaning ildizlari va h.k.

Agar kesimda markazli chiziq hosil bo‘lsa, u holda uning markazi

anx 4- ai2p 4- Oi3Z 4- ai = At
0212? 4- 0>22y 4- O23Z 4- 02 = Bt
O31X 4- a-y^y + O33Z 4- 03 = Ct
Ax + By + Cz + D = 0

sistemadan aniqlanadi.
Kesimning o‘qlari bo‘yicha yo‘nalgan vektorning koordinatalari ushbu

(On — A)Z + 012772 4" 01372 — A(3 = 0 

O21Z + (022 — A)t72 + 02372 — B/3 = 0 

031Z + 032722 4" (O33 — A)72 — C(3 = 0

Al + Bm + Cn = §
tenglamalardan aniqlanadi. Bu yerda A kesimda hosil bo‘lgan chiziq xarak- 
teristik tenglamasi A2 - AA + /2 = 0 ning yechimi yoki

011 - A 012 013 A
021 022 - A O23 B _ n
O31 032 033 — A C — u

A B C 0
tenglamaning ildizlaridir.

Kesimda parabola hosil bo‘lgan holda ushbu

O1 012 013 A Oll 01 013 A O11 012 01

02 0-22 023 B 021 o2 023 B O21 022 02

03 032 O33 C 031 03 033 C 1
O31 O32 O3

D B C 0 A D C 0 A B D

A
B
C 
0
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vektor parabola o‘qiga parallel bo‘lib, botiqlik tomoniga yo‘nalgan. 
Parabola o‘qi

(fllll + Q,\2y + + al)^ + (a21$ + a22?/+

+a23Z + 02)^1 + (O31Z + fl32?/ + O43Z + 0,3)71 — 0

Ax + By + Cz + D = 0

tenglamalar sistemasi orqali aniqlanadi.
Parabolaning uchini esa sirtning parabola o‘qi bilan kesishish nuqtasi 

sifatida aniqlaymiz.
45.3- misol. To‘g‘ri burchakli koordinatalar sistemasiga nisbatan

x2 + 5t/2 + z2 + 2xy + 6xz + 2yz — 2x + 6r/ + 2z = 0

tenglama bilan berilgan sirt ko‘rinishi va uning joylashishi aniqlansin.
Yechish. Dastlab sirt markazga ega yoki ega emasligini aniqlaymiz.

1’ 1 3
/3 = 1 5 1 =—36/0,

3 1 1

demak, sirt yagona simmetriya markaziga ega. So‘ngra

113-1
15 13K4 = 3 111 = 36 > 0,

-13 10

A = 1 + 5 + 1 = 7, A • Z3 < 0 
ekanidan, berilgan sirt bir pallali giperboloidligi kelib chiqadi. Endi /2 ni 
topamiz:

H; H H ;|=°-

Xarakteristik tenglama tuzamiz va yechamiz:

A3 - 7A2 + 36 = 0

Aj = 3, A2 = 6, A3 = —2.
Sodda tenglamasi

yoki

3x2 + 6y2 — 2z2 + —^-= 0 
—36

3x2 + 6y2 - 2z2 - 1 = 0
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ko‘rinishga ega ekan, bu yerda a = 4-, b = 4?, c = 4-. c. . t . v3 V2birt markazim
z + t/ + 3z — 1 = 0

< z + 5t/ + z + 3 = 0
k3a? + y + z+ l = 0

sistemani yechib topamiz, bundan C (—|, —|, |) •
Yangi O'X o'qiga parallel l' = vektorning koordinatalarini

(1 — 3)Zi + mL + 3ni = 0
Zi + (5 — 3)mj + ni = 0 
3/j + 7711 “b (1 — 3)tii = 0

sistemani ycchib, ZJ = {1,—1,1} ekanini topamiz. Huddi shunga o‘xshash 
yangi O'Y, O'Z o‘qlariga parallel bo‘lgan vektorlarning koordinatalari 1'2 = 
{1,2.1} va 1'3 = {1,0, —1} bo‘ladi.

45.4- misol. To‘g‘ri burchakli koordinatalar sistemasiga nisbatan

2x2 + 2y2 + 3z2 + 4.T7/ + 2xz + 2yz — 4x + 6y — 2z + 3 = 0

tenglama bilan berilgan sirtning ko‘rinishi va joylashishi aniqlansin.
Yechish. Invariantlarni aniqlaymiz.

2 2
2 2
1 1

1
3

= 0,

demak, sirt yagona simmetriya markaziga ega emas ekan. So'ngra

2 2 1-2
2 2 13

/<4 = 113-1 = -125 < 0,

-23-1 3

ekanligidan berilgan tenglama elliptik paraboloidni aniqlaydi.

2 1 2 1
1 3 + 1 3

2 2
2 2 = 10,

h = 2 + 2 + 3 = 7.
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Xarakteristik tenglama: X3 — 7A2 + 10A = 0, uning ildizlari: Ai = 2, A2 = 
5, A3 = 0. Sodda tenglamasi:

2 „ 2 n I -125 2x2 + 5y2 — 2d---- = $

yoki 

ko‘rinishda bo'ladi, bu yerda p — q = -j-.
Paraboloidning botiqlik tomoniga yo‘nalgan o'qining yo‘naltiruvchi vektori

1 —2
1 3
3 -1

2 1 —2
2 1 3
1 3 -1

2 2-21
2 2 3 > =
1 1 1 J

= {25,-25,0} U {1,-1,0}
Yangi O'X o‘qi yo‘naltiruvchi vektorining koordinatalari

(2 — 2)/i + 27711 + 7ii = 0
’ 2/i + (2 — 2)tt1] + tii = 0

/1 + 7711 + (3 — 2)ni = 0

tenglamalar sistemasidan topiladi, bu yerdan /1 = 1, — 1, ni = —2.
Demak, O'X o‘qining yo‘naltiruvchi vektori {1,1,—2} ekan. Huddi shunga 
o‘xshash, ushbu tenglamalar

(2 — 5)/2 + 27712 + 712 = 0
< 2/2 + (2 — 5)7712 + 712 ~ 0 

k/2 + 7712 + (3 — 5)712 = 0

sistemasidan O'Y o‘qining yo‘naltiruvchi vektori {1,1,1} ni topamiz. Uchi- 
ning koordinatalarini

2x + 2t/ + z- 2_2x + 2t/ + z + 3 x + y + 3z - 1
25 “ ~ —25 0

2x2 + 2y2 + 3z2 + ^xy + 2xz + 2yz — 4x + 6y - 2z + 3 = 0

yoki

2x + 2y + z - 2 = —(2x + 2y + z + 3)
x + t/ + 3z — 1 = 0
2x2 + 2y2 + 3z2 + 4xt/ + 2xz + 2yz — 4x + 6t/ — 2z + 3 = 0
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tenglamalar sistemasidan topamiz:

O' 1 19 1\
40’ 40’2/

45.5- misoi. To‘g‘ri burchakli koordinatalar sistemasiga nisbatan

5x2 + 2y2 + 5z2 — 4xy — 2xz - 4yz + lOx - 4y — 2z + 4 = 0 

tenglama bilan berilgan sirtning ko‘rinishi va joylashishi aniqlansin.
Yechish. Invariantlarni topamiz.

K3 =

5
-2
-1

-2 
2
-2

5
—2

-1
-2
5

-2
2

= 0, /<4 =

5
-1

5 
-2
5

-2
2
-2

5
-2
4

5
-1
5

-1
5

-1

5
-2
-1
5

-1
5

5
-1

. 4

-2 
2

-2
-2

-1
-2
5

-1

2 -2
-2 5

5
-2
-1
4

= 36,

2 -2 —2|
-2
—2

5 
-1

= 0,

-1 = -36,

5 + 2 + 5= 12.
Yuqoridagilardan

/3 = /f4 = o, i2 > o. A • k3 < o
bo‘lgani uchun berilgan tenglama ehiptik silindrni aniqlaydi.

Xarakteristik tenglama A3 — 12A2 + 36A = 0 ning ildizlari: AL = A2 = 
6, A3 = 0. Sodda tenglamasi:

6x2 + 6y2 - = 0

yoki
x2 + y2 = g

ko‘rinishga ega. Bu tenglama radiusi ga teng aylanma silindrni aniqlaydi. 
Silindrning o‘qi ushbu

5x — 2y — z + 5 = 0
-2x + 2y - 2z - 2 = 0
—x — 2y + 5z - 1 = 0

tenglamalar sistemasidan topiladi, ammo bu sistemadagi ikkita tenglamani 
olish kifoya.
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45.6- misol. To‘g‘ri burchakli koordinatalar sistemasida 

x2 + y2 + 4z2 + 2xy + 4xz + +yz — 62 + 1 = 0

tenglama bilan berilgan sirtning ko‘rinishi va joylashislii aniqlansin.
Yechish. Invariantlarni aniqlaymiz.

= 0, K4 =

1 1
1 1
2 2
0 0

2
2
4
-3

0
0
-3

1

= 0,

K3 =
2
4
-3

0
-3 

1

1
2+

2
4
-3

0
-3

1
= —18,

1 1
1 1
2 2

2
2
4

1 1 2
1 + 2 4

1
1
0

1
1
0

0
0
1

1
2
0

1
2
0

A = 1 + 1 + 4 = 6.
Berilgan tenglama parabolik silindrni aniqlaydi. Sodda tenglamasi:

„ 2 O6a;2 - 2\ +—y = 0
V o

yoki
2 yX = —= 

x/3 
ko‘rinishda bo‘ladi. Silindr yasovchilariga perpendikular kesimining 
parametri p = ^75.

Silindrning vaziyatini aniqlash uchun uning tenglamasini

(x + y + 2z + m)2 — [2mx + 2my + 2(2m + 3)z + 1] = 0

ko‘rinishda yozib olamiz. m sonini ikkita tekislikning perpendikularlik shar- 
tidan foydalanib topamiz:

z + j/ + 2z + m = 0

2mx + 2my + 2(2m + 3)z + 1 = 0
2m + 2m + 4(2m + 3) = 0 

m = — 1.
Shunday qilib silindr yasovchilariga parallel bo‘lgan simmetriya tekisligining 
tenglamasi:

x + y + 2z — 1 = 0.
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Bu tekislikka perpendikular urinma tekislik tenglamasi:
—2x - 2y + 2z + 1 = 0.

Bu yerdan esa, shu urinma tekislikka perpendikular va silindrning botiqlik 
tomoniga yo'nalgan

{-2,-2,2}U{-l,-l,l}
vektorni topamiz.

45.7- misol. To‘g‘ri burchakli koordinatalar sistemasida ushbu
y2 + 2xy + 4arz + 2yz — 4x — 2y = 0

tenglama bilan berilgan sirtning ko'rinishi va joylashishi aniqlansin.
Yechish. Avval invariantlarni topamiz.

^4 =

0
1
2/3=1 1 1=0,

—2

r 0 1 0 2 1
'*=1 l + 2 0 + 1

01-2 02 -2
K3= 1 1-1+20 0

-2 -10 -20 0
/1 =0+1 + 0 = 1,

1
0

1
1

-1

1
1
1

-1

2
1 
0
0

-2
-1
0
0

= 0,

= -6,

-1 
0
0

= 0,

0 1 2

1
0
0

bu yerda /3 = K4 = 0, /2 < 0, ^3 = 0 bo'lgani uchun berilgan tenlama 
kesishuvchi ikkita tekislikni aniqlaydi.

Bu tekisliklar tenglamalarini topish uchun berilgan tenglamaning chap 
tomonini x,y,z ga nisbatan chiziqli ko‘paytuvchilarga ajratamiz:

y2 + 2xy + 4xz + 2yz - 4x - 2y = y2 + 2(x + z - l)y + 4xz - 4x = 
= y2 + 2(x + z - \)y + (x + z — l)2 + 4xz - 4x - (x + z — l)2 = 
= (x + y + z - l)2 - 4xz - 4x-x2 - 2xz — z2 — 1 + 2z + 2z = 

= (x + y + z - l)2 - x2 + 2xz — 2x — z2 + 2z - 1 = 
= (z + y + z - l)2 - (x2 - 2xz + 2x + z2 - 2z + 1) =

= (x + y + z - l)2 - [x2 + 2(1 - z)x + (1 - z)2] = 
= (x + y + z - l)2 — (x - z + l)2 = (2x + y)(y + 2z - 2).

Bu yerdan berilgan tenglama aniqlagan tekislik tenglamalari
2x + y = 0 va j/ + 2z — 2 = 0

ekanligini topainiz.
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