
L

Wii/w. O r b i t a . U z  k u t u b x o n a s i
* *. "

• ' -/̂ 'r-4 U’*'



Кг Т ? •--I I  ̂ I

' , Ч/ r . 'V

' . .: '■ ■: ■'■ 'v ■ ".

в ■КЛ , 

i)?''
;; ■ 

r

. % К

' ,H  >:У-
:.'‘l  - .

- .. 'V C; ■

:

. 4

}l

■Л'.’

/ I

"'ib «Г   ̂ /-̂4

4 'td



p. с. ГУТЕР, Л. Р. янпольскип

ДИФФЕРЕНЦИАЛ 

ТЕНГЛАМАЛАР

К.АЙТА ИШЛАНГАН ВА ТУЛДИРИЛГАН 

РУСЧА ИККИНЧИ НАШРИДАН ТАРЖИМА

СССР Олий ва махсус ррта таълим ми- 
ниапрлиги олий техника ffi^ye юртлари- 
нинг апудешплари учун щув цуллант 

сифатида тасдиклаган

«$>К,ИТУВЧИ» НАШРИЁТИ 

Т о 111 к е и т — 1 9 7 8

www.Onbita.Uz kutubxonasi

http://www.Onbita.Uz


i

Ушбу китоб олнй техника ^i^ye юртларининг студентлари учун 
оддий дифференциал тенгламалар буйича уцув 1̂ улланмадир.

Китобда дифференциал тенгламалар ;̂ а1̂ ида умумпй назарий маълу- 
мотлар, биринчи ва ю 1̂ ори тартибли тенгламалар, шунингдек, диффе­
ренциал тенгламалар системаларининг айрим типларини интеграллаш 
усуллари баён 1̂ илинган. Назарий материални баён цилиш батафсил 
та̂ ^лил 1̂ илинган куп сондаги мисоллар билан 1̂ ушиб олиб борилади. 
Геометрия, механика, физика ва техниканинг дифференциал тенглама­
лар тузиш ва ечишни талаб этадиган масалаларига катта эътибор бе- 
рилган.

Китоб ОЛИН техника yi^ya юртлари студентла[и учун мулжалланган.
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Ки11|П||М11г биримчи нашри босилиб чи1̂ 1̂ анидан буён Jh турт йил 

tiiiiii пулси дп, унинг асосий методик йуналишиаввалгича 1̂ олди: биз 

Vi\VM'iimii дп(|)(1хч)С1щиал тенгламаларни фа1^ат е ч и ш н и г и н а  

» м * г, Пи'гки ул;||)11и т у з и ш н и  j^aM ургатишга ;^аракат 1\илдик. 

Illy fiiOnrtJiii иккипчн нашрда математика татбш^ 1̂ илинадиган турли 

т^я'ирлпн a'iminm ва дифференциал тенгламалар тузиш улар-

иит гчимлириим аиализ 1̂ илиш11и талаб этадиган мисоллар сони к^- 

mill шрилли.

Иумднн таип^три, ушбу нашрга бирмунча янги материал 1\ушилди. 

ЧгтриииН млсалалар, узгарувчан коэффициентлн чизи1̂ ли дифферен- 

iiiiii'i и'иглпм.итр ва фазалар фазоси тушунчаси ;^а1̂ идаги параграфлар, 

шунишд<'к, одций дифференциал тенгламаларни ечишда операцион з̂ и- 

iiifiiiiim 1\9лллнилиши ?5а1̂ идаги боб янгидан ёзилди. Дифференциал

........ . n;i улариинг системаларини баён 1̂ илишда аввалгича эле-

Mi'iiinp 1'(111лн методларни 1̂ аоаш билан чекланган булсак-да, лекин 

yiiipiiii 1Л1\рмб1|П ечнш туррисидаги материални кенгайтирдик.

11ккн11чм иашриинг 1̂ у'лёзмасини ишлашда катта ёрдам бергаии 

учуй Г- Л. Муратовага миннатдорлик изз^ор 1̂ иламиз. Шунингдек, 

М|иц|||| miimuiDi ипститутининг алгебра ва функциялар назарияси ка- 

ijir/tpm и коллгктнвига, айникса, Р. Я- Глаголевга, Г. А. Каменскийга 

ЯП II. М. 1’(1мановскийга ;^амда китоб редакторя А. М. Суходскийга 

|\9л<* iMiimi ди1дат билан у|̂ иб чициб, бир 1̂ атор фойдали курсатма ва 

мпглш̂ лтллр бсргаилнклари учуй миннатдорлик билдирамиз. Бундан 

Д- Миижнсн1н1г олий техника укув юртларида математи­

ка sijm iiii )(;|цидлг11 гояларининг бизга ку[х:атгаи таъснрини ;;ам ай- 

1 иП ^iii'KiiM j/.i бурчимнз деб биламиз.

1>УСЧЛ БИРИНЧИ НАШРИГА СУЗ БОШИДАН

Утбу кмюбга иккала авторнинг В. В. Куйбишсв номидаги ^ар- 

АнП ишкпк'рлик якадемиясида Ji^nran лекциялари асос 1̂ илиб олинган.

Ки шб л«|1»|1н'1)еициал тенгламаларга багишланган бош1̂ а кнтоблар-
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дп« дн(1н1х:ре11циал тенгламалар тузишга дойр масалала[)га катта эътибор 

берилиши билан фар1̂  1̂ илади.

Биз дифференциал тенгламаларнинг физика ва техниканинг турли 

со^^аларига татбик 1̂ илинишини иложи борнча кеигро^ ёритишга ĵ apa- 

кат килдик. Шу сабабли, китоб фа>^ат студеитлар учун эмас, балки уз 

ишида дифференциал тенгламаларпи татби!^ 1̂ илиниши билан борлиц 

масалаларга дуч келитлари мумким булган инжеперлар учун фой- 

дали бУлади дсб ;4Нсоблаймиз.

Кнтоб 1\5?лё:)мпси устида И1нлашда уртокларимизнинг масла}^атлари 

кятта ордам берди. 1жз кнтобни яхшилашга ^аратилган бир i^axop фой- 

дяли мпсла^^атла1)и учун М. И. Вишик, Ю. И. Гровберг, Н. И. Вайс- 

<1)ГЛ1.д, М. И. Сканави, Г. Л . Лунц, Е. М. Ландис, Н. К. Мановцева, 

В. М. Макушин ва китоб редактори Н. А. Угаровага чу|^ур миннат- 

дорлик билдиришни уз бурчимиз деб биламиз.

Уз фикр ва муло)^азаларини юборган барча китобхонларга ташак- 

кур билдирамиз.



К И Р И  III

ГлПииттунослик ва техниканинг купгина масалаларини 
\(Ui Mimi 1^аралаётган з^одиса ёки жараёнларни тавсифлов- 
411 11()м;г|.лум функциялар ва уларнинг )^осилаларини узаро 
Г||1|.1|п||чп муиосабатлар маълум булганда бу функциялар- 
1111 гомтпга келтирилади. Б ундай  муиосабатлар дифферен- 

к'пгламалар дейнладп. Бир нечта конкрет масалани 
к '̂риГ) ч111<,амиз.

(- мисол. )^аво боснминн денгиз сат,\ндан баландликка 
Гшиии^ |)авишда ант^ланг.

I', ч 11ЛИШИ. Денгиз сат;^идан з^исобланган баландлик- 
IIII //(м), }^аво босимини р(Н/м^) ор1^али белгилаймиз. Ма- 
|'|1Л.'1 Гюснмнинг баландликка борли{^лигини тавсифловчи 
/» p(h)  функцияни топишдан иборат. Денгиз сат}^ида 
т(|Плат1'аи 1 м® улчамли горизонтал майдончани ва бу 
миЛдоичага таянувчи призматик ;^аво устунини царайлик. 
Лга|> h баландликда хаёлан устуннннг кесимини утказсак 
( I - р.к'м), у  }^олда бу кесимдаги босим устуннннг кесим- 
лми 1<)1^оридагн р^исмининг огирлиги билан ани1^ланади. 
h ! Л/i баландликда иккинчи горизонтал кесим утказамиз. 
Ь у  ксч'пмдаги босим иккала кесим орасидаги устунда бул- 
iim v 'i 'o  огирлигига тенг Ар  мивдорга 
кмчик булади.

Il ly сабабли

A p ^ - d A h

1ч г> iMiiimiMii3 мумкнн, бу ерда d катта- 
;тк /»(11/м*) босимдагн бир кубометр }̂ а- 
ппииигогирлнги. Биро1^^катталикнинг узи 
Гми 1 1М1 Л пропорционал. )^а1^и{^атан, do бир 
куГр(1М1 'Т1) .\апонинг Ро =  ЦН/м^) боспмда- 
1 и (iniiunini булсин. Бойль— Мариотт

сащ /г

1- раем.
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j^oiiymira {pV =Р(Уо) кура бундай мгщдордаги ĵ a-

во р боснмда V =  ~  кубометр >^ажмга эга булиб, аввал-

гича d(i (Н) орирликда булади. Бу хрлда бир кубометр з^авонинг

d орнрлиги =  doP га ёки, умуман, га тенг була-

дп, бу ерда й — пропорционаллик коэффициенти. Шундай 
1^илнб, 1^уйидап1 муносабатни } о̂снл i-̂ иламиз;

Лр =  — А'рД/г. (1)

(1) тенглик ани1  ̂ эмас: бу ерда h ва h j-Afi орасидаги 
)^амма кесимларда босим узгармас ва р га тенг деб фараз 
цнлинган. Аслида эса бу кесимларда босим турлича булиб, 
h ортиши билан у камаяди. Биро1  ̂ р=  p{h) функцияни уз- 
луксиз деб фараз 1^илиш табиий, шу сабабли (1) тенглик- 
нинг хатоси катта эмас ва ДЛ катталик 1^анчалик кичик 
булса, у шунчалпк кичик булади. Энди (1) тенгликнинг 
иккала томоиннн АЛ га булиб, АЛ -> О да лнмитга утсак, 
ундаги хато >̂ ам нолга интилади ва биз эпди ани!^ тенг- 
ликка эга буламиз:

га

(2) тенглик номаълум (изланаётган) p{h) функцияни ва 
унинг ?^осиласини богловчи дифференциал тенгламадир. 
Бу тенгламанннг ечими ?̂ аво босими р нинг h баландлик- 
ка борлиь^лигини ифодаловчи функциядан иборат. Ечим- 
ларни топишнинг умумий усуллари ?^озирча номаълум бул- 
гани учун 1^уйидагича йул тутамиз. (1) муносабатда ден- 
гиз сат)^идан Л баландликни р босимнинг функцияси деб 
1̂ араймпз. Масалан, жойнинг денгиз сат)^идан баландлиги- 
ни барометр курсатиши буйича ани1^лаш тала' ь^илинса, 
барометрик нивелирлашда ана шундай йул тутилади. Бун­
дай >̂ олда (1) тенгликнинг иккала г^исмини Ар га булиб 
ва Ар->0 да лимнтга утиб^р^уйндагини }̂ осил 1^иламиз:

екн

dh , ,
— . kp=  1 

dp

dh

d ,— w  (3)

(3) тенглик ?̂ ам дифференциал тенгламадир, лекин бу 
ерда энг содда богланишга эгамиз: номаълум функциянинг

6



Vb 11Л;к'11 iipl'yMt'fi’i luiiir МаъЛ\м фуг.к1ишс11 спфатнда пфо- 
«п.'тмиди. Л 1> сабабоТИ номаълум /г ф ункцияни топиш учун  

iiniiiijMac интеграл олиш керак, натнж ада цуйидаги- 
1И1 ',111)1.1 1\11,'1ам1:з:

/г 1пр i С,. (4)

г', к.'пталнк иитсграллашнинг нхтнёрпи узгармаспднр, 

МММ угида цулан булн ш п у ч у п  унп Q  =  —  InC куриниш-
К

Л.| спаи маьцул. У  ? о̂лда (4) тенгликнн i-̂ уйндагпча î aft- 
||| iMiim мумкпн;

(||) ic iiiJiiiK  пзланаётган h =  h{p) функциянинг ифода- 
( Mini гк'радп, бпро!^ бу ифодани унда ихтиёрий С узгармас 
сшрлиш 1'уфанлп жуда ани1  ̂ деб булмайди. Тула аниц- 
лмкка 'фтинш учун С ни билиш зарур, бунга h нинг би- 
|Н1|1 Пир |(,||йматнда р нинг 1^иймати берилиши орь^али эри- 
Htimi мумкпн. Бизнинг мисолимизда денгиз саи^ида (/i=0 
(рулганда) атмосфера босмми р ^̂ ро га тенг деб олиш энг 
|>,улаГ|дир. Г)у 1^нйматларни (5) га ь̂ уйиб, С-=ро ни топамиз, 
машжада пзланаётган функция узил-кесил

л ~  In f  (6)

фирмула ор|у'1Лн ифодаланади.
((i) и'пглпкнп р га нисбатап ечиш ва бу билан даст- 

Л.1П |̂ уп1 1Л1'ан масаланинг ечимини }(;Осил 1^илиш мумкин. 
\iiiio Гик-нми р нинг денгиз сат}^ндан баландлик h га бог- 

П(|)1)Д'К’и

Р =  (7)

формула бплан ифодаланади.
Лп(|)(1)срсициал тенгламаларга олнб келадиган масала- 

л.|рпппг купчилиги механикага доирдир. Таъсир этувчи 
нучл.ф маълум булганда моддий нуг^танинг }^аракат i^oay- 
iimin аппцлаш нуцта динамикасининг классик масаласи 
\испГ),мападм. Бу )^олда Ньютоннинг иккинчи 1^онуни диф- 
(|м рспппал тснгламага олиб келади. Таъсир этувчи куч- 
ллр1 а ца1>аб ;^ар хил типдаги тенгламалар :^осил буладики, 
Ги1 1  улар билан бундан буён ишкурамиз. Шу типдаги ма- 
салалардан эиг соддасини куриб чи1';амиз.
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2- Miu’oji. Maccacii m булгап моддий nyi^xa 
пгпрлик кучи т.гычфида эркпп тушмо1^да. Hyi^- 
Miimii' i^oiiyiiiimi ,\aBOiiiiiir 1^аршилигини
YHi'fii.'i (|.'1М1Кд;и1 roiiimr.

I^'i II Л II III II. Caiioi'j Гюши 0  танлаб олинга! 
па пасгга 1 1 упалган вертикал yî  олайлик. Мод 
дий пу1^танинг вазияти t Baî xra борлиц равиш 
да узгарадиган ОМ =  s координата билан ашщ- 
ланади (2- раем). Динамиканинг иккинчи асоснй 
1^онунини

F =  т а

куринишда ёзамнз, бу ерда т  — масса, а — нуь̂ - 
танингтезланиши, F — таъсир этувчи куч. Шарт- 
га кура Hyi-̂ тага фаь^ат орирлик кучи таъсир эта- 
ди, демак, F = P ^ m g ,  бу ерда g — орирлик кучи 
тезланиши. а тезланиш йулдан ва1 т̂ буйича 
олинган нккинчи ;^осилага тенг, шунинг учун

т
dh

dfl
т  g

еки
2- раем.

и/2 8- (8)di^

(8) тенглик помаълум =  s(/) функциянинг иккиичи 
)^осиласн 1^атнашган дефференциал тепгламадир. Ушбу 
\олд,а бу иккинчи )^осила аргументнннг маълум фупкциясн 
()^атто, узгармас катталикка тенг) булганн учун изланаёт- 
ган функциями t буйича икки марта интеграллаб топиш 
мумкин:

dt

S —  ^2— \-Cit~\- С^.

(9)

(10)

(10) тенглик изланаётган харакат ь^онунини беради, 
биро!^ Ю1^орида курилган масаладаги каби у интеграллаш 
узгармасларига эга, айни 5̂ олда иккита. Нуцтанинг бош- 
ланрич вазиятини ва бошланрич тезлигини билган г̂ олда 
бу узгармасларни анш^лаш мумкнн. Бошланрич моментда 
(/=0) иу1^танинг тезлиги «о га, уиинг О canoi^ бошидап

масофаси Sq га тенг булсин дейлик. ^  тезликни ифодала-

гани учун (9) дан Q  =  Уо (Ю) дан эса Ca =  So ни,\о-

8



(II./I i,,iiji;iMiii, иатпжада ,\аракаг i^oiiyiiii ушбу курннпшга 

ма fiv.'iaAii;

(11)

;)пди гсомстрияга донр булган яна бир мпсол курса-

|,’1Й.М11К.
:и мисол. Эгри чизи1 1̂<̂а унинг ихтиёрнй ну1^тасида ут­

ка шлгаи урииманинг ординаталар у»^идан кесган кесмаси 

ypimiiiii iiyivra -и ординатаси- 
ммиг мккплаиганига тенг. Шу 
н|)|| 4 ii:iiii<,nmir тенгламасини 

imiimi'.
1 ч 11 л и ш и. Изланаётган 

п ри чизиеда ихтиёрий М{х\у) 
iiyi^ia оламиз (3-раем). М  
nyiVniAa утказнлган уринма 
1 1 1 1 1 Ц- ачп'ламаси

К  у ^ у ' { Х  X )  

к^ртптц-а эга буладп, бу ерда X, Y -  уринма ну1^тала.л- 
IIII1 II' узгарувчи коордннаталари, у' изланаётган функ- 
ктишпг бернлган ну1^тадаги ;^осиласи. Урииманинг Оу уи;- 
дап ажратадиган ОВ кесмасини гопиш учуй Х = 0  деймиз. 
У ОВ =  Y =  у  — ху'. Иккинчи томондан, шартга
кура 0В =2у. ОВ кесма учуй топилган иккала ифодани 
такдослаб,

у ху'

ГК II
х у '+ у ^ О  (12)

тспгламаин ;^осил 1^иламиз.
liy теигламанинг иккала томонини dx купайтириб, уни 

д1 1(|к|)оренцнал иштирок этгаи куринншга келтирамиз:

xdy + ydx=0 . (13)

(13) тенгламанинг чап томони узгарувчилар купайтма- 
timiiiir дифференциали d{xy) дан иборат, шунинг учун 
(1;5) тенгламани ушбу куринишда ёзиш мумкин;

d{xy) ==• О,

бу ердан

ху =  С, (14)
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4- раем.

бу ерда С -  пхтиёрий узгармас. (14) тенглнк нзланаётган 
эгрн чизир^нинг тенгламасиии беради, уи» ошкор ;^олда 
ёзнш .\ам мумкнн:

с
(15)

(14) тенглама >̂ ам (15) каби, аслини олганда, бнтта 
эгри чизи1^ни эмас, балки эгри чизи1^ларнннг бутун бир 
оиласинн — асимптоталари координата у*^ларидан иборат 
тенг ур̂ ли гиперболалар опласини ташкил этади (4- раем). 
Бу оиланинг эгри чизш^ларндан бириии ажратиб олиш 
учун ю1^орида курилган масалалардаги каби аргументнинг 
бирорта тайин цийматн учун функция ь̂ ийматини бериш 
керак. Мазкур масалада бу фикр нзланаётган эгри чизи!^ 
утадиган ну1^танинг координаталарини берплишига эквива- 
лентдир. Айтайлик, нзланаётган эгри чизи!^ Мо (3; 2) Hyî - 
тадан утсин, яъни л' =  3 да функция у =  2 цийматга эга 
булсгн. Бу 1^ийматларни (14) ёки (15) га 1^уйиб, С = 6  ни 
топамиз, шу сабабли нзланаётган эгрн чизи1^

x ij =  6 (16)



CKlI

« / = 4  (17)

к\inmiimr.i эга булад».
К П рилган мисоллар биргина дифференциал тенгламани, 

умумам аиггаида, куп функциялар р^зноатлантиришини 
курсагадм, ту сабабли уларнинг б итта с и н и ажратиб 
(i.'iimi учу и цушимча шартларнинг берилиши зарурдир.

; )ид11 асоспй тушунчаларни таърифлашга утиш мумкин. 
Лифференциал тенглама деб эркли узгарувчи, номаъ- 

1 IIM функция ва унинг турли таргпибли ^(осилалари ёки
1)и<1н1)грснциалларини богловчи тенгламага айтилади.

(2), (8), (12), (13) тенгламалар дифференциал тенгла- 
маларга мисол булади. Бу тенгламаларнинг ;^аммасида ho- 

м.илум функция бир аргументнинг функциясидир. Бундай 
д||ф(||срсм1циал тенгламалар бпр нечта аргументга ^рли 1  ̂
||()ма|,лум функциялар р^араладиган хусусий :(осилали диф- 
(1и рспциал тенгламалардан фар1^ли ^лароц оддий дифферен- 
цаил тенгламалар деб аталади. Виз фа1^ат оддий диффе­
ренциал тенгламаларни текширамиз.

;(|к|)ференциал тенгламаларнинг тартиби деб унга ки- 
руичи 1 0 1 0̂ ри .\осиланинг (ёки дифференциалнинг) тартиби- 
1 Л аптилади. Жумладан, (2), (12), (13) тенгламалар бирин- 
чи та1)гпбли, (8) тенглама эса иккннчи тартибли тенглама- 
ди|), чунки иккинчи :!^осилани уз ичига олган.

'Гснглама Ю1^орн тартибли ,\осилага нисбатан алгебра- 
IIк булган айрим :>̂ олларда «тенглама даражаси» термини- 
дан фойдаланилади. Бунда дифференциал тенгламанинг 
<)(1ражасн деб, тенглама Ю1^ори >^осилага нисбатан бутун 
рацпонал куринншга келтирилгандан сунг ана шу )^осила- 
нпиг энг катта даража курсаткичига айтилади.

Иерилган дифференциал тенгламани 1̂ аноатлантира- 
даган >̂ ар t^andaii

У = - Ф )  (18)

функция, яъни тенгламада у ни ва унинг }^осилаларини 
Ф(л:) ва унинг тегишли :(осилалари билан алмаштирил- 
ганда берилган тенгламани айниятга айлантирадиган функ­
ция дифференциал тенгламанинг ечими дейилади.

Лгар тенгламани 1^аноатлантирадиган функция Ф (х ,у)=
О куринишдаги муносабат ор1^али ёки параметрик берил­

ган булса, у }̂ олда тенгламанинг интеграли ^̂ аь̂ ида гапи-
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I'ti ими llh  ( V) 11, 1 (17) ифодалар тегпшлп днф- 

Ф< I ' l i m i n r i  II III .tiiiM.i’i . ipii i i i i i '  счимлари, ( 6 )  ва ( 1 6 )  ифода- 
||||1 (1 || \.'||||1|1 1 1И1 пыпиураллари буладн. Биз бундай фар1 -̂ 
...... . ;i 1у 1 1 1 .1 1Й амал ь;илнб утирмаймиз.

Д||||и|к‘рг1 1 1иш 1 тенгламани геометрик тал1^ин агншда 
yiiiinr счмми графнгини i^apauira турри келадн. У тенгла- 
маимнг интеграл эгри чпзиги деб аталадн.



I Б О Б

БИРИНЧИ ТАРТИБЛИ 

ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМАЛАР

1 § )^()СИЛАГА НИСБАТАН ЕЧИЛГАН БИРИНЧИ ТАРТИБЛИ 

ТЕНГЛАМАЛАР. УМУМИЙ МАЪЛУМОТЛАР

Г)1 1 1)инчи тартибли тенгламанинг чап томони фа1^аг х,у 
II,•) //' га борл1щ булиши мумкин булгани учуп биринчи 
шртпбли дифференциал тенгламанинг умумий курнииши 
цуипдагича булади:

F {x ,y ,y ')  =  0. (1)

Одатда (1) тенгламани :^осилага нисбатан ечилган

У' =  Цх , у) (2)

таклда ёки дифференциаллар иштирок этган

М{х, y)dx +  N{x, y)dy =  О (3)

таклда нфодалаб олишга х,аракат 1^илинади.
(2) шаклдан (3) га. ва аксинча, утиш осой. }^а1^и1^атан,

ar;ip (2) тенгламада у' ни ^  билан алмаштириб ва тенгла-

м.итпг иккала томоннни dx га купайтириб, ?̂ амма хадлар- 
1 1 1 1 бир томонга утказсак, ушбуни } о̂сил ь^иламиз:

/(х, y)dx — dy =  0,

бу (3) нинг узидир, бу ерда М{х, y) =  f{x,y), N(x, у )=
1. Аксинча, агар (3) тенгламанинг биринчи 5^адини 

упг томонга утказиб ва N(x, у) =/=0 деб фараз 1^илиб, тенг­
ламанинг иккала томонини N{x, y)dx га булсак,

d y _ ^ _  М{х,у) 

dx “ N(x,y)

im, яъпи (2) шаклни }̂ осил 1^иламиз, бу ерда

N{x,yY
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Шуидай 1^илиб, (2) ва (3) шакллар бутунлай тенг 
кучли; келгусида конкрет )̂ ол учун уларнинг цайси бири 
1^улай булса, шунисидан фойдаланамиз.

Китобнинг Кириш 1^исмида дифференциал тенгламани, 
умуман айтганда, функцияларнинг бутун бир системаси 
1^аноатлантириши курсатиб утилган эди. Бу функциялар- 
дан бирини ажратнб курсатиш учун упинг аргументнинг 
бирорта цийматнга мос келадигаи цийматини курсатиш ке- 
как, яъии х =  Хо да у =  Уо курниншдагн шарт берилнши 
керак. Бундай шарт бошлангич шарт  дейилади. Купинча 
у куйидаги курннишда ёзилади:

(4)

Т аъ риф .  (2) дифференциал тенгламанинг (4) ишрт- 
ш  каноатлантирувчи г/=ф(л:) ечими (агар бу ечим мае- 
жуд б^лса) [ёкиФ{х,у) =  0 интеграли] дифференциал тенг­
ламанинг берилган шартни /^аноатлантирувчи хусусий 
ечими (ёки хусусий интеграли) дейилади.

Масалан, ху' у =  0 тенгламанинг (Киришга 1^аранг) 
у =  6/х ечими у|^^з =  2 бошлангич шартни 1^аноатланти- 

рувчи хупусий ечимидир. Мос равншда, х у ~ 6  бу тенгла­
манинг хусусий интегралидир.

Функциянинг аргументнинг бошлангич .V =  Хо цийматига 
мос келадигаи у =  Уо бошлангич цийматини ихтиёрий бе- 
риш мумкин. уо нинг ^згариши билан ечим }̂ ам узгара 
боради, бинобарин, бу ечим фа1^ат х аргументнинггина эмас, 
балки ихтиёрий Уо =  С  катталикнинг ^ам функцияси бу- 
лади. Биро1  ̂ тенглама ечими ихтиёрий С узгармасни уо 
бошлангич 1^иймат сифатида уз ичига олмаслиги }̂ амма 
вацт }̂ ам шарт эмас.

Т а ъ р и ф .  Агар (2) дифференциал тенгламанинг С рз- 
гармасга боглии̂  брлган у =  (^(х,С)ечимидан[ёкиФ(х,у,С)= 
=  О интегралидан] ихтиёрий узгармаснинг цийматлари- 
ни танлаш й^лиорг^али мумкин булган исталган yj^^^ =  

=  Уо бошлангич шарт* ни цанотлантирувчи хусусий 
ечимни (хусусий интегрални) олиш мумкин б^лса, у =  
=  (f(x, С) ечим [ёки Ф(х, у, С) =  0 интеграл] (2) диф-

* Мумкин булган бошлангич шарт дейилганда ягона ани1̂ ланган 
интеграл эгри чизиц утадиган nyi^ra координаталари назарда тутилади, 
яъни бу шундай шартки, унинг учун хусусий ечим мавжуд ва у яго- 
надир. Бу >̂ авда 7- § да муфассал гапирилади.
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11)Г1>тциал тенгламанинг умумий ечими (ёки умумий ин- 
тсграли) дейилади.

Амалда С ни ани1^лаш учун умумий ечимда (умумий 
иш'егралда) х ва у урнига берилган Хо ва цийматларни 
цуйнш ва Уо=^{Хо, С) [Ф(л:о, Уо. С)=0] тенгламани С номаъ- 
лумга нисбатан ечиш лозим. Айтайлик, С =  Со булеин; 
у \олла хусусий ечим у =  ф(х, Со) [мос равншда ху- 
сусий интеграл Ф(л:, у, Со) =  0] булади.

Умумий ечим геометрик ну1^таи назардан битта С па- 
рамегрга борли!  ̂ булган интеграл эгри чизт^лар оиласидан 
пборат. Хусусий ечим эса бу оиланинг эгри чизир^ларидан 
бмри булиб, у Мо(а,'о; Уо) ну1^тадан утади. Масалан, у =  
 ̂ С /^ ечим (гиперболалар оиласи) д:у'+ у =  О тенглама- 

пинг умумий ечимидир. Агар у\̂ ^̂  =  2 бошлангич шарт 

бсрилса, умумий ечимга л: ^  3 ва у 2 1ушматларни î y- 
мпб, С =-6 ни топамиз, демак, у =  С/х умумий ечимдан 
бсрнлган бошланрич шартни 1^аноатлантирувчи у =  Ъ/х ху­
сусий счимни )^осил 1^иламиз, яъни УИо(3; 2) нуь^тадан 
утувчи битта гиперболага эга буламиз.

(2) д и ф ф е р е н ц и а л  т е н г л а м а  геометрик нуг^таи 
иазардан 1^уйидагича тал1у «  этилиши мумкин.//—= ф(х, С )-  
бу тенгламанинг умумий ечими, яъни хОу текисликнинг 
1{х,у) функция ани[^ланган бирорта D  со)^асидаги интеграл 
эгри чизи1рар  оиласи булеин. (2) тенглама D  со)^анинг 
пхтиёрий М{х; у) ну1^таси координаталари билан ;̂ осила- 
иииг бу нуцтадаги 1^иймати орасида борланиш урнатади. 
М иуцтанинг X  ва у координаталари маълум булса,
(2) тенгламадан х,осиланинг 1^ийматини, яъни УИ нук;- 
та ор1^али утуБчи"^ интеграл эгри чизи( 1̂^а ^утказилган 
уринманинг бурчак коэффициентини топиш мумкин. 

шундай 1^илиб, (2) диффе- 
реициал тенглама D со)!;ада 
йуналишлартупламини ёки 
бошцача айтганда й^налиш- 
лар майдонини ани1^лайди.
Со;^анинг j^ap бир ну1^тась‘ 
даги йуналишни бу ну1 т̂а- 
дан чицувчи кичик стрелка 
билан белгиласак, (2) диф- 
(|)еренциал тенгламанинг йу- 
иалишлар майдонини тасвир- 
лаш мумкин (5- раем).
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Д1м|н|)с1нч1цм;и1 тенгламани интеграллаш масаласи 
ич1М(‘Г|тк Ж1 1 .\атлаи узннинг ,\ар i^aficn нуцтасида майдон 
ГнЧ)адига1 1 йуналишга уринадиган эгри чнзи1^ларни топиш- 
дан иборат.

Умумий ечим таърифида мумкин булган бошланрич 
шартлар туррисида ran кетар экан, 1 а̂ндай ^^олларда берил- 
ган бошланрич шартларни 1^аноатлантирувчи ечим }̂ aî Hî a- 
тан >;ам мавжуд булишига кафолат бериш мумкин ва ца- 
чон бундай ечим фа1^ат битта булади деб комил ишонч 
билан айтиш мумкин деган саволнинг юзага чиь̂ иши та- 
биийдир. Бу саволларга мавжудлик ва ягоналик теоремаси 
жавоб беради. Бу теорема мазкур боб охирида дифферен­
циал тенгламаларни интеграллашнинг айрим умумий 
методлари билан бирга ь^аралади (7- § га i^apanr). Энди диф­
ференциал генгламаларнинг умумий ечимларини "Гопиш ин- 
тегралларни ;^исоблашнинг одатдаги операцияларига келти- 
рчладиган айрим турларини текширишга киришамиз.

2- §. УЗГАРУВЧИЛЛРНИ ЛЖРАТИШ

Биринчи тартибли энг содда дифференциал тенглама 
;\0 силага нисбатан ечилган ва у узгарувчи 1^атнашмаган 
куринншда булади;

|  =  fW . (I)

Интеграл з^исоб курсидан маълумки, бу ?^олда номаъ- 
лум у функцияни топиш учун f{x) функциянинг ани1^мас 
интегралини топиш етарли. (1) тенгламанинг умумий ечи- 
ми ушбу куринишда ёзилади:*

Агар бошланрич шарт берилган булса, С нинг\

к;ийматини )^исоблаш ва хусусий ечимни топиш мумкин.

Масалан, у '= 3х ^  — 2 х 1 дифференциал тенгламанинг д: =  1 да 
у ~ 2  бонкчангич шартни к,аноатлантирувчи хусусин ечимини топайлик. 

Интсграллаб, умумий ечимни топамиз:

д;2 1-х +  С.

* Бу ерда ва келгусида J снмврл бирорта бошлянрич функцияни 

билдиради.
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Х у с у с и й  ечимнн топнш учун умумпй счпмда х=1 ,
I I  2 дсймиз ва С =  1 ни топамиз. Демак, изланаётган 
хусусий ечим

у =  х^ — х^ + х-{-1

куринишда булади.
Ьошланрич шарти =  Уо булган (I) дифференциал

тспгламанинг хусусий ечимини купинча ани1  ̂ интеграл ку- 
1)тп1 шида ёзиш цулай булади. Дар;^а1^И1^ат, бошланрич функ­
циями цуйи чегараси тайинланган, ю1^ори чегараси узга- 
рупчи булган ани1  ̂ интеграл куринишида, масалан,

y = ]m c U - ]- C  (2)

X,

куринишда ёзиш мумкин. х =  Хо да бу интеграл нолга ай- 
ланади, шу сабабли бошланрич шартлар бажарилиши учун 
С =  Уо деб олнш керак, бинобарин, (1) тенгламанинг 
// =  Уо бошланрич шартни 1<^аноатлантирувчи хусусий 

('чими ушбу куринишда булади:

y - U o \ ] f m .  (3)

•̂ 0

dx олдидаги купайтувчи у га эмас, балки фак;ат х га 
Гк)гли1<̂ булиши мумкин булган функциядан, dy олдидаги 
купайтувчи эса х га эмас, балки фа 1̂ ат у га борли!  ̂ були- 
П1 И мумкин булган функциядан иборат

t,{x)dx +  U{y)dy--Q (4)

куринишдаги дифференциал тенглама дзгарувнилари аж- 
ралган тенглама дейилади.

у =  ф(л:) функция бу тенгламанинг ечими булсин деб 
(1)араз 1^илайлик. Агар dy == (f'(x)dx ни з^исоблаб, (4) тенг- 
ламада у ва dy урнига уларнинг ф(л:) ва (^'{x)dx ифода- 
ларини 1^уйсак, ечим таърифига кура интеграллаш мумкин 
булган

fi{x)dx+ /2[ф(-^)]ф'(-^Мл:=0 

амниятни ;^осил 1^иламиз. Шундай р̂ илиб,

J  f,{x)dx +  ^ h m x W (x )d x  = С , (5)

бу ерда чап томонда fi{x) ва /о[ф(-^)]ф'('^) нинг бошланрич 
функциялари, унгтомонда эса хар иккала интегралнннг ихтиё-
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|>иЛ J'ltrapMJioJi.'ipH Сир нхтисрий узгармас цилиб сзилган С 
гурибди.

11 ккн1 1 чи интегрални (р(х) =  у деб узгарувчнни алмаш- 
тирнш ор1^алн узгартириш мумкнн. Бунда (5) тенглик уш- 
бу куринишга келади;

^!Ах)(1х +  ^Ш )й у =  С. (6)

Бу тенглик х ва у орасидаги охирги (;^осила ва диф- 
ференцналлар булмаган) муносабат булиб, уни (4) тенгла- 
манинг барча ечимлари 1^аноатлантиради. Агар бирорта t/= 
=Ф(а:) функцияни (6) тенглнкка келтириб 1^уйганда утенг- 
ламани айниятга айлантирса, бу тенгламани днфференциал- 
лаб, у (4) тенгламани >̂ ам 1^аноатлантирншни курамиз. Де­
мак, (6) тенглик (4) тенгламаиннг умумий интегралидир.

(6) тенгликни бевосита (4) дан ,^ам >̂ осил 1^илнш мум- 
кин, бунинг учун биринчи 1^ушилувчини X, иккинчи 1 у̂- 
шилувчини у буйича интсграллаш керак, яъни ^ар бир 
вдшилувчинн X ĵ aM, у ;̂ ам эркли узгарувчи деб интеграл- 
лаш керак. Бу операциями амалга ошириш мумкинлигини 
яна г̂ уйидагича .\ам тушунтириш мумкин: у узгарувчи х 
нинг функцияси булгани учун f2{y)dy 1^ушмлувчи х нинг 
функциясининг дифференциали булиб, бу функцияда у 
оралиц аргумент ролини уйнайди. Биринчи дифференциал 
формасининг инвариантлиги тугрисидаги маълум теоремага 
кура бу дифференциал у эркли узгарувчи булган }̂ олда- 
гидек куринишда булади. Шунинг учун (4) тенгликнинг 
>̂ ар 1 а̂йси 1^ушилувчисини уз аргументи буйича ало^ида 
интеграллаш мумкин, бу эса (6) тенгликка олиб келади.

Шундай 1^илиб, (4) те'нгламанинг умумий интегралини

излаш интеграллашга келтирилди. Айрим > о̂лларда ^fj^{x)dx

ёки \f2iy)dy интегралларии элемеитар функциялар ор1^али 

ифодалашнинг нмконияти булмай цолиши мумкин. Шун­
дай булса-да, бундай )^олда з̂ ам дифференциал тенглама­
ни интеграллаш масаласи >̂ ал этилди деймиз, бунда у сод- 
дароц масалага- интегралларии з^исоблашга келгирилганли- 
гини кузда тутамиз.

Масалан,

xdx уЧу  _  п

1+Х̂  1 + 1/3

дифференциал тенгламанинг у\х=а =  1 бошлднрич шартни 1̂ аноатлан- 

тирадиган хусуснй нптегралмли тпдамиз,

18



Иптсграллаб топампз;

1п(1+х2) -  - L  1п(1+ (/”) =  - L i n  д ,

6у срда келгуси алмаштиришларда 1̂ улай булишнни кузда тутиб, их- 

ии'цин узгармас сифатида С ифодя танланган. Тенгликнинг ик-

ка'1.1 томонини 6 га купайтириб, сунгра потенцирласак, умумий ин- 
TI-I |)ал1П1 циламиз:

(L+ ^-)“_  =  c  
(1 4-1/Y

ХусуснП иптегралнп топиш учуи умумнй интеграл ифодасига х =  

X У 

тсграл:

О, у =\ ни 1̂ 5̂ йиб, С =  ни топамиз. Изланаётган хусусий ин- 
4

(1 +J/3)2_4(1 + а:2)з =  0.

Унг томони иккнта функциянннг купайтмасидан иборат 
булиб, уларнинг бири у га борли!  ̂ булмаган, иккинчиси 
эса X га борлиц булмаган

t - Ш Ы у )  (7)

куринишдагп дифференциал тепглама рзгарувчилари аж- 
раладиган твнглама дейилади.

Бу тенглама рзгарувчиларни ажратиш  усули билан 
иитегралланади. Бунда тенглама узгарувчилари ажралган 
тепгламаларнинг Ю1̂ орида курилган (4) типига келтирила- 
ди. Бунинг учун (7) тенгламанинг иккала томонини fz{y) 
га буламнз ва dx га купайтирамиз; натижада узгарувчила- 
рн ажралган*

’ =fx{x)dx

тс'нгламанп )^оснл 1^иламиз.
Интеграллаб, умумий интегрални топамиз:

fi{x)dx +  С. (8)

Дифференциаллар билан ёзилган

fM h (y )d x  +  h{x)Uy)dy =  0 (9)

* Агар о булса, (7) тенг^ма у ' =  О куринишда б^либ, 

смими у = С  булади. Агар бирорта у = у  1̂ ийматда f^iy) =  О булса, у =  

у (7) книг, (8) билан бирликда ечими булади, чунки бу холда y '—Q,
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курпинищаги дифференциал тенглама узгарувчиларн 
ажраладиган тенглама дейиладн, чунки fg{x) f^{y) га бу- 
лиш билан у (4) куринишга келтирилади.

Унннг умумнй ннтегралн:

Лгар ботлангнч шарг бернлган булса, у

>;олда xycycm'i мнтстралнц ё С ни ани[^лаб ёки

г /.л V!Лх) , (• !М  

.) h(x)
к» у„

формуладан топнш мумкин [(3) тенглнкка 1^аранг].

Ушбу

У х — уЧх  + V 1 — хЧу  =  О

тенгламанинг умумий ннтсгралини топайлик.

Тенгламанинг иккала томоннни V 1 — х^~\/1 — купайтмага бу- 
лнб, узгарувчнлари ажралган

dx dy

топглпмамп ;;оспл 1̂ мламиз, бу ердап умумнй интегралнм топампз: 

arcsin X 1- arcsin у =  arcsin С.

Лгар бу теиглнкда сннусларга утаднггн булсак, умумин ннтеграл- 
пмпг алгсбраик шаклини ;^осил 1̂ илампз;

^ + //У Г = ^ = С.

1 — у- га булишда ; / =  +1 ечимнп йу1̂ отншимнз мумкпилнгинго 
1̂ 1ЙД цилампз. Бевосита тектирнш г/ =  ± 1 j^ai îii^aTan 5̂ ам ечнмлар- 
эканлигими курсатади.

=  О бошлангич шарт С ни топншга имкон беради (С — 0>

ва

хУ\—у'̂  + уЛ/\-х  ̂=  0 

хусусий интеграл! а олиб келадн.

Ф и з и к а г а  дойр м и с о л л а р

Тугри чизи1^ли з^аракат тезлиги. Агар моддий ну1^танинг 
5^аракат тезлиги куч таъсир этадиган чизи1  ̂ йуналишида 
булса, у }̂ олда моддий нуцтанинг )^аракати тугри чизикли 
буладн. }(аракат чизпгиии Ох yi  ̂ учун 1^абул циламиз.
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I ||,|()|<)1 1 пинг иккинчп 1^онупидан nyi^ra .^аракатпнннг диф- 
|||с|1е1 1циал тенгламасини }^осил ь^иламиз;

т -  =  Х, (11)
dt '

riy ррда — — тезланиш (у тезликнинг i  Baî x буйнча }̂ о- 
dt

I иласи). т  — >^аракагланаётгап nyi’̂ ra массаси, X  — куч 
кат'галнги.

Бу тенглама, шунингдек, жисмпипг }̂ амма ну1^таларп 
С)\\\)}\ай )^аракатланадиган илгариланма 5^аракатни >̂ ам тав- 
1 ||(1)лайди на шуиинг учун жисм з^аракатиии унинг орир- 
лик марказига жойлашган моддий ну1^танинг уша жисм- 
пнпг орирлик марказига 1^уйилган куч таъсири остидаги 
.\;факати деб i^apam мумкпн.

X  куч t вар^тнинг функциясн сифатида берилган бул- 
сми: X  =  X{t), ^^аракатнинг t=-ta даги бошланрич тезлиги 
и --Uo-(ll) тенгламани ннтеграллаб, умумий ечимни 5̂ осил 
|̂ |1ламиз:

y =  (x(T)dT + С.
т  J

Ихтиёрий С узгармасни t =  t(j да у — 1>о бопглангич 
шартдап ани1^лаймиз: Vo =  C, демак,

v =  ^\ x{T)dT \- V,.

Бу счпмни у̂ уйидагича тбайта ёзит мумкип:

mv — mvo=  |’ X(t)£?t, (12)

/«

бу тенглик 1^уйидагн 1^онунни ифодалайди: ну1^танпнг бн- 
рор чекли вацт оралиридаги харакат мш^дорининг узгариши 
таъсир этувчи кучнинг шу ваь̂ т оралиридаги импульсига
Т(ЧП'.

Лгар Х  функция нур^танинр координатаси х га борли! ,̂ 
ИЫ1 И Х  =  Х{х) булса ва ^^аракат х =  Хо бошланрич ку- 
чшпдаи бошланса, у :̂ олда (11) тенгликнинг иккала томо- 
lUMui dx га купайтириб {^уйидагини >̂ осил 1^иламиз:

m j^ d x  =  X{x) dx (13))
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ёки
„  j  V / \ I dv dv dx dv
mvdv X(x)dx, чуикн — =  =  и —

'   ̂ dt dx dt dx-

HiiT('ri);iJiji.if5, томамиз:

mi
2

X{x)dx-\-C.

■Vo

X x„ да у =  Уо бошланрнч шартдан ихтпёрий С узгармас- 
I1 II анш^лаймнз:

nwl _
О

шундай 1^илиб, хусусий интегрални 1^уйидаги куринишда 
топамиз:

2 ■*
/пу2 mfo Г „ , , ,

^  }^{x )dx . (14)
Хо

Бу тенглик ну1^таиинг х — Хо масофага кучишида унинг 
кинетик энергиясининг узгариши кучнинг шу участкада 
бажарган ишига тенг эканлпгини курсатади. Бу муносабат 
куч кучиш функцияси кабн берилган ва ну1^танннг тезлн- 
Г1 1НИ )̂ ам кучиш функцияси каби ифодалаш талаб 1^илингаи 
> о̂лларда жуда р̂ улайдир.

Мисол. (Ук;нннг ?^аракатн).  Uq =  400 м/сек 
тезлик билан ^^аракатланиб, h =  20 см р^алинликдаги де- 
ворни тешиб, ундан и^=100  м/сек тезлик билан учиб 
чи1^ади. Деворнинг 1^аршилик кучи ук;нинг ?^аракат тезлиги 
квадратига пропорционал деб' олиб, у 1^нинг девор ичида 
:^аракатланиш вз1̂ ти Т ни топинг.

Е ч и л иш и .  Ньютоннинг иккинчи р^онунига биноан yî  
^аракатининг дифференциал тенгламаси

т - = =  — (15) 
dt  ̂ ’

курннишга эга (манфий ишора деворнинг 1^аршилик кучи 
уцнинг тезлигига (^арама-т^арши йуналган булгани учун 
олинди).

Бу узгарувчилари ажраладиган тенгламадир. Узгарув-

чиларни ажратиб ва — ни k-̂ орцали белгилаб, 
т

1L Л  
—  =  —  k id t

42



ИИ ■Y’' "''' |у1ламнз, бу ердан

■— ^ =  — k4  — С ёки — =  кЛ ^  С.
у V

( О да и =-Уо бошланрнч шартдан C=1/Do  н и  анн1 л̂ай- 
ми:1; шуиннг учун

±  =  k , t + ^ .  (16 ) 
t» Voli

л rap бу муносабатда и =  деб олсак, t =  T булади 
И.1, бинобарин, изланаётган Т ва1^т

l-  =  k ,T  +  ^
Vi Vo

|(‘И1'ламадан топилади, бу ердан

Т учун топилган ифодада номаълум ki катталнк ншти- 
рок этяпти. Уни ани1^лаш учун (16) умумнй ечимни 1 у̂йи- 
лагича 1 а̂йта ёзиб оламиз:

^  — ’̂o 

di 1 +

бу ерда V тезлик —  билан 'алмаштирилган. Бу тенгла- 
dt

мадан интеграллаб топамиз;

д: = ^ 1 п ( 1  +  ^i«oO + Ci-

/ =  О да л: =  О (yi^ деворга киради) ва шунннг учун 
Ct^O\ t =  Т ва X  =  h (yi^ девордан чи1^аяпти), шунинг

учун h =  — In (1 +  îWoT’)- 
ki

(17) тенгликдан

бу ердан 1 +  kiOoT =  vajv^. Шунннг учун h нпнг ифодаси 
ушбу куринишда булади:

А =  4- In ̂  ёки ' * ■
к Г  VI
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\jk̂  iiiMM' Toiiiini.iii î m'iMarnHH (17) пфодага 1̂ уйнб, нз- 
лаиаёпаи 7' ii.'ii^nm тониш учун формула ;^осил 1^иламиз.

7’ (18)

(х)1 1ли }^исоблашларни бажариб (Уц =  400 м/сек, v  ̂=  
100 м/сек, / 1 =  20 см деб олиб), Т =  0,00108 сек ни то- 

памиз.
Реактив >^аракат. Массалари узгарувчан жисмлар (маса- 

лан, ракеталар) з^аракатини урганишда Ньютоннинг иккинчи 
ь^онунннн ь^улланиб булмайди, чункн у массалари узгармас 
жисмлар учунгина уринлидир. Бундай ;^олда кучни тезла- 
ниш билан борловчи бош1^а тенглама цулланилади.

Массаси т  булган моддий Hyi^ra вар^тнинг t моментида
V (абсолют) тезликка эга булсин. Д/ вар̂ т ичида унга йи- 
рнндн массаси Д/п, 1^ушилгунга 1^адар тезлиги и булган 
зарралар 1^ушилади. t \- М  моментда нуь̂ та ва унга 1^ушил- 
ган зарралар т  Д/п масса ва v г Av тезликка эга бу- 
лади.

Системанпиг t момеитдаги ;^аракат мш^дори 

Q ^  т\ 1 иДш 

га тенг, -̂| А/ моментда эса у

Q +  AQ - (т  -Ь A/«)(v +  Av) 

га тенг булиб 1^олди.
Демак, бутун система ;^аракат ми1^дорининг А/ вар̂ т 

ичида узгариши

AQ == /пАу -| (у — и) Ат +  Av
га тенг.

Тезлик каби масса )̂ ам ва1^тнинг узлукспз ва дифферен- 
цалланувчи фуь.сциясп деб фараз 1^иламиз. Тенглнкнинг 
иккала томонини А/ га буламиз ва А  ̂ О да лнмитга ута- 
миз. Бунда

l i m ^ ^ ^ O  
дг->о л/

эканлигини назарда гутиб,

rfQ dv , , у dm
- - — t n -- - (v - u) —
dt dt dt

муносабатни :>̂ осил 1^иламиз. Агар узгарувчан массали 
жисмга 1^уйилган тайней кучларнпнг тенг таъсир этувчисн
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I' га теиг булса, ?^аракат мнцдори х.аг̂ идагп гсоремага кура

тснгламани j^ochji 1у 1ламиз. Бу тенглама Метерский тенг- 
ламаси деб аталади.

—  > 0  да ну1^таиинг массаси ортишнпи (зарралар I'̂ y- 
dt

пшлади), —  <  О да камайишнии (зарралар ажралмб чп- 
dt

1^ади) >̂ айд 1^илиб утамиз. —  =  О да ну1^та массаси узгар-
dt

мае ва бу ,\олда Л^шерский тенгламасидан Ньютоннинг 
пккинчи 1^онуни келиб чш-̂ ади.

Мешерский тенгламасига бошь^ача куриниш бернш мум- 
кин;

W  =  F +  u -  (20)
dt ' d f   ̂ '

Хусусан U =  О булганда

d (mv)

dt
=  F.

Агар цушпладнган зарралариинг ()^аракатланаётгаи уз- 
гарувчан массали nyi^rara инсбатан) иисбин тезлпк векторн

U —  V =  Но

ни киритадиган булсак, у ?̂ олда

+  <2')

Хусусан, Но =  О да яна Ныотониипг иккинчн 1^оиуиини 
)^осил »^иламиз.

— Uo ИИ реактив куч деб аташга келишилган. Уни R 
dt

ор1хали белгилайдигап булсак, Метиерский тенгламаси куйи- 
дпгича ёзилади;

m ^  =  F +  R. (22)
dt

Узгарувчаи массали nyi^xa таип^и кучлар булмагаида 
\ам тезлаииш билан ?^аракатлана олишпии 1<̂айд 1у 1лайлик.
I’  ̂О булганда

rfv г»
m — =  R. 

dt
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Реактив ку<1 KafTa4iiriI

1R| =
dm

dt
lUo

массанинг вацт бирлигида узгариши ^  га (асекунд мас-

сага») ва ажралиб чикадиган ёки 1^ушиладнган зарралар- 
нипг нисбий тезлигпга пропорциопалднр.

1-мисол. Бошланрпч массасн Мо булган ракета ундаи 
ажралиб чи1^аётган газларнннг узлуксиз жараёни таъсирида 
турри чизи1^ли }^аракат 1^иладн. Газларнинг ажралиб чи1^иш 
тезлиги Uq (ракетага нисбатан) катталиги жи’̂ атдан узгар- 
мас ва ракетанинг бошланрич Vo тезлигига 1^арши томонга 
йуналган. Орирлик кучи ва ;^аво 1^аршилигини >^исобга ол- 
масдан ракетанинг }(аракат цонунини топинг (ракетанинг 
бршлщда тргри чизсщли ^аракапш {̂at̂ uda Циолковский 
масаласи).

Е ч и л и ш и .  (21) шаклдаги Мешерский тенгламасидан 
фойдаланиб ва Ох у1^ни Vo бошланрич тезлик йуналишида 
танлаб, ракета з^аракатининг шу ук;даги проекцияси буйича 
дифференциал тенгламасини }̂ осил ь^иламиз:

(23)

Бу ерда — == (х- -«секунд масса», ёнилри массасининг 
dt

j^ap бир секунддаги сарфи; ёнилрининг 6api^apop ёниш нро- 
цессида fi =  const, УИ — ракетанинг узгарувчан массаси. 

(23) тенгламада узгарувчиларни ажратиб,

, dM
d v ^  —  Ua —  

т

ни >̂ оснл 1<̂ пламиз, бу ер дан

о =  — «о1пЛ1_+ С.

Ихтиёрий С узгармасни t =  0 булганда о =  Do. М =  Мо 
бошланрич шартдан топамиз; у )^олда С = «о  1пМо I i'o ва 
шунинг учун

V =^--и^\п^-\-Vo. (24)

Бу формула биринчи булиб Циолковский томонидан то- 
пилган ва унинг номи билан юритилади (Циолковский фор­
му ласи).
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P.'iKcra ;^аракати тенгламасини топиш учун Циолковский 

ф()|)муласнда v ни ^  га алмаштнрамиз; ушбу дифферен­

циал тенгламанн ? о̂сил 1^иламиз;

/ ^  о да л: — О дсб, уни интеграллаймиз: 

t

л: =  Мо f In dx + Vut. (25)
о

Агар ?^аракат бошлангандан бирор ва1^т утгач, t =  in 
моментда тезлик, масса ва босиб утилган йул мое равишда
V = Uk, М =  Мк, X =  Хк га тенг булса, (24) ва (25) фор- 
мулалар 1^уйидагича ёзнлади:

О к М о  In 1 Uo. (2 6 )
Л1к

ДГК =  «о f In ̂  4  VôK, (27)
6

бу ердан бундай хулосага келамиз; охирги тезлик масса- 
иинг узгариш 1^онунига богли!  ̂ булмасдан, балки ракета- 
пинг бошланрич тезлиги t»o га, газларнинг ажралиб чи1^иш 
иисбий тезлиги «о га ^амда охирги ва бошланрич массалар 
писбати Мк/Мо га борли! ,̂ Хк йул эса массанинг ёнилри 
ёниш тезлиги билан ани1^ланувчи узгариш 1^онунига бор-
ЛИ1̂ .

Ракета массаси

М =  М о(1 — «О» бу ерда "а =  const, а >  О

чизи1̂ ли ь̂ онун буйича узгаради деб фараз 1^илайлик.
У .\олда

' М
д: =  Ыо

о
1‘КИ

X =  —  In (1 — ат) dt +  Vnt.
О
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Сунгра

t

In (1 - ат) dT =  — -  [(I - - ai) In (1 — at) + at]

булгани учун

x=^^\{\— at)\n{\- at) -\ - at] ^ - v^.

Агар ракета массаси

М =  Мов~̂ \ >. =  const, Х ,> 0

курсаткичли (экспоненциал) р^онун буйича узгаради деб 
фараз р^илсак, у ?̂ олда

л: =  «о |1п д. dr +  Vî  ёки х =щ'к\ xdx +  Vot,
о о

бинобарин,

л- -  ^  I (28 )
2

Механика цонунларидаи космнк тезликларнинг катта' 
ликларини ани1^лаш учун фойдаланиш мумкин. Биринчи 
космик тезликни, яъни ракета Ер атрофида йулдош булиб 
доиравий орбита буйича айланиши учун зарур булган 
тезликни ани1^лаймиз. Бунинг учун ракетанинг марказдан 
1^очма кучи Ернинг тортиш кучига тенг булиши керак;

л, л.
Мк— =MKg,

*бу ерда г — орбита радиуси, яъни Ер марказидан орбитада 
?^аракат 1^илаётган йулдошгача булган масофа, g — орирлик 
кучи тезланиши. Агар г ни тацрибан Ер радиуси Rep га 
тенг деб олсак, у }\олда

~  V  gRup— У  10-6400 000 ^  8 км/сек.

Яна ,%ам аницроги Wj ^  7,93 км/сек.
Орбита буйлаб ^^аракат ь̂ илаётган йулдош Ер сат}̂ н- 

дан анча узоь^лашганда, яъни г>/?ер булганда баланд- 
лик узгариши билан огирлик кучи тезланишининг : а̂м уз- 
гаришини хисобга олин! керак. Тортишиш ь^онунидан келнб 
чир^адики, Ёр марказидан г масофада булган М  массали 
жисм Ерга ММер1г‘̂ куч билан тортишади, бу ерда

28 ,



Л/нр Ер массаси. Биро1 ,̂ иккинчи гомондан, F - Mg, (бу 
gr — ер марказидан г масофада орирлик кучн тезла- 

ииши) булгани учун у =  Mg^, бу ердан =
vMep/г^ г  =  ^ Е р  булганда g, =  g\ демак, g =  у М н р / ^ l p ,  

бу ердан y =  gRyMep, шунинг учун gr=gRlp/r^- Бундай 

^глда марказдан [^очма кучнинг ва орирлик кучининг тенг- 
лигидан:

м 4 - м ф

бу ердан

Бу формуладан, г 1^анча катта булса, яъни йулдош Ер- 
дан канчалик куп узоцлашган булса, йулдошнинг тегишли 
орбитада айланиши учун зарур булган бнринчи космик 
тезлик шунчалик кичнк булиши келиб чиь̂ адн. Маса- 
лан, 10000 км (гж  16400 км) баландликда Uj 5 км/сек, 
ЛНОООО км (Ердан Ойгача булган тацрибий масофа) fa- 
ландлнкда эса -= 1 км/сек. Шундан |у1лнб, Ой Ерга î y* 
лаб тушмаслиги учун унинг тезлиги 1 км/сек булищц 
■егарлидир.

Ракета Ернинг тортиш доирасидан чиь̂ иб кета олиши 
учун у Vi дан катта тезликка эга булиши керак. Бу тез- 
лмк иккинчи космик тезлик ("ёки Ернинг таъсир доира- 
<и()ан чи/^иб кетиш тезлиги) дейилади ва ор1^али бел- 
гиланади. Унн хисоблайлик. Бунинг учун Ер марказидан 
г масофада булган ракетанинг £п потенциал энер-
I ияснни тезлиги булган ракетанинг Ек =  MkW^/2 кине- 

гик энергиясига тенглаймиз; натижада
2

М к ~  =  M ^ g / ,

оу ердан

V2 =  y^2g/ =  [ /  2 =  Ui 1/ 2.

Шумдай 1^илиб, нккинчн космик тезлик бирпнчи космик 
|'1 иткдан тахминан 1,4 марта катта. Шунинг учун Ер сир- 
тд;| v.i^\\,2 км/сек, 1000 км баландликда v ~

7 км/сек. Он Ернинг тортиш доирасидан чги̂ иб кетиши 
\'iyii 1,4 км/сек тезликка эга булиши керак.
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Йулдошнинг Ой, Марс ва Венера атрофида доиравий, 
орбита буйича айланиши учун зарур булган тезликни, 
шунингдек, унинг бу осмон жисмларидан чициб кетиши 
учун зарур булган тезликни з^исоблаб топиш мумкин: 

Ой учун: « 1  л; 1,7 км/сек, V2~2,4 км/сек;
Марс учун: ж  3,6 км/сек, « 2  — 5,1 км/сек;
Венера учун: v ^x 7 ,3  км/сек, «2^10,3 км/сек.
2- мисол. Бошланрич массаси булган ракета ажра- 

либ чи1̂ увчи газларнинг тепки кучи таъсирида Ю1^орига 

вертикал ;^аракат 1^иляпти. Ракетанинг М  массаси t Baî xra 
борлиц равишда М =  f{t) 1^онун (ёнилри ёниш 1^онуни) 
буйича узгаради. Газларнинг ажралиб чи1^иш тезлиги (ра- 
кетага нисбатан) узгармас ва пастга йуналган булиб, Мо 
га тенг. Агар ракетанинг Ер сащиц,ати бошлангич тезлиги 
Vo га тенг булса, ракетанинг кутарилиш баландлигини t 
saî THHHr функцияси сифатида топинг. }^аво 1^аршилигиии 
ва орирлик кучи тезланишининг ракета кутарилиш баланд- 
лигига мос равишда узгаришини ?^исобга олманг (огирлик 
кучини ^исобга олган з^олда ракета }^аракати >^ащда 
Циолковский масаласи).

Е ч и ли ш и .  Оу yî HH Ю1^орига йуналтирамиз. У  }̂ олда 
з^аракатнинг дифференциал тенгламаси ушбу куринишда 
ёзилади:

/ ( 0 ^  =  - И о Г ( 0 - ^ / ( 0 .  (29)

dM
бу ерда f  =  — «секунд масса».

Узгарувчиларни ажратамиз:

dv = - - gdt — U o f^  di,

бу ердан

w =  — — «о In f (0 -I- C.

i  =  0 да ракета массаси М =  / (0) =  Mg, тезлиги y=Uo 
булади; шунинг учун C=Ug In Alo +  t'oi демак,

w =  —  g /  +  «о  In  —  +  Vo- 
f (0

0  =  —, шунинг учун кейинги тенгликни узгарувчилари 
dt
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.•iJKp.'iJirnii ушбу дифферепциаЛ теиглаМа курппнШнда ёзнШ 
мумкии:

dy = — g/ +  «о In +  Уо
f (t)

dt.

С>у ордаи иптеграллаб, топамиз;

// =  ^  у  +  » n j  In dx +  y„/,+  C j.

I 0 да кутарилнш баландлиги у  =  0; шунинг учун 
С’, О, ва демак,

t

«/ =  — V + “« I
2 о /

Хусуснй }̂ олда, ракета массаси М =  / ( / ) = М о ( 1 — а/), 
Г>у ерда а  =  const, а  >  О, чизи1^ли 1^онун буйича узгар- 
|;тда 1-̂ уйидагига эгамиз:

у =  - ^  — Uo\ln(\~-aT)dx 4 vj ,
6

Гимюбарии,

y - = ~ Y  -1 ■ а [(1 -  «О In (1 -  at) +  at] +  v,t.

Лгар сон 1^ннматлар берадпган булсак, масалан, Vo =  О, 

II , , 2000 м/сек ва а  =  - ^  сек-' десак,

2 100 100 100

Г)упдап )^олда ракета 10 сек дан кейин 0,54 км баланд- 
лпкка, 30 сек дан кейин 5,65 км га, 50 сек дан кейин 
h-a 18,4 км га кутариладн.

Ракета массаси М =  f{t) =  (бу ерда К — const,
А ,Х )) курсаткнчли цоиун буйича узгарганда ?̂ ам Ю1̂ ори- 
д.'п пга ухшаш 1^уйидагини }^осил 1^иламиз:
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Ракета >^аракатинииг бутуп снилгининг ённб тамом 
булиш моменти  ̂=  /к гача булган v тезлиги у дан t буйича 
олинган г;осилага тенг;

v ^ ^  =  { u , 'K - g ) t ^ V o .
at

t =  tK да, яънн бутуи ёиилгн запаси ёниб тамом булиш 
моментпда

и =  Ук =  (г/о̂  - - g) -'г Уо. У =  //к =  tl +  vJ k

w тезланишни ^^исоблаймиз. 1^уйидагига эгамиз:

W -= —  =  и ’̂к — о =  const.
dfl

Бу ердан ракета узгармас тезланиш билан )^аракат ки- 
лади деб хулоса чир^арамиз. UqX — g <  О да ;^аракат текис 
секинланувчан, — gf >  О да ;^аракат текис тезланувчан,

— g =  О да эса )^аракат текис булиб, v„ тезликда бу- 
лади.

« 0^ — S’ <  О булган ^^олда t =  Vo/(g - «о^) Да Hyi-̂та 
тезлиги нолга тенг булади, бу моментда ракета максимал 
Утих баландликка кутарилади;

'̂ 1
Утпх 2 (g-щХу

Бутуи ёнплри ёниб тамом булгандан сунг ракета ^ара- 
кати

s = — Y  +   ̂+

1^онун буйича давом этади.
Ракетанинг у == Ук баландлнкдан энг катта узо 1^лашиши 

Smax ™  функциянинг t =  v  ̂jg  стационар нуцтадаги макси- 
муми сифатида топамиз:

‘'к
S m a x  —  ^  +  У'̂ -

Ракетанинг Ер сат;^идан максимал баландликка кута- 
рилиит //max ни

Упих =  Smax +  //к =  - ^  +  2ук

формула буйича топамиз.
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Vk li.'i i/k iih ул а р п и н г  Uo, ОС ва ор1^алн иф одалари 
fiii.M.iii алмаш тириб, узи л-кеси л  р^уйидагини .^осил 1^иламиз:

Утах =  +  ( « 0?̂  —  +  W k =

= ^ № - ^ ^ ) ^ ^ Ь 2 V к .

3- мисол. Куп бос1^ичли ракеташшг у йулдошнп орбн- 
i.iia чт^ариб цргаидан кейинги Ук тезлпгини аницланг. 
1 >у1 1да реактив жараённинг тезлиги узгармас ва унинг 
к.'гпалиги «о га; тезлик йуналишининг горизонтга нисбатан 
они» бурчаги &(^) га, аэродинамик 1^аршилик Х (0  га тенг.

1 : ч и л и ш и .  Агар ракетанинг Bai^xra богли!^ булган 
жами массасинн G{t) орк;али белгиласак, ракета массаси-

J/-»
mii ir узгариш тезлиги (ёнилрининг масса сарфи)--- га,

dt
реактив тортиш эса

р  _____ fA) ^

go

I л т(Ч1 1 ' булади, бу ерда §■(, — Ер сат^^ида орирлик кучи 
имлапшпи (Л баландликдагн тезлаиишни g,̂  ор!^али белги- 
л.и"|ми:)).

П щ р л н к  к уч и  ва  тезли к  (атака  бур чаги)  й у и а л и п ш ар и -  
m m r бир хилда эмаслиги и атиж асида р ак ета  тезлигипинг 
I .iM.'iiimiui ж у д а  }^ам кичик бул га н ли гн  у ч у н  ун и  эъ т и б о р га  
п.пмаглик м ум ки п , и ати ж ад а  р ак ета  ;^аракатининг у н и н г  
|р ;к 'кгориясига ур и 1ш ас и д аги  проекц нясинип г диффереи- 
1111.1Л теигламасини

G dv „  „  G „  • п
- -  X --- g/jSinft

Вй dt ga

к у р п п т и д а  ски р  пи ун и н г   ̂ орг^али ифодаси билан алмаш - 
ш р п б  ва тенгламанинг и к к а л а  томоннни G/g'o га були б 

dv UadG X  . „

dt G dt G

|.у|)|1т11ида >^осил киламиз.
( /гарт моменти i — О да ракета тезлиги о =  О (бошлан- 

1114 iiKip r), !:>лкета орбитага чн!^аргандан Kevnuirn

I /к liaivi- .момептида ракета тезлиги v =  Vk ■ lliy iiH H r

1 'Л 17 33
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учун t буйичл 1 1 пт('гр;1.;и|;|1 1 1д; 1 1 1  па бу 1^ийматларпи i-̂ уйиб 
чи1 1̂<,апла1 1 суш' иик-тлГпаи тезликни ;^осил 1^иламиз:

1)„ ■ . — ^0 ^ d i — ]g^smbcU, (31)
/ I  6 d

r>y с|)да /г—-ракета бос[^ичлари сони, и,-, Go,-, О̂ г — мос 
рашппда 0 1 ^им тезлиги, >̂ ар !<̂ айси айрим бос 1^ич учун бош- 
лапгнч ва охирги массалар.

(31) формулада унг томондаги биринчн }̂ ад Циолковский 
формуласига мое келади ва ракетаиииг характеристик 
тезлигини, яъни ракетага тайней кучлар таъсир этмаган- 
даги тезлигини англатади. Формуланинг унг томонидаги 
иккинчи ва учинчи ;^адлар мос равишда аэродинамик î ap- 
шилик кучларини енгишда йур^отилган тезликни ва огир- 
лик кучларинииг таъсири туфайли йу1^отилган тезликни 
англатади.

Радиоактив емирилиш. Баъзи элементлар атомларининг 
ядролари альфа-, бета- ва гамма- нурлар чиь^ариб бошца 
элементлар ядроларига уз-узидан айланиши радиоактив 
емирилиш дейилади. Радиоактив емирилиш статистик ха- 
рактерга эга; атомларнинг ядролари >^аммаси бирдаиига 
емирилмай, балки изотопнинг бутун мавжуд булиш дав- 
рида емирилади. Бунда бирлик ваь̂ т ичида емириладиган 
атомлар сони >̂ ар бир изотоп учун узгармас булиб, унинг 
емирилмаган атомлари ми1^дорининг бирор р̂ и см ини  таш- 
кил этиши анир^ланган. Бу катталик ([^исм) емирилиш дои- 
мийси дейилади ва К :?̂ арфи бнлан белгиланади.

Шундай 1^илиб, dt ваь̂ т давомида емирилганс(уУ атомлар 
сони KNdt га тенг, бу ерда N сон t вар̂ т моментида емирил­
май к^олган атомлар сонидир. Натижада ушбу дифференциал 
тенгламага эга буламиз:*

dN -= - - XNdt. (32)

Манфий ишора емирилмаган атомлар сони N ва!^т утиши 
билан камайишини курсатади.

Узгарувчиларни ажратгандан сунг,

—  =  — %dt,
N

■ X

* Биз бу ерда функция орттирмасннн дифференциал бнлан алмаш- 
тиряпмиз, яъни тартиби dt дан юк,ори булган чексиз кичик мнедор- 
ларни ташлаб юборамиз (6- § га i^.).
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fiyiiii ии'п'грпллаб, 1^уйидагш1 и топамиз:

In +  In С ёки N =  Св~^‘-

Л| ;ip атомларипнг дастлабкн сони No{t =  О да N =  N q) 
Mill,.чум булса, ихтнёрий узгармас (интеграллашдоимийси) 
Г' им пт 1 1<;лаш мумкин: Л̂ о =  С, ва бинобарин,

N =  (33)

11 :1птоп атомлари мш^дорннинг ярми емирилнши учун 
iirp.'iK булган Т вак;т шу изотопнинг ярим емирилиш даври 
/и'Пиладп. Турли изотоплар учун ярим емирилиш даври 
ivi'.'iii'ia. Масалан, радий учуй Т =  1590 йил, уран учун 
/' '1,() млрд. йил, радиоактив кобальт (Со®”) учун Т =  

Г>,,'5 йил, радон учун Т =  3,82 сутка.
7’ иа Я. орасида осонгина топнш мумкин булган борла- 

mim бор. Ваь^тнинг t~T  момеитн учуй N = N J2 , ва демак,

у" =

fiv 1 'рлап е~^^= 1/2 ва 7  =  (In 2)/А, ^  0,693/Я, суигра

К =  (In 2)/Г ^  0,693Г.

I>v /V им X ор]'^али эмас, балки Т ор!^али ифодалашга имкон 
Огради, чуиончи

А^асалаи,~ярим емирилиш даври Т =  1590 йил булган 
рлдмм учун:

1»у формуладан атомнинг, айтайлик, 200 йил ичида 
|\,тма кисми емирилишнии аниь^лаш мумкин; t =  200 де-

I.IK, 200 йилдан кейин yV|̂ _̂ oo

(НИМ 1^()лишини, яънн бу вак̂ т давомида бор булган атом- 
,'iapimni- 8,5% и емнрилишини курамиз.

I Гчотоииинг радиоактив емирилиш тезлиги бу нзотои- 
iiimi (i'KM унинг препаратинннг) активлиги дейилади.

II .iKmiuiiiK а — га, ёки (32) дифференциал теиглама 
dl

II.I \ 11ИМГ счимига кура ушбуга теиг;

35

www.Onbita.Uz kutubxonasi

http://www.Onbita.Uz


Лктпплмк я|)1 1 м омирилнш даври opi-̂ али

а =  о . т м

^  Т Т

фо[)мула бнлан ифодаланади.

Агар Оо =  ^^0 препаратнинг бошланрич моментдаги 
активлиги булса, у ^олла

а  =  аое~^‘.

Радиоактив модда битта атомининг ^ртача яшаш дав- 
рини )^исоблаймиз. t ва{̂ т ичида саь^ланган ва кейинги dt 
ваК;Т оралири ичида емирилган атомлар соии с!Л/|к,уйидагига 
тенг:

—  dN=^'XN,e~^'dt.

Бу атомлар i га тенг булган уртача яшаш даврига эга. 
Битта атомнинг уртача яшаш даврини топиш учуй dN  ни 
t га к}шайтириб, t буйича О дан сю гача интеграллаш ва 
атомларнинг бошланрич сони No га булиш керак:

ео

f XN„te~^'dt

____________=  1 =  L
N„ X In 2‘

Масалан, радон (Т — 3,82 сутка) учун атомнинг уртача 
яшаш даври ft =  5,552 суткага теиг.

Химиявий реакция. Агар химиявий реакцияда Л ва В 
модданинг ?<;ар бири утадиган С модданинг микдори х 
булса, у )^олда узгармас температурада ва бош1^а баъзи

шартлар бажарилганда реакция тезлиги — р^уйидагиларга
dt

пропорционал деб .^исоблаиади:
1) А модда С моддага утганда — А модданинг 1флган 

мивдорига; бунда ушбу дифференциал тенглама келиб чи-

кади;^ = ’ ^’’(а — х), бу ерда а билан А модданинг бош- 
dt

ланрич ми1-̂ дори белгиланган, k — пропорционаллик коэф- 
фиииенти, k >  0;

2) Л ва В моддалар С моддага утганда тегншли массалар 
куиайтмасига пропорционал буладп, бу ердан ушбу диф­
ференциал те1 илама келиб чикади;

at

S6



rty ордя a ва й лар А ъ аВ  моддаларнинг бошланрич микдори, 

к 1 1 |к)1 1орционаллик коэффициента, й>»0.
Х,ар иккала хрл учун х нииг t Bai^rra борланишини то- 

ii;iMH3. Тузилган дифференциал тенгламалар узгарувчилари 
пжраладиган тенгламалардир. Иккала з^олда з̂ ам бир хил 
бопшанрич шартга эгамиз:

^'= '0 да х =  0.

Биринчи )^олда ^'згарувчиларни ажратгандан сунг

тенгламани }^осил 1^иламнз, бу тенгламанинг
X — а
умумий ечими: .г"’— а Ч-'Се~ . Бошланри ч шартдан С = —а 

ни топамиз бинобарин, хусуеий ’ечим V =  а'(1 — е“ '̂ )̂ку- 
риипшга эга булади. Бу ечимдаи / ^ 'с о  да х ^ а  экан- 

Л1 1ГИ келиб чи1^ади.
Иккинчи )^олда узгарувчиларни ажратгандан сунг уш- 

буга эга буламиз:

kdt.
(х — а)(х — Ь)

I , 1 ______
Ь — а\х — а X —  Ь1{х — а)(х — Ь)

■жаилигини эътиборга олиб, интеграллагандаи сунг

=  - k t + r ^ \ n C
b -  a x ~ b  ~  b'- a

умумий интегрални ёки баъзи узгартиришлардан сунг 

х - а - ,

им хрсил циламиз.
Бошланрич шартдан С =  а/Ь ни топамиз, яъни

х — а  а  ~k{b—a ) t  _ .

— b = - b ^  (24)

Ну срдан хусусий ечимни хрсил 1^иламиз;

-k{b-a)t

О — ае

Фараз р̂ илайлик, Ь > а ,  яъни В модданииг бошлангич 
мпцдори А модданииг бошланрич ^мш^доридаи ортик бул- 
1 'мп; у з̂ олда бу ечимдан t со да л: - - а эканлиги ке- 
тС) Ч1п<ади.
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Ai"i|) ;iKcmiii фараз [•̂ илсак, яъии а > Ь  десак, (34) тенг- 
лмкии

X — Ь Ь —k{a~b)t 

X — а а ^

курипмшда 1 а̂йта сзиб олиб, t od да х -> Ь деган хуло- 
сага келамнз.

Худди шу натижанинг узнни хусусий ечимдан, уни

—k(a—b)t _

1~На-Ь),
be —а

шаклда ёзиб олиб >̂ ам .^осил килишимиз мумкин эди.
Сую1^ликнинг идишдан 0 1 ^иб чи1^иши. Фараз ь̂ илайлик, 

кундаланг кесим юзи 5  баландлик h нинг маълум S=S{h) 
функцияси булган пдиш Н  сат}^гача суюклик билан тул- 
дирилган булснн. Идиш тубида юзи со булган тешик 6\- 
либ, ундан суюклик оциб чир^ади. Сую1<̂ лик сат)^и даст- 
лабки Н  >^олатдан исталган h гача пасайиш ва1^ти t ни 
ва идишнинг тула бушаш ват̂ ти Т ни ани1<;лаймиз. Бунда 
идишдаги суюклик ми1^дори (>^ажми) нинг узгариш тезли- 
ги V идишдаги сую 1^лик cai\\i h нинг (босимнинг) маълум
V = v (h )  функцияси деб фараз ь̂ иламиз.

Бирор Baĵ T момента t да идишдаги суюклик баланд- 
лиги h га тенг булсин. t дан t +  dt гача булган dt вар;т 
оралирида идишдан ок̂ иб чи1^адиган суюь^лик ми1^дори dV 
ни асосининг юзи со, баландлиги v(h) булган цилиндр 
}^ажми сифатида ?^исоблаб чик;иш мумкин. Шундай 1^илиб,

dV =  со v{h) dt.

С^'юк;ликнинг ана шу 5^ажмини бошца усул билан ;̂ ам 
?^исоблаш мумкин. Суюклик окиб читданлиги сабабли идиш­
даги сую1^ликнинг h сат>̂ и dh катталикка пасаяди, демак, 
dV =  — S{h) dh {dh <  О булгани учун манфий ишора олин- 
ди). dV учун иккала ифодани бир-бирига тенглаб, ушбу 
дифференциал тенгламани тузамиз:

a v { h ) d t=  - S{h)dh. (35)

Узгарувчиларни ажратиб, топамиз:

бу ердаа

38
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Идиш тамоман бушагаида h =  О, шу сабабли идиш- 
1 1 1 1 1 1 1- тула бушаш ва[̂ ти Т ушоу формула буйича тогтиладн:

ш J v{h)

Лгар cyiO!viHK кичик тешлкдап ёкн î n̂cî a иайчадан 
0 1 ^ 1 6  чш^аётган булса, у ,^олда Торичелли кояунига му- 

1«)ф1Щ, V =  ['^2gh, бу ерда g — орирлик кучи тезланиши,
) 1 — эмпирик коэффициент (сарф булиш коэффициенти). 
1 >у .%олда .рсил 1^илннгаи фэрмулалар 1<̂ уйидаги куриниш- 
да ёзилиши мумкин:

t =  — U=: f 4 ^  dh, Т =  — ^  (36)
V h w iiy2g^ Y  h

Dy формулаларни татби!^ 1^илишга дойр конкрет мисол- 
лар 1^араб чикамиз.

1-мисол. Диаметри D, баландлиги Н  булган вертикал 
уцли доиравий цилиндрик бак сув билан тулдирилган.
1 )лк тубидаги а диаметрли доиравий тешнк ор1^али бак- 
пмпг тула бушаш вактпии ани1^ланг (6 -раем).

Ечилиши .  Бу }̂ олда кундаланг кесим юзи S{h) уз- 
гмрмас ва nD"^/4 га тепг. Худди шуига yxmani, тешик 
ним л а”/4 га теиг. Демак,

я __
f  ^  D2 [' dh _  2D2 Y  Н

a - \ ^Y 2 g i\ /h  а?\̂  У  2g'

Хусусан, 1,0 м, Н  1,5 м, а =  0,05 м булганда ва 
|ф булиш коэффициенти ,и =  0,62 (сув учун) деб олинса.

Т 2-1,0^-ri 3-Q _  5 gg

0,052-0,62- I 19.62

im \рсил 1^иламиз.
2 -мисол. У зун л и ги  L  ва диаметри D  булган  темир й ул  

ии1'1ч'рпаси керосин билан тулдирилган. Керосин цистерна
III и|да жойлаш ган ва кесим юзи со булган  i^nci^a чи1^иш 
пийчаси (ж умраги) ор1'^али 01^изпб юборилганда, цистерна 
ivMiMa вактда буш аш ини аиш-^ланг ( 7- раем).
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Еч ил иши .  Нефть ма.’̂ сулоти carXjUHHur юзи 5(h) уз- 
гарувчан катталик булиб, ь̂ уйидагн формула ор{^алн ани{̂ - 
лаиади:

S{h)=2x L =  2L \' R^— {h—R^) =

=  2 L Y  {D ^h )h ,  

шу сабаблн

7- раем.

Т =
2L

ши У  2g

Y  ( D - h ) h ' 4 L D } 'H ^

У  h  ̂Зо1Ц Y ^ g  '

Хусусан, L 12 м, D ^  2,6 м, со ^  0,01 ва сарф бу- 
лиш коэффициенти fi -= 0,6 (керосин) булса,

„  4 - 1 2 . 2 , 6 ] ' ^
Т = -------- V ---=--̂ 2520 сок =  42 мип.

3-0,01-0,6 К19.62

3-мисол. Устки (катта) 
асосипинг диаметри Di, 
пастки асосининг диаметрн 
Do, баландлигн Н  булгаи 

коник резервуар сув би- 
лан тулдирнлган. Сув ре- 

] зервуар тубидаги а диа- 
метрли тешик ор[^али окп- 
зиб юборилганда резервуар 
канча вактда бушашипн 
аниг^ланг (8-расм).



Вчилнши.  Конуснинг горизонтал кесим юзи: S{h)=
31
4

h
Di + (Z>i -- Da) Jj- , шу сабабли

a- [X V  2g 0 V  ^

\ba^\iV2g

Хусусан, Dj =  0,8 m , Da == 0 3 m, Я  =  I m , a -= 0,03 м 
iia |i 0,62 (сув) булганда

,,, 2(3-0,82 + 4-0,8-0.3 + 8-0,32) о тл
Т =  —— !— :̂ 7 =̂ г;г- ’ - == 194 сек = 3  мнн 14 сек.

15-0,03^-0,62 V l9 ,6 2

Лгар еую1^лик ш^нб чи1^адиган тешик юзи ва1<;тга борлик, 
)| |.1 1и 0) =  со (<) булса, у ?̂0 о1 да (35) дифференциал тенгла- 
м,'1 узгарувчиларни ажратгандаи сунг ушбу куринишга эга 
булади:

o , { t ) d t ^ - ^ d h ,  (37)

оутшг интеграла эса:

fo3(/)d^ =  - i f | J - d h .  (38)
о н ' '

^-мисол, Сув билац тулдирилган вертикал у1^ли цилинд­
рик идиш тубида диафрагма билан беркнтилган (фотоап- 
и.чрат объективидаги каби) «„(см^) юзли кичик тешик бор. 
Ьотланрич моментда диафрагма очила бошлайди, бунда 
\<)С1 1Л булган тешик юзи ш (см^) Eai^Tra пропорционал; 
m Id-, диафрагма т (сек) дан сунг тула очилади. Диа­
фрагма Т5“ла очилгапда идишдаги сув баландлиги ini 
(штушнг. Цилиндрнинг баландлиги Н  (см), асос юзи 5(см^).

1 -И1 ИЛИШИ. Масала шартига кура / =  т да со =  coq. 
,/Ь'мак, (Оо =  /ёт, бу ердан к =  щ/х  ва шунинг учуй со =

(» нииг 1^ийматини (38) интегралга 1^уйиб, топамиз: 

^ { t d t  = ----
о М- V^g 'hV !г

пу ердан
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t --̂ х да сув сат}^и баландлиги h =  Шу сабабли 

4S

(CM).

Айтайлик, идпшдан сую1^лик 0 1 ^иб чи1^иб кетиши билан 
бнр ва1<̂ тда nai^x бирлигида q мш<̂ дорда (хажм бирлигида) 
доимий равишда сую 1^лик ндпшга келнб турсин. У  )̂ олда 
dt Baî T давомида пдишдаги суюцлн1^нннг умумий камайи- 
ши dV чи1^иб кетувчи суюцлик мивдори со v{h)dt на келиб 
1^уюлувчи сую 1-̂ лик мнкдорп qdt нинг айирмасига тенг, яъни

dV ^  [со v{h) — q\ dt.

Шу сабабли дифференциал тенглама ушбу куринишга 
эга булади;

[o\v(h) -- q] dt - S(h)'dt. (39)

CyioiyiiiK сатх^ннинг Н  дан h гача пасайпш ва1^ти t 
ушбу теыгламанинг интеграли ор1^али ифодаланади:

Агар 1 '̂ уйиладиган сув мнвдори q ни 05̂ иб кетадиган 
сувнинг узгармас Я* босими opi-̂ али ифодаласак; q =  

=  Ц(Х)У2gH*, у )^олда

/ 1 ?  S  (Л) ,,

У л - У 7 7 *(О)

Призматик (ёки ’’цилиндрик) резервуар учун [[5(h) =
S =  const]

t =  In I
co^

К,овушо1^лиги катта булган сую!^лнк чи1^иш трубаси 
ор1<̂ али 0 1 -̂иб чн1^аётганда ламннар oi^hm кузатилиши мум- 
кин, .бунда 0 1 ^иб чир^иш тезлиги босимга пропорционал, 
яъни V =  kli булади. Иигачка узун труба ор}^али сую 1̂ - 
лик 0 !у1ши з̂ ам ана шундай i^onyu брича содир булади,
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V iniiir бу 1у 1йматинп (35) га цушб, дифференцнал тенг- 
л;|ма

Hvpimiinira, иптеграли эоа

//

шА J h
П

курипишга келишини курамиз. Хусусан, S{h) == S =  const 
(lyjiran призматик (ёки цилиндрик) идиш учун

ш k п

Бош1^а мисоллар. Узгарувчилари ажраладиган диффе- 
||('пцнал тенгламаларга олиб келадиган яна бир неча ма- 
смлаии куриб чи1^амиз.

1-мисол. ( Ж и с м н и н г  с о в  и Ш И .) Массаси т ,  исси1̂ - 
лик сирими с узгармас булган жисм бошланкич моментда 
1|„ томпературага эга булсип. Атроф му:!̂ ит температураси
V и .’фмас на >  &„) га тенг. Жисмнинг чексиз кичик 
til iiaî T ичида берган нсси1'̂ лиги жисм на унинг атрофида-
I и му,\ит температуралари орасидаги фар 1̂ 1^а, шунингдек, 
||.'||\тга пропорционал эканлигини (Ньютон р^онуни) эъти- 
fMipra олган >̂ олда жисмнинг совиш 1^онунини топинг.

1'>1илиши. Совиш давомида жисм температураси 
дли 11м гача пасаяди. Вз 1^тиинг t моментида жисм темпе- 
р.п'ураси га тенг булсин. Чексиз кичик dt eai^x орали-
I ила жисм берган исси1<̂ лик ми1'̂ дори Ю1̂ орида айтилгачига 
KVpa

dQ =  — а  (» — Йм) dt 

м iviir, бу ер да а  const - пропорционаллнк коэффици-
• II I и.

Иккиичи томондан, жисм !> температурадан «%, темпе- 
р.иур.'и'ача совиганда берадиган иссиь^лик миедори Q уш- 
||\|.| п'нг; Q =тс{\\ — !̂ м), демак,

dQ =  mcd’h

ilij \'iyii топилган хар иккала ифодани та1^[^ослаб,

mcdb =  — а  (!) 0„) di (42)
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дифференциал тенгламаии yficm 1^иламиз. ^згарувчиларни 
ажратиш бу тенгламани ушбу куринишга келтиради;

а ,,

Буни интеграллаб, i-̂ уйндагиин топамлз:

In (&~ 8 м )  г In С ёки ... ^  Q^-at/imc)^

Бошланрич шарт =  О да & =  Oq) С ни топишга им- 
коя беради:

С  =!= — г>м,

шунинг учуй жисмнинг совиш 1^онунн (хусусий ечим) 
1^уйидаги куринишда ёзилади:

(43)

а  коэффициент ё бевосита берилган, ёки ь^ушимча 
шарт, масалан, i да {) =  ft̂  ор[^али бернлиши керак. 

Бундай }̂ олда ь̂ уйидагига эгамиз;

1>1-- !)m =  (V-

бупдан
—а/(лгс)__, 'O'l —

Демак,

Я- =  1>м +  (l)'o —■ >̂м)

Сонли мисол келтирамиз. Агар му.\ит температураси 
{)̂ „ =  20°С булса ва =  10 мин ичида жисм =  100°С 
дан f>i =  60°С гача совиса, у }̂ олда

1 \(/10_

Айтайлик, жисм температураси 1^анча ва{̂ т ичида 25°С 
гача пасайишини топиш керак булсин. Фэрмулада =: 25

/ 1 '*/10 . / I ,^/Ю 1 
деб олиб, 25 =  20 +  801̂ -2 j ни еки 1-̂ ] =

сил 1^иламиз, бу ер дан t =  40 мин.
‘ ! 2-мисол. (цуйманинг 1^изиши). Температураси г\ б>*лган 
пулат 1^уймани прокатка 1^илишдан аввал температураси 
бир соат ичида дан гача бир текис ортадиган печь

2 I
ни }̂0 -
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ичига жойлаиади. Агар печь ва ь̂ уйма температураларн 
i|i;ipi.̂ n Т булганда цуйма кТ град/мнн тезлик бнлан 1^нзи- 
I'ii, унинг 1^изнш 1^онуннни топпнг.

!• чили ШИ. Печнинг ва1^тнинг / момептидагн темпе- 
р.и'урасиии 0 ор1^али белгилаймиз. У  )^олда 1^уйманинг )> 
гсммерагураси i) G Т фар1 |̂̂ а тенг буладп. Масала 
П1лргидан печь темиературасннннг узгарпш ь^онуни О =  

Л1 \ В ни топамнз, бу ерда А ва В доимийлар 0|̂ =  

шартлардаи анш^^ланади, улар мос .\олда 

Л (*Ь, — ’\)/60 ва B =  га теиг.
Масаланинг днффереициал тенгламаси

курииишда бз'лади. Сунгра

Г|ул1 ;ти учун ю 1'^оридаги тепглама

Л - - =  кТ ёки ~-\-кТ Л О 
dt dt '

|»\риип1п1'а келади. Бу узгарувчилари ажраладигап теиг- 
Л.1М.1 . Уиипг умумий иагеграли:

; i n( fer- Л) ;-/ =  | 1 п С  ёкн k T - A ^ C e ~ ’“‘-

/'1̂ „ О бошланрич шартдан С =  — Л пи топамиз, демак,

I д, ( Т == 0 Я =  Л/ В О алмаштприш ба-

НмфИГ),

S> =  Л/ -I В  — у (1 —

1'ЬИ

ИИ 1̂ нламиз.

1\уПмаиииг бир соатдаи кейинги, яъни / =  6Э мин да- 

1 И |гм|11-р,'1гурасини топамиз:

"I по= ( 1 - т  = -
'ftft-'Э'й , ,  -60*.

Ш  >■
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М- мисол. (I' ]) у г л н к 1 1 и н г с у в о р а л н у т и ш и д а 
К) г II л II 1 1 1 и.) Ёруглик оь^ммннинг юш^а сув ь̂ атламн то- 
моипдаи ютилиши 1^атлам ь^алинлигига ва 1^атлам сиртига 
тушаётган 0 1 ^имга пропорционалдир. 2 м ли 1^атламдан 
утишда дастлабки ёрурлик ор^имининг Уз 1^исми югилиши- 
1 U1 бнлган ?̂ олда унинг неча процента 12 м чу1^урлнкка 
етиб боришини ани1^ланг.

Е ч ил и ш и .  h чуцурлнкдаги сиртга тушаётган ёрурлик 
0 1^имини Q ор 1̂ али белгилайлик. К^алиплиги dh булган сув 
1^атламндан утишда ютилган ёрурлик орлими dQ ушбуга 

генг булади:

dQ =  — kQdh, (44)

бу ерда k { k >  0) —  пропорционаллик коэффицненти.
Бу дифференциал тенгламанинг умумий ечими: Q == 

=  Сё~'*. Дастлабки ёрурлик о 1<̂ ими Qo га тенг булсин. У 
} о̂лда h =  О да Q Qo лигидан (бошланрич шарт) C=Qo 
ни тоиамиз, шу сабабли

Q =  Qoe-‘ " .

Масала шартига кура h ~=2 да Q =  2 Qo/3, шунинг учуй

Qo Qo (е *)^ бу ердан е * =
/ 2 1/2

ва

Q - ^ Q o l i r .

/г == 12 м чу1^урликка

Qi =  Qo т  "«0,0878 Qo
V /

га тенг булган Q  ̂ ёруглик о 1'̂ ими етиб боради, бу даст­
лабки ёруглик оь̂ ими Qo нинг 8,78 % И1Ш ташкил этади.

4-мисол. (Г а 3 о и н г и о н л а н и ш и.) Узгармас (доимий) 
нурланиш таъсирида газли му,\итда ионланши процесси 
р р  беради, унда бир секунд ичида берилган хажмдаги 
газда q та мусбат ва шунча манфий нон }^осил булади. 
Мусбат ва манфий ионлар яна узаро бирлашганлнклари 
(ионларнинг рекомбинацияси) учун уларнинг ми1^д©ри ка- 
мая боради.

п та мусбат ионнинг умумий ми1^доридан >̂ ар секундда 
уларнинг ми1^дори квадратига пропорционал булган 1^исми 
бирлашишини назарда тутиб, ионлар миь^дори п нинг t Baî r- 
га борланишини тонинг (пропорционаллик коэффициенти 
а  =  const газнинг табиати ва )^олатига борли!^).

46



П ч II л и ш и. Ионланиш процессининг

dn =  qdt — а  п? dt (45)

д1 1(|)ференциал тенгламаси бевосита масала шартидан }̂ осил 
булади.

Узгарувчиларни ажратиш тенгламани

1 dn
- ^ ---, -I - dt =  Оа rfi — qia '

куринншга келтирадн. (45) тенгламанинг умумнй инте­
грал и:

6у срдан

2 'V a q  n +  ~\/q/a 2 V « 9

n  — V  q /a

n V i? / a
. Ce-2

I'KIl

Vaqt , ,̂ -Vattt
n — '

q _£______Ce

t — 0 да n =  0 булган лиги дан С - 1 ва ионлар со- 
иппинг вар̂ тга борланишини ани1^ловчи хусусий ечим уш- 
бу курииишни олади:

5-мисол. ( Ц е х н н  в е н ти л я ци я л а ш.) Сирими
11)800 м® булган цехдаги х̂ авода 0,12% карбонат ангидрид 
гази бор. Вентиляторлар таркибида 0,04 % карбонат ан­
гидрид булган тоза хавони а м*/мин ми1^дорда бериб ту- 
рлди. Карбонат ангидриднинг концентрацияси цехни :^амма 
|<;ПСмида В31̂ гнинг хар 1̂ айси моментида бир хил деб хи- 
соблаб (тоза хавонинг ифлосланган ?̂ аво билан т^ушилиши 
/иуда тез булади), 10 мин дан сунг карбонат ангидрид 
0,06% дан ошмаслиги учун вентиляторларнинг 1^уввати 
1у 1идай булишини топинг.

Е ч и л и ш и .  Bai'̂ THHHr t моментида хаводаги карбонат 
амг'идрид микдорини х( %)ор1\али белгнлаймпз. i момент- 
дан бошлаб утган dt ва1<̂т оралири учун цехдаги карбонат 
. 1 1 1 гидрид балансини тузамиз. Шу вар̂ т ичида вентилятор- 
лар 0,0004 adt л® карбонат ангидрид олиб кирган булса, 
Ш'хдан 0,01 xadt м'* карбонат ангидрид чир̂ иб кетди. Би-
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нобарин, dt мин ичида г^аводаги карбонат ангидрид dq == 
=  (0,01 X — 0,0004) а камайди. Хаводаги карбонат 
ангидрид ми}^дорини процентларда камайишини dx ор1^али 
белгиласак, бу ми1^дорни бош1^а йул билан

dg =  — 10800.0,01 dx м® 

формула буйича )^исоблаш мумкин (манфий ишора dx<CO 
булгани учун олннди). dq учун топилган иккала ифодани 
тенглаб, ушбу дифференциал тенгламани хосил 1^иламиз:

(0,01х- 0,0004) а 10800-0,0! dx. (46) 

Узгарувчиларни ажратиб, топамиз:

а dt dx

“  10 800 ^  х--0,б4-

Умумий интеграл:

л :^ 0,04

t ^ O  да Л' — 0,12 6}viraiHi учун С =--0,08 ва хусусий ин­
теграл

х — 0,04 0,08 (47)

куринишда булади.
Вентиляторларнинг 1'̂ увва'ги а ни anniviam учуй х=^ 

=  0,06 ва 10 дсймиз. У  ;^олда

0,02 =  0,08

б у срдан =- 1/4 ва а =  1080 In 4 ~  1500 м>ип.
6-мисол. ( Га з ни  т о з а л а ш . )  Бирор газли аралашма- 

дан газни тозалаш учуп у ни скруббер (у ёки бу ютувчи 
модда булгаи идиш) ор1^али утказилади. Ют!^ичнннг (аи- 
наратнинг маълум тайин режимида) юш^а катлами ютади- 
ган газсимон аралашма ми1^дори аралашма концентрация- 
сига, шунингдек, 1^атламнинг кундаланг кесим р^алинлиги 
ва юзига пропорционалдир. Скруббер асосинннг радиуси 
R, баландлиги Н  булган конус шаклига эга. Газ конус 
учидан киради. Агар келаётган газда аралашма концентра- 
цияси а %, 4Hiyi6 кетаётган газда эса Ь% булса, скруб- 
бердаги газли аралашма концентрациясини 1^атламдан ко­
нус учнгача булган масофанинг функцияси сифатида то- 
нинг.

Е ч н л и ш и.** 'Аралашма концентрацняснни q%  ор1^алн, 
1^атламдан конус учигача булган масофани h оркали Гел- 
гилаб, ушбу дифференциал тенгламани тузгмиз: 

dq =  kqnr^dh,

48



fiy срда г — конуснинг юпка 1^атлами кесимппинг радиуси, 
у конус улчамлари билан г =  Rh/H  муносабат ор!^али бор- 
л.'Шгап, демак,

dq =  kqn ^  h4h. 

by генгламанинг умумий ечими

курипишда буладн. h — 0 да q =  a, шунинг учун С =  а, 
на демак,

q =

Н  булганда q =  b шартдан k коэффицнентии ани[̂ - 
ласак кифоя. 1<̂ уйндагига эгамиз:

бу ердан k ИИ эмас, балки k ь^атиашган ифодаии аиир^лаш 
к.улайро!̂ :

Узнл-кеснл р^уйидагини }^осил 1̂ иламиз:

b ' h4H\

q о.. ̂ ' а

Худди шу масалаии R  радиусли шар шаклида булган 
скруббер учун ечайлнк. Бу >̂ олда dq — kqnr^dh, бу ерда 
г - шарпииг loni^a 1\агламн кеснмниинг радиуси: у шар 
радиуси R  ва шарпинг 1 у̂йи нур^тасидан катламгача бул­
ган масофа h билан ^  R^ — {h — R)^ муносабат орр^али 
боглангаи. У  з̂ олда

dq=^ kqn [R^- {h~..R f]dh .

Бу тспгламаиинг умумий интеграли:

(h -  R)3 !.
\ n^ =  kn]^R^h

С ва ни ани1-;лаш учун q\i,  ̂=  а, q\h=4R =  Ь шартлар- 
дан фойдаланамиз:

'С  3 С

R3\ ЪкпЮ,

\
3 3
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Уи]бу

айирмадан k n  =  j^ \ n — ни топамиз. Шунннгдек,
4/?з

In ~  - In ̂  =  In — = ^ я
С С а

айирмани олайлик, бунга kn нинг ифодасини куйиб, тенг- 
ламаиинг хусусий интегралини

1 п ^  =
а

Н Ц ЗЯ-Н )

iR3

курннншда >̂ осил ь;иламиз.
7-мисол. (Илмий ах  б о р о т  0  1^ими.) Фанда ахбо- 

ротлар 0 1 ^ими, яъни илмий нашрлар сонининг усишини
dij „

текширишда нашрларнииг усиш тезлиги нашрлар сони-

да эришилган у даражага прогюрционал деган келишувга

асосланилади, яъни усишнинг нисбий тезлиги — ^  узгар-

майди. Нашрлар сонининг эришилган дарал<асини raivrra 
борлиц }^олда ани1^лайдиган р^онун ушбу дифференциал 
тенгламадан топилади;

у dt
еки

dy

dt  ̂ ky {k >  0).

бу ерда k — у ёки бу фан со;^асида нашрга билдирилган 
фикрларни (уртача) характерловчи константа.

Бу дифференциал тенгламанинг ечими

у  =  ае^‘

экспонента куринишга эга, бу ерда а — фан ривожланиши- 
нинг маълум бнр бошлангич даражасини характерловчи 
узгармас катталик.

Усишнинг нисбий тезлиги 7% ига, яъни k =  0,07 га усиш дара- 
жасиыинг тахминан 10 йил ичида иккиланиши тугри келишпни ?;айд 
1̂ илиб утиш мумкин. !)̂ а1̂ и1̂ атан }̂ ам, г/о а даражага t Q бошлан- 
рич моментда, 2уа даражага эса t Т (бу ерда Т — йил ?^исобида }̂ и- 

собланган, изланаётган вак,т) да эришилган бу.-.син; 2у^ Бу
тенгликнинг иккала кисмини (/„ =  а тенгликнинг мое 1<;исмла- 

рига булиб, 2 =  ни :^осил киламиз, бу ердан лсгарифмлаб топамиз:

'/■ = ^  10 йил.
к 0,07
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'Пишу1 шароитлар кескии 

S паргаида, тутпб турувчи фак- 
юрлар туфайли усишнинг экспо- 

исициал 1̂ онуни са 1̂ ланмайди. 

Даражанинг уснши унинг бирор- 

та 1̂ 11Ймати билап чеклапади ва 

мапфлар сонининг уснш меха- 

IIII3MH ушбу дифференциал тенг- 

лама билаи 'Гасвирланад»:

-
f

V

1
г_

0

^ i - k y { b ~ y )

9- раем. 

(й>0, 0 < у  < Ь ),

()'j срда Ь у катталикнинг мумкин булган максимал 1̂ ий- 

матиин билдиради. Усишнинг

иисбий тезлиги энди узгармас булмай, балки у нинг чи- 

:м11̂ лн функцияси булади.
Бу дифференциал тенглама узгарувчилари ажраладиган 

тоигламадир. Узгарувчиларни ажратамиз ва тенгламанииг 

иккала 1̂ исмидан интеграл оламиз:

- k d t  ёки ..=  kt Н- С.
J tdb — v) 'уф--у)

А^аълумки,

JУ[Ь — У)
+

Ь — У)
dy =  -r- In

ь - у -

'Генглама ечими ушбу куринишда булади:

-In у In а =  kt.

бу ерда С = ---олииган.

)^оснл 1^илингап ечимни узгаргирамиз. Потеицнрласак,

=  ау^-^{Ь^-- у ) / ' ' ;

У = --- b k ^ '

Ъ -у  

у =  (а 1-
а+е

иа ни>^оят,

1+ае—bkf
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Бу тенглама билаи ашщланадпган эгри чнзш^ логистик 
эгри 4u3ut  ̂ дейилади. Ва1>̂ тнинг бошланрпч моментларпда 
у нинг 1^ийматлари Ь дан анча кичик булганда бу эгри 

чизи1  ̂ у — экспонента бнлан деярли устма-уст тушади, 
у =- Ь т  г/ == О тугри чизнклар логистик эгри чизи1у№нг

аспмптоталари булади. М  i nyi^Ta букнлиш nyi^ra-

сидир (9- расмга [<:арапг, у ерда а =  Ь =  1 деб 1^абул î h- 
лннган).

3- §. л ВА у ГА ИИСБАТАМ БИР ЖИНСЛИ ТЕНГЛАМАЛАР ВА 

УЛАРГА КЕЛТИРИЛАДИГАН ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМАЛАР

X ва у га нисбатан бир жинсли тенглама ^^гарувчи- 
ларнн алмаштнриш ёрдамида осонгнна узгарувчнларн алст 
раладиган тенгламага келтирилиши мумкин. Бир жинсли 
тенгламага таъриф беришдан аввал бир жинсли функция 
тушунчаси билан танишиб чиг̂ иш керак.

Агар f{x, у) функциянинг х ва у аргументларини их- 
тиёрий парамепгрга крпашпирганда функция щймати 
рзгармаса, f(x,y) 'функция ноль рлчовли бир жинсли функ­
ция дейилади.

Ноль улчовли бир жинсли функция f{x, у) ф(г/А') 
куринишда ёзилиши мумкин. )^аци1^атан, f(x, у) ноль ул­
човли бир жинсли функция булсин. t параметрни ихтиёрий 
танлаб олишимиз мумкинлигидан фойдаланиб, t -= IJx  дсй- 
миз. У  .̂ олда

fix, у) =  f(tx, ty) =  /(1, у/х) -= ^(у/х).

Лнтамлик, j(x, у) =  Hi LM булснн, у холда 
Х — У

fit., =  ̂  =  у),
tx— ty х — у

Демак, берилган функция ноль улчовли бир жинсли функция экян. 
Сурат ва махражни х га булиб, 1̂ уйидагини з^осил !<;иламиз;

i/) =  =

бу ерда ф(;/) =  (1 + и)/(1 — и).

Агар f{x, у) функция ноль длчовли бир жинсли функция 
брлса, у' =--f{x, у) тенглама х ва у га нисбатан бир 
жинсли дейилади. Шундай 1^илиб, бир жинсли тенгламани

у ' =  Ку!х ) (1)

куринишда ёз1ии мумкин экан.
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Агар f{x, у) функцияда х ва у узгарувчиларни мае ра- 
(luuida tx ва ty га алмашгтсирганда, бу ерда t — ихтиёрий 
штталик (параметр), га купайтирилган яна дша 
функция } о̂сил брлса, яъни

f{tx,Jy).-St^f{x, у)

шарт бажарилса, f(x,y) функция п улчоели бир "жинсли 
функция дейилади. п даража курсаткич функция бир 
жинслилигининг улчови (ёки даражаси) дейилади.

Бир хил улчовли бир жинсли М{х,у) 1за Щх, у) (})унк- 
цмялар 1^ат1шшган

M{x,y)dx-{ N{x,y)dy =  0 (2)

тснглама )^ам х ва у га ннсбатан бир жинсли дифферен­

циал тенглама булади.
(1) тенгламани, шуиингдек, (2) тенгламани у =  xz (бу 

с'рда г — ЯНГИ, изланаётгап функция) урнига 1̂ уйиш ёрда- 

мнда узгарувчилари ажраладиган тенгламага келтприщ

мумкии. y~^xz тенгликии дифферсициаллаймиз: — ~
dx

Z. (1) тенгламага у ва^'^ниш ифодалариии куя- 

миз; у }^олда

x p ^ 'r z  =  f{z), (3)

бу ердан л: ^  =  f(2) — г ёки диффарзн^и-галларда: xdz i-

1 - [2 —  f(z)] dx =  O .^y  узгарувчилари ахфаладигаи тсигла- 

ма. Унинг нккала i^hcmhhh x[j{z) —  z\ га булиб,

г ^  Kz) X 

ни }^осил 1̂ нламиз*, бу ердан

 ̂ +  In л: == In С.

* Булишпп бажариш XytO ва г — /(г) Ф  О бу.чгандагииа мумкнн-

лигипи начарда тутнш лозим. /(г) ~ z >;ол —. =  О тенгламага олиб
dx

келади, бу ердан 2  =  С ва у =  Сх. f(z).= г буладиган айрим ыу1̂ талар 
тенгламанинг махсус нуцталаридир. Улар з̂ а1̂ ида >;ам, х =  О 1̂ иймат 
;̂ я1̂ ида }̂ ам 7- § да суз юритиладн.
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(чхтнёрпй узгярмаснн ёзмай ту-

рамиз) десак,

F  (г) 4- In - ^  =  О ёки X =  ва ( 1) тенгламанинг

умумий ннтеграли узил-кеспл ушбу курннпшга эга булади:

х =  С е - ™ -  (4)
Дуйидаги

{у — x)ydx + хМу =  О

тенгламанинг умумий интегралини топайлик. у =  хг деймиз. У  ;^олда 
dy =  x d z + z d x  ва тенглама х̂  (г — 1} zdx +  x^(xdz +  zdx) =  О ёки 
zMx + xdz =  О куринишдз булади. Узгарувчиларни ажратамиз:

бу ердан

ln j r - - L ,=  C.
Z

у узгарувчига 1̂ айтмб, умумий интегралин топамиз:

\ n x - J L = ^ C .
У

Бундам танн^ари, г =  О 5̂ ам счим буладп, бу ердяп // — О пи .\о- 
сил 1\иламиз.

Ушбу
dy , (ах +  by +  с
dx Цд:+*)(/+Cl / ,

куринншдаги тенглама бир жинслн ёкн узгарувчилари аж- 

раладиган тенгламага келтнрилади. Бунинг учун х  ва 

у лар урнига янги «  ва у узгарувчиларни 1^уйидагича кнри- 

тамнз:

х =  и 1 а, </ =  У п- р.

Бунда а  ва р сонларни шундай танлаймизки, тенглама бир 

жннсли тенгламага айлансин. Бундай алмаштнрпшда d x ^  
=  du, dy == dv булиб, тенглама

^  __ г

du~~ ‘
аи + to + аа + +с

\ a i u  +  biv +  a + b f i  +  Cj

куринишни эгаллаг?ни учун бу р^уйидаги талабга тенг 
кучлидир:

аа -г Ьр +  с =  О, 

flia+ bjP  4  Cl =  O.J
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dy _  X + У — 3 

dx —X + // +  1

дифференциал тенгламанинг умумий интегралини топамиз: х = и а ,  
у и + Р деймиз; у >̂ олда dx =  du, dy =  dv ва тенглама

^  ^  » + t̂  + («  + P — 3) 

du — w + V + (— а + I)

курииншпи олади. а  ва [5 ни шундай танлаб оламизки, ушОу тенгла­
ма лар системаси уринли булсин:

(X -{- р — 3 =  0,

- а  + р+1 = 0,

яъни а  =  2, Р =  1 (тенгламалар системасиыинг илдизлари) деб оламиз. 
1\унидаги бир жинсли тенгламани ^^осил 1̂ иламиз:

du _  и + V

Утбу

dv —и + V *

и — (/Z деб, ЯН]и г уггарувчи киритамиз, демак, ^  =  м ^  + г. У
du du

)̂ олда

г =  1 +  2 г -г ^ ;
du — 1+Z du

{z — \)dz
1 + 2 г - г '

6у ердан

— -1 In I 1 + 2г — 2  ̂I — In I «1 =  — ^  In С, 

иЦ\ + 2г — г^) =  С, ёки и̂  + 2uv — v̂  = C. 

Олдинги X ъа у узгарувчиларга 1̂ айтиб,

( X  -  2)2 + 2(х ~  2)(у -  1) -  {у -  1)  ̂=  С,

ёки

д;2 + 2xy — y'̂  — Qx — 2y = Cj,

умумий интегрални >̂ осил 1̂ иламиз, бу ерда Cj =  С — 7.

Энди

^  3̂  — 4у — 2 
dx~  Zx — Ay — 3

дифференциал тенгламанинг умумий интегралини топамиз.

3.V -  4г/ =  г деймиз; у г̂ олда g  =  А  -  ^
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— 1 \dz =  dx.

ва тенглама куйидагн к^ринишга эга булади:

3 1 dz г — 2 . 4 
—— —  г-= --- еки — —
4 А dx г — 3 \г+1

бу ердан

4 in \ Z -1- 1 1 — г =  л: 4- 4С.

Олдинги у фуикцняга 1̂ айтиб, умумий пнтегрални топамиз:

In I Зл: — 4(/ + 1 1 =  X — г/ С.

Умумлашган бир жинсли тенглама. М{х, y)dx 4- 

+yV(x,y)dy=-= О тенгламада а  даража курсаткнчни у — г^ур- 
пнга цуйиш берилган тенгламанн х  ва z га нясбатан бир 

жинсли тепгламага айлантирадиган 1^илнб таилаш мумкин 

булса, берилгаи курннишдаги тенглама умумлашган бир 
жинсли тенглама денилади.

Айтанлик,

(х - 2i f  )dx I Зу" {2х -  (/■•*)£((/ -  О

тенглама бсрнлгап булсин.
Бу тенглама умум.чашгап бир жинсли тенглама эканлигнни текнт- 

рлмиз ва унн иптеграллаймиз.

У =  г'^ денлнк. У  холда dy— аг^~^ dz ва тенглама у1нбу кури- 
HiiMira келади:

{х 2 z ^ y ix  I '(2х~  z ^ )d z  -  0.

dx олдндаги купайтувчн бир жннолн функция булиши учуй (шу билаи 

бирга бмринчи даражали були1ии учуй, чунки бирннчи цушилувчи би- 
рпнчи даражали) 3 1 6 ули1иини талаб 1\нлиш керак, бу ердан а--1/3. 
dz олдидаги кунантувчн биринчи даражали бир жиислн фу1жция 
булиш-булмаслигинн текширамнз. Лгар а 1/3 булса, жавоб ижо- 

бий булади. Демак, у -■ урннга 1-;уйип1 берилган тенгламанн и,у- 
нидагн бир жинсли куринншга келтиради;

(х - 2z)dx 1 (2х - z)dz --- 0 .

Ry тенгламада г ~ их (ва мос равишда dz xdu \ udx) деб олиб, 
яна узгарувчинн алмаштнрамиз. К,уйидагини топамиз;

( 1  - u ^ )d x  I- (2 - t t )x d u  = 0

ёки узгарувчпларни алмаштнргандан сунг

dx и — 2

7 -du =  О-

Бу ердан

In I д: I -■ In I 1 1 -  In и -  1

еки
и +1

хЦи+ 1)̂  =  С{и~ 1).

= _ _  1пС9
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II г/х =  (/=*/jc булгани учун узнл-кесил 1̂ уйидагнпи топами.?:

{у-̂  +  t)=* =  C(i/f -  X).

1>ундан ташцарн, и =  ± 1, бу эса г =  +дс ни береди, бу ердан у =  

’ ±1^ X.

Г е о м е т р и к  м и с о л л а р

1- мисол. Уринма ости урнниш ну1^тасннпнг абсциссаси 

на ординатасннннг йнриндпсига тенг булган эгри чизиклар- 

II1I топинг.
Е ч н л и ш н. Масала шартидан ушбу дифференциал 

тенгламани тузамиз:

у

Г'ки дифференциалларда ёзилса,

ydx = { х  -\- y)dy.

Бу тенгламада у =  xz алмаштирип! эмас, балки х =  

•= у2 алмаштирип! бажариш цулайдир. У )<;олда dx =  ydz +

1 zdy ва тенглама

у{у dz-\-zdy) =  у{г -\-\)dy\ ydz =  dy, dz =  ^

курннишга келадн. Бу ердаи 2 =  In г/+  In С; у =  Сё‘ . 
Умумий ечим у =  эгри чизи1^лар оиласидан иборат.

2- мисол. Айлании! у1^ииипг О ну1^тасига жойлашти- 

рилгаи ёрурлик манбаидан чиь^адиган ?^амма нурлар реф­

лектор кузгусидан бу yi^i^a параллел булиб 1^айтиши учуй 
рефлектор кузгусини к;айси айланиш сирти буйича силлн!^- 

лаш керак (10- раем)?
Е ч и л и ш и.* Изланаётган айланиш сиртининг ме- 

ридиан кесимини оламиз. Координаталар марказини О 
иу1^тада танлаймиз, Ох yi'̂ HH эса айланиш уки буйича 

йуналтирамиз. Агар Ох yi-̂  билан эгри qnsni'^HHHr М(х\ у) 
пу1<;тасига утказилган А Т  уриима орасндаги бурчакни а 
ор1^али белгиласак, у .^олда масала шартига кура: 

A-SM T =  a. Иккинчи томондап, бурчаклар тушит бурчаги 

(Z-OMN) ва ь̂ айтиш бурчаги (Z-N M S) пи я /2 га тулдирувчи 

бурчаклар булгани сабабли /-О М А  =  /LSM T  ва бунда;! 

/-ОМ А =  а. Шундаи 1у1либ, О A M  учбурчак тенг ёнли ва

* Бу масалани бош?;ача ечиш мётодини 6- §, 1- мисолдап (81, 85- 
бетлар) царапг.
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АО — о м .  Чизмадап: АО =  А Р — ОР =  у1у ' — х, ОМ =
ани

(6)

=  У  л* +  £/*, натижада ушбу дифференциал тенгламани 
}^осил 1^иламиз:

У

ёки дифферсициалларда ёзсак,

ydx —  {x +  У х^  |-г/2 )dy = 0.

Бу X ва у га нисбатан бир жинсли тенглама. х =  yz ва мос 
равишда с1х =  zdy +  ydz урнига 1̂ уйиш ёрдамида бу тепг- 

ламаии узгарувчилари ажраладиган тенгламага келтира- 

миз;

y{zdy \ ydz) =  y{z \- У \ -  \ )dy ёки ydz =  У ^ ^  ]- 1 d у, 

бу ердан 

dz,____ =  — ёки In {z Уг^ +  1 ) =  In (/ InC,
УгМ  1 I/

яъни

С*
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Иррациопалликни йу1^отиб, бу тепгламани соддалаш- 

тирамиз:

У _гУ=-1/гЧТёкй  
С I С

Эски X узгарувчига к^айтиб, 1 ^уйидаги умумий интегрални з^осил 
1^нламиз

С
г/’ -  2С (7)2

бу симметрия yi^H Ох yi^ билан устаа-уст тушадиган, пяраметри р = С  
булган ва учи координаталар бошидан чап томонда С/2 масофада ёта- 
диган параболалар оиласидир. Демак, айланиш сиртлари айланиш пара- 
бо.теидляри б^либ, уларнинг

У' +  г̂
/  С \  

=  2С(. + - ]

тенгламалари маълум 1 ^оида буйнча ни г/* +  г’ ор 1 ^али алмаштириш 
буйича хосил булади.

Агар кузгунииг диаметри d ва чук;урлиги h берилган булса, пара- 
С d

бола тенгламасидан x +  —  = h, ( / =  —  деб, С нинг 1 ^ийматини

апи1^лаш мумкин; С = — , у >^олда парабола теигламаси у* =
8Л

\ , „ , .
' - ^ + —  (хусусии интеграл), аиланиш параболоидининг тенгла- 
4Л \ 16ft'
маси эса ,  , ,  d V  -

булади.

4- §. Биринчи тартибли чизицли тенгламалар ва уларга 

келтириладиган тенгламалар

Агар дифференциал тенглама изланаётган у функция ва

tjHUHZ хосиласи ~  га нисбатан чизиг^ли {яъни биринчи да- 
dx

ражали) булса, бундай дифференциал тенглама чизи/^ли 
тенглама дейилади. Биринчи тартибли чизи1^ли тенглама- 

иннг умумий куриниши:

% -\-P {x )y  =  Q{x). (1)

Агар тенгламанинг унг томопи Q{x) =  О булса, (1) тенг­
лама чизицли бир жинсли*, акс ?^олда эса бир жинсли бул- 
маган тенглама дейилади.

* Чизи 1 ^ли бир жинсли тенгламани х ва ty тй нисбатан бнржинс* 
ли тенглама билан аралаштириб юОориш керак эмас. «Бир жинсли»- 
тсрмини чизии;ли тенгламага татби1^ан шунинг учун хам нулланилади- 
кн, у ' +  Р{х)у ифода у ва у ’ га нисбатан биринчи улчовли бир жинс- 
лн функциядир.
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Adi.'iii.iiiiK, (1) тенглама бир жннсли булмасин, яъни] 

С'(л) /  О булснн. 15у тенгламанн иптеграллашнинг икки усу-1 
ЛИНН келтирамиз; урнига к;уйиш усули ва ихтиёрий узгар- 

масни вариациялаш усули. Бир жинсли чизи1^ли тенглама' 

булган )^олни ало)^ида i^apa6 чи1^иш шарт эмас, чунки 

QU) =  О булганда (1) тенглама айни вз1^тда узгарувчилари 

ажраладиган тенглама булади.
У р н и г а  1 ^ 5 ? й и ш у с у л и .  (1) тенгламада у =  uv 

деб узгарувчини алмаштирамиз. Бу билан у урнига изла- 
наётган янги узгарувчи, масалаи, и ни киритган буламиз. 

Шу сабаблн иккинчи узгарувчи v ни ёрдамчи^узгарувчи 

деб к,араб уни уз хо;^ншимизга кура танлашимиз ?мумкин. 
Келгусида шундай i-^илинади }^ам.

-- пи хисоблаб, у ва’ ^  нинг и m 'v  оркали ^ифода- 
dx dx

ларини (1) тепгламага келтириб 1^уямиз;

dtj - du , dv 

булгани учун, тенглама ушбу куринишга~келадн:

■du I
V  - -  4 и  

dx
I  (2)

Ёрдамчи узгарувчи v ни ихтиерий танлаш мумкинли- 

гидан фойдаланиб, уни урта кавс ичидаги нфода нолга 

айла надиган килиб оламиз, яъни

^£-]-P(x)v=-0 (3)

булишиии талаб 1^иламиз.
Бу узгарувчилари ажраладиган тенглама. Унинг 

иккала кисмиии v га булиб ва'йл: га купаитириб, 1̂ уйида- 

гини ?^оснл и^иламиз:

f - ] P i x ) d x  =  0. 

бу ердан ннтеграллаб куйидагини тонамиз:

1п о  !- j  P(x)dx =  ln C

ёки

(4)
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ч iimir бу ифодасиии (2) тенгламага к,уйсак, и учуп 

f II мруичилари ажраладнган тенгламани ?^осил 1̂ иламиз:

c r ' ' ’“ s = Q ( ^ ) .  (5)

crp(x)dx
liy тепгламанинг иккала i^hcmhhh г  га купайти-

рлмиз: 

rty ердан

Cdu =  Q{x) е dx.

и — Cl • '(6)

(6) ва (4) формулалар и ва v нинг х оркали ифодасини 

riopaflii, у нинг X га богланишини топишимиз кераклигидан 

ЦП у =  UV булгаин учун (1) чизикли тенгламанинг умумий 

('чнми узил-кесил куйидаги куринишда ёзилади:

— Г P(x)dx Г Г f P(x)dx 5
у =  е • }Q (x )e^  d x - \ C , .  (7)

(3) тенгламани интеграллашдан ?!;осил булгаи ттхтиёрий 

С узгармас и ни v га купайтиришда 1^ис!^ариб кетганинн 

кайд 1^илиб >тамиз. Шундай булиши х;ам керак эди, чунки 
биринчи таотибли тенгламанинг умумий ечими фа1^ат битта 

ихтиёрий узгармасга эга булиши керак. Буни олдиндан 

бнлган ?^олда (4) ечимда олдиндан С =  1 деб олиш ва (3)
-  I Pix)dx

тенгламанинг умумии ечими урнига v =  e хусусии

ечимини олиш мумкин эди, амалда одатда ана шундай i^h- 

линади.
Бу ерда курнб чицилган урнига цуйиш усули битта (1) 

чизикли тенгламани интегпаллаш масаласини узгарувчи- 

лари ажраладиган иккита (3) ва (5) тенгламаларнинг ечим- 

ларини излашга олиб келади.

Масалаи, урнига 1^уйиш усули ёрдамнда 

у ' — ау =
чизи1^ли тенгламанинг умумий е'п^ыипи топанлик. uv деплик: у 5 5 0 л- 

да г/ = vu' +  да' ва тенглама

VU -1 u{v' — т )  =  

куринитга келади. г '—  ау = О булишшш талаб 1^мламил. Узгарувчи- 

ларни ажратиб, —  — аЛл: =  О ни з^оснл IVlллмИJ, бу ердан и = С с " '' '
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Ю)^орида айтиб утилганидек, и = e“  хусусий ечим билап чекла- 
ниш мумкин. V  НИН г ифодасини алмаштирилган тенгламага р;уямиз: 

ёки rfx, бу срдан: агар 6 а булса, и =

=  ̂ +  С, 6 = а булса, и л; + С .  Маълумки, у  ^  u v ,  у
j,x

?;олда умумий ечим Ь ф а  булганда у  = + Се“ , 6 == а булганда

эса у  =  { х +  С )  куринишда :̂ осил булади.

И х т и ё р и й  у з г а р м а с н и  в а р и а ц и я л а ш  

у с у л и. Бир жинсли булмаган (1) тенгламашшг (Q(x)^O) 

ечимини излаш урнига дастлаб унга мос бир жинсли

| + Р ( .г ) у  =  0 (8)

тенгламани ечамиз, бу теиглама узгарувчилари ажралади- 
ган тенгламадир. Унинг умумий ечими:

=  С е ' I (9)

Шуниси ани 1̂ ки, ифодасида С ихтиёрий узгармас булган 

бу функция бир жинсли булмаган тенгламанинг ечими 
була олмайди. Дар^икатан, уни узининг >^осиласи билан 

биргаликда (1) тенгламага т^уйилганда у тенгламанинг чаи 
томонинн айнан нолга тенглаштиради, унг томони Q{x) 
эса нолга тенг эмас. Шуидай булса-да, агар С ии ихтиёрий 

узгармас деб эмас, балки х нинг бирорта С=С(х) функция- 
си деб 1̂ арайдиган булсак, у >^олда С {х) функцияни шун- 

дай танлаб олиш мумкин эканки, (9) функция бир жинсли 
булмаган (1) тенгламанинг ечими булиб крлар экан.

С{х) фуикцияии тониш учуй у =  С{х)е фуцк-

циянинг хосиласини хисоблаймиз, у ва — нинг ифодалари-
d x

пи (1) тенгламага 1̂ уямиз ва тенглама т^аноатланишини, 

яъни айниятга айланишини талаб 1̂ иламиз.

булганлнги учуй (1) тенглама ушбу тенгламага утади:

г  ^ Q (x )  (10)
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(У1)тадаги иккнта узаро 1^ис1^ариб кетди). Биз япа уз- 

гарувчилари ажраладиган ва номаълум функцняси С{х) 
булган тенгламани )^осил р^илдик. Унинг умумий ечимн:

С{х) =  j  Q{x) J  dx  -1- Cl-

C{x) НИНГ топилгаи ифод;асшш (9) тенгликка {^уйиб, бир 

жписли булмаган (1) тенгламанинг изланаётган ечимини 

япа (7) куринишда >;осил 1^иламиз;

_  Г P{x)dx
г/ =  е Q{x) dx г Cl J ’

Бу усулнинг номи ихтиёрий С  узгармасни х нинг функ- 

И11ЯСИ деб р^араб, у ни вариациялаганимиздан (узгартирга- 

пимиздан) келиб чш^ь^ан.
Бу усул урнига 1̂ уйиш усули каби (1) чизи1^ли тенгла­

мани узгарувчилари ажраладиган иккита (8) ва (10) тенгла- 

мага келтиради.

Масалан, ихтиёрий узгармасни вариациялаш усули ёрдамида 

dy
— yctg  д: =  a s in  дс

чизш^ли тенгламанинг умумий ечимипи топайлик.

dy
Дастлаб чизиь^ли бир жинсли ^  — г/ ctg ;с =  О тенгламанинг уму-

ммЛ ечимини топамиз. Узгарувчиларни ажратиш бу тенгламани —  —

dgxdx = Q куринишга келтиради, бу ердан 1пг/— In sin л: = ' In С 
па г/- С sin X. Бу ерда С =  C(x) деб, С ни вариациялаймиз; бунда 

dy dC{x) dy
I/ С(х) sin л: ва ^  ^  sm х +  С[х) cos х. Энди у ъа нинг

1 1 (1юдаларинн берилгаи тенгламага 1^уямиз:

sin X -f С{х) cosx -С(х) sin л: ctg =  я s in д:

i'KH соддалаштиришдан сунг, dC(x) =  adx, бу ердан С{х) ах +  C j. 

Imp жинсли тенглама ечимига С{х) нинг ифодасини 1^уйиб, берилган 
генгламанинг умумий ечимини ;^осил циламиз;

у = (ах +  Cj) sin X 

у НИ (7) формула буйича ани{^лашда P(x)dx ва
Г f ^ { x ) d x
j  Q{x)e dx ани!^мас интеграллариинг j^ap биридаги
Гюшланрич функциялардан бирини олиш керак, чунки улар- 

га ихтиёрий узгармасларни 1^ушиш фар^ат ихтиёрий узгар- 

мас C l нинг [^ийматини узгартиради, бу эса дифференциал 
генгламанинг умумий ечими учун му;^им эмас.
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1

Айрим 5^олларда (7) формулада апицмас интегралларпи 

ю1^орн чегараси узгарувчи булган аниь  ̂ интеграллар билаи 

алмаштнриш к;улайдир. Бундай алмаштиришда (7) фор­
мула ушбу курииишни олади:

X. t
— J P(t)dl г  X J P(u)du

г у = е * “ Л Н - C i . (11)

-i.
бу ерда .Vo пхтнёрий, биро1^ тайин сон. Агар л: =  аГд да 

У =  Уо бошлацгич шарт берилса, C i пинг 1^ипматтт auniv 
лаш мумкин. Че1'аралари бир хил булган анн(^ интеграллар 

нолга тенг булгани учун == уо ва чизи1^лп тенгламанинг 

У\х=х, ~  Уо бошланрнч шартни 1^аноатлантирувчи цуйн- 

даги хусуснй ечимини ^^осил к;иламиз:

X t
- \ P U ) d t  

X,
X j  Р  (и) du -

у = е  г/о-|“ ]’ QWe"» dt • (12)
io

Агар чнзи1'^лн тенгламанинг битта хусусий ечими у — 

=  yi{x) маълум булса, у ;^олда умумий ечнмнн 

формула буничл топиш мумктг. 

Лак,И1^атан, (1) тенгламанннг ечими булган у  =  У\{х)  
функция бу тенгламаии 1^аиоатлаитиради, Я7.пи yni6y ай- 
ният уринли булади:

У[ \ P { x ) У l - Q { ^ ) ■

Ьy айниятнииг иккала кисмипи (!) тепгламапиш' мос 
1\исмлар |[да п а ii ир ам из:

{ У - У \ )  \ Р {х){у  yi) -̂ Q

ски

{ у ~ у \ ) ^ -  Р{х) (у ~  0.

Бу узгарувчиларп ажраладиган тенглама булиб, у 

куринишга келтирилади, бу ердан

Щ у -  yi) =  j P(x)dx f  In С.
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Лимобарин,

у==у,{х) Ч

Лгар чизнь^ли тенгламанинг узаро пропорционал бул- 

Miiiaii нккита у-̂ {х) ва у<̂ {х) хусусий ечими маълум булса,
V ,\()лда умумий ечимии бевосита ушбу формула ёрдамида 

loimiii мумкин:

y —  yi{x) =  C {y^ {x)~ yJ,x)\.

\а1^икатан з^ам, агар у^{х) (1) тенгламанинг ечими булса, 

у ,\()лда ю1^оридагига кура умумий интеграл

курннишда булади.
Бу интегралда барча хусусий ечимлар, жумладан, уму- 

мип интегралдан ихтиёрий С узгармаснинг ани1^ 1^ийматида, 

масалан, С =  да з^осил буладиган у =  y^ix) иккинчи 

••чим }̂ ам булади. Демак, ушбу айниятга эгамиз:

У2[х) —  =  С^ё~ ^

Умумий интегралнинг иккала 1^исмини бу айниятнинг 

итишли 1^исмларига булиб, цуйидагига эга буламиз:

У -  уЛх)
Уг(х) — уЛх) С ,

1КИ C/Cj ни с  га алмаштирсак,

У -  УАх ) ^  С [у 2 (х )у ,(х )1 .

Ьсрнулли тенгламаси. Бернулли тенгламасининг уму- 

Miiii куриниши:

t - \ P { x ) y  =  Q {x)y ', ( 13)

Tiy орда п =  const, п =  О да Бернулли тенгламаси чизир^ли 

к'игламага айланади; л =  1 да узгарувчилари ажралади- 

IMII тенглама булади, чунки уни

|  +  [ P W - Q W ] ^  =  o

куринишга келтириш, ва бинобарин, узгарувчиларни аж- 

ратиш билан интеграллаш мумкин.

Келгусида п ф  1 деб фараз к^иламиз.
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Бернулли тенгламасипи тегишли урнига г^уйиш орр^али ' 

чизи1^ли куринишга келтириш мумкин. Бунинг учун тенг- 

ламапинг иккала кисмини г/" га буламиз:

у>‘ dx ' г/"

2 дейлик. у ^олда (1 ^ п) =  %  ва Бернул­

ли тенгламаси ушбу куринишга келади:

(1- П )Р (Х )2 ^  ( Ь  n)Q{x).

Бу номаълум функцияси г булган биринчи тартибли 

чизи1^ли тенглама; уни урнига 1̂ уйиш усули ёки^ихтиёрий 
узгармасни вариациялаш усули билан интеграллаш ва г 
ни X КИНГ функцияси сифатида топиш мумкин. Тескари 
алмаштириш (z ни га) бажариш ор1^али дастлабки у
узгарувчига ь а̂йтиб, Бернулли тенгламасининг умумий 

интегралини з^осил 1^иламиз. Ундан таии^ари п >  О бул- 
ганда у =  О функция исталган Бернулли тенгламасининг 

ечими булади.
Ю1^орида айтилганлардан бу усуллардан исталган би- 

рини Бернулли тенгламасига оралиц этап — уни чизщ^ли 
куринишга келтиришга з^ожат 1^олдирмай, бевосита 1̂ ул- 

ланиш мумкинлиги келиб чи1^ади.

Ушбу

dx̂  x V  »

Бернулли тенгламасининг умумий интегралини топайлик.
Тенгламанинг иккала 1^исмини (/“ га булиб, 1̂ уйидагини з^осил 1̂ и- 

ламиз:

J  3
у'Ых X  у ^  •

1 ,  \ dy йг ,  .
—  =  г деб оламиз; у } о̂лда — ^ Ы х °"Т х  тенглама ушбу ку­

ринишга келади:

йг 3

Бу чизи1̂ ли тенгламани вариация усули билаи иитеграллаймиз. Бир

жинсли +  — г =  О тенгламанинг умумий ечими: г =  Cjx^. By ерд« 
й х  X

с  =  С(х) деб, 1^уйидагини ;^исоблайыиз:

йг йС(х) 1 __ ЗС {х) 
dx~  dx X» ~  X*
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11Л чизи1̂ ли бир жинсли булмаган тенгламага 1̂ уямиз: 

dC{x) 1 

л:*dx 4 X»
(>Kii dC{x) = хЫх, бу ердан С{х) = x’’j7 + Cj, бинобарин, бир жинсли 
П^лмаган тенгламанинг умумий ечими г =  + Cjx^ булади. г нн 
1/(/ билан алмаштириб, 1̂ уйидагини >̂ осил 1̂ иламиз:

1 Cl txi \
у  =  у - Ь ^ е к и  r / l y + Ci

Физикага дойр мисоллар

1-мисол. ( Э л е к т р  з а н ж и р и д а г и  у т и ш  п р о ­

ц е с с  и .) Индуктнвлик запж ирн да утиш процесси  содир 

Г)^'лади. L  ипдуктивлик ва R  актив 1>;аршилик —  узгармас- 

Д|||). и кучланиш  t вактнинг функцияси  сифатида берил- 

i;m : и =  f{t ). Бош ланрич ток ц  га тенг.

i токиинг t Bai^Tra борланнш ини топинг. Ж умладап , 

и «о =  const булган }^олни i^apad чнь^инг.

Е  ч и л и ш и. Занж ирд аги  i ток вак^т утиши билан уз- 

(лргани ва L  индуктивлик мавжудлиги туфайли узиндук-

цияиинг е  ̂=  —  L  ^  э. ю . к. }^осил булади. К ирхгоф  1^ону-

imi a к ура  занж ирдаги  кучланиш  пасайиши R i  э. ю . к . лар

Пнгиндиси U —  L —  та тенг. Шундай к;илиб,

u - L §  =  m

I'UII

L § + m  =  u. ( 14)

Г)у биринчи тартибли чизи!^лп диффере 1щиал тенглама. 

II 1111 f {t) билан алмаш тириб ва тенгламанинг иккала 1^ис- 

ммпи L  га булиб, 1̂ уйидагинн ;^осил 1у 1 ламиз:

!(t)

l iy  чизи 1^ли тенгламанинг / =  О да i =  бошлангич 

шмргни [^аноатлантирувчи хусусий ечими [(12) ф орм улага 

|,|||);ц|г]

1 = ё

фупкцнядан нборат  булади. 

г.*

(15)
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f{t) =  «о == const булганда

( 16)

6

ёки ^  1) булганлиги учун

/ =  ^  +  (17)й̂— R\ /

t НИНГ усиши билан купайтувчи камаяди ва би-

рор Bai^T оралиридан сунг процессии амалда 6api^apop деб 

:|^исоблаш мумкин, бунда ток Ом к,онуни буйича ани1^ла- 

нади;

щ.
R

Агар г'о =  О десак, занжнрнинг у л а н и ш н д а г н  

ток учун формула }^осил '1^иламиз;

(18)

(18) тенгликдан куринадики, i ток батарея улангандан 
сунг Ом к^онуни билан ани1^ланадигаи u^jR к^ийматгача 

усиб етади, чуики туташув экстратоки деб аталувчи

ih ток жуда тез камаяди ва амалда тезда сезиларсиз
н
булиб 1^олади деб ;^исоблаш мумкин.

Агар г/о =  О десак, заижириинг узилишидаги с у и и ш 

токи формуласини г^осил 1^иламиз:

i =  (19)

Занжирда кучланиш булмаганда фак;ат узиндукциянинг 

Электр юритувчи кучи таъсири натижасида занжирда ута- 

диган бу ток узиш. экстратоки дейилади. t усиши билан 
у нолга интилади.

Узгармас L jR  катталикни занжирнинг вах̂ т доимийси 
дейилади.

Куриб чи1^илган масалалар туташиш ва узилиш кетма- 

кет жуда тез содир булганда, масалан, телеграф ало1^асида 

му}^имдир.

Ток манбаининг кучланиши u =  Esm ()}t синусоидал 

1^снун буйича узгарадиган )^ол (масалан, RL- занжир 

узгаруЕчан тек л^акбаига уланадиган }^ол) алох^ида дивдат-
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I а сазовордир. Бу ?^олда (12) формулага биноан 1^уйидагига 

•■)1'амнз;
t \

(20)
\ о

I

I’o +  I* sin COT dx

К,уйидагини текшириб куриш осон: 

sin сот dx

Шунинг учун

sin ®т dx =  sin сот -  cos сот

I.

[ sin сот dx =

(02L2+ ;?3'
coL̂  \ . coL*

, COS СО̂  +0)2L2+ R2.

на бпз токнинг Bai- r̂ra борланишини ушбу куринишда }^осил 

l^ l̂lлaмиз:

coLfi \
■ C02L2+ /?2 j

X  COS(Ot.

RE
Q)2L2+ R* 

(21)

sin со/ —
CO L E  

CD>Z.*+ R* X

купайтувчи t yea борган 

caiiiiH  тез камаяди, шу сабабли бу 

([юрмуладаги биринчи 1^ушилувчи 

|\|1С1̂а Bai^T оралиридан сунг i катта- 
ликпи ани1^лашга амалда таъсир 

курсата олмайди. 1^олган иккита цу- 

тилувчининг йириндиси и кучланиш- 

IIII и г (О частотаси каби уша со час- 

кггали, бироц бош1^а амплитудали ва 

гютк^а фазали синусоидал катталик- 
даи иборат: шу билан бирга у ig бош- 

лпигич токка борлиц булмайди. Бу 

Ц|к барщрор ток дейилади.

2-мисол ( а р к ; о н н и н г  с и р -

II а II и III и). Api^OH стол устида 

| |||бди (11- раем), унинг учларидан 

Гр11|)и стол устидан а  масофада булган 
111лл1и̂  блок ор1^али утказилган. Бош- 

лтпич моментда 2а узунликдаги ар-

"̂ 77777777̂ ^7̂

I
2о(

11- раем.
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цон булаги блокнинг нариги томонида эркин осилиб ту- 

рибди. Ар1^оннинг бу учининг }^аракат тезлиги и ни s йул- 

га борли(^ равишда топинг, бундай )^аракатда иш1^аланиш 

царшилиги тезлик квадратига тенг, бошланрич тезлик эса 

нолга тенг деб 1^абул к^илниг.
Е ч и л и ш и. Агар блокни йулнинг санок; боши си- 

фатида танлаб олсак ва Os у^ни пастга йуналтирсак, Нью-

тоннинг иккинчи 1^онуни =  F  бизнинг ?;олда ушбу

дифференциал тенгламага олиб келадн:

(s +  a ) ^  =  (s — а)я  — I'*.

бу ерда g  —  орирлик кучи тезланиши.
dv dv ds dv „

булгани учун тенгламани 1^уиидагича

ёзиш мумкин:

(22)dv

Бу Бернулли тенгламасидир (п =  — 1). Ушбу t )®=z
dv 1 dz

урнига цуииш ва мос равишда v—  =
ds  ̂ dsj

зиь^ли куринишга келтирамиз:

билан уни чи-

dz
ds'

2g(s -  а).
s + аs + а

Бу тенгламанинг умумий ечимини (7) формула буйича 

топамиз:

Бироц

J S + а 

ва шу сабабли

s — a 21n (s+o) s

(s+a)2 2g
/ <1̂̂

- a ^ s +  C

s =  2a да w =  0 бошланрич шартдан С — — iga /̂3 пи 

топамиз, натижада хусусий интеграл ушбу куринишда бу- 

лади:
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d̂ s в .
^ ,  =  |  =  const.

1\авс ичндаги ифодани купайтувчиларга ажратиш мум- 

кии:

х' — З Л  ~  2а® =  S® — 2as* -1- 2as* — 4a^s +  — 2a® =  

s\s —2a) +2as(s— 2a) ^  a \s —  2a) =  (s — 2a) (s +  a)'®, 

шупдай i-̂ илиб, V ни s га борлиц з^олда }^осил 1\иламиз:

(23)

)<;аракат текнс тезланувчаи эканлнгини исбот циламиз. 

1>унннг учун }^осил цилннган тенгликнинг иккала томонини 

киадратга кутарамиз ва t буйича дифференциаллаймиз. 
11атижада

г, dv 2eds ds dv d̂ s
2 " Д — h r - i n - "  “  Л  = a - '

шуиинг учун

dt^''
тупи исбот р^илиш керак эди.

Г е  о м е т р и к  м и с о л л а р

I- мисол. л (а; а) ну1^тадан утувчи ва 1^уйидаги хоссага 

■и а булган эгри чизш^нинг тенгламасини тузинг; агар эгри 
Ч11зи1-̂ нинг Р М  ординатали исталган М{х] у) ну1^тасидан Оу 
J'lViHHr Т  ну{^таси билан кесишгунча уринма утказилса, 

ОГМ Р  трапециянинг юзи узгармас булиб, га тенг бу- 

лади (12- раем).

L ч и л и ш и. Трапеция юзи 5 =  9- - ^—— ■ ОР формула

Оуйича ани1^ланади. О Т =  у — ху\ РМ  =  у ва ОР =  х  
оулгани учун дифференциал тенглаыа цуйидаги куринишда 
Оулади:

{2у -  х у ')х  =  2а̂
Н \ \

=  (24)

Бу чизи1^ли тенглама. Унинг умумий ечимини (7) ф ор­
мула буйича топамиз:

. -21п X
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г

бу ердан

у =  х ‘

бинобарин,

- 2 а М ‘$ + С еки у ■■

Умумий ечимга х =  а, у — а бошланрич шартни 1̂ уйиб, 

С  1/(За) ни топамиз, у ^^олда изланаётган эгри чизи1^ 

тенгламаси ушбу куринншда булади:

(25)

2-мисол. Эгри чизицнинг исталган М(х', у) ну1^тасининг 

ОМ  радиус-вектор и ОМ, шу ну1^тадан утказилган М Р  
уринма ва Ох yi^ }^осил 1^илган учбурчакнинг юзи 2 га тенг. 
Эгри чизиц Л (2; — 2) ну1^тадан утади. Унинг тенгламасини 

топинг (13-раем),

Е ч и л и ш и .  Учбурчакнинг юзи 5^= - ^0P .M iV  форму­

ла буйича топилади, бу ерда M N  *=у сон М  ну1^танинг ор-
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диматаси ОР =  д; — Дифференциал тенглама ушбу ку- 

рииишга эга:

У\ У =  4
I'KII

(26)

Бу у аргументнинг номаълум х  функциясига нисбатан 

чи:1и1<̂ ли дифференциал тенглама. Умумий интегрални (7) 

(|>ормула буйича топамиз:

г/ . _ \ /2,'П г/ (- 4 dy +  С ёки

X =  2 да у =  — 2, демак, С  =  — 3/2. Натижада эгри 

•11131ЩНИНГ изланаётган тенгламасини ушбу куринишда 

,у)снл 1^иламиз:

Зг/2 ]̂- 2ху —  4 0.

3- мисол, Координаталар бошидан утувчи шундай эгри 

чизш-̂  тенгламасини тузингки, унинг нормалининг эгри 

чи:>ик, исталган нук,тасидан Ох увдача булган кесмасининг 

уртаси у̂  =  ах параболада ётади.
Е ч и л и ш и .  Эгри чизи1^да ихтиёрий М (х; у) nyi^ra 

оламиз. Эгри чизи1^нинг М  нуг^тасига утказилган нормал- 

иииг Ох у}  ̂ билан кесишиш ну1^таси х +  уу' на О коорди- 

м.паларга, нормал кесмаси М Р  нинг уртаси N  эса Xĵ  =

д ;+ ^ ' ъ а у ^ = —  координаталарга эга. N  нуцта у̂  =  ах 
2 2

параболада ётганлнги учун унинг координаталари нара- 

Гюла тенгламасини 1^аноатлантиради; натижада

yji\
2

еки

У 2а у (27)

Дифференциал тенглама тузилди. Бу Бернулли тенгла- 

мисидир (д =  — 1). Уни 2уу'— — 4л: куринишда 1̂ айта

tMi»MH3 ва =  Z деймиз, мос равишда 2у у '=  г ' . Тенг­

лама чизи1^ли куринишга келади;

"г
2' - -  = - 4х. а
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Унинг умумий ечимини (7) формула буйича ёзамиз: 

Сунгра

f хё-^'^ d x =  -  ахе-^К  ̂-

булгани учун

еки

I/* =  4ад; +  4а* +

л: — О да г/ =  О бошланрич шартдан С  =  —  4а* ни топа- 

миз. Эгри чизт^нннг изланаётган тенгламаси ушбу кури- 

нишда булади:

у® =  Аах +  4а* (1 —

5-§. ТУЛИК ДИФФЕРЕНЦИАЛЛАРДАГИ ТЕНГЛАМАЛАР. 

ИНТЕГРАЛЛОВЧИ КУПАЙТУВЧИ

Агар

M {x ,y )d x  +  N{x, y )d y ^ O  (1)

тенгЛаманинг чап томони бирорта U{x, у) функциянинг 

тули1^ дифференциали, яъни

М{х, y)dx +  N{x, y)dy =  dU{x, у)

булса, (1) тенглама тули/  ̂ дифференциаллардаги тенглама 
дейилади. Бу :^олда уни 1^уйидагича ёзиш мумкин:

dU(x. у) =  О,

бу ердан интеграллаш билан т^уйидаги умумий интегрални 

^^осил 1^иламиз:
U{x, у) =  С.

Масалан,
2xydx +  (л;® — 2y)dy =  О

тенгламанинг чап 1^исми U{x, у) =  х^у —  г/* функциянинг 

тулИ1  ̂ дифференциали эканлигини куриш осон. Шунинг 

учун тенгламани

d(.^^y —  у^ ) - 0  
куринишда ёзиш мумкин, бу ердан

x h j- ф ^ ^ С  

умумий интегрални топамиз.
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Пу фактдан биз китобнинг кириш к,исмидаё1^ фойдалан- 
1,111 ЭДИК. К,уйидаги саволнинг юзага келиши табиий: 

и,;111дай шартларда (1) тенглама тули!^ дифференциаллардаги 

dU{x, у) =  О тенглама булади ва U{x, у) функция 1 а̂ндай 

топнлади? К,уйидаги теорема бу саволга жавоб беради. 

Теорема. Ушбу

М{х, y)d x-]-N {x, y)dy (2)

(Ькрференциал ифода (бу ерда М (х, у) ва N (x, у) функ- 
циялар хОу текисликнинг D  соз^асида аниг^ланган ва уз­

лу ксиз б^либ, узлуксиз ва - ^ -^ хусусий }̂ осила~

ларга эга) бирорта U(x, у) функциянинг т ^лщ диффе­
ренциала б^лиши учун D  со){анинг барча нуг^таларида

т _ д Ы
дц ~  дх

шарт бажарилиши зарур ва етарлидир.
И с б о т и. Дастлаб бу шартнинг з а р у р и й л и г и -

II н исбот 1^нламиз. Бунинг учун шундай U{x, у) функция 

мавжудки, унинг учун

d U ^ M ix ,  y)dx +  N(x, y)dy

булади деб фараз 1^иламиз ва (3) тенглик уринли булишини 

исбот 1^иламиз. U{x, у) функциянинг тули1^ дифференциали

dx +  ифода булади. У  (2) га тенг булгани сабабли

исталган dx ва dy учун уриили булган

М (х, y)dx f  N{x, y)dy =  ^ d x - \ - ^ ~ d y

пйииятга эга буламиз. dx ва dy олдидаги купайтувчиларни 

т.'и^ь^ослаб топамиз:

М(дг, ! , ) = | ' ’

Биринчи тенгликнинг иккала томонини у буйича, ик- 

киичи тенгликни л: буйича дифференциаллаймиз, натижада:

дМ  ВРМ дМ дЮ

ду дхду дх дудх 

знинг те

дсган хулосага келамиз.

75

www.Onbita.Uz kutubxonasi

http://www.Onbita.Uz


Энди теоремадаги шартнинг е т а р л и л и г и н и  ис- 

ботлаймиз. Бунинг учун (3) шарт бажарилган деб фараз 

1^илиб, (2) ифода бирорта U{x, у) функцнянннг тулт-^ диф- 

(^ренциали булишннн, яъни

(4)
тенглик уринли эканлигини исбот 1^иламиз.

Бу билан масала хусусий )^осилали иккита дифференци­

ал тенгламадан иборат (4) системани 1^апоатлантирувчи 

и{х, у) функциями топишга келтирилади.

(4) тенгламаларнинг биринчисини оламиз. Унинг ечи- 

мини

U{x, у) =  J  М{х, у) dx +  Ф(У) (5)

куринишда ёзиш мумкин, бу ерда х̂  D  со?^адаги бирорта 

Pq {Xq, Уо) ну1^танинг абсциссаси, ф(у) эса унинг ихтиёрий 
С узгармаснинг урнини босувчи бирорта функциясидир, 

чунки интеграллаш у узгармас 1̂ иймат саклайди деган 

шартда X буйича бажарилади. ф(у) ни шундай анш^лаймиз- 

ки, (4) тенгламаларнинг иккинчиси ;^ам 1^аноатлантирилсин. 

(5) тенгликнинг иккала 1^исмини у буйича дифференциаллай- 

миз; у 5^олда

ди
Ъу ду М{х, у) dx +  4>'{у),

Xq

биро1^ ^  =  N{x, у) булгани ва анш^ интегрални параметр 

буйича дифференциаллаш теоремасига кура

Х о Хо

булгани учун

Щ х, y ) = j - ^ ^ ^ ^ ^ d x  +  ^ '(y ).
Хо

Шартга кура ^  демак,

X

^ '(y ) =  N (x , y ) - j  

■*0

: dN (X, у) 
дх dx.
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Кейинги интеграл

X X

J У) -  ^(^0. у)
Ха Х0

la тенг, шу сабабли

ф' (у) =  N (хо,у),
С)у ердан

ф ( У ) =  \^{Хо, у)с1у +  С,
Уо

fiy ерда Уц D со}^адаги Р̂ ){х̂  у̂ -) ну1^танннг ординатаси, С — 
ихтнёрий узгармас. ф(^) нинг топилган к,ийматини (5)тенг- 

ликка 1̂ уйиб, 1^уйидагини )^осил ь^иламиз:

X у

U{x, у) = J М{х, y)dx +  ] N (Хо, у) dy +  С. (6)
Хо Уа

Шундай к^илиб, и{х, у) функциянинг мавжуд эканлиги 

исГютланибгина р^олинмасдан, }^атто бу функциями топиш 
учун формула )^ам келтириб чиь^арилди. Аслини олганда 

п'гмшли масалалар ечганда тайёр (6) формуладан фойда- 

ллпмасдан, умумий :^олдаги каби йул тутиш мумкин (ёки 

Jiimi'y интегралларни ани1^мас интеграллар билан алмаш- 
||||)нш керак).

Масалап, ушбу

(7х 4- Зг/) dx + (Зх — Ъу) dy
Л1|ф|1)еренциал ифоад dU {х, у) тули1̂  дифференциал эканлнгнни тек- 
ти||;шпз ва U (х, у) функцияни топамиз.

Бу )^олда М (х, у) =  7х + Зу, N (дг, у) = Зх — 5у, ^  =3 , ^  =3 ,
ду дх

дЛ1 6N
«'■МИК. -щ! = -^ шарт бажарилган. Энди

ди ди
^  =  7д:+3г/. ^  = 3х - 5у

|глгламаларни 1̂ аноатлантирувчн U (х, у) функцняни топамиз. Бу 
к'лгламаларнинг биринчнсидан;

(х, г/) =  j  (7х + 3y)dx + (fiy) =  Y  ;с2 + Зх(/ + <р (у).

ди ди
1'У срдан ^  =  Зд: + ф'(г/). Маълумки, ^  = Зх ~  5у, шунинг учун 

1| 5(/ =  Зд; + ф' (у). Бу ердан ф'(у) =  — 5i/ ва ф + С.
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Демак,

V(x, у) =  +  г / Ч  С.

Агар
(7ж +  Ъу) dx +  (Зх -  5у) dy =  О

дифференциал тенгламани интеграллаш зарур булганда эди, у  >;олда 
уни

/ 7  5 \
d '~ -x " - +  3 x y ~

курннишда ]^айта ёзиб олнб, ушбу умумий иитегралпи }^осил 1̂ илган 
булар эдик;

7х* 4- бху -  5(/2 =  С.
Яна бир мисол 1̂ араймиз. Ушбу дифференциал тенглама берилган 

булсин:
2х cosV dx +  (2г/ — х̂  sin 2y)dy =  0.

Бу  тенгламанинг интеграл эгри чизи1̂ лари оиласидан координата- 
лар бошидан утадиганини танлаб оламиз.
Б у  }^олда

Щ х, у) =  2л- cos  ̂у, N(x, у) =  2у — х  ̂sin 2у.

Сунгра
дМ dN
---=  — ix  cos (/ sin « =  — 2л: sin 2y, — • =  — 2л: sin 2y,
dy dx

дМ dN
булгани у ч у й — = —  шарт бажарилади ва тули!^дифференциаллар- 

даги тенгламага эга була-миз. Ушбу
ди ди
-— = 2 x c o s ^ y ,  ---=  2у — x-sm2»
дх ду

тенгламаларни цаноатлантирувчи U{x, у) функцияни топпш 1̂ олди. 
Биринчи тенгламадан:

(/) =  j  2х cos2 ydx +  ф(г/) -  л;2 cos  ̂у +  ф(г/),

бу ердан

ди
= — x““sin 2у + (р'(у).

ни 2(/— A;2sin 2(/ билан алмаштириб, 1̂ уйидагини ^ о̂сил 1̂ и-
ду

ламиз:
2у — х̂  sin 2 у =  — х  ̂sin 2у +  ф'((/) ёки ф'(г/) =  2у, демак, ф(у) =  у^+  
+  С. Шундай 1̂ илиб, интеграл эгри чизи!^лар оиласининг тенгламаси
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ymfiy, куринишда булади:

л;2 cos2 (/ + !/* + С =  О ёки + С=0.
Ji £i

Бошланрич шартд: =  0~да ^  =  0 дан С =  О келиб чиеди, нати- 
жмда ьзланаётган интеграл эгри чизи1̂ нинг тенгламасини ;^осил 1̂ ила- 
мпз;

х» + cos 2г/ + 2 г/2 =  0.

А г а р ^ = ^  тарт бажарнлмаган булса, у ?;олда (1)

дифференциал теиглама тулш^ дифференциаллардаги тенг- 

лама булмайди. Биро!^ бу тенгламани тегишли \i{x, у) 
ijiyiiKUHHra купайтириш билан уни тули!^ дифференцпаллар- 

даги тенгламага келтириш мумкин. Бундай функция бе-

1)млган дифференциал тенглама учуй интегралловчи кд. 
пайтувчи номи билан юритилади. ?!.ар 1̂ андай дифферен­

циал тенглама учун з^ам интегралловчи купайтувчи 

мавжуд, бир01^ бу уни топиш осон деган суз эмас. (1) 

тснгламанинг интегралловчи купайтувчиси 1̂ андай изла- 

пишини курсатамиз.

Ушбу

nM{x,y)dx +  цЫ{х, y)dy — О

тенглама тули!^ дифференциаллардаги тенглама булиши 

учун
а(цМ) ^  dj[iN) 

ду дх

с"ки

дх ду [ду дх I

шарт бажарилиши керак.
(7) тенглик (1) тенгламанинг интегралловчи купайтув- 

чиларинннг дифференциал тенгламасидир, чунки унинг 
?̂ ар бир ечими (1) тенгламанинг иккала томонига кунайти- 

рилгандан сунг уни тулик; дифференциаллардаги тенгла- 

ламага келтиради. ц (х, у) ни топиш учун хусусий :?̂ оси- 

лали (7) дифференциал тенгламани интеграллаш керак.
У мумий }^олда бу масала (1) оддий дифференциал тенглама- 

|1и интеграллашдан 1^ийинро1^дир. Агар /.i фэ1^ат биргина х  
Г'ки у узгарувчига богли!^ булса, масала анча соддалашади. 

|]нз фа1^ат ана шу икки хусусий }^олни 1^араймиз.
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ц jn(x) булсин. у  )^олда (7) тенглама ушбу куриниш- 
ни эгаллайди.

, ,d u W  /дМ dN\ .. d\x(x) дУ ,
=  — ---^ 1  е к и , - ^ =  ■— ----dx,dx дх

бу ердан

яъни

In |1 {х) =

■>дМ
ду

dN_
дх

N d x  - f  С ,

ц(х) е

дМ 6N 
ду дх

N дх (8)

(ихтиёрий С узгармас нолга тенг деб олинган, чункн ь̂ ан- 

дайдир битта ннтегралловчи купайтувчига эга булсак, ки- 
фоя).

/дМ дМ
Б у }^олда

\ду дх 
равшан. Акси }^ам турри: агар

N ифода у га борли!^ булмаслиги

dJ^_dJA\ 
ду дх

N ифода у га

богли!^ булмаса, у з^олда фар^ат х га борли!^ булган интег- 

ралловчи купайтувчи ц мавжуд. У  (8) тенглик билан ифо- 
даланади.

Энди (J. =  (X (у) булсин. У  ^^олда (7) тенглама ушбу 
куринишда булади;

М d\i(y)
dy

бу ердан

=  — И
/дМ
[ду

Ш  
дх У

еки

дм
ду

d [ i (y )_
дМ
ду dx

М
dy.

aw
' дх

м
dy.

(9)

бу ерда С =  О деб олинган.

Бу холда —  —  — \ 1м  ифода л; га борлик змас, ва аксин- 
ду дх I I

ча, агар бу ифода х га борлиь^ булмаса, у ?^олда фа1^ат у га 

борлиь^ булган интегралловчи купайтувчи мавжуд ва у (9) 

тенглик билан ифодаланади.
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(1) тенгламани тули1  ̂ дифференциаллардаги тенглама 

куринишига келтириш учун ь^аралаётган хусусий )^олларда
дМ 6N ,

<|датда к,уиидагича иул тутилади. — ---- ифода тузилади
ду дх

иа унинг N га нисбати олинади. Агар бу ифода у га бог- 
Л111̂ булмаса, интегралловчи купайтувчини топиш учун

(8) формуладан фойдаланиш керак; акс :?̂ олда
ду дх

1к1юданинг X га нисбати олинади, агар бу нисбат х  га 

богли!^ булмаса, у }^олда х га борли!^ булмаган /г купайтув- 

чи мавжуд ва уни (9) формула буйича топиш мумкин.

Масалан,
(л:= - у )  dx+  + x)dy = О

дифференциал тенгламанинг интегралловчи купайтувчисини топайлик 
па бу тенгламани ннтеграллайлик.

Бу хрлда

М{х, у) ^  -  у, N {х, у) = х̂ у- + X,
дМ dN , дМ 6N ,
—  =  -  1, —  =  2лт/’ Ы .  —  2(1 + ху )̂.
ду дх ду дх

дМ dN\ I -2(1+д;г/2)
' ' М =  ----------  нисбат X  ва у га борли! .̂

ду дх 11 х̂  — у
дМ dN\ / - 2 (1 + ху )̂ 2

N ■■
ду дх I  I  х(ху^ + 1 ) х

нисбат фацат х га боглиц. Демак, р, =  ц,(л:) интегралловчи купайтув- 
чи (8) формула буйича топилиши мумкин:

Cdx
-? Inx _  1■ =  е

—  2 

HW =  е
д:“ ■

Тенгламанинг иккала томонини 1/л:* га купайтнрамиз:

У
X'

1 — — dx^ 1/2 + —  ]dy = 0 ёки dx + иЧу + ----- ----- =  0.

X dij — у dx

“
лаш йулн билан

X
у ,

булгани учун умумии интеграл иитеграл-
\ л: ■

X + — + — ёки Зд:̂  + XI/® + 3(/ — Сл; =  О
3 X О

курннишда ;^осил булади.

Ушбу

1  +  P{x)y =  Q{x)
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q и 3 и л и тенгламанинг интегралловчи купайтувчисини 
топамиз.

Бунинг учун тенгламани дифференциаллар {^атнашган 
куринишда 1̂ айта ёзиб оламиз:

[P {x)y — Q{x)] dx +  dy =  0. Бу ердаУИ{дг, у) =  P (x )y -Q {x ), 
N { x ,y ) =  1; шу сабабли

И исбат:(—  —  — ) I  N =  P{x). (8) формулага кура ц {х )=  
Лду дх j  I

=

Чизиь^ли тенгламанинг иккала томонинн ку-

пайтириш уни тули1  ̂ дифференциаллардаги тенгламага 
келтнради. Шундай к;илиб, чнзи1^лп тенгламани интеграл- 

лашнинг яна бир усулн )^оснл р̂ и л и н д н .

dy
—  + ш/ =  е'"'' дифференциал тенгламанинг интегралловчи купан- 

тувчисини топайлик ва бу тенгламани а f  т ^ О  булса, интеграллайлик. 

Мазкур холда Р{х) =  а. Шунинг учун ц(л:) =  е°*.К,уйидагига зга-
миз:

[(“</ — e'"^)dx + dy] = О, ае°^ у dx + e°^dy — dx = 0
ёки

У  мумий интеграл:

умумий ечим:

йл:=0.

е '^ у -

У = Се

g(a+m)x 

а + т • =С ,

ешх
а + т '

6-§. ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМАЛАР ТУЗ ИШ ?(,АКИДА

Дифференциал тенгламалар тузишни талаб этадиган 

геометрик ва физикавий масалаларни ечиш кунинча 1̂ ийин- 

чиликлар турдиради: конкрет физикавий масалаларнинг 

спецификаси турли физикавий ь^онунларни билишни талаб 

этади. Дифференциал тенгламаларни тузишнинг барча ; о̂л- 

лар учун яр01^ли булган универсал усулини курсатиш мум-
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кии эмас; фак;ат баъзи бир умумий курсатмалар бериш 

мумкин, холос.
Геометрнк ёки физикавпй масалалар шартларига 1^араб 

биринчи тартибли дифференциал тенгламалар тузишда 
купинча тенгламаларнинг 1^уйидаги уч куринишидан би- 

рига келинади:
1) дифференциаллар иштирок этган дифференциал тенг­

ламалар;
2) }^осилалар иштирок этган дифференциал тенгламалар;

3) кейинчалик дифференциал тенгламаларга алмашти- 

рпладиган эиг содда интеграл тенгламалар.

Бундай куринишдаги тенгламалар 1̂ андай тузилишнни 

айрим-айрнм куриб чт^амиз.
I. Д и ф ф е р е н ц и а л л а р  и ш т и р о к  э т г а н  

т е н г л а м а л а р .  Биринчи тартибли дифференциал тенг­

ламалар тузишда купннча дифференциаллар усули деб 

аталадиган усулдан фойдалаииш ма1^садга мувофи!^ булади. 

Бу усул шундаи иборатки, масала шартидан так,рибий 
йул билан дифференциаллар орасида муносабатлар тузи- 

лади. Бунда масалани соддалаштируечи ва нати^^саларга 

таъсир [^илмайдиган йул к,уйишларга рухсат этилади. Жум- 

ладан, катталикларнииг кичик орттирмалари уларнинг 

дифференциаллари билан алмаштирилади, нотекис ута- 

диган физикавий жараёнлар (нур^танинг нотекис ?^аракати, 
жисмнинг 1^изиши ёки совиши, идишдан сувнинг ок^иши 

ва к.) кичик Bai^T оралигида текис, узгармас тезлик 

билан юз берадиган жараёнлар сифатида 1^аралади. Орттир- 

маларни дифференциаллар билан алмаштириш кичиклиги 

энг ю1^ори булган чексиз кичик ми1^дорларни ташлаб юбо- 
ришга келтирилганлиги учун бундай йул т^уйишлар охирги 

натижанинг тугрилигига таъсир этмайди. Функциянинг
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Ёа унинг аргумента дифференциалларининг нисбати улар- 

нинг орттармалари нисбатларининг лимити булганлигн 
сабабли, орттирмалар нолга интила борган сари бизнинг 

йул ц^йган фаразларимиз катта ани1^лик билан бажарилади. 

Агар бунда ?^осил буладиган дифференциал тенгламалар 

дифференциалларга нисбатан б и р ж и н с л и  ва чи- 
3 и 1̂ л и булса, бу тенгламалар ани1^ булади.

Дифференциаллар методининг татби!^ 1^илинишига дойр 
геометрик мисол курамиз.

1- мисол. Бир нуь^тадан чи1^увчи ёруглик пурлари реф­

лектор кузгусидан !^айтиб, бош1^а бир ну1^тада кесишиши 

учун рефлектор кузгусини ь а̂ндай айланиш сирти буйича 
силлик,лаш керак?

Е ч и л и ш и. Масала изланаётган сиртнинг ёруглик 
манбаи жойлашган ну1^та ва 1^айтган нурлар кесишади- 

ган Hyi^Ta ор1^али утаднган меридиан текислик билан 

кесилишидан )^осил булган кесимнинг тенгламасини топишга 

келтирилиши равшандир (14- раем). M Q — бу кесимнинг 

кичик ёйи булсин. Уни тугри чизи!^ кесмаси деб }^исоблаб 
>^амда f  1 ва f 2 ну1^таларни марказ 1^илиб F^M =  ва 

г2 радиусли айланаларнинг M N  ва М Р  ёйларини 
чизамиз. Бу ёйларни }^ам тугри чизик; кесмалари деб j^hco6- 

лаймиз. M QN  ва M QP  учбурчаклар умумий M Q гипотену- 

зага эга булиб, тугри бурчаклидирлар {^ M N Q  в а ^  M PQ  —  
тугри бурчаклар). Оптикадаги тушиш ва ь^айтиш бурчак- 

ларининг тенглиги )^а!^идаги маълум теоремадан ва верти­

кал бурчаклар тенглиги 

хоссасидан фойдаланиб, 

^ M Q N  =  ^ M Q P  эканли- 

гини топамиз, бинобарин, 
учбурчаклар узаро тенг 

экан. Бу ердан QN =  QP 
эканлиги келиб чик;ади, 

биро}^ ON =  —  Ari, QP =  

=  Агз булганлиги учун 

ва Г2 радиус-векторлар- 
нингорттирмаларини улар- 

нинг дифференциаллари 
билан алмаштириб, топа­
миз;

15- раем. d fi Н' — 0. (1)
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./Дифференциал тенглама тузилди. Уни интеграллаш осон. 

liyiiiiHr учун унн 1^уйидагича i-̂ айта ёзиб оламиз:

d{fi +  г̂ ) =  0.

Бу ердан умумий интегрални топамиз.

Гг -1- =  С. (2)

Шупдай 1^илиб, изланаётган сиртнинг меридиан текислик 
Гшлан кесими эллипс экан. Демак, рефлектор кузгусиии 

;|йланиш эллипсоиди буйича силли1-^лаш керак экан.

Бу масалани 1<̂ уйидагича узгартирамиз. ну5^тадан 

чи1хаётган нурлар 1^айтгандан сунг параллел булсинлар деб 

фараз 1^илайлик.*
Координаталар системасини шундай танлаб оламизки, 

срурлик манбаи координаталар бошида жойлашсин, 1̂ айт- 

ган нурлар эса Ох yi^i^a параллел булсин (15- раем). M N —  
кесимнинг кичик ёйи булсин, уни илгаригидек, турри 

чизи!^ кесмаси деб }^исоблаймиз. О ни марказ ь^илнб, ON =  
=  ОМ  +  MQ радиусли айлананинг NQ ёйини утказамиз. 
Бу ёйни }̂ ам турри чизи!^ кесмаси деб ^^исоблаймиз. Абсцис- 

салари л: ва х +  dx булган М  ва N  нуь^талардан Ох у1̂ к,а 

М А ва N B  перпендикулярлар туширамиз, бундан таш1^ари 

М ну1^тадан B N  га у билан Р  нур^тада кесишадиган перпен­

дикуляр утказамиз. M QN  ва M P N  учбурчакларнинг M N  
гипотенузаси умумий булиб, улар турри бурчаклиднр 

(-^MQN  ва ^ M P N  —  турри бурчаклар). Бу учбурчаклар 
узаро тенг, чунки уларнинг биттадан уткир бурчаклари 

тенг: ^ Q M N  ~  ^ P M N \  бу тушишва i-̂ айтиш бурчаклари- 

нинг тенглигидан ?^амда вертикал бурчакларнинг тенгли- 

гидан келиб чи1^ади. Шу сабабли M Q  =  М Р  ва M Q  =  dr 
(Аг орттирмани dr дифференциал билан алмаштирдик) 

;^амда М Р  =  dx булганлигидан дифференциал тенглама

dr =  dx (3)

куринишга эга булади.
Умумий интегрални интеграллаш билан топамиз:

г =  х +  С (4)

ёки г ни У билан алмаштирсак,

= X + с.
* 57, 58- бетлардаги 2- мисолга 1̂ аранг (3-§).
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Агар тенгламанинг j^ap иккала томонини квадратга ошир- 

сак,

у'̂  =  2С х -\ (5)

ни ;^осил 1у1ла1мпз, бу кеснм парабола эканннн курсатади. 
Демак, бу ;^олда рефлектор кузгусини айланиш параболо- 
иди буйича силликлаш керак.

Дифференциал метод татби!^ 1у1либ ечиладиган физикага 

дойр мисолларпи бу ерда келтириб утирмаймиз. 2-§нинг 

бнр 1^атор масалалари у ерда очт^ойдин гапирилмаган 
булса-да, бу метод билаи ечилган. Уларни ана шу ну1^таи 

назардан яна бир бор ди1̂ 1̂ ат билан ь^араб чицншни масла- 
берамиз.

II .  ) ! . о с и л а л а р  и ш т и р о к э т г а н т е н г л а -  
м а л а р. Куп )^олларда дифференциаллар урнига ;^осила- 

лар (улар катталикларнинг узгариш тезликлари каби 

царалади) иштирок этган дифференциал тенгламалар тузиш 
мумкин. Бунда, хусусан, хосилаларнинг геометрик маъноси 

(уринманинг бурчак коэффициенти) ва физикавий маъноси 
(нотекис процесснинг руй бериш тезлиги) дан фойдалани- 

лади. Бу усул дифференциаллар усулннинг узгартирилган 
туридир. Бу ерда чексиз кичикларнинг йуь^лиги шартлидир: 

бу усулда катталикнинг узгариш тезлигинннг тайёр ту- 

шунчасидан фойдаланилади, ва^^оланки, унинг узи чексиз 

кичик элементларни текшириш туфайли пайдо булган.
Олдинги параграфларда геометрик ва физикавий харак- 

тердаги куп мисоллар келтирилган булиб, уларда диффе­
ренциал тенгламалар ана шу усулда тузилди.

I I I .  Э н г  с о д д а  и н т е г р а л  т е н г л а м а л а р .  
Баъзи масалаларни ечиш номаълуы функциялари интеграл 

белгиси остида булган тенгламаларга олиб келади. Бундай 

тенгламалар интеграл тенгламалар дейилади. Улар, жум- 
ладан, ани[^ интегрални эгри чизи!^ли трапециянинг юзн 

деб геометрик маъно берншдан ва бош1^а интеграл формула- 

лардан (ей узунлиги, сирт юзи, жисм ;^ажми, куч бажарган 

иш ва к.) фойдаланишдан келиб чи1^адн. Энг содда ;̂ол- 

ларда интеграл тенгламаларни дифференциаллаш орь^али 

сдатдаги усул билан ечиладиган дифференциал тенглама­
ларга келтиришга эришилади. Мисоллар келтирамиз.

2- мисол. Мд{2; 4) ну1^тадан утувчи ва ушбу хоссага 
эга булган эгрн чизи1^ни топинг: агар эгри ч и з и р ^н и н г  и с .  

талган ну1^тасидан координата у1^ларига параллел 1^нлиб, 

улар билан кесишгунча иккита тугри чизир^ утказсак, у
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16- раем.

?^олла }^осил булган турри туртбурчак эгри чизи1^ орк.али 

IIKKII 1^исмга булиниб, улар биринннг {Ох уцк;а ёпишга- 

пииинг) юзи иккинчисиникидан икки марта ортик, булади.

Е ч и л и п] и. Эгри чизии^нинг М{х\ у) ну1^таси ор1^али 

О// увда параллел М А  турри чизи!^ ва Ох yi^i^a параллел 

M B  турри чизик; утказамиз (16- раем). Масала шартига ку­

ра 0С М А ^ = 2СВМ^^. Маълум-
X

ки, ОСМ/4^ з =  I" ydx, СВМууз=

=  ОВМ А^з — 0СМА^з =  ху —
X

\ydx. Ушбу тенгламанп )^оснл 

'о
1̂ 11ламиз:

X  X

[ ydx =  2 { х у — 1 ydx) ёки 
'о 6

X

3 [ ydx =  2ху.
о

Бу тенгламанинг иккала томонини х  буйича дифферен. 

ииаллаймиз:
Зу =  2у - 1- 2ху ' ёки 2ху' =  у.

Бу узгарувчилари ажраладиган дифференциал тенгла. 

ма. Узгарувчиларни ажратиб топамиз:

ndt/ _ d x
У ~  X’

бу ердан
у̂  =  Сх.

Шундай 1^илиб, учлари координаталар бошида ва сим­

метрия ук;лари Ох yi^ билан устма-уст тушадиган парабола 
масалалар шартида айтилган хоссага эга булишини кура- 

миз. Бошланрич шартдан фойдаланиб, С =  8 ни топамиз. 

Шундай 1^илиб, изланаётган эгри чизи1^ у̂  =  парабола- 

дан* иборат экан.
3- мисол. т массали моддий нук;тага таъсир этадиган куч 

бажарган иш }^аракат бошлангандан бери утган t вак;тга 

пропорционал {k —  пропорционаллик коэффициенти) экан-

* Топилгапдан к^риннб турибдики, эгри чизш^ коорднпаталар бо- 
шндан утади, яънн С ну1̂ та О нуцта билан устыа-уст тушади (16- раем- 
га 1̂ аранг).
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1
лиги маълум булса, нук^танинг турри чизи1^ли ?^аракат 

1^онунини топинг. Бошланрич йул ва бошланрич тезлик мос 
равишда ва Од га тенг'.

Е ч и л и ш и. Механикадаи маълумки, ну1^танинг турри 

чизи1^ли кучишида (куч ва тезлик йуналишлари бир хил)
S

бажарилган иш: Л =  J  {и) du, бу ерда F  (s) —  nyj^tara

таъсир этаётган куч. Масала шартига кура А =  kt. А 
нинг :?̂ ар иккала ифодасини солиштириб топамиз:

F(u)du =  kt.
>

s буйнча дифференциалласак:

So

Маълумки, (.-^аракат тезлиги) ва =■

1 k 
==— , шунинг учун F{s) =- — •

Иккинчи томондан, Ньютоннинг иккинчи цонунидан: 

F{s) = т  Энди F{s) учун топилган ифодаларни xai î^oc- 

лаб, ушбу дифференциал теигламани тузамиз:

dv k
dt V

бу ердан

=  ^  +

i =  О да и =  Vq бошланрич шартдан =  mw /̂2 ни топамиз, 

шунинг учун

D ни ^  билан алмаштириб ва интеграллаб топамиз;

т  !Ч к  . , 9\з/ 2 , „
—  ̂ И о  +<^2-

3.̂  \ т  /

2
i =  о да S =  So бошланрич шартдан C j=  So— —  ни топа-3k
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МПЗ. Ни^^оят, ну1^танинг г^аракат 1^онуни ушбу куринишни 
олади:

2k , . , ' 3/2 mvl
-iT'  +  ''«] ^

tn

7- § БИРИНЧИ ТАРТИБЛИ ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМАЛАР 

)(.АКИДА КУШИМЧА МАЪЛУМОТЛАР

1- § да умумий ечимни аницлашда берилган бошланрич 

шартни 1^аноатлантирадиган хусусий ечимнинг мавжудлик 
шартлари туррисида савол турилган эди. Бундай ечимлар- 

пинг энг соддаларини биринчи тартибли дифференциал 

тенглама ечимининг мавжудлиги ва ягоналиги теоремаси 

беради.

Коши теоремаси. Агар f{x,y) функция хОу текислик- 
нинг D соз^асида ани/^ланган ва узлуксиз ^̂ амда бу сола­

нина барча нуц,таларида узлуксиз ~  хусусий цосилага $га

булса, у з{олда D  со>^анинг Мо{Хо: Уо) nyi^macu щндай бу- 
лишидан щ т ъи назар Xq нук^тани^з ичига олувчи инт$р- 
валда аниг^ланган ва узлуксиз, шу билан бирга ягона г/ =  

=  ф(х) функция мавжуд б^либ, у у ' — f{x, у) гпенгламанинг 
ечими б^лади ва х —  Xq да у — Уо ц^ийматни глобул t̂ u- 
лади.

Геометрия ну1'^таи назаридан бу D  со^^анинг исталган 

Hyi^racH орр^али ягона интеграл эгри чизик; утишини, яъни 
дифференциал тенглама билан анир^ланадиган майдон йуна- 

лишига узининг }^ар бир нуцтасида уринаднган эгри чизиц 

утишини билдиради.
Теореманинг исботига тухталиб утирмасдан, ечимнн 

топиш мумкин буладиган методни курсатамиз.

Бошланрич шарти у\^^^^^=Уо буЛган

у' =  к х ,у )  (1)

дифференциал тенглама ни
X

У =  У о +   ̂ у) dt (2)
Xq

куринишда 1̂ айта ёзиб олиш мумкин, бу ерда t интеграллаш 

узгарувчисини билдиради.
Бу тенглама бошланрич шарти уобулган (1) диф­

ференциал тенгламага эквивалент булган энг содда интег­

рал тенгламадир. Х,а\{ща'тая з^ам, х =  Xq рл ани1^ интеграл
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полга айлапади ва у =  Уо булади. Интегралннпг Ю1^орн 
чегара бунича ;^оснласн эса интеграл остидаги фуикцияга 

тенг булиб, унда ннтеграллаш узгарувчиси юцори чегара 

билан алмаштирилган, яъни у' =  /(jc, у).
(2) теигламанннг ечимнни бевосита ннтеграллаш йули 

билан топнб булмайдн, чунки у нинг t га боглаииши маълум 

эмас. Шундай^булса-да, ундан тар^рибий ечимларни ;^оснл 
1^илиш учун фб'йдаланиш мумкнн. Ана шу мацсадда нолничи 

Я1^инлашнш сифатпда узгармасга тенг функцияни, яънн 

у =  Уо ни ь^абул 1^иламнз. У  ;^олда бирннчи яр^инлашишни 
ушбу тенгликдан фойдаланиб тогшш мумкнн:

X

У1 = « / o  +  J  f{t,yo)dt.

г/i функцияни ЭНДИ топа оламиз, чунки бу ерда интеграл 

белгиси остида / нинг маълум функцияси турибди. Худди 
шунга ухшаш

X

У2 = Уо+ J
умуман

У̂п =  УогпУШ .Уп~1)^ -

Курсатиш мумкинки, юь^орида келтирилган Коши тео- 

ремаси шартларида {у„} функциялар кетма-кетлиги л'о ни 
уз ичига олган бирорта интервалда Я1^инлашади ва унинг 

лимити (2) интеграл тенгламани, ва демак, бошлангич шарт- 

лари берилган (1) дифференциал тенгламани ;^ам 1^аноатлан- 
тирувчи у функция Оулади. Ана шу Коши теоремасининг 
исботи булади.

^  Бнрор ну1̂ тада Кошн теоремаси шартларидан бирортасининг бузи- 
лиши бу ну1̂ танинг координаталарн 1-§ да айтилган маънода «булишн 
мумкин булган шартлар» булмаслнгига олиб келнши мумкип. Бундай 
ну1̂ та ор1\али битга ;̂ ам интеграл эгри чизш^ утмаслиги мумкин, шу 
билан бирга у ор 1̂ али бир нечта интеграл эгри чнзн1̂  утиши мумкин. 
Текисликнинг берилган дифференциал тенглама ечимининг мавжудли- 
гн ёки ягоналиги^бузиладиган uyi^racH бу тенгламанинг махсус нуц- 
талари дейилади.

Коши теиремасининг шартлари ф а ц а т  е т а р л и  булиб, зарурий 
»ма<ушгини цайд 1̂ илиб утайлик. Шунинг учун (1) дифференциал тенг- 
ламааинг махсус ну|^таларини f{x, у) функциянииг узилиш ну1̂ талари
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орасидан ва з^осила мапжуд булма-

ган ну!^талар орасидан ичлаш керак, 
биро1̂  бу ьу 1̂ таларнннг г^аммаси з̂ ам 
махсус нуцталар булнши шарт эмас.

Интеграл эгри чнзи1̂ лар ыахсус 
iiyi^ra атрофнда узнпи j^ap хнл тути- 
иш мумкин. Махсус ну1̂ таларнинг мум- 
кин булган айрим турларя билан ми- 
соллар ор 1̂ али танишамиз. Бир жинсли

У =
oix + bii/ 
а̂ х-\- Ь̂ у

17- раем.
дифференциал тенгламани i^apam билан 
чекланамиз. Бу тенгламанинг к^- 
риниб турган махсус ну1̂ таси (0; 0) б^лнб, увда ^нг томон ани1̂ - 
ланмаган. Коэффициентлар орасид* турли муносабатлар махсус ну1̂ та 
(координата маркази) атрофида интеграл эгри чизи1^лар жойлашиши- 
нпнг у ёки бу типига олиб келади.
1- мисол. Ушбу

(3)

тенгламани текширамиз. Узгарувчиларни ажратиб ва ннтеграллаб 
умумпй ечнмни топамнз:

У =  СхК (4)

Шундай к,ктб, умумий ечим ’ учи коордииаталар бошида б^либ 
абсцисс; лар 5'к;ига уринадиган параболалгр оиласидан иборат экан. 
Махсус ну|̂ та атрофида интеграл эгри чизи1̂ лар жойлашишининг уму­
мий куриниши 17- расмда тасвирланган. Интеграл эгри чизик;лари аня 
шундай жойлашган дифференциал тенгламанинг махсус ну1̂ таси тугун 
дейилади.

2- мисол. Ушбу теиглама берилган:

У (5)

унинг умумий ечими у — Сх дан, яъни ксординаталар бошидан утув- 
чи барча турри чизи1̂ лар (ордината yi^H з̂ ам, чунки ечимни х = Су 
к^ринишда ёзиш мумкин эдн) оиласидан иборат. Бундай ну1̂ та 5̂ ам 
тугун (дикритик тугун) дейилади; ушбу хол олдинги з^олдан ?;ар бир 
интеграл эгри чизи1̂  махсус ну1̂ тада уз йуналишига 'эгалиги ^билан 
фарк килади (18-раем).

3- мисол. Ушбу

у' =  - - (6)

тенглама учуй умумий интеграл ху = С дан, яъни асимптоталари ко­
ордината ?̂1̂ ларидан иборат бу'лган гиперболалар оиласидан иборат. 
Хусусий }^олда, С =  0 д а д ; = 0  в а < / = 0  (координаталар ук;ларн) 
ни ;^осил 1^иламиз. Бу интеграл эгри чизи1̂ лар координаталар боши-
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у =

у =  их урнига ?;уйиш (7) ни

du
\ - и

дан утади, долган }̂ амма чизик;лар эса махсус Hyi^ia ор 1̂ али утмайди. 
Бу ;̂ ол 19- рагмда тасвирланган; бу турдаги махсус нук̂ та эгар дейи- 
лади.

4- мисол. Ушбу тенгламани 1̂ араймиз:

(7)

куринишга келтиради, бу ердан узгарувчиларни ажратиб ва интеграл- 
лаб топамнз:

In С +  arctg и — —  1п(1 + и}) =  In л:

еки

Эски узгарувчнларга 1̂ айтсак:

Ух^ + г/2 = (8)

К,утб координаталарга утиб, (8) тенгламани р =  Се'^ куринишга 
келтирамнз. Бу координаталар боши атрофида чексиз сондаги (ф-<- —
— оо да) урамлар ;^осил 1^илувчн логарифмик спираллар 0 ила1 идпр. 
Махсус Hyî Ta атрофида интеграл эгри чизи1̂ лар оиласииинг курини- 
ши 20- расмда келтирилган. Бундай махсус ну1̂ та фокус деб ном- 
ланган.
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5- мисол. Ушбу тенгламани 1^арайлик:

X
У

У
(9)

Г>у тенгл«мани интеграллаш

С
пн, яъни маркази координаталар бошида булган айланалар оиласини 
беради. Махсус нук,та ор 1̂ али битта >;ам интеграл эгри чизи!^ утмай- 
дн (21- раем). Бун дай махсус ну1̂ та марказ двйилади.

8- §. ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМАЛАРНИ ЕЧИШНИНГ ТАКРИБИЙ

УСУЛЛАРИ

Бундан аввалги параграфларда чекли куринишда ин- 

тегралланадиган дифференциал тенгламаларнинг айрим 

турлари 1^аралган эди. Улар унчалик куп эмас (кейинги 

параграфда улар бир оз купаяди), бунга олий техника юрти 

курсининг чегараланганлиги сабаб эмас. Гап шундаки, 

бундай турдаги тенгламалар, умуман, кам. Биро1^ амалий 

масалалар купинча турли-туман дифференциал тенглама- 

ларга олиб келадики, уларни ечиш учун т а р ^ р и б и й  
у с у л л а р г а  мурожаат 1^илишга турри келади.

Дифференциал тенгламаларни та1^рибий ечишнинг тур- 

ли усулларига купдан-куп китоблар* багишланган. Одатда 

улар ^^исоблаш математикаси усулларига махсус багишлан-

• Баён 1̂ илиниш стили ва савиясн буйича ушбу китобларни тав- 
сия этиш мумкин: Р. С. Г у т е р  и Б.  В. О в ч и н с к и й  — Элементы 
численного анализа и математической обработки результатов опыта, 
М ., «Наука», 1970; Б. П. Д е м и д о в и ч ,  И.  А, Ма р о н ,  Э. 3. Ш у- 
в а л о в а —Численные методы анализа. М., «Наука», 1966; Р. В. X ем- 
мин г — Численные методы, М., «Наука», 1972.

93

www.Orbita.Uz kutubxonasi

http://www.Orbita.Uz


ган булимда 5?рганилади. Шундай булса-да, у1^увчини диф­

ференциал тенгламани текширишнинг ана шу томонлари 

билан таништириш мз1^садида бу усулларнинг энг содда- 
лари устида 1^исцача тухтаб ;^тамиз.

Бу материал билан танишишни кетма-кет ящнлашиш 
усулидан бошлаймиз. Бу усул бошланрич шарти у\х=х„ — 
=г/о булган у ' =  f{x, у) дифференциал тенгламанинг е°чи- 

мига як^инлашадиган функцияларнинг {у„} кетма-кетлиги- 

ни тузишга асосланган. Бундай кетма-кетликни тузиш 
аввалги параграфда Коши теоремасини исботлаш усулини 

баён 1^илишда амалга оширилган эди. {у }̂ кетма-кетлик- 

нинг исталган функциясини масаламизнинг таь^рибий ечими 

деб 1^абул к;илиш мумкин. Бундай кетма-кетликни тузиш 
билан мисол ор1^али танипшш маь^садга мувофик;.

Бошланрич шарти у | =  1 булган у ' =  ху тенгламани кетма- 

кет Я1^ннлашиш усули билан ечайлик.
Нолинчи Я1̂ инлашиш учун у =  1 функцияни к,абул ^иламиз. У 

;̂ олда
X

/ /1=1+
6

X

/

Уз-
О \ 1

Бу кетма-кетликнин? функцияларпдан з̂ еч бири берилган тенгла­
мани ани1̂  цаноатлантирмайди, биро!^ бу як;инлашишнипг ани1̂ лиги я^ин- 
лашиш исмери ортиши билан тез орта боради. Бунга ншонч >̂ осил 1̂ и- 
лиш учун тенгламанинг ани1̂  ечимини топмб, уни даражали t;aTopra 
ёйиш етарли. Бунн муста1̂ ил бажаришни укувчинннг ^узига ;;эвола 
1̂ иламнз.

Дифференциал тенгламанинг ечнмнни график усул ёрда- 
мида 5̂ ам излаш мумкин, бунинг учун тенглама аниь^лайди- 

ган йуналишлар майдонндам фойдаланилади. Агар иэокли- 
налардан, яъни майдоннинг бнр хил йуналишли ну1^тала- 
ридан тузилган чизи!^лардан фойдаланилса, майдонни ту- | 
зиш анча енгиллашади. Бирорта изоклинани кесиб утувчи | 

барча интеграл эгри чизнк^лар кесишиш ну1^таларида Ох 
укда бир хил бурчак остида огган (изсклинанининг номи—  ,

94

1



у

\ \
ч ч - /
ч
\
\
ч

ч - ✓

>-/
V

^0
X

22- раем.

/
у
/
/
/

Г)1ф хил оггап чнзш^лар ана 

шуидан келнбчшдан)-Изо- 

клннанинг таърнфидан 
уиннг тенгламасинн тузнш 

усулп келиб чик;ади: у' == 
j{x, у) тенгламанипг чап 

томоннни бнрор k катталнк- 

ка тепглаш керак, у ;^олда 

/(х, у) =  k тенглама {k —  
параметр) изоклиналар ои- 

ласининг тенгламаси б̂ '- 

лади. k параметрга турлн;

/̂ 1, *2. ^3. ■ • • цийматлар 
бериб, берилган дифферен­
циал тенгламанинг турли изоклиналарини_^)^осил 1̂ ила- 

миз. *

Масалан, изоклиналар ёрдамида у' =_^-^дифференциал

тенгламанинг йуналишлар майдонини ясайлик. Берилган

тенгламанинг изоклиналар силасининг тенгламаси:

ёки X =  2k. Оу yi^i^a параллел булган тугри чизи1^лар изо­

клиналар булади (22- раем), k — О деб л: =  О изоклинами 

{Оу у1^ни) )^осил 1^иламиз, унинг барча ну1^таларида майдон 

йуналиши Ох уеда параллел. Л =  1 да л: =  2 изоклинани 
оламиз, унинг барча ну1^таларида майдон Ох yi^ билан 45° 

бурчак ташкил этади; k =  — 1 деб, х =  —2 изоклинанинг 

барча ну1^таларида майдон йуналиши Ох yi^ билан — 45° 

бурчак ташкил этишини курамиз ва к.

Агар бирорта ну1^та, масалан, Мц{—2; 3) ну1^тани олсак, 
у }^олда бу нур^та ор1^али утувчи интеграл эгри чизи1^ни 

та1^рибан ясаш мумкин, бунинг учун эгри чизи1^ца }^ар 

бир ну1^тада утказилган уринма майдоннинг бу ну1^тадаги 

йуналиши билан бир хилда булишидан фойдаланиш керак. 

Чизмадан куриниб турибдики, интеграл эгри чизиц пара-

Солани эслатади. Бу табиийдир; у'=> тенгламанинг уму-

Х2
мий ечими у = ^ + С  параболалар оиласидан иборат,

У\х=-2 ^ бошлангич шарт зса бу параболалардан бирини 

ани1^лайди.
Иккинчи мисол сифатида у' — х̂  +  у̂  дифференциал 

тенгламанинг йуналишлар майдонини ясаймиз. Бу тенгла-
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манинг изоклиналари маркази координаталар бошида бул- 

ган концентрик айланалардан иборат булади; =  k
(23- раем). Л =  О да нуь^танн — координаталар боши 

О (0; 0) ни ;^осил 1^иламиз, бу ну1<̂ тада майдоннинг йунали- 

ши Ох у\ка параллел. /г =  1 да л:̂  +  г/̂  =  1 айланага эга- 
миз, унинг )^ар бир нуь^тасида майдон йуналиши Ох yi^ 
билан 45° бурчак ташкил этади ва к.

Агар тайин 11у5-̂ тани, масалан, координаталар боши
О (0; 0) ни олинса, ундан утувчи интеграл эгри чизи1^ни 

ясаш мумкин. 23- расмда бу эгри чизикдан тапл^ари яна 

иккита интеграл эгри чизи1^ тасвирланган.

y '= f{x , у) дифференциал тенгламанинг берилган УИц (хо; 
г/о) ну1^тадан утадиган интеграл эгри чизигини йуналишлар 

майдонини аввалдан ясаб утирмасдан, сини1^ чизи1^ ку- 
ринишида таь^рибий ясаш мумкин. Бунинг учун ь^уйидаги 

усулдан фойдаланиш мумкин.

хОу текисликда Оу ущ а  параллел ва Ох уь̂  билан абс-
циссалари Хд, х ,̂ х .̂ булган Ло, A i, А . ну1^таларда
кесишадиган тугри чизиклар утказамиз (24- раем).

X =  Хо тугри чизи1^да M q{Xq, г/о) нур^та олиб, интеграл 
эгри чизир^нинг урнини босадиган сини!^ чизик^ни бу nyi^-
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тадан бошлаб чиза бошланмиз. Тепгламанинг унг томонига 
Мо нук^танинг координаталарини р^уямиз ва бу ну1<̂ тада 

интеграл эгри чизи1^ца утказилгаи уринманинг бурчак 

коэффициента ни ^^исоблаймиз: tg ао=у^ ==/(л̂ о, у^. Агар 

иертакал тугри чизи1^лар бир-бирларига етарлпча яр^ин 

олинган булса, у >^олда эгри чизикнинг х =Хо ва х =  х-̂  
турри чизик^лар орасига жойлашган р^исмини унга Hyî - 

тада утказилган уринма кесмаси билан алмаштариш мум- 

кин. Уни ясаш учуй ну1^тадаи г/'= tgao бурчак коэф-

(1)ициента юцорида з^исобланган нур (эиг яь^ин х  =  х  ̂турри 

чизи1  ̂ билан г/i) иу1^тада кесишгунча) утказамиз.
Бу ясашпи бирмуича соддалаштнрнш мумкин, бунииг 

учуй Ох ук^нииг координаталар бошидап чап томонида РО =

1 масофа Р  1<̂ утб олиш ва Оу yiyia 0/V„ =  /(хо, Уа) кесма 

ажратиш керак. Агар ну1^тани i-̂ утб билап тугрн чизи(^

Г'рдамида туташтирсак: —  = /(л̂ о. Энди Мд

иу1̂ тадан P/Vq га параллел турри чнзи!^ утказсак, уринма- 

иинг JHoMi кесмасинп >^осил т^гшамиз, бу билаи эгри 
чизи1̂ ни (хо, X,) орали[<^да jUgMi кесмага алмаштирамиз. 

Бупдап кейннги ясаш худди шупдай давом этти[)илади. 

у )̂ нуцтани интеграл эгри чпзик^нинг nyi^racn учун 
1\абул киламиз. Ух ординатаии расмдан топамиз, унинг 

цийматини Xj иинг киймати билаи биргаликда тс}1г,'!амага 

куямиз ва tga ,= " у', =--̂ /(.'Cj, //i) ни хисоблапмиз. Суиг;)а Оу 
укда OA'i — /(Xi, ;/i) кссма ажрата?.ь'!з, iV  ̂ ir/ктапи Р  кутб 
билап тугри чизи.]  ̂ Kec?viacH срда.мпда туташгиралшз ва /i-Ii 

пуктадаа х =-- х., тугри чизиц билаи (х,; у,) пу.-^тада
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кесишгунча M-^^M, \̂\PN  ̂ турри чизи!^ кесмаси утказамиз. 
Шундан сунг худдн шу ясашни нуь^та учуй бажарамиз 

ва к. Бу ясашларни >̂ ам усувчи, }̂ ам камаювчи абсцнс- 

салар йуналишида бажариш мумкии. M qM^ М^М^. . . си­

ни!^ чизи!^ Уо) ну1^тадан утувчи изланаётган интеграл 

эгри чизик;нн такрибий тасвирлайди. У  Эйлер синщ  чизиги 
дейилади.

ОР кесмани ва ON^, ON i ,0N 2 кесмаларпи ясашда коор­
дината уцларида 1^абул 1^илинган масшатблардан бош1^ача 

масштабдан )^ам фойдаланиш мумкин, чунки PNo, P N i,  
P N i кесмаларнинг йуналишларн бу кесмалар учун олнн- 
ган масштабнинг танланиш1!га 6oi-vini<̂  эмас.

Биринчи тартибли дифференциал тенгламанинг та1фи- 
бий ечимини график топишнинг куриб чи1^илган усули 
Эйлернинг синиц чизин^лар усули дейилади.

Бу усул амалда куп куллаыилади, биро!^ тавсифланган 

график шаклда эмас, балки сонли шаклда ишлатилиб, уни 

татбик; 1^илиш натижасида та1^рибий ечимнинг 1^ийматлари 

жадвалини }^осил 1^иламиз. )^а1^нк;атан }^ам, биринчи nyi^- 
тани ясашнинг узидаё!^ унинг ординатасини ушбуга тенг 
деб оламиз:

У1 =  г/о +  — ^о) =  Уо h (^г —  -̂ о) f (Хо, Уо)-

Агар Xq, Xi, Х2, . . .  ну1^талар бир-биридан бир хил 
масофада буладиган 1^илиб танланган деб фараз ь^илсак ва 

улар орасидаги бу масофани /г= х̂ _̂  ~ х ^  деб белгиласак, 

1^унидагига эга буламиз;

У1 =  Уо - Ь -= г/о +  hf {Хо, у о), 

t/2 =  У1 Н У[ h-==yi \ hf (Xi, У1),

умуман

Uk ly 'k h  Ук-г hf {Xk, Уп). ( 1)

Эйлер усули билан 94- бстдяги бошланрич шарти 1 булгап
tj' ^  ху теигламапи ечайлик. 1^ийматлар жадвалини /г ^ 0 ,1  1̂ адам би­
лан >̂ исоблайм’,13.

Хисоблашларпи )̂ уйида келтнрилган жадвал куринишда ёзилган 
схема тарзида тасвирлаймиз. х ва у нинг биринчи сатрда берилгаи 
бошлаприч 1̂ ийматлари брмча ;{осила ;^исобпанади ва (4) устуннинг 
уша сатрига ёзиладн. Сунгра (3) устун учун Д г/ =  ij h топнлади. Ду 
ни у нинг олдинги сатрдаги цийматига ь;ушиш у нинг кейинги сатр- 
даги {̂ ийматини беради. Бундан кейинги ^;исоблашлар шу схема буйи- 
ча кетаверади.
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(I)

о
0,1
0,2
0,3
0.4
0,5

(2)

1
1,000
1,010
1,030
1,061
1.103

(3)

0,000
0,010
0,020
0,031
0,042

(4)

V’ ^ху

О
0,100
0,202
0,309
0,424

I/ = е* ани|̂  ечнмининг х = 0,5 ну1^тадаги киймати у — 1,133 га 
тенг, демак, топилган та^рибий ечимнинг абсолют хатоси 0,030 га, 
нисбнй хатоси эса 3%  га тенг.

Келтирилган мисолдан к^риниб турибдики, конкрет 

амалий (татбиций) масалаларни 5̂ ал этишда сонли методлар 
бошк,а та1фибий методларга нисбатан анча 1̂ улай, чунки у 

счимни келгусида }<;ам фойдаланиш учун ярок;ли булган 

шаклда топишда имкон беради. Биро1^ Эйлер усули мазкур 

\оп учун }^ар }^олда 1^упол як^иплашиш беради: >^атто /г =  0,1 
цадамда ннсбий хато бешта кадамдан сунг 3% ни ташкил 
этяпти. Бу нарса ечимнинг катта тезлик билан усиши ор1^али 

тушунтирилади. Вошка тенгламалар учун бундан яхши- 

роц а.^волга дуч келамиз. Шуидай булса-да, энг содда ;̂ и- 

собланган Эйлер усулининг аииклиги энг камдир.
Анн1^ликни оширишнинг имкониятларидан бири эгри 

ЧНЗИ1У1И унинг орали!^ охирида эмас, балки унинг Гуртасида 
утказнлган уринмаси билан алмаштиришдан иборат. Бу- 

иииг учун (Xk, Xfe_[,i) орали1^урнига'уртасида’л:й'ну1<̂ та'булган 

x*_|_i) орали1^ни цараймиз. Агар бу'оралицда"интеграл 
чгри чизи1уп1 абсциссаси булган нук;тада утказилган 

уринма билан алмаштирсак, унинг бурчак коэффициенти 

//ft / fe ,  Уа) га тенг булади ва оралнц'узунлиги 2Н га тенг 

Оулганлигндан:

А г/А =  2hyl =  2hf{Xk, Ук), (2)

///,-hi =  Uk-i -I Дг/л =- Ук-1 -1 2/1//̂  == yk-i 4- 2hf(xk, Ук). (З)

Анча аннкрск натижа Гсрадпган бу формулалар Эйлер- 
ианг аниклаштирилган усули дейиладн. Уни 1^улланиш- 

даги кичпк бир 1^ининчилик шундан иборатки, келтирилган 

||);)рмулзлчрни фз1^1г k — 1 Д1н бэшта5 татэи!^ килиш мум- 
KIIH, бу г/з =  г/о +  2/гу /= //о +  2/i/(,Vi, ŷ ) ни топишга им ­

кон беради; бу ерда фа1^ат (/„ эмас, бзлкм iji ?̂ ам маьлум
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деб фараз 1^илинади. t/i ни топиш учун Эйлернинг одат- 
даги усулидан фойдалаишп мумкин. Яна з̂ ам яхширори, 

Эйлер усули буйича дастлаб i/,̂  ̂ нинг 1^ийматини л:,̂  ̂=

— Хо +  ?i/2 «ярим ну[^тада» хисоблаб олишдир.

Эйлернннг апш^лаштирилган усулининг татби!^ 1̂ илинишпни ю 1̂ о- 
ридагп у' — ху, //[^.^0 = 1 , Л =  0,] тенгламя мисолида курайлик.

(/(,' =  =  О булгаия сябабли «ярим ну|̂ та» учун А//, =  О ва 
1/^р= 1,000 ни )^осил 1̂ иламиз. У  ;^олла

У1/2 ^  \̂/2 У\/2 ~  0,050.

Энди 1̂ уйидагини ёзиш мумкин:

!/’ — J/o 4" У̂{/2 =■ I + 0,005 — 1,005.

Ксйннги )^исоблашларни (2) ва (3) формулалар брича бажариш 
мумкин. Жумладан,

у\ =  =  0,101; г/, -  //о + 2Л(/| =  1 -1- 2 0,1-0,101 =  1,020; 

у\ =  == 0,204; (/з =  У| + SAr/j =  1,005 + 0,041 =  1,046.

}(;исоблашларни одатдагидек, цуйидаги жадпал куринишнда ёзиш 

мумкин:

(I) (2) (3) (4)

X у t^y у ’

0 1 0 0
0,05 1,000 0,005 0,050

0,1 1,005 0,020 0,101
0,2 1,020 0,041 0,204
0,3 1,046 0,063 0,314
0,4 1,083 0,087 0,433
0,5 1,133 0,113 0,567
0,6 1,195 0,144 0,718
0,7 1,277 0,179 0,894
0,8 1,375

ечим билап та1дослаш х = 0,5 учун Эйлернинг ани1̂ лашти- 
рилган усули срдамида олинган ь;пймаг анн1̂  киймат би.']ан бир хилда 
экаилигини курсатади. л: == 0,8 учун ани1̂  циймат (/-= 1,377 га тенг, 
бипобарнн, абсолют хато 0,002 ни ташкил этади, нисбий хато эса 
0,2% дан кам.

Эйлернинг аынклаштирилгап усули Гкурнлган усуллар 

каби мсхнат талаб 1<;илса-да, одатда, купро!^ анир; 

натижалар бсради. Bupoif у му.\им бир камчиликка— 

барк,арор эмаслпк камчилигмга эга: цадамлар сони 

к а т т а  булганда бу усул ёрдамнда топилган та|фибий

1Ш)



счим цийматлари анш^ ечим атрофида усиб бориш тарти- 

бнда тебрана бошлайди. Бундай тебранишларни ссзганда 

бу усулдан воз кечиш ва бош!^а ани1̂ р01̂  усулларга муро 
жаат 1^илиш керак.

Дифференциал теигламаларни та!^рибий ечишнинг турли 
1'ояларга, купинча Эйлер усулига таянадиган бундай сонли 

усуллари А у орттпрманп иложи борича анн1̂  >^исоблашга 

келтириладн. Натижада формулаларнннг мураккаблашнб, 

}^нсоблашлариинг эса чузилиб кетип1и табинйдир. )^озирги 

пайтда прогноз ва коррекция усуллари деб аталувчи усул- 
лар кенг кулланиляпти. Биз бу синфнинг энг содда иа- 

мояндасига тухтаб утамиз; номнинг  ̂келиб чик;иши баёп 
1̂ илиш борасида куринади.

Яна ихтиёрий {х ,̂ -«*4-1) оралиции оламиз ва барча”де;̂ 
1̂ ийматлар бир-биридан бэравар узо!^лашган деб фараз 1̂ ила- 

мнз. К,уйидагини ёза оламиз:

*̂+1

^Ук  =  Ук =  I  У ' { х )  dx. (4)
xk

Бу интегрални х;исоблаш учун ани!^ иптегралларни так;- 

рибий )^исобла1ы '’формула лари дан бирини, масалап, тране- 

циялар формуласини !^улланнш мумкин. У  }^олда (4) фор­

мулами

-2-(у;+|/;+,р (5)

куринишда ёзиш мумкнн.

(5) формулани изланаётган ечимнинг А у* орттирмасини 

)^исоблашда ' татби!^ этншда у' }^осиланинг 1̂ иймати фа1^ат 

Хи нур^тада эмас, балки'д-*+1 ну1^тада }̂ ам маълум деб фа­

раз 1^илинади. Уни г/^^, =  /(x^+i. Уа+i) дифференциал тенг- 

ламадан з^осил к;илиш мумкин; биро!^ бунинг учун бизга 

уша изланаётган керак булади! Мураккаб ег^волга

тушиб 1^олдик. Ундан 1^уйидагнча 1^утилиш мумкин.

Даетлаб бирон-бир содда усул ёрдамида нинг

|^ийматини }^исоблаймиз (прогноз). Бу 1̂ ийматни дифферен­

циал тенгламага 1̂ уйиб, у ердан >;^осиланинг ь̂ иймати- 

ии }^осил килиш мумкин. Натижада (5) формуладан фой- 
даланиш ва изланаётган функциянинг тузатилган, янги 

орттирмасини хисоблаш имкониятига эга буламиз (коррек­

ция). Агар прогноз Эйлернннг анир^лаштнрялган усули бун- 

ича кнлинаётган булса, баён этилаётган прогноз ва кор-
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рскция усули учуи 1^илинадиган амаллар кстма-кстлнги 

1^уйидагича булади:

Ук+1 =  Ук-1 f  2hy ;, (прогноз)

~  fi k̂< Ук)>

Ук+1 =  у к -f Н у1 ^ - у '„̂ )̂/2 (коррекция)

Прогноз ва коррекциянииг бош1^а усуллари худди шун- 

дай рояга асосланган булиб, баён этилган усулдан шуниси 
билан фар1^ 1^иладики, ечимнипг павбатдаги 1̂ ийматини 

прогноз 1^илишда ? а̂м, коррекция килишда }̂ ам боци^а, му- 

раккабро!^ булса-да, лекин ани1^ро1  ̂ формулалар 1^уллани- 

лади.~ Масалан, (4) ^"формулада интегрални хисоблашда 

коррекция учун трапециялар формуласидан эмас, балки 

ани1̂ р01̂  булган параболалар формуласидан фойдаланиш 

мумкин.

Функциянинг навбатдаги нуь^тада прогноз 1^илинган 

ва коррекцияланган 1^ийматлари орасидаги айирма (фар1^) 
}^осил булган та1фибий ечимнинг хатолари тугрисида фикр 

юритишга имкон беради, бу эса’ ’ани1 ”̂ ечим [номаълум бу­

либ, ба?^олашнииг боип-̂ а усуллари мумкин булмаган ёкн 

жуда 5̂ ам машакцатли булган амалий масалаларда жуда 
му)^имдир.

^ Ю 1̂ орида’ баён килинган 'прогноз ва коррекция усули ’ёрдамида 
б|^ланрич ;Шярти’'г/!^^д‘---'0,25 ' булганГ(/'1= ;2хг/2 'дифференциал тенг- 
ламанинг [0,1] кесмад'» Д = 0,2 1̂ пдам билан ечимини топайлик.

f Барча 1 з^исоблашлар одатдагидек куйида’ жадвалда келтирилган. 
Уларни яхширо!^ тушунтириш учун улар 1̂ андай топилганини муфас- 
сал баён 1̂ иламиз.

Жадвалнинг (1) устунида 'х нинг'’р;ийматлари  ̂туради. (2 )— (5) 
устунларда илгариги :усулдаги (Эйлернннг ани1̂ лаштирилган усули) у 
нинг 'прогноз' 1̂ илиигаи 1̂ ийматлари 5^исобланади, бу ерда 'з^осилапн 
з^исоблашни коррекциялаштириш ма1̂ садида //̂  катталик к;уйилган J4) 
уступ киритнлган. (6) — (9) устунларда худди шу 1̂ ийматларпинг узи 
фаг^ат 1̂ улай формулалари буйича топилгапдан кейин жойлаштирилгап.

Н1Ц0ЯТ, (10) уступда солиштцрсш учун aiinj; счим у = нипг

|^ийматлари келтирилган.
Хисоблашлар цуйидаги тартибда бажарилади.“'Дастлаб, би .̂инчи 

сатрда берилган бошлацгич шартлар буйича х,осила''}^исобланади [(4)—
—  (5) устунлар] ва икхинчи сатрда (бу сатр ёрдамчи з^исобланиб, кс- 
йингн ^^исоблашларда иштирок этмайди) тургац «ярим ну1̂ та» (-Cjy2 == 

=  0,1) учун'Д^орттирма [(3) устуи] ?;исобланади.

Бу ну1̂ 1 адаги ?^осила =  0,012 топилгандаи сунг \у = 0,W2 
ни ,хиеобла!Ш11з [(3] устун] иа ymi бошланрич 1̂ ийматга цушиб, у
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mmr дг, =  0,2 ну1̂ тадаги прогноз 1̂ илинган (̂ ийматипи топамиз, Бу 
циГшат (2) уступга ёзилган, у г/i =  0,252 га тенг. Бу ерда ^осила 

il'i =  0,026 га тенг ва r/g =  О эканлигини назарга олган холда (1̂ ий- 

мат бирипчн сатрдан олинади; иккипчи сатр ^исоблашларда 1̂ атнаш- 
майдн!) (5) формулага кура (6) уступ учун Л (/== 0,003 ни топами:-), 
демак, коррекдняланган кнймат: IJ2 ■= 0,253 [(7) уступ]. Бу 1̂ ий- 

матга биноап (8) — (9) устунларда тузатплган 1̂ нймат ){особланадп, 

бу ерда у бошлаигнч 1̂ иймат билан бир хил.
Х^^силанпнг тузатилгап ^ийматидан у нинг япгн 1<;ийматипи прогноз 

цнлпш учун (2) формула буйича Ау ни топишда фойдаланиладп. Бу 
Л//=  0,010 1̂ иймат (3) устунга ёзилади. у  книг навбатдаги прогноз 
|\|'|линган 1̂ ийматн1Ш топнш учун Уа га топилган Ау ни 1̂ ушнш керак. 
Кейинги .^нсоблашлар худди Ю1̂ оридагидак давом этаверади. Бунда 
ф̂ И'̂ ат бир иа(х;ани назарда тутиш лозим: навбатдаги прогнозпп .\оснл 
1хилнш учун (3) устундаги Ау î nHMax у нинг ундан олдинги caтp^aги 
|̂и11матнга 1̂ ушилпб, унинг бу киймати сифатнда (7) устундаи олин- 
ган коррекция ки.пиаган киймат хизмат 1̂ илади. Жадвалда'ги берплган- 
ларни тскширнб куршпии катобхоннинг узига .̂ 1 вола 1';иламиз, бупинг 
учун логарифмик лннс11ка булса етарли.

(1) (2) (3) (4) (5) (6) (7) (8) (9) (10)

X У Д</ у’ д» у </» V' и
"аинк

0 0,250 0 0,062 0 0,250
0,1 0,250 0,002 0,062 0,012
0,2 0,252 0,010 0,064 0,026 0,003 0,253 0,064 0,026 0,252
0,4 0,260 0,022 0,068 0,054 0,008 0,261 0,068 0,054 0,260
0,6 0,275 0,036 0,075 0,090 0,014 0,275 0,075 0,090 0,278
0,8 0,297 0,057 0,088 0,141 0,023 0,298 0,089 0,142 0,298

1 0,332 0,110 0,220 0,036 0,334 0,333

Энди дифференциал тенгламани сонли ечиш зарурати- 

пи келтириб чш^арадигаи физикавий масалани куриб чи- 
1^амиз.

Мисол. Электр ззнжярига темлр узаклл галглк улаи- 

гаи (25-раем). Узакиииг магинтлапиш эгрл чяз.чги

1 =  г В Д

(1)ормула орцали берил- 

ган, бу ерда i — ампер 

,\исобидаги ток, N  — рал- 

гакдаги урамлар сони, 

Ф — магнит 01̂ ими (ве- 

Оер }^исобида). Магнит 25- раем.
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куринишга эга булиши мумкин, шу билан бирга (2) ку- 

ринншдаги тенгламадан (1) курннишдаги тенгламага j^ap 

доим хам утпш мумкнн булавермайди. и1ундай булишига 

карамай, (2) дифференциал тенгламани интеграллаш маса- 
ласпнп параметр кмритпш нули билан хрсилага нисбатан 

ечилган тенгламани интеграллаш ыасаласига келтириш 

мумкин.
(2) тенгламанинг айрим хусусий хрлларини цараб чи- 

ь^амиз ва уларни интеграллаш йулларини курсатамиз.

1) п-даражали биринчи тартибли тенглама. Тенгла- 
манинг чап томони у' га нисбатан бутун рацнонал функ- 

циядан иборат, яъни 1<;уйидаги куринишга эга:

2 • • • -i- Р п - 1  у' Р'>У --- О,
бу ерда п —  бутун муебат сон. р̂ , р.̂ , p.j, , р„ лар 

X ва у  нинг функциялари.

Бу тенгламани у ' га нисбатан еча оламиз деб фараз 

кнлайлик. Бунда у' учуй, умуман ойтгаида, п та хар хил 

нфода }^осил б>^1ади:

у '  =  f i { x ,  У \  {/' =  /а(л:, у ) ............. у '  =  fn{x, у)- (3)

Бу х;олда (2) тенгламани И1ггсграллаш биринчи тар­

тибли п та (1) тенгламани интеграллашга келтирилди. 

Улариинг умумий иитегралларн мое равишда куйидагилар 

булсии:

®i(^. у. C l)  =  О, Фг (X, у, Са) =

= .0 , . , Ф „(х . г/, С„) =  0. (4)

(4) интегралларнинг чап томонларини узаро купайтириб, 

нолга тенглаймиз:

Oi(a:, у, С,) Фг{х, у. Со) . .  . Ф,Хх, у, С„) =  0. (5)

Агар (5) тен1ламани у га нисбатан ечадиган булсак,

(2) тенгламанинг ечиыини >^осил 1^иламиз. Ха1^и1^атан ?̂ ам, 

( 5) тенгламанинг j^ap р̂ андай ечими (4) тенгламаларнинг би- 

рини, бинобарин, (1) тенгламаларнинг бирортасини ва шун- 

дай килнб, (2) тенглама— (1) тенгламаларга ёйилгани учуй 

уни >̂ ам и^аноатлантиради. Умумийликка зисн келтирмас-

дан, (5) даги барча Q , Сз............ С„ узгармасларнн бнтта

С  бнлан алмаштириш ва тенгламани

!/. С) Фг(х, У, С) . .  . d\{x, у, С) =  0 (6)
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куринишда ёзиш мумкин, бу(2)тенгламанннг умумий ечимн 

булади. Буига ншонч ^^оснл цнлнш учун (G) тенгламанинг 

п та тенгламага ажралишини куриш мумкин;

'П,(х, у, С) =  О, Фо,(х, у, С) =  О, . . . , Ф„{х, у, С) =  О, (7)

бу ерда С — псталгап г^ипматларяи г^абул 1у1лувч» пхтпёрий 
узгпрмас, т у  сабабли (4) тспгллмадаи .рсил 1̂ илнпад1ггп11 

барча ечимлар (7) течгламадан :>̂ осил 1^илинад11ган ечим- 
лар орасида булади.

Ушбу { ' / У ^  = О тсиглпмаиииг умумш'! пптсгралипи топамиз.

Тсигламаннпг чаи томопиин куняйтупчиларга ажратмб, 1̂ уйндагипм 
j^ocuji 1̂ иламиз;

У  Ту у т л  _
и - у' + ) =  о,

бу срдап у' — ^  О ва у' +  ~У 0. Бу иккаля тепглама уз- 
а а

гарупчилари ажрпладига!! тсигламадир. Уларнинг умумий интеграл- 
л̂ :pи:

За За

Шупннг учуй бррнлгаи тапгламапипг умумиИ иитограли ушбу ку- 
ритппда буладн:

( V r - 4 ’ - ^  =  o.

2) у га нисбатан ечилган ва х  ь^атншимаган тенглама. 
Гап

У =  ф(г/') (8)

курипишдаги тенглама устида кетяпти.
Бу >^олда параметр кнрптиш усулипи куллапиш ма1\сад- 

га мувофп1<;дир. У  каралаётган узгарувчиларпп параметр 
оркали пфодалаш ва ечимпи параметрик шаклда излашдан 

пборат. у' =  р дейлик. У >;олда берилган тепглама

У =  ф (Р) (9)

куринишда ёзилади. Агар х ни р ва С  ор1^али нфодаловчи 

япа битта тенглама топиш мумкин булса, у ^^олда бу иккита 

тенгламадан иборат туплам (8) тенгламанинг парамет- 
рик шаклдаги умумий ечими булади. Улардан р ни
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01^имини топинг. Магнитланиш эгри чизирининг А ъа В  
коэффициентлари узакнинг физикавий хоссалари ва урам- 

нинг конструктив хусусиятлари билан белгиланади.

Е ч и л и ш и. Кирхгоф i^ouyHH бу занжир учун

B = ^ R i 'r L ^
di

куринишга ёки электротсхникадан маълум булгап L =  

=  муносабагни эътиборга оладнган булсак,

куринишга эга булади. Бу ерга i нинг ю1^оридагн узак­

нинг магнитланиш эгри чизири 1^онунидэги 1^ийматини кел- 

тириб цуйсак, ушбу дифференциал тенгламага келамиз:

бу ерда Eaî T секунд ?^исобида улчанади.
Оддий электротехникавий пулат учун Л =  0,6-10®Еа

S  =  0,33- IQi® деб олиш мумкин. Хусусий }^олда Е  =  18 В, 
/ ^ =  300 Ом ва N =  100 деб олиб ва магнит о[^имини 10~® 

В б ( ф = 10~®Ф) да, Baî THH эса миллисекундларда 

( / = Ю ” ‘̂ т) улчаб, тенгламаин

1,8 Ф  И - 0,01 Ф ® =  18
куринишга келтирамиз. Лгар S калит т =  О моментда 

уланса, дифференциал тенгламамиз учун бэшланрич нирт 

Ф (0) =  0 булади.
Биз }^осил 1^илган тенглама чекли куринишда ечимга 

эга эмас. Сонли методларни {^улланиш цулай булиши учун 

бундай тенгламалар одатда улчамсиз шаклга келтирилади. 

Мазкур }^олда бу р^уйидагнча амалга оширнлишн мумкян. 

Физикавий муло)^азалардан х чексиз ортганда Ф  01«̂ им 

туйинишга иитилиши келиб чи1^ади. 01^имнппг туйинишга 

мое максимал' 1̂ иймати Ф,„ энди узгаришсиз сар^ланади,

яъни унинг учун ^  =  О булади. Шунинг учун lyiH-

матып дифференциал тепгламадан, у ерда -^ == О деб, >;о- 

сил {^ялиш мумкин. Натпжада ушбу содда куб тенглама­

га келамиз:
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I3y тенглама ягона j^ai^iiKufi илдизга эга: Ф,„ =  7,58023.

Биз ЭНДИ дифференциал тенглама ни Ф(т) =  Ф ^^(т ) деб 

олиб, улчамсиз шаклга келтнришимнз мумкин. У  }^олда у 
Baî T т нинг улчамсиз функцияси булади. Тенглама

Ф „ У = 18- 1.8Ф„,1/ - 0,01ФЗ,1/3
ски

у’ =  2,37460 —  1,8(/ —  0,57460г/»

курпнишга келтнриладн. Бошланрич шартдан эса у(0) =  О 

эканлпги келиб чи1<̂ ади.
Хосил р^илинган тенгламага (0; 0,5) орали!^ учуй /г =  

=  0,05 раздам билан Эйлернинг ани1^1аштирилган усулини 

1^улланиш мумкин. >^нсоблашлар жадвалда келтирилган. 

Ф нннг веберлар хисобидаги Якунин 1̂ ийматлар:1 (нлгари 

киритилган Ф,„ ва 10® коэффициентларни хисобга олган 
)\олда) (6) устунда келтирилган.

(1) (2) (3) (4) (5) (б)

X у 0,57460 у* у’

0 0 0,0594 0 2,3746 0
0,025 0,594 0,1134 0,1204-10-3 2,2676
0,05 0,1134 0,2169 0,8379-10-“ 2,1697 0,8595-10-^
0,10 0,2170 0,1978 0,5871-10-2 1,9781 0,1645-10 -1
0,15 0,3112 0,1797 0,1732-10-1 1,7971 0,2359-10-1
0,20 0,3967 0,1625 0,3587-10-1 1,6246 0,3007-10-''
0,25 0,4737 0,1461 0,6108-10-1 1,4608 0,3591-10-1
0,30 0,5428 0,1306 0,9189-10-1 1,3057 0,4114-10-1
0,35 0,6043 0,1160 0,1268 1,1601 0,4580-10-1
0,40 0,6588 0,1024 0,1643 1,0245 0,4994.10-1
0,45 0,7067 0 0900 0,2028 0,8997 0,5357-10-1
0,50 0,7488 0,5676-10-1

^ОСИЛАГА НИСБАТАН ЕЧИЛМАГАН БИРИНЧИ ТАРТИБЛИ 

ГЕПГЛАМАЛАР. ИЗОГОИАЛ ТРАЕКТОРИЯЛАР )^АКИДА МАСАЛА

Шу пайтга 1^адар хосилага нисбатан ечнлган, яъни

y '^ f ( x , y )  (1)

куринишдаги дифференциал тенгламаларни текшириш би- 

л;п1 чекланпб келдик. Биро1^, Ю1^орида айтиб утилгзнидек, 
гшрпнчп тартибли тенглама, умумап айтганда,

f { x . y , y ' )  =  0 (2)
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йуч^отиб, X, у ва С  ораспдаги муносабатнп, яъни одатдаги 

шаклдаги умумий ннтегрални хосил ь^илиш мумкин. 

Иккипчи тенгламани цуйидагича топамиз. у' ^  р тенг-

ликни dx =  ~  куринишида 1̂ айта ёзнб оламиз, бу ердан

д: =  I у  -f С. Бу ердаги ннтегрални булаклаб интеграл- 

лаймнз:

№ .  
J р

(р) dp

Демак,

(10)

(10) ва (9) теигламалар снетемаси (8) тенгламанинг 
параметрик н:аклдаги умумий ечими булади. Агар иложи 

булса, бу тенгламалардан Р  пи йу[^отиб, Ф  (х, у, С) =  О 

шаклдаги умумий интегралнн }?;0сил р;иламиз.

у=- (у')“ Л- тенгламанинг умумнй ечимипп параметрик шакл-
да топамиз.

у' = р деймиз; у )^олда у р̂  Ь 2р^. Буни х буйича дифферен- 
dp

циалласак: у ' =  (2р + 6р^) ■—  ёки у = р  булгани ва р га 1̂ ис1̂ арти-
dx

dp
рнш мумкнп булгани учун: 1 

ва X "  2р -|~ Зр- -|- С. Умумин ечим бундай ёзилади:

(2 Н- 6р) Бу ердан dx (2 + Gp)dp 
dx

X -■
У

2р + 3р2 + с , 
 ̂р'̂  + 2р».

Бу ерда биз р^/ О деб фараз 1̂ нлдик. Агар р =  0 булса, у = С та 
эгамиз; бу ечим эса тенгламани С-= О булгандагкна 1̂ апоатлантириши- 
ни куриш осой.

3) X га нисбатан ечилган ва у цатнашмаган тенглама. 
Бу }^олда тенглама

х =  ф(1/') (И )

куриннн1га эта.
Юцоридагидек h h i курамиз. у' 

к,уйидаги куринишда ёзилади:

Ф (Р)-

р деймнз. Тенглама

^ =  Ф(Р). (12)

у' — р тенгликни бундай ёзиб оламиз; dy =  pdx. Бу ердан 

у =  \ p d x  =  рх —  ^х dp,
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у Х р  ф (р) —  J ф (р) dp I- С. (13)

(12) ва (13) тенгламалар системаси (И ) тенгламанинг 

параметрик шаклдаги умуыий ечимидип. ^у^пардан р па­
раметрии йу1^отиб, Ф  [х, у, С) =  О умумпй иитсгралпи хосил 

киламиз.

Шуни 1̂ айд 1^нлиб утиш керакки, (9), (10), (12) ва (13) 
теиглнклардаги р узгарувчи ихтиёрий параметр ролиш! 
уйнайди ва исталган боии-̂ а >̂ ap(j; бплан алмаштирилиши 

мумкин.

X = у' sin (/' тенгламааинг уыумий ечимипн парамотрмк шаклда топа-
ммз.

dtj
у ' ^  р деймиз; у ^̂ олда л: =  ps inp . Энди — р тепгликни rfy ̂ах

pdx каби ёзнб олами.). Сунгра

р dx ^  рх ^   ̂X  dp = рх — ^ р sill pdp~=px + р cos р cos р dp —

^  рх + р cos р — sin р + С

булгани учуп у --- рх + р cos р — sin р Ь С- Умумий ечим [^уйидагича 
Сзилади:

X =  р sin р, !
у = р̂  sin р + р cos р — sin р + С. j

4) X ёки у 1^атпашмаган, 6npoi<  ̂г/ски хга 1и1сбатаиечил- 

гаи булиши шарт булмаган тенглама. Теиглама угибу ку- 
рипишга эга:

т и ' )  =  о ( 14)

ОКИ

F {x,y ')  =  О,

ту билаи бирга теигламадан у ни (биринчи тенгламада) ёки 
X ИИ (иккиычи теигла.мада), туииигдек, р == у' ни t пара­

метр opi-̂ али ифодалаи! мумкин деб фараз 1^иламиз. 2) ва 3) 
х,()ллардаги каби бу ерда хам тенгламанинг умумий ечнми 
мараметрнк шаклда ?^осил буладп.

Масалан, F{y, р) =  О тенглама булган >̂ ол1П1 курайлик. 
// ф(/) деб, теигламадан р г1)(̂ ) ни ёки, аксиича, =  гр (^) 

Д|'б теигламадан у =  ц> (i) 1П!топдик деб оараз 1у-!лайлик. 
У )\Олда, бир томондан, dy =  p-dx =  %p{t)dx, иккинчи то- 
моидан, dy =(^'{t)dt. Бу dy учуй иккала ифодани Tai î^oc-
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лаб, ^  {i)dx =  (f'{t)dt ни >^осил !^иламиз, бу ердан

ва . =  5 ^ , + с .

Умумий ечим параметрнк шаклда {^уйидагича ёзилаци;

(15)

У =  ф(0-

// =  a V l  + (у )'̂  тенгламанинг умумий ечимини топайлик. 

р =  у' sh/ деймиз; у ?^олда у =  а~У 1 +  sh^/ acht. Ушбу

^  =  р  тенглнкдан dx =  ^  пи топамнз, dij =  asht dt булганн учун 
dx р
dx =  adt ва x — at — C. Умумий ечим параметрик шаклда 1^уйндагича 

ёзилади:
x ^ a t — С, 

у =  ach t.

t параметрни йукотамиз. Бунннг учун бнринчи тепгла- 

мадан t ИИ топиб, иккинчи теигламага i-^уямиз. Натижада 

t =  {х -|- С)!а ва

ц  =  a c h  .
а

5) Лшраиж тепгламаси. х ва у га иисбатаи чизпь;ли 

булган, яъни

и ^  ФУ)х-\ ■̂ Ли')

курипкшга эга булгаи теиглама шуидай аталади. ср(//')^у' 

деб фараз 1̂ иламиз. гр(г/') у' булгаи у̂ ол ксйипроц i^apa- 
ладн. Лаграиж теигламасиии 1пггеграллаш учун хам пара­

метрик усулпи 1'^уллаиамнз. у' == р  деймиз. У  >^олда теиг­

лама
у =  ср (р) X М р  (р) (17)

курин1иида ёзилади.
л: буйича дифферепциаллаб 1̂ уйидагиии >;осил циламиз:

ёки у' ни р  билан алмаштириб, 0  га купайтириш ва алгеб- 

раик алмаи1тири1илардаи сунг:

dx Ф'(р) Vip)
dp р - ф(р) р- ф (р ) ■ 

dx

(19)

Бу X  функция ва ^~,\осилага иисбатаи чизт^^ли теиглама. 

Уиинг умумий интеграли

Ф{х, р, С) -= О (20)
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куринишга эга. У  (17) тенглама билаи биргаликда Лагранж 

тенгламасининг параметрик шаклдаги умумий интегралини 
беради. (17) ва (20) тенгликлардан р  ни йур^отиб, Лагранж 

тенгламасининг умумий интеграли Oi(a:, у, С )=  О ни 
)^осил 1у1ламиз.

(18) тенгламани узгартнришимиз р — ф(уо)^0 булган- 

дагина мумкин эканлигини р̂ айд килиб утайлик. Ага р  —  

— ф(/^)= О тенглама р =  /?,■ нлдизларга эга булса, у ;^олда 

улар у =  ^ф(/7,) +  'ф (р,) (г =  1, 2, . . k) ечимларни ;^ам 
беради.

у =  -\-( i / ' f  теигламаш 'иг умумий счимини топампз.
? / '=  р деимпз. У  >^олда у -= хр" + ёки у =  (;с-|- I) р '. Бунн 

X буйичп дифференцналлаб, топамиз:

у' =  р- -'г 2{х +  1)р

Бир 1-^атор содда у.чгартиришлярдан супг р;уй||дагмнм ?^осил кд1ламиз:

dp dx 2dp
1 - р  -  2(х-|- I )- -  скн '

dx X + I 1 - р
бу срдан

lu(x -f 1) -  -21и(1 -р)-1-2!пС,
Иотснцирласак:

. ,

Демак, умумий счим парамстрик таклда ушбу куринишда булади

С2

(1~р)2 ■ ’ ’ 

C V
у = -

(I р)^

р параметрни йу1^отамиз. Бунинг учун

р2 =  [1 ^  (1 р)г =  -  v = 7 =
V X + 1 ' х+\

ифодани топамиз ва у = { х  + 1)р^ тенгламага ь;уямиз. Шундай ци 
либ, умумий ечим 1^уйидагича булади:

г/ = ( У ^ -  c f .

6) Клеро тенгламаси. Клеро тенгламаси деб Лагранж 
тснгламасннипг ср(//') = у' булган хусусий ;^олига айти- 

лади. Клеро тенгламасининг умумий куриниши:

y =  xy' +  W )-  (21)

у' =  р  деймиз. У  :?̂ олда

у ==хр +  il5(p). (22)
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"у

X буйича дифференциаллаб, 1̂ уйндагипи тонамиз: 

!/' =  р - :- а ;*  +  « р ) Й г .

яъпи

бу е{)дан

jP = 0
dx

скн

f}/)
X-' 1|;'(р)==0. (23)

^ ^ ^ 0  тснгламадаи р =  С келиб чш^ади, (22) да р

урнига С ни !<;уйиб, Клеро теигламасинипг умумий счнмипи 

хосил к,нламнз;
У - С х  -\ гКС). (24)

Бу гсометрнк иук/ган иазардаи тугри чизт-'лар оиласиии 

1асвпрлайди.
(23) теиглама (22) бнлап бн1)1аликда Клс1)о тспглама- 

m iim ir парамстрнк шаклдаги счимиии берадн;

y-^ — p^V{p) 1

/\ак11ка'1ии хам, бу тспгламалардаи;

dx ■\\>" {р) dp, 

dy [ - /п|)" {р)  ̂ 1|)' (/;) -1-1|)' (/;)] dp = —  p^f (р) dp, 

бу сфдап ^  =  Р- Буни Клеро тснгламасига ■•̂ уйиш -

 ̂ PV (р ) Ч ^  (Р) =  -  РР' (Р) +  (Р)

айпцятга олиб келяди.
Системашшг пккала тенгламасидан р параметрни ftyî o- 

тиб, (21) тспгламанипг иитеграли Ф (х //) =  О пи }^осил 

киламиз. Бу интегралда С иштнрок этмандн, бпмобарин, 

у умумий интеграл була олмайди. Уии, шунпигдек, уму­
мий интегралдап С нипг хеч цаидай кргйматида хрсил 1̂и- 

либ булмайди, чуики чизицли функция эмас. У  махсус 
интеграл де11нлади

Ушбу

ц =  рх + бу ерда р =  I/
Р

теиглпманипг умумий са махсус ечимиин топамиз.
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Умумий ечимпи бевосита тенгламадан р  пи С га алмаштириб то- 
памиз:

</=Сдг +
1

Махсус ечимни топиш учун 'ф'(р) =  — 1/р^ ни топамиз. Ушбу

1

У =

тенгламалар системаси параметрик шаклдаги махсус ечимдан иборат- 
дир. р параметрни йу|^отамиз. Буннпг учун иккинчи тенгламанинг 
иккала тсмонини квадратга к^тариб, уларни биринчи тенгламанинг мос 
1^исмларига буламиз; у^/х =  4 ни >(Осил 1̂ иламиз, бу ердан =  4х. Гео­

метрик ну 1̂ таи назардан I/=  Сх 4- 1/С (С — параметр) умумий ечим 
турри чизи1̂ ларнинг бир параметрли оиласини, махсус интеграл эса 
параболани тасвирлайди (26- раем).

Расмдан куриниб турибдики, махсус интеграл (парабола) умумий 
ечим билан ани 1̂ ланадиган интеграл эгри чизи^;ар (турри чизи1^лар) 
ни уровчи чизи!^ экан. Бу хосса тасодифий эмас.

Махсус ечимларнинг мавжуд булиши мумкинлиги Ко­

ши теоремасининг шартлари бузилишп билан борлн!^. Виз­

га маълумки, бу шартларнинг бажарилиши ечимнинг мав-
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жуд ва ягона булишига кафолат беради— битта бошланрич 

шартни каноатлантираднган иккита з^ар хил ечим булиши 

мумкин эмас. 7-§ да бу шартлар факат айрим махсус 
ну1̂ таларда бузилган хрллар 1̂ аралган эди. Шундай булса- 

да, ягоналик шартлари бирорта ч и з и р ^н и н г  барча ну1̂тала- 

ларида бузилиши >̂ ам мумкин булиб, бу чизи1̂ нинг узи 

тенгламанинг ечими булиб К50лиши мумкин. Ана шу ечим 

махсус ечим дейилади.

Шундай 1̂ илиб, дифференциал тенгламанинг махсус 
ечими деб шундай ечимга айпгиладики, у дзининг бар­
ча ну/^таларида ягоналик хоссасини Коши масаласи маъ- 
носида /^аноатлантирмайди, яъни махсус ечимнппг ;^ар бнр 

ну1̂ тасининг исталган атрофида бу иу^^тадан утадиган )̂ еч 

булмаганда иккита ннтеграл эгри чнзи1<̂ мавжуд блЪшди.

Параметрик усул х га нисбатан чизиь^ли булмаган

у =  у')

куринишдаги тенгламаларпи, яъни Лагранж ски Кле])о 

тенгламалари булмаган тенгламаларпи, шунингдск, баъзи 

бош1'̂ а тенгламаларпи интеграллашда хам 1̂ уллапиши мум- 

кинлигини 1̂айд г^илиб утайлик. Мазкур }^олда у' — р деб, 
у =  ‘\р{х,р) ни ;^осил 1̂ иламиз, бу ердан х буйича диф- 

фсренциаллаш билан

Wx{x,p)~ р\

тенгламага келамиз. Агар бу тенгламанинг умумий инте- 

грали Ф(л:, р, С) =  О ни топилса, у у =  р) те11глама би­

лан биргалнкда берилган тенгламанинг умумий ннтеграли- 

ни параметрик шаклда беради. Улардан р параметрни 

йу1<̂ отиб, умумий ннтегралнн у,С) =  О шаклда хрсил
г^иламиз.

27- раем.
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Таърифга кура С параметрга борли!^ булган Ф(д:, г/, С )=  

=  О чизицлар оиласини уровчи чизи!^ деб, узининг }̂ ар бир 
ну1̂ тасида оиланинг бирорта чизирига уринадиган чизища 
айтилади, шу билан бирга у узининг турли нур^таларида 

оиланинг турли чизи1̂ ларига уринади (27- раем).

Айтайлик, Р{х,у,у') =  О дифференциал теигламанинг 
уровчи чизища эга булган интеграл чизит^лари оиласи 

Ф(д:, у,С) =  0 дан иборат булсин. Агар оиланинг бирор­
та эгри чизнрида М(х, у) ну1̂ тани оладиган булсак, у >̂ ол- 

да X, у ва у' бу ну1<̂ тада тенгламаии 1̂ аноатлантиради. Бн- 

ро1̂ уровчи чизиг  ̂ учун х,у  ва у' нинг ушаМ[х,у) ну1«̂ та- 

даги 1̂ ийматлари илгаригича булади. Демак, уровчи чи- 

зи1̂ )^ам интеграл эгри чизи1̂ шу билэн бирга махсус ин­

теграл эгри чизи1̂ булади, чунки унинг хар бир нуц^аси 

орр^али бир йуналишда иккита интеграл эгри чизи!^: уров­
чи чизи1̂ нинг узи ва интеграл эгри чизи!^лардан бири ута- 

ди. Шундай 1̂ илиб, уровчи чизи1̂нинг )^ар бир нуь^тасида 

ягоналик бузилади.
Умумий интегралдан махсус интегрални }^осил i-̂ илиш 

учун бир парзметрли Ф(лг, у. С) = 0  эгри чизи1̂ лар оиласи- 

Т1ИНГ уровчи чизигиии )^осил 1̂ 1лши цоидасидан фойдала- 
1ППН мумкин. Бу 1̂ оидага мувофиг^, оила тенгламаларнпииг 

иккала томоиидаи С буйича хусусий ^^осила олиш нули 

билаи яиа бир тснглама тузилади. Ушбу

Ф  (х, у. С) =  О,

аф(ж, г/, С) _  г, 
дС

(25)

тенгламалар системаси тенпаманинг махсус интеграли 

(агар у мавжуд булса) булади. Бунда бу тенгламалар сис­

темаси умуман )̂ еч 1̂ аидай эгри чизи1̂ни ани[^ламаслиги 

?̂ ам мумкинлигини назарда тутиш керак, у 5̂ олда тенглама 

махсус интегралга эга булмайди. Биро!^ (25) система эг­
ри чизи1'̂ ни (дискриминант эгри чизикни) ани1̂ лаган та!̂ - 

дирда )^ам, у чизи1̂ урэвчи чизи1̂ булмасдаи, балки оила 

эгри чизи1̂лари махсус нур^таларининг геометрик урии бу- 

лиши }<;ам мумкин ва, демак, барибир махсус интеграл 
булмаслиги мумкин. Интеграл эгри чизи1у«̂ а ва уро'зчи 

мизикда уларнинг умумий нуг^таларидаги уринмаларнинг 

бурчак коэффициентларининг бир хиллигини текшириш 

керак булади. Фаг^ат ана шу .-̂ олда дифференциал тенгла-
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ма махсус иитегралга эга булиб, унинг параметрнк тенг- 

ламаларн (25) система булад1г. Бу системадач С параметр- 

нн йу1̂ отиб, махсус интегрални ф (х, у) =  0 шаклда ?^осил 

1̂ иламиз.
Бу г^оиданн Клеро тенгламасига татби!^ 1̂ илсак, 

г/ =  Сх 4  (С), 

д: +  а})' (С) =  О

системага эга буламнз, бу систома юцорида келтириб чн- 

1̂ арнлган Клеро тенгламасн махсус интегралинннг пара­

метрик теигламалари билан бир хил (фаг^ат р параметр С 
параметр билан алмаштприлган).

Юр^орида дискриминант эгри чизп1д а  нисбатан келти- 

рнлган Клеро тенгламасн учун роль уйнамайди; агар 

Клеро тенгламасн умумнй ечимининг дискриминант эгри 

чизири мавжуд булса, у албатта уровчч чизи1̂ булади, де­

мак, Клеро тенгламасининг хусусий ечимлари чизи1̂ли 

функциялар булгани учун ва турри чизи1̂ лар }̂ еч 1̂андай 

махсус ну1̂ таларга эга булмаганлиги учун бу эгри чизи1̂ 

махсус интеграл ;^ам булади.

у =  х{у')'  ̂+  (г/')^ тенгламанинг махсус интегралинн топампз.
Умумнй интеграл илгари (111-бетга i^ai^aur) топилган эди.

у = {У7ТТ~сУ.
с  буиича диффсрепцмаллаб, 1 ';уйидагнпи з^осил 1 ^иламиз:

- 2 (У Г + Т - С )=  0.

Б у  иккала тепгламадан С ни йу 1 ^отамяз. Иккипчи тенгламадаи С =  
ни топамнз. Уни биринчи тснгламага 1 ^уйсак, г/ =  О ии 

з^осил 1 ^иламнз. (/ =  0 функция тсигламянн 1 ^аноатлантпради, демак, 
унинг махсус ечими булади.

Айрнм хрлларда махсус интегрални умумий интегрални бил- 
масдан туриб)^ам топиш мумкин.Тенгламани интеграллаш про- 

цессида баъзан тенгламанинг тенг кучлилигини бузиши мум- 
кинбулганамалларбажаришга тугри келади (масалан, узга- 

рувчилари булган пфодага булиш). Бундай ^^олларда мах­

сус интеграллар булнши мумкин булган интегралларнинг 

йу1̂олиш-йу1̂олмаслигини ,\ар гал текшириб бориш керак.
Ушбу

У"“ 4- УЧуТ =  (а^О) 

тенгламанинг умумий ва махсус интегралларннн топамиз.
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Тенгламани г/' га нисбатан ечиб, к,уйидагини )^оснл к;и.паыиЗ:

У

Бу ерда у га булаётгапимнз учуп // =  О функция биз ftyi^oTiminMiia 
мумр:нн булган счнм бу; иш-булмаслш инн текптриб курши керак. Тенг- 
ламага у =  О ва (/ '= О н и  1̂ уйиш г/=  О берилган тенгламани цаноат- 
лантирмаслнгини курсатади, (а/=0), демак, унинг ечими булмайди.

Узгартирнлган тенглама узгарувчилари ажраладиган тецгламадир. 

5"згарувчиларнн la  булпш ва ydx га купайтириш билан аж-

ратамиз;

yd-y , ,

бу ердан — ±(-1' h С) ва умумап интеграл (х + С ^)+>/^=

курпнишга эга булади. Бу айланалар оиласи. га бу-
лншдя ечимлар йу1̂ отмагйнмикипмиз, шуни текширнб курамнз. Бернл- 
гап тенгламага у =  ± а  ва у' =  О ни 1̂ уйиш у =  + а  функцня тенгла- 
маин к;аноатлантнр11шини курсатади [(± а)“ а^], демак, улар ечнмлар 
булади, Бу ечимлар хусусий ечим булмлй, бялки махсус ечимлар була­
ди, чунки улар турри чизи 1̂ лар булиб, умумий интегралпи ташкил 
этадиган айланалар ^аторида була олмайди.

Худди шу патижанипг узини умумий кнтегралии С буйича диф- 

ференциаллашнинг умумий коидасидан фо 11даланиб 5̂ ам з^осил 1^илиш 
мумкинлигини кайд к,илиб утамиз. Бунда 2{х + С) =  О, бу ердан С =

л:. Буни умумий интегралга 1^уйиб, уша у=  ± а  ни };осил кила-

миз.

Шундай йул бнлаи Лагранж тенгламаси >;ам махсус 

ннтсгралга эга булншини текширнш осон. р —  ф(р) айир- 

мо бирорта р -= рп 1̂ийматда нолга теиг булади деб фараз 

килайлнк. У  )^олда р==Ро (18) тенгламани ь^аноатлантира- 

дн. р =  ро ни (16) Лагранж тенгламасига 1̂уйиб, унинг 

турри чизи1̂ дан иборат булган у =  х ф(Ро) Ч" 'Ф(Ро) ечнми- 
ни }^осил 1̂ иламнз.

Лагранж тенгламаси та>^лил 1^илиб чи1̂ нлган мисолга (117-ботдаги 
мисолга каранг) яна 1^айтиб, унинг учун ц>(р) =  р“ экан/^игимн ва 
р—р- =  О тенглама Pi =  О, Рз =  1 илдизларга эга эканлигини курамиз. 
Биринчи илдиз у =  0 махсус ечимга, иккипчиси эса у =  х \- \ ечнмгя 

олиб келади, бу ечим хусусий ечимдир, чунки у у =  {~\/х + 1 —С)'* 
умумий ечимдан С =  О булганда з^осил булади.

)^оснлага нисбатан ечилмаган тенгламаларга купинча 

гурли геометрик масалалар, масалан, изогонал траектория- 

лар тугрисндаги масала олиб келади.
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Агар

F{x, г/, a) =  О (26)

(бу ерда а —  параметр) эгри чиз1щларнинг бир параметрик 

оиласи булса, у хрлда унинг изогонал траекториялари 
деб, (26) оила эгри чизш^лари билан бир хил ф бурчак 
остида кесишадигаи эгри чпзиклариинг бопи^а оиласига 
айтилади.

Хусусий }^олда, агар бу бурчак турри булса, яъни ф =  

= я /2  булса, траекториялар ортогонал траекториялар деб 
эталади.

Берилган эгрл ч;̂ 311^тар оиласи (26) нинг дч(}):|)эрепци- 

ал тенгламасиии тузамиз. Бушшг учун (26) теигламами х 
буйича диффергнциаллаймиз:

(27)

На-(26) ва (27) тенгламалардан а параметрпи йу1̂ отамиз 

тижада (26) оиласининг диффзргнциал тепгламаси

y'=-f{xy) (28)

курптппга эга булс[[п деб фараз 1у{лайлик.

Л4{х; у) иу1̂ тада кесишувчи иккита эгри чизт^ ораси- 

даги бурчак деб, маълумки, эгри чизи[^ларга бу ну1<̂ тада 

утказилгаи урипмалар орасидаги бурчакка айтилади (28- 

расм). Агар (26) оияасииинг I эгри ч[вигига М  ну1̂ тада 
утказилгаи уриимаиииг Ох у[̂  бллаа таижил ь^илгая бур- 

чагиин а  ор1̂али, шу оилаиииг II эгрт чизигига ана шу 

нур^тада утказилгаи урлнманииг Ох yi^ б.итл та'ихия эт- 

ган бурчагини р ор:^али белгиласак, у .\элда ф =  ±  (Р —
—  а )  ёки р = а ± ф  булади. Бу ердан

tgP =
tg «  ±  tg ф

1

I + tg atg ф ■

tg ф катталик берил- 
ган, уин k ор1̂алн белги- 

лаймиз; tg а  =  г/' =  f {х, у), 
шунииг учун

l + kf{x,y)-

Изогонал траекториянниг 

. исталгап ну1̂ тасининг коор- 

^ динаталари билан бу nyi^- 

тадаги уринманинг бурчак
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коэффициента орасидаги муносабатни, яъни траекториялар 

силасининг дифференциал тенгламасини хосил 1̂ илдик. 
tgp ни у' орр^али белгилаймиз; у ?^олда

f{x.y)±k  
У — \-т-1 + kf (X, у) • (29)

Бу дифференциал тенгламанинг умумий интеграли (26) 

эгри чизн1-̂ лар оиласи учун изогонал траекториялар оиласи 

буладн; улар (26) эгри чизи1<̂ ларии бир хил ф бурчак ос- 
тида кесиб утади.

Агар траекториялар ортогоиэл булса, у }^олда

Я п Jt , Гк
Ф =  ~9> tgp=-

ва ортого1Шл траекч’ориялар оиласииипг дие{)ференц11ал 
тснгламаси ушбу nypjiHHuiAa булади:

f(x, и)
еки — y  =  i  (х. //)■ (30)

Шундай 1̂ илиб, р^уйидаги 1фидани ;^осил киламнз: бе- 
рилган (26) эгри чизик^лар оиласи учун изогонал траек­
ториялар оиласининг дифференциал тенгламасини топиш 
учун бу оиланинг (28) дифференциал тенгламасида у' ни

алмаштириш лазим, бу ерда k —  эгри чи-

зш~{ларнинг траекториялар билан кесишиш бурчагининг 
тангенса. Хусусан, ортогонал траекториялар учун у'

ни —  ̂  га алмаштириш керак.

Г е о м е т р и к  м и с о л л а р  ^

1-мисол, Шундай эгри чи- 

:imyiH топингки, упга утказил- 

1Л11 исталган уринманннг коор­
дината yiyi^pn орэсндггн кес- 

млси I га тенг булган узгар- 
м;1с узунликка эга булсин 

(2U- раем).
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Е ч и л и ш и ,  y = z f(x )  эгри чизпеда М{х] у) ну1<̂ тада 
утказилган уринма тенгламаси

Y - y ^ y '  ( Х - х )

курннишга эга, бу ерда X, Y —  уринма куктасининг уз- 

гарувчи координаталари. Бу тенгламадан уринманинг Ох 
>!<; билан кесишиш нуктасп А нинг абсциссасннн 7  =  0 

дсб, Оу yi^ билан кесншнш nyi^Tacii В нинг ордпР1атасини 

эса Х ==0  деб топамиз. 1'^уйпдагига эгаммз: Х^ =  х--

— у Ув =  У-̂ У̂'- ^ (0; У в) ну1̂ талар

орасидаги маеофани иккн iiyi-̂ xa орасидаги масофа форму- 
ласи буйича топамиз ва уии I га тенглаймиз; ушбу диф­

ференциал тенгламапи ?;осил г^иламиз:

) /  [х - ^  \ +  {у x y 'f  =  I. 
'  V У I

Бу 'И'нгламани узгартиришлардан сунг:

Бу Клсро тенгламасидир. Ут!иг

, ,  а  
у == Сх ±  V / ^1/1 4 С2

умумий ечими координата yi^iapn орасидаги кесмалари I 
га тенг узунлнкка эга булган турри чизи[^лар опласидаи 

иборат. Ечимни С буйича дифференциаллаймиз ва пара­

метрик шаклдаги махсус интегрални ифодалайдигаи ушбу 

тепгламалар системасипи тузамиз:

- y i  + c^’

X =  + - - i - . .
(1 f  С2) А
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с  параметрни йу1̂ отиш учун иккинчи нфодадаги х нинг 
цийматини биринчи ифодага 1̂ уямиз:

^  ‘ (1 + С2)*/.’

Лгар охирги иккита тенгликнинг иккала î h c m iih h  “/ 3  
даражага кутарсак ва {^ушсак, ушбу теигламани хосил 
циламиз:

„V. IX -|
V.

у ' '  -  /

Шуидай Ц11Л1Ш, махсус интеграл астрондадан иборат 

экан; у интеграл тугри чизш^лар оиласининг уровчи чн- 
зири булади.

2-мисол. Шундай эгри чизш^ларни топпнгки, улар учун 
бсрилган иккита ну1̂ тэдан исталган уринмагача булган 

масофалар купайтмаси узгармас булнб, га тенг булсин. 

Бсрилган ну1̂ талар орасидаги масофа 2с га тенг (30-раем).

Е ч и л и ш и. Коорди­

ната у{^ларини шундай 
танлаб оламнзки, берилган 

1\ ва 7̂2 нур^талар Ох ук- 
да, координаталар боши О 
эса бу ну1̂таларнинг ур- 
тасида жойлашган булсин, 

бу системада берилган ну;̂ - 

талар бундай ёзилади- 

1\ (с; 0) ва faC— с; 0). Эгри 

чизи1̂иинг исталганМ(л"; у) 
иук^тасидаги уринма тенг- 
лпмасини

30- раем.

у'Х^- 7 -  {ху'-у)=--0

куринишда ёзамиз, бу ерда X  ва Y — уринма иу1<;талари  ̂

М11ПГ узгарувчи коордпнаталари. Уринма тенгламасннн 

мормал куринншга келтнриб, берилган нуь;талардан урпн- 
магача булган ва масофаларни топамнз:

, су '~ {ху ’ ~ у )  „ - с у ' -  ( х у ' у )

1;фтга кура р^р.  ̂=  шунинг учун

{ху' -^уГ -сЦ уУ ^ ± Ь П { у Г 1]
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ёки

ij =  x y '±  V a 4 y 7 ± b \  (32)

бу ерда ±b~ =  деб олинган.

Бу Клеро тенгламаси. Унинг

У ^- С х±  У  а^С^ ±  //

умумий ечнми турри чизир^лар оиласидап иборат—тривиал 

жавоб.
Махсус интегрални топамиз. Бунинг учун умумий 

ечимии С буйича дифференщшллаймиз ва ушбу тенглама- 

лар системаснни тузамиз;

аЮ
X  =

г/ =  ±

(иккинчи тенглама х нинг ифодасини умумий ечимга 

1̂уйиш орр^али )^осил г^илинган).

Бу системапи р^уйидагича 1̂айта ёзиб оламиз:

_£ _____  аС

"а ^ Уа2С2+б2 '

X  --- ^
Ь Уа^С^ +  б̂

олдида мусбат ипюра оламиз ва j^ap р^анси тсигла- 

мапипг иккала томоиини квадратга кутариб, 1̂ у1памиз:

+  ^  =  1

Эпди олдида маифий ишора оламиз ва ><;ар г̂ айсп 

теигламапииг иккала томоиини квадратга кУтариб, бирип- 
чи теигламадаи иккипчисиии айирам'и.з:

_  I

Шуидай 1̂ илиб, излаиаётган эгри чияиклар эллипслар 
ва гиперболалар экан.

3-мисол. Эгри чизит^нииг исталгаи ну1<^тасидаги урин- 

ма ости ва нормал остииинг ярим айирмаси уриниш nyi'jia- 

синииг абсциссасига тенг. Шу эгри чизи1̂ни топинг.

Е ч и л и ш и .  Мзсала шартига мувоф;п^, ушбу диффе­

ренциал тенгламаии тузамиз:
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fr--yy ' =  2x

ёки

У =
1 -  (у'У

X. (33)

Бу Лагранж тепгламасидир [гр {у') ~  0]. Уни интеграл- 
лаш учун 1̂уйидаги куринишда ёзиб олиш:

^  ==  ̂ у ёки X =  ^  == / 7
2у' ^ 2 2х'

ва X т  у аргументнинг функцияси деб з^исоблаш цулай- 

дир. х' =  р яе ймиз. У  з^олда х = ^  — ^ ^ ё к я х  =  ~  (р—

---буйича дифференциалласак:
р /

Р ----
р I

1 dp

P^J dy

гач,
х' ни р билаи алмаштириб ва узгартиришлар бажар-

d y __dp

V ~ "p

ИИ 5̂ осил р^иламиз, бу ердан у =  Ср. Ум^^мий интеграл 
параметрик шаклда

Ср '

2

У ^ С р

Р —

куринишга эга. р ни й\1<^отамиз. Бунинг учун иккинчи 

тенгламадан p-^^yjC пи топамиз ва биринчи тенгламага 
|^уямиз; иатижада :

2С 2

пи ёки 2Сх =  у'̂  — С  ̂ ни, яъни параболалар оиласини ĵ o- 

сил 1<;иламиз.

4-мисол. Ёруг-лик нурн /4(0; Уо) нуь^тадан чи1'^ади.
/к COS а, cos «о / , ч
ирурлнкнинг синиш 1̂ оиуни----1-=--- ^ ( =  const) данOl v„

1[)ондаланнб (бу ер да ва —  нур траекториясининг
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исталган иккита ну1̂та- 

сида утказилган урин- 

хмаларнинг Ох yi î^a ориш 

бурчаклари, Vi ва «а —  
н^фнинг бу ну1̂талар- 
даги тезликлари), нур 

тезлиги орднпатага тес- 

кари пропорционал бул- 

ган оптикавий му^^итда 

нур формаси тенгламасн- 

^ ни топинг.
Е ч и л и ш и .  Нурда 

ихтиёрий М(г, у) Hyî Ta 

оламиз (31- раем). а  

ерда а  — уринманинг о р и ш  бурчаги, 

нук,тадаги тезлиги), ёрурликнннг си-

=  с (с  — бирорта узгармас булиб, М

иуктанинг танлаыишига борли1<̂ эмас) нн топамнз. Масала 

шартига кура v =  k/y, бу ерда k - пропорционаллик коэф- 

фициенти. Демак, yzos a ,=  kc ёки k c =  а десак:

t/’=i cos"a'=='a.

1/cos а  =  sec а  =  У  1 +  tg^a =  У\ \ \{y'f булгани 
учун

(34)
У 1 + (уУ

дифференциал тенгламани >^осил !у1ламиз. Унинг ечими 

(110-бетдаги мисолга i^apanr):

, л-Ч С 
Ч —̂ а  СП — — .

ва vi =  v деб (бу 
у эса нурнинг шу

ипш 1̂ онуиидап-
COS а

V

да у У о  бошлаирич шартдан С =  а A rch— ни

топамиз, бинобарин.

y =  a c h ( f ’+ 'A rc h f) .

5- мисол, 1 у  ̂-|- 2ау =  0 {а —  ихтиёрий параметр) 

айланалар оиласининг ортогонал граекторияларини топинг.
Е ч и л и ш и .  Айланалар оиласининг дифференциал 

тенгламасини тузамнз, бупннг учун берилган тенглама-
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инпг иккала х буйнча дифференциаллаймиз ва а
ИИ бундай йул билан топилган тенгламадан ва бсрилган 
тенгламадан йукртамиз. К,уйидагига эга буламиз: ^

2х +  2уу' 2ау' =  0.

Бу срга айланалар оиласидаи топилгаи 2а — —  (jc® ] tf)/g  
нфодапи куямиз:

2х- +  2 д а '-  <»•+ / • » '  „ О  

ёки ^згартирншлардан сунг:

(3S)

Ортогонал траекториялар оиласининг дифференциал тенг- 

ламасини бу тепглам 

цали хрснл 1̂иламиз:

ламасини бу тепгламада ц' н и ---\ га алмаштириш ор-
У

1
/

Бу бир жинсли тенглама. Унннг умумий ечимини бир 

жинсли тенгламаларни интеграллашнинг умумий ' 1̂ оида- 
сидан фойдаланиб топиш мумкин, биро}^ осонро!^ йули 

?̂ ам 'бор. Тенгламани дифференциалларда 1̂айта ёзиб’̂ ола- 

миз:

2xydy —  уЧх  f  хЧх '^^  0.

Бу Тенгламани11г иккала томонини~д;2 га буламиз:

2xydy~>/dx

ёки

d ( t ] + d x  =  0,

бу тули!^ диффереициаллардаги тенгламадир. Уни инте- 
граллаб,

^  +  х =  2С ёки л;* f  у  ̂—  2Сх =  О
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I

32- раем.

га, яъни яна айланалар онла.ига эга буламиз. Иккала ои- 

лапнпг барча айланалари коордпнаталар бошнда» утади 

(32-раем), биро!^ берилган оила айланаларининг марказла- 

Оу yi^fla,’ траскторияларннинг марказлзрл эса Ох уь^да 
жойлашган.

6- мксол. Битта О ну|-̂ тадан утувчи барча TVf pn чизиц- 

ларни бир хнл со" бурчак остида кесиб >Чувчи эгри чизи1̂- 
ларни, яъни марказн коордпнаталар]^бошнда булган турри 

чнзиклар дастасипнпг нзогонгл 'граскторияларнни тогшнг 

(33-раем).
Е ч п л и ш п .  О нуктаип коордпнаталар боши учун к,а- 

бул киламиз. Лгар изланаётган эгри чизш-^нннг иеталгап 
М {х, у) нуктаеида1'11 уриямаиинг Ох yi>̂ билаы ташкил эт- 

гап бурчагини а  орцали, бу iiyi'^Ta раднуе-векторииннг Ох 
уь; билан ;^оснл килгаи бурчагиии ф ор1̂алн белгиласак, 

а  Ф +  со буладн.



Бу тенгликнинг иккала 
томонидан таигенслар олиб, 

{^уйидагини ^^осил 1̂ иламиз:

l _tgфtgco•

Су игра t g a = | ' .  tg 9  =  

=  ~  булгани учун

^ 1 =  У/-^+ ^ 
dx 1 — kyjx

(36)

дифференциал тенгламага ке- 
ламиз, бу ер да tg со =  it деб 
олинган. 33- раем.

Бу —  бир жинсли тенглама. ^  = г  деймиз; у ?;олда

^  =  л; ^  -р 2. Натижада узгарувчилари ажраладиган ушбу 

тепглама >^осил булади:

Узгарувчиларни ажратсак:

\ — kz ,dx  
^ , d z  =  k - ,

бшюбприп, умумий иитегрзл куйидагича булади:

arctg2 — Y  I n (г  ̂ |- \) =  k\nx — к 1пС

ёки узгартирншлардаи суиг,

I  V i f  =  Се 

1^утб коордипаталарда умумий ечим

курииишга эга булади.
Шуидай 1̂ илиб, излаиаётгаи эгри чизи1̂ лар логарифмик 

спираллардан иборат экан.
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11 Ь О  Б

ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМАЛАРНИНГ ТАРТИБИНИ  

ПАСАЙТИРИШ

10-§10КОРИ ТАРТИБЛИ ТЕНГЛАМАЛАР.

УМУМИЙ М АЪЛУМ ОТЛАР

Биринчи тартибдан roi^opn тартибга эга булган барча 

дифференциал тенгламалар Ю!^ори тартибли дифферен­
циал тенгламалар дейилади. п-тартибли тенглама, y'̂  хо- 

силадан таш!^ари 1̂уйи тартибли }^осилаларга з̂ ам эга 

булиши мумкин, шунинг учун бундай тенгламанинг уму- 

мий куриниши [^уйидагича;

/•' «/''*--=), . . . .  у', у, X ) - О  (1)

ёкн, агар мумкин булса, ю:^ори з^осилага нисбатан] ечилган 

куринишда

-  f {X, у, у '........... г/'"-')) (2)

булади.

Биринчи тйртибли тенгламалар учуп булгапи каби, бу 
ерда .’̂ ам умумий ечим ихтиёрнй узгармасларга богли!-  ̂

булади. Шу сабаблц умумий ечнмдан хусусий ечнмни аж- 
ратиб олпш учун ихтиёрий узгармасларни ани1\лашга им- 

кон берадиган блъзи кушимча шартлар хам берилган бу­

лиши керак. Биринчи тартибли тенглама учун бундай 
1̂ ушимча шарт у^ цийматнинг, яъии интеграл эг-

ри ЧИЗИ1'; утаднган ну1<;та координаталарининг берилишн 

эди. lOi^opn тартибли тенгламалар учун бу шартларни 

турли усуллар билан бериш мумкин. Масалан, куйида 
курсатнлишича, иккннчи тартибли тенглама учун умумий 

ечим иккита ихтиёрий узгармасга богли!^ булади. Уларни 
топиш учуй иккита шзртга эга буляш керак. Бу шартлар­

ни изланаётган функцияни!-:г икклга нун^тадаги кийматини 

ёки изланаётган функцияиинг ва унинг бирии-ui .рсилзси-
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пинг битта ну1̂ тадап1 1̂ ийматларини бернш бялап ?^осил 
1̂илиш мумкнн.

Иккинчи усул механика масалалариии ;^ал этишда кел- 

тириб чикариладиган дифференциал тенгламаларни ечишда 

кенг 1̂ улланилади. J^ai^Hi^axaH ;^ам, агар механика термин- 
ларидан фойдаланадиган булсак, суз >^аракат 1̂ онуни т̂ р̂- 

рисида кетаётган булади, шу билан бирга нук^танинг 

бошланрич >^олати (функция 1̂ иймати) ва унинг бошлангич 

тезлиги (биринчи >^осила) берилгаи булади. Шунинг учун 

хусусий ечимии умумий ечимдан функциянинг бирор ну[̂ - 
тадаги берилган кинмати ва унинг биринчи }^осиласн бу- 

йича топиш бошланрич шартлари берилган масала дейи- 
лади.

Тартиби п булган теигламалар учун бошланрич шарт- 

лар сифатида изланаётган функциянинг ва унинг ( п — 1). 

тартибгача (у }̂ ам киради) барча }^осилаларининг бирорта 
ну1̂ тада 1̂ ийматлари, яънн х =  да

У =  Уо,

У' =  У'о,

у(П-1)^у(П-и

(3)

берилади. (3) сонлар системаси бошланрич шартлар сис- 
т ет си  дейилади. Берилган (2) дифференциал тенглама- 

нинг (3) бошланрич шартлар системасини 1^аноатлантирув- 

чи хусусий ечимини топиш Коши масаласи дейилади. 
Коши биринчи булиб ечимнинг мавжудлиги ва ягоналиги 
туррисидаги теоремани исботлади, уни 1^уйидагича таъриф- 

лаш мумкин.

Теорема. (2) дифференциал тенглама ва (3) бошлан- 
FU4  шартлар системаси берилган б^лсин. Агар 
f (X, у, у ',.  ) функция бошланрич шартлар
атрофида узлуксиз ва у, у', . . . ,  аргументлар
бдйича узлуксиз хусусий )^осилаларга эга бдлса, у х,олда 
лго ни дз ичига олган интервалда аниь^ланган ва узлуксиз 
}{амда берилган бошланрич шартлар системасини ц,аноат- 
лантирувчи ечим мавжуд брлиб, у ягона булади.

Бу теореманинг исботига тухталиб утирмаймиз.

Материаллар 1̂ аршилиги курсида купинча изланаётган 

функциянинг бир нечта ну1̂ тадаги 1^ийматлари маълум 

булганда хусусий ечимии топиш зарурати турилади. Ана
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шундай ва янада умумийрок масалалар дифференциал тенг- 

ламалар 1̂ улланишини талаб этиладиган бош1̂ а со:^аларда 

>;ам учрайди. Бу масалаларнинг купчилигида хусусий 

ечимларни чегаравий шартлар деб аталадиган бош1̂ а тур- 
даги шартлзрдан излашга турри келади. Бундай масала­

лар, умуман айтганда, бошланрич шартлари берилган ма- 

салага нисбатан анча мураккабдир. Биз бошланрич шартли 

масалалар билангина чегараланамиз. п-тартибли тенгла- 

манинг умумий ечимига таъриф берамиз.

(2) дифференциал тенглсманинг умумий ечими деб их- 
тиёрий узгармасларга эга булган ечимга айтилади, бу 

дзгармасларни бошлангич шартларнинг исталган й̂ л 
ц^йиладиган* системасини /^аноатлантирадиган /^илиб 
танлаб олиш мумкин.

Агар ечимнинг бошланрич шартларга )^ам борлицлигини 

эътиборга олсак, уни 1̂ уйидаги куринишда ёзиш мумкнн:

У =  ^  {X, Уо, У'о........... (4)

Бошланрич шартлар системаси ихтиёрий танлаб олини- 
ши мумкин булгани учун (4) ифодадан п-тартибли тенг- 

ламанинг умумий ечими п та ихтиёрий узгармасга борлир^ 

эканлиги куринади.
Ю 1̂ ори тартибли дифференциал тенгламаларни интег- 

раллаш масаласи биринчи тартибли тенгламани интеграл- 

лаш масаласидан анча 1̂ийин булиб, х,ар доим ;^ам бирин­

чи тартибли тенгламани интеграллашга келтираверилмай- 

ди. Шундай булса-да, чизи1̂ли тенгламалардан таш1̂ ари 

(уни текширишга III боб махсус ажратилган) барча турда- 

ги ю 1̂ ори тартибли тенгламалар учун интеграллашнинг 

асосий усули тартибни пасайтириш, яъни берилган тенгла­

мани унда узгарувчиларни алмаштириш ор1̂ али тартиби 

пастрок тенгламага келтириш булиб з^исобланади.
Тартибни пасайтириш чекли куринишда интеграллан- 

майдиган биринчи тартибли тенгламага ёки биринчидан 

Ю1̂ ори тартибли тенгламага олиб келган )^олларда з̂ ам 

ма1̂ садга мувофи1̂ дир. Биро1̂ тартибни пасайтиришга з^ар 

доим }̂ ам эришиш мумкин эмас. Кейинги параграфда тар- 
тибини пасайтиришга имкон берадиган тенгламаларнинг 

айрим турлари куриб чи1̂ илади.

* Й^л к,уйиладиган система деганда, илгаригидек, Коши теорема- 
сининг шартларини 1^аноатлантирувчи системани тушунамиз.
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11-§. ТАРТИБИНИ ПАСАЙТИРИШГА ИМКОН БЕРАДИГАН 

ТЕНГЛАМ АЛАРНИНГ ТУРЛАРИ

Тартибини пасайтиришга имкон берадиган п-тартибли 

тенгламаларнинг энг содда тури

(/(") =  /  W  (1)

куринишдаги тенгламадир.

Бу ерда тартибни пасэйтириш кетма- кет интеграллаш 

йули билан амалга оширилади. (1) дан дар}^ол 1̂уйидаги- 

ни топамиз:

= 1 f W dx + c,.

Ш у йусинда керакли марта интеграл олиб, (1) тенглама- 

нинг умумий ечимини ?^осил 1̂ иламиз, бунда ихтиёрий 
узгармаслар (п —  1)-даражали купз^аднинг коэффициент- 

лари сифатида киради.

Масалан, у'" =  sin;c — cosjc тенгламани ечайлик.

Тенгламанинг иккала томонини х буйнча уч марта интеграллаб, 

кетма- кет з^осил 1^иламиз:

у" =  —  COSX —  sin^: +  20^,

у' =  — 51пд: + созл: +  2С^х +

I/ =  cosjt +  sinjc +  CiX^ +  С 2Х +  C g .

Бу турдаги тенгламаларнинг соддалигига 1̂арамай, у 

му)^им роль уйнайди, чунки боннца куринишдаги тенгла- 

малар, шунингдек, материаллар {^аршилигига дойр бир î a- 

тор масалаларни ечишда >^осил буладиган баъзи тенглама- 
лар бу турдаги тенгламаларга келтирилади.

Биз }^озир бу масалаларни 1̂ араб утирмай (барча тат- 

би1̂ лар ва физикага оид мисолларни кейинги параграфга 

1̂ олдирамиз), тартибини пасайтиришга имкон берадиган 

бош 1̂ а турдаги тенгламаларни царашга утампз.

Изланаётган функция ошкор }(олда иштирок этмаган 
ва k —  1 - тартибгача (у ){ам киради) /̂ уйи тартибдаги 
^осилалар иштирок этмаган

Fix. / + ‘>.............. £/'”>) =  О (2)

дифференциал тенгламанинг тартибини к бирликка па- 

сайтириш мумкин.
}^а!^и1̂ атан з̂ ам, янги изланаётган функция учун

ы =  (3)
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ни 1̂ абул 1̂ иламиз; (3) ни дифференциаллаймиз;

и' =  ,

шунинг учун (3) урнига г̂ уйиш (2) тенгламани 

F {X , и, и'...........  ) =  О

куринншга, яъни (« - /г)-тартибли тспгламага келтирадн.

Бу тенгламани интеграллаб ва янги изланаётган и 
функцияни анир^лаб, у функцияни топиш мумкин. Бунда 

(3) тенгликпи и функцияси маълум булган ft-тартибли 

янги

=   ̂ (X. С„ . С „_, ) (4)

дифференциал тенглама сифатида 1̂ аралади. (4) тенглама 

юг^орида та}^лил 1̂ илинган турдаги тенглама булиб, бево- 

сита интеграллашга имкон беради.

Ушбу " дифференциал тенгламанинг умухмий ечимини

топамиз. Бу тенгламада изланаётган функция, унинг бирньчи ва ик- 
кинчи 5?осилалари иштирок этмайди. Шундай 1^нлиб, тенглама тартиби- 
ни уч  бирликка пасайтирпш мумкин. (/"' =  « деб ва уни дифферен- 

циаллаб, =  и', биринчи тартиблн ы' =  "I/ “  тенгламага келамиз.

Узгарувчиларни ажратиб, =  dx ни }^осил 1^иламиз, бу ер-

дан

2 У Т  =  .г +  Ci; и =-|- {х +  Сд)2.

шунингдек, и =  0. Демак,

у’" ^  - L  {X + Cl) 2 ва у"' =  0.

Бу тепгламаларни уч марта интеграллаб, кетма- кет и,уйидагнларнн 

>;осил 1^иламиз:

у" =  ^  (^ +  Ci)^ +  2С „

У' =  4 s ”  +  ^3-

У ~  240 +  ^4
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tj =  X + C 3  .

liy турдаги тенгламаларнинг хусусий ;^оли изланаётган 
функция ошкор иштирок этмаган иккинчи тартибли 

тенгламадир:

F {X, у', у") =  0. (5)

Бу ерда у' =  и урнига 1̂ уйиш ор!^али тенглама тартиби 

бир бирликка пасайтирилади. 

у'
и" +  =  X тенгламани интеграллаймиз.

X

у' =  и денмиз, бу ердан у" =  и' ва тенглама

«' + 4-  =  ^

л, яъни бг 
гцгламани

(4- § га !^аоанг):

Шундай 1^илиб,

ва

куринишни олади, яъни биринчи тартибли чизи1^ли тенгламани з^осил 
!^иламиз. Бу тенгламани интеграллаб, 1^уйидагини ;^осил циламиз

и =  о +
Cl

3 ^  X

Cl

бу ердан умумий ечимни топамиз:

xS
у — +  Cl In |д:] +  С,,

Изланаётган функциянинг п дан цуйи тартибли :^оси- 
лаларини, изланаётган функциянинг узини, п тадан кам 

мицдордаги ихтиёрий узгармасларни ва эркли узгарувчи- 

ни борловчи (4) куринишдаги ифодани (2) дифференциал 

тенгламанинг орали/^ интеграла деб аташ 1̂ абул 1̂ илин- 
ган. Куриб чикилган мисолларда биз дифференциал тенг­

ламаларнинг умумий ечимларини топдик, Хусусий ечимни 

топишда, юкррида курсатилганидек, ;^осил 1̂ илинган уму­

мий ечимдан фойдаланиш мумкин, бир01̂  ихтиёрий узгар- 

масларнинг г^ийматларини орали!^ интегралдаё!^ кейинги 
интеграллашгача берилган бошланрич шартлардан фойдала- 

ниб топиш осондир.

Бошланрич шартлари х =  Q, у = 1 , у' =  3 б^лган у" (х  ̂+  1) =  
=  2ху' тенгламани ечамиз,
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у' =  и ^рнига 1^уйиш (бу ердан у" =  и') ни' !^^лланиб, биринчи 
тартибли

и' (х  ̂+  1) =  2хи

тенгламани }^осил »;иламиз.
Узгарувчиларни ажратиш ва интеграллаш ушбуни беради: 

du 2х dx
: 1пм =  In + In с,. „ _  + 1).

бу ердан

у' =  Cl {х̂  + 1).

Бу муносабат дастлабки тенгламанинг орали!^ иытегралидир. Бошлан- 
рич шартлардан фойдаланиб топамиз: 3 =  C j (0 +  1), бу ердан C i= 3 . 
Демак, у' =  Зд:“ +  3. Интегралласак:

У — ^  ~]г Зх “j- Сд.

Бошланрич шартлардан: 1 =  О +  О +  C j ёки C j =  1; шу сабабли бе- 
рилган бошланрич шартлар системасини 1^аноатлантирадиган хусусий 

ечим

(/ =  л:? +  Зл: +  1
к^ринишга эга.

Тартибини пасайтиришга имкон берадиган тенгламалар- 

нинг яна бир тури эркли узгарувчи ошкор иштирок этма- 

ган

f  (У, У\ У", . . . .  =  О (6)

куринишдаги тенгламадир. Бу ерда иккала узгарувчини 
алмаштириш оркали тенглама тартиби бир бирликка па- 

сайтирилади. Янги изланаётган функция сифатида у' =  р 
ни, ЯНГИ эркли узгарувчи учун у ни 1̂ абул 1̂ иламиз. Му- 

раккаб функцияни дифференциаллаш г^оидаси буйича то­

памиз:

У Av • Hti Av

у'"
d

dx

/

- P ^ ^ + P [ d y }

}^осила P ,- ^ ,  . . . .  ифодала-

Н И Ш И Н И  тули1  ̂ индукция методи ёрдамида курсатиш мум- 

кин, демак, (6) тенглама бундай урнига 1̂ уйиш ор1̂ али

у. ...........= a (7)
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куринишга, яъНи (п — 1)-тартибли теНгламЭга келтирИ- 

лади.

{ч'У —  УУ" =  1 тенгламани интеграллаймиз.
(у' =  р булсин ва ;/ —  янги эркли у'згарувчи дейлик. К)1̂ орида- 

dp
гига ухшаш, У ва ушбу тенгламани з^осил 1^иламиз:

dp
Р^~УР  = 1 .

У'згарувчилари ажраладиган биринчи тартибли

-  1

тенгламани з^осил 1^илдик, бу ердан кетма-кет топамиз:

pdp dtj 1 . 1 
■p2 _ ' j  In (р* — 1) =  In  ( / + - ^  In  Q ;

р= —  1 =  С̂ у̂ -, р =  У  1 +  Cii/ .

бу ерда ани1^лпк учун илдиз олдида мумкин булган к;ийматларда« 
бири олинган, шунингдек (р* —  1 га булиш натижаси) р  =  1. 

р урнига у' нинг 1^ийматини 1^уйиб, топамиз:

dij __________ dy
=  1/ 1 + Cii/a ; у

diiiVi+Cii/» '

шунингдек, у' =  т  I у =  -Six + C*.
Интегралнинг шакли Cj узгармаснинг ишорасига, яъни бошлангич 

шартларга мутла1^о борли!^. Бу ерда умумий ечимни топиш талаб 1^и- 
лингани ва бошлянрич шартлар эса йу1^лиги учун иккала }^олни î a- 
раб чи 1̂ иш зарур.

Агар C l >  О булса, у ^^олда

У Т Т ^ = W  + VTfcTF)
ва тенгламанинг умумий ечими

1п {у у - с Г  +  у т + с ; р ) = х  +  с,

куринишни олади.

Агар, аксинча, Q  <  О булса, у >;олда ечим

^ “  3 ^ !_С  — Cl

куринишда булади.

Ни?^оят, тенглама тартибини пасайтиришга имкон бе* 

радиган яна бир х;олни 1̂ айд 1̂ илиб ^тамиз. Ъу — тенгла-
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манинг чап томони анщ уносила бдлган ){ол. Бу з^олда 
тенглама тартибини бир бирликка пасайтириш бевосита 

интеграллаш йули билан амалга оширилишипн тушунпш 

осон. А’лбатта, бундай }̂ ол камдан-кам учрайди. Купчилик 
}^олларда тенгламани бундай куринншга келтиришга баъзи 

сунъий шакл алмаштиришлар ор1̂ алн эрншнладн, биро!^ 

бундай шакл алмаштпрншларнипг бирон-бнр умумнй усу- 

лини бу ер да курсата олмаймнз ва мисоллар билан чега- 

раланамиз.

ц" —  ху' —  у — О тенгламани ечамиз.
Тенгламанинг чап томони

1у' - хуУ =^о

к^ринишга эгалигини сезиш осон, бу ердан у' — ху =  Ci.
Орали!^ интеграл биринчи тартибли чизи 1̂ ли тенгламадир, уни 

интеграллаб топамиз (I боб, 4-§ га i^apanr):

^ =  С , е-^Ч‘ dx + C,).

)^осил булган интеграл элементар функциялар билан ифодалан- 
майди, биро!^ бундай ноэлементар функция учун тули1^ жадваллар 

мавжуд.
Энди уу" —  (</ ) ’  — !/• =  О тенгламанинг умумии ечнмини топамиз.
Бу тенгламанинг чап томони ани1  ̂ }^осила эмас, Биро!^ бу тенг­

ламани 1угйидагича ёзиш мумкин:

бу ердан бу тенглама 

Интеграллаб, топамиз:

1 курнпишга эгалиги куринади.

J L
У

=  х ! Cl еки у' =  у {х +  C l).

Бу ^згарувчилари ажраладиган тенгламадир. ^^згарувчиларни ажра- 
тиб ва интеграллаб, 1^уйидагини }^осил 1^иламиз:

(х +  C J  dx; \пу
dy

яъни

12-§. ФИЗИКАВИЙ МИСОЛЛАР. МЕХАНИКАНИИГ ВА МАТЕРИАЛ- 

Л А Р КАРШИЛИГИНИНГ БАЪЗИ МАСАЛАЛАРИ

Бу ерда тартибини пасайтиришга имкон берадиган ва 

чекли куринишда интегралланадиган* дифференциал тенг-

•  Юкори тартибли дифференциал тенгламаларни та 1̂ рибий ечиш 

т^ррисида 25-§ га каранг.
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ламаларга олиб келадиган бир 1̂ атор масалалар 1̂ араб чи- 
1̂ илади.

Ну 1̂ таиинг турри чизи1̂ ли ?^аракати. Биринчи навбатда 

т. массали моддий ну1̂ танинг F  куч таъсиридэ турри чи- 

зн1̂ли }^аракатини текширамиз. F  куч фа1̂ ат 1̂ уйидаги 

аргументларнинг бирига боглик^ булади: ва1̂т, тезлик ёки 
ну{^танинг координаталари.

Ох у{^ни Hyi^ra }^аракатланаётган т>тря чизи1̂ буйлаб 
йуналтирамиз. У  ?^олда куйилган куч, ва бянобарян, Hyî - 

танинг тезланиши бу турри чизи1̂ буйлаб йуналадн в а 

}^аргкатнинг дифференциал тенгламаси 1̂уйидагича ёзилади:

^  dp (П

Ушбу бошлаирич шартларни 1̂ абул днламиз: 

t =  to да х =  Хо ва v =  Vo.

Учта з^олни 1̂ араб чи1̂ амиз:

1 ) к у ч  в а ц т г а  б о р л  И 1̂ : F(t ) .

- ^  =  у, ^  =  -^булгани учун (1) тенглама узгарувчила- 

ри ажраладиган биринчи тартибли тенгламага келтирилади:

dv

1Г

бу ердап

t

V =
1
т

F{u) du +  Q ,

бу ерда «  —  интеграллаш узгарувчиси.

Cl ихтиёрий узгармасни х =  х,̂  да и =* Оц бошланрич 

шартдаи ани1̂лаймиз: Ci=yQ, демак,

I

еки

F{u) du.

137

www.Onbita.Uz kutubxonasi

http://www.Onbita.Uz


Иккинчи марта интеграллаб, цуйидагини :хрсил 1̂ иламиз:

I / г \

F{u) du

t,

dz Cg,

dz такрорий интегралдир. Ихтиёрий

t ( z \

6y ерда [ { F (и) du 
t, h

узгармасни t =  tg да x =  бошланрич шартдан топамиз; 

C2 =  Xg — v t̂ ,̂ демак, нуктанинг }^аракат 1̂ онуни узил-кесил 

ушбу куринишда ёзилади:

< / Z \

x =  Xo +  Vo (/ —  /о) +  - ^  f  ( ( « )  du
't, \t.

dz

Масалан, массаси m булган Hji^ra pai^T утиши билан 

бир текис камаядиган ва Т секунддан сунг нолга айлана- 

диган куч таъсирида турри чизир^ли з^аракат 1̂ илаётган бул- 

син. Бошланрич  ̂=  О моментда куч F =  F ,̂ тезлик у =  О 
ва координата л: =  О булсин. Юк;орида топилган формула- 
ларимиздан фойдаланиш мумкин булишя учун F кучни 

топамиз. Масала шартига кура F — F,, — Ы, бу ерда k коэф- 
фициентни топиш керак. / =  Т да F =  Q булгани учун 

/"о —  kT =  О, б> ердан k =  FJT , ва демак, F=Ff, {\—t\T). 
Шунинг учун

V = 1 — du ёки V = '1о_
т 2Т

X =
т  .

6 V о
1 — du dz ёки X  =

/

М -
2т

1 —
ЗГ

Bai^THHHr Т моментидаги тезлик ва утилган йулни то­

пиш учун }^осил ь^илинган муносабатларда t ==Т дейиш 

керак. Натижада цуйидагига эга буламиз:

F,T
vjt=T  = 2т

xlt=7 Зт

2) к у ч  т е з л и к к а  борли! ^ :  F =  F{v). 
Бу з^олда дифференциал тенглама

m ^  =  F{v)
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куринишда булади. Ю 1̂ оридагига ухшаш, ^  =  о алмашти- 

риш бажариб, 1̂ уйидагинии }^осил 1̂ иламиз: 

m ^ = F { v ) ,

бу ердан

V

Vft

 ̂=  /о да У =  Уц, шунинг учун C i =  —  ва энг кейинги 

тенгламани 1̂ уйидагича 1̂айта ёзиб олиш мумкин:

т

V,

V

du
F{u) ( 2 )

»

Айтайлик, бу тенгламани интеграллашга эришган ва 

;^осил булган муносабатни w =  га нисбатан ечган бу- 

лайлик;

4 . Wo).

У ?^олда

X =

?.

бу ерда Са узгармас t =  да х =  Xq бошланрич шартдан 

ани1̂ ланади: =  х̂ - Шундай 1̂ илиб, ну1̂ танинг >;аракат 
цонунн

t

■« =  лго +  I  Т (Z, 0̂. »о) dz 
t,

шаклда ?^осил булади.

Агар (2) тенгламадан о ни / нинг функцияси сифатида 
ани 1̂ лаш мумкин булмаса, у }^олда берилган дифференциал 

тенгламада 1̂ уйидагича алмаштиришлар утказамиз:

dx __  d^x _  dv _  dv dx __  dv

dt ’ dt^ dt dx dt ^  dx

ва тенгламани

m v ~  =  F (V)
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куринишда 1̂айта ёзиб оламиз, бу ердан

х =  т

I'.

и du 

F(u)
+ С

ни топамиз. С  ни х =  да о =  Vo бошланрнч шартдан 

ани1̂лаймиз: С =  Хо- У  ^^олда

и du

T W
(3)

Таъсир этувчи куч тезликка богли!^ булгапдаги турри 
чизи1̂ли ^аракатга 1̂ аршилик курсатувчи му>^итдаги харакат 

(1̂ аршилик кучи тезликка пропорционал булганда) мисол 

булади. Бу }^олда F{v) =  — kv деб ^^исоблаш мумкин бул- 

гани учун (3) тенглик

Х =  Хо-
т

(V —  Vo)

куринишни олади, (2) формула эса

т

еки

V =Voe
-к (4)

куринишга келади.
Бундай турдаги коикрет масалани курайлик.
1-мисол. Моторли цайи!̂  10 км/соат тезлик билан ;̂ а- 

ракат 1̂ илмовда. Шундай кетаётган 1̂ айи1̂нинг мотори учи- 

риб 1̂ уйилди, натижада 20 сек дан кейин уиинг тезлиги 

6 км/соатга тенг булиб цолди. Мотор учирилгандан кейин

2 мин утгач, 1̂ айицнинг тезлиги 1̂ андай булганини ва учи­
рилгандан кейинги бир минут ичида i^afini^ 1̂ анча масофани 

босиб утганлигини ани1̂ ланг.
Е ч  и л и ш и. Масала шартига кура; / о = 0 ,  Xq— 0, Vo— \Qk m I  

соат. =  6 км/соат. Шунинг учун (4) формулага

биноан: 6 = 1 0 ^ “ *̂ “® ° бу ердан

=  ё т  k l t n = ~ m  In 0 ,6 =  180-0,5108 =

=91,944.

Демак,

« и ,  „„„=10*(0 .6 )™ /“ =  10-(0,6f = 2 ,1 6  км/соат
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Pgj ёки — =  - fin  1 ,5 = — .0,4055=0,1014,

ва

„„и = (10-2 ,16 )/91 ,944  =  7,84/91,944 ^  85,3 м.

Энди «2 =  1,5 м, сек"" ̂  м/сек деб фараз 1̂ иламиз.

К,анча вацтдан сунг цайи1̂ нинг тезлиги 0,01 м/сек га ту- 

шиб 1флишиии ва тухтагунча цайи!̂  1̂ анча мусофани бо- 

сиб утишини }^исоблаймиз. 1^уйидагига эгамиз: 1 =1 ,5   ̂

бу ердан

-Щт / 1 \'/4 k 1 , г 1 

Демак,

1 Г Л  5,0107
^=0.01м/сек“  0,1014 0,01 0,1014 ~  0,1014 ~

Jc|t,=o=l,5/0,1014~ 14,8 м.

Энди массаси т  булган жисмнинг Ю1̂ ори баландликдан 

тушиш ^^олини 1̂ арайлик, бунда жисм моддий нуцта каби 

}^аракат 1̂ илади, )^аво 1̂ аршилиги эса тезликнинг квадрати- 
га пропорционал деб фараз 1̂ иламиз. Шунингдек, ушбу 

бошланрич шартларни )^ам цабул 1̂ иламиз: / = О да л: =  О 

ва v=Vo-
Тушаётган жисмга иккита куч: жисмнинг орирлик кучи 

ва ;^авонинг 1̂ аршилик кучи таъсир этади: уларнинг тенг 

таъсир этувчиси: F =  mg —  kv ,̂ шунинг учун

V

du
t =  т

mg—ku^

Жисм фа1̂ ат F у  О булгандагина тушгани учун mg —

— k u ^ > 0  ёки Бу ерда у  (критик

тезлик) деб белгилаймиз. У  ?^олда

V V V %  — I'd J

еки

t =  Arth —  -  Arth
Ч р ‘'кр

Ч*кр kv  g
— — - лигидан, ва бинобарин, — ==--- лигидан

S ''кр
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кейинги Тенгликни 1̂ уйидагича узгартириб ёзамиз:

Тенгликнииг иккала томонидан гиперболик тангенс оламиз:

’̂оКр + tb (gt/v^p)
V = v ,

еки

«Р 1+ (Уо/̂ -кр) ‘h

Хусусан, Уо =  0 да

=  (6)

Vo =  Ukp да эса

V (/) =  Уо =  У,кр

га эгамиз, яъни жисмнинг тушиши узгармас тезлик билан 

содир булади.
Аргумент чексиз ортганда гиперболик тангенс бирга 

интилгани учун t =  co да v{t) тезлик Укр га интилишини 

1̂айд р^илиб утайлик. Бу v (t) Ф  у«р тезлик билан тушаёт- 
ган жисмнинг тезлиги критик тезликка асимптотик я[̂ ин- 

лашиб келса-да, лекин жисм критик тезликка }̂ еч цачон 

эриша олмаслигини билдиради.
Чекли улчамларга эга булган жисмларнинг тушишида 

}^авонинг {^аршилиги жисмнинг катталиги, шакли ва орир- 
лигига, шунингдек, :^авонинг зичлигига борли!^ булади. Бу 

борланиш /jj == Щт коэффициент ор 1̂али }^исобга олиниб, у

t Sd /<j\
^1- а —  (7)

эмпирик формула билан ани1̂ ланади, бу ер да d — 1 м® з̂ а- 

вонинг орирлиги (Н ларда; уртача d =  12 Н/м®), бу 760 мм 

босимдаги ва 15°С даги 1 м® з^авонинг орирлигига мос ке- 

лади; S — жисмнинг з^аракат йуналишига перпендикуляр 

булган текисликдаги проекциясининг юзи (м* ларда); Р —  

жисмнинг орирлиги (Н ларда), а  эса жисм шаклига бор- 

лиц булган ва тажриба йули билан топиладиган улчамсиз 

«1̂аршилик коэффициенти», масалан, горизонтал тушувчи 

квадрат пластинка учун а  =  0,631; тирь^иши (очицтомони)
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пастга цараган яримсфера (парашют) учун а  =  0,664 ва

к.
(7) формула ювдидаги натижалар билан биргаликда, 

масалан, )^аракат бошлангунча тинч }^олатда турган ĵ aM- 

да томони 1 м ва орирлиги 19,6 Н  булган квадрат 
пластинка туша бошлагандан 2 сек утгач, у г̂ андай тез- 

ликка эга булиш масаласини ?̂ ал этишга имкон беради. 

Б у }^олда

h  =  =  0,386, икр- 5,038, 1,947.
19,6 Укр

Бу 1̂ ийматларни, шунингдек, / =  2 сек ни (4) формулага 

1̂уйиб, цуйидагинн топамиз;

»1<=2= 5,038 th 3,894 =  5,038 • 0,999 =  5,033 м/сек.

Бу натижа тик тушаётган пластинка умуман эга булнши 

мумкин булган Укр =  У|/=» =  5,038 м/сек тезликдан деяр- 
ли фарц 1̂ илмайди. Шундай цилиб, назарий жихатдан чек- 

сиз катта sai^T оралирндан сунг эришиладиган энг Ю1̂ ори 

тезликка, амалда тушишнинг иккинчи секунди охиридаёц 
эришилар экан.

X нинг координаталарини топиш учун

’̂o/̂ >кp [ th(g//o^p)

‘"’1 Н («о/̂ кр) th (ĝ /Укр) 

дифференциал тенгламани интеграллаймиз, натнжада:

J 1 +  (Уо/г̂ кр) th ig^Kp)

Унг томондаги интегрални th (gz/икр) == ы ёки 2 =  
=  (Укр/g ) Аг th и урнига 1̂уйиш билан ва бир ва1̂ тда Vq/ v^̂  
ни а  билан алмаштириб з^исоблаймиз; унда интеграл (Окр 

купайтувчи билан биргаликда) ушбу куринишни олади:

8

бу ерда «о =  th {gtjvKp). Касрни элементар касрларга ёя- 
ыиз:

а f  и а * _j_ *

(1+од)(1—ы») 1 + аи 2(1+й) 2(1-и)
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I
Бунннг натижасида

/  =
‘'кр

=  i l p  In 1 -t «Ц
g У  1 -

2 2

1 +t'o/yKpth(g^/y„p)“‘ 1/2 ___________
0 ё  1 ^ 1  -  thMgZ/l'Hp)

/
=  > l n  chЛГ rt ' rl ri

‘'KP ''KP ■̂кр/

Шундай 1'^илиб,

X  =
кр

In ch- sh gt +  C.
''кр “кр ' 'к р /

с  ни топиш учун / ^  о да д: =  дг̂ деймиз. У  >̂ олда С == 
=  Хо ва демак,

'  gi X .и g^^

кр “кр
(9)

‘■̂кр/

Агар Хо =  О деб фараз 1̂ илсак.

.,2 /

; с = - ^ 1 п
g

ch ^  +  i ^ L s h ^
’̂кp %  ‘'к р /

Хусусан, яна Wq О ?̂ ам десак,

х =  - ^ In c h - ^
ь кр

Бу формуладан, масалан, 1̂ уйидаги масалани ечиш учун 

фойдаланиш мумкин.
2-мисол. Парашютчи 1,5 км баландликдан сакради ва 

парашютни 0,5 км баландликда очди. Одамнинг нормал 

зичликка эга булган }^авода тушишиникг критик тезлиги 

50 м/сек деб олиб ва }^аво зичлигининг баландликка к;араб 
узгаришини )^исобга олмай, парашютчи парашют очилгунча 

1'^анча Baî T тушганини ани[^ланг.
Е ч и л и ш и .  Бу ерда л: = 1 , 5  км — 0,5 км =  1 км =  

1000 м. Демак,

1000 =  ^^-^nch?-^, 
g 50

б у ердан g ^ l O  м/сек* деб р^уйпдагнни ?^осил к;иламиз; 

ln c h (r /5 ) = 4  ёки Т=ЪкхсЪв~\
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Курсаткичли ва гиперболик функциялар жадвалларидан 

е* =  54,598, Аг ch 54,598 =  4,693 ни топамиз. Демак,

Т =  5-4,693 =  23,465 сек ~  23 сек.

3) к у ч  н у ! ^ т а н и н г  в а з и я т и г а  б о ?  ляц;. F=F{x), 
Ушбу

dp

дифференциал тенгламада

dx d^x dv dv

dt dl^ d t~ " ^  dx

алмаштириш бажарамиз. У  )^олда

dv
nwj-^=F{x),

бу ердан узгарувчиларии ажратнш ор[^али 1̂уйидагини то­

памиз:

mv‘

X,

бу ерда и — интеграллаш узгарувчиси. х =  Xq да v =  Vq 

бошланрич шартдан Q  =  тУо/2 ни ани1̂лаймиз, демак,

mv*

dx
Бу тенгламани v га нисбатан ечиб ва w ни — орк;али 

алмаштириб, 1̂ уйидагини з^осил 1̂ иламиз;

d r '0+ ^ F {u)du,

х„

бу ердан

/ =

X
П dz

(и) du
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t =  U м  x =  Xo булгани учун =  to ва узил-кесил 
1̂ уйидагига эга буламиз:

t — to
dz

/ F (и) du

(10)

Бу ердан л: ни / нинг функцияси сифатида ифодалаб, 

нуцтанинг )^аракат {^онунини }^оснл циламиз.

Масалан, агар нуцта F =  kmjx^ куч таъсирида t =  to 
да х =  х'о ва v =  Vq бошланрич шартларда турри чизи1̂ли 
}^аракат 1̂ илса, у з^олда

t =
dz

- =  Хг,
zdz

] / ' (̂<0 4  + k)ẑ -kx\

*J
X,

еки

X —

+ k V ^^оХо +  k) Х̂  -~kxo —  Уо '̂о). (И )

Бу тенгламанп х га нисбатан ечиб, ну[^танинг ;^аракат î o- 
нунини топамиз:

Агар нукта О марказдан итариш кучи таъсирида ĵ apa- 

кат 1̂ илаётган булса, k >  0; тортишиш кучи таъсирида ĵ a- 

ракат 1̂ илаётганда эса /г <  О булади; кейинги 5^олда нуцта 

марказга Т вар^тдан сунг етади, Т m t  =  T булганда х = 0  

шартдан топилади. k =  —  k̂  ̂ деб, 1̂ уйидагини >^осил 1̂ ила- 

ламиз;

{Хо +  VoT)̂

Бу тенгламанинг чап томонини купайтувчиларга ажра- 

тиб, уларнинг }^ар 1̂ айсисини нолга тенглаймиз:

Хо +  VqT — О, Хр+ VqT Ы -=  0.
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Иккинчи ТенгЛамами ташлаб юборамиз, чунки Т ман- 

фий була олмайди. Биринчи тенгламадан

. 2
Г  =

— Vf,Xo

ни топамиз.
Куч ну1̂ танинг вазиятига борли!^ булган мисоллар î a- 

торига 1̂ уйидаги масала )^ам киради.

3-мисол. Ердан чексиз катта масофада дастлаб тинч 
х,олатда булган метеор турри чизи1̂ли ;^аракат 1̂ илиб Ер- 

га тушмоцда, шу билан бирга метеорнинг тезланиши 

ундан Ер марказигача булган масофанинг квадратига тес- 

кари пропорционал деб фараз 1̂ иламиз. Метеор Ерга ĵ aH- 

дай тезлик билан урилишини ани1̂ланг.

Е ч и л и ш и .  Метеордан Ер марказигача булган масо- 

фани г ор 1̂али белгилаймиз ва

d^r k
df̂

(Pr
дифференциал тенгламани тузамиз. Тезланиш w =  - ^  =

=  ^  (бу ерда V — метеорнинг ;^аракат тезлиги) булгани 

учун тенглама ушбу куринишга келади:

dv k ~ dv k
еки v j  =  - .̂

dv dv dr dv 
чунки =

Кейинги тенгламанинг умумий интеграли

4 - С
2 ~  г

куринишга эга, бу ердаги С н и г = о о д а и  =  0 бошлан- 

гич шартдан ани1̂лаймиз, яъни С =  0. Демак, w* =  —

— 2k/r.
Ерга тушишдаги тезликни г урнига Ер радиуси R  ~  

«  6,377-10* ни »;уйиб топамиз, пропорционаллик коэффи- 

циенти k ни Ердаги орирлик кучи тезланиши g  — 

=  9,8 м/сек® ва R  ор1̂али ифодалаш мумкин: — g 
бу ердан k =  — gR* [масофа г =  0 дан (canoi^ боши) 

бошлаб з^исобланганлиги ва тезланиш марказга томом 

йуналгани учун манфий ишора олинди].
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Шундай 1̂ илиб, изланаётган тезлик куйидагича б^ладп;

V =  V 2gRV R  = ^ Y 2 g R ^ Y 2 .9 ,8 - 6 ,377.10® =

=  11 180 м/с »  11 км/сек.

Маятникнинг тебраниши. Массаеи т  булган Р  моддин 
Hyi^ra массасини эътиборга олмаса ;^ам буладиган I узун- 

ликдаги чузилмайдиган ипга осилган. Орирлик кучи таъ- 

сири остида Р  нур^та вертикал текисликда ётувчи I ра- 

диусли айлана буйлаб з^аракатланади. Агар маятник бош- 
ланрич моментда вертикал з^олатдан а  а  п/2 бурчакка 

орган ва нолга тенг булган бошланрич тезликка эга бул- 

са, унинг з^аракат цонунини топамиз (34-раем).

Маятникнинг вазиятини вертикалдан бошлаб з^исоб- 

ланадиган ф =  jLAOP  бурчак билан ани1̂ лаймиз. Маят- 
никка пастга вертикал йуналган mg орирлик кучи ва 

ипнинг таранглик кучи таъсир этади. s —  ну1̂ танинг айла- '-р

нанинг РА  ёйи буйлаб утган йули булсин, s =  Z ф. Огир- |

лик кучининг уринма ташкил этувчиси, 34-расмдан кури- \
нишича, mg sin ф га тенг булиб, s нинг камайиш томонига .
йуналган, шунинг учуй Ньютон 1̂ онунидан ушбу диффе- |

ренциал тенглама келиб чи1̂ ади: [

d̂ s ^
— mg sm(p, (12) |

т  га 1̂ ис1̂ артириб ва s ни / ф билан алмаштириб, уни 
1̂ уйидаги куринншга келтирамиз:

| 5  =  _ | 5 Ш ф .  (13)

Бу математик маятникнинг тенгламаси булиб, эркли 
узгарувчи иштирок этмаган иккинчи тартибли тенгламг-

дир. Тартибни пасайтиришга ^  =  со, =  урнига

1̂ уйиш ор1̂ али эришилади, натижада (13) тенглама ушбу 
куринишга келтнриладн:

(/со а .

ёки

со dco =  —  у  sin ф d(p,
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бу ердан

у  =  COS ф  +  C l .

(О бурчак тезлпк булгани 

учун / =  О да W =  О дан

0) =  О келиб Ч1щади. 
Шунинг учун бошлангич 

шартлардан:

О =  у  cos а  I С],

бу ердан С == —  -J cos а ,

демак, орали!^ интег­

рал

СО' =  2 у  (cos ф —  cos а)

куринншга келади.
^ d Ф

f ортиши билан ф бурчак камая боради ва со == - ^

}^осила манфий булиши керак, шунинг учун илдиз чи1̂а- 

ришда манфий ишора олиш керак:

со =  —  | / у  2 (cos ф —  cos а).

со урннга ^  ни ц ри б  ва узгарувчиларни ажратиб 

1̂ уйидагини з^осил 1̂ иламиз:

=  —  ]/^-J У 2 (cos ф —  cos а);

/^Т ______ йф_______ ,

Л 

dt =

i -j- С2 —

g "|/2(cos Ф —  cos a ) ’

V 2  (cos Ф —  cos a)

Бошланрич шартларни эътиборга олган ^олда бу ечим- 

ни ани1̂  интеграл куринишда ёзиш мумкин:

а
du‘-Vi 1/2 (cos и —  COS а )

(14)
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Маълум булишича, (14) формуладйги интеграл элемен- 
тар функциялар ёрдамида ифодаланмай, балки эллиптик 

интеграллар деб аталувчи интегралларнинг бир туридан 
иборат экан.

Агар маятникнинг огишлари кичик булса, у ;^олда (13) 
тенгламада з ш ф ^ ф  деб олиш мумкин ва у

5 ? + f ^  =  “

куринишга келади. Бу тенглама эркин гармоник тебра- 

нишлар тенгламасидан иборат. У  кейинги параграфда к;а- 
ралади

Ипнинг мувозанати.
Иккита учи билан А ва 

В  нур^таларга осиб î y- 
йилган орир эгилувчан бир 
жинсли чузилмайдиган 

ипни куз олдимизга кел- 

тирайлик (35-раем). Ип 
жойлашадиган эгри чизи!^ 

текнсликда ётади деб 

фараз килиб, бу текис- 
ликни xOi/ координата 

текислиги учун 1̂ абул 

1̂ иламиз. Координата системасини шундай танлаб ола- 

мизки, Ох yi^ горизонтал жойлашсин. Оу уц эса ипнинг 

энг пастки 0^ ну1̂ тасидан утсин (0^ ну1̂ та Л на Б  Hyî - 

талардан пастда жойлашган).

Ипнинг 0^ ну1̂та ва ихтиёрий М {х; у) ну!^таси ора- 

сидаги 1̂ исми О^М ни ажратамиз. Ианинг бу 1̂ исми цуйи- 
даги кучлар таъсири остида булади:

1) Oi нур^тага {^уйилган Н таранрлик кучи, у ипнинг 

AOi 1̂ исми томонидан ?^осил 1̂ илинган ва 0^ нуь^тадаги 

уринма буйлаб (горизонтал) йуналган;
2) М. нур^тага {^уйилган Т таранглик кучи, у ипнинг 

MB  1̂ исми томонидан }^осил 1̂ илинган ва М  нуь^тадаги 

уринма буйлаб йуналган;

3) ипнинг О^М 1̂ исмига тушган W  нагрузка, > пастга 
йуналган.

Ип мувозанатда булгани учун статика }^онунларига 

кура бу барча кучларнинг координата у1̂ ларига проекция- 

лари йигиндиси иолга тенг булиши керак. Демак,

Г cos а  — Я  =  О, Г sin а — И?' =  О,
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бу ерда а  —  таранглик кучи Т ва Ох у1̂ нинг мусбат йу- 

налиши орасидаги бурчак, Н, Т, W —  тегишли кучлар- 

нинг катталиклари.
Агар бу тенгламаларда мос равишда Я  ва W ш  унг 

томонга утказиб, .\осил булган иккинчи тенгламанинг ик- 

кала 1̂ исмини биринчи тенгламанинг тегишли {^исмларига 

булсак,

W

ни ^осил 1̂ иламиз, tg a  =  ^  б^лгани учун биринчи тар-

тибли

^  =  z
dx Н

(15)

дифференциал тенгламага келамиз, унинг интегралн ип- 

нинг мувозанатда булгандаги шаклини тасвирловчи эгри 

чизи1̂ дан иборат.

Горизонтал таранглик Я  —  узгармас катталик. Шунинг 

учун агар W нагрузка х нинг функцияси сифатида маъ- 

лум булса, W =  F {х), у ^олда (15) ни бевосита интеграл- 

лаш мумкин. Бу ?^олда унинг ечими

y =  ^ j F ( x ) d x  + C

куринишда булади, бу ерда С  бошланрич шартлардан 

ани1̂ ланади.
Бироц, шундай з^оллар булиши мумкинки, унда W 

функция эмас, балки унинг х буйича з^осиласи маълум 
булади. Буидай }^олда (15) тенгламанинг иккала томони- 

ни X буйича дифференциаллаб, иккинчи тартибли

^  =  1 ^  (16) 
dx  ̂ Н dx

дифференциал тенгламага эга б^ламиз. Агар ^  = f{ x )

(бу ерда f(x) маълум функция) булса, бу тенгламанинг 

ечими (ипнинг мувозанат }^олатдаги шакли тенгламаси) 

ушбу куринишда булади;

У =  [ f  {х) d x ^ d x C i X C t ,  

бу ерда Cl ва С* бошланрич шартлардан аницланади.
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Умумийро!^ }^олларда, (15) ва (16) тенгламаларнинг 
унг томонлари фа1̂ат х гагина бокли!^ булмай, балки у 
ва у' га з̂ ам борлиг  ̂ булиб, бу 5^олларда ечимни топиш 

учун турли усуллэрии 1̂ уллэнишга турри келади, чунки 
бевосита интеграллаш мумкин эмас.

Барча )^олларда ечимда узгармас катталик Я  
цатнашишини 1<̂ айд 1̂ илиб утайлик. Ипнинг учлари А ва 

В нинг координаталарини ва 0^ ну{^тани билган }^олда Я  
ни }^исоблаб топиш мумкин.

1-мисол. Эгилувчаи (эластик) бир жинсли чузилмай- 
диган api^oH учлари билан икки ну1̂ тада ма>^камланган ва 

api^OHra уыинг горизонтал проекцияси буйлаб бир хил 
тар^симлаыган qH/м нагрузка тушади. Арг^оннинг огирли- 

гини }^исобга олмай, унинг мувозанат }^олатдаги шаклини 
ани1̂ ланг.

Одатда осма куприклариинг занжир ёки ар1̂ онларининг 
мувозанат ^^олатидаги шаклини ани1̂ лашда бундай масала 

юзага келади: Нагрузка (занжир ёки api^oHra осилган куп- { 
рик) горизонтал проекция буйлаб бир текис та1̂ симланган | 

ва унинг катталиги шундайки, занжир ёки аргрннинг огир- s ' 

лигини }^исобга олмаса 5̂ ам булади.

Е ч и л и ш и .  Бу }^олда W =  qx, бу ерда х ар1̂ оннинг f  

М  ну1̂ тасининг координатаси, бир вар^тнинг узида у ар- 

i^OHHHHr OiM 1̂ исмининг горизонтал проекцияси бу- i

лади. Шунинг учун (15) дифференциал тенглама ^  =  ^  1

куринишни олади. Унинг умумий ечими у =  ^-\ -С  пара-

болалар оилгсидан иборат.

С ни ани1̂ лаш учун Oj ну1̂ танинг y =  q/H  ордината- 
сини берамиз. У  з^олда бошлангич щарт д: =  О да у =  q/H  
булади, демак, С =  q/H  ва изланаётган хусусий ечим

параболадан иборат булади.

2-мисол. ( З а н ж и р  ч из и i^.) Эгилувчан бир жинсли 

чузилмайдиган api^on икки учидан ма?^камланган булиб, 

узининг огирлиги остида осилиб туради. Агар арконнинг 
бир бирлик узуилигипниг орирлиги q га тепг булса, api^oH- > 

нинг мувозанат ^^олатдаги^шаклинн аницланг. ‘I

Е ч и л и ш и .  Бу >^олда lt̂ ' =  7s, бу ерда s —  api-^оннинг *

О^М ёйининг узунлиги. Математик анализ курсидан маъ-

152



лумки. s =  I I —  ̂ dx. Шунинг учун W —
J ^ \dxj

<? ( 1 -f  — i* dx, демак, = д Л /  \ -\- ^  \ —  >̂ оснла- 
J  ’ \dxj dx ' \dx’ dx
0

НИНГ ифодасини” (16) тенгламага 1̂ уйиб, x аргумент ва 

изланаётган у функция 1̂ атнашмаган ушбу иккинчи тар- 

тибли дифференциал тенгламани з^осил 1̂ иламиз:

dy
— и урнига цуйиш ор1̂ али бу тенглама узгарувчи-
ах

лари ажраладиган ушбу биринчи тартибли тенгламага 

келтирилади:

dx а  ̂ ’

бу ер да H/q =  a деб бегиланган. Узгарузчиларни ажратиб 

интегралласак,

ln(H +  K ^ ^ ^ )  =  7  +  ln C i,

бу ердан _______

U +  1/ы* +  1 =

Уи^ -Ь 1 илдизни яккалаб ва з^осил булган тенглик- 

нинг иккала }^исмини квадратга кутариб, соддалаштирсак,

ни }^осил 1̂ иламиз, бу ердан

^  е*/"____L  g - л
dx 2 ^  2Ci '

dy
чунки u =  ^ .

Биринчи тартибли энг содда тенглама з^осил булади. 

Унинг умумий ечими:

+  (19)

C l ва Са ихтиёрий узгармасларни ани1̂ лаш учун 0^ 
нук;танинг у =  а  ординатасини оламиз, 0^ нуцтада урин-
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ма Ox у д а  параллел экайлйгйНй Эътйборга олиб, бош- 

ланрич шартыи 1̂уйидагйча ёзамиз: л: =  О дэ у =  а, у' =  0. 
X  ва у '  нинг 1̂ ийматларини (18) тенгликка цуйиб, Ci ни 

ани1̂ лаш учун ушбу алгебраик тенгламани ;^осил 1̂ иламиз:

О == —1____L
^ 2 2Ci’

бу ердаи

С , =  1.

Иккинчи (маифий илдиз) ярамайди, бу дифференциал 

тенгламадан бевосита келиб чи1̂ ади. Х^аи^щатан ;^ам, C i <  
d^u

<  О тенгсизликдан < 0  келиб чйкади, бу эса тенгла-

мага зид, чунки унинг унг томони бутунлай мусбат кат- 

талик.

X ва у  нинг 1̂нйматларини (19) тенгламага ь;уйиб 1̂уйи- 

дагини }^осил циламиз:

«  =  |  +  |  +

б у ердан Са =  0 .

Шундай 1̂ илиб, изланаётган хусусий ечим

у =  J  ёки у =  ach-^

функциядан иборат экан.

Бу масаланинг ечими икки учидан осилган эгилувчан 

чузилмайдиган api^oH 3̂ 3 орирлиги таъсирида гиперболик 

косинуснинг графиги шаклини олишини курсатэди. Гипер­

болик косинуснинг занжир чизи[^ деб аталиши з а̂м шу 
билан тушунтирилади.

а =  Hlq катталикка геометрик тал1̂ин берадиган булсак, 

у занжир чизи1̂нинг цуйи Oi нур^тадаги эгрилик радиуси- 
дан иборат булишини 1̂айд цилиб утамиз. Бунга цуйидаги 

з^исоблашлар билан ишонч :^осил 1̂ илиш мумкин:

+
у' |лг=0 — О, у ' |д:=о-- а ' ^ == а.

л=0

Шундай 1̂ илиб, а катталик занжир чизи1̂нинг шаклини 

характерлайди: а  1̂ анчалик кичик булса, чизи!^ шунчалик 

тор ва тикроц булади.
Балканинг эгилиши. Цилиндрик сирт билан чегаралан- 

ган горизонтал жойлашгзн балкани курайлик. Сирт верти­
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кал симметрия текислигига эга. Шундай 1̂ илиб, балканинг 

м р  бир кундаланг кесими вертикал симметрия yi^nra эга. 

Узаро тенг кундаланг кесимлар орирлик марказларининг 

геометрик урни балканинг дь̂ и (ёки нейтрал pi^) деб ата- 
лувчи горизонтал турри чизиь^дан иборат.

Таъсир этувчи кучлар симметрия текислигида жойлаш- 

ган ва вертикал йуналган, яъни балка уцига перпендику­
ляр булсин.

Ана шу фаразларда балка ва у ига таъсир этувчи куч­

лар, масалан, 36- расмда курсатилганидек схематик тасвир- 

ланиши мумкин. Бу кучлар таъсири остида балка эгилади, 

шу билан бирга балкада ички эластиклик кучлари пайдо 
булади.

Балкани хаёлан кундаланг кесим буйича 1̂ ирцамиз ва 

балканинг у иг ёки чап 1̂ исмининг мувозанатда булиш шарт- 

ларини текширамиз (36- раем). Мувозанатни са1̂ лаш учуй 
аЬ кесимгэ балканинг ташлаб юборилган 1̂ исмидаги зури- 

1̂ ишни, яъии балканинг ташлаб юборилган 1̂ исмига цуйил- 

ган кучлар системасига тенг кучли булган системани унинг 

к|0лган цисмига 1̂ уйиш керак. Маълумки, бир текисликда 

таъсир этаётган кучларни уларнинг алгебраик йигиндиси 
булган тенг таъсир этувчи кучга ва моменти мое жуфтлар 

моментларининг алгебраик йигиндисига тенг булган кучлар 

жуфтига келтнриш мумкин. 36- расмда тасвирланган црл 
учун бу 1̂ уйидагича булади:

тенг таъсир этувчи:

ва моменти:
Q =  P i - P 2 - P s (20)

(21)
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(20) ва (21) ифодалардан куринадики, балканинг чап 

1̂ исми учун кучнинг мусбат йуналиши пастдан Ю1̂ оригг 

томон булади, моментнннг мз^сбат йуналиши эса балканинг 

чап 1̂ исми соат стрелкасининг ?^аракат йуналиши буйича 

айланишидаги йуналиши булади. Агар балканинг унг цисми 
урнига унинг чап цисми цараладиган булса, унинг учун 

тенг таъсир этувчи куч ва (йигинди) момент (20) ва (21) 

ифодалардан мос равишда фацат ишораси билангина фарц 

цилади. Бу балканинг унг цисми учун пастдан Ю1̂ орига 

томон йуналган кучни мусбат деб }^исоблапншнни, момент 

учун эса мусбат йуналиш соат стрелкаси }^аракатининг 

йуналишига тескари йуналиш булишини билдиради.

Q кучни аЬ кесимдаги кесувчи куч деб, М. ни эса шу 

кесимдаги букувчи момент, деб аталади.

Балканинг эгилган у 1̂ ининг шаклини топиш масаласини 

1̂ уямиз. Ох yi^HH унг томонга балканинг зуриг^маган ;̂ ол- 

даги уци буйича горизонтал равишда, Оу ур^ни эса верти­

кал тик йуналтнрамиз. Агар координата марказидан (маса- 

лан, балканинг чап учи) дан х масофада жойлашган 

кесимдаги эгилишни у ор1̂ али белгиласак, у — у{х) функ- 

циянинг графиги балка эгилган у 1̂ ининг шакли булади.

Материаллар 1̂ аршилиги курсидан маълум булган ва 

бу функцияни топишга имкон берадиган асосий муносабат

(22)
9 EI  ̂ ’

тенгламадан иборат, бу ер да р —  эгилган уцнинг берилган 

нуцтадаги эгрилик радиуси, М  (х) —  букувчи моментнинг 

тегишли кесимдаги аналитик ифодаси, Е  —  эластиклик 
(Юнг) модули, у материалнинг физикавий хоссаларига бор- 

ЛИ1̂, I  кундаланг кесимнинг балканинг нейтрал yi^n билан 

устма-уст тушадиган yi î^a нисбатан инерция моменти. 

Эгриликнинг дифференциал ^^исоб курсидан маълум булган 
формуласидан фойдаланиб, куйидагини }^осил т^иламиз:

_____^ ____ =  + Ш .  (23)
~ EI

(23) Генглик изланаётган функция иштирок этмаган ва 

шунинг учун тартибни пасайтиришга имкон берадиган 
иккинчи тартибли дифференциал тенгламадир. Бир01̂  бун- 

дай тенгламаии интеграллапт, умуман айтганда, анча 1̂ийин- 

чиликлар билан борли!^. Шу сабабдан (23) тенгламани, 

амалда фа1̂ ат кичик эгилишларга йул 1̂ уйилишини эъти- 

борга олиб, янада соддаро!^ куринишга келтирилади. Шу-
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нинг учун у’ балканинг эгилган уцига утказилган уринма- 

иинг абсциссалар уцининг мусбат йуналиши билан з^осил 

1̂илган бурчагининг тангенсидан иборат булиб, бирга нис- 

батан шунчалик кичик ми1̂ дорки, эгрилик формуласидаги 

махражда у' цатнашган ифодани ташлаб юбориш мумкин. 

Натижада ушбу тенглама з^осил булади:

± М(х) 

EI '
(24)

бу тенгламани балканинг эгилган р/^ининг дифференциал 
тенгламаси деб аташ 1̂ абул 1̂ илинган. Бу тенглама бевосита 

интегралланади. Букувчи моментнинг ифодаси балка иши- 

нинг шароитларига борли!^.

Бир нечта конкрет масала курамиз.

1-мисол. ( К о н с о л ь  б а л к а н и н г  э г и л и ш и . )  Чап 
к^иеми 1̂ атТиц маз^камланган, унг томони эса эркин булган

I м узунликдаги балка берилган. Агар балка бир хил rai^- 

симланган q Н /М  интенсивликдаги нагрузка остида булса 

на j^Hr гамонга PH  куч 1̂ 5̂ йилган булса, эгилган уц шак- 

лини на унг томондаги максимал эгилишни аниг^ланг.

Е ч и л и ш и. (24) тенгламадан фойдаланишимиз мумкин, 

шунинг учун иш М{х) букувчи моментни топишга келти- 

рилади; сунгра икки марта интеграллаш етарлидир. Ко­
ордината уцларини 37- расмдагидек танлаб оламиз на чап 

томондан X масофада турган аЬ кесимни 1̂ араймиз. Бу ке- 

симда унг томонга цуйилган Р  кучдан вужудга келадиган 
букувчи момент

М,{х) (25)

— t

37- раем.
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га тенг, шу билан бирга (21) дан келтириб чикарилган 

ишоралар цоидасига мувофи!^ манфий ишора олинган, чунки 

Р  куч балканинг унг 1̂ исмини соат стрелкаси г^аракат йу- 

налиши буйича буради.
Унг томонга цуйилган бир хил тацсимланган нагрузка 

вужудга келтирадиган букувчи моментни ^^исоблаш цолди. 

Бунинг учун координаталар бошидан t масофада жойлаш- 

ган dt элементни 1̂ араймиз, унга qdt куч таъсир этади. 

(25) дагига ухшаш аЬ кесимда бу элементга таъсир эта­

ди гаи куч вужудга келтирган букувчи момент

dMi{x) =  - q { t — x)cU (26)

га тенг,
аЬ кесимда балканинг унг томонида бир хил Taî CHM- 

ланган нагрузка вужудга келтирадиган букувчи моментни 

топиш учун барча (26) ифодаларни балканинг унг томони 

буйича йириб чи1̂ иш керак, яъни 

t

(27)

Энди ;^ap иккала куринишдаги нагруэкадан пайдо 

ладиган букувчи моментни топиш учун (23) ва (25) ифо­

даларни 1̂ ушиш керак, холос, шундан сунг балканинг 

эгилган уцининг дифференциал тенгламаси бизнинг ;^ол 

учун ушбу куринишда булади:

P{ l  — x) +  q
(1-ху

(28)

Е ва I  узгармас булгани учун нкки марта интеграллаш 

натижасида кетма-кет цуйидагига эгз буламиз:

у = —El ' 2  6 I 2 * \ 2 3 12,

+

+  CiX -f- Cg.

Мазкур з̂ ол учун бошланрич шартлар =  О
куринишда булади. }^ацицатан >̂ ам, балканинг чап томони 

ма.^камланган булгани учун у 1̂ узгалмас ва бу нуцтадаги 

увда уринма горизонталдир. Бошланрич шартлардан Ci =
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=  Сг =  о  ни }^осил 1̂ иламиз, шундай |̂ илиб, эгилган у^^нинг 
шакли цуйидаги тенглама билан ифодаланади:

У =
1х̂р  ---^

Е1 _ [2 6)

Унг учдаги максимал эгилиш

У
EI

- Р Р
3

(30)

га тенг.

2- мисол. ( У ч л а р и  ш а р н и р л и  м а } ^ к а м л а н г а н  

б а л к а н и н г  э г и л и ш  и.) I м узунликдаги балканинг 

учлари шундай ма^^камланганки, у айлаииши мумкин, би- 
pof  ̂ силжиши мумкин эмас. Балкага унинг чап учидан т  м 

масофада Р  Н  нагрузка таъсир этади. Балканинг эгилган 
у 1̂ ининг шаклини аницланг.

Е ч и л и ш и. Балка мувозанатда булгани учун Р  куч- 

нинг Таъсири таянч реакциялар келтириб чи{^арадиган таянч- 

ларнинг балкага босим кучлари Р^ ва Р^ кучлар билан 

мувозанатлашиши керак (38- раем). Бу кучларни топиш учун 
йуналтирилган Р  нагрузка 1̂ уйилган ну1̂ тадан балканинг 

унг учигача булган масофани п =  I —  т  билан белгилай- 

миз ва мувозанатлик шартларига биноан барча кучларнинг 

исталган Hyi^Tara нисбатан моментлари йнриндиси нолга 

тенг булишини эътиборга оламиз. Балканинг унг томони- 
даги таянч ну1̂ тасига нисбатан моментлар йигиндисини 

олиб, P il — Рп =* О тенгликни ?^осил циламиз, бу ердан 
P i =  nPIL Худди шунга ухшаш, балканинг ча п учига 

нисбатан моментлар йигиндиси —  +  Р т  =  О булади, 

бу ердан Pi =  тР/1.
Эгилган yi^HHHr дифференциал тенгламасини тузиш учун, 

олдинги масалага ухшаш, (24) тенгламадан фойдаланамиз. 

У  ерга букувчи моментнинг аналитик ифодасини {^уйиш 
етарли. Балканинг чап учидан х масофада жойлашган аЬ 
кесимни курайлик. Агар x < im  деб фараз 1̂ илсак, у >^олда 

балканинг чап ярмига фа1̂ат чап таянчнинг реакцияси Pi 
таъсир цилади ва бу ;^олда букувчи момент

Mi{x) =  P i ( x ) ^ ' ^

га тенг булади.

Шундай 1̂ илиб, X <  /71 учун, яъни балканинг чап 1̂ исми 

учун (таш1̂и йуналтирилган нагрузка 1̂ уйилган nyi^rara
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3S- раем.

нисбатап олганда) эгилган yi^HUHr дифференциал тенгла- 

маси

^ E l I ^

куринишда булади.
Бу тенгламани икки марта интегралласак,

^ ЕП 2 ^  ^

пР ДГ* I ^  , • Г '
у ~ ----CiX - С2.

ЕИ 6

(32)

(33)

(33) тепгламадаги ихтиёрий узгармасларни топилгандан 

сунг (бу )(̂ а1̂да кейинро!^ суз юритилади), у балканинг 

эгилган уь̂ и чап 1̂ исмининг шаклини беради.
Унг 1̂ исмдаги эластик эгри чизи1̂нинг шаклини анш^- 

лаш учун балканинг чап учидан т ^ х с . 1  тенгсизликни 
цаноатлантирадиган х масофада жойлашган a ^ i  кесимни 

цараш керак. Бу }^олда балканинг чап 1̂ исмига бундай ке- 

симга нисбатан энди иккита: ва Р  кучлар таъсир этади: 

бу кесимда букувчи момент

Мг (;с) Р^х — Р{х — т) =  ^  — Р{х — т)

га тенг. (29) дифференциал 1енглзма мос равишда 1̂уйи- 

дагича булади:

У " - -  
^ Е1

(34)
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By тенгламапи кетма-кет интеграллаб [^уйидагиларни 
:^осил !^иламиз;

+ С ,. (35)

Р

Е1 L 21

пх  ̂ __ (х — т)^

Ы 6
-1~СзЛг I Сц. (36)

(33) га ухшаш (36) ифода балка у[^ининг Р  куч 1̂уйил- 
ган нуь^тадан унг томондаги эгилган шаклинн ифодалайди.

Шундай цилиб, балканинг эгилган yi^H иккн оралш^да 
турлича: О< л: <  m учун (33) тенглама билан, т < .х  <  / 

учун (36) тенглама билан аналитик ифодаланар экан.

Ихтиёрий узгармасларни топишга утамиз. Бу ерда одат- 

даги бошлангич шартлар системасн йу1̂ лигини эслатиб 
утамиз. Х,щщаган х;ам, балканинг чап 1̂ исми ма;^камлан- 

ганлиги (тиралиб тургани) учун у пастга тушмайди, (эгил- 

майди), яъни г/|д.=о =  О, биро!^ у айланиши (буралиши) мум- 
кин, шунинг учун у'\х=о ф  0. Бунинг урнига балканинг 

унг учида у\х̂ 1  =  О шарт мавжуд. Шундай 1̂ илиб, иккита 

бошлангич шарт системасн урнига иккита чегаравий шарт- 

га эгамиз; =  У\х̂ 1  =  0.
Биро1̂ бу шартлар иккинчи тартибли иккита турли 

тенгламани интеграллашда пайдо буладиган туртта ихти­
ёрий узгармасни анир^лаш учун етарли эмас. Етишмаётган 

иккита шарт балканинг эгилган у[̂ и бурчак ну1̂ таларга эга 

булмаган узлуксиз силли!^ эгри чизи1̂ деган шартдаи )̂ о- 

сил 1̂ илипади. Узлуксизликдан х =  т  па (33) ва (36) ифо- 
далардан >^исобланган ординэталар бир хил булиши лозим- 

лиги келиб чии;ади. Силли1̂лик шарги да (32) ва
(35) ифодалардаи 5^нсобланган у' бурчак коэффициептлар- 

нинг бир хил эканлигпии курсатади.

=- О булгани учун (33) дан Cg =  О эканлпги ке­
либ чи1̂ ади. (32) ва (35) ифодалардан л; == m да топилган 

бурчак коэффициентларни тенглаб 1̂ уйидагипи ;^осил ь̂и- 
ламиз:

пР т  I „  __ Р  пт , р

бу ердан Cl =  Cj экаилиги келиб чи1̂ ади. Сунгра х ^  т  
да (33) па (36) ифодаларпи тенглаб ва бунда Сд ни 6\ га 

алмаштмриб, ушбуни топамиз:

пР nfi . ^  Р пт^ . „  , „
-----I С .т  = -------- \-Cjn-• Ci,
НИ б * £ /  6/ ‘  ̂ ^
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ЯЪНИ С4 =  0. Энди Cl ни топиш цолди, бунинг учун охирги 

у\х~ 1  =  о  шартдан фойдаланамиз. л: =  / ни (36) ифодага 1̂уй- 

сак,
(/ — ту

EI Ы 6

НИ ёки т  =  1 — п эканлигини назарга олиб,

H - C i / = 0

ни >^осил 1̂ иламиз, бу ердан

6Е/1 '

Ихтиёрий узгармасларнинг топилган р^ийматларини (33) 

ва (36) ифодаларга 1̂уйиб, балка эгилган ур^ининг чап ва 

унг р^исмларининг шаклини ифодаловчи тенгламаларни ;̂ о- 

сил 1̂ иламиз.
Труба орцали исси1̂ лик узатилиши. Ички радиуси г, 

таш1-̂и радиуси /? булган 1̂ алин цилиндрик трубага эга бу- 

лайлик. Труба ичидан таш1̂ арига иссицлик узатилишини 

аницлаш талаб 1̂ илинади, бунда стационар исси1̂лик ре- 
жими тайин булган, чунончи бирорта юздан утадиган исси!^- 

лик ми1̂ дори узгармас, яъни трубзнинг j^ap 1̂ андай нук,та- 

сининг температураси ва[^тга борлиц эмас вч ну(^танинг 

труба уцидан булган масофасига 1̂ араб узгаради деб фараз 
1̂ илинади.

Исси 1̂лик утказувчанлик назариясининг бу ерда бизга 

зарур буладиган асосий муносабати [^уйидагидан иборат:

Бирортз yi^i^a перпендикуляр булган чексиз кичик юз- 

чадан бу yi^ йуналишида di oai^x оралирида утадиган исси(^- 

лик ми1<̂ дори юзчанинг юзи d f  га, ва1̂т оралиги давомий- 

лигига ва бу йуналиитдаги температура пасайиши тезлигига 

пропорционал, яъни

dq =  - X d F  —  dt.
dn

Манфий ишора исси1̂лик оцими температура пасайиши то- 

монига ^^аракат килишини билдиради, 1, узгармас коэф­

фициент 1'^аралаётган жисмнинг моддасига богли!^ ва ис- 
сщлик утказувчанлик коэффициента дейилади.

Труба ичида радиуси д, г <  9 <  /? (39- раем) булган 

цилиндрик сиртни ажратамиз. У  )^олда бу сиртнинг dF 
элементи учун

d q ^ - l d F - d t .  (37)
do
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Иссш^лик ми1̂ дори dF элементга .%ам, dt ват̂ т оралирига 

>̂ ам борли!^ булмагани учун (37) курннншидагн ифодаларни 

жамлаб, бутун сирт учун вак;т бирлнгидаги тула (бутун) 

иссир^лик ми1̂ дорини >^осил р^иламиз;

do

мак,

Агар труба узунлпги I булса, у >^олда F  2яр/, дс-

Q =  2лУр — .
dg

(38)

Шартга кура жараён б ф 1̂ арордир, демак, трубанпнг ?̂ еч 

бир 1̂ исмида исси1̂лик тупланиб i-̂ олиши мумкин эмас. Бу 

ердан Q мт^дор р га борли!^ эмаслиги келиб чш^адн, яъни

— =  0. (38) тенгликни р бунича дифференциаллаб ва уз-
dg
гармас купайтувчига 1<̂ ис1'^артириб, нзланаётган дифферен­

циал тснгламани }^осил 1̂ 1ламиз;

ь =  0. 
do

(39)

Изланаётган функция ошкор нштирок этмаётгэн диф­

ференциал тенгламани )^осил 1у1лдик. Биро1<; бу тенгламани 
.\осил 1̂ илиш борасидаё!'^, унннг чап томонн ани!'̂  хосила 

эканлиги маълум булди. Бу }^олдан фойдаланиб, тезда 
оралик интегрални ушбу куринишда >^осил ■•̂ иламиз;

9 ~ ^ С , .  
dg

Мккинчи марта интеграллаш 

умумий ечимни

Я- =  Cl In 9 L Сз

и лкон

(40)

бе-куринишда топишга 
ради.

Ихтиёрин узгармасларни анн!-̂ - 
лаш 1̂ олди. Бу ерда бошланрич 

н1артларни >^осил 1̂ила олмаймиз. 

Бу ерда чегаравий шартлар энг 

|\улай ва табиий буладн. Энг 

осони нчки ва таш1-̂и сиртларда- 

ги температураларни беришдир. 39- раем.
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ft I {>
|p=r P = « = ’V  ( 4 1 )

(41) 1<^ийматларни (40) умумий ечимга куйнб, ихтиёрий 

узгармасларни топиш учун ушбу тенгламалар системасипи 

>^осил 1̂ иламиз:

60 =  Cl 1пг Сг,

61 =  Ci ln i?  +  C,.

Иккинчи тенгликдан биринчи тенгликни анириб,

&1— ^^o=Ci (In ̂  — 1л г) 

га эга буламиз, бу ердан

С  —

 ̂ In/?—Шг

Cl нииг топилган цийматини системамизиинг тенглама- 

ларидан бирига цуйиб, Са ни топамиз:

^  _  О'оIn/? — ^ i l n r

* In /?  — In г
ч

Энди ихтиёрий узгармасларнинг топилган ифодалариыи 

(40) мфодага 1̂ уя оламиз, натижада труба ну1̂ таларинииг 
теыпературалари узгаришини улардан у}̂ 1̂ ача булган масо- 
фаларига борлиц }^олда тавсифловчи функцияни :?̂ осил ь̂ ила- 

миз. (38) ифода труба ор1̂ али утувчи исси1̂лик мивдорини 

хисоблашга имкон беради.
Шуни 1̂айд цилиб утиш кераккн, одатда (41) куриниш- 

даги шартлар камдан-кам топилади. Купчнлик .^олларда 

Оо ва температуралар эмас, балки труба ичинн тулди- 

риб турган модда температураси ва труба атрофидаги му- 

хитниыг температураси маълум булади. Бу анча мураккаб 

куринишда1и чсгаравий шартларга олиб келадн.



m  Б О Б

ЮКОРИ ТАРТИБЛИ ЧИЗИКЛИ ДИФФЕРЕНЦИАЛ 

ТЕНГЛАМАЛАР

13-§. ЧИЗИ1^ЛИ БИР ЖИНСЛИ ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕИ1 Л А Л и Л А Р  

ЧИЗИКЛИ ДИФФЕРЕНЦИАЛ ОПЕРАТОР

п-тартибли низиг^ли дифференциал тенглама деб

+  . ■. +  а„_, у ' +  а Х -  Ь (1)

крринишдаги тенгламага'айтилади.

£  эркли узгарувчи тенгламага 'ихтиёрий киришн "мум- 

кин'^(чизи!^ли тенглама таърифида"';^ тенгламага 1̂ андай 

кириши туррисида :̂;̂ еч 1̂ андай чеклашлар й̂ '1̂ ). Шунинг 

учун Оо, Gj, а„ коэффициентларни ' )^ам 5’нг р^исмдагн 
Ь каби X нинг ихтиёрпй функцияларн деб ^^исоблаш ке- 

рак. Одатда чизшуп! тенгламани «келтирнлган куринишда» 

ёзиш 1̂ абул цилниган, бунга тенглэманинг иккала 1̂ исмини 

йо коэффициентга булиш бнлан эрншилади. )^осил булган 

ЯНГИ коэффициентларни р^, р ^ , р „  ?^арфлар билан, озод 

>^адни эса q ;?̂ арфи билан белгилаймиз, шу билан бирга 

уларнинг X  га борлицлнпши ошкор хрлда курсатамиз.

Бундай щпда п- даражали ч и з и р л̂ н  дифференциал тенгла- 
ма^1<̂ уйидаги куринишни олади:

. . .  -I- Рп-1 {х) у ' 4- Рп{х)у =  q{x). (2)

Бундай булиш мумкин булиши учун булкшни

талаб р^илишимиз керак, бинобарин, (2) тенглама (1) тенг­

ламага бу шарт бажариладнган а  <  л: <  р интерваллардагина 

эквиЕалентдир («о коэффициент айнан нолга теиг б̂ ^ли- 
ти мумкин эмас, чупки акс >;олда тенглама п- тартибли 
булмас эдн).

Олдинги^бобда келтирилган ечимиинг мавжудлиги ва 

мгоиалиги тугрисидаги теоремани чизи1̂ли генгламаларга 

х.чм татби!^ !^илиш мумкин. Маълумки. ёяиц интерзалда
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узлуксиз булган функциялар унда чегаралангандир. Шунинг 

учун ечимнинг мавжудлиги ва ягоналиги шартлари чизш^- 

ли тенглама учун бошланрич шартларнинг етарлича кичик 

атрофидагина эмас (умумий ^^олдагина ухшаш), балки 

P i(x ), . р„(х) функциялар узлуксиз булган исталган ора- 
ли1̂ да }̂ ам бажарилади. Хусусан, агар (1) тенгламанинг 

коэффициентларини узлуксиз деб фараз 1̂ илсак, бу шарт- 

лар ao(x)y-0 булган (а, Р) интервалнинг ичидагн исталган 
оралих^да бажарилади.

Шупдай цилиб, чизир^ли дифференциал тенгламалар 

учун ечимнинг мавн<удлик ва ягоналик теоремасини цу- 
йидагича таърифлаш мумкин;

(2) чизикли дифференциал тенгламанинг pi{x), р^{х), . . 

р„(х) коэффициентлари бирорта [а, Ь] кесмада узлуксиз 
брлсин. Агар Хд /^иймат (а, Ь) интервалга тегишли булса, 

у :(олда (2) тенгламанинг уни ва унинг исталган бошлан- 

гич шартлари системасини /•^аноатлантирувчи, бутун 

{а, Ь) интервалда ани/^ланган х^амда узлуксиз булган бит- 

т а  ва фацат битта у =  ф(л') ечими мавжуд булади.

Бу теореманинг исботини келтирмаймиз. Биро1̂ келгуси- 
да ундан фойдаланишга тугри келади.

(2) куринишдаги тенглама чизицли бир жинсли б^лма- 

ган ёки унг томони мавжуд тенглама дейилади. Агар 

^ (х )= 0  булса, у )^олда тенглама

-1 - . . .  1 (х)у' \- р^{х)у =  о (3)

куринишга келиб, у чизикли бир жинсли дифференциал 

тенглама ёки ijm  томони тенглама дейилади.
Чизи1̂ ли дифференциал тенгламалар юкори тартибли 

тенгламаларнинг энг батафсил урганилган туридир. Техни­

ка ва табиатшуносликнинг куп масалалари чизи1̂ли тенг- 

ламаларга олиб келади. Бундан таии^ари, бир i^arop ;^оллар- 

да масала шартига чизи1̂ли куринишдаги дифференциал 

тенгламалар 5^осил i-^илишга имкон берадиган шартлар мах- 

сус киритилади. Бундай ь^ушимча шартларни киритиш 

чизик^лаштириш дейилади.
Мазкур параграфда (3) тенглама хусусий ечимларининг 

баъзи хоссалари р^аралади.
(3) тенгламанинг чап i-^исмини L[y] ор1<̂ али белгилай- 

миз:

L[y] =  +  РхУ'"-'’ +  . . .  +  Р„_,У' +  РпУ' (4)
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шу билан бирга, 1̂ ис1̂алик учун Ра. • • • функцияларда 
X аргументни ёзмаймиз. Бу ифодани у функциянинг чи- 
зщли дифференциал оператора деб атаймиз.

L[y] чизи5^ли дифференциал операторни f{x) функция­

нинг аналоги каби i^apaui мумкин. Дар>^ар^И!^ат, j(x) функ­

ция X сонга ЯНГИ f{x) сонни мое 1^уяди, L \у] оператор 

эса у фупкцияга янги L [у] функцияии мое куяди. Масалан,

L {y \ ^y ''- x y ' +  2у

булсин. У  >^олда у ^  х  ̂ функция учун

L [лз] =  —  х{х^У -1 2л'3 ^  6л: ^  лг- За-̂  - | 2х^ =  Ьх —

ни ?^осил {^иламиз, яъни у =  х^ функцияга L[y] =  Qx — х'̂  
функция мос 1̂ уйилади. y =  smx  функция учун:

L [sin х\ (sin х)" — л-(51П х)' +  2 sin л; =

=  —  sin л: — д; cos а: +  2 sin х =  sin.v — л: cos а .

Агар L [у\ оператор L [у] = у" ху булса, у =  л:® учун 

L[a;3]' =  (xT^ |-A.x3 =  6x- 

га, у =  sin А учун эса

L  [sin х\ =  —  sin ^  -|- X sin х ^  {х -1) sin л; 

га эгамиз.

L[y] чизи1̂ли дифференциал оператор 1̂ уйидаги иккита 
асосий хоссага эга.

1. ^згармас купайтувтни оператор белгисидан таил- 
!щрига чш- а̂риш мумкин, яъни п марта дифференциалла- 

нувчи исталган у  ̂ функция учуй [^уйидаги тенглик уринли:

L{Cŷ \ =  С/Лг/i], бу ерда С =  const. (5)

>^а1̂И1̂ атан >̂ ам, 1{Су^] ни )^исоЗл.асак,

=  Су\̂  ̂-Ь р, Су['^-'  ̂ 'г • . • '1- Ри-1  Су[ +  р^Су, =

=  С (y^f -1- p,y['^~'  ̂ 1- ... -h Pn-iy' 'г РпУх)-= CL [у,].

Шуни исботлаш керлк эди. Бу хосса бир жинслилик 
хоссаси дейилади.

2. Иккита функция йигиндисининг оператэри }^ар ь{ай- 
си 1̂ ^шилувчи операторларининг йириндисига тгнг, яънл
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п марта дифференциалланувчи исталган ва функция- 

лар учун

LUh-l ŷ ] =  L ly i]  \ (6)

тенглик уринлидир.
}^а[^и!^атан 5̂ ам,

Ц У , \ У2\ (л  Ч  Уа)'"’ Ч- Piiyi +  +  • • •

-Г-У/-1 ^ > 1  +  ^2)-

Йириндин;шг }^оспласи }^осилалар йинаяд иснга тенг бул- 

гани учун бу ердан куйндагшш топамиз:

1[Уг +  У.] =  (уГ  +  Р ,(у Г - ' +  у Г  ) +  . . .

. . . -L p„ î{y\ -1- У2) \- р„{Ух -! г/а) =  (у'"’ +  PiyT~'^ -г • • •

. • ■ 1Рп-1У[ i РпУ^Уг • ■+р,г-1У2-\ РпУ2)^

=--L{y,] Ч лад-

Бу хосса чнзик;ли дифференциал операториинг аддшпив- 

лик хоссаси дейилади. Равшунки, бу хосса фа1̂ат иккита 

эмас, балки чекли сондаги (^ушалуачилар учун ;^ам урин­

лидир.
Чизи1̂ли дифференциал операториинг тайинланган хос- 

салари (3) тенглама ечимларииинг айрим хоссаларини ифо- 
далозчи теоремаларни нсботлашга имкон беради.

Дастлаб (3) чизиг^ли бир жиасли диффэрепциал теттгла- 

мани чизи1̂ли оператордаи фойдаламиб,

L[y] = 0  (7)

курннишда ёзиш мумкинлигини цайд 1<̂ илиб утайлпк. Шуи- 

дай к;илиб, тенгламанилг ечими шундай у фуикцияки, уи- 

га L \у] оператор нолни мое г^уяди. Бундай формулировка 

сддий f{x) =  О тенгламани ечиш масаласииипг формули- 

ровкасига ухшашднр.
Энди чизицлн бир жиисл;{ дт1ффгрепциал тенглама ху- 

с у с и й  е ч н м л а р и н и и г  х о с с а  л а р и  тугрисидаги тео­

ремаларни куриб чи1̂ амиз.
I-теорема. Агар г/i функция (3) тенгламанинг ечими 

булса, Су1 функция )^ам бу текрламанинг ечими булади.
И с б о т  и. Агар у (3) течглампин кароатлаптирса, (7) 

га кура i[r/i] =  0. Суигра чпзнр^ли дт.фференциал оператор 

бир жинсли булгани учуй L[C//j] - С/. [г/J , яъни L[Cr/i]=0. 

Бу Cr/i функция .хам (3) тенгламлнп 1̂ ан0атлант;ф1ш:1ни 

бнлдиради.
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2- теорема. Агар ва футциялар (3) тенглама- 
нинг ечимлари булса, у >;олда Уу \ у^ функция ^ам  бу 
тенгламанинг ечими булади.

Бу теореманииг и с б о т н олдинги теореманннг и ‘боти 
кабидир. у^ ва у^ лар тенгламани 1̂ аноатлантирганн учун 

^  [i/i] =  О ва L[y2]="0. Иккипчи томондан, (6) генгликка 

кура L [У1 -f г/а] =  L [y j -{ L [г/,], яъни L [ у ^ t/a] =  О, бу 
эса Ух -\- г/з хам (3) тенгламани 1̂ анозтлантиришини бил- 
диради.

Векторларнииг чизиклк комбинацнясига ухшаш, у^, у^........

у„ функцияларнинг чиз}щли комбинациясп деб, у =  С^у^ Н- 

^ С2У2+  . . .  -!-C„y„(Ci, С2, . . С,—-ихтиёрий узгармас коэф- 
фициентлар) куринншдаги ифодага айтиладн.

3- теорема. Агар у^, у.̂ , ■ ■ ■ ,Уп чизщли бир жинсли диф­
ференциал тенглама (3) нинг хусуеий ечимлари брлса, у 

холда уларнинг у Cj//j Ч- С^у^ -j -. . .  С,гУп чизш^ли ком- 
бинацияси у^ам бу тенгламанинг ечими, булади.

Бу теорема олдинги икки теореманннг натнжасидир.

У =  С^\ -г СаУа Н- • • • - I С,^Уа кфода п та ихтнёрий уз- 
гармасга эга булиб, /г-тартнбли тенгламани цаноатлан- 

тнради. Бу ифода тенгламамизнинг умумий ечими ва шун- 

дай р^илиб, чизн1̂ли бнр жинсли дифференциал тенглама­

нинг умумий ечимини бизга маълум бир нечта хусусий 

счимдан тузиш мумкин деган табний фикр келиб чицади. 

Бу фикр ?;а1̂и1̂атгн >;ам урннлидир, биро!^ у  =  С-̂ Уу Ц- 

-1 СаУа f  ■ • • -1“ С„у„ ифода j^ap цандай у^, хусу­
сий ечимларда }̂ ам (3) тенгламанинг умумий ечими була 
бсрмайди.

Олдинги бобда айтнлгаиидек, ихтнёрий узгармасларга 
эга булган ечим бирорта дифференциал тенгламанинг уму­

мий ечими булиши учун ихгиёрмй узгармасларни,;улар бош- 

лапгич шартларнинг исталган системаснни каноатлантира- 

диган 1̂ илиб танлаш имконияти мавжуд булиши керак.

Маълум г/р у^........х^^сусий ечимларни буидай танлаш-
да юцорида айтилган имконият булнш-бз'лмаслигини анш^ 

лаш, яъни у =  C]J/i Ч- С2У2 f  . . .  +  С„у^ ифода умумий ечнм 
булиш-булмаслигини ани1̂ лаш учун функцияларнинг чизи/^- 
ли борли/^лиги ва чизи/^ли эрклилиги тушунчаларини ки- 

рнтишга тугри келади. Бу тушунчаларга ва уларнинг чи- 

зи1-̂ли дифференциал тенгламалар назарияснга татби1̂ нга 
кейинги параграф багишланган.
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14-§. ФУНКЦИЯЛАРНИНГ ЧИЗИКЛИ БОРЛИКЛИГИ. ВРОНСКИЙ 

ДЕТЕРМИНАНТИ ВА УНИНГ К,УЛЛАНИШИ

Ох укнинг [а, Ь] кесмасида ани1̂ланган ва узлуксиз t/j, 

У2, . .  . , у„  функциялар системасинн ь^араймиз. Агар [а, Ь) 
кесмада барча х лар учун

« iI / i  +  “ 2У2 -Ь • • • ! г/„ =  О (1)

айний муносабат бажариладиган п та а^, а . ........а„ сон

мавокуд булса, бу функциялар системаси [а, Ь] кесмада чи- 

зш^ли борл1Щ дейилади. Бунда а ,, as, сонлар бнр
вэ1-̂ тда нолга тенг эмас деб фараз ь^илинади. Агар, маса- 

лан, «„=/0 деб фараз ь^илсак, (1) айниятнн

Уп - р1 t/i -1 P2f/2 - i P„_1 У„_1 (2)

курннпшда кбайта ёзпб олиш мумкнн, бу ерда — «„/а^ 

(г 1, 2 , . . . ,  п —  1). иГунннг учун функциялар системаси-

нннг чнзнклн борли1<^лиги си стем а функцияларининг 5^еч 

бул м аганда биттасн р^олганларининг чизир^ли комбинация- 

си дан  и борат  бул иш нни  билдиради .

Агар бундай а^, ........а„  коэффициентларни топиш

мумкин булмаса, яъни г/̂ , уа ,. .  у„ функцияларнинг х;еч 

щндай чизикли комбинацияси айнан ноль булмаса*, у >̂ ол- 

да функцияларнинг бундай системаси чизщли эркли де­

йилади.
Бир нечта мисол курамиз.

1/1 =cos*х; г/г =  sin^j;; 1/3 =  0 булсин.
Функцнялярнинг бу системаси исталган кесмада [баъзан (— оо, 

+  00) интервалда ? а̂м дейилади] чизи1̂ ли борлик,.
Х э 1̂ и1̂ атаи ::̂ ам =  1, «2 =  1, «з =  — 1/а да 1̂ уйидагига эгамиэ:

ttjr/i -I- aji/s +  Кзг/з н  cos^ д: +  s i n ^ — 1 нО.

Энди

г/1 -  cos“ X,  у 2 =  sin* X ,  (/3 =  е* , 

г/i =  sin 2х, г/5 =  cos 2 х, г/, =  In л:
булеин.

Бу система з̂ ам чизн1̂ ли 6орлу1и;, чунки г/5 функция ва jfj функ­
цияларнинг айирмасига тенг. Агар « j  =  1, ctj =  — 1, «5 == —  1, « 3=  

=  =  О десак, у ;^олда

K jf/i  -I- Я2У2 “Ь "Ь '̂вУв =  ■* 2а: =  О

булади.

* Уз-узидан маълумки, трнвипл комбинациядан, яъни a , = a j = . . .  =  
= а „  =  О дан ташь^арн. Бу комбинация >;ар доим айнан нолга тенг.

170



Бу ердан куринаднки, агар функцпялар снстемасининг 

бир 1̂ исми чизи1̂ли борлш^ булса, у холда бутун система 

}̂ ам чизикли борли!^ булади. Бу системадан у^, у^, у^ 

функциялардан бирини чи1̂ ариб ташлашдан кейин 1̂ олгач 

система чизиь;ли эркли булишинн 1̂айд i-̂ илиб утанлик. 
Бирор^ бу даъвонинг исботи уичалик осон эмас.

Чизи1̂ли борлн1̂ликни исботлаш учун айнан нолга тенг 

комбннацияни берадиган коэффициеитларнинг 1̂ийматлари- 

ни курсатиш етарли. Агар бундай коэффициентларни тан- 
лай олмасак, у ;^олда, ё бу коэффициенглар мавжуд бул- 

са-да, биз уларни топа олмаган буламиз, ёки система чи- 

зир^ли эркли ва бундай коэффициентларни умуман топиш 
мумкин эмас деб тула асос билан айта оламиз. Шунинг 

учун чизи1̂ли эрклиликни бош1̂ача йул билаи исботлашга 

турри келадн.

</i =  1 . X, Уз =  х^, 1/4 =  система чнзи(^ли эркли. /^а!^ик,а- 
тан >^ам, « 1, « 2. “ j .  «4 бир ва1̂ тда иолга тенг булмаган исталган уз- 
гармас сонлар булсии. У  ;^олда

«1 + ttj д; + аз + a j =  О

тенглик куб тенглама булиб, у учтадаи _орти1̂  илдизга эга була ол- 
майди. Шунинг учун

« l i / i  +  « 2г/2 +  «з2 /з +  “ 4'/4 S  а ,  +  а.̂ х +  agx^+atx’'

ифода исталган а  купайтувчиларда учтадан орти!^ булмаган ну1̂ та- 
ларда нолга тенг булиши мумкин, демак, >;еч к̂ андай коэффициентлар- 
да айнан нолга тенг булмайди.

Бирорта функциялар системасининг чизи'^ли борлир^ ёки 

чизи1̂ли эрклилигини тайинлашга имкон берадиган аломат- 

ларни {^араб чи1̂ иш зарурати турилади.

Агар г/р У2,---,Уп системанинг функциялари п —I мар­
та дифференциалланувчи булса, у ;^олда улардан п- тар- 

тиблн детерминант тузиш мумкин, у 1̂уйидаги куриниш- 
га эга булади:

у-2 ■• • у а

W = у\ y'l • ••  У'п

у'-г'
) ( / ( Я - 1 )

■■■У\Г

Бу детерминант >̂ ам х нинг функцияси булнб, у бун­

дай белгиланади:

W { x ) ^ W [ y „  у„ . . y , ] ^ W .

Биринчи марта уни киритган поляк математиги И. Вронс­

кий (1778 — 1853) шчрафига бу детерминант берилга н функ-
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циялар системасининг Вронский детерминанта (еки 
вронскиана) деб аталгэн. Хусусан, /г=3 да у ,̂ у ,̂ г/д функ- 

циялар системасининг вронскиани

W  =
г/1 1/3 Уз

У[ У2 У'ъ

у\у1 у1

куринншда буладн.

Вронскиан фуикциялар системасининг чизи1'̂ ли богли!^- 
лиги ёки чизир^ли эрклилигини текшириш воситаси :?̂ исобла- 

нади. Унинг 1̂ улланилпшй Т'̂ уйидаги иккита теоремага асос- 
ланган.

1- теорема. Агар y■̂, у ,̂ . . г/„ фуикциялар чизщли 
боглиг^ б^лса, у халда системанинг вронскиани айнан нол- 
га тенг булади.

И с б о т и .  Янада яь̂ ь̂ ол булиши учун и = 3  >̂ ол билаи 

чекланамиз. у^, у ,̂ г/д фуикциялар чиэи1̂ли богли!^ фуикциялар 

системаоини ташкил эгсин. У  :;^олда шундай а^, «з- «з ко- 
эффициентлар мавжуд буладики, улар учуй

«1^1 Ь C«2«/2 I «яУз >0 (3)

булади.

а ,  ф  О деб фараз 1̂нлайлик (агар сСд -= О булса, фу1П{- 

цияларнииг номсрлаиицпиш узгартириш кифоя, чуики шарт- 
га кура а  коэффициеитлариинг ?^аммаси j^aw нолга теиг 

эмас). Бу .^олда (3) тенгликии у,, га шкбатаи ечиб i^yflii- 

дагини хосил киламиз;

г/з =  р1У1 +  Ргг/2. (4)

бу ерда, ю1̂ оридагпга ухшаш, р,-=  — а,/ад (г == 1, 2).
Зиди берилган фуикциялар ?"истемаси учун Вронский 

детерминантини тузамиз ва уидэ г/д функция ва унииг>^о- 

силалгри тургаи устунни (4) ифода билаи ва ундан олина- 
диган ;!^осилалар билаи алмашгирамиз. У  .̂ о̂лда

W\yv i/2. Vs\ ==

Кейинги детерминант нолга тенг. Буига ишоич ?^осил 

1̂илиш учун охирги устундаи га купайтирилган биринчи 

устуини, сунгра купайтирилган иккинчи устунии айира-

У1 Уг Уя 

у[ У2 Уз

Ух у? PlJ/l Ч' р2//2

у[ у'2 ^хУ\ + Р 2У2

у] у\ у1 у\ у1 Piy'i -! Р2 У2

172



миз. Натижада детермйнантнинг охирги устунида фа 1̂ ат 
ноллар турган булади, демак,

Щх) =  W[yv «/2. Уз] -  0.

2- теорема. Агар Ух, у„ чиз1щли эркли функциялар
булиб, улар бироргпа п- тартибли чизи/^ли бир жинсли диф­

ференциал тенгламани г^аноатлантирса, у ^олда бундай 

системанинг вронскиани х̂ еч бир нуктада нолга айлан- 
майди.

Бунда f/i, у2, . . у„ фупкцпялар бнрорта кссмада i-̂a- 

ралиб, бу кесма счнмнинг мавжудлиги ва ягоналигига ка- 

фолат бериш мумкин булган (а, Ь) интервалнинг бутунлай 

ичида ётадп. Шундай р^илиб, бу системанинг вронскиани 

Ю1̂ орида айтилган yuianai^a кесмада ётади ва теорема у 

берилган кесмада нолдан фар1̂лн эканлигини даъво р^илади.

И с б о т н и ,  яна л —3 булган }̂ ол билан чекланиб, «тес- 

карисини фараз 1̂ илиш» усули буйича олиб борамиз. Фараз 
{^илайлик, W{x) }̂ еч булмаганда битта Xq ну1̂ тада нолга 

тенг булсин; бу ердаи системанинг чизи1̂ли богли1̂лиги ке- 

либ чи}^ишини курсатамиз, бу эса фаразимизга зид була­

ди. Шундай 1̂ илиб, W{Xa) — О буладиган Хо ну1̂ та мав- 
жуд булсин. Хо ну1̂ тада функцияларгшнг 1̂ийматларини

Уго> Узо ор1̂ али, биринчи тартибли з^осилаларнинг шу 
ну1̂тадаги 1̂ ийматларини г/[д, г/"̂ , у[^ ор 1̂али ва иккиичи 

тартибли }^осилалариипг 1̂ ийматлар!пш /у"„, г/^ ор1̂ али 

бслгплаймиз. У  }^олда

/Ую //зо Улп 

Щ л :оН  У20 Узо - 0 .

Ую У'20 Узо

Энди коэффпциентлари детермнпантпмизнинг сатрлари 
булган учта а^, а^, номаълумли учта бир л^нисли тенг- 

лама системасини курайлик;

^ ^ 2  У 20 '1 ^ 3  У 30 —  0>

“ 1Уш +  « 2 %  +  “ з^/зо =  0> (5)

'^{У10 *̂ 2 у20 "Г *̂ 3 У30 ~

Бу системанинг детерминанти D  =  W{Xo) =  0. Маълум- 
кн, уч номаълумли учта алгебраик тенгламадан иборэт бир 

жинсли система бу системанинг детерминанти нолга тенг 
булганда ва фа1̂ ат шунда нолдан фарр^ли ечимларга эга
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I
булар эди. Шунинг учун (5) система ноль булмаган а^, « 2, 
ttg ечимга эга. Топилган сонлар ёрдамида янги

У == «1^1 +  «2г/2 +  «зг/з (6)

функциями тузамиз, у берилган системанинг функциялари- 

нинг коэффициентлари (5) тепгламалар система?ини i^anoax- 

лантирувчи чизиь^ли комбинацнясидан иборагдир. (6) функ- 

циянинг баъзн хоссаларини тайинлаймиз. Аввало, г/̂ , у .̂

Уз бирорта чизпь^лн бир жинсли диффергнциал тенглама- 

нинг ечимлари булганлигидан 13- § даги 3- теоремага кура 

у функция )^ам бу тенгламанинг ечими булади. Сунгра а^, 

аа, «3 коэффициентлар (5) тенгламаларнинг биринчисини  ̂

1̂ аноатлантиришидан функциянинг Хо ну1̂тадаги 1̂иймати *•

у  (АГо) == +  а2Уз(Хо) -|- «зУзС-^о) =

=  cxjt/io Ь а^У2о -Ь «зУзо =  О

га тенглиги келиб чицади. у функциянинг }^осилалари (6) 
дэги каби i/j, Уз, г/з функциялар )^осилаларининг чизт^ли 

комбинадияси

у" ^ а ^ у \ ^  а^у1 -\- а^у 1

дан нборат булгани сабабли х„ Hyi-̂ тадаги .^осилалар учун ?

(5) системанинг 1̂ олган тенгламаларига кура 1<̂ уйидагини !; 

хрсил 1̂иламиз: |

у'{Хо) — «1 у\о +  «2 У-20 +  if

7 V „ )  ^  yjo i a , y;^ --1- «3 =  0.

Шундай 1'^илиб, у функция фа 1̂ ат берилган тенгламз- | 

ларнигина 1<^аноатлантириб 1̂ олмасдан, балки бошлангич 

шартларнинг ноль системасини 5̂ ам каноатлантиради, яъни 

лго ну1'^тада узннинг биринчи ва иккинчи тартибли ^^осила- 
лари билан биргаликда нолга айланади. Биро1<̂ шу билан 

бирга 1̂ аралаётган тенглама уша бошланрич шартларнинг 

ноль системасини 1̂ аноатлантирадиган аёний ечим у = 0  га 

}̂ ам эга. Мавжудлик ва ягоналик теоремасига (13-§) кура 
битта бошланрич шартлар системасини 1̂ аноатлантирадиган 

иккита j^ap хил ечимнинг буляши мумкин эмас. Шунинг
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учун у функция айнан ноль ечим билан устма-уст туши- 

ши лозим, яъни (6) тенглик ушбу куринишни олади;

“ li/i -т «гй f  «зУз =  0. 

шу билан бирга )^амма а,- лар ;^ам нолга тенг эмас. Бир01̂  

бу сунгги тенглик г/̂ , г/з. Уз функцияларнинг чизи1̂ли бор- 
ли1̂ лигини билдиради, бу эса теорема шартларига зиддир.

Чизи1̂ли бир жинсли дифференциал тенгламани текши- 

ришга 1̂ айтампз. п- тартибли чизи1̂ ли бир жинсли диф­

ференциал тенгламанинг у^, у ,̂ . . г/„ хусусий ечимлари 

системаси п та чизи/^ли эркли функциядан иборат бф 1- 
са, бу системани фундаментал система деймиз.

Х а р  f^andad чизицли бир жинсли дифференциал тенг- 

лама чексиз куп фундаментал системаларга эга булиши- 

ни курсатиш мумкии.

Ечимларнинг фундаментал системэси тушунчасини ва 
Ю1«^оридаги Вронский детермннанти туррисидаги теоремалар- 

ни татби!'  ̂ 1̂ илиш олдинги параграфда цуйилган ушбу маса- 

лани )̂ ал этишга имкон беради: 1<̂ андай хрлда бир

жинсли дифференциал тенгламанинг умумий ечимини ху­

сусий ечимлардан тузиш мумкин?

Теорема (ч и з и ь; л и б и р  ж и н с л и  д и ф ф е р е н ц и а л  

т е н г л а м а н и н г  у м у м и ii е ч и м и т у г р и с и д а г и 

т е о р е м а ) .  Агар у^, у ,̂ у^ функциялар

• • ■ i Р „ _ ,  ( л - ) у ' +  РДЛ-) =  0 (7)

тенглама ечимларининг фундаментал системасини таш- 

кил этса, у }^олда уларнинг

y - - C , y , i - Q y ,  +  C,y„ (8)

чизицли комбинацияси бу тенгламанинг умумий ечими 

б^лади.

И с б о т и .  Олдипги иккита теоремадаги каби п ^ З  ^ол- 

ни i^apaui билан чеклаиамиз. У  :^олда (7) тенглама ушбу 

куринишда булади:

у'"  +  Pi{x) у" 1 - Рз{х) у' - 1 - Ру(а-) у  =  о  (9)

ва теорема

У =  +  ^aJ/2 +  Qj/s (10)

чизи{^ли комбинация (бу ерда Cj, С^, Сд —  ихтиёрий узгар- 

маслар, (/i, (/з, Уз — (9) тенглама ечимларининг фундамен-
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тал системаси) (9) тепгламанинг умумий ечими булади 

деб даъво цилади.
Олдинги параграфдаги 3-теоремадан (10) функция (9) 

тенгламанинг ечими эканлиги келиб чицади. Энди Cj, Cg, 

Сз ь^ийматларни (10) функция бошланрич шартларнииг истал- 

ган системасини )^ам к.аноатлантирадиган 1̂ илиб танлаш мум- 
кинлигини курсатиш 1̂ олди.

Бошланрич шартларнипг бирорта системаси берилган 
булсин:

X =  Хо Азг у =  уа, у' == у'̂ , у" =  у1- (11)

Агрр (10) функция бу шартларнинг биринчнсини 1'̂ аиозт- 
лантирса, у }^олда

С̂ Угй +  ^2^20 “ Ь СзУзо =  */о>
бу ерда г/]0> Уго- Узо лар у^, у^, функцияларнинг Xq нуц- 
тадаги цийматлари.

( 10) ни дифферснциаллаб, {^уйидагини топамиз:

У ~  ̂ 1У\ "I С 2У2 I '  C jt/s ; 

иккннчи шартдан:

C j// Io  С2/У20 Ч Суу'м y i 

( 10) функцпянн япа бнр марта дифферснциаллаб,

у" ^  С  - I- СгУг \ C.jji 

пи >^оснл 1<нламиз, бу ордаи

С̂ Ухй С2//20 С’з/Узо I/o ■

Шундай 1у 1либ, у функция бошлангич шартларнинг
берилган системасини 1̂ аноатланти])иши учуй нхтиерий уз-

гармаслар 1̂ уйидагн тенгламэлар системасини цаноатлаити- 
риши керак:

С\Уц) 1 С2У20  ̂ I >̂.-)//зо ■—  Уо.
C l / / 1 о I • С2//20 1 C-̂y-ja =- ̂ у о,

С^Ую I С̂ Уга -| СзУ о̂ =  г/о-
(12) система биринчи дарал<али уч номаълумли учта 

алгебраик тенгламадан иборат бир жинсли булмаган сис- 

темадир. Унинг детерминанги у у, у^, //3 систсманинг Xq 

ну1̂ тадаги вронскианидан нборатдир. t/̂ , у^, Уз хусусий 

ечимлар системаси фундаментал, бинобарин, чизир^ли эрк- 
ли булгани учун 2- теоремага кура унинг вронскиани j^ap
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бир ну1̂ тада нолдан фарь^ли. Шунннг учуй бир жинсли 

булмагаи (12) системанинг детерминанта нолдан фар1‘̂ ли 
ва унга ягона ечимни топншга имкон берадиган маълум 

1̂ оидани татби!^ 1̂ илиш мумкин. Демак, (12) тенглама 

ечимга эга, яъни С^, С^, Сз ихтиёрий узгармасларни (10) 

функция (И ) бошланрич шартларни р^аноатлантирадиган 
килиб танлаш мумкин. Бу эса (10) функция (9) тенгла- 

манинг умумий ечими эканлигини билдиради.

Келтирилган бу исботни }̂ еч бир узгаришсиз нсталган 
п >  3 учуй ^ам такрорлаш мумкин.

Шундай 1̂ илиб, агар г/̂ , у^, . . . , г/„ хусусий ечимлар 
системаси фундаментал булса, у )^олда (7) тенгламанинг 

умумий ечимини хусусий ечимлардан уларнинг ихтиёрий 

коэффициентли чизир^ли комбинацияси каби тузиш мум­

кин. Бу билан чизи1̂ ли бир жинсли дифференциал тенгла- 

мани интеграллаш масалася унинг хусусий ечимларининг 

фундаментал системасини излаш масаласига келтирилади. 

Ленин бу масалани умумий куринишда ечиш мумкин 

эмас. Чунончи ихтиёрий юь^ори тартибли чизи{^ли тенгла­

ма учун хусусий ечимларнинг бирорта фундаментал сис­

темасини факат элементар функцияларда эмас, шунингдек, 

уларнинг интеграллари шаклида }̂ ам }^осил 1̂ илиб булмайди. 

Биро1̂  бундай тенгламаларнинг баъзи энг содда турлари 

учун фундаментал системаларни ;^атто фаь^ат биргина ал- 

гсбраик амаллар срдамида аыщлаш мумкин. Бундай тур- 
дагн чизн1̂ли тснгламалар 1̂ уйида 1̂ аралади,

15-§. УЗГЛРМЛС К0Э<1‘Ф И Ц И ЬтЛ И  ЧИЗИ^ЛИ БИР ж и и сл и  

ТЕНГЛЛМЛЛЛР

Ушбу

^ Pi -1 Р2 у'"' +  . . . -I Рп- 1  у '  - 1  =  о (1)

куринишдаги чнзи1̂ли бир жинсли дифференциал тенглама 

ана шундай ном билан аталади, бу ерда барча р^, 

р 2, , рп коэффициентлар ю1̂ орида курилган умумий 

)^олдан фар1̂ли улароц узгармасдир. Бу ;^олда х)'сусий 

ечимларнинг фундаментал системасини, бинобарин, уму­

мий ечимни излаш соф алгебраик операцияларни бажариш- 
га — п- даражали битта алгебраик тенгламани ечишга кел­
тирилади.
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(1) тенгламанинг куриниши бу тенгламанинг хусусий 

ечимларини, дастлаб, алгебраик маънода уз }^осилаларига 

тенг булган функциялар орасидан излаш керак эканлиги- 

ни курсатади. Маълумки, элементар функциялар ичида 

курсаткичли функция ана шу хоссага эга. Шунинг учун 

хусусий ечимларни дастлаб у =  куринишда излаймиз. 

Энди

= r V "

булгапи сабабли (1) тенгламанинг ччп томони учун 1̂уйи- 
дагини )^осил 1<^иламиз:

L [ +  л  г"-' е "  +  . . . /-е- р „ е "  =

=  е ^ (г” +Pi/"” ' +  . . . рп-\ г +  р„).

Шундай р^илиб, (1) теигламада урнига 1̂уйиш

уни

e' ‘ f { r )  =  0  (2)

куринишга келтиради, бу ерда / (/") г ' Pi/'"”' ' +

-f . . . +  pn-i г +  Ря ни берилган дифференциал тенглама­

нинг характеристик крпхади дсб аташга келишилган.

(2) ифодадаги купайтувчи хнинг хеч 1>̂ андай 1у1йматида 

нолга айланмайди. Ш_\-нинг учун г сон

/ (г) =  0 (3)

тенгламанинг илдизи булган холда еа фа/^ат шундагина 

у =  е "  функция рзгармас ковффициентли uusui âu бир 

жинсли ( I )  дифференциал тенгламани цаноатлантиради.
(3) алгебраик тенглама берилган дифференциал тенг­

ламанинг характеристик тенгламаси дейилади. У  (1) 

дифференциал тенгламадан изланаётган функциянинг }̂ о- 

силаларини г номаълумнинг мос даражалари билан алмаш- 

тиришдан }\осил булади, бунда функциянинг узи «нолинчн 

тартибли хрсила» сифатида г нинг нолинчи даражаси, яъни 

бир билан алмаштирилади. (3) характеристик тенгламанинг 

ечими (1) дифференциал тенгламанинг бирорта хусусий 
ечимлари системасини беради. Бунда турли имкониятлар 

булиши мумкин булиб, уларни муфассал та^^лил 1̂илиб 
чи1'^пш керак.
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I. Х а р а к т е р и с т и к  т е н г л а м а н н н г  б а р ч а  

и л д и з л а р и  >^31^и1^ий ва j^ap хил,  яъни характерис­

тик тенглама каррали илдизларга :?̂ ам, комплекс илдиз- 

ларга }̂ ам эга эмас. Алгебраик тенглама унинг даражаси 

цанча булса, шунча илдизга эга булгани учун характе­

ристик тенгламанинг роппа-расо п та }^ар хил Гу̂ , г ,̂ . . . , г„ 
илдизи булади. Бу илдизларпинг з̂ ар бирига дифферен­

циал тенгламанинг хусусий ечими мос келади. Демак, п 

та хусусий ечимни топамиз:

У г = Уп = ( 4 )

Энди система фундаментал булишини, яъни, у^, 

функциялар чизи1̂ли эркли эканлнгини курсатсак, кифоя. 

Бунинг учун бу функциялар системасининг Вронский де- 
терминантини тузиш лозим. «  =  3 да вронскиан yni6y 

куринишда булади:

W [уи г/2, Уз] =

е’-гх

Г2 е''"'

_  ^(Г1-\-Г1+Гз) X

1 1 1
г. Гз 

Г\ Гг Гз

( 5 )

Бу ерда детерминантнинг хар 1̂айси устунидан е "  ку- 

ринишдаги купайтувчи 1̂ авс тани^арисига чиь^арилган. Сунг- 

ги детерминантни учбурчак р^оидасидан фэйдаланиб, з^исоб- 

лаш осон. Биро!^ система вронскиани п-тартибли детер­

минант булган умумий .%олда, яъни

_  J.r,-\-r,-V----Vra)x

1 1 . . . 1

>-1 Гг .. •

п--1 '!-1 „ п
Г\ Г‘2 ... Гп

(6)

булганда бу 1̂ оидани татби!^ 1̂илиб булмайди. Шунинг 

учун умумий }^олда ;^ам фэйдаланиш мумкин булган (5) 

детерминантни >^исо5ла ц усулдал i<^naj чи[<^ауиэ.
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Детермииантнннг учинчи уступппи биринчи ва пккннчи 
устунлардан айирамиз. У  ?^олда

1 I 1

Гх Гг Гз 

»-2 2̂ 1̂ Г2 Гъ

О о 1

■rt /‘2— /-3 /"з

Г\— Гз

(/'1 -  '•з) (/-2 ” /-а)

2 2 
Г2—  Гз

1

-1- г.̂

г!

I

Гг +  Гз

=  -  {/"i - Гз) (/-̂  Гз) (Га Гз),

бу ерда биринчи устундан г  ̂— Гд умумий купайтувчи, 

иккинчи устундан Га —  Гд умумий купайтувчи таш!^арига 

чш^арилган ва 1̂ олган учинчи тартибли детерминант бирин­

чи сатри буйича ёйиш орг^али иккинчи тартибли детер- 
мйнантга келтирилган. Шундай 1̂ илиб, учта функциядан 
иборат с истема учуй

^  l!/i, Уъ /̂з] =  ( -1 ) ^  (г^- Га)(Г1^-Гз)(Га- г,).

Умумий )^олда з̂ ам худди шунга ухшаи! ушбу формула 
уринли булишини курсатиш мумкип:

^  l!/i. У2, • • • , /У„] ^
_  ^М г ,+  ...+г„  ̂ _

• • •  ( r i - r j  (Га--Гз) . . .  (г „ _ ,- г „ ) ,

бу формула (6) дстермииа!1тни юфридаги усул била!1 .̂ и- 

соблаш ор!^алп з^осил булади. Характеристик тенгламапннг 

барча Ti, Га, . . . , г„ илдизлари шартга кура турлича, е "  

функция эса }̂ еч !^андай х ларда нолга айланмаганлиги учун

V!̂  \У1, У2, . ■ ■ , Уп] /= 0 .

Бу билан характеристик тс’1гламаиинг барча г^, Га, . . . , г„ 
илдизлари )^а1̂икий ва j^ap хил булса, хусусий ечимлар 
системаси (4) фундаментал булиши исботланди. Демак, 
бу система функцияларининг

=  С а е ^ ^ "+ .. .+  C„eV  (7)

чизи1̂ли комбинацияси дифференциал тенгламамизнинг уму­
мий ечимигш беради.

Ушбу

у" -  Зу' +  2у =  О
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тенглама учун характеристик тенглама —  Зг +  2 =  О куринишга 
эга; унинг илдизлари /-, =  1, Гз =  2. Хусусий ечимлар: Ух =  , 

. Дифференциал тенгламанинг умумий ечими:

у =  C je ' +  C j .

у'" — 5у" +  6у' =  О тенглама учун л® — 5г= f  6г =  О характерис­
тик тенглама Tj =  О, Гд 2, 3 илднзларгл эга. Дифференциал 
тенгламанинг умумий счими:

у - - С , -I- С ,с '^  -1- Сз с̂ -̂ .

1'1п,у.)ят, — 5i/" +  4;/ О тенглама учун характеристик тенгла­
ма —  5г2 'i- 4 =  О дли иборат, ушшг илдизлари; 1, 
/•3,1 ^  i ;  2 ; дифференциал тенгламагашг умумий ечими:

у =  Cje-* +  + С^е ’̂‘-\- С4 e“ •̂' .

I I .  Х а р а к т е р и с т и к  т е н г л а м а н и н г  б е р ч а  

и л д и з л а р и  }^ар хил,  б и р о 1̂ у л а р н и н г  о р а с и д а  

к о м п л е к с  и л д и з л а р  ;^ам бор .  Умумий ечим учун 
(7) ифодага олиб келган муло.^азалар бу ерда }̂ ам уз кучи- 

ни сз 1̂лайди. Биро1̂ (7) ифода но;^улай, чунки ку-

рииишдаги комплекс ^функциял?рга эга, биз эса шу найт- 

гача ^ак^икш х аргументнипг ;^а1̂и[̂ ий (1)ункциялари билаи 
чеклаиган эдик. Шунинг учун (7) ифол,ани характеристик 
тенглама комплекс илдизларга эга бул1'ан )<;олда ^ам фа- 

к̂ ат }̂ а1̂и1-̂ий функцияларга эга буладиган 1̂ илиб узгарги- 

ришни ма!-̂ сад цилиб 1̂ уямиз.
Айтайлик, г^- а\ -Ы  характерист^гк тенгламанинг 

комплекс илдизларидан бирп булсип. / (г) куп?^ад факат 

>%aiyi.'̂ Hft коэффициептларга Э1'а булгапи учун, алгебрадан 

маълумки, г =  а - Ы  1̂ ушма комплекс сои }̂ ам характе- 

рлстик тенгламанинг илдизи булади. а Ы 1̂ ушма комп­

лекс сонлар жуфтига пккита хусусий ечам * 

ва gia-oi)x кслади. Бу иккита ечим урнига 

уларнинг баъзи комбннациялариии курамнз, булар хам 

13-§ даги 1 ва 2-теоремаларга кура (1) тенгламанинг 

ечимларл булади. Чунончи =  {Ук г У^/'^ ва у^ =  

=  {Ук —  Ул)/2г фупкцияларни курайлик. Эйдерчинг маълум

+е-‘^ .
COS X  =  ---- , sinx =

2 ’ * 2i 

формулаларини !'^улланиб, бу ифодаларни 1̂ уйидагича уз- 

гартирамиз:
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,ia+ b i)x  _  ах • ,

Us == -------- 2 i-------  ------2i------  ^

Шукдай 1̂ илиб, характеристик тенгламанинг 1̂ ушма 
комплекс илдизлари жуфти =  а ± Ы  га дифференциал 

тенгламанинг хусусий ечимлари жуфти = / " c o s ва 

г/,5 =  е“  sin Ьл: ии мос келтириш мумкин. Эйлер фэрмула- 

сига кура ва функцияларни ва у^ функция- 
ларнинг чизи1̂ли комбинациялари сифашда хрсил р^илиш 

мумкин булгани учуи Эйлернинг уша формулаларага асо- 

сан бундай алмашгирпя хусусий ечимлар системасининг 

чизш^ли эрклилигини бузмайди. Умумий ечимни яна хусу­

сий ечимларнинг ихтиёрий коэффициентли чизи1̂ли комби- 

нацияси каби >^осил 1̂ илиш мумкин, бирэ!^ бу ечим энди 

(7) куринишга эга булмайди. Характеристик тенгламанинг 

>;ар бир г >̂ а!̂ иций илдизига е "  куринишидаги хусусий 

ечим, характеристик тенгламанинг р^ушма комплекс илдиз- 

лар ч жуфти а ± Ы  га e^'^cosbx ва e°’‘ s'mbx куринишда- 

ги хусусий ечимлар жуфти мос келтирилади.

Масалан,

у" -  2у' + 5/у -  О

теиглама учун г'̂  — 2г 4- 5 -=0 характеристик теиглама — I ±  2/ 
илдизларга эга. Днффергпцнал тспгламаиниг умумий ечими:

у =  Ĉe-̂■ cos 2х Ь Сой'" sin 2х ёки у ê■ (Cj cos 2х +  С , 51п2л:).

Ушбу

у"' — 8у — О

тенгламанинг характеристик теигламаси: —  8 =  0. Чап юмонни 
купайтувчиларга ажратнб, (г —  2) +  2г +  4) О ни ^^осил 1\ила- 

миз, бу ердан =  2, /-„.з —  1 ± Д и ф ф е р е н ц и а л  теиглама- 

нинг умумий ечпми:

у =  -h С..С-'-' cos ,v + Cзe-'^' sin x

ёки

у -= С̂ е-'‘ +  (Сз cos л: - j/у  + Сз sin x у ^ ) .

Ни?^оят,

t 13(/"' +  36г/' = 0

тенглама учун характеристик теиглама: 13/-̂  +  36/-= 0; упинг 
илдизлари Tj =  0; г. .̂з =  2/, /"3,4 =  Зг дан иборат. Дифференциал 
тенгламанинг умумий ечими:

у ^  -Ь Со cos 2х +  Сз sin 2х + С4 cos Эх +  С,, sin Зл:.
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I I I .  Х а р а к т е р и с т и к  т е н г л а м а  и л д и з л а р и  
о р а с и д а  к а р р а л и  и л д и з л а р  бор .  Бу ерда (7)ифода 

умумий ечнм учун уз кучини йу1'^отади, чунки чизи1<̂ли 

эркли ечимлэр сони п дан кичик булади. Хак^щатан, агар г ха­

рактеристик тенгламанинг а  каррали илдизи булса, у хрл- 

да унга а  та эмас, балки битта ечим мос келади ва 

фундаментал системами ?^осил i-̂ илиш учун а  —  1 та ечим 

етишмайди. Бундай 5\0лда етишмаётган хусусий ечимларии 

1̂ андай топишни ани1-̂ лаймиз.

Дастлаб, характеристик тенглама а  >  1 каррали ноль 

ечимга эга булган }^олни текширамнз. Характеристик тенг­

лама бу }^олда

куринишга эга булади, бу срда г“ ни 1̂ авс таш1̂ арисига 

чир^ариш мумкин. Тенглама г пинг кичик даражаларини уз 

ичига ола олмайди. Бу )^олда (1) диф(})ерснциал тенглама 

ушбу к\ринишда хосил булади:

Л . . .-\-Рп-агГ - О ,

яъни бу срда а  дан паст тсртибли хрсилалар 1̂атнашмай- 

ди. Бундай тенгламани а  — 1 дан Ю1̂ сри тартибли барча 

хосилалЁри айнан колга тенг булган, даражаси а  дан юр̂ о- 

ри булмаган исталган куп>^ад {^аноатлантиради. Бундай 

куп>^адлар чексиз куп, бирет  ̂ уларнинг срасидан узаро чи- 

зи1̂ли эркли булган а  тасини танлаб олит мумкин. Бу- 

нинг учун

=  у ^ =  X, х\ . . . , у^

деб олиш етарли.
Бу функциялар системасининг чизнкли эрклилиги. 171- 

бетдаги мисолдагига ухшаш исботланади. Иккинчи то- 

мондан, даражаси а  — 1 дан Ю1̂ сри булмаган хар 1';андай 

куги^ад бу система функцияларининг чизнь^ли комбинация- 
си сифатида >^осил килиниши мумкнн. Шундай цилиб, а  

каррали г — О илдиз учун дифференциал тенгламанинг а  
та чизи1̂ли эркли ечимлар'л топилади.

183

www.Orbita.Uz kutubxonasj

http://www.Orbita.Uz


Энди (3) характеристик тепгламапинг а  коррали бул- 

ган илдизи Г х ф О  сондан ибсрат булсин, (1) тенгламада

р =  деб, узгарувчиии алмаштирамиз. У  >;олда

у' ==Z +  г e'^\

у z -'г 2r^ 2 ' / ‘4 ^ 1  г/-" .

Бу гфодаларии (1) TCHivuiMara к ’̂йиб, комаълум функ- 

цияси Z бу’лгаи д^ффсреьциал тенгламани хрснл 1̂ нламиз. 

У  п- тартибли узгармас коэффициеитли чизш-̂ ли тенглама 

булади, чунки унинг бэрча >^адлари е ''’‘ купайтувчига эга 

булиб, уни 1̂ ис1̂ артириш мумкин. Бу тенгламани

И-. . . =  0. (8)

куринишда ёзамиз. Бу тенгламанинг характеристик тенгла- 
маси

/Д| О (9)

булсин. Агар k сон (9) характеристик тепгламаппнг илдпзи 

булса, у }^олда z =-- е*''’ (8) диффс рсиднал тенгламани 

каноатлантнради. 13иро1̂  у >̂ олда

(1)
дис}ф(рсгн,иал тсшлаь^аии ка1,( а 1ла!1'и'радп l a Ю1\0р1-!да ис- 

ботлашанша к>ра г = / , ’ -| л, сон (3) характеристик тенг- 

ла.уаиннг илдизи булади. Лксинча, (1) тенгламани (8) 

тенгламадан г =  5piima к.уйнш билаи >^осил lyi-

лиш мумкин, шунииг учз’н (3) характеристик теигламаиииг 

>:ар бир г илдизита (9) характеристик тснгламаиивг к =  г - г, 

илдизи мос келади. 1Лун;;ай килиб, (3) ва (9) характерис­

тик теьгламалариииг илдизлари г расида г = / г т е н г л и к  

билаи кфодалаиали!ан бсч'ланкш мавжуд, uiy билан бирга 

(3) тенгламанинг jap  хил илдизлари1а (9) теигламанииг 

>,ар хил илдизлари мос келади па, аксинча.

(3) характеристик тенглама а  каррали г =  илднзга 

эга булгани учуй (9) характеристик тенглама а  каррали 
k — О илдизга эга булпшн керак. Xai^HKaiaH хам, (3) тенг­

ламанинг г ~  г-̂ илдизига (9) тенгламанинг k =  Q илдизи 
ва (9) тенгламанинг а р хи л  илдизларига (3) тенглама­

нинг j^ap х ил  илдизлари мос келгани учуй /% =  О илдиз-
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нинг карралиги г =  илдизиннг карралигига тепг булиши 

керак. Бнроц бундай )^олда ю 1̂ орида исбот 1̂ илинган!1га 
кура (8) дифференциал тенглама узарэ чизи1̂ли эркли бул- 

ган ушбу а  та ечимга эга булади:

2 =  1, 2 =  X. 2 =  X®, . . . , 2 =  д:““ ' ,

булар (1) дифференциал тенгламанипг ушбу куринишдаги 

а  та ечпмини беради;

У =  у -  х е '’‘ , у =  , . . . ,  г/ =  д;“~' .

Шундай 1̂ нлиб, (3) характеристик тенгламанипг а  кар- 

рали илдизига дифференциал тенгламанинг роса а  та 

j^ap хил ечими мос келади. Яна хусусий ечимлар систе- 

маси ?^осил булиб, унда п та функция булади. 5^осил 

[^илингэн хусусий ечимлар системасининг чизи1̂ли эркли- 

лигини исбот ь^илиб утирмаймиз.
Аввалги муло)^азаларимизда каррали илдиз ?̂ а1̂икий 

сон деб фараз 1̂ илинмаган эди. Шунинг учуп барча муло- 

>^азалар каррали илдизлар комплекс булган хрл учун ;^ам 

уз кучида 1̂ олади. Масалая, а  Л Ы комплекс илдизлар 
жуфти икки каррали булса, унга цуйндаги куринишдаги 

туртта хусусий ечим мос келади:

e'”‘cosbx, e°^s\nbx, xe°’‘ cosbx, хе“’‘ sinbx.

Мпсалап,
у " - 2у' + у =  0

тонгламл учун г̂  — 2г \- 1 = 0  характеристик тенглама ^, 2 =  * ’'яР" 

рали илдияга эга, шунинг учуп умумий ечим ушбу курнпишда ёзн- 

лади: .

tj — С]в^ Сглге* ёки у =  е’̂  ((?i С^х).

Ушбу -1- 2г/"' =  О тенглама —  2г’̂ +  2л» =  О характе­
ристик тепглампга эга, бу ердлн /•, з =  О, g =  1 ±  г. Биноба- 

рин, умумий ечим:

у =  Cl f  С.Х ^  Сзх2 +  С^е’̂  cos х +  С-̂ е̂  sin л:.

Иихоят,

у^ +  8г/'" +  10//' =  О

тенглама г®- [ - +  16л =  О характерпст1:к тенгламага эга, упииг 
илдизларп: =  О, 5 =  — 2/. Умумий ечим и,уйидагича

ёзилади:

г/ Cl +  Со cos 2л- +  Сз sin 2х +  С^х cos 2х +  С^х sin 2.v.
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Барча мумкин булган хрлларда умумий еч>1мни тузиш- 

га имкон берадиган хусусий ечимларнинг фундаментал 

системаси )^осил булади. Шунинг учун д-тартибли узгар- 

мас коэффициентли чизи1̂ли бир жинсли дифференциал 

тенгламанинг умумий ечимини топиш масаласи п- даража- 

ли алгебраик тенгламанинг барча илднзларини топишга 
келтириладн.

16-§. ЧИЗИКЛИ БИР ж инсл и  BS'JIIVWrAH ДИФФЕРЕНЦИАЛ 

ТЕНГЛАМАЛАР

Бир жинсли булмаган чнзи[^ли тенглама (13-§ га î a- 

ранг) деб,

Н Pi {X) у '"- " +  Р2 {х) г/'"-"' +  . . .

■ • ■ Рп -Л х )у '+  Рп{х)У =  Я{х) (1)

куринишдаги тенгламага айгилади.

Чизи1̂ли дифференциал оператор ифодасидан фойдала- 

ниб, (1) тенгламани

L[y] =  q(x) (2)

курипишда ёзиш мумкин. Бу бир жинсли булмаган тенг­

ламанинг ечими шундай функцияки, L [у] оператор бу 

фуикцияга берилган q{x) функцижш мос {^уйишини бил- 
диради. Купинча (2) тенглама билан бир ва1̂тда ундан 

унг томонни ташлаб юбориш натижасида :>̂ осил б5“лади- 

ган бир жинсли L[y] =  0 тенгламани }̂ ам 1̂ арашга тугри 

келади. Бундай бир жинсли тенглама бир жинсли булма­

ган тенгламага мос тенглама денилади.

Бир жинсли булмаган тенгламани ечишда мос бир 

жинсли тенгламани текширишнинг му.-^имлиги ушбу тео- 

ремадан келиб чи1-̂ ади.
1-теорема. Чизиг^ли бир жинсли булмаган дифферен­

циал тенгламанинг умумий ечими бу тенгламанинг ху­

сусий ечими ва унга мос бир жинсли тенгламанинг уму- 

м.ий ечими йигиндисидан иборат. _

И с б от  и. (2) тенгламани курзмпз ва у ор.<̂ аля бу 

тенгламанинг ыаълум хусусий ечимини белгилаймиз: 

L [(/] =  q{x). у функция билан у =  У +  у тенглик оркали 

богланган янги У  функц чя к!1ритам из.
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у  >^олда (2) тепглама L [F у] — q (х) га утади, бу 

чизш^ли дифференциал опсраторнниг аддитивлнги (13-§ га 
царанг) туфайли

L[y] +  L[Y]~-=q{x)

тенгламага олиб келади. L[y]^-q{x)  булгаии учуп У 

функция мос бир жинсли тенгламани 1<^аноатлантириши ке- 
либ чи1̂ади, яъни L{Y] = 0 .

Агар Уу, г/2, . . . , у̂  ̂ функциялар бу тенглама хусусий 

ечимларинннг фундаментал системасини ташкил этса, у 
}^олда

^  =  С1У1 г С̂ У-2. • • • +

Бир жинсли булмаган тенгламанинг умумий ечими уш- 
бу куринишни оладн:

У =  У +  С 1У 1 г  С 2У 2 4  • • • т  ( 3 )

(3) ифода умумий ечим эканлигииинг исботи 14-§ да- 

ги умумий ечим туррисидаги теореманинг нсботи каби 

олиб борилади. у нинг булиши ихтиёрий узгармасларни 
топиш учуй тузилган системаиинг фацат унг томонлари- 

нигинз узгартиради, бу эса тенгламанинг ечилиш-ечилмас- 
лигига таъсир килмайди.

> а̂{̂ и1̂ атан ;^ам, масалан, учинчи тартибли

у ' "  +  P i  ( ^ )  у "  +  Р2 ( х )  у '  +  P 3 { x ) y = q  (А-) 

тенглама учун ушбу бошланрич шартлар берилган булсин: 

х =  Хо да г/ =  г/„, у' =  у" =  у^.

(3) функция п =  3 да бу шартларни 1̂ аноатлантириши учун 

Уо — Уо г С ^у 10 I - С 2У20 1 С ’з У з о ,

Уо ~  У о '^  “Ь ^2^20 “ ^3̂ 30-

Уо ~  Уо ' Ь  * ^ 1 ^ 1 0  ^ 2 ? /2 0  Н "  ^зУзо 
булиши ксрак, бу ерда у^, у'̂ , у ’̂ лар у функциянинг ва 

унинг >^оснлаларининг л: =  л'о нуктадаги 1<^ийматлари. Бу 
системани ь^уйидагича 1̂айта ёзиб олиш мумкин:

СгУю  ■ С з У г о   ̂ 1  ̂ Q j t t i o  —  У о  i/o>

СгУ\о г 1 С.£'.^ =  у'̂  -- (4)

СхУш +  С.у1о -1- С-̂ у1  ̂ -  у1 - ~ у1-
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(4) система 14-§ даги (12) системадан фаг^ат унг то- 

монлари билан фар1̂ ланади. Бу системанинг детерминанта 

у ердагига ухшаш нолдан фарцли W  (д̂ о) вронскиандан 
иборат. Демак, (4) система биргаликда ва ягона ечимга 

эга, бу ердан (3) функция царалаётган дифференциал тенг- 

ламанинг умумий ечими эканлиги келиб чиь^ади. Худди 
шундай_муло>^азани исталган тартибли тенглама учуй ?̂ ам 

юритиш мумкин.

Шундай 1̂ илиб, бир жинсли булмаган чизи{^ли тенгла- 

мани ечишнинг бир жинсли тенгламани ечишдан фарци 

ф31^ат бир жинсли булмаган тенгламанинг бирорта хусу- 

сий'ечимини топишдадир. Бир жинсли булмаган тенгла- 

маларни ечиш усули ана шунга””асосланган, бу яна 1̂уйи- 

даги теорема билан енгиллаштирилади.

2-теорема. Агар бир жинсли булмаган (2) тенглама­

нинг днг томони^иккита'фунщиянинг йигиндисидан ибо­

р ат , [яъни

i^'[y]= 'Q i'ix )+ ’q2 {x) 

брлса, бунОай тенгламанинг хусуси1Г''ечимитГрнг томон- 
лари мое равишда q^(x) ва q^(x) бЦлган худди шундай 

тенгламаларнинг хусусий ечимлари йигиндиси сифатида 
}(осил щлиш мумкин.

И с б о т и .  L\y]'=qi{x) ва L[y]=^ q^{x) тенгламаларни 

ь^араймиз. t/, ва у^ функциялзр ыос равишда биринчи ва 

иккинчи тенгламаларни р^аноатлантирсин дейлик, яъни

L [у,] =  (х). L Ш  (д:).

Чизикли дифференциал онераторнннг аддитивлик хоссаси- 
га кура

L \Ух -!- Уг] =  L [у̂ ] -У L [iĵ ] - q  ̂(.v) ^ q̂  (,r). 

яъни у J- у^ функция

L [у] =  (х) +  92 (Jf)

тенгламани 1̂ аноатлантиради, шуни исботлаш талаб 1̂и- 
линган эди.

Бир жинсли булмаган чизн1̂ли тенгламанинг хусусий 
ечнмини топишнинг а н и к  мае  к о э ф ф и ц и е н т л а р  

у с у л и н и 1̂ арашга утамиз.
Аниь^мас коэффициентлар усули коэффициентлари уз- 

гармас ва унг томони махсус куринишда булган бир жинс­

ли булмаган тс'игламалар учуи татбш-̂  цилинади. Агар
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унг томопда курсаткичли фупкциялар, синуслар, косинус- 

лар ва куп}^адлар ёки уларнинг бутун рационал комбина- 

циялари турган булса, у з^олда ани1̂ мас коэффицнентлар 

усули бир жинсли булмаган тенгламанинг хусусий ечими- 
пи топишга имкон беради. Хусусий ечимни билиш, 1-тео- 

ремага кура, умумий ечимни топиш учуй етарлидир, чун- 

ки мос бир жинслн тенгламанинг умумий ечими 15-§ да- 
гн кридалар буйича топилади.

Ани1̂ мас коэффицнентлар усули хусусий "ечимнинг 
шяклини билишга асосланган. Табиийки, хусусий ечимни 

унг томоннинг шаклига ухшаш шаклда излаш керак. Би- 

роц хусусий ечимнинг шакли тенгламани!»' чап томонига 

з̂ ам борлиц эканлигига^ишонч з^осил к,илиш осон. Бунинг 

учуй 1̂ уйидаги мисолларии куриб чи 1̂ амиз.

у" — 2у' — у =  6.ve* тенгламани ечамиз,

Бу ерда тенгламанинг унг томони е* курсаткичли функциянинг 
биринчи даражали куп;^адга купайтмасидан иборат. Бинобарин, хусу­

сий ечимни е* курсаткичли функциянинг биринчи даражали купз^адга 
купайтмаси шаклида 1̂ уйидагича излаш табиийдир:

у =  (Л ;с+ В )е*  .

Номаълум Л ва В коэффнциеитларни топиш учун у функцияни ва 
унинг X буйича >;осилалгрини тенгламага к,уямиз ;^амда чап ва унг 

томондаги коэффициектларни так;крс.маймиз. Бунинг учун у, у', у" 
нинг пфодаларини ёзиб олал'пз ва з^ао бирининг чап томонига улар 

тенгламага кирадиган коэффициентларни ёзиб 1̂ уямиз. К,уйидагига 
эгамиз: _

- 1  у = ( Л х  +  В)е\

- 2  Т/ =  (Ах-\- В ) ^  +  Ае’‘ ,

1 у" =  (Ах-\-В) е* +  2Л е*-

}^исоблашларни бажариб, 1̂ уйьдагига эга б^ламиз;

- 2  (Ах +  В) е* =  6л:е* . 

бу ердан коэффициентларни тенглаб, Л =  — 3, В =  О ни топамиз, ямш 

тенгламанинг хусусий ечими у = —Ъх(? куринншга эга. Бу нарса 

тенгламани ечиш учун етарли, чунки мос бир жинсли у" ~ 2у '— у =  
=  О тенглама осон ечилади. Унинг —  2г— 1 =  0 характеристик 

тенгламаси Г\̂2 ~  * — V 2  илдизларга эга, бу ердан Y =  

^  (I + / 2)x , „  (\-V2)x ,
C j6 +  C j0 ва бир жинсли булмаган тенгламанинг уму­

мий ечими

У =  -Зхс’‘ +  С^е ^  +  С^е

булади.
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Энди у" — 2у' у =  6хе’‘ тепгламапи ечайлнк.

)^ар иккала мисолдаги унг томонлар бир хнл булганлнги учун 

хусусчй ечимни олдннги мисолдаги шаклда топншга ;^аракат 1<;иламнз;

1 у=^(Ах+В)е^,

- 2  у '=  (Ах+В) е  ̂+ Ае\

1 у" =  (Лл: + В) «* + 2Л/.

Чап томопда ухшаш з^лдларпи ихчамласак, улар узаро 1̂ пс1';армб 

кетади, 11атижада 0=  б.те* тенглик ;^осил булади, у анният эмас Бу— 

берилгаи тепглама учун Ю!^орида фараз 1̂ илинган у =  {Ах +  В) 
шаклда хусусий ечим мавжуд эмаслигинн курсатади. Маълум були- 
шича, хусусий ечимни бонн^ача шаклда ^^осил 1̂ ил1гш мумкнн экан. 

Чуиончи, агар у =f{Ax^ +  Вх^) е* десак, Ю!^оридагига ухшаш )^нсоб- 
лар к,уйидагнларни беради:

1 J  =  {Ах̂  + Вх )̂ е’‘ ,

— 2 ?  =  (Лг’ Н- Вх^) +  (ЗЛл:’  -]- 2Вх) е’̂  .

1 7 '  =  (Ах  ̂-I- Вх") Ч- (бЛд:» +  4Вх) +  {GAx +  2В) с*,

бу ердан {GAx -f- 2В) ^  =  Одге'' , яъни Л =  1, В = О шунипг учун ху­

сусий ечим у =  куринишга 9га. Мос бир жпнсли тенглама: у" —
— 2у' +  у О, унинг — 2г -1- 1 =  О характеристик тенгламяси 

/■j 2=  I илдизларга эга, демак, Y =  Cje* -|- Cjxe* ва бир жинсли бул- 

маган тенгламанннг умумий ечими

у =  х^с^ + С,е’‘ +С,хе^
куринишда булади.

Шундай 1̂ илиб, битта унг томон учун хусусий ечим- 
нинг куриниши турлича булиши мумкин ва шунинг учун 

у нимага борликлигини ва кандай борлш^лигнни аниг^лаш 

керак. Умумий >̂ олни текширар эканмиз, туртинчн тартиб- 
ли тенглама бнлан чекланамиз, чунки у етарлича умумий 

булиб, бирок; тенглама тартнби п нинг ихтиёрийлиги билан 
борли1<̂ булган узундан-узо1̂ )^исоблашлардан бизни халос 

этади. Унг томон сифатида курсаткичли функциянинг 

т-даражалн куп.хадга купайтмасини оламиз. Шундай i-̂ илиб,

-I Pi!/'" -! РгУ''-\ РзУ' +  PiU =  P J x )  (5)

тснгламани текширамнз, бу срда р^, pj. Рз> Р* коэффициентлар 

узгармас. Хусусий ечим1и< г/=  Q (л) шаклда излаймиз, 
бу ерда Q (х) даражаси ва коэффициентларини танлаш 

лозим бул1ан к)п>:ад. Бу купхаднинг даражаси керакли- 

гича танланганда ечимни бундай шаклда топиш >.ар доим 

мумкин эканлиги курсатилади. у —  Qe'”‘ функциями (Q (a ;)
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нинг аргументи |^исцалик учун ёзилмаган) (5) тенгламага 

1̂ уйиш натижасини ю;^орида 1̂ аралган масоллардаги каби 
ёэамиз;

Pi

Рз

Р2

Pi

1

y_= Q e ’̂ .

у' Qke'‘’‘ Q'e’‘\

у" -  -Ь 2Q'ke'‘'‘ -I-

у'" =  Qb?e‘’‘ -j- ZQ'k^e’̂  ̂+  -\- Q"'e'‘\

y'^  --= Qk*e'”‘ f  4Q'k4^'‘ \- b iQ " 'k e ^ ' -f Q 'V ^

Чап томонда турган коэффициентларга купайтириб, i^y- 

шиб ва ухшаш ^^адларни ихчамлаб, цуйидагини ;^осил 
1̂ иламиз;

[Q {к* -1 - f  Р4) +

+  Q ' (4/г'> I- _ L  2p^k -1- Рз) 1- Q" (6fe* +  Sp^fe Pa) 

-\-Q"'{4k^'r p,) \ Q^^]e'‘̂ = ^P Jx )e^\

Тенгликнинг чап 1̂ исмидаги Q олдидаги коэффициент

(5) тенгламанинг г урнига k 1̂ уйилган характеристик куп- 

у^ащ. Q' олдидаги коэффициент f ' (к) дам, Q ’', Q ", Q^''лap 

олдидаги коэффнциентлар эса сонли коэффяциентлари ке- 

раклича танлаб олинган характеристик куп.^аднинг мос 
равишда кейииги ;^осилаларидан иборат. Бундан фойдала- 

ниб ва }^осил булган ифодаии е*' га 1̂ ис1̂артириб, (•̂ уйи- 
дагига эга буламиз;

Qf (k) -I Q'f' (k) +  ~  Q ' T  (k) - f  ^  Q " T ' ( k )  b

- h ^ Q ' " ^ r ( k ) = P ^ ( x ) .  (6)

(6) тенгликдан Q (x) куп.\аднинг аникмас коэффици- 

ентларини топиш учун (6 ) тенгликнинг чап ва унг ■•̂ исм- 

ларидаги куп}^адларнинг даражалари бир хил булиши, 

яъни чап 1̂ исмнинг даражаси унг 1<^исмнинг даражаси ка­

би т  га тенг булиши керак. Бу ердан энди Q нинг да­

ражалари турли )^олларда 1̂ андай булиши равшан. Агар к 

сон характеристик тенгламанинг илдизи булмаса, / (к) О 
ва Q куп^^ад асосан (6 ) тенгликнинг чап 1̂ исмида булади. 

Шунинг учун чап р^исмнинг даражаси худди Q нинг дара­

жаси билан бир хилдир (Q куп:^аднинг }^осилалара Q ни- 

кидан паст даражага эга) ва ант^мас коэффициентларни
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топиш имконига эга булишимиз учун Q(j;) купхаднннг 

даражаси т  булишн керак. Бинобарин, унг цисм 

куфинишга эга ва \[к)фО  булганда, хусусий ечимни у =  

=  {х) шаклда излаш керак.

Э!щи k con характеристик тенгламанинг илдизн бул- 

син. Агар бу илдиз оддий булса, у ;^олда f {k) =  О, биро!^ 

f '  (k) Ф  0. Агар илдиз а >  1 каррали булса, у }^олда /(/е) =  

=  / ' (/г) =  . . . =  ” (к) =  О, биро1̂ ф  0. Кейинги

хрлда (6) тенгламанинг чап томоии Q куп)^адга ;;̂ ам, унинг 

а  — 1 тартибгача (у ;^ам киради) )^осилаларига эга 

эмас. Масалан, а  =  3 булса, (6) тенглик 1̂ уйидаги кури- 
нишга эга булади:

^ Q " T " { k )  +  ^ Q 'y \ k )  =  p ^{x )

(туртипчи тартибли тенглама текширилаётгани учун а  < 4 ) .

(6) тенгликнинг чап 1̂ исми дан (бизнинг мисол-
да Q "  дан) бошланади; шунинг учун Q кун^^аднинг 

даражасипи )^осила т  даражага эга буладиган !^илиб 

танлаш керак. Бу хрлда Q куп>^аднинг узи т  f  а  дара­

жага эга булади. Бундан таш(^ар:{, (6) тенглик пинг 

коэффициептларини, яънн Q куп}^аднинг ю[^ори ^адлари 
коэффициентларини ани1̂лашга имкон беради. Q пинг дара­

жаси а  да!1 паст булган барча ;^адларя (6) теигликка кир- 

майди, шунинг учун улар ихтиёрий булиши мумкин ва улар- 

ии нолга тенг деб )^исоблап1 мумкин. Демак. Q куп)^адияпг 

кичик )^адини а  даражали деб, бутун куп>^аднинг узиии 

эса л:“ ни!и’ даражаси т  булган кунх^адга KvnairrMacii деб 
хисоблагп мумкин.

Шупдай 1̂ илиб, агар бир жипсли булмаган тепглама- 

нинг унг 1̂ исми (х) е*"' куринишга эга булса ва k сои 

характеристик купхаднииг а  каррали илдизи булса, ху­

сусий ечимни у =  (-V') куринишда излаш керак.

Бу 5̂ ол резонанс хол деб аталиб, у xai-̂ да 18-§ да ба- 
тафсил гапирилади.

у" —  Бу' +  б// =  е* тенгламани ечамнз.

Бу ерда унг к̂ исм (х)е'“  куринишга эга, шу билан бирга k =  

=  1. Мос бир жинсли тенгламанинг /•“ —  5г +  6 =  О характеристик 
тенгламаси Гх=2 ,  г„ =  3 илдизларга эга, бинобарин, к — 1 илдиз
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характеристик тенгламанинг илдизи булмайди ва хусусий ечимни у =

=  (Ах +  fi) е* куринишда иялаш керак. Юи;орида и;аралган мисоллар- 
дагига ухшаш 1̂ уйидагинн ;;осил 1̂ иламиз:

6 у =  {Ах +  В) ^  ,

— 5 у' =  (Ах +  В) ^  -\-Ае̂  ,

1 'у" =  (Ах+ В) =  2Ле* .

Бу  ердан 2Ахе^ +  (— ЗА +  2В) е* =  2хе^ , яъни 2 Л = 2 , — З Л + 2 В = 0 , 

Системанп ечиб, Л =  1, В  =  3/2 ни топамиз. Хусусий ечим у =  (х +

+  Y  ^  • Бир жинсли булмаган тенгламанинг умумий ечими:
/

{ ^ x + jy + C ,^ - + C ,e \

(6) тенгликдан аник;мас коэффнциентларни у функцияни ва унинг Ч 
}^осилаларини тенгламага 1̂ ^нмасдан >;ам топиш учун фойдаланиш 
мумкин.

}4,а1̂ и1̂ атан j^aM, р^аралгап мисолда:

Q (X) =  Ах +  В; Q' (л) =  Л; Q"(x) =  О, 

f ('■) =  /■=* —  5г +  6 ; Г (г) =  2г —  5, /  (1) = 2 ;  / ' (1) =  -  3.

Бу ифодаларнинг }^аммасини (6) тенгликка куйиб,

(Л л :+ В ).2  +  1 ( Л  (- 3 )  =  2;с

га эга буламиз, бу ердан коэффнциентларни тенглаб, ю 1̂ оридагига 
ухшаш, 2Л =  2, 26  — ЗЛ =  О ни ;^осил 1̂ иламиз.

Энди ушбу у'" — Зу" +  2у' =  (х  ̂+  1) тенгламани ечайлик.
Бу ерда k =  3, т  =  2. Мос бир жинсли тенгламанинг характе­

ристик тенгламчси —  Зг  ̂+  2г =  О, бу ердан Tj =  О, /-j =  1, Гз = 2 ,  
бинобарин, f(k ) ^ 0  ва Q (х) =  лх^ +  Вх +  С. (6) тенгликдан фойда- 
ланамиз, бунинг учун цуйидагиларни >^исоблаймиз:

Q{x) =  Ax^ +  Bx+ C , Q'(x) =  2Ax+B. Q"(x) =  2A, Q’" ( x ) = 0 ,

/(Г) =  г3-3л2 +  2г, Г (л ) = З г 2 - 6 г  +  2, (г) =  6г -  6 ,

Г "  (r) =  6 . f  (3) =  6 . / '  (3) =  11. Г  (3) =  12.

Буларни (6) га 1̂ уйсак,

6 (Ах^ +  Вл:+ С) +  И  (2Л;с+ В) +  12-1-2А =  + \

ёки 6Л =  1, 6В +  22Л =  0, 6С +  1 1 В + 1 2 Л =  1, бу ердан Л =  1/6*

В  =  -11/18 , C = 103 /1 0S ; демак, Q (л:) =  ;cVe -  11л:/18 +  103/108. 

Шундай 1̂ илиб, хусусий ечим: ^=(18л:2 —  6 л :+ 103) е®-*/108, 
умумий ечим эса

18д ;2-66д :+ 103 
У — J08 ® +  Сх + Cje^ +  Cj ,
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Ни?^оят, у — Ay'" 4- 6г/" — Ay' у =  2е’‘ тенгламани ечайлик, 
Бу ерда k=\,  m =  0. Мос бир жинсли тенгламанинг характерис­

тик тенгламаси —  4/-® +  б/-̂  — 4/- +  1 = 0 ,  яъни (г —  1)« =  О кури- 

нишда булади, бу ердан /-1, 2, з, 4 =  *• Резонанс ;^ол эканлиги равшан. 

Q(x) куп^^ад х*(а =  А) га купайтирилган нолинчи (т  =  0) даражали 
куп}^ад булиши керак, яъни Q {х) =  Ах^. Юцоридагига ухшаш топамиз:

Q (л:) =  Ах\ Q' (х) =  ААх ,̂ Q" (х) =  \2Ах̂ , 

Q '"{x)=2AAx, =  24/1,

/(г ) =  г«-4лЗ +  6 г 2 - 4 г +  1, f ' { r ) = A r ^ -  12/-2 +  12;- — 4,

/" (/-) =  12г2 -  24г + 12, f” ' (г) =  24г — 24, Л  М = 24.

/ (1) =  Г (1) =  Г  (1) =  Г "  (1) =  0. /IV (1) =  24.

(6) тенгликдан:

^ 2 4 Л - 2 4 = 2 .  Л =  -̂ -

-  X*
Шунинг учуй г/ =  J2 е ва

^  + Cl е* + + Сз;с= е* + С,х^ 

ёки бош1̂ ача ёзсак,

У = C l +  С ^х  +  Сзд;2 +  С4А  ̂+  -  а:* j  .

Ани1̂ мас коэффициентлар усулини 1̂ улланишга имкон 

берадиган барча имкониятлар унг 1^исмнинг Ю1^орида ку- 
рилган куриниши билан чегараланаци. )^а1̂ и1̂ атан ;^ам, 

куп)^адни (л:) е*"" ифоданинг k =  0 булгандаги хусусий 

?̂ оли каби, cos 1х ва sin 1х ларга эга булган унг i^hcmhh 

ва е” '^''ларга эга булган ифодаларнинг комбинацияси 

каби, Л о з  1х ва e*''sin 1х комбинацияларни эга 

ва е'*“''‘^каби  1̂ араш мумкин. Бунда комплекс курсаткич- 

ли даражага утиш мутла!^о шарт эмас: хусусий ечимнинг 
энг охирги ифодасида Эйлер формулалари буйича яна 

тригонометрик функцияларга утилган деб фараз ь^нлиш 

мумкин.
Бундан равшанки, унг 1̂ исми купз^ад шаклда булганда 

резонанс }̂ ол, яъни хусусий ечимда т-даражали куп?^адни 

л:“ га купайтириш зарур булган )^ол характеристик тенг- 

лама а  каррали н о л ь  и л д и з г а  эга булганда руй бера- 

ди; унг кисмда cos/л: ва s in /д: иштирок этганда резонанс 

){ол характеристик тенгламанинг илдизлари ±  U сонлар
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булганда, ни.^оят, e^''cos/л:, e*^sin/x комбинациялар учун 

резонанс }̂ ол характеристик тенглама k ±  И илдизларга 

эга булганда руй беради. Хусусий ечимнинг унг р^исмнинг 

куринишига ва характеристик тенгламанинг илдизларига 

борли!^ х^олдаги турли шакллари 196-бетдаги жадвалда 
берилган.

3 ва 4-г^оллардаги Р  ва Р  куп^^адларнинг даражала- 

рини }^ар доим бир хил деб ^^исоблаш мумкин. 

хам, агар улар турлича булса, у :;^олда куп)^адлардан биридаги 
етишмаётган даражалар олдидаги коэффициентларни нолга 

тенг деб олиш мумкин.

Барча б) }^оллар резонанс }\оллардир.

Тенгламанинг унг 1̂ исми бир нечта 1̂ ушилувчига эга 

булиши мумкин; бу }^олда хусусий ечим ?̂ ам 2- теоремага 
кура бир неча ь;ушилувчидан тузилади.

УшЗу

у '"  +  2у" +  5у' — 4хё~^ — 68 cos 2х х

тенгламани ечайлнк.
Бу ерда унг i^hcm учта к,ушнлувчидан иборат, шунинг учун хусу­

сий ечим учта 1̂ ушилувчидан иборат булишн керак. Уларни айрим 
>(ам, биргаликда ;^ам ани1̂ лаш мумкин. Дастлаб мое бир жин,-ли у'"+ 
—2у" + 5у' — О тенгламанинг умумий ечимини топамиз. Унинг /•* +  

+  2/-2 -(- 5г =  О характеристик тенгламаси ri =  0; Г2,з =  —  1— 2 i ил­
дизларга эга, демак,

К =  С, +  С , е~^ cos 2х С 3 е~^ sin 2х.

Характеристик" тенглама— 1 илдизга ва 2 / илднзга эга эмас, шунинг 
учун биринчи 1̂ ушилувчи 2а) турга, иккинчиси За) турга 1̂ арашлидир. 
Учинчи 1̂ ушилувчига келсак, у 16) турга карашли, чунки характерис­
тик тенглама а  =  1 каррали ноль илдизг;; эга. Шунинг учун хусусий 
ечимни 1̂ уйидаги куринишда излаш керак:

У =  {Ах+ В) е-*  +  (С cos 2x + D sin 2х) +  {Ex +  F)x.

Биринчи ва учинчи 1̂ ушилувчидзги коэффициентларни олдинги мисол- 
лардаги каби, (6) тенглиидан фойдаланиб, ало;^ида излаш мумкин эди. 
Тригонометрик функциялар учун бу бирмунча мураккабро|^дир. Буьщан 
таш1̂ ари, ;^исоб-китобларнинг баъзи 1̂ исмларини бир неча марта бажа- 

риш керак булар эди. Шунинг учун у нинг ифодасини дифференциал- 

лаймиз ва Ю1̂ орида курилган мисоллардагига ухшаш тенгламага î y- 
ямиз:

^  =  (Лх +  В) е~* +  Ceos 2л: +  О  г,in 2х +  Ех^ + Fx, 

у '=  Ае~^ — (Ах +  В) е~^ — 2С sin 2х +2D cos 2л :+ 2£+ ^ ,

«/" =  — 2 Л + (Ах +  В) е~^— 4 С cos 2x—4D sin 2л:+2£', 

у'" =  ЗА —  (Ах +  В) +  8С sin 2х— 8D ccs 2х.

13* 195

www.Orbita.Uz kutubxonas;

http://www.Orbita.Uz




•н
ю

03
с

Ухшаш з^адларни ихчамлаб з^амда айниятнинг чап ва унг 1̂ исмла- О
ридаги коэффициентларни та1̂ цослаб, 1̂ уйидагиларни з^осил 1̂ иламиз: ^

- 4 Л  = 4 ,4 Л  — 4В =  0, — 8C +  2D = - 6 8 , _ Q

- 2 С  — 8D =  О, 1 0 £ =  1,4£' +  5/’ =  0 , 3

бу ердан

Л =  — 1, В  =  — 1, С =  8 , 0  = - 2 ,  £  =  1/10, F = - 2 / 2 5 .

Шундай 1̂ илиб, хусусий ечим 1̂ уйидаги куринишда булади:

—  2jc
у =  —  (jc +  +  8 cos 2л: —  2 sin 2дс +  ]q —

бернлган бир жинсли булмаган тенгламанинг умумий ечими:

2д;
г /=  -  {х+  1)е~ * +  8 со з2 д :- 2 5 т 2 д : +  ^  — _j _j  

+ С1 + С2 е~-* cos 2jc +  С3 е~^ sin 2л:.

N

•Н

Аницмас коэффициентлар усулининг татби!^ цилиниш ^  

со)^аси тор ва чеклангандир. Унг 1̂ исмда ?̂ еч булмаганда tgA: О  
ёки каср-курсаткичли функция турган булса, ани[^мас коэф- •
фициентлар усулини 1̂ улланиб булмайди. Шунинг учуй бир 2  

жинсли булмаган тенгламаларни ечишнинг 1̂ улланилиш 3  

со^^аси анча кенг булган яна бир усули билан танишиб 2  
чи1̂ иш керак.

И х т и ё р и й  у 3 г а р м а с  л а р н и  в а р и а ц и я л а ш  

у с у л и  унг 1̂ исми цандай булишидан цатъи назар ;^ар 
1̂ андай бир жинсли булмаган чизи1̂ли тенглама учун 1̂ ул- 

ланилишга эга булиб, мое бир жинсли тенгламанинг уму­
мий ечими маълум булган барча ^^олларда бир жинсли бул­

маган тенгламанинг умумий ечимини топишга имкон бе- 
ради. Ани1̂ мас коэффициентлар усулини баён 1̂ илганимиз- 

дагидек, бу ерда }̂ ам туртинчи тартибли тенгламани î a- 

раш билан чекланамиз. Шундай 1̂ илиб,

у'"' +  Р1У'" +  Р2У" +  РзУ' +  Р4У =  <7 (7)

булсин, бу ерда Pĵ , р^, рд, р^, q лар х нинг ихтиёрий функ- 
циялари; ушбу

У  — С1У1 +  С2У2 +  СдУз +  (8)

ифода (7) тенгламага мос бир жинсли тенгламанинг уму­
мий __ечими булиб, маълум деб фараэ 1̂ илинади.

Узгармасларни вариациялаш усулида умумий ечим (8) 

га ухшаш куринишда изланади, лекин бу ерда ихтиёрий 

узгармаслар х  нинг номаълум функциялари билан алман!-

197



тирилган. Номаълум функциялар аввалгидек С^, Сз, Сд, 

С4 ;^арфлар билан белгиланади. Бош 1̂ ача айтганда, ечим

У =  С^{х)у^ +  С*(х) г/2 +  Сз(л:) +  С^{х)у^ (9)

куринишда изланади.

5^згармасларни вариациялаш усули биринчи тартибли 

чизи1̂ли тенглама учун 4- § да 1̂ аралган узгармасни вари­

ациялаш усулига ухшайди. Номаълум функцияларни (9) 

ифода (7) тенгламани 1̂ аноатлантирадиган 1̂ илиб танлаш 
талаб этилади. Бунинг учун (9) функциянинг :;^осилалари- 

ни топиб, уларни (7) га р^уямиз. Бунда туртта номаълум 

функция учун фз 1̂ ат битта тенглама >^осил булншини ку- 

риш мумкин. Шунинг учун бу битта тенгламага яна учта 

(п-тартибли тенглама булган умумий ;^олда п— 1 та) тенг­
ламани хрсил буладиган система биргаликда буладиган 

1̂ илиб р^ушиш мумкин.
Биз бу учта тенгламани тезда керакли шаклда ёзиши- 

миз мумкин ЭД1-5, биро1̂  бопи^а йул тутиш мар^садга муво- 

фикдир. К,ушимча тенгламалар кетма-кет шундай танлана- 
дики, (9) функция ва унинг }^осилаларини (7) тенгламага 

1̂ уйиш натижасида :?̂ осил буладиган асосий тенглама энг 

содда куринишга эга булсин. Cj, С2, Cg, С4 узгарувчилар 

олдидаги биринчи учта ?^осила Cj, Q .  Q- Q  узгармаслар 
олдидаги 5^осилалар1а ухшаш куринишга эга булишига }̂ а- 
ракат циламиз. Бунда система фа{^ат биринчи С'(х),

С'^{х), С1(х) :!^осилаларга эга булади.

(9) функцияни дифференциаллашдан бошлаймиз, бунда 

1̂ ис1̂ алик учун барча функциялар да х аргументни ёзмаймиз:

у' == +  ^2^2 +  +  ^ 4^/4 +  ^1 +  ^ 2^2  +  ^зУз +

+

}^ушимча тенгламаларнинг биринчиси сифатида бу ифо- 

данинг иккинчи ярмини нолга тенглаймиз, яъни

С, +  ^ 21/2 +  С3 Уз +  г/̂  =  О (10)

деймиз. У  }^олда у' ифода С^, С^, С3, С4 функциялар узгармас 
булгандаги каби куринишга эга булади. Сунгра

у" =  С, г/, +  С2 У2 +  ^3  г/з +  у^ +  С, г/j -J- у^ +

+ Ц*/з + ̂4̂/4-
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Ю 1̂оридагига ухшаш, иккинчи 1̂ ушимча тенглама сифатида

+ С 2 У2 + С ^ у ^ — О (11)

ни олиб, 1̂ олган 1̂ исмини ташлаб юборамиз. У  }^олда учин- 
чи }^осила 1̂ уйидаги куринишга эга булади;

У  =  C j  г/, +  у^ + С ^ у ^  +  у 1 +

-г С, г/" +  С^у1 +  C't/ 1 +  С'^У\

бу ердан

У] +  ^ 2^2 +  ^3%  +  ^ 4^/4 ~  ® (^2)

деб, яна бир марта иккинчи 1̂ олган р^исмини ташлаб юбо- 
риш мумкин.

Бундан >̂ ам соддалаштириш мумкин эмас: учта г^ушимча 

тенглама 1̂ ушиб булинди. Яъни у нинг ва унинг з^осилаларини 
урнига куйишда уларни купайтириш лозим булган тенглама- 

нинг коэффициентлари билан 1̂айтадан ёзиб чи1̂ амиз:

Pi

Ра

Р2

Pi

1

У — С1У1 +  СгУз +  СзУз +  С^у^, 

у '  =  С |  t/j +  С2 у'  ̂ +  С 3 г/з +  у \,

у "  ^  у \  +  ^2 ^2 +  ^ 3  -^3 +  ^4 у 4,'
у " '  =  у '[  +  у'"  +  С3 г/з™ +  С ^ у \ , 

^ . v  =  с ,  r/’ v  +  С ,  y iv  +  С з  y 'v  +  с ,

С ]  г/, Ч - У2 +  С3 t/з +  у ^ .

Биринчи устуннинг элементларининг тегишли купайтув- 
чиларга купайтмаларини ало^^ида цушиб г^уйидагини ?^осил 

1̂ иламиз:

Pi у ’  +  ^1 Р2 У1 +  ^\РгУ\ "Ь ^\Р\У1 — Ĉ L[ŷ \.

Бу ифода у^ функцияни (7) тенгламанинг чап р^исмига р̂ уй- 

иш натижасидир, у-̂ мос бир жинсли тенгламанинг ечими 

булганлиги учун Цу^] =  0. Мос равишда С2ЦУ2], СзЦуд] 

ва C^L[y^] га тенг булган 1̂ олган устунларнинг йигиндиси 

>̂ ам нолга тенг булади. Демак, тенглама цуйидаги кури­
нишга эга булади:

C i y ’  +  С^У2 -т С^у^ -{-С^у^ =  q. (13)

Шундай 1̂ илиб, Cl, С2, Cg, Q  номаълум функцияларни 
топиш учун (10), (11), (12), (13) дан иборат туртта тенг­

лама системасини }^осил килдик:
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+  <̂2 ̂ 2 +  ^3^3 +  =  О,

- ' / 1  +  ^ 21/2  +  С ’з г/з +  С '  г/  ̂ =  о,
C ^ U l  ~{~ С 2 у 2 “ Ь  ^ 3  У з  “ Ь  ^^4  —  О , 

С[ yj" +  С '2 у1 +  С3 у1 -{-C’̂ y l ^ q .

(И)

(14) системани эсда яхши сацлаб 1̂ олиш учун 1̂ уйида- 

гини айтиб утамиз: номаълумлар булиб, С[, С', С', C^ ^о- 

силалар, коэффициентлар булиб маълум фундаментал сис­

тема Вронский детерминантининг сатрлари хизмат килади, 
барча тенгламаларда уларнинг упг томонлари, охирги тенг- 

ламадан таш1̂ ари (у ерда q —  берилган (7) тенгламанинг 

унг 1̂ исми туради), нолга тенг.

(14) система чизи1̂ли алгебраик тенгламаларнинг бир 
жинсли булмаган системасидир, у бнргаликда, чунки бу 

системанинг детерминанти О ^ Щ у ^ ,  у ,̂ . . .,«/„] ^ О .У н и  

ечиб 1̂ уйидагини хрсил 1̂ иламиз.

с ;  =  фДл), С '2 =  Ф2(^). Сз =  фз(х), С, =  фДх), 

бу ердан

Cl =  (■ Ф1(л:) dx +  ki, Cg =  j  ф2(л;) dx +  ^2,

^3  =  193  (Л') dx +  А-з, C4 =  J ф4(х) dx -f- k^,

бу ерда k^, k^, kg, ^4 — ихтиёрий узгармаслар (дифферен­
циал тенгламаларда ихтиёрий узгармаслар одатда ани1̂ мас 

интеграл белгисига 1̂ ушиб ёзилмайди). }^осил булган ифо- 

даларни (9) тенгликка цуйиб, бир жинсли булмаган (7) 

тенгламанинг умумий ечимини ушбу куринишда }^осил 1̂и- 

ламиз:

у =  У1 ^ ф1(-*=) +  У2̂  ф2(^) dx +  уз^ фз (х) dx +

+  f/4 I  ф4(-*) dx +  k^y^ +  А2У2 +  ^зУз +  h y i.

Бир жинсли булмаган (7) тенгламанинг умумий ечими 

икки группа ;^адларга булинишини айтиб утайлик: улар- 

дан биринчиси ихтиёрий узгармасларга эга булмай, бир 

жинсли булмаган тенгламанинг хусусий ечимидан, иккин- 

чи группа ^^адлар эса мос бир жинсли тенгламанинг уму­

мий ечимидан иборат. Шундай 1̂ илиб, яна 1-теореманинг 
натижасини ;^осил к;илдик.

Келтирилган исботда р^, Рз, Pi коэффициентлар х 

нинг функциялари деб фараз 1̂ илинади. Шундай 1̂ илиб,
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бир жинсли булмаган тенгламани интеграллаш учун мос 

бир жинсли тенгламанинг умумий ечимини билиш етарли- 
дир. Биро1̂ амалда коэффициентлари узгармас булган ёки 

унга келтириладиган тенглама бялан чекланишимизга тур- 
ри келади, чунки факат улар учунгина бир жинслн тенг­

лама ечимларининг фундаментал системасини топиш усул- 
лари маълумдир.

у'" + у’ =  igx  тенгламани ечамиз.
Мос бир жинсли тенгламанинг умумий ечими:

г/ =  C l +  Са cos X +  С3 sin х,
бу ерда

i/i =  1. f/2 =  cosx. Уз =  sin x.
Бундай тенглама учун (14) система 1̂ уйидаги куринишда булади:

Cj +  С2 cos X + sin л: =  О,

— С^ sin X +  С3 cos д: =  О,

— С2 cos д; —  С3 sin X =  tgx.

Иккинчи тенгламанинг иккала i ĥcmmhh sin x  га, учинчи тенгламанинг 

иккала 1̂ исмини— cos х га купайтириб 1̂ ушсак, 62 =  — sin х ни з^осил 

1̂ иламиз. У  г^олда иккинчи тенгламадан c j  =  —  sin^ x/cos х келиб чи- 

цади. Биринчи ва учинчи тенгламаларнинг иккала (^исмини i^ymH6,Cj=tg х 

ни топамиз. Интеграллаш ушбуни беради:

/Я  X \
Сх =  — In cos X +  ki, Cj =  cos X +  ^ 2 , C 3  =  siil a:—In tg ^  j  +  ^3-

Бу ердан берилган бир жинсли булмаган тенгламанинг умумий 
ечимини топамиз:

(
ЗХ X '
—  +  —  I +

4 2

+  ^1 +  ^2 '.OS -с +  A3 sin X

ёки бопн^ача,

(/ =  — In cos л: —  sin X In tg ( ^  ^  j  cos x + kj sin x,

бу ерда +  I деб олинган.

17- §  ЭЙЛЕР ТЕНГЛА1У1АСИ

Эйлер тенгламаси коэффициентлари узгарувчан булган 

чизи1̂ли дифференциал тенглама булиб, уни коэффщиент- 
лари узгармас булган тенгламага келтириш мумкин. Уш- 

бу тенглама Эйлер тенгламаси дейилади;
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л; У -rPiX У -г PiX у — . . . i-

-'r Pn-i^y' +  РпУ =  Я{х), (1)

бу ерда Pi, р2> ■ ■ ■’ Рп —  узгармас сонлар. Шундай 1^нлиб, 
Эйлер тенгламасининг козффициентлари Заражали функ- 

циялардир, шу билан бирга коэффициентнинг даражаси у 

билан бирга турган ^осила тартибига тенг.

Эйлер тенгламаси эркли узгарувчини х=е* (ёки t —\nx) 
дрнига цуйиш орцали козффициентлари ^згармас бдлган 

чизиг^ли тенгламага келтирилади.
Х.ацщатан }̂ ам, х=е^, яъни t=\nx  дейлик (л '> 0  деб 

фараз р^илинади; л:< О учун t =  In \х[ деб }^исоблаш керак).

t ни оралиц аргумент деб з^исоблаб ва ^  ^  эканлпгнни

назарда тутиб, у нинг х буйича )^осиласини топамиз;

^  ^  2  19.)
dx dt ' X '

Мураккаб функцияни дифференциаллаш кридасига ку­

ра, X буйича яна дифференциалласак,

^  _ 2 -]
dx  ̂ dl^ \ x j  dt\ х  ̂1 '

бу ердан

Яна X буйича дифференциаллаб, р^уйидагини »;осил 1̂и- 
ламиз:

d x ^ ~ d t ^ [ x )  ~ ^ d t A ~ x y ~ d t ^  X х^ '~  dt\~ x^l

ва, бинобарин,

=  (5)

(2), (4) ва (5) тенгликлар р̂ уйи з^осилялар учун ку-

пайтма у нинг t буйича узгармас коэффициентли хрсилала- 

ри ор1̂ али ифодаланишини курсатади. Тули!^ математик 

индукция методидан фойдаланиб, бу хосса исталган мус- 
бат п лар учун уринли эканлигини исбот 1̂ илиш мумкин, 

бу ердан исталган тартибли Эйлер тенгламасини узгармас
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коэффициентли тенгламага келтириш мумкинлиги келиб 
чи1̂ ади.

х^у"' —  +  2ху' —  2у =  О тенгламани ечамиз. 
х =  е̂  деб ва (2), (4), (5) тенгликлардан фойдаланиб, 1̂ уйидагини 

уносил циламиз;

d^y ^d^y [d-̂y <̂У\ ^dy

dt

„ _ „„ /d^y du\ „„ 
- 3 : ; : r + 2 -  -

\dfl dfl dt

ёки

d?y d^y dy

яъни коэффициентлари узгармас булган чнзш^ли тенгламани ?^оснл 
Килдик. Унинг характеристик тенгламаси г'̂  —  4/-2 +  5г —  2 =  0 кури- 
ниб турган Л1 =  ! илдизга эга, уни (г— 1) (̂г —  2) О куринишда 

ёзиш мумкин. Бу тенгламанннг илдизлари: ^1,2 = 1 , /’з =  2. Тенгла- 
манинг умумий ечими

у =  Cie‘ + C^te‘ +  Сзё^‘ 

ёки эски узгарувчиларга 1̂ айтсак,

у СуХ +  С^х In ,v +  CsX .̂

Юь^орида айтилганлар Эйлерннпг

- L . . .  I- Рп^\ху' +  =  О (6)

бир жинсли тенгламасини эркли узгарувчини алмаштирмас- 
дан, бевосита интеграллашга имкон беради. }^а!^и1̂ атан } а̂м, 

коэффициентлари узгармас булган узгартирилган тенглама- 

да каррали илдизлар йур^лигида хусусий ечим куриниш- 

га, яъни Эйлернинг дастлабки тенгламасида у —х'' кури- 

нишга эга. Шунинг учуп аргументни узгартириб утирмас- 

дан, дар.^ол Эйлер тенгламасииинг хусусий ечимларини 
у ^ х '  куринишда излаш мумкип:

1 )...(г - /г+ 1 )л :^- " ( k < r )

булгани учуй барча к < г  ларда:

. . . { r ~ k  +  l)x^.

Бу ифодаларни (6) тенгламага i-̂ уйиб ва х'' га 1̂ ис1'^артириб, 

г ни топиш учун п- даражали алгебраик тенгламани ?^осил 
циламиз:

г(̂ г- \ ) . . .  ( г -  д I- 1) -h P i r ( r - l ) . . .  (г -  n +  2) +  . .  .

. • .  +  Р„_2г(г-1) +  р„_, r+ p„ =  0. (7)
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(7) тенгламани Эйлер тенгламаси учун характеристик 

тенглама деб аташ табиийдир. У  узгартирилган, коэффи- 

циентлари узгармас булган тенглама учун з̂ ам характерис­

тик тенглама булади. Агар (7) тенглама п та турли г .̂

Гг........./■„ илдизларга эга булса, п та хусусий ечнм топилади.

Эйлер тенгламасининг умумий ечими

у =  ClX'^ +  +  • • • +  С^х

функция булади. а  каррали илдизга х’’\ /Чпл:, 

х'^ (In xY-. .  х'̂ ' (In куринишдаги а  та хусусий ечим мое 

келади, комплекс 1̂ ушма а± Ы  илдизлар жуфтига л:“ cos(61n х)

ва д:“ sin(b Inx) ечимлар жуфти мос келади.
хЗу'" 4- 2х^у" — ху' + у =  0 тенгламани ечамиз. у =  х ' дейлик. У  

:^олда у' =  гх'̂ ~̂  ва ху’ =  гх'̂ ; куйидагини топамиз:

у" = г ( г — 1)х'~- ва x Y ' =  r(r -  l)л:^

Энди у'" =  г{г— \){г — 2)х''~^, бу ердан х^у’" =  г(г — 1)(г—2)х''.
Бу ифодаларни тенгламага 1̂ уйиб ва х'' га 1̂ ис1̂ артириб, ушбуга 

эга буламиз:

г(г -  1)(л —  2) +  2г(г -  1) —  г +  1 =  О ёки /-3 -  —  /• +  1 =  0.

Бу тенгламани (г—  1)* (л +  1) =  О куринишда ёзиб, Г] 2 = 1, 

/■j =  —  1 ни топамиз. Бу илдизлар учта хусусий ечимнн беради: i/ i=  

=  X, г/2 =  л: In X (куш илдиз!); у^ =  х~^  ва шундай 1̂ илиб, уму­

мий ечим ушбу куринишда булади:

I/ =  CjX +  Са In X - 1- Сз/х.

Эйлернинг бир жинсли булмаган тенгламасинн узгар- 

масларни вариациялаш ёрдамида интеграллаш мумкин. Унг 

цисмнинг баъзи турлари учун ани1̂ мас коэффициентлар 

усулини хам ь^улланиш мумкин, шу билан бирга бунн уз­
гармас коэффициентли тенгламага утгандан сунг хам, ут- 

масдан хам бажариш мумкин.

18-§. ФИЗИКАВИЙ МИСОЛЛАР. ГАРМОНИК ТЕБРАНИШ ЛАР. 

РЕЗОНАНС

Механикавий тебранишлар

1-мисол. ( Г а р м о н и к  т е б р а н и ш л а р . )  Орирлиги Р  
булган юк тинч турган хрлатидаги узунлиги / булган вер­

тикал пружинага осилган. Юк бир оз пастга тортилиб, 

кейин 1̂ уйиб юборилади. Пружина массасини ва j^aso î ap- 

шилигини з^особга олмай, юкнинг харакат 1̂ онунини топинг.
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Е ч и л и ш и. Ох yi^HH юк осилган Hyi^xa 

ор1̂ алн пастга вертикал йуналтирамиз. Ко- 

ординаталар боши О ни юк мувозанатда 

булган хрлатда, яъни юкникг орирлиги 

пружинанинг реакция кучи билан мувоза- 
натлашган нур^тада оламиз (40- раем).

Я —  пружинанинг айни моментдаги узай- 

ищи, Яст эса статик узайиш, яъни чузил- 

маган пружина охиридан мувозанат з о̂лати- 

гача булган масофа. У  ;^олда % =  Аст Ч- х
ёКИ л —  ?1ст =  X.

}^аракатнинг дифференциал тенглама- 
сини Ньютоннинг иккинчи 1̂ онуни F =  /па 

дан топамиз, бу ерда т  =  Р /g'— юк мас- 

саси, а —  харакат тезланиши, F —  юкка 
к;уйилган кучларнинг тенг таъсир этувчиси.

Мазкур ;^олда тенг таъсир этувчи куч 

пружинанинг таранглик кучи на орирлик 
кучи йириндисидан иборат.

Гук крнунига кура пру?кинанинг таранглик кучи унинг 
узайишига пропорционал, яън7— сА, га тенг, бу ерда с—  

узгармас пропорционаллик коэффициенти, у пружинанинг 
бикрлиги дейилади.

Шунинг учун ^^аракатнинг дифференциал тенгламаси 
ушбу куринишда булади:

d4
т

dfl

Мувозанат }^олатида пружинанинг таранглик кучи огир* 
лик билан мувозанатлашгани учун Р — сКст булади. Диф­

ференциал тенгламага Р  нинг ифодасини 1̂ уйиб ва к— Кст

ни X билан белгилаб, тенгламани — — сх куринишга

ёки с /т  ни fe* оркали белгилаб,

% + (1)

куринишга келтирамиз.

Бу тенглама юкнинг эркин тебранишлари деб атала- 

диган тебранишни ифодалайди. У  гармоник осциллятор- 
нинг тенгламаси дейилади. Бу коэффициентлари узгармас 

булган иккинчи тартибли чизи1̂ ли бир жинсли дифферен­

циал тенглама. Унинг характеристик тен1ламаси
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мав>^ум г =  ± ik  илдизларга эга, бунга тегишли умумий 

ечим;

X = C i  cos kt +  Cg sin kt.

Ечимнинг физикавий маъносини ани1̂ лаш учун янги их- 

тиёрий узгармаслар киритиб, уни бошца шаклга келтириш 

1̂ улайро1̂ . +  С| га купайтириб ва булиб, 1̂ уйидагини 

?^осил {^иламиз:

Л
X =  1 / q  +  q  cosk t+ y

Arap

V q  +  c| =  Л, cj\/c\ +  q  =  sin a, c , / K q  +  q  =  

=  cos a

десак, ечим

д: =  Л sin(^;' +  а) (2)

куринишга келади.

Шундай р^илиб, юк мувозанат з^олати атрофида гармо­

ник тебранади.

А катталик тебранишнинг амплитудаси, Ш-\- а  аргу­
мент эса тебранишфазаш дейилади. Фазанинг^=0 даги кий- 

мати, яъни а  катталик тебранишнинг бошлангш фазаси А̂ йя- 

ладн. k — У  с /т  катталик тебраниш частотасидир■ Тебра­

нишнинг I  =  2n/k — 2п\' т / с  даври ва к частота фа[^ат 
пружинанинг бикрлиги ва система массасига богли!^. с =  

с т  —  I m g / l  СТ булгани сабабли, давр учун

T =  2 n y 'k c ./g

формулани }̂ ам х;осил 1̂ илиш мумкин.

Юкнинг >^аракат тезлигини ечимни t буйича дифферен- 

циаллаш орр^али топамиз:

и =  ^  =  Akc-os {kt +  а).

Амплитуда ва богалангич фазани аниклаш учун бош- 

ланрич шартлар берилган булиши керак. Айтайлик, бош- 

ланрич 2f =  0 моментда юкнинг холати х = Х о  ва тезлиги 

v=Vo булсин. У  ;^олда
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Хо =  л sin а , Vo =  Ak cos a, oy ердан

A =

Амплитуда ва бошланрич фаза формулаларидан курини- 

шича, улар хусусий тебранишлар частотаси ва давридан 

фар1̂ли уларо!^ системанинг бошланрич холатига борли!^. 

Бошланрич тезлик булмаганда (Уц =  0) амплитуда А =  Xq, 

бошланрич фаза эса а  — я /2  ва шупдай {^илиб,

X =  Хо sin +  —j ёки X — Хо cos kt.

Агар сонли маълумотлар берилган булса, масалан, Р== 

=  2Н, / =  40 см, Ясг =  4 см, шу билан ,6ирга юк х = 2 см  

га тортилиб, бошланрич тезликсиз (Уо =  0) 1̂ уйиб юборил- 
ган булса, у :;^олда ;^аракат р^онуни (2) формулага кура

X =  к  s,\n{kt -\- а)

куринишда ани1̂ланади, бу ердаги ^ =  V c g /P  частотаР== 

=  сХст муносабатдан анир^ланади, бу ердан с =  1/2, де­

мак, k — Y Я/2, А =  у  х1 vyk^— 2 ва сс =arctg(fcx/Uo) =  

=  я/2 . Шундай 1̂ илиб,

д: =  2 cos у

Юкнинг тебраниш даври Т =  2л/к =  4n/[/g- 0,4 сек. 

Энг катта чузилиш Ящах =  ^сг +  Л =  6 см пружинанинг 
энг катта таранглик кучи =  ЗН.

2-мисол. ( С у н у в ч и  т е б р а н и ш л а р . )  Юкнинг ол- 

динги масаладаги шартларда харакат 1̂ онунини топинг, бу 

ерда ^^аракат тезлигига пропорционал булган j^aBo 1̂ арши- 

лигини хисобга олинг.

Е ч и л и ш и .  Бу ерда юкка таъсир этадиган кучлар î a- 

торига )^авонинг 1̂ аршилик кучи R =  —  цу (манфий ишора 
R куч V тезликка тескари йуналганлигини билдиради) î y- 

шилади. }^аракатнинг дифференциал тенгламасининг Ох 

yi^i^a проекцияси ушбу куринишга эга булади:

d^x dx

ёки с /т  =  k"̂ , ц /т  =  2 п десак,

^  2п— +  к Ч  =  О- (3)
dt ^^  d t ^   ̂ '
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Бу тенглама >̂ ам коэффициентлари узгармас булган 

иккинчи тартибли чизи1̂ли бир жинсли тенгламадир. Унинг 

г* +  2пг +  =  О характеристик тенгламаси

=  —  га ± Y n ^  — k^ (4)'■1.2

илдизларга эга.

)^аракат характери бу илдизлар билан тула анир^ланади.

Уч хрл руй бериши мумкин. Дастлаб п} —  <С О булган 

хрлни 1̂ араймиз. Бу тенгсизлик му^^итнинг р^аршилиги унча 

катта булмаганда уринли булади. Агар десак,

(4) илдизлар _2 =  —  га ±  iK  куринишига эга булиб, уму-  ̂ | 

мий ечим ушбу куринишда ёзилади: к i

X =  (Cl cos k-̂ t +  C2sin k-̂ f) 

ёки (2) га ухшаш узгартириб ёзсак,

-г == Ae~'^  ̂sin {kj: +  а). (5)

Агар бошланрич шартлар  ̂ =  О да Хо =  Хо, v =  Vq бе- 
рилган булса, Л ва а  ни ани1̂ лаш мумкин. Бунинг учун

у =  — =  Ak^e " cos {k j +  а) —  Апе " sin {k-J: +  а)

ни топамиз ва / =  О ни х ва v нинг ифодасига 1̂уйиб, 
ушбу тенгламалар системасини ?^осил р^иламиз:

Хо =  А sin а,

Vo =  Aki cos а  — An sin a.

Иккинчи тенгламанинг иккала томонинн биринчи тенг- 
ламанинг мое томонларига булиб, Vq/ x  ̂=  ctg а  —  п ни 

}^осил 1̂ иламиз: 

бу ердан

ctg а  — ёки tg а  =  , а  =  arctg

sin а

kiXo Va + пха ■ + пх̂ '

Маълумки,

tg а _  K x q K v ^ +  п х д )  ____________fei-vp

Y l  + tg^a у  \^k\ + пхоУ̂  ] /  >?Q+{Va+nXaY 

Шунинг учун

к\ х\ +  (U() +  nXf̂ y
Л =  - ^  =Sin а

I
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(5) ечим сунувчи тебранишга эга эканлигимизни курсатади. 

J^aj^Hi^axaH ;^ам, тебраниш амплитудаси ва1̂ тга бор-
ли1̂  ва монотон камаювчи функциядир, шу билан бирга 

 ̂ со да Ае~"‘ 0.

Сунувчи тебранишлар даври ушбу формула буйича аниц- 
ланадн:

J , __^ ___ 2я

Yk^ — п ‘̂

Юк координаталар бошидан максимал четланиш олгэн 

(мувозанатлик ^^олати) ва!^т моментлари айирмаси ярим 

давр Г/2 га тенг булган арифметик прогрессия ташкил 

этади. Сунувчи тебранишларнинг амплнтудалари махражи 

g-w/A. га тенг булган камаювчи геометрик

прогрессия та'лкил этади. Бу мир^дор суниш декремента 
дейилади ва одатда D  }^арфи билан белгиланади. Декре- 

ментнинг нэтурал логарифми In D  =  —  пТ/2 с^нишнинг 
логарифмик декременти дейилади.

Бу >^олда тебранишлар частотаси =  олдин-

ги 5^олдагига нисбатан кичик (/г̂  <  k) бирор ,̂ у ердагига 
ухшаш, юкнинг бошлангич >^олатига богли!^ эмас.

Агар сонли маълумотлар берилган булса: тебраниш 

даври 7  =  2 сек, тебранишнинг суниш декременти D  =  l/2  

шунингдек, бошланрич шартлар Хо =  О ва Uq =  1 м/сек 
булса, у }^олда юкнинг }^аракат р^онуни (5) формулага кура 

ушбу куринишда топилади:

X =  Аё~'‘‘ sin {k j +  а), 

бу ерда ва п 1̂ уйидаги муносабатлардан топилади:

Т =  2n/ki =  2, бу ердан =  я;

D  — =  1 /2, бу ердан «  =  In 2.

/ =  О да Хо =  О ва Уц =  1 м/сек бошланрич шартла р Л ва 

а  ни ани1̂ лашга имкон беради. }^уйидагига эгамиз:

а  =  arctg = 0 ,  Л =
Vg +  ПХд k l  Я

ва ни;^оят;
sin nt 

л2 ‘ '

Агар му}^итнинг 1̂ аршилиги катта ва булса^

—  k^ =  h^ деб, (4) илдизларни Tj п±Н == —  ( « Т  h)
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куринишда )^осил 1̂ иламиз. h <_ п булгани учун иккала 

илдиз )^ам манфий. Бу ^^олда тенгламанинг умумий ечими

л: =  С^е- С^е- (6)

куринишда булади. Бу ердан }^аракат нодаврий ва тебра- 

ниш характерига эга эмаслиги куринади. =  О бул-

гян }^олда ;^ам )^аракат шунга ухшаш характерга эга бу­
лади, бунда умумий ечим

x =  e-'‘\C, +  C,t) (7)

куринишга эга булади.

Кейинги иккн :!^олда t со да х ^  О эканлигини ку- 
риш осон.

Агар X (0) =  Хо ва х ' (0) =  Vg бошланрич шартлар бе- 
рилган булсэ, «2 —  ^2 ^  Q булган >^олда лго =  Ci +  Cj ва 

Vo —  —  (n +  h )C i —  {п —  h )C 2 га эгамиз. Бу систем ани 
C l ва Сг га нисбатан ечиб,

х„ (h— n)— v„ ^  Хо ( h ^  п) + Vg 
-  , С,

ни топамиз, демак,

X =  е—nt Хр (h —  n) —  Уд ы
2h

+

2h

л -fl ( h ^  п ) ^  V,±pht

2h

=  e—nt Xgti + Va e'‘‘ —  e„—ht
+  •^0'

+  e -

=  e -nt ' Xo ch ht -[- sh ht
h

n^ —  k^ =  0  булган хрлда =  Xo, =  x ^n  - f  Vq ra 
эгамиз, ва бинобарин,

д; =  е - " ‘ [Xq +  {ХоП +  Vo) t].

3- мисол. ( Му ^ ^ и т ни н г  к а р ш и л и г и  ? ^ис обга  

о л и н м а й д и г а н  м а ж б у р и й  т е б р а н и ш л а р . )  Р  
орирликдаги юк нагрузка булмагандаги узунлиги I булган 

вертикал пружинага осилган. Юкка г^узгатувчи Qsinp^ 
даврий куч таъснр этади, бу ерда Q ва р —  узгармаслар. 

Пружинанинг массасини ва му^^итнинг 1̂ аршилигини }^исобга 

олмай, юкнинг х,аракат ь^онунини топинг.
Е ч и л и ш и ,  1-мисолдагига ухшаш ушбу тенгламани 

5^осил 1̂ иламиз:
d^r

т  —  =  —  сл; +  Q sin pt.
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Ю 1̂ оридагига ухшаш, =  elm деб, бундан таш1̂ ари, q =5 

=  Qjm  деб тенгламани

—  +  k^x =  q sin pt (8)
dP Ч W

куринишда 1̂айта ёзиб оламиз. Бу коэффициентлари узгар- 
мас булган иккинчи тартибли бир жипсли булмаган чизи1̂ли 

тенглама, шу билан бирга (8) га мое келувчи бир жинсли 

тенглама (1) дан иборат. Шунинг учун X  =  Л sin +  а); 

X ни топиш 1̂ олди. Агар р  ^  k деб фараз_1̂ илсак, 196- бетда 

келтирилган жадвалга кура (3- а  :^ол), л: хусусий ечимни 

X  = M c o s p t  N  sin pt куринишда излаш керак, бу ерда М  

ва N  —  топилиши керак булган коэффнциентлар. Шундай 

1̂ илиб, _

X =  M cospt -\-N sin pt,

0 x' : ̂  —  M p  sin pt -L i\fp cos pt,

1 x " = — Mp"^ cos pt —  Np'^ sin pt.

}^исоблашларни бажариб, 1̂ уйидагини хрсил 1̂ иламиз:

—  Мр^ Ч- Mk^ =  О, —  .Vp2

бу ердан М  =  О ва N =  qj{k^ —  р^). Шундай ;^осил 1̂илин- 

ган

X =  — —  sin pt (9)

хусусий ечим Q sin pt 1̂ узратувчи куч вужудга келтирзди- 

ган мажбурий тебрзнишлар деб аталувчи тебранишларни 
ани1̂лайди. Мажбурий тебранишлар 1̂ узратувчи куч эга 

булган даврга эга булиб, yfe >  р да у билан фаза буйича 

}̂ ам бир хилда булади (яъни бир хил бошланрич фазага 

эга), ёки k <  р  булса, яъни N  < 0  булса, л га фар1̂ ци- 

лади.

}^аракат 1̂ онуни цуйидаги умумий ечим билан ифода- 

ланади:

X  =  sin p t А sin {kt-j-а). (10)

У  таш1̂и 1̂ узратувчи куч билан ани1̂ ланадиган хусусий 
мажбурий тебранишлар (9) ва бутунлай ички сабаблар; 

пружинанинг бикрлиги ва юк массасига борли!^ булган 

хусусий тебранишлар (2) нинг йириндисидан иборат.
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Агар бошланрнч шартлар: х{0) — ва л:'(0) =  бе- 
рилган булса, у ихтиёрий Л ва а  узгармасларни

ани1̂ лаш мумкин. Бунинг учун (10) функцияни дифферен- 

циаллаймиз:

— =  — ^ —  cos pt -\- Ak cos {kt a ) 
dt

ва X }^амда — нинг ифодасига аргументнинг t =  О 1̂ийма- 
dt

тини 1̂ уямнз; натижада Л ва а  га нисбатан тенгламалар 

системасини ^^осил 1̂ иламиз:

Хо =  А sin ос,

«о =  — —--- Ь Ak cos а.
yfe2 _ p 2 ^

Уни 1̂ уйидагича узгартирамиз;

дго =  Л sin а,

Vo---- -— ) =  Л cos а;

бу тенгламаларнинг иккала к;исмини квадратга оширамиз 
ва 1̂ ушамиз. У  }^олда

^  ^0 +  ^2 ( ^0 ^2 ̂ р 2  ) •

а  ни топиш учун биринчи тенгламанинг иккала 1̂ исмини 

иккинчи тенгламанинг мос р^исмларига буламиз; натижада

t g a = ---- ^ ---- , бу ердан а  =  arctg-----^ ---- ,
V ,-qp/{k^-p^) ^  ^  ^  щ-qplik^ -  р^)'

бунда sin а  =  ^ ,  cos а  =  —  ( Un---- ——
А kA\ k^ — p^ }•

Шундэй 1̂ илиб, берилган бошланрич шартларни 1̂ аноат- 
лантирадиган изланаётган хусусий ечим

X =  — -—  sin pt +  Л sin cos а  4- Л cos sin а  
k'‘ — р̂

ёки

х =  ^  sinp/+-|-( Vo-- ~ ~ ] s m k t  Xocoskt
—  p^ k \ k^ — p ^ j

функциядан иборат.

Хусусий мажбурий тебранишларни характерловчи (9) 

хусусий ечим p=/=k деган шартда, яъни ташци кучнинг
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частотаси хусусий тебранишлар частотаси билан бир хилда 

эмас деган шартда :?̂ осил 1̂ илинган эди. Агар р — к булса, 

иш мутла(^о бошг^ача булади. }^а[^и1̂ атан \ш, бундай }^олда

(8) тенгламани (^уйидаги куринишда ёзиш мумкин:

— k' x̂ =  qsmkt. (И )
dfl

Хусусий ечимни х = t { M  cos k t -\-N z'mkt) шаклда (3-б 

^ол) излаш керак, бу ерда М  ва Л/—  ани1̂ ланиши керак 

булган коэффициентлар. Шундай 1̂ илиб,

0

1

х =  M t cos kt +  Nt sin kt,

) ^ = —  Mkt sin kt +  Nkt cos kt +  M  cos kt +  N  sin kt,

x" =  —  M l^t cos kt —  Nk^ sin kt —  2M k  sin kt +  cos kt,

6y ердан — 2Mk =  q, 2Nk =  С ни топамиз, ва бинобарин, 

хусусий ечим ушбу куринишда булади:

X =  —  — ̂  cos kt. 
2k

(12)

Бу ?^олда умумий ечим;

X =  —  — tcoskt  -]- Л sin {kt '1 - а).

^  ни топамиз ва х }^амда ^  нинг ифодасига / =  О 

матни 1̂ уямиз:

— =  —  -^coskt-}-— ts ink t +  Akcos{kt +  а);
dt

Vo

2k 2

Xo =  A sin a;

- +  ЛЙ cos a  ёки —
2k "‘+й]- A cos a.

Кейинги ИККИ тенгликдан:

tgoc
_  x„k

Xok
sin a  =  —, cosa =  — 

kA

t'o + q/2k’ 

1
Uo-

A , y

бу ердан

a  =  arctg , -......
t’o + 9/2^ Л

Умумий ечимни цуйидагича 1̂айта ёзиб оламиз:

;е =  —  — / c o s +  Л sin А/ cos а  -[- Л cos kt sin а, 
2k

2k
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у )^олда бошланрич шартларни 1̂ аноатлантирувчи излана- 
ётган хусусий ечим 1̂ уйидаги куринишда ёзилади:

л: =  —  cos W +  — I Уо +  —) sin +  Хо cos kt.
2 k  k  ' ^ fz  j

(12) тенглик мажбурий тебранишлар амплитудаси ĝ /(2yfe) 
бу ?^олда, ;^атто q унча катта булмаганда >̂ ам, чексиз катта 

булиб 1̂ олиши мумкин. Бош[^ача айтганда, г^узратувчи кучлар 

кичик булганда етарлича катта амплитудаларни ;^осил цшпш  

мумкин. Бу }^одиса резонанс дейилади. Шундай 1̂ илиб, 

1̂ узратувчи кучнинг частотаси хусусий тебранишлар часто- 
таси билан бир хил булиб р^олганда резонанс руй беради.

Шундай бужа-да, аслида бу частоталарнинг ани1̂ бир 
хилда булиши зарурий эмас. Мажбурий тебраниш учун 

чик;арилган (9) ифода частоталар бир-бирига Я1̂ин булганда 

ql{k^ —  р^) амплитуда тайин k ва р  частоталарда чегара- 
ланган булишига 1̂арамай жуда катта булиши мумкин.

Амплитудаси катта булган тебранишларни вужудга кел- 

тириш имкониятидан купинча турли кучайтиргичларда, ма- 

салан, радиотехникада фойдаланилади. Бошр^а томондан, 

купчили\£ >^олларда катта амплитудаларнинг пайдо булиши 

зарарлидир, чунки конструкцияларнинг (айтайлик, куприк- 
лар ёки томларнинг) бузилишига олиб келиши мумкин.

4- мисол. ( Му ) ^ итнинг  1̂ а р ш и л и г и  >^исобга  
о л и н а д и г а н  м а ж б у р и й  т е б р а н и ш л а р . )  Олдинги 

масала шартидаги юкнинг )^гракат р^онунини му^^итнинг ĵ a- 

ракат тезлигига пропорционал булган царшилигини хисобга 
олган }<̂ олда топинг.

Е ч и л и ш и .  Юкрридагига ухшаш

т  —  =  —  сх  — ц — +  Q sin pt

ёки

—  +  2/г — +  k^x =  q sin pt. (13)
dfl dt ' ^

(13) ra мое бир жинсли тенглама илдизлари (4) характе­

ристик тенгламани илдизлари булган (3) тенгламадан ибо- 

рат булади. Му^^итнинг 1̂ аршилиги унча катта эмас, яъни 

<С О деб фараз 1̂ иламиз Бунда бир жинсли тенг- 
ламанинг умумий ечими (5) куригшшда булади:

X  — sin {kjt +  а),
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бу ерда Бу ечим сунувчи булган^эркин

тебранишларни аниклайди .Мажбурий тебранишларни’'топиш 

учун хусусий ечимни х =  М  cos pt ^  N  sin pt куринишда 

излаймиз. К^уйидагига эгамиз;

X  —  Mcos pt -| - iV sin pt,

x '=  — M p  sin pt Np cos pt,

x" =  —  Mp^cos pt —  Nph'm pt.

Коэффициентларни тавдослаб, ушбу системани ?^осил 

1̂ иламиз:
M ( k ^ ^ p ^ )  +  2 npN = 0 ,]

— 2прМ +  (k^— p^) N =  q.

Маълумки,

р  _  р2 2 пр

2 п

1

— 2рп =  {k  ̂-  p"^f Ч- 4ft

0 2 n p 0
q  f e 2 _ p 2 =  —  2np(?, —  2 n p  q

Демак,

М  =
2npq

N  =

=  q{k^-p^) .

i — p2)2 + 4nY“'  ̂ — P")" + 4/i2p2

Хусусий ечим 1̂ уйидагича ёзилади:

(̂ 2 _  р2)2 + 4„2р2 

Бу ифодани 1̂ уйидагича узгартирамиз:

[— 2пр cos pt +  {k  ̂—  р^) sin pt].

X  =
У  (/fe2—p2)2 + 4«2p2

2np

У  (k"-—p Y  + 4n2p2
cos pt +

+  ■
&2_p2

\ (/г'-—p2)2 + 4n=p̂  

Г^уйидаги белгиларни киритамиз:

sin pt

2np

Y  (*2-p2)2 + 4n2p‘ 

Энди X  ни

куринишда ёзамиз.

у (А;2-р2)2

=  sin б.

■ 4 п 2 р ‘

=  д

Й2_р2

У (/fe2_p2)2 + 4„2р2
=  cos б.

л: =  Б sin {pt —  б)

(14)

(15) 
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Ушбу

ифода фаза силжиши деган ном билан юритилади. Уму- 

мий ечим, олдинги масаладагига ухшаш [(5) формулага 

{^аранг], эркин тебранишлар ва (15) мажбурий тебранишлар 
йириндисидан иборат булади:

X =  {kxt +  а )  +  5 s i n ( p / —  б). (17)

Биринчи 1̂ ушилувчи, ю 1̂ орида айтганимиздек, сунувчи 

тебранишларни ани1̂лаб, катта k ларда тезда сезилмайди- 

ган булиб 1̂ олади. (15) мажбурий тебранишларга келади- 

ган булсак, уларнинг (14) амплитудалари вацтга борлщ  

эмас ва q =  Qlm  булгани учун даарий р^узратувчи кучнинг 
амплитудаси Q га пропорционал. У  q дан

р2)2 +

купайтувчи билан фар1̂ 1̂ илади, бу купайтувчи мажбурий 

тебраниш амплитудасининг цузратувчи куч частотасига 
борланишинп харакгерлайди.

Бу амплитуданинг максимумини ани1̂лаймиз. Бунинг 
учун (18) функциянинг }<;осиласини топамиз;

А '(р)  —  ~  ~
[(й2-р2)2 + 4лЗр2]''''*

А' {р) — О деб, {k  ̂—  р^) —  2^2 =  О тенгламани з^осил 1̂ иламиз 
{р=0  мумкин булмаган }<;ол сифатяда ташлаб ю5орилади),унинг 

илдизи таш(^и кучларнинг частога:;ин!^ бгради: р  =  j/"k^—2 n\ 

бунда, экстремумнинг етарли mapMap:iHH текшлраш кур- 

сатишича, мажбурий тебранишлар амплитудаси максимал 

■булади. Амплитуданинг максимал г̂ иймати ушбуга тенг:

В = ---r J = . -  (19)2л у  *2 _  „2 ' '

(19) формула п 1-^анчалик кичик булса, тебранишлар 

амплитудаси шунчалик катта булишини курсатади. Кичик п 

ларда р  частота хусусий тебранишлар частотаси k га Я1̂ ин 
булади.

(15) ечим

{В —  pY  +  4л^р2 ф  о

» =  (16)
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булганда хар доим мавжуддир. _  р 2̂ 2 4„2р2 _  q бул- 

ган }^олда р = к ъ а  и =  О, натижада (13) тенглама (И ) 

тенгламага айланади. Бу ерда яна резонанс }^одисаси руй 

беради, унда, Ю1^орида курсатганимиздек, мажбурий тебра- 

нишлар (12) куринишга эга булади.

Э л е к т р  з а н ж и р и д а г и т е б -  
р а н и ш л а р

1-мисол. Электр юритувчи А  

кучи е (О га тенг булган ман- М  

бага кетма-кет уланган L индук- 

тивлик галтаги, R  омик 1̂ арши- 

лик ва С  сирймдан иборат контур 

уланган. Агар бошланрич мо- 
ментда контурдаги ток ва конденсатор заряди нолга тенг 

булса, занжирдаги i токни t ваь^тнинг функцияси каби 

топинг (41-раем).
Е ч и л и ш и .  Кирхгоф {^онунига кура занлсирдаги электр. 

юритувчи куч индуктивликдаги, к;аршиликдаги ва сиримдаги 

кучланишлар пасайиши йириндисига тенг:

е(0  = « д +  + « с , 

улар i ток билан 1̂ уйидаги муносабатлар* ор1̂ али борлан- 

ган:

=  Ri,

Шундай 1̂ илиб 1̂ уйидаги тенглама ?^осил булади:

+  +  l  (7(T)dT.
dt С .)

Бу интегро-дифференциал тенгламадир, яъни тенглама* 

ларнинг энг мураккаб турларидан бирига мансубдир, биро1̂. 

мазкур }^олда дифференциаллаш оркали ундан оддий диф­

* Охирги тенглик ток ва конденсатор заряди орасидаги муноса- 

батдан топилади; i  =  бу ердан q =  i (i)dr+q^. Сунгра Uq =  qlC
dt J

булгани учуй =  —  | i (т) dx-\-qJC. Берилган масалада шартга кура< 

о
9о =  0.
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ференциал тенглама утиш мумкин. }^а!^и1̂ атан }̂ ам, t буйича 

диффергнциаллаб, коэффициентлари узгармас булган икки- 

нчи тартибли чизи1̂ли дифференциал тенгламани }^осил i^h- 
ламиз:

Икки }^олни 1̂ араймиз.

1-}^ол.  е ( 0 = £ =  сопз1.Бу^олда — =  О ва (20) тенг-
dt

лама бир жинсли

=  о (21)
dfl L dt LC ^

тенгламага айланади. Бу тенглама эркин механикавий теб- 

ранишлар (му^^ит 1̂ аршилиги }^исобга олингандаги) тенгла-
R I

масига ухшашдир, Унинг — -r-j---=  0 характерис-
L, L.C

ТИК тенгламаси

1.2 2L ~  У 4L2 LC 2 L ^  У
ЯЮ  —  4L 

4L2C

илдизларга эга булади. Агар КЮ  — 4 L >  О булса, характе­

ристик те-нгламанинг иккала илдизи 5̂ а1̂ и1̂ ий ва умумий ечим 

нодаврий функция булади. Бунга мос равишда ток }̂ ам 

нодаврий булади. ЯЮ  —  4L =  О булгандаги каби, занжирда 

}̂ еч к̂ андай электр тебранишлари вужудга келмайди. Агар 

4 L < 0  булса,

i =  (Cl cos a j:  +  Сз sin a^t),

(бу ерда б =^R j 2U  =  \!{LC) —  R^I(4L^) деб олинган) 

умумий ечим Электр тебранишларини ифодалайди.
ЬШ

dt
р

=  —  ва шундай 1̂ илиб, бошланрич шартлар г^уйидагича
Li

ёзилади:
di

t/t^o =  О,

=  Е  эканлигини куриш осон, бу ердан — 
/=о dt <=0

_  _Е 

<=0 Ldt

i ни t буйича дифференциаллаб, топамиз:

—  =  e~̂  ̂[—  б (Cl cos coî  +  Ca sin со^О +  
dt
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+  coj (—  Cl sin o)i  ̂+  C2 cos coj/)].

/ — 0 ни i ва —  НИНГ ифодаларяга 1̂уйиб, 
dt

О = C i ,

ни топамиз, бу ердан Cj =  О ва Cg =  El{L&^, натижада 
ечим ушбу куринишда булади:

i =  2̂  ё~^‘ sin со̂ .̂

2 - о л. е(^) =  £  sin соЛ Бу хрлда — =  £со cos ю/. Ку-
dt

йидгги чизи1̂ли бир жинсли булмаган тенглама }^осил бу­
лади;

L — R  —  ~  i =  Emcostiit. (22)
dfi dt С  ̂ ’

Бу бир жинсли булмаган тенгламага мос бир жинсли тенг­

лама ювди да курилган тснгламадан (1->^ол) иборат бу­

лади, шунинг учун бир жинсли булмаган тенгламанинг 

хусусий ечимини топиш 1̂ олади. Уни

i — А cos со/ +  В sin ii)t

шаклда нзлаш керак. Ани1̂ мас коэффициентларни топиш 
учун 1̂ уйидагиларни ^^исоблаймиз:

i =  А cos ijit -\- В  sin (s>t.
С

R

L

i ' =  —  Лео sin ©/ +  Лео cos (Jit, 

i"  =  — Лй)̂  cos (d  —  sin cô

ва A,B ra нисбатан алгебраик тенгламалар системасига_^эга 
буламиз!

(uRA +  i ^ —  ] B = Q .

Бу системани ечиб,

_ 4 _  Еа>(\!С— Ш )  д  ЕаЩ

(1/С —  1(02)2-| й)2У?2> {\jC—L(s>Y +
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ни топамиз, Коэффициентларяинг бу цийматларида хусусий 
€чим 1̂ уйидаги куринишда булади:

Еч> \ \
—  —  Z-CO® cos (at +  (oi? sin (s>t 
С /

Бир жинсли булмаган тенгламанинг умумий ечими мос 

бир жинсли тенгламанинг умумий ечими ва бир жинсли 

булмаган тенгламанинг хусусий ечими йигиндисидан ибо- 
рат, яъни

i =  /  +  г =  (Cl cos coit +  Q  sin cô f) +

E  Г/ 1 \
+  7;--- cos (0/ +  sin a t

Cco[I/(Cco)-L(op +

Белгилашлар киритамиз: L a ---_________________
__________  Coj r 'Cco J

=  +  i?" =  Z; ухолда

I — e~ ‘̂ {Cl cos +  Cz sin ©^0 —  —  {X cos at —  R  sin cô -

tsssO
Cl ва Cg ларнй бошланрич шартлардан топамиз: i

— = 0 , (кейинги шарт 
dt t=0

^  ̂  j  t (т) dx =  E  sin (S)t
0

тенгламадан  ̂=  О да з^осил булади).

Ш у мз1̂ садда ?^осилани ёзиб оламиз:

—  == —  бе~“  (Cl cos (Ojt +  С2 sin coĵ ) +  
dt

+  Qcoj sin (Oî  +  С^щ cos coiO +

-1---(Xco sin (£)t +  Rw cos (at)

ва t ’= 0  1̂ ийматни t ва — нинг ифодаларига 1̂ уямиз:
dt

0 =  C i - ^ , 6 y  ердан Q  =

=  0.

О =  —  6Cj (О̂ Сг
ER(o

бу ердан

С . -
COi

6Ci-

Z2 ’

— —  (i?co— Хб).
z W
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/? о )-  ) =  i ? c o - ^  +  —  =
2L V Со) 2 Со)

=  :?^. +  Л =  б[1со +  — ) =  8Х',
2 Со) V ' С о )/

бу ерда 1(0 +  1/(Ссй) =  X ' деб белгиланган.

Шундай 1̂ илиб,

t =  —  (Xcoj cos coî  —  Х 'б  sin ffliO —
2̂ 0)

— ̂ ( X  cos со/ —  sin (o/).

1^авсда турган ифодани 1̂ уйидагича узгартирамиз:

Белгилаш киритамиз: Xcoj/ К"Х^со? +  X'^6^ = s in v i^  

Х '6/ Х*(о? +  X'^S^ =  cos Yj ёки

булгани учун

I I
LC

(23)

X 1/Z.C ©i/Z =  sin Vi, X ' /  LC bIZ =  cos Vi- 

(23) муносабат 1̂ уйидагича ;^осил булади. К,уйидагига
эгамиз:

Z.(D =  Х  +

бу ердан
Со)

Leo == X '---
Сш

X ' =  X  +  —  ва Х'=* =  Х2 +  -1 
Со) ' Со)

Демак,

Х '̂со? +  Х'^62 =  Х2 ---б=*) +
\LC

х + Л
СшУ

X* - ^ f x  +  -Ly
Со)\ Сш/

б* ==

=  ^ ! + jA ( lco— 1  +  -L)6^ =
LC *Co) V Co) Co)/

LC C-4L2 L C ' LC'

Худди Ю1̂ оридагига ухшаш белгилаймиз: X/YX^-\-R^= 

=  sin V, R/У  X^ +  =  cos у ёки X /Z  =  sin y, R/Z =  cos y- 

Натижада р^уйидагига эга буламиз;

-6t
‘ ^  ~  —  Yi) +  * 7  sin (со/ —  у),

Z y  LC(i)i Z

бу ерда tgVi =(Хсо)/(Х 'б), t g y = X R .
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ни топамиз, Коэффициентларяинг бу р^ийматларида хусусий 
€чим 1̂ уйидаги куринишда булади:

E(xi / 1 \

' =  К "?  ”  ■

Бир жинсли булмаган тенгламанинг умумий ечими мос 

бир жинсли тенгламанинг умумий ечими ва бир жинсли 

булмаган тенгламанинг хусусий ечими йигиндисидан ибо  
рат, яъни

i =  /  +  / =  (Cl cos +  С-2, sin со /̂) +

£  Г/ 1 \
Ч--------------- —  —  Z.CO cos ш/ +  /? sin (s)t

[1/(Сш)— L(o]2 +  i?2 ^

Белгилашлар киритамиз: 1ш---- -̂—Х\ ___ Z,©]'*+/?*=i
С© г 'Ссо /

=  +  /?^ =  Z; у хрлда

i =  (Cl cos +  Cg sin со^О - - ^ ( Х  cos at — R  sin at).

Cl ва Сз ларни бошланрич шартлардан топамиз: t 'L ^ = 0 ,

=  О, (кейинги шарт 
/=о ^

^  i (т) dx =  Е  sin cat

dt

тенгламадан  ̂=  О да ?^осил булади).

Ш у М31^садда >^осилани ёзиб оламиз:

i i  =  _  (Cl cos coi/ +  Сг sin aj:) +  
dt

+  CiCDi sin coî  +  CaWi cos coiO +

+  —  (Xco sin cô  +  Rw cos (at)

ва  ̂=  0 1̂ ийматни t ва — нинг ифодаларига 1̂ уямиз:
dt

0 =  C i - ^ . 6 y  ердан C i =  ^ ;

О =  —  6Ci CO1C2
ER(i)

6 y ердан

a -
(Bi

6C1 —
ERa

22
=  (i^co— X6). 

Z*coi
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Кавсда турган ифодани цуйидагича узгартирамиз:

R(£> —  Хб =  R(o R (т М
Lo) —

2L Сш, 

■ б L(o -[-

=  —  

1

/?со , _  

2 Сш ~

=  6Х',
\ Ссо .

бу ерда Leo +  1 /(Ссо) =  X ' деб белгиланган. 

Шундай 1̂ илиб,

i — е~^‘ (Xcoi cos (Oit —  Х'8 sin a^t) —
Z2(o

- —  ( X  COS co  ̂—  R  sin со/).

Белгилаш киритамиз: X w J X^on +  X'^6^ =  sin 

X'8j X (̂£n +  X'^8^ =  cos 7 i ёки

булгани учун
LC

(23)

X  |/lC (O i/Z  =  sin Vi, X'|/LC6/Z =  cos Vi- 

(23) муносабат 1̂ уйидагича ^^осил булади. К,уйидагига

эгамиз:

L (o =  X  +  - L , L co =  X ' — — ,

бу ердан
Ссо Ссо

X ' =  X  +  —  ва Х'2 =  Х2 +  А  / х  +  Л )  
Ссо ' Ссо \ Ссо/*

Демак,

Х^о)! +  Х'^б2 =  Х2 / А  —  б*] + Х^.
_4_

Ссо
Х  +  —

Ссо
б^

=  ^ !+ jA fL c o — 1  +  - 1 б ^  =
LC 'Ссо V Ссо Ссо/

LC C-4L^ LC^ LC-

Худди Ю1̂ оридагига ухшаш белгилаймиз: Х /] /Х *+ /?^=  

=  sin Y, R /y  Х^ +  R^ =  cos у ёки X /Z  =  sin у, R jZ  =  cos у* 

Натижада 1̂ уйидагига эга буламиз;

Ех,-6t

бу ерда tgVi =(Хсо)/(Х 'б), ig y = X 'R .
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со =  ©1 булган з^олда хусусий ечимни

i =   ̂(Л cos со / 4 - Б sin со /)

куринишда излаш кераклигини эслатиб утайлик.
t купайтувчининг бсрлиги тебраниш амплитудаси чексиз 

усишини курсатади; ® =  со̂  булган хол резонансни билди- 

ради.
2 - мисол. 1- мисолдаги занжирдан R  каршилик йу1̂ лиги 

билан фар1̂  1̂ илувчи ва £  cos (со̂  +  г);) (бу ерда со =7̂  1/V^LC) 
э. ю. к. булган L C -занжирни карайлик.

Бу з^олда дифференциал тенглама ушбу куринишда бу- 
лади:

W2; \
—  i = —Е(й sin (со̂  -L г];),

бошланрич шартлар: i 

и

=  0, -
t=o dt

‘ 1 =  — cosijj (кейинги шарт 
(=0 L

di , 1 Y
L — +  “ J i (т) dx =  Е  cos (со̂  +  ili) тенгламадан t — О да .-̂о-

сил булади).

Мос бир жинсли тенгламанинг умумий ечими:

I  — Cl cos (1)0  ̂-f С2 sin cOq/, бу ер да coq =  1JY  LC.

Хусусий ечимни топамиз:

С

О

L

t =  Л cos (£)t +  в sin со/, 

di
dt

dH
dt̂

=  —  Лео sin со/ -|- Bu) cos со/, 

=  —  Лев* cos со/ —  В(й̂  sin со/,

A (---- Z-cô  ̂cos со/ +  Б  f --- L(o^] sin со/ =
U  J ^  [ c

=  —  Eco sin 1(3 cos со/ —  £co cos of sin со/.

Демак,

Al (----co^W —  fco sin бу ердан Л = ----% >
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шунинг учун

_  ___Е(й

~  L (о

ёки

i = ------ 2\ ■'1’ ij) sin wt)
L (©2 _  (Oq)

i =  — — — T. sin (at +  i|;).

Шундай 1\илиб, умумий ечим ушбу куринишда }^осил 
булади:

i =  С, cos coq/ +  С2 sin Wot ^---- sin (cot +  ib).
L (02 —  cog)

Бошланрич шартларни 1̂ аноатлантирадиган хусусий ечимни 

топиш учун

— =  —  CiCOo sin coô  f  CjCOo cos -j---— ---g cos (cô  +  if)
dt L (cô  — (Og)

з^осилани ёзиб оламиз ва i }^амда — нинг ифодаларига
dt

уларнинг t — О даги 1̂ ийматларини 1̂ уямиз:

„ „  , £(i)sinil) _____  ~ £(0 sin lb

|cos4 . =  C ,» .+  - f j £ S i  буердан 
L L((h  ̂— (£)̂ ) L(cd3— (0^)

ва демак,
E

г = --------- 5 [со sm гЬ cos coZ+con cosib sino)^— cosin (сог'4-гЬ)]
L (0)2 _  coQ

ёки
£

i = -------57 [со sin (at +  ip)— со sin ■»]) cos at —  coo cos тЬ sin co/l.
L (ш2 —  (0^)

Ихтиёрий узгармаслар бошланрич шартлардан олдинги )̂ ол- 
даги каби анир^ланади.

Агар со =  1 /(Z.C) =  соо булса, хусусий ечимни

i = t  (Л cos со/ +  В  sin at) 

куринишда излаш керак, у }^олда

=--t {— Аа sin со̂  +  Ва  cos at) +  Л cos со/ + В sin at,

^  =  Н — Аа^ cos at —  Ва  ^sin at +

4 - (— 2Ат sin at +  2Всо cos at).
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Z.CO*---У  =  0 булгани учун тенгламага г ва нинг

ифодасини 1̂ уйиб, ушбу айниятни )^осил 1̂ иламиз.

L (— 2А(о sin (oi +  2Ва cos со/) =  Ею cos at, 

бу ердан Л =  О, В — Ej(2L) эканлиги келиб чщади ва 
шунинг учун

— £
i — sin со/.

Бу хрлда {R =  0) тенгламанинг умумий ечими р^уйидаги 
куринишда булади:

— Е
i =  /  +  / =  Cl cos со/' +  Сг sin (at sin (£>t.

C l ва Сг ларни =  О ва =  О бошланрич шарт-

лардан топамиз. Бунинг учун

—  С^ю sin (x)t +  Cjco cos at +  cos co/+ —  sin at

ни ёзиб оламиз ва / =  О 1̂ ийматни i ?^амда нинг ифода-

сига 1̂ уямиз, натижада C i= C 2 = 0  ни, яъни г = 7  ни з̂ о- 

сил циламиз. Ни}^оят куйидагига эга булэмиз (резонанс 
:!̂ ол):

Е , ■ , ^ 1
I =  - ^ t i in a t ,  бу ерда со =

1/ LC

3- мисол. Э. ю. к. Е  sin {at +  if) га тенг булган LR- \ 
занжирни 1̂ араймиз. '

Бу хрлда биринчи тартибли

Ь~-\- Ri — Е  sin (со^+ if)

тенглама ва =  О бошланрич шарт }^осил булади. Бу I 

коэффициентлари узгармас булган чизи1̂ ли тенглама бул- , 

ганлиги учун уни ю 1̂ ори тартибли чизи1̂ ли тенгламалар 
ечиладиган усуллар билан ечиш мумкин. j

L r R = Q  характеристик тенгламадан г =  —  Rjh  ни \ 
ани1̂ лаймиз ва мос бир жинсли тенгламанинг ечими I  =  ' 

=  C l ни }^осил 1̂ иламиз. Бир жинсли булмаган тенг-

224



ламанинг хусусий ечимини анир^мас коэффициентлар усу- 

лидак фойдаланиб топамиз:

R

L

i =  А cos cof +  Б sin (i>t,

di
dt

— —  Лео sin at +  B(o cos

(J^A 4- L(oB) cos (0̂  +  ( —  +  i?B) sin cof ~

I =  £  sin ijj cos at + E  cos ■\p sin at.

RA +  LaB  =  £■ sin if)

—  LaA +  RB =  E  cos oj)

R

- Leo

Leo

R\

(R 4L % ^)A = E (R sm y ^- L aco s^ ), Л =  ^  (R sin ^

{R^+LW)B=E{Lasm^\, l^Rcos^p), В  ^  E { L < o s i n cosm)^

6y ерда Z* =  R^ +

— E
i =  [(/?sin Tjj—La  cos al))cos at--{^La sin cos a|))sincô ] =  

=  [Leo (sin coi" sin ijj —  cos at созф) +  ^  (sin at cos ij) * 

-b cos at sin гр)] =  ^  [— Leo cos {at +  ijj) -[-i? sin {at Ь'Ф)] i 

Агар RjZ =  zosy, LajZ  =  sin у десак,
_ ^
i =  - ^s in  {at f  г]; — у).

Шундай 1̂ илиб,

С^е sin (со̂  +  —  у).
Е

Cl ни ани1̂ лаш учун /|^^д=:0 бэшланрич шаргдан фэйда- 

ланамиз:

0 = C i+ ^ s in ( i| 3  — 7 ), бу ердан Cj =  ^ s i n (у —  1|)).Ц

Узил-кесил

i =  [sin (7 —  г];) +  sin {at + 11) —  7 )]

га эгамиз, бу ерда igy  — L a j R.

Ю 1̂ оридаги з^амма масалалар коэффадиентлари узгармас 

булган дифференциал тенгламаларга олиб келди. 1^уйида- 
ги физикавий масала бизня боан^а турдаги тгнгламзга 

олиб келади.
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Мисол. (К, а л и н д е- 

в о р л и  т р у б а д а г и  зу- 
р и 1̂ иш л а р.) Ички ради- 

уси Го ва ташр^и радиуси 

Гх булган 1̂ алин деюрли 

трубанинг ички ёки таш1̂ и 
узгармас р  нагрузка таъси- 

рида зури{^1̂ ан ва эгрилан- 

ган }^олатини текширамиз.

Трубани чексиз узун деб 

фараз 1̂ иламиз ва 42- расм- 

да курсатилганидек цутб 
координаталарни кирита- 

миз. Трубанинг сирти rdrd ф 
ва баландлиги 1 булган 

элементига радиал ва урин- 
ма йуналишларида таъсир 

этадиган кучлар симме- 

тр^кдир. Шунинг учун маркази труба у 1̂ ида булган 

концентрик айланалар бузилмайди. Радиал зури 1̂ ишни 

орк;али, ?^алца буйича зури 1̂ ишни орцали белгилаймиз. 

Ички сиртда радиал таъсир этувчи куч а/й ф га, таш1̂ и 

сиртдагиси эса (ст̂  +  тенг. Радиал кесим-

лар сиртида ;^ал1̂ а буйича таъсир этувчи кучлар а^йф га 

тенг (43- раем), а  dr уринма куч радиал ташкил этувчи

42- раем.

a^dr sin
/d(f

га ва унга нормал булган a^drcos
Мф

ком-

43- раем.

226



понентага ажралишини ку- 
рамиз. (44- раем), нинг 

кичиклигини эътиборга 

олиб, уларнинг биринчиси-

ни a^dr га, иккинчи- 

сини a^dr га тенг деб олиш 

мумкин. 1̂ арама-1̂ арши ке’ 
симларга 1̂ уйилган нормал 

компоненталар узаро муво- 

занатлашади. Агар учинчи 

тартибли чексиз кичик 
катталикларни эътиборга 

олмасак, радиал йуналиш- 
даги мувозанатлик шарти

44- раем.

(0,+ da,) (r+dr) dcp — а , rd(p-2a^-^^

куринишга эга булади.

1^авсларни очиб ва d f  О га циск.артириб, з^осил ци- 

линган тенгламани

еки

а ̂dr +  rda^ — dr =  О

d (га,) _  
d r  Ф (24)

куринишга келтирамиз. ва зури 1̂ ишларни мое ва 

8^ чузилишлар ор1̂ али ифодалаш [мумкин. Агар кунда- 

ланг чузилиш коэффициентини билдирса, у ^^олда Гук î o- 
нунидан:

бу ерда Е— эластиклик модули. Бу тенгламаларни зури1̂ иш- 
ларга нисбатан ечиб, 1̂ уйидэгини з^осил 1̂ иламиз:

=  -fZjP (М8ф +  е,), 

% =  +  е^).

15*

(25)
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Радиал силжиш и учун

е
dr'

шартлар бажарилади. 

Демак,

% = •
Е

du
dr

аи , и
^dr +  7

(26)

Бу (26) ифодаларни зуриг^ишлар учун (24) тенгламага 

к р и б  ва умумий £ / (1 — (Д.2) купайтувчига 1̂ ис1̂ артириб, 
ушбуга эга б\̂1амиз:

du\ du , и 
' ' d r ) = ^ d r  +  T-

еки узил-кеснл:

Эйлер тенгламасини }^осил 1̂ илдик. У  ерда г =  деб ва 

олдинги параграфдагига (202- бетга р^аранг) ухшаш

du 

dt- d?

алмаштириш 1̂ илгач, умумий ечими

.- t  .. , С ,
и =JC.e' 1 Сз е  ̂ ёки и =  С^г

булган узгармас коэффициентли

d̂ u
u =  Q

тенгламага келамиз.
Силжишнинг топилган цнйматидан энди васг^ зури- 

цишларни топиш учун фойдаланиш мумкин, бунинг учун 

ы в а ^  нинг ифодаларини (26) га 1̂ уямиз. У  }^олда 1̂ уйида- 

гини ?^осил 1̂ иламиз:

о, =
Е

=  Л.

^  I ..П  (^^2 \ П  \ __  Л I
Т1=̂ 2 1ИЧ— 7 ^ - С 1 - г 7 з 1  -  Л ' Г

В

'•■■‘У

в
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бу ерда А — £C i/( l— /д.), В — £€ 2/(1 +  ц) деб белгиланган.

Энди дастлабки 1̂ уйилган масалага цайтсак булади. 

Доимнй р  ички нагрузка таъсирида булган труба учуй 

г — Го ички деюрда +  /? =  О шарт, нагрузкадан холи 

булган ташр^и г =  деворда 0 ^ = 0  шарт бажарилиши керак. 

Бу шартлар че г а р а в и й  булиб, узгармасларнинг А  =

— Р''оК''1 ^  =  ^0 ~ ''о )  1̂ ийматларига олиб келади, 
натижада зури1^иш учун

о.
pd

/•2—/-2

,2 \

1 — < 0 ,

(Т_==
Р''о

rl-rl
1 4 - Ч -  > 0

(28)

деворлардаги кучланишлар 

радиал кучланиш кутгани-

ни хрснл 1̂ нламиз.
Ху^-усан, ички ва таш1̂ и 

учун 1'^уйидагиларни топамиз: 

миздек ушбуга тенг:

(Уг ('■о) =  — р, о ,  (rj) =  О, 
уринма кучланиш эса:

('•о) = Р  %  (^i) =  Р  - П -
• \-• (\ • I-!С\

Радиал кучиш

2г1

а =

О

Е(П~ГЬ)
(29)

га, хусусэн, нчкп деворда

. 4  Р'’» , 
“ (''о) =  —

га, ташци деворда эса:

J i)  =

'■o+'l

r-—r̂  w '̂ 0

2pr-QU

E ('■i-''о) 

ra тенг.
Зурн 1̂ ишлар ва радиал силжишнинг (28) ва (29) ларга 

ухшаш ифодаларини бош 1̂ а ?^олда трубанинг ташь^и дево- 

рпга булган босим узгармас булганда >\ам ;^осил 1̂ илиш 

осон. Бу хрл учун /- =  Г{) да =  О ва г =  Гх да +  /О 

чегаравий шартларга эгамиз, бу ердан керакли формулалар 

осонгина топилади. Буни у 1̂ увчининг узига хавола 1̂ иламиз.
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(28) ва (29) формулаларга ухшаш формулаларни ют^а 
деворли труба учун ;^ам хрсил 1̂ илиш мумкин; бунинг учун улар- 

Да Tj —  Го =  h ва +  /"г ~  2г деб олиш етарли. Бу алмаш- 
тиришларни )^ам муста[^ил бажариш цийин эмас.

19-§. ЧЕГАРАВИЙ М АСАЛАЛАР ТУРРИСИДА ЭН Г ОДДИЙ 

М АЪЛУМ ОТЛАР

10-§ да курсатилгандек, п-тартибли тенгламанинг ху- 

сусий ечимини ажратиш учун одатда /Сошы масаласи î a- 
ралади. У  бошлангич шартларни беришдан иборат: бирорта 

Х — Хо ну1̂ тада изланаётган функция ва унинг (п— 1)-тар- 
тибгача (у )^ам киради) барча^ }^осилаларининг 1̂ ийматлари 
берилади.

Ш у билан бирга бир i^axop масалаларда бошка турдаги 
шартларга дуч келинади, масалан, хусусий ечимни изла­

наётган функциянинг бир кеча ну1̂ тадаги маълум киймат- 

лари буйича топиш талаб 1̂ илинади. Бундай масалаларнинг 

айримлари билан 12 -ва 18 - § ларда танпшган эдик. Улар 
чегаравий масалалар дейилади.

Дастлаб ана шундай масалаларнинг айримлари билан 
мисоллар ор1̂ али танишамиз.

у" +  =  X тенгламанинг г/ (0) =  1, у (я/4) =  шартларни î a-

ноатаантирувчи хусусий ечимини топинг.
16- § даги натижаларга кура бу тенгламанинг умумий ечими

г/ =  +  C l cos 2а; +  Сг sin 2х

к^^ринишда бу'лади. Бу ерга х = 0  ва х — -^  Кийматларни ц^йиб, С , 

ва Са ихтиёрий узгармасларни топиш учун иккита

C i =  l .
1 fn я; . я  я

+ .Q  cos C j s in - ^  =

тенгламага эга б^ламиз, бу ердан] =  1, С* =  Зя /8  келиб чиеди. 
Демак, изланаётган хусусий ечим

булади.

Чегаравий масалаларнинг бундай элементар шаклда 

берилиши шарт эмас. Баъзи ^олларда шартлар сифатида
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функция ва унинг биринчи }^осиласининг икки (иккинчи 

тартибли тенглама учун) ёки бир нечта ну1̂ тадаги чизицли 
комбинациялари берилади.

х^у"— 2ху'-\-2у — }? тенгламанинг j/ (0) +  2у'(0) =  I ,  «/(1 ) —
—  у' (\) =  Q шартларни !^аноатлантирадиган хусусий ечимини топамиз.

Берилган дифференциал тенглама Эйлер тенгламаси булиб, у  17- § 
да баён к;илинган 1̂ оидалар буйича ечилади. Уларни 1̂ улланиб, мое бир 

жинсли тенгламанинг умумий ечими < /=  Ci.v +  Cj-v̂  булишини топамиз. 
Бир жинсли булмаган тенгламанинг у — x^j2 хусусий ечимини эса 
ани1̂мас коэффициентлар усули буйича ^^ам, у’згармасларни вариация- 
лаш усули буйича }̂ ам топиш мумкин. Керакли ;{исоб-китобларни кус- 
тэ1̂ил бажаришни китобхоннинг узига ;^авола 1̂ иламиз.

Шундай 1̂илиб, тенгламанинг умумий ечими:

у =  С̂ х + С̂ х̂  + у  •’С®.

Энди у' — Cl +  2 C2X +  ж® з;осилани топиш >;амда у ва у' лар-

нинг берилган ну1̂ тадаги 1̂ ийматларини чегаравий шартларга куйиш 
крлди. 1̂ уйидагини ^осил 1̂ иламиз:

Ci.0+C2-0 + ^  -0j+2(^C,+2C2.0 + |-.0' 

Ci-l+C,-l  + y  • l ] - ( c i  + 2c , - l + | . l ' ) = 0 ]

3
=  1.

бу ердан дар^^ол C i = l /2 ва С г=  —  1 ни топамиз, бинобарин, берил­
ган чегаравий шартларни 1̂аноатлантирувчи хусусий ечим

у =  у л :  — x^+ - j

куринишда булади.

Энди у" —  2у' +2(/ =  2е^ тенгламанинг ц (0) +  у (я/2) =  

у' (0) +  у' (л/2) =  1 шартларни 1̂ аноатлантирувчи хусусий ечимини 
топамиз.

Бунда тенгламанинг умумий ечими;

£,■ =  (1 +  C l cos д: +  С , s in  х).

Шунинг учун биринчи чегаравий шарт 1̂ уйидагини беради;

1 -f Ci-f е"/2(1 + С^)=ет .

Умумий ечимни дифференциаллаб,

у ' =  (1 -I- ( Q  +  С ,) cos X (C l-  Cs) sin x] 

ни топамиз, бундан

I +  Cl +C2 [ 1 -  (Cl -  C,) ] =  I .

Ихтиёрий У’згармасларни топиш учун охирида

C i+ e "/ 'C , =  - l .
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( 1)

(2)

(1 -  е”!^) С , +  (1 +  е^/2) Са =  -  

системани :^осил 1̂ иламиз, уни ечиб. к.уйидагиларни J^ocin 1̂ иламиз;

1-2е"/2

1 + е "  ’ l-j-e  ̂ ■

Шундай ]^илиб, берилган чегаравий шартларни 1̂ аноатлантирувчи ху- 
сусий ечим

/ 1- 2е"/2 _

у  1̂ 1 +------- COS д: +  sm

куринишда булади.

Аслини олганда, чегаравий шартлар анча мураккаб цп- 
либ хам бери лиши мумкин. Бир01̂  иккинчи тартибли чи- 

зи1^ли тенгламалар учуй одатда икки Hyi-^тали чизицли 
чегаравий масала 1̂ уйилади, у ю 1̂ орида курилган икки 
шаклдан бирида булиши мумкин:

« ! « /  (а) +  P i i / '  ( а )  =  V i ,
«2У Ф) -г hy ' Ф) =  ?2

ёки

hy  (а) +  (Ь) =  h ,  ■ 

hy ' {а) -г г]2У' {b )= l2-

Ю 1̂ орида курилган мисолларнинг биринчисидаги шарт­

лар (1) нинг P i= p 2 =  О булгандаги хусусий :^олидир.
Тахлил цилиб чи1̂ илган мисолларда энг содда ?^олга дуч 

келдик, яъни бунда тенгламанинг умумий ечими маълум булиб, 
берилган чегаравий масалаларни каноатлантирувчи хусусий 

ечимни топиш учун ихтисрий узгармасларнинг 1̂ ийматлари- 

ни топиш етарли эди, шу билан бирга бу узгармасларни 

топиш учун тузилган тенгламалар биргаликда ва ани1̂  эди. 

Анча мураккаб з^оллар, масалан, параметрларнинг тенгла­

манинг нолдан фар1̂ ли булиб, лекин ноль чегаравий шарт­
ларни 1̂ аноатлантирадиган ечими мавжуд буладиган 1̂ ий- 

матларини излашни талаб этадиган каби з^оллар жиддий 

1̂ ийинчиликлар билан богли!^. Бундай масалалар математик 

физика тенгламаларини ечишда пайдо булади, бирэ!^ биз- 

нинг курсда улар 1̂ аралмайди.

Шуни хам назарда тутиш керакки, чегаравий масала 

ечимининг мавжудлик ва ягоналик шартлари Коши масаласи 
ечимининг мавжудлик шартларидан катта фар1̂  килади. 

Шундай з̂ ол руй бериши мумкинки, з^атто ечимнинг 1̂ий- 

матини аргументларнинг иккита 1̂ иймати учун беришдан
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иборат булган энг содда чегаравий шартлар мумкин бул- 

май крлиши мумкин. Шундай булишига карамасдан, чега­

равий масала ечимининг мавжудлик ва ягоналик масала- 

ларига тухтэлиб утирмаймиз.
Эндп чегаравий шартлари берилган дифференциал тенг- 

ламага олиб келадиган физикавий масалани курайлик.

Мисол. ( С т е р ж е н д а  и с с и р ; л и к  т а р 1̂ а л и ш и  

м а е  а л а  си.) Исси 1̂ лик утказувчанлиги А- (ккaл/м2•coaт• 

•гpaд) булган металлдан ясалган узун ва ингичка стер­

жень иссицлик мувозанати ^олатида турибди, яъни стержень 

ну1̂ таларининг температураси Bai^ira 1̂ араб узгармайди. 
Стержень сиртидан температураси Од =  const булган атроф- 

мухитга исси1̂ лик сарф булиши исси1̂ лик узатиш коэффи- 
циентн а  (ккал/м^-соат-град.) узгармас булган температу- 

ралар фарр^ига прэпорционал. Стерженнинг кундаланг кеси- 
мининг барча ну1̂ таларидаги ft темнературани узгармас деб 

5^исоблаб, унинг бирорта учдан (масалан, чап учдан) бош- 

лаб 5^исобланган координатага богланиши д =  & [х) ни то- 

пинг.
Е ч и л и ш и .  Айтайлик, стерженнинг узунлиги I м, 

кундаланг кесимининг периметри Р  м ва бу кесимнинг юзи 

Q м  ̂ булсин. Стерженнинг чап учидан л: масофада турган 

узунлиги dx булган элементини ажратамиз ва унинг тем­

ператураси ни 1> га тенглаймиз. Ат ва1̂ т ичида бу элемент-
dQ

нинг чап чегараси срг^али —  %Q Ат иссиклик миг^дори 

утадн, унг чегараси орцали ( у стерженнинг учидан x+dx 

масофада) —  1 x+̂ x исси1̂ лик микдори утади.

Шундай килиб, ажратилган соха Ат aai^T ичида

x-̂ -dx ’ dx
Ат:

иссир^лик мир^дорига эга булиб 1̂ олади. Бу билан бир пайт- 

да бу элементнинг сирт оркали атроф-му^^итга исси 1̂ лик 

йу1̂ отиши а  Pdx (&— &о) Ат га тенг булади.

Л''араён стационар деб р^илган фаразимизга кура бу 

ми1̂ дор ушбуга тенг булади:

KQ ~  dx Ат =  а Р  (& —  &о) dx Ат,
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бу ердан

бу ер да a^— aP/{%Q) 'деб белгиланган. Берилишига кура 

9 о=  const, шунинг учун & — 8 д = ы  деб, тенгламани

=  0 (4)

куринишга келтирамиз.

(4) тенгламанинг умумий ечимн 1̂ уйидагича булади;

и =  +  С^е-“ ;̂

бу ердан (3) тенглама учун умумий ечимни

& =  »о+ Cie«  ̂+ Сае-“  (5)

куринишда )^осил 1̂ иламиз. Ихтиёрий узгармаслар берил- 
ган масалада, табиийки, чегаразий булган шартлардан то- 
пилади.

Айтайлик, масалан, стерженнинг хар иккала учида 0-̂ 

ва {>2 <  &1 доимий температуралар са1̂ лаб турилган булсин. 
У  ?^олда чегаравий шартлар !^уйидагича булади:

# (0) =  {} (/) =

Уларни (5) га 1̂ уйиб,

—  'О'о~ “Ь С̂ у

ни топамиз. Бу системани Q  ва узгармасларга нисба- 
тан ечиб, 1̂ уйидагини топамиз:

^  _  (^2- ̂ о) -  {^1- ̂ о) е-«‘ ^
---------

Берилган чегаравий шартларни 1̂ аноатлантирадиган ху- 

сусий ечим (6) 1̂ ийматларни (5) умумий ечимга 1̂ уйиш билан 
:?̂ осил }^илинади. Содда узгартиришлардан сунг ушбу ифо- 
дани ^^осил 1̂ иламиз:

л _  л I ('О'г— 'в'о) sh ах— (d j— до) sli а {I — х) .
^ > - ’ 0̂ I - Д7)

=  (3)

бу ерда, ю 1̂ орида белгилаганимиздек, a =  YaPI{%Q).
(7) ифодани та^^лил 1̂ илиш кизи1̂ арли ва кутилмаган 

натижага олиб келади: стержень нуцталарининг темпера- 

тураси унг (совукро}^) учдаги температурадан п а ст ,  а
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катталик 1̂ анча катта булса, бу минимум шунчалик кескин 

булади. Нолга Я1̂ ин а да ечим чизи1̂ ли ечимга Я1̂ ин булиб, 
минимумга эга булмайди.

Сонли }^исоблашларни бажарайлик. Стержень / =  1 м 
узунликка ва томони Ь =5 ,52  см =  0,0552 м булган квад- 

ратдан иборат кундаланг кесимга эга булсин. У  ^олда 

P/Q =  Ajb =  72,Ъ. Ундан таш1̂ ари К =  330 (мис учун).

а  =  10, Оо =  0, -  200, =  100.

Бу маълумотлар учун а =  ] / а Р /  (>̂ Q) У  725/330 =

— 1,48. Маълумки, sh а / =  sh 1,48 =  2,083; натижада (7) 
хусусий ечим ушбу куринишда булади;

0  =  47,9sh 1,48 л: +  95,8 sh 1,48(1 — х).

(8) функциянинг кийматларини }^исоблаб, 1̂ уйидаги жадвал- 
ни тузамиз:

О

200,0

0,2 0,4 0,6 0.8 0,9 1,0

156,3 126,7 108,4 99,4 99,2 100,0

Бу жадвалдан куринишича, минимум стерженнинг унг 

(coBV! )̂ учи я!^инида булар экан.

20- §. УЗГАРУВЧИ КОЭФФИЦИЕНТЛИ чи зиц л и  

ТЕНГЛАМАЛАР

Бу бобда текширилган узгармас коэффициентли чизи1̂ ли 

дифференциал тенгламалардан таш1̂ ари, физикавий ма.-ала- 

ларни ечишда купинча ^згарувчи коэффициентли тенгла- 
маларга дуч келамиз. Улар, умуман айтганда, ч е к л и 

к у р и н и ш д а  и н тег  р а л л а нм  ай д и ( 16-§да  куриб 

чи1̂ илган Эйлер тенгламалари бундан мустасно, улар у з ­

г а р м а с  коэффициентли тенгламаларга келтирилган эди). 

Уларнинг ечимлари янгича булиб, умуман айтганда, ноэле- 
ментар функциялар булади. Бундай функцияларнинг хос- 

саларини урганишнинг асосий манбаи —  уларни ани1̂ ловчи 

дифференциал тенгламалар булиб )^исобланади. Бундай мах- 
сус функциялар етарлича тула урганилган ва уларни ;̂ и- 

соблаш учун муфассал жадваллар тузилган.
Мазкур параграф узгарувчи коэффициентли иккинчи 

тартибли чизи1̂ ли дифференциал тенгламаларнинг ечимлари 

булган баъзи махсус функциялар ва, шунингдек, шундай
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тенгламаларнинг узи билан 1̂ ис1̂ ача танишишга баришлан- 

ган. Купчилик холларда бундай тенгламалар математик 

физиканинг хусусий ^^осилали тенгламалар билан тавсиф- 

ланадиган масалаларини ечишда хосил булади, бирок бево- 
сита узи хам учраши мумкин.

Тез-тез учраб турадиган Бессель дифференциал тенг- 
ламасига олиб келадиган масалани 1̂ араб чиь^айлик.

Мисол. ( Б а л к а н и н г  буй- 
л а м а  э г и л и ш и.) Вертикал 

турган ва пастки учи махкам- 
ланган булиб, ю 1̂ ори учн эркин 

булган I узунликдаги призма- 

тик стерженнинг уз орирлиги 

остида эгилишини текширамиз. 

Эгилган балка у}^ининг диф­

ференциал тенгламасини 12-§да 

чиь^арган эдик [(24) формулага 

царанг]. У  р^уйидаги курпнишда 
эди:

d^u M(z)

dz'̂ El

бу ер да M (z) —  кундаланг ке- 

симнинг инерция моменти булиб, 

45- раем. балка жойлашган шароитга бор-

ЛИ1^
Мазкур yfi.i учун, 45- расмдаи куриниб турганидек, М  

катталик ушбу интеграл билан ани1̂ ланади:

1—г

м  =  \ q — 
b

бу ерда q —  стержень узунлик бирлигининг орирлиги. Ин- 

тегрални балка эгилган уь^ининг дифференциал тенглама- 

сига 1̂ уйиб ва хосил булган тенгликнинг иккала томонини 

Z буйича дифференциаллаб, ушбу тенгламани з^осил 1̂и- 

ламиз:
г- г /, \ du
E I- ,  = _ < 7 ( /  — г)-

dẑ

Бу ерда эркли узгарувчини

2

dz

деб алмаштириш кулай.
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и нинг X буйича ?^осилаларини штрихлар билан белгилаб, 
1̂ уйидагиларни ?^осил киламиз:

du du dx т „ 3 /~п —

d^u d^u 'dx 2 du d4 / 3 q \2/3

dz^ “"  dx'̂ dz .2 E l)
- y-  u 'x - у А

\ О J

d̂ u d̂ u

dẑ dx̂

± JL  
2 E l

^   ̂ d^u dx d^x du d^x

u" -b -  u'x~

}^осилаларнинг бу 1̂ ийматларини дифференциал тенгламага 

1̂ уйиб, цуйидаги учинчи тартибли тенгламага келамиз:

и '"  А- — 1 1 \

9x̂ 1
м' =  0,

бу тенгламанинг тартибини и' =  у деб бир бирлик пасай- 

тирамиз, натижада узил-кесил 1̂ уйидаги тенгламани хрсил 

киламиз:
1 /  I

1 —
9л;2

]у =  о. (1)

Бу тенглама Бесселнинг т  индексли тенгламасининг 
хусусий холи }^исобланади, у 1̂ уйидагн куринишга эга:

(2)

(2) тенгламани цаноатлантирадиган функциялар Бесселнинг 

т-индексли функциялари ёки Бесселнинг т-тартибли 
функциялари дейилади. (1) тенглама т  =  1/3 даги Бес­
сель тенгламаси эканлигини куриш осон.

Бессель тенгламасининг умумий ечимини топиш учун унинг 
иккита хусусий ечимини топиш кифоя, улар Ю1̂ орида айтилгандек, уму- 
ман олганда, элементар функциялар эмас.

Хусусий ечимларни даражали 1̂ эторлар куринишида топишга 

ракат киламиз. дг =  О (2) тенглама учун махсус ну1̂ та булгани сабаб- 
ли (тенгламанинг коэффициент;'ари бу нуктала узилишга эга) изла- 
наётган ечим оддий даражали i^aropra ^ёйилмаслиги ;^ам мумкин. Шу- 
нннг учун хусусий ечимларни

У — ■*“ (Со С^х +  С^х  ̂+ . . .+  С„л:" +  . . . )  (3)

умумлашган даражали цатор ( а — бирорта *:^аки1̂ий сон) куринишида 
излашга }^аракат 1̂ иламиз. Фавшанки, а  бутун, манфнй булмаганда
(3) 1̂ атор оддий даражали i^aTop шаклида булади.
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у =  Со*“  +  Ci;c“+’ +  Сах“ +2 +  . . . +  Cnx'̂ +̂  ̂+ ----

Бу ердан 1̂ уйидагиларни топамиз:

у’ =  Соа>“- '+  С ,fa  +  1)д:® +  C j(a  +  2)л:“ + '+  .  .  .

. . .+  С„(« +  п ) ----

у" =  С „а(а  -  1) а:“ -2 +  С^(а +  1) а х “- '  +  C j(a  +  2) (а  +  1)д:“  +  .  . .

. . . +  С „ ( а  +  п ) (а  +  л -  1)л:“ + " - 2 + ----

f/, у ', и" лэрнинг топнлган ифодаларини (2) Бессель тенгламасига 
«^уямиз, бунда дастлаб уни

х^у" +  ху' +  (х2 _  m2) =  О

куринишда ёзиб оламиз. Бунинг учун у нинг 1̂ аторини х  ̂—  га, у' 
никини X га ва у" никини эса х  ̂ га купайтирамиз. Бу ифодаларни 
1̂ ушиб ва j^xmaiii з^адларни ихчамлаб 1̂ уйидагини }^осил 1̂иламиз:

[ а ( а  —  1) Со +  «Со -  т^С»] д;“  + [ ( «  +  1) аС  ̂+ ( а  +  l)C i—

-  m^Ci] +  [(а  +  2) ( а  +  1) +  («  +  2) Q  -  +  Со]л:“ +^ +  

+  • • • +  [(а +  л) («  +  п — 1) Сп +  (а +  п) Сп— +  С „ _ 2].«“ +п+

+ . . . =  0.

Чап томонда ёдалган i^aiop нолга Я1̂ инлашиши керак, бу ердан 
унинг барча коэффициентлари нолга тенг булишлиги келиб чи1̂ ади. 

Со О деб з^исоблаш мумкин. У  з^олда х^ олдидаги коэффициентларни 
нолга тенглаб ва Со га 1̂ ис1̂ артириб, ушбу анщловч.и тенгламани 
>;осил }^иламиз:

а{а— 1) + а  — m2 =  о

ёки —  т *  =  О, бу ердан а  =  т .
К,олган коэффициентларни нолга тенглаб. ушбу системага эга

(3) каторни ушбу куринишда ёзиш 1̂ улай:

б^ламиз:
( а  1 ) аС^ “Ь i)  C l — fn^Ci — О, 

( а  +  2) ( а  +  1) С г  +  ( а  +  2) С* -  m^Cj +  С„ =  О, 
(сс +  3) ( а  +  2) С ) +  ( а  +  3) C j  —  +  Cj =  О, 

( а  +  4) (а  +  3) С4 +  ( а  +  4) С< —  +  C j  =  О,

( а  +  а) (а  +  п — 1) С„ +  (а  +  п) С„ —  т^С„ +  С,■я—* ' =0

Дастлаб а  =  т (  >  0) деб, кетма-кет барча коэффициентларни топамиз: 

Ci =  0.

(т + 2)2— m

Сз =  0,

Г.
Ci =  —

2Цт +  1)

(m+4)2~m* “  2<(m+1) (m + 2)-1-2
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^2Я—1 ~ О,

=  ( -  J)''22«n! (т  +  1) (/71 +  2)... (т  +  л )’
^0

Шундай 1̂ илиб, (2) Бессель тенгламасининг хусусий ечимларидан 
бирнни 1̂ уйидагича ёзиш мумкин:

г п,(, ^
Уо-СоХ (̂ 1 -  22(^ + 1) + 2«-2! (т + 1) (/п + 2) — • • •

22Я

1)" 22«и! (ш +  1) (т  +  2) .  . . (/п +  л) + • • • ] '  (5)

Даламбер аломатидан фойдаланиб, (5) 1̂ атор бутун сон у 1̂ ида ж^ин- 
лашишини текшириш осон. С„ сон коэффициентни кераклича танлаб 
олинганда (5) i^axop ани1̂лайдиган функцияни Бесселнинг т  индексли 
(ёки от-тартибли) биринчи тур фунщияси дейилади ва Jm(x) билан 
белгиланади.

учун узил-кеспл ифода ^осил чилишда яна бир махсус 
функция—Эйлернинг гамма-функцияси \ Г  (л:) билан танишишга т^рри 
келади. у дифференциал тенгламаларга [борли!^ б^лмаган }^олдэ кири- 
тилади. Чунончи, у

00
Г(;с) =  I  du (6)

01

хосмас интеграл билан раник;ланади, бу интеграл барча ^;а1̂ икий х  >  О 
лар учун ёки з̂ ч1̂и1̂ий i^hcmh мусбат булган барча ^комплекс х лар 
учун Я1^инлашувчи эканлигини текшириш осон.

(6) ни булаклаб, интеграллаб 1̂уйидагини з^осил 1̂ иламиз:

ОО ОО ОО

Г(д:)= Г du =  ^  ~ +  f —  e-“|du =  - i f « < ■ * + ' du.
о о  ̂ X X -

бу ердан Г(л:) =  Г (х+ ;1)] ёки

Г (л :+ 1 ) =  л:Г(х) (7)

келиб чщади. Бу гамма-функция 1̂ аноатлантнрадиган асосий функцио­
нал тенгламадир. Сунгра

СО

Г ( 1) =  J  e-‘̂ du =  1

о

булгани учун (7) дан натурал п учун

а д  =  ( я - 1)1

эканлигн келиб чицади [хусусан О! деганда Г (1 ) =  1 тушунилади].
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(7) тенглик Г {х) нипг 1̂ийматини д: <  О учун ;^ам аницлашга нм- 
кон беради. J^ai^Hi^aTaH }̂ ам агар д: < О, биро1̂ х  + 1 > о булса, бун- 
дай ёзиш мумкнн:

Г ( а : ) = - ^ Г ( х +  1). (8)

Шунга ухшаш, (7) ёки (8) нн [бир неча марта талбщ цилиб, 
исталган х учун {х =  О дан, бинобарин, л: =  — 1, —  2 , . . лардан 
ташкари, бу ну1̂таларда Г  (х) чекснзликка айланади) Гамма-функция- 
нинг 1̂ийматини ;^осил цилиш мумкин.

Яна Бессель функцияларига 1̂айтамиз. J„i(x) функция деб, (5)

1̂ аторга айтилади, у ерда С„ =  2 '" Г(т  +  1) олинган. (7) га кура

(п +  /п) (п +  /и — 1) . . . (т  +  1) Г (от +  1) =  Г  (я +  m -f 1) 

булгани учун (5) р^аторни бу ^слда ?;уйидагича ёзиш мумкин:

J  (х) =  (__П'*________(х/2)^”+™______  ,q,

П=0

Бессель тенгламасининг иккинчи хусусий ечимини ани1̂ лаш учун 
т  сон тугрисида баъзи маълумотлар керак булади. Агар т  бутун сон 
булмаса, (4) система а  =  —  m да (5) га ухшаш янги 1̂ аторни беради. 
Мос функцияни } а̂м Бесселнинг ^биринчи тур функцияси ^^дейилади. 
У  1̂ уйидагига тенг:

<■»>

Jm (х) ва (л:) функциялар чизик,ли эркли экаилигига ишонч 
?^осил килиш ОСОБ. J,n (0) =  о (от >  0) эканлигини куриш етарли: шу 

билан бир пайтда (10) га кура л: =  О да (х) чексизликка айла­
нади. Бу ердан иккала функция бнр-биридаи узгармасга фар>^ к^илиши 
мумкин эмаслиги келиб чик,ади. Шунинг учун бутун булмаган т  
индекс учун (2) Бессель тенгламасининг умумин ечимини

,j=^CiJ^[x) + C^J_„Ax) (11)

куринишда ёзиш мумкин, бу ерда C j, C j —  ихтиёрий узгармаслар.
Баъзан У _,„  (х) урнига (9) ва (10) функцияларнинг чизи1̂ли ком- 

бннацияси булган бош1̂ а хусусий ечим олинади:

J  „  (X) cos m K -J_,„{x)
Ут[х}~  - ( 1^)

бу функция бутун булмаган т  ларда маънога эга. Ущ (лс) функция 
Бесселнинг иккинчи тур функцияси ёки Вебер функцияси дейилади. 
У  з^олда (2) тенгламанинг умумий ечимини 1̂уйидаги куринишда ёзиш 
мумкин:

y = C ,J^ (x )  + C^Y,n(x). (13)
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, V /  П« 4 ^ " + " '1)

п=0

куркнишда ёзнш мумкин» хусусан

Бутун m учун (9) к;аторни гамма-функциядан фойдаланмасдан.

н=0 ' '

(10) fjaiop ани1̂лайдига11 I  — т{х) функция учун ах;вол бутунлай 
бошцача. Аввало, бу 1̂ аторнинг бирннчи т  та ^{ади маънога эга эмас, 
чунки уларнинг махражларида гамма-функциянинг кийматлари аргу- 
ментнинг бутун манфий 1̂ инматлари за ноль 1̂ийматлари учун хрсил 
булади. Бу }^адларни нолга тенг деб ;^исоблаш керак (айтиб утгани- 
миздек, бундай ну1̂ таларда гамма-функция чексизликка айланади).

Агар ни крлган 1̂ аторга тенг деб рлсак, у х;олда уни (9)
fqaTop б план та1\1̂ослаш бутун т  лар учун

тенглик уринлн эканлигини курсатади. Шундай 1̂ илиб, бутун т  лар- 
да (л:) ва функциялар чизи^ли борли!^ ва (И ) тенглик
бундай ?;олда Бессель тенгламасининг умумий ечимини бермайдн.

( 12) ифода бутун т  ларда аии1̂мас булиб крлади (сурат ва мах- 
раж  нолга айланади), шунинг учун Бесселнинг иккинчи тур функция- 
сидан бевосита фойдаланиш мумкин эмис. Шундай б^лса-да, ис- 
талган бутун т. да

lim ^^^tWcos^tя-^_ц(,v) 

sin рт

мавжудлигини курсатиш мумкин (буни Лопиталь 1̂ оидаси буйича кур- 

сатиш осон, бирок; бунга тухталиб утирмаймиз), бу лимитни Бесселнинг 
бутун индекс цчун иккинчи тур функцияси деб атаймиз. Ана шун­
дай аник^ланган Y,n(x) функцияда (13) формула Бессель тенгламаси­
нинг бутун т  учуй ;^ам умумий ечимини беради.

Бессель функциялари математика татбш^ 1̂ илинадиган 

деярли барча со^^аларда хилма-хил 1̂ улланишга эга: татбш^ин 

масалаларда учрайдиган жуда куп сондаги тенгламалар Бес­

сель тенгламасига келтирилади. Бундан таш!^ари, Бессель 

функциялари учун Бесселнинг турли индексли функцияла- 

рининг узларини ёки Бессель функциялари хрсилаларини 

шу функцияларининг узи бнлан богловчи турли муноса- 
батлар жуда купдир.

Ана шундай муносабатлардан бир нечтасинн (исботсиз) 

келтирамиз. Индекслари бирга фар1̂  1̂ иладиган учта Бес­

сель функциясининг битта ну1̂ тадаги ь^ийматларини бог- 
ловчи ушбу рекуррент муносабат катта а^^амиятга эга:

(14)
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у Jm+г (-v)hh маълум {х) ва (л') 1̂ ийматлар ор1̂ али 
топишга имкон беради. Хосилани топишга имкон берадиган

J„ ^ i{x ) =  2J^(x) (15)

формула г;ам худди шундай роль уйнайди. Шу билан 
бирга ;^осилаларни топиш учун янада соддаро!^ ушбу фор- 

мулалардан фойдаланиш }̂ ам мумкин:

~  [x'"J^ (л)] =

‘̂ :[ x - > - JJx )] ^- x - " 'J^+ ,ix ) .
(16)

 ̂ I  I  V I I  —  _____ V — т  /  I  у \

(14) ва (15) га ухшаш формулалар Бесселнинг иккин- 

чи тур функциялари учун ?̂ ам уринлидир. Чунончн

У  т- 1  (X ) +  (X )  =  ^  У ,„  (X ), } 

Y ^^A x )- y m + i(x )  =  2Y’J x ) .  I

Бессель функциялари ва тригонометрик функциялар ур- 

тасила чу1̂ ур борланиш бор, у бу функцияларнинг узгари- 
шидаги умумийликда 5̂ ам намоён булади. Jo{x) ва Ji{x) 
Бессель функцияларининг 46- ва 47- расмларда келтирилган 

графиклари билан танишиб чи1̂ иб бунга ишонч хосил ки- 

лиш мумкин.
Агар Бесселнинг биринчи тур функциясининг индекси 

бутун сон плюс ярим булса, у }^олда бундай функция 

элементар функциялар орг^али, чунончи тригонометрик 

функциялар ор1̂ али ифодаланади. яг =  1 / 2 в а / п  =  —  1/2 

учун цуйидаги муносабатлар маежуд: _______

J il2 {x) =  y 2 / {nx)s\nx\ J _ i / 2(a:) =  У  2/(лд;) созл:. (18)

Ук.увчи (9) ва (10) каторлардан ^амда Г  (1 /2 )=  V  я  ? эканлиги- 
дан фойдаланиб, бу муносабатларни узи муста1̂ил келтириб чичариши 
мумкин. Г ( п +  1/2) нинг 1̂ийматларини натурал я  учун (7) форму ла­
ни, бутун манфий п учун эса (8) формулгни 1̂ улланиб топиш мумкин.

Бесселнинг биринчи ва иккинчи тур функциялари би­

лан бир 1̂ аторда, шунингдек, Бесселнинг соф мавхум аргу- 

ментли {х) функциялари хам учраб туради, у куйидаги 

муносабат билан аницланади:

(19)

(19) дан куринишича, / „  ва функциялар орасидаги бор- 
ланиш гиперболик ва тригонометрик функциялар орасидаги 

борланишга ухшайди.
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^1(I)

to

0,5

0

-0,5

л 5 6 7/ Ю И 12 15/14 15
t 1

\У 1 1
/  ' X

47- раем.

Улар учун ювдида келтирилган муносабатларга ух- 
ЩЯТТ1 рекуррент муносабатлар, уринли масалан,

ва к. /,„ (х) функциялар

у" +  ху' —  (А-® +  т^) г/ =  О

дифференциал тенгламани 1̂ аноатлантиради, шунинг учун 
бу тенглама мав^^ум аргумент учун Бессель тенгламаси 
дейилади. У  з̂ ам коэффициентлари узгарувчи иккинчи тар- 

тибли чизи1̂ ли тенгламадир.
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1 (X) =  V  (^/2)^"+"^ /20)

” ,1^0 Г ('*+ ^)Г(«+ «+!)■

Коэффициентлари узгарувчи булган иккинчн тартибли 

тенгламалзрнинг биз текширадиган навбатдаги тури Леж- 
андрнинг дифференциал тенгламасидир. Ушбу тенглама 
шундай деб аталади:

(х^ — 1) у" 2ху' — п {п +  1) г/ =  0. (21)

Натурал п лар учун Лежандр тенгламасининг ечими 
оддий куп;^адлгрдан иборат булади:

P i (х) =  X, Ps {х) =  у  (5л:'* —  Ъх),

{х) =  Y  (3x^-1), P i {х) =  i  {35х^ — ЗОх^ +  3),

I  m i x )  учун катор (9) ни (19) га i^yfium opi^a.in хосил булади:

Лежандр купхадларининг умумий ифодаси Родриг форму- 
ласи билан берилади:

(22)

Бу ердан жуфт тартибли Лежандр купхадлари жуфт функ- 

циялар эканлиги, toi^ тартиблилари эса toi^ функциялар 

эканлиги осонгина келтирпб чи1̂ арилади. Ш у ернинг узи- 
дан Ролль тесремасидан фойдаланиб, 1̂ уйидаги му^^им хос- 

сани }̂ ам чи1̂ ариш мумкин: P„(x) купз^аднянг барча п та 

илдизи ^̂ 31̂ и1̂ ий ва (—  1, 1) интервалда жойлашган.

^^а!^И1̂ атан } а̂м и — (х  ̂—  1)" функция д; =  r t  1 ну1̂ таларда п — 1 

тартибгача (у з^ам киради) хосилалари билан бирга нолга айланади. 

Ролль теоремасига бино?н (—  1, 1) интервалнинг и' нолга айланади- 
ган Hyi'iTacH мавжуд. У  холда и' учун иккита (— 1, gi) ва (|,, 1) 
интервал топамиз. и' уларнинг охирларида нолга айланад(;, бу Ролль 
теоремасига кура и" нинг иккита ички нолини беради.

Шундай давом эттириб, учун h та интервал топамиз, бу

интервалларнннг охирларида у нолга тенг булади, бинобарин, — 1,1) 

и'шда п та нолга эга булади. Биро!^, и̂ '̂ ^Рп(х) дан фз 1̂ ат узгармас 
купайтувчи билан фар 1̂ ь;илади. Демак, Лежандрнинг Рп{х) Kvnjca. 

ди (—  1,1) ичида эга булган уша п та нолга эга булади.

Лежандр купхадлари ?̂ ам Бессель функциялари учун 

чикарилган (14) муносабатга ухшаш учхадлн рекуррент 

муносабатни каноатлантиради:
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(n +  1) (x) —  {2n I) xP„ (x) +  nP „_ i (x) =  0. (23)

Po {x) =  1 деб ва Po )^амда дан фойдаланиб, (23) ёр- 
дамида исталггн п учун Лежандр полиномларини кетма- 

кет хисоблаш мумкин. Бундай 1̂ илинганда Р„{х) нинг 

)^иймаглари (22) Родриг формуласига 1̂ араганда осонро!^ 
топилади.

Лежандр куп^^адларининг му)^им хоссасп уларнинг ор- 
тогоналлигидир, у куйидаги тенглнк билан ифодаланади;

\ p M P n {x )d x = ^Q  { т ^ п ) .  (24)

Лежандр куп)^адлари системасининг ортогоналлиги Фурье 

тригонометрик 1<^аторларига ухшэш бу система буйича 
Фурье каторларини тузишга имкон беради.

Лежандр 1̂ уп)^адлари куп>^адларнинг (24) таъриф буйича "оддий 
маънода ани1̂ланишида чекли интервалда ортогонал ягона системадир. 
Биро!^, бундан таш1̂ ари купинча вазн билан ортогонал брлган куп- 
хадларга дуч келамиз. ф (х) ва if (х) функциялар

Р
]'ш М ф(х)г|5(х) =  0 (25)

а

муносабатни каноатлантирса, улар [а, Р] кесмада w (х) вазн билан 

ортогонал дейилади.

W (х) вазн билан ортогонал булган куп^^адларнинг >qap бир систе- 
маси коэффициентлари узгарувчи булган иккинчи тартибли бирорта 
дифференциал тенгламани з^амда (14) ва (23) га ухинш уч^^адли ре- 
куорент муносабатни 1̂ аноатлантиради. Татби1̂ларда тез-тез учраб 
турадиган ана шундай системалардан баъзиларини келтирамиз.

Чебишев кущадлари ушбу муносабат билан ани1̂ ланади:

Тп W  =  '2 я— 1 cos (ft arccos х ). (26)

Улар [— 1, 1] кесмада w (х) =- 1 / V l — вазн билан ортогонал ва

r „ + i ( x ) - x 7 ’„ ( ^ )  +  X  =  0 (27)

рекуррснт муносабатни 1̂ аноатлантиради.

(27) ёрдамида, Тц(х)=  1 ва (л:) =  х деб, (х) ифодаларни 

(26) формулага к;араганда }^осил ^^илиш осон. Чебншевнннг {х) куп- 
з^ади 1̂ аноатлантирадиган дифференциал тенглама

(1 —  л-2) у" — ху' +  «2^ =  О (28)

куринишга эга.

Эрмит К1]щадлари:
АП

Unix)-- (29)
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улар w(x) =  e вазн билан (— оо, о о )  да ортогонал, яъни улар 
учун ушбу муносабат уринли:

ОО

J  Я „ (х) H m (x)dx^ О (П ф т ) .
—00

Эрмит куп}^адлари учун рекуррент муносабати

Ип+1 W  -  хНт W  +  (^) =  О. (30)

дифференциал тенгламаси эса

у" — ху' -Ь пу =  0 . (31)

Лагерр кдщадлари:
d'̂

Ln (X) =  ( -  1 )"^-“  ^  {ха+п е-^). (32)

(О, оо) да w(x) =х<^е~-^{а >  — 1, баъзан os =  О £еб 1̂ абул ци- 
линади) вазн билан ортогонал. Улар учун

и + 1  { х )~ { х ~ а  — 2п~  1) (л:) +  /г (а  +  и) L„_,(a:) = 0  (33)

муносабат ва

ху" + (а + \ — х) у' + пу 0. (34)

дифференциал тенглама уринли,

Санаб утилган куп^^адлар системалари, шу жумладан, 
Лежандр куп;^адлари ?̂ ам, албатта, элементар функциялар 

булади. Уларнинг махсус функциялар билан бир 1̂ аторда 

туриши, уларнинг узгарувчи коэффициентли дифференциал 
тенгламаларни 1̂ аноатлантириши билан тушунтирилади. 

Биро!^, шуни )^ам эсдан чар^армаслик керакки, (21), (28), 

(31), (34) тенгламаларнинг ечимлари элементар функция­
лар (куп?^адлар) булиши учун уларга кирувчи п параметр 

натурал 1̂ ийматлар 1̂ абул 1̂ илиши зарур.
Татби1̂ий масалаларда Гаусс томонидан киритилган ва 

урганилган гипергеометрик тенглама катта урин тутади, 

у учта а, р, у параметрга эга:

x ( l - x ) g  +  [ T - ( a  +  P + l ) ^ ] | - a P y  =  0. (35)

Бу тенгламанинг ечимлари гипергеометрик функциялар 
дейилади.

(35) тенгламани ушбу гипергеометрик i^arop |^аноатлантиришини 

исботлаш к;ийин эмас:

д-р а ( а + 1 ) Р ( Р + 1 )

‘ +  1 - V * +  1-2y (v +  1)

, « ( a + l ) ( g  +  2 ) P ( p + l ) ( P  +  2) „ ,

+  1.2-3V ( 7 + 1 ) ( Y  +  2) ^  +  W
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Бу даражали 1̂ аторнинг яцинлашиш радиусини ани1̂ лашни ва бу 
Натор (35) тенгламани 1̂ аноатлантиришини у 1̂ увчининг у?и цаторлар 
иазарияси усулларидан фойдаланиб, муста1̂ил исбот 1̂ илиши мумкин.

Гипергеометрик тенгламанинг учта параметри орасидаги 

турли муносабатларнинг купдан-куп з^оллари турли х о с м а с 
тенглама ва функцияларга (купчилиги элементар булган) 

олиб келади. Масалан, а  — — п {п —  натурал) да ва 

Р =  V булганда (36) цатор (1 —  х)" функцияга а  =  р =  1

ва 7  =  2 булганда га айланади ва к.

Элементар булмаган хосмас гипергеометрик функция- 
лардан иккинчи тартибли

У" +  ( -  4  -  т  -Ь =  0. (37)

дифференциал тенгламани 1̂ аноатлантирадиган Уиттекер 
функцияси ^(х) ни курсатиш мумкин.

Электромагнит тул1̂ инлар тар1̂ алиши масалаларида ку- 

пинча Матье тенгламаси учраб туради, уни 1̂ уйидагича 
ёзиш мумкин:

у" ~  (а 1бд cos 2х) у =  О, (38)

бу ерда а ва q —  узгармаслар. (38) тенгламанинг маълум 

тартибда танлаб олинган хусусий ечимлари Матье функ- 
циялари дейилади.

Биз бу ерда ечимлари татби1̂ ий масалаларда катта роль уй- 
найдиган узгарувчи коэфс})Ициентли иккинчи тартибли бир 

нечта чизи1̂ ли дифференциал тенгламани келтирдик. Табиий- 
ки, махсус функцияларнинг бирон-бир тули{^ иазарияси 

техника олий yi^ye юртларининг математикадан умумий 

курсига, бинобарин, бизнинг китобга кириши мумкин 

эмас. Бизнинг ма1̂ садимиз чизицли дифференциал тенгла- 

маларнинг махсус функциялар назариясидаги ахамиятини 
намойиш 1̂ илишдангина иборат эди.
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IV Б О Б

ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМАЛАР СИСТЕМАЛАРИ 

ТУРРИСИДА ТУШ УНЧА

21- §/ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАЛ\АЛАРНИНГ НОРМАЛ 

СИСТЕМАЛАРИ

Баъзи жараёнлар ёки }^одисаларни тавсифлаш учун ку- 

пинча бир нечта функция талаб этилади. Бу функцияларни 

излаш система ташкил этадиган бир нечта дифференциал 
тенгламага олиб келиши мумкин.

Биринчи тартибли дифференциал тенгламалар система- 

сини юкори тартибли битта дифференциал тенгламадан ёр- 

дамчи функциялар киритиш билан хосил 1̂ ;илиш хам мум­

кин.

}̂ а1-̂ И1̂ атан }̂ ам,

у, у', \у', . . ..t/ '"- ’») (1)

тенглама ю 1̂ ори }<,осилага нисбатан ечилган п-тартибли диф­

ференциал тенглама булсин. 1'^уйидагича белгилайлик:

У =  Uv 

у' =  I/i =  У2>

у" =  у ; =  Уз>

= у 'п = К ^ ’ У1’ у..........у,)-

Шундай килиб, п-тартибли битта тенгламадан 1̂ уйида- 
ги биринчи тартибли дифференциал тенгламалар системаси 

,^осил булади:

У\ =  У2<

У'з =  Уз<

У'г =  У*’ (2)

У'п =  f{x, yv Уз. • • •. «/„)•
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)^осил 1̂ илинган тенгламалар системаси 

У[ =  fi{x. Ух, г/2. • • •.

У2 =  f2i^’ У1’ У ’̂ ■ • •> Уп'̂ ’ (3)

Уп =  yv У2......... Уп)

системанинг хусусий )^олидан иборат.

Бундай система дифференциал тенгламаларнинг нормал 
системаси дейилади. Бунда тенгламалар сони номаълум 

функциялар сонига тенг деб фараз 1̂ илинади.

(3) системанинг ечими деб системанинг }^амма тенглама- 

сини 1̂ аноатлантирадиган п та г/̂ , Уг,-.-,Уп функция 
тупламига айтилади.

(3) системанинг хусусий ечими деб ушбу

X =  дго да i/i =  t/,0. г/2 == ^ 20, ■■■,Уп= Упо (^) 

(бу ерда Хо, г/ю. У20> ■ ■ - >Упо~ берилган сонлар) бошланрич 

шартларни хам х^аноатлантирадиган ечимга айтилади.

г/ю. г/20.........^„0 ^^онларни ихтиёрий Ci, С^, ■ ■ ■, С„ узгар-

маслар билан алмаштириб, (3) системанинг п та ихтиёрий 

узгармасга борли!^ булган умумий ечимини ^осил 1̂ иламиз.

Дифференциал тенгламаларнинг нормал системаси учуй 
мавжудлик ва ягоналик теоремасини исботлаш мумкин. 

10-§да  келтирилган п-тартибли дифференциал тенглама 

ечимининг мавжудлик ва ягоналик теоремаси бу теорема- 
нинг хусусий хрлидир.

п- тартибли битта дифференциал тенглама тенгламалар­

нинг нормал си^темасига келтирилиши мумкинлиги ю5̂ о- 

рида курсатилган эди. Умуман айтганда, бунинг акси з̂ ам 

уринли. Биринчи тартибли п т а  дифференциал тенгла- 
манинг нормал системаси п- тартибли битта дифферен­
циал тенгламага эквивалентдир.

)^а1̂ икатан :;̂ ам, (3) система тенгламаларидан бирини ола- 

миз ва унинг иккала 1̂ исмини х буйича дифференциаллай- 
миз. Натижада

^  ^  ^  _L ^  I _j_ ^  ^
dx'̂  дх ‘ ду1 dx ' ду2 dx 1“ ' ■ • ' ду„ dx

^  ^осилаларни уларнинг fi[x, у^, у^.........г/„).

ифодалари билан алмаштирсак:

I f  I ^[l f _ L  _ 4 _  [̂1 f
dx  ̂ dx ду1 ^  аг/2 '2  г  • • • n  ln<
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яъни

(5)

куринишдаги тенгликни ;^осил 1̂ иламиз. (5) тенгликни (3) 

системани эътиборга олиб дифференциаллаш натижасида 
1̂ уйидагига эга буламиз;

! г I £ _]_ I f
/1 Ь  1 • • • -г

d?yi _  dF, , 3^2 , a f  г ,

dx̂ дх

еки

^  =  Рз(Х, У1, £/2, . . , f/„). (6)

Худди шундай давом эттириб, !^уйидагини ;|̂ осил {^иламиз; 

^  =  Fi{X, Xi, уг, . . , £/„),

п̂-1
^  Uv У2........Уп),

dx̂

(7)

— ^n i^’ Uv Уа» • • •> Уп)-

}^осил булган тенгламаларни (3) системанинг биринчи тенг- 

ламаси билан г^ушиб ёзамиз, натижада ушбу янги систе­

мани }^осил 1̂ иламиз;

^^2 —  У It У г, • • -Уп)’ Г(8)

(8) системанинг биринчи п— 1 та тенгламасидан, уму- 

ман айтганда, п— \ та номаълум у ,̂ у ^ ,. . . ,  у„ функция- 
ларни У1 функция ва унинг п— 1 гача (у ;^ам киради) ĵ o- 

силалари ор 1̂ али ифодалаш мумкин. Бу ифодаларни (8) тенг- 
ламаларнинг охиргисига 1̂ уйиб, номаълум у^ функцияга 
нисбатан п- тартибли булган битта

, ,  dyi d''-̂ у̂  \
Xf Ух

dx’' dx dx̂ 1 (9)

дифференциал тенгламага келамиз.
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Агар (9) тенгламанинг умумий ечимини

Уг ~  С ц  Cg, . . С „) (10)

куринишда ёзсак, цолган функцияларни топиш мумкин, бу- 

нинг учун (8) системанинг дастлабки п— 1 та тенгламаси- 

дан топилган у ,̂ Уз, . . . ,у„  ларнинг ифодаларига у^ ва 

унинг }^осилалари учун топилган (10) ифодани 1̂ уйиш ке- 

рак. Шундай }^илиб, ушбу функциялар системасини >^осил 

1̂ иламиз:

Уг — 9i(-^> С а ,. . •) С „), 

У2 ~  ф2(-*> ^1» С„),

Уп — Фл(’̂ > Q>* • •> С„).

(11)

(11) функциялар системаси (3) дифференциал тенглама- 

лар системасининг изланаётган ечими булишини курсатиш 

цийин эмас, бу билан даъво исбот булади.
Ушбу

dx г

- = У  
dx ^

дифференциал тенгламалар системасини ечайлик. Системанинг иккин- 
чи тенгламасини дифференциаллаб 1̂уйидагини ;^осил 1̂ иламиз:

dx '
dy

dx^

^  ни унинг биринчи тенгламадаги [ифодаси билан алмаштирамиз.

У  ;^олда

dx'̂  ^г'

Низ^оят, иккинчи тенгламага к^ра у т  ^  билан алмаштириб, бир 

номаълумли иккинчи тартибли тенгламага эга буламиз:

d^z _  \dx, 

dx  ̂ г '

Бу тенгламада эркли узгарувчи ошкор 1̂ атнашмайди, шунинг учун 
унинг тартибини пасайтириш мумкин. Биро1̂ уни гг" — (г')* =  О ку­
ринишда ёзиб олиб ва тенгликнинг иккала 1̂ исмини г* га булиб, чап 
томен ани!^ з^осиладан иборатлигинн курамиз. Ха^инатан ;$ам,

гг” —  (г')г
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ва тенгламамиз (z’/z)’ =  О курннишга эга булади, бу ердан 

£  =  C l г '  =  C l г .

Топилган оралиц интсгралдан узгарувчиларни ажратиб ва интег- 
раллаб, г ни ;^оснл 1̂ илиш осой, бу бизга г функциянинг х ва иккита 
ихтиёрий узгармас 1̂ атнашган ифодасини беради;

г =  Сз

у = — булгани учун z нинг ифодасини дифференциаллаб 
dx

ни хосил 1̂ иламиз. Шундай 1̂ илиб, системанинг ечими 1̂ унидаги кури- 

Нншда булади:

у^СуС^е^'^, >=С2е^‘* .

Функциялардан бирини топгандан сунг {^олганларини 

дифференциаллаш ва йуК(Отиш йули билан топиш керак, 

бунга ЯНГИ интеграллашсиз хар доим эришиш мумкин. Ма- 
салан, 1̂ аралган мисолда z функция топилгандан кейин у 
функцияни иккинчи тенгламадан фойдаланиб (биринчи тенг- 

ламадан фойдаланиш хато булур эди) топиш керак. ^̂ аь̂ и- 

1̂ атан хам, биринчи тенгламадан у ни топиш учун яна бир 

марта интеграллаш керак, бу учта ихтиёрий узгармасга эга 
булган ифодага олиб келар эди. Бунинг булиши мумкин 

эмас, чунки у функция иккинчи тартибли тенгламани î a- 
ноатлантиради.

Системаларни ечиилнинг бош 1̂ а усули интегралланувчи 
комбинацияларни танлашга асосланган. Бу усулии батафсил 

та.\лил 1̂ илиб чи1̂ иш имкониятига эга булмаганимиздан, у 

билан мисоллар ор1̂ али танишамиз. Ушбу дифференциал 

тенгламалар системасини ечамиз:

dy (12)

 ̂ буйича >;осилаларни штрих 'билан белгплаб ва ( 12) 'нинг учта 

тенгламасини 1̂ ушиб куйидагини з^осил киламиз:

X' + у' + г' =  0,
ва

^ { x + y  + z) =  0, 
at
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бу ердан

X +  f/ ; 2 = C i  (13)

Шунга ухшаш (12) нинг биринчи тенгламасини х га, иккинчисини у 
га^вн учинчисини г га купайтириб 1̂ушсач-, р^уйндагига эга буламиз:

XX' +  уу' +  гг' =  О,

яъни 

бу ердан

д:=т-г/=.-Н г= =  С ,. (14)

Изланаётган функциялар ва эркли узгарувчилар* ора- 
сидаги чекли муносабатларни ифодаловчи (13) ва (14) 

тенгликлар системанинг биринчи интеграллари дейилади. 

Агар яна битта биринчи интеграл олишга эришсак, яъни 

номаълум функциялар сони нечта булса, шунча эркли би­

ринчи интеграллар }^осил 1̂ илсак, у хрлда системани нн- 

теграллаш масаласи ;^ал булар эди. Биринчи интеграллар- 

дан изланаётган функцияларни t ва ихтиёрий \згармаслар 

ор 1̂ али ифодалаш мумкин булар эди. Келтирилган мисолда 

яна битта интегралловчи комбннацияии бундай содда усул- 

да топишга эриша олмаймнз. Бирэ!-̂  бир нечта биринчи ин- 

тегралнинг маълум булиши масаланинг ечилишини осон- 

лаштиради; хар i-̂ айси биринчи интеграл тенглама тартиби- 
ни бир бирликка пасайтирншга имкон беради.

}^аци(^атан хам, учта дифференциал тенг лама системаси битта 

учинчн тартибли дифференциал тенгламага келтирилиши керак. ( 12) 
нинг учинчи тенгламасини t буйича дифференцналлаймиз;

г” =  х’ —̂ у’.

Биринчи иккита тенгламадан фойдаляниб к;уйидагнни топамиз: 

г" =  х + у  ~  2г.

Энди (13) биринчи интегралдан х-г у =  ~  г ни з^осил 1̂ нлиш 
мумкин, бу г учун учинчи эмас, балки иккинчи [тартибли тенгламани 
беради;

z'' +  3 z = C i .  (15)

Яна бир (14) биринчи интегралдан фойдаланиш тартибни яна бир 
бирликка пасайтнришга имкон берар эди, лекин бундай к;илиб утир- 
ыаймиз, (15) тенглама осон интегралланади, чунки у коэффициентлари

* Бкз 1̂ араётган хусусий ;^олларда эркли ^^згарувчи ^осил {̂ илин- 
ган муносабатларга кирмайди.
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узгармас б^лган чизи1̂ли тенгламалир. Ани1̂мас коэффициентлар усу- 
лини (16-§га 1̂ аранг) 1̂улланиб, 1̂уйидагини з^осил 1̂ иламиз:

СУнгра

■ C j +  C j cos  ̂У з  +  C j sin / У з  •

х + v =  г" +  2г. 

х — у =  г’

(16)

булгани сабабли х въ у номаълум функцияларни ани1̂ лаш учун ушбу 

системани з^осил киламиз:

2 — 
дс + = - ^  Cl — СаСОЗ^Уз — СаБШ/Уз".

X — у =  У з  Cgcos/ Уз^ — У з  Са sin/У з  •/

Системанинг ечимлари:

1 ^ С а- У "ЗС з  С а+ У з'С а . 
дг =  C l — ---- 2----- cos / У  3 — ------2---- ^У з.

1 Са + У з  Сз С ,- У Г С а  .
У  —  о —  о COS t  у О —  о sin  t  Y  о»

(17)

(16) ва (17) ифодалар (12) системанинг ечими булади.

Айрим ^^олларда интегралланувчи комбинацияни узга- 

рувчиларни тегишлича алмаштириб топиш мумкин.
Ушбу

dx

dx ^

дифференциал тенгламалар системасини ечамиз.
Иккала тенгламани 1̂ ушиб,

у' + г’ =  у + г

(18)

(19)

ни }$осил 1̂ иламиз. у +  г =  и урнига 1̂ уйиш [(19) тенгламани и' =  и
к^ринишга келтиради, бу ^ерд*н

и =  C i^* (20)

ни топиш осон. Шундай 1̂ илиб,

у + (21)

ёкн дифференцналлашдан с^нг:

г/' +  г' =  C l е* . (22)

(22) тенгламада г ' т~у  билан алмаштириб, [биринчи тартибли 

I/' +  I/ =  С, е*
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чизи1̂ли тенгламани ^^осил 1̂ иламиз, бу тенгламаяи ечсак (4- § га ц.)г

У =  “2~ + С^е * »

(21) тенгламадан эса

1
г =  — C j е~

келиб чикади.

22- §. УЗГАРМАС КОЭФФИЦИЕНТЛИ ЧИЗИКЛИ 

[СИСТЕМАЛАР

Агар fi, fi, • ■ - ,fn функциялар изланаётган функциялар- 
га нисбатан чизикли булса, дифференциал тенгламаларнинг 

нормал системаси чизщли система дейилади. Бу таъриф- 

дан чизп1̂ ли система ушбу куринишда булиши келиб чи- 
1̂ ади:

=  auVi Ч- «12̂ /2 • • • Ч- ащУп +  ^1.

^  =  a^iJi +  а̂ гУ2 • • • +  аг„г/„ +  Ь̂ ,
(I)

бу ерда барча <г,* коэффициентлар [ва &*(/, А =  1, 2.........п)
«озод хадлар», умуман айтганда, х нинг ихтиёрий функ- 

цияларидир.
Агар вектор-матрица белгилашлардан фойдалансак, (1) 

чизи1̂ ли системани оддий ва 1̂ иср^ача ёзиш мумкин. Ком- 
понентлари t/i(x), у^{х),.. .,yj^x) булган Y{x) векторни ки- 

ритамиз ва уни устун матрица шаклида, яъни п та сатрли 
ва битта устунли матрица шаклида ёзамиз:

/У 1 {х) \ 

У2{х)

\Уп (^) J

Бундай векторнинг хосиласи элементлари дастлабки 

вектор элементларининг }^осилаларидан иборат булган ян- 

ги устун матрицадан иборат деб айтишимиз табиийдир:
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dr

dx

/ У ’Л

У2

\y'n)

У  з^олда компонента лари (1) системанинг озод )^адларидан 
иборат векторни В ор1̂ али, система коэффициентлари мат- 

рицасини эса А ор}^али белгиласак:

/ a , i a i 2 .  . . f l i A  

Я21 ^22 • • •

\0п1^^л2 • • -Onn/

У хрлда (1) снстемани векторлар {^атнашган

ж - И г  +  г

тенглик курянишида ёзиш мумкин. Бу тенглик дифферен­
циал тенгламалар чизи/^ли системасининг вектор-матри­
ца шаклидаги ёзуви дейилади.

Узгармас коэффициентли бар жинсли чизи/^ли систе- 
мани текшириш билан чекланамиз, яъни (1) системада

Oik =  const (i, k =  1,2,. . .  , n); bi =  0(t =  1, 2, . . . , 

деймиз. Шундай^илиб, система 1̂ уйидаги куринишни олади: 

dyi
=  ацУ1 +  «згУг +  • • • +  а̂ пУп, 

~  =  а^х Ух +  ^22^2 +  • • • +  <̂2пУп’

dyn _
dx

(2)

(2) системани битта тенгламага келтириш натижаси уз- 

гармас коэффициентлари бир жинсли чизи1̂ ли тенглама бу- 

лади. Шунинг учун (2) система ечимларини кургаткичлн 

функциялар куринишида излаш табиийдир.

Ани1̂ лик учун учта номаълум функцияли узгармас ко­

эффициентли бир жинсли чизи1̂ ли системани 1̂ араймиз:
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^7 =a, i «/ ,  ' a i,ij .+

=  a.,.Aj., ', a.,,ij ,̂

diu
^  =  a.,1 iJi a.,,.y. H a.,,tj .̂ 

Хусусий ечимни

// i =  i j ,  =  k ./ \  Уз =  k . /

(3)

( 1)

куринпшда излаймиз, бу ер да k ,̂ k ,̂ Л.,, г узгармаслар бу- 

либ, уларин агар иложи булса, (4) фуикциялар (3) сист'е- 
мани каноатлантирадшан килиб танлаш ксрак.

Изланаётгаи функциялар учуй (4) ифодаларни (3) сис- 
темага 1>;уямиз. У хрлда

r/ei/"' \ -f aigfei/'',

rk ./ ‘‘ =  ' Qnnk./''-' a.,^k^e’’’‘,

rk ./ ’̂  =  i ': «зз/с’зе"

ёки e "  га 1у1скартирпб ва барча хадларни унг томоига ут- 

казсак,

(Оц O/’i а,^г.2 \ -Ui^ks =  О,

02l/’l i («22 0*2-1 a2;|A’; j '=  О, (5)

«31*1 ■" «32*2 ! («ЗЯ 0 * 3  = .0 -

(5) системами учта /г,, к.,, к., иомаълумли учта алгебрапк 

тен1'ламадан иборат бпр жппсли система дсб караш мум- 

кии. (5) система поллаи фаркли ечимларга Э1'а булиши 

учун бу системанинг депрминанти нолга теиг булип1и за- 

рур ва старлидир (бир жиксли теиглама тугрисидаги тео- 
ремага кура). Бу шарт куйидагидан кборат;

« 2 1

«3 1

«12 

« 2 2  ^ 
« 3 2

13«Г,

« 2

«•;

= 0. (6)
33 Г !

(6) тенглама (3) системанинг характеристик тенгла- 
маси дойилади. У  учиичп тартибли теигламадир ва г сон

(6) характеристик теигламаиинг илдизи булганда ва фа- 

кат шундагина (4) курннишдаги ечим мавжуд булади. Бу
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ерда бпз дуч келпшимнз мумкин булгап барча хрлларнинг 

апализи у[ибу

11 ^ ^12 ^13 \

«21 ЯгЗ — ^23

^ai <̂32 ^33 /

(7)

характеристик матрицанинг хоссаларини муфассал урга- 

нишни талаб этади.
Энг содда хрл билан чеклаиамнз. (6) теыгламанинг бар­

ча илдизлари хар хил ва (7) матрицада г нинг бу илдиз- 

ларга тенг кийматларида нолдан фарклн, >̂ еч булмагаида 

битта иккинчи тартибли детерминант мавжуд булсин. Бун- 

дай хрлда (6) характеристик тенгламанинг хар бир г̂ , г̂ , 
r.j илдизпга (4) ечим мое келиб, унинг к̂ , /г,., коэф1})ици- 
ептлари тегишли (5) системадан пропорционаллик купай- 

тувчиси аниклигида топилади. Ихтиёрий узгармас коэффи- 
центлп барча хус)ч:ий ечнмларнинг чизикли комбинацияси 

умумий ечимни беради.
Характеристик Геьглама комплекс илдизларга эга бул- 

ган холда a± p t комплекс плдизлар жуфтпга мос келади- 

ган ечимларнн III бобдагига ухшаш Эйлер формуласидан 

фойдаланиб тузиш мумкин. Бу e“^ c o s p x  ва e“"'sin р л:к у- 
ринишдаги функцияларга эга булгаи хакики!! ечиылар 

л<уфтини беради.

У ш бу

dx dx

ди(|х})ере1щиал темгламалар систсмасини ечамиз (25 4 - бетдаги мисолга 
ка ранг).

(6) характеристик купхад

Г.:!»
курныпшга эгя, яънг. г" — 1  ̂ О, бу срдан ^  ± 1 . г - i булгяида 
k[ ва k,, коэ4х})ициент,':арии топиш учун хнзмат 1̂ иладиган (5) система 

1̂уйидаги курчиишда булади;

-k^ + k„ : О,

A’l -  к. - 0.

Б у  с1-,стемада!1 Л?,'*  ̂ /еУ^ни > о̂снл 1^иламиз. i учун

к, + О, I

ki *2 о, f
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(>у ердаи Шупдай 1̂илпб, ечпмларппнг нкипта снстсма-

сини :^оси;1 1̂нламиз;

yi2) ^  ,̂ (2) з(2) ^  _^(2)

k ва k^f коэффициентларга ихтиёрнй сопли цнйматлар бериш мум- 

кин. Л*,'* =  =  1 деб, |^уйидагини з^осил [^иламиз:

уО)^е\ г(') =  е*.

демак, умумий ечим 1̂уйидаги куринишда булади:

у — Сх +  C j6 ■*, г Cjg* — С^е ■*,

бу, C l ни Сг/2 га алмаштирсак, 21- § да з^осил 1̂ илинган ечим билан 
бир хил булади.

Ушбу дифференциал тенгламалар системасини ечамиз:

- - ь ,+

^  =  -2у ,-5у ,.

Бу системанинг характеристик тенгламаси: 

—7 - г  1 

- 2  -5- /-
=  О ёки л2+ 12г +  37 =  0,

бу ердан 7-,,2 =  —  6=1:/. Агар =  —  6 < булса, коэффици-
ентларни топит учун

{-\-i)ki + k, =  0, I

- 2^,-1 ( 1 - 0 * 2  о ]

системага эга буламиз. Бу ердан (1 +  i)ki\ - 1 деб иккита 
кусусий ечимни }^осил !^иламиз:

у(1) =  ,(-6+0* ущ = ( i  + , v ‘-®+'>^

г =  —  6 —  / булганда ki ва коэффициентлар угибу алгебраик 
тенгламалар спстемасидан топилади:

(-1  + 0*1 -1 ^* =  0.
-2*1 +(1 +0*2  =  0, 

демак, *2 =  (1 — 0 * i, бу * i =  1 да

у(2) _  ,(-6-Одг_ у(2)= (1_,у-б^0д:

хусусий ечимларни беради.
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Хосил к;ил11нган хусуснй ечимляр ^рнига уллрпипг комбинпцияла- 
рини слиш мумкпп:

2 2
g(-6+0^-g(-6-.')x

2t 

„-Сх

-6̂ :.
2i 2i

У 2 ~

е sin X,

(1 + /) + (1-0 е'-®-')-* _

_б^(1 + О е ' *+(1-/ ) ео-‘х
-=е,-6х

■ +

+ / =  е (cos JC —  sin х).

~(2, __ (1 + О
г/ 2 2i =  2? ^

(1 + О -  (1 -  _
-  е 2/

=  е,-бл
^х_е-1х е'* + е-'*

+ 92/
=  е-бдг,(sin jr -[- cos х).

Булар з̂ а!̂ иций функциялардир. Шундай 1̂ нлиб, системанннг уму- 
мий ечими 1̂уйидаги куринишда булади:

(/, =- C jfi ®"' cos X 1- С 2 е “ sin х.
-бх.

I/, =  Cie '’■‘ (cos д: — sin х) +  С^е (cos д: +  sin л)

t/i =  е~ ’̂‘ (C j cos д; +  Са sin л:), 

г/, =  e“ ''-*[(Ci +  Cj) cos д: — (Cl —  Cj) sin дг].

еки

23- § . ФИЗИКАВИЙ BA БОШКА МИСОЛЛАР

1-мисол. ( М о д д а н и н г  п а р ч а л а н и ш и . )  А модда 

Р ва Q моддаларга парчаланади. Уларнинг j^ap бирининг 

}(,осил булиш тезлиги А модданинг парчаланмаган мивдо 

рига пропорционал. Р ва Q моддаларнинг ми1̂ дорлари х ва 

у т  t Bai^Tra борли!^ равишда узгариш 1̂ онунларини то- 

пинг. Бунда парчаланиш процесси бошлангандан 1 соатдан 

кейин дс ва у мос равишда а/8 ва За/8 га тенглиги маъ- 

лум, бу ерда а катталик А модданинг дастлабки миь^дори.
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Е ч и л и ш и .  Bai^THHHr t моментида A модданинг мщ^- 

дори а—х—у га тенг, бинобарин, ушбу биринчи тартибли 
дифференциал тенгламалар системасига эгамиз:

^  =  К {а — X — у),

(1)

Иккинчи тенгламанинг иккала{^исмини биринчи тенглама-

нинг мос 1̂ исмларига буламиз; у ;^олда ^РДЭН

у — k^x/ki -f с .  Сунгра  ̂ =  О д а  х =  у =  0 булгани учун 
С  =  О, ва шунинг учун у =  k^xlki.

Биринчи тенгламада у ни к^х/к^ билан элмаштириб,

^  +  (^1 =  kiO

ни топамиз. Биринчи тартибли бу чизи[^ли тенгламанинг 

умумий ечими

г =» *1“ ! г  I"*»)'-

Бошланрич шартлардан ( / = 0  да х = 0 )  (1)оидаланиб, 

Cl =  —  ИИ топамиз, демак,

k ,+ k , '

X нинг бу ифодасини у  =  k^x/k^ тенгликка к;уйиб, î y- 
йидагини з^осил 1̂ иламиз;

У =  1 ^ .

Bai^T бирлиги учун соатни 1̂ абул 1̂ иламиз. ^=1  да 

х = а /8  ва г/ =  За/8 эканлигини билган )^олда ва к  ̂ коэф- 

фициентларни ани1̂ лаш учун 1̂ уйидаги тенгламалар систе- 
масини тузамиз:

ky -(ft.+A.) 1
( 1 - е  ) =  -

Ai + fe, ^ ) 8

Иккала тенгламанинг мос 1̂ исмларини 1̂ ушиб, 1 — д  

нн топамиз, бу ердан е =- 2“  ̂ ва =  In 2.
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Иккинчи тенгламанннг иккала г^исмини биринчи тепг- 

ламанинг мос 1̂ исмларига булиб, k  ̂=  2>ki ни топамиз. Шун-
1 3

дай цилиб, A’i =  — 1п2, к̂  =  —\п2 ва изланаётган ечим
4 4

1̂ уйидаги куринишда ёзилади:

2-мисол. ( Б а к т е р и я л а р н и н г  к упайи ши . )  Баъзи 

бир бактериялар узларининг бор булган мир^дорларига про 

порционал равишда купаяди, биро1̂  худди шу пайтнии! 

узида улар за^^ар ишлаб чи1̂ ариб, бу saj^ap уларни бакте 
риялар ми!^дорига пропорционал равишда 1̂ ириб туради 

За^^ар ишлаб чи1̂ ариш тезлиги бор булган бактериялар ми1̂  

дорига пропорционал. Бактериялар сони N дастлаб энг катта 

М  1̂ ийматгача усишини, сунгра нолгача камайишини кур-

сатинг; вактнинг t моментида у N = ---——  формула би-
 ̂ ch^{kt/2) ^  ^

лан ани1̂ ланишини курсатинг, бу ерда t eai^T N = M  бул­

ган моментдан бошлаб >^исобланади.

Е ч и л и ш и .  За^^ар ми1̂ дорини х ощали белгилаймиз. 

Масала шартига кура ушбу дифференциал тенгламалар сис- 

темасини тузамиз:

kN — k^Nx, —  =  k.,N. (3)
dt dt

Бу ерда ~  ва —  мос равишда бактерияларнинг купайиш 
dt dt

ва за^ар ишлаб чи1̂ ариш тезликлари, к, ва эса про- 

порционаллик коэффициентларя.
(3) нинг биринчи тенгламасининг иккала 1̂ исмиии ик- 

кинчн тенгламанинг мос !<^исмларига булиб, ушбу диффе­

ренциал тенгламани >^осил 1̂ иламиз:

^  =  ^ х ,  
dx

бу ердан

Л/ =  ..
ft, 2*2
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N — О да л; =  О булгани учун =  О ва бактериялар сони 

билан за^^ар ми1̂ дори орасидаги борланиш

N = а х  — Ьх^ (4)

формула орь^али ани1̂ ланади, бу ерда

/г/^2 =  а, kj{2k2) =  Ь (5)

деб белгиланган.

у =  N (х) функциянинг графиги координаталар боши ва

0) ну1̂ тадан утувчи, симметрия yi^n Оу увда парал-
\Ь 

ел ( 

иборат. Демак,

лел булган ва учи ну1̂ тада булган параболадан

Л/тах =  М  -  -  =  (6)
АЬ 2kji2

Эиди бактериялар ми1̂ дорини t ваь^тга борла[1ишини топа- 

миз. Бунинг учун (4) тенгликпи

Ьх  ̂— ах ^-N =  Q

куринишга келтирамиз ва уни х га нисбатан ечамиз:

2Ь Г 462 ь

X нинг ор 1̂ али бу ифодасини (3) тенгламаларнинг бирин. 
чисига 1̂ уямиз; у )^олда

dt 2Ь

(5) ва (6) муносабатларни куздан кечириб, унг томон- 
даги дастлабки иккита сон узарэ 1̂ ис1̂ ариб кетишини ку- 

рамиз, кейинги сон эса =F kN Y  1 — NjM  га тенг. Шунинг 
учун (7) тенглама р^уйидагича ёзилади:

dN

dt

бу эса узгарувчилари ажраладиган дифференциал тенглама - 

дир. Узгарувчиларни ажратсак, у 1̂ уйилаги куринишга ке- 
лади:

---^kdt. (8)
N V {-NjM
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г dN ___________
^ интегрални ) \— NjM  =  у >рнига î y-

йиш билан ечамиз, бу урнига 1̂ уйишдан N =М {\ — if)' 
dN — —  2Mydy. Шунннг учун

I = dy =  ln

Шундай 1̂ илиб, (8) 
куйидаги куринишда булади: 

1 - < /

1 - 1 + у 

тенгламанннг умумий интеграли

1п-
1 + </

“Ь Сг =  Ч- kt.

Ихтиёрий Са узгармасни  ̂ =  О да Л/ =  М  бошланрич 

шартдан топамиз: у =  О, демак, Сг =  О, бинобарин, (8) 

тенгламанннг хусухий интеграли цуйидагнча булади:

* ~  У Лк1

У
=  е

бу ердан

У ёки I/ =  ±  th
kt

£+*72^. еТ*//2 - - — 2

Аввалги N ва М  катталикларга кайтнб, ушбунн .\осил î h-

ламиз:

1
/'

М 2

Бунипг иккала р^исмнии квадратга ошириб, N га 

ечамиз:

нисбатан

N =  M 2
ёки N —

м

ch2 {kt/2)

3-мисол. ( Ш а р ч а л а р н и н г  н а й ч а д а г и  ; ^ а р а к а ­

ти.) Горизонтал найча 2 рад/сек бурчак тезлик билан вер­

тикал yi^ атрофида айланади. Найчада массалари — 
=  300 г ва /Па =  200 г булган иккита шарча жойлашган. 

Улар узунлиги / =  Ю см булган эластик пружина ср 1̂ али 

бир-бири билан богланган булиб, пружина чузилмаган ва 

шарчалар айланиш уцидан бир хилда узо1̂ лашган (48-расм). 

Шарчалар курсатилган >^олатда бирор механизм срдамида 

ушлаб турилади. Бошланрич моментда механизм ншлашдан 

тухтайди ва шарч?лар з^аракатга келади. Агар 24000 дина 

куч пружинани 1 см чузиши мумкин булса, хар бир шар- 

чанинг нанчага нисбатан >^аракат 1̂ онунини топинг.

■JG4



Гг

Ml

-Х2 -Zr

4S- раем.

Е ч и л и ш и .  Орирроц шарчанинг координатасини (найча- 
га нисбатан) Xj opi^ajiii, енгилро!^ шарчанинг координатасини 

А'а ор 1̂ алп белгилаймиз, бунда санот'^ни аиланиш у1̂ идан 

бошлаб з^исоблаймиз ва унг тоыонга йуналишни мусбат деб 
?^исоблаймиз (48-раем).

Агар масала шартига мувофи!^ =  kx деб олсак (бу 
еряа пружинанинг ;^ар цаиси шарчага таъсир кучи, х —  

пружинанинг деформацияси), у ;^олда k — 24000 булади.

)^ар цайси шарча нисбий з^аракатининг дефференциал 
тенгламасини тузамиз:

т
иг-

=  - k { X i -  л'2 10),

ГПз
d4.

- =  nî Oli'̂ Xi -| ^ (ATj АГз —  10).
dt

(9)

Х,осил [^илинган дифференциал тенгламалар системаси 

иормал эмас, бира(^ юь^орида ь^аралган усуллар ёрдамида 

ечилиши мумкин. Бирянчи тенгламанинг иккала 1̂ исмини 

иккинчи тенгламанинг мос цисмлари билан цушсак:

rUiXi +  m^xl =  Сй=“ {m^Xi -|- ma^a).

rtiiXi +  т^Хз =  и деб белгилаб, и" —  со̂ ы =  О тенгламани 

}^осил 1̂ иламиз. Унинг умумнй ечими: и — Cjch ю/ +  Cgshwi 

ёки 3 x i +  2 x2 =^Ci ch 2 4 ^ 2  sh 2t, бу ерда шартга кура со= 2  

деб олипган B a C j/ lO O  =  Q  з^амда С 2 /Ю 0 = С 2  деб белгилап- 

ган. Бошланрич шартлар t — О да х^ =  5, х\— <), Xj =  — 5, 

х '2 = 0 .  _ _  _

Зл:! Ч-2 ^2=  2(Cish2<-| С2 с Ь 2 0  ни з^исоблаймиз на бу 

срга }^амда +  2^2 ифодага уларнинг  ̂ =  О даги 1̂ иймат- 

ларнни 1̂ уямиз, у х^олда Q  =  5, Cg =  О ва демак, Зх^ +  

-| 2x2 =  5 (е“ —̂ е ^^)/2 ёки Зх^ 1 2xg =  5ch 2t.
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^ 3
Бу ердаы л'2=^--сЬ2/ — пи топамйз ва уни 1̂уйп-

2 2
дагича узгартирилган системанинг биринчи тенгламасига 

1̂ уямиз;

х" =  —  76^1 +  8 0 д:2 -1 800,1 

== 120хг \\6X2 1200.1 

Урнига 1̂ уйиш Х2 узгарувчини йу^^отади па фан^ат х̂  

;^амда x"i ларга эга булган тенгламага олиб келади:

+  800х1 =  —  76Xi +  80 J-|ch 2/— j X i

еки

x ' l ^  196a;i =  200 ch2^ +  800.

Бир жинслитенгламанинг умумий ечими: Х^ =  ClCOsl4^+ 

+ C 2s in l4 ^ . Бир жинсли булмаган тенгламанинг хусусий 

ечими 1с ни х  ̂— Aoh2t В куринишида нзлаймиз.

Бу 5̂ олда х\ — 4Л ch 2t булгани учун х̂  ва xi ни диф­

ференциал тенгламага цуйиб, ушбу айниятни }^осил цила- 

миз:

200Л ch 2t +  196fi =  200 ch 2t +  800,

бу ердан Л =  1, В — 200/49 ни топамйз; демак, j;^=ch2 i Ь 

+  200/49 ва х^ умумий ечим 1̂ уйидагича ёзилади:

л:, =  С, cos 14/ -Ь Са sin 14/ -f ch 2t +  — •
49

С] ва Сз ларни топиш флди. Бошлангич шартлардан:

5 =  С\ -1 1 +  200/49, бу ердан Q  =  -  4/49; H C j =  О, де­

мак, Са =  О-
Массаси 300 г булган шарча учун унинг .\аракат i^ony- 

ни узил-кесил

Ху =  с Ь 2 /  - - c o s l 4 /  +  ^ -
 ̂ 49 49

(10)

булади.
Массаси 200 г булган шарчанинг ?^аракат 1̂ онунини то­

пиш учун (10) нп Хз нинг Xj орь^али ифодасига !^уямиз, 

натижада:

д-2 =  - ch 21 —  - f  ch 21 —  - cos 14/ -j- 
® 2 2 1 49 49 /

266



екн
u о* I 6 , 300

to — ch2t-\-- cos \At----
^ 49 49

(И)

4-МИСОЛ. ( З а н ж и р н и  э л е к т р  ю р и т у в ч и  к у ч и  
у з г а р м а с б у л г а н м а н б а г а  улаш. )  L индуктивлик 

С сирим ва R  1̂ аршилик 49-расмда тасвирлангаи схема 

буйича уланган. Занжир уз- 

гармас э. ю. к. Е  га тенг бул- 

ган манбага уланади, бунда 

уланишга г^адар занжирда ток 

ва заряд булмайди. Узиндук- 

ция ралтагидан утадиган i 

токни t ват^тпинг функцияси 

каби топинг. 49-расм.

Е ч и л и ш и .  Унг контурдаги токларни ц ва ор|\али 

белгилаб, Кирхгоф крнунн асос11да масалапинг тет-ламалар 
системасини тузамиз:

J. ~-cr 0----r>nr>--- ,

L J
о  Cz =

L - \ - ^  
dt с  .

(t t'l) dr =  Е,

(i — /i)dT =  0,

(12)

бу ерда i —  i\ =  i .̂ Бу системадан ни йуь^отамяз. Икка- 
ла теигламанинг мое р^исмларяни 1̂ ушамиз;

l |  = £ .  (13)

(12) нинг биринчи тенгламасининг иккала цисмини t 
буйича дифференциалласак,

L ^  +  i f  
С

нп ;^осил 1\иламиз, бу срдаи

с - . - »

CL ~  +  t. 

t\ ни (13) тенгламага !^уйсак,

L -  +  CLR —  +  Ri  =  E
dt df^
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ёки ti ток иштирок этмаган

— 1 +  —  (14)
dt^ CR dt CL CLR ^

тенгламани ;^осил г^иламиз. (14) тенгламани ечамиз. Унинг 

характеристик тенгламаси илдизлари r i ,2 =  —  а  ±  р га тенг, 

бу ерда 1̂ уйидагичз белгиланган. 1/(2С/?) =  а, 

/ a * - l / ( C L )  =  p.
Дастлаб >  1/(CL) деб фараз 1̂ иламиз. У  ;^олда мос 

бир жинсли тенгламанинг ечнми р^уйидагича булади:

2 =  r “' ( Q c h p H  C^shpO-

Бир жннсли булмаган (14) тенгламанинг хусусий ечнми

i ни i =  А к\'ринишда нзлаймнз. У  }^олда Г = Г = = 0  ва 

AI{CL) =  EJ(CLR), бу ердан А == E/R. _

Демак, i =  EjR, (14) тенгламанинг i+ z  га тенг булган 

умумий ечими t ушбу куринишда булади:

t =  I  +  e-“'(Ci ch p< -I Q  sh PO. (15)

C, ва Cg ни бошлангич шартлардан топамиз.  ̂— О да i =-=

=0булганиучун(15)  д ан :---(-Cj =  О, бу ердан
R

Е J  Е \
ва шунинг учун i =  — +  [С2 sh pi —  “  ch j-

^  ни 5^нсоблаймиз. 1^уйидагига эгамиз: 

dt ^
а  Jca sh ^  ch Р^ Р (Са ch р^ —  sh f it )

Бу ерда i =  О деб, [^уйндагпни }^осил 1у1ламиз: 

di

dt
=  f + p c , .

jf = 0 «

Энди Сз ни }̂ ам топсак булади. t =  О т  фа1̂ ат i — О 

эмас, балки tj =  О ^ам эканлигини назарда тутсак, (13)

тенгламадаи ^  +  /.pCj ^  Е ш  хрсил [^иламиз, бу ердан 
R

С, =  — (1
Е R

L p v  R ) RP Л
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а ^ >  1/(бХ) булган }̂ ол учун t хусусий ечим узил-кесил 
цуйидагича ёзилади:

Е— а t

Энди а? <  1/(С/-) деб фараз 1̂ иламиз. У  ^^олда р мав- 

;^ум сон булади ва р =  — 1 деймиз, бу ерда coj )̂ а- 

1\Ш̂ин сон у  1 /(CL) - а ‘‘ га тенг.

Бу :!^олда i хусусий ечимии 1̂ уйидагн куринишда }^осил 
1̂ иламиз;

1—е “  ̂[cos (Hyt +  (a/coj — RjLcoj) sin coj^]) •

5-МИСОЛ. ( И н д у к т и в  б о р л а н г а н  и к к и т а  кон- 

т у р д а н  и б о р а т  з а н ж и р н и  улаш. )  Электр юритувчи 
кучи Е  узгармас булган манбага 50-расмда тасвирланган 

индуктив борлан>'ан иккита ^
контурдан иборат занжир ^  

уланади. Агар занжирга 
улаш ноль бошланрич шарт- 

ларда амалга оширилса, 
шу билан бирга 

булса, j;ap иккала контур-

1-

ч h

f " ” ^
1-2

даги ва токларни t 
Bai^Tra борли!^ равишда то- 50- Расм

пинг.

Е ч и л и ш и. Кирхгоф цонунига асосан масалага 

дифференциал тенгламалар системасини тузамиз:

+  R ,h  +  M ^  =  E,]
at dt

dt dt

дойр

(16)

Бу ерда М  —  контурларнинг узарэ индуктивлик коэффи- 
циенти; 1̂ олган белгилашлар олдииги масаладагига ухшаш.

(16) тенгламалар системасидан ~ н и  йу1̂ отамиз. Бунинг
dt

учун биринчи теигламанинг иккала томонини Ц  га, иккин- 
чи тенгламаникини эса — М  га купайтирамиз за улэрни 
1̂ ушамиз. У  }^олда

(L,L, - М^) ^  4* L ,R A - M R , i ,  =  L,E,
at
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бу тенгламанннг иккала 1̂ нсМини булмб, }

=  R JL 2 =  2ai, R ilL^=  2«2 белгилашлар киритсак, ь̂ уйи- * 
даги тенгламани :;̂ осил 1̂ иламиз; *

( l - t > ) f - + 2 a . i . - i ^ i .  =  ^ .  (17)
a t  i< l A l

Бу тенгламанннг иккала кнсминн дифференциалланмиз,
dt

нинг ифодасиип топиб, уни (16) трнгламаларнинг биринчи- 

сига 1̂ уямиз:

dt 4 Ма-^а  ̂ dfl 2 Ма^ dt ’

I /' ^1 I I D  ̂ ^

4 « itta  dt  ̂ ‘ [ 2«г 2«1 ' Л   ̂ ^

(12 i
}^осил р^илинган тенгламанннг иккала 1̂ исмини— i нинг

олдидаги коэффициентга буламиз:

, 2 (a i + ttj) dii , 4 . 4 f a iK j

----;— г;--- 7Г т  ;---Го =
d t ^  l - k ^  d t  \ - k ^  

ёки (a^ +  « 2)/(1 ”  =  о  Деб белгнласак:

^  - (18) 
1 1 ^ i ( l —

Характеристик тенгламанинг нлдизлар'1 Л],2 = — а ± р  

бу ерда р =  у  (j2 _ сон, чунки ради-
Г 1

кал остидаги ифода нолдан катта*). У  5^олда мос бир 

жинсли дифференциал тенгламанннг z умумий ечими 1̂уйи- 

дагича булади:

Z — е (Cl ch f5̂  I Сг sh РО-

Бир жинсли булмаган тенгламанинг г\хусусий ечимини 

ани1̂ мас коэффициентлар усули ёрдамида топамиз. ij^=A 
булсин, бу ерда Л — топнлиши керак булган коэффициент.

* Х,а1̂ик;атан :^ам,

2̂ _  4ссх«з ^  («1 -I « 2)̂  _  4к1аг ^
1-Й2 (1-&2)2 1_^^2

_  — 2a]tt2 + а| f  ia^a^k^ _  («j — « 2)2 + Aaia^k  ̂^  ̂

(1 ~ ■ (1 - *2)2 ^  •

270



~1==0ва  = 0  булгашшги учун (18) дифференциал* 1  -  о  ва ' 
dt dfi

тенгламадан А га нисбатан алгебраик тенглама келиб чи- 

1̂ ади:
4aiO^

\-k^

iEaia^

R ^ k ^ )

бу ердан Л =  E/R^^

Шуидан 1̂ илиб, I'x =  дсмак. (18) тенгламаппнг уму-
мнй ечпмн куйидаги курпптпда буладм:

Л е
—Of

(CiChp/  I CgshpO- (19)

Ихтиёрий узгармасларни анш^лаш учуй ушбу бошлаирич 
шартлардан фойдаланамиз: = 0  да /j =  О ва ig =  0.

Буларнинг бир:1нчисини (19) ечимга 1̂ уйсак, дар?^олС1 =  

=  —  E/Ri га эга буламиз. Шунинг учун (19) ечим 1̂ уйи- 

дагича ёзилади:

( 20)

)^осила оламиз: 

di,

dt
— в

—at Е
а  sh р/ - - ~  ch f,t j +

+  Р 'CaCh р/ -̂ ŝh р/
V R

ва уннпг 1у1Ймат11Ии  ̂ =  О да >^нсоблаймиз;

d/,

dt
=  а ^ + С , р .

/ = 0 Ri

)^осиланинг топилгаи 1̂ ийматнни ва бошланрич шартлар- 

даги ii =  t2 =  0 1̂ ийматларнн (17) тенгламага цуйиб, C^im 
топиш учуй тенглама )^осил 1̂ нламиз:

( Ь  А’2) —  Н
А’.

а  =  (tti +  а 2)/(1 —  Л̂ ) эканлипши назарда тутиб, кейин- 
ги тенгламани

( а ,  I а а ) £   ̂j ^  ^

^1 Ri
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f
курннпшга келтнрамиз, бу ердан

С , =
(«1 -  ад) Е

хусусий ечимни узил-кесил 1̂ уйидагпча ёзнлади;

-at а, — а

Р(1 - Г - )
“  sh р/ —  ch р/ I (21)

h хусуспй ечимни (17) мупосабатдап топиш мумкии.

Бунинг учуй у ерда в а ^  ни Ю1̂ орида ни t нинг

функцияси сифатида топилган ифодасига [(21) формулага 

к;аранг] ва бу функциянинг t буйича >^осиласига алмашти- 

риш керак. Буни муста1̂ ил бажаришни у(^увчининг 5>зига 

)^авола р^иламиз.
6-м исол . (Н  а г ру  3 к а у л а н г а н  у з г а р у в ч а н  т ок  

з а н ж и р и д а г и  т р а н с ф о р м а т о р . )  Нагрузка улангап 

узгарувчан ток занжирига уланган трансформаторнинг ик- 
кала контуридаги токларня топипг.

Е ч и л и ш и .  Маълумки, трансформатор индуктивлик ва 

ички 1̂ аршиликка эга булган ва индуктив борланган икки- 

та контурдаи иборат. Шунинг учуй 50-расмдаги схемадан

фацат иккинчи контурида

'l-f <?[

R2 .

R  нагрузкаси (тайней î ap- 

шилик) булиши билан фар1̂  

1̂ иладиган схемага эга 

буламиз (51-раем). Бун- 

дан таш1̂ ари, ток манбаи- 

нинг Электр юритувчикучи 

Е  узгармас деб эмас, 
балки и  (t)=  и cos {at + ф„) 

51-раем. деб олинади, бу ерда и —
амплитуда, со— частота ва фо — манба кучланишининг бош_ 

ланрич фазаси.
Кирхгоф 1̂ онуиларига биноан мазкур }<;0лда масалага 

дойр дифференциал тенгламалар системаси (16) га ухшаш 

куринишда булади:

at

+  {R2+R)h 0.

dt

du
(22)

I'
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бу срда и  {t) -  маибанииг электр юрнтувчи кучи. Соддалнк 

учун бошланрпч фаза фо ни нолга тенг деб оламиз ва куч- 
ланишни и  (t) =  и cos at куринишда ёзамиз.

(22) ни номаълумлари —- булган иккита алгебраик
at at

тенгламадан иборат система деб 1^араб ва уларни одатдаги- 

ча ечиб, коэффициентлари узгармас булган иккита чизи1̂ ли 
тенглама системасига келамиз;

dt

din

D

R) : , L^U 
~ h  -r

dt

_ R ,M .  
—  ■—

D

D

Ц + R) , m  
~h —

D D

(23)

6y ерда D — L1L2 —  — системанинг детерминанта.
(23) система бир жинсли эмас ва уни ечиш учун даст- 

лаб мос бир жипслн

dt

di.

R lU ; , MR
D D

2 __ _ ‘̂^R L
dt d

(24)

0,

система ечиш керак, бу ерда R̂ -\- =  деб белгнладик. 
Бу системага 22- § даги усулларни цу-''''^анамиз. Система­

нинг характеристик тенгламаси цуйидаги куринишга эга:

— RiLz — г М к_

R̂ M. - L,R ~~ т 

чунки умумий махраж D  ни ёзмаса >̂ ам булади. Бу ердан 

+  {R̂ L̂  +  RL^)r + R ^D  =  О

ни )^осил 1̂ иламиз, шунинг учун характеристик тенглама- 

нинг илдизлари

RLy
г 1,2  = 2 -± У  [ Jb h t - ^ ]  — R^RD (25)

булади.

(25) дан куринишича, D  >  О булганда характеристик 

тенглама ё иккита манфий илдизга, ёки >;а1̂ и1̂ий

1̂ исмлари манфий булган иккита комплекс илдизга эга бу­

лади. Бу ^олда (24) бнр жинсли системанинг jj туташув 

эксгратокини аницловчи умумун ечими t усиши билан
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электроток тебраниш характери1а [(25) комплекс илдизлар] 

ёки нодаврийлик характеряга {хАкщай илдизлар) эга бу- 

лишидан 1̂ атъи назар тез камаяди. Bapi^apop жараённи 

урганишда ечимнинг бу р^исмини эътиборга олмаса >̂ ам бу- ’ 

лади, шунинг учун умумий :>̂ олда уни ёзмаймиз.

К,аралаётган схеманинг идеал трансформатор деб ата- 

лувчи хусусий г;оли ало^^ида г^изир^иш уйготади. Идеал 

трансформатор узипинг нчки ва 1̂ аршиликлари : 

кичиклиги билан характерланади, бу 1̂ аршиликларни таш- 

1̂ и нагрузка R  ва тз1̂ рнбан нолга тенг булган D  нинг: ' i 

1̂ иймати1а нисбатан амалда нолга тенг деб ?^исоблаш мум- > : 

кин, бу ер дан ушбу тарфибий тенглик келиб чир^ади: М ~

~ У  Z-jLj. Бундай фаразларда R — R  деб ^^исоблаш мум- ’ 

кин ва (25) ДЭН ^ 0 ,  —  RL^ келиб чир^ади, демак,

(24) бир жинсли системанинг умумий ечимини идеал транс­

форматор булган ?̂ ол учун ушбу куринишда ёзиш мумкин:

=С1'^ +  СУ> , h  =

Иккинчи 1̂ ушилувчилар t усиши билан тез камаяди; 

бар1̂ арор жараён биринчи 1̂ ушилувчилар на бир жинсли 

булмаган (23) системанинг хусусий ечими билан биргалик- 

да характерланади.

и  \t) =  и cos at булгани учун бу хусусий ечимларни 

tj =  Л cos wt -1- В  sin (i)t,

ig =  Р  cos (£it +  Q sin cat 

куринишда излаймиз. (26) ни (23) га топамиз:

D  (—  /4 со sin (3)t -1 В ® cos cot) =  —  R 1L2 {А cos a t+ B  sin coO+

-| MR (P cos (£)t +  Q sin at) +  L^u cos at,

D  { P  CO sin (nt +  Qco cos cô ) == R^M {A cos at В sin at) —

—  LjR (P cos at -h QjSin at) —  Mu cos at.

Ёзилган тенгламаларнинг чап ва унг томонларидаги 

cos a t  ва sin a t  олдидаги коэффициентларни узаро тенглаб, 

туртта А, В, Р, Q номаълумли туртта чизи1-̂ли тенгламадан 

иборат ушбу системага келамиз:

BDa =  — AR^L^ 1 PMR  +  L,u,

— ADa — —  BR^L^ QMR,

QDa =  AR^M +  PL^R — Mu,

— PDa =  BR,M  +  QLj^.
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Бу системанинг ечими (26) хусусий счимнинг ифодасини 

беради.
Бу умумий 5̂ олга тухталиб утирмасдан, яна идеал транс­

форматор булган хусусий )^олга 1̂ айтамиз. Уиинг учун (]?i ^  

^  О, R, D  О, М ) ушбу тенгламани
}^осил 1̂ иламиз;

P R Y L1L2 +  L^u =  О, QR У =  О,

бу ердан

Q =  О ва Р  =  -  V Q L j_ u/R.

Р  нинг топилггн 1̂ иймати нагрузка занжиридаги ток ампли- 

тудасини ани1̂ лайди. У  }^олда нагрузкадаги кучланиш па- 

сайишининг амплитудаси L2IL 1U га {и —  манба куч-

ланишининг амплитудаси) тенг булишини 1̂ айд 1̂ иламиз. 

Шундай 1̂ илиб, У катталик нагрузка занжиридаги ва 
маиба занжиридаги кучланишлар нисбатини ифодалайди. 

Уни трансформация коэффициента дейилади. Бирэ1̂  элекг- 
ротехникада трансформация коэффициенти купинча боии^ача 

куринишда ёзилади. Цилиндрик чулгамли галтакнинг 

индуктивлиги чулгамлар сони квадратига пропорционал 

булгани учуй трансформация коэффициенти трансформатор 

урамининг бирламчи ва иккиламчи чулгамлари сопи нисба- 

тига тенг булар экан.

7- мисол. ( П а с т  ч а с т о т а л а р  ф и л ь т р  и.) 52- расмда 

Электр схемаси келтирялгаи; узарэ тенг 2 та L индуктив- 
лик, С  СИРИИ ва R  нагрузка î ap- 

шилиги V (t) =  и cos at 1̂ онун 

буйича узгарадиган кучланиш 

манбаига уланган. Нагрузкадаги 

кучланиш насайиши тебранишла- 

рининг характерини анш^ланг.

Бунда 6api-̂ apop жараён билаи 

чекланинг.
Е ч и л и ш и .  Чаи ва унг коп- 

турлардаги токларни мос равиш- 
да ва оркали белгилаб, сигим

I2 —  i
ва \ ларга нисбатан ушбу дифференциал тенгламалар 

системасини }^осил 1̂ иламиз:

IS*

/- L

52- раем.

ор1̂ али утувчи ток 

•J га "тенг'эканлигини топамиз. Кирхгоф г^онунига кура
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L'^-^j+L^f + Rh =  U{l), 

t

L—  +  Щ 2 +  ~  1̂) dr =  0.

(27)

(27) НИНГ ИККИНЧИ тенгламасиии t буйича дифференциал- 

лаб, 1̂ уйндагини ?^осил циламиз:

бу ердан

, . „ i c f + R c f + . V

<1 НИНГ ифодаснни t буйича яна дифференциаллаш ва (27) 

НИНГ бнринчи тенгламасига 1\уйиш мумкин, у .'̂ олда тенг- 

лама

L^C 5 -  -1 ^ ^2’|- i ‘Hf Ч Ri, =  и  (О (28)

куринншни олади.

(28) га мос келувчи бир жинсли тенглама барча коэср- 

фициентлари мусбат булган

L^Cr  ̂-1-- LRCr^ -f 2Lr + R =  О

куб тенгламадан иборат булади.
Бундай тенглама мусбат илдизга эга булмас-

лиги бу ердан курииади, чунки г >  О да чап г^исмдаги 

барча р^ушилувчилар мусбат ва улариинг йигиндиси нолга 

тенг була олмайди. Бундан тапл^аря, бундай тенгламанинг 

мав)^ум илдизларинипг ха1̂ и1̂ий ь^исмлари манфий булинш- 

ни исбот [̂ ИЛИШ мумкин.
Шупдай {^илиб, (28) га мос бир жинсли тенглама уму- 

мий ечимининг барча 1̂ ушилувчилари манфий курсаткичли 

экспонеитларга эга ез шу сабабли t усиши билан тез ка- 

маяди. Бизнп 1у1зиь;тирадтан баркарор жарасн шунинг 

учуй бир жпнслн булмаган (28) тенгламанинг хусусин 
ечими билан тула аыи!^ланади, унн, U — ucosoit булгани 

учуй

/а =  А cos со/ +  Б sin cat 

курпнишда излаймиз.

27(3
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By ифодаии дифферепцналлаб ва ^  ни >^амда упинг 

5^осиласини (28) га к;уйиб, ушбу тенгламалар системасига 

келамиз:

А {— 21и -1- +  Б  (i? -  Li?Cco®) =0,]

A{R — LRCa^) + В (2Z,co — L̂ Cco*) =  и

ёки

— 21ф +  =- а. —  / /?Со)- =  р 

белгнлашлар кнритсак;

аА  +  р5  =  О,

РЛ —  аВ  а.

Бу системадан топамиз;

Л =  р«/(а^ 1- р^), Б  =  - аы /(а*  +  р®).

/з ечимпинг амплитудаси

I о I == |/ м I /  |/'а* Н- Р  ̂ муносабат ор1̂ али ифодала-
нади, ёки а  ва р ларнинг !^ийматини эътиборга олсак:

It, I ^  ... (29)
' Y L ^a ‘̂{LCu>̂ -— 2)̂  + R^(l~~LC№")^ '

Нагрузкадаги кучланиш пасайишини (29) дан тенгликнинг 
иккала 1̂ исмини R  га купайтириб топиш мумкнн, чунки 

U2 — Riz-
Тебранишлар частотаси со нинг нагрузкадаги кучла- 

ииш амплитудасининг кириш нагрузкаси амплитудасига 

нисбатига таъсирини 1̂ араб чи1̂ амиз. и частоталар кичик 
булганда со® ва уидан Ю1̂ ори тартибли катталикларни 

эътиборга олмаса )^ам булади. У  з^олда (29) нинг махра- 

жида 0J булмаган }^адларгина 1̂ олади, демак, радикал ос- 

тидаги ифода R^ га тенг булади. Демак, |у)«|ы |/^? ва 

талаб этилаётган нисбат | и | • R/\ « 1 ^ 1 .
Бу паст частотали тебранишлар берялган схемадан 

амплитудани амалда (деярли) узгартирмасдан утишини 

билдиради. Аксинча, катта м частоталар учун (29) да ил- 

диз остидаги ифоданинг бош )^ади со нинг ю1̂ ори даража- 
ли }^ади булади. Ш у сабабли бундай частоталар учун 

I у I »  I ы |/(L*C со®), у ^олда

I гИ ~  ~

277

www.Orbita.Uz kutubxona;

http://www.Orbita.Uz


яъии юкррп частоталн тебранишлар берилган схемадан 

амалда утмайди, у паст частоталарни утказади ва ю1̂ ори 

частоталарни деярли утказмайди. Худди ана шу сабабга 

кура бундай схема паст частотали фильтр дейилади.

8-мисол. (}^арбий ) ^ а р а к а т л а р  д и н а м и к а с и . )  

Математика татби1̂ ларининг кенг ривожланиши математик 
методлар, хусулаи, дифференциал теигламалар ёрдамида 

илгари фа1<̂ат ми[<̂ дорпй муло)^азалардап иаряга утиб бул- 

майдигаи со)^аларга тсгитли купгипа масалаларии ;^ал 

этишга имкон яратди. Шуидай со.’̂ алардаи бири :^арбий 

ишдпр. }^арбий .^аракатлариипг эпг содда моделидан иборат 

масалалардан бирини 1̂ араб чи1̂айлик, бундай ^^аракатлар- 

да иккита группирэвка: 1̂ изиллар ва куклар иштирок этади.

1^изиллзрнинг группировкаси }^исобида та, куклар- 

иикида эса N2 та бир хилдаги ) а̂р5ий бирликлар (танклар, 
самолётлар, кемалар, ракета установкалари ва к.) бул- 

син, шу билан бирга уларнинг характери турли группи- 

ровкаларда турлича булиши мумкин; масалан, самолётлар- 

нипг танклар билан, ракета установкаларининг кемалар 
билаи жангини i^apam мумкин.

Bai^THHHr t моментида {^изилларнинг >̂ арбий бирликла- 

ря уртача сонини оркали, кукларникини эса та ор1̂ али 

белгилаймиз ва ваь^тнинг кичик М  оралирида уларнинг 

узгаришини >^исоблаймиз. узгаряш кукларнинг yp̂ î a
тутиши туфайли шикастланган бирликларнинг саф-

дан чиь̂ ин1и }^исобига булади. At ва[^т ичида кукларнинг

та 5̂ арбий бирлигидан }̂ ар 1^айсиси та муваффа-

1̂ иятли yi^ узади. Бу ерда =  Xg уртача yi^ отиш тез- 

лиги (кукларнинг }̂ арбий бирликлари ва[̂ т бирлиги ичида 

ук узишлар сони), р^ — айрим отишда нинюини мулжалга 
олиш э;^тнмоли.

Шунинг учун

Ami =  —

Тенгликнинг иккала г^исмини га булиб. At О да 

лимитга утсак, ушбу дифференциал тенгламани }^осил 1̂и- 

ламиз:
drrti ,

=  - Кт^.

Ю 1̂ оридагига ухшаш муло}^азалар юритиб, ушбу иккин- 

чи тенгламани >̂ ам з^осил 1̂ иламиз: 

dm« ,
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Шупдап j-̂ илнб, бошлапгич шартлари (0) =  Л̂ х,

/Па (0) =  N2 булган дифференциал тенгламалар системасини 

:>̂ осил 1̂ илдик. Бу тенгламалар жанг динамикаси тенгла- 
малари ёки Ланчестр тенгламалари дейилади.

Системани ечиш учун биринчи тенгламанинг иккала 
}^исмини t буйича дифференциаллаймиз ва унг томондаги

"ч унппг иккнпчи тепгламадаги пфодаси билан ал- .

маштпрамиз. У  >̂ олда j

=  k^k^my.

Б у тенгламанинг умумий ечими

1 k̂ kjt — Vkfiit
nil =  ^ 1̂  Т ^2^

куринишга эга ёки гиперболик функциялардан фойдалан- 

сак,

— Сд ch } -1" C4sh \ kik^t

куринишга эга. ни дифференциаллаб биринчи тенглама- 

дан 1̂ уйидагини топамиз:

Шз =  — Сз y j j k ^ s h  У  k^k^t —  Q  1/  ki/k^ ch !

Ихтиёрий узгармасларни ани1̂ лаш учун бошланрич 
нтртлардап фойдаланиб, ушбу 1̂ ийматларни хрсил ?̂ ила- 

миз; Сз =  Л̂ 1, Ci =  У  k J K  N 2, бу ердан Ланчестр тенг- 
ламалари системасининг ечими ушбу к\фииишда >^осил 

булади: ___ _____  ___

Шх =  iVi ch У  V  V h / K  sh 1

m2 =  —Ni У k jk 2 sh V  - i N2 ch ] kik2t.

Бу формулаларни абсолют сондаи нисбий сонга, яъии 

са 1̂ ланиб крлган бирликлар улушпга утиб соддалаштириш 

мумкин. Бунинг учун Их =  niilN i, =  /Пз/Л̂ г Деб белги- 
лаймиз ва система тенгламаларининг иккала р̂ и с м и н и  м о с 
равишда ва N2 га буламиз; у )^олда тенгламаларнинг 

янги системасини >!;0сил 1̂ иламиз;

^ M'l _  k — и 
Ч Г ----И2.

dt -
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By системапн бошлапгич шартлар; ^ = 0  булгапда — 

=  И2 =  I да интеграллаш керак. Юр^оридаги системани 

«J =  k^NJN^, «2 =  параметрлар киритиб, ихчамрэ(^
куринишга келтириш мумкин. У  холда

d ц,
—  И2Ц2.

ва «2 параметрлар оддий фнзнкавий маънога эга. 

ифоданинг сурати 1̂ изиллар узларининг даст- 
лабки составида ва1̂т бирлиги ичида мумкин булган yi^ 

узишлари сони, яъни кукларнинг Baî T бирлиги ичида 1̂и- 

зиллар томонидап яксон 1̂ илиниши мумкин булган бирлик- 

лэрининг уртача сони. Бу сонни га булиб, кукларнинг 
[^изиллар Baî T бирлиги ичнда яксон цилиш мумкин бул­

ган бирликларининг уртача ми1̂ доринн >^осил 1̂ иламиз. 

катталик /^изилларнинг к^кларга таъсир этиш интенсив- 
лигининг характеристикаси дейилади.

«2  катталик .%ам шундай маънога эга булиб, бунда фа­
ксах томонларнинг урни алмашган булади, у кукларнинг 

к^изилларга таъсир этиш интенсивлигининг характеристика- 

си дейилади.

Энг кейинги тепгламалар системаси ушбу курииишдагя 
ечнмга эга булади:

=  ch I UiU t̂ -1 u ju ^  sh \ u^u^t,

)Li2 =  ch V —  у  u ju ^  sh У  t

(y Ю1фридаги системани узгарувчиларнн тегишлича алмаш- 
тириб ечишдан хрсил булган). Бу формулаларни янада сод- 

далаштириш мумкпн, бунинг учун «келтирилган ва1̂ т»

t =  Yu^u^t ИИ киритиш ва J u ju ^  к деб белгилан! ке­

рак. У  >̂ олда

fij =  ch i -- — ch t. Hi =  ch Г  - и sh t.
Л

Агар томонларнинг кучлари тепг, яъни х =  1 булса,

Ml =  f*2 =

Бу формулалардан сат^ланиб (^олган харбий бирликларнииг 

уртача ми1̂ дорлари ва щ  фан^ат келтирилган вар̂ т t 
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га эмас, балки и параметр1а )^ам борлИ1̂ лиги келиб чш^а- 
ди. X параметр кучлар нисбатини белгнлайдн:

X — к Wi/«2 — { ^ 1/ ^ 2) I  k j k ^ .

Бу параметр бир томоннинг иккинчи томон олдида ус- 

тунлигини аник;лайди. и >  1 булганда 1̂ изиллар куклар- 

дан кучли булади ва жанг бир 1̂ анча вацтдан сунг 1̂ и- 

зилларнинг ралабаси билан тугайди. х <  1 булганда эса 

аксинча булади. х =  1 булганда }̂ еч бир томон устунлик* 
ка эриша олмайди.

X параметрнинг ифодасидан у кучларнинг муносабати 

N JN z  га эффектив yi^ узиш муносабати k jk ^  га нисбатан 
купроц борлиц эканлиги куринади. Масалан, нинг икки 

марта ортиши х параметрни икки марта орттиради, эффек- 

тив тез отиш нинг икки марта орттирилишн эса х 

параметрни фа1̂ ат | 2 =  1,4 марта орттиради.

Бундай турдаги конкрет масалани 1̂ араймиз.

К(ИЗИллар ва кукларнинг икки группа танклари уртаси- 

да жанг кетяпти. {^изнлларнинг 50 та танки булиб, улар- 

нинг уртача тез отиши минутига =  0,25 уц узишдан 

ва нишонга текказишнинг ур’’'ача э,\тимоли =  0,56 дан 
иборат. Кукларда 25 танк булиб, уларнинг уртача тез 

отиши минутига УЦ узишга, нишонга текказишнинг
уртача э;^тимоли р^ =  0,5 га тенг. Жангнинг боришини 

прогноз 1̂ илайлик, яъни жанг 1̂айси томоннинг ралабаси 
билан ва тахминан 1̂ анча ва1̂ тдан сунг тугашини )^амда 

ролиб чи1̂ 1̂ ан томоннинг йу1̂ отишлари такрибан !^анча бу- 
лишини курсатайлик.

Дастлаб 1̂ уйидагн коэффициентларни ?^исоблаймиз:

0.25 0,56-50 ^ 0 0  
=  -----25----  = 0 , 2 8 ,

„  - М з -  0 '5  0.5-25 _  п lo t .
“ 2 -- -  50 - 0 ,1 2 5 .

U i> « 2  булгани учун цизиллар ралаба 1̂ озонади. t =

=  |/0,28-0,125i =  0,187 < «келтирил1ан Bai^T» га утамиз 
ва устунлик коэффициентини хнсобланмпз:

X =  Т 0,28 /0 ,125 ;^ !,5 .

Жанг тугаши моментида =  О, демак,

ch t — X sli7  =  О,
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бу ердан l h / =  1 / х =  1 /1 ,5 =  0,667. Гипер5олик тангснс- 

лар жадвалидан t =  0,8 ни топамиз, )^а1̂ и1̂ий eai^xra (ми-

нутларда) утиб,  ̂=  </0,187 =  4,28 (мин) ни топамиз.

Жанг тугаганда р^изилларнииг са 1̂ ланиб 1̂ олган танкла- 
ри улушини анир^лаймиз:

fii =  ch0,8 — 0,667-sh 0,8 =  1,337 ^  0,667-0,881 =

=  1,337 — 0,585 =  0,752.

Шундай 1̂ илиб, танклар жанги тахминан 4,5 мин дан 

кейин цизилларнинг ралабаси билан тугайди, бунда рала- 

ба 1̂ озонган томон дастлаб узида бор булган таькларнинг 

25 % га яь^инидап, яъни тахминан 12 та танкидан ажра- 

лади.

24-§. ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМ АЛАР СИСТЕМАСИ ЕЧИМИНИНГ 

ГЕОМЕТРИК ТАЛКИИИ. ФАЗАЛАР ФАЗОСИ )<»АКИДА ТУШ УНЧА

1- § даё}  ̂ курганимиздек, биринчи тартнбли оддий диф- 

ферэнциал тенглама содда геометрик тал1̂ инга эга эди: 

у' — f (х, у) тенглама хОу текисликда йрналишлар май- 
донини аниь^лайди. Тенгламанинг ечнми интеграл эгри чи- 

зи1̂  булиб, у узининг .%ар бир нуь^тасида майдон ани1̂лай- 

диган йуналишга уринади.

Дифференциал тенгламаларнинг нормал системаси хам 

худди шунга ухшаш геометрик маънога эга. Соддалик 

учун иккита: у{х) ва z{x) номаълум функцияли иккита 

оддий дифференциал тенгламадан иборат ушбу системани 

цараш билан чекланамиз:

^  =  / i {X, У< 2),dx

й = h  {X. у, г).
(1)

_  _  f Cv tl
dx

Бу систсманинг уыумий ечими цуйидаги фуикциялар 

жу(|)тндан иборатдир:

у ~  у {х, Cl, С2)1

г =- z (л', Cj, Со), j

(2) функцияларнинг )^ар бири уч улчовли Oxyz текисликда 

цилиндрик сиртнинг тенгламасини ифодалайди, улар бир- 

галикда эса бу фазода (1) системанинг интеграл эфи чи>
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5I1FH булгап эгри чизш^ни ифолалайди. Уз иапбатида (1) 

система фазодаги бирсрта со^анинг хар бир (,v, у, z) Hyî - 

тасида интеграл эгри чизи1̂  у р и н а д и г а н  йуналишни

аниь^лай диганв а ~  к^ийматларни ани1̂ лайдн.

Шундай 1̂ илиб, дифференциал тенгламаларнинг (1) иор- 

мал системаси фазода йуналишлар мандонини беради, бу 

системанинг умумий ечимини топиш геометрик жихатдаи 

узининг j^ap бир му1̂ таспда ыайдои ани1-̂ лайдигаи йуналиш-

га уринадиган икки параметрли 
топишни билдиради.

эгри чизир^лар оиласини

Ю^орида айтилганларни номаълум функциялар сони катта булган 

){Олда 5̂ ам бемалол такрорлаш мумкин. Дз 1̂ и1̂ атан >̂ ам, п та номаъ­
лум функцияли п та оддий дифференциал тенгламанинг

у[ =  fi(x . Ух, .. •. Уп),

У2 =  У и ■■.. Уп),

у'п= fn (х<Уъ ■ Уп)

системаси (п +  1) улчовли Олгг/, , у„ фазода йу'палишлар майдопини 

аник;лайди. Унинг

У\ =  l/i Cl, . . . ,  С„),

(/2 =  г/г (X,  C l ,  .... С„) ,

Уп~ Уп {>̂1 ^1, С„)

ечими п та C l, . . . ,  С„ параметрли эгри чизицлар оиласи булиб, 
уларнинг ^ар бири уз ну1̂ тасида майдон ани1̂ .пандиган йуналишга 

уринади.

Купгииа физикавий масалаларда, хусусаи, механикага 

дойр бир 1̂ атор масалаларда дифференциал тенгламалар 
системасида эркли узгарувчи ролинн t вак;т бажаради. 

Бундай масалалар учун фа1̂ ат Ю1̂ орида келтирилган гео­

метрик тал!^ин (унда t Bat̂ T фазовий косрдинаталардан 

бирининг ролини уйиар эди) i-̂ улай булмасдан, бош1<̂ ача, 

яъни масалага^к!:радигая узгарувчилариинг турлича табиат- 
ларини тусиб*1̂ уймасдан, балки, аксинча, таъкидланади- 

гаи ва тула ани1̂ ланадигап тал1'̂ и1ш 1̂ улайдир.

Бу япги геометрик талк^ии билан танишишни цуйидаги 

мисолларни царашдан бошлайыиз.
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1-мисол. 18- § да 1̂ аралган гармоник осцилляторнинг 
те нгламаси

(5)

куринишга эгя, угтнг умумий ечими:

ж =  Cl cos kt И” Сз sin kt.

t — Q берилган бошланрич шартлар х ,̂ — =
d't ^=0

=  Vn куринишда деб фараз р^иламиз. У  ;^олда нхтиёрнн 

узгармаслар учун Q  =  Xq, Cg =  V(,/k ни топамиз, нати- 

жада бошланрич шартларнинг берилган системасини 1̂ аноат- 
лантирадиган хусусий ечим ушбу куринишда ёзилади:

X =  Хо cos k i +  ^  sin kt. (6)

(6) функция гармоник тебранаётган моддий ну1̂ танинг 
турри чизи1̂ ли ?^аракат 1̂ онунини ифодалайди.

(5) тенглама иккинчи тартибли, уни v =  функция

киритиб биринчи тартибли иккита дифференциал тенглама- 

дан иборат нормал система куринишига келтириш мумкии. 

У  }^олда бошланрич шартлари л: == Хо, v =  Vq бул- 

тан 1̂ уйидаги системанн >^осил 1̂ иламиз:

х '  =  V,

V' =  — k^x,
(7)

(бу ерда штрнхлар t буйича дифференциаллашни билди- 

ради). Бошланрич шартлари берилган (7) системанинг ечи­

ми (6) функция ва унинг ^^осиласидан иборат булади.

X =  Хо cos kt -|- (Vo/k) sin kt,

V =  — Xoksinki +  Vo cos kt. (8)

(8) тебранаётган моддий ну1̂ танинг )^аракат 1̂ онунини 
ва тезлигининг узгариш 1̂ онунини ифодалайди.

Юр^орида айтилганларга биноан (8) ечим геометрик 

нук;таи назардан уч улчовли Otxv фазода эгри чизи1̂  би- 

лан тасвирланади. t нинг 1̂ иймати эгри чизицда шундай 

ну1̂ тани ани1̂ лайдики, унинг координаталари мувозанат 

}^олатидан х масофа 1̂ ийматига ва моддий ну1̂ танинг бе- 
рилгап t моментидаги тезлн1и у иинг 1̂ ийматига мое ке- 

лади.
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Агар (8) тепгламапи уч улчовли Otxv ({мзоиинг 

V у1̂ ларида эмас, балки t ни параметр деб >шсоблаб, 
текисликнинг х, v у>^лар;1да карасак, }^аракатга 

геометрик маъно бериш мумкин. Бу )^олда (8) систе^*^ 
тенгламасини системадаги тенгламалардан t параметрами 

йуг^отиб }^осил к,илиш мумкин булган эгри чизи1̂ ни ани1̂ - 

лайди. Шу мз1̂ садда иккинчи тенгламанинг иккала цис- 

мини k га буламиз, сунгра иккала тенгламани квадратга 

оширамиз ва 1̂ ушамиз, у }^олда

д:* +  {v/kf =  х1 -\- {po/kY

ёки ро =  х1 - h (Vo/kf белгилаш киритиб ва тенгликнинг 
иккала 1̂ исмини Ро га булиб р^уйидагини з^осил ь^иламиз:

^ 7 рГ ь ^ 7 ( « = 1 -  (9)

Бу ерда ро =  ±  У  +  (УоЛГ >  О, чуики бошлаигич Хо =  

=  Уо =  О шартларда ечим айнан ноль булиб 1̂ олар эди, 

яъни юк 1̂ узгалмасда» 1'^олар эди. (9) тенглама xOv те- 

кисликда ярим у!^ларн р« ва йро булган каноник жойлаш- 
ган эллипсни ифодалашини куриш осой.

Биз мухркамага киритган xOv текислнк (7) нормал 

система учуй фазалар текислиги, фазалар текислигидаги

(9) эгри чизицни эса системанинг фазавий траекторияси 
дейилади. Равшанки, бу траектория фа 1̂ ат (7) дифферен­

циал тенгламалар системаси билангина эмас, балки яна 

мос бошланрич шартлар билаи ?̂ ам ани1̂ ланади. Бошлан- 

рич шартларнинг з^ар бир мумкин булган системасига бе- 

рилган дифференциал тенгламалар системасининг уз фа­

завий траекторияси мос келади.
Мазкур мисолда (6) тенглама билан тавсифланадиган 

ну1̂ танинг реал турри чизи1̂ ли з^аракатига системанинг 
фазалар текислигидаги фазавий траектория, яъни (9) эллипс 

буйича з^аракат мос келади.
Фазалар текислигипинг фазавий траекторчялар билан 

тулган кисми системанинг фазавий портрета дейилади. 

Бизнинг фазавий портрет бутун текисликни тулди-

ради, чунки бошланрич шартлар тегишлича танлаб олин- 

ганда фазалар текислигипинг исталган Hyi'̂ TacH ор1̂ али фа­

завий траектория —  (9) эллипс утади.
Умуман, (1) дифференциал тенгламаларнинг нормал 

системаси учун фазалар текислиги деб, уОг текислик оли- 

нади, фазавий траектория деб уОг текисликнинг у, z
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ларига нпсбатан келтирилган (2) ечим >;исобланади, бу 

ечимда х аргумент параметр ролини уйнайди, интеграллаш 

узгармаслари Ci ва Сг эса бошланрич шартлардан анш^ла- 

нади. X параметрни (2) системадан йу1̂ отиш фазавий трз- 

екториянинг одатдаги тенгламасига олиб келади.
Нормал системанинг ечиминн фазалар текислигида 

траектория ёрдамида тасвирлаш унг томони аргументга 
ёки ю1-̂ орида механнкага дойр масалаларда тилга олинга- 

нидек, t Bai^Tra борли!^ булмаган системалар учун айни1̂ са 

му^^имдир.
2-мисол. Ана шу нур^таи назардан сунувчи тебраниш- 

лар тенгламасини 1̂ араб чи1̂ амиз. 18- § дан маълумки, 

сунувчи тебрапншлар тенгламаси

^  +  2nf^ +  k ^ x = 0  (10)

куринишга эга, унинг характеристик тспгламасининг 

г, ^ — ~ п± . Уп^ илдизларл <  О шартда,

яъни к"̂  — =  к~1 булганда г,  ̂ =  п ± kii каби, тегишли 

умумнй ечим эса

X =  (Cl cos k t̂ 1- Ca sin k j)  (11)

каби ёзилиши мумкин. Бошланрич шартлар 1̂ уйидагича

булсин: x\i^g =  Xo, =  У  )^олда (И ) дан дар)<;ол

Ci =  Xo келиб ч щ ат . ни топиш учун (11) ечимни 
дифференциаллаймиз:

х' ё~"* [( nCi ^iCa) cos k j  I (C j^i ~ nCg) sin k t̂],

6y ердан t =  0 да Oo =  4 k^C^ ни тонамиз, демак,
C2 =  {Vq-\ -nxu)/ki ва юкнинг реал турри чизикли ^^арака- 

тинн тавсифловчи хусусий ечим

X =  ё~'"‘ (лго cos k j  - [ - sin kî t) (12)
«1

курмнишни олади.
Янги V =  х' функцияни киритсак, (10) тенглама ушбу 

нормал системага келади:

унинг ечими цуйидагича ёзилади.

X --= е~'“ cos k j  'I sin kj'j,

286



v =  e sinfe^A (14)
k̂  1

6y ердаги биринчи теиглама (12) билан бир хил, нккипчи 

тенглама эса биринчисини дифференциаллашдан >^осил бу- 

лади.
Олдиыги мисолдагига ухшаш, (13) системанипг фаза­

ний траекторияси xOv тскисликнинг х, v уцларига ннсба- 
тан ёзилган (14) тенгламалар систсмасидан иборат булади 

(бу ерда t параметр ролини уйнайди). Бу ерда параметрни 

йу1̂ отиш (8) системадагига 1̂ араганда анча мураккаб маса- 
ладир. Шунга 1̂ арамай, (14) система ани1̂ лайдиган фаза­

ний траектсрияларнинг характерини уларнинг ошкор тенг- 

ламаларини )^осил 1̂ илиб утирмасдан >̂ ам ани1<̂ лаш мумкип.

Фазавий траектсрияларнинг куринишини ани1̂ лашни еи- 

гиллаштириш учуи дастлаб v +  пх нфодани тузамиз, бу- 

нинг учун (14) нинг биринчи тенгламасиии п га купайти- 
риб, иккинчи тенгламаси билан 1̂ ушамиз:

V пх =  е
~ n t

( {vo -I пхо) COS k-J: Xq/Ji sin k-J),

бу тенгликни га булиб ва уни (14) нинг иккинчи тенг­
ламаси урнига цуйиб, системани р^уйидаги курииишда 

ёзамиз:

X =  е 

Vo + nx

Хо COS k j  +
t'o +  пх.

— e
- n i  /l»o +  nXf,

COS k^t —- л„ sin kj.. , ,  . „ . (15)
«I \ Й1 , ^

(15) НИНГ нккала теигламасини кьадратга ошириб, yjiapiui 
^^yшaмиз:

V +  пх\^

к
— е

,-2nt / -Ь nXfi\̂

ёки х1 -1- (Uo “Г nxoY/ki =  р*. белгилаш киритсак,

(16)

НИ >^осил циламиз, шу билан бирга р =/ О SKaHjuirn раишаи 

чунки бошлангич шартлар ссф ноль шартлардан фарг^ли.
(16) тенгламадан фазаиин траекториянинг тенгламасиии 

}^осил 1̂ илиш учун фойдаланиш мумкин. Бунинг учуи (16) 

дан t нинг кийматини топиш на бу ь̂ ийматни (14) ёки (15) 

тенгламаларнинг бирига i^yihim кифоя. Биро1\, олдиндан
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маълумки, }^осил 1̂ илинадиган ифода }^аддан таш1̂ ари узун 

булади, бинобарин, бош 1̂ ача йул тутганимиз маы^ул.

(16) тенгламани

(у +  n x Y  _  J

куринишда ёзамиз. Бу тенглама эллипс тенгламасини эс- 

латади. Агар махражлар узгармас ре~'*  ̂ =  А, k^pe~''* =  В 
булга нда эди, у >^олда тенгламани

, (У + ПХ)2 ,

42 1- 52 — ^

куринишда ёзиш мумкин булар эди, бу координата yi^- 
л а р и г а  н и с б а т а н  б у р и л г а н  э л л и п с н и  ифода- 

лайди, чунки иккинчи 1̂ ушилувчида v урнига v +  пх ту- 

рибди. Биро!^, аслида юр^оридаги ифодадан куринишича 

i4 ва f i махражлар ва1̂ тга богли!^, Шунинг учун фазалар 

текйслигида В/А  =  ki бз^лган бундай эллипсларни чизади- 

ган булсак, фазавий траектория буйича ^аракатланаётган 

нуцта бир эллипсдан иккинчисига утгандай булади ва 

спираль (эллиптик-логарифмик спираль) буйича марказ то­

мен ;^аракатланади. Масаланинг физикавий маъносига кура 

я  >  О, шу сабабли ё~'‘* О, эллипсларнинг ярим у 1̂ лари 

камаяди ва фазавий траектория буйича ^^аракат м а р к а з  

т ом  о н  спираль буйлаб (мувозанат }^олати) булади. 
Аксинча булганда, эллипснинг ярим у 1̂ лари катталашади 

ва фазавий траектория буйича з^аракат марказдан бош1̂ а 
томонга 1̂ араб булади.

Ш у пайтга 1̂ адар икки номаълумли иккита тенглама снстемасини 
цараш билан чекланган эдик. Киритилган тушунчалар функциялар 
сони катта булган з^ол учун ^ам уз кучини сз 1̂ лайди, (3) куриниш- 
даги унг гомони х аргументга борлир; булмаган системалар (механи- 

када t Bai^Tra богли!^ булмаган; бундай системалар автоном систе­
малар дейилади) учун ечимга геометрик маъно беришда параграф бо- 
шида айтилганидек (п +  1) улчовли Ох//,, . . .  , t/„ фазода фп1̂ ат 
интеграл эгри чизикларни зыас, балки п улчовли булггп 0(/,, . . ., 
у„ фазалар фазыида фазавий траекторияларни з^ам цуриш мумкин. 
Фазавий траекториялар тенгламалярини х.осил 1̂ нлиш учун (4) ечикни 
уларнинг параметрик бс(1и.пии1и деб i^apam керак, бу ерда х аргумент 
(/ В81̂ т) параметр ролини уйнайдн.

1^араб чи1̂ илган мисоллардан куринишича, фазалар те- 

кислигидаги траектгриялар буйича з^аракат характери реал 

>^аракат характери билан чамбарчас борланган. Шунинг
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учуи фазавин портретии ясаш реал системаларинпг Харак- 
теринн урганншда кенг цулланилади.

Чизи1̂ ли булмаган системалар учун, ва умуман, сис- 

теманинг анщ  ечимпни чекли куринишда }^осил к,илиб 

булмаган хамма }^олларда фазаний портретларии урганиш 

айницса мухимдир. Фазавий портретни анализ ь^илиш бе- 

рнлган система тавснфлайдиган харакат характернни, унипг 
бар1̂ арорлнгинн (туррунлигинн) ва бир ь^атор махсус маса- 

лаларни >;ар томонлама ани1̂ лашга имкон беради. Бу ма- 

салалар биз урганаётган умумнй курсга кирмайди, шунинг 

учун уларга тухталнб утирмаймиз.

25- § . ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМ АЛАР СИСТЕМАЛАРИНИ 

СОНЛИ ЕЧИШ  ТУРРИСИДА

Биринчи тартибли дифференциал тепгламаларни сонли 

ечиш усуллари оддий дифференциал тенгламаларнинг нор- 
мал системалари булган >^олга деярлн худди шундайлиги- 

ча татби!^ к,илинади. Аргумент буйича навбатдаги nyi^rara 

утишда барча изланаётган функцияларнинг орттирмаларини 

бир хил формулалар буйича )^исоблаб чиь^иш керак, холос. 
Бунинг 1̂ андай бажарилишини 8- § да муфассал куриб 

чицилган Эйлер методи мисолида курсатамиз.

Бошланрич шартлари Хо. Уо> Zo булган иккита оддий 
дифференциал тенгламадан иборат

у' == fi (X, У, z), 

г' =  h  {X, У, г)

система берилган булсин. Изланаётган у(х) ва г{х) функ- 

цияларнинг л:, =  Хо 1“ h ну1̂ тадаги р^ийматларини ?^осил 

цилиш учун уларнинг орттирмаларини

At/o =  */о-  ̂ =fi{Xo, «/о. го,)-К

Azo =2„-h =  /2 (^0. У о, Zo)*h

формулалар буйича ?^исоблаймнз, шундат! кейин 1̂уйида- 

гиларни >;осил 1<^иламиз:

г/i =  I/o I А.г/о =  Уо +  /1 (Хо, Уо, г») • h,

Zi =  Zo 1 Azo =  Zo +  /2 (-<̂0. Уо, Zo) -h. (3)

(3) 1̂ ийматлар Xi, y ,̂ системани беради, булардан 

энди (2) формула буйича янги nyi^rara утишимиз мумкин. 
Орттирмаларни х,исоблашнинг (2) формуладан бош 1̂ а фор-
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мулаларга асослапгап исталган бнр иккипчн сонлн усу- 

лнни ,\ам бизнипг >̂ ол учуп худди шундай умумлаштириш 

мумкинлиги равшан. Прогноз ёки коррекция усуллари- 

нинг бирортасидан фойдаланишда дастлаб изланаётган 

барча функцияларнинг 1̂ ийматлари навбатдаги ну1̂ тада 

прогноз {^илинади, сунгра коррекцияланган 1̂ ийматлар 
?^исобланади.

lOi^opH тартиблн дифференциал тенгламаларни сонли 

ечиш учун уларни, 21-§ да к^илинганидек, ёрдамчи функ- 

циялар киритиб, ьормал системага келтирилади. Масалан, 

бошлангич шартлари лго, г/о> У'о булган иккинчи тартибли

У" =  f {X, У, У')

тенглама янги z =  у' функцияни киритиш билан бошлан- 

рич шартлари Хо, г/о. 2о =  Уо булган (1) куринишдаги

У' =  г,

г' =  f {X. у, г)

системага келтирилади. 

т  =■- I индексли

У" -V—  У' + у =  0

Бессель тенглпмасипинг (20- §) Хд ^  0,5 , (/„ =  0,242, %  =  0,454

бошлпнрич шартларни цаиоптлантнрадпган ечимини [0,5; 1] орали!^ 
учун h 0,1 и;адам билан Эйлер усулн ёрдамида топамиз.

Энг аввал берилгаи иккинчи тартибли тенгламани система булган 
}(олга келтирамиз. Бунинг учун у' =  г дейиш ва берилгаи тенглама­
ни г' =  у" га нисбатан ечиш кифоя, натижада ушбу системани ;^осил 
1̂ иламиз:

У = г ,
(1 -  v=) у -  г

Хисоблашларнипг олиб борплиши равшан, шунипг учун улар жой- 
лаштирилган жадвалнинг узини келтирамиз. Бу  жадвалда бир нечта 
(6) — (8) устунлар келтирилган бу'либ, уларда г' ни топишдаги ора­
ли!^ ;^исоблашлар келтирилгаиини и;айд 1̂ илиб утамиз. Охирги (10) 
устунда y,(x) функциянинг масаламизиинг аниц ечими булган 1̂ иймат- 
лари келтирилган. Та 1̂ рибий ечимни ани1̂  ечим билан солиштиришда х =  1 
да абсолют .хато 0,012 га тенглнгини, дем^к, нисбий хато тахминан 
3% ни ташкил этпшини курсатади.
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О) (2)

0 ,5

0,6

0,7

0,8
0 ,9

1

0,242 

0,287 

0,327 

О 363 

0,397 

0,428

Д{/=

(У (4)

у = 2
Аг—

= г '.П

(5)

<Ь—

(6) (7) (8)

a)4 i)

(0>

0,045

0,040

0,036

0,034

0,031

0,454

0,399

0,363

0,335

0,309

- 0 ,0 5 5

- 0 ,03 6

—0,028

0,026

0,750

0,640

0,510

0,360

0,181

0,185

0,167

0,131

-0 ,273

-0 ,214

-0 ,196

— 0,204

- 0 ,54 6

- 0 ,35 7

- 0 ,2 8 0

— 0,255

0,242

0,287

0,329

0,369

0,406

0,440

Мисол. Мэссасп т  булган моддий нуч-̂ танпнг бу нук- 

тани мувозамат холатмга 1̂ антаришга урииаётган ва ыукта- 

нннг бу хрлатдап узоклашишнга пропорционал булган 

эластик куч таъсирида тз'гри чизш^ли .^аракатини текшн- 

ринг. (Бундам ташкарн харакат шундай мухитда деб фа- 

раз 1У1ЛИПГКИ, унинг каршилиги тезликнинг кубига тенг.)
Е ч и л и ш и .  Нуктаиппг мувозамат холатмдан узокла- 

шишнип л оркали белгилаймиз, у хрлда дифференциал 

тенглама ушбу курмиишда булади:

тх" — —  к^х —  kiX'^

бу срда ва мусбат пропорционаллик коэффициент- 
лари.

Сшли мисол куранлнк:

л'" =  - Л-— 0,1л-'з.

Бу теигламанинг /о =  О, Хо =  1, Хо = 1  бошлаирич шарт- 
ларни 1̂ аноатлаитирувчи ечимлар:1ни [0; 0,20) орали1<̂ учун 

1г =  0,02 кадам билан Эйлер усули ёрдамида излаймиз.
>\Мсоблашлар к^уйидагм ж ад в ал д а  келтирилган.
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/ - tix=x'h x'=y Ay=y'h «0,1».(4)’ -(6)

(I) (2) (3) W (5) (6) (7)

0 1
0,02000

1
— 0,02200

0,10000 —  1,10000

0,02 1,02000 0,97800 0,93544-10-1 -1,11354

0,01956 — 0,02227

0,04 1,03956 0,95573 0,87298-10-1 -1,12686

0,01911 -0,02254

0,06 1,05867 0,93319 0,81266-10-1 -1,13994

0,01866 —0,02280

0,08 1,07733 0,91039 0,754 54-10-1 1,15278

0,01821 0,02306

0,10 1,09554 0,88733 0,69864-10-1 1,16540

0,01775 0,02331

0,12 !,11329 0,86402 0,64502-10-1 — 1,17779
0,01728 -0,02356

0,14 1,13057 0,81046 0,59368-10-1 -1,18994

0,01681 0,02380

0,16 1,14738 0,81666 0,54466-10-1 1,20185

0,01633 0,02404

0,18 1,16371 0,79262

0,01585

0,20 1,17956



' '|

V Б О Б

ДИФФЕРЕНЦИАЛ ТЕНГЛАМАЛАРНИ ЕЧИШНИНГ 

ОПЕРАЦИОН УСУЛЛАРИ

26-§. ОПЕРЛЦИОН >^ИСОБДЛП ЗЛРУР Л1ЛЪЛУМ0ТЛАР

Дифференциал тенгламзларни ечишнинг олдинги боб- 

ларда 1̂ аралгаи усулларл (айниь^са, ran хусусий ечим ус- 
тнда кетгаида) баьзан мураккаб ва узундан-узоц >^исоблаш- 

ларни талаб эгади, Операцион >;исоб усуллари хусусий 

ечимни, умумий ечимпи га нхтиёрий узгармасларни топиб 

утирмасдан осоп ва бевосита топиш! а имкон беради. Бу ус̂ ^л- 

ларнинг асосий рояси берилган дифференциал тенгламадан би- 

рорта ёрдамчи алгебраик тенгламага утишдадир, бу ёрдамчи 

тенгламани тузишда бошланрич шартлар сисгемаси :;̂ ам }^исоб- 

га олинади. Ёрдамчи алгебраик тенглама ечимидан тескари 

алмаштириш бажариш дастлабки берилган ди(1х})еренциал тенг- 

ламанииг изланаётган хусусий ечимини топишга нмкон 
беради.

Операциои :>̂ исоб усуллари коэффициентлари узгармас 
булган чизи1̂ли ди(|)ференциал тенгламаларни ечцщда му- 

саффа1̂ ият билаи 1<^уллапади. Улариинг татбч!'  ̂ цилиииши- 

иинг умумий прнициплари билац содда мпсол ор1'̂ али та- 
ииштирамиз.

Бошлаигич шарти х{0) О булган биринчи тартибли 

x'{t) -1 x(t) =  I

дифференциал тенглама берилган булсин. Бу тенгламанинг 

аргументнинг tyO  р^ийматлари учуй хусусий ечимини то- 

пиш талаб 'ь^илинади.

Тенгламанинг иккала 1̂ иомини функцияга купайгира- 

миз ва уларни t буйича  ̂ =  О дан оо гача интеграл-
лаймиз. }^осил к,илян1'ан тенглик ушбу куринишда булади:

ОО ОО оо

е~”‘ х' (/) Л  +  I  е-”‘ x { t )d t=  j' dt.
о

293

www.Onbita.Uz kutubxonasli
— --------- —  _  г— - - г-- ■ ^

http://www.Onbita.Uz


Уиг томоидаги интеграл осоп }^йсоблаиади. Чупопчп

о

Бу ердаи интеграл Я1\инлашишн учуп р > 0  деб фараз ци- 

лиш кераклиги куринади, акс >^олда интеграл узок,лашади 

ва ифода маънога эга булмайди. шунинг учун р > 0  деган 
шартпи 1̂ абул к^илaмиз. У  :^олда

оо

е-"' dt =

Тенгликнинг чап томонида турган биринчи интегрални ун- 

га булаклаб интеграллаш 1̂ оидасини цулланиб }^исоблаймиз:

j  е~”‘ х' (/) d t = J  e~’’‘d [x(/)] =  е~’’ х̂ {t) +  р J  е~’’‘ xit)dt.
о о 0 0

Биринчи 1̂ ушилуБЧИ / =  о да берилган бошланрич шартга 

кура нолга айланади. t =  со булганда [ĵ hm шундай даъво 

уринлидир. Х^щщатан }̂ ам, р > 0  ва +  оо да ё~’’* нол­

га интилади. Шунинг учун изланаётган x{t) ечим чегара- 

ланган* деб фараз 1̂ илиш етарли. Натижада

\\тё~’’‘ x{t) =  0.
t-̂oo

Ни;^оят, узил-кесил 1̂ уйидагига эга буламиз:

00 оо

j ё~^'‘ х ' (О d t =  pj е~''* X (t)d t. 
b о

Ю 1̂ оридаги ^^исоблашлар интеграллаш чан сунг тенгликни 

цуйидагнча ёзишимизга имкон беради;

1

Р
(р 1 \)\e-’̂ 'x{f)di=

* Аслида Мт e-pt x{t) =  О лимит муносабатн1-нг бажарилиши учун 
>00

x{t) нинг чегараланган булиш тялаби анча тор мяънодадир. Лимит му- 
носабат x{t) чексиэ, б и р о 1̂ ж у д а  т е з  у с м а г а н д а  о^ам уринли­
дир. Кейинги тасди1̂ нинг анИ1̂  маъносига тухтаб утирмасдян лимит 
муносабатнинг бажарилишинигина талаб ь^илиб 1̂ уя 1̂ оламиз. Бу ерда 
у биз фойдаланаётган барча хосмас интегралларнинг з̂ ам я 1̂ инлашиши- 

ии гарантиялашини 1̂ айд 1̂ илиб утамиз.
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Бу уша биз айтган ё р д а м ч и  тенглама булиб, уидан 1̂уйи- 

даги муносабат осонгина келиб чн1̂ ади:

\ е x{i)dt —
1

р(р + >) р р+1

Маьлумки,

Р '
^ О

1^уйидагига хам ишонч ?^осил 1̂ илиш осой:

Р + 1  о’

демак,

f e-'’4- (/)d/=r e~''b e-']df.
о о

Энг охирги тенгликдан изланаётган ечим x(t) 1— е '‘ 
функция булади деб фараз к,илишимиз табиийднр. Бу ас- 

лида хам шундай эканлигини ва топилган ечим берилган 
бошланрич шартларни 1̂ аноатлантиришини куриш осон.

Келтирилган }^исоблашларни хам унчалик î HCî a деб 

булмайди, албатта, биро!' ,̂ бу >^исоблашларнинг энг содда 

йуллар билан бажарилганлигидадир. Дифференциал >̂ исоб- 

нинг формал аппарати лимнтларни хисоблаб утирмасдан 

элементар функцияларнинг хрсилаларини ,\исоблашга имкоп 

бергани каби, операцион >^исобнинг формал аппарати .^ам 

хосмас ннтегралларнп ёзиб ва з^июблаб утирмасдан ?;исоб- 

лашларнн бир неча марта 1̂ искарткришга имкон беради.

Шундай цилиб, биз операцион .\исобнинг формал аппа­
рати билан танишиб чиь^ишимиз керак. Бу аппарат мате­

матика курсннинг .%озирги паитда^купчилик мутахассислик- 

ларнинг программаларига киритнлаётган мустак,ил булими- 
дир. Шунинг учун биз бу булимнннг мазмунини тула 

баён к,илиб утирмасдан, факат керакли таърифлар, хосса- 

лар ва теоргмаларнн келтириш билан чекланамиз. Таъриф- 

ларнинг тушунтирилишини хам, теорема ва хоссаларнинг 
исботларини }̂ ам у 1̂ увчи операцион ;^исобга бапишлаш ан бир 

к,атор цулланмалардан топиши мумкин.
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Операцион :>^исобнинг асосий тушунчаси Лаплас алмаш- 
тириши ?^исобланиб, ^ > 0  да анш-^ланган ха1̂ и1̂ий узгарув- 

чининг /(/) функциясига

F{P) =  J e-^‘ f{ ()d t
о

(бу ерда р  - мусбат ха1̂ш<̂ ий сои ёки ха!^и1̂ий 1̂ исми мус* 

бат булган комплекс сон) тенгляк билан ани!^ланадиган 

F{p) функцияни мос цу'ядн. Буидай хрлда f{t) функция 

оригинал, F{p) эса тасвир (баъзан Лаплас 'буйит тасвир 
ёки лаплас-гпрансформация) дейилади.

f{t) функциядан унинг тасвирнга утиш 1<̂ уйидагп

L{m } -̂ ~-F{p) ёки m-^F{pi)

символлар б.'1лаи,"тасвирдаи оригииалга утиш эса

L“ ' {f'{p)} =  f{i) ёки F{p)^=f{i) символлар билаи бслги- 
ланади.

Тасвириинг мавжудлигини ва фойдалаииладигаи барча 

хосмас интегралларнинг Я1\инлашишини гарантиялаш учуй 
f{t) оригинал 1̂ уйидаги шартларни 1̂ аноатлантиради деб фа- 

раз килиш етарлидир.
'Л °. Исталган чекли интервалда f(t) ва f'{t) чекли сон- 

дан куп булмаган биринчи тур узилиш ну!\таларига (чек­
ли сакрашларга) эта.

2\ t < Q  учун f(0 = 0 .
3°. Щ) функция курсаткичли функциядан тез усмайди, 

яъни шуидай )^аки1̂ий узгармас УИ>0 ва s > 0  сонлар мав- 

жудки, !/(/)■ булади.

Иккинчм шяртга нисбатан шуин яйтиш мумкинкн, функциянинг 
тасвири унинг фацат /> 0  учун ь;иймат.пари билангина анш^ланади, 6hj 
нобарин, унинг ^< 0  дагн р;нйматлари бизни 1̂ изи?;тирмайди. Татбикнй 
масалаларда процесснннг боришнии одатда бирорта момеитдан бошлаб 

(биз уни з^ар доим ноль момент деб фараз килишимиз мумкин) аннцлаш 
талаб нилинади. Учинчи шарт Re(p) >  s тенгсизликни 1-;аноатлантирув- 
чн р иннг 1̂ ийматлари учун барча зарур булган хосмас иптсграллар- 

нинг Я1^инлашишнни гарантиялайди.

Энди дифференциал тенгламаларпи ечишда зарур бу- 

либ 1̂ олиши мумкин булгаи Лаплас алмаштиришлари учун 
асосин коидалар 1\!ажмуиии исботснз келтпрамиз.

Л а п л а с  а л м а ш т и р и ш л а р и  о и да  л а р  п
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1. Чизиклилик хоссаси.{/,(/)} ва {С,} лар п та функцпя 

ва п та сон системалари булсин. Лгар (/ =

=  1,2, . . .,п) булса,

1=1

яъни оригиналларнинг чиз1щли комбинациясига тасвирлар- 
нинг чизикли комбинацияси мос келади ва аксинча.

2. Ухшашлик теоремаси (оригинал аргумента масштаби- 

нипг узгариши). Агар а > 0  ва 'f{t)-^-F{p) 6tjAca, у )(олда

3. Тасвирнинг силжиш теоремаси. f{t)==f(p) булсип.

У  :(олда исталган ро учун f(() ф  Г(р 1 Ро) 0ринли.
4. Оригииалнинг кечикиш теоремаси. Агар /о> 0  бдлса, 

у ,\олда 1{()фГ{р) дан f{i —  Р{р)келиб 4ut^adu.
5. Оригиналнинг узиб кетиш теоремаси. Лгдр io>Q бдл­

са, у х1олда f{t)^F{p) дан

f {t -\ Ъ) F{p) -  [  f  (i) dt

келиб чищди.

4- ва 5- теоремаларнннг ифодаланишидаги фар1< шупи курсатадики, 
оригш1алда аргументнинг силжиши натижасида тасвирда буладиган уз- 
г<-фиш фа1̂ат бу еурипишнинг катталигига борлиц булмай, балки унинг 
йуналишига рм^борли!^ экан: бир :̂ олда тасвир тегишли экспонентага 
оддийгина купапса, бош1̂а ?̂ олда оригиналнинг тегишли орали1у1аги 
1̂ийматига борли!̂  булгаи кушимча ;̂ ад айирилади ;̂ ам.

6. Оригинални дифференциаллаш. f{t) функция [О, оо) 

да узлуксиз дифференциалланувчи ва f'{t) уносила тасвир 
мавжудлигининг 1°— 3° хоссаларини 1̂ аноатлантирсин. У
холда:

а) агар f{t)z=F{p) бдлса, у ^олда f'{f)^pF{p) — f{0); 
хусусан, агар ДО) =  О бдлса,

n t )  =  pF{p),

яъни фунщияни дафференциаллашга тасвирни р га кд- 
пайптрши (балки унинг нолдаги щшматши айириш) мос 
келади.

б) агар маежуд бдлса ва 1°— 3° хоссаларга бдй- 

сунса, у ^олда f { l ) ^ F { p )  дан f^''\i) =  p"F{p) —
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—  [р" '/(0) +  р'‘ ^ Г (0 )+ • • • + '\0)] келибчицади, ху- 
сусан, агар f(t) бошлангич ноль ишртлар /(0) =  /'(0) =  

=  . . .  =  / '"“ '*(0) ни /^аноатлантирса, у }(олда

F{p).

7. Оригиналки интеграллаш. f{i) функция [0,оо) да уз- 
луксиз, тасвир мавжудлигининг Г — 3° шартларини t̂ a- 
ноатлантирсин ва f{t)==F{p) брлсин. У  у̂ олда

[ f{x)dx^-yF{p),
о

яъни функцияни интеграллашга тасвирни р га б^лиш мос 
келади.

6-ва 7-к;оидалар тасвирларга утишда ва баъзи 1̂ ушим- 

ча шартларга (бошлангич нольшартлар) амал 1̂ илишда диф- 

ференциаллаш оператори билан маълум маънода оддий к^- 
пайтувчи каби иш тутиш мумкинлигини курсатади.

8. Тасвирни дифференциаллаш. f{t) =  F{p) бдлсин. У  
}{олда-.

а) ■ ^ tn t)^ n P y ,

б)

9. Тасвирни интеграллаш. f{ i)^F {p )  ва ^  каср тас­

вир мавжудлигининг Г — 3° шартларини/^аноатлантирсин. 

У (̂олда

f(t) . Г ,
- Г ~   ̂ F (q) (jq. 

р
6- ва 8- 1̂ оидалар, шунингдек, 7- ва 9- цоидаларнннг формулировка- 

ларинн солиштиришни ;^амда оригинал ва тасвирларни дифференциал- 
лаш ва интеграллаш и;сидалари орасидаги ухшашлнк ва фаркни ан1Щ- 

лашни укувч!1га 5\авола 1̂ иламиз.

10. Урама ?̂ з1̂ ида теорема ( т а с в и р л а р н и  купай- 

т и р и ш  т е о р е м  а с  и). Бу теоремани баён к,илишдан ав- 

вал ураш амалинн (ёки ураманинг) таърифини келтиришга 

турри келади. У  * символи билан белгиланади.

Бирор [а, Р) оралир^да ани1̂ ланган f^{t) ва f^{t) функция- 

лар берилган булсин. Уларнинг бу кесмадаги драмаси деб 

Р

а
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тенглик билап апик;ланадиган янги f{t) функцияга айтила- 

ди. [а, Р1 кесма учун [О, t\ кесмани оламиз. Урама амалн 

коммутативлнк ва ассоциативлик хоссаларига (яъпи урин 

алмаштпряш ва группалаш 1̂ онунларнга буй.;унади) на î y- 

шишга нисбатан дистрибутивлик (та1̂ симот цонуни) хосса- 

сига эга эканлигини куриш мумкнн. Хусусан, коммутатив- 

лик хоссаси урама функциялардан кайси бири интегралга 

t—x аргумент билан киришига борли!^ эмаслигини билди- 
ради.

Агар fi{t) ва f2{t) лар Г —3'̂  шартларни щноатлан- 
тирса, улар ррамасининг тасвири кдтйтувчилар тасвир- 
ларининг крпайтмасидан иборат булади, яъни fi{t) ф  Fi{p) 
ва f2(t) =  F^{p) дан

п { ( г и п = = ш ш

келиб чщади.

11. Дюамель теоремаси. Бу теорема олдинги теорема- 

нинг умумлаштирилгани сифатида р^аралиши мумкин, у 

иккита функция урамаси ^^осиласининг тасвири учун ифода 
беради.

Агар /2(0 фунщиялар [О, со] да узлуксиз )^осила- 
ларга эгабдлса ва fi{t) =  Fi{p), /г(0 Ф ^ 2(Р) бдлса,у урлда 

d

dt
/2 (0  Фрр1{р)р2{р)-

К^араб чи1̂ илган барча хоссаларни умумий жадвал ку- 
ринишида ёзиш 1̂ улай (1-жадвалга царанг).

Юь^орида курилган, бошланрич шарти л:(0) =  О булган

x'{t)+x{t) =  1

тенгламага яна цайтамиз. Агар л:(/) функциянинг тасвирини 
Х(р) ор 1̂ али белгиласак,

х (О ф Х (р ) ,

у ;^олда оригннални дифференциаллаш теоремасига кура

x '{ i)^pX {p).

Бундан таш1̂ ари, илгари ?^исоблаганимизга кура 1 ф  1/р.

Шунинг учун берилган тенгламанинг чап ва унг 1̂ исмла- 

рининг Лаплас 'алмаштириши чизир^лилик хоссасига кура 
тенгламани ушбу куринишига 'келтиради:

рХ{р) +  Х { р )^ 1 /р ,
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Лаплас алмаштиришлари цоидалари 

f(p )  =  f e-P‘ j(t)dt

1- ж а д в а л I
I

I

№ Номи Oimi iina.i Tacuiip

'1
ЧИЗИ1^ЛИЛИК хос- 
саси 2  Cifiit) 

(=1
i  C,Fi (P) 
<■=1

2 Ухшашлик теорема­
си

fiat) (a>0 )
1 P \

a ^ [ a ]

3
Тасвирни сплжн- 
тиш теоремаси e - ^ m ) F(p -\ Po)

4
Оригиналнинг кечи- 

киш теоремаси
Ш - t ,)  (t, >  0) e-‘°PF{p)

Оригиналнинг узиб 
кетиш теорема си

Оригипалии диффе- 
peHiuia^jam

Оригинални ипте- 
граллаш

JoP

о

т
pF (p )- m  

P "- F (P )- [P "“ V(0) I-

+ (0) н-. . .

. . .  + (0) -ь 
+ (0)]

Ят)^Т
1

1^{р)

Тасвирни дифферен- 
циаллаш

Тасвирни интгграл- 
!лаш

(-1)«

/(О

F' (Р) 
FOi) (р)

]■ F(4)dq

10

И

300

урама теоремаси 
(тасвирларни_купай- 
тириш теоремаси)

Дюамель теоремаси
dt

f/i (О* f m

f i  iP) F,{p)

pFiip) F«.ip)



1 _  1 1 
'^ ^ Р > - р (р + 1 ) р р Ы -  

Энди тасвирлардан оригиналларга утиш керак.Энди маълум 

булган 1-г1/р тенглнкка силжиш теоргмасиии р^уллаииб, е~‘ 
ф 1 / ( р  -1-1) ни топамиз. Шунинг учун

1 1 • 11 —  е .

бу ердан

р Р +  1

бу изланаётган x{t) =  1 ечимни беради.
Бу ерда учрайдиган барча функцияларни тасвир мав- 

жудлигининг 2^ шартига кура / < 0  булганда волга тенг 

булишипи 1<̂ айд 1̂ илиб утайлик, демак, масалан, тенглама- 

нинг унг томонида бир эмас, балки

( / > 0  да 1,

Ы П  =  | ^ < 0  да О

шартлар билан аниь^ланган функция туриши керак. Бундай 

функция бирлик функция дейилади. Бяро!^ ёзувни ]-̂ис1̂ ар- 

тириш ма1̂ садида барча функцияларнинг одатдаги белгила- 

ниши сан^ланиб {^олади, биро!^, бунда айтайлик, е~* функ­

ция дейнлганда

/ > 0  да е~‘ •
е 'сто(/) =

булган функцияни тушуна берамиз.
Келтирилган мисолдан куринадики, дифферзнциал тенг- 

ламаларни ечишда операцион хисоб усулларидан самарали 

фойдаланиш учун элементар функцияларнинг Лаплас буйи- 

ча тасвнрларини билиш керакдир. Бу унг томоннинг тас- 

вирини топнш учун ёрдамчи тенгламага утишда хам, бе- 

рилган тенгламанинг ечимига р^айтишда, яъни ёрдамчи тенг- 

ламани ечишдан }^осил 1̂ илинган маълум тасвир буйича 

оригинал1!и топишда хам талаб этилади.

Элементар функцияларнинг тасвирлари тегишли хосмас 

интегрзлларпи (баъзан муракклб ва узундан-узоц интеграл- 

ларни) хисоблап! билаи .%осил i-^илинадн. Бирок; барча 

ооблатлприи хар гал яигидан бажариш нтарт эмас, ?^осила- 

лар ёки аии1'̂ мас питсмраллар жпдпалпга yxinaiii тасвирлар 

жадвалини тузиб олищ ва упдаи хар гал фойдаланиш ки- 

фоя.
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1^уйида келтирилган жадвалда (2- жадвалга каранг) тез- 

тез учраб турадиган элементар функцияларнинг тасвирла- 

ри келтирилган. Уларнинг баъзиларини 1- жадвал ь̂ оида- 

лари буйича группалаб, бир 1̂ атор янги формулаларни ?̂ о-

2-ж а д в а л

Баъзи элементар функцияларнинг тасвирлари

№ Оригикал Тасвир

0̂0 (О

-at
Р +СС

sin at

cos at
р‘̂+а^

sh at
p'̂ —â

ch at
p^-a^

n 1

n«+l

e sin at

10

11

R02

e cos at

e s h a t

P + «

(p+a)2 +



Да$ОМи

№ Оригинал Тасвир

12 е °‘с h at
Р + «  

(р+ а)2 —

13 te—at 1
(р +  а)^

14

15

16

17

18

^пе-at

/s in  at

t cos at

-e Hi =  "Yn^—k‘‘‘

Л=1/л2-й2

19
1 -  e,—nt

COS tilt +  ---  sin Hit

«1=

20

_1_

Л2
1 —  e ch ht +  —  ch ht 

h

h =

22 e "'^ch ht— sJi ht j . 'A =

rtl

(p + a )"+ ‘

2ap

(P* +  a*)»

p^-a^
(P4a^)^

1
p2+2/ip + *2

1
+ 2np+k^

I

p(p2 + 2np-f-A2)

1
p(p» + 2np+*2)

р2+2яр I
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№

23

24

25

26

27

О ригин ал

t COS nyt sinn,<

^’ьУ 'нГ

«1 = V /!2 -  Л2'

t ch ht 

2/j2

shA/

' 2ЛУЛ ,

' nt COS » ]< < sin ni< nsinrti/

V 2n  ̂ 2/ij 2̂ 1 V « i

«1 -  y p ^

и/ ch i sh ht n sh ht
+ ■

2Л2 ' 2h 2 A V a

л =

1

(А ^_й2)2+

X (k\ — *^)cos X

X  sin -(k\ -k-) c o s V  +

+ 2nkf,i\nk̂ t , f e i  =  — fl2

Давоми

ТасБир

I _

ил]- 2np -\- k~)̂

(P“ l-2n/) i k-ŷ

(p2 + 2npf*=)-^

P

(p2 + 2np +  *2)2

(р=+2;гр+/г"-)(р"- {-к̂ )

i
I

(

i

сил к^илиш мумкин. Аслини олганда, жадвалдаги баъзп 

формулаларни хам ^^озиргина айтганимиздск, содда форму- 

лалардан ?;осил 1>^илншимнз мумкип: масалаи, ch at нипг 

тасвирини е“‘ ва е~“'нинг тасвирларидан Лаплас алмаш- 

тиришларининг чизи1̂ ли эканлигидан ва ch а /=  (е“' е~“') /2 

формуладан фойдаланиб, е~“' sin а^нинг тасвирини acasina^ 

нинг тасвиридан фойдаланиб топиш мумкин. Келтирила- 
ётган формулаларнинг исботларини ва тасвирларнинг му- 

фассалро1̂ жадвалларини у 1̂ увчи операцион ;^исоб бунича 

цуллаималардан топиши мумкин.
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27-§. 0ППРЛЦИ011 У СУ Л Л Л П т  ДИФФГ.РГ11ЦМЛ.П ш п л л м л л м -  

ВЛ УЛЛРНПИГ СИСПМДЛЛРИИИ I чини л тли,ПК :)Г 1 1 1 1 1

Лаплас алмаштиришппи дифферопциал теигламаларпи 
ечишга татбш^ 1у 1лиш11нпг умумий схемаси олдиигн пара- 

графда та;^лнл 1̂ илнб чи1̂[1лган мисол орк^али у1<^увчта ту- 
шунарли булса керак. Унга яна бир бор, эиди умумпйроц 
шаклда тухталамиз.

^"згармас коэффициемтли чпзикли диф(1)еррпцнал пчи ла- 
ма берилгап булсии:

A.-<"V) 1 1 «Л-,-V'(/)I «,Г(/) =/(/), (I)

бу тенгламанинг

л:(0) =  Хо, х\0) =  Хо> . . . ,х*"~'>(0) =  (2)

бошланряч шартларни каноатлаптирувчи хусусий ечимини 

топиш талаб этилади. Бунда f{t) функция каби изланаёг- 

ган ечнм >̂ ам Лаплас буйича тасвирнинг мавжудлик шарт- 

ларига буйсунади деб фараз 1̂ илинади. (1) тенгламанинг 

иккала ь^исмига Лаплас алмаштиришини татби!^ ь^иламиз.

x{t) ва f{t) нинг тасзирларнни мос равишда Х (р) ва F{p) 
ор1̂ али белгилаймиз;

x{t)-^X{p), f{t)r^F{p).

Оригннални дифферснциаллаш цондасинн 1̂ улланиб цуйп- 
дагини топамиз;

х' (/) -4- рХ{р) — Хо, 

х '{ ( ) ^ р Щ р )  — [рхо ! <1,

;С -  \р’̂ -\  +  . . . +  ],

р"х(р) -[p"-'.vo4 + .  • + рхо -i 

Лаплас алмаштиришининг чнзи1̂ лилигига биноаи мам 

томоннинг тасвирини топиш учуй }^осил 1̂ илингаи M(])0 - 

даларни тегишли а. коэ(|х})Ицнентларга купайтирип! ва î y- 

шиш кифоя, унг томоннинг тасвири эса F (р) га теиг. 

Шундай 1̂ илиб, цуйидагига эгамиз:

Ч>{Р)^{Р) ■^{P)==F{PI (3)
бу ерда

Ф(р) = р "  1 a ip "" ' I . . .  1 р 1
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t

йфода чизи1̂ ли тепглама учун Характеристик куП.'^аД (15-§ 

га i^apaur) -^(р) эса

■ф (р) =  * •’‘'о +  Р "  ̂ЛГо "Ь • • • +  Р-̂ о” +  Л'о” +

+  [р”-^ХоЧ- ••• -1- 4 " “ ’̂ ] + • ■ •+a„_JP^o +  лд 4  a„_j Хо.

Ноль бошланрич шартларда if (р) =  О булиб, (3) тенгла- 

манинг чап томонн cf(p)X{p) куринпитн олишини ь̂ айд •' 

1<̂ илиб утамиз, бунга (1) тепгламада дифференциаллаш 

операторини р  купайтувчи билап алмаштириб, X  (р) ни 

1̂ авс ташцарисига чи1̂ арнш ор1̂ али келиш мумкин. (3) > 
тенглама бошланрич шартлар системаси (2) булган (1) 

тенглама учун ёрдамчи тенгламадир. Уни яна тасвирловчи 
(ёки оператор) тенглама деб i\m аталади, (3) тенгламани 

X  (р) га нисбатан ечиб,

х ( р )  =  м + т  (4) I
Ф(Р) 1

куринишга эга булган тасвирловчи ёки оператор ечимни 
}^осил 1̂ иламиз.

Оригиналга утиш изланаётган х (t) хусусий ечимни 

топишга имкон беради. Бунда (4) оператор ечимнинг унг 

томонн одатда рационал каср булиб чи1̂ ади ва тасвирлар 

жадвалидан фойдаланишни енгиллатиш учун унг томонни 

элементар касрларга ёйиш керак.

Дифференциал тенгламаларнинг хусусий ечимларнни Tonnuira 
дойр бир нечта мисол курамиз.

Бошланрич шартлари х (0) =  3, х' (0) =  2, х" (0) =  1 булган

х'" (t) — л:' (/) -  О

тенгламаии ечайлик.
Оператор тенглама тузаынз;

[р^Х (р) ^  (Зр® +  2р +  1)] [рХ (р) - 3] =  О

ёки
( р З - р ) Х ( р )  =  Зр2 +  2 р - 2 .

Бу тенгламани X  (р) га нисбатан ечиб, ушбу оператор ечимни то- 

памнз:

Унг томонни энг содда касрларга ёямиз:

Зр2 +  2р —  2 А В С

р(р -  1)(р Ь 1) "  Р +  Р -  1 +  Р +  Г 
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А, в ва с  коэффнцнеитларнн топиш учун унг томопии умумчй 
махражга кслтирамиз ва айнпятнннг икка.ча томонидаги суратлирпи 
тз1̂ к,ослаймиз:

Зр2 _|_ 2р -  2 =  Л (р2 -  1) -f Вр (р+  1) -I Ср(р -  1).

Бу айннятда р  =  О деб, А =  2 пн ;^оснл !^илампз. р  =  I да 2S ^
- 3, бу ердан В =  3/2, р  =  —  1 да эса 2С =  — 1 ни топамиз, 6у 
ердан С  = — 1/2.

Демак,

2 . 3  1 I I
X  (Р) =  -  +  о-р ' Т ’ г р - !  2 р - | 1 -

Жадвал ёрдамида оригипалларга утнб, жавобни хрсил Г'^илами?.:

3 / >
дг (О =  2 +  у  е' — у  е '  .

Энди ушбу тснгламанн ечайлик:

х” ' -  2х" + л:' =  4; X (0) =  1. л:' (0) =  2, а:" (0) =  2.

Бу ерда оператор тенглама:

[рз X  (р) -  (р’- 2р +  2 )1 - 2  [р= X  (р) -  (р +  2)] I [р X  (р) -  1]= 

ски

(рЗ -̂  2p3 -hp)X(p) = р 2 _ 5  + у .

Оператор ечим:

„  ,  —  5  +  4 / р  р З  -  5 р  +  4  р З  _  5 р  4  

^  ( W  -  р З  _  2 р 2  +  р  -  р 2  ( р 2  _  2 р  +  1 ) -  р 2  ( р  -  1 )2  •

Унг томондаги касрни р — 1 га 1̂ иск;артириш мумкин, шунинг учун

рЦр--\) ■

Бу касрни элементар касрларга ёйиб 1̂ уйидагига эга буламиз:

^ (р ) =  4 + “ ^р  - г  р а  р  _  1 

Оригиналларга утиб, к;уйидагини топамиз:

л: (О =  3 + 4< -  2е'.

1^уйндаги тонгламани ечайлик:

х” -  Зл:' +  2л; =  е<; jc(0) =  л:' (0) =  0.
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р"-х (Р) - ЗрХ  Гр) +  2Х(Р) =  ^

ёкн

(/;= - Зр !- 2) X  (р) =

Оператор ечим:

^  (Р) =  ( р -  1 ) (р 2 _ З р + 2 )  =“ (р -  1)2 (р -  2) •

Рацнонал касрларга ёйсак;

(Р) =  -  y iT J  -  ( р ~ Т )“2 ■ р  1 Г 2 ’ 

бу ердаи оригиналларга утиб ь;уйидап1ни топамнз:

х{/) — е‘ - te‘ +  с^‘ ёкн д; (/) е̂ ‘ — (1 | t).

Н1Ц0ЯТ,

л:" -f 4л: =  sin t\ х (0) д:'(0) =  О

тенглэмапп ечамнз.
Оператор тенглама:

р^Х(р) \ А Х (р )- ^- ^- ^ .

Оператор ечим:

1
^  (Р) =  (р2 +  1) (р2 +  4) ■

Касрим куйпдагича уз1артирамиз:

I I ( 4 + р 2 )_ ( р 2 _ ^ _  1) , /  1

Оператор тенглама:

(р= -I 1) (р2 -1 4) "  3 (р2 +  1) (р" + 4) 3 \р“ +  1 I- 4,1- 

Демак, оператор ечпм куйндаги куриыишпи олади;

бу ррдяп оригипал;;арга утиб, ушбу ечг.мпн хоспл кпламич:

1 / 1
Л' ( 0 =  —  sin t — — sin 2/ .

'  ̂ 3 V 2 !
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Операцион усуллар дифференциал тенгламаиинг фак^ат 

X у с у с и й ечимлариниг ина топишга имкон беради деб уйлаш 

керак эмас. Улардан у мумий ечимни излашда ;^ам му- 
ваффа1̂ ият билан фойдаланиш мумкин. Бунинг учун берил- 

ган деб фараз 1̂ илинган бошланьич цийматларни ихтисрий 

узгармаслар учун цабул 1<,илиш керак, у }(,олда улар ){о- 
сил 1-^илинадиган ечимнинг ифодасига киради. Буни мисол 

ёрдамида курсатайлнк.

Ушбу

х "  +  k^x =  а sin kx

тенгламаиинг умумий счммпни топамнз.
Умумий ечимни топмш учун дг (0) C j, х' (0) =  Сд деб олиш ке- 

рик. Оператор тенгламани ;^осил

ak
[р-̂ Х (Р) -  {С,р + С,)] I- к-̂ х (р) =

С11И

(р2 -I k^) X  (Р) ~  +  с , р  - V с , .

Оператор ечим;

ak ^  р  ̂ ^  1

X (р) -  ^2  ^2)2 +  Cl f i Z f W  *"2 p^ + k‘̂ '

Бирмнчи касрни 1̂ уйидагича узгартнрамиз: 

ak afe р2) ^ (р'^ +  * 2) а

(р2 + *2)2 2k̂  (р2 -1- *2)2 2k Jp2 + *2)2 р2 2̂

Шундяй 1̂ илиб,

*2 — р2

2* (р2 +  *2)2 р2 +  ^2

1
р2 + *2 р2 4- *2

Оригиналларга утнб, из.мнаётган умумий ечимни >^осил 1̂ иламиз:

а 1 \ С
х(1) =  —  — / s i n * / +  —  sin */ -i C l cos* / +  —' sin */.

2*  ̂ * *

C[ ва C j функция ва упинг )^осиласннинг бошланрич 1̂ ийматлари 
булгани учун исталгаи бошланрич шартлар; д: (0) =  Лц =  С, ва л;'(0) ̂  

Xq C j бериб, тонилган умумий ечимдан мос хусусий ечимларни 

дар?;ол топишимиз мумкин. Бунда алгебраик тенгламалар системасипи 

Cl ва C j га нисбатан ечиб утиришга .\ожат ь;олмайди.

Х’̂ згарм ас K09iM>'.Hi,iieHivi:i чиз;и^ли ди(|)феронциал тенг- 

лам аларни  счнпш инг оперщ -ю н усуллариии  бундай тенгла­

м алар си стем ала 1)!1га хам татбнц к п л т н  м умкин . Ф а р 1̂  

ш ун д ак и , битта он ераг ор  теиглама урнига нзламаёггаи (|>унк- 

циялариннг т а св и р л а р и а  нисбатан чи зн 1ун 1 ал !е б р аи к  опе-
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ратор тенгламалар системаси хрсил булади. Бунда берил- 

ган дифференциал тенгламалар системасинн олдиндан уз- 

гартириб олииага зарурат 1<,олмайди, масалан, уларни нор- 

мал шаклга келтириш керак эмас: j^ap кандай системани у 

дастлаб р̂ андай берллган булса, шу ахволда операцион 

усул ёрдамида ечиш мумкин.

Биринчи тартибли тенгламалар системаси берилган 
булсин:

(О +  2  « | Л  (^) =  h  (0.
k=l
П

^2 ^2k^k ~  2̂ (0>
А = 1

п

^ „ ( 0 +  /„(О-
А=1

(5)

Ушбу

(6)

бошланрич шартларни р^аноатлантирувчи хусусин ечимни 

топиш талаб цилинади, шу билан бирга L (/)} --= (р),

У  }^олда оператор тенгламалар системасини 1̂ уйидагича 
ёзиш мумкин;

Р^1  (Р) +  2  ^\к̂ к (Р) =  (Р) +  ^10’ 
* = 1

п

Р ^2 (Р) +  2  ^2k^k (Р) =  ^2 (р) +  2̂0-
*=1

Р (Р) -1- 2  ^nk^k (Р) =  (Р) -1 ■ '̂„0. 
* = 1 )

Бу алгебраик чизи1̂ ли тенгламалар системасини Х^(р)  тас- 

вирларга нисбатан ечиш керак, сунгра топилган тасвирлар- 

дан Xk(t) оригиналларга утиш керак. Ана шулар биргалик- 

да (5) дифференциал тенгламалар системасининг (6) бош- 

лапгич шартларни 1̂ ацоатлантирувчи хусусий ечимини беради.

5 >• »*
310



$!^згармас К0эф4)ицие11тли чпзицли ли(1х1)ерзпцчал Топгла- 

малар системасннипг хусусин ечимларлпи оисрациоп .\псоб 
усуллари ёрдамида топишга донр бир печга мисол курамиз. 

Ушбу дифференциал тенгламалар системасини ечамнз:

(О - 2 л ; (О у (/) =  0 .'

I/ (t)-x(t)-2y(t) = 0, , 

x (0 )^y {Q )^ l.

Оператор система;

( р Х ( р ) -  1 J - 2 X  (р) \-У(р) = 0 . 

l p Y /p )- l] - X ip ) - 2 Y (p )  =  0,
ёки

( р - 2 Д ( р )  I Г  ( р ) -  l.-j

- Х (р) +  ( р - 2 )У ( р )  =  1.J

Бу системанинг ечимини Крамер к;оидаси буйича топэмиз, буминг 

учун 1̂ уйидагн детерминантларии }^исоблаймиз:

р - 2  1 

- 1  р - 2
Д =

Демак,

Х (р )  =

1 1 

1 р - 2  

р - 2  1 

— 1 1

Р - 3  

- 4 р  1-5’

=  р  — 2—  1 =  р — 3,

=  р - 2 +  1 = Р -  1.

р —  1

4р +  5 ’

бу ерда оригиналларга утнб, изланаётган ечпмнп :^осил цпламнз: 

X  ( / )  =  е ‘̂ (cos t  +  2sin t) —  sin /  =  (cos t —  sin t) , 

у (/) =  (cos t -1- 2sin t) —  sin t =  (cos t +  3sin t).

Энди

x' (0 -4jc(0 +  Zy (0 =  sin t, 

y' (t) — 2x (0 +  и (0 =  — 2cos t, 

л:(0) =  г/(0) =  1

системани ечайлик. 
Оператор система:

рХ  (р) -  4Х (р) + 3F  (р) = 

pY (p )~ 2X{p) l-Y(p) = 1
еки
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(p - 4 )X {p ) + 3Y (p)^  

-2X (p)+ (p+ l)Y (p) =

i

-I- 1' 

2p

P^+ 1-

Детерминантларни з^исоблаймиз: 

p - 4  3

- 2 1
=  -f I) I e =  (/7 -  i ) ( p  - 2 ) ,

I

p — 4

- 2

P- -h 1 

2P 
P "+  1

1
P“ + 1 

2p

3

P+1

7 p _ M  

p- r I ’

2(p3 - 4 p  - 1)

p2+ l

P=‘ + 1 

Демак, оператор ечим:

7p +  1

(p2+  l ) ( p -  l ) ( p - 2 ) ’ ^ (P )  =  -^(P)
2 ( p 2 _ 4 p -  Ij

(p2 +  l ) ( p - l ) ( p - 2 )

Топилган касрларни энг содда касрларга ёйиб ва оригиналларга утиб 
изланаётган хусусий ечнмнн ;^осил ь;илямиз:

X (/) =  —  4е‘ +  cos t — 2sin t,

у (t) ^  2e ‘̂ —  4e' +  2cos t — 2sin t.

Диффереицнал тенгламалар системасянинг умуынн ечимнни то- 
пишга доир яна битта мпсол курамиз:

•*" (О +  у' (О -1- 2 x ^ 0 ,

У" (П - З х ’ ( / ) - 2 у  =  0.

Бундай деймнз:

д: (0) =^С„х' (0) Сг. у (0) =  С̂ , у’ (0) - С,.

Оператор тснглаыа.'-ар счстемасипи тузамиз:

[pbY (р) -  (Ctp -I С,)] f  [pY (р) -  Сз] -I- 2Х (р) ^  0. 

[p^Y ip) -  (Сзр I С4)] -  3 IpX (р) -  С,] -  2F (р) =  О,

ёки

(р= + 2) X  (р) -I■ рК (р) С,р + С ,  -I- Сз, ]

- 3p .Y (p ) 1 (р’- - 2 ) К ( р )  С з р - З С ^  1 J
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Детормшшптллрпи з^исобллймил;

1 2 р

Л =

л„

- З р  р2 -  2 

CiP + Cj  f  Сз р 

СзР — 3Ci Н' Ci р“ — 2

= = ( р а _ 1 ) ( р 2 . , _ 4 ) ,

-  С\(р’ +Р) I- Сз (р- -  2) -  2Сз -  С,1>.

р 2  1 2  C i P  1 - С г  1 С з
=  -  GCi-l ,3^2Р ! С,{р^ I Г.р) I С,(р^ I 2).

— Зр СзР —  3Ci |- Cj 

Демак, оператор ечим цуГшдагн курншппга эга булплп: 

С ,  ( р  ̂ 1-р) I С ,  (р ^  - 2 ) ^ -  2С з -  С 4Р 

( р - - 1 ) (р '^ - М )
Х (р )  =

К(р) =
- 6С 1 +  ЗС2Р -1 Сз(рЗ +  5р) +  С , (р° + 2)

(р2 -  1) (Р^ +  4)

ТасЕирлардан оригиналларга утиш учун элемснтар касрларга ёйиш 
урнига оригинални дифференциаллаш теоремасига асосланган усулни 

1̂ улланамиз.

1

{Р^~  1){р" +  4)

1
\рг- 1 p2+4j

булгани учуй If (0) куринишидагп 1̂ уш1шча 1̂ ушнлувчилар булмайди, 

чунки ;^ар гал / (0) =  0] 1̂ уйидагиларнн :^осил 1̂ нламиз:

1

( р 2 - 1 ) ( р 2 + 4 )  • 5
—  (ch / — cos 2/),

(slW I- 2sin2/),
(p2_ , ) ( p 2 j _ 4) .- 5

p® 1
-------------- = —  (ch t -p 4cos 2/).
( p2 _ l ) ( p 2 ^  4)  . 5 '

By формулаларни 1̂ улланнб, оператор ечимдан излапаётгап уму- 

мий ечнмни ушбу курннишда :^осил [^илиш .мумкин:

2С1- С 4 C2+2Cs ,  ̂ , 3Ci + C4 ЗС2+С3 .
x(t) =  — g—  ch t — — g—  sh t -'r — 5—  cos 2/ ~|- — g—- sin It,

3C„ I-C3 
5

У (0 -  cl, / -  I  (1C, -  Q )  sh / cos 2/ -|.

ЗС1+С4 „
-|----g—  sm 2/.

28-§. ФИЗИКАВИЙ BA БОШКА МАСАЛАЛАР 

М е х а н и к а в и й  т е б р а н и ш л а р

Илгари 18-§ да курнлгаи баъзн масалаларпи операци­

ей усуллар ёрдамида ечам1Ь.
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1-мйсол. ( Г а р м о н и к  Ted р а н  и Шла р.) Дифферен* 

цнал текглама ва бошланрич шартлар г^уйидагича:

х" (t) 4- кЧ  (О =  0; д: (0) =  Хо, ;с' (0) =  Уо- 

Оператор тенглама:

[р'^Х (р) (АГоР ! Uo)l 1- (р) =  0.

Оператор ечнм:

Y  _  V ± iL o  _  ^  Р I у I 
(Р) -  р 2  ,j_  k z  -  р-, _( t Vo p ., •

Изланаётган хусусий ечнм;

X [t) =  Xo COS kt -f sin kt ёки x{t) =  A sin {kt -| a),

6y ерда A =  У  _i_ y2/^^ a  =  arctg (xok/Vo).

Хусусан Vo =  0 A& X (t) — Xo cos kt ёки x (t) =  Xq sin (kt -f 
+  Я / 2 ) .

2-МИС0Л. ( С у н у в ч н  т е б р а н и ш л а р . )  Тенгламаси 

ва бошланрич шартлар системаси 1̂ уйидагича:

X" (О +  2пх' (О +  к^х (t) =  0; л- (0) =  Хо, х' (0) =  ко­

оператор тенглама:

[р^Х (р) -  (хоР +  Уо)] -1 2п [рХ (р) -  Хо] +  к^Х (р) =  0. 

Оператор ечим:
2пХаX  (п) — foP_+_?(L+_?^^o _  у

УР> ~  п2 -i- Опп Л- h i '  ~~ •^0

^2 _ _ „ 2 > о  да изланаётган хусусий ечим { к ^ = у к ^ — п̂  
деб фараз киламиз);

X  (О =  Хое~"' cos —  —  sin 1- Уо +  ”̂-̂ 0 gjjj ^

\ ^ 1 / ^ 1

=  е~ "' (̂Хо cos +- sin  ̂j.

Бу ечимни 1̂ уйидагича ёзиш мумкин:

X  (О =  Ае~'̂ ‘ sin {k̂ t +  а),

б у е р д а Л = 1 ^ 2  + / - - - ^ / .  «  =  arctg А

Агар к̂  —  <  О, булса, у х^олда h — Y Деб бел- 
гилаб, ечимни 1̂ уйидаги куринишда 5^осил 1̂ иламиз:

X (О =  е~"' ̂ Хо ch ht -f ht
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Агар k  ̂— n^ =  0 булса, у )^олда оператор ечим ушбу 
куринишни оладн:

=  {V, 1 2пхо)-^1-^, =

—  Y  Р +  '^  —  '^  I t 'o н- 2 я д со  _  Х д  . Г р  4- П Х р  

{р + пУ ^  (Р + П)̂ ' Р \ ,1~^ (P i п)^’

бу ердан оригиналларга утиб, 1̂ уйидагини топамиз;

X (О =  Xffi -|- (Wo -f- rtXo) te =  e * [xq -)- (Уо +  nxg) t\.

3- МИСОЛ. М у ^ ^ и т н и н г  ц а р ш и л и г и  ; ^ и с о б г а  
о л и н м а г а н д а г и  м а ж б у р и й  т е б р а н и ш л а р . )  Тенг- 

лама ва бошланрич шартлар системаси к,уйидаги куриниш- 

да:
x"St) +  k}x (t) =  q sin (D<; л' (0) =  Xq, x ' (0) =  ко­

оператор тенглама:

[p^X ip) -  ipxo-\ Vo)] +  k^X ip) =

Оператор ечим:
V/_4 _  _______ , XqP + Vq

( p 2  +  (p== +  CO-) p ^  +  k ^  '

6y ердан оригиналларга утиб, ь^уйидаги икки }^олга кела- 

миз;
1-}^ол. У  >^олда 

X (t) =  f — sin со/---!- sin k t ' -h Xq cos kt +  — sin kt —
k^—Oî  \ fi) k j  k

-— sin (at +  Xo cos f — -------  ̂sin kt =

■■ ^  sinco/ +  Xocos kt +  \ fuo — sin kt.
k \ ^2 _  щ2 /

Бу ечимни ушбу куринишга келтириш мумкин: 

д
к?' — 0)2(О =  1_тлsin A sin {kt -1- a),

бу ерда

Xgk
^  Xo +  Д.2 ^^0 ;^2_-ш2 )  ’ “  _  ,a/(fe2 _  щ2)

2-;^ол. (1)2 =  /ê . Бу ^олдд оператор ечим ушбу кури- 

нишда булади:
у/„ч _  ___ I XqP + t>o
^  ~  (р'-‘+ *2)2 I р«. .J,. Й2
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ва бинобарии (216- бетдаги 3-мисолга г^аранг),

x{i) =  —  cos kt -f Xo cos fwo +  ^ )  sin kt.

By хусусий ечимга бошь^ача куриниш бериш мумкин: 

X {t) =  — §rt cos kt +  A sin {kt -f a),
6y ерда

xjt

k^\r ' 2k °v,^ql{2k)

=  arctg -
q +  2kv  ̂ •

Э л е к т р  т е б р а н и ш л а р и

1-мисол. 18-§ да куриб чт<^илган, э. ю. к. узгармас 

булган }^олда T^LC-занжирдаги токни топиш масаласини 
операцион усул билан ечамиз.

Ток учун дифференциал тенглама механик тебраниш- 
ларнинг му,\нтнинг царшилигиии }^исобга олингандаги 
тснгламасига ухшайди;

Г  (О +  ^-^-/(0 =  0,

бошланрич шартлар эса щ'йидагича: i (0) О, i' (Э) =  E/L. 
Оператор тенглама:

р^Н р ) ~ 1 + fp J { p )  +  ^ J { p )  =  o.

Оператор ечим:

Р + I P + L C

R /L  =  26 деб белгилаймиз ва цуйидаги }(;олларни 1̂ араб 
чи1̂ амиз.

I
1-:?^ол. ^  —  ̂  =  о ) 2 > 0 .  Тасвирдан оригиналга 

утиб i (О ток учун сунувчи Электр тебранишларни ифода- 

ловчи ушбу / (О =  ~  е~^‘ sin

функцияни )^оснл 1̂ иламйз.

2- о л. ^  — 2^  =  >  0. У  ^^олда i {t) =  ^  sli

i ток нодаврий ва занжирда }̂ еч 1̂ андай тебранишлар бул- 
майди.

о  R '^   ̂ г , т-
Л->^ол. by ,^олда оператор ечпм:

“  L (п + б)^ ’
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демак,

яъпн бу ;^олда хам i(t) ток иодаврин бу.'шб, а.'К'Кгр iv6- 
раиишлар булмайдн.

2-мисол. э. ю. к. сииусоидал булсан уша /^LC-заижир- 

ни 1<̂ араймиз (219-бетга каранг). Дифференциал тенглама 

ушбу куринишга эга буладн:

i" (О + 2 i' (О +  2 ^ ' =  I  “

1
бошланрич шартлар i (0) =  г' (0) =  О, ^  ^  ^  ^

булган з о̂л. Оператор тенглама: *

рV  (р) + 1 W  (Р) +  и ( р )  =  Т  •

Оператор ечим:

J , \ £̂ со
Н р ) =  т

Тасвирдан оригиналга утамнз ва (R/2L) =  8, \/{LC)~ 
=  0)2 (ва демак со̂  =  о)^— б^) белгилашлар киритнб 1̂ уйи- 

дагиин топамиз;

£ш ________ 1________

'  L («2 -  (,ф  -I 462
(d)^ -  0)2) COS Crtj/ —

—  ~  {(i)̂  +  C05) sin —  (o)“ —  0)2) COS 0)/ I - 26o) sin o)/|.

Яна 1̂ уйидагича белгилашлар киритамиз:

0)2 0)2 =  0)2 -  - z i  =  I  =  I  f5y орда
\ /

1
Х =  o)L-

шС’

(0,2 _  0)2)2 4б2„2 (Х^ R^) =  Z2.

бу ерда Z2 =  л:* I

-2  0)2 =  0)2 I - ^  ^  (o)Z, +  ^  X ',  бу ерла

0)-= со|2

0)-“

317

www.Orbita,.Uz kutubxonasil



у  5^олда
EL f _ g ,  I" (О б со

г {() — I е j -  X  cos ©1  ̂—  — - X ' sin

—  X  cos a t  +  26(0 sin со/ j  =

[cô  X  cos (o î —  6X' sin a j  ]
Z2 [ (Oi

- X  COS cot !- i^sino)/].
n ^
2  =  COS Y, -̂  =  sin y.

Энди
щ Х  . 6Х '

y coix^ + 6^;c'^ =

у )^олда

£ l / ( o ‘ X2-f 62Л:'2 _ .. E
i (<) =  —  ------ --------- e sin (ю^/ —  Y )̂ J- _  sin (coi— y).

К,уйидагини исботлаймиз:

У  С0̂ Х2 I- 62 Х'2

2 ®о-

Бунинг учун илдиз остидаги ифэдани 1̂ уйидагича узгар- 
тирамиз:

(0^X2 +  6«Х '2  =  (0)2 —  62) X *  +  б ^Х '*  =  0)2X2 +  62 ( X '*  —

-  Х2) =  0)2X2 +  ( X '  +  X )  ( X '  —  X )  =  0)2X2 +

+  4 Х / 2 “ ^-  i  =  со2 (Х2  +  Я}) =  C02Z2.

ч у н к и ^  =  0) 2. Демак,

V  0)2X2 + (0„Z

Z """IT

шуни исбот 1̂ илиш талаб 1̂ илинган эди.

Энди узил-кесил 1̂ уйидагига эга буламиз:

 ̂ “  f z  ~  'i’l) + 1

24- § даги дифференциал тенгламалар системасига олиб 

келувчи иккита масалани операцией усул билан ечамиз.
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3-мисол. (267-ботлап1 4-мис()лга ivipam.) Лм(|к|ичич|.

циал тенгламалар системаси:

t

U(x) i,{x)]dT =  E,

О

t

R ii (i) —  J  U (t̂ ) —  h  ("̂ )] dr =  0,

шу билан бирга i (t) — ii {t) =  (t). Бошланрич шартлар: 

i (0) =  (0) =  0. Оператор тенгламалар системаси:

LpJ{p) +  - ^p lJ{p )- JiiP )]  =

R j , { p ) - ^ [ j { p ) - j , { p ) ]  =  o:

ёкн

Lp +  ^ ) j{ P ) - ^ p J x iP ) = = ^ ^

—  У(р) — (/? +  — ) / i  (p) =  С.

Бу алгебраик тенгламалар системасини ечпш учун J{p) 
ни иккинчи тенгламадан Ji{p) орь^али ифодалаймиз, нати- 

жада

J  {р) =  Ср [r  I- А  {р) =  [CRp Ы )  (р).

J  (р) иннг бу ифодасини биринчи тенгламага !^уямиз:

Lp \ {CRp i~ 1) J , (р) — (р) =  J

екн

бу ердан

(LCRp^ i Lp 1 /? )Л (р )  =  | ,

Е I

р ( —  р 4- -- 
'^v Cr'^ LC1

0)2 >  О деб фараз 1̂ иламнз, у

х;олда оригиналларга утиб, 1̂ уйндагини топамиз:

319

www.Orbita.Uz kutubxonasi

http://www.Orbita.Uz


1 Г

CR 1/CL 

EL

1 —  ё.~I/(2RC)

R
l — e

, - / / ( 2RC) 1

IOi-̂ орнда топилганига кура, i{i) учун оператор тенг- 

лама

J{p) =
LCR

CR-
1 1

' +  p/^CR) ^ 1 (LC) ^  p [p2 pj^CR) p -1- 1 (LC) 

булади.

Бу ердан оригиналларга утиб, т^уйидагини топамиз:

/(0 = — f lcr\
CR-

I
-IH2RC)

sin (x>J LC 1 —  e COSCOiH"

COSCOî  1-

/2 (0  ТОКНИ /(/) —  айирма сифатида топиш мумкип.

2- о л. — ^  =  р2 >  о булсин; у л̂ олда ориги­

налларга утиб, 1̂ уйидагини топамиз:

—  1 _  е /̂( « ) ^ch -1- sh p/jj.

’̂ (0 учун оператор тенглама юкоридаги )^олга ухшаш, шу- 
нинг учун

h  (О =

ch
P \ '  L,

4-МИС0Л. (269-бетдаги 5-мисолга i^apanr.) Дифферен­
циал тенгламалар системаси:

( 0 - 1 -  -\ М1 (̂Г) =  ЕЛ

R,h{t) + M ; ( 0  =  0.J

Бошланрич шартлар: (0) =  4  (0) =  0.
Оператор тенгламалар системаси:

i in) ! Ryfi iP) i  MpJ^(p) =

L,^pJ  ̂(p) ! R 2J 2 -p) -p MpJi (p) =  0 j
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еки

( L i P  1 R ,)Ji(p )  I MpJAP) 'j,<

M pJ 1 (p) I {L^P 1 R 2) J 2 (p) =  0-

Алгебраик тенгламаларнннг бу системасини ечпш учун 

иккинчи тенгламадан (р) ни У, (р) ор1̂ али нфодалаб 

оламиз:

Буни биринчи тенгламага !^уйиб, х^уйидагини ?^осил к,ила- 

мнэ;

(i.p 1 ■'1 ( ^  =  7 .

бу срдан ушбу оператор ечимга келамиз:

Р-]
л-12

Е

I-̂R  ̂-Ь -̂г/?|

Р '■ ^ L,L,

р I R^IL.

■ т

{R,R,)I(L,L,)

l- M V (L ,L ,)■МУ(1,Ц)

1^уйидаги белгилашлар киритамиз:

МУ{1 jLa) =  RiL^ =  2а„ =  га^, 

(а^ J  « 2)7(1 —  =  о;
у >^олда

+
1

L 2 р  (р2 +  2ар +  4a ia2 /(l —  k^)) . ‘

Сунгра, —  4aia2/(l —  fe*) =  >  О булгани учун 
(270-бетга р^аранг) тасвирлардан оригиналларга утиб 1̂ уни- 

дагнни топамиз:

= 1 —  ё—а!
chp; ь

+  -Shp^ )
R,

1
_  JX, — а.

Г'(1
sh р/ —  ch fit

i^{t) ни топши yiyii  дастлаб оператор тепгламалар 
системасидан J^(p) oiici'aiop ечимии топипт, c)iupa тасвпр- 

лардан орнгиналларга утиш ксрак.
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