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1-Mavzu. Differensial tenglamalar hagida dastlabki tushunchalar.
Reja

1. Differensial tenglama hagida tushuncha

2. Hosilaga nisbatan yechilgan birinchi tartibli differensial tenglama

3. Koshi masalasi.

4. Mavjudlik va yagonalik teoremalari

5. Izoklina

1-reja. Ta’rif. Erkli o’zgaruvchilar, ularning noma’lum funksiyasi (yoki vector
funksiya) va noma’lum funksiyaning hosilasi qatnashgan tenglik differensial tenglama
deyiladi. Agar differensial tenglamada erkli o’zgaruvchi bitta bo’lsa u oddiy differensial
tenglama deyiladi. Erkli o’zgaruvchilar soni ikkita va undan ortiq bo’lsa u hususiy
hosilali differensial tenglama deyiladi. Differensial tenglamada qatnashgan noma’lum
funksiya hosilasining eng yuqori tartibi tenglama tartibini belgilaydi.

Misol.
y" +y =0 - 2-tartibli oddiy differensial tenglama

u, +u, =0 - 1-tartibli hususiy hosilali differensial tenglama
Uy +2U,, +U, =0 - 2-tartibli hususiy hosilali differensial tenglama
2-reja. Hosilaga nisbatan yechilgan birirnchi tartibli oddiy differensial
tenglama quyidagi korinishga ega: y'=f(x,y) (D).
f(x,y) funksiya I' ¢ R? sohada aniglangan bo’lsin. T" sohaning Ox o’qdagi proeksiyasi

| intervaldan iborat bo’lIsin.
Ta’rif. Agar | intervalda aniglangan y = y(x) funksiya quyidagi uchta shartni

ganoatlantirsin:
1L (x,y() el, xel 2. y(x)eCY1) 3.y (X)=f(xy(Xx), xel.
U holda y=y(x) funksiya | intervalda (1) tenglamaning yechimi deb ataladi. (1)
tenglamaning har bir yechimining grafigi bu tebglamaning integral chizig’i deyiladi.
Misol. 1. y'=2x tenglama uchun I'=R*. y=x? funksiya R = (—o0,+)

: . : 1
to’plamda bu tenglamani yechimi bo’ladi. 2. y'= tenglama uchun
V1-x?

I'={(x,y): —1<x<l, —oo<y<+ow}. y=arcsin x+1 funksiya | =(-1 1) intervalda bu

tenglamaning yechimi bo’ladi.
(2) tenglamaning yechimi oshkormas funksiya ko’rinishida bo’lishi ham mumkin.

Py(x,y) ni topamiz. Demak —%z f(X.y)
@, (X,Y) @,

(2) ayniyat o’rinli bo’lsa ®(x,y)=0 funksiya (1) tenglamaning oshkormas
yechimi deb ataymiz.

2 2
Misol. y'= X+ Yy 4y -1)

®(x,y) =0, oshkormas funksiyadan y'=-

tenglamani x? +y? —1=0 oshkormas funksiya

—y+x(x* +y*-1)
yechimi  bo’lishini  ko’rrsataylik: @, =2x, @&, =2y. Bulami (2) ga qo’ysak



—QEX_F—y.O ayniyatga ega bo’lamiz. Demak berilgan tenglama x*+y?—-1=0
2y —-y+x-0
oshkormas yechimga ega ekan.
Differensial tenglama yechimi parametric ko’rinishda hosil bo’lishi ham mumkin.

X=op(t), y=w(t), te(ty,t;)) (3) parametrik funksiya uchun (//,—85 f (o), (1))
P

(4) ayniyat (t,,t,) intervalda o’rinli bo’lsa (3) funksiyani (1) tenglamaning

parametrik yechimi deymiz.
2
Misol. x=acost, y=bsint, t[0,27], funksiya y’=—¥ differensial
ay

tenglamaning [0,27] kesmadagi yechimi  bo’ladi. Haqgigatdan ~ ham
dy bcost _ b®-acost
dx -—asint a?-bsint

3-reja. (1) tenglamaning Y(X)=Y, (5) boshlang’ich  shartni
ganoatlantiruvchi yechimini toppish masalasi — Koshi masalasi deyiladi. Bunda x,, Y,
boshlang’ich berilganlar (qiymatlar) deb ataladi. Koshi masalasining geometric ma’nosi —
(1) tenglamaning (x,,Y,) nuqtadan o’tuvchi integral chizig’ini topishdan iborat. (1)

munosabat (4) ayniyat to’g’riligini ko’rsatadi.

tenglamaning faqat bitta integral chizig’i otadigan R tekislikning nugtalaridan iborat
to’plamni D orgali belgilaylik.

Ta’rif. Agar1) y=¢(x,C)  (6) bir parametrli chiziglar oilasining har bir
chizig’i (1) tenglamaning integral chizig’idan iborat; 2) ihtiyoriy (X,Yy)e D nugtada (6)
tenglamani C ga nisbatan bir gqiymatli yechish mumkin bo’lsa, u holda (6) chiziglar oilasi
(1) tenglamaning umumiy yechimi deyiladi.

y=¢(x,C) chiziglar oilasining differensial tenglamasini tuzish uchin

y=p(x,C) . L
o sistemadan C ni yo’qotish kerak.
y'=¢'(x,C)
Misol. 1. y=sin(x+C) chiziglar oilasining differensial tenglamasini tuzaylik.
y=sin(x+C) i . ) ) ) o
. sistemadan y'“ + y“ =1 differensial tenglamani hosil gilamiz. 2.
y'=cos(x+C)

y' = yctgx, y(%jzz - Koshi masalasini yechamiz. Berilgan tenglamaning umumiy

yechimi y=Csin x chiziglar oilasidan iborat. y(%):%zz tenglikdan masalaning

yechimini aniglaymiz: y =4sin x.

Ta’rif. Agar (1) tenglamaning y = ¢(x) integral chizigi’ining barcha nuqtalarida
Koshi masalasi yagona yechimga ega bo’lsa y = ¢(X) funksiya (1) tenglamaning hususiy
yechimi deyiladi.

Agar (1) tenglamaning y = ¢@(x) integral chizigi’ining barcha nuqtalarida Koshi
masalasi kamida ikkita yechimga ega bo’lsa y = ¢(X) funksiya (1) tenglamaning mahsus
yechimi deyiladi.



Differensial tenglamaning barcha yechimlarini topish masalasi differensial
tenglamani integrallash masalasi deb yuritiladi.

4-reja. Koshi teoremasi. Agar f(x,y) va W funksisyalar I" sohada

uzluksiz bo’lsa u holda har bir (X,,Y,) € ' nugta uchun shunday h>0 son topiladiki
(1),(5) Koshi masalasining 1 ={x:|x—X, |< h} intervalda aniglangan yechimi mavjud va
yagona bo’ladi.

Ta’rif. Agar I" sohada aniglangan f(x,y) funksiya uchun shunday L >0 son
topilsaki, I' sohadan ihtiyoriy (x,y,), (X, y,) nugtalar olinganda ham

| FOGy) = TG y2) <L yi— s |
tengsizlik bajarilsa  f(x,y) funksiya bu sohada y bo’yicha Lipshis shartini
ganoatlantiradi deymiz.

Pikar teoremasi. Agar f(x,y) funksiya I" sohada uzluksiz va y bo’yicha
Lipshis shartini ganoatlantirsa u holda har bir (x,,Y,) €I’ nugta uchun shunday h>0
son topiladiki (1),(5) Koshi masalasining | ={x:|x—X,|<h} intervalda aniglangan
yechimi mavjud va yagona bo’ladi.

Peano teoremasi. Agar f(X,y) funksiya I sohada uzluksiz bo’lsa u holda har bir
(X9, Yo) €' nugta uchun (1),(5) Koshi masalasining kamida bitta yechimi mavjud
bo’ladi.

5-reja. (1) tenglamaning izoklinasi deb tekislikdagi shunday nugtalarning
geometric o’niga aytiladiki, u nuqtalarda (1) differensial tenglamaning integral

chiziglariga o’tkazilgan urinmalar Ox o’qining musbat yo’nalishi bilan bir hil burchak
tashkil etadi. Ta’rifga ko’ra izoklina tenglamasi f(X,y)=Xk, k—const ko’rinishda
bo’ladi.

Misol. y'=2x-1 tenglamaning izoklinalaridan foydalanib integral chiziglarini
tahminiy chizing.

2-mavzu. O’zgaruvchilari ajraladigan differensial tenglamalar

Reja

1. Birinchi tartibli soda differensial tenglamalarni integrallash

2. O’zgaruvchilari ajraladigan differensial tenglamalar

3. Bir jinsli tenglamalar

4. Bir jinsli tengalamaga keltiriladigan differensial teglamalar

1-reja. y'= f(x) (1) — noma’lum fuksiya qatnashmagan birinchi tartibli eng
soda differensial tenglama. Agar f(x) funksiya | intervalda uzluksiz bo’lsa,
tenglamaning bu intervaldagi umumiy yechimi y(x) = _[ f (t)dt + C ko’rinishda yoziladi.

y'=9(y) (2) — erkli o’zgaruvchi qatnashmagan birinchi tartibli eng soda
differensial tenglama. Agar g(y) funksiya |, intervalda uzluksiz va nolga aylanmasa u

holda (2) tenglama % = 1 tenglamaga teng kuchli bo’ladi va uning umumiy yechimi

x(y) = [ % +C ko’rinishda yoziladi.



2-reja. f(x)dx=g(y)dy (3) ko’rinishda  yozish mumkin  bo’lgan
teglamalarni o’zgaruvchilari ajraladigan differensial tenglamalar deb ataymiz.
f(x), g(y) funksiyalar uzluksiz bo’lgan I" sohada (3) tenglamaning umumiy yechimi
j f (x)dx = j g(y)dy +C ko’rinishda yoziladi.

2
1+y2 tenglamani (3) ko’rinishda yozish mumkin: dy2 = dX2 :
1+ X 1+y° 1+x
dy dx
2 j

+y 1+ X

Berilgan teglamani yechish jarayonida 1+ y® ifodaga bo’lish bajarildi. 1+ y? #0
bo’lgani uchin bu amalni bajarish mumkin. Javob: arctgy = arctgx+C .

Misol. y'=

Umumiy yechimniyozamiz: _[1 >+ C; yoki arctgy = arctgx+C.

3-reja. y' = f(x) (4) ko’rinishda yozish mumkin bo’lgan tenglamalarni bir jinsli
X

differensial tenglamalar deb ataymiz. (4) tenenglamani integrallash uchun y=ux

almashtirish bajaramiz, bunda u=u(x) — yangi noma’lum funksiya. Natijada

u+u’x= f(u); yoki du = dx o’zgaruvchlari ajralgan differensial tenglama hosil

f(uy-u x

bo’ladi. Bu tenglamaning umumiy yechimi formulasida u = Y almashtirish bajarsak (4)

X

tenglamaning umumiy yechimi topiladi. Agar f(u)=u bo’lsa (4) tenglama y':z
X

ko’rinishga ega bo’ladi va uning umumiy yechimi y = Cx ko’rinishga ega.

Misol. y’:—l tenglamani integrallaymiz. y=ux almashtirish bajaramiz,
X

natijada: u+u'’x=-u; d_u:_2_dx; Inu:In%; u:%. Bu formulada
u X X X
u= Y almashtirish bajarsak berilgan tenglamaning umumiy yechimi hosil bo’ladi: y = ¢
X X

Berilgan teglamani yechish jarayonida u ga bo’lish bajarildi. u=0 bo’lgan holni
tekshiramiz. Bu holda almashtirish formulasiga ko’ra y =0 hosil bo’ladi. Bu funksiya

garalayotgan tenglamani qanoatlantiradi va uni umumiy yechim formulasida C=0

bo’lganda hosil gilish ham mumkin. Javob: y = ¢ :

X
4-reja. y' = f ( ax+by+c ] (5) — ko’rinishdagi differensial tenglamalarni
ayx+by+c
o’rganaylik. |. ¢ =¢; =0 bo’gan hol. Bu holda (5) tenglama y'= f ( ax+by ]
ax+by



at+b-Y
ko’rinishga ega bo’lib uni (4) ko’rinishda yoza olamiz: y'= f| ——* |= g(lj
X

y
a, +b, -~
by
Il. ¢ va c; lardan kamida bittasi noldan fargli bo’lsin. A) A= bl‘ =0 bo’lgan
a
hol. Bu holda a, =ka, b, =kb tengliklarga ko’ra (5) tenglama y'= f ax+by+c
k(ax+by)+c;

ko’rinishni oladi. Tenglamada z=ax+by almashtirish bajaramiz, bunda z=1z(x) —

yangi noma’lum funksiya. Natijada z'=Dbf ( £+e
kz+c,

qatnashmagan birinchi tartibli eng soda differensial tenglama hosil bo’ladi. Bu
tenglamaning umumiy yechimi formulasida z=ax+by almashtirish bajarsak (5)

tenglamaning umumiy yechimi hosil boladi.

j+ a=g(z) — erkli o’zgaruvchi

ax+by+c=0 .
B) A#0 bo’lgan hol. Bu holda sistema yagona (X, Yo)
ax+by+c =0
yechimga ega. (5) tenglamada x= X + Xy, ¥y =Y + Y, almashtirish bajaramiz, bunda X —
yangi erkli o’zgaruvchi, Y =Y(X) - vyangi noma’lum funksiya. Natijada

Vi f aX +bY
X +bY
o’rgandik. Bu tenglamaning umumiy yechimi formulasida X =x-X,,Y=Yy-Y,

j tenglama hosil bo’ladi. Bunday ko’rinishdagi tenglamani yuqorida

almashtirish bajarsak (5) tenglamaning umumiy yechimi hosil bo’ladi.
Ba’zan y'= f(x,y)tenglamada y=z" alamashtirish bajarish bilan bir jinsli
differensial tenglama hosil gilinadi, bunda z = z(x) — yangi noma’lum funksiya.

Misol. %xyy’: x°—y*+y? tenglamani bir jinsli tenglamaga keltirib

integrallaylik. y=2z™ alamashtirish bajaramiz: %xzmmzm‘lz’ =Vx® -z 4 22"

' 3 /X6_24m +sz

Z'= o T . Agar 6=4m bo’lsa ohirgi tenglamani (4) ko’rinishda yozish
Xz
/\,0 6 3 4 2

mumkin, ya’ni z'= X 22 o (5) _(E) Lz

Xz z X X

6 2
z =ux almashtirish bajaramiz: u +u’x=1/1 :J +U; u”du =%;
u 1—uy® X
3
d(u ) ~=3 %+ InC;  arcsinu®=1InCx3; arcsin (E) =IhCx3;
J1-(Uu?)? X



2

y?
XS

Berilgan tenglamani integrlalsh jarayonida xz?, v1-u® ifodalarga bo’lish

bajarildi. xz?=0 bo’lgan holni tekshiraylik. Bu holda x=0 hmda almashtirish
formulasiga ko’ra y =0 fuksiyalar hosil bo’ladi. Bu funksiyalar berilgan tenglamani

arcsin 2 = In Cx® qaralayotgan tenglamaning umumiy yechimi.

ganoatlantirmaydi. 1-u®=0 bo’lgan holni o’rganaylik. Bu holda u=1Lu=-1 0’z

mavbatida z=x, z=—x va bundan y=x*2, (x>0), y=(-x)*?, (x<0) funksiyalar

hosil bo’ladi. Bu funksiyalar berilgan tenglamani qanoatlantiradi va umumiy yechimda

C=x73%""? C=x3"'? bo’lgan holda hosil bo’ladi, ya’ni 0’zgarmas parametr Xga

bo’g’liq aniglanyapti. Demak y=x*'2, (x>0), y=(—x)*'?, (x<0) funksiyalar
tenglamaning mahsus yechimlari ekan.
2 x¥2 x>0
Javob: arcsin y_3 =lhCx®, y= .
X (—x)%¥?, x<0
Eslatma. Differensia tenglamani integrallash vaqtida bo’lish amalidan
foydalanilganda qaralayotgan tenglamaning yechimi yo’qotilishi mumkin. Shu sababli
bo’luvchi ifoda nolga aylangan hollarni tekshirish shart. Bunda, aytaylik Yy = ¢@(X)

funksiya hosil bo’lsa birinchidan bu funksiya tenglamani yechimi bo’lishi tekshiriladi,
ikkinchidan funksiyani umumiy yechimda y o’rniga qo’ib Cning giymatini aniglaymiz.
Agar Cning giymati bir giymatli va chekli aniglansa javobda y = ¢(x) funksiya alohida
ko’rsatilmaydi. Agar Cning giymati « gat eng bo’lsa y=¢@(X) funksiya garalayotgan
tenglamaning hususiy yechimi bo’ladi va javobda alohida ko’rsatiladi. Agar Cning
giymati xga bog’liq aniglansa Yy = @(x) funksiya garalayotgan tenglamaning maxsus
yechimi bo’ladi va javobda alohida ko’rsatiladi.

3-Mavzu. Birinchi tartibli chizigli differensial tenglama
Reja

1. Chiziqli differensial tenglama

2. Bernilli tenglamasi

3. Rikkati tenglamasi

1-reja. Birinchi tartibli chizigli differensial tenglama deb

y'=a(x)y+b(x) (1)

ko’rinishdagi tenglamani aytamiz.

Teorema. Agar a(x) va b(x) funksiyalar biror | intervalda uzluksiz bo’lsa u
holda T'= €,y): xel, —oo<y<o sohaning ihtiyoriy olingan (x,,Y,) nugtasidan (1)
tenglamaning fagat bitta integral chizig’i o’tadi va bu chiziq

y={yo+ fe’*“’b(t)dt}e“x), " = fa@ydt  (2)

0 0

formula bilan ifodalanadi.



Isbot. f(x,y)=a(x)y+b(x) funksiya I" sohada Koshi teoremasining barcha
shartlarini ganoalntiradi, yani f(x,y) va %=a(x) funksiyalar bu sohada uzluksizdir.

Demak, Koshi teoremasiga ko’ra I" sohaning ihtiyoriy olingan (x,,Y,) nuqtasidan (1)
tenglamaning faqgat bitta integral chizig’i o’tadi. Endi (2) funksiya izlanayotgan yechim
ekanini ko’rsatamiz. y(X,) =y, ekani ravshan. (2) funksiyni hosilasini hisoblaymiz:

X

y' = {yo + j eA(‘)b(t)dt}eA(x)a(x) +e 2Mp(x)e "™ = a(x)y +b(x)
Xo

Bu tengliklar (2) funksiya (1) tenglamani kanoatlantirishini ko’rsatadi. Teorema

isbotlandi.

(2) tenglamaning umumiy yechimini hosil gilishning o’zgarmasni variatsiyalash
usuli bilan tanishamiz. y’=a(x)y tenglama (1)ga mos bir jinsli tenglama deb ataladi. Bu
tenglama o’zgaruvchilari ajraladigan differensial tenglama bo’lib uning umumiy yechini
yozaylik: y=Ce”™_ (1) tenglamani umumiy yehimini

y =C(x)e"™ 3)
ko’rinishda gidiramiz. (3) funksiyani va uning hosilasini (1)ga qo’yamiz:
C'(x)e”™ +C(x)e"™a(x) = a(x)C(x)e ™ +b(x).
Bundan

C'(x) =e "Mp(x), C(x)=C+ je‘A(t)b(t)dt .
C(x) ning topilgan ifodasini (3)ga go’ysak (1) tenglamanaing umumiy yechimi hosil
bo’ladi:

y = [C + | eA(t)b(t)dt}eA(X) . (4)

(1) tenglamani umumiy yechimini integallovchi ko’paytuvchi usulida ham hosi
gilish mumkin. u(x)=e "™ funksiya (1) tenglamaning integrallovchi ko’paytuvchisi
deyiladi. (1)ni bu funksiyaga ko’paytiramiz:

e Ay e ANg(x)y =eAMp(x);

g
€0y = e b(x);

X
e "My =C+ [eOh(t).
Xo

A(x)

Ohirgi tenglikni e™" ifodaga ko’paytirsak (4) umumy yechim hosil bo’ladi.

Misol. y’—gy: X tenglamani o’zgarmasni variatsiyalash usulida umumiy
X
yechimini topamiz. Unga mos bir jinsli tenglama y’—gyzo. Bir jinsli tenglamaning
X
umumiy yechimi y = Cx?. Berilgan tenglamani umuiy yechimini y = C(x)x? ko’rinishda

gidiramiz.
9



C'(X)x? + 2C(X)x —%-C(x)x2 =X

C’(x):%, C(x)=In|x|+C

Bundan berilgan tenglamaning umumiy yechimini hosil gilamiz: y = x?(In | x| +C)

Endi tenglamani integrallovchi ko’ paytuvchi usulida yechamiz. Uni
2
~[“d
u(x)=e e = iz ifodaga ko’paytiramiz;
X
1, 2 1 1 1 1 2
—Y-—=Y=-, (—yj =;, Fyzln | x|+C, y=x“(In|x|+C).

X X X X2

Javob: y = x?(In | x| +C).
2-reja. Bernulli tenglamasi deb
y'=a(x)y +b(x)y" (5)
ko’rinishdagi tenglamani aytamiz. Agar m=0 bo’lsa bu tenglama (1) ko’rinishni oladi.

Agar m=1 bo’lsa (5) tenglama o’zgaruvchilari ajraladigan differensial tenglamadan
iborat. Biz m=0 va m=1 bo’lgan holda (5) tenglamani integrallash ketma-ketligini

ko’rib chigamiz. (5)ni y™ ga bo’lamiz:

y "y =a()y " +b(x)
No’ma’lum funksiyani z = y*™ formula bilan almashtiramiz (z'=(1-m)y™™y’):
Z’=(0-m)a(x)z+ (@1—m)b(x).
Bu tenlama zga nisbatan birinchi tartibli chizigli differensial tenglamadir va biz uni

integralalshni yuqorida ko’rib o’tdik.
Ta’kidlash joizki m>0 bo’lgan holda (1) tenglama hamma vaqt y =0 yechimga

ega bo’ladi. Agar m<1 bolsa bu yechim mahsus yechimdan, aks holda hususiy
yechimdan iborat.

Misol. y’—ly:—1 y? tenglamani garaymiz. Uni y? ga bo’lamiz:
X X

o, 1 _ 1

yry-sy =

X X

Bu yerda y™ =z almashtirish bajaramiz, natijada: z’+lz =E. Bu chizigli tenglamani
X X

umumiy yechimi z=l(C+x). Bundan y:CL. Berilgan tenglamaning bu umumiy
X + X

yechimga kirmagan y =0 hususiy yechimi ham mavjud.

X
Javob: y=——, y=0.
y C+x y
3-reja. Rikkati tenglamasi deb
y' =a(x)y* +b(x)y +c(x) (6)

ko’rinishdagi tenglamani aytamiz. Agar a(x) =0 bo’lsa bu tenglama (1) ko’rinishni olai.
Agar c(x) =0 bo’lsa (6) tenglama Bernulli tenglamasidan iborat bo’ladi.

10



Teorema. Agar Rikkati tenglamasining bitta hususiy yechimi ma’lum bo’lsa u
holda uni kvadraturalarda integrallash mumkin.

Isbot. y =y, (x) funksiya (6) tenglamani ganoatlantirsin. U holda

y1(x) =a(x)y; +b(x)y; +c(x) (7)
ayniyat o’rinli. (6) tenglamada y = z + y,(x) almashtirish bajaramiz:
2"+ y;(x) = a()[z + y, ()I° +b(x)[z +y, ()] +c(x).

Bu va (7) tenglikdan z'=[2a(x)y,(x) +b(x)]z +a(x)z* Bernulli tenglamasi hosil bo’ladi
va uni kvadraturalara integrallanishi bizga ma’lum. Teorema isbotlandi.

Teorema isbotida ko’rdikki Rikkati tenglamasi Bernulli tenglamasining m=2

bo’lgan holiga aylanadi. Misollar yechish vaqtida agar birdan Yy = %+ y,(x) almashtirish

bajarilsa Rikkati tenglamasini yechish chizigli tenglamani integrallashga keladi.
Misollar yechish vaqtida (6) tenglamani hususiy yechimi berilmagan bo’lsa ba’zan
uni biror ko’rinishda izlab topish mumkin bo’ladi. Bunda a(x),b(x),c(x) funksiyalarning

ko’rinishi hisobga olinadi.
Misol. y'=xy*+x%y—2x>+1 tenglamani garaymiz. Bu erda y=x hususiy

yechim. y = 1 + x almashtirish bajaramiz, u holda z’ +3x?z = —x bundan
4

z=e% (: — J.xexzdx’.
Berilgan tenglamaning umumiy yechimini yozamiz:

X

y=X+———.
C- J e’ xdx
e
Javob: y=x+—X—->+—, y=X.
C- J e’ xdx
4-Mavzu. To’liq differensialli tenglama
Reja
1. To’liq differensialli tenglama
2. Integrallovchi ko’paytuvchi
1-reja. Agar
M (X, y)dx+ N(x, y)dy =0 (1)

tenglamaning chap tomoni I" sohada biror U(X,y) funksiyaning to’liq differensialidan

iborat bo’lsa, y’ani

duU (x, y)=%dx+%dy= M (X, y)dx+ N(x, y)dy (2)

tenglik o’rinli bo’lsa (1) tenglama I" sohada to’liq differensialli deyiladi. To’liq
differensialli tenglamani dU (x,y) =0 ko’rinishda yozish mumkin. Bunga ko’ra uning

umumiy yechimi U (x, y) = C ko’rinihga ega.

11



Misol. Ushbu (x® + y)dx+ (x—y)dy =0 tenglamani to’liq differensialli bo’lishini
tekshiramiz va umumiy yechimini topamiz. Buning uchun uning chap tomonini
differensial ostiga kiritishga harakat gilamiz:

X4 y2
x3dx + ydx+ xdy— ydy =0; d(?J+d(xy)—d(?J=O;

4 2
dl X+ Xy — Y |-o.
4 2
Demak berilgan tenglama to’liq differensialli ekan va uning umumiy yechimi:
4 2
X, Xy — Y _c
4 2

4 2

Javob: X—+xy—y— =C.
4 2

Har doim ham berilgan tenglamani to’liq differensialli bo’lishini to’g’ridan to’g’ri
tekshirish oson kechmaydi. Bizga quyidagi teorema bu ishda qo’l keladi.
Teorema. (1) tenglama I" sohada to’liq differensialli bo’lishi uchun

M AN

oy  OX
ayniyat I" sohada o’rinli bo’lishi zarur va yetarli.
Isbot. Zarurligi. (1) tenglama to’liq differensialli bo’lsin. U holda (2) tenglik
o’rinli. Ushbu
oU

ou
&:M(x,y),E—N(X,Y) (4)

ayniyatlardan birinchisini 'y bo’yicha ikkinchisini X bo’yicha differensiallaymiz:
o°U oM oU oN
oxoy oy oyox  ox
o’rinli bo’lishi kelib chigadi.

Yetarliligi. (3) ayniyat o’rinli bo’lsin. (2) tenglikni ganoatlantiruvchi U (X, Y)
funksiya mavjudligini ko’rsatamiz, yanada aniqrog’i bu funksiyani quramiz. Uni quyidagi
ko’rinishda qidiraylik:

. Bu tengliklarning chap gismlari aynan tengligidan (3) ayniyat

U(xy)= [M(xy)dx+e(y), (5)

bunda ¢(y) ihtiyoriy differensiallanuvchi funksiya, (x,,Y,)eI’. Bu funksiya (4)
tenkliklardan birinchisini ganoatlantirishi ravshan. ¢(y) funksiyani shunday tanlaylikki
(4)ning ikkinchi tengligi ham o’rinli bo’lsin:
N(x, )—— M (x, y)dx+¢'(y) = —dX+co(y)
5 ayI I

Bu erda (3) ayniyatdan foydalanamiz:

jaa_':dxw'(y) =N (X, ¥) = N (X5, ¥) +@'(y) = N(X,Y)
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y
Bunga ko’ra: ¢(y)= J N(Xy,y)dy+C. Buni (5)ga olib borib qo’ysak izlanayotgan
Yo

X y
U(x,y) funksiya hosil bo’ladi: U(x,y)= IM (%, y)dx + IN(XO, y)dy+C. Teorema
Xo Yo
isbotlandi.
Isbotlangan teoremaga ko’ra (3) tenglik o’rinli bo’lsa (1) tenglamaning umumiy
yechimi

X y
M, y)dx+ [N(x, y)dy=C
Xo Yo

formula  bilan ifodalanadi. Agar teorema isbotida U(x,y)  funksiyani

y

U(x,y)= I N(Xy, Y)dy +#(x) ko’rinishda qidirganimizda (1) tenglamaning umumiy
Yo

yechimini

X y
jM (X, Yo)dX+ IN (x,y)dy=C
Xo Yo
formulasiga ega bo’lar edik.
Misol. Yana (x* + y)dx +(x — y)dy =0 tnglamani garaymiz. Bu erda

M=x*+y, N=x-vy, aﬂ:1, @:1;

oy OX

(3) shart o’rinli. Umumiy integralni

X y
Joc +yydx+ [(-y)dy=C
0 0

4 2
formuladan foydalanib hosil gilamiz. Javob: XZ + xy—y7 =C

2-reja. Yugqorida ko’rdikki to’liq differensialli tenglamani integrallash juda oson.
Bu erda shunday savol tug’iladi: to’liq differensialli bo’lmagan tnglamani to’liq
differensialli tenglamaga keltirish mumkinmi?

Agar (1) tenglamani x(x, y) funksiyaga ko’paytirsak hosil bo’lgan

HOGYIM (X, y)dx+ (X, Y)N (X, y)dy =0 (6)
tenglama to’liq differensialli bo’lsa u(x,y)ni (1) tenglamaning integrallovchi
ko’paytuvchisi deb ataymiz. (6) tenglamaniny umumiy yechimi (1) tenglama uchun ham
umumiy yechim bo’ladi. Demak to’liq differensialli bo’lmagan tenglamani
integrallovchi ko’paytuvchisini topa olsak uni integrallay olamiz. Endi (1) tenlamani
fagat x ga bog’liq integrallovchi ko’paytuvchisini gidiramiz.
HIM (X, y)dx+ z(x)N(x, y)dy =0

o(pM) _ o(uN)

tenglama to’liq differensialli bo’lishi uchun tenglik o’rinli bo’lishi zarur
va yetarli. Bunga ko’ra:
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oy ox dx
M _oN
d_’u:M.dx

Y7, N

Bu tenglikni chap tomoni fagat xga bog’liq. Demak yuqoridagi tenglik ma’noga ega
bo’lishi, ya’ni (1) tenglama p(x) ko’rinishdagi integraloovchi ko’paytuvchiga ega
oM  ON

bo’lishi uchun %z p(x) kasr fagat xga bog’liq bo’lishi zarur. Bu holda

integrallovchi ko paytuvchi x(X) = ejp(x)dx formula bilan aniglanadi.

Yuqoridagiga o’xshash mulohazalar yuritib (1) tenglama w(y) ko’rinishdagi
N oM

integraloovchi ko’paytuvchiga ega bo’lishi uchun wzq(y) kasr fagat yga

d .
Jatay formula bilan

bog’liq bo’lishi zarurligini va integrallovchi ko’paytuvchi u(y)=e
topilishini aniglash mumkin.

Takidlash joizki (1) tenglama x(x,y) integrallovchi ko’paytuvchiga ega bo’lsa

uning mahsus yechimi =0 tenglikni ganoatlantiruvchi y(x) funksiyalar

H(X,Y)
orasidan gidiriladi.

Misol. (xy* — y)dx + xdy =0 tenglamani garaylik. Bu yerda

N _oM

OX ay:2(xy—l):g
M Xy’ =y 'y
2dy

Demak berilgan tenglama u(y)=e ¥ =y ? integrallovchi ko’paytuvchiga ega.
Berilgan tenglamani yga ko’paytiramiz:
(x-Hydx+ X dy=0
y y

2
Bu tenglamaning umumiy yechimini yozamiz: X?—lzc. Berilgan tenglama mahsus
y

yechimga ega, chunki =y? =0 tenglikni va tenglamani o’zini y=0 funksiya

H(%,y)
L X% X
ganoatlantiradi. Javob: 7_§:C’ y=0.

5-Mavzu. Pikar teoremasining isboti
Reja
1. Koshi masalasiga ekvivalent integral tenglama
14



2. Yechim yaginlashuvchi {y, (x)} funksional ketma-ketlikni tuzish
3. {y (X)} ketma-ketlikning hossalari
4. Integral tenglama yechimining mavjudligi va yagonaligi
1-reja. Bizga
y'=f(X¥), y(X) =Y, (1)
Koshi masalasi berilgan bo’lIsin. Faraz qilaylik f (X, y) funksiya
R={(x,y):Ix=x|<a,|y—-y,l<b}
yopiq sohada aniglangan bo’lIsin.
Pikar teoremasi. Agar f(x,y) funksiya R sohada uzluksiz (demak R sohada

chegaralangan bo’ladi: | f(X,y)|<M, M - musbat o’zgarmas son) va Yy o’zgaruvchi

bo’icha Lipshis shartini ganoatlantirsa u holda (1) Koshi masalasi yagona yechimga ega.
Bu yechim

I ={x: |x—x,[<h} (2)
intervalda uzliksiz differensiallanuvchi bo’lib xning bunday giymatlarida R sohadan

tashqariga chigib ketmaydi, bu erda h = min (a, %)

(1) Koshi masalasi

y=Yo+ [f(x y)dx 3)

)

integral tenglamaga ekvivalent. y = ¢(x) funksiya (1) masalani ganoatlantirsin. U holda
do(x) _

o f(x,o(x)) (4)
ayniyatga va ¢(x,) = Yy, tenglikka egamiz. Bu ayniyatni [x,, x] oraligda integrallaymiz:
p() - (%)= [f(xp()dx. (5)

Xo
Bu erda ¢(x,) =Y, tenglikni hisobga olsak y = @(x) funksiya (3) integral tenglamani
ham ganoatlanirishi ko’rinadi.
Endi y=¢(x) funksiya (3) integral tenglamani yechimi bo’lsin. U holda

»(X,) = Y, tenglik bajarilishi ravshan. Bundan tashqari (5) ayniyatga ham egamiz. (4)dan
hosila olsak (5) ayniyat kelb chigadi, ya’ni y=¢(x) funksiya (1) masalani
qanoatlantirishi ko’rsailda.

2-reja. (3) integral tenglama yechimiga yaginlashuvchi funksional ketma-ketlik
guramiz. Birinchi yaginlashish quyidagicha hisoblanadi:

Y= Yo+ | (X Yo)dx.

n-yaginlashishni esa quyidagicha hisoblaymiz:
yn = yO + J‘f (X; yn_l)dX, I’]ZZ

Shunday qilib biz {y, (x)} funksional ketma-ketlikni qurib oldik.
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3-reja. Qurilgan ketma ketlik quyidagi hossalarga ega.

1%y, (x),k =1,2.... funksiyalar | intervalda uzluksiz.

Hagigatdan ham f(x,y,) funksiya | intervalda uzluksizligidan y,(x) funksiyani
| da uzluksizligi kelib chigadi. Ida f(x,y;(x)) funksiyani uzluksizligidan vy, (x) ni

uzluksizligi kelib chigadi va h.k.
2°. y.(x),k =1,2,... funksiyalar x e 1 da R sohadan chigib ketmaydi.

Bu hossani matematik induksiya metodi bilan isbotlaymiz:

[ (x, yo)o

Demak y,(x) funksiya Rdan chigib ketmaydi. Faraz gilaylik y, (x) funksiya R sohadan
chiqib ketmasin. U holda | y, (X) — Y, [<b o’rinli. Bundan

|Yi=Yo = <M | X=X, [<Mh<b

Xjf (X, ¥, )dx

Demak vy, ,,(x) funksiya ham R sohadan chigib ketmaydi.
3. {y (x)} funksional ketma-ketlik | intervalda tekis yaginlashadi.
Hossani isbotlash uchun

Yo +IYi = Yol+L[Y, = Vil + - +[Yn = Ynud + - (6)
qatorning tekis yaqinlashuvchiligini ko’rsatish etarli. (6) gatorning har bir hadini
baholaymiz:

| Yirr = Yo I= <M | X=X, [<Mh<b

| Y1 = Yo €M [ X=X, [ Mh

A RICS AR ICE) o

0

<L fly,—yoldx<

0

X 2 2
sMLj|x—xo|dx=MLMSML%
Xo :

Shunga o’ hshash quyidagi tengsizliklarni ketma-ket hosil gilamiz:

ooooooooooooo

sonli qatorning mos hadidan katta emas. Dalamber alomatiga ko’ra yuqoridagi sonli qator
yaginlashuvchi. Shu sababli Veyershtras teoremasiga ko’ra (6) qator hamda {y, (X)}

funksional ketma-ketlik | intervalda tekis yaginlashuvchidir.
4-reja.{y, (x)} ketma-ketlik Y (x) funksiyaga tekis yaginlashsin. U holda

16



ushbu |y, (x) — y, [<b tengsizlikda k — oo da limitga o’sak |Y (x) -y, [< b, yani Y (x)
funksiya R dan chiqib ketmasligi ko’rinadi.

Y, =Yoo+ J.f (X, ¥,_y)dx tenglikda n— oo da limitga o’tsak

Xo

Y(X)=Y,+ ].f (x,Y (x))dx

Xo
tenglikka ega bo’lamiz. Demak Y (x) funksiya (3) integral tenglamani ganoatlantiradi.
Endi bu yechim yagonaligini isbotlaymiz. Faraz gilaylik boshga y*(x) funksiya
ham integral tenglamani ganoatlantirsin va I, ={x:|x—X,[<h} intervalda uzluksiz
differensiallanuvchi bo’lsin, bu erda h, <h. U holda

y*=Yo+ | f(x y*)dx

ayniyat o’rinli. y, — y* ayirmani baholaymiz:
Vo= y*I=| [T 06 y9)a <M [ x=x, |

Xo

Shunga o’hshash quyidagi tengsizliklarni ketma-ket hosil gilamiz:

2
ly, - y*le MLIX X!

| X=X,
21

X — X n+1
Yo - yrie M XX L
(n+21)!

Ohirgi tengsizlikni 0’ng qismi N—»oo da nolga intiladi. Bundan kIim y, = y* ziddiyatli
—>0

tenglik kelib chigadi. Demak yuqorida (3) integral tenglama yana bir yechimga ega
bo’lsin deb qilingan faraz noto’g’ri. Teorema to’la isbotlandi.

6-Mavzu. Differensial va integral tengsizliklar
Reja
1. Gronoull-Belman tengsizligi
2. Yagonalik teoremalari
3. Differensial tengsizlik
1-reja. 1-teorema. Agar y(x) >0, p(x)>0 va g(x) >0 funksiyalar [a,b] oraligda

uzluksiz bo’lib ular uchun

y(x) <q(x)+ [p(t)y(t)dt (1)
munosabat o’rinli bo’lsa, [a,b] oraligda ushbu
y(x) <q()+ [p(t)act)e*dt, 2)
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Gronoull-Belman tengsizligi ham o’rinli bo’ladi, bu erda A(t, x) = jp(s)ds.

Isbot. h(x) = J'p(t)y(t)dt belgilash kiritamiz. Bundan:

h'(x) = p(9)y(x), p()N(X) = p(x) [ p(®) y(t)dt
tengliklar kelib chigadi. Ularni ayiramiz: ’

h'(x) = p(x)h(x) = IO(X){V(X)— Ip(t)y(t)dt} < p()a(x)

A(x,u)

Bu tengsizlikni e ga ko’paytiramiz va [a, x] oraliqda integrallaymiz:

Ihf(t)eA(t,u)dt - J.p(t)h(t)eA(t'u)dt < J'p(t)q(t)eA(t,u)dt
Bu erda

j v (t)e Wt = h(t)e AtV .

L j h(t) p(t)e”tWdt =

= h(x)eA(X,U) _ h(a)eA(a,U) + _[h(t) p(t)eA(t,u)dt
a
tengliklarni va h(a) = Oni hisobga olsak quyidagiga ega bo’lamiz:

h(x)e*™*) < [p(t)a(t)e*dt.

Bundan:  h(x) < [p()q(t)e* e **dt= [p(t)q(t)e"“dt kelib chigadi. Bu erda

a a
h(x) > y(x)—q(x) munosabatni qo’llasak (2) tengsizlik hosil bo’ladi. Teorema

isbotlandi.
2-teorema. Agar [a,b] oraligda uzluksiz y(x) >0, p(x)>0 funksiyalar va C >0

0’zgarmas son uchun
y(x) <C+ [p(t)y(t)dt

a
munosabat o’rinli bo’lsa, [a,b] oraliqda ushbu
y(x) <Ce”®¥

Gronoull tengsizligi ham o’rinli bo’ladi
Isbot. 1-teoremani qo’llaymiz:

y(x)<C+C jp(t)eA“X)dt C- c(’“”) ' =C-C-eh@9 = et

3-teorema. Agar [a,b] oraligda uzluksiz y(x)>0 funksiya >0, £>0
0’zgarmas sonlar uchun
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y(x) < [lay(t) + Bldt (4)
a
munosabat o’rinli bo’lsa, [a,b] oraliqda ushbu
1) y(x) < & 2 = (agar >0, >0 bo’lsa)
o _

2) y(X) < p(x—a) (agar =0, >0 bo’lsa)
tengsizliklar ham o’rinli bo’ladi.
Isbot. (4) tengsizlikni o’zgartirib yozamiz:

y(x) < A(x—a)+ [ay(t)dt
Endi 1-teoremani qo’llaymiz:

y(X) < B(x—a)+ Xjaﬂ(t —a)e* It =

= IB(X — a) — e(t _ a)ea'(X—t) E: + J.ﬁea(x_t)dt — I,Bea(x_t)dt .
a a

Bu erda agar >0, >0 bo’lsa 1) tengsizlik, agar =0, >0 bo’lsa 2) tengsizlk
hosil bo’ladi.
2-reja. Bizga
y'=f(x¥), y(X) = Yo ()
Koshi masalasi berilgan bo’lsin, bunda f(X,y) funksiya I'={(x,y):xel,yel}
sohada aniglangan.
4-Teorema. Agar f(x,y) funksiya I' sohada y bo’yicha Lipshits shartini

ganoatlantirsa u holda (5) masala ko’pi bilan bitta yechimga ega.
Isbot. (5) masala ikkita y,(x) va y,(x) yechimga ega bo’lsin. U holda

V() = Yo+ [F(s,y,(s))ds

Xo

Y200 = Yo+ [F(s,y,(s))ds

Xo

integral ayniyatlar o’rinli. Bundan quyidagiga ega bo’lamiz:

Y00~ (0 k| [TF(, ()~ F (5, Y2(8)1ds < L [l ()~ v, ()| ds.

0 )

Agar z(x)=|y;(X)—-y,(x)| desak va z(x)<0+ sz(s)ds tengsizlikka Gronoull
tengsizligini tadbig etsak z(x)<0 munosabatni olamiz. Bundan z(x)=0, ya’ni
y;(X) = y,(x) ayniyat kelib chigadi. Teorema isbotlandi.
5-teorema. Agar f(x,y) funksiya uchun (x,,Y,) nugtaning biror atrofida
| £y — F (Vo) [ (X=X0) <K [y =Y, |, 0<k <1
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tengsizlik o’rinli bo’lsa, u holda (5) masala ko’pi bilan bitta yechimga ega.
Isbot. (5) masala biror | x—x, |<h oraligda ikkita y,(x) va y,(x) yechimga ega
bo’lsin. Quydagi funksiyani kiritamiz:
F(X) — yl(x) - yZ(X)
X — X,
Quyidagi limitni Lopital goidasini qo’llab hisoblaymiz:
im F(x) = fim 27200 _ 0 vy g (xy)=0.
X—>Xo X—>Xo 1

Agar F(X,)=0 deb hisoblasak F(x) funksiya | x—x,|<h oraligda uzluksiz funksiyaga
aylanadi. Shu F(x) funksiya | x—x, [< h oraligda aynan nolga teng bo’lishini ko’rsatsak
teorema isbotlangan bo’ladi. Teskarisini faraz qilaylik. U holda |x-X,|<h oraligda
shunday x. nuqgta topilaiki unda | F(x)| funksiya o’zining maksimumiga erishadi, uni Q
orgali belgilaylik. Bundan

0 <010 =y,

, X # Xy

j[f (% Y. 00) = F (%, Y, ()] <

\ X — Xg \_n Xo |y;
! ﬁyl(x) y2(X)|dx <= ﬂF(x)\dx <Q.
Xe=Xo|y| X=X \ Xe =g 5.
Bu ziddiyat teoremani isbotlaydi.
3-reja. Bizga ushbu
y'<a(x)y +b(x) (6)

differensial tengsizlik berilgan bo’lsin, bu erda xe I .
Ta’rif. Agar | intervalda uzluksiz differensiallanuvchi y = ¢(x) funksiya

@' (x) < a(x)e(x) +b(x) (7)
tengsizlikni ganoatlantirsa uni (6) differensial tengsizlikning | intervaldagi yechimi deb
ataymiz.
6-teorema. Agar y=¢(X), @(x,) <Y, funksiya (6) differensial tengsizlikning |
intervaldagi yechimi bo’lsa u holda shu yechim uchun

o(X) s(yo + ij(t)eA(t)dt]eA(x) (8)

Xg

X
tengsizlik o’rinli, bu erda A(X) = I a(s)ds.
Xo

A(X)

Isbot. (7) tengsizlikni e™™" ga ko’paytiramiz va [x,, x] oraliqgda integrallaymiz:

)].[e A(t) '(t) e A(t)a(t)¢(t)]dt< Ib(t)e—A(t)dt

Xo

Bu erda j[e-A%'(t)—e-A“)a(t)(p(t)]dt=¢(t)e-A<t>\:0:go(x)e—A(X)-gp(xo) tenglikni

Xo

hisobga olsak
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p()e " <p(x,)+ [b(t)e *Vdt.
Ohirgi tengsizlikda ¢(x,) < x, ni hisobga olsak va e
kelib chigadi.

A(x)

ga ko’paytirsak (8) tengsizlik

7-Mavzu. Hosilaga nisbatan yechilmagan birinchi tartibli
oddiy differensial tenglamalar
Reja
1. Yechim tushunchasi
2. Koshi masalasi
3. Umumiy, hususiy va mahsus yechim
4. Kvadraturalarda integrallanuvchi ba’zi tenglamalar
1-reja. Hosilaga nisbatan yechilmagan birinchi tartibli oddiy diffensial tenglamalar

F(xy,y)=0 (1)
ko'rinishda yoziladi. Agar (a,b) intervalda uzluksiz differensiallanuvchi y=y(x)
funksiya (1) tenglamani shu intervalda ayniyatga aylantirsa, yani F(x,y(x),y'(x))=0
tenglik barcha x e (a,b)lar uchun bajarilsa y=y(x) funksiya (1) tenglamaning (a,b)
intervaldagi yechimi deyiladi.
Agar parametrik ko’rinishda berilgan x=¢(t), y=w(t) funksiya uchun (t,,t,)

intervalda F(go(t),w(t),l/;:ég)EO ayniyat o’rinli bo’lsa bu funksiya (1) tenglamaning
(t,,t,) intervaldagi parametrik yechimi deyiladi. (1) tenglamani yechimi oshkormas
ko’rinishda aniglanishi ham mumkin.

(1) tenglama har bir (x,y) nugtada y'ning bitta yoki bir nechta giymatini
aniglaydi. Har bir (x,y) nugtada har bir y’ga mos Ox o’qinini musbat yo’nlishi bilan «
(tgae=y') burchak tashkil etuvchi birlik vector chizamiz. Hatijada yo’nalishlar

maydoni hosil bo’ladi.
2-reja. (1) differensial tenglamani  y(x,)=Y, boshlang’ich  shartni

ganoatlantiruvchi yechimini topish masalasi — Koshi masalasi deyiladi. Agar (1)
tenglamani y(X,) =y, shartni ganoatlantiruvchi har ganday ikkita yechimi (X,,Y,)

nuqtada umumiy urinmaga ega bo’lmasa (X,,Y,) nuqtada Koshi masalasi yagona
yechimga ega deyiladi. Agar (1) tenglamani y(x,)=1Y, shartni ganoatlantiruvchi

yechimi mavjud bo’lmasa yoki shu shartni ganoatlantiruvchi har ganday ikkita yechimi
(Xo, Yo) nuqtada umumiy urinmaga ega bo’lsa (X,, Y,) nuqtada Koshi masalasi yechimi
yagonaligi busiladi deymiz.

Teorema. Agar F(x,y,y") funksiya quyidagi uchta shartni ganoatlantirsa:

1) F(x,y,Y’) funksiya (x,, Yy, Ys) nuqtaning biror atrofida o’zinin birinchi tartibli
hususiy hoslilari bilan uzluksiz;

2) F(Xo, Yo, Y0) =0;

3) Ky (X0, Yos Yo) #0,
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u holda (1) tenglamaning y(x,) =Yy, Y'(X) =Y tengliklarni ganoatlantiruvchi x = x,
nugtaning biror atrofida aniglangan y = y(x) yechimi mavjud va yagona.

Isbot. Oshkormas funksiyalar haqidagi teoremaga ko’ra (Xy,Y,,Ys) nuqgtaning
atrofida (1) tenglamani y’ga nisbatan bir giymatli yechish mumkin: y"= f(x,y), bu erda
f(x,y) funksiya (X,,Y,)nuqtaning atrofida o’zining birinchi tartibli hususiy hosilalari
bilan uzluksiz va y;=f(X,,Y,). U holda Koshi teoremasiga ko’ra y'= f(x,Yy),
y(x,) =Y, Koshi masalasi x =X, nugtaning biror atrofida yagona y = y(x) yechimga
ega. Bu funksiya (1) tenglamani ham echimidir. Bu yechim y'(x,) = f (X, Y(X5)) = Yo
tenglikni ham ganoatlantiradi.

3-reja. (1) differensial tenglama y’ga nisbatan yechilsin:

y'=f . (xy), k=12..,m (2)

(2) tenglamalarnin umumiy yechimlari to’pami (1) tenglamaning umumiy yechimi
deyiladi. Kiritilgan ta’rif (2) tenglamalar soni cheksiz bo’Igan hol uchun ham o’rinli.

Misol. yZ+(y? =Dy —-y?=0 (3)
tenglamani gaaymiz. U ikkita tenglamaga ajraladi: y’'=1, y'=—y?. Bu tenglamalarning
umumiy yechimini mos ravishda yozamiz:
1

X+C
Bu yechimlar to’plami (3) tenglamaning umumiy yechimini ifodalaydi. Umumiy
yechimni bitta munosabat bilan quyidagicha yozish mumkin:

y=x+C,y=

(y—X—C)(y—ﬁ}O-
Javob: (y—x—C)(y—&):O

y =Yy(x) yechimning har bir nugtasida Koshi masalasi yagona yechimga ega
bo’lsa u (1) tenglamaning hususiy yechimi deyiladi. y=y(x) yechimning har bir
nugtasida Koshi masalasi yechimi yagonaligi buzilsa u (1) tenglamaning mahsus
yechimi deyiladi.

Endi (1) tenglamani mahsus yechimini toppish masalasi bilan shug’ulanamiz.

{F(x, y,y)=0
Fy (X, y,y)=0
sistemadan y'ni yo’qotib biror y=Yy(x) funksiyaga ega bo’lamiz. Bu funksiya (1)
tenglamaning diskriminant chizig’i deyiladi. (1) tenglama mahsus yechimga ega bo’lsa
u diskriminant tenglamaning chizig’idan iborat bo’ladi.

Misol. xy'2 —2yy' +4x=0 (4)
tenglamani garaymiz. Diskriminant chizigni topamiz:
12 ’ — 2 2
Xy 2yy +4x=0 yr:X %—ZL+4X:O y2:4X2-
2xy' -2y =0 X X X

Bu tenglam ikkita y =+2X to’g’ri chizigni ifodalaydi va ular (4) tenglamaning mahsus
yechimidan iborat.
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4-reja. F(y)=0 (5)
ko’rinishdagi faqat hosila gatnashgan tenglamalarni o’rganamiz. (5) tenglamani y’ga
nisbatan hagqiqiy yechimlari y'=k,, (i=1...,m) deylik. U holda y=kx+C yoki

k, = Y=C \elib chigadi. y’=k;ni hisobga olib buni (5) ga qo’ysak F(%jzo bu
X

tenglamaning umumiy yechimi bo’ladi.
Noma’lum funksiya gatnashmagan tenglamani o’rganamiz:

F(x,y)=0 (6)
Bu tenglamani y’ga nisbatan yechish mumkin bo’lsin: y'= f, (x), k=1..,m u holda
uning umumiy yechimi y = Ifk(x)dx+C, k =1,..,m funksiyalar to’plamidan iborat.

(6) tenglamani X ga nisbatan yechish mumkin bo’lsin: X =¢(y’). Bu tenglamani
integrallash uchun y’ = p parametr kiritamiz. U holda x=¢(p), dy = pdx tengliklardan
dy = pe'(p)dp yoki y= _[p(p'(p)dp+c kelib chigadi. Natijada (6) tenglamaning
umumiy yechimi parametrik formada yoziladi:

x=p(p), y= [pe'(p)dp+C.
Erkli o’zgaruvchi qatnashmagan tenglamani o’rganamiz:
F(y,y)=0 (7)

Bu tenglamani y’ga nisbatan yechish mumkin bo’lsin: y'=g,(y), k=1..,m u holda
dy
9k (Y)
(6) tenglamani y ga nisbatan yechish mumkin bo’lsin: y=¢(y’). Bu tenglamani

integrallash uchun ham y'=p parametr kiritamiz. U holda y=¢(p), dx=d—g

uning umumiy yechimi .[ =X+C, k=1,..,m funksiyalar to’plamidan iborat.

tengliklardan dx=%gp’(p)dp yoki X = _[%(p'(p)dp+C kelib chigadi. Natijada (6)
tenglamaning umumiy yechimi parametrik formada yoziladi:
1,
y=0(p), x= quo(p)dmc

8-Mavzu. Parametr Kiritish usuli
Reja
1. Noma’lum funksiyaga nisbatan yechilgan tenglama
2. Erkli o’zgaruvchiga nisbatan yechilgan tenglama
3. Lagranj tenglamasi
4. Klero tenglamasi
1-reja. Hoslilaga nisbatan yechilmagan
F(xy,y)=0 1)
tenglamani noma’lum funksiyaga nisbatan yechish mumkin bo’lsin, ya’ni
y=f(xy) (2)
ko'rinishda yozish mumkin bo’lsin. y' = p deb belgilaymiz. Natijada (2) tenglama

y=f(x,p), y'=p
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ko’rinishni oladi. Bundan
dy = f,dx+ f dp
Bu erda dy = pdx o’rniga qo’yishni bajaramiz:

pdx = f,dx+ f dp p=f+ f;% (3)
X

Bu hosilaga nisbatan yechilgan tenglamadir. Uning umumiy yechimi p =w(X,C) bo’lsa
(2) tenglamaning umumiy yechimi y = f (x,®(x,C)) formula bilan aniglanadi. Agar (3)
tenglama p = y(x) mahsus yechimga ega bo’lsa (2) tenglamaning y = f (X, 7(x)) mahsus
yechimga ega bo’lishi mumkin.
2-reja. (1) tenglamani erkli o’zgaruvchiga nisbatan yechish mumkin bo’lsin:
x="f(y,y) (4)
y' = p deb belgilaymiz. Natijada (4) tenglama quyidagi ko’rinishni oladi:
x=1(y,p), y'=p;

!/ ! . 1 !/ ! .
dx= f,dy+ f dp; de: fydy+ f dp;
1 dp
—=f/+f —. 5
p y pdy ( )

Ohirgi tenglama hosilaga nisbatan yechilgan differensial tenglamadir. Uning umumiy
yechimi p=w(y,C) bo’lsa (4) tenglamaning umumiy yechimi x= f(y,o(y,C))
formula bilan ifodalanadi. (5) tenglama p=y(y) mahsus yechimga ega bo’lsa (4)
tenglama x = f (y,7(y)) mahsus yechimga ega bo’lishi mumkin.
3-reja. Quyidagi ko’rinishdagi tenglama Lagranj tenglamasi deyiladi:

y=o()x+y(y). (6)
Lagranj tenglamasini hamma vaqgt kvadraturalarda integrallash mumkin. Hagigatdan ham
y' = p parametr kiritsak

y=p(p)X+w(p), y'=p

pdx = p(p)dx +[¢'(p)x +y'(p)ldp
[¢(p) — pldx+[¢'(p)x+y'(p)ldp =0 (7)

&, g _ v

dp o(p)-p  p-e(p)
Bu — erkli o’zgaruvchisi pdan nomalum funksiyasi xdan iborat chizigli differensial
tenglamadir. Uning umumiy yechimi x=w(p,C) bo’lsa (6) tenglamaning umumiy
yechimi

y=p(p)o(p,C)+y(p), x=a(p,C)
parametrik ko’rinishda ifodalanadi.

Yugorida (7) tenglamani ¢(p)— p ifodaga bo’lishni amalgam oshirdik. Agar p; (
I=1..,m) sonlar ¢(p)=p tenglamaning ildizlari bo’lsa Lagranj tenglamasining
quyidagi yechimlari ham kelib chigadi:

y=pix+y(p), (1=1..,m)
Bu yechimlar mahsus bo’lishi ham hususiy bo’lishi ham mumkin. Demak Lagranj
tenglamasining mahsus yechimlari faqt to’g’ri chiziq bo’lishi mumkin.
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Misol. Ushbu y=xy'2+y"? tenglamani garaymiz. y'=p parametr
kiritamiz. Natijada: y = xp? + p?
pdx = p2dx + (2 px +2p)dp
(p? - p)dx+2p(x+1)dp=0
dx. 2 2

—+ X
dp p-1 1-p

Bu chizigli tenglamani umumiy yechimi: x= —1. Bu ifodani y=xp?+ p? ga

(p-1)°
2
qo’yamiz: Y= ( Cp1)2 . Demak berilgan tenglamaning umumiy yechimi quyidagicha
p —
parametrik ko’rinishda yoziladi
C 2
X = C 2—1, y = P >

(p-1) (p-1)

Bu erda pni yo’qotsak umumiy yechim oshkor ko’rinishni oladi:
y= (/ Xx+1+C j

Tenglamani yechish jarayonida p? — p ifodaga bo’lish bajarildi. Bu ifoda p=0 va
p=1da nolga aylanadi. Bularni y=xp”+ pga qo’yib berilgan tenglamaning ikkita
yechimini topamiz:

y=0va y=x+1.

Ulardan birinchisi mahsus yechim ikkinchisi hususiy yechimdir.

Javob: y = (/x—+1+Cj, y=0, y=x+1

4-reja. Agar Lagranj tenglamasida ¢(y') =y’ bo’lsau

y=yX+y(y) (8)
ko'rinishni oladi. (8) tenglama Klero tenglamasi deb ataladi. Bu erda ham y'= p
parametr kiritamiz. Natijada
y=px+y(p) (9
dy = pdx+[x+y'(p)ldp
pdx = pdx+[x+y'(p)ldp
[x+w'(p)ldp =0
Ohirgi tenglama ikkita tenglamaga ajraladi:
dp=0va x=-y'(p) (10)
Ularning birinchsidan p=C kelib chiqadi va buni (9)ga qo’ysak (8) tenglamaning
umumiy echimini hosil gilamiz: y=Cx+y/(C). Berilgan tenglama va umumiy yechim
ko’rinishlarini taqqoslab shunday hulosaga kelamiz: Klero tenglamasining umumiy
yechimini yozish uchun tenglamda y'=C o’rniga qo’yish bajarish kifoya. (10)ning
ikkinchi tenglamasidan Klero tenglamasining yana bir yechimi paydo bo’ladi:
y=-py'(p)+w(p), x=-y'(p) (11)
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Parametrik ko’rinishdagi bu yechim mahsus yechim bo’lishini isbotlaymiz. Avvalgi

darsda ta’kidlanganidek (8) tenglamaning mahsus yechimi diskriminant chiziqlar orasida
bo’ladi. Bu chiziq

{y =Yx+y(y)
0=x+y'(y)

sistemadan y'ni yo’qotib aniglanadi. Bu sistema va (11) tengliklarni solishtirsak, (11)dan
pni yo’qotsak ham ayni diskriminant chiziq hosil bo’lishini ko’rish mumkin. Qolaversa
(11) funksiya Klero tenglamasining yechimidan iborat. Demak u mahsus yechimdir.

Misol. Ushbu y=y’x—%y’2 tenglamani  garaymiz. y'=C  o’rniga

qo’yishni bajarib umumiy yechimni aniqlaymiz: y = Cx - %C 2,
Bu tenglamaning diskriminant chizigini topaylik:
1~
=Cx—=C
y 4

O=x—lC
2

Bu sistemadan y = x* fuksiyani aniglaymiz. Bu funksiya berilgan tenglamaning mahsus
yechimidir. Jabob: y = Cx—%C2 Ly =X
9-Mavzu. n-tartibli oddiy differensial tenglamalar
Reja
1. Yechim tushunchasi. Koshi masalasining qo’yilishi.
2. Koshi masalasi yechimining mavjudligi va yagonaligi
3. Umumiy yechim

4. Oraliq integrallar
1-reja. Ushbu

F Y,y y™) =0 €N
ko’rinishdagi tenglama n- tartibli oddiy differensial tenglama deyiladi. Faraz gilaylik
(1) tenglamani y™ ga nisbatan yechish mumkin:
yO =ty YY) (@)

Bu tenglama yuqori tartibli hosilaga nisbatan yechilgan n- tartibli oddiy differensial
tenglama deyiladi.

Agar | intervalda uzluksiz n marta differensiallanuvchi y = y(x) funksiya uchun
shu intervalda F(x, Yy, y'(X),....y"™ (x))=0 ayniyat o’rinli bo’lsa, u holda y = y(x)
funksiyani (1) tenglamaning | intervaldagi yechimi deb ataymiz.

(2) tenglama uchun Koshi masalasi. (2) tenglamaning barcha y = y(x) yechimlari

orasidan

Y(X0) = Yo, Y (Xo) = Yo -.r Y5 (%) = y§" 3)
tengliklarni qanoatlantiruvchi yechimni toping, bu erda (3) tengliklar boshlang’ich shart,
Xos Yor Yor--es yé”_l) sonlar esa boshlang’ich giymatlar deyiladi.
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(1) tenglama uchun Koshi masalasi ham (1) tenglamaga qo’yilganidek keltiriladi.
Lekin (1) tenglamani (3) boshlang’ich shartni ganoatlantiruvchi har ganday ikkita v, (X)
va Y,(x) vyechimlari uchun y{"(x,)=y{"(x,) munosabat o’rinli bo’lsa Koshi
masalasining yechimi mavjud va yagona hisoblanadi. Agar (1) tenglamaning (3) shartni
ganoatlantiruvchi yechimi topilmasa yoki ikkita y,(x) va y,(x) yechimlari (3) shartni va
v (%) = y§ (%,) tenglikni ganoatlantirsa Koshi masalasi yechimining mavjudligi va
yagonaligi buziladi deb aytamiz.

2-reja. Bu erda (2) tenglama uchun Koshi masalasi yechiminning mavjudligi va
yagonaligi haqidagi asosiy teoremani (Pikar teoremasi) isbotsiz keltirib o’tamiz.

Teorema. f(x,y,Y',... y"™) funksiya
RiIx=Xl<a [y=Yol<b, [V =Yg I<b,... [y —y§"™ [<b
sohada aniglangan bo’lib quyidagi ikkita shartni qanoatlantirsin:

1) R sohada f(x,y,Y',...,y" ™) funksiya o’zining barcha argumentlari bo’yicha
uzluksiz (demak chegaralangan, ya’ni | f(x,y,y',...y"™)|<M, bunda M o’zgarmas
musbat son;

2) £(x,y,Y,...y"™?) funksiyaning y, y', ..., y

(" argumentlar bo’yicha hususiy

hosilalari R sohada chegaralangan, ya’ni o

isK, (1=01%..,n-1), bu era K
oy

0’zgarmas musbat son.

U holda (2) tenglamaning (3) boshlang’ich shartni ganoatlantiruvchi Yy = y(X)
yechimi mavjud va yagonadir. Bu yechim n-tartibli hosilalari bilan birga biror
I ={X: | X=X, [£ h} intervalda uzluksizdir.

Bu teoremaning isboti hosilaga nisbatan yechilgan birinchi tartibli oddiy
differensial tenglamaga keltirilganidek amalgam oshiriladi.

Endi (1) tenglama uchun qo’ilgan Koshi masalasi yechimining mavjudligi va
yagonaligi hagidagi teoremani Kkltiramiz.

Teorema. Agar F(x,y,Y',...,y™) funksiya quyidagi uchta shartni ganoatlantirsa:
(n-1)

1) FOXY, Y, y™) funksiya (X, Yo, Yoo Y&, y&) nugtaning biror yopig
atrofida o’zining barcha hususiy hosilalari bilan birgalikda uzluksiz differensiallanuvchi;

2) F(%: Yo Yors Yo' 1Y) =0;

3) F;(m (Xo1 Yor Yourens ¥6™ 2, ¥67) %0,

u holda (1) tenglamani (3) boshlangich shartni va y™(x,)=y{" tenglikni
ganoatlantiruvchi y = y(x) yechimi mavjud va yagona. Bu yechim x=x, nugtaning

biror atrofida n-tartibli hosilalari bilan birga uzluksizdir.
Bu teoremaning isbotlash hosilaga nisbatan yechlmagan birinchi tartibli oddiy
ifferensial tenglama uchun keltirilganidek olib boriladi.

3-reja. D orgali shunday (X,y,Y',....y" ™) nuqtalar to’plamini belgilaylikki bu
nuqtada (2) tenglama uchun qo’yilgan Koshi masalasi yagona yechimga ega bo’lsin.
Agar 1) C,,C,.,..,C, parametrlarning ihtiyoriy giymatida ham y=¢(x,C;,C,....,C,)
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funksiya (2) tenglamani qganoatlantirsa; 2) D to’plamdan olingan har bir
(X, ¥, Y,.... y" ™) nugta uchun
y=¢(x,C.,C,,....,C.)

"=¢'(x,C.,C,,...,C,
y'=¢'(x,C,C, ) @)

y" =P (x,C,C,,...,.C,)

sistemanini C,,C,....,C, larga nisbatan bir qiymatli yechish mumkin bo’lsa u holda
y=¢(x,C,,C,,...,C,) funksiyani (2) differensial tenglamaning D to’plamdagi umumiy
yechimi deb ataymiz.

Umumiy yechimning bitta muhim hossasini aytib o’tamiz. (4) sistemadan
aniglangan  C,,C,,..,C, parametrlarning giymatlarini  y™ =™ (x,C,,C,,...,C,)
tenglikka qo’ysak (2) tenglama hosil bo’ladi. Bu n parametrli chiziglar oilasining
differensial tenglamasini tuzish goidasi hamdir.

Misol. y"+y =0 tenglamani y(0) =1, y'(0)=0  boshlang’ich  shartni
ganoatlantiruvchi  yechimini topaylik. Berilgan tenglamaning umumiy yechimi
y=C,cos x+C,sin x formula bilan ifodalanadi. Bundan Koshi maslasining yechimini

aniglash mumkin: y =cosx.
(1) tenglama y™ =1 (x,y,¥,...y"?"), k=1..,m tenglamalarga ajratilishi
mumkin bo’lsin. Bu yuqori tartibli hosilaga nisbatan yechilgan tenglamalarning umumiy
yechimlari to’plami (1) tenglamaning umumiy yechimi deyiladi.
Misol. (y")> =x* tenglamani garaylik. Bu tenglama ikkita y"=x* va y”=-x

differensial tenglamaga ajraladi. Ularning umumiy yechimlarini mos ravishda yozamiz:
4 4

y::—2+Clx+C2, y:—i(—2+Clx+C2. Ular birgalikda berilgan tenglamaning umumiy

2

yechimini beradi.
4-reja. Bizga
(XY, Y. y9,C.,C,....,C Ly ) =0 (5)

tenglik berilgan bo’lsin. Bu tenglikni X bo’yicha n—k marta differensiallab hosil
bo’lgan n—k ta tenglikdan C,,C,....,C,_, parametrlarni yo’qotsak natijada (1) tenglama
hosil bo’lsa (5)ni (1) differensial tenglamaning oraliq integrali deb ataymiz. Hususan (5)
tenglikda fagat bitta o’zgarmas parametr qatnashsa u (1) differensial tenglamaning
birinchi integrali deyiladi.

Misol. y”=2\/7 ikkinchi tartibli differensial tenglamaning birinchi integrali
y'—(x+C,)*=0 tenglik bo’lishini tekshiramiz. Bu tenglikni X bo’yicha
differensiallaylik: y"—2(x+C,;)=0. Bundan: y”:2(x+C1):2\/7, berilgan tenglama
hosil bo’ldi.
10-Mavzu. n-tartibli differensial tenglamalarning kvadraturalarda integrallanuvchi

ba’zi turlari
Reja

1. n-tartibli differensial tenglamalarning kvadraturalarda integrallanuvchi ba’zi

turlari.
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2. Tartibi kamayadigan differensial tenglamalar
1-reja. 1. Dastlab

y® =f(x) (1)
ko’rinishdagi tenglamani o’rganaylik. Agar f(x) funksiya | intervalda uzluksiz bo’lsa

bu tenglamani kvadraturalarda integrallash mumkin. (1) tenglamani n marta ketma-ket
integrallab, umumiy yechimini topamiz:

y(x)_” J'f(x)dxdx dx+ 1(( 3?n_1+...+Cn_1(x—XO)+Cn 2)

Quydagi Direhle formulasini isbotlaymiz:

f(x)dxdx dx_— f(z)(x—z)n “Ldx
(n-

Xo Xo n ta
nta

Isbotni matematik induksiya usulida olib boramiz. Dastlab n=2 uchun isbotlaylik:

jf (x)dx = f,(x) deb hisoblaylik. U holda

Xo

”f (x)dxdx = jf (2)dz =

Xo Xo

u=f(z) dv=dz
du=f(z)dz v=z

}: #,(2)|, )~ ijf (2)dz =

X X
X jf (2)dz - jzf (2)dz = j(x— 2) f (z)dz
X X Xo
n=k uchun Direhle formulasi o’rinli bo’lsin, yani

fxdxdxdx_— f(z)(x—2z)*tdx
H j (x)dxdx...dx j()( )

Xo Xo k ta (k
k ta
tenglikka egamiz. Quydagi tenglikni isbotlash kerak

H j f (x)dxdx...dx dx_— J.f(z)(x—z) dx

Xo Xo Xo k+l ta
H_J
k+1ta
f,(x) funksiya uchun quydagi tenglikni yoza olamiz:

” j f,(x)dxdx. dx_(k— jf (2)(x—2)*Ldx
Xo Xo k ta
k ta

Bu tenglikning 0’ng tomonini bo’laklab integrallaylik:
u=f(z) dv=(x—2)*"*

du = f (z)dz v=—(x‘kz)k B

j f,(z)(x—2)" tdx =

(k- 1)'
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X

=2 ¢ +% Xjf(z)(x—z)kdz=%:If<2><x—z>kdz

k!
Z:XO Xo

Direhle formulasi isbotlandi. (2) ni bu formulasi yordamida soddaroq ko’rinishda yozish
mumkin:

1
(n=1)!

y(x) = Xjf (2)(x—2)"tdx + 2= %)"" o+ C, L (X—X,)+C,

(n-21)!
2. Endi
F(x,y™)=0  (3)
ko’rinishdagi tenglamani qaraymiz. Agar F(¢(t),(t)) =0 ayniyat o’rinli bo’lsa, u holda
(3) tenglamani kvadraturalarda integrallash mumkin. Bu erda x=g(t), y™ =y(t)
tengliklarga egamiz. Bundan

dy™ ™ = yVdx = (t)'(t)dt

y = fy )/ ©)dt+C, =y (t,C,)
Bu erdan esa

dy"2 =y ey =y, (t, C o (D)t

P = [ya(t.C)e' ()dt+C, =, (t,C,,Cy)

Shunday mulohazalar yuritib (3) tenglamaning umumiy yechimini parametrik ko’rinishda
hosil gilamiz:

x=¢t), y=y,(tC,C,..,C,).

Misol. e +y”=x bu tenglamada y"=t, x=e€'+t almashtirsak ayniyat hosil

bo’ladi. Bu tengliklarga ko’ra

2
dy’ = y"dx = t(e' +1)dt Y = (-1t + % iC
2
dy = y'dx = ((t _1)e! +%+C1](et 1)

2 3
y:(l_gj 2 +(%+C1—1)et +%+C1t+C2.

2 4
gt t_3)a, [t U
Javob: x=e +t, y=| ——— " +| =+C, -1l + —+Cit +C,
2 4 2 6
3. F(y"™®,y™M)=0  (4) ko’rinishdagi tenglamani qaraylik. Bu tenglamani

y™ga nisbatan yechish mumkin bo’lsin: y™ = f(y"™?). Agar z=y"? desak

z'= f(z) - o’zgaruvchilari ajraladigan differensial tenglamaga kelamiz. Uning umumiy
yechimi z = w(x,C,) bo’lsa belgilashimiz bo’yicha

y' Y =a(x,C)
tenglamaga ega bo’lamiz. Bu tenglama (1) ko’rinishga ega va uni integrallay olamiz.
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Agar (4) tenglamani y™ga nisbatan yechish mumkin bo’lmasa, lekin
F(p(t),(t)) =0 ayniyat o’rinli bo’lsa, u holda ham (4)ni kvadraturalarda integrallay

olamiz. Bu erda y"™ =p(t), y™ =y (t) tengliklarga egamiz. Bundan
dy"™ _ ¢'(t)dt
y© oy

+C =y, (t,C), y"P =p(t) tengliklarga egamiz. 2-punktda

dy™ = yMdx dx =

o' ()dt

40

aynan shunday parametrik tengliklarga ega bo’lgan holda (3) tenglamani integrallashni
ko’rgan edik. Ana shu mulohazalarni takrorlab (4) tenglamani umumiy yechimini hosil
gilish mumkin.

4. F(y" 2 y™M)=0 (5) ko’rinishdagi tenglamani o’rganamiz. Faraz qilaylik

Bu erdan x=j

bu tenglamani y™ga nisbatan yechish mumkin bo’lsin: y™ = f(y"?). Bu erda
y"2 =z deb olsak z"= f(z) tenglamaga kelamiz. Uni 2z'dx ga ko’paytiramiz:
27'7"dx = 2 f (z) zdx d(z’?) =2f(2)dz

22 =2[f(2)dz+C, z'=\/2jf(z)o|z+c:1

Ohirgi o’zgaruvchilari ajraladigan tenglamani yechimi z=¢(x,C;,C,) bo’lsin.

Belgilashimizga ko’ra y"? =@p(x,C;,C,) (1) k’rinishdagi tenglamaga kelamiz.

Agar (5) tenglamani y™ga nisbatan yechish mumkin bo’lmasa, lekin
F(p(t),(t)) =0 ayniyat o’rinli bo’lsa, u holda ham (5)ni kvadraturalarda integrallay
olamiz. Bu erda y" 2 =gp(t), y™ =y/(t) tengliklarga egamiz. Bundan

dy(ﬂ—l) _ y(”)dx dy(ﬂ—Z) — y(ﬂ—l)dx
YRy P =yOay? a0 =20t
Yo = 2 fy®¢ Odt+C, =p4(t.C)

Demak biz y"™ :\/ 2 _[yx(t)go’(t)dt+Cl =y (t,C;) va y"? =g(t) tengliklarga egamiz.
3-punktda bunday tengliklarga ega bo’lgan holda (4) tenglamani integrallashni
ko’rganmiz. Ana shu mulohazalarni yuritib (5) tenglamani integrallash mumkin.

2-reja. A, F(x,y®,y®P . y™M)=0 ko’rinishdagi tenglamalarda z=y®
almashtirish yordamida yangi z funksiya kiritsak tenglama tartibi k ga kamayadi, ya’ni
F(x,z,2",....2") =0 tenglamaga kelamiz.

B. F(y,V',...y™)=0 ko’rinishdagi tenglamalarda y ni erkli o’zgaruvchi deb
hisoblab, y'=1z almashtirish bilan yangi z funksiyani kiritsak berilgan tenglamaning
tartibi bittaga kamayadi.

Misol. (L+y?)yy"=(3y?-1)y’* tenglamada z =y’ desak y"=z'y'=zz. Bundan
1+ y?)yz'z = (3y? —1)z° 0’zgaruvchilari ajraladigan tenglama.

C. Agar F(x,y,Y',...y™) =0 tenglamada F funksiya y,Vy’,...,y™larga nisbatan
bir jinsli bo’lsa, yani F(xty,ty’,...,.ty™)=t"F(x, y,V',..., y¥™) tenglik o’rinli bo’lsa, u
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holda z=- almashtirish bilan yangi funksiya tenglama tartibini bittaga kamaytirish

< <

mumkin.

Misol. xyy”+xy'?> —yy’=0 tenglama y,y’,y” larga nisbatan bir jinslidir. y’ =yz

V' =y7+VyZ =y(z° +7'). Bundan  xy?(z%+2)+xy?z®> —y?z=0 yoKi
xz2'+2xz2? — 2 =0. Bernulli tenglamasi hosil bo’ldi.

D. Agar F(txt“y,t“y .. t“ "y =t"F(x,y, V..., y") tenglik o’rinli bo’lsa
F(X,VY,Y,....y™) =0 tenglama umumlashgan bir jinsi deyladi. Bu tenglamada x=e¢",
y =ze"" almashtirish bajarsak erkli o’zgaruvchi t, noma’lum funksiya zdan iborat
tartibi n—1ga teng differensial tenglama hosil bo’ladi.

E. Agar F(x,y,Y',...,y™) =0 tenglamaning chap tomoni biror ®(x,y, y',..., y"™)
funksiyadan xbo’yicha olingan hosilaga teng bo’lsa, ya’'ni

F(X,Y, y’,...,y(“)):did)(x, Y,V YY) tenglik o’rinli bo’lsa u holda qaralayotgan
X

tenglamaning birinchi integrali d(x,y,Y',...,y"™)=C, dan iborat. Demak bu holda
englama tartibi bittaga kamayadi.

"

. y : .
Misol. — 3= 0 tenglamaning chap tomoni
(L+y'%)?

ifodaning to’liq
1+y

!

y

11-Mavzu. n-tartibli chizigli differensial tenglamalar
Reja
1. n-tartibli chizigli tenglamalarning umumiy hossalari
2. n-tartibli chizigli bir jinsli tenglamalar
3. Funksiyalarning chizigli erkliligi tushunchasi
4. Ostrogradskiy-Liuvill formulasi.
1-reja. n-tartibli chizigli differensial tenglamalar quyidagi ko’rinishda yoziladi:

YO+ p )Y+t P (Y + P ()Y =9(X) (1)
Agar bu tenglamaning p,(x), p,(X), ..., p,(X), g(x) koeffisientlari | intervalda

uzluksiz bo’lsa, u holda (1) tenglamaning Y(X,) =Yy, Y (%) = Yoo, Y2 (%) = Y5

boshlangich shartni ganoatlantiruvchi y =y(x) yechimi mavjud va yagona, bu erda
X, € | . Chunki faraz qilingan shartlar o’rinli bo’lgan vaqtda Pikar teoremasi shartlari
bajariladi.

(1) differensial tenglamaning iikita muhim hossasini keltiramiz:

1°. Erkli o’zgaruvchini almashtirish natijasida (1) differensial tenglama yana
chizigli differensial tenglamaga o’tadi.

2°. Homa’lum funksiyani y=a(x)z+ B(X) - chizigli almashtirish natijasida (1)
tenglama yana chiziqli differensial tenglamaga o’tadi.

Bundan keyingi yozuvlarni gisqartirish magsadida quydagi differensial operatorni
Kiritamiz:

differensialidan iborat. Demak = C, tenglamaning birinchi integralidan iborat.
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L(y) =y + p, 00y ™+t Py (Y + Pa (XY

L(y) operator quyidagi hossalarga ega

1°. L(ky) =kL(y), k - const.

2% L(y1+Y2) = L(Y1 +¥s).
L(y) operator yordamida (1) tenglama L(y) = g(x) ko’rinishda yoziladi.

2-reja. Agar (1) tenglamada g(x) =0, x el bo’lsa bunday differensial tenglama

Y+ p ()Y 4+ P ()Y + P, (X)Y=0 (2
chizigli bir jinsli tenglama deyiladi. L(y) operator yordamida bu tenglama L(y)=0
ko’rinishda yoziladi.

(2) tenglama yechimlarining hossalari;

1°. Agar y=y,(x) funksiya | intervalda (2) tenglamani yechimi bo’lsa, u
y =Ky, (x) funksiya ham (2)ning yechimi bo’ladi.

2°. Agar y=vY,(X), y=Y,(x) funksiyalar | intervalda (2) tenglamani yechimlari
bo’lsa, u holda ularning y =y, (X) + Y, (X) yigindisi ham (2)ning yechimi bo’ladi.

3°% Agar y=v,(X), y=Y,(X), ..., y=Yy,(x) funksiyalar (2) tenglamani
yechimlari bo’lsa, u holda ularming y=Cy,(x)+C,y,(X)+...+C_,V,(x) chiziqli
kombinatsiyasi ham (2)ning yechimi bo’ladi.

3-reja. Ta’rif. Agar bir vaqtda nolga teng bo’lmagan shunday o,a,,..., «,
o’zgarmas sonlar mavjud bo’lsaki | intervalda

a Y1 (X) + oY, (X) +.+a, Y, (X) =0 (3)

ayniyat o’rinli bo’lsa, u holda y,(x),Y,(X)....,y,(X) funksiyalar |intervalda chizigli
bog’liq deyiladi. Aks holda y;(X),Y,(X),.., ¥,(x) funksiyalar |intervalda chizigli erkli
deyiladi.

Agar y,(x),Y,(X),..., y,(xX) funksiyalardan biri [intervalda aynan nolga teng
bo’lsa, u holda bu funksiyar | intervalda chizigli bog’liq bo’ladi.

1-Misol. y, =sin®x, y, =cos® x, y,; =1 funksiyalar (—oo,+0) intervalda chizigli
bog’liqdir.

2-Misol. y, =1, y,=X, ..., y,=x"" funksiyalar (—oo,+) intervalda chizigli
erkli.

Funksiyalarning chizigli bog’liq yoki erkliligini ta’rif bo’yicha tekshirish hamma
vaqt ham oson emas. Tekshirishni osonlashtirish maqgsadida Vronskiy determinanti
tushunchasini kiritamiz. y,,v,,.., Yy, funksiyalar n-21tartibli hosilaga ega deb faraz

gilaylik va quyidagi Vronskiy determinantini tuzaylik:

Vi Y2 e Y
W (x) = Y1 Yo Yn
/A P

1-teorema. Agar Vy,,Y,..., Y, funksiyalar | intervalda chiziqli bog’liq bo’lsa, u
holda ulardan tuzilgan Vronskiy determinanti | intervalda aynan nolga teng bo’ladi.
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Isbot. Teorema shartiga ko’ra oy, +a,Y, +...+a, Y, =0 ayniyat o’rinli va bunda
a;,1=12..,n lardan birortasi noldan fargli. Umumiylikka ziyon yetkazmagan holda
a, #0 deb olaylik. U holda:

an -1

_ o,
Yn=E——7Y1——Y,—...—
n n n

Bu tenglikdan n-1 marta hosila olib natijalarni Vronskiy determinantidagi
Yoo Ve YO lar 0’rniga mos ravishda qo’yamiz:

yn—l '

a a a.
Y1 Y. .. Yooi ———Yi——2Y,———Ly
an an an
1 1 1 a 1 a 4 — 1
Vi Yy o e Yaa Y — Yy —.— Ry
W(X): an an an
n-1 n—1 n-1 Oy (-1 Ay  (n-1 An_1 . (n-1
yi ooy y Sy Z2 e ey (D
an an an

Bu determinantning ohirgi usyuni golgan ustunlarning chizigli kombinatsiyasidan iborat.
Shuning uchun W (x) = 0. Teorema isbotlandi.

Shuni takidlash kerakki isbotlangan teorema n ta y,, y,,..., ¥, funksiyaning chizigli

bog’liq bo’lishi uchun fagat zaruriy shartni beradi, ya’nu bu shart umuman olganda etarli
emas. Endi (2) tenglamaning koeffisientlari | intervalda uzluksiz va vy,,Y,,.., Y,

funksiyalarning har biri | intervalda (2) tenglamaning yechimi deb faraz gilaylik.
2-teorema. Agar va Vy,,VY,,.., Y, funksiyalar | intervalda chizigli erkli bo’lishi

uchun ulardan tuzilgan Vronskiy determinanti | intervalning birorta nugtasida ham nolga
aylanmasligi zarur va etarli.
Isbot. Zarurligi. v;,Y,,.., Y, funksiyalar | intervalda chiziqli erkli bo’lsin.

W (x)#0 munosabat barcha xel lar uchun o’rinli bo’lishini ko’rsatish kerak.
Teskarisini faraz qilaylik, ya’ni X, € | nugtada W (x,) =0 bo’lsin.Quyidagi &, ,,..., &,
noma’lumlarga nisbatan chiziqli tenglamalar sistemasini qaraymiz:

(oY, (o) + Yo (o) + oo+, Y, (%) =0

Y1 (%) + Y5 (Xo) + -+ 2y Yn (%) =0

(4)

..........................................

Lalyl(n—l) (%) + Y5 P (Xg) + o+ 2 Y (%) =0
Bu sistemaning determinanti aynan W (X,)dan iborat va nolga teng. Shuning uchun
sistemaning sistemaning nolga teng bo’lmagan yechimlari cheksiz ko’p. Ulardan birini
olaylik: o =, a0, =a?,...,, =&'” . Endi aynan nolga teng bo’Imagan

Y=y +ay, +..+ady, ()
funksiyani garaymiz. Bu funksiya (2) tenglamaning

V(%) = Y'(%) == YD (%) =0 (6)
boshlang’ich shartni ganoatlantiruvchi yechimidan iborat. Boshga tomondan y =0
funksiya (2) tenglamaning (6) boshlang’ich shartni gqanoatlantiruvchi yechimidan iborat.
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Pikar teoremasiga zid natijaga keldik. Demak W (x) =0 munosabat barcha xel lar

uchun o’rinli.
Yetrarliligi. W(x)#0 munosabat barcha xel lar uchun o’rinli bo’lsin.

Vi, Yo.e Y, funksiyalar | intervalda chizigli erkli bo’lishini ko’rsatish kerak. Teskarisini
faraz qilaylik, ya’ni y,, ¥,,..., ¥, funksiyalar | intervalda chizigli bog’liq bo’Isin. U holda
1-teoremaga ko’ra bu intervalda W(X)=0 bo’ladi. Bu ziddiyat yuqoridagi faraz

noto’g’riligidan kelib chiqdi. Teorema to’la isbotlandi.
4-reja. 3-teorema. (2) tenglamaning v,,V,...., ¥, yechimlaridan tuzilgan Vronskiy

determinanti uchun quyidagi formula o’rinli:

= Jou
W(x) =W (xp)e * (7)
Isbot. W (x) determinantning hosilasini hisoblaymiz:
Y1 Y2 Yn
i Y2 Yo
WI(X)=] oo, =—p, (X)W (X)
yl(n—2) yén—Z) yr(]n—2)
ity e
Bu o’zgaruvchilari ajraladigan differensial tenglamaning umumiy yechimi
= Tp et
W(x)=Ce © formula bilan yoziladi. W(x,)=C munosabatni hisobga olsak (7)

formula o’rinli bo’ladi.

Agar ikkinchi tartibli chiziqli differensial tenglamani bitta hususiy yechimi ma’lum
bo’lsa (7) formuladan foydalanib uni integrallash mumkin.

12-Mavzu. n-tartibli chizigli bir jinsli differensial tenglamaning
umumiy yechimi
Reja

1. Fundamental yechimlar sistemasi

2. Umumiy yechimni qurish

3. Berilgan fundamental yechimlar sistemasiga ega chizigli bir jinsli tenglamani

qurish

4. Chizigli erkli hususiy yechimlaridan foydalanib chizigli bir jinsli tenglamaning

tartibini pasaytirish

1-reja. Ta’rif. n-tartibli chizigli bir jinsli differensial tenglamaning n ta
Vi, Yo Yy YEChimi | intervalada chiziqli erkli bo’lsa ular fundamental yechimlar
sistemasi deb ataladi.

1-Teorema. Agar

YO+ p YT ot Py (Y + P ()Y =0 (1)
tenglamaning koeffisientlari | intervalda uzluksiz bo’lsa, u holda bu intervalda (1)
tenglamaning fundamental yechimlar sistemsi mavjud.
Isbot. X, el nuqtani ihtiyoriy tanlab olaylik. Pikar teoremasiga ko’ra (1)

tenglamaning  y(X,) =1, Y'(X)=Y"(%)=..=Y"?(%,)=0 boshlang’ich shartni
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ganoatlantiruvchi yechimi mavjud va yagona, bu yechim vy, bo’lsin. (1) tenglamaning
V(%) =1, y(%)=Y"(X)=...=y"P(x,)=0 boshlang’ich shartni ganoatlantiruvchi
yechimi y, funksiya bo’lsin. Shu ketma ketlikda y;,..., y, funksiyalarni tanlab boramiz.
Tanlangan y,,Y,...., ¥, yechimlar | intervalda chiziqli erkli bo’lishini ko’rsatsak teorema
isbotlangan bo’ladi. Bu yechimlardan tuzuligan W (x) determinantning x = X, nuqtadagi
giymati 1ga teng. Oldingi darsda isbotlangan 2-teoremaga ko’ra vy,,Y,,..., ¥, yechimlar
chiziqli erklidir.

Teoremani isbotlash usulidan ko’rinadiki (1) tenglama cheksiz ko’p fundamental

yechimlar sistemasiga ega. Chunki boshlang’ich qgiymat sifatida n®ta 1 va 0 ishlatildi.
Aslida giymati noldan farqli bo’lgan ihtiyoriy n-tartibli determinantning elementlaridan
boshlang’ich qiymat sifatida foydalanish mumkin edi.

2-reja. (1) tenglamaning birorta fundamental yechimlar sistemasi ma’lum bo’sa
uning umumiy yechimini qurish mumkin.

2-teorema. Agar Vv, Y,... Y, funksiyalar (1) tenglamaning 1 intervaldagi

fundamental yechimlar sistemasidan iborat bo’lsa, u holda
y=Cy +Co¥, +..+Cy, (2
formula (1) tenglamaning umumiy yechimini ifodalaydi va barcha yechimlarni o’z
ichiga oladi, bu erda C,,C,....,C,, — ihtiyoriy 0’zgarmaslar.
Isbot. 1) C,,C,....,C, o’zgarmaslarning ihtiyoriy giymatida (2) funksiya (1)
tenglamani ganoatlantiradi
2) ushbu
y=Cy,+C,y,+..+C.y,
'=Cy+C, ¥y, +..+C.y;
y =LYy +LY, nYn 3)

=Cy" P+ Gy V4 Cy

sistemani C,,C,,...,C, larga nisbatan bir giymatlili yechish mumkin, chunki uning
determinanti vy, Y,,.., ¥, yechimlardan tuzilgan Vronskiy determinantining ayni o’zi

bo’lib u | intervalda hech qachon nolga teng bo’lmaydi. (2) formula (1) tenglamaning
umumiy yechimini ifodalashi ko’rsatildi.
Endi (1) tenglamaning barcha yechimlarini (2) formula o’z ichiga olishini

ko’rsataylik. Y(Xo)=VYe, Y'(%)=Vs> -..n YD (%)=y"™ boshlang’ich shartni
ganoatlantiruvchi yechimini (2) yechimlar orasidan izlaymiz. Bunda (X, Yo, Yg---» yé”’l))
nugta
xel,|yl+o, |y |<+0, ..., |y <+
sohaning ihtiyoriy nuqtasi. Boshlang’ich berilganlarni (3) sistemaga qo’yamiz:
Yo =Ci¥1(X) +C¥, (%) +-..+ C Y, (%) ]
Yo =C¥1(X0) +C,¥2(Xo) +-.. 4+ CYq (%)

Yo' =Coyt " (%) + Coye ™ (%) .+ Gy (%)
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Bu sistemani C,,C,,..,C, larga nisbatan bir giymatlili yechish mumkin: C,=C?,
C, :Céo), T O :Céo). Topilganlarni (2) umumiy yechim formulasiga qo’ysak
y:Cl(o)y1+C§O)y2+...+Cr(lo)yn funksiya hosil bo’ladi va bu funksiya izlanayotgan
yechimdan iborat. Demak (2) formula barcha yechimlarni o’z ichiga oladi. Teorema
isbotlandi.

Isbotlangan teoremadan quyidagi natija kelib chigadi.

Natija. (2) tenglamaning chizigli erkli yechimlari soni n dan ortmaydi.
Hagigatdan ham, n+1 ta vy;,V¥,,.., ¥, Y, hususiy yechimlarni olsaylik. Agar ulardan

dastlabki n tasi chiziqli bog’iliq bo’lsa u holda barchasi, n+1 tasi ham chizigli bog’liq
bo’ladi, chunki bir vaqtda nolga teng bo’lmagan «y,a,,..,«, sonlar uchun

Y, + oY, +...+a,y,+0-y,,, =0 tenglik bajariladi. Agar v,,Y,,..,Yy, Yyechimlar
chizigli erkli bo’lsa u holda 2-teoremaga ko’ra, (1) tenglamaning ihtiyoriy yechimini,
hususan vy,,, yechimni vy,,vy,,..,Yy, larning chizigli kombinatsiyasi orgali ifodalash
mumkin: y, ., =CO;, +COy, +..+COy . Demak y,,Y,,.., Y. Ynss Yechimlar chizigli
bog’liq.

3-reja. 3-teorema. Agar biror | intervalda aniglangan vy,,Y,..., Yy, funksiyalar

chizigli erkli bo’lib, n marta uzluksiz differensiallanuvchi bo’lsa, u holda bu funksiyalar
yagona n-tartibli chizigli bir jinsli differensial tenglamaning fundamental yechimlar
sistemasidan iborat bo’ladi.

Isbot. Berilgan fundamental yechimlar sistemasiga ikkita chizigli bir jinsli
differensial tenglama mos kelsin:

Y +p 00y +t P ()Y + P ()Y =0, (4)

Y +a )y +. 40,1 ()Y +0,()y =0, (5)
bu yerda p;(x), g;(x) (i=1,..,n) funksiyalar | intervalda uzluksiz. Agar p;(x)=q;(x)
(i=1,..,n) ekanini isbotlasak (4) va (5) bitta tenglamadan iboratligini ko’rsatgan bo’lamiz.
(4) va (5) ni ayiramiz:

[P0 =G 00Ty "™ 4.+ [Py 1 () = Gy TV +[P, (0 =G, (]y =0.  (6)

Bu tenglama ham vy,,y,,..., ¥, yechimlarga ega. Agar p;(x)=q;(x) (i=1,..,n) munosabat
o’rinli bo’lmasa, u holda tartibi n dan kichik bo’lgan (6) chiziqli bir jinsli differensial
tenglamaning v,,Y,...., ¥, chizigli erkli yechimlari soni n ta bo’lib, bu hulosa 2-

teoremaning natijasiga ziddir. Teorema isbotlandi.
Amaliy misollar yechish vagtida fundamental yechimlar sistemasi berilgan
Y1, Y, Y, funksiyalardan iborat n-tartibli chizigli bir jinsli differensial tenglama yozish

uchun quyidagi determinantni yoyish kerak:

Vi Yoo o Y, Y
yi Yo Yo Y 0
YOy O

4-reja. 4-teorema. Agar n-tartibli chizigli bir jinsli differensial tenglamaning r
(r<n) ta chiziqli erkli hususiy yechimlari ma’lum bo’lsa, u holda tenglamaning tartibini r
birlikka kamaytirish mumkin.
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Isbot. v,,Y,,.., Y, funksiyalar (1) tenglamaning chiziqli erkli yechimlari bo’lIsin.

!

Yangi noma’lum u funksiyani y=y, _[udx yoki u:(l) formula bilan kiritamiz. U
Y1

holda:

Y'=¥ _[udx+ y,u,

y' =y, Iudx +2y,u+yu’,

y" = y{”_[udx +3Yy,u+3yu’+yu”,

y™ =y _[udx +ny" us Ly oy
Bularni (1) tenglamaga qo’ysak u quyidagi ko’rinishga keladi:

L(yy) Judx -+ by 5 (x)u + by, (U +...+ by ()u ™,
bu erda b, (x) =y, tenglini ko’rishimiz mumkin. L(y;) =0 munosabatga ko’ra yuqoridagi
tenglamani quyidagi, (n-1)-tartibli chizigli bir jinsli tenglamaga keladi:
u™ 1 qu"? + ..+ q,_, (XU’ +0,_,(X)u=0. (7)

!

(1) tenglamada noma’lum funksiyani almashtirirsh formulasiga ko’ra u; =(ﬁJ :
Y1

u, = (ﬁj N | (Lj funksiyalar (7) tenglamaning yechimlari bo’ladi. Endi
Y1 Y1
Uy, U,,...,U,_, funksiyalarni chizigli erkli bo’lishini ko’rsataylik. Teskarisi o’rinli bo’lsin,
ya'ni oqU; + a,U, +...+a,_,U,_, =0 ayniyat o’rinli bo’lsin, bu yerda &, ,,..., &,_; sonlar
bir vagtda nolga teng emas. Bu ayniyatni integrallaymiz:
C+o juldx+a2 qudx+...+ar_l Iur_ldx =0

Bundan: C1+alﬁ+a2h+...+ar_1£=0
Y1 Y1 Y1

Coyi+ay, +ayYs+..+ a4y, =0
Ohirgi tenglik v,,Y,,..,y, funksiyalar chizigli erkli bo’lishini anglatadi. Bu ziddiyat
Uy, U,,...,U,_, funksiyalarni chiziqgli erkli bo’lishini isbotlaydi.

(7) tenglamada u=u, J'vdx yoki v=(uij formula bilan nomalum funksiyani
1
almashtirsak (n-2)-tartibli chiziqli bir jinsli differnsial tenglamaga ega bo’lamiz. Shu
ketma-ketlikda mulohazalarni davom ettirib (n-r)-tartibli chizigli bir jinsli differensial
tenglamani hosil gilamiz. Teorema isbotlandi.
13-Mavzu. n-tartibli bir jinsli bo’Imagan tenglamalar
Reja

1. Umumiy yechim

2. O’zgarmasni variatsiyalash usuli

3. Grin funksiyasi
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1-reja. Avvalgi darsimizda n-tartibli chiziqli bir jinsli bo’lmagan differensial
tenglama bo’Imagan tenglama quydagi ko’rinishga ega bolishini aytgan edik:

YO+ p 0y + 4 P (Y + P ()Y = F(X) (1)

1-teorema. Agar (1) tenglamaning bitta y, hususiy yechimi ma’lum bo’lsa, u
holda (1) tenglamaning umumiy yechimi (1)ga mos bir jinsli tenglamaning umumiy
yechimi va y, funksiya yig’indisidan iborat.

Isbot. (1) tenglamada y=y,+z almashtirish bajaramiz, bu era z - yangi
noma’lum funksiya. Buni (1)ga qo’ysak L(y,+2z)= f(x) yoki L(y;)+L(z)= f(x). Bu
yerda L(y,) = f(x) tenglikni hisobga olsak L(z) =0 tenglamani hosil gilamiz. Demak z
funksiya

2™ 4+ p, ()2 Y+ 4 p, (X2 + p,(X)2=0 (2)
tenglamani ganoatlantirishi kerak. Bu (1) ga mos chizigli bir jinsli differensial
tenglamaning ayni  o’zidir. Agar (2) tenglamanning umumiy  yechimi
z=C,z;, +C,z, +...+C_z, formula bilan aniglansa, u holda (1) ning umumiy yechimi
z=y,+C;z, +C,z, +...+C,z, formula bilan yoziladi. Terema isbotlandi.

(1) tenglamaning o’ng tomoni ikkita funksiyani yig’indisi ko’rinishida, ya’ni
tenglama L(y)= f,(X)+ f,(x) ko’rinishda bo’lsin. Agar Yy, funksiya L(y)= f,(x)
tenglamani, y, funksiya esa L(y)= f,(x) tenglamaning hususiy yechimidan iborat
bo’lsa u holda y,+vy, funksiya L(y)= f/(x)+ f,(x) tenglamaning hususiy yechimi
bo’ladi.

Misol. y”"+2y=2+3e* tenglamani qaraylik. y"+2y =2 tenglama y, =1 hususiy
yechimga ega. y"+2y=23e* tenglama esa y,=e* hususiy yechimga ega. Demak
y =1+e* funksiya berilgan tenglamaning hususiy uechimi bo’ladi.

2-reja. Agar (1) bir jinsli bo’lmagan tenglamaga mos (2) bir jinsli tenglamaning
umumiy yechimi ma’lum bo’lsa (1) tenglamaning umumiy yechimini kvadraturalarda
aniglash mumkinligini ko’rib chigamiz.

(2) tenglamaning umumiy yechimi z=C,z, +C,z, +...+C,z, bo’lsin, bu erda
Z,,2Z,,..,Z, - (2) tenglamaning biror fundamental yechimlar sistemasi. (1) tenglamaning
umumiy yechimini

y=C,(X)z, +C,(X)z, +...+C,(X)z, (3)
ko’rinishda qidiramiz. C,(x),C,(X),...,C,(X) funksiyalarni quydagi sistemadan
aniglaymiz:
C/(X)z; +C5(X)z, +...+C/(X)z, =0
C/(X)z; +C5(X)z5 +...+C/(X)z, =0
................................................... 4)

Ci()Z" P +Cy(x)z" P +..+CL(x)z" P =0

CI0)Z" P +Cy ()28 +.. 4+ CL) 2 = (%)
Buni hisobga olib (3)funksiyaning hosilalarini topamiz:
y'=C,(X)z; +C,(x)z; +...+C,(X)z,,
y'=C,(x)z/ +C,(X)z5 +...+C,(X) z,
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yO" U =Cc,(x)z" P +C,(x)z8" P +...+C,(x)z("D

y® =C,(x)z{" +C,(X)z{" +...+C,(x)z\" + f (X)

Bularni (1) tenglamaga qo’ysak (3) funksiya (1) tenglamani ganoatlantirishini ko’ramiz.
(4) sistemadana C;(x),C;(x),...,C/(x) larni bir giymatli aniglash mumkin, chunki
sistemaning determinanti z,z,.,..,z, chizigli erkli funksiyalardan tuzilgan Vronskiy
determinantidan iborat bo’lib u noldan farqli. Topilgan C;(x),C;(X),..., C/(x) larga ko’ra
C,(x),C,(x),...,C,(x) funksiyalarni aniqlaymiz va (3) formulaga qo’yib (10
tenglamaning umumiy yechimini hosil gilamiz.

Misol. y"+ y'tgx:L tenglamani garaymiz. Bu tenglamaga mos bir jinsli
COS X

tenglama y”+ y'tgx =0 bo’lib uning umumiy yechimini topamiz: y'=z yangi funksiya
Kiritamiz '+ 2tgx=0  o’zgaruvchilari ajraladigan  tenglama dz = —tgxdx
z
Inz=Ihcosx+InC;; z=C,cosx=Yy'; y=C,sinx+C,.
Berilgan tenglamaning umumiy yechimini y=C,(x)sin x+C,(x) ko’rinishda
gidiramiz. (4)sistemani tuzamiz:
C/(x)sin x+C;(x)=0

C/(x)cosx = o

COS X

Bu sistemadan C{(X)=——, Cy(X)=- S|n2x topiladi. Bundan C,(x)=tgx+C,,
COS” X COS” X

Cz(x):—iqtc2 ifodalar aniglanadi. Demak berilgan tenglamani umumiy yechimi

COS X
y=-c0s X+ C,sin x+C,.

3-reja. Bir jinsli bo’lmagan (1) tenglamaning hususiy yechimini topishning yana
bir usluli — Koshi usuli bilan tanishamiz. (1) tenglamaning p;(x), (i=1...,n)
koeffisientlari [a,b] intervalda uzluksiz. (1) ga mos bir jinsli (2) tenlamaning biror

fundamental yechimlar sistemasi ma’lum bo’lsin. Bu fundamental sistemadan foydalanib
(2) tenglamaning (a<t <b)

2(t)=0, Z’(t)=0, ..., 2" ?@t)=0, z" V() =1
boshlang'ich shartni ganoatlantiruvchi yechimini z = ¢(x,t) deb belgilaylik, chunki u t
ga ham x ga ham bog’liq. Quyidagi funksiyani qaraylik:
X

w(X) = fo(x.)f )dt. (5)

Bu funksiya (1) tenglamani hususiy yechimidan iboratligini ko’rsataylik. Dastlab uning
hosilalarini topamiz:

w'() = p(xx) f () + [ () FQ)dt = [o'(x,t) f ()t
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() =9'(x) F () + [o" () fQ)dt = " (1) f (t)dt

" () = 92 (x, %) f (X) + quo(”‘l)(x,t) f(t)dt = Xj(p‘”‘”(x,t) f(t)dt

™ (x) =" D (x,x) f(X)+ ngo(”) (x,t) f (t)dt = f (x)+ ngo(”) (x,t) f (t)dt

Chegaralari o’zgaruvchi integrally ifodaning hosilasi quyidagi formuladan topiladi:

d b(x) b(x) d
&[ j f(x,t)dtjzb’(x)f(x,b(x))—a’(x)f(x,a(x))+ j &[f(x,t)]dt
a(x) a(x)

(5) funksiani va uning hosilalarini (1) tenglamaning chap tomoniga qo’yamiz:
f(x)+ IL(¢(x,t)) f (t)dt = f(x). Demak (5) funksiya (1) tenglamani ganoatlantiradi.
a

Endi (1) tenglamaning hususiy yechimini aniq integral ko’rinishida yozish
magsadida quyidagi funksiyani kiritamiz:

0, asx<t
G(x,t)={

o(X,1), t<x<b
Bu funksiya quyidagi hossalarga ega
1° G(t,t)=0
2°. Bu funksiyadan x bo’yicha olingan n-2 tartibligacha hosilalarning x=t dagi
qiymati nolga teng, ya'ni GV (t,t)=0, i=1,...,n—2
3°. Bu funksiyadan x=t nuqtada x bo’yicha olingan n-1 tartibli 0’ng hosila 1ga chap
hosila esa Oga teng, ya’ni G" ™V (t+0,t)=1, G (t-0,t) =1
[a,t) va (t,b] yarim intervallarda X argumenti bo’yicha chiziqli bir jinsli differensial

tenglamaning yechimidan iborat va yugorida sanalagan 1°-3° hossalarga ega bo’lgan
G(x,t) funksiya (1) tenglama uchun qo’yilgan Koshi masalasining Grin funksiyasi

deyiladi. Grin funksiyasidan foydalanib (5) formulani aniq integral shaklida yozish
mumkin:

b
w(X) = jG(x,t) f (t)dt.

Misol. y"+ y’tgx=i tenglamani Grin unksiyasi yordamida hususiy yechimini
COS X

topaylik. Bir jinsli tenglamani umumiy yechimi y=C;sin x+C, ekanini yugorida
hisoblaganmiz. Umumiy yechim orasidan y(t)=0, y'(t)=1 boshlang’ich shartni
ganoatlantiruvchi yechimni gidiramiz:

C,sint+C, =0

{Clcostzl
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Bu sistemadan Clzit, C, =—tgt aniglanadi. Demak izlanayotgan yechim
oS

o(X,t) = s|n_>t< —tgt. Endi (5) formula yordamida hususiy yechimni topamiz, bunda a=0
COS

deb olish mumkin:

X . .
0 cos“t cos°t COS X

14-Mavzu. n-tartibli chizigli bir jinsli o’zgarmas koeffisientli
differensial tenglamalar
Reja
1. Haqiqiqy argumentli kompleks funksiya
2. Bir jinsli tenglamaning harakteristik tenglamasi
1-reja. Ushbu z(x)=u(x)+iv(x) funkisiya haqiqiqy argumentli kompleks
funksiya deyiladi, bunda u(x) va v(x) haqgigiy x argumentli haqigiy funksiyalar. u(x)
va v(x) mos ravishda z(x) kompleks funksiyaning haqigiy va mavhum qgismi deyiladi.
Bunday funksiyaga misol keltiramiz: e = e® cos bx +ie® sin bx, bu yerda e« =a+ib.
Faraz qgilaylik u™(x) va v("(x) hosilalar mavjud bo’lsin, u holda z(X)
funksiyadan x bo’yicha n-tartibli hosila z™(x)=u™(x)+iv("(x) formula bilan
aniglanadi. Masalan, ihtiyoriy o o’zgarnas (haqiqiqy yoki kompleks) son uchun
e*) = ae®™ formula o’rinli.
Agar z(x) =u(x)+iv(x) funksiya
2™+ p, ()2 +. 4 p, (X2 + p,(X)2=0 (1)
tenglamani biror | intervalda ayniyatga aylantirsa, uni (1) chizigli bir jinsli tenglamaning
| intervaldagi kompleks yechimi deb aytamiz. Komleks yechimning bitta muhim
hossasini keltiraylik. Agar z(x)=u(x)+iv(x) funksiya (1) tenglamaning kompleks
yechmi bo’lsa, u holda u(x) va v(x) funksiyalar (1) tenglamaning haqiqiqy yechimlari
bo’ladi.
2-reja. Ushbu
L(y)=y™ +ay"™? +a,y"? +. . +a _y+a,y=0 (2)
tenglama n-tartibli chiziqli bir jinsli o’zgarmas koeffisientli differensial tenglama
deyiladi. (2) tenglamaning hususiy yechimini y =e® ko’rinishda gidiraylik, bu erda A -
biror o’zgarmas (haqiqiy yoki kompleks) son. Buni (2)ning chap qismiga qo’yamiz:
Le™) =[ +a " +a," % +..+a, A+a,]e” =P(1)e™.
Bundan ko’rinadiki y =e”™ funksiya (2) tenglamaning yechimi bo’lishi uchun 4 son
P =2 +al " +a," *+..+a,_A+a,=0 (3)
tenglamaning ildizi bo’lishi zarur va yetarli. (3) tenglama (2) bir jinsli chizigli
tenglamaning harakteristik tenglamasi, uning ildizlari esa harakteristik sonlari
deyiladi.
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Faraz gilaylik harakteristik tenglamaning A4, 4,...., 4, (haqigiqy yoki kompleks
sonlar) ildizlari turlicha bo’lsin. U holda biz (2) tenglamaning n ta hususiy yechimiga ega
bo’lamiz:

yp=e, y, =et Ly, =et. (4)

(4) yechimlar chizigli erkli bo’lishini isbotlaymiz. Teskarisini faraz qilaylik, ya’'ni

ae™ + ™ +. +ae™ =0 (5)
ayniyat o’inli bo’lsin, bu yerda «,,«,,..., &, 0’zgarmas sonlardan kamida bittasi noldan
fargli. Umumiylikka ziyon keltirmagan holda «, =0 deb olaylik. (5)ni e**
va hoslasini olamiz:

oty (B = )6 1 oy (B = 20)e ™ oty (A — Ay ) =0,
Bu ayniyatni e2~*)* ga bo’lamiz va hosilasini olamiz:
03l = A0) (A = 7)Y % Lt aty (B — ) (g — Ap)e % =0
Ketma ket shunday mulohazlar yuritib quydagi ayniyatga kelamiz:
(A =) (A = 2) s (A = A )&V 0" =0

Bu esa noto’g’ri ayniyatdir. Demak (4) funksiyalar ihtiyoriy oraligda chizqli erklidir.

Hulosa qiladigan bo’lsak, agar (2) tenglamaning A4, 4,,..., 4, harakteristik sonlari
hagiqiy va turlicha bo’lsa, u holda (4) yechimlar haqiqiy funksiyalar bo’lib, (2) bir jinsli
chizigli tenglamaning umumiy yechimi yzcleﬂ1X +C2eﬂ2X +...+Cnel"" formula bilan
ifodalanadi.

Agar harakteristik sonlar orasida a+ib kompleks son ham bor bo’lsa, u holda,
algebra kursidan ma’lumki a—ib kompleks son ham harakteristik son bo’ladi. O’z
navbatida (4) funksiyalar quiydagi ko’rinishga ega bo’ladi

yl :e(a+ib)x’ yz :e(a—ib)x’ y3 :e/13x’ o yn :eﬂnx. (6)
y, va vy, funksiyalarning haqgiqgiqy gismlari aynan bir hil, mavhum gismlari esa ishorasi
bilan farglanadi shu bilan birga ular (2) tenglamani ganoatlantiradi. (6) sistemada y, va

y, funksiyalar o’rniga ularni qoyamiz:

ga bo’lamiz

y, =e® cosbx, y, =eXsinbx, y, =e®*,, ..., y, =e™*. (7)
(6) yechimlarning chizigli erkliligidan (7) funksiyalarning chizigli erkliligi kelib chigadi,
chunki
R L A A SN S -
(o +at,)e™ cosbx +i(ar, — oy )e™ sin bx + ae™* + ...+ o ™"

ayniyat o’rinli. Demak, qaralayotgan holatda har bir A haqiqiy harakteristik son (2)
tenglamaning bitta y=e®™ hususiy hagigiy yechimini aniglaydi, har bir A, =a+ib,
A, =a—ib kompleks harakteristik sonlar jufti ikkita y, =e® cosbx, y,=e*sinbx
hususiy haqigiy yechimini aniglaydi. Hullas, (2) tenglamaning harakteristik sonlari
turlicha bo’lganda biz hamma vaqt n ta haqiqiqy yechimga ega bo’lamiz va ularning
ihtiyoriy chizigli kombinatsiyasi tenglamaning umumiy yechimini aniglaydi.

Misol. y”"-3y"+9y'+13y=0 tenglamani qaraylik. Uning harakteristik

tenglamasi A° —34* +94+13 =0. Harakteristik sonlar 4, =-1, 1, =2+3i, 1, =2-3i.
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X

Demak e*, e*cos3x, e”sin3x funksiyalar berilgan tenglamaning chizigli
fundamental yechimlar sistemasini tashkil etadi. Umumiy yechim:

y =C,e ™ +C,e* cos3x + C,e** sin 3x
Endi harakteristik tenglama ildizlari orasida karralilari ham bor deb faraz gilaylik.
A, (haqigiqy yoki kompleks son) — (3) harakteristik tenglamaning k karrali ildizi bo’lsin,
u holda
P(4)=P'(4)=..=P*?(3) =0, P¥(2) =0 8)
munosabatlar o’rinli. Ushbu L(e®)=P(1)e™ ayniyatni 1 bo’yicha m marta
differensiallaymiz, bunda chap tomondagi operator 4 ga bog’liq bo’lmaganligi sababli

differensiallash amalini operator belgisi ichiga Kiritish mumkin. O’ng tomonda esa
ko’paytmanianag differensiali hisoblanadi:

d” X " X m 4 AX o i pi) m—i , AX
—LEe")=L e’ |I=L(x"e™)=)>» C PV (A)x" 'e™.

Bu yerda (8)ga ko’ra m=0.1,...,k -1 larda L(x™e**) =0 ayniyat hosil bo’ladi, ya’ni
e, xe™, ..., x¥le® (9)

funksiyalar (2) chzigli bir jinsli tenglamaning yechimlaridan iborat. Bu yechimlarning
chiziqli erkliligini yuqorida (4) funksiyalarni chiziqgli erkliligini ko’rsatgandek ko’rsatish
mumkin.

Demak, harakteristik tenglamaning k karrali har ganday A, haqiqiy ildizizi (2)
tenglamaning k ta haqiqiqy chiziqgli erkli hususiy yechimini aniglaydi.

Agar harakteristik tenglama k karrali a-+ib ildizga ega bo’lsa, u holda k karrali
a—ib ildizga ham ega bo’ladi. (9)ga ko’ra bu ildizlar 2k ta

e(a+ib)x’ e(a—ib)x’ Xe(a+ib)x’ Xe(a—ib)x, e Xk—le(a+ib)x’ Xk—le(a—ib)x (10)
chizigli erkli kompleks yechimni aniglaydi. Ularning haqiqgiqy va mavhum gismlarini
ajratib olamiz:

e® cosbx, e®sin bx, xe® cosbx, xe®sinbx ..., x**e®cosbx, x sin bx.
(10) funksiyalarning chizigli ekliligidan bu funksialarning ham chizigli erkli ekanligi
kelib chigadi. Demak, harakteristik tenglamaning k karrali har ganday a+ib, a—ib
qo’shma kompleks ildizizi (2) tenglamaning 2k ta haqiqiqy chizigli erkli hususiy
yechimini aniglaydi.

Algebra kursidan ma’lumki n-tartibli algebraik chizigli tenglama hamma vaqt n ta
ildizga ega, ya’ni A, A,,.., 4, sonlar (3) tenglamaning mos ravishda ki,k,,...,k, karrali

ildizlari bo’lsa u holda k; +k, +...+k, =n tenglik o’rinli bo’ladi. Hulosa qilib aytganda,
(2) tenglamaning harakteristik sonlari qanday bo’lmasin biz hamma vaqt n ta haqiqiy
yechimga ega bo’lamiz va ularning ihtiyoriy chiziqli kombinatsiyasi korinishida
tenglamaning umumiy yechimini aniglaymiz.

Misol. y® —y® 4+8y"_8y"+16y'—16y =0 tenglamani garaymiz. Harakteristik
tenglama 4> -1 +81°-84°+1641-16=0. Uning ildizlari: 4 =1, A,=1,=2i,
A, = A5 =—2i. Bu harakteristik sonlarga mos hususiy yechimlar:

k-1
eax

e, cos2x, sin 2x, Xcos2x, Xsin 2x
Berilgan tenglamaning umumiy yechimi:
y=C,e* +(C, +C;x)cos2x + (C, + Ccx)sin 2x.
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15-Mavzu. Chiziqli bir jinsli bo’lmagan o’zgarmas koeffisientli tenglamalar
Reja

1. Tenglamaning o’ng qismi ko’phad va ko’rsatkichli funksiya ko’paytmasidan
iborat bo’lganda hususiy yechimni qidirish.

2. Tenglamaning o’ng qismi ko’phad va komleks ko’rsatkichli funksiya
ko’paytmasidan iborat bo’lganda hususiy yechimni qidirish.

1-reja. n-tartibli chiziqli bir jinsli bo’lmagan ozgarmas koeffisientli tenglama

L) =y® +ayP +ay" P+ ra gy ray=f(0) (1)

korinishga ega, bu yerda a,,a,....,a, - o’zgarmas haqiqiqy sonlar. Oldingi darsda biz har
ganday n-tartibli chiziqli bir jinsli 0’zgarmas koeffisientli tenglamani umumiy yechimini
qurishni o’rgandik. U holda (1) tenglamaning umumiy yechimini o’zgarmasni
variatsiyalash usulida kvadraturalarda topa olamiz. Lekin f(x) funksiyaning ayrim

hususiy ko’rinishlarida (1)tenglamaning hususiy yechimi kvadraturalarsiz aniqlanadi.
Bunday holatlarda, bir jinsli tenglamaning umumiy yechimiga bu hususiy yechimni
qo’shib (1) tenglamaning umumiy yechimini kvaraturalarsiz hosil qilamiz.

(1) tenglamada f(x) funksiya ko’phad va ko’rsatkichli funksiyaning

ko’paytmasidan iborat bo’lsin, ya’ni
f(X) = (PeX™ + pX™ T ...+ P X+ Py )™ = P(x)e™.
bu yerda py, py---, Py @ - 0’zgarmas sonlar (ular nolga teng bo’lishi ham mumkin). (1)

tenglamaning hususiy yechimini gidirishni 2ta holatga ajratib olib boramiz.
1-holat. « - tenglamaning harakteristik soni emas, ya’ni P(«)= 0. Bu holatda vy,

hususiy yechimni
Y1 = (GoX" +GX" "+t Oy X+ )e™ (2)
ko’rinishda qidiramiz, bu yerda q,,¢,,..., d,, - noma’lum o’zgarmas sonlar. (2) funksiyani
(1) tenglamaga qo’yamiz:
LI(GoX™ + 0y X™ " + ...+ Oy g X + Gy )€™ ] = Qo L(Xe™) + G L(X
+ O L(XE™) + Gy L(€7) = (poX™ + pxX™ ™ ot Py X+ Py )™

M1y ..+

S - . .
Bu yerda L(*)=P(a)e” va L(xe*)=)Y CPY(a)x'e® formulalardan
i=0
foydalanaylik:
m , m-1 _ . 1 .
0o CrPY(a)x""e™ +0, Y Cp PV (@)x™ ™ e™ + ..+ 0y > CIPV (@)X 6™ +
i=0 i=0 i-0
+ 0, P(@)e™ = (peX™ + PX™ 4.+ P X+ Py )E”

Ohirgi tenglikni e ga bo’lamiz va xning bir hil darajalari oldidagi koefisientlarni
tenglashtiramiz:

X" qoP(e@)=py
X" geChP' (@) + P (@) = py
............................................. (3)
X1 qCr P V(@) + qCR PP (@) + .+ Oy 1 P(@) = Py
X1 GCqP™ (@) +tCp P (@) +...+ Uy P'(@) +0yP(2) = Py,
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P(e) # 0 bo’lgani uchun (3) tengliklardan q,,0q,,..., q,, koeffisientlarning barchasi ketma-
ket va bir giymatli aniglanadi.
Misol. y" -5y’ +6y =6x? —10x + 2 tenglamani umumiy yechimini topaylik.
Bir jinsli tenglama: z"—5z'+6z =0. Uni integrallaymiz; A2 -51+6=0, AHh=2, 4,=3;
z=C.e” +C,e¥. Berilgan tenglamaning o’ng tomoni P(x)e’* ko’rinishida. a=0
harakteristik  tenglamaning ildizi emas. Tenglamaning hususiy  yechimini
y, =ax’ +bx+c ko’rinishda qidiramiz: y;=2ax+b, y;=2a. Bularni tenglamaga
qo’yamiz:
6ax® + (6b—10a)x + 6¢ —5b + 2a = 6x* —10x + 2

Xning bir hil darajalari oldidagi koeffisientlarni tenglasak quydagi sistema hosil bo’ladi:

6a =06

6b-10a=-10

6c—-5b+2a=2
Buyerdan a=1, b=0, c=0. Demak y, = x> va berilgan tenglamaning umumiy yechimi
y =Ce?* +C,e¥* + x°.

2-holat. « - harakteristik tenglamaning k (k >1) karrali ildizi bo’lIsin, ya’ni
P(@)=P(a)=..=P*(a)=0, PY“(x)=0.
Bu holatda y, hususisy yechimni (2) ko’rinishda qurib bo’lmaydi, chunki P(e)=0.
Husussiy yechimni
Y = X (X" + X" .+ Oy X+ Oy )BT 4

ko’rinishda gidiramiz. (4)funksiyani (1) tenglamaga qo’yamiz:
k+m-s

(qu k+m sa ax] qu ZCKHTI SP(i)(a)Xan_s_ieaX :iopsxm—seax
i= 5=

m k+m-s

. . . m

Bundan > g, Y Ciin PP (@)X"™ " => px"°. Bu yerda xning bir hil
s=0 i=k s=0

darajalari oldidagi koefisientlarni tenglashtiramiz:

X": 9CmP (@)=
X" qoCiimPY (@) + GiC 1 PY (@) = py
............................................. (5)
X't gCm P (@) + g O TP @)+ + 0, 4C G, PY (@) = Py
X1 qoP“™ (@) + P (@) + ..+ 6, PE D (@) + 4, P () =
Bu tenglilardan izlanayotgan barcha q,,q,....,q,, koeffisientlar bir giymatli aniglnadi,
chunki P%(a) 0.

Misol. y”"—5y’=-5x*+2x tenglamani garaymiz. Unga mos bir jinsli tenglama:
2" 52" =0. Bir jinsli tenglamani yechamiz: #*-514=0, 4 =0, 4,=5. z=C, +C,e>
Berilgan tenglamaning o’ng tomoni P(x)e” ko’rinishga ega va =0 harakteristik
tenglamaning oddiy (k=1 karrali) ildizi. Shuning uchun tenglamaning hususiy yechimini
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y; = X(ax® +bx+c) ko’rinishda qidiramiz: y; =3ax® +2bx+c, y;=6ax+2b. Bularni
berilgan tenglamaga qo’yamiz:
—15ax? + (6a—10b)x + 2b —5¢ = —5x° + 2x

Bundan a = % b=0, c=0. Berilgan tenglamaning umumiy yechimi:

3
y=C, +C.e* +%.
2-reja. Endi (1) tenglamaning o’ng tomoni
f (x) =e®[PY (x) coshx + PP (x)sin bx]
ko'rinishga ega bo’lganda uning hususiy yechimini qidirish usulini ko’rib chiqamiz, bu
yerda Pnﬂl)(x) va Pn(f)(x) — m-darajali berilgan ko’phadlar. Buning uchun 2ta holatni

ajratib olamiz.
1-holat. @ =a+ib - harakteristik tenglamaning ildizi emas. Bu holatda hususiy

yechimni y, =e®[Q® (x) cosbx + Q® (x)sin bx] ko’rinishda gidiramiz, bu yerda Q% (x)
va Q,EWZ) (X) - m darajali koeffisentlari noma’lum ko’phadlar.

Misol. y"+y'—2y=e*(cosx—7sin x) tenglamani umumiy yechimini topamiz (bu
yerda a=1, b=1). Avval chizigli bir jinsli tenglamani yozaylik: z"+2z"'—2z=0. Uni
integrallaymiz:

P+A-2=0, 4 =1, 4, =-2, 2=Ce*+C,e ™.
a+ib =1+1 son harakteristik tenglamaning ildizi eamas. Shuning uchun Berilgan
tenglamaning hususiy yechimini y, =e*(Acos x + Bsin x) ko’rinishda gidiramiz:
Y, + Yy, —2y; =€"[(—A+3B)cosx— (B +3A)sin x] =e*(cos x — 7sin X)
-A+3B=1
{B+3A:7
Bundan A=2, B=1. y, =¢e*(2cosx+sin x). Berilgan tenglamaning umumiy yechimi:
y; =€*(2cos X +sin x) +C,e* +C,e ",

2-holat. ¢ =a+ib - harakteristik tenglamaning k (k >1) karrali ildizi. Bu holatda
hususiy yechimni y, = x*e*[QW (x) cosbx + Q% (x)sin bx] ko’rinishda gidiramiz, bu
yerda Q¥ (x) va Q¥ (x) -- m-darajali koeffisentlari noma’lum ko’phadlar.

Misol. y"+y = 2sin x tenglamani garaymiz (bu erda a=0, b=1).

2"+2=0, *+1=0, A4, =i, z=C cos x+C,sin x.

a+ib =1 son harakteristik tenglamaning oddiy ildizi (bir karrali) bo’lgani uchun berilgan
tenglamaning hususiy yechimini y, = x(Acos x + Bsin X) ko’rinishda qidiramiz: A=-1,
B=0, y,=-xcosx hosil bo’ladi. Berilgan tenglamanig umumiy yechimi:
y =—xcos X+ C, cos x+C, sin X.

16-Mavzu. O’zgarmas koeffisientliga keltiriladigan tenglamalar

Reja
1. O’zgarmas koeffisientliga keltiriladiganjtenglamalar
2. Eylerning chizigli tenglamasi
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3. Chebishev tenglamasi
1-reja. Bizga chizigli bir jinsli tenglama berilgan:
y® + o ()Y +. 4 p ()Y + P, ()Y =0. (1)
Erkli o’zgaruvchini almashtirish bilan bu tenglamani o’zgarmas koeffisientli chiziqli
tenglamaga olib kelish masalasi bilan shug’ullanamiz. t = u(x) almashtirish bajaraylik. U
holda:
y'= Yt = yu'(x)
y" =y U1 + yiu"(x)
y® = y@ UL +...+ yu™ (x)
Bu hisoblashlar ko’rsatadiki yuqoridagi almashtirishdan keyin (1) tenglama
YOO +...+ p,()y =0  koinishni  oladi. Buni [u'(x)]" ga bo’lamiz:

y(r?)+...+[p2()]) y=0. Bu yerda u(x) funksiyani shunday tanlash kerakki y oldidagi
u
koeffisient o’zgarmas songa aylansin. p”—(x):i desak, u holda u'(x)=cy p,(x)

[w)I"  c”
yoki u(x)=c I.”/pn(x)dx. Shunday qilib, agar (1) tenglama erkli o’zgaruvchini

almashtirish bilan o’zgarmas koeffisisentli tenglamaga aylansa u holda almashtirirsh
fomulasi

t=c [3/p,(x)dx (2)
ko'rinishda bo’lishi zarur.

2-reja. Endi Eylerning chizigli tenglamasini garaymiz:
D(y)=x"y® +ax"y" Y+ +a _xy'+a,y=0, (3)
bu yerda a,a,,..,a, - o’zgarmas haqiqiqy sonlar. Bu tenglamani (1) tenglama bilan

tagqoslab  p, (x):& ekanligini ko’ramiz. (2)ni hisobga olib (3) tenglamada

t—cj’ri/:dx yoki c_

y:yt';

= In x almashtirish bajaramiz. U holda:

n n 1
y”=y“x +ot (D(n- 1)'yt w

Bu hisoblashlar ko’rsatadiki x'y" ifoda Yis Vg2 oee ,y(') larning chiziqli

kombinatsiyasidan iborat va (3) tenglamada ularni mos ravishda qo’ysak o’zgarmas
koeffisientli tenglama hosil bo’ladi.
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Misol. x%y"—2xy'+2y=0 tenglamaning umumiy yechimini topamiz. t=Inx
1
XZ
qo’yamiz: Yy, —Yy—2y;+2y=0 yoki y’ —3y;+2y=0. Bu o’zgarmas koeffisientli

almashtirish bajarsak: y':y{-l, Y =Y —yt’iz. Bularni berilgan tenglamaga
X X

tenglamaning  harakteristik tenglamasi: 4> -31+2=0. 4 =1, 4,=2. Demak
y=Ce'+C,e*. Almashtirish formulasi bo’yicha X o’zgaruvchini qaytaramiz:
y =C,x+C,x*. Javob: y=C,x+C,x°.

Oldingi maruzamizda ko’rdikki o’zgarmas koeffisientli tenglamaning hususiy

yechimlari e ko’rinishida bo’lar edi. (3) Eyler tenglamasini hususiy yechimi

ko’rinishini aniglash uchun yuqoridagi t=Inx almastirishdan foydalanaylik:
At Alnx A
e’ =e"" =x".
(3) tenglamaning hususiy yechimini y = x* ko’rinishda gidiramiz. U holda:
y© = 21(1-1)..(A -k +1)x* ¥ (k=1...,n)
y = x* funksiyani va uning hosislalarini (3) tenglamaning chap qismiga qo’yamiz:
D(xY) =[A(A-1)...(A-n+D) +aA(A-D)...(A-n+2)+..+a,_A+a,]x".
Bundan ko’rinadiki y = x* eyler tenglamsini hususiy yechimi bo’lishi uchun A
PA)=4(1-D)..A-n+D)+ai(1-1D..(A-n+2)+..+a, A+a,=0

tenglamaning ildizi bo’lishi zarur va yetarli. Bu tenglama Eyler tenglamasining
harakteristik tenglamasi, uning idizlari esa harakteristik sonlari deyiladi.

Faraz qilaylik harakteristik tenglamaning ildizlari turlicha bo’lsin. u holda Eyler
tenglamasining n ta hususiy yechimiga ega bo’lamiz:

ylzx’h-’ yzzxﬁzv"': yn:)(’in (4)

Bu yechimlar (0,+ ) intervalda chiziqgli erkli. Agar barcha 4, 4,.,..., 4, ildizlar
haqiqiqy bo’lsa, u holda (4) yechimlar haqiqiy bo’lib Eyler tenglamasining umumiy
yechimi y=C,;x* +C,x* +...+C,x™ formula bilan ifodalanadi.

Agar A4, 4,,..., 4, ildizlar orasida a-+ib kompleks son bor bo’lsa, u holda unga

a+ib

X =x%[cos(bIn x) +isin(bln x)] kompleks yechim mos keladi. Demak x®cos(bln x)

va x%sin(bln x) funksiyalar hagigigy yechimlardan iborat. Bu vaqgtda a—ib ham

harakteristik tenglamaning ildizi bo’lib unga ham aynan yuqoridagi haqiqiqy yechimlar
mos keladi. Umumiy yechim formulasida azib kompleks sonlar juftligiga mos

x?[C, cos(bIn x) + C, sin(bIn x)] qo’shiluvchi gatnashadi.
Endi 4, son harakteristik tenglamaning k karrali ildizi bo’lIsin, ya’ni

P(4)=P'(4)=..=P*P(2)=0, P®(4)=0.
D(x*)=P(4)x* ayniyatni A bo’yicha m marta differensiallaymiz:
m . . .
D(x*(In x)™) =Y Cr P (A)x*(In )™
i=0
Bundan x*(In x)™ (m=1,...,k —1) funksiyalar Eyler tenglamasining hususiy yechimlari
ekanligi kelib chigadi. Demak A, - harakteristik tenglamaning haqiqiy k karrali ildizi
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bo’lsa, Eyler tenglamasining umumiy yechim formulasida bu ildizga mos
[C,+C,Inx+...+C,(In xX)*]x* qo’shiluvchi qatnashadi.

Yugoridagidek mulohazalar yuritib azxib kompleks sonlar harakteristik
tenglamaning k Kkarrali ildizi bo’lsa, Eyler tenglamasining umumiy yechimida bu
ildizlarga mos

{[C, +...+C,(In x)**Tcos(bIn x) +[C, +...+C, (In x)**]sin(bIn x)}x*
qo’shiluvchi qatnashishini ko’rsatish mumbkin.
3-reja. Chebishev tenglamasini garaymiz:

(1-x*)y"—xy'+n’y =0 (5)
Bu tenglama (-«,-1), (-1,+1), (1,+) intervallarning har birida mavjudlik va yagonalik
teoremalarini ganoatlantiradi. Biz (5) tenglamaning (-1,+1) intervaldagi umumiy
yechimini quramiz. (2) formulaga ko’ra quyidagiga egamiz:

n2
t=c_[ l_dex

Bu yerda c:—1 deb olsak t=arccosx yoki x=cost almashtirish formulasi hosil
n

bo’ladi. Bundan

Y =Yt = Y= -y
Xt sint
| _ . cost
= Ye oy in
Bularni (5) tenglamaga qo’ysak yf, — CPSt + Yy CPSt +n?y =0 yoki
sin t sint
yi +n’y =0

o'zgarmas koeffisientli tenglamani hosil gilamiz. Uning umumiy yechimi
y =C,cosnt+C,sin nt formulaga ega. Bundan Chebishev tenglamasining umumiy

yechimini hosil gilamiz: y =C, cos narccos x +C, sin narccos x.

17-mavzu. Ikkinchi tartibli chizigli differensial tenglama ko’rinishini

soddalashtirish. Yechimning nollari.
Reja

1. Tenglama ko’rinishini soddalashtirish

2. O’ziga qo’shma differensial tenglama

3. Tebranuvchi va tebranmas yechimlar

1-reja. Ikkinchi tartibli chizigli tenglamani garaylik:

Y +p()Y +a()y=0. (1)

Bu tenglamada hamma vagqt birinchi tartibli hosilani yo’qotish mumkinligini ko’rsatamiz.

: - [p(0d . : : :
Buning uchun y=ze ? "™ aimashtirish bajaramiz, bu erda z yangi nomalum
funksiya. Bundan:

e“if p(x)dx  Tptod

1 =
N e 2
L b0

!

y'=1
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1 1
2 [p(x)d (x) —= | p(x)dx (x)d
y'= 2% > Jp00dx (07 ij lp’(x)ze , Jp(x +1 0?(X)ze ijx X
—— | p(x)dx )
Bularni (1) tenglamaga qo’yamiz va e ? Ip ifodaga bo’lamiz:

’ 1 2 _
{—Ep(x)—zp (x)+q(x)}z—o

Bu tenglamada Q(x):—% p'(x)—% p?(x)+q(x) funksiya (1) tenglamaning invarianti

deyiladi. Demak (1) tenglamani invariant orgali
2"+Q(x)z=0 (2
ko’rinishga yozish mumkin ekan. Agar (2) tenglama kvadraturalarda integrallansa u
holda (10 tenglama ham kvadraturalarda integrallanadi.
Misol. x2y"+xy'+(x*—n?)y=0 Bessel tenglamasini qaraylik. Bu yerda

2 2  An2
p(x)=l, q(x):l—n—z, Q(x )———( 1)_1i+1_n_2:1+%. Agar Bessel
X X 4 x? X 4x

X2

tenglamasining nzi% bo’lganda hususiy holini qarasak, Q(X)=1 hosil bo’ladi.

Boshgacha aytganda
X2y +xy' + (X —%)y=0 3)
HE N
tenglamada y = ze 2°* =—— almashtirish bajarilsa, u

Jx
2"+z2=0 4
ko’rinishga keladi. (4) tenglamaning umumiy yechimi z=C;sin x+C,cosX.
Almashtirish formulasiga ko’ra (3) tenglamaning umumiy yechimi
Sln X COS X

N A I
O’mi kelganda shuni aytish kerakki J,(x)=

2 sin X 3, (0= 2 cosx
7% AN X
funksiyalar Bessel funksiyalari deb ataladi. (3) tenglamaning umumiy yechimini Bessel
funksiyalari orgali ifodalash mumkin: y=C,J, (x)+C,J ;(X).
. 1
2-reja. Ushbu
Oy _+a(x)y=0 ()

tenglama ikkinchi tartibli o’°ziga qo’shma differensial tenglama deyiladi.

Koeffisientlari | intervalda uzluksiz bo’lgan har qanday ( p,(x) = 0)

Po(X)Y" + Pu(X)y'+ P (x)y =0
p(x)
Po (X)

bir jinsli tenglamani ga ko’paytirsak (5) ko’rinishga keladi, bu erda

Py (X) dx
p(x)=e ™ Hagigatdan ham
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P(X) py(X) - P(X) P, (X)

p(X)y" + y y=0
Py (X) Py (X)
p1(X) p; (x)
el r0yr P00 o, POOPOD

Po (X) Po (X)

ooy |, pOOR00
Po (X)

Ohirgi tenglama (5) ko’rinishga ega.
Misol. x*y”+xy’+(x* —n%)y =0 Bessel tenglamasini 0’ziga qo’shma ko’rinishga
dx
IX =X, P(x) = 12 = E Bunga ko’ra Bessel tenglamasini
Po(X) X7 X
0’ziga qo’shma ko’rinishi quyidaicha bo’ladi:

keltiramiz. Bu yerda p(x)=e

n? n?
xy"+y +(x——)y=0 yoki (xy)'+(x——)y=0.
X X

3-reja. Oddiy differensial tenglamaning y =0 yechimi — trivial yechim deyiladi.
Aynan nolga teng bo’lmagan har qanday yechimi esa notrivial yechim deyiladi. Agar
tenglamaning y(x) notrivial yechimi x=x, nugtada nolga aylansa, bu nuqgta y(x)

yechimning noli deb ataladi. Oddiy differensial tenglamaning | intervalda aniglangan
y(X) notrivial yechimi shu intervalda kamida ikkita nolga ega bo’lsa, u holda y(x) — |

intervalda tebranuvchi yechim deyiladi, aks holda tebranmas yechim deyiladi.
Misol. 1. y"-y=0 tenglamani garaymiz. Uning umumiy yechimi
y =C,e* +C,e". Tenglamaning ihtiyoriy notrivial yechimi (—o,+) intervalda bittadan
ortiq nolga ega bo’lmasligini ko’rsataylik. Tenglamaning biror y(x) yechimi x, # x,
nuqtalarda nolga aylanadi deb teskari faraz yuritsak, quyidagi sistemaga ega bo’lamiz:
{clexl +Ce™ =0
Ce?+Cre ™ =0
Bu sistemadan C, =C, =0 aniglanadi. Demak x;, x, nuqgtalarda nolga aylangan yechim

trivial yechimdan iborat. Shunday gilib berilgan tenglamaning ihtiyoriy notrivial yechimi
(—o0,+00) intervalda tebranmas yechimdan iborat.

2. y"+y=0 tenglamani garaylik. Umumiy yechimi y=C,sin x+C, cos x.
Tenglamaning ihtiyoriy notrivial yechimi har ganday 2z uzunlikdagi intervalda kamida
ikkita nolga ega. Demak bunday intervallarda tenglamaning notrivial yechimlari
tebranuvchi bo’ladi.

Lemma. (1) tenglamaning y(x) notrivial yechimining ihtiyoriy x=x, noli
izolirlangan (yakkalangan) bo’ladi, yani shunday &£ >0 son mavjudki, (X, —&,X,+¢€)

intervalda yechim boshqga nolga ega bo’lmaydi.
Isbot. Teskari faraz o’rinli bo’lsin, yani ihtiyoriy &, >0 (&, <&,_,) son olinganda

ham, (X,—¢&,,%, +¢,) intervalda y(x) yechimnining x,dan fargli x, noli mavjud
bo’lsin. U holda lim X, =X, limit o’rinli. y'(X,) hosilani ta’rif bo’yicha hisoblaylik:

n—oo
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y(Xa) = ¥(%)
X, — Xg

Y(X) =0, Y'(X,) =0 boshlang’ich shartlarni qanoatlantirar ekan. Pikar teoremasiga ko’ra

bu boshlang’ich shartlarni faqat y=0 trivial yechim qanoatlantiradi. Bu ziddiyat

lemmani isbotlaydi.
Ikkinchi tartibli chizigli differensial tenglama yechimining tebranuvchanlik
hususiyatini o’rganish uchun (2) ko'rinishdagi
y'+a(x)y=0  (6)
tenglama yechimlarini o’rganamiz, chunki yuqorida ko’rdikki har gqachon (1) tenglamani
(2) ko’rinishga olib kela olamiz.
Teorema. Agar q(x) funksiya | intervalda uzluksiz va q(x)<0, xel,

tengsizlikni ganoatlantirsa, u holda (6) tenglamaning yechimlari shu intervalda tebranmas
bo’ladi.

Isbot. Teskarisi o’rinli bo’lsin, ya’ni notrivial y = y(Xx) yechim topilib, x;, X, (
X; < X,) bu yechimning | intervaldagi kema-ket kelgan nollari bo’lsin. Demak (X, X,)
intervalda y = y(x) yechim nolga aylanmaydi. Umumiylikka ziyon keltirmagan holda
y(x) >0 tengsizlik barcha x e (x;,x,)larda o’rinli deb olamiz. U holda X = x, nuqgtada
y = y(x) funksiya kamaymaydi, ya’ni y'(X,)>0. Bu yerda y'(X,) =0 bo’lishi mumkin
emas, chunki y(x,)=0, VY'(X)=0 boshlang’ich shartni faqat trivial yechim
ganoatlantiradi. Demak y'(x,)>0.

y = y(x) funksiya (6) tenglamani ganoatlantirganligidan foydalanamiz:

y'(x) =—a(x)y(x) 0.

Demak vy'(x) funksiya [x;,X,] kesmada kamaymaydi. Bunga ko’ra barcha
X € (X, X,) lar uchun y'(x) > y’(x,) > 0. Chekli orttirmalar hagidagi Lagranj teoremasiga
ko’ra shunday c e (x;, X,) son topiladiki y(x,)—y(x) = y(c)(x, —%,) tenglik o’rinli. Bu
tenglik noto’g’ri, chunki uning chap tomoni nolga teng, o’ng qismi esa musbat. Teorema
isbotlandi.

Y'(X) = lim =0. Demak (1) tenglamaning y(x) notrivial yechimi

18-mavzu. Shturm teoremasi. Tagqoslash teoremalari
Reja

1. Shturm teoremasi

2. Taqgoslash teoremasi

3. Salohitdinov teoremasi

1-reja. Shturm teoremasi. (1) tenglama yechimining ketma-ket kelgan ikkita noli
orasida bu yechim bilan chiziqgli erkli ihtiyoriy boshga yechimning aniq bitta noli bor.

Isbot. Teorema isbotini ikki gismga ajratamiz. A) (1) tenglama yechimining
ketma-ket kelgan ikkita noli orasida bu yechim bilan chizigli erkli ihtiyoriy boshga
yechimning kamida bitta noli borligini ko’rsatamiz. B) (1) tenglama yechimining ketma-
ket kelgan ikkita noli orasida bu yechim bilan chizigli erkli ihtiyoriy boshga yechimning
ikkita noli mavjud emasligini isbotlaymiz.

y =Vy;(X) funksiya (1) tenglamaning yechimi bo’lib x;, X, (X, <X, ) nuqgtalar uning
ketma-ket kelgan nollari bo’lsin. y =y, (x) funksiya (1) tenglamaning y =y, (x) yechimi
bilan chiziqli erkli bo’lgan ihtiyoriy yechimi bo’lsin.

53



Avval barcha x e (x;,X,)lar uchun y,(x)=0 deb faraz gilaylik. y,(x) va y,(x)
yechimlarning Vronskiy determinantini tuzamiz:
W (X) = y;(X) Y2 (X) = Y1 (X) Y2 (x)
y,(x) yechim [x;,x,] kesmaning chetki nuqtasida nolga aylansa, u holda shu nugtada
Vronskiy determinanti ham nolga aylanadi. Bu esa y,(x) va y,(x) yechimlarning chizigli
erkli ekanligiga zid. Demak, y,(x;) #0, y,(x,)#0.
Quyidagi ayniyatni yozamiz:

!

W (x) _ _( Y1(x) j
y2(x)  (y2(x)
Uni [x, X,] kesmada integrallaylik

*jW(x) E_{ yl(x)} b
2300 [0
Ohirgi tenglik o’rinli bo’lishi mumkin emas, chunki W (x) determinant [x;, X,] kesmada

nolga aylanmaydi va bunga ko’ra tenglikning chap qismi noldan farqli, 0’ng tomoni esa
nolga teng. Isbotning A) qismi ko’rsatildi.
Endi B) gismini, yaniy,(x) yechimning (x;,X,) intervalda ikkita nolga ega bo’la

olmasligini ko’rsatamiz. Agar (X, X,) intervalda y,(x) funksiya ikkita nolga ega bo’lsa,
ya'ni Y,(r)=VY,(7,)=0, x, <7, <7, <X, bo’lsa, u holda teoremaning isbotlangan A)
qismiga ko’ra y,(x) yechimning ketma-ket kelgan z,,7, yechimlari orasida y,(x)
yechimning kamida bitta noli topiladi. Bu esa x;, x, nuqgtalar y,(x) funksiyaning ketma-

ket kelgan ikkita noli ekanligiga zid. Teorema to’la isbotlandi.
Natija. Agar biror | intervalda (1) tenglamaning birorta yechimi uchta nolga ega
bo’lsa, u holda tenglamaning barcha yechimlari | intervalda tebranuvchi bo’ladi.
Hagigatdan ham, (1) tenglamaning y,(x) yechimi | intervalning x;,X,,%; (

X, < X, < X3) nugtalarida nolga aylansin. Tenglamaning boshga y,(x) yechimini olamiz.
Agar y,(x), Y,(x) yechimlar chizigli erkli bo’lsa, u holda Shturm teoremasiga ko’ra
(X, %X,) va (x,,%;) intervallarning har birida y,(x) funksiyaning bittadan noli bor.
Demak (x;,%;) intervalda, umuman | intervalada y,(x) yechim tebranadi. Agar y,(x),
Y,(X) yechimlar chizigli bo’gliq bo’lsa, u holda | intervalning x;,X,, X3 (X <X, <X3)
nugtalarida y,(x) funksiya ham nolga aylanadi, yani | intervalada tebranadi.

2-reja. Tagqgoslash teoremasi. Bizga (5) ko’rinishdagi ushbu ikkita

X=X,

Oy _+(x)y =0, (7)
©(X)7'_+0,(x)z=0, (8
differensial tenglama berilgan, bu erda p(x) >0, xel. Agar g,(x), g,(x) - | intervalda

aynan teng bo’lmagan uzluksiz funksiyalar bo’lib, shu intervalda g, (x) <q,(x) tengsizlik
o’rinli bo’lsa, u holda (7) tenglamaning ihtiyoriy y = y(X) yechimining ketma-ket kelgan
ikkita noli orasida (8) tenglamaning ihtiyoriy z=2z(x) yechimining kamida bitta noli
yotadi.
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Isbot. x;,%x, (% <X,) — nugtalar y=y(x) yechimning ketma-ket kelgan nollari
bo’lsin. Teorema tasdig’iga teskari faraz o’rinli bo’lsin, yani (X, x,) intervalda z(x) =0
munosabat bajarilsin. Umumiylikka ziyon keltirmagan holda (x;, x,) intervalda y(x)>0,
z(x)>0 deb hisoblaymiz. Bu holda y'(x)>0, VY'(x,)<0, z(x)=0, z(x,)=0
tengsizliklar bajariladi. Quyidagi ayniyatlarga egamiz:

©(X)y'(x) 2(x) + 4 (x)y(x)z(x) =0,

©()7'(x) y(x) +,()2()y(x) =0,
Ularni ayiramiz:

[0 (X) — G ()] (X) 2(X) = ©(X)y'(X) “2(x) — ©(X)Z'(X) Jy(x) =
=2 BOO€XY(0-7(y(0 ©)

Bu ayniyatni [x;,X,] kesmada integrallaymiz:

_[[qZ(X)_ql(X)]y(X)Z(X)dXE P(X2)Y'(%;)Z(X2) — P(X) Y (%) Z(X,)
Bu tenglik o’rinli bo’la olmaydi, chunki uning chap tomoni musbat, 0’ng tomoni esa
nomusbat.
Isbotlangan teoremadan bevosita quyidagi natija kelib chigadi.
Natija. (7) va (8) tenglamalarning yechimlari mos ravishda funksiyalar bo’lsin.
y(x) va z(x) yechimlarning ketma-ket kelgan nollari mos ravishda x;,x, (%, <X,) va

X3, X, (X3 <X, ) nuqtalar jufligidan iborat bo’lsin. Agar x; = X3 bo’lib, (x;,X,) intervalda
aynan teng bo’lmagan @;(x) va Q,(x) uzluksiz funksiyalar uchun q,(x)>q,(x)
tengsizlik o’rinli bo’lsa, u holda X, <X, bo’ladi.

Hagigatdan ham isbotlangan teoremaga ko’ra (x;, x,) intervalda z(x) funksiyaning
kamida bitta noli bor. X; =X, & (X;,X,) munosabatga ko’ra z(X) funksiyaning x; dan
keyingi noli garalayotgan (x;,X,) intervalda yotadi, ya’ni X, < X, .

3-reja. Salohitdinov teoremasi. Agar (1) differensial tenglamaning p(x), q(x)
koeffisientlari | intervalda uzluksiz va |p(X)|<M,, |q(x)|<M, tengsizliklarni
ganoatlantirsa, u holda (1) tenglamaning har bir notrivial yechimining ketma-ket ikkita
noli orasidagi masofa h uchun quyidagi baholashlar o’rinli:

2
1) M, >0 bo’lsa h> JoM; +1|\jM2 —3M, .
2

2) M, =0 bo’lsa hzi;
M,

3) M;=0bo’sa h> /2,
M,

4) M; =M, =0 bo’lsa h=+o.
Isbot. (1) tenglamaning biror y(x) yechimini olaylik. x=0 va x=h uning ketma-
ket kelgan ikkita noli bo’Isin. Quyidagi ifodani soddalshtiraylik:
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X h h h h
fty"@ydt - [(h—t)y"(H)dt = [ty"t)dt—h [y"(t)dt = ty'(t)]r - [yt -
0 0 X 0

X

- hy'(t)\z = hy’'(h) — y(h) — y(0) — hy'(h) + hy'(x) = hy'(x).
X h

Demak hy'(x) = [ty"(t)dt— [(h-t)y"(t)dt ayniyat barcha x €[0, h]larda o’rinli. Bu
0 X

ayniyatda y"(t) o’rniga — p(t)y'(t) —q(t)y(t) go’yamiz:

X h
hy'(x) = - ftp()y' (®)dt + [(h—t) p(t)y'(t)dt +

h X
+ j(h—t)q(t)y(t)dt— jtq(t)y(t)dt. (10)

rr}%)ﬁ]l y'(X)|=m deb belgﬂayhk Chekli 0rtt1rma1ar haqidagi Lagranj teoremasiga ko’ra,
y(x) funksiya uchun barcha x [0, h] larda quyidagi
YO H YO -yO) Hy@©)t-0)<mt, [yt)=y(h)-y®)=m(h-t)

tengsizliklar bir vaqtda o’rinli. (10) ayniyat va bulardan foydalanib quyidagi
hisoblashlarni bajaramiz:

[hy' () |=

)]tdt
0

h

X h X
- jtp(t)y'(t)dt+ j(h—t) p(t)y'(t)dt + [(h—t)a(t)y(t)dt - jtq(t)y(t)dt <
oot o237,
2 2
h

h
Jth- t)|y(t)|dt+j(h t)|y<t)|dt+jt|y(t)|dt+jt|y(t)|dt <

2 2
h h

j (h—t)dt

[(h=tyyydt|+

jty(t)dt

< I\/Ilm{

+M

N

2 2 h 2 X
lemh?+ M,m| [(h—tytdt+ [(h—t)*dt+ [t°dt+ [t(h—t)dt |=
h 0 h
' 2 2
2 3 3 2 3
:Mlmh +Mmh h =M;m h Mmh—
2 24 24 2 12
Yugoridagi tengsizlik |y'(x)| ga maksimum giymat beradigan nuqtada ham o’rinli.
Shuning uchun quyidagi tengsizlikni yoza olamiz:
2 3
hm < Mlmh—+ M mh—
2 12
h? h

M,—+M,—--1>0.
212" 7t2

Bundan Salohitdinov teoremasida 1),2) va 3) baholashlar to’g’riligi kelib chiqadi.
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Agar M, =M, =0 bo’lsa (1) tenglamada p(t)=0, q(t) =0 bo’lib tenglama y" =0
ko’rinishga ega bo’ladi. Uning umumiy yechimi y=C,x+C,. Tenglamaning barcha
yechimlari to’g’ri chizigdan iborat va notrivial yechimlar OX o’qini bir martadan ortiq
kesa olmaydi, ya’ni nollar orasidagi masofa +ooga teng. Teorema isbotlandi.

19-mavzu. Chegaraviy masalalar
Reja

1. Chegaraviy masala hagida tushuncha

2. Grin funksiyasi

1-reja. Avvalgi darslarimizda Koshi masalasi bilan tanishganmiz. Ma’lumki Koshi
masalasida boshlangich shart argumentning bitta giymati ustida beriladi. Masalan
y"+y=0 tenglamaning y(0)=0, y'(0)=1 (har ikkala tenglikda argument O ga teng)
shartni ganoatlantiruvchi yechimini toppish masalasi — Koshi masalsidan iborat. Agar
ma’lum bir shartlar argumentning ikkita qiymati ustida berilsa, u holda garalayotgan
masala — chegaraviy masala deb ataladi. Masalan

y'+y=0 (1)
tenglamaning

V0)=0,y()=2 @

(bunda birichi tenglikda argument O ga, ikkinchisida esa %ga teng) shartlarni

ganoatlantiruvchi yechimini topaylik. Bu masala — chegaraviy masala b’lib, (2) shart —
chegaraviy shart hisoblanadi.
(1) tenglamaning umumiy yechimi y=C;sin x+C,cosx. (2) shartlardan

birinchisiga ko’ra C, =0, yoki bundan y=C,sin x ni aniglaymiz. y(%) =2 shartdan
C, =2 aniglanadi. Demak garalayotgan chegaraviy masala yagona y = 2sin x yechimga
ega ekan. Agar (2) ning ikkinchi sharti y(z) =0 bo’lganda, bu masala cheksiz ko’p
yechimga ega bo’lar edi, chunki y=C;sin x chiziglar oilasining barcha funksiyasi
y(x) = 0 shartni ganoatlantiradi.

2-reja. Ikkinchi tartibli chizigli tenglama uchun qoyilgan quyidagi chegaraviy
masalani garaylik:

di(p(x)y')m(x)y: f(x), @)
X

y(%) =Yy(x)=0. (4)
Ta’rif. (3),(4) chegaraviy masalani Grin funksiyasi deb quyidagi to’rtta hossaga

ega G(x,s) funksiyaga aytamiz:
1) G(x,s) funksiya x bo’yicha [x,, %] kesmada uzluksiz, bunda s € (x,, %) fiksirlangan.
2) G(x,s) funksiya
d :
4 (POIY)+a(x)y =0 ()
tenglamaning [x,,s) v (s, X;] to’plamdagi yechimi
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3) G(x,s) funksiya G(x,,s)=G(x;,s)=0 chegaraviy shartni ganoatlantiradi.
4) G,(x,s) hosila funksiya x=s nuqtada birinchi tur uzilishga ega bo’lib uning bu
nugtadagi sakrashi iga teng, ya’ni G'(s+0,5)-G'(s-0,s) = i.
p(s) p(s)
Grin funksiyasining ohirgi hossasini shunday tushunish kerak: G;(x,s) hosila

funksiyaning birinchi argumenti ikkinchisidan katta bo’lib unga intiganda funksiya chekli
a(s) ga intiladi, boshga tomondan G;(x,s) hosila funksiyaning birinchi argumenti

ikkinchisidan kichik bo’lib unga intiganda funksiya chekli b(s) ga intiladi va a(s)—b(s)

ayirma ga teng bo’ladi. Grin  funksiyasining bu  hossasini

p(s)
G'(x,x=0)-G'(x,x+0)= % ko’rinishda yozish ham mumkin va bu ko’rinishdan
X

quyidagi teorema isbotida foydalanamiz.
1-Teorema. Ushbu

Xy
y(x) = [G(x.9)f(s)ds (6)
Xo
funksiya (3),(4) chegaraviy masalani yechimidan iborat.
Isbot. Grin funksiyasining 3) hossasiga ko’ra (6) funksiya (4) chegaraviy shartni
qanoatlantirishi kelib chiqadi. Bu funksiya (3) tenglamani qanoatlantirishini ko’rsatamiz.

y'(x) = X]G; (x,8) f(s)ds= )]G;(x, s) f(s)ds+ Xj[G;(x, s) f (s)ds

Xo Xo

y'(x) =G, (x,x—=0) f (x)+ XJG)’(’(X, s) f (s)ds -G, (x,x+0) f (x) + Xj‘G)’(’(x, s)f(s)ds=

Xo

=[G, (X, x=0) -G, (x,x+0)] f (x) + _[G;’(x, s) f (s)ds
Bularni (3) tenglama chap tomonining quyidagi ko’rinishiga keltirib qoyamiz:
POYY"+ p'(x)y' +a(x)y =

= p(X)[G, (x,x—0) =G, (X, x+0)] f (x) + X_l[p(x)G;'(x, s)f(s)ds+

Xo

- Xj. p'(X)G, (x,8) f (s)ds + Xj'q(x)(;(x, s) f (s)ds =

0 0

=f(x)+ ][D(X)G;'(X, 5)+ P'(X)Gx(x,8) +q(Xx)G(x,8)] f (s)ds = T (X).

Ohirgi integral ostidagi ifoda Grin funksiyasining 2) hossasiga ko’ra nolga aylandi.
Teorema isbotlandi.
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2-Teorema. Agar (5) tenglamani (4) chegaraviy shartni ganoatlantiruvchi notrivial
yechimi mavjud bo’lmasa, u holda (3),(4) chegaraviy masalaning Grin funksiyasi mavjud
va yagona bo’ladi.

Isbot. Teoremani isbotlash usuli Grin funksiyasini qurish usulidan iborat. (5)
tenglamani y(X,) =0, Yy'(X,) =Y, # 0 boshlang’ich shartni ganoatlantiruvchi yechimini

y,(X) deb belgilaylik. Teorema shartiga ko’ra bu yechim (4) chegaraviy sharlardan
ikkinchisini, yani y(x,) =0 tenglikni ganoatlantirmaydi.

Tabiiyki c,y,(x) funksiya ham (5) tenglamani va y(x,) =0 shartni ganoatlantiradi,
bunda c¢, - ihtiyoriy o’zgarmas son. (5) tenglamani Yy(%)=0, Yy'(x)=y;#0
boshlang’ich shartni ganoatlantiruvchi yechimini y,(x) deb belgilaylik. c,y,(x)
funksiyalar oilasi (5) tenglamani va y(x,) =0 tenglikni ganoatlantiradi. y,(x) va y,(x)
yechimlardan tuzilgan Vronskiy determinantining (uni W(x) deb belgilaylik) x=x,
nugtadagi giymati y,(x,)-y; ga teng va noldan fargli. Demak tuzilgan yechimlar chizigli

erkli bo’ladi.
Grin funksiyasini

c, Y, (X Xy < X<,
G(X, S):{ lyl( ) 0 (7)
C,Y,(X) S<XZ X,
ko'rinishda gidiramiz. Grin funksiyasi X bo’yicha [X,,%] kesmada uzluksiz bo’lishi
kerak, hususan x=s nugtada ham. Bundan c,y,(s)=c,y,(s) shart kelib chigadi.

1 1
G'(s+0,s)-G'(s-0,s) =—— shart ¢,y,(S) —C,Y;(S) =—— ko’rinishni oladi. Ushbu
p(s) o T p(s)

C,Y,(8)—CrY,(s) =0
, , 1 (8)
C,Y2(S)—C1Yi(S) o(s)
sistemaning determinanati y,(x) va -y, (x) yechimlardan tuzilgan Vronskiy
determinantining x =S nuqtadagi ko’rinishini ayni o’zidan iborat va u noldan farqli. Bu
sistemadan ¢, va ¢, nomalumlarni bir giymatli aniglaymiz: ¢, =C?, ¢, =C2. Bularni (7)
ga qoysak quyidagi funksiya hosil bo’ladi:
G(x,s):{cloyl(x) X, < X<,
Cly,(X)  s<X<X.
Bu funksiya (3),(4) chegaraviy masalaning Grin funksiyasi ega bo’lishi kerak bo’lgan 1)-
4) hossalarga ega. Grin funksiyasi mavjudligi ko’rsatildi.
Endi uning yagonaligini ko’rsataylik. Teskarisidan faraz qilaylik, yani (3),(4)
chegaraviy masala ikkita turli G,(x,s) va G,(X,s) Grin funksiyasiga ega bo’lsin. U holda
1-teoremaga ko’ra bu masalaning ikkita turli yechimini hosil qilamiz:

Yy, (X) = le(x,s)f(s)ds va Y,(X)= _[Gz(x,s)f(s)ds. Bu yechimlarning ayirmasi bir
jinsli (5) tenglamaning (4) chegaraviy shartni ganoatlantiruvchi notrivial yechimidan
iborat. Bu esa teorema shartiga zid. Teorema to’la isbotlandi.

Misol. Quyidagi chegaraviy masalani Grin funksiyasini topaylik
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y'+y=f(x), y(0)=0, y(%):o

Berilgan tenglamaga mos bir jinsli tenglamaning y(0)=0 shartni ganoatlantiruvchi

yechimlari y, =c;sin x chiziglar oilasidan iborat. y(%):o shartni ganoatlantiruvchi

yechilari esa y = c, cos x. (8) sistemani tuzamiz:
C,C0SS—¢;sins=0
—c,Sins—c;coss=1

Bundan ¢, =—cos s, ¢, =—sin s. Grin funksiyasi quydagicha aniglandi:
—C0SsSsin X 0<x<s,

G(x,s) = ) T
—SIN SCOS X S<XSE.

20-mavzu. Oddiy differensial tenglamalar sistemasi
Reja
1. Differensial tenglamalarning normal sistemasi. Yechim tushunchasi.
2. Koshi masalasi
3. Umumiy, hususiy va mahsus yechimlar.
1-reja. Birinchi tartibli differensial tenglamalar sistemasi deb

F (% Yar Yareen Yoo Y10 Yooy Vi) = 0]

F (%, yl,Yz,---,yn,}’{,y'z,---,y;)=0> M

Fo (X Y1 Y2500 Yoo Y1, Y2000 Yn) = 0
ko’rinishdagi sistemaga aytiladi, bu yerda vy,,V,,...y, — erkli o’zgaruvchi Xning
izlanayotgan funksiyalari. Ba’zan (1) sistemani quyidagi ko’rinihga keltirish mumkin
bo’ladi:

yi= (X Y1, ¥ore V) |

Yo = F5(X, Y1 Yooy Y1)
2 2 1 2 (2)

——

Yo = fa(X Y1 ¥Yorns Vi)

(2) ko’rinishdagi sistema — differensial tenglamalarning normal sistemasi
deyiladi. Sistemada gatnashgan tenglamalar soni sistemaning tartibi hisoblanadi, ya’ni
(2) sistema n-tartibli sistemadir.

Agar biror | intervalada differensiallanuvchi

Yi=Y1(X), Y2 =Yo(X), ..o, Ya=Ya(X)  (3)

funksiyalar sistemasi shu intervalda (2) sistemaning barcha tenglamalarini ayniyatga
aylantirsa, ya’ni
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Y1(¥) = £1(%, Y1(%), Yo (%),.. Ya (X)) |
ZIOERFCSICIRACIRACY)

——

Yn (X) = (X Y1(X), Y2 (%), ¥ (X))
ayniyatlar o’rinli bo’lsa, (3) funksiyalar sistemasi (2) differensial tenglamalar
sistemasining | intervaladagi yechimi deb ataladi. (3) yechim (x,v,,Y,..., ¥,) nugtalar
fazosida biror egri chizigni ifodalaydi. Bu egri chiziq (2) sistemaning integral cjizig’i
deyiladi.

Misol. Ikkita birinchi tartibli differensial tenglamaning sistemasi beilgan:

dy

— =5y +4z
dx y
dz

— =4y +5z
dx y

Bu sistemani y=e*, z=-e* funksiyalar sistemasi (—o0,+0) intervaldagi yechimi-dan
iborat. Berilgan sistemani har ganday y=C,e* +C,e”™, z=-C,e* +C,e” ko’rinishdagi
funksiyalar sistemasi ganoatlantiradi.

2-reja. (X, Yy, Y., yo) nugada (2) sistema uchun Koshi masalasi shunday
qo’yilai: sistemaning usbu

Vi(%0) = Y10 Yo (o) = Y2 -+ > Ya(¥o) = Vi (4)

boshlang'ich shartni ganoatlantiruvchi yechimi topilsin.

Koshi masalasi yechimining mavjudligi va yagonaligi hagidagi quyidagi teoremani
isbotsiz keltirib o’tamiz.

Pikar teoremasi. (2) sistemada f,, f,,..., f, funksiyalar

R:|x=%l<a,|y,—yi|l<b (k=1..,n)
sohada aniglangan bo’lib quyidagi shartlarni qanoatlantirsin:
1. fo (X Yy Yy) (K=1...,n) funksiyalar barcha arumentlari bo’yicha uzluksiz
bo’lsin. Bu shartdan ularni R yopiq sohada chegaralanganligi kelib chigadi:
| f (G Y Vo) KM (k=1,...,n);
2. f,(X Yy, (k=1..,n) funksiyalarning vy,...,y, argumentlar bo’yicha
Lipshits shartini qanoatlantirsin, ya’ni

n
| fi (X Ygoo Vo) = Fi (X Yoo Y2 ) IS LD [ Via = Vio |,

i=1
bu yerda L — musbat o’zgarmas son, (X, Y;,- Y1) V& (X, Ypo.eey Vo) — R SOhaning
ihtiyoriy ikkita nuqtasi.
U holda (2) sistemaning (4) boshlangich shartni ganoatlantiruvchi (3) yechimi
mavjud va yagona. Shu bilan birga bu yechim (bu yerda vy, (x) (k=1,...,n) funksiyalar

hagida gap boryapti) |x—X,|<h intervalda differensiallanuvchi bo’ladi, bu yerda
h = min (a,i).
M

61



3-reja. D orgali (X,Y,.., Y,) nugtalarning shunday to’plamini belgilaylikki, bu
to’plamning ihiyoriy nuqtasida (2) sistema uchun qoyilgan Koshi masalasi yagona
yechimga ega bo’lsin.
Ushbu n ta uzluksiz differensiallanuvchi
y, =, (X,Cy,...,C.)

V2 = 9,(%,Cy.....Cy) (5)

Yo =0, (%, Cy,...,CL))
funksiyani olaylik. Agar, birinchidan D sohada (5) sistemani C,....,C, lara nisbatan bir
qiymatli yechish mumkin bo’lsa, ikkinchidan C,,...,C, larning ihtiyoriy o’zgarmas
qiymatida (5) funksiyalar sistemasi (2) sistemani yechimidan iborat bo’lsa u holda, (5)
funksiyalar sistemasi (2) sistemaning umumiy yechimi deyiladi.

Misol. Ushbu
y' =1,
{ (6)

z'=-y,
sistemaning umumiy yechimi aniglaylik. Uning birinchi tenglamasini differensiallaymiz:
y"=z'=-y. Bundan y"+y=0 ikkinchi tartibli chizigli bir jinsli differensial
tenglamaga ega bo’ldik. Uning umumiy yechimi Yy =C,cosx+C,sin x. Buni (6)ning
birinchi tenglamasiga qo’yamiz: z =-C,sin x+C, cos x. Endi (6) sistemaning umumiy
yechimi
_ (7)

z=-C;sin x+C, cosX,
funksiyalar sistemasidan iboratligini tekshiramiz.
y'=-C,;sinx+C,cosx=2z, z/=-C,cos x+—-C,sin x=-Yy.

Bu hisoblashlar ko’rsatadiki C;,C, larning ihtiyoriy o’zgarmas qiymatida (7) funksiyalar
sistemasi (6) sistemani yechimidan iborat. (7) sistema C,,C, noma’lumlarga nisbatan
COS X sin X

—sin x COS X
noldan fargli. Shuning uchun (7) sistemani C,,C,larga nisbatan bir giymatli yechish

mumkin.

Agar (3) funksiyalar sistemasi (2) differensial tenglamalar sistemasining |
intervaladagi yechimidan iborat bo’lib, bu yechimga mos integral chiziqning har bir
nuqtasida (2) sistema uchun qo’yilgan Koshi masalasi yagona (3) yechimgagina ega
bo’lsa, u holda bu yechimni hususiy yechim deb aytamiz.

Agar (3) funksiyalar sistemasi (2) differensial tenglamalar sistemasining |
intervaladagi yechimidan iborat bo’lib, bu yechimga mos integral chizigning har bir
nuqtasida (2) sistema uchun qo’yilgan Koshi masalasi (3) dan boshqa yechimga ham ega
bo’lsa, u holda (3)yechimni mahsus yechim deb aytamiz.

{y:C1 cos x+C, sin X,

chiziqli tenglamalar sistemasidan iborat bo’lib uning determinanti =
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y':x+gy—x/z
X
7' =24z

tenglamasini integrallaymiz: z=(x+C,)> (x>-C,). Buni sistemaning birinchi

Misol. Ushbu (8) sistemani qaraymiz. Uning ikkinchi

tenglamasiga qo’yamiz: y’:gy—Cl. Bu birinchi tartibli chizigli tenglamani yechamiz:
X

y = C,x+C,x°. (8) sistemaning umumiy yechimini yozamiz:
y = Cx+C,x%,

Gy } (x>-C). (@

Sistemaning ikkinchi tenglamasi z=0 mahsus yechimga ega. Uni birinchi
tenglamaga qo’yamiz: y':x+gy. Bu tenglamni yechimi y=x?(C+Inx). Shunday
X

qgilib (8) sistema umumiy yechimdan tashqari yana bir yechimlar oilasiga ega:
y=x*(C+1n x),} (10)
z=0.

Bu oilaning har bir sistemasi (8) differensial tenglamalar sistemasining mahsus
yechimi bo’ladi. Hagiqtdan ham (10) oilaning ihtiyoriy y=x*(C,+Inx), z=0
sistemasini  olaylik. Bu yechimning ihtiyoriy nuqgtasini  fiksirlab  olamiz:
y=%5(C, +In%,), z=0. (9) umumiy yechim orasidan shu nuqtadan o’tuvhi yechimni
CyXo +CoXg = CoXs + X5 In %,
(% +C)*=0
(8) sistemani

gidiramiz: } Bundan C, =-%,, C, =C, +1+1In x,. Demak

y = —XgX+ (Cy +1+1In X,) X%,
z=(x—X)* }

yechimi (10) oiladan ihtiyoriy tanlangan y =x?(C, +Inx), z=0 sistemanning ihtiyoriy

fiksirlangan y = x$(C, +In %,), z =0 nugtasidan o’tadi.

21-mavzu. Boshlang’ich berilganlar va parametrlarning funksiyasi sifatida normal
sistema yechimining uzluksizligi va differensiallanuvchilgi
Reja
1. Yechimning parametrlarga uzluksiz bog’ilqligi
2. Yechimining boshlang’ich qiymatlarga uzluksiz bog’liqligi
3. Yechimning boshlang’ich qiymat bo’yicha differensialanuvchiligi
1-reja. Bizga differensial tenglamalarning normal sistemasi berilgan:

'=f,(xYy,2,4
y, 1%,y ) (1)
2'=1,(x,y,2,1)
bunda f;, f, funksiyalar x,y,z argumentlarning funksiyalari sifatida
R: [ x=X<a,|y-Yy,Igb,|z-2,<Db (2)
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sohada, A4 parametrning funksiyalari sifatida
A9 <1< (3)
sohada aniglangan.

1-teorema. (1) sistemaning o’ng qgismidagi f,, f, funksiyalar quyidagi ikkita
shartni ganoatlantirsin:

1. f,, f, funksiyalar barcha argumentlari bo’yicha (2),(3) sohada uzluksiz. (Bu
shartdan garalayotgan funksiyalarni (2),(3) yopig sohada chegaralanganligi kelib chigadi,
ya'ni | f, KM (k=12), buyerda M - musbat 0’zgarmas son)

2. f,, f, funksiyalar y,z argumentlarga nisbatan Lipshits shartini ganoatlantiradi,
ya’'ni

| By 2 A) = f(X Y2, 2, D IS LU Y. = Yo [+ 20— 2, ) (k=12)
bu yerda (x,y;,z) va (x,Y,,2,) — (2) sohaning ihtiyoriy nuqgtalari, 4 — (3) sohaning
ihtiyoriy nugtasi, L — 4 ga bog’liq bo’lmagan o’zgarmas musbat son.

U holda (1) sistemaning

Y(Xo) = Yo, 2(X) =124 (4)
boshlang’ich shartni qanoatlantiruvchi yechimi
y=y(xA4), z=2(x,4) (5)
mavjud va yagona. Bu yechim x argumentining |= %:|x-x,|<h o’zgarish

intervalida uzluksiz differensiallanuvchi bo’ladi, bu yerda h=min( a, %) Shuningdek

(5) yechim (3) sohada A parametrning uzluksiz funksiyasidan iborat.
Isbot. Dastlab (1),(4) Koshi masalasiga ekvivalent integral tenglamalar sistemasiga
o’tib olaylik:

Y=Y+ jfl(x, y,z,A)dx

X > (6)
Z=12,+ jfz(x, y,Z,A)dx

Xo

Bu sistema yechimiga no’linchi yaqinlashish sifatida y,, z, ni olamiz va k-
yaginlashishni quyidagicha quramiz (k =1,2,...):

Ve A) = Yo+ [H(X Yiea (6 2), 2y (%, A), A)lx

Xo

Zk (Xvﬂ') = Z0 + J.fZ(Xl yk—l(xiﬂ’)’ Zk—l(X’ﬂ’)ll)dX
Shunday qilib ikkita funksiyalar ketma-ketligiga ega bo’ldik:
Yo 06 A Yok D) Yo A ]
Zg, (X, A), 2,(X, A), wvy Z,(X, ), ...,

Avvalgi darslarimizning birida Pikar teoremasini isbotini ko’rib chigqan edik va
o’sha mulohazalarni deyarli takrorlab (7) ketma-ketlik bilan bo’gliq quyidagi tasdiglarni
isbotlash giyin emas:

64



1. (7) ketma-ketlikning barcha funksiyalari x ning funksiyasi sifatida | intervalda
va A parametrning funksiyasi sifatida (3) intervalda uzluksiz hamda x va A ning bu
giymatlarida R sohadan chigib ketmaydi.

2. (7) ketma-ketliklar xga nisbatan | intervalda va A4 parametrga nisbatan (3)
intervalda tekis yeqinlashubchi bo’ladi.

Bu tasdiqdan y(x,4) va z(x,4) limit funksiyalarning x argumentga nisbatan |
intervalda va A parametrga nisbatan (3) intervalda uzluksizligi kelib chigadi.

3. X va A mos ravishda | va (3) intervalda o’zgarganda y(Xx,4) va z(x,4) limit
funksiyalar R sohadan chigib ketmaydi va (6) integral tenglamalar sistemasini
ganoatlantiradi.

Bu tasdiqdan y(x,4) va z(x,4) limit funksiyalarning x argumentga nisbatan |
intervalda uzluksiz differensiallanuvchiligi kelib chigadi.

4. (6) integral tenglamalar sistemasining y=y(x,41), z=1z(x,4) yechimi yagona
bo’ladi.

Ta’kidlash joizki (1) sistema n-tartibli bo’lib, u m ta parametrga bog’liq
bo’lganda ham 1-teoremaga o’hshash teoremani isbotlash mumkin.

2-reja. Quyidagi sistemani gqaraymiz:

"=1(XY,z
Y (%Y, )} @)
= f2 (X’ y’ Z)

bunda f;, f, funksiyalar
R: [ x=X<a,|y-Yy,Igb,|z-2,<Db
sohada aniglangan.
2-teorema. Agar f;, f, funksiyalar R sohada Pikar teoremasining ikkala shartini
ham ganoatlantirsa, u holda (8) sistemaning
y(x*)=y*, z(x*)=z* ©)
boshlang'ich shartni ganoatlantiruvchi y = y(x, x*,y*,z*), z=1z(x,x*,y*,z*) yechimi
X, X*,y*,z* larga nisbatan

h b b
| X=X, |S§_0), | X* =X <@, [Y*=Yq |S§, | z*~z, |S§ (10)

sohada uzluksiz funksiyadan iborat, bu yerda h = min (a,%), 0<w< % .

Isbot. (8) sistemada erkli 0’zgaruvchini va noma’lum funksiyalarni
X=X*=¢g, y=y*=n,21-7"=¢
formulalar bilan almashtirsak u quyidagi ko’rinishga keladi:

g—Z: f1(§+ X*,77+y*’é/+z*)5gl(é’n’é”x*’y*’z*)
dg (11)
£= f2(§+ X*n+y*,¢+27%) = gz(g’n’é” X*, y*, 7%)

(9) boshlang’ich shartlar esa quyidagi ko’rinishni oladi:
n(0)=0, £(0)=0. (12)
Teorema shartiga ko’ra (11) sistemada g,,9, funksiyalar &,77,{ o’zgaruvchilarga
nisbatan
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|E+X*=X <@, [n+y*=y, b, |[{+2*~25[<b (13)
sohada Pikar teoremasi shartlarini ganoatlantiradi va x*, y*,z*larni parametr sifatida o’z
ichiga oladi. Agar &,n,¢ ozgaruvchilar

a b b
R,: <=, |nk=, k=
I > 7] > rq 5
sohada, x*,y*,z* parametrlar esa

a b b
| X* =X, |S§, | Y*=Yo |$§, |z*-2, |5§ (14)

sohada o’zgaradi desak, (13) tengsizliklar ham bajariladi. O’z navbatida (11) sistemaning
ong gismi 1-teorema shartlarini gnoatlantiradi. Bundan sistemaning (12) boshlangich
shartni ganoatlantiruvchi yagona yechimi n=n(&,x*,y*,2%), {=J(&,x*y*,7%) &

argumentining |§|Sg o’zgarish intervalida uzluksiz differensiallanuvchiligi va (14)

sohada x*, y*,z* parametrlarningning uzluksiz funksiyasidan iboratligi kelib chigadi.
O’zgaruvchilarni orgaga qaytarib (8) sistemaning (9) boshlang’ich shartlarni
ganoatlantiruvchi yechimini hosil gilamiz:
y=Yy*+n(X—x*x*,y*,7%), z=2*+J (X = X*,xX*, y*,7%) . (15)

| & |sg tensizlikdan bu yechimni xning funksiyasi sifatida
| X — x* |sg (16)

intervalda aniglanganligi kelib chigadi. (16) tengsizlik | x — X, |Sg—a) va | X*=X, <@

tengsizliklar bir vaqtda bajarilganda ham o’rinli bo’ladi. Demak (15) yechim X, X*,y*,z*
larga nisbatan (10) sohada uzluksiz funksiyadan iborat. Teorema isbotlandi.

3-reja. 3-teorema. (8) sistemada f,, f, funksiyalar y va z boyicha hususiy
hosilalari bilan R sohada uzluksiz bo’lsin. U holda sistemaning (9) boshlang’ich shartni
ganoatlantiruvchi

y = y(X,X*,y*,2%), z=z(X, X*, y*,7%) (17)

yechimidan x*,y*,z* bo’yicha olingan hususiy hosilalar x, x*,y*,z* larning funksiyasi
sifatida (10) sohada uzluksiz bo’ladi.

Bu teoremani isbotlash jaroyoni ko’p vaqt talab qilganligi sababli bu ishni chetlab
o’tamiz.

X = Xy+1?
Misol. 1, sistemani x(1)=x,=3, y(@)=y,=2 boshlangich shartni
y=-2y
2

ganoatlantiruvchi yechimini va 28 hususisy hosilani aniglang.
0
Sistemaning ikkinchi tenglamasi — o’zgaruvchilari ajraladigan differensial

tenglamadir. Uni integrallaymiz: y= . Buni sistemaning birinchi tenlamasiga
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qo’yamz: X= x+t%. Bu birinchi tertibli chizigli differensial tenglamani

t+C,
integrallaymiz: x = (t+C,)* |-2C,In(t+C,)+C, +3C2(t+C,). Bu yerda t, =1, X, =3,
Yo=2 desak C,=0 kelib chiqadi va bundan berilgan boshlang’ich shartni

ganoatlantiruvchi yechimni aniglaymz: x=t*(t+2), y= % :
Agar y,ni o’zgartirsak, u holda C;,C,lar ham o’zgaradi, ya’ni aniglangan yechim

Y, 0a nisbatan murakkab funksiyadan iborat. Shu sababli aniglanishi talab etilgan X
0

hususisy hosila (x,=3, Yy,=2 nuqgtadagi qiymati) quyidagicha hisoblanadi:

x _ X -8C1+ X %y Dastlab Ko hisoblaymiz: ﬁ=2t(t+2)—2t2 Int. Endi

O Cy & C, By oc, oC,
C, :3—1 munosabatdan %:—l ni aniglaymiz. ﬂ:tz. Ushbu
Yo 0 2 aC,

2 2
3::(35] {3-2(35-1]n1(35]4-c2}4-3(35-1] 2 tenglikdan 252 =3 kelib chigadi.
Yo Yo Yo Yo Yo Vo

Demak: ﬁ=t2 Int+2t2—2t.
0

22-Differensial tenglamalar sistemasini integrallash
Reja

1. Sistemani bitta yugori tartibli tenglamaga keltirib integrallash
2. Sistemaning birinchi integrallari
3. Normal sistemaning immetrik ko’rinishi
1-reja. Bizga

y1 =0y Y2 0 ¥0)

yé =f2(xly1iy2i""yn) (1)

yT,L = fn(x;y1; Y2 "-'yn)
differensial tenglamalarning normal sistemasi berilgan bo’lsin. Ayrim hollada bu
sistemaning tenglamalarini differensialllab, noma’lum funksiyalardan faqat bittasi
gatnashgan n-tartibli differensial tenglama hosil qilish mumkin. Hosil bo’lgan n-tartibli
tenglamani integrallasak (1) sistemaning tartibi bittaga kamayadi.

1-misol.
y' =z
{Z’ =y

sistemaning birinchi tenglamasini differensiallaylik: y"” =z’ =y. Buyerday”" —y =0
tenglama hosil bo’ldi. Uning umumiy yechimi y = C;e* + C,e™. Buni sistemaning
birinchi tenglamasiga qoysak z =7y’ = (Cie* + C,e™)' = C;e* — C,e™. Demak
garalayotgan sistemaning umumiy yechimi
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{y = Ce* + Cre™
zZ = Clex - Cze_x
2-misol.
{y’ =3y — 2z
z'=2y—z

Dastlab sistemani y va y’ga nisbatan yehib olaylik: y = %z’ + %z, y' =3 Gz’ +
12z7"-22z=32z"—-12z. Endi sistemaning ikkinchi tenglamsini differensiallaymiz:
z"=2y"—-2"=32"—-2-2y+2z=32'"—-2'—z=27z'—z. Buyerdaz'" —2z' +z =
0 differensial tenglama hosil bo’ldi. Uning umumiy yechimi z = (C; + C,x)e*. Buni
y = %Z’ + %Z tenglikka qo’ysak:

y = (61 + %Cl + sz) e* kelib chigadi. Demak garalayotgan sistemaning umumiy

yechimi
y = ((31 +%Cl + sz) e*
z = (Cy + Cyx)e*
2-reja. Agar (1) sistemadan
dF(X, Y1, Y2, ""yn) =0 (2)
tenglik hosil bo’lsa, (2) tenglikni sistemaning integrallanuvchi kombinatsiyasi deb
ataymiz.
Ta’rif. Agar (1) sistemaning ihtiyoriy vy, y,, ..., y,, yechimini F(x, y1, V2, o) Yi)
funksiyga keltirib qo’yish natijasida, funksiya o’zgarmasga aylansa, u holda
F(nylJyZJ "-'yn) =C
tenglik (1) sistemaning birinchi integrali deb ataladi.
(1) sistemaning (2) integrallanuvchi kombinatsiyasidan uning bitta birinchi
integrali kelib chigadi F(x, y,, v5, ..., V) = C;.
Misol.
y' =z
{Z’ =y
sistemaning tenglamalarini qo’shamiz: (y + z)' = y + z. Bundan
d(y +z) dx. d(l
vtz x, d(In(y+z)—x) =0.
Bu tenglik sistemaning integrallanuvchi kombinatsiyasidir. Undan sistemaning
In(y+z)—x=InC,, y+z=Ce*
birinchi integrali hosil bo’ladi.
Boshga tomondan, agar sistema tenglamalarini ayirsak: (y — z)' = z — y. Bundan

d(y —z
% = —dx, d(In(y —z) +x) = 0.
Bu tenglik sistemaning integrallanuvchi kombinatsiyasidir. Undan sistemaning
In(ly—2z)+x=1InC,, y—z=0Ce™
birinchi integrali hosil bo’ladi. y + z = C,e*, y —z = C,e™™ tengliklardan y va z ni
aniglaymiz: y = %Clex + %Cze‘x, z = %Clex — %Cze‘x. O’zgarmas parametrlarni

boshqatdan tanlasak yuqorida hosil qilnga umimy yechim ko’rinishini olamiz:
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y=Ce*+Che™
{z = C,e* —C,e™*
Agar sistemaning k ta integrallanuvchi kombinatsiyasini hosil gilsak, u holdabu
kombinatsiyaladan sistemaning k ta birinchi integralini olamiz:

Fi (%, 91, Y2, o, Yn) = Cy

F,(%,y1,Y2, -, Yn) = C; (3)
Fk(xrylryzr "-ryn) = Ck
Agar
0F, O0F, oF;
0y 0y: Oy
oF, OF, oF,
0y, 0y, Oy

matritsaning rangi k ga teng bo’lsa, (3) birinchi integarllar chizigli erkli deyiladi. (1)
sistemanining n ta chiziqli erkli birinchi integrali uning umumiy yechimi bo’ladi. Agar
sistemaning k ta chiziqli erkli birinchi integrali ma’lum bo’lIsa, u holda sistema tartibini k
birlikka pasaytirish mumkin.

Misol.
Vi =Y3— Y2
Y2 =¥V1— Y3
Y3 =Y2— W1

sistema tenglamalarini qo’shamiz (y; +y, + y3)' = 0. Bundan y, +y,+y; =(;
birinchi integral aniglanadi. Sistema tenglamalarini mos ravishda y,, y, va y; ga
ko’ paytiramiz, so’nra qo’shamiz: y,y; + y,v; + y3ys =0 = (vi +ys+y2)' =0 =
yi+y:+y3 =0,

Aniglangan birinchi integrallarni chiziqli erkli bo’lishini tekshiramiz, bu yerda
Fr=y1+y,+ys, F, =yi +y3 +i.

0F, O0F, O0F,
dy, 0dy, 0dys _( 1 1 1 )
0F, 0F, 0F, [ \2y; 2y, 2y;
dy; 0Jy, 0dy;

Bu matritsaning rangi 2 ga teng. Demak topilgan birinchi integrallar chizigli erkili.
3-reja. Normal sistemaning simmetrik ko’rinishi deb ushbu

dx, B dx, L dx,
_ Fy(x1, %2, 0, Xn)  F2(x1, %2, ..., %) T E (X, Xgy ey Xp)
sistemaga aytiladi. Ushbu
(dy
d_xl = 106, Y1, Y2, <) Yn)

dy
{ d_xz = 2%, Y1, V2, 0s Yn)

i .
kd_; = fn(x; V1, Y2 ) yn)
normal sitemaga quyidagi simmetrik ko’rinishdagi sstema mos keladi:
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dx dy, dy, dyn

1 ACyLYa o) LEYLY2 o ¥n) T a6y Y e Y0
Simmetrik ko’rinishdagi sistemaning afzal tomoni shundaki, ko’p hollarda undagi

noma’lumlardan ihtiyoriy bittasini erkli o’zgaruvchi, qolgan noma’lumlarni izlanayotgan
funksiya deb hisoblab, uning birinchi integralini topish oson bo’ladi.
Misol.

dx dy dz

= = 4
x?—y?—2z2 2xy 2xz )
simmetrik ko’rinishdagi sistemani qaraymiz. Uning ohirgi tengligidan
dy dz
y  z
o’zgaruvchilari ajraladigan differensial tenglama hosil bo’ladi. Undan §= C; birinchi
integral aniglanadi. (4)sistemada birinchi nisbatning surat mahrajini x ga, ikkinchisini y
ga, uchinchisini z ga ko’paytirib, quyidagi nisbatni olamiz:
xdx +ydy +zdz  dy
x(x2 +y2 +22)  2xy
Bundan In(x%+y?+2z2) =Iny yoki =22 =, ikkinchi integralni olamiz.

Aniqglangan birinchi integrallar chiziqli erkli bo’lgani uchun ular (4) sistemaning umumiy
integralini ifodalaydi:

=Ly = L.

y x? + y? + z2
z y
23-mavzu. Chizigli differensial tenglamalar sistemasi
Reja
1. Umumiy tushunchalar.
2. Chizigli operator.
3. Chizigli bir jinsli sistemalar
4. Vektor funksiyalarning chiziqli bog’ligligi va chizigli erkliligi
1-reja. Ushbu
Y1 = a11(0)y; + a12(0)y2+.. . +a () y, + by (x)
V2 = Az1(X)y; + a2 (X) Y2+ .. +az,(X) Y, + by (x) 1)
y1,1 = anl(x)yl + anz(x)y2+- .- +ann(x).Vn + bn(x)
sistema n-tartibli chizigli tenglamalar sistemasi deyiladi. Yozuvlarni gisqartirish uchun
quydagi matritsalarni kiritamiz:

a;;1(x)  app(x) ... ap(x) by (x)
A(x) = az1(x) Az (x) ... azp(x) , B(x) = b, (x) ’
anl(x) anz(x) ann(x) bn(x)
y1(x)
Y(.X')= J’Z(X)
yn.(x)
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Bir ustunli B(x) va Y(x) kabi matrisalarni vektor-funksiya deb ataymiz. Bu matrisalar
yordamida (1) sistema
Y'=AX)Y + B(x) (2)

ko’rinishda yoziladi.

Agar A(x) va B(x) matritsalarning barcha elementlari biror I intervalada uzluksiz
bo’lsa, A(x) va B(x) matritsalar I intervalada uzluksiz deyiladi.

1-teorema. (chizigli sistema yechimining mavjudligi va yagonaligi hagida)
Agar A(x) va B(x) matritsalar biror I intervalada uzluksiz bo’lsa, u holda

xg €I, —0<yl < oo, (i=12,..,n) (3)

sohadan olingan ihtiyoriy boshlang’ich qiymatlarga ega bo’lgan (1) (yoki(2))
tenglamaning yechimi mavjud va yagona.

Isbot. Teorema sharti o’rinli bo’lsa (1) sistema normal sistemalar uchun keltirilgan
Koshi teoremasi shartlarini ganoatlantirishini ko’rsatamiz:

1. Barcha f; = a;1 (x)y; + aij1 (X)y,+... +a;, (x)y, + b;(x) funksiyalar (3) sohada

uzluksiz; 2. Z—;f=aij(x) hususiy hosilalar (3) sohada uzluksiz. Demak Koshi
]

teoremasiga ko’ra teorema tasdig’i o’rinli.
2-reja. Ushbu

dy
L(Y) = = A)Y (4)

tenglik bilan aniglangan operator, chizigli operator deyiladi, bu yerda A(x) — n X n
tartibli matrisa, y — n x 1 tartibli matrisa. Chizigli operator yordamida (2) sistemani
L(Y) = B(x)

ko’rinishda yoza olamiz.

L(Y) operatorning hossalari

1. L(cY) = cL(Y), ¢ — const.

2.L(Y; + Y,) = L(Yy) + L(Y,).
1 va 2 hossalardan chizigli operator uchun quyidagi tenglik bajalishi kelib chigadi

L <i Ciyi) = i ¢;L(Y})

i=1 i=1
3-reja. Ushbu
Y'=Ax)Y (5)

sistema (2) ga mos chizigli bir jinsli sistema deyiladi. Chizigli operator yordamida bu
sistemani L(Y) = 0 ko’rinishda yoza olamiz.

2-teorema. Agar Y(x) vektor-funksiya (5) sistemani yechimi bo’lsa, u holda
cY(x), (c — const) vektor-funksiya ham (5) sistemani yechimi bo’ladi.

3-teorema. Agar Y;(x) va Y,(x) vektor-funksiyalar (5) sistemani yechimlari
bo’lsa, u holda Y; (x) + Y, (x) vektor-funksiya ham (5) sistemani yechimi bo’ladi.

4-teorema. Agar Y;(x), Y,(x), ...,Y,,(x) vektor-funksiyalar (5) sistemani
yechimlari bo’lsa, u holda ¢;Y;(x) + c,Y,(x)+...+c,, Y, (x) vektor-funksiya ham (5)
sistemani yechimi bo’ladi.

5-teorema. (5) sistema Y (x) = U(x) + iV (x) kompleks yechimga ega bo’lsa, u
holda U(x) va V(x) vektor-funksiyalar (5) sistemani haqiqiy yechimi bo’ladi.

4-reja. Bizga I intervalda aniglangan va uzluksiz Y, (x), Y,(x), ..., Y, (x) vektor-
funksiyalar berilgan bo’lIsin.
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Ta’rif. Agar bir vaqtda nolga teng bo’lmagan a4, @,, ..., @,, 0’zgarmas sonlar
uchun
a V() +a,Y,(x)+ .+ a,Y,(x) =0 (6)
ayniyat I intervalda o’rili bo’lsa, u holda Y;(x), Y,(x), ...,Y,,(x) vektor-funksiyalar bu
interbalda chiziqli bo’gliq deyiladi. Aks holda, ya’ni (6) ayniyat faqat a; = a, =...=
a,, = 0 bo’lgandagina bajarilsa, Y; (x), Y,(x), ..., Y,,(x) vektor-funksiyalar I interbalda
chizigli erkli deyiladi.

Hususan ikkita Y0 = (311 (0, Y1256, oo, 10 () va
Y1 (%) = (y21 (%), Y22 (%), e, Vo (x))T vektor-funksiyalar chizigli bo’g’liq bo’lishi uchun
y11(x) _ y12(x) Y1n (%)
= =...= =k, k — const
Y21 (%) Y22(x) Yan (X)

nisbatlarning o’zgarmas songa tengligi zarur va yetarli.
Misol. Y; (x) = (e3%,e3%,e3%)T va Y, (x) = (e®*, —2e%%,e%*)T vektor-funksiyalar
ihtiyoriy intervalda chizigli erkli.
Tasdiq. Agar Y;(x), Y,(x), ..., Y, (x) vektor-funksiyalardan birortasi I interbalda
aynan nol vektordan iborat bo’lsa, u holda ular I interbalda chizigli bo’gliq bo’ladi.
Ta’rif.
Yl(x)r YZ(x)r ,Yn(X) (7)
vektor-funksiyalar I interbalda aniglangan bo’lsin, bu yerda
Yi(0) = (yia (), Vi (), oo, Yin ()i = 1,2, ..., n. Ushbu
Y11(0) Y21 (%) .o Y (%)
W(x) = Y12(x)  Y22(%) . Ypa(x)
Yin(X)  Yan (%) oo Yan(x)
determinant (7) vektor-funksiyalarning Vronskiy determinanti deyiladi.
6-teorema. (n ta vektor-funksiya chiziqli bog’ligligining zaruriy sharti) Agar
(7) vektor-funksiyalar I interbalda chiziqli bo’gliq bo’lsa, u holda I intervalda W (x) = 0
bo’ladi.
Isbot. Teorema shariga ko’ra, bir vaqtda nolga teng bo’lmagan a4, a,, ..., a,
0’zgarmas sonlar uchun
a Y, (x) +a,Y,(x)+ ..+ a,Y,(x) =0
yoki
yi1(ag + Y1 ()a; + yp (a, =0
yiz()a; + Y. ()a; + ypo(X)a, =0

Yin(X)ay + Yop(X)az + Yup(x)a, =0
ayniyat I intervalda o’rili
Teorema tasdig’iga teskari faraz yuritaylik, ya’ni biror x, € I nugtada W (x,) # 0
bo’lsin. U holda

yi1(xp)ay + y21(xp)ay + yn1(xg)a, =0
Vi2(Xo) a1 + Y22(X0) @z + Yna(xg)ay, =0
Vin(Xo)ay + Yon(Xo)az + Ypn(x9)ay, =0
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sistemaning determinanti W (x,) # 0 bo’lgani uchun u yagona a; = a, =...=a, =0
yechimga ega bo’ladi. Bu esa a4, a,, ..., @, o’zgarmaslarning bir vaqtda nolga teng
emasligiga ziddir. Teorema isbotlandi.

Shuni ta’kidlash joizki teoremaga teskari tasdiq har doim ham o’rinli bo’lmaydi.
Boshgacha aytganda Agar (7) vektor-funksiyalarning Vronsky determinanti W(x) = 0
bo’lsa, u holda, bu vunksiyalar I interbalda chizigli bo’gliq bo’lmasligi ham mumkin.

Misol. Y;(x) = (x,x)T va Y,(x)= (x2%x%)T vektor-funksiyalar ihtiyoriy
intervalda chizigli erkli, lekin ularning Vronsky determinanti ihtiyoriy intervalda aynan
nolga teng.

24-mavzu. Chizigli bir jinsli sistema yechimlarining fundamental sistemasi.
Reja
1. Yechimlarning chiziqli bog’liqligi va chiziqli erkliligi.
2. Yechimlarning fundamental sistemasi
3. Umumiy yechim
4. Ostrogradskiy-Liuvill fomulasi
1-reja. Ushbu
Y'=Ax)Y (D)
chizigli bir jinsli sistemani garaymiz, bun yerda A(x) matritsa Iintervalda uzliksiz.

Yl(x)r YZ(X)r ,Ym(X), Yl(x) = (yil(x)lin(x)J ""yin(x))TJi =12,..,m (2)

vektor-funksiyalar I interbalda (1) sistemaning yechimlari bo’lsin.

1-teorema. Agar biror x, € I uchun Y;(x,), Y, (xo), ... , Y, (xo) vektorlar chizigli
bog’liq bo’lsa, u holda (2) yechimlar I intervalda chiziqli bog’liq bo’ladi.

Isbot. Teorema shartiga ko’ra bir vaqtda nolga teng bo’lmagan a4, @5, ..., %,
0’zgarmas sonlar uchun

a;Y1(x) + a;Y2(%0) + @ Vi (%) = 0
tenglik o’rinli. U holda (1) sistemaning
Y =a;¥;1(x) + a5 (%) + @ Y (%)
yechimi
y1(x0) = ¥2(x0) =...= ¥(xe) =0

boshlang’ich shartni ganoatlantiradi. Chizigli sistema yechimining mavjudligi va
yagonaligi haqidagi teoremaga ko’ra (1) sistemaning bu boshlang’ich shartni
ganoatlantiruvchi yechimi Y = 0 vektor-funksiyadan iborat. Demak bir vagtda nolga teng
bo’lmagan a4, a5, ..., @, 0’zgarmas sonlar uchun

Y =a,Y,(x) + a,Y,(x) + a,,, Y, (x) =0
ayniyat I intervalda o’rinli va (2) yechimlar I intervalda chiziqli bog’liq. Teorema
isbotlandi.
(1) Sistemaning I interbaldagi n ta yechimini garaymiz:
Yl (X), YZ (X), e Yn(x) (3)

2-teorema. (3) yechimlar I intervalda chiziqli erkli bo’lishi uchun ularning W (x)
Vronskiy determinanti I intervalning hech bir nugtasida nolga aylanmasligi zarur va
yetarli.

Isbot. Zarurligi. (3) yechimlar I intervalda chiziqli erkli bo’lsin. Barcha x € I
nugtalarda W (x) # 0 bo’lishini ko’rsatamiz. Teskari faraz yuritaylik, ya’ni biror x, € I
nugtada W (x,) = 0 bo’lsin. U holda Y; (x,), Yo (xy), ... , ¥5,(xo) vektorlar chizigli bo’gliq
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bo’ladi. 1-teoremaga ko’ra I intervalda (3) yechimlar chizigli bog’liq bo’ladi. Bu ziddiyat
teskari faraz noto’g’riligidan hosil bo’ldi.

Yetarliligi. Barcha x € I nuqgtalarda W (x) # 0 bo’lsin. (3) yechimlar I intervalda
chizigli erkli bo’lishini ko’rsatamiz. Teskari faraz yuritaylik, ya’ni (3) yechimlar [
intervalda chiziqli bog’liq bo’lsin. Avvalgi darsdagi 6-teoremaga ko’ra I intervalda
W (x) = 0 ayniyatga egamiz. Bu ziddiyat teoremani to’la isbotlaydi.

2-reja. Ta’rif. Agar (1) sistemaning (3) yechimlari I intervalda chizigli erkli
bo’lsa, bu yechimlar sistemaning fundamental yechimlari sistemasi deyiladi.

3-teorema. Agar A(x) matritsa I intervalda uzliksiz bo’lsa, shu intervalda (1)
sistemaning fundamental yechimlari sistemasi mavjud.

Isbot. Ihtiyoriy x, € Inuqgtani tanlab olamiz. Avvalgi darsdagi chizigli sitema
yechimining mavjudligi va yagonaligi haqidagi teoremaga ko’ra (1) sistemaning

Y1(x0) = 1,¥2(x0) = 0,y3(x0) = 0, ..., ¥ (x0) = 0
boshlangich shartni ganoatlantiruvchi yechimi mavjud va yagona. Bu yechimni Y; (x)
orqgali belgilaymiz. (1) sistemaning

¥1(x0) = 0,y5(x0) = 1,y3(x0) =0, ..., ¥ (x0) = 0
boshlangich shartni ganoatlantiruvchi yechimini Y,(x) orgali belgilaymiz. Shu tarzda
davom etib

¥1(x0) = 0,y5(xp) = 0,y3(x0) =0, ..., ¥ (%) = 1
boshlangich shartni ganoatlantiruvchi yechimini Y,,(x) orgali belgilaymiz. Bu yechimlar
Vronskiy determinantining x, nuqgtadagi giymati

yi1(X0)  ¥21(x0) o Yn1(xo) 1 0 ...0
W(x,) = V12(x0)  ¥22(x0) v Yn2(x)[_ |10 1 ... Of _ 1
}’1n(x0) yZn(xO) Ynn(xo) 0 0 o 1

noldan fargli. Demak yugorida tuzilgan Y, (x),Y,(x), ... ,Y,,(x) yechimlar I intervalda
chizigli erkli va ular (1) sistemaning fundamental yechimlari sistemasidan iborat.
Teorema isbotlandi.

Teoremani isbotlashda boshlang’ich qiymat sifatida n-tartibli birlik determinant
elementlaridan foydalanildi. Aslida giymati noldan fargli ihtiyoriy n-tartibli determinant
elementlaridan foydalanish mukin edi va bunday determinantlar soni cheksiz ko’p.
Demak (1) sistemaning fundamental yechimlari sistemasi cheksiz ko’p ekan.

3-reja. 4-teorema. Agar (3) yechimlar fundamental sistemani tashkil etsa, u holda
(1) sistemaning umumiy yechimi

Y =CY,(x) +CY,x)+ ...+ C,Y,(x) (4)
formula bilan ifodalanadi va sistemani barcha yechimlari (4) formuladan aniglanadi.
Isbot. (4) ni quyidagi ko’rinishda yozib olamiz
y1 = C1y11(x) + Gy () +... +Cryng (x)
Y2 = C1Y12(x) + Gy (x0)+... +Cryna (%) (5)
Vn = C1Y1n(X) + Coyon (X)+... +Cryny, (x)

(5) sistemani Cy,C,,...,C, larga nisbatan bir giymatli yechish mumkinligini
ko’rsatish kerak. Bu noma’lumlarga nisbatan qaraganda (5) chizigli tenglamalar
sistemasidan iborat bo’lib uning determinanti W (x) dan iborat va u noldan fargli.
Avvalgi darsdagi 4-teoremaga ko’ra Cy, C5, ..., C,, larning ihtiyoriy o’zgarmas gimatlarida
(5) vektor-funksiya (1) sitestemani ganoatlantiradi. Demak (4) formula (1) sistemaning
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umumiy yechimini ifodalar ekan. Endi sistemaning barcha yechimlari (4) formuladan
aniglanishini ko’rsatamiz. Buning uchun ihtiyoriy tanlangan
X €1, —0 < yf < oo, (i=12,..,n) (6)
boshlang’ich shartni ganoatlantiruvchi yechimni (4) formuladan aniglash mumkinligini
ko’rsatish kerak. Ushbu
yi = Ciy11(x0) + G221 (Xo) +- .. +Cp Yy (o)

Y2 = CiYy12(%0) + G222 (x0) +-. . +Cp Yz (xo)
Y = C1Y1n(X0) + CoYan (Xo)+ .- +CnYnn (o)
sistemani C;,C,, ...,C, larga nisbatan bir giymatli yechish mumkin: ¢, = C?,C, =
CJ,...,C, = C2. Bularni (4) ga qo’ysak, hosil bo’lgan Y = CQY;(x) + CY,(x) + ...+
CQY, (x) yechim (6) boshlang’ich shartni qanoatlantiradi. Teorema isbotlandi.
4-reja. 5-teorema. (3) vektor-funksiyalar I intervalda (1) sistemaning fundamental
yechimlar sistemasidan iborat bo’lsa, ularning Vronskiy determinanti uchun ushbu
W (x) = Cel SpAG()ax (7)
formula o’rinli, bu yerda SpA(x) = a;;(x) + a,,(x)+...+a,,(x) funksiya A(x)
matritsaning izi deyiladi. (7) formula — Ostrogradskiy-Liuvill formulasi deyiladi.
Teorema isbotini 3-tartibli sistema uchun keltiramiz. Ushbu
Y = (Y11, Y12, Y1307 Y, = (721, Y22, Y2307 Vs = V31, Y32, ¥33)"
vektor-funksiyalar
Y1 = a11(0)y; + a2 (0)y; + a;3(x)ys
Y2 = A1 (0)y1 + Az ()Y, + az3(x)y3

Y3 = az1(X)y1 + az(X)y, + azz(x)ys
sitemaning fundamental yechimlar sistemasidan iborat bo’lsin. U holda

Vi1 = Q1Y11 + Q12Y12 + A13)13 Y21 = A11Y21 + Q12Y22 + A13Y23
Yiz = A21Y11 + 22Y12 + A3Y13 V22 = G21Y21 + A22Y22 + A23Y23
Vi3 = A31Y11 + 32Y12 + A33)13 V23 = A31Y21 + A32Y22 + A33Y23
Y31 = Q11Y31 + A12Y32 + A43Y33
V32 = Q2131 + A22Y32 + A23Y33 (8)

Y33 = A31Y31 + A32)32 + A33Y33
ayniyatlar o’rinli. Bu yerda yozuvlarni qisqartirish maqgsadida argumentlarni yozmadik.

Y;,Y,, Y5 yechimlarning Vronskiy determinatidan hosila olamiz:

Yi1 V21 Vi1 Y11 Y21 Y31 Y11 Y21 Y31
W'=|y12 Yoz Ya2|+|Vi2 Y22 Ya2|+ V12 Y22 Va2| =W, +Wo+W; (9)
YViz Y23 V33 Vi3 Y23 Y33 Yis Y23 V33
(8) ayniyatlardan foydalanib W, determinantni hisoblaymiz:
Wy
A11Y11 t Q12Y12 T A13Y13  A11Y21 T Q1222 T Q13Y23  A11Y31 T A12YV32 + Q1333
= Y12 V22 V32
Y13 Y23 V33
Vi1 Y21 Y31 Yiz Y22 Y32 Y13 Y23 Y33
=aq1 | V12 Y22 Y32l +aqp |Viz Y22 Y32l +aq3|Viz Y2z Y32l = a W
Y13 Y23 Y33 Y13 Y23 Y33 Y13 Y23 Y33
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Shunday hisoblashlardan keyin W, = a,,W, W5 = as3W tengliklarni hosil qilish
mumkin. Natijada (9) tenglik W' = (ay; + ay; +as3)W  yoki W' = SpA(x)-W
ko’rinshni oladi. Bundan

aw
W = SpA(x)dx, InW =1n CefSpA(x)dx

tengliklar yoki (7) formula kelib chigadi. Teorema isbotlandi.

25-mavzu. Chiziqli o0’zgarmas koeffifientli bir jinsli sistemalar
Reja
1. Harakteristik tenglama
2. Hos sonlar karrali bo’lmaganda sistemaning umumiy yechimini qurish
3. Hos sonlar karrali bo’Iganda sistemaning umumiy yechimini qurish
1-reja. Ushbu
Y1 =111+ apYot . Ay
Y2 = A1Y1 + Q22+ +a2u Yy )

sistema n-tartibli chiziqli o’zgarmas koeffisientli bir jinsli differensial tenglamalar
sistemasi deyiladi. Bu tenglamaning hususiy yechimini
Y = (yle’lx, yze"“‘, ,yne’“‘) (2)

ko'rinishda gidiramiz. (2) ni (1) ga olib borib qoysak, keyin tengliklarni e** ga
gisqartirsak

(a1 = Dy1 + arpy2+.. . +a1,Y, =0

az1¥1 + (azz — Dyz+... +az ¥ =0 (3)

An1V1 + A2Vt (@ = Dy =0
sistema hosil bo’ladi.

Bizga bu sistemaning nolmas yechimi kerak. Bunday yechim esa sistemaning
determinanti nolga teng bo’lgandagina mavjud bo’ladi, ya’ni

all_/l alz aln
P =| %1 G274 - @molo0 (4
anq QAp2 a'nn_/1

(4) tenglama (1) sistemaning harakteristik tenglamasi, uning ildizlari esa hos sonlari
deyiladi. Ba’zi adabiyotlarda hos sonlar harakteristik sonlar ham deyiladi

2-reja. Faraz qilaylik barcha A4, 1,, ..., 4,, hos sonlar turlicha bo’lsin. Bu holda
P(A) = 0, lekin P'(4) # 0. Hos sonlardan ihtiyoriy bittasini, masalan A; ni olib

all —_ /11' a12 aln
az1 Az — A = on
anq An2 wo Qun — /1i

matritsani garasak, uning rang n — 1ga tengligini ko’ramiz. Haqiqatdan ham, agar teskari
faraz yuritsak

_1 a12 aln all - A O aln
R I e I B
0 An2 o Qppn — A anq 0 we Qun — A



a;; — A a,, .. 0
o B Y
anq An2 o —1
ziddiyatli tenglikka kelamiz. Demak, (3) sistemada A o’rniga A; qo’yilsa, hosil bo’lgan
ushbu
(a11 — Ay + ayz+... +a1,¥, =0
az1y1 + (@2 — Ay +...+az,y, =0
Ap1Y1 + ApaY2t. .. +(ann - )li)yn =0
sistemaning tenglamalaridan bittasi golgan tenglamalarining chizigli kombinatsiyasidan
iborat bo’ladi va sitemaning ana shu tenglamasini tashlab yuborish mumkin. Hosil
bo’lgan n noma’lumli n — 1 ta chizigli tenglamalar sistemasining noldan fargli biror
Vi1, Vizs > Vin)  yechimini  topamiz va (2) ga ko’ra (1) sistemaning
Y; = (vine™™, yi e, ..., yme®*) yechimi aniglanadi. (i1, Viz, -, ¥in) Vektor (1)
sistemaning A; hos soniga mos hos vektor deyiladi.
A1, A5, ..., A, hOS sonlarning har biriga mos aniglangan

Y, = (V11e/11x' Y126, ---:V1nellx)
Y, = (V21e/12x' V22€7%2%, ---;V2ne/12x) (5)

Y, = (anelnxr ynzelnx' ---Jynnelnx)
yechimlar ihtiyoriy I intervalda chiziqli erkli bo’ladi. Bu tasdigni isbotlash uchun
a Y, +a Yo+ +a,Y, =0 (6)

ayniyat fagat va fagat a; = @, =...= a, = 0 bo’lgandagina bajarilishini ko’rsatamiz.
Teskarisini faraz qilaylik, ya’ni «; koeffisientlardan birortasi noldan fargli bo’lsin.
Aniglik uchun a; # 0 deb olaylik. (6) ayniyat quyidagi n ta ayniyatga teng kuchli

y11eM* + ayyy et 4+ apype?nt =0

V128 + @yt + o+ Ay = 0 (7)

Ve + ayyonet? . tayyaet = 0

Awvalgi darslarimizning birida A, A,, ..., A,, sonlar turlicha bo’lganda e?1*, e#2%, ..., e*n*
funksiyalarning ihtiyoriy intervalda chizigli erkli bo’lishini isbotlagan edik. Demak
yuqoridagi (7) ayniyatlar o’rinli bo’lishi uchun e%*, (i = 1,2,...,n) lar oldidagi barcha
koeffisientlar nolga teng bo’lishi kerak. Hususan e*t* oldidagi koeffisientlar a;y;; =
A Y12 =...= 1Yo = 0. Yuqorida a; # 0 deb faraz gilinganligidan y;; = y42 =...=
Yin = 0 tengliklarni hosil gilamiz. Biz (y11,V12,---,¥1n) Orqali (3) sistemadaning A
o’rniga A, bo’lgandagi noldan farqli yechimini belgilaganmiz. Hosil gilingan ziddiyat (5)
yechimlar ihtiyoriy I intervalda chiziqli erkli bo’lishini ko’rsatadi.

Demak, agar 44, A,, ..., 4, hos sonlar har hil va haqiqiqy bo’lsa, u holda (1) chizigli
bir jinsli sistemaning (5) ko’rinishdagi n ta haqiqiy chizigli erkli yechimini hosil qgilia
olamiz. Boshgacha aytganda bu holda (5) funksiyalar (1) chizigli sistemaning
fundamental yechimlar sistemasidan iborat. O’tgan darsdagi 4-teoremaga ko’ra, (1)
sistemaning (—oo, o) oraligdagi umumiy yechimi

Y =Y, +CGY+... +CY,
yoki
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Vi = Ciy11e™M% + Coypre®™ + o+ Cpyp etn?
V2 = Ciyze™* + Coyppe®™ + o + Cpynpe™*

Yn = Clylnelllx + CZVZnelzx_"' . +Cnynne/1nx
formula bilan ifodalanadi.

Hos sonlar har hil lekin ular orasida a + ib kompleks son ham bor bo’lsa, u holda
a — ib komleks son ham hos son bo’ladi. (2) ga ko’ra a + ib ildizga mos yechimni
yozaylik:

Y = ((Vn +iy,1)e @Y () +iyy,)e@rix (Y1in + iVZn)e(aHb)x),
bu yerda y; = v11 + V21, V2 = V12 + Va2 s Yn = Vin + 1¥2n Kompleks sonlar (3)
sistemada A o’rniga a + ib qo’yib aniglangan. Bu yechimning haqiqiy va mavhum
gismalrini ajratib olib (1) sistemaning ikkita haqiqiy yechimiga ega bo’lamiz:

V11 = e (y11 cos bx — Y, sinbx), y;, = e**(y;1, cos bx — y,, sin bx), ...,
Yin = €% (Y1n COSbX — ¥,y sin bx),
Y21 = e (y11 Sinbx + y54 cos bx), y,, = e**(y;5 sinbx + y,, cos bx), ...,
Von = €**(y1, sin bx + y,,, cos bx)
Bu yechimlar ihtiyoriy intervalda chizigli erkli. a — ib hos songa mos haqiqiy yechimlar
yugoridagi iikita yechimga chizigli bog’liq bo’lishini ko’rsatish qiyin emas.

Shunday qilib, agar (1) sistemaning hos sonlari har hil va ular orasida a + ib
kompleks sonlar bor bo’lsa, u holda ularga mos (1) sistemaning haqiqiy yechimlar soni
ham 2ta bo’lishini ko’rsatdik. Yuqoridagi mulohazalarga ko’ra (1) sistemaning hos
sonlari har hil bo’lganda, har doim n ta chizqli erkli haqiqiy yechimlarini, ular yordamida
esa sistemaning umumiy yechimini aniglay olamiz.

1-misol. Sitemaning umumi yechimini toping:

(8)

y' =5y + 42}
z' =4y + 5z ©)
Harakteristik tenglama |5 ;’1 . _4/1| =0 yoki 2 =101+9=0, ,;, =1,4, =

9. Hos sonlar haqigiy va har hil. A, = 1 ga mos hos vektorni

{(5 —Ay1 +4y, =0

491+ (G5 -Dy, =0
4y; +4y, =0
4y; +4y, =0
tashlab yuborish mumkin 4y, + 4y, = 0. Bu tenglamaning noldan fargli biror yechimini
aniglaymiz: y; = 1,y, = —1. Hos vektor (1;—1). Natijada (9) sistemaning y; = e*,
z, = —e* yechimi aniqglanadi. Yuqoridagiga o’hshash hisoblashlar bajarib A, = 9 hos
songa mos (9) sistemaning y, = e®*, z, = e hususiy yechimini aniglaymiz. Shunday
qilib

sistemada A o’rniga 1 ni qo’yib topamiz. { sistemaning bitta tenglamasini

y1 = e”, z = _ex}
y, = e, 7, = %
fundamental yechimlar sistemasi hosil bo’ldi. (9) sistemaning umumiy yechimi
y = Cie* + Ce®, z=-Ce*+ (e
2-misol. Sitemaning umumi yechimini toping:

y' = Zy—z}
zZ'=y+2z (10)
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Harakteristik tenglama |2;’1 —1

2_/1|=o yoki A2—41+5=0, 4, =2+
i.Hos sonlar kompleks. 4; = 2 + i ga mos hos vektorni
{(2 —ADy1—v2=0
i+t @2-ADy,=0
y1—=v2=0
Y1 +iy2 =0
tashlab yuborish mumkin iy; —y, = 0. Bu tenglamaning noldan farqli biror yechimini
aniglaymiz: y; = 1,y, = i. Hos vektor (1;i). Natijada (9) sistemaning y = e(?*0% 7 =
ie(2+Dx kompleks yechimi aniglanadi. Uning aqgigiy va mavhum gismlarini ajratamiz:
y; = e?*cosx, z; = e**sinx }
y, = e**sinx, Z, = —e** cosx
bu yechimlar (10) sistemaning fundamental yechimlri sistemasidan iborat. Umumiy
yechim

sistemada A o’rniga 2 + i ni qo’yib topamiz { sistemaning bitta tenglamasini

y =e?*(Cycosx + Cysinx), z=e?*(Cysinx — C, cosx)
3-reja. Agar A, hos son k karrali bo’lsa, u holda (1) sitemaning unga mos yechimi
V1= (b11xk_1 + bypxK 2 4 4 b1,k—1)e/11x; Y2
= (b21xk‘1 + by, x*72 4+ 4 bz'k_l)ellx,
worVn = (b X®1 + by x 2 4 4 by g JeMF (11)
ko’rinishda bo’ladi, bu yerda b;; koeffisientlardan k tasi ihtiyoriy o’zgarmas, qolganlari
esa ular orgali chizigli ifodalandi. Bu koeffisientlarni aniglash uchun (11) ni (1)
sistemaga olib borib qo’yish va k tasini parameter deb hisoblab golganlarini ullar orqgali
ifodalash kerak.
3-misol. Sitemaning umumi yechimini toping:

y'=y-z
zZ'=y+ 32} (12)

Harakteristik tenglama |1 IA 3__1/,1 = 0 yoki A> —41+4 =0, A = 2. Hos son ikki
karrali. Sistema yechimini
y = (ax + b)e?*, z=(cx+d)e?* (13)
ko’rinishda gidiramiz. (13) ni (12) sistemaga qoyamiz
{ (2ax + 2b + a)e** = (ax + b — cx — d)e?*

(2cx + 2d + ¢)e?* = (ax + b + 3cx + 3d)e?*

Bundan
2Za=a-—c¢
2b+a=b—-d . a=-—c
2c =a+ 3c yoki {b+a=—d
2d+c=b+ 3d

sistema hosil bo’lai. Bu yerda ikkita o’zgarmasni, masalan a va b larni parameter deb
hisoblamiz, qolgan o’zgarmaslarni a va b orqali chizigli ifodalaymiz: ¢ = —a, d =
—a — b. Bularni (13) ga qo’yib izlanayotgan yechimni aniqlaymiz:

y = (ax + b)e?*, z=(—ax —a—Db)e?*
Bu ikkita ihtiyoriy o’zgarmasni o0’z ichiga olgan yechim (12) sistemaning umumiy
yechimini ifodalaydi.

26-mavzu. Eksponentsial matritsa
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Reja.
1. Eksponentsial matritsa va uning hossalari
2. Chiziqli o’zgarmas koeffifientli bir jinsli bo’lmagan sistemalarni o’zgarmasni
variatsialash usulida yechish
1-reja. Chiziqli o’zgarmas koefisientli bir jinsli
yl, = a1 + ai2y2+' o +ainyn; (l = 1,2, ...,n) (1)
sistema koeffisientlaridan tuzilgan

a1 a, . Aqp
A=|%1 Gz - Qon
anl anz ann

matritsa yordamida quyidagi cheksiz matritsalar yig’indisini tuzamiz va yig’indi
matrisani e4* orgali belgilaymiz:
A%x? Atx™

E + Ax + o0 +...+ .y

bu yerda E — birlik matritsa. e4* — (1) sistemaning eksponentsial matritsasi deb ataladi.

Eksponentsial matritsaning hossalari.

1. (e4*) = Ae?*

2 eAx . eAy — eA(x+y)

3. e matritsaning har bir ustuni (1) sistemaning yechimidan iborat

4.e40 =F

5. (1) sistemaning umumiy yechimini y = e4*C formula bilan ifodalash mumkin,
bu yerda C = (Cy, C,, ..., C,)T ihtiyoriy 0’zgarmas vektor.

1-hossaning isboti.

_ LA
+...= e?%,

Azxz Ay ! 3x2 An+1xn
(eAx)’=<E+Ax+ +...+ +> = A+ A%x + +...+
2! n! 2! n!
AZxZ Anxn
=A<E+Ax+ o1 +...+ ~ +...>=AeAx

2-hossaning isboti.

) } A2x2 Anxn
e .e®V =(E+Ax + + -+ + -
2! n!
AZyZ Anyn
.<E+Ay+ T + - 4 n! _|_...>:
x2 yz
=E+A(x+y)+A2<§+xy+?>+---
XM xn—l y xn—k yk yn
A"\ - e+ =
(n! (n—1)! 1! (n—k)! k! n!)

Az , Ao )
E A e 2 e — S n_ LN :
+ (x+y)+2!(x + 2xy +y°) + +n!;(n—k)!k!x y* +
A%(x + y)? A (x + )"
E _|_A(x _|_y) +%+ +%+ — eA(X‘*‘J/)_
3-hossaning isbotini n = 3 uchun keltiramiz. e4* matritsa
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€11 €21 €37
edX = (e, ey e3
ko’rinishda bo’lsin. 1-hossaga ko’ra
! ! !
€11 €21 €31 11 Q2 Qg3 €11 €21 €31
€12 €35 €3 | =(G21 G2z a3 |-[e€12 €22 €3

/ / / a a a e e e
813 823 833 31 32 33 13 23 33

Bundan
e11 = Aq1€11 + 2812 + Agzeqs €21 = Aq1€31 + Q12857 + Aq3€3
€12 = Ap1€11 + Ayz€qp + Ayzey3 €22 = Ap1€z1 + Apz85; + Ap3€53
ej3 = dzge11 + Azz€qp + Azzeqs €23 = A31€z1 + A32€5; + A33€53

€31 = A11€31 + Agp€3; + Ag3€33
€3 = Ap1€31 + Ayze3; + 333
€33 = Q31€31 + a3z€3; + a33€33
ayniyatlarga ega bo’lamiz, ya’ni e4* matritsaning har bir ustuni
Vi = a11Y1 + a2Y2 + aq3Y73
Y2 = A1Y1 + Ap2Y2 + Qz3Y3

Y3 = A31Y1 + A32Y2 + A33)3

sistemani echimidan iborat.

4-hossa to’g’riligi e4* matritsa tuzilishidan ko’rinib turibdi.

5-hossaning ishoti. 3-hossaga ko’ra e“* matritsaning har bir ustuni (1) sitemaning
yechimidan iborat. 4-hossaga ko’ra bu n ta yechimning Vronskiy determinanti x =0
nugtada birlik matritsa determinantidan iborat, yani giymati 1 ga teng. Demak e#*
matritsaning ustunlari (1) sistemaning fundamental yechimlar sitemasidan iborat va
sistema umumiy yechimini quyidagicha ifodalash mumkin:

€11 €21 €n1 €11 €21 - ©En1 Cy
e e e e e . € C
12 C, + 22 Cp+ -+ n2 C, = 12 €22 n2 2 | = paxp
€1n €n €nn €in €n - €enn/ \Cy
1-misol. Sistemaning eksponentsial matritsasini tuzing
L
z'=0
0 1 : L o
Bu yerda A = (0 0). A matritsa darajalarini hisoblaylik:

> _ (0 1,0 1y _(0 O
A% = (o o) (0 0) B (0 0)
Demak A™ matritsalar n > 2 bo’lganda nol matritsadan iborat. Bundan

ax (10 0 1\ (1 x
=0 )+ o)*=( 1)
(1) sistemaning eksponentsial matritsasini gator yordamida tuzish hamma vaqt ham

oson bo’lavermaydi. Agar 3 va 4 hosslardan foydalanadigan bo’lsak, e#* matritsaning
birinchi ustuni Q) sistemaning y:(0) =1,y,(0) =0, ..., y,(0) = Oshartni
ganoatlantiruvchi yechimidan, ikkinchi ustuni esa y,(0) =0,y,(0) =1, y;(0) =
0 ...,y,(0) = 0 shartni ganoatlantiruvchi yechimidan va hakazo ohirgi ustuni y,(0) =
0,...,¥n-1(0) = 0,y,,(0) = 1 shartni ganoatlantiruvchi yechimidan iborat.

2-misol. Sistemaning eksponentsial matritsasini tuzing
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z'=—
Bu sistemaning umumiy yechimi y = C; sinx + C, cosx, z = C; cosx — C, sinx. (2)
sistemaning y(0) =1,z(0) =0 boshlang’ich shartni qganoatlantiruvchi yechimini
aniglaymiz:
Yy = COSX, Z=—sinx

Demak e#* matritsaning birinchi ustuni (Cosnxx) dan iborat. y(0) =0,z(0) =1

boshlang’ich shartni qanoatlantiruvchi yechim y = sinx, z = cos x bo’lgani uchun e4¥

matritsaning ikkinchi ustuni ((S:g;ﬁ) ko’rinishdadir. Shunday qilib

o Ax — ( Ccos x sinx)
_ —sinx cosx/’
2-reja. Chiziqli o’zgarmas koefisientli bir jinsli bo’lamagan
_ Vi =apy Fapy e tapyy +hi(x),  (=12,..,n)
sistemani garaymiz. Uni matritsalar yordamida yozib olamiz

Y' = AY + B(x) (3)
(3) sistemaning yechimini
Y = e®C(x) (4)
ko’rinishda qidiramiz, bu yerda edx— exponentsial matritsa,

C(x) = (Cy(x), C(x), ..., C,,(x))T. (4) ni (3) ga olib borib qo’yamiz:
Y' = Ae?*C(x) + e?*C'(x) = Ae?*C(x) + B(x)
Bundan
e?*C'(x) = B(x)
Bu tenglikni chapdan e™4* ga ko’paytiramiz. Eksponentsial matrisaning 2- va 4-
hossalariga ko’ra e 4% - e4%¥ = ¢A(-*+X) = F Natijada

C'(x) =eB(x), C(x)= je‘AxB(x)dx +C,

bu yerda C = (Cy, C,, ..., C,)T — ihtiyoriy o’zgarmas vektor. C(x) ning topilgan ifodasini
(4) ga qo’yib (3) sistemaning umumiy yechimini hosil qilamiz:

Y = edx (j e 4B (x)dx + C) (5)

Bu umumiy yechim formulasidan foydalanib (3) sistemaning y, (x,) = y?, v,(x,) = v3,
.., Yn(x0) = 2 shartni ganoatlantiruvchi yechimini aniglymiz:
X

Y =ed| Y, + je‘AtB(t)dt

Xo

yoki

X
Y = ey, + JeA(x‘t)B(t)dt
Xo
buyerda Y, = (3, y2, ..., v)T. Bu formula Koshi formulasi deb ataladi.
3-misol. O’zgarmasni variatsiyalash usulida yeching
{J'c:y+tg2t—1 ©)
y=-—-x+1tgt
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Bu yerda A = (_1 0

). Eksponentsial matritsani 2-misolda tuzgan edik:

oAt — ( cost sint)
. . —sint cost/ .
(5) formulaga ko’ra (6) sistemaning umumiy yechimini aniqlaymiz:

. R 24 _
()= (ot o[ (S5r ~smey(® il ae+(¢)] -

, —cost
( cost sin t) j sint | gr + (C1)
—sint cost (—sint + C,

cos?t

—sint + C .
(Cost sint) 1+ ! _(Clcost+C251nt+tgt)
cos

27-mavzu. Chiziqli bir jinsli bo’lmagan sistema
Reja.
1. Umumiy yechimning tuzilishi.
2. Chizighh o’zgarmas koeffisientli bir jinsli bo’lmagan sistema hususiy yechimini
noma’lum koeffisientlar usulida qidirish.
1-reja. Ushbu
Y1 = a11(0)y; + a2 (0)y2+.. . +a1, ()Y, + by (x)
Y2 = a1(0)y1 + a2 (0)yz+... +azn () ¥y, + by(x) 1)
Yn = An1 (0)Y1 + an2 ()2 +.. . +ap, (X)y, + by (x)
ko’rinishdagi differensial tenglamalar sistemasi chiziqli chizigli bir jinsli bo’lmagan
sistema deyiladi. Chizigli L operator yordamida (1) sistema
L(Y) = B(x) (2)
ko’rinishda yoziladi.
1-teorema. Agar ¥ (x) vektor-funksiya (2) sistemaning, @ (x) vektor-funksiya esa
(2) ga mos bir jinsli
LY)=0 (3)
sistemaning yechimi bo’lsa, u holda shu vektor-funksiyalar yig’indisdan iborat ¥ (x) +
@ (x) vektor-funksiya (2) sistemaning yechimi bo’ladi.
Isbot. L(¥(x) + ¢(x)) = L(¥(x)) + L(®(x)) = B(x)
2-teorema. Agar ¥ (x) vektor-funksiya L(Y) = B;(x) sistemaning, @(x) vektor-
funksiya esa L(Y) = B,(x) sistemaning yechimi bo’lsa, u holda shu vektor-funksiyalar
yig’indisdan iborat ¥(x) + ®(x) vektor-funksiya L(Y) = B;(x) + B,(x) sistemaning
yechimi bo’ladi.
Isbot. L(¥(x) + ®(x)) = L(¥(x)) + L(@(x)) = By(x) + B,(x)
3-teorema. (3) bir jinsli sistemaning umumiy yechimiga (2) sistemaning birorta
hususiy yechiminiqo’shsak, (2) birjinsli bo’lmagan sistemaning umumiy yechimi hosil
bo’ladi.
Isbot. Agar ¥ (x) = (1 (x), P, (x), ...,wn(x))T vektor-funksiya (2) sistemaning
hususiy yechimi bo’lsin. (2) sistemada
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yi =9P1(x) + 2
Y2 =l/)2(X) +ZZ (4)

Yn = Pn(x) + 2,
formulalar yordamida noma’lum funksiyalarni almashtiramiz. Bu larni (2) sistemaga
goyamiz:
LW (x)+Z)=Bx) = LWX)+L(Z)=B(x) =L(Z)=0.
Ohirgi hosil bo’lgan bir jinsli sistama aynan (3) sisemaning o’zi. Demak (2) sistemani
integrallash uchun (4) almashtirish bajarsak (2) ga mos bir jinsli L(Z) = 0 sistema hosil
bo’ladi va uming umumiy yechimi
Z=0CZ,+CZ,+--+C,Z,
formula bilan ifodalansa, u holda (4) ga ko’ra (2) bir jinsli bo’lmagan sistemaning
umumiy yechimi
Y=CZ,+CZ,+ -+ C,Z, +¥(x)
formula bilan ifodal;anadi.
2-reja. Ushbu

Vi = a11Y1 + @Yo+ A1V, + (D X™ 4 - 4 by x + byg)et™
yé = az1Y1 + a>>Y- +... +a2nyn + (mexm + et ble + bZO)elx (5)

yrll = Ap1Y1 T QYoo AV + (bnmxm +t bnlx + bno)elx
ko’rinishdagi sistemaninng hususiy yechimini qidirishni ko’rib chigamiz, bu yerda
bim,bom, -, by Koeffisientlardan kamida bittasi noldan farqli.
1-hol. Agar A soni (5) ga mos bir jinsli sistemaning hos soni bo’lmasa, u holda (5)
sistemaning hususiy yechimi
Vi = @imx™ + -+ P11 X + prg)e™
Y2 = D2mX™ + -+ + oy X + pyo)e™ (6)
VYn = Ppmx™ + -+ Ppyx + pno)eAx
ko’rinishda izlaymiz, bu yerda p;;, (i = 1,...,n, j =0,..,m) no’'ma’lum ko’efisientlar.
(6) funksiyalarni (5) sistemaga olib borib qo’yib, noma’lum koeffisientlar usulida p;;
koeffisientlar aniglanadi.
2-hol. Agar A soni (5) ga mos bir jinsli sistemaning k karrali hos soni bo’lsa, u
holda (5) sistemaning hususiy yechimi
Vi = DimareX ™+ -+ prax + pro)e™
V2 = D2marX ™ + o 4 poyx + pyo)e™ (7)
Yn = (pnm+kxm+k + ot X + pno)e)lx
ko’rinishda izlaymiz, bu yerda p;;, (i=1,..,n, j=0,..,m+k) no’ma’lum
ko’efisientlar. (7) funksiyalarni (5) sistemaga olib borib qo’yib, noma’lum koeffisientlar

usulida p;; koeffisientlar aniglanadi.
Endi ushbu
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Y1 = a1 V14 Fa, Y + [(bypx™ + -+ + byg) cos bx + (cyppx™ + -+ + ¢4p) sin bx]e®*
Yy = A1 Y1+- - Fa30,Vn F+ [(DyXx™ + -+ + byg) cos bx + (Cypx™ + -+ + C50) sin bx]e®™

Vo = Vit FannVn + [(bpymx™ + -+ + byo) cos bx + (Cppx™ + - + C5p) Sin bx]e?*
ko’rinishdagi sistemaninng hususiy yechimini qidirishni ko’rib chigamiz, bu yerda
b1, bamy - » Bums Cimys C2mo > Cnm  KOEFfiSientlardan kamida bittasi noldan farqli.
1-hol. Agar A = a + bi kompleks son (8) ga mos bir jinsli sistemaning hos soni
bo’lmasa, u holda (5) sistemaning hususiy yechimi
Y1 = [(P1x™ + -+ + pyo) cos bx + (dyyx™ + -+ + dq() sin bx]e*™*
Vo = [(PamX™ + -+ + Dy) cos bx + (dy,x™ + -+ + dyg) sin bx]e®*

Yo = [PrmXx™ + =+ + Do) cos bx + (dyyx™ + -+ + d,yp) sin bx]e®*
ko’rinishda izlaymiz, bu yerda p;j, d;; (i=1,..,n, j=0,..,m) no’ma’lum
ko’efisientlar.

2-hol. Agar A = a + bi kompleks son (8) ga mos bir jinsli sistemaning k karrali
hos soni bo’lsa, u holda (5) sistemaning hususiy yechimi
V1 = [@1maxX™* + o+ p1g) cOSbx + (A X™* + - + dy) sin bx]e®

Y2 = [(P2m+kxm+k + -+ + pyo) cos bx + (d2m+kxm+k + -+ + dyg) sin bx]e®*

Yn = [(pnm+kxm+k + et Pno) cos bx + (dnm+kxm+k + et dno) sin bx]eax
ko’rinishda izlaymiz, bu yerda p;;,d; (i=1,..,n, j=0,..,m+k) no’ma’lum
ko’efisientlar.

28-mavzu. Differentsial yenglamalar sistemasining avtonom (muhtor) sistemasi
Reja
1. Avtonom (muhtor) sistemalar.
2. Normal avtonom sistemaning muvozanat nuqtasi.

3. Mahsus nuqta.
1-reja. Agar oddiy differensial tenglamalar sistemasida erkli o’zgaruvchi oshkor

holda gatnashmasa, bunday sistema avtonom sistema deyiladi.
Normal avtonom sistema
X1 = f1 (X1, X2, e, Xp)
X, = X1,X5, e, X
2 fZ( 1,42 n) (1)

?.Cn = fn(xlleJ 'xn)
x = f(x) (2)
vektorli ko’rinishda yoziladi, bu yerda t erkli o’zgaruvchi. (1) sistema qaralayotgan
sohada mavjudlik va yagonalik haqidagi Pikar teoremasi shartlarini ganoatlantirsin.
1-teorema. Agar x = @(t) vektor funksiya (2) avtonom sistemaning yechimi
bo’lsa, u holda ihtiyoriy o’zgarmas C lar uchun x = ¢@(t + C) vektor funksiya ham (2)
sistemaning yechimi bo’ladi.

ko'rinishda yoki
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d . 5 13 d
Isbot. - p(t) = f(go(t)) ayniyat barcha t lar uchun o’rinli. Bundan 260

C=/fpt+Chosil bo’ladi. dd(t+C)pt+C=ddtpr+Ctenglikni hisobga olsak
%go(t +C) = f((t + C)) ayniyatga ega bo’lamiz. Teorema isbotlandi.

o(t +

2-teorema. Agar x = ¢@(t) va x =1y(t) vektor funksiyalar (2) avtonom
sistemaning yechimi bo’lsa, u holda bu yechimlar yo birorta nuqtada ham kesishmaydi yo
butunlay ustma ust tushadi.

Isbot. Faraz gilaylik ¢(t) va (t) vektor funksiyalar kesishsin, yani ¢(t;) =
Y(t,), bu yerda t; # t,. Agar t; = t, bol’sa yagonalik teoremasiga zid hulosaga ega
bolamiz. Agar barcha t lar uchun @(t) = Y (t + t, — t,) ayniyat bajarilishini ko’rsatsak,
@(t) va Y(t) yechimlar ustma-ust tushishini ko’rsatgan bo’lamiz. @(t) va Y(t + t, —
£1 yechimlar (2) sistemaning ayni bitta @7=¢¢2 nuqtasidan chigadi. Yagonalik
teoremasiga ko’ra @ (t) = Y(t + t, — t,) ayniyat o’rinli. Teorema isbotlandi.

2-reja. Ushbu

f1(x1, %5, ., %) =0

fZ (le X2y eee) xn) =0

fa (X1, %2, 0, %) = 0
sistemaning yecimi bo’lgan (a,,a,,...,a,) nugta (1) normal sistemaning muvozanat
nugtasi deyiladi.

Misol. Differensial tenglamalar sistemasining muvozanat nugtalarini aniglang.

X=xy—6
y=x%+y%— 13}
Yechish.
xy—6=0
x?+y2—-13= 0}
sistemani yechamiz: x = +2, y = +3. Javob. (—2; —-3),(2;3)
Hususan
X =ax + by
y=cx+ dy} )
chizigli o’zgarmas koeffisientli bir jinsli sistema uchun (0;0) nugta hamma vaqt
muvozanat nuqta bo’ladi. Koordinatalar boshi atrofida (3) sistemaning integral chiziglari
hosil gilgan shaklga ko’ra, (0; 0) muvozanat nugta turlarga ajratiladi.
Agar (3) sistemaning hos sonlari, ya’'ni
a—A b | _ 0
c d—A7
tenglamaning ildizlari haqiqiy, har-hil va musbat bo’lsa, u holda (0; 0) muvozanat nugta
turi noturg’un tugun hisoblanadi.

Agar (3) sistemaning hos sonlari hagigiy, har-hil va manfiy bo’lsa, u holda (0; 0)
muvozanat nuqta turi turg’un tugun hisoblanadi.

Agar (3) sistemaning hos sonlari haqiqiy va turli ishorali bo’lsa, u holda (0;0)
muvozanat nuqta turi egar hisoblanadi.

Agar (3) sistemaning hos sonlari p + i kompleks sonlar bo’lib y > 0 bo’lsa, u
holda (0; 0) muvozanat nuqta turi noturg’un fokus hisoblanadi.
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Agar (3) sistemaning hos sonlari u + i kompleks sonlar bo’lib u < 0 bo’lsa, u
holda (0; 0) muvozanat nuqta turi turg’un fokus hisoblanadi.

Agar (3) sistemaning hos sonlari sof mavhum =+i9 sonlar bo’lsa, u holda (0; 0)
muvozanat nugta turi markaz hisoblanadi.

Agar (3) sistemaning hos sonlari haqiqiy, karrali va musbat bo’lsa, u holda (0; 0)
muvozanat nugta turi turg’un tugilma (dikritik, aynigan) tugun hisoblanadi.

Agar (3) sistemaning hos sonlari haqiqiy, karrali va manfiy bo’lsa, u holda (0; 0)
muvozanat nugta turi noturg’un tugilma (dikritik, aynigan) tugun hisoblanadi.

Agar (3) sistemaning hos sonlaridan kamida bittasi nolga teng bo’lgan holda
(0; 0) muvozanat nugta turi nomlanmagan.

Mvozanat nuqta atrofida (3) sitema integral chiziglari hosil gilgan shakllar
chizmasini Salohitdinov M.C., Nasritdinov G’.N. Oddiy differensial tenglamalar. T.
O’zbekiston. 1994. 383b. kitobidan topish mumkin.

Misol. Sistemaning (0; 0) muvozanat holati turini aniglang

X=x-—2y
y=2y- Bx}
Yechish. Harakteristik tenglamani tuzamiz:
1-1 =2|_ ;2 _
= -s-a=0
Bundan A, = -1, 4, = 4. Hos sonlar sonlar haqgigigy va turli ishorali. Demak
muvozanat nugta egar tipga mansub.
3-reja. Hosilaga nisbatan yechilgan brinchi tartibli ushbu

, P(x,y)
TCRD

{P(x, y)=0

Qx,y) =0
sistemaning (x,; ¥o) yechimi bu differensial tenglamaning mahsus nuqtasi deyiladi.
Misol. differensial tenglamaning mahsus nugtasini toping

differensial tenglamani garaylik.

, x—3
Y =2y —3x -3
Yechish.
{ x—3=0
2y —3x—3=0
sistemani yechamiz: x = 3, y = 6. Javob: (3;6).
Hususan
, _ax+by 4
Y =+ dy )

bir jinsli differensial tenglama uchun (0; 0) nuqta mahsus nuqta bo’ladi. Koordinatalar
boshi atrofida (4) differensial tenglamaning integral chiziqlari hosil qilgan shaklga ko’ra,
(0; 0) mahsus nuqta turlarga ajratiladi. Shuni ta’kidlash joizki (3) sistemaning (0;0)
muvozanat nuqtasi gaysi turga mansub bo’lsa, (4) differensial tenglamaning (0;0)
mahsus nuqtasi ham ayni shu turga mansub hisoblanadi.
Misol. Differensial tenglamaning (0; 0) mahsus nugtasi turini aniglang

Xty

=y
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Yechish. Harakteristik tenglamani tuzamiz
1-2 1 a2y
| ==
Bundan 4, , = +i+/2. Hos sonlar sof mavhum. Demak mahsus nugta turi fokus.

29-Mavzu. Turg’un ko’phadlar.
Reja

1. Turg’un ko’phad tushunchasi

2. Kvadrat uchhad turg’unligi.

3. Yugori darajali ko’phadlarning turg’unligi uchun zaruriy va yetarli shartlar.

1-reja. Ta’rif. Agar koeffisientlari haqiqiy bo’lgan

L) ="+ a A"+ a2+ +a, A+ ay (1)
ko'phadning barcha nollari, ya’ni L(4) = 0 tenglamaning ildizlari musbat haqigiqy
qismga ega bo’lsa, u holda (1) ko’phad turg’un ko’phad deyiladi.

1-misol. Ko’phadni turg’unlikka tekshiring

LAA)=A+4+512+81+6

Yechish. A3+ 512 +81+6 =0 tenglamaning ildizlarini topamiz: A, =
—3,4,3 = —1 xi. Barcha nollarning haqigiqy gismi {—3; —1} manfiy son. Demak
yuqoridagi ko’phad turg’un.

2-misol. Ko’phadni turg’unlikka tekshiring

L(A) =1*+31-4

Yechish. A% + 31 —4 = 0 tenglamaning ildizlarini topamiz: 1, = 1,1, = —3.
Bunda ko’phadning bitta nolining haqiqiy qismi 1 bo’lib musbat sondir. Demak
yuqoridagi ko’phad turg’un emas.

(1) ko’phad n =1 bo’lsa L(4) = A+ a ko’rinishni oladi va u yagona A = —a
nolga ega. Demak birinchi tartibli ko’phad turg’un bo’lishi uchun a > 0 bo’lishi zarur va
yetarli.

2-reja. Endi kvadrat uchhadni tur’gunligi masalasini o’rganamiz.

1-teorema. Ushbu

P(A)=A+pl+gq (2)
kvadrat uchhad turg’un bo’lishi uchun p va g koeffisientlar musbat bo’lishi zarur va
yetarli.

Isbot. Zarurligi. (2) uchhad turg’un bo’lsin. U holda quyidagi holatlardan biri yuz
berishi mumkin:

1-hol. Uchhadning nollari haqgigiy, manfiy va har-hil: 1, # A,;

2-hol. Uchhadning nollari hagiqiy, manfiy va teng: 4, = 4,;

3-hol. Uchhadning nollari kompleks, hagiqiy gismi manfiy: 4, , = u £ i9, u <0.
Ucchala holda ham p va g koeffisientlar musbat bo’lishini ko’rsatamiz.

1-holda Viet teoremasiga ko’rap = —(1; + 4,) >0, g = 1,4, > 0.

2-holdap = =24, >0, g = 1% > 0.

3-holdap = —2u >0, g =pu?+92>0.

Yetarliligi. p > 0, g > 0 bo’lsin. Bu yerda (2) uchhad nollarning haqiqiy qismi
manfiyligini ko’rsatish kerak. Agar D = p? — 4q > 0 bo’lsa uchhadning nollari

Mo = %(—p +p? - 4q)
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ko’rinishda aniglanadi. Bu nollardan kattasi bo’lgan

1
5(—19 +Vp? - 4q)
sonni manfiyligini ko’rsatsak har ikkala nolning manfiyligi kelib chigadi.

VP? —4q <\p*=p
tengsizlikka ko’ra % (—p + /p? — 4q) sonning manfiyligi ko’rinadi.
Agar D = 0 bo’lsa uchhad karrali

A, = 1 <0
12 = Zp

manfiy no'lga ega. Agar D < 0 bo’lsa uchhadning nollari

1
/11,2 = E(_p + iy |D|)

kompleks sonlardan iborat bo’lib, haqiqiy qismi —%p < 0 manfiydir. Teorema

isbotlandi.

3-reja. 2-teorema. (1) ko’phad turg’un bo’lsa uning barcha koeffisientlari musbat
bo’ladi.

Isbot. (1) ko’phad n ta nolga ega. Aytaylik ulardan 2k tasi komleks (bu yerda

=01,.., [ﬁ] )

2
Mg = £ 001,34 = Uy 210y, ., Agg_q 2k = Ui T 1Ty, i <0,j=1,..,k

golganlari esa haqiqiy sonlar

AZk+1 = b1i12k+2 = bz, ...,An = bTL—Zk' bl < 0,l = 1, e, L — 2k
bo’lsin. Algebra kursidan ma’lumki (1) ko’phadni uning nollari yordamida n ta
ko’paytmaga ajratish mumkin

P(AD)=@A—pu —i9)A =y +i9) (A — pp — i02)(A — pp +i9;) ...

(A= p = 19 )(A — by + 19, ) (A — by)(A = by) ... (A — b_3y) =
= (A = 2mA+uf +99) (A% = 2p A + 5 +95) .. (A% = 2 d + pi +97) (A — b)) (A
— b,)
e (A = bp_21)

Ohirgi ko’paytmada qatnashgan bacha birinchi va ikkinchi darajali ko’phadlarning
koeffisientlari musbat, chunki u; <0,j=1,..,k, b;<0,l=1,..,n—2k. Bundan (1)
ko’phad musbat koeffisientli haqiqiy ko’phadlarning ko’paytmasidan iboratligini
ko’ramiz. Bunday ko’phadlarni ko’aytirib chigsak koeffisientlari musbat bo’lgan ko’phad
chiqishi tayin.

Endi uchinchi va undan darajali ko’phadning turg’un bo’lishi uchun zarury va
yetarli shartlarga ega bo’lgan quyidagi teoremalarni isbotsiz keltirib o’tamiz. Teoremalar
isbotini Salohitdinov M.C., Nasritdinov G’.N. Oddiy differensial tenglamalar. T.
O’zbekiston. 1994. 383b. kitobidan topish mumkin.

3-Teorema. Koeffisientlari haqiqiy bo’lgan

LA =2B+ar?>+bl+c
ko'phad tur’g’un bo’lishi uchun a, b, ¢ koeffisientlar musbat bo’lishi bilan birga
ab > c
tengsizlik bajarilishi zarur va yetarli.
Misol. a ning gqanday qiymatlarida quyidagi ko’phad turg’un bo’lishini aniglang
LA =23+ar?2+21+1
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Yechish. 3-teoremaga ko’ra a parametr
{ a>0
a-2>1
sistemani ganoatlantirishi zarur va yetarli. Bundan a > %
4-Teorema. (Raus-Gurvis belgisi) Koeffisientlari haqiqiy bo’lgan ushbu
L) = apA™ + g A" 1 + a, A" %+, +a,_ A+ a, a,>0
ko'phad tur’g’un bo’lishi uchun ushbu

a, az das 0
a, a, a; .. 0
0 a a3 ... O (3)
0 0O 0 .. a,

n-tartibli matritsaning barcha bosh minorlari musbat bo’lishi zarur va yetarli.
Misol. a ning gqanday qiymatlarida quyidagi ko’phad turg’un bo’lishini aniglang

LA =2 +3283+ar* +21+1 (4)
Yechish. Bu ko’phad uchun (3) matritsani tuzamiz:
3 2 0 0
1 a 1 0
0 3 2 0 ®)
0 1 a 1

4-teoremaga ko’ra (5) matritsaning bosh minorlari musbat bo’lishi zarur va yetarli, ya’ni
? 2|=3a-2>0
1 a

3 2 0
1 a 1|=6a—13>0
0 3 2
3 2 0 0
1 a 1 0
0 3 2 0—6a 13>0
a

1
Bu uchta tengsizlikni birgalikda yechib a parametr uchun a > % tengsizlikni aniglaymiz.
30-mavzu. Normal sistema yechimining turg’unligi
Reja
1. Yechimning turg’unligi
2. Birinchi yagqinlashish usulida turg’unlikka tekshirish
1-reja. Differensial tenglamalarning normal sistemasini garaylik
xl = fl (t, xl! xZi ey xn)
56'2 = fz(t; X1, X2, "'an) (1)
xn = fn(tl X1, X2, o) xn)
Bu sistemada barcha f; va % funksiyalar biror D sohada uzluksiz deb hisoblaymiz. U
]
holda D sohaning ihtiyoriy nugtasidan (1) sistemaning bitta va faqat bitta integral chizig’i
oo’tadi. (1) sistemani vektorli ko’rinishda yozib olaylik

X =f(t,x) (2)
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(2) sistemaning x(t,) = x, va x(t,) = @(t,) boshlang’ich shartlarni ganoatlantiruvchi
yechimlarini mos ravishda x(t) va ¢(t) orgali orgali belgilaylik.

Ta’rif. Agar ihtiyoriy € > 0 son uchun shunday & > 0 son topilsaki

lp(to) — x| <6 3)
tengsizlikni ganoatlantiruvchi har ganday x, ga mos aniglangan x(t) yechim barcha
t > t, larda

lp(t) —x(t)| <e (4)
tengsizlikni ganoatlantirsa, u holda x = ¢(t) yechim turg’un deyiladi. Boshgacha
aytganda t, vaqtda boshlang’ich shartlar ¢(t,) vektorga yetarlicha yagin tanlanganda,
hosil bo’lgan yechimlar barcha t = t, nuqtalarda ¢(t) yechimga istalgancha yagin
bo’lsa, sistemaning @(t) yechimi turg’un deyiladi. Sistemaning turg’un bo’lmagan
yechimi notur’un yechim deyiladi.

@(t) yechim turg’un bo’lsin. (2) sistemaning (3) va (4) tengsizliklarni
ganoatlantiruvchi ihtiyoriy x(t) yechimi uchun

lim (o() - x(£)) = 0
limit o’rinli bo’lsa, ¢(t) yechim asimptotik turg’un deyiladi.

1-misol. Differensial tenglamaning berilgan boshlang’ich shartni qanoatlantiruvchi

yechimini turg’unlikka tekshiring
y'=-a’y, y(xo) =y, (5)

Yechish. (5) Koshi maslasining yechimi ¢(t) = y,e ¢ ¢~ funksiyadan iborat.
Yo 9a 8 = ¢ yaqinlikda bo’lgan, ya’ni |y, — y;| < § = ¢ tengsizlikni ganoatlantiruvchi
y; boshlang’ich giymatni ihtoyoriy tanlaylik. (5) tenglamaning y(x,) = y; shartni
ganoatlantiruvchi yechimi y(t) = y,e~% ¢~t) funksiyadan iborat. t > ¢, bolganda
quyidagi ayirmani baholaymiz:

|9(t) = y(B)] = [yoe™@"7t) — y, o=@ (7t)| = |y, — yy|e=@(70) < ¢,
Demak (5) differensial tenglamaning ¢@(t) yechimi turg’un ekan. Boshlang’ich shart
ithtiyoriyligiga ko’ra sistemaning ihtiyoriy yechimi turg’un bo’ladi. Shu bilan birga
lim (¢(6) = y(©)) = lim (o = y)e ) = 0
limitga ko’ra (5) sistemaning barcha yechimlari asimptotik turg’unligini ko’ramiz.
2-misol. Differensial tenglamaning berilgan boshlang’ich shartni ganoatlantiruvchi
yechimini turg’unlikka tekshiring
y'=a’y, y(x) =y (6)

Yechish. (6) Koshi maslasining yechimi ¢(t) = y,e® ¢t funksiyadan iborat.
Tenglamaning y(x,) = y; shartni ganoatlantiruvchi yechimi esa y(t) = y,e® (t~to)
funksiyadan iborat, bu yerda y, (# y,) ihtiyoriy chekli son. Ushbu

lim e (t=to) = 400

t—ooo
limitga
[@(t) = ()] = [yoe® 70 = y, e D] = |y, — yy|e® 0.

ayirmaning qiymati istalgan sondan katta bo’la oladi. Demak (6) differensial
tenglamaning ihtiyoriy yechimi noturg’un ekan.

2-reja. (2) sistemaning x = ¢@(t) yechimini turg’unlikka tekshirish masalasini
hamma vaqt biror sistemaning nol yechimini turg’unlikka tekshirish masalasiga
aylantirish mumkin. Buning uchun (2) sistemada z = x — @(t) almashtirish bajarish
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kifoya. Natijada hosil bo’ladigan z = g(t,z) sitemaning nol yechimini turg’unlikka
tekshirish masalasi yuzaga keladi. Shu sababli umumiylikka ziyon keltirmagan holda (1)
sistema nol yechimga ega deb hisoblaymiz va bu yechimni turg’unlikka tekshirish
masalasi bilan shug’ulanamiz.
(1) sistemadagi f;(t, x4, x5, ..., X,,), i = 1,...,n funksiyalarni x; = x, = -+ = x,, =

0 nuqta atrofida Teylor gatoriga yoyish bilan (1) sistemani

X1 = A11X1 + Q12X+ .+ ,%, + g1(E X4, X5, o, Xp)

Xy = Ay1X1 + AxoXo+... +a50%, + g2 (t, X1, X5, oo, X)) )

N Xp = QpaX1 + QnaXpt.. . FappXy + In(t, X1, X5, o\, X)) _ o
ko'rinishga keltirib olamiz, bu yerda g;(t, x4, x5, ..., X,,), i =1, ...,n funksiyalar darajasi

birdan katta bo’lgan cheksiz kichik miqdorlar, yani
_1gil
l}(llr_r)loﬁ =0, |x|= \/xf + x5 + - + x2.
(7) sistemadagi a;;, i,j = 1, ..., n koeffisientlar yordamida tuzilgan ushbu

a11 - /1 a12 alTL
a21 azz - A e aZTL — 0
an1 An2 e Qop — A

n-darajali tenglamaning ildizlari (1) sistemaning hos sonlari hisoblanadi.

Lyapunov teoremasi. Agar (1) sistemaning barcha hos sonlarining haqiqiy gqismi
manfiy bo’lsa, u holda sistemaning nol yechimi asimptotik turg’un bo’ladi. Agar (1)
sistemaning birorta hos sonining haqiqiy qismi musbat bo’lsa, u holda sistemaning nol
yechimi noturg’un bo’ladi.

Teorema isbotini Salohitdinov M.C., Nasritdinov G’.N. Oddiy differensial
tenglamalar. T. O’zbekiston. 1994. 383b. kitobidan topish mumkin.

Misol. Sistemaning nol yechimini turg’unlikka tekshiring

{x= 4 + 4y — 2e**Y ®)
y = sinax + In(1 — 4y)
Yechish. Sistemaning o’ng qismidagi funksiyalarni ushbu
fC;y) = f(0;0) + £:(0;0)x + £,(0; 0)y + ¢(x, y)
Teylor formulasi yordamida birinchi darajali gismini ajiratib olamiz:
4+ 4y —2e*Y = =2x —y+ @,(x,y); sinax+In(1 —4y)
= ax — 4y + ¢, (x,y).
Natijada (8) sistema
{x =—2x—y+¢:(x,y)
y=ax —4y + ¢,(x,y)
ko'rinishni oladi. Sistemaning hos sonlarini aniglaylik
|_2d"1 S| =R +er+84a=0 2,=-3:VI-a

Agar a > 1 bo’lsa sistemaning hos sonlari kompleks bo’lib haqiqiy qismi —3 ga teng.
Agar —8 < a <1 bo’lsa hos sonlar haqiqiy va manfiy bo’ladi. Demak sanab o’tilgan
hollarda (8) sistemaning nol yechimi asimptotik turg’un bo’ladi. Agar a < —8 bo’lsa hos
sonlardan kamida bittasi, aniqrog’i A; = =3 ++V1 —a ildizi musbat bo’ladi va

teoremaga ko’ra nol yechim noturg’un bo’ladi. Agar a = —8 bo’lsa hos sonlar 4; =
92



0, A, = —6 bo’lib Lyapunov teoremasi yordamida nol yechimni turg’unlikka tekshira
olmaymiz.
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