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So'z boshi

Mazkur ikki jildli kitob “matematika” va “amaliy
matematika va infomiatika” yo'nalishlari bo'yicha tahsil oluvchi
bakalavriat talabalari uchun differensial tenglamalar kursi
dasturining barcha mavzularini o'z ichiga gamrab oigan bo'lib, u
shu kursni o'rganish uchun o'quv go'llanma sifatida yozilgan.

Kitobning birinchi jiidida differensial tenglamalarga olib
keluvchi  masalalar, birinchi va yuqori tartibii differensial
tenglamalar nazariyasi batafsil va to'la bayon etilgan. Bu yerda
noan’anaviy material - ekstremum prinsiplari ham keltirilgan.

Nazariyani tushuntiruvchi ko'pdan-ko'p inisoliar to'la
yechimlari bilan birgalikda keltirilgan. Bundan tashqgari, har bir
paragraf oxirida mustaqil yechish uchun masalalar taklif etilgan. Bu
masalalarning yechimlari vajavoblari ham berilgan.

Qo'shimcha misol va masalalmi muallifning "Differensial
tenglamalardan mustaqil ishlar” (Qarshi, 2010) Kitobidan topish
mumkin. Bundan tashqgari, kitob oxirida keltirilgan adabiyotlardan
ham foydlanish magsadga muvofig bo'ladi.

Muallif go'llanmadagi o'quv materiallarini aprobatsiyadan
o'tkazishda yordam bergan barcha shogirdlari va talabalaridan
hamda kasbdoshlaridan, bundan tashqari, taqrizchilardan ham,
minnatdor ekanligini mamnunlik bilan e’tirof etadi.

Kitob hagidagi fikr va mulohazalaringizni iiterr d@ mail.ru
elektron manzilga ypzsangiz, muallif sizdan minnatdor bo'ladi.


mailto:d@mail.ru

Asosiy belgilashlar ro'yxati

V— har ganday, ixtiyoriy, har bir (umumiylik kvantori).
3i— rnavjud, kamida bitta mavjud (mavjudlik kvantori).
=>— kelib chigadi (implikatsiya belgisi).

<>— teng kuchii (ckvivalent).

b
2£|>— ta’rifga ko'ra ekvivalent (teng kuchii).

tie/ )
H —ta’rifga ko'ra teng.

{vef] —E to'plamning P{x) xossaga ega bo'lgan barcha v
clementlari to’piami.

N -“natural soniar to'plami.

R — haqigiy soniar to'plami.

C— kompleks soniar to'plami.

R" n o'lchamli hagiqiy Evklid fa/osi.
cixtiyoriy ozgarmaslar (doimiylar).
const— 0'zgzrmas (doirniy).

(a,b) ={xe R|a <x<b} (a <b) — interval.
[a,ft] ={*efejor<x$ ft} (a<b)*segment.
(a,ft]={xeRja<A-<ft} (a<b) -*ryarim segment,
la,b)'={xe R|a<x<b) (a <b)-"-yantn segment.

Rf= [0***/\

/ — sonli oraliq (ichi bo'sh bo'lImagan bog'lanishli sonli to'plam).

D— soha, ya’ni ochiq va bog’ianishii to'plam.

maxE — E sonli to'plamning maksimumi (eng katta dementi),

minE — E sonli to'plamning minimumi (eng kichik dementi).

SupE— £ sonli to'plamning supremumi ( yuqori crgaralarning eng kichigi,
aniq yuqori chegara).

infE —E sonli to'plamning infimumi (quyi crgaralarning eng Kattasi. aniq
quyi chegara).

I 11]— norma (voki matritsa) belgisi.
BE —E to'plamning chegarasi.
ft — E to'plamning (garalayotgan lazogacha) to'idiruvchisi.
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/l,-(«)— d' radiusii a markazli (ochiq) shar.

Bs=BtY0)
A'x ) — lo'plamlarning to'g'ri (Dekart) ko'paytmasi.
L W W — raos ravishda to'plamlar birlashmasi. kesishmasi. ayirmasi.

/ :A—)" — X to'plamda aniglangan, Qiyimetlari K to’plamda joylashgan f

funksiya (akslantirish).
D(f)— / funksiyaning anighmlsh to'plnmi (sohasi).

NI, — | funksiyuning #'tu’pliiingii toruyishl.

Jo=IUl)
A",/ m [ vu# ljinkMyiilut kumpo/iiMNinti (kelina-ket bajarilishi).
I(V) <r(h(\)),  owit, msimptotik  tenglik ~ (kichik  o):u

I(\) i(v)el\) mu/(y\ (), ckanligini unglalodi.

(V) OGa(v)), t *it, (kaltao); u n) lunksiyag(.*) ni
< uM|HL) hunt attulida chegttralungan JTr) lunksiyaga ko’paytirishdan hosii

(V)Y bnrchu iizluksiz > funksiyalarto’plami.

((V) ((AYR).

(""(.V;) ) — barcha k- lartibli hosilaiari (demak, undan past tartibiilari ham)
u/luksiz bo'lgan /' : X—Y funksiyalar sinfi.

dist(A',)") — to’plamlar orasidagi masofa (distance- masofa).

dinvy*—*A' fteonin|f<»'Ichami (dimension - o'lcham).

deg/” (— P ko'phadning darajasi (degree - daraja).

haIr ,,(R) hagigiy sonlardan tuzilgan nxn o'lchamli matritsalar
to’plami,

M @IHC) — Kkompleks sonlardan tuzilgan nxn o’lchamli matritsalar
ti."piaini

X,y\C. A, f ,m.11p, (galin harflar) *§-vektorlar.

MyaT  mavjudlik vajagonalik teoremasi.
DT  diflerensial tcnglama.
01)1— oddiy differential tenglama.

§2 — masala (misol) yechilishining. teorema (jumla) isbotining
boshlanishi belgisi.
— masala (misol) yechilishining, teorema (jumla) isbotining
tugallanganligi belgisi,



0. KIRISH

0.1. Differencial tenglamalarga olib keluvchi
masalalar

Fizikada,  biologiyada,  ekologiyada, igtisodiyotda,
amaliyotda va shunga o°’xshash sohalarda uchraydigan ba’zi hodisa
va jarayonlami o’rganish uchun matematik model tuzilganda
differensial tenglama(lar) deb ataluvchi tenglama(lar) hosil bo’lib,
ulaming yechimlarini topish kerak bo’ladi.

Differensial tenglama(lar) ning aniq va gat’iy ta’rifmi
keyinchalik keltiramiz. Hozircha to’la va gat’iy bo’Imagan quyidagi
ta’rifni gabul gilamiz: «Noma’lum funksiyaning bosilalari (yoki
hosilasi) gatnashgan tenglama differensial tenglama deyiladi».
Differensial tenglamalar sistemasida ikki yoki undan ortiq
noma’lum funksiya gatnashadi. Differensial tenglamalar ikki turga
bo’linadi: oddiy differensial tenglamalar va xususiy hosilali
differensial tenglamalar. Oddiy differensial tenglamada noma’lum
funksiya bir dona erkli o’zgaruvchiga bog’lig, xususiy hosilali
tenglamada esa noma’lum funksiya ikki yoki undan ortiq
argumentlarga bog’lig bo’ladi.

Masalan, ushbu

y j—n(2- x)w2+1+sinx=0 (y —y(x)—bir o’zgaruvchining
noma’lum funksiyasi),

X"+ x~—2sint —Q ( x LWx{t)— bir o’zgaruvchining noma’lum
funksiyasi),

/" +y"4+xyd' - 2exy - tgx =0 (y Wy(x) - bir

o’zgaruvchining noma’lum  funksiyasi), tenglamalar oddiy
differensial tenglamalar,

AL x(/)vay =y(t) —bir 0’zgaruvchining

noma’lum funksiyalari) sistema oddiy differensial tenglamalar

sistemasi,

uy+ uu'v—o0 (v —u{x, y) —ikki 0’zgaruvchining noma’lum
9



funksiyasi),
irx+u" +u". —0 (- wu(x, r,r) - ucli  o’zgaruvchining
noma’lum funksiyasi), tenglamalar esa xususiy hosilali differensial

tenglamalardir.
Oddiy differensial tenglamalarni yechishga keltiriladigan

ba’zi bir masalalar bilan tanishaylik.
1 Bosltlang’ich funksiyani topish. Biror (a,b) intervalda

y—>'(x) noma’lum funksiyani uning ma’lum f(x) hosilasiga

ko’ra topish ushbu
(0.i.)
tenglamani yechish demakdir. Matematik analiz kursida bu
tenglama f(x) uzluksiz bo’lgan holda yechilgan. Bu holda yechim
yy-Jf (x)dx+c, ¢ - const,

formula bilan beriladi; bu yerda va bundan keyin [/ (x)dx bilan

f(x)  funksiyaning biror tayin boshlang’ich funksiyasini
belgilaymiz (analiz kursida u barcha boshlang’ich funksiyalami
angiatgan).

Endi matematik modellari differensial tenglamalarni
yechishga keltiriladigan ba’zi masalalar bilan tanishaylik.

2 Radioaktiv yemirilish. m{t) bilan radioaktiv modd
/ paytdagi massasini belgilaylik. Masala ana shu funksiyani
topishdan iborat. Fizikadan ma’lumki, radioaktiv. moddaning

yemirilish tezligi dm{t) dr:;t(l) hosila  o’sish tezligini
ifodalaydi) mavjud modda migdoriga to’g’ri proporsional, ya’ni

dm(t)
dt

bu yerda o0°zgarmas k, k >0, —proporsionallik koeffitsienti. Demak,

m-iii(i) noma’lum funksiya (0.1.2) tenglamani ganoatlantiradi. Bu

tenglamada noma’lum funksiyaning in' hosilasi gatnashgan. Biz

(0.1.2) tenglamadan m(t) funksiyani topishimiz kerak. (0.1.2)

tenglamani yechish giyin emas. Uning har ikkaia tomonini el ga
10
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ko’paytiraylik:
m'eK + mkeld = 0

Oxirgi tenglikni

(medy =0
ko’rinishda yozamiz. Ma’lumki, oraligda hosilasi nolga teng
bo’lgan funksiya o0’zgarmas. Shuning uchun oxirgi tenglikdan
mell=c (c =const), ya’ni m—ce K ekanligini hosii gilamiz.
Kavshanki, m —ce jig funksiya (0.1.2) tenglmani ganoatlantiradi,
ya’ni (0.1.2) da mning o’rniga ce Kni go’ysak, u ayniyatga
aylanadi. Demak, (0.1.2) tenglamaning hamma yechimlari
m=cek ko’inishda va fagat shu ko’rinishda bo’ladi. Agar
hoshlang’ich, ya’ni /=0 paytdagi massa wObo’lsa, ¢ =m0
bo’ladi. Shunday gilib, radioaktiv rnoddaning massasi ushbu

m-ma h (0.1.3)

gonuniyatga ko’ra o’zgaradi. Massa miqdori vaqgt o’tishi blan
oksponensial tezlik bilan 0 ga intiladi

Yarim yemirilish davri Tdeb dastlabki radioaktiv
inoddaning yarmi yemirilishi uchun ketgan vaqt oralig’iga aytiladi.
Demak,

mO

2
Oxirgi formuladan T ga ko’ra (uni o’Ichash nisbatan oson) K ni
lopish uchun foydalanish mumkin.

Yugoridagi (0.1.3) formulaning yana bir tatbig’ini e’tirof
etaylik. Ma’lumki, tirik organizmlarda C2 turg’un uglerod bilan
birgalikda o0z migdorda C 4radioaktiv izotop ham bo’ladi.
Atmosferaning yuqori gatlamlarida ,A-nurlar hosii giluvchi C#4
izotoplar tirik organizmlarda yutiladi. Tirik organizmlarda biologik
o’zgarish jarayonlari natijasida C 4 miqdori 0’zgarmas va biror
mQga teng bo’ladi. Organizm o’lishi bilanoq unda radioaktiv

izotopning yutilishi to xtaydi va C 4 ning miqdori kamaya

]
mae , yanl T —In' yoki 'K =_I_r]_2_

1



boshlaydi. C ning yarim yeitiiriliali davit /' <*-5570(yiff.

T 5570 8000
agar m{t) bilan C e izotopning orgiini/in n’lguu puytdun boshlab
hisoblangan t - yildagi mnssnsini holgiliisiik, i holda

j3-zarrachalar soni orgali topish mumkin) bo’lsa, u holda
organizmning o’lganidan keyin o’tgan / vaqtni yillarda ushbu
m,

formula isSpten mumkinligi kejib chigadi. Hosil bo’lgan bu
tElgan areppi®iplarpmg yoshini amglashga imkon beradi.

;3. Populyatsiya masalasL t vaqgtdagi populyatsiya sonini

M i Mian |[HHLW Wp Populyatsiya ’sdni katta bo’lganda

HLLUMLL| deb hfeoblasli mumkin.

p»ptdy™'»» fwlNpFDpofsiOllil deb faraz cjffinadi, ya’m
i 0 - '0’zgarinas sorfe, mm
i
Bu teftglamadan, yuqdfidagiga-d~shash fild *ritib,'tdipkmiz:

LULLETLLET 0 ushi bilan populyamya soni
eksponenstal tetfik bilan o’sadf va gat intiladi'. Bu naftja
bagiqatga ifflos feeimaydi. Tustionartiki, ortgan sari dzig-dv/at,
joy ya shwnga o’xshask yashash uchun zarur bo’lgan manbalaming
;fslygrylaniing)  cbegaralanganligi  tufayli populyatsiya orasida
ysMasb w, n kurasb paydb bolladi, ba’zilar bit ragobatda halok
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ibo’ladi, o’sishning iii*M*4ein|gi ay —lkamayadi. Shuning uchun

PAMUWNNTNIN AL dtodelni tuzatith kerak. Farit ailish mun|kinki,
fejiror chegarav® populyatsiya Xorti Tv, mavjud bo’lib,

-nonuivatsiva XX ~,dan ko’p bo’lganda iytf) , kam”ya#™ IB*w
TV <0), Ndi§fdan kichik bo’lganda esa N{t) o’sadi.Qyaw

S"), Bu farazni quyidagi tenglama ganoatlantiradi:
AN T LW \5y
dt
Butengiania (OHM) iebJaWabm"%S2atM8§HidWb<3xitgi differencial
*#%labia ibfistik tenglaiba tfeb itiiadii
4. Bir ekologik misal (Volterra-Lotka modeli) . H#ii8LLI
KL Hp p&pigt:8S»te3ta™t(mubiidal)'l:f>!@71"-¥a yBtgkshiar -.(ikki tur
indivi<fbumiari) ya'idiasm. "l Lhib va'

pfpffdagi yirtgicbSar sbhini belgilasin. Agar' yittgicMbr
bogmasa, o’ljalaming fezllgi® "iJSISiiig
proporsionak, ya'ni -V «Kspbneesf&! iies®t
bilan |pbilius$ > LULLKLLLLY "bu  o’sish Stezli~tni
'bULR(OMOY ga.

~ A Aukamaytwadi,” Demak,- LU, *e (®”bhj|gMs J||jpS|f, 0 'rmK
bo’iadf?4A8kr b’ljalaf bb4ibtt&E, tsteffigim

ytN 2(1) ST (ri ®terai|8f LU, ' Yikapliw LI P* ‘PPallippLL
N, (/) sondagi o’ijalarning mavjudiigi natijasida bu tezlik
ortadi .

bo’ladi. Shunday qilib, bizning farazlarimizda o’lja va
~popuiyatsiyasl) soni quyidagi differensial tengiamalar ffgt"masi
bilan boshqariJadi:



IN{ = (a- bN2)N,

IN. —(~c+d N)
Bu yerda t ning o’miga tier, N: nmg o’rniga x =N]c/d, N2
ning o’miga y - N2/b masshtablangan o’zgaruvchilami kiritib,
sistemaning ko’rimshini Ixchamiash mumkin:

PAU-yxe o gyl ©0.L.7)
=a{x~\)y
Bu (0.1.6) va (0.1.7) sistemalar Voiterra-Lotka tenglamalari (0’lja-
yirtgich modeli) deb yuritiladi.

5 Garmonih ossUlyutor tenglamasi. Faraz qilaylik, m
massaii moddiy nugta inersial sanoq sistemasining Ox 0°qgi bo’ylab
harakat gilayotgan bo’lsin. Unga x=x(t) (t vaqt) nugtada
bo’lganda unga x ga proporsional va nugtani koordinatalar boshiga
gaytaruvchi kuch F=;—kx ( elasti-klik kuchi; k =const>0—
proporsionallik  koeffitsienti) ta’sir etsin. Nyutonning ikkinchi
gonuniga ko’ra

(0.16)

Ta=F (a=a(t) - tezlanish; a = x" dx )

dt2

Demak,

mx" =-kx yoki x"+arx~ 0 (co=yjk/m ) (0.1.8)
Shunday qilib, harakatdagi nugtaning koordinatasini aniglovchi
x—x(t) funksiya garmonik ossillyator tenglamasi deb ataluvchi
(0.1.8) tenglamani ganoatlantiradi. Bu tengiamada x = x(t)
noma’lum funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasi x" gatnashgan.

Bu yerda shuni e’tirof etaylikki, (0.1.8) differensial
tenglama bilan nafagat elastik prujinaga osilgan moddiy nuqgta
(jism) harakati, balki matematik mayatnikning kichik tebranishlari,
L—C yopiq tebranish konturidagi elektromagnit to’lginlar
0’zgarishi ham boshqariladi.

6. Yerning Quyoslt takiridagi harakati. Quyoshning
massasini M bilan, Yernikini esa LL, bilan belgilaymiz va ularni
moddiy nugtalar deb hisoblaymiz. Fazoda inersial sanoq sistemasini
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(koordinatalar sistemasini) kiritib, unga nisbatan Quyoshning
knnrdinatalarini S(si,S2,73) (7,~j,(1), /vaqt, /=1,2,3), Yernikini
osii YpBidNH  (pi~p,(t), /-vaqt, /=1,2,3) bilan belgiiaymiz

(0. I-rasm).

0.1-paem

Hulun olam tortishish gonuniga ko’ra Yerga Quyoshning
—_—

p_ Mm PS

rt r
lortish kuchi ta’sir etadi. Yeming harakat tenglamalari Nyutonmng

G —gravitatsion doimiy)

ikkinchi qonuniga kora md=F (a=(p",p",p") —Yerning
Ic/.lanish vektori) yoki koordinatalarda

<p \= gm { (0.i.9)
Sj ~Pj
r

ko’nnishga ega. Quyoshning harakat tenglamalari shunga o’xshash
yoziladi:

"=GM
P



L =cm"PX A (0.1.10)
sl=Gm

Endi x=p]- ,y-p2-s2,z=pb- S deb, yangi x,y,z
noma’lumlarni kiritaylik. Ravshanki, (x,y,z) - Yerning

Quyosliga nisbatan koordinatalarini beradi. (0.1.9) va (0.1.10)
sistemaiarni hadma-bad ayirib quyidagi tengliklarni hosil gilamiz:

| X
x'Nryn o,
. r
(y=G(M+m)) (0.1.12)

$LIJLIJLIrJﬂ

Demak, Yerning Quyosliga nisbatan holatini  aniglovchi
U=x(t),y =y(), z=1z(t) funksiyalar (0.1.11) differensial
tenglamalar sistemasini ganoatlantiradi.

7. Eg$ chiziglar oilasi differensial tenglama yechil
sifatida. Faraz gilaylik, bir parametrli silliq chiziglar oilasi ushbu
(p{xmuy) —0

tenglama bilan berilgan bo’lsin. Bu yerda (p(x,y,c)~sillig
funksiya; x,y —haqiqiy o’zgamvchilar, ¢ haqigiy parametr
chiziglar oilasining a’zolarini belgilaydi;;Jpki ning ixtiyoriy joiz
giymatida berilgan tenglama $.|u (.x) sillig chizigni aniglaydi deb
taraz qgilamiz:  <p(x,y(x),c) jijl0. Bu ayniyatni y:bo’yicha
differensiaillaymiz: (Pj{x,y(x),c) + (p[(x,y(x),c)y\x) sO *Endi
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J(p{x.y{x).c) =0

IM[(x,y(x), ¢) + (X, y(x), c) m'(x) = O
sistemadan c¢ ni yo’qotib, x,y(x) va y'(x) miqdorlar orasida
F(x,y(x),y'(x)) 3 0 bog’lanishni topamiz. Demak, berilgan
chiziglar oilasining har ganday Y —Y(x) a’zosi
F(x,y(x),/(x)) = 0 differensial tenglamam ganoatlantiradi, ya’ni
bu tenglamamng yechimi bo’ladi.

Misol. Ushbu
w W W ow T (0.1.12)
(x-c)-+1
y
1
M /\ R \\
j/ \
oy o w2
X
0.2 -rasm.

chiziglar oilasi (0.2-rasm.) ganoatlantiruvchi differensial tenglamani
tuzaylik. Hosilani hisoblaymiz:

v+ n 2 5P gio.
(x—6)+1)
Berilgan tenglamaga ko’ra bu tenglikdan

y'+2y2(x- c)=0 yoki x —= l]*—z"——
y
ekanligini topamiz. Oxirgi tenglikni (0.1,12)ga qo’yamiz, kerakli
soddalashtirishlarni bajaramiz va izlangan differensial tenglamani
hosil gilamiz:

17



y'2-4v3(>-1)=0. (0.1.13)
Shunday gilib, (0.1.12) chizigiar oilasi  (0.1.13) differensial
tenglamani ganoatlantiradi.®
Matematik modellari differensial tenglamalarga keluvchi
ko'pgina masala va jarayonlar bilan, masalan, quyidagi
kitobdan tanishish mumkin:

AmenbknH B, B, [udipepeHumanbHble  ypaBHeHWS B
npunoxeHnax.-M.:Hayka, 1987.

Masalalar
1 Tengalamani yeching _W(.A) = sin(ax) «cos(6.v) .
2. Ushbu

funksiyalar uchun
f'(x) +g'(x) =0, x e-iii-y
ayniyatni isbotlang. Undan foydalanib,

tenglikni isbotlang.
3 Matematik modeli differensial tenglamalarni yechishg:

keltiriluvchi fizik jarayonlarga misollar keltiring.

1 BIRINCHI TARTIBLI DIFFERENSIAL
TENGLAMALAR

1.1. Differensial tenglama va lining yechimi tushunchalari

F(x,y,y') = 0 ko rinishdugi tenglama. F (x,y,p)- biror

G cz W\sohada aniglangan uch hagiqgiy o’zgaruvchining uzluksiz

haqgigiy funksiyasi bo’lsin, ya’ni F :G —IR, F € C(G,K) (yoki

gisqaroq: F e C(G)). Biz bu funksiya p o0’zgaruvchiga tub

ma’noda bog’liq, ya’ni '§ Va y lar tayinlanganda F funksiya p

o’zgaruvchining funksiyasi sifatida o’zgarmasga aylanmaydi deb
18



Inin/, gilamiz. Ushbu
F(x,y(x\/(x)) =0
\oki gisqaroq
F(x,y,y')~ 0 (1.1.2)
longlama y =y(x)noma’lum funksiyaga nisbatan birinchi tartibli
otkliy differensial tenglama deb ataladi.

Yechim uzluksiz differensiallanuvchi funksiyalar sinfida
I/lonadi.

/ bilan sonlar o’qidagi biror oraligm (ya’ni bog’lanishli va
kamida bitta ichki nugtaga ega bo’lgan sonli to’plamm) belgilaylik.
Analizdan ma’lumki, oralig ushbu

(-00, +0C)), (--co,6), (700,6], \cifb), (a,b], (a,b), [a,b]uf,
(a, +co), |t7.-rio)
sonli lo’plamlarning bindir; bunda a <.b .

Agar / oraligda aniglangan y ~ (p(x) hagigiy funksiya
uchun

1°. <p(x) e C'(7) ,ya’ni <p'(x) hosila/ oraliqda uzluksiz,

2°. \fx e I F{x,(p{x), (p\x)) —0, ya’ni y~(p(x)

funksiya | oraligda (1) tenglamani (qganoatlantiradi)
ayniyatga aylantiradi
slwrtlar bajarilsa, u holda y —(p{x) funksiya (11.1) tenglamaning
/ oraliqda aniglangan yechimi deyiladi.

Eslatma 1. Td’rifdagi 2° shartning o’rinli bo’lishi uchun
ushbu V xe/ {x,(p(x), (p'{x)) e G shartnmg bajarilishi, ya’ni
(x,(p(x), (p'(x)), x e /, nugtalarning (11.1) tenglama aniglangan
sohaga tegishli bo’lishi zarurdir. Demak, (1.1.1) tenglama
aniglanganG soha y =<p(x) yechimning aniqlanish oralig’i | ni,
lining va )/ —(p'(x) hosilaning o’zgarish to’plamlarmi ma’lum
ma’noda chegaralaydi.

Eslatma 2. Ta’rifda y = (p(x) yechim oraligda aniglangan
ekanligi muhimdir, ya’ni yechim fagat oraliqda garaladi.

Eslatma 3. Agar | oraligning chegaraviy nuqtasi | ga
tegishli bo’lsa, u holda bu nuqtadagi hosila sifatida mos bir tomonli
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hosila tushuniladi. Masalan, I|=[a,b) oral/jda aniglangan
y = (p{x) ,funksiyaning x =a nugqtadagi (p'(a) hosilasi sifatida
shu nuqtadagi (p[{a+0) o'ng hosila gabul gilinadi.

Yechim oshkormas' ko’rinishda ham berilishi mumkin.
Faraz qilaylik, @®(n'/1’)=0 tenglama biror / oraligda biror
y —(p(x)gG funksfyani oshkormas ko’rinishda aniglasin va bu
ys£(p(x) funksiya | da (1.1,1) tcnglamaning ycchimi bo’lsin, U
holda @(x,y) =0 munosabat (1.1.1) tenglamaning (/ oraligda)

oshkormas ko’rinishdagi yechimi deyiladi.
Agar parametrik ko’rinishda berilgan

y =y(l), te/, funksiya uchun x’(t) ®0,te I, bo’lib*

ushbu
) >N (). x(1)EC (7),

2) .F\x{I\y{t\*"P-|s0,/E/,
A mm xXf)J, '
shartlar ham bajarilsa, u holda x =x(t), y =y(t) funksiyalar

(1.1.1) differensial tenglamaning parametrik ko’rinishda berilgan
‘Ipfehimi deyiladi. Ba’zi hollarda yechimni shu ko’rinishda yozish
qulay bo’ladi.

Differensial tenglama yechimining grafigi integral chiziq
deb ataladi. Ravshanki, integral chiziq silliq chizigdir. Biz keyinroq
integral chizig tushunchasining ma’nosini kengaytiramiz.

Misol 1. Ushbu

Xy '2-2yy'+x =0
differensial tenglamada F(x,y,p)=xpl-2yp+x ,G = K3.
a), y = x funksiya berilgan differensial tenglamaning (—00, 4-00)

intervalda yechimidir. Hagigatdan ham,
y.(p{x)=x funksiya (- 00, 400) .intervalda uzluksiz

differensiailanuvchi, chunki y' W(p'{x) = 1€ C(R);
J).. ixtiyoriy x e (-00,400) nuqtada
Xy'2-2yy'+x=x—2x+x~0.
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*l lokin v=2x-1 funksiya hech ganday 1e | oraiiqda berilgan
eHllercnsial tenglamaning yechimi bo’la olmaydi. Chunki bu holda
r' y>'(x)=2€C(7),ammo

Xy'2—2yy' +X —x 4 —2(2xr-1)«2+x =-3x +4 #O
iMtlglik / oraligda ayniyat emas u / ning ko’pi bilan bitta nugtasida

(INitnatlanishi mumkin ( x =4/3 bo’lganda) xolos, | da esa
«heksi/ ko’p nugtalar mavjud.

Misol 2. Ushbu
(\+x2)y'-xy + M 0 (112
tlittercnsial  tenglama  uchun  F(x,y,p) = (\ +x~)p —xy +Xx
liinksiya G = Ll da aniglangan vasilliq. Ushbu

funksiya (11.2) tenglamaning (—eo0,+00”oraligda yechimidir; bu
ycrda ¢ —ixtiyoriy o’zgarmas son. Hagigatan ham, bu funksiya
\'i (-00,+00) oraligda uzluksiz differensiallanuvchi,

y'(R)=-T====9g C(( co,+c0))Il
x/l +
vn u berilgan tenglamani (-ao,|p) oraliqda ganoatlantiradi:

QL¥x2)y'-"yXb(\+X2)-jrrzn-x(\ +c"\+W \fri0O .

Qaralayotgan (1.1.2) tenglamaning ixtiyoriy
r=_y(x),x e (~00,+00), yechimi (11.3) kdtinishda bo’llshini
ko’rsataylik. (11.2) tenglamaning M M |H ul B  yechimi
berilgan bo’lsin:

(1+x2)y'(x) - xy(x) +x =0, # e (*LL, +06).
Hu yechimga ko’ra ushbu

1) &M

lunksiyani tuzaylik. Uning hosilasi (~®o,+Q|8i intervalda ayaan



nolga teng:

QA+ MY (v)- w(V)+Xx _ 0 _Q
P 1+ x2)n

Analizdan ma’lumki, oraligda hosilasi nolga teng funksiya
0’zgarmas. Demak, tuzilgan funksiya o’zgarmasdan iborat:

Bundan y(x) = 1+ c(v/l +x2 ekanligini topamiz.

Shunday qilib, (113) formula (1.1.2) tenglamaning barcha
yechimlarini va fagat ulamigina ifodalaydi, ya’ni (1.1.2) ning har
ganday yechimi (1.1.3) dan ¢ ning biror xususiy giymatida hosil
bo’ladi va shuning bilan birgalikda (1.1.3) formula ¢ ning ixtiyoriy
tayin giymatida (1.1.2) ning yechimini aniglaydi. Demak, (1.1.2)

differensial tenglamaning integral chiziglari ushbu
y —l+c chiziglar oilasidan iborat (c- ixtiyoriy
0’zgarmas).

., Y —f(x,y) ko'rinishdagi tenglama. Faraz qilaylik,
(1.1.1) tenglama y' hosilaga nisbatan yechilgan bo’lsin:
y'=f(x,y). (1.1.4)
Bu yerdagi /(x,v) funksiya tekislikning biror D ¢ p i sohasida
aniglangaii| uziuksiz haqiqiy funksiya deb faraz gilmadi, ya’ni
f &C(D) . (1.1.4) tenglama hosilaga nishatan yechilgan birinchi
tartibli differensial tenglama (yoki normal ko’rinishdagi birinchi
tartibli differensial tenglama) deyiladi.

Yugorida keltirilgan misolda (1.1.2) tenglamani osongina
hosilaga nisbatan yechilgan holga keltirish mumkin:



> . 1+xTin|
Umumiy holda (1.1.1) tenglamani (1.1.4) ko’rinishga Keltirish
rmurakkab masala. Bunday masalalar analizda o’rganiladi. Biz
(111) tenglamadan y' ni topishda to’xtalmasdan birdaniga (1.1.4)
tenglama berilgan deb faraz gilamiz.
Agar y —(p(x) funksiya / oraligda aniglangan bo’lib, u

1°. <p(x) € C /),

2°. Vxe |l (p\x) =¥ (x,"(x))
ehurllarni ganoatlantirsa, y = <p(x) funksiya y'=f(x,y) (1.1.4)
leiiglamaning / oraligda (aniglangan) yechimi deyiladi.

Esiatma. Bu yerda yechimdan 1° shart o’miga <p(x)ning /
da differensiallanuvchi bo’lishini talab etsak*1u uziuksiz
dilfcrensiallanuvchi ham bo’ladi, chunki u=<p(x) yechimning / da
ii/luksizligi (bu unung differensiallanuvchiligidan kelib chigadi)
hurndaf(x,y) funksiyaning D da uzluksizligiga va 2° shartga ko’ra
P(x) —f(x,cp(x)) bam / da uzluksizdir.

Yugoridagi misollardan ko’rinadiki, differensial tenglama
ehcksiz ko’p yechimga ega bo’lishi rnurnkin.

Ba’zan barcha yechimlarm bitta formula bilan berish
mumkin bo’ladi. Agar y —<p(x,c)funksiya c 0’zgarmasning
ixtiyoriy joiz giymatida (1.1.1) yoki (1.1.4) differensial
leiiglamaning (grafigi)D sohada joylashgan yechimi bo’lib,
leiiglamaning D da joylashgan har ganday yechimi shu
V-<p(x,c) formuladan cning biror joiz giymatida hosil bo'lsa, u
holda yL(p(x,c) oila berilgan tenglamaning D ffhadagi
iiinumiy yechimi deyiladi. Umumiy yechim oshkormas ko ’rinishda
d(x,_y,c)=0 teiigfama bilan, yoki parametrik
x=x(p,c) ,y =y(p,c) (p —yechimdagi parametr. ¢ esa
yechimlami belgilaydi) ko’rinishda ham berilishi mumkin.

Yugoridagi  misol 2 da hiz (1'®&X)y' —xpY-x i’0
tenglamaning R 2dagi umumiy yechimi y = 1+c”Jl +x~ (bunda
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c~ ixtiyoriy o’zgarmas) lonTwB;<blian berilishini ko’rsatgan edik.
Tenglamaning bitta (xususiy) yechimini ajratish uchun
yechimdan qo’shimcha shart talab qgilish kerak.

Masalalar

1. Differensial tenglamani yeching y &
X

2. Ushbu y"' —\x\ tenglamani yeching.
3. y=|2x-l|+1 funksiya hech qganday differensial

tenglamaning (0;1) intervalda yechimi bo'la olmaydi. Nega?

4. Ushbu y =-Jx~+1 funksiya hech ganday oraligda

y "<=xyf*s»| tenglamaning yechimi bo'la olmaydi. Shuni ishotlang.
1.2.  Koshi masalasi

Hosilaga nisbatan yechilgan ushbu
WP f(x,y) (1.2.1)

differensial tenglamani qgaraylik; bu yerda /eC(D), D
tekislikdagi soha. (1.2.1) tenglamaning

PwH LW (x0,j0)ez), (1.2.2)
shartni ganoatlantiruvchi (berilgan x0 nuqtada berilgan yO0
giymatni gabul giluvehi) va biror 1 , x0e /, oraligda aniglangan

"y = (p(x) yechimini topish Koshi masalasi yoki boshlang’ich

masala deyiladi va u,
ry =./(x.y)
|

| yoki y =f(x,y\y\'
L

| |
T K
[ & =Y0 "UJ' ( )

t
ko rinishda yoziladi. Bu yerda " yozuvi y —WM.v) noma’lum

funksiyaning x = x() nugtadagi giymatini anglatadi: v| = y(x()).

(1.2.2) shart boshlang’ich shart yoki Koshi shart
yuritiladi.
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Agar shunday /ax0 oraliq topilsaki, bu oraligda biror
I - t(v) funksiya (12.1) ning yechimi bo’lib, (12.2) shartni ham
gaiumllantirsa, u holda (K) masalaning yechimi mavjud deyiladi, bu
I' r(v) funksiya esa (K) masalaningning / oraligda aniglangan
sci himi.dcb yuritiiadi.

(K) masalaga nisbatan tabiiy ravishda quyidagi savollar
Uig’iladi:

1. (K) masala ga yagin x larda 'iniglangan biror
yechimga cgami?

2. Agar yechim mavjud bo'lsa, uyagonamit®

3. Qaysi eng katta I, 1ax0, oraligda (K) masalaning
yechimi mavjud?

Misol L a) Ushbu

/" =31/11/,3.(0)=0,

Koshi masalasi y = 0 yechim bilan birgalikda yechimga

hem ega (tekshirib ko’ring). Shunday gihb, a) masalaning yechimi
vngona emas.

b) Ushbu

W wr.Ww =W -
masalaning yechimini topaylik. Faraz qgilaylik, y = y{x) yechim

mavjud bolsin. Bu yechim (sC 1) x&O ning kichik atebfida
noldani fargli, chunki |»(0) = 1. Berilgan tenglamadan Awu|n|
i JT":

(onglikni  topib, uni 0 dan X< gacha inigrallab, quyidagini

lonamizfefe--— Bund»! berilganlIKM 1 boshlang’ich
mm | VXFf,

shaft® kora y = '1—— ekanligini hosil gilarni® Topilgan bu
-V

funksiya garalayotgan masalaniitgf*(—eo.l) oraligda aniglangan
yechimidir (tekshirib ko ring). Qaralayotgan masalaning yechimi
yagona. Ravshanki, bu yechimni (-co, 1)dan kattarog (kengroq)
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oraligda mavjud bd’la olmaydi. x —» 1-0 da yechim +ooka ketib
qoladi.

Agar G D Sfhaning har bir nugtasidan (1.2.1) differensial
tenglamaning yagona integral chizig’i o’tsa, ya’ni har qganday
(x0,y0)eG wuclum (K) Koshi masalasi yagona yechimga ega
bo’lsa, u holda G soha (1.2.1) tenglama uchun (tenglamaning)
yagonalik sohasi deyiiadi.

Misol 2. Biz EI- paragrafda (misol 2)

1+x2)¥Y -xy +x=0,yani y'=——*
1 +x

tenglamaning R" sohadagi umumiy yechimi
1 r -~
y =I+cVI+x~
formula bilan berilishini isbotlagan edik. Ixtiyoriy (r(j 0)e i’

nuqta orqgali qaralayotgan differensial tenglamaning yagona integral
chizig’i o ‘tadi. Hagigatan  ham, _y(x0) = W0, ya’ni

¥b = 1+,%w\ + x| i*hartdan yagona?c topiladi:

c=~&"L.

D +4

Demak, ixtiyoriy (x,,,,) e R- nugtadan differensial tenglamaning
ushbu
>=ji+-A _LvVviT7

\/1+xo0
. . - , XV —X
yagona yechimi o’tadi. Shunday qilib, qaralayotgan y —------- y
1+ x*

tenglamaning yagonalik sohasi butun tekislik R~ dan iborat.

Misol 3. Ushu y'-y~ differensial tenglamaning yagonalik
sohalarini topaylik.

Bu .tenglamaning $ >0va <0 yarim tekisliklardagi
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1
imuimiy yechimi y — formula bilan beriladi (c- jxtiyoriy
c—X

o'zgarmas ). Hagigatan ham, agar y —y(x) tunksiya y s>0 yoki
V< 0 yarim tekislikdagi yechim bo’lsa, u holda

dy _ dx 1 1
Y2 Yy C-X
(fsongina tekshirib ko’rish mumkinki, y —------- formula ixtiyoriy
c —X

C uchun berilgan differensial tenglamaning yechimi hamdir.
Ravshanki, yO ®0 bo’lganda

1
Yo ~ c-x0
1 1
tenglama yagona ¢ ¢c0* - hx( yechnnga ega va y =—
Yo % ~ X

fimksiya uchun

4 =%7? 'www=W m
hum bo’ladi. Betak,"*>0 va <0 yarim tekisliklar berilgan
Icnglama uchun yagonalik sohalaridir.

Bu yerda shunga e’tibor beraylikki, topilgart™’
1

co~x t
yeehimning aniglanish sohasi (x0,ll,) bosMang’ich givmatlarga

Img’lig; yechim yO0> 0 bo’lganda ®e (*3a;c0) oraliqda, rfi0 <0
bo’lganda esa x g (c0;+o0) (c0=— +x0)oraligda aniglangan.
n

Ko’rinib turibdiki, y =0 berilgan tenglamaning yechimi.
Ravshanki, y> 0 va y <0 yarim tekisliklardan boshlangan har
ganday yechim hech gachon y =0 yechim bilan kesishmaydi.
Demak, y =0 to’g’ri chizigning nugtalaridan ham bittadan yechim
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(3>=0 yechim ) o’tadi. Shunday gilib, G =M2 soha berilgan
tenglama uchun yagonalik sohasi bo’ladi.
Topilgan vy -1 bir parametrli yechimlar oilasi
., C =X
garalayotgan y'—y 1 tenglamaning shu G =m  sohadagi umumiy

yechimini ifodalamaydi, chunki y-=0 yechim v=—!— dan ¢ ning
c—X

hech ganday giymatida hosil bo’lmaydi.” Ushbu 'y ~1—'C'
-cx

formula esa (c- ixtiyoriy o’zgarmas) berilgan tenglamaning
IR" dagi yechimidan boshga barcha yechimlarini

ifodalaydi.

G sohaning. (1.2.1) differensial tenglama uchun yagonalik
sohasi bo’lishi uchun yetarli shartlarni mavjudlik va yagonalik
teoreinasi beradi (1.9.- paragrafga garang).

13. Geometrik talgin

Ushbu
y M (x,y) (13.1)
differensial tenglamani qaraylik; bu yerda / funksiyani D sohada
yetarlicha silliq deb hisoblaymiz.
(1.3.1) tenglamaning y(xQ =yO0 boshlang’ich

ganoatlantiruvchi yechimini topish (x0,>'0)e D nugqtaorqgali (1.3.1)
tenglamaning integral chi?ig’ini o’tkazish demakdir.
Har bir (x0,y0)e D nugtaga shu nugtadan o’tuvchi va

K - .34) burchak koeffitsientiga ega bo’lgan tb’g’ri chizigni
mos qo’yib, bu to’g’xi chizigni «kichik kesma» (ya’ni yo’nalish )
bilan tasvirlaylik. Natijada D sohada (1.3.1) differensial tenglamaga
mos keluvchi yo’nalishlar maydoni hosil bo’ladi. Har bir «kichik
kesma» mos nuqtadagi maydon yo’nalishi deyiiadi.

D ~ohadagi egri chiziq (1.3.1) tenglamaning integral
ehizig’i bo’Hshi uchun u o’zining ixtiyoriy nugtasida maydonning
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iini nuqtadagi  yo’nalishiga urinishi  yetarli va zarurdir
1 1'(v,)=f(x(,yQ =k lintegral chizigning (%”"0) nugtasidagi
urinmasinmg burchak koeffitsienti; bu yo'nalish Oxo'gi bilan
< iwcigk burchak tashkil etadi).

Maydon yo’nalishlarini ko’rsatuvchi kesmachalami D
Nithada «yetarlicha zich (galin)» tasvirlab va bu kesmachalarga
iirinuvchi egri chizigni chizib, berilgan differensial tenglamaning
integral chizig’ini tagriban qurish mumkin.

Integral chiziglarni anigroqg  chizish magsadida
vcchimlarning ekstremum va burilish nugtalarini topish mumkin.
Yechimlarning statsionar (kritik) va, demak, ekstremum nuqtalari
/(v,y) =0 tenglamani ganoatlantiradi. Burilish nugtalarida

1m0 bo’lishi kerak. y =y(x) yechim uchun
r'(.v) = f(x,y(x)) ayniyat bajariladi. Bu tenglikni differensiallab,
V' ni topamiz:

+ ya’ni. y"=-q-f--bgf .} .
dx y dx dy
>cmak, burilish.nugtalari

w

dx dy/:0

tenglamani ganoatlantirdi.

Misol 1. Ushbu y' =x3+ y3 differensial tenglama uchun

yo'nalishlar maydoni va 4 dona integral chizig 11-rasmda
ko'rsatilgan.

Yo’nalishlar maydonini qurishda (tasvirlashda) ba’zan
i/.oklinaiardan foydalanish magsadga muvofiq bo'ladi.

Barcha nugtalarida maydon yo’nalishi bir xil burchak
koeffitsientiga ega bo’lgan to’plam izoklina deyiladi. Izoklinalar
f(x,y)-k (kx 4 const) tenglama bilan beriladi. aVME3HwWK
izoklinaning har bir nugtasida maydon yo’nalishi xlar o’gining
musbat yo’nalishi bilan bir xil a = arctgA: burchak tashkil etadi



— -
[
<
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P

1.1-rasm. N p |wll]|| tengiatnaning yo'nalishlar;BBapd>®&M(Va
Ne yeehimtari grafikiari

Misol 2» 1Jsbba jkf«*x 2#5 °2 differensial tenglama uchun

izoklinalar XrEp°-: =k, &"©oast,ienglikdan topiladi. 1zoklinalar
niarkazi koordinatalar boshida joylashgan konsentrik aylanalardan
(k LK) va (ff,0) riugtadan (K Hi;} iborat. Masalan, x* L.
izoklina nugtalarMadyo’nalishlar: maydoni xlar o’qi bilan bir LL
« Xarctg & = arctg 1LLI45*j$ burchak tashkil etadi. Bir nechta
3gkHna ya ulardagi maydon yo’nalishlarini chizamiz hamda bu
ya’nalishlarga urintirib. egri .chiziglar (yechimlar grafigi)ni
o’tkazamiz (1.2-rasm). Bu fear] chiziglarning ko’rinishi orqali
garaJayojtgan differensial tenglarnaning yechimlari hagida tasaVViir
hosi! gilamiz.
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1.2-rasm

Masalalar
1. Ushbu y* differensial tenglamaning yo'nalishlar

maydonini quring. Yechimlami tasvirlang.

2jDshbu y' =X —y ' differensial tenglamaning yo'nalishlar
maydonini quring, #«bhimlarni tasvirlang.

14. Differensiallarda yozilgan tenglamalar

L Yugorida garalgan
I*[(* 4 u. t L XK
ttnglamada x va y oV.garuvohilari teng huqugli emas: x - erkli
o'zaruvchi, y esa-toiag fuA”iyasi ya'ui.er|sfa: o’zgaruvghi.
Huning nfitijasida, masalan, integral ehiziq Oy o’qiga parallel
uriiimaga egabo’la'olmay” "SKinmyg
ushbu

* = 1- (1421
dy f{x.y)

«to’ntarilgan» tenglamam ham garaytik. Bu tenglama D sohaning
f(x,y) funksiya nolga aylanmagan qgismida (1.4.1) tenglamaga

teng kuchli bo'ladi. (1.4.2) tenglamada x =x(y) noma’lum
fl



funksiya (14.!) tenglamadagi y ~y(x) nomallurn funksiyaning
teskarisidir.
Differensial tengiamara,, differensiallarda ham yozish
mumKin:
M (x,y)dx + /V(x,y)dy =0, (1-4.3)
bu yerda \M,N}czC (D) deb hisoblanadi. (1.4.3) differensial

tenglama o’zgaruvchilari teng huquqgli gatnashgan yoki simmetrik
ko’rmishdagi tenglama deb ham yuritiladi.

Agar (xir,y/)e D nugtada M LU $y0) *=LLL x9LL, || =0
bfMsa, (jd,y0)nugta (1.4.3) tenglamaning maxsus nuqtasi
deyiladi. Maxsus bo’lmagan nuqta regulyar nuqta deyiladi.
Regulyar nugtada M va fIf" funksiyalarning birortasi, aytaylik,
(VfyokiA'/) noldan fargli bo’lgani uchun bu nugtanmg biror
atrofida ham N &0 (.yoki ft 0) . Demak, ixtiyoriy “rejgplyar
nugtaning yetarlicha kichik atrofida (1.4.3) tenglama

dy _ M(x,y)

dx UL, /y)
ko’rinishga keladi. Shunmg uchun tenglama har ganday regulyar
nugtada yo’nalishni amglaydi (yo’nalish ordmatalar o’qiga parallel

bo’lishi mumkin). Bu nugtada integral chiziq shu nugtadagi
yo’nalishga urinadi.

Misol 1. Ushbu
xdx +ydy =0
differensial tenglama (0;Q) maxsus nuqtadan boshga barcha
nuqgtalarda yo’nalishlar maydonim aniglaydi. Bu tenglamani
quyidagBiayechish mumkin
"N%Ad'2ycly”0, d(x28+d(y2)=0,d(x1+y2)=0.

Demak, LUM+y 2m&Z

Berilgan (x(),y0) ®(0;0) nugtadan o’tuvchi integral chiziq
aylanadan iborat:

pa+y -xf+y0.



Hu aylana o0’zining ixtiyoriy nugtasining biror atrofida
y = (p{x) yoki x =y/(y) formula bilan oshkor holda berilishi
mumkin. Lekin uni butunligicha oshkor ko'rinishda berib
bo’Imaydi.

Masalalar
1 X=cost,y =sint ushbu xdx + ydy = 0 tenglamaning parametrik
ko'rinishdagi yechimi ekanligini®botlang.
2. Ushbu  xdy*-ydx =0 tenglama uchun yo'nalishlar maydonini
lusvirlang. Tenglamani yeching.

1.5. O’zgaruvchilari ajraladigan tenglamalar

1. Eng sodda differensial tenglamadan boshlaylik:
Y =/(*), feC (1). (1.5.1)

Hu tenglamaning yechimlari, analizdan ma’lumki,
/ (x) funksiyaning boshlang’ich funksiyalaridan iborat bo’ladi:

y= jl(x)dx +c, c- const (1.5.2)
Hu yechim qaralayotgan (1.5.1) tenglamadagi f funksiyaning
UlJuksizlik oralig’i 1 da aniglangan. Tenglamaning y(x0) = j4c
Ix) e I) shartni ganoatlantiruvchi yechimi yagona va u integral
lusobning asosiy teoremasi,ya’ni (1.5.2) formulaga ko’ra

Y= \f(s)ds
n .
ko’rinishda ifodalanadi. Demak, (1.5.1) tenglama uchun yagonalik
sohasi /x>§| polosadan iborat (1.3-rasm).



v=VvOLl If(s)ds

Y 1. w
1.3-rasm. y’—f (x) tenglama yechimlari

.2, Endi ushbu
y =g(y).giC (/), (1-5.3)
tengiamani qaraylik. Faraz qilaylik, g funksiya 1 =(t\d)

intervalda nolga aylanmasin. g e C(7) (uzluksiz) bo’lganlgi uchun
u 0’z ishorasini saglaydi. Aniglik uchun ye/ bo’lganda [ji$pg> 0
am» m

Agar;37t=j"i?) ffhnksiya- ~E5:3) tenglamaningf*jfcg)
(yOe /) shartni ganoatlantiruvchi biror yechjmi bo’lsa, u holda

Wy Y H Ax0) =D
bo’ladi. Demak,
dy(x) . wK dy(s) a.
#(>%) 9(v(-S))

Oxirgi tenglikning har ikkala tomonini s —x0 dan s —x
gacha integrailaymiz:
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W cii i}
roarimy T SR TUA M

Unhbu

= (Y)(= U&ujctm)) {15

HHIHashniFfeMb, (1.5:4) tefigltkrii-

W»cdT;-(y</)b:sannii, [ A
kn'finishga keltiramiz. Ppjpak qwalay@?gan JI~, ~(nk yechim
Unllbu

f <R KKK S S (1-57
Ulitglamani gaftdatlaiMMS<Jtf.'S-(  tenglama XK M X «
fMwormas koV.hishda atiigkvA. jBu y * >{n)funksiya XI*1-3)
dliTcrenskl tAglamani ganoatlantiradi  Hagigatdan ham,

1 adyoo i
rXx, <
Ixi'lgani uchun fekap funksiya hagidagi tcorcmaga ko'ra
it»pE wM M ;
V=0 fih(r/)), a* V=, (o hy))
Tceskari fgnksiya
<&/{Me% D, '

ialigda ariiglangan bo’ladi. L,
(15.7)  tenglikdan topilgan
A 10 W w

lunksiya YLLE[$ . LeiALLBarPradi' (tekshirib ko'ring).
Dcniak, ) | np P |

Pv(OQ<v—, <dvd) |
btflganda mavjud. Shunday qilib, y =j/(A)yechimning aHA3
jofohasi (15SVgd kel'ra' LY,
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intcrvaldan iborat bo’lib, u

(15.8)

integrally uzoglashuvchi bo’lgan holdagina (-fpr+00) oraligda

aniglangan bo’ladi. {,
Biz quyidagi tcoremani isbotladik.
Teorema. Aytaylik, (1.5.3) differencial tenglamada

geC$e,d)) va'' (y4£$c+$)) bolsin. i  %iAda

polosahing ixtiyoriy
(X,, }0) nugtasidan (15.3) tenglamaningyagona jW luy integral
chizig'i o'tadi va bu M nw (7.5/7" formula YHiiw .oshkormas
Ko 'rinishda heriladi. Bnnda yechini (-*00,,+00) oraligda.aniglangan
bolishi uclutn (1.5.8) integraUarning uzoglashuvchi bo'lishi yetarli
Lr zqceitfqir.

Hndi (k5.3) tgngianiadagi g funksiyanitig (c,d) ittfervalda
nolga aylangan holida to’xtalaylik. Faraf gilaylik, g(_v) funksiya
(t\d) ning -yagona y ~$ffgj(c,d) nugtasida nolga aylansin. Bu
holda (1.5.3) tenglamaning y(n) =y o0 zgarmas yechinii mavjud.
Bundan boshga y ~ >'(x) yeehim uehun (1.5.3) tenglamadan

L X o yoki &, (y{x))*x V
s(yix))
(X,,, ¥») Nugtadan chiggan (integral ehizigning) ycehimning chckli
x da Pgaaylanishi uslibu

(15.9)
% ito
xosmas intcgrallaming yaqinlashuvchiligi bilan aniglanadi.



1 Agar$.5.9) xosmas integrallarning birortasi yaqinlasi®tfr#ii
l«i'lsa,.y ~y to’g’ri chizigning ixtiyoriy nugtasidan kamida ikkita
integral chiziq o’tadi (yechimning yagonalik xossasi buziladi).

y~y to’g’ri chiziq atrofida integral chiziglaming turli
Hollirdagi tabiatini ko’rsatuvchi grafiklarni quring.
f 3. Ushbu

I =1(x)g(y)

ainladirBo yerda Y e€(%$a,b)) va geC((c,d))— berilgan
rinlksiyalar.

f 'Agar g funksiya nolga aylanmasa, ixtiyoriy
(Xfi,y0), a<x0<b, c<y0<d, nuqtadan bu tenglamaning
yagona integral chizig’i o’tadi. Bu y =y(x) yechim

;== }w r]nx)dx

tenglama bilan gshkormas ko’rinishda beriladi.

Bptgarbiror f nugtada lekin g (y)*0,yry"' va
(1.5.9)!p0Osmas integrallaming ikkalasi ham uzoglashuvchi bo’lsa,
bu holda ham yechimning yagonaligi saqglanadi; (1.5.9) xosmas
Integrallaming kamida bittasi yaginlashuvchi bo’lgan holda esa
y *y to’g’ri chizigning har bir nugtasidan kamida 2 ta (va, demak,
eheksiz ko’p) integral chiziq o’tadi (bu to’g’ri chizigda yotmagan
Ixtiyoriy nugtadan bitta va fagat bitta integral chiziq o’tadi). Bu
lilkdiglar 2-bandda bajarilgan tekshirishlardan bevosita kelib
chigadi.

T DitfTerensiallarda yozilgan ushbu

M()N{y)dx+ P(x)Q(v)cfy =0  LLi ¢ LLJ LI}
W{M(x),P(a)} ¢ C((a,b)), {N(y),Q(V)I"C{(c.(i))

tenglama ham o’zgaruvchilari ajraladigan tenglama deb atafadi.

Agar P (XN {y”** 0 bo’lsa, nuqtaning yetarlicha kichik

elrofida tenglamaning har ikkala tomonini P (x)N(y) ®0 ga
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sffins™aiaiigj

L w X T T

#HWolgtdhtpttrl MEIAVEMEIM P
ko'rirushda topamiz:
f*3Ex»lfc+ n ™ LLLLir » Wb
w wun M N W
N MAgar - (0%)~ { ™

o'zgarm”s, yechimlar ham mavjud. ~aw£2© tf.5,Ift gMEHIgtar
OfaSKla b”,.yeclimil*r bo’tepshgs, ,Jfarru nhf )«(i~ok™ .nainkT.
KL W iir baja*gaftdaAna sffyhresda tuiisfi lozira. ™
Misol. Ushbu W
> ye'dx+ (f'+1)dv=0 1
8Ll nmMPppEMUKMUHHa*#ii|« 'IRMtsiianiiig har

ikkala y ~ 4ft kv L ifea |MLWILIAY FLe KW, p rd
AHWHLLN .
rlif m cdy
m—-dx+— =0n H— (c, - const)
6llrodw -ft mr « A H Jy

[V ——

Bu yerdagi ni <€ I7stift"bilan belgilab, y =—*—(Ci*0)
dT+I1

yechinini hosil gilamiz. Bu formuladan ¢ =0 da yo’qoigan y=0
yBcbIT hosil bo ladi. BiiiK berilgan teuglamaning umumiy

yechiini  .jy *-3 ixtivoriy b'zgarmas, formula bilan
T+ £

apkjtenadi. 4>



Masalalar
1'Ukhbu F (x,y) =x +y ikki erkli 0’zgamvchining funksiyasi
[ 11 i fl(y) bir o’zgaruvchining funksiyalari ko’paytmasi sifatida
ilMIillillimuydi. Shuni isbotlang.
~ 2. Differensial tenglamani yechitig
K 3.Ushbu —max(Xx, _y), y(0) =0, boshlang’ich masalaning
jll, «<10 oraliqda aniglangan notrivial (y &0 ) yechimini toping.
4, Ishbu yr+2%j=1,y(0)=1/4, Koshi masalasini
Bpluy<
5. Ushbut (x +jxj)tEt4-(y + =0 differensial tenglama
jriviilmbu i grafigklarini quring.
6.1 Agar biror (—a;a) (a>0) intervalda aniglangan
B b J (x) haqgigiy funksiya ushbu

f(u +v) = — {luvn+ £ (-asa))

(luiiksional) tenglamani ganoatlantirsa va 0 nuqtada f'(0) hosilaga ega
hf'lie. buy = /(x) funksiyani toping.

16. O’zgaruvchilariga nisbatan bir jinsli
differensial tengiamalalar

P Agar y** /(x,y) differensial tenglamadagi fixy)
funksiya x,y o°zgaruvchilami mos ravishda Ix,ty (t> 0 yoki
/ -:0) bilan almashtirilganda o0’zgarmasa, ya’ni

f (tx,ty) —f (x,y) ,(x,y)eD (f),t >0 (yoki t< 0) (1.6.1)
bo’lsa. uholdabu f(x,y) funksiya (0- tartibli) birjinsli, mos

y**I(x,yY
differensial tenglama esa o’zgaruvchilariga nisbatan bir jinsli

tenglama deyiladi.
., Agar f(x,y) birjinsli funksiya va x&O bo’lsa, u holda
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Al<siflir%, blr WAL W ~Ablwx,, g(ijj; fpaksiyasi? orqali

$A6ANe B |> [P - ExdI W HUM| (yoki

X 'xy L Uganda)) fijriJNiya bir jtmfidir.
! Birj"efijeMglartiact. j i

.y -Xu

deb, yangi u = u(x) noma’lum funksiyaga o’tamiz. Uholda

y'~u +xu’

va berilgan tengiama

WHIJWwpl a
W&k k'u) ~f\k u\,~ g(u) ALV HH

AlMrwisbtti iotett.  Bu o'zgaMwhbilarit-' ajrdladigan  differerisial
tenglamadir. Oxirgi tenglamaning = u(x) yechimi topilgach,
{W3! ibrmulaga LW“ra .“rilgap.,;iepglg”~apiag
yechimini iiosi! gilamiz.

MisoL LfaHou J

fc)shiangvieh masalaip MMHiB an,

& bewigan|, tengiamajiiHg, vbarohagyecfern™arini
topsWife m 1 @i** orapiban ko rstailgan bosblangich shartni
gajnpattapti radigapipj bl bdpiffigaii jLTwdwT-*1" ~

Yy jinsli. Yangi v = u(x) noma’lum
LLIHBUENLLK LI Iformn la bilaii iritaiviz. Earur busLLwMuwr: va
LLIBM aimashtirishiarni bajaramiz:

m



U_T?sjém'+xu Y =Xllr)1:i, n+Xu*=niInr/,
xn’=Mlinn-1) .
ntrgi tegnglamada o°zgaruvchilami ajratamiz va integrallashlarni
hnjirainiz:
du _dx 4
Mlnv—1) X
tenglamani  uQnu—)ga bo’lishda u=e, yechim yo’qolishi
iiminkin. Lekin bu yeehim u—ei+x formuladan ¢=0 da hosil
Ni'ladi. Demak, berilgan tenglamaning barcha yechimlari
y axil —xepex formula bilan beriladL yl-L <er boshlang’ich
«urt ganoatlanishi uchun e2—ey+c, ya'ni ¢ =1 bo’lishi kerak.
Nlilinday qilib, berilgan Koshi masalasining yechimi umumiy
yivhiin formulasidan ¢ = 1 da hosil bo’ladi: y =xe'+x.
K Ushbu

ko rinishdagi tenglamani ham y =xu almashtirish yordamida
yechish mumkin.

’ Ba’zi tenglamalami noma’lum funksiyani almashtirish
yordamida o‘zgaruvchilariga nisbatan birjinsli tenglamaga keltirish
mjumkin.

Masalalar
1. lishbu

y’=j +h(x)g(j)
tenglamani umumiy holda yeching.
t. l|shbu X3/° =y 2+X4. tenglameni yeching.
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(.7. Chizigli tenglama. Bernulii va Rikkati tenglamatari

ChiziijU tenglunui. Ushbu

y'+ XV )=q{x), {p.c/le C(I), (1.7.1)
tenglama birinchi tartibli chiziqgli differensial tenglama deyiladi.
Bu yerdagi q(x) ozod had deb ataladi. Ozod had nolga teng

bo’lganda hosil bo’luvchi ushbu
y'i p{x)y =0 (17.2)
tenglama (1.7.1) ga mos bir jinsli tenglama deb ataladi. (1.7.2)
o’zgaruvchilari ajraladigan tenglamaning umumiy yechimini topish

oson. Biz bu yerda umumiy yechimni boshga usulda topamiz.
Lemma. Ushbu

f +p(x)y =0 1.7.2)
differensial lenglanianing umumiyfgchimi

(1.7.3)

ko rinishda bo’ladi; b w k/a L, / —tayinlangan nugta.
8— Osongina tekshirib ko rish mumkinki, (1.7.3) formula

Bilan berilgan funksiya (1.7.2) differensial tenglamaning / oraliqda
aniglangan yechimi. Endi ixtiyoriy yechimning (1.7.3) ko’rinishda
ekanligini isbotlaymiz. Ixtiyoriy y{x) yechimni olaylik:

y'{x) +p(x)y(x) *0.

Bu tenglikni exp (sjds >0 ga ko’paytirib|
1
L

munosabatni hosil gilamiz. Demak, analizdan ma’lum teoremaga
KO rd



Tushunarliki, (1.7.3) formuladagi ¢ o0’zgarmas son
nomu'him funksiyaning g0 nuqtadagi giymatiga teng, ya’ni
< «y(x0) . Ravshanki, /x(-00,+00) polosaning har bir (x0,y>0)
tiugtasidan (2) tenglamaning yagona integral chizig’i o’tadi. U

formula bilan beriladi. Demak, /x(-00,+00) polosa (1.7.2)

irnglamaning yagonalik sohasi.
Shunday qilib, (1.7.3) formula bir jinsli tenglama (1.7.2)

ning / x(-00,+co) sohadagi umumiy yechimini beradi, ya’ni (1.7.2)
longlamaning /x(-00,+00) sohadagi barcha yechimlari va ulargina
(I 7.3) formula bilan aniglanadi..

Birjinsli bo’Imagan (1.7.1) tenglamaning yechimini

(1.7.4)
ko'nnishda izlaylik (mos bir jinsli tenglamaning umumiy yechimi
(1.7.2) dagi ixtiyoriy o’zgarmasni «variatsiyalab», ya’ni o’zgartirib,

(1.7.1) ning yechimini quramiz); bu - Lagranj metodi. (1.7.4) ni
(1.7.1) gaqgo‘yib,

lunglikni hosil gilamiz. Bundan

(1.7.5)

X
(1.7.5) ni (1.7.4) ga qo’yib, (1.7.1)ning umumiy yechimini hosil
gilamiz:
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y =cexp|glp(s)ds I+

. r.7.6)
+expl-JJt/(r)expf- ~p(s)ds\dT
WHE W /N, K o ‘
(1.7.6) formuladagi birinchi qgo’shiluvchi bir jinsli tenglama (1.7.2)
ning umumiy yechimini, ikkinchi qo’shiluvchi esa (1.7.1) ning
xususiy (biror) yechimini beradi.

Shunday qilib, bir jinsli bo’lmagan (1.7.1) tenglamaning
umumiy yechimi uning xususiy yechimiga mos bir jinsli tenglama
(1.7.2) ning umumiy yechimini go’shishdan hosil bo’ladi.

Tenglamaning yagona (birorta) xususiy yechimini ajratish

uchun go’shimcha shart qo’yish kerak. (1.7.1) tenglamaning xQe |
nugtada berilgan y(“qgiymatni gabul giluvchi, ya’ni

Y(x0) = Yo O-7-7)
shartni ganoatlantiruvchi yechimi (1.7.6) formuladan osongina
topiladi. Bu yechim bitta va u

2 Wexpt-fplo)rivpsexpfj o (r)enp |- gpls)erjefr

(1.7.8)
formula bilan ifodalanadi. Demak, / x (—e0,+00) polosa (1.7.1)
tenglamaning yagonalik sohasidir.  Ravshanki, (1.7.1),(i.7.7)
boshlang’ich masalaning (1.7.8) yechimi / oraligda, ya’ni (1.7.1)
tenglamada berilgan funksiyalaming uzluksizlik oralig’ida
aniglangan.

BernuUi tenglamasi deb ushbu
Y =p(x)y +a(x)yu (a*\,a*0,{p{x).,q{x)}c:C{l)) (1.7.9)
ko'rinishdagi tenglamaga aytiladi. Bernulli tenglamasi u(x) =y]*“
almashtirish yordamida
n=@1-ayp(xju+(1- a)q(x)

chizigli tenglamaga keltiriiadi.
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Bernulli tenglamasini Eyler-BernulH usuli deb ataluvchi
n*til bltun ham yechish mumkin. Bu usulga ko’ra yechim y =uv

imishda izlanadi, bunda M,v-hozircha noma’lum funksiyalar.
jf *inlni berilgan tenglamaga qo’yamiz:
u'v+tiv'- p(x)uv ="#(*)$*

(»'- p(x)u)v +uv' *kig(x)uava.
hull // - p(x)u - Olyani u=exp(jp(x)dxJ deb, r uchun

liy'w (i(x)uava tenglamaga kelamlz-"v ga nishatan oxirgi
niKUIninani  yechib, topilgan u,v larga ko’ra Bemulli
ItMiyJiimasining y Wy yechimini topamiz.
Rikkati tenglamasi deb

y'=a(x)y2+b(x)y +c(x) (1.7.10)
Imii inishdagi tenglamaga aytiladi; bunda
[if( v)./>(x),c(x)} c: C(I),a(x) ®0,b(x) & Odeb hisoblanadi
| /(\)* Obo’lganda chizigli tnglama hosil bo’ladi, c(x) =0
bu'lgnnda esa - Bernulli tenglamasi). Rikkati tenglamasi
illllcrensial  tenglamalar nazariyasida alohida o’rin tutadi. Bu
Whnglama amaliy maialalami yechishda ko’p uchraydi.

Agar Rikkati tenglamasidagi koeffitsientlar o0’zgarmas,
ynin a{x) =a=const, b(x)=b=const, c¢(x)=cp const
Ini'lsa, u o’zgaruvchilari ajraladigan tenglamaga aylanadi va
yechimi kvadraturalarda ifodalanadi.

Agar Rikkati tenglamasining biror J#—cp(x) xususiy

yechimi ma’lum bo’lsa, uning umumiy yechimini topish mumkm.
Ituning uchun tenglamada y-(p{x) +u almashtirishni bajarish

KeTViK, bunda n ~ yangi noma’lum funksiya. U holda ,ushbu

u' = (2<j(X)<p(xh + b(x))u +a(X)u2
MemuHi tenglamasini hosil gilamiz. Oxirgi tenglamani yechish
uchun w=— deb yangi z =z(x) noma’lum funksiyani Kiritish

mumkin! bunda chizigli tenglama hosil bo’ladi. Demak, yangi
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noma’lum funksiya z(x) ni
LX)+ |

formula bilan kiritib, z ga nisbatan chizigli tenglamaga kelamiz.
Quyidagi ikki liolda xususiy yechim osongina topiladi:
c(x)--a(x)d~ -b(x)d bo’lganda y —<p(x)-d xususiy
yechim:
c(x) = —a{x)x2-~b(x)x +1 bo’lgandq esa
y w Jff(x} -*'X xususiy yechim.
Umumiy  holda  Rikkati  tenglamasining  yechimi

kvadraturalarda ifodalanmaydi. Ba’zi maxsus hollardagina u
kvadratularda yechiiadi. Shu hollaming ba’zilarini keltiraylik:
I 111 . m Uy
D> ¢ f(x)(cri+by +c), 2)y =a*-T+b~ +c,
X X

3) y'e=ciy~h—y +

(uchala holda ham a,b,c koeffitsientlar o’zgarmas sonlardan

iborat). 1) tipdagi tenglamalarda o’zgaruvchilar ajraladi,
2) tipdagilari - o’zgaruvchilariga nisbatan bir jinsli tenglamalar,
3) tipdagi lari esa yt=z/x almashtirish yordamida o’zgaruvchilari

ajraladigan tenglamaga keltiriladi.
Noma’lum funksiyani almashtirish ypramida Rikkati
tenglamasining ko’rinishini soddalashtirish mumkm. y noma’lum

funksiya o’miga yangi v=a{x)y noma’lum funksiyani Kkiritib,
ushbu

u v2+ (h(x) + a- v +c(x)a(x)
a(x) a(x)
tenglamani hosil qgilamiz. rpndi cc(x) sifatida a(x) ni tanlab
(cc{x) = a(x)), tenglamada noma’lum funksiya kvadrati oldidagi

koeffitsientni birga tenglashtiramiz:
V' = y2+b{x)v+c(x),
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Agar v noma’lum funksiya o’rniga yangi un =/i(x) +y
nniua'lum funksiyani kiritsak, J3(x) ni tanlash cvaziga tenglamada
noina‘tom funksiya gatnashgan hadni yo'gotish mumkin.

Rikkati tenglamasining yana bir xususiy holida to’xtalaylik.
Agar a(x)=a- const, M A 0,

1 c(ky*U.:< (c,m -~o’zgarmaslar) bo’lsa, ushbu

dy m .

— =ay +ex aim
dx

iiihxsus Rikkati tengiamasi deb ataluvchi tenglamaga kelamiz. Bu

tenglama yechimlarining kvadraturalarda ifodalanishi  yoki

ifodalanmasligi to’la o’rganilgan. m » 0 bo’lganda (1.7.11) -

nVgaruvcilari ajraladigan tenglama, m =-2 bo’lganda esa u

: dll r
ir-l/'w almashtirish bilan ushbu — =a+c—~ bir nnsli
ft.

leiiglamaga kcltiriladi. Demak, bu hollarda (1.7.11) maxsus Rikkati
ii"iiL’lamasi i“dbsealarda* ycchiladi. m ning tenglama
ptadratur”jaida-Jfichiledigan boshga giymatjarini topishmag sadida
lenglamaning k«ft7nishihi o'zgartirmaydigan quyidagi
iilinashtinshfii gar<~fe’'u®r (unksiyaning o'rniga % 11f It

.i'lUimentning o'rniga By, ni'J”

(hf,j2)
X~yx mgjP :
lotmulalar bilan kiritaylik,,|fa”ada ushbu
11.7,13)
lenglamani hosil gifamiz. butida

,M .
nm- 3 in+3
munosabatni
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1

. 1+T+2 (1.7.14)

E LU HW v WL mada bajarib, L'
L

5. dx,

tenglamaga kelamiz, bunda (1.7.14) ga ko'ra

"MH +LLpK-

m, +2 Hi,+2 m-bi ;
Bunday almashtirishlarni A marta bajarib, m o‘rniga mk,

= — ,A=M B S !7'"$ (1.7.15)
W+ + 2 >+, K \%

ko'rsatkichni hosil gilamiz. Agar (1.7.11) tenglamadan boshlab
yuqoridagi almashtirishiarni teskari tartibda bajarsak,

h? i,1'|_2, .__h1; ko'rsatkichli tenglamalarni hosil gilamiz, bunda

m4,+2_ LUIVT.U;LE =1.2,3,...m - (1.7.16)
Agar W p* ' bo'lsa, /l7,—m_, =2 yuqoridagi almashtirishlar
m =2 ko'rsatkichni o’zgartirmaydi. Agar biror k da mk =0 yoki
/I? , =0 bo'lsa, hosil bo'lgan tengiama va, demak, dastlabki

(1.7.11) tengiama ham kvadraturalarda yechiladi. Demak, (1.7.15) va
(1.7.16) pa ko'ra, agar m ko'rsatkieh -

1 | o 4K
- = yajfoi in = -r—2—:.k =+1,+2,...,
w o+ 2 2 |H 1 —2/c
shartni = ( ----------—-- butun son bajarsa, (1.7.11) maxsus Rikkari
V2W +4 ; n

tenglamasi kvadraturalarda yechiladi. m ning golgan boshqga
giymatlarida bu tenglamaning yechimi elementar funksiyalarning
chekii sondagi integrallari orqali ifodalanmasligini Liuvill 1841 vyil
isbotlagan.
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Masalalar

I,  Agar
pc/+p(x)y=a(x), {p.atc C(/>,
il.llgl”"nglaman% ikki dona va Y =y2(x) yechimlari
Jililffim bo’lsa," lining umumiy yechimi
AUY =N (*)+ (x)), c - const,

mmulit bilan berilishini ko’rsating.

N 2. pva g funksiyatar t <E”P,+00)oraligda aaiglangan va
MHukedz bo’lsin. Agar £.= x(t) va n =u(t) funksiyalari uchun

+P (t ) X =>Xb* .
w'+p(thu >q(t),u(0) >x0, L}

fen'lia, ;ti holda t € [0,4- 00) oraligda 1/(7) > x(t)  tengsizlik o’rinli.
Sliuni ishotlang.

K 3. Tenglamani yeching x(e} —y ) =a (a = const ®1).

\ 4. Tenglamani yeching (x1—1)y' siny —2x COSy =x2.

F 5. Ushbu w’

vy UE(y +a){y+b), (a,b,c- const)

Hikktitifengfamasida z = \/(y +a) almashtirishni bajaring.

V6. Agar y(x), JK(x)\ ¥r(x), yr(x)~ fimksiyalar

h y" =p(x)y2+qxl=y+r(x) ,
,(p(x\,q(x),r(x) - uzluksiz funksiyalar) Rikkati tenglamasining
yechimlari bo’lsa, ushbu
Y2X)-y(*) ?yH)-Ne Y
(>

-fijlebtttning 0’zgarmas ekanligini ko’rsating.

Bfiftikkati tenglamasining LLI ganday yechiigl Ining uchta
yechimi orgali |f(r)rc]ialar'1_|5'£hn1. isbotlang. 43

* 8. Tenglamani yeching + X

49



1.8. To’la differensialli tenglama va integrallovchi
ko’paytuvchi

To'la differensialli tenglama. x va y o°’zgaruvchilar teng
huqugli  gatnashgan differensial (differensiallarda yozilgan)
tenglamani garaylik:

M(x,y)dx +N(x,y)dy =Q ({M,N]c C(D)). (1.8.1)

Agar D soliada (1.8.1) tenglamaning chap tomonidagi
differensial ifoda potensiat deb ataluvchi biror u(x,y) e C (D)
funksiyaning to’la differensialidan iborat, ya’ni

du- M (X,y)dx + N(x, y)dy (1.8.2)
bo’lsa, u holda (1.8.1) tenglama D sohada to’la (to’lig)

differensialli tenglama deyiladi.
To’la differensialli tenglama uchun differensial ta'rifi va

(1.8.2) tenglikka ko’ra

4, - = N (1.8.3)

dx dy
va, demak. bu tenglama dn(x,y) =0 ko’rinishga keladi. Bu holda,
ravshanki, y —cp{x) e CL/) (yoki x =ig(y)eC (/)

funksiya (1.8.1) ning yechimi bo’lishi uchun I oraligda
u(x,<p(x)) =const (yoki u(i//(y),y) = const) ayniyat bajarilishi
kerak.

Demak.oshkormas  funksiya hagidagi teoremaga ko’ra to’la
differensialli (1.8.1) tenglamaning harganday regulyar nugtasi
atrofida integral chiziglari ushbu

u{x,y) =c (c— const) (1.8.4)
tenglama bilan oshkormas ko’rinishda beriladi.

Bu yerda shum e’tirof etaylikki, wu potensial ixtiyoriy
additiv 0’zgarmas anigligida topiladi, chunki ixtiyoriy o’zgarmas ¢
uchun u bilan birgalikda u+c ham potensial bo’ladi.

Mdx + Ndy differensial ifoda biror funksiyaning to’la
differensialidan iborat bo’lishi uchun shartlar matematik analiz
kursida o’rganiladi. Biz bu yerda analizda isbotlanadigan quyidagi
teoremani keltiramiz.



. . . aM dN
Teorema. Aytaylik, D soha bir bog'lamli, Az va -—-

dy dx
hosdalar D da niavjud va uzluksiz bolsin. U holda (1.8.1)
ivilyjainaning D to 1a differensialli bolishi uchun Dning har bir
HW/tasida

(1.8.5)
dy dx
shunning bajarilishiyetarli va zarurdir. Bu short bajarilganda
Xy)
u(x,y)= 1 M(x,y)dx +N(x,y)dy (18.6)
(Velo)

funksiyaning tola differensiali Mdx + Ndy ifodadan iborat
Iw'ladi; bu yerdagi integral (x0,y0) va (x,y) nuqtalarni D da
nnushtiruvchi ixtiyoriy yo 7 bo ¥lab olingan 2 —tur egri chizigli
Integraldir ( (1.8.6) integralning qiymati integrallash yo liga
hog lig bo Tmaydi).

Shunday qilib, to’la differensialli tenglamani integrallash
(1.8.6) formulaga ko’ra u(x,y) potensialni topishga Kkeltirildi,

chunki to’la differensialli tenglamaning yechimi (1.8.4) formula
hilan oshkormas ko rinishda beriladi.

Misol 1. Ushbu
(x2+2y)dx + (2x +y 2)dy - 0 (1.8.7)
Icnglama D = IR" tekislikda to’la differensiallidir, chunki bu holda
dM dN
M - x2+2v, A7T=2x+y2 =2:
dy dx

u-u{x,y) potensialni topish uchun (1,8.3) shartlardan foyda-
lanamiz;

u\ = x2+ 2y, nl =2x +y~;

3
u' =x2+2y =>un-= 3 +2xy +tp(y), n =2x+(ply);
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2%XEgt*r2Xx +<p'ly) =>U M N # =* <) );\—

1-T> Wi, f :

R QaraJayotgan inisolda n funksiyani differensia!
Jrossalaridan foydalanib, bevosita topsa ham bo’ladi:

(\V +2y)dx + (2x +yr)dy =xdx +y'dy + lydx+ 2xdy =
W Wk eBruk 2d(xy)i

Demak, (1,8.7) tenglamaning yechimr
a|[»4«bl|i|g i ;
) Lg 3 3
yoki
*.jl’

oshkormas kQ’rinishda beriladi. k>

Integrallovchi ko paytuvchi. «Agar berilgan tenglama
ttdpin (1.8.5) start bajarilmasa, tenglawani-Ibifor “mtegrallovchi”
ko’paytuvchiga ko’paytirib, uni to’la differensjalli ko’rinishga
keltirish mumkinmi?» - degan savol tug’iladi.

Agar D  sohada nolga aylanmaydigan

/I =1/(n\y)e <'(E>) funksiya uchun
/jMdx + juNdy m0 (1.8.38)
tenglama irholda ju funksiya (1.8.1)

tenglamaning integrallovchi ko’paytuvchisi deyiladi.
Faraz qgilaylik. D - bir bog’lamli sohava {M,N} ¢ C(D)
bo’lsin. (1.8.8) dan LL€ C\(D) integrallovchi ko’paytuvchi uchun
= (189



trtnjliostl gilarniz. (1.8.9)dan
M,_,qm du (dN d™m
I & . dy

Shunday qilib, ju integrallovchi ko’paytuvchi xususiy
hnlilali  differensial tenglama (1.8.10) ning yechimi sifatida
eniglanishi kerak. Umumiy holda bu tenglamani yechish dastlabki
leiipima (1.8.1) ni yechishdan oson emas. Lekin ba’zi hollarda
(1.g.10) dan integrallovchi ko’paytuvchi // ni topish uchun
foydalanish mumkin.

| Integrallovchi ko’paytuvchini biror @=a)(x, y)
(linksiyaning

(18.10)

Jt=ju(co) (1811)
IUnksiyasi sifatida izlab ko’raylik. (1.8.11)ni (1.8.10) ga qo’yamiz:
i fdN m |
M- -N- JOEi 1812
dy )dco Kdx  dy)"” (813
|lil lenglik ganoatlanishi uchun
dM(x,y)
o t 1813
do)(x, digyyoww - (18139
=L JY) - (x,y) 130N
Yy |
hepkshi kerak, ya’ni (1.8.13) ning chap tomonidagi x Va  ga
bog’lig bo’lgan funksiya g ning funksiyasi sifatida
libdalanishi lozitn. Bu holda (1.8.13) fti (Iv8.12) jga qo’yib,
ju=e} (1.8.19)

; integrallovehi ko’paytuvchini topamiz. (1.8.13) tenglik ju = ju(co)
ko’rinishdagi integrallovchi ko’paytuvchining mavjudlik shartini
beradi. Mashqlar bajarganda co funksiyani
to(x,y) wy, co(x,y) =x, co(x,y)=xy, co(x,y)s XT+y2 va

ghokazo ko’rinishlarda tanlashga harakat gilib ko’rish mumkin.

E Umumiy holda itegrallovchi ko’paytuvchining mavjud
bo’lishi uchun yetarli va zaruriy shartlar Li gruppalari nazariyasida
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o’rganiladi.
Misol 2. Ushbu

3ydx+X(InY + 2Inx ALyl O >0)
differenstal tenglamanf”ehiril;
8+8u «tenglama to’la differensialli emas.
p~ vtb ="")(x,y),1 ko’rinishdagi integrallovchi

Ro’paytuvcliini  .tgpishga  harakat  gilamiz,  Integrallovchi

3ypdx +x(Iny +2Inx +Npdy =0
tenglamaning to’la differensialli bo’lishi shartidan, ya’ni
(3yp)\ - X(Iny +2Inx+1)p)'x
tengiamadan  topatnii* Zarur hisoblashlarni  bajarib, oxirgi
tenglamani quyidagfko’rinishga keltiramiz:
pYsaHp- X(Iny + 2In X+ M Y lW | = (In~fr21Inx)p.
Bu tenglamaning ko’rinishidah kelib chigib, = ft)(x,jy) funksiya
uchun

J[=— va 3yo)v+1=0:

shartlami qd’yamiz va p —p((o) funksiya 9UUH p' =p , ya'ni
/I =¢" ekanligini topainiz. Endi zarur integrallashlami va
ixchamlashtirishlami  bajarib, integrallovchi  ko’paytuvchini
artiglaymilg ,,

nl=-i =0=-Inx+iy(y), & =yr2iy)

jyco' +1 =0=>
y | :>eee 3y

ayl'(y) =* A-\nyi
yI'(y) piy) "y
M A Anx+w(y) =—mx—tjr*n/-‘to?—'nr;

i xy

, 1
marasiK iiiiitiiigw w
%
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jlwu  berilgan differensial tenglamani topilgan fi

<HyHi*Hovchi ko’paytuvchiga ko’paytirib, ushbu

In Il differensialli tenglamani hosil gilamiz. Bu tenglamaning
potensiali uchun

Im lishi kerak. Oxirgi ikki shartdan u =u(x,y) funksiyani
iMongina topamiz:

Dcinak, berilgan tenglamaning umumiy yechimi
y2/3(41nx+21n>"-1) =¢
tenglama bilan oshkormas ko rinishda beriladi.

I| Ba’zan (1.8.1) tenglamaning integrallovchi ko’paytuvchisini
topish uchun chap tomonni ikkiga ajratib, tuzilgan tenglamalarning
Integrallovchi  ko’paytuvchilarini  topib, ular orgali izlangan
Integrallovchi ko’paytuvchini qurish mumkin bo’ladi. Anigrog’i,
quyidagicha ish tutish mumkin. (1.8.1) tenglamani

Mix + Ndy =(Mxx + Nxy) + (M 2x + N2dy) =0

(M =M,+M2 N +N2)
ko’rinishda yozib, M, dx+ N«dy =20 va
Mtdx+ N2dy = 0 tenglamalar uchun va ju2integrallovchi

ko’laytuvehilattii topayiik; u holda

W fiiM ldx + //,Nxdy =du{va ju2M 2dx + ju2N-,dy = du2
pngliklarga ega bo’Jamiz. Ravshanki, ixtiyoriy noldan farqgti
u/.luksiz (px va (p2 funksiyalar uchun
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™, \dx +N,dy) = 0,(11,)( utMidx +julN idy) =
7= /(" )dIN %d (IVitj1 )»1)
®@(n2)A2(M,dx + N2dy) ~diy Mp2(u2)du2j
bo'ladi. Endi, agar L A funksiyalarni ushbu

|l )id =
shartdan topsak, u holda ravshanki,
Y.H(Mdx +Ndv) = (p,(it, )fj,(M,ck+ N,dy) +ip2(u2)/x2(M 2x + N-,dy)

. =d (\(p{(n,)du, + ~(pdu-.)du2j

bo’ladi. Demak, beilgan (1.8.1) tenglamaning integrallovchi
ko’paytuvchisi
Mm—Ip (it, )//) = 12(\R)/6
funksiyadan iborat, yechimi esa
- uns Jg (u)du, + jVIMu2)du2=c

munosabat bilan beriladi.

Masalalar
1 Ushbu
-dx - —dy
W+ w
differensial ifoda bir bog‘lamli bo‘tmagan Z)= M '\(0;0) sohada
aniglangan, shu sohada sillig koeffitsientli va
d d X
e _y e 2 _ 5”3 bajanhshini tekshiring. U  sohada
fnld~nHv~ dx v +y
di — — dy shartni ganoatlantiruvchi ¥ = U(X,y)
x '-f y X"+ y~
funksiyaning mavjud exnasilini isbotlang.
2. Aytaylik, D soha biror AaGD nuqgtaga nish:

yulduzsimon bo'lsin, ya’ni ixtiyoriy A GD nugta bilan birgalikda AOA
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liin D da yotsin. Bundan tashgari, M va N funksiyalar D da

| _inljiii tcgishli ham bo’lsin. U holda, agar B da —--—-= —— bo Isa,

I (J0,Y0) deb,
i
u(x,y) = JIM (0 «(x - x0)+ N(I) «(v - y0)]dt,

0
M{t) =M(x0+t(x - x0), vVO+t(y -y 0)),
N(t) =N(x0+1t(x - x0), yO+i(y - y0)),
fiHilisly.Hii tuzsak, lining uchun D da
V. V) = M{x,y)dx + N (x,y)dy bolishini isbotlang.
3. Differensial tenglamani yeching

(2x2-y 2+y)dx + x(2y - y)dy = 0.
1. Koshi masalasi yechimining mavjudligi va yagonaligi

Lipshits sharti. Aytaylik, f(x,y) funksiya biror E czR2

(i'plnmda aniglangan bo’lsin. Agar
>0 V), GVry e 1/(xyD)-/(x.y )I<Z.[>1-y 2

«hurl bajarilsa, u holda f(x,y) funksiya E to’plamda y ga
tiitbiiinn  (yoki y bo’yicha) Lipshits shartini ganoatlantiradi
ilvyfludi.

Jumla. Aytaylik, D ochiq yoki yopiq soha Oy o'giga
hi\lulltin gavariq bo'lsin, ya hi

(v v0.(r>D)} c: D => {(*M] +9{y2-"])) [0 <8 <I}e D.

tdr f(x,y)funksiya D da y bo'yicha uzluksiz va uning ichki

nugUilanda chegaralangan Ej}%xususiy hosilaga ega bo1sa, u

liohla f (x,y)funksiya D da y ga nisbatan Lipshits shartini

gonoatlantiradh
Chekli  orttirmaiar  hagidagi  Lagranj teoremasidan
lovdalanib, mustagil isbotlang.
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Koshi nmsalasiyechiming mavjudUgi vayagoiuiligi.
Ushbu

eK glp ttet
[>'1y * n o [ 1] <K)

Koshi masalasiga gaytaylk. Bu masala - (x0,y0) nuqta orqgali
berilgan differensiaf tenglamaning integral chizigini otkazish
masalasi.

Qo’yilgan (K) Koshi masalasi yechimining mavjudligi va
yagonaligi uchun yetarli shart quyidagi teoremada keltirilgan.

Teorema (MYaT). Aylaylik, f(x,y) funksiya ushbu
T=sx>0ew2t |A—fj< iz—D<A (a>06>0)
to Ytburchakda uzluksiz va y argumenttga nisbatan Lipshits shatini
ganoatlantirsin. f(x.y) funksiya chegaralangan vayopiq I C 1
to'plamda uzluksiz bo 1gani uchun n shu T da chegaralangan;
demak shundav M > 0O son mavjudki, barcha (X,y) € T nut]talar
uchun™* ¥® v ho tadi.

h :.minlih I-V’- (h > 0) dmtik. U.I::—heUa (K) Koshi masalasining

! =%, —K oraliqdu aniglangqtn yechimi mavjud va bu
vephimyitgonadir (1,4-rasm).

14-rasm.
8 Isfetni bir gééba gismga bo lib bajaramiz.
1. Integral tenglamaga o’tish. Faraz gilaylik, y =y(x)
funksiya (K) Koshi masalasining biror /,x()e/, oraliqda
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iinujlangan yechimi bo’lsin. Shu oraligda bu funksiya (1.9.1)
tenglamani va (1.9.2) shartni ganoatlantiradi:

\)(X0) =Yo
lIn yerdagi birinchi ayniyatning har ikkaia tomoni /oraligda
n/luksiz funksiyadan iborat. Uni g=x0dan s =xe / gacha
inlegrallaymiz va boshlang’ich shartdan foydalanamiz:

y(x) - Yo+ ,xe |l
Demak, y m y(x) e C (/) yechim / oraligda ushbu
Y =Yo+ \f(s,y(s))ds (193

integral tenglamani ganoatlantiradi.
Endi faraz qilaylik, y =y(x)eC (1) funksiya (1.9.3)

integral tenglamaning/,x0 e /, oraligda yechimi bo’lsin:
y(x) =y0+ jICs"y(s))<* ,xe /.

iln ayniyatning o’ng tomonidagi funksiya / oraliqgda uzluksiz
tlifferinsiallanuvchi (integral ostidagi funksiya uzluksiz funksiyalar
kompozitsiyasi sifatida uzluksiz); deinak, uning chap tomoni ham
Hui xususiyatga ega, yani aslida y(x)eC'(l). Bu ayniyatni
differensiallab, y(x)e CI(/)  funksiya /oraligda (1.9.1)
differensial tenglamani ganoatlantirishini ko’ramiz, ayniyatda
X =x0deb esa (1.9.2) boshlang’ich shartning bajarilishiga ham
ishonch hosil gilamiz. Demak, (1.9.3) integral tenglamaning
y =y(x) e C(/)yechimi (K) Koshi masalasining /oraligda
uniglangan yechimidan iborat.

Shunday qilib, (K) Koshi masalasini yechish (1.9.3) integral
tenglamaning y e C(/), x0e /, yechimini topishga teng kuchlidir.
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Endi biz (K) masala 0’miga unga ekvivalent bo’lgan (1.9.3) integral
tenglamani yechamit ;

2. Yechimga ketma-ket yaqinlashishlarni qurish. (1.
integral tenglamani ketma-ket ‘yaginlashishlar metodi yordamida
yechamiz. Boshlang’ich yaginlashish sifatida ushbu

>6<x) =,V (1-9.40

o’zgarmas” funksiyani tanlaymiz. Endi ketma-ket quyidagi
funksiyalami kiritami% >

Y|(x) =jj + f/(s,y0(s-))ds| - (1-9.4)
Y2ix) = Yo + {s))ds, (1-9.42
You(X) - Yo + JI(S,0Ts o (W), (1.9.4,)

Bu formulalardagi integrallammg mavjud bo’lishini, ya’ni
W (x),j/2(x),...,>,0(x),...ketma-ket yaginlashishlarning aniglangan
bo’lishini ta’minlashimiz kerak.
Agar

|x—x0|< a (1.9.5)
bo’lsa, (1.9.4|)dagi integral mavjud va >j(x) uzluksiz funksiyadan
iborat (integral ostidagi funksiya uzluksiz). (1.9.42)dagi integral
aniglangan  bo’hshi uchun  (n\>',(*)) o’zgaruvchi* nuqta T
tShiburchakdan chiqib ketmasligi kerak. (1.9.4,)ga ko’ra

| Met M \x-
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Bundan ravshanki, ly, b bo’lishi uchun
M \x —x0|< b, ya’ni

1 xel~ii (L9'6)
simrtning bajarilishi yetarli. Demak, (1.9.5) va (1.9.6) shartlar
birgalikda o’rinli, ya’ni
|x-x0]</? (h<a va /?<-j*-) bo’lganda (x,j/,(x)) e T bo’ladi.

Bundan keyin x o’zgaruvchi uchun ana slurfx —RHn'h shart
bajarilgan deb hisoblaymiz. Endi tushunarliki, agar YK(x)
funksiya | x -x 0|< h oraligda aniglangan, grafigi T dajoylashgan
va uzluksiz bo’lsa, Jg+I(x) funksiya ham shu xususiyatlarga ega
bo’ladi, chunki

< M |x- x0kMb<bm

Demak, matematik induksiya prinsipiga ko’ra yn(x)
(weN) funksiyalarning barchasi [x0- /z,x0+h] oraligda

aniglangan, grafiklari T dajoylashgan va uzluksiz (aslida j/(x)

hosilalar ham uzluksiz, chunki (1.9.4,) formulada integral ostidagi
funksiya uzluksiz).
3. Ketma-ket vyaqinlashishlarning tekis yaqinlashuv-

Chiligil  Yugorida aniglangan ~(x), vi(x),y2(x),...,>((x),...
u/.luksiz funksiyalardan tuzilgan ketma-ketlikning [x0—h, xu +h]
oraliqda tekis yaginlashuvchi ekanligini ko’rsatamiz. Buning uchun
iisbbu
}o(x) +(y. (x) - YO(X)) + (y2(X) - y. (X)) +... 1.9.7)
funksional qatorning tekis yaginlashishini asoslash kerak. Tekis
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yaqgm lashish hagitiagi Veyejrsfitiii.% alomatidan favdaiajr&nriz' agar

boftes, ii*oidb / Xw&uHH| | tocajigda tekis yaginlabiiu\CJii

Teor-emaningl shartiga ko’ra J  x 8ipftmksiyaa JF
Lipshits shartini ga,noatlantiradi:

®NC ( = fL9.8)
Quyidagi baholashlam i bajaramiz.  |.

mm y)i-"¥)i (199)

(1.9.9a)



wmv-27 s = ML T (19.93

W *)- ftk W =ML . (1.99)

Dcniak,

B, |[X-%]|<J1 bo’lganda ly,,(x)- y,4(x) < MLf* E—]

WKilisilbu sonli gator yaginlashuvchi bo’lgani uchun

(Ihtlamber alomatiga ko’ra D =0<1) (1.9.7) funksional gator /
(triiligda tekis yaginlashuvchi.
4. Ketma-ket yaqginlashishlar limitining yechim ekanligi.
b/ | uzluksiz funksyalardan tuzilgan
(x), N (%), y3(x),...,yn(x),... ketma-ketlikning | oraliqda tekis
ymjinlashuvchi ekanligini ko’rsatdik. Demak, analizdan ma’lum
poMmaga ko’ra (uzluksiz funksyalarning tekis limiti uzluksiz)

(P{x) =limy,, (x), |x- x0|<h, (1.9.10)
limit funksiya 1 oraligda uzluksiz. Uning (1.9.3) integral
Ittiglamani  ganoatlantirishini  ko’rsatamiz. (1.9.4,) formulaga
Wnyp:

Y,,(x) =y0+ ff(s,y,_t(s))ds. (1.9.4,)
Apr
LLUM->o00 bo’lganda J/(5,y,_1(i"))Efe =  {s,(p(s))ds (1.9.11)

flcanligini ko’rsatsak, u holda (194,) tenglikda limitga o tib,
(1.9.10) funksiyaning (1.9.3) integral tenglama yechimi ekanligini
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asbslagan bo’laittfe
LI >k >K + j/(v.<p(.v))afs ,xel. (19.12)

(19.11) dagi tasdig (19.8) Lipshits sharti vg (1.9.10) dagt
vaginlashishning tekis ekanligidan kelib chigadi: yetarlicha katta n

nomerlar uchthh  barcha x e | imgtalarda)fl’,,_I(x)) —pX) |<
btflganligij*ako’ra

JI (N -, (A)civ—F/ {syp(s))cis <

< IF(sMY, S -f(shs) 1ds <

< Lhe.

5. Yechimning  yagonaligi. Biz (1-9.3) integral
tehgiamaning  V—(p(X) ,X£ /yechinifiiL topdik. Uning har
ganday yechimi ana shu yechim bilan ustma-ust tushishini
Ro’rsatamiz.

(19.3) tenglamaning  ixtiyofiy y =y/(x),x€.l.
yechimini garayiik. Demak,

y»  V(x) WML, Y §»1| (1.9.13)
y —{(p(X) yechimga intiluvchi yn(x) ketma-ket yaginlashishiar

bilan y=y/(x) yechim orasidagi fargning moduiini baholaymiz.
Quyidagilarga egamiz:
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4,
.1 \f(s,i//(s))ds

M(s,y(s)\ds M | |n-n-0]  (19.14)

@3
J(I(s, Y0(s)) -f(s.y/(s)))ds

©

Lﬁk)
IIM llfepp

=ML (1.9.142

B vb)-y/(x)I<M L W+ ) I. (1.9.14,)

©xlrgiltengsizlikda x&J npc/pl, tayjnlak n—>ooda limitga
PtamifL U holda — r—» 0 bo'lganligi uehun quyidagilarga ega

bolamiz:

Ej p(x)—y/()\<0,xe/ = ¥ =V/(x), xel.4

| Eslatma. (1.9.14,) tengsizlikdan (K) Koshi masalasinmg
yechimi 'y =(p{X)v& ujiga ketma-ket yaqinlashishlar orasidagi

ftrgniitg baholanishi kelib chigadi:
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- L
Misol. Noffla™ lum,y ™y (x) furiksiyaga msbatan go’yolgan
ushbu
Ivi=v
IMEN-i
ML m»asala?ini | kftiTia-tctt yaqinii®itijar inetodi .yKQrdwiidii
iyeelring..
&+fefrilganeiitette” fe'ng tomonidagi

Sitfeltya -MYaTy,; 1 {[v)jtarttarini M v ] i
T«|{t. "V {&>% &>9%)
lo'rtburchakda ganoatlantiradi. Ravshanki, garalayotgan misoi
v r
hW w < . Berilgan Koshi masalasi ushbu
=lip i
u6'

integral  tengjamaga ek”ivflgjl. B u .itenglaraafii  ketma-ket
yaginiashishlar metodi yordamida yechamiz:

r,w\,
k y,(x) =1+ JyO(v)cfe = 1+ [lt/v=1+ X, -«
I 5P+ yllem
- fy’ LU L
L L3 y ﬂ LA ) LLI'
'+ Jfy$)ds = JL+ *1
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m\ 1

[Iremada [8*Qiandild, bu ;,y”(x) ketma-ket yaginiashishlar
hnllgan masalaning yagona yechimi bo’lmishy funksiyaga

B |jth, 2=min yaginlashadi:

Unmrgi (formula, analizdan ma’lumki, aslida teiyoriy ygsilll ws”
Onnli if bu yerdagi gator ixtiyoriy chegaralangan oraligda tel#
iMglplashuvchi

B Eslataylikki, agar & 1  sohaning har bir mu<$$%an
Hp f(x$$ iMfferensial tenglamanitly yagona integral chizig’i
(yrsshimi)wlll, D soha shu tenglama udlitn yagdnalik sohasi
rfvyiludi.

®"Qbyidagi tetferna isbdtlangan tedreinanihg bevosita
naiyasidir.

Bu Teorema (soha uchun MYaT). Agar fkx,y}> jimksiya
/ie R2 sohada uzluksiz va ixtiydriy nuqtdnihg
jptfirlicha  Mchik atrofida -l dpajixm& Lipshits sHarUni
gtmootlantirsa, n faoMa D> [AMNALLP® 'dffieHtmkd
NagpehxaningyagMQUKksofofrsi%&ladi. Xususanragar D sohada
fffi'jF) funksiyti va ining hosilasi uzluksiz fydba, D
whu LW H w | diffemmicd tenglama mhm yagonatik
Whusidir.

I: Misol. Ifshbu LLL/?: — nK # § "difFerensial tenglama
iNdph biror yagonalikiofeaptni k& rsadng.'

9— Ravshanki, " — filhksiya va

§f



lining Jy(XT.y)=53x’\y' —/ y>Q yarim tekisiikda

uZiuksiz 'flertiak shu y yarim tekislik berilgan tenglama uclum
yagonalik sohasidir*. ya’ni y >0 yarim tekistikning har bir
nugtasidan ;Y = x*¥Y '"by+1 difffirensiat tenglamaning yagona
yechimi o’tadi. «

Agar Y = /(x,y) tenglamaning p’ng tomonidan
fagatgfna uztiiKMz bo'lishni talab giisak, u holda berilgan nugtadan

o’'tuvchi yechim mavjud bo'ladi, lekin umumiy holda yechimning
yagonalik xossasi bo’Imaydi.

Teorenut (Peano). Agar f(x,y) funksiya D sohada
uzluksiz bo'lsa, £> sohaning har bir nugtasidan y' =f(X,y)
tenglamaning kantida bitta yechimi o tadi.

Bu teoremani isbotlamaymiz. Isbhoti anatizning hozik
tushunchalariga tayanadi.

I Agar pzlgksizlikdan boshga shart
talab gilmasak, nugtadan o’luvchi yechimning yagonaligi hagida
hech narsa deb bo’Imaydi.

M. A. Lavrent’ev  tekisiikda uzluksiz bo’lgan shunday
/(x.y) funksiya qurganki, u orgali tuzilgan y'Nf(x,y)
differensiai tenglamaning ¥ (xAy0#-M' nugta orgali cheksiz
koApi p M o’tadi.

Masalalar
t. Ushbu
x Inx, agar x> 0 bo'lsa,
fix)

0, agar x =0 bo'lsa,
fuksiyaning ixtiyorty  [0.1] (h>0) yoki [a,+00) (a > 0)
ko'rinishdagi oraligda (X bo'yicha) Lipshits shartini ganoatlantirmasligini
Igjsiggtfi® .1

2. Faraz qilaylik, qw /{x~ W wo bo'lsin.
y - sinxjJjprksiva y' = f(x,y) tenglamaning biror (-a;a) (a >0)
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«Htillgda yechimi bo'lishi mumkinmi?.
3. y0:[4]]—->R uzluksiz funksiya bo’lsin. Ushbu

w = T T T T T Ww ushbu

y' - Ly, Y0) =0, Koshi masalasining yechimiga intilishini isbotiang

(/ (V) —\fy funksiya ixtiyoriy [-a,a\(a> 0) segmentda Lipshits
thitrtini~anoatlantinnaydi, MYaTni qo'llab bo’Imaydi).

1.10. Davomsiz yechimlar

Yuwoy
f =f{x,y) (11012)
Uliglamani qaraylik; bu yerda / 6 C(D), fygC(D) deb faraz

flllamiz. Bu farazga ko'ra V(*0,j>0)e D uchun ushbu
e =f(xyy)
| b, xo

Koshi masalasi biror [x0,x0+ h0] (h0>0) segmentda aniglangan
plgona y - (p{x) yechimga ega.

Agar y - <p(x) funksiya (1) differensial tenglamaning
f=BrB oraliqda, y = yl/(x) funksiya esa uning
J * [a;b*], b <b*, yoki J =[a;b*), b <b*, oraligda aniglangan
yechimi bo’lib, ular / da ustma-ust ham tushsa, u holda y wy/(x)
yechim y =(p{x) yechimning | dan Jgacha o’ngga davomi
(davom ettirilishi) deb ataladi.

Yechimning boshga tur oraliglardan o0’ngga hamda chapga
bvom i shunga o’xshash aniglanadi.

p Yechimning o’ngga davom ettirishni amalga oshirishdan
byvjal yechimlami yelimlash (biriktirish) bilan bog’liq bo’lgan bir
jumlani keltiramiz.

Jumla 1. Agar y =tp(x) funksiya (1.10.1) differensial

()
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tenglamuning [x~.x,] segmentda, y = <,(x) esa lining [x,,x,|
segmentda aniqgtangan yechimlari bo lib, [NeB) = 9,(x,) short ham

bajarilsa. u holdu hu yeehimlarning yelimlanishi (biriktirilishi)
ho '/gan

(<p(¥), agar x € [x0,x,] bo'lsa

ytp\(x), agar x g [x,,x2] bo'lsa
funksiya (I.H).l) differensiul tenglamuning [xo0,X-j segmentda
anicjlangan yechimini beradi, ya'ni y —tj/{x) yechim y =tp(x)

yechimning [x(,x, | segmentdan [x,,x2] segmentgacha davomidan
ihorat.

8—t Berilganga ko’ra
M) g C'([x0x s N (<) -3 (M (X)), xe[x0,x,];
~(x)el ' ([x,,x2]); y/'(x) = f{x,y/(x)), xe[x,,x2];
t/xi-0) =tp(xi  w(x,)="(x, +0).
Jhuning uchun
ur(, M ) = ) Sf| (X, )WdXX\ + 0).
Demak, mavjud. (r/(x)€Cil, ,x,]);ya; f(I]| funksiya
(1.10 ) itifferensial tenglamaning [xd»K ] segmentda yechimi. *>
Yechimnill o’ng uchi bo’Imish

(Xiijk)= ( % + ( h{)) g D nugtaga Ko'ra
i# = /("N W

Kosiii  masalasini ‘yechib, |x,,x, +X\ (hv>o0) segmentda
aniglangan yagona y —tp”x) yechimni topamiz. Yuqoridagi ikki
yechimni yelimlanishi (biriktirilishi)dan ushbu



<P{x)- agar v€p | | bo'lsa,
\p[(/)." agar x e [x,,xffA] bo'lsa

(V| xo+n0,<p(x) <p(x)=v.)

lhnksiyani quramiz. Jumla 1 ga ko’ra bu®)’(x) funksiya (K)
masalaning [xAxJufXpX, +/?,] = [x0,x, +/?,] segmentda
tmiglangan yechimidir. U [xo0,x0+/”~] da aniglangan y = (p{x)
yechimning [xo,x, +/?,] segmentgacha (o’ngga) davomidir. Bu
yechimni (funksiyani) yana y =<p(x) bilan belgilaymiz; endi bu
r =(p{x) funksiya (K) masalaning [x"jX, +/z] segmentda
aniglangan yechimi. Yechimning bu davomi bir giymatli aniglanadi.
Endi bu yechimni yana o’ngga davom ettiramiz va h.k. Yechimning
uhapgl davomi yugoridagiga o ’xshash amalga oshiriladi.

Davom ettirilgan yechim grafigi D da joylashgan har
giinday K kompaktdan tashgariga chigib ketadi, chunki shunday
vctarlicha kichik hK>0 mavjudki, K ning ixtiyoriy nugtasidan

ehiggan integral chiziq o'ngga hK > 0 masofaga davom etadi.

Chekli marta yechimni K ning nugtalaridan o'ngga (hamda
vliapga) davom ettirib, K dan tashgariga chigib ketamiz.
Shunday qilib, ,r]) intervalda aniglangan yechim hosil

bo’ladi (~ =-00 yoki/va 77=+00 bo’lishi ham mumkin). Bu
yechim (K) masalaning (D sohadagi) davomsiz yechimi
deyiladi. Davomsiz yechimning aniglanish sohasi eng katta bo’ladi.
Hi  masalani biz  differensial  tenglamalar  sistemasini
n‘rganganimizda to'la garab chigamiz.
Masalalar

1 Y =f(x,y) tenglamada / (x,y) e C'(1A2) bo'lsin. Bu
v | T wisiNe da chegaralangan har ganday yechimi (—eo, +co) gacha
lievom etishini ko'rsating.

2. (1+x2+yLlW1)y' =1 tenglamaning barcha yechimlari
j “00,00) da chegaralangan. Shuni isbotlang.
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111 Hosilaga nisbatan yechilmagan tenglama uchun
yechimning mavjudlik va yagonalik teoremasi
Quyidagi tenglamani garaylik:

F(x*y,y') =0; (1.111)
bu yerda F(x.y,p) funksiya G c:w sohada aniglangan,
uzluksiz (F6C(G)) va pga tub manoda bog'liq deb
hisoblanadi.

Berilgan (xO\y0)e D¢ R2 (bu yerda D — G sohaning
L, = ((x,y)} dagi ortogonal proyeksiyasi) nugta orgali bir nechta
(hatto, cheksiz ko’p) integral chiziq o’tishi mumkin. Chunki
F(x,y,y") —0 tenglamani y' ga nisbatan yecliib, umumiy holda
bir nechta fl1(x,y)(i —1,2,...) giymatlarni hosil gilamiz. Endi,
,agar har bir f,{x,y) fuksiya (x0,_y0) nugta atrofida yechimning
mavjudlik va yagonaligi  haqidagi teorema  shartlarini
ganoatlantirsa, u holda har LLULLLuALLIBTI differensial tenglama
uchun v(x(j) = v, shartni ganoatlantiruvchi yagona y =y(x)
yechim mavjud va bu yechim uchun _y(x0) =f,(x0,y0) bo’ladi.
Agar y'(x()=/>, bo'lsa, y ~y(x) yechim (integral chiziq)
) nugtadan p( yo’nalishda o’tadi (chigadi) deyiladi.
Ushbu
[F(x.y.y) =0
| Y{*0) 2pq*m
masala yechimining yagonaligi berilgan (x0,y0) nugtadan har

ganday yo’nalish bo’ylab ko’pi bilan bitta integral chizignmg
o0’tishmi anglatadi.

Agar berilgan (x0,y0) nugtadan biror yo’nalish bo’ylab

kamida ikkita yechim (integral chizig) o’tsa, bu nugta yagonalik
(yechimning yagonaligi) buzilgan nugta deb ataladi.

Misol 1. Ushbu (y2)2 —1=0 tenglama uchun yagonalik



gotsusi ixtiyoriy (x0,y0) nugtada o’rinli, chunki nugtadan

ikkila integral chiziq ikki xil (turli) yo’nalish bo’ylab o’tadi.
(1,5-rasm):

dy

P =+1. y=x-x0+y0,y =-x +x0+yQ

Misoi 2. Ushbu (y')2—(y +2x)y' +2xy=0 tenglamani
y' ga nisbatan yechib, y' Ly, y'=2x differensial tenglamalarni
Iwsil gilamiz. Ularni yechib, y =cex va y =x~+c yechimlar
oilasini topamiz. y =2x to’g’ri chizigning nugtalarida yechimning
yagonalik xossasi buzilgan, chunki bu to’g’ri chizigning ixtiyoriy
(Xu x| nugtasi orgali bir xil Y (x0) =2x0 yo’nalish bo’ylab
ikkila

yi xEcX' ,y =X+2x0- Xq

yechim o’tadi (l.6-rasm). Bu yechimlar gismlarini (x0,2x0)
migtada tutashlirib, yana ikkita yechim tuzish mumkin.
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Bizga anaiiz kursida isbotlangan ~Joshkormas funksiya
hagidagi teorema kerak bo’ladi. Shu tcorcmani biz uchun qulay
ko’rinishda keltiraylik.

Teorema. FardiMcjilaylik, i$ch hagigfy’ o ‘'zgaruvcftining
hagiqif 'funksif$};i F(x, )’,p) uchun quyidagi shartlar o'rinli
ho Isin:

I F(\,, VILA>) 3¢ -

7. Ne XX W | r nugtoning hiror atrofidu F g C

1 WiV 5o
dp

1J liolda nugl&Uftg shunday V va pLjeM.
nugtaning shunday W atroflari (simmetrik ho lishi short etnas)
topdadiki, ixtiyoriy  (x,y) e V uchun F(x.y,p)=0

tenglamaning W ga tegish/i bo'/gan yagona p is f (v, y) yechimi
nitivjud

(F(x,p/(.v,a k0, (n-;9)L A*/ 0w o))m
Bundan tashqari. f :L —» fT funksiya C Finfgategish/i va
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df(x,y) WSFF"(x,j,f(x,y))

dx Fp(x,y.f(x,y)) "’
df(x,y) _  Fy(x,y,f(x,x))
w " Fp(x,y,f(x,y))

Jinimilalar o rinli bo 1adi.

Quyidagi teorema (1.11.1) tengiama uchun Koshimasalasi
ytchiminingmavjudligi  va yagonaligini ta’minlovchi vyetarli
ilnirtlarni beradi.

Teorema 1. Aytaylik, p =p0 son F(x()yO0.p)p O
Itfor (x0,y0,p0)e Gc M3 nugtaning  biror  atrofida
/'(v)|jp) fuksiya C sinfga tegishli va
dF(x0,y0,p0) » Q

dp
fat'lsa. u holda shunday h > 0 mavjudki, x0-h< x< x0+h
Midig'ida (1.11.1) diffrensial tenglamaning
n'o shartlarni  ganoatlantiruvchi  yagona

y(x) yechimi mavjad.

8— Oshkomias funksiya hagidagi teoremaga ko’ra
W,,»») nugtaning biror V atrofida (1.11.1) tengiama y '= f(X,y)
M'rinishga keltiriladi; bunda p0—f(x0,y0) hamda (x0,y0)
mii|liining yetarli kichik atrofida / e C 1va F(x,y,J(x,y)) =0
Nt'ludi. Teoremaning shartlaridan-—-va --—--—-- funksiyalar

dy dp

dF

i \{,p0) nugtaning yetarlicha kichik atrofida uzluksiz va P
p

litti atrofda noldan fargli ekanligi kelib chigadi. Shuning uchun
1\, v,,)e R" nugtaning yetarlicha kichik atrofida
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ﬂUJTLLI.LI]LLH.Lk

syfefelrlj "E£SLLI& va, demak, shu strofda
1oig e,

$13\y) y bo'yieha Eip&brtbHftartliir qahoatlantiradi.
MaiMtik vya .y stfa vy)
tengiamaning nugtadan /7, ye*twffith ~ ‘YteBvi& 'tevchi
nuqglad” "tiriftfwning  btHchak *keelfiteiyenti 11- ga teng,

L, ¢ LU LU, chizig’i

~e/Niimi) btrotetariteft? kfeHik U jL-h,'X~4h~ (h >"0) oraligda
$No & m - RavsMnki, L, .M g1wun W |m

WU $= F (xYip(X):J (x,p (x))) = F{x,{p{x)t<p'(x))  Demak,
m tengtemaking
Atitfemi 1jjM p | WWWMIlliWW TecireitiabihgraY [uLLIK gismi
Endi islfeliiysSsi®.
LLDKWOK LY B LU LLE A - y&hiu. Kr&4Hsin:

'Poidhy O*hs  «slip
NE x m'!'uw W Y |n B ;Degjak,| ,$ taj«ips
yagob&Jik gismsgako’ra

[ jw p
LU ot tdpilgan pLu, LuLLiryi.
beriigan y = y(x) funksiyalar uslibu

> f
Koshi masaiasining yechimi. Bu masala yechirnining yagonaiik



%+*3[, ekanligi kelib

(MMftidan
iltigadi. >

B Isfpttengan bu teoremadan quyidagi teorema bevosita kelJij
pjtjiidi

E Teorema 2. Faria gilaylik, R 1 sohada F{xty"p)

mjfoiya y | mnfga ileyykAli vafiGisohaning FIF*y”~:P) fimksiya
RN, pYMW S porld  nugtalaHdci

I|3F (%I_y"g')"%%;ila nalda &ylan |-|-|.LI'\ZI1Lu—,\',!‘I:I‘-!“)!("'y'I w0 H

Mlga WfidHgan,

hohhi tGu&ekaqing iX?y, tekisligidttgi rortogQtmk tproeksiyasida
JVMshgan £§]| mtgtam,y.
I (x,y, fflj = Qdifferensial tenglamaning ushbu 0
wuwlnTanl ganoatlantiruvchi hmblr p ‘'y&wllk boylab
hlife(h\ky*M~"t{iNetd*McMiig4" &4adi.
Misol. Yugorida garalgan
n (Y"2~(,pt2bc)yk+2x/y¥*0.

fppjllacpada F{xf~*p) ~p7 p +2xy& CMNR2) va
pm,y,pj funkslyarrolgae”rtgan nuqtalar uclrun

F{x, V,pky P 2-T v f2j0op~4- 2xp(-'pnya’™ p ~2x yoki ,

f) my bo’ladj, Demak, bunday nuqtalar uchun mos ravishda

Yy'yokl y
- WilTw
Agar y 0"2x bo~MF— N0, va
8¢ w
ItJIKIny (4,j1& M 2 nuqtadan qaralayotgan tenglamaning $$LL, K
m 1p Wy yo’nalishlar jbo’ylab bittadan o’tadi, yatii

LWHKyY va 1 p w sohaiar (yarim tekisliklar) berilgan tfrtgftifta
UCiHin yagonalik sohaiaridir. ,Yuqqrida sK LW 6 BHPw
UHttaiarida yagonalik buzibsfct LW LW HWAHLW WY ~



MHMMMHpup ¢ o’zgarmasniftg ixtiOriy joijfl
giymatida berilgan (1.11.1) differensial tenglamaning D sohada |
joylashgan ye&himini bersa eva (1.11.1) tenglamaning D dal
joylashgan har ganday yechimi shu y —<p(x,c) formuladan c ninr |
biror joiz giymatida hosil bo'lsa, u holda y p qy(x,c) oila berilgan 1
tenglamaning D sohadagi uroumiy yechimi deyiladi. Umumiy |
yeebim oshkornias kp’rishda ®(*£»y,c) tenglama bilan yoki 1

parametrik ko’rinishda x =x(p,c), y =y(p,c) {p~parametr) 1
formulalar bijan ham berilishi mumkin.

1.12. Hosilaga nisbatan yechilmagan tenglamani
yechish usullari

differensial tenglama ]
yecitimini topishning ikki usulini keltiraylik.

/. Tenglamani y'ga nisbatan yechish usuii. Agar (1.11.1) |
tenglama yr ga nisbatan oshkor yechilishi mumkin bo’lsa, u holda
bitta yoki bir nechta (hatto cheksiz ko’p)

dy |
'5”X B (112.n
ko’rinishdagidifferensial tenglamaga kelamiz. Biz f(x,y)
funksiya kamida uzluksiz bo’lishi kerak deb talab gilamiz. Normal

ko’rinishdagi (1.12.1) tenglama(lar)ni yechish uchun yugoridan

bizga ma’lum metodlami qo’llaymiz (agar mumkin bo’lsa).
Misollar.

0. Ushbu y'~ -{y +x)1=0tenglamadan y' ni x vay ning
silligfunksiyasi sifatida topsak. ikki dona
y =y +A.yir = —X
yeChimni hosil gilamiz. Tenglamadan y* ni x va y ning uzluksiz
funksiyasi sifatida izlasak,

yliM pp JSpuw, w W W PL Ly -]y +m ,
fe’rti' yefhtm topamiz.

1, Qnyidagi differencial tenglamani yetting:
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= 0—r Berilgan tenglamani uctibir

(Ptllinmelarga ajrataylik. Bu tenglamalarni yechib, berilgan
pHnrensial tengiamaning yechimiar oilasini hosil gilamiz:

J”NAIrt-C,
0°zgarmas
Yugoridagi misoini umumlashtirib, ushbu

(W (Y)" +<V, (xy)(y)ml +eee+ A{X,y)y" +aQx,y) =0
H mwM tartibli (1 - darajali) differencial tenglamani garaylik. Bu
aMu  L(x,y), alblx,y),...,.a0(x,y) uzluksiz fuksiyalar va
fc(*,,V) ®0 deb hisgblanadi. Agar garalayotgan tenglamani j f t.ga
pabalitn yechib,

ftiHgliiinalarnitopolsak, u holda berilgan tengiamaning yectiimlari
(I 12.2)tenglamalar yechimlarining birlashmasidan iborat bo’ladi.

It 2 Parametr kiritish metodi.

L POBMLUpK*KpuwpKp tenglama j «’zgaruvchiga nisbatan
filikur ko’rinishda yechilsm:

I m ¥Y(uy') (/eC\)l.*6debfarazqitinadi ), (1.12.3)
ljsllknnnas funksiya haqidagi teoremadan'ko’rsatilgan shartlarda
If If,3) differensial  tenglama yechimlari C~ sinfga tegishii
«Mlllgi kelib chigadi: (1.12.3) dan / =g(x,y), geC1 o*
i"*||leyotgan (142.3) letiglamada p {dy"pdx) deb p
pfirttinolini Kiritamiz va

1 YH*>P) (1-12.4)
Hptn«abatni Jg>si gilamiz. Agar gffjrir. p ning funksiyasi sifatida
llljifilsalc, uni (1.12.4) ga qo’yib, y ni p ning funksiyasi sifatida
iftijjsililymiz va yechimni parametrik ko’rinishda topgan bo’lamiz.
HnpFfhni fbajarish ~ uchun (1.12.4) ning har ikkala turnonini
iHfeansiallaymife
L



Oxirgi tenglikdan *

XpXJIXA-'fph m Ne12.5)
ilii>ain.fe-NidfeaKLwpMIBMP xaLLiik3asa
SFLL AP #,32.6)
b Saraz qjlartrt?ib{l. 12.6) shartda (i. t2.5Viengtamani
= P cr2.7)
| H H

kdVieAsthga .ktftirib/ urn v Nechfiamii va x ~(p(p1c$ bogMamshnil
Jnnasiipwr«llpwmUWLLIPA3A AN W UAHP ti.i2.3%

X ) 2.8)

*#$WOm MaBpA
Wi, o ®Mp|0plpwMpe3jpUbun

LI kBi8),;Ibi-m.u)alar biias paraHbik- Mbrmisbd&"digan funksiya
(L1*WW differensial tengtaaiariifl'g -yediimi “ekfentigmi ko’rsatamiz.

uchun W w i ¢ dagi hbirinchi
IBnjpIMYAall p w M:FF feqt Spiisbifii uni
KL bY/Ba> i/ RpSHI/ATAD@ - b®HgaUOn tA Ay toc) q:;unksiyaning
IM p h njjrsatislj dy

|.I|_.I\_LLIJLLI |LLI-#¥$|/IJB'1r (Lis:1) :dj™.tikkinchi-tenglikdatf-'(#"®

pU—'.M”
I >A_ 1IN

Shunday <pfb;fo'yilgan va |LLMYB shartlarda (1.) 2»fj
diffenei”Sa) tenglamamng sAffciriiy A diitni (1.12 $) fon«u|&r bilan
parbm?l|k-9a"reisK(b ifodalaftadk
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L, Agar F f'(x,p) =p tenglik x&Xx(p)eCl funksiyani
pil|l>tse va fp(x(p),p) = Oham bo'lsa, u holda (1.12.5) tenglama,
iriviimnki, X =X(p) yechimga ega. Buni (1.12.4) formulaga qo'yib,
IkliHyotgan (1.12.3) differensial ~tenglamaning {x = x{p),
LL* f (x(p),p)} parametrikyechimini hbsil gilamiz. Endi (1.12.5)
mMliiinan"VT x(p) ga “gisqartirib”, so'ngra yuqoridagidek LL|
mefib. (1.12.3) tenglamaning bir parametrli yechimlar oilasini
(npr niavjud bo'lsa) topamiz.

m'fbix-"PY~ P tenglama biror p —p* (—e’zgarmas son)
mUllimga ega bo’lgan holi f(x,p) =xy/(p)+%(p) bo’lganda,
mni Y- W(y")+Z(y')~ Lagranj tenglamasi holida uchrashi
mnikin; bu tenglamani biz keyinroq o’rganamiz. f'’x =p holi esa

Morn tenglamasi bandida o rganiladi.
i Misol. Ushbu

X3y/2 +X7yyt_1l - 0
Aljbrensigtl tenglamani yechaylik.
9— Berilgan tenglama y ga nisbatan osongina yechiladi:

1
Y~ TAXY m (1126)
11

Blorida aytilganidek,j/ = p ,ya’ni dy - pchc deb, p parametrni
fijlllimiz. U holda

1
L 'b*LIJPLU w H M

f H p ning funksiyasi sifatida topish magsadida, bu tenglikni
aHleronsiallaymiz va kerakli shakl aimashtirishlarni bajaramiz:

\ 2
tty L d(xp), pdx— 2 d x X]g] p —xdp- pdx,



Oxirgi tenglamadan

m (-"-bIxIfO dpJ&Bix —o
X > ] Vv

bog’ lanishlarni topamiz. Ularni (1.12.7) ga qo'yib, y pj p ning
funksiyasi sifatida topamiz:

)’-LLI,'IJT;.ﬂl]‘lfll—E! E\Ip. Yechimlarni

parametrik
kdVintshda libss| gitdik:
Bu yerda g fl°tib, yeo™imlami osfekpr,kojjolshda ham
ilodalash muipkiftt?,.,
y= Y~x C=

b) .(1.12.1) tenglama x ga nishatan yechilgan

'mA- / (/ eC1 /™ $0deb faraz gilnadi)
ko’rinishga bo'lsa ham, uning parametrik yechimiari yugoridagi

topiladi.

C) . Umumiy holda parametr Kiritishning nazar

to'xtalmaymiz.i..

Masaialar
1 Quyidagi differensial tenglamani y' —p parametr Kiritish usuli bilan

yeching: +¥'yl—Xx~y =
2. LWba SS +'|<a’wr: ’1llpaél¥(x).) differensial tenglamani, n
parametrni wlll 60Sw, y wSinu fopmilalar bilan kiritib, yeching.



1.13. Maxsus yechimlar

gPUshbu

F(x,v,y') - 0 (113
Hfferensial tenglamani qaraylik; bu yerda ham awvalgi
pftl'agrafdagidekFeC' deb hisoblanadi. (1.13.1) tenglamaning
guixsus yechimi deb uning shunday y'~y/(x) yechimiga
iiyiiladiki, bu yechim grafigining har ganday nugtasidan shu integral
Biziqqa (grafikka) urinib boshga bir y —p(X) yechim grafigi ham
Htadi; bunda y =y/(x) va y=<p(X) yechimlar urinish
mUgtasining ixtiyoriy atrofida ustma-ust tushmasliklari kerak.
Shunday qilib, maxsus yechim grafigi yechimning yagonalik
possasi buziladigan nugtalardan tuziladi (1.7-rasm).

1.7-pacm
ABllatamizki, y- (X)) va y=Yy/(X) funksiyalar
Wifiklarining . nugtada urinislMj  ulatoingvShu nugtada
pnunny urinmaga ega ekanligini, ya’ni
(P="00«BiNM™=rw 1

mprtlarning bajarilishini anglatadi.

W mmmm paragrafdagi teoremadan
nivshanki, (1.13.1) differensial tenglamaning maxsus yechimi
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grafigidagi ixtiyoriy (x,Y) nugta p ning biror giymatida ushbu
[F(xjy,p) =0

| dF(x.y.p) (1132)
[ P
sistemani ganoalantiradi.
Bu (1132) sistemani ganoatlantiruvchi  bareha

(x',y)juftliklar to’plami  (1.13.1) differensial tenglamaning
p-diskriminant chizig’i deyiladi. Dertiak, maxsus yechim
p —diskriminant chizigning tarkibida bo’ladi. p” diskriminant
chizigda yechimning yagonalik xossasi buziladigan nuqtalardan
tashqari yana boshqga nugtalar ham bo’lishi mumkin.

p —diskriminant chizig mos differensial tenglamaning
yechimi bo’lmasligi mumkin. Quyidagi misol bu tasdigni asoslaydi.

IMisol 1. Ushbu
yy'2-2y'+1=0
tenglama uchun F(x,y,p) =yp~—2p +1 va

Pn(x,y\ p) = 2yp —2 . Demak, p - diskriminant chiziq
lyp2-2p+1=0
\lyp-2 =0
sistemadan p ni yo’qotish yordamida topiladi. Bu sistemaning
ikkinchi tenglamasidan p —My ni topib, binnchisiga qo’yamiz va
y = 1 p —diskriminant chiziqga ega bo’lamiz. Lekin, ravshanki, bu
y —1 funksiya, ya’ni p -diskriminant chizig, gqaralayotgan
differensial tenglamaning yechimi etnas.

p -diskriminant chiziq mos differensial tenglamaning
yechimi bo’lganda ham u maxsus yechim bo’lmasligi mumkin. Bu
fikrni asoslash uchun quyidagi misolni keltiramiz.

Misol 2. Ushbu

y'2+4y'(y-1) =0
differensial tenglamaning p - diskriminant chizig’i va maxsus



rlilm(lar)ini iopaylik. Bcrilgan tenglama uchun
(vY.pW P +dy" (y ), . Fi(x,y,p) =2p. Demak,
I- diskriminant chiziq

jp +4/0;ri)=o0

[2p=0
stemadan topiladi: Bu sistemadagi ikkinchi tenglaraadan p =0 ni
pib, birinchisiga go’ysak, ™y»y —1) =0 tenglamaga kelamiz.
emak, p —diskriminant chiziq y =0 va y =\ shoxlardan iborat.
uvshanki, ulaming har biri bcrilgan differensiai tenglamaning
rcliimidir. Endi bu yechimlarni maxsus ‘yechim bo’lish yoki
Ulmaslikka tekshiraylik. Buning uchun tenglamaning boshga
rchimlarini topamiz. Bcrilgan tenglamani y' ga nisbatan yechib,
ki dona o’zgaruvchilari ajraladigan tenglama hosil gilamiz:
P«+2y-sjy(l —y) . Bu tenglamalardan ushbu

(X+C)“+1LLI,VI 0&=1
cchimlarni topami%] 17-bcl, 0.2-rasnnJ. Ravshanki™fv = 1 ycchim
iinsus ycchim, chunki bu ycchim grafigining barcha nugtalarida
d liimning yagonalik xossasi buziladi; y p 1 ~cchimning ixttiyoriy

\,..I) nugtasidan bu yechimga urinib boshga
(£%,)

I'chim ham o’tadi.' y =0 ycchim grafigining nugtalarida csa

yehinining yagonalik xossasi saglanadi, ya’niy =0 ycchim

Hitxsus ycchim emas.

Shunday qilib, (1.13.1) differensiai tenglamaning maxsus
fvihim(lar)ini topishni quyidaj|larni  ketma-k® bajarib amalga
whit ish murnkin:

g p ~diskriminant W HL AHLW W W (1132) sistemani

ti/ib, undan p ni yo’qotish;
I />- diskriminant chiziq shoxlari orasidan differensiai tcnglama
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yechimlarjnt ajratish|
3, iopifgan yechimlar opsidan maxsiis ycohimlami aniglash

1.14. Lagranj va Klero tenglamalari

Lagranj tenglamasi deb ushbu
y =xy (/) +x(p") (11419
korinishdagi differensial tenglamaga aytiladi; bu yerda
R-birororaliq, va ~ W{p)® p deb

faraz gilinadi.

Cagffenj," tcnglamasini parametr kjritish usuli bilan yechamiz.
Umumiy qdidadan kclib chigib, y' =jV tfeb ~rametr kiritamiz v»|
([.14.1) tenglamadan

bog’lanishni topamiz. Endi, agar x ni p ning funksiyasi sifatida

topsak ¥ holda'yecmmni paramctriH kp’rinishdg topgan bo’lamiz,
Buning uchun oxirgi tengfikni dincrehsiallaymiz Va

? , dp . dp
P=Wp)+xy (p)g, +X(P)7r

yoki
PAP(P)i=(xb%p)+>"(p) |

tenglamani hosii gilamiz. Bu yerdan ¥ o e | uchunp —H/{p)™
deb, quyidagini topamiz:

dx~ /(P )_ v+ \X'iP)

dp p-rip(p) Prv.iP) ;
Bu tenglama x =x{ p) funksiyaga nisbatan chizigli birinchi lartibli
differensial tenglamadir. Uning yechimi kvadraturalarda topiladi.
Uniyechib, umumiy yechimini

XU a(p)c +h{p) («<P)M P)~ aniq funksiyatar)

korinishda  topamiz.  Dcrnak, bcrilgan  (1.14.1)  Lagranj
tcnglamasining parametrik ko’rinishdagi umumiy yechimi



f = +b
{x ?(p)c ®) . (p- parametr)
KV " (a(p)c +b(p))v'(p) 1 X(P)
jitniiiiliilar bilan beriladi.
Agar p - y/(p) =0 tenglama yechimga ega bo’lsa, lining
Bllyun'y p —p*yechimidan Lagranj tengiamasining
X(P*) yechimini ham topamiz.
Misol. Ushbu
y = ?ny' +Iny’
~mram tenglamasini yechaylik.
9+ y'—p parametrni kiritib,
y-~xpJ1-\np

b'IfInishni hosil gilamiz. Bu tenglikni differensiallab, dy =pdx
pijllligini hisobga olib, x =x(p) noma’lum funksiyaga nisbatan
pifi/|(li differensial tenglama hosil gilamiz (bisda p >0):
- -
dp ~ px '6‘~
111 h'Hglamaning umumiy yechimi osongina topiladi:
X=cp-=.

liHf berilgan tenglamaning parametrik ko’rinishdagi umumiy
|[|6Y]iirinlyozamiz:

XTcP-n

y ="{cp-")p+\np
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Klero tenglamasi ddb

ko'rinshdagi ' teng™naga ' aydiladi; bu ' yerda
w W E W H 1| faraz gjlinadi. iCiero AngHAMANA|M"HHB|HH
W p parametnn kuitainfcbd ‘holda j|Jing p paraiyietrga
bfif’l&nigh,gortfmitii hosil W/galLt) «
1Y-Tii xp W, {pri-y-

ningp narametrga b~ fanisli tOpft "uchun
XKMin» tenglamasi (i. 14.2) ning har ikkala lornbiiini*Tbb’yicha
diffei”essi#|ay rawy,..

$!p=p+x* +1(p o e

mHe ' N -"Muyr-Y'rfad 0

Bundarll 3 M Y{deinak.’$t& 2k );ybdi <A+ kelib
! u.

chigadi. 1A®Wa m
AM M
teTmjsbf~gi yonbltlgasl lepsak, 1 iTiffAnAwrr

m | X= 3 o-4 [|W wn| Hbl
14~ a*/*1 "' '- ' 4 jp “ pararnetr) 1 (LMsHf

1® PAN Kuw A8 il({fwd . .
N H» Ko'rsatish mumkinki, agar x(") funksiya
~cbtzigll fco’bik- -ravy to"g n "ahiziglar orlMbing
o'ranmsi lilmraf bg’ladi: .agar funksiya
LL&AH - W +fi) bdlsa, u holda y » fff j(ifJ to’g’n
bitta tayih’ fyaffl nugtadan o'tadi
va ular o’rama chiziqga ega bo’lmaydi.

1.15. MaxStts yechimni yechimlar o’ramasi sifatida topish

Maxsus  yechim  differensial  geometriya  kursida
*0ggHmTadigan |ir pararhetin* oilasimng o’ramasi
(yopishmasi) tushunchasi bilan bevosita bog’liq. Dastlab /arur
ma’lumotiami eslaylik. f
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Bizga bir parametrli silliq chiziglar oilasi
<p(x,y,c)-0 (L15.1)
jtenglama bilan berilgan bo’lsin; bu yerda <p(x,y,c) funksiya
F 'P int (D- R2tekislikdagi soha) va ce (c,c2) bo’lganda
(" Isinfga tegishli, e C D x(ct,c2),M), hamda Dxfc" c,)

Blplamda (p"+py * 0,

(N5.2)

erametrik. ko’rinishda berilgan [ silliq chizigni qaraylik,
jlunda7( e ) } > va Agar
Nr  jjanday ,PQ* F*)@zx(cQ,\e*y(cQ,LIJe (c, 2

nugtndan shu nuqtada I chizigga urinib (1.15.1) oilaning biror
tllu/ig’i o’tsa va bu chiziq (x0,yQ nugtaning ixtiyoriy atrofida I

blinn ustma-ust tushmasa, u holda I chiziq (1.15.1) oilaning
P*nmasi (o’rama chizig’i),deyiladi (1.8-rasm). Bu yerda I
t'fimaning nugtalari berilgan oilaning T ga urinuvchi mos
mltig'jkii belgilovchi parametr giymatlari bilan patametrlangan.

v X- Ac)y =Y0)

\'

1.8-rasm
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<1.15.i) oilaning ¢ —diskriminant chizig’i deb

| <pixy.c)=0
i ajo(x.y.c)
%l dc
sistemani biror ¢ da ganoatlantiruvchi (x,.y) nuqtalar to’plamiga |
aytiladi.

Teorema (o’rama mavjudligining zaruriy sharti). |
llerilgan (1.15.1) chiziglar oilasining I o ramasi shu oilaning |
¢ —diskriminant chizig 'ida joylashadi.

0— I o’ramadan ixtiyoriy (x(c),y(c))eTl
(C|*>(c,,c-,)) nugtani olaylik. Bu nugta berilgan oilaning 1
tp(x. y,e) =0 chizig’ida yotadi va shu nuqgtada bu chiziglar
urinadi, ya’ni

<p(x(c),y(c).c) =0 (c€(c,,c2)>
va Tning yx'(c),y\c)) urinma vektori

y,0),<p'{x,y,c)}normal vektoriga
skalyar ko’paytmasi nolga teng):
NS (x,y,c)m\c$-ktp\(x,,y,c) *y'(c’) =0 .
(1.15.3) ayniyatni ¢ bo’yicha differensiallaymiz:
PlL.(xy.c) =x'(c) + (p\.(x4y,c) *y'(c) + <p".(x(c),y(c),c) = 0.
Endi (1.15.3) va (I.15.4) ayniyatlardan
<plix{c\y(c),c)=0

ekanligini topamiz. Yugoridagi (1.15.3) va
teoremani isbotlaydi. &
Qo’shimcha  tekshirishlar
chizigdan o’rama chiziq ajratib olinadi.
Faraz qilaylik, (1.13.1) differensial
paramertli yechimlar oilasi
d(x,y,c) =0 (1.15.6)

ma’ium bo’lsin. Agar bu oila o’rama chiziqgga (o’ramaga) ega
bo’lsa, u holda bu o’rama

(1.15.3)
mos chizigning |

ortogonal (ularning |

(1.15.4)

(1.15.5)1
(1.15.5) tengliklar 1
o’tkazib, ¢ —diskriminant. 1

tenglamaning bir ]
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lljdifferensial tenglamaning yechimidan iborat bo’ladi, chunki
t*rimaning har bir (X+y) nugtasida’i(x,y,y’) uchlik (1.15.6)
HHINing biror bir egri chizig’ining mos nugtasidagi mos irchlikka
Mig bo’ladi.

B 2)(l.if.l) differfenSial ttttgiamaning maxsus yechimni berada,
jIninki o’ramaning har bir nugtasidan o’ramaning 0°’zi va unga
niinib {(1.15.6) oilaning biror chizig’i o’tadi; bu chiziglar turli
bfclimilarni ifodalaydi.

F (L15.6) oilaning o’ramasini topish uchun, ma’lumki,
p diskriminant chiziq deb ataluvchi chiziglarni topib ular orasidan
b'fmna egri chizigni ajratish kerak. ¢ —diskriminant chiziglar ushbu

| adP(x,y,c) _ (L157)
I 'yc 1
ihtcmadan aniglanadi. Urnumiy holda  bu sistema nafagat
li'litinani, balki u karrali nugtalar to’plamini ham aniglashi mumkin.
|5.7uaistemadan c niyo’qotib, ushbu
<p(x,y)bz6i io<tm/ / (1.15.8)
SAdiskriminant chizigni topamiz. Uning o'ramadan iborat bo’lgan
yUftinini ~ ajratib,  (1.13,1) tenglamaning maxsus ryechimini
.gnlglaymiz.



M. YUQORI TARTIBL1 DIFFERENSIAL
TENGLAMALAR

I1.1. Umumiy ko’rinishdagi /7-tartibli differensial
tenglama va lining yechimi

Aytayiik, F(x.y, pn)—LP* (neN ,«>1)
fazoning biror U sohasida anigiangan va uzluksiz hagiqiy funksiya
bo’Isin. Ushbu

F\ x.y(Y) d‘;(;), dd);(x))s 1 yoki

F(x,y.y,...y") =0 (11.12)
tenglama x haqigiy o’zgaruvchining y =y(x) noma’lum
funksiyasiga nisbatan n- tartibli oddiy differensial tenglama
deyiladi; bunda F funksiya pn o’zgaruvchiga tub ma’noda bog’liq
deb iiisoblanadi, ya’ni bu argumentning o’zgarishi bilan (boshga
argumentlar tayinlanganda) F funksiyaning qiymatiari ham
o’zgaradi. Shunday qilib, y - y{x) noma’lum funksiyaga nishatan
[T—tartibli oddiy differensial tenglama bu — argumentning,
noma’lum funksiyaning va uning n—tartibgacha hosilalarining
ushbu M y(x),¥Y(x), y"(x), ,jz&€)(a) qiymatiari orasidagi
bog’lanish.

Ba’zi shartldrda (masalan, oshkormas funksiya hagidagi
teorema shartlari bajarilganda) (11.1.1) tenglamani yuqori tartibli

hosila y I"]ga nisbatan yechilgan ko’rinishga keltirish mumkin:
M'5= fAx,y,/...Y"); (1112
buyerda / e (\D), De —soha, deb hisoblanadi.

Misol 1. Inersial sanoq sistemasining Ox o’gida harakat
giluvchi m massali nioddiy nugtaning t paytdagi koordinatasini
x =x(t) bilan belgilaylik. Faraz gilaylik, moddiy nuqtaga vaqt |
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N o
B, nugal koordinatasi x">7<(t) ga va tezﬁlé;lj X ga

bug’liq bo’lgan kuc| ta’sir etsin. U holda Nyutonning
? iloniiniga ko’ra moddiy ntigtamng harakat tenglamasi ushbu

i X"~ Fh ii m,i,x')
ku'nnishdagi 2-tartibli differensial tenglama bilan ifodalanadi.
sy =”>(.v)! funksiya berilgan bo’lsin. Agar
1 y=|8|lg funksiyaning:1 1 oraligda n- tartibli hosilasi

I_dx@®
d

u/.luksiz, ya’ni <

2°.y = (pixy. funksiya, (11.1.1) tenglamani / oraliqda
Umioutlantiradi, ya’ni

"Vvxel! L. y"4y*))=0;
khnrtlar o’rinli  bo’lsa, berilgan y —(p{X) funksiya (11.1.1)
illllirensial tenglamaning | oraligda aniglangan yechimi

tleyiladi.

Shunday qilib, (I1.1.1) differensial tenglamaning /
nndigda yechimi deb jghunday funksiyaga aytiladiki, lining
Iniglnmada gatnashgan barcha hosilalari shu oraligda uzluksiz va
MUL(II.1.1) tenglamaga qo’yilganda, xe / ga nisbatan ayniyat hosil
hn'tttdi.

Agar

y A <p(x.C],C2,...,Cll) (11.113)
fntmula parametrlarning tayinlangan jog giymatlarida
(II'1'D tenglamaning '(E}<$$&" sohadajjqylashgan) yechimini
Innmi. shu bilan birgalikda (I1.1.1) tenglamaning (shu Sbhadagi) har
[(iindity yechimi (11.1.3) formuladan &&»,'sm>c,, laming biror jobs

(jbimitlarida hosil bollka,; 18 |holda X,8app....c,) oimR

ill 12.1) tenglamaning (D sohadagi) umumiy yechimi deb ataladi.
IMisol 2. Quyidagi tblglamani garaylik:
+ 0. (11.1-4)



Bu yerda F(x. px )=y +/>7, U=M4. Ushbu y —cosx
funksiya (—eo0;+00) intervalda bu tenglamaning yechimi bo’ladi.
Hagigatdan ham, y'~-cosx- va y" =—osx (_yeC2(M) )
ifodalami qaralayotgan tenglamaga qo’yib, (—e0;+00) oraiiqda
ayniyat hosil gilamiz:
(y" ¥)~-cosx +cosxsO.
Na fagat j/ = cosx funksiya, balki ushbu y =c, cosx +c2sinx
funksiya ham cx va G, o’zgarmaslarnmg ixtiyoriy giymatida
garalayotgan tenglamaning (—e0;+00) intervalda aniglangan
yechimi bo’ladi:
y"+Y- (cicosx +cssin +c\cosx +c2sinx =

=d (cosx)" +c2(sin X)" + ¢, cosX + €2sin X =

:-Irc, COSX —€?sin X + ¢, cOSX + €2sin X =

=0
Shunday qilib, y =c, cosx + ¢, sinx funksiya  (11.14)
tenglamaning ikki parametrli (c,,c2—parametrlar) yechimlar
oilasini aniglaydi. (11.1.4) tenglamaning har ganday y =y(x)
yechimi y =c, cosx +¢2sinx  ko’rinishda bo’lishi 11,10

paragrafdagi umumiy nazariyadan kelib chigadi (Bu tasdigning
elemental' isboti hagida masalalar bo'limiga garang). Shunday qilib,

y'+v=0 tenglamaning (K'dagi) umumiy  yechimi
y —C, COSX + ¢, sin x formula bilan ifodalanar ekan.

Umuman olganda, (Il.1.1) tenglama cheksiz ko’p
yechimlarga ega bo’ladi. Bitta yechimni ajratish uchun yechimdan
go’shimcha shartlar talab gilish kerak.

n— tartibli differensial tenglama (11.1.1) uchun Kosfii
masalasi (boshlang4ch masala) quyidagicha qo’yiladi:

(11.1.1) tenglamaning ushbu

pp B p 2\y,M)s=Y0"~) (n.k?»
shartlarni (ular nta ) ganoatlantiruvchi yechimini biror / 3 x0j
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oraligda toping; bunda x0,y0,y'0, ... ,yQ(" *— berilgan soniar va

. 0. DeU. (li.1.5) shartlar Koshi shartlari
yoki boshiang’ich shartlar deb ataladi. Shunga e’tibor berish
kcrakki, bu shartlarning hammasi bitta x =L, boshlang’ich

migtada qo’yilgan.

Misol 1 da keltirilgan moddiy nugtaning to’g’ri chizigli
luirakatini ifodalovchi tenglama uchun Koshi masalasi quyidagicha
yol.iladi:

mk =f(l, Xx), $

Hu masala nugtaning t=t0 paytdagi x0 koordinatasi (holati) va
\h tezligiga ko’ra uning x = x(t) harakat gonunini aniglashni

«nglatadi. Bu - Koshi masalasining mexanik talgini.
Geometrik nugtai nazaridan ushbu

[ /=f{xy.y")

p|l te IA s >0

boshiang’ich masaja (x0,yQ nugta orgali y'0 yo’nalishda o’tgan
yei him grafigini topishni anglatadi.
IWasalalar
1.70sbu  y"+y =Q tenglamaning har ganday yechimi
s G COSX+ c2Sinx (c(,c, —const) ko'rinishda bo'ishini isbotlang.

2. h baiandlikdan vO boshiang'ich tezlik bilan yugoriga tik

nlligun jismning harakat tenglamasini vozing. Mos boshiang'ich masalani
Maying va uni yeching.

4.2. Koshi masalasi yechimining mavjudligi
va yagonaligi

Lipshits sharti. f(x,y, ) funksiya,
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Dif)czR'+n, va E <~D(.f) to'plam berilgan bo'lsin. Agar
L> 0 mayjud boJib, ixtiyoriy H y Aft)e £ va
(X,y,p,,..., p@ |) e £ nugtalai'uchun

| && a ....p,i)- [(*»&A’  9wfIM

y < b-yl+p,-alt-+lad HAO
tehgsizKk bajarilsa, u holda f (x,y,p,,.., Ai~i) funksiya E
to’plamda  j/, 0’zgaruvchilarga nisbatan Lipshits

shartini ganoatlantiradi deyiladi.
Teorema (Lipshits sharti uchun yetarli shart). Agar

1. G cz RI+,;-sohaga ixtiyoriy *(*,>>pv....p")m G
(xi<y,p,,...,pi_,)e.G micltalar ~ bilan  birgalikda  ularni
tutashtiruvchi kesnta
{(v.y +8(y - y),A +&(P\- A)...A L, w - A)J0O<9<}
ham tegishli,

2. G sohadabatchh

df_w JII_
Ay’¢p, " 'dpn,
xususiy hosilalar mavjud va chegaralangan bolsa, n holda f
funksiya G sohada y,p,,...,plf, o0 Zgaruvchilarga nisbatan
Lipshits shartini (fanoatlantiradi.)
0— Toptwnaoipg”"- shartiga ko’ra ,shimday >0 son
.(opiladki, uning uchun Q sohada
II <L <L,... df
dy dp, dP,A
tengsizliklar o’rinli bo’ladi. Ixtiyoriy (X,y, p,,...,pit.,)e G va
(X,¥,p,,.-.» p~fe G nuqtalar uchun teoremaning 1-sharti vaj
chekli orttirmalar hagidagi Lagranj teoremasiga ko’ra

iy LU..---A--%é LR A AT Wy
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. . ..
aky Y (LlJM E*blr ngAM_ /\pﬂp.ll'“
bu yerda \ususiy hosilalar biror
+0*{y3\(px AXKOY wo || v
(O<# <1) liugtada hio"afigan. Demalv(H-1
Ko'fa
yw*rw b 1 p,Ai>-/0,y, WL .w W W
df iy df
R “#l+e
® \y-$+ m \pt-#!+em .
d , [f(fert*V-JTLW pM !
MuvjiulUk vayagonalik teoremasi (MYaT). Bndi ushbu
nuw |
Koshi masalasini garaylik."'Bu yerda ", —wlgan
Ibnlar,~ Ofee 6 Dtf) m
pb*Teorema (MYaT). Ushbu
n=*{v/;P,. . a.
(A
THtWIfflpipedda jiji LW barcha

I)'fgaruvchilari 'boyicHa wmuzluksiz hamda ( y , pnt)
Wityuravchilarga nisbatan Lipshits shartmi ham ganoctlimtfirsin.

tO A)ifloida (1121, Koshi mascdasi Lira? LL, Li (If*0)
0 alli/da y LLjpHB yagonayechimga LLa bo ‘ladi.

Bn teorcmani keyinroq isbotlaymiz, ailigfog’i, umumiyrqgq
Bffeltindan keltirib chigaramiz.

KAgarffjrjrdinjril fedk™ WAL sohada
m



C sinfga tegishli bo'lsa,
y I=/1(*.*1 Yy"-3

tenglamaning iokal umumiy yechimi y —<p(xc,,c,,...,Cn)
formula bilan beriladi, ya’ni u «dona ixtiyoriy 0'zgarmasga bog'liq
bo'ladi. Bu tasdiq MYaTdan tayinlab,
i]];\l =Cq \yllceu = oy 1 giymatlarni  o'zgartirish
natijasida hosil bo'ladi.

n—tartibli chiziqli oddiy differencial tenglama deb

Y (x )Y "n+.+a"x)/+aQx)y =g(x)

ko’rinishdagi tenglamaga aytiladi. Bu tenglama uchun Koshi
masalasi yechimining mavjudligi va yagonaligi hagidagi teorema
quyida keltirilgan.

Teorema. Aytaylik, chizigli tenglama uchun gityidagi
boshlang ‘ich masala qo 'yilgan ho 'lIsin:

fym+ <V, (x ) ¥ + .+ (X)y'+aQx)y = g(x),

11 i —S’BLLH Hi}}/(()(»-o,

hu yerda x{e I:yilyD,....yQ" berilgan sonlar. Agar
\a4 {(x),...al(x),a0(x),g(x)} ¢ C{l) ho'lsa, n holda go'yilgan

hu masalaning hirato 'la / oraligda aniglangan yechimi mavjud va
yagonadir.
Bu teoremani ham keyinroq isbotlaymiz.

Masalalar
1 Faraz gilaylik, T =2{(t,x) e IR’ mm xJ<h]
(a>0,h>0) va /7 €C(T) uchun

= 0
j (/,.*), (yO—ixtiyoriy son)

Koshi masalasi berilgan bo’lsin. X LLp(i) noma’lum funksiyaga nisbatan j
ushbu
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(pit) =x0+(t-t0)y0+ | (/- s)f (s,<p{s))ds 1*5
Integral tenglamani tuzaylik.
1°. Bu integral  tenglamaning X =<p(t)€ C(l), /0</>

yechimi berilgan Koshi masalasining yechimi ekanligini isbotlang.
2°. Quyidagi funksional ketma-ketiikni garang:

Uuo —pl8
\A1) = x0+ (1-10)yo+ 1 (t-s)f(s,xk4(s))ds, k=1,2,....

H -|l.y0| + —sup|/(f,x)|, A= min{a,—} deylik. Barcha xA(/) lar

11 -01< /r oraligda aniglangan va uzluksiz ekanligini ko’rsating.

3°. Agar xk(t) yoki yning biror gismiy ketma-ketligi <p{t) ga
|/, hjo+h\ da tekis yaginlashsa, x — (p(1) funksiya (*) integral
Iviiglunianing, demak, berilgan Koshi masalasining yechimi ekanligini
(thotlang (Xk(t) dan tekis yaginlashuvchi gismiy ketma-ketlik ajratish
mumkinligt Askoli-Arseia teorernasi yordamda isbotlanishi mumkin).

11.3. Yuqori tartibli tenglamaning tartibini pasaytirish
va uni yechish usullari

1 Ushbu
ym- f(x), f eC(/), (11.3.1)
Wngtamani  n niarta integrallash orgaliyechish mumkin.
lhinda yechim n dona ixtiyoriy o'zgarmasga bog’lig bo'lib
ihlqudi: y =y(x,c,,c2,..., cn).
2. Tenglamada noma’lum funksiya y - y(x) va uning
p.f*_.n/ hosilalari oshkor ko'rinishda gatnashmagan:

F(x,y{Ry k#\...,yu))=0. (11.3.2)

Bu tenglamada
y{k)=z (113,3)
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deb, yangi z =z(x) noma’lum funksiyani Kiritamiz. U holda
r ganisbatan (n-k)- tartibli ushbu
F(x,z,z\.yzuxk)) =0
tenglamani hosil gilamiz. Bu tenglamadan
z—z2(x,C,Q2 ..,cnk)
yechimni topamiz. Buni (I1.3.3) belgilashga go'yamiz va k
marta integrallashni bajarib, y noma’lumni topamiz. Bunda

yana K ta ixtiyoriy o'zgarmas paydo bo'ladi:
y =y{x,c,,c2....,r,.4..,c,).
Misol 1 Ushbu y" —y'~ tenglamani yeching.
8—F Tenglamada y oshkor ko’rinishda
gatnashmagan.y>"z yangi o0’zgaruvchini kiritamiz. Demak,

Z1ln z~. Bu tenglamaning z —0 yechimi mavjudiigi ravshan.
Qolgan yechimlami o°zgaruvchilami ajratish yordamida topamiz:

dz . Cdz r, \ 1
— A ax, lI—m ax, — =x+c, Z= - , ¢ ekK.
z~ iz~ J z X+C,

Endi y' =z belgilashga ko'ra dastlabki noma’lum y ga gaytamiz.

1)Y=0 va 2)y' ——--—-—-—- tenglamalardan
) )y X4q g

y=UWva y=c4u- in(x+c,)
yechimlar majmuasini hosil gilamiz,

3. Erkli ozgaruvchi bevosita gathashmagan tenglama
ushbu

F{y.y\y\....ycb =» (H.3.4)
ko’rinishda bo’ladi. U avtouom tenglama deb ham yuritiladi.
YWp vyangi noma’lum funksiyani Kiritamiz va erkli

o’zgaruvchi sifatida yni qabul qilamiz. yny'™...,y" iami
p =p(y) vayning y bo’yicha hosilalari orgali ifodalab chigamiz:
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e dy_o
dx dy dx dy

Miuning uchun (11.3.4) tenglama ushbu
(11.35>

Wgrinishni oladi. Bu (11.35) tenglama esa n-1 tartiblidir. Agar
(1 1.5) ni yechib
pr<p(y,ct,...,.cn)
yediiinni topsak, dastlabki nomalum y ga gaytib, ushbu
y' =(p(y.Ct,
Nlinchi tartibli (o'zgaruvchilari ajraladigan) tenglamani hosil

tlliuniz.
Biz yuqorida j*. noma’lum funksiyani erkli o'zgaruvchi

«Halida garadik, bunda y = const yechimni yo’qotishimiz mumkin.

Pluming uchun (11.3.4) tenglamaga y —b qo'yib, hosil bo’lgan
F(b,0,...,0}f0

Ifnglainani yechib, b —bt ildizlarni topsak, u holda. (11.3.4)

jtfilglttnianing v = bj ko’nnishdagi o0’zgarmas yechimlariga ega

bn lamiz.
Misol 2. tishbu

yy'+y'2+1=0
tPHglaiTUti x erkli o'zgaruvchi oshkor ko'rinishda gatnashmagan.
B avtonom tenglama. Uni yechish uchun y'—p, p =p(y)



dy
birinchi tartbli tenglama osongina yechiladi: (p~+ l)y
Bundan y' =p belgilashga ko'ra y2y*~+y2=c\ tenglamaga
keiamiz va uni yechib topamiz: y~ + (x —€2)~=c{. Dastiabki
tenglanianing, ravshanki, y = const ko'rinishdagi yechimi yo'q. Si

4, Noma hint funksiya va lining hosilafariga nisbatan bil
jinsli bo Igan tenglama. Agar ushbu
F{x.y,y"....y0))=0 p .6 |

tenglanianing  chap  tomonidagi  funksiya y,y',....y'"
o’zgaruvchilarni X ga ko’paytirganda u X ning biror m-
darajasiga ko’paysa, ya’'m

FOGXY XYV Xy ) = X" F{x,y,y’,...,yin)) (n3.7)
bo’lsa, u holda (11.3.6) tenglama y,y',...,y{) larga nisbatan bir
jinsli tenglama deyiladi. Bunday tenglamani yechish uchun

deb, yangi z —z{x) noma’lum funksiyani Kiritamiz.

Quyidagi larga egamiz:

Y-yzy"~ yzHyzr=(yz)z+yz =y(z2+2),

y" - y(z~l +32'+ Z"),..., y{n) = y-a)(z,z',l..,20>4)).
Endi bu munosabatlarni (11.3.6)ga qo’yib, (11.3.7) shartni e ’tiborg;i
olsak. quyidagi tengiikka keiamiz:

y"'F(xXz.z2+z"....fti(z,z"....,2("4))) =0
Oxirgi tenglikni, yv ga qisqartirib. z ga nisbatan (7—2)tartihli
tenglamani hosil gilamiz. Agar hosil bo’lgan tenglamaning ushbu
Z="(x,C,,C,,...C'm)

yechimini topa olsak, bu yerda z ni bilan almashtirib,
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Wtiglamaga ega bo’lamiz.

Nihoyat, oxirgi tenglamadan

L ypl exp(l<p(x,c,,c2,...cd a)<fc)

Mvlumni hosil gilamiz. Bu yechimlar oilasi (cn =0 bo’lganda)
m *() yechimni 01 ichiga oladi, ya’ni yugorida LT bo’lganda
m* gu gisgartirishda yeghim yo’qolmaydi.

IMisol 3, Ushbu

yy” YY PO

iBigilamani yeching.

9ir Berilgan tenglama uchun

I IF(>Y,y\y") = KOKXYNY yy' va
I\ Yy, Ay, AyNe=A2{yy'r-xy '2+yy") =A2F (x,y,y".y")

Itiimk, berilgan tenglamay,3,y" larga nisbatan bir jinsli
PA - 2) Tenglama tartibini pasaytirish uchun unda y'~zv va
Ifp r(z'+22) almashtirish bajaramiz. U holda berilgan tenglama
ijih itlugi ko’rinishni oladi:

(:" +z2)Mxz~y3'+y =0 => z'+z2-xz2+z =0.
Pliilll lenglamaning har ikkala tomonini z2ga bo lamiz va

" u deyniiz. Natijada ushbu u'—u=\—x tenglamani hosil
pluml/ Bu chizigli tenglama osongina yechiladi:

-tli'/. Bu yerda «=1z, z=y'ly deb, dastlabki
lumga gaytamiz va
y =1

L%
y  X+cfx A cexp( fx )

+c,e’
tfthnttni  lopamiz (yo’qolgan y =0 yechim ¢2=0 da hosil
11 Hiili)
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S.  Umumhishgan birjinsli tenglama.
Ushbu

=0 (11.3.8)
tenglama berilgan bo’lib,. x,y,y'...,y<s> larni mos ravishda
A9* A*_ | A*"larga ko’paytirilganda tenglamaning chap

tomoni uchun ushbu
F (XX, Xky,*P*~"y'— f*-"["7) = A™F(x,y9¥,, ¥Y™) (1.3.9)
shart bajarilsa, u hotda bunday (11.3.8) tenglama umumlashgan bir

jinsli tenglama deyiladi. Bu turdagi tenglamalarni yechish uchun
X vay o’miga

x=e\ y=zek (x>0) (11.3.10,,)
deb yangi / va z = " (0 o’zgaruvchilarni kiritamiz (bu almashtirish
X>0 bo’lganda  qo’llaniladi, X <0 bo’lganda csa

x —e y =zel almashtirishdan foydalanish kerak ). y ning x

bo’yicha hosilalarini yangi nomalum funksiya z ning t argument
bo’yicha hosilasi orgali ifodalaymiz. Ushbu

, dy dy dt _dy 1 dy 1
dx dt dx dt dx dt e’

dt
yoki

ylJ e (11.3.11

munosabatlar  ravshandir.  (1.3/100) tengliklardagi  ikkineh
formulani | bo’yicha differensiallab,

dt \dt

tenglikka ega bo’lamiz. Buni (11.3.11) ga qo’yib,

m gz - (11310

munosabatni hosil gilamiz. Biz y ning x bo’yicha hosilasini
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Sning t bo’yicha hosilasi orgali ifodalovchi munosabatga ega
ho'ldik.
ir  Xuddi shu yo’sinda ishni davom ettirib, y ning x bo’yicha

iyugori tartibli hosilalarini ham z ning /bo’yicha hosilalari orgali
ifodalab chigamiz: .

N =— = (" + (2k- 1)~ +k(k M 4T d
(dx dtm (dt ( )dt (e 2
mlLd"  dy"
P dx dt
I.dt+ (3 K-3)(Itirﬂ£|j(k,-l)+(*- 2)(2|<-1))a +k(k - \)(k-2)=3
(1.3 H)
nihoyat,
. dz <Tz
Hi' s =, 11.3.10,,
Vg S

Imli [(11.3.8) tenglamada (11.3.100), (H.3.10]), (MN.3.Kb),
jll, 1,1(),) almashtirishiarni bajarib, ushbu

r(c' n*tl=o’

( dt dt 'D'dt" )
iMjuinninni hosil gilamiz. (11.3.9) tenglikdagi /o’rniga e ni qo’yib,
I1* ||| F funksiya ishorasi oldiga chigarib, va unga gisqartirib,

| F(\Z - R A))= 0
Iy of O g o )

iidniijbli tenglamani hosil gilamiz. Bu tenglama erkli o’zgaruvchi
If hi oslikor ko’rinishda 0’z ichiga olmagan; shuning uchun 3.

t  Misol 4. Ushbu
W=y o0
f H Qaralayotgan tenglama uchun

Wi 11k/*y") TB p -yy'-x 3x . Demak,
LLb



—aRite* ~NIx'yy'-AV.m
va ushbu
2Kk-\ =2k~\=Db

shartlar bajarilganda, ya’ni k =2 bo'lganda (11.3.9) umutnlashgan
bir jinslilik sharti bajariladi (m = 3).Shuning uchun  berilgan
umumlashgan bir jinsli tenglamada (11.3.100)x=6 , y —ze
(x>0) almashtirishni bajarib, uni erkli o’zgaruvchi bevosita
gatnashmagan ko rinishga olib kelish mumkin. Buning uchun
y\ y" lami z yangi noma’lum funksiya, t erkli o’zgaruvchi va
z ning 1 bo’yicha hosilalari orgali ifodaiaymiz:

—dy__ +27)e’,
Aodx dt dt
b, dy dy' L d({z'+lz)e’) gx__
j* ~~<h dt

|_|_||M.+22>. +(z2'+2z2)e' <" =z*+32Z1
Endi berilgan tenglamada zarur almashtirishlarni bajaramiz:
lezeu(z*+ LW Wfi+2x>" =0,
. 2z7+2z2'-1 = 0.
Oxirgi tenglamada erkji ozgaruvchi t oshkor korinishda
gatnashmagan. Uiling"tarimihf pasaytirish uchun yangi noma’lum
funksiya sifatida p LUz' ni olib, z ni erkli o’zgaruvchi sifatida

garaymiz, p = p{z) . U'holda 7% dz mdz dzdp

dt dz dt dz
bolgani uchun ushbu

Z-~-p+2zp-1=0
47 p p

birinchi tartibli tenglamaga keiamiz.

6. Chap tomoni to’la hosiladan iborat bo’lgan tenglamu.
Faraz gilaylik.
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NAn w H K p iiP4{)HXxX
lenglamaning chap tomoni Xw}/%” n~n aaM M i
fcmksiyasi bo’Imish biror nw| V bodyicha
to’la hosilasidan iborat bo’lsin, ya"'m L,

woki
Mio.13M8u 1m % y -

| dy dy d% y-'w
jlenglik x,y,y'r*s+ $ %) o’zgamvehilgrning bareba. giynaaflanga
nishatan aynan bajarilsin.

U holda tenglamaning tartibi bittaga kamayadi LLI
imhbu

kn rinishni oladi.

K Agar (HJJ7) tenglamaning chap tep©«if#’la hosiladan
Wirat Uy p~3al Bl shunflay’ f|
Ibnksiyanutopish rnumkm bo’laeki,.- itij.ff) tenglamaning bar
ikkala tomonini shu (i ga ko’paytirib, t©% h@siiali tengMma Ipsii
Hilnnd|!'rBu )i funksiya integrallovchi ko’paytuvchi deb ataladi.

pi Masalan,,agaf:Jherilgan tenglama

i HHY)S

1i0\
|(i( v.j/), F (j£) —berilgan fpp”siyalp®)
BuwHlk'a bolsla, u - ifttegraiio”i
wo*
mMuinida u quyidagi birincki tartibilt different tenglamaga
Hlwtlldiw (y'Y—©(w 11}
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Misol 5. Ushbu

Xy"- -Xy'=0
tenglamani yechaylik.

9— Berilgan tenglamaning har ikkala tomonini n — 1

integrallovchi ko’paytuvchiga ko paytirib, quyidagilarni hosil
gilamiz:
XV v Yy
-yy'=0T |ttt
Oxirgi tenglama ozgaruvchilarini ajratib yechiladi. £~
Masalalar
Tenglamalarni yeching:
1 2yy”-y'2—y'2=0. 2. xryy" —(y +xy")2.
3.>"1-Y)=w » 4. y" =xy'+y +2X.
114. n—tartibli chizigli differensial tenglamaning
umumiv xossalari
Biz bu yerda ushbu
Y™ +an ,(x)¥Y") +...+a, (X)¥Y +a0(x)y = g(x) (1141)
#—tartibli chizigli differensial tenglama yechimlarining umumiy
xossalarini o’rganamiz; bunda y =”"(x) — noma’lum funksiya, ]
pberilgan an,(x).....£/,(x),ar0(x) koeffitsientlar va g(x) ozod hack
(o’ng tomon) biror / oraligda aniglangan va uzluksiz deb!
hisoblanadi,ya’ni {a(_,(x),...c/,(x),a0(x),g(x)} ¢ C (/).
Quyidagi Koshi  shartlarini (boshlang’ich shartlami)
garayiik:
“Yo » (11-4-2)

bunda xoe/ va >0, berilgan ixtiyoriy sonlar. j

Yuqorida e’tirof  etilganidek, aytilgan  shartlarda
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K (LAN),(NA.2) Koshi masalasi birato’la /oraligda aniglangarr
P*yechimga ega va bunday yechim yagonadir.
(bl.4.1) tenglamaning ozod hadi 0’miga 0 qo'yib, (11.4.1) ga
ilijnos birjinsli tenglamani hosil gilamiz:
y (M +a,_ (x)ysn) +...+a, (n)j/ +dO(x)y =d*u (11410
Ravshanki, bu birjinsli tenglama y = 0 trivial yechimga ega.
Qulaylik uchun ushbu r
(~ > Yy (11.4.3)

«fcjtartibli differensial operatovni kiritaylik. Biz bu operatorni /
oraligda n marta uzluksiz differensiallanuvchi funksiyalarga ta’sir

ettiramjz, ya'ni  (MM.4.3) ,pperatorni y =y(ar)e C"(1)
funksiyafarda aniglangan deb hjsobJayuiiz: Lfofiv’(1)C (1).
LLlo] operator kirish funksiyasi y ga ko’ra chigish funksiyasi -
Stfyjni hisoblaydi (aniglaydi): i

Jumla. (114.3) opgrdtgr chiziglidir, -y#L],. ,
bl V(y,y2lerC"()) -Z[ly, +| f = Z[yd+Z[y,d (udditivlik)
~bi VAe R Vye Cn(l) Z[Ay]~A Zfyd (birjinslilik)
uttxsa/ari o finli.

G-Hsboti hosilaning chjziglilik xossasidan bevpsita kelibj
ftigadi. &

| Natija. Agar, va jclI!
|p'/w, I/ hoida

LWHk o tinli.
LU - > Y r ¥ Kk funksiyaiarning chizigli kombinatsiyasi debt



ushbu IUWTMO  aytiladi;  bunda
C

Teorema. (11.4.1,,) chizigh birjinsli differensial tenglama
yechimlarining chizigh kombinatsiyasi ycTa shu tenglamaning
yeehimidir.

8-T WwllEep* ning  yechimlari  TSo'lsin:

K
L.y, 1= 0~/ =Xk. Biz ularning chizigli kombinatsiya

ham (11.4.10) tenglamani canoatlantirishini tekshirishimiz kerak. Bu
c"a Mtija va berilganga ko’ra iraVshan:

£Elrag=2n'°=°"*

(11.4.10) tenglamaning barcha yechimlari to’plamini \hbilan

belgilaylik: .L|

(11.4:4)
Llida funksiyalami qo’shish va funksiyani songa ko’paytirish
amallarini odatdagicha (migtama-huqta) kiritamiz. *

W m pwm LU LRI i chunki [10)ning
yechimlari  yig’indisi  yaria yechim. Shunga  O'xshash
sl = w (Ue R),  cliunki (10) ning  yechimini
0’zgarmasga qo’paytirishdan yana yechim hosil bo’ladi. Bular \,
to’plam kiritilgan amallarga nisbatan yopigligini angiatadi.

Endi ravshanki, (10) tenglamaning VA yechimlari to’plami
chizigli  (vektor) fazoni tashkil etadi. Bunda nol-vektor
tenglamaning y = 0 trivial yechimidan iborat, ye \h vektorga
garama-qgarshi vektor1 (— —y e\,

Masalahir
I. Wilg o funkstya feiror X~a,a) (a > 0) oraligda



1j)4+ K $ /,+{x)Y =®p>A} <zC((-a,a)), ka'rinishdagl
LLBVILLeiling yechimi bo'iishi nuunkinmi? y = 1—305 ¥-funksiyachi ? t
2 egaffii'
I K"y % 3 4 | L y]- 0,y(xai » 0} * LW y(x0)Jofc v,
It plam Vn ning gismfazosimi? ”
3 , .teraglareaniag;i1?i va q

Bfihffitsientlariga qanday yetarli va zaruriy shait qo’yiisa 1 .

Ka)
B b)ydAif

Bpchimlarga ega bo'ladi?
115, Chiziqgli erkli va chizigli bog’langan funksiyalar

Biror / v. oraiiqda ( a“mlangan
I JiK vifanr 2w M *)’is y» W 1  WPw»32RPY bea%ol o©ism.
1 funksialarning ushbu

- M Ww ju ||AalaPH

HMxigli kombinatsiyasini garaylik; bu yerda
OpA,.m T|MHLWL, wmular chizigli kombinatsiya
jincITitsientlari deb alaladi. Bareha koeffitsientlari noiga teng
bnlgan {4 '$x2 X chizigli kombinatsiya trivial
phizigli kombinatsiya deyHadi;.ifeg Ravshanki, trivia!l chizigii
ifeoitibinatsiya / oraiigda aynan noiga teng; Agar berilgan
hiilksiyaiarning biror notrivial @A\&N kophiffitsiyasi 1 oraiigda
lyilfln noiga teng, yani

W ATt (ad AN, yNx}» o,x* /,
144~ .-bja, i*jp
hu"lsa,p holda bu y ~ x ), ;¥y{x), funksiyalar (fu"®"#lar

Jjtitimasi),/ Oraligda chizigli bog’langan funksiyalar deb ataladi.
AKs holda esa. ya'rs y Jft) w/r (x)*r$, 1) mB h|h Um faddt
trivial Chizigli komMnatsiyasigina / oraiiqda aynan- noiga. teng



bo’lsa, u holda bu funksiyalar ~/ oraligda chizigli erkli
funksiyalar deb yuritiiadi. Shunday qilib, j',(x), y2(x), ...,¥.(X)
funksiyalarning ~ / oraliqgda  chizigli  erkliligi  quyidagi
impiikatsiyaning rostliginlanglatadi:

AGALX) =0,x e/ £ AMIIA-AT*).

Tushunarliki,  y,(x). y2(x), ...,yn(x)  funksiyalarning
chiziqli erkliligi bu funksiyalarning yozilish.tartibiga bog’liq emas.

Misol 1. Ushbu I,x,x2,x3 funksiyalarni chizigli erklilikka
tejeshiring.

0-1 Faraz gilaylik, bu funksiyalar biror / oraligda chizigli
bog’langan bo’lsin. U holda ulaming biror notrivial, chizigli
kombinatsiyasi / oraligning har bir nugtasida nolga aylanadi, ya’ni
hammasi bir vaqtda nolga teng bo’lmagan biror 1, /¥, Jly, 4

jA, [+]A 1+ TB\D0) sonlar uchun
4 + =0, x6/, bo’ladi. Lekin bu holda
+03X+ ko’phad ko’pi bilan 3-darajali va, demak,

«J ko’pi bilan 3ta nugtada nolga aylanishi mumkin. Har canday

/ oraligda esa nugtalar cheksiz ko’p. Shuning uchun ham

A o1+ /L x+AjX2m F4x' i (bundaj &, j+| /1, |+| 4, [+|lire 0)

ko’phad hech ganday oraligda aynan nolga teng bo’la olmaydi.

illipttifeoMgan zid"iyat farazimizning noto’g’ri ekanligini ko’rsatadi,

Demak, berilgan funksiyalar har ganday oraligda chizigli erkli. &
Misol 2. Ushbu

va

0, agarxfe® ho'lsa,

X2, agarx <0 bo’lsa
funksiyalar / = [—+.1] oraliqda chizigli erkli (11.1- rasm.).



1
in rasm
8—*Hagigatan ham,

M>,(*) +iy W w x €p U p W, M VMfelda dkfcgHenglikda
x Brl w(x =1deb lolT>x

i} NM'Vall

=1 =~ >1m %WSij*O'-
llemak, qaralayotgan funksiya: arft|j% ‘fagat ItfMal fhizifi|K
4 t)i|biiatsiyasigiw& / WL k1] oraligda nbtga feng.!'4>

fe Misol 3" CHdwm |, 5Ndn;, x "fuhkbiydli-
ortiRg'ida -Mjbig’Jangan/ | ~ehuaki -}*ulanrtng  LLLLLIO

1) elh- 11 WARER | Od?# ~otrivial. chizigli  kensbinatsiyasi,
upiumki, gynan ndlga teng: —i 4- sins P]$j jcfoer” LLL

p- Jumla 1. Berilgafi fuft'kay™ar chizigb bpg’langaiJibo™\WV
pliun Slamiity: bt/ qalgfetorininatAiyafetaa
iborat to’tifbj Yefegli ya zarurdr.

BMustaqilvishotlang (chizigli algebrani eslang).

ABiraz"  .""gianlik, "berfltgaii'1l' <=
ALLTYMX)8j/2 TN M AN PiwiksTydlar /* oraliqda wll.
Bftrta differensiallanuvchi bo’Ism. Ularning vronskiani (Vronskiy
drlerminanti) deb usftbu

y[*m
ieUirmjpantga aytiladi.
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Teorema 1. Agar v,(x), y3(x), ...,>%i(x) funksiyalar |

oraligda n—1 marta differensiallanuvchi va chizigli boglangau
bo 1sa, ularning vronskicmi shu / oraligda aynan nolga teng.

9—saTeoremaning shartiga ko’ra hammasi bir vagtda nolga
teng bo’lmagan A, A, .LLAHGA [+ 1A |+ ...+1X, 0) sonkn
uchun / oraligda ushbu
AN (X)+AY,(X)+..+ ArOX) =0sie/,

ayniyat o’rinli. Bu ayniyatni ketma-ket n—\ marta differensiallab,
quyidagi ayniyatlar sistemasini hosil gilamiz:

() + /Ry 2(x) +... + Ayn(x) = 0
AV/()+AY2(x) +...+ Ayfi(x) =0

AW=\x)+S 1 'S +- + =0
yoki vektor ko’rinishda
ffl 1 r yx) " Y y*) 1
V\(X '
W, een V0O 0
A W K 1

Oxirgi  vektor  tenglik  berilgan  funksiyalar ~ Vronskiy
determinantining ustunlari orasida ixtiyoriy xe | nugtada chizigli
bog’lanish  mavjudligini  anglatadi(| A |+jA |+ ..+1An  0),
Demak, algebradan ma’lum teoremaga ko’ra  berilgan
funksiyalaming vron$kiani har bir x e I nuqtada nolga teng. &j

Natija. Agar / oraligda n— marta differensiallanuvdw
J1(x), V2(x), ...,yn(x) funksiyalaming W(x) =W[yxy2 yi|
vronskiani | ning biror nugtasida noldan fargli bo 'lsa, 1 holda hia
funksiyalar | oraligda chizigli erkli bo 'ladi.

Bu yerda shuni e’tirof etaylikki, teorema 1 va lining]
natijasining  teskarisi  o’rinli  emas, ya’ni / oraligdl
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I (x)=W[y{y2:..,yu]=0 ekanligidan y L.\

Itmksiyalarning / oraligda chizigli bog’langanligi kelib chigmaydi.
Mu tasdigni quyidagi misol asoslaydi.
Misol. Ushbu

X2, agar x >0 bo'lsa,

0, agar x <0 bo'lsa
0, agar x S0 ba'lsa,

Y, (V)' - \
[x , agar x <0 bo'lsa

bmksiyalarni garaylik. Ravshanki, ular C ([—1,1]) sinfga tegishli.
(iKongina  tekshirib  ko’rish  mumkinki, [—1,1] oraliqgda
I (vy=W[y],y0]=0. Lekin biz bu funksiyalarning [—11]
IHidigda chizigli erkli ekanligini yugorida ko’rsatgan edik. &

Agar qaralayotgan funksiyalar biror chizigli (uzluksiz
HtIVitsierpfl bir jmsli differensial tenglamaning yechimlari bo’lsa,
W ltokla bu funksiyalar vronskianining nolga tengligidan ularning
mRt/igii bog’langan ekanligi kelib chigadi. Bu tasdiq quyidagi
IliMeinaning bir gismidir.

Teorema 2. Aytaylik, }\(x), y2(x), ....yn(x) funksiyalar
L, larlibli chizigli (1 oraligda uzluksiz koeffitsientli) bir jinsIf
mabrensigl tenglama 1\y\ —lining yechimlari bo1sin. U holda bu

ij A, y2(x), ...,yQ(x) yechimlarning (1 da) chizigli boglangan
p %\u uchun W (x)~W[y{yl...,yn] vronskiatming biror
Py/ui/u nolga teng bo lishiyetarli va zarurdir.
>W Yetarliligi. Faraz qilaylik, w (x), y2(x), ...,yn(x)

W< himlitming vronskiani x0e | nugtada nolga teng bo’lsin,
plh.)a 0. Demak, algebradan ma’lum teoremaga ko’ra
4 1.... Annoma’lumlarga nishatan

Ny, (x0) + 1y 2(x0) +...+ Anyn(x0) p O

yLx0) + A2y 2(x0) +... + X))
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bl MxoY*bl"~'Uxol+---+bl™<u)=0
chizigli bir jinsli algebraik sistema
(4 f+|n, |+ j~0) notrivia! yechimga ega.
Endi ana shu notrivial yechimlarning birortasi /1, 4 ,, An ni
olib, bu sonlarga kora y(x) = Aly [(x)+ lifey2(x) +...4-Aby lI(x)
fupksiyani  tuzaylik. ~Bu funksiya yechimlarning chizigli
kombinatsiyasi sifatida L[y] =0 tenglamaning yechimi va
A, N, , An laming tanlab olinishiga ko’ra
Nxo0)-0,Y (k"*'0, =®m Yechimning yagonalik
Xossasiga ko’ra y{x) =0, 1ya’ni tanlangan
A, 'K}, MRt ffA, j+%, T+ .fI\ f*0) lar uchun / oraligda
4 v,0) + Ay 2(x) +... +/1,>,(x) =0. Bu y$(x),r ..y, (x)
yechimlarning chizigli bog’langan ekanligini anglatadi.
Zarurligi. ylI(x);y2(x),..iiyll(x) yechimlar  chizigli
bog’langan bo’lsin. Bu holda ulaming vronskiani teorema Iga ko’ra

barcha nugtalarda nolga ten§ &
Ishotlangan bu teoremadan quyidagi bevosita kelib chigadi.

Teorema 3. Aytaylik, vy, (x), y2(x), ...,yn(x) fmksiyalar
n-tartibli chizigli bir jinsli L[y]=Odifferensial tenglamaning
| oraligda  aniglangan  yechimlari  bo Tsin. U  holda
J((x). y1(x), ...<¥"(x) yechimlarning vronskiani yo | oraligda
nolga aylanmaydi va buyechimlar chizigli erkli, yokiyechimlarning
vronskiani / oraligda aynan nolga teng va bu yechimlar chizigli
bog iangan ho 'ladi.
§»Faraz gilaylik, yt(x), y2(x), ...,yit(x) yechimlarning
W(x) ="[Y1y2,--y,] vronskiani | oraligda nolga aylanmasin.
U holda bu yechimlar chizigli erkli bo’ladi, chunki, agar ular
chizigli bog’langan bo’lganda edi, teorema 2 ga ko’ra W(x) \
vronskian farazimizga zid ravishda aynan nolga teng bo’lardi.
Endi teskarisini faraz gilaylik, ya’nl
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ny)arp)..4"% AWM yechimlarning , W(x)  vronskiani
B oraligningbiror tiugtasida nolga aylangan bo’lsin. U holda yarn
morema 2 ga ko’ra bu yechimlar chizgli bog’langan va, dernak,
m (x) Pronskian / oraligda aynan nolga. teng.

e * Masalalar
K Lt =0,y x)\ 1, furtksiyater- dmm$i erkli
ba lishi mumkunmi?
I I Ikkita funksiya biri ikkinchisiga proporsional bo'lgan taqdirdagina
jhb.ii]li bog'iiq bo'ladi. Shuni isbotlang. ¢
K A4 Jumla 1niishotlang. m

Il.e. Cltizigli bir jinsli tenglama umumiy
yechimining tuzilishi

K Bu paragragda quyidagi n~ tartiblj, ,jgfnzigli: s\Nehrksi:e
IttiulUtsientli bir jinsli differencial tenglama yechimining tuzilishini

H*|finaTniz:
LIyl =o, v (ii 6.i)
luiiila pLj-] +---+ft\(x) yI$ av(x)y va

L, <*(*), aoW }cC ")-

[T—tartibli chizigli bir jinsli differensia! tenglama (11.6.1)
NIhl' 7 dona chizigli erkli yechimlari bu tenglamaning bazis
triliiinlari yoki yechimlarning fundamental sistemasi deb
dliiliHi- Yuqoridagi 115 paragrafda asoslangamga ko’ra (11.6.1)
litlilttmaning 1 dona yechimlari bazis yechimiarni tashkii etishini
iHiiiitsiigini) bu yechimlarning vronskiani orgali aniglash mumkin;
ijifl Ini yechimlarning vronskiani nolga avlanmasa, uiar bazis
fffhiiularni tashkii etadi. Quyidagi teorema (11.6.1) tenglama

LLInkTHY yechimining tuzilishini gchadi.
N Teorema. Ixtiyoriy chizigli bir jinsli (11.6.0 W jfowsial
tffijtluiih tiling bazis fechimlari mavjvd Ve toningl har ganday
m-hinii biror. bazis yechimlarining clnzigli kgmbinatsiyas®h(Ne

yafa ulllp=nm
f Quyidagi n guruh boshlang’teh shaiffernt garaytek

lit



Yix*)# - O, O , [/ 1HW )-0;
\:kn.6.2,)

OM MW rlWP )l&W BHH B =0

(1162,)
UsMw J0O/),(11.6.2<): (11.6.t>"i;d™M'M ; FIMTMWt,,) n
,%®| >K#shj, bar bin 1 oraligda !tet*f4i%in' yagona
yechimga .egq,. ', ,4%u.54 jyghip{ffin|i|tt: ..iuos. ravishda
yY® beigilayhk. Sunday

O W W W& 11x\WNe | o,;;;ffEg /2L
(ya’ni (p\n{x0) = 513+]). .m(H.6.3)|
fifis f,n W ~ 3%(x). sea@*~su(jfXyetbimlar chizigli . erkli,
ulaming vronskiani x *$36nuqtada, [, E B ga ko’ra, birgal
teng, Demak, ularl5sfef6 vechrmlarni tashkil etadi.
f i tffHN1raj HNd ww e bazis yechimlar
oT W .i™jp ™ pp | yechimlardan farglil
imutbktrtb’Wittybriy y —y{x) mechirn sbn bazisj
yechimlaming wjjpifi kombinatsiyait®an, todfrcat ‘ekantiginfl
ko’rsatishimiz .. kerak.  9>,(x), qr{x), <p,.{x) chizigli * erkin
mlarning vronskiani w/]
Dernak, ushbu ;

(ot c2e(xin + .+ 1,d),'(X0) = y (x0),

L w Ll L sistemaui gaivoatlanliruvebi yagona Ay|Ypl|w
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MuMud Aw: larged
u(£f) (X)PHHHPpi» W4T funksiyani  © tuzaylik.
Vrchimlarning chizigii kombinatsiyasi sifatida y(x) ham yechjm.
Hoiulan tashqari, c,, <2, ,n%,, laming tanlanishiga ko’ra

nv)=* = Mey>LL, N O P -
(K'lliak, WM ya y(x) ycch,unlar i*r xil boshlang’ich shartlami
mmoatlantiradi. i [ ] , i yfathi.

&(N*K « *yani*xip [HH W w W 9 +->#4#«).x)iraH |
Ishotlangan teoremada [o0] operatoming koeffie|"|!|l.ari
mtlyksiz frekanlwp ahamiyatli.  Agar » . .operatoming

liuffitsientlari uzluksiz bo’Imasa, teoremaning”ulosasi noto’g’ri
m ’lIshBiflimkin. fiuni quyicJagrrftisoi asoslaydi.

Misol. Ushbu

np - dlyBpl ' ‘Ws | m
LIi.[O,lagar .+ s 0 bolsa,
(kxmehi  tartibli  (uzluksiz bo’lmagan koeffitsientli) chizigii
(lillercnsial tenglaniani garaylik. Bu tenglamas(-00; +00) oraliqda
«nhitnugan =\,y2=x3,v3=|xP vechimlarga ega (teksbirib
jo'FIng)- Bu yechimlar K da chiziqii erkli. Hagigatan ham, faraz
jilaylik,
"0+ AX3+M|nB=0, xe M,

lui’lsm U holda

n +V 1=0, x>0,

N A+ AK3- Ax3=0, x<0, ,
X*ladi Bu tengiikiardan A =0, 2+A=0, A - A =0, ya'm
No.ifir =A =0 f ekanligini topamiz. Demak, qaralayotgan
N ®Iw) —x*y$ = x|3 funksiyalarning fagai trivial qlj|ligH
Linblgatsjyasigina aynan nolga teng, ya’ni ular L, N erkli.



Shunday qilib, berilgan ikkinchi tartibli chizigli differensial
tenglama uch dona chizigli erkli yechimga ega ekan. Agar a(x)
koeffitsient (—eo0;+00) oraligda uzluksiz bo’lganda edi, bn

differensial tenglama lkkita chizigli erkli yechimga ega bo’lib,
ixtiyoriy ~ uchinchi  yechim shu ikki yechimning chizigli
kombinatsiyasidan iborat bo’lar edi. &

Masalalar

1 y"+COy=0fO) LLkonst > 0, tenglamaning ~ umumiy
yechimi y —C Q08&x+c2sincoscox formula bilan  berilishini
ko'rsating.

2. Ushbu x2y "+ pxy'+qy=0,p,q-const, x>0, Eyler
tenglamasini  qaraylik. A2+ (p —\)A+ Q=0 kvadrat tenglamaning
diskriminantini D = (p —\)~—4¢q, ildizlarini esa AVA2 bilan
belgilaylik. Eyler tenglamasining umumiy yechimi

y =c¢, x5 +c’x”2,agar D >0 bho'lsa;
y —(c, +¢, Inx)x 1,agar D =0 bo'lsg;

y =(c,cos(ImA,Inx) +c7sin(ImA, 1nx))xKes, agar D <0 bo'lsa,
ko'rinishda tasvirlanadi. Shuni isbotlang.

11.7. Bazis yechimlariga ko’ra chizigli bir jinsli differensial
tenglamani tiklash.
Ostrogradskiy-Liuvill formulasi

Bazis yechimlariga ko’ra mos chizigli bir jinsli
differensial tenglamani tiklash. Biz yuqorida «—tartibli chizigli
bir jinsli differensial tenglama Lfy'j*Oning bazis yechimlari
mavjud ekanligini asoslagan edik. Endi teskari masala bilan
shug’ullanamiz, ya’m bazis yechimlariga ko’ra mos differensial
tenglamani tiklash masalasini o’rganamiz.

Teorema. Aytaylik, {(pfx), {x), p,,X}c: C"(7)
funksiyalarning f¥(x) =1VItpfx), qr(x),  (@(x)] vronskiani



/ oraligda nolgci aykmmasin. U holda bazis yechimlari shn
funksiyalardan iborat bo 1gan L[y] =0 ko *inishdagi n-tartibli

i hiligli uzluksiz koeffitsientli birjinsli differensial tenglama mavjud
fii yagonadir.

6— Yy - _y(x) noma’lum funksiyaga nishatan usbu

P& RE) . o9xx) ¥
@0 . e Y
(1.7.1)
(Pr/Ix) sm (pn'Nlx) ¥y "1
<p\'x) YYO) mp y=x) yr
ellllerensial tenglamani tuzaylik. Ravshanki, bu tenglama n dona
ye <P\(xX\y —(2{x), ...,y = 9,(x) yechimlarga ega (ikkita ustuni
bn xil bo’lgan determinantning giymati nolga teng). (11.7.1) dagi
itrlerminantni oxirgi ustuni bo’ylab Laplas formuasiga ko’ra yoyib,
Ni/ilgan tenglamani quyidagi ko’rinishda yozamiz:
B y{n) +ant(x)Y " D+eee +« (X)Y +a0(x) y=0;
bu yerda a;](x),...,in|(x),a0(x) koeffitsientlar berilgan
hmksiyalar va ularning n- tartibligacha hosilalari orqali
Im paytirish, qo’shish va W (x)*0 vronsianga bo’lish amallan
Mudamida ifodalanadi va shutting uchun ular | oraligda uzluksiz.
IHShunarliki, berilgan funksiyalar qurilgan shu n- tartibli chizigli
Nl jinsli differensial tenglamaning bazis yechimlaridir (W (x) ®0).
hull bunday ko’rinishdagi tenglamaning yagonaligini ko’rsatamiz.
laraz gilaylik, berilgan y = (pf{x),y = @2(x),....y = (0(x)
funksiyalarushbu ¥Y"* +all_[(x)y{n n + eee+ a,(x)j/ + a0(x)>"= 0
Mfluksiz koeffitsientli tenglamaning yechimlari bo’lsin, ya’ni |
ithiligda
| <o(xNeix) +LL(X)tp\(x) + me+an , (x)Y"-T(x) + (p\) (x)» O,
(*) +a0(<p2(x)H---Hl,.(p2 0(x) +pf(x) =0,

LL(x)<A(x) +000)(en(x) H - Han Xx)(p(" n(x) +$»>(*) a 0
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Bu ayniyatiarni a0(x),<a,(x),...,a;j ,(x)noma’lumlarga msbaiaii
chizigli atgebraik teaglamalarlLListemasi deb garaylik. Slstermmu){
determirianti

P X)) X)
2 LN
E2{x) *P2(x) (x) = W(x) DOXE /.
e <pl"*?{x)

Demak, an(x),a,(x)___ I ,(x) lar bu sistemadan Kramei
lormulalari yordamida (p]'\x) (/,j =1l,wj uzluksiz funksiyalai
orgali birgiymatli topiladi. Is

Ostrogradskiy-Liuvill ~ formulasi. L\ W —0  chizigli
tengiama yechimiarining vronskiani uchun Ostrogradskiy-Liuvill

formulasi deb ataluvchiyprmulani hosil gilamiz.
Dastlab determinantni differensiallash goidasini keltiramiz.

Lemma. Differensiallamtvchi tf. =r/i;(x) funksiyalardun
luzi/gan n - lariihii
Al dB == n
IV ax

An m Mvm
detenninantning hosilasi uchun quyidagiformula o 'rinli:
a=A et
hunda A ‘kfeterniincmit Amhg i- sdtridagi elementlarning o rniga
ulitfdhig hosilashti ybzishdan horn bo ncin.
8- Detertnipant ta’rifiga ko’ra

A=Y j(-\)"u"h-J"dud2h...drh, (11.7.3)
bunda yig’indi 1,2. n sonlarining barcha j\,j2,--mj,,
o’rinalmashtirishlari bo’yicha hisoblangan, bilan
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/... jno’rinalmashtirishningjuftliligi belgilangan.
Uttyiilagilarga egamiz; <

W*£ <jajw |’(dbdvim 3=
V (-ir°-Aty> (Arf23..dr+dhd AL d% +-+& hdg; ...dK) =

oy (\f@ ~ d [ hdih ..djn+ % (-ifu-d~i")d,dizh ..d," +

Foee + S&h 7#H>=n" +% + --+A»
[*u yurda
a,-E <-1T «™yn LY <<=ui)

fkHomiinant /1 determinantdagi /- satrni uning hosilasi bilan
ptnuishtirislidan hosil bo’lgan. &

Teorema (Ostrogradskiy-Liuvill formulasi). n- tartibli
bir jinsli differensial tenglama

BI' +aPK(x)y' M +...+al(x)y' +an(x)y - o ning n dona
VE* W)Y, Y2(X), ,VY - VY,.(X) yechimlarining W(x)

ufimskiani uchan ushbu |
n

W(x) =W x0)exp - (s)ds (N.7.4)

Ihirogradskiy-LiuviUformulasi deb ataluvchiformula o Finli.
8- VVronskian ta’rifiga ko’ra

L Va(X) ey, (x)
W(x) = yIo)  y2AX) e yux)
V("' "(x) " n(v) .. yir\x)
lIti dolerminantni (11.7.2) formuladan foydalanib differensiallaymiz.

Hunda hosil bo’luvchi determinantlarning dastlabki n—1 tasi nolga
Ittlg bo’ladi, chunki ulaming ikkita satri bir xil. Natijada
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PP M*) 'VSWMpi
> () ... wxxy
K H fl wury

tengHk:'Isysjj bo’ladi. Enidi whjp]ftofnmg ‘yechim illtanligidiiit
A*J* - r b
X); YN (%) + n.4-nryry'Xx) + a@x)yI(x) = 0,

LH 4 (@)- ofix)" (x)

lw7'5) da 'o'ng tomondagi J df&VrHW&htTnfrgl"bijlbcm'i  satrinj
‘a,\x)ga, i'kkfnfflii salrfni a, (x) ga va h.k. /7-1 satrini a) 2(x)gj
*h4rftirib, ularni bxirgi N-satrgd qo’sIMiHfeik W, w W H A AH
K6T& 6 xS~ * trdb; umumiy ko’paytuvchi hosil bo’ladi
oW determinantoldiga chlqgai'ib, usbba
*F% x)"N-a,,_t(x))Ik(x) |
tengllkni topanpif B| UgiAl mrfi (11.7.48rltkmiila ravshan. §t j
Chizigli tenglama tartibini pasaytirish. Agar L\y] =fl
eblLipr tengfestnaning y*=(p{fob (fafolij)} yechimi ma’lua
bo’lsa bii tenglamaning tartibini  bittagfl
kamaytirish' mumkin. Buning ydw tiiglamada w |8 {r1
W MW W w .bajaramiz™ ’bunda w» —zifo)yangi  noma’lui
KemkllIfsjlilalarni bisobtaymiz:
il}
[Ty [T (pxn™ A $2x)n"+M - |w

1 | POt |
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HulumL XLyJ- Q tenglamani  hosil
jailrtiniz:
+pINM +a0(x)u *Q,
HepHanki2®(i=1 bu t*glarnanirtg *Mhiln~fhiibki A np LU KO .
Ifternk, aLlx) =0 v&U=ti{x) noma’lum ftmksiya ticMii usliSu
i, Qunl-"g b)) Ww W a, (x)u' WB

iMglama hpsil bo’ladi.'Bu tenglamadait—
m ‘rinishda gatmshmagardigi uctmh v.» it' dfeb, LgmLLI nolga
;8yliminagan oraligda) v ga nisbatan (n—1)- tartibli differensial
mdglainaga kelamiz.

B~rgar WMWpsa fariifeli . chizigli  bibv'fin~t ~ tenglama
) “irU[Ix )jy" + «oLLl 1 B Oiling, mnbuwar,,, .
Htiiimi rn”lum jbo’lsas tenglamanmg bu.”gchirnga chizigli bog’Uq
m'Imagan IKkinchi y =*y(x) yechimini Ostrogradskiy-Liuvil!
PtfMUIlasidan fbydalanib topisb ham mumkirn

M P i
jpM'gi chizigii birinchi tartibli tenglama standart usuilar yordamida
Mshiladi.
Masalalar

I» ~(.v) funksiya C 2(/) sinfga tegishli va,/ oraligda nolga avlanmasin
jMBIUmlari

W £1} <P va x<p(x) ;,
wb)*p{x) va U(p(x) (dp\x) ) !

* lgan chizigli ikkinchi tartibli differensial tenglama tuzing.
ikkinchi tartibli chizigli bir jinsli .tenglama
I f aXxyy biror yyp <P\(x X 94(-r) ~ os \ffcldmi

Bphnt bolsa, tenglamaning
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ikkinchi yechimini toping.

3. Agar y"+ afx)y'+ao(x)y =0, {tf,(x),c/0(x)} cC([a,+00)),
tenglamaning har ganday yechimi o'zining birinchi tartibli hosilasi bilan
birgalikda x —>+00 da noiga intilsa, a,(x) funksiya to'g'risida nima
deyish mumkin?

11.8. n -tartibli chizigli bir jinsli bo'lImagan
tenglamani yechish

Bir jinsli bo’Imagan LL,y] = £(*) tenglamani garaylik. Bn
tenglama umumiy yechimining tuzilishini quyidagi teorema ochadi.
Teopema. Aytaylik, y —LI/(x) funksiya birjinsli bo ‘Imagan
L[y] = g(x) tenglamaning biror xusasiy yechimi (L[ij/]1= g(x)j,
tpx,...,(pn funksiyalar esa mos birjinsli £[>7 g0 tenglamaning
basis yechimlari bo'lsin. U holda L[y]—g(x) tenglamaning

umumiy yechimi y=y/+ ¢/t (c,,..., cn—onst) formula bilan

beriladi, ya ni birjinsli bo Imagan tenglamaning umumiy yechimi
shu tenglamaning biror xususiy yechimiga mos bir jinsli
tenglamaning umumiy yechimini go 'shishdan hosil bo 'ladi.

&T Ravshanki, Yy = funksiya c,,....r

laming ixtiyoriy tayinlangan qiymatlarida bir jinsli bo’lmagan
L[v] = g(x) tenglamaning yechimi:

Ny]=L 2", +V = +I[y/[]="c,- 0+ L[y]=9g(x).
LA J A 1=

Endi L[y] =g{x) tenglamaning ixtiyoriy y yechimini garaylik:

L[yl = g(x), L]\f/] = g(x) ham bo’lgani uchun Z[°] operatoming

chizigliligidan L[y—(//] =0 ekanligi kelib chigadi, ya’m y-t/t

funksiya mos bir jinsli tenglamaning yechimi. U fundamental

sistemaning biror chizigli kombinatsiyasidan iborat bo’lishi kerak,
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yn'ni biror ¢,,.. .,c() larda yT-l#bI?.£Ne bo’ladi.
Sl

Demak, y =y/+ G . h
i=

e Bir jinsli bo’lmagan tenglamaning xususiy yechimini
lopishda quyidagi superpozitsiya prinsipidan foydalanish nuimkin.
Jumla (superpozitsiya prinsipi). Agar y =y/1(x)

funksiya L[y] —g,(x) tenglamaning y —y/2{x) funksiya esa
11’ = g2(x) tenglamaning yechimi holsa, 1 holda
VAYti(x) +y/2(x) funksiya ushbu L[v] = gt(x) + g2(x)

tenglamaningyechimi ho ladi.
Isboti ravshan.
Misol 1. Ushbu

y"-ly'+2y =2+ 4e'x
tenglamaning xususiy yechimini toping.
8Fy"-3/+2y=2 va y”- by+ 2y —4edt
liinglamalarni  garaylik.  Birinchi tenglama, ravshanki, y =1
uvhimga ega. Ikkinchi tenglamaning yechimini
CVv* JTyvko’nnishda tzlab ko’raylik. Uni tenglamaga qo’yib,
ttovia'lum « soni uchun 2k =4 munosabatni hosil gilamiz.
ltemak, k=2, ya'm vy =2¢ix funksiya y”- 3¥Y +2y =4edv
tenglamaning xususiy yechimi. Superpozitsiya prinsipiga ko’ra
Fe 1+2e3x funksiya berilgan y"' —3y'+ 2y = 2 + deX
tenglamaning (xususiy) yechimidir.
Lagranjning ixtiyoriy  o’zgarmaslarni variatsiyalash
ML, Bir jinsli tenglama LLY|=0 HUHr w(x),(p2(x),...,(pLUx)
is yechimlari ma’lum bo’lfiin. U holda bu tenglamaning umumiy

ytthnni, ma’lumki, y = 2~ci(pl(x) ko’rinishda ifodalanadi; bu
LI
ymlii  cvc2,...,cn- ixtiyoriy o’zgarmaslar. Lagranjning ixtiyoriy
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0’zgarmaslami variatsiyalash usuliga ko’ra#bir jinsli bo’Imagan
L[y\=g(x) tenglamaning yechimi ushbu"

.Y="ﬁc i(X)<pi(x) mS (I.s-lo)

ko’rinishda izlanadi; bu yerda c,(x),c2(x ), cn(x) — hozircha
noma’lum uzluksiz differensiallanuvchi funksiyalar. Ulaming soni
n ta. Bu noma’lum funksiyalarni (11.8.10) ifoda -E£{y\=g{x)
tenglamaning yechimi bo’lishi kerakligidan aniglaymiz; bu bitta
shart. Urnuman olganda, biz yana n—\ ta shartni o’zimizdan
go’yishimiz mumkin. Hosilani hisoblaymiz:

Hosilaning ko’iinishi sodda bo’lishi uchun noma’lum funksiyalarga
nisbatan ushbu

£c'(x)p,(x) =0 (1182,)
shartni qo’yib,
1Y =i l9(xM(x) (1.8.1,)
LU/ T topamiz. lipdi Y rif hisoblaymiz:
f=17c'()y() +  a()y (),
Ushbu
(1.8.2J
shartni go’yib, ikkinchi tartibli hosila uchun
Yy =c,(X)<jtf(x) (11.8.9)

sodda ko’rinishli formulani hosil gilamiz. Shunga o’xshash fikf
yuritib, c'(x) larga nisbatan mos shartlami qo’yib, topamiz:
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W c!(x)<pLL(x) =0, (11.8.2,,.2)

(118.1,,.i)
fendi
1181,
W+ el ( )
liosilani hisoblab va  y, y\ Avs>  laming  giymatlarini

(I1.8.1))-(n.8.1,)) dan yechilayotgan L [vf*g(Xx) tenglamaga
mo'yib,

w =sc A
ve’ni
’l:l ¢ (XM Z-))(x) ="(x) (11.82/-])

lenglikni topamiz’ Shunday qilib, c[(x),e'2(x),...,c'n(x) larga
Blbatan quyidagi chizigli algebraik sistemani (yani (11.8.20)-
jtfll.8.2,,.]) shartlami) hosil gildik:

X0 M (%) =0

Ac'(x)<p'(x) =0

flé-c'(x Ne (" 2)(jg = O

JElj?j;(x)p/""n(*) =9g(*)-
Wipistema c[(x),C'2(X),..:ye'XX) larga nisbatan yagona yechimga
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ega, chunki sistemaning determinant! (p{(x),q)\(n:),-...(pn(x) bazis
yechimlarning W (x) vronskianidan iborat bo’lgani uchun u
/ oraiigda nolga aylanrriaydi. Kramer formulalariga ko’ra

0o ) - ap

C)=— — =E
1OTWE 0 P20 w e
9 w w - €-'4x)

W) o LK
e, =9(x)0)2(x),
<pT'\x) g(x) sl "\x) ...
"y BAX) O
1 ) ©29 Q = g{x)con{x) ;
(i .ou W g(x)
bu yerdagi <y,(x), t0,(x), funksiyalar /oraligda C'

sinfga tegishli.
Endi c,(x), c2(x),c,,(x) noma’lum funksiyalami ushbu

G (x) = £ g(s)a)i(s)ds, i =1n (x0e 1l-tayinlangan nugta)

ko’rinishda tanlaymiz va (11.8.l0) formulaga ko’ra L[y]- g(x)
tenglamaning

y=  c(xuw(x)= M

yoki



Y- 1 K{x,s)g(s)ds (bursSa K(x?s)=" w (je)<y,(n) ) (11.8.4)

~echimini topamiz. Bu (11.8.4) fprtwiula Koshi formulas!, LU > M
fuoksija esa Koshi funksiyasi MH LW !
MW m Koshi wll LW W widlll sl W prinsipidan  LUMHLLILLLp{
keltlrib chigarish ham mumkin.
Jumla (Dyuamel prinsipi). Tayinlangan ixtiyoriy s g/
mugta ttchitn Wia gy p LY LU T wilin =

(11.8.5)
fCoshi masalasiningyechimini belgilaylik. U hoida
(11.8.6)
minksiya
118
Yo . (87
Ko i/ masalasiningyechimi bo Tadi.
i-BbotL yachmni  L[y\=0 tenglamaniag

W (1)*¥20&4 & *(x) bazis yechimlari orgali qurish oson, chunki

w W ww

va quyidagi boshlang’ich shartlar ganoatlanishi karate



LLI'LUS»‘—i

Vel [ M XK H bdfgilashlardan mft*alacinb,
G , ‘norna’lumlami topamiz:
uct
Dfeiriakv ' T = '/;(c"xu.l," \}'m &J&i m Bu fortnuladan
t

ravshanki, f* fenltsiya S bo:ft# » -ail|slim%*ac bo’yicha esa C*
sinfga 15pal/HIEA(NG A LIV (% M (& fewigglifcii' LeybnJts qaidksiga

ko’ra differensiallaymiz pi [ funksiya uchun boshlang’ich
stiaiftardah ftMalanib, ~idagilarni topasmiz:

Deraak, |
=m
ya*hj | , LW LLILLIMe«!§(*) tenglanw ganoatlandi,
boshlang’ipl shartlarniug

bajarilishi ravshan.

latoh.  Jgiplanifig;®sboti  jarayonidan  tushunarlikjl
l4p'anjning ixtiyony o’zgarmaslarni variatsiyalash  metodl
W m m prinsipiga moliiyat (mazmuft) jihatidan LLw, kucblY
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("CM~ TN -Y) .~ K> funksiya "||)slga ko’ra
qurilgan mos I funksiyaga teng. Deinak, agar K(x,s) Koshi
funksiyasini ushbu

*—k*>& fr****"

|ifu=0, Ku=o0, h (1LO)
Koshi masalasining yechimi sifatida topsak (bu yerda hosilalar x
0°zgaruvchi bo’yicha hisoblanadi, s - parametr), u holda

7 ur I i .ill.8.9)
funksiya L[y\=g(x) tenglamaning
|Wen,=0*y'\%2é- 0 =0, shartlarni ganoatlantiruvchi
gtususiy yechimi bo’ladi.

Misol 2. Ushbu

I f{x) (€o™O, c(fi
lenglamani yeching (garmonik ossjjyatorning majburiy harakati.
M vagt). Mos bir jinsli tenglama y”+oory=0 ning bazis
weehimlari - w&aa3&x;y-~um u fttiy j yechimi
y «c, Coscox+c2sincox (bu garmonik tebranishiami ifodalaydi).
licrilgan bir jinsli bo’lmagan tenglamaning Xususiy yechimini
ugi'anj usulidan foydalanib topamiz, ya’ni bu tenglamaning
mchimini y = c”x)cos<yx+c.,(x)sin<0x ko’rinishda izlaymiz.
Kijlhbu

w(x)cos(M  (x)sincox=0
ihnrtnft-qo’yib, y' —e, (X)6>sin cox+ c2(x)ft>COS(ox formulani
hitill gilamiz. Bundan y" ni hisoblab, berilgan tenglamadan
L -c[(x)tysin cox +c- (x)cocos cox = f(x)
lI»rtrtnilhosil  gilamiz. Shunday qilib, c¢,(x),t2(*) noma’lum
Jtiilksiyalar uchun
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{ = 0
\A$fk)cb sill <dB¥LLI(x)0)-£03 T x~ ffy)

sistemani topdik. Bu sistemadan ~'(j* < x) lar bir giymatli
aifiiglaBadi:

Bunda»

Bex M ublr| LW H te kdagari tenglamaning

m*ﬂVlEMEM§tnft>x fAx)<hk”siix(0ox Jcosm ~f(x)dx.

yeNeHwiifl topdik." Bd’yecftimni aiiiq irftegral vordamida
qayidagiaiis }$saa/plLLToMn:

Ijn\fplIf

yoki

Berilgan bir jinsfi I "Imagan tenglamaging umymiy yechirni
JfisuA jsirtmixBAM ApoT1+LLcosfiXx

ko'rinishda ifodalanadi.
Endi ushbu

L, Yl a0 Foos(Qx +<p$’
{m>0, F>0.Q >Q,Dberilgan soniar) S
trgfamam qaraylik. Agar x vagtni belgilasa, bu tenglani
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mPpMk osl™aferning kudfi ta’siridagi
Inajbul™ tebranishlaffni shSvaWaydi. Tengiamaning umtimiy
iteechinjil r,

& |8 £ :jnsifioAx - s) “Vioi(EB bl C, COS<»X4 < 25in cox
(formula bjlan,barila<|i 1|o yerdagijntegraini hisoblash udiun ikki
piolni garaymiz.

LMmA'Sl bo'lsin.  Bu holda kerakli / bisobtebla”ni

gixcharnlashlami 10iyQopamiz: (il

Bfechim garmonik tOfabiihlar -'ffig iadisidaii* ibonkt u
chegaralangan.
c0 |SQ bo'igandaye”jiim quyidagi ko' rinishda ifgdateadl|

v F .cos WWALLIwLLp (OX.

HuRormuladan garajayolgab "$Chiuy tebranishlar aitiplitudasi vaqt
u'tIshkbiIaL% .::\& |k0'pay\H<Vch H(I:VI p léesLiE@rﬁsbihi'Ji ramiz.
I1111B hoi rezonans holi debktaladi*bf*'
Miso! 3. Ushbu
w ~ /4 # #(*) 4irwC{1))- ,
jjiliglnmaga mos bir jinsli tengiamaning e-s,e’,Xxe' bazis
jfMehimlarini bilgan holda lining xususiy yechimini toping,
&  Koshi formuiasidan foydalanamiz. Bw ing uchun
ft(a,s) Koshi f funksiyasini yuqorida Kkeltirilgan izohga ko’ra
mpi
r{kiw K *i0\

a”H WWApV W MW [r
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bQshlang'ich masalaning  yechimi $ifatida  topamiz.
y”-y"-y'+y =0 tenglamaning bazis yechimlari e~\ex,xex
bo’lgani uchun

K =cie~x/fci€!t*c3xex

bo’lishi kerak. Bu yerdagi *noma’lumlar boshlang’ich
shartliarning ganoatlanishidan topiladi:

SHpfl cex+cks+cIe* =0,
=0 -CxXx+cre +c3(I+s)ex=0,
+cf +Cj(2+,i)fe* = 1
Bu sistemani yechib, c,,c\ 'Of noma’lurhlami topamiz:

L L yap o
Demak,

K —K(x,s) =c.e '+c2' +c7xex—
T LU LU LU X

Endi Koshi formulasiga ko’ra izlangan xususiy yechimni yozamiz:

y=K & ||M 1-

Bu yerda x0 tayinlangan nugta, Ac6 R —erkli 0’zgaruvchi.
Berilgan tenglamaning qurilgan Xususiy yeghimi
y(X,,) =j/(x0Q = F'(xn)=0 boshlang’ich shartlami
ganoatlantiradi. b
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Masaialar
1 WU Xjif ha 4©0SX, X>0. thngtamanifvg
mirumiv yecSamA gliririg,“Mtios' bir firsK tenglamariii”” yecWnjari
Ww Inx \

I 'leoiqaL»B- '

C'+{1 +ppjlxw|l|lm

tlkkinchi tarttbli WTwl differenSiStt ~ttgtamaiabg har ganday yeehimi
1 4k -#0 da cfecgaralattgan bo’liskmi isbella»®* 7|||SISEi;Cr|OjiNe~J;deb.
hisoblanadi

11.9. Tenglamani komplekslashtirish

f Biz yuqorida ' Ichizigli  tenglajnaiiing
lv =<pfx), ;| =K, hagMy «flitimlarini 0’rgandik, (tengiamad™
jgatnashgan “ptt&war fiagjffiNe edi). Ba’r™n bu tenglamaning
mjmpleks yewImiknnltopishga wjtti keladi.
p” Oastlab oraligda aniglangan '%nksiya,
tQ'WdftriJawMllli'itayiii."
B~fiortipieks soniai  rrtaydpnini  odatdagidek C  biian
[btkilaymiz. w:I~C YjfeljannH* | oTllw
kompleks funksiya haqigiy o'zgaruyfihimng .kompleks
|fbBksffasi) deyiladik'll bar ganday xmJ hagigiy songa w(0m &
kompleks sonni t$#s keltiradi. Bu w(%) kompleks soiliil*|:iaA”t
Ivalnavhum gismlarini ajratib, uni
yozish. memkin; bur yerda btk ($ &<$)*
| n u(x) = Rew(x) -bw LLIy gfem|;;p"&»-®,
inavhum akT. Demak, bitta kompleks funksiyani berish ikirita
Thngigiy funksiyani (haqgigi“raa mavbum gismtar$il| berish demakdir.

pUx) Ln{x) + iwhc) kompleks funksiyani Y-xp
filiiksiya kabi tusbrmwsh bam murnkisk ¥mSs>%fflMya echun
pEQordiNdalar tpsHunchalari  iflirplt,

SI?



uzluksizlik, hosila, integral, ...) bevosita kompleks funksiya holiga
ko’ehinladi. Masalan, xOe / nugta uchun

limw(x) - lim(w{x) +#$(x)).?9 lim«(JIx)+/ limv(jf) deb
hisoblanadi. Agar berilgan x0e | nugtada u(x) va v(x) hagiqiy
funksiyalar uzluksiz bo’lsa, u holda w(x) = u(x) + /v(x) kompleks
funksiya shu x0 nugtada uzluksiz deb gabul gilinadi. Xuddi
shuftga 0°xshash hosila va integral tushunchalari kiritiladi:

W'(X) = (W(x) +iv(x)) >ku'(x) +iv'(x),

fWX)E& = fy(x)dx +i fy(x)dx, {a,b\LL} I.
Osongina ko’rsatish mumkinki,

| w(=¥)=lim
formula ham o’rinli bo’ladi. Hagiqiy sohada hosila hisoblash uchun
asosiy qoidalar kompleksfunksiyalar uchun ham saglanadi: z15z2
kompleks sonlaf va, differensiallanuvchi (ya’ni hosilaga ega
bo’lgan) iM(x),mt(x) kompleks funksiyalar uchun

w(x+h)-w(x)

(*,w,(X) + z2w2(x)) =r,m{(x) + z2w2(x),
WL W e {x)Y - L (x) ® +w (x)34ni i_;'
ljgjH (11.9.0)

formulalar o’rinli bo’ladi. Agar w(x) = u(x)+iv(x) kompleks
funjrnritfag u{x) haditiy va v(x) mavhum gismlari | oraligda
uzluksiz, yani {i/(x),v(x)}cC(/,1) bo’lsa, u holda wvr(x)
kompleks funksiya 1 oraligda uzluksiz deyiladi va bu
vi(d) e C(/,C) kabi belgilanadi. Agar {w(x),v(x)} ¢ C(i.K);
bo’lsa, u holda w(x)l= w(x) + /v(x) kompleks funksiya | oraligd”
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uzluksiz differensiallanuvclii deyiladi va bu w(x)e C!(/,C) kabi
Ibe|gilanadi. | oraligda n - tartibli feosiffei bilan birgalikda uzfiukisfe
"{lL, marta uzMks% differensiallanuvchi) bo’lgap kompieks
gunksiyalar sinfi ham shuqga o ’xsliash kiritjladi v a -bjtt:;.stinf
i)C1(1,C) bilan belgilanadi.

kompieks funksiyalar uchun
L ft.,

L B 11 H
J . W=
JUL(x)dx < (LWek (n<L

A

bunosabatlar o ’rinlidir. Agar H>(X) €< *(/,C) bo’lsa, u holda har
Qauday {a,b} czl uchuniilu

jV'(X)<Ix >yv(b)- w(a) L,

fNyuton-Leybftits formul”si o rinlipfttafii.
Ikki t va X hagigiy o’zgaruvchilaming w(l,x) kompieks
lInnksiyasi yi$j|prkiagiga o’xshash kiritiladi /1 cfrgamladi. Bizga

lljuyidagi tasdiq kerak bo’ladi. aralash xususiy
dtdx dxdt

pifilalarnmg t>iri uzluksiz bo’lsa, ular teng bo’ladi: -
1

Milltasdiqg liagigiy funksiyalar uchun mos teoremadan foposita keiib
rliitjacli. Demak, hagqiqiy fuhksiyalar holidagidek silliq kompieks
ftigksiyanibg yugqori tdrtibti Ipjsusiy’ m H pp fio'flfeni “hisoblash
tfiflibiga bog’Hq bo’Imaydi. -J

Endi ixtiyoriy z-a+i/3 eC ({a,0}<z R) kompieks
ppuchun

eWf>ea(cosji +/sinP) 1oy
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kompleks sonni aniglaylik. Agar bu formuiada
S =ix, x g|R, desak, u holda

X =cosX +isinx (1292
tenglik hoffl bo’ladi. Ravshanki, ushbu
e~Uu =cosx-isinx, (1193
v -ix X . -ix
a + s e —e
----------- , SM X - =-mmmmm — (11.9.9)
2 . 2i

tormulalar ham o’rinlidir. Bu (11.9.2)- (11.9.4) formulalar Eyler
formulalari deb ataladi. Agar z S*a +ij3 ®0 kompleks sonning

modulini  (absolyut qgiymatini) Jjzg {iZ|=yja2+ bilan,

argumentini argz —(p (\z\cos(p =a, z|sin™>=/?;0<<p< 2re)
bilan belgilasak, u holda, ravshanki,

szJ (z=|z|(cos<p+isin <))
bo’ladi (I1.2 - rasm).
A
-an-if>

»

M.2-rasm. z~ an-if] Az|e ekompleks sonning
moduli |z;| vaargurnentl (p

Osongina tekshirib ko’rish mumkinki, ixtiyoriy z, va z2 kompleks
sonlar uchun
w -
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bo’ladi. Ixtiyoriy a >0 hagiqiy va ixtiyoriy z kompleks son uchun

a: —e'lna deymiz.
Berilgan z =tt+//LfiC ({a,fi} a K) kompleks son

uchun ushbu

I k
tenglamaning yechim(lar)i z sonning logarifmi deyiladi va

w=1Lnz bilan belgilanadi; shunday gqilib, agar Lnz mavjud
bo’lsa, elm—z tenglik o’rinlidir. Berilgan z ®0 ga ko’ra
e" =z tenglamadanw —u+ive G ({u,y}c: K) noma’lumni

topish mumkin:
if'ew—z <>eu(cosv+/sinv) =a +ifi <

N

e"cosv=al| ] el'=a2+pl
«"sinv="fif '\\a 2-/P coisv» a mjoc2+01sin®/?
\u = Inj|z|

|v gkargz +2aKk,k e Z (z ®0)

Demak,
Lnz =Imfzj +iargUWEHIk,ieZ , z ®0.

Masalan, Ln(-1) = In1+iiz +i2nk a»/ar(l + 2k), &e Z .
Shunday qilib, noldan fargli har ganday kompleks sonning
logarifmi cheksiz ko’p. Bu qiymatlar farqi /2zr ga Kkarrali.
Logarifmning bosh qiymati deb Inz = Inj|z| +/argz, z" 0,
songa aytiladi. Tushunarliki, Lnz = Inz +i2zrk, keZ, z ®0.

Endi ixtiyoriy z =a +ifi ({a,/?}clIR) kompleks sonni
layinlab, x e K hagiqgiy o’zgaruvchining ushbu

vy(jc) = e$-=.e$(cos fix +isin fix)

kompleks funksiyasini kiritamiz.  Lining hosilasini hisoblaylik.
Kavshanki,

(c )" = (ear)'(cos fix +isinfix) + enx(cos fix +isin fix)" -
=ac'u (cosfix +/sin fix) +eaxfi-fi sin fix +ifi cosfix) =
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= etff*v(cosfix 4isin fix) +eaxifi(i sinfix +cosfix) =
=(a +ifi)e*x(cosfix+isinfix) =
=m
ya'ni
\fy~ze™*. . (95
Demak, hagigiy z uchun bizga ma’lum bo’lgan bu formula
konipleks’z uchun hamtFz kucnini Saglaydf.

:&Mi" noma’lumi  hagigiy o0’zgaruvchining kompleks
funksiyasidan iborat bo’lgan differensial tenglamalami o’rganish
mumkin. (11.9.5) formuladan ravshanki, w'=zw (zeC berilgan
0’zgaimas kompleks son) tenglama w(x) =e~x yechimga ega. Bu

tenglamaning barcha yechimlari w=ce'x formula bilan berilishini
Ko’rsatish mumkin; buyerda ¢ —ixtiyoriy 0’zgarmas kompleks son.
Faraz gitaylik,
LIyl = Y™ +"- 1 (x)Y"-L+m+a, (x)y' +a0(x)y =g(x)  (1.96)
tenglamadagi berilgan funksiyalar / oraligda uzluksiz kompleks
funksiyalar bo’lsin, ya’ni
{a, _,(x),8@), a0(x>g(x)} czC\I,C). U holda bu
tenglamaning berilgan

CATEWY L * % x T W |11 (1a7)

boshlang’ich shartlami (H0, 30" 15¢: C)
ganoatlantiruvchi -y = _y(jr) kompleks yechimi bira to’la /
oraligda aniglangan, C"(/,C) sinfga tegishli va yagona bo’ladi (bu
tasdigni keyinrog isbotlaymiz)”

Berilgany, =vy,(x), y, Wy2(x), ..., y,, my,,{x) kompleks
funksiyalarning chizigli kombinatsiyasi ushbu
Ay l(x) +A% 2(x) +... +Ayn(jo yig’indidan iborat; buyerda endi

koeffitsientlar ~ kompleks sonlardir. Kompleks?

funksiyalarning chizigli erkliligi va chizigli bog’langanliuil

toihunchaiafi fiagiqty funksiyrfft* holidagidek kiritiladi. Agar2w la
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fijnlcstyalar
mlii7fgH Wi ~fij/Sqli'bi>|Jangan>"i«a, u holda

V.- = W,(ﬂ)+/4’,(,v)‘ (x) = |
i *Ig |18 S =4 $d
p(Uj(xI» Reufx) , tfuM)=J m x),,J=1Ln[,>tee"ts funk-
siyaiar. ham chizigli «rkli (rrios pbuuciir bog’laagan)

ibo’ladi. Hacpaqw f$fc$spPw$|$jrPp isbotlangan tmmrEaktf
fekompleks filnksiyalar lichifn Mehi Saglanadi. Fagat eiidi kompldke
BjfteffitsiettMf r£["}"= 0 “ tcagldhmaitfg fkdm”tefef (C
Ifnaydon >* o’lbbaittli kompfeks ehizit(i; fazoni
tashkil etadi. ?-

Bn Yerdav;biz Jjunksiyalar bit muhim sigfifWS ghizigli
I erklilfirai Isbd-tiayimfc dasffidr
IkcKiriyit®

Lemma, kfgbr 'ifffit kompidk# kogffitmentli P {x\$LI x\'
*kolWlkac/1n™:: W WA LW >Uum

u xy w98

brys/3ag/ o 4} f§p%a, ulllym P (ESLLQ (xj.~% btowdi.

8- "fusbudarlMi"" o{n” " ekanljgjm jsbotlash-kifd-ya.

iBcrilgan aydiyatiring h#

<P(x) +0(x)ch =0,n-eK ,8 =cr-n *0. , (1.9.9)
Ihfeyniyajlrii diffdfchstal lab topaikS”dn
we£*1- 9BpLW

Agar Q3] 41
mpQ(x\+QX$$m It 0 F4£#tUY kak )
Nfiadi. & Bundan ravs>hanki.  agar YellAn0 > j

-i= " Tuew 0 bo'isa.  H DQ&X"QixX
kttjphad bam nolga tcng va aksincha: agar
I|ni &a,yx 0aLx4 LU bo’lsa, nlbotta BLL, O
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bpX W .-uchjrjjrlik” | =af{ .0 ham bo’ladi.
Demak, &Q(x\jr$'{x) va Q(x). ko’phadlaming kogfCitsicntlari
bir vagtda nolga. » tcng . (yoki ; ~,ftcngmas):
&Qix) +|M ft=00 Q(\¥=0. BB (11.9.10) ayntyafni yana
kctma-kct differensiallab, R(x)e°' —0, xMI, ayniyatni hosil
gilamiz. Bunda B =0 o ~ ) =0 Ham bo’ladi. Oxirgi
ayniyatdan R{x)—0, x e 1, ekanligi kclib .chigadi! Bundan
ravsSanki, R(x) ko’phadning barcha koeffusientlari nolga teng,
chunki ,aks bolda hu ko’phad Itg’pi bilan deg/?(x) dona nugtada
nolga aylanardi, / oraligda nugtalar chcksiz ko’p bo’lgani uchun u
/ daaynan nolga teng bo’lolmasdi. Demak, Q(x) = R(x)*rQ. Ib

Teorema, Berilgenr ., Ay titrti koriipleks tfdMa'r va
K., LW, ..., /<v nomanfiy butim sonlar uchun ushbu

e, ,c'"\ xely,..., x*e/l\n L*h X*NT
§"MWHPLUH|PAPPH*M|HLU | prdUuea cnizialj L, /.
8—F s bp’yjcha matNinjitik jpdukftyA metodini.qq’liaymfe.
hoi|da. teprema ravshan. Tcpremwn|, » f5Ftdii, s—1
bo’lganda o’rinli deb faraz'qgilamiz va 'bundan tebremani kcltinb
chigaramiz. Bcrilgan fiinksiyaiaming bubr
nolga teng bo’tsin:

crefxd-cartal-——- \-ckxk(! 1 +clic# +t xe " dkx ei} +

A +ube*:l+ev v k f 0, x€./;
bu yerdagi kocffitsicptlar - kgmplcks sonlar. Bu aymyatnifgisgaroq
ko 'rinishda yozaylik:

YK N (Werdm* g AT mm ' J411.9.b)
buli lerda PQha) - ko’phadlar <deg”.(x) <&/, / =1,/?), biz
ulamirtfi nolgk ten”igini kolrfettshuiiizLLleak. Lemmaning isbotiga
o’xshash fikr yuritamiz. Oxirgi ayniyatning har ikkala tonfionini
e~LLlga ko"paytifeimtz va di ffctcnstallayiewt =
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U f +(@21rwp (x)+p;(x)y m+
»y- T, ; (H9.12)

+em+ (N -1 L (%).+ *0,xel
[Mjnda /B8 -11, ®0,..., /It—1* 0 va

(n-~4W +Hfet=0» gStf=o,

(DN,)PXX) +N O * 00 P x(x) =Q
kekvivalentliklar oinli. Endi (11.9.12)  ayniyatni ketma-ket
i.differensiallab topamiz:

Ps(x)e(K~" - 0, xe R ; (119.13)
jgbunda O(x)sO o P(x)~0, ..., B(x)=0<> (x)=0
'bo’ladi. Oxirgi (11.9.13) ayniyatdagi go’shiluvchilar soni (11.9.11)
gayniyatdagidan  bitta  karn.  Induksiya  faraziga  ko’ra

Ax)=..=0_,(x)=0 bo’lishi kerak. Demak,
IK'(x)=... =4 .(X) = 0. Butengliklami (I1.9.11) ga qo’yib, undan
EfJ(X) = 0 ekanligini ham topamiz. &

Endi
fctj] = MMH +- +a(X)Y +a@x)y =0
Knglamamng koeffitsientlari yana hagigiy bo’lsin.  Hagigiy
funksiyalar kompleks funksiyalarning xususiy holi bo’lgani uchun
biz bu tenglamani kompleks sohada o’rganishimiz, ya’ni uning
kompleks yechimlarini topishimiz mumkin. Bu - berilgan hagiqgiy
koeffitsientli tenglamaning komplekslashtirilishi deyiladi.

Jumla. Faraz qilaylik, L[y] —0 haqiqiy koeffitsientli
wenglamaning y - u(x) +/v(x) kompleks yechimi Ta lum bo 1sin.
LLLLbMa bit yeehimning u(x) hagigiy va v(x) mavhum gismlari
(berilgan shn L[y] —0 tenglamaningyechimlari bo 1adi.

8—wHagigatan ham, Z{°] operatoming chiziglilik xossasi
LLI koeffitsientlarining hagigiyligiga ko’ra
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Ln(x) + Mx)j = LT + /L[ 1(v;j - 0 => LLTi ()] = L[v()] =0. L}

Masalalar
1 Yuqorida keltiriigan (11.9.0) munosabatlami isbotlang.
2 jffMx +z)"(ie€, k*eN) funksiyaning ' hosilasi

| W p x 1 ||p teng bo™ishini ishotlang. (&€ N bo’yicha

induksiya go’llang)

3. Ixtiyoriy 2tC uchun e~ @0 ekanligini ko’rsating.

4. 1;n(z{Zi) = Lnz, + Lnz-, tenglikni ishotlang.

5. z+0 komplefcffei  son berilgan bo’lsm. UJshbu
~(-ajXjj,0)u(0,+°0), EW Www  funksiyani

qgaraylik. Bu funksiyaning hosilasi uchun

1 x )W aH Infer*) d w,«x* LWL 0) U (0, +00),

formulanj: ftotlang.

6. Agar / cK oraligda aniglangan y(x) kompleks funksiya uchun
v'(v) = 0, Ye /, bo’lsa, u holda bu funksiya 1 oraliqgda 0’zgarmas
ekanligini koY satina,”

7. Ushbu y'(x) =zy(x) (Ze Q tenglamaning barcha kompleks

‘jirEchimlar& 'Y **«?"*  formula bilan beriiishini isbotlang; bunda
ixtiyoAt.o’zgarmas kompleks puy.

MN0.3 + tartibli chizigli o’zgarmas koeffitsientli bir jinsli
differensial tenglamalar

Quyidagi n - tartibli chizigli o’zgarmas koeffitsientli bir
jinsli differensial tenglamani qaraylik:

/1| p  1+cin I+ ee+cAY +ciny —0. (11.10.1)
Bu yerdagi koeffitsientlar komplek”.bo’lishi mumkin. Qaralayotgan
(11.10.1) tenglamaning umumiy yechimini topish uchun uning
dona chizigli erkli jfechimlarini,,. (yahi bsifpyechimlami topish
kerak. Umumiy yechim bazis yechimlarning ixtiyoriy chizigli
kombinatsiyasi ko’rinishida ifodalanadi.
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Berilgan  (l1.10.1) differensial  tenglamaning bazis
yechimlarini Eyler wusuli bilan topamiz. Bu usulga ko’ra
tenglamaning yechimi

y =eix (11.10.2)
ko’rinishda izlanadi; bu yerda $A—hozircha noma’lum son.
Ravshanki,

(esX)' = Nenx, (eJW" = N2/1X, ..., (e/WIN=Tewn,

LeX]=1(1)eix; (n.10.3)
bu yerda

ﬂ.(ﬂ.) - n'+a'|_)]'| + eee ﬁ]ﬂr+dg (”104)

Demak, (11.10.2) funksiya (11.10.1) tenglamaning yechimi bo’lishi
uchun N1 soniushbu
b(J1) =0, ya’ni

o + N1+ eee +iil|A + iApp O (If. 10.5)
n - darajali algebraik tenglamaning ildizi bo’lishi kerak. (I1.10.4)
ko’phad va (I1.10.5) algebraik tenglama (I1.10.1) differensial
tenglamaning mos ravishda xarakteristik ko’phadi va
xarakteristik tenglamasi deb ataladi. Xarakteristik tenglamaning
ildizfari mos differensial tenglamaning xarakteristik sonlari
deyiladi.

Masalan, y""-3y'+2y=0 differensial tenglamaning
xarakteristik ko’phadi J1'—34+ 2, xarakteristik tenglamasi
N2-3N +2 =0, xarakteristik sonlari esa 4, =1 va W p dan
iborat bo’ladi.

Algebradan ma’lumki, (11.10.5) n- darajali algebraik
tenglama (xarakteristik ~ tenglama) kompleks sohada Karraliligi
bilan birgalikda hisoblanganda n ta ildizga ega. Aniqrog’i, k]

(k{>1) karrali A,, k2(k2>1) karrali A,, ... &/(& > 1) karrali
7, har xil ildizlar mavjud va fA,+&, -t--—--1ks~n (s <n)
bo’ladi, ya ‘ni
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Pastiab br foydaii jumlani isbotlayiik.
Jumla 1. Agar A—ju+iv, {ju,v}czM,bo’lsa it holda
ixfiyorL)mctNami< m itchim $
LUx?#"] *{l4ji +iv'p?>+ CxL\/a+ iv)xnf'

+C;nL"(ju+ iv)xmd $v- U +wfy?* m

* (H.10.7)

fbrfliakt o 'fiati bo 'ladi; bit yerdtigi biirchd hdstlalar (1 hagieffy

o zvaruvchi bo vicha hisoblangan, C ——---)---—blnbmlal

NN M zza
koeffilsientlar.

8-t (11/10-3) formijlaga kp’iib A = (n-kky,,
uclum ,
LLL LU LT +iv)euywx.
Bu ajeiyatni /ns hagigiy ,©zgaruvchi. bo’yicha m raarta
diffei-enSiietl~ffillz.  Chap- tdiiibrida - »
differehsiallash tartibtrii almashtiribi topamiz. w

W, M L $\ -M K& LW, W sl

tettn i takrorlab,

M %AbMVﬁAJMMMBM?

goa 11 bo’lanuz.  Endi  qujddagi  hisobiashlami,
kblpaytmaning hosflasi udum .Leybnits formulasidan foydalanib,
bajaraitffe
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LW
Iy

=!S* h%y‘Zg(/HIV)-T""," t-h
Jumla 2»48ar $JL xaraktemtikson kt karrali b&tsa,m
molda AVm$ 1) differerisial tenglama kt Uonh
KLLIEXT Mr'ﬂsf\[ﬁdﬂﬁmﬂﬁg’m Iﬁ%E"\ IR.TK Ll,ﬁ
Wechimlafige egd,
w H B kj karrafi xarakteristik ’1ekanligi ushbu

Henglikning o’rm|iUgmi apglatadi; bu yerda M(A) ko’phadnmg
llarajasi (n—kf)ga teng va Ao~ 0. Demak,
A ju+iv, fU}c: R, ufchun
|AL{u+iv) = (/[ +Iv- AF* M (fi +iv) va

[i])» 1) K,Ne(Ar}*&. (1.10.9).
jYuqoridagi (11.10.3) j'ayniyatdan ~ AsXXwHL ya'w yL n
tfunksipa (11.10.1) tenglamaning yeehipi ekanligi mvsfaaa. Endi
(H0/T) dagi qolgan funksiyalafting bnw yechim bb’lishini
Lkofcatamiz. Bunmg tichua (1bI0.7) formuladan
f kf—1 uchun A ** +No*mft deb ya (ILiftllj ni

1lIBobga olib quyidagilarni ||p to " i
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epl=(W U +L'U))cvfeo,

Isilmune wlWUWTwT
Ux~'/>7 =(ual)xx [+C1 .i:u,)xk 2+

T 8§ w +--+7r"\n)) N =0.
Sluinday qiiib. (11.10.8) da keltirilgan barcha funksiyalar (11.10.1)
tenglamaning yechimi bo’lishi isbotlandi. &

Izoh. Biz komplek# funksiyadan kompleks o’zgaruvchi
bo’yicha hosila tushunchasi va unmg  xossalari bilan tanish
bo’Imaganligimiz sababli 1eC ning hagigiy /n va mavhum v
gismlarini ajratib, /m haqigiy o’zgaruvchi bo’yicha differensial-
lashdan toydalandik. Kompleks o’zgaruvchiga nishatan hosila
tushunchasi  bilan tanish o’quvchilar to’g’ridan-to’g’ri zleC
0’zgaruvchi bo’yicha hosiladan foydalanishi mumkin.

Ishotlangan jumla 2 dan foydalanib, (11.10.1) differensial
tenglamaning k{ karrali k2 karrali 11,,. Kx karrali As turli

xaraktefistik sonlariga ko’ra lining A +k2H----vk — dona
yechimini tuzamiz:
1 =e*"\yfHM ... 4 =a" 'emx (ktta)

O+, = aR»= ... =X1llev (k2ta)

B, et ol = £ 7 VKKK IR~ Xe

’ ("ta)
Bu yechimlarning chizigli erkliligi ... da isbotlangan edi. Demak,
biz (11.10.1) tenglamaning bazisj§fechirnlarini topdik.
Misol 1 Ushbu
y" - 4y"+5y'-2y -0
diefferensial tenglamani yeching.
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8—F Mos xarakteristik tenglamani tuzamiz:
N3-4Nn2+54-2=0.
Xarakteristik tenglamaning ildizlarini topamiz:
/- 4N2+50-2=m13-4N12+40)+N1-2 =
=AN-2f+N0-2=N-1)2n-2)=0
N=1- ikki karrali ildiz, 1=2 - oddiy (bir karrali) iidiz.
Bu xarakteristik sonlarga ko’ra qaralayotgan differensial
tenglamaning bazis yechimlarini tuzamiz:

ex,,Xex, cX
Berilgan differensial tenglamaning umumiy  yechimi
y =c,en+clxe'x+cE2 formula bilan ifodalanadi. Bu yerdagi
c,,c2,c3 lar ixtiyoriy kompleks giymatlar gabui gilsa, kompleks
sohadagi umumiy yechim, ular ixtiyoriy hagigiy giymatlar gabui
gilganda esa, hagigiy sohadagi umumiy yechim hosil bo’ladi. 4>
Misol 2. Ushbu
y"~2y'+2y~0
diefferensial tenglamaning umumiy yechimini toping.
8- Bu differensial  tenglamaning xarakteristik sonlari

kompleks: T"—2A+2=0=>4,=1+/yad,=1— . Demak,
(kompleks) bazis yechimlar e(+)x ; umumiy yechim esa
kompleks  sohada vy )t +Cre{ '  ko’rinishga ega
(c, ,c2—ixtiyoroy kompleks o’zgarmaslar). Biz yechimni kompleks

sohada topdik. Differensial tengiama esa hagigiy sohada berilgan
edi. Bunday paytlarda odarda hagiqiy yechimlarni topish talab
etiladi. Haqigiy bazis yechimlarni qurish uchun kompleks
yechimning hagigiy va mavhum gismilarini ajratamiz yoki Eyler
formulalaridan foydalanamiz:
B+ MV .

,Smi= 2i

Endi  tushunarliki, e'cosx ,e‘sinx -haqiqiy bazis

151



yechimlar, differensiai tenglamaning hagigiy sohadagi umumiy
vechimi  y=ctl'cosx +xc~,e'smx (ct,c2—ixtiyoroy hagigiy
o’zgarmaslar). 1>

Endi (1.10.1) tenglamaning koeffitsientlari hagiqiy
bo’lganda uning hagigiy yechimlanni qurish usulida to’xtalamiz.
Xarakteristik tengiama (11.10.5) ning koeffitsientlari hagiqiy
bo’lgani uchun u Kk karrali J1~ ju+iv (v LLP) kompleks ildiz bilan
birgalikda unga go’shma bo’lgan kkarrali /1= [Jl—v (v~ 0)
kompleks ildizga ham ega. Eyler formulalariga ko’ra 2k ta
ANplaMom L, T wll b
kompleks yechimlardan yana 2k ta ushbu

e/Hcosyx ) +e(™ 'nr),e/winvx = ?/(e{ﬂ+n)x—e(
a c COoS VX =7(xel_“,l' > +xei,)

xefixsin vx 2;(xe ny)
i

4m =
2i

hagiqiy yechimlarni quramiz. Boshga kompleks yechimlarga ko’ra
hani mos hagigiy yechimlarni tuzamiif va berilgan hagiqgiy
kaeffitgjentli differensiai tenglamaning hagiqiy bazis yechimlarini
topam”y-I'

Misol 3. Ushbu

y MpU~lHO 8y"+8 8ly LD

differensiai tengiamani yechinfc

@9 Mos xarakteristik tengiamani tuzamiz va uni yechamiz:

1* -pLin8,I -18A2+81/—81=0,
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(A-1)(A24-9)2=0.

Demak, xarakteristik sonlar : 54 H 1(oddiy), A =+3/ (ikki karraii).
Hagiqiy bazis yechimlar: ex, cos3x, sin3x, Xxc0s3Xx, Xsin3x .
Umumiy yechim (haqiqgiy sohada):

y =ciex+c2c0s3x +c¢3sin3x +c4xcos3x +c5xsin3x. b

Masalalar
Tenglamalarni yeching :
p ya-3y"+3¥Y-y=0.2 yll—y =0.
3. yn-4yT+8y'- 8y+4>=0.
4. 1L -5yT+9y"- 7y +2y=0.

11.11. Bir jinsli bo’lmagan chizigli o’zgarmas koeffitsientli
tenglama

Chiziqgii o'zgarmas koeffitsientli differensiai operator Z[°]

(I1. 10.2) formula bilan aniglangan bo'lsin. Birjinsli bo’lmagan
(H.ii.i)
tenglamaning umumiy yechimini topish uchun bu tenglamaning
xususiy yechimiga mos bir jinsli Z[v] =0 tenglamaning umumiy
yechimini qo’shish kerak (M.8 paragrafga garang). /j_y]=0
tenglamaning bazis yechimlarini qurishni o’rgandik. Bu
yechimiardan foydalanib Z[jz] = g(x) tenglamaning xususiy

yechimini Lagranjning ixtiyoriy o°zgarmaslami variatsiyalash usuli
bilan yoki (11.8.4) Koshi formulasiga ko’ra qurish mumkin. Bunda
integrallash amali ishlatiladi. Lekin o’ng tomondagi g(x) funksiya
g(x) —P(x)eax (P(x) —ko’phad) maxsus ko’rimshga ega
bo’lganda xususiy yechimni quyida bayon etilgan noma’lum
koeffitsieutlar metodi deb ataluvchi metod yordamida integrallash
amalini ishlatmasdan turib topish mumkin.
Faraz gilaylik, P (x) ko’phad

t; P(x) = bmxm+ Au x"-1 4----\-bf +b(), bm ®0, (11.11.2)
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Ko’rinishda Ushbu
L[y] = P(X)f>(tx (JIL1L3)
tenglamaning Xususiy y©chimini topish uchun (11.10.3) va (11.10.7)
MLLnuewiAMIHfebiife chigib, quyidagicha ish tutish mumkin. Bunda
(7 son £[>]=0 tenglamaning xarakteristik soni bo’Imagan va
bo’lgan holiami alohida-alohida garaymiz.
Teorema 1. Agar (ll.11.3) tenglamadagi <7 son uchun
Liex) @0 ho'lsa, nholda
IAWDBGY™ +  +  eeet h\X+biAe™
m m tenglama
y = (mx"+ +oee+rix 1f rO)eax (11.11.4)
Ko rinishdagi xususiy yechimga ego.
8—F P(x) ko'phadning darajasi m bo’yicha matematik
indukstya metodini qo’llaymiz. Dastlab degP(x) = 0 deymiz va

tenglama 'y y ' ko’rinishdagi xususiy yechimga egaligini
kty {IL1J.4) fcrmulagMco’ra
mll WM =reX(a) =b0a.
Bundan Ln(] = tenglama ganoatlanishi uchun L SJ !__
. [

deyish kifoya ekanligi kelib chigadi. Demak, m =0 holida teorema
fiibtlandi. Endi induksiya farazini qilib, ya’ni
JNyl=L w L de"Pix)Smr*3" tenglamaning | =0 (T <A\ <m-1.

ko’rinishdagi  yechimga ,ega  ekanligini ma’lum  deb,
I[v]=P(x)eth degP(x) = m. , tenglamaning y =Q(x)eakn
degO(x) = m, ko’rinishdagi yechimga egaligini isbotlashimiz
kerak. Berilgari
f>]=P(x)ea\ P(x) = (bnx h+hm[x"~4+--- + bjx + hO)e- ,
tenglamaning yechimini
yWw +1 (1.115)



kolrJMshda izlaytoi®?%u yerda r~“hozircha noma’lum sea,
n—vangi noma’ lum funksiya. Deinak,
ruram™ A0\ =P(x)i?*» ya'ni

(li.11e)
feigtik. ~ai~ocalinifsjif $£fakV'LLEIL fmrti tanlasli eVaziga ,(1m 1$)
ilfnglamadan .,J1® gatnashgan hadni yo’qqtpjiga harakat qijailfx.

(1110,3) ayniyatga ksyfa
IRf®H ={L(o)xd\ cMt\o)N"“+~IL\O)XTAL j

butyer<la®  j\AL%& )X+ GnL"{o}x"™ feeet
Iko'phadning darajasi  degi?(x) <m—L1. I|pdi (11,] Ofcw (}1.11,6)
b

L(cr) deb tafli&yrriiz'tai 71 ribTallT funksiya

Ha go'yamiz $LU

uchun ushbu
um\=W v T
I /5X) »HE_X" 1+--"4'~A #0 raA(X)>degjP A jj# -1,

x™ gatnashmagan tenglamani hosil gilamiz.
jInduksiya faraziga koFa L tenglama

n JOTXWNe' AeaO(x\WT —1. ko'rinisM”  yeehimga ega.
fcemak, (MNILLY, formalagak»'f$ N np P(x)p, deg/%xfLi L,
pnglama *FENLTX T + \% y a n

Vi Q (x)*, Q(xj=mx* + Q(x), degQ(Xj] =m, kotYinishdagi
iyechirnga ega. &
li Teorema 2. Agar A5INe3B tenglamadagi o uy, JAJEpPO
Whakteristik tmglammting k karrali ildizi bo Lk« holda
Zfv] = (bnxm+ B X = +een+ b[x + b0)eax
fil. U-ij tenglama
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win 1.8)
Ko 'rinishdagi yechimga ega, , /1
9—*Yuqoridagi teoremaning isbotiga o’xshash fikr
yuritaipiz. MW P X" T T bct’yfefca matematik induksiya metodini
goHaymiz, fagai endi sal nozikroq fikrlash kerak bo’ladi. Dastlab
teorema,ning sbhartiga ko’ra 1(A)=(A- &KM{X),,,M(<)?0 N),
ekanligini e’tirof etaylik. Demak,

L@ =L'cr=...=LAV) =0 , =k\-M{o)®0. * (Il.119)
m =0 bo’lsin. Ushbu

mLylxv o ; (ii.ii.io)
tenglama >k6’rinishdag”'yechimga ega bo’lishini

ko’rsatishimiz kerak. Buning uchun L[raxkeax] ni hisoblaymiz.
(11.10.7) formuladan (11.11.9) ga ko’ra quyidagini topamiz :
LImx V']~rM<TY ™
+C~L"(cr)x*~2+ —+ [ttXp))eax =rGk\-M (cr)eq

Demak. agar A desak, u holda jpp r*ew funksiya

(11.11.10) tenglamaning yechimi bo’ladi; Teorema m=0 holida
ishot bo’ldi.

Endi induksiya farazini gilamiz, ya’ni
L[yj = P(x)ed, degP(x) <m -1, tenglama
.y =xkO(x)e°", deg(3(x) < m—1, ko’rinishdagi yechimga ega
ekanhgini  ma’lum deymiz va L y\p P{x)ea*, degP(x) - m,
tenglamaning y - x*0(x)e,T, degC)(x) = m, ko’rinishdagi
yechimga egaligini isbotlaymiz. Berilgan

mL\jn= P(x)eaif. P(X) =X LL, +A0,
tenglamaning yechimmi
yMX bY Aty (1.11.12)

ko’rinishda izlaymiz; bu yerda m=?m(x)—yangi noma’lum
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funksiya, m™-nom&’lum son- I$iz- .ulami berilgan
ganoatlanishi, ya’ni
LLi$)ear

fhd'ilidan-txjpishuTiiz kerak. Bu tenglamani

f41\a] = (4JsNeNG ', 1+ me-thix b Ojeax“{\\. 11.®
%0’rinisbda ™ " ? J>lamiz fc'ni shunday tanlaymizki, natijada
INNH T.12)’* tenglamada '%mr gatnashmasin. Buning,-gftn
Yy 3 1ni hisoblaymiz. (Udpyl).. ,formuladan 1. 11.9)

munosabatlarni hisobga olib topamiz:
pi-Ux* 1 bla\xk Ty .*€bnyY Ys-)XxF +

L ANNO0rNe -4€£0ii k#x&)xmjT T ¢p w W & W

+CkIIL (kt\a)xm' +--—-+Pk+l\cr))eax =

& k\-M ~xk'+S(x))eem (1113
ilundaf* ~ x 1 =€ "M N iN0")X"' ] H— #il?i+'")(cr)  ko’phadning
Ka%oasi ,'®41 (111 1.13) ni (11.11.12) ga qo'yib.

sj1 kO i r tareb w noma’lmb funksiya uchun

pshbu

H 7 L L ¥ o m

LLIP(x) - $)\ degP(x) <m -1,

mtnglamani V&L gilamiz. ~Tndifeiw* ?faraziga,...ko’ra

englama M2 L X)82*y deg Q Af A-rnttYj, i ko'rinrshdagi
pechintga L |P 1Njy <1 formulaga . telra

HNo] = P {x)eax, degP(.v) = m, tenglama'Wa



my =rixl eax + 1 = Mxk1'<C+ xKO{x)eK=
= \f[/ux" +0(x))cmr =C P(x)ea’
ko’rinishdagi yechimga ega bo’ladi; bunda
P(x) - rik* +0(x), degP(x) =m. b
Isbotlangan teoremalardan
LIy] wp ™ +bmi"~" H— +hx + b0)eflX tenglamaning xususiy

yechimini topish uchun quyidagi noma’lum koeffitsientlar
metodidan foydalanish mumkinligi kelib chigadi:

1°. Z,(cr)ni hisoblaymiz. Agar H<y)» 0 bo’lsa, K =0 deymiz,
aks holda esa, ya'ni L(<r)=0 bo’lganda « bilan a ildizning
karralilik darajasini belgilaymiz.
2° . Tenglamaning yechimini

Y“%(INX +Iin X +** JX+
ko’rinishda izlaymiz; bunda ..., Ip r0— hozircha
nomaTum koeffitsientlar.
3°. Bu yni berilgan tenglamaga qo’yib, chap tomonni
soddalashtirib, tenglamani wy ga qisqartirib, ko’phadlaming
tengligini hosil giiamiz.
1, . Chap va 0’ng tomondagi kophadlardagi x ning bir xil darajalari
oldidagi  koeffitsientlarni ~ tenglashtirib, M, m,, r{, m—

noma’lum koeffitsientlarga nisbatan chizigli algebraik tenglamalar
sistemasini topamiz.

5 . Bu sistemadan noma’lum koeffitsientlarni aniglaymiz
(sistemaning yechimga egahgini teoremalar ta’minlaydi).

S1 Koeffitsientlarni ing topilgan giymatlarini
IS x*irmx"* +rA - +1%+rx+ 0)eax ga qo'yib, izlangan

xususiy yechimni hosil giiamiz.
Misol 4. Tenglamani yeching

Y- (@L+2i)y + (-1 +i)y =2xe'x.
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& Berilgan tenglamaning umumiy yechimi mos bir jinsli
tenglamaning umumiy yechimiga berilgan bir jinsli bo’lmagan
tenglamaning xususiy yechimini qo’shishdan hosil bo’ladi. Birjinsli
tenglamaning xarakteristik ko’phadi: «(a) =A2- 1+ 2i)A-1 +/.
Uning ildizlari N, = /,A2*T +f. Bir jinsli tenglamaning umumiy
yechimi

y =ckn+cx(+n ({c,c2}cC).
Endi berilgan bir jinsli bo’lmagan tenglamaning xususiy yechimini
topamiz.  Tenglamaning o’ng tomoni  P(x)eax  uchun
& =i, P(x) =2x, degP(x) =\. Ravshanki | soni L(A)=0
tenglamaning k —1 Kkarrali (oddiy) iidizi. Demak, xususiy yechimni
y =x{rx +rQe'x ko’rinishda izlash mumkin. Bu y ni va uning
Y (W + (@, +i0)x +r)U,
y' = mx2+ (—0+i4t\)x + 2rx4rOW*  hosilalarini  berilgan
tenglamaga qo’yib, e'xga gisqartirib, chap tomondagi o0°’xshash
hadlarni ixchamlab, topamiz:
-2rtx +2r, - rfOl2 x.
Bundan r, =—4, Q=2/j =—2 bo’lishi kelib chigadi. Bu
giymatlarni  y =x(rx+r0)e’A ga  qo'yib, berilgan
tenglamaningy = —x(x + 2)e'r xususiy yechimini hosil giiamiz.
Uning umumiy yechimi esa
y - ce'x+ce(+Hx-x(x +2)ea ({c,,c2}crC)
formula bilan beriladi/:*
Endi hagigiy sohada berilgan va 0’ng tomoni maxsus
ko’rinishga ega bo’lgan ushbu
Z,[y] steax(P (x)cos J3x +Q(x) sin fix) (11.11.15)
tenglamaning  xususiy yechimini topishda to’xtalamiz. Bunda
/,[0] operatorning  koeffitsientlari va a,/?-haqiqiy sonlar;
P(x), 0(x) - haqgigiy koeffitsientli ko’phadlar va
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deg/\x)=/7, deg(T(x) =nt,. Kompleks sohaga o’tib Eyler
formulate-iga ko’ra quyidaginj yozamiz:
fixyO (x)sm fix") = eax(P(x) Ree it +
MU y(x)Ke{~e /Ix)) = Re((/Xx)- iQ(x))ela**) .
Deniak,
LIyl ={P (x)~i0O{x))eU+fi)x
tenglamaning y = xAr)x" + +*" + X+ r0)e("1|LL,A»
(burida m--max ,/2S, agar L(a +ifi)*0 bo’lsa, k- O,
L(ce +ifi) - 0 bo’lganda esa A soni g—a+ifi ildizning
karralilik darajasi) ko’rinishdagi kompleks yechimini topib, unung
hagigiy qismini hisoblasak, berilgan (Il. 11.15) tenglamaning

Xususiy yechimini topgan boTamiz.
Misol 5. Ushbu

5> =¢' (3cosx + sinx) (11.11.16)
tenglamaning xususiy yechimini toping.
9— Tenglamaning o'ng tomonini kompleks funksiyaning
hagiqiy gismi ko’rinishida ifodalaymiz:
e'(3cosx +sinx) = eT3Ree'l- Re(/e'd)) = Re((3 - Ne(™" ).
Endiushbu
y"-Ay'+5y ={b-MNekll)* (11.11.17)
tenglamaning xususiy yechimini topamiz. Bu tenglamaga mos bir
jinsli  tenglamaning xarakteristik ko’phadi L{X) =/JIr,-r-AA+5
bo’lgani uchun B H u  lining ildizi etnas. Demak, (11.11.17)
differensial ~ tenglamaning  xususiy  yechimini y =
ko’rmishda izlash mumkin. Bu y —re{+1 ni tenglamaga qo’yib,
e ™" ga qisqartirib, topamiz:
@+/)'r-42+i)r+5r=3-1/.
Bundan rf?\ +i . Demak, y ~(1+/)e®|n funksiya (11.11.17)
tenglamaning xususiy yechimi Endi oxirgi funksiyaning haqgigiy
160



gismini topamiz:
Ref(l+ )<dB r}=enRe((l +/)(cosx +/sinx)) =e'(cosx-sinx).

Topilgan y =?j?'(cosx —sinx) hagiqgiy funksiya berilgan (/. 11.16)
tenglamaning xususiy yechimidir. b

Biz yuqorida haqigiy sohada berilgan (11.11.15)
tenglamaning xususiy yechimini kompleks sohaga o’tib topdik.
Xususiy yechimni kompleks sohaga chigmasdan, ya’ni haqiqgiy
sohada turib ham topish mumkin. Buning uchun (11.11.15) ning
yechimini

y =xkeax(M (x)cos fix + N(x)sin fix) (11.11.18)

ko’rinishda izlash kerak;'bunda k — yuqgorida aytilgan ma’noga
ega, M(x)va iV(x) ko’phadlarlarning darajalari  esa
<m —max{mx,m2}. Ulaming noma’lum koeffitsientlarini topish
uchun (11.11.18) funksiyani (11.11.15) tenglamaga qo’yib, chap va
0’ng tomondagi o’xshash hadlardagi koefftsientlami tenglashtirib,
hosil bo’lgan chizigli algebraik tenglamalar sistemasini yechish
kerak.

Misol 6. Ushbu

W -4y +5y=1W(Xcosx+sinx).
tenglamaning xususiy yechimini toping.

9— Ravshanki, a=2+i son A2- 4A+5=0
xarakteristik tenglamaning k = 1 karrali ildizi,

mx=1 m2=0,
m max{m, m,}=1
Demak, berilgan tenglamaning yechimini

y = xe2((cvc + 6)cosx + (cx +r/)sinx) ko’rinishda izlash
mumkin; bunda a, b, ¢, d —hozircha noma’lum sonlar. Bu
iy =cB(ax2+6x)cosx + (cx2+t/x)sinx) ni tenglamaga qo’yib,
o0’xshash hadlami ixchamlab va 2elxga gisqartirib, topamiz:

| 2cxcosx - 2nxsinx +(a +d)cosx + (c - A)sinx = 2XC0osx +2sinX.
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Bundan, - o’ng! tomondagi o0’xshasfa hadlardagi
koefftsientlargi  tenglashticib,. 2c=2, -2a=0, (f¥d
shartlarga ega boMamiz. Oxirgi sistemadan
Kij,hl-1,ciA,d-0 »giymatlarni topamiz. Bularni
VAXTEA(ta +/>)cosx + (tx +z/)sinj[:) ga qo’yfts;, berilgan
tenglamaning g, y tjx e y X sinx —eosly,  xususiy  yechimini
LW wik L:9i
(Birjinsli) Eyler tenglamasi deb ushbu
\ATAN | "+ WY +acy=0 w p
ko'rinishdagl™bizi~i  differensial tenglamaga aytiladi; bunda
... E8glll—{/zgarmas  sonlar.1 Bu tenglama  erkli
g"zgaruvchini ia-0 bo’lganda <0 bo’lganda esa
x = —e'malmashtirtsh yordartijda 0’zgarmas kaeffitsienjtli chizigli
tenglamaga keltiriladi. Bunga ishonch hosil gilish uchun y
noma Mum funksiyaning x bo’yicha hosilalarim y ning t bo’yicha
hosiialari orgali ifodalash kerak. Quyidagi hisoblashlarni bajaramiz
(*>0,y=€) "
xf
n f(-n>)i

W =w p ( = ;
Endi ixtiyoriy ke N uchun

bunda ht iar - o’zgarmas sonlar, bo’lishini ko’rish giyin emas.

Buni  maternatik induksiya metodi yordamida gat’iy ishotlashni
0 quvchiga havola etamiz. Hosilalar utphun tayyorlangan ifoflalarni
(I1.U.iy) tenglamaga qo’yib, o’zgarmas koeffitsientli chizigli
tenglamaga kelamtz. Yding xarakteristik tenglamasini tuzish uchun
tenglamaga vy |ge;1 qo’yib, eM ga qisgartirish kerak. x =¢'

bo Igani uchun buning 0°’migaty =xn funksiyani to’g’ridan-to’g’ri
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f(0,11.19) tenglamaga ga qisqartirish mumkin. Natrjada
I . noma’lumga nisbatan ushbu

ety B . N1.20)

ri - darajali algebraik tenglama hosil bo’ladi. Bu (I4/11.20) tenglama
va uning ildizlari (1L1Ifl#)f%mg mos ravishda xarakteristik
tengiamasi va xarakteristik sonlari deb ataladi. (11.11.19) Eyler
Itenglamasining umumiy yechimi uning xarakteristik sonlari bilan
laniglanadi. Har bir k Kkarrali 'J1xarakteristik songa (0.11.19)
[tenglarnaning k dona ushbu
- Xjsxi-b*, -A, xn0as”: {'
chiteigli erklf ~chimlajri mos keladi. Agar (11.1).19) tengJamaning
Bkrcha k9efmsfentlari hagigiy bo’lsj» (0.11,20) xarakteristik
tenglama Kk Kkarrali + “plUvp xarakteristik willuylhr
ibiigalikda «k karrali ham ega-
(feoft&di.llu xarakteristik sonlarga :2fc dona ushbu
cdk(v Inx), Xmsin(t- inxcos(v!nxk
Inx),. . x*(InA;)Mcos(vin x\ xM\nx)K7vsin(v Inx)
tehteiqli erkii hagiqiy ywi|ritlar keladi. Barcha xarakteristik
mbplarga rrw. keluvchi yechimlami to’plab, Eyler tenglamasining
bazis yechimlarini hosil giiamj*;.,,, ,
Misol T. Te"glaimnihg umumiy jehuhini toping
XW* 4-2ix2y" - ky’lW is# .
8- Xarakteristik tenglamani tuzamiz:
- AN-VY(1~2)+2UX-1)-A+1=g£ \

iXarakteristjk sonlar: [, =—
iQddiy xarakteristik sonm H H 1) ga iwfs keluvchi yeebim:

1
T WK

IkkL kana!i xarakteristik [a[|18 LU *=% « 1) ga mos keluvchi
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yechimlar: y, =x. y,=xInx (x>0). Demak, x>0 sohadagi

urnumiy yecliim: y=—+eux+c'x1lnx .

x < 0 sohadagi umumiy yechim esa y —i—+c2x +C.XIn(—x)

formula bilan beriladi. &

Masalalar
1 Tenglamalarning umumiy yechimini toping:

a) y"- 4y" +9y'-\0y = 5e2X;
h) x'y'™- x2y" +2xy'-2y =0 (x>0).
2. Ushbu  LLy]~ (bux™ + " 1A 1h\X + bO)e

tenglamada y =enslt almashtirishni  bajaring (n = u(x) —yangi
noma’lum funksiya). Bunda hosil bo’luvchi

anu"" +uiifii'l" + — \-adi'+ WM =bnx™ +blll X" 1H----hZ>x+ 9
tenglamaning koeffitsientlarini hisoblang.
3. Agar uzluksiz koeffitsientli  a/1x"yY +a,\X)Y +
+oee +£/[1X)y +£20(X)y=:0

tengiama bareha x = x+ /1 almashtirishlarga nisbatan invariant
(ko’rinishi o’zgarmas) bo'lsa, tenglamaning koeffitsientlari 0’zgarmas

bo’lishini ishotlang.
4. Agar uzluksiz koeffitsientli
au(x)yl"1+au.|( x ) L+ me+d,(x)y' +a0(x)y =0 tengiama barcha
X = FAX almashtirishlarga nisbatan invariant bo’lsa.
ai(x)~arxl (it, —const, j —\,n ) ekanligini, ya’ni bu tengiama
Eyler tenglamasidan iborat bo’lishini isbotlang.
5. Operatorli rnetod. D differensiallash operatorini kiritaylik; bu
operator 'y = y(x) (.re/) sillig funksiyaga ushbu Dy (;y
X
formulaga ko’ra ta’sir etadi. E bilan birlik operatorini beigilaymiz:
Ey =y . Ravshanki, D vu E operatorlarlar chizigli. A chizigli
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operatorning 4 songa  ko’paytmasi J1A operator  ushbu
(NA)y = N(Ay) formula bilan kiritiladi. A bilan birgalikda /1A

operator ham chiziglidir. A va B chizigli operatorlarning yig’indisi
A+B wushbu (A+B)y =Ay+ By formula bilan, ularning AB

ko’paytmasi (ketma-ket bajarilishi) esa (AB)y —A(By) formula bilan

aniglanadi. A va B operatorlar bilan birgalikda A +B va AB
operatorlar ham chiziglidir. A operatorning darajalari

A2=AA, A3~ AA2,. A" —AA" { formulalar bilan aniglanadi.
Masalan, D 1m DD ko'paytma D% =D(Dy) = —y"
ax dx  dx
ikki marta differensiallash operatorini anglatadi.  Demak, ixtiyoriy
ax, a0 sonlaruchun ushbu
L(D)=D"+an JT+ — +alD + alE
M- tartibli differensial operator (differensial ko’phad) ma’noga ega.
Kiritilgan ta’riflarga ko’ra bu operator y =y (x) silliq funksiyaga ushbu
L(D)y=(D +anAD' *4— i-a"D+alE)y =
=D'y+an]D "y+- «a+alDy+alEy=y()+anty (' 14— vay +a(y
ya’ni L(D)y <fL[y] formula asosida ta’sir etadi.
I". Yugorida kursiv bilan ajratilgan tasdiglarni tekshiring.
X. Ixtiyoriy R(D),S(D),T(D) differensial ko’phadlar
uchun quyidagi xossalarni isbotlang:
R(D) +(S(D)+T(D)) % (R(D)+S(D)) + T(D),
S(D) +T(D)=T{D)+S(D),
R(D)E = ER(D) =R(D),
R(D)(S(D)T(D)) = (R(D)S(D)) T(D),
S(D)T(D)=S(D)T(D),
(R(D) +S(D))T(D) =R(D)T(D) + S(D)T(D),
agar S(D)yt—0, T(D)y2=0 bo’lsa, ixtiyoriy o’zgarmas C,, Q2
sonlaruchun T(D)S(D)(clyi+C2% 2) = 0 bo’ladi.
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Oxirgi  xossadan tlfydalanib, L(D)y —0 tenglmaning
VeeluiVlarsni  topish ~ mumkin. Buning uchun L(D) differensial
ko’phadni ko'paytuvchilarga ajratish kerak, Masalan,

L(D)=D2+EP (D- iE){D4 IE), (D —iE)e'x=0 va
(D -iEk ' —0 bo’lgani uchun L(D)y =(14 + E)y =y"+y —0
tenglamaning y 4& .+e,c? ' yechimini topamiz.

L(D) operatorni gIA funksiyaga ta’sir ettirib, quyidagi
formulani hosil gilamiz:

LO)em =eAL(/.).
Endi L(D) operatorning eAu funksiyaga ta’sirini o’rganaylik; bunda

it ~ u(x) —silliq funksiya. Ravshanki, ko’paytmani differensiallash
qoidasiga ko'ra

De"u =e/su'+AeAdu= (D +AE)u,

yu'ni DeAd ifodada ;epljoldinga o’tkazilganda D siljib, D + AE ga
aylanadi. Bu munosabatni umumlashtirib,

3. quyidagi formulani isbotlang:
L{D)eAu =eAU D4AE)u

Bu formula siljish formulas! deb ataladi; ™ oidinga chigarilganda
(o’tkazilganda) L(D) siljib L(D +AE) gaaylanadi.

4. Agar KeN va M (A) ko’phad  uchun
L(A)M{A-a)kM(A), M(cr) A0 bo'lsa.
L(D)(xlec) ni hisoblang.

5. Ushbu L(D)=(D~-A{E)K* (EOeN) differensial
(D- OE)V "1=0, (D- W TWWw)1o0,

...... (D -ADE)K(xK'~'eA™) =0
tengliklarning o’rinliligini ko’rsating.
6. Agar L(D)"(D~AJEf(D-A2E)kl...(D-ASE)t'
bo'lsa. L(D)v —O0 differensial tenglamaning umumiy yechimini quring.

operator uchun
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Endi bir jinsli bo’lmagan
L(D)y = (bmxm+ + -t Dtx + L e ** tenglama  bilan

shug’ullanamiz. Bu tengalamning xususiy yechimini quyidagi usul bilan
topish mumkin. Ravshanki, bu tenglamaning o’ng tomoni ushbu

(D —<yE)m*y =0 bir  jinsli  tenglamaning  yechimi,  ya’ni
(@D-aE)tly *bTXT+bmx"~" +---A-bfx+b0}eax*=0. Berilgan

bir jinsli bo’lmagan tenglamaning har ikkala tomoniga (D —(jE)m+
operatorni ta’sir ettirib, ushbu (D —crEy'#L(D)y =0 bir jinsli
(yugoriroq tartibli) tenglamani hosil gilamiis. Bu tenglamani yechib, undan
L(D)y =0 tenglamaning yechimini tushirib qoldirib, berilgan bir jinsli
bo’lmagan tenglamaning yechimi ko’rinishini topamiz.

T. a ning xususiyatidan Kelib chigib, berilgan bir jinsli
bo’Imagan tenglamaning yechimi korinishini yozing.

8 .Yuqoridagi fikrlashlarni

L(D)yr bl M B +ljH B +mr-Zv+H)
n a
tenglamaga umumlashtiring.
11.12. Tenglamalarni darajali gatorlar yordamida yechish

Koeffitsientlar boshking 'ich nugtada analitik.

Differensial tenglamalarning yechimlari har doim ham
kvadraturalarda  ifodalanavermaydi.  Tenglamada gatnashgan
funksiyalaming barchasi analitik bo’lganda, yechimlami darajali
gator yig’indisi sifatida topish mumkin bo’ladi. Shu munosabat
bilan dastlab analiz kursidan ma’lum bo’lgan analitik funksiya
ta’rifi va uning ba’zi xossalarini eslaylik.

Agar bir o’zgaruvchining y mfix) funksiyasi x0

L
nugtaning biror atrofida biror ~ an(x—xn)" (xn markazli)

)
dargjali gatoming yig’inidisi sifatida tasvirlansa, ya’ni
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F(X) = VA, (-vAX@D)", jx-A'0lc 8 W (1. 12.1)

tenglik ouinli bo’lsa , u holda y =/ (x) funksiya x0 nugtada
analitik funksiya deyiladi.

Anaiizdan ma’lumki, masalan, sinx,cosx,e' funksiyalari
ixtiyoriy LU, LLIIR nugtada analitik. Agar funksiya (a,b) intervalning

liar bir nugtasida analitik bo'lsa, bu funksiya (a,b) intervalda
analitik deyiladi.

<Mfshbu jya,,(x —x0)" darajali gatorning R yaginlashish

r
radiusi uchunBEA lim Ma  Koshi formulasi o’rinli. Yaginlashish

radiusi qator yaginlashadigan eng katta
IX-M <R '|* >0) intervalni aniglaydi, Rm+<xs: bo’lganda
darajali gatqrd “QO,+"| oraligda yaqginlashuvfhi bo’ladi. (lI.12.1)
tenglik aslida jjbf.— yaginlashish intervalida o’rinli bo’ladi.
(1. 12.1) dagi darajali gatomi uning yaginlashish intervalida
xohiagancha marta hadma-had differensiallash mumkin; bunda
gatorning R yaqinlashish radiusi 0’zgarmaydi. x0 nugtada analitik

funksiya (I1.12.1) darajali gatorning yaginlashish intervalida (shu
intervalning har bir nugtasida) ham analitik bo’ladi. (Il.12.1)
formuladagi darajali qator koeffitsientlari uchun

all— \ nn0,.2,.. (0f=L1'=I»!=1-2-...-n,neN),
n

formulalar o’rinli, ya’ni analitik funksiya o0°zining Teylor gatori
yig’indisidan iborat.
Agar

I(NY =21/, (x-x Q)" = METj;(.v~x0)", |ITAX( <8 {§> 0),
= 0
bo'lsa, bu darajali gatorlarnmg mos koeffitsientlari bir xil, ya’ni

an—cill (n »0.1,2....) (yagonalik xossasifr !
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Analitik f(.x) =Y ja» (x-x0)", \x-x O\<R{, va

n=0
8(x)=2ijK(x ~x0)n, \x - xO\<R 2, funksiyalar berilgan bo’lsin.
1=}
Ulaming yig’indisi va ayirmasi ham analitik funksiya va
fix)rg(x)xb,,) (x-x0", [jt—n0 < min(y?, ,/12),

n=0
yoyilma o’rinli; ko’paytma funksiya ham analitik va uning darajali

gatorga  yoyilmasi  berilgan  qatorlarni  formal  ravishda
ko’paytirishdan hosil bo’ladi:
8] Nf €D n o
Na,,(n--pc0)" o~ bn(x- xQ" I=
»=0 ) \ 7170 J n=0
i {=M il *B% +ife +- +«A,|x-x0<min(tf, ,R2)\

k=0
bundan tashqari, go’shimcha ravishda g(x0) ®0 ham bo’lsa, u
holda f(x)/g (x) nisbat x0 nugtada analitik funksiya bo’ladi va
fly\
&\% =ﬁ(>’\ (x-x0)" I*~*ol<?
(5 <min(i?|,R2) bo’lishi mumkin)
yoyilmaning dn koeffitsientlari

2a,(x-Xo)"'=f2~r(x-Xo0)"]-fEr/n(x-xor] =
n=0 \ /7=0 /' \n=0 )

= td ~ k))(x-x0r,
71=0 k=0
tenglikdagi (x —x0) ning birxil darajalari oldidagi koeffitsientlarni
tenglashtirish yordamida topilishi mumkin.
Differensial tenglama yechimni darajali qator yig’indisi
sifatida topish, ya’ni analitik yechimni qurish jarayoni bilan
ikkinchi tartibli chizigli differensial tenglama misolida tanishamiz.
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L sLL yoki yuqori tartiblf chizigli tenglama yok] «Mpoti
Muigfemafer sistemasi ychun LLLO. analitik yechimni topish jarayoni
Asap. *ofemesfr amalgs'<>"Ndflladkwi®idik yechimni topish uchun
tenglama(laridagi barcha koeHitsientlar analitik bo’lishi kerak.

V' =NC&)5w-raU” 37LL-NTaM)
lenglamani<sfatayfik. mBu yerdagi p[x), pQx), q(x) ;%48%(%6
% THpalll yéa?!. 1 -miqianiBg;bircw Maifofi.d&  “analitik  tfgib

r«VA:-x,)", (E»Ne; f pLL34
bu ward» mullr 0,1, %s$*~nbauYw1 koellMellw Qatorm
hadma-hap/"k-i diffeEaM”~«pK :
A=y f t £«,0017f)

Y =2% i+ L )=

m m
=X _(*+ ~ R'm
pfy
Aitogiamada berilgan - koeffitsientlarni darajali

NANrferga yb/aftiiz:

\ JEwEwrijfijflp 1 1jBjto

20p$|wx Nr» Nopj<nt
-'EdB(x-MEYI a2’ Hpl,
( Whyerda pI(x%P(Xx),r(xYwbun darajali gatorlftr ya“infchish
4a



R2Man belgiladik). ; ¢

Bu gatorlarni garalayotgan (11.12.2) differencial tenglamaga qo’jftb,
'zarur soddalashtirishlarni bajaramiz:

+S o (x-w Ll £ YjdnLLl LI LU .

2 (mtM e + Z ((*+MwuwoW T

AU; leaglftsing chap va o’ng tomonidagi (ij—A"ijlpg bir xii
Barajalari oldidagi koeffitsientlarni tejiglashtirib, ,%fi —0,14,"
porna’lumlarni topish uchun cheksiz sistemani hosil gilamiz:

bl # +p|+ ~¢d, t

XL & (ccHULPALILLLLL KBV & Lt

p rxd : \H)(nfciwg+£ ((k+LWLplL + F,

iVgar X0) ,va a, *fjf'.pcg) ;tantasak
BKoshi nlISifel&’£17r iife8lgag i kolda bu yerdagi
pirihchi tenglamadan a2, ikkiBehisidan a, va h.k. barcha golgan
tonjar bir gjymatli anigianadi. Topilgan anlarga.kora (IkI®);
Barajali gatorning yaginlashish radiwsini 1jbfeyraiz va qurilgan
analitik funk”js yaginlashish intervaiida (1112.2) dtFfereasial
Bnglamaning yechimi ekaniigM asosiayiJife. Ko'rsatish mumkinki.

Ta



R{"R2 <bd’fakKH~"’ni .qurilgan (1L12.3) fdnkwya ~(il.I'M)
tenglamada qaiwaahgan analitikfwiksiyalarining umuroirylan/ljitiWik
liit*alKfa |» a “nglam”ning <att?jlyY yechifni pQ’Udi;*Shunday
qilik, LL, 123jY, teuglanjannrg ,aa;a) ikki mparapietrli analitik
yechimlar oHabHb hosil gifanuz.'. £

Yuqorada bajaNIgan ishiarning umumiy holda qonuniy
ckanJif|r# Ojy\\Sagi teorema a”*slayNgj*. MSB

imlleorewa I. \f i m m |
funiosiyicdur (xOst R ~. + M) ttgervalda aittilitik'fae hi®. U h&Ida har
LL, n&rilar iicfniH ushbu
wa(r MxmTw*/(Xq) =,

Koshi iiia$(jijysi —R&4¥R) intervalda aniglangatt ytigona
unalHikyechiinga dgci.

pito TppP ™
i. . m LM,

ym ) ' (111210
»=2>1
rinishdagl yechSjtjiai quring.
8»Bu yerdagi $ {«=0,1,2,...)— noma’lum sonlami
iBglashimfe kerak. (11.12.10) danjar ftl'nisoblaymiz:

Ip = /A (2n ~i)m Ixn2 =Y] (« + IX«+2)a,#A  (11.°11)
(MM .(I 1.12;9) ga qo’yamlz:
V («t))ect2)at? Sy= Habhiv\

#iIn§ jjMHipdarajalari ko ffitsienlarfni tenglashttf ftf J
x°: 1-2-a2=cif,
x*; 2-3



xr  3-4-a4=a2,
X" (n+)(n+2)altd- <w-

ya0,ax\a T\ ixtiyoriy tayinlaymiz. U holda  yuqoridagi
tenglamalarning toq nomerlilaridan

<ill aa .tb 0 /

1-2 14 W BomMAN o (2mY(
juft nomerlilaridan esa

_ a
75 P 2% 48 Pope v @) (=14

ytengliklami topamiz. Bulami (H.12.10) ga qo’yib, formal ravishda
yechimni topamiz:

y-i#o'y ----- ttgt +a,Y '--------- X2 a2

T (2n+1)!

|Bu formuladagi darajali gatorlar (—eo0,+°0) oralig’ida absolyut
lyaginfeshuvchi (masalan, Dalamber alomatiga asosan). Demak,
yugorida gilingan ishlar (hadma-had differensiallash va h.k.)
mtjonuniy va (11.12.12) formula (11.12.9) tenglamaning (-00,+00)
oraligda aniglangan analitik yechimini beradi. Analizdan ma’lumki,
giperboiik kosinus va giperbolik sinus funksiyalari uchun

chx=V ——x2', shx=V X 2%+,
ti(2«)f AT(2n+1)r 5
Shunday qilib, (11.12.9) tenglamaning ushbu
y = alchar + a,shx (a0,a, —ixtiyoriy 0’zgarmaslar)

jlkki parametrli analitik yechimlar oilasihi (umumiy yechimini)
| topdik. h

N Yugoridagi (11.12.2). tenglamaning (11.12.3) yechimidagi
le,, («]*©,1,2,...) koeffitsientlarni

n («=0,1,2,...)
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f#rmulalarga ko’ra topish ham mumkin. Bunda

u0m_y(x@), goigan koeffitsieotlar (I1.12.2)

tenglamadan aniglanadi. y = }dx) yechim bo’lgani uchun, u x0

nugianing biror atrofida (1. 12.3) tenglamani ayniyatga aylantiradi:
I(v)+ 1>,()1(%) + pO(X)y(x) = q(x\ ., (11.1213)

Bu ayniyatda x = xn deb y (Xofm va, demak, a2=— ni

topamiz. (11.12.13) ayniyalni ketma-ket differensiallab va x = x0
deb, ¥"(x0), v;i (x0),... hamda a5,a4,...larni hisoblaymiz:
Y7097} - A(X)/<*)rp, (x)y\x) - [[$(*M*)Lp$ *(x)
bundan yn](x,,) ':/a f} = /'—o——o-——!ar;
y" () =(a\x)-ft'(i) v (YA (j)>V)-
I Pe(xblx)-px)y'(x)¥Y—q"(x)~...,

bundan y 1,(Jbj) wron.  Ne 4|B wc

topiladi.

Biz yuqorida chizigli tenglamalarning analitik yechimlarini
topish bilan shug'ullandik. NochizigB tenglamalarning analitik
fAhimlari ham yuqoridagiga o’xshash topiladi. Bunda quyidagi
teorema asos bo’lib xizmat giladi.

Teorema 2. Aylaylik,

[Ne gX
sonlar), Koshi masalasi berilgan bo1lsin.
dgift j (x,y.z) fimksiya (x0_ w1, ¥ )€ 1S3 boshlangicli
wwtuning biror atrofida analitik, ya'ni biror absolyut
yagitdashwchi " aklJX~x*f{y~ Y0)'(x~2aY qatorning
rVEQ

LLL itulm sifatida ifodalansa, un holda berilgan masala!
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A0 e K nuqtaning biror atrofida analitik bo’lgan yagona yechimga
ega.

Qisgacha, lekin noanigrog: 0’ng tomoni analitik bo’lgan
differensial tenglamaning yechimlari analitik.

Shunga o’xshash teorema yuqori tartibli differesial
tenglama, yoki tenglamalar sistemasi uchun ham o’rinli.

Bunda y=Y an(x- xf)n  analitik  yechimning
an(n=0,1,2,,!,) koeffitsientlarini topishni yuqorida aytilgan ikki

usuldan biri yordamida amalga oshirish mumkin.
Misol 2. Ushbu

Koshi masalasining analitik yechimi topilsin.
8—» Yechimni

y=Y,aXx*)nfapSi
M=0

iko'rifiishda  izlaymiz. ap(1jHoa,2,...| koeffitsientlarni,
Muw " . o o

Ka = T formulaga ko’ra, berilgan tenglamani differensiallash
oon

fcordamida topamiz. Quyidagi hisoblashlarni bajaramiz:
~=y(1) =1 a,=y'(1)=CH
MHLW §VNE . myo) i

—1e2py yroy=1 g =Y (D=1
Y*=1+2yy',y"0)=1, 3 = 31~6

| -3yP+Byyy ()=l ,aa=" a2 =2y

/0) 1.

1l =6y'y"+2yymyl (1)=2, a5= 51 60’
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6! 420’
ffifnafe, izlangan yechim

(n'-1 n + —24(x - 44

konnishga ega. Bu darajali gatoming yaginlashish radiusi gat’iy
musbat bo’ladi.‘P6 ?

Regulynr maxsus nuqta. Frobenius metodi.
Endi (11.12.2) tenglamaga garaganda umumiyroq

p2(x)y" + LW (x)y" + pO(x)y wa(x) (11.12.14)
differensia! tenglamani qaraylik. Bu yerdagi
p2(x), 1?,(*), pQx), q(x) funksiyalar x0 nugtaning biror
atrofida gnalitik deb hisoblanadi. Agar p-Xx0)¢p 0, ya’ni

W W uMWUUMMALWA nugtasi bo’lsa, u holda (11.12.14)
teng&ijna x0 nuqtaning JNStftlicha kichik atrofida ushbu
yr+ Pjjx) ,1 Po(x)  q(x)
p2(x) W T p2(x)
analitik koeffitsientli tenglamaga ekvivalent. Oxirgi tenglamaning
M) nugtada analitik yechimini topish bilan yuqgorida tanishdik.
Faraz' qgilaylik, p.,(xa)=0, yani x0— (11.12.14)
tenglamaning maxsus nugtasi bo’lsm. Bu holda (11.12.14) tenglama,
umtiman olganda, xQ nugtada analitik yechimga ega bo’Imasligi

mumbkin. Lekin ba’zi hollarda yechimni umumlashgan darajali gator
yig’ndisi ko’rinishida ifodalash mumkin.
Ushbu

(- xX(Yy"+(x xn)/?,(x)y’+jK(x)y-0 yoki
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I+ AMY+_AN). o (11.12.15)
oa# (x-x0y

tenglamani qgaraylik; bu yerda /?,(x),p0(x)- X0 nugtada analitik
funksiyalar. Bu holda  x0 nugta (11.12.15) tenglama uchun
regulyar maxsus nuqta deyiladi. Bundan keyin gisqgalik uchun
x0=0 deb hisoblaymiz. Har doim s =x-x0 aimashtirish
yordamida x0 nugtani 0 nuqtaga o’tkazish mumkin.

Teorema 3. Agar x0=0 nugta (Il. 12.15) tenglama uchun
regulyar maxsus nugta bo ‘'Isa, u holda (lI.12.15) tenglama
y =x*'"a,xX* (/l,a, MWO ,1 ,2 oZzgarmassonlar) (11.12.16)
ko'rini\slTdeagi kamida bittayechimga ega; bu umumlashgan darajali
gator biror x e (0,p) (p > 0) intervaldayaginlashuvchi bo 1adi.

Teoremada aytilgan p,an(n =0,1,2,...) sonlarni topish
uchun, Frobenius metodiga ko’ra, ushbu (x > 0)

+0 ®Q

B IF )%=0| P> 10
«® Q@ +0

Y8 JFX anxnl ]T anxn#t], y' = (n+p)a,x"+ S
7=0 1720 1720

[ = E£("* +i«)(«+/7-1K *eH“2 ;
Pmo

Po(x)y = 'T,anx"#M= X X a*c«-*x'H'1
11=0 11=0 /7=0 k=1
B +0 40 T
rwx)y =YJmxn*(n+p)ak'#MM=Y " (k+p)akink<M;
>=0 =0 11=0 k=)
+D
X2 = +P)(n+P~Nanx"H ;

17=0
yoyilmalami (lI.12.15) tenglamaga qo’yib, uni quyidagi ko'rinishga
keltiramiz:
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yoki
£/ ,, m p|Y2+S(4i(«'+mX"+n

~’|}Iak.((k+H)K-K& All =®
yoki yana gisgaroq

0" +Z ( apA{n+ju)+ (11:1217)

bu yeixla

W T W W W W .1218)
(11.12.17) tenglik ayniyat bo’lishi uchun x ning darajalari oldidagi
koeffitsientlar nolga teng bo’lishi kerak:

a, A(M) =DV
anA(n +/.1)i);1'a K((k +juhnk+cnk)=0 (n>1). (1112.19)

Bu yerdagi birinehi shartdan $jjni deb, ju ga nishatan
kvadrat tertglama hosil giairtizj
yoki (ii. 12.18) ga ko’ra
(11.12.20)

Bu kvadrat tenglama (L.LL15) differensial —tenglamaning
ank/lovchi tenglamasi deyiladi. Agar berilgan 4  uchun

AL+ AR +/) ®0,...,A(u+(MPO0,.; bo’lsa, u holda
(11.12.19) tenglamadan tayinlangan aOga ko’ra rekurrent usulda
barcha =a2(/j), koeffitsientlarni
bir giymatli topamiz.
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Aniglovchi tenglamaning /Uffi2 ildizlari haqigiy bo’lsin.
Aniglik uchundi]>jj2 deyiik. Demak, 0 va
i‘borJganda  A(j)” 0. ftaning wuchun  (11.12.19] rekurrent
munosabatdan —my fel  deb, barcha an=fl,(/q) in—0
KOeffifesieiitoi bir giymatli aniglaymiz. Shunday gilib, bu holda
M ¥ W ) tenglamaning bir dona
A Ne =xma,, (H}& =x*(I +]1EnA(N)*
(2 & =114y s
Brechimini bos!))lgilamiz. (M.12/15) tenglamaning umumiy yechimini

popish iichun”ntng (If yechimga chmqli bog’liq bo’lmagan
bana Wf ydchlmini topishimiz kerak. Bu y2(x) yechimqi
Atjiirisb usnli anigtd*dhi tenglamaning’ Yildfziariga boglliq,

P~uyidagi hollar bo’lishi mumkin.

1°° M\~Mr ayirma butun son bo’lmasin. fl ;1L
pavshanki, A(1+//2) kO, A(2+ 0, A(riAtto3*0,... va
Wo=1 deb, (11.12.19) rekurrent munosabatdan , bargha
LWh~an(”0 («#il) koeffitsientlarni bir cjipnatli anigi*Nife
ipbmaft,yechirrt sifatida quyidagi funksiyani olish mumkte

(HN27b

?2° AQu)~ at
o0°zgaruvchi deb hisohlaymiz va ixtiyoriy a0 ni tayinlab, (11.12.19)

m”current mgngsabatdan barcha &ifca-a (fh} (s42L3| koeffilsient-

larni brAgiymatii aniglaymiz. Bu koeffitsientkarga ko’ra (11J2.16)
pformuladagi

iy a. ¢ #Tof8gfc (. Nx™) (112,23
i &g o ) ( )

jjmksiyani tuzaylik. Bu funksiyaning qurilishiga ko’ra
P'hill LU
=W9



LW 3plr +y (ci,,An+'/.i)%j gk ((k +p )bn Kk +cnk))}

--anA (n)" m
Dernak,
(x - n0)2/ + (x- W)p, ()Y +p0(x)y —aQju-//,)2L], .
Oxirgi tenglikni p bo’yicha differensiallab,

n- ) (1B "%)"’!”-I?'%/r) (B 1B LI.L

. 200l - /™ + a0/l - Ir()2A™ in
ekan ligini topamiz (bizda x >0). Bu tenglikda p px deb.
(11.12.23) formula bilan aniglangan funksiyaning ushbu
m dy(x.p) .,
dp

hosilasi (11.12.15) tenglamaning yechimi bo’lishini topamiz.
(11.12.23) formulaga ko’ra bu ikkinchi chizigli erkli yechim

Y x)

V2(X) =y, (X) In X+ x": A\ (UPX (11.12.24)

ko’rinishga ega bo’ladi. Bu yerdagi ar(p,) lami noma’lum

koefftsientlar metodi yordamida, ya’ni (11.12.24) ni (11.12.15)

tenglamaga qo’yib, tenglamaning ganoatlamshi shartidan aniglash
mumckin.

3 . p x%p., ayirma natural sondan iborat bo’lsin.
ikkinchi ~ yu(x) yechimni qurish usulini Keltirib chigarish
murakkab. Shuning uclnin birdaniga natijani keltiramiz. Bu holda
V,(X) yechim

4o

y2(v) =aryx(x)\n x +xM* a n{p2)xn (11.12.25)
no

ko’rinishda bo’ladi. Bu yechimni qurish uchun dastlab Frobenius
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mctodidan foydalanib, //, ga ko’ra  (11.12 15) tenglamaning
yeehimini qurish kerak, Agar qurilgan vy,(.v) yechim r,(x)
(11.12.19) ycchimga chizigli bog’lig bo’lmasa, u (11.12.21)
ko’rinishda bo’ladi (bunds a_{=0). Aks holda, ya’ni izlangan

yechim hosil bo’lmasa, 2 . banddagidek ish tutib,

izlangan yechimni topish kerak. Tushunarliki, (11.12.25) yechimni
noma’lum koefftsientlar mctodidan foydalanib ham topish mumkin.

Agar aniglovchi tenglamaning //,,/7., ildizlari kompleks
sonlardan iborat bo’lsa, u holda L, =/7, bo'ladi (tenglamadagi
kocffitsicnlarning haqgigiyligi uchun) va eatp =e"(cos/3%/sin[])
Hylcr formulalaridan foydalanib chizigli crkli hagiqiy y x(X), y 2(x)

ycchimlarni qurish mumkin.
Misol 3. iJshbu

W y" 4 TH+ 2 (iywcon”)I,0)
(11.12.26)
Bessel tcnglamasining chfXigli erkli yechimlarini quring.
8— Ravshanki, Bessel tcnglamasi uchun LWE=O nugta

rcgulyar maxsus nugtadir. Frobcnius mctodidan kelib chiqib,
yechimni

Y~x*% amx" +aflll $a2x A AL H+am N+ (11.12.27)
P7; "D

ko’rinishda izlaymiz; bu yerda ju,an(n LU0,1,2,...) - hozircha
noma’lum sonlar. Bu funksiyani va uning birinchi va ikkinchi
hosilalarni (1. 12.22) tenglamaga gqo’yamiz;

M/ (- Dot 2+(1M ) ai TR + +HN(«+//-laix"+1" +..)+

+X(/X10XM 1+ (1 +jLN)atXfl + (2 + //)neA'U+... + 7 + ju)airx™+ fl+...) +
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(- r )/ +<7IN " +ax ' + 4 a,x"4'+..) =0
Qavslarni ochib chiqib, 0’xshash hadlarni ixchamlaymiz:

</ - AR)O + 4 (/T + 1) - )t

+ ((/I +n)l—lj+an2)n/+' +..=0.

x ning darajaiari oldidagi kocffitsicntlami nolga tenglashtirib,
noina’lumJarni topish uchun quyidagi sistcmani hosil gilamiz:

Go(/.f ~v2) =0,
(/] + D2-t'2) = 0,
€O (II. 12.28)

anU/{+n)2- vl)+an2- 0 («>2),

g, ni ixtiyoriy deb, ushbufi~—v~=0 aniglovchi tcnglamani
topamiz. Uning yechimlari //, = V,//, =—v (v musbat).

Dastlab // =v  holini garaymiz. (11.12.28) ning ikkinchi
tenglamasida jor="dcb, £ =0 ekanligin topamiz. (11.12.28)
sistemadan ushbu
anUjU +n)~ - 1'2J+an =0, ya’ni

an= ! a,, (n>2) (11.12.29)

7+ N+ V)(/7+ M- V)
munosabatni ham topamiz. Bu rekurrent formulani ketma-kcl
go’llab,  barcha toq indeksli kocffitsientlarning nolga teng

ekanligini hosil gilamizz 0=Ll=a, =i5=....... Juft indeksli
koeffitsicntlar uchun esa
L (-n" (H>1)

2 MW I F2) v 1)
formulalarni  topamiz. Endi (11.12.27) formulaga topilgan
giymatlarni qo’yib, Bessel tenglamasining
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HB LW +YY—1)"—2 n!()‘+|)(V+2)---(V+“))

yechimini  hosil gilamiz. Bu yerdagi ixtiyoriy 0°zgarmasni
1
deb tanlanadi va bunda hosil bo’lgan y —,/ (x
Q27 (v+) gan y =109
yechim V- tartibli birinchi tur Bessel funksiyasi deb ataladi.
Kerakli shakl almashtirishlarni bajarib, Jv(x) Bessel funksiyasini
quyidagi ko’rmishda ifodalaymiz:

Y GD"
(x): At TIn +v+ Yv2y (11.12.30)

Osongina ko’rsabsh  mumkinki, x 'Jr(x) uchun gator
ixtiyoriy MVMLLWH segmentda absolyut va tekis yaginlashuvehi.
Endi fi=— bo’lsin. Bunda Bessel tenglamasining
J_v(x) yechimini hosil gilamiz. Agar V son butun bo’lmasa, u
holda Jv(x) va J_V(x) yechimlar chizigli erkli bo’ladi. Lekin, agar
% butun son bo’lsa, ular chizigli bog’langan bo’ladi
( (x) = (1) J,,(x)) vabu holda ushbu
cosvn wv(x)- J_ BjN

K(x) = e (11.12.31)

funksiya kiritiladi ( v —k butun son bo’lganda (Il. 12.31) formulani
K(x) = WF (x) deb tushunish kerak). Bunda har doim Jv(x) va
Y,(x) —chizigli erkli yechimlar bo’ladi (I1.3- va I1.4- rasmlar). Bu

yerdagi Y,,(x) funksiya v - tartibli ikkinchi tur Bessel funksiyasi
(yoki Neyman funksiyasi) deb ataladi. S
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114 rasm. Ikkinchi tur O-, 1- va 2- tartibli Bessel funksiyalari.

Bessel funkstyasiuchun (11. 12.30) formuladan quyidagi ikki
formula osongina kelib chigadt:

8[xJ{/(x) —ler (XEJ:U-JXITI]J\/Y b”(') . (1. 1232)

Ba’zi tenglamalarning yechimini maxsus almashtirishlar
yordamida Bessel funksiyalari orgali ifodalash mumkin.
Masalan, uslibu

y'=x+y2
maxsus Rikkati tenglamasini garayiik. y =y(x) noma’lum
funksiya 0’miga yangi 1 = u(x) noma’lum funksyani

wo 1du (1.12:33)

formula bilan kiritib, 1 funksiya uchun

u”+xu =0 (11.12.34)
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sAiziqli tenglarriani %”ii qdaraiz'Bu tengiamani

w= , 2= x*r,w=mMV) (x >0)|
3
almashtirishlar yordamida ushbii
ml| LIP 11 L L, 1o | fipw PuuLL, W
m  tfe2 ...

iBessel tenglamasiga keltiramiz. .w /3 va 1/3 tartibli biriuchi tur

va ™ p ii |:- Bessel funksiyalari oxirgi tenglamaging
~plglierkli ygchimlari. Demak, (M.:2ydytenglamamng
feyechirrii

>n I X Y>>

ifeoYinistidd boMadi. Endi (H.12.3B) almashtfrish va
gformulalarga:to'ta btelgan maxsus Rikkati tenglamasining BfessfB
iftsnksiyaiari orgafii ifodalaAgan usbfeu

(x>0)
Kechimini topamiz.
MasalaJar
1 Otybu
y'-Xy =0 *y
Eyri: tenglamasining (analitik) yechimlari
x3*
fea(+Z¢ 3. gp-3)ax A3 :4-.,.Qn)-(3n+I1fA

(ao,a, ~ixfty®By ozgaa‘jnaslar f p~fflaishdatva bu yerdagi gatorlarning

yaginlashish radiusiari R |g|M ekantigini LU, TwLL|
2. Ernut ataluv/~d’ »
| Xe—=2/x"+ 2N3E parametr)
tenglamani qaraylik ‘{be teijglaraa matematikaning ba’zi sohalarida va
fevant mexanikasida uchraydif*~
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1) Quyidagi bel T lashlarni klrltayllk

2(91-1)r,"22(ﬂ-1x;|-3) ., 239- 1)(91 3)(A-5),7,

2 3! 5! 7
Bu funksiyalar —eo </ < +co oraligda aniglangan, chizigli erkli va

ixtiyoriy (1:)f2 0°zgarmas sonlar uchun
A= arx’t) +anx2{1)
funksiya Ermit tenglarnasining yechimi bo’lishini isbotlang.

2). Ermit tenglarnasining n —darajali ko’phaddan iborat bo’lgan
yechiinls agar t"* oldidagi koeffitsient 2'* ga teng bo’lsa, (n —darajali)
ijlrmit  ko’phadi deb ataladi va Hn(/) Dbilan belgilanadi.
0() =1, A,(/) = 2/, A/) f4t2-2, S3(7)-8f3-12

formulalarni isbotlang.
3. Bessel tenglamasiga oid misolda bir nechta tasdiq is

keltirildi. Shu tasdiglarni to’liq ishotlang. Agar k butun son bo’lsa,
Ja(x) Bessel funksiyalarining  elementar  funksiyalar  orgali

ifodalamshini ko’rsating.
4. Ushbu

@Qif2)/ ~2xy'+4AA+1)y=0
tenglama Lejandr tenglamasi deb ataladi (1 —berilgan son, parametr).
1). Lejandr tenglarnasining umumiy yechimi quyidagi ko'rinishda
bo’lishini ishotlang:
y = (x) +aj>2(x) (an,a,-ixtiyoriy

ii’zgarmaslar), bu yerda
A 2)A(4 + )(A+
y, (x - 1- ra(BI/IVIV? —(—HL§——) ( K -—--?32

(ﬂ$$4)(9 2)A(A + (A + 3)(9 + 5) 1

'wwTw i\ 3YEHA HEA+2)(A+4)

1 —  Qi— uw 51 N
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7!
2) . Bu qatoriarning yaginlashish radiuslari R > 1 ekanligini
ko’rsating. Ularni x —+1 nugtalarda yaqinlashishga tekshiring. J1 butun
son bo’lgan tagdirdagma ~ (x) va Yy2(%) yechimiar [—,:] segmentda
aniglangan bo’lishini ko rsating.
3) . Agar X —nomanfiy juft son bo’lsa, n holda m (x) ko’phadga

»0) XK LLll

ko’phadni kiritamiz. Agar A — musbat toq son bo’lsa, n holda y 7(x)
ko’phaddan iborat bo’ladi; bu holda

aylanadi; bu holda

deymiz. Kiritilgan /*0x) (N1 =0,1,2,...) ko’phadlar Lejandr
ko’phadlari deb ataladi. P((x), M (xj, P2(x), LLi(x) va P4(x)
ko’phadlarning standart ko’rinishini toping. Ushbu

) (x2-\y (n=0,1,2,...)
2 n\\ax)

formulalami isbotlang.
5. Ushbu
1- x2)y"-xy'+X2y =0
differensial tenglama Chebishyov tenglamasi deb ataladi (/1 —berilgan
son). Bu tenglamaning x = 0 da analitik yechimlarini toping. /1 ning
ganday giymatlarida yechimiar ko’phadlardan iborat bo’ladi? Bu

ko’phadlar Chebishyov ko’phadlari deb ataladi.
6. Ushbu

x(I- x)y"+[y-(l +a +P)xyly’- afiy =0
differensial tenglama gipergeometrik tenglama yoki Gauss tenglamasi deb
ataladi; bunda (X,J3,y —berilgan sonlar. Quyidagi tasdiglarni isbotlang:
it Butenglama uchun x —0 —regulyar maxsus nugta.
2). Agar y soni 0,-1,—2,-3,... sonlardan fargli bo’lsa, ushbu
187



. ©)
T~it  O')**!
funksiya gipergeometrik tenglamaning yechimi bo’ladi; bunda

Ww -U@)n~d@a+)(«+2)...(a+«-1)="a+m,n6N.
Wm\
3) . Agar y=h-n~n—-0,1-2,...., va ord—p,j3d®—p,p GN,/><n,
bo'lsa, (G) gator aniglanmagan, lekin
_F_S?_’LQ”X_?BSZ:_(%:TJ_(/?)_MX fla v ne . fiens IS

r->-" r(y)
limit mavjud va u Gauss tenglamasining yechimi.
4) . Agar a=-n yoki /?=-« («=0,1,2,...) va y=-p, bunda
p=n.«+1 «+2,.. bollsa

F(-«,lrTx)=Y
(~p)kK!

w H -p\x)=Y ta)*~n)kxk

ko’phad gipergeometrik tenglama yechimi bo’ladi.
Aniglangan F(cc.J3,y\,x) funksiya gipergeometrik funksiya yoki Gauss
funksiyasi deb ataladi.
5) . Gauss tenglamasining ikkinchi yechimni topish uchun unda y = X1ru
almashtirishni bajaring va hosil bo’lgan tenglamaning kerakli yechimidan
foydalaning.
6) . Gauss tenglamasi uchun x —1 nugta ham regulyar maxsus nuqta. Bu
nugta atrofidayechimni topish uchun tengiamada x =\ —t almashtirishni
bajaring. Hosil bo’lgan gipergeometrik tenglamaning kerakli yechimlarini
quring.
7. Ushbu
iX3"—y +x=0
ly(0) =0
boshlang’ich masalani yeching. U analitik yechimga egami?
8. Ushbu
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XYy -2y =0
differensial tenglamani yeching. Har ganday yechimning barcha hosilalari
nol nugtada nolga teng ekanligini ko’rsating. Tenglamaning nol nugtada
analitik bo’lgan yechimlari nechta?

11.13. Ikkinchi tartibli chizigli differensial tenglama
yechimlarining nollari

Ushbu
y" +dl(x)y' +a0(x)y =0 (11.131)
ikkinchi tartibli chizigli bir jinsli tenglama berilgan bo’lsin. Biz bu
paragrafda uning y =y{x) yechimi ishoralarining o’zgarishini
0’rganamiz.

Dastlab (11.13.1) tenglama ko’rinishini soddalashtirish bilan
shug’ullanamiz. Amgrog’i, tenglamani noma’lum funksiya hosilasi
gatnashmagan ko’rinishga keltirarniz. Faraz gilaylik, a0(x), a,(x)
koeffitsiyentlar va ci',(x) hosila / (a,b) intervalda uzluksiz
bo’lsin.

Noma’lum funksiya y =y(x) o’miga yangi noma’lum
funksiya z =z{x) ni y =w formula bilan kiritaylik. n = u(x)
funksiyani tanlash evaziga hosil bo’ladigan differensial tenglamada
noma’lum funksiyamng birinchi tartibli hosilasini yo’qotamiz.
Buning uchun

y-uz, y =uz+uz', y’—u’z+2u'z'+uz"
ifodalami (11.13.1) tenglamaga qo’yamiz:
uz" +(2u' +an(x)m)r' +{u"A-ci\(x)u +a0(x)u)z =0 (11.13.2)
va bu tenglamadagi z' oldidagi koeffitsiyentni 0 ga
tenglashtiramiz:
2u'+m (x)u=0.
Oxirgi (o0’zgaruvchilari ajraladigan) tenglamani yechib, uning ushbu

it=exp _l>jtf, (s)ds (xOs(a;b)—tayinlangan) (11.13.3)

yechimini tanlaymiz.
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Bu funksiya uchun

q(x) K: 1 |V'(x) +at(x)u'(x) +a0(x)u(x) 1
u(x)

(11.13.4)

munosabatni topib, uni (I1. 13.2) ga qo’yamiz. Natijada

w+i/(x)z=0 (11.135)
tenglamani hosil gilamiz. Bu yerda q(x) funksiya (Il. 13.4) formula
bilan aniglanadi, (11.13.5) ning z —z{x) yechimiga ko’ra (ll. 13.1)
ning

yechimni topamiz. Demak, quyidagi jumla isbotlandi.
Jumla. Agar (11.13.1) tenglamada

[e.,(7-), &,(x), LLLLLL czC((a,bj) bo'lsa, u holda y - y(x) noma'him

9 (x)ds  almashtirish yordamida

(1. 13.1) tenglamani (11. 13.5) «sodda» ko Tinishga keltirisli mumkin.
Agar tf|(x) ning uzluksiziigini talab gilmasak, u holda
boshga,  «murakkabrog» almashtirish yordamida (Il.13.1) ni

(11.13.5)  ko’rinishga keltirish mumkin.
Dastlab (11. 13.1) tenglamani ushbu

(11.13.6)
0°z-0’ziga qo’shma differedsial tenglama deb ataluvchi tenglama
ko’rinishiga keltiraylik. Buning uchun (11.13.1) ning har ikkaln
tomonini biror silliq ju(x) funksiyaga ko’paytiramiz va hosil
bo’lgan tenglamanmg 0°z-0°ziga qo’shma bo’lishi shartidan kerakli
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ju(x) ni topamiz:
u{x)y" +p(x)ate)is +juan(x)y = 0.
Bu tenglama 0’z-0°ziga qo’shma bo’lishi uchun
In'(x) =ju(x)a,(x),
yam

ju) =exp [a,(yWs

bo’lishi kifoya. p(x) uchun bu ifodani tegishli tenglamaga qo'yib,
ushbu

d‘ p(x) +q(x)y =0 (11.13.6)
dx

0°z-0’ziga qo’shma tenglamani hosil gilamiz; bu yerda

P(x)=exp [c/|()dE 'O » q(x) ~a0(x)exp [a(s)ds  (I1.13.7)

Shunday qilib, agar a,(x), a0(x) koeffitsiyentlar (a,b)
intervalda uzluksiz bo’lsa, u holda (11.13.1) tenglamani (11.13.6)
ko’rinishga  keltirish  mumkin; bu yerda p <=Cl((ajj)),
ge C((a,b))

Endi (Il.13.6) tenglamada x argument o’miga £ = <\(X)
0°zgaruvchini ushbu

% 1
dx  p(x)
tenglamaning yechimi kabi kiritamiz. U holda (11.13.6) tenglama
J_d_d
- Y 4 q(oy =0
p(x) dis  d%
yoki
9% o4y =0 (11.138)
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ko'rinishni oladi; bu yerda Q(4) = p(X)*jf(x)| ya’ni
Q(4T™uO(x)exp 2 M|

(bu yerda x=x(E) funksiya £ =£(x) ga teskari funksiyani
beigilaydi: u mavjud cliunki £,'(x) *:_p_(x) >4). )

Endi ikkiivciii tartibli chizigli tenglamaning nollarini
0’rganamiz.

Odatdagidek, agar y(x0) =?.,a’lsa, ; iy =y(x)
furvksiyaning noli deb ataymiz. '

Bundan buyon «soddalashtirilgan»

y*+q(x)y =0 (11.13.9)
tenglamani garaymiz; bu yerda q(x) 6 C((a,b)).

Teorema 1. (II.13.9) tenglamaning bar ganday notrivial
yechimi ixliyafiy ci (a,b) segmentda chekli sondagi
noUargu ega xolos.

8—F Teskarisini faraz gilaylik. ¥;holda biror y =y(<X)
notrivial yechrm btror [flr-,6,] cz (a,b) segmentda cheksiz ko’p
nollarga ega bo’ladi. Bu nollardan x,,x7,...,x(l,... larini ajrataylik:
y(%,,)=0 x(el[s,/?], neN .

Chegaralangan  {x,}  ketma-ketlikdan  Veyyershtrass
teoremasiga ko’ra yaqinlashuvchi qismiy ketma-ketlik jx”~ j ni
ajratamiz; bo’ladi.  y(x)  yechimning
uzluksizligiga ko’ra I = 0. Hosilata’rifidan

'(.v0)= lim
y(v0) x-x0 LLL X -x0

Deinak. X, 6{i,,A] nugtada >(0)=0, j/(x0)=0
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. Yagonalik xossasiga ko’ra -y{x).w 0. Bu berilganga gid, Farazitniz

noto’g’ri va teorema isbot bo’ldi. h
Natija. , Waraz qilaylik,  y(x)-- g funksiyg\, (Il.13.9)
tenglamaning notrivial yechimi bo1sin. Agar y(x) yechim (a\b)
"irrterycMa kamjdq ; Ikkita cgfl ya,alarming bin x0 iboJsa
wec/nwiim bhunday 3L, S ippft

fwigvjndki," intervalda
«,,X) ningnoli bo fitaydL
Bu, X,, noliar ~(x).y9chimning qo’slini (ketma-ket

kelgan) nollari deb
. Quyidagi tenglamalarni garaylik
(n.n.w
un+tj2(x)u mO0) (11.13.17)
Pbu ycMa (EU&"b))" n
Teorema 2 (Shturmning taqqoslash teoremasi). Faraz
gilaylik, (a$) intervalda (K) <cj2(n),x0 va x, lar esa
(11.13.10)  tenglamaning notrivial yechimi bolmish y —y(x)
Wunksiycming ketma-ket kelgan ikkita noli bobin (x0<.v,). U
Lbl<lallfLl bicfM1T)> bat ganday w, =u{x) gotrivial
m$ehimi Anlhwwlld  kamidei  cllh  nolga ega, yo
u(xQ = z/(x,) = 0 va (x0,x,) intervalda g,(x) =q2(x).
8-» Faf~z,gilaylik, (11.13.11) tenglamaning notrivial u(x)
yechimi (x0,x() intervalda nolga ega ba’lmasin. Demak, u(x)

jiUzljaksiz, funksiya bu mtervalda o0’z ishorasini saglaydi.
Umumiylikni  buzmasdan (x0,x,) intervalda a(x) >0 deb

jjSsoblayrniz (aks holda -u (x) yechimni garaymiz).
Teorema shartiga  ko’ra y(x0) =y(xy =0 va
pAX€ (xf, X[) uchun £1$ ®0 . Umumiylikni buzmasdan (x0,nr,)
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Natija. Agar (a,b) intervalda gq(x) <0 bo'lsa. n holda
(11.13.9) tenglamaning bar ganday notrivial y —y(x)yechimi
(a.b) intervalda ko 'pi bilan bitta nolga ega bo 1adi.

9 Agar y(x) ning (a,b) intervalda kamida ikkita noli

bo Uganda edi, u holda
* o +g(x)y =0, (cj(x) < 0)
w'+0-w=0
E”englamalarga Shturm teoremasini qo’llab v =1 yechimning ham
noli bo’lishi kerakligini hosil gilgan bo’lar edik. jbujy,
Teorema 4 (Knezer). Agar (11.13.9) tenglamada q(x)

funksiya itchnn (x0;+«3) (x,, > 0) intervalda O0< q(x) < —f

AX"‘

tmgsizlik o ¥inli bolsa, n holda (Il. 13.9) tenglamaning ixtiyoriy

notrivial yechimi (x,,;+00) intervalda kopi bilan bitta nolga ega
1f£

bo'ladi. Agar (x0;+00) da q(x)>—4 y (0<s —const)
N

tengsizlik o'rinli bo'lsa, u holda (11.13.9) tenglamaning ixtiyoriy
notrivial yechimi (x0;+00) intervalda cheksiz kop nollarga ega
bo 'ladi.
9—t Ushbu
v'+ o v=0 (11.13.15)
4j<r
tenglapani garaylik. Bu tenglama x> 0 da y = yfx yechimga eg;r

Agar (x0;+co) (x0->0) intervalda q(><)<—%2 bo’lsa, u holda
4x

Shturm teoremasiga ko’ra (11.13.14) tenglama ixtiyoriy yechimining
qgo'shni ikkita noli orasida (11.13.15) tenglama har ganday notrivial
jechlpihiiBg kamida bitta noli yotadi. Agar (Il. 13.14) tenglamaning
biror yechimi (x0;+00) intervalda ikkita nolga ega bo’lganda edi, u

holda (11.13.15) tenglamaning y=ijx yechimi bu nollar orasida
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kamida bir marta nolga aylangan bo’lar edi, lekin y =Jx
funksiya (x0;+°0) (x0>0) oraligda nolga teng bo’la olmaydi.

\+£
Endi (xn;+c6) intervalda 4—< g(x), x>x(, s=>0,
X

bo’lgan holni garaylik. Bu holda taggoslash uchun ushbu

>+ iz’fS'>; =0 (11,13.16)
X
tenglamam garaymiz. Osongina tekshirib ko’rish mumkinki, bu
r

tenglama x > x0 oraligda y =yx- cos(-y-Inx) yechimga ega (

bu tenglamaning umumiy yechimini /=Inx almashtirish
yordamida topish ham mumkin). Ravshanki, bu yechini cheksiz
ko’p nollarga ega. Shturm teoremasiga ko’ra (11.13,16)

tenglamaning y =-Jx ecos(-“ Inx) yechimi nollari orasida

(11.13.14) tenglamaning har ganday yechimining kamida bitta noli
mavjud. Demak, (11.13.16) tenglamaning barcha yechimlari x > x0

oraliqda cheksiz ko’p nollarga ega. &
Masalalar

1. Aytaylik, q(x) € C {(a\b)) va biror 0)> 0 son uchun

g(x)<a)2(xe(oi)) yoki q(x)>a>2(x<=(a,b))
tengsizlik o’rinli bo’lsin. U holda y J+ q(X)y = 0 tenglamaning har
ganday notrivial yechimi go’shni x0 < X, nollari uchun ushbu

€ )
X, —x0> — yoki mos ravishda L, x, <=

baholash o’rinli bo’lishini isbotlang..
2. Ushbu

yr+—y'+ I y =0, x>0 (v =const >0).
X i

Bessel tengiamasi har ganday notrivial yechimining <
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orasidagi masofa 0<v<I/2 bolganda s dan kichik, v =1/2

bolida n gateng, v > 1/2 bo'lganda esa Tt dan katta. Shuni isbotlang.
3. Ushbu

X2y 7+ xy'+ (X~ —v~)y —0, x>0 (v =const >0),
Bessel tenglamasi ixtiyoriy notrivial yechimining x ketma-ket nollari
orasidagi masofa uchun H:%xoaq; )) = k bo’lishini isbotlang.

4, Ushbu y" +xy —0 tenglama ixtiyoriy yechimining
X ketma-ket nollari orasidagi masofa uchun H_r;%x —X1,)=0
bo'lishini ko'rsating.
11.14. Ekstremum prinsiplari
Ushbu
My\= y"+p(x)y' =/ (x), a <x <b, (11.14.1)

LIyl =Myl +a(x)y=y" +p{x)y' +a{x)y - /(x) ,a<x<b,
(11.14.2)
2-tartibli chizigli differensial tenglamalarni garaylik. Bu yerda

p(x),q(x), f (x)—cl/,6) intervalda aniglangan berilgan
funksiyalar; bundan tashgari p(x) va q(x) koeffitsientlar (a,b) da

chegaralangan deb hisoblanadi.
Biz bu paragral'da (11.14.1) va (11.14.2) tenglamalarning

f™((cl,/?))sinfga  tegishli yechimlari tabiatini tekshirishda
ishlatiladigan ekstremum prinsiplari bilan tanishamiz.

Dastlab quyidagi ta’riflarni eslataylik. x ' haqigiy
o'zgaruvchining hagiqiy funksiyasi y(x) berilgan bo'lsin. Agar
x0e M nugtaning biror atrofida v(x) < v(x0) (y(x)>y(x0))
bo'lsa. x, nugta y(x) funksiyaning lokal maksimum (loka!
minimum) nugtasi, >'(xn) esa lokal maksimum (mos ravishda lokal

minimum) giymat deb ataladi. Agar y(x) funksiya E to'plamga
tegishli bo'lgan loka! maxsimum (lokal minimum) nugtaga ega
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bo'lsa, bu y(x) funksiya E da lokal maksimum (lokal minimum)
nugtaga ega deb gapiriladi.

Kucltsiz maksimum prinsipi.

Lemma 1 Agar (abb) da f (x)>0 (/(x) <0) bo'lsa,

M\y\ —f (x) (ll. 14.1} tengiamamng bar ganday yechimi (a,b)
da lokal maksimum (lokal minimum) nugtaga ega bo lolmaydi.
8— Lemmaning lokal maksimumga taa’llugli gismim isbotlaymiz.

Teskarisini faraz gilaylik, ya’ni (11.14.1) ning y TY{*) yechimi
x0e (a,b) nugtada lokal maksimumga ega
bo'lsin. U holda bu nuqtada, analizdan ma’lumki,
[(x0)=0 va w M10 bo'lad . Demak,
=>"4"0) + [?(r0)/(x0):=/"(x0)~ 0"’ Lekin,
LW W bT 0. Hosil bo Igan ziddiyatdan farazimizning
ngto'g'riligi, lemmaning esato'g'riligi kelib chigadi. b
Teorema |l ( M[y] —f (x) tenglama uchun Kkuchsiz
maksimum  (kuchsiz minimum) prinsipi). Agar (ct,b) da
/I(x)>0 (/(x)<0) bo'lsa, MI[y]l=/(x) (Il.14.1)
tenglamaning [a,b] segmentda uzluksiz bo'lgan har ganday
y =y(x) yechiming [a,6] segmentdagi eng Kkatta (eng kichik)
giymati max{y(a),y(b)} (min{y(a),_y(6)}) ga teng bo'ladi:
supy(x) = rwx{y(a).y(b)}

(infy(*) = m\x\{y(_a),y(b)}). (1114.3)

8~ y >0 sonni shunday katta tanlaylikki, lining uchun

M[eNM=y(y +p(x))eyx >0, a<x<b,
bo'lsin. Buni bajarish mumkin, chunki beriiganga ko ra p(x)
koeffitsient (tub) da chegaralanganligi uchun
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y+p(x)>/+ aigjb p(x) >0 tengsizlikni ganoatlantiruvchi y >0
son mavjud. Demak, ixtiyoriy £ >0 son uchun (a,b) da
M[y(x) +ee**]1= M [y{a)]+eM[en]=f(x) +sM[erx]>0.
Ushbu y(x) +£er' funksiya [a,b] segmentda uziuksiz. Demak, u
shu segmentda eng katta qiymatga erishadi. Lemmaga ko'ra esa bu
y(x) +eer'  funksiya (a,J1) intervaida maksimumga ega
bo'lolmaydi. Demak, u eng katta giymatini [a,b] ning chetki
nuqtasida gabui giiadi:
sup(y(x) + £tf" ) = max{y(a) +ser°,y(b) +£eyh}.
sefal
Oxirgi tenglik ixtiyoriy s> 0 son uchun o’rinli bo'lgani uchun

unda £ —04 deb limitga o’tamiz va (11.14.3) tenglikni hosii
gilamiz. b

Teorema2 ( L[y]=f(x) tenglama uchun kuchsiz
maksimum (kuchsiz ~ minimum) prinsipi). Agar (a,b) da
t/(x) <0 va/(x) >0 (/(x)<0) bo'lsa, L[y]= f\x) (I1.14.2)
tenglamaning [rt,b] segmentda uziuksiz bo'lgan har ganday
y = _y(x) yechimi uchun

sup_y(x) < max{0,jy(a),.y(5)}

xala,b]

jinf y(x) >min{0, y(«),y(b)} 1 (11.14.9)

bo'ladi.

8+ Agar (cib) intervaida y(x)<O bo'lsa,
)'(.Y)eC([fli]) bo'lgani uchun [a,b] segmentda ham j/(x)<O0;
demak, supy(x) <0 va max{0,y(a),y(b)} =0, yani (11.14.4)

Mahl
tengsizlik o'rinli.

Endi faraz qilaylik, (a,b) intervalning ba’zi nugtalarida

y(x) funksiya musbat giymatlar gabui gilsin. U holda, ravshanki,
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biror x0e [a,b] nugta uchun supy(x) = y(x)>0 bo'ladi Apar

xb[a.b]
Xg=ci yoki xQ=b bo Isa, (I11.14.4) tengsizlik o'rinli. Masalan,
x0=a bo'iganda
sup,y(x) =y(a) <max{0,j;(a)5SMM}

xe[a.b]
Agar a <x0<b bo'lsa, /0=(«0A) bilati (a,b) da joylashgan
shunday eng Katta intervalni belgilaylikki, x0e JO va I(ning
barcha nugtalarida y (x)>0 bo'lsin. y(x) e C([a,6]) ekanligidan
ravshanki, y(a0)=y(b0)=0. (a,b) da 1[y]l=/(x)>0
bo'lgani uchun 70 intervaida ham £[>]= f(x) >0 . Shuning

uchun 1Q= (a0,b0) intervaida

Myl =¥Y"(x) +p{x)y'{x) >-q{x)y{x) >0. Demak, teorema lga

korasupy(x) =Tax{3<a0),460)}=0. Bundan
xel0

y(x0) = supjy(x) =sup.y(*) =0 ekanligi kelib chigadi. Lekin
b]

xe[a, xgla

sup_y(x) = y(x0) >0 edi. Hosil bo'lgan ziddiyat a<x{)<b
i LB\

holning bo'lishi mumkin emasligini ko’rsatadi. Boshga hollarda
(11.14.4) tengsizlikning to'g'ri ekanligi isbotlangan edi. h

Biz teoremning shartlarida jy(x) yechim, agar u o'zining
eng katta (maksimal) musbat giymatini sigmentning chitida gabui
gilmasa, segmentning ichki  nuqtasida qgabuigilolmasligini
ko'rsatdik.

Eslatma. Agar q(x) koeffitsient (o,b) intervaida musbat
giymatlar  gabui qilsa, Z[y] = / (x) tenglama uchun kuchsiz
maksimum (kuchsiz minimum) prinsipi o'rinli emas.

Natija 1 (L[y] = 0 tenglama uchun kuchsiz ekstrenium
prinsipi). Agar (a,b) da q(x)< 0 bo'lsa, 7[y]=0 (ll14.2)
tenglamaning y(x)eC ([fl,i]) yechimi uchun ixtiyoriy x e fa,h]
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Huyladn

min {y(a),y(b)} <y(x) <max{y(a),y(6)}
\O

ly ) l<max{ly(a)l.ly(7>)[}
tengsizliklar o 'rinli ho ‘'ladi.

Natija 2. Aytaylik. (a,h) da q(x) <0 va f(x) >0
(/(x)<0) holsm. Uholda L\y} =f(x) (1114.2) tenglamaning
y(x)eC([a.b\) yechimi uchun quyidagilar o rinli:

agar y(a)>0,y(b) >0 (y(a)<0,y(b) <0) bo'lsa,
har ganday X e (a,b) nugtada y(x) >0 (y(x) <0)
ho ladi;

2". agar y(a)>0,y(b) >0 (y(a) <0,y(b) <0) bo'lsa,

har ganday x e (a,b) nugtaday(x) <0 (y(x) <0)
ho 'ladi.

Natija 3 (L[y>\= / (x) tenglama uchun taqqoslasli
prinsipi).  Aytaylik, (a,b) da q(x) <0, hamda
C2((a.b))f)C([a, A]) sinfga tegishli bo'lgan va yl
funksiyalar uchun (a.b)da Z,[y,]< L\y2] bo'lsin. U holda
vi(a)>y2(a) va y”b) >y2(b) ekanligidan barcha x e \a,b\
nuglalarda vy, (x) >y, (x) bo lishi kelib chigadi.

Kuc/tli maksimum prinsipi.

Kuchsiz maksimum prinsipida yechimni uning interval
chetlaridagi giymatlari orgali baholanadi. Kuchii maksimum prinsi-

pida esa yechimning giymatlari hagida tenglik bilan ifodalanuvchi
xossa tasdiglanadi.

Lemma 2. Aytaylik, (a.b) da q(x) <0 va f(x) >0
bo'lsin. Bundan tashgari. L[y) =f(x) 0.14-2) tenglamaning
y = y(x) yechimi uchun quyidagishartlar ham bajarilsin:

(i) W =b (yoki xH=a) nuqtada y(x) funksiya uzluksiz;
(it) y(x0)>0,"
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(Hi) bar ganday x e (a, b) nugtada y(x) <y(x0).
Uholda, agar y\b) (y'(a)) hosila mavjud bo'lsa, ushbu
y’(b) >0 (¥ (o) <0) (11.14.5)
gat 1y tengsizlik o 'rinli bo 'ladi.
Agar q(x) =0 bo'lsa, (Il.14.5) tengsizlik (ii) j(x0)>0 shartsiz
ham bajariladi.

8- x0=b deb hisoblaymiz. Biror x* e(a,b) nugtani
olib, pO sonni 0<p0<b—x* shartdan tayinlab (bunda
a<b- pO<b), / =[b- p0,b] segmentda ushbu

U0 = exp (=Y (x- x*)2)- exp -y (b- x*)2)
funksiyani aniglaylik; bu yerda y —hozircha noma’lum o'zgarmas
son. Ko'rish qiyin emaski, u(6) =0, [b-pQb) oraligda esa
u(x) >0. O'zgarmas y> 0 sonni shunday tanlaymizki, mos
it —i/(x) funksiya uchun

I =(b—p0,b) intervalda L\u\> 0
bo'lsin. Sunday tanlashni bajarish mumkinligi p(x) va q{x)
funksiyalarning / =(b—p0,b) a (a,b) intervalda
chegaralanganligidan kelib chigadi (teorema 1 ning ishotiga
garang). (iii) shartga ko'ra [b-p0O,b) oraligda y(x) -y(b)< O,
xususan y(b)~y(b —p0) >0 . Ixyiyoriy £>0 songa ko'ra ushbu
v(x) =y(x) - y(b) +eu(x)
funksiyani tuzaylik. U / Z>—pQb] segmentda uzluksiz. x —b
nuqgtadagi  uzluksizlik (i) shartdan kelib chigadi, boshga
nuqtalardagi uzluksizlik ravshan. Har ganday e >0 uchun
J=(b-p0b) da
LIV = LIy()\ - LIy(b)] +sL[u(x)] =
=1(*) - <i{)y(b) +el[u(x)]
=f(x),
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fOx) =f(x)-q{x)y(b) +sL[u(x)]> 0.

Lndi £>0 sonni | =[b~pttb] ning chetlarida v(x)<O0
bo'lishidan aniglayiniz: ’
-H## v(h~p{d=y(b-pv)-y(b) +eu(b- p0) <0,

Vi- N :ov(ft) ='y{b)-y(b) +£ii(b) - 0<0.
Bu shartlarning bajarilishi uchun 0<£ <(y{b)~y(b-p0))/ u(b-p0)
bd'lishi kifoya.
v(x) funksiyaga 1 ~[b —p(,b] segmentda maksimum prinsipi
(teorema 2) ni go'llab, ushbu

v(xX) <0 ,xe[b-pQbl,
tengsizlikni hosil gilamiz. u(b) =0 bo'lgani uchun bundan v(x)
tunksiya x =b nugtadg maksimal giymatga erishganligi kelb
chigadi. Demak, v'{b) >0. ya’ni y\b) +su'(b) >0. Bundan
vl(b) >-'hi'(b) - ley exp(~y(b -x*)2)(b - x*) >0, ya’ni
(11.14.5) tengsizlik o'rinli. q(x) =0 hoii yechimdan o'zgarmasni

ayirsak, yana yechim hosil bo’lishidan kelib chigadi. Lemma isbot
bo'ldi. b

Teorema 3 (kuchli  maksimum (kuchii minimum)
prinsipi). Faruz qgilaylik, (ct*b) da q(x)<0 vo f(x)>0
(/(x) <0) bo'lsin.

Agar MI[y\=f(x) tenglamaning y =y{x) yechimi
(aji) intervalda maksimum (minimum) miglaga ega bo'lsa, n
(a.h) da o'zgannus, ya'ni y(x) —const bo'ladi.

L[y j= f(x)_ tenglamaning o'zgarmasdan farqli yechimi

(a,b) intervalda nomanfiy maksimum (nomusbat minimum) giymat
gabid gilolmavdi.

8—F Teskarisini faraz qgilaylik, yani y =y(x) yechim
o'zgarmasdan fargli va (a,b) intervalning biror LL, nugtasida
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'm niaksimum giyniat qgabul qilsin. U holda,
tuslumsHiki, biror (2,.v0) LW, (a,h) intcrvalda yO) < v(x0)
bolftdi. Dcmak, lemma2”a ko'ra Vv(ao)>0. Lekin xn€ (a,b)
niaksimum nuqgta bo'lgani uchun Y(r'0)=0. Hosil bo'lgan
ziddiyat teoremani isbotlaydi, >

Teorema 4. Aytaylik, (a,h) da qg(x) <0 va
Y- y(x)GC([«£>]) fimksiya ~Lv]j» 0 tenglaimaning (a,b)
intervalda yechimi  bo'lsin. U holda, agar vy\ci) va y'{b)
hosilalar inavjud hamda y'(a) =y'(b) - 0 bolsa, y(x) yechim
(a,b) da o'zgarmasdan iborat bo'ladi. Bundan tashqgari, agar
(a,b) ning biror nugtasida c/(x) <0 ham bo'lsa, (a,b) da
y(x) =0 bo'ladi.

el Teskarisini faraz gilaylik, ya’ni y(x) ®const bolin.
U holda y(A) yokiy-v(a) funksiya nomanfiy maksimumi M m
{alll T, chctida gabul giladi; bu nugtani \, deylik (x0=b yoki
= Bunda |nos ftu®iyaning (ct.h) dagi giymallari M dan
gat’iy kichik ™bd’jarft (kucba”Tnaksimun”prinsipiaga ko’ra). LU
.nuqtififciplstol.a 2 BuAnaM wuHwnii kipami/. Bu esa
teoremaning sha,rti®,pid. &

"Jlbotlangan tcorcmalardan gi*idagi chegaraviy masalalar
uchun ftefeimning 'yl*pnalik xossasi kelib chigadi.

Faraz yifeflik, (a,b) da pA}fl'0 va q{x)4 0 bo'lsin.
(a,b) W E|*|=0 'm(erreTan! M ayiffig mi tcnglama uchun
gliyida|pttegaravish masalalarni qo'yaylik.

. Ushhu p(a) =0 W y(b) &0 chegaraviy shartlarni

gaacMlahtirm'clif LLU§ v(.v) 6 (?([#»6]J§jfcchimni toping.
1. aH||W va v'(b) m0 chegaraviy shartlarni
LU v(.v) &Chm([«//7]) yechimni toping.
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Ill. Shunday v=jp(.v)e C ([//,/5]) ycchimni topingki, u
ushbu
a,Y(A)+ody(a) =0, a,«(1<0;
Ly'(b) +fidy(h) =0, A4, >0;

chcgaraviy shartlarni ganoatlantirsin.
Jumla. Qo'yilgan I, 11, va 11l chegaraviy masalalarning har

biriyagona y(x) =0, x 6 [a,/?], yechimga ega.
8—* Masala | uchun jumlaning rostligi maksimum

prinsipidan ravshan. Masala Il uchun jumla teoreama 4 dan bcvosita
kelib chigadi. Endi masala Il ni garaylik. Bu masalaning
y my(x), x e[a,h], yechimini olaylik. Faraz qilaylik, {a,b)
intcrvalda yechim _y(n)#0 bo'lsin. ¥ holda biror xe(a,b)
nugtada y{x) *0 bo'ladi. Aniglik uchun y(i) >0 deb

hisoblaymiz.  Tushunarliki, supy(x) =y(x0) >0, x(e [«/?].

Maksimum prinsipiga ko'ra M0=a yoki x{y=b. Agar x)=a
bo'lsa. y'(&) —(« / o,"*>0 . Biinday bo'lishi mumkin cmas.
ghunkt bu chcgaraviy maksimum nuqtada v'(a) <0 . Agar A, =b
bo'lsa, V'(/?) = -r(N)A4,/0 <0. Lckin bu chcgaraviy maksimum
nugtada \‘(b)> 0 bo'lishi kcrak.  Hosil bo'lgan ziddiyallar
jumlaning isbotini lugatadi. i
Masalalar

1 Natija 1-3 larni gat’iy isbotlang.
2. Aytaylik, L operatorda q(X) <0 bo'lsin. Agar
refl :((a,6))nC([i,/n) funksiya (a,b) da LLy]*/(x)
tengiamani ganoatlantirsa,

sup 1v(x) I<max11 v(r/)|, |v(6)| J+sup |/'(X)A/(V)]|

@

bo'lihini isbotlang.
3. Faraz gilaylik. L operatorda c/(x) < ()
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yeC 2((a,b))NC([a,b]) va L\y] >f(x) (LIy]=f(x))
bo'lsin. Uholda

sup y(x) < Tax{0,y(a),y(b)} +Csup\f~(x)\

(o) (a.b)

sup ly(x) J< max{ ly(a)|, \y(b)\}+ Cstip j/(x)| ],
V(") (ab) J

bunda
M(x) =min{0,/(x)},C=e(PEtma)-1,p 0=supjp(x)],
baholashni isbotlang.

I1. 15. Ghegaraviy masalalar

Chegaraviy masala iusltunchasi. Birjinsli chegaraviy masala.
Ushbu

U>TLLP20x)y" + P\ (*)/ + Po(x).v = f(X)

(1.15.2)
2-tartibli chizigli differensial tenglamani garaylik; bu yerda
{p2,p,,pQ/} c;C([a, 6]) val[a,b] da p2(x)>co- const >0
deb hisoblanadi.

Biz (I1. 15.1) tenglama uchun Koshi masalasi bilan
tanishdik; bunda tayinlangan x0 € [a,b] nugtada >>(x0) va ¥ (x0)
giymatlar beriladi vayechim biror / 3 x0 oraliqda izlanadi.

Bu tenglama uchun beriigan segmentning chegaralari a va

b nugtalarda ham shartlar gqo’yish mumkin. (11. 15.1) tenglamaning
ushbu

(y.a) =al'(a) +aQ(a) =a, 12(y,b) = By\b)+ Pfy(b) =/

(1115.2)
chizigli ~ shartlarni  ganoatlantiruvchi ~ y=y(x) e C (Ju,b])
yechimini topish masalasini garaylik; bu yerda
a,,a0a,4,4,/?- o’zgarmaslar va [<x| + |<0| £0,
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UM+{$1"0. (N.15.2)  shartlar  chegaraviy' ®beharBar,
masala esa LLpill1R1ill masala debataladi va
" MMpigWa yiifsfeBtt; | *
guw 8 W jR
iz YFAM . l
WL
®||1 ta’kidlaylikki, (I1.1S,|.).chegaraviy shartlardan JdWrVa
10ix)*- gsyrmtjar bir vagtda na X —a, na x - 4 nugqtada.topiladi.
Steiliag uctat (11.LL104H. IMIl)  chegaraviy masala Koshi
masifesiga bevosit&Kke ltirilmaydi.
(U.15.,2):cbegaraviy shartlar ajralgan chegkjraviy shartlar
b ataladi; birinchi shart*LL* % LLikfeifteiii* «ha x-t=b nuqtada
tf0*ytigan. (1135,1i tenglama uchun ajralmagan chegaraviy shartlar
bIL-"MP%LL'T ! T.. Ma8alh) davriylik shartlarl:
(M ='fflb)." y\a)
m U H Ne chegaraviy,
mavjadligi Vayd”~haligi nazariyataw ham, BMwHLUW A4 hairf
katta ahaihiya%a Variatsidn Hisdb, matematik flzikh Va
ftzikamng bir gancha masalalari chegaraviy masalalarni yechishga
L, L. v
|4|#S".'eliegafavirV " Ni*larda
LWBOLLH LI 1 tur (iip) shartlar; agar WM bo'lsa,
agar ar LW L enaWtft;fengM tur shartlar defeiataladi.

Bi'Wartlai*tfAtteMinafiV'iy th&saMar esa |, Hva til chegaraviy
fhhfitfcla# debyuritiladi. Shunday qilib,

| P2%),V"+ Pi(* )] + A)(*)V=1(* b

, H L L L
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Pi (x)y* +M (x)y" + Po(x)y~/(x),
y'(a) =alax )
y\b)~pip

Pi(*)/ +Pi(x)yf+p0(x)y- f(x),
ay’(a) +aly(a) =a (a,a0*0), (1
PY®)+PoY(b)s p (pp0*0)
Misol 1. Ushbu
r LRlin 4 u

tenglama berilgan bo’lsin. Quyrdagi | tur chegaraviy shartlami
garaylik:

30 —0, y(n") = 0; (L. 154)
XQ)=0,AM I ; (11.15.5)
X0)=0, v(I) =1; (11.15.6)

Ma’lumki, (11.15.3) tenglamaning umumiy yechimi
' ¥Y=c cosx+c,sinx (11.157)

formula bilan beriladi.
(11.15.4) chegaraviy shartlarni ganoatlantiramiz:
fy c°s/r-¥Gisinn =0
Bundan c, =6, c¢2 esh ixtiyoriy ekanligini topamiz. Demak,
(1115.3),(LLI15.4) chegaraviy =~ masala cheksiz ko’p
pj! = csinx, mE=const, ycchimlarga ega.
EndiJ [11.1$%1 (11.15/-,umasalani qaraylik. (11.15.5)
jSshartlardan
.Wcos0O+c2sin0=6, ¢, cosn +c2sinn =1

Ipigliklarni hosil gilamiz. Bu tengliklarni cx, ¢2 laming hech

ganday giymatlarida ganoatlantirib bo’lmaydi. Demak, (Il.15.3),
(11.15.5)  chegaraviy masala yechimga ega emas.
(M. 15.6) chegaraviy shartning bajarilishi uchun
c,cos0+c2sinO- 0, c,cosl+c2sinl=1
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bo’lishi kerak. Bu munosabatlar

bo’lgandagina o’rinli ekanligini topamiz. Demak, (11.15.3), (11.15.6)

. siii v . ,
chegaraviy masala y = peery yagona yechimga ega. b
sin

Bir jinsli bo’lmagan (I1.15.2)  chegaraviy shartlarni
noma’lum funksiyani almashtirish yordamida bir jinsli ko’rinishga
keltirish mumkin. (1. 15.2) chegaraviy shartlarni ganoatlantiruvchi
biror 'y =u(x) funksiyani topaylik. Osongina tekshirib ko’rib

ishonch hosi! gilish mumkinki, agar o030 ®LU b LU bo’lsa,
_a

u(x) funksiya sifatida biror u(x) =Ix+m chizigli funksiyani
olish mumkin; aks holda esa u(x) funksiyani u(x) =kx2+m
ko’rinishdagi  kvadratik ~funksiylar orasidan tanlasa bo'ladi
(kj, m—o’zgarmaslar). Endi (1.15.1),(11.15.2) masaladagi
Lt LB noma’lum funksiya 0’miga yangi
u(x) +y(x) noma’lum funksiyani Kkiritib, (11.15.2) chegaraviy
shartlarni bir jinsli, ya’m

Ly,a) =0,12(y,b) =0 (11.15.8)

ko’rinishga keltirish mumkin. Bunda (lI. 15.1) tenglamanmg o’ng
tomoni o0°zgaradi xolos:

LIyI~g(x) {pr(x)y" +p~x)y" +p0(x)y =g{x)). (11.15.9)
(11.15.2) valyoki (I1.15.9) chizigli differensial tenglamaga
mos birjinsli differensial tenglama
£[y] =0 (p2Ax)ya+pl(x)y’ +po(x)y-0)  (II.15.10)
ko’rinishda bo'ladi.
(11.15.10) bir jinsli tenglamaning (11.15.8) bir jinsli

chegaraviy shartlarni ganoatlantiruvchi yechimini topish masalasi,
ya’ni
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[-v] = °-
a8 uo = 0, (1.15.10),(11.15.8)
2(ym) Wo

chegaraviy masala bir jinsli masaiadir, chunki (11.15.10)
differensial tenglama ham, (II.15.8) chegaraviy shartlar ham bir
jinsli. Bu masala (11.15.1).(11.15:2) (bir jinslimas) chegaraviy
masalaga mcS bir jinsli masala deb ataladi. Ravshanki, bir jinsli
chegaraviy masala har doim trivial y(x) = 0 yechimga ega.

Teorema 1 Quyidogialternative/ o'rinli:

LL\: (H.15.10),(11.15.8) bir jinsli masala yagona trivial
yechimga ega, bunda mos (ll.15.1), (Il. 1L,k masala tenglama yq
chegardvly] shartlardagi o'ng tomorilarning ixtiyoriy giymatlarida
yqgfina yithimga ega, yoki (Il. 1%10), (1l. 15.8) bir jinsli masala
cheksiz ko'p Ipechimga ega, bunda mos (11:15.1),(11.152) bir
jinslimas masala o 'ng tomonlarning ha 'zi giymatlarida birorta ham
‘'myechimga ega emdS,: qolgan bdfeha giymatlarida esa cheksiz ko p
\yechimga ega.

r L[y] =0(11.15.10) tenglamaning  chizigli  erkli

yechimlarij/, =y[Ax) va Y2~ ¥YT1(x) bo’lsin. Uning umuniy
yechimi
>=¢c,.»m m
ko'rinishda bo'ladi. L[y]~f(x) (11.15.1) tenglamaning biror
xususiy yechimini yxm= yuvx) bilan belgilab, lining umumiy
yechimini
(11.15.12)

ko’rinishda ifodalaylik. ~ Bir jmsli (11.15.10),(11.15.8) chegaraviy
masalani yechish uchun (11.15.11) ni (11.15.8) shartlarga go'yib,
C[i.Ne noma’lumlarga msbatan ushbu

birjinsli chizigli algebraik tenglamalar sistemasini hosil gilamiz.
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(11.15.2),(11.15.2) chegaraviy masalaning yechimini topish
uchun esa (1 1) ni (11.15.2) chegaraviy shartlarga qo'yamiz va c,, c2
noma’lumlarga nisbatan

fc/, (y,,9)+c2, (y2<)=«-/, (yr,,a),
(Y,yh) + CAlLL, ftb) =p - L Quvf.b)
chizigli birjinslimas algebraik tenglamalar sistemasiga kelamiz.

Algebradan ma’lumki, (11.15.14) va mos bir jinsli (11.15.13)
chizigli algebraik sistemalar yechimlarining soni ushbu

(1. 15..14)

0= 1\(-Yna) (11.15.15)
12(y{,b) 12(y2b)
determinant giymatining nolga teng yoki tengmasligi bilan
aniglanadi.

A&Q bo'lganda  (11.1511) bir jinsli  sistema
((11.15.10),(11.15.8) bir jinsli masala ham) faqat trivial yechimga
ega, (11.15.14) sistema ((H.15.1),(11.15.2) masala) esa o'ng tomoni
ixtiyoriy bo'lganda ham yagona yechimga ega. A= 0 bo'lganda
(11.15.11) bir jinsli sistema ((I1.15.10),(1l. 15.8) bir jinsli masala)
notrivial yechimlarga ega, (11.15.14) sistema ((H.15.1),(11.15.2)
masala) esa o'ng tomonning ba’zi giymatlarida birorta ham
yechimga ega emas qolgan barcha giymatlarida esa cheksiz ko'p
yechimga ega. &

Chegaraviy masalayechimining yagonaligi.

Bir jinsli chegaraviy masalaning fagat trivial yechimga ega
bo'lishi uchun yetarli shartlar ekstremum prinsiplaridan keltirib
chigarilgan edi (ll. 14-bandga qarang). Bu yerda yechimning
yagonaligini 0'z-0’ziga qo'shma tenglama uchun integral tengliklar
yordamida o'rganamiz.

Ushbu

Cly\= érx[\p{x);)-()\ +Cf(x)y, (11.15.16)
bunda
[p{x).p\x), a(x)}eC([a,b])
p(x) >(D=const >0, q(x) <0, x e [a,ti],
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0'z-0'ziga go'shma operator orgali tuzilgan
E\y\=g(x) \»{p "~ ") +4ix)y =g{x)j] (111518)

chizigli tenglama uchun (I1.15.2) chegaraviy shartlarni go'yaylik.
Mos birjinsli tenglama

£[*] =0 (N.15.19)

ko'rinishga ega. Bu (11.15.19) birjinsli tenglama uchun (11.15.8) bir
jinsli chegaraviy shartlarni qo'yib, mos bir jinsli chegaraviy masala
(11.15.19),(11.15.8) ni hosil gilamiz.

Tushunarliki, teorema 1 L operatomi 0'z-0'ziga goshma
operator £ bilan almashtirganda ham o'z kuchini saglaydi.

(11.15.19),(11.15.8) bir jinsli masalaning trivial yechinidan
boshga yechimga ega bo'Imasligi uchun yetarli shartlar quyidagi
teoremada keltirilgan.

Teorema 2. Faraz qgilaylik, (11.15.17) shartlar bajarilsin. U
holda (Il.15.19), (11.15.8) bir jinsli chegaraviy masala uchun
quyidagi tasdiglar o 'rinli:

1) agar a, ~/)]—0 bo'lsa, birjinsli I chegaraviy masala
faqgat trivial yechimga ega;
2) agar a0=/[, =0 va (a,b) da q(x)f0 bo Isa, birjinsli

11 chegaraviy masalafaqgat trivial yechimga ega;

3) agar aQ—jla—0 va (ct,b) da q(x) =0 bo Isa, birjinsli

Il chegaraviy masalaning yechimlari o 'zgarmaslardun

iborat bo 'ladi;

4) agar 0 va 04 >0 bolsa, bir jinsli 1l
chegaraviy masala fagat trivial yechimga ega.
8 Aytaylik, y —y(x) e C2Q]a,.ii]) funksiya (M.15.19), (11.15.8)
birjinsli chegaraviy masalaning yechimi bo'lsin. Ravshanki,

yClyl-=y * " p (x) ™ +q(x)y1=0. xe[a,)],
Bu ayniyatni x bo'yicha a dan b gacha integrallab topamiz:
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Oxirgi tenglikning chap tomonidagi birinchi integralni bo'laklab
integrallaymiz va quyidagi tenglikni hosil gilamiz:
—~f-

J(P(X)yAx) “ AX)Y (x)«br +
+p(a)y(a)y(a) - p(b)y(b)y'(b) =0 (I1.15.20)

Agar a, a4 =0 bolsai, y(a)*yLll, =0 va q(x)<0
shartga ka'ra (:1&/154.42'0) dan

Jp {xffAx)dx —O (11.15.20)

tenglilpi topamiz. Bu tenglikdan p{x\".p0>0 shartga ko'ra
WHHigpy|8i[ab], ~#kanligi  kelib  cigadk) 1 Demak,
y(x) sie*=const, xe[0,6]. y(x)eC(|a,6]) va
wa)~ a)=0 bo'lgani uchun c=0, ya'ni
y{x)u$) , xe[a,b]. Bu birjinsli I chegaraviy masala fagat trivial
yechwnga egaekanligini isbotlaydi. 1)gism isbotbo'ldi.

Agar «,=A)=0 bo'lsa, ¥(a)=Y(6)=0chegaraviy
shartlar ganoatlangan va (11.15.20) tenglikka ko'ra q(x)<0
bo'lganda yana (11.15.20) munosabat hosil bo'ladi. Bundan
y(x)sc =const, xe [a,b\, ekanligi kelib chigadi. y(x)=cni
(11.15.19) tenglamaga qo'yib, q(x)c =0, xe [a,b], shartga
kelamiz. Bundan r/(x)*0 bo'lganda ¢ —0 ekanligi kelib chigadi,
ya’ni yechim y(x) =C,=0.2) gism isbotlandi. q(x) s O bo'lganda
yechim y(x) =c=const, xe [a,b\ 3)gism isbotlandi.

Endi aQd, <O wva or,J >0 bo'igan holni garaylik. Bu
holda (11.15/10) tenglikdan; (11.15.8) chegaraviy shartlarga ko'ra
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qttiyrdagini topamiz:
n

I(p(*)/T*) - AXYAX))dx- p(a)*-yZAa)+p(b)~y2(b)- 01

Bundan y(x) s ¢ = const LLILLILLIbIA, va $(it) = y(*) = 0 ekanligi
kelib chigadi. X *)1LC([n,A>]) bo'lgani uchun y(x) = c.=10
gism ishotlandi. h
Endi 1 "masala Grin  ftmksiygsi
lushun#ttiiS|i|| kiritamiz.: j
Chegaraviymasala (1115.9),(11.1 8§ hun Grkvfunksiyasi
peb, quyidagi uchfe io”s8a''%a tpksiyaga
bytil~di:
i3 fuirkafya, xe{é&'A w W pa -boUganda
pniglagggn va uzluksiz:iG jx,£x§ CE[n,&1n,M) ::j, d
,2. Tayinlangan * NJa”b] nghim yfxd»2&{x") .fiigl*ya,
ix pn“Wha X # g nugtalarda mos bir jinsli Lly]*?0 tenglamani,;
Ex = b 'nugtalarda esa (II. 15!8) chegaraviy shartlarni
Mwibatlanltirripl2®
.'Pti".0%ayinlangan £ e (a,b) uchun G(x,£) funksiyaning
birinchi tartibli hosilasi AT nugtada sakrashga ega va
AN
dG(x,") AO{XLLr (11.1521)
ox 4 ox ool
Terema3(Grin funksiyasining mavjudligi hagidagi).
9%Agar (11.15.10), (1. 15.8) birjinsli chegaraviy masalafaqgat trivial
Wechimga ega bo1sa, v holda (11.15.9),(11.15.8) masala uchun Grin
LU, TbALL mavjudva nquyidagi ko tinishga ega:
Gy = \AEIN(X), agara<X<” bolsa,
’ (E)%1x)-aéar$ XA bo'lsa,
¢ yerda yx va bir Jinsli tenglama (1115.10) ning mos
ravishda /|(Y],9).&;0 vgfJ*\Jy*,b) =Q shartlarni ganoat/antiruvchi

hotriviaiyechimlari, c,(£) vawy(£) lar esa ushbu
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( ci)-fi(dy*c|[=o,

(I1.15.23)
3> = 11/><4)

sisleTuckui cmiqglanatli. &

Izoh. (11.15.23) dagi birinchi shart (11.15.22) Grin

funksiyasining uzluksizligini, ikkinchi shart esa uning (11.15.21)
xossasini ta’minlaydi.

8—e» va y2 funksiyaiarni quyidagi Koshi masalalarining
yechimlari sifatida tanlaylik:
LU.Yi]=0-Ji(il) =a,y\{a) - -a0, b
w 3|l o,y2(b)=",33(6);-4,.

Ravshanki, 0 va 12(y2,b)~ 0. Bundan tashqari, yx va
¥ sgechimlar notrivial ( |a0 0, j/?, |+1/20n 0) va
chglfli J#rkliy: e 'cliunki aks hoida y-x) = (?)

(rBn). AW LU1Y&$1MY\Ui) = 0 ) va, demak, teoremaning shartiga
A A ” ravtshda",(11.13,10),(11J10 ) masalay tbilan birgalikda y2
notnria! jlifhimglt bam ega bo’lardi. Shunday qilib, /,[>]=0
tenglamaning ixtiyoriy yechimi y =c\y{4c2y~ ko’rinishda
bo’ladi. Grin funksiyasmng ta’rifidan uning (Il.15.22) ko’rinishda
bo’lishi kerakligi kelib chigadi. y, va y2 yechimlar chizigli erkli
bo’lgani uchun ularning Vronskiani noldan fargli, va demak,
(11.15.23) sistema c,(<£f) va '4$XKkWLW bir giymatli aniglaydi,
chunki mos determinant
V() -~ (1)
y.(4) y-te)
Ravshanki, (ll.15.23) sistemadan topiigan c,(£) va \\m
fimksiyalar " [a,b]da uzluksiz. Demak, (11.15.23) dagi birinchi
shartga ko’ra (Il.15.22) formula bilan aniglangan funksiya
G (x,£)e C([a,b]x[a,b]). Tayinlangan £e(a,6) uchun
funksiya x bo’yicha x *t nuqtalarda ikki marta
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differensiallanuvchi va uning birinchi tartibli hosilasi x =£
nuqtada (I1. 15.23) dagi 2- formulaga ko’ra giymati 1/p 2(<f) ga teng
bo’lgan sakrashga ega. I>

Eslatma. Teoremaning shartlari  bajarilganda  Grin
funksiyasi bir giymatli aniglanadi. Agar _y, va y2 yechimlar c3y,
va cdy 2 bilan almashtirilsa, (11.15.23) dan ravshanki, (11.15.22) dagi
G(x,£,) funksiya o’zgarmaydi.

Bu vyerda yana shuni e’tirof etaylikki, biz teoremani
konstruktiv isbotladik, ya’ni Grin funksiyasini qurish usulini
keltirdik.

Yuqorida qurilgan Grin funksiyasi (11.15.9), (11.15.8)
chegaraviy masalaning, yechimini topishga imkon beradi.

Teorema 4. Faraz gilaylik, (11.15.10), (Il.15.8) masala
fagat trivial yechimga ega, G(x,<%) uning Grin funksiyasi va
g(x) e C([a;/1]) bo 'Isin. U holda ushbu

P2(x)y" +px(x )/ +p0O(x)y =g(x),
< aly’(@)+aly(a) =0 (L +|«0|* 0), (11.15.24)
Ne (b)+pOy(b) =0
chegaraviy masalaningyagonayechimi
b
y(x)=jG(x,<MN)g(4)d” (11.15.25)

a
formula bilan ifodalanadi.

0— Biz (I1.15.25) formula bilan aniglangan funksiya
(1. 15.24) masalaning yechimi ekanligini ko’rsatishimiz kerak.

Ixtiyoriy x e (a,b) nugta uchun
X h

mm¥V m mmXHmaﬁ&m

bundan (integralni differensiallash hagidagi Leybnits formulasiga
ko’ra)



L\ =mxA{;)g(Z)L"m +5t (£)

J dx J dx - J dx

(11.15.26)
chunki G(x,£) uzluksiz funksiya: G(x,£)| ta( = G(x,£)jr=t+0.

Endi ikkinchi tartibli hosilani hisoblaymiz ((11.15,26) dan
foydalanamiz):

dGji dG |

indfxfIPij dx A dx’ g(x) =
mls
i , , (11152
] g gib)ah+ oo ( 7)
chunki (11.15.21) ga kp'ra dc] n'—‘g?Q>I . l...%
dx ™* dx b’ /5 pAX)

(11.15.26) va (11.15.27) formulalarga ko’ra (H.15.25)
formula bilan aniglangan  funksiya (11.15.9) tenglamani
ganoatlantirislii kelib chigadi:

P2AX)y" +pt(x)y'+ pO{x)y |

*WmFJ’ I/I<)XH pW im j+Rl |J g WoOK +
- X
+HBX) j*G(X, E)#(E>/IE =g (x).

Endi  chegaraviy  shartlarning  ganoatlanganligini
tekshiramiz. (I1.15.25) formulalarga ko’ra |
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'(*) +aly(x) ) +a, 1w +

+«0 JGx £)g(E)r/E+a0J g (x,4)g(4)d%

Bu tenglikda x->a+0 deb limitga Otamiz va Grin
funksiyasining 2- xossasiga ko’ra (11.15.24)dagi chegaraviy
shartlarning birinchisinti]nq bajarii;\slhini isbotlayhmiz:

' p

ay(a)+aly(a)=all— A"~g(4)d4 +a0jG(a,4)g(4)d4 =

h h
;= («d f ] +ads (a%j)g(z)d4 w Jo.-gE)<" =

=0
Shunga o’xshash S j/(6) + fi0y(.b) = 0 ekanlgi ham tekshiriladi.
Misol 2. Ushbu
I+ > =g(x), i(rr72) =0,
chegaraviy masala uchun Grin funksiyasini quring va yechimini
yozing.
8-+ Mos birjihsli chegaraviy masala
y'+y =0,y(0)=Qy(n/2)=0,
fagat trivial yechimga ega (tekshirib ko’ring), yani Grin
funksiyasining  mavjudlik ~ sharti  bajariladi. ~ Bir  jinsli
y”+y =0 tenglamaning y*=sinx va y2» cosx yechimlari
,yX(0)=0va y2(Tr/2)=0 shartlarni ganoatlantiradi. Demak,
(H.15.22) ga ko’ra izlanayotgan Grin funksiyasi
flll  sinx, agarO<>x<g£ bo’lsa,
G(x,9) =<
[G,(E)cosx, agard ~ x < /2 bolsa,
ko'rinishga ega. (Il.15.23) sistemadan c,(£) va c2(4) lami

topishimiz kerak. Qaralayotgan holda bu sistema quyidagi
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j ¢,(£)sing -~c,(g)cosg =0," v:
(W i(£)sialt*:c,(I)cos| =1
Bu, sistemani yechib, cosg, es(g) =sin<®  ekanligini
tepamfe Desmmek, berilgan chegaravijf masala uchun Grin funksiyasi
) I—eos sin™',_agar OM % bo'lsa,
4il.(X,Q =S ’ y
"TrsmH m £agar gS AVHH2 bo'lsaL";»

formula bilan beriladi. Berilgan masala yechimi endi
11h,

yi{x) =

(11.15223) formula blan aniglanadi. b

Quyidagi A parametrli bir jinsli chegaraviy masalani
garaylik:

"

Bl W u 1m.
L’ﬂ (@) +afy{a) =0,
[ /W (. b)-rj3ov(b).--{)

Agar bu masala berilgan I, uchun notrivial yechimga ega bo'lsa, bu
A garalayotgan masalaning xos soni, notrivial yechim esa (shu xos
songa mos) xos funksiyasi deyiladi. Barcha xos spnlar va mos xos
funksiyalarni topish Shturm-Liuvill masalasi deb ataladi. Bu

masalani o'rganish matematik fizikada katta ahamiyatga ega.
Misol 3. Ushbu

« ygp)=0,

Hasalaning xos sonlari va xosfunksiyalarini toping.

9—y"- Ay —0 o'zgarmas koeffitsientli tenglamaning
umumiy yechimi osongina quriladi:

A>0 bo'lganda y = ctexpf\Mx) +c2exp(A/Xx);
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N=0hbo'iganday =c, +c2x.
Qo’yilgan y(0) =0, —0 shartlardan ikkala holda ham
c. =Cf =0ekanligini, ya’ni yechimning trivial bo’lishini topamiz.
Demak, notrivial yechimlar {A <0 bo'iganda mavjud bo'lishi
mumkin. J1 =- ju2,ju>0, deylik. U holda berilgan tenglamaning
umumiy yechimi y —cxcos/zx + c2sin/rx ko'rinishda ifodalanadi.
Ghegaraviy shartlarga ko'ra yechim noldan fargli bo'lishi uchun
c2=0 va 0 =>y =fik=k,k e N, bo'lishi kerakligini
topamiz. Demak, xos sonlar J1=/k =—u* =—k2, mos X0S
funksiyalaresaBH|llyfAfccoskx, k=1,2,... . &

Izoh. Grin funksiyasi umumlashgan ma’noda ushbu

LG (x,£)] =S(x - g), a <x <6|p§j

tenglamani ganoatlantiradi. Bu yerda S(x —%)— Dirakning delta-
funksiyasi. Uni x = £ nugtada qo'yilgan intensivligi 1 ga teng
bo'lgan impuls deb tasavvur gilish mumkin. S(x —g) ni noldan
fargli giymatlari £ nugtaning kichik atroflarida joylashgan uzluksiz
va

Iig@<p,,(x-") =0,x #jfj
\<P,Ax-%)dx =\

shartlarni ganoatlantiruvchi  (pn{x —£) funksiyalar limiti deb

tushunish kerak. U holda ixtiyoriy /(r) e C funksiya

uchun
h h
H&)j<p,,(x-%)f(x)dx= jpﬂ(X-E)/(£)<& =/(£)
bo'ladi. Delta-funksiya umumlashgan funksiyadir. Umumlashgan
funksiyalar matematik fizikaning zamonaviy qurolilaridan biri
hisoblanadi.
Esiatma. Biz



L WV™ + 1, I+- + P t{xbl+ Po(X)y = M a<x<b.

111*1526)
|- iartibli chizigli differensia! |epa]LU 8]n"
nwM i x "m(m. 20U
VIro&.’LK<;}/I Llﬂé)mpu'l' ( |
»  Wriwt Wb, bhartlami  elll E (L, 15 26)
gbijoatlantiruvchi

yecfaknini “apish'hag”a”' “hegaFaviry inlagalllFLIB8A gilarmz. Bu

IVIasalalar
. Agitr x =0, batda lar bl g;{Ir)*> 0, va
iNiKPium
i
% Masada,uchun Qrin funte®iY~iR\gi«mgu
9 %3B6 Sft,

AW MM M |1*i@' W LLL kos*'funksiyalarmic’l ~ p p

«MAMNMMURNM LU |[A=n> d<&'<i)I"y(°)-Ki) = 0.
4. Grin funksiyasi yordamida feeialgan masalani; «ttegeallw,gtem#ii
ydchishga keUffteg* ;
ey +exp’ Nlymy(0)my’(O)-$,

5. Auar X2Vv*+$xy*- 2y —f (V8§ ren|lanfinmgdeewmi X-* 6 4w

/| -*+opda,<i?negaalafct¥i. bo-jlsa. Sba yschtmni VWKLIRE
hosilasini. ‘B A ||E || v o W
baii>1an8/lb



Javoblar, ko'rstmalar va yechimlar

0.1.

cos(a+b)x cos(a- b)x +e

'ma*b bolgandall]

a=b*0 bo’lgandaesa y(Jc) = i COs(2ax) +c,
a

a =b —0 bo’lgandaesa y(x) =C.
2. Ko’rsatma.

fix) +g(x) =const =>f(x) +g(x) =/(0) +«(O)=n

/(+00) + g(+00) =i 'ﬁ I I

11

Ir,x > 0 oraligdayechimlar y =f ~ +c¢,x<0

oraliqda yechimlar y ~ §Ji~sd s +c.

2 y=jx\x\+c. 3 Chunki ygC “((0;1)) (jc=1/2

nugtada LLL hosila mavjud emes). 4. Ko'rsatma. Berilgan funksiya
Il:(:e,rilgzta_n tenglamani hech ganday oraliqda ayniyatga aylantirmasligini
o'rsating.

13

1. Tenglamani *2-y 2>0 va [I -y 2<O0 to'plamlarda garang.
2. J.l-rasmga garang.
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J. 1- rasmn.

14,

I 9 —sinl,y -COS/ hosilalar bir vagtda nolga tengmas va
xc/x +ydy = costm(- sint)edi +sin|mos/*dt - 0.
2. Ko'rsatma. Tenglamani X ®0 da 1/x' gay ®0 da 1/y2 ga ( yoki
(0;0) nuqgtadan tashqgarida 1/(X '+ >2) ga) ko'paytiring.

1.5.

112 2 1
2 y- cexp(— .3.y(x)=ix ,agar xe[0;2J bo’lsa
2ex~,agar X e (2;+o00) bo’lsa



In2 e
agar x <- 5 bo'lsa;

4. y{x) = no
5 L X agar x ® —"1< bo'lsa.
5. x>0,y > 0 chorak tekislikda berilgan tenglama 2xdx + 2ydy = 0

ko rinishgakeladi. Uningyechimian I,2+_y'7=C;

X >0,y <0 bo'lganda berilgan tenglama 2xdx =0, yechimian

X=c;

X <0 >0 bo'lganda berilgan tenglama 2j-tA’=0, yechimlari
N = C;

x <0,y <0 bo'lganda differensial tenglama aniglanmagan.

Yechimlar grafiklari J.2- rasmda ko'rsatilgan.

6.  Yechilishi.
(*) da v =0 deylik. U holda
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tuy = () +1(0)
1-1(GN-1(0)

Berilganga ko’ra ushbu

) <[L+f *(u)]=0=>/(0) ~

[(0)=im/W AZ<E£)Nim/Ne =t
5 h x5 h

hosila mavjud
Endi (*) ga ko ra / (x) ni hisobiaymiz.
[(x)+1(/?)

txx)=nt jm i;imi W W
[~ h B0

=m0 PRI Sy

clumki / (h) — /(0) = 0. (./'(0) mavjud bo’lagini uchun f(Xx)

funksiya x = 0 nugtada uzluksiz).

Demak, )' = / (x) noma’lum funksiya y' =k ®(1+ y~)
ditferensial tenglamani ganoatlantiradi. Oxirgi tenglamani
o'zgaruvchilarni ajratib yechamiz:

" dy
1+ V
Y\ /(0) =0 bo’lgani uchun c= 0 bo’Hshi kerak. Demak, agar

-=K-dx arctgy = kx+c

noma’lum funksiya y — /(x) mavjud bo’lsa, u arctgy = kx
munosabatni ganoatlantiradi. Oxirgi tenglikdan y = tgAX ekanligini
topamiz. Tangens  funksiyaning xossalariga ko’ra bu Yy —tgkx
funksiyaning (*) funktsional tenlamani ganoatlantirishini va y'\x=0~k

hosilaga ega ekanligin ko’rish giyin emas.
Shunday qilib, qo’yilgan masalanmg yechimlari
/(x) = tgAX (k m const)

formula bilan beriladi.

Yugoridagi fikr yuritishlardan ravshanki, P kx <-—
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A

Kzt0 bo’lganda f (x) —tgkx yechim jX| <a—?'\—k|§ oraiigda

aniglangan. Kk —f (0) —0 bo’lganda esa yechim f (X) =0 va u
X e (—e0;+00) oraiigda” aniglangan.

16.
1 .
y =X Ko'rsatma. Tenglamada
Inx —
y —z" almashtirishni bajaring va m —2 da o’zgaruvchilariga nisbatan

birjinsli tenglama hosil qgiling.

17.
2. Ko'rsatma.  v{t) —u(t)—x(t)  deylik. Berilganga ko’ra

V' —p(t)v >0, v(0) > 0. Demak, |"v-exp(-J/?(s)tff.y)J >0. Buni
integrallab, kerakli tengsizlikni topamiz:I

v(t) > V(o )+ exp( fp(s)ds) >0 .

3y = [n-2zl eV, deng.

X + €X
c 3
4. cosy = 3(x2-1) . Z = COSYy almashtirish bajaring.
5.2'=c(a- b)z—e¢.
6. Ushbu
«(X)= YA ~ W Kx)=£& -*(*)
Y3(x)-y(x)
funksiyalarni kiritib, (a(x)b(x))"' =a'(x)b(x) +a(x)b'(x)
hosilaning nolga teng ekanligini bevosita tekshirish yo’li bilan
isbotlang.
7. Oldingi masaladan foydalaning.
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x| > -1

18.
X

-dx -dy
X'+ W X~ +y
tenglikda  x = COS(p,y =sin<e> deb, du(cosq>,sin(p) =-d(p
tengiikni hosil qgiling. Oxirgi tenglikda (p ni 0 dan 7.K gacha ozgartirib,
ziddiyatga keling.
2. Aniglangan r/(x, v) funksiyaning to'ia differensialini integral ostida
differensiallash goidasiga ko’ra hisoblab, D da
du(x.y) =M (x,y)dx + N(x, y)dy bao'lishini tekshiring.

1 Teskarisini faraz qiling va du{x,y) =

3.2V 4 v" =cx+ v. U = i™ —y almashtirish bajaring.

1.9.

1. Teskarisini faraz giling
2. i(0) "0=>>'(x) = 0. x€(-c/;0).

3IV(X)- V,,0)I<M => 1ly2(x) - y](x) I<\[m Ix I,
LL,

[>-,(X)-J5,(x)|< M 14 |x |4\
4

bya(x)-.Yynx)\< M,;2Z4l 7X|7°
baholashlarm hosil giling. Ushbu
VO(X) + (>7(X) - 0(X)) + (3°3(x) - (X)) + ... qator va {t,(x)}

ketma-ketlik tekis yaginlashuvchi bo'ladi. Limit funksiya berilgan Koshi
masalasining yechimidan iborat.

1.10.

i y = (p(x) yechim chegaralangan bo'lsin:
377>0 Vxe K I<>X)|<ni. Agar bu yechimni
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[, T']x[—a,a\ (T'> T,a—ixtiyoriy mushat son) to'rtburchakda
davom ettirsak, yechim to'rtburchakning yon tomonlaridan chigib ketadi
(yugori va quyi tomonlariga yetib borolmaydi).

2. Har ganday Y = y(x) yechim uchun X nugtada

n
ds
FR- vor 1 g 20
Degggk,
I ds
monst.
+5 ni+5

112.

my —CX +c  yC—ixtiyoriy 0°zgarmas) .
2.y =sin(x+c), y = 1.

1.1,
1 Ixtiyoriy y = f(X) yechim (y"(x)+ y(x) =0) ga kora
ushbu
Y{(x) =y (x) cos x - Y\X) sin x,
Y2(x) dijy(x) sin x +y (x)cosx
funksiyalarni tuzaylik. Ularning hosilasi nolga teng:
yi'x) my\x) cos x - j/(x)sin x - ¥ (X)sin x - y'(X) cosx =
= ~(y(x) +7"(x)) sin x M
=0,
.= 0.

Y (X)
Demak, I*(X) va ¥ (X) lar o'zgarmas:

[gi = Jk(x)cosx~y(x)sinx

f?y/Ix\)/s'm X+Yy'(X) cos x

Oxirgi sistemani yechib, j;(x) = Wcos x + C2sin X ekanligini topamiz.
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2. Ox o’gni tik yugoriga yo’naltirylik O —Yer sathida. Jismga
(moddiy nuqgtaga) fagat og'irlik kuchi mg ta’sir etadi deb faraz gilamiz.
X = x (/) — moddiy nuqtaning

d d X " . L
v _dx ..... tezlik ¢ Nl:--\i ——=—= X —tezlznish va Nyutonnig ikkinchi
dt ' dr
gonuniga Ko ra

= X" = -g.
Boshlangich shartlar:  x(0) = h, x'(0) = vO. Hosil bo Igan Koshi
niasaiasining yechimi:

X =h+vj o

M.3.

v=ary = 2cl(c] tyjef  X-c. ) X
-1/3
2.y =Wexp(-c,x )x
3 x=lc’+¢,y=( +/+1c"™ +c:. Yechilishi:
1/ P

VvV =/. X—/C *“hdal
cx 1

” = /. dy=td(te 1+<ti| =>y =0~+t+ Oe '+c2.
C/X

4 y=-x+eVv/2(l+cl) I'<rA/s2dx +c2c' /2 .

11.4.

1 Yo'g. Yechimning yagonalik xossasidan foydalaning.
2. Ha 3. c)2p +pl-4c/ h)g'+2pq=0- ¥ va x* ning

yechim ekanligidan 2 v[ + /?(x),,V|] —0 y, —CXp(— j"/?(x)c/x)

kelib chigadi. Bu .y, ni tenglamaga qo’yib, 2p '+ p 2 =4gshartni hosil

gilamiz........
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11.5.

1. Yo'q, bunda” funksiyalar (nol-funksiya gatnashgani uchun) har doim
chizigli bog'iangan

V.6.

1—2 mos funksiyalarni chizigli erkli yechimlar ekanligini isbotlang.

11.7.
w 2p(X) . (2 I\‘? ((x)
b Y = Y H I @fi) o
. f2(p\x) I Vs 2(p \x)

~guy  <p(x) (pyX)
2. Izlanayotgan Y =Y(X) yechimni Ostrogradskiy-Liuvill formulasiga
ko'ra topish rnumkin:

RHI Y = exp(-jal(x)afx).
iVAL-yW .y =exp(- @

~<p\{x)y .Ip

exp( ja ,(x)dxV
IP X

y

-expf-jc/*xVx),
W ffl € 0) Pl )

y =w(x) f- exp(- B](x)dx)clx .
J(p\{x) v J >

Mam
3. j <8{x)dx = 4-00 . Ostrogradskiy-Liuvill formulasidan foydalaning.



rn.s.

¢, ¢ 1nx X + Si(x)

|_<<;|B<|/| ~ X ,siW:||DaK/
2. Berilgan differensial tenglamaning ixtiyoriy X = X(t) yechimi
X"+ x m -<p(t)x (1)
tenglikni ganoatlantiradi. Ushbu
xX'+x=LW ]
tenglama uchun Koshi formulasiga ko'ra
x(t) = Asin{t-(p)+ | sin(t-s)f(s)ds (/1,~-const). 3)

(3) formuiada /(/) = —p{t)x{t) deb, berilgan (1) tenglamaning yechimi
uchun

X (1) = l4sin(/ — )~ Jsin(/ - s)(p{s)x{s)ds 4)

integral tenglamaga kelamiz. M(t)—tsug [X(s)| deylik. [X(s)|

uzluksis funksiya bo’lgani uchun bu supremum
birorr * r(/)»Vv $ nuy*3~3 erishiladi, ya’ni A /(/)=|x(r)]
bo’ladi. Demak. (4)'integral munosabatdan yetarlicha katta t lar
tankjnfi | > L]M%!) uchun quyidagi baholashlarni hosil gilamiz:

LU wy L wwg < |71 +M(r)
<\A\ + M (1)

<\A\ +
‘U m
tengsizlikni hosil gilamiz. Bundan o'sha / lar uchun
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M{t)<

C c
1+
7T
ya w
M()< m- (/>/,>c)
1- XK
'0

\A
Demak, / —»+ooda [x(")| yuqoridan -— — son bilan chegaralangan.

11.9.

[o)]

. Rej>(x) va Imy(x) haqgiqiy funksiyalarni garang.
Ly'(x) =zy(x) o y'(x)e~x- y(x)ze~K= 00

(y(x)e~xj =0<>y(x)e~x=c =const.

11.10.
1.y =ce +clxe -fc.x'e
n/3x A2 . Sx .
2.y =cl +c2 +c3' ~cos +cde  sin-—
. ni3x
+c5(e"’cos',-I i-cée  ~sin- 7
3

>

.y —C\excosx -f Cje*sin x 4-e3xcncosx + c4xevsin x .

VWC,e2v+ c,cvcos X + c3exsin X + cdxe 'coS X + csxexsin x
11.11.

a) y =xeZ +cx x+c2xcos2x +c&' sin 2x;
b) y =c,x2+c¢,X +cXInX.
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1112.
7. Berilgan tenglamaning yechimiari

x <0 v=e U C+f*—ds) X>0 da  esa

Ef )
4' formulalar  bilan  beriladi.  Berilgan

boshiang' |ch masalanlng yechlml cheksiz ko'p (J.3- rasm)

(p(X), x <0;
y =y(X) 0, x=0:

Mjs , x>0.

J.3- rasm.
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8-Y - Y(x) =cexp(-—--).

« I/ (*) We Jim ~ (T) exp(—.T) ®o0,
n —0,12,... p(t) —ko'phad. Tengiamaning nol nugtada analitik
bo’lgan yechimi bitta, u ham bo'lsa y(X) 'LLO .

11.13.
1. Dastlab ushbu

u"+0a=0

tengiamaning har ganday yechimi U= A cos@&>X+cp) (A,cp—
o’zgarmaslar) ko’rinishda bo’lgani uchun lining har ganday notrivial
yechimining ixtiyoriy qo’shni nollari orasidagi masofa 71/ @ ga teng
ekanligini e’tirof etaylik. Endi y" +L]{x)y =0 va lI"+cou—0
tenglamalarga Shturm teoremasini qo’llaymiz.

Faraz qgilaylik, cj(x) < (O (ie(a,/>)) shart bajarilsin. U holda
berilgan tengiamaning har ganday notrivial yechimining qo’shni x0 < X

nollari uchun X, --x( > 7 - bo’lishi kerak, chunki aks holda X —xo
CcO co

A
, ya’ni x0<x, <x, + bo’lardi va Shturm Icorcmasiga ko’ra
@

"+ @U=0 tengiamaning Xo da nolga aylanuvchi yechimi X, dan

kichik yoki teng nolga ega bo’lib, bu nollar orasidagi masofa k /co dan
kichik bo’lib golardi.

Endi faraz qilaylik, q(x)>co~ (xe(a,/>)) tengsizlk o'rinli
bo’lsin. 1| holda berilgan tengiamaning har ganday notrivial y —y(x)

N _ _ n
yechimining qo’simi X0 <$X, nollari uchun X —x({ bo’lishi kerak.

Buni isbotlash uchun aksini faraz giling, ¥ =y(x) va u"+ cou—0
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tenglamning X( va xH4--nugtalarda nolga aylanuvchi  yechimiga
@

Shturni teoremasini qo'llab, ziddiyat hosil giling.
2."1Jshbu

almashtirishni bajaring. U holda z = z(x) yangi noma’lum funksiya
uchun ushbu

v~-1/4

tenglamani hosil gilamig, fZ1oldidagi koeffitsknt V >1/2 bo’lganda 1
dan kichik, 0<V <1/2 bo’lganda esa b?1. Demak, oldingi masalaga
ko’ra Besset tenglamasi har ganday notriviat yechiming go’shni nollari
orasidagi maj#fa V 3"/ 2 holida TCdan katta, 0<V<1/2 holida esa
n dan kichik. Agar V=1/2 bo’lsa, Bessel tenglamasining umumij>f
yechimi . ( A,cp — ixtiyoriy o’zgarmaslar ) elementar funksiyadan iborat

va notrivial yechimning qo’shni nollari orasidagi masofa n gateng.
3. Oldingi masalaga garang.
4. Stumming taqqgoslash teoremasidan foydalanirtg.

11.14.
2. Xeorema 2 dan foydalaning,

3. a=/,+1 va Xe (a,b) bolsin. U holda

(cr +ap(xyleux-a)>a(a- p0leajx~,f>a >1.
- - max{o,y(a),y(b)}+ (W rr")-'e“’\“°))su§J|/'| nomanff/;»
(aj

I\:}<M[z)~.

funk#anim m | sup M j| <-sup\Jift
(@b) (ab)

Ll{z-V]<- sup!/ (X)|] + f(x) <0, a va b nuqtalarda

—y >0 .Natija3gako’ra



(a,b) da ham W LW 0. Demak,
suE|y| < su?|z| < max{0,j;(fif), wfrff + (c"'sn - Dsup |/ |.
{ob) (& (Ci)

y ni —y bilan almashtirib, L[y] Mf (x) holdagi tasdigni isbotlaymiz.

m m

L I%J W W ow
r. G(x,£) =<

in-. r<x<2.

?

nK . K In(l +x L
3. m sm-------( ------ ) JéH

Wil 94 N7/ In2
Tenglama yechimini _y= (I + x)* ko'rinishda izlang, Umumiy yechimni
topib, ’ chegaraviy shartlarni yozing.
(L w¥x)"p —cos(<pIn(l + x)) + isin(<p In(l + x)) formuladan

foydalanib XK va YK lami aniglang.

1(r'-2Y \()Ex<A?
4. y(x) = A [*G(x, E)</E, G(X,£)

pr-2)e" T, EEXNU\.
5. —'; <y(x)<Q,—Z<y (X)'<—".  Ekvivalent integral

< —
3x 3x
tenglamaga o’ting.
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