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So 'z boshi

Mazkur ikki jildli kitob “matematika” va “amaliy 
matematika va infomiatika” yo'nalishlari bo'yicha tahsil oluvchi 
bakalavriat talabalari uchun differensial tenglamalar kursi 
dasturining barcha mavzularini o 'z  ichiga qamrab oigan bo'lib, u 
shu kursni o'rganish uchun o'quv qo'llanma sifatida yozilgan.

Kitobning birinchi jiidida differensial tenglamalarga olib 
keluvchi masalalar, birinchi va yuqori tartibii differensial 
tenglamalar nazariyasi batafsil va to 'la  bayon etilgan. Bu yerda 
noan’anaviy material -  ekstremum prinsiplari ham keltirilgan.

Nazariyani tushuntiruvchi ko'pdan-ko'p in iso liar to 'la 
yechimlari bilan birgalikda keltirilgan. Bundan tashqari, har bir 
paragraf oxirida mustaqil yechish uchun masalalar taklif etilgan. Bu 
masalalarning yechimlari vajavoblari ham berilgan.

Qo'shimcha misol va masalalmi muallifning ’’Differensial 
tenglamalardan mustaqil ishlar” (Qarshi, 2010) kitobidan topish 
mumkin. Bundan tashqari, kitob oxirida keltirilgan adabiyotlardan 
ham foydlanish maqsadga muvofiq bo'ladi.

Muallif qo'llanmadagi o'quv materiallarini aprobatsiyadan 
o'tkazishda yordam bergan barcha shogirdlari va talabalaridan 
hamda kasbdoshlaridan, bundan tashqari, taqrizchilardan ham, 
minnatdor ekanligini mamnunlik bilan e ’tirof etadi.

Kitob haqidagi fikr va mulohazalaringizni йтегг d@mail.ru 
elektron manzilga ypzsangiz, muallif sizdan minnatdor bo'ladi.
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Asosiy belgilashlar ro'yxati

V — har qanday, ixtiyoriy, har bir (umumiylik kvantori).
Эi— rnavjud, kamida bitta mavjud (mavjudlik kvantori).
=> — kelib chiqadi (implikatsiya belgisi).
<=> — teng kuchii (ckvivalent).
chi
<£> — ta’rifga ko'ra ekvivalent (teng kuchii).
tie/
H — ta’rifga ko'ra teng.
{.ve£ ] :— E  to'plamning P{x) xossaga ega bo'lgan barcha v 

clementlari to’piami.
N -^natural soniar to'plami.
R — haqiqiy soniar to'plami.
C— kompleks soniar to'plami.
R" n o'lchamli haqiqiy Evklid fa/osi. 
c i x t i y o r i y  o'zgarmaslar (doirniylar). 
const — o'zgzrmas (doirniy).

(a,b) ={xe R |a  <x<b} (a <b)  — interval.

[a , f t ]  =  { *  e  fe  j or <  x  $ f t }  (a <b) ^ s e g m e n t .

(a,ft]={xeR |a<A-<ft} (a < b ) -^ryarim segment, 

la ,b)'={xe R |a < x< b)  (a < b) -'-yantn segment.

R f = [0** * ^
/ — sonli oraliq (ichi bo'sh bo'lmagan bog'lanishli sonli to'plam).
D — soha, ya’ni ochiq va bog’ianishii to'plam. 
maxE — E  sonli to'plamning maksimumi (eng katta dementi), 
minE — E  sonli to'plamning minimumi (eng kichik dementi). 
supE— £ sonli to'plamning supremumi ( yuqori crgaralarning eng kichigi, 

aniq yuqori chegara).
inf£ — E  sonli to'plamning infimumi (quyi crgaralarning eng kattasi. aniq 

quyi chegara).
I  11|— norma (voki matritsa) belgisi.

BE — E  to'plamning chegarasi.
£t — E  to'plamning (qaralayotgan lazogacha) to'idiruvchisi.
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//,-(«) —  d' radiusii a markazli (ochiq) shar.
Bs= BtS(o)
A'x )' —  lo'plamlarning to'g'ri (Dekart) ko'paytmasi.

Щ Ш  Ш  — raos ravishda to'plamlar birlashmasi. kesishmasi. ayirmasi.
/ : A-—> )' — X to'plamda aniqlangan, qiymatlari К to'plamda joylashgan f  

funksiya (akslantirish).
D(f) —  /  funksiyaning aniqhmlsh to'plnmi (sohasi).

/I/. —  / funksiyuning /•" tu'pliiingii toruyishl.
J\o=IUl)
Я",/ ■ / vu# IjinkMyiilut kumpo/iiMNinti (kelina-ket bajarilishi).
/ ( \ ) <r(,t;( \ )), ' ► it, nsimptotik tenglik (kichik o):u

/ ( \ ) i ( v ) el \ ) 1 1 11 1 / ( y\ (), ckanligini unglalodi.

/( \ ) ()(,q( v)), t * it, (kalta о); u Дл) lunksiyag(.*) ni 
.< шм||йнШ|| hunt attulida chcgttralungan Л(.г) lunksiyaga ko’paytirishdan hosii 
Itn IIkIiiiii (/(v) li{ \ ) ,q( v)) nnglatadi.

i '( \ . ) ') bnrchu iizluksiz >' funksiyalarto’plami.

('( V ) ( ’(AYR).
( '"(.V;) ) —  barcha k- lartibli hosilaiari (demak, undan past tartibiilari ham) 

u/luksiz bo'lgan /  : X—>У funksiyalar sinfi.
dist(A',)') —  to’plamlar orasidagi masofa (distance- masofa).
dinvY*-—* A' fteonin|f<»'lchami (dimension -  o'lcham).
deg/’ (i— P ko'phadning darajasi (degree -  daraja).
IvSlr „( R ) haqiqiy sonlardan tuzilgan n x n  o'lchamli matritsalar

to’plami,
M (JiH(C ) —  kompleks sonlardan tuzilgan n x n  o’lchamli matritsalar 

ti'.'piaini

X , у \С .  A, f , m .  11, p ,  (qalin harflar) -**j- vektorlar.

MYaT rnavjudlik vajagonalik teoremasi.
DT diflerensial tcnglama.
0 1 )1 — oddiy differential tenglama.

§—? —  masala (misol) yechilishining. teorema (jumla) isbotining

boshlanishi belgisi.
—  masala (misol) yechilishining, teorema (jumla) isbotining 

tugallanganligi belgisi,
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0. K1RISH

0.1. Differencial tenglamalarga olib keluvchi 
masalalar

Fizikada, biologiyada, ekologiyada, iqtisodiyotda, 
amaliyotda va shunga o’xshash sohalarda uchraydigan ba’zi hodisa 
va jarayonlami o’rganish uchun matematik model tuzilganda 
differensial tenglama(lar) deb ataluvchi tenglama(lar) hosil bo’lib, 
ulaming yechimlarini topish kerak bo’ladi.

Differensial tenglama(lar) ning aniq va qat’iy ta’rifmi 
keyinchalik keltiramiz. Hozircha to’la va qat’iy bo’lmagan quyidagi 
ta’rifni qabul qilamiz: «Noma’lum funksiyaning bosilalari (yoki 
hosilasi) qatnashgan tenglama differensial tenglama deyiladi». 
Differensial tenglamalar sistemasida ikki yoki undan ortiq
noma’lum funksiya qatnashadi. Differensial tenglamalar ikki turga 
bo’linadi: oddiy differensial tenglamalar va xususiy hosilali 
differensial tenglamalar. Oddiy differensial tenglamada noma’lum 
funksiya bir dona erkli o’zgaruvchiga bog’liq, xususiy hosilali 
tenglamada esa noma’lum funksiya ikki yoki undan ortiq
argumentlarga bog’liq bo’ladi.

Masalan, ushbu
у  j — ln(2 -  x) ■ у 2 +1 + sin x = 0 ( у  — y(x) — bir o’zgaruvchining 
noma’lum funksiyasi),
x" + x'~ — 2 sin t —Q ( x Щ x{t) — bir o’zgaruvchining noma’lum 
funksiyasi),
/ "  + y"4 + xy2y' -  2exy  -  tg x = 0 ( у  Щy(x)  -  bir
o’zgaruvchining noma’lum funksiyasi), tenglamalar oddiy 
differensial tenglamalar,

noma’lum funksiyalari) sistema oddiy differensial tenglamalar 
sistemasi,
u'y + uu'v — 0 ( и — u{x, y) — ikki o’zgaruvchining noma’lum

1Щ  x(/) va у  = y(t)  — bir o’zgaruvchining
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funksiyasi),
i/"x + и" + и". — 0 (и -  и(х, г,г) -  ucli o’zgaruvchining
noma’lum funksiyasi), tenglamalar esa xususiy hosilali differensial 
tenglamalardir.

Oddiy differensial tenglamalarni yechishga keltiriladigan 
ba’zi bir masalalar bilan tanishaylik.

1. Bosltlang’ich funksiyani topish. Biror (a,b) intervalda 
y- — >'(x) noma’lum funksiyani uning ma’lum f ( x )  hosilasiga 

ko’ra topish ushbu
(o . i . i )

tenglamani yechish demakdir. Matematik analiz kursida bu 
tenglama f ( x )  uzluksiz bo’lgan holda yechilgan. Bu holda yechim

уy-J f  ( x )d x + c , c - const,

formula bilan beriladi; bu yerda va bundan keyin [/ (x)dx bilan

f ( x )  funksiyaning biror tayin boshlang’ich funksiyasini 
belgilaymiz (analiz kursida u barcha boshlang’ich funksiyalami 
angiatgan).

Endi matematik modellari differensial tenglamalarni 
yechishga keltiriladigan ba’zi masalalar bilan tanishaylik.

2. Radioaktiv yemirilish. m{t) bilan radioaktiv moddaning 
/ paytdagi massasini belgilaylik. Masala ana shu funksiyani 
topishdan iborat. Fizikadan ma’lumki, radioaktiv moddaning

yemirilish tezligi
dm{t) dm(l) hosila o’sish tezligini

dt dt
ifodalaydi) mavjud modda miqdoriga to’g’ri proporsional, ya’ni 

dm(t)
dt

Щ km(t) yoki qisqaroq m ' = - k m ; (0.1.2)

bu yerda o’zgarmas к, к >0, — proporsionallik koeffitsienti. Demak, 
m-iii(i) noma’lum funksiya (0.1.2) tenglamani qanoatlantiradi. Bu 
tenglamada noma’lum funksiyaning in' hosilasi qatnashgan. Biz 
(0.1.2) tenglamadan m(t) funksiyani topishimiz kerak. (0.1.2)
tenglamani yechish qiyin emas. Uning har ikkaia tomonini ekl ga 
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ko’paytiraylik:

m'ek' + mkekl = 0
Oxirgi tenglikni

(mekl У = 0
ko’rinishda yozamiz. Ma’lumki, oraliqda hosilasi nolga teng 
bo’lgan funksiya o’zgarmas. Shuning uchun oxirgi tenglikdan 
me1'1 = c (c = const) , ya’ni m — ce kl ekanligini hosii qilamiz. 
Kavshanki, m — ce jjSj funksiya (0.1.2) tenglmani qanoatlantiradi, 
ya’ni (0.1.2) da m ning o’rniga ce kl ni qo’ysak, u ayniyatga 
aylanadi. Demak, (0.1.2) tenglamaning hamma yechimlari 
m = c e k ko’rinishda va faqat shu ko’rinishda bo’ladi. Agar 
hoshlang’ich, ya’ni / = 0 paytdagi massa w0bo’lsa, c = m0 
bo’ladi. Shunday qilib, radioaktiv rnoddaning massasi ushbu

m - m ae h (0.1.3)
qonuniyatga ko’ra o’zgaradi. Massa miqdori vaqt o’tishi blan 
oksponensial tezlik bilan 0 ga intiladi

Y arim yemirilish davri T deb dastlabki radioaktiv 
inoddaning yarmi yemirilishi uchun ketgan vaqt oralig’iga aytiladi. 
Demak,

m0
2

, ■ nf,mae , ya ni I —In! . . .  In 2yoki к = -----.
T

Oxirgi formuladan T ga ko’ra (uni o’lchash nisbatan oson) к ni 
lopish uchun foydalanish mumkin.

Yuqoridagi (0.1.3) formulaning yana bir tatbig’ini e’tirof 
etaylik. Ma’lumki, tirik organizmlarda C12 turg’un uglerod bilan 
birgalikda oz miqdorda C 4 radioaktiv izotop ham bo’ladi. 
Atmosferaning yuqori qatlamlarida ,^-nurIar hosii qiluvchi C14 
izotoplar tirik organizmlarda yutiladi. Tirik organizmlarda biologik 
o’zgarish jarayonlari natijasida C 4 miqdori o’zgarmas va biror 
mQ ga teng bo’ladi. Organizm o’lishi bilanoq unda radioaktiv

izotopning yutilishi to xtaydi va C 4 ning miqdori kamaya
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boshlaydi. C  ning yarim yeitiiriliali davit /' <*-5570(yiff.

j3 -zarrachalar soni orqali topish mumkin) bo’Isa, u holda 
organizmning o’lganidan keyin o’tgan / vaqtni yillarda ushbu

formula isSpten mumkinligi kejib chiqadi. Hosil bo’lgan bu

; 3. Populyatsiya masalasL t vaqtdagi populyatsiya sonini 
M i  Mian |Н Н Ш И р  Populyatsiya ’sdni katta bo’lganda 
НШМШ| deb hfeoblasli mumkin.

p » p td y ^ ^ '» » f'wl^'pFI0pofsi0lliI deb faraz cjffinadi, ya’rri

Bu teftglamadan, yuqdfidagiga-d^shash fild ^ritib,'tdipkmiz:

ШЩтШт о ushi bilan populyamya soni 
eksponenstal ’tetfik bilan o’sadf va gat intiladi'. Bu naftja 
baqiqatga ifflos feeimaydi. Tustionartiki, ortgan sari dziq-dv^at,

;fs|yqry!aniing) cbegaralanganligi tufayli populyatsiya orasida 
ysMasb щ п  kurasb paydb bolladi, ba’zilar bit raqobatda halok

T 5570 80008000
agar m{t) bilan C • izotopning orgiini/in n’lguu puytdun boshlab 
hisoblangan t - yildagi mnssnsini holgiliisiik, ii holda

m,

t£Igan areppi^iplarpmg yoshini amqlashga imkon beradi.

0 -  "о ’zgarinas sorfe,
di

mm

joy ya shwnga o’xshask yashash uchun zarur bo’lgan manbalaming
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ibo’Iadi, o ’sishning iii*M*4ezIigi Д У  - kamayadi. Shuning uchun
I I

Р ^ И И Й Л Й Й Я ! dtodelni tuzati^b kerak. Farit ailish mun|kinki, 
fejiror chegarav® populyatsiya Xbrti Tv ,  mavjud bo’lib,

-nonuivatsiva Ж ^ , dan ko’p bo’lganda iy tf)  , kam^ya#^ ИВ*ш 

TV' < 0 ) ,  Ncllsif dan kichik b o’Iganda esa N{t)  o ’sadi .Дуа’ш  

S'), Bu farazni quyidagi tenglama qanoatlantiradi: 
d N . . •, ■ ....< ,v. ш

' ~~ kN ivQ t, -  H'f Щ \5 у
dt

Butengiania (OHM) ieb^]aWabm^%S2atM§HidWb<3xitgi differencial 
•#%1abia ibfistik tenglaiba tfeb itiiadii

4. Bir ekologik misal (Volterra-Lotka modeli) . ! #й8Ш 
К Ш н р  p&piq1.- :§»te3ta^t(mubiida\)'!:f>!@?;l^-‘¥a yBtqkshiar -.(ikki tur 
indivi<fbumiari) у a'idiasm. 'шшЩШшЪ va'

p fp f f d a g i  yirtqicbSar sbhini belgilasin. Agar' y it tqicMbr
bogmasa, o’ljalaming f e z l lg i ' " iJSISiiig

’proporsionak, ya'ni -.v^«Kspbneesf&! :ies® t

bilan |pbiliU$ > ЩШкЩШ "bu o ’sish S tezli^tni

' ЬЩ2(0М 0У  ga.

^ ^  ^ukamaytwadi," Demak,- Щ,*е (® ^bhj|§Ms J ||jp S |f , o ’rmK 
bo’iadf?4'A§kr b’ljalaf bb4ibtt&£, . ’ tsteffigi ■

y t N 2 (Г) §ЩШт-“ ( (г i ®terai|§f Щ ш ' ‘йкаршшШР' ‘РРаШррЩ^ 

/V, ( /)  sondagi o ’ijalarning mavjudiigi natijasida bu tezlik 

ortadi .
bo’ladi. Shunday qilib, bizning farazlarimizda o ’lja va
^popuiyatsiyasl’) soni quyidagi differensial tengiamalar ffgt^masi
bilan boshqariJadi:
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(0. 1.6)
JN{ =  (a -  bN 2 )N,

|  N'-, — (~c +  d  ) N-)

Bu yerda t ning o’miga tier, N: nmg o’rniga x = N]c / d ,  N2
ning o’miga у  -  N2/b  masshtablangan o’zgaruvchilami kiritib, 
sistemaning ko’rimshini lxchamiash mumkin: 

lx' Ш (1 -  y)x  I H Щ
{ (a = c /a >  0) (0.1.7)

= a { x ~ \ )y
Bu (0.1.6) va (0.1.7) sistemalar Voiterra-Lotka tenglamalari (o’lja- 
yirtqich modeli) deb yuritiladi.

5. Garmonih ossUlyutor tenglamasi. Faraz qilaylik, m 
massaii moddiy nuqta inersial sanoq sistemasining Ox o’qi bo’ylab 

harakat qilayotgan bo’lsin. Unga x = x(t) (t vaqt) nuqtada 
bo’lganda unga X ga proporsional va nuqtani koordinatalar boshiga 
qaytaruvchi kuch F=;—kx ( elasti-klik kuchi; к = const > 0  — 
proporsionallik koeffitsienti) ta’sir etsin. Nyutonning ikkinchi 
qonuniga ko’ra

та = F  ( a = a(t) -  tezlanish; a = x"
d 2x 
dt2

)•

Demak,
mx" = -kx  yoki x" + a r x ~  0 (co = yjk/m ) (0.1.8)

Shunday qilib, harakatdagi nuqtaning koordinatasini aniqlovchi 
x—x(t) funksiya garmonik ossillyator tenglamasi deb ataluvchi 
(0.1.8) tenglamani qanoatlantiradi. Bu tengiamada x = x(t) 
noma’lum funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasi x" qatnashgan.

Bu yerda shuni e’tirof etaylikki, (0.1.8) differensial 
tenglama bilan nafaqat elastik prujinaga osilgan moddiy nuqta 
(jism) harakati, balki matematik mayatnikning kichik tebranishlari, 
L — C yopiq tebranish konturidagi elektromagnit to’lqinlar 
o’zgarishi ham boshqariladi.

6. Yerning Quyoslt ta’siridagi harakati. Quyoshning 
massasini M  bilan, Yernikini esa Щ bilan belgilaymiz va ularni 
moddiy nuqtalar deb hisoblaymiz. Fazoda inersial sanoq sistemasini
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(koordinatalar sistemasini) kiritib, unga nisbatan Quyoshning 
knnrdinatalarini S(si,S2 ,^3) (л',~ j ,(1), /vaq t, /=1,2,3), Yernikini 
osii /У-рВ йДИН (pi~p,(t), /-vaqt, /=1,2,3) bilan belgiiaymiz
(0. l-rasm).

0.1-раем

Hulun olam tortishish qonuniga ko’ra Yerga Quyoshning 
—>

p  _ Mm PS 
r 1 r

G — gravi tats ion doimiy)

lortish kuchi ta’sir etadi. Yeming harakat tenglamalari Nyutonmng

ikkinchi qonuniga ko’ra m d = F (a = (p", p",p") — Yerning 
Ic/.lanish vektori) yoki koordinatalarda

r
< p \ = g m  { (o.i .9)

p" = GM Sj ~ Pj
1 r

ko’nnishga ega. Quyoshning harakat tenglamalari shunga o’xshash 
yoziladi:
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А (0.1.10)

.v" = Gm P \~ s  1
r 3

Ц = Gm И Р Ж
3r

s'! = Gm

Endi х  = р ] -  , у  -  р2 -  s2, z  = р ъ -  Sj deb, yangi х, у ,  z
noma’lumlarni kiritaylik. Ravshanki, (x , y , z ) -  Yerning
Quyosliga nisbatan koordinatalarini beradi. (0.1.9) va (0.1.10) 
sistemaiarni hadma-bad ayirib quyidagi tengliklarni hosil qilamiz:

I x 
х ' ^ г \уп , :,

. r

( y = G ( M + m ) )  (0.1.11)
r

$ ш ш ш Я
r

Demak, Yerning Quyosliga nisbatan holatini aniqlovchi 
Ц = x ( t ), у  = у  (I), z = z ( t) funksiyalar (0.1.11) differensial 
tenglamalar sistemasini qanoatlantiradi.

7. E g $  chiziqlar oilasi differensial tenglama yechimi 
sifatida. Faraz qilaylik, bir parametrli silliq chiziqlar oilasi ushbu 

(р{хлщ у )  — 0
tenglama bilan berilgan bo’lsin. Bu yerda (p(x ,y ,c)~silliq 
funksiya; x, y  — haqiqiy o’zgamvchilar, c haqiqiy parametr 
chiziqlar oilasining a’zolarini belgilaydi;;J pki ning ixtiyoriy joiz 
qiymatida berilgan tenglama $ .|и ( .х )  silliq chiziqni aniqlaydi deb 
taraz qilamiz: <p(x,y(x),c) jjl 0 . Bu ayniyatni y:bo’yicha
differensiaillaymiz: (Pj{x,y(x),c) + ( p [ ( x ,y ( x ) , c ) y \ x )  sO  ’Endi
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J  (p{x,y{x),c) = 0

|М | (х, у(х),  с) + <р\, (х, у(х ) ,  с) ■ у '(х ) = О 

sistemadan с ni yo’qotib, х , у ( х )  va у '(х ) miqdorlar orasida 
F (x ,y (x ) ,y ' (x ) )  з  0 bog’lanishni topamiz. Demak, berilgan 
chiziqlar oilasining har qanday У — У(х) a ’zosi 
F(x, y ( x ) , / ( x ) )  = 0 differensial tenglamam qanoatlantiradi, ya’ni 
bu tenglamamng yechimi bo’ladi.

Misol. Ushbu

ш Ш Ш ш т  (0.1.12)
( x - c ) - + l

у  ' 

1

M  /  \ \/  \  \
j /  \  \

Ц Щ Ц
nnrl .......  "*UI.?

X

0.2 -rasm.

chiziqlar oilasi (0.2-rasm.) qanoatlantiruvchi differensial tenglamani 
tuzaylik. Hosilani hisoblaymiz:

2 ( x - c )
V + Л- Г-:-;, T -?,*■' gj 0 .

((x — 6')~ +1)
Berilgan tenglamaga ko’ra bu tenglikdan

y '  + 2 y 2( x - c) = 0 yoki x  — c = Uj*-^--
2 у

ekanligini topamiz. Oxirgi tenglikni (0.1,12)ga qo’yamiz, kerakli 
soddalashtirishlarni bajaramiz va izlangan differensial tenglamani 
hosil qilamiz:
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(0.1.13) 
(0.1.13) differensial

у ' 1 2 - 4 v 3( > - l )  = 0 .
Shunday qilib, (0.1.12) chiziqiar oilasi 
tenglamani qanoatlantiradi.^

Matematik modellari differensial tenglamalarga keluvchi 
ko'pgina masala va jarayonlar bilan, masalan, quyidagi 
kitobdan tanishish mumkin:
Амелькин В. В. Дифференциальные уравнения в 
приложениях.-М.:Наука, 1987.

M asala lar

1. Tengalamani yeching _уг(.А) = sin(ax) • cos(6.v) .
2. Ushbu

funksiyalar uchun
f ' ( x )  + g '(x )  = 0 , x  e-iii-y 

ayniyatni isbotlang. Undan foydalanib,

tenglikni isbotlang.
3. Matematik modeli differensial tenglamalarni yechishga 

keltiriluvchi fizik jarayonlarga misollar keltiring.

1. BIRINCHI TARTIBLI DIFFERENSIAL 
TENGLAMALAR

1.1. Differensial tenglama va lining yechimi tushunchalari

F ( x , y , y ' )  = 0 ко rinishdugi tenglama. F ( x , y , p ) -  biror

G cz Ш \ sohada aniqlangan uch haqiqiy o ’zgaruvchining uzluksiz 
haqiqiy funksiyasi bo’lsin, ya’ni F : G —> IR., F  € C (G ,K ) (yoki 
qisqaroq: F  e  C (G ) ). Biz bu funksiya p  o ’zgaruvchiga tub 
ma’noda bog’liq, ya’ni '§ Va у  lar tayinlanganda F  funksiya p  
o ’zgaruvchining funksiyasi sifatida o ’zgarmasga aylanmaydi deb
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Inin/, qilamiz. Ushbu
F (x ,  y ( x \  / ( x ) )  = 0

\oki qisqaroq
F ( x , y , y ' ) ~  0 (1.1.1)

longlama у  = y(x )nom a’lum funksiyaga nisbatan birinchi tartibli 
otkliy differensial tenglama deb ataladi.

Yechim uzluksiz differensiallanuvchi funksiyalar sinfida 
l/lonadi.

/ bilan sonlar o ’qidagi biror oraliqm (ya’ni bog’lanishli va 
kamida bitta ichki nuqtaga ega bo’lgan sonli to’plamm) belgilaylik. 
Analizdan ma’lumki, oraliq ushbu

( -oo, +0C.), (--со,6) ,  (7-00, 6] ,  \c ifb) , (a ,b ], (a ,b ) ,  [а,Ь]щ‘, 
(a, +co), |t7.-rio) 

sonli lo’plamlarning bindir; bunda a <.b .
Agar /  oraliqda aniqlangan у  ~ (p(x) haqiqiy funksiya

uchun
1°. <p(x) e  C '(7 ) , ya’ni <p'(x) hosila /  oraliqda uzluksiz, 
2°. \ fx  e  /  F{x,(p{x), (p \x))  — 0 ,  ya’ni y ~ ( p ( x )  
funksiya I  oraliqda (1) tenglamani (qanoatlantiradi) 
ayniyatga aylantiradi

slwrtlar bajarilsa, u holda y  — (p{x) funksiya (1.1.1) tenglamaning 
/ oraliqda aniqlangan yechimi deyiladi.

Eslatma 1. Td’rifdagi 2° shartning o ’rinli bo’lishi uchun 
ushbu V x e /  {x,(p(x), (p'{x)) e  G  shartnmg bajarilishi, ya’ni 
(x,(p(x), (p'(x)), x  e  / ,  nuqtalarning (1. 1.1) tenglama aniqlangan 
sohaga tegishli bo’lishi zarurdir. Demak, (1.1.1) tenglama 
aniqlanganG  soha у  = <p(x) yechimning aniqlanish oralig’i I  ni, 
lining va )/ — (p'(x) hosilaning o ’zgarish to ’plamlarmi m a’lum 
ma’noda chegaralaydi.

Eslatma 2. Ta’rifda y  = (p(x) yechim oraliqda aniqlangan 
ekanligi muhimdir, ya’ni yechim faqat oraliqda qaraladi.

Eslatma 3. Agar I  oraliqning chegaraviy nuqtasi I  ga 
tegishli bo’lsa, u holda bu nuqtadagi hosila sifatida mos bir tomonli
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hosila tushuniladi. Masalan, I = [ a , b ) oral/jda aniqlangan 
у  = (p{x) , funksiyaning x  = a  nuqtadagi (p'(a) hosilasi sifatida 
shu nuqtadagi (p[{a + 0) o'ng hosila qabul qilinadi.

Yechim oshkormas' ko’rinishda ham berilishi mumkin. 
Faraz qilaylik, Ф (л'Л ’) = 0 tenglama biror /  oraliqda biror

y  — ( p ( x ) g G  funksfyani oshkormas ko’rinishda aniqlasin va bu 
y s£ (p( x)  funksiya I  da (1.1,1) tcnglamaning ycchimi bo’lsin, U 
holda Ф(х, у )  = 0 munosabat (1.1.1) tenglamaning ( /  oraliqda) 
oshkormas ko’rinishdagi yechimi deyiladi.

Agar parametrik ko’rinishda berilgan
у  = y ( l ) ,  t e /  , funksiya uchun x ’( t )  Ф 0, t e  I ,  bo’lib*

ushbu
1) . > •(/)€ ( ' ' ( / ) .  x( / ) € C ,(7 ) ,

2) . F \ x { l \ y { t \ ^ P - | s 0 , / £ / ,
A ; ■ ■ x X f)J  , '

shartlar ham bajarilsa, u holda ж = x ( t ) ,  у  = y ( t )  funksiyalar
(1.1.1) differensial tenglamaning parametrik ko’rinishda berilgan 

'|pfehimi deyiladi. Ba’zi hollarda yechimni shu ko’rinishda yozish 
qulay bo’ladi.

Differensial tenglama yechimining grafigi integral chiziq 
deb ataladi. Ravshanki, integral chiziq silliq chiziqdir. Biz keyinroq 
integral chiziq tushunchasining m a’nosini kengaytiramiz.

Misol 1. Ushbu
x y  ' 2 -  2  у  у ' + x  = 0

differensial tenglamada F ( x , y , p ) =  x p 1 - 2 y p  +  x  , G  = K3 .

a), у  =  x funksiya berilgan differensial tenglamaning (—00, 4-00) 
intervalda yechimidir. Haqiqatdan ham,
y.(p{x)=x funksiya ( - 00, 4-00) .intervalda uzluksiz 
differensiailanuvchi, chunki у '  Щ(р'{х) = 1 € C ( R ) ;
J).. ixtiyoriy x  e  ( - 00, 4-00) nuqtada

x y ' 2 - 2 yy'  +  x  =  x  — 2 x  +  x ~ 0 .
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•'I I ok in v = 2 x - 1 funksiya hech qanday 1 e l  oraiiqda berilgan 
•Hllercnsial tenglamaning yechimi bo’la olmaydi. Chunki bu holda 
г' ч>'(х) = 2 € C (7 ) , ammo

xy'2 —2yy' + x — x  • 4 — 2(2xr-1) • 2 + x  = -Зх + 4 #Ю 
iMtlglik / oraliqda ayniyat emas u /  ning ko’pi bilan bitta nuqtasida 
(|Nitnatlanishi mumkin ( x = 4 /3  bo’lganda) xolos, I  da esa 
• he к si/ ko’p nuqtalar mavjud.

Mi sol 2. Ushbu
( \  +  x 2) y ' - x y  +  M  0 ( 1. 1.2)

tlittercnsial tenglama uchun F ( x , y , p )  = (\ + x~ )p  — x y + x  

liinksiya G  = Щ. da aniqlangan vasilliq. Ushbu

funksiya (1.1.2) tenglamaning (—oo,+oo^ oraliqda yechimidir; bu 
ycrda c — ixtiyoriy o ’zgarmas son. Haqiqatan ham, bu funksiya 
\ i (-oo,+oo) oraliqda uzluksiz differensiallanuvchi,

y'( A") = - 7===== g C  ((  со, +co)) I
x/l +

vn u berilgan tenglamani (-ао,Й |р) oraliqda qanoatlantiradi:

(1 ¥ x 2) y ' - ^ y X b ( \  + X2) - j ^ r z ^ - x ( \  + c^/\ + W \ f ^ i O .

Qaralayotgan (1.1.2) tenglamaning ixtiyoriy 
г = _y(x), x  e  (~oo,+oo), yechimi (1.1.3) kd’rinishda bo’llshini

ko’rsataylik. (1.1.2) tenglamaning И М | Н и Й В  
berilgan bo’lsin:

( 1 + x 2 ) y ' (x )  -  xy (x )  + x  = 0 , #  e (*Ш, +o6).' 
Hu yechimga ko’ra ushbu

in ) ’(x )M

yechimi

lunksiyani tuzaylik. Uning hosilasi (~®o,+Q|§i intervalda ayaan



nolga teng:

M

(1 + ЛГ )У  ( -v) -  .vv( .v) + x _  0 __ Q
Щ Р  (1 + x2)^

Analizdan ma’lumki, oraliqda hosilasi nolga teng funksiya 
o’zgarmas. Demak, tuzilgan funksiya o’zgarmasdan iborat:

Shunday qilib, (113) formula (1.1.2) tenglamaning barcha 
yechimlarini va faqat ulamigina ifodalaydi, ya’ni (1.1.2) ning har 
qanday yechimi (1.1.3) dan c ning biror xususiy qiymatida hosil 
bo’ladi va shuning bilan birgalikda (1.1.3) formula c ning ixtiyoriy 
tayin qiymatida (1.1.2) ning yechimini aniqlaydi. Demak, (1.1.2) 
differensial tenglamaning integral chiziqlari ushbu

у  — 1 + c chiziqlar oilasidan iborat ( c -  ixtiyoriy 
o ’zgarmas).

, , У  — f ( x , y )  ko'rinishdagi tenglama. Faraz qilaylik,
(1.1.1) tenglama y '  hosilaga nisbatan yechilgan bo’lsin:

aniqlangaii| uziuksiz haqiqiy funksiya deb faraz qilmadi, ya’ni 
f  s&C(D) . (1.1.4) tenglama hosilaga nisbatan yechilgan birinchi 
tartibli differensial tenglama (yoki normal ko’rinishdagi birinchi 
tartibli differensial tenglama) deyiladi.

Yuqorida keltirilgan misolda (1.1.2) tenglamani osongina 
hosilaga nisbatan yechilgan holga keltirish mumkin:

Bundan y(x )  = 1 + c('v/l + x 2 ekanligini topamiz.

y ' = f ( x , y ) . (1.1.4)

Bu yerdagi / ( x , v )  funksiya tekislikning biror D c p i  sohasida



> .. 1+ хГй п |
Umumiy holda (1.1.1) tenglamani (1.1.4) ko’rinishga keltirish 
rnurakkab masala. Bunday masalalar analizda o’rganiladi. Biz 
( I I I )  tenglamadan y '  ni topishda to’xtalmasdan birdaniga (1.1.4) 
tenglama berilgan deb faraz qilamiz.

Agar у  — (p(x) funksiya /  oraliqda aniqlangan bo’lib, u

1°. <p(x) € C 1 ( / ) ,
2°. Vx e  /  (p\x)  = У (х ,^ (х ))

•hurllarni qanoatlantirsa, у  = <p(x) funksiya y '  = f ( x , y )  (1.1.4) 
leiiglamaning /  oraliqda (aniqlangan) yechimi deyiladi.

Esiatma. Bu yerda yechimdan 1° shart o’miga <p(x)ning /  
da differensiallanuvchi bo’lishini talab etsak*1 u uziuksiz 
dilfcrensiallanuvchi ham bo’ladi, chunki u=<p(x) yechimning /  da 
ii/luksizligi (bu unung differensiallanuvchiligidan kelib chiqadi) 
hurnda f ( x , y )  funksiyaning D  da uzluksizligiga va 2° shartga ko’ra 
<P (x) — f(x ,cp(x))  bam /  da uzluksizdir.

Yuqoridagi misollardan ko’rinadiki, differensial tenglama 
ehcksiz ko’p yechimga ega bo’lishi rnurnkin.

Ba’zan barcha yechimlarm bitta formula bilan berish 
mumkin bo’ladi. Agar у  — <p(x,c)funksiya c o ’zgarmasning 
ixtiyoriy joiz qiymatida (1.1.1) yoki (1.1.4) differensial 
leiiglamaning (grafigi)D sohada joylashgan yechimi bo’lib, 
leiiglamaning D  da joylashgan har qanday yechimi shu 
V -<p(x,c) formuladan cning biror joiz qiymatida hosil bo'lsa, u 

holda уЩ(р(х,с)  oila berilgan tenglamaning D  ffhadagi
iiinumiy yechimi deyiladi. Umumiy yechim oshkormas ko’rinishda 
Ф(х,_у,с) = 0 teiigfama bilan, yoki parametrik 
x = x (p ,c )  , у  = y ( p , c )  ( p  — yechimdagi parametr. c esa 
yechimlami belgilaydi) ko’rinishda ham berilishi mumkin.

Yuqoridagi misol 2 da biz (1 'Ф-Х2)y ' — хрЧ- x i ’O

tenglamaning R 2dagi umumiy yechimi у  =  1 +c^Jl + x~ (bunda
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c ~  ixtiyoriy o ’zgarmas) Гоптш1з;<Ы1ап berilishini ko’rsatgan edik.
Tenglamaning bitta (xususiy) yechimini ajratish uchun 

yechimdan qo’shimcha shart talab qilish kerak.

Masalalar

, e x!. Differensial tenglamani yeching у  — —  .
x

2. Ushbu y '  —\x\ tenglamani yeching.

3. у  = |2 x - l |  + l funksiya hech qanday differensial 

tenglamaning (0;1) intervalda yechimi bo 'la olmaydi. Nega?

4. Ushbu у  = -Jx~ +1 funksiya hech qanday oraliqda 

y ' <=xyf*s»l tenglamaning yechimi bo'la olmaydi. Shuni isbotlang.

1.2. Koshi masalasi

Hosilaga nisbatan yechilgan ushbu
Ш P  f ( x , y )  (1.2.1)

differensial tenglamani qaraylik; bu yerda / e C ( D ) ,  D 
tekislikdagi soha. (1.2.1) tenglamaning

Р щ Н Щ  (x0, j 0) e Z ) ,  (1.2.2)

shartni qanoatlantiruvchi (berilgan x0 nuqtada berilgan y 0 

qiymatni qabul qiluvehi) va biror I , x 0 e  /  , oraliqda aniqlangan 

"'y = (p(x) yechimini topish Koshi masalasi yoki boshlang’ich 
m asala deyiladi va u,

Гу = . / ( x ,y )  ' . '■
■ I yoki y  = f ( x , y \ y \  щ т  (К)
[  У\Яа = У0 L t"

ko rinishda yoziladi. Bu yerda _yj  ̂ yozuvi у  — V’(.v) noma’lum

funksiyaning x = x() nuqtadagi qiymatini anglatadi: v| =  y(x()).

(1.2.2) shart boshlang’ich shart yoki Koshi sharti deb 
yuritiladi.
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Agar shunday /э х 0 oraliq topilsaki, bu oraliqda biror 
I - t ( v) funksiya (1.2.1) ning yechimi bo’lib, (1.2.2) shartni ham 

qaiumllantirsa, u holda (К ) masalaning yechimi mavjud deyiladi, bu 
l' r(.v) funksiya esa (K)  masalaningning /  oraliqda aniqlangan 

sci himi.dcb yuritiiadi.
(K) masalaga nisbatan tabiiy ravishda quyidagi savollar 

Uig’iladi:
1. (K) masala ga yaqin x larda 'iniqlangan biror 

yechimga cgami?
2. Agar yechim mavjud bo'Isa, u y ag o n a m it^
3. Qaysi eng katta I, I эх 0, oraliqda (K)  masalaning 

yechimi mavjud?
Misol L a) Ushbu

/  =  з / / , J . ( 0 )  =  0 ,

Koshi masalasi у  =  0 yechim bilan birgalikda yechimga

hem ega (tekshirib ko’ring). Shunday qihb, a) masalaning yechimi 
vngona emas.

b) Ushbu

Ш Ш т . Щ = Щ  •

masalaning yechimini topaylik. Faraz qilaylik, у  = y { x )  yechim 

mavjud bo’lsin. Bu yechim ( s C 1) x & O  ning kichik atebfida

noldani farqli, chunki |»(0) = 1 . Berilgan tenglamadan Я щ и |п |
i JT ':

(onglikni topib, uni 0 dan Ж- gacha i n ig ra l lab, quyidagini 

l o n a mi z f e f e - - — Bund»!  berilganIlK M  1 boshlang’ich
■ ■ I  .V(x)f ,

shaft®  ko’ra у  =: '-—— ekanligini hosil q ilarni^ Topilgan bu 
1 -  .v

funksiya qaralayotgan masalaniitgf*(—oo.l) oraliqda an iqlangan 
yechimidir (tekshirib ко ring). Qaralayotgan masalaning yechimi 
yagona. Ravshanki, bu yechimni (-со, 1) dan kattaroq (kengroq)
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oraliqda mavjud bd’la olmaydi. x —» 1 - 0  da yechim +ooka ketib 
qoladi.

Agar G D  Sf haning har bir nuqtasidan (1.2.1) differensial
tenglamaning yagona integral chizig’i o ’tsa, ya’ni har qanday 
(x0,y 0) e G  uclum ( K )  K o sh i masalasi yagona yechimga ega

bo’lsa, u holda G  soha (1.2.1) tenglama uchun (tenglamaning) 
yagonalik sohasi deyiiadi.

Misol 2. Biz E l-  paragrafda (misol 2)

(1 + х 2) У - х у  + х  =  0 , ya’ni y '  = — —*
1 + x~

tenglamaning R" sohadagi umumiy yechimi
1 Г, ~  

у  =  1 + c VI + x~

formula bilan berilishini isbotlagan edik. lxtiyoriy ( r ( j 0) e i '  
nuqta orqali qaralayotgan differensial tenglamaning yagona integral 
chizig’i o ‘tadi. Haqiqatan ham, _y(x0) =  V0 , ya’ni

Уь =  1 +,$щ\ + x l  i^hartdan yagona?,c topiladi:

c = ~ & ^ L .
Ф + 4

Demak, ixtiyoriy (x ,, ,^ ,)  e  R - nuqtadan differensial tenglamaning 
ushbu

> = i + - A _ L v i T 7
\ /1 + х о

, XV — X
yagona yechimi o ’tadi. Shunday qilib, qaralayotgan у  —-------у

1 + x"
tenglamaning yagonalik sohasi butun tekislik R~ dan iborat.

Misol 3. Ushu y ' - y ~  differensial tenglamaning yagonalik 
sohalarini topaylik.

Bu .tenglamaning $  > 0 va < 0 yarim tekisliklardagi
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imuimiy yechimi у  —
1

formula bilan beriladi ( c -  jxtiyoriy
c — x

o'zgarmas ). Haqiqatan ham, agar у  — y ( x )  tunksiya :y  s> 0 yoki 
V < 0 yarim tekislikdagi yechim bo’lsa, u holda

dy  _  dx  1 _  _  1

У2 У c - x

( fsongina tekshirib ko’rish mumkinki, у  —-------  formula ixtiyoriy
c  — x

C uchun berilgan differensial tenglamaning yechimi hamdir. 
Ravshanki, y 0 Ф 0 bo’lganda

1
Уо ~ c - x 0

1 1 
tenglama yagona c  c 0 * ------h x (l yechnnga ega va у  = —

У о %  ~ x
fimksiya uchun

4  =:% ?  ' ш ш ш = W m

hum bo’ladi. В е т а к , ^ ^ > 0  va < 0 yarim tekisliklar berilgan 
Icnglama uchun yagonalik sohalaridir.

Bu yerda shunga e’tibor beraylikki, topilgart"’
1

co ~ x t
yeehimning aniqlanish sohasi (х0,Щ ) bosMang’ich qivmatIarga 

Img’liq; yechim y 0‘>  0 bo ’lganda Т3с e  (*эд;с0) oraliqda, r,fi0 < 0

bo’lganda esa x  g  (c0;+oo) (c0 = —  + x0 ) oraliqda aniqlangan.
П

K o’rinib turibdiki, y  =  0 berilgan tenglamaning yechimi. 
Ravshanki, y >  0 va у  < 0 yarim tekisliklardan boshlangan har 
qanday yechim hech qachon y  = 0 yechim bilan kesishmaydi. 
Demak, у  = 0 to ’g’ri chiziqning nuqtalaridan ham bittadan yechim
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(j> = 0 yechim ) o ’tadi. Shunday qilib, G = M2 soha berilgan 
tenglama uchun yagonalik sohasi bo’ladi.

1Topilgan у ='—— bir parametrli yechimlar oilasi 
. , c -x

qaralayotgan y ' —y 1 tenglamaning shu G = m  sohadagi umumiy

yechimini ifodalamaydi, chunki y-=0 yechim v = —!— dan c ning
c — x

, .. c.
hech qanday qiymatida hosil bo’lmaydi. Ushbu y ~ —

1 - c x
formula esa ( c -  ixtiyoriy o ’zgarmas) berilgan tenglamaning 

!R" dagi yechimidan boshqa barcha yechimlarini

ifodalaydi.
G sohaning. (1.2.1) differensial tenglama uchun yagonalik 

sohasi bo’lishi uchun yetarli shartlarni mavjudlik va yagonalik 
teoreinasi beradi (1.9.- paragrafga qarang).

1.3. Geometrik talqin

Ushbu
y ' ^ f ( x , y )  (1.3.1)

differensial tenglamani qaraylik; bu yerda /  funksiyani D sohada 
yetarlicha silliq deb hisoblaymiz.

(1.3.1) tenglamaning y (x Q) = y 0 boshlang’ich shartni 

qanoatlantiruvchi yechimini topish (x0,>'0) e  D  nuqtaorqali (1.3.1) 
tenglamaning integral chi?ig’ini o’tkazish demakdir.

Har bir (x0,y 0) e  D  nuqtaga shu nuqtadan o’tuvchi va

к -  .34) burchak koeffitsientiga ega bo’lgan tb’g’ri chiziqni
mos qo’yib, bu to’g’xi chiziqni «kichik kesma» (ya’ni yo’nalish ) 
bilan tasvirlaylik. Natijada D sohada (1.3.1) differensial tenglamaga 
mos keluvchi yo’nalishlar maydoni hosil bo’ladi. Har bir «kichik 
kesma» mos nuqtadagi maydon yo’nalishi deyiiadi.

D  ^ohadagi egri chiziq (1.3.1) tenglamaning integral 
ehizig’i bo’Hshi uchun u o ’zining ixtiyoriy nuqtasida maydonning
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i|ni nuqtadagi yo’nalishiga urinishi yetarli va zarurdir 
I l '( v„) = f ( x (j, y Q) = к 1 integral chiziqning (% ^0) nuqtasidagi
urinmasinmg burchak koeffitsienti; bu yo'nalish O xo'qi bilan 
<< iwcigk burchak tashkil etadi).

Maydon yo’nalishlarini ko’rsatuvchi kesmachalami D 
Nithada «yetarlicha zich (qalin)» tasvirlab va bu kesmachalarga 
iirinuvchi egri chiziqni chizib, berilgan differensial tenglamaning 
integral chizig’ini taqriban qurish mumkin.

Integral chiziqlarni aniqroq chizish maqsadida 
vcchimlarning ekstremum va burilish nuqtalarini topish mumkin. 
Yechimlarning statsionar (kritik) va, demak, ekstremum nuqtalari 
/ ( v, у) = 0 tenglamani qanoatlantiradi. Burilish nuqtalarida 
I1" ■ 0 bo’lishi kerak. y  = y ( x )  yechim uchun 
r'(.v) = f ( x , y ( x ) )  ayniyat bajariladi. Bu tenglikni differensiallab,
V ni topamiz:

Ш + Шdx 3y
, • „ d f  Qf Iya ni у =----- b —  • /  .

dx dy
>cmak, burilish.nuqtalari

dx dy
/  =  0

tenglamani qanoatlantirdi.
Misol 1. Ushbu y ' = x3 + y3 differensial tenglama uchun 

yo'nalishlar maydoni va 4 dona integral chiziq 1.1 -rasmda 
ko'rsatilgan.

Yo’nalishlar maydonini qurishda (tasvirlashda) ba’zan 
i/.oklinaiardan foydalanish maqsadga muvofiq bo'ladi.

Barcha nuqtalarida maydon yo’nalishi bir x i l  burchak 
koeffitsientiga ega bo’lgan to’plam izoklina deyiladi. Izoklinalar 
f ( x , y ) - k  ( к -p; const) tenglama bilan beriladi. аИ Ё З н ш к  
izoklinaning har bir nuqtasida maydon yo’nalishi x lar o’qining 
musbat yo’nalishi bilan bir xil a  = arctgA: burchak tashkil etadi



t t i 1 i №I s t m Ш I 1i t
J 1 i t t t 1 1 I t f | t t |

\ m I 1 f t ) 1 { t r l  t t 1
1

1
/ 1 t t r t ! ? t 1

1 \ / Щ A } / ip1  / t t
l i l 1 / / Ш ni  / t t
i 1 t i s  / t

Ц  LV,
п п  И
i I.\.\ \ V,.
i i '* Щ  5% Ш ж Ш  
m m  Ш  

м А ш й  v ш  
n n u u  (j£ 
11 w f  i 4 * 1 1  p i i Ы  61 н  ,v
П 1 Ш 1 Ш
н и  И

tit t

rsf-A^-r+t * Л / U 1  
/ I f  

M  / 1 1, ^Цк^у*.1 t
v H  n  \ /

i p f  M  \ 
n i l  

H U H

1.!-rasm. ^  p |шШ || tengiatnaning yo'nalishlar;BBapd>®M(Va 
№ yeehimtari grafikiari

Misol 2» IJsbba jkf «* x 2 # 5 ’2 differensial tenglama uchun 

izoklinalar Xr£p°-: = k ,  &^©oast,ienglikdan topiladi. Izoklinalar 
niarkazi koordinatalar boshida joylashgan konsentrik aylanalardan 
( к ЩЩ ) va (ff,0) riuqtadan ( к Hi;} iborat. Masalan, x* Щ. 
izoklina nuqtalarMa4 yo’nalishlar: maydoni xlar o’qi bilan bir Ш  
« Ж arctg & = arctg 1 Щ45* j$ burchak tashkil etadi. Bir nechta 
эдкНпа ya ulardagi maydon yo’nalishlarini chizamiz hamda bu 
ya’nalishlarga urintirib. egri .chiziqlar (yechimlar grafigi)ni 
o’tkazamiz (1.2-rasm). Bu fear] chiziqlarning ko’rinishi orqali 
qaraJayojtgan differensial tenglarnaning yechlmlari haqida tasaVViir 
hosi! qilamiz.
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1.2-rasm

Masalalar

1. Ushbu у' я differensial tenglamaning yo'nalishlar

maydonini quring. Yechimlami tasvirlang.
2.jDshbu y ' = x —y  ' differensial tenglamaning yo'nalishlar 

maydonini quring, #«bhimlarni tasvirlang.

1.4. Differensiallarda yozilgan tenglamalar

L. Yuqorida qaralgan
/ * / ( * •  Я  u . t Щ Ж

ttnglamada x va у  oV.garuvohilari teng huquqli emas: x -  erkli 
o’zaruvchi, у  esa-to iag fuA^iyasi ya’ui . er|sfa: o’zgaruvqhi. 
Huning nfitijasida, masalan, integral ehiziq Oy o’qiga parallel 
uriiimaga ega’bo’Ia'olmay^ "SKtmmg 
ushbu

*  = 1 -  (1.4.21
dy f{x ,y )

«to’ntarilgan» tenglamam ham qaraytik. Bu tenglama D sohaning 
f(x, y) funksiya nolga aylanmagan qismida (1.4.1) tenglamaga 
teng kuchli bo’ladi. (1.4.2) tenglamada x = x(y) noma’lum
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funksiya (14.!) tenglamadagi у  ~ y (x )  noma11 urn funksiyaning 
teskarisidir.

Differensial tengiamara,, differensiallarda ham yozish 
mum kin:

bu yerda \M ,N } c z C ( D )  deb hisoblanadi. (1.4.3) differensial 
tenglama o’zgaruvchilari teng huquqli qatnashgan yoki simmetrik 
ko’rmishdagi tenglama deb ham yuritiladi.

Agar (x ir, y (y )e  D  nuqtada М Ш $ у 0) *=Щ х 9Щ | |  = 0 

b f Msa, (jc0 , y 0) nuqta (1.4.3) tenglamaning maxsus nuqtasi 
deyiladi. Maxsus bo’lmagan nuqta regulyar nuqta deyiladi. 
Regulyar nuqtada M  va f lf" funksiyalarning birortasi, aytaylik, 
(VfyokiA'/) noldan farqli bo’lgani uchun bu nuqtanmg biror 

atrofida ham N  & 0 (.yoki ft 0) . Demak, ixtiyoriy ^rejgplyar 
nuqtaning yetarlicha kichik atrofida (1.4.3) tenglama

ko’rinishga keladi. Shunmg uchun tenglama har qanday regulyar 
nuqtada yo’nalishni amqlaydi (yo’nalish ordmatalar o ’qiga parallel 
bo’lishi mumkin). Bu nuqtada integral chiziq shu nuqtadagi 
yo’nalishga urinadi.

Misol 1. Ushbu

differensial tenglama (0;Q) maxsus nuqtadan boshqa barcha 
nuqtalarda yo’nalishlar maydonim aniqlaydi. Bu tenglamani 
quyidagBiayechish mumkin

'^ ,й%Аф'2ус1у^0, d ( x 2§ + d ( y 2) = 0 ,d ( x 1 + y 2) = 0 . 

Demak, ШГ+ y 2 m&Z
Berilgan (x(),y 0) Ф (0;0) nuqtadan o ’tuvchi integral chiziq 

aylanadan iborat:

M  (x ,y )d x  + /V(x,y)dy  = 0 , (1-4.3)

dy _  M (x, у )  
dx ’ ' 'Щх,/у)

xdx + ydy  = 0

да + у  -  x fj + y 0 .



Hu aylana o’zining ixtiyoriy nuqtasining biror atrofida 
у  = (p{x) yoki x = y/(y )  formula bilan oshkor holda berilishi 
mumkin. Lekin uni butunligicha oshkor ko'rinishda berib 
bo’lmaydi.

Masalalar
1. X = co s t,у  = s in t  ushbu xdx + ydy  =  0 tenglamaning parametrik 
ko'rinishdagi yechimi ekanligini^botlang.
2. Ushbu xdy*-ydx = 0 tenglama uchun yo'nalishlar maydonini 
lusvirlang. Tenglamani yeching.

1.5. O’zgaruvchilari ajraladigan tenglamalar

1. Eng sodda differensial tenglamadan boshlaylik:
У  = / ( * ) ,  f e C ( I ) .  (1.5.1)

Hu tenglamaning yechimlari, analizdan ma’lumki, 
/  (x) funksiyaning boshlang’ich funksiyalaridan iborat bo’ladi:

y =  j / ( x ) d x  + c ,  c -  const (1.5.2)

Hu yechim qaralayotgan (1.5.1) tenglamadagi f  funksiyaning 
U/Juksizlik oralig’i 1 da aniqlangan. Tenglamaning y (x0) = j4 c 
l x() e I) shartni qanoatlantiruvchi yechimi yagona va u integral 
lusobning asosiy teoremasi,ya’ni (1.5.2) formulaga ko’ra

У = \ f ( s ) d s
Л'() .

ko’rinishda ifodalanadi. Demak, (1.5.1) tenglama uchun yagonalik 
sohasi /х>§| polosadan iborat (1.3-rasm).

33



v = v0 Ц I f(s)ds

/

Y 1 Щ щ

1.3-rasm. y ’ — f  (x) tenglama yechimlari

. 2, Endi ushbu
y  = g (y )  , g i C ( / ) ,  (1-5.3)

tengiamani qaraylik. Faraz qilaylik, g  funksiya I  = ( t \d )  
intervalda nolga aylanmasin. g  e  C(7) (uzluksiz) bo’lganlgi uchun 
u o ’z ishorasini saqlaydi. Aniqlik uchun y e /  bo’lganda |ji$p§ > 0
a m »  ■

Agar;',-3?’t = j^'i?)!fhnksiya- ^Е5:3) tenglamaningf^jfcg)
(y0 e /) shartni qanoatlantiruvchi biror yechjmi bo’lsa, u holda

Ш И Нdx Я х0) = .Уо
bo’ladi. Demak,

d y (x )  . шж d y ( s) a .
#(>’(*)) g(v(-S'))

Oxirgi tenglikning har ikkala tomonini s — x0 dan s  — x  
gacha integrailaymiz: ;
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ют М П
Щ  с1Ш
ГОяГЙП)

Unhbu

,<,ki Пй

■  ф  '(у )(±  Ц & Ц |  С  t M ) )  { 1 .5 .»

HHIHashniFfeMb, (1.5:4) tefigltkrii-
Й»с1Г;-(у<^)Ь:я^лй, I ^

kn'finishga keltiramiz. Ppjpak qwralay@?gan Jl~, ̂ (лк yechim 
Unllbu

f  < * * * * > >  ( 1 -5 ^
U'itglamani qaftdatlaiMMS<Jtf.'S- (̂ tenglama Ж П ж «  
fWwormas koV.hishda atiiqkvA. jBu у *  >‘{л) funksiya XI*1-3)
dllTcrcnskl tAglamani qanoatlantiradi Haqiqatdan ham,

1 дф у oo  i ШШ
Г Ж ,. -<e

Ixi’lgani uchun fe^kap funksiya haqidagi tcorcmaga ko’ra 
It » ф £ Ш M M  ;

I/ = Ф fф(г/ )) ,  <■* V = Ф , ' ( Ф 1и(у)) '

Tcskari fgnksiya

'<& /{?№ % ' Ф , '■

i>ialiqda ariiqlangan bo’ladi. Щ
(1.5.7) tenglikdan topilgan

Я ю Щ ш
lunksiya УШЬД$ . ..̂ айЙШЗапР radi' (tekshirib ко’ring).
Dcniak, ) | й р Р |

Ф v (C) < -V — A „ < Ф v ( d ) |j
btflganda mavjud. Shunday qilib, у = j/(A)yechimning ан'Я̂ 311̂  

jgfohasi (1 5 SV'gd ксГга' Ц
35



intcrvaldan iborat bo’lib, u

(1.5.8)

integrally uzoqlashuvchi bo’lgan holdagina (-fpr+00) oraliqda 
aniqlangan bo’ladi. {,

Biz quyidagi tcoremani isbotladik.

g  e  C $ e ,d ) )  va ' ' (у4£$с±$)) bo’lsin. ;t i  %iAda

(x ,, }’0) nuqtasidan (15.3) tenglamaning yagona j W l u y  integral 
chizig'i o'tadi va bu M n w  (7.5/7^ formula Унйш .oshkormas 
ко 'rinishda heriladi. Bnnda yechini (-̂ oo,,+oo) oraliqda .aniqlangan 
bo’lishi uclutn (1.5.8) integraUarning uzoqlashuvchi bo'lishi yetarli 
шг zqcitfqir.

Hndi (k5.3) tgngianiadagi g  funksiyanitig (c ,d )  ittfervalda 
nolga aylangan holida to’xtalaylik. Fara£ qilaylik, g(_v) funksiya 
( t \ d )  ning -yagona у  ^$ ffg j(c ,d ) nuqtasida nolga aylansin. Bu 
holda (1.5.3) tenglamaning у’(л') = у  o zgarmas yechinii mavjud. 
Bundan boshqa у  ~ >'(x) yeehim uehun (1.5.3) tenglamadan

-  x  yoki Ф,. ( y{ x) ) *  x V
s(yix))

(x„, y„) nuqtadan chiqqan (integral ehiziqning) ycehimning chckli 
x da P ga aylanishi uslibu

xosmas intcgrallaming yaqinlashuvchiligi bilan aniqlanadi.

Teorema. Aytaylik, (1.5.3) differencial tenglamada

polosahing ixtiyoriy

Г'-И iHO
(1.5.9)



1  Agar $.5.9) xosmas integrallarning birortasi yaqinlasl®tfr#ii 
l«i 'Isa,'. у  ~ y  to’g’ri chiziqning ixtiyoriy nuqtasidan kamida ikkita 
integral chiziq o’tadi (yechimning yagonalik xossasi buziladi).

y ~ y  to’g’ri chiziq atrofida integral chiziqlaming turli 
Hollirdagi tabiatini ko’rsatuvchi grafiklarni quring. 

f  3. Ushbu
/  = f(x)g(y)

Iriij.ijiima o’zgaruvchilari ajraladigan differensial tenglama deb 
ainladir'Bo yerda У  e € ($ a ,b ))  va g e C ( ( c ,d ) ) — berilgan 
rinlksiyalar.

f  'Agar g  funksiya nolga aylanmasa, ixtiyoriy
(Xfi,y0), a < x 0< b , c < y 0 < d , nuqtadan bu tenglamaning
yagona integral chizig’i o’tadi. Bu y  = y (x) yechim

R;,;- ■ } w r ] nx)dx
tenglama bilan qshkormas ko’rinishda beriladi.

B ptgarbiror f  nuqtada lekin g ( y ) * 0 , y r y '  va
(I.5.9)!p0smas integrallaming ikkalasi ham uzoqlashuvchi bo’lsa, 
bu holda ham yechimning у agonal igi saqlanadi; (1.5.9) xosmas 
Integrallaming kamida bittasi yaqinlashuvchi bo’lgan holda esa 
у  * у  to’g’ri chiziqning har bir nuqtasidan kamida 2 ta (va, demak, 
eheksiz ko’p) integral chiziq o’tadi (bu to’g’ri chiziqda yotmagan 
Ixtiyoriy nuqtadan bitta va faqat bitta integral chiziq o’tadi). Bu 
lilKdiqlar 2-bandda bajarilgan tekshirishlardan bevosita kelib 
chiqadi.

T DitfTerensiallarda yozilgan ushbu
M (x)N {y)d x+  P(x)Q(v)cfy = 0 Щ ф Щ Щ

Ш {М (х),Р (я :)}  c  C ((a ,b )) , { N (y ) ,Q (y ) I ^ C { (c ,( i ) )  
tenglama ham o’zgaruvchilari ajraladigan tenglama deb atafadi. 
Agar P ( x ^ N { y ^  *  0 bo’lsa, nuqtaning yetarlicha klchik
elrofida tenglamaning har ikkala tomonini P (x )N (y ) Ф 0 ga

1

I
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sffins^aiaii gj

ш ш ж т т

#lW©lgt «ЙИ htpttr1 *̂йёЗЙ»извЙ'1£Э«м̂р|»̂
ko’rirushda topamiz:

f*3£»lfc+ и м
Ш И  М И

ШЩт » Щ|ь

^ ^Agar - (0 % )  ̂ { *»)
o 'zga rm ^s, yechim lar ham  m avjud. ,^ а щ £ ^ ©  t f . 5 , l f t  gMEHlgtar 
OfaSK|a b^ ,.yec|im il^r b o ’ tepshgs, „Jfarru n h f )« (й ^ о к ^  .л а й п к т . 
К Ш Ш йг baja^gaftdaAna sffyhresda tuiisfi lozira. "'

Misol. Ushbu '■?•'
i> ye'dx  + (f ' +1 )dv = 0 I

8—г Шш и м М р р Ё М и К и Н н а * # й |«  'IR ^ Its iian iiig  har

ikkala y ^  4- f t  ( Ж М Щ ifea ||ИШШИ] }Ще^}1кщ р г«1
ЯНИнШИ

г1 if ■ cdy
m — -d x  + —  =-0 n HI— (c, -  const) 

бШго d w  -ft m r  « Я Н  J у

у  - -------

Bu yerdagi ni .•■€ l^stift^bilan belgilab, y  = —~*—(C i*0)
dT+l

yechinini hosil qilamiz. Bu formuladan c = 0  da yo’qoigan у = 0 
увсЫт hosil bo ladi. ВйфйК berilgan teuglamaning umumiy

yechiini • jy *k -3 i xti vor iy b'zgarmas, formula bilan
*7- + ‘ £

apkjtenadi. 4>
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Masala lar
l.'Ukhbu F (x ,y )  = x  + у  ikki erkli o’zgamvchining funksiyasi 

/ 1 И vii fl(y )  bir o’zgaruvchining funksiyalari ko’paytmasi sifatida 
ilMlIillillimuydi. Shuni isbotlang.

 ̂ 2. Differensial tenglamani yechitig

к 3.Ushbu — max(x, _y), y(0) = 0, boshlang’ich masalaning 
jll, • <I0) oraliqda aniqlangan notrivial (y & 0 ) yechimini toping.

4. IJshbu y r + 2 1 у  j = 1, y'(O) = 1 / 4 , Koshi masalasini
Вр|щ<

5. Ushbut (x +jxj)t£t 4- (y  + =  0 differensial tenglama

jrfvlilmbu i grafigklarini quring.

6.1 Agar biror (—a ;a )  (a  > 0) intervalda aniqlangan 
B b  J  (x ) haqiqiy funksiya ushbu

f (u  +  v) =  — { [u, v, и +  £  (—a ; a)) (*)

(luiiksional) tenglamani qanoatlantirsa va 0 nuqtada f ' ( 0 )  hosilaga ega 
hf'lie. bu у  = / ( x )  funksiyani toping.

1.6. O’zgaruvchilariga nisbatan bir jinsli 
differensial tengiamalalar

P* Agar y* *  / ( x ,  y )  differensial tenglamadagi fix y )  
funksiya x ,y  o ’zgaruvchilami mos ravishda l x , t y  ( t>  0 yoki 
/ -: 0 ) bilan almashtirilganda o’zgarmasa, ya’ni

f  (tx , ty) — f  (x, y )  , ( x , y ) e D ( f ) , t  > 0 (yoki t<  0 ) (1.6.1) 
bo’lsa. uholdabu f ( x , y )  funksiya (0- tartibli) bir jinsli, mos 

у * * / ( х ,у У
differensial tenglama esa o’zgaruvchilariga nisbatan bir jinsli 
tenglama deyiladi.

, , Agar f(x ,y ) bir jinsli funksiya va x& O  bo’lsa, u holda
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Al<,sifli^%,. Ы г й Й Ш Ш ^ Ы ш ж ,, g ( i j  j ; fpaksiyasi? orqali

$|1м1б!&й$р№ ^ ф | » | | Р -  rf xdl ф Ш Н И М | 
V x J

(yoki

■ y X 'x y f f 1̂ Uganda)) fijriJ îya bir jtmfidir.

! Birj^efi;ieMglartiadt. j ■■'
. у - x u  "' ” ;. . . ' |

deb, yangi и =  u(x) noma’lum funksiyaga o’tamiz. Uholda 
y ' ^ u  +  x u ’

va berilgan tengiama ,
Ш н||Ш ш р1 a

yt&l: 'f(k,k'u) ~ f \ k  u\,^ g(u) ИЩЩЙнНИа

^l^rwisbtti iotett. Bu о 'zgaMwbilarit-' ajrdladigan differerisial 
tenglamadir. Oxirgi tenglamaning и =  u(x) yechimi topilgach, 
{ШЗ! ibrmulaga Ц ’̂га ..̂ ri|gap.,;,iepglg^apiag 
yechimini iiosi! qilamiz.

MisoL LfaHbu J

fc)shiangvieh masalaip М мНйв ал,

&—* bewigan | , tengiamajiiHg,% baroha,g yecfern̂ larin i
topsWife м и  tali** or apiban ко rsatoi Igan bosblangich shartni 
qajnpattapti rad igapipj ы, bdpiffJgaii jЩ Лшфшт-*1 " ~

Уу jinsli. Yangi и =  u(x) noma’lum 
ЩнВИЁЙЩкЩЩШ formn la bilaii к iritaiuiz. Earur Ьш>ШшМшп1 va 
ЩВМ aimashtirishiarni bajaramiz:
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рЛШь • У • У ,у  = и + xu , v = —In — , и + Хи'*= и In г/,ЩгЬ х х
хи’ = Mj[ln и -1) .

ntrgi tegnglamada o’zgaruvchilami ajratamiz va integrallashlarni 
hnjirainiz:

du _ dx ч| 
м(1пм —1) x

tenglamani uQnu — l)ga bo’lishda u = e, yechim yo’qolishi
iiminkin. Lekin bu yeehim u —ei+cx formuladan c = 0 da hosil 
Ni'ladi. Demak, berilgan tenglamaning barcha yechimlari 
у axil —xe]+cx formula bilan beriladL yl-L •= ег boshlang’ich
«hurt qanoatlanishi uchun e2 — ey+c, ya’ni с = 1 bo’lishi kerak. 
Nlilinday qilib, berilgan Koshi masalasining yechimi umumiy 
yivhiin formulasidan с = 1 da hosil bo’ladi: у = xe'+x.

К Ushbu

ко rinishdagi tenglamani ham у = xu almashtirish yordamida 
ycchish mumkin.

’ Ba’zi tenglamalami noma’lum funksiyani almashtirish 
yordamida o‘zgaruvchilariga nisbatan bir jinsli tenglamaga keltirish 
■jumkin.

I. Ilshbu
Masalalar

y ’ = j  + h (x )g ( j)
tenglamani umumiy holda yeching.
t. l|shbu X3y ’ = у 2 + X4. tenglamani yeching.
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(.7. Chiziqli tenglama. Bernulii va Rikkati tenglamatari

ChiziijU tenglunui. Ushbu
у ' + /X V ) = q {x ) , {p. с/1 e  C ( I ) , (1.7.1)

tenglama birinchi tartibli chiziqli differensial tenglama deyiladi. 
Bu yerdagi q(x)  ozod had deb ataladi. Ozod had nolga teng 
bo’lganda hosil bo’luvchi ushbu

tenglama (1.7.1) ga mos bir jinsli tenglama deb ataladi. (1.7.2) 
o’zgaruvchilari ajraladigan tenglamaning umumiy yechimini topish 
oson. Biz bu yerda umumiy yechimni boshqa usulda topamiz. 

Lemma. Ushbu

ко rinishda bo’ladi; Ь ш к /а Щ /  — tayinlangan nuqta.

8—i Osongina tekshirib ко rish mumkinki, (1.7.3) formula

Bilan berilgan funksiya (1.7.2) differensial tenglamaning /  oraliqda 
aniqlangan yechimi. Endi ixtiyoriy yechimning (1.7.3) ko’rinishda 
ekanligini isbotlaymiz. Ixtiyoriy y{x )  yechimni olaylik:

munosabatni hosil qilamiz. Demak, analizdan ma’lum teoremaga 
к о г ci

у ' i p {x )y  = 0 (1.7.2)

f  + p (x )y  = 0
differensial lenglanianing umumiy fgchimi

(1.7.2)

(1.7.3)

y '{x) + p (x )y (x )  * 0 .

Bu tenglikni exp (sjds  > 0 ga ko’paytirib|
1

Ш



Tushunarliki, (1.7.3) formuladagi c o ’zgarmas son 
nomu'him funksiyaning д:0 nuqtadagi qiymatiga teng, ya’ni 

< « y(x0) . Ravshanki, /x (-oo ,+ oo) polosaning har bir (x0,y>0) 
tiuqtasidan (2) tenglamaning yagona integral chizig’i o’tadi. U

formula bilan beriladi. Demak, /x (-oo ,+ oo) polosa (1.7.2) 
irnglamaning yagonalik sohasi.

Shunday qilib, (1.7.3) formula bir jinsli tenglama (1.7.2) 
ning /  x(-oo,+co) sohadagi umumiy yechimini beradi, ya’ni (1.7.2) 
longlamaning /x (-oo ,+ oo) sohadagi barcha yechimlari va ulargina 
(I 7.3) formula bilan aniqlanadi..

Bir jinsli bo’lmagan (1.7.1) tenglamaning yechimini

ko'nnishda izlaylik (mos bir jinsli tenglamaning umumiy yechimi
(1.7.2) dagi ixtiyoriy o ’zgarmasni «variatsiyalab», ya’ni o ’zgartirib,
(1.7.1) ning yechimini quramiz); bu -  Lagranj metodi. (1.7.4) ni
(1.7.1) g a q o ’yib,

(1.7.5) ni (1.7.4) ga qo’yib, (I.7.1)ning umumiy yechimini hosil
qilamiz:

(1.7.4)

lunglikni hosil qilamiz. Bundan

X

(1.7.5)
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у  = с е х р |д J p (s )d s  I +

' ' • П.7.6)

+ ex p |-  J J t / ( r ) e x p f -  ^ p(s)ds\dT  .

'■t\ X# * w : / .v„ к  о ‘
(1.7.6) formuladagi birinchi qo’shiluvchi bir jinsli tenglama (1.7.2) 
ning umumiy yechimini, ikkinchi qo’shiluvchi esa (1.7.1) ning 
xususiy (biror) yechimini beradi.

Shunday qilib, bir jinsli bo’lmagan (1.7.1) tenglamaning 
umumiy yechimi uning xususiy yechimiga mos bir jinsli tenglama
(1.7.2) ning umumiy yechimini qo’shishdan hosil bo’ladi.

Tenglamaning yagona (birorta) xususiy yechimini ajratish 
uchun qo’shimcha shart qo’yish kerak. (1.7.1) tenglamaning xQ e  I  
nuqtada berilgan y(,‘: qiymatni qabul qiluvchi, ya’ni

У(хо) =  Уо О-7-7)
shartni qanoatlantiruvchi yechimi (1.7.6) formuladan osongina 
topiladi. Bu yechim bitta va u

у  =  Щ e x p ^ -  | p ( . v ) r / v j  +  e x p f -  j J ^ ( r ) e x p | -  j p ( s ) < * j c ( r

(1.7.8)
formula bilan ifodalanadi. Demak, /  x (—oo,+oo) polosa (1.7.1) 
tenglamaning yagonalik sohasidir. Ravshanki, (1.7.1), (i.7.7) 
boshlang’ich masalaning (1.7.8) yechimi /  oraliqda, ya’ni (1.7.1) 
tenglamada berilgan funksiyalaming uzluksizlik oralig’ida 
aniqlangan.

BernuUi tenglamasi deb ushbu
У  = p ( x ) y  + q ( x ) y u ( a * \ ,a * 0 , { p { x ) ,q { x ) } c : C { I ) )  (1.7.9) 

ko'rinishdagi tenglamaga aytiladi. Bernulli tenglamasi u(x)  = y ] “ 
almashtirish yordamida

и ' = (1 -  a ) p (x )u  + (1 -  a )q (x )  
chiziqli tenglamaga keltiriiadi.
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Bernulli tenglamasini Eyler-BernuIH usuli deb ataluvchi 
n*til bltun ham yechish mumkin. Bu usulga ko’ra yechim y  = uv 

imishda izlanadi, bunda M ,v-hozircha noma’Ium funksiyalar. 
jf *• in1 ni berilgan tenglamaga qo’yamiz:

u'v + tiV' -  p (x )u v  = '#(*)$*

( » ' -  p ( x ) u )v  + uv' *kiq(x)uava .

hull / /  -  p (x )u  -  0 1 ya’ni и = exp( jp (x )d x  J deb, r  uchun

liy 'ш (i(x)uava tenglamaga kelamlz-"v ga nisbatan oxirgi
niKUlninani yechib, topilgan u ,v  larga ko’ra Bemulli 
ItMiyJiimasining у  щ цу  yechimini topamiz.

Rikkati tenglamasi deb
y '  = a ( x ) y 2 + b (x )y  + c(x) (1.7.10)

Imii in i shdagi tenglamaga aytiladi; bunda
|if( v)./>(x),c(x)} c: C (I ) ,a (x )  Ф 0 ,b (x )  Ф Odeb hisoblanadi

| •/( \ ) *  Obo’lganda chiziqli tnglama hosil bo’ladi, c(x) = 0 
bu'lgnnda esa -  Bernulli tenglamasi). Rikkati tenglamasi 
illllcrcnsial tenglamalar nazariyasida alohida o ’rin tutadi. Bu 
Wnglama amaliy maialalami yechishda ko’p uchraydi.

Agar Rikkati tenglamasidagi koeffitsientlar o ’zgarmas, 
yn in a{x) =  a  = const, b(x) = b = const, c(x) = c p  const 
Ini 'Isa, u o ’zgaruvchilari ajraladigan tenglamaga aylanadi va
yechimi kvadraturalarda ifodalanadi.

Agar Rikkati tenglamasining biror J# — cp(x) xususiy 
yechimi ma’lum bo’lsa, uning umumiy yechimini topish mumkm. 
I tuning uchun tenglamada y - ( p { x )  + u almashtirishni bajarish 
кетйк, bunda и ~  yangi noma’Ium funksiya. U holda ,ushbu 

u' = (2<.j(x)<p(xf) + b(x))u  + a(X)u2 
Me mu Hi tenglamasini hosil qilamiz. Oxirgi tenglamani yechish

uchun w = — deb yangi z = z(x) noma’Ium funksiyani kiritish

mumkin! bunda chiziqli tenglama hosil bo’ladi. Demak, yangi
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noma’lum funksiya z (x )  ni

l,i)(X)+ I

formula bilan kiritib, z  ga nisbatan chiziqli tenglamaga kelamiz. 
Quyidagi ikki liolda xususiy yechim osongina topiladi: 

c ( x ) - - a ( x ) d ~  - b ( x ) d  bo’lganda y  — < p (x )-d  xususiy 
yechim:
c(x)  = —a {x )x 2 -~b(x)x  +1 bo’lgandq esa 

у  ■* <jff(x} -*'X xususiy yechim.
Umumiy holda Rikkati tenglamasining yechimi 

kvadraturalarda ifodalanmaydi. Ba’zi maxsus hollardagina u 
kvadratularda yechiiadi. Shu hollaming ba’zilarini keltiraylik:

I 1 1  i  ■ m  \ г  и у
1 )>' g- f(x ) (c t)r ; + by + c ) ,  2) у  = a ^ -T + b ~  + c ,

x'  x

3) у '•= ciy~ h  — у  +

(uchala holda ham a ,b ,c  koeffitsientlar o ’zgarmas sonlardan 
iborat). 1) tipdagi tenglamalarda o ’zgaruvchilar ajraladi,
2) tipdagi lari - o ’zgaruvchilariga nisbatan bir jinsli tenglamalar,
3) tipdagi lari esa y t = z  / x almashtirish yordamida o’zgaruvchilari 
ajraladigan tenglamaga keltiriladi.

Noma’lum funksiyani almashtirish ypramida Rikkati 
tenglamasining ko’rinishini soddalashtirish mumkm. у  noma’lum 
funksiya o ’miga yangi v = a { x ) y  noma’lum funksiyani kiritib, 
ushbu

u v2 + ( h(x)  + a- )v  + c (x )a (x )
a ( x )  a (x )

tenglamani hosil qilamiz. rpndi cc(x) sifatida a(x)  ni tanlab 
( cc{x) = a ( x ) ), tenglamada noma’lum funksiya kvadrati oldidagi 
koeffitsientni birga tenglashtiramiz:

v' = у2 + b{x)v  + c ( x ) ,
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Agar v noma’lum funksiya o ’rniga yangi и = /i(x)  +• у  
nniua'lum funksiyani kiritsak, J3(x) ni tanlash cvaziga tenglamada 
noina'tom funksiya qatnashgan hadni yo'qotish mumkin.

Rikkati tenglamasining yana bir xususiy holida to’xtalaylik. 
Agar a(x ) = a -  const, M A  0,

■ с ( ж у * Щ . : <  (c,m  -^o’zgarmaslar) bo’lsa, ushbu

iiihxsus Rikkati tengiamasi deb ataluvchi tenglamaga kelamiz. Bu 
tenglama yechimlarining kvadraturalarda ifodalanishi yoki 
ifodalanmasligi to’la o ’rganilgan. m »  0 bo’lganda (1.7.11) - 
nVgaruvcilari ajraladigan tenglama, m = - 2  bo’lganda esa u

; dll Г
ir-l/w almashtirish bilan ushbu —  = a + c —r- bir nnsli
W  H  f t .

leiiglamaga kcltiriladi. Demak, bu hollarda (1.7 .11) maxsus Rikkati 
ii'iiL’Iamasi i^ d b s e a la rd a *  ycchiladi. m ning tenglama
|>t adratur^jaida-Jfichiledigan boshqa qiymatjarini topi shmaq sad i da 
lenglamaning k«ft7nishihi o'zgartirmaydigan quyidagi 
iilinashtinshfii q a r< ^ fe ’u’® Г  (unksiyaning o'rniga %  I l f  It’
.ii'lUimcntning o'rniga в щ щ  ni"J”

d y  m— = ay + ex' 
dx

aim

(hf,j2 )
X~ у  x ■ g j P  :

lotmulalar bilan kiritaylik„|fa^ada ushbu

11.7,13)

lenglamani hosil qifamiz. b u tid a

a
nm- 3

, m
in + 3

munosabatni
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1 = 1 + (1.7.14)" Ш±'2. т+2
ко jiiiiisMa yozish isiumkin. Yqqoridagiga ox^feash almashtirishni; 
Е Ш Н И и Ш mada bajarib, Щ'

Ш  r IMH + ЩЖ -
5,. dx, щ

tenglamaga kelamiz, bunda (1.7.14) ga ko'ra

m, + 2 /т/, + 2 m -bi ;
Bunday almashtirishlarni A marta bajarib, m  o'rniga m k ,

=  — , A: =  M B S  ! ”, ' ^ $  (1.7.15)
w * + 2  >  +  2 . ;• V

ko'rsatkichni hosil qilamiz. Agar (1.7.11) tenglamadan boshlab 
yuqoridagi almashtirishiarni teskari tartibda bajarsak,
/7? i , 1п _2, . __/1 1 ; ko'rsatkichli tenglamalarni hosil qilamiz, bunda

— * k  =  1 .2 ,3 , . . .  ■ • 1 (1.7.16)m 4'+’ 2,- ШМЩщ
Agar W p *  ' bo'Isa, /7 7 , — m_, = 2  yuqoridagi almashtirishlar 

m  = 2  ko'rsatkichni o ’zgartirmaydi. Agar biror к  da m k = 0  yoki 

//? , = 0  bo'Isa, hosil bo'lgan tengiama va, demak, dastlabki

(1.7.11) tengiama ham kvadraturalarda yechiladi. Demak, (1.7.15) va 
(1.7.16) да ko'ra, agar m  ko'rsatkieh -

1  I 4  к
■■к----- =  yajfoi in  =  -г—?— : .k  =  ± 1 ,± 2 , .. .„
w  +  2 2  | H  I — 2/c

shartni ( ------------- butun son bajarsa, (1.7.11) maxsus Rikkari
V 2 W + 4  ;  ^

tenglamasi kvadraturalarda yechiladi. m  ning qolgan boshqa 
qiymatlarida bu tenglam aning yechim i elementar funksiyalarning 
chekii sondagi integrallari orqali ifodalanmasligini Liuvill 1841 yil 
isbotlagan.
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Masalalar
I, Agar
p c /  +  p (x ) y  = q (x ), {p ,q }  c  C ( / > ,

il.l|qll^nglaman% ikki dona va У = y 2(x)  yechimlari
jililffim bo’lsa,' lining umumiy yechimi

•\u У = У\ (*) +  ( x ) ) , c  -  const,
■mulit bilan berilishini ko’rsating.

 ̂ 2. p va  q funksiyatar t  <E^P,+ oo) oraliqda aaiqlangan va
M#luk«iz bo’lsin. Agar £.= x(t)  va и = u(t) funksiyalari uchun 

+  P ( t ) X =>ХЬ* . 

и' + p (t)u  > q ( t ) , u(0) > x 0, Щ
fcn'lia, ;ti holda t € [0,4- oo) oraliqda 1/(7) > x ( t ) tengsizlik o’rinli. 
Sliuni isbotlang.

к 3. Tenglamani yeching x(e} — y )  = a  (a  =  const Ф 1) .
\ 4. Tenglamani yeching (x1 — 1 )y ' sin у  — 2 x  cos у  = x 2.
F 5. Ushbu ■ ’

v y  Щ c(y + a){y+b ) , (a, b, c -  const) 
Hlkktitifengfamasida z  = \ / ( y  + a) almashtirishni bajaring.

;V 6. Agar y (x ) ,  Jk,(x)\ Уг(х ) ,  у г( х ) ~  fimksiyalar

h  y '  =  p ( x ) y 2 +  q(xl>y+r(x )  ,
, (p (x \,q (x ) ,r (x )  -  uzluksiz funksiyalar) Rikkati tenglamasining 
yechimlari bo’lsa, ushbu

.у?(х)-.у(*) ''? уЖх) '- № У  :
(*>'

-fljlebtttning o’zgarmas ekanligini ko’rsating.
Bfiftikkati tenglamasining Ш  qanday yechiiql Ining uchta

yechimi orqali ifodalanishini isbotlang.m |  1к!д |  -4/3
*. 8. Tenglamani yeching + X
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1.8. To’la differensialli tenglama va integrallovchi 
ko’paytuvchi

To ’la  d iffe ren s ia lli tenglama. x  va у  o ’zgaruvchilar teng 
huquqli qatnashgan differensial (differensiallarda yozilgan) 
tenglamani qaraylik:

M(x,y)dx +N(x,y)dy = Q ({M ,N]  c  C(D)). (1.8.1) 
Agar D  soliada (1.8.1) tenglamaning chap tomonidagi 

differensial ifoda potensiat deb ataluvchi biror u(x,y)  e  C  (D )  

funksiyaning to’la differensialidan iborat, ya’ni
du -  M (x, y)dx  + N(x, y)dy  (1.8.2) 

bo’lsa, u holda (1.8.1) tenglama D  sohada to’la (to’Iiq) 
differensialli tenglama deyiladi.

To’la differensialli tenglama uchun differensial ta'rifi va
(1.8.2) tenglikka ko’ra

4 , -  = N  (1.8.3)
dx dy

va, demak. bu tenglama dn(x,y) = 0 ko’rinishga keladi. Bu holda,

ravshanki, у  — cp{x) e  C 1 ( / )  (yoki x  = ig (y )  e C ’( / ) )
funksiya (1.8.1) ning yechimi bo’lishi uchun I  oraliqda 

u(x,<p(x)) = const (yoki u (i//(y ) ,y )  =  c o n s t) ayniyat bajarilishi 
kerak.
Demak. oshkormas funksiya haqidagi teoremaga ko’ra to’la
differensialli (1.8.1) tenglamaning har qanday regulyar nuqtasi
atrofida integral chiziqlari ushbu

u{x,y) = c (c — const) (1.8.4)
tenglama bilan oshkormas ko’rinishda beriladi.

Bu yerda shum e ’tirof etaylikki, и potensial ixtiyoriy 
additiv o ’zgarmas aniqligida topiladi, chunki ixtiyoriy o ’zgarmas c 
uchun и bilan birgalikda u + c  ham potensial bo’ladi.

Mdx + Ndy  differensial ifoda biror funksiyaning to’la 
differensialidan iborat bo’lishi uchun shartlar matematik analiz 
kursida o ’rganiladi. Biz bu yerda analizda isbotlanadigan quyidagi 
teoremani keltiramiz.



, д М  d N
Teorema. Aytaylik, D soha bir bog'lamli, -----  va ----

dy dx
hosdalar D da niavjud va uzluksiz b o ’lsin. U holda (1.8.1) 
iviiyjainaning D to ’la differensialli bo ’lishi uchun Dning har bir 
нш/tasida

(1.8.5)
dy dx

shunning bajarilishi yetarli va zarurdir. Bu short bajarilganda
(X,y)

( 1.8 .6)

U'oO'o)
f  unksiyaning to ’la differensiali M dx + Ndy ifodadan iborat

u (x ,y )=  J  M (x ,y )d x  + N (x ,y )d y

Iw'ladi; bu yerdagi integral (x0,y 0) va ( x ,y )  nuqtalarni D da 
nnushtiruvchi ixtiyoriy yo  7 bo ’ylab olingan 2 — tur egri chiziqli 
Integraldir ( (1.8.6) integralning qiymati integrallash y o ’liga 
hog liq bo ’Imaydi).

Shunday qilib, to’la differensialli tenglamani integrallash
(1.8.6) formulaga ko’ra u (x ,y )  potensialni topishga keltirildi, 
chunki to’la differensialli tenglamaning yechimi (1.8.4) formula 
hilan oshkormas ko’rinishda beriladi.

Misol 1. Ushbu
(x 2 + 2y)d x  + (2x + y 2 )dy -  0 (1.8.7)

Icnglama D  = IR" tekislikda to’la differensiallidir, chunki bu holda

M  -  x 2 + 2 v, A7 = 2x + y 2
dM
dy

= 2:
dN
dx

u - u { x , y ) potensialni topish uchun (1,8.3) shartlardan foyda- 
lanamiz;

u\ = x 2 + 2у , и l = 2x  + y~ ;
3

u' = x 2 + 2 y  => и = + 2xy + tp (y) , и = 2x + (p \y ) ;
3
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z%x±gt^*r2x + <p'(y) => И М И #  =* <Р(У)
ŷ _ 
3 ;

11 ~ T> Ш Ш Щ ю. f  '
QaraJayotgan inisolda и funksiyani differensia! 

jj xossalaridan foydalanib, bevosita topsa ham bo’ladi:
(.V + 2y)dx + (2x  + yr )dy = x2dx + y'dy  + ly d x + 2xdy =

Ш Ш В ш+ сл ^ | +  2d(xy) i

Demak, (1,8.7) tenglamaning yechimr

ца||»4«ы |й| g i ; 
3 3 3

yoki
*.jr

oshkormas kQ’rinishda beriladi. k>
Integrallovchi ko’paytuvchi. «Agar berilgan tenglama 

ttdpin (1.8.5) start bajarilmasa, tenglawani-lbifor -‘mtegrallovchi” 
ko’paytuvchiga ko’paytirib, uni to’la differensjalli ko’rinishga 
keltirish mumkinmi?» -  degan savol tug’iladi.

Agar D sohada nolga aylanmaydigan
// = //(л\ у ) e <'(£>) funksiya uchun

/jMdx + juNdy m 0 (1.8.8)
tenglama ir holda ju funksiya (I.8. l )
tenglamaning integrallovchi ko’paytuvchisi deyiladi.

Faraz qilaylik. D -  bir bog’lamli soha va {M ,N }  c  C (D ) 
bo’lsin. (1.8.8) dan Ц € C\(D) integrallovchi ko’paytuvchi uchun

= (1.8.9)
-. ffy 'J r



(1.8.10)

trtnjlJiostl qilarniz. (I.8.9)dan
,ди dju ( dN dM

M-
l & .. dy,

Shunday qilib, ju integrallovchi ko’paytuvchi xususiy 
hnlilali differensial tenglama (1.8.10) ning yechimi sifatida 
•niqlanishi kerak. Umumiy holda bu tenglamani yechish dastlabki 
leiipima (1.8.1) ni yechishdan oson emas. Lekin ba’zi hollarda 
(l.g.10) dan integrallovchi ko’paytuvchi // ni topish uchun 
foydalanish mumkin.

I. Integrallovchi ko’paytuvchini biror со = a)(x, y) 
(linksiyaning

Jit = ju(co) (1.8.11)
lUnksiyasi sifatida izlab ko’raylik. (1.8.1 l)ni (1.8.10) ga qo’yamiz:

M-
dy

-N- j g £ i f dN m  |
)dco 1Kdx dy)

|lil lenglik qanoatlanishi uchun
dM(x,y) 

дх ' t

■ § Ш
do)(x, y)
• -УЪу I

. dio(x,y) N(x,y) \  ■■

и

0 ш Ш

(1.8.12)

(1.8.13)

hcpkshi kerak, ya’ni (1.8.13) ning chap tomonidagi x  Va ga 
bog’liq bo’lgan funksiya д ning funksiyasi sifatida
llbdalanishi lozitn. Bu holda (1.8.13) fti (Iv8.12) jga qo’yib,

ju = e } (1.8.14)
; integrallovchi ko’paytuvchini topamiz. (1.8.13) tenglik ju = ju(co) 
ko’rinishdagi integrallovchi ko’paytuvchining mavjudlik shartini 
beradi. Mashqlar bajarganda со funksiyani 
to(x, у) щ y , co(x,y) = x , co(x, y ) = x y , co(x, y )  s  XT + y 2 va 

gbokazo ko’rinishlarda tanlashga harakat qilib ko’rish mumkin.
E Umumiy holda itegrallovchi ko’paytuvchining mavjud 

bo’lishi uchun yetarli va zaruriy shartlar Li gruppalari nazariyasida
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o’rganiladi.
Misol 2 . Ushbu

3 y d x + x(|n У + 2 In х -й,1)й?и L 0 > 0)
differenstaJ tenglamanf’̂ ehiri|;

8—t 8 u «tenglama to’la differensialli emas.
p ~  v tb ='й)(х, у ) ,1 ko’rinishdagi integrallovchi 
Ro’paytuvcliini . tqpishga harakat qilamiz, Integrallovchi

3 y  p d x  + x(ln у  + 2 In x  + Г)p d y  = 0 
tenglamaning to’la differensialli bo’lishi shartidan, ya’ni 

( 3 y p ) \  -  (x(ln у  + 2 In x +1 )p ) 'x

tengiamadan topatnii* Zarur hisoblashlarni bajarib, oxirgi
tenglamani quyidagfko’rinishga keltiramiz:

рУ яН р-  x(ln у  +  2 In X +  М У Щ | =  ( I n ^ f r  2 In x ) p .

Bu tenglamaning ko’rinishidah kelib chiqib, (ft> = ft)(x, jy) funksiya 
uchun

a)[ = — ~  va 3yo)'v +1 = 0 :

sbartlami qd’yamiz va p  — p ((o ) funksiya 9ИЦН' p '  = p  , ya’ni 
// = e'" ekanligini topainiz. Endi zarur integral lash larni va 
ixchamlashtirishlami bajarib, integrallovchi ko’paytuvchini
artiqlayn î|E , ,

л/ = - i  => со = -  In x + iy(y), a>\. = yr?iy)

jy c o ' +1 = 0 => a y / '(y )  => * p { y ) ^ - \ \ n y i
l : >.-.••• 3 y  - ■■■ Щ

1. i. M ^ —\ n x + w (y )  = — m x—tr*n/-‘ to?— nr;
j  x y

, 1 ч _  1
■  a r a s i K i i i i i i i i i g  ш ш

ху

5&



j luJJ berilgan differensial tenglamani topilgan fi 

<HI»’Hi*Hovchi ko’paytuvchiga ko’paytirib, ushbu

X
Ih III differensialli tenglamani hosil qilamiz. Bu tenglamaning 

potensiali uchun

Im lishi kerak. Oxirgi ikki shartdan и = u (x ,y )  funksiyani 
iMongina topamiz:

tenglama bilan oshkormas ko’rinishda beriladi.
l |  Ba’zan (1.8.1) tenglamaning integrallovchi ko’paytuvchisini 

topish uchun chap tomonni ikkiga ajratib, tuzilgan tenglamalarning 
Integrallovchi ko’paytuvchilarini topib, ular orqali izlangan 
Integrallovchi ko’paytuvchini qurish mumkin bo’ladi. Aniqrog’i, 
quyidagicha ish tutish mumkin. (1.8.1) tenglamani

M ix  + Ndy = (M xdx + N x dy ) + (M 2dx  + N 2dy) = 0

M td x + N 2dy  = 0 tenglamalar uchun va ju2 integrallovchi 
ко ’laytuvehilattii topayiik; u holda

W fiiM ldx  + //,N xdy = du{ va ju2M 2dx + ju2N-,dy = du2 
pngliklarga ega bo’Jamiz. Ravshanki, ixtiyoriy noldan farqti 
u/.luksiz (px va (p2 funksiyalar uchun

Dcinak, berilgan tenglamaning umumiy yechimi 
>y2/3(41nx + 21n>'-l) = c

ko’rinishda

(M  = M, + M 2, N  + N 2)
yozib, M, dx+  N sdy  =? 0 va
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<рх(щ \dx + N ,dy) = 0 ,(11,)( utM idx + ju[N idy) =

f 7 = <P\ ("| )dll\ %d ( JVi tjI  )^»1)

Ф2(и2) JU2(M ,dx  + N 2dy) ~diy t̂p2(u2)du2 j 

bo'Iadi. Endi, agar щ ^  funksiyalarni ushbu 

<Pi Ц  )!d =
shartdan topsak, u ho Ida ravshanki,

)/.t(Mdx + Ndv) = (p,(it, )fj,(M,ck+ N,dy) + ip2(u2)/x2(M 2dx + N-,dy)

. = d ( \(p{(и, )du, + ^(pdu-.)du2 j

bo’Iadi. Demak, beilgan (1.8.1) tenglamaning integrallovchi 
ko’paytuvchisi

/и — Ip, (it, )//) = <p2 (М2 )/6  
funksiyadan iborat, yechimi esa

- и s  J g (u, )du, + jV/Mu2)du2 = c 
munosabat bilan beriladi.

1. Ushbu
Masalalar

Ш  +  Ш
- dx - — dy

differensial ifoda bir bog'lamli bo'tmagan Z) =  M ' \ ( 0 ; 0 )  
aniqlangan, shu sohada silliq koeffitsientli 
d  y d  X

—  — ------ -  = -------—— _  5 ^3 ^ bajanhshini tekshiring. U
fn1 л"~ nH v~ dx v  + у

sohada
va

sohada

dllШ — — dy shartni qanoatlantiruvchi и = u(x,y)
x  ' -f у  X "  +  y ~

funksiyaning mavjud exnasilini isbotlang.
2 . Aytaylik, D soha biror Aa G D nuqtaga nisbatan 

yulduzsimon bo'Is in, ya’ni ixtiyoriy A G D nuqta bilan birgalikda A0A
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liiiin D da yotsin. Bundan tashqari, M  va N  funksiyalar D da
„  dM dN

l ..inljiii tcgishli ham b o’lsin. U holda, agar D  da ------ = ------  bo Isa,
dy dx

I  ( Л0, У0 )  deb,
i

u(x, y) = J[M (0 • (x -  x0) + N (l) • (v -  y 0)] d t , 
о

M{t) = M(x0 + t(x -  х0), v0 + t(y - y 0)),
N(t) = N(x0 + t(x -  x0), y0 + i(y  -  y0)), 

fiHilisly.Hii tuzsak, lining uchun D da
v. v) = M {x,y)dx + N (x ,y)dy  bo'lishini isbotlang.

3. Differensial tenglamani yeching

(2x2 - y 2 + y)dx + x(2y -  y)dy  = 0.

I,*). Koshi masalasi yechimining mavjudligi va yagonaligi

Lipshits sharti. Aytaylik, f ( x , y )  funksiya biror E cz R 2 
(ii'plnmda aniqlangan bo’lsin. Agar

.1/. >0 V{(x,>'l),(;vr.y,)}c;£' |/(x ,y l)-/(x,y,)|<Z.|>’1 - y 2\ 
«hurl bajarilsa, u holda f ( x , y )  funksiya E to’plamda у  ga 
tiitbiiinn (yoki у  bo’yicha) Lipshits shartini qanoatlantiradi 
ilvyf ludi.

Jumla. Aytaylik, D ochiq yoki yopiq soha Oy o'qiga 
hi'\ lull tin qavariq bo'lsin, ya ’ni

|( v, v(),(лг,>̂2)} c: D => {(^ ,^ | +9{y2 - ^ |) )  |0 < в  < 1} e  D. 
It<<ir f(x,y)funksiya D da у  bo'yicha uzluksiz va uning ichki 

d f
nuqUilanda chegaralangan -j— xususiy hosilaga ega bo ’Isa, и 

dy
liohla f  (x, y)funksiya D da у  ga nisbatan Lipshits shartini 
qonoatlantiradh

Chekli orttirmaiar haqidagi Lagranj teoremasidan 
lovdalanib, mustaqil isbotlang.
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К  os hi nmsalasi yechiming mavjudUgi va yagoiuiligi. 
Ushbu

e K g l p t t e t

|>'1ч * л  • '  | l |  <K)
Koshi masalasiga qaytaylk. Bu masala -  (x0,_y0) nuqta orqali 
berilgan differensiaf tenglamaning integral chizigini otkazish 
masalasi.

Qo’yilgan (K) Koshi masalasi yechimining mavjudligi va 
yagonaligi uchun yetarli shart quyidagi teoremada keltirilgan.

Teorema (MYaT). Ay I ayl ik, f ( x ,y )  funksiya ushbu
T  = S(x.>0 € Ш2 I' | A' — л:{) j < i jz — j>z0 | < A} ( a > 0,6 > 0)
to ’rtburchakda uzluksiz va у  argumenttga nisbatan Lipshits shatini 

qanoatlantirsin. f ( x . y )  funksiya chegaralangan vayopiq Г с 1 '  
to 'plamda uzluksiz bo ’Igani uchun и shu T  da chegaralangan; 
demak shundav M  >  0 son mavjudki, barcha (x, у )  e T  nut]talar 

uchun * }<■ Ш " ho ’ladi.

h = .minUh H i  (h  > 0) dmtik. Ш -heUa (K) Koshi masalasining1 V/' f:
/  = | x„ — /К oraliqdu aniqlangqtn yechimi mavjud va bu
vephim yitgonadir (1,4-rasm).

1.4-rasm.
8—» Isfetni bir дёёЬа qism ga bo lib bajaramiz.

1. Integral tenglam aga o’tish. Faraz qilaylik, у  = y (x )  

funksiya (K) Koshi masalasining biror / , х ()е / ,  oraliqda 
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iinujlangan yechimi bo’lsin. Shu oraliqda bu funksiya (1.9.1) 
tenglamani va (1.9.2) shartni qanoatlantiradi:

\)(Хо) = Уо
I In yerdagi birinchi ayniyatning har ikkaia tomoni /oraliqda 
n/luksiz funksiyadan iborat. Uni gj = x0 dan s = x e  /  gacha 
inlegrallaymiz va boshlang’ich shartdan foydalanamiz:

y(x) -  Уо + , x e  I

Demak, у  ■ y(x) e C ( /)  yechim /  oraliqda ushbu

У = Уо+ \f( s ,y (s ) )d s  (1.9.3)

integral tenglamani qanoatlantiradi.
Endi faraz qilaylik, y  = y ( x )e C ( I )  funksiya (1.9.3)

integral tenglamaning/,x0 e / ,  oraliqda yechimi bo’lsin:

y(x) = y 0 + j’/Cs',y(s))<* , x e /  .

iIn ayniyatning o’ng tomonidagi funksiya /  oraliqda uzluksiz 
tlifferinsiallanuvchi (integral ostidagi funksiya uzluksiz funksiyalar 
kompozitsiyasi sifatida uzluksiz); deinak, uning chap tomoni ham 
hIui xususiyatga ega, ya’ni aslida y ( x ) e C '( I ) .  Bu ayniyatni 
differensiallab, y(x) e  C l(/)  funksiya /oraliqda (1.9.1) 
differensial tenglamani qanoatlantirishini ko’ramiz, ayniyatda 
X = x0 deb esa (1.9.2) boshlang’ich shartning bajarilishiga ham 
ishonch hosil qilamiz. Demak, (1.9.3) integral tenglamaning 
у  = y(x) e C(/)yechimi (K) Koshi masalasining /oraliqda 
uniqlangan yechimidan iborat.

Shunday qilib, (K) Koshi masalasini yechish (1.9.3) integral 
tenglamaning у  e C (/), x0 e /  , yechimini topishga teng kuchlidir.

59



Endi biz (К) masala o ’miga unga ekvivalent bo’lgan (1.9.3) integral 
tenglamani yecham it ;

2. Yechimga ketma-ket yaqinlashishlarni qurish. (1.9.3) 
integral tenglamani ketma-ket ‘yaqinlashishlar metodi yordamida 
yechamiz. Boshlang’ich yaqinlashish sifatida ushbu

>6<x) = „V,, (1-9.40)
o ’zgarmas^ funksiyani tanlaymiz. Endi ketma-ket quyidagi 
fu n ks iy a I am i к i r i tam i % >

Y|(x) = j j  + f / ( s , y 0(s-))ds|  - (1-9.4,)

У2 i x ) = Уо + {s))d s , (I-9.42)

Y„(x) -  y„ + J /(s ,,r„  ,, (-v))(/.v, (I.9.4„)

Bu formulalardagi integrallammg mavjud bo’lishini, ya’ni 
У\ (x ),j/2(x),...,>,()(x),...ketma-ket yaqinlashishlarning aniqlangan 
bo’lishini ta’minlashimiz kerak.

Agar
| x — x0 | < a (1.9.5)

bo’lsa, (1.9.4|)dagi integral mavjud va > j(x) uzluksiz funksiyadan 
iborat (integral ostidagi funksiya uzluksiz). (1.9.42)dagi integral 
aniqlangan bo’hshi uchun (л\>',(*)) o ’zgaruvchi* nuqta T  
tShiburchakdan chiqib ketmasligi kerak. (I.9.4,)ga ko’ra

l  M et M \x -
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Bundan ravshanki, | y, b bo’lishi uchun

M \ x  — x 0 |< b , ya’ni

1 x° ! ~  i i  ( L 9 '6)

slmrtning bajarilishi yetarli. Demak, (1.9.5) va (1.9.6) shartlar 
birgalikda o’rinli, ya’ni

| x - x 0 |</? ( h < a  va /?<-j^-) bo’lganda (x,j/,(x)) e  T  bo’ladi.

Bundan key in x o’zgaruvchi uchun ana s lu r fx  — RHn! h shart 

bajarilgan deb hisoblaymiz. Endi tushunarliki, agar Ук(х ) 
funksiya | x - x 0 |<  h oraliqda aniqlangan, grafigi T  dajoylashgan 

va uzluksiz bo’lsa, Jgi+I(x) funksiya ham shu xususiyatlarga ega 
bo’ladi, chunki

<

< M  | х -  х0 1 < Mb < b ■

Demak, matematik induksiya prinsipiga ko’ra y n (x)

(we N )  funksiyalarning barchasi [x0 -  /z,x0 + h] oraliqda

aniqlangan, grafiklari T  dajoylashgan va uzluksiz (aslida j / ( x )
hosilalar ham uzluksiz, chunki (1.9.4,,) formulada integral ostidagi 
funksiya uzluksiz).

3. Ketma-ket yaqinlashishlarning tekis yaqinlashuv- 
Chiligil Yuqorida aniqlangan ^ (x ) ,  v1(x ),y2(x),...,>’(I(x),... 
u/.luksiz funksiyalardan tuzilgan ketma-ketlikning [x0 — h, xu + h] 

oraliqda tekis yaqinlashuvchi ekanligini ko’rsatamiz. Buning uchun 
iisbbu

}’o (x) + (у, (x) -  y 0 (x)) + ( y 2 (x) -  y, (x)) +... (1.9.7)
funksional qatorning tekis yaqinlashishini asoslash kerak. Tekis
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yaqmlashish haqi^iagi Veyejrsfitiii.% alomatidan favdaiajr&nriz' agar

bo’jtea,, ii^oidb /  Жщ&иНН| I t ocajiqda tekis yaqinlabiiu\C;Jii

Teor-emaning1' shartiga ko’ra J x ,§ipftmksiyaa JF 
Lipshits shartini qa,noatlantiradi:

*• ̂  C ( ■ fL9.8)
Quyidagi baholashlam i bajaramiz. j.

m m  y) i-"¥) i (1.9.9,)

(1.9.9a)



s - x , x - x ,
(19.93)\LM V- -d s = ML2-

Ш * ) -  f t k  Ш *  M L-' , (1.9.9.)
n\

Dcniak,

В, |х-%|<Л bo’lganda I y„ (x) -  у„ч (x) I < M L f*
hT_
Ш

УК lisilbu sonli qator yaqinlashuvchi bo’lgani uchun

(Ihtlamber alomatiga ko’ra D = 0< 1) (1.9.7) funksional qator /  
(triiliqda tekis yaqinlashuvchi.

4. Ketma-ket yaqinlashishlar limitining yechim ekanligi. 
|Ь/ I  uzluksiz funksyalardan tuzilgan

(x), ĵ i (x), y 3(x),...,yn(x),... ketma-ketlikning I  oraliqda tekis 
ymjinlashuvchi ekanligini ko’rsatdik. Demak, analizdan ma’lum 
poMmaga ko’ra (uzluksiz funksyalarning tekis limiti uzluksiz)

(p{x) = limy,, (x ) , | x -  x0 |< h , (1.9.10)

limit funksiya I  oral iqda uzluksiz. Uning (1.9.3) integral
Ittlglamani qanoatlantirishini ko’rsatamiz. (1.9.4,,) formulaga 
Ш пур:

У„ (x) = y0 + ff(s ,  y„_t (s))ds. (1.9.4,,)

Apr

Ш П-> oo bo’lganda J/(5,y„_1(i'))£fe —> {s,(p(s))ds (1.9.11)

flcanligini ko’rsatsak, u holda (1.9.4,,) tenglikda limitga o’tib,
(1.9.10) funksiyaning (1.9.3) integral tenglama yechimi ekanligini 
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asbslagan bo ’laittfe

ШШ ж ж  + j/(.v.<p(.v))afs , x e l . (1.9.12)

(1.9.11) dagi tasdiq (1.9.8) Lipshits sharti vq (1.9.10) dagt 
vaqinlashishning tekis ekanligidan kelib chiqadi: yetarlicha katta n 
nomerlar uchtfh barcha x e I imqtalarda)fl'„_l (х)) — <p(x") |< 
btf lganligij*ako’ra „

5. Yechimning yagonaligi. Biz (1-9.3) integral 
tehgiamaning V — (p(x) ,x £  /.yechinifiiL topdik. Uning har 
qanday yechimi ana shu yechim bilan ustma-ust tushishini 
Rb’rsatamiz.

yechimini qarayiik. Demak,

ч »  V ( x )  Ш МШ . У § » 1 |  (1.9.13)

у — (p(x) yechimga intiluvchi у n (x) ketma-ket yaqinlashishiar 
bilan у = y/(x) yechim orasidagi farqning moduiini baholaymiz. 
Quyidagilarga egamiz:

J  /  ( Л - , (A-))civ — J* /  { s y p ( s ) ) c / s  <

< j| f ( s^y„-\{s} \ - f ( s^ s )  I ds <

< Lhe.

(1.9.3) tenglamaning ixtiyofiy y = y/(x),x€.l.
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(4„Щ

(4,W13)

(14,)ш

\f(s,i//(s))ds 

j\f(s ,y (s))\d s  

J(/(s , y0(s)) -f(s,y/(s)))ds

I l M l l f e p p

M l  |л--л-0| (1.9.14,)

(14.)
<

= M L (1.9.142)

■  v b ) - y / ( x ) l < M L' X & l .  (1.9.14„)
(w + 1)!

©xlrgiltengsizlikda x&J  npc^pl, tayjnlaK n —> ooda limitga 

PtamifL U holda — r —» 0 bo'lganligi uehun quyidagilarga ega 

bolamiz:
Ej ф(х)—у/(х)\< 0 ,x e / => <p(x) = y/(x), x e 1 .4>
|  Eslatma. (1.9.14„) tengsizlikdan (K) Koshi masalasinmg 

yechimi y  = (p{x)v& ujiga ketma-ket yaqinlashishlar orasidagi 
ftrqniitg baholanishi kelib chiqadi:
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ushbu

-■' ' Ш
Misol. Noffla" lum , y  ̂  y ( x )  furiksiyaga msbatan qo’yolgan

l v' = -v
|M £ N -i

ДрИЙЩ- ■ »»asala?ini , kf.tiTia-tctt y a q in ii^ i^ ija r  inetodi . yKQrdwiidii 
iyeelring..

&—r fefrilgan?te i^ ite tte^  fe’ng tomonidagi 
Sitfe ltya -MYaTy,;. 1, {‘[ v ) j:^tarttarini M ii» | i

T « |{ t. '■''V' {&>% &>$)
lo'rtburchakda qanoatlantiradi. Ravshanki, qaralayotgan misoi

. V ' r

h  Ш Ш < l . Berilgan Koshi masalasi ushbu

= 1 | i p i
■•' 6 '

integral tengjamaga ek^ivflqjl. B u . itenglaraafii ketma-ket 
yaqiniashishlar metodi yordamida yechamiz: 

г , П (х)щ \,

k у , (x ) =  1 +  J y 0(.v)cfe =  1 + [lt/.v =  1 +  X, •
I _ 5- |  j? - |  уЛ:1 •• ■.

- • f y’ Щшш
■ • Я ■ v ■

*■ l'+ J fy$)ds  = J(1 + * 1
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п\ 1

|l(jremada |§b*Qtlandiki, bu j , у^(х) ketma-ket yaqiniashishlar 
hnllgan masalaning yagona yechimi bo’lmishy funksiyaga

Um |rgi (formula, analizdan ma’lumki, aslida teiyoriy ygsiШ ш в^  
O'nnli i{ bu yerdagi qator ixtiyoriy chegaralangan oraliqda tel#

H p  f ( x$ $  iMfferensial tenglamanitlg yagona integral chizig’i 
(yrsshimi)w’’Ш, D soha shu tenglama udlitn yagdnalik sohasi 
rfvyiludi.

■^Qbyidagi tetferna isbdtlangan tedreinanihg bevosita
naiyasidir.

Bu Teorema (soha uchun MYaT). Agar fkx,y}> jimksiya 
/ i e R2 sohada uzluksiz va ixtiydriy nuqtdnihg

jptfirlicha Mchik atrofida -r Ш j фа ’yixm& Lipshits sHarUni 
qtmootlantirsa, и faoMa D> $®fm |ЯиИЯШР® 'dffieHtmkd 
№iqpehxaningyagMQUksofofrsi%&ladi. Xususanr agar D sohada 
fffi'jF) funksiyti va lin in g  hosilasi uzluksiz fydba, D
whu Ш Н ш |  diffemmicd tenglama mhm yagonatik 
Whusidir.

I: Misol. Ifshbu Щ//?: — 1 иК #§ ' difFerensial tenglama
i№lph biror yagonalikiofeaptni k&’rsadng.'

9—r Ravshanki, ' — fiihksiya va

B | jth, /? = min yaqinlashadi:

iMqlplashuvchi
В  Eslataylikki, agar & 1  sohaning har bir пи<$Й$$ап

§ f



uZiuksiz 'fJertiak shu у  yarim tekislik berilgan tenglama uclum 
yagonalik sohasidir*. ya’ni у > 0 yarim tekistikning har bir 
nuqtasidan ';У = х ^ У '^ Ь у +1 difffirensiat tenglamaning yagona 
yechimi o’tadi. «

Agar У  = / ( x ,y )  tenglamaning p’ng tomonidan 
faqatgfna uztiiKMz bo'lishni talab qiisak, u holda berilgan nuqtadan 
o’tuvchi yechim mavjud bo'ladi, lekin umumiy holda yechimning 
yagonalik xossasi bo’lmaydi.

Teorenut (Peano). Agar f  (x ,y) funksiya D  sohada 
uzluksiz bo'Isa, £> sohaning har bir nuqtasidan y ' ==f ( x ,  y )  
tenglamaning kantida bitta yechimi o ’tadi.

Bu teoremani isbotlamaymiz. Isboti anatizning hozik 
tushunchalariga tayanadi.

I Agar ;/ pzlqksizl ikdan boshqa shart 
talab qilmasak, nuqtadan o ’luvchi yechimning yagonaligi haqida 
hech narsa deb bo’lmaydi.

M. A. Lavrent’ev tekisiikda uzluksiz bo’lgan shunday 
/ ( x .y )  funksiya qurganki, u orqali tuzilgan y ' N f ( x ,y )

differensiai tenglamaning У (хД у0#-М ' nuqta orqali cheksiz 
koAp i p M  o’tadi.

lining Jy(xt.y) =s3x^y' — —  / y > Q  yarim tekisiikda

t . Ushbu
Masalalar

f i x )
x  In x , agar x >  0 bo'lsa, 

0 ,  agar x  = 0 bo'lsa,
fuksiyaning ixtiyorty [0.Л] (h > 0) yoki [a,+oo) (a  > 0)
ko'rinishdagi oraliqda ( X bo'yicha) Lipshits shartini qanoatlantirmasligini 
Igjsiggtfi® . I

2. Faraz qilaylik, чщ / { х ^ Щ ш О  bo'lsin.
у  -  sin x; Jjprksiva y ' = f ( x , y )  tenglamaning biror (-a;a) (a  > 0)
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•Htillqda yechimi bo'lishi mumkinmi?. ,
3. y 0 : [—1,1] —> R  uzluksiz funksiya bo’lsin. Ushbu

ш = т т т т т ш  ushbu

у ' - Ц у , _y(0) = 0, Koshi masalasining yechimiga intilishini isbotiang

( /  (.V) — \ f y  funksiya ixtiyoriy [—a ,a \ ( a >  0) segmentda Lipshits 
thitrtini^anoatlantinnaydi, MYaTni qo'llab bo’lmaydi).

1.10. Davomsiz yechim lar

Ушбу
f  = f { x , у )

U’liglamani qaraylik; bu yerda /  6 C (D ), f y g C (D )
(1.1011)

deb faraz

flllamiz. Bu farazga ko'ra V (*0, j>0) e  D  uchun ushbu

: • = f ( x , y )

Щ ф , xo
(K)

Koshi masalasi biror [x0,x0 +  h0] (h 0 > 0 )  segmentda aniqlangan 
plgona у  -  (p{x) yechimga ega.

Agar у  -  <p(x) funksiya (1) differensial tenglamaning 
jf = B r B  oraliqda, у  =  y /(x )  funksiya esa uning 

J  *  [a; b* ], b < b* , yoki J  =  [a; b*), b <b*, oraliqda aniqlangan 
yechimi bo’lib, ular /  da ustma-ust ham tushsa, u holda у  ш y/(x) 
yechim у  = (p{x) yechimning I  dan Jg a c h a  o’ngga davomi 
(davom ettirilishi) deb ataladi.

Yechimning boshqa tur oraliqlardan o ’ngga hamda chapga 
b v o m i shunga o’xshash aniqlanadi.

p  Yechimning o ’ngga davom ettirishni amalga oshirishdan 
byvjal yechimlami yelimlash (biriktirish) bilan bog’liq bo’lgan bir 
jumlani keltiramiz.

Jum la 1. Agar у  = tp(x) funksiya (1.10.1) differensial
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tenglamuning [x^.x, ] segmentda, у  = </’,(x) esa lining [x,, x , | 

segmentda aniqtangan yechimlari bo lib, |№ Б) = <J9, (x ,) short ham 
bajarilsa. и holdu hu yeehimlarning yelimlanishi (biriktirilishi) 
ho '/gan

(<p(x) , agar x €  [x0, x, ] bo'lsa 
K M

ytp\ ( x ) , agar x g [x,, x2 ] bo'lsa

funksiya (I.H).I) differensiul tenglamuning [x0,X-,j segmentda 
anicjlangan yechimini beradi, ya'ni y  — tj/{x) yechim y  = tp(x) 
yechimning [x(l, x, | segmentdan [x ,,x2] segmentgacha davomidan 
ihorat.

8—t Berilganga ko’ra

^ ( x) g C'([x(), x,]); ^ '(x) - ; / ' ( x,^ ( x)), x e [ x 0,x,]; 

^ (х )е Г '( [х , ,х 2]); y/'(x) =  f{x,y/(x)), x e [ x , ,x 2]; 
t//(xi - 0 )  = tp(xi щ (x,) = ^(x, + 0).

Jhuning uchun
ЧГ'(Щ  М  )) = )) =5 f |( x ,  )WdXX\ + 0).

Demak, mavjud. (г/(х)€С 1Щ ,х , ] ) ;1уа; f ( l |  funksiya

( 1. 1 0 Л) itifferensial tenglamaning [хФгЖ ] segmentda yechimi. *> 
Yechimnill o ’ng uchi bo’lmish

(Xiijk)= ( % + ( h{))) g D  nuqtaga ко'ra

;i #  = / ( Л " Й  Щ

Kosiii masalasini ' yechib, | x ,, x, + Ж \ (hv> 0 ) segmentda 

aniqlangan yagona y  — tp^x) yechimni topamiz. Yuqoridagi ikki 
yechimni yelimlanishi (biriktirilishi)dan ushbu



<P{x)- agar .v € р | | bo'lsa,
Vp{(/).' agar x e  [x,,xff A, ] bo'lsa 

( V, |  x0 + h0, <p(x,) <p{ (x,) = y , )

Ihnksiyani quramiz. Jumla 1 ga ko’ra bu^)’(x) funksiya (K) 
masalaning [x^xJufX pX , +/?,] = [x0 ,x, +/?,] segmentda 

tmiqlangan yechimidir. U [x0 , x 0 +/ ^]  da aniqlangan y  = (p{x) 

yechimning [x0,x, +/?,] segmentgacha (o’ngga) davomidir. Bu 

yechimni (funksiyani) yana y  = <p(x) bilan belgilaymiz; endi bu 

r = (p{x) funksiya (K) masalaning [x^jX, + /z,] segmentda 
aniqlangan yechimi. Yechimning bu davomi bir qiymatli aniqlanadi. 
Endi bu yechimni yana o’ngga davom ettiramiz va h.k. Yechimning 
uhapgl davomi yuqoridagiga o ’xshash amalga oshiriladi.

Davom ettirilgan yechim grafigi D  da joylashgan har 
qiinday К  kompaktdan tashqariga chiqib ketadi, chunki shunday 
vctarlicha kichik hK > 0 mavjudki, К  ning ixtiyoriy nuqtasidan 

ehiqqan integral chiziq o'ngga hK >  0 masofaga davom etadi. 
Chekli marta yechimni К  ning nuqtalaridan o'ngga (hamda 
v liapga) davom ettirib, К  dan tashqariga chiqib ketamiz.

Shunday qilib, ,r]) intervalda aniqlangan yechim hosil
bo’ladi (^  = -oo yoki/va 77 = +0 0  bo’lishi ham mumkin). Bu 
yechim (К ) masalaning ( D  sohadagi) davom siz yechim i 
deyiladi. Davomsiz yechimning aniqlanish sohasi eng katta bo'ladi. 
Hu masalani biz differensial tenglamalar sistemasini 
n'rganganimizda to'la qarab chiqamiz.

Masala lar
1 У  = f ( x , y )  tenglamada /  (x ,y )  e  C'(IA2) bo'lsin. Bu 

1 nи|lЯ1ТЙ1 1 шй|я№ da chegaralangan har qanday yechimi (—00, +co) gacha 
lievom etishini ko'rsating.

2 . ( 1  + x 2 + у Ш1)у'  = 1 tenglamaning barcha yechimlari
j “00,00) da chegaralangan. Shuni isbotlang.
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1.11. Hosilaga nisbatan yechilmagan tenglam a uchun 
yechimning m avjudlik va yagonalik teoremasi

Quyidagi tenglamani qaraylik:
F (x*y,y') = 0; (1.11.1)

bu yerda F (x .y ,p )  funksiya G c : ш  sohada aniqlangan, 
uzluksiz ( F  6 C(G) ) va p  ga tub ma’noda bog'liq deb 
hisoblanadi.

Berilgan (х0\у 0) e  D с  R2 (bu yerda D — G sohaning

Щ  = ((x,y)} dagi ortogonal proyeksiyasi) nuqta orqali bir nechta 
(hatto, cheksiz ko’p) integral chiziq o’tishi mumkin. Chunki 
F (x ,y ,y ')  — 0 tenglamani y ' ga nisbatan yecliib, umumiy holda 
bir nechta f](x,y)(i — 1,2,...) qiymatlarni hosil qilamiz. Endi, 
,agar har bir f,{x ,y )  fuksiya (x0,_y0) nuqta atrofida yechimning 
mavjudlik va yagonaligi haqidagi teorema shartlarini 
qanoatlantirsa, u holda har ЩЩЩшЯШВтй differensial tenglama 
uchun v(x(j) = v„ shartni qanoatlantiruvchi yagona у  = y(x) 
yechim mavjud va bu yechim uchun _y’(x0) = f,(x 0,y 0) bo’ladi. 
Agar y'(x(, ) = />„ bo'lsa, у ~ y(x)  yechim (integral chiziq) 

) nuqtadan p() yo’nalishda o’tadi (chiqadi) deyiladi.
Ushbu

|  F(x, y ,y ')  ==0 

|  У{*о) =')%['*'■
masala yechimining yagonaligi berilgan (x0,y 0) nuqtadan har 
qanday yo’nalish bo’ylab ко’pi bilan bitta integral chiziqnmg 
o’tishmi anglatadi.

Agar berilgan (x0,y 0) nuqtadan biror yo’nalish bo’ylab 
kamida ikkita yechim (integral chiziq) o’tsa, bu nuqta yagonalik 
(yechimning yagonaligi) buzilgan nuqta deb ataladi.

Misol 1. Ushbu (у 1)2 — 1 = 0 tenglama uchun yagonalik



gotsusi ixtiyoriy (x0,y0) nuqtada o’rinli, chunki nuqtadan
ikkila integral chiziq ikki xil (turli) yo’nalish bo’ylab o’tadi. 
(1,5-rasm):

dy
—  = ± 1 . y  = x - x 0 + y0, y  = - x  + x0+ yQ 
ax

Misoi 2. Ushbu (y ')2 —(y  + 2x)y' + 2xy= 0  tenglamani 
y' ga nisbatan yechib, y' Щ y, y ' = 2x differensial tenglamalarni 
Iwsil qilamiz. Ularni yechib, у  = cex va y  = x~+c yechimlar 
oilasini topamiz. y  = 2x to’g’ri chiziqning nuqtalarida yechimning 
yagonalik xossasi buzilgan, chunki bu to’g’ri chiziqning ixtiyoriy 
(ХцДж| nuqtasi orqali bir xil У(х0) = 2х0 yo’nalish bo’ylab 
ikkila

у i  x0£c_x" , у  = X2 + 2x0 -  Xq

yechim o’tadi (I.6-rasm). Bu yechimlar qismlarini (x0,2x0) 
miqtada tutashlirib, yana ikkita yechim tuzish mumkin.
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Bizga anaiiz kursida isbotlangan ̂ Joshkormas funksiya 
haqidagi teorema kerak bo’ladi. Shu tcorcmani biz uchun qulay 
ko’rinishda keltiraylik.

Teorema. FardiMcjilaylik, i$ch haqiqfy' о 'zgaruvcftining 
haqiqif ' funksif$};i F (x ,  )’,p ) uchun quyidagi shartlar o'rinli 

ho Isin:

I. F(.\„, vl(. A>) З ф  •

?. № Ж Ш | г  nuq toning hiror atrofidu F g C  ,

d F {.\.,, V.,. Д ,)1  ■■■■ г Щ 6^.!и.л1  5t -0.
dp

IJ liolda nuql&Uftg shunday V va pLjeM.

nuqtaning shunday W atroflari (simmetrik ho ’lishi short etnas) 
topdadiki, ixtiyoriy (x, у )  e V  uchun F (x .y ,  p ) =  0
tenglamaning W  ga tegish/i bo'/gan yagona p  is f  (v, y) yechimi 

nitivjud

( F (x , p / ( . v ,  Я  к  0, (л-,;-) Ц А) *  /  0 w o)) ■

Bundan tashqari. f  : Ц  —» fT funksiya C  Finfgategish/i va
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d f(x , у )  ЩSf F '( x , j , f ( x , y ) )  
dx F fp( x , y , f ( x , y ) )  ’

d f  (x, y )  _  F'y (x, y ,  f ( x ,  x))

Щ  “  F'p( x , y , f ( x , y ) )
Jin imilalar о ’rinli bo ’ladi.

Quyidagi teorema (1.11.1) tengiama uchun Koshi masalasi
yt’chimining mavjudligi va yagonaligini ta’minlovchi yetarli
ilnirtlarni beradi.

Teorema 1. Aytaylik, p  = p 0 son F (x (). y 0. p) p  0 

hni^luiiiaiiing biror haqiqiy ildizi bo'lsin, ya'ni F (x 0,y Q, p ()) = 0 . 

Itfor (x0,y 0,p 0) e  G с  M3 nuqtaning biror atrofida 

/ '( v,)|j p) fuksiya C sinfga tegishli va 
dF (x0,y 0,p 0) ^  Q 

dp

fat 'Isa. и holda shunday h >  0 mavjudki, x 0 - h < x < x 0 + h  
Midig'ida (1.11.1) diffrensial tenglamaning
И 'О  shartlarni qanoatlantiruvchi yagona

y(x) yechimi mavjad.

8—r Oshkomias funksiya haqidagi teoremaga ko’ra

И,,,»'») nuqtaning biror V  atrofida (1.11.1) tengiama у  '=  f ( x , y )  

M'rinishga keltiriladi; bunda p 0 —f ( x 0,y 0) hamda (x0,y 0) 

mii|liining yetarli kichik atrofida /  e C 1 va F ( x ,y ,J ( x ,y ) )  = 0

Nt'ludi. Teoremaning s h a r t l a r id a n ---- va -------  funksiyalar
dy dp

dF
i \'{),p 0) nuqtaning yetarlicha kichik atrofida uzluksiz va ----

dp
lltti atrofda noldan farqli ekanligi kelib chiqadi. Shuning uchun 
1 Vn, v„)e R" nuqtaning yetarlicha kichik atrofida
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тШШ1ШвШкЯШ
;yfcfelrlj

1 Щ Щ1
"£$Ш& va, demak, shu strofda

$ l 3 \ y )  у  bo'yieha Eip&brtbHftartliir qahoatlantiradi.
MaiMtik ya . y' =»tf a vy)
tengiamaning nuqtadan /?„ y®*twffi£h ^ ’yteEvi&’'tevchi

nuqlad^ " tiriftftwning btHchak ’ keelfiteiyenti Щ- ga teng, 
Щ ф Ш Щ  chizig’i

^e^iimi) btrot^etari’teft?! kfeHik U j L - h , 'X ^ 4 h ^  (h  >"0) oraliqda 

$№ $& ■.- RavsMnki, Щ .М д 1 и Ш | м

ш&шп" $ = F ( xYip(X):J ( x , p ( x ) ) )  = F { x ,{ p { x ) t <p'(x ) )  Demak,

m  tengte making
^titfemi I j j M p i 11 Wifw'VMilliwW TecireitiabihgтаУ|иШк qismi 

Endi isIfeliiysSsi®.
ЩжшЖ щвшШ ^ -.у&фш.кr&Hsin:

'фыфу О *hs «slip  
|  Й Е  x  и ! н И У | п В ; Deqjak, |  ,$ ^ ta j« ip s

yagob&Jik qismsgako’ra

| Щ | ш р
ЩШШШШшШш tdpilgan :>рщ,1щЩгЧй.
beriigan у =  у(х)  funksiyalar uslibu

> . f
Koshi masaiasining yechimi. Bu masala yechirnining yagonaiik



(MMftidan %+*ЭД, ekanligi kelib
iltiqadi. i>

В  Isfpttengan bu teoremadan quyidagi teorema bevosita keJij 
pjtjiidi

E  Teorema 2. Faria qilaylik, R 1 sohada F {x tly>̂  p )

mjfoiya y l  mnfga ileyykAli vafiGisohaning FlF*y^:P) fimksiya
Mlga WfidHgan, ‘ ‘ F ^ ,y ,p y ^ W :‘ :р о ^ Ш  nuqtalaHdci
iF(xfy,p) %' , , Щ  Ш ш м Ш ж м  ■ Ц

»- - ------nesila nalga ау1апту$Щл{Щм1 —------------- Ф 0 . у
В ф
hohhi tGu&ekaqing i X^y, tekisligidttgi rortogQtmk tproeksiyasida 
Jv\Mshgan £§[ |  mtqta ■ \ , у.

l (x, y , fflj = Qdifferensial tenglamaning ushbu 0
шщ1итап1 qanoatlantiruvchi h m Ы г  p  'у&’шШк b o ’у  lab
hlife(h\ky^M^t{i№td^McMiig4^&4adi.

Misol. Yuqorida qaralgan
л (У ^2 ~(,р±2Ьс)ук+2х/у¥*0. 

fppjllacpada F { x f ^ p )  ~ ‘p 7 p  + 2xy&  C ^JR 2) va
p m ,y ,  p j  funks|ya rrolga e ^ r tg a n  nuqtalar uclrun 

F{x, V, pky  P 2 - T v  f2j0p~4- 2хр(- 'р лу а ’т p  ~ 2 x  yoki , 
f) m у bo’ladj, Demak, bunday nuqtalar uchun mos ravishda

‘у'уокГ у
- Ш Ш  ШШтш

Agar у  ф"2х Ьо^^’ т—- ^-0, va
Op щ

ItJIKlny (4 , j l & M 2 nuqtadan qaralayotgan tenglam aning $$Щ к 
m 1 p W y yo’nalishlar j bo’ylab bittadan o ’tadi, ya ’tii

ЩШ< у  va 1 р ш  sohaiar (yarim tekisliklar) berilgan tfrtgftifta 

UCiHin yagonalik sohaiaridir. ,Yuqqrida яК Ш б ВНРш  

UiHttaiarida yagonalik buzibsfct ЩЩнШ ЯНШЩ У ^



МНММмНрц^р с o’zgarmasniftg ixti0riy joijfl
qiymatida berilgan (1.11.1) differensial tenglamaning D sohada I  
j oy lashgan ye&h i min i bersa eva (1.11.1) tenglamaning D d a l  
joylashgan har qanday yechimi shu у  — <p(x,c) formuladan c ninr I 
biror joiz qiymatida hosil bo'lsa, u holda у  p  q y(x ,c )  oila berilgan 1  
tenglamaning D sohadagi uroumiy yechimi deyiladi. Umumiy I 
yeebim oshkornias kp’r^|ishda Ф(*£»у,с) tenglama bilan yoki 1  
parametrik ko’rinishda x = x(p,c), у  = y(p,c) { p ~ parametr) 1 
formulalar bijan ham berilishi mumkin.

1.12. Hosilaga nisbatan yechilmagan tenglamani 
yechish usullari

differensial tenglama ]
у ecit i mi n i to pi shn in g ikki usulini keltiraylik.

/. T en g lam an i y '  g a  n isba tan  y e c h is h  usuii. Agar (1.11.1) I 
tenglama y,r ga nisbatan oshkor yechilishi mumkin bo’lsa, u holda 
bitta yoki bir nechta (hatto cheksiz ko’p)

d y  I
Ш Щ Ш В  (112.П, a x

ко’rinishdagidifferensial tenglamaga kelamiz. Biz f ( x , y )  

funksiya kamida uzluksiz bo’lishi kerak deb talab qilamiz. Normal 
ko’rinishdagi (1.12.1) tenglama(lar)ni yechish uchun yuqoridan 
bizga ma’lum metodlami qo’llaymiz (agar mumkin bo’lsa).

Misollar.
0. Ushbu y'~  - { y  + x ) 1 = 0 tenglamadan y '  ni x  va у  ning 

silliq  fu n k s iy a s i  sifatida topsak. ikki dona
y '  — у  + Д . y ' j ^  —y  — X,

yeChimni hosil qilamiz. Tenglamadan y '  ni x  va у  ning uzlu k siz  
fu n k s iy a s i  sifatida izlasak,

y l j M p p  JSp Щ Ш Щ Щ Р Щ I, У' Ц - |  у  + m ,
fe’r ti ' yefhtm topamiz.

1, Qnyidagi differencial tenglamani yetting:
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(Ptlllnmelarga ajrataylik. Bu tenglamalarni yechib, berilgan 
pHnrcnsial tengiamaning yechimiar oilasini hosil qilamiz:
J’ NA'Irt-C,

o’zgarmas
Yuqoridagi misoini umumlashtirib, ushbu 

| | ( Щ ( У ) "  + <V, (x,y)(y')n~l +••• + «1 {X,y)y' + aQ(x,y) = 0 
H mwM tartibli (и -  darajali) differencial tenglamani qaraylik. Bu 
■Ми Щ (x, y), а1Ы (x, y),...,a0 (x, y) uzluksiz fuksiyalar va 
fc(*,,V) Ф 0 deb hisqblanadi. Agar qaralayotgan tenglamani j f t.ga 
pabalitn yechib,

ftlHgliiinalarnitopolsak, u holda berilgan tengiamaning yectiimlari 
(I 12.2)tenglamalar yechimlarining birlashmasidan iborat bo’ladi.

It 2. Parametr kiritish metodi.
L РОВмШрК*КрщЖр tenglama j  «’zgaruvchiga nisbatan 

filikur ko’rinishda yecbilsm:
I m  У (цу')  ( /  e C \) l .  *  6 deb faraz qitinadi ), (1.12.3)

Ijsllknnnas funksiya haqidagi teoremadan ! ko’rsatilgan shartlarda 
If lf,3) differensia! tenglama yechimlari C~ sinfga tegishii 
«Mlllgi kelib chiqadi: (1.12.3) dan /  = g(x,y), g e C 1 O* 
i^*||leyotgan (1Д2.3) letiglamada p  {d y^p d x )  deb p  
pfirttinolini kiritamiz va

1 У — /(*> P) ’ (1-12.4)
Hptn«abatni J§>sil qilamiz. Agar ,'gjf jrir. p  ning funksiyasi sifatida 
llljifllsalc, uni (1.12.4) ga qo’yib, у  ni p  ning funksiyasi sifatida 
iftijjsiliiymiz va yechimni parametrik ko’rinishda topgan bo’lamiz. 
HnpFfhni f bajarish uchun (1.12.4) ning har ikkala turnon ini 
iHfeansiallaymife

* 0—г B erilg an  te n g la m a n i u c tib ir

Щ



X p X J X ^ - ' f p ^  ■
i|ii>ain.fe- îdfc вКшИр МЙВМР хашйкЗа > > a

<>f Щ ^'р
«ЙеЬ- Saraz qilartrt?ib,{l. 12.6) shartda (i. t2.5Viengtamani

_... P
■ H H

O x i rg i tengl ikdan *
№12.5)

#,32.6)

СП2.7)

Ж ) 2.8)

kdVfeAs'hga .ktftirib/ urn v êchfiamii va ’х  ~ (р (р 1 с$  bogMamshnil
:ййидЗй|ршг«ШршмШЩШ1Р^ЗДДДяИШИЯНР ti.i2.3* 

* # $ W 0 m  И д В р А
ШфШЩ1 Щ 0  ®Йр|0|р1рщМрв 3|рИЬ и п 

Ц kBi8),;lbi-rn.u)alar Ьйав ̂ раганЫпк- Mbrmisbd&^digan funksiya 
(1.1*УИ differensial tengtaaiariifl'g -yediimi ̂ ekfentig-mi ko’rsatamiz. 

uchun ЩЩШ щ Ш  с dagi birinchi

!вд|р|м%йай' p  ■- M:ff'‘,.feqt':3piisbifii uni
Ф

)ккщс|ЬЙ§а>.'.дЙ®.р§Ь1ЙаЛ«*Й0®11‘ - b® Hgau О ■ t^ ^ y to c )  funksiyani ng
<7v dy

I M p  ^jj'rsatislj

щШ Ш  |Ш-,#¥$Й1в!1г (I.iS:l) :dj '̂.t;ikkinchi-tenglikdatf-'(#^® 
ЩрЩИпВЩ| *

d v

Ш 1жмШВ№н1
Ё ЬЙ

Shunday <pfb;‘qo'yilgan va |ШМУв shartlarda (I.) 2»fj
diffenei^Sa) tenglamamng sAffciriiy ^diitni (1.12 $) fon«u|&r bilan 
parbm?l|k-%̂ !'‘rfeisK(b ifodalaftadk ^
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Щ Agar F f ' ( x ,  p) = p  tenglik x& x(p )e C l funksiyani 
pil|l>tse va fp(x(p),p) = Oham bo'lsa, u holda (1.12.5) tenglama, 

irivllmnki, x = x(p) yechimga ega. Buni (1.12.4) formulaga qo'yib, 
IkliHyotgan (1.12.3) differensial tenglamaning {x = x{p), 
Щ * f (x (p ),p )}  parametrikyechimini hbsil qilamiz. Endi (1.12.5) 
■Mliiinan^V т x ( p )  ga “qisqartirib”, so'ngra yuqoridagidek Щ  
■•fib. (1.12.3) tenglamaning bir parametrli yechimlar oilasini 
(ирг niavjud bo'lsa) topamiz.

m 'fb ix-’P Y^ P  tenglama biror p  — p* (—o’zgarmas son) 
■Ullimga ega bo’lgan holi f ( x , p )  = xy/(p ) + %(p) bo’lganda, 
■ n i У -  W (y ')  + Z(y') ~ Lagranj tenglamasi holida uchrashi 
■ nik in ; bu tenglamani biz keyinroq o’rganamiz. f'x = p  holi esa 
Morn tenglamasi bandida o’rganiladi. 

i  Misol. Ushbu
3 /2 7 t t лx у  + x yy -1 = 0 

Aljbrensigtl tenglamani yechaylik.
9—r Berilgan tenglama у  ga nisbatan osongina yechiladi:

1
У ~ ”Т ^ -Х У  ■ (1.12.6)

1 1
B |o rid a  aytilganidek,j/ = p , ya’ni dy - pchc deb, p  parametrni 
fjjlllimiz. U holda

1
Ш ъ ш Ш ш  н м* P

f  Hi p  ning funksiyasi sifatida topish maqsadida, bu tenglikni 
aHleronsiallaymiz va kerakli shakl aimashtirishlarni bajaramiz:

tty \ 2 1 
1 - d(xp) , pdx — ~ d x - d p  — xdp-  pdx,
I X V X” n  г  r  1
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Oxirgi tenglamadan

■ij ф-^-ых If 0\ dp J&Bi jx —о 
x r> j  V

bog' lanishlarni topamiz. Ularni (1.12.7) ga qo'yib, 
funksiyasi sifatida topamiz:

' r  . 1  Ip ! ЩУ -ЩРт;.ЯЧ— —  £ \lp . Yechimlarni
£ ' P

kdVintsbda libssl qitdik:

У ni p  ning 

parametrik

Bu yerda g  fl°tib, yeo^imlami osfekpr,kojjolshda ham
ilodalash muipkiftt^,.,

y~ У ~ х  C •
b) . (1.12.1) tenglama x ga nisbatan yechilgan
'■A -  / (./ e C 1, /^ ф 0 deb faraz qilnadi)

ko’rinishga bo'Isa ham, uning parametrik yechimiari yuqoridagi 
topiladi.

c) . Umumiy holda parametr kiritishning nazariyasida 
to'xtalmaymiz.i..

Masaialar
1. Quyidagi differensial tenglamani y '  — p  parametr kiritish usuli bilan

yeching: + ¥ 'y ! — x~y =
2 . ШЙЬя S S  +'|<а’чг 1  ’ 1 Щраё|У(х).) differensial tenglamani, и  

parametrni ш Щ  60s w, у  щ sin и  fopmilalar bilan kiritib, yeching.



1.13. Maxsus yechimlar

gPUshbu
F (x,v ,y ')  -  0 (1.13.1)

Hfferensial tenglamani qaraylik; bu yerda ham avvalgi 
pftl'agrafdagidekFeC' deb hisoblanadi. (1.13.1) tenglamaning 
guixsus yechimi deb uning shunday y'~ y/(x) yechimiga 
iiyiiladiki, bu yechim grafigining har qanday nuqtasidan shu integral 
Biziqqa (grafikka) urinib boshqa bir у  — <p(x) yechim grafigi ham 
H’tadi;' bunda y  = y/(x) va y  = <p(x) yechimlar urinish 
■Uqtasining ixtiyoriy atrofida ustma-ust tushmasliklari kerak. 
Shunday qilib, maxsus yechim grafigi yechimning yagonalik 
possasi buziladigan nuqtalardan tuziladi (1.7-rasm).

1.7-расм
^Bllatamizki, y  -  (p{x) va y  = y/(x) funksiyalar 

Wifiklarining . nuqtada urinislMj ulatoingvShu nuqtada
pnunny urinmaga ega ekanligini, ya’ni

(p{x0> = ̂ (x0)«fJ|i '̂(^) = r W  1
■prtlarning bajarilishini anglatadi.

w m m m m  paragrafdagi teoremadan
nivshanki, (1.13.1) differensial tenglamaning maxsus yechimi

83



grafigidagi ixtiyoriy (x, y) nuqta p  ning biror qiymatida ushbu 

[ F ( x j y ,  p )  = 0

|  d F (x .y .p )  (1.13.2)
[ Ф

sistemani qanoalantiradi.
Bu (1.13.2) sistemani qanoatlantiruvchi bare ha

(x',y)juftliklar to’plami (1.13.1) differensial tenglamaning
p-diskrim inant chizig’i deyiladi. Dertiak, maxsus yechim 
p  — diskriminant chiziqning tarkibida bo’ladi. p ^  diskriminant 
chiziqda yechimning yagonalik xossasi buziladigan nuqtalardan 
tashqari yana boshqa nuqtalar ham bo’lishi mumkin.

p  — diskriminant chiziq mos differensial tenglamaning 
yechimi bo’lmasligi mumkin. Quyidagi misol bu tasdiqni asoslaydi. 

IMisol 1. Ushbu
y y ' 2 -  2y '  + 1 = 0

tenglama uchun F ( x , y ,  p )  = yp~ — 2 p  + 1 va

F'n(x ,  y \  p )  = 2y p  — 2 . Demak, p  -  diskriminant chiziq

I y p 2 -  2 p  +1 = 0 

\ l y p - 2  = 0
sistemadan p  ni yo’qotish yordamida topiladi. Bu sistemaning I 
ikkinchi tenglamasidan p  — M y  ni topib, binnchisiga qo’yamiz va I 
у  =  1 p  — diskriminant chiziqqa ega bo’lamiz. Lekin, ravshanki, bu I 
у  — 1 funksiya, ya’ni p -diskrim inant chiziq, qaralayotgan I 
differensial tenglamaning yechimi etnas.

p  -diskrim inant chiziq mos differensial tenglamaning I 
yechimi bo’lganda ham u maxsus yechim bo’lmasligi mumkin. Bu I 
fikrni asoslash uchun quyidagi misolni keltiramiz.

Misol 2. Ushbu

y '2 + 4 y ' ( y - l )  = 0
differensial tenglamaning p  -  diskriminant chizig’i va maxsus I



rliim(lar)ini iopaylik. Bcrilgan tcnglama uchun 
'(.v,У,р)Щ P' '.+ 4y",( y ^ l ) , . F'i(x ,y ,p )  = 2 p . Dcmak,
! - diskriminant chiziq

j  p  + 4 / 0 ; r i) = o
[2p = 0

stemadan topiladi: Bu sistemadagi ikkinchi tenglaraadan p  = 0 ni 
pib, birinchisiga qo’ysak, ’’"уж(у — 1) = 0 tenglamaga kelamiz. 
emak, p  — diskriminant chiziq у  = 0 va у  = \ shoxlardan iborat. 
uvshanki, ulaming har biri bcrilgan differensiai tenglamaning 
rcliimidir. Endi bu yechimlarni maxsus ‘yechim bo’lish yoki 
u’lmaslikka tekshiraylik. Buning uchun tenglamaning boshqa 
rchimlarini topamiz. Bcrilgan tenglamani y' ga nisbatan yechib, 
,ki dona o’zgaruvchilari ajraladigan tenglama hosil qilamiz: 
P «= ±2y-sjy(l — y) . Bu tenglamalardan ushbu

m m — щ й  o & =  i
(x + c)“ + 1

cchimlarni topami%| 17-bcl, 0.2-rasnnJ. Ravshanki^r|v = 1 ycchim 
i.insus ycchim, chunki bu ycchim grafigining barcha nuqtalarida 
Ci liimning yagonalik xossasi buziladi; у p  1 ^cchimning ixttiyoriy

\„.l) nuqtasidan bu yechimga urinib boshqa
(* -* „ )’ + ‘

I'chim ham o’tadi.' у  = 0 ycchim grafigining nuqtalarida csa 
yehinining yagonalik xossasi saqlanadi, ya’niy = 0 ycchim 
Hitxsus ycchim emas.

Shunday qilib, (1.13.1) differensiai tenglamaning maxsus 
fvihim(lar)ini topishni quyidaj|larni ketma-k® bajarib amalga 
whit ish murnkin:
g p ~diskriminant Ш н Ш Я Н Ш Ш Ш  (1.13.2) sistemani 
ti/ib, undan p  ni yo’qotish;
Г /> - diskriminant chiziq shoxlari orasidan differensiai tcnglama
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yechi mlar j nt ajratish|
3 ,, iopifgan yechimlar opsidan maxsiis ycohimlami aniqlash

1.14. Lagranj va Klero tenglamalari

Lagranj tenglamasi deb ushbu
у  = xy  ( / )  + x(p') (1.14.19

korinishdagi differensial tenglamaga aytiladi; bu yerda
R -birororaliq , va  ̂ Щ {р)Ф p  deb

faraz qilinadi.
Cagffenj,' tcnglamaslni parametr kjritish usuli bilan yechamiz. 

Umumiy qdidadan kclib chiqib, y '  = :jV tfeb ^rametr kiritamiz v»| 
([.14.1) tenglamadan

bog’lanishni topamiz. Endi, agar x  ni p  ning funksiyasi sifatida 
topsak й holda'yecmmni paramctriH kp’rinishdg topgan bo’lamiz, 
Buning uchun oxirgi tengfikni dincrehsiallaymiz Va 

? , ' dp , ,,dp
P = W p )  + x y  ( p ) —  + X ( p ) ~ r  

dx  o r
yoki

p  - \р (  p)i = (х ф % р )+>'(p ) )
d. t  !

tenglamani hosii qilamiz. Bu yerdan ¥  o e l  uchunp — if/{p)^^ 
deb, quyidagini topamiz:

d x ^  ' / ( P )_ v + ;\X 'iP) 
dp p - r ip (p )  P r V .iP )  ;

Bu tenglama x  = x{ p )  funksiyaga nisbatan chiziqli birinchi lartibli 
differensial tenglamadir. Uning yechimi kvadraturalarda topiladi. 
Uniyechib, umumiy yechimini

X Ц a( p )c  + h {p )  («< P) M  P )~  aniq funksiyatar)
korinishda topamiz. Dcrnak, bcrilgan (1.14.1) Lagranj 
tcnglamasining parametrik ko’rinishdagi umumiy yechimi



f (х = а(р)с + b(p)
{ I . ( р -  parametr)

K V  "  (a(p)c + b (p ))v '(p )  I  X (P )
jitniiiiliilar bilan beriladi.

Agar p -  y/(p) = 0 tenglama yechimga ega bo’lsa, lining 
Bllyun'y p — p*yechimidan Lagranj tengiamasining 

X ( P * )  yechimini ham topamiz.

Misol. Ushbu

у  =  —лу' + ln y '
2

^■ ram  tenglamasini yechaylik.
9—r y' — p  parametrni kiritib,

у-~хрЛ -\пр

b'lflnishni hosil qilamiz. Bu tenglikni differensiallab, dy = pdx 
pjjllllgini hisobga olib, x = x(p) noma’lum funksiyaga nisbatan 
p|fi/|(|li differensial tenglama hosil qilamiz (bisda p > 0):

^  = ± x  + A -dp P p~
III h'Hglamaning umumiy yechimi osongina topiladi: 

x = c p - ± .

IliHlf berilgan tenglamaning parametrik ko’rinishdagi umumiy 
|||б!| i i П i n lyozam iz:

x T cP - n

y  = ̂ { c p -^ )p + \n p
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ko'rinshdagi ' teng^naga ' ay-tiladi; bu ' yerda
ш Ш Е Ш н 1 | faraz qjllnadi. iCiero ЯйвН^^^Я|^НнВ|нН  
Щ p  parametnn kuitainfcbJ 'holda j|J|ng p  paraiyietrga 
bfif’l&ni$h,qortfmitii hosil цЙаодШг"J ‘

1У-т’й  x p  Щ { p^i-y-
ning p  narametrga b ^ fa n isli t©pft "uchun

ЖМй» tenglamasi (i. 14.2) ning har ikkala lornbiiini^T’bb’yicha 
d iffei^essi#|ay га щ...

A  # < A  > , чч d p  л$! p = p + x +1 (p)
■ He '  ̂ -"^шуг.-У'rf«! ’ 0  '

Bundan —  м (У {deinak.’$t&?k );yb4i • A' + kelib
!. 0  ■ .

chiqadi. 1 A®Wa • ■
, 4 M  M'

teTmjsbf^gi ;усй.Ь1т1дав1 lepsak, 1  iTiff ДпЯшПП 
■ I X = >J ; о - :4 | | Щ и |  НЫ
1 4 ’’ a*/*'1 ' ' - ' 4. jp “ pararnetr) ■ (LM sH f

1 ® Р ^ Й К ш Я в  i  1 (f< w $
:И Н »  Ko’rsatish mumkinki, agar x(') funksiya 

^cbtziqll fco’bik,- -г:му to"g n ' ahiziqlar orlMbing
o'ranmsi l ilmraf bq’ladi: .agar funksiya
Ш&Й|Н - Ш  + f i )  bdlsa, u holda y » f f f  j(ifJ to’g’ri

bitta tayih’ fyaffl nuqtadan o'tadi
va ular o’rama chiziqqa ega bo’lmaydi. ^

1.15. MaxStts yechimni yechimlar o’ramasi sifatida topish

Maxsus yechim differensial geometriya kursida 
*i%jg#mTadigan |ir  pararhetih* oilasimng o’ramasi
(yopishmasi) tushunchasi bilan bevosita bog’liq. Dastlab /arur 
ma’lumotiami eslaylik. f

K lero  ten g lam asi ddb
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Bizga bir parametrli silliq chiziqlar oilasi
<p(x,y,c)-0 (1.15.1)

jtenglama bilan berilgan bo’lsin; bu yerda <p(x,y,c) funksiya 

F ’P i n t  (D - R 2 tekislikdagi soha) va c e (c,,c2) bo’lganda 
( '' I sinfga tegishli, ^ e C l(D x (c t,c2),M ), hamda Dxfc^ c ,)

erametrik. ko’rinishda berilgan Г silliq chiziqni qaraylik, 
j l u n d a 7 ( e ) } >) va Agar

Nr jjanday „>p) * F* x0 = x(c0), ve * y(c0),Ш e  (c,, c2
nuqtndan shu nuqtada Г  chiziqqa urinib (1.15.1) oilaning biror 
tllu/ig’i o’tsa va bu chiziq (x0, yQ) nuqtaning ixtiyoriy atrofida Г 
bllnn ustma-ust tushmasa, u holda Г chiziq (1.15.1) oilaning 
P*nmasi (o’rama chizig’i),deyiladi (1.8-rasm). Bu yerda Г 
t'fimaning nuqtalari berilgan oilaning Г ga urinuvchi mos 
■Itig'jkii belgilovchi parametr qiymatlari bilan patametrlangan.

B|plamda (p'  ̂+ф'у *  0 ,

(П 5 .2 )

v x -  л~ (с), у = У (с)

Vr

1.8-rasm
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<1.15.i ) oilaning c — diskriminant chizig’i deb 
| <p(x, y ,c )  = 0 
i a<jo(x,y,c)

% I  d c
sistemani biror c  da qanoatlantiruvchi (x,.y) nuqtalar to ’plamiga I 
aytiladi.

Teorema (o’rama mavjudligining zaruriy sharti). I 
llerilgan (1.15.1) chiziqlar oilasining Г  o ’ramasi shu oilaning I 
c — diskriminant chizig 'ida joylashadi.

0—» Г o ’ram adan ixtiyoriy (x (c ) ,y (c ) )  e  Г

(С|^>(с,,с-,) )  nuqtani olaylik. Bu nuqta berilgan oilaning 1 
tp(x. y„e) = 0 chizig’ida yotadi va shu nuqtada bu chiziqlar I  
urinadi, ya’ni

<p(x(c),y(c),c) =  0 ( c- € ( c, , c2)> (1.15.3) I

va Tning y x '( c ) ,y \c ) )  urinma vektori mos chiziqning I

y,c),<p'v{ x ,y ,c ) } normal vektoriga ortogonal (ularning I 

skalyar ko’paytmasi nolga teng):
^>'.(x,y,c)■ x \c$ -k tp \(x „y ,c ) • y'(c’) = 0 . (1.15.4) I

(1.15.3) ayniyatni c bo’yicha differensiallaymiz:
fp \.(x ,y .c )  • x '(c) + (p\.(x4y ,c )  • y '(c )  + <p'.(x(c), y (c ) ,c )  =  0 .

Endi (1.15.3) va (l.l 5.4) ayniyatlardan
< p [ ix { c \y ( c ) ,c )  =  0 (1.15.5)1

ekanligini topamiz. Yuqoridagi (1.15.3) va (1.15.5) tengliklar 1 
teoremani isbotlaydi. &

Qo’shimcha tekshirishlar o’tkazib, c — diskriminant. 1 
chiziqdan o’rama chiziq ajratib olinadi.

Faraz qilaylik, (1.13.1) differensial tenglamaning bir ] 
paramertli yechimlar oilasi

Ф (х ,у ,с )  =  0 (1.15.6)
ma’ium bo’lsin. Agar bu oila o’rama chiziqqa (o’ramaga) ega 
bo’Isa, u holda bu o’rama
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1 Ijdifferensial tenglamaning yechimidan iborat bo’ladi, chunki 
t*rimaning har bir (X±y) nuqtasida' i ( x ,y ,y ’) uchlik (1.15.6) 
HHl^ing biror bir egri chizig’ining mos nuqtasidagi mos irchlikka 
Mig bo’ladi.

В  2 )(l.if.l) differfenSial ttttgiamaning maxsus yechimni berada, 
jlninki o’ramaning har bir nuqtasidan o’ramaning o’zi va unga 
IIIinib ‘(1.15.6) oilaning biror chizig’i o’tadi; bu chiziqlar turli 
bfclimilarni ifodalaydi.

F (1.15.6) oilaning o’ramasini topish uchun, ma’lumki, 
p  diskriminant chiziq deb ataluvchi chiziqlarni topib ular orasidan 
b'fmna egri chiziqni ajratish kerak. c — diskriminant chiziqlar ushbu

| дФ(х,у,с) _ (1.15.7)
I :'y c  1

ihtcmadan aniqlanadi. Urnumiy holda bu sistema nafaqat 
li'litinani, balki u karrali nuqtalar to’plamini ham aniqlashi mumkin. 

|5.7uaistemadan c niyo’qotib, ushbu
<p(x,y)bz6i io-<г-м / / (1.15.8)

>*diskriminant chiziqni topamiz. Uning o'ramadan iborat bo’lgan 
yUfttnini ajratib, (1.13,1) tenglamaning maxsus ryechimini 
.gnlqlaymiz.



И. YUQORI TARTIBL1 DIFFERENSIAL 
TENGLAMALAR

II.1. Umumiy ko’rinishdagi /7 -tartib li differensial 
tenglama va lining yechimi

Aytayiik, F (x ,y , р п) — Ш2*" ( n e N ,« > l )
fazoning biror U  sohasida aniqiangan va uzluksiz haqiqiy funksiya 
bo’lsin. Ushbu

F\ х,у(У)
dy(x) d"y(x) 'S 

dx  ’ dx" )

F (x ,y ,y , .. . ,y " )) = 0.

10 yoki

(II. 1.1)
tenglama x  haqiqiy o’zgaruvchining у  = y(x)  noma’lum 
funksiyasiga nisbatan n- tartibli oddiy differensial tenglama 
deyiladi; bunda F  funksiya p n o’zgaruvchiga tub ma’noda bog’liq 
deb iiisoblanadi, ya’ni bu argumentning o’zgarishi bilan (boshqa 
argumentlar tayinlanganda) F  funksiyaning qiymatiari ham 
o’zgaradi. Shunday qilib, у  -  y{x) noma’lum funksiyaga nisbatan 
/7 — tartibli oddiy differensial tenglama bu — argumentning, 
noma’lum funksiyaning va uning n — tartibgacha hosilalarining 
ushbu л\ у(х),У(х), y"(x), , jz<")(a:) qiymatiari orasidagi
bog’lanish.

Ba’zi shartldrda (masalan, oshkormas funksiya haqidagi 
teorema shartlari bajarilganda) (11.1.1) tenglamani yuqori tartibli 
hosila y l"] ga nisbatan yechilgan ko’rinishga keltirish mumkin:

V!''5 = f \ x , y , / ......У"_,)); (11.1.2)
bu yerda /  e ( \D ), D e — soha, deb hisoblanadi.

Misol 1. Inersial sanoq sistemasining Ox o’qida harakat 
qiluvchi m massali nioddiy nuqtaning t paytdagi koordinatasini 
x  =*x(t)  bilan belgilaylik. Faraz qilaylik, moddiy nuqtaga vaqt I
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г 7 , * ЙЯ I dx(t)в ,  nuда! koordinatasi x ^ x ( t )  ga va tezligi x ~~—-— ga
dt

bug’liq bo’lgan kuc| ta’sir etsin. U holda Nyutonning
? i|oniiniga ko’ra moddiy ntiqtamng harakat tenglamasi ushbu

x" ~ ~  i  ( / , i ,  x') i m i  Щ '
ku'nnishdagi 2-tartibli differensial tenglama bilan ifodalanadi. 

s' у  = ^>(.v)! funksiya berilgan bo’lsin. Agar
1 у = |§ ||g  funksiyaning:1 1 oraliqda n-  tartibli hosiIasi 

u/.luksiz, ya’ni <p
2°. у  = (pix̂ y. funksiya, (11.1.1) tenglamani /  oraliqda 

Umioutlantiradi, ya’ni
" Vx e /  .....У "Ч*))= 0;

khnrtlar o’rinli bo’lsa, berilgan y  — (p{x) funksiya (11.1.1) 
illllirensial tenglamaning I  oraliqda aniqlangan yechimi 
tleyiladi.

Shunday qilib, (II.l.l) differensial tenglamaning /  
nndiqda yechimi deb jghunday funksiyaga aytiladiki, lining 
Iniglnmada qatnashgan barcha hosilalari shu oraliqda uzluksiz va 
УШ (II.l.l) tenglamaga qo’yilganda, xe  / ga nisbatan ayniyat hosi I 
hn'tttdi.

Agar
у  Я <p(x.C],C2,...,CII) (II. fl3)

fntmula parametrlarning tayinlangan jo g  qiymatlarida

(II I 1) tenglamaning '(£}<$$&" sohadajjqylashgan) yechimini 
Inn mi. shu bilan birgalikda (II.l.l) tenglamaning (shu Sbhadagi) har 
.(iindiiy yechimi (11.1.3) formuladan &&»,'•■>c„ laming biror jobs 
(jbimitlarida hosi I ЬоЩза,; 1 в | holda x, дарр  ..., c„ ) о i ha

ill 12.1) tenglamaning ( D  sohadagi) umumiy yechimi deb ataladi.
IMisol 2. Quyidagi tblglamani qaraylik:

+ 0. (11.1-4)



Bu yerda F(x. p x, ) = у  + />7, U  = M4. Ushbu у  — cos x
funksiya (—co;+oo) intervalda bu tenglamaning yechimi bo’ladi. 

Haqiqatdan ham, y'^-cosx- va y" = — cosx (_уеС2(М) ) 
ifodalami qaralayotgan tenglamaga qo’yib, (—oo;+oo) oraiiqda 
ayniyat hosil qilamiz:

(у" У )~  - c o sx  + cosx s  0 .
Na faqat j/ = cosx funksiya, balki ushbu у  = c, cosx + c2 sinx 
funksiya ham cx va C-, o’zgarmaslarnmg ixtiyoriy qiymatida 
qaralayotgan tenglamaning (—oo;+oo) intervalda aniqlangan
yechimi bo’ladi:

у" + У -  (ci cos x  + c-> sin + c\ cos x + c2 sin x =
= d  (cos x)" + c2 (sin x)" + c, cos x + c2 sin x =
:-rrc, cosx — c? sin x + c, cosx + c2 sin x =

= 0
Shunday qilib, у  = c, cosx + c, sinx funksiya (11.1.4) 
tenglamaning ikki parametrli ( c ,,c2 — parametrlar) yechimlar 
oilasini aniqlaydi. (11.1.4) tenglamaning har qanday у  = y(x) 
yechimi у  = c, cosx + c2 sinx ko’rinishda bo’lishi 11,10 
paragrafdagi umumiy nazariyadan kelib chiqadi (Bu tasdiqning 
elemental' isboti haqida masalalar bo'limiga qarang). Shunday qilib, 
y" + v = 0 tenglamaning (K 'dagi) umumiy yechimi 
у  — c, cosx + c-, sin x formula bilan ifodalanar ekan.

Umuman olganda, (II. 1.1) tenglama cheksiz ko’p 
yechimlarga ega bo’ladi. Bitta yechimni ajratish uchun yechimdan 
qo’shimcha shartlar talab qilish kerak.

n — tartibli differensial tenglama (II.1.1) uchun Kos/ii 
masalasi (boshlang4ch masala) quyidagicha qo’yiladi:

(11.1.1) tenglamaning ushbu

p p  B p  2  \  у ,М)|л-„ = Уо"~]) (п.к?»
shartlarni ( ular n ta ) qanoatlantiruvchi yechimini biror /  э x0 j
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oraliqda toping; bunda x0,y 0,y'0, ... ,y 0(" * — berilgan soniar va 

... ,JP0<,,_,>) e U . (Ii.1.5) shartlar Koshi shartlari
yoki boshiang’ich shartlar deb ataladi. Shunga e’tibor berish 
kcrakki, bu shartlarning hammasi bitta x = Щ boshlang’ich 
miqtada qo’yilgan.

Misol 1 da keltirilgan moddiy nuqtaning to’g’ri chiziqli 
luirakatini ifodalovchi tenglama uchun Koshi masalasi quyidagicha 
yo/.iladi:

m k  = f ( l ,  X,x'), $

Hu masala nuqtaning t= t0 paytdagi x0 koordinatasi (holati) va 
Vn tezligiga ko’ra uning X  = x(t) harakat qonunini aniqlashni 
«nglatadi. Bu - Koshi masalasining mexanik talqini.

Geometrik nuqtai nazaridan ushbu
[ / = f { x ,y ,y ')

р |  t e l  A  s  >’o

boshiang’ich m a s a |a  (x0, y Q) nuqta orqali y'0 yo’nalishda o’tgan 
yci him grafigini topishni anglatadi.

IWasalalar
1. ?Osbu y" + y  = Q tenglamaning har qanday yechimi 

Г s  С, COSX +  c 2 sinx ( c ( , c ,  — const) ko'rinishda bo'ishini isbotlang.
2. h  baiandlikdan v0 boshiang'ich tezlik bilan yuqoriga tik

nlllgun jismning harakat tenglamasini vozing. Mos boshiang'ich masalani 
Ma ying va uni yeching.

4.2 . Koshi masalasi yechimining mavjudligi 
va yagonaligi

Lipshits sharti. f  (x,y, ) funksiya,
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Di f ) c z R '+n, va E <~D(.f) to'plam berilgan bo'lsin. Agar 
L>  0 mayjud bo’Jib, ixtiyoriy Н у  A ft) e  £  va

(x ,у , p , ,..., p (i |) e  £  nuqtalai'uchun

|./(a% & a .....p„-i) -  /(*»& A ’ 9wflM

, < b - y |  + |p, -  а | + - + |а ,-1 Н Д О
tehgsizKk bajarilsa, u holda f  (x, y , p , , ...,'Ai~i) funksiya E 
to’plamda j/, o’zgaruvchilarga nisbatan Lipshits
shartini qanoatlantiradi deyiladi.

Teorema (Lipshits sharti uchun yetarli shart). Agar
1. G  cz R l+,,;- sohaga ixtiyoriy * (*,>>,p v . . . ,p ^ ) m G  va 

(xi< y,p,,...,p i_ ,)e.G  mic] talar bilan birgalikda ularni 
tutashtiruvchi kesnta
{(.v. у  + в ( у  -  у ), А +&(Р\ -  A )...А, Щ щ  -  A, )|0 < <9 < l}

ham tegishli,
2. G sohada batchh

df_ W  J / _

А у ’ф ,  ’ ' dpn_,
xususiy hosilalar mavjud va chegaralangan bo’lsa, и holda f  
funksiya G sohada y ,p , , . . . ,p lf_, o ’zgaruvchilarga nisbatan 
Lipshits shartini (fanoatlantiradi.)

0—т Toptwnaoipg^- sharti ga ko’ra ,,shimday > 0 son 
. (opiladki, uning uchun Q sohada

I I < L < L , ....
d f

dy dp, dP,,A
tengsizliklar o’rinli bo’ladi. Ixtiyoriy (x ,y , p,,..., p it_,) e  G  va| 

(x ,y ,p , , . .„  p ^ f e G  nuqtalar uchun teoremaning 1-sharti vaj 
chekli orttirmalar haqidagi Lagranj teoremasiga ko’ra

i| |  Ц  Щ....A .-i) -  ЩЩ Щ A * Щ ШШщ '
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у *шМ Ё * Ы г §Ё|М Р ШЯкУ ( •* А - Р̂я-1
Ьи yerda \ususiy hosilalar biror

+ 0 * { у Э \ ( р х ^ ж У ш | |  v

(О < #  < 1) liuqtada hi^o^afigan. Demalv(H-1
ко'fa
y w * ш ъ Л  p„-i >- /о , у, Ш Ш . ш Ш Ш

d f :i¥ ' d f
ф \ y - $ +

Щ
\pt -# !+ •■

1
1

d , |f(fert^V -J Т Ш р М !
MuvjiuIUk va у  agonaliк teoremasi (MYaT). Bndi ushbu

Koshi masalasini qaraylik.''Bu yerda " ,

Ibnlar, ̂ 0fee 6 Dt f )  ■■
pb'Teorema (MYaT). Ushbu

й ш |

— w lgan

П * {(Y, / ; P,. . a.

|  \y
fHtWllfflpipedda jiji Ш barcha
I)'fgaruvchilari 'boyicHa ■ uzluksiz hamda ( y , pn_t) 
Wtyuravchilarga nisbatan Lipshits shartmi ham qanoctllmtfirsin.

Ю A)ifloida (II2Щ Koshi mascdasi Lira? Щ Li (If *  0) 
0  alli/da у  Щ jpHB yagona yechimga Ща bo 'ladi.

B n  teorcmani keyinroq isbotlaymiz, ailiqfog’i, umumiyrqq 
Bffeltindan keltirib chiqaramiz.

K A g a r f f j ^ j ^ J i ^ j ^ i l  ..fcd k ^  Щ с Й Щ
m

sohada



C  sinfga tegishli bo'Isa,

y |  = / ( * , * /  ,У"~,>)
tenglamaning iokal umumiy yechimi у  — <p(x,c,, c , , . . . , cn) 
formula bilan beriladi, ya’ni u «dona ixtiyoriy o'zgarmasga bog'liq
bo'ladi. Bu tasdiq MYaTdan tayinlab,

1 lli ,  = c,, v , 1 -v. 1 J fe,, = • у 1 qiymatlarni o'zgartirish

natijasida hosil bo'ladi.
n — tartibli chiziqli oddiy differencial tenglama deb 

У ( х ) У ”_п +... + a ^ x ) /  + aQ(x)y  = g(x) 
ko’rinishdagi tenglamaga aytiladi. Bu tenglama uchun Koshi 
masalasi yechimining mavjudligi va yagonaligi haqidagi teorema 
quyida keltirilgan.

Teorema. Aytaylik, chiziqli tenglama uchun qityidagi 
boshlang 'ich masala qo 'yilgan ho 'Isin:

f  y tn) +  <V, ( х ) У + ... +  (x)y' +  aQ(x)y  =  g ( x ) ,

1 i  й - вШн— У щ К (»-0. 
Щ У  о

hu yerda х{) e I: y i],y[),...,y0(" berilgan sonlar. Agar 
\a4_{ (x),...al (x),a0(x),g(x)} c  C{I) ho'lsa, и holda qo'yilgan 
hu masalaning hirato 'la /  oraliqda aniqlangan yechimi mavjud va 
yagonadir.

Вu teoremani ham keyinroq isbotlaymiz.

Masalalar

m m x J < h ]1. Faraz qilaylik, T  =? {(t,х ) e ]R '

(a  >  0 ,h >  0) va / €  C ( T )  uchun

■ : j* "  = /(/,..*),

Koshi masalasi berilgan bo’lsin. X Щ tp(i) noma’lum funksiyaga nisbatan j 
ushbu

( y0 — ixtiyoriy son)
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(pit) = x0 + ( t - t 0 )y0 + |  (/ -  s) f  (s, <p{s))ds 1*5

Integral tenglamani tuzaylik.
1°. Bu integral tenglamaning x = <p(t) €  C (I) , / 0 <= /  >

yechimi berilgan Koshi masalasining yechimi ekanligini isbotlang.
2°. Quyidagi funksional ketma-ketiikni qarang:

U O  — p|§

\А 1 )  =  х 0 +  ( 1 - 1 0 ) у 0 +  I  ( t - s ) f ( s , x k4(s))ds, k =  1 , 2 , . . . .

HI -|.y0| +  — s u p | / ( f ,x ) | ,  A =  m in  { a ,— } deylik. Barcha xA(/)  lar

11 — /01 < /г oraliqda aniqlangan va uzluksiz ekanligini ko’rsating.
3°. Agar xk (t) yoki yning biror qismiy ketma-ketligi <p{t) ga 

| /,, h j 0 + h\ da tekis yaqinlashsa, x  — (p(l) funksiya (*) integral 
Iviiglunianing, demak, berilgan Koshi masalasining yechimi ekanligini 
(thotlang ( Xk (t) dan tekis yaqinlashuvchi qismiy ketma-ketlik ajratish 
mumkinllgt Askoli-Arseia teorernasi yordamda isbotlanishi mumkin).

11.3. Yuqori tartibli tenglamaning tartibini pasaytirish 
va uni yechish usullari

1. Ushbu
y (n) -  f ( x ) ,  f  e  C (/) , (11.3.1)

Wngtamani n niarta integrallash orqali yechish mumkin.
Ihinda yechim n dona ixtiyoriy o'zgarmasga bog’liq bo'lib 
i hlqudi: у  = y(x, c,, c2,. . . ,  cn).

2. Tenglamada noma’lum funksiya у  -  y (x )  va uning
p .  f*__ .л / hosilalari oshkor ko'rinishda qatnashmagan:

F ( x ,y {k\ y (k+' \ . . . , y u,)) = 0 . (11.3.2)
Bu tenglamada

y { k )= z  (1 1 3 ,3 )
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deb, yangi z  = z(x) noma’lum funksiyani kiritamiz. U holda 
г ga nisbatan ( n - k ) -  tartibli ushbu

F ( x , z , z \ . y z u’~k)) = 0 
tenglamani hosil qilamiz. Bu tenglamadan 

z — z(x, C,, C2 .., cn_k)
yechimni topamiz. Buni (II.3.3) belgilashga qo'yamiz va к 
marta integrallashni bajarib, у  noma’lumni topamiz. Bunda 
yana к ta ixtiyoriy o'zgarmas paydo bo'ladi: 

у  = y {x ,c,,c2. . . . , г , . Д . . ,c„).

Misol 1. Ushbu y" — y'~ tenglamani yeching.
8—r Tenglamada у  oshkor ko’rinishda

qatnashmagan. y>,^ z yangi o’zgaruvchini kiritamiz. Demak,
Z1 й z~. Bu tenglamaning z — 0 yechimi mavjudiigi ravshan. 
Qolgan yechimlami o’zgaruvchilami ajratish yordamida topamiz:

dz . Cdz r , \ 1 _
—  я  ах, I—  m ax, —  = x  + c,, z = ----------, c, e.K .
.z~ i  z~ J z x + c,
Endi y' = z  belgilashga ko'ra dastlabki noma’lum у  ga qaytamiz.

1 )У = 0  va 2)y ' —--------- tenglamalardan
X 4- Cj

у = Щ va у  = сч -  in(x + c,) 
yechimlar majmuasini hosil qilamiz,

3. Erkli о ’zgaruvchi bevosita qatnashmagan tenglama
ushbu

F { y ,y \ y \ . . . , y db  = ^ (H.3.4)
ko’rinishda bo’ladi. U avtouom tenglama deb ham yuritiladi.

УШ р  yangi noma’lum funksiyani kiritamiz va erkli
o’zgaruvchi sifatida yni qabul qilamiz. y n,y '" ...,y " iarni 
p = p (y)  va yning у bo’yicha hosilalari orqali ifodalab chiqamiz:
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у̂ ' _  - Ф  dy _  ф
dx dy dx dy

V

Miuning uchun (II.3.4) tenglama ushbu

(II.3.5 >,

Wo'rinishni oladi. Bu (11.3.5) tenglama esa л - l  tartiblidir. Agar 
(11 1.5) ni yechib

Nlinchi tartibli (o'zgaruvchilari ajraladigan) tenglamani hosil 
t|lliuniz.

Biz yuqorida j*. noma’lum funksiyani erkli o'zgaruvchi 
«Halida qaradik, bunda у = const yechimni yo’qotishimiz mumkin. 
Pluming uchun (II.3.4) tenglamaga y  — b qo’yib, hosil bo’lgan

Ifnglainani yechib, b — bt ildizlarni topsak, u holda. (II.3.4)
jtfilglttnianing v = bj ko’nnishdagi o’zgarmas yechimlariga ega
bn lamiz.

Misol 2. tishbu

tPHglaiTUti x  erkli o'zgaruvchi oshkor ko'rinishda qatnashmagan. 
В  avtonom tenglama. Uni yechish uchun y ' — p , p  = p (y )

p^<p(y,ct,...,cn̂ )

yediiinni topsak, dastlabki nomalum у  ga qaytib, ushbu 
y ' =(p(y,Ct,

F(b, 0 ,...,0 } f0

yy" + y '2 +1 = 0



dy
birinchi tartbli tenglama osongina yechiladi: (p~+ l)y
Bundan y '  =  p  belgilashga ko'ra у 2у * ~ + у 2 =С\  tenglamaga 

keiamiz va uni yechib topamiz: y~ + (x — c2)~ = c{ . Dastiabki
tenglanianing, ravshanki, у  = const ko'rinishdagi yechimi yo'q. Si

4. Noma ’hint funksiya va lining hosilafariga nisbatan bir I 
jinsli bo Igan tenglama. Agar ushbu

F {x ,y ,y '.. .,y 0,)) = 0 p . 6) |

tenglanianing chap tomonidagi funksiya y , y ' , . . . , y ' "  

o’zgaruvchilarni X ga ko’paytirganda u X ning biror m -- 
darajasiga ko’paysa, ya’m

F (x ,X y .X y \....X y {")) = X'" F { x ,y ,y ’,.. .,y in)) (П.3.7)
bo’lsa, u holda (II.3.6) tenglama y ,y ', . . . ,y {n) larga nisbatan bir 
jinsli tenglama deyiladi. Bunday tenglamani yechish uchun

Endi bu munosabatlarni (11.3.6)ga qo’yib, (11.3.7) shartni e’tiborg;i 
olsak. quyidagi tengiikka keiamiz:

Oxirgi tenglikni, y v ga qisqartirib. z ga nisbatan (/7 — 1)tartihli 
tenglamani hosil qilamiz. Agar hosil bo’lgan tenglamaning ushbu

deb, yangi z — z{x) noma’lum funksiyani kiritamiz. 
Quyidagi larga egamiz:
y' -  y z y " ~  y'z  + yz' = (yz)z + yz  = y ( z 2 + z ' ), 

y" -  y(z~' + 3z' + z" ),..., y {n) = y-a )(z,z ',l..,z0>4)).

y " 'F (x X z .z 2+ z'..... fti(z,z'....,z("4))) = 0

Z = ^(х,С,,С,,...,С’,м )

yechimini topa olsak, bu yerda z ni bilan almashtirib,
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Wtiglamaga ega bo’lamiz.
Nihoyat, oxirgi tenglamadan

Щ. у  p  |  exp( |<p(x, с,, c2, . . .ф а  )<fc)

Mvlumni hosil qilamiz. Bu yechimlar oilasi (c n =0  bo’lganda) 
■  *() yechimni o’l  ichiga oladi, ya’ni yuqorida ЩШт bo’lganda 
m* gu qisqartirishda yeqhim yo’qolmaydi.

IMisoI 3, Ushbu
y y ” УУ P  0

iBiqilamani yeching.
9-ir Berilgan tenglama uchun

V

l If  (*> У, у \ у " )  =  УЖ(Ж.ХУП У  y y ' va 
I ( \,Л у,Я у',Я у№) = A2{yy'r- x y '2 + yy ') = A2F (x ,y ,y ',y " )

I(t iimk, berilgan tenglama y , 3/, y" larga nisbatan bir jinsli 
]J Я -  2 )• Tenglama tartibini pasaytirish uchun unda y '~ z v  va
I f  p  r(z' + z 2) almashtirish bajaramiz. U holda berilgan tenglama 
i|lh itlugi ko’rinishni oladi:

(:' + z2)Mxz~y3'+ у гщ = 0 => z' + z2 - x z 2+ z  = 0 .
Pliilll lenglamaning har ikkala tomonini z2 ga bo lamiz va 

' 11 deyniiz. Natijada ushbu u' — u = \ — x  tenglamani hosil 
plum I / Bu chiziqli tenglama osongina yechiladi:

- t 1 i ' / .  Bu yerda « = 1 /  z , z  = y ' ! y  deb, dastlabki
lumga qaytamiz va

y = ___l__
у  x + c{ex

Я  c,exp( f- ?*  ,-) 
J x  + c,e

tfthnttni lopamiz (yo’qolgan у  = 0 yechim c2 = 0 da hosil 
l l  lflili)
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S. U m um h ishgan  b ir j in s l i  tenglam a.
Ushbu

= 0 (II.3.8)
tenglama berilgan bo’lib,. x ,y ,y ' . . . , y <n> larni m os ravishda 
Я,Я* ,Я(*_ | A*“"larga k o ’paytirilganda tenglam aning chap 
tomoni uchun ushbu

F (X x,X ky,*!*~"y'— Д * -" / " ’) = A '"F (x ,y 9У „ У '” ) (И.3.9) 
shart bajarilsa, u hotda bunday (11.3.8) tenglama um um lashgan bir 
jinsli tenglama deyiladi. Bu turdagi tenglamalarni yechish uchun 
x va у  o ’miga

x = e \  y  = zek' ( x > 0) (11.3.10,,)
deb yangi / va z = " ( 0  o’zgaruvchilarni kiritamiz (bu almashtirish 
x > 0  bo’lganda qo’llaniladi, x < 0  bo’lganda csa 
x  — — e y  = zekl almashtirishdan foydalanish kerak ). у  ning x 
bo’yicha hosilalarini yangi nomalum funksiya z  ning t argument 
bo’yicha hosilasi orqali ifodalaymiz. Ushbu

, dy dy dt _ d y  1 dy  1

dx dt dx dt dx dt e' ’
dt

yoki
' dy ,

у  | j e ’ (11.3.11
■ dt

munosabatlar ravshandir. (И.ЗЛОо) tengliklardagi ikkineh 
formulani I bo’yicha differensiallab,

dt_ \ d t
tenglikka ega bo’lamiz. Buni (11.3.11) ga qo’yib,

dz
m s * * (11.3.10

munosabatni hosil qilamiz. Biz у  ning x bo ’yicha hosilasini
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S ning t bo’yicha hosilasi orqali ifodalovchi munosabatga ega 
ho 'ldik.

ir Xuddi shu yo’sinda ishni davom ettirib, у  ning x  bo’yicha 
iyuqori tartibli hosilalarini ham z ning /bo’yicha hosilalari orqali 
ifodalab chiqamiz: .

( И  = — = ( ^ 4 + (2k - 1) ~  + k(k щ Ю М Я т  d2)
dx dtm  

m ЩФ" _ dy" 
P  dx dt

dt dt

■ + ( 3 к-3 )~ +  (k(k -1 )+(* - 2)(2к -1 ))— +k(k - \)(k-2)=) 
I dt dt1 ЯШ ' dt J

nihoyat,

H i ' v ’ ’ dM ■'

(11.3, Юз) 

(11.3.10,,)
dz_ <Tz 
d t ' " ' d t

Imli [(I1.3..8) tenglamada (11.3.10o), (H.3.10|), (П.З.КЬ), 
jll, 1, 1(),,) almashtirishiarni bajarib, ushbu

r ( c '
dt dt

Д й * ' :,! ')= о ’
dt"

iMjuinninni hosil qilamiz. (II.3.9) tenglikdagi / o’rniga e ni qo’yib, 
I*  ||| F  funksiya ishorasi oldiga chiqarib, va unga qisqartirib,

l  F ( \ , z , -  + kz................  ....^ ) ) = 0
|  v dt ’ ■ dt dt" ”

iidniijbli tenglamani hosil qilamiz. Bu tenglama erkli o’zgaruvchi 
I f  hi oslikor ko’rinishda o’z ichiga olmagan; shuning uchun 3. 
Ifijiilliji ko’ra lining tartibi bittaga kamayadi. 

t Mis о I 4. Ushbu

xyy" -  yy' 0
(fftUliiiiiiiiiing tartibini pasaytiring.

f  H  Qaralayotgan tenglama uchun

Wi 11 k* /*у") т  B p  - y y ' - x 3 x . Demak,
Ш5



= я 3K i t e *  ~ Л 2к- 'у у ' -  A V . ■
va ushbu

2 к - \  = 2 к ~ \  = Ъ
shartlar bajarilganda, ya’ni к = 2 bo'lganda (II.3.9) umutnlashgan 
bir jinslilik sharti bajariladi ( m  = 3 ).Shuning uchun berilgan 
umumlashgan bir jinsli tenglamada (I1.3.10o)x = 6 , у  — ze  
( x > 0 )  almashtirishni bajarib, uni erkli o’zgaruvchi bevosita 
qatnashmagan ко rinishga olib kelish mumkin. Buning uchun 
y \  y" larni z  yangi noma’lum funksiya, t erkli o’zgaruvchi va 
z ning 1 bo’yicha hosilalari orqali ifodaiaymiz: . ,

,_dy__ + 2 z)e ' ,
^  dx dt dt
b „ dy dy' _, d ({z ' + l z ) e ' ) /9 * —
j* ~~<h dt

t  —

ЩМ' + 2 z > ' + (z ' + 2z)e' )<Г' = z* + 3.Z1
Endi berilgan tenglamada zarur almashtirishlarni bajaramiz:

I e,zeu (z*+’ Щ Ш  f i  + 2 x > ' = 0,
. zz” + 2zz' -1  = 0.

Oxirgi tenglamada erkji ozgaruvchi t oshkor korinishda 
qatnashmagan. Uiling" tarimihf pasaytirish uchun yangi noma’lum 
funksiya sifatida p  Ш z' ni olib, z  ni erkli o’zgaruvchi sifatida

. . , , . . .  . ,  ж dz' dz' dz dpqaraymiz, p  = p{z) . U holda z m  ----- P
dt dz d t dz

bolgani uchun ushbu

z - ~ -  p  + 2zp  - 1 = 0  
dz

birinchi tartibli tenglamaga keiamiz.
6. C h a p  to m o n i  t o ’la  h o s i la d a n  ib o r a t  b o ’lg a n  te n g la m u .

Faraz qilaylik.
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Л  и ш н K p i  i  Р 4 { ) н ж
lenglamaning chap tomoni Хчу } / %. ^ и~п a a M M i  
fcmksiyasi bo’lmish biror пщ| V bo4yicha
to’la hosilasidan iborat bo’lsin, ya"m Ц

woki

И ю .1 з м 8и| -1 m
dy dy d% y - ' w

■ЩГ
jlenglik х,у,у'г* 4 $ <’и) o’zgamvehilqrning bareba. qiynaaflanga 
nisbatan ay nan bajarilsin.

U holda tenglamaning tartibi bittaga kamayadi Ш
imhbu

kn rinishni oladi.
К  Agar (HJJ7) tenglamaning chap tep©«if#’’la hosiladan 

Имirat Щ  р ^ за Г в Й  shunflay' f |
Ibnksiyanutopish rnumkm bo’laeki,.- i t i j . f f )  tenglamaning bar 
ikkala tomonini shu ( i  ga ko’paytirib, t©% h@siiali tengMma Ipsii 
Hllnnd|!r Bu )jl funksiya integrallovchi ko’paytuvchi deb ataladi. 

pi Masalan,,agaf:Jherilgan tenglama 
i н н  y)s

- ” н
I i 0 \

|( i( v. j/), F ( j£ )  — berilgan fpp^siyalp')

Вишн1к!а bolsla, и  -  ifttegraiio^i
’ . .  w * .

■Muinida u quyidagi birincki tartibilt d ifferen t tenglamaga 
H lw tlld iw  (у'У— ©( щ  ’■ Щ
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Misol 5. Ushbu
xy" -  >■' - X 2yy ' = 0

tenglamani yechaylik.
- . . . . 1 9—r Berilgan tenglamaning har ikkala tomonini и  —

x~
integrallovchi ko’paytuvchiga ko paytirib, quyidagilarni hosil 
qilamiz:

XV V У'
- y y '= 0 ’ | t ' t

Oxirgi tenglama ozgaruvchilarini ajratib yechiladi. £>

Masalalar
Tenglamalarni yeching:

1. 2yy” -  y '2 — у '2 = 0 . 2. xryy" — (y  + xy ')2 .
3. >"(1 -  У ) = W  • 4. y" = xy' + у  + 2 x .

11.4. n — tartibli chiziqli differensial tenglamaning 
umumiv xossalari

Biz bu yerda ushbu
У"’ + ал_,(х)У"",) +.... + а, (х)У  + a 0(x)iy = g(x) (11.4.1) 

#7 — tartibli chiziqli differensial tenglama yechimlarining umumiy 
xossalarini o’rganamiz; bunda у  = ^(x) — noma’lum funksiya, ]
berilgan an_,(x).....£/,(x),ar0(x) koeffitsientlar va g(x) ozod hack
(o’ng tomon) biror /  oraliqda aniqlangan va uzluksiz deb! 
hisoblanadi,ya’ni {a(,_,(x),...c/,(x),a0(x),g(x)} c C ( / ) .

Quyidagi Koshi shartlarini (boshlang’ich shartlami) 
qarayiik:

«  v Уо » (11.4.2)

bunda x0 e  /  va >»0, berilgan ixtiyoriy sonlar. j
Yuqorida e’tirof etilganidek, aytilgan shartlarda
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,к (ЦАЛ),(ИА.2) Koshi masalasi birato’la /o ra l iq d a  aniqlangarr 
P*yechimga ega va bunday yechim yagonadir.

(Ы.4.1) tenglamaning ozod hadi o’miga 0 qo’yib, (II.4.1) ga 
i|ijnos birjinsli tenglamani hosil qilamiz:

y (n) + a„_, (х )у <л_,) + ... + ‘ar, (.r)j/ + d0 (x )y  = ф *ч (11.4. \0) 
Ravshanki, bu birjinsli tenglama у  = 0 trivial yechimga ega.

Qulaylik uchun ushbu r

( ^ > У (II .4.3) 
«fcjtartibli differensial operatovni kiritaylik. Biz bu operatorni /  

oraliqda n  marta uzluksiz differensiallanuvchi funksiyalarga ta’sir 
iettiramjz, ya’ni (П.4.3) , pperatorni у  = у(дг) e  C"(I)
funksiyafarda aniqlangan deb hjsobJayuiiz: L fo f iV ’( I ) C ( I ) . 
Шо] operator kirish funksiyasi у  ga ko’ra chiqish funksiyasi - 
Stfyjni hisoblaydi (aniqlaydi): i

Jumla. (114.3) opqrdtqr chiziqlidir, -у# Щ. ,
Ы  V ( y , y 21 cr C "(/) -Z[y, + I f  = Z[ y,J + Z[y,J (udditivlik) 

^bi VA e  JR Vy e  C n( l )  Z[A • y ] ~ A  • ZfyJ (birjinslilik)
uttxsa/ari о 'rinli.

О—ж Isboti hosilaning chjziqlilik xossasidan bevpsita kelibj
ftiqadi. cb

I  'J Natija. Agar, va j c l '
|p '/.w, I/ hoi da

ЩНк о ’rinli.
Ш У\ - > У г У  к funksiyaiarning chiziqli kombinatsiyasi debt



ushbu ‘ШШтМ0 aytiladi; bun da

Teorema. (11.4.1„) chiziqh bir jinsli differensial tenglama 
yechimlarining chiziqh kombinatsiyasi уста shu tenglamaning 
yeehimidir.

8-т  Ш шШ Еер* ning yechimlari TSo’lsin:

ham (I1.4.1o) tenglamani qanoatlantirishini tekshirishimiz kerak. Bu 
c^a Mtija va berilganga ko’ra iraVshan:

(11.4.10) tenglamaning barcha yechimlari to’plamini Vn bilan 
belgilaylik: . Ц

Щ da funksiyalami qo’shish va funksiyani songa ko’paytirish 
amallarini odatdagicha (miqtama-huqta) kiritamiz. *

>■ ЩЩ => 'ЩЩШ (U e R ) , cliunki (10) ning yechimini 

o’zgarmasga qo’paytirishdan yana yechim hosil bo’ladi. Bular V„ 
to’plam kiritilgan amallarga nisbatan yopiqligini angiatadi.

Endi ravshanki, (10) tenglamaning Vn yechimlari to’plami 
chiziqli (vektor) fazoni tashkil etadi. Bunda nol-vektor 
tenglamaning у  = 0 trivia! yechimidan iborat, y e  Vn vektorga 

qarama-qarshi vektor1 (— — у  e  Vn .

I. ШШд дг“ funkstya feiror X~a, a) (a > 0) oraliqda

c

к
Ц.У, 1 = 0^./ =Xk .  Biz ularning chiziqli kombinatsiya

£ | г а д = 2 л ' ° = ° '  *>

(11.4:4)

Щ м р м ШЩ; ЩЩ&Щm i  chunki | l 0)ning
yechimlari yig’indisi yaria yechim. Shunga O’xshash

M asalahir



1j)4+ К $ / , + (1{х)У = ®Лр>Я} <zC((-a,a)), ko'rinishdagl
Ш§м|Шmailing yechimi bo'iishi nuunkinmi? у = 1 — COS _Y- funksiyachi ? t

2. ^maqtaffii'

I К " ЛЦу % р З Д  I Ц_у] -  0 ,y (xai  »  0} *  Щ у(х0) J o f c  v„
". I11 plam Vn ning qismfazosimi? ”

3. , .teraglareaniag,;.i l? i va q  
Bfihffitsientlariga qanday yetarli va zaruriy shait qo’yiisa 11 .

K a )

в  ь) у4 А  i f
Bpchimlarga ega bo'ladi? .

11.5. Chiziqli erkli va chiziqli bog’langan funksiyalar

Biror / v. oraiiqda ( a^mlangan
I J'iK vi â -̂ >’2 Щ М * ) ’ i s  У» Ш т  ШРч»3?®Рч Ьвд%ш о©’ism. 

j111 funksialarning ushbu

M  Ш w j Щ | | Д д | д Р Н
HMxiqli kombinatsiyasini qaraylik; bu yerda 

Д рД,... ■ т |й н Щ  ■ ular chiziqli kombinatsiya
jincITitsientlari deb ala I ad i. Bare ha koeffitsientlari noiga teng 
bn'lgan { Д, "s~ X2, Ж chiziqli kombinatsiya trivial
phiziqli kombinatsiya deyHadi;.ifeg Ravshanki, trivia! chiziqii 

ifeoitibinatsiya /  oraiiqda aynan noiga teng; Agar berilgan 
hiilksiyaiarning biror notrivia! ©Wzî i kopbiffitsiyasi I oraiiqda 
lyilfln noiga teng, ya’ni

W  A ft (дф ^ Л „ уЛх} »  о , x *  / ,
I Д Д ^ .-bj Л,, i*  jp

hu"lsa,p holda bu y ^ x ) , ;Уу{х), funksiyalar (fu^®^#lar
Jjtitimasi),/ Oraiiqda chiziqli bog’langan funksiyalar deb ataladi. 
AKs holda esa. ya’ns y J ft ) %Уг ( х ) * г $ Ц Л )  ■ B h | h Um  fa4-alt 
trivial Chiziqli komMnatsiyasigina /  oraiiqda aynan- noiga. teng



bo’Isa, u holda bu funksiyalar /  oraliqda chiziqli erkli 
funksiyalar deb yuritiiadi. Shunday qilib, j',(x), y2(x), ...,y„(x) 
funksiyalarning /  oraliqda chiziqli erkliligi quyidagi 
impiikatsiyaning rostliginlangl atad i:

Tushunarliki, y,(x). y 2(x ) , ...,yn(x) funksiyalarning 
chiziqli erkliligi bu funksiyalarning yozilish.tartibiga bog’liq emas.

Misol 1. Ushbu l,x ,x 2,x3 funksiyalarni chiziqli erklilikka 
tejcshiring.

0-т Faraz qilaylik, bu funksiyalar biror /  oraliqda chiziqli 
bog’langan bo’lsin. U holda ulaming biror notrivial, chiziqli 
kombinatsiyasi /  oraliqning har bir nuqtasida nolga aylanadi, ya’ni 
hammasi bir vaqtda nolga teng bo’lmagan biror Л,, Л-,, Лу, Я4 

j Я, | + j А, I + 1Л4 \Ф 0 ) sonlar uchun
4  + =0,  x 6 /, bo’ladi. Lekin bu holda

+Д3Х + ko’phad ko’pi bilan 3-darajali va, demak, 
•U ko’pi bilan 3ta nuqtada nolga aylanishi mumkin. Har qanday 
/ oraliqda esa nuqtalar cheksiz ko’p. Shuning uchun ham 
Я, • 1 + /L,x + AjX2 m Я4х ' i  (bundaj Я, j +| Л, | + | Я, | + | l i r e  0) 
ko’phad hech qanday oraliqda aynan nolga teng bo’la olmaydi. 
illipttifeoMgan zid^iyat farazimizning noto’g’ri ekanligini ko’rsatadi, 
Demak, berilgan funksiyalar har qanday oraliqda chiziqli erkli. «Ь 

Misol 2. Ushbu

funksiyalar /  = [—1. 1] oraliqda chiziqli erkli (II.1 - rasm.).

^Я ^Д х ) = 0,x e /  =£> А^^Лц^.-^Л"*:!)..,

va

0, agarxfe® bo'lsa, 
x2, agarx < 0 bo’lsa



1

-1
i n  rasm

8—* Haqiqatan ham,
M, >,(*) + й; y 7Щ Ш Щ  x  € р И р Щ М  VMfelda dkfcgHenglikda 
x BrI v<( x  = 1 deb 1оЩтж

1) ^4'Va Щ
= Л = ̂ > 1Ц m % WlSij^O'-

llemak, qaralayotgan funksiya1 arft|j% 'faqat ItfMal fhizifi|K 
4 t)i|biiatsiyasigiW& /  Щ Ш к 1 ] oraliqda nbtga feng.! '4> 

fe Misol 3.̂  С#|фи l, 5№'л;, x  ''fuhkbiydli- 
ortiRg’ida -Mjbig’Jangan/ I ^ehuaki '-}**ulanrtng ЩШ0

1 ) • й -  1 1 ЙЙ*.*:+ I -'Оф?# ^otrivial. chiziqli kensbinatsiyasi,

щи iumki, gynan ndlga teng: —i  4- sin 3  P]$j jfcfcer  ̂Щ
p- Jumla 1. Berilgafi fuft'kaŷ lar chiziqb bpg’langaiJibô WW 

pliun Sblarniitg: ЫйэйаЙ qalgfet o r i n i n a t A i y a f e t a a  
iborat t>o ’ tifbj У efegli ya zarur фг.

BMustaqilvisbotlang (chiziqli algebrani eslang).
^ B ira z '' .'"’qia^lik, 'berfltgaii"11' «**•

^ШтyMx)§j/2• i i^ |M '^ ^ l"}*iu»iksTyalar /' oraliqda иЩ .
Bftrta differensiallanuvcbi bo’Ism. Ularning vronskiani (Vronskiy 
drlerminanti) deb usftbu

уГ ^ м
ieUirmjpantga aytiladi.
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Teorema 1. Agar v,(x), y3(x), ...,>’;i(x) funksiyalar I 
oraliqda n — 1 marta differensiallanuvchi va chiziqli bog’langau 
bo ’Isa, ularning vronskicmi shu /  oraliqda aynan nolga teng.

9—я- Teoremaning shartiga ko’ra hammasi bir vaqtda nolga 

teng bo’lmagan А,, А,, .Щ AH (j A, [ + 1 A, | + ...+1 X„ 0) sonkn 
uchun / oraliqda ushbu

A^, (x) + A,;y,(x)+ '... + А ^Дх) = 0 si e / ,
ayniyat o’rinli. Bu ayniyatni ketma-ket n — \ marta differensiallab, 
quyidagi ayniyatlar sistemasini hosil qilamiz:

(x) + Л2у 2 (x) +... + Any n (x) = 0
A, v,'(x) + A2y 2 (x) +... + Any ’ti (x) = 0

A,y\”~ '\x)  + S I ' S  + -  + = 0
yoki vektor ko’rinishda

f f l  1 r У2(х) " ' уЛ*) 1
v\(x)

4- + ... + A„
y',(x) = 0

я ш к 1 ,

Oxirgi vektor tenglik berilgan funksiyalar Vronskiy 
determinantining ustunlari orasida ixtiyoriy x e  I nuqtada chiziqli 
bog’lanish mavjudligini anglatadi(| A, | + j A, | + ...+1 An 0) , 
Demak, algebradan ma’lum teoremaga ko’ra berilgan 
funksiyalaming vron$kiani har bir x e I  nuqtada nolga teng. &> j 

Natija. Agar /  oraliqda n — \ marta differensiallanuvdw 
j'](x), V2(x), ...,yn(x) funksiyalaming W(x) = W[yx, y 2 y it | 
vronskiani l  ning biror nuqtasida noldan farqli bo 'Isa, и holda hia 
funksiyalar I oraliqda chiziqli erkli bo 'ladi.

Bu yerda shuni e’tirof etaylikki, teorema 1 va lining] 
natijasining teskarisi o’rinli emas, ya’ni /  oraliqdl
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II (х) = W[y{, у 2,:..,уи] = О ekanligidan у,IЩ......V..
Itmksiyalarning /  oraliqda chiziqli bog’langanligi kelib chiqmaydi. 
Mu tasdiqni quyidagi misol asoslaydi.

Misol. Ushbu
x2, agar x > 0 bo'lsa, 
0, agar x < 0 bo'lsa

va

f0, agar x S 0 bo'lsa,
y, ( v )- - •'

[x , agar x <0 bo'lsa
bmksiyalarni qaraylik. Ravshanki, ular C ([—1,1]) sinfga tegishli. 
( iKongina tekshirib ko’rish mumkinki, [ —1,1] oraliqda
II ( v) = W[y], y 0] = 0 . Lekin biz bu funksiyalarning [—1,1] 
IHidiqda chiziqli erkli ekanligini yuqorida ko’rsatgan edik. &

Agar qaralayotgan funksiyalar biror chiziqli (uzluksiz 
HtIVitsierpfl bir jmsli differensial tenglamaning yechimlari bo’lsa, 
И Itokla bu funksiyalar vronskianining nolga tengligidan ularning 
■Rt/iqii bog’langan ekanligi kelib chiqadi. Bu tasdiq quyidagi 
IliMeinaning bir qismidir.

Teorema 2. Aytaylik, } \(x ) , y 2(x), ....y n(x) funksiyalar
Щ larlibli chiziqli ( I  oraliqda uzluksiz koeffitsientli) bir jins If 
mabrensiql tenglama l \ y \  —lining yechimlari bo’lsin. U holda bu
i,j У I, y2(x), ...,y()(x) yechimlarning ( l  da) chiziqli bog’langan 
p %\lu uchun W (x)~ W [y{,y 1,...,yn] vronskiatming biror 
Py/ui/u nolga teng bo ’lishiyetarli va zarurdir.

>W Yetarliligi. Faraz qilaylik, щ ( x ) ,  y 2( x ) ,  . . . , y n(x )

И* himlitming vronskiani x0 e I  nuqtada nolga teng bo’lsin, 
p lh .  ) a 0. Demak, algebradan ma’lum teoremaga ko’ra
4  ,1..... . An noma’lumlarga nisbatan

Л,у, (x0) + Л2у 2(х0) + ...+ Any n (x0) p  0 
Л1уЦх0) + A2y 2 (x0) +... + Ж )
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Ы ,тЧ хоУ *Ы "~'Ч хо1+ ---+ Ы ”~п<:щ) = О
chiziqli bir jinsli algebraik sistema

(|Д  f + | Л, | + j^O) notrivia! yechimga ega.
Endi ana shu notrivial yechimlarning birortasi Л,, Д , , An ni 
olib, bu sonlarga ko’ra y(x) = Aly l(x)+Ijfey2(x) + ...4-Aby ll(x) 
fupksiyani tuzaylik. Bu funksiya yechimlarning chiziqli 
kombinatsiyasi sifatida L[y] = 0 tenglamaning yechimi va 
А,, Л , , An laming tanlab olinishiga ko’ra 

Л х о ) - 0 ,У ( к ^ '0 ,  = ® ■ Yechimning yagonalik
xossasiga ko’ra y{x) = 0 , 1 ya’ni tanlangan
А,, 'к,}.:.,, HXft iff A, j+f%, f + ...-f I \  fs* 0) lar uchun /  oraliqda 

4 v,O') + A2y 2(x) +... + Л„>’„(x) = 0 . Bu y$(x),r .,y„(x) 
yechimlarning chiziqli bog’Iangan ekanligini anglatadi.

Zarurligi. y l ( x ) ; y 2( x ) , . . i i y ll( x )  yechimlar chiziqli 
bog’Iangan bo’lsin. Bu holda ulaming vronskiani teorema lga ko’ra 
barcha nuqtalarda nolga ten §• &

Isbotlangan bu teoremadan quyidagi bevosita kelib chiqadi. 
Teorema 3. Aytaylik, y, ( x ) , y 2(x), ...,yn(x) fmksiyalar 

n-ta rtib li chiziqli bir jinsli L[y]=Odifferensial tenglamaning 
I  oraliqda aniqlangan yechimlari bo ’Isin. U holda 
j.'( (x ). y 1(x ), . . .<У"(х) yechimlarning vronskiani yo I  oraliqda 

nolga aylanmaydi va bu yechimlar chiziqli erkli, yoki yechimlarning 
vronskiani /  oraliqda aynan nolga teng va bu yechimlar chiziqli 
bog iangan ho 'ladi.

§—» Faraz qilaylik, y t( x ) ,  y 2( x ) ,  . . . , y it( x )  yechimlarning 

W ( x )  =  ^ [ У 1, у 2, - - - ,у „ ]  vronskiani I  oraliqda nolga aylanmasin. 
U holda bu yechimlar chiziqli erkli bo’ladi, chunki, agar ular 
chiziqli bog’Iangan bo’lganda edi, teorema 2 ga ko’ra W(x) \ 
vronskian farazimizga zid ravishda aynan nolga teng bo’lardi.

Endi teskarisini faraz qilaylik, ya’ni I
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И у ) Д ^ р ) . .4 ^ % Д И  yechimlarning , W(х)  vronskiani
В oraliqningbiror tiuqtasida nolga aylangan bo’I sin. U holda yarn 
■orema 2 ga ko’ra bu yechimlar chizqli bog’langan va, dernak, 
гг (x) Pronskian /  oraliqda aynan nolga. teng.

'• * Masalalar
К I. tV, = 0,y^(x)\ 1 , furtksiyater- dmm$i erkli
ba lishi mumkunmi?
Г  I  Ikkita funksiya biri ikkinchisiga proporsional bo'lgan taqdirdagina 
jhb.ii]li bog’ iiq bo'ladi. Shuni isbotlang. g  
К  Д. Jumla 1 ni isbotlang. ■.

II.6. Cltiziqli bir jinsli tenglama umumiy 
yechimining tuzilishi

к  Bu paragragda quyidagi n ~  tartiblj, , jgfnziqli: s \№hrksi:e 
IttiulUtsientli bir jinsli differencial tenglama yechimining tuzilishini 
H*|fina‘Tniz:

L[y] = o, ' '  , ' (ii 6.i)

luiiila pLjj-’] + ---+f t\(x ) y l$ a v(x ) y  va

Щ  <*,(*), ao W } c C ^ ) -
/7 —tartibli chiziqli bir jinsli differensia! tenglama (11.6.1) 

Nlhl' /7 dona chiziqli erkli yechimlari bu tenglamaning bazis 
triliiinlari yoki yechimlarning fundamental sistemasi deb 
«IIiiliHli- Yuqoridagi 11.5 paragrafda asoslangamga ko’ra (11.6.1) 
litlilttmaning и dona yechimlari bazis yechimiarni tashkii etishini 
iHiiiitsiigini) bu yechimlarning vronskiani orqali aniqlash mumkin; 
ijitjl Ini yechimlarning vronskiani nolga avlanmasa, uiar bazis 
fffhiiularni tashkii etadi. Quyidagi teorema (II.6.1) tenglama 
Шиктну yechimining tuzilishini qchadi.

И Teorema. Ix tiyoriy  ch iz iq li b ir  j in s l i  (11.6.ф  Щ/ j f o w s i a l  
tffijtluiih tiling bazis fe c h im la r i  m a v jv d  vfe toning1 h a r  q a n d a y  
m -h in ii biror. bazis yech im la r in in g  c ln z iq li  kqm b ina ts iyas^h (№  

ya 'fai щШЩи = n ■
f Quyidagi n  guruh boshlang’teh shaiffernt qaraytek
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) i x * ) # - О , О ,  / 1Н,Щ ) -  0;
\:кп.6.2,)

, Д М  М Ш , г  Ш Р ) 1  & д Ш В Н  Н В  = 0:

(11.6.2,,)
UsMw ДОЛ),(11.6.2<): (II.6.t>^i;d^t' М  ; flM fM W t,,) П ' 

,%®l >K#sbj, bar bin l  ora!iqda !tet^f4i%in' yagona
yechimga .egq,. ',, „4$ц.5~fl jygh ip :[ffln.|l|tt: ...iuos. ravishda 
У ® beigilayhk. Sunday

Д Ш  Щ  Ш & 11 1<p\ №  I  o;, ; ; ; f f  E g  / ?  Щ
(ya’ni (p\n {x0) = 5l J+]). . ■ (H.6.3)|

fjfi $  f , n W ^  3%(x). •■:>■?* *^$ 1-1 (jfX'yetbimlar chiziqli . erkli, 
u laming vronskiani x  *$’3% nuqtada, Д Е В ga ko’ra, birgal 

teng, Demak, ularl5sfef6 vechrmlarni tashkil etadi.
f i r| f fHN,1raj H№l Щ Щ Ф  bazis yechimlar 

0 т Ш . i ^ j p ^ p p l  yechimlardan farqlil 
imutbktrtb’Wxttybriy у — y { x )  ■ yechirn sbn bazis j 

yechimlaming wjjpifi kombinatsiyай а̂и, tpcfrcat 'ekantiginfl
ko’rsatishimiz .. kerak. 9>,(x), <рг{х ) , <p„{x) chiziqli **’ erkln

■ ularning vronskiani щ /]
Dernak, ushbu ;

'(*„)_+ c2<p'2(x ll) + ...+ t’„d),'(x0)= y (x 0),

Щ ш Ш Ш  sistemaui qaivoatlanliruvcbi yagona ^у|УрЦ|ш
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MlUVjud. А ш : larged
■(£) (х) P H H H P p i»  Й,^;Д,т) funksiyani ‘ tuzaylik.
Vrchimlarning chiziqii kombinatsiyasi sifatida y(x) ham yechjm. 
Hoiulan tashqari, c,, <;2, ,n%£„ laming tanlanishiga ko’ra

И  V) * = /МъУ> Щ И Ю Р  -
(K'lliak, ЩМ уд у(х) ycch,unlar i^r xil boshlang’ich shartlami 
mmoatlantiradi. ;i. ■ , i yfathi.
& (|)  * K «  * ya’ni ^ x i p  | н н Ш ш Щ 9  + ->#£ 4 #«J.x ) i r a H | 

Isbotlangan teoremada До] operatoming koeffie|^|!|l.ari 
■tlyksiz ,гекап1щь ahamiyatli. Agar » . .operatoming 
liuffitsientlari uzluksiz bo’lmasa, teoremaning^ulosasi noto’g’ri 
■ ’IlshBiflimkin. fiuni quyicJagrrftisoi asoslaydi.

Misol. Ushbu

И р  -  ■ 4 Щ |B p  I ' ' ‘? ■ *'s l  ■
Ц i. [O',1 agar a* s 0 bolsa,

(к к me hi tartibli (uzluksiz bo’lmagan koeffitsientli) chiziqii 
(lillercnsial tenglaniani qaraylik. Bu tenglama■ ( -0 0 ; +00) toraliqda
«nhitnugan = \ , y 2 = x3, v3=|xP vechimlarga ega (teksbirib
jo'Flng)- Bu yechimlar К da chiziqii erkli. Haqiqatan ham, faraz
jjlaylik,

' Д, + A2x3 + An | л' I3 = 0, _ x e M,
lui’lsm. U holda

^  + V 1 = 0, x>  0,
^ А, + Япх3 -  A,x3 = 0, x < 0, ,

Ж*ladi  Bu tengiikiardan A, = 0, A2 + A3 = 0, A, -  A, = 0, ya’m 
№.йДг = A, = 0 f ekanligini topamiz. Demak, qaralayotgan 

И  ® I■ A’) — х*,у$ =| x |3 funksiyalarning faqai trivial q|j||iqH 
ЦйпЫqatsjyasigina aynan nolga teng, ya’ni ular И Щ И  erkli.



Shunday qilib, berilgan ikkinchi tartibli chiziqli differensial 
tenglama uch dona chiziqli erkli yechimga ega ekan. Agar a(x) 
koeffitsient ( —oo;+oo) oraliqda uzluksiz bo’lganda edi, bn 
differensial tenglama lkkita chiziqli erkli yechimga ega bo’lib, 
ixtiyoriy uchinchi yechim shu ikki yechimning chiziqli 
kombinatsiyasidan iborat bo’lar edi. &

Masalalar
1. у" + СО'у = 0rfO) Щ const > 0, tenglamaning umumiy

yechimi у  — C, COS&>x +c2 sincoscox formula bilan berilishini 
ko'rsating.

2. Ushbu x 2y ” + p x y '  + q y  =  0 , p , q - c o n s t , x > 0 ,  Eyler 

tenglamasini qaraylik. A2 + ( p  — \)A + CJ = 0  kvadrat tenglamaning 

diskriminantini D = ( p  — \ ) ~ —4 q ,  ildizlarini esa AVA2 bilan 

belgilaylik. Eyler tenglamasining umumiy yechimi

у  = с,хЯ| + c7x ^2, agar D > 0 bo'Isa; 

у  — (c, + c, In x)x 1 , agar D = 0 bo' Isa; 

у  = (c,cos(ImA,lnx) + c7sin(ImA, 1пх))хКеЯ|, agar D < 0  bo'Isa, 
ko'rinishda tasvirlanadi. Shuni isbotlang.

II.7. Bazis yechimlariga ko’ra chiziqli bir jinsli differensial 
tenglamani tiklash.

Ostrogradskiy-Liuvill formulasi

Bazis yechimlariga ko’ra mos chiziqli bir jinsli 
differensial tenglamani tiklash. Biz yuqorida « — tartibli chiziqli 
bir jinsli differensial tenglama Lfy'j^Oning bazis yechimlari 
mavjud ekanligini asoslagan edik. Endi teskari masala bilan 
shug’ullanamiz, ya’m bazis yechimlariga ko’ra mos differensial 
tenglamani tiklash masalasini o’rganamiz.
Teorema. Aytaylik, {(pfx), <p2{x), cp„(x)} c: C"(7)
funksiyalarning f¥(x) = IVltpfx), срг(x), (pn (x)] vronskiani



/ oraliqda nolgci aykmmasin. U holda bazis yechimlari shn 
funksiyalar dan iborat bo ’Igan L[y] = 0 ko’rinishdagi n-tartibli 
i hiliqli uzluksiz koeffitsientli bir jinsli differensial tenglama mavjud 
i'i i yagonadir.

б—, у  -  _y(x) noma’lum funksiyaga nisbatan usbu

<PXx) <p2(x) . 9,Xх ) У
(p'2{x) . <p',Xx) У'

(РгЛх) • ■ (рп'Лх) У '" 11

<p\'\x) УУО) ■■ У '”(*) У " ’

(II.7.1)

•IIIlerensial tenglamani tuzaylik. Ravshanki, bu tenglama n dona 
у • <P\(x\y — (p2{x), . . . ,y  = <p„(x ) yechimlarga ega (ikkita ustuni 

bn xil bo’lgan determinantning qiymati nolga teng). (II.7.1) dagi 
itrlerminantni oxirgi ustuni bo’ylab Laplas formuasiga ko’ra yoyib, 
Ni/ilgan tenglamani quyidagi ko’rinishda yozamiz:

■ y {n) + an_t (х)У "_1> +••• + «, (х)У + a0 (x)_y = 0; 

bu yerda а ;|_| (х ),...,й | (х ),а0(х) koeffitsientlar berilgan 
hmksiyalar va ularning n-  tartibligacha hosilalari orqali 
Im paytirish, qo’shish va W ( x ) * 0  vronsianga bo’lish amallan 
Mudamida ifodalanadi va shutting uchun ular I  oraliqda uzluksiz. 
I HShunarliki, berilgan funksiyalar qurilgan shu n-  tartibli chiziqli 
Nil jinsli differensial tenglamaning bazis yechimlaridir ( W (x) Ф 0). 
hull bunday ko’rinishdagi tenglamaning yagonaligini ko’rsatamiz.

I araz qilaylik, berilgan у  = (p{{x ) ,y  = (p2( x ) , . . . , у  = (pn(x)

funksiyalarushbu У "’ +all_[(x )y{n n + • • • + я ,(x )j/ + a0(x)>’ = 0
Mfluksiz koeffitsientli tenglamaning yechimlari bo’lsin, ya’ni I 
ithiliqda

|  <>o (x№ ix) + Щ,(X)tp\(x) + ■ ■ • + an_, (х)У"-1 ’ (x) + (p\n) (x)»  0 ,

(*) + a0(x)<p2(x)H----1- fl„_,(x)(p{2 0(x) + p f(x )  = 0,

Щ(х)<Рп(x) + o0(x)(p'n(x) H H an_x{x)(p(" n (x) + $»>(*) a  0
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Bu ayniyatiarni a0(x),<a,(x),...,a;i ,(x)noma’lumlarga msbaiaii 
chiziqli atgebraik te a g lam a! ar Щ i ste m as i deb qaraylik. Sistemamii){ 
determ irianti ..

<pt(x) <p\ ( x ) ... x)

(p2{x) *Sp 2(x) ...' ^ ( x )

••• <pl"*?{x)

Demak, an(x),a,(x)__,£/l(_,(x) lar

= W ( x )  Ф 0,X €  /.

bu s.istemadan Kramei

lormulalari yordamida (p]'\x) (/, j  = l,wj uzluksiz funksiyalai 

orqali birqiymatli topiladi. Is
Ostrogradskiy-Liuvill formulasi. L\_y\ — 0 chiziqli 

tengiama yechimiarining vronskiani uchun Ostrogradskiy-Liuvill 
formulasi deb ataluvchiyprmulani hosil qilamiz.

Dastlab determinantni differensiallash qoidasini keltiramiz.
Lemma. Differensiallamtvchi tf. = r/i;(x) funksiyalardun 

luzi/gan n - lariihii
A 1 d l3 ••• m

IMj Cl2n

An m  Iw m

detenninantning hosilasi uchun quyidagi formula о 'rinli: 
Д' = А, ■ • • +

hunda A ‘kfeterniincmt A mhg i- sdtridagi elementlarning o ’rniga 
ulitfdhig hosilashti ybzishdan horn bo mctn.

8—т Detertnipant ta’rifiga ko’ra
A = Y j ( - \)" u''h - J")du d2h ...dnh , (11.7.3)

bunda yig’indi 1,2. n sonlarining barcha j\, j 2,--■ , j„
o’rinalmashtirishlari bo’yicha hisoblangan, bilan
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I / .......j n o’rinalmashtirishningjuftliligi belgilangan.
Uttyiilagilarga egamiz; <

Щ* £ < j)а| ш | ’(d'b dVt ■■ >' =
V (- ir ° -^ t» > (^ r f 2/3...d^.+ dh d^..d%  + - + & hd2j; ...d'K) =

.  у ( \f(4 ^ d [ hdlh ...d„in + % ( - i f u'-J'~i':)d,ltd'2h ...d„," +

+ • • • + s&h ?*#«>.=л' +% +--+A»-
|*u yurda

д , - Е < - 1 Г « ^ ч л  Щ  < <=u i )
fkHorni inant Л determ inantdagi / - satrni uning hosilasi bilan
ptnuishtirislidan hosil bo’lgan. &

Teorema (Ostrogradskiy-Liuvill formulasi). n- tartibli 
bir jinsli differensial tenglama

B l' + а(Ж (x)y',M) +... + al(x)y' + an(x)y -  0  ning n dona 
VF* У\(X)J y , ^ y 2(x), , у  -  y„(x) yechimlarining W(x)
ufimskiani uchan ushbu

W(x) = W (x0) exp
|  л

-  (s)ds (П.7.4)

I hirogradskiy-LiuviU formulasi deb ataluvchi formula о ’rinli.
8—t Vronskian ta’rifiga ko’ra

Щ щ V2 (x) . • y „ (x )

W ( x )  =
y [ ( x ) y'2( x )  . • y ' J x )

v,(" ”(x) t4 " n(.v) . . y i r \ x )

llti dolerminantni (11.7.2) formuladan foydalanib differensiallaymiz. 
Hunda hosil bo’luvchi determinantlarning dastlabki n — 1 tasi nolga 
Ittlg bo’ladi, chunki ulaming ikkita satri bir xil. Natijada
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K H f l

P P  M *) ' vSWMpi 
>'Г(*) (x) ... щххУ

(11.7.S)

tengHk:'Isysjj bo’ladi. Enidi w^jp]ftofnmg 'yechim illtanligidiiit 
A *'J*  ... - ;r Ч̂Ь-:

(х);У^' ’ (*) + л.Ч -и^У^у'Хх) + aQ( x ) y l (x) = 0,

ЦН i ^ (a) - оДх)^  (x)

|ш 7 '.5 )  d a  'o 'n g  to m o n d a g i J drf&VrH W&htTnfrg1' "bijlbcm 'i satrinj 
'a „ \ x ) g a ,  i'kkfnfflii salrfn i a , ( x )  g a  v a  h .k . /7 - 1  sa tr in i a )) 2(x ) g j  

* b 4^ f t i r i b ,  u la rn i b x irg i n - sa trgd  q o ’slM iHfeiк Щ ш Ш н Я й н  

к6т& 6 x S ^ ’:^ t r d b ; u m u m iy  k o ’p a y tu v ch i h o s il b o ’ladi

0 Ш  d e te rm in a n t o ld ig a  ch lqa i'ib , u sb b a

* F % x ) ^ - a , ,_ t(x ) )Jk (x )  |

tengllkni topanpi£ В|  1кс|йГ1 mrfi (11.7.4§rltkmiila ravshan. §t j
C hiziq li teng lam a tartib in i pasaytirish . Agar L \y ]  = fl 

еЬШфт tengfestnaning у*=(р{fob (faf o l i j ) } yechimi ma’Iua 
bo’lsa bii tenglamaning tartibini bittagfl
kamaytirish' mumkin. Buning уф ш  tiiglamada ш |в { г 1  
Щ М Ш Ш Ш  .bajaramiz  ̂ ’ bunda и — zifo) yangi noma’lui 

Kemklllfsjlilalarni bisobtaymiz:
11!
| | y | i  (рхх)и"^ ^ $ ^ х)и’+М |ш

1---- I <p\n)(x)it I
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HulurnL XLyJ- Q tenglamani hosil
jgilrtiniz:

+ p |N M  + a0(x)u ^Q , 
H«y»Hanki'?®( i= 1 bu t^glarnanirtg ^Mhiln^fhiibki Я п рШ |K 0 . 
Iftemnk, аЦх) = 0 v& U = ti{x) noma’lum ftmksiya ticMii usliSu

iMglama hpsil bo’ladi.'Bu tenglamadai t —
■ ‘rinishda qatmshmagardigi uctmh v.» it' dfeb, ЩфмШ nolga 
;§yliminagan oraliqda) v ga nisbatan (л —1)- tartibli differensial 
■dglainaga kelamiz.

B ^ g a r  Ш М Ир я  fariifeli . chiziqli bibv'fin^t  ̂ tenglama 
) “ jfr U[lx )jy' +  «оШ И В  Oiling, ■ л Ьщяг,,, .

Htiiimi rn^’lum jbo’lsas tenglamanmg bu.^gchirnga chiziqli bog’Uq 
■'Imagan lKkinchi у  ==* y (x )  yechimini Ostrogradskiy-Liuvil! 
PtfMUlasidan fbydalanib topisb ham mum kirn

jpMi'gi chiziqii birinchi tartibli tenglama standart usuilar yordamida 
Mshiladi.

jMBlUmlari
Ш £ 1 }  <р(х) va x<p(x) ;, . 

щ Ь ) ^ р { х ) va 1 /(p(x) ( ф \ х ) ) !
*  Igan chiziqli ikkinchi tartibli differensial tenglama tuzing.

ikkinchi tartibli chiziqli bir jinsli .tenglama

I f а Х х УУ biror y yp  <P\(x X ,9?i(-r ) ^  Os \ffcJdmi
B phnt bo’lsa, tenglamaning

;fj, (x)u(nl -^д ^ф с)и ^  й ш Ш  a, (x)u' Щ В

M P i

M asalalar

I» ^(.v) funksiya C 2( / )  sinfga tegishli va , /  oraliqda nolga avlanmasin
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ikkinchi yechimini toping.
3. Agar y"+ a f x ) y ' +  ao(x )y  = 0,  {tf,(x),c/0(x)} cC ([a ,+ o o )) , 
tenglamaning har qanday yechimi o'zining birinchi tartibli hosilasi bilan 
birgalikda x —> +oo da noiga intilsa, a ,(x) funksiya to'g'risida nima 
deyish mumkin?

II.8. n -tartibli chiziqli bir jinsli bo'lmagan 
tenglamani yechish

Bir jinsli bo’lmagan Ц,у] = £ (* ) tenglamani qaraylik. Bn 
tenglama umumiy yechimining tuzilishini quyidagi teorema ochadi.

Теорема. Aytaylik, у  — Ц/(х) funksiya bir jinsli bo 'Imagan 
L[y] = g(x )  tenglamaning biror xusasiy yechimi ( L[ij/ ] = g (x )j, 
tpx,...,(pn funksiyalar esa mos bir jinsli £[>’] gp 0 tenglamaning 
basis yechimlari bo 'Isin. U holda L[y] — g( x )  tenglamaning

umumiy yechimi у = у/ + c,(pt (c,,..., cn — const) formula bilan

beriladi, ya ni bir jinsli bo Imagan tenglamaning umumiy yechimi 
shu tenglamaning biror xususiy yechimiga mos bir jinsli 
tenglamaning umumiy yechimini qo 'shishdan hosil bo 'ladi.

&-T Ravshanki, У  = funksiya c ,,. .. ,r

laming ixtiyoriy tayinlangan qiymatlarida bir jinsli bo’lmagan 
L[ v] = g(x)  tenglamaning yechimi:

l\y] = L 2 ^ ,  + V = + I[y/] = ^ c ,-  • 0 + L[y/] = g (x ).
. /=i J /=i 1=i

Endi L[y] = g{x)  tenglamaning ixtiyoriy у  yechimini qaraylik: 
L[y] = g ( x ) , L[\f/] = g (x ) ham bo’lgani uchun Z.[°] operatoming 
chiziqliligidan L [ y — (//] = 0 ekanligi kelib chiqadi, ya’m y - t / t  
funksiya mos bir jinsli tenglamaning yechimi. U fundamental 
sistemaning biror chiziqli kombinatsiyasidan iborat bo’lishi kerak,
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yn’ni biror c,,.. .,c() larda У т -Щ # Ы ? .£ №  bo’ladi.
(=1

Demak, у  =  у/ +  c,#>, . h
i=i

• Bir jinsli bo’lmagan tenglamaning xususiy yechimini 
lopishda quyidagi superpozitsiya prinsipidan foydalanish nuimkin. 

Jumla (superpozitsiya prinsipi). Agar у  = y /] (x)
funksiya L[y] — g ,(x ) tenglamaning y  — y/2{x) funksiya esa 

11 | ’ | = g 2(x) tenglamaning yechimi ho Isa, и holda

V ^ y t i(x)  + y/2(x)  funksiya ushbu L[ v] =  g t(x) + g 2(x)
tenglamaning yechimi ho ladi.

Isboti ravshan.
Misol 1. Ushbu

y " - l y '  +  2 y  =  2  +  4 e ' x 
tenglamaning xususiy yechimini toping.

8—т y "  -  3 /  + 2 y  = 2 va y ” -  Ъу' +  2 y  — 4e3,t
liinglamalarni qaraylik. Birinchi tenglama, ravshanki, y = l 
uvhimga ega. Ikkinchi tenglamaning yechimini 
CV* ЛУ vko’nnishda tzlab ko’raylik. Uni tenglamaga qo’yib, 
ttouia'lum к  soni uchun 2 k  = 4 munosabatni hosil qilamiz. 
Itemak, k  =  2, ya’m у  = 2 e ix funksiya у ” -  ЗУ + 2 y  = 4e3,v 
tenglamaning xususiy yechimi. Superpozitsiya prinsipiga ko’ra 
I* •  1 + 2 e 3x funksiya berilgan у "  — З у '  +  2 у  =  2  +  4 е Хк 

tenglamaning (xususiy) yechimidir.
Lagranjning ixtiyoriy o’zgarmaslarni variatsiyalash 

мчи 11. Bir jinsli tenglama ЦУ| = 0 нинг щ ( х ) , ( р 2( х ) , . . . , ( р 11( х )

is yechimlari ma’lum bo’lsin. U holda bu tenglamaning umumiy 
/?

ytthnni, ma’lumki, у  =  2 ^ c i(pl ( x )  ko’rinishda ifodalanadi; bu
■ /=i

yrnlii cv c 2, . . . , c n -  ixtiyoriy o’zgarmaslar. Lagranjning ixtiyoriy
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o’zgarmaslami variatsiyalash usuliga ko’ra#bir jinsli bo’lmagan 
L[y\ = g (x )  tenglamaning yechimi ushbu"

. У = ̂ c i(x)<pi(x) ■ S (II.8 -I0)
1=1

ko’rinishda izlanadi; bu yerda c,(x),c2( x ) , cn(x) — hozircha 
noma’lum uzluksiz differensiallanuvchi funksiyalar. Ulaming soni 
n ta. Bu noma’lum funksiyalarni (II.8.I0) ifoda -£{y\ = g{x) 
tenglamaning yechimi bo’lishi kerakligidan aniqlaymiz; bu bitta 
shart. Urnuman olganda, biz yana n — \ ta shartni o’zimizdan 
qo’yishimiz mumkin. Hosilani hisoblaymiz:

Hosilaning ko’i inishi sodda bo’lishi uchun noma’lum funksiyalarga
nisbatan ushbu

£c' (x)p, (x)  = 0 (11.8.2,,)

shartni qo’yib,

: У = i lc)(xM ( x) (II.8.1,)

Ш ^Щ т topamiz. lipdi У  rtf hisoblaymiz:

Ushbu

f :=]^c ' ( x )y (x)  + c, (* )У (х ) ,

(II.8.2J

shartni qo’yib, ikkinchi tartibli hosila uchun

У  = ^c,(x)<jtf(x) (11.8.1 j)

sodda ko’rinishli formulani hosil qilamiz. Shunga o’xshash fikf 
yuritib, c'(x) larga nisbatan mos shartlami qo’yib, topamiz:
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И с!(х)<рЩ(х) =  0 , (II.8.2,, .2)

(11.8. I„.i)

fe n d i

W* /el
(11.8.1,,)

liosilani hisoblab va y , y \  ^ v<»> laming 
(ll.8.I|)-(n.8.I„) dan yechilayotgan L [vf^ g(x) 
■o’yib,

qiymatlarini
tenglamaga

Ш = S с' ^

v e’ni

^ с ;(х М <"-|)(х) = ̂ (х) (11.8.2/,-|)
и

lenglikni topamiz’ Shunday qilib, с[(х),е'2(х),...,с'п(x) larga 
Blbatan quyidagi chiziqli algebraik sistemani (ya’ni (II.8.20)- 
jtfII.8.2,,.|) shartlami) hosil qildik:

Х Ф М ( ^ )  =  о
r=l

^с '(х)< р '(х) = О

£ c '(x № ('' 2)(jc) = О 
/-=1

£cj;(x)p/""n(*) = g(*)-
jlj

И*i pistema c[(x),c'2(x),..:ye'Xx) larga nisbatan yagona yechimga
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ega, chunki sistemaning determinant! (p{(x),q) (̂л:),-..,(рп(x) bazis 
yechimlarning W (x) vronskianidan iborat bo’lgani uchun u
/  oraiiqda nolga aylanrriaydi. Kramer formulalariga ko’ra

0 <p2{x) •• <Pn{x)

C.'(Jt) = —  —
1 W (x) 0 <p?-2)(x) .. ■ t i r H x )

= Е{х)щ(х)

g(x) Ш Ш •. €~'4x)

Ш ВШW (x)

Щ х)

Щ{х) 0 Щ{х)

< рТ '\х) g (x) <рГ ' \ х ) ...

'" у ..  <Р„-Х(х) О 

■("“2)(Х) О,

= g(x)0)2(x),

| Ш й  ... Щ Ш  g (x)

= g{x)con{x) ;

bu yerdagi <y,(x), ю,(х), funksiyalar /oraliqda C'
sinfga tegishli.
Endi c,(x), c2( x ) , c „ ( x )  noma’lum funksiyalami ushbu

c, (x) = £  g(s)a)i(s)ds, i = 1 ,n (x0 e  1 -tayinlangan nuqta)

ko’rinishda tanlaymiz va (11.8.lo) formulaga ko’ra L[y] -  g(x) 
tenglamaning

у = c, (х)щ (x) = ^  I

yoki
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у - I  K{x,s)g(s)d $  (bursSa K(x? s) = ^ Щ (je)<y,(л) ) (11.8 .4)

^echimini topamiz. Bu (II.8.4) fprtWfula Koshi formulas!, Ш ж М  
fuoksija esa Koshi funksiyasi ЙН Ш  !

И м  Koshi щШ Ш Ш ш йШ вШ Ш  prinsipidan ШмНШЩр1|  
keltlrib chiqarish ham mumkin.

Jumla (Dyuamel prinsipi). Tayinlangan ixtiyoriy s gg /  
muqta ttchitn Щ э д ч р ЩУ 'Ш т шШЙ >'

i-BbotL yachmni L[y\ =  0 tenglamaniag
Щ (1)*¥2 0&4 & * ( х) bazis yechimlari orqali qurish oson, chunki

(II.8.5)

fCoshi masalasining yechimini belgilaylik. U hoi da

(11.8 .6)

minks iya

(11.8.7)
%=*, - • f

кой/ masalasiningyechimi bo ’ladi.

ш Ш ш ш

va quyidagi boshlang’ich shartlar qanoatlanishi karate

Ш



ЯМнёЙ! |Ш М Ж Н  bdfgilashlardan ■; ft^alaoinb,
с-, , 'norna’lumlami topamiz:

■ ct

Dfeiriakv '  Г = ' У с ^ Х Щ^  J ' m &J&i ■ Bu fortnuladan
/=i /.t

ravshanki, f" .fenltsiya s bo::f t # » -яй|в1йи%*дс bo’yicha esa C*

sinfga 1Я|раЙН1̂ Ей(№j f ^  Ш V(%M (& fewiqqllfcii' LeybnJts qaidksiga

ko’ra differensiallaymiz p i  Г funksiya uchun boshlang’ich 
stiaiftardah ftMalanib, ^^idagilarni topasmiz:

Щ Ш 5
»=1

Deraak, |

=m
ya*bj |  , ШШ ШШМ •!§(*) tenglanw qanoatlandi,

boshlang’ip l shartlarniug

bajarilishi ravshan.
Iatoh. Jqiplanifig; ® jsboti jarayonidan tushunarlikjl 

l4p'anjning ixtiyony o ’zgarmaslarni variatsiyalash metodl 
W m m  prinsipiga moliiyat (mazmuft) jihatidan Щщ кисЫУ
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( ^ С М ^ т П - Ч )  . ^  К(х>*)' funksiya ^ | | ) s l g a  ko’ra 
qurilgan mos Г funksiyaga teng. Deinak, agar K(x, s) Koshi 
funksiyasini ushbu

***>& fr****"

| i f U = o ,  к'  u = o , h  (1LO )
Koshi masalasining yechimi sifatida topsak (bu yerda hosilalar x 
o’zgaruvchi bo’yicha hisoblanadi, s -  parametr), u holda

I i . ill.8.9)Z Щ*
funksiya L[y\ = g(x) tenglamaning

|Ил=л„ = 0 *y'\x=Xa -  0 = 0 , shartlarni qanoatlantiruvchi
gtususiy yechimi bo’ladi.

Misol 2. Ushbu
l  f{x) (co^O, C (  f i |

lenglamani yeching (garmonik ossjjyatorning majburiy harakati.
■ ,V-  vaqt). Mos bir jinsli tenglama y ” + oory = 0 ning bazis 
weehimlari - ш&яаз&х ; y- ^ u m u f t t i y  j yechimi 
у  «с, Cos cox + c2 sin cox (bu garmonik tebranishiami ifodalaydi). 
licrilgan bir jinsli bo’lmagan tenglamaning xususiy yechimini 

ugi'anj usulidan foydalanib topamiz, ya’ni bu tenglamaning 
mchimini у  = c^x)cos<yx+c.,(x)sin<0x ko’rinishda izlaymiz.
Kjlhbu

щ (x) cos (M (x)sin cox = 0
ihnrtnft-qo’yib, y' — —c, (x)6>sin cox + c2 (x)ft>COS (ox form u lan i 
hitill qilamiz. Bundan у " ni hisoblab, berilgan tenglamadan 

L -c[(x)ty sin cox + c'-, (x)cocos cox = f ( x )  
ll»rtrtni|hosil qilamiz. Shunday qilib, c,(x),t‘2(*) noma’lum 
Jtiilksiyalar uchun
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{ = о
\A$fk)cb sill <ю'$',¥Щ(х)о)-£о$ тх~ f f y )

sistemani topdik. Bu sistemadan ^ '( ĵ c^ x) lar bir qiymatli 
aifiiqlaBadi:

ye№Hwiifl topdik.' Bd’yecftimni aiiiq irft'egral vordamida 
qayidagi айв }$вда|р1ШтоМп:

Berilgan bir jinsfi l ^ ’lmagan tenglamaqing umymiy yechirni

ko'rinishda ifodalanadi.
Endi ushbu ’

Щ УшЩвдЮ  F oos(Qx + <р$ '
{ л» > 0 , F  > 0. Q  > Q, <p0 berilgan soniar) S 

t^gfam am  qaraylik. Agar x vaqtni belgilasa, bu tenglani

Bunda»

в е ж Й и Ы г | Ш Н  t e ’kdagari tenglamaning

ш os ̂ jcj§tnft>x • f^x)< hk^siix(ox  Jcos m ~ f(x )d x .*здИНм£р{Ц ш

I jn\ fplf

yoki

JfisuA jsirt mix ВДМ Ярот+Ш cos fi?x
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■РрМ к osl^aferning kudfi ta’siridagi
Inajbul^' ’tebranish laffni shSvaWaydi. Tengiamaning umtimiy 
iteechinjil r,

&  | § £ : j^sifi oA x  -  s )  ‘ йой(£В Ы  c, cos<»x4 < 2 sin cox

(formula bjlan,,bqrila<|i l|o yerdagijntegraini hisob|ash udiun ikki 
piolni qaraymiz.

L Mm ̂ 'Sl bo'lsin. Bu holda kerakli / bisobtebla^ni 
gixcharnlashlami 1ШйЙу9 topamiz:

& ( i.l ’ '

Bfechim garmonik t0fabiihlar -'ffig iadisidaii' ibonkt u

chegaralangan.
со |S Q bo' igandaye^jiim quyidagi ко' rinishda ifqdateadl

Fv  . cos ЩИШшЩл (OX .

HuRormuIadan qarajayolgab '$Ю$щ tebranishlar aitiplitudasi vaqt
1 '>& Щ ' c i' l ~ . . .u'tlshkbilan ■ ko'payWVcM р н м |р  keskib ©rtisbini J i  rarniz.

L. ■ -3^ .  |
l l l l l B  hoi rezonans holi debktaladi^llbf^'

Miso! 3. Ushbu ,,
Щ ~ / ' 4 # #(*) 4ir шС{1))- ,

jjjjiglnmaga mos bir jinsli tengiamaning e~s , e ’,xe' bazis 
jfMehimlarini bilgan holda lining xususiy yechimini toping,

8т  Koshi formuiasidan foydalanamiz. В w  i ng  uchun 

ft (a , s')  Koshi f  funksiyasini yuqorida keltirilgan izohga ko’ra 
■ p i

г {̂ к ю к *i-о \

а ^ Н йШ Й р И Ш И Ш [ r'
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bQshlang'ich masalaning yechimi $ifatida topamiz. 
y” - y " - y '  + y  = 0 tenglamaning bazis yechimlari e~ \ex,xex 
bo’lgani uchun

К  = c ie~x/ f c i€ ! t* c 3x e x

bo’lishi kerak. Bu yerdagi * noma'lumlar boshlang’ich
shartliarning qanoatlanishidan topiladi:

S H p f 1! c,e x + c2es + c3se* = 0,

оII : - c xe~x + сге + c3(l + s)ex =0,

: + c2ef +Cj(2+,i)fe* = 1.
Bu sistemani yechib, c,, c\ 'Of noma’lurhlami topamiz:

Ш Ш ш ш WM P  •

Demak,
К  — K (x ,s)  =  c.e ' + c 2e ' +  c7xex —

т ш ш ш ж

Endi Koshi formulasiga ko’ra izlangan xususiy yechimni yozamiz:

y  = к & | | M l -

Bu yerda x0 tayinlangan nuqta, дсб R — erkli o’zgaruvchi. 
Berilgan tenglamaning qurilgan xususiy yeqhimi 
y(x„) = j/(x0) = >’"(xn) = 0 boshlang’ich shartlami

qanoatlantiradi. b
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Masaialar
1. UshbU X2jlf !+■ 4©0SX, X > 0. tbngtamanifvg

■iinumiv*. yecSamiAi qliririg,‘̂ ftios' bir fmsK tenglamariii ’̂ yecWm|ari
W w  Inx \

I ' l l i l B '
к ^О ф Ь »  ;

C '+ { 1  + p p j |  x щ | | 1 | 1 м

tlkkinchi tarttbli ШтщИ differenSiStt ^ttgtamaiabg har qanday yeehimi 
I 4k -#o da cfecgaralattgan bo’Iiskmi isbella»®* ^|||S!SEi;Cr|Oji№^J;deb. 

hisoblanadi

II.9. Tenglamani komplekslashtirish

f- Biz yuqorida ' ! chiziqli tenglajnaiiing
Iv  = <p{x), q>: I  —» К , haqMy «fli^imlarini o’rgandik, (tengiamad^ 
j qatnashgan ^ptt&war fiaqijffl№ edi). Ва’г^п bu tenglamaning 
■jmpleks уеш1тп1апп1 topishga w jtti  keladi.

p^ Oastlab oraliqda aniqlangan '%nksiya,
tQ'Wdft^iJawMllli'itayiii.'

B^fiortipieks soniai rrtaydpnini odatdagidek C biian 
[ bt'kilaymiz. w : l  ^ C  ЧjfeljannH^ I  отШш 
kompleks funksiya haqiqiy o'zgaruyfihimng .kompleks

|fbBksffasi) deyiladik'll bar qanday xm J  haqiqiy songa w(0m &  
kompleks sonni t$#s keltiradi. Bu w(%) kompleks soiliil^|:iaA^t 

Ivalnavhum qismlarini ajratib, uni
yozish. memkin; bur yerda bj.rj‘pk ($  & •*$•)*

| и u(x) = Rew(x) -ЬщШу qfem|;;p^&»-®,
inavhum дкт . Demak, bitta. kompleks funksiyani berish ikirita 

! hnqiqiy funksiyani (haqiqi^raa mavbum qismtar$il| berish demakdir. 
рИх) Щи{х) + iwbc) kompleks funksiyani У-жИр
filiiksiya kabi tusbmwsh bam murnkisk ¥mSs>%fflM|ya echun 

pEOordi№talar tpsHunchalari iflirplt,

S I ?



uzluksizlik, hosila, integral, ...) bevosita kompleks funksiya holiga
ko’ehinladi. Masalan, x0 e /  nuqta uchun
limw(x) -  lim(w{x) + #$(х)).?я lim«(Jx)+ / limv(jf) deb

hisoblanadi. Agar berilgan x0 e I  nuqtada u(x) va v(x) haqiqiy 
funksiyalar uzluksiz bo’lsa, u holda w(x) = u(x) + /v(x) kompleks 
funksiya shu x0 nuqtada uzluksiz deb qabul qilinadi. Xuddi 
shuftga o’xshash hosila va integral tushunchalari kiritiladi:

w'(x) = (w(x) +iv(x)) ж u'(x) + iv'(x), 

fw(x)£& = fy(x)dx + i fy(x)dx, {a,b\ Щ I.

Osongina ko’rsatish mumkinki, 

|  w<(-x) = lim
w (x+ h)-w (x)

formula ham o’rinli bo’ladi. Haqiqiy sohada hosila hisoblash uchun 
asosiy qoidalar kompleksfunksiyalar uchun ham saqlanadi: zl5z2 
kompleks sonlaf va, differensiallanuvchi (ya’ni hosilaga ega 
bo’lgan) iv((x ),m't(x) kompleks funksiyalar uchun

(*,w,(x) + z 2w 2 (x)) = г ,и { ( х )  +  z 2W2 (x),

щ Ш Ш  ■ Щ {х)У  -  Щ (x )  • + w, (x)Э д ий i_;'

I j g j H  (11.9.0)

formulalar o ’rinli bo’ladi. Agar w (x) =  и (х ) +  iv (x ) kompleks 

fu n j^ ^ i t f a g  u {x ) hadi^iy va v (x ) mavhum qismlari I  oraliqda 
uzluksiz, y a ’ni { i / ( x ) , v ( x ) } c C ( / , l )  b o ’lsa, u  holda vr(x) 
kompleks funksiya I  oraliqda uzluksiz deyiladi va bu 
vi'(a')  e  C ( / ,C )  kabi belgilanadi. Agar {w (x),v(x)} c  C ( i . K ) ; 

bo’lsa, u holda w(x )l =  w(x) +  /v (x ) kompleks funksiya I  oraliqd^
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1

uzluksiz differensiallanuvclii deyiladi va bu w (x) e  C !( / ,C )  kabi 
l be|gilanadi. I  oraliqda n - tartibli feosiffei bilan birgalikda uzfiukisfe 
'.{Щ marta uzMks% differensiallanuvchi) bo’lgap kompieks 
gunksiyalar sinfi ham shuqga o ’xsliash kiritjladi v a , -bjtt:;. stinf 
i)C1(I,C) bilan belgilanadi.

kompieks funksiyalar uchun
L  f t . ,  , • - . . . .  , ,  A ____

Ш В И Н

J) . Щ :• \
JЩ (x)dx  <- (Щ ек (и < Щ

bunosabatlar o ’rinlidir. Agar н>(х) € <  ”' ( / , C ) bo’Isa, u holda har 
q a 11day {a, b} cz I uchun i i l u

jv'(x)<Jx =» yv(b) -  w(a) Ц

fNyuton-Leybftits formul ŝi o’rinlipfttafli.
Ikki t  va x  haqiqiy o ’zgaruvchilaming w(l,x)  kompieks 

I Innksiyasi yi$j|prkiagiga o ’xshash kiritiladi Л  cfrgamladi. Bizga

lljuyidagi tasdiq kerak b o’ladi. aralash xususiy
dtdx dxdt

Q̂ W
pifilalarnmg t>iri uzluksiz bo’Isa, ular teng b o’ladi:

i ■ '
Mill tasdiq liaqiqiy fu nksiyalar uchun mos teoremadan foposita keiib 
rliitjacli. Demak, haqiqiy fuhksiyalar holidagidek silliq kompieks 
ftiqksiyanibg yuqori tdrtibti Ipjsusiy' м Н р р  fio'flfeni “hisoblash 
tfiflibiga bog’Hq bo’lmaydi. -J'

Endi ixtiyoriy z - a + i / 3  e C  ({a ,0}<z  R )  kompieks 
ppuchun

e Wf>ea ( c o s j i  + /sin P )  (11.9.1)
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kompleks sonni aniqlaylik. Agar bu formuiada 
S  = ix, x  g |R , desak, u holda

Ж  = cosx + isinx (11.9.2)
tenglik hoffl bo’ladi. Ravshanki, ushbu

e~u = cosx-is inx , (11.9.3)
■ ■ '/iv- . -ix .ix . -ixa +  в  , e —e

----------- , s m x - ------- —  (11.9.4)
2 . 2i

tormulalar ham o’rinlidir. Bu (11.9.2)- (11.9.4) formulalar Eyler 
formulalari deb ataladi. Agar z S* a  + ij3 Ф 0 kompleks sonning

modulini (absolyut qiymatini) Jjzg

argumentini arg z —(p ( \z\cos(p  = a ,  
bilan belgilasak, u holda, ravshanki,

{i'Z |= y ja 2 + bilan,

z|sin^> = /?;0<<p< 2 re)

s  *=) z J ( z =| z | (cos <p + i sin <p)) 
bo’ladi (II.2 - rasm).

A

»

- а л - if>

П.2- rasm. z ~  а л -ifJ —\ z |e  • kompleks sonning 
moduli |z;| va argurnent.1 (p

Osongina tekshirib ko ’rish mumkinki, ixtiyoriy z, va z2 kompleks 
sonlar uchun

Щ Ш  -
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bo’ladi. Ixtiyoriy a > 0 haqiqiy va ixtiyoriy z kompleks son uchun 
a : — e ' lna deymiz.

Berilgan z = tt + //L fiC  ( { a ,f i}  a  K ) kompleks son 
uchun ushbu

WI k  ^  i
tenglamaning yechim(lar)i z  sonning logarifmi deyiladi va 
w  =  L n z  bilan belgilanadi; shunday qilib, agar Lnz mavjud

bo’lsa, eLn~ — z  tenglik o ’rinlidir. Berilgan z Ф 0 ga ko’ra
e" = z  tenglamadan w  — и + iv e  G ( {и, у} с: K )  noma’lumni
topish mumkin:
if ' ew — z  <=> eu (cos v + / sin v) = a  + i fi  <=>

e" cos v = a  |  j  e1" = a 2 + p 1

«"sin v = 'f i f  ' \ \ a 2 -  /Р  coisv »  a  ■ \joc2 + 0 1 s in ® /?

\u  = ln |z |

| v  g£ argz + 2 я к ,к  e  Z (z Ф 0)
Demak,

L nz = lm.fz j + i arg ШШ EH l к , i e Z ,  z Ф 0. 
Masalan, L n(-l) = In 1 +iiz + i2 n k  а»/яг(1 +  2 k ) ,  & e  Z  .
Shunday qilib, noldan farqli har qanday kompleks sonning
logarifmi cheksiz ko’p. Bu qiymatlar farqi /2zr ga karrali. 
Logarifmning bosh qiymati deb ln z  =  ln |z | + /a rg z ,  z ^  0 , 
songa aytiladi. Tushunarliki, Lnz = lnz + i2 z r k , к e Z ,  z Ф0.

Endi ixtiyoriy z  = a  + ifi  ( { a , / ? } c l R )  kompleks sonni 
layinlab, x  e  К  haqiqiy o ’zgaruvchining ushbu

vy(jc) = e $ -= .e $ (c o s  f i x  + i sin  fix )  
kompleks funksiyasini kiritamiz. Lining hosilasini hisoblaylik. 
Kavshanki,

(c ') '  =  (ear)'(cos f ix  + i sin f ix )  + enx(c o s  f i x  + i sin  fix ) ' -

= ac'u (cos f ix  + / sin  f ix )  + eaxf i - f i  s in  f i x  + i f i  cos f ix )  =
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= etff"v(cos fix  4- isin fix) + eaxifi(i sin f i x +cos fix)  =
= (a + ifi)e“x (cos fix + i sin fix) =

=m
ya'ni

\ f y ~ z e * .  . (И.9.5)
Demak, haqiqiy z uchun bizga ma’lum bo’lgan bu formula 
konipleks’ z uchun hamtFz kucnini Saqlaydf.

:&Mi' noma’lumi haqiqiy o’zgaruvchining kompleks 
funksiyasidan iborat bo’lgan differensial tenglamalami o’rganish 
mumkin. (11.9.5) formuladan ravshanki, w' = zw  ( z e C  berilgan
o’zgaimas kompleks son) tenglama w(x) == e~x yechimga ega. Bu
tenglamaning barcha yechimlari w = ce'x formula bilan berilishini 
ко’rsatish mumkin; b.u yerda c — ixtiyoriy o’zgarmas kompleks son. 

Faraz qitaylik,
L[y] = У"’ + "„-I (х)У"-11 +-■• + a, (x)y' + a0(x)y = g(x) (И.9.6)
tenglamadagi berilgan funksiyalar /  oraliqda uzluksiz kompleks 
funksiyalar bo’lsin, ya’ni
{ a „ _ ,( x ) ,£/,(дг), а0(х)> g(x)} c zC \I,C ). U holda bu 
tenglamaning berilgan

‘ A r f УьУ/ l * , * , * т Ш  | I  1 (И.9.7)

boshlang’ich shartlami ( {>»0, , з/0(”_l 1} с: C)
qanoatlantiruvchi у = _y(jr) kompleks yechimi bira to’la / 
oraliqda aniqlangan, C ''(/,C ) sinfga tegishli va yagona bo’ladi (bu 
tasdiqni keyinroq isbotlaymiz)^

Berilgan у, = y,(x), у, Щ y2(x ) , ..., y„ my„{x) kompleks 
funksiyalarning chiziqli kombinatsiyasi ushbu
Ary l(x) + A2y2(x) + ... + Anyn(jc) yig’indidan iborat; buyerda endi 

koeffitsientlar kompleks sonlardir. Kompleks? 
funksiyalarning chiziqli erkliligi va chiziqli bog’langanliuil 
toihunchaiafi fiaqiqty funksiyrfft* holidagidek kiritiladi. Agar2w la
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fijnlcstyalar
mlii7fqH crWi ^fij/Sqli'bi>|1langan>^i«a, u holda

V , ( Л - )  =  W, ( Л  )  +  /4’, ( , v ) ,  ( x )  =  |

• i  * I g | l § S = к Д $ ф,<Ч щ
p (U j(x l» R e u fx )  , tfu^r) = J m x),,J = 1, n |,> te e ^ ^ ts  ,funk- 

siyaiar. ham chiziqli «rkli (rrios рЬшсйг bog’laagan)
ibo’ladi. Hacpqw f$fc$spPw$|$jrPp isbotlangan tmmrEaktf 
fekompleks filnksiyalar lichifn Mahi Saqlanadi. Faqat eiidi kompldke 
BjfteffitsiettMf г'£[^}"= 0 ‘ tcagldhmaitfg fkdm^tefef (C
Ifnaydon >*'' o’lbbaittli kompfeks ehizit(i; fazoni
tashkil etadi. ? -

Bn 1yer4av;biz Jjunksiyalar bit muhim siqfjfWS ghiziqli
l erklilfirai Isbd-tiayimfc dasffidr
IkcKiriyit^

Lemma, kfgbr 'bifffit kompidk# koqffitmentli Р {х \$ Ш х \ ' 

* к о Щ к а с / 1 й ^ : : Ш Ш А Щ жЛШШШШ ? • s
Щ х У  Щ  9 8)

Ьгув/зад/ о ‘f4}^f§p%a, иЩщм Р (£$Ц Q (x j.^ %  btowdi.

8—т ''fusbudarl' '̂i!’' 0 { л  ̂ ^ ekanljgjm jsbotlash-kifd-ya. 

iBcrilgan aydiyatiring h #

< P (x ) +  0 ( x )c lh = 0,л-e K , в  =  c r - Л  *0. , (И.9.9)
Ihfeyniyajlrii di ffdfchstal lab topaikS^dn

Щ £ * 1 -  Я В р Ш
Agar Q{ ;3 j| 4  •1'

m p Q (x \+ Q X $ $ m  ’Щ 0  f*4£#t Щ У kak )
Nfiadi. & Bundan ravs>hanki. agar Уе||Ии 0 > j

- i = ‘ ' ■ M щ тщ%ш 0 bo'isa. н DQ& X^QixX
ktt|phad bam nolga tcng va aksincha: agar 

l | n i  &a,yx 0aL„x 4 Щ  bo’lsa, n Ibotta вЩ  0
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Ь р Ж Ш  .-uchj^ j j^ l ik ^  | = a{ .0 ham bo’ladi.
Demak, &Q(x\jr$'{x) va Q (x). ko’phadlaming koqfCitsicntlari 
bir vaqtda nolga. » tcng . (yoki ;  ̂,f tcngmas): 
&Qix) + |M f t  = 0 о  Q(.\У= 0. B B  (11.9.10) ayntyafni yana 
kctma-kct differensiallab, R(x)e°' — 0, x Ml ,  ayniyatni hosil 
qilamiz. Bunda В Д  = 0 о ^ )  =  0 Ham bo’ladi. Oxirgi 
ayniyatdan R{x) — 0, x e 1, ekanligi kclib . chiqadi! Bundan 
ravsSanki, R(x) ko’phadning barcha koeffusientlari nolga teng, 
chunki ,aks bolda hu ko’phad Itq’pi bilan deg/?(x) dona nuqtada 
nolga aylanardi, /  oraliqda nuqtalar chcksiz ko’p bo’lgani uchun u 
/  da aynan nolga teng bo’lolmasdi. Demak, Q(x) = R(x)*rQ. lb 

Teorema, Berilgcnr :,Яу titrti koriipleks tfdMa'r va
к., Щ, ..., /<v nomanfiy butim sonlar uchun ushbu

e , , c'"\ хеЛу' , . . . ,  х*'еЛ:\л L *h ,Х*'^'Г
§^МИнРШН|Р^РРН*И|НШ I prdUuea cnizialj Щ /.

8—т s bp’yjcha mat înjitik jpdukftyA metodini.qq’liaymfe.

hoi |da. teprema ravshan. Тсргепшп|, ^  ,f>Trtdii, s — 1 
bo’lganda o’rinli deb faraz'qilamiz va 'bundan tebremani kcltinb 
chiqaramiz. Bcrilgan fiinksiyaiaming bubr 
nolga teng bo’tsin:
спел'х4-,с,ач.,<ча I---- \-скхк,(! л +cltlc>/''' + tl^xe**-**• " d kx  :ei}' +

,-i----- + ulxe*':1 + • v v k f  0, x € ./;
bu yerdagi kocffitsicptlar - kqmplcks sonlar. Bu aymyatnifqisqaroq 
ко ’rinishda yozaylik:

'-4Ж ^ (.\*)е?л'л;:* д .^ 7 ;  ■ ■ ’ J'4ll.9.b) 

bu!i |erda РДа) - ko’phadlar < deg^.(x) <&/ ,  /  = 1,/?), biz
ulamirtfi nolgk ten^igini kolrfettshuiiizШеак. Lemmaning isbotiga 
o’xshash fikr yuritamiz. Oxirgi ayniyatning har ikkala tonfionini 
e~Щ ga ko^paytifeimtz va di ffctcnstallayiewt ■
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Щi f +((a2l  w p  (x ) + р ; ( х ) у ^  m +
»*y- Г; ; (H.9.12)

+• ■ •+ ((Л  - Л Ц (*).+ * 0 , x e l
|Mjnda Лз -Л, Ф 0 ,..., /lt —Л, * 0 va

( Л - ^ 4 W + H f e t = 0 »  g S t f  =  o ,

(ЛХ̂ Л,)РХ(x) + И Ю *  0 o P x(x) = Q 
kekvivalentliklar o’rinli. Endi (II.9.12) ayniyatni ketma-ket 
i.differensiallab topamiz:

Ps(x)e(K~ ^  -  0, x e  R ; (11.9.13)
jgbunda Д(х) s O o  P2(x) ~ 0, ..., Ps (x) = 0 <=> (x) = 0
'bo’ladi. Oxirgi (II.9.13) ayniyatdagi qo’shiluvchilar soni (II.9.11) 
gayniyatdagidan bitta karn. Induksiya faraziga ko’ra 
Д (x) = ... = Д_,(х) = 0 bo’lishi kerak. Demak, 

|K  '(x) =... = Д .(X) = 0. Bu tengliklami (II.9.11) ga qo’yib, undan 
EfJ(x) = 0 ekanligini ham topamiz. &>

Endi
fctj] = М М Н  + -  + «1 (х)У + aQ(x)y = 0
Knglamamng koeffitsientlari yana haqiqiy bo’lsin. Haqiqiy 
funksiyalar kompleks funksiyalarning xususiy holi bo’lgani uchun 
biz bu tenglamani kompleks sohada o’rganishimiz, ya’ni uning 
kompleks yechimlarini topishimiz mumkin. Bu -  berilgan haqiqiy 
koeffitsientli tenglamaning komplekslashtirilishi deyiladi.

Jumla. Faraz qilaylik, L[y] — 0 haqiqiy koeffitsientli 
wenglamaning у  -  u(x) + /v(x) kompleks yechimi та ’lum bo ’Isin. 
ШШоМа bit yeehimning u(x) haqiqiy va v(x) mavhum qismlari 
(berilgan shn L[y] — 0 tenglamaning уechimlari bo ’ladi.

8—w Haqiqatan ham, Z{°] operatoming chiziqlilik xossasi 
Щ koeffitsientlarining haqiqiyligiga ko’ra
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Ци(х) + /v(x)j = L[ii(x)] + //.[ r( v; j - 0 => L[ii(x)] = L[v(x)] = 0. Ц

Masala lar
1. Yuqorida keltiriigan (11.9.0) munosabatlami isbotlang.
2. j f fM x  + z ) ^ ( i e € ,  k *e N) funksiyaning ' hosilasi 

| Щ р ж 1 | | p teng bo’-lishini isbotlang. (& € N bo’yicha 
induksiya qo’llang)
3. Ixtiyoriy 2 t C  uchun e~ Ф 0 ekanligini ko’rsating.
4. l;n(z{Z i) = Lnz, + Lnz-, tenglikni isbotlang.
5. z + 0 komplefcffei son berilgan bo’Ism. UJshbu

^(-ajX jj,0)U (0,+°o), ЁШШшш funksiyani 
qaraylik. Bu funksiyaning hosilasi uchun

1Ш  x ) Щ яН  Infer*) d  w , «ж* Ш  0) U (0, +00),

formulanj: ftotlang.
6. Agar /  c K  oraliqda aniqlangan y (x )  kompleks funksiya uchun 
v'( v) = 0, .Y e / , bo’Isa, u holda bu funksiya I oraliqda o’zgarmas 

ekanligini koYsatina,^
7. Ushbu y '(x )  = z y ( x )  (Z e  Q  tenglamaning barcha kompleks

'jjr£chimlar& 'У **«?"' formula bilan beriiishini isbotlang; bunda
ixtiyoAt .o’zgarmas kompleks рщ. ;|

ПЛО.3 + tartibli chiziqli o’zgarmas koeffitsientli bir jinsli 
differensial tenglamalar

Quyidagi n - tartibli chiziqli o ’zgarmas koeffitsientli bir 
jinsli differensial tenglamani qaraylik:

/ 11’ | p- 1 + cin 11 + • • + с/\У + ciny  — 0 . (11.10.1)
Bu yerdagi koeffitsientlar komplek^.bo’lishi mumkin. Qaralayotgan
(11.10.1) tenglamaning umumiy yechimini topish uchun uning 11 

dona chiziqli erkli jfechimlarini,,. (ya’hi bsifpyechimlami topish 
kerak. Umumiy yechim bazis yechimlarning ixtiyoriy chiziqli 
kombinatsiyasi ko’rinishida ifodalanadi.

1 4 6



Berilgan (II. 10.1) differensial tenglamaning bazis 
yechimlarini Eyler usuli bilan topamiz. Bu usulga ko’ra 
tenglamaning yechimi

y  = e ix (II. 10.2)
ko’rinishda izlanadi; bu yerda Я — hozircha noma’lum son. 
Ravshanki,

(еЯх)' = Лелх, (еЛх)" = Л2еЛх, . . . ,  (еЛх)1п) = Г е и ,

Ц е Ях]= 1(Л )еЛх; (И.10.3)
bu yerda

Д(Д) = Л ' + С1П_)Л + • • • + й]Д. + dg (II. 10.4)

Demak, (II.10.2) funksiya (II.10.1) tenglamaning yechimi bo’lishi 
uchun Л soniushbu

Ь(Л) = 0 , ya’ni

Д + Л + ••• +й!|Я + й!р p 0 (If. 10.5)
n - darajali algebraik tenglamaning ildizi bo’lishi kerak. (II. 10.4) 
ko’phad va (II. 10.5) algebraik tenglama (II. 10.1) differensial 
tenglamaning mos ravishda xarakteristik ko’phadi va 
xarakteristik tenglamasi deb ataladi. Xarakteristik tenglamaning 
ildizfari mos differensial tenglamaning xarakteristik sonlari 
deyiladi.

Masalan, y"^- 3 y ' + 2_y = 0 differensial tenglamaning

xarakteristik ko’phadi Л '— ЗЯ + 2 , xarakteristik tenglamasi 
Л2-З Л  + 2 = 0 , xarakteristik sonlari esa Д, = 1 va Ш р  dan 
iborat bo’ladi.

Algebradan ma’lumki, (II. 10.5) n -  darajali algebraik 
tenglama (xarakteristik tenglama) kompleks sohada karraliligi 
bilan birgalikda hisoblanganda n ta ildizga ega. Aniqrog’i, k] 

(к { > 1) karrali Д,, k2 ( k2 > 1) karrali Я, , . . .  &v ( &( > 1) karrali

Я, har xil ildizlar mavjud va Я ,+&, -1-----1- k s ~ n  ( s  < n )
bo’ladi, ya ‘ni
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Pastiab Ыг foydaii jumlani isbotlayiik.
Jum la 1. Agar A — ju + i v „ {ju, v } cz M, bo 'Isa, it holda 

ixfiyorЦ) mct№mi< m itchim $
Цх?’#''] * { l 4 j i  + iv'p?> + C x L \/a + iv)x mf'

+C;nL''(ju + i v) xm~l $v - ‘U + w fy ? *  m

* (H.10.7)

fbrfliakt о 'fiati bo 'ladi; bit yerdtigi biirchd hdstlalar (Л haqieffy
m \

o ’zvaruvchi bo vicha hisoblangan, C  — —---------— — binbmial
^ (% /)!  П  Z Z 1

koeffilsientlar.
8—t (11Л0-3) formijlaga kp’iib A = (л-kky,,

uclum ,

ЩШШ^т + iv)eu,y,v)x . '
Bu ajeiyatni /ns haqiqiy , ©’zgaruvchi. bo’yicha m  raarta 
diffei-enSiietl f̂fillz. Chap- tdiiibrida - » 
differehsiallash tartibtrii almashtiribi topamiz. ■■*

Щ М Щ $ \  -  М К & Щ Ш я Ш

t e t t n i  takrorla,b,

M g j  М М И М И В И ?эдрм И|  J,
qga :л bo’lanuz. Endi qujddagi hisobiashlami, 

kblpaytmaning hosflasi udum .Leybnits formulasidan foydalanib, 
bajaraitffe
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Г 7

ЩШИщ

./=0

= S C»'Z'<,,(//+/V)-T"'",^ t- h
:■. j*hi’-f.

Jumla 2» 4§ar $JL xaraktemtikson k t karrali b&‘tsa,m 
molda ЯИм$ 1) differerisial tenglama к t Uonh

«РШМЯпР! ‘ Ŝ f J ' щкЗ Щ 11111 \ в гжч r*\
кШЕ*т Щг ^ .  ЩШмШтш №)’>&&■и ЩрЕ^ Щ Ц

Wechimlafige egd,
щ н в  kj karrafi xarakteristik ЙУп ekanligi ushbu

Henglikning o’rm|iUgmi apglatadi; bu yerda M (A) ko’phadnmg 
llarajasi (n — kf) ga teng va А»/(ДД ̂  0. Demak, 
Я ju + iv, {yU, !/} c: R , ufchun

|A L{ju + iv) = (// + /v -  Af )*' M (fi + iv) va 
| i | ) »  1 Щ )^ к,№(яг}*&. (Й.10.9).

jYuqoridagi (11.10.3) j'ayniyatdan ЯвЖшнЩ уа’ш yL л 
tfunksipa (11.10.1) tenglamaning yeehipi ekanligi mvsfaaa. Endi 
(НЙ0Л) dagi qolgan funksiyalafting Ьлш yechim bb’lishini 

Lkofcatamiz. В unmg tichua (1Ы0.7) formuladan
f kf —1 uchun A * * + №:*■£t deb у-a (ll.iftllj ni
IllBobga olib quyidagilarni | | р ю ^ й
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/,[л-б-д '] = ( Ш  U- + L 'U )  ) c v‘ fe0,

I S i l  И И В  ш Ш Ш Ш Ш т 'ш т
Ц х ^ '/ > ']  = ( ц я 1)хк' [+ C l  . i : u , ) x k' 2 +

т § ш + - - + ^ г ' \ л ) ) Л =0.
Sluinday qiiib. (11.10.8) da keltirilgan barcha funksiyalar (11.10.1) 
tenglamaning yechimi bo’lishi isbotlandi. &

Izoh. Biz komplek# funksiyadan kompleks o’zgaruvchi 
bo’yicha hosila tushunchasi va unmg xossalari bilan tanish 
bo’lmaganligimiz sababli Я е С  ning haqiqiy /л va mavhum v 
qismlarini ajratib, /и haqiqiy o’zgaruvchi bo’yicha differensial- 
lashdan toydalandik. Kompleks o’zgaruvchiga nisbatan hosila 
tushunchasi bilan tanish o’quvchilar to’g’ridan-to’g’ri z leC  
o’zgaruvchi bo’yicha hosiladan foydalanishi mumkin.

Isbotlangan jumla 2 dan foydalanib, (11.10.1) differensial 
tenglamaning k{ karrali k2 karrali Л ,, .  кx karrali As. turli
xaraktefistik sonlariga ko’ra lining A, + k2 H-----v k — n dona
yechimini tuzamiz:

1  = e*"\ y f H M .......д  = а'"' 'ел>х ( kt ta)

Д+, = д +2 = .......= X*1_lev  (k2 ta)

Д  ♦*,+•••+*» ,-rl = 4f ‘ ’ Ук1+к,+-^к,Л+2 ~ Xe ’ *

’ ( ^ t a )
Bu yechimlarning chiziqli erkliligi ... da isbotlangan edi. Demak, 
biz (11.10.1) tenglamaning bazisj§fechirnlarini topdik.

Misol 1. Ushbu
y"  -  4y" + 5 y' -  2 у  -  0 

diefferensial tenglamani yeching.
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8—r Mos xarakteristik tenglamani tuzamiz:

Л3 -4 Л 2 + 5 Я -2  = 0 .
Xarakteristik tenglamaning ildizlarini topamiz:

/ ’ - 4Л2 + 5 Д - 2 =■(Л3 -4 Л 2 +4Л) + Л - 2  =

= Л(Л -  2 f  + Л -  2 = (Л - 1)2 (Л -  2) = 0 
Л = 1 -  ikki karrali ildiz, Л == 2 -  oddiy (bir karrali) iidiz.
Bu xarakteristik sonlarga ko’ra qaralayotgan differensial 
tenglamaning bazis yechimlarini tuzamiz: 

ex,,xex, c>2x
Berilgan differensial tenglamaning umumiy yechimi 
у  = с,ел + c1xe'x + с3е2л formula bilan ifodalanadi. Bu yerdagi 
c,,c2,c3 lar ixtiyoriy kompleks qiymatlar qabui qilsa, kompleks 
sohadagi umumiy yechim, ular ixtiyoriy haqiqiy qiymatlar qabui 
qilganda esa, haqiqiy sohadagi umumiy yechim hosil bo’ladi. 4> 

Misol 2. Ushbu
y "  ~  2 y ' + 2 y ~ 0

diefferensial tenglamaning umumiy yechimini toping.
8—r Bu differensial tenglamaning xarakteristik sonlari

kompleks: Л" — 2Я + 2 = 0=>Я ,=1 + /у а Я ,= 1  — i . Demak,

(kompleks) bazis yechimlar e( +,)x, ; umumiy yechim esa
kompleks sohada у  +,)t +C7e{ ')x ko’rinishga ega
(c, ,c2 — ixtiyoroy kompleks o’zgarmaslar). Biz yechimni kompleks 
sohada topdik. Differensial tengiama esa haqiqiy sohada berilgan 
edi. Bunday paytlarda odarda haqiqiy yechimlarni topish talab 
etiladi. Haqiqiy bazis yechimlarni qurish uchun kompleks 
yechimning haqiqiy va mavhum qismilarini ajratamiz yoki Eyler 
formulalaridan foydalanamiz:

,<!+/>* + 0-M-V
, s m i  =

2 i
e'cosx ,e ‘sinx -haqiqiy bazis 
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yechimlar, differensiai tenglamaning haqiqiy sohadagi umumiy 
vechimi у = c,tJ'cosx ±c~,e'smx ( ct, c2 — ixtiyoroy haqiqiy 
o’zgarmaslar). I>

Endi (II. 10.1) tenglamaning koeffitsientlari haqiqiy 
bo’lganda uning haqiqiy yechimlanni qurish usulida to’xtalamiz. 
Xarakteristik tengiama (II.10.5) ning koeffitsientlari haqiqiy 
bo’lgani uchun u к karrali Л ~ ju + iv (v Щ 0) kompleks ildiz bilan

birgalikda unga qo’shma bo’lgan к karrali Л = [Л — iv (v ^  0) 
kompleks ildizga ham ega. Eyler formulalariga ko’ra 2k ta

haqiqiy yechimlarni quramiz. Boshqa kompleks yechimlarga ko’ra 
hani mos haqiqiy yechimlarni tuzamiif' va berilgan haqiqiy 
kqeffitgjentli differensiai tenglamaning haqiqiy bazis yechimlarini 
topam^y-!'

Misol 3. Ushbu

@—sr Mos xarakteristik tengiamani tuzamiz va uni yechamiz:

1* - д Ц и 8 ,Г  -18A? + 81/| — 81 = 0,

^ д |  я М м | ..., т ш Ш  ы
kompleks yechimlardan yana 2к ta ushbu

e/Hcosyx +e('“ 'r)r ),e/,vsin vx = — (e{fl+n)x —e(
2 2/

a c cos vx = — (xeL“,l' >' + xei>,~l,)7

xeflx sin vx :(xe n ,v)
2 i

x =fm
2 i

у  М рЦ ^ 1 | Ю 8у" + 8 81 у  Ш0
differensiai tengiamani yechinfc
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(Я-1)(Я2 4-9)2 = 0 .
Demak, xarakteristik sonlar : Я H 1 (oddiy), Я = +3/ (ikki karraii). 
Haqiqiy bazis yechimlar: ex, cos3x, sin3x, xcos3x, xsin3x . 
Umumiy yechim (haqiqiy sohada): 
y  = ciex +c2cos3x + c3sin3x +c4xcos3x + c5xsin3x. b

Masalalar
Tenglamalarni yeching : 

p  y a -  Зу" + ЗУ -  у  = 0 . 2. у 11'—у  = 0.
3. у п -  4у ’” + 8_у" -  8_у' + 4>> = 0 .
4. Щ  - 5ут + 9у" -  7у  + 2_у = 0.

11.11. Bir jinsli bo’lmagan chiziqli o’zgarmas koeffitsientli 
tenglama

Chiziqii o'zgarmas koeffitsientli differensiai operator Z.[°] 
(II. 10.1) formula bilan aniqlangan bo'lsin. Bir jinsli bo’lmagan

(H .ii.i)
tenglamaning umumiy yechimini topish uchun bu tenglamaning 
xususiy yechimiga mos bir jinsli Z[ v] = 0 tenglamaning umumiy 
yechimini qo’shish kerak (П.8 paragrafga qarang). /j_y] = 0 
tenglamaning bazis yechimlarini qurishni o’rgandik. Bu 
yechimiardan foydalanib Z.[jz] = g(x)  tenglamaning xususiy 
yechimini Lagranjning ixtiyoriy o’zgarmaslami variatsiyalash usuli 
bilan yoki (II.8.4) Koshi formulasiga ko’ra qurish mumkin. Bunda 
integrallash amali ishlatiladi. Lekin o’ng tomondagi g(x) funksiya
g(x) — P(x)eax ( P(x) — ko’phad) maxsus ko’rimshga ega 
bo’lganda xususiy yechimni quyida bayon etilgan noma’lum 
koeffitsieutlar metodi deb ataluvchi metod yordamida integrallash 
amalini ishlatmasdan turib topish mumkin.

Faraz qilaylik, P (x ) ko’phad
t; P(x) = bmx m + Аш_,х'"-1 4----- \-b{x + b(), bm Ф 0, (II.1 1 .2)
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к о ’ rin  i shda  U sh b u

L[y] = P(x)f>(tx (Jl.11.3)
tenglamaning Xususiy у ©chimin i topish uchun (11.10.3) va (11.10.7) 
ЙШпшашЙМп'febiife chiqib, quyidagicha ish tutish mumkin. Bunda 
(7 son £[><] = 0 tenglamaning xarakteristik soni bo’lmagan va 
bo’lgan holiami alohida-alohida qaraymiz.

Teorema 1. Agar (II. 11.3) tenglamadagi <7 son uchun 
Цех) Ф0 ho 'Isa, и holda

1А.У\^ЬфУ"' + +  • • • + b\X +Ьйуе°* 
m m  tenglama

у = (rmx"‘ + + • • • + rtx rf r0)eax (II. 11.4)
ко rinishdagi xususiy yechimga ego.

8—т P(x) ko'phadning darajasi m bo’yicha matematik 

indukstya metodini qo’llaymiz. Dastlab degP(x) = 0 deymiz va

tenglama y y ' ko’rinishdagi xususiy yechimga egaligini 
kty {IL1  J.4) fcrmulagMco’ra

■ Щ Ш М  = r()e,TX L(a) =Ь0ёа*.

Bundan Ц л(] = tenglama qanoatlanishi uchun r . „ J !_  
* .  S i

deyish kifoya ekanligi kelib chiqadi. Demak, m = 0 holida teorema 
fiibtlandi. Endi induksiya farazini qilib, ya’ni 
Л[у1 = ЩшЩdc^Pix)Srmr*3̂  tenglamaning |  = 0 (гт^<ТА, <m - 1 .
ko’rinishdagi yechimga ,ega ekanligini ma’lum deb, 
/,[ v | = P(x)etT\  degP(x) = m. , tenglamaning у  = Q (x)ecrKm 
degO(x) = m, ko’rinishdagi yechimga egaligini isbotlashimiz 
kerak. Berilgari .

£[>-] = P(x)ea\  P(x) =  (bmx,n +hm_[x"’~'1 +--- + b]x + h0)e- , 
tenglamaning yechimini

у  w + и (II.11.5)



kolrJMshda izlaytoi^? %u yerda r^'^hozircha noma’lum sea, 
и — vangi noma’ lum funksiya. Deinak, 

гЦгят ^ 0 ^ \  = P(x)i?* » ya’ni
(li.11.6)

feigtik. âi ôali îfsjif $£fakV 'Ще11 f m rti tanlasli eVaziga ,(1m  1$)
i|fnglamadan .„Щ® qatnashgan hadni yo’qqtpjiga harakat qijailfx. 
(IIЛ 0,3) ayn iyatga ksyfa
I R f ® H  = {L(o )xa‘\ c ^ t \ o ) ^ ' ‘ + ^ lL \o )x T ^ Щ j

bu t yer<|aĝ  _ j\^L% & )xm~rj + Cjn L"{o}x”’̂  .-f • • • +
Iko’phadning darajasi degi?(x) <= m — 1. I|pdi (II,|Ofcw (}1.11,6)

на qo’yamiz $Ш ь ;
L(cr) deb tafli&yrriiz’tai й йЬтаШт funks iya

uchun ushbu
ц и \= Ш т т

г  /*(х) »*!£_, х" I+--'4',̂ v4#0 гчЙ(х)>degjP^^jj# '- 1 ,  
x’" qatnashmagan tenglamani hosil qilamiz.

jlnduksiya faraziga ko5ra Ш tenglama
и ДОГхW№.' АеаО(х\Шт — 1. ko’rin isM ^ yeehimga ega. 

fcemak, (ИЛ IЩ  formalaga k»’f$ И и р  Р (х )р ,  deg/%xfЦ Ш, 

pnglama *$̂ §№£тХтё*:* +  V y a ’ni

у j  Q ( x ) ^ ,  Q (x j = rmx*  + Q (x ) , degQ(xj| = m , ko’rinishdagi 
iyechirnga ega. &

li Teorema 2. Agar ЯЯ№ЗВ tenglamadagi о  щщ ’JAJEjpP 0 
Wbakteristik tmglammting к karrali ildizi bo ЩЁк «  holda 

Zfv] = (bmxm + Ъш̂ хт~' + • • ■ + b[x + b0)eax 
fil. U-ij tenglama
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(ИЛ 1.8)

ко 'rinishdagi yechimga ega, , Л:
9—* Yuqoridagi teoremaning isbotiga o’xshash fikr

yuritaipiz. йщ Р ^х^т т  bct’yfefca matematik induksiya metodini 
qoHaymiz, faqai endi sal nozikroq fikrlash kerak bo’ladi. Dastlab 
teorema,ning sbartiga ko’ra 1( A) = (A -  &)k M{X),„M(<r) ? 0 N),
ekanligini e’tirof etaylik. Demak,

L(a) = L'(cr) = .. .=  L,A- V )  = 0 , =к\-М{о)Ф0. ‘ (Il.l 1.9) 
m = 0 bo’lsin. Ushbu

■L\y]± V rf' ‘ ; (ii.ii.io)

tenglama >k6’rinishdag^'yechimga ega bo’lishini

ko’rsatishimiz kerak. Buning uchun L[raxkeax] ni hisoblaymiz. 
(11.10.7) formuladan (II. 11.9) ga ko’ra quyidagini topamiz : 
L[rnx V ' ] ~ г М < т У  ™

+/C~L"( cr)x*~2 + --- + | t t  ){ p ) ) e ax =r0k\-M (cr)e<T'

Demak. agar  ̂ desak, u holda jp p  r ^ e w funksiya

(11.11.10) tenglamaning yechimi bo’ladi; Teorema m = 0 holida 
isbot bo’ldi.

Endi induksiya farazini qilamiz, ya’ni 
L[yj = P(x)eCT' , degP(x) < m - 1, tenglama 

.y = x kO(x)e° ' , deg(3(x) < m— 1, ko’rinishdagi yechimga ega 

ekanhgini ma’lum deymiz va Ц у \  p  Р{х)еа*, degP(x) -  m, 

tenglamaning у  -  x*0(x)e,T‘, degC)(x) = m, ko’rinishdagi 
yechimga egaligini isbotlaymiz. Berilgan

■L\jr\ =  P(x)eaif. P(X) = Ж Щ + A0, 
tenglamaning yechimmi

y ^ | X b Y A+ y  (Il.l 1.11)
ko’rinishda izlaymiz; bu yerda м=?м(х) — yangi noma’lum 
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funks iya, rM -nom&’lum son- l$iz- .ulami berilgan 
qanoatlanishi, ya’ni

Щ$)еа r
flhd'ilidan-txjpi$huTiiz kerak. Bu tenglamani

f4- L\a] = (4Js№ 4'Й№Длг'!,_1 + ■ ■•+bix'^b0)eax‘{\\. 11 .®  
%o’rinisbda :̂ ^ ? J|>lamiz !fc'ni shunday tanlaymizki, natijada 

lIIH T.12)’' tenglamada '%mr qatnashmasin. Buning,-t9wqft^n 
У З 1 ni hisoblaymiz. (Ц.Др.уГ)... , formuladan ,^I. 11.9)
munosabatlarni hisobga olib topamiz:

рй-Ч ж * 1 Ыа\хк:т̂ у . ^€ Ь лУ Ч в-)хт-' +

I L ^ ^ o r № - 4 € £ i i } k+'x & )x m-j т т ф щ Щ Ф Ш

+ C kkl lL (k+' \ a ) x m ' + --- + P k+"l\ c r ) ) e ax =

&  k \ - M ^ x k '+ S ( x ) ) еетл, (Il.l 1.13)

iluhdaf''̂  ^ x ]  = € '^ ^ i^(o')x"'_l н— #il?i+"')(cr) ko’phadning 
Ka%asi ,'® 4i (Il.l 1.13) ni (11.11.12) ga qo’yib.

sj1 ЮЙ й г ta-nlab. и  noma ’ 1 mb funksiya uchun

pshbu

Н И Ш  Ш  ¥ Ш Ш  m
ЩР(х) - Щ $ ) \  degP(x) < m - l ,
■tnglamani Й&Й1 qilamiz. ~ Tndifeiw* ? faraziga,...ko’ra 
englama П ^ж Щ х)ё?*ц  d e g Q ^ f  ̂ -rnttYj, i  ko'rinrshdagi 
pechintga Щ | Р  IЛjJ ‘< 1J formulaga . t e !ra
H№/] = P { x )e ax, degP(.v) = m , tenglama'Wa



■ у  = гтх кЩ еах + и = rwxk 1 '"<СЛ + хкО{х)е<ТХ =

= .\",f | / шх'" + 0 ( х ) ) с 1Т' = С Р (х )еа' 

ko’rinishdagi yechimga ega bo’ladi; bunda 
P (x )  -  rinx ‘" + O(x), degP (x )  = m . b  

Isbotlangan teoremalardan
L [y ] щ ф тх ‘" + bm_{x'"~' H—  + hxx +  b0 )erTX tenglamaning xususiy 

yechimini topish uchun quyidagi noma’Ium koeffitsientlar 
metodidan foydalanish mumkinligi kelib chiqadi:
1°. Z,(cr)ni hisoblaymiz. Agar Ь{<у ) ф 0 bo’lsa, к = 0 deymiz, 
aks holda esa, ya’ni L(<r) = 0 bo’lganda к bilan a  ildizning 
karralilik darajasini belgilaymiz.
2° . Tenglamaning yechimini

У “  % (l'n)X +  l'ln_ | X + * * * Tj X + /у

ko.’rinishda izlaymiz; bunda гш, ..., rp r0 — hozircha 
nomaTum koeffitsientlar.
3°. Bu у  ni berilgan tenglamaga qo’yib, chap tomonni
soddalashtirib, tenglamani щц ga qisqartirib, ko’phadlaming 
tengligini hosil qiiamiz.
щ  . Chap va o’ng tomondagi kophadlardagi x ning bir xil darajalari 
oldidagi koeffitsientlarni tenglashtirib, rm, rm__,, r{, rn —
noma’Ium koeffitsientlarga nisbatan chiziqli algebraik tenglamalar 
sistemasini topamiz.
5 . Bu sistemadan noma’Ium koeffitsientlarni aniqlaymiz
(sistemaning yechimga egahgini teoremalar ta’minlaydi).
St 1 Koeffitsientlarni ing topilgan qiymatlarini
I S  x* i rmx "‘ + гт_Ах -  +1 * • + r,x +  r0 )eax ga qo’yib, izlangan 
xususiy yechimni hosil qiiamiz.

Misol 4. Tenglamani yeching
у" -  (1 + 2i)y ' + (-1 + i)y = 2xe'x .
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§*-* Berilgan tenglamaning umumiy yechimi mos bir jinsli
tenglamaning umumiy yechimiga berilgan bir jinsli bo’lmagan 
tenglamaning xususiy yechimini qo’shishdan hosil bo’ladi. Bir jinsli 
tenglamaning xarakteristik ko’phadi: L ( A )  = A2 -  (1 + 2i)A -1 + / . 
Uning ildizlari Л, = /',A2*T + f . Bir jinsli tenglamaning umumiy 
yechimi

у  = с1е'л +с2е(,+')л ({c,,c2} c C ) .
Endi berilgan bir jinsli bo’lmagan tenglamaning xususiy yechimini 
topamiz. Tenglamaning o’ng tomoni P(x)eax uchun 
& = i, P(x) = 2x, degP(x) = \ . Ravshanki I  soni L(A) = 0 
tenglamaning к — 1 karrali (oddiy) iidizi. Demak, xususiy yechimni 
у  = x{rxx + rQ)e'x ko’rinishda izlash mumkin. Bu у  ni va uning

У -  (Щ + (2r, + ir0 )x + r„ )Щ ,

y" = rxx 2 + (—r0 + i4t\)x + 2rx 4- r0 W“ hosilalarini berilgan

tenglamaga qo’yib, e'x ga qisqartirib, chap tomondagi o’xshash 
hadlarni ixchamlab, topamiz:

-2rtx  + 2r, -  r0 Щ 2 x .
Bundan r, = — 1, rQ = 2/j = — 2 bo’lishi kelib chiqadi. Bu

qiymatlarni у  = x(r,x + r0)e'A ga qo’yib, berilgan

tenglamaning у  = — x(x + 2)e'r xususiy yechimini hosil qiiamiz. 
Uning umumiy yechimi esa

у  -  cxe'x + c2e(l+,)x -x (x  + 2)ea ({c,,c2} cr C) 
formula bilan beriladi/:^

Endi haqiqiy sohada berilgan va o’ng tomoni maxsus 
ko’rinishga ega bo’lgan ushbu

Z,[y] s# eax(P(x)cos J3x + Q(x) sin fix)  (11.11.15)
tenglamaning xususiy yechimini topishda to’xtalamiz. Bunda 
/,[o] operatorning koeffitsientlari va a,/? -haq iq iy  sonlar; 
P(x), O(x) -  haqiqiy koeffitsientli ko’phadlar va
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deg/ \ х ) = /??,, deg(Т(х) = n t, . Kompleks sohaga o’tib Eyler 
formulate-iga ko’ra quyidaginj yozamiz:

f ix y O (x )sm  fix') = eax(P(x) Ree,/Jt +

1^Щ у(х)Ке{~ 1е /!х)) = R e ((/>(x )- iQ (x))e la*,/>)*) .
Deniak,

L[y] = {P (x)~ iO {x))eUt+'fi)x

tenglamaning у = xA'( r );x'" + +*" + г,х + г0)е("1|Щй»
(burida m -- max , /72, S, agar L ( a  + i f i ) ^ 0  bo’lsa, к -  0, 
L(ce + ifi) -  0 bo’lganda esa A: soni <j — a + if i  ildizning
karralilik darajasi) ko’rinishdagi kompleks yechimini topib, unung 
haqiqiy q ism ini hisoblasak, berilgan (II. 11.15) tenglamaning 
xususiy yechimini topgan boTamiz.

Misol 5. Ushbu
5> = e' (3cosx + sinx) (11.11.16)

tenglamaning xususiy yechimini toping.
9—т Tenglamaning o'ng tomonini kompleks funksiyaning 

haqiqiy qismi ko’rinishida ifodalaymiz: 
e ' (3cosx + sinx) = e T̂ 3 Ree'1 -  Re(/e'4)) = Re((3 - /)e(!+'^  ). 

Endiushbu
y " - A y ' + 5 у  = { Ъ - Г ) е кЦ,)* (II. 11.17)

tenglamaning xususiy yechimini topamiz. Bu tenglamaga mos bir 
jinsli tenglamaning xarakteristik ko’phadi L{X) = Лг,-r-AA + 5 
bo’lgani uchun В Н и  lining ildizi etnas. Demak, (II.11.17) 
differensial tenglamaning xususiy yechimini у  = 
ko’rmishda izlash mumkin. Bu y  — re{ +'1' ni tenglamaga qo’yib, 
e ’""  ga qisqartirib, topamiz:

(1 + /)' r - 4(1 + i)r + 5r = 3 -  / .

Bundan rf?\  + i . Demak, y  ~ (1 + /)е (Р |)л funksiya (11.11.17) 
tenglamaning xususiy yechimi Endi oxirgi funksiyaning haqiqiy 
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qismini topamiz:
Ref(l+ /)<?<lB r} = ел Re((l + /)(cosx + /sinx)) = e '(c o sx -s in x ) .

Topilgan у  =?j?'(cosx — sinx) haqiqiy funksiya berilgan (И. 11.16) 
tenglamaning xususiy yechimidir. b

Biz yuqorida haqiqiy sohada berilgan (11.11.15) 
tenglamaning xususiy yechimini kompleks sohaga o’tib topdik. 
Xususiy yechimni kompleks sohaga chiqmasdan, ya’ni haqiqiy 
sohada turib ham topish mumkin. Buning uchun (11.11.15) ning 
yechimini

у  = xkeax(M(x)cos fix + N(x)sin fix) (11.11.18)
ko’rinishda izlash kerak; 'bunda k — yuqorida aytilgan ma’noga 
ega, M (x) va iV(x) ko’phadlarlarning darajalari esa 
< m  — m ax{mx,m 2} . Ulaming noma’lum koeffitsientlarini topish 
uchun (11.11.18) funksiyani (11.11.15) tenglamaga qo’yib, chap va 
o’ng tomondagi o’xshash hadlardagi koefftsientlami tenglashtirib, 
hosil bo’lgan chiziqli algebraik tenglamalar sistemasini yechish 
kerak.

Misol 6. Ushbu
Щ Ш  -  4у ' + 5_y = Щ Ш (x cos x + sin x ) . 

tenglamaning xususiy yechimini toping.
9—г Ravshanki, a  = 2 + i son A2 -  4A + 5 = 0

xarakteristik tenglamaning к = 1 karrali ildizi, 
m x =  1, m 2 = 0, 

m  max{m,, m , } = 1
Demak, berilgan tenglamaning yechimini
у = xe2x((cvc + 6)cosx + (cx + r/)sinx) ko’rinishda izlash 
mumkin; bunda a, b, c, d  — hozircha noma’lum sonlar. Bu 

iy = c2B (ax2+6x)cosx + (cx2+ t/x)sinx) ni tenglamaga qo’yib,

o’xshash hadlami ixchamlab va 2elx ga qisqartirib, topamiz:
|  2cxcosx - 2nxsin x + (a + d )cosx + (c - A)sinx = 2xcosx + 2sinx.
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Bundan, - o’ng! tomondagi o’xshasfa hadlardagi
koefftsientlarqi tenglashticib,. 2c=2, -2 a =0, (f¥d
shartlarga ega boMamiz. Oxirgi sistemadan 

к ij, h 1  -1, c i ’\,d  -  0 » qiymatlarni topamiz. Bularni
V ^X f^ |(ta + />)cosx + (tx + z/)sinj[:) ga qo’yft»; berilgan 

tenglamaning g, у  ttjj x e y x sinx  — COSщ  xususiy yechimini 
ЩЩщк  Ц: 9 i

(Bir jinsli) Eyler tenglamasi deb ushbu
V 'j /" ’ |  ’ ’ + Щ У + аоУ = 0 ш р

ko'rinishdagl^^bizi^i differensial tenglamaga aytiladi; bunda 
.... £&g Щ —‘(/zgarmas sonlar.1 Bu tenglama erkli

q^zgaruvchini ia -0  bo’lganda < 0 bo’lganda esa
x  = — e' ■);; almashtirtsh yordartijda o’zgarmas kqeffitsienjtli chiziqli 
tenglamaga keltiriladi. Bunga ishonch hosil qilish uchun у  
noma Mum funksiyaning x  bo’yicha hosilalarim y ning t bo’yicha 
hosiialari orqali ifodalash kerak. Quyidagi hisoblashlarni bajaramiz 
( .*  > 0  ,.y =  e‘ ): ' 

xf

Ул ‘ ( -  ^ > ’,) i

Щ  = Ш р  ( = ,
Endi ixtiyoriy к e N uchun

bunda ht iar -  o’zgarmas sonlar, bo’lishini ko’rish qiyin emas.
Buni maternatik induksiya metodi yordamida qat’iy isbotlashni 
о quvchiga havola etamiz. Hosilalar utphun tayyorlangan ifoflalarni 
(Il.U.iy) tenglamaga qo^yib, o’zgarmas koeffitsientli chiziqli 
tenglamaga kelamtz. У ding xarakteristik tenglamasini tuzish uchun 
tenglamaga у  |g e;1 qo’yib, eM ga qisqartirish kerak. x = e' 
bo Igani uchun buning o’migaty  = хл funksiyani to’g’ridan-to’g’ri
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f (0,11.19) tenglamaga ga qisqartirish mumkin. Natrjada
I Д noma’lumga nisbatan ushbu

; , Щ Щ Ш  . (ИЛ 1.20)• +••• + tv, л Ф щ т  о
ri - darajali algebraik tenglama hosil bo’ladi. Bu (ЙЛ 1.20) tenglama 
va uning ildizlari (Il.llfl#)f%mg mos ravishda xarakteristik 
tengiamasi va xarakteristik sonlari deb ataladi. (11.11.19) Eyler 

Itenglamasining umumiy yechimi uning xarakteristik sonlari bilan 
laniqlanadi. Har bir к karrali 'Л xarakteristik songa (0.11.19) 
|tenglarnaning k dona ushbu

- x j s x i - b * ,  -А, х л0 а я ^ : , { '
chiteiqli erklf ^chimlajri mos keladi. Agar (Il.l).19) tengJamaning 

Bkrcha k9efmsfentlari haqiqiy bo’ls|» (0 .11,20) xarakteristik 
tenglama к karrali + ^р Шир xarakteristik щЩгщШт

ibiigalikda к karrali ham ega-
(feoft&di.llu xarakteristik sonlarga :2fc dona ushbu 

cdk(v In x), Xм sin(t- inxcos(v!nxk

In x ) ,. . x^(InA;)^lcos(v|n x \  x M(\nx)k7v sin(v In x)  
tehteiqli erkii haqiqiy ушЙ|гй1аг keladi. Barcha xarakteristik 
■bplarga ггщ. keluvchi yechimlami to’plab, Eyler tenglamasining 
bazis yechimlarini hosil qiiamj^;.,,, ,

Misol T. Te^glaimnihg umumiy jehuhini toping 
x yy *  4- 2ix2y" - ’k y ’ Ш  is# .

8—r Xarakteristik tenglamani tuzamiz:
-  Л(Л -  \)’(1 ~ 2) + 2ЦХ  -1 )-Д + 1 =  g £  \

iXarakteristjk sonlar: Д, = — 1
iQddiy xarakteristik son■ Н Н И ) ga iwfs keluvchi yeebim:
I  1

т ш ж
IkkШкапа!i xarakteristik |я | |1 § Ш  *=% «  1) ga mos keluvchi
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yechimlar: у, = x .  y , = x l n x  ( x > 0 ) .  Demak, x > 0  sohadagi 

urnumiy yecliim: у = — + ечх + с',х1пх .

x  <  0 sohadagi umumiy yechim esa у  — ■— + c2x +C .X ln(—x )  

formula bilan beriladi. &

Masalalar
1. Tenglamalarning umumiy yechimini toping: 
a )  y'" -  4y "  + 9у '  - \ 0 y  =  5 e 2x;
h )  x ' y ' " - x 2y "  + 2ху' - 2 y  =  0  (x > 0).
2. Ushbu Ц_у] ~  (Ьшх'" + )x "' 1 ^----- 1-b\X + b0)e

tenglamada y  = enslt almashtirishni bajaring ( и = u ( x )  — yangi 
noma’lum funksiya). Bunda hosil bo’luvchi

anu "" + u ii[ii'1' "  + — \-axii' +  й0и =bmx'" +b lll_tx"' 1 н----- hZ>,x + />0
tenglamaning koeffitsientlarini hisoblang.

3. Agar uzluksiz koeffitsientli аЛх ^У + а„-\(х )У +
+ ••• +£/Дx)y  +£?0(x )y =:0

tengiama bare ha x  =  x  +  Л almashtirishlarga nisbatan invariant 
(ko’rinishi o’zgarmas) bo'Isa, tenglamaning koeffitsientlari o’zgarmas 
bo’lishini isbotlang.

4. Agar uzluksiz koeffitsientli
au (x )y l"1 + au. | ( x ) 11 + ■ • • + с/, (x )y ' + a0(x)y = 0 tengiama barcha 
x = Ях almashtirishlarga nisbatan invariant bo’lsa.

a i ( x ) ~ a r x l ( i t ,  —const, j — \ , n  ) ekanligini, ya’ni bu tengiama 
Eyler tenglamasidan iborat bo’lishini isbotlang.

5. Operatorli rnetod. D  differensiallash operatorini kiritaylik; bu

operator у = y(x) ( . r e / )  silliq funksiyaga ushbu D y d y
d x

formulaga ko’ra ta’sir etadi. E  bilan birlik operatorini beigilaymiz: 
Ey = у . Ravshanki, D vu E  operatorlarlar chiziqli. A  chiziqli
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operatorning Я songa ko’paytmasi ЛА operator ushbu
(ЛА)у  =  Л(Ау) formula bilan kiritiladi. A  bilan birgalikda ЛА 

operator ham chiziqlidir. A  va В  chiziqli operatorlarning yig’indisi 
A +  B  ushbu (A +  B )y  = A y  +  B y  formula bilan, ularning A B  

ko’paytmasi (ketma-ket bajarilishi) esa (A B )y  — A (By)  formula bilan 
aniqlanadi. A va В  operatorlar bilan birgalikda A + B  va A B  
operatorlar ham chiziqlidir. A  operatorning darajalari 
A2 = AA, A3 ~ AA2, . A"  — AA" { formulalar bilan aniqlanadi.

Masalan, D 1 m D D  ko'paytma D 2y  = D (D y ) =  — y "
ax dx dx

ikki marta differensiallash operatorini anglatadi. Demak, ixtiyoriy 
ax, a0 sonlaruchun ushbu

L ( D ) = D "  + an_ J T +  —  +  a lD  +  a0E
П - tartibli differensial operator (differensial ko’phad) ma’noga ega. 
Kiritilgan ta’riflarga ko’ra bu operator у  = y (x )  silliq funksiyaga ushbu 

L (D )y = (D  +anAD ' * 4--- i-a^D+a0E)y =

= D 'y + a n_]D ’ ]y+ - • ■ +alDy+a0E y = y (l,) +anAy (" 11 н---- vay +a()y

ya’ni L (D )y  <f L [y]  formula asosida ta’sir etadi.

Г. Yuqorida kursiv bilan ajratilgan tasdiqlarni tekshiring.
X.  Ixtiyoriy R (D ),S (D ) ,T (D )  differensial ko’phadlar 

uchun quyidagi xossalarni isbotlang:
R(D ) + (S (D ) + T(D)) %  (R (D ) + S (D )) + T (D ),

S (D )  + T(D) = T{D) + S (D ) ,

R (D )E  =  ER (D ) = R (D ),

R (D )(S(D )T (D )) = (R (D )S (D )) T (D ) ,
S(D )T (D ) =  S(D )T (D ),

(R (D )  + S(D ))T (D )  = R(D )T (D ) + S (D )T (D ) , 

agar S (D ) y t — 0, T (D )y 2 = 0 bo’lsa, ixtiyoriy o’zgarmas C,, C2 

sonlaruchun T (D )S (D )(c ]y i +C2y 2) = 0 bo’ladi.
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Oxirgi xossadan tlfydalanib, L (D )y — 0 tenglmaning 
VeeluiV'larsni topish mumkin. Buning uchun L (D ) differensial 
ko’phadni ko'paytuvchilarga ajratish kerak, Masalan, 
L( D) = D 2 + E P  ( D  -  iE){ D 4  IE ) , (D  — iE)e'x = 0  va

( D - i E к ' —0 bo’lgani uchun L( D )y  = (14  + E )y  = у" + у  — 0 

tenglamaning y ‘-j& .+ e,c? ' yechimini topamiz.

L(D) operatorni cjlA funksiyaga ta’sir ettirib, quyidagi 
formuIani hosil qilamiz:

Ц О )е м  = eA'L ( / .) .

Endi L (D )  operatorning eA'u  funksiyaga ta’sirini o’rganaylik; bunda 
it ~  u (x) — silliq funksiya. Ravshanki, ko’paytmani differensiallash 
qoidasiga ko 'ra

D e ''u  = e /su' + AeAxu = (D  + A E )u ,

yu’ni D eAXu ifodada ;,ep|joldinga o’tkazilganda D  siljib, D + A E  ga 
aylanadi. Bu munosabatni umumlashtirib,

3 . quyidagi formulani isbotlang:
L {D )eAxu = e AXU D 4 A E ) u

Bu formula siljish formulas! deb ataladi; ™  oidinga chiqarilganda 
(o’tkazilganda) L (D )  siljib L (D  + A E )  ga aylanadi.

4 . Agar к e  N va M (A )  ko’phad uchun 

L ( A ) ^ { A - a ) k M (A ), M (cr) A 0 bo'lsa.

L (D )(xkecs')  ni hisoblang.

5 . Ushbu L (D ) = (D ~-A{)E )k“ (E0 e N )  differensial

( D -  Л0Е) V " 1' = 0, ( D  -  Щ т Щ Щ ш ) 1 0 ,
operator uchun

......  ( D - A t)E )K(x k"~'eA"') = 0
tengliklarning o’rinliligini ko’rsating.

6 .  Agar L ( D ) ^ ( D ~ A ]E f ' ( D - A 2E )k l . . . ( D - A sE )t' 
bo'lsa . L( D )v  — 0 differensial tenglamaning umumiy yechimini quring.
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bo’lmagan 
tenglama bilan

Endi bir jinsli
L ( D ) y  =  (b mx m + +  ---  +  btx  + Щ е * *
shug’ullanamiz. Bu tengalamning xususiy yechimini quyidagi usul bilan 
topish mumkin. Ravshanki, bu tenglamaning o’ng tomoni ushbu
(D  — <yE)m* y  =  0  bir jinsli tenglamaning yechimi, ya’ni 

(Z) -  а  Е ) пЩ ^ Ь тХ т + b m̂ x"'~' + - - - A - b {x + b 0 } e ax  ̂= 0. Berilgan 

bir jinsli bo’lmagan tenglamaning har ikkala tomoniga ( D  — ( j E ) m+

operatorni ta’sir ettirib, ushbu ( D  — c r E y ' +>L ( D ) y  = 0 bir jinsli 
(yuqoriroq tartibli) tenglamani hosil qilamiis. Bu tenglamani yechib, undan 
L ( D ) y  = 0 tenglamaning yechimini tushirib qoldirib, berilgan bir jinsli 
bo’lmagan tenglamaning yechimi ko’rinishini topamiz.

T . a  ning xususiyatidan kelib chiqib, berilgan bir jinsli 
bo’lmagan tenglamaning yechimi ko’rinishini yozing.

8 .Yuqoridagi fikrlashlarni

L ( D ) y  г ы И В + I j H B + ■•-r-Z.!.v + />/()
и  ■

tenglamaga umumlashtiring.

11.12. Tenglamalarni darajali qatorlar yordamida yechish

Koeffitsientlar bosh king 'ich  nuqtada analitik.
Differensial tenglamalarning yechimlari har doim ham 

kvadraturalarda ifodalanavermaydi. Tenglamada qatnashgan 
funksiyalaming barchasi analitik bo’lganda, yechimlami darajali 
qator yig’indisi sifatida topish mumkin bo’ladi. Shu munosabat 
bilan dastlab analiz kursidan ma’lum bo’lgan analitik funksiya 
ta’rifi va uning ba’zi xossalarini eslaylik.

Agar bir o’zgaruvchining у ■ f i x )  funksiyasi x 0
+QQ

nuqtaning biror atrofida biror ^ a n(x — xn)" ( x n markazli)
.,£0)

darajali qatoming yig’inidisi sifatida tasvirlansa, ya’ni
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(II. 12.1)

tenglik ourinli bo’lsa , u holda у  = / (x) funksiya x0 nuqtada 
analitik funksiya deyiladi.

Anaiizdan ma’lumki, masalan, sin x ,co sx ,e ' funksiyalari 
ixtiyoriy Щ Щ. IR nuqtada analitik. Agar funksiya (a ,b ) intervalning 
liar bir nuqtasida analitik bo'lsa, bu funksiya (a ,b) intervalda 
analitik deyiladi.

<Mfshbu jy a „ (x  — x 0)" darajali qatorning R yaqinlashish 

1 __ ____
radiusi uchunBB At lim Ma Koshi formulasi o ’rinli. Yaqinlashish 

R
radiusi qator yaqinlashadigan eng katta
! x - M < R  ' | ^  > 0) intervalni aniqlaydi, Rm+<xs: bo’lganda 

darajali qatqr4i “ QO,+^| oraliqda yaqinlashuvfhi bo’ladi. (II. 12.1) 
tenglik aslida jjbf..— yaqinlashish intervalida o’rinli bo’ladi.
(II. 12.1) dagi darajali qatomi uning yaqinlashish intervalida 
xohiagancha marta hadma-had differensiallash mumkin; bunda 
qatorning R yaqinlashish radiusi o’zgarmaydi. x0 nuqtada analitik 
funksiya (II.12.1) darajali qatorning yaqinlashish intervalida (shu 
intervalning har bir nuqtasida) ham analitik bo’ladi. (II. 12.1) 
formuladagi darajali qator koeffitsientlari uchun

a l l — n Л 0 ,1,2,... (0f= l;l! = l;»! = l-2 - ...-n ,n e N ), 
n\

formulalar o’rinli, ya’ni analitik funksiya o ’zining Teylor qatori 
yig’indisidan iborat.

Agar

/(.\') = ^ r / „ ( x - x ())" = ^ £ / j;(.v~x0)", |Л'Йх()| < 8 {§>  0),
//=<) n=0

bo'lsa, bu darajali qatorlarnmg mos koeffitsientlari bir xil, ya’ni 
an —cill (n ■* 0.1,2....) (yagonalik xossasifr !

f(x) =  V ^ „ ( -V ^ X (|)" , j x -A '0| c  8 Ш
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Analitik vaf ( .x )  = Y j a» ( x - x 0) " , \ x - x 0\< R {,
n=0

8 ( x ) = 2 i j K ( x  ~  x0) n , \x - x0\ < R 2, fu n k siy a la r  berilg an  b o ’lsin . 
n=о

Ulaming yig’indisi va ayirmasi ham analitik funksiya va

f  ix)± g ( x ) ± b „ ) ( x - x 0)", |jt —лг0| < min(y?, ,Л 2),
n=0

yoyilma o’rinli; ko’paytma funksiya ham analitik va uning darajali 
qatorga yoyilmasi berilgan qatorlarni formal ravishda 
ko’paytirishdan hosil bo’ladi:

( +00 N f  +O0 Л +O0
^а„(л --д с0)" • ^  bn (x  -  xQ )" l =

»=0 )  \  /1=0 J n =0

i |{  = M i l  * B %  + i f e  + -  + « А , |x - x0| < min(tf, ,R 2) \
k=0

bundan tashqari, qo’shimcha ravishda g (x 0) Ф 0 ham bo’lsa, u 

holda f ( x ) / g ( x )  nisbat x0 nuqtada analitik funksiya bo’ladi va
f ( y \  +«

“ r r  = Z ^ ( x - xo ) ''’ l* ~ * o l< ^
&\X) //=(>
( 5  < m in (i? |, R 2) bo’lishi mumkin) 

yoyilmaning dn koeffitsientlari

2 a „ ( x - X o ) ' '= f 2 ^ ( x - X o ) " ] - f £ r / n( x - x or ]  =
n=0 \  /7=0 /  \n = 0  )

= t d ^ k ) ) ( x - x 0r ,
/1=0 k =0

tenglikdagi (x — x0) ning birxil darajalari oldidagi koeffitsientlarni
tenglashtirish yordamida topilishi mumkin.

Differensial tenglama yechimni darajali qator yig’indisi 
sifatida topish, ya’ni analitik yechimni qurish jarayoni bilan 
ikkinchi tartibli chiziqli differensial tenglama misolida tanishamiz.
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Ш вШ  yoki yuqori tartiblf chiziqli tenglama yok| «Mpoti 
Muigfemafer sistemasi ychun Щ0. analitik yechimni topish jarayoni 
Авдр. *o femasfr ama!gs':<>^№f!ladKwi î4ik yechimni topish uchun 
tenglama(laridagi barcha koeHitsientlar analitik bo’lishi kerak.

v",j =^С&)5 w-raU^ з^Ш-ЛаМ)
Ienglamani•'sfatayfik. ■ Bu yerdagi рДх), p Q(x), q(x)  ;%йк8%«(%' 

,% тнкраЩ̂  уёд?! . Л  -miqianiBg; bircw âifq£i.d&. “•analitik tfgib

г « V A : - x „ ) " ,  (£ ,»№ ; f ф Ц ЗД

bu ward» ■, шЩг Sp О,1,'%ял$*~пЬ1шЧш 1 коеЩМеШш Qatorm 
hadma-hap/^k-i diffeEaM ^«pK :

.1f = У f t £.«~,0Д l^ f)

;.;■ у" = 2^ p i  + 1Ц , + | Щ Xn )"“' =
m m .

= X  (*? + ~ R' ■
p f  : V j

^itogiamada berilgan koeffitsientlarni darajali
^A^rfcrga yb^aftiiz:

\ ]£W£щ г  i j f i j f I p  I  I j Bjto
2 й р $ |щ x  ^ r »  ^  p j  < ^

-  ']£ d„ (x -  й£ У I ^ 2  ’ Н р Ц
У щ&ыЬ

( Щщyerda р1(х%Р(){х),г(хУшЬип darajali qatorlftr ya^infchish

д а



R2 Man belgiladik). ; ‘
Bu qatorlarni qaralayotgan (11.12.2) differencial tenglamaga qo’jftb, 
'zarur soddalashtirishlarni bajaramiz:

^U; leaglftsing chap va o ’ng tomonidagi (ij —A^ijlpg bir xii 

Barajalari oldidagi koeffitsientlarni tejiglashtirib, ,% |fi — 0,1Д, ̂  
porna’lumlarni topish uchun cheksiz sistemani hosil qilamiz:

Ы  •#, + | p |  + ~ ф , t

|x Щр : (« + !)(« ЩйЩШш, <Х\Ъх W& фЩЩШШ?* ft ’

р  г xaf : (и +1 )(п fci Wg+ £  ((к + ЩрЩ + F ,

iVgar X0) ,va a, *fjf'.pcg.) ;tantasak
BKoshi nllSifel&’ 4fl^r iife8lgag й kolda bu yerdagi
pirihchi tenglamadan a2, ikkiBehisidan a, va h.k. barcha qolgan 
ton|ar bir qjymatJi aniqianadi. Topilgan an larga.ko’ra (Ikl®); 
Barajali qatorning yaqinlashish radiwsini Ij^^bfeyraiz va qurilgan 
analitik funk^js yaqinlashish intervaiida (11.12.2) dtFfereasial 
Bnglamaning yechimi ekaniigM asosiayiJife. Ko'rsatish mumkinki.

+ S  c» (x- щ Ш  £  Y j dn ШШ Ш.

2  ((/!■+M e + Z ( ( * +М ш щ ф Ш т

та



R{^R 2 •bd’faK H ^ ^ ’ni . qurilgan (1L12.3) fdnkwya ^ (il.l'M )  
tenglamada qaiwaahgan analitikfwiksiya|arining umuroirylan^IjitiWik 
liit^alK fa | » а ^nglam^ning <att^j]yY yechifni ;bQ’Udi;*Shunday 
qilik, Щ 12 JjY, teuglanjan nrg ,aa;a) ikki ■ parapietrli analitik 
yechimlar онаьнЬ hosil qifanuz.'. £-

Yuqorada bajaNlgan ishiarning umumiy holda qonuniy 
ckanJ if|r# 0jyWSagi teorema a^slay№j'. MSB

im lleo rew a  I. \ f i m m ' д |  

funiosiyicdur (x0 я  R ^ .  + M) ttgervalda aittilitik'fae ’hi®. U h&lda har 

Щ n&rilar iicfniH ushbu

щ q(x)r Мхп)тщ* /(X q) = щ,
Koshi iiia$(jijysi — R 4%g>¥ R) intervalda aniqlangatt ytigona 
unalHik yechiinga dgci.

р й ю Т р р Р ™
i . . ■■ ЩШм,

ym  ' ' (11.12.10)
»=<> i

rinishdagl yechSjtjiai qwring.
8—» Вu yerdagi $ {« = 0,1,2,...)— noma’lum sonlarni 

iBqlashimfe kerak. (И. 12.10) danjar ftl'nisoblaymiz:

|p  = ^ ( n ~ i ) m ltx n~2 ,= У] (« + 1Х« + 2)a„+2A  (11.^11)
//-2 nM) .

•(П JM  (II.l 2;9) ga qo’yamlz:

V (« +))(« + 2)ab̂ Sy= ]F] an$h,.tv\
#iln§ jjMHflp darajalari ko f̂fitsienlarfni tenglashttf^ftf J 

x°: 1 - 2 - a2 = ci{),

x‘ ; 2-,3
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хг 3-4-а4==а2,

х" : (п+ 1 )(п + 2)а11+1 -  <*„■>

уа0,ах\а,т\ ixtiyoriy tayinlaymiz. 
tenglamalarning toq nomerlilaridan

Kill
1-2 1-4.

juft nomerlilaridan esa

a, = ——, си ФФ§т 
3 Ж  4-5

aa . t7o
щ В ф м Л

«0 / 
2n (2л)!(

3  S p 9\
2-3 4-5 5!’" 42h+i ” (2^+1)!

U holda yuqoridagi

(и = 1Д...)

ytengliklami topamiz. Bulami (H.12.10) ga qo’yib, formal ravishda 
yechimni topamiz:

у-й о 'У -----ttgt + а,У '---------x2
‘tT (2  и + 1)!

(II. 2)

|B u  formuladagi darajali qatorlar (—oo,+°o) oralig’ida absolyut 
lyaqinfeshuvchi (masalan, Dalamber alomatiga asosan). Demak, 

yuqorida qilingan ishlar (hadma-had differensiallash va h.k.) 
■tjonuniy va (II. 12.12) formula (II.12.9) tenglamaning (-oo,+oo) 

oraliqda aniqlangan analitik yechimini beradi. Analizdan ma’lumki, 
giperboiik kosinus va giperbolik sinus funksiyalari uchun

chx = V  —-— x 2" , shx = V ---- — -  x 2*+l.
t i ( 2 « ) f  ^Г (2л  + 1)Г ;5

Shunday qilib, (11.12.9) tenglamaning ushbu
у  = a0char + a,shx ( a0, a, — ixtiyoriy o’zgarmaslar) 

jlkki parametrli analitik yechimlar oilasihi (umumiy yechimini) 
|  topdik. h

 ̂ Yuqoridagi (II. 12.2). tenglamaning (11.12.3) yechimidagi 
|e „  (« |* ©,1,2,...) koeffitsientlarni

n\ (« = 0,1,2,...)
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f#rmulalarga ko’ra topish ham mumkin. Bunda 
u0 m _y(x(1 ), qoigan koeffitsieotlar (II. 12.2)

tenglamadan aniqlanadi. у  =  }d x) yechim bo’lgani uchun, u x0 
nuqianing biror atrofida (II. 12.Э) tenglamani ayniyatga aylantiradi: 

/ ( . v ) + /> ,(* ) / (* )  + p0(x)y(x)  =  q (x\ . , (11.12.13)

Bu ayniyatda x = xn deb у  (Xofm  va, demak, a 2 = — ni

topamiz. (II. 12.13) ayniyalni ketma-ket differensiallab va x = x0

deb, У"(х0), v;i (x0),... hamda a 5,a 4,...larni hisoblaymiz:
у”(x);*} q'{x) -  Д (x)/<*) rr p, (x)y\x) -  |j$ (*M*) L р $ ф '(х )  ,

m " 4 / 'O O ,bundan у  ,(x„) va t/, = —— -----!ar;

y" (x) = ( q \ x ) - f t '( i) .v '(y A (j)> V )-

! Рв(хЫ х)-рЛх)у'(х)У— q"(x)~...,

bundan y 1 ,(Jbj) Щ-0Л. № В Ш С
4!

topiladi.
Biz yuqorida chiziqli tenglamalarning analitik yechimlarini 

topish bilan shug'ullandik. NochiziqB tenglamalarning analitik 
f^him lari ham yuqoridagiga o ’xshash topiladi. Bunda quyidagi 
teorema asos bo’lib xizmat qiladi.

Teorema 2. Aylaylik,

|  №  g  Уо
sonlar), Koshi masalasi berilgan bo’lsin. 

dgift j  (x,y.z) fimksiya (х0,_уй, У  ) € IS.3 boshlang’icli 
ши/tuning biror atrofida analitik, ya'ni biror absolyut

yaqitdashwchi ^  ак.1.,Лх ~ x̂ f { y ~  Уо)‘(х ~ 2аУ qatorning
r.. kjM=Q

Щ  itulm sifatida ifodalansa, и holda berilgan masala! 
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А'0 е  К  nuqtaning b iro r atrofida analitik  bo ’Igan  ya go n a  yech im ga  

ega.
Qisqacha, lekin noaniqroq: o’ng tomoni analitik bo’lgan 

differensial tenglamaning yechimlari analitik.
Shunga o’xshash teorema yuqori tartibli differesial 

tenglama, yoki tenglamalar sistemasi uchun ham o’rinli.

Bunda у = У  an (x -  xf))n analitik yechimning

an (n = 0,1,2,,,!,) koeffitsientlarini topishni yuqorida aytilgan ikki 
usuldan biri yordamida amalga oshirish mumkin.

Misol 2. Ushbu

Koshi masalasining analitik yechimi topilsin.
8—» Yechimni

y  = Y,a,Xx ^ ) n f a p S i
M=0

i ko'rifiishda izlaymiz. ap (1|нОД,2,...| koeffitsientlarni,
И и ш " . . ',

a = ------ - formulaga ko’ra, berilgan tenglamani differensiallash
K : n\
fcordamida topamiz. Quyidagi hisoblashlarni bajaramiz:

^ = у (1 )  = 1, я ,= у '(  1)*=©ГН
и Н Ш § Й Ё  . ■ y o )  i.

У* = 1 + 2yy',y'"0)=1, «3 = y"(l) =1 
3 1 ~ 6

о /3 л , . л * .. У Cl 1 * 1 ./  -2у +2yy*y (l)=l,a4 = 4!~_ = 24’

■ I  =  6 y 'y "  +  2 y y m,y l ( 1 ) = 2 ,  a5 =
/ 0 )  _ 1 . 

5! 60 ’
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6! 420’

ffifnafe, izlangan yechim

(л'- l  11  + —  (x -  I )4' 4
6 24

ko’nnishga ega. Bu darajali qatoming yaqinlashish radiusi qat’iy 
musbat bo’ladi.‘i%̂ -?

Regulynr maxsus nuqta. Frobenius metodi.
Endi (II.12.2) tenglamaga qaraganda umumiyroq

p 2(x), /?,(*), p Q(x), q (x)  funksiyalar x0 nuqtaning biror 

atrofida qnalitik deb hisoblanadi. Agar р->(х0)ф  0 , ya’ni 

| Ш Ш и М И И И н 1 Й  nuqtasi bo’lsa, u holda (11.12.14) 
teng&ijna x0 nuqtaning JNStftlicha kichik atrofida ushbu

analitik koeffitsientli tenglamaga ekvivalent. Oxirgi tenglamaning 
.v{) nuqtada analitik yechimini topish bilan yuqorida tanishdik.

Faraz' qilaylik, p.,(xa) = 0 , ya’ni x0 — (11.12.14)
tenglamaning maxsus nuqtasi bo’lsm. Bu holda (11.12.14) tenglama, 
umtiman olganda, xQ nuqtada analitik yechimga ega bo’lmasligi 
mumkin. Lekin ba’zi hollarda yechimni umumlashgan darajali qator 
yig’ndisi ko’rinishida ifodalash mumkin.

p2(x)y" + Щ (x )y ' + p()(x )y  щ q(x) 
differensia! tenglamani qaraylik.

(II. 12.14) 
Bu yerdagi

yr + Pjjx) , 1  Po(x) q(x)
p 2(x ) Ш т й  p 2(x)

Ushbu
(л' - x(, У у" + (x xn)/?, (x )y ’ + jK ( x ) y - 0  yoki
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(11.12.15)/ + Д М У + _ А Й ) .  о
д а #  ( х - х 0 у

tenglamani qaraylik; bu yerda /? ,(х),p 0( x ) -  x0 nuqtada analitik 

funksiyalar. Bu holda x0 nuqta (11.12.15) tenglama uchun 
regulyar maxsus nuqta deyiladi. Bundan keyin qisqalik uchun 
x0 = 0  deb hisoblaymiz. Har doim s = x - x 0 aimashtirish 

yordamida x0 nuqtani 0 nuqtaga o ’tkazish mumkin.

Teorema 3. Agar x0 = 0  nuqta (II. 12.15) tenglama uchun 
regulyar maxsus nuqta bo 'Isa, и holda (II. 12.15) tenglama 

у  = х * '^а ,Х“ ( //,a„ (и Ш 0 , 1 , 2 о ’zgarmas sonlar) (11.12.16)
w=0

ko'rinishdagi kamida bittayechimga ega; bu umumlashgan darajali 
qator biror x  e  (0, p )  (p  > 0) intervalda yaqinlashuvchi bo ’ladi.

Teoremada aytilgan p ,a n (n = 0 ,1 ,2 ,...) sonlarni topish 
uchun, Frobenius metodiga ko’ra, ushbu ( x > 0 )

+00 +CQ

B I F X I p  > ;ti=0 /1=0
+QO +Q0 +00

У 8  J F  X  anx n I  ] T  anx n+tJ, y '  =  (n  +  p)a„x"+̂  S
77=0 /7=0 /7=0

/  = £ ( '*  + i«)(« + / 7 - 1K * e+/““2 ;
‘Pm o

Po(x )y  = ' T , anx "+M = X X a *c«-*x ',+/' 1
//=0 //=0 /7=0 k =I

+05 -HO +00 17
Г  щ (х )у ' = Y J }nxn ^ ( п + р ) а пх',+И = Y ^ ( k + p ) a kbn_kx"+M ;

/>=0 /7=0 //=0 k=)
+00

X2/  =  +  P )(n  + P ~ l ) a nx"+fl ;
/7=0

yoyilmalami (II. 12.15) tenglamaga qo’yib, uni quyidagi ko'rinishga 
keltiramiz:
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yoki

£ / „ ■ p |  )*?,:+ S((4i(«'+ мХ"+и

(11.12.17) tenglik ayniyat bo’lishi uchun x ning darajalari oldidagi 
koeffitsientlar nolga teng bo’lishi kerak:
a,,A(M) = D V

Bu yerdagi birinehi shartdan $jjni deb, ju ga nisbatan
kvadrat tertglama hosil qiiairtizj

Bu kvadrat tenglama (И.ЦЛ5) differensial tenglamaning 
ank/lovch i tenglam asi deyiladi. Agar berilgan Ц  uchun 
.-1(1 + A(2 + //) ф 0,...,A(u + (л)Ф 0,..; bo’lsa, u holda
(11.12.19) tenglamadan tayinlangan a0ga ko’ra rekurrent usulda
barcha = a 2( / j ) ,  koeffitsientlarni
bir qiymatli topamiz.

~^Lak.((k+ нЖ-к & А Ш .= ®
к И

yoki yana qisqaroq

a0/J(//)x'" + Z (  apA{n + ju) +
(11:12.17)

bu yeixla

Ш щт т Ш Ш Ш Ш Ш (И .12.18)

anA(n + /.1)± У 'ак((к + ju)hn к +сп_к)= 0 (п >1). (11.12.19)
г- 1

yoki (ii. 12.18) ga ko’ra
( 11.12.20)
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Aniqlovchi tenglamaning /Uf,fi2 ildizlari haqiqiy bo’lsin. 

Aniqlik uchunJu ] > jj2 deyiik. Demak, 0 va
i‘ b0rJganda A(jli) ^  0 . ftan ing uchun (1I.12.19J rekurrent

munosabatdan —■щ  fe 1 deb, barcha an = fl,(/q) in — 0
KOeffifesieiitoi bir qiymatli aniqlaymiz. Shunday qilib, bu holda 
М У Ш )  tenglamaning bir dona

:Я № = х м,^ а „ ( н } &  = x*‘(l + ]£ л й( ^ ) * И}
»=o' '■ «=1

Brechimini bos!))1 qilamiz. (П.12Л5) tenglamaning umumiy yechimini 
popish iichun^ntng (If yechimga chmqli bog’liq bo’lmagan
Ь а п а  Wf ydchlmini topishimiz kerak. Bu y 2(x) yechimqi
^tjiirisb usnli aniqtd^dhi tenglamaning’ ’ildfziariga boglliq,
P^uyidagi hollar bo’lishi mumkin.

1°. M\~ Мг ayirma butun son bo’lmasin. f l  ; 1 Щ
pavshanki, A( 1 + / /2) kO, A(2+  0, A(riA tto3* 0,... va

Ш 0 =1 deb, (11.12.19) rekurrent munosabatdan , barqha 

ШЙл ~ an ( ^ 0  ( « *й I) koeffitsientlarni bir cjipnatli aniqi^Nife 
i p b m a f t , y e c h i r r t  sifatida quyidagi funksiyani olish mumkte

(НЛ2^Ъ

? 2°. A(ju) ̂  at
o’zgaruvchi deb hisohlaymiz va ixtiyoriy a0 ni tayinlab, (11.12.19) 

■^current mqnqsabatdan barcha &i fca-a ( fh } (s42L3| koeffilsient- 
larni br^qiymatii aniqlaymiz. Bu koeffitsientkarga ko’ra (IIJ2.16) 
pformuladagi

i у  a.,$* **Tg*f&g-fc ̂  (*„{№) x ") (II. 12,23)
n=0 w—1

jjmksiyani tuzaylik. Bu funksiyaning qurilishiga ko’ra
P 'h  Ш Ш

= VW9



Щ ЗрГ + у  ( ci„A(n + '/ . i)% j‘.gk ((к + р  )Ьп_к +сп_к))}

--апА ( и ) ^  ■
Dernak,

(х -  л0 )2 /  + (х -  Щ )р, (Л')у' + р 0(х )у  — aQ(ju - / / , )2 Щ . 
Oxirgi tenglikni р  bo’yicha differensiallab,

Й  -  л'(1)' (I B  -  •%)/'’!ЩжЯ Н |  ( B I B ЩV 3// / 1 о/г ) op

, . “  2с/0 Щ -  //j )л"" + а0(// -  /г( )2 л"“ in л-
ekan 1 igini topamiz (bizda х > 0). Bu tenglikda р  
(11.12.23) formula bilan aniqlangan funksiyaning ushbu 

■  d y (x .p )  , ,

p x deb.

УЛх)
dp

hosilasi (11.12.15) tenglamaning yechimi bo’lishini topamiz. 
(11.12.23) formulaga ko’ra bu ikkinchi chiziqli erkli yechim

v2(x) = y, (x) In X + x":^ \ / '  (U{)X (11.12.24)

ko’rinishga ega bo’ladi. Bu yerdagi ar.(p ,)  lami noma’lum 
koefftsientlar metodi yordamida, ya’ni (11.12.24) ni (11.12.15) 
tenglamaga qo’yib, tenglamaning qanoatlamshi shartidan aniqlash 
mum к in.

3 ’. p x x- p., ayirma natural sondan iborat bo’lsin. Bu holda 

ikkinchi уч(х) yechimni qurish usulini keltirib chiqarish 
murakkab. Shuning uclnin birdaniga natijani keltiramiz. Bu holda 
v,(x) yechim

4-QQ

y 2(.v) = a ^ y x(x ) \ n  X + х М1̂ а п{ р 2) х п (11.12.25)
n о

ko’rinishda bo’ladi. Bu yechimni qurish uchun dastlab Frobenius
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mctodidan foydalanib, //, ga ko’ra (11.12 15) tenglamaning 

yeehimini qurish kerak, Agar qurilgan y,(.v) yechim r, (x) 
(11.12.1Я) ycchimga chiziqli bog’liq bo’lmasa, u (11.12.21) 
ko’rinishda bo’ladi (bunds a_{ = 0). Aks holda, ya’ni izlangan

yechim hosil bo’lmasa, 2 . banddagidek ish tutib,

izlangan yechimni topish kerak. Tushunarliki, (11.12.25) yechimni 
noma’lum koefftsientlar mctodidan foydalanib ham topish mumkin.

Agar aniqlovchi tenglamaning //,,/7., ildizlari kompleks 

sonlardan iborat bo’lsa, u holda Ш, = /7, bo'ladi (tenglamadagi 

kocffitsicnlarning haqiqiyligi uchun) va ea±,p = e"(cos/3± /s in Д) 
Hylcr formulalaridan foydalanib chiziqli crk.li haqiqiy y x (x), y 2 (x) 
ycchimlarni qurish mumkin.

Misol 3. iJshbu

Bessel tcnglamasining chfXiqli erkli yechimlarini quring.
8—r Ravshanki, Bessel tcnglamasi uchun Щ1= 0 nuqta

rcgulyar maxsus nuqtadir. Frobcnius mctodidan kelib chiqib, 
yechimni

У ~ х * % апх " +а{Щ $ а 2г ^ ^ .  + апх ' ^  +... (11.12.27)
P 7 :; " /1=0
ko’rinishda izlaymiz; bu yerda ju,an (n Щ 0,1,2,...) -  hozircha 
noma’lum sonlar. Bu funksiyani va uning birinchi va ikkinchi 
hosilalarni (II. 12.22) tenglamaga qo’yamiz;

,vf (//(//- 1)с?0л"" 2 +(I^//)//ai;,TffSt + +//)(« + / / - l)a i x"+'1 ' + ...) +

+Х(/Х10Х М' 1 + (1  + jL/)atX fl + ( 2  +  / / ) n r2 A''U+l... +  ( / 7  + ju ) a irx "+ f l + . . . )  +

Щ у "  4- .т}4+ 2 (iy щсоп^)Й,0)
(11.12.26)

181



-ь(л'! -  г ' )(c/(,.r" +<7I.\J | '" + a 1x : ' f' + . . . 4  а , х" 4 ' + ...) = О 
Qavslarni ochib chiqib, o’xshash hadlarni ixchamlaymiz:

<:/„(//’ - 1/2 ) Ф  +  4 ((/7  + 1.)' - 1/ ’ ) л ""”1 +

+ ((// + n)1 — v l j + an__2 )л'/,+" + ... = 0.

x ning darajaiari oldidagi kocffitsicntlami nolga tenglashtirib, 
noina’lumJarni topish uchun quyidagi sistcmani hosil qilamiz: 

ci0(/.f ~ v 2) = 0,

Щ ((// + 1)2 - t ' 2) = 0,

«••••..........................  (II. 12.28)

an U/{ + n)2 -  v 1) + an„2 -  0 (« >2),

£/„ ni ixtiyoriy deb, ushbufi~ — v~ = 0 aniqlovchi tcnglamani 
topamiz. Uning yechimlari //, = V', /./, = —v (v musbat).

Dastlab // = v  holini qaraymiz. (11.12.28) ning ikkinchi 
tenglamasida jpr = ^dcb, £/, = 0 ekanligin topamiz. (11.12.28) 
sistemadan ushbu
an UjU + n)~ - 1'2 J + an = 0 , ya’ni 

1
an = -----------------------------a„_, (n>2) (11.12.29)

(// +  П +  V )(/ /  +  П -  V )

munosabatni ham topamiz. Bu rekurrent formulani ketma-kcl 
qo’llab, barcha toq indeksli kocffitsientlarning nolga teng
ekanligini hosil qilamiz: 0 = Щ = a, = й5 = ........ Juft indeksli
koeffitsicntlar uchun esa

L  (- n"  ----------- в — ------------(н>1)
2 n\(v + \ )(y + 2 )...(v  + n)

formulalarni topamiz. Endi (11.12.27) formulaga topilgan 
qiymatlarni qo’yib, Bessel tenglamasining
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н Б Щ  + У У -1 ) ''- )2 п !()' + l)(v + 2)...(V + п)' 
yechimini hosil qilamiz. Bu yerdagi ixtiyoriy o’zgarmasni

«о
1

deb tanlanadi va bunda hosil bo’lgan у  — ,/ (x)
2 T ( v  + l)

yechim V - tartibli birinchi tur Bessel funksiyasi deb ataladi. 
Kerakli shakl almashtirishlarni bajarib, J v (x) Bessel funksiyasini 
quyidagi ko’rmishda ifodalaymiz:

(x); у  С- D"
^ n ' .T ln  + vv +  1) v 2 J

(11.12.30)

Osongina ko’rsabsh mumkinki, x  ' J r(x )  uchun qator 

ixtiyoriy МИШИН segmentda absolyut va tekis yaqinlashuvehi.
Endi fi  =  — v  bo’lsin. Bunda Bessel tenglamasining 

J_v( x )  yechimini hosil qilamiz. Agar V son butun bo’lmasa, u 

holda J v (x) va J _v ( x )  yechimlar chiziqli erkli bo’ladi. Lekin, agar 
V  butun son bo’Isa, ular chiziqli bog’langan bo’ladi 
( (x)  = (—1)' J,, (x ) )  va bu holda ushbu 

cos v n  ■ J v (x ) -  J_ BjN
K (x) = (II.12.31)

sin v n
funksiya kiritiladi ( v  — к  butun son bo’lganda (II. 12.31) formulani 
K (x ) = l im F  (x) deb tushunish kerak). Bunda har doim J v (x) vaV-nrk
Y ,(x) — chiziqli erkli yechimlar bo’ladi (II.3- va II.4- rasmlar). Bu 

yerdagi Y„ (x) funksiya v  - tartibli ikkinchi tur Bessel funksiyasi 
(yoki Neyman funksiyasi) deb ataladi. S
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11.4- rasm. lkkinchi tur 0-, 1- va 2- tartibli Bessel funksiyalari.

Bessel funkstyasiuchun (II. 12.30) formuladan quyidagi ikki 
formula osongina kelib chiqadt:

8 I 1 ШШШ Щ  (II. 12.32)
[xJv (x) — vJr (x) = -xJ v̂ I (x).

Ba’zi tenglamalarning yechimini maxsus almashtirishlar 
yordamida Bessel funksiyalari orqali ifodalash mumkin.

Masalan, uslibu
y' =x + y 2

maxsus Rikkati tenglamasini qarayiik. у  = y(x) noma’lum 
funksiya o’miga yangi и = u(x) noma’lum funksyani 

,, _ 1 du
(II. 12.33)

formula bilan kiritib, и funksiya uchun
u” + xu =0 
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Ш т

sA iz iq li tenglarriani % ^ii qdaraiz'Bu tengiamani

w  =  , z  = х * г , w  =  м'(V) ( x  >  0 ) |
‘ з

almashtirishlar yordamida ushbii

■ I  | ЦР 11Щ Щ 1■' I fipw Р и и Щ
■ „.tfe2 .... ..й?2яг 

iB essel tenglamasiga keltiramiz. . w / 3  va 1 /3  tartibli biriuchi tur 
va  ̂ / д й |:- Bessel funksiyalari oxirgi tenglamaqing 

^ p lq l i e r k l i  yqchimlari. Demak, (П . 1 2  ydytenglam am ng  
feyechirrii

> и I  *$*<X <У > 6?>

i feoYinistidd boMadi. Endi (Н.12.3В) almashtfrish va 
gformulalarga 1 ю'та b telgan  maxsus Rikkati tenglam asining BfessfB 
iftsnksiyaiari orqafii ifodalaAgan usbfeu

(x  > 0 )

Kechimini topamiz.

MasalaJar
1, 0$tybu

y" -xy  =  0  *У
Eyri1 tenglamasining (analitik) yechimlari 

x3"
fea(, + Z -, / £ - 3 - . . . - в р - } ) А Ж  ^ 3 : 4 - . , . Q n ) - ( 3 n + l f ^

(a 0 ,a , ~ixfty®By o’zgaa'jnaslar f  p^fflaishdatva bu yerdagi qatorlarning

yaqinlashish radiusiari R  | g |M  ekantigini Щ тш Щ  
2. Ernut ataluv^d’ ^

|  X е — 2/x' +  2Л,ЗЕ parametr)
tenglamani qaraylik '{be teijglaraa matematikaning ba’zi sohalarida va 

fevant mexanikasida uchraydi£*~
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1). Quyidagi belgilashlarni kiritaylik:

шШмшШШШ ШШШШШ
4! 6!

2(Я-1)Г, ' ' 22(Я-1ХЯ-3) , 23(Я -1)(Я -3)(Я -5),7 ,
2 3! 5! 7!

Bu funksiyalar — oo < / < +co oraliqda aniqlangan, chiziqli erkli va
ixtiyoriy ( l : ) f ?! o’zgarmas sonlar uchun

A' = a^x^t)  + алх2{1)
funksiya Ermit tenglarnasining yechimi bo’lishini isbotlang.

2). Ermit tenglarnasining n  — darajali ko’phaddan iborat bo’lgan
yechiinls agar t" oldidagi koeffitsient 2" ga teng bo’lsa, (и —darajali) 

ijlrmit ko’phadi deb ataladi va H n ( /) bilan belgilanadi.

Я0(/) = 1, Я,(/) = 2/, Я2(/) ,f*.4t2 - 2 ,  Я3(7) - 8 f 3 -12
formulalarni isbotlang.

3. Bessel tenglamasiga oid misolda bir nechta tasdiq isbotsiz 
keltirildi. Shu tasdiqlarni to’liq isbotlang. Agar к  butun son bo’lsa, 
,/  д. (x ) Bessel funksiyalarining elementar funksiyalar orqali

ifodalamshini ko’rsating.
4. Ushbu

(1 i f 2 ) /  ~  2 xy ' +  Я(Я + l)_y = 0

tenglama Lejandr tenglamasi deb ataladi ( Я — berilgan son, parametr).
1). Lejandr tenglarnasining umumiy yechimi quyidagi ko'rinishda 

bo’lishini isbotlang:
у  = (x) + a,j>2(x) ( a n, a ,-ix tiyoriy

ii’zgarmaslar) ,  bu yerda
Я(Я + 1) ■> (я|§2)Я(Я + 1)(Я + 3) .

у, (х) -  1 -  ГаВйиИиИ + ------——■—— ■ ------х  Ш ,
■ v 2! 4! ш

(Я$$4)(Я-2)Я(Я + 1)(Я + 3)(Я + 5) fv— -—————  --------------- ' х +...
6 !

' ш ш т ш  i 
■ 1 — ii— щ

(Я 3)(Я 1 )(Я + 2)(Я + 4) Щ  

5! Ж
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(Л -  5)(Л -  ЗХ^ -  1)(Л + 2)(Л + 4)(Л + 6) 7-------------------------I— ---- ;--------X + _
7!

2 )  . Bu qatoriarning yaqinlashish radiuslari R >  1 ekanligini 
ko’rsating. Ularni X  — ±1 nuqtalarda yaqinlashishga tekshiring. Л butun 

son b o ’lgan taqdirdagma ^ ( x )  va y 2(%) yechimiar [ —1 , 1 ] segmentda 

aniqlangan bo’lishini k o ’rsating.

3 ) . Agar X  — nomanfiy juft son b o ’lsa, и holda ■  ( x )  ko’phadga 

aylanadi; bu holda

ж Щ» 0 )
ko’phadni kiritamiz. Agar Я  — musbat toq son b o ’lsa, и holda y 7 ( x )  

k o’phaddan iborat bo’ladi; bu holda

deymiz. Kiritilgan /*Дх) (Л = 0 ,1 ,2 ,...)  ko’phadlar Lejandr 

ko’phadlari deb ataladi. P()(x ), M (x j, P2 (x) ,  Щ (x)  va P4(x)
ko’phadlarning standart ko’rinishini toping. Ushbu

) ( x 2 - \ y  (n = 0 ,1 ,2 ,...)
2  n \ \ a x )

formulalami isbotlang.
5. Ushbu

(1 -  x 2 ) y " - x y '  + X 2y  =  0
differensial tenglama Chebishyov tenglamasi deb ataladi (Л — berilgan 
son). Bu tenglamaning x  = 0 da analitik yechimlarini toping. Л ning 
qanday qiymatlarida yechimiar ko’phadlardan iborat bo’ladi? Bu 
ko’phadlar Chebishyov ko’phadlari deb ataladi.

6. Ushbu
x(l -  x ) y " + [ y - ( l  + a  + P ) x y ] y ’ -  a f i y  = 0 

differensial tenglama gipergeometrik tenglama yoki Gauss tenglamasi deb 
ataladi; bunda (X,J3,y  — berilgan sonlar. Quyidagi tasdiqlarni isbotlang: 
i t  Bu tenglama uchun x  — 0 — regulyar maxsus nuqta.
2). Agar у  soni 0 , - 1 ,—2 ,-3 , . . .  sonlardan farqli bo’lsa, ushbu
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T~it O')**!
(G)

funksiya gipergeometrik tenglamaning yechimi bo’ladi; bunda

Ш  -  U (a )n ~  Cl(a  + 1)(« + 2)...(a + « - l )  = ^ a  + П  ̂, n  6 N.
W m\

3) . Agar y=h—n ^ n  — 0,1-2,...., va or Ф —p ,j3  Ф —p , p  G N,/> < n, 
bo'lsa, (G) qator aniqlanmagan, lekin

F(a,/3,y;x) (а)„+|(/?)д+1 1 , „ Ш 5Ш ЯInn-----— -----= — s----- —— x F ( a  +  n +  ] , f l+  n +  ],n +  2;x)
r->-" г  (у )  0  + 1)!
limit mavjud va u Gauss tenglamasining yechimi.
4) . Agar a = - n  yoki /? = - «  (« = 0,1,2,....) va y =  - p ,  bunda 
p  = n. « + 1, « + 2,..., bo’lsa.

F (-« ,Щ г т x) = Y  yoki
(~p)k к !

ш н - p \  x) = Y  t a ) ^ ~ n)k xk

ko’phad gipergeometrik tenglama yechimi bo’ladi.
Aniqlangan F(cc. J3,y\,x) funksiya gipergeometrik funksiya yoki Gauss 
funksiyasi deb ataladi.
5) . Gauss tenglamasining ikkinchi yechimni topish uchun unda у  =  X1 ru 
almashtirishni bajaring va hosil bo’lgan tenglamaning kerakli yechimidan 
foydalaning.
6) . Gauss tenglamasi uchun X  — 1 nuqta ham regulyar maxsus nuqta. Bu 
nuqta atrofidayechimni topish uchun tengiamada X  = \ —t almashtirishni 
bajaring. Hosil bo’lgan gipergeometrik tenglamaning kerakli yechimlarini 
quring.

7. Ushbu

j  X2} ’’ — y  + x  = 0 

|y (0 )  = 0
boshlang’ich masalani yeching. U analitik yechimga egami?

8. Ushbu
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х3у  -  2 у  = О
differensial tenglamani yeching. Наг qanday yechimning barcha hosilalari 
nol nuqtada nolga teng ekanligini ko’rsating. Tenglamaning nol nuqtada 
analitik bo’lgan yechimlari nechta?

11.13. Ikkinchi tartibli chiziqli differensial tenglama 
yechimlarining nollari

Ushbu
y" + cil(x)y' + a0(x) у  = 0 (11.13.1)

ikkinchi tartibli chiziqli bir jinsli tenglama berilgan bo’lsin. Biz bu 
paragrafda uning у  = y{x) yechimi ishoralarining o’zgarishini 
o’rganamiz.

Dastlab (II.13.1) tenglama ko’rinishini soddalashtirish bilan 
shug’ullanamiz. Amqrog’i, tenglamani noma’lum funksiya hosilasi 
qatnashmagan ko’rinishga keltirarniz. Faraz qilaylik, a0(x), a,(x) 
koeffitsiyentlar va ci',(x) hosila /  (a,b) intervalda uzluksiz
bo’lsin.

Noma’lum funksiya у  = y (x ) o’miga yangi noma’lum 
funksiya z = z{x) ni у  = ш  formula bilan kiritaylik. и = u(x) 
funksiyani tanlash evaziga hosil bo’ladigan differensial tenglamada 
noma’lum funksiyamng birinchi tartibli hosilasini yo’qotamiz. 
Buning uchun

y - u z , y ' = u'z + uz', y ” — u”z + 2u'z' + uz"
ifodalami (II. 13.1) tenglamaga qo’yamiz:

uz" + (2u' + ал(х)и)г' + {u"A-ci\(x)u + a0(x)u)z  = 0 (11.13.2)
va bu tenglamadagi z ' oldidagi koeffitsiyentni 0 ga 
tenglashtiramiz:

2u' + ■  (x)u  = 0 .
Oxirgi (o’zgaruvchilari ajraladigan) tenglamani yechib, uning ushbu 

1
it = exp -> jtf, (s)ds (x0 s (a ;b )— tayinlangan) (11.13.3)

yechimini tanlaymiz.
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Bu funksiya uchun
tie.

q(x) - 1----- |V '(x) + at(x)u'(x) + a0(x)u(x) 1
u(x)

(11.13.4)

munosabatni topib, uni (II. 13.2) ga qo’yamiz. Natijada 
Щ + i/(x)z  = 0 (11.13.5)

tenglamani hosil qilamiz. Bu yerda q(x) funksiya (II. 13.4) formula

|«„(л-), a,(x), ЩЩ czC((a,bj) bo'Isa, и holda у  -  y(x) noma'him

(II. 13.1) tenglamani (II. 13.5) «sodda» ко ’rinishga keltirisli mumkin.
Agar tf|(x) ning uzluksiziigini talab qilmasak, u holda 

boshqa, «murakkabroq» almashtirish yordamida (II. 13.1) ni
(11.13.5) ko’rinishga keltirish mumkin.

Dastlab (II. 13.1) tenglamani ushbu

o’z-o’ziga qo’shma differed sial tenglama deb ataluvchi tenglama 
ko’rinishiga keltiraylik. Buning uchun (II.13.1) ning har ikkaln 
tomonini biror silliq ju(x) funksiyaga ko’paytiramiz va hosil 
bo’lgan tenglamanmg o’z-o’ziga qo’shma bo’lishi shartidan kerakli

bilan aniqlanadi, (11.13.5) ning z — z{x) yechimiga ko’ra (II. 13.1) 
ning

_
yechimni topamiz. Demak, quyidagi jumla isbotlandi.

Jumla. Agar (II. 13.1) tenglamada

2
(x)ds almashtirish yordamida

(II.13.6)
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ju(x) ni topamiz:
ц{х)у"  + p (x )a t ( x ) j / + ju(x)an ( x )y  = 0 . 

Bu tenglama o’z-o’ziga qo’shma bo’lishi uchun 
/л'(х) = ju(x)a, (x),

ya m

ju(x) = exp |a,(.yW5

bo’lishi kifoya. p(x)  uchun bu ifodani tegishli tenglamaga qo'yib, 
ushbu

d_
dx

p(x) + q(x)y  = 0

o’z-o’ziga qo’shma tenglamani hosil qilamiz; bu yerda

P(x) = exp |с/|(л)с/д- ' 0 » q(x) ~a0(x)exp [a, (s)ds

(11.13.6)

(II.13.7)

Shunday qilib, agar a ,(x ) , a0(x) koeffitsiyentlar (a,b) 
intervalda uzluksiz bo’lsa, u holda (11.13.1) tenglamani (II.13.6) 
ko’rinishga keltirish mumkin; bu yerda p  <=Cl ( ( a j j ) ) , 

q e  C ((a ,b ))

Endi (II. 13.6) tenglamada x argument o’miga £ = < (̂x) 
o’zgaruvchini ushbu

d% _ 1
dx p(x)

tenglamaning yechimi kabi kiritamiz. U holda (11.13.6) tenglama
_ J ___d_
p(x) di;

dy

d%
+ q(x)y  = 0

yoki
d 2y

-  + 0 ( 4  ) y  = 0 (II.13.8)
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ko'rinishni oladi; bu yerda Q(4) = p(x)*jf(x)| ’ ya’ni

Q(4T^u0(x )exp 2 :: |

(bu yerda x = x(£) funksiya £ = £(x) ga teskari funksiyani 

beigilaydi: u mavjud cliunki £,'(x) *= -— >4). )

Endi ikkiivciii tartibli chiziqli tenglamaning nollarini 
o’rganamiz.

Odatdagidek, agar y ( x 0) = ?  .„^a’lsa, ; й! у  = y (x )  
furvksiyaning noli deb ataymiz. '

Bundan buyon «soddalashtirilgan»

tenglamani qaraymiz; bu yerda q(x) 6 C((a,b)).
Teorema 1. (II. 13.9) tenglamaning bar qanday notrivial 

yechim i ixliyafiy ci (a,b) segmentda chekli sondagi

8—т Teskarisini faraz qilaylik. У ; holda biror y  = y(<x) 
notrivial yechrm btror [flr-,,6,] cz (a,b) segmentda cheksiz ko’p

ajratamiz; bo’ladi. y(x) yechimning
uzluksizligiga ko’ra I  = 0. Hosila ta’rifidan

Deinak. x„ б{й,, A, ] nuqtada >>(x0 ) = 0, j/(x0) = 0

y*’+q(x)y = 0

p(x)

(11.13.9)

noUargu ega xolos.

nollarga ega bo’ladi. Bu nollardan x,,x7,...,x(I,... larini ajrataylik:
y(x„ ) = 0 x(l e [я,,/?,], n eN  .

Chegaralangan {x,,} ketma-ketlikdan Veyyershtrass 

teoremasiga ko’ra yaqinlashuvchi qismiy ketma-ketlik jx ^  j ni

y'(.v0)=  lim
x - x 0 Щ  X - x 0
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1

. Yagonalik xossasiga ko’ra -у{х).щ 0. Bu berilganga gid, Farazitniz 
noto’g’ri va teorema isbot bo’ldi. h

Natija. , Waraz qilaylik, y(x)-- g funksiyq\ , (II. 13. 9) 
tenglamaning notrivial yechimi b o ’lsin. Agar y (x )  yechim (a \b )

' irrterycMa kamjdq ; lkkita cgfl ya , alarming bin x0 ibo’Jsa
шс/н ш й м  bhunday ЗЩ S  ippft 

fwiqvjndki,'' intervalda
•„ИХ) ningnoli bo ’lfitaydL

Bu, x,, noliar ^ (x).y9chimning qo’slini (ketma-ket
kelgan) nollari deb

. Quyidagi tenglamalarni qaraylik
(П .п .ш

un + tj2 (x)u m 0) (II. 13.11)
Pbu ycMa (ЕЦ&^Ь))' л

Teorema 2 (Shturmning taqqoslash teoremasi). Faraz 
qilaylik, ( a $ )  intervalda (ж) < cj2 (л ) , x 0 va x, lar esa
(11.13.10) tenglamaning notrivial yechimi bo ’lmish у  — y (x )  

Wunksiycming ketma-ket kelgan ikkita noli bo ’bin  (x0 < .v,). U 

ЩЫ<1аЦ£Шж>$М.11)> bat qanday щ == u{x) qotrivial
m$ehimi ЛпШшиШ kamidci ф.Ша nolga ega, yo

u(xQ) = z/(x,) = 0 va (x0, x ,) intervalda g ,(x) = q2(x).

8--» Faf^z,qilaylik, (11.13. I I) tenglamaning notrivial u(x) 

yechimi (x0,,x() intervalda nolga ega ba’lmasin. Demak, u(x) 
jjUzljaksiz, funksiya bu mtervalda o ’z ishorasini saqlaydi. 
Umumiylikni buzmasdan (x0, x , ) intervalda a(x) > 0 deb 

jjSsoblayrniz (aks holda - u ( x )  yechimni qaraymiz).
Teorema shartiga ko’ra y (x 0) = y ( x {) = 0 va

p^X€ (x(y, X|) uchun £ н $  Ф 0 . Umumiylikni buzmasdan (х0,лг,)
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Natija. Agar (a,b) intervalda q(x) < 0 bo'Isa. и holda 
(II. 13.9) tenglamaning bar qanday notrivial у  — y(x) yechimi 
(a.b) intervalda ко 'pi bilan bitta nolga ega bo ’ladi.

9—т Agar y (x ) ning (a,b ) intervalda kamida ikkita noli 
b o  Uganda edi, u holda

*' + q(x)y = 0, (cj(x) < 0)
w'' + 0-w = 0

E^englamalarga Shturm teoremasini qo’llab и = 1 yechimning ham 
noli bo’lishi kerakligini hosil qilgan bo’lar edik. jbujy,

Teorema 4 (Knezer). Agar (11.13.9) tenglamada q(x)

funksiya itchnn ( х 0 ;+«э) (x,, >  0) intervalda 0 <  q(x) < —f
Ax~

tmgsizlik o ’rinli bo Isa, и holda (II. 13.9) tenglamaning ixtiyoriy 
notrivial yechimi (x„;+oo) intervalda ko’pi bilan bitta nolga ega

1 -f £
bo'ladi. Agar (x0;+oo) da q ( x )> — у  (0 < s  — const)

4x '
tengsizlik o'rinli bo'Isa, и holda (II.l 3.9) tenglamaning ixtiyoriy 
notrivial yechimi (x0;+oo) intervalda cheksiz ko’p nollarga ega 
bo 'ladi.

9—t Ushbu

v" + v = 0 (II. 13.15)
4j<r

tenglapani qaraylik. Bu tenglama x>  0 da у  = yfx yechimga eg;r

Agar (x0;+co) (x0 -> 0) intervalda q ( x ) < —%  bo’lsa, u holda
4x 2

Shturm teoremasiga ko’ra (11.13.14) tenglama ixtiyoriy yechimining 
qo'shni ikkita noli orasida (II.13.15) tenglama har qanday notrivial 
jechlpihiiBg kamida bitta noli yotadi. Agar (II. 13.14) tenglamaning 
biror yechimi (x0;+oo) intervalda ikkita nolga ega bo’lganda edi, u

holda (11.13.1 5) tenglamaning y = ij x  yechimi bu nollar orasida
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kamida bir marta nolga aylangan bo’lar edi, lekin y  = J x  
funksiya (x0;+°o) (x0 > 0 )  oraliqda nolga teng bo’la olmaydi.

\ +  £
Endi (хл;+c6) intervalda ----— < q (x ) , x > x(t, s  > 0,

4x
bo’lgan holni qaraylik. Bu holda taqqoslash uchun ushbu

>-" + i3 S '> ; = 0 (11,13.16)
4x

teng la mam qaraymiz. Osongina tekshirib ko’rish mumkinki, bu
Г

tenglama x > x0 oraliqda y  = y x -  c o s ( -y - ln x )  yechimga ega (

bu tenglamaning umumiy yechimini / = lnx  almashtirish 
yordamida topish ham mumkin). Ravshanki, bu yechini cheksiz 
ko’p nollarga ega. Shturm teoremasiga ko’ra (11.13,16)

tenglamaning у  = -Jx • co s(-“ Inx) yechimi nollari orasida

(II.13.14) tenglamaning har qanday yechimining kamida bitta noli 
mavjud. Demak, (11.13.16) tenglamaning barcha yechimlari x > x0 
oraliqda cheksiz ko’p nollarga ega. &

Masalalar
1. Aytaylik, q(x) €  С {(а\Ь)) va biror 0 ) >  0  son uchun

q(x)<a)2 ( x e ( o i ) )  yoki q(x)>a>2 (x<=(a,b)) 
tengsizlik o ’rinli bo’lsin. U holda y J +  q(x)y =  0  tenglamaning har 

qanday notrivial yechimi qo’shni x 0 <  X, nollari uchun ushbu

Jt
X, — x0 >  — yoki mos ravishda Щ 

O)
baholash o’rinli bo’lishini isbotlang..

2. Ushbu

x„ <■

y ” + — y '+  1- 
x ' i

у  = 0 , x > 0 (v = const > 0).

Bessel tengiamasi har qanday notrivial yechimining <ц
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orasidagi masofa 0 < v < l / 2  bo'lganda я  dan kichik, v = I /2  
bolida n  ga teng, V >  1 /2  bo'lganda esa Tt dan katta. Shuni isbotlang.

3. Ushbu
x 2y ” + xy' + (x~ — v~ )y  — 0, x > 0 (v = const > 0 ) ,

Bessel tenglamasi ixtiyoriy notrivial yechimining X  ketma-ket nollari 

orasidagi masofa uchun |m (xo — X/; )) = к  bo’lishini isbotlang.
П—>00

4. Ushbu y"  +  xy  — 0 tenglama ixtiyoriy yechimining 
x ketma-ket nollari orasidagi masofa uchun lim(x„ — X(1_,) = 0/?—» CO
bo'lishini ko'rsating.

11.14. Ekstremum prinsiplari

Ushbu

M [y \=  y" + p (x )y ' = / (x ) , a < x  < b, (11.14.1)

L[y] = M[y] + q ( x ) y ‘= y"  + p {x )y ' + q {x)y  -  / ( x )  , a < x < b ,
(11.14.2)

2-tartibli chiziqli differensial tenglamalarni qaraylik. Bu yerda 
p (x ) ,q (x ) , f  (x ) — (с/, 6) intervalda aniqlangan berilgan
funksiyalar; bundan tashqari p (x )  va q(x) koeffitsientlar (a ,b) da 
chegaralangan deb hisoblanadi.

Biz bu paragral'da (11.14.1) va (11.14.2) tenglamalarning 
f ’"((c/,/?))sinfga tegishli yechimlari tabiatini tekshirishda
ishlatiladigan ekstremum prinsiplari bilan tanishamiz.

Dastlab quyidagi ta’riflarni eslataylik. x ' haqiqiy 
o'zgaruvchining haqiqiy funksiyasi y (x )  berilgan bo'lsin. Agar

x0 e  M nuqtaning biror atrofida v(x) < v(x0 ) ( y ( x ) > y ( x o)) 

bo'lsa. x„ nuqta y(x) funksiyaning lokal maksimum (loka! 

minimum) nuqtasi, >'(xn) esa lokal maksimum (mos ravishda lokal 
minimum) qiymat deb ataladi. Agar y(x) funksiya E  to'plamga 
tegishli bo'lgan loka! maxsimum (lokal minimum) nuqtaga ega
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bo'Isa, bu y(x) funksiya E  da lokal maksimum (lokal minimum) 
nuqtaga ega deb gapiriladi.

Kucltsiz maksimum prinsipi.
Lemma 1. Agar (abb) da f  ( x )> 0  ( /(x )  < 0) bo 'Isa ,

M \y \  — f  (x) (II. 14.1} tengiamamng bar qanday yechimi (a ,b ) 
da lokal maksimum (lokal minimum) nuqtaga ega bo lolmaydi.
8—r Lemmaning lokal maksimumga taa’lluqli qismim isbotlaymiz. 

Teskarisini faraz qilaylik, ya’ni (II.14.1) ning у  т У {*) yechimi 
x0 e  (a ,b) nuqtada lokal maksimumga ega

bo'lsin. U holda bu nuqtada, analizdan ma’lumki, 
/ ( x 0) = 0  va Щ М 1  0 bo'lad i. Demak,

= > ’4^o) + /?(-r o ) / ( xo ) :=/ ' ( x0) ^ 0 ’ Lekin,

Щ Ш ь т  0 . Hosil bo lgan ziddiyatdan farazimizning 

nqto'g'riligi, lemmaning esa to'g'riligi kelib chiqadi. b
Teorema I ( M [y] — f  (x) tenglama uchun kuchsiz 

maksimum (kuchsiz minimum) prinsipi). Agar (ct,b) da 

/ ( x ) >  0 ( / ( x ) < 0 )  bo'lsa, M [y] = / ( x )  (II. 14.1)

tenglamaning [a, b] segmentda uzluksiz bo'lgan har qanday 
у  = y (x )  yechiming [a,6] segmentdagi eng katta (eng kichik) 
qiymati m a x{y(a ),y (b )}  (min{y(a),_y(6)}) ga teng bo'ladi: 

supy(x) = гш х{у(а ),у (Ь )}

(in fy (* ) = m\x\{y(_a),y(b)} ). (11.14.3)

8-~r у > 0  sonni shunday katta tanlaylikki, lining uchun 

M [e/V] = y ( y  + p (x ) )e yx > 0, a < x  < b, 
bo'lsin. Buni bajarish mumkin, chunki beriiganga ko ra p (x )  
koeffitsient (tub) da chegaralanganligi uchun

199

: "



y  + p ( x ) > / +  inf р (х )  > 0 tengsizlikni qanoatlantiruvchi у  >0
a<x<b

son mavjud. Demak, ixtiyoriy £ > 0 son uchun (a ,b ) da 

M [y(x) + е ё ** ]  =  M [ y {  a-)] + eM [en ] = f ( x )  + sM [erx] > 0. 

Ushbu y (x )  + £er' funksiya [ a ,b] segmentda uziuksiz. Demak, u 
shu segmentda eng katta qiymatga erishadi. Lemmaga ko'ra esa bu 
y (x )  + eer' funksiya (а,Л) intervaida maksimumga ega
bo'lolmaydi. Demak, u eng katta qiymatini [a ,b] ning chetki 
nuqtasida qabui qiiadi:

sup( y(x) + £ tf'' ) = m ax{y (a )  + s e r° ,y (b )  + £eyh} .
,xe[a,b\

Oxirgi tenglik ixtiyoriy s > 0  son uchun o’rinli bo'lgani uchun 
unda £ —> 0 4- deb limitga o’tamiz va (II.14.3) tenglikni hosii 
qilamiz. <Ь

Teorema 2  ( L[y] = f ( x )  tenglama uchun kuchsiz 
maksimum (kuchsiz minimum) prinsipi). Agar (a ,b) da 

t/(x) < 0 va / ( x )  > 0 ( / ( x ) < 0) bo'Isa , L[y]=  f \ x )  (II. 14.2) 

tenglamaning [rt,b] segmentda uziuksiz bo'lgan har qanday 
у  = _y(x) yechimi uchun

sup_y(x) < max{0,jy(a),.y(5)}
xa[a,b|

j inf y(x) > min{0, y («),y(b)}  ] (II. 14.4)

bo'ladi.
8—r Agar (ci,b) intervaida y (x )< 0  bo'Isa, 

) '( .Y )eC ([fli])  bo'lgani uchun [a ,b] segmentda ham j / (x )< 0 ;  
demak, supy(x) < 0  va m a x{0 ,y(a ),y (b )}  = 0 , ya’ni (II.14.4)

,ve| a.h\
tengsizlik o'rinli.

Endi faraz qilaylik, (a ,b) intervalning ba’zi nuqtalarida 
y(x) funksiya musbat qiymatlar qabui qilsin. U holda, ravshanki,
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1

biror x0 e  [a, b] nuqta uchun supy(x) = y ( x ) > 0 bo'ladi A par
хь[а.Ь]

Xq = ci yoki xQ = b bo Isa, (II.14.4) tengsizlik o'rinli. Masalan, 
x0 = a  bo' iganda

sup,y(x) = y (a )  < m ax{0,j;(a)5 V(M}
xe[a.b]

Agar a < x0 < b  bo'Isa, / 0 = ( « o A ) bilati (a ,b)  da joylashgan 
shunday eng katta intervalni belgilaylikki, x0 e  J0 va I( ning 
barcha nuqtalarida y ( x ) > 0  bo'lsin. y (x )  e  C ([a ,6 ]) ekanligidan 
ravshanki, y (a 0) = y(b0) = 0 . (a ,b) da 1[у] = / ( х ) >  0

bo'lgani uchun 70 intervaida ham £[>’] = f ( x )  > 0 . Shuning 

uchun IQ = (a0,b0) intervaida
M [y] = У"(х) + p {x )y '{x ) > -q {x )y {x )  > 0 .  Demak, teorema lga 

kora supy(x) = т а х { з < а 0) ,Я 6 0)} = 0 . Bundan
x e l0

y (x 0) = supjy(x) = sup.y(*) = 0  ekanligi kelib chiqadi. Lekin
xe[a,b] x g / q

sup_y(x) = _y(x0) > 0 edi. Hosil bo'lgan ziddiyat a < x {)<b  
’ i ЩачЬ\
holning bo'lishi mumkin emasligini ko’rsatadi. Boshqa hollarda
(II.14.4) tengsizlikning to 'g 'ri ekanligi isbotlangan edi. h

Biz teoremning shartlarida jy(x) yechim, agar u o'zining 
eng katta (maksimal) musbat qiymatini sigmentning chitida qabui 
qilmasa, segmentning ichki nuqtasida qabui qilolmasligini
ko'rsatdik.

Eslatma. Agar q(x)  koeffitsient (o ,b ) intervaida musbat 
qiymatlar qabui qilsa, Z[y] = /  (x) tenglama uchun kuchsiz
maksimum (kuchsiz minimum) prinsipi o'rinli emas.

Natija 1 ( L [y] = 0 tenglama uchun kuchsiz ekstrenium 
prinsipi). Agar (a ,b) da q (x)<  0 bo 'Isa, 7[y] = 0 (II 14.2) 
tenglamaning y (x )e C ( [ f l , i ] )  yechimi uchun ix tiyoriy  x e f a,h]
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ниц lad и
min {y (a ),y (b )}  < y ( x )  < max {у (a),  у  (6)}

VO
|y (x ) |< m ax { |y (a ) | , |y (7 > ) |}  

tengsizliklar о 'rinli ho 'ladi.
Natija 2. Aytaylik. (a ,h )  da q (x )  < 0 va f ( x )  > 0 

( / ( x ) < 0 )  ho Ism. U holda L \y}  = f ( x ) (1114.2) tenglamaning 

y ( x ) e C ( [ a . b \ )  yechimi uchun quyidagilar о rinli:

agar y ( a ) > 0 , y ( b )  > 0 ( y ( a ) < 0 , y (b )  < 0) bo'lsa, 

har qanday x  e  (a ,b)  nuqtada y (x )  > 0 (y (x )  < 0)
ho ladi;

2". agar у  (a ) > 0 , y ( b )  > 0  (y ( a ) < 0 , y ( b )  < 0 )  bo'lsa , 

har qanday x  e  (a ,b)  nuqtaday (x )  < 0  (y (x )  < 0 )
ho 'ladi.

Natija 3 ( L[y>\ =  /  (x) tenglama uchun taqqoslasli
prinsipi). Aytaylik, (a ,b)  da q(x )  < 0, hamda

C 2 ( ( a . b ) ) f ) C ( [ a ,  A]) sinfga tegishli bo'lgan va y 1

funksiyalar uchun (a.b)  da Z,[y,] <  L \y 2] bo'Is in. U holda 

vi( a ) > y 2(a) va y ^ b )  > y 2(b) ekanligidan barcha x  e  \a,b\  

nuqlalarda y, (x )  > у , (x) bo lishi kelib chiqadi.
Kuc/tli maksimum prinsipi.
Kuchsiz maksimum prinsipida yechimni uning interval 

chetlaridagi qiymatlari orqali baholanadi. Kuchii maksimum prinsi­
pida esa yechimning qiymatlari haqida tenglik bilan ifodalanuvchi 
xossa tasdiqlanadi.

Lemma 2. Aytaylik, (a .b ) da q( x)  < 0 va f ( x )  > 0 
bo'lsin. Bundan tashqari. L[y)  = f ( x ) 0 .1 4 -2 ) tenglamaning 
у  = y (x )  yechimi uchun quyidagishartlar ham bajarilsin:
(i) Щ = b (yoki xH = a ) nuqtada y (x )  funksiya uzluksiz;

(it) y (x0) > 0 , '
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(Hi) bar qanday x  e (a, b) nuqtada y(x) < y(x0).
Uholda, agar y \b )  (y'(a)) hosila mavjud bo'lsa, ushbu 

y ’(b) > 0 (У(о) < 0) (II. 14.5)
qat ’iy tengsizlik о 'rinli bo 'ladi.
Agar q(x) = 0 bo'lsa, (II. 14.5) tengsizlik (ii) j (x 0) > 0  shartsiz 
ham bajariladi.

8-rr x0 =b deb hisoblaymiz. Biror x* e(a ,b )  nuqtani 

olib, p 0 sonni 0 < p0 <b — x* shartdan tayinlab (bunda 

a < b -  p0 < b ), /  = [b -  p 0, b] segmentda ushbu
u(x) = exp (~y(x -  x* )2) -  exp ( - y ( b -  x* )2) 

funksiyani aniqlaylik; bu yerda y — hozircha noma’lum o'zgarmas 
son. Ko'rish qiyin emaski, и(6) = 0, [b - p Q,b) oraliqda esa 
u(x) > 0 . O'zgarmas y>  0 sonni shunday tanlaymizki, mos 
it — i/(x) funksiya uchun

I  = (b — p0,b) intervalda L\u\>  0 
bo'lsin. Sunday tanlashni bajarish mumkinligi p(x) va q{x) 
funksiyalarning /  = (b — p 0,b) a  (a,b) intervalda
chegaralanganligidan kelib chiqadi (teorema 1 ning isbotiga 
qarang). (iii) shartga ko'ra [ b - p 0,b) oraliqda y(x) -y (b )<  0, 
xususan y(b )~ y(b  — p 0) > 0  . Ixyiyoriy £ > 0  songa ko'ra ushbu 

v(x) = y(x) -  y(b) + eu(x)
funksiyani tuzaylik. U /  =[Z> — p Q,b] segmentda uzluksiz. x — b 
nuqtadagi uzluksizlik (i) shartdan kelib chiqadi, boshqa 
nuqtalardagi uzluksizlik ravshan. Har qanday e > 0 uchun 
J = ( b - p 0,b) da

L[v] = L[y(x)\ -  L[y(b) ] + sL[u(x)] =
= /(* )  -  <i{x)y(b) + el[u(x)]
= f(x),
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f ( x )  = f ( x ) - q { x ) y ( b )  + sL[u(x)]>  0 .

Lndi £ > 0 sonni l  = [ b ~ p tt,b] ning chetlarida v (x )< 0  
bo'lishidan aniqlayiniz: ’
- # #  v(h ~ p {]) = y ( b -  p v ) - y ( b )  + e u (b -  p 0) < 0 ,
.V i- Л : v(ft) = 'y { b ) - y ( b )  + £ii(b) -  0 < 0 .
Bu shartlarning bajarilishi uchun 0 <£ < (y{b)~y(b-p0))/ u (b -p 0) 
bd'lishi kifoya.
v(x) funksiyaga 1 ~[b  — p (),b] segmentda maksimum prinsipi 
(teorema 2) ni qo'llab, ushbu

v(x) < 0  , x e [ b - p Q,b],
tengsizlikni hosil qilamiz. u(b) = 0 bo'lgani uchun bundan v(x) 
t'unksiya x = b nuqtadq maksimal qiymatga erishganligi kelb 
chiqadi. Demak, v'{b) > 0 .. ya’ni y \ b )  + su '(b) > 0 . Bundan

v1'(b) > - 'h i'(b) -  l e y  ex p (~ y(b  -x*  )2 )(b  -  x*) > 0 , ya’ni

(II.14.5) tengsizlik o'rinli. q(x) s= 0 hoii yechimdan o'zgarmasni 
ayirsak, yana yechim hosil bo’lishidan kelib chiqadi. Lemma isbot 
bo'ldi. b

Teorema 3 (kuchli maksimum (kuchii minimum) 
prinsipi). Faruz qilaylik, (ct^b) da q(x)  < 0 vo f  (x) > 0

(  /  ( x )  <  0 )  bo'lsin.

Agar M [y\ = f ( x )  tenglamaning у  = y{x) yechimi 
(a ji)  intervalda maksimum (minimum) miqlaga ega bo'lsa, и 
(a .h) da o 'zgannus, ya'ni y( x) — const bo'ladi.

L[y j = f(x)_  tenglamaning o'zgarmasdan farqli yechimi 
(a ,b ) intervalda nomanfiy maksimum (nomusbat minimum) qiymat 
qabid qilolmavdi.
8—т Teskarisini faraz qilaylik, ya’ni у  = y (x )  yechim

o'zgarmasdan farqli va (a ,b) intervalning biror Щ nuqtasida
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'■ niaksimum qiyniat qabul qilsin. U holda, 
tuslumsHiki, biror (2,.v0) Щ ( a , h )  intcrvalda y O ) <  v(x0) 

bolftdi. Dcmak, lemma2 ^a  ko'ra v'(a-o)> 0 . Lekin xn € (a,b) 
niaksimum nuqta bo'lgani uchun У(.г'0) = 0 . Hosil bo'lgan 
ziddiyat teoremani isbotlaydi, l>

Teorema 4. Aytaylik, (a ,h) da q(x) < 0 va 

У -  y ( x ) G С ([«,£>]) fimksiya ^Lv]j» 0 tenglaimaning (a ,b ) 
intervalda yechimi bo 'Isin. U holda, agar y \c i)  va y'{b) 
hosilalar inavjud hamda y '(a )  = y'(b) -  0 bo Isa, y (x )  yechim 
(a ,b ) da o'zgarmasdan iborat bo'Iadi. Bundan tashqari, agar 
(a ,b ) ning biror nuqtasida c/(x) < 0 ham bo'Isa, (a ,b ) da 
y (x )  = 0 bo 'ladi.

• Ц  Teskarisini faraz qilaylik, ya’ni y(x) Ф const bolin. 

U holda y(A') yokiy-v(a ) funksiya nomanfiy maksimumi M m  
{ а Ш т щ  chctida qabul qiladi; bu nuqtani ,v(, deylik (x0 =b  yoki 

Щ =  Bunda |nos ftu^iyan ing  (ct.h) dagi qiymallari M dan

qat’iy kichik '"bd’jarft (kucba^Tnaksimun^prinsipiaga ko’ra). Ш 

.nuqtififciplstol.a 2 В и Д и я М  иний kipam i/. Bu esa

teoremaning sha,rti^,pid. &
" Jlbotlangan tcorcmalardan qi^idagi chegaraviy masalalar 

uchun ftefeimning 'yl^pnalik xossasi kelib chiqadi.
Faraz yifeflik, (a, b) da pA'}'f!'0 va q{x)4  0 bo'lsin. 

(a,b) Щ Е||*| = 0 '■(еггвтап! M a y iffig mi tcnglama uchun 
q|iyida|pttegaravish masalalarni qo'yaylik.

I. Ushhu p(a) = 0 W  y(b) &> 0 chegaraviy shartlarni

qaacMlahtirm'clif Ш§ v(.v) 6 (?([#»6]J§jfcchimni toping.
II. а н | | Щ  va v'(b) m 0 chegaraviy shartlarni

Ш v(.v) &"C*j■([«:/,/?]) yechimni toping.
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ushbu
а ,У (А ) + oc0y (a )  = 0 , a ,« (l < 0;

Щy'(b) + fi0y(h) = 0, ДД, > 0;
chcgaraviy shartlarni qanoatlantirsin.

Jumla. Qo'yilgan I, II, va III chegaraviy masalalarning har 
biriyagona y (x )  = 0, x  6 [a,/?], yechimga ega.

8—* Masala I uchun jumlaning rostligi maksimum
prinsipidan ravshan. Masala II uchun jumla teoreama 4 dan bcvosita 
kelib chiqadi. Endi masala III ni qaraylik. Bu masalaning 
у  ■= y(x), x e[a,h], yechimini olaylik. Faraz qilaylik, {a,b) 
intcrvalda yechim _у(л')#0 bo'lsin. У holda biror x e (a ,b )  
nuqtada y{x) * 0 bo'ladi. Aniqlik uchun y (i)  > 0 deb 
hisoblaymiz. Tushunarliki, supy(x) = y(x0) > 0, x() e [«,/?].

Maksimum prinsipiga ko'ra ,v0 = a  yoki x{) = b . Agar x() = a 

bo'lsa. y'(a) — — л’(« / cr, '*> 0 . Biinday bo'lishi mumkin cmas. 

ghunkt bu chcgaraviy maksimum nuqtada v '(a )  < 0 . Agar A„ = b  

bo'lsa, v'(/?) = -г (Л )Д ,/Д  < 0 . Lckin bu chcgaraviy maksimum 

nuqtada \ ‘(b)> 0 bo'lishi kcrak. Hosil bo'lgan ziddiyallar 
jumlaning isbotini lugatadi. i

Masalalar
1. Natija 1-3 larni qat’iy isbotlang.
2. Aytaylik, L operatorda q(x) < 0 bo'lsin. Agar

г е Г : ( (а ,6 ) )П С ([й ,/Д )  funksiya (a,b) da Ц у ] * / ( х )  
tengiamani qanoatlantirsa,

sup I v(x) I < max11 v(r/)|, | v(6)| J + sup | /'(x)A/(v)|
(aj>) ‘

bo'lihini isbotlang.
3. Faraz qilaylik. L. operatorda c/(x) < ()

III. Shunday v = jp(..v) e C  ([//,/>]) ycchimni topingki, u
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у е С 2((а,Ь))ПС([а,Ь]) va L\y] > f ( x ) (L[y] = f ( x ) )  
bo'lsin. U holda

sup y(x) < та x{0,y(a),y(b)} + C sup\f~ (x)\
(o,b) (a.b)

sup I y(x) J < max{ ]y(a) | , \y(b) \} + Cstip j/(x ) | j,
V ("’*) (a.b) J

bunda
Г ( х )  = m in{0,/(x)}, C = e(P(>+m~a) - l , p 0 = sup jp(x)|, 

baholashni isbotlang.

II. 15. Ghegaraviy masalalar

Chegaraviy masala iusltunchasi. Bir jinsli chegaraviy masala. 
Ushbu

Ц > ]  Щ P 2 (x )y " +  P\ ( * ) /  +  Po (x).v =  f ( x )
(II. 15.1)

2-tartibli chiziqli differensial tenglamani qaraylik; bu yerda 
{p2, p , , pQ, / }  с; C ([a, 6]) va [a , b] da p 2 (x) > c o -  const > 0 
deb hisoblanadi.

Biz (II. 15.1) tenglama uchun Koshi masalasi bilan 
tanishdik; bunda tayinlangan x0 € [a,b] nuqtada >>(x0) va У(х0) 
qiymatlar beriladi vayechim biror /  э x0 oraliqda izlanadi.

Bu tenglama uchun beriigan segmentning chegaralari a va 
b nuqtalarda ham shartlar qo’yish mumkin. (II. 15.1) tenglamaning 
ushbu

l{(y,a) = a ]y'(a) + a Qy(a) = a , I2(y,b) = J3{y \b )+  P{)y(b) = /J
(111 5.2)

chiziqli shartlarni qanoatlantiruvchi у = y(x) e C (|u,b]) 
yechimini topish masalasini qaraylik; bu yerda 
a , ,a 0,a , Д , Д,, /?- o’zgarmaslar va |<x,| + |<x0| =£ 0,
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!/М+{$Й ^О . (И. 15.2) shartlar chegaraviy' ъфагВаг,
masala esa ЩшШШяшШ masala debataladi va 

■^^fpigW*a yflf§f§Btft; | *
g Ш Я W jR

iz,Щ }  f ^ Vli . щ
ШШШШ  ■

® ||1Ш ta’kidlaylikki, (II. 1 S,|.).chegaraviy shartlardan JdWrVa 
]0ix)'- qsyrmtjar bir vaqtda na x — a , na x -  д  nuqtada.topiladi. 
Steiliag ucta t (11.Ш1ОДН. lMIl) chegaraviy masala Koshi 
masifesiga bevosit&ke Iti г i Im ay d i.

(U.15.,2):cbegaraviy shartlar ajralgan chegkjraviy shartlar 
Ьф ataladi; birinchi shart* Щ*% Шikfeifteiii^ • фа x-t= b nuqtada 
tf0*ytlgan. (IIJ5 ,li tenglama uchun ajralmagan chegaraviy shartlar 
!ЫШ-^^Р%Щ'1 ф!Шт..’Йа8а1ф ) davriylik shartlarl:

,y(M ='fflb). '  y \a )  :
■ Щ н №  chegaraviy,

mavjadligi Va yd^haligi nazariya т а ш  ham, вМ ш Н Щ Я Я  hairf 
katta ahaihiya%a Variatsidn Hisdb, matematik flzikh Va
ftzikamng bir qancha masalalari chegaraviy masalalarni yechishga
Щ Ш Ш . И

|4|#S^.'eliegafavi^V"^i*larda 
ЩЁЮШвШф 1 tur (iip) shartlar; agar wM bo' Isa,
agar ar Ш И •naW*tft;fenqM tur shartlar defeiataladi.
Bi'Wartlai^tf^tteMi^afiV'iy fh&saMar esa l, H va til chegaraviy 
fhhfitfcla# debyuritiladi. Shunday qilib,

|  P 2 (*)„V " +  Pi ( * ) /  +  A) (* )  V =  / ( *  b

, гн  ш Ш Ш ш
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1

(И )

(III)

д и
tenglama berilgan bo’lsin. Quyrdagi I tur chegaraviy shartlami 
qaraylik:

3̂ (0) — 0, у(л") = 0; (Ц. 15.4)
XQ) = 0, Я М Й ; (II.15.5)
X0) = 0, v(l) = 1 ; (II.15.6)

Ma’lumki, (II.15.3) tenglamaning umumiy yechimi
' У = c, cosx + c, sin x (11.15.7)

formula bilan beriladi.
(11.15.4) chegaraviy shartlarni qanoatlantiramiz: 

fy  c°s /r-¥ G i  sin n  = 0

Bundan c, = 6 , c2 esh ixtiyoriy ekanligini topamiz. Demak, 
(11Л5.3),(Ш15.4) chegaraviy masala cheksiz ko’p

pj! = c sin x, ■£,= const, ycchimlarga ega.
EndiJ |11.1$5Щ (11.15.^-,u.masalani qaraylik. (11.15.5) 

jSshartlardan
. Щ cos 0 + c2 sin 0 = 6, c, cos n  + c2 sin n  = 1 

Ipigliklarni hosil qilamiz. Bu tengliklarni cx, c2 laming hech 
qanday qiymatlarida qanoatlantirib bo’lmaydi. Demak, (II. 15.3),
(II.15.5) chegaraviy masala yechimga ega emas.

(И. 15.6) chegaraviy shartning bajarilishi uchun 
c, cos0 + c2 sinO -  0, c, cos 1 + c2 sin 1 = 1

Pi (x)y* + M (x)y' + Po(x)y~ /(x ), 
y'(a) = a /a x, 
y \ b ) ~ p i p

Pi ( * ) /  + Pi (x)yf + p0 (x )y -  f(x) ,
a xy ’(a) + a 0y(a) = a  (a,a0 * 0),
Р У Ф ) + РоУ(Ь) 5  p  ( p p 0 *  0 )

Misol 1. Ushbu
I  ШШШш
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bo’lishi kerak. Bu munosabatlar

bo’lgandagina o’rinli ekanligini topamiz. Demak, (II.15.3), (II.15.6)
siii -V ,

chegaraviy masala у  = ------ yagona yechimga ega. b
sinl

Bir jinsli bo’lmagan (II.15.2) chegaraviy shartlarni 
noma’lum funksiyani almashtirish yordamida bir jinsli ko’rinishga 
keltirish mumkin. (II. 15.2) chegaraviy shartlarni qanoatlantiruvchi 
biror у  = u(x) funksiyani topaylik. Osongina tekshirib ko’rib

ishonch hosi! qilish mumkinki, agar ocQj30 Ф 

u(x) funksiya sifatida biror u(x) = lx + m

Ш Ш  bo’lsa, 
b — a

chiziqli funksiyani
olish mumkin; aks holda esa u(x) funksiyani u(x) = kx2 + m 
ko’rinishdagi kvadratik funksiylar orasidan tanlasa bo'lad i 
( k j ,  m — o’zgarmaslar). Endi (II.15.1),(II.15.2) masaladagi 
ШщЩЩЬ noma’lum funksiya o’miga yangi
u(x) + y(x)  noma’lum funksiyani kiritib, (II. 15.2) chegaraviy 
shartlarni bir jinsli, ya’m

Ц у ,а )  = 0,12(у,Ь) = 0 (II.15.8)
ko’rinishga keltirish mumkin. Bunda (II. 15.1) tenglamanmg o’ng 
tomoni o’zgaradi xolos:

L [y]~ g (x ) {р г(х)у" + p ^ x )y ' + p 0(x )y  = g { x ) ) . (II.15.9)
(II. 15.1) va/yoki (II. 15.9) chiziqli differensial tenglamaga 

mos bir jinsli differensial tenglama
£[y] = 0 ( р 2(х )у я + p l(x)y' + p o( x ) y - 0 )  (II. 15.10)

ko’rinishda bo'ladi.
(11.15.10) bir jinsli tenglamaning (II. 15.8) bir jinsli 

chegaraviy shartlarni qanoatlantiruvchi yechimini topish masalasi, 
ya’ni
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(И.15.10),(II.15.8)
/-|v] =  ° -  

а 8 и о  =  о , 

12(уМ ) Щ о
chegaraviy masala bir jinsli masaiadir, chunki (11.15.10) 
differensial tenglama ham, (II. 15.8) chegaraviy shartlar ham bir 
jinsli. Bu masala (II.15.1 ).(II.I5:2) (bir jinslimas) chegaraviy 
masalaga mcS bir jinsli masala deb ataladi. Ravshanki, bir jinsli 
chegaraviy masala har doim trivial y(x) = 0 yechimga ega.

Teorema 1. Quyidogialternative/ o'rinli:
Щ\: (H.15.10),(II.15.8) bir jinsli masala yagona trivial 

yechimga ega, bunda mos (II. 15.1), (II. 1Щк masala tenglama yq 
chegardvly] shartlardagi о 'ng tomorilarning ixtiyoriy qiymatlarida 
yqgfina yithimga ega, yoki (II. 1% 10), (II. 15.8) bir jinsli masala 
cheksiz ko'p Ipechimga ega, bunda mos (11:15.1),(11.15 2) bir 
jinslimas masala о 'ng tomonlarning ha 'zi qiymatlarida birorta ham 
'■yechimga ega emdS,: qolgan bdfeha qiymatlarida esa cheksiz ко p  
\yechimga ega.

r L[y] = 0 (II.15.10) tenglamaning chiziqli erkli

yechimlari j/, = уДх) va У2 ~  Ут(х ) bo’lsin. Uning umuniy 
yechimi

ko'rinishda bo'ladi. L [ y ] ~ f (x )  (11.15.1) tenglamaning biror 
xususiy yechimini y xm = yvl,v(x) bilan belgilab, lining umumiy 
yechimini

ko’rinishda ifodalaylik. Bir jmsli (II.15.10),(II.15.8) chegaraviy 
masalani yechish uchun (II.15.II) ni (11.15.8) shartlarga qo'yib, 
C{ ,i. № noma’lumlarga msbatan ushbu

>’= с,.» m m

(11.15.12)

bir jinsli chiziqli algebraik tenglamalar sistemasini hosil qilamiz.
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(II.I5.1),(II.I5.2) chegaraviy masalaning yechimini topish 
uchun esa (1 I) ni (11.15.2) chegaraviy shartlarga qo'yamiz va c ,, c2
noma’lumlarga nisbatan

f с,/, (у ,, я ) + c-2/, (y2,</) = « - / ,  (y r„,, a) ,
(II. I j . 14)

(У, уh) + C7ll Щ  ft b) = p  -  L (Xv,,v f.b)
chiziqli bir jinslimas algebraik tenglamalar sistemasiga kelamiz.

Algebradan ma’lumki, (11.15.14) va mos bir jinsli (11.15.13) 
chiziqli algebraik sistemalar yechimlarining soni ushbu

Д = 1\(.Упа)  
l2(y {,b) l2(y 2,b)

(II.15.15)

determinant qiymatining nolga teng yoki tengmasligi bilan 
aniqlanadi.

A&Q bo'lganda (11.15.11) bir jinsli sistema 
((11.15.10),(II.15.8) bir jinsli masala ham) faqat trivial yechimga 
ega, (11.15.14) sistema ((H.15.1),(II.15.2) masala) esa o'ng tomoni 
ixtiyoriy bo'lganda ham yagona yechimga ega. A = 0 bo'lganda
(11.15.11) bir jinsli sistema ((II. 15.10),(II. 15.8) bir jinsli masala) 
notrivial yechimlarga ega, (11.15.14) sistema ((H.15.1),(II.15.2) 
masala) esa o'ng tomonning ba’zi qiymatlarida birorta ham 
yechimga ega emas qolgan barcha qiymatlarida esa cheksiz ko'p 
yechimga ega. &

Chegaraviy masala yechimining yagonaligi.
Bir jinsli chegaraviy masalaning faqat trivial yechimga ega 

bo'lishi uchun yetarli shartlar ekstremum prinsiplaridan keltirib 
chiqarilgan edi (II. 14-bandga qarang). Bu yerda yechimning 
yagonaligini o'z-o’ziga qo'shma tenglama uchun integral tengliklar 
yordamida o'rganamiz.

Ushbu

C[y\ = - r [ p { x ) ^ - \  + Cf(x)y , (11.15.16)
ax \ ax)

bunda
[p {x ) ,p \x ) , q(x)}eC ([a ,b])\

(11.15.17)
p(x) >(D = const > 0, q(x) < 0, x  e  [a, ti],
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(11.15.18)

o'z-o'ziga qo'shma operator orqali tuzilgan

£ \y \  = g(x) \ ^ { p ^ ^ ) +4 ix )y  = g {x )j

chiziqli tenglama uchun (II. 15.2) chegaraviy shartlarni qo'yaylik. 
Mos bir jinsli tenglama

£[^] = 0 (П.15.19)

ko'rinishga ega. Bu (11.15.19) bir jinsli tenglama uchun (11.15.8) bir 
jinsli chegaraviy shartlarni qo'yib, mos bir jinsli chegaraviy masala 
(II.15.19),(I1.15.8) ni hosil qilamiz.

Tushunarliki, teorema 1 L operatomi o'z-o'ziga qoshma 
operator £  bilan almashtirganda ham o'z kuchini saqlaydi.

(II.15.19),(II.15.8) bir jinsli masalaning trivial yechinidan 
boshqa yechimga ega bo'lmasligi uchun yetarli shartlar quyidagi 
teoremada keltirilgan.

Teorema 2. Faraz qilaylik, (11.15.17) shartlar bajarilsin. U 
holda (II. 15.19), (11.15.8) bir jinsli chegaraviy masala uchun 
quyidagi tasdiqlar о 'rinli:

1) agar a, ~ /)] —0 bo 'Isa, bir jinsli I chegaraviy masala 
faqat trivial yechimga ega;

2) agar a 0 = Д, = 0 va (a ,b ) da q ( x ) f  0 bo Isa, bir jinsli 
II chegaraviy masala faqat trivial yechimga ega;

3) agar a Q — jla —0 va (ct,b) da q(x) = 0 bo Isa, bir jinsli 
II chegaraviy masalaning yechimlari о 'zgarmaslardun 
iborat bo 'ladi;

4) agar 0 va Д Д  > 0  bo Isa, bir jinsli III
chegaraviy masala faqat trivial yechimga ega.

8—т Aytaylik, у  — y(x) e  С 2([а,.й]) funksiya (П.15.19), (11.15.8) 
bir jinsli chegaraviy masalaning yechimi bo'lsin. Ravshanki,

yC[y]-= y ^ ^ p ( x ) ^  + q(x)y1 = 0 . x e [a ,/) ] ,

Bu ayniyatni x bo'yicha a dan b gacha integrallab topamiz:
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Oxirgi tenglikning chap tomonidagi birinchi integralni bo'laklab 
integrallaymiz va quyidagi tenglikni hosil qilamiz:

~r''-
J(p(x)y2(x) “  д(х)У(х))«Ьг +

+p(a)y(a)y’(a) -  p(b)y(b)y'(b) = О (II. 15.20)

h , Л вЛ Щ .....

Agar а, я Д  = 0 bo'lsai, у (а )^у Щ  = 0 va q(x) < 0 
shartga ko'ra (11.15.20) dan

;; VV -Ц , |

Jp { x f f2(x) dx — 0 (II. 15.20)

tenglilpi topamiz. Bu tenglikdan p{x\^.p0 > 0 shartga ko'ra 
ЩЩЩ |gpy |§ i [a,b], ^ ;#kanligi kelib ciqadk) 1 Demak,
y(x) si e*= const, xe[o ,6]. y(x)eC(|a,6]) va
щ а)~  дЙ) = 0 bo'Igani uchun c = 0, ya’ni 
y{x)щ$) , xe[a,b]. Bu bir jinsli I chegaraviy masala faqat trivial 
yechwnga egaekanligini isbotlaydi. l)qism isbotbo'ldi.

Agar «„ = A) = 0 bo'Isa, У(а) = У(6) = 0 chegaraviy 
shartlar qanoatlangan va (11.15.20) tenglikka ko'ra q(x)< 0 
bo'lganda yana (11.15.20) munosabat hosil bo'Iadi. Bundan 
y (x )s c  = const, x e [a,b\, ekanligi kelib chiqadi. y(x) = c ni 
(11.15.19) tenglamaga qo'yib, q(x)c = 0 , x e  [a, b] , shartga 
kelamiz. Bundan г/(х)^0 bo'lganda c — 0 ekanligi kelib chiqadi, 
ya’ni yechim y(x) = C,= 0 .2) qism isbotlandi. q(x) s  0 bo'lganda 
yechim y(x) = c = const, x e [a,b\ 3)qism isbotlandi.

Endi а 0Д, <0 va or,Д > 0 bo'igan holni qaraylik. Bu 
holda (И.15Л0) tenglikdan; (II.15.8) chegaraviy shartlarga ko'ra
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quyrdagini topamiz:
' t* л
J(p (* )/2(*) -  Я(Х)У?(Х))dx- p (a )^ -y2(a) + p (b )~ y 2(b) -  01 

Bundan y(x) s  c = const ЩШШЫя, va $(it) = y(^) = 0 ekanligi
kelib chiqadi. Х * ) ’ЩС([л,А>]) bo'lgani uchun y(x) = с.=йО 
qism isbotlandi. h  '

Endi 1 ''masala Grin ftmksiyqsi
Iushun#ttiiS|i|| kiritamiz.: j

Chegaraviymasala (11.15.9),(11.1 § hun Grkvfunksiyasi 
peb, quyidagi uchfe io^s§a''%a ^ftpksiyaga
bytil^di:

1: fuirkafya, x e { ё ' А ш Ш д  -bo Uganda
pniqlaqgqn va uzluksiz:i G j x , £ X §  С£[л,,&]^1л,М) ::j, d

, 2. Tayinlangan ^ :̂ Ja^b] nqhim yfxd»2 & {x^)  .fiiql^ya, 
ix  pn^Wha x # g nuqtalarda mos bir jinsli Цу]*?0 tenglamani,; 
Ex = b 'nuqtalarda esa (II. 15!8) chegaraviy shartlarni
Mwibatlanltirripl1'̂

..'Pti'.o^ayinlangan £ e  (a,b) uchun G(x,£) funksiyaning 
birinchi tartibli hosiIasi Яттщ nuqtada sakrashga ega va

dG(x,^) j 
дх 4

дО{хЩг
дх I

(II.15.21)

T erem a3(G rin funksiyasining mavjudligi haqidagi). 
%Agar (11.15.10), (II. l5.8) bir jinsli chegaraviy masala faqat trivial 
Wechimga ega bo’Isa, и holda (11.15.9),(II.15.8) masala uchun Grin 
ЩтЬ^Ш mavjud va и quyidagi ko’rinishga ega:

\c\(£>)У\(x) , agara<x<^  bo’lsa,
(£)% Iх) - аёаг ’$  Ж Я bo'lsa,

G(y,^) = (11.15.22)

фи yerda yx va bir Jinsli tenglama (1115.10) ning mos
ravishda /|(У|,я).а5 ; 0  vqfJ^Jy^,b) = Q shartlarni qanoat/antiruvchi 
hotriviaiyechimlari, c,(£) va щ(£) lar esa ushbu
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(II. 15.23)
( ci )  -  f j  (ф у*  c | | = о ,

) | |} >  = 11/><4)
s  i s l e т и с к и i c m iq la n a tli . &

Izoh. (11.15.23) dagi birinchi shart (11.15.22) Grin 
funksiyasining uzluksizligini, ikkinchi shart esa uning (11.15.21) 
xossasini ta’minlaydi.

8-—«• »  va y 2 funksiyaiarni quyidagi Koshi masalalarining 
yechimlari sifatida tanlaylik:

Ц.У1] = 0- J’i(il) = a ,y \ { a )  -  - a 0, b
Щ 3] | |  о, y 2( b ) = ^ , 3’J (6 ) ; |- д , .

Ravshanki, 0 va l2( y 2,b ) ~  0 . Bundan tashqari, y x, va

Ут sgechimlar notrivial ( | a 0 0 , j /?, | -t-1 /?0 ^  0 ) va

chglfli ;'#rk!i,: • 'cliunki aks hoida _y-,(x) = (л?)

(гВ л). /, \ЩЦ1У&$1^У\Ui) = 0 ) va, demak, teoremaning shartiga 

Я й ” ravtshda",(11.13,10),(IIЛO )  masalay t biIan birgalikda y 2 
notnria! ’jlfh im glt bam ega bo’lardi. Shunday qilib, /,[>’] = 0

tenglamaning ixtiyoriy yechimi у  = c\y{ 4- c2y~, ko’rinishda 
bo’ladi. Grin funksiyasmng ta’rifidan uning (II. 15.22) ko’rinishda 
bo’lishi kerakligi kelib chiqadi. у , va y2 yechimlar chiziqli erkli 
bo’lgani uchun ularning Vronskiani noldan farqli, va demak, 
(11.15.23) sistema c,(<£f) va '4$ЖкШШ bir qiymatli aniqlaydi,
chunki mos determinant

V ,(l) - ^ ( 1 )

y ,(4 )  y - te )
Ravshanki, (II. 15.23) sistemadan topiigan c,(£) va Wm
fimksiyalar ^ ^ [ a , b ]da uzluksiz. Demak, (11.15.23) dagi birinchi 
shartga ko’ra (II. 15.22) formula bilan aniqlangan funksiya 
G (x ,£ )e  C ([a ,b ]x[a ,b ] ) . Tayinlangan £ e ( a , 6 )  uchun 

funksiya x  bo’yicha x *  t  nuqtalarda ikki marta
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differensiallanuvchi va uning birinchi tartibli hosilasi x = £ 

nuqtada (II. 15.23) dagi 2- formulaga ko’ra qiymati 1 / p 2(<f) ga teng 
bo’lgan sakrashga ega. I>

Eslatma. Teoremaning shartlari bajarilganda Grin 
funksiyasi bir qiymatli aniqlanadi. Agar _y, va y2 yechimlar c3y,

va c4y 2 bilan almashtirilsa, (11.15.23) dan ravshanki, (11.15.22) dagi 
G(x,£,) funksiya o ’zgarmaydi.

Bu yerda yana shuni e ’tirof etaylikki, biz teoremani 
konstruktiv isbotladik, ya’ni Grin funksiyasini qurish usulini 
keltirdik.

Yuqorida qurilgan Grin funksiyasi (II.15.9), (II.15.8) 
chegaraviy masalaning, yechimini topishga imkon beradi.

Teorema 4. Faraz qilaylik, (11.15.10), (II. 15.8) masala 
faqat trivial yechimga ega, G(x,<%) uning Grin funksiyasi va 
g (x ) e  С ([а;Л ]) bo 'Isin. U holda ushbu

p 2 (x)y" + p x ( x ) /  + p 0 (x)y = g(x),

< a ly ’(a) +  a 0y(a) = 0 ( Щ  + |« 0| *  0), (11.15.24)

№ ( Ъ ) + р 0у(Ь) = о
chegaraviy masalaning yagona yechimi

b
y (x )=  jG (x,<^)g(4)d^  (11.15.25)

a
formula bilan ifodalanadi.

0—г Biz (II. 15.25) formula bilan aniqlangan funksiya 

(II. 15.24) masalaning yechimi ekanligini ko’rsatishimiz kerak. 
Ixtiyoriy x e (a,b) nuqta uchun

x h

m m  W m m m  н ж э й & ж
Cl X

bundan (integralni differensiallash haqidagi Leybnits formulasiga 
ko’ra)
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Ш \ =mxA{;)g(Z) L^m  + J t— — g(£)4£
J * dx • ■ т  1Ш ’' “  '

J dx J dx - J dx
(11.15.26)

chunki G(x,£) uzluksiz funksiya: G(x,£)| t=v_(l = G(x,£)jr=t+0.
Endi ikkinchi tartibli hosilani hisoblaymiz ((11.15,26) dan 

foydalanamiz):
dG I 
dx 'f f i f f l P f j M

dG j :l
J dx _ dx ^

■ 1 •'
I . i g \b ) a h + 
J dx~ p i(x )

g(x) =

, , (11.15.27)
m t  Pi

dG] dGI 1
chunki (II.15.21) ga kp'ra ri —“»**> ...%,

dx '* dx |b’:* / ; j»2(x)
(II. 15.26) va (11.15.27) formulalarga ko’ra (H.15.25) 

formula bilan aniqlangan funksiya (11.15.9) tenglamani 
qanoatlantirislii kelib chiqadi: 
p2(x)y" + pt(x)y'+ p(){x)y  1

* W m Р И Н  p W i  m j + P\ I |  ш ж +
J <)x J dx

- Ж
+/?B(x) j*G(x, £)#(£>/£ = g (x ) .

Endi chegaraviy shartlarning qanoatlanganligini 
tekshiramiz. (II. 15.25) formulalarga ko’ra I
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'(*) + а0у(х) + a, +
J дх J дх

+ «0 J*G(x, £)g(£)r/£ + a0 J g (x, 4)g(4)d%

Bu tenglikda x -> a  + 0 deb limitga O’tamiz va Grin 
funksiyasining 2- xossasiga ko’ra (II.15.24)dagi chegaraviy 
shartlarning birinchisining bajariiishini isbotlaymiz: 

h ' ' Np h
a y ( a ) + a 0y(a)  =  a r J — ^ ~ g ( 4 ) d 4  + a 0 jG(a,4)g(4)d4 =

h h
, = |(«1 f |  + a oG (a> %j)g(Z)d4 Щ  Jo.-g(£)<^ =

= 0 .

Shunga o’xshash S j/(6) + fi0y(.b) = 0 ekanlgi ham tekshiriladi.
Misol 2. Ushbu

/ + >  = g(x), j(^r72) = 0,
chegaraviy masala uchun Grin funksiyasini quring va yechimini 
yozing.

8—r Mos bir jihsli chegaraviy masala 
у" + у  = 0, y(0) = Q, y ( n / 2) = 0, 

faqat trivial yechimga ega (tekshirib ko’ring), ya’ni Grin 
funksiyasining mavjudlik sharti bajariladi. Bir jinsli 
у ” + у  = 0 tenglamaning ŷ  = sin x  va y 2 »  cos x yechimlari 

, y x(0) = 0 va у 2(тг/2) = 0 shartlarni qanoatlantiradi. Demak, 
(H.15.22) ga ko’ra izlanayotgan Grin funksiyasi

fШ sinx , agar0<>x<£ bo’lsa,
G(x,g) = <

[C-, (£)cos x , agar 4 ^  x < я  / 2 bo’lsa, 
ko’rinishga ega. (II. 15.23) sistemadan c,(£) va c2(4) lami 
topishimiz kerak. Qaralayotgan holda bu sistema quyidagi 
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И Н Н
j с,(£)sing -~c,(g)cosg = 0,' v:
( W i  (£) sia|t*: с, (I) cos |  = 1.

Bu, sistemani yechib, cosg, es(g) = sin<̂  ekanligini
tepamfe Desmak, berilgan chegaravijf masala uchun Grin funksiyasi 

I — cos <§ sin^', agar О M 'Ж bo'lsa,
4il.(X ,Q  =  S •; . ',ГД '

'' Trsm  Н м  £ agar g S  Я ИНН 2 bo'lsa L ';» 
formula bilan beriladi. Berilgan masala yechimi endi 

11 h ,
y { x )  =

(11.15223) formula Ыlan aniqlanadi. b
Quyidagi Я parametrli bir jinsli chegaraviy masalani 

qaraylik:
И '
м ы ш и  I  m .
Щ  (a) + a{)y{a) = 0,

[ /Щ(,Ь)-гj3bv(b).--{)

Agar bu masala berilgan .Д, uchun notrivial yechimga ega bo'lsa, bu 
Я qaralayotgan masalaning xos soni, notrivial yechim esa (shu xos 
songa mos) xos funksiyasi deyiladi. Barcha xos spnlar va mos xos 
funksiyalarni topish Shturm-Liuvill masalasi deb ataladi. Bu 
masalani o'rganish matematik fizikada katta ahamiyatga ega.

Misol 3. Ushbu

« у ф )  = 0,

Hasalaning xos son lari va xosfunksiyalarini toping.
9—t y "  -  A y  — 0 o'zgarmas koeffitsientli tenglamaning 

umumiy yechimi osongina quriladi:
Я >0 bo'lganda y  =  c t expf \Mx) + c2 exp( A/Xx);

2 2 0



Л = О bo'iganda у  = с, + с2х .

Qo’yilgan у ( 0 )  = 0, — 0 shartlardan ikkala holda ham
c. =Cf =Oekanligini, ya’ni yechimning trivial bo’lishini topamiz. 

Demak, notrivial yechimlar Я < 0 bo'iganda mavjud bo'lishi 
mumkin. Л =̂ - ju2, ju > 0, deylik. U holda berilgan tenglamaning 

umumiy yechimi у  —cx cos/zx + c2 s in /rx  ko'rinishda ifodalanadi. 
Ghegaraviy shartlarga ko'ra yechim noldan farqli bo'lishi uchun 
c2 = 0 va 0 => ц  = fik = k , k  e  N, bo'lishi kerakligini

topamiz. Demak, xos sonlar Л = Лк = —ju^ = —k 2, mos xos 

funksiyalaresaBH|I|y f ^ c c o s k x ,  k  = 1 ,2 ,... . &
Izoh. Grin funksiyasi umumlashgan m a’noda ushbu 

Lx[G (x , £)] = S (x  -  g ) , a < x  < 6|p§j 

tenglamani qanoatlantiradi. Bu yerda S (x  — %)— Dirakning delta- 
funksiyasi. Uni x = £  nuqtada qo'yilgan intensivligi 1 ga teng 
bo'lgan impuls deb tasavvur qilish mumkin. S (x  — g)  ni noldan 
farqli qiymatlari £  nuqtaning kichik atroflarida joylashgan uzluksiz 
va

lim < p ,,(x -^) = 0 ,x  #  jfj
n—> CO

\<P,Ax-% )dx = \

shartlarni qanoatlantiruvchi (pn{x — £ )  funksiyalar limiti deb

tushunish kerak. U holda ixtiyoriy / ( r )  e  C funksiya

uchun
h h

lim \< p„ (x-% )f(x)dx=  [ря( х - £ ) / ( £ ) < &  = / ( £ )П—>00 J J
a a

bo'ladi. Delta-funksiya umumlashgan funksiyadir. Umumlashgan 
funksiyalar matematik fizikaning zamonaviy qurolilaridan biri 
hisoblanadi.

Esiatma. Biz
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Ц  WV'" +  Л , 1 + - + P t {хЫ+ Ро(х)у =  М  а < х < Ь .

I -  iartibli chiziqli differensia! |еря|Ш ‘8|л^
111*1526)

и М й ж  рр  Щ ’1 ■: (м. 1Ш |
Ию&1К<; / . Ш0& и

!» ЩтШшЩШь. bhartlami е Щ Е  (Ц 15 26)
qbiioatlantiruvchi

yecfaknini ^apish ' haq^a^' ̂ hegaFaviry й1ава1Ш*Ш>8Й qilarmz. Bu

IVIasalalar
I. Agitr ж =  0 , Ьэтфа lar ыо^и^й д;{|г)^> 0, va

iNiKPi цм
.11

%. Masada, uc h u n Qrin fu nte^iY^iR\qi«mgu
9  %3B6 Sjft,
| ^ Ш Й М М |l*i®' Ши Щ kos'' 'funksiyalarmic’l ^ p p

« м ^ И м И Й М Ц |И ||^ = л >’ Ф<&'<i )I"y (° )-K i)  = о .
4. Grin funksiyasi yordamida feeialgan masalani; «ttegeallw,gtem#ii 
ydchishga keUffteg* ;

e'y" + exp’^ Лу■, y(0)my'(O)-$,
5. Ацаг X2 v* + $xy* -  2y -- f  (V§ ren|lanfinmg4̂ eeWmi X - * ‘6 4**W

/ -*+ opda,<i?negaalafc1d#i. bo-'jlsa.. sba yschtmni \жШ®£
hosilasini. ‘ В Я | | Е | |  И Щ | |  Щ
ьай>1ап§Ль
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Javoblar, ko'rstmalar va yechimlar

0.1.

cos (a+b)x cos(a -  b)x'■ a * b bo’lgandaЩ -  + c  ,

a = b * 0  bo’lgandaesa y(Jc) = - COs(2ax) + c ,
4 a

a = b — 0 bo’lganda esa y(x) =C.
2. Ko’rsatma.

f i x )  + g(x) = const => f ( x )  + g(x) = / (0 )  + «(O') = n

f ill/(+O0) + g(+oo) = i

1.1.

Ir,x > 0 oraliqdayechimlar y  = f ^  + c , x < 0

oraliqda yechimlar y ~ \ ~ d s  + c.
J-i s

2. y = jx \x \+ c .  3. Chunki y g C ‘((0;l)) (jc = 1/2

nuqtada Щ hosila mavjud emas). 4. Ko'rsatma. Berilgan funksiya 
berilgan tenglamani hech qanday oraliqda ayniyatga aylantirmasligini 
ko'rsating.

1.3.

1. Tenglamani *2- y 2 > 0 va ДГ - у 2 < 0 to'plamlarda qarang.
2. J. I-rasmga qarang.
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J. 1- rasrn. 

14.

1- Я — —sin I ,у  -C O S/ hosilalar bir vaqtda nolga tengmas va 
xc/x + ydy = cos t ■ ( -  sin t ) • di + sin l ■ cos / • dt -  0 .

2. Ko'rsatma. Tenglamani X Ф 0 da 1 /x ' ga у  Ф 0 da 1 / у 2 ga ( yoki 

(0 ;0 ) nuqtadan tashqarida l / ( X ' +  >’2) ga) ko'paytiring.

1.5.

2. у -  c exp( — . 3. y(x)  = i
x 112 ,agar xe[0 ;2 J  bo’lsa 

2ex~~ ,agar x e (2;+oo) bo’lsa
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4. у{х ) =
agar х < - In 2 

2
bo'lsa;

2
1 -2x ■ In 2- e  , agar x > — — bo'lsa.

5. x  > 0 , у  > 0 chorak tekislikda berilgan tenglama 2xdx + 2ydy = 0 
, 2 7ko rinishgakeladi. Uningyechimian JC +_y" = C ;

x > 0 , у  < 0 bo'lganda berilgan tenglama 2 xdx = 0 ,  yechimian

X =  c ;

x < 0 ,>» > 0 bo'lganda berilgan tenglama 2j-’t/v’ = 0, yechimlari 

^  = c;

x  < 0 , у  < 0 bo'lganda differensial tenglama aniqlanmagan.

Yechimlar grafiklari J.2- rasmda ko'rsatilgan.

6. Yechilishi.
(*) da v = 0 deylik. U holda
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f { u )  =
f ( u )  + f (  0)

,/ (0) • [1 + f  '(u)] = 0 => / ( 0 )  ~

/ ( * )

1 - / ( ; / ) - / ( ( ) )
Berilganga ko’ra ushbu

/ ’(0) = i,m / W ^ Z < £ ) ^ im / №  = t
• /'“+" h *~*o h

hosila mavjud
Endi (*) ga ко ra /  (x ) ni hisobiaymiz.

/ ( x ) + /(/?)

t x x ) = п т  j m  i  ;im i  Ш Ш
l'~*° h л->о
.. / ( /? ) •  Cl +  / : (x)l= | ‘m —- — L— 7 ^  = ^ .[1+

clumki /  (h ) —> /  (0 ) =  0. ( . / '( 0 )  mavjud bo’lagini uchun f ( x )  

funksiya x = 0 nuqtada uzluksiz).

Demak, )' =  /  ( x ) noma’lum funksiya у '  = к ■ (1 +  y~  ) 
ditferensial tenglamani qanoatlantiradi. Oxirgi tenglamani 
o'zgaruvchilarni ajratib yechamiz:

' dy
1 + V

- = к - dx arctgy = kx + c

y\ / (0) = 0 bo’Igani uchun c =  0 bo’Hshi kerak. Demak, agar 

noma’lum funksiya у  — / (x ) mavjud bo’lsa, u arctgy  =  kx 
munosabatni qanoatlantiradi. Oxirgi tenglikdan у  = tgAx ekanligini 

topamiz. Tangens funksiyaning xossalariga ko’ra bu у  — tgkx 
funksiyaning (*) funktsional tenlamani qanoatlantirishini va y ' \ x=o~k
hosilaga ega ekanligin ko’rish qiyin emas.

Shunday qilib, qo’yilgan masalanmg yechimlari 
/ ( x )  = tgAx (k  m  const)

formula bilan beriladi.
P PYuqoridagi fikr yuritishlardan ravshanki, kx < -—
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я
к z;t 0 bo’Iganda f  (х) — tgkx yechim jx| <a — —j—r oraiiqda

2 \k\
aniqlangan. к — f  (0 ) — 0 bo’Iganda esa yechim f  (x) = 0 va u 
x  e  (—oo;+oo) oraiiqda" aniqlangan.

1. 6 .

у  = X
1

Inx —c
Ko'rsatma. Tenglamada

у  — z'" almashtirishni bajaring va m — 2 da o ’zgaruvchilariga nisbatan 
bir jinsli tenglama hosil qiling.

1.7.
2. Ko'rsatma. v{t) — u(t) —x(t) deylik. Berilganga ko’ra

Buniv' — p(t)v  > 0, v(0) > 0 . Demak, |^v-exp(-J/?(s)tff.y) J >0. 

integrallab, kerakli tengsizlikni topamiz:
I

v(t) > v(0 ) + exp( fp(s)ds)  > 0 .

I a  ~  1 - v3. у  = In---------- . e — z  deng.

4. co sy  =

x + cx
3c —x

. z  =  COŜ y almashtirish bajaring.
3(x2 -1)

5. z' = c(a -  b)z — c .
6. Ushbu

«(x) = УАХ-) ~ Ш , K x ) = £ & - * ( * )
Уз(х)-у(х)

funksiyalarni kiritib, (a(x)b(x))' = a'(x)b(x) + a(x)b'(x)
hosilaning nolga teng ekanligini bevosita tekshirish yo’li bilan 
isbotlang.
7. Oldingi masaladan foydalaning.
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8 . I  g§
xl > I -  Г)

1.8.
у  X

1. Teskarisini faraz qiling va d u { x , y )  = —-------- d x ------------- d y
x ' + W  x~ + у

tenglikda x =  COS(p,y = sin<£> deb, du(cosq>,sin(p) = -d (p  

tengiikni hosil qiling. Oxirgi tenglikda (p ni 0 dan 7.K gacha ozgartirib, 
ziddiyatga keling.
2. Aniqlangan г/(х, v) funksiyaning to'ia differensialini integral ostida 
differensiallash qoidasiga ko’ra hisoblab, D  da 
d u ( x . y )  = M (x ,y ) d x  +  N ( x ,  y ) d y  bo'lishini tekshiring.

3. 2.V 4- v" =  cx + v .  и  =  i ’" — у  alm ashtirish bajaring.

1.9.

1. Teskarisini faraz qiling
2. i’(0) ^ 0 = > > '(x )  =  0. x € ( -c / ;o ) .

3. I V, (x) -  V„(x) I < M  => I y 2 (x ) -  y ] (x ) I< \ [ м  I x I,
Щ

|> - , ( x ) - j ; , ( x ) |< M 1/4- | x | 4/\
4

|у 4( х ) - . У Л х ) \ <  M ,;27. 1  x|7° ....
4  • 7

baholashlarm hosil qiling. Ushbu

v() (X) +  (>’, (X) -  >>0 (X)) + (з^3 (x ) -  >», (x ))  + . ..  qator va {t „(x)}
ketma-ketlik tekis yaqinlashuvchi bo'ladi. Limit funksiya berilgan Koshi 
masalasining yechimidan iborat.

1.10.

i. у  =  (p(x) yechim chegaralangan bo'lsin:
3/77 > 0 Vx e  К  !<^>(x)|< n i . Agar bu yechimni
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[—т',т']х[—а,а\ (т'> т ,а— ixtiyoriy musbat son) to'rtburchakda 
davom ettirsak, yechim to'rtburchakning yon tomonlaridan chiqib ketadi 
(yuqori va quyi tomonlariga yetib borolmaydi).

2. Har qanday у  =  у (х )  yechim uchun X nuqtada
л

HR! =  Уо+ f —i i J b l

ds
1 ПВ 2002/ 1 1 +  5 + J  (5)

Demak,IHsHh
Л +  5 л 1 +  5

ds
■ c o n s t .

1.12.

I■ У —CX + c yC — ixtiyoriy o ’zgarmas ) .
2. у  = sin (x  +  с), у  =  ±1.

II.1.

1. Ixtiyoriy у  =  _f(x) yechim ( y"(x) +  y(x) =  0 )  ga k'ora
ushbu

Y{ (x ) = у (х )  cos x -  y \x )  sin  x ,

Y2 (x) jgjj jy(x) sin  x  + y ( x ) c o s x  
funksiyalarni tuzaylik. Ularning hosilasi nolga teng:

yj'(x) m y \x )  cos x -  j/(x )  sin  x  -  У(х) sin x  -  y'(x) cos x =
= ~(y(x) + 7 "(x )) sin  x M

= 0 ,

У ( Х) =  ...=  0 .

Demak, l^(x) va У(х) lar o'zgarmas:

[ci = Jk(x)cosx~y(x)sinx
1 '  / v . , (c ,,C 2 -  const)

f? У'Iх)sm x + у  (x) cos x
Oxirgi sistemani yechib, j;(x )  =  Щ, cos x  +  C2 sin  X ekanligini topamiz.
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2. O x  o’qni tik yuqoriga y o ’naltirylik O — Yer sathida. Jismga 
(moddiy nuqtaga) faqat og'irlik kuchi m g  ta’sir etadi deb faraz qilamiz.

— = x" — tezlznish va Nyutonnig ikkinchi

x  =  x ( / ) — m o d d i y n u q t a n i n g

d x d v  d 2X
v  — ---------t e z l i k  с/ N1 : ---  — --- -

di d t  '  d r

q o n u n i g a  к о  ra

1II , x "  =  - g .

Boshlangich shartlar: x (0 )  =  h ,  x '( 0 )  =  v0 . Hosil bo lgan Koshi
niasaiasining yechimi:

x = h + v j gl
2

П .З .

v = ‘‘\*y =  2 c l(c-| ± y j c f x - c ,  ) - X ^2
-1/3

2. у  =  Щ e x p ( - c ,x  )x

3. x  =  Ic ’ +  c, „ у = (Г + / +  l)c"' + c: . Yechilishi:

I /  P
V’ = / .

с/х 1 — /
X — /С “h Ci l

—  = /. dy =  td(te 1 + < ti| => y  = 0 ~ +t +  Oe ' + с 2.
с/х

4. y =  - x  +  e v' /2 ( l + c l ) Г<ГЛ /2d x  + c 2c '  /2 .

11.4.

1. Yo'q. Yechimning yagonalik xossasidan foydalaning.
2. Ha. 3. c )  2 p  +  p 1 -4c/ h) q ' + 2pq  =  0 - У, va x^, ning

yechim ekanligidan 2 v[ +  /?(x)„V| — 0  у, — CXp(— j"/?(x)c/x)

kelib chiqadi. Bu .y, ni tenglamaga q o ’yib, 2 p ' + p 2 = 4 g sh a rtn i hosil 
qilamiz........
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II.5.

1. Yo'q, bunda^ funksiyalar (nol-funksiya qatnashgani uchun) har doim 
chiziqli bog'iangan

И.6.
1 —2 mos funksiyalarni chiziqli erkli yechimlar ekanligini isbotlang.

11.7.

„ 2(p (x) , ( 2cp 2(x) (p (x)
l. а) У — У + Ш м м Р

Щщ \  (p (x) (p(x)
„ f 2(p\x) I  , 2 (p'\x)

m  / - V +-

y  = 0; 

v = 0.
^ g u y  <p(x)) (pyx)

2. Izlanayotgan у  = у(х) yechimni Ostrogradskiy-Liuvill formulasiga 
ko'ra topish rnumkin:

Я>\ H h  У = ex p (-ja l(x)afx).

iV ^ / - y W .y  = exp(- (or, 

'~<p\{x)y , I p

IP
— ex p (- ja,(x)dx V 
x) v J

У  '

W ffl
-expf-jc/^xV x),

<P\ O )

у  = щ(х) f -  exp( -  Ia](x)dx)clx .
J ( p \ { x )  v J >

M-co
3. j <3|{x)dx =  4-00 . Ostrogradskiy-Liuvill formulasidan foydalaning.
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П.8.

с, с, 1пх
I. « Я р И * —X X

x + Si(x)
X

, s i W =  | К
Да /

2. Berilgan differensial tenglamaning ixtiyoriy x =  x(t) yechimi 

x" +  X  m -<p(t)x (1)

tenglikni qanoatlantiradi. Ushbu
x" + x = Ш  (2)

tenglama uchun Koshi formulasiga ko'ra

x ( t )  = Asin{t-(p)+  |  sin(t-s)f(s)ds  ( / 1 , ^ - c o n s t ) .  (3)

(3) formuiada / ( / )  =  —(p{t)x{t) deb, berilgan (1) tenglamaning yechimi 
uchun

x ( /)  =  /4 sin (/ —ф ) ~  J s in ( /  -  s ) (p {s )x {s )d s  (4)

integral tenglamaga kelamiz. M ( t ) — sup |x(s)| deylik. |x(s)|
tQ<S<l

uzluksis funksiya bo’lgani uchun bu supremum 
birorГ  *  г ( / ) ‘» V $  п и Ч *3 ^ 3  erishiladi, ya’ni А / ( / ) = | х ( г ) |

bo’ladi. Demak. (4) ' integral munosabatdan yetarlicha katta t lar 
tankjmg'i I > L]M%!) uchun quyidagi baholashlarni hosil qilamiz:

Ш 'щШ щщ  < |Л | + M (r)

<\A\ + M ( t )

<\A\  +
' U  m

tengsizlikni hosil qilamiz. Bundan o'sha / lar uchun
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уа ш

M{t)<
1 +

С с

7 Т

М ( /)  < ■■■- - ( / >  /„ >  с ).
1 - Ж

'о

\А\
Demak, /  —»+ooda |х(^)| yuqoridan - — — son bilan chegaralangan.

11.9.

6. R ej> (x) va Im y ( x )  haqiqiy funksiyalarni qarang.

7. y ' ( x )  = z y ( x )  о  y ' ( x ) e ~ :x - y ( x ) z e ~ :K = 0 o

(y(x)e~:x j = 0 <=> y(x)e~:x = c  = const.

11.10.
1. y  = c.e + c 1x e  - f c .x 'e  .

л/Зх xl2 . S x
2. y  = c ]e  + c 2e + c 3e' ~ c o s  +  c4e s i n - —— i-

Л л/Зх
+ c 5e ' ” c o s ——— i-c6e ~ sin - 7

3. у  — С\вх c o s x  -f Cje* s in  x  4-е3х с л c o s x  +  c4x e v s in  x .

4. v w c ,e2v +  c , c v c o s  x  +  c 3e x s in  x  +  c4x e  ' c o s  x  +  csx e x s in  x

11.11.

l. a) у  = xe2' + cxe x + c2ex cos2x + c3e' sin 2 x ; 
b ) у  = c,x2 +c,x + c3xlnx.

2 3 3
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11.12.

7. Berilgan tenglamaning yechimiari

x  < 0  da v =  e Щ  f  c +  f* — ds ), X > 0  da esa
I  I f  *y )JJE f4*l formulalar bilan beriladi. Berilgan

v * s J
boshiang'ich masalaning yechimi cheksiz ko'p ( J.3- rasm)

y  = y(x)
(p(x), x < 0; 

0 , x = 0:

Иds , x > 0.

J.3- rasm. 
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8- У -  У(х) = сехр(----- ) .

« Й  (* )  Ш с  lim  ^ ( т )  ех р ( — г )  ® о ,л'—>и .V—>0 ^

п  — 0 , 1, 2 , . . .  , P ( t )  — ko'phad. Tengiamaning nol nuqtada analitik 

bo’lgan yechimi bitta, u ham bo'Isa y(x) 'Ш 0  .

11.13.
1 . Dastlab ushbu

u" + 0)2u = 0
tengiamaning har qanday yechimi U =  A  COS(&>X + cp) ( A ,c p — 
o’zgarmaslar) ko’rinishda bo’lgani uchun lining har qanday notrivial 
yechimining ixtiyoriy qo’shni nollari orasidagi masofa 71 /  CO ga teng 
ekanligini e’tirof etaylik. Endi y "  + L ] { x )y  = 0 va l l"  + C O 'll — 0 
tenglamalarga Shturm teoremasini qo’llaymiz.

Faraz qilaylik, cj(x)  <  (O ( i e ( a , / > ) )  shart bajarilsin. U holda 

berilgan tengiamaning har qanday notrivial yechimining qo’shni x0 <  X,

Я
nollari uchun X, - - x() > 7  - bo’lishi kerak, chunki aks holda X, — x0

CO CO

, ya’ni x0 < x , < x ,  +
Я

bo’lardi va Shturm Icorcmasiga ko’ra
CO

ll" +  CO U = 0 tengiamaning x0 da nolga aylanuvchi yechimi X, dan
kichik yoki teng nolga ega bo’lib, bu nollar orasidagi masofa к  / со dan 
kichik bo’lib qolardi.

Endi faraz qilaylik, q (x )> c o ~  ( x e ( a , / > ) )  tengsizlk o'rinli 

bo’lsin. l |  holda berilgan tengiamaning har qanday notrivial y  — y ( x )

Л
yechimining qo’slmi x0 <$x, nollari uchun X, — x(] bo’lishi kerak.

Buni isbotlash uchun aksini faraz qiling, У = y(x)  va u" +  co~u — 0
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tenglamning x() va xH 4---- nuqtalarda nolga aylanuvchi
CO

Shturni teoremasini qo'llab, ziddiyat hosil qiling.
2.'1Jshbu

yechimiga

almashtirishni bajaring. U holda z  = z (x ) yangi noma’lum funksiya
uchun ushbu

v~ - 1 / 4  -

tenglamani hosil qilamig, f Z’1 oldidagi koeffitsKnt V > 1 / 2  bo’lganda 1 
dan kichik, 0 < V < l / 2  bo’lganda esa Ь? 1 . Demak, oldingi masalaga 
ko’ra Besset tenglamasi har qanday notriviat yechiming qo’shni nollari 
orasidagi ma|#fa l/  3̂ 1 / 2 holida TC dan katta, 0 < V < 1 / 2  holida esa 
n  dan kichik. Agar V = 1 /2  bo’Isa, Bessel tenglamasining umumij>f 
yechimi . ( A,cp — ixtiyoriy o’zgarmaslar ) elementar funksiyadan iborat 
va notrivial yechimning qo’shni nollari orasidagi masofa n  gateng.
3. Oldingi masalaga qarang.
4. Stumming taqqoslash teoremasidan foydalanirtg.

11.14.
2. Xeorema 2 dan foydalaning,
3. a  = /?„ +1 va x e  (a ,b )  bolsin. U holda

(cr +  a р ( х у )е и(х~а) >  a ( a - p 0 ) e a{x~‘, f > a  >1.

- -  max {0 , y ( a ) , y ( b ) } + ( Ш г г") -'e“^“°)) s u p |/ ' |  nomanff^;»
(a Jj)

/ . \ : } < M [ z ) ~ .

funk#ani m m  | sup | M j |  < -_sup \J i f t
(a,b)

va b nuqtalarda

Г — у  > 0 . Natija 3 ga ko’ra

(a,b)

L [ z - v] < -  s u p ! /  (x)| +  f ( x )  < 0 , a
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(a ,b ) da ham Ш Ш  0 .  Demak,

sup | y| < sup |z| < max{0,j;(fif), w frff + (с"<л - l)sup | /  | .
{o,b) (a ,b) (u*b)

у  ni —y  bilan almashtirib, L[y] M f  (x) holdagi tasdiqni isbotlaymiz.

' m m

г. G(x,£) = <
ш Ш Ш Ш ш

2

in - .  г< х< 2.
?

з .  m лк
W l ) Я  - Л 7 /

. лк  ln(l + x) , Шsin------------- J e H
In 2

Tenglama yechimini _y =  (l + x )“ ko'rinishda izlang, Umumiy yechimni 
topib, ’ chegaraviy shartlarni yozing.
(1 ■¥x)"p — cos (<p ln(l +  x )) +  i sin(<p ln(l + x)) formuladan

foydalanib Xk va yk Iarni aniqlang.

4. y(x) = A [*G(x, £)<:/£, G(x,£)
1 ( г ' - 2 У \ ( ) £ х < ^  

р ^ - 2 ) е " т, £ £ х й \ .

Ill . . Л  •<* . / «• 4 Q, III
5. — — < y ( x ) < Q , ------ < у  (x) < — . Ekvivalent integral

2 3x 3x
tenglamaga o’ting.
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