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S0*Z BOSHI

Mazkur co'quv qo'llanma Davlat ta’lim standartlari talablariga mos
ravishda o'zbek, rus va boshga xorijiy tillarda yozilgan adabiyotlar asosida
tuzilgan bolib u oliy o‘quv yurtlarida 5130100-matematika, 5140300-
mexanika, 5130200-amally matematika va informatika hamda 3140200-fizika
vo‘nalishlarida bakalavr tayyorfash o' quv rejasiga moslashtirib yozilgan. O'quyv
go'llanma bob va paragraflarga ajratilgan bo'lib, unda oddiy differensial
tenglamalar nazariyasining asosiy tushunchalari bayou gilingan. Shu bilan bir
gatorda amaliyotda uchraydigan differensial tenglamalarning vechish usullari
batafsil voritilgan. Bundan tashgarl mazkur o'quv go'llanmada saralangan
igtidorli talabalardan tashkil topgan maxsus guruh a’zelarini inobatga
olgan holda "Oddiy differensial tenglamalar™ fanining namunaviy dasturiga
go'shimcha ravishda ayrun dolsarb mavzular ham kiritilgan. Jumladan,
differcnsial tenglamalar sistomasi bivinchi integrallarining mavjudligi va
uwlarning Gomelton tenglamalar sistemasini integrallashga tatbiqi haqidag
Liuvill teoremasining isboti keltirilgan. Shu bilan bir qatorda Shturm-Liuvill
chegaraviy masalasi uchun to‘g'ri va teskari spektral masalalarining sodda
ko'rinishlari ham bayon qilingan.

Orquv gollanmaning VII, VIIT va IX boblarida voritilgan mavzulardan
talabalar kurs ishlarini hamda bitiruv malakaviy ishlarini  yozishda
foydalanishlari mumkin.

Ushbu gollanma muallifining ko‘p villik mehnat faolivati davemida UrDU
fizika-matematika va SamDU inexanika-matematika fakultetlarida "Oddiy
differensial tenglamalar” fanidan o‘qigan ma’ruzalari va olib borgan seminar
mashg‘ulotlari davomida orttirgan tajribalariga tayangan holda yorzilgan. U
to'qqiz bobdan iborat bo'lib, oddiy diflerensial tenglamalar nazariyvasining
asosiy tushunchalarini hayon qilishga bag'ishlangan.

Ofquv go'llanmaning | bhebi birinchi tartibli oddiy differensial tenglamalar,
ularning turlari, ularga qo'yiladigan Koshi masalalari va vechimpa egaligi
hagidagl tasdiglarni ishotlarini bayon qilishga hag'ishlangan. 1T bobida
xuddi shu masalalar yuqori tartibli differensial tenglamalar uchun bayon
gilingan. Bu bobda differensial tenglamalar uchun boshlang'ich masalalardan
tashgari, ikki nugtali chegaraviy masalalar va ularni yechish usullari ham
bayon qilingan. III babi differensial tenglamalarni gatoriar yordamida
integrallashga bag'ishlangan bo'lib, unda birinchi tartibli hosilaga nisbatan
yechilgan differensial tenglamsa, birinchi va ikkinchi tartibli chizigli differensial
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tenglamalarning golomorf yechimlarini topish usuli bayon qilingan. Misol
sifatida Eyrl va Bessel tenglamnalari keltirilgan.

O'quv qollanmaning 1V bobi oddiy differcnsial tenglamalar sistemasiga
bag'ishlangan bo'lib, unda o'zgarmas koeffisiventli chizigli bir jinsli va
bir jinsli bolmagan differensial tenglamalar sistemasining yechish usullari
bayon gilingan. Bundan tashqari differensial tenglamalar sistemasi tchun
Koshi masalasi umumiy holda bayen qilinib, o'zgaruvchan koeffisiventli
chizigli bir jinsli bo‘lmagan diffcrensial tenglamalar sistemasi uchun Koshi
masalasi hatafsil o‘rganilgan. V bobi differensial tenglamalarning turg'unlik
nazariyasiga bag'ishlangan bo'lib, unda turgunlik tushunchasi ta'riflangan va
birinchi tartibli chizigli differensial tenglamalar sistemasining hamda yugori
tartibli diferensial tenglamalar yechimlarini turgunlikka tekshirish nsullari
bayon qilingan. VI bobida differensial tenglamalarning avtonom (muxtor)
sistemasi va uning traycktorivalariga oid ma’lumotlar bayon gilingan.

VII bob avtonom sistemalarning birinchi integrallari va ularning
tathiglariga bag‘ishlangan. Bu bobda birinchi tartibli xususiy hosilali bir
jiusli chizigli va kvazichizigli tenglamalar va ular uchun Koshi masalasi ham
garalgan.

OQ‘quv  qo'llanmaning  VIII bobi "Parametrga bog'liq chegaraviy
masalalar™ deb ataladi va unda parametrga bog'liq Koshi masalasi, bu masala
vechimining asimptotikalari, parametrga bog'liq chegaraviy masalalar xos
giymatlari uchun asimptotik formulalar, normallangan xos funksiyalarning
asimptotikalarl hagidagi ma'lumotlar keltirilgan. Undan tashgari bu bobda
parametrga bog'liq chegaraviy masalalar jumladan, Shturm-Linvill chegaraviy
masalasi uchun Grin funksivasi, yoyilma teoremasi va Parseval tengligl, teskari
gpektral masalalar, Marchenko yvagonalik teoremasi hamda teskari masalani
yechishning Gelfand-Levitan usuli bayon gilingan. Shu bilan bir qatorda bu
usul izospektral Shturm-Liuvill chegaraviy masalalarini tuzishga qo’llanilgan.

Qo‘llanmaning 1X bobi kichik parametrli Shturm-Liuvill chegaraviy
masalasining xos glymatlarini va ortonormal xos funksiyalarini tagribiy
hisoblashga bagiishlangan. Kitobdan samarali foydalanadigan o'quvehi
matematik analiz va chizigli algebra fanlarining asosiy tushunchalarini
bilishlari zarur deb hisoblayman. Jumladan bu kitob, talabalarni differensial
tenglamalarning umumiy nazarivasini va uning tatbiglarini o‘rganishga
bo‘lgan qizigishini oshirishga xizmat gilishiga ishonch bildiraman. Mazkur
litobni yozilishida bergan qimmatli maslahatlari uchun prof A.Q.O'rinovga
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va kitob matnini terishda bergan yordamlari uchun M.Bekimov hamda
O.Mirzayevlarga samimiy minnatdorchilik bildiraman.

Mazkur o'quv go'llanma ayrim kamchilik va xatolardan holi emas. Shu
boisdan kitob to'grisidagl tangidiy fikr va mulchazalarni mamnunivat bilan
qabul gilaman.

chusanov2002@mail. v Muallif



Oddiy differensial tenglamalar nazariyasiga
kirish

Klassik va zamonaviy matematikaning asosiy obvcktlaridan biri bu
differensial tenglama tushunchasidir, ya'ni erkli o‘zgaruwchi, nama’lum
funksiva va uning hosilalari orasidagi funksional bog‘lanishdir. Nafaqat
marematikaning masalalari balki, tabiatda 1o'y Dberadigan bir gator
jarayoularning matemalik modeli differensial tenglamaga keltiriladi.

Tabiatda uchraydigan miqdorlarning ke'pchiligl o' zining qonuniga ega. Bu
gonunlarni to'gridan-to'g'ri topish ancha murakkab masala. Qaralayotgan
wigdor, uning o‘zgarish tezligl va tezlanishi orasidagi bog‘lanishni topish
tabiatan ancha vengil. Bu bog'lanishning matematik ifodasi sifatida oddiy
differensial tenglamalar hosil bo'ladi.

Jumladan, Nyutonning ikkinchi gonuni quyidagi

F=ma

tenglama orqali ifodalanadi. Bu yerda F, m masali jismga ta'sir giluvchi
kuch, a esa uning tezlanishi. Aytaylik, m massali jism OX o'q yo'nalishida
harakatlansin. U holda uning harakat qonuni z = x(t), a - tezlanish orqali
guyidagicha boglangan:

. d*z(t)

=
Agar F - kuch ta’sirida jismning &(¢} ko'chishini aniqlash lozim bo‘lsa, u ushbu

1d%(t)
dt2

differensial tenglamaga. keltiriladi.
Bundan tashqari, matematik mayvatnikning erkin tebranishi tenglamasi:
i’ :
@ = asing.

Bu  yerda @—muvozanat holatdan  chetlashish  burchagi bo'lib,
a—mayatnikning uzunligiga bog'liq bo‘lgan o'zgarmas sondir.
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1-ta’rif. Erkli o‘zgaruvehi @ € (e, b), nowa’lum funksiya y{z) va uning
¥ (x), y'(x), ..., ¥ (x) hosilalari orasidagi ushbu

Fiz, yla), ¥(x), ..., g™ (@) =0 (0.0.1)

funksional boglanishga n—tartibli oddiy differensial tenglama deyiladi.
2-ta’rif. Tartibi 7 bolgan {(0.0.1) tenglamani (a, b) intervalda ayniyatga
aylantiruvehi funksivaga, uning yechimi deyiladi.
Masalan, y(c) = e ¥ funksiva quyidagi
dy
PP
differensial  tenglamaning  vechimi  ekanligini  tckshirish  givinchilik
tug'dirmaydi. Ushbu y(x) = C1e® + Coe™ — sinz, C; = const, j = 1,2
ko‘rinishdagi funksiyalar quyidagi
g;—‘g —y =2sinr
ikkinchi tartibli differensial tenglamaning yechimidan iborat boflishini ham
osonging ko'rsatish mumkin.
Yuqoridagl, mulohazalardan ixtivoriy differensial tenglamaning yechimi
bor degan fikr kelib chiqgmaydi. Masalan ushbu

(1 +1=0

ko'rinishdagi differensial tenglama vechimga ega emas. Chunki |/ |2 > 0.
Diflterensial tenglania yechimlarining soni bitta yoki cheksiz ko'p bo'lishi
mumkin. Masalan ushhu ‘

/(=) + (y(x))* =0

ko'rinishdagi differensial tenglama fagat y{z) = 0 nol yechimga ega.

Differensial tenglamalar nazarivasining asosiy masalasi, tenglamaning
yechimini topish va topilgan yechimning xossalarini o‘rganishdan iborat.

Yechimning #,y o‘zgaruvelilar tekisligidagl grafigiga esa (0.0.1) oddiy
differensial tenglamaning integral chizigi deyiladi.

Aytaylik, y = y(z) funksiya ushbu 3 = f{z,y), D{(f) =G C R?
differensial tenglamaning yechimi bo‘lsin. U holda y = y{z) funksiyaning
grafigi, ya'ni (x,y(x)) nugtalar to'plami ¢ sohada yotuvchi egri chizigni
fodalaydi. Bu egri chiziqua ¥ = flz,y) differensial tenglamaning intepral
chizig'i deyiladi.



Oshkormas  @(z, y, ¢1, €9, ..., ¢,) = (0 [funksiya ko'rinishidagi
yechimga (0.0.1) tenglamaning integrali deviladi. Tarkibidagi 1, 3, ..., ¢,
parametrlarga aniq giymat berish hisobiga ixtiyorly yechimni hosil gilish
mumkin bo'lsa, bu yechimga (0.0.1) differensial tenglamaning umumiy
yvechimi deyviladi va v = @lz, ¢, ¢, ..., &) ko'rinishda belgilanadi.
Oshkormas ®(x, y, ¢1, e, ..., cn) = 0 ko'rinishdagi umnmiy yechimga
(0.0.1} differensial tenglamaning unumiy intcgrali deyiladi.

Oddiy differensial tenglamalar odatda har xil ko‘rinishda bohishi mumkin,
jumladan .

siny —y =0
vuqori tartibli hosilaga nisbatan yechilmagan, ikkinchisi esa

Yy =siny

vuqori tartibli hosilaga nisbatan yechilgan differensial tenglamalar.
3ta’rif. Yuqori tartibli hosilaga nisbatan yechilgan oddiy differensial
tenglamaning umumiy ko‘rinishi quyidagicha bo'ladi:

yM@) = fla gy ) (0.0.2)
Kelgusida biz, bu turdagi oddiy ditferensial tenglamaning ushbu
(o) = w, ¥(xo) = by ..,y Vwo) = vV (0.0.3)

bashlang'ich shartlarni ganoatlantiruvchi yechimini topishga Koshi masalasi
deymiz va uning vechimini mavjudligi hamda yagonaligi haqgidagi tasdiglar
bilan tanishamiz.

Xususan, hosilaga nisbatan yechilmagan 1-tartibli differensial tenglama

Flz,y,y)=10 (0.0.4)

ko‘rinishda bo‘ladi. Birinchi tartibli hosilaga nisbatan yechilgan differensial
tenglama esa )
¥ = fle g (0.0.5)
ko‘rinishda bo'ladi.
4-ta'rif. Hosilaga nisbatan yechilgan (0.0.5) differensial tenglamaning

y{zo) = 1o (0.0.6)

boshlang‘ich shartni qanoatlantiruvchi y(z) yechimini topishga Koshi masalasi
deyiladi. Bu yerda # va yp oldindan berilgan haqigiy sonlardir.
8



Geometrik tilda: ¢ = flz, y) tonglamaning (zq, yo) nugtadan o'tuvchi
integral chizig'ini topishga Koshi masalasi deyiladi.

Oddiy differensial tenglamalar nazariyasining asosiv masalalaridan biri,
bu Koshi masalasi bo'lib, uning yechimi mavjudmi? Agar bunday vechim
mavind bo‘lsa, u yagonami? Agar yechim mavjud va yagona bo'lsa, bu
yechimni topish algoritmi qanday bo'ladi?, degan savollarga javob berishdan
iborat. Bu savollarga javob beradigan teoremalar mavjudlik va yagonalik
teoremalari deb yuritiladi. Keyinchalik, f{x, y) funksiyaga avrim shartiar
qo‘yish natijasida {0.0.5), {0.0.6) Koshi masalasining yechimi mavjud va
vagonaligini ko'rsatamiz,



I-BOB. BIRINCHI TARTIBLI
DIFFERENSIAL TENGLAMALAR

1.1-§. OF‘zgaruvchilari ajraladigan differensial tenglamalar

Dastavval, ayrim sodda differensial tenglamaning umnmiy yechimini
topish hilan shug'ullanarmiz.
Ushbu

y = flx)- gly) (1.1.1)

korinishdagi differensial tenglamaga o‘zgaruvchilari ajraladigan differensial
tenglama deyiladi. Bu yerdagl f(x) va g(y) funksivalar mos ravishda a <
x << bvac <y < d oraliglarda aniglangan uzluksiz deb garaladi. Bundan
ko‘rinadiki, (1.1.1} differensial tenglamaning o'ng tomoni quyidagi

D=(a,bx(cd={(zycR: a<z<bec<y=<d}

sohada aniglangan va uzluksizdir. (1.1.1) ko‘rinishdagi differensial
tenglamaning vechimini topish uchun quyidagi ikki holni ko'rib chigamiz:
1-hol. Aytaylik, g(y) # 0, ¥ € {c, d) bo'lsin. U holda (1.1.1) differensial

tenglamani ushbu
dy

9(y)
ko‘rinishda yozish mumkin. Bu tenglikning ikkala tomonini integrallab

.[5%) :[f(‘”)d-'f (1.1.2)

munosabatni  hosil gilamiz. Ma'lumki, [g(y)]™ va f(z) funksiyalar

= f(a)da

uzluksiz ekanligidan, ularning mos ravishda G{y) va F(z) boshlang'ich
funksiyalarining mavjudligi kelib chigadi. Shuning uchun (1.1.2) tenglikni
quyidagi

Gly)=Flz)+ C, YO = const (1.1.3)

ko'rinishda. vozish mumkin. Qaralayotgan g(y) # 0 holda G(y) monoton
10



funksiva bo‘ladi, Chunki,
1

Gy = o #0

Bundan esa uning teskarisi G~ mavjud ckanligi kelib chigadi. Yuqoridagi
(1.1.3) tenglikdan
y(z) = GHF(z) + C) (I.1.4)

funksiyani topamiz. Oz navbatida bu funksiya qaralayotgan holda (1.1.1)
differensial tenglamaning umumiy vechimini ifodalaydi,

2-hol. Aytaylik biror y(x) = § € (e, d) nugtada g(§) = 0 bolsin. Bu
tenglamaning ildizi vordamida aniglangan y{z) = § o'sgarmas funksiya (1.1.1}
differensial tenglamaning yechimidan iborat bo'ladi,

Demak, (1.1.1) differensial tenglamauing umumiy yechimi

ym_{cwﬂm+m.%mmm¢m 1.15)

¥, agar g(i) =0
ko‘rinishda bo'lar ekan.
Endi, tayinlangan biror (zp. yo) € D nugtani olib, (1.1.1) differensial
tenglamaning nshbhu
y(zo) = wo (1.1.6)
boshlang’ich shartni ganocatlantiruvehi yechimini topish bilan shug'ullanamiz.
Shu magsadda quyidagi
Y1

F(-J:)z‘/xf(t)dt, G(y):f o (11.7)

funksiyalarni tuzib olamiz.

Ushbu
[z, y) = Gly) — F(z)
yordamchi funkstyani qaraylik. Ko‘rinib turibdiki,

Flzo, w0} = Glyn) — Flao) = 0

shart bajariladi. Anpiglanishiga ko'ra G{yjva F(z} uzluksiz hamda
differensiallanuvchidir. Shuning uchun f(z,y) ham D schada uzluksiz va
differensiallanuvchi bo‘lib,

fy(xay) =G (y) = @a

Folzos yo) # 0

il



- munosabatlarni ganoatlantiradi. Yugoridagi mulohagzalardan ko'‘rinadiki,
J{r, v) oshkormas funksivani mavjudligli hagidagi teoremaning barcha
shartlarini qanoatlantiradi:

1. (g, o) € D nugtaning atrofida f{x, y) differensiallanuvehi.

2. fzo, yo) =0, f,(z0, wo) # 0.
Bundan f(z, y) = 0 tenglama x = x, nugtaning biror atrofida aniqlangan
differensiallanuvehi va ushbu y{xg) = yo shartni qancatlantiruvehi y = y(x)
ildizining mavjudligi kelib chigadi. Shu bilan bir qatorda

by ey F)
dr file,w)y  G'(y)

tenglikning o'rinti bo'lishi ham kelib chigadi. Ko'rinib turibdiki, y(z)
funksiya (1.1.1) differensial tenglamani va (1.1.6) boshlang'ich shartni
ganoatlantiruvchi xususiy yechimini ifodalaydi.

Mustagil yechish uchun mashglar [21], §2, N60-65.

= f{z)g(y)

1.2-§. O‘zgaruvchilari ajraladigan differensial tenglamaga
keltiriladigan differensial tenglamalar

Ushbu
Y = flaz+by +¢) (1.2.1)

ko‘rinishdagi differensial tenglamada
z=ar+by+c (1.2.2)

almashtirish bajarsak, o‘zgaruvchilari ajraladigan differensial tenglama hosit
bo'ladi. Bu yerda a, b, c— o‘zgarmas sonlar. Hagiqatan ham

2 =a+by (1.2.3)
bo'lgani uchun {1.2.1) differensial tenglama quyidagi
Z=a+bf(z)

ko‘rinishni oladi. Bu esa o‘zgaruvchilari ajraladigan differensial tenglamadir.



1.3-§. Bir jinsli va kvazi bir jinsli differensial tenglamalar

1.3.1-ta’rif. Agar quyidagi

¥ = flz. v) (1.3.1)
differensial tenglamaning o‘ng tomonidagi f{x, y) funksiya uchun
fle, u) = f(Az, Ay), VA>0 (1.3.2)

shart bajarilsa, (1.3.1} differensial tenglamaga bir jinsli differensial tenglama
deyiladi. Oxirgi (1.3.2) tenglikda A = % desak,

flx, ) :f(‘= %) =h (%)

munosabat-hosil bo‘ladi. Buning natijasida (1.3.1) differensial tenglama ushbu

Y =h (E) (1.3.3)

xr
ko'rinishni  cladi. Endi (1.3.3) ko'rinishdagl differcnsial tenglamaning
yechimini topish bilan shug’ullanamiz. Buning uchun quyidagi

ylz) = z(x) x (1.3.4)
almashtirishdan foydalanamiz. Bu verda z == z(x) vangi noma'lum funksiya.
Bu (1.3.4) alnashtirishning ikkala tomonini differensiallab,

y =z2r+z (1.3.5)
tenglikni hosil gilamiz. (1.3.4) va (1.3.5) tengliklardan foydalanib, (1.3.3)
differensial tenglamani quyidagicha yozish mumkin:

2w+ 2= h(z),
va'ni

1

7= &—r[h(z} —z], T#0. (1.3.6)
Bu esa ozgaruvehilari ajraladigan differensial tenglamadir.
1-hol. Aytaylik, h(z) funksiva @ < 2 < b intervalda uzluksiz bo'lib,
h(z) # 2z shartni ganoatlantirsin, U holda (1.3.6) differensial tenglamani
o‘zgaruvchilarni ajratish usulidan foydalanib yechish mumkin:

dz _ i@_

h{zy—z

o [ 1),
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Bu yerda €' # 0 ixtiyoriy o‘zgarmas son. Oxirgi tenglikda z = £
almashtirishga qaytib, (1.3.3) differensial tenglamaning umumiy yochimini
hosi) gilamiz.
2-hol. Aytaylik z = zg soni h(z} — 2z = 0 tenglamaning ildizi bo'lsin. Bu
holda y(z) = zyx funksiya (1.3.3) differensial tenglamaning yechimidan iborat
bo'ladi.
1.3.2-ta’rif. Agar f(z, v) funksiya uchun
FOxr, Ay) = Neflo y), VAS 0 (1.3.7)
sharl hajarilsa, (1.3.1) tenglamaga k- darajali bir jinsli differensial tenglama
deyiladi.
1.3.3-ta’rif. Agar f(z, y) funksiya uchun
JOCz, APy) = A% f(x, 4}, YA>0, o, BER (1.3.8)
shart bajarilsa, (1.3.1) tenglamaga kvazi bir jinsh differensial tenglama

deyiladi.
Oxirgi (1.3.8) holda ham (1.3.1) differensial tenglamani ushbu

y(z) = 2% 2{x) (1.3.9)

almashtirish yordamida o‘zgaruvchilari ajraladigan differensial tenglamaga
keltirish mumkin. Buning uchun (1.3.8) tenglikda A = 271/« deb

£l y /o) = 210 f (@, y),
va'ni
T, y) = 297 (1, y fa?1%)
munosabatlarni topamiz. Oxirgi tenglikdan va (1.3.9) almashtirishdan
foydalanib, (1.3.1) differensial tenglamani
mﬁ/c‘ré‘f + fiz g VAle = Bl gy 2
dzr  «

ko‘rinishga keltirish mumkin. Bundan
:rg = f(1, z) — gz (1.3.10)
ko'rinishdagi differensial tenglama kelib chiqadi. Bu esa o‘zganivchilari
ajraladigan differensial tenglamadir.
1-hol. Aytaylik f(1, z) — gz = 0 bo'lsin. Bu holda (1.3.10) differensial
tenglamadan




munesabatni topamiz va uni integrallab, ushbu

dz
z=C"exp {fmf(l, z)—-ﬁ—z}

yechimni hosil gilamiz. Bu yerda € # 0 ixtiyorly o‘zgarmas son. Oxirgi
tenglikda

z=1y- 5 bl
almashtirishga qaytib

y = 2P (L, y a0 (1.3.11)

ko‘rinishdagi differensial tenglamaning umumiy yechimini topamiz.
2-hol. Faraz qilaylik biror z = 24 soni f(1, 2) ~ g-z = { tenglamaning
ildizi bo'lsin. Bu holda ushbu

y=alo g

funksiya (1.3.11) differensial tenglamaning yechimi ho‘ladi.
Mustagil yechish wehun mashglar (21}, §4, Ne101-112

1.4-§. Bir jinsli differensial tenglamaga keltiriladigan differensial
tenglamalar

Ushbu

. mz + by + cl)
= _—— 1.4.1
v=1 (azﬂi + by + e (14.2)

ko‘rinishdagi differensial tenglamaning urumiy vechimini topish uchun, uni
o'zgaruvchilari ajraladigan yoki hir jinsli differensial tenglamalarga keltiramiz,
Buning uchun quyidagi hoilarni ko'rib chigamiz:

1-hol. Aytaylik ¢; = ¢2 = 0 bo'lsin. Bu holda {1.4.1) differensial tenglama

' T + by
= = = 1.4.2
v=7 (ﬂzﬂf + bz’y) (142)
ko'rinishni oladi. Oxirgi (1.4.2) differensial tenglamani ushbu
, L fa+hEN gy
y —j<a2+b2%>_h(:}:), x40 (1.4.3)

ko'rinishda yozish mumkin. Bu esa bir jinsli differensial tenglamadir.

2-hol. Aytaylik ¢;, ¢z o'zgarmas sonlarning kamida bittasi noldan fargli
ho'lib, quyidagi

T+ by + o =0,

asx + bay + 2 =0

15
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to'g'ri chiziglar (g, yo) nuqtada kesishsin, U holda koordinatalar boshini
(xg, yo) nugtaga ko‘chirsak, berilgan dilferensial tenglama bir jinsfi differensial
tenglamaga keltiriladi. Hagiqatan ham, (1.4.1} differensial tenglamani ushbu

a(z — 10) + bi{y — )
=1 ( 2(x — z0) + oy — yu))

ko‘rinighda yozib,
E=Y— Yo =T 3y
almashtirish bajarsak, ¢ = 2 ekanligidan quyidagi
al+ blz . dz
= f y=2
th + b2~ dt

differensial tenglama hosil bo‘ladi. Bu esa bir jinshi differensial tenglamadir.
3-hol. Faraz qilaylik, ¢, ¢y sonlarning kamida bittasi noldan fargli bo'lib,
(1.4.4) t0'g'rl chiziglar o‘zaro parallel bo'lsin. U holda

ay = kay, by = ki
munosabatlar bajarilgani uchun (1.4.1) differensial tenglama quyidagi
o p(rtbeta
y klayr + biy) + o
Bu differensial tenglama z = 4z 4+ by almashtirish yordamida o‘zgaruvehilari

ko'rinishni oladi:

ajraladigan differensial tenglamaga keltiriladi. Hagiqatan ham, quyidagi
2= ayc+ by,
7 =a +bhy

belgilashlar natijasida

; z+c
z=a1+b]f(kz+;2>

differensial tenglamaga cga bo'lamiz. Bu esa o‘zgaruvchilari ajraladigan
differensial tenglamadir.
Mustaqil yechish uchun mashglar [21], §4, Ne113-129.

1.5-§.  Birinchi tartibli chiziqli differensial tenglama

Ushbu
y = alx)y + bx) (1.5.1)
16



ko'rinishdagi tenglamaga birinchi  tartibli c¢hizigli differensial tenglama
deyiladi. Bu yerda a(x) va b(x) funksiyalar biror [e, 8] C R oraliqda
aniglangan va uzluksiz deb qaraladi.

Agar b{z) # 0,z € [a, b bo'lsa, (1.5.1) tenglamaga chizigli bir jinsli
bo‘lmagan differensial tenglama deyiladi. Agar 6(x) = 0, z € [a,b] bo'lsa,
(1.5.1) tenglamaga chizighi bir jinsli differensial tenglama deyiladi va ushbn

Y = a(2)y (15.2)

ko‘rinishni oladi. Bu esa o'zgaruvchilari ajraladigan differensial tenglamadir.
Ko'rinib turibdiki y(z) = 0 funksiva (1.5.2) differensial tenglamaning
yechimidan iborat. Agar y(x) # 0 bo'lsa, {1.5.2) differensial tenglamnani

quyidagicha youish mumkin:
Y _ a(xr)dr.
Bu tenglikning ikkala tomonini integrallab, quyidagi
Inlyl = /T a(t)dt + lu|Cy| (1.5.3)
)

tenglikni olamiz, bu yerda Cy # 0 — ixtiyoriy haqiqiy son, zg € [a,b] —
tayinlangan son. Ushbu

Alx) = f a(t)di
£
belgilashdan foydanib, (1.5.3) tenglikdan

y@%:&em{/14ﬂﬁ}—6wﬂﬂ ' {1.5.4)

formulani hosil qilamiz. Bu yerda zg, x € {a, b, C1— ixtiyorly o‘zgarmas son
desak, (1.5.4) formula (1.5.2) ko‘rinishdagi bir jinsli differensial tenglamaning
umurniy yechimini ifodalaydi.

Bir jinsli bo‘lmagan (1.5.1) ko‘rinishdagi differensial tenglumaning
wmnumiy yechimini topishning bir gancha usullari bor. Avvalo biz Lagranj,
va'ni o'zgarinasni variatsivalash usnli bilan tanishamiz. Shu magsadda (1.5.1)
differensial tenglamaning yechimini ushbu

y(z) = Cla)e (1.5.5)

Y = C'2)e*™ 4 C(z)ePa(x) (1.5.6)
7




tenglikni hosil gilamiz. Bu y va 3 funksiyalarning (1.5.5) va (1.5.6) ifodalarini
mes ravishda (1.5.1) differensial lenglamaga qo'yib

@)+ afe)Cla)eH) = a(@)C()e™ + )
munosabatni topaniz. Bundan
C'(x)e™®) = b(z)
kelib chigadi. Oxirgi tenglikni
C' () = bla)e=AE)

ko'rinishda yozib, uni integrallasak

Cx) = / ‘ b(t)e Mt + €, Cp = const (1.5.7)

g
munosabatni  hosil qilamiz. Yuqoridagi (1.5.5) tenglikdan va (1.5.7)
formuladan foydalanib, (1.5.1) differensial tenglamaning umumiy yechimini

y(x)={cl+[l b(t) —A(fdt} Alr) _

= (he® 4 Al f b(t) -« Bt

o

topamiz:

(1.5.8)

Bu formuladan foydalanib (1.5.1) differensial tenglamaning

y(zo) = wo (1.5.9)

bashlang’ich shartni gancatlantiruvchi vechimini ham topish mumkin:
T
y(z) = et + e / b(t) - e A0t (1.5.10)

Bu yerda :rova yy berilgan sonlar. Agar (1.5.8) tenglikning o‘ng tomonidagi
ikkinchi hadni .
jz) = e / bt - e~ 4y (1.5.11)

J g

belgilab olsak, w holda §(x) funksiva {1.5.1) differensial tenglamaning

(o) =0 (1.5.12)

hoshlang'ich shartni gancatlantiruvehi xususty vechimini beradi. Shuning
uchun (1.5.8) formula
y(z) = C1e?@ 4+ (x) (1.5.13)
(8



ko‘rinishni oladi. Bu esa bir jinsli bo‘lmagan (1.5.1} differensial tenglamaning
umumiy yechimi bir jinsli (1.5.2) differensial tenglamaning Cie*® unumiy
yechimi bilan bir jinsli bo‘lmagan (1.5.1) differensial tenglamaning §(x)
xususiy vechimining vig'indisidan iborat ekanligini ko‘rsatadi.

Endi, (1.5.1) ko'rinishdagi chiziqli differensial tenglamaning umumiy
yechimini topishning Bernulli usuli bilan tanishamiz. Shu maqgsadda (1.5.1)
differensial tenglamaning yechimini

y(z) = ulx) - v(z) (1.5.14)
ko‘rinishda. izlaymiz. Natijada biz ushbu
du du
vo + U = a(z)ur + bz),
va i
du d
(a% — a(:r:)z.') o+ Uﬁ = h{z) (1.5.15)

ko‘rinishidagi differensial tenglamaga ega bo‘lamiz. Bunda v(z) funksivani
shunday tanlaymizki, natijada ‘

dv

—— —alryp =10

)
shart bajarilsin. Bu esa o'zgaruvchilari ajraladigan differensial tenglamadir.
Bu tenglamani yechib,

v(w) = e-’r;u altidt _ eAlr) (1.5.16)

funksivani topamiz. Shuning uchun (1.5.15) differensial tenglama ushhu

du _ - Alz)
ko‘rinishni oladi. Bu differensial tenglamani integrallab,
u{x) = Cy + / b(t) - e Wdt, Cy = const (1.5.17)
0

munosabatni hosit qilamiz. Topilgan u(z) va v(x) funksiyaning (1.5.16) va
(1.5.17) ifodalarni {1.5.14) tenglikka go‘yib,

z
ylx) = Coet) + BA(T)/ b(t) - e A0 gt
p

(1.5.1) differensial tenglamaning umumiy yechimini olamiz.
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Endi, bir jinsli bolmagan (1.5.1) differensial tenglamaning xususiy
yvechimini topishning Keshi usvli bilan tanishamiz. Shu magsadda, biror
z =1 € [a, b] nugtani olib, quyidagi bir jinsli differensial tenglamaga qo'yilgan

yf = (I(J")y - i
{ y(z)l,., =1 (1.5.18)

Koshi masalasining yechimini topamiz:

ol £) = exp { /t a(r)d‘r} . (15.19)

Bundan foydalanib ushbu

jlx) = / y(z, t)b(t)dt _ {1.5.20)
Ty
funksiyani tuzib olamiz. Ko'rinib turibdiki Ina funksiva,
y(wo) =0 (1.5.21)

boshlang'ich shartni qanoatlantiradi. Yuqoridagi (1.5.20) tenglikning ikkala
tomonini differensialiab

() = y(z, oblz) + [7 o, (x £b(t)dt =
=1-b(x) + al2) f; exp{ f;" alr)dr}bit)dt =
=b(x) + a(x) j;; y{z, Hb()dt = b{z) + a(z)F(x)

(1.5.1) ko'rinishdagi differensial tenglamani keltirib chigaramiz. Bundan
ko'rinadiki (1.5.20) tenglik orqali aviglangan 4{x) funksiva (1.5.1} differensial
tenglamaning xususiy vechimini berar ekan. Bundan foydalanib {1.5.13)
tenglikdan

y(z) = Cre 4(”]4-[ bxp{/ T)dr}b(t)dt

(1.5.1) differensial fenglamaning umumiy yechimining yana bir {Koshi)
ko‘rinishini topamiz.

1.5.1-izoh. Agar (1.5.1) differensial tenglamaning bitta xususiy yechimi
ma'lun bo'lsa, u holda uning umumiy yechimi bitta kvadratura yordamida
topiladi.

Isbot. Aytaylik y = w(z) funksiya (1.5.1}) differensial tenglamaning
xususiy yechimi bo'lsin. U holda (1.5.1) tenglama

= e{z)pn +b(x)
20



ayniyatga aylanadi. Bu tenglikni (1.5.1) tenglamadan ayirsak, quyidagi
d
Ezz—:(y — 1) = a(z){y — )

munosabat hosil bo'ladi. Bundan
y(z) — i (x) = C exp { / a(:::]d:l:}

kelib chigadi. Bu verda C-ixtiyoriy o‘zgarmas son.

1.5.2-izoh. Agar (1.5.1) differensial tenglamaning ikkita xususiy vechimi
ma’lum bo‘lsa, u holda uning umumiy yechimi kvadraturasiz topitadi.

Isbot. Faraz qilaylik v = w(z) va ¥ = ye(z) funksiyalar (1.5.1)
differensial tenglamaning xususiy yechimlari bo‘lsin. U holda bu xususiy
yechimlarni ushbu

n(@) = Cif (@) + g(z), () = Caf(2) + g(z)

ko‘rinishda yozish mumkin. {1.5.1} differensial tenglamaning uwmumiy
vechimini
ylx) = Cf(z) + g(x)
ko‘rinishda yorilar edi. Bu yerda C-ixtiyorly o'zgarmas son.
Yuqoridagi tengliklardan

yle) —plx) _ C-0C

munogabat kelib chiqadi. Bundan quyidagi

1
Gy — Oy

ylx) = (2{z) — wi(x)) + pul=)

tenglikni olamiz.
1.5.3-1zoh. Agar ii{x), (), ya(z) funksivalar (1.5.1) differensial

tenglamaning yvechimlari bo'lsa, u holda
y———S(I) — nlz) = const
yala) — wolr)

munosabat o'rinli bo‘ladi. _
Hagigatan ham, (1.5.13} ga asosan y;(x), 7 = 1, 3 yechimlarni ushbu

yi(@) = ¢;fx) + g(x), 5=1,3

ko‘rinishda yozish mumkin. Bundan foydalanib quyidagi ifodaning qiymatini
topamiz:
21



- _aftg—al-g _ (s—a)f
- aftg-af-g (a-af
Mustaqil yechish uchun mashglar [21], §5, M136-150.

= const.

1.6-§. Noma’lum koeffitsiyentlar usuli

Ushbu : N
Y — Ay = Fn(z)e*” (1.6.1)
ko'rinishdagi differensial tenglamaning xususiy vyechimini topishning
anigmas koeflitsiyentlar usuli bilan tanishamiz, Bu yerda X, up =
const, Pp(z)—darajasi m ga teng bo'lgan ko'phad.

1.6.1-teorema. 1) Agar g # X bo'lsa, u holda (1.6.1) differcnsial
tenglamaning xususiy yechimi

y(@) = Qm(z)e (162

ko‘rinishda bo‘ladi.
2) Agar g = X bo'lsa, u holda (1.6.1) differensial tenglamaning xususiy
yechirmi
y(z) = aQum(z)e™ (1.6.3)
ko‘rinishda bo‘ladi. Bunda @Qn,(z)— darajasi m ga teng bo‘lgan ko‘phad.
Isbot. Berilgan (1.6.1) differensial tenglamaning yechimini

ylx) = ez, 2z =z{x) {1.6.4)
ko‘rinishda izlaymiz. Bu tenglikning ikki tomonini differensiallab,
Y = pefTr e (1.6.5)

munosabatni topamiz. (1.6.4} va (1.6.5) tengliklarga asosan (1.6.1) differensial
tenglamani quyidagicha yozish mumkin:

ey 4 ey — AelVz = Pr(z)e”.
Oxirgi tenglikning ikki tomonini e** ga bo'lib,
2+ (p— Az = B,(z) (1.6.6)

differensial tenglamani hosil gilamiz. Bu tenglamada u = A bo'lsa, (1.6.6)
differensial tenglama
2" = Pu(x) (1.6.7)
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- ko‘rinishni oladi. Tenglamaning o‘ng tomonidagi ko‘phad
P.(z) = apz™ + az™ ' + . . +an
ko‘rinishda bo‘lgani uchun (1.6.7) differcnsial tenglamaning yechimi
T
(5) = [ Palthit =
]

=T ( ap .’L’m + E"lm.mfl +.. .+ am) = QO(f)
m

o a1
——l’erl‘}‘—Im-f-...‘}'QmE:
m+1 o)

m+1
ko‘rinishni oladi. Bundan va yuqoridagi (1.6.4) almashtirishga asosan (1.6.1)
differensial tenglamaning vechimi p = A holda
y(x) = 2Qpm(x)e™
ko‘rinishda bo'lishi kelib chigadi.
Agar {1.6.6) differensial tenglamada g # A bo‘lsa, u holda uning yechimini
2z) =bpx™ + b™ L b7+ b (1.6.8)

ko'rinishda islaymiz. Bu yerda b;, 7 = 0, 1, 2, ..., m—~ hozircha noma’lum
sonlar. (1.6.8) tenglikni differensiallab,

2= mby™ by m — Da™ L 4 b (1.6.9)

munosabatni hosil gilamiz. (1.6.8) va (1.6.9) tengliklardan foydalanib, (1.6.6)
differensial tenglamani quyidagicha yozish mumkin:
mbpzr™ 4 bi(m— D™ 4. bt
+(p— Mgz + ba™ b)) =
= apr™ + a1z 4.+ ay,
va'ni
— Nbpz™ + — Ay A+ bym)z™ T 4+
(1= A)bo [ =) ; 0 L_I (16.10)
Fbmo1 + {1 — Ay = g™ + 212 + o
Bu yerda ko'phadlarning tengligidan foydalansak, &;, 7=0,1,2,...,m
noma’'lumlarga nisbatan quyidagi :
(U - /\)bo = Qq,
(gt — X)by + born = ay,

b1+ {1 — )\)bm =am
23



tenglamalar sistemasi hosil bo‘ladi. Bu tenglamalarni ketma-ket yechib,

g ay — miy
bp= 0 _ =BT 1.6.11
=y =y ( )
noma'lnumlarni - aniqlaymiz.  Bundan  ko‘rinadiki, by, b1, - - ., by

koeffitsiventlar ketma-ket yagona aniglanadi. Shunday qilib, {1.6.11)
munosabatlarni inobatga olsak, {1.6.8) tenglik quyidagi ko'rinishni oladi:

2(x) = W gmyp B mbg:ﬂm—l

T A o

Endi, (1.6.4) almashtirishdan fovdalanib, {1.6.1) differensial tenglamaning
i # A holdagl xususiy yechimini olamiz:

ag a—mby
g)=e | —a2™ 4 —— =2+ ...
R Pt

1.7-§. Bernulli differensial tenglamasi

Ushbu :

y = alz)y + b(z)y" (1.7.1)
ko‘rinishdagi tenglamaga Bermulli differensial tenglamasi deyiladi. Bu yerda
af{x), b(z) € Cla, B), ya'ni (o, S) intervalda aniglangan neluksiz funksiyalar.

Agar n = 0 ba'lsa, u holda

v =alz)y +b(z)
chizigli differensial tenglama hosil bo'ladi.
Agar n =1 bo'lsa, u holda

!

y' = [a(z) + b(x)]y

bir jinsli chizigli differensial tenglama hosil bo‘ladi.

Aytaylik, n # 0,n 3 1 bo'lsin. Ko'ninib turibdiki, y = 0 (1.7.1)
differensial tenglamaning yechimidan iborat. Agar y # 0 bo‘lsa, u holda (1.7.1)
tenglamaning ikki tomonini g” ga bo'lib ushbu

vy = alz)y' ™" + b(z) {1L7.2)
differensial tenglamani hosil gilamiz. Bunda

=yl (1.7.3)
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almashtirishni bajaramiz. Quyidagi

1

!
z
1—n

d=(1-ny ",y =

munosabatlardan foydalanib (1.7.2) tenglamani nshbu

1

o = @) (),

ya'ui
2 ={1—-n)a(z)z+ (1 —n)b(z) (1.7.4)
ko‘rinishda yozish mumkin. Bu csa chizigli bir jinsli bo'lmagan differensial
tenglamadir.
Mustaqil yechish uchun mashqlar {21], §5, M150-160.

1.8-§, Rikkati differensial tenglamasi

Ushbu
¥ = ala)y’ +b(x)y + elz) (18.1)
- ko‘rinishdagi tenglamaga Rikkati differensial tenglamasi deyiladi. Bu yerda
a{z}), b(x), c(z) € Cla, 8),{—oc < a < B <o) bo'lib, a(x) £ 0, ¢[x) # 0.
Agar a{z) = 0 ba'lsa, u holda {1.8.1} differensial tenglama ushbu

y = ba)y + c(2)
ko‘rinishni oladi. Bu esa chizigli bir jinsli bo‘lmagan differensial tcnglamadir.
Agar c{x) = 0 bo'lsa, u holda (1.8.1) differensial tenglama

¥ = a(z)y’ + b(2)y

ko‘rinishni oladi. Bu esa Bernulli differensial tenglamasidir.

Umumiy holda Rikkati  differensial  tenglamasi  kvadraturada
mtegrallanmaydi.

Shuni alohida qayd qilish lozimki, ayrim xususiy hollardagina Rikkati
differensial tenglamasini kvadraturada integrallanishini ko'rsatish muamkin.
Jumladan 1841 yilda Liuvill ushbu

Y = A+ Ba® A#£0, B4

korinishdagi Rikkati differensial tenglamasi kvadraturada integrallanuvchi
bo‘iishi uchun a/(ga +4) soui butun bo'lishi kerakligini ko'rsatib berdi.
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Endi Rikkati differensial tenglamasining ayrim xossalarini o‘rganishga

c'tamiz.
1.8.1-lemma. Rikkati tenglamasi quydagi:
1z = p(F),

2. Kasr-chiziqgli
| alaly + 8(e)
¥{z)y + 8(x)

amashtirishlarga nishatan ko'rinighini o‘zgartirmaydi.

yoiz)d(z) — Bla)y(z) # 0

Isbot. 1. Ushbu z = ¢(F) tenglikning ikki tomonini differensiallab,
dy
()T

de = @' (Z)dz,y =
munosabatlarni topatiz. Bu tengliklarni (1.8.1) ga qo'yib,

% = a{p(2))' (BYy” + () (Thy + () (2) (1.8.2)

differensial tenglamani hosil gilamiz. Bunda ushbu

A(F) = a(Z)¢/(3), B(2) = b(¢(2))¢'(2), C(Z) = c(p(2)) ¢'(Z)
belgilashlardan foydalansak, (1.8.2) tenglama
dy

- = A(R)y* + B(@)y + C(%)

ko'rinishni oladi. Bu esa Rikkati differensial tenglamasidir. -
2. Berllgan kasr-chizigh almashtirishning ikki tomonini differensiallab,

(08 = Byyn + (o — oY

= === : +
+(a"5+,8"yﬂac5’-'y’ﬁ)y1+,8"5ﬁ,85’ e
(Y +3)?

differensial tenglamani topamiz. Berilgan kasr-chizigli almashtirish natijasida
ushbu
a{z)y’ + b(z)y + c(z)
kvadrat uchhadning o‘zgarishini aniqlaymiz:
, (08— Byl + (a'y — o)y
(v + )
. 8.4
+(a’d + By —ad — B + B8 — 36 (1.84)
(v +6)?
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Yuqoridagi  (1.8.1) differensial tenglamadan va (1.8.3) hamda (1.8.4}
tnunosabatlardan foydalanib quyidagi

(@8 = 7y + {a'y — a7 Jyi+
+(o/d + 'y - ab = By )y + FE - Fi3 =
= a(z}(ays + )" + bz)ays + B) (v -+ §) + e(@) vy + 9)*
tenglikni hosil gilamiz. Bu tenglik elementar amallar natijasida ushbu
| {ad - v}y = (@o® + bay + cv® — o'y + a7 Wi+
+i2a8a + (ad + Sy)b + 2y6c—
/5 — By +ad + Y-y +af b8 + bt — 36+ 85
ko'‘rinishni oladi. Bundan
ac? +bay + eyt — o'y +ay
W= IO OO ey
ad — 3y
+[2a;5’a + (@b + Fy}b + 2v0c ~ &'d ~ 3y + ad’ + 5]
ad — 3y
eff? 086 + 6% — F'6+ 83
ad — By
kelib chigadi. Bu esa Rikkati differensial tenglamasidir.
1.8.2-lemma. Rikkati tenglamasini ushbu

N+

y =@z, z=w+¥(z), =% (1.8.5)
almashtirishlar yordamida
y =1+ f(z) ' (1.3.6)
ko‘rinishga keltirish mumkin. '
Isbot. Avvalo (1.8.5) almashtirishdan

y=¢z+¢2 {187

tenglikni topamiz. So‘ngra (1.85) va (1.8.7) larni (1.8.1) differensial
tenglamaga qo'yib,

Prtor =ap?? +boz+c,
va'ni
!
c
?=ap2?+ (b_ g) 24— (1.8.8)
@ @
differensial tenglamani olamiz. Bu yerda
1
Y3
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deb tanlansa, u holda
a!

"-'- —_——
4 )

o‘rinli bo‘ladi. Natijada (1.8.8) differensial tenglama
2 =24 (b + %) z4 ca (1.8.9)
ko'rinishni oladi. Bu differensial tenglamada ushbu
r=w+1
almashtirishni bajarib
! 2 2 a a’ /
¥ =wt + 2w+ Y+ b+-; wt{b+— )b tea—w,
ya'ni ‘
2 a 2 a
Y= +(b+;+2w)ﬂ,[)+w +(b+:l~)w+ca—w’ (1.8.10)

differensial tenglamani topamiz. Oxirgi (1.8.10) tenglamada i oldidagi
koeflitsiyentni nolga tenglashtirsak,

]

a
b4 — + 2w =0,
a
va'ni
ab+ao

2a
kelib chigadi. Natijada (1.8.10) differensial tenglama

!

‘ a
Woe=g?4 f, f=w?+ (IJ+—)w+ca—w’
a

kanonik ko'rinishga keladi. Lemma ishotlandi.

1.8.1-teorema. Agar Rikkati tenglamasining bitta xususly yechimi
ma'lum bolsa, u holda Rikkati tenglamasining barcha yechimlari ikkita
kvadratura yordamida topiladi.

Isbot. Farax qilaylik, 1 = w () funksiya (1.8.1) differensial
tenglamaning xususiy yechimi bo'lsin. U holda

Yy=1u+=z
almashtirish natijasida {1.8.1) tenglama ushbu

Y+ 2 = alady + 2" + b))+ 2) + o) =
= a(z)yi + b(@)m + c(2) + alx)2? + 2a(x)yp2 + b(z)z
28
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ko‘rinishni oladi. Teorema shartiga ko'ra
i = a(e)y? + by + ola)
o'rinli. Bundan foydalanil (1.8.11) tenglamani
2 = a(r)7* + (b(x) + 2a(z)y)z (1.8.12)

ko‘rinishda yozish mumkin. Bu esa Bernulli differensial tenglamasidir, uning
yechimi ikkita kvadratura yordamida topiladi. Chunki (1.8.12) tenglama

1
7=
o
almashtirish yordamida chizigli differensial tenglamaga keladi. Shunday gilib
1 1
— by, U= 1813
y=_tu — (18.13)

almashtirish natijasidan Rikkati differensial tenglamasi chizigli differensial
tenglamaga keltirilar ekan. Teorema isbotlandi.

1.8.2-teorema. Agar Rikkati tenglamasining ikkita xususty yechimi
ma'Inm bo'lsa, n holda uning wmumiy yechimi bitta kvadratura yordamida
topiladi.

Isbot. Avtaylik ¥ = 11(2) va yo = ya(x) funksiyalar (1.8.1) differensial
tenglamaning xususiy vechimlari bolsin. U holda (1.8.12) differensial
tenglamani

1
Zoa=—
U
almashtirish yordamida

w4 (b+2am)u+a=0 (1.8.14)

chiziqli differensial tenglamaga keltiramiz. (1.8.13) munosabatga asosan
{1.8.14) tenglamaning bitta xususly yechimi
1
U=
Ye— U
bo‘ladi. Bu holda (1.8.14) tenglamaning yechimi bitta kvadratura yordamida
topiladi. Teorema, ishot bo'ldi.

1.8.3-teorema. Agar Rikkati tenglamasining uchta xususiy vechimi

ma'lum ho'lsa; u holda uning winumiy yechimi kvadraturasiz topiladi.
Ishot. Faraz qilaylik, 1 = yi(x), v = wel(z) va y3 = yz(x) funksivalar
(1.8.1} differensial tenglamaning xususiy yechimlari bo'lsin. U holda (1.8.14)

chiziqli differensial tenglama ikkita
1 1
U=y Up=
Ya—4 ¥ W
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xususiy yechimlarga ega bo'ladi. Shuning uchun (1.8.14) chizigli differensial
tenglamaning umumiy vechimi kvadraturasiz topiladi:
1 i 1
®= +c ( — ) . (1.8.15}
Ya— U oW W W
(1.8.13) va (1.8.15) tengliklarni tenglashtirib

1 1 ( 1 1 )
= +c —
Y—Wh W 22—t Ww—n

munosabatni hosil qilamiz. Bundan o'z navbatida o‘zgarmas ¢ sonining

qivmati topiladi:
Czy—yg Ll e
YU W
Bu esa Rikkati tenglamasining umumiy integralidir. Teorema isbotlandi.

(1.8.16)

1.8.1-natija. Agar Rikkati tenglamasining to‘rtta y1 = (), y2 = w{z),

ys = y3(x), ya = yal) xususiy yechimlari ma'lum bolsa, u holda quyidagi
WM BT C = const
Ya—W ¥s—

avniyat o'rinli bo'ladi.

1.8.4-teorema. Rikkati tenglamasining umumiy vechimi, ixtiyoriy
o‘zgarmas (' sonining kasr-chizigli almashtirishidan iborat.
Isbot. Yuqoridagi (1.8.14) chizigli differcnsial tenglamaning wmurmiy
yechimi
u=Cf(z)+g(z)
ko‘rinishga ega bolganligidan, (1.8.13) almashtirishni

_nf(@)C +uglz) +1
C fx) + g(=) Cfla) +glz)

Y=+

va'ui
() - )
Cipy () + to{x) (1.8.17)

ko‘rinishda yozish mumkin. Bu yerds

ylry =

ez} = f(@)n, palx) = ngle) + Loyn(z) = flz), val) = glz).

Bundan ko‘rinadiki, (1.8.17) tenglik vordamida aniglangan y(z) funksiya C
ning kasr-chizigli almashtirishidan iborat.
Mustagil yechish uchun mashglar [21], §5, M167-171.
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1.9-§. Rikkati tenglamasining maxsus ko‘rinishi

Ushbu
y = Ay* + Ba™ (1.9.1)

tenglamaga Rikkati tenglamasining maxsus ko‘rinishi deyiladi. Bu yerda A, B
va m o'zgarmas sonlar. Biz m sonining qanday giymatlarida, { 1.9.1) ditferensial
tenglarnaning umumiy yechimi elementar funksivalarda topilishi mumkinligini
o‘rganamiz.

Avvalo eng sodda hollarni qaraymiz:

1. Aytaylik, e = 0 bo'lsin. Bu holda (1.9.1} differensial tenglama

¥y =Ay' +B (1.9.2)

ko'rinishga keladi. Bundan ushbu
dy
A+ B
tenglikni topamiz. Bu esa (1.9.2) differensial tenglamaning umumiy yechimi

=dz, Ay + B#0

elementar funksivalarda ifodalanishini ko‘rsatadi.
2. Aytaylik, m = —2 bo'lsin. Bu holda (1.9.1) differensial tenglama

, B
af = A2
y = Ay + (1.9.3)
ko‘rinishni oladi. Ushbu 1
¥=7
almashtirishdan fovdalansak, (1.9.3) differensial tenglama
dz 2
- a(y :
I - + A {1.9.4)
ko‘rinishni oladi. Bu esa bir jinsli differensial tenglamadir. Quyidagi
w="2
T

almaghtirish  natijasida (1.9.4) differensial tenglama o‘zgaruvchilari
ajraladigan '
—r' = Byl +u+ A
differengial tenglamaga keladi. Bundan koTinadiki, (1.9.3) differensial
tenglamaning umumiy yechimi elementar funksiyalar orqali ifodalanadi.
3. Agar

m
omya & 02

butun son bo‘lsa, (1.9.1) differensial tenglama kvadraturada integrallanadi.
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1.10-§. Rikkati va ikkinchi tartibli chizigli differensial tenglama
orasidagi bog‘lanishlar

1. Avvalo, ushbu

y = a(x)y’ + b(z)y + o(z) (1.10.1)
Rikkati differensial tenglamasida quyidagi

2(z). a(x) #0 (1.10.2)

" afx)
almashtirish bajaramiz. Buning uchun (1.10.2) tenglikning ikki tarafini

differensiallab,
12

' @ L, :
= - 1.10.3
Y 427 + R ( )
topamiz. {1.10.2) va (1.10.3) tengliklardan foydalanib, {1.10.1) differensial
tenglamani quyidagicha yozamiz:
a’ 1 22
—z+ z = a 5+ b +c.
(l
Bu tenglamaning ikki tomonini o ga ko' paytlrlb,

a0z —a'z = az* + abz + a’c

munosabatni olamiz. Bundan

S
o=z (b—&—i)erac
a

kelib chigadi. Bu differensial tenglamani

F -2+ Pz +Q =0, {1.10.4)

Py =~ (b+2) 0 =

ko‘rinishda yozib olamiz va
!
- U

a2 1.10.
. {1.10.5)

almashtirish bajaramiz. Bu tenglikning ikki tomonini differensiallab,

2
;o ' — u? ' u
U u U

topamiz. Oxirgi tenglikdan va {1.10.3) almashtirishdan foydalanib, {1.10.4)

1" '\ 2 '\’ u
u u U 1
s

,u.f
P 4Q=0
" L Te@=0

tenglamari
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ya'ni
u+ Py - Qu=10 (1.10.6)
ko‘rinishda yozish mumkin. Bu esa ikkinchi tartibli chizigli differensial
tenglamadir.
2. Ko'p hollarda, ayniqsa tatbigly ahamiyatga ega bo‘lgan masalalarda
ikkinchi tartibli chizigli differensial tenglamaning ayrim yechimlarini topish
va. uning xossalarini o‘rganish uchun uni Rikkati tenglamasiga keltiriladi. Shu

magsadda ushbu
y' - q(x)y =0 (1.10.7)
chiziqli differensial tenglamada
yl
w== 1.10.8
» ( )
almashtirish bajaramiz. Buning uchun (1.10.8) tenglikning ikki tomonini
differensiallab,
v (VN _
w =~ (—) ="~ (1.10.9)
Y b Y
munosabatni hosil gilamiz. (1.10.7) tenglamadan
r
¥ _
| v q(x)
ekanligini hisobga olsak, (1.10.9) differensial tenglama
w +w? = g(x) (1.10.10)

ko'rinishni oladi. Bu ega Rikkati differensial tenglamasidir.

1.11-§.  To'lig differensialli tenglamalar

Hosilaga nigbatan yechilgan birinchi tartibli differensial tenglamahing
ushbu
M(z, y)dz+ N(z, y)dy =0 {1.11.1)
ko‘rinishi bilan tanishamiz. Bu yerda M (z,y) va N(z,y) funksiyalar I' C R?
sohada aniglangan uzluksiz, ya'ni

Mz, y), N{z,y) € C(I'}.
1.11.1-ta’rif. Agar (1 11 1) dlﬂ’eremml tenglamamng chap tomoni biror




Agar (1.11.1) tenglama to'liq differensialli tenglama bo‘lsa, 1t holda uning
chap tomoni
M{x, y)dz + N(x, y)dy = dU(z, y) (1.11.2)
ko‘rinishda yoziladi. Bu holda y = @(z) € CW(a, b) funksiya (1.11.1)
differensial tenglamaning yechimi bo'lisht uchun ushbu

Ulz,4) |y~otzy = C = const, ¥z € (a, b) (1.11.3)
shartning bajarilishi zarur va yetarlidir. Chunki (1.11.2) tenglikda
ouU oUu
ay = — — 1.4
U 6md$+6ydy (1.11.4)
munosabatdan foydalansak, undan
ou au
—k:ﬂf m—:N '.'l’
5. = Ml.w). 5o = N w) (1115)

tengliklarni olamiz.
Faraz qilaylik, y = ¢{z) € CW{a, b) funksiya {1.11.1) to‘liq differensialli
tenglamaning yechimi bo'lsin. U helda

Mz, ¢(e))dx + Nz, ¢(x))¢'(z)dx = 0,
y'ani
M(z, p(x)) + Nz, p(z))¢ () = 0
kelib chigadi. Bu yerda (1.11.2) dan foydalanib,

d
EU('T! @(x)) =0

tenglikni topamiz. Bundan
Ulr, w(z)) = C = const
kelib chigadi.
Agar y = @(z) funksiya
Uz, ¢(x)) =C
tenglamaning yechimi bo‘lsa, u holda uni differensiallab,
Mz, p(®)) + N(z, p(z))¢'(x)) = 0

tenglikni hosil qilamiz. Bundan esa y = @{x) funksiya (1.11.1) differensial
tenglamaning yechimi ekanligi kelib chigadt.
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1.11.1-teorema. Agar bir bog'lamli sohada M(z, y), N(=z, y), %y“i, %2’-
funksiyalar aniglangan va uzluksiz bo'lib,

Mz, )+ N¥z, y) 0, Vz,yc T (1.11.6)
shart bajarilsa, u holda (1.11.1) to'liq differensialli tenglama bo‘lishi uchun,
ushbu oM N e

dy Oz o

shartping bajarilishi zarur va yetarli.
Isbat. Zaruriyligi. Faraz qilaylik, (1.11.1) tenglama to'liq differensalli
tenglama bo'lsin. U holda (1.11.5) munosabatlar bajariladi. Bunda ushbu

U a*v
23y~ dyde
aralash hosilalarning tengligini inobatga olsak,
oM 8N
by~ o

kelib chiqadi.

Yetarliligi. Aytaylik, T € R? sohaning har bir nuqtasida (1.11.7)
shart bajarilsin. U holda (1.11.1) ning to'lig differensialli tenglama ekanligini
isbotlaymiz. Buning uchun {1.11.7) tenglikni qaneatlantiruvchi Uz, y)
funksiyani topamiz. Ushbu

au

tenglikni integrallab,

Ulz, y) = fx Mz, y)dz + $ly) (1.11.8)

1]
munosabatni hosil qilamiz. Bu tenglikning ikki tomonini y o‘zgaruvehi
bo‘yicha differensiallab,

%—Iy{ = /M;(w, y)dz +¢'(y) =
. o (1.11.9)
= / Ni(z, y)de +¢'(y) = N(z,y) ~ N(zo, 9) + ¢'(y)

£

tenglikni olamiz. Bunda o funksiyvani shunday tanlaymizki, natijada quyidagi

¢'{y) = N{zo, y) (1.11.10)
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tenglik bajarilsin. U holda (1.11.9) tenglik

o

5~ Ny
ko'rinishni oladi. Endi (1.11.10) tenglikni ganoatlantiruvchi birorta o(y)
funksivani topamiz:

O(y) = /U N(xg, t)dt, &{yo) = 0. (1.11.11)

Y

Bu formuladan foydalanib, {1.11.8) tenglikni quyidagicha yozish muankin:
x Y
Uz, y) = ] Mz, y}dx +/ N{zg, )it
Ty o

Teorema ishot bo‘ldi.
Mustagil yechish uchun mashglar [21], §6, Ne186-194.

1.12-§.  Integrallovchi ko*paytuvchi

Faraz qilaylik, ushbu
M(x, y)dz + N(z, y)dy = 0 (1.12.1)

tenglama to‘liq differensialli tenglama bo‘lmasin, yani I' € R? sohada
aniglangan birorta ham U(x, y} funksiya uchun

dU = M(z, y)dz + Nz, y)dy

tenglik o‘rinli bo'lmasin.
1.12.1-ta’rif. Agar I' C R? sohada berilgan M(z, y), N{z, y) va birorta
p(z, y) # 0 funksiya uchun, ushbu

wlo; y)M(x, yydz + p(z, y)N(z, y)dy =0 (1.12.2)

tenglama to'lig differensialli tenglama bo‘lsa, u holda (1.12.1) tenglamaga
toliq differensialli tenglamaga keltiriladigan tenglama, p(r, ¥} funksiyaga csa
uning integrallovchi ko‘paytuvchisi deyiladi. Bu holda

ubMdzr + uNdy = dU (1.12.3)
o'tinli bo‘ladi. Bundan
o aty .
M=— uN=— 12.
] s L B (1.12.4)

ekanligini topamiz.
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1.12.1-teorema. Agar 0 # ple,y) € COT), Mz, y) € CUT),
N(x, y) € CUNT) bo'lib, y = y(z), ylzy) = w fanksiva 29 € T = (o, b)
intervalda aniglangan hamda (1.12.2) differensial tenglamaning yechimi bo'lsa,
u holda y = y(2) funksiva (1.12.1) differensial tenglamaning ham shu T =
(a, b) intervalda aniglangan yechimi bo'ladi.

Isbot. Teorema shartiga ko'ra, ¥ = y(x) funksiva (1.12.2) differensial
tenglamaning yechimi bo‘lgani uchun, ushhu

iz, y(2) M, y(o}) + (2, y () Nz, ylz))y () = 0, (1.12.5)

tenglik o‘rinli bo‘ladi. Bu tenglikda u(x, y(x)) # 0 ekanligini inobatga olsak,
(1.12.5) tenglama

Mz, y(a)) + N(z, y(z))y'(z) =0,z € I = (a, b)

ko'rinishni oladi. Bu esa o'z navbatida y = y(x) funksiya (1.12.1) differensial
tenglamaning yechimi ekanligini ko'rsatadi.

Endi integrallovchi ko‘paytuvchining ayrim xossalari bilan tanishamiz.
Avtaylik, (1.12.2) tenglama to'lig differensialli tenglama bo‘lsin. Boshgacha
aviganda p(z,y) # 0 funksiya (1.12.1) tenglamaning integrallovchi
ko‘paytuvchisi bo'lsin. U holda (1.12.4) tengliklardan

a8 ( [LJ'W ) & ([.LN)

= ' 1.12.6
dy dr ( )
munosabatni topamiz. Bu tenglikni quyidagi ko'rinishda vozainiz:
Ou oM oy ON
M =N
oy M ey TV or T as
yoki
Bu Su ION oM .
Y fid ay Vocl Y ol e I 127
Moy Naz =# ( dr Oy ) (1.127)
Bunda p(r, ¥) >0, ¥(z, y) € I' € R deb olsak, (1.12.7) dan
I N M
plnp Ol 0N M (1.12.8)

Oy 8z  Or Oy

kelib chigadi. Bu munosabat n uu(x, y) funksivaga nishatan hirinchi tartibhi
bir jinsli bo'lmagan xususiy hosilali differensial tenglamadir. Bizga (1.12.8)
tenglamaning biror xususiy yechimini topish vyetarlidir. Bunday yechim
(zo, 90) & T nuqtaning yetarli kichik atrofida A1, N. N, M, funksiyalar
wAluksiz bo'lgani uchun mavijud.
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1.12.2-teorema. Agar (1.12.1) differensial tenglama Uz, y) =
¢ umumiy integralga ega bo'lsa, u holda differensial tenglama uchun
integrallovehi ko'paytuvehi mavijud boladi.

Isbot. Teorema shartiga kora Ufz,y) = C, (1.12.1) differensial
tenglamaning wnumiy integrali bo'lgani uchun -
dU =10, (1.12.9)
va'ni 5
U U ‘
—dr + —dy = 1.12.10
o 0 + 39 dy=0 ( )

tenglik o'rinli bo'ladi. Bu yerda
ou
By 70, (r,p)€

desak, (1.12.10} tenglamadan

dy _ %
e (1.12.11)
oy
kelib chiqadi. Ikkinchi tomondan, (1.12.1) differensial tenglamaga asosan
| dy M
—_=—— 1.12.12
dx N ( )

munosabatni hesil qilamiz. (1.12.11}) va (1.12.12) tengliklarni o‘zaro
tenglashtirity 5
U
M 5

~ = =,
N %

va'ni
_Q;'C_ = = —
. M- N F
bo'lishini topamiz. Bundan
au au
— =uM, — = uN
BpT A 5y 2
kelib chigadi. O‘z navbatida ushbu

plMdr + Ndy] = pMdz + pNdy = ?Ed.[' + diy = dl/
dx dy
munosabatlardan  u(z, y) funksiva (1.12.1) differensial tenglama uchun
integrallovehi ko'paytuvehi ekanligi kelib chigadi.
Endi integrallovchi ko'paytuvchini topish bilan  shug‘ullanamiz.
Yuqoridagi mmlohazalardan ko‘rinadiki, w(z, y) funksivani topish uchun
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(1.12.8) xususiy hosilali differensial tenglamani xususiy yechimini topish kerak
bo‘ladi. Bu masala o'z navbatida qo'yilgan masalaga nisbatan ham ancha
murakkab masaladir. Ayrim hollarda p(z, y) integrallovehi ko'paytuvchini
topish uchun (1.12.7) yoki {1.12.8) tenglamalardan foydalansa bo'ladi.
1.12.3-teorema. Agar shunday Jw(z, ) € C(I') funksiya mavjud
bolib,
M _ AN

;] 23 ; |
v gE — W), Y@y el (1.12.13)
Now — M3,

tenglik o'rinli bo'lsa, u holda integrallovchi ko‘paytuvchi

(e, y) = exp { / w(dew} (112.14)

formula orqali topiladi.
Isbot. Yugoridagi (1.12.7) differensial tenglamaning yechimini g = piw)
ko‘rinishda izlaymiz. U holda

ou du Op Ow O Ow
=Py Hr + K gy =
=2t 3= 2 a T T a ™
. Ou dw  \  Ou
T Bw ( P Ay y) - c'?wdw
hosil bo'ladi. Bundan p 5

Oy
- = T 1.12.
dw  Ow (L.12.15)

ekanligini topamiz. Bu holda {1.12.7) tenglama quydagi ko‘rinishni oladi:
Mc')p, Ow _ SO du aN oM
Ow Dy dwdx "\Bx By /)
Bu yerda (1.12.15) tenglikni e’'tiborga olsak, oxirgi tenglama ushbu

W00y 0\, (OM 0N
dw Ox Ay dy Oz

ko'rinishga keladi. Bundan

oM _ BN
% . t?u dgx

= ——ar——dw
B @
raunosabat kelib chigadi. (1.12.13} tenglikdan fovdalanib, oxirgi munosabatni
ushbu

dp

= {w)dw
I
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ko'rinishda vozish mumkin. Bu tenglamani integrallab

= Cexp {f u’)(w)dw}

integrallovehi  ko'paytuvchini  topamiz.  DBizga  birorta  integrallovehi
ko'paytuvchi kerak. Shuning uchun ¢ = 1 deb tanlash biz uchun vetarlidir;

= exp { f w(w)dw}-

1.12.1-misol. Chizigli bir jinsli bo'limagan

Teorema isbotlandi.

dy _
de
differensial tenglamaning integrallovchi ko'paytuvchisini topamiz.
Yechish. Avvalo (1.12.16) diflerensial tenglamani
(p(z)y + ¢(a))dz —dy =0

ko'rinishda yozib olamiz. Bu holda

p(x)y + 9(z) (1.12.16)

Mz, y) =p(r)y+qlz). Nz, y)=-1

ho'lgani uchun 5 5
M N
= =
7 pz), -

munosabatlar o‘rinli. Ko'rinib turibdiki,
dM |, dN

a7 o
Shuning uchun (1.12.16) chizigli tenglama to‘liq differensialli tenglama emas.
Endi (1.12.16) differensial tenglamaning integratlovehi ko‘paytuvchisini

b= i)

ko'rinishda izlaymiz. Bu holda w = z bo‘lgani uchun
A — N

wl) = T = pla)

tenglik o'rinli bo'ladi. (1.12.14) tenglikdan esa
= exp {— fp(w)d-x}
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1.12.4-teorema. Agar py {1.12.1) differensial tenglamaning integallovehi
ko‘paytuvchisi bo'lib, ug(x, ) uning integrali bo‘lsa, u holda

1= poy (ug) S (L1247)

funksiya ham {1.12.1) tenglamaning integrallovehi ko‘paytuvchisi bo'ladi. Bu
yerda y # O ixtiyoriy differensiallanuvchi funksiya.

Isbot. Berilgan (1.12.1} differensial tenglamaning chap tomenini gy (1)
ga ko'paytirib

pow {upy (Mdz + Ndy) = plug)p{Mdz + Ndy) =

= @{up)dup = d (/ @ (up) duo)

munosabatni hosil gilamiz. Bundan (1.12.17} tenglik bilan aniglangan
u funksiva (1.12.1) differensial fenglamaning integrallovehi ko'paytuvchisi
ekanligi kelih chiqadi.

Mustagil yechish wchun mashglar [21], §6, N195-220,

1.13-§. Koshi masalasi yechimining mavjudligi va yagonaligi

Hosilaga nisbatan vechilgan ushbu

¥ = flzy) (1.13.1)

differensial tenglamaning
u(zo) = U0 (1.132)

boshlang'ich shartni ganoatlantiruvehi ¥ = y{x)} yechimini topishga Koshi
masalasi deyiladi.
1.13.1-teorema (Koshi). Agar f (z, y) funksiya

P={{z,y) e B*: |z —xo/ <a, ly—wl<b}

to‘gfrl to'rthurchakda aniglangan va uzluksiz bo'lib, y o'zgaruvehi bo‘yicha
Lipshits shartini, ya'ni V(x, y;) € P, j = 1, 2 nugtalar uchun shunday N > 0
goni topilib

Fo. 1) = Fao, w)) < Ny — 3o (113.3)

tengsiglikni gancatlantirsa, u helda shunday b > 0 soni mavjudki, (1.13.1)-

(1.13.2) Koshi masalasining [xg — k, zo + & oraligda aniglangan va (1.13.2)

boshlang'ich shartni ganoatlantiruvchi vagona y = ¢ (x) vechimi mavjnd
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bo'ladi. Bu yerda

: b
h = min (a, H) . M= [max, [fz, v)|. (1.13.4)

1.13.1-izoh. Agar f(z, y) funksiya P sohaning har bir nuqtasida fi(z, y)
xususiy hosilaga ega bo'lib,

|filz, »)| < C, C = const

shartni qanoatlantirsa, u holda bu funksiya P to'g'ri to‘rtburchakda
y—o‘zgaruvchi bo‘yicha Lipshits shartini qancatlantiradi.

Hagiqatan ham, ixtiyeriy ikki (x, w1}, (z, y2) € P nugtalar uchun
Lagranj teoremasiga asosan guyidagi munosabat bajariladi:

| (@, ) — Fla, )l = | f (2 + 0 (2 — 1)) - g2 — )

bu yorda 0 < & < 1.

Oxirgi munosabatdan va f,(z, y) xususiy hosilaning chegaralanganligidan
(1.13.3) tengsizlik kelib chigadi.

Ammo, ba’zi hollarda hosilaga ega bo‘lmagan funksiyvalar ham (1.13.3)
Lipshits shartini ganoatlantiradi. '

Masalan. Ushbu f(x, y) = |y| funksiva y = 0, ya'ni ((x, 0)) nugtada
hosilaga ega cmas, lekin

|f (e, n) = F (2 g2)l = llnl = lyell <ty — el

o'rinli. Bunda Lipshits o'zgarmasi N = 1 bo'ladi.
Teoremani ishotlashdan oldin quyidagi misollarni qaraylik.
1.13.1-misol. Ushbu

Y = 3%, y(1) =0

Koshi masalasining yvechimini toping.
Yechish. Berilgan differensial tenglamada o‘zgaruvchilarni ajratib

2 1
v ity —do. o [y lay = [

y% =z+0C, yle)=(x+C)>, C=const

quyidagi

yechimnil topamiz. Boshlang’ich shartdan foydalanib,

y1)=0, 1+CY =0, C=~1
12



berilgan Koshi masalasining

y(z) = (x - 1)}

yechimini topamiz. Bundan tashqari, qaralayotgan Koshi masalasi y{z) = 0
vechimga hant cga. Demak, berilgan Koshi masalasi ikkita

y(z)=(z—1)°, ylx)=0

vechimga ega ckan. Bundan ko‘rinadiki, berilgan differensial tenglamaning
o‘ng tomonidagi
2
flay) =3
funksiya (1.13.3) Lipshits shartini qanoatlantirmaydi. Chunki

' = =< —
f'y I’U;G - w |y=0 = +o0.
Shuning uchun ham beriigan Koshi masalasining yechimi yagona emas.
1.13.2-misol. Ushbu Koshi masalasining yechimini toping:

¥ =y, y(0)=0.

Yechish. Berilgan differensial tenglamada o‘zgaruvchilarni ajratib, uning
iy vechimini topamiz:
i 1 2 2
y~ By = da, fy‘ By = fdx yB@) = S+ O).

Endi boshlang‘ich  shartdan foydalanib C'—o‘zgarmssning qiymatini

aniglayriz:
2
3
2 2 24\ 72
V80) = 0, v = () L >0
Ushbu

3
22\ 72
ylr) = 3 L x>0

funksiya berilgan Koshi masalasining yechimidan iborat bo‘lar ekan. Bundan
tashqari y(z) = 0 funksiya ham berilgan Koshi masalasining yechimi bo‘lads.
Demak, berilgan Koshi magalasi ikkita yechimga ega ckan. Chunki, f{x, y) =
¥y funksiya (x, 0) nuqtaning atrofida Lipshits shartini ganoatlantirmaydi.
Shuning uehun vechimning vagonaligi buziladi.
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Quyidagi misolga e’tibor qaratavlik.
1.13.3-misol. Ushbu Koshi masalasining yvechimini toping:
1
!
¥ =—, y(xg) =0.
32
Yechish. Bu misolda ham, berilgan differensial tenglamada

o‘zgaruvchilarni ajratib, uning umumiy yechimini topamiz:

vy =ds, [ vty = [ do, 4a) =30 +0),

yle) = v3(x+C).

Boshlang'ich shartdan foydalanib C'—o'zgarmasning giymatini aniglaymiz:
ylog) =0, 2o+ C =0, €' =—x.
‘Bundan ko‘rinadiki, ushbu

y(z) = /3(x — x0)

funksiya berilgan Koshi masalasining yagona yechimidan iborat bo‘ladi.
Shuni alohida qayd qilish lozimlki, berilgan Koshi masalasidagi '
1 2
flz, y) = y—ga f;(r, y) = —-y§
funksiyalarning (zg, 0) nugtada uzluksieligi buziladi. Ammo, berilgan Koshi
masalasi yagona yvechimga ega. Demak, Koshi teoremasidagi shartlar Koshi
masalas] yechimi mavjud va yagona bo‘lishi uchun vetarli shartlardir. Koshi
magalasi yechimining vagonaligidan f(x, y) funksiyaning uzluksizligi va y
o‘zgaruvchi bo'yicha Lipshits shartini ganoatlantirishi kelib chigmaydi.
Teoremaning isboti {Yechimning mavjudligi). Berilgan differensial
tenglamani ushbu

dy = f(x, y)dz

ko'rinishda yozib, uni (zo, ) interval bo'yicha integrallaymiz:

/ W= /T:f(ta y(t))dt.

Hosil bo‘lgan bu tenglikda (1.13.2) boshlang‘ich shartdan foydalanib,

mm=m+[3mmma (1.135)

munosabatni hosil gilamiz. Bu munosabat y(x) funksiyaga nisbatan integral
tenglamadir. Shunday qilib, agar y(z) funksiya (1.13.1)-(1.13.2) Koshi
4



masalasining yechimi bo'lsa, u holda y{x) (1.13.5) integral tenglamani
ganoatlantirar ekan. Aksincha, agar y(x) uzluksiz funksiya {1.13.5) integral
tenglamaning vechimi bo'lsa, u holda y(x) berilgan {1.13.1)-(1.13.2) Koshi
masalagining ham yechimi bo'lishini ko‘rsatish mumkin. Hagigatan ham,
y(x) nzluksiz funksiva (1.13.5) integral tenglamani gancatlantirsin. U holda
Flx, y{x}) funksiva P sohada uzluksiz bo‘lgani uchun

& ([ 1 vonar) = ste. st

munosabatning o'rinli bo'lishi “Matematik analiz” fanidan ma’lum. Yuqoridagi
{1.13.5) tenglikning ikki tomonini differensiallab

yiz) = (yo +j£: ft, y(t))dt)' = flz, yle))

ckanligini topamiz. (1.13.2}) boshlang'ich shartning bajarilishi (1.13.5)
tenglikdan ko‘rinib turibdi:

xo—yo+/ F(t, y(0)dt = yo+ 0 = yo,

Shunday qilib, {1.13.1) Koshi masalasi (1.13.5) integral tenglamaga ekvivalent
ekan. Shuning ushun (1.13.1)-(1.13.2) Koshi masalasi yechimini mavjudligini
ko‘rsatish o‘rniga, unga ekvivalent bo'lgan (1.13.5) integral tenglama
yvechimini mavjudligini ko‘rsatamiz. Buning uchun ketma-ket yaqinlashishlar
(Pikar) usulidan foydalanamiz.
Quyidagi
w(z) = yo,
wlz) = f(t yo(t))dt,

k)

y2() = o + / F(t, w(t))dt, (1136)

Yu() *UO"‘/ Tt yn—r{2))dt,

formulalar yordamida {y, ()}, funksional ketma-ketlikni tuzib olamiz. Bu
yerdagl y;(2), 5 =0, 1,2, ... funksivalarning har biri (1.13.2) boshlang'ich
shartni, ya'ni ¥;(z0) = ¥0, j=0,1,2, ... ganoatlantiradi.

Endi, ushbu

\’y1(1’) e yﬂt s |‘y2($) - yfll vy Iyn('l} - yU{ L .
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ayirmalarni baholaymiz:

@) -l = | [ 76 i)t <
o
S/|ﬂtmwnﬂsa¢fd4=Mm_mh
. (1.13.7)
l3m{) — yo| = f f(t, yn—L(t))dt‘ <
o
<| 15 @msenta] < ot [ <3t o— .
Lo £
Bundan ko‘rinadiki, agar z lar ushbu
b
ezl <h h=minla —). M=
z ~ zg| € h, h = min (a, JM)‘ M (ﬂ,?é{plf(x’ vy,
tengsizlikni qanoatlantirsa, u holda (1.13.7) bahodan
ly{z) — gl <M -h< M- % = b, (1.13.8)
b
[ynlz) —wol <M -h< M. Vi =b n=1,2,...

tengsizliklar kelib chiqadi. Bu esa y = yo(2), n =0, 1, 2, ... funksiyalarning
grafiklari Vo € {z: |z —xo| £ h} larda P to'g'ri to‘rtburchakdan chiqib
ketmasligini ko‘rsatadi. Shunday qilib, zo—k < o < 2o+ tengsizlik bajarilsa,
ve(2), n=10,1, 2, ... funksivalarning grafiklari

(z, yn{x)) €P, n=1,2,...

P to‘g'ri to'rthurchakda joyvlashar ekan.
Endi, har bir tayinlangan z € [xo — h, 2o + ] larda ushbu {y{z)}m_,
sonli ketma-ketlikaing n — oo da chekli Ymiti mavjudligini ko'rsatamiz va

uni
Qi yo(z) = y(z) € R (1.13.9)

orqali belgilaymiz. Shu magsadda, matematik induksiya usulini go'llab
() = gnr (2)] < MN“*‘I—SE-%@L (1.13.10)

bahoning o'rinli bo‘lishini ko'rsatamiz. Bu baho n = 1 da o'rinli:

f?&mmm
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Aytaylik, (1.13.10) tengsizlik biror 7 € N uchun bajarilsin. U holda (1.13.10)
bahoni » + 1 uchun bajarilishini ko'rsatamiz. Lipshits shartidan foydalanib
quvidagi avirmani haholaymiz:

2 (2) — ()} = ] " ) - £ ynwl(tmdt\ <

xr
<| [ 15 )= 1t syt <
- TO
< N| [ lonlt) = st ) =
)
na, z - n41
_Y :” f =zl dt] — M=l
! o {rn + 1)!
Agar |z — xg| < h deb, ushbu
MN"IR"
a‘.‘l -
nl
belgilashdan foydalansak, (1.13.10} baho quyidagi
h’?l
'Qﬂ("b) — Yn-1{z)] < ﬁ’fhm_lm =a,, nEN (11311)

ko‘rinishui oladi. Avvalo {a,} ketma-keilik ushbu

1

ay < o C=const, ne N

tengsizlikni ganocatlantirishini ko'rsatamiz. Buning uchun &, = 2"a, ketma-
ketlikni tuzib olamiz. Ko'rinib turibdiki,
boor 2" lu,.;  2RN

= = -0, n—:
b, 2naqy, w41 "o

munosabat o'rinli. Bunga ko‘ra, shunday ng € N nomer topiladiki, l% <1
tengsizlik n > ng larda bajariladi. Bu esa by < by, ya'ni b, l-:etma—
ketlikning hadlari mnp nomerdan boshlab kamayuvchi va chegaralangan
ckanhigini ko‘rsatadi. Demak, b, < €', ¥n > ny. Shuning uchun

anSﬁ

tengsizlik hajariladi. Bundan va (1.13.11) tengsizlikdan
c
lga(@) = gnal@)l = ol — ol SR (1.13.12)

baho kelib chigadi.
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Endi {yn(2)}" ¢ * € [£0 — h, za + k] ketma-ketlik Koshi kriteriyasini
janoatlantirishini ko‘rsatamiz. Buning wchun quyidagi ayirmani baholaymiz:

IC‘/N(x) - .UN+p(~T)I = |?Jﬁ(ﬂ? y’v+1(£) + JN+1(-1") yn2(z)+
+ynya(z) — yngslz) + ..+ ’!JN+p—2(f~'7) - y:\’+p-1(5"}+

+ynsp-1(x) — Ynap(z)} <

<

)=

lyn+x () — yavsro1{z)] <

k=1 .
(1.13.13)
P P
Cg<1 _C
S Z 9Nk = o )y 7% <o
k=1 k=1

Bu tengsizlikdan
lyn (T) — yn4p(x) = 0. N = oo

ekanligi kelib chiqadi. Bu esa {y,(x)}, x € [y — h, ¢ -+ h] ketma-ketlikning
fundamentalligini va Koshi kriteriyasiga asosan uning {1.13.9) ko‘rinishdagi
chekli limitga ega ekanligini ko‘rsatadi.

Quyidagi

geometrik progressiya vig'indisini topish formulasidan foydalanib, (1.13.13)

ko‘rinishda yozish mumkin. Bu tengsizlikda p — oc da limitga o‘tib, (1.13.10)

tengsiziikni

munosabatni inobatga olsak,

C
lyw () — y(z)| < ¥

kelib chiqadi. Barcha & € [xg — h, zo + k| larda (1.13.9) limitning mavjudligi
y(x) ning shu kesmada aniqlangan funksiya ckanligini bildiradi.
Endi y{x} funksivani [z — h, xq + h] kesmada uzluksizligini va uning
grafigi P to'g'ri to‘rtburchakda yotishini ko'rsatamiz. Buning uchun Vx|, 1o €
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1z — by o + b ikki nugta olib ushbu |ye(z;) — ya(x2)! ayirmani baholaymiz:

[(Z1) — Yn(22)| = / F, yaoi(t))dt ~ f F, yno1(t))dt| =

- [ £t yaa()de] < / (s Y (6))] | =

=M |z1 — za|5 |ynlz1) — vnulz)| < M |21 — 23]
Bu oxirgi tengsizlikda n — oo da limitga o‘tsak,
ly(z1) — yl{xe)| £ Mlxy — 2o

baho kelib chigadi. Bundan esa y(x) funksiyaning [z¢ — h, %o + h] kesmada
uzluksizligi kelib chiqadi.
Yuqorida ishbotlangan (1.13.8), ya'ni
lyn(z) — yo| < b,z € [wg — h, o + A
tengsizlikda n — oo da lmitga o'tib,
ly(x) — yo| < b,z € [gg — h, zo + B
bahoni olamiz. Bu esa y(x), @ € [pg — k, rg + h] funksiyaning grafigi
(x, y(z)) € P to‘ghi to‘rtburchakda joylashishini ko‘rsatadi.
Nihoyat y(z), * € lzo — h, 2o + h] ueluksiz funksivani (1.13.5)

integral tenglamani ganoatlantirishini ko‘rsatamiz. Avvalo Lipshits shartidan
foydalanib quyidagi ayirmani baholaymiz: '

/ [f(t, yur(8)) = F(2, w(E)))dE| <

o
2”

N

[ [ (£) — (£} dt! =

prm— ‘NT

Quyidagi )
yn(z) = 30 + / F(t, o (8))dt =

- / Sty + [ftynlt) O

tenglikda n — oo da limitga o'tib, ushbu

y(z) = yo + /x fE, y(t))dt
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integral tenglamani hosil gilamiz. Bu esa y{x), x € [zy — h, 2o + h] uzluksiz
funksiya (1.13.5) integral tenglamaning yechimidan iborat ekanligini bildiradi.
Shunday qilib, (1.13.1)-(1.13.2) Koshi masalasining [zo — h, 2y + h] kesmada
aniglangan y(z) vechimi mavjud ekan.

Berilgan (1.13.1)-(1.13.2) Koshi masalasi yechimining yagonaligini
ko‘rsatish uchun quyidagi tasdigdan foydalanamiz,

1.13.1-lemma (Gronuolla). Faraz qilaylik, [zo, =] kesmada u(z), v(z)
funksiyalar uzluksiz va manfiy bo‘lmasin. Agar ular uchun, ushbu

ulz) < A+

/ Iu{t)-v(t}dt‘ A0 (1.13.14)

i
/ v(t)dt‘} _ (1.13.15)
To
tengsizlik bajariladi.

Isbot. Avtaylik, A > 0, & > z¢ bo'lsin. U holda (1.13.14) tengsizlikda
modul ishorasini tashlab va uni v(z) ga ko‘paytirsak,

u(zju(z)
A+ [ u{tyo(t)dt ~

hosil bo‘ladi. Oxirgi {1.13.16) tengsizlikni ushbu
% (A +/ u(t)v(t)dt) = u(x)v(z)

munosabatdan foydalanib

(A+ f f)fn t)d )
A+j ultye(f)dt S v(z)de

baho o'rinli bo'lsa, u holda

ulzx) < Aexp{

v(z) : (1.13.16)

ko‘rinishda yozish mumkin. Bu tengs:zhkning ikkala tomonini integrallab

Ih( /x:u(t) v(t)d ) InA</:v(t)dt

munosabatni hosil gilamiz. Bundan
f v(t)dt‘}
g

A+ j: u(t)v(t)dt < Aexp {j: v(t)dt} = Aexp{

kelib chigadi. Lemma shartidagi (1.13.14) tengsizlikka asosan

/I :u(t)v(t)dt’ _
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=A+ /E: w(B)u{t)dt < Aexp { /ﬂ: v(t)dt }

baho hosil bo‘ladi. Bu baho A > 0, = < zy larda ham o'rinli. Chunki T < xp
larda (1.13.14} tengsizlikni quyidagi

ko‘rinishda vozish mumkin. Bundan ham

w(z) < A~ f ju(t)v(t)dt — A+ / " (o)t
w(z) < Aexp { /:0 v(t)dt } = Aexp{ /:v(t)dt'}
kelib chigadi. "

Agar A = 0 ho'lsa, u holda u{x} = 0 bo'ladi. Hagiqatan ham

fx u(t}v(t)dt‘ , Ye >0

foa)

bahoga ega bo‘lamiz. Bundan & — +0 da u(z) < 0 kelib chigadi, bu esa
u(x) > 0 shartga zid. Shuning uchun u(z) = 0.

ulz) <z 4+

bo'lsa, (1.13.15) dan

u(x) < cexp {

Yechimning yagonaligi. Aytaylik, yi(z), yo{z) funksiyalar (1.13.1)
differensial tenglamani va (1.13.2) boshlang‘ich shartni ganoatlantirsin.
Bundan tashqari ularning grafiklari P to‘g'ri to‘rtburchakda jovlashsin, ammo

yi(x) # pa(x), @ € [wo — Ay 1wy + A

bo‘lsin. U holda ushbu

B 1 e, ) =

%‘%{2 = fle, yz(‘r}): '.UQ(TL'U) =1

tengliklardan, avvalo
yi{zg) — ya(z0) = 0,
so'ngra
Wnled @) _ e y()) - £z, wo(s)

munosabatni olamiz. Bu tenglikning ikki tomonini integrallab

(o) - i) = [ "Lt () = (b w0t
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ifodani olamiz. Lipshits shartidan foydalanib, oxirgi munosabatni baholaymiz:

[ 15 o) - e el <

[1(z) — ()] <

<N

)] dt{ ,
yva'ui

lon(x) - golr)] <

< 8| [t - ot
bahoeni olamiz. Ushbu
u(z) = |m(x) —y(x)]| 20, vE)=N>0, A=0

belgilashlarni olib, Gronuolla tengsizligidan foydalansak, u{x) =0, y1(x) =
y2(:2) ekanligiga ishonch hesi] gilamiz. Teorema to'la ishot bo'ldi.

Ko'pehilik hollarda (1.13.1)-(1.13.2) Koshi masalasining y(x) yechimi
bilan (1.13.6) tengliklar orgali aniqlangan y,(z). n—yaqinlashish orasidagi
farqui hisoblashga to‘g'ri keladi. Bnuning uchun ushbu |u(r) — yp(x}| ayirmani
baholaymiz. Avvalo biz y,(x) funksivani quyldagi

Yo() = o+ Y _[5e(®) — yia (2)]

k=1
ko'rinishda yozib clamiz. So‘tigra bu tenglikning ikki tomonida n — oo da
limitga o'tib

y(z) = 3o + Z[yk(:'r) - Yr-1(2)]

munosiabatni hosil gilamiz. Bundd,n va {1.13.11) tengsizhkdan foyda.la.nlb
quyidagi ayirmarni baholaymiz:

y(@) = yul@)] = |t + > [wa(®) — o1 (2)] — gal2)| =
k=1

Z [yx(®) — yx—1(z Z |y (2) — a1 (z)] <

k=n-+1 k=n+l
r1 1V (NR)? Nh) wy (VR)®
<kz MN th(n+1)'z = Mhe (n+ 1)V
n+1
ya'ni .
; (NR)"
ly(z) — yalz)| < Mhe"""ér)l)!. (1.13.17)

52



Bu yerda M = (m?xpif{:c, )], |z —x0] < A, h = min (a, I‘Ef) , N —Lipshits
Ty)e
o‘zgarmasi.
Mustagil yechish uchun mashglar [21], §7, Ne221-223, 225, 226, 228.

1.14-§. Koshi masalasining korrektligi

Ushbu

W Joy), vleo) = (1L141)

Koshi masalasini garaylik.
1.14.1-ta’rif. Agar (1.14.1) masalasining yechimi
1. mavjud,
2. yagons,
3. berilganlarga nisbatan uzluksiz bog'liq {turgtun) bo‘lsa,
Koshi masalasi korrekt deyiladi.
Berilgan {1.14.1) masalaning korrektligini o‘rganish tichun quyidagi

d

= hlw.y), v =u", (1.142)
T

d .

L falw.y), ylao) =y (1.14.3)

- Koshi masalalarini qaraymiz. Aytaylik, y;(z), j=1, 2, £ € [5p — h, 2p + ]
funksiyalar bu Koshi masalalatining yechimlaridan iborat bo'lsin. Bu verda

= min (a; %) My = max | fy(e, ), 5= 1,2
M = max{My; My).
1.14.2-ta’rif. Agar ¥e > 0 soni uchun 36 > 0 soni topilib ushbu
e,y = Fala, gl < 6 [ - o] < 6 (114.4)
tengsizliklar bajarilganda
ly(x) — (o) <& jz—zo| <h (1.14.5)

baho o'rinli bo‘lsa, Koshi masalasi berilganlarga nisbatan uzluksiz bog'liq
{turg'un) deyiladi. -
1,.14.1-teorema. Aytaylik

P={(z,y) e R*: |z —wo|l <u, |y—wi<b}
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sohada fy(x, y} va falz,y) funksiyalar uzluksiz bo'lib, ¥ o‘zgaruvchi bo‘yicha
Lipshits shartini qanoatlantirsin. UJ holda

d
di;’- = flz, ), wlzo) =10

Koshi masalasi korrekt ho'ladi.

Isbot. Oldingi paragrafda Koshi masalasi yechimmining mavjudligi va
vagonalagi ko'rsatilgan edi. Endi Koshi masalasi yechimining berilganlarga
nisbatan uzluksiz bog'liq (turg‘un) ligini ko'rsatamiz. Buning uchun quyidagi
belgilashni kiritamiz:

A = max |f1(1', y) — f2($1y” -

(z.y)eP
Berilgan (1.14.2), (1.14.3) Koshi masalalaridan

dy dy: 2
?i"ml B E;f’ = fulz, 1) — folz,y), wi{zo) - walzo) = 45 —

munosabatlarni topamiz va uni (zg, #) oralig bo'yvicha integrallab

0@ - pole) — @ o) = / "Rt (®) = Folt. (D))t =

= /m[.fl(t1 vi(f)) — folt,n(t)) + f2(E 01 (1)) — falt, yo(2)))dt

tenglikni hosil qilamiz. Bu yerda Lipshits shartidan va uchburchak
tengsizligidan foydalanib quyidagi bahoni olamiz:

n(e) = (o) < o~ o]+ L[ 1 @) - ateomiopl e 1
+ /Ifz(f, (1) — folt, yolt))] dt) < lyé” - y[(f)’ +

g (63 (®) — St (O] -1 — ol +- V| [l el .

o

Agar u(z) = iz} —wix), vie) =N >0, 4= Iy(gl) fy((,z)’ +hRA >0
belgilashdan va Gronuolla tengsizligidan foydalansak, oxirgi bahodan

11(2) — we@)| < (66" - | + ha)N o <

< (|8 - o) + RO 2 € [y — bz +

54

(1.14.6)



kelib chigadi. Bu yerda Ve > 0 sonini olib 6{¢) = £3e ™ deb tanlasak, oxirgi
tengsizlikdan A < 6, |7,r5 - 1;%| < & bolganda

[ () — ol)| < 601 + RN = ¢, © € [wg — b, zp + A

baho kelib chigadi. Bu esa Koshi masalasining turg'unligini ko'rsatadi. Bundan
va yechimning mavjudligi hamda yagonaligidan uning korrektligi kelib chigadi.
Endi, ushbu
dy

& = f@u) ylo) =% | (1.14.7)

Koshi masalagining y = y{x, zp, ¥) yechimini boshlang'ich shartga uzluksiz
bog'ligligini o‘rganamiz. Buning uchun quyidagi Koshi masalasini ham
ATy iz

j_?;‘ = f(@,y), ylzo) =T (1.14.8)

1.14.3-ta’rif. Agar V= > 0 soni uchun shunday ¢ > { soni topilib,
|4 — To| < & tengsizligi bajarilganda

ly(z) —yi{z)| < e, VYo €[z —h, zo+h]

tengsizlik o'rinli bolsa, u holda (1.14.7) Koshi masalasining yechimi
boshlang'ich shartga uzluksiz ravishda bog'liq deyiladi.

.14 1-teoremada  olingan (1.14.6) bahodan quyidagi natijalar kelil
chiqadi.

1.14.1-natija. Agar f(r, y) funksiya Koshi teoremasining shartlarini
ganocatlantirsa, 1 holda (1.14.7) masalaning yechimi boshlang'ich shartga
uzluksiz ravishda bog'liq bo'ladi.

Isbot. Qaralayotgan holda A = 0 bo'lgani uchun (1.14.6) tengsizlik
quyidagi

lu(z) — (=) < lyo — b €™, V€[50 — b, 20+ ]

ko‘rinishni oladi. Bunda f; = fo = f ekanligi inobatga olindi.
Agar Ye > 0 sonini olib, 6(z) > 0 sonini () = e~ deb tanlasak, u
holda fyg — Fol < ¢ tengsizligi bajariiganda '

ly(x) - §lz)| < 6™ =2, ¥r € [xg — h, xo+ R

baho o'rinli bo'ladi. Bu esa (1.14.7) Koshi masalasining yechimi hoshlang'ich
shartga uzluksiz bog'liq ekanini hildiradi.
Nihoyat {1.14.6) bahodan Koshi masalasi differensial tenglamaning o‘ng
tomoniga nisbatan uzluksiz bog'liq ekanligi ham kelib chigadi.
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Aytaylik, (1.14.2), {1.14.3) masalalarda y[gl) = y,gi} bo'lsin, v holda

% = fi(z,y), y(zo) = w0,
Y ), vimd =1

munosabatlarga ega bo'lamiz.
1.14.2-natija. Agar fi(z, ¥), j = 1,2 funksivalar Koshi teoremasining
shartlarini qanoatiantirsa, u holda Koshi masalasining vechimi differensial
“tenglamaning o'ng tomoniga uzluksiz ravishda bog'lig bo'ladi.
Isbot. (Jaralayotgan holda y((,” = y[gl) = 1 bo'lgani uchun (1.14.6)
tengeizlik quyidagi ko'rinishda yoziladi:

lyl(‘ﬂ] o y‘l("r)l < h‘Ae‘Vha re [mﬂ - hs Ty + h‘]‘

Ixtiyoriy Ve > 0 sonini olib, 8(£) > 0 sonini §(z) = £e~"* ko'rinishda
-tanlasak, A <¢ §(¢) tengsizligi bajarilganda

ly(x) — mlz)] < dhe¥ =g 1re [to — h, xo + R)

baho o'rinli bo‘ladi. Bu esa Koshi masalasining yechimi differensial
tenglamaning o'ng tomoniga uzluksiz ravishda bog'liq ekanligini bildiradi.

Demak, Koshi masalasi korrekt bo‘lishi uchun uning yechimi mavjud
va vagons hamda boshlang'ich shartga va differensial temglamaning o'‘ng
tomoniga nisbatan uzluksiz ravishda bog'lig bo'lishi kerak ekan.

1.15-§.  Differensial tenglama yechimining silligligi

Ushbu
¥ = flz,y) (1.15.1)

differensial tenglamani qaraylik.

1.15.1-teorema. Faraz qilayiik, f{z, y} funksiya =z, y o'zgaruvchilar
bo‘yicha n > 1 marta uzluksiz differensiallanuvchi bo'lsin. U holda (1.15.1}
differensial tenglamaning ixtiyoriy yechimi {n + 1) marta differensiallanuvchi
bo'ladi.

Ishot. Aytaylik, n = 1 bo'lsin. U holda (1.15.1) differensial tenglamaning
y(x) yechimi uzluksiz differensiallanuvchi boladi. Shuning uchun (1.15.1)
tenglamani ushbu

& = foy@) (1152)
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ko'rinishda yozish mumkin. Teorema shartiga ko'ra f{z, y) x, y o‘zgaruvchilar
bo'yvicha differensiallanuvehi bo’lgani uchun f(z, y(z}) x o‘zgaruvchining
funksiyasi sifatida uzluksiz differensiallanuvchi bo'ladi {bunda murakkab
funksiyeming differensiallanuvchiligi hagidagi teoremaga asoslanildi}. Bundan
{1.15.2) ayuivatuing o'ng tomeni uzluksiz differensiallanuvehi ckanligi, va'ni
y" hosilaning mavjudligi kelib chigadi.
Aytaylik, n = 2 bo'lsin, U holda (1.15.2) ayniyatning ikki tomonini
differensiallab ,
dy(z) _ 0f(e.y(@) dy 53
dx? Sy dz '
tenglikni hosil qilamiz. Bu ayniyatga yuqoridagi gloyani go'llab y(x)

vechimning y"(z) uchinchi tartibli hosilasining mavjudligini ko‘rsatish
mumkin. Shu jarayonni ketma-ket n marta qo‘llash natijasida y(z) yechimning
(r + 1) marta differensiallanuvehi ekanligini ko'reatish mumkia,

1.16-§. Differensial tenglama yechimining parametrlarga va
boshlang‘ich shartlarga bog‘liqgligi

Biror fizik jarayonni tavsifiovchi differensial tenglama parametrlarga
fjumladan massa, elastiklik koeffitsiventlari va hakoza fizik kattaliklar) bog‘lig
ho'ladi. Bu parametrlarning giymatlarini real masalalarda aniq o'lchamini
hisoblashning imkoni yo'q, odatda taqribiy hisoblanadi. Ma’lum jarayonni
tavsifiovchi differensial tenglamani keltirib chigarish jarayonida ham xatolikka
yo'l qo'yiladi.

Shunday qilib differensial tenglama real jarayonni tavsiflashi uchun,
uning vechimi parametrlarga uzluksiz ravishda bog'lig bo‘lishi kerak, va’ni
parametrlarning kichik o‘zgarishiga differensial tenglamaning vechimi ham
mos ravishda kichik o'zgarishi lozim.

1.16.1-teorema. Agar f(z,y. A) funksiya

P={(z.y, N eR: |-z <a, ly—yl <b [A— 2| < c}

sohada aniglangan uzluksiz bo'lib, uzluksiz f,(z,y,A) va filz,y,A)
hosilalarga ega bo‘lsa, u holda ushbu

y = flz, 4, ), y{xo, A) =1 (1.16.1)

Koshi masalasining ¥ = y{z, A) yechimi uchun quyidagi tasdiglar o‘rinli:
L. {z, A)-o'zgaruvchilarning uzluksiz funksiyasidan iborat ho'ladi.
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2. ()Lg:\& = wu(x, A) uzluksiz funksiya bo'lib,

du 8f(.1:,y,/\)nt + af(x,y,A)
de =~ 9y A

chiziqli differensial tenglamani ganoatlantiradi. Bunda

, w{zp,A) =0

b
= < L= i s, — ), M= ., .
|l = 20| < B, R mm(a M) M mjg.xlf(x 4y A
Isbot. 1. Ixtivoriy YA, Az € [Ao — ¢, Ao | ¢] nugtalarni olib, quyidagi
y, = f(:i'.'l U, /\I)J :"](:[:U: A1) = Yo (1.162)

v = f(zu ), ylan, Aa} = wo (1.16.3)
Koshi masalalarini qaraylik. Shu bilan bir gatorda, ularning yechimlarini mos
ravishda y(x, A1) va y(x, Ag) orqali belgilaylik. _

Teorema shartiga ko'ra, fi(z,y,A) va fi(z,y.)) funksiyalar P sohada
uzluksiz bo'lganliklari uchun shunday I Ny > 0, N, > 0 sonlari topiiib,

|f;(I:U,)\)| < rl: lf,;(:rv y’\)L < Ny,

tengsizliklar o'rinli bo'ladi. Bu munosabatlardan foydalanib quyidagi

(@51 A) = J ey M| = [l + 00 —0) . X)) - [ — 3l <
<N —wl,0< 0 <L, V(x,p,A), (¢,y2, V) €P -
lf(xl Y. )\1} f(.?,‘, i, AQ)J = If/’\(T' Y. A] + Q(AZ’ - A]))l ' l/\l - A2! S
< ‘JV? 1’\1 - )‘21 - V($5y1 /\l)a (‘7:7 Y, )\2) €P

baholarni olamiz. Ushbu

y(e A) = o+ / £t y(t M), M)t

Lo

3)(27 )\2) =i+ /f(tz y(t= )‘2)1 }‘Z)dt

Ri]

integral tenglamalardan foydalanib

l(z, A1) — o(z, As)|
ayirmani baholaymiz:

ly(z. ) — y(z, Az)| =
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<

] FlE(e, M), M)t f £yt Do), M)t

A

/ F(E(t, M) M) = £yt M), Ag)]

Ty

IA

I

J15tvie 200 = fityte ol dn +

+ / |f(f, y(tu )‘2)1 /\T) - f(f, U(tﬂ /\2)1 AQ)I dt

[FAN

< M| f Iote, 2) = vt Dl e +
+ N3 iAl — /\2{ . ‘.L‘ —.’Eol < Ng !/\1 — A-)_I h+

N [ Iyt Ar) - y(t, Ao)l dt

Demak jy{z, A1) — y(z, A2)] funksiva quyidagi
(e, A — y(x, A2)] < Na Ay~ gl - ot

[ e, M) =yt )|t

o

+N

tengsizlikni qancatlantirar ekan. Bunda, ushbu
u(z) = [ylz, A1) - y(z, A, vl@) = Ny, A=No - |d = Xl - 1
belgilashni olib, Cronuolla tengsizligidan foydalansak
(. M) ~ g, do)| € Na (A — Agf - he™"
-baho hosil botladi. Agar ixtiyorly Ve > 0 soni uchun é(z) > ( sonini

E(,—Nlh

Naoh
deb tanlasak, u holda |A; — As| < & tengsizligi bajarilganda

4=

ly(z, M) — yla, Al < Nabhe™" =,
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Yr € [.’L‘[}—h..’fn—f-h], YA, h € [)\Q—C,/\0+C]

bahoning o'rinli bo'lishi kelib chiqadi. Bu esa y(z, ) yechimning (z,A)
o‘zgaruvchilarga nisbatan uzluksiz ekanligini bildiradi. Teoremaning birinchi
qisini isbotlandi.

2. Aytaylik ¥ = y(z, A) funksiva (1.16.1) masalaning yechimi bo‘lsin. U
holda y = y(z, A + AX) funksiya ushbu

dy{z, }+ AN
= ‘= A+ AN A+ AN
TS M A AN AR AN,
y(zo, A+ AN) =1
Koshi masalasining vechimi bo'ladi. ¥ = y(z, A)-yechimning orttirmasi
Aylz, A) = ylz, A + AX) — y(z, A) bo'lgani uchun hamda
dy(z, A
WEN  foy@ A, dan N=w (1169
o‘rinli ekanligini inobatga olib ushbu
dly(z, A+ AX) —y(z, X)) _
dx B
= flz.y(e, A+ AN, A+ AN) = f(z, y(z, M), )
tenglikka ega bo‘lamiz. Bu tenglikni
dAy(x, A)
— 1 = fla,y(z, A+ AN A+ AN -
dz f@y(z, A+ AN, A+ A% (1.16.6)

—flx, ylz, A), A), Ay(zo,A) =0

ko‘rinishda yozish mumkin. Adamar lemmasiga. (M.V.Fidaryuk “OfbixHo-
BeHubie Audbdeperinuansible ypaeHenn  kitobining 106-108 betlari) ko'ra,
(1.16.6} tenglamaning o‘ng tomonini quyidagicha yozish mumkin:

YA _ pag(e, A) +GAN,
di
ya:l’li 7
d (Ay(z M)\ _ Ay(zA)
5 () =P e e

Ushbu y(z, A) va y(z, A+AN) funksiyalar bir xil (bitta) boshlang'ich shartlarni

qanoatlantirgani uchun
Ay(z, A)

A

shartga ega bo'lamiz. (1.16.7) tenglamaning o‘ng tomoni x, AM

=10

r=1y

o'vgaruvchilar bo'yicha uzluksiz va %} o'zgaruvchiga nisbatan uzluksiz
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differensiallanuvchi  bo‘lgani uchun Adamar lemmasiga asosan F, &
funksiyalar ushhu g—fy % uzluksiz funksiyalarning integralidan iborat.
Yechimning parametrlarga uzluksiz bog'ligligidan % funksiya kichik |AM|
larda uzluksiz. Shuning uchun quyidagi chekli limit maviud:

Aylz, ) _ dy(z.A)

Alit—lylo A\ 8 = u(x, A).
Yans Adamsr lemmasiga asosan
limF:M' 1mG=gM
Ad=0 Oy A0 I\

munosabatlarga ega bo'lamiz. Demak, u(x, A) = ayg;/\ hosila quyidagi

du _0f@y N, 0f(. )

= 1.16.8
dr Oy A ( )
differeiisial tenglamani va
e oy Sulm A
u(xg, A} = D |, =0
boshlang‘ich shartni ganoatlantirar ekan.
1.16.1-misol. Quyidagi
f .
%’ = F AT AL y(1,A)=2) -1 (1.16.9)

Koshi masalasi yechimining y}(x, A} hosilasini A = 0 nugtadagi qiymatini
toping. _

Yechish. Bu holda (1.16.8) tenglama ushbu
du .
E:Qg-u+4$+2/\, u(l} =2 (1.16.10)
ko'rinishni oladi. Bu yerda u(z, X) = yi(z,A). Agar A = 0 bo'lss, (1.16.9)
masala quyidagi

% =y, y(1.0)= -

ko‘rinishni oladi. Bu Koshi masalasini vechib y = —}D funkslyani topamiz.
Bundan foydalanib (1.16.10) masalani A = 0 da
du 2

a; = '—;U+4ﬂ'}, ’Ll'.(].) =2

ko‘rinishda yozish mumkin. Hosil bo'lgan chiziqli tenglamani yechib

w=at+a?
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va'ni
W@, Ny = & 077
topamiz.
1.16.2-Misol. Quyidagi

Y =XMl-2z)+y -y, 90,2) =0 (1.16.11)
Koshi masalasi yechimining g (x, A) hosilasini A = 0 nuqtadagi giymatini
toping.
Yechish. Qaralayotgan holda (1.16.8) tenglama
d
di; =~ 2yudl-z, ul,,=0 (1.16.12)

ko'rinishm oladi. A = 0 holda (1.16.11) masala

y=y—y", y(0)=0
ko'rinishda bo‘lgani uchun y = y(z,0) = 0 bo'ladi. Bundan foydalanib
(1.16.12) tenglama
du(z,0)
dxr
ko‘rinishga keladi. Chizigli tenglamani yechib u(x,0) = x, yani yy(«x, 0} =

=u(x,0)+1—z, ul, ,=0

u{z, 0) = x ckanligini topamiz.
Endi, ushbu
v = flz.y), ylzo) = 1o (1.16.13)
Koshi masalasining y = @(x, 20, %) vechimini xp, 3 boshlang'ich shartga
nisbatan silligligini o‘rganamiz.
1.16.2-teorema. Aytaylik f(z,y)va fi(z,y) funksiyalar

G={(z,y) € B : |z — x| < a,ly -yl < b}

sohada, uzluksiz bo'lsin. U holda, shunday k = 0 soni topilib, (1.16.13) Koshi
masalasining ushbu {2y — k, 2o + k] oraliqda aniglangan y = ¢{x, xo, yo)

yechimi uchun quyidagi tasdiglar o‘rinli:
1, Gelzaom)  Be(r.eyy)

' dzg ? Biio
bo‘lib, mos ravishda ushbu

du _ Of(x, 0z, 70, 1))

xususiy hosilalar uzluksiz funksiyalardan iborat

= Sty Uy, =0,
e Oy (1.16.14)
dv _ 0f(z, p(x, x0, yo)) vl =1
dx Oy T e=re
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tenglamalarni qanoatlantiradi. Bu verda

Oglx, Za, .
w = ulz, 20, 4o) = dilz, 7o, yo)

(9;1’:0
1.16.15)
9 ¥ (
v = (e, 70, 0) = 22T,
H0
2. Phpys Py, —aralash hosilalar uzluksiz.
Isbot. Avvalo ushbu
é_y_ — alp(.‘l‘, xa, ?JD) — 69(-7;, Lo, yﬂz
dxo dxg dxg
xususiy hosilani mavjudligini ko‘rsatamiz. Buning uchun quyidagi yordamchi
y = flz,y), y(xo) =¥ (1.16.16)

Koshi masalasini ham qaraymiz. Berilgan (1.16.13) Koshi masalasining y =
y(z, T, yo) yechimi I = [zg— h, xo+ h) oraligda mavjud. Shu bilan bir gatorda
(1.16.16) Koshi masalasining vechimi y = y{x, zo,1n), v € [zo— R, xo+ ] =
I oraligda maviud. Bu yechimlar boshlang'ich shartlarga nisbatan uzluksiz
bo‘lgani uchun, ushbu

(@, 20, w0) — ylo, @0, 91)| < lyo — il w e In
baho o'rinli, ya'ni |y — 1| = 0 dajy{z, x0, o) — ¥(z, zo, 11)| = 0 munosabat
o'rinli bo'ladi. Bundan tashgari {1.16.13) va (1.16.16) Koshi masalalari
quyidagi
y(@, 2o, 90) = wo + [ f(t y(t, o, 90) )t
y(z, 2o, 1) = 3 + [ F{tylt 2o, 1))t
integral tenglamalarga ekvivalent. Shu bilan bir qatorda z(z) funksiyaga

nisbatan ushbu

integral tenglamani ham qa,ra,yhk. Yuqorldagl integral tenglamalardan
foydalanib quyidagi ayirmani hisoblaymiz:

y(z, zo, yo) — v(@, T, 41) — 2{x) (o — w1) =

@I

— (o ~1) + ] (8, (2, 30,30)) — £ 9, 70, )N

Xp

- f D200 iy - 1) =

Lo
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2

=3fuuwuwmmnwfugaxmm»—

-0 04y — )t =
Z/d_fﬁﬂ%@_’}m—)) (y(t, 20, 0) — y{t, 20, 1)) +

To

+o {y(l" Ty, yU): y("l’-u Iy, yl)) dt—

_/Q&ﬁ%?QQAMW—MMt

2y
va'ni
y(z, zo, ) — y(z, 0. y1) — 2(x){yo — 1) =

T

= f af(t?’l (t7:n0’y0)J [y(ta Lo, yﬂ) - y(t, Ly, yi)_
g Dy (1.16.17)
—z(t)yo — yo)] dt + / a fy{t, zo, yo), y(t, xo, y1)]dt.

Bu verda o cheksiz kichik migdor, ya'mi aly(t, zo, ), ¥, 0. 71)] — 0O
munosabat otinli bo‘ladi, qachonki ly(x, zo, yo} — y(@x, 2o, 11)] — 0 bo'lsa, bu
esa |yg — y1| = 0 dao'rinli. Oxirgi (1.16.17) tenglikni |f;(9:, y(z, 20, y0))| < L,
L > 0 tengsizlikdan foydalanib, baholaymiz:

ly{x, o, wo) — ylz, zo, 1) — 2{z)wo — )| <

< Lfly(t,a?u, o) — y(t wo, 1) — 2{t) (w0 — 1) |dt+ (1.16.18)

To
+0{|yo — ).

Bu verda |y —w1] — 0 da vechimning boshlangich shartga uzluksiz
bogligligidan y{x, 2o, yo) — y(r, 2o, 1) — 0 bo'lishi, hunda esa o'« navbatida
83 [y(ta £, yﬂ)s y(t’ Lo, yl)] -0
kelib chigadi. Oxirgi (1.16.18) munosabatga Gronuolla tengsizligini qo‘llasak

quyidagi baho kelib chiqadi:

u{x) = |y(t, zo, ¥o) — y(t, o, 1) — 2() (w0 — w1)l,
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v(z) =L, A=0{ly—wul),
lu(t, 2o, v0) — y(t, zo, 1) — 2(D){yo — w1}l < Blwo —wilde
Bu bahodan {yo — g1| — 0 da

Llz—zy|

ly(t, z0, o) — ¥(t, o, 1) — 2(t)(yo — w1)| = 0
bo'lishi kelib chigadi. Bu esa, o'z navbatida

|y(ta 0, yﬂ) - y(ta Lo, yl)'
Ho— i

= z(z) +o(1)

ckantigini bildiradi. Bundan, ushbu ia"’{z;;+1’“) xususiy hosilaning mavjudligi va

Oy(z, o, o) _ de(z, zo, Yo)
z) = B = B
tenglik kelib chigadi. Teoremaning qolgan bandlari ham xuddi shunday
isbotlanadi.
1.16.3-misol. Ushbu

v =X +1, y(0)=0
Koshi masalasi yechimining z = 3}|,_, giymatini toping.
Yechish. Avvalo A = 0 ho‘lgan holda
¥ =1 y0)=0
masalaning y(x,0) = z yechinini topamiz. So'ngra f(z,y,A) = M?+ 1
of af _ 2
— =2y, ——=
99 Y gy =Y
munosabatlarni aniglaymiz. Endi yuqoridagi munosabatlardan foydalanib
quyidagi

tenglikdan

d—zfg”\) = %z(m, A+,
20,0) =0
differensial tenglagmani tuzib olamiz:
2w, ) = 22z + 47,
z(0, X)) =0
By teaglainada v o'miga v = y(z,0) = z ni qo'vib quyidagi
2(z,A) = 2Azz + 2%,
z(0,A) =0
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masalani hosil gilamiz. Bu yerda A = 0 deb ushbu

2'(2,0) = a2,
2(0,0) =0
masalaning yechimini. topamiz:

3
#(2,0) = ‘%

Bu funksiya ) (x, )|, .o = 2(z,0) = ”“—; biz izlayotgan qiymatni beradi.
Ikkinchi tomondan berilgan tenglama  o'zgaruvchilarga  ajraladigan
differensial tenglama bo‘lgani uchun, uning yechimini topish mumkin:

(_\/ﬁh = dz, ﬁa'rctgﬂy =z +q,

y(0) =0 — ;}jarctg\/iy =g, y= %tg\/xx.
Agar y = y(z, A) ni quyidagi
ylo. A) =y, 0) + $h(@, Moo - A+ 8(A)

ko‘rinishda. yozsak, u holda

3
Yz ) = Jﬁfg{\m) =2+ 2% 45

hosil bo'ladi.

Yuqoridagi 1.16.1-teoremada bayon qilingan tasdigni quyidagicha
umumlashtirish mumkin.

1.16.3-teorema. Agar f(x,y, A) funksiya P sohada Koshi teoremasining
shartlarini qanoatlantirib, z,y, A o‘zgaruvchilar bo‘yicha m > 2 marta
differensiallanuvchi bo‘lsa, u holda (1.16.1} masalaning y(x, A) yechimi x, A
o'zgaruvchilar bo'yvicha differensiallanuvchi bo'lib, A o'zgaruvchi bo'yicha m
marta differensiallanuvchi bo‘ladi. Bundan tashqari y(x, A) vechimni A™ ning
darajalari bo‘yicha Teylor formulasiga yoyish muinkin:

y(x, A) = ug(x) + Ma () + A2uo(x) + o + Au(x) + 0(X7). (1.16.19)
1.16.4-misol. Ushbu
Y (x) = g — 223t y(l) =1 (1.16.20)
masala y(x, A) yechimining A bo‘yicha yoyilmasini A? gacha aniglikda toping.
Yechish. Berilgan tenglama ong tomoni
Flay2) = 20t
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y > 0 sohada barcha tartibli hosilalarga ega. A = 0 da berilgan masala ushbu

=X =1

Yy ==,
Y
ko‘rinishni oladi. Bu masala y(z, ) = « vechimga ega. Berilgan masalaning
vechimini
g, A) = up{x) + Ay () + Nualz) + 3(A%)

ko‘rinishda izlaymiz. Bu yerda uy(z) = y(z,0) = 2. Shuning uchun yuqoridagi
voyilma ushbu

y(e. A) = 2 + dug () + Mug(z) + 5(A%) (1.16.21)
ko‘rinishni oladi. (1.16.21) yoyilmani (1.16.20) tenglamaga qo‘yamiz:

y(L,A) =12 14+x(1) + M)+ .. +=1=>
(1) =0, uz(1) =0,...

Endi ushbu

— 1 —
.r+A1L1—f/\211.3+... T i Ar—hn A tua . T )
) .
=1- (’%ul + Xy + ) + 2+ - =
. ) v .
=1—--u — —us+ —zuy + ...
yvoyilmadan foydalanib,
4 A AQ /\2 : :
T+ + A% =1 — —uy — —ug + 721% —2Az% + ...
tenglikni hosil gilamiz. Bundan ushbu

uy(x) = -22%, w(1)=0, (1.16.22)

Koshi masalalarini topamiz, Avvalo (1.16.22) tenglamaning bir jinshi qismining

, ug(1) =0, (1.16.23)

umumiy yvechimini topamiz:

pdu __w du_ do
dz x U x
Inuy =—-Inz+Ing u(z)= <
x
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So‘ngra {1.16.22) tenglamaning xususiy yechimini topamiz:
(z) = az®; uy(z) = Jax?,
3az? = —”Ta —2z?
3ax® = —az? — 222,
Jn=—-q-2, 4a=-2 a:—%.
Demak, biz izlagan xususiy yechim quyidagi
' 3
Tilz) = )
ko‘rinishda bo‘lar ekan. Bundan va boshlang'ich shartdan foydalanib (1.16.22)

Koshi masalasining yechimini tepamiz:

e
w@w == =0,
_1_ =1
c—3 O{Cﬂz’
wufz) =5 -5
Endi quyidagi
1 _ 4
ﬂu_‘_zz e (h 2) u(1) =0
dz T T2 '

masalaning yechimini topish bilan shug‘ullanamiz. Bu tenglamard yechish
uchun, avvalo uning bir jinsli gismini yechamiz:

dhy Uy c
—= = —— = uy(x) = —.
dx x 2(2) z

Endi bir jinsli bo'lmagan differensial tengimaning yechimini Lagranj
usulidan foydalanib topamiz:

ug(z) = & u(zy = 22— Le(z),

T

L_=2y?
C;”) — Le(z) = —Fe(z) + X 2) ,
()__ﬁz .
& 2.
)= = (- ) = - et §
defz 1 1 5
o= T
) =—gh -1+ L+,
b
wle) = Ko = gk~ Ja7+ ),
1 1 1
wil)=0t=c—-=-~--+-—-=0,
2(1) 171y
1 1
cl——:—-O, (,1=§,



)= LA L _La 2
TS s 4 T

Demalk, (1.16.21) formulaga ascsan berilgan {1.16.20) masalaning y(z, A)
yechimi uchun quyidagi

1 2P o f 1 1 1 2 —
f"”‘”‘“/‘(ﬁ‘?)“ (&"éﬁ‘&**i)“(’\)

asimptotik yoyilma o‘rinli bo‘lar ekan.
Mustaqil yechish uchun mashqlar [21], §13, M723-725.

1,17-8. Kichik parametrlar usuli

k. Quyidagi

a
= = f(my,9). ylwo) =w (1.17.0)

Koshi magalasining vechimini y(x, ¢) orqali belgilaylik.
Aytaylik, ushbu (¢ = 0)
dy .
dr = f(z,9.0), ylz;xo =% {1.17.2)
Koshi masalasining y = yo{z), z € T = [0,]] yechimi mavjud va yagona
bo'lsin. U holda quyidagi tasdiq o'rinli.
1.17.1-teorema. Agar g5 > 0 yetarli kichik son bo‘lsa, u holda |¢| <
g0 tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha £ lar uchun {1.17.1) masalaning
y(x,2), = €I —[0,] yechimi mavjud bo'lib, ixtiyoriy VN > 1 larda quyidagi

y(z.€) = wlr) +e(z) + .. + "y 1+ By(z,2) (1.17.3)
voyilma o'rinli bo‘ladi. Bu yerda qoldiq had ushbu
|Bn(z, )| < ene™, z €1, e <eq (1.17.4)

tengsizlikui qanoatlantiradi. ey ©o'zgarmas soni « . £ larga bog'liq emas.

Isbot. Ushbu yy(x) funksiyani ma’lum deb qaraymiz. U holda {1.17.3)
voyilmani qolgan hadlarini ganday aniglash mumkinligini ko‘rsatamiz. Buning
uchun (1.17.3) yoyilmani (1.17.1) differensial tenglamaga go'yib

N1 dy; () N-1
S e o) =/ (w 3 lyle) + OE™), s) (117.5)
j=0 J=0

munasabatni hosil gilamiz. Bu tenglikning o'ng tomonidagi funksiyani e
parametrning darajalari bo‘vicha O(e") aniglikgacha Teylor formulasiga
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go‘ysak, quyidagi

N-1

Flo Y wi(a)e? + 5(eM),€) = flz,u(@), 0)+
=0

BF(x,0,0) Bf {2, 0,0)
- dy ne de et
+4_1__7(,¢. o + :2)}\;_1]"(4 1‘) 0) + :(:N)
(N =11y T Ca: 7. ol), 0) 1 e

munosabat hosil bo'ladi. Bundan, avvalo yo{z) ga nisbatan {1.17.2) Koshi
masalasini hosil qilamiz. So‘ngra y;(#) uchun ushbu ‘

dyl(m) _ 8f(x y(](l'), 0)
dz oy
af(x, yo(z), 0)

$PRBIELE) ) = 0

Koshi masalasiga ega bo‘lamiz. Bu esa birinehi 1arlibii chizigli differensial

() +
(1.17.6)

tenglamadir. Shuning uchun uning yechimi I = [0,] oraliqda mavjud va
yagona. Qolgan barcha ys(x), y3(zr), ... hadlar uchun ham quyidagi

dyn(-’f) o 8f(.’1?, yn(;?:)O) T
T gy ot (117.7)

+Fn(‘r= yﬂ(l‘): nyl(x))! yn(o) =0

chizigli differensial tenglamaga ega bo'lamiz. Bunda £, —ma’lum funksiyalar.

Bu differensial tenglamalar bir-biriden fagat o‘ng tomoniga farq qiladi.
(1.17.7) ko‘rinishdagi Koshi masalalarining har birining = € I = [0, ] craliqda
aniglangan yechimi mavjud va yagona bo'lib, u y,(x) € C*°(F)-cheksiz
differensiallanuvehi funksivadan iborat bo‘ladi.

1.17.2-teorema. Faraz gilaylik:

L flz,y:e)va f;(r,y,s) funksivalar G = {0 <« <1, |y| <b, |¢| < &g}
schada uzluksiz va tekis chegaralangan, ya'ni

|f(x,y;6)| < M, |fi(z.y;8) £ L
bo'lsin,
2. Ushbu

dy

2, = @ w0), 30 =
Koshi masalasining yo(x), « € [0,{] yechimi mavjud va yagona beo'lib, D =
{(z.y) € R®: 0 <z <, jy| < b} sohaga tegishli bo'lsin. U holda, har bir
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yetarli kichik € lar uchun

dy

&; - f(m)yi 5)1 y(O,E) =%

Koshi masalasining z € [0,{] oraliqda aniqtangan vagona y(z,2) = y.(x)
vechimi mavjud va u & sohaga tegishli bo'ladi hamda

li_l}(l]yg(f) =ylzr), z€[0,{]

munosabat 2 ga nishatan tekis hajariladi.
Isbot. Quydagi
ze(z) = ye(z) — ()
belgilashdan foydalansak, ushbu

D) — f(@, 2:(2) + vol@). &) — £, yo(2))
2:(0)=0

Koshi masalasiga ega bo‘lamiz. Bu masalaga ckvivalenl bo‘lgan integral
tenglama tuzamiz:

5&(3) = []r[f(t: Ze(t) + yg(t),f) - f(t'. yg(f),O)]dt.

“Onxdrgi tenglikning o'ng tomonini quyidagi ko‘rinishda yozish mumkin:

ze(x) = /Om[f(t, z(t) +yo(t),€) — ft,wolt),e)]dt + Flz, ) .

Bunda "
F(ﬂ:,ﬁ)'—-/o [£(t, w0 (E),€) — f{t. wn(t), O}]dt

ko‘rnishda ho'lib, ushbu
' |F(z, )] < ale)

tengsizlikni ganoatlantiradi, chunki f(z,y,e)— € parametrga nisbatan
uzluksiz. Bu verda ai(e) - cheksiz kichik migdor, ya'ni

lim F(z,e)=0.

Endi z.(x) funkstyani baholaymiz:

2(e) < f 117 2e(6) + 0(0),€) = F(t(t), e)lldE| +
. 0

VPl £ L] [ o]t~ (o).
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Bu tengsizlikka Gronuolla lemmasini qo‘llasak,

|z:(x)] < ale)e™, x € [0,])

baho hosil boladi. Bundan esa z.(z) ning nolga tekis yaginlashishi kelib
chigadi.

2. Mexanika, amaliy matematika va nazariy fizikaning bir gator masalalari

quyidagi
dy i
L y 1.17.
€4p = Fxw), (1.17.8)
y(zo) = yo (1.17.9)
kichik parametrli Koshi masalasiga keltiriladi. Bu masala y = y(z,e)

vechimining £ — 0 dagi limiti mavjudligini o‘rganish bilan shug'ullanamiz.

Agar (1.17.8) differensial tenglamani

W e (117.10)

ko‘rinishda ifodalasak, u holda bu tenglamaning o'ng tomonidagi F(x,y, &) =
1f(x,y) funksiya = = 0 da uzilishga ega. Shuning uchun bu yerda
ylx,e)yechimning € parametrga nisbatan uzluksiz  bog'ligligi  hagidagi
teoremadan foydalanib bo‘lmaydi.

Bunday ko‘rinishdagi  differensial  tenglamalarni  o'rganishda  [e]
parametrning kichik givmatlarida (1.17.8) tenglamada gy hadni tashlab,
ey = flx,y) differensial tenglamaning taqgribiy yechimi sifatida € = 0 dagi

Jlz,y) =0 (1.17.11)

tenglamaning ildizini {(yechimini) olish mumkinmi degan savolning tug'ilishi
tabity.

Aytalik (1.17.11) tenglama fagat bitta y = ¢(z)ildizga cga bo'lib,
g > 0 bo'lsin. Ko'rinib turibdiki e — 0 da {1.17.10) diflerensial tenglama
yechimining %\I‘i hosilasi, f{z,y) ¥ 0 shartni ganocatlantiruvehi har qanday
nuqgtada absolyut giyvmati bo'vicha cheksiz ortadi. Bundan kelib chigadiki,
{1.17.10) tenglama integral chizig'ining f(z,y} # 0 bo'ladigan nugtalariga
o'tkazilgan urinmalar, ¢ — 0 da OY o'q yo'nalishiga parallel ravishda intiladi,
va'ni agar f(x,y) > 0 bo'lsa, u holda (1.17.10) tenglamaning y(x, £) yechimi
z o'sishiga mos o'sadi, chunki % > 0. Agar f(z,y) < 0 bolsa, u holda y(z, )
yechim x o'sgan sarl kamayadi, chunki % < 0 (1-chizma garang):
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¢
¢
s
0

1-chizma

Quyidagi ikki holni garaylik:

1. Aytaylik har bir tayinlangan = va y o‘sgaruvchilarning ortishi natijasida
flx,y) funksiya (1.17.11) tenglama y = y{x) ildizining grafigidan o'tishda
ishorasini | " dan “ * ga o'zgartirsin. U holda (1.17.11) tenglamaning
y = y(z) ildizi turg'un bo'lib, (1.17.8) differcnsial tenglamaning y(z, ¢
yechimi ¢ = 0 da ¢ = y(x) ga yaqinlashadi (chizma-1 ga qarang):

. Aytaylik har bir tayinlangan ava y o‘agaruvchilarning ortishi natijasida,
f{x,y) funksiya (1.17.11) tenglama y = y(z) ildizining grafigidan o‘tishda
ishorasini - dan -1 ga o'zgartirsin. U holda (1.17.11} tenglamaning
y = y{z) ildizi noturg'un bo'lib, (1.17.8) differensial tenglamaning
y{x, &) yechimini tagriban y(z) bilan almashtirib bo‘lmaydi (2-chizma ga
qarang):

Nmm:*
Pt erhe
h h

- *H i
i &j‘ i

2-chizma,
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Yugoridagi (1.17.11) tenglamaning y = y(z) ildizi turghm  yold
noturgtunligini  tekshirishda  quyidagi ye‘rar]]hk shartlaridan foydalanish
magqgsadga nuvofigdir.
1. Agar (1.17.11) tenglama y = y(x) ildizi ustida ushbu
Of(x.y)
Ay

shart bajarilsa, u holda y = y(x) ildiz turg‘un bo‘ladi.

ly=utxy < 0

2. Agar (1.17.11) tenglama y = y(z) ildizi ustida quyidagi

df(x,y)

T oy li=ptzy > 0

shart bajarilsa, u holda y = y(z) ildiz noturg‘un bo' ladi.
Shu jarayonlarni tavsiflovehi misollarni qaraylik. ‘

1.17.1-misol. Ushbu
Ey’ =zt — U, y(l“o) =Y. TE [370, DO)

Koshi masalasining y.(z) = y(x,£), € > 0 vechimini ¢ — +0 da y =
x*funksivaga vaginlashishini ko'rsating.
Yechish. Avvalo ushibu

Hay)=a* —y
funksiyvani tuzib olamiz. Agar ¢ = 0 bo'lsa, v holda berilgan differensial
tenglama quyidagi
Fzy)=0,2"—y=0
ko'rinishni oladi. Bu tenglamani yechib, uning y = 22 ildizini topamiz. So‘ngra
quyidagi shartdan:
af(x,
071

kelib chiqadi, ya'ni f(x, J) =0 teng]a.mrmmv y = z° ildizi turg'un bo'ladi.

iu—r‘ = [ ( 2 ﬁy}]r;—rg =—1<90

Shuning uchun

_ 2 .
Jim ge(2) = 2%, @ € (w0, 00)

munosabat o'rinli bo'ladi.

Bu fikrga, berilgan Koshi masalasining yechimini to'g'ridan- to‘g'ri topib
ham kelish mumkin: '

Hagigatdan ham quydagi

ye(x) = y(=,8) = (yo — 23 + 2ewp — 2%~ =4 ? — 2 4 262
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funksivay(zo) = 9o boshlang'ich shartni va berilgan differensial tenglamani
ganoatlantiradi. Ko'rinib turibdiki, agar x € (xp, 20) bo'lsa u holda

. _wm
lim e” & =0, z € (zh,00)
=40

munosabat o'rinli bo'ladi. Shuning uchun ham gy, (2) yechimning ko‘rinishidan
: N = T a2 e Y2y
slilfrlﬂ ygl‘\J,) EL)HEO [(UU Ty T Qewg — 2¢ )6 +
+a? — 2xe + 264 = 2%, 1 € (29, 0)
kelib chigadi. Ammo bu yaginlashish tekis emas. Agar § sonini xg < 4

tengsizlikni qanoatlantiruvehi gilib tanlasak, u holda & — +0 da

e %1::»{).,;1:6 [, oc)
nolga tekis yaginlashadi. Shuning uchun £ = +0 da y.(z) => 2%, z € [§, o0)
tekis vaqinlashadi. Bu holda [zg, §] kesma chegaraviy gatlam vasifasiui o'taydi

{3-chizmaga qarang):

i i
T —
-— -

ol e -
——
Oy

—

e

er

3-chizma
1.17.2-misol. Ushbu
| ey =y—x, £>0,
y(xo) =

Koshi masalasining y. = y(x, £) yehimini ¢ — 40 da y = z funksivaga
yaqinlashishini ko‘rsaling.

Yechish. Avvalo ushbu

fley)=y—=x

funksiyani tuzib olamiz. Agar ¢ = 0 bo'lsa, u holda berilgan tenglama

flz,y)=0, y—z=10
75



ko‘rinishni oladi. Bu tenglamani yechib, uning y = x ildizini topatniz. So‘hgra
quyvidagi vetarlilik shartlarini tekshiramiz:

af(z,y) 8
ay Iy:m = aiy[y - .’L'] ly:a: =4+1=0
Bu esa, f(z,y) =0 tenglamaning y = x ildizini noturg'un ekanligini

ko'rsatadi. Shuning uchun £ — +0 da y.(z) vechim z ga (zg, oo) oraligda
vaqinlashmaydi. Bu fikrga berilgan Koshi masalasi yechimini topish orgali
ham kelish mumkin. Ma’lumki, quyidagi

1, == 1
velz) = {yo — w0 — ;)c =t izt -

funksiya berilgan Koshi masalasining yechimidan iborat ho‘ladi.
Ko'rinib turibdiki & — +0 da

T—x

e E 300, € (xg, 00)

munosabat o‘rinli. Shuning vehun ¢ — +0 da y.(x) yechim z ga (xs, o0)
oraliqda yaginlagshmaydi.

2. Endi, ushbu

ey +ay = f{z), z €0l (1.17.12)
y(0) = yo
ko‘rinishdagi Koshi masalasini qaraylik. Bunda £ > 0, a # 0 va f(z} — [0,]
oraligda berilgan uzluksiz funksiya.

Berilgan (1.17.12) Koshi masalasining yechimini y.(x) = y(x,e) orqali,
£ = 0 bo‘lgan holdagi yechimini esa yo{x) = y(z, 0) orqali belgilaylik. U holda
y.(x) funksiyaning ¢ — +0 dagi limiti yo(z) = a7 f(x) funksiyaga = € [0,1]
oraliqda yaginlashishi murnkinligini o'rganamiz.

1.17.3-teorema. Agar a > 0 bo'lsa, u holda har bir x € (0,{] larda

. 1
Jimye(2) = pola), yole) = f(x) (1.17.13)

munosabat bajariladi.
Isbot. Berilgan (1.17.12) Koshi masalasining yechimini

ye{x) = yolz) + 2:(2)
ko'rinishda izlaymiz. Bunda z.(z) quyidagi

£2(z) + az(x) = -2 (),
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1
2£(0) = 30—+ £(0)
Koshi magalasining vechimidan iborat. Bu chizigli tenglamani vechib
N 1 Y s
o) = et = 10| =1 [0
a a fo
formulani topamiz. U holda

Ye{x) = wlz) + [.Uu - %f(ﬂ)] e L0, £ =40 (1.17.14)

baho o‘rinli ho'ladi. Chunki & — +0 da

1 * (3 1 = 2
—/ e?(t'x)f'(t)dt1 < Emax|f’($)|/ eFlt—Tlgy —
o

a Jy

= %max L)) (1 - 6_%x) < %maﬂf’(u‘?)l

beho o'tinli. Agar (1.17.14) asimptotikada £ — +0 da ushbu

hm e =0, Vee (0,0, a>0
e—+0

tenglikni inobatga olsak, undan (1.17.13) munosabat keliby chigadi. Ammo & —
+0 da = € (0,1} oraliqda e ¢* (a > 0} funksiya nolga tekis yaginlashmaydi.
Yuqoridagi (1.17.14) munosabatdan ko'rinadiki, agar z € [§,1], 0 < § < !
(0~ betiyoriy tayinlangan son) bo‘lsa, u holda

yelx) = wlz), ¢ = +0
tekis yaqinlashadi. Berilgan (0,/] oraliqda y.(z),e = +0 da yo(z) = é Fflz)
funksiyaga nuqgtali yagintashadi.

i

Mg

4-chizma

Agar a < 0 bo'lsa, u holda y.(z) yechim ¢ — +0 da y(z) funksivaga
vaginlashmaydi.
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Ushbu {0}, 8], 0 < § < kesmaga chegaraviy gatlam deyiladi.
Endi bu holatni atroflicha tekshiraylik. Buning uchun herilgan (1.17.12)
differensial tenglamani ushbu '

ey = Flz,y), Flz,y)=fla)—ay

ko'rinishda yozib olamiz. U holda y := yy(z) = 2 f(z) funksiya F(z;y) =0
tenglamaning ildizi bo‘ladi. Bu ildizni turgunlikka tekshiraylik:

OF(z,y) @ X N
T—a—y(f(i)—ay)*—a,

agar a > 0 bo'lsa, u holda ushbu
Fy lymiey = =@ < 0

munosabat bajariladi. Shuning uwchun y = yo(z) funksiva F(z,y)=0
tenglamaning turg'un ildizi bo'ladi. Bundan csa {1.17.13) munosabat kelib

chiqadi.
Agar a < 0 ho'lsa, u holda
Byl = —a>0
muanosabat o'rinli bo'ladi. Demak y = wyo(z) funksiva Fr,y) = 0

tenglamaning noturgtun ildizi bo‘ladi. Shuning uchun ¢ < 0 holda {1.17.13)
munosabat bajarilmaydi.
Mustaqil yechish uchun mashglar [21], §32, NMe960-967.

1.18-§. Hosilaga nisbatan yechilmagan sodda differensial
tenglamalar
Biz ushbu
o Flz,y,v) =0 : (1.18.1)

ko‘rinishdagi differensial tenglamaning sodda ko'rinishlarini integrallash bilan
shug'ullanamiz. Bu yerda y = y(2) - noma’lum funksiya.
1. Aytaylik (1.18.1) differensial tenglamada F funksiya faqgat ¥ ga bog'liq,
ya'ni
Fly)=0 (1.18.2)

bo'lsin. Agar bu tenglama

v =k;,(j=12.), k; =const : (1.18.3)
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ko‘rinishdagi haqigiy ildizlarga ega bo‘lsa, u holda (1.18.3) differensial
tenglamadan
y=kyx+c, e=_const,
yoki
y—c¢
Ry = x
kelib chigadi. Bundan ko‘rinadiki {1.18.2) differensial tenglamaning umumiy

F(yﬁ“ﬂ) -0 (1.18.4)

P

1

integrali uchun guyvidagi

munosabat o‘rinli ho‘ladi. ]
2. Faraz qilaylik (1.18.1) differensial tenglamada F funksiya fagat « va
o‘zgaruvchilarga bog'lig, va'ni

Flz,y)=10 ' {1.18.5)

ko'rinishdagi differensial tenglama berilgan bo‘lsin.
1. Agar bu tenglamani 4 ga nisbatan yechish mumkin bo'lsa, u holda

¥ = filz), k=1.2,.. {1.18.6)

ko‘rinishdagi  differensial tenglamalar hosil bo'ladi. Bu yerda fi(z) lar
biror [a, b] oraligda aniglangan va uzluksiz funksiyalar. Yugoridagi (1.18.6)
differensial tenglamani integrallal uning umumiy yechimlarini topamiz:

y= /fk(a:)da: ‘e k=1,2,.. ¢ = const.

Bu vechimlar to‘plamiga {1.18.5) differensial tenglamaning unnumniy integrali
deyiladi.

2. Faraz qilaylik (1.18.5) tenglama x o‘zgaruvchiga nisbatan yechilgan,
va'ni

@ = ply) (1.18.7)

ko'rinishdagi differensial tenglama berilgan bo'lsin. Bu holda (1.18.7)
differensial tenglamani integrallash uchun quyidagi usuldan foydalanamiz. Shu
maqsadda i = p deb belgilayiniz. Natijada (1.18.7) tenglama

z = ¢{p) (1.18.8)
ko‘rinishni oladi. Endi, belgilashdagi 3 orniga uning % qiymatini qo'yib

d
Y —p dy=pda
dx
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munosabatlarni topamiz. (1.18.8) tenglikni differensiallab
dr = ¢ (p)dp
munosabatni olamiz. Buni yugoridagi tenglikka qo‘ysak
dy = pdz = pd/(p)dp,
ya'ni
. dy = p¢'(p)dp
hosil bo‘ladi. Oxirgi tenglikni integrallash natijasida

y= f p¢'(p)dp +c, €= const {1.18.9)
kelib chigadi. Demak (1.18.5) tenglama
z = ¢(p) :
1.18.
{ y=[pd'(p)dp+c,  c=const (1.18.10)

ko‘rinishdagi yechimlar oilasiga ega bo‘lar ekan.
3. Agaz (1.18.1) differensial tenglama

Fly.y) =0 (1.18.11)

ko'rinishga ega bo'lsa, u holda yugoridagi ikki hol takrorlanadi.
1} Aytaylik (1.18.11) tenglarani y' ga nisbatan yechish mumkin bo'lsa, u
holda,

Y = f), G =1,2..) (1.18.12)
ko‘rinishdagi defferensial tenglamaga ega bo'lamiz. Bunda fi(y) # 0 deb
dy / dy
—— =duz, r= | ——+¢ ¢=const 1.18.13
7o) @) i

ko‘rinishdagi yechimlarni topamiz. Agar fi{y) = 0 tenglama y = b,
ko'rinishdagi ildizga ega bo'lsa, u holda

Y= by

uning vechimi bo‘ladi.
2) Agar (1.18.11) tenglamadan y = y(z) futiksiyani

y = ¢(y) (1.18.14)

topish mumkin bo'lsa, u holda ¢ = p almashtirishdan foydalanish mumkin:
1
dy = y'dz, dy = pdz, dr= Edy,
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y = &(p).
Bu esa (1.18.11) differensial tenglamaning umumiy yechimini beradi.
Mustagil yechish uchun mashglar [21], §8, N267-286.

{x:f@dp—kc,

1.19-§. Lagranj differensial tenglamasi

Ushhu
v = o)z + () ' (1.19.1)
ko‘rinishdagi tenglamaga Lagranj differensial tenglamasi deyiladi.
Avvalo ¢(y") # o deb faraz gilamiz. Bu tenglamani integrallash uchun,
y' = p almashtirishdan foydalanamiz. U holda {1.19.1) differensial tenglama

y = ¢{p)r + ¢(p) (1.19.2)
ko‘rinishni oladi. Bu tenglikning ikki tomonini differensiallab

dy = d{¢(p)x +¥(p)) = dé(p)x + é(p)dx + dir(p) =
= & (p)dpz + ¢(p)dz + ¥ (p)dp,

L. B s
I ¢’ (p) o + ¢(p) +¥'(p) e
d'y_ it i (4 @ ;

. dp
p=[zd/(p) + ¥ (P~ + o(p).
va'ni-
I o dp .
o (o) + v ()l ;- =» — ¢(p)
o'zggaruvchilari ajraladigan  differensial tenglamani hosil gilamiz. Owxirgl
tenglikni quydagicha yozish mumkin:
dx ¥ (; i
de _ _dp) W)
dp p—o(p)  p—dlp)
Bu esa x o‘sgaruvchiga nisbatan chizigli bir jinslimas differensial tenglamadir.
Uning wmumiy integrali

(1.19.3)

wlz,p,c) =0, ¢= const (1.19.4)
ko'rinishga ega. Demak, Lagranj tenglamasining umumiy integrali
y = ¢(p)x +¥{p),
oz, p,c) =0
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ko'rinishda bo'lar ekan. Bu sistemada p ni yo'qotib Lagranj tenglamasining
ushbu
Elx,y,c) =0

ko‘rinishdagi umumiy integralini hosil gilamiz.

Agar p — é(p) = 0 bo'lsa, u holda bu tenglamaning ildizlarini p = p; deb
belgilasak, ushbu

y=olp)r+ (), i=12 ..

funksiyalar ham Lagranj tenglamasining yechimlaridan iborat bo'ladi. Ammo
bu yechimlar wnnmiy yechim formulasidan aniglanmaydi.

1.20-§.  Klero differensial tenglamasi

Ushbu
y=yx +P(y) | (1.20.1)
ko‘rinishdagi tenglamaga Klero differensial tenglamasi deyiladi. Ko‘rinib
turibdiki Klero tenglamasi Lagranj tenglamasining o(y") = ¥ bo'lgandagi
xususiy holidir. Klero tenglamasini vechimini topish jarayonida ham

y=p
almashtirishdan foydalanamiz. U holda (1.20.1) tenglama
y = pr +(p). (1.20.2)
ko‘rinishini oladi. Bu tenglikning ikki tomonini differensiallab

dy = d(pa + ¥{p)) = vdp + pdx + dy(p) = adp + pdz + ¥ (p)dp,

dy _ dp PN dp 1o AP oy 4P
—_— = T — kT —, =T ! —_— : 1 —':0
L= ittt = ) (e () o
munosabatni hosil gilamiz. Bundan
d
=0
z+ ' (p) =0
kelib chigadi. Oxirgl munosabatdan
p=¢c, c=const va x=—v'(p) (1.20.3)
tengliklarni topamiz. Bundan esa
y=cr+v¥(c) {1.20.4)

82



Klero tenglamasining umumiy vechimi kelib chiqadi.

Ushbu
r= __w!(p):
y=—p'(p) +v(p)

sistemada p ni yo‘qotib Klero tenglamasining quyidagi

wle,y) =0

ko'rinishdagi integralini hosil ¢ilamniz.
Mustagil yechish uchun mashglar [21], §8, W287-296; 8], §8, Ne220-229,

1.21-§. Hosilaga nisbatan yechilmagan ditferensial tenglama
uchun Koshi masalasi

Quyidagi misoiga e'tihor qarataylik:
() -4zt = 0.
Bu tenglamani ushbu
() —20)(y' +2x) =0
ko'rinishda yozib quyidagi
¥ =2 ¥y=-2
differensial tenglamalarni hosil gilamiz. Ko‘rimb turibdiki
y(z) =22 + 1, ylz)= -2+ C‘g

tunksiyalar yugoridagi differensial tenglamalarning umumiy vechimidan iborat
bo'ladi. Bu yverda 'y, (5 - ixtiyorly o‘zgarmas sonlar.

Endi ushbu

(y')? —dr® = 0,y(~1) =1

Koshi masalasini qaraylik. Bu holda y(x) = 2% 4+ C} yechimning ko‘rinishidan
va y(—1) = 1 boshlang'ich shartdan 1+ ¢}, = 1, ¢} = 0, ya’ni v = z? -
berilgan Koshi masalagining yechimini topannz

Ikkinchi tomondan, vani y(x) = —z° + % yechim formulasidan va
y(—1) = 1 boshlang‘ich shartdan —1+Cy =1, Co = 2, yaniy = —z? +2
— berilgan Koshi masalasining yechimi kelib chigadi. Bundan ko‘rinadiki
berilgan Koshi masalasi ikkita, yami y = x%, y = —2° + 2 yechimlarga ega
ho'lar ckan.

83



Agar ushbu
(yr)Q o 41:2 = Oyy(fl) =1, ?Jf(ﬁl) =2

ko‘rinishdagi Koshi masalasini qaraydigan bo‘lsak, u holda y = —a% + 2
funksiya uning yagona yechimidan iborat ekanligiga ishoneh hosil gilamiz.
Qaralayotgan holda

Fla,y(e),y'(2) = () - 22%,
OF(z. y(x),y'(x))
oy
Endi (-1, y(-1), ¥'(—1)) mugtada F va 5‘; funksiyalarning giymatini
hisoblaymiz:

= 2y’.

F(ﬂﬁ?y’(l’);llf(x)) p=—1 :F(‘1,192)24—4:U:
p(—1=1
Y12
Flz, ylz). ¢
FEI@ ) Ly aiauy
Qy w111
y(=1)=2

Yuqoridagi mulohazalardan ko‘rinadiki, hosilaga nisbatan yechilmagsn
differensial tenglamalar uchun Koshi masalasi o'zgacha go‘yilar ckan.
Ushbu
Pz, y(x), i (z)) =0 (1.21.1)
differensial tenglamani qaraylik. Bu yerda F(z,y,%’) uch o'lkchamli G C R?

sohada berilgan uzluksiz funksiya.
1.21.1-ta'rif. Ushbu

F{;l?n, y(ﬂio),y’(xo)} =0

shartni qanoatlantiruvchi (xo, o, y5) € G nuqgta berilgan bo'lsin. (1.21.1)
differensial tenglamaning

y(wo) = yo, ¥'{wo) = yp (1.21.2)

hoshlang‘ich shartlarni qanoatlantiruvehi yechimini topishga Koshi masalasi
deyiladi.
Quyidagl tasdiq {1.21.1), (1.21.2) Koshi masalasi yechimi mavjud va
vagona bo'lishligining yetarli shartlarini ifodalaydi.
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1.21.1-teorema. Avtaylik, F(z,v,y) funksiva (¢ € R® sohada uzluksiz
differensiallanuvchi F' € CHG) bo'lib, (20, o, %)) € G nuqtada quyidagi

OF (.9, 1)
-~ eI =y Ul 121 3
oy ylza)—m 70 ( )
¥ (wa)=y'g

F(.’fg, Yo, y!()) = O:

shartlarni qanoatlantirsin, U holda shunday # > 0 soni topilib = € [zg—h, zp+
h] oraliqda aniqlangan (1.21.1} differensial tenglamaning (1.21.2) boshlang‘ich
shartni qanoatlantiruvehi yagona y = y(z) yechimni maviund bo'ladi.

Isbot. Quyidagi
y(z) =n,
F(z,y(x),p) =0

sistemani qaraylik. Berilgan {xo, 50, y5} = (Zo, %0, po) € G nugtada (1.21.3)
shart, va’ni
F(za, yo. po) = 0, 8_—1F($((; :20) #0
4

o'rinli bo‘lganligi uchun hamda F € CYG) funksivaning uzluksiz
differensiallanuvehi bo‘lganligi sababli, shu nugtaning biror U{zg, yo,p0) <
G atrofida oshkormas funksiyaning mavjudligi va  yagonaligi haqidagi
tecremaning barcha shartlari bajariladi, Shuning uchun U(zp, 1) va U(pg)
atroflar topilib ¥(x, v} € U(zo, po) lar uchun F{z,y,p) = 0 tenglamaning
p = flz,y) € U(py) ko'rinishdagi yagona yechimi mavjud. Bu p = f(x,y)
yechim U{xg, po) atrofda differensiallanuvchi bo'lib, py = f(xg, yo) shartui
qanoatlantiradi. Ushbu ¢ = f(z,y) tenglama biror [xy —dy, 29+ dy], Idp > 0
atrofda y () = yo boshlang'ich shartni ganoatlantiruvchi yagona yechimga
ega ho'ladi, chunki

p=y'(z) = flz,y(z))
bo'lib
F(l"y(m)r yf(g-')) =10, 'y’(:t‘n) = f(‘ro.‘yﬁ) =pPn= y{)

1.22-§. Maxsus yechimlar va ularning mavjudligi

Differensial tenglama umumiy wva xususiy yechimi tushunchasida
aytiladiki, sohaning har bir berilgan nuqtasidan Koshi masalasining yagona
yvechimi otadi. Shunday qilib wmumiy yoki xususiy yechimning har bir
nugtasida Koshi masalasi yagona yechimga ega bo'ladigan nugta boladi.
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Bunday nugtaga oddiv nagta deyiladi. Aks holda unga maxsus nugra deb
ataladi.

1.22.1-ta’rif. Differcnsial tenglama yechimining har bir nugtasida Koshi
masalagi yechimining vagonaligi buzilsa, bunday vechimga maxsus vechim
deyiladi.

Bundan ko‘rinadiki, maxsus yechim, differensial tenglamaning xususiyv
vechimi bo'la olmaydi va u nmumiy yechim formulasi tarkibiga ham kirmaydi.

1.22.1-misol. Ushbu ”
2 _9
dx vy

differensial tenglamani garaylik. Bu tenglama
G= {(3;,;}) e —x<r<oo,0<y< oo}
sohada nshbu
yiz)=(x+C)P 22 -C
ko'rinishdagi umwniy yechiraga cga. Berilgan differcnsial tenglama uchun
y{x) = 0 maxsus yechim bo'ladi. Hagigatan ham, ixtiyoriy M(zy,0) € R
nugtadan herilgan differensial tenglamaning kamida ikkita

_!0, v < 3y

yi(z) = 0, y(x) l (z— 3;0)2, T > Iy

yechii o‘tadi.
Aytavlik nshbu

dy )

— = f(=x 1.22.1

&~ ) (122.1)
differensial tenglama quyidagi _

P{r,y,C)=10 (1.22.2)

ko'rinishdagi integral chiziglar oilasiga cga bo'lsin. Bunda C'— parametr,
1.22.2-ta'’rif. Agar 1 : (y = ¢(x)) chizigning har bir nuqtasidag urinma
(1.22.2) ga tegishli kamida bitta chizigning urinmasi bilan bir xi] bo‘lsa, unga
(1.22.2) chiziglar ollasining o‘'ramasi deb ataladi.
1.22.1-teorema. (1.22.2) ko‘rinishidagi integral chiziglar oilasining
o'ramasi {1.22.1) differensial tenglamaning maxsus vechimi bo‘ladi.

1.22.2-misol. Ushbu P
_i/ = Q\ﬁj

dr
differcnsial tenglamaning integral chiziglart oilasi

yz)=(x+ CP. x> C
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ko‘rinishda bo‘lishi ravshaw. Bu yechimlar oilasining o‘ramasi y(x) = 0, ya'ni
OX - absissa o'gidan iborat. Shuning uchun y(z) = 0 funksiya berilgan
differensial tenglamaning maxsus yechimidan iborat bo‘ladi.

Endi hesilaga nisbatan yechilmagan

Flz,y(z),¢'(x)) =0 (1.22.3)

differensial tenglamaning maxsus yechimlarini aniglash bilan shug‘ullanamiz.

Uch o‘lchamli fazoning (z,1,14') € G C R® sohasidagi har hir nuglasida
F(z,y,v') funksiya 21-paragrafdagi teoremaning shartlarini ganoatlantirsa,
u holda XQOY tekislikning (xq, yo) nuqtasidan (1.22.3) tenglamaning bitta
integral chizigt o'tadi. Shuning uchun maxsus vechimni yagonalik buziladigan
nugtada izlash lozim.

Aytaylik, F(z,y,v") € CY(G) bo'lib, (xg, 1) nugtada yagenalik buzilsin,
U holda biror ¢ uchun quyidagi

<] s
Flao ) =0, TEewm) (1.22.4)
tengliklar bajariladi. Bunda ¢  oldindan berilmaganligi sababli, (g, o)
nuqgtani topish uchun (1.22.4) sistemadan yj ni vo‘gotamiz. Natijada
wl{zp, o) = 0 tenglama hosil bo'ladi.

1.22.3-ta’rif. (1.22.4) tenglamalar sistemasidan yj) ni yo'qotish natijasida
hasil bo'lgan nugtalarning geometrik o‘rni, ya'ni @{zo,4) = 0 ga (1.22.3)
differensial tenglamaning diskriminant chizig' deyiladi.

Diskriminant chiziq vagonalik buziladigan nngtalarning barchasini o'zida
saglaydi. Shu bilan bhir qatorda, u boshga nugtalarni ham o‘zida saglashi
mumkin,

Shunday qilib (1.22.3) differensial tenglamaning maxsus yechimlarini
topish uchun;

1. Diskriininaut chiziglarni topish kerak;
2. Diskriminant chiziglarni (1.22.3) tenglamaning yechimi ekanligini
tekshirih ko‘rish kerak;

3. Bu integral chiziglarning har bir nugtasida yagonalik buzilishini
aniglash, ya'ni tekshirilayotgan integral chizigni maxsus yechim ta'rifini
qanoatlantirishini tekshirish kerak.

(1.22.3}  differensial  tenglamaning  yuqoridagi  uchta  shartnl
ganoatlantiruvchi yechimi, uning maxsus yechimi bo'ladi.
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Maxsus yechimlarni izlashda ikki y = () va y = ¥{z) chizigning urinish

ghartidan, vani
Plr) = B(2), &' (@) = ' (2)

tengliklardan foydalanishga to‘g'ti keladi.

1.22.2-teorema. y = {x) chiziq (1.22.3) differensial tenglamaning
maxsus yechimi bo‘lishi nehun u {1.22.3) tenglama ®(x, y, C') = 0 yechimlari
oilasining o‘ramasi bo‘lishi aarur va yetarli,

Yuqoridagl unlohazatardan  ko‘rinadiki, maxsus  yechimni  topish
. jarayomida diskriminant chizigiarni berilgan differensial tenglamaning yechimi
bo'lishini tekshirish talab gilinadi. Quyidagl tasdiqdan foydalansak bunday
tekshirishga hojat qolmaydi.

1.22.3-teorema. Aytaylik F(x,y,y") funksiya

1 Flx,y, 9y € CUGY
2 f3F{Iliy) #0

shartlarni ganoatlantirsin. U holda diskriminant chizig {1.22.3) differensial
tenglamaning maxsus yechimi bo‘lishi uchun

Flz,y.y) =0,

Fuy)

ay o
oF(zyy)  OF@wy) _q

&y &y

tengliklarning bajarilishi zarur va yetarli.
1.22.1-misol. Ushbu

WY -4’1 -y =0

differensial tenglamaning « (hskrmluallt chizig'ini toping,
Yechish. Avvalo quyldagl

Flz,y.¢) = () - 45’0 —y) =0
OF(z,y.¥)
T
tenglamalarni tuzib olamiz. Bu temglamalarning ikkinchisidan 3’ = 0 ai
topamiz. Buni birinchi tenglamaga go‘yib
4 (1-y)=0
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diskriminant chizigni hosil qilamiz. Oxirgi  tenglamadan  diskriminant
chizigning ikki shohchasini aniglaymiz: y =0 vay = 1.

Caralayotgan holda bu topilgan y = 0 va y = 1 diskriminant chiziglarning
ikkalasi ham berilgan differensial tenglamaning yechimlari ho'ladi.

Qaysi chizigda vyagonalik buzilishini tekshirish magsadida berilgan
differensial tenglamaning boshqga yechimlarini ham topamiz. Buning uchun
herilgan tenglamani ¢ ga nisbatan vechib

y =2yl -y
differensial tenglamani hosil gilamiz. Bu tenglamani o'zgaruvchilarini ajratish
usulidan foydalaniby yechsak, ushbu

y=0,
) =4 y=1
y={(z+CP+1""
ko‘rinishdagi yechim hosil bo‘ladi. Ko'rinib turibdiki, y = 0 chizigda yagonalik
buzilmaydi. Ammo ¢ = 1 chizigda csa yagonalik buziladi {5-chizmaga garang).

N

5-chizma
Demak, yfz) = T maxsus yechim bo'ladi.
1.22.2-misol. Ushbu
(y- D) +r2y - 1=0
differensial tenglamaning diskriminant chizig'i topilsin,
Yechish. Avvalo quyidagi
Fle.yy)=(@-D) +2' - 1=0,
OF(z, y.y) ;
DT oy — T +2=0
tenglamalarni hosil gilamiz. Bu sistemadan ¢ ni yo'qotib y = 0 diskriminant
chizigni topamiz. Bu esa berilgan differensial tenglamani qanoatlantirmaydi.
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Endi berilgan differensial tenglamaning boshqa yechimlarini topamiz. Buning
uchun berilgan tenglamadan ¢ ni, topib ushbu

oo
IREN

differcnsial tenglamani hosil gilainiz. Bundan esa

¥

2 3
y:tay@::n—i—S

kelib chigadi. Ko'rinib turibdiki ¥ = 0 diskriminant chiziq integral chiziglar
grafiklarining “uchli” nugtalarining gecmetrik o‘rnidan iborat.
1.22.3-misol. Ushbu

y=x+2% — )’
differensial tenglamaning maxsus vechimini toping,
Yechish. Berilgan differensial tenglama 3’ = p almashtirish natijasida
ushbu
Y :;L‘+2p—p2
ko‘rinishga keladi. Qaralayotgan holda, diskriminant chizigni topish uchun
quyidagi
Floyy)=y—z~2p+p =0,
OF(z,y.y) _
oy N

sistemani tuzib olamiz. Bu sistemada p parametrni vo'qotamiz:

-24+2p=0

—24+2p=0, 2p=2, p=1,
y—z—-2-1+(1)* =0,
y—r—241=0,

y=x+1

Bu esa biz izlagan diskriminat chiziq bo'ladi.
Endi 4y = x + 1 chizigning maxsus yechim bo‘lishini tekshirib koramiz:

1. v = & + l-diskriminant chiziq, berilgan differensial tenglamani
ganoatlantirishini tekshiramiz:

r+2 — () =2z+2-1-(1)=2+1,yaniz+1l=a+1 '
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2. Bu diskriminant chizig, va'ni ¥ = 2 + 1 ning nuqgtalarida vagonalik
buzilishini tekshiramiz:

L~ p, dy=pdz,
y=x+2p—p?

{ dy = da 1 2dp — 2pdp,
dy = pdz,
pdx = dr + 2dp — 2pdp,
(p — Ddr — 2dp + 2pdp = 0,
(p—1)dz+2(p— 1)dp =0,
(p— 1}[dx + 2dp] = 0.

Bundan
p=1, dr=-2p

kelib chigadi. Oxirgi differensial tenglamani integrallab
z=—2p+C

topamiz. Demak herilgan differensial 1englama

x=—-2p+C,

y=x+2p—p°

ko‘rinishdagi yechimlarga ega bo‘lar ekan. Oxirgl sistemadan p parametrni

y=z+1va

yo'gotarniz:

_C-s
p - 2 H
o (C=ap . (C—ap
p=z+C—z—= 4—---—0 T
Shunday qilib ushbu
O — 2
W) =m=r+l @) =m=c 0

funksiyalar berilgan differensial tenglamaning yechimlari bo'lar ekan. Bu
vechimlar grafiklarining bir-biriga urinishini tekshiramiz. Buning uchun
wn(zo) = wlxn), vi(zo) = yh(xo) tengliklardan foydalanamia.

{ )} + 1 = C - L__C*41‘0)2,

. C—m
1==5%,

O:I0+2,
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(g +2 = 20)*

.’IIU-f—IZ;E(}-f—Q— :IU+2—1:1‘U+1?

Io‘ir}:l'o-}—l.

Oxirgi ayniyvat barcha ay lar uchun o'rinli. Demak, y = x + 1 chiziq, absissasi
T = 3 nugtada

C - z)?
R CE
parabolalarning biri (' = 241} bilan urinishga cga. Shuning uchun y = x+1
diskriminant chizigning barcha nuqgtalarida yagonalik buzilganligi sababli, u
maxsus yechim bo‘ladi.

Mustaqil yechish uchun mashglar [21f, §8, Ne2/1-266; [8], §11, ,1007261-
274.
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II-BOB. YUQORI TARTIBLI DIFFERENSIAL
TENGLAMALAR

2.1-8.  n-tartibli differcnsial tenglamalar

Ushbu
Y = flay Yy Y (2.1.1)
ko'rinishdagi tenglamaga n-tartibli hosilaga nisbatan yechilgan oddiy
differensial tenglamaning umumiy ko'rinishi deyiladi.
CQuyidagi belgilashiarni kiritaylik:
y(z) = ¢V, y(r) = 4, ___,y(k)(m) = y'#, m’yl'n—l)(m)
y= (y{U}’y(l): - y(n—lj)T € R, ($,y) e gl

Endi, 21 (n + 1)-o'lchamli fazoda quyidagi

(n—1)

[
=

G={my) e B r—mlLa, [y¥ - yﬂ>l<b k=0n-1}

sohani olavlik. Bu yerda a, b —o'zgarmas sonlar bo'lib, g ) = y®(xg), k =
0n—1

2.1.1-ta’rif. Aytaylik, (2.1.1) ko‘rinishidagi oddiy differensial tenglama
berilgan ho'lib flz,y, 7, y", ..., ") funksiva G C R™"' sohada aniglangan
bo‘lsin. Agar I = [xp — o, o + o] oraligda aniglangan biror y = o(z){unksiyva
uchun quyidagi ‘

1. p(z) & C{)

2 (5,600 0(0). ) 8D €6, Ve

3. pl(x) = flz ple). @' (2), " (2}, o @™ VM), Ve €1
shartlar bajarilsa, y = o{a) funksiya I =[xy — a,za + q] oraligda (2.1.1}
differensial tenglamaning vechimi deyiladi.

2.1.2-ta’rif. {2.1.1) diflerensial tenglamaning ushbu

¥(eo) = oo ¥ (@0) = vy, ¥ Haa) = U(n " (2.1.2)

haoshlang‘ich shartlarni qanoatlantiruvehi y = y(a } yechimini topishga Koshi
(n-1

masalasi deyiladi. Bu yerda (o, Yo, vh, ¥ -+ ¥g ) € @ berilgan nuqgta.
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2.1.1-teorema. Agar f(r,y,%,1". ... " 1) funksiya ¢ € R**! sohada
aniqlangan va uziuksiz ho'lib, ¥, o', v, ... 4"V o‘zgaruvchilar bo‘yicha

{n--1)

71— 1
)) - f(I, y?:yé:y‘g: “1ey yz: ] S

f(x‘n Y1, y;>y{|,a “rey y%

el (2.1.3)
<Ly ';u?) —yﬂ, AL >0

=0

tengsizlikni qanoatlantirsa, u holda shunday A > 0 soni mavjud bo'lib,
(2.1.1)+{2.1.2) Koshi masalasining I = [zq — h,xq + R} oraligda aniglangan
yagona yechimi mavind bo‘ladi.

Odatda bu yerdagl L = const > 0 — Lipshits o‘zgarmasi, (2.1.3) esa
Lipshits sharti deyiladi.

Bu teoremaning isbotini qisuvchi akslantirishlar prinspidan foydalanib
ko'rsatish mumkin, Uni biz bu yerda keltirmaymiz.

2.2-8. Ayrim n-tartibli differensial tenglamalarni yechish

Ushbu
Y™ = flz), f(z) e Cla,bl (2.2.1)

differensial tenglamaning umumiy yechimini topish bilan shug'uilanamiz.
1. Ketma-ket integrallash usuli. Avvalo {2.2.1) tenglamani

(") = fia) (22.2)
ko'rinishda yozib olamiz. Endi ixtiyoryy Vzg € [a,b] nugtani olib (2.2.2)
differensial tenglamaning xpdan x gacha integrallab, ushbu

y(n—l] :] Ft)dt + e
Ly

tenglikni hosil gilamiz. Bu yerda ¢ ixtivorly hagiqly son. Bu munosabatni
yana integrallab ushbu

. el €
y Y = / / fla)dedr + 1z + ¢
xo Io

tasvirni topamiz. Yugoridagi jarayonni davom qildirib

y(sc):/:V/I.../ﬂ:f(x)dzcdm...d:c—}—
v Jug  Jup

nmoerda
n marta (2.2_3)

n~1 =2

RO
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(2.2.1) differensial tenglamaning umumiy yechimini topishga muvaffaq
bo‘lamiz. '

Quyidagi

]f /f ) dadz. . dz, =

n marm

i m

/f Fnlgs

formuladan foydalanib (2.2.3) munosabatni

1 * ‘.L.nﬁl
o) = gy [ - e T
(n—1)! S, (n— 1)t 29
+Cz"(n_—2)! + . Fep1xr ooy

ko'rinishda yozish mumkin. Bu yerda ¢;, j = 1,n - ixtiyoriy haqiqiy sonlar.
2. Koshi usuli. Avvale ixtivoriy ¥Vt € (o, b) nugtani tanlab olamiz va
quyidagl Koshl masalasini garaymiz:

y(’ﬂ) — 01 . (22‘5)
y(t) =0, y’(t) =0,.., y(n_z)(t) =0, y(n_l)(t) =1 (2-2'5,}
So‘ngra, ushbu
y("} =0

differensial tenglamaning umumiy vechimini ketma-ket integrallagh natijasida

toparniz:
ry(”_l)(‘);) =1,
Y Ar) = e+ o
y I (z) = ¢ %—? + 07 + 3, (2.2.6)
e e e
y{a) = (:1(;—;@ -+ (:2‘('£’j2_)! F i F O 1T + e
Bu  yerdagi 1,9, ..., ¢, O'7garmaslarning givmatlarini  boshlang‘ich
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shartlardan foydalanib topish mumkin:

n—1 n—2
— — ... it =1,
Cj_(n_ 0l +62(n—2)! +.. ol o
tn—? tn—ii
: & o F ot +Cpy =10,
Lll(n_2)1+ z(ni?))!-l- +¢ + Cp—1
B 1 1 (2.2.7)
Clé? + Cgi + Cgﬁt +eq =10,
2
C1g; +62ﬂ +e=10,
¢
61'1—! + g =0,
) = 1.

(2.2.7) sistemani pastdan yugoriga garab ketma-ket yechsak ¢;, 7 = I, n
o'zgarmaslarning giymatlari topiladi:
t2 t3 (_1)n—1tn—1
C1 = 1; Cy = _'ﬁ, C3 = i. Ccy = 7§"!',...,Cn = W_

Ofzgarmaslarning bu giymatlarini (2.2.6) tenglikning o‘ng tomoniga qo'yib,

ushbu - )
" .
y=Flet)= - ey
Y (1) (n—1)! {n—2)!t$ *
{(n—1)! (n—1)

Koshi funksiyasini topamiz.
2.2.1-lemma. Ushbu

z T (.T _ t)n—] ) )
Ty £n .
funksiva {2.2.1) differensial tenglamaning quyidagi
Fxo) =90, F(z0) =0, ..., T o) =0 {2.2.8)
boshlang‘ich shartlarni qanocatlantiruvchi xususiy yechimdan iborat bo‘ladi.
Bu lemmani isbotlashni o'quvchiga havola gilamiz.
Endi, (2.2.1) differensial tenglama bir jinsh
y(ﬂ) =Q
(ismining umumiy yechimi

glz) = Ay + Az + Apr® + .+ Apgz™ !
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- ko'rinishda bo'lishini inobatga olsak, u holda {2.2.1) differensial tenglamaning
umuniy yechimi

lj( ) ( )+y( ) A0+A1I+z4~2$21-...+

x _ opan-1 2929
+AnleH_1 + LG (‘E’I—t)].)[f(t)dt ( )

ko‘rinishda bo'lishi kelib chigadi.
2.2.1-misol. Ushbn

" —x?

y =c
differensial tenglamaning umumiy vechimini toping.
Yechish. Qaralayotgan differensial tenglamaning umuomiy yechimini
{2.2.9) formuladan foydalanib topish mumkin:

yx) = / (x— e™"dt + Agz + Ay
T

Mustaqil yechish uchun mashglar (8], §14, M327-363.

2.3-§. n-tartibli chiziqli differensial tenglamalar

n-tartibli oddiy differensial tenglamalarning muhim xususiy hollaridan
biri, n-tartibli chizigli differensial tenglama bo‘lib, u quyidagi ko‘rinishda
yoziladi:

v+ o2y V4 4 (Y + pale)y = 9lx). (23.1)

Bunga n-tartibli bir jinsli bo'lmagan differensial tengiama deyiladi.
Agar (2.3.1) tenglamada g(z) = 0, va'ni

™ 4 (@)™ V4 ke (@0 @)y =0 (2.3.2)

bo'lsa, bunga n-tartibli chizigli bir jinsli differcnsial tenglama deyiladi. Bn
yerda p;(w),g{x} € Cla,b], j = 1,n — berilgan uzluksiz finksivalarga mos
ravishda (2.3.1} tenglamaning koeffitsiventlari va uning o'ng tomoni deyiladi.
2.3.1-ta’rif. (2.3.1) differensial tenglamani aynivatga aylantiruvehi y =
{z} € C™a.b] funksiyaga uning yechimi deyiladi.
2.3.1-lemma. Agar g(z) = g1{x)-+ga(x)ko'rinishda bo'lib, y{x) va ya(z)
funksivalar mos ravishda ushbu

i )+p1($)y1 "t paa(2)Y +pn(z)m =gz

(z)
w5+ s+ +pn ()Y + pal2)y2 ( )



differensial tenglamaning vechimidan iborat bo'lsa, u holda y{x) = y:(2) +
yo{x) funksiva (2.3.1) tenglamaning yechimi bo'ladi.

2.3.1-natija. Agar y(x), yo(x) funksiyalar (2.3.2) bir jinsli tenglamaning
vechimlari bo'lib, ¢;.cy — ixtivoriy o‘zgarmage sonlar bo'lsa, u holda v =
cryi{x) + coya(x) funksiya (2.3.2) tenglamaning vechimi bo‘ladi.

Bu ikki tasdigga (2.3.1) tenglama uchun superpozitsiya prinsipi deyiladi.
Superpozitgiva prinsipi faqat chizigli differensial tenglamaga xos xususiyatdir,

Endi (2.3.1) differensial tenglamaga qo*yvilgan

ylao) = vl (o) = sy ) = o ViV e e, t] (233)

Koshi masalasini qaraymiz. Bunda @y € [a,b] va y(()m ; y[(]”, yl(,”:...,y((,"—”

berilgan sonlar.

2.3.1-teorema. laraz dqilaylik, pj{z), j = Ln va g{x), =z €
[, bfunksiyalar uzluksiz bo‘lib, 2y € [a. 8] bo‘lsin. U holda y[(,j j, 4=0n-1
berilgan sonlarning ixtiyoriy givmatlarida (2.3.1), (2.3.3) Koshi masalasining
[z, b] kesmada aniglangan yagona yechimi mavjud.

Isbot. Avvalo (2.3.1) differensial tenglamani ushbu

v = flz, ., g™ ) (2.34)
ko‘rinishda yozib olamiz. Bu yerda
Sy sy ™) = gl@) —pi @)y = pale)y" P - —palz)y. (2.3.4)

Bu  f(z,y,y, .. v V) funksiya tcorema-2.1.l ning shartlarini
ganoatlantirishini ko'rsatamiz. Aniglanishiga ko'ra, bu f(z, 9,4, ... , ¥ 1)
funksiva ushbu

G = {(:x:,y,y', " M e R i p e a,b], —oo<yW <00, j=0,n ﬁ}

sohada aniglangan va uzluksiz bo'lib, ), § = 0,n — 1 o‘zgaruvchilar bo'yicha
Lipshits shartini qancatlantiradi. Hagiqgatan ham, quyidagi

- aw.f. a —

gy = Peil) J=0m—1
munosabatdan of

e | pm| = Lo i =0n— 1
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kelib chiqadi. Chunki p,_;(x), j = 0,n—1 funksivalar [e, b] kesmada
uzluksiz. Endi, ushbu
L:THELX(L[], Ll, P Ln ])
belgilashni  olsak, u holda {2347 tenglik orqali aniglangan
Fle oy, ™) funksiya L; > 0 o'zgarmas bilan (y, o/, ..., g™ )
o‘zgaruvchilar ho'yicha Lipshits shartini qanocatlantirishiga ishonch hosil
qilamiz. Shuning uchun (2.3.1), (2.3.3) Koshi masalasining [a, 4] kesmada
aniqlangan yechimi mavjud va yagona bo‘ladi.
2.3.1-natija. Ushbu
y " 4 (el Lk pana (@ o)y =0,

o 2.3.5
pi(z) € Cla.b], j=1n (2.35)

ylay) = y'{xg) = ... =y WNag) = 0, Vg € [a,b]
Koshi masalasi vagona y (z} = 0, Yy € [a, b} yechimga ega.

Isbot. Ko'rinib turibdiki y{z} = 0 funksiya {2.3.5) Koshi masalasining
yechimidan iborat. Yechimning yagonaligidan natija-2.3.1 ning isboti kelib
chigaci.

Quyidagi

Liyl =y + o)™V + o+ paca{z)y + palz)y (2.3.6)

belgilask natijasida (2.3.1) va (2.3.2} differensial tenglamalarni ushbu
Lyl = 9(2). (237
Lyl =0 (2:38)

ko'rinishda yozish mumkin. Bu yerda Lly| ifodaga differcnsial aperator
deyiladi. Endi differensial operatorning ayrim xossalari bilan tanishamiz.

2.3.2-lemma. O'zgarmas ko‘paytuvchini operator helgisidan tashqariga
chigarish mumkin, va’ni

Licy] = eLly], ¢ = const.
Isbot.
| Liey] = (ey)™ + py(2)(ey)™ P+ ..
+pn-t()(cy)’ + pala)(ey) =
= '™ 4 epy ()Y F o+ a2+ opa(r)y =

= (g™ + pi(@y" T + L+ pas ()Y + pela)y) = eLly).
o9



2.3.3-lemma. Ushbu

Ly + 4] = Llys] + Lia]

tenglik o‘rinli.
Isbot.

L+ w) = (n + )™ + pu(@) (o + )"0 +

+pui ()1 + p2) + palE)n + 1) =

1—1
=y T+ (@)

+pu(@mn + 8+ puloygd ™+

+Pa—1 (i')'!l"z + pal(®)y2 = Lim| + Lyl .
2.3.2-natija. Quyidagi
m T
L (Z ijj) = e Ly
J=1 =1
tenglik o‘rinli. Bu yerda ¢; = const, j=T1T,m.
2.3.2-teorema. Agar y = y(x) funksiya [a, 5] kesmada (2.3.8) bir jinsh
diflerensial tenglamaning yechimi bo'lsa. u holda g1 = ey(z), ¢ = const
funksiya ham (2.3.8) tenglamaning yechimi bo‘ladi.
Isbot. Teorema shartiga ko‘ra Lly] = 0. Bundan L{y) = Ley(x)} =
cLfy] = 0 kelib chigadi.
2.3.3-teorema. Agar i1 = 11(x), yo = ye(r)fnksivalar (2, bi kesmada
(2.3.8) bir jinsh differensial tenglamaning yechimi bo'lsa, v holda

y = cip(x) + cpplz), oy =const, j=1,2
funksiya hawm [a, b kesmada (2.3.8) tenglamaning yechimi bo‘ladi.
Isbot. Teorema shartiga ko'ra L{y:] = 0, Llys] = 0.
L[’.U] = L{r:.yl + Cz'yﬂ = CIL[U'l] + (‘-zL[y-z] =1{)

2.3.3-natija. Agar y(x),y2(x), ..., y(z)funksivalar [a, b kesmada
{2.3.8) bir jinsli differensial tenglamaning yechimlaridan iborat bo‘lsa, u holda
ushbu

yo= chyj(;z.‘), ¢j=const, j=1n
=1

funksiya ham (2.3.8) tenglamaning yechimi bo'ladi.
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2.4-§.  Vronskiy determindnti

2.4.3-ta’rif. Agar quyidagi shartni ganoatlantiruvchi
Jay, ao, ..., an € R, Za? =0
i=1

sonlar topilib, ushbu
ayer () + aspal(z) + o+ angn{x) =0, Yz € [a.b] {2.4.1)

munosabat bajarilsa, ¢1(x), w2(z), ..., @n(z) funksiyalarga [a,b] C R
oraliqda chizigli boglangan funksivalar deviladi.

Agar (24.1) tenglik ay,02. ..., ap, — o'zgarmaslarning fagat nolga
teng qlymatida bajarilsa @1(z), @2(x), ... ¢u{z) funksiyalarga chisigli
bog‘lanmagan funksiyalar deyiladi.

2.4 1-teorema. Agar (x), eo2), ..., (2} funksiyalar  (a, b)
intetvalda chiziqli boglangan bo'lsa, u holda ularning ichidan bittasi
golganlarining chizigli kombinatsiyasi orqali ifodalanadi.

Isbot. Aytaylik, ushbu

arg{x) + agpa(z) + .+ aapn{r) =0, Vi € [a,b]
tenglik a, # 0 bo‘lganda bajarilsin. U holda

Q-
; 1‘{?1%1(3')

n

5] a3z
" - —— &y - — r)— ...—
on{T) an%{f) anfm( )

munosabatga ega bo'lamiz. Bu csa @z} funksiya ¢1(z), wa(z), ..., on_1{x)
funksiyalarning chizigli kombinatsivalaridan iborat ekanligini ko'rsatadi.
2.4.1-misol. Ushbu e®17 %% e&% fupksiyalar ki #£ ki, i # j shart
bajarilganda ixtivorly ¥a € [a,b] € R kesmada chizigli bog'lanmagan
funksiyalar bo'lishini ko‘rsating.
Yechish. Faraz qilaylik, bu funksiyalar chizigli bog'langan bo'lsin, ya'ni
€™ + 0gef 4+ aeft =0

tenglik a; — o'zgarmasning birortasi, masalan e, # 0 bolganda o‘rinli bo‘lsin.
U holda tenglikni ¢M17 ga bo'lib

ay + agetr ks 44 ellamhie _ g
munosabatni topamiz. Bu tenglikni differensiallab

ag(ks — kl)e(kQ*kl)x + ay(ks — kl)e(kawkﬂm Foe b anlk, — k])e(k,.—-kl)a: =1
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munosabatni hosil gilamiz. Bu tenglikni e®—5)2gq bho'lib
ag(ks — k1) + ag(ks — ky)e™ 5T 4 g (k, — ky)elERIT = @
munosabatga ega bo'lamiz. Buni yana differensiallab
ag(ks — ki ){ks — kp)e™ 5 1 4oa (k= k) (k= ky)eRIT =
tenglikka cga bo'lamiz. Yuqorida bayon qilingan jarayonni davom gildirish
natijasida
anlkn = B1)(Fn = k) - . - (kg — kpor el —
tenglikka ega bo'lamiz. Bundan o' navbatida

e(kn ku_l)-x — ﬂ

gkanligi kelib chigadi. Buning bo‘lishi mumkin emas. Shunday qilib
{eh=, eher | M} funksiyalar sistemasi k; # ki, ¢ # j bo'lganda chizigli
boglanmagan funksiyvalar sistemasini tashkil qilar ekan.

2.4.2-ta’rif. Ushbu g;(z) € CnWa, b}, j = T, n funksiyalardan tuzilgan

©1 w2 e ¥n

. Do . P

W(z) = W{pnon. ot =| 70 7 ’
g.nfl] {pgn.-l) N @S:L—])

determinantga Vronskiy determinanti voki vronskivan deyiladi.
2.4.2-teorema. Ushbu

Liy) = y™ + pi ()™ + .+ pulm)y = 0 (2.4.2)

bir jinsli differensial tenglamaning yi1(z), yo(x), ys{x}, ..., yn(x) yechimlari
chizigli bog'liq bo'lishi uchuu, ulardan tuzilgan Vronskiy determinanti nolga
teng, ya'ni

W {mn(z), yo(x), ... yu(2)} =0, V2 € [a,b] (2.4.3)

bo'lishi zarur va yetarli.
Isbot. Yetarliligi. Faraz qilaylik (2.4.3) munosabat bajarilsin. U holda
W (zg) = 0 bo'ladigan biror zy € [a, b nugtani olib ¢, ¢g, ..., ¢, 0'zgarmaslarga
nisbatan ushbu
eryi{mo) + eoyalzo) + . + crynlzg) = 0,
c13y (o) + cavy(zo) + ... + c,,,y;l(:ﬂo} =0, (2.4.4)
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tenglamalar sistemasini tuzib olamiz. Bu sistemaning asosly determinanti
W (xp) = 0 bo‘lgani uchun hir jinsli (2.4.4) sistema ¢;, § = 1, n larga nisbatan
nolmas yechimga ega. Shuning uchun

) =Y ewla)

funksiya (2.4.2) bir jinsli differensial tenglamaning yechimidan iborat bo‘lib,
z = xy nugtada

w(za) =0, ¥ (20) =0, ...,y V(xg) = 0 {(2.4.5)
boshlang’ich shartlarni qanoatlantiradi. Chunki

y(wo) = cign (o) + covalxo) + .. + cnnlmo) = 0,
/ r ! ! _
y'(zo) = erpf(zo) + cava(zo) + ... + cuyp(z0) = 0,

v D aze) = e Vo) + ead” Vo) + .+ a0} = 0

Ikkinchi tomondan g(z) = 0 funksiva ham (2.4.2) tenglamani va (2.4.5)
hoshlang‘ich shartni ganoatlantiradi. Yagonalik teorcmasiga ko'ra

ho'ladi. Bundan Y
> ciui(x) =0
i1

ho'lishi kelib chigadi. Bu yerdagi ¢;, 7 = 1, n sonlarning kamida bittasi noldan
fargli bo'lgant uchun 4 (), w2 (x), ..., yn(2) funksiyalar chizigli bog'lig bo'ladi.

Zarurligi. Aytaylik, yi(z), yo(x), ..., yn(2) funksiyalar (2.4.2) bir jinsli
differensial  tenglamaning yechimlari bo'lsin. U holda uvlarning chizigli
kombinatsivasidan tuzilgan.

n
ylz) = Z ciyi(x), ¢ = const
=1
funksiya ham uning yechimi boladi. Teorema shartiga ko'ra
11(x), 42(), ..., yn(z) funksivalar chizigli bogliq bo‘lgani uchun ushbu
ay(z) + cp(z) + .+ cayn(z) =0 (2.4.6)

tenglik ¢;,7 = 1,n sonlarning kamida bittasi noldan farqli ho'lganda
bajariladi, ya'ni shunday 3jp € N nomer mavjud bo'lib, ¢;, # 0 boladi.
103



Bu (2.4.6) tenglikni (n-1) marta differensiallab ¢;,7 = 1,n o‘zgarmaslarga
nisbatan quyidagi bir jinsli tenglamalar sistemasiga ega bo‘lamiz:

1y (z) + eaya(2) + o + eria{2) =0,
a1y (z) + uh(T) + .. + ()} = 0,

clyin_l)(:r-) + czy_gn‘l)(:c) + ..+ cﬂyﬁf"l)(x) =0.

(2.4.7)

Ouxirgi (2.4.7) bir jinsli sisterna nolmas ey, ¢z, ..., ¢, yechimga ega. Chunki
¢;, # 0. Shuning uchun (2.4.7) sistemaning asosiy determinanti nolga teng
bo'ladi, ya'ni

yilae)y walz) oo yl{x) = W{wn{z), ya(x), -+, tn{x)} = 0.

W) i) )
Teorema ishot bo'ldi.

2.4.3-teorema. (2.4.2) bir jinsli  differensial  tenglamaning
w(z), wlx), -+, yo(a) yechimlari chizighi bog'lanmagan bo'lishi uchun
ulardan tuzilgan Vronstkiy determinanti '

LV(I) = W{yl(m): 92(33)1 Tt yﬂ(xj} #0, Vre [avb]

nolmas bo‘lishi zarur va yetarli.

Isbat. Zarurligi. Faraz qilaylik (2.4.2) bir jinsli differensial tenglamaning
n(z), ylx), -+, yalz) yechimlari [ab} oraligda chizigli bog'lanmagan
ba'lib, birer ¢ € (e, b)nugtada

W(xo) = W{y(x), sz}, -, val®)}H .=, = 0,
bo‘lsin. Bundan foydalanib ¢, ¢z, ..., ¢, o'zgarmaslarga nisbatan quyidagi

cryi{ze) + cowelwn) + .. + crym(za) = 0,

ey (zo) + C'zyé(%) + o+ el (o) = 0, (2.4.8)

(:1y£”"n(xu) + czyén_n(a:o) + ..+ c,ly?(l"_l) (zg) =0

tenglamalar sistemasini tuzib olamiz. Bu sistemaning asosiy determinanti

A = W(zq) = 0 bo'lgani uchun u nolmas ¢; = cilm, cy = cg‘),...,cn =P

vechimga, ega. Ushbu c&o) \ cg') . a$f’ ) sonlarning kamida bittasi noldan fargli.

Natijada ushbu

y(2) = () + Pwlz) + . + Pyale) (2.4.9)
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funksiya {2.4.2) bir jinsli differensial tenglamani va
y(zo) = 0, yf (o) = 0, ..., ¥ V(z) = 0 (2.4.10)

boshlang'ich shartlarni ganoatlantiradi. Oldingi paragrafdagi natija-2.3.1 ga
ko‘ra, (2.4.2) bir jinsli differensial tenglamaga qo‘yvilgan (2.4.10} boshlang'ich
masala fagat y(z) = 0 nol yechimga ega ekanligidan {2.4.9) tenglik ushbu

(@) + (@) + o+ APy(e) = 0, z € (ab)

ko‘rinishni  oladi. Bunda c( .3 = 1,n sonlar orasida kamida

bittasi noldan fargli. Shumng uchun (2.4.2) differensial tenglamaning
nlz), ylz), -+, yul{z)  vechimlari chizigli bogilangan. Bu  esa
w(x), yalz), -+, yn(z) yechimlarning chizigli bog'lanmaganligiga zid,

Yetarliligi. Aytaylik, W({z) # 0,z € {a,b) bo'lib, y(z),
ya(x), -+, yn(x) vechimlar ehizigli bog'lig bo'lsin. U holda

alyl(m) + aia yZ('T) + -+ Gy, yn(ﬂf) = Ou rc (a‘u b)

aynivat o'rinli. Bu yerda, masalan a,, # 0. Bundan

kelib chigadi. Bu tenglikni differensiailab
; X ey (4 o
W) =~ ) = ) - - T e), =0
Gn Oy

topamiz. Oz navbatida bu tcnghklardan W(z) = 0 kelib chigadi. Bu csa
farazimizga zid. Teorema isbot ho‘ldi.

Mustagil yechish uchun mashglar (8], §15, Ne371-386, M389-400;
[21], §12, W601-622.

2.5-§. n-tartibli chizigi bir jinsli differensial tenglamaning
fundamental yechmmlar sistemasi

2.5.1-ta’rif. Ushbu

Lyl = ™ + p(@)y™ D 4 - palz)y = 0 (2.5.1)

differensial tenglamaning ixtiyorty n ta yi(z), ya(x), ..., yn(z) chizigli
bo‘g'lanmagan yechimlariga, uning fundamental yechimlari sisternasi (F.Y.S)
deyiladi.
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2.5.1-teorema. Koeffisiyentlari uzluksiz p;(2) € Cla,b], j=1,n
funksivalardan iborat bo'lgan (2.5.1} ko'rinishdagi bir jinsli differensial
tenglamaning fundamental yechimlari sistemasi (F.8.Y) mavjud.

Isbot. Aytaylik, a;; € R, j,i = 1,n sonlardan tuzilgan

i @12 v Ay
AY = an dgr - oy £0
Qp1 Upz - gy

determinant nolga teng bo‘lmasin. U holda (2.5.1) differensial tenglamaning
ushbu

y;(20) = @y, ¥i(20) = ag;, . =yj(” D (zp) = anjyj=1m (2.5.2)

hoshlang’ich shartlarni ganoatlantivuvehi 4, (x), yo(), ..., ya(z) vechimlari
mavjud. Bu yechimlardan tuzilgan Vrongkiy determinantini garaylik:

W'(Z) = I’V{yla Y2y 000 yh}‘
Endi W{zp) ni hisoblaymiz:

yilmo) o) =+ -0 oo yaliro)
Wizg) = | 2050 walwo) oooeee Yalwo) | _

y§” ”( )JE 1(9?0) “”( 0)

Q13 412 - Q1p

Q1 Gy == Mgy
# [

pg Ay * r* oy

Shuning uchun ¥ (r}) 4e{x), ... y(x) funksiyalar chizigli bog'lanmagan
bo'ladi. Demak (2.5.1) bir jinsli differensial tvnghmmnmg FYS =
{ya(=), yalz), .o ( 3} maviud ekan. ,

Izoh. f\‘()lddn fargli Al # (O determinantlar cheksiz ko'p bo'lgani uchun
(2.5.1) ko'rinishdagi bir jinsii diflerensial tenglamaning F.Y.S ham cheksiz
ko'p bo'ladi.

2.5.2-teorema. Agar y1(x), ya(x), ... yn(z) funksiyalar (2.5.1) bir jinsli
differensial tenglamaning F.Y.S ni tashkil gilsa, t holda uning umumiy yechimi

ushibu
n

x) = chyj(m), Ye; = const (2.5.3)
i=1
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ko‘rinishda yoziladi.
Isbot. (2.5.3) ko'rinishdagl y(z) funksiya ushbu

G={a<z<b |y <oo,..,

y"y } < oo}

sohada (2.5.1) tenglamaning umumiy yechimi ekanligini ko‘rsatamiz. Chunki
(G sohaning har bir nuqtasida Koshi teoremasining shartlari bajariladi.

1. Quyidagi

n
y(@) =3 ey,
i=1
n
y'(@) =2 ejuya), (2.5.4)
j=t
e
- -1
g @) = ey V),
i=1
algebraik tenglamalar sistemasi ¢y, ce,...,6, — ixtiyorly o‘zgarmaslarga

nisbatan yechimga ega. Chunki, hu sistemaning asosiy determinant noldan
fargli, ya'ni

A=W(z)= ]’V{yl(z)v ya(x), "'7y:t(x)} #0, z € (a, b)

2. ¢, ¢y, ..., 6, — O'zgarmaslarning ixtiyoriy glymatlarida {2.5.3) tenglik
orqali aniglangan y(x) funksiva (2.5.1) bir jinsli differensial tenglamaning
yechimidan iborat. Shuning uchun (2.5.3) tenglik orqali aniglangan y{z)
funksiva G sohada (2.5.1) bir jinsli differensial tenglamaning umumiy yechimi
bo‘ladi.

Yuqoridagi {2.5.3) formula (2.5.1) differensial tenglamaning barcha
vechimlarini o'z ichiga oladi. Jumladan ushbu

Liy! =0, y(xo) = v, ¥'(@0) = Yy -y o) = 47 (2.5.5)
Koshi masalasining vechimi ham (2.5.3) formula tarkibiga kiradi. Bunda
yg,yé,...,yé”d) va x = xzp ixtiyoriy berilgan sonlar. Yugoridagi (2.5.4)

sistemani (2.5.5) dan foydalanib quyidagicha yozish mumkin:

Yo = 251 €Yi(®o),
Yo = 225m €35 (%0),

(2.5.6)
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Bu sistemaning asosiy determinanti A = W(xz,) # Onoldan fargli bo‘lgani
{0) {0y (0)

uchun, u yagona ¢; = ¢; ', €2 = € ,....Cp = Cn yechimga ega. Bu topilgan
¢ = 5-0)} j = I,n larni (2.5.3) formulaga qo‘yib

y@) =3 Pyie),
j=1

izlanayotgan (2.5.5) Koshi masalasining yechimini topamiz. Shuning uchun
(2.5.1) tenglamaning F.Y.S = {y1(«), v2{). ..., yn(x)} yechimlar fazosining
bazasini tashkil giladi. Ly] = 0 tenglama yechimlari fazosi n-o‘lchamli chizigii
fazo bo'ladi.

2.6-§. n-tartibli bir jinsli differensial! tenglamani fundamental
yvechimlat sistemasi yordamida aniqlash

2.6.1-teorema. Agar ikkita
M@y b g (@ 4 palzly =0 {26.0)
v+ o)y N+ ()Y + Ba(z)y = 0 (2.6.2)

bir jinsli differensial tenglamalar umumiy F.Y.S ga ega bolsa, u holda

p(z) = ;ix), pax) = Ba2), ., pulx) = Palz), Vo € (0, b) {2.6.3)

munosabatlar o‘rinli bo‘ladi. Bu yerda py(x),p;(z) € Cla,b] — uzluksiz
funksiyalar.

Isbot. Faraz gilaylik, {2.6.1) va (2.6.2) differcnsial tenglamalarning
F.Y.S {y(z), y2(z), ..., yn{x) }-funksiyalardan iborat bo‘lsin. U holda {2.6.1)
tenglikdan (2.6.2) ni ayirib quyidagi

[pi(x) = Bu(@)y" 0 + - Ipama(@) — Pt (@)]y'+
Hpu(z) — Pu(2)]y =0
differensial tenglamani hosil qilamiz. Avvalo, aniqlik uchun pi(z) # pi(e)
deylik. U holda shunday 3 (¢, 8) C (a, b) interval topilib, p1(x) # pi(z), Vz €
(e, #) o'rinli bo'ladi. So'ngra (2.6.4) tenglikning ikki tomoni py{z}—51(z) # 0,
Y € (a, 8) ga bo'lib

YU 4 da(2)y™ D 4 o2y = 0 (2.6.5)

(2.6.4)

differensial  tenglamaga ega  bo'lamiz.  Bu  differensial  tenglama
uchun{y (&), ya(x), ..., yo(2) }-funksivalar yechim bo'ladi. Lekin (2.6.5)
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differensial tenglama n — 1 -tartibli bo'lgani uchun g (2), y2(z), ..., ya(2)
funksiyalar {a, $intervalda chizigli bog'langan bo'ladi. Bu qarama-qarshilik,
m(z) = pi(x), Yz € (o, 8) ekanligini bildiradi. Xuddi shunday mulohaza
yurgizish orgali
p)'(l') = lﬁJ(*I) i=2

tenglik ham isbotlandi. Shunday gilib fundamental yechimlar sistemasi
{(F.Y.8.) bosh koeffitsiyenti 1 ga leng bo'lgan bir jinsii chizigli differensial
tenglamani yagona aniglaydi.

Endi {2.6.1) differensial tenglamani, uning fundamental yechimlari orqali
qurish mumumnkinligini bayon qilamiz. Aytaylik, ushbu y(x), (), ...y (@)
funksivalar (2.6.1) differensial tenglamaning fundamental yechimlaridan
thorat bo'lsin, ya'ni

n(z)  nle) ynl)
ylx)  gol) 4, (x)

Wiz) =

Aytaylik, 3
differensial tenglamaning ixtiyoriy yechimi bolsin. U holda nshbu

W{y(z), (), . un(x)} =0

tenglik o'rinli bo'ladi, va'ni

y(x) funiksiya biz izlayotgan bir jinsli n-tartibli chizigli

wlz) )
y;(lf) Yal)

yn(I) -y(x}
Y. (2) ¥ (2)

@) BTV @) e (@) Y e

Yy 90N z) (@) ¢ ()

o

i

(2.6.6)

Berilgan (@), y(x), ..., yo(x) funksiyalarni birin ketin (2.6.6) tenglikdagi
y(x) o'rniga qo'yilsa, bu tenglama ayniyatga aylanadi, Bundan ko‘rinadiki,
yi(x). j = 1, n funksiyalar (2.6.6) tenglamaning yechimlaridan iborat bo‘ladi.
Endi {2.6.6) determinantni n + 1-ustun bo‘yicha yoyamiz:

Un (-T)
Yn()

vo(x)

Yol n
2 ()

-1 -1 (n-1)
AV @) y ) ()
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() v2(x) yn{x)
yile) ) . gl
_ . (n 1)(37)

y (a) (’“m )

Wi W) . y£"><w)
y'(x) vaolz) o YL(e)
yiz) ez L (@)

TR N e e dy=0

@) ) )
u"e@) @) . 5

Bu tenglikning ikki tomonini quyidagi

D’l(-’ﬂ) y2('r) e nl2)
yilz)  valE) . (@) — W(z) £0

V() ) e 1)
determinantga bolib, ushbu
™ ()Y = L+ pa(o)y =0

differensial tenglamaga ega bo'lamiz.

Bu yerda

yl(m) UZ(T) yn('r)

IR O (C )

pl(g;) W
D) @) e
y o) ) . W)

J]( ) y’2($) y’n(a:}

_1\n 1(‘13) y”g(-’”) y”n(‘i

() = (Wl) . (2.6.7)

oD@ mod6@) )

M) ) . ()

Mustagil yechish uchun mashglar (8], §15, Nef20-431, W389-400; [21], §12,
M624-630.
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2.7-8. Ostrogradskiy-Liuvill formulasi

Ushbu (), y(x), ..., yo{z) funksiyalar quyidagi

g™ 4 py ()Y

+ 1 (@)Y + pafz)y =0 (2.7.1)

bir jinsli chizigli differensial tenglamaning fundamental yechimlari sistemasini

(F.Y.5) tashkil gilsin.

Bunda quyidagi

Wix) =

R MO RN
(n “(.T) Tj(n I) J{(ﬁn 1}(£)

£0 (27.9)

muncsabat o'rinli. Endi Vronskly determinantining hosilasini hisoblaymiz:

W) = iW( ) =

?1(35) yz( ) ............ ‘yn(.iﬁ)
y (@) Y (x) yo ()
9 (7) ¥3(2) o RCIE
W) B @) )
wlE) aplr) n )
yi(z) yala) o, Ya()
| e
y§””>(x) v ) )
Ua) ™Y (@) )
miz) wlr) Yn(x)
V(@) (@) s Yol




Bu tenglikda oxirgi determinantdan tashgari barcha determinantlarning
givmati nolga teng. Chunki ularning har birida ikkita salr elementlarl bir
xil. Shuning uchun oxirgi tenglik quyidagi ko'rinishni oladi:
u(z) ez} o Ynix)

1 (r) yp(x) oo, Yy, ()
0 . (2.7.3)

w P ) y("” (z) yff‘ Na)
| @) @) . )
Bu yerda oldingi paragrafdagi ushbu

u1(z) yal(z) o Pnl2)
(@) Yp(E) o Un ()

W@ we . w@
formulani inobatga olsak, (2.7.3) tenglik quyidagi

W)

CW(x)

ko‘rinishni oladi. Bu esa o'zgaruvchilari ajraladigan differensial tenglamadir.

miz) = (2.7.4)

Oxirgi (2.7.4) tenglikni integraliab

To
Ostrogradskiy-Liuvill formulasini hosi] qilamiz.
Agar biror 7y £ {a,¥) nugtadea W(rg) = 0 bo'lsa, ¢ holda (2.7.5)
formuladan
Wir)=0. Vzelab)
bo‘lishi kelib chiqadi. Agar biror xp € (a,b) nugtada W(xg) # 0 bo'lsa, u
holda (2.7.5) formuladan
Wiz)#0, Vx & (a,b)

ckanligi kelib chigadi.

2.8-§. Ostragradskiy- Liuvill formulasining tatbiqi (n = 2 bo‘igan
hol)

Aytaylik, ushbu
Y+ pa)y 4 o)y =0 (2.8.1)
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ikkinchi tartibli bir jinsli chizigli differensial fenglamaning bitta nolinas
0 # y1(x) - xususiy yechimi berilgan bo‘lsin. U holda (2.8.1} tenglamaning
yi(x) dan fargli, lekin unga chizighi boglanmagan ikkinchi yo(2) vechimini
topish mumkinligini bayon qilamiz. Faraz qilaylik (2.8.1) differensial
tenglamaning 1y {x) dan farqli ixtivorly yechimi y(x)bo'lsin. U holda y(x) va
y1(ir) vechimlardan tuzilgan Vronskiy determinanti

Wi(z) =

wiz) ylz)
y(z) ¥ (z)

uchun quyidagi
Wir) = W(xp) exp {— ./ 1 (:r:)dx} , c= Wixg) (2.8.2)
Ostragrasiskiv-Liuvill formulasi o'vinli. Endi (2.8.2) tenglikni ushbu
w@ly(e) - o) =com {~ (e} @8y
ko‘rinishda yozib uni ikki tamonini 3115 ga ko'paytirib

d U(‘I") ) 1 = [ m(x)de
— = (e 2.8.4
dx ('yl(f) “Yi2)° (2.84)

differensial tenglamani hosil qilamiz. Oxirgi (2.8.4} differensial tenglamani
integrallab

y(x) = ey (2) + cn(z) f y%a)

formulani topamiz. Bu tenglik orqall aniglangan y{z) funksiya (2.8.1)

e~ fmlode g, (2.8.3)

differcnsial tenglamaning umnmiy yechimini ifodalaydi.

{ishhu
1

ya(z) = () / -yi"(:c)( Ttz g (2.8.6)

funksiya {2.8.1) differensial tenglamaning w(z) dan fargli, unga chizigli

bog'lanmagan yechimini ifodalaydi.
Agar (2.8.1) differensial tenglamada pi(z) =0, va'ni

'+ pa(z)y =0 (2.8.7)
bo'lsa, u holda uning wmumiy yechimi

vle) = eunle) + cnts) [ e (25.8)
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ko‘rinishda bo'ladi. Quyidagi

x) =y1(w)/ﬁ%)dx

funksiya (2.8.7) tenglamaning w(x) dan fargli, lekin unga chizigli
bog‘lanmagan yechimini ifodalaydi. Hagigatan ham:

s n Y1 [ asdr
W{n(@).pele)} = |5, O LG =
N ol gt om

Ayrim adabiyotlarda (2.8.8) formulaga Abel formulasi deb han yuritiladi.
Mustaqil yechish uchun mashglar {21], §12, N631-640; [8], §15,
N636-648.

2.9-§. Abel formulasining umumlashmasi

2.9.1-teorema. Aytaylik 1(z}, w(z), ..., yn_1(z) funksiyalar n > 2 -
tartibli bir jinsli
Lyl =y + p(@)y™ "+ pua(@ly + pulz)y =0 (2.9.1)
chizigli differensial tenglamaning chizigli bog'lanmagan yechimiari bo'lib,
W) = W{n(z),52(x), . v (®)} #0, x €1 =a,}

bo'lsin. U holda (2.9.1) differensial tenglamaning umumiy vechimi

n—1
x) = Z ey {a)+

K, (x
+C‘~n/ Wi‘(()) Lttt g, c; = const, xo,z € [
Ty

ko‘rinishda bo'ladi. Bunda p;(z) € Cla, ], Ki(z,7) =y (x).

(2.9.2)

T) PolT) Yn1(7)
T)l( ) 4alT) oo Yn-1(T)
Ko1(2,7) = | i , n>3.
() 1) e 50
yil@)  wa(®) Yr-1()

Isbot. Yuqoridagi ikkinchi formulaning o'rinli ekanligini ko‘rsatish uchun

yolz) = / Ko “m Mg kit Mgr, (z,29 € I = (a,b)) (2.9.3)
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funksiyani (2.9.1) differensial tenglamani

ng vechimi eckanligini ko‘rsatish

vetarli. Ko (z, 7)~determinantni oxirgi satr clementlari bo'vicha yoyish

natijasida

L[K, o (z, 7)) = 0,

tenglamaga ega ho'lamiz. Hagigatan ham,

(7)) yal7)

Ky (2, 7) = (—1)"

)

ya(7) Ya(7) o

Vrel (2.9.4)

nshbu

Oy

o) i ) e )
Y1) yalT) s e ()
1y () Ya(T) oty () o) + -+
"‘ 3)(7) q" ")(r).: Jffﬁ)(;)
n(r) (1) o Yn2(7)
N Pi{7) (7)o o(T) ()
) 40 e 4P 0)

voylimaning ikki tamouiga L operatorni qo‘llasak, {(2.9.4) differensial tenglama.
kelib chiqadi. Bu esa K, o (x,7) funksiva (2.9.1) differensial tenglamaning
vechimi ekanligini bildiradi. Yugoridagi (2.9.3) tenglik bilan aniglangan ,.(x)
funksiyaning hosilasini hisoblash qiyinchilik fug'dirmaydi.

ynlx) = j

K’ - (iL T) -jp,(r)dr

ik
W2(r) o
I
. (n-2)
Kooy (1)
{n-2) — n=1 A&7/ J mit dtd
we) / Wi(r] " (2.9.5)
]
ol l)( ) - f}h £t - f ()
. (n—1) — -} : 1 _t .
Yn (.’L‘) -ln IVZ(T) - { VV{J‘)’: 0
y(”( ) _f " 1(']" T)G*z.:{m(i)df _ “D](r)e ,—,J:,pl
L o u!2( ) W’(m)

xy
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{2.9.3) va (2.9.5) munosabatlardan foydalanib Liy,(z)] ning giymatini
Lopamiz;
Liga(@)} =9 (@) +pi(@)y " Ha) + .+

AP 1 (2) Y (2) + palz)yn(a) =

/I[hﬂ —1(x, 7 ‘fpl(f)dth
- W2(r)
o

pi(2) ~fo@a iy -Imee o

W{;r:}e o + W(;r.)e o =0, Vel ={(a,b)
(2.9.3) va (2.9.5) tengliklardan ushbu

alg) = ypla) = oo = g P () = 0,y Pamy) = [Wizo)]

boshlang‘ich shartlar kelib chigadi. Bundan foydalanib,

Wy (x), wel2), ... yol2) Hyop, Hodaning qiymatini topamiz:

]’V{y] (SE) yg(l-'), y‘n(x)}lx:xn =

n(ro) wlwo) . yu—i(20) 0
h'(xo) wi(re) .. ynalxz) 0

= .. =1
1 (ze) M wg) - g™ () 0

y ™ Pag) w2V mg) o g U)W ()]

Bundan ko'rinadiki, y1{x)}, ya(). ... yu(z)funksiyalar (2.9.1) differensial
tenglamaning fundamental vechimlari sistemasini tashkil giladi. Shuning
uchun (2.9.2) formula (2.9.1) diffevensial tenglamaning wmumiy yechimini
beradi.

2.9.2-teorema. Faraz qilaylik, y1(z), w{x). ..., y(r)funksivalar (2.9.1)
differensial tenglamaning fundamental yechimlari sistemasidan iborat bo'lsin.
U holda quyidagi

zp(z) = Zakjyj(:r), k=1n ay; = const (2.9.6)
=1
funkstyalar (2.9.1) differensial tenglamaning fundamental yechimlari
sistemasidan iborat bo'lishi uchun

A =det(a)) #0, kj=Tn | (2.9.7)

bo'lishi zarur va vetarli.
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Isbot. L operatorning chizigliligidan va (2.9.6) tenglikdan

n L

Llze(w)] = L[ argy;()] = Y ary Lfy;(@)] = 0
j=1 i=1
kelib chiqadi. Bu csa z(x). 22(2). ..., zp(z)lunksivalar (2.9.1) differensial
tenglamaning yechimlaridan iborat ekanligini ko‘rsatadi. Shuning uchun, bu
z1(x), 2a(x), ..., zo{x) funksivalardan tuzilgan Vronskiy delerminanti

Win(z), 22(x), .., z{2)} #0, Vel

uoldan fargli bo'lishi uchun (2.9.7) shartning bajarilishi sarur va yetarl
ekanligini ko'rsatamiz. Shu magsadda z:.(x), 22{x), ..., z,(2)fimksivalardan
tuzilgan Vronskiy determinanting (2.9.6) tenglikdan fovdalanib hisoblaymiz:

EA m) z9(x) ZH(T)
W(aln), a), @)= 0 A0 sl
2" () z““”( ) AN

Yoarayyi(r) ey o 31 any(n)
p a]jyj (@) i ayy;(x) 2oy anfy (@)

- 3 -
Z, 191 %T (x) E? 1 @2 "/;n )(T) Z?,—lﬂ-njy-ﬁ" )(T-)

a1l g2 .. dip nlr) yilz) . T/E” V ()
_ 91 99 ... Goy i7p) (.‘I,‘) U‘Q (:17) y;n 1 {.r)

’ o IJ

Op1 Qp2 o Opgy 'y“(l) ?.}n(l) v Y {.T)

=det{a )W {1 (). ya(). .. wm@)} = A - W(z)
Bu tenglikda Wi{zx) # 0, r € [ ckanligini e'tiborga olsak
W {z{x), 2{x), ... za()} # O bo'lishi uchun A = det(a;) # 0 bo'lishi

zarir va yetarli.

2.10-8. n-tartibli bir jinsli o‘zgarmas koeflitsiyentli chizigli
differensial tenglama

Agar bir jinsli differensial tenglamaning fiindamental vechimlari sistemasi
(F.Y.5.) ma’lum bo'lsa, u holda uning ixtiyoriy yechimini topish mumkin.
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Beshinchi paragrafda n-tartibli bir jinsli chizigli differensial tenglamaning
F.Y.S ning mavjudligi hagidagi teoremani isbotlagan edik. Lekin F.Y.3 ni -
topish masalasi bilan shug‘ullanmaganmiz.

Mazkur paragrafda, agar n-tartibli bir jinsli chizigli differensial tenglama
o‘rgarmas koeffitsiyenth ho'lsa, n holda uning F.¥Y.S ni topish mumkinligini
ko‘rsatamiz. Ushbu

Lyl =y o™ V4 a1y 4 ey =0 (2.10.1)
differcnsial tenglamani garaymiz. Bu verda a; = const, j = 1,n hagigiy
o‘zgarmas sonlar. (Vzgarmas koeflitsiventli (2.10.1) ko'rinishdagi differensial
tenglamaning mubimligi shundaki, uning F.Y.S ni topish masalasi n-darajali
algebraik tengiamaning ildizlarini o‘rganish masalasiga keltiriladi,

Avvalo (2.10.1} differensial tenglamaning biror xususiy yechimini
y(z) = e, A = const (2.10.2)
ko‘rinishda izlaymiz. Bu funksiyani ketma-ket n-marta differensiallab
yr — /\e/\x’ yu — )‘2!‘“1 EM, y(n.) _ Xn.e,\u;
hosilalarni topamiz. So‘ngra Lfy(z)] ni hisoblaymiz:
Lyl = Le™) = (A" + o)A + o+ anm1)e™ = M(N)e™, (2.10.3)
Bunda, ushbu

M) =X +ad" '+ . +a, A+a, (2.10.4)

n-darajali ko'phadga (2.10.1} differensial tenglaimaning xarakteristik ko'phadi
deyiladi.
Agar biror A = Ay soni {2.10.4) xarakteristik ko‘phadning ildizi, ya'ni

M(A) =0

bo‘lsa, u holda Lle*®] = 0-bo'lib, y(z) = e** funksiya (2.10.1) differensial
tenglamaning xususiy yechimidan iborat bo‘ladi. Bizga algebra. kursidan
ma’lumki,
M()) =0 (2.10.5)
xarakteristik tenglamani n ta ildizi mavjud.
1. Avvalo (2.10.5) xarakteristik tenglama n ta har xil oddiy ildizlarga ega
bo‘lgan holni ko'rib chigamiz. Aniglik uchun ushbu

A Az A3 An (2.10.6)
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soular (2.10.5) xarakteristik tenglamaning har xil M(X;) = 0, 7 = 1,n oddiy
ildizlari, ya'ni M(};) # 0, j = I,n bo'lsin. U holda {2.10.6) ko'rinishdagi
ildizlarga (2.10.1) differinsial tenglamaning

Ag.ﬂ

i (z) =N, m(x) = e ., yolz) = ™" (2.10.7)

ko‘rinishdagi xususty yechimlari mos keladi. Bu yechimlar (2.10.1) differensial
tenglamaning F.Y.S ni tashkil gilishini ko‘rsatamiz. Shu mgasadda (2.10.8)
yechimlardan fuzilgan Vronskly determinantini tuzamiz va uning son
giymatini topamiz:

W {mn (), 12(x), .. yal)} =

y1(x) w(r) . ylx)
yi() wlz) T

V@) W) e )

6'\11 e)\gx e)\“a:
/\16)\11‘ )\26)«21‘ )\ﬂe)\nf
Nileh xg-lghr o An=lghnr
1 1 .1
= eiMrtlet e Al Ao Ag —
n—1 n-1 n-1
Xt oapt o
= oMbt An)e H(A? _ )\j) £40
i)

Algebra kursida oxirgi determinantga Vandermond determinanti deyiladi. U
noldan fargli bo'lishi uchun A; larning har xil bo'lishi zarur va yetarli. Shunday
ailib, agar A; lar har xil bo‘lsa, u holda (2.10.1) differensial tenglamaning

p(x) = &M yo(x) = €, y(z) = e

vechimlari chizigli bog'lanmagan bo'ladi. Shuning uchun ular (2.10.1)
differensial tenglamaning F.Y.5 ni tashkil qiladi. Demak, (2.10.1} differensial
tenglamaning umumiy yechimi

ke

ple) =D ciyile) =D e (2.108)

J=1
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ko‘rinishda ifodalanadi. Bu yerda ¢; = const, j = 1,n- ixiyorly o'zgarmas
sonlar.

Faraz gilaylik, (2.10.5) xarakteristik tenglamaning A = X; ildizlari orasida
kompleks ildizlar ham bo'lsin. Masalan, A = A, = a+¢3, 8 # 0, ¢ = /-1,
Az = a — i bu ildizlarga ushbu

() = M7 =y 4 dug,
yalx) = glo=ifle — 0 Gy,
ko'rinishida kompleks yechimlar mos keladi. Quyidagl

() n(@) + va(z) uz(w):yl(ﬁﬂ)“‘w(fﬂ)

2 ' 21
tengliklar o'rinli bo'lgani uchun, ushbu
w(x) = e cos o, uy(x) = ™ sin fr, (2.10.9)

u{z) va wp(x) funksiyalar ham (2.10.1) differensial tenglamaning
vechimlaridan iborat bo'ladi.

Endi  {y(2), p2(x), .,y {2)}=FY.S da (2.10.5) xarakteristik
tenglamaning kompleks ildizlariga mos keluvehi har bir g (2), y2{x) kompleks
qo'shma vechimlari juftliklarini w(z), wo(x) haqiqiy yechimlari juftligi
bilan almashtiramiz. Shu bilan bir gatorda y;{x) = %" ko'rinishidagi haqiqiy
yechimlarini u;(z) = y;(«) deb olamiz. Natijada (2.10.1} differensiai tenglama
wi), ua(x).. . us(x)- hagiqiy yechimlarga ega bo'ladi. Bu yechimlarning
ixtiyoriy ¥{zi,z2} C R intervalda chizigli erkli ekanligini ko‘rsatamiz.

Farag qilaylik, biror by, by, ..., b, sonlar uchan nshbu

byuy () + bous() + ... + byuy,(z) =0,¥(2,29) C R

tenglik  orinli  bho'lsin.  Bu  yerda  wi(x), we(x)...us(z)larni
y(x), ya(2), ..., yu(2) lar bilan almashtirib,

dig (%) + dago() + . + ) =0

muncsabatni hosil gilamiz. Bunda d; = tﬁ%@ dy = Q;+ng va xuddi
shuningdek, yap_1(2), yop(x)- kompleks qo'shma juftlik uchun dyp v, dp;
haqiqiy #1(z) uchun esa w, = ¥,, d, = b,deb olamiz. Agar birorta b; # 0
bo'lsa, u holda dy # 0 topilib, yi(x), y2(x), ..., yn(x) funksiyalar chiziqli
bog'lig bo'ladi. Bu esa (2.10.5) xarakteristik tenglamani har xil ildizlariga mos
keluvchi g (2), y2(z), ..., yu{x) vechimlarining chizigli bog'lanmaganligiga 7id.
Shuning uchun barcha b; = 0, j = I, n bo'lib, uy(z), ua(z). . . u,(z)ycchimlar
chizigli bog‘lanmagan bo‘ladi.
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Shunday qilib, (2.10.5) xarakteristik tenglamaning oddiy A; ildizlariga
haqiqly funksivalardan tashkil topgan F.Y.S mavjud ekan. Xarakveristik
tenglamaning har bir hagiqiy A; ildizlariga e®ko'rinishdagi funksiyalar va
uning go‘shma kompleks A = a+i3, 3 # 0ildizlariga csa e cos 8z, e sin Sz
ko'rinishdagi funksiyalar (2.10.1) differcnsial tenglamaning F.Y.S ni tashkil
giladi.

2. Karrali ildizlar holi. Avvaio y(x) = zPe'* pa nisbatan, (2.10.1)
tenglamaning chap tomonidagi Lly] ifodaning giymatini hisoblaymiz. Bu yerda
p 2 0 - butun son.

2.10.1-teorema. Agar A soni (2.10.5) xarakteristik tenglamaning k
karrali 1ldizi holsa, u holda

s 0, p<k-1
Llzte] = ¢ 7 2.10.10
[If’ ] { (dufm-P-d]Im 1+ +d-m)€}d, p>k ( ()

munosabat o'rinli bo'ladi. Bu yerda dy #£0, m=p—=%
Isbot. Teoremani ishotlashdan oldin quyidagl

Lyl =v" + a1y + o/ +azy =0 (2.10.11)

)\1‘]

xususty hol uchun L|zPe ifodani hisoblaymiz. Buning uchun quyidagi

(xPe??) = er(prPt + AzP),

(xpe/\x) P'\I( (p*].)lp 2+2,\p_k,p l+)\zrp)

(xPer)” = e*(3Ap(p — 1)z# 2+ 3X%px?~1 + p(p — 1)(p — 2)aP 3 + A%2?)
sodda tengliklardan foydalanib, ushbu

LizPe™] = ™ (3Ap(p — 1)2™ % + 3A%pzP 1 + plp — 1)(p — 2)27~ + NaP)+
+a1e*(p{p — 1)aP 2 4 22paP 1+ N22P) + ape{prF ! + Aa?) agx”e*x =
= MM (N MM pgr-1 4 Mg, yr-2
5 - (e oy,

va'ni
e MO,
Liz?e™| = e [M{A)xP + —r T Ptk

”( ot — o2 4 20 w{)‘] plp — Dip - 2)2~°]

formulani topamiz.
1. Aytaylik A = Apsoni, ushbu

(2.10.12)

M) = X+ A’ + ag) + ag
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xarakteristik ko'phadning k=2 ikki karrali ildizi, ya'ni
MOAN=0,M"(A)=0,M"(X) #0
bo‘isin. Bu holda (2.10.12) tenglikdan

0, p<1
L{zPe™] = { T M"()), p=2
e)‘“m[% M"(Ag)z—2 +- %ﬁp(p - Dip— 2):1?}’”3]., p>3

munosabatga ega bolamiz. Demak, Ag ikki karrali ildizga (2.10.11)
tenglamaning

/\03: /\n;.C

e ze

xususiy yechimlari mes keladi.
2. Avtaylik, A = Xy soni M(\,) = 0 xarakteristik tenglamaning uch karrali
ildizi, ya'ni

MiAg) =0, M'(Ag) = 0, M"(Ag) = 0, M"(Xg) # 0,

bo'lsin. Garalayolgan holda (2.10.12) formuladan foydalanib,

, 0, p<2
L I,L.iﬂe)*o-r] — . ATy R
[ { M pp — (p - 270, p>3

tenglikni olamiz. Demak, uch karrali ildiz holiga (2.10.11} differensial
tenglamaning

A

. o:r? Ie/\gm’ ;,}Z Apx

e
ko‘rinishdagi xususiy yechimlariga ega bo'lamiz,
2.10.1-Lemma. Ushbu
Lif(z)e™] = (F(z)e™)™ + ay(flz)e?) "V + .
Fan1(f(2)e™) + an(f(2)e™) =

— E’/\x[ﬁff(h}f(l‘) + *Mr;(’)\) )+ (2.1013)
M"(A) M(;‘}(J\)

+—2!—f”(;n) + .+ Tf("){ar)]

ayniyat o‘rinli. Bu yerda f(x) € C™(R).
Isbot. Aynivatni isbotlash uchun Leybnisning ushbu
(w0)™ = yWy + Cru Dy | CRu " 4
+ Oy 4 )
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formulasidan foydalanamiz:
£ f(2) = € (a),
(e "Tf( 1y = \e“f(r) + ety (&) = (A flx )+ flz)),
( ( ))JI )\2 "‘If(:c) + )\Chf ( ) + }\C’\If'[l‘) + E}‘If"[ ) —
= MO L (x) + f1(@)) = M+ B Sy,

(™ (@)™ = A2 (X° () + B () + .+ D02 plEd )
ry(n}
+.. +(” F5 ).

Bu tengliklarni mos ravishda ajlargd ko paytirib, quyidagi

€™ f(2) = a,e™ f(z)
tn 1(e* f(2)) = @y 1™ (AF( )+f’(£))
n_2(€ )ucf D) =, QEM()\zf + ( f’ + ()\) fﬂ)

(e F (@) = W @) + XL () + .+ B8 pB )y
o O o)

munosabatlarni hosil gilamiz. Oxirgl tengliklarni hadlab qo‘shish natijasida

ushhu
Lie* fla)] = (€M f(x)™ + a(e?® f(z) D + ..+
a1 (A (@) + an(e f(2)) =
= e/\ﬂ‘.[(Aﬂ + (]!.]A"'_1 + ...+ (1.”_]}\ + a;.;)f(l’)‘k
+()\"+t11/\ﬂ‘]+i-‘-+an—1f\+ﬂ-n)l flla) + ..+

+(,\"+n.1)\“‘1+-;;‘””‘1')"HI"')(R)f(n)(‘?;)] =

= M) + 250 () + o 2P O )
o M ) ()]

formulani olamiz.
2.10.1-natija. Agar f(r} = z"ko‘rinishda bo'lsa, u holda (2.10.13)

ayniyat quyidagl ko'rinishga keladi:
L{zPe*®) = eM[M(X)xF + ——Ml(,)\)p;r:p"l 4.+
MEN) \ ek ) (2.10.14)
+ 55 plp = 1 p =k + D2 4+ L+ MP(A))
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Agar p =0 bo'lsa u holda
Lie*] = e M(X) (2.10.15)

tenglikka ega bo'lamiz.
2.10.1-natijadan teoremaning isboti kelib chiqadi. Aytaylik, X soni (2.10.5)
xarakteristik tenglamaning k karrali ildizi, ya'ni

M) =0, M'(X) = 0,..., M% V() =0, MB(X) #0
bo'lsin. U holda {2.10.14) formuladan

pwev) = { P
FIN il = (%
MM — 1) (p - 2).(p—k+ e F + . p 2 k

]
(2.10.16)
munosabat kelib chigadi,
Demak (2.10.5) xarakteristik tenglamaning k karrali A ildiziga (2.10.1)
differensial tenglamaning

eijxe/\m. 5'326’.)\'1., . ,xkfle)\a:

ko‘rinishdagi xususiy vechimliar mos kelar ckan.
Faraz qgilaylik,

MA) =X+ X+ +aph+a, =0

xarakteristik tenglama Aq, Ao, ..., A; har xil ildizlarga ega bo‘lib, ular mos
ravishda my, ma, ..., my, [y + mp + ...+ m, = n) karrali bo'lsin.

2.10.2-teorema. 1) M (A} = 0 xarakteristik tenglamaning mkarvali A
ildiziga (2.10.1) differensial tenglamaning m;, ta

eMT peT pleM , g M (2.10.17)

xususiy yvechimi mos keladi.
2) Ushbu

{e’\"'”:, ze™T gpleMT , zrm""le)"‘z}, k=1n

ko‘rinishdagi barcha yechimlar (2.10.1) differensial tenglamaning F.Y.S ni
tashkil qiladi.

Isbot. 1) Agar (2.10.18) tenglikda p = my — 1 deb, Ay xarakteristik
tenglamaning mykarrali ildizi ekanligini e’tiborga olsak, (2.10.17) funksiyalar
(2.10.1) differensial tenglamaning vechimi bo'lishiga ishonch hosi) gllamiz.
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2} A soni M (A} = 0 tenglamaning my, karrali ildizi bo‘lgani uchun ushbu

6'\11‘,.’]36)\1‘”, . xml—le}qx
e)\'zw\ICAQJL” J:'nruwl Akl
......................................... (2.10.18)
e'\”, Ie/\kx’ e i 16,/\;&"

k=1,2,3,..n
funksivalar, (2.10.1) differensial tenglamaning my, ta xususiy yechimlaridan
iborat bo‘ladi. Bundan tashqari ular (2.10.1) differcnsial tenglamaning F.Y.S
ni tashkil gilishini ham ko‘rsatish mumlkin.
Faraz qilaylik, (2.10.18) ko'rinishdagi vyechimlar chizigli bog‘langan
bo'lsin, U holda

I3
Z(Aé’) -+ Ag’")x 4.+ Airizflxmrﬁl)e'\”f _ U,

=1

ya'ni
S Pz)et =0 (2.10.19)

tenglikni garaymiz. Bu verda A_g-r) = const, P.{z) ko'phadni kamida bitta
koeffitsiyenti noldan fargli. (2.10.19) tenglikni quydagi

Piz) 3 Ra)et i = 0

r=2

ko'rinishda yozib olamiz va uni w2y marta differensiallab, ushbu

%
D Qua)et T =0 (2.10.20)
r—2

munosabatni  topamiz. Bunda @,.(x) nolga teng bo'lmagan ko‘phad.

Yugoridagi jarayonni davom ettirsak, quvidagi

Rr(m)e(’\f_)‘"‘)" =0

tenglik hosil bo‘ladi. Bunday bo'lishi mumkin emas. Chunki e—A--1)5 £
0. R:(x)csa noldan farqli koecffitsiyentga cga ho‘lgan ko‘phad. Shuning
uchun R, (z}) # 0, x ¢ (r;,z) ¢ [ DBundan ecsa yuqgoridagi n
ta yechimlarning chizigli bog'lanmaganligi kelib chiqadi. Demak, (2.10.18)
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ko‘rinishdagi funksiyalar (2.10.1) differensial tenglamaning 1".Y.S ni tashkil
qilar ckan.
2.10.2-natija. Ayteylik, M{A)= 0 xarakteristik tenglama ky, ks, ..., &,
karrali Ay, Agy oy A (M E N, T <m < n)(ky+ ka4 ...+ ky = n) har xil
ildizlarga ega bo'lsin. U holda (2.10.1) differensial tenglamaning ixtivoriy
vechimi
y(z) = Pi(2)eM® + Po(x)e™ + .+ Pu{x)e?®

korinishda bo'ladi. Bunday ko‘rinishdagi funksiya {(2.10.1) differensial
tenglamaning yechimidan iborat ho‘ladi.

Bu verda
Py(z) = C{ +Cle+ ..+ CL 2%

k;—1 darajali ko'phad bo'lib, uning Cf \ Cg, e Cirl kocflitsiventlari ixtiyoriy
o‘zgarmas sonlar. Yuqoridagi tasdiqni quyidagicha ham bayon qilish mumkin.
2.10.2-lemma. Agar ushbu

Py(x)e™® + Py(2)e™® + ... + Pplr)e™® =0,Yz € R (2.10.21)

tenglik ixtiyoriy Vx € R lar uchun hajarilsa, u lholda barcha
Py (x), Pa(z), ..., B(x) ko'phadlarning koeffitsiyentlari nolga teng bo‘ladi. Bu
yorda Aj, Ag, ..., Ay lar xarakteristik tenglamaning ky, ks, ..., km karrall har xil
ildizlari.

Isbot. Lemmani isbotlash jarayonida matematik induksiva usulidan
foydalanamiz. m = 1 holda 2.10.2-lemmani ishoti ravshan.

Avtayiik, m — 1 nchun 2.10.2-lemma o'rinll bo'lsin. ¥m > 1 uchun 2.10.2-
lemmani ishotlaymiz. Buning uchun quyidagi

Pi(z)+ Y Plz)e™ e =g

k=2

tenglikni garaymiz. Bunda P(x) ko'phadning darajasi N. Shuning uchun
bu tenglikni {N + 1) marta differensiallab

m

D [Prlz)e (VD — (2.10.22)
k=2

tenglikni topamiz. Chunki P¥ "0 (2) = 0. Yugoridagi (2.10.24) tenglikni

Z Qk(x)e(zh—,\z) -0
k=2
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ko‘rinishda vozish mumkin, Bu yerda @ (x) ko'phadning darajasi Py(x) ning
darajasi bilan bir xil, chunki Ap — A1 # 0, & = 2, m. Induksiya shartiga
ko'ra Qx(z) = 0,Vk = 2, m. Bundan csa F(z) = 0,¥k = 2,m kelib chigadi.
U holda Pi(z) = 0 bo'ladi. Bu esa (2.10.23) dagl Pi(x), Po(2), ..., Pu(z)
ko'phadlarning barcha koeflitsiventlari noldan iborat ekanligini ko‘rsatadi.
Shunday gilib, (2.10.1) dilferensial tenglamaning umumiy yechimini

k
y(z) = 3 Qulz)e™” (2.10.23)
r=1

ko'rinishda yozish mumkin. Bu yerda @,(x), m, — 1 darajali ko'phad bo'lib,
uning koeffitsiventi ixtiyoriy o‘zgarmas sonlardan iborat. (2.10.23) tenglikdagi
o'zgarmaslarning soni my + my + ... + my, = n tenglikni ganoatlantiradi.

2. Agar M(A) = A ta A L+ ta, 1A+ a, = 0 xarakteristik tenglama
r karrali A = @+ 48, # # 0 ko'rinishdagi kompleks ildisga ega bo'lsa, n holda
bu ildizga (2.10.1) differensial tenglamaning

glatiiz golavid)z gr—lglatid)s {2.10.24)

ko‘rinishdagi yechimlari mos keladi. Eyler formulasiga ko'ra
el tB7 = 0%(cos Ax + isin fx)

tenglikni yozish mumkin. (2.10.24) yechimlarning haqigly va mavhmmn
qismlarini ajratib quyidagi 2r ta haqgiqiy yechimlarini hosil gilamiz:

€ cos B, e cos Bz, ..., 7 e cos Bz, (2.10.25)
e™ sin Sz, ze®sin Bz, .., x" e sin B

M(X) = 0 xarakteristik tenglamaning r karrali qo‘shma kompleks X = o —
1/ ildiziga ham (2.10.25) ko‘rinishdagi chizigli bog'lanmagan yechimlar mos
keladi.

Shunday qilib, xarakteristik tenglamaning r karrali kompleks ildiziga
(2.10.1) differensial tenglamaning (2.10.25) ko‘rinishdagi 2r ta haqgiqiy
yechimlari mos keladi,

Mustagil yechish uchun mashglar [8f, §15, Xe432-458; [21], §11,
Ne511-531.

2.11-8. Eyler tenglamasi

Ushbu

2y a4+ ey ey =0 (2.11.1}
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ko‘rinishdagi differensial tenglamaga Eyler tenglainasi deyiladi. Bu yerda a; =
const, j = 1,n. Bu differensial tenglamani

z=¢ (2.11.2)

almashtirish yordamida n-tartibli bir jinsli o‘zgarmas koeffitsientli differensial
tenglamaga keltirish mumkin. Hagigatan ham, (2.11.2) almashtirish (2.11.1)
differensial tenglamaning tartibini va chizigliligini saglab goladi. Quyidagi
hisoblashlarni bajaramiz:

de , dt —

a# Sl ©
,zdy dy dt dye" e‘tfig
dr  df dx  dt dt’
_dy  dy
¢, @Y _ 4y
my = e =

”=d_g:i(dy) d(dy dt
dz?  dxdx dt‘dz'dzr

_d . -

1 (6 t_y) 2t(dt2 E‘.}t!’

_Etv—it 42 ¢ _ & ¢
By = e (Ty- ) =5y &,

= — o W B 4+ )
T y{’“) = 6’“ *“(al% oSt 4 el
=Y ¥+ agﬁ + .+ akfid—';ii.
Bu yerda o, 0, ..., 0 o'zgarmas sonlar. Topilgan (2.11.3) formulalardan

B

(2.11.3)

foydalanib (2.11.1) differensial tenglamani quyidagi

d™y d" 1y dy

—+bh b b 0 2114

dt“+ldt"'1+ +n1d+ny ( )
ko'rinishda yozish mumkin. Bunda b; - o‘zgarmas sonlar. Oxirgi (2.11.4)
differensial tenglamaning xususiy yechimlari y(t) = € almashtirish

yordamida topiladi. _
Berilgan (2.11.1) differensial tenglamaning xususiy yechimlarini ushbu

y(z) = z* (2.11.5)
almashtirish yordamida topish mumbkin.
Quyidagi
y.r — kmk_l ,
Y = k(k - L)z*?,
y™ = k(k - 1)...(k —n + 1)aF"
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hosilalarni (2.11.1) differensial tenglamaga qo‘yib

k(k— 1)k —2)..(k—n+ 1)+

(2.11.6)
alk(k — I)UC —n+ 2) + ..t an 1k+a,=0

algebraik tenglamani hosil qilamiz. Bu algebraik tenglamaga (2.11.1)
differensial tenglamaning xarakteristik tenglamasi deyiladi va u (2.11.4)
differensial tenglamaning xarakteristik tenglamasi bilan mos tushadi.

1. Agar (2.11.6) xarakteristik tenglamaning ildizlari ki, ks, ..., k, haqiqgiy
va, har xil bolsa, u holda (2.11.1) Eyler differensial tenglamasining umumiy
yechimi

y(z) = Crz™ + Coz** + . + Cra®™ (2.11.7)
ko‘rinishda bo‘ladi.

2. Agar (2.11.6) xarakteristik tenglama ky, ko, ..., &, har xil ildizlarga ega
boflib, ular 1,73, ..., Ty karrali (r; + 7 + ... + 7, = n) bo‘lsa, u holda (2.11.1)
Eyler differensial tenglamasining umumiy yechimi

y(z) = P(lnz)e™ + 2" P(lnz) + ... + 27 Pi(Inz) {2.11.8)

ko‘rinishda bo‘ladi. Bu yerda P;(f),t = Inz ixtiyoriy r; — 1 darajali ko‘phad.

3. Agar (2.11.6) xarakteristik tenglama k = o + 18,8 # 0 ko'rinishdagi
r karrali kompleks ildizga ega bo'lsa, u holda (2.11.1) Eyler differensial
tenglamasi uchun ushbuy

2*cos(SInz), 2*(Inz) cos(B Inz), ..., 2%(Inz)" ! cos(Blnz)
z%sin{B1Inz), r%(lnz)sin(BInz), ..., z%(Inz)" ! sin(8In r)

funksiyalar xususiy yechim bo‘ladi.
Mustagil yechish uchun mashglar {8], §15, N618-627, 628-635;
[21], §11, Ne589-600.

2.12-§. n-tartibli bir jinsli bo‘lmagan chiziqli differersial
tenglama

Ushbu

Liyl = ¢™ + pu(@)y"™ D 4 4 a2+ pale)y = fl2) (2120
bir jinsli bo'lmagan differensial tenglamani garaylik. Shu bilan bir gatorda

quyidagi

Lly) = ¢ + pu(e)y™ V + ... + paa(@)y + pola)y = 0 (2.12.2)
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bir jinsli differensial tenglamani ham garsymiz. Bu yverda
Pi(z), f(z) € Cla, 4,7 =1)n.

(2.12.3)
2.12.1-teorema. Agar y(z),1(z),....yu(z) [funksiyalar (2.12.2)
(
(

differensial tenglamaning F.Y.S dan iborat bo'lib, y(x) funksiya (2.12.1)
differensial tenglamaning birorta xususiy yechimi bo‘lsa, u holda (2.12.1)
differensial tenglamaning ixtiyoriy yechimi

y(z) = y(z) + Z Ciy;(z) (2.12.4)

ko'rinishda bo‘ladi. Bunda C; = const ixtiyoriy o‘zgarmas sonlar.
Isbot. Ushbu

2(2) = y(z) — y(=)

ayirmani qaraymiz. Teorema shartiga ko‘ra

Liy) = f(=), Lly] = f(z)
munosabatlar o‘rinli. Bu tangliklardan foydalanib Llz] ifodaning qiymatini
hisoblaymiz:
Liz} = Liy(z) — y(=)) = Lly] - Lg) = f(z) — fla} = 0.
Bundan o'z navbatida z(x) funksiya (2.12.2) differensial tenglamaning yechimi

ekanligi kelib chiqadi. Shuning uchun z{z) funksiya (2.12.2) bir jinsli
differensial tenglamaning {y1(z), yo(2), ..., yu(x)} F.Y.S orqali ifodalanadi:

2z} = Zijj(a:), O = const. (2.12.5)
i=1
(2.12.4) va (2.12.5) tengliklardan ushbu

y(z) = y(z) + > Cu;(z)

j=1
tasvir kelib chiqadi.

1. Xususiy yechimni topishning Koshi usuli

Endi, (2.12.1) bir jinsli bo'lmagan differensial tenglamaning §(x)- xususiy
yechimini topish bilan shug‘ullanamiz.
2.12.1-ta’rif. Quyidagi
1) L;[K(x,1)] =0,
2 Kz, 1) lomt = KLz, ) Jomt = oo = K2, ) fot =0,
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Ki ' z,) o= = 1,1 € (@,b) C R (2.12.7)

shartlarni qanoétlantiruvchi K{x,t) funksiyaga (2.12.2) bir jinsli differensial
tenglamaning Koshi funksiyasi deyiladi. Bu yerda

-1

%(K(‘T‘t)) + PI(CC)%(K((E, t)) + ...+

L K{(z,t)] =
+Pn_1(a:)£c-(K(:r,t)) + B(x)K(x,t).

Yechimning mavjudligi va yagonaligi haqidagi Koshi teoremasiga asosan
(2.12.2) differensial tenglamaning Koshi funksiyvasi mavjud va yagonadir.

Aytaylik, K(z,t) (2.12.2) bir jinsli differensial tenglamaning Koshi
funksiyasi bo‘lsin. Agar yy (), yo{x), ..., yn(z} funksiyalar (2.12.2} differensial
tenglamaning F.Y.Sini tashkil gilsa, u holda quyidagi

K{z,t) = Cign(z) + Coga(z) + ... + Crynlx) (2.12.8)

tasvir o‘rinli bo‘ladi. Bu (2.12.8) funksiyani (2.12.7) boshlang‘ich shartlarga
qo'yib C; - o‘zgarmaslarning giymatini topamiz:

Cy =W t) - Wy(t), =T, (2.12.9)

Bu yerda W({t} - Vronskiy determinanti, W,;(t) esa y;(t) elementning
algebraik to'ldiruvchisi. Shunday qilib, (2.12.8) va (2.12.9) tengliklardan
K (z,t) Koshi funksiyasining aniq ko‘rinishini topamiz:

K(z,t) = W) > Wi(t) - (). (2.12.10)
-1

2.12.2-teorema. Agar K(r,t) funksiya (2.12.2) differensial
tenglamaning Koshi funksiyasi bo‘lsa, u holda ushbu

7(z) — f K(z, B)f (£)dt (212.11)
To
funksiya (2.12.1) differensial tenglamaning

¥(@o) = ¥ (x0) = ... = T (zo) (2.12.12)

boshlang'ich shartlarni ganoatlantiruvehi xususiy yechimi bo‘ladi.
Isbot. Yugoridagi (2.12.11) tenglikni ketma-ket n marta differensiallasak
va (2.12.7) boshlang‘ich shartlardan foydalansak quyidagi

§(@) = K(a)f@) + [ " K, )5 (t)dt — / " K, t)f (1)t
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-7 (2) = Ko(w, ) = f(2) + [, Kol t) f(t)dt =
= [° KU, (x,0) f(t)dt (2.12.13)

7 (z) = ﬁ;a”jé;f”f() j=Tn-1,
7 (2) = [ TKZY f(4)dt + f()

Iy

munosabatlarga ega bo‘lamiz. Bu tasvirlardan g(z) funksiya (2.12.12)
boshlang‘ich shartlarni  qanoatlantirishi  kelib chigadi. Endi (2.12.11)
va (2.12.13) tasvirlardan foydalanib g(z) funksiya (2.12.1) differinsial
tenglamaning xususly yechimi ekanligini ko'reatamiz:

Ligl = g™ + Pi(z)f™ "V + ...+ Par(2)F + Pulz)y =

LK (z,t)

[ K(“ t)f(t ydt + Py(x )fo(t)dt+...

= f@)+

Zn

Pt [ 2 pwa
z) / K(z, )f(t)dt = f(z)+

" f [Lgif’“ + Pz )————K“ 20N
K(z,t)

e + Po(x)K(x, ) f(t)dt

+Pn—1($)a

= fab+ [ LK@ 0170 = f(z).

Shunday qilib, (2.12.1) differensial tenglamaning umumiy yechimi uchun
quyidagi

) = §j@mx /[ 1®Z)ﬂﬂm@q()t (21214

Koshi formulasi o‘rinli bo‘lar ekan.
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2. n-tartibli bir jinsi bo‘lmagan chiziqli differensial
tenglamaning yechimini topishning Lagranj usuli

Agar (2.12.2) bir jinsli differensial tenglamaning n{z), yo(z), ..., yu()
F.Y.S malum ho'lsa, u holda (2.12.1) bir jinsli bo‘lmagan differensial
tenglamaning umumiy yechimini Lagranj (o‘zgarmasnl variyatsiyalash)
usulidan foydalanib topish mumkin. Buning uchun {2.12.1) bir jinsli
bo‘lmagan differensial tenglamaning umumiy yechimini ushbu

Z Cilzyy(z) . (2.12.15)

ko‘rinishda izlaymiz. Bu yerda C; (m)— hozircha noma’lum funksiyalar. Endi,
C;(x) funksiyatarni shunday tanlaymizki, natijada quyidagi
(@) = Cula)”(2) + Cola)yd () + .
+Ca(z)y (2), i =T,n—1
Cila)y (@) + Gy (@) + .
+CH ()P (x) =0, =0, n — 2.

Tl

(2.12.16')

(2.12.16)

munosabatlar bajarilsin.Ushbu yW(z),j = 0O,n hosilalarning (2.12.16")
ifodalarini (2.12.1) differensial tenglamaga qo‘yib, d (z),7 = 1,n larga
nisbatan, yana bir tenglamani olamiz:

Ci@m” V(@) + Cyas @)+ + Cpoh Ve
+C1{z) L] + Co(x)Lige] + ... + Calz) Liy] = f(z)-
Bunda 4 (z), y2(z), ..., yn(z) funksiyalar (2.12.2) differensial tenglamaning

yechimlari bo'lgant uchun L] = 0,Llys] = 0,...,L[y,] = 0 munosabatlar
o'rindi bo'ladi. Shuning uchun {2.12.17} tenglik quyidagi ko‘rinishga keladi:

(2.12.17)

@)y V(@) + o)l V@) + .+ @)y (@) = f(z). (2.12.18)
Hosil bo'lgan (2.12.16), (2.12.18) algebraik tenglamalar sistemasidan
C;(:r), j = TI,n larni topish mumkin. Bu sistemaning asosiy

determinanti 11 {x), yo(z), ., yn(x) TFY.S dan tuzilgan vronskiyan
Wi(z) = W{pn(z),y(z),....y.(z)} # 0 bilan bir xil. Kramer qoidasiga
asosan quyidagi

Cilz} = W (z) W (2)f (),

Cylax) = W (2)Waa(z) £ (z),



tengliklarga ega bo‘lamiz. W~{(z}, f(z) va W,;{z),5 = 1, n funksiyalarning
uzluksizligidan

Ci{z) =d; + / WL (2) Wo(z) f(z)dz,§ =T, n (2.12.19)

formulaga ega bo‘lamiz. Bu yerdagi integral ushbu, WH{z)Wy,{z)f(z)
funksiyaning hoshlang‘ichi, ya'ni

(/ W‘l(xJan(w)f(:v_)) = W (@)W (@) (),

d;,j = 1,m-ixtiyoriy o‘zgarmas sonlar. {2.12.19) tenglik orqali topilgan
Ci(z),i = T,n larni (2.12.15) formulaga go‘yib, (2.12.1) differensial
tenglamaning umumiy yechimini topamiz:

y(z) =Y dy{) +/W_1($) > Wajla) flz)dz. (2.12.20)
=1 i1 -

Mustaqgil yechish uchun mashglar [8}, §15, N653-666, 628-635;
[21], §11, Me575-580.

2.13-§.  Ba’zi o‘zgarmas koeffitsiyentli chiziqli bir jinsli bo‘lmagan
differensial tenglamalar
I. Bir jinsli bo'lmagan ushbu
Lyl = o™ + ay™ V4 . 4 an 1y + any = Pu(z)e”* (2.13.1)
ko'rinishdagi chiziqli differensial tenglama berilgan bo'lsin. Bu yerda
Pulz) = Boz™ + P 2™ Y 4+ Pl + By, m2 0, (2.13.2)

a; = const, j = 1,n; P; = const, j = 0, m;- pu = const berilgan sonlar.
1-hol. Aytaylik, s soni ushbu

M) = A"+ a A" + .+ ap A+ an (2.13.3)

xarakteristik tenglamaning ildizi bo‘lmasin, ya'ni M (1) # 0 bo‘lsin. Bu holda
(2.13.1) differensial tenglamaning xususiy yechimini

¥(z) = Qum(x)e"* (2.13.4)
ko'rinishda izlaymiz. Bunda

Qm = gma™ + g™+ o+ (T + go (2.13.5)
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qo, 91, .., ¢m-hozircha noma’lum sonlar.

Shartga ko'ra, M{p} # 0 bo‘lgani uchun g;,j = 0, m sonlarni shunday
tanlaymizki, natijada quyidagi -
L{Qnm(2)e] = Pp{x)e”,
va'ni
e L[Q(a)e™] = Pulz) (2.136)
munosabat bajarilsin.
Oldingi paragrafdagi (2.10.14), ya'ni ushbu
LlaPerr] = e [M(A)a? + L Rlpgr-1 4 4
+HO pp 1), {p — k + Va7t + .+ MP)]
formulaga ascsan (2.13.6) tenglikning chap tomonini hisoblaymiz:
e M L[QeM] = e * L[{gmx™ + ... + qo)e*"] =
= ¢7Hq, Llx™e!| + e gy, Llz™ 1] + .+
M)
1

(2.13.7)

+e " g Le"] = gu{M(p)z™ + ——ma™ ' + ..+

MW — 1), (m = k 4+ 1)z L+ M™ ()}
tgmo {M(p)amt 4 My — 1yam2 4 M D ()}
+a{M )z + M' (1)} + @M (u) .

Yuqoridagi {2.13.6) tenglikka ko‘ra, ushbu

M ()a™ + [ mgy + g M ()2 + ..+
HamM () + g a MO () + .+ @ M) + oM ()} =
=Pna™ + Ppoiz™ V4 .+ P
munosabatga ega bo‘lamiz. Bu ko‘phadlarning tengligidan foydalanib, . g;-
noma’lumlarga nishatan, quyidagi tenglamalar sistemasini hosil gilamiz:

qu(u') = £,
Gm-1M (1) + guM'(pym = Pn_1,

(2.13.8)
M) + @M () + .. + G M () + g M™ (p) = R
Bu sistemaning asosiy determinantini hisoblaymiz:
0 0 0 M(p)
0 0 . M@ mM)
A=| .. . = [M(u)]™ #0.

0 MG .. MOUD() MED()
M) M) . MO0 M)
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Shuning uchun bu tenglainalar sistemasining yagona yechimi mavjud. Endi
(2.13.8) sistemani yechib ¢, larni aniqlaymiz:
P

dm = HE'L):
m—1 Pm
9m—1 = 3y — [;4“(#)}2 - M (), (2.13.9)

Demak, qaralayotgan holda (M (p) # 0) (2.13.4) ko‘rinishdagi yechimning
tarkibidagi barcha ¢; noma'lumlar (2.13.9) formulalar orqali yagona
aniglanadi.

2-hol. Aytaylik, A = g soni {2.13.3) xarakteristik tenglamaning r karrali
itdizi, ya'ni

M{p) =0, M'(p) =0,..., MO V() =0, MO () # 0. (2.13.10} |,

o‘rinli bo'lsin. U holda, (2.13.7} formula ushbu

Liz™e#) = eﬂw[wm(m—1)...(m—k+1)xm-"+...+M(m}(p)] (2.13.11)

ko‘rinishni oladi. Bu tenglikning o‘ng tomoni {m — r)-darajali ko‘phaddan
iborat. Shuning uchun (2.13.1} differensial tenglamaning xususiy yechimini

Y(#) = 2" Qu(1)e* = e [gnd™ ™ + g™ + L+ gz (2.13.12)

ko'rinishda izlaymiz. (2.13.12) tenglik orqali aniglangan y(z) funksiyani
(2.13.1) differensial tenglamaga qo'yib ¢;,j = G, nomalumlarni shunday
tantaymizki, natijada quyidagi

e L[1" Quu(z)e"] = Pon(2) (2.13.13)

munosabat o‘rinli bolsin. Bu tenglikni chap tomeonini {2.13.10) va (2.13.11)
munosabatdan foydalanih hisoblash mumkin:

e P L[ Qu()e"] = gu{CTH ™M) (1) +
CrATgm-I M) 4+ MU () L4
g {C7 12 LR () + (213.14)
Cﬁtrﬁlxm—zM(r+I)(u)+___+M(r+m—1)('u)}+.__
+q{CTH e M (1) + M)} + g (p).
(2.13.14) wva (2.13.13) tengliklarning o'ng tomonlarini tenglashtirib,

Q0+ G1, ..» ¢, DOma’lumlarga nisbatan quyidagi algebraik tenglamalar
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sistemasini keltirib chiqaramiz:

Cr MO (1) g = P,
C;n+r—1M(r)(u)qm_l + Cﬂ-éirM(rH)(M)qm _ Pm—lg

(2.13.15)

Bu sistemaning asosiy determinanti
A= CT+TC':,H+T_1...CI [M(T)(p/)]m+1 ?é 0

bo‘lgani uchun, u yagona yechimga ega bo‘ladi.

Shunday qilib, agar A = g soni M(A) = 0 xarakteristik tenglamaning r
karrali ildizi bo‘lsa, u holda (2.13.1) differensial tenglamaning xususiy vechimi
{2.13.12) ko'rinishda bo'lar ekan.

II. Agar (2.13.1) differensial tenglama ushbu

Lly] = e** [Py, (x) c08 Bz + Qi () sin B {(2.13.16)
ko'rinishda bo'lsa, u holda uning quyidagi
y(x) = 2 (R () cos Bz + Sp{x) sin z) _ (2.13.17)

ko'rinishdagi xususiy yechimi mavjud. Bu yerda P, (z), Qm,(x} mos
ravishda my, mg darajali berilgan ko‘phadlar. ava 3 berilgan hagiqiy sonlar.
Bundan tashqari A = o + 475, # 0 kompleks soni M(A) = 0 xarakteristik
tenglamaning k karrali ildizi. Agar A = a+i0, 8 # 0 kompleks soni M{A) =0
xarakteristik tenglamaning ildizi bo‘lmasa, ya'ni M{a+i8) # 0 bo'lsa, u holda
k£ = 0 deb olinadi. Ry;(z), Sp(x) lar m = max(my, ms)-darajali ko‘phad.
{2.13.17) ko‘rinishdagi yechimning mavjudligini ko‘rsatish uchun ushbu

sin fz = . (9% - ¢7%7)
cos Bz = -"2- (eiﬂz + e'w”)
Eyler formulalaridan foydalanib, oldingi o‘rganilgan holatge keltiriladi.
2.13.1-Tzoh. Quyidagi

n

Zakxky“‘) = z"F,(lnz)
k=0
ko‘rinishidagi bir jinsli bo‘lmagan Eyler differensial tenglamasining xususiy
vechimini aniqmas koeffisiventlar usulidan foydalanib topish mumkin. Bu
yerda Fp(lnz) - m darajali ko‘phad.
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2.14-§.  Ikkinchi tartibli chiziqli bir jinsli differensial tenglamalar
Ushbu -
¥V +pi@)y +p(r)y=0,zel (2.14.1)

ko'rinishdagi tenglamaga ikkinchi tartibli chizigli bir jinsli differensial
tenglama deyiladi. Bu vyerda pi(z) € C'(I) bir marta ugluksiz
differensiallanuvchi, pa(z) € C(I) uzluksiz funksiyalar. Bunda { C R oraliq.

Quyidagi _
y(z) = u(z)v(zx) (2.14.2)

almashtirish natijasida {(2.14.1) differensial tenglamani ushbu
v"(x) + q(z)v(z) =0 (2.14.3)

ko‘rinishdagi ikki hadli tenglamaga keltirish mumkin. Bunda ¢(z) € C(I)
nzluksiz funksiva. Hagigatdan ham {2.14.2) tenglikdan

=uv+w,y = u'v+ 2+ w”

hosilalarni topib (2.14.1) tenglamaga qo‘vsak,

wut” + (2u' + puz)u)v’ + (1" + p(z) + pa(z)u)r =0 (2.14.4)
hosil bo‘ladi. Bunda u(z)funksiyani shunday tanlaymizki, natijada ushbu

2v' +pi(z)u=0
munosabat o‘rinli bo‘lsin. Bundan
u(z) = ¢ HaP O poe (2.14.5)

funksiyani topib olamiz. u(x) funksiyani bunday tanlash natijasida

1 1 1
W = Ly = Lt pa) = 04 () — S
tengliklarga ega bo‘lamiz. Topilgan u(z ), v{z}, v'(z) larning ifodalarini
(2.14.4) tenglamaga qo‘yib, uni u(x) # 0 ga bo‘lsak, (2.14.3) tenglama hosil
bo'ladi. Bunda

1) = mala) = plla) = Jila) e .

Yuqoridagi (2.14.2) va (2.14.5) tengliklardan ko'rinadiki, u(x) va v{x)
funksiyalarning I oraliqdagi nollari bir xil, shuning uchun kelajakda (2.14.3)
ko'rinishdagi ikki hadli differensial tenglamani o'rganamiz.
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2.14.1-lemma. (2.14.3) differensial tenglamaning har bir nolmas v(z)
yechimining ixtiyoriy xg € I noli oddiy, ya'ni v(xp) = 0, v'(xg) # 0.

Isbot. Faraz gilaylik, zg € 7, v(z) — nolmas yechimning karrali, ya'ni
v(zg) = 0, v'{xp) = 0 noli bo'lsin. U holda Koshining yagonalik teoremasiga
ko'ra v(x) = 0, x € I bo‘lar edi. Bu ziddiyat farazimizning noto‘g‘riligini
ko‘rsatadi,

2.14.2-lemma. (2.14.3) tenglamaning har bir nolmas 0 # y(x) yechimi
ixtiyorly chekli [a, b < I oraliqda cheksiz ko'p nolga ega bo‘lmaydi.

Isbot. Aytaylik I > {a,b] kesmada (2.14.3) tenglamaning noldan farqli
0 # y(z)yechimi cheksiz ko'p nolga ega, va'ni 3 {ax}e,, *x € [a,b]
topilib y(zx) = 0¥k € N bo'lsin. U holda y(x)funksivaning uzluksiz
differensiallanuvchiligiga asosan

. B , L y(zr) — y(zo) _
ylzo) = klggloy(l“k) = 0,4/ (z0) = xll—lfﬁlro Zh—® ’

munosabatlarga ega bo'lamiz. Koshining yagonalik teoremasidan y(z} = 0,
z € [a,b] kelib chigadi. Bu esa ziddiyat.
2.14.1-natija. (2.14.3) tenglamaning ixtiyoriy nolmas yechimi har bir
chekli [a,b] C Toraligda faqat cheklita nolga ega.
Endi  (2.14.3) ko‘rinishdagi ikkita tenglamaning noldan farqli
yechimlarining nollarini taqqoslaymiz.
2.14.1-teorema (Shturm). Quyidagi ikkita
' +qlzly=0,z€l (2.14.6)
¥+ q(z)y =0, (2.14.7)
differensial tenglama berilgan bo'lib, ¢(z) < §(z), z € I bo'lsin, hamda
w(z)va @(z) funksiyalar mos ravishda {2.14.6) va (2.14.7) tenglamalarning
noldan fargli ixtiyoriy yechimlari bo‘lsin. U holda ¢(z) yechimning ixtiyoriy
ikkita ketma — ket kelgan nollari orasida ¢(x) yechimning kamida bitta noli
bo‘tadi.
Isbot. Ushbu-
' +alz)y =0,
V' +idlzy=0
ayniyatlarni mos ravishda @(x) va (x)funksiyalarga ko'paytirib, hosil bo‘lgan
tengliklarning birinchisidan ikkinchisini ayirsak

"0 — "3 + [a(x) — G(z)] p =0,
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ya'ni,
"¢ — " = [alx} — d(z)] P
kelib chigadi. Oxirgi tenglikni quyidagicha yozish mumkin:

(W@ — o) = ldlz) — ()] pp. (2.14.8)

Avvalo x; va z, orqgali ¢(z) funksivaning ketma — ket kelgan ixtiyoriy
ikkita nolini belgilaymiz, ya'ni ¢(z1) = 0, wp(z2) = 0. So‘ngra (2.14.8)
ayniyatni [z, zo]oraliq bo‘yicha integrallasak,

Ia
& @2)(as) — @' (@1)5(z1) = f d(2) - qla)) e(D@(a)ds  (214.9)
tenglik hosil bo'ladi.

Endi ¢(x) funksiya (21, 22} intervalda ildizga ega emas deb faraz qilaylik.
Qulaylik uchun (zy,xs) intervalda @(z) > 0, @{x) > 0 deb hisoblashimiz
murnkin (agar (1, 22) oraligda $(z) < 0 bo'lsa, u holda [-@(x)) funksiyani
olish mumkin}. Ko'rinib turibdiki (2.14.9) tenglikning o'ng tomoni musbat
boladi. ¢(zy) = 0, plze) = 0, w(z) > 0, £ € (x1,22) bo'lgani uchun
¢'(xy) 2 0, ¢'(z2) < 0 o'rinli bo‘ladi. Hagiqatdan ham

QOI(II) = z_l}ig:_ﬂ ECEE% >0, cp’(gjz) = z—l»imT—u d:r:_(e—(—m?n); < 0.
Agar ¢'(x1) = 0 yoki ¢'{x5) = 0 bo'lsa, yagonalik teoremasiga ko'ra p(z) = 0
bo'ladi. Shuning uchun '{x:) > 0 va ¢'{@1) < 0 munosabatlar o'rinli bo‘ladi.
Bu tenggizliklardan

¢ (2@ (22) — ¢(@1)@(z1) < O
baholash hosil bo‘ladi. Bu tengsizlikdan esa ziddiyat kelib chigadi, chunki
(2.14.9) tenglikka asosan

¢ (22)@(22) ~ ¢'(21)@(21) 2 0

tengsizlik o'rinli bolladi. Bu esa ziddiyat.
Shturm teoremasining natijasini quyidagi chizmalarda izohlash mumkin:
Aytaylik, m va M sonlari ushbu 0 < m < M tenggizlikni ganoatlantirsin.
U holda

' +miy =0
tenglama y = sinmax ko‘rinishdagi, quyidagi
MM =0
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tenglama esa y = sin Mz ko‘rinishdagi yechimga ega bo'ladi. Bu y = sinmz
va y = sin Mz yechimlar uchun Shturm teoremasining tasdiglari o‘rinli
bo'ladi.

\ L

PLY)

.

AT ZA
x)

¥

1-chizma

2.14.1-natija. Agar (2.14.3) tenglamada ¢(z) < 0, Vz € J bo'lsa, u holda
uning ixtiyoriy nolmas yechimi I oraliqda ko'pi bilan bitta nolga ega bo'lishi
mumkin. -

Hagiqatdan ham, agar y(x) # 0 yechim I oraliqdagi z; va 22 nuqtalarda
y(x1) = 0, y(z2) = 0 nolga aylansa, u holda ushbu

() +0-2(z)=0

tenglamaning z(x) yechimi (z,, x2) oraligda yotuvchi nugtada nolga aylanar
edi. Amma z{x) = 1 yechim nolga aylanmaydi.

2.14.2-natija. Aytaylik, yi(z), y2(z) funksiyalar (2.14.6) tenglamaning
chizigli erkli vechimlari bo‘lsin. Agar z;,xs lar y(x)-yechimning ketma-ket
kelgan ikkita noli bo‘lsa, u holda yo(x) yechim (x1,x9) oraligda fagat bitta
nolga ega bo'ladi. Boshqacha aytganda g (z) va yo(x) funksiyalarning noliari
almashinib keladi.

Isbot. Shturm teoremasiga ko'ra (bu yerda g¢{z) = g{z}), ya(z)
yechim [zy,2,] oraliqda kamida bitta zp nugtada nolga aylanadi. y(z) va
y2(x) funksiyalar umumiy nolga ega bo'lmaydi. Agar, masalan y:(z;) =
0, yo(z1) =0 bo'lsa, n holda w(z) = w{y(z1),y(z1)} = 0 boladi.
Bundan y; () va yo(z) yechimlarning chizigli bog'ligligi kelib chigadi. Shuning
uchun, xg € {z1,22). Endi zy nugta ye{x) funksiyaning (x1, zs) intervaldagi
vagona noli ekanligini ko‘rsatamiz. Teskarisini faraz gilaylik, ya'ni 3% # my,
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T € (1, z2) nugta topilib, y(Z) = 0 bo'lsin. U holda Shturm teoremasiga ko‘ra
[zo, %] (aniqlik uchun z > o deylik) oraliqda 1 (z) funksiya kamida bitta
nolga ega bo‘ladi. Bu esa y;(z) funksiyaning x; va z2 nollarining ketma-ket
kelganligiga zid.

Bu natijani chizmada quyidagicha tasvirlash mumkin:

oo\ aWe.a NI
/NN AN

2-chizma,

2.14.3-natija. Agar (2.14.6) tenglamaning biror noldan farqli yechimi I
oraliqda cheksiz ko'p nolga ega bo'lsa, u holda uning ixtiyoriy neldan farqli
vechimi shu oraliqda cheksiz ko‘p nolga ega bo‘ladi.

Ushbu 3" + y = 0 tenglamaning y = sinz va y = cosz chizigli erkli
vechimlari 2.14.2-natija va 2.14.3-natijalarga misol bo‘la oladi.

2.14.1-misol. Faraz gilaylik, ushbu

¥ +e{z)y=0
differensial tenglamaning g(z)- koeflitsenti quyidagi
O<m<glz) <M< +oo,m< MNzel

shartni gancatlantirsin. U holda bu tenglamaning ixtiyoriy nolmas
yechimining ketma — ket kelgan ikki noli orasidagt d- masofa

<d<

=
bk

. bahoni ganoatlantirishini ko‘rsating.
Yechish. Avvalo ushbu

. 2" +mz=0
tenglamaning umumiy yechimini toparniz:
2(x) = Asin(vmz + ).

Agar x; va xg lar orqali z(z)funksiyaning ketma - ket kelgan nollarini
belgilasak, u holda
iy
Ty — T = —\/ﬂ:’L
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tenglikka ega bo‘lamiz. Hagigatdan ham
2(z1) = 0,sin(v/mx; + @) = 0,v/maz; + ¢ = n7,

z{x3) = 0,sin{v/mzs + ¢) = 0, V/mza + ¢ = (n + )7,
Vmzy — mzy =1y — 11 = —%

Endi # va Z orqali ¥ + g(z)y = 0 tenglamaning y(x) yechimini
[z, 2] oraliqdagi ketma — ket kelgan ikki nolini belgilaymiz. U holda Shturm
teoremasiga ko‘ra

TS F <Tp ST

munosabat o'rinli bo'ladi. Bunda ushbu

B3l

3

- 7
52S$2=$1+ﬁ <T+
ya'ni,
L m
T2—I £ ﬁ
bahoning o‘rinli bo‘lishi kelib chiqadi.
Endi ushbu

2 Mz=0
tenglama uchun yugoridagi mulohazani qo‘llasak, ushbu
L 7
T3 — T 2 Wi

bahoga ega bo‘lamiz.

2.15-§. Ikkinchi tartibli chiziqli differensial tenglamaga qo‘yilgan
chegaraviy masalalar

Differensial tenglamaga qoyilgan Koshi masalasi, shu tenglamaning
berilgan nugtadan o‘tuvchi integral chizig'ini topishdan iborat edi. Klassik
fizikaning va tatbiqiy matematikaning bir qator masalalari differensial
tenglamaning berilgan ikki nugtadan o‘tuvchi integral chizig'ini topish
masalasiga keltiriladi. Bu masala Koshi masalasidan tubdan farg qiladi.
Chunki berilgan ikki nuqtaning har biri uchun alohida qo'yilgan Koshi
masalalari yechimga ega bo‘lsa ham ,yugoridagi masala yechimga ega bo'lishi
voki bo‘lmasligi ham mumkin. Odatda bunday turdagi masalaga differensial
tenglama uchun ikki nuqtali chegaravly masala deb ataladi.
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Bundan buyon ikkinchi tartibli chizigli differensial tenglamaga

¥+ pu()y + polady = flz),z € [0,]] (2.15.1)

qo'vilgan ushbu
hy) = cuy(0) + Bry'(0) = wo,
b{y) = aay(l) + oy’ () = »
ko‘rinishdagi chegaraviy masalani qaraymiz. Bu yerda pi(x),po(z), f(z),
x € [0,1] - berilgan uzluksiz funksivalar bo'lib, a4, 3;, ¢ = 1,2, 9y, 7 ushbu

(2.15.2)

a? + 8% > 0,7 = 1,2 shartni qanoatlantiruvchi berilgan hagiqiy sonlar.
Bundan tashqari 4(0) = y(+0),4'0) = ¢'(+0),y{{) = y(I-0), ¥'({I) = 4/ (I-0).

Agar yo = y1 = 0, ya'ni l1(y) = 0, ia(y) = 0 bo‘lsa, unga bir jinsli
chegaraviy shartlar deyiladi. (2.15.1), (2.1.5.2) ko‘rinishdagi masalaga bir jinsh
bo‘llmagan chegaraviy masala deb ataladi. Ushbu

¥’ +pu(x)y + p(z)y = 0,2 € [0,]] (2.15.3)

Liy) =0,l{y) =0 (2.15.4)

ko‘rinishdagi masalaga esa bir jinsli chegaraviy masals deyiladi.
2.15.1-teorema. Aytaylik, wm(z) va wy2(xr) funksiyalar (2.15.3)
tenglamaning ixtiyoriy chizigli bog'lanmagan yechimlari bo‘lsin. U holda
(2.15.3), (2.15.4) bir jinsli chegaraviy masala faqat nol yechimga ega bo‘lishi

uchun
L(y) Llye)
a(an) la(ye)
shartning bajarilishi zarur va yetarli.

Isbot. Ma'lumki, {2.15.3) tenglamaning umumiy vechimi

#£0

y(z) = eipn(z) + caya() (2.15.5)

ko‘rinishga ega. Bunda ¢y, ¢s - ixtiyorly o‘zgarmas sonlar. (2.15.5) va (2.15.4)
tengliklardan foydalanih guyidagi

Cl'!l (yl) + C2ll(y2) = 0 (2156)
cila(yn) + cola(yz) = 0
tenglamalar sistemasini hosil gilamiz. Bu sistema fagat ¢; = ¢ = 0 nol

yechimga ega bo‘lishi uchun A # 0 bo'lishi zarur va yetarli.
2.15.1-natija. (2.15.5), (2.15.4) bir jinsli chegaraviy masala cheksiz ko‘p
nolmas yechimga ega bo‘lishi uchun A = 0 shartning bajarilishi zarur va
yetarli.
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2.15.1-misol. Ushbu

' 2y +5y =0

Ly} =y(0) = 0,1(y) = y(g

chegaraviy masalani qaraylik. Ko'rinib turibdiki, quyidagi

)=0

yi{z) =e “cos2z, yo(x) = e “sinx

funksiyalar berilgan y” + 2y’ + 5y = 0 tenglamaning chizigli bog‘lanmagan
yechimlaridan iborat. Chegaraviy shartlardan foydalanib,

1
U:O

ekanligini aniglaymiz. Bu esa berilgan chegaraviy masala cheksiz ko'p
y(x) = coeTsin 2r ko‘rinishdagi yechimga ega bo'lishini ko‘rsatadi. Bunda
¢y — ixtiyoriy o'zgarmas son.

Endi bir jinslimas {2.15.1), {2.15.2) chegaraviy masalaning yechimga
egaligi hagidagi masalani o‘rganamiz.

Faraz qilaylik, y1(z) va ya(x) funksiyalar (2.15.3) bir jinsli tenglamaning
chizigli bog‘lanmagan yechimlari bo'lib, z(z) funksiya esa {2.15.1) bir jinslimas
tenglamaning biror xususiy yechimi bo‘lsin. U hoida (2.15.1) differcnsial
tenglamaning umumiy yechimi

y(x) = an(z) + aua(z) + 2(z) (2.15.7)
ko'rinishda bo‘lishi ma’lum. Bunda ¢, co — ixtiyoriy o'zgarmas sonlar. Bu
(2.15.7) ko‘rinishdagi yechimni (2.15.2) bir jinslimas chegaraviy shartlarga
qo‘yib, quyidagi

§ abi(y) + ealilee) + Llz) = wo,
clda(in) + calo{ye) + 13(2) = 1

tenglamalar sistestasini hosil qilamiz. Bu sistemani ushbis

{ ali(y) + c2hi(2) = wo — Li(z),

. 2.15.8
erlalyn) + e2lalyz) = yi — ba(2) ( )
ko‘rinishda yozib olamiz va quyidagi belgilashlarni kiritainiz:

L) U(w) A= hiv) Liy)
b)) Liw) | Lly) la(y2)

?




hiw) hlye) wo - U(z)
L) by) n—hiz)
(2.15.8) algebraik tenglamalar sistemasining yechimga egaligi hagidagi

Kroneker — Kapelli tecremasidan quyidagi tasdigning o'rinli ekanligi kelib
chigadi.

2.15.2-teorema. 1) Agar A = det A # 0 bo'lsa, u holda (2.15.1), {2.15.2)
chegaraviy masalaning [0,1) oraliqda aniglangan yechimi mavjud va yagona
bo'ladi.

2) Agar A = det A = 0 bo'lib, rang A # rang B bo‘lsa, u holda (2.15.1),
{2.15.2) chegaraviy masala yechimga ega bo'lmaydi.

3} Agar A = det A = 0 bo'lib, rang A = rang B bo‘lsa, u holda {2.15.1),
(2.15.2) chegaraviy masalaning yechimi mavjud, lekin yagona bo‘lmaydi.

2.15.2-natija. (2.15.1), {2.15.2) bir jinslimas chegaraviy masala yagona
yechimga ega bo'lishi uchun {2.15.3), (2.15.4) bir jinsli chegaraviy masala faqat
nol vechimga ega bo'lishi zarur va yetarli.

2.16-§. Grin funksiyasi

Ushbu
¥ +plely +pefz)y = flz),z € [0,]] (2.16.1)
differensial tenglamaga qo'yilgan

{ i(y) = eay(0) + By (0) =0 (2.16.2)

L{y) = aay(l) + By’ (1) = 0
chegaraviy masalani qaraylik. Bunda pi(z), p2(%), f(x),z € [0,{]- berilgan
uzluksiz funksiyalar bo'lib, ay, 8, ¢ = 1,2 ushbu o? + 87 > 0,1 = 1,2
shartni ganoatlantiruvchi berilgan haqiqiy sonlar.

Bu paragrafda ushbu

¥+ pilz)y + pafa)y =0, (2.16.3)
hiy) =0,k(y) =0 (2.16.4)
bir jinsli chegaraviy masala faqat nol y(z) = 0 yechimga ega bo‘lgan holda,
(2.16.1)+(2.16.2) chegaraviy masala yagona yechimga ega bo‘lib, uni Grin

funksiyasi yordamida topish mumkinligini ko‘rsatamiz.
2.16.1-ta’rif. (2.16.3)+(2.16.4) chegaraviy masalaning Grin funksiyasi

deb, shunday G(x,t) funksivaga aytiladiki, u
P={(zt)eR*: 0<z<l,0<¢<1}
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yopiq sohada aniglangan bo‘lib, quyidagi shartlarni gancatlantiradi:
1. G(x,1) funksiya P sohada uzluksiz;
2. t € [0,{] parametrning har bir giymatida G{z,t) funksiya = o‘zgaruvchiga
nisbatan [0,t) va (¢] oraliglarda (2.16.3) bir jinsli tenglamani
ganoatlantiradi;

3. G(z,t) funksiya r o‘zgaruvchi bo'yicha birinchi tartibli hosilasining t
nuqtadagi sakrashi 1 ga teng:

G2, 1) |amtro — Gl ) |pmtoo = 1;

4, G(z,t) funksiya x o‘zgaruvchi bo'yicha {2.16.2) chegaraviy shartlarni
qanoatlantiradi.

2.16.1-teorema. Agar (2.16.3), (2.16.4) bir jinsli chegaraviy masala fagat
nol yechimga ega bo‘lsa, u holda uning Grin funksiyasi mavjud va yagona
bo'lib, u quyidagi
1 t , 0z <t
RS ECPCONETE
W et)pa), t<a <
formula yordamida beriladi. Bu yerda ¢(x) va v{r} funksiyalar (2.16.3)
tenglamaning mos ravishda ushbu
p(0) = B1, ¢'(0) = —ou;
V() =2y Y1) = -
boshlang'ich shartlarni qancatiantiruvchi yechimlari bolib, W esa bu
yechimlardan tuzilgan

(2.16.5)

W =W {e(z), ¥(z)}
Vronskiy determinantiga teng.

Isbot. Avvalo (2.16.3) tenglamaning (2.16.5) boshlang‘ich shartlarni
ganoatlantiruvchi ¢(z) va (z) yechimlarini chizigli bog‘lanmaganligini
ko‘rsatamiz. Aniglanishiga ko‘ra () (2.16.2) chegaraviy shartlarning
birinchisini, ¢ {z) esa ikkinchisini qanoatlantiradi. Agarda (z) va ¥(z)
yechimlar chizigli bog'liq bo‘lsa, u holda (z) = Av(x) bolib, ¥{x)
yechim (¥(x) # 0, chunki, o3 + 82 > 0 ) ikkala chegaraviy shartni ham
qanoatlantiradi. Bu esa teoremaning shartiga zid. Shuning uchun ¢(z) va ¢(x)
funksiyalar {2.16.3) tenglamaning fundamental vechimlari sistemasini tashkil
giladi. Bunga ko‘ra {2.16.3) tenglamaning ixtiyoriy yechimi

y = cp(z) + cap(x)
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ko'rinishda yoziladi. Shuning uchun Grin funksiyasini ushbu

Bt <

Gla.t) = Alt)p(z) + B(t)u(z), = <t, (2.16.6)
Cltyo(x) + Dth(z), >t

ko‘rinishda izlaymiz. Grin funksiyasi ta'rifining birinchi shartiga ko'raux = ¢

nugtada uzluksiz bo‘ladi. Demak quyidagi

Alt)p(t) + B{t)y(t) — C(t)p(t) — D()P(t) =0 (2.16.7)
tenglik bajariladi. Uchinchi shartga ko‘ra
ABG D + BOVE) - COKE) - D) =1 (2.16.8)

munosabat o‘rinli. To‘rtinchi shartlardan foydalanib
[A()e(0) + BEB(O)] ay + [AM)P0) + BHW(O)] A =0,  (216.9)
[C(H)p(l) + D)D) g+ [CEE () + D)W (D)] B2 =0 (2.16.10)
tengliklarni topamiz. Bu tengliklarni quyidagi ko'rinishda yozib olamiz:

A(t) [ 0(0) + A1’ (0] + B{) [axp(0) + Ag(0)] =0,  (2.16.11)

C{t) [aap(l) + foid ()] + D(t) [oagp{l) + Bayp'(1)] = 0. (2.16.12)
Agar ushbu
w=| AD D | 0)91(0) - 90 (0) = B (0) + arg(0),

@) W) |

ORG
P(2) W) |,

formulalarni va boshlang‘ich shartlarni hiscbga olsak, (2.16.11) va (2.16.12)
tengliklar quyidagi ko‘rinishni oladi:

B(t) W =0,
Clt)- W =0.

W = = @(DY/(1) ~ v/ (1) = By () + czpp(})

(2.16.13)

Quyidagi ikki holni ko‘rib chiqamiz:
1. W # 0 bo'lsin, u holda (2.16.13) tenglamalardan
B(t)=0, Ct)=0 (2.16.14)
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kelib chigadi. Bularni (2.16.7) va (2.16.8) tengliklarga qo‘ysak, ushbu

Aplt) — Dy(t) = 0,
Ag(t) — D'(t) = 1.

tenglamalar sistemasini hosil gilamiz. Bu sistemani Kramer goidasi yordamida
yechamiz:

(2.16.15)

_ ‘P(t) —(t) - R ’ - _
A= (p'(i) _ ¢’(t) - (,D(t)'l,b (t) + (t)¢(t) Wa
o -9 ety o
M=l L Py Vi) Ae = S 1, (),
Aft) = —?52, D) = —%g). (2.16.16)

Topilgan (2.16.14) va (2.16.16) ifodalarni (2.16.6) tenglikka qo‘yib,

“\9(5‘:&?@)1 T S t
Gt ={ Ly (2.16.17)

formulani topamiz. Demak, bu holda Grin funksiyasi mavjud va u (2.16.17)
formula bilan beriladi.

1. Faraz qilaylik W = 0 bo'lsin, u holda ¥(t) = v@(t) bo'ladi. Buni
(2.16.7) va (2.16.8) tengliklarga qo'yib,

{A+ By —C— Dy) ¢(t) =0,
(A+By-C-Dy) ¢t} =1

bo'lishini topamiz. ¢(f) # 0 bo'lgani uchun
A+By-C-Dy=40
bo‘ladi. Buni yuqoridagi tengliklarning ikkinchisiga qo'ysak,
0-5(t)=1

ziddiyat kelib chigadl. Demak, bu holda Grin funksiyasi mavjud emas ekan.
2.16.1-natija. Grin funksiyasi uchun yozilgan (2.16.17) formuladan uning
x va t o‘zgaruvchilarga nisbatan simmetrikligi, ya’ni

G(z,t) = G(¢, z} {2.16.18)

kelib chigadi.
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2.16.2-teorema. (D. Gilbert). Agar (2.16.3)+(2.16.4) bir jinsh
chegaraviy masala fagat nol yechimga ega bo'lsa, u holda ixtivoriy
flz) € C[0,1] funksiya uchun (2.16.1)+(2.16.2) bir jinsli bo‘lmagan
chegaraviy masalaning yechimi mavjud va yagona bo‘ladi, hamda u ushbu

i
y(x) = fa Gz, t)f(t)dt (2.16.19)

formula orqali topiladi. Bu yerda G(z,t} (2.16.3)4{2.16.4) chegaraviy
masataning Grin funksiyasi.

Isbot. Awvalo (2.16.19) formula bilan aniglangan y(z) funksiva
(2.16.1} +{2.16.2) chegaraviy masalaning yechimi ekanligini tekshirib ko‘ramiz.
Buning uchun uni ushbu

y(z) = / G [ Geofwi=
}

Il

ylz) / : p(z) / ,
—— tydt — —— ! )t .16.2
W | s =52 [ uard (216.20)
ko'rinishda yozib olanuz va uning hosilalazrini hisoblaymiz:

J(e) = - L& f o) f(eyat - YOy

s [ ple) (e + L) )f(w)z

“‘%? f w(t)f(t)dt-w j P(t)f(t)dt; (2.16.21)

v = -2 jﬂ plt) ()t - LOAD pigy

Piz) / v fdt+ L ﬁf’(w) f(z) (21622)
Ushbu
@"(x) = —pi(e)¢'(z) - pale)pla),
P'(x) = —pi(x)(x) — palz)o(z),
= p{a)/(z) — v(x)e'(x)

ayniyatlardan va (2.16.20), (2.16.21) tengliklardan foydalanib, (2.16.22)
formuladan quyidagi tenglamani keltirib chigaramiz:
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W) - v (e)el)
= Ia) =

t)dt +

_pl2)¢'(7) +pz(ﬂf / o(0)

@5 [ cp(t)f(f)dt*pz(ﬂs)w——évm-l [ e
Nz ) T {
n0) %7 [ s - n@ 52 [ uworoas o=

)[4 ]0 St s+ 7 | | w0 stoyi] -

T {
e |57 [ ot + ZD [ + o) =
o o)+ )

Endi (2.16.2) chegaraviy shartlar bajarilishini ko‘rsatarniz. Buning uchun

{2.16.20) va (2.16.21) tengliklardan foydalanib, avvalo Li(y) = ayy{0) +
511/ (0) = 0 ekanligini ko‘rsatamiz:

{
v = -5 [Csoiwa,

! )
b(s) = () + /(o) = - “HLELEO) [y fieyar -

B - af R
_ __W_fo H(t) f(t)dt = 0.

Xuddi shuningdek lo(y) = apy(l) + Boy/(1) = 0 bo'lishini ham ko'rsatish
mumbkin.

Yechimning yagonaligini ko‘rsatish uchun (2.16.1)+(2.16.2) chegaraviy
masalaning ikkita y;(z) # yo(z) yechimi mavijud deb faraz gilamiz. y(z) va
yo(z) yechimlarni (2.16.1)+(2.16.2) chegaraviy masalaga qo'yib, hosil bo‘lgan
ayniyatlarni mos ravishta bir — biridan ayirsak, hamda y(z) = yi{z) — ya(z)
belgilash kiritsak, u holda y{z) funksiya (2.16.3) + (2.16.4) bir jinsli
chegaraviy masalani ganoatlantirishini ko‘ramiz Teorema shartiga ko‘ra u
fagat y(z) = 0 nol yechimga ega. Bundan 3 (z) = y»(x) kelib chiqadi.

2.16.1-misol. Quyidagi

y” +y= f(.’IJ), y(O) =0, y’(‘ﬁ) =0

chegaraviy masalaning yechimini Grin funksiyasidan foydalanib toping.
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2.16.2-teorema. (D. Gilbert). Agar (2.16.3)+(2.16.4) bir jinsli
chegaraviy masala fagat nol yechimga ega bo'lsa, u holda ixtivoriy
flz) e Cf0, 1] funksiva uchun ({2.16.1)+{2.16.2} bir jinsli bo'lmagan
chegaraviy masalaning yechimi maviud va vagona bo‘ladi, hamda u ushbu

!
y(a:)z/U Gz, 1) f(t)dt (2.16.19)

formula orgali topiladi. Bu wverda G{z,t} {2.16.3)+{2.16.4} chegaraviy
masalaning Grin funksiyasi.

Ishot. Avvalo (2.16.19) formula hilan aniglangan y(z) funksiya
(2.16.1)--(2.16.2} chegaraviv masalaning yechimi ekanligini tekshirib ko‘ramiz.
Buning uchun uni ushbu

r !
o) = [ Gnsoa+ [ e oo
&l x olr !
=9 [raa— 52 [wora (2.16.20)

ko'rinishda vozib olamiz va uning hosilalarini hisoblaymiz:

V@) = =52 [ et o - 208 o)

) [ b T
~E [ oorwa+ D98 ) -

W W
) =52 [Cowrea - A f) -

-‘ﬁ%ﬂ f Lo fde + P o (2.16.22)

' T "z t
= 0 [ wsoa- 52 [wnswa (216.21)

W
Ushbu

¢"(z) = —pi(2)¢ () ~ pal2) (),
V'(x) = —pu(x)¥/ (2) - pal2)u(a),
W = p(a}¢/(z) — ¥(2)¢'(z)
ayniyatlardan va {2.16.20), (2.16.21} tengliklardan foydalanib, (2.16.22)

formuladan quyidagi tenglamani keltirib chigaramiz:

Vo) = DAL [ -




B D [y g D)
A ] Dt - pola )”;E[;”) /D PO
km(')ﬁflf) f w00~ p 2 [ s oas s =
- iz )[_’;g/_) /U o) f(0)dt + 2D f w(t)f{t)dt]-
[d)_{;) 1t+*°( )f Gt} f t)dt] + flz) =

= —pi(x)y (=) — polx)y(z) + f(7).
Endi {2.16.2) chegaraviy shartlar bajarilishini ko‘rsatamiz. Buning uchun

(2.16.20) va {2.16.21} tengliklardan foydalanib, avvalo §1{y) = a1y(0) +
B1y'(0) = 0 ekanligini ko'rsatamiz:

4
0= -5 [vorwa
_ I(O) [

b(s) = au(0) + 1/ (0) = =B [y ey =

!
b ab [0 $(t)F(t)dt = 0.
Xuddi shuningdek ly(y) = aay(l) + Boy'(I} = 0 bolishini ham ko‘rsatish
mumkin.

Yechimning yagonaligini ko'rsatish uchun (2.16.1)+(2.16.2) chegaraviy
masalaning ikkita 31 (x) # yz(z) yechimi mavjud deb faraz qilamiz. i (z) va
y2(x) yechimlarni (2.16.1)+(2.16.2) chegaraviy masalaga qo'yib, hosil bo'lgan
ayniyatlarni mos ravishta bir — biridan ayirsak, hamda y(z) = y1{z) — ya(z)
belgilash kiritsak, u holda y(z) funksiya (2.16.3) -+ (2.16.4) bir jinsl
chegaraviy masalanl qanocatlantirishini ko‘ramiz. Teorema shartiga ko‘ra u
fagat y(z) = 0 nol vechimga ega. Bundan y:1(x) = yo(x) kelib chigadi.

2.16.1-misol. Quyidagi

¥ +y=flz), y0)=0, y(m)=0

chegaraviy masalaning vechimini Grin funksiyasidan foydalanib toping.
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Yechish. Avvalo ushbu

y' +y=0 »0)=0. y(x)=0

bir jinsli chegaraviy masalani qaraylik. Berilgan y" +y = 0 tenglamaning
unmarniy yechimi
ylz) = creosx -+ cosina

ko'rinishda bo'ladi. Chegaraviy  shartlardan  foydalanib ¢ va o
o'zgarmaslarning giymatlarni aniglaymiz:

Yy =0 = =0 ¢yYm)=0 = =0

Demak, bir jinsli chegaraviy masala fagat y(z) = 0 yechimga ega ckan.
Bundan ko‘rinadiki bir jinsli chegaraviy masalaning Grin funksiyasi mavjud
va vagona bo'ladi.

Endi Grin funksiyasining ta'rifidan foydalanib, uni

a(t)sinz, r <t
Glz,t) =
e, ) { b(t) cosz, x>t

ko‘rinishda izlaymiz. Grin funksiyast x = t nuqtada uzluksiz bo‘lgani uchun
a(t)sint — b(t)cost =0

munosabatga, G’(xz,t) hosilaning ¢ = t nugqtada birinchi tur vzulishga ega
bo'lib, sakrash uzunligi 1 ga teng bo‘lganligi uchun

—b(t}sint — a{t)cost =1
tenglikka ega bo‘lamiz. Bu ikki algebraik tenglamalar sistemasini yechib
a(t) = — cost, b(t) = —sint

funksiyalarni topib olamiz. Shunday qilib, bir jinsli chegaraviy masalaning
Grin funksiyasi ushbu

—costsing, 0<x <t

Gz, 1) = {

—sintcos, t<e<n

formula orqali aniglanar ekan. Bundan foydalanib berilgan bir jinsll bo‘lmagan
chegaraviy masalaning yechimini ham topishimiz mumkin:

o) = [ Gt s
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2.16.2-Misol, Ushbu

y' = flz), y(0)=0, y(r) =0

chegaraviv masalaning yechimini Grin funksiyasi yordamida toping.
Yechish. Avvalo quvidagi

y' =0, y(0)=0, y(m) =0

bir jinsli chegaraviy masalani garaymiz. Ushbu whiz) = 1, wlr) = «
funksivalar y" = 0 bir jinsi differensial tenglamaning chiziqli erkli yechimlari
bo‘lgani uchun, uning umumiy vechimi y{x) = ¢; + ¢z ko'rinishda bo‘ladi.
Bu yerda ¢5, ¢z - ixtiyorly sonlar. Endi berilgan y(0) = 0, y(w) = 0
chegaraviy shartlardan foydalansak ¢ = 0, ¢ = 0 ekanligini topamiz.
Bundan ko‘rinadiki qaralayotgan bir jinsli chegaraviy masala fagat y(z) =0
yechimga ega bo'ladi. Shuning uchun uning Grin funksiyvasi maviud va
vagonadir.
Izlanayotgan Grin funksiyasini

(1) - - - <
Gle.t) = cft) - 1+eat) o, x <t
ar(t) -1+ aslt) -, = >t
ko'rinishda izlaymiz. Ta'rifga ko'ra quyidagi
alt) + ca(t) -t = a1(t) + ao(t) - ¢,
aQ(t) - C?(t) =1
1 (i) = U,
a1{t) +aglt) - 7=0
algebraik tenglamalar sistemasiga ega bo‘lamiz. Bu sistemani yechib

alt) = 0, ooft) = t*Tﬂ a(t) = —t, ax(t) = %

noma’lumlarni aniglaymiz. Natijada, ushbu

G(a:,t):_l{ ot st

| (w—t)-t, x>t

ko‘rinishdagi Grin funksivasiga ega bo‘lamiz. Berilgan bir jinsh bo‘lmagan
chegaraviy masalaning yvechimini quyidagi

o) = [ " Gle,t)f (1)t

formuladan foydalanib topish mumkin.
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2.16.3-misol. Quyidagi

¥ = flx), cay(0) + A1y’ (0) = 0; cay(l) + Ao/ (1) = 0

chegaraviy masalaning yechimini Grin funksivasidan foydalanib toping. Bunda
@i, Bi,i=1,2sonlar af + 82 > 0, i = 1,2 shartni qanoatlantiradi.

Mustaqil yechish uchun mashglar [8f, §17, N711-723; [13], II-
Bob, §10, Ne12-34, Nef0-50.
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III-BOB. DIFFERENSIAL TENGLAMANI
INTEGRALLASHDA QATORLARDAN
FOYDALANISH

3.1-§. Birinchi tartibli hosilaga nisbatan yechilgan differensial
tenglamaning golomorf yechimi.

1. 3.1.1-ta’rif. Agar f(x) funksivani zp € R nuqtaning biror atrofida

Fl@)=Co+ D Cilz —zo)" |z —m| < p

k=1
darajali qatorga yoyish mumkin bo'lsa, f{z) ga r = 29 nugtada golomorf
deyiladi.
Ushbu
y = flz,y), (3.1.1}

Koshi masalasini garaylik. Chunki umumiy ko‘rinishdagi

y' = flz,y),y(z0) = 1o
Koshi masalasini @ — zyp = £, y — yg = 7 almashtirish yordamida (3.1.1),
(3.1.2) ko'rinishga keltirish mumkin.
3.1.1-teorema (Koshi). Agar (0.0) nuqtada f(z,y) funksiya golomorf,
ya'ni
Sz, ) Z amni' ", |l‘l < Iy! <r (3'1'3)
m,n=()

bo‘lsa, u holda (3.1.1), (3.1.2) Koshi masalasining z = 0 nuqtada golormor!
bo‘lgan

= ZCka, lz| < p1, ;] < p (3.1.4)

yagona vechimi mavjud.



Isbot. 1) Formal yechimni qurish algoritmi. Berilgan {3.1.1), (3.1.2) Koshi
masalasining vechimini, ushbu

o
y(z) = Cia, Co=y(0)=0 (3.1.5)
k=1
ko‘rinishda izlaymiz. Bu yerda Cy - hozircha noma’lum sonlar. (3.1.1)
differensial tenglamani (3.1.3) tasvirdan foydalanib quyidagi ko‘rinishda
vozamiz:

20
y{z) = Z QY. (3.1.6)

m,n=0

Endi (3.1.5) gatorni (3.1.6) tenglikka qo'yib,

ikck:nk_l = X%: P, (Zx: Ck.rk) | = idkl‘k (3.1.7)
k=1 m.n=0 k=1 k=0

munosabatni hosil gilamiz. Bu tenglikda darajali qatorlarning yoki golomorf
funksiyalarning yagonaligi haqgidagi teoremaga asoslanib, z o‘zgaruvchining
mos darajalari oldidagi koeffitsiyentlarni tenglashtirish natijasida quyidagi
rekkurent tengliklarni hosil gilamiz:

1-Cy = ag = C1 = ag,
2. CQ = a)n + &010] = CQ = %(CI]() =+ (101(100) = PQ((I,\#)

Xuddi shuningdek z%~1 oldidagi koeffitsiyentlarni tenglashtirib
Cr = Pilay,) (3.1.8)

tagvirni topamiz. Bu yerda Fi-musbat koeffitsiventll ko'phad (Py-da bu
koeflitsiyent % ga teng).

Shunday qilib, agar golomorf yechim mavjud ho‘lsa, u yagona bo‘lar ekan.
Chunki (3.1.5) formal yeéhimning Cy koeffitsiyentlari (3.1.8) formula orgali
yagona aniglanadi.

2) Teorema. isbotining asosiy qgismi, yechimni ifodalovehi (3.1.5) darajali
qatorni = 0 nuqtaning biror atrofida yaqinlashuvchi ekanligini ko‘rsatishdan
iborat. Buning uchun = = 0 nugtaning biror || < p; atrofida yaqginlashuvchi
majarant

> Cia, |G <Ch, keN (3.1.9)
k=1

musbat hadli (C; > 0) darajali qatorni tuzish yetarli.
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Yugoridagi govani amalga oshirish magsadida berilgan  f{z,y)
funksiyaning biror F(z,1y) majarantasini quyidagi sxetma yordamida tuzamiz.

(3.1.3) tenglikning o‘ng tomonidagi qator P = {(z,y) € R? : |z| <
p, lyl < r} to'gri to‘rtburchakda yaginlashuvehi bo'lgani uchun, ushbu
0 < p < p 0 <7 < r tengsizliklarni qanoatlantiruvchi istalgan o', v’ sonlar
uchun

M

|amn| < ey = Amn (3.1.10)
Koshi tengsizligi o‘rinli. Bu yerda
M= 3" |aml (#)" ()", (3.1.11)

m,n=0

(3.1.10) tengsizlikning o'ng tomoni orqali aniglangan A,, sonlardan
foydalanib, quyidagi darajali qatorni tuzamiz:

> > s = 3 MG (2)

Am‘nwnby'ﬂ — — nsc‘fnyll — M(_)Tﬂ < —
mn=0 m.n=0 (P’) (7’") =0 f 7’
M
= s =Py, el <yl <r
(-51-%

Shunday qilib, f(x,y) funksiyaning majarantasi sifatida ushbu
M
1-00-2)
funksivani olish mumkin.

Endi berilgan (3.1.1), (3.1.2) Koshi masalasi o'rniga yordamehi

dy
= =F ) 7] ) g{0) = 01
7, = Fley), 90}

Flz,y) = el <yl <o (3.1.12)

va'ni
dg M

oo (1-5)a-)

majarant Koshi masalasini garaymiz. Bu masala yagona aniq yechimga ega.

, 5(0)=0 (3.1.13)

Chunki {3.1.13} o‘zgaruvchilarga ajraladigan differensial tenglamadir. Avvalo
bu differensial tenglamani integrallab, uning umumiy yechimini topamiz:

(I—E)dg: M_ i




Ushbu 7(0) = 0 boshlang'ich shartdan fovdalanib, C o'zgarmasning qiymatini

topamiz:
T"'

Natijada (3.1.13) Koshi masalasining yechimini hosil gilamiz:

v 72 x r
. 1——) — Milm{1-2)-L
2( r' pn( ,0’) 2

Bu tenglikning ikki tomonini (+f) ga. ko'patirib, quyidagi

i\ My \
(1“%): rrpln(l—f;)-ﬁ-l,
0

glz) =1’ (1 - \/1+ Qt{p’ In (1—%)) (3.1.14)

yechimni topamiz. Bu yechim z = 0 nuqtada golomorf, Chunki golomorf

ya'ni

funksiyalarning superpazitsivasi (murakkab funksiyasi)

2 } ‘."
V1i+z, z= Mp ln(lg%)

Tf

vana golomorf. Shunday qilib, (3.1.14) yechimni ushbu
> —
gz) =Y Ciz* (3.1.15)
k=1

ko‘rinishda tasvirlash mumkin. Endi (3.1.15) darajali qatorning yaginlashish
sohasini aniglaymiz. Buning uchun, uning yaqinlashish radiusini baholaymiz.
Binomial va logarifmik qatorlarning yaginlashish radiusi 1 ga teng bo‘lgani
uchun Abel tcoremasiga asosan x ning musbat giymatlari bilan cheklanish
vetarli. Shunday qilib = ning gabul giladigan giymatiari

D<az<p,
My (1— §) <1 (3.L.16)

tengsizliklar sistemasini ganocatlantiradi. Bu sistermaning tkkinchi tengsizligini

x 7!
In (1 - E) > —m.

T < (l—e—ﬁ’)
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bahoni olamiz. Shunday qilib {3.1.15) darajali qator ushbu

lzl <pi, pp=1¢ (1 - e‘ﬁr??)

sohada yaginlashadi.

Endi (3.1.15) qatorning barcha Cj koeffitsiyentlarining musbatligini va
(3.1.9) tengsizlikning bajarilishini ko‘rsatish lozim. Anigmas koeffitsiyentlar
usulidan foydalanib Cy ni quyidagi

Cr = P(Ay,)

formula orgali topish mumkin. 7 ko'phaduing argumentlari majavant
F(z, y) lunksivaning yoyilmasining koeffitsiyentlaridan iborat. Bu P, ko‘phad
koeffitsiyentlarining musbatligidan hamda (3.1.10) Koshi tengsizligidan Cj
larning musbatligi va (3.1.9) tengsizlikning o‘rinli bo‘lishi kelib chiqadi.

3.1.1-misol. Ushbu

v = y(0) =1

Koshi masalasining golomorf vechimini toping.

Yechish: Berilgan differensial tenglamada o‘zgaruvchilarni ajratib uning
umumiy yechimini topamiz:

1
z+c

ylz) =

Ushbu (0} = 1 boshlang'ich shartdan € = —1 ekanligini aniqlaymiz. So‘ngra
berilgan Koshi masalasining yechimi

1 1
x—lzl—w

ylzr) = — (—oo<z<l)

topiladi. Bu yechimni quyidagi

ko‘rinishda. yozish murkin.

3.2-§. Birinchi tartibli chiziqgli differensial tenglamaning golomorf
yechimi

Ushbu

Y plaly +afz), (3:2.)
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y(0)=0 (3.2.2)

Koshi masalasini garaylik. Bu verda p(z) va q{x} funksiyalar 2 = 0 nugtada
golomort:

pla) =) peatela) = 3 gua® Ju] < p. (32.3)
k=0 k=0

3.2.1-tecrema. {3.2.1) -- (3.2.3} Koshi masalasining z = 0 nugtada

golomorf
20

yz) = oz (3.2.4)

k=1
yechimi maviud va yagona. Bunda (3.2.4) darajali gator

lz] < p (3.2.5)

sohada yaginlashadi.
Isbot. Avvalo, anigmas koeffitsiyentlar usulidan foydalanib {3.2.4) formal
vechimni qurib olamiz va ¢, koefhitsiventlarini ushbu

cr = PPy, y) (3.2.6)

formula orqali yagona aniglash mumkinligi xuddi oldingi paragrafdagidek
amalga oshiriladi. Bundan keyin (3.2.4) qatorning yaqinlashishini ko‘rsatamiz.
Buning uchun yordamchi majarant Koshi masalasini tuzib olamiz. Shu
magsadda

flz,y) = plz)y + q(z)
funksivaning F(x, y} majarant funksiyasini tuzish lozim bo‘ladi. Avvalo p(z)
va g{r) funksivalarning umumiy majarantasini, ya'ni

Ba)= 0, fal < o

>

olamiz. Bu yerda A > 0 son. Hagiqatan ham 0 < p’ < p tengsizlikni
ganoatlantiruvehi g sonini olib ushbu

2 el () = M 3 lasl () = Ao,

k=0 k=0
belgilashlarni kiritsak, u holda Koshi tengsizligi
My
(P

M,
|lpe| < 7 lgr] <
ko‘rinishni oladi.
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Quyidagi ,

Z Y Tz ’Z i _z
o T -5
qatorlar (3.2.3) darajah qatorlar uchun majoranta \aZlfaSlIH o taydl Shuning

uchun M = max(My, M) deb,
Flz,y) = ®(z)y + 2(z) = (=) (y + 1),

ya'ni

M
Flz,y) =5y +1), x| <p
Il

1-Z
funksiyani berilgan f(z,y) = p(z)y + ¢(z) ning majarantasi sifatida olamiz.
Shunday qilib, majarant Koshi masalasi sifatida ushbu

dy M

== = y+1), g0)=0 3.2.7

Z=T 0D, 1O (32.)
Koshi masalasini olamiz. Endi bu masalaning yechimini topish bilan
shug'ullanamiz: '

M

-z
7

In(+ 1} = ~Mp'ln (1 - f;) +C, C = const.

Uskbu (0) = 0 boshlang‘ich shartdan foydalanib C o'zgarmasning qiymatini
aniglaymiz:

s

_ c=0.
Demak, quyidagi

Fx) = —1 + (1 - g) - (3.2.8)

funksiva (3.2.7) majarant Koshi masalasining yechimidan iborat bo‘lar ekan.
Topilgan (3.2.8) yechimning =z = 0 nugtada golomorf ekanligi ravshan.
Shuning uchun

= ZC—W’C, lz| < g (3.2.9)

o‘rinli. Yuqoridagi (3.2.6) tenglikdan foydalanib,
Ci>0, (Gl <Th (k=12,..)

ckanligini ham ko‘rsatish mumkin. Shuning uchun (3.2.9) gator (3.2.4) uchun
majarant qator vazifasini bajaradi. Bundan esa (3.2.4) gatorning |z| < ¢/
sohada yaginlashuvehiligi kelib chigadi. Ammo p' ni p ga istalgancha vagin
qilib tanlash mumkinligini hisobga olsak (3.2.4) gatorning |zl < p sohada
ham yaqinlashuvchiligi kelib chigadi.
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3.3-§. Tkkinchi tartibli bir jinsk chizigli differensial tenglamaning
golomorf yechimi

3.3.1-teorema. Apgar ushbu
¥ +p@)y +g(z)y =0 (3.3.1)
differensial tenglamaga qo‘yilgan

y(xo) = yo. ¥ (z0) = wp (3.3.2)

Koshi masalasida p{z}, g(z) funksiyalar z = zy nugtada golomorf, ya'ni

p(z) =Y pelz — zo)¥,
k=0

- (3.3.3)
q(z) = ZQk(ﬂ? —z0)", lz—zo| < p
k=0
boflsa, u holda (3.3.1), (3.3.2) masalasining
oo
v(@) =w+yplz—z0) + Y Celz—z0)¥, Jz—zo)<p . -(334)

k=2

ko‘rinishdagi yagona golomorf yechimi mavjud.
Isbot. Anigmas koeffitsiyentlar usulidan foydalanib (3.3.1}, (3.3.2) Koshi
masalagining yechimini

o
y(z) = Co + Cilz — m0) + Y_ Ci(z — w0} (3.3.5)
k=2
ko'rinishda izlaymiz. Bunda Ci, k=1,2,... — hozircha noma’lum

o'zgarmaslardir. Bu (3.3.5} tenglikni ketma-ket ikki marta differensiallalb

V(@) =Cr+ Y kCilz — m)* 7,
bt (3.3.6)

y'(x) =200+ > k(k — 1)Ci(z — z)F 2
k=3

munosabatlarni topamiz. (3.3.2) boshlang‘ich shartlardan,
Co = y0,C1 = ¥y (3.3.7)

ekanligi kelib chiqadi. Endi (3.3.3), (3.3.4), (3.3.5) va (3.3.6) gatorlarni (3.3.1)
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differensial tenglamaga qo'yib quyidagi

2Cy + Z k(k — 1)Cr(z — $U)k_2+

k=3
(pu + Zpk(&‘? - Io)k) : (Ol + f: kCi(z — xo}kul) + (3.3.8)
k=1 k=2
+ (QU + th($ - Io)k) : (Co + ick(w - Io)k) =0
k=1 k=1

tenglikni hosil qilamiz. Bu tenglikka darajali qatorlar uchun yagonalik
teoremasini qo'llasak, ya'ni (z — a:[,)k ning oldidagi koeffitsiyentlarni nolga
tenglashtirsak,

20, + poCr + qoCy = 0,
3-2C3+ po2Ca + (p1 + @)Cr1+ @1 - Co = 0, (3.3.9)

(n+ 1)(n + 2)Carz + 33 plgn+Ck + (5 + D)pnkCria] = 0
tenglamalar sistemasini hosil gilamiz. Bundan foydalanib, Cy, koeffitsiyentlarni
boshlang'ich shartlar va py,q: koeffitsiyentlar vordamida yagona aniglash
mumkin;

Co =1,
Cr = w
Cy = —1(povh + qot0),

Cs = 3[po(povy + qovo) — ¥o(p1 + ¢0) — Wom),

(3.3.10)
Berilgan (3.3.1) differensial tenglamaning
y1(0) = 1,7(0) =0 (3.3.11)
boshlang'ich shartlarni ganoatlantiruvchi yechimi
’ oo
n(z) =1+ CPe - m)f, |z — o < p (33.12)
k=2

ke‘rinishda bo'ladi. Bundan tashgari (3.3.1) differensial tenglamaning ushbu
va(0) =1, ,(0)=0 (33.13)
boshlang‘ich shartlarni qanoatlantiruvchi yechimi
o0
pr)=z—zo+ Y CPe — 20}, |z -zl <p (3.3.14)

k=2
163



ko‘rinishda bo‘ladi. _
(3.3.1) differensial tenglamaning y{x),y2(z) yvechimlari chizigli erkii
bo'lib, uning umumiy yechimi

y(x) = Ayn{x) + Asp(z), A; = const

ko‘rinishida yoziladi.
Faraz gilaylik,

a1 (x) + agyp{x) =0, a; = const (3.3.15)

bo'lsin. Bu tenglikda z = zg deb (3.3.11}, (3.3.13) boshlang‘ich shartiardan
foydalansak,

a1 (o) + agya({zo) = 0,81+ az-0=10, a; =0.

Endi quyidagi
a3 (x) + azy(x) =0
tenglikda z = xp deb

a;-0+as-1=0, as =0

ekanligini topamiz. Demak, (3.3.15) tenglik fagat a; = 0,22 = 0 bo‘lganda
bajarifar ekan. Shuning uchun w1(z),y:(x) funksiyalar (3.3.1) differensial
tenglamaning F.Y.S ni tashkil giladi. -

3.4-§. Eyri tenglamasi

Ushbu
Y +zy=0 (3.4.1)

ko‘rinishdagi tenglamaga Eyri differensial tenglamasi deyiladi. Bu differensial
tenglama matematik fizikaning ko‘p sohalarida, shu jumladan Kvant
mexanikasining ayrim masalalarini o‘rganishda go‘llanilib kelmoqda. (3.4.1)
tenglama o‘zgaruvchan koeffitsiyentli eng sodda differensial tenglama
bo'lishiga garamasdan, u elementar funksivalar yordamida yechilmaydi. Lekin
bu differensial tenglamada p(z) = 0, g(z) = x bollgani uchun, bu
koeffitsiyentlar eng sodda golomorf funksiyalardir. Shuning uchun (3.4.1)
differensial tenglamaning yechimini

o

y(z) =) (3.4.2)
k=0
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darajali gator ko‘rinishida izlash mumkin. Avvalo (3.4.2) darajali qatorni
formal ravishda ketma-ket ikki marta differensiallab, so‘ngra topilgan ¢ va
y”-hosilalarni (3.4.1) tenglamaga qo‘ysak

0 oc
D k(k - Do 24+ gttt =0, (3.4.3)
k=2 k=0
va'ni
(s 03 2C
Z(k +2){k + Dy yaz® + Z ez =0
k=0 k=1

munosabat kelib chiqadi. Bu tenglikda z* ning oldidagi koeffitstyentlarni nolg:a.

tenglashtirib
Cg - 2.-1= 0,

c3-3-24¢ =0,
k- {k—1)+ ooy =0,
Cora (k+2Y-{k+ 1D+ =0,

(3.4.4)

sistemani hosil qilamiz. Bundan

1
= = — e -
c2 =0, Cry2 (k+1)(k+2)ck_l’ k=1,
va'ni
S k>3
Ck = k(k-f— l)ckf?n oy
muncsabatlarni topamiz. Xo'rinib turibdiki
1) egm = i €
T 3mBm—1)..3-2°7
=
2 mal = ,
Ve = B a4 3
—_1ym
3) cymeo = (1) 0.

(3m + 2)(3m + 1)3m..5-4 2
Aytaylik, g = 1, o1 = 0 bo'lsin. U holda

n(0) = 1,5(0) =90

boshlang'ich shartlarni ganoatlantiruvchi (3.4.1) differensial tenglamaning

yechimi
)m 3m

_ - (_1 z r
(@) =D, 3m(3m-1).3-2 (3:45)

m=0
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ko‘rinishdagi darajali qatordan iborat bo‘ladi.
Faraz gilaylik ¢ = 0, ¢ = 1 bo'lsin. U holda (3.4.1}) differensial
tenglamaning

12(0) = 0,33(0) =1

boshlang‘ich shartlarni gqanoatlantiruvchi yechimi

B o0 (_1)m$3m+l
wale) = mz;] Bm + 1)3mBm — 1).4- 3 (3.46)

ko‘rinishdagi darajali gatordan iborat bo'ladi.

3.4.1-teorema. (3.4.5) va (3.4.6) darajali qatorlar Yz € (—oo,0) = R
- haqigiy sonlar c'gida yaginlashuvchi bo‘lib, ular yordamida aniglangan
y1(z), ya(x) lunksiyalar (3.4.1) differensial tenglamaning F.Y.S ni tashkil
giladi.

Isbot. Avvalo (3.4.5) darajali qatorning yagqinlashish radiusini ushbu

R = lim

n—00

An+1

formuladan foydalanib hisoblaymiz:

. _ (__l)m Cﬂ

T 3m(3m—1)..3-2
(_1)m+1

Bmts = B L 3)(3m + 2)(3m + 1)..3- 2"
R= lim Gom | _
m=0a | Cam+3
. (-1™ (3m +3)(3m+2)..3-2
= lim ’ m+1 =
TR—¥00 3m(3m - 1)3 -2 (—1)
~ (3m +3)3m +2)Bm + 1) _ .
m—=oc - 1
Demak, (3.45) darajali gatorning yaqinlashish radiusi B = oo

bo‘lgani uchun uw Vr €& (—oo,00) oraligda yaqinlashadi. Shunday
qilib, (3.4.5) tenglik yordamida aniglangan g (x) funksiya barcha tartibli
hosilalariga ega bo'ladi. Bundan tashqari {3.4.7) formula bilan aniglangan
yi{x} funksiya (3.4.1) differensial tenglamani ganoatlantirishini ko‘rsatish
qiyinchilik tug‘dirmaydi. Xuddi shuningdek, (3.4.6) darajali qatorning Vz €
{—o0,00) oraligda yaginlashuvchi ekanligini hamda yo(z) funksiya (3.4.1)
differensial tenglamaning yechimi ekanligini ham ko‘rsatish mumkin.
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Endi yi{x) va yo(z) vechimlarning chizigli erkliligini ko'rsatamiz. Buning
uchun teskarisini faraz qilamiz, ya’mi y(x) va ya(x) yechimlar chizigli
boglangan bo'lsin. U holda ushbu

Cipnle) + Cop(z) =0,  CF+CF#0 (3.4.7)

tenglikni garaymiz. Bunda z = 0 bo'lsin. U holda y2(0) = 0, 141(0) = —
be'lgani uchun

32

1
- - P 2—0 C;=0

bo‘tishini topamiz. U holda (3.4.7) tenglik
Coya(z) =

ko‘rinishni oladi. Oxirgi tenglikni differensiallab
Caya(z) = 0

hosil gilamiz va bunda z = 0 deb
: 1
Coyp{0) = 0, Cy (—ﬂ-) =0, Cy=0

ekanini topariz. Demak, (3.14.7) tenglik fagat ¢ = 0, Co =0 bo'lganda
bajarilar ekan. Shuning uchun y(z) va ye{zr) funksivalar (3.4.1) differensial
tenglamaning F.Y.S ni tashkil qilar ekan. Endi ¢ {x} va y,(z) funksiyalardan
tuzilgan Vronskiy determinantini hisoblaymiz:

Wiz) = W{nlz), yalz)} lamo = W(0) = 1.
Demak, (3.4.1) differensial tenglamaning umumiy yechimini

y(z) = Crgn + Caye

ko‘rinishda yozish mumkin ekan. Bu yerda C; — ixtiyoriy o‘zgarmaslar.
Mustaqgil yechish uchun mashglar [8], §18, Ne724-738; [21], §13,
MT00-716.

3.5-§.  Bessel tenglamasi

Ushbu
Y+ xy + (28 -y =0 (3.5.1)
ko‘rinishdagi tenglamaga Bessel tenglamasi deyiladi. Bu yerda v-hagiqly

parametr. £ = 0 nuqta DBessel tenglamasi uchun regulyar maxsus
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nugta bo'ladi. Bessel tenglamasi matematika va nagzariy fizikaning bir
qancha masalalarida uchraydi. Bu paragrafda Bessel tenglamasining umumiy
yechimini qurish algoritmini bayon gilamiz.

Bessel tenglamasining yechimini

z) = m“ch:ck, ep# 0 {3.5.2)
k=0

ko‘rinishda izlaymiz. Avvalo bu darajali qatorni formal ikki marta
differensiallab (3.5.1) tenglamaga qo'yib o va ¢ larning qiymatalarini
fopamiz:

o
> erlk+a)(k+a - 1)attey
k=0

o0 =9}
Z exlk + @)zt + (22 — %) Z cpatt® =
k=0 k=0

Bu tenglikda  ning darajalari oldidagi koefhitsiventiarni nolga tenglashtirib
a va ¢; larga nisbatan tenglamalar sistemasini hosil gilamiz:

(a? - 1?)ey = 0,

(o + 1 = 12)er =0,

(e +2)%— e+ =10,
[(Ct + 3)2 - VZ]C;J, 4+ =0,

Berilishiga ko‘ra ¢g 3 0 bo‘lgani uchun, birinchi tenglamadan o = v

ckanligini topamiz. Avvalo ¢« = v > 0 holni qaraymiz. Bu holda ikkinchi

tenglamadan ¢; =0 va ¢pp-1 =0, Vp=1,n hamda
(=1)Pey

22(v + 1){v + 2)..(v + p)p!’ P

munosabatlarni topamiz. Bu yerda Co ixtiyoriy son bo‘lgani uchun, cy, ni

soddalashtirish magsadida ¢ =

Cop = =1,2,...

FTTT) +1) deb olish magsadga muvoefig bo'ladi.

Bunda I'(p + 1) - Eylerning “gamma” funksiyasi. Ushbu
Tp+L=p, T +p+)=w+DH{r+2. {r+plr+1)

munosabatlardan foydalanib

(-1
20 T(p+ (v +p+ 1)’
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tasvirni hosil gilamiz.

Dalamber belgisidan foydalanib va g1 = 0 ekanligini inobatga olsak
(3.5.2} darajali qatorning v > 0, Vz € B da yaginlashuvchi ekanligini
ko‘rsatish mumkin. Bundan tashgari (3.5.2) formula bilan aniglangan y(z)
funksiyani (3.5.1) differensial tenglamani yechimidan iborat ekanligini ham
ko‘rsatish mumkin. Bu yechimga » tartibli 1-tur Bessel funksiyasi deyiladi va

J(x) kabi belgilanadi, va'ni

S Vil
> 0. 5.
ZDFp+1F(u+p+l) v20 (853

Agar a = —v < 0 bo'lib, butun son bo‘lmasa, u holda (3.5.1} differensial
tenglamaning yana bir (3.5.2) ko‘rinishdagi yechimini qurish mumkin. Bu esa
(3.5.3) tenglikda v ni —v ga almashtirish orqali aniqlanadi:

-3 (-G
J-lo) = ;;0 T(p-+ 1)F(fu +p+1)

v>0 (3.5.4)

Odatda J_,(z) — funksiyani v-tartibli 1-tur Besse! funksiyasi deyiladi.
Agar ¥ > 0 boflib, butun son bo‘tmasa, u holda J.(z) va J_.(x)
funksiyalar chizigli erkli boladi, ya'ni

c1d(z) + e p(z) =0, x€R

tenglik fagat ¢4 = ¢ = D bo'lganda bajariladi. Shuning uchun v > 0
bo‘lib, butun son bo'lmasa, J.(x) va J_,(z) funksiyaiar (3.5.1) differensial
tenglamaning F.Y.S ni tashkil qiladi hamda ushbu

yo(x) = erdu(z) + e J_(x), ¢; = const

funksiya (3.5.1) Bessel tenglamasining umumiy yechimi bo‘ladi.

Agar v butun, ya'ni v = n ko'rinishdagi son bo‘isa, u holda (3.5.4) formula
yarogsiz. Chunki, uning dastlabki n ta hadining maxraji cheksizga aylanishi
mumkin. Ammo (3.5.4) formulada v -+ n da limitga o‘tish mumkin:

1
[(—n+p+1)

=0, p=0,n-1 '
Har bir tayinlangan z larda

(—1)P(5 )
Jon(@) = lim J.,(z) = Zp(pH T~y +p+1)°

169



munosabat o‘rinli. Bunda p = n + m deb

n - (gl)m T Zm+n n
Jonlz) = (1) g;or(mﬂ)r(mmﬂ) () =

tenglikka ega bo‘lamiz. Bu tenglik J,.(x) va J_,{x) funksiyalarning n ning
butun giymatlarida chizigli bogfliq ekanligini ko‘rsatadi.

Butun n larda (3.5.1} tenglamaning ikkinchi chizigh erkli yechimiga 2-
tur n- tartibli Bessel funksiyasi deyiladi va ¥, (x) orqali belgilanad:. Y,{z)
funksiyani Ostragradiskiy — Liuvill formulasidan foydalanib ham topish
mumkin. Bunga to'xtalib o'tirmasdan z — +0 da Y,(z) funksiya quyidagi

cnz M1+ 0(1)], neN,
Yolz) = =
colnz[l +o(1)], n=0
asimptotikalarni qanoatlantirishini e’tirof etamiz.
Shunday qilib butun v larda (3.5.1) diflerensial tenglamaning umumiy
yechimi
yy(2) = o () + oYy (x)
ko‘rinishda bo‘lar ekan.
Mustaqil yechish uchun mashqlar 8], §18, MT39-T41, T44-751.
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IV-BOB. DIFFERENSIAL TENGLAMALAR
SISTEMASI

4.1-8. Ofzgarmas koeffitsiyentli chizigli bir jinsli differensial
tenglamalar sistemasi.

Ushbu J
To=ony +an + -+ G,
d
D= omyr +anye + -+ G, (4.1.1)
e

dr = Onllh +Qnale + 0 Goplin

ko‘rinishidagi differensial tenglamalar sistemasi berilgan bolsin. Bu yerda
ajk, 7.k = 1,n — haqigiy yoki kompleks sonlar, y;(z), 7 = 1,7 noma’lum
funksiyalar, x—haqiqiy erkli o‘zgaruvchi.

Quyidagi
air arz d1n
A= oy QAgz - 2529 = (ajk), J,k — 7, (41'2)
An) Quz - Onn
y(x) = (), 1(z), -, 9(2))" % € R,
B _ (@ dn Gy
dx de’ dx’ T dz
belgilashlardan foydalanib, (4.1.1) sistemani qulay ko‘rinishda yozish mumkin:
dy
—=A 4.1.3
dz Y ( )

bunda x € R, A-kvadrat matritsa, y(z)-noma’lum vektor-funksiya.
4.1.1-lemma. Agar y*(z) va y?(z) vektor-funksiyalar (4.1.3) sistemaning
yechimlari bo'lsa, u holda y(z) = c3*(z) + e3’(z) vektor-funksiya ham
(4.1.3} sistemani yechimi bo‘ladi, bu yerda ¢;, co- ixtiyoriy o‘zgarmas sonlar.
Isbot. Lemma shartiga ko‘ra,
1 2
R s .

_ ey ey L 2 _
. =G + co o Aleyy (z) + coy™(2)]
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1 da?
=0 [d—y——Ayl] +o [E%-—Ayg] =0.

dr
Keyinchalik A-matritsani 4 : R* — R"™, A- chizigli akslantirishning R"
fazoning ey, es, ..., e, bazisdagi matritsasi deb hisoblaymiz. Berilgan (4.1.3)

sistema trivial y(z) = 0 yechimga ega ekanligi ravshan. Biz (4.1.3) sistemaning
trivial bo‘lmagan vechimini
y(z) = h (4.1.4)
ko'rinishida izlaymiz, bu yerda h # 0 sonli vektor: h = (hy, hg, -+, ha)'.
Bu (4.1.4) tenglik orgali aniglangan y{z) vektor funksiyani (4.1.3)
sistemaga qo‘yib, Ae’*h = Ae*h, ya'ni

Ak = Mo, h#£0

chiziqli algebraik tenglamalar sistemasiga ega bo‘lamiz. Shuning uchun chizigli
algebraning ayrim tushunchalarini bayon gilamiz.
4.1.1-ta’rif. Noldan farqli A € RB” vektor uchun ushbu

Ah = Ak (4.1.5)

munosabat o'rinli bo'lsa, A-songa A matritsaning xos qiymati, h-vektorga esa
uning xos vektori deyiladi. -
Ma'lumki, A matritsaning xos giymatlari ushbu

det(A — AI) = 0 (4.1.6)

xarakteristik tenglamadan topiladi. Bu yerda 7-birlik matritsa.

4.1.1-teorema. Agar A matritsaning Aj, Ag, ..., A, x08 giymatiari har
xit bo'lsa, u holda uning hy, b, - . ., hn x0s vektorlari chizigli erkli bo'lib, H®
fazoning bazisini tashkil giladi.

Bu teoremani quyidagicha ham bayon qilish mumkin.

4.1.2-teorema. Agar A matritsaning A1, Az, ..., A, xo08 givmatlari har
xil bo'lsa, u holda shunday n % n-o‘lchamli xosmas T{det T 7 () matritsa
mavjnd bo'lib, quyidagi

A 00 0
AT = A= ° AD? )?3 g (4.1.7)

munosabat o'rinli bo'ladi. Bu verda.

T= (h17h21"':hﬂ)
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bo'lib, h; — A matritsaning A; xos giymatlariga mos keluvehi xos vektorlar.

4.1.2-lemma. Ushbu y{z} = e™h vektor-funksiva (4.1.3) bir jinsli
sistemaning yechimi bolishi uchun A soni A matritsaning xos giymati, & esa
uning xos vektori bo'lishi zarur va yetarli.

4.1.3-teorema. Agar A matritsaning Ay, As, ..., A, %08 givmatlari har
xil bo'lsa, u holda:

1} Ushbu

y(z) = 618A11h1 + CzeAthé + - Cnﬁ')\"whn (4.1.8)

vektor-funksiya (4.1.3) differensial tenglamalar sistemasining yechimidan
iborat bo‘ladi. Bu yerda ¢;- ixtiyoriy hagigiy o‘zgarmas sonlar.

2) Agar y{z)-vektor-funksiya (4.1.3) sistemaning biror vechimi bo'lsa,
u holda r1, co, ..., cp-0‘zgarmaslarning shunday givmatlari topiladiki y(x)
{4.1.8) ko'rinishda bo‘ladi.

Isbot. Teorema birinchi bandining isboti 4.1.1-lemma va 4.1.2-lemmadan
kelib chigadi. Shuning uchun teoremaning ikkinchi bandini isbotiaymiz.
Buning uchun quyidagi

y(z) = Tz(z) 7 (4.1.9)
almashtirishdan foydalanib, (4.1.3) sistemani
d
T%ﬁl = AT(x)

ko‘rinishda vozib olamiz. Bu tenglikning ikkala tamonini 77! teskari
matritsaga chap tamondan ko'paytirib,

d‘;f) =T AT 2(x),

ya'ni

d

% =Azz) (4.1.10)
tenglikni hosil gilamiz. (4.1.10) differensial tenglamani koordinataiarda
yozsak,

dz(z dz(z dz,(z
éi ) = hzi(z), ;:(E ) = Aeza(x),--- ,__g_i_l = ApzalT) (11.11)

sodda differensial tenglamalar hosii bo'ladi. Bu tenglamalarni birin-ketin
yechib,

z(x) = e, mlr) = e’ e 2(x) = e (4.1.12)
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funksiyalarni topamiz. Agar R" fazoning birlik vektorlarini
A =(1,0,0,...,0), f2=(0,1,0,...,0), ..., fu =(0,0,0, ..., 1)

ko'rinishda belgilab olsak, u holda z(z) = (21, 23, ..., 2,)7 vektor-funksiyani
ushbu
2(z) = €M7 fi + e o + - + ™y (4.1.13)

ko'‘rinishda yozish mumkin. Xosmas T matritsaning ustunlari A matritsaning
h; xos vektorlaridan iberat bo‘lgani uchun

Tf = hy (4.1.14)

munosabat bajariladi. (4.1.13) tenglikning ikkala tomoniga chapdan
T matritsani ta’sir gildirish natijasida (4.1.3) differensial tenglamalar
sistemasining yechimini hosil gilamiz:
y(x) = Tz(x) = c.e™Tfi+ - + cne™ TS =
= c1e™M%hy + 2™ hy + - -+ + cpe*Thy,.
Teoremaning bu bandini boshqacha ham isbotlash mumkin. Haqiqatan
ham Ay, hs, ..., By vektorlar RB® fazoda bazis tashkil qilgani uchun ushbu
y(z) = ay(z)hy + az2(x)hy + - 4 an(2) By (4.1.15)

yoyilma Yz € R = {—00,00) da orinli bo‘ladi. Bu y(z) vektor-funksiyani
(4.1.3) sistemaga qo‘yib
a;(i[‘)hl + a%(x)hg + +.ﬂ.:1($)hn =
ar(x)Ah) + ap(2)Aha + - + ay(x) Ahy, =
= May(x)h + doaz(z)ha + -+ + Anan(2)hn
munosabatri hosil qilamiz. hy, hs, ..., h, vektorlarning chizigli erkliligini
e'tiborga olsak, oxirgi tenglikdan quyidagi

a)(z) = Ma(a), ah(x) = deaz(x), .. ., al(z) = Auan(z)

sodda differensial tenglamalar kelib chigadi, Ularning har birini ketma-ket
yechib,

X

a1(z) = 01e™%, az(x) = 2™,

s ap(x) = Cpe®
funksiyalarni topib olamiz. Topilgan bu funksiyalarni (4.1.15) tenglikka qo‘yib,

y(l‘) = Clehzhl + cze)‘”hg U +Cn6'\“mhn
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(4.1.3) sistemaning yechimini hosil gilamiz.

Aytaylik, A matritsaning barcha elementlari haqigiy sonlardan iborat
bo'lsin. Bu holda (4.1.3) differensial tenglamalar sistemasining hagiqiy
vechimlarini topish algaritmini bayon qilamiz.

4.1.3-lemma. Agar A-haqiqiy elementli matritsa bo'lib, A-soni uning xos
giymati, h-esa uning xos vektori bo‘lsa, u holda A-xos qiymatga, h-xos vektor
mos keladi.

Isbot. Shartga ko‘ra

Ah = M, h #0.

Bu tenglikda qafnashayotga.n hadlarning kompleks go‘shmasiga o'tib,
Ah=Xh
munosabatni olamiz. A haqiqly elementii matritsa bo‘lgani uchun
A= (@ij); joim = (@ij)s jetn = A
o'rinli bo’ladi. Bunga asosan yugoridagi tenglik ushbu
AR = Jh
ko‘rinishni oladi. Bundan o‘z navbatida X soni A matritsaning xos qiymati,
h-esa uning xos vekroti ekanligi kelib chigadi.

Agar A xos giyvmat haqiqiy son , ya'i A = ) bo‘lsa, u holda % xos vektorni
hagiqgly qilib tanlash mumkin. Shunday qilib biz

ylz) = eMh
haqiqly yechiinga ega bo‘lamiz.
Agar A xos gqiymat kompleks son bo'lsa, u holda
y(x) = eh
ham kompleks bo‘ladi. Bu yechimlarning hagiqiy va mavhum gismlari
m(x) = Re{e™h}, yo(x) = Im{e*h}

hamz (4.1.3) differensial tenglamalar sistemasining vyechimlaridan iborat
bo‘ladi. Bundan tashqari (4.1.3) sistema kompleks qo‘shma
¥ = ej“rf_z
vechimga ham ega bo'ladi. Bu yechimning haqgigly va mavhum gismlari
Re{ehﬁ} = (z), Im{ehfl} = —y(r)
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ko‘rinishda. bo'lib, (4.1.3) sistemaning haqiqgly yechimlar juftligini beradi.

Berilgan (4.1.3) differensial tenglamalar sistemasining haqigiy
yvechimlari quyidagicha topiladi. Buning uchun A matritsaning barcha
haqigiy xos giymatlarini A, As, ..., A orqali, kompleks xos giymatlarini
Nests Aksls Akeos Apso, ... orqali belgilab olamiz. U halda (4.1.3) differensial
tenglamalar sistemasining ixtiveriy haqiqiy yechimi

y(f) = C1e/\11h1 + 02€A2Ih2 4o+ Ckel\kzhk-i—
+Ck+1Re{€/\H]whk+l} + Ekﬂf'm{E'\k“mth} +--

ko‘rinishda bo‘ladi.
Shunday qilib, A matritsa har xil xos glymatlarga (va'ni oddiy} ega

(4.1.16)

bao'lgan holda, (4.1.3) differensial tenglamalar sistemaning barcha yechimlarini
topish algaritimi quyidagi bosqichlardan iborat bao'ladi:
1. A matritsaning barcha oddiy xos giymatlari ushbu

A(N) = det(A — AT) = 0

xarakteristik tenglamadan topiladi.
2. Ushbu
Ah; = Mhy
algebraik tenglamalar sistemasini yechib, ky, ha. . . ., by x0s vektorlar topiladi.
3. Nihovat, (4.1.16} formula bo’yicha {4.1.3) differensial tenglamalar
sistemasi yechimi topiladi.

4.2-§. O‘zgarmas koeffitsiventli chizigli bir jinsli differensial
tenglamalar sistemasini karrali xos giymatlar holida yechish
algoritmi

1. Aytaylik R® fazoda berilgan simmetrik bo'lmagan A chizigli
operatorning biror {ey,es,- - ,e,} bazisdagi matritsasi ushbu

A=(ajx), jk=1,n

ko‘rinishda bo'lib, u & karrali A xos qivmatga ega bo'lsin. U holda uning
chizigli erkli xos vektorlari soni & dan kam bo‘ladi. Shuning uchun A
matritsaning xos vektorlari R" fazoning bazisini tashkil gilmaydi. Ammo R”
fazosining Jordan bazisini tuzish mumkin. Buning uchun Jordan katagi va
zanjiri hamda vopishgan (yoki ergashgan) vektor tushunchalarini bayon gilish
ZArur.
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4.2.1-ta’rif. Ushbu

A1 0 - 0
J:O'\l' 0
0006 - A

ko‘rinishdagi matritsaga Jordan katagi deyiladi. Bu matritsa & karrali yagona
A xos giymatga ega bo'lib, & uning o‘lchamini bildiradi.

J matritsaning A xos giymatiga mos keluvehi barcha xos wvektorlarini
topaylik. Buning uchun ushbu

Jz = AE, r = (.731,1‘2,... ,:l’,‘k)T

tenglamaning nolmas yechimlarini topamiz. Bu tenglamani koordinatalarda
yozib, quyidagi

AZ1 4 Tn = ATy, ATz -+ T3 = A%, ..., AZp1 + Tk = ATp_1, ATk = ATg

tenglamalarni hosil qilamiz. Bunda 2o = 0,23 = 0,..., 2 = 0 bo'lib, x;-
ixtiyvoriy son. Shuning uchun J matritsa yagona

fi=1(1,00,...,07
xos vektorga ega bo'ladi. R™ fazoning bundan boshga
f2=(0,1,0,....,007, f3 =(0,0,1,0,...,00%, ...,
fr=1{0,0,0,.... )7
birlil:; vektorlariga J matritsa quyidagicha ta'sir giladi:
Jh=AuJfa=Afa+ 1, T = Afi + fi1

Aytaylik, A soni A matritsaning k karrali xos giymati bo'lsin.
4.2.2-ta’rif. Ushbu

Ahy = Ay, Ry #0,
Ahy = Mhy + Ry,
Ahs = Mg + ho,



tengliklarni gqanoatlantiruvchi {hy, hs, ..., Bz} vektorlar sistemasiga A
matritsaning Jordan zanjiri deyiladi. Bunda h; — A matritsaning xos vektori,
ha, hs, ..., by vektorlarga esa unga yopishgan vektorlar deyiladi.

Demak, yuqoridagi fi, fa,..., fr vektoriar J Jordan katagining Jordan
zanjirini tashkil giladi.

4.2.1-teorema (Jordan). Ixtiyoriy A matritsaning barcha xos
givmatlariga mos keluvchi Jordan zanjiridan tuzilgan vektorlar sistemasi R™
fazoning bazisini tashkil qiladi.

Endi A matritsaning Jordan bazisidagi ko'rinishini ifodalovehi tasdigni
keltiramiz.

4.2.2-teorema. Ixtivorly A matritsa wuchun, shunday xosmas
T(det T # 0} matritsa topilib, quyidagi

Ao 000
riar=| 0 % - O
00 .. J;

tenglik o'rinli bo'ladi. Bu yerda 4, Js,...,J; matritsalar mos ravishda
k1, k2, ..., k; o'lchamli Jordan kataklaridir:

A 10 00

0 Ax 1 00
Jr =

000 Ap 1

000 0 X

Bunda k) + ka+, ..., +kp = 0 bo'lib, {};}7_; — A matritsaning k;, 7 =1,n
karrali xos qiymatidir.
2. Quyidagi n noma’lumli n ta differensial tenglamalar sistemasini
garaylik: '
dy T
r€ R, A=(a;x), ajr=const, jk=1n.

Bu yerda A-o‘zgarmas simmetrik bo‘lmagan matritsa, y{z) — noma’lum

vektor-funksiya. Faraz qilaylik, A soni A matritsaning & karrali xos giymati

bo'lib, hy, ho, s, ..., by vektorlar uning Jordan zanjividan iborat bo‘lsin. U

holda bu Jordan zanjiriga (4.2.1) differensial tenglamalar sistemasining k ta
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yechimi mos kelishini ko‘rsatamiz. Buning uchun, avvalo ushbu

j_f«, =Tz, 2(a) = (21(2), - 2a(2)) (4.2.2)

differensial tenglamalar sistemasining yechimini topamiz. Bunda J-Jordan
katagidan iborat. (4.2.2) sistemani koordinatalarda yozamiz:
Zrl = Az1+ =z,
zh = Az + 23,
Zey = AZp_1 + Za1,
2 = Aze.
So‘ngra bu differensial tenglamalarni oxirgisidan boshlab ketma-ket yechamiz:

2i(x) = e,

. xr
Zg—1 (3’:) = Ck_lem + Ck;r:e)w = (Ck_1 + Cki) e’\”,

k-1
_ RTINS IV
zl(x)—(c1+8211+ +ck(k_l)!>e .

Demak, (4.2.2) differensial tenglamalar sistemasining ixtiyoriy yechimini
z(ﬂ’;) = (312(1)(3}) + 622(2)(1') 404 CkZ{k)(I)
ko‘rinishda yozish mumkin ekan. Bu yerda

z(l)(:c) = e)\‘”fl,

2(2)(‘«1’.) = M (fZ + %fl) 1
e e b ettt e e e
F(p) = ™ x e
2M(x)=e (fk RV RN = 1)!fk)
bo'lib, fi, fa, ..., f vektorlar J matritsaning Jordan zanjiridan iborat.

Quyidagi
PI (‘,"’r) = fly

Po(a) = fo+ 33
k—1

(k:fl)!fi

xT
Pk(?f)ifk-f'ﬁfkq-f'“--%-
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belgilashdan foydalansak, yuqoridagi tengliklarni

2W(x) = M Pi(x), 2Pa) = X Pyo),

gy = M Pyla), . 2N 2) = 2 P(z) (4.2.3)
ko'rinishida yozish mumkin. P;(z), j = 1,k vektor-funksiyalar ushbu

dF; (:L') —
d:l’: J 1(93) 1,k‘

tenglikni qanoatlantiradi. {f1, fa, ..., fe} - vektorlar-sistemasi J matritsaning
Jordan zanjirini tashkil gilgani uchun

JPJ(ZL') = APJ(R'J) + Pj,1($)

munosabat bajariladi. Hagiqgatan ham:

k-2

JPj($)=ij+%ijA1+--- (; %) 7 fat
LRl
(k 1), f )‘f3+f3 1+ ()‘fj 1+f:w )
22 "
(k = (Afat+ fi) + (—T)!)\ﬁ:

. k-1
'——)\(fj"“ﬁfjl"" 0 1),f1)

. k-2
+ (fj—l + T!fjmz + - ( 7 fl) = APj(z) + Pjafz).

Fndi, quyidagi ayirmani hisoblaymiz:

dz"9(z) .
Fra T2 {z) = Xe™ Py(x)+
dP;
+(=,>"$TJQ(;”2 — NI Pi(z) == A Pi(z) + e Py (x)~
—XeMPy(z) - e P;_y(x) = 0.
Demak, 2UNz),j = 1,k vektor-funksiyalar {4.2.2) differensial

tenglamalar sistemasining yechimidan iborat bo‘lar ekan.
Nihovat, A matritsaning k& karrali A xos giymatiga mos keluvchi
hi, ha, ..., by Jordan zanjiriga (4.2.1) differensial tenglamalar sistemasining &
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ta yechimi mos kelishini ko‘rsatamiz. Buning uchun quyidagi

ya(z) = e (%hl + hz) = e Qa(x),

B—1 k-2 (1.2.4)
yr(z) = € ((;_ T (;_ gyt Tt %hk—l + hk) =
= eMQu(z)

vektor-funksiyvalarni tuzib olamiz.
4.2.1-lemma. Ushbu

yi(z) = e¥Qia), j=1Fk

ko‘rinishdagi vektor-funksiyalarning har biri (4.2.1) diflercnsial tenglamalar
sistemasining vechimidan iborat bo'ladi.

Isbot. Lemmaning isbotini & > 2 hol uchun keltiramiz (¢ = 1 hol
ravshan). Q,(z), 7= 1, k vektor-funksiyalarning aniglanishiga ko'ra

Q) _ o, o), 5=T

munosabat o'rinli. Yuqoridagi hy, he, ..., by vektorlar Jordan zanjirini tashkil
gilgani uchun, ushbu

AQ;(x) = AQ;{x) + Q51 (z)
tenglik bajariladi. Bundan foydalanib quyidagi ayirmani hisoblaymiz:
yi(2) — Ayile) = A¥Qy(z) + eMQ(x)~
—eMAQ;(z) = AeMQi(x) 4 AV Qi (z) -
~XeMQ;(x) — eMQi(z) = 0.

Demak, y;(z) = e*Q;(x), j= 1,k vektor-funksiyalar (4.2.1) differensial
tenglamalar sistemasining yechimi bo'lar ekan.

4.2.3-teorema. Avtaylik, R" fazoning Jordan bazasi A matritsaning k;
karrali A; xos giymatiga mos keluvchi m ta hgj) , hgj ], cers h%‘ ), 1 <5 <m,
ki + ks +--- 3+ k,, = n Jordan zantiridan iborat bo‘lsin, U hcjlda ushbu

vr) =3 [0 @) + P @+ o] 429
g=1
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vektor-funksiyva (4.2.1) differensial tenglamalar sistemasining yechimidan
iborat bo‘ladi. Bu yerda C‘P Y C‘QU Vo Cg), j = T1,m- ixtiyoriy haqiqiy
o‘zgarmaslar.

2) Agar y(x) vektor-funksiya (4.2.1) differensial tenglamalar sistemasining
biror yechimi ho‘lsa, u holda shunday C{j ), C'Q(j ), , C’,(cj ) hagigiy o‘zgarmas
sonlar topilib, bu y(z) yechim uchun {4.2.5) tasvir orinli bo'ladi.

Isbot. Teorema birinchi bandini isboti 4.2.1-lemma va superpozitsiya
prinspidan kelib chigadi. Shuning uchun teorema ikkinchi bandining isbotini
keltirarmiz.

Faraz qilaylik, y(z) vektor-funksiya (4.2.1) differensial tenglamalar
sistemasining biror yechimi bo'lsin. Har bir z € R larda y(x) yechimni R*
fazoning Jordan bazasi orqali yoyish mumkin:

v@) =3 [ @ + @ + el @nd]. 420)
=1
Bu y{x} vektor-funksivaning (4.2.6) ifodasini (4.2.1) differensial tenglamalar
sistemasiga qo'yib Jordan zanjirining ta'rifidan foydalansak,

$ dﬁj()hg) ds;;x>hgn+_,_+ 6@ g o

j=1

3
=

(6@ A8 + (@) ARS) + - + €0 (@) AnY)] =

F=1
=3 [P @nhd + )y (Ahd + A) +
=1

D@ ()] -
)3 (e (@) + 68@)) 1 + (NP (@) + @) 1P+

J=1
+ (M, @) + €0 @) A+ @]
munosabat kelib chigadi. Har bir y(z) vektorni Jordan bazisi bo‘yicha (4.2.6)
yoyilmasining yagonaligidan quyidagi
déy" ()
dz

g . .
£\ @) + ),
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de . (z) :
kd; = A Ek kl ) + gl(cf)(m)r

d&i () -
M@
m ta differensial tenglamalar sistemasi kelib chigadi. Bu sistemani quyidan
yuqoriga qarab yechsak, ‘ _
€ (x) = Cleh,
. ‘ Nz .
O = [, + e S e,

[y

i=12..,m j=1Lm

tengliklar hosil bo‘ladi. Topilgan S,Ej)( ), j = 1,m funksiyalarning bu
ifodalarini (4.2.6) yoyilmaga qo'yib. y(x) yechimning (4.2.5) ko‘rinishda
tasvirlanishiga ishonch hesil gilamiz.

Mustaqil yechish wchun mashglar [21], §14, N726-752; (8], §22,
NeB(2-807.

4.3-§. O‘zgarmas koeflitstyentli chizigli bir jinsli bo‘lmagan
differensial tenglamalar sistemasi

Quyidagi
2 Ay+f@), Te(@b) SR, (4.3.1)
ko‘rinishdagi differensial tenpglamalar sistemasini garaylik. Bu yerda y(r) =
(), o (@) - noma’lum vektor-funksiya, A = (a;), ap = const

4,k = 1, n-berilgan o‘zgarmas matritsa, f(z) = (f,(x), ...,fn(:c))T - berilgan
uzluksiz vektor-funksiya.

Aytaylik, yo(x) vektor-funksiva {41.3.1) sistemaning biror yechimi bo‘lsin.
U holda (4.3.1) tenglamaga ushbu

ylw) = z(x) + yol)
almashtirishni qo‘llasak,

i% + d%“% = A(2(z) + pol2)) + flz) = Az{z) + Awe(x) + f(z)
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munosabat hosil bo'ladi. Shartga ko'ra yo(z) vektor-funksiya (4.3.1)
tenglamani ganoatlantiradi, ya'ni

dyf) — Ayo(z) + f(z).

Shuning uchun yuqoridagi tenglikdan ushbu
dz(x)
dr

bir jinsli differensial tengiama kelib chigadi.

Agar (4.3.2) bir jinsli sistemaning 2;(z), ..., 2,(z) chizigli erkli yechimlari
ma'lum bo‘lsa, u holda uning umumiy yechimi

= Az(x) (4.3.2)

2(x) = ez (z) + eazo(z) + -+ - + e42a(x)

ko‘rinishda bo'lishi oldindan ma'lum. Bu tenglikda ¢; — ixtiyoriy haqiqiy
o'zgarmas sonlar. Demak, (4.3.1) sistemaning umumiy yechimi

ylx) = azl(z) + o) + - + anml(z) + yolz) (4.3.3)

ko‘rinishda ifodalanar ekan.
4.3.1-lemma. Agar y{r) va wa(x) vektor-funksiyalar mos ravishda

quyidagi
dy;(x .
__é;l = Ay_’i(x} +fj($)v i=12
tenglamalarning yechimlari bo'lsa, u holda y{x} = wi(x) + w(x) vekior-

funksiya ushbu
d
= = Ay + fif2) + ffa)

de
ko'rinishdagi tenglamaning yechimidan iborat bo'ladi.
Isbot.
dy dy  dya _
dr  dx + dr Ay + file) + Ay + folz) =

= Ay +y2) + filz) + falz) = Ay + filz) + folz).

Avvalo quyidagi xususiy hollarni ko‘rib chigamiz.

1. Aytaylik, A soni A matritsaning & karrali biror xos giymati bo'lib, unga
hi, ke, ..., hy — Jordan zanjiri mos kelsin.

4.3.1-teorema. Faraz gilaylik, {4.3.1) tenglamada

fz)=e" [Prg)(sc)hi + P,gf)(w)hg 4k P,gf)(a:)hk]
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ko‘rinishdagi vektor-funksiya bo‘lsin. U holda {4.3.1) differensial tenglamalar
sistemasining ushbu ]
e Qulz), p# A
y@) =3 ., .
2 Qrk—1(x), p=2A

ko‘rinishdagi yechimi maviud va yagona. Bu yerda pY )(3:), P )(a:), o, P (x)
darajasi m dan oshmaydigan berilgan ko'phadlar, Q,(x) va Qupk2(x)-
ko'phadlarning darajalari mos ravishdam vam+ &k — 1.

Isbot. (4.3.1) differensial tenglamalar sistemasining yechimini

k
y{x) = Zﬁj(l‘)hj (4.34)

ko'rinishda izlaymiz. (4.3.4) vektor-funksiyani (4.3.1) tenglamaga qo‘yib,
Jordan zanjirining ta'rifidan foydalansak,

k k
Y iy =3 & (2) A+
j=1 §=1

i
+e Y P @)y = Ma(z)n+
i=1
k k )
+ 2 &i(@) My + b+ Y PR @)y
=2 i=1

munosabat hosil bo'ladi. Bundan va hy, hs, ..., by vektorlarning chizigh
erkliligidan quyidagi

£(x) = Mi(e) + &alx) + P (),

Er() = Ma(z) + &l) + e PE(z),
£x(@) = Mlz) + " P () (4.3.5)
ko'rinishdagi differensial tenglamalar kelib chigadi. Bu tenglamalarni quyidan
yuqoriga garab vechamiz.
Agar A # i bo'lsa, u holda bu differensial tenglamalarning

&l(z) = QW (), -y &(2) = QY (x)
ko'rinishdagi  xususiy  yechimlari mavjud va yagona. Bu yerda
&)(m), . ng)(a:} - ko‘phadlarning kamida bittasining darajasi m ga
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teng. Topilgan &;(x) larning bu ifodalarini (4.3.4) yoyilmaga qo'yib, (4.3.1)
differensial tenglamalar sistemasining yechimini

) = 3" QDb = €0 ()
i=1
ko’rinishda topamiz,
Agar A =y ho'lsa, u holda (4.3.5) tenglamalarning

Ex{x) = 2 QR)(z),

& 1(z) = 2 Q¥ Vz), ., &1(z) = 2°QY (=)

ko‘rinishdagl  xususiy yechimlari mavjud va yagaona. Bu yerda
g)(:r,), s lek_l(:ﬂ) mos ravishda ., ..., m + & — 1 darajali ko‘phadlar.

Topilgan &;(z) larning bu ifodalarini (3.4.4} yoyilmaga qo‘yib,
y(z) = ze* Z QY (@) = &¥1Quiki(2)

(4.3.1) differensial tenglamaning yechimini topamiz.
2. Endi umuniy holni qaraymiz.
4.3.2-teorema. Aytaylik, {4.3.1) sistermada

flz) = " Pn(x)

ko'rinishda bo'lsin. Bunda P, {z) m-darajali vektor ko'phad. U holda (4.3.1)
differensial tenglamaning

(@) = e Qir(z) (4.3.6)

ko‘rinishdagi yechimi mavjud. Bu yerda Q,,4r{x} — (m + k) darajali vektor-
ko'phad bo'lib, agar g soni A matritsaning xos giymati bo'lmasa, & = 0,
agar p soni A matritsaning r karrali xos qlymatidan iborat bo'lsa, k =
deb olinadi. Bundan tashqari Q. (x) ko‘phadaning keeffitsentlari n o‘lchamli
sonli vektorlardan iborat,

Isbot. Aytaylik, A matritsa k; karra Aj xos gqiymatga ega bo'lib, R
fazoning Jordan hazisi m ta h( h . hU , j = I,m - Jordan zanjiridan
iborat bo'lsin. Ushbu P, () vekt or—ko phadm Jordan baxisi bo'yicha yoyamiz:

m
Pa(e) = 3 [PO@RY + PP @S + -+ PP (@]
=1
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Bunda PY(x), .., Pg) (z), 7 = 1,m ko‘phadlarning ichida kamida bittasi
m-darajali. Agar

. . _ T
y4a) = (17 (@), .y ()
vektor-funksiya ushbu

dy'd) , . . : :
S 4y e [ PO@RD 44 P () (4.3.7)

ko'rinishdagi differensial tenglamaning yechimi bo‘lsa, unda quyidagi
mo
ylz) =" (=)
i=1

funksiva (4.3.1} sistemaning xususiy yechimi bo‘ladi.
Faraz gilaylik, Ay, Ag, ..., A, (1 < ¢ < n) lar A matritsaning xos giymatlari
bo'lsin.
Agar p # X;, Vi = 1,q bo'lsa, u holda (4.3.7) bir jinsli bo‘lmagan sistema
4.3.1-teoremaga asosan
Y (@) = & Qjm(x)

ko'rinishdagi xususly yechimga ega bo'ladi. Bu yerda Q; () darajasi m ga
teng vektor-ko‘phad.
Agar ¢ = A bo'lsa, u holda {4.3.7) tenglama 4.3.1-teoremaga asosan

y9(x) = 26" Qi1 (z)

ko‘rinishidagi xususiy yechimga ega bo‘ladi. Bunda @Q;mix—1(z) - darajasi
{m + &k — 1) ga teng vektor-ko'phad. Qaralayotgan holda (4.3.7}
tenglamalarning qolganlari

y(2) = e Qsml(z)

ko‘rinishdagi xususiy yechimga ega bo‘ladi. Bu yerda @jn{(z) - darajasi
m ga teng bolgan vektor-ko‘phad. Bu mulohazalardan va superpozitsiya
prinspidan {4.3.1) sistema {4.3.6} ko‘rinishdagi xususiy yechimga ega ekanligi
kelib chigadi.
4.3.1-izoh.  Amalivotda {4.3.6) ko'rinishdagi yechimni aniqmas
koeffitsiventlar usulidan foydatanib ham topish mumkin,
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4.4-§. O‘zgarmas koeflitsiyentli chizigli bir jinsli bo‘lmagan
differensial tenglamalar sistemasini anigmas koeflitsiyentlar
usulida yechish

Bir jinsli bo'lmagan ushbu

d
d—i = Ay + " P, () (4.4.1)

ko‘rinishdagi differensial tenglamalar sistemasi berilgan bo'lsin. Bu yerda
P(x) — darajasi m ga teng bo'lgan

Py(x) = Pa’ (4.4.2)
j=1

ko‘rinishdagi vektor-ko‘phad, P, j = 0,m, o'zgarmas vektorlar, p = const.

Quyidagi ikki hol bo‘lishi mumkin.

1. Rezonansmas hol. Bunda p soni A(A) = det(A — M) = 0 xarakteristik
tenglamaning ildizi bo‘lmaydi, va’ni A(p) # 0 bo'ladi. U holda {4.4.1)
differensial tenglamalar sistemasi _

ylz) = " Qulz) (4.4.3)
ko‘rinishdagi xususiy yechimga ega bo‘ladi. Bunda @p.{(z), m — darajali
ko'phad. ¢, (z) ko'phadni quyidagi

Q) =) g’ (4.4.4)
i=0

ko‘rinishda izlaymiz. Bu yerda ¢; — noma’lum o‘zgarmas vektorlar. (4.4.1) va
(4.4.3} munosabatlardan
AdQm(x)

AT e
p e Qu(w) + e —

tengliklarni hosil gilamiz. Bu tenglikning tkki tamonini e** # 0 ga bo'lib,

= A" Qn(z) + ¢ Pp(x)

ushbu 10n(e)
m x -
# Qm(x) = AQm(x) = Frlz) — — (4.4.5)
munosabatni topamiz. Avvalo (4.4.5} tenglikni quyidagi
dQ'Hl X
T = Al @ (z) = Pua) - T2 (14.6)

ko‘rinishda yozib olamiz. So‘ngra bu tenglikning ikki tomonidagi ™, ™!

darajalar oldidagi mos koeftitsiyentlarni tenglashtirsak,

el = All g = P,
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” pd — A” Gm = Pm,
Hd — All Gt = Py — M, (44.7)

tenglamalar sistemasi hosil boladi.
Shartga ko'ra, A(p) # 0 bo‘lgani uchun |[uf — A||™" teskari matritsa
mavjud. Shuning uchun {4.4.7) sistemaning birinchi tenglamasidan

Gn = |ltd — Al ' pr (4.4.8)
noma’lumni, ikkinchisidan esa
2
- -1
s = 1 = APy = m(linl = 417 ) b (449)
noma'lumni topamiz. Bu jarayonni davom ettirib, ¢;,i = 0,m noma'tum

vektorlarning barchasini topish mumkin.

2. Rezonans hol. Bunda p soni A(X) = det(A— AI) = O xarakteristik
tenglamaning ildizi, ya'ni A{u} = 0 bo‘ladi. Bundan tashqari 4 matritsa faqat
oddiy xos giymatlarga ega bolsin. U holda (4.4.1) differensial tenglamalar
sistemasining xususiy yechimi

y(z) = "z - Q,,(x) (4.4.10)
ko‘rinishida bo‘ladi. Bu yerda Q,,{z) — m darajali vektor-ko‘phad. Avvalo
ushbu

ylz) = Tz(z)
almashtirishdan foydalanib, (4.4.1} sistemani n = 2 holda

{ % = Az + eprl(;l')

4411
% = M2y + € foz) ( :

ko‘rinishga keltiramiz, Bu yerdagi fi(x)} ko‘phad T !P,(z) ning mos
komponentasi. {4.4.11} tenglamalarning har biri uchun xususty yechimni

2z} = a@m(z)e’” = " Quar(x)

ko‘rinishda izlaymiz. Bu yerda Qq1(x) — m + 1 darajali ko‘phad.

4.5-§. Misollar yechish namunalari

4.5.1-misol. Ushbu

Fis
==
Iis
w=un
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bir jinsli differensial tenglamalar sistemasining yechimi topilsin.
Yechish. Avvalo berilgan differensial tenglamalar sistemasining

matritsasini tuzib olamiz:
01

10

Bu matritsaning xos giymatlarini va xos vektorlarini topamiz. Buning uchun

1%—Amh#mh=(m)

A:

ushbu

ha
tenglamani garaymiz. Oxirgi tenglamani koordinatalarda yogamiz:
ho==Ahy, | ha—Ahy =10,
hlz)\hg, hl—)\hzzo
Ma'lumki, bir jinsii algebraik tenglamalar sistemasi nolmas yechimga ega
bo‘lishi uchun, uning asosiy diterminantining nolga teng bo'lishi zarur va
yetarli.
Shuning uchun

-2 1

=0, -1=0.
1 =X

Oxirgi kvadrat tenglamani yechib, A matritsaning xos qiymatlarini topamiz:
A =1, X =—1 Endi A; = 1 xo0s giymatga mos keluvchi

)

{—$1+£L‘2=0,

xos vektorni topamiz. Ushbu

r—x3=0
=~ 1
sistemadan z; = 1, 9= 1,ya'ni h; = . xos vektorni topamiz.
Az = —1 xo0s giymatga mos keluvchi ks xos vektorni topish uchun ushbu

1+ =10,
ri+re =10

1
sistemani hosil qilamiz. Bu sistemadan x, = 1, 2o = —1 ,ya'ni A2 = ( 1 )

xos vektorni topamiz. Endi berilgan differensial tenglamalar sistemasining
190



ixtiyoriy yechimini quyidagicha yozish mumkin:

y(z) = CreM hy + Cye™hy =

= (1€%h; + Coe ™" hy = Ch° ( 1 ) + Coe ™™ ( _11 ) =
- Chre® + Che™
B Che® — Cye™™ !
y{x) = Cre” + Che™,

yofx) = Cre™ — Coe ™.

Bunda ' , Ch—ixtiyorily hagigly o‘zgarmas sonlar.
4.5.2-misol. Ushbu

ya'ni

dys __

W — 3y — 2y,
i =Wt

differensial tenglamalar sisternasining yechimini toping.
Yechish. Beriigan sistemaning koeffisiventlaridan

3 -2
11

A=

matritsa tuzib, uning xos giymatlarini hamda xos vektorlarini topamiz:

Ah = \h, b = (ml)
Ig

{ 3.7;1 —21‘2 = /\.’L‘l,

271+CC2=)\$2,

3—-2 -2

(3—)\)371-—23!?2i0, -0
1o1=x]

n+{1-XNz=0,

Ushbu A? ~4A+5 = 0 kvadrat tenglamani yechib, A;» = 2+ xos giymatlarni

topib olamiz. Endi Xy = 2 + ¢ xos giymatga mos keluvchi b = ( o ) XO8
T2

vektorni topish bilan shug‘ullanamiz:
(]. — ’i)ﬂ?l - 2$2 = 0,
Ty — (1 + ‘i)ﬂ?g =q{.
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Bunda z; = 1 deb, z; = 1 + i ni topamiz. Bu holda xos vektor

1+i

ko‘rinishida bo‘ladi. Bu xo0s giymatga berilgan sistemaning

i\ : 1414
=i = (11

ko'rinishidagi xususiy yechimi mos keladi. Bu xususiy yechimning haqigiy va
mavhum gismlari ham berilgan differensial tenglamalar sistemasining xususiy
yechimlari bo'ladi:

Re {y(l’)} = Re {e(2+i)rhl} = Re {e(g_H-)x (1 + 3) } _
1
B cosr —sine
- cosS T !
m {y(e)} = Tm {27 } = Im {emm (1 ﬂ } _

op { COST +sinzx
= )
sinz '

y(z) = C1 Re {€(2+”xh1} +CyIm {e(z“)"’m} =

cosx —sinz cOST + sinx
=) T+ Cy , e,
cos T sin z

Bu yerda O, Co-ixtiyoriy hagiqiy o'zgarmas sonlar.
4.5.3-misol. Ushbu

T

%{% = 2yl+923
%% = —y + 4y

bir jinsli differensial tenglamalar sistemasining yechimini toping.

Yechish. Berilgan differensial tenglamalar sistemasining
koeffitsiventlaridan
21
-1 4
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matritsani tuzib olamiz va uning xos giymatlarini hamda xos vektorlarini
hisoblaymiz. Buning uchun

Ah = Ah,0 # h = (”“ )
T2
tenglamani qaraymiz va uni keordinatalarda yozib, quyidagi

2z + 10 = Az,
—x1+ 439 = ATy

sistemani hosil gilamiz. Bundan

(2 — /\)iL‘l + o = 0,
-~ + (4— /\)33‘2 =0

bir jinsli tenglamalar sistemasi kelib chigadi. Ma'lumki, bir jinsli sistema
nolmas yechimga ega bo‘lishi uchun, uning asosly determinantining nolga teng
bo'lishi zarur va yetarli. Shuning uchun

2-Xx 1

=0MN—6A+0=0
1 o4y |TH +

xarakteristik tenglamani yechib, Ay = A9 = 3 karrali xos giymatni topamiz.
Endi A = 3 xos giymatga mos keluvchi by = (1, x3)" xo0s vektorni
aniqlaymiz. Bunda r(A4) = 1 bo‘lgani uchun,

2-3m+a2=0,-21+22=10

tenglamada x; = 1 deb, 9 = 1 ni, ya'ni

(1

Nihoyat, A = 3 karrali %08 qiymatga mos keluvchi yopishgan (ergashgan)

xos vektorni topamiz.

vektorni topamiz. Buning uchun ushbu
Ahs = 3hs + I
tenglamani garaymiz. Bu bir jinslimas tenglamani koordinatalarda yozamiz:

2a+b=3a+1, b—a=1,
—a+4b=3b+1, | b—a=1.
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Bunda a =0 deb, b= 1, ya'ni

()

yopishgan vektorga ega bo‘lamiz.
Yuqoridagi mulohazalar asosida berilgan differensial tenglamalar
sistemasining xususiy vechimlari

y(l)(x) = e%h) =¥ ( i ) - (Z:i ),
§ B - O 1 _ I *
y(z)(z)=e3(h2+$hl)_63 I:(I)er(l)}_eﬁ (gg—l—l)

ko‘rinishida bo‘lishiga ishonch hosil gilamiz.
Demak, berilgan sistemaning ixtiyoriy yechimi

Che’ 4 Cyze®® _
Che™ + Cofz + 1)e*

_ e Ci+ Cox
- Ci+ CQ(I + l)

ko‘rinishida bo‘lar ekan. Bunda C, Cs - ixtiyoriy hagigly o‘zgarmas sonlar.
4.5.4-misol. Quyidagi

y(@) = CryM(z) + CoyP(z) = (

d;
B=p -t
%3;—2=y1+y3,
d;
=gty

differensial tenglamalar sistemasining yechimi topilsin.
Yechish. Berilgan sistemaning koeflitsiyentlaridan

A:

-

11
01
10

matritsani tuzib, uning xos qiymatlarini va xos vektorlarini topamiz. Buning
uchun ushbu
x1
Ah=Ar,0£h= | o9
T3
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tenglamani garaymiz. Bu tenglamani koordinatalarda yozib

¥y + 73 = ATy, ~Azy T+ 23 =0,
$1+&‘73:)\$2, $1—/\12+I3:O’
T+ 23 = Aza T+ T — Ara =0

bir jinsti algebraik tenglamalar sistemasini hostl qilamiz. Ma'lumki bir jinsli
sistema noldan farqli yechimga ega bo‘lishi uchun, uning asosiy degerminanti
nolga teng bo'lishi zarur va yetarli. Shuning uchun

-2 1 1
I =2 1 |=0X\N-31-2=0
11 =X
xarakteristik tenglamani yechib, Ay = 2, Ay = A3 = —1 xo0s gqlymatlarni topib
olamiz. So‘ngra Ay = 2, xos qlymatga mos keluvchi iy = 1 xos vektorni

Iz
topamiz. Buning uchun ushbu

—2m 2+ 3y =0,
1‘1*2$2+$3:0,
T+ 133 —283=0

sistemaning vechimini topamiz. Bunda r(A) = 2 bo‘lgani uchun quyidagi
Zy + r3 = 271,
—2xe + 135 = —1

sistemada x; = 1 deb, 3 va z3 larmni quyidagi

To+ 35 = 2,
2y 41y =1
sistemadan topamiz: xo = 1,23 = 1. Demak, A = 2 xo0s qiymatga

hy = (1,1, l)T xos vektor mos kelar ekan. Berilgan differensial tenglamalar
sistemasining bu xos giymatga mos keluvchi xususiy yechimi

1
n(z) =e¥h =¥ | 1
1
ko‘rinishida bo‘ladi.
Endi Ay = —1 xos giymatga mos keluvchi

ay

ho=1 a

a3



xos vektorni topamiz:
. ay+as+az =20,
ay+ay+az=0,
a1+ a2 t+as=0.
Bunda ay = 1, @3 = 0 deb, a3 = —1 ni topamiz. Demak, Ay = —1 xos
qiymatga
hy=(1, 0,-1)7

x0s vektor mos kelar ekan. Endi ushbu kg = (0, 1,—-1)" vektorni tekshiraylik:

011 0 0 0
Abs=031 0 1§ -] 1 =} -1 }=-1- 1 = —1-hs.
110 -1 1 -1
Demak, hy vektor ham Az = —1 karrali xos giymatga mos keluvchi xos vekior

bo‘lar ekan. Endi ushbu
ahy + bhy = 0 Va,b = const

munosabatni qaraylik. Bundan

a 0 a
o |+ b =0, b =0=a=00b0=0
—a —b —a—b

kelib chigadi. Demak, hs, hy vektorlar chizigli erkli ekan. Bu holda yopishgan
véktor hz xos vektor bilan ustma-ust tushadi. Shuning uchun

1
wiz)=eFhe=e"] 0 |, pwx)=eThy=e"]| 1
~1 —1

vektor-funksiyalar berilgan differensial tenglamalar sistemasining xususiy
yechimlari bo‘ladi. Ushbu

y(r) = Cuy(z) + Coyala) + Csys(z) = C1e*hy + Cre "hy + Cie"hy

vektor funksiya berilgan sistemaning umumiy vechimini beradi. Bunda
C, Cy, Cy—ixtiyoriy haqiqiy o'zgarmaslar.
4.5.5-misol. Quyidagi

Y) = —2ya + 2us,
Yo =11 — Y2+ 3,
yé =Yz Y3
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differensial tenglamalar sistemasining kompleks qiymatli vechimini toping.

Yechish. Berilgan differensial tenglamalar gistemasining
koeffitsiyentlaridan
0o -2 2
A=]1 -1 1
0 1 -1

matritsani tuzib olamiz va uning xos giymatlarini hamda xos vektorlarini
topamiz.
Buning uchun

Ah = A, 0 # h = (x1, 25, 23)"

tenglamani qaraymiz. Bu tenglamani koordinatalarda yozib,

—2.’1!2 + 2I3 = /\Il, —)\5‘2’1 - 2.’152 + 2353 = O,
r1— T2+ a3 =Ary ,{ T1+ (1= Az +23=0,
Ty — T3 = ALz, o+ (=1 = Nzz = 0.

bir jinsli algebraik tenglamalar sistemasini hosil gilamiz. Bu sistemaning
nolmas yechimini topish magsadida
A =2 2
1 —=1-x 1 =0,-AX+224+2)=0
0 1 -1-A
xarakteristik tenglamani olamiz va uni yechib, Ay = 0, Az3 = -1 £ ¢ xos
giymatlarni aniglaymiz. Xuddi oldingi misollardagi kabi, quyidagi

0 2 2
hi=111],ha=1 —i hs = i
1 -1 -1
xos vektorlarni topamiz. Bunda Ay = 0, XA = =144, A3 = ~1 — 4 xos

givmatlar har xil bo‘lgani uchun hy, ke, hy vektorlar R? fazoda bazis tashkil
giladi. Shuning uchun berilgan differensial tenglamalar sistemasining yechimi
quyidagi

y(@) = (1), 1o(2), ys(2))" = Culy + Coe ™y + Cyel 77070 =

O 2 2
=C |1 f+C| =i |y i |
1 -1 -1

vektor funksiyadan iborat bo‘ladi.
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4.5.6-miscl, Ushbu
Wi — Ay — s — ys,
W= 4+ 2y —
By gy — o + 2y
differensial tenglamalar sistemasining yechimi topilsin.
Yechish. Quyidagi

4 -1 -1
A=|1 2 -1
1 -1 2

matritsani tuzib clamiz va uning xos qiymatlarini hamda xos vektorlarini
topamiz. Avvalo A(A) = det(4 — AT) =0, ya'ni

4-x -1 -1

1 2= =1 |=0,3—0MF—=5A46)=0

1 -1 2-2X
xarakteristik tenglamani yechib, Ay = 2, As3 = 3 xos giymatlarni topamiz.
So‘ngra A; = 2 xos giymatga mos keluvchi hy = (1,1, 1)T xos vektorni,
keyinchalik A» = Az = 3 karrali xos qiymatlarga mos keluvchi hy = (1, 1, O)T-,
hy = (1,0, l)T chizigli erkli xos vektorlarni topamiz. Bu h, hy, hj vektorlar R?
fazoning bazisini tashkil giladi. Shuning uchun berilgan sistemaning yechimi

y(z) = Cre**hy + Che’®hy + C3e¥hs
ko'rinishida bo'ladi. Bunda C, €, Cs-ixtiyoriy haqigiy o‘zgarmas sonlar.
4.5.7-misol. Ushbu

n(z) =y — 2u2,
Ya(2) = =y — y2 — 23,
BE)=w+wn
differensial tenglamalar sistemasiga qo'yilgan
$1(0) = 1,42(0) = —1,13(0) = 1
Koshi masalasining yechimini toping.
Yechish. Quyidagi

1 =2 0

A= -1 =1 —2
0 1 1
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matritsani tuzib olamiz va uning xos giymatlarini hamda xos vektorlarini
aniqlaymiz. Xos giymatlarni ushbu A{X) = det(A — AI) =0, ya'ni

1—x -2 0
-1 —1-x -2 |=0
0 R Y

xarakteristik tenglamadan aniglaymiz: Ay = —1, As = A3 = 1. Endi A; = -1
x08 ¢ivmatga mos keluvehi by = (2, 2, —l)T x0s vektorni topamiz. So‘ngra
As = 1 x08 giymatga mos keluvchi hy = (2,0, -l)T xos vektorni aniglaytniz.
Bu hs vektorga vopishgan hs vektorni aniglash uchun

Ahg = Aghg + ha

tenglamaga murojat gilamiz. Bundan hs = (0,—1,1)7 yopishgan vektorni
topamiz.

Topilgan hy, ho, hg vektorlar R* fazoda Jordan bazisini tashkil giladi.
Shuning uchun berilgan diffcrensial tenglamalar sistemasining yechimi

y(x) = Cre "hy + Coe"hy + Cse” [xha + hy)

ko'rinishida bo‘ladi. Bunda C;, j = 1,3 - ixtiyoriy haqiqiy o‘zgarmas sonlar.
Endi  berilgan  boshlang‘ich  shartlardan  foydalanib, C7,Cs.Ch
o‘zgarmaslarning giymatlarini topamiz:

20 + 205 =0, Ci+ =0, Cy =0,
20 = Cy = —1, 20y — Cy — 0, )
—C1—Ca+Cy =1, —C1—Co+C5=0, Cy = 1.

Demak, Koshi masalasining yvechimi

2x 0 Qp
y(;r) =e" [:fjhz + h3} =" 0 + | -1 — & _1
‘3’ 1 —z+1

ko'rinishidagl vektor-funksivadan iborat bo'lar ekan.
4.5.8-misol. Ushbu
Y1 = 21 — By — Sy,
Y2 = Tyr — 1lys — 17ys,
Y's = =3y + 4y + 63

differensial tenglamalar sistemasining yechimi topilsin.
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Yechish. Xuddi oldingi misollardagi kabi quyidagi

2 -5 -8
A=) 7 -11 -17
-3 4 6

matritsani tuzib, uning xos giymatlarini va xos vektorlarini topamiz. Buning
uchun ushbu
Ah = Ah,0 # h = (21, 70, 23)7
tenglamani garaymiz. Bundan
271 — 522 — 873 = Am,
Try — 1lzy — 1725 = Axzy,
=31 + 4y + 63 = Axs,
va'ni
(2 — Az — 5me — 823 =0,
Tri+ (=11 = Azy — 1Tz3 = 0,
—3x; + 4z + (6 - )\)1’3 =0
bir jinsli tenglamalar sistemasi kelib chigadi. A matritsaning xos giymatlari
ushbu
A(x) =det{A - A =0,
1—x -2 0
AN)=| -1 -1-x =2 |=0
1 1 L—A
xarakteristik tenglamaning ildizlaridan iborat:
AN =02=-XN(11-A){6—-2)—8-7-4—5-3-17— (—3)(—-8)(—11 — A)—
—4(=173{2 -2 = T7(-5)(6 - ) =
= (A—D(A+11)(6—2)—224—255+24- (11+A) +68(2 — A} +35(6 — A) =
= (A 492 -22)(6—\) + 131 — 79\ =
=607 - A% 1 54N - OA7 - 1324222+ 131 - 79 = AT —3N2 -3x - 1,
AN =0, ~X¥-3x2-3x-1=0,
A+1P =00 = X =A3=—1.
Avvalo Ay = —1 xos giymatga mos keluvchi xos vektorni topamiz. Buning

uchun ushbu
3xz1 — Bxe — Bxy = 0,

7.’51 - 101?2 - 17333 =0
—3x1+4day+ T3 =10
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sistemani tuzib olamiz. Ko'rinib turibdiki ushbu

1
h=C}| -1 | ,VC =const
1

vektorning koordinatalari bu sistemani ganoatlantiradi. Shuning uchun C =1
deb hy = (1,1, I)T xos vektorni tanlab olamiz. So‘ngra h; xos vektorga
yopishgan Ao-vektorni ushbu

ARy = (wl)hz + h
tenglamadan topib olamiz. Bu bir jinslimas tenglama quyidagi

3z1 — 512 — Bxy = 1,
7&3‘1 et 10.7,'2 - 171‘3 =-1 y
=3z + dxy + Txg = 1

ko‘rinishni oladi. Bundan z; = -3, 22 = -2, 23 = 0, ya'ni hy =
(f3,72,0)Tyopishgan vektorni topamiz. Endi hs vektorga yopishgan hg
vektorni ushbu

Ahg = (—1)hg + hy

tenglamadan topib olamiz. Jumladan hj sifatida ushbu
hs = (5,2,1)7

vektorni olish mumkin. Shunday qilib, R® fazoning Jordan bazisi
ha, ha, hgvektorlardan iborat bo'lar ekan. Bunga asosan berilgan differensial
tenglamalar sistemasining yechimini topishimiz mumkin:

2
y(z) = Cre "hy + Coe "[zhy + ha] + Cie™ [%hl + zhe + hg:l .

Bu yerda C, C3, Cy —ixtiyoriy hagiqly o‘zgarmas sonlar.
4.5.9-misol. Ushbu

B = 9y + g + 267,
W=y + 2 - 3¢

ko'rinishdagi bir jinsli bo‘lmagan differensial tenglamalar sistemasining
vechimini toping.
Yechish. Berilgan tenglamalar sistemasiga mos keluvchi bir jinsli
differensial tenglamalar sistemasini tuzib olamiz:
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%:2y1+y2a
L=yt 2.

Bu sistemaning koeffitsiyentlaridan

21
12

A:

matritsani tuzib, uning xos qiymatlarini va xos vektorlarini topamiz:

2—-Xx 1

AN =det(A-AD =" " T

—0,(2-3)2—1=0,

4— A4+ XN —1=0,X2—424+3=0,
Ma=2+V1-3=241 =1 A=3

Endi A = 1 xo0s giymatga mos keluvchi xos vektorni aniglaymiz. Buning
uchun ushbu

Ahy = Mhy, 05 hy = (2, 75)7

tenglamani garaymiz. Bundan

1 +x2=0,

Tt = 0
sisternani keltirib chigaramiz. Bu yerda #; = 1 deb, x5 = —1 ni topamiz.
Natijada ushbu h; = (1,71)T vektor A = 1 xos qivmatga mos keluvchi
xos vektor bo'ladi. Xuddi shuningdek, Ay = 3 xos giymatiga mos keluvchi
hy = (7, ;rg)T xos vektorni topamiz, Ushbu —zq + x2 = 0 tenglamadan x; =
1, xz = 1 larni topib, hy = (1, 1)T %08 vektorga ega bo’lamiz. Bu mulohazalar
agosida bir jinsli a) sistemaning umumiy yechimini topish mumkin:

Yulz) = C1e%hy + Che*hy.

Berilgan bir jinsli bo‘lmagafl sistemmada ¢ = 1 = A, rezonans hol bo‘lgani
uchun uning xususiy yechimini

glz) = (a+ br)e®

ko'rinishda izlaymiz. Bu yerda



ko'rinishidagi vektorlar. Shuning uchun

gx) = (71, 5)7 = ( @t b ) e,

ag + box
() = (a1 +bhx)e”, 1a(z) = (a2 + bax)e”,
7 (z) = €"(ay + bix) 4 by, gh(z) = e"(az + bax) + by,

€*(a1 + biz) + €7by = 2e%(a1 + bix) + (az + box)e” + 27
e{az + boz) + by = (a1 + biz)e™ + 2(ay + byz)e” — 3e”.

Bu munosabatning ikki tomonini e® # 0 ga bo'lib,
ay + bz + b = 2a; + 2b1x + as + baw + 2,
ag + box + b = a1 + iz + 2as + 2hor — 3,
ay +b1$+b] = 2a1+a2 —2+(2b1+b2).‘]3,
az+hrtb=a+20—3+ (b1+2b2)$

sistemani hosil gilamiz. Bunda ko‘phadlarning mos koeffitsiyentlarini o‘zaro

tenglashtirib,
ay + b =2a +ay—2,
by =26 + by,
da + by = ay + 2a2 — 3,
by = by + 2by

tenglamalar sistemasini hosil gilamiz. Bundan

T T
() (3
2 22

anigmas koeffitsiyentlarni topamiz. Demak, berilgan bir jinsiimas differensial

(4)-(7) )

ko‘rinishda bo'lar ekan. Berilgan sistemaning umumiy yechimi

tenglamaning xususiy yechimi

3(2) = [a -+ bale =

B3 |er s en

y(x) = yu(-r) + g(m) = Cie®hy + Cgeszhz —+ [a + bx]e'“” =

oo (3o ()(3)-(1)

ko‘rinishda ho'ladi.
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4.5.10-misol. Ushbu
1 =4 + 3y2 — 3y,
ya = —3y — 2z + 3y,
Y3 =3 + 3yp — By + 2e7°
bir jinsli bo'lmagan differensial tenglamalar sistemasining yechimini toping.
Yechish. Berilgan differensial tenglamalar sistemasiga mos keluvchi bir
jinshi sistemani olamiz:
Yy = 4y + 3y — 3us
Yo = —3y1 — 22 + 3ys
ys = 3y + 3y2 — 33
Bu sistemaning koeffitsiyentlaridan

4 3 -3
A=|-3 -2 3
3 3 -3

matritsa tuzib, uning xos giymatlarini va xos vektorlarini topamiz. Buning
uchun

Ah = Ah,0 # h = (21,29, 23)"
tenglamani garaymiz. Bu tenglamani koordinatalarda yozib, ushbu

4z + 3ze — 313 = Ax11,
—3z1 — 219 + 33 = Axa,
321 + 3x0 — 313 = Axy,
ya'ni
4 — Ayry + 322 — 323 =0,
-3+ (*'2 - /\)1‘2 +3z3 =10,
3ry+ 3z + (=3 - A)zz =0

bir jinsli sistemaning nolmas yechimini topamiz:

4—Xx 3 -3
AN =det{A—X)=| -3 -2-x 3 |=0.
3 3 -3 -2
Xarakteristik tenglamadan Ay = —3,A2 = A3 = 1 xos giymatlarni topib

olamiz. So‘ngra ushbu
Ve + 3oy — 3y = 0,
=3x1 + xg + 323 = 0,
31+ 32, -0=0
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sisternadan A; = —2 xos giymatga mos keluvehi 2y = (3, =3, 4)T xos vektorni
topamiz.
Ushbu (A — A7) matritsaning rangi » = r{A — A2/} = 1 bo'lgani uchun
A = Ay = 1 xos giymatga mos keluvchi ho, hy xos vektorlar chizigli erkli
bo‘ladi, ya'ni
ho = (1,0,1)" by = (—1,1,0)"

Topilgan hy, hy, hs xos vektorlar R® fazoning bazisini tashkil giladi. Shuning
uchun bir jinsli sistemaning umumiy yechimi

yu(s':) = Cleithl + Cse™hy + Cae®hy

ko‘rinishida bo‘ladi. Berilgan bir jinslimas sistemada g = —1 # A bo‘lgani
uchun, uning xususiy yechimini

@
glzy=e"1| b
[
ko'rinishda izlaymiz va a = 3, b = —3, ¢ = 2 ekanligini topamiz. Shunday

qilib, berilgan sistemaning umumiy yechimi

3
y(z) = y,(z) + §(z) = Cre ¥hy + Cpehy + Cae®hy +e* | —3
2
ko‘rinishda bo‘lar ekan. Bu yerda C;, j = 1,3 ixtiyoriyo‘zgarmas sonlar.
Mustaqil yechish uchun mashglar (8], §23, Ne810-824; [21], §14,
MNT66-784.

4.6-§. Matritsaviy eksponenta

Faraz qilaylik, z € R, A n o'lchamli kvadrat kompleks matritsa bo'lib, E
7 o'lchamli birlik matritsa bo‘lsin.

Quyidagi
2
E+%A+%A2+.. + YAk (4.6.1)
matritsaviy darajali qatorni qaraylik. Agar .

A:(aij)s ?;,j:l,_‘n, AZZ(G(Z)L Li=1n, ...,



ko‘rinishda bo‘lsa, u holda {4.6.1) matritsaviy darajali qatorning ixtiyoriy
elementi

24 k
&+ a”+2' ol + .. +kr e (4.6.2)

ko'rinishda bo‘ladi. Bu yerda 4; ; — Kroneker simvoli.

4.6.1-ta’rif. Agar (4.6.2) darajali qator ixtiyoriy i, j =1, nvaz € Rda
absolyut yaqinlashuvchi bo‘lsa, (4.6.1) matritsaviy darajali qator x £ R da
absolyut yaginlashuvchi deyiladi.

4.6.1-lemma. Ixtiyorly A matritsa va har bir z € R uchun {4.6.1)
matritsaviy darajali qator absolyut yaginlashuvchi bo‘ladi.

Isbot. Shunday M > 0 soni topilib, A matritsaning barcha elementlari
uchun

lag] <M, Vi, j=1,n

baho o‘rinli bo‘ladi. Agar A% = A - A ekanligini inobatga olsak, u holda

(2) Zaw Qp;

munosabat o'rinli bo‘ladi. Bundan

n
= Zlg’iﬂl ’ ‘apjl < n]\f{ i j=1n
p=1

tengsizlik kelib chigadi. Matematik induksiya usulini qo‘llab

o] <n* Mt ke Ns i j=Ton

bahoni olish mumkin. Shuning uchun (4.6.2) darajali qatorning majarantast
ushbu

k
1+ |——|IVI+ 2 | ElaM?+. . + I—S]Z—lnk*le +
ko‘rinishni oladi. KObhl alomatlga ko‘ra, bu qator yaqinlashadi. Bundan (4.6.2)
va (4.6.1) darajali qatorlarning har bir z € R larda absclyut yaqinlashishi
kelib chigadi.
4.6.2-ta’rif. Absolyut yaqinlashuvehi (4.6.1) darajali gatorning
vig'indisiga matritsaviy eksponenta deyiladi va

—E+ Z 5 A’“ (4.6.3)

ko‘rinishda yoziladi.
4.6.1-izoh. Har bir [a, b)) C R kesmada (4.6.3) qator tekis yaginlashadi.
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Ko'rinib turibdiki, agar A = 0 yoki A = F bo‘isa, u holda

munosabatlar o'rinli bo‘ladi.
4.6.2-lemma. Agar bir xil o’lchamli 4 va B matritsalar uchun AB = AB
tenglik o'rinli ho'lsa, u holda

x4 xB zB | zA e:c(A+BJ’ Yre R

munosabat bajariladi.
Isbot. Ushbu AB = AB tenglikdan va matematik induksiya usulidan
foydalanib, quyidagi
A*B™
Epn—k _
(A+B)" = Zk[ AB =nl 3

klm!
k+m=n

binom formulasining o‘rinti bo‘lishini ko‘rsatish mumkin. Bunga asoslanib,

shb
i (A B) " !cAk mBm
-+ bl T

- Sarmr=y 3 T
n=>0 n=0 k+m=n

o kAk mBm :’EkAk

— Z Z — o e:z:B _ eer.rB _ e:cBeccA
m=0 k=0 ! k=0 ’

formulani keltirib chiqaramiz. Yuqoridagi tenglikni keltirib chigarishda ikki
karrali qatorning ahsolyut yaqinlashishi inobatga olindi.

Agar B = —A bo'lsa, u holda 4.6.2-lemmadan e™*4 matritsa e*4
ning teskari matritsasidan iborat ckanligi kelib chiqadi. O'z navbatida e**
ning xosmas matritsa ekanligiga ishonch hosil qilamiz. Bundan tashqari,
(4.6.2) darajali gatorni hadiab differensiallash mumkinligidan foydalanib, 4
matritsaning barcha tartibli hosilalarini hisoblash mumkin:

— & = ™A = Ae®A.
dx
Hagigatan ham,

d TA _ d 2 z* k _
z 2 AT A A

=A+ A+, + .= A = TP A,
+1! + +(k—1)!A+ e e

Ixtivorty A kvadrat matritsa uchun e®4

matrirsaviy eksponentani
hisoblash masalasi ancha murakkab masala hisoblanadi.
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4.6.3-lemma. Agar
A=HBH™ detH+#0
ko‘rinishda bo‘lsa, u holda
4= He*’H!, Yz eR
tenglik bajariladi.
Isbot. Quyidagi munosabat o‘rinli:
A=A A=HBH'-HBH'=HB*H™.
Matematik induksiya usulini go'llab,
A* = HB*H™', Vke N
bo‘lishini topamiz. Bundan va (4.6.3} qatordan foydalansak

x _k
A _ -1 ZT kpr—1 _
=1

=HE+Y %TB'C)H*l = He"PH™!
k=1
kelib chigadi.
Shunday qilib, A va e* matritsalar H xosmas almashtirish natijasida bir
xil gonun bo'yicha o‘zgarar ekan.

Chixigli algebra kursidan ma'lumki, agar A matritsaning xos vektorlaridan

tashkil topgan {hy, ha, ..., h,} vektorlar sistemasi R" fazoning bazisini
tashkil gilsa, u holda B = HAH ™! matritsa diagonal ko‘rinishga keladi:
MO B .00
0 A2 O ... 0
B=1{l0 0 X ... 0
0 0 0 ... A,
Bu yerda diagonal elementlar A matritsaning &; (7 = 1, n) xos giymatlaridan
iborat bo‘ladi. Bunda H matritsa ustun elementlari Ay, ha, ..., Ay
vektorlarning £™ fazoning ey, eq, ..., e, bazisidagi keoordinatalaridan
iborat. Bu holda (4.6.3} formuladan ushbu
eMt o0 ... 0
AL
SIB _ 0 [ ‘e 0
0 0 gint



tenglikni topamiz va 4.6.3-lemmaga asosan
e.IIA — He:I:BH—l

o‘rinli. Hagigatan ham, ushbu

tenglikdan va (4.6.3) gatordan foydalanib, e*¥ matritsani hisoblash mumkin:

10 ...0
; 2 n 1 ...
eBopripiipiy 4t prip = 0 0
i! 21 n! .
00 ... 1
Zx 0 0 222 ! 0
. 0 I 0 N 0 ZAk 0 -
0 0 £ 0 0 ox
ZA 0 0
(e LAY o,
I
T+ EXA +- -+ 527 .. 0
0 e L EA ST
p U | R |
0 e .., 0
0 0 ... ¢

Chizigli algebra kursidan ma’lumki, ko‘pchilik hollarda A matritsaning
xos vektorlaridan tashkil topgan {h1, hg, ..., h,} vektorlar sistemasi R"
fazoning bazisini tashkil qilavermaydi. Ammo R® fazoda (Jordan teoremasiga
ko‘ra), ixtiyoriy A matritsaning barcha xos giymatlariga mos keluvchi Jordan
zanjiridan tashkil topgan Jordan bazisi mavjud. 4 almashtirishning (chiziqli
operatorning) bu bazisdagi matritsasini J orqali belgilaymiz. Bu J matritsaga
A ning normal Jordan formasi deyiladi. Ma’lumki, 4 matritsaning & karrali A
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xos qiymatiga mos keluvchi Jordan katagi & o‘lchamli kvadrat matritsa bolib,
u ushbu

AT O ...0
0 A1 ...0
Sy =1. . .
0040 ...1
000 ... X
ko‘rinishda bo'ladi. Bu yerda k, Jix(A) Jordan katagining o‘lchami. Masalan,
\ 1 AlO
KO =ML BN =0 Ll A =0 A
00 A
Faraz qilaylik, A matritsaning £y, ko, . . ., Ky karrali Ay, Ao, ..., A

xos giymatlariga (k1 + ks + . . . + k;, = 1) mos keluvchi m ta (1 < m < n)
Jordan zanjiri B® fazoning bazisini tashkil qilsin. U holda A matritsaning J
Jordan formasi katakli-diagonal ko'rinishga ega ho'ladi:

Jkl(Al) 0 0
7o 0 Ji(Aa) ... 0
. . 0
0 0 .. Ji(Am)
Agar k) = ks = ... = k, = 1 bo'lsa, u holda J diagonal matritsadan iborat
bo'ladi. Katakli ~ diagonal J matritsa qisqacha ushbu
J= diag{‘]kx()\l)ﬁ sz(A2)1 R ka(}\m)}
ko‘rinishda belgilanadi.
Agar H orqali avvalgi ey, es, . . ., €, bazisdan Jordan bazisiga o‘tish
matritsasini belgilasak, u holda
J=HAH™!

tasvir o'rinli bo‘ladi. 4.6.3 ~ lemmadan esa ushbu
B;rA — HEIJH71
munosabat kelib chiqadi. O‘z navbatida (4.6.3) qatordan va katakli - diagonal
matritsaning xossalaridan foydalanib
ea:.f — diag{ex.}kl()«l)’ BIJ;‘Q(AQ}? Cy em.fkm()\m)}
tenglikni hosil gilamiz. Shunday qilib, €4 matritsani hisoblash masalasi

73] matritsani hisoblash masalasiga keltiriladi.
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Endi k— tartibli J;(0) matritsani qaraylik:

0100...00
Go1o0...00

oodag1...00
Je(0) =

U holda
xJi(N) = 2AE, + 2 Jp(0), Erde(0) = J(0)Ey
munosabat bajariladi. Bunda Ey & o'lchamli birlik matritsa. 4.6.2-lemmadan

foydalanib,

eka()\) — em)\Ek . ea:Jk(O) X exJp,([})

=¢
munosabatni olamiz. Ushbu e/ matritsani (4.6.1) qatordan foydalanib
hisoblash mumkin. Ko‘rinib turibdiki,

JE0)y=0, m>k.

Chunki
6010 ---00
0001 - 00
JHo) =l
£©) 0000 -0 1) o
000C0CG--00
0o ---01
00 .--00
N0 = .
0o 00
00 00
Bu munosabatlardan foydalanib,
0 _ B 1 L 70 20 =
e —k+ﬂk()+---+(_1)1k (0)
T 1.2 il:k_]
1 o2 (k;_]z)'
01 5 ooy
00 0 z
00 0 1




tenglikni bosil gilamiz. Bundan
*T — diag {e"‘lz L

kelib chigadi. Bu yerda J;, (0}, Ji,(0), . .., Ji (0) — mos ravishda k;, ks,
, b o'lchamli kvadrat matritsalar,

4.6.1-misol. Ushbu
A= 1 4
-1 5

matritsaning e*4, € R matritsaviy eksponentasini hisoblang.

?

JRYLIES (0)}

Yechish. Avvalo A matritsaning xos qumatlarml va xos vektorlarini toplb
olamiz. Buning uchin Ah = Ak, 0 # h = (11, 23)" tenglamani qaraymiz:

1 + dxs = Az, N (1 =AMz +472 =0,
—21 4 51 = Az2 —x1 -+ (5 — /\)£2 =0

1-Xx 4
-1 5-2X

E—A=5A+244=0 A2—6r+9=1.

=0, (1-X(5-A)+4=0,

Bu kvadrat tenglamadan A; = Ay = 3 karrali xes qiymatni topamiz. Bu xos
giymatga fy = (2, l)T xos vektor mos keladi. Endi h; vektorga vopishgan hg
vektorni quyidagi

Aha = 3hs + k4

tenglamadan topamiz: he = (JI,O)T. Ushbu h;, he vektorlar R? fazoning
Jordan bazisini tashkil giladi. Quyidagi

2 —1 D 1
H= H 1=

xosmas matritsalarni tuzib,

bo'lishini topamiz. Bundan .
el = % ! :c) va e = HeWH™' = 633’(1”21‘ 1z ) kelib
01 ~z 142z
chigadi.
Yuqoridagi tushunchalardan tashqari quyidagi tasdigning o‘rinli ekanligini
ham ko'rsatish mumkin.
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4.6.1-teorema. Ushbu Y (z) = ¢4 matritsa funksiya quyidagi

d¥(z) =AY {(x), Y(O) = E
dx

Koshi masalasining vechimidan iborat bo'ladi.

Bundan e*'— matritsa ushbu
%ZA% y= (4, v2 s ya)
differensial tenglamalar sistemasining fundamentai matritsasidan iborat
bo'lishi keliby chigadi.

4.6.1-natija. Ushbu

det e:cA — ea:spA

formula o'rinli. Bu yerda

n
spA = Z aj;
. j=1

(57

ko‘rinishdagi matritsa bo‘lsa, u holda e®™ — matritsani hisoblang.

A matritsaning izi.
4.6.2-misol. Agar

Yechish. Avvalo A matritsaning xos giymatlarini topamiz:

4-Xx -3

=0, -3x+2=0.
2 —1-2A +

A(X) = det(A — AT) =

Bu kvadrat tenglamani yechib, Ay = 1, Ay = 2 xos giymatlarni topamiz. Endi
A1 = 1 xos giymatga mos keluvchi xos vektorni topamiz:

ri 0
(Iz) (O),Il y T2 5

ya'ni hy = (1,1)" xos vektorni topamiz. Xuddi shuningdek,

(2)-() o

“ya'ni ikkinchi, Ay = 2 xos giymatga mos keluvehi hy = (3,2)T x0s vektorni

3 -3
2 -2

2 -3
2 -3

topamiz. Bu ma’lumotlardan foydalanib,

dy
dr —
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tenglamaning umumiy yechimini aniqlaymiz:

1 3
y(x) = e’ hy + peMhy = cre” ( 1 ) + cpe* ( 2 ) .

Endi yuqoridagi differensial tenglamaning ushbu

1 , {0
I=o:(0)’y”($)z:o_(1)

boshlang'ich shartlarni ganoatlantiruvehi yechimlarini aniglaymiz:

() -=(1)=(2)- ()

v(z)

A

Topilgan y"(z) va y¥(z) vechimlardan foydalanib, e*4 martitsani

hisoblaymiz:

e:l‘A
—2e® 4 2% 3t — 2

‘ —2e% 4+ 36 8¢ — 3

4.7-§. O‘zgarmas koeflitsiyentli chizigli bir jinsi bo‘lmagan
differensial tenglamalar sistemasini yechishda matritsaviy
eksponentadan foydalanish

Ushbu dy
i Ay + f(z), 2 € R, {4.7.1)
y(zo) = ¢ (4.7.2)
Koshi masalasini qaraylik. Bu yerda y = y(z) = (wn(z), ..., m(z)”

— noma’lum vektor-funksiya, A - n o'lchamli o‘zgarmas kvadrat matritsa,
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flz) = (filx), ..., fal2))T— berilgan uzluksiz vektor-funksiya, zp va y°
berilgan n olchamli sonli vektorlar,

4.7.1-teorema. (4.7.1) diflerensial tenglamalar sistemasining umumiy
yechimi uchun quyidagi

viay =t Cret [ (s (173)

Ly
formula o‘rinli. Bu verda xy, z € [a, b)) C R, C— n o'lchamli ixtiyorly sonli
vektor.
Isbot. Ushhu
y(@) = e*4a(z) (47.4)
almashtirishdan foydalanib, (4.7.1) differensial tenglamalar sistemasini
quyidagicha yozish mumkin, Bunda z(z) = (21, ..., 2,)7 — vangi noma’lum
vektor-funksiya:
Y'(x) = ™ Az(x) + €42 (),
Az (e) + 12 () = Az (2) + f{x),
Zz) = e f(z). (4.7.5)

Bu tenglamani integrallab,
zZ(x)y=C +/ e ™ F(r)dr
formulani topamiz. Endi (4.7.4) almashtirishga qaytib,
ylz) =™ C+ emf e "Af(r)dr (4.7.6)
o
formulani hosil gilamiz.
4.7.1-natija. (4.7.1}-(4.7.2) Koshi masalasining yechimi mavijud va
yagona bo'lib, u ushbu
y(x) = elemo0dy0 4 e‘"‘d'f e A f(r)dr (4.7.7)
i)
formula orgali topiladi, bu verda x € [a, b] € R.
Xususan, f(x) = 0 bo'lganda

y'(z) = Ay(z), y(zo) =3
Koshi masalasining yechimi uchun
y(z) = elTm0l4y0

formula o'rinli bo‘ladi.
215



4.8-§. Differensial tenglamalar sistemasi uchun Koshi masalasi

Birinchi tartibli hosilalarga nisbatan yechilgan ushbu

yi(ﬂ'}) - fl(-’L', W Y2y -, yﬂ):
y"Z(I) = f?(mu ™, Y2, -, yn)u (48 I)

y;,(zt,‘) = fn($7 i, Yo, oo y‘ﬂ)

differensial tenglamalar sistemasini qaraylik. Qdatda (4.8.1)ga differensial
tenglamalar sistemasining normal korinishi deyiladi. Bunday sistemada
niz), ylx), ..., ya(z) — noma’lum funksiyalar soni bilan tenglamalar
soni teng bo'ladi. Bu yerda fi(z, 11, ¥, -+, ¥n)s Jo(2, 41, W2, -0y Un)yers
folz, ¥1, 2, ..., yn) berilgan funksivalar bo'lib, R**! fazodagi biror G €
R™1 sohada aniglangan va uzluksizdir.

(4.8.1) sistemani qulay ko‘rinishda yozish uchun quyidagi belgilashlarni

kiritamiz:

y("E) = (yl($)= 'y2($)& SRR yﬂ-(‘r))T»

f(xr y) = (fl('r: Y1, Y2, - yn)? RN fﬂ('r: Y1y Y29 ¢ 00y yﬂ))T1
Y (@) = (h{x), wole), .-, yulae)T.

Bu belgilashlar yordamida (4.8.1) sistema ushbu

y'(x) = flz, y) (482)

ko‘rinishni oladi. Bu yerda y{z) - noma’lum vektor-funksiya, f{z, y)—
G ¢ R"*! sohada uzluksiz berilgan vektor-funksiya. Odatda bunday vektor-
funksiyalardan tuzilgan fazoni gisqacha f(z, ¥) € C,(G) deb belgilaymiz.

4.8.1-ta’rif. Agar biror y = p(x) — vektor-funksiya [ = (a,b) C R
oraligda quyidagi

1. ¢(x) — I oraligda bir marta uzluksiz differensiallanuvchi vektor-
funksiya, va'ni o(z) € CL(I).

2 (x, plz))ye G, Ve el

3.¢(x) = fla, ¢(z), zel
ghartlarni ganoatlantirsa, unga (4.8.2) sistemaning yechimi deyiladi. Bu y =
w(z), x € I vechimning grafigiga, yani (z, (z)), x € I ko'‘rinishdagi
nuqtalar to‘plamiga (4.8.2) sistemaning integral chizig't deyiladi.

Endi (4.8.2) ko'rinishdagi differensial tenglamalar sisternasiga qo'yilgan

y(zo) =1°, (20, ") € G, my €T (4.8.3)
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Koshi masalasini qaraymiz. Bu yerda y* = (0, 49, ... ., y%)~ berilgan
sonli vektor, xy € I— berilgan son, (2, ¥°) € G— boshlang'ich nugta.
4.8.2-ta’'rif. (4.8.2) differensial tenglamalar sistemasining (4.8.3)
boshlang'ich shartni ganoatlantiruvehi yechimini topishga Koshi masalasi
deyiladi.
Ushbu

va) =o'+ [ (e, y(ar (45.4)
ko‘rinishdagi tenglamaga, integral tenglamalar sistemasi deyiladi. Bu yerda
(:’ED: yﬂ) € G,f(l', y) S CR(G);-TU S I, yo = Rn.

Agar, biror y = ¢(x), x € I vektor-funksiya quyidagi

1) @lx) € Ch(1) —uzluksiz vektor-funksiya,

20z, plx)) € G, Vx €1,

Nplay =yt + [ flr, p(n)dr, Ve el
shartlarni ganoatlantirsa, unga (4.8.4) integral tenglamalar sistemasining
vechimi deviladi.

Endi {4.8.2)-(4.8.3) Koshi masalasining yechimga egaligi {(4.8.4) integral
tenglamalar sistemasining yechimga egaligi masalasiga ekvivalent ekanligini
ko‘rsatamiz. Shu magsadda quyidagi tasdigni keltiramiz. _

4.8.1-lemma. y = (), x € I— vektor-funksiya (4.8.2)-(4.8.3)
Koshi masalasining yechimi bo‘lishi uchun u (4.8.4} integral tenglamalar
sistemasining yvechimi bo‘lishi zarur va yetarli.

Bu lemmaning isbotini o'quvchiga havola gilamiz.

Berilgan (4.8.2)-(4.8.3) Koshi masalasida (zq, ¥} € G € R™* bo'lib, G
soha ochiq to'plam bo‘lgani uchun, shunday Jp > 0, ¢ > 0 sonlar topilib,
(g, ¥°) nugtani o'z ichiga oluvchi chegaralangan vopiq G,y = {(z, ¥) € G :
|z — x| < p, ly — wl| < g} to'plam mavjud. Bunda G, C G.

4.8.1-teorema. Aytaylik, f(z, y) vektor-funksiya G, to‘plamda uzluksiz
bolib, y o'zgaruvehi bo'yicha Lipshits shartini qancatlantirsin. U helda:

1. Shunday 2 § > 0 soni topilib, I = [z—48, z-+95] oraliqda (4.8.2)-(4.8.3)
Koshi masalasining yvechimi maviud bo‘ladi.

2. Agar y = wla)x € I} = |zp — &, 20 + 8]0 > 0 vay = ¥(x),
x € Iy = [zg — 02, x4 + 0a],02 > 0 vekior-funksiyalar (4.8.2)-(4.8.3) Koshi
masalasining yechimlari bo‘lsa, v holda ¢(x) = ¥(x), Vo € I (]2 ayniyat
bajariladi.
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Isbot. Teorcma shartiga ko'ra, f(z, y) € C,(Gp) bolgani uchun,
shunday 3M > 0 soni topilib

if(mu TJN S M: V(Ia y) € GM

o‘rinli bolladi. Bundan tashqari f(z, y) funksiya G, chegaralangan yopiq
to‘plamda y o'zgaruvchi bo‘yicha Lipshits shartini ganoatlantirgani uchun,
¥(z, y'). (z, y?) € G,, nugtalar uchun shunday AN > 0 soni mavijud bo'lib,

|F(z, y") — flz, B < Nyt — o
tengsizlik o'rinli bo‘ladi. Bu yerda N-— Lipshits o‘zgarmasi bo'lib, u =z
ga bog'lig emas. Berilgan (4.8.2}-{4.8.3) Koshi masalasi (4.8.4) integral
tenglamalar sistemasiga ekvivalent bo'lgani uchun, avvalo (4.8.4) sistemaning
vechimini mavjudligini ko‘rsatamiz. Buning uchun Pikarning ketma-ket

vaginiashishlar usulidan fovdalanamiz.
Quyidagi

volx) =y, v (x) = 3" + [:v flr, w(r)dr, z € [2p — 8, Zo + ] (4.8.5)

vektor-funksiyalar ketma-ketligini tuzib olamiz. Bu yerda

TJU(I) = (10(z), 3’20(33)7 SRR yno(ﬁ'f))ry
vi(z) = (wu(x), yoslz). -, ynal2))7,
Y= 88 )T

Avvalo Yz € [xo— 6, x9+46] lar uchun (x, 3:(z)) € Gpy, 1=0,1,2,3, ...
ekanligini ko‘rsatamiz. Buning uchun quyidagi ayirmani baholaymiz:

/ F(r, wolr)dr

T
< f (s (W dr < M |2 — 2ol < M6 < q.
P

lyi(=) — polz)] = =

Chunki 6 < %p;. Bundan tashqari f{x, yo(x)) vektor-funksiyaning
uzluksizligidan va (4.8.5) tenglikdan y(x) vektor-funksiyaning uzluksizligi
kelib chigadi. Demak, (x, y1(z)) € G, ekan.

Faraz qitaylik, [z¢—§, xo+0] oraliqda 3, () vektor-funksiya uzhuiksiz ho'lih,
(z, 1:(x)} € Gpg bo'lsin. Matematik induksiya usulidan foydalanib [zp —
8, wo + 4] oraligda y; 41 () vektor-funksiyaning uzluksizligini va (z, yi11{z)) €
Gy, ekanligini ko‘rsatish mumkin. Berilgan f{z, y;(z)) vektor-funksiyaning
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[xg — &, wp + 8] oraliqda. uzluksizligidan va (4.8.5) tenglikdan y;41 () vektor-
funksiyaning [zo—4, xo+4] oraliqda uzluksizligi kelib chigadi. Bundan tashqari
ushbu

lyiri(2) — yolz)| < <Mz —awf <q

Ve wolr ) dr

munosabat o‘rinli. Shunday qilibw:{x}, 1 =0, 1, 2, ... vektor-funksiyalarning
barchasi [zo—9, 2o+ 8] oraligda uzluksiz bo'lib, ularning grafiklari (z, y;{x)) €
Gp, to'plamda yotar ckan. Endi {y(x)}%,— vektor-funksivalar ketma-
ketligining [xzg — 4, xp + 9] oraligda ¢ — oo da tekis vaqinlashuvchiligini
ko‘rsatamiz. Buning uchun quyidagi

yola) + Zhﬁﬂ(ﬂf} — (@), T € [zg — 4, 2o+ 4] {4.8.6)

qatorning tekis yaginlashishini ishotlaymiz. Matematik induksiva usulidan
foydalanib,

|z Eolwl

‘——(-—-;-i-)—]f, i= 0, 1, 2, v (487)
baheni olish mumkin. ¢ = 0 holda bu bahoning o'rinli bo‘lishi ko‘rsatilgan edi.
Aytaylik, ushbu

lyi+l( ) — y:(:c)l <N'M

1

; € —zol*
[yi(z) — yi-1(2)f <€ NVIML—E—(i i=0,1,2 ...

baho o'rinli bo'lsin. U holda (4.8.7) tengsizlikning bajarilishini ko‘rsatamiz:

'x!f(”_fs y(1)) — flr, s a(r))dr] <
[ﬁ lys (7)) — g (7)) dr| <
_ ypriz

/ 7 — ol d7! = NI
Chunki « € [xy — 4, zp+ 8], (z, 1:(x)) € Gpy- {4.8.7) bahodan
.5
o) = )] S MV 2 2 € oo B+

tengsizlik kelib chiqadi. Bundan esa {4.8.6) qator yuqoridan ushbu

[iri(z) — wifz)| <

<N

i—1 i+l
<NN M

r'-.- M -
|yﬂ, + J\IZN‘ 1), yﬂf + }F(e“’ -1
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yaginlashuvchi sonli gator bilan baholanishi kelib chigadi. Veyershtras
alomatiga ko‘ra, bu (4.8.6) qator [xp — J, zp + J] oraligda biror y = @{x)
vektor-funksiyaga tekis vaginlashadi, ya'ni i —» oo da

vi(x) = @(r),z € [x0 — 4, 29 + 4]

Ushbu [zg — &, xo + 4] oraligda tekis yaginlashuvchi {g(x)} vektor-
funksiyalar ketma-ketligining limitik funksiyasi @(x) ham uziuksiz vektor-
funksiyadan iborat bo'ladi.

Quyidagi

lyidx) — yolz)] < g.x € [xo — 6, T + 4]

tengsizlikda ¢ — oc da limitga o‘tib
JW(‘T) - y()[ S q,T € []"0 - 51 Zo +6]

bahoni olamiz. Bundan (z, ¢(x)) € Gy ekanligi kelib chigadi.

Endi ¥y = @), z € [zp — 6, zog + 9] vektor-funksiyaning (4.8.4)
integral tenglamalar sistemasining yechimi ekanligini ko'rsatamiz. Buning
uchun (z, ¢(x)) € Gy, (2, yilx)) € Gpg, t = 0, 1, 2, ... munosabatlardan
va Lipshis shartidan foydalanib

[f(z,u:{z)) = flz, ela))] < Nylz) - @(x)] <

<N max |y(z)— @lx)],x € [xg— 8, 20 + 4]
[.Tu -4, :E(H'é]

bahoni olamiz. Bu tengsizlikda ¢ -+ 20 da limitga o'tib,
.f(:L's yz(f)) — f('rs ‘*P(I)]aﬂ: < [IO - 6: xo+ ‘5]

munosabatni topamiz. (32 navbatida bu tengsizlikdan quyidagi
/x flr, wi(r))dr — fm flr, wlr))dr, @ € [xg — 3, 29 + 4]
0 2o
kelib chigadi. Nihoyat, (4.8.5‘) tenglikda ¢ — oo da limitga o'tib,
o) =o'+ [ S om)in o € fay = 6
2

integral tenglamalar sistemasini hosil qgilamiz. Bu esa ¥y = o(x) vektor-
funksiya [y — 8, 2o + 6], § = min (p, §) oraliqda (4.8.4) integral tenglamalar
sistemasining yechimi bo'lishini ko'rsatadi. Demak, 4.8.1-lemmaga asosan
y = @(x) vektor-funksiya [zo — 0, zp +d] oraliqda (4.8.2)-(4.8.3) Koshi
masalagining ham yechimi bo'lar ekan.

220



Endi vechimning vagonaligini ishotlaymiz.

Faraz qilaylik, v = {z) vektor-funksiya (4.8.2)-(4.8.3) Koshi
masalasining Iy = |z — 81, g + d1), & > 0 oraliqdagi yechimi va y = ()
vektor-funksiya esa (4.8.2)-(4.8.3) Koshi masalasining I, = [zg ~ &2, o +
83), 02 > 0 oraligdagi yechimlari bo'lsin. U holda quyidagi

@*y+/f&wMMﬂW€h

—y +/f d‘T Yr e fy

integral tenglamalar sistemasi o‘rinli bo‘ladi. Ushbu zy € Ve, 3] € LN L2
oraliqda

lp(z) - fa)f <

[ 16 eto) - 1wt <
[ tetr) = virarl,

V& € [a, 5] baho orinli. Gronuolla tengsizligiga asosan |¢(z) — ¢ (z)| = 0,
Yz € [a, (] bajariladi. Bu esa @(z) = ¢(z), Vz € [0, 5] ekanligini ko‘rsatadi.
4.8.1-izoh. Ushbu
y™ = flz, u, . "Y),

y(zo) =1, ¥(20) = 7, ..., " D(ao) = ¥
ko‘rinishdagi Koshi masalasini (4.8.1)-(4.8.3) ko‘rinishdagi Koshi masalasiga

<N

keltirish mumkin. Haqiqatan ham y = v, ¥ = w2, ..., y" 1 = y, deb
belgilashlar kritsak, n—tartibli differensial tenglama ushbu

Y=

Y2 = U3,

y:z—l = Yn,

:f(fE, Y1, Yo, :yn)
ko‘rinishdagi differensial tenglamalar sistemasiga keladi. Boshlang'ich shartlar
esa quyidagi

?ﬁ(ﬂfn) = ”yiﬂ), yz(fco) = ygﬂ),

ko'rinishni oladi.

e yn(‘rﬂ) = yr("()}

Shuning uchun n - tartibli hosilaga nisbatan yechilgan differensial
tenglamaga qo‘vilgan Koshi masalasi (4.8.2)-(4.8.3) ko‘rinishdagi Koshi
masalasining xususiy holidir.
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4.9-8§. O‘zgaruvchan koeflitsiyentli chiziqli bir jinsli bo‘lmagan
differensial tenglamalar sistemasi uchun Koshi masalasi

Normal ko‘rinishdagi ushbu
dyj = JR—
dr Z%‘k(ﬂ?)yk + filz), y=1n

k=1

chizigli bir jinsli bo‘lmagan differensial tenglamalar sistemasi berilgan holsin.

Bu yerda y; = y;(x) — noma'lum, ajx(z) va fj(x)— ma'lum funksiyalar.

Bu differensial tenglamalar sistemasini qulay ko‘rinishda yozish magsadida

quyidagi belgilashlarni kiritarniz:

y(z) = (), wl2), ..., w(x)7,

flo) = (fu®), falx), .., fal@),

an(x) ap(z) . an(z)
A(I): a21(5—") agg(:ﬂ) . G:Qn(x}

anl(x) an2.(5-'7) ann(x)

dy _ (dy dy: dyn\ "

dz de’ dz’ 77 dx )
Bu belgilashlar yordamida berilgan differensial tenglamalar sistemasini ushbu
Y - A+ () (49.1)

ko‘rinishda yozish mumkin. (4.9.1) differensial tenglamalar sistemasining
ushbu

y(zo) = 3" (4.9.2)

boshlang‘ich shartni ganoatlantiruvehi y = y(z) yechimini topishga Koshi
masalasl deviladi. Bunda )

v =G w )

berilgan sonli vektor, z¢ € I = {a, ¥ € R — berilgan son.
4.9.1-teorema. Aytaylik, f(z) vektor-funksiya va A(z) - matritsa I =
[a, b] oraligda uzluksiz hamda zo € I, 4° esa ixtiyoriy sonli vektor bo'lsin. U
holda (4.9.1)-(4.9.2} Koshi masalasining I oraligda aniglangan yagona yechimi
mavjud bo'ladi.
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Isbot. Berilgan (4.9.1)-(4.9.2) Koshi masalasi ushbu

wm=y“+]lﬂﬂaﬂ+fumh (4.9.3)

integral tenglamalar sistemasiga ekvivalent ekanligi oldingl paragraflardan
ma'lwm. Shuning uchun {4.9.3) integral tenglamalar sistemasining yechimini
mavjudligini ko‘rsatamiz. Shu magsadda Pikarning ketma-ket yaqinlashishlar
usulidan foydalanamiz. Faraz qilaylik, z, xq € [a, 3], g # 2 bo'lsin. U holda
quyidagi

wole) = 1, (4.9.4)

yi-&-l(x) = y[] + /I[A(T)yi(T) + f(T)]dT: i= 01 1: 21 e

{wi(2)}2p— ketma-ketliiklarni  tuzib olamiz. Berilgan A(z), f(x)
funksiyalarning [a, b] oraligda uzluksizligidan va (4.9.4) tengliklardan
yi(z), i = 0,1,2 ...) yaqinlashishlarning har biri [a, 8] oraliqda
uzluksiz ekanligi kelib chigadi. Endi (4.9.4) tengliklar yordamida aniglangan
{y:(x)}2,— ketma-ketlikning [a, b] oraliqda tekis yaginlashishini isbotlaymiz.
Buning uchun ushbu

volz) + Z[yin(ﬂf} —vi(z)] (4.9.5)

=0
qatorning I oraligda tekis yaginlashishini ko‘rsatamiz. Bu qatorning k& —
xususiy yig‘indisi uchun
Sx(z) = yolz) + 11(z) — wolz) + yolz) — () + ...
+ye(T) = Yr-1(2) = ()
munoesabato’rinli.
Aytaylik, A(z) = [la;(z)]l, 4,7 = 1, n kvadrat matritsaning normasi

Az}l =

tenglik orqali aniglangan bo'lsin. U holda quyidagi
MA@ = 1N - JA@)], WA e C,

14i(e) + o)) < JAs (@) + | As(a)]

[ Ar2) - A < A @) - | sl
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munoqabatlarmn o‘rinli ekanhglnl ko‘rsatish qlyinchilik tug'dirmadi. Bunda
Ar(x) = ol (2 )T] Aofc) = a?
[Alz)y(z)]| < | A=) - [u(2)]
tensizglik ham o'rinli. Bu yerda
(@) = (ni(=), y2(2), . yala))”
y(@)] = /i) + .+ 9.

Berilgan A{x) va f(z) funksiyalarning [a, b] oraliqda uzluksizligidan,
shunday K > 0 va M > 0 sonlari topilib

lay(z)] < K, [f{z)| < M, Yz €a, b

H i,j = 1, n. Xususan ushbu

tengsizliklar bajariladi. Bundan
A < nK, ¥z € |a, b
baho kelib chigadi.
Endi quyidagi ayirmani baholaymiz:
J i + 1 flar <
< (W Jwo} + M)(b— ) =,

ly1{x) — wol(x)| <

Bunda ushbu
| Alz)yoll < |A(Z)]] - |yo| < nK ||, Vz € [a, b]

bahodan ham foydalandik.
Matematik induksiya usulini qo'llab, quyidagi

i~ zof'

yir1(2) — pile)] < C(nK)’

bahoni olish mumkin. i = 0 bo'lganda bu t-engmzhkmng orinti ekanligi

, Vo € la, b (4.9.6)

yugorida ko'rsatildi. Aytaylik (4.9.6) baho i = m — 1 bo‘lganda o‘rinli bo'lsin
deb, uni ¢ = m uchun bajal\'ilishini ko'rsatamiz. Ushbu

|A(Z) (@} = ym 1 (2] < AL lym(2) = g (2)] <
< K [y (2) — g1 (2)], Ve € [a, b]
tengsiziikdan foydalanib quyidagi bahoni olamiz:

[ A () — g (]l 7| <
fm Vn(7) — p 1 (7)) dr| <

224

IyﬂH—l(l‘) - ym(m)l <

< nk




Sl —ml"!

S ni( - C(ﬂﬁ’)m_] —W

drl <

< C(nK)'rnI:r - :EO' ;
m!
¥z navbatida (4.9.6) tengsizlikdan ushbu

h— i
[b = al .,ai L i=0,1,2, ...
1%

Vi € [a, b

i1 () — wi(2)] < C(nK)’
baho ham kelib chiqadi.

Quyidagi
(@) + Y lea(a) - o] <
< lwol + Ci(nh’)i(b ;!a)i = lyo| + Ce Kt

i=0)
tengsizlikdan Veyershtras alomatiga ko'ra, {4.9.5) funksional qatorning [a, b]
oraligda tekis yaqginlashishi kelib chigadi. Bu esa (4.9.5) qatorning £— xususiy

vig'indisining & — o0 da

Si{z) = plx), z€a, b
tekis yvaginlaghishini bildiradi. Bu yerda

o(@) = yo(2) + Dy (2) — w(x)]
=0

Demak, 1 — 0o da

yi(z) = ¢lz), T € a, b
tekis yaginlashadi. [a, 6] oraligda tekis yaqiniashuvchi funksional ketma-

ketlikning limitik funksiyasining uzluksiziigidan ¢(z) ning (a, 8] da uzluksizligi
kelib chigadi. Bundan tashgari nshbu

|A{@)[y:(z) — (@)]] € nK jyi(z) — ()]
tengsialikdan va {1;(x)} ketma-ketlikning tekis yaginlashuvchiligidan quyidagi
A(z)y{x) = A(z)e(x), i = o0, x € [a, b

munosabat kelib chigadi. Bu mulchazalar asosida (4.9.4) tenglikda i — oo da
limitga o‘tsak

o) =1+ [ AGelr) + fdr
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integral tenglamalar sistemasi kelib chigadi. Demak, (4.9.4) tengliklar orqali
aniglangan {y;(z)}2, - Pikar ketma-ketligining ¢« — oo dagi limitik funksiyasi
o(r),z € la, b (4.9.3) integral tenglamalar sistemasining yechimidan
iborat ekan. (4.9.3) integral tenglamalar sistemasi (4.9.1)-(4.9.2) Koshi
masalasiga ekvivalent bo‘lgani uchun, ¢(x), = € la, 8] funksiva berilgan Koshi
masalasining yvechimidan ihorat bo'ladi.

Endi yechimning yagonaligini isbotlaymiz.

Faraz qgilaylik, {4.9.1)-(4.9.2) Koshi masalasi yechimi ikkita y(z) va z(x)
vektor-funksiyalardan iborat bo'lsin:

W _ A+ S, vloo) = w, (497)
% Az + f(2), 2lan) = o (493)
Bu yerda
y(x) = (nlz), w(z). - ., ynlz ))T=
2z) = (z1(z), 22(2), ..., zal2)),
=000 ), $oel—[a,b],me[a b].
B.u Koshi masalalari mos ravishda ushbu
e =+ [ TAG) + f0ar (49.9)
2z) = 4"+ fI[A(T)Z(T) + f(7))dr (4.9.10)

integral tenglamalar sistémasiga ekvivalent. Bu integral tenglamalar sistemasi
uchun quyidagi Pikar vaginiashishlarini qurish mumkin:

w(@) =y, yinlz)=3"+ f r[A(T)yf-(r) + f(n)ldr, (4.9.11)

k)
iz =", zia(z) = y0+/I[A(T}zi(T)Jrf(T)}dT.i =0,1,2, ... (4912
Endi (4.9.10) tenglikdan (493) vaginlashishni ayirib,
z(x) — yirr(x) = /I A =(7) — w(7))dr (4.9.13)
To
munosabatni hosil gilamiz va uni baholaymiz:

]x AW () — wl dr| <
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o) — i)l e,

/ |2(7 (r)]dr].

Avvalo ¢ = 0 bo'lganda ushbu |z(2) — yp(x)] ayirmani baholaymmiz:

AW - f2r) — ) dr

<nk

ya'ni

|z(z) = girr(z)| < nK (4.9.14)

f A(r)2(r) + f()] dr

[|f )l dr

f|2(r)ld’r +

)

|2(2) = wola)] = |2(2) — 3| <

/IA z2(T) dr

< j LA - 2(r)] dr

<

+ <

+Ml|x—zgl £ nK

+M{r — xo] € nKmax [z(z}| - |z — zo| +
zel

+M |z — 2] = (RKC + M) |z — x] .

i = 1 bo‘lganda ushbu |2(z} — y1{x)}{ avirmani baholaymiz:

f |A{T) ) —yo(T)|dr| <

(- [2(7) = pol7)| d7

f |7 — xo| dT

Xuddi shuningdek, 7 = 2 holida [Z(L) yo(x)| ayirmani baholaymiz:

—iz)] <

< nk

z(r) —wlr)drl <

$(])2

< nK(nKC’—f—M’)( 51

< nK(nKC + M)

12(x) — g2(x)) < T)(z{r) —wm(7)ldr| <

/ Iz 7)) dr| <
T T —ap)?
/;0 o dr| =

2 . 3
= (nKC + M)W_K)_%ﬂ,

< ni

< (nKY(nKC + M)
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ya'ni

2 3
l2(2) — ()] < (nEC + Ay 1E Zxl

3!
Matematik induksiya usulini gqo‘llab,
ilz — |
lz(z) —vilz)| < (RKC + M)(nK) ey S
,lb _ a['i+l .

tengsizlikning o‘rinli ekanligini ko‘rsatish mumkin. Oxirgi tengsizlikda ¢ — oo
da limitga o'tsak,
|2(x) —y(z)t <0
hosil bo‘ladi. Bundan esa y(x) = z{(z), ¥z & |a, b] kelib chigadi.
4.9.1-natija. Ushbu

dy

o= Alz)y(x), ylzo) =0

Koshi masalasi faqat y(x) = 0, z € [a, b] yechimga ega. Bu yerda A(zx), [a, 8]
oraligda aniglangan uzluksiz matritsa funksiya, zq € [a, b berilgan son.

Isbot. Ko'rinib turibdiki, y(z) = 0, x € lo, b] vektor-funksiya berilgan
Koshi masalasining yechimidan iborat. Yagonalik teoremasiga ko‘ra bu yagona
yechim,

4.9.1-izoh. Agar (4.9.1) sistemada A = (a;;), a;; = const, i,j = 1, n -
o‘zgarmas matritsa bo'lib, f(x) = 0 bo‘lsa, u holda ushbu

dy

i Ay, y(z) =y

Koshi masalasining yechimi

o

(I—EQ)A . 0

ylz)=e y

s

ko‘rinishda tasvirlanadi.

4.10-§. Chiziqli bir jinsli differensial tenglamalar sistemast.
Chizigli bog‘langan va bog‘lanmagan vektor-funksiyalar

Quyidagi

g—z = A(z)y (4.10.1)
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bir jinsli differensial tenglamalar sistemasi berilgan bo'lsin, Bu yerda A(zx),
x € [a, b] oraligda berilgan uzluksiz n o‘lchamli kvadrat matritsa-funksiva,
y(z) = (n (), yolz), ... ya(2))T — noma’lum vektor-funksiya.

4.10.1-lemma. Agar y'(z), #*(x) - vektor-funksivalar (4.10.1)
sistemaning yechimlaridan iborat bo‘lsa, u holda y(z) = aiy'{x) + ca®(x)
vektor-funksiya ham (4.10.1) sistemaning yechimi bo‘ladi.

4.10.1-ta’rif. Agar kamida bittasi noldan fargli bo'lgan ¢, o, ..., ¢
o‘zgarmas sonlar topilib, ushbhu

cyte) + P (z) + . . Feyt(z) = 0,V € [a, ] (4.10.2)

munosabat o‘rinli bo'lsa, y'(z), ¥°(z), . . ., ¥*(x) vektor-funksiyalar [a, b]
oraligda chizigli bog‘langan deyiladi. Aks holda, ya'ni {4.10.2) munosabat
fagat ¢; = &2 = ... = ¢ = 0 bo’lganda bajarilsa, bu vektor-funksiyalarga
chizigli bog'lanmagan deyiladi. Bu yerda

4.10.2-letnma. Aytaylik, Ay, Ag, ..., Ax sonlar berilgan bo‘lib,

hi, o, ..., by chizigli bog'lanmagan  wvektorlar bo'lsin. U holda
eMThy, eMThy, .. ., eMThy vektorlar chizigli bog‘lanmagan vektorlar bo‘ladi.
Isbot. Teskarisini faraz gilamiz, u holda shunday ¢, e, ..., & o] +

leal + .. .+ |ex| > 0 sonlar mavijud bo'lib,
c1eMihy + o€ he + . .+ e PR =0, Y € R

munosabat bajariladi. Tayinlangan x = zy da hy, ha, ..., by vektorlarning
chizigli bog'lanmaganligidan e; = e = ... = ¢, = 0 kelib chiqadi. Bu ziddiyat
farazimizning noto'g'riligini bildiradi.
4.10.3-leuma. Agar y'(z), ¥*(x), . . ., ¥®(x) vektor-funksiyalar
[, b] oraligda chizigli bogliq bolsa, u holda Vzy € [a,b] da
' (xo), w3 (x0), . . ., ¥"(xg) sonli vektorlar chizigli bogliq bo‘ladi.
4.10.1-misol. Ushhu

y()=(i) yz(r):(j‘;)

vektor-funksiyalar R da chizigli bog'lanmagan. Lekin, Vzy € R da
v (zp), 7 (7o) sonli vektorlar chiziqli boglangan, yami ¥?(zq) = zoy' (20).
4.10.3-lemmaning isbotini o‘quvchiga havola gilamiz.
4.10.1-teorema. Aytaylik, 1/(z), § = 1, k vektor-funksiyalar (4.10.1)
bir jinsli differensial tenglamalar sistemasining yechimlari bo'lsin. U holda
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y(x), 7 = 1, k yechimlarning [a, 8] € R oraliqda chiziqli bog'liq bo'lishi
uchun, ushbu ¥z € |a, 8], 37(zg), 7 = 1, k sonli vektorlarning chiziqli bogliq

bo'lishi zarur va yetarli.

Isbot. Faraz qilaylik, {4.10.1) sistemaning %/(z), § = 1, k yechimlari
chizigli bog‘lanmagan bo‘lsin. Agar Jxy € [a, b] mavjud bo'lib, v (x0), § =
1, k sonli vektorlarning chizigli bog'lig bo‘lsa, u holda shunday c1, ca, ..., cx
{ler] + le2l + - -+ |er] > 0) sonlar topilib

eyt (@) + ey (o) + . .+ ayF(w) = 0
bajariladi. Ko‘rinib turibdiki, ushbu
y(z) = eyt (@) + (@) + . .+ ay(z)
vektor-funksiya (4.10.1) sistemani va
y(zo) =0
boshlang‘ich shartni qanoatlantiradi. Bundan y(z) = 0, z € [a, 8] kelib

chigadi, ya'ni 3/(z), j = 1, k chizigli bog'liq vektor-funksiyalar bo‘lar ekan.
Bu ziddiyat, farazimizning noto'g'riligini ko‘rsatadi.

Aksincha, faraz qilaylik, Yoo € |a, b] da, ushbu 37 (xz), 7 = 1, k sonki

vektorlar chizigli bog'lanmagan bo‘lsin. Agar bu y/(z), j
funksiyalar [a, B] da chizigli bog'liq bo‘lsa, u holda (¢}, 7 = 1, k sonli
vektorlar ham chizigli bog'lig bo‘ladi. Bu esa ziddiyat.

4.10.1-natija. {4.10.1) bir jinsli sistemaning 3/ (), j = 1, k yechimlari
[a, 0] oraliqda chiziqli bog'liq bo'lishi uchun Yy € [a, b] da, ushbu ¢ (2}, j =
1, % sonli vektorlarning chizigli bog‘liq bo'lishi zarur va yetarli.

4.10.2-ta’rif. Uzluksiz ¢/(z) € Cy(la, b]),j = 1,n vektor
funksiyalardan tuzilgan ushbu

yi(fﬂ) yg(a?) - i)

ya() yalz) .. yn(e)

determinantga {y'(z), ¥*{z), . . ., ¥"*(x)} vektor-funksiyalarning Vronskiy
determinanti deyiladi.

4.10.4-lemma. Agar y'(x), y*(z), ..., y"(x) vektor-funksiyalardan
tuzilgan W{y'(z), y%(z), . . ., y™(x)} = W{x) Vronskiy determinanti biror
xg € I = [a, b] nugtada noldan fargli, ya'ni

W(ﬂ:g) =,lé 0, zq € [a, b]
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bo'lsa, u helda bu vektor-funksiyalar chizigli bog'lanmagan bo'ladi.

Isbot. Teskarisini faraz qilaylik. Aytaylik, #/(z),j = 1, n vektor-
funksiyalar chizighi bog'langan bo‘lsin. U holda kamida bittasi noldan farqii
bo'lgan ¢, ¢a, ..., ¢ sonlar topilib

ay (@) + @)+ .. ez =0,z €T =a, b
munosabat o'rinli bo‘ladi. Xususan, z = x¢ € [a, 6] nuqtada
ey (o) + eov®lag) + . .+ cay™(@g) = 0

bajariladi. W{zp) # 0 bo'lgani uchun y'(xo), v?(zq), . . ., ¥"(zo) sonli
vektorlar chizigli bog'lanmagandir. Shuning uchun oxirgi tenglikdan ¢; = ¢y =
. = ¢, = 0 kelib chigadi. Bu garama-qarshilik farezimizning noto'g‘riligini

ko'rsatadi.

4.10.5-lemma. Agar y'(x), v*(x), . . ., y*(x) vektor-funksiyalar
chizigii bo‘langan bo'lsa, u holda

W(z) = W{y'(x), 3(z), .. ., y™&)} =0,¥z & [a, B]
o'rinli bo'ladi.
Lemmaning isbotini o'quvehiga havola gilamiz.

4.10.6-lemma. Agar y(x), y*(z), ..., v"(x) vektor-funksiyalar
(4.10.1) differensial tenglamalar sistemasining vechimi bo‘lib, biror zg € [ =
[@, b] nugiada

W (zg) = W{y' (o), ¥*(x0), - . -, ™" (m)} =0

bo‘lsa, u holda y#(z), j = 1, n vektor funksiyalar I = [a, b} oraliqda chizigli
bog'langan bo'ladi.

Isbot. Lemmaning shartiga ko'ra Wi(zg) = 0 bolgani uchun, kamida
bittasi noldan fargli bo‘lgan ey, o3, ..., ¢, 0'zgarmas sonlar topilib

ay'{zo) + coy(zo) + . . . + ey (z0) = 0
tenglik bajariladi. Ushbu
y(z) = ey’ (2) + cap(x) + . .+ et (2) (4.10.3)
vektor-funksiya (4.10.1) sistemani va
y(xg) =0 (4.10.4)

boshlang‘ich shartni ganoatlantiradi. Bundan tashgari §(z) = 0
vektor-funksiva ham (4.10.1) sistemani va {4.10.4) boshlang‘ich shartni
231



qanoatlantiradi. Yagonalik teoremasiga ko‘ra y(zr) = y{z) = 0 bo'ladi. Bunga
asosan (4.10.3) tenglik ushbu

ay' (x) + eyt ay + .+ eyMz) =0
korinishni oladi. Bu esa y'{z), y*(z), . . ., y"(z) vektor-funksiyalarning
chizigli bog‘langanligini ko'rsatadi.

4.10.1-izoh. Ixtivoriy vektor-funksivalar uchun 4.10.6-lemmaning tasdigi
bajarilmaydi. Jumladan, ushbu

yl(:c)=(‘j), yl(x):(g)

vektor-funksiyalar chizigli boglanmagan, lekin

0 0
1l z

W(z) = W{y'(z), v*(x)} = =0.

4.10.2-teorema. Aytaylik,  (4.10.1}  differensial  tenglamalar
sistemasining y'(z), ¥*(z), ..., y"{z) yechimlaridan tuzilgan Wi{z) =
W{yi(x), v¥(x), . . ., y"(z)} - Vronskiy determinanti berilgan bo‘lsin. U
holda quyidagi
Wiz) = Wixs)exp {f spA(T)dT} , T € la, b (4.10.5)
)

Ostragradskiy-Liuvill formulasi o‘rinli. Bunda ushbu
spA(z) = an(z) + an(x) +. . . + ap{x) (4.10.6)

munosabatga A{x) matritsaning izi deyiladi.
Isbot. Avvalo W (z) - Vronskiy determinanti uchun quyidagi

dw(z)
dz
differensial tenglamani keltirib chigaramiz.
Aytaylik, ushbu

y(z) = (). gh(a), . (@) i =T n

korinishdagi  vektor-funksiyalar  {4.10.1)  differensial  tenglamalar

(spA(x)YW(z),x € [a, b (4.10.7)

sistemasining, ya'ni _
dy’ (x)
dzx

= A{z)y'(z)

232



vechimlaridan iborat bo‘lsin. U holda bu vektor-funksiyalarning yﬁ ()
koordinatasi

4.(2) Zaw Joi(z) (4108

differensial tenglamani qanoatlantlradL
Endi W) — Vronskiy determinantining hosilasini hisoblaymiz:
dW(z) Z W (x) dyl(x)
dr A Gyf{x)  dx
Agar y[(z} elementning algebraik to‘ldiruvehisini Wi,(z)— orqall belgilab,
W{xz)— Vronskiy determinantini i— satr elementlari bo‘yvicha yoysak, ushbu

(4.10.9)
i5=1

n i1
W) =Yyl (@)Wilz) = 3 gl (m)Wlz) +yl (2)Wylz)+
r=1 r=1
+ > Y (@ Wir(a)
r=j+1
yoyilma hosil bo'ladi. Bundan
dW(z)
= W(x) (4.10.10)

dyl(z) "

tenglikni olamiz. Endi (4.10.9) tenglikni (4.10.8) va (4.10.10) munosabatlardan
foydalanib quyidagicha yozish mumkin:

cth(I ZWU )Zaw(o:)yi(f) =

i,j=1

= Za”(sc Zyr(‘T’ Wi;(x).

r=1

(4.10.11)

Quyidagi formula algebra kursidan ma’lum:

) W(x), i=r,
Zzﬂ 2)Wy(z) = W(x)d, = { 0. idr

Bu yerda &, — Kroneker simvoli. Shuning uchun yuqoridagi (4.10.11)
differensial tenglamani

dW (z
dﬂ(: ) = {Z air(x)ézr} Wiz) =

ir=1

{Z au(x)&r} W(x)spA(z)
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ko‘rinishda yozish mumkin. Oxirgi differensial tenglamani integrallab, (4.10.5)
Ostragradskiy-Liuvill formulasini hosil qilamiz.
4.10.2-natija. Agar A sonli matritsa bo'lsa, u holda ushbu

det e = P4 (4.10.12)

tenglik bajariladi.
Isbot. (4.10.5) Ostragradskiy-Liuvill formulasini ushbu

W(z) = det ™

funksiva uchun xg = 0, £ = 1 deb go'llasak, (4.10.12) tenglik kelib chigadi.

4.10.1-ta’rif. Bir jinsli (4.10.1) ko'rinishdagi chizigli differensial
tenglamalar sistemasining n ta chizighi bog‘lanmagan y'(z), v*(z), . . ., y"(z)
yechimlariga, uning fundamental yechimlari sistemasi (F.Y.S) deyiladi. Bu
yerda

Hx) = (yi(e), ghla) - wla), j=Tn.
4.10.3-teorema. Uzluksiz koeffitsiyentli, (4.10.1) ko'rinishdagi hir

jinsli differensial tenglamalar sistemasining fundamental yechimlari sistemasi
(F.Y.3) mavjud.

Isbot. Faraz qilaylik, B" fazoning ey, ea, ..., e, chizigli bog'lanmagan
vektorlari  berilgan bo‘lsin. U holda (4.10.1) differensial tenglamalar
sisternasiga qo‘yilgan ushhu

?}1(390) = €1, yz(ﬂfo) = €3, . - ., yn(lfn) = €n

Koshi masalasining yechimlarini o' (z), 4(z), . . ., y™(x) orqali belgilaymiz.
Bu yechimlardan tuzilgan W{y'(z), v*(2), . ,y”(m)} Wz} Vronskiy
determinantini hisoblaymiz:

W(xg) = det(ey, e, ..., €,) # 0.

Chunki e;—vektorlar chizigli bog‘lanmagan. Bundan esa
y'(z), y*(x), . . ., y"(z) yéchimlarning chizigli boglanmaganligi kelib
chigadi.

4.10.3-teorema. Agar y'(z), ¥*(z), . . ., y*(x) vektor-funksiyalar

{4.10.1) differensial tenglamalar sistemasining fundamental yechimlari
sisternasini {F.Y.S) tashkil gilsa, u holda uning ixtivoriy yechimi

y(z) = ay' (@) + e (@) + .+ ey () (4.10.13)

ko‘rinishda fodalanadi.
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4.10.3-teoremaning isbotini bayon qilish o'rniga (4.10.13) formulaning
boshgacha ko‘rinishini keltiramiz,
4.10.3-ta’rif. Ustunlari fundamental yechimlar sistemasidan tuzilgan

Y(:L‘) = Hyl(m)’ y2(I)’ Ceoy y"('f)”

matritsa-funksiya (4.10.1) sistemaning fundamental matritsasi deyiladi.
Fundamental matritsa o'z navbatida ushbu

dif) = Al2)Y(x), Ve € [a, b, detY(z) #0 (4.10.14)

matritsaviy differensial tenglamani qanoatlantiradi. Bundan ko'rinadiki,
(4.10.1) sistemaning ixtiyoriy yechimi

y(x) =Y(z) - C

ko‘rinishda yoziladi. Bu yerda O'— ixtiyoriy sonli vektor.
4.10.4-teorema.  Agar Y(z)-(4.10.14) matritsaviy  differensial
tenglamaning fundamental matritsasi bo'lsa, u holda uning umumiy yechimi

ko‘rinishda bo'ladi.
Isbot. (4.10.14) matritsaviy tenglamaning yechimini

Y(z) = ¥{2)C(x)

ko'rinishda izlaymiz. Ushbu

dY(z) d _d¥{x) . dC(x)
0 = L @C@) = S 0) + T
tenglikdan foydalanib, {4.10.14) differensial tenglamadan
dY ()

- dC{z) .
WC(J:) + Y(x)?? = Alx)Y (x)C(z)

munosabatni hosil qilamiz. Bunda Y(x) - matritsa (4.10.14) tenglamaning
yvechimi bo‘lgani nchun oxirgl tenglikdan

AV (2)C(x) + ?(x)d({’;f) = A(x)¥ (2)C(z)
kelib chigadi. Bundan
?(m)d(;ix) — 0, det V(z) #0,



ya'ni
dC(x)
dx
differensial tenglamani topamiz. Oxirgi tenglamadan C(z) = C o'zgarmas

=0

matritsa ekanligi kelib chigadi.
Berilgan (4.10.1) differensial tenglamalar sistemasiga go‘vilgan ushbu

y(zo) =y
Koshi masalasining yechimi uchun
y(x) =Y (2) Y Hao) - o

formula o'rinli bo‘ladi. Bu yerda Y{z) {4.10.14) matritsaviy differensial
tenglamaning ushbu

Y{xo) = E, E — birlik matritsa,

boshlang‘ich shartni ganoatlantiruvchi yechimi.
Ushbu
K(z, 2) = Y ()Y (o)

matritsaga (4.10.1) sistemaning matritsanti deyiladi.

4.11-§. Chiziqli bir jinsli bo‘lmagan differetisial tenglamalar
sistemasi

Quyidagi .

ﬁ — A(z)y + f(z) (4.11.1)
chizigli bir jinsli bo‘lmagan differensial tenglamalar sistemasini qaraylik. Bu
yerda A(z), x € [a, b] oraligda aniqlangan uzluksiz n — o'lchamli kvadrat
matritsa-funksiya, f(z), x € [a,b] oraligda aniqlangan uzluksiz vektor-
funksiya, y{x) — noma'lum vektor-funksiya.

4.11.1-lemma. Agar-y:1{x) va y(z) vektor-funksiyalar mos ravishda

ushbu
dy
dx
d
2~ Alx)ys + fola)

tenglamalar sistemasining yechimlari bo'lsa, u holda y{z) = y(z) + ya(z)

= A(z)p + Hiz),

vektor-funksiya quyidagi

W A + 5@ 1 fule)
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differensial tenglamalar sistcmasining yechimi bo'ladi.
4.11.1-teorema. Aytaylik, ¥°(z) vektor-funksiya (4.11.1) sistemaning
biror yechimi bo'lib, @(x) ushbu
Z'(z) = A(zx)z(x) (4.11.2)
bir jinsli tenglamalar sistemasining fundamental matritsasi bo‘lsin. U holda
(4.11.1) differensial tenglamalar sistemasining barcha vechimlari

y(r) = 2(2)C +y'(z) (4.12.3)

ko'rinishda ifodalanadi. Bunda € - ixtiyoriy sonli vektor.
Isbot. Berilgan (4.11.1) sistemada

y(x) = z(z) + y'(x) (4.11.4)
almashtirish bajaramiz:
dz(z) | dy(z) _
dx dx
Bu yerda

A(z)|z(x) + 4" (@) + flz) = Az(z) + AY'(2) + f(=).
d’yo(ﬂ?) 0
= A
) = a2y + f)
munosabatning bajarilishini e’tiborga olsak, yuqoridagi tenglikdan

dz(z)
I = A(x)z(x)

tenglama kelib chigadi. (4.11.2) sistemaning umumiy yechimi

z(z) = ®(x)C
ko‘rinishda bu'lgani uchun (4.11.4) almashtirishdan

ylz) = ®(z)C + 1y (z)

kelib chigadi. Bu yerda (' - ixtiyvoriy sonli vektor.

4.11.2-teorema. Agar ®(z) {4.11.2) sistemaning fundamental matritsasi
bo'lsa, u holda (4.11.1) differensial tenglamalar sistemasining umumiy yechimi
uchun

y(z) =)D+ ¢ z)f Yr)f(r (4.11.5)

formula o‘rinli bo'ladi, Bu yerda xp € [n, b, I} ixtiyoriy o'zgarmas vektor.
Isbot. Berilgan (4.11.1) sistemaning utnumiy yechimini

(2) = B(z) - Cla) (4.11.6)
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ko‘rinishda izlaymiz. Bu yerda C(z) - hozircha noma’lum vektor-funksiya.
Avvalo (4.11.6) tenglikni differensiallab,

dy _ d®(z) dC'(x)

de  dx dz
munosabatni topamiz. So‘ngra bu tenglikni (4.11.1) sistemaga qo‘ysak,

dd(zx) dC(x)
dr

C(z) + (z)

hosil bo‘ladi. Agar ushbu

= A(2)®(2)C(x) + f(z) (4.11.7)

d®(x)

dx
tenglikning o‘rinli ekanligini inobatga olsak, (4.11.7) munosabatdan
dC(z)
de

= A{z)®(x)

Alz)®(z}C(z) + &(z)

A(z)@(2)C(z) + [z},

ya'ni
o) _ sa)

tenglama kelib chiqadi. Bu tenglamani ushbu

dwif) =37 (z)f(z) (4.11.8)

ko'rinishda vozib, so’ngra integrallab,

Clz) = fI &1\ f(r)dr + D, (4.11.9)

xn
C(.Tg) =D
topamiz. (4.11.9} tenglikni (4.11.6) ga qo‘yib, ushbu

y(z) = 2D+ 2(z) [ "o () f(r)dr

£o
formulani hosil qilamiz.
4.11.1-natija. (4.11.1) differensial tenglamalar sistemasiga qo‘yilgan

y(zo) = 3°

Koshi masalasining yechimi uchun

x

y($)=¢(w)¢"1(xo)y°+/ ()0 (1) f(r)dr (4.11.10)

Xy

formula o'rinli bo‘ladi. Bu verda z; € [a, &].
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4.11.1-izoh. 1} Quyidagi ko'rinishdagi vektor-funksiya

®(x) / Yr)f(rydr
(4.11.1) differensial tenglamalar sistemasining

Yo{zo) = 0

boshlang'ich shartni qanoatlantiruvchi yechimidan iborat bo‘ladi.

2} Ushbu

K(x,7) = ®(z)@ ()
matritsa-funksiva {4.11.1) sistemaning matritsantidan iborat bo'ladi, ya'ni
K1) . A(VK xz, 7), K(r, 7) = E— birlik matritsa.
dr

3) Agar (4.11.1) sistemada A(x) = (a;;), a; = const o‘zgarmas matritsa

bolsa, u holda uning umumiy yechimi uchun
ylz) =™ . d+ f e IAf (Y dr
T

formula o'rinli bo'ladi. Bu yerda ®(z) = ™4 (4.11.2) sistemaning fundamental
matritsasi bo'lib, d — ixtiyoriy sonli vektor.
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V BOB. TURG‘UNLIK NAZARIYASI

5.1-§. Turg‘unlik tushunchasi

Avtaylik, ushbu

dr(t) _
o =1, (5.1.1)
& (tg) = dq (5.1.2)

Koshi masalasining © = ¢ (¢} yechimi mavjud bo'lib, ixtiyoriy ¢ € [tg, 00)
to‘ptamda aniglangan bo‘lsin. Bu yerda

z(t) = (21 (8), 22 (£) , 23 (2),...... Lz (7T
ftn)y={fit,a), ... L.t 2D,
et)=(p(t), 02 (t),03(t),...... con ()T

5.1.1-ta’rif. Agar ixtivoriy ¢ > 0 soni uchun, shunday § > 0 soni topilib,

!CE(]* IL'(]‘ < 8 (513)
tengsizlikni qanoatlantiruvchi har bir Z uchun quyidagi
dE{t) -
= f(t,& A
" fe) (.1.1)
F(to) =T (5.1.29)

Koshi masalasining # (t), ¢ € [{p. 00) yechimi mavjud bo‘lib, ushbu
[Z(t) — ()] < &,Vt € [tg, 00) (5.1.4)

tengsizlikni ganoatlantirsa, u holda © = @ (f) yechim Lyapunov ma’nosida
turg‘un deyiladi.
5.1.2-ta’rif. Agar x = ¢ (t), t > ¢ yechim
1) Lyapunov ma’nosida turg'un;
2} Ushbu 313& |Z(t) — @(t}| = 0 munosabat o‘rinli
bo'isa, nnga asimptotik turg‘un yechim deviladi.
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Berilgan (5.1.1) differensial tenglamalar sistemasi x = () yechimining
turg‘unligini tekshirish masalasi, uning nol, ya'ni z{t) = (¢ vechimining
turg'unligini tekshirish masalasiga keltirish mumkin. Buning uchun

2(t) = () + y(t), ¢ € [t, 0] (5.1.5)

almashtirishdan foydalanamiz. Bu almashtirish natijasida (5.1.1) differensial
tenglama

B(t) +9(t) = fit, o(t) +y(t)) (5.1.6)

ko‘rinishni vladi. Bunda ushbu

plt) = flt,»(1))

munosabatning bajariiishini inobatga olsak, (5.1.6) tenglik quyidagi

y(t) = f(tp(t) +y(B) — fE e(t)), £ =t (5.1.7)

ko‘rinishga keladi. Berilgan (5.1.1) differensial tenglamaning x = « (£) yechimi
{5.1.5) almashtirish natijasida (5.1.7) tenglamaning y (¢£) = 0 nol yechimiga
o'tadi. Endi, (5.1.7) tenglamani

g(t) = F(t,y), Flt,y)= ft, o) +y(t)) — f(£, (1)) (5.1.8)

ko'rinishda yozamiz. Bu holda y(t) = 0 yechimga, ya'ni {0,...,0} nugtaga
(5.1.8) ditferensial tenglamalar sistemasining muvozanat nuqtasi deyiladi.
Chunki
F(t,0)=f({t,o)— f(t,p) =0

Turg'unlik tushunchasi (5.1.8}) differensial tenglamalar sistemasining
muvozanal nugtasiga, ya'ni y (£) = 0 yvechimga nisbatan quyidagicha, talgin
gilinadi.

5.1.3-ta’rif. Agar ¥e > 0 soni uchun shunday 3 ¢ > 0 soni topilib,

lyol < &

tengsizlikni qanoatlantiruvchi har bir yp uchun (5.1.8) sistemaning o (t5) = yo
boshlang'ich shartni ganoatlantiruvchi y (), ¢ € [to, 20) yechimi

w(t)] < et € [ty oc)
bahoni qanoatlantirsa, u holda y () = 0 yechim, ya'ni (0, ...,() muvozanat
nuqta Lyapunov ma’nosida turgun deviladi.

5.1.4-ta’rif. Agar y (¢) = 0 yechim {muvozanat nuqta) quyidagi:
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1). Lyapunov ma'nosida turg'un;
2) lim fy(0)] = 0
shartlarni qancatlantirsa, muvozanat nuqta asimptotik turg‘un deyiladi.
Yugqoridagi ta'riflarda |- | belgi vektor funksiyaning normasini anglatadi,
vani |z{#)] = /x}(t) + ... + 22(t).
Geometrik nuqtaly nazardan y (¢) yechimning turg‘unligini quyidagicha

tasvirlash mumkin:

1) @ (t) yechim turg'un, y = (31,92, ..., g) 7

1-chizma

2) ¢ (t) yechim asimptotik turg'un:

L 3

2-chizma

3) ¢ (t) yechim turg‘un emas (noturg'un)

&

3-chizma
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5.1.1-misol. Ushbu
dy_
dt
differensial tenglamaning y () = 0 yvechimini turg'unlikka tekshiring,
Yechish. Berilgan diferensial tenglamani
d
~F o
Y
ko'rinishda yozib olamiz va uning umumiy yechimini topamiz:

1
yt) = ——, Ve = const.
yit) =, Ve=c

Bundan tashqari y (£} = 0 ham berilgan differensial tenglamaning yechimidan
iborat bo'ladi. Endi 4 (0) = y boshlang’ich shartga mos keluvchi yechimni
aniglaymiz:

1 Yo

0)=wn= L )
=1 C:——; = —— — .
Y % w ¥ t,  ttl

Berilgan  differensial  tenglamaning () =0 yechimini turg‘unlikka
tekshirishda, ushbu jg(0)] = |y < & tengsizlikning bajarilishidan
ly(t)| < £,0 < t < oo bahoning kelib chigishini ko‘rsatish lozim. Amino,
qaralayotgan misolda ¢y < 0 bo'lganda tyg + 1 = 0, £ = —ﬁ{; > ( bo'ladi.
Shuning uchun ¢ — —;—“ — 0 da y(t) - —oo intiladi. Bu holda y(t) = 0
yechim turg'un ho'lmaydi.

4-~-chizma.

5.1.2-misol. Ushbu
dy
— =1+t—y, 0)=40
= LTt=y )
Koshi masalasi yechimini turg'unlikka tekshiring.
Yechish. Avvalo berilgan differensial tenglamani

dy
oy =1+t
5 ry=1+4
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ko‘rinishda yozib olamiz va uning bir jinshi
dy
—+y=10
T

gismining umumiy yechimini topamiz:

y(t) = ce™, ¢ = const.

So‘ngra, berilgan bir jinsli bo‘lmagan differensial tenglamaning xususiy
yechimini

ko‘rinishda izlab, A va B noma’lumlarning qiymatlarini aniglaymiz:
with=A, A+At+B=1+t A=1, B=0.
Demak, xususiy yechim ushbu

Yolt) =1t

ko'rinishda bo'lar ekan. Shuning uchun beriigan bir jinsli bo‘lmagan
differensial tenglamaning umumiy yechimi

y(t) =ce™ +yolt) =ce™ + ¢

ko‘rinishda bo'ladi. Endi y (0) = yo boshlang'ich shartdan ¢ = yo ekanligini
topamiz. Natijada ushbu y(f) = yoe™* + t yechimni aniglaymiz. Bu yerda
yo = 0 bo'lsa, u holda

y(t) = p(t) =1t
funksiva berilgan Koshi masalasining vagona yechimidan iborat bo‘ladi. Bu
@(t) = t yechimni turg‘unlikka tekshiramiz. Buning uchun quyidag ayirmani
baholaymiz:

ly(t) — @(t)] = Jwoe ™"+t —t] = lyol ™" < Jyo| < &,V 2 0.

Shunday gilib, agar & = £ desak, u holda |yg| < d tengsizlikning bajarilishidan
ly(€) — w(t)] = ly(t) — t| < £, ¥t > 0 bahoning o'rinli ho'lishi kelib chigadi.
Bu esa @(t) = ¢ vechimning Lyapunov ma’'nesida turg‘un ekanligini ko‘rsatadi.
Bundan tashqari ¢{f) = ¢ yechim asimptotik turg‘un yechim ham bo‘ladi.
Chunki

lim [y(t) — ()] = tlinoé lyole™ = 0,¥E > 0.

1o
5.1.3-misol. Ushbu
dy _ 2 _
E{_‘a‘ Y, y{tﬂ)_yﬂa (l-‘/—'U
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Koshi masalasining yechimini turg'unlikka tekshiring,

Yechish. Berilgan differensial tenglamaning umumiy yechimi ylt) =
ce™ Ve = const ko‘rinishda bo'ladi. ¥(te) = wo boshlang'ich shartdan
c= ygeazt kelib chigadi. Bundan fovdalanib, berilgan Koshi masalasining

T
Yt = e

yechimini topamiz. Endi |1 — éo] < 8, & > 0 tengsizlikni qanoatlantiruvehi
o souini tanlaymiz va y{ty) = fip boshlang'ich shartga mos ketuvchi Koshi
masalasining §(t) = goe—f*’“—fo) vechimini olamiz. Quyidagi avirmani
bajaramiz:

15(t) — y(B)] = |Go — wol et =

= |50 — yol €% - €% < |g — yol € < £, VE > £y

Agar Ve>0 soni uchun & >0 sonini §=ge 9% deb tanlasak, u
holda |go — o] < § tengsizlikning bajarilishidan |§(8) — y{t)] < &,
¥t > ity bahoning o'rinli bo'lishi kelib chigadi. Qaralayotgan
misolda  y{t) = yyexp {Aa?(t - tg} ,t >ty vechim Lyapunov ma'nosida
turgun  bo‘ladi.  Bundan  tashgari  ushbu tgn; |(t) — y(t)] =
}Lno}} |fig — yo| exp {——aQ(t - t@)} =0, t > t; muncsabatning bajarilishidan,
berilgan Koshi masalasining »(t) = yoexp {—a*(t —tg}, t > #p yechimi
asimptotik turgun bo‘lishi kelib chigadi.

5.1.4-misol. Ushbu

% = %@; y(1)=0
Koshi masalasining vechimini turg‘unlikka tekshiring.

Yechish. Ko'rinib turibdiki, ushbu 4{1) = y, Koshi masalasining yechimi
#(t) = "y ko'rinishida bo'ladi. Berilgan y (1) = 0 boshlang'ich shartni
gancatlantiruvehi yechim esa y (¢} = 0 dan iborat bo'ladi.

Quyidagi ayirtani hisoblaylik:

() =y} = |t°% — 0 = [¢° - |0l
1-hol. Agar a = 0 bo'lsa, u holda
l5(t) — y(t)} = lwel

munosabat o‘rinli bo'ladi. Bundan ke'rinadiki, Ve > 0 soni uchun § > 0 sonini
& = £ deb olsak u holda [yy| < 6 tengsizlikning bajarilishidan [j(t) — y(#)| =
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[9(t)] = |w! < e, ¥¢ > 1, bahoning o'rinii bo'lishi kelib chiqadi. Bu csa
y(t) = 0 yechimning Lyapunov mamosida turg'unligini ko'rsatadi.
2-hol. Agar a < 0 ho'lsa, u holda
Jim [5() — y(t)| = lim [£]*|yo] = 0
—00 t—oo

munosabatning bajarilishidan y(¢) = 0 yechimning asimptotik turg‘unligi
kelib chigadi.

3-hol. Agar ¢ > 0 bo'lsa, u holda |§(t) — y(¢)| = [t|* vl — +oc, t =
bo‘lgant uchun y(t) = 0 yechim noturgiun bo‘ladi. Demak, @ = 0 holida
y(t) = 0 yechim turg‘un, a < 0 holida esa asimptotik turg'un va a > 0 holida
turg‘unmas {noturgun) bo'ladi.

5.1.5-misol. Ushbu

differensial tenglamalar sistemasining muvozanat nuqgtalarini toping va uni
turgunlikka tekshiring.
Yechish. Quyidagi tenglamalar sistemasidan

—2332 = 0,
2.’1‘1 =0

(z1,72) = (0, 0) nugtaning muvozanat nuqta ekanligi kelib chiqadi.

Berilgan differensial tenglamalar sistemasining umumity yechimi
21(t) = ccos(2t — @), za(t) = esin(2t — ¢)
ko‘rinishda bo'lishini ko‘rsatish qiyinchilik tug‘dirmaydi. Bunda ¢ = 0 deb,
2(0) = (21(0), z2(0)) = (ccosg, —csing)
ekanligini topamiz. Endi quyidagi ayirmalarni baholaymiz:

|2(0) — 6! = |2{0}} = 4/2(0} + 23(0) =

= y/c?cos® ¢ + csin p = ||,

[2(t) — 0O = la(t)| = \/«}(t) + 23(2) =

= 1/c?cos?(2t — ) + 2 sin2(2t — ) =|d.

Ixtiyoriy ¥e > 0 soni uchun 38{¢) > 0 sonini § = £ deb tanlasak, u holda

|z(0) — 0| = |c] < &
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tengsizlikning bajarilishidan
[x(t) = 0] = {z(t)] < £,¥t >0

bahoning o‘rinli bolishi kelib chigadi. Demak, (0,0} muvozanat nugta
Lyapunov ma'nosida turgun bo‘lar ekan. Ammo, (0,() muvozanat nuqta
asimptotik turg'un bo’lmaydi. Chunki tli}ngo |z{(t)] = |c| # 0. Qaralayotgan
misolda integral chiziglar spirallardan iborat bo'ladi. Ularing Oxjas
tekislikdagi proveksiyasi markazi (0,0) nugtada bo'lgan aylanalardan iborat
bo‘ladi. Bu holda muvozanat nugta markaz deb ataladi.

== 'O

5-chizma

6-chizma

Integral chiziglarning Oxyx2 tekislikdagi proyeksivasi {trayektoriyasi) markazi
(0, 0) nugtada bo'lgan aylanalardan iborat bo'ladi.

5.1.6-misol. Ushbu
dmj

& = 8,
dey .
FTR

differensial tenglamalar sistemasining muvozanat nugtasini turg‘unlikka
tekshiring.
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Yechish. Ko‘rinib turibdiki, (0, 0) nuqta berilgan differensial tenglamalar
sistemasi uchun muvozanat nugta bo'ladi. Bundan tashqari differensial
tenglamalar sisternasining umumiy yechimi

(1) = o (De ™, za(t) = 22(0)e™

formula bilan aniglanadi. Ushbu |z(0)] = v/25(0) + z3(0),
(1) = T T DT < e L2(0)] < 2 (0)

munosabatlarga asosan, ¥2 > 0 soni uchun § > 0 sonini § = ¢ deb tanlasak
|x(0)| < & tengsizlikning bajarilishidan |z(£)] < |#(0)] < ¢, V¢ > 0 bahoning
o'rinli bo'lishi kelib chigadi. Bu esa (0,0) muvozanat nugtaning Lyapunov
ma'mosida turg'un ekanligini ko‘rsatadi. Bundan tashqari ushbu

22 ) +25(t) -0/ =0

lim |z(t)| = lim
t—o0 o

munesabatning bajarilishidan (0,0) muvozanat nuqtaning asimptotik
turg'unligi ham kelib chigadi.

5.1.7-misol. Quyidagi differensial tenglamalar sistemasining muvozanat
nugtasini turg'unlikka tekshiring:

%2 - —ri-
Yechish. Avvalo berilgan differensial tenglamalar sistemasihing tithinniy
yechimini topamiz:
x1(t) = ey cost + exsint, 22(t) = —c¢p sint + epcost, ¢ = 0.

Endi x(0) = (z:(0),x2(0)) boshlang'ich shartni ganotlantiruvchi yechimni
topamiz:
z1(t) = 1:1{0) cos t + x2(0) sint,

23(t) = —r1{0) sint + r2{0) cos £, ¢ > 0.
Ixtiyoriy € > 0 soni uchun.3 § = &(¢) > 0 sonini § = ¢ deb tanlaymiz. Bu

holda
[2(0)] = (21 (0}, 22(0))] = y/ 2}(0) + 23(0) < &
tengsizligi bajarilganda

|[z(t)| = /=}(8) + 23(t) =
V{zy(0) cost + 25(0) sint)2 + {—x,(0) sin ¢ + x2{0) cos 1) =

= /o0 + 23(0) <&, VE20
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bahoning o'rinli bo‘lishi kelib chiqadi. Bundan (0,0) muvozanat nuqtaning
Lyapunov ma’nosida turgunligh kelib chigadi.
Quyidagi
lim [z (8)] = /3(0) + 23(0) #0

munosabatdan esa (0,0) muvozanat nuqtaning asimptotik turg‘un emasligi
kelib chigadi

5.1.8-misol. Quyidagi differensial tenglamalar sistemasining muvozanat
nugtasini turg'unlikka tekshiring:

do% = T,
% —= —I.

Yechish. Ko'rinil turibdiki, (0, 0) nuqta berilgan differensial tenglamalar
sisternasi uchun muvozanat nuqgta bo'ladi. Berilgan differensial tenglamalar
sistemnasining umumtiy vechimi

z1(1) = 21(0)e’, zo(t) = za(Q)e™

ko'rinishda bo'ladi. Bunda
z(0) = {(x:(0), 22(0)), z(t) = (z1(t), za(t)) .

Agar 11{0} > 0,(z1(0) < 0) bo'lsa, u holda z,(t) — o0, ¢ = oo,
{z:(t) = —o0, t = oc). Bundan (0, ®)muvozanat nugtaning turg‘unmasligi
kelib chigadi.

5.2-§. Chizigli bir jinsli differensial tenglamalar sistemasi
yvechimining turg‘unligi

Ushbu
dx (t)

it
differensial tenglamalar sistemasini qaraylik. Bu yerda A(t) = Y|a;,(¢)||, .5 =

= A(t)z(t) (5.2.1)

1,n kvadrat matritsa funksiva t > t; tengsizlikni qanaotlantiruvchi barcha t
larda uzluksiz va chegaralangan bo‘lsin.
Aytaylik. 27(t), j = 1, n vektor-funksivalar (5.2.1) sistemaning ushbu

2 (tg) = e1, 2% {to) = ea, ..., 2"(ts) = en (5.2.2}
boshlang‘ich shartlarni ganoatlantiruvehi yechimlaridan iborat bo‘lsin. Bunda

er=1{1,0.0,.,0), ea=(0,1,0,...,0), .., e, =(0,0, ...,0,1). (5.2.3)
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Berilgan (5.2.1)-(5.2.2) Koshi masalasining 27(¢), j = 1, n yechimlaridan
tuzilgan W (t)-Vronskiy determinantining ¢ = t¢ nugtadagi givmati uchun

z1(to) f(to) ... 27 (to)

x}(to) x3(to) - 23 (to)

W{ty) = —det E=1+#0

(o) 7fh) - a3ft)

munosabat o‘rinli, Shuning uchun 7 {¢),5 = 1,n vektor-funksiyalar (5.2.1)
differensial tenglamalar sistemasining chizigli erkli yechimiari bo‘ladi. Ushbu

X(t,to) = |[#1()

s hj=TIn

matritsa funksiya (5.2.1) differensial tenglamalar sistemasining fundamental

matritsasi yoki matritsanti bo'lib, X (fy,¢,) = E boshlang‘ich shartni va
quyidagi

dX
matrisaviy differensial tenglamani qancatlantiradi. Bu vyerda FE-birlik
matritsa. Bundan foydalanib (5.2.1) sistemaning z(ty) = 2 boshlang‘ich

shartni qanoatlantiruvchi z{t} vechimini quyidagicha yozish mumkin:
z(t) = X(t,15)z".

Endi (5.2.1) sistemaning y(f;) = ¥ boshlang'ich shartni qanotlantiruvchi
vechimini y(¢) deb belgilaylik. U holda

y(t) = X(t. 1)y

munosabat o‘rinli bo'lishi ravshan. Ko'rinib turibdiki, z(t) va y(¢) yechimlar
ayirmasi uchun
z(t) — y(t) = X (¢, to){a” —~ o) (5.2.4)

tenglik o'rinli bo‘ladi. Oxirgi tenglikdan ko'rinib turibdiki, (5.2.1) sistema
vechimini turg'unlikka tekshirishda, uning X (¢,%p)-matritsanti asosiy ro‘lni
o'vnaydi.

5.2.1-teorema. Bir jinsli (5.2.1) differensial tenglamalar sistemasining
x(t) yechimi turg'un bo'lishi uchun, uning X (2, £} fundamental matritsasi
[tp, oc) oraligda chegaralangan bo'lishi zarur va yetarli.

5.2.2-teorema. Bir jinsli (5.2.1) differensial tenglamalar sistemasining
x{t} vechimi asimptotik turg‘un bo‘lishi uchun ushbu

lim | X (£,8)] =0
t—o
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munosabatning bajarilishi zarur va yetarli. Bu yerda |-| belgt X (¢, ¢) -
matritsaning normasini bildiradi.

5.2.3-teorema. Bir jinsli (5.2.1} differensial tenglamalar sistemasining
x(t} yechimi turg'un bo'lmasligl uchun X (¢, ¢y ) matritsaning [to, oc) oraliqda
chegaralanmagan bo'lishi zarur va yetarli.

Endi yuqoridagi teoremalarning ishotlarini keltiramiz.

Isbot (5.2.1-teorema) Zaruriyligi. Aytaylik, (5.2.1) differensial
tenglamalar sistemasining z = z(¢) yechimi turg‘un bo'lsin. U holda ixtiyoriy
£ > 0 soni uchun shunday 4(z) > 0 soni topilib,

[1:0—@;0|<(5 (5.

o
[
[
e

tengsizlikning bajarilishidan ushbu
lz(t) — y(t)] <.Vt >t (5.2.6)

bahoning o‘rinli bo‘lishi kelib chigadi. Avvalo (5.2.4) tenglikni quyidagicha
yozib olamiz:

PREAGICIEE

J=1

[mi(t) - yi(t)i = a=1ln. (627)

Bu tenglikda quyidagi

0_ .0 0 _ .0 ] 0.0 _ .0 0
= Ysses Thot = Yoo 1: Tk 7 Yoo Thil = Ykptr o Tp = Yn

munosabatlardan foydalansak, ushbu

'.’L’zk(t)] _ |-Tz'(t) - (1)

B <K, Vt>t (5.2.8)
bahoga ega bo‘lamiz. Bundan

IX(t,10)) S nK, t >t
kelib chigadi. Bu esa X (£, ty) matritsaning [to, co) oraligda chegaralanganligini
ko'rsatadi.
Yetarliligi. Aytaylik, X(f,1p) matritsa [y, 00) oraliqda chegaralangan,
ya'ni shunday M>0 soni mavjud bo‘lib,

3
Xt t) = 3 'xg'(t)‘ <M, W3t
i,=1
baho orinli bo'lsin, Bu holda (5.2.1) sistemaning ixtivoriy z(t) yechimi uchun

lz(t) — ()] < |1X (4t - |20 =) < M |2 =3°], v > iy
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tengsizlik bajariladi. Ixtiyoriy V2 > 0 soni uchun d > 0 sonini § = /3 deb
tanlasak, u holda

@(te) — ylto)] = |=* —2°| < &
tengsizligining bajarilishidan
£
i
bahoning orinli bo‘lishi kelib chigadi. Bu esa (5.2.1) sistemaning z = z(t)

w(t) —y(t) < M2 — | < M- €

yechimini turg'unligini bildiradi. 5.2.1-tcorema isbotlandi.
Isbot(5.2.2-teorema). Zaruriyligi. Aytaylik, (5.2.1) sistemaning z =
x(t) yechimi asimptotik turg'uu bo'lsin, ya'ni

Dim 2;(t) — wi()l =0, 1=1,n.
Bundan foydalanib, (5.2.8} tengsizlikda ¢ — oc da limitga o‘tsak, undan
Jim X (2, 80)] = 0

tenglik kelib chiqadi.

Yetarliligi. Faraz qilaylik, fll)n;: X (t,to)] = 0 beo'lsin. U holda
X (¢, ty)—matritsa chegaralangan bo'lib, (5.2.1) sistemaning = z(¢) yvechimi
turg‘un bo'ladi. Bundan tashqari, (5.2.4) tenglikdan

lim jz{t) —y(t)| = Him Xt to)} - | =] =0
00 —oa

hosil bo‘ladi. Bu esa z = x(t) yechimning asimptotik turgtun ekanligini
ko‘rsatadi. 5.2.2-teorema isbotlandi.

Isbot (5.2.3~teorema). Zaruriyligi. Faraz qilaylik, {5.2.1) sistcmaning
z = x(t) yechimi turg'un bo‘lmasin. U holda X(¢¢) matritsa
[ty, o0) oraligda chegaralanmagan bo'ladi. Aks holda X (¢, ¢) matritsaning
chegaralanganligidan x = z(t) yechimning turg unligi kelib chigadi.

Yetarliligi. Faraz qilaylik, X (¢,#y) matritsa [tg,00) oraligda
chegaralanmagan bo'isin, ya'ni shunday mounoton o'suvechi

to <t <Ctg <. <t <.

ketma-ketlik topilib,
lim | X (#, )] = o0
k—oo

munosabat bajarilsin.
Endi (5.2.1) sistemaning

=0

Fto) = 2" = (29, 29,..., 20 _1, 20, ..., T0)

m?
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boshlang’ich shartni qancatlantiruvehi z(t) yechimini shunday tanlaymizki,
natijada quyidagi
F= =19 .

= _ .0 =0 0 =0 _ .0 =0 _ .0
‘I-m,—I - y-mf',l! 'rm ?é yma xm+1 - ym+1? ey “‘q:n - y'n,

munosabatlar bajarilsin. Bunday tuzilgan F(#) yechim uchun ushbu
(1) = y(t) = 27 (6) (% — ym)
tenglikning bajarilishi ravshan. Shuning uchun quyidagi
limn [Z5(te) — y;(fe)| = o0

munoesabat orinli. Bu esa ’:r_gl—y?n‘ ayirmaning moduli qanchalik kichik
bo‘lganda ham |Z;(t) — y;(#)| funksiya va {F(tx) — y(tx)| chegaralanmagandir.
Shuning unchun (5.2.1) sistemaning # = x(f) yechimi turgiun bo'lmaydi
(noturg'un bo‘ladi}. 5.2.3-teorema isbotlandi.

Endi ushbu
% =a(t)x, a(t) € C[0,00) (5.2.9)
ko'rinishidagi bir jinsli chizigli differensial tenglama yechimini turg‘unlikka
tekshiramiz.

5.2.4-teorema. (5.2.9) differensial tenglama yechimining turg‘un bo‘lishi

uchun quyidagi
t

EI}I; A a(T)dr < 400 (5.2.10)
shartning bajarilishi zarur va yetarli.
Isbot. Zarurligi. Faraz qilaylik, (5.2.9) differensial tenglamaning yechimi
turgun bo'lsin. U holda (5.2.9) differensial tenglamaning

2(0) = x4 (5.2.11)

boshlang'ich shartni qanoatlantiruvchi vechimi

z(t) = zgexp {foxa('r)dﬂr} (5.2.12)

formula orqali topiladi.
(5.2.9) differensial tenglamaning ushbu

y{0) =10 (5.2.13)
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hoshlang’ich shartni qanoatlantiruvchi vechimini y(f) orgali belgilaylik. U
holda ®(t) va y{f} yechimlar ayirmasi uchun quyidagi

£() — y(t) = exp { / t a(r)dr} (0 - ) (5214)

tenglik o‘rinli bo'ladi. (5.2.9) differensial tenglama yechimining turg‘unligidan,
ya'ni ixtiyoriy Ve > 0 uchun shunday 3§ = 8(¢) > 0 soni topilib, lzg — w| < &
tengsizlikning bajarilishidan |x(t) — y(t)| < &, ¥t > 0 bahoning bajarilishi
kelib chiqadi. Bundan va (5.2.14} tenglikdan

exp {./: a(’r)dr} lzg —yo| <&, YE>0 (5.2.15)

tengsizlikni olamiz. Bu tengsizlik bajarilishi uchun
t

Tim [ a(r)dr < +o0
i fy

bo'lishi lozim.
Yetarliligi. Aytaylik, (5.2.10) tengsizlik bajarilsin. U holda shunday
JK > 0 soni topilib

exp ( /O t a.(T)d'r) <K (5.2.16)

o'rinli bo'ladi. Ixtiyoriy ¢ > 0 soni uchun § > 0 sonini § = & deb olamiz.
U holda z(t), y(t) yechimlarning # =0 nuqtadagi boshlang'ich shartlari
|£o — yo| < & tengsizlikni ganoatlantirganda

et} - y(t)] = exp { fﬂ a(f)df} 120 — ol < K [0 — 3ol < ¢

baho ixtiyorly V¢ > O uchun bajariladi. Bu esa (5.2.9) differensiai
tenglamaning yechimi turg‘un ekanligini bildiradi.

5.3-8. O‘zgarmas koeflitsiyentli bir jinsli differensial tenglamalar
sistemasi yechimining turg‘unligi
Ushb
shbu dr

5= (5.3.1)

ko'rinishidagi o‘zgarmas koeflitsiyentli differensial tenglamalar sistemasini

qaraylik. Bunda A = llayl|. i.j = 1,n haqiqiy elementli o‘zgarmas matritsa,

z(t) = {x1 (D), ..., mn(t))T - noma’'lum vektor funksiva. Bu paragrafda (5.3.1)

differensial tenglamalar sistemasi z(t) = 0 yechimi turg'unligini o‘rganamiz.
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Quyidagi
2(0) = 2%, 2% = (af, 23, ., 27)T (5.3.2)
boshlang’ich shartni ganoatlantiruvchi (5.3.1) sistemaning x{t) yechimi ¢t € R
da aniglangan bo‘lishi oldingi paragraflardan ma’lum. A,, 1 <m < n orqali
A matritsaning xos giymatlarini, ya'ni

det|]A — AE|| = 0 (5.3.3)

xarakteristik tenglama ildizlarini belgilaylik.

5.3.1-teorema. 1) Agar A matritsaning barcha A;j = a; + 13,
i=+—1, j=1,n xos giymatlari uchun «;=Re{}} <0, 1<j<n
shart bajarilsa, u holda {5.3.1) differensial tenglamalar sistemasining x(t) =0
vechimi asimptotik turgun bo‘ladi.

2) Agar A matritsaning barcha A; = a; + i3, 1 = V-1, j=1n
xos givmatlaridan birortasi uchun a, = Re {A,} > 0 shart bajarilsa, u holda
(5.3.1) differensial tenglamalar sistemasining z(#) = 0 yechimi asimptotik
turg'un bo'lmaydi.

Isbot. 1) Aytaylik, (5.3.3) xarakteristik tenglama A; = o; + 43,
i=+/—1, j = 1,7 ko'rinishidagi (umuman olganda karrali) ildizlarga cga
bo‘lsin, U holda (5.3.1) sistemaning ixtivoriy vechimi uchun

z(t) = Y e (Py(t) cos Bt + Q;(t) sin fit) (5.3.4)
j=1

formula o‘rinli. Bu yerda P;(t}, Q;(t) vektor-funksiyalar bo‘lib, ularning
koordinatalari, darajasi A; xos qiymatlarining g; karraliligidan oshmaydigan
ko‘phadlar. Bunda ¢; + g2 + ... + g, = n munosabat o‘rinii. (5.3.4) tenglikdan

el < Y e (IB@I+1Qin1) (5.3.5)

j=1

baho kelib chigadi. Teoremaning Red; = «; < 0,j = 1, m shartiga asosan
(5.3.5) munosabatdan
lim JJz(8))| =0 (5.3.6)

t—oc
ekanligini topamiz. Chunki, agar a < 0 bo'lsa, u holda P{¢}e™ — 0, t = o0
o‘rinli. Bunda P(t)-ko‘phad. Yugoridagi (5.3.6] munosabat (5.3.1) sistema
x(t) = 0 yechimining asimptoiik turgtun ckanligini ko‘rsatadi.
2) Aytaylik, (5.3.3) xarakteristik tenglama itdizlaridan birortasi usfbu

M=a+iB Red,=a >0, (3€R)
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shartni ganoatlantirsin. 1J holda (5.3.1) sistemna quyidagi
2(t) = e*(acos Bt + bsin Bt), a, b€ R, {|al| +|[b]] #0

ko'rinishidagi yechimga ega bo‘ladi. Bundan ||z(t)|| — oo, (¢ = o0} ekanligi
kelib chigadi. Chunki e® — oc, {t — o), @ > 0. Buesa z(¢) = 0 ycchimining
asimptotik turg'unligiga zid.

Endi, faraz qgilaylik (5.3.3} xarakteristik tenglama ildizlaridan birortasi
Xs = ip (g € R) ko'rinishidagl, ya'ni Reh, = 0 sondan iborat bo‘lsin. U
holda (5.3.1) sistema

z(t) = acosput + bsinut a, b € R”, ||a|| + |ib]] # 0

ko'rinishdagi yechimga ega bo'ladi. Bundan ko‘rinadiki, |Jz(t)|] 4 0, (¢t = o0).
Bu esa z(t) = 0 yechimining asimptotik turg‘unligiga zid.
Musteqil yechish uchun mashqglar {8, §26, N886-894.

5.4-§. Turg‘unlikni birinchi yaqginlashish yordamida tekshirish

Avtaylik, bizga quyidagi

dxlt)
dt

- fla(t) (5.41)
ko‘rinishidagi muxtor differensial tenglamalar sistemasi berilgan bo‘lsin. Bu
verda t € R, z(t) = (z1(t), ..., 2, ()}, flz) = (A(T), ..., fulx})T vektor-
funksiyalar bo'lib, f{x} biror G C R} sohada uzluksiz differensiallanuvchi
vektor-funksiya. Bundan tashqari z(¢f) = 0 nugta (5.4.1) sistemaning
muvozanat nuqtasi, ya’ni f{0) = 0 bo‘lsin. U holda f{z) vektor-funksiyani
z = 0 nugta atrofida Teylor formulasidan fovdalanib quyidagicha

flz) = Az +a(lz)) (5.4.2)
yozish mumkin. Bunda qo]diq had E(L:E[) Peano ko‘rinishida olingan:
8£:(0) S
6‘333

5.4.1-teorema. Agar A matritsaning barcha A; = oy + i, j
1,m, m < n xos giymatlari

aj=Red; <0, j=1,n (5.4.3)
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tengsizlikni qanoatlantirsa, u holda (5.4.1) nochizighi muxtor sistemaning
z{t} = 0 yechimi asimptotik turg'un bo‘ladi.

isbot. Berilgan (5.4.1) muxtor sistemani * = { nugtaning atrofida
quyidagicha yozish mumkin:

dalt) _

= Az(t) + r(x). (5.4.4)

Bu yerda
r{z) = o(|z!). (5.4.5)

Berilgan (5.4.1) muxtor differensial tenglamalar sistemasining ushbu
2(0) = 2%, 2% = (2,29, ..., 29)" (5.4.6)

boshlang‘ich shartni qanoatlantiruvehi x{f)yechimi Vt € [0; co) oraliqda
aniglangan. Bu z(¢)yechimni
¢
z(t) = ezl 4 f Az (r)] dr (5.4.7)
0
ko‘rinishida  yozish mumkin. Ma'lumki, bir jinsli chizigli differensial
tenglamalar sistemasi uchun quyidagi
dr(t
% = Ax(t), {(0) = 2"

Koshi masalasining (¢, 2"} vechimini ushbu
z(t, 2% = ets® (5.4.8)

ko‘rinishda yozish mumkin edi.
5.4.1-lemma. Agar A  matritsaning barcha X =a; + i3,
3 =1,m, m < n xos qiymatlari

a;=Red; <0, j=1,m, m<n
tengsizlikni qancatlantirsa, u holda shunday 3 > 0, M > 0 sonlari topilib,
)] < Me™ (5.4.9)

baho o'rinli ho'ladi.
Isbot. Aytaylik, ;¢ > 0 sonini shunday tanlaymizki, natijada ushbu
Rel; < —p < 0 tengsizlik bajarilsin. U holda

Redj+pu<—wv, v>0 j=1,m m<n (5.4.10)
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o'rinli bo'ladi. Ma'lumki, e** matritsaning har bir a;(f) elementi uchun
quyidagi

ay(t) = > P, i =T, n

ko'rinish o‘rinli bo‘ladi. Bu yerda P (t} ko‘phad.
Endi (5.4.10) tengsizlikdan foydalanib
IP}EM)( e (Ak-hu)t} _
|P(U ( ) {ReAg+u)t l < lP(*J)(t)le—uf =0, t—> o0

munosabatni olamiz. Bundan

|PED (1)et it < ¢y WE > 0
kelib chigadi. Bu esa o'z navbatida

|PE ()eM] < eige™, Wt > 0 (5.4.11)
ekanligini bildiradi. Endi (5.4.8) formuladan foydalanib quyidagi

o (2% < e o) = o] |3 s (07 <
ij=1
" Ly
< |z’ e #m (Z [CUIZ) = Me™ . 2%,

ya'ni
He”” < Me ™ >0
bahoni olamiz.
5.4.1-tecremani isbotlashda davom etamiz. Yugoridagi (5.4.5) bahoda

r{z)=2(lz]), [z} >0

bo'lgani uchun, ixtiyorly ¥e > 0 soni uchun shunday 34 > (0 soni topilib,
|z| < 4 bajarilganda
| ()] < ez

bo'lishini inobatga olsak, (5.4.7) munosabatdan

1) < |ete °|+/ ‘e(t i T)),dT<
<+ [ |
0

"
< MeH J®] + &’\J/ E._‘“(t_T):):(T) dr
0

e(*—f)AH (e ()l dr <
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baho kelib chigadi. Bu verda ushbu
u(t) = e |z (1)]

belgilashdan fovdalansak,

u(t) < M|z +eM '/ntu(‘r) dr
tengsizlik hosil bo'ladi. u (#) funksiyaga Gronoulla lemmasini qo'llasak,

u{t) < M |z° M Vi >0

baho kelib chigadi. Bundan esa

lz ()] < M [z¢|e M1 vt s
kelib chigadi. Bu bahodan foydalanib, yetarli kichik £ > 0 larda {masalan
0 < & < 47 bo'lganda)

|z ()] =0, £t = 4cc

munosabatni topamiz. Bu esa (5.4.1) sistema z (¢} = 0 yechimining asimptotik
turg'un ekanligini ko‘rsatadi.

5.4.2-teorema. Agar A matritsa ReX > 0 tengsizlikni ganoatlantiruvchi
kamida bitta xos qiymatga ega bo'lsa, u holda (5.4.1} sistemaning x (£) = 0
vechimi turg'un bo‘lmaydi (noturgun bo'ladi).

5.4.1-misol. Ushhu

& (8) = 4sinz; +In (1 + 24},
Fy(t) = ) + 32 + 2519

differensial tenglamalar sistemasining z () = (z1 (), z2(#)) = 0 yechimini
turgunlikka tekshiring.

Yechish. Quyidagi

sinzey () e 2y (8), In(1 4+ 2 (1) = 25 (8)
munosabatlardan foydalanib,
Iy (B} = 41 + 9,
To (f) =T+ T

chizigli differensial tenglamalar sistemasini tuzib olamiz. Endi ushbu

41
11

59

A=




matritsaning xos qiymatlarini aniglaymiz:

4—Xx 1

det}A - ME| = || 1*)\[

=0, X —5)+3=0.

Bu kvadrat tenglamani yechib, A; = 54*2@, Ay = %E xos giymatlarni
topamiz. Ko'rinib turibdiki, A;2 > 0. Shuning uchun 5.4.2-teoremaga ko'‘ra

berilgan nochizigli differensial tenglamalar sistemasining z (t) = 0 yechimi

turg'un bo‘lmaydi {ya’ni noturgtun ho‘ladi).
5.4.2-misol. Ushhu

£1 (t) = —sin (@1 — 23) cos xg,

iy (1) = sin®

Ty — Ty — SiN T3,

@3 (t) = tg (23 — w3) cos(z; — 73}

nochizigli differensial tenglamalar sistemasming z(f) = 0 yechimini

turg'unlikka tekshiring

Yechish. Berilgan nochiziqli sistemaga mos keluvchi quyidagi

i1 (t) = —2+ I3,
iﬂ? (t) = —I3 — I3,
i‘g (t) =Ta2 — I3

chizigli = differensial tenglamalar sistemasini

sin (1 —x3) = -1 — 3, sinzg Rz
Lo — L3, COSXTy =~ I,
Quyidagi
-1 0 1
A=l 0 -1 -1
0 1 -1
matritsaning xos giymatlarini aniqlaymiz:
—1-A 0
det||A — AE| = 0 —1-2X
0 1

tuzib olamiz. Bunds
xy, tglze—1x3) m

1
-1 =0,

—1-2

M43 +40+2=0, Ay =-1, Mg=-1=%1.
Bu xos giymatlarning barchasi uchun Re {A;} < 0, 7 = 1,2,3 tengsizlik

bajariladi. Shuning uchun 5.4.1-teoremaga asosan berilgan nochizigli

differensial tenglamalar sistemasining x (t) = 0 vechimi asimptotik turgun -

bo'ladi.

Mustaqil yechish uchun mashglar [21], §15, N793-796.
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5.5-§.  Turg‘unlikni Lyapunov funksiyasi yordamrida tekshirish

Ushbu
% = flz), = ==alt), (5.5.1)
muxtor differensial tenglamaiar sistemasini qaraylik. Bu yerda f(x) =
(fi(z), folax), fulz), . fn (az))T, R®™ O (G sohada aniglangan uzluksiz
differensiallanuvchi vekior-funksiya, z =z (£) = (&1 (), 22 (), .tn (1)) —
nomalum vektor-funksiva, ¢ € R. Berilgan (5.5.1) muxtor sistemaga qo‘yilgan

z(0)=wmy, T EG (5.5.2)

Koshi masalasining yechimiri x (¢, zp) orqali belgilaymiz.

Faraz qilaylik, z {t) = 0 € G {5.5.1) sisternaning muvozanat nuqtasi, yani
F(0) = 0 bolib, (5.5.1)-(5.5.2) Koshi masalasining =z (t, o) yechimi barcha
t >0, yani Ar > 0, |zl < 7, Yoy & G lar uchun z (¢, zg) yechim ¥t > 0 larda
aniglangan bo'lsin.

Aytaylik, V(z), = € G < R" sohada aniglangan uzluksiz
differensiallanuvehi, vani V(z) € C!'(G) vektor-funksiya bo'lsin. Bundan
tashqari I/ ¢ G-(5.5.1) muxtor sistema z = 0 muvozanat nugtasining biror
atrofi bolsin,

5.5.1-ta’rif. V (x) vektor-funksiyaning (5.5.1) muxtor sistema bo‘yicha
toliq hosilasi deb ushbu {gradV (z),f{z)), z € G skalysr ko'paytmaga
aytiladi va quyidagicha belgilanadi:

V(x) = ‘;—V = (gradV (z), f (x)) =

_Z jz Z1,X2,23, . ),.‘L‘EG.

5.5.2-ta’rif. Quyidagi

1) Viz) >0, Vz € U\{0}, V(0) =0,

2) £ = (grad (V (2), f (x))) <0, Yz €U
shartla.tm qanoatlantiruvehi V (z) € C!'(U) vektor—funksiyaga Lyapunov
funksivasi deviladi.

5.5.1-lemma. Faraz qilaylik, z € U C U, U7 2 = 0 nugtaning biror
atrofi bo'lsin. U holda jz] — 0 bo'lishi uchun V(z) — 0 be'lishi zarur va
yetarli.

Ishot. Agar |z| — 0 bo'lsa, u holda Lyapunov funksiyasining ta'rifidan
V (x) — 0 ekanligi kelib chiqadi. Aytaylik, V' () — 0 bo'lsin, u hoida |z] — 0
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bo‘lishini ko‘rsatamiz. Teskarisini, ya'mi V (z) -+ 0 bo'lganda |z| /4 0 deb
faraz qilaylik. U holda shunday 3z; € [ ketma ketlik va 34 > 0 soni topilib,
|zx| = & tengsizlik bajariladi. Ushbu |z| < a sharni U; da joylashadigan qilib
@ > 0 sonini tanlaymiz. Quyidagi
Vo= Jnf Vi(z)

belgilashni kiritaylik. Ushbu {z € U; ¢ < |z} < a} to'plam kompakt bo‘lgani
uchun, shunday 3% € Uh, 6 < |T| < a topilib, V () = V} o'rinli bo'ladi.
Bundan Vy > 0 va V (z;) > 1) > 0 kelib chiqadi. Bu esa ziddiyat.

5.5.1-teorema (Lyapunov). Agar z (t) = 0 muvozanat nuqgtaning biror
U7 atrofida (5.5.1) sistema uchun V (z) Lyapunov funksiyasi mavjud bo'lsa,
u holda (5.5.1) sistemasining 2 (¢) = 0 yechimi Lyapunov ma'nosida turg'un
bo‘ladi.

Isbot. £ > 0 sonini shunday tanlaymizki, |z| < e shar ushbu U atrofda
joylashsin. Quyidagi

V. = inf V{x)

jz|<e
belgilashni kiritamiz. U holda V. > 0 o'rinli. Chunki, V (2) — musbat
aniglangan. Bundan tashqari 0 < d < £ tengsizlikni qanoatlantinivehi 6 > 0
soni topilib, V (z) < V. tengsizlik barcha Vz, |z| < & larda bajariladi. Chunki
V(0) = 0 va V (z) — uzluksiz, ya'ni
lImV (z) =V (0)=0; YVe>0, 36> 0, [z} <4, Viz)<e

x—0

orinli. Bunda ¢ = V; deb V(z) < V¢ ni olamiz. Endi (5.5.1) sistemaning
|zo] < 4 tengsizlikni ganoatlantiruvchi boshlang'ich shartiardagi ixtiyoriy
x{t, zy) yechimi uchun |z(t,zg)| < e, ¥t > 0 bahoni o'rinli bo‘lishini
ko'rgatamiz. Bu esa o'z navbatda z {t) = 0 yechimning Lyapunov ma'nosida
turg'unligini bildiradi. Teskarisini faraz qgilaylik. U holda shunday T > 0
soni topilib, |2(T, 20} = ¢ va |z(t, z0)| < &, 0 < ¢ < T da bajariladi.
Chunki Lyapunov funksivasining tarifiga ko‘ra 14 () <0, Vr € U bo'lgani
uchun V {z (t,z)), t e [0,7] oraligda o‘smaydigan funksiya bo'ladi. Bunda
V{(zg) < V, ekanligini inobatga olsak,

Vi (T,zo)) <Vizg) < Ve

orinli. By esa T > 0 sonini tanlanishiga va V. ning aniglanishiga zid.
Shuning uchun farazimiz noto‘g'ri bo'lib, () = 0 muvozanat nugta Lyapunov
ma'mosida turg'un bo'ladi.
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5.5.1-izoh. Bu teorema xususan, V(z) = 0, £ € U bo‘lgan holda ham
o'z kuchini saglaydi. Bu holda V{(x)- Lyapunov funksiyasi x = 0 da qatiy
minimumga ega.

5.5.2-teorema {Lyapunov). Agar z(¢) = 0 muvozanat nuqtasining biror
Uatrofida (5.5.1) sistema uchun shunday V (z)-Lyapunov funksiyasi mavjud
bo'lib, V(z) < 0 Vo € U\{0} tengsizlikni qanoatlantirsa, u holda (5.5.1)
muxtor sistemaning « (t} = 0 yechimi asimptotik turg'un bo‘ladi.

Isbot. 5.5.1-teoremaning shartlari bajarilgani uchun x (¢} = 0 yechim
Lyapunov ma’nosida turg'un bo‘ladi, yva'ni ¥2 > 0 soni uchun 34 = &(g) > 0
soni topilib, |zp| < & tengsizligini qanocatlantiruvehi barcha zg lar uchun
#(t) = F{t}, (D) = zy Koshi masalasining har bir z{f, z¢} yechimi uchun
l2(t, zg)] < &, ¥t > 0 baho o'rinli bo'ladi. Yugoridagi 5.5.1-lemmaga asosan,
ushbu |xpl < & tengsizlikning bajarilishidan V [x(f,20)] — 0, t — +oo
bo'lishini ko‘rsatamiz. Churki V(z) < 0, 2 € U ho'lgani uchut V [z(2, )}t
o'zgarvvehi ho'yicha gat’ly kamayuvchidir. Avtaylik, . E{rnxV[r(t,;zn)] = A
bo'lsin. U holda A = 0 ekanligini ko‘rsatamiz. Faraz qilaylik, A > 0 bo‘lsin.
V [x(t,zg)] > 0 boflgani uchun 5.5.1-lemmaga ko‘ra shunday &; > 0 soni
topilib,

g < lxltay)|<ey<e, VE0
bajariladi. Quyidagi
Vi= inf {-V{z)}

eyZlr|<ey
helgilashni kiritaylik. U holda Vi > 0, chunki V(ar) < -V, u holda bu
tengsizlikni trayektoriva bo‘vicha t = 0 dan ¢ gacha integrallab,

V [:L‘(t, TQ)] - V(SE[]) S *Vlt

munosabatni topamiz. Bundan V' [z(t, z¢)] — —o0, t — +00 kelib chiqadi.
Buesa V [z(f, 2y)] > 0 munosabatga zid. Hosil bo‘lgan ziddiyat farazimizning
noturg‘unligini ko‘rsatadi. Shuning uchun A = 0, ya'ni tliinwV [x(t, xq)] = 0.

5.5.1-misol. Ushbu differensial tenglamalar sistemasining 2(f) =
{x1(t), z2(t)) = 0 yechimini turg'unlikka tekshiring:

&1 = 3y + 3rird — 4af,
Iy = —xy — mg + rfrg.

Yechish. Berilgan sistemaga mos keluvchi Lyapunov funksiyasi sifatida
ushbu

Viz) = Ve, o) = %(:cf + 23
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kvadratik formani olamiz. Endi V(z) funksiyaning beriigan sistema bo‘yicha
hosilasini hisoblaymiz:

dV d.?}l d.’L’z =
T8t Ty =11 (2 + 3a¥a3 — 429)+

aa(—x — a3 Fade) = —(223 —23)? <0,

Demak, ”2: < 0 bo'lib, V(0) = 0 bo‘lgani sababli V(z)-berilgan sistemaning
Lyapunov funksivasi bo‘ladi. Shuning uchun 5.5.1-teoremaga ko'ra x{f) = 0
vechim Lyapunov ma'nosida turgiun bo'ladi.

5.5.2-misol. Ushbu

T=snr —=x

differensial tenglamaning z(t) = 0 yechimini turg‘unlikka tekshiring.
Yechish. Quyidagi

V(z) = x?
kvadrat funksiyani qaraylik. Endi uning berilgan tenglama bo‘yicha hosilasini
hisoblaymiz:
av.
= 2z(t)— inx — .
g dt (1)) = (t) 2r{sinz —x) < 0, z#10

Demak ikkinchi tecremaga ko'ra :c(t) = 0 yechim asimptotik turgun bo'ladi.
5.5.3-misol. Ushbu differensial tenglamalar sistemasining z(t) =
(z1(1), 22()) = 0 yechimini turg‘unlikka tekshiring:

{ &1(1) = 223 - o,

Yechish. Quyidagi

1
§($f+93§)
musbat aniglangan funksiyani qaraylik. Endi V(z) funksiyaning berilgan

V($1, :L'g) =

sistema bo‘yicha hosilasini hisoblaymiz:

W dny e
dat ~ ladt Yar
(2;62 — xl) + 2a:2(—$1 - Ig) .’L‘]_ - 23:2 <
V{o,0=0.

Demak z(t) = {z1(t),z2(f)) = 0 yechim 5.5.2-teoremaga ko‘ra asimptotik
turgun bo'lar ekan.
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5.5.4-misol. Ushbu differcnsial tenglamalar sistemasining z(t) =
{z:(t), x2(t)) = 0 yechimini turg‘unlikka tekshiring:

g 3
& = —Iy — Iy,
Ty =2y — 75
Yechish. Berilgan sistema uchun Lyapunov funksiyasini ushbhu

V(ry, 22} = 2 + 23

ko‘rinishda clamiz va uning sistema bo'yicha olingan hosilasini hisoblaymiz:

dV dx dzs
& o™ 92,072
@ Ta T
= 211 (—xz — 75) + 2aa(xy — 73) = —22] — 23 < 0,

Vizy,zz) >0, lz| >0; V(0,0)=V(0,0)=0.

Demak, 5.5.2-teoremaga ko'ra z(2) = 0 yechim asimptotik turg‘un bo‘lar ekan.
5.5.5-misol. Ushbu differensial tenglamalar sistemasining z(t) =
(z1, 72) = 0 yechimini turg‘unlikka tekshiring:

Ty = —~1‘:13,
&y = —x}(zy + La).

Yechish. Berilgan sistema nchun Lyapunov funksiyasini
V{zy, x0) = 22 + 223

ko'rinishda izlaymiz. Endi V (21, zo) funksivasining berilgan sistema bo‘yicha
hosilasini hisoblaymiz:

dV dx dzs 3
A R PR
di = Ay gy =y
1
dzo(—a3 — Exfzg) = —ort — 2zla? — dxls, =

= —22%(2} + x5 + 21930) = =225 {2y 4 29)? €0, V(0,0) =0,
V(0,0) = 0.
Demak, 5.5.1-teoremaga ko'ra x(t) = (z:(t), z2(t)) = 0 yechim Lyapunov
ma'nosida turg'un ekan.
5.5.6-misol. Ushbu differensial tenglamalar sistemasining z(¢) = (z1(¢),

x2(t)} = (0,0) muvozanat nugtasini turg‘unlikka tekshiring:

9-5'1 = T
.T:E'Q = —I
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Yechish. Bu misolda Lyapunov funksiyasini
V{ryxs) = of + 13

ko‘rinishida tanlaymiz va uning berilgan sistema bo'yicha to‘lig hosilasini

hisoblaymiz:
dv da dxo
i leﬁ + 2:13271; = 231(22) + 2x5(—71) = 22133 — 20172 = 0,
V{0,0) = 0.

Demak, (0,0) muvozanat nuqta Lyapunov ma'nosida turgtun, lekin
asimptotik turg'un emas (noturg'un). Chunki 5.5.2-teoremaning shartlari
bajarilinaydi.

5.5.7-misol. Ushbu differensial tenglamalar sistemasining z(t) = 0
yechimini turg‘unlikka tekshiring:

d$1 — 3.2
{ & —&] '+‘.’L'15C21

dzs __ 2.9
T = -2z + ziT3

Yechish. Berilgan differensial tenglamalar sistemasiga mos keluvchi
Lyapunov funksiyasi sifatida quyidagi V = «{ + z3 kvadratik formani olamiz.
Endi V{z) = V(xy, z2) funksiyaning berilgan sistema bo'vicha to‘liq hosilasiui
hisoblaymiz:

4 = 20 B 4 20082 = 2 (—uy + wwg) + 2ma(—220 + 2}u}) =

= —2u0% — 4a? + 2ziad + 20328,

Bundan ko‘rinadiki, 2(t) = 0 nugtaning biror atrofida W = % funksivasining
ishorasi ushbu —22% — 4r3 kvadratik formaning ishorasi bildn dniqlanadi.
Chunki 2x{r} + 2x7z§ > 0. Shuning uchun W = ff}: <0, W= dz 21)=0 = 0.
Demak, Lyapunov teoremasining sharti bajariladi. Buuga ko'ra, z(¢) = 0
yechim asimptotik turg'un bo‘ladi.

5.5.3-teorema. (Barbgshin, Krasovskiy). Aytaylik, [z| < p shsrda
aniglangan gquyidagi

dv

Vigye C, V(0)=0, V(z)>0 (z#0), T . Ugo
x(t)=

shartlarni  gaotlantiruvehi V(z) funksiya mavjud bo'llib, ushbu N =

AV
GUER (P
U holda (5.5.1} muxtor sistemaning z(f) = 0 yechimi asimptotik turg‘un

ho'ladi.

O} to'plamga fagat 2(f) = 0 tracktoriya qarashli bo'lsin.
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Teoremani ishotlash o'rniga quyidagi misolni keltiramiz.
5.5.8-misol. Ushbu differensial tenglamalar sistemaning z(t) =
(1(t), z2()) = O yechimini turg unlikka tekshiring:

"El = T2,
To = —x‘;’ — @k, @& = const

Yechish. 1-hol. ¢ = 0 bo'lsin. U holda berilgan differensial tenglamalar
sisternasidan )
diﬂg . Ii

d.i'?] Ta
tenglamani topamiz. Bu tenglamani integrallab,

223(t) + z}(t) = ¢, ¢ = const
munosabatni hosil gilamiz. Endi quyidagi
Viz) = 2:1:% + 3,11

funksiyani garaylik va uning berilgan muxtor sistems bo‘yicha oclingan
hosilasini hisoblaylik:

dv dzs  gdm
— =dry—" + 4| — =
a T g T
dicg{ ~a3) + 43 (29) = —daor? + 4z, = 0.

Demak, 5.5.1-teoremaga ko‘ra, x(¢) =  yechim Lyapunov ma’nosida turg‘un
bo'ladi. Ammo z{f) = 0 yechim asimptotik turg‘un bo'lmaydi. Chunki,
berilgan sistemaning ixtiyorly nolmas yechimi uehun

23 (1) + 225(t) = ¢, ¢ = const
tenglik o'rinli. Bunda t — co da x3(t) + 223(t) = c A 0.
2-hol. a > 0 bo'lsin. Bu holda ham yuqoridagi
V(z, 22) = 223(t) + 21(t)
funksiyani olib, uning berilgan sistema bo‘yicha hosilasini hisoblaymiz:

dv __ 2 dx 3dry _ 4. 3 3 _
EF = 4a3 5 + 4y P = Az -z — azy) + 4xi(z) =

= —4zs7? — daxl 4 dztr, = ~daz} < 0.
Bu yerda tenglik x9{t) = 0 to'g'ri chizigda bajariladi. Bu to'g'ri chizigda
#o(t) = —x} # 0, x # 0. Demak 5.5.3-teoremaga kora x(t)=0 yechim
agimptotik turg‘un bhe'ladi.
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3-hol. o < 0 bo'lsin. Bu holda
% = —dazi >0
munosabat o'rinli bo‘lgant uchun hozircha x(t) = 0 yechimni turg‘unlikka
tekshira olmaymiz. Keyinchalik x(f) = 0 yechimning turg'un emasligi
ko‘rsatiladi.

5.5.4-teorema (Chitaev). Aytaylik *x = 0 muvozanat nugtaning U

atrofida aniglangan ushbu
V(z)y e CHU), V(0) =0, V(z) >0 va
V(z) = (gradV (z), f(z)), V(z) >0

muncsabatlarni  qanoatlantiruvchi  uzluksiz differensiallanuvchi  funksiya
mavjud bo'lsin. Agar shunday A > 0 soni va U atrofda joylashgan U/y— soha
mavjud bo'lib, V(z) > A, ¥z € Up tengsizlik bajarilsa, u holda = = 0 yechim
noturg'un bo'ladi.

5.5.9-misol. Ushbu differensial tenglamalar sistemasining z{f) =
(z1(t), x2(t)) = 0 yechimini turg'unlikka tekshiring;

T = :;'7117”2‘
j?g = $2£C%

Vizyze) = 2170

Yechish. Quyidagi

funksiyvani qaraylik va uning berilgan sistema bo‘yicha to‘lig hosilasini
hisoblaylik:

dV dax) dzo

@ e TVa

= ) + 2z = miy{xh + 2d).

= ra(z175) + 21 (X22]) =

Endi ¢ = 0 muvozanat nuqtaning U atrofi bilan x; -29 = A giperbola ajratgan
Uy - sohani chizmada ko‘rsatish mumkin:

r

6-chizma,
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Ko'rinib turibdiki, z?+a2 > 24, |z|= /22 + 22, |z| > V24, Vz € U,
Bundan va lemmadan 3¢ > 0 soni topi'ib, z{ + 23 > &, ya'ni V(z) >
Ae > 0, x € Uy bajarilishi kelib chigadi. Demak, Chitaev teoremasiga ko'ra,
z(#) = 0 yechim noturg‘un bo‘ladi.

5.5.10-misol. Ushbu differensial tenglamalar sistemasining z(t} =
(#1(t), z2(¢)} = (0,0) vechimini turg‘unlikka tekshiring:

&y = a2} + 2123,
i‘g = I1T=e
Yechish. Quyidagi
V("El, SEQ) =r — :I‘%

funksiyani olib, uning berilgan sisteima bo'yicha to'liq hosilasini hisoblaymiz:

av.  da; dry 2 _

2 2 _ 3
= g% + 21975 — 275 = 1) > 0.

Viz) = V{ry, ) > 0 da ¢ > 23 tengsizligini qanoatlantiruvchi nugtalar
to‘plami Uy sohani beradi.

T-chizma

aUO = ’}/G U fYJ V(J"I?"E?)Ixe'yﬂ = (‘TI - m%)};ﬁ:m% = 0

V(Ilrwg)lzer = (;El - $3)|11>1§ - 0.

Demak, Chitaev teoremasiga ko'ra, z(t) = (z1(t), z2{f)) = 0 yechim
noturg‘un bo'ladi.
Mustaqil yechish uchun mashglar [8], §27, X2895-908.
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5.6-§. n-tartibli chiziqli differensial tenglama  yechimini
turg‘unlikka tekshirish

Quyidagi
(=Dt an Y+ oany = f(8),

(G,O 3‘5 0), t >y,

Y (to) = &6 (5.6.2)
Koshi masalasining ¥ = {2} yechimini garaylik. Bu yerda

Ctoy'(nJ + a1y

T

T(to) = ((to), ¥/ (1), -, v W)},

T S —
T;U = ((Pga 99(1): e (10?171) ) (192 =const, j=1,n~-1.
Ushbu
oo™ + o™V 4+ dany +any = f(1), > 1o, {5.6.3)
T
Ylto)=w. To= 9 ¥,  ¥o)) (5.6.4)

Koshi masalasining vechimini y = y5(t) orqali belgitaylik.
5.6.1-ta’rif. Agar Ve > 0. 36 = d(g) > 0 soni topilib, ushbu

70— 0l < 8 (5.6.5)

tengsizlikni ganocatlantiruvchi barcha Vg lar uchun (5.6.3)-(5.6.4) Koshi
masalasining ¥5(t) va y = p(z) yechimlari nshbu

lys(t) — o) <&, YVt > 1y (5.6.6)

bahoni ganoatlantirsa, (5.6.1)-(5.6.2) Koshi masalasining y = ©{t) yechimiga
Lyapunov ma’nosida turg'un deyiladi.

5.6.1-lemma. (5.6.1) differensial tenglama y = (t) yechimining
turg‘unligi, ushbu .

apz™ + a1 2"V + a1 taz=0 (5.6.7)
bir jinsli tenglama z(#) = ( nol vechimining turgunligiga ckvivalent.
Isbot. Ushbu
z(t) = ys(t) — »{2)
belgilashni kiritaylik. Bunda y;(¢} quyidagi

{n) {n—

1
aoys 4 aryd U o  aath + ays = F(), t> o,
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—  — T
ys(to) =W, o= (¥, i, - ¥o1)

7 5.6.8
y) =const, =T, n—1, 508

’ {n—1) r

wstte) = (wslto), wh(to), v 1" lt0))
Koshi masalasining yechimidan iborat, y(¢) esa ushbu
aot{»’{n) + al(p{nwl) +.+ an—ltp’ + app = f(t)! t>1o

— T

?(iﬁ‘) =0, Yo = (tpg, 99(1): ERLS 99?1—1) ’ (569)

tp?=const, j=1n-1
Koshi masalasining yechimini ifodalaydi. Bu (5.6.8) va (5.6.9) munosabatlarni
mos ravishda ayirib, quyidagi

o2 (8) + a1z V() 1 s+ anoi2h + anzs(l) = 0,

(5.6.10)
t>to, 7 (o) = 7, = — P

bir jinsli tenglamaga qo*yilgan Koshi masalasini hosil gilamiz.

Yugoridagl y = @(t) yechim turg'unligining ta’rifi z;(£) yechimga nisbatan
quyidagicha bayon gilinadi: Y& > 0, 3§ = é{e) > 0, }?0)] < § tengsizlikni
ganoatlantiruvchi barcha 7z lar uchun {5.6.10) Koshi masalasining yechimi
ushbu

l23(t)] <&, V> g

bahoni ganoatlantiradi. Bu esa (5.6.7} bir jinsli tenglama z(¢) = 0 vechimining
turg‘unligini anglatadi.

5.6.1-natija. (5.6.1} ko‘rinishdagi bir jinsli bo'lmagan n-tartibli chizigli
differensial  tenglama  yechimini turgiunligini  o‘rganish  o'rniga  (5.6.7)
ko'rinishdagi bir jinsli chiziqli differensial tenglamaning nol yechimini
turg‘unligini o‘rganish yetarli.

5.6.2-ta’rif. Agar (5.6.1) differensial tenglamaning ¥y = @(f) yechimi
Lyapunov ma’nosida turg'un bo'lib,

lim (ys(1) — o(8)) =0

t—=+00
munosabat bajarilsa. ¥ = @(t) yechimga asimptotik turg‘un yechim deyiladi.
5.6.2-lemma. (5.6.1) differensial tenglama y = @(t) vechimining
agimptotik turg'un bo'lishi {5.6.7) bir jinsli tenglama z(t) = 0 yechimining
asimptotik turg'un bo'lishiga ekvivalent.
Isbot. Ushbu z(f) = ys(t) — ¢(t) almashtirishdan foydalanib, (5.6.10)
Koshi masalagini hosil gilamiz. U holda (5.6.1) differensial tenglama, y = (¢)
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yechimning
lim (ys(t) — () =0

t—=+0o0

asimptotik turg‘unligi z5(¢) holida quyidagt
tlgtnao Zg(t) =0
ko‘rinishni oladi. Bu esa (5.6.7) bir jinshi tenglama 2z(¢) = 0 yechimini

asimptotik turg‘unligini bildiradi.
5.6.1-misol. Ushbu

y(t)=ayt)ac R

tenglama y{t) = 0 vechimini turg‘unlikka tekshiring.
Yechish. Berilgan differensial tenglamaning umumiy yechimi

at

y(t) = ce
ko'rinishda bo'ladi: Bu yerda ¢ — 400 da quyidagi uchta hol bo‘lishi mumbkin:

a<0, ylity—>0,
a="0. [y{t)| = const,
a>0, |y} = +oc .

Ko'rinib turibdiki, y{t) = 0 yechim o < 0 holida Lyapunov ma'nosida turg‘un,
bundan tashqari v asimptotik turg'un ham bo‘ladi. Agar @ = 0 bo'lsa, y(t) =0
vechim Lyapunov manosida turg’un bo'ladi. Ammo a > 0 holida y(¢) = 0
vechim noturg'un bo'ladi. '

5.6.2-misol. Quyidagi

ay™ + iy Vo + gy + ey = 0,0 € R,

(5.6.11)
ag % 0, t>1

o'zgarmas koeffitsiyentli bir jinsli tenglama y(#} = 0 yechimini turg‘unlikka
tekshiring.
Yechish. Aytaylik, ushbu
apA” + G.]_An71 dt oA+ a, =0 (5612)

xarakteristik  tenglamaning k3, kg, ..., b karrali har xil ildizlarini
Ay A2y e, A € C orgali belgilasak. U holda (5.6.11} differensial tenglamaning
umumiy yechimi quyidagi

et te’\lt, e tkl‘le)“";
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M gt gkl

ey

A Amt kyn—1
sy

e '“f, te Amt

ey
funksiyalarning chizigli kombinatsivalaridan iborat bo‘ladi. Bundan ko‘rinib
turibdiki, (5.6.11} tenglama (¢} = # yechimi asimptotik turgun bo'lishi
uchun

Re{X} <0, Vji=1n
shartning bajarilishi zarur va yetarli. Agar (5.6.12) xarakteristik tenglamaning
ildizlari orasida kamida bittasi, ya'ni

Jjo € N;Re{A; )} >0
munosabatni qanoatlantirsa, u holda (5.6.11) differensial tenglamaning y(t) =
0 yechimi noturg'uu bo'ladi.

5.7-§. Ko'phadlarni turg‘unlikka tekshirish

5.7.1-ta’rif. Agar haqigiy koeffitsiventli
PN =ag "+ a A 4o+

T (5.7.1)
Flp 1A+ an, ag >0, a; €N, j=1,n
ko‘phadning barcha A = A;, P(X;) =0, § = I, n ildizlari ushbu
Re{d} <0, j=T7
tengsizlikni ganoatlantirsa, unga turg'un ko'phad deviladi.
Avvalo ushbu
Pl(/\) =apA+ay, ag>0, e € R (572)

birinchi darajali ko'phadni ko'rib chigamiz. Bu holda P;(A) = 0 tenglamaning
tldizi
=2
Qg
ko'rinishda bo'ladi. Ko'tinib turibdiki, A1 < 0 bo‘lishi uchun a; > 0 bo‘lishi
zarur va yetarli. Chunki ap > 0. Bundan kelib chiqadiki, birinchi darajali
ko'phad turg‘un bo'lishi uchun, uning barcha koffisentlari musbat, ya‘ni ay >
0, a; > 0 bho'lishi zarur va yetarli.
Fndi ikkinchi darajali

Po(A\) = agA? + ay A+ ag, 09 > 0,01, ap € R (5.7.3)
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ko‘phadni garaylik. Bu holda P>(\) = 0 tenglamaning ildizlari ushbu

—ay + v/ai — dagay

Ao =
1,2 D

formuladan topiladi. Bunda
1) agar D = ai — dagay = 0 bo'lsa, u holda
a1

Re {/\1!2} = _2_0,0 (574)

o‘rinli.
2) Agar D = a? — 4agaz > 0 bo'lsa, u holda

—a £ /al—4
Re {/\1,2} == /\1’2 = il % Gocs (575)

261’,(;

o‘rinli. Ushbu Re {A;2} < 0 tengsizlik bajarilishi uchun quyidagi

ay > 0, agar a¥ — dagay =0,

—a + \/a% — dagas < 0, agar af — dagas > 0
munosabatning o‘rinli bo'lishi lozim. Bu munosabatning birinchisidan, ya'ni
ushbu

af

a; > 07 gty >

tengsizliklardan a2 > 0 kelib chigadi. Yuqoridagi munosabatning

\/a{f — dapay < ay

tengsizlikdan a; > 0, a? — dagay < ab baholar, bulardan esa a2 > 0 ekani
kelib chigadi.

Shunday qilib, ikkinchi darajali Py(A) = apA? 4ai A +az,aq > 0,01, as € R
ko‘phadning turg‘un bo‘lishi uchun uning barcha koeffitsiyentlarining musbat,

ikkinchisidan, ya’ni

va'ni ag > 0,01 > 0,05 > 0 bo'lishi zarur va vetarli, ekan.

5.7.1-teorema. Birinchi va ikkinchi darajali Py(A) = agA + ay, ag > 0,
a1 € R Py(X) = @A’ +ayA+az,aq > 0, ko'phadlarning turg-un bo‘lishi uchun,
ularning barcha koeffitsiyentlarining musbat

ap > 0,a; > 0,09 >0

bolishi zarur va yetarli.
5.7.2-teorema (Stodoliy}. Ushbu

PA)=N+ad" '+ 4anirh+an ¢;€R j=1n
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ko'phad turg'un bo‘lishi uchun uning barcha koeffitsiventlari musbat a; >
0, § = 1,n bo'lishi zarur.

Isbot. Aytaylik berilgan P(A) ko'phad turgun bo'lsin. U holda a; >
0, 7 = 1,n bo'lishini isbotlaymiz. Berilgan P{A} ko'phadning koeffitsiventlari
haqiqly bo'lgani uchun uning ildiziari soni (karrali ildizlarning karrasi ham
hisobga olinganda) n ta bo‘ladi. Shn bilan birga P(A) ko'phadning k ta
ildizi kompleks bo‘lsa, unda uning vana k ta ildizi mos ravishda qo‘shma
kompleks be‘ladi. Ularni o £ i3, 7 = 1,2,k Apym = 1,2, .0 — 2k
deb belgilaymiz. Shaning nchun oy < 0, 5 = L2,k Ay > 0, m =
1,2,...,n— 2k

Endt P(A) ko'phadni quyidagicha yozamiz:

k
P(A) = H (A = oy +48;))] - [A = (a5 — 18;)]} %
” 2n-2k
x [T (A= an) =
k leI n—2k
=TI + a2+ ) TT v+ 6™,

i=1 m=1

Bunda agj) = —2a; > 0, aéj) = af + ﬂj > 0,0 = X, > 0.
Demak, PP(A) ko'phad koeffitsiyentlari mushat bolgan A? + atf))\ + aij) va
A -+ b™ ko'rinishdagi ko‘phadlarning ko'paytmasi shaklida yoziladi. Bunday
ko'phadlarni o‘zaro ko'paytirib chigsak, natijada koeffitsiyentlari mushat
bo'lgan ko'phad hosil bo'ladi.

5.7.1-izoh. Teskari tasdiq o‘rinli emas, ya'ni barcha keflitsiyentlari
mushat bo‘lgan ko'phad turg'un bo‘lavermaydi.

5.7.1-misol. Ushbu

M 4+3A+10=(A+2) (A= A+5)
uchinchi darajali ko‘phadni garaylik. Ko'rinib turibdiki bu ko‘phadning

1+iV/19

2
sonlardan iborat. Bunda Re{X;3} = ! > 0. Demak, berilgan ko'phad
noturgnun ekan.

5.7.1-lcnma. Ushbu

ildizlari quyidagi

M==2 Ay =

P =X+aX +br+e a>0 b>0 ¢>0
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uchinchi darajali ko'phad sof mavhum ildizga ega bo'lishi uchun
a-b=c

munosabatning bajarilishi zarur va yetarli.

Isbot. Zarurligi. Avvalo A = 0 soni berilgan P(X) ko‘phadning ildizi
bo'la olmaydi. Chunki P{0) = 0 bo'lsa, ¢ = 0 kelib chigadi. Buning esa
bolishi mumkin emas. Aytaylik, Ajo = 2ig (g > 0) soni P(A) ko‘phadning
ildizi bo'lsin. Bu helda uni

PO = (W4 17 (A= 2g) = X4 (= M) A2+ pPA + i (—Ag)

ko'rinishda vozish mumkin. Bunda a = —A3,b = p2, ¢ = —Azu’. Ko‘rinib
turibdiki, bu yerda ushbu
a-b=c
munosabat bajariladi.
Yetarliligi. Aytaylik, ushbu
a-b=c

tenglik o'rinli bo'lsin. U holda berilgan P{A) ko'phadni ko‘paytuvchilarga
ajratish mumkin bo‘ladi:

pA) =X +aN +bd+e=2+aX +bA+ab= (A’ +b)(A+a).
Endi ushbu p(A) = 0, {A> + b} (A + @)= 0 tenglamani qaraylik. Bundan
)\1‘2 = :b?\/g, )\3 = —Q

ildizlarni topamiz.
5.7.3-teorema (Vishnegradskiy). Koeffitsiventlari haqiqiy sonlardan
iborat bo'lgan
PNy = apA® + a1 A 4 agh + az,a > 0 (5.7.6)

uchinchi darajali ko‘phad turg‘un bo‘lishi uchun:
l)ag >0,a1 > 0.as > 0,a3 > 0; (577)
2)&1 B R R (578)

shartlarning bajarilishi zarur va yetarli.
Isbot. Zarurligi. Avvalo

g =X +ad +ba+e (5.7.9)
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ko'phadni tuzib olamiz. Bunda
a @ i
a=—; b=—"; e=—.
agp ag Qg
Endi ushbu

a1 = aay, a2 = buy, az = cay
tengliklardan fovdalansak, (5.7.8) tengsizlik quyidagi ko'rinishni oladi:
ab > c. (5.7.10)

Aytaylik, (5.7.9) tenglik yordamida aniglanadigan g(A) ko'phad turg'un
bo'lsin. U holda 5.7.2-tecremaga ko'ra, a > 0, b > 0, ¢ > 0 tengsizliklar
bajariladi. Endi (5.7.10} tengsizlikning bajarilishini ko‘rsatamiz. Buning
uchun teskarisini faraz gilamiz, va'ni q(A) ko‘phad turg‘un bo‘lib, (5.7.10)
tengsizlik bajarilinasin. U holda yoki a - & = ¢, yoki a - b < ¢ munosabatlar
o'rinli bo'ladi. Berilgan q{X) ko'phadni

pN)={A+a) (N +b) +e—ab {(5.7.11)

ko'‘rinishda ifodalaymie.
1-hol. Aytaylik, ab = ¢ bolsin. U holda (5.7.11) tasvirdan

g(A) = A+ a)(M2+b)

kelib chiqadi. Bu ko‘phad A; 5 = +iv/b ko'rinishdagi sof mavhum ildizga ega.
Shuning uchun g (A) ko'phad noturgiun boladi. Bu esa farazimizga zid.

2-hol. Aytaylik, ab<c bo'lsin. Bu holda ham g(A) ko‘phad noturgun
ekanini ko'rsatamiz. a va b larmmi (@ > 0, b > Q) shunday uzluksiz
o'zgartiramizki, birinchidan ular nolga intilsa, ikkinchidan ab < ¢ tengsizlik
buzilmasin. Bunday o'zgartirishda ¢ () ko'phadning ildizlari mavhum o'qning
bir fomonidan ikkinehi tomoniga o'ta olmaydi, aks holda ab < ¢ tengsizlik
buzilgan bo'ladi. Demak, q(A) ko'phadning turg‘unligi yoki noturg‘unligi
o'zgarmaydi,

Agar @ = b = 0 bo'lsa, u holda g(\) = X* + ¢ ko‘rinishni oladi.
Uning ildizlari Ay = /=¢ < 0, A3 = % 4 i¥3% Demak, g(A) ko‘phad
mavhum o'gqdan o‘ngda joylashgan ikkita %ﬁ + zﬁzﬂ ildizga ega. Bu holda
g{A) ko'phad noturg'un bo‘ladi. Mazkur xossa a va b larning nolga yetarli
vagin giymatlarida ham o‘rinli. Chunki ildizlar ko‘phad koeffitsiyentlarining
uziuksiz funksiyasidir. Shunday qilib @b < ¢ tengsizlik bajarilganda g(A)
ko'phad noturg'un bo'ladi.



Yetarliligi. Ushbu ab > ¢ tengsizlik bajarilsin, u holda ¢{} ko‘phadning
turg'un ekanligini isbotlaymiz. Berilgan ab > e tengsizlikda ¢ ni shunday
o'zgartiramizki u

1} nolga o‘ngdan intilsin.

2) ab > ¢ tengsizlik buzilmasin.

Agar ¢ = 0 bo'lsa g(A) ko'phad ushbuy

gAY = A (A% + aX + b)

ko‘rinishni oladi. Bu ko'phad Ay = 0, Xpy = —% %+ /% — b ko‘rinishdagi
ildizlarga ega. Bunda diskriminant ishorasiga bog'liq bo‘lmagan holda,

Re{Az23} = —§ < 0 ekanligi ko‘rinib turibdi. Hagigatdan ham, agar
1) D =a®—4b < 0 bo'lsa, u holda Redgg = —% < 0 bo'ladi.

2) D = a® — 4b > 0 bo'lsa, u holda ushbu a > va? — 4b tengsizlikdan
Aglg < 0 kelib (‘hlqadl

Agar ¢ ning nolga yetarli yagin musbat qiymatlarini olsak, Mgy ildizlar
mavhum o‘qdan chapda, ya'ni Re{)s3} < 0 qoladi. Ammo nol ildiz mavhum
o‘qdan yoki chapga, yoki o‘ngga yetarli kichik miqdorga siljiydi. Ikkinchi
tomondan ma’lumki, ko‘phad ildizlarining ko‘paytmasi teskari ishora bilan
olingan ozod hadga teng. Shuning uchun qaralayotgan holda Ay - Az - Ag =
—c < 0, Az - A3 = b > 0 tengsizliklardan A; < 0 ekani kelib chiqadi. Shunday
gilib, a > 0, 6 >0, ¢ >0, ab > ¢ tengsizliklar bajarilganda ¢{A) ko‘phad
turg'un bo'ladi.

5.7.1-natija. Vishnegradskiy teoremasidan quyidagi
C[[]'ym(t) + G,lyn(t) + GQy’(t) —+ agy(t) = Oj aj > 01 J - 07 3 (5712)

bir jinsli differensial temglama y(#) = 0 yechimining turg'unligi va
noturg‘unligi kelib chigadi.

Agar araz > agag bo'lsa, u holda (5.7.12) differensial tenglamaning y(t) =
0 vechimi asimptotik turgun bo*ladi,

Agar a1ay = apag bo'lsa, u holda (5.7.13) differensial tenglamaning y{)
0 yechimi turg'un bo'lib, asimptotik turgun bo‘lmaydi.

Agar may < aguy bo'lsa, u holda (5.7.12) differensial tenglamaning y(t)
0 yechimi noturg'un bo‘ladi.
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Eslatib o‘tamizki, ushbu

11212 . . . Q1
A= 2122 ... Agp

Qr1ln2 - - - Anp

matritsaning bosh minorlari deb quyidagi

G112
M1 = au,Mz =

1022

determinantlarga aytiladi.
Quyidagi
P(A) = apA"+ A"+ ap At e, a0 >0, g, € R, j=1,n (57.13)

ko‘phadning Gurvis matritsasi deb ushbu

a) aUDO ........ 00
aydatyay ....... 00
G = an 14 g Q2 A 1 X 1]

0000000 a,

matritsaga aytiladi. Bunda a; = 0, 7 > n. Gurvis matritsasining bosh
minorlari deb quyidagi determinantlarga avtiladi:

a; ag 0
a1 y
My =a, M, = y My =lay ay ay,--,
a3 ay
as ady g
a1 ap o o --- 0
a3 az a1 @ y
Aﬂ'/fn = = (Lnﬂ'[n—l
o1 Gapn-2 - T g

Bu yerda a; = 0, 7 > n.
5.7.4-teorema (Raus-Gurvis belgisi). Haqigiy koeffitsiventli (5.7.13)
ko‘phad turg'un bo'lishi uchun guyidagi shartlarning bajarilishi zarur va
yetarli:
1. Barcha koeffitsiyentlari musbat: a; > 0, j = 1,7,
279



2. Gurvis matritsasining barcha bosh minorlari musbat: M; > 0, j =1, n.

5.7.5-teorema (Lenara-Shiparo belgisi). Hagiqiy koeffitsiyentli {5.7.13)
ko'phad turg'un bo‘lishi uchun quyidagi shartlarning bajarishi zarur va yetarli:

lLa; >0, j=1n;

2. Gurvis matritsasining § = n — 1, n — 3, n — 5, ... nomerlariga mos
keluveli bosh minorlari mushat.

Bu ikki belgining ekvivalent ekanligini uchinchi darajali ko'phad misolida
ko‘rishimiz mumkin.

Hagigatan ham, ushbu

PO) =aoX* +aX® +ash+as a>0, a;€R, j=1,3

ko‘phad uchun Gurvis matritsasi

a; ag 0
G = 3 a9 aj
0 0 a3
ko'rinishni oladi. Bu G matritsaning bosh mineri quyidagi
ap g 0
1y
M =a,M; = Mz =1 a3 a2 a
Qagaz
00 (e

determinantlardan iborat.
Berilgan uchinchi darajali P(A) ko‘phad turg‘un bo‘lishi uehun, Linara-
Shipara belgisiga ko‘ra, ushbu

ag, a1, Q2,03 > 0, My >0

shartlarning bajarilishi yetarli.
Endi M; > 0 tengsizlikdan A3 > 0 bo'lishi kelib chigishini ko‘rsatamiz.
Buning uchun Mj determinantning oxirgl satr elementlari bo‘yicha yoyamiz:

@ dy 0
a1 Qg
M3: az do (i | — ag = agMQ.
a3 dg
0 0 a3

Agar M, > 0 bo'lsa, u holda bu tenglikdan va a; > 0, j = 1,3 zaruriy
shartlar bajarilganda Mz > 0 kelib chigadi.
Raus-Gurvis belgisidan fovdalanib, o‘zgarmas koeffitsiventli chizigli bir
jinsli
d:

dl: = Az, A=llayl.a; =const, i,j=1n (5.7.14)
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differensial tenglamalar sistemasi © (#) = {1 (¢), ..., 2, (£)) = 0 nol yechimini
asimptotik turgunlik shartini A matritsaning elementiari orqali ifodalash
mumkin. Agar A matritsaning xarakteristik tenglamasini ushbu

det [AE — Al = A" — oA 45X 2 — L+ (1) s h 4 (F1)TA

ko‘rinishda yozib olsak. Bu yerda ¢ = spA, A = detA, s, =
"3 Mi. U holda, xususan (5.7.14) sistemada n = 3 bolsa x(t) =
(1 (£), 22 (1), 25 (£}) = 0 vechimning asimptotik turg'un bo'lishi uchun

og<0, 080<0, A<D (5.7.15)

shartlarning bajarilishi yetarli.
5.7.1-misol. Ushbu
) (t) = &3,
i’g (f) = —X9 + I3,

Fy(t) = —21 + T2+ pas, p < 1_—2‘/5

differensial tenglamalar sistemasi x, (£) = 0, w2 (t) =0, x3(t) = 0 yechimini
asimptotik turgunlikka tekshiring.

Yechish.
0 01
A= 0 -1 1],
-1 1p
c=SpA=0-14+p=p—1, A=detA=-1,
00 01 —-11
Sg = = —p.
=o' —1p 1p p
Berilgan p soni p < l_T‘/g tengsizlikni ganoatlantirsa, u holda
1-+/5 15
—p—1 R T I A
Tg=p < 3 (2+ 5 ) <0,

6% <{p—1)(—p)=p{1 -p) <0,chunkip <0, 1 —p >0,
A=-1<0

va [5.7.15) shartlar bajariladi. Demak, berilgan sistemaning (¢} = 0 vechimi
p < ]%ﬁ tengsizligini ganoatlantiruvehi barcha p larda asimptotik turg‘un
bo‘ladi.
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Mustaqil yechishga doir misollar

Quyidagi differensial tenglamalar sistemasining muvozanat nugtasini
turg'unlikka tekshiring:
i {t)=1In (I’Q + €2x’) s

ig(t)$$2—1+\11—3551.

1 () = =221 + 19 — 23 + 72,
9 (t) = —tgas + €7 — 1.

=z — o1 + 3xizy — sin® (z + o),
g (t = 2z3 — 3o + In(1 + 28z2) — 62} + 3.
(t) = —x2 — %I‘%

1.3
t—$1:c2 2513
(t)

{‘_:1

2
- :cz+ :.921'1

t —61‘?22,

N { (t) = —z1 — 323 — 21 8inwy,
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VI BOB. AVTONOM (MUXTOR)
SISTEMALAR VA UNING
TRAYEKTORIYALARI

6.1-§. Muxtor sistemalar

Muxtor sistemalar differensial tenglamalar sistemasining muhim xususiy
holidir. Ko‘pchilik amaliy masalalarni yechish muxtor sistemalarni o‘rganishga
olib keladi. '

6.1.1-ta’rif. Apgar oddly differensial tenglamalar sistemasiga erkli
o'zgaruvchi oshkor ravishda kirmasa, bunday sistemaga muxtor sistema
deyiladi.

Muxtor sistemaning quyidagi

z{t) = f (z) : (6.1.1)
ko‘rinishiga normal muxtor sisterna  deyiladi. Bu yerda
2 ()= (@ (8),... 2, (0))T - noma’lum vektor-funksiya,

fla)y={fi{z),..., fa (&))" - berilgan vektor-funksiya.

Agar (6.1.1) sistemada erkli o‘zgaruvchi t sifatida vagt tushinilsa, unga
dinamik sistema deyiladi.

Bundan keyin (6.1.1} differensial tenglamadagi f(x) vektor-funksiya biror
D C R" sohada aniglangan, nzluksiz, differensiallanuvehi va 3%’ i=1n
hosilalari chergaralangan deb garaymiz. U holda 7 ga holatlar fazosi deyiladi.
{6.1.1) sistemaning har bir a3 = 2 (£) .20 = 22 (¢), ..., £, = zy (t) yechimiga
n o'lchamli D C R™ holatlar fazosida z = (1, ..., 2,) nugtaning harakati mos
keladi. Harakat davomida bu nugta o'sha fazoda biror chizigni (yoki, agar
x; (t) = const, i =1,n bo'lsa nuqgtani) chizadi. Shu chiziqqa (voki nugtaga)
r nugtaning harakat trayektoriyasi (voki holat trayektoriyasi) deyiladi. Ushbu
x = o nugia trayektoriva bo'lishi uchun f(a) = 0 bo‘lishi zarur va yetarli.
Bunday nugtaga maxsus nuqta yoki muvozanat nuqta deyiladi.
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6.1.1-misol. Ushbu
i‘] = Iz,
9—32 = —I

T = ¢y sinft + 8), x2 = ¢ cos(t + 8) (6.1.2)

muxtor sistems

ko‘rinishidagi yechimga ega. Uch o'lchamlit, x, s fazoda (6.1.2) tenglamalar
vint chiziqni ifodalaydi. Holatlar fazosida (bu yerda oz 2 tekislik) esa z§ +
23 = ¢} aylanalarni ifodalaydi. 21 (#) = 0,22 () = 0 (maxsus nuqta) nuqta
ham trayektoriya bo'ladi.

Muxtor sistemalarda = (¢} (vechim} nuqtaning harakati to‘g‘risida
to'lig ma’lumotga ega bo'lish uchun trayektoriyada £ ning oshishiga mos
harakat yo‘nalishini ham berish lozim (1-chizma).

x
Ty -
x/
s fz=p(t)
L
3
h &b L
1-chizma
Agar x = z{t) sistemaning trayektoriyasi bo'lsa, u holda x(¢) #0
ho'lib, o‘zining har bir nugtasida u f (z) = (fi{x), folz), ..., fulz))" vektorga
urinadi.  Chunki 2'(£) = (2,(8), 25(t), ..., 2, (1)) vektor, parametrik
2 = xt), @ = x(f), ..., Tn = 2,{t) tenglamasi bilan berilgan

chizigqa urinadi va &(f) Flz(t)) tenglik orinli bho'ladi. Boshgacha
aytganda, D to'plamning zV € D nuqtasiga shu nuqtadan chigarilgan

[

fl)y = (filz™), faola"), .. FalZMNT vektorni mos qo'yamiz. Demalk,

6.1.1) muxtor sistemaga D da aniglangan wvcktor maydon mos keladi.
g qlang 3

¥ = (T?,Tg, ...... ,;1:91) € [ bo'lsin. Mavjudlik va yagonalik teoremasiga

ko'ra, (6.1.1) sistemaning (tg) = 2" boshlag'ich shartni ganoatlantiruvchi
r = @(t) yechimi mavjud va yagona. Bu yechimga t = t; da trayektoriyasi
7 = {19, ....2%) nugtadan o‘tuvchi nuqtaning harakati mos keladi. Harakat

davomida z = () yechimni belgilaydigan nugtaning #, momentdagi tezligi

F{z") vektor bilan ifodalanadi, ya'ni

93, (t) |f=1n = f (Iﬂ) .
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Umurnan olganda holatlar fazosini quyidagicha ta’riflash mumkin.

6.1.2-ta’rif. (6.1.1) muxtor sistemaning holatlar fazosi deb shunday =
o'lchamli fazoga aytiladiki, unda shu sistemaning vechimlari trayektorivalar
bilan, sistemaning o‘zi esa vektor maydon bilan tavsiflanadi. Bunda
trayektorivalar holat trayektorivalari, vektorlar esa holat tezliklari deb ataladi.

6.1.1-teorema. Agar z = p(t), t € (a,8) vektor-funksiya (6.1.1)
sistemaning yechimi bo'lsa, u holda ixtivoriy ¢ € R o‘zgarmas son uchun
z = ¢{t) = plt+c), t € (a—c¢, —e) vektor-funksiya ham (6.1.1) sistemaning
yechimi bo'ladi.

Isbot. Teorema shartiga ko'ra, * = {¢), t € (a, ) vektor-funksiva
(6.1.1) sistemaning yechimi bo‘igani uchun '(t) = f(p(¢)) ayniyat o‘rinli.
Bunda. ¢ ni ¢ + ¢ ga almashtirsak,

L+ ) = St +¢)
hosil bo‘ladi. Bundan

b (t)=flw)tela—cB-0c

kelib chigadi.

6.1.2-teorema. 1) Muxtor sistemaning ixtiyoriy ikki yechimiga mos
keluvehi trayektorivalari yoki kesishmaydi, yvoki ustina-ust tushadi.

2} Aytaylik, z = (t,€) funksiya (6.1.1) sistemaning @(0,£) = £
boshlang‘ich shartni qanoatlantiruvchi yechimi bo'lsin. U holda ixtiyoriy #;
va to lar uchun

p(ta, elt1, 20)) = @tz + t1, x0) (6.1.27)

tenglik o‘rinli bo'ladi. Bu tenglikka muxtor sistema yechimining gruppaviy
xossasi deviladi.

Isbot. 1} Aytaylik, x(f) va y({) trayektorivalar umumiy b nuqtaga ega
bo'lsin. U holda shunday #, va to topiladiki, natijada ushbu b = z(t;) =
y {t2) munosabatlar o'rinli bo'ladi. Ko'rinib turibdiki, z(t) = y(t + {2 — t1)
funksiya ham (6.1.1) sistemaning yechimi bo'ladi va z(t1) = y{tz) = z(t1)
tengliklar bajariladi. Yagonalik teoremasiga ko'ra, z {t) = 2 (¢) o'rinli, ya'ni
y(t -+t — ;) = z(¢). Bundan z(t) va y{¢) yechimlar bir xil trayektoriyaga ega
ekanligi kelib chigadi.

Avtonom bo‘lmagan sistemalar uchun {6.1.2") xossa bajarilmaydi.

6.1.1-miscl. Avtonom bo‘lmagan ushbu

I = cost
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tenglama (1) = sint ko‘rinishdagi yechimga ega. Ammo «{) = sin{t + C)
ko‘rinishdagi funksiya fagat ' = 2knw, k£ = 0,+£1, ... bo'lganda uning yechimi
bo‘ladi. Berilgan tenglamaning z(¢) = sin¢ va z(t) = 1+sin ¢ ko‘rinishdagi har
xil yechimlarini qaraylik. Ularning trayektoriyalari R' da joylashgan bo'lib,
mos ravishda —1 < ¢ < 1va 0 < 7 < 2 kesmalardan iborat bo‘ladi. Bu
trayektoriyalar har xil bo‘lgani bilan ular kesishadi.

6.1.1-natija. Muxtor sistemasining yechimi vagtning chekli giymatida
maxsus miqtaga erisha olmaydi.

Ishot. Aytaylik, @ — maxsus nuqta, ya'ni Z(¢) = a yechim bo'lsin. Agar
z(t) va Z(t} yechimlarning trayvektoriyalari ustma-ust tushmasa, u holda ular
umumiy nugtaga ega bo'lmaydi. Shuning uchun z(¢) # a, V¢ larda o'rinli,
x(t) vechim faqat ¢ — —+oo yoki ¢ — —oc¢ bo'lganda maxsus nugtaga
vaqinlashishi mumkin.

6.1.3-teorema. Agar z(t) # const yechim uchun z(t;) = z(t2). t2 > £
munosabat bajarilsa, u holda bu vechim eng kichik musbat davrga ega bo'lgan
davriy vektor-funksiya bo‘ladi, uning trayektoriyasi esa o'z-o‘zini kesmaydigan
vopig chiziqdan iborat bo‘ladi.

Isbot. Ushbu y(t) = =z(t + t2 — ¢;) funksiva 6.1.1-tcorcmaga ko'ra,
vechim bo'ladi va y{t;) = =(f2) = z(f;) munosabatlar bajariladi. Yagonalik
teoremasiga asosan y() = (¢}, vaniz(t+d) =2(t),d =t —14 >0
davrga ega bo'lgan funksiyadan iborat bo'ladi. Boshga davrlarl ham bo'lishi
mumkin. Teorema shartiga ko'ra, z(t) # const bo'lgani uchun 3 #* topilib,
z(t*) # z(t;) o'rinli bo'ladi, yami |=(t") — z(t1)| = r > 0. z(t) vektor-
funksivaning uzluksizligidan » > 0 uchun shunday 3 - > 0 soni topilib,
|t — t1| < h,ya'nit1—h < t < t; +h tengsizlik bajarilganda |z{#} — z(#))] < »
bajariladi. Bu csa x () # z(t*) muncsabat ¥t € (t; —h, t; + k) larda
bajarilishini bildiradi. Amme vaqgtning davrga teng givmatida x (¢) yechim,
ya'ni T nuqta trayektoriyaning barcha nygtalarini bosib otishi lozim. Shuning
uchun ixtiyorly musbat davr uzunligi 2 dan oshmaydi va ularning quyi
chegarasi pé 2h. Agar p soni davr bo'lmasa. u holda p; — p+0 davrlar ketma-
ketligi topilib 2 (¢ +p;) = 2 (¢). Bunda p; — p da limitga o'tib x ({ + p) =
x(f) tenglikni olamiz, ya’ni p davr boladi. = (#) (0 <t <p) traycktoriya
vopiq chizigdan iborat bo‘ladi. Chunki z (0} = x (p) . Agar u o'zini 0'zi kessa, u
holda 2{t1) = 2(t2), t1, ta € [0.p], |11 — f2] < po'rinli. Yuqorida isbotlangan
mulohazalarga asosan z () vechim uchun d = |ts — #;] < p soni davr ho'ladi.
Bu esa p ning eng kichik musbat davr ekanligiga zid keladi.
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6.1.4-teorema. Muxtor sistemaning har bir trayektoriyasi quyidagi
turlardan bittasiga tegishli bo'lishi mumkin:

1) muvozanat miqta (nugta};

2) o'z-o'zini kesmaydigan yopiq egri chizig, ya’ni eng kichik musbat davrli
yechimga mos keluvchi trayektoriya;

3) o'z-o'zini kesmaydigan yopiq bo'lmagan {ochic) egri chiziq, ya'ni davrly
bo‘lmagan yechimga mos keluvchi trayektoriya.

Isbot. Agar muxtor sistemaning vechimi xz(t) = const bo'lsa, u holda
trayektoriya nuqtadan iborat bo'ladi. Agar x(t1) = 2(&y), Y& va te # t1bo’lsa,
u holda trayektoriva -yvopig bo‘lmagan o'z-o'zini kesmaydigan egri chizigdan
iborat bo'ladi. Agar xz(t) £ const va x{t;} = x(t), 3t; va to # £ bo'lsa, u
holda. trayektoriya o‘z-o‘zini kesmaydigan yopiq egri chizigdan iborat bo‘ladi
(6.1.3-teoremaga asosan).

6.1.5-teorema. Aytaylik, xr = () vektor-funksiya (6.1.1} sistemaning
ry < t < 7y intervalda aniglangan biror yechimi bo‘lsin. Agar o(t) = (1),
ty £ tavaty, ts € (r1,72) bo'lsa, u holda shu = = () yechimni —oco <<t < 00
infervalga davom ettirish mumkin.

Isbot. 6.1.1-teoremaga ko'ra, @(t1) = @{t2) bo'lgani uchun = = (¢ + <),
¢ = {3 —t; funksiya ham yechim bo‘ladi va ¢(t) = @{t+¢). r1 <t < rq ayniyat
o'rinli. Bu ayniyatdan () funksiya v < # < 73 intervalda aniglangani uchun
@(t+c)funksiya ri—|c| < ¢ < ro+|¢| intervalda aniglangan bo'ladi. Hagigatan
ham ry < t+ ¢ < ry tengsizlikdan ¢ > 0 bo'lganda r; — ¢ < £ < ry va demal,
yechimni vy dan chapga ¢ miqdorga davom ettirish mumkin, shunga o‘xshash,
¢ < 0 bo'llganda ry < ¢ < ro — ¢, va'ni yechimni ro dan o‘ngga —c¢ = |
migdorga davom ettirish mumkin bo‘ladi. Har ikki holni birlashtirib vechimni
1 — || <t < ro+ |¢| intervalga davom ettirish mumkinligini qayd qilamiz.
Shu intervalda aniqtangan ¢t(t) yechim uchun oM () = oM (t + ¢) ayniyat
o'rinli. ¢t +¢) = tpgl}(t) desak, u holda :p(*l)(t) = ot +¢) = ¢(ty) =
w(te), va'ni pil)(tl) = p(tz) bundan xuddi avvalgidek cpggl)(t +¢) = npg)(t)
ekaniligi kelib chigadi. :pil)(t) funksiya 1 — |¢| < t < ro + |¢| intervalda
aniglangan bo‘lgani uchun oxirgi ayniyatdan foydalanib, mavjudlik intervalini
vanada kengaytirish mumkin. Boshqacha aytganda, ri — 2| < ¢ < ry +
2lc| intervalda aniglangan yechimni qurish mumkin. Bu yechimni ¢ (¢) deb
belgilaymiz. Shunga o‘xshash, mavjudlik intervalini r{ — k |c| < ¢ << ra+ k¢
dan iborat bo'lgan ¢'*)(t) vechimni qurish mumkin, Yugoridagi tengsizlikda
k — 0o da limitga o‘tsak, —oo < { < oo interval hosil bo'ladi (ry va r lar
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ganday bo'lishidan qat’iv nazar). Shu intervalda aniqlangan yechimni ¢"(t)
deymiz. Ammo isbot davomida muxtor sistemaning har qanday trayektoriyvasi
chekli vaqtda cheksizga ketib qolmasligidan foydalanildi.

6.1.6-teorema. Agar D sohada fi(zy,2s,...,2,), i = I,n funksiyalar
barcha argumetlari bo‘yicha xususiy hosilalarl chegaralangan bo‘lsa, u holda
(6.1.1) muxtor sistemaning hech ganday trayektorivasi chekli vaqtda cheksizga
ketib golmaydi, ya'ni ushbu

lim [ip(2)] = o0

t—T

munosabat bajarilmaydi. Bu yerda |¢(#)] = v/@3}{(£) + ... + @2(¢).
Isbot. Teorema shartiga ko‘ra,

Ohl < Mi—Tmj=Tm
Bij
Endi, £ = 0 nugta atrofida fi{z),x9,...,z,) funksiya uchun Lagranj
formulasini yozamiz:
. _ 5f1;(9z‘5~’5) 8fi(9z'35) A
Filz) = F(O) + 21 T+ -+ men,z =1,n (6.1.3)

0<8; <1,6xeD|f(0)=C.

Avvalo ’a_%%:) ifodani baholaymiz:
250 \/ (PLO0) sy (B < van

Bundan foydalanib, f(r) vektor-funksiyaning modulini baholash mumbkin.
Hagigatan ham, (6.1.3) formulaga ko'ra

(@) < C+VaM ) ol <OVt vaM Y |z =
=i =1

=vn (C + ]la’fij;r;;l) < Nyn (1 +i: ]rz')

tengsizlikni olamiz. Bu verda N = max (C'; ). Bu tengsizlikdan foydalanib,
quyidagi




bahoni olamiz. Faraz qilaylik, ry < x < re + ELI |Cy| intervalda aniqlangan
vat =~ T = ry+ 2:1:1 (' da cheksizlikka intiluvchi z = (¢} yechim
mavjud, yani t — 7da |p(t)] = o (r = 1, — 3¢ | C,, bolganda ham
shunga o'xshash isbotlanadi}. U holda shunday 7* < 7 topiladiki, 7* < ¢ < 1
intervalda ¢ (t)| > 1 bo'ladi. Shuning uchun 7* < ¢ < 7 intervalda quyidagi

PO < i B+ + e (t)] <

< Nnyn (1 + Z [pi (t)l) < n{n+ 1)Nvnjp(t)]

bahoni keltirib chigaramiz. Bundan

#le O _ 2
le @~ Lo ()

differensial tengsizlik kelib chigadi. Oxirgi tengsizlikni ikki tomonini 7* dan ¢

<nn+ONVn 7 <t<T

gacha integrallab, quyidagi
o (0] < I ()| exp™ IV o <
bahoni topamiz. Ammo £ — 7 da ushbu
lip ()] < | (77| eaxp" NV (7 — 77)

tengsizlik o'rinli bo'lib, uning o‘ng tomonidagi ifoda mushat chekli sondir. Bu
esa farazimizga zid. Demak, chekli vagtda z = o (f) trayektoriva cheksizga
keta olmaydi.

6.1.1-izoh. Aslida  (¢) yechim chekli vaqtda cheksizga intilmasligi nchun
w(t) = @(ts), t1 &t munosabatning bajarilishi ham yetarli shartdir.

Endi n = 2 holda (6.1.1} muxtor sistema yopiq trayektoriyaga ega
bo‘lmasligining vetarli shartini bayon qgilamiz.

6.1.7-teorema. Agar (6.1.1) sistema tekislikdagi D C R? sohada berilgan
bo‘lib, D vektor maydon holat tezliklari, f(x) potensialli bo'lsa, u holda
(6.1.1) sistema D sohada vopiq trayektoriyaga ega holmaydi.

Isbot. Teskarisini faraz qilaylik. Aytaylik (6.1.1) muxtor sistema D
sohada v yopiq trayektorivaga ega bo'lsin. Holat tezliklar maydoni potensiali
bo'lgani uchun ushbu

fuw.an -0
.
tenglik orinli bo'ladi (v da yo'nalish scat strelkasiga qarshi). Tkkinchi
tomondan, z € 5 bo'lsa, (f(z), f(z)) > 0 va (6.1.1) tenglamani
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dzr = flo(t)]dt ko'rinishda yozib olamiz. Bu yerda z = (i) (6.1.1)
sistemaning T > 0 davrli yechimi bo'lib, y-yopiq trayektoriyani amiglaydi.
Shuning uchun

T
F .o = [ sten, fioia>o

ziddiyat kelib chigadi.

6.1.3-ta'rif. Quyidagi

1) * = g(y) akslantirish D schani D sohaga o‘zaro bir qiymatli
akslantiradi;

2) Ushbu z = g{y)y € D vay = g*{z), £ € D vektor-funksiya mos
ravishda D va D sohalarda uzluksiz differensiailanuvchi,

3} Ushbu munosabat o‘rinki

g1, 92, .., gn)

0.vyc D
m%ﬂ%nw%)# Y

shartlarni qanoatlantiruvchi * = g{y) akslantirishga D sohada silliq
teskarifanuvchi akslantirish deyiladi.

6.1.8-teorema. Aytaylik (6.1.1) sistemadagi f(r) vektor-funksiya
D C R" sohada uzluksiz differensiallanuvchi bo‘lib, a € D nuqtada f(a) # 0
bo'lsin. U holda a nugtaning I, atrofi va shunday teskarilanuvehi almashtirish
maviud bo'lib, shu D, atrofda {6.1.1) sistema

h=0t=1n-1 g,=1

ko‘rinishni oladi, Bundan tashqari (6.1.1) sistemaning trayektoriyalari D,
atrofda y; = ¢;, i = I,n— 1, ¥, = ¢ + ¢, tog'ri chizig kesmalariga o‘tadi.
Bunda ¢;, j = I, n o‘zgarmas sonlar.

Isbot. Ushbu a€ D nugtada f{a)#0 bolgani  uchun,
@ = (a1, az, ..., 3,) nugtaning koordmatalardan a, #0 deb hisoblaymiz.
Endi €= (&,4, ;& 1, 4y) vektorml tuzib olamiz. Bundan kevin (6.1.1)
sistemaga qo‘yilgan ushbu

z{0) = ¢
Koshi masalasini garaymiz. Maviudlik va yagonalik teoremasiga ko'ra,
shunday ¢; > 0 soni topiiib || < e; schada aniglangan {6.1.1) sistemaning
r = @(f,&) yagona yechimi mavjud bo‘ladi. Ko'rinib turibdiki, bu yechim
w(0,€) = £ boshlang'ich shartni ganocatlantiradi, Koshi masalasining
vechimini boshlang‘ich shartlarga nisbatan silligligi hagidagi teoremaga asosan
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x = p(t,£) vechim ¢, £ o'zgaruvchilar bo‘yicha |t} < &1, | — a| < 29, &5 > 0,
g5 > 0 sohada diferensiallanuvchi vektor funksiva bo'ladi. Endi z = ©(¢,£)
tenglama ¢ = 0, £ = a nuqtaning bhiror atrofida silliq teskaritanuvchi
almashtirishni ifodalashini ko‘rsatamiz. Shu magsadda ¢ = 0, £ = a nugtaning
biror atrofida oshkormas funksivalar sistemasi yvechimining mavjudligi va
yvagonaligi haqgidagi teoremani qo‘llash mumkinligini ko‘rsatamiz. Ushbu

‘)01(0,5) = 5’51 i= 1,?’1— 19 (Pn{oa‘g) = Opn
hoshlang'ich shartlardan

k2]
og; t=1
E=a

kelib chiqadi. Bu yerda &; ;-Kroneker simvoli. = (£,£) vektor-funksiya

:5i.ja i:]-:ns j:lun-l

(6.1.1) sistemaning yechimi bo'lgani uehun

2009 _ ri0), i=Tm

ot

munosabat o‘rinii, Bundan quyidagi vakobiyanning noldan fargli ekanligi kelib

chigadi, ya'ni

8((!91: (25 IO ‘P‘n) _
HNEr, oy oy G, D[ E=a
t=0

Oshkormas funksiyalar sistemasi vechimming mavjudlisi va  vagonaligi
hagidagi teoremaga asosan a € D nuqtaning D, atrofida aniglangan uzluksiz
differensiailanuvchi

S=uwlxr),i=1n-1, t=v{x)

yvagona almashtirish mavjudligi kelib chigadi. O‘z navbatida bu almashtirish
2 = @(t. £) uchun teskari akslantirish vazifasini otaydi. Endi D, atrofda yangi
a‘zgaruvchilarni kiritamiz:

Yi = Ul{ﬂ'f). i= 13n_ 11 Un = ’U(I)

Bu D, atrofda silliq teskarilanuvehi almashtirish. Har bir tayinlangan £ da bu
almashtirish natijasida (6.1.1) sistemaning D, dagi trayektoriyalari

yi=fi, izlanila yn:t
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to'g'ri chiziq kesmalariga o‘tadi. £ € D, larni o‘zgartirish hisobiga ¥, o'qqa
parallel kesmalar oilasini olamiz. (6.1.1) sistema yugoridagi almashtirish
natijasida ushbu
=0 i=1ln—-1 gy, =1
ko'rinishni oladi.
Mustaqil yechish uchun mashglar f13], §13, NM1-53.

6.2-§. Trayektoriyalarning it to‘plami

6.2.1-tarif. Agar T(x = p(t), —oc < t < co) trayektoriva yoki TH{z =
@w(t), t* <t < o0) yarim trayektoriya uchun shunday 3t; — oo, {t;} ketma-
ketlik topilib, i — oo da (#;) — p muncsabat o'rinli bo'lsa, p nuqtaga w —
lmit nugta deyiladi. T' trayektorivaning barcha w — limit nuqtalari to*plamini
(YT} deb belgilaymiz. Xuddi shuningdek T trayektoriyaning {; — —oo da
a-limit nugtasini ham aniglash mumkin. 7" trayektoriyaning barcha q-limit
nugtalari to'plamini A(T) deb belgilaymiz.

Masalan, * = e (t € R) trayektoriva uwchun (7)) = @ bo'sh
to'plam. Ammo THr = e 50 < t < o¢) varim trayektoriya uchun
Q(T*) = {0}. Ushbu 7T (z; = e'cost(l + e)7!, @ = etsint(l +e') 1)
trayektortya uchun A{7T} = {(0,0)} dar iborat. Shu trayektoriya uchun
UT) = {(z1,22) C R?: 2] + 25 = 1} aylanadan iborat.

6.2.1-teorema. Aytaylik ushbu

#(t) = f(z) (6.2.1)
muxtor sistemadagi f(z) vektor-funksiyaning f;(x), i = 1,n koordinatalari
G C R" sohada uzluksiz va uzluksiz gi;, i, 7 = 1,n xususiy hosilalarga

ega bo'lsin. Agar TT(z = () € R® # < t < oc) yarim traycktoriya
chegaralangan be'lib, o'zining ¢ atrofi bilan (¢ svhada yotsa, u holda 1)
QTT) £ 0 2) Q(T*)-kompakt, 3) Q(T) -bog'lamli to'plam bo'ladi.

Isbot. Ixtiyoriy # — oo ketma-ketlik uchun {@{t;)}, ketna-
ketlik chegaralangan. Shuning uchun uning limit nugtasi mavjud va u
Q(TT) # @ bo'sh bo'lmagan to'plam bo‘ladi. Tt yarim trayektorivaning
chegaralanganligidan QT )-to'plamning chegaralanganligi kelib chiqadi.
Endi €4{T1) ning vopigligini ko'rsatamiz. Agar p; € QUT), pr > p, (i =
1,00) i = 00 bo'lsa, u holda = 277 uchun shunday I p; topilib Ip; — p| < n
o‘rinli bo'ladi. Shu p; lar uchun shunday ¢;;, 7 = 1,n ketma-ketlik topilib
@w(tis) — pi ( — oo) orinll. Shuning uchun shunday 45 = i(j) € N
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nomer topilib, ¢,,(;y > 7 tengsiclik bajarilganda [w(t;;;)) — p| < n o'rinli.
U holda [p(fi)) — p < 27 = 27 t,,) > @ — co. Shuning uchun p €
Q(T) o'rinli bo'ladi. Demak Q(T) chegaralangan va yopiq to‘plam ho‘lgani
uchun u kompakt to‘plamdir. Nihoyat Q(T1) to‘plamning trayektorivalardan
tuzilganligini ko‘rsatamiz, ya'ni har bir @ € Q(T") nugtadan T,{z = 2(f),
—o0 < t < 00) trayektoriya o'tishini va u Q{7T) da joylashishini isbotlaymiz.
Q(TT) to'plam ta'rifidan Jty, to, .8y, ... = 00 ketma-ketlik topilib, p(t;) —
a (i — oc) o‘rinli bo'lishi kelib chigadi. Ushbu x:{t) = wlt; + 1), (i =
1,2,3,...) vektor-funksiya yvechim bo‘lib, x,(0) — a (§ = o) o'rinli. Endi
(6.2.1) sistemaning z(0) = a boshlang‘ich shartni qanocatlantiruvchi yechimini
z(t) deb, F orgali T* yarim trayektoriyaning £ atrofini belgilaymiz. Ushbu
t =0, x = anmgta D{—c0 < ¢ < co, z € F) yopiq chegaralanmagan
to'plamga qarashli. Yechimni davom qildirish mumkinligi hagidagi teoremaga
muvofiq z(t) yechimni ikki tomonga yetarli katta [¢] lar uchun davom gildirish
mumkin bo‘ladi. Faraz qilaylik z(t) ushbu ¢t = t*, z = z{(t*) = b uugtada
D sohaning chegarasiga chigsin. U holda 6 € gF, ya'ni F to'plamning
chegarasida yotadi. Bundan

p(b, T) = % (6.2.2)
ckanligl kelib chigadi. Ushbu x,(0) = a = 2(0) munosabatdan
xilt*) = z(tx) = b(i — o0) {6.2.3)

kelib chigadi. (¥} = @:{t, +t*) € T*, t; > £, — t* munosabatni inobatga
olsak, u holda (6.2.3) munosabat (6.2.2) ni inkor etadi. Shuning uchun z(t) D
sohaning chegarasiga chigmaydi, yani (—~o0;00) intervalga davom etadi. U
holda yugoridagiday Viuchun ¢(f; + &) = x:{t) = 2(1){i — oo). Bu esa, Vi
da z(t) € Q(TT), ekanligini ko'rsatadi.

Endi (T1) ning bog'lamli to‘plam bo'lishini isbot qilamiz. Faraz qilaylik,
Q(T*) kompakt bo'lib, boglamli to'plam bo'lmasin. U holda uni ushbu
Q(TH) = & U Qo ko'rinishda ifodalash mumkin, Bunda €, N s = P
bo'lib, 0y # #, £33 # (). Bundan tashqari €, ¢ = 1,2 to‘plamlarning har
biri ikkinchisining limit nugtasini o'zida saqlamaydi. Bu to‘plamlar orasidagi
masofani p(Qy; 22) = d orqali belgilaymiz. (T*) kompakt bo‘lgani uchun §2,
i = 1,2 ham kompakt bo‘ladi. Bundan d > 0 ckanligi kelib chigadi. Shunday
37 > o0, Iy —» oo ketma-ketliklar topiladiki, bular uchun p(p(fy), ) <
g' va, p(up(a), Q) < g ¥k € N munosabatlar bajariladi. Umumiylikni
buzmagan holda #; < 73 < ... < & < I < ... deb hisoblaymiz. Endi ) va (2
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orgall mos ravishda {0y va (25 to‘plamlarning g atrofini belgilaymiz. Aytaylik
2, Uy = Q bo'lsin. Bunda € va Oy ochig to‘plamlar. Qp to‘plam ochiq
lekin, bog‘lamli emas. Chunki, ©; N Qs = @. Bundan ko'rinadiki, Oy va
larning nuqgtalarini 2y da yotadigau chizlq (yo'l) bilan tutashtirib bo'lmaydi.
Shunday gilib, har bir k uchun shunday 3#x € (%, ﬁ) topiladiki, uning uchun
pleltn), h) = g, ple(tr), Q) = g o‘rinli bo'ladi. Aniqroq aytadigan bo'lsak,
{p{te)} to'plam ¢* € Q(T) limit nugtaga ega bo'ladi. Bunday bo'lishi mumkin
emas, chunki p(g*.$h) = £, p(¢",$) > $. Bu qarama-qarshilik Q(T)
to'plamning bog‘lamli ekanini bildiradi.

R? tekislikda berilgan muxtor sistema limitik to‘plamining boshga
xossalari ham o‘rganilgan.

6.2.2-teorema({Bendikson). Tekislikdagi chegaralangan o‘zida maxsus
nugtani saqglamaydigan c-limitik te'plam yopiq trayektoriyadan iborat
bo‘ladi.

Ushbu R"™, n > 3 fazoda w-limitik to'plamning tuzilishi kam o‘rganilgan.

6.3-§. Chizigli o‘zgarmas koeflitsiventli bir jinsli differensial
tenglamalar sistemasi muvozanat (maxsus) nuqtasining
klassifikatsiyasi

Ushbu

{ 1 = anxr + @127, (6:3.1)

T2 = Q11 + Gza2
o'zgarmas koeflitsiyventli chizigli bir jinsli differensial tenglamalar sistemasini
garaylik. Bu yerda a;; € R haqiqiy sonlar t € R — erkli o‘zgaruvchi, z(t) =
(z1,22)" - noma’'lum vektor funksiya. Ko‘rinib turibdiki, (6.3.1) - muxtor
sisterna. Berilgan differensial tenglamalar sistemasining koeffitsiventlaridan

a1; d2
& A=

a21 G22
matritsa tuzib olamiz.

6.3.1.-ta'rif. Agar A - xosmas matritsa ho'lsa, u holda (6.3.1) sodda
gistema, aks holda murakkab sistema deyiladi.

Avvalo (6.3.1) sodda sistemani ushbu

I(t) Iij“ =0. (632)
boshlang'ich shartni ganoatlantiruvehi yechimi x(f) = 0, vani z,(f) =

0, x3(t) = 0 ekanligi ravshan. Bundan tashgari (6.3.1) sodda muxtor
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sistemaning muvozanat (maxsus) nugtasi ushbu Az = 0, z = (zy, x2)7
tenglamadan aniglanar edi. A matritsa xosmas ho'lgani uchun, undan x = 0,
va'ni {0, 0) kelib chigadi. Bundan buyon (0, 0) muvozanat nuqtani turg‘unlikka
tekshiramiz va sodda muxtor sistema trayektoriyalarini o'rganamiz.

Berilgan (6.3.1) sistemaning umumiy yechimini topish uchun A
matritsaning xos qiymatlarini va. xos vektorlarini topamiz. Buning uchun

ushbu
Ah = h, 0#£h = (”’"1)
I3

tenglamani garaymiz. Bu tenglamani koordinatalarda yozib,
(@ = A)xyp + ajaze =0
{210 + (0,22 - A).’L‘g =10

bir jinsli algebraik tenglamalar sistemasini hosil gilamiz. Ma'lumki, bir jinsli
algebraik tenglamalar sistemasi nolmas vechimga ega bo'lishi uchun

— A
det(A - A= | ™70 M2y
ay azy — A
bo‘lishi zarur va yetarli. Bundan ushbu
A2 — (spA)A + det A = 0,
va'ni
A - (spA)A +det A = 0. (6.3.3)

kvadrat tenglama kelib chigadi. Ko'rinib turibdiki, A = 0 soni bu kvadrat
tenglamaning ildizi bo'lmaydi. Chunki det A # 0. A matritsaning Ay, As-
xos givmatlari (6.3.3) xarakteristik tenglamaning ildizlaridan iborat bo'lishi
ma’lum. Quyidagi hollarni o‘rganamiz.

1-hol. A matritsaning xos giymatlari haqigiy va Ay # A9 har xil bo'lsin,
Bu xo0s qiymatlarga mos keluvchi xos vektorlarni by = (a), as)!, hy =
(1, B2)T deb belgilaylik. U holda

{ (@11 — M) + apas =0,
a1y + (a2 — Mg =0,
va
{ {a11 — A2}Bh + arady = 0,
a3+ {asz — A2} =0
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sistemalarga. ega beo'lamiz. Berilgan (6.3.1) muxtor sisternaning umumiy
yechimi ushbu
z(t) = CreMhy 4 Che'hy (6.3.4)

ko‘rinishda bo'lishini oldingi paragraflarda ko‘rgan edik. hy, ho-xos vektorlar
R? fazoning bazis vektorlaridan iborat bo‘lib, ular umuman olganda, ortogonal
emas, Agarda £ va & orqali # € R? nuqtaning hj, hy bazisdagi
koordinatalarini belgiiasak, u holda ushbu z{t) = & (¢)h1+&a(t}hs yoyilmadan
va (6.3.4) formuladan z(#)-yechimning koordinatalari

LH{t) = CreMt, &(t) = Che™!

ko'rinishni oladi.
a) Aytaylik, Ay < 0, A < 0va |Ar] < [As]| bo'lsin. U holda &) =0, Cy =
0, z(t) = 0, (0,0} muvozanat nuqtani ifodalaydi. (6.3.4) umumiy yechimni

tarkibida e M/t e~1%F hadlar qatnashganligi uchun, ushbu
tLleroc E(t) =0

munosabat o'rinli bo‘ladi. Shuning uchun (0, 0) muvozanat (maxsus) nuqta
asimptotik turg'un bo‘ladi. Bu holda (0,0)-muvozanat (maxsus) nuqgtaga
turg'un tugun deyiladi.

Agar C; > 0, Oy = 0 bo'lsa £ > 0 be'lib, £ — 400 da &(t) — +0
bo'ladi. Agar C; = 0, €3 > 0 bo'lsa & > 0 bo'lib, £ — +oo da &) — +0
bo'ladi. Agar €7 > 0, C3 > 0 bo'lsa, u holda & = Cie*f dan £ = /\i] In Z{‘:l} ni
aniglaymiz va,

A2

X 3 A A2
& - Cue¥ 2B = () = oy €
ko‘rinishda bo‘lishini topamiz. Bunda ushbu
22
C=0CC ", a=">1

belgilashni kiritsak, quyidagi
£a(t) = O

tenglamaga ega bo‘lamiz. Bu esa parabolani ifodalovehi egri chiziglar oilasidir.
Bunda quyidagi

% _ o tim grl=0

lim —==
t—+oc d‘fl t—=+oo
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munosabat o‘rinli. Demak, traycktoriyalar parabola shoxchalaridan iborat
bo'lib, & o'qqa koordinata boshida urinadi. Parabolani ifodalovchi egri
chiziglarni ikki to‘g'ri chiziq ajratib turadi. Ulardan biri €] = 0, ya'ni
r = C?,Bleht: ¥y = 02626)\231 b= %ﬂ:
2

Tkkinchisi esa y = ;’—;I to‘gri chizigdir. 1-chizmaga garang

t-chizma

b) Aytaylik, Ay > 0, Ay > 0 va Ay < Ay bo'lsin. Bu holda ¢ ni —¢ ga
almashtirish natijasida avvalgi holga o'tadi. Bu holda ham trayektoriya xuddi
avvalgi holdagi kabi bo'ladi, ammo trayektoriva bo'yicha harakat garama-
garshi tomonga yo'nalgan bo'ladi. Bu holda (0,0) muvozanat nuqgtadan
uzoglashish ham sodir bo‘ladi. Bunda (0,0) muvozanat (maxsus) nuqta
turg‘unmas tugun deyiladi.

p ¥

o //_
‘_‘/ x

}

2-chizma

v) Aytaylik, Ay > 0, da < 0 (M < 0 < Ap) bo'lsin. U holda berilgan
sodda muxtor sistemaning umumiy yechimi ushbu

z(t) = ( ::g; ) = (et ( Z; ) + Coelet ( gi )
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ko'rinishda bo‘ladi. Bu verda ham x nugtaning by = R Y ha = ( gl )
23 2

bazisdagi koordinatalarini mos ravishda £ va. & orqali belgilasak,
G(t) = Cre™, &(t) = Coe™

munosabatlarga ega bo‘lamiz.

Agar Cy = Cy = 0 bo'lsa, x(t) = 0, ya'ni (0,0) muvozanat nuqtaga ega
bo'lamiz. Agar C7 > 0, C3 = 0 bo'lsa, £ > 0 bho'lib, t — oo da () — +0
bo'ladi. Agar Cy =0, Cy > 0 bo'lsa, & > 0 bo'lib, t — oo da &(F) = +o0
bo'ladi. Agar C > 0, 2 > 0 bo‘lsa, u holda a) holdagidek

52205?, 0’=&<0
A
munosabatga cga bolamiz. Bu esa giperbola tipidagi egri chiziglarni
ifodalaydi. Shuni alohida qayd qilish lozimki, bu egri chiziglarni quyidagi
to'g'ri chiziglar ajratib turadi, Umumiy yechim tarkibidagi o‘zgarmaslardan
) = 0 bo'lsa, u holda yechim

z1 = Coe™' By, 30 = Coe™'By
ko‘rinishni oladi. Bu yechimga mos keluvchi trayektoriva
,
B

ko‘rinishda bofladi. Biz qarayotgan holda Ay < 0 bo'lgani uchun to'gri

T

chizig bo'yicha harakat koordinata boshi tomon yo'nalgan bo‘ladi. Xuddi
shuningdek, Cp = 0 desak

r = Clale’\lf, Iy = C’l(,‘tge)‘lt

yechimga cga bo‘lamiz. Bu yechimga meos keluvchi trayektoriya

o)
y= —"x
B 23]

to'g'ri chizigdan iborat bo'ladi. Qaralayotgan holda Ay > 0 bo'lgani uchun
to‘gri chizigq bo'yicha harakat koordinata boshidan uzoglashadi. Buikki to'g'ri
chiziqqa. separatrisa deyiladi. Qolgan trayektoriyalarning barchasi giperbola
ko‘rinishida bo‘ladi. Bu holda (0,0) muvozanat (maxsus) nugtaga egar
deviladi.

298



3-chizma

g) DAvtaylik, Ay = Ay = X bo'lib, R? tekislikda A matritsaning hq, ho
xo08 vektorlari bagisni tashkil qilsin. Bu holdda (6.3.1) muxtor sistemaning
yechimi

ﬂ"(t) = 8”(01}1'1 + Czhg)

ko‘rinishda bo‘ladi. Bunday ko‘rinishdagi har bir yechim nurni ifodalaydi.
Agar A < 0 bo'lsa, bu nurlar bo‘yicha harakat ¢ — +oc da nolga yaqinlashadi.
Chunki, t = +oo da z(£) - 0 bo‘ladi. Agar A > 0 boflsa, bu nurlar bo'yicha
harakat noldan uzoglashadi. Chunki, # = +oo da x{t) — +oo bo'ladi. Ushbu
A < 0 holda (0, 0) muvozanat (maxsus) nuqta dikritik turg'un tugun deyiladi.

4-chizma

Ushbu A > 0 holda (0,0) muvozanat {maxsus) nuqta dikritik noturgun
tugun deyiladi. Chunki, bu holda trayektoriyalar xuddi oldingidek bo‘ladi,
ammo harakat yo‘nalishi garama-qarshi tomonga yo‘nalgan bo‘ladi.
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N2
2

5-chizma

2) Aytavlik, A; = Mg = A bo'lib R? tekislikda hy, hg vektorlar Jordan
bazislarini tashkil gilsin. Bunda Ahy = ARy | h; - xos vektor, Ahs = Ao + Iy
, ha- vopishgan vektor. Bu holda (6.3.1) muxtor sistemaning umumiy yechimi

.?J(f) =04 B’\thl + Cze/\t [th1 + flg]

ko'rinishda bo‘ladi. # nuqtaning hy, he bazisdagi koordinatalarni mos
ravishda &;, & deb belgilasak,

€1t) = (C1 + Cat)e™, &alt) = Cre

munosabatga ega bo'lamiz.

a) Agar A < 0 bo'lib, C7 = €y = 0 bo'lganda z = 0, {0,0)-muvozanat
(maxsus) nugta hosil bo'ladi. Cy # 0, €y = 0 boflganda é; < O va & > 0
bo'lib, ¢ — +o0o da harakat = 0 ga yaqinlashadi. Umuman olganda
yechimning umumiy ko'rinishidan garalayotgan A < 0 holda + —» 400
da z(t) — 0 bo‘ladi. Bundan esa (0,0) muvozanat {maxsus} nuqtaning
asimptotik turg‘uniigi kelib chigadi. Bu yerda ikki hol bo‘lishi mumkin:

1) A < 0 hol:

T e

-

1

[
[Tt

6-chizma
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Bu holda (0, 0) muvozanat (maxsus) nugtaga xos turg'un tuguan deyiladi.
2) A > 0 bol:

T-chizma

Bu holda (0,0) muvozanat (maxsus) nuqraga xos noturg'un tugur deyiladi.

e) Aytaylik, A matritsaning xos giymatlari A;2 = p + iv ko'‘rinishdagi
kompleks son bo'lsin. A matritsaning barcha elementlari hagiqly sonlardan
iborat bo‘lgani uchun A; = A = g — év. A matritsaning A; xos giymatiga
mos keluvchi xos vektorni A = hy — ihg deb belgilaymiz. Bu yerda h; va ho-
haqigiy vektorlar. U holda h = Ay + ihy-vektor A xos giymatga mos keluvchi
xos vektor boladi. (6.3.1) muxtor sistemaning hagiqiy yechimlari

z(t) = CeMi b+ O™ b
ko‘rinishda bo‘ladi. Bu verda C- ixtiyoriy kompleks son. Agar bu kompleks

sonni

C=|Cle”, |C] =20, ¢=1[0,2m); C=|Cle ™
ko'rinishda olsak, u holda (6.3.1) sistemaning umumiy yechimi
z(t) = 2|C| e [cos(i + vt)hy + sin(ip + vt)hy

ko‘rinishni oladi. ki, ho-chizigli erkli vektorlar bo‘lgani uchun ularni R2
fazoning bazisi sifatida clish mumkin. Agar z{t) yechimning bu bazisdagi
koordinatalarini mos ravishda £ va £ deb belgilasak,

€1(1) = 21C] e coslip + vt), Ealt) = 2[Cf e sin(sp + vt)

munosabatlar hosil bo'ladi.
Quvidagi
r{t) = 2|C) e, P(t) = p + vt
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belgilashlarni kiritaylik. Bu helgilashlardan foydalanib (6.3.1) sistemaning
trayektoriyalari uchun r, - quth koordinatalar sistemasida ushbu

r=2|C) e

tenglamaga ega bo‘lamiz. Agar ' # 0 va ¢ # 0 bo'lsa, {6.3.1) sistemaning
trayektoriyalari logarifmik spiral shaklidagi egri chiziglardan iborat bo'ladi.
Agar p = 0 bo‘lsa, cllips tipidagi cgri chiziglardan iborat bo‘ladi.

Quyidagi hollarni ko'rib chigamiz.

1} Avtaylik, ¢ < 0 bo'lsin. U holda ¢ = 0 da =z = 0 muvozanat
nuqtaga cga ho'lamiz. ¢ # 0 bo'lsa trayektoriva spiral shaklida bo'lib
harakat muvozanat (0, ) nugta tomon spiral bo'yicha harakatianadi. Chunki,
t = oo da r(t) = +0, ¥(t) — +o0 bo'ladi. Spiraldagi buralish vo‘nalishi
holat f(z) = Ax tezligining vo‘nalishidan aniqlanadi. Masalan, agar z sifatida
(0,1) nuqta olinsa, u holda f(x), @z, az kompanentlardan tashkil topgan
bo‘ladi. Agar a1> > 0 bo'lsa, u holda f(x) o'nga yo'nalgan, agar a;o < 0 bo'lsa,
u holda f(z) chapga yo'nalgan bo‘ladi. Bu holda (0, () muvozanat (maxsus)
nugtaga turg'un fokus deyiladi.

8-chizma

2} Aytaylik, ¢ > 0 bo'lsin. U holda ¢ = 0 bho'lganda z = 0,(0,0)
muvozanat nugtaga cga bo‘lamiz. Agar € % 0 bo'lsa, u holda t — +o0 da
nugta spiral be'vicha harakatlanib r = 0 dan uzoglashadi. Chunki t — +o¢
da r{t) = +oo, ¥({{) = +oo bo'ladi. Bu holda (0,0) muvozanat (maxsus)
nugtaga noturg un fokus deyiladi.
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9-chizma

3) Aytaylik, ¢ = 0, ya'ni A2 = +év sof mavhum son bo'lsin, U holda
' # 0 bo'lganda trayektoriyalar ellips turidagi egri chiziglardan iborat bo'ladi.
Chunki bu holda (6.3.1) sistemaning umumiy yechimi

z(t) = 2|C) [cos(p + vit)hy + sin{p + vt)ha]

ko'rinishda bo'ladi. Bu yechimga mos keluvchi trayektoriyalar hagigatdan
ham ellipsdan iborat bo'ladi. €' = 0 da muvozanat nugtaga ega bo‘lamiz.
Qaralayotgan holda (0,0) muvozanat {maxsus) nuqtaga markaz deyiladi.
Bu yerda asimptotik turg'unlik yo'q, chunki, {z,(t),z2(#)) = x(#) nuqta
ellipslarning birortasi bo'ylab clieksiz marta aylanib harakat qiladi. z,(#)
va z3(t) funksiyalar + — +oo da hech qanday limitga intilmaydi. Chunki,
yechim davriy funksiyani ifodalaydi. Ammo (0, 0) muvozanat (maxsus) nuqta
Lyvapunov ma'nosida turg'un bo'ladi.

N

Shunday qilib, oddiy muxtor sistema uchun hammasi bo'lib 13 ta har xil

10-chizma

holatlar fazosi bo'lishi mumkin ekan.
Mustaqil yechish uchun mashglar [21], §16, Ne811-832.
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VII BOB. BIRINCHI INTEGRALLAR VA
ULARNING TATBIQLARI

7.1-§.  Birinchi integrallar

Aytaylik G C K" sohada ushbu
dx(t)

= 7.1.5
"0~ fo) )
muxtor sistema berilgan bo‘lsin. Bu yerda f(z) = (fi(z), f2(2), ..., fulz)T
- G sohada aniglangan uzluksiz differensiallanuvchi vektor-funksiva, #(f) =

{21(8), T2(t), ..., T, (t))T - noma’lum vektor-funksiya, t € R. Faraz qilaylik,
T = @(t), t € I = {a,b) C R vektor-funksiya (7.1.5) sistemaning yechimi
bo'lsin.

7.1.1-ta’rif. Agar G sohada aniglangan uzluksiz differensiallanuvehi U/ ()
funksiva uchun ushbu

Ulp(t)] = const (7.1.6)
ayniyat (7.1.5) sistemaning har bir yechimi z = (t), t € I uchun hajarilsa,
U{z) funksiyaga (7.1.5} sistemaning birinchi integrali deyiladi.

Yuqoridagi (7.1.6) ayniyat tarkibidagi o'zgarmas son (7.1.5) sistemaning
yechimiga bog'liq va uni topish giyinchilik tug'dirmaydi. Agar 0 € {a, ) bo'lib,
x = p(t) yechim ushbu

w(0) =€ G
boshlang'ich shartni ganoatlantirga, u holda
Ulip(t)] = Ule(0)] = U(xa)
riunosabatning bajarilishi ravshan. Shunday qilib, U[p(t)] ifodaning giymati
fagat (7.1.5) sistema traycktoriyasining tanlanishiga bog'liq bo'lib, ¢-
o‘zgaruvchiga bog'liq emas.

Berilgan {7.1.5) sistemaning birinchi integraliga sodda misol sifatida
U(x) = const-o‘zgarmas funksiyani olish mumkin.

Ammo (7.16), vani 4U[p(t)) = 0 shartni tekshirish, ancha
murakkab masala, chunki (7.1.5} sistemaning yechimini har doim ham topib
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bo'lavermaydi. Birinchi integralga tekshirishning bir muncha koustruktiv
usulini bayon gilamiz.

7.1.2-ta’rif. Uzluksiz differensiallanuvchi U{z), = € G funksivaning
(7.1.5) muxtor sistema bo‘vicha hosilasi deh, ushbu (f(z), gradU(z)) -
skalyar ko'paytmaga aytiladi va u U(z) orqali bclgllanadl

Ulx) = {f(z), gradU(z)) ij (71.7)

Bu yerda z;, f; lar mos ravishda z, f vekt.orlarmng koordinatalari.

Berilgan U(z) funksiyani £ € G nuqtada (7.1.5) sistema ho'yicha
hosilasini hisoblash uchun, shu sistemaning (0, £) = £ boshlang‘ich shartni
qanoatlantiruvehi (¢, £) yechimini ofib,

Culpte. )

#=0
fodaning qiymatini topamiz:

a0 _ -~ OU(t 8] deilt,€)
(Il_tU[‘P(t’g)} r—0 - ; a{p’ ' dt o
728[]3, filo(t, ) im0 = {7.1.8)
) oU
fti; 5o i€ —: (2) = U(g)

7.1.1-teorema. Uzluksiz differensiallanuvehi U(z), © € G funksiva
(7.1.5) sistemaning birinchi integrali bo‘lishi uchun ushbu

Ulz) =0, Vz € G (7.1.9)
tenglikning bajarilishi zarur va yetarli.
Isbot. Zarurligi. Aytaylik, U{z) (7.1.5) sistemaning birinchi integrali
bo'lsin. U holda ixtivorly ¥€ € G miqtada

—U(p(t.£)) =

tenglik bajariladi. Bu yerda x = »(t, £) funksiya (7.1.5) tenglamaning z(0) =
(0. &) = £ boshlang‘ich shartni ganoatlantiruvehi yechimi. Oxirgi tenglikdan
va yuqoridagi (7.1.4.) formuladan U(€) = 0 kelib chiqadi.

Yetarliligi. Faraz gilaylik, U/(€) = 0, ¥¢ € G bo'lsin. U holda muxtor
sistema yechimining gruppaviy xossasiga ko‘ra

wir, p(t.8)) = plt + 1,€).
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Shuning uchun

dUle(r + ¢, &)

= = Ulp(t, )]

=0

L Ulg(r,o(1,6) =

Teorema shartiga ko'ra I/(£) = 0.
Bundan esa

d
kelib chgadi. Shuning uchun U{z) funksiya (7.1.5) sistemaning birinchi
integralidan iborat bo‘ladi. Teorema isbot bo'ldi.

Ushhu

dx
=AX
dt

ko'rinishdagi chiziqli sistemaning birinchi integrali sifatida quyidagi
U(z) = (BX, X)
funksiyani olish mumkin. Bunda B - o'z-o'ziga qo‘shma, ya'ni B* = B

matritsa bo'lib,
(BAX. X) =10

shartni qanocatlantiradi. Bu yerda

(X, V)= Z LY

skalyar ko‘paytma. Hagiqatan ham

daU  d

e dt
Birinchi integralning geometrik ma’nosi quyidagicha:

Agar U(x) funksiya {7.1.5) sistemaning birinchi integrali ho'lsa, u holda

—(BX,X)=(BX,X)+(BX,X)=2(BAX,X)=0.

fazoviy trayektoriya [J{z} funksiyaning sath sirtlarida yotadi (yoki gism
sath sirtlarida votadi). -Agar har bir fazoviy trayektoriya U(z) - birinchi
integralning sath sirtlarida yotsa, u holda U(x) ga global birinchi integral
deyiladi. Avtonom sistemaning global birinchi integrali har doim ham
mavjud bo‘lavermaydi. Aniqrog’l shunday muxtor sistemalar borki, ularning
o‘zgarmasdan fargli birinchi integrallari mavjud emas. Jumladan ushbu

T=uz, y=y

muxtor sistemani garaylik. Bu sistemaning o‘zgarmasdan fargli birinchi
integrali yo'qligini ko'rsatamiz. Aytaylik bu sistemaning birinchi integrali U/ (z)
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bo'lsin. Ko'rinib turibdiki z(t) = Cyef, y{t) = Cae’ berilgan sistemaning
trayektorivalari koordinata boshidan chiquvchi nurlardan iborat bo'ladi. Bu
nurlarning har birida U{xz) funksiyaning giymati o'zgarmas, va'ni ' ga teng
bo'ladi. = 0 nugtada uzluksiz bo‘lgani uchun U(0) = C. Bundan U{x)
funksiyaning o'zgarmasligi kelib chiqadi. Bu esa berilgan sistema fagat trivial
U(z) = C = const birinchi integralga ega ekanligini bildiradi. Muxtor
sistemaning global bo'lmagan birinchi integraliga lokal birinchi integral
deyiladi. Kelgusida biz muxtor sistemaning lokal birinchi integrali hamisha
mavjudligini ko'rsatamiz.
7.1.1-misol. Ushbu muxtor sistemaning birinchi integralini toping:

& (t) = x2,

Yechish. Beriigan sistema tenglamalarini quyidagicha ko'paytiramiz:

Bundan

d Ly
5@l el =0,
va'ni
1
zi — sy +a5=C, C = const

2
kelib chigadi. 7.1.1-teoremaga ko'ra,

1 .
Ulz), x0) = 23 — 5?? + x5
funksiya berilgan sistema uchun birinchi integral bo'ladi. Chunki U (21,22) =
0 .
Ushbu # = g(y), ¥ € G silliq teskarilanuvehi almashtirish natijasida G
sohada berilgan (7.1.5) muxtor sistema G sohadagi

y(t) = hly) =g Wi - fley) (7.1.10
muxtor gistemaga o'tadi. Bu yerda
Ag:(y) N
!
gly) =53 Li=1ln
) Ay;

Yakobi matritsasi. Yuqoridagi (7.1.10) tenglamalar sistemasi quyidagi

=g 9= flaly)
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munocsabatdan kelib chigadi. Bu tenglamani y ga nishatan yechish mumkin.

Chunki
a(Jh G2y oy gn)

a(ylﬂ Y2, -y y"’l)
7.1.1-lemma. Muxtor sistemaning birinchi integrallari  sillig

det ¢'(y) = #£0, yeG.

almashtirishga nisbatan invariantdir.

Isbot. Aytaylik, U{z} (7.1.5) sistemaning birinchi integrali bo'lsin. Ushbu
x = gly),y € G sillig teskarilanuvchi almashtirish natijasida G sohada
berilgan (7.1.5) muxtor Sistema ( sohadagi

. dg.,
§(6) = (5) (o)) = Ay) (7.111)
muxtor sistemaga o‘tadi. Bunda
dg _ | 9a:ly) ’ R—
. i ? Z,j = 1:”1
dy dy;

Yakobi matritsasi. Haqigatan ham, berilgan (7.1.5) muxtor sistemaga = =
g(y) almashtirishni qo‘llasak, quyidagi

=gy -v=floly))

munosabat hosil bo‘iadi. Bu tenglamani § ga nisbatan yechib (7.1.10) tenglikni
olamiz. Chunki

dg
det = =
oy

£0,i,j =1,ny€G.

“ o

Endi ushbu V(y) = U{g{y)) funksiyani (7.1.10) sistemaning birinchi integrali
ekanligini ko‘rsatamiz. Buning uchun V(y) - funksiyani sistema bo'yicha
2.

hosilasini hisoblayiz:

. ]’ n 8‘9 ay] -
V(y)l(T.li):L '717 —Za% JX:( )ij'ﬁ—
n T a -1
) Z ; (fi}) 2 (a_g)Jk FACTES

i k=1

= oU
o flay)) =
=3 G ) = oraat @), 1@ = V@]



Bunda yig'indilarning o‘rni almashtirildi va ushbu
£, (1
o= Ay /. \Ou/ : 1,i=k

munosabatdan fovdalanildi.
Yuqorida olingan tenglikni quyidagicha ham yozish mumkin:

V)., = (gradv(y). fi(y) =

= (gradV {g(y)). [¢' W) Fla(w))) =
= (g " - gradU(g(y)), lg' ()] - flaly))) =
= (gradU(g(y)), [¢ ()] - [¢' W]~ - Floly)) =
— (gradU(z), f(z)) = U(z)] =0

(7.1.1)
Bu yerda [¢'(y)]® orqali transponirlangan Yakobi matritsasi belgilangan,
Lemma isbot bo‘ldi.
7.1.3-tarif. @ € G nugtaning biror atrofida aniglangan
Ur(z), Us(z),..., Up{z), 1 < k < n birinchi integrallar uchun ushbu

Ufa) = U\%‘ , ¢4 = 1, k-Yakobi matritsasining rangi & ga teng bo‘lsa,
7
bu birinchi integrallarga e nuqtada bog'lanmagan deyiladi.

Masalan. (7.1.5) sistemaning U (z) = const, Us(x), ..., Up{x) birinchi
integrallari Va & ( nuqtada bogilanmagan bo‘lmavdi. Ushbu Ui(z) =
1, {a} = zq, ..., Up1(x) = 2q_1 funksivalar quyidagi

m=0,1=1, n—1,
In,=1

sistemaning bog'lanmagan birinchi integrallari bo'ladi.

Quyidagl tasdiq (7.1.5) sistema {n — 1) ta bog'lanmagan birinchi
integrallari mavjudligining yetarli shartini ifodalaydi (tavsiflaydi).

7.1.3-teorema. Aytaylik, (7.1.5) sistemada f(ea) #0 a€ G bo'lsin.
U holda a nugtaning biror G, <C G atrofida aniqlangan (7.1.5)
sistemaning shu nuqtada bog'lanmagan w{z), us(x), ..., wn-1{z) birinchi
integrallar mavjud. Bundan tashqarl, agar w(z) (7.1.5) sistemaning G,
atrofida aniglangan biror birinchi integrali bo‘lsa, u holda shunday uzluksiz
differensiallanuvchi 3 F(&1, &, ..., £,-1) funksiva topilib,

ulr) = Flu(z), wlz), ... up_1(x)), Vz € G, {7.1.12)
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o'rinli bo'ladi.

Isbot. Qaralayotgan ¢ € G, nuqta muvozanat nuqta bo‘lmagani (f{a) #
) uchun, oltinchi bobning birinchi paragrafdagi 6.1.8-tecremags asosan, uning
shunday 3G, atrofi va silliq teskarilanuvchi x = g(y)} almashtirish topilib,
(7.1.5) sistemani quyidagi

{yi=0,z':——1,n—1 7113)
Un =1

ko‘rinishga keltirish mumkin. Bu almashtirish natijasida hosil bo‘lgan (7.1.13)
sistemaning trayektoriyalari 4 = C; i = 1,n—1; ¥, = t tenglamalar
orqali aniglanadi. Ko‘rnib turibdiki, vi{y) = y1, v2(¥) = 32, -: Yp1 = Yn—
funksiyalar (7.1.13} sistemaning bog'lanmagan birinchi integrallaridan iborat
bo‘ladi. 7.1.2-tecremaga ko'ra quyidagi

wi(z) = g7 (), u2(2) = g3'(2), s wnma(z) = 9711 (2)
funksiyalar berilgan (7.1.5) sistemaning (G, atrofida aniqlangan birinchi
integrallari bo'ladi. Bu yerda y = g~!{z) - ushbu x = g¢(y) funksiyaning
teskart funksiyasi bo‘lib, uning koordinatalari '

=0, 12 = 9 (2), oy a1 = gt (T).
Quyidagi
det]g }(a)) = 1:detg'(a} #0
yakobyan noldan  farqli  bo‘lgani  sababli, (7.1.5)  sistemaning
w(z), ue(x), ..., Up-1(x) birinchi integrallari a nugtada boglanmagan
ho'ladi. Yugoridagi (7.1.13) sistemaning ixtiyoriy birinchi integrali

v{y) = Fly, 2, -, Y1) = Flonw), va(y), s vaa(y)]
ko‘rinishda bo‘ladi. Bunda F, y; € R, ¢ = 1, n — 1 o'zgaruvchilarning
ixtivoriy uzluksiz differensiallanuvchi funksiyasi. 7.1.2-teoremaga ko‘ra ¢ =
g(y) almashtirish natijasida (7.1.5) sistema birinchi integralining umumiy
ko'rinishiga cga bo'lamiz:

_ e, 6)) dai(t, )] _
—Ulke(t, 8] H—; dor  dt |
> BU—[(‘;?@—” A (R3)
_Z‘%’ S e =35 ) = U@
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Muxtor sistemaning birinchi integrallari nimaga kerak depan savolning
tug'ilishi tabily. Bu savolga gisman quyidagi tasdiq javob beradi.

7.1.3-teorema. Faraz qilaylik, (7.1.5) muxtor sistema o‘zgarmasdan
fargli birinchi integralga ega bo'lsin. U holda bu sistemaning tartibini bittaga
pasaytirish mumkin.

Isbot. Aytaylik, U(z) (7.1.5) sistemaning birinchi integrali bo‘lsin.
Bundan tashgari @ € ¢ nuqtani shunday tanlaymizki, ushbu ‘gg;(a)
sonlarning kamida bittasi noldan fargli bo‘lsin. Bunday @ nuqta mavjud,
aks holda ¥/(x} - trivial birinchi integral ho'lar edi. Faraz qilaylik, 353:) #
0 bo'lsin. U holda oshkormas funksiyani mavjudligi hagidagi teoremaga

asosan U{xy,Z9,...,4,) = C tenglamani x, ga nisbatan yechib z, =
g{x1, To, oy Tn_1, C) munosabatni olish mumkin. Bunda g - birorta sillig
funksiya. Bu tenglikning ikki tomonidan {7.1.5) sistema bo'yicha hosila olsak,

ushbu

nlag

fn(I) f,j( ) (7'1-]4)

tenglik hosil bo'ladi. Qulaylik uchun & = (z1,%2,.,%n2), f =
(S, fav s fumr) deb olamiz. Agar (7.1.5) sistemaning n — tenglamasini ushbu
xn = g{T, () tenglik bilan almashtirsak, u holda uni

= f(z,9(z,C)) (7.1.15)

ko‘rinishda yozish mumkin. Ko‘rinib turibdiki, bu sistemaning tartibi n — 1
ga teng.

Agar ¥ = F(¢) funksiya {7.1.14) sistenaning yechimi bo'lsa, u holda r =
z(t), T = (Z,x,), 2a(t) = g{Z(t),C) funksiva berilgan (7.1.5) sistemaning
yechimi bo'ladi. Bu fikrni isbotlash uchun z, = ¢(Z, C) ni quyidagi

dr,
= folz) (7.1.16)

tenglamani ganoatlantirishini ko‘rsatish yetarli. Buning uchun %ﬂ = #,(1)
hosilani hisoblaymiz:

dmn Z Og dSCJ _

amj dt
(7.1.17)

) 0@ ) =3 g,

] j=1

‘MH

J

Yuqoridagi (7.1.14) va (7.1.17) tengliklardan {7.1.16) kelib chigadi.
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Shunday qilib {7.1.5) n ta differensial tenglamalar sistemasining bitta
birinchi integrali ma’lum bo'lsa, uning tartibini bittaga kamaytirish mumkin
ekan. Teorema, ishot bo‘ldi.

Mustaqil yechish uchun mashqlar 8], §19, N7i1-775; [21], §19,
M941-943; [13], §16, X1-27.

7.2-§. Gamelton tenglamalar sistemasi va Liuvill teoremasi

Agar differensial tenglamalar sistemasining yvechimini ma’lum funksivalar
va ularning boshlangich funksivasi orgali chekli algebraik amallarni
qo‘llash natijasida topish mumkin bo‘lsa, bunday sistemalarga kvadraturada
mtegrallanuvehi deyiladi.

Ushbu y = (q,p), ¢ = (¢1,02, .-+ Gn)s P = (P1, P2, .-, Pn) ko'Tinishdagi 2n
koordinatali {y} vektorlardan tuzilgan R?" fazoni qaraylik.

7.2.1-ta’rif. Tkkita silliq F,G : E C R*™ — R funksiyalarning Puasson
qavsi deb quyidagi

tenglik yordamida aniglangan ® : £ — R funksivaga aytiladi.

Sillig funksiyalardan tuzilgan Puasson qavsi quyidagi:

1) {F, B2} = —{F, [},

2) {F A F Bty +{F {Fs, Fij} + {55, {F, I3} =0
munosabatlarni ganoatlantirishini tekshirish qgiyinchilik tug'dirmaydi.

Yuqoridagi tengliklarning birinchisi Puasson gavsining
antikommutativiigini bildiradi. Ikkinchisi esa Yakobi ayniyati deb ataladi.

Tkkita 1) va 2) xossaga ega bo'lgan algebraik amallar kiritilgan vektor
fazoga Li algebrasi deyiladi. Shunday qilib Puasson qavsi £ da aniglangan
silliq funksiyalar to‘plamin‘i Li algebrasiga aylantiradi.

Bundan tashqgari Puasson gavsi vana bir shartni ganocatlantiradi:

3) {F, R i)y = (I, Bt By + {Fy, B L.
Bu csa ko'paytma hosilasi uchun Leybnis formulasini eslatadi.

Ushbu

Wi Y, i—T (7.2.1)
dt sheD ’ -
ko'rinishdagi differensial fenglamalar sistemasiga Gameltonning kanonik
tenglamalar sistemasi deyiladi.
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Agar y = (q,p) ekanligini e'tiborga olsak, u holda (7.2.1) kanonik
sistemani quyidagicha yozish mumkin:

OH(gq,p) . dH{q,p)
_ o _ga,p) 22
‘ Op; 7 b g, (7:22)

Bu yerda H(g,p) ga (7.2.1) sistemaning Gamelton funksiyasi yoki
Gameltonyani deyiladi.
Gamelton tenglamalar sistemasiga misol sifatida ushbu

mid + F(z) =0

Nyuton tenglamasini olish mumkin. Haqigatan ham, ¢ = z, p = & deb olsak

. F
p:_"}g_f—)e
g=p

sistemaga kelamiz. Bunda Ganmeltonyan ushbu

2 g
H:p—+f £,
0

quyidagi

2 m
tenglik bilan aniglanadi.
7.2.2-ta’rif. Agar F va G funksiyalarning Puasson gavsi

{F.G}=0

tenglikni qanoatlantirsa, bu funksiyalar involyutsiyada deyiladi.
7.2.1-teorema. (Liuvill). {7.2.2) ko‘rinishdagi sistemani qaraylik.
Aytaylik £ € R* sohada aniglangan ikki marta uzluksiz differensiallanuvchi
bog‘lanmagan n ta funksiyalar Fy, Fy, ..., F, : F — R berilgan bo‘lib, ular
involyutsivada
{F,F,} =0 i =H

bo'lsin. U holda {7.2.2) Gamelton sistcmasi kvadraturada integrallanuvchi
bo‘ladi.

Isbot. Avvalo F; funksiyalar (7.2.2) sistemaning birinchi integrallaridan
iborat bo‘lishini ko‘rsatamiz. Hagigatan ham, agar ¢ = g¢(f), p = p(t)
funksiyalar (7.2.2) sistemaning yechimi bo‘lsa, u holda

Fi(g(t), p(t)) = Z (%%qz * gﬁ; ) N

OF; OH aF O9H
- —(F. HY=0
Z(Bqt ap; O 6q.) (5. H) \
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munosabat bajariladi. F, Fs, ..., F, funksiyalarning bog'lanmaganligidan,
va'ni ushbu dFy, dFs, ..., dF, differensiallarning chizigli erkliligidan, gaF : BE-)

dp;? Og
xususiy hosilalardan tuzilgan n x 2n o‘lchamli matritsaning n - tartibli xosmas

minori mavjud. Aytaylik noldan fargli minor oxirgi n - ustunda joylashgan,

ya'ni det (g}i) = () bo'lsin.

Yuqoridagi (7.2.2} sistemada (g,p) erkli o‘zgaruvchilardan (e, §) erkli
o‘zgaruvchilarga o‘tamiz. Avvalo a = (a1, @, ..., &) lar ushbu o; = Fi(g, p)
formula orgali berilgan bo‘lsin. Bundan p; larni topish mumkin, chunki
det (%}%) £ 0. Aytaylik, p; = fi(g, o) ko'rinishda bo'lsin. Endi w = w(q, &)

funksivani shunday tanlaymizki, natijada f; = %—;‘f

Analiz kursidan bizga ma’lumki bunday w funksivani mavjud bo‘lishi uchun

munosabat o'rinli bo‘lsin.

b, OPw  Fw 0.
dg;"  Bqi0g; Bq;0q By

afi
Ag;
tuzilgan matritsaning simmetrik bo'lishi zarur va yetarli, Bu shartni

tekshiramiz. Shu maqsadda F(q, f(g, @)) = « tenglikni ¢ argument bo‘yicha
differensiallaymiz. Natijada ushbu F, 4+ F,f, = 0 munosabatga ega bo‘lamiz.

shartning bajarilishi zarur va yetarli, ya’ni ushbu ( ) xususiy hosilalardan

Bundan f, = —F, ' F; topamiz. Bu yerda f,, Fp, F,; mos ravishda quyidagi

@) (&) (5)
8(}‘]' ’ ap] ’ qu

ko‘rinishdagi matritsalardan iborat. Oxirgi tenglikning ikki tomonini

transponerlab ushbu

tenglikni hosil gilamiz. Shﬁnday qilib biz quyidagi

fq = ,;F,
va'ni unga ekvivalent ho‘lgan
FFf = FRF]

shartni tekshirishimiz lozim. Oxirgi tenglik F; birinchi integrallarning
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evolyutivligidan kelib chigadi. Hagigatan ham:
Fiy Fip,... Fup, Py Fogo Fog,

FpF(;T =] ereeeeiriteeee N | TP =
anl Elpg an,. F}qn ngn... ann
valyutiviikka
= Z Fip Frg = =
asosan
F.h=1

(ZF,m M) = F,FT.
f.k=1

Izlanayotgan w = w(g, @) funksiya quyidagi

w(Q3a) = q(f! dQ)

o
egri chizigli integral orqali amiglanishi analizdan bizga ma’lum. Bu yerda
(f,dg) = Y1, fidg; - skalyar ko'paytma.
Quyidagi hosilani hisoblaymiz:

(aak) Z Bqaak

oH o _ op,
Opi’ Dgidoy, Dy
" OH dp; _ OH _day _ [ 0. k#1
— Op; Oy Doy O | 1, k=1.

Z{%:

Endi ¢ o‘zgaruvchl bo‘yicha mtegrallab ushbu

=t B o=y, k=T (7.23)
munosabatlarni topamiz. Integrallash natlja:nda hosil bo'lgan 34, Bs, ..., 5n
o‘zgarmaslarni @y, oy, ..., ¢, o'zgaruvchilarga go'shimcha sifatida gabul
qilamiz. Yugoridagi (7.2.3) tengliklardan ¢, larni o, 3 va ¢ lar orqali topish
mumkin.

Chunki,
a (ow of 1
detza‘t(éa) = ety T G, 7O |
Shunday qilib, (7.2.3) dan ¢ = g@{e5,t) topamiz. Bu yerda o =

(o1, gy oy ), B = (51, B2, ..., Bn). Natijada biz izlayotgan almashtirish
pi = filg, ), @ = a(t, o, f)
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ko‘rinishda bo‘lishini aniglaymiz. Bu almashtirish natijasida {7.2.2) Gamelton
sistema ushbu

F=0, &=0 (7.2.4)
ko‘rinishdagi sisteinaga o'tadi va u osongina yechiladi. Teorema isbotlandi.
Tecremani isbotlash jarayonida quyidagi lemmadan fovdalanildi.
7.2.1-lemma. Faraz qilaylik, Liuvill teoremasining barcha shartiari
bajarilsin. U holda birinchi integrallarni invelyutivligini saglovchi va
qaralayotgan Gamelton sistemasini va’na Gamelton sistemasiga o'tkazuvehi

va E' C F sohada ushbu
OF:{q,
det ( kg P)) £0
3pj
shartni ganoatlantiruvehi almashtirish mavjud.

7.3-§. Harakat — burchak turidagi o‘zgaruvchi

Agar H = H(q,p} Gamelton funksiyasi biror p; yoki ¢; koordinataga
bog'liq bo‘lmasa. u holda bu koordinataga siklik koordinata deviladi. Siklik
koordinata Gamelton sistemasining tartibini pasaytiradi.

Jumiadan, agar % = ) bolsa, u holda p; = 0, va™ni pi(¢) = const
bo'ladi. Ushbu ¢’ = (g2, 93, -, g ). P = (p2, p3, ..., pu) belgilashlarni kiritaylik.
U holda ushbu ¢ = Hy, P = ~H, sistemaning tartibi 2n — 2 ga tengligiga
ishonch hosil gilamiz. Bu yerda H Gameltonyan pp ga tayinlangan parametr
sifatida bog'liq. Bu sistemani yechgandan so'ng ¢1 = ¢:(¢) funksiyani ¢; =
I, (¢, p) sistemani integrallash natijasida topamiz.

Liuvill teoremasidagi kabi Gamclton sistemasi n ta bog'lanmagan va
involyutsiyvada bo'lgan birinchi integrallarga ega bo‘lgan holini garaylik.
Aytaylik, R* fazoda M sirt quyidagi

Filg,p) = a1, Fa(q,p) = aa. ..., Fo(q,p) = an {7.3.1)
tenglamalar orqali berilgan_bo‘lib, har bir (g;,p;) koordinata tekislikdagi
proyeksiyasi vopiq chizigdan iborat bo'lsin. Bu yerda oy, o, ..., a - ixtivoriy
tayinlangan o'zgarmaslar. Liuvill teoremasini isbotlash jaravonidagi lemmaga
ko'ra, def (gf)

avvalo (7.3.1) munosabatlardan p ni ¢ va o ning funksiyasi sifatida, ya'ni

# 0 deb hisoblashimiz nmunkin. Bu shartdan foydalanib,

i

p;i = filg, @) ko'rinishda aniglaymiz. So‘ngra, agar g, - siklik o‘zgaruvchi

bo‘lmasa ushbu
1
I = o f pidy;
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formula orgali vangi o'zgaruvchi kiritamiz. Aks holda, agar q; - siklik
o'zgaruvchi bo'lsa, u holda f; = p; tenglik orqali yangi o'zgaruvchini kiritib
olamiz. Shunday qilib, vangi I; o‘zgaruvchini quyidagicha aniglaymiz:
I { % §% pidg;, agarg; — siklik o’sgaruvchi bo’lmasa.
p; , agarg; — siklik o'zgaruvchi bo'lsa.

Bu yerda ~; M sirtning (g;,p;) tekislikdagi proyeksiyasi. Natijada biz I; =
I(e) ko'rinishdagi funksiyani qurib oldik. Faraz qgilaylik, det (Z) # 0
bo‘lsin. U holda oshkormas funksiyaning mavjudligi hagidagi teoremaga
asosan, teskari akslantirish, ya'ni o; = a;{J) mavjud. Liuvill teorimasidagi
w = w{q, a) funksiyadan foydalanib yangi

wig, I) = wig, a(I})

funksiyani aniglaymiz. Endi dastlabki (¢, p) o‘zgaruvchilardan yangi

Ow 1 .
w——aﬁhz—iQWMLn (7.3.2)

2w
o‘zgaruvchilarga o'tamiz. Bunda I; ga “harakat” turidagi o‘zgaruvehi, ¢; ga
esa “burchak” turidagi o‘zgaruvchi deyiladi. Teskari almashtirishni hiscblash
uchun, avvalo ushbu

Owlg a) _ dwig,I)

pi= flg,olr) = 20 = 2 (7.33)
tengliklarni e’tiborga olamiz, so‘ngra oshkormas funksiyva mavijudligi hagidagi
teoremani
Ow .
go.i+a—1i=0, i=1,n

munosabatlarga qo‘llaymiz. Buning uchun quyidagi Yakobiyanni hisoblaymiz:

det igﬁ = det ié‘_w = det _Q_a_w det Do =
8(}78]1 N ‘ BLc')qj - Bai(“)qj (')Ij -

8 dox oF:\ ' (e
= det (B_chfj) det (an) = (det Gp]) det (afj) #0.

Yakobiyan noldan fargli bo‘lgani uchun teskari funksiya mavjud, ya'ni

g=qlp,1).
Endi Gameltonyanni yangi o‘zgaruvchilardagi ko‘rinishini topamiz:

Hig.p)=Hlqle, I}, ple, 1)) = H(p, I).

Yangi o‘zgaruvchini bunday tanlash natijada ushbu

oy(I) = Fi(g,p) = H(q.p) = H(p, 1),
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vani H(p,I) Gameltonyan ‘“burchak” turidagi o‘zgaruvchiga bogiliq
bolmaydi. Shuning uchun A = H(I). Endi berilgan tenglamalar
sistemasining yangi o'zgaruvchilardagi ko'rinishini aniglaymiz. Bundan
oldin, vangi @, o‘zgaruvchilarga nisbatan berilgan tenglamalar sistemnasi
yana H = H{p, I) gameltonyanli (gamelton tipidagi) tenglamalar sistemasiga
o'tishini ko‘rsatamiz. (7.3.2) va (7.3.3) tengliklardan

- Owl(g, 1) . Ow

_ = 7.3.4
P g 0 T T (734
topamiz.
Istalgan silliq funksiya uchun
do d
d— — —dw = 3.5
” dtdw 9] (7.3.97)

tenglik o‘rinli, bu yerda d - funksivaning y = (g,p) o'zgaruvchi bo'yicha
differensiali.
Yuqoridagi (7.3.5 ) formuladan quyidagi

= g+ Y ddp = Y gl + S didigi =0 (7.3.5)

munosabatga ega bo'lamiz. Ushbu
. OH | oH
i = 'EE, Pi = 73711-
sistemadan

= pidg + > dudpy (7.3.6)
i i
tenglikni hosil qilamiz. H = H{p, 1 ) funksiya uchun

di = Z dl +Z (7.3.7)

munosabat o‘rinli. Yuqoridagi (7.3.5) va (7.3.6) tengliklardan
dH =dH =" idl; = > Ly (7.3.8)

kelib chiqadi. (7.3.7) va (7.3.8) tengliklarda di; va dl; differensiallarning
bog'lanmaganligidan

oH . aOH
by == o [y = == 73
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kelib chigadi. Bu esa sistemaning @, I o'zgaruvchilarga nisbatan Gamelton
turida ekanligini bildiradi. f (¢, 1) Gamelton funksiyasi ¢ - o‘zgaruvchilarga
bog‘liq emasligini, ya'ni H = H(I) ekanligini inobatga olsak, (7.3.9) sistema

I =0, ¢ = (1)
ko‘rinishni oladi. Bundan
I; = const, ¢, = v(I)t + const

kelib chigadi. Shunday qilib harakat 2n - o'lchamli “harakat-burchak”
o‘zgaruvchill fazodagi tor sirtida sodir bo'lar ekan.

7.4-§. Kanonik almashtirishlar

Oldingi paragrafda Gamelton turidagi sistemani sodda ko‘rinishga
keltiruvehi almashtirish {o‘zgaruvchilarni almashtirish) qurilgan edi. Bunda
asosly vazifanl w = w(q, I') funksiya o‘tagan edi.

7.4.1-ta’rif. Agar quyidagi

3 as
P = e B = P

shartlarni ganoatlantiruvchi silliq § = 8{q, @) funksiya topilsa, u holda P, =
Pula, B), gr = g, 8) koordinatalarga kanonik almashtirish deyiladi. Bunda
S = 8(g, ) ga hosil giluvchi funksiya deviladi.

7.4.1-lemma. Kanonik almashtirishga nishatan Gamelton tenglamalar
sisternasi invariant.

Isbot. Lemmani isbotlash uchun oldingi paragrafdagi (7.3.4), (7.3.9)
formulalarga kelish jarayonini takrorlash yetarli. Bunda 5 = w, 8 = ¢, o —
I almaghtirishlarni bajarish lozim.

Ravshanki, oldingi paragrafdagi {(p,q) — {{.¢) almaghtirish — kanonik
almashtirishdan iborat bo‘ladi. Bunda hosil giluvchi funksiya vazifasini wiq, I)
o'tayd:.

Ushbu
i = OH{q,p) . __0H(g,p)
' ap dq;
sistemani sodda ko'rinishga keltiruvchi kanonik almashtirishni qurishda hosil
bo'lgan sistemaning gameltonyani bitta o‘zgaruvchiga {masalan o) bog'liq
bo'lib golgan o‘zgaruvchilarga {7 ga) bog'liq bo'lmasligi lozim. Agar biz
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shunday gameltonyanni topsak, u holda quyidagi

g = -2 =
: I ’ 7.4.1
By = ¥3—i = const = ( )

sistemaga cga bo'lamiz. Bundan
oy = const, 3y =t + S . (7.4.2)

kelib chigadi.
Shunday gilib, S{g, @) hosil giluvchi funksivani shunday tanlaymizki,

h
ushhu 43 as

i

P = 5{;;: e = éa
almashtirish  H{g,p) Gameltonyanni H(a) Gameltonyanga o‘tkazsin.
Boshqacha aytganda, S(g, ) funksiya quvidagi
Hio, 50 = )
xususiy hosilali tenglamani qanoatlantirsin. Bu tenglamaga Gamelton-Yakobi
tenglamasi deyiladi. Kanonik almashtirishni qurish uchun Gameclton-Yakobi
tenglamasining birorta xususiy yechimini topish zarur.

7.4.1-misol. Garmonik ossilyator tenglamasi.

Ushbu )
Ly ag
Hiq.p) = v+ — (7.4.3)
ko‘rinishdagi Gamelton funksivaga ega ho‘lgan
aH JH
=22 = — 7.4.4
=% "5 (7.4.4)

tenglamalar sistemasini garaylik. Bu holda kanonik almashtirishui qurish
uchun quyidagi

- H(g, %§> - H{a)

Gamelton-Yakobt tenglamalaridan S{g,«) yo'naltiruvehi funksiyani topamiz.
Aytaylik, H{cr) = ar bo'lsin, u holda
a3\ * aq’ '
— = 7.4.5
(8(1) T = ( )
tenglama hosil bo‘ladi. Bundan

¢ 2
S = f Vo - L, (7.4.6)
in




formulani topamiz. Biz izlayotgan kanonik almashtirish quyidagi

as 1 dg
=22 = -/ . B— (7.4.7)
8a 2 % "Q' _ aqg/m
a9 ag?
=2 o fe- 4.
P =\ (7.4.8)

formulalar orqali topiladi. Tanlanishiga ko'ra, f{a) = o bo‘lgani uchun, yangi
o'zgaruvchilarga nisbatan Gamelton sistemasi

_ 0H (o) B 6_04

8 88 %
. BH Ba
A= aa

ko‘rinishni oladi. Bu sistemani yech1b,
a=const, B=1—1

topamiz. Bu yerda ty - biror o‘zgarmas son. Endi teskari (o, 8) = (¢,p)
alamshtirish bajaramiz. Buning uchun (7.4.7) integralni hisoblaymiz:

*t—tgﬁﬂ-—arcsmq‘j 1/——arcsmq(;1,l’

Bundan va {7.4.8) munosabatdan foydalanib,

g = /Zsin [\/Z (t — ty) + arcsin /L],
P = 0 COS [\/g(t — tg) + arcsin ;1‘%;610} .

yechimni hosil gilamiz.

(7.4.9)

7.5-§. Xususiy hosilali birinchi tartibli bir jinsli differensial
tenglamalar

TIkki o‘zgaruvchili u{z,y) funksiya biror I < R? sohada aniglangan
bo'lsin. Bu verda & va y lar erkli o'zgaruvchilar.
7.5.1-ta’rif. Erkli o'zgaruvchi = va y hamda noma’lum funksiya u va

uning xususty hosilalari u}, = 3;, Uy, = g“ orasidagi ushbu

F($7y7 u1 uzauy) = 0 (751)

funksional bog'lanishga birinchi tartibli xususiy hosilali differensial tenglama
deyiladi.
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Quyidagi xususiy hosilali tenglamalarni ko‘rib chigarmiz:
1. Ushbu
Az, y) +B(~”€ y) +f(ﬂ" yu) =10 (7.5.2)

ko‘rinishdagi tenglamaga b1r1nch1 tartlbii xususiy hosilali kvazichizigli
differensial tenglama deb ataladi.
2. Ushbu

du Ou
Alz, y)% + B(x,y)-@ + C{z,y)u+ D{z,y) =0 (7.5.3)

ko‘rinishdagi tenglamaga birinchi tartibli chizigli bir jinsli bo‘lmagan xususiy
hosilali differensial tenglama deyiladi.
Agar (7.5.3) tenglamada D{z ,y) = 0 bo'lsa, u holda ushbu

Ale, y)—+B($ y) +C(a: y)u = 0(7.5.3")

ko‘rinishdagi tenglamaga birinchi tart.lbli bir jinsli chizigli xususiy hosilali
differesial tenglama deyiladi.
Soddalik uchun C(z,¥y) = 0 holni, ya'ni

Alz, y)a + B(z, y)gz 0 (7.5.4)
ko‘rinishdagi birinchi tartibli bir jinsli ikki o‘zgaruvchili xususiy hosilali
chizigli differensial tenglamani garaylik.

Aytaylik, B? > D sohada A(z,y), B(z,y) € C'(D) funksiyalar bir
marta uzluksiz differensiallanuvchi bo'lib, A*(z,%) + B*(z,y) > 0 shartni
ganoatlantirsin.

Yugoridagi (7.5.4) tenglamaga mos quyidagi

dr dy

A B
oddiy differensial tenglamalar sistemasini tuzib olaylik. U holda (7.5.5)
differensial tenglamalar sistemasiga (7.5.4) xususiy hosilali differensial
tenglamaning xarakteristik tenglamasi deyiladi.

= dt (7.5.5)

Faraz qilaylik,
x=x(t), y=ylt) {7.5.6)
funksiyalar (7.5.5) oddiy differensial tenglamalar sistemasining integrali
(yechimi) bo'lsin.
Agar biror ¥(z,y) funksiya uchun ushbu

Ylz(t),y(t)) = C = const
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ayniyat (7.5.5) sistemaning har bir integral chizigt uchun bajarilsa, u holda
quyidagi
v(z(t),y(t)) = C
tenglikka (7.5.5) sistemaning birinchi integrali deyiladi.
7.5.1-teorema. Ushbu w{z, y) = ¥{r, y) funksiya (7.5.4) xususiy hosilali
bir jinsli differensial tenglamaning yechimi bo‘lishi uchun

Ylz,y)=C

ifoda (7.5.5} sistemaning birinchi integralidan iborat bo‘lishi zarur va yetarli.
Isbot. Zaruriyligi. Aytaylik, w = ¢(z,y} funksiya (7.5.4) xususiy
hosilali differensial tenglamaning yechimi bo‘lsin, va'ni

ayniyat bajarilsin. Ikkinchi tomondan (7.5.6) integral chiziglar ustida %
funksiya ¢ parametrga bog'lig bo'ladi, ya'ni

Plz(t), y(t)) = ¢(t)

orinli bo'ladi. Bu tenglikning ikkala tomonini ¢ o‘zgaruvchi bo'vicha

differensiallaymiz:

dy_ 0% du B dy
i or e " dy dt (757)

Bunda x = z(t), y = y(t) funksiyalar (7.5.5) sistemaning yechimi bo‘lgani
uchun d d
L Y
— =4 —=2B
dt Todt
munosabatlar bajariladi. Bundan foydalanib (7.5.7) tenglamani quyidagicha
yozish mumkin:

dip M _
o= 'G_J:MA ayB =0,
ya'ni
dip
i 0.

Bundan esa o'z navbatida

p(z(t), y(t)) = const

ekanligi kelib chiqadi. Oxirgi tenglik (7.5.5) sistemaning birinchi integralini
ifodalaydi.
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Yetarliligi. Faraz qilayiik, «(z,y) = ¢ (7.5.5) sistemaning birinchi
integralidan iborat bo‘lsin. U holda (7.5.6) integral chiziglar ustida
P(z(t),y(t)) = C tenglik bajariladi. Bu tenglikning ikkala tomonini
differensiallab,

dip = 8‘; if-}-%'i—i_dczo (7.5.8)
munosabatni topamiz. Bunda z = xz(f), ¥y = y(#) funksiyalar (7.5.5)
sistemaning integrali, ya’ni yechim bo‘lgani uchun
dx dy
- @=P
o‘rinli. Bundan ko'rinadiki, w = ¥(z,¥) funksiya (7.5.4) xususiy hosilali
differensial tenglamaning yechimi bo'lar ekan, ya'ni
o TIJ
o TP
Shunday qilib, biz (7.5.4) ko‘rinishdagi xususiy hosilali differensial tenglama
bitan (7.5.5) ko‘rinishdagi ushbu
dr  dy
dt 7 de
oddiy differensial tenglamalar orasida uzviy bog'lanish borligini ko'rsatdik.

= (.

=B

7.5.1-izoh. Agar ¥(xz,y) = C (7.5.5) sistemaning birinchi integralidan
iborat bo'lsa, u holda (7.5.4) xususiy hosilali differensial tenglamaning
umumiy yechimi
ulz, y} = f{Y(z,y))
ko‘rinishda bo‘ladi. Bu yerda f — ixtivoriy uzluksiz differensiallanuvchi
funksiva, va'ni f € C".

Misollar yechishga namunalar

1 - misol. Ushbu __ Ia_u 2 o i
- T or By
bir jinsli xususiy hosilalali differensial tenglamaning vechimi topilsin.
Yechish. Avvalo, berilgan xususiy hosilali differensial tenglamaga mos
keluvehi oddiy differensial tenglamalar sistemasini tuzib olamiz:
L
z —2y
Endi, quyidagi



oddiy differensial tenglamalarning yechimlarini topamiz:

dr ot
j?—/dt, z(t) = Ce,

d
2—3 =— [ dt, y(t)=Cre™.

Topilgan bu yechimlarni o’zaro ko’paytirib,

z(t)/ylt) = C, C=C-C, = const
tenglikni hosil gilamiz. Demal,

blz.y) =2y = C
funksiya
dx dy
— ==t
x —2y

oddiy differensial tenglamalar sistemagining birinchi integralidan iborat bo'lar
ekan. Shuning uchun

u(z,y) = z./y
funksiya berilgan xususiy hosilali differensial tenglamaning yechimi
ho'ladi. Yuqeridagi 7.5.1-izohga asosan berilgan xususiy hosilali differensial
tenglamaning umumiy yechimi ushbu

u(z,y) = fleyy), Vfe !
ko'rinishda bo'ladi. Agar

fl@)==
ko'rinishda bo’lsa, u holda
u(z,y) = z/y
funksiya berilgan differensial tenglamaning vechimi bo'ladi. Agar
fla) =a®

ko’rinishda. bo’lsa, u holda ushbu

u(z,y) = (2v/y)” = 2%y

funksiya berilgan xususiy hosilali differensial tenglamaning yechimidan iborat
bo’ladi.

2-misol. Ushbu Ju QE B

dr "oy
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xususiy hosilali bir jinsli differensial tenglamaning vechimi topilsin.

Yechish. Berilgan xususiy hosilali differensial tenglamaga mos keluvchi
d.
.
Ly

oddiy differensial tenglamalar sistemasini tuzib olamiz. Ushbu
/ dr j’ dy
T
integrallarni hisoblah, uning yechimini topish mumkin:
r=—lny+InC=y-e*=C, C = const.

Bu esa oddiy differensial tenglamalar sistemasining birinchi integralidir.
Demak, quyidagi

U(.’L‘, y) =ye*
funksiya berilgan xususiy hosilali differensial tenglamaning vechimidan
ihorat bo'lar ekan. 7:5.1-izohga asosan berilgan xususly hosilali differensial
tenglamaning umumiy yechimini ham topish mumkin:

ulz,y) = fly- &), Vfel

7.6-§. Birinchi tartibli xususiy hosilali chizigli differensial
tenglama uchun Koshi masalasi

Birinchi tartibli ikki o‘zgaruvchili xususiy hosilali chizigli differensial
tenglamaning umumiy ko'rinishi quyidagicha bo'ladi:

a(z, y)% + b(z, y)gz + oz, y)u = flz,y). (7.6.1)

Bu yerda a = a(z,y), b = bz,9), ¢ = clz,y), f(z,y). D(C R?)
sohada aniglangan va uzluksiz differensiallanuvchi funksiyvalar bo'lib,
a{z,y), b(z,y) # (0,0), V(z,y} € D shartni qanoatlantiradi. B? - tekislikdagi
~ — egri chiziq ushbu

r=p(s), y=9(s), s €= (s1,9)

ko'rinishdagi tenglamasi bilan berilgan bo‘lib,

(&'(s),¥'(s)) # (0,0), ¥s € ]

shartni ganoatlantirsin. Boshgacha aytganda, «y — siiliq chizig bo‘lsin.
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Aytaylik, v chiziqda u(x, y) — noma’lum funksiyaning giymati
ul, = h(s), (7.6.2)
ya'ni
ul, = ulp(s),¥(s)) = his), Vs €l (7.6.3)
berilgan bo‘lsin. Bu yerda h € C'(7) - berilgan differensiallanuvchi funksiya.
7.6.1-ta’rif. (7.6.1) xususiy hosilali differensial tenglamaning {7.6.3)
boshlang‘ich shartni ganoatlantiruvchi wu(z,y) yechimini topishga Koshi
masalasi deyiladi.
(7.6.1) ko'rinishdagi xususiy hosilali differensial tenglamaga mos keluvchi
xarakteristik tenglama ushbu
% = a(z,¥), % = b(x,y) {7.6.4)
ko‘rinishda bo‘ladi. Bu oddiy differensial tenglamalar sistemasining yechimlari
{fazoviy trayektoriyalari) (7.6.1} xususiy hosilali differensial tenglamaning
xarakteristikalari deyiladi. Xarakteristikalar bilan (7.6.1) xususiy hosilali
differensial tenglama o'rtasida uzviy bog'lanish mavjud.
7.6.1-Lemma. Xarakteristika ustida ushbu

(7.6.5)

munosabat o‘rinli.
Isbot. Faraz qiiavlik,

r=xz(t), y=ylt)
{7.6.4) sistemaning yechimi, ya'ni xarakteristikalar berilgan ba'lsin. U holda
quyidagi

oudr | Oudy _

d Ju du

tenglikka ega bo‘lamiz.
7.6.1-teorema. Agar v - berilgan egri chirig (7.6.1) xusuiy hosilali
differensial tenglamaning xarakteristikalariga urinmasa, u holda {7.6.1)-{7.6.3)
Koshi masalasi v egri chizigning biror atrofida yagona vechimga ega bo‘ladi.
Isbot. Mavjudligi. Berilgan ~ egri chiziquing har bir nuqtasidan
xarakteristika chigaramiz, ya'ni (7.6.4) sistema uchun quyldagi Koshi
masalagini yechamiz:

dx
TE = (I(I, y)a
{ &~ bo.y) (7.6.6)
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Tlimg = 9(8) Ylig = ¥(s), s€1=(51,9).

Bu masalaning yechimi mavjud va yagona bo‘lgani uchun, uni
r=uz(t,s), y=ylts) {7.6.7)

ko‘rinishda yozish mumkin. Bu xarakteristikani mos ravishda [, orqali
belgilaymiz. 7.6.1-lemmaga ko'ra I, - xarakteristika ustida (7.6.1) tenglama
quyidagi ko'rinishni oladi:

du Jdudr Sudy Ou du
E_t- = %E{ + 5&'&? = a(x, y)gzg + b(l‘, y)% = f(.f, y) - C(:l',', y)uv
va'ni
%3; +cu = f,
ul,_g = h(s)
hosil bo‘ladi. Shunday qilib, biz (7.6.8} chizighi oddiy differensial tenglamaga
qo'yilgan Koshi masalasiga ega bo'ldik. Endi (7.6.8) masalaning yechimini

(7.6.8)

u=uw(t,s)

orgali belgilymiz va w{t,s) funksiyaning z,y o'zgaruvchilarga nisbatan
silligligini ko‘rsatamiz. Buning uchun (7.6.7) tenglamalar sistemasidan ¢, s
larni x va y lar orqali aniglaymiz. Shu magsadda quyidagi Yakobianni

tekshiramiz:
dr Ay
s 8| | v
dr Oy |a(z,y) bz.y)
ot ot

= bz, y)¢'(5) — alz, )¢ (s) £ 0.
Chunki, berilgan +y egri chiziq {; xarakteristikaga urinmaydi.
Endi, oshkormas funksiya mavjudligi hagidagi teoremaga asosan (7.6.7)
dan t = {xz,y), s = n(z,y) larni topamiz. So'ngra bu topilganlarni (7.6.8)
masalaning yechimi v = w(t, s) ga qo'yamiz. Natijada ushbu

w(t, s) = w(&(z, y), nlz, v)) = ulz, y)

munosabatni olamiz. Bu esa biz izlagan yechimdir.
Yagonaligi. Faraz gilaylik, berilgan masala ikkita ui(z,y) va us(z,y)
yechimlarga ega bo'lsin. Quyidagi

= U; — Uy
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belgilashni kiritaylik. Ko‘rinib turibdiki, @{z,y) funksiya ushbu

a2, y) 5% + bz, )3 + c(x,y)i =0,

il, =0

(7.6.9)

Koshi masalasining yechimidan iborat. 7.6.1-lemmaga ko‘ra, (7.6.9) ni
quyidagicha yozish mumkin:

dit A
E*C‘M—O,

“ (7.6.10)
Ulpg = 0.
Bu Koshi masalasi faqat & = 0 nol yechimga ega bo'lishi ravshan. Bundan

11 = ug kelib chigadi.

Misollar yechish namunalari
1-misol. Ushbu Koshi masalasining yechimi topilsin:
du du
x% + ya—y = 01 u(IJyﬂy:l = €.
Yechish. Avvalo berilgan xususty hosilali tenglamaga mos keluvehi
xarakteristik tenglama tuzib olamiz:

. ' = (et
d—fzz,:n:Clet r = Cie,
dy ¢

a - v=Gr ly=0e,

bu verda C va (s ~ ixtivoriy haqiqiy sonlar.
Bundan

T

— = const

ekanligi kelib chigadi. Bu tenglik oddiy differensial tenglamalar sistemasining
birinchi integralidan iborat bo'ladi. Shuning uchun berilgan xususiy hosilali
differensial tenglamaning umumiy yechimi

uler,y) = f (g) S e CA(D)

ko'rinishda bo'ladi.
Endi ushbu
wr, )=z
boshlangich shartdan f{z} = 2z kelib chigadi. Demak, berilgan Koshi
masalasining yechimi
u(z,y) =
Y
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ko‘rinishda ho'lar ekan.
2-misol. Ushbu Koshi masalasining yechimini toping:

du  Bu

—+—=10 v, =1
5 T gy U Yy
Yechish. Berilgan xususiy hosilali differensial tenglamaning xarakteristik
tenglamasi
dr dy
@bt
ya'ni
dr dy
T4
ko'rinishda bo‘ladi. Quyidagi
dr _dy
11

tenglamani integrallab,
y—z=C, C=const

xarakteristikalarni topamiz. Bu esa oddiy differensial tenglamalar
sistemasining birinchi integralidan iborat bo‘ladi. Shuning uchun berilgan
xususiy hosilali differensial tenglamaning umumiy yechimi

w(z,y) = fly @), vfeC
ko‘rinishda bo'ladi. Boshlang‘ich shartlardan foydalanib
w(r,z) = f(0)=1
ckanligini topamiz. Demeak f(z) -ixtiyoriy differcnsiallanuvchi funksiya bo'lib

floy=1

shartni gancatlantirar ekan. Agar f(z) = cosz bo'lsa, u holda u(z,y) =
cos(y — x) ko‘rinishdagi funksiya berilgan Koshi masalasining yechimidan
iborat bo'ladi. Qaralayotgan holda berilgan Koshi masalasining yechimi
cheksiz ko'p. Chunki, y — & = 0 chiziq xarakteristika bo‘ladi.

7.6.1-teoremada ta'kidlanganidek, Koshi masalasining yechimi mavjud va
yagona bo'lishi uchun + — egri chiziq xarakteristikadan iborat bo‘lmasligi
lozim, xattokl xarakteristikaga urinishi ham mumkin emas.

3-misol. Ushbu Koshi masalasining yechimini toping:

I% + ygz =1, u(z,y)l,, ==
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Yechish. Berilgan xususiy hosilali tenglama bir jinsh bo‘lmagani uchun,
uning umumiy yechimi

H(I’ y) = UO(.’E, y) + umus(mty)

ko‘rinishda bo'ladi. Bu yerda wug{z, y) funksiva quyidagi
5‘ Dy
u” Cty =0
Yoy
bir jinsli differensial tenglamamng umumiy yechimi. Biz bu differensial
tenglamaning umumiy yechimini 1-misoida topgan edik:

wolz,y) = f (g) viec

¥ndi tegys (2, ¥) - xususiy yechimini topish bilan shug‘ullanamiz. Buning uchun
d dy
Ty =Y
xarakteristik tenglamalardan foydalanib, quyidagi hosilalarni hisoblaymiz:
duxus(x(t):y(t)) _ 6“3:%9(_:5_{ auxus@ _ auxusx n Figys
dt dr dt Oy dt dz dy
Demak, tizys(2(t), y(t)} yechim xarakteristikalar ustida ushbu

y=1

dua;us
df
tenglamani ganoatlantirar ekan. Bu tenglamani integrallab,

=1

Upys = ¢
ekanligini topamiz. Endi xarakteristik tenglamalarni integrallab, ushbu
z(t) = Ce' va y(t) = e
xarakteristikalarni topamiz. Bunda boshlang'ich shartdan foydalanib,
=5(0) = Che® = (4,
y=¢, t=Iny
munosabatlarga ega bo‘lamiz. Nihoyat,
Ugys = Y

hosi! bo‘ladi. Shunday qilib, berilgan xususiy hosilali differensial tenglamaning
umumiy yechimi

ulz,y) = f(%) +lny
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ko‘rinishda ho'lar ekan. Boshlang'ich shartga ko'ra,
wlz, )=z, flry==z
bo'ladi. Bundan foydalanib, biz izlagan Koshi masalasining yechimini topamiz:

u(z,y) = g + Iny

4-misol. 5 5
u U
= = : 611
U2, U)oy = 0(2) (76.12)
Koshi masalasini  qaraylik. Bu yerda < (x) - berilgan uzluksiz

differensiallanuvchi funksiya. Bu Koshi masalasini yechish uchun avvalo,
uning xarakteristik tenglamasini tuzib olamiz:

dx _ dy
bi(z,y)  bolw,y)

So'ngra uning birinchi integralini topamiz:
Yl y) = C.
Bundan so'ng (7.6.11} tenglamaning umumiy yechimini aniglaymiz:
u(z,y) = f (d(a,y)), Ve C(D).
Endi (7.6.12) boshlang’ich shartdan foydalanib,

(@, Y)l,my, = (W7, 40)) = @lx) (7.6.13)

= dt.

topamiz. Oxirgi
f iz, p0)) = olz)
tenglikdan ¢ funksiyani tepamiz. Bundan esa
Vi) = fy' (pl2))

topib, berilgan Koshi masalasining

w(z,y) = f (£, (o)) (7.6.14)
vechimini hosil gilamiz.
5-misol. Ushb
misol. Ushbu o ou .
Tor yay N
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tenglamaning
u(®,Y)lymp = p(x) € C*
boshlang‘ich shartni qancatlantiruvchi yechimini toping.
Yechish. Avvalo, berilgan xususiv hosilali differensial tenglamaning
xarakteristik tenglamasini suzamiz:

d
oWy

Y —-x .
So‘ngra ushbu

rdr = —ydy
oddiy differensial tenglamani integrallab,

2 2
s=-LH0d P =20=0

uning birinchi integralini topamiz. Bundan foydalanib, berilgan xususiy
hesilali differensial tenglamaning umumiy yechimini aniqlaymiz:

u(z,y) = f(&* +4*), vfeC".
Berilgan boshlang'ich shartdan foydalanib,
u(@, y)l,—p = plz) = f(z*)

munosabatni hosil gilamiz. Demalk,

ko'rinishda bo'lar ekan. Bundan esa

u(xz,y) = p(vVz? + y?)

Koshi masalasining yechimi kelib chigadi.
6-misol. Ushbu

9 o
bz, y)a—: + ba(z, y)£ =0 (7.6.15)

differensial tenglamaning quyidagi

z=@i(t), y=pa(t), u=t) (7.6.16)

chizigni o'z ichiga olgan u(z, y) yechimi topilsin. Bunda ¢(t) = u{@((t), wa(t))
ayniyatning bajarilishi lozim. Boshgacha aytganda (7.6.15) tenglamaning
berilgan (7.6.16) chizigdan o‘tuvchi integral sirtini topish talab gilinadi.
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Yechish. Qaralayotgan masaiani yechish uchun xuddi avvalgidek
dx dy

—_ — N
o)~ by " (76.17)
xarakteristik tenglama tuzib olamiz.
Aytaylik,
P(z,y) = C (7.6.18)

(7.6.17) oddiy diflerensial tenglamaning birinchi integrali bo‘lsin.

Faraz qilaylik, z = ¢1(t), ¥ = () egri chizig (7.6.18) chiziglar oilasiga
kirmasin, ya'ni (7.6.15) differensial tenglamaning xarakteristikalaridan iborat
bo'lmasin. Boshqacha aytganda, © = ¢1(t), y = (¢} (7.6.17) tenglamaning
integral egri chizig'idan iborat bo'lmasin. Bu chizigning tenglamealarini
{7.6.18) tenglikka qo‘yib,

W(i(t), pa(t)) = ¥(t) = C : (7.6.19)
munosabatni topamiz. Oxirgl (7.6.19) tenglikdan ¢ o‘zgaruvchini aniqlaymiz:
t=w(y).

Endi ushbu

u=pw(@) = f(¥(y)
funksiyani garavlik. Bu esa (7.6.15)-(7.6.16) masalaning vechimini beradi.
Chunki,

p(w(®)) = plw((e(t), v2(0)) = elw)) = pt).
Faraz gilaylik, z = @ (t), ¥ = 2{t) egri chizig (7.6.17) oddiy differensial
tenglamalar sistemasining integral chizig'i bo'lsin, ya'ni

P{pr(t), p3(t)) = C = Cy = const.
U holda (7.6.15) differensial tenglamaning ixtiyoriy yechimi

ufz,y) = fylz,y), vfed!
ko‘rinishda bo'lgani uchun, u (7.6.17) oddiy differensial tenglamaning integral
chizig'i ustida o‘zgarmasdir:
Fp(er(t), w2(t))) = f(Co) = up = const. (7.6.20)

Berilgan {7.6.15)-(7.6.16) masala yechimga ega bo'lishi nchun u = {t) = uyg
tenglikning bajarilishi zarur va yetarll, Shuning uchun {7.6.20) shartni
ganoatlantiruvehi ixtiyoriy

U(Cﬁ,y) = f(l/)(ib“ay))
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funksiya uning yechimidan iborat bo'ladi. Bu yerda ug ixtiyoriy tanlangan son.
Bundan ko'rinadiki, bu helda (7.6.15)-(7.6.16) masala cheksiz ko‘p yechimga
ega bo'ladi.

7-misol. Ushb
misol. Ushbu Sy Ou

oz Yoy
tenglamaning quyidagi
Ne=2y=tu=t teR,
Nrz=t y=t u=1>, t€ R,
Nr=t,y=t,u=2,teR
egri chiziqlarni o'z ichiga oladigan yechimini toping, ya'ni 1), 2), 3) egri
chiziglardan o'tuvchi yechimi topilsin.
Yechish. 1) Avvalo berilgan xususiy hosilali differensial tenglamaga mos
keluvchi xarakteristik tenglama tuzib olamiz:
dr dy
e
Bu tenglamani integrallab,

x? —y® = C = const
uning integralini topamiz:
W(zy) =2’ -y’ =C.

Quyidagi
Vi) oa(t)) = (20 ~ 2 =3 =4

tenglikni tuzib olamiz. Bundan
1 /-
t = i-\f
AV

munosabatni topamiz. Berilgan Koshi masalasining yechimi
o 2 g2
ﬂ’ t >0,
wan=i=f
T
ko‘rinishni oladi. Chunki

¥ =9(p1(t), pa(t)) = ¥(x,y) = 2" — .
2) Qaralayotgan holda z = {, y =t chiziglar
dr _ dy

i x
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tenglamaning integral chiziglaridan iborat bo‘ladi. Bu holda (7.6.20)
tenglikka asosan berilgan Koshi masalasi yechimga ega bo‘lmaydi. Chunki,
u = p(t) = 1%, bu esa o‘zgarmas emas.

3) Bu holda ham = =t, y =t chiziq

dr dy
y |
oddiy differensial tenglamaning integral chizig'i bo'ladi. Lekin bu holda

(7.6.20} tenglik bajartladi, ya'ni

w=2=flz,y) = [ -] __, = F0),
=1

u(z,y) = flz* =), f(0) =2, VfeC

garalayotgan masalaning yechimi bor.

7.7-§. Birinchi tartibli xususiy hosilali kvazi chiziqli differensial
tenglama

Quyidagi

du du
alz,y, U)& + b(ﬁ,y,u);@ = flz,y,u) (7.7.1)

birinchi tartibli xususiy hosilali kvazi chiziqli differensial tenglamani qaraylik.
Bu vyerda a(x,y,u), b(x,y,u), flx,y,u) funksiyalar R® > @ sohada
aniqlangan, uzluksiz va differensiallanuvchi, ya'ni C'(G) fazoga qarashli
bo'lib, a® + b* > 0, ¥(x,y,u) € G shartni qanoatlantiradi.

Berilgan (7.7.1) differensial tenglamaning u = u(x,¥) yechimini ushbu

vlz,y,u) =10 (7.7.2)
ko‘rinishda izlaymiz. Bundan foydalanib, quyidagi xususiy hosilalarni
topamiz:
du _ u
e = T .
j au (7.7.3)
TP
dy &

Endi (7.7.3) tenglik orqali topilgan w}, u;, xususiy hosilalarning qiymatlarini

(7.7.1) tenglikka qo‘yamiz:

8 dv
Jx &
a(z’,y,u) l:_g_:} +b(‘I7y=u) [3—5:' = f(mryau)'
Bu du
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Bundan quyidagi
a(m,y,u)% + b(z,y, u)g—; — f(z,y,u)% =0 (7.7.4)
birinchi tartibli chizigli bir jinsli differensial tenglama kelib chigadi.

Demak, (7.7.1) ko'rinishdagi kvazi chizigli differensial tenglamani
yechimini topish masalasi (7.7.4) ko‘rinishdagi bir jinsli chizigli tenglamani
yechimini topish masalasiga keltirish mumkin ekan.

7.7.1-Teorema. Aytaylik, (7.7.2) tenglama R®* > D sohada z,y
o‘zgaruvchilarning differensiallanuvchi w = (z,y} funksiyani aniglasin.
Bunda v{z,y,u) (7.7.4) tenglamani va &£ % 0 shartni qanoatlantiradi. U
holda uw = ¥(z,y) funksiya (7.7.1) differensial tenglamani vechimidan iborat
bo‘ladi. i

Isbot. v(z,y,u) funksiva (7.7.4) differensial tenglamaning yechimidan
iborat bo‘lgani uchun, u x,y va u o'zgaruvchilarga nisbatan uzluksiz xususiy

hosilalarga ega, ya'ni g-;, %, gﬁ mavjud. Teorema shartiga ko'ra,

ov
u”®
bo'lgani uchun oshkormas funksiva mavjudligi haqidagl teoremaga asosan
g—ﬁ,g—? uzluksiz xususty hosilalar mavjud bo‘lib, ularnig qiymati (7.7.1)
tenglamaga qo‘yganda u ayniyatga aylanadi.
Isbotlangan bu teoremadan foydalanib (7.7.1) differensial tenglanani
yvechimini topish algoritmini keltirish mumkin.
Avvalo (7.7.4) differensial tenglamaga mos keluvchi oddiy differcnsial
tenglamalar sistemasini tuzib olamiz:
dr dy du
a b

Bu esa (7.7.1) xususiy hosilali differensial tenglamaning xarakteristik

(7.7.5)

tenglamasi. Uning integrallari esa xarakteristkalar deyiladi. (7.7.5) tenglama
ikkita chizigli erkli birinchi integrallarga ega:

7»91(177 yru) = Ol! Trf)?(wu y:u) - C?-
U holda (7.7.4) differensial tenglamaning umurniy vechimi
’U(.CL', Y, U,) - f(,tpl (Ir Y, u)r 1/]2{1': i, U)) V.f € CI (G)
ko'rinishda bo'ladi. Bunda viz, y, u) = 0 deb, quyidagi

f{wl{m,y,u),wg(m,y,u}) =0 (776)
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tenglamani hosil gilamiz. Bu tenglamani yechib wu(z,y) funksiyani topish
mumkin. (7.7.1) tenglamaning ixtiyorly xususiy vechimi (7.7.6) tenglamani
. qanoatlantirishint ko‘rsatish mumkin. Shu ma’noda (7.7.6) tenglik (7.7.1)
tenglamaning umumiy integralini aniqlaydi.

7.8-§. Misollar yechish namunalari

1-misol. Ushbu differensial tenglamaning yechimi topilsin:
du  Ou

Z =9
o, Vg, = 2

Yechish. Avvalo berilgan xususiy hosilali differensial tenglamaga mos

T

keluvchi xarakteristik tenglama tuzib olamiz:
de _dy _ du
r oy 2xy
Bu sistemaning ikkita chizigli erkli birinchi integrallarini topamiz:
l)f%:f%yﬁgzclzconst.
2) & :i—”y, 2y fdx = [du, 2yz +Cs = u, u— 2zy = Cy = const.
Demak quyidagi
Y1z, y,u) = % =Cy, do(z,yu) =u—2zy=C;
chizigli erkli integrallar hosil bo‘ladi. Ma'lumki, bu holda berilgan xususiy

hosilali differensial tenglamaning umumiy yechimi
Jn ) = £ u—22y) = 0, ¥ € CHG)
ko'rinishda bo‘ladi. Bu tenglamani ikkinchi argumentga nisbatan yechib,
u(z,y) = 2oy + fp(%), Vi € ¢
berilgan differensial teng[am‘aning vechimini topamiz.

2-misol. Ushbu Koshi masgalasi yechimini toping:

.’L'?E+ Aaﬁ—ué ?
Or y@y_ v

Wz, y)|,—0 =7 — z2.
Yechish. Oldingi misoldagi kabi berilgan differensial tenglamaning

xarzkteristik tenglamasini tuzib olamiz:
dr dy  du

z y o ou—y?
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Endi bu tenglamaning chizigli erkdi integrallarini aniglaymiz:

d d
l)j:—y:)’fzcl,
x ¥ Y
Y
z)d_yz du U y_cz
2
y o u-y Y

Natijada ushbu

2
z u—
Yulx,y,u) = 7 =C1, Yoz, y u) = yy =0,

(':hiziqli‘erkli integrallarni topamiz. Bundan foydalanib, u(z, ¥) — yechim uchin

2
Flap, a) = f(g,“;” ) =0

tenglamahi hosil gilamiz. Bu tenglamani ikkinchi argume_ntga nisbatan yechiE

u+y2
Y

= (,0(;)1 V(P‘E CHG), o

x
u(y) = ve(2) - y?
umumiy yechimni hosil gilamiz.
Boshlang'ich shartdan foydalanib, quyidagi munosabatlarga ega bo‘lamiz:

ulz,2) =2 —2° = 299{%) — 4,

290(%) =zr—1’+4,
plr) = 222 + x4+ 2.
Shunday qilib quyidagi
z z z?
u(ey) =yl 20 42~ yir ~ 2 - v,
ya'ni
u(z,y) =2y —y° — 2?932 +z

funksiya berilgan Koghi masalasining yechimi bo‘lar ekan.
Mustagil yechish uchun mashglar [13], §17, M1-15; [21], §20,
Ne9.46-976.
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VIII BOB. PARAMETRGA BOG‘LIQ
MASALALAR

8.1-§. Parametrga bog‘liq Koshi masalasi
Quyidagi
—y"+qlriy =My, 0<z<m, (8.1.1)
y(0)=1, y{0)=h (8.1.2)

Koshi masalasini garaylik. Bu yerda g(z) € C[0, 7] haqgigiy uzluksiz funksiya

bo'iib, h — ixtiyoriy haqigiy son, y(z) = y{z, A} esa noma'lum funksiya.
Odatdagidek, (8.1.1)-(8.1.2) Koshi masalasi yechimi mavjudligini

ko‘rsatish uchun, unga ekvivalent bo'lgan integral tenglama tuzib olamiz.
Aytaylik, y{x} funksiva (8.1.1}-{8.1.2) masalaning yechimi bo‘lsin.
Avvalo (8.1.1) differensial tenglamani ushbu

y' = flz), flz) =lgle) — Ay (8.1.3)
ko‘rinishda yozib olamiz. So‘'ngra ¢ = t € (0, 7) nuqtani olib, quyidagi
| Y =0, ylosy =0, Ylemi—1 (8.1.4)
Koshi masalasining yechimini topamiz va uni K (z, ) bilan belgilaymiz:
y=cTtcy, at+c=0,ca=1, =~—t Kz t)=z-t

Endi (8.1.3) bir jinsli bo'lmagan differensial tenglamaning umumiy vechimini
topaimiz:

y(z) = Ag + A1z —|—/ {x —t)f(t)dt. (8.1.5)
0
Berilgan (8.1.2) boshlang'ich shartlardan foydalanib, Ay va 4; o'zgarmaslarni
aniglaymiz: Ag = 1, A4; = h. Bundan va (8.1.3) belgilashdan foydatanib,
(8.1.5) formulani quyidagicha yozish mumkin:
y{x) =1+ hx +f (x —t)g(t) — Aly{t)dt. (8.1.6)
0
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Oxirgi (8.1.6) tenglik y(x) funksiyaga nisbatan Volterraning ikkinchi turdagi
integral tenglamasini ifodalaydi.

Shunday gilib, (8.1.1)-(8.1.2) Koshi masalasining yechimi mavjud bo'lsa,
u (8.1.6) integral tenglamani qanoatlantirar ekan. Aksincha, y(z) funksiya
(8.1.6) integral tenglamaning uzluksiz yechimi bo‘lsa, u (8.1.1)-(8.1.2)
Koshi masalasining ham yechimi bo‘ladi. Hagiqatan ham, y(z) funksiyaning
uzluksizligidan (8.1.6) tenglikning o‘ng tomoni diferensiallanuvehi bo'lishi
kelib chigadi. Bundan esa vning chap tomonining hosilaga ega ekanligi
ko‘rinadi. Shuning uchun (8.1.6} tenglikning ikkala tomonini differensiallash
mumkin:

h—f—/ [g{t) — Aly(t)dt (8.1.7)

Bu tenglikning ong tomonidagi integral ostidagi [g(z) — A]y(z) funksiyaning
uzluksizligidan, uni yana bir marta differensiallash imkoniyati hosil bo‘ladi:

y" = [g(z) — Ny(z).

(8.1.6) va (8.1.7} tengliklarda z = 0 desak, (8.1.2) boshlang‘ich shartlar ham
kelib chiqadi.

Shunday qilib, (8.1.1)-(8.1.2) Koshi masalasining (8.1.6) integral
tenglamaga ekvivalent ekanligini ko‘rsatishga muvaffaq bo‘ldik.

Endi, quyidagi asosiy tasdiglardan birint bayon gilamiz.

8.1.1-teorema. Agar g{x} € C[0,n| hagigiy uzluksiz funksiya va h € R
hagiqiy son bo'lsa, u holda

1) (8.1.1)-(8.1.2) Koshi masalasining [0, 7] kesmada aniglangan y{z) =
oz, A) yechimi maviud va yagona,

2) x o'zgaruvchining har bir tayinlangan giymatida ¢(z, A)- A bo‘yicha
1/2 tartibli butun funksiya,

3) Quyidagi

oz, A} = cos VAz + / K(z, t) cos VAtdt, {8.1.8)
0

K(z,2)=h+ 3 / " gty (819)

tasvir o‘rinli.

Isbot. Mavjudligi va yagonaligi. 1) Koshi masalasi yechimining
mavjudligini isbotlash uchun (8.1.6) integral tenglamaning uzluksiz yechimi
mavjud eckanligini ko‘rsatish yetarli. Buning uchun Pikarning ketma-ket
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yaqginlashishlar usulidan foydalanamiz. Quyidagi

wplxz, A) = 1 + hz,
on(@,A) = 1+ ha + /(3: —8)[glt) = Apns (b AV, nE N (8.110)
0
tengliklar orgali {gn(z, M)}y, = € [0,7], A € C funksional ketma-ketlik
tuzib olamiz. Aytaylik, R > 0 ixtiyoriy son bo'lsin. ¢, (z, A) ketma-ketlikning
z € [0, 7], |A| £ R bo‘lganda tekis yaginlashishini ko‘rsatamiz. Shu magsadda
ushbu

polz, A) + Z [r(z, A) — pe—1(z, A)] (8.1.11)

funksional gqatorni qaraymiz. Endi bu qatorning xususiy yig'indilaridan
tuzilgan

Safz, X) = WOIAHZ lor(x, A) — @r 12, A)] = onlz, A)
k=1

ketma-ketlikning tekis yaqinlashuvchi ekanligini ko‘rsatamiz. Buning uchun
ushbu
M = max |g(z})|, K = max |po(z, A)|
[0,7] [0,7)

belgilashlarni kiritib olamiz. So‘ngra quyidagi ayirmalarni baholaymiz:
a2 = ol A = | [ (@ = 0)ate) = Npolt, | <
0

< /TT(M+ R)Kdt =n(M + R)Kz
0

lp2{@, A) — @sla, A)| =

~|[ @ = late) = N lortz, %) — enle Nl de| <
0

T 2
< f [z o (M + Rye(M + R)Ktdt < x(M + RPKS.
0

Bu jarayonni davom qildirish natijasida ushbu

KrM+R)|'r

[en(@, A) — pna{a, A} < —. nEN (8.1.12)

n!
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tengsizlikka ega bo'lamiz. Oxirgi (8.1.12) baho matematik induksiva usulidan
fovdalanib csongina isbotlanadi. Ko'rinib turibdiki ushbu

IH—ZK M+R)]

n=1

sonli gator (8.1.11) funksional qator uchun majaranta qator vazifasini o‘taydi.
Demak, [M < R, x € [0,#] to‘plamda (8.1.11) funksional gator Veyershtras
alomatiga ko‘ra tekis yaginlashuvchi bo'ladi, Uning vigiindisini ¢(z, A)
orgali belgilaymiz. U holda p,(x, A) funksivalarning uzluksizligidan @(z, A)
funksiyaning uzluksizligi kelib chigadi. Agar (8.1.10) tenglikda n — oo da
limitga o'tsak,

oz, N) = 1+ hz + fn(:r, — B)[a(t) — Np(t, At

ayniyat hosil bo'ladi. Bundan esa o{z,A) funksiya (8.1.6) integral
tenglamaning uzluksiz yechimidan iborat ekanligi kelib chigadi.

Endi (8.1.6) integral tenglamaning yechimi yagona ekanligini ishotlaymiz.
Aytaylik, (8.1.6) integral tenglama ikkita {x, A) # ¥(z, A} yechimlarga ega
bo'lsin. Bu yechimlarni integral tenglamaga qo'yib, hosil bo‘lgan ayniyatlarni
bir-biridan ayiramiz:

ol ) = v ) = [ (@ = 0la(®) - Nfele, ) — v, )t
Bundan
[0z, 3) — Pz N < 7(M + R) /ﬂ et ) - BNl (3.113)

baho kelib chigadi. Agar quyidagi

x
(2) = [ et N - vV a
belgilashdan foydalansak, (8.1.13) tengsizlik ushbu
Z(z) —7(M+ R)z{z) <0 : (8.1.14)

ko‘rinishni oladi. Bu tengsizlikning ikki tomonini exp {—7({M + R)z} musbat
funksiyaga ko'paytiramiz va uning chap tomonini ko‘paytmaning hosilasi
ko‘rinishida yozib olamiz:

(2} exp {—m(M + R)a}) <0 (8.1.15)
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Bu tengsizlikda x = ¢ deb, hosil bo'lgan munosabatni [0, x] oraliq bo‘yicha
integrallasak, z(z) < 0 kelib chigadi. Yuqoridagi belgilashni e’tihorga olsak,

hosil bo‘ladi. Bundan o'z navbatida (z, A) = ¥(x, A) kelib chigadi. Bu esa
farazimizga ziddir.

2] Butunligi. Endi (z, A} yechimning A parametrga nishatan butun
funksiya bo'lishini isbotlaymiz. Aniglanishiga ko‘ra, ¢, (z, A) funksiyalarning
har biri [A] < R sohada golomorf bo‘lishi ravshan. Haqiqatan ham, @p{z, A) =
1 + Az golomorf. Bundan fovdalanib ushbu

ez \) =1+ hot f@ @ 0lg() — Nolt, Nt

funksivaning |A] < R sohada golomorfligiga ishonch hosil qilamiz.
Chunki, ¢;{z, A)A parametrga nisbatan birinchi darajali ko‘phaddir. Xuddi
shuningdek, quyidagi

wa(x, Ay = 1+ hx - /OI(';C — t}g(t) — M1 (¢, Aydt =

:1+hx+](:c—t)[q(i)—A]{1+ht+

0
+ f (= D)glt) = AJA + hr)dr ; di
/

tenglikdan o(z, A)A parametrga nisbatan ikkinchi darajali ko'phad
ekanligi ko‘rinadi. Bu esa oz, A) funksiyaning |A| < R sohada golomorf
ekanligini bildiradi. Yuqoridagi jarayonni davom qildirish natijasida
wn(x, Mfunksiyaning |A] < R sohada golomorf belishiga ishonch
hosil gilamiz. Veyershtrasping kompleks analizdagi teoremasiga ko'ra,
lim @, (xz, A) = @{z, A) limitik funksiya ham |A] < R sohada golomorf bo‘ladi.
7]?0; 0 soni ixtiyorly ho‘lgani uchun @(z, A) butun funksiya bo‘ladi.
3) Avvalo (8.1.1) differensial tenglamaga go‘yilgan

c(0,1) =1, J{0,1) =0 (8.1.16)
Koshi masalasining y(x, A) = ¢(z, A) yechimi uchun quyidagi
e{z, \) = cos VAz + / Afz, t) cos VAtdt - (8.1.17)
o
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tasvirning o‘rinli ekanligini ko'rsatamiz. Bu yerda A(z,f) yadro hagigiy
uzluksiz funksiyva bolib,

Alz,z) = % fn " o)t | (8.118)

shartni qanoatlantiradi,
Ma’lumki, {8.1.1}, (8.1.16) Koshi masalasi ushbu

sin \/_
f

integral tenglamaga ekvivalent. Bu integral tenglamani

Sin\/X(z—t)__ * B
4-—W -[ cos VA(s — t)ds

formuladan foydalanib ushbu

e(z, A) = cos VAz + /OI g(t)e(t, X) {]t:c cos VA(s — t)ds} dt

ko'rinishda yozish mumkin. Bundan

clz, ) =cosV Az + fnr {/j g(m)e(m, Xy cos VAt — T)d’."} dt

tenglik kelib chigadi. Ketma-ket vaqinlashish usulidan foydalanib, ushbu

ofz, Ay = cos /\m+f sin VM — 1) g(B)e(t, A)dt (8.1.19)

e{z, A) = Z oz, A (8.1.20)

funksional gatorni tuzamiz. Bu yerda

eolx, A) = cos VAz, (8.1.21)
x t
Crpt{. A) = ]0 {[; q()ea(r, A) cos VA(E — 'r)d-r} dt.

Matematik induksiyva usulidan foydalanib, «,(x, A), n = 1 funksiyalar
uchun

ez, A) = /OT An(z, 1) cos VAtdt (8.1.22)

tasvir o'rinli bo'lishini ko‘rsatamiz. Bunda A,(x, ) yadro, A o'zgaruvchiga
bog'lig emas. Avvalo ¢;{x, A) funksiyani hisoblaymiz:

cl(m,/\)zfox{/otq( ) cos Arcosf(t—r)dr}d
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_ % f cos VA { j q('r)d’r} dt+

0 0

%j {jq(’r)cos \/X(t—Qr)dr}dt.

0 0

Bu tenglikni oxirgi integralida ¢ — 27 = s almashtirish bajaramiz, natijada

ushbu
1 T t
ci{x, A) = Efcos VAt {/q(f)d’r} dt+

0 1}

+%j{jq(tgs)c%\ﬁsds}dt

0 ~i

tenglikka ega bo‘lamiz. Ikkinchi integralda integrailash tartibini almashtirib,

clr, A) = %/cos VAt {/q(r)dr} dt+-

0 0

1 r 7 t—s
-J—chos As {]q(—z—)dt} dt+

0 &

+

[ o

jcos Vs {jq(t_Ts)dt} ds =

—3

0

+%jcosﬁs{f {q(t;S)+q(t;3)] dt}ds

0 ]

= %jcosﬁt {jq('r}d‘r}dt+
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munosabatni olamiz. Bundan

clx,A) = Cosf {% g(7)dr+

+§[2‘[q(f;t)+fq(7f2”)] f}dt=

= [eosvied ;[ aterte 5 [ ayac par=
0 Q 0
= fAl{a:,t) cos VAtdt

0
kelib chigadi. Bu yerda

z+t

1 e
ate =3 [ @iy [T o, i<
0
Demak, n = 1 ho‘lganda {8.1.22) tasvir o'rinli ekan.

(8.1.23)

Endi, biror # > 1 nomer uchun (8.1.22) tasvirni to‘g'ri deb, uni n + 1
bo‘lganda o‘rinli bo'lishini ko‘rsatamiz. Buning uchun (8.1.22) tasvirni (8.1.21)

formulaga qo‘yamiz. Natijada ushbu

Crr1(z, A) = jjq(’r) cos VA(E — 7)x
00

X / Ay (7,8) cos vV Asdsdrdt =

_1 x tq(‘r) TAH(T,S) {COS\/X(s+t—T)+
20 0 0

+cosVA(s —t+ T)} dsdrdt

munosabatga ega bo'lamiz. Bu integralda s+t —7 =& vas—t+7=¢§

almashtirishlarni mos ravishda bajarib, quyidagi

Cop1(T, A) = f/q(r /tT (T, € + T — t) cos VAEdEdrdi+

27—t
- A7, — : d
+2/; /0 g(7) /Tﬁt (1,€ + & — 7) cos VAEdEdrdt
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tenglikni topamiz. Integrailash tartibini alimashtirish natijasida. ushbu
7
enr (2, ) = / Ana (i, ) cos v/ Nt (8.1.24)
0
tasvirga ega bo‘lamiz.Bu yerda
(e
Aotz =5 [{ [ aanter - gir-
t e—t

£

f g(T)AL(r,t — 7+ E)dr+
(8.1.25)
£t
+ / (T An(r, —t — 7+ £)dr b dt.
€1y,

Nihoyat, (8.1.22) tenglikni (8.1.20) qa‘[orga qo‘yib, (8.1. 17) tasvirga ega
bo'lamiz. Bu verda

Az, t) = Z Anlz,1). (8.1.26)
n=1
Yuqoridagi (8.1.24) va (8.1.25) tenglikiarga ko'ra,
T n In—l )
< -
ittt < { [Clatolas} T (8127

baho o‘rinli bo'ladi. Hagiqatan ham, (8.1.23) tenglikdan
.y et

1 2 z &
ool <5 [ @+ [T @i < [l

baho kelib chigadi. Agar biror 7 > 1 nomer uchun (8.1.27) haho o'rinli bo'lsa,
u holda (8.1.25) tenglikdan

A { [: oo | [ latorl o] Lo

« fyon [ wora] g
< [ [t [t lda} o ydrde <



<[ lq(ondo]w s o)

tengsizlik hosil bo‘ladi. Shunday qilib, 0 <t < x < a, a < o sohada {8.1.26)
qator tekis yaginlashuvelii bo‘lib, uning yig'indisi Az, ¢} uzluksiz funksiyadan
ihorat bo'ladi. Bundan tashgari, A(z,t) funksivaning siiligligi, ushbu

/0 " g(t)dt

funksiyaning silliqligi bilan bir xil bo'ladi. Yuqoridagi (8.1.24) va (8.1.25)
tengliklardan

1 X
Alz,z) = 5/{; qtydt, Api(z,2)=0,n>1

kelib chigadi.
Xuddi shuningdek, (8.1.1} differensial tenglamaga go'yilgan ushbu

s(0,A) =0, 5(0,7) =1 (8.1.28)

Koshi masalasining y¥ = s(z, A) yechimi uchun ham quyidagi

s(z,A) = sin\/;\a: + /Ufﬂ B(l{,i)%dt, (8.1.29)
B{z,z) = %/01 q{t)dt (8.1.30)

tasvirning o‘rinli bo'lishini ko‘rsatish mumkin.

Ko'rinib turibdiki, c{z,A) va s(x,A) yechimlar (81.1) differensial
tenglamarning chizigli erkli yechimlaridan iborat. Bundan esa (8.1.1)-(8.1.2)
Koshi masalasining y = @(z, A) {©(0, ) = 1,¢'(0, A) = h) yechimi uchun

@z, A) = Ac(z, \) + Bs(z, ),
@'(z,A) = Ad (2, \) + Bs'(z, \)

tengliklarning o'rinli bo‘lishi kelib chigadi. Bu yerda x =0 deb, boshlang‘ich
shartlardan foydalansak, A = 1, B = h kelib chiqadi. Natijada ushbu

wlx, A) = ez, A) + hs(z, A)

formula hosil bolladi. Bu tenglikning o‘ng tomonidagi c(z, A) va s{z, A)
yechimlarning o'rniga ularning integral tasvirlarini qo'ysak, quyidagi

@(z, X) = cosVAz + / K(x,t) cos v \tdt, (8.1.31)
0
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K(s,2)=ht f " aHdt (8.1.32)
0

formulalar kelib chigadi. Teorema ishot bo‘ldi.

8.2-§. Parametrga bog'liq Koshi masalasi yechimining
asimptotikalari

US}‘IBH .
' — +q(z)y = Ay, 0<z <m, (8.2.1)
y(0) =1, ¥(0) = h (822)

Koshi masalasini qaraylik. Bu yerda ¢{x) ¢ C[0,7] haqigly uzluksiz
funksiya, A € R haqiqiy chekli son. Oldingi paragrafda (8.1.1}-(8.1.2} Koshi
masalasining y(z) = ¢(z,A) yechimi mavjud, yagona va A € C kompleks
parametrga nisbatan butin funksiya bo‘lishi isbot qilingan edi. Endi, y(x) =
@(x, A) yechimning |A\| — oo bo‘lgandagi asimptotikasini o‘rganish maqgsadida
(8.1.1), (8.1.2) Koshi masalasiga ekvivalent bo‘lgan integral tenglama tuzamiz.
Buning uchun (8.1.1) differensial tenglamani

¥+ Ay = f(z) (8.2.3)
ko‘rinishda yozib olamiz. Bu yerda
flx) = qlzyy{x), y(x) = piz, X). (8.2.4)

So‘ngra, (82.3) bir jinsli bo‘lmagan differensial tenglamani Koshi usulidan
foydalanib yechamiz. Buning uchun = = ¢ € (0, w) nuqgtani olib quyidagi

Y4y =0, 4,.,=0 9, =1
Koshi masalasining yvechimini topamiz:

sin vz
\/X )
¥ (z) = ~C v AsinVaz + Cacos VAr.

y(z) = Chcos VAz + Cy

Boshlang‘ich shartlardan foydalanib Cy, Cs o'zgarmaslarga nisbatan

C) cos VAL + C’gﬂ‘\—r‘i—zﬁ = (,
—CivVAsin VA + Cycos VA =1
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tenglamalar sistemasini keltirib chigaramiz. Bu sistemani Kramer qoidasidan
foydalanib yechamiz:

Al cos VAt S———inf‘f/\x t ’
_\/Xs_'m \/Xt oS \/Xt
A 0 ‘M B Siﬁ \[Xt
1= 1 cos \/‘t \/X ’
cos VAL 0
Ao = = At
. Ssmi 1 cos VA
CI:AAl:ﬁSJn\/\gXt’ CQ:%:COSﬁt.
Demak,
y(z) = K(z.t) = S“i}f os Vaz+
ftSIDJ_Ax \/_sm\/— T —t).
Topilgan ushbu
K(z) = 2Nz t)
’ VA

funksiva xz argumenti bo'vicha y" + Ay = 0, ya'ni ‘FK(’” % 4 AK (z,t) =

0 differensial tenglamani ganocatlantiradi. Odatda, K (;r:,t) funksivani bir

jinsli differensial tenglamaning Koshi funksiyasi deyiladi. Bundan foydalanib,

(8.2.3) bir jinsli bo'lmagan differensial tenglamaning umumiy yechimini topish

mumkin:

sin
oS

Yugoridagi (8.2.4) belgilashni va (8.2.2) boshlang‘ich shartni inobatga olsak,

(8.2.5) tenglik )

y(z) = Apcos VAz + A f feysinvVa(z — t)dt (8.2.5)

h
2, A) = cos VAz + —— sin VAz+
wlz, A) 7

{8.2.6)
/ 51nfx—t] wlt, Mdt
ko‘rinishni oladi. Bu munosabat @(z, A) funksiyaga nisbatan Volterraning
ikkinchi turdagi integral tenglamasidir,
(8.2.1) differensial tenglamaning ushbu
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c(0,V) =1, (0,A) =0 vas(0, ) =0, §0,X =1

boshlang‘ich shartlarni qanoatlantiruvchi yechimlarini moes ravishda y =
c(x, A) va y = s{z, A) orqali belgilaymiz. Bu yechimlar uchun (8.2.6) integral
tenglama quyidagi

e{z, \) = cos VAz + ——f sin vV A(z — t)g(t)e(t, Ndt (8.2.7)
__sin Vv 1/
s(z, A) = A T s VA(z — t)q(t)s(t, N)dt (8.2.8)

ko'rinishni oladi.
8.2.1-lemma. Agar z € [0, 7, VA =k =o+ir ik| > 2f0 |g(#)| dt
ho'lsa, u holda
le(z, A)| < 2exp {|7|x}, (8.2.9)
|s(z, )| < 2exp {|7 )} (8.2.10)
baholar o‘rinli bo‘ladi.
Isbot. Quyidagi
Flz,A) = clz, N exp {— |7| z}
belgilashni kiritib olamiz. U holda
e(z, ) = e Pz, X)

tenglik o'rinli bo'ladi. Buni (8.2.7) integral tenglamaga qo‘yamiz:
1 xr
e F(a, \) = coskz + % f q(t)eF (2, X) sin k(x — t)dt,
0

ya'ni

1 T
Flz,\) = %’i—m + Efo gy =B Nsink(x — )dt.  (8.2.11)

Keyinchalik quyidagi elementar bahclashlardan foydalanamiz:
1

_(eia':r—'rr + e—ioz+‘ra:)

3 <

1, . .
|cos kx| = Lé(e”” + e )| =

1
< E{E-TI _l_e'rr) < €‘T|TJ,

[Sin kﬁ[ = %(eiar—rx _ e—iax+¢z) g

tl(eikr _ e*ikz) _

1
< §(€ﬁ7x +err) < e|r|$‘
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Aytaylik,
M()\) = max |F(z, A)|

0<La<n

bo'lsin. U holda yugorida olingan baholashga ko'ra, (8.2.11) tenglikdan ushby
| Fz, )] =1+ ﬁ/ﬂqu(t)]M(,\)dt
tengsizlik kelib chigadi. Bundan ushbu |
M) =11 M(A)ﬁ fo a0l db,

ya'ni

1 T
o (1- g [lawiar) <1 8213
| Jo
tengsizlikni olamiz. Lemma shartidan foydalanib
1 —/|q )| dt > 1 (8.2.13)
[k '

bahoni hosil qilamiz. {8.2.12} va (8.2.13) tengsizliklardan M(A) < 2 baho,
ya'ni [F(z, A)} < 2 kelib chigadi. Shunday qilib, {8.2.9) baholash isbot bo'ldi.
(8.2.10) baholash ham shu tarzda isbot qilinadi.
8.2.2-lemma. Agar z € {0,7], VA = k = o +ir, |k > 2 f] |q{t){ dt
bolsa, u holda

‘c{;r,)\)—cosﬁx' < ]kl] lg{t)| dt - eIl - (8.2.14)
sinv Az P
s(x, A) — < s ) dt- el 8.2.15
(o)) - _W_LQ()H.@ L (3215)
¢, 3) + Vsin Vo] <2 f gt dt- e, (8.2.16)
o
s'(x,A) — cos \/X.’L“ < %jﬁlq(t)[dt.eiﬂf (8.2.17)
0

baholashlar o‘rinli.
Isbot. Yugoeridagi (8.2.9) tengsizlikdan foydalanib, (8.2.7) integral
tenglamadan ushbu

\C(I,/\)——COS )\z‘<iklf ig(t)] |c(t, V)] |sink (z — )] di <

1 T
< £)] 2elmtel] H)dt<—f 0] dt - emle
i ) e <7 ),
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bahoni olamiz. Xuddi shuningdek (8.2.8) integral temglama va (8.2.10)

baholashga ko‘ra,

sz, \) — sin vz
VA

< iy [ a0 e < o [Matogae- e

tengsizlikni keltirib chlqaramlz.
Endi (8.2.14) va (8.2.15) tengsizliklarni isbotlaymiz. Buning uchun, avvalo
(8.2.7) va (8.2.8) integral tenglamalarni differensiallaymiz:

1 * .
< m | a@niste vl sink(a - ] 4t <

d(z,\) = —VAsinVaz + /’r q(t)e(t, A) cos VA{z — t)dt, (8.2.18)

0
xTr
sz, A) = cos VAr + / q(t)s(t, A) cos VA(z —~ t)dt. (8.2.19)
0
Bu tengliklardan va (8.2.9), (8.2.10) tengsizliklardan foydalanib, ushbu

c(z, A} + v Asin \/X:r:i < fdt lq(€)] [e(t, A)| tcos k(z — €)] df <
< fa(e)] 26t Eds < 2 [ |g(t)) db - el

i "z, A)+cosx/_x‘ < f5 la@®)]|s(z, M) ’cosx/_arﬁt)’dtg
< 2 lge)] - et < 2 [ g(e)] di - €10

baholashlarni olannz.
8.2.1-natija. Agar x € [0,7], VX = k = o +ir, [k| > 2 [ |q(t)|dt
ho'lsa, u holda quyidagi

e(z, ) = cosvAr+ 0 (EMT)
o= 10 (),

A A) = VAsin ﬁr + O (e,
s'(z,A) = cos VAz + O ("’M[)

agimptotik formulalar o'rinli bo'ladi.

(8.2.20)

8.2.2-natija. Agar o(z) orqali (8.2.1) differensial tenglamaning ushbu
(0, X) =1, ¢’(0, A) = h boshlang‘ich shartlarni ganoatlantiruvehi yechimini
belgilasak, u holda
o(z, ) = cosVAaz + 0 (e’“ﬂl) ,
¢'(z,A) = —VAsinvVAz + 0 (e ( |1mﬁ|$)
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asimptotik formulalar o'rinli bo‘ladi. Bu haholashlarni isbotlashda ushbu
wlz, Ay = e(z,A) + hs(z, A)

tenglikdan foydalanish magsadga muvofiq,
Olingan (8.2.21) baholashlarni aniglashtirish magsadida quyidagi

clz,A) = coskz + 1A(s.c A,

(8.2.22)
LAz, M) ] ()] dt - eI,
smk.ﬂc 1
s{z, A) = +E2-B(ﬂ?,)\)
(8.2.23)

B(z, )} < 2 / a(8)] de - o7
0

belgilashlardan foydalanamiz. (8.2,22) va (8.2.23) ifodalarni (8.2.7), (8.2.8) va
(8.2.18), (8.2.19} tengliklarning o'ng tomonlariga qo‘yib,

elz, A) = coskzr + % (/ q(t)dt) sin kz—

0

i
~ 5% q(t) sin k{2t — z}dit+ (8.2.24}
0
1 xT
13 g(t) A, M) sink(z — ¢)dt,
o
ke 1 f
sin kx
s{x, A} = % e ([ q(t)dt) cos kx—
0
1
—m (t) coS k(?t - fl?)le- (8225)

/ B(t, M) sink{z — t)di,

[

1/
d(z,A) = ~ksinkz + = ( q(t)dt) cos kx + 2/ g(t) cos k(2t — x)di+
0
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+% f;q’(ijA(i,A)cosk('m — tydt, (8.2.26)
Sla, ) = coske + 2_1}6 ( fq(t)dt) sird ki 4 — / (2) sin k(2% — z)dt+
0
%fzq(' )B(t, A) cos k(s — t)dt (8.2.27)

tasiitiaeni hosit qgilanilz. Endi (8.2.24) tenglikhing o'ng tomonidagi oxirgi
lntégralm ba,holaymlz

:
< ] (1) {2 [ 1ato)as: e'T'*} et <
< 28"’“]](1 {f}q s)ldq}dt

{ [ t)ldt} el
Xuddi shitrtingdek, ustibu

AIQ(E)B(t,A)Sink (x — i)dt, {f1 ()|d&}2 e,
U (DAL, )\)coska:—tdt’ {f Iqlt) ldt} ol
fb erq() Bit, A cosklz — t)dt] < { / Iq(t)rdt} ol

tenigsizliklarnitig o‘rinli ekanllglm ko'tsatish mumkin.

(8.2.24)-(8.2.27) tasvitlards yugoridagi baholashlardan foydaiia.hsak
'qtiy:ciagi asimptotikalargs egd bo'lamiz:

elz, X) = cos ki + §1E (f q(t)dt) sini kz—

. (8.2.28}
i elrlz
~5% ()Smk?t—zdt—i-Q( )
0 .
s{z, X)) = sin kz ! f q(t)dt cos kx—
k22 a g N
1 I . ol (8.2.29)
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1 T
d(z,A) = —ksinkz + 5 (f q(t)dt) cos kx—+
0

1 fe 7l
+h/ g(t) cos k(2t — 1)dt + O (e ) ,
2 0 - k

§(a,\) = coskx + — ( ) sin kz+

(8.2.30)

(8.2.31)

T

! k ydt + Q e
+ﬂ g(t) sink(2t — z)dt + ( )

8.2.1-teorema. Agar g{z) € C[0,n], VA = k = o + ir, |k
2 [, Iq(t)] dt bo'lsa, u holda (8.2.1) differensial tenglamaning ©(0,)) =
1, ¢'(0,A) = A boshlang'ich shartlarni qanoatlantiruvchi ¥ = ¢(z, A) yechimi
uchun quyidagi

x .
@(x,A) = coskx + (h + %/ q(t)dt) Smkkx_
L Jrte (8.2.32)
fﬂ q(t) 1nk(2fﬁg~)dt+o( )!
1 &L
@'z, Ay = —ksinkr + (h + 5 f q(t)dt) cos b+
" (8.2.33)

i ||z
-5-1 / q(t) cos k(2t — x)dt + O (e )
2 0 - FC

baholashlar  ofrinli.  Quyidagi lemmalardan foydalanib, yugoridagi
baholashlarni yanada aniglashtirish mumkin:
8.2.3-lemma. Agar f(z) € L*(0,x), z > 0, k = ¢ + iT bo'lsa, u holda

/ ’ fitycosk{2t — x)dt =D (e‘flf) . k| = o (8.2.34)

fgx F(t)sink(2t - z)dt =3 (eiflf) k| — 0o (8.2.35)

agimptotikalar o‘rinli.

Isbot. Ma'lumki, berilgan f(t) € L*(0,x) funksiyaga shu fazoning
normasi bo‘yicha yaginlashuvehi f,(¢) € C!0,z] finit funksiyalar ketma-
ketligi mavjud. Demak, ixtiyoriy Ve > 0 son uchun Ing = np(e) nomer topilib,
n > ng tengsizlikni gancatlantiruvchi barcha n lar uchun ushbu

\/ Ur |F(t) — fult)f dt <
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baho o'rinli bo‘ladi. Bundan foydalanib, quyidagi integralni haholaymiz:

/f(t) cosk(2t — z)dt
0

< [ 1) = fu(®l lcos h(2t ~ )] de+

+

1

/ Fro(t) cos k(26 = z)dt
a

T

/lf(t) — fuo ()] |cO8 (2t — )| dt <

0

x

< | [ 170 = fufo)fde- oz <ol VR,

0

flf(t) — fuo(£)| |cos K{2t — )| dt =
0

j Fualt)d (%)

1 i )
_ﬂff’na(t)smk@tﬂm)dt <
0

b

1 [ .M
<L fin -2 ge < M iz g oirle
£ %/jfno(t)}e dt ikle < ee™, |k| > R(e),
0

natijada ushbu

/T F(t) cos k(2 — a:)dt’ < ee™(VE+ 1), (k| > R(€))
0

tengsizlikka ega bo‘lamiz. Bu esa (8.2.34) asimptotik tenglik o‘'rinli bo‘lishini
bildiradi. (8.2.35) tenglik ham shu tarzda shotlanadi.

8.2.4-lemma. Agar g(z) € C'[0,7], VA = k = ¢ + it bo'lsa, u holda
quyidagi asimptotikalar o‘rinli ho'ladi:

T 7|z
o{xz, A) = coskzx + % (]0 q(t)dt) sinkr + Q (ek_Q) , k| = o0,

s(z,A) = ELHE_E e (]0 q(t)dt) coskz + 0 (ek_g) . || = o0,
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x |l
d(x,\) = —~ksin k$+% (/ q(t)dt) coskz+Q (6 ) , [kl — 00, (8.2.36)
0
z |'r|a"
§(z, A} = coskz + % (/ q(t)dt) sinkz + O ( ) |k| = o0.
0

Isbot. Bo'laklab integrallash qoidasidan

foydalanib, quyidagi
integrallarni hisoblaymiz:

T

0/ q(t) sin k{2t — x)dt = j g(t)d (*@%_“LJ) -

[q(:v) — q(0)] cos kz+ (8237
Qk f ) cos k(2f — x)dt,

-/Ox g(t) cosk(2t — z)dt = L‘xq(t)d (%ﬂﬂ) =

1 ) 1 0%, )
~ ok [q(x) + ¢{0)] sin kz — % /0 q (¢} sin k{2t — z)dt.
8.2.3-lemmadan foydalanib, ushbu

/ q(t)ysink(2t — z)dt = 1 [q(m —gq(0)] cos kz+
0

_ elle
+5( r ), || — o0,

]m g(t)cos k(2t — x)dt = % lg(z) + ¢(0)] sin kz+
i

_ e|T|$ &
+0( A ), || — oo

asinptotikalarni topamiz. Bu ifodalarni (8.2.28)-(8.2.31)
go‘ysak, (8.2.36) asimptotik tengliklar kelib chiqadi.

8.2.2-teorema. Agar q(z) € C'[0,7], VA =k = ¢ + 47 bo'lsa, u holda
quyidagi asimptotikalar o'rinli bo'ladi:

(8.2.38)

formulalarga

1
e(z, A) = coskz + %a(x) sin kz+
1

te [q(m) —q(0) - é—a (1:)} cos kx—

I

1
——= [ ¢'(t)cosk(2t —x)dt + O
4k of (

elrlz

)t o
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sin kx 1
5 2l

+$ [q(:ﬂ) -+ q{0) — %az(cc)} sin kz—

s{z, ) = cos kz+

1 7 Irle
_m g{t)sink(2t - z)dt + O (e ) , ik| = oo,
d{z,A) = —ksinkz + %a(m) cos kx+
1 1, ,
+:1z l:q(sc) +¢(0) + 39 (:c)] sin kx—
L iysink(et -2yt 0 Cn
_E {t)sink(2t — z)dt + O (k ),1k|—¥oo,
§'(z,A) = coskx + %a(w) sin kr—
~ak g(z) — q(0) + 2@ (x)| coska+
17 el
+47:§ q'(t)cosk(2t — z)dt + O ( i3 ) , [k] = o0
b

Bu yerda

a(z) = /0 " gt

e(z, A} = cos kz + é%a(m) sin kz+

Isbot. Quyidagi

1
+P-A](I,A), [Ai(z, N < Cee,

s, )\) —sm kr — ]1‘:20,(1") cos kx+
+—331 . ), |Bi(z, M) € Cel™®,

ifodalarni (8.2.7), (8.2.8) va (8.2.18), (8.2.19) tengliklarning o‘ng tomoniga
qo'yib, vuqoridagi kabi mulohaza vuritsak, natijada teoremada keltirilgan
tagdigtar kelib chiqadi.
8.2.2-natija. Agar g(x) € CH0,7), VA = k = o + it bo'lsa,
u holda (8.2.1) differensial tenglamaning «(0,%) = 1, ¢'{0,A) = h
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boshlang‘ich shartlarni qancatlantiruvehi y = ¢{x, A) yechimi uchun quyidagi
asimptotikalar o‘rinli bo'ladi:

1 in &
wl{x, A) = coskx + (h + —a(x)) L

2 k
+ {% (<) - q(0)] - }—;a(w) - ;az(x)} COZf - (8.2.39)
_ﬁ q'(t) cos k(2t — z)dt + O ( |”) k] = oc;
0

@' (x,A) = —ksinkz + (h + %a(m)) cos kz+

sin kx

+ {% [a(#) + 0)] + () + éaQ(.’r)} Sl 8240

1 el

4k ¢'(t)sink(2t — x)dt + O ( % ) .

8.3-§. Xos qiymat va xos funksiya tushunchasi hamda ularning
sodda xossalari

Zamonaviy va klassik fizikaning hamda tatbiqiy matematikaning bir qator
masalalari Shturm-Liuvill chegaraviy masalasini o‘rganishga keltiriladi:

Ly=—y" +q(ziy=2y, 0O<z<m, (8.3.1}

{ y{0)cos o + ¢/ (0) sinex = 0,
: (8.3.2)

y(m)cos §+ ¢ (m)sing = 0.
Bu yerda «, 3 € R, q(z) € C [0, 7] berilgan haqigiy uzluksiz funksiya, A € C
kompleks parametr.

8.3.1-ta’rif. Agar A parametrning biror A = Xq qiymatida (8.3.1), (8.3.2)
chegaraviy masala noldan fargli, y{z, Ag) # 0 yechimga ega bo'lsa, u holda g
songa shu chegaraviy masalaning xos givmati deyiladi, y(x, Ag) yechimga esa,
Ap x08 qlymatga mos keluvchi xos funksiva deyiladi.

8.3.2-ta’rif. Shturm-Liuvill chegaraviy masalasining barcha xos
giyvmatlaridan tuzilgan to‘plamga uning spektri deyiladi va o(L) kabi
belgilanadi.

Odatda {8.3.1) differensial tenglama va (8.3.2) chegaraviy shartlar
birgalikda I = L{g(x), a, ) orgali belgilanadi.
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8.3.1-xo0ssa. Aytaylik y(x) va yo(z) funksiyalar (8.3.1) tenglamaning
ixtiyoriy yechimlari bo‘lsin. U holda ulardan tuzilgan

W (ﬂ:‘, /\) Y2 (553 )\)
yi{z, A} walz, )

Vronskiy determinanti z o‘zgaruvchiga bog'liq bo‘lmaydi, ya'ni

w {yl(x’ A)a y2($! )\)} = w(/\)

Isbot. Buning uchun ushbu

W {y{z, A), yo(z, A } =

aw
dr
tenglik bajarilishini ko'rsatish yetarii:

AW -
= (iye - y1y2) = 0ys — ¥y =

=0

= w1 [g(z)ye — Apz] — w2 [gl@)ys — Al =0
8.3.2-xossa. (8.3.1) tenglamaning ikki yechimi chizigli bog'liq bo‘lishi
uchun ulardan tuzilgan Vronskiy determinanti nolga teng bo‘lishi zarur va

vetarhi.
Isbot. Ushbu

d {yl(fa/\)} _ ¥im Az A - nlz Mgz, A)

dz | y2(2, A) Y3 (2, A)
1
=W A) el A
y%(sc,)\) {yl(il", ) y?(/rr )}
ayniyatdan quyidagi
iz, ) = const
y2($7)‘)

munosabatning bajarilishi uchun

W {3 (. A), galz. )} = 0

bo'lishi zarur va yetarli ekani kelib chiqadi.
8.3.3-xossa. (Grin ayniyati). Ixtiyoriy y(z),z{(z) € C%0,n| funksiya
uchun ushbu

/UW Ly z(z)de = W.{y, 2} —Wo{y, 2} + foﬂ v LE(x)dx

ayniyat bajariladi. Bu verda Z(z) - 2{x) funksiyaning kompleks qo‘shmasi.
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Isbot. Quyidagi ayirmani hisoblaymiz:

/(zLy yLz)dx —/{z —y +q (2)y) —y[-Z" + q(z)z]} dx

=/<zyfyz)dx=[(zy—yz) do = Wy (4,3}~ Wo (v, )
o o
8.3.4-xossa. Agar y(z),z(z) € C%0,n] bo'lib, y(z) funksiya (8.3.2)
chegaraviy shartlarni ganoatlantirsa, u holda

fLyu?dx—/ y - Lzdx
0 0

tenglikning bajarilishi uchun z(z) funksiya ham (8.3.2) chegaraviy shartlarni
ganoatlantirishi zarur va yetarli.

8.3.5-xo0ssa. Shturm-Liuvill chegaraviy masalasining xos giymatlari
haqgigiqydir.

Isbot. Aytaylik A = u+iv, i = /=1, v # 0son (8.3.1)-(8.3.2) chegaraviy
masalaning xos giymati bo'lib, unga mos keluvehi xos funksiya y{x) bo‘lsin.
U holda A = u — v son ham shu chegaraviy masalaning xos giymati bo‘lib,
unga y(z) xos funksiya mos keladi. Ushbu

(=) [ W@ = [* (= D)y -

- ] " 10w 9(e) —y ()] dr =
f{y —y" +q(z)y] —y [-v" + q(z)y] } do =

=f(yy yyd:ﬂ—f(yy y'y) de =

0
=Wely, 7} —Wo{y,5} =0

tenglikdan A = X ckanligi kelib chiqadi. Bu esa farazimizga zid.

8.3.1-natija. Xos funksiyani haqiqiy qilib tanlash mumkin. Chunki xos
givmatning hagiqiy ekanligidan garalayotgan tenglamaning haqgiqiyligi kelib
chigadi. Chegaraviy shartlar esa hamisha haqigiy.

8.3.6-x0ssa. Shturm-Liuvill chegaraviy masalasining turli xos
givmatlarige mog keluvchi xos funksiyalari o'zaro ortogonaldir, ya’ni Ay # Az
xos givmatlarga mos keluvchi y1(z), yo(x) xos funksiyalar uchun ushbu

fﬁﬂyl{az) ~ypfz)dr =0 (8.3.3)
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tenglik o'rinli bo‘ladi.
Isbot. Ushbu

(M—A»ﬁlﬂﬂ-w@ﬂx=£30wgmyﬂhmmm=
- [Or {v1[-¥5 + q(®)we] — w2 [~y +qlz)p]} do =

= fo ('.Ufzyl - 'yi'y‘z) dx = W, {th} -Wy {yhyz} =0

aynivatda A; # Az bo‘lgani uchun undan (8.3.3} tenglik kelib chigadi.
8.3.7-xossa. Shturm-Linvill chegaraviy masalasining xos gqiymatlari
oddiy, ya'ni bitta xos giymatga mos kcluvchi xos funksiyalar bir-biriga
proporsionaldir.
Ishot. A xos qivmatga g (), yo(x) chizigli erkli xos funksivalar mos keladi
deb faraz qgilaylik. U holda

y1(0)  y2(0}
¥1(0)  ¥'5(0)

y1(0) 42(0)
~yi{0etga — yll)etga

munosabatning o'rinli bo'lgani uchun, y; () va yo(x) yechimlar chizigli bog‘lig

W {31,3/2} = iij}}) Wiyt =

bo‘ladi. Bu esa farazimizga ziddir.
8.3.8-xo0ssa. Aytaylik y(z, ) funksiya (8.3.1) differensial tenglamaning
yechimi bo‘lsin. U holda

AE%M@=M@M—%@M

tenglik bajariladi. Bu yerda

_ Oylz, )
)
Isbot. Ushbu A~
—y" +q(z)y = Ay (8.3.4)
aynivatdan A bo‘yicha hesila olzak,
—y" + qlx)j = Ag (2.3.5)

tenglik kelib chigadi. (8.3.4) va (8.3.5) tengliklarni mos ravishda 7 va y
funksiyalarga ko‘paytirib, bir-biridan ayirsak, quyidagi

]

¥y —v'y=—y
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aytiiyat hosil bo‘ladi. Bu tenglikni [0, 7] kesma bo‘yicha integrallasak, ushbu

/; y*(x, X)dx = /U (@' — yy') de=Wa{g, v} — Wo {9, y}
fortithila kelib chigadi.
Efidi (8.3.1) tenglarhalithg quyidagi
©(0,X) = ~sina, ¢'(0,A) = cosa
boshlang‘ich shartlarni qarioatlantiruvchi yechimini (z, A) otqali belgiluythiz.
Xuddi shuningdek, (8.3.1) differensial tenglamaning ushbu
w(m, X) = —sinB, ¢'(m,A) =cosf

boshlang‘ich shattlaini gano&tlantiruvehi yechimini (2, A} orgali belgilab
olainiz. Ko'tinib turibdiki, o(z, A) yechim (8.3.2) chegaraviy shartldrdan
birihchisiii ganostlantiradi, ¥ (&, X) vechiit esa ikkinchisini q&ﬁo&ﬂaptiradi.
Bu @(z, A) va i(x, X) yechimldr mos ravishda (8.3.2] chegaraviy shartlarning
ikkinchisiga va birinchisiga go‘yib, ushbu

A = p{m X cosf+ ¢ (r, A sih g =0,

A =90, X cosa + ¢/ (0, AJsing =0
feﬂgiii{iérhi hosil qilatmiz. Bu tengldmalargs (8.3.1)-(8.3.2) chegaraviy
tnasdlaning xarakteristik tenglanislari deyiladi. Ushbti
oz, X)) la,A)

¢, Xy ¢(E,A)

Vrdnskiy determinantinl qaraylik. Yuqbrlda Biz bu detehmnahtmng qumatl
x o'zgarivehiga bogliq emasligiti ko‘rsatzan edik. Shuning chun iishbii

W) =W {(z, 1), ¢l )} = lind W {ip(z, 1), ¢z, N} =
= littl W {p(z, X), ¥z, X)}

w(h) = W {plz, A); ¥z, Aj} =

tettglik o'rinli boladi. Biidan esa

mutiosabiat kelib chiqadi,

Agar A = X, son A [A) = 0 tenglamaning ildizi bo‘lsa, u holda w(),) =
bo'lgani uchun o(r, A,) va ¥(z, A,) funksiyaldr (8.3.2) chegaraviy shartlarni
va {8.3.1) differensial teiiglairisni qahoitlafitiradi. Bundan esa A = A, son
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xos giymat va p(z, A,) hamda #(x, A,) funksiyalar Shturm-Liuvill chegaraviy
masalasining xos funksiyalaridan iborat bo'lib,

’t/)(.T, )‘?l) = Cntp(l', AH)? al :/é 0: n= 01 11 21 (836)

tengliklarning hajarilishi kelib chigadi.
8.3.3-ta’rif. Ushbu

32] X (x, A)dz, n=0,1,2,...
0

sonlarga {8.3.1)-(8.3.2) chegaraviy masalasining normallovchi o‘zgarmaslari
deyiladi.

Bunga ko'ra, (8.3.1)-(8.3.2) chegaraviy masalaning ortonormal xos
funksiyalari quyidagi

1
wn(x) = —lx, M), n=0,1,2, ... (8.3.7)

an

tenglik orqgali aniglanadi.

8.3.4-ta’rif. Ushbu {A,, an},.,, sonti ketma-ketliklar juftligiga (8.3.1)-
(8.3.2) Shturm-Liuvill chegaraviy masalasining spektral xarakteristkalari
deyiladi.

8.3.5-ta'rif.  Shturm-Liuvill chegaraviy = masalasining  spektral
xarakteristkalarini topish wva ularning xossalarini o‘rganishga spektral
analizning to‘gi masalasi deyiladi.  Aksincha, {An,0,}., spektral
xarakteristkalar yordamida Shtrurm-Liuvill chegaraviy masalasining g(z)
keffisiyentini va H,h chegaraviy shartlarini topishga spektral analizning
teskarl masalasi deb ataladi.

8.3.9-xo0ssa. Shturm-Liuvill chegaraviy masalasining normallovchi
o‘zgarmaslari

(8.3.8)

2 _ ‘(P] (Tl', An) A (/\n} ) Sinﬁ =0,
O =Y gl A (X)), sinfB #0,

n
sin

tenglikni ganoatlantiradi.
Isbot. (8.3.8) munosabatning isboti bevosita 8.3.8-xossadan kelib chigadi.
8.3.2-patija. (8.3.8) formuladan (8.3.1}-{8.3.2) Shturm-Liuvitl
chegaraviy masalasining A {X) = @(m, A)cos 8 + ¢'(m, N} sin 3 xarakteristik
funksiyasi karrali nolga ega emasligi kelib chigad:.
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8.4-§. Parametrga bog'lig chegaraviy masalaning xos qiymatlari
uchun asimptotik formulalar

Quyidagi_
—y" +qlz)y =AMy, O <z <, (8.4.1)
y'(0) — hy(0) =0,
{ /() + Hy(r) = 0 542

Shturm — Liuvill chegaraviy masalasini qaraylik. Bu yerda g(z) € C [0, 7]
— berilgan haqigiy uzluksiz funksiya, h va H chekli haqiqiy sonlar, A esa
kompleks parametr.

Ko'rinib  turibdiki, y(z) = 0 funksiya (8.4.1) tenglamani va
(8.4.2) chegaraviy shartlarni qanoatlantiradi. Chegaraviy masalaning nolmas
yechimini topish magsadida (8.4.1) differensial tenglamaning

y(0) =1, ¥'(0) =~

boshlang'ich shartlarni ganoatlantiruvchi yechimini y{z) = @(z, A) orqali
belgilaymiz,

Aniqglanishiga ko'ra, ¢(z, A} funksiva (8.4.2) chegaraviy shartlarning
birinchisini ganoatlantiradi. Chegaraviy masalaning xos giymatlarini topish
uchun {x, A) funksivani (8.4.2) chegaraviy shartlarning ikkinchisiga
go‘yamiz:

A = ¢'(m, A) + Hp(m, A) = 0. (8.4.3)

Hosil bolgan bu tenglamaga (8.4.1)-(8.4.2) chegaraviy masalaning
xarakteristik tenglamasi deyiladi. Uning ildizlari, ya’ni A = A, A{X,) =0
sonlar (8.4.1)-(8.4.2) chegaraviy masalaning xos qiymatlaridan iborat bo‘ladi.

8.4.1-teorema. (8.4.1)-(8.4.2} chegaraviy masalaning xos qiymatlaridan
tuzilgan to‘plam quyidan chegaralangan, ya'ni shunday son mavjudki, undan
kichik xos qiymat yo'q.

Isbot. Teskarisini faraz qilaylik, ya'ni (8.4.1)-(84.2) chegaraviy
masalaning xos giymatlaridan tuzilgan to'plam quyidan chegaralanmagan
bo‘lsin deb hisoblaylik. U holda, bu to‘plamdan —oc ga intiladigan xos
giviatlardan tuzilgan gismiy ketma-ketlik ajratib olish mumkin bo‘ladi.
Avtaylik, {An}oe, shu shartni qanoatlantiruvehi ketma-ketlik bo‘lsin. Ushbu
fin = —Ay > 0 belgilashni kiritamiz.

367



Quyidagi

e}fm\/ﬂz
qa(x,A):cos‘..Awg( = ),Ml—w.o,‘ (8.4.4)

@@, 3) = —VAsinVaz + 0 (el™l7) | o] o0 (8.4.5)

formulalarni, A parametrning haqigiy manfly qiymatlarida qaragak va p =
—A > 0 belgilashdan foydalansak, ushbun

X) = ch o [ 8.4.6
wlx, )—c\/ifcﬁ- ( B ),,__u—++oo, (8.4.6)
& (@, 2) = yishy/fiz + 0 ( If’”\/ﬁ\w) Ll 00 (8.4.7)

tengliklar hosil ba‘ladi. Bu asimptotik formulalarni (8.4.3) xarakteristik
tenglamaga qo'yib,

Vi $ha/n + Heho/iinm + 0 (eV™7™) =0, n —» 00,

hir  chy/n
it - ”T+HC‘[”_+0()

L e =0,n—=>0o0
bo‘lishini ko‘ramiz. w, — oo bo‘lganda oxirgi tenglikning chap tomoeni oo ga
intiladi, o'ng tomor esa nolga teng, ziddiyat.

8.4.1-natija. Kompleks o'zgaruvchili funksiyalar nazariyasidan
ma'lumki, butun funksiyaning nollaridan tuzilgan to‘plam chekli limitga
ega bo‘lmaganligi uchun (8.4.1)-(8.4.2) chegaraviy masalaning xos giymatlari
to‘plami ham chekli limit nugtaga ega bo‘lmaydi. Chunki, {8.4.3) xarakteristik
tenglamaning chap tomoni A(A) butun funksiya. Shuning uchun (8.4.1}-
(8.4.2) chegaraviy masalaning xos giymatlar ketma-ketligi fagat +oco ga
intilishi mnumkin.

8.4.2-teorema. (8.4.1)-(8.4.2) chegaraviy masalaning sanoqli sondagi
xos gliymatlari mavjud. Bu xos qgiymatlarni o'sib borish tartibida A, n =
0,1,2, ... orqali belgilasak, u holda ushbu

\/)\::nJr_O_(%), n— o {8.4.8)

asimptotik formula o'rinli bo‘ladi.
Isbot. (8.4.1), (8.4.2) chegaraviy masalaning xos giymatlari orasida chekli
sondagisi manfiy bo‘lishi mumkin, Demalk, n ning biror giymatidan boshlab A,
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larning barchasi musbat bo‘ladi. Biz A, ketma-ketlik vchun n ning yetarlicha
katta qlymatiaridagi asimptotikasini keltirib chigaramiz. Buning uchun ushbu

@(m, A) = coskm + O (%) . k= +oo, (8.4.9}

1
(m. A) = —ksinkr + O (E) k= +oo (8.4.10)

asimptotik formulalardan foydalanamiz. Bu yerda & = v/A > 0.
(8.4.9) va (8.5.10) ifodatarni (8.4.3) xarakteristik tenglamaga qo‘yib,

—ksinkm + Hcoskr + 0 (1) =0, k — 400

rmunocsabatni olamiz. Bu tenglamadan

sinkﬂzHCOSkw+Q ! , k= 400
k =\k
ya'ni
1
sinkr = 0 (k) , k— +oo (8.4.11)

kelib chigadi. Korinib turibdiki, {8.4.11) tenglamaning sanoqli sondagi ildizi
mavjud bo'lib, bu ildizlar butun sonlar atrofida joylashgan bo‘ladi, aks holda
(8.4.11) tenglamaning o'ng tomoni nolga intiladi, chap tomoni esa nolga
intilmaydi. Shuning uchun

k, =m, +d,

munosabat o'rinli bo‘ladi. Bu yerda m,, butun son va n — oo da é, — 0.
Rushe teoremasiga asoslanib, m, = n bo'lishini ko'rsatamiz. Buning uchun

flk) = —ksinkm, g(k) =¢'(m, k*) + Hp(m, k*) + ksinkr

funksivalarni  qaraymiz. Bu funksiyalarning yigiindisi  (8.4.1)-(8.4.2)
chegaraviy masalaning xarakteristik funksiyasini beradi. (8.4.4) va (84.5)
asimptotik formulalarga ko‘ra, g(k) funksivaning

glk) =0 (e“mkl”) , k] = o0

bahosini topamiz.
Yy orqali ushbu k = (n — 1) €*, 0 < o < 27, aylanani belgilaymiz. Bu
yverda 7 natural son.
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1-chizma.

7 natural sonning biror ny giymatidan boshlab, v, aylana ustida

|f (k)] > |g(k)]

|f (k)] = |~k sin k! = (n _ é) i g {fr (n ~ %) em}
=0 (( - %) e”(“‘%)lsinal) ,

lg(k)| = 0 (e Hiner)

baho o'rinli. Hagigatan ham,

bo‘lgani uchun

|f (k)|
T =0{n) - o0, n =00
k)l =
o'rinli. Xususan n natural sonning biror ng qiymatidan boshlab, nshbu
®
lg(k)l

tengsizlik bajariladi.

f(k) funksiyvaning =, aylana ichidagi karrali bo‘lmagan ildizlari
£1,42, ..., =(r — 1) bo'lib, 0 soni ikki karrali ildiz bo'ladi, chunki f(0) =
0, f(O) =0, f(O) = (), barcha ildizlarining soni esa 2n ta. Rushe teoremasiga
ko'ra qaralayotgan aylana ichida f{k) va f(k)+g(k) funksiyalar bir xil sondagi
ildizlarga ega bo'ladi. Bunga asosan, f(k) + g(k) funksiya v, aylana ichidagi
ildizlari soni 2n ta. 4,41 aylananing ichida esa 2 (n + 1} = 2n+2 ta ildizga ega,
va'ni v, va J,.1 aylanalar bilan chegaralangan halqada 2 ta ildiz joylashgan.
FB) + g(k) = ' (m, k*) + Ho(r, k?) juft funksiya bo‘lgani uchun uning v, 1
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avlana ichidagi barcha ildizlart: +kg, £ky, ..., 2k, bo'ladi. £k, ildizlarining
garalayotgan halgada yotishini va haqiqivligini e’tiborga olsak,

ky € E + L >
- T n 21 n 2 ] n n(]‘
va'ni
1
lkr — 1 <50 m >
bolishi ko‘rinadi. Demak,
1
kn =n+ by, |6a] < 3 7 > g, (8.4.12)

&, ning asimptotikasini o‘rganish magsadida (8.4.12) ifodani (8.4.11) tenglikka
qo’yib,

sia(wn + 7é,) = 0 (n+ 5n) , R O%,
. 1
sin{nd,) = Q (;) , N —¥ 00,
va'ni
6, =0 (—1—) , 0 — 00 (8.4.13)
=\n

munosabatni olamiz. (8.4.13} ifodani (8.4.12) tenglikka qo'ysak, (8.4.8)
formulaga ega bo‘lamiz.
(8.4.1)-(8.4.2) chegaraviy masalaning A, n = 0,1,2,... xos giymatiari
uchun topilgan (8.4.8) asimptotik formulani yanada aniglashtirish mumkin.
8.4.3-teorema. Agar ¢(z) € C[0,n] haqiqly uzluksiz funksiya bo'lib,
{8.4.1)-(8.4.2) chegaraviy masalaning xos giymatlari {\,} ; bolsa, u holda
ushbu

Vie=n+tq o, (8.4.14)
n 0
asimptotik formula o'rinli bo'ladi, bu yerda
h+H 1 7
{a’w} S 'Z‘.Za ¢ = i + — q(t)dt (8415)
2 0
Isbot. Quyidagi
w(x, A) = coskz + (h + 1-/ q(t)dt) sinkz
2 Jg k
1 X

q(t)sin k(2 — z)di + O (%) )
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B[

0

@z, A) = —ksinkz + (h + fq(t)dt) coskz+

x
+% / g(t)cos k{2t — x)dt + Q (%)
0
formulalar yordamida A{})) - xarakteristik funksiyaning ssimptotikasini
keltirib chigaramiz:

AA) = ¢'(m, M) + Ho(m, A) = —ksinkn+

+ (h +H+ % /q(t)dt) cos km+

0
1 {7 1
+z / q(t) cos k(2t — z)dt + O (—) )
2 JO * k'
Bunga kora, quyidagi
1 T
F(k) = A(K*) + ksinkr — (h + H + 5/ q(t)dt) coskm  (84.16)
0
funksiya uchun ushbu
1/ 1
Flk) = 5] g(t)cos k{2t — x)dt + O (k) (8.4.17)
0

asimptotik formula o'rinli beladi.
Agar @, = F(ky) belgilash kiritsak, k, = n + &, bo‘lgani uchun {8.4.17)
tenglikka asosan {@,} € I» ekanligi kelib chiqadi. (8.4.16) ifodaga asosan

{n+d,}sin{n + &,)7 — (h +H+ % f q(t)dt) cos(n + &,)m = @,
0
ya'ni
(n+6,)sin &7 — (h + H -+ %f q(t)dt) cosd,m = (—1)"a, (8.4.18)
o

tenglik o'rinli bo'ladi. Ushbu

6R=Q(}~), n— oo
— AN

. 1 1
sin{nd,) = 76, + 0 (;15) , cos(mdy) =1+ Q (;) (8.4.19)
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kelib chigadi. (8.4.19) ifodani {8.4.18) tenglikka qo‘ysak,

né,w + 0 (%) - (h + H 4+ ;/DW q(t)dt) +0 (é) = (1)@,

ya'ni
1(h+H 1 7 1 " 1
%“a( - +§;£@Wﬂ)+m{“4“%+2(@)}

tenglik hosil bo'ladi. Buni ushbu &, = n + 4, tenglikka qo'ysak, {(8.4.14)
formulaga ega bo'lamiz.

8.4.1-izoh. (8.4.1)-(8.4.2) chegaraviy masalaning {A,},-, xos qiymatlari
uchun olingan (8.4.14)-(8.4.15) asimptotik formula ¢(z) hagiqiy funksiya
L% (0, ) fazoga tegishli bo‘lgan holda ham o'rinli bo‘ladi.

8.4.4-teorema. Agar g{r) € C*(0,n] haqiqiv funksiya bo'lib, (8.4.1)-
(8.4.2) chegaraviy masalaning xos giymatlari {A,},_, bo'lsa, u holda ushbu

Vie=nt+Dy ’i’; (3.4.20)
n T

asimptotik formula o'rinli bo'ladi, bu verda

h+H 1 f7
{,Bn} €l = T =+ / Q(t)dt
G

27
Isbot. (8.4.20) munosabatning isboti w(z, A} va ¢'(x, A)funksiyalarning
(8.2.39)-(8.2.40) asimptotikalardan kelib chiqadi.

8.5-§. Normallovchi o‘zgarmaslar va normallangan  xos
funksiyalarning asimptotikalari

Quyidagi

-+ qlzyy = Ay, 0 < x <, - (85.1)
(0) — hy(0) = 0, 552
y'{m)+ Hy(r) =0 .
Shturm - Liuvill chegaraviy masalasini qaraylik. Bu yerda ¢(z) € C[0, 7]
- berilgan haqiqiy uzluksiz funksiyva, h va H chekli haiqigy sonlar, A esa

kompleks parametr.
@(x,A) orqali (8.5.1) differensial tenglamaning ushbu (0, ) =1,
¢'(0, A} = h boshlang'ich shartlarni qanoatlantiruvchi yechimini belgilaymiz.
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Bu yechim uchun quyidagi

sinvair [*

h .
@z, X) = cos VAz + Vit Vaz + 7 q(t)dt— 53)
_% q(t) sin VA(2t — z)dt +0 G) ;A o0
1}

asimptotik formula olingan edi. Bu asimptotikadan foydalanib, oldingi

paragrafda (8.5.1), (8.5.2) chegaraviy masalaning {\,},_, xos qiymatlari
uchun
ky = \/A‘n:n+%+%, (8.5.4)
munosabatning o‘rinli bo‘lishi ko'rsatilgan edi, bu yerda
(v} € by = :’TH + % /Orq(t)dt. (8.5.5)
Endi, ortonormallangan  xos  funksiyalar uchun  asimptotik

formulalarni keltirib chigaramiz. Buning uchun avvalo ¢(z,A,), n =
0,1, 2, ... funksivalarning asimptotikasini topamiz. (8.4.4) munosabatni (8.4.3)
tenglikka qo'ysak,

#(7,A0) = cos (n +6,) x + (h + % /Ox q{t)d,’t) Sif‘i_”:csft_)-”i_
_m fnf g(t)sin[(n +6,) (2t — z)]dt + O (m) ,  (85.6)

formula hosil bo‘ladi, bu yerda

b, =n-+ el + E, {1} € la.
noon
So‘ngra (8.5.6) formulani soddalashtiramiz. Buning uchun quyidagi
tengliklarni olamiz:

1 1 b 5.\ 2 1 1
==q1-2a (-3 4 b=Zgo(=),
n+é, n n n n T A\nd

cos (n + .} 2 = cosnz cosd,x — SinnEsind,zr =

522 533
= COS NI [1 - Z! + ] —sinnz |:5n$ — ’é! + ] =

1
= cosng — Spzsinnx + O (-5) ,n = oo (8.5.7)
AT
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2.2
sin{n + &,) x = sinnx [1 g] +} +
cos R [ i }
" 3!
= ginnr + §,rcosne + ( ) n —+ oc. (8.5.8)

Yuqoridagi (8.5.7) va (8.5.8] ifodalarni (8.5.6) tenglikka qo‘ysak, ushbu

1 'n
oz, Ay) = cosnz — coi su;nx + (h, + = / (t)dt) Slnnnm + l_(_m.)_

n
formula kelib chigadi. Bu formulani quyidagicha yozish mumkin:

sin iz + ’yn(:r;).

@(x, Ap) = cosnz + az) (8.5.9)

[

Bu verda
l x
a(z) = —cozr + h + 5] (t)dt, {m(x)} € Lo (8.5.10)
o .

Endi normallangan o‘zgarmaslar {a,} ketma-ketligi uchun asimptotik
formula topamiz:

w T 1 ™
ai=/ (,92(:E,)\n)d:17=/ coszﬂ.:cdfc+—/ a(zx) sin 2nadae+
0

0 nJy

Jw( ) (3.} eb

Bu munosabatda darajani pasaytirish formulasidan va bo‘laklab integrallash
goidasidan foydalansak, quyidagi
T B
O!i = 'i + ';L'a {ﬁn} S ‘!2 (8511)
tenglik kelib chiqadi. Bu tenglikni ushbu

an = {2 (1+%%i)} = \/g(uﬁ‘;ﬂ) {un} € b (8.5.12)

ko‘rinishda yozish mumkin. (8.5.12} formuladan quyidagi
1 2/ 1 2 wn 1
a \/;(Hf) S(-5ee()

tenglik kelib chigadi.

(8.5.13)
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Endi, (8.5.13) va (8.5.9) ifodalarni ushbu
1
un(®) = (%, An)

tenglikka qo'yib, w,(z) normallangan xos funksiyalar uchun quyidagi
asimptotik formulani keltirib chigaramiz:

un(z) = l: 2+%} .{cosnm-;-a(;r)sﬂ;?'erW},

T Tl

tn(Z) = \/% {cosm + a(ff»)sm%} . %T(x)’ (8.5.14)

"YH(CE),TT,‘(SC) €l
Oldingi paragrafda ¢(z) € C'[0,n] bo'lgan holda p(z, A) va {\,} xos
giymatlar ketma-ketligi uchun quyidagi asimptotik formulalar olingan edi:

sin vz cos VAT _

@(z, ) = cos VAz + Alz) + B(z)

VA A
r . . 1

o/ (t) cos VA(2t — z)dt + O (Tﬁ) , (8.5.15)

bn = Vg =nt+ 2 L+ & (B} €l (8.5.16)

Bu yerda .
1
Alz)=h+ 5] g{t)dt
2

B) = 3la@) - a0 - & [ o t)df—g([qmdt).

Xuddi oldingi banddagidek, (8.5.16) ifodani (8.5.15) tenglikka qo‘yib, ushbu

(P(m; Aﬂ) = cosnhr + {_C{).’E + A(E)} SN nx

I+ A+ b0} 220 (0, 0) et

asimptotik formulani topamiz. Bunga ko‘ra

T ¢ W —
ai=§(1+ﬁ+-n—g)’{wn} € I, ¢ = const.

Demak, normallangan xos funksiyalar uchun quyidagi

un(z) = ﬁ{COSH$+ (—coz + A(z)) SinnTFfI Clz )cosnz} 4
+20 ey e,
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tenglik o‘rinli bo‘lar ekan. Bunda C(x) funksiva A{x) va B(x) funksiyalar
orqali ifodalanadi.

8.6-§. Parametrga bog‘liq bo‘lgan chegaraviy masala uchun Grin
funksiyasi

Ushbu
Ly=—y +q(@)y= y+flz), O<z<m, (8.6.1)

{ y{0)cos o + ¢/(0) sinex = 0, (2.6.2)

y(m)cos 3+ ¢ (m)sin g =0,
Shturm-Liuvill chegaraviy masalasi berilgan bo‘lsin. Bu yerda ¢(x) va f{z)
berilgan funksiyalar hagiqiy bo‘lib, [0, 7] kesmada uzluksiz, «, 3— berilgan
hagiqiy sonlar, A esa kompleks parametr. Bir jinsli bo‘lmagan (8.6.1)-(8.6.2)
chegaraviy masala yechimining mavjudligi va yagonaligini o‘rganish uchun
avvalo bir jinsli

Ly=—y" +q(zly =)y, O0<z<m, (8.6.3)

{ y(0) cosa + y'(0)sina = 0,
) (8.6.4)
y(micos B+ y/(mysingd =0
thegaraviy masalaning Grin funksiyasi o‘rganiladi.
8.6.1-ta’rif. Parametrga bo'glig bo'lgan (8.6.3)-(8.6.4) chegaraviy
masalaning Grin funksivasi deb, quyidagi shartlarni ganoatlantirwvehi
Gz, t; A) funksivaga aytiladi:

L G{z, ¢ A) funksiya [0, 7] x [0, 7] to'plamda uzluksiz;

2. t € [0,n| parametrning ixtiyoriy tayinlangan qiymatida G(z,t; A)
funksiva [0,t) va (t, 7| oraligiarda ushbu —y" + q(x}y = Ay differensial
tenglamani ganoatlantiradi;

3. G’ (z,t, A) funksivaning = = t nugtadagi sakrashi -1 ga teng, ya'ni

G’J:(:r’ t’ A)LB:HLU - G’I(z'l t: AN:C:t—{] = -1 )

4. G(z,t, A) funksiya (8.6.4) chegaraviy shartlarni qanoatlantiradi.
Quyidagi Koshi masalalarining vechimlarini mos ravishda o(z, X} va
¥(z, A) orqali belgilaymiz:

~y" +q(x)y = My, -y +qlz)y = Ay,
y{0) = —sina, y'{0) = cos , y(m) = —sin g,y (7) = cos 8.
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Bu ¢{zx, M) va ¥(z, A} yechimlardan tuzilgan Vronskiy determinantini
w(A) =W {ip(z,A). ¢(z, A)}

deb belgilaylik. U holda

©(0,A) ¥(0,A) —sina %(0,A}

@'(0,A) #'(0, ) cosa (0, A)

= —[¢(0, ) cosa + 9/(0, A) sin]

L&J()\) — SD(‘?T, ’\} w(ﬂ-a)\) — lp(’.’i‘l’,/\) - Sinﬁ

O(m, A) ' (m, A) P(m Ay cospB

= ‘:D(ﬂ-s /\) COSﬁ + (10’(71—) /\) sin ﬁ)

w{A} = = =

tenglik o'rinli bo'ladi.

8.6.1-xossa. w(A) funksivaning nollari (8.6.3)-(8.6.4) chegaraviy
masalaning nollaridan iborat bo‘ladi.

Bu tasdiq (8.6.5) tenglikdan kelib chigadi. Chunki (8.6.5) tenglikning o'ng
tomonida (8.6.3)-(8.6.4) Shturm-Liuvill chegaraviv masalasining xarakteristik
funksiyast turibdi.

8.6.1-tecrema. 1} Agar A son {8.6.3)-(8.6.4) chegaraviy masalaning xos
giymati bo'lmasa, u holda bu chegaraviy masalaning Grin funksiyasi mavjud
va yagona bo'lib, u ushbu

_’P(I:A)%b(t,)\! T S t,

G(m! t, A) = { _@(I:‘;\()/&\D)(t«\)j

ooy > Tt

formula bilan beriladi.

2) Agar X son (8.6.3)-{(8.6.4) chegaraviy masalaning xos giymati, ya'ni
w(A) = 0 bo'lsa, u holda bu chegaraviy masalaning Grin funksiyasi mavjud
bo‘lmaydi.

Isbot. Qaralayotgan (8.6.3)-(8.6.4) chegaraviy masalaning Grin
funksiyasini ushbu )

A(t)p(z, X) + B(th(z, N), = <t,

Ce(z, A) + D)z, N), x>t (8.6.6)

Gz, 8, A) = {
ko'rinishda izlaymiz.
Grin funksiyasi ta'rifining birinchi shartiga ko‘ra, 1 z = ¢ nugtada uzluksiz
bo'lgani uchun, quyidagi tenglik bajariladi:

A()p(t, X) + BUW(E,A) — C()o(t, ) — DOY(EN) =0, (86.7)
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Uchinchi shartdan esa quyidagi

Aty (8, ) + B9/ (8, ) — C{t)e(t, A)—

, (8.6.8)
DY (N =1

tenglik kelib chigadi.
Nihoyat, to‘rtinchi shartdan ushbu
[A(t)e(0, A) + B(t)1(0, A)] cos o+
+ [ABE' (0, A) + B{t)'(0, X)) sina =0,
[C{t)e(m, A) + D) (m, X)) cos B+
+[CL)e/m,2) + DY (m, W] sin § = 0
munosabatlarni hosil gilamiz. Bu tengliklarni quyidagicha yozish mumkin:
At) [p(0,A) cosa + ¢'(0, A) sina] +
+B() [¢(0, A)sina+ ¥'(0,A)sina] =0
C(t) [p(m, A cos 5+ (7, A) sin 8] +
+D{tY Wp(m, A)cos 8 + ¢ (w, A) sin 8] = 0.
Agar ushbu
wW(A) = —[1(0, A) cos @ + ¥'(0, A sin e}, w(A) =
= @(m, Aycos B+ ¢ (m, N sin 8

formulalarni va boshlang‘ich shartlarni  c¢’tiborga olsak, yuqoridagi
munosabatlar quyidagi ko'rinishni oladi:

B(t)w()) =0, (8.6.9)
C(tw(A) = 0. (8.6.10)
Quyidagi hollarni ko‘rib chigamniz:
1. Aytaylik, w(A) # 0 bo'lsin. U holda (8.6.9) va (8.6.10) tengliklardan
Bit)=0, Cit)=0 ' (8.6.11)

kelib chigadi. Bu (8.6.11) tengliklardan foydalanib, (8.6.7) va (8.6.8)
munosabatlarni ushbu

{ A()p(t, 2) — D()w(t, 2) =0,
A (t,N) = DO (LX) = 1
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ko‘rinishda yozish mumkin. Bu sistemant Kramer usulidan foydalanib vechsak,

A{t) va D{t) noma’lunlar quyidagi

BN o et
w{A) ' ) w{A)

formulalar orgali topiladi. Topilgan (8.6.11) va (8.6.12) ifodalarni (8.6.6)

formulaga qo'yib,

Alt) = (8.6.12)

_Q{E,Agf}[t,/\ I <t
Gz, ;X)) = st - 8.6.13
(.’E ) { gw(m:}\(};}(t,/\), >t ( )
tenglikni hosil gilamiz. Demak, bu holda (w{A) # 0) Grin funksiyasi mavjud
va yagona bo'lib, u (8.6.13) formula bilan beriladi.
2. Faraz qilaylik, w{\) = 0 bo‘lsin. Bu holda #(z, A) = yp(t, A) bo'ladi.
Bumi (8.6.7) va (8.6.8} tengliklarga qo'yib,
(A+ By —C ~ Dvyjp(t,\) =0, (8.6.14)
(A+By—-C—-Dy)¢'t,A) =1 (8.6.15)
munosabatlarga ega bo‘lamiz. Bunda ¢(t, A) # 0 bolgani uchun A + By —
' — Dy = 0 boladi. Buni {8.6.15) tenglikka qo‘ysak, 0 ¢/(t, A) = 1 ziddiyat
kelib chiqadi. Demak, bu holda Grin funksiyasi mavjud emas ekan.
8.6.1-natija. Grin funksiyasi uchun yozilgan (8.6.13) formuladan uning
x va t o‘zgaruvchilarga nishatan simmetrikligi, ya’ni G(z,t;A) = G{(t, z; \)
kelib chigadi.
8.6.2-teorema. (D. Hilbert). Agar A son (8.6.3)-(8.6.4) bir jinsli
chegaraviy masalaning xos qiymati bo‘lmasa, u holda ixtiyoriy f(z} € C'[0, =]
funksiya uchun {8.6.1)-(8.6.2) masalaning yechimi mavjud va yagona bo‘ladi
hamda u ushbu

y(z) = fo "Gl b N (8.6.16)

formula bilan beriladi.

Isbot. Yugoridagi (8.6.16) formula bilan aniglangan y(z} funksiya {8.6.1),
(8.6.2) chegaraviy masalaning yechimi bo‘lishini tekshirib ko‘ramiz. Buning
uchun uni ushbu

y(m}:ﬂ;‘a}\) ./:go{t,)\) f(t)dt-‘*’ﬁ;\?) [ TUE N FOdE (8.6.07)

ko'rinishda yozib olamiz va uning hosilalarini hisoblaymiz:

o V@A) [ R
Vo= 00 [ et nsta - HE SR Y s
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wlz, Az, A)
(A) [1,(:(tA )dt+m() @),

(@) = ﬁ”;(("})’“ [ etensta - HEREE D )

_ @'z A) ¢z, bz, )
w(A)

[ Tt N (0t + i@,

Bu tenglikdan va ushbu
=lg(@) - A, ¥ =lalx) - A, w(A) =@y’ - Y
ayniyatlardan foydalansak, quyidagi
y' = la(®) ~ Aly — f(=z)

tenglamani keltirib chigaramiz. Cheparaviy shartlarning bajarilishi ravshan.
Yagonaligini isbot gilish uchun (8.6.1), (8.6.2) chegaraviy masalaning
ikkita vy {x) # yo(z) yechimlari mavjud bo'lsin deb faraz qgilamiz.
Agar ushbu w{z} = y1{z) — y2(z) belgilashni olsak, u holda u{x) funksiya
quyidagi
—u" 4+ g{x)u = Au,
u(0)cosa + v (0} sina = 0,
u{m)cos 3+ v/ (n)sin3 =0
chegaraviy masalani ganoatlantiradi. Bu chegaraviy masala fagat nol
yechimga ega, chunki A son (8.6.3)-(8.6.4) masalaning xos qiymafi emas.
Demak, u{z) = 0 ekan, ya'ni 11{z) = y(x) . Bu esa farazimizga zid.
8.6.4-ta’rif. {8.6.16) tenglik bilan berilgan chizigli integral operatorga
(8.6.1)-{8.6.2) Shturm-Liuvill chegaraviy masalasining rezolventasi deyiladi va
u ushbu

u(@) = (L - A f(z) = ]O " Cle A F(8) dt

ko‘rinishda yoziladi.
Mustaqil yechish uchun mashqglar
Quyidagi bir jingli bo'lmagan chegaraviy maéaia,larning yechimlarini Grin
funksiyasi yordamida toping:
. { —y" =y + f(=),
| w(©) =0, y(m) =0
. { ' =Xy + f(z),
| V(0 =0, y{r) =0
381



5 4 YV Mt f(=z),
| w0y =0, ¢(m)=0.
g 1 Y=+ fl),
| ¥(0) = hy(0), ¢ (7) = hy(m).
-y =y + f(z),
¥'(0) =0, ¢/(m) =0.

8.7-§. Shturm-Liuvill chegaraviy masalasi wuchun yoyilma
teoremasi va Parseval tengligi

Ushbu chegaraviy masalani qaraylik

Ly=—y" +qglx)ly=Ay, 0 <z <m,
y(0)coser + ¢/ (0)sina =0, a € B, (8.7.1)
y(micos B+ 4/ (r)sinf =0, B€R
8.7.1-teorema. Agar A = 0 soni (8.7.1) Shturm-Liuvill chegaraviy
masalasining xos giymati bo'lmasa, u holda quyidagi
Ly=—y" +glz)y=Ay+ flz), O <z <m,
y(0)cosar + ¢/{0)sina =0, o € R, (8.7.2)
y(mycos B+ (m)sinf =0, € R

chegaraviy masala ushbu

y(z) = A fu " Gl (bt + fﬂ " Gle b f)dt (8.7.3)

integral tenglamaga ekvivalent bo'ladi. Bu verda G(z,t) funksiya (8.7.1)
masalaning A = ( givmatga mos keluvchi Grin funksiyvasi.

Isbot. Nol soni (8.7.1) chegaraviy masalaning xos giymati bo‘lmagani
uchun G{z, ) Grin funksiyasi mavjud va yagona bo'ladi. {8.7.2) masalada

ushbhu
F(zx) = Ay(z) + flz) {8.7.4)
belgilashni kiritsak, hosil bo‘lgan masalaning yechimi quyidagi
y(z) = f Gl ) F(1)dt (8.7.5)
0

formula bilan beriladi. (8.7.4) belgilashni hisobga olsak, bu formuladan
(8.7.3) integral tenglama kelib chigadi. (8.7.3) tenglama Fredgolmning ikkinchi
turdagi integral tenglamasidir.
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8.7.1-natija. Nol soni {8.7.1) Shturm-Liuvill masalasining xos giymati
bo‘lmasa, bu chegaraviy masala quyidagi

ylx) = )\/0‘Ir Gz, t)y(t)dt (8.7.6)

integral tenglamaga ekvivalentdir.
8.7.1-lemma. Agar H({z, t) funksiya [0,n] x [0, 7] kvadratda haqiqgiy
uzluksiz, simmetrik va noldan farqgli bo‘lsa, u holda ushbu

u(z) = A fo " Hiz, Ou(t)dt (87.7)

integral tenglama xos giymatga ega, ya'ni A parametrning shunday Ay qivmati
topiladiki, bunda (8.7.7) integral tenglama noldan fargli yechimga ega bo‘ladi.
Isbot. L?(0, 7] - Gilbert fazosida quyidagi

Aulx) = fﬂr H{z, tyu(t)dt,

integral operatorni qaraylik. Bu yerdagi integral operatorning H(z,t) yadrosi
[0, 7]} x [0, 7} kvadratda uzluksiz va simmetrik H{x,t} = H(z,t) funksiya
bo‘lgani uchun A o‘z-0'ziga qo‘shma va kompakt operator bo‘ladi. A operator
o'z-0'ziga qo'shma bo'lgani uchun uning normasi quyidagi formula orgali
topitadi:

1A = sup ((Au,u)].

flafl=1
Aniq yugori chegaraning ta'rifiga ko‘ra, shunday {u,(z)} ketma-ketlik
mavjudki, bunda |u,(2)|| = 1 bolib, n — oo da

(Auna un) — Mo

munosabat o‘rinli bo'ladi. Bu yerda pg = ||Af yoki g = —[|4]|-
Quyidagi munosabatlar bajariladi:
| Ay — proun| = (At — potin, Avn — o) =
= | Aunl® — 250 (A, ) + 1 ffunf] <
< ||AHZ 1|unH2 — 20 (At ) + p1g [l = 21—’% = 2p0 (Attn, up) -

Bundan n — oo da

Aug, — o, — 0 (8.7.8)
kelib chigadi. A kompakt operator bo‘lgani uchun {Au,} ketma- ketlikdan
yaginlashuvehi {Au,, } gismiy ketma-ketlik ajratib olish mumkin, ya'ni k —
o da

Aup, — vo. (8.7.9)
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(8.7.8) va (8.7.9) ga asosan k — oo da pigln, — ¥ va
3
Auy, — — Ay {8.7.10)
Ho

kelib chiqadi. (8.7.9) va (8.7.10) ga ko'ra,
Avy = potp
tenglikka ega bo'lamiz. Bu yerda vy # 0, chunki
Joull = Jim o] = sl = 4] # 0.

Shunday qilib, gy 5 0 son A operatorning xos qiymati va v{z) funksiya
“bu xos giymatga mos keluvchi xos funksiya ekan:

‘/0?T H(z, tywy(t)dt = pgvo(x). 7

Bunga ko'ra, -Ag = ﬁ son (8.7.7) integral tenglamaning xos qiymati bo'ladi,
v(x) funksiya esa unga mos keluvehi xos funksiya bo‘ladi.

8.7.2-teorema. Agar nol soni (8.7.1) chegaraviy masalaning xos giymati
bo‘lmasa, u holda ushbu

ulr) =X ]Oﬂ Gz, t)ult)dt

integral tenglama cheksiz ko'p xos giymatlarga ega bo‘ladi. Bunda G(z,t)
funksiya {8.7.1) masalaning A = 0 giymatga mos keluvchi Grin funksiyasi.
Isbot. L2 (0,7) - Gilbert fazosida quyidagi

Ru(z) = ]D " Gle. ult)dt

integral operatorni garaylik. Bu yerdagi integral operatorning G(z,t) yadrosi
[0,7] x [0,7] kvadratda haqiqly, uzluksiz va simmetrik G{z,t) = G(t, )
funksiya bo‘lgani uchun R o‘z-o'ziga qo'shma kompakt operator bo'ladi.
Lemma — 8.7.1 ga asosan R operatorning gy # 0 xos giymati mavjud va unga

v{x) xos funksiva mos keladi. Bundan tashqari {uo| = ||RI|, [|ve(x)|| =1 deb
hisoblaymiz.
Endi .
Biulz) = / Gz, t)ul(t)dt (8.7.11)
0

operatorai ko‘rib chiqamiz. Bu verda

Ghilz, t) = Gz, 1) — povo(x)uo(t)-
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Yuqoridagi (8.7.11) tenglik yordamida aniglangan R; operator ham o‘z-o‘ziga
qo‘shma va kompakt operator bo'ladi. 8.7.1-lemmaga asosan R operatorning
p1 # 0 xos giymati va vi(z) € L?(0,7) xos funksiyasi mavjud bo‘lishini,
hamda ushbu |g1| = || R1|| tenglik bajarilishini ko‘rsatish mumkin. || (z)|} =
1 deb hisoblaymiz. Topilgan wy{z),vi(z) € L?{0,7) funksiyalar o‘zaro
orthogonal bo‘ladi. Haqiqatan ham, ixtivoriy u(z) € L2 (0, 7) funkstya uchun

(Rya, vp) — /0 " ( /0 e s)u{s)ds) v(t)dt =

= /r fr G1{t, shu(s)vg(t)dsdt—
¢ Jo

— g f; /DW w2 (t)vo(s)u(s)dsdt =

= fﬂ “u(s) ( /ﬂ ) Gt s)vg(t)dt) ds—
—Ho ( fo ' vﬁ(t}dt) ( /ﬂ ’ Un(s)u(s)ds) =

= (u, Rug) — po (u, vo) = (u, piovo) — (u,v0) = 0
bo‘lishidan, xususiy holda (v, vg} = 0 kelib chigadi. Shuning uchun

Rvy = Ryv + Hovu(ﬂf)/ vo(t)ea(t)dt =
: 0

munosabat o‘rinli bo'ladi, ya’ni gy son R operator uchun ham xos giymat
bo'ladi va unga v1(x) xos funksiva mos keladi. Topilgan xos giymatlar uchun
ushbu

[p1] = |(Ryvy, n1)| = [{Ruy, 1) < ||R]| = |l .

va'ni |pg] > || tengsizlik o'rinli bo‘ladi. Shu jarayonni yana davom ettiramiz.
Buning uchun quyidagi

Rou(z) = fo " o, ) u(t)dt

integral operatorni tuzib olamiz. Bu yerda Gs(z,t) = Gi{x, 1) — nva (x)v1(2).
Yuqorida ta’kidlaganimiz kabi Ry operator ham o'z-o‘ziga qo‘shma va
kompakt operator bo'ladi. Shuning uchun, shunday vz(z) € L? (0, 7) funksiya
topilib, |pa] = [|Rz|l, {2l = 1 munosabat o'rinli bo‘ladi. O’z navbatida ve{x)
funksiya R operator uchun ham xos funksiva bo'ladi, ya'ni Ryy = Have =
Hava.
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Topilgan xos giymatlar uchun

lol = it = |pa]

tengsizliklar bajarilishini ko‘rsatish mumkin. w({z), v1{z) va wo(z) xos
funksivalar esa, o'zaro ortogonal bo‘ladi.

Agar ||R,li # 0, m € N bo'lsa, bu jarayonni cheksiz davom gildirish
mumkin. Natijada, {v,(z)},_, ortonormallangan xos funksiyalar mavjudligi
va ularga mos keluvchi xos giymatlar uchun

Lol = (pr] = |2l > ..

tengsizlik bajarilishi kelib chiqadi.
Endi, [|R.]] # 0, m € N ekanini isbotlaymiz. Buning uchun {|R,,|| =0
deb faraz gilamiz. Bu holda R,, operatorning yadrosi

Gz, t) = G(z,t) — Zm: UnUn ()R (E),
=0

ko‘rinishda bo‘ladi. Bu tengliklarning ikkala tomonini f(¢) € L?(0,)
funksiyaga ko'paytirib, [0, 7] oraligda integrallasak,

m

Ry f(x) = Rf(2) = Y _ paval@)(f,v0)

n={
hosil bo‘ladi. Bu tenglikning ikkala tarafiga L operatorni qo'llasak
L(Rfy=f R=L"'valu,= ﬁvn ekanini inobatga olsak,

0= f(z)— ZMnLUn(x)(fv Un),

ya'ni

m

f(l‘) = z v (2)(f, ),

==l
bo'lishini topamiz. Bu esa f(x) ¢ L? (0, %) ixtiyoriy funksiya ekanligiga ziddir,
Shunday qilib, R operatorning sanoqli sondagi

ltol 2 |l 2 fpal 2 . 2 {pm| = -
xo0s giymatlari va sanogli sondagi ortonormallangan
vo(x), v1(x), ey Uml2), ...

x0s funksiyalari mavjud ekan.
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Yugiridagi  mulohazalardan  (8.7.1)  Shturm-Liuvill  chegaraviy
masalasining sanoqli sondagi A, = :}: x0s giymatlari mavjud bo‘lib, ular
uchun ushbu

Mol €l < {dl € <Al < -
tengsizliklarning bajarilishi kelib chqadi.

8.7.3-teorema. Agar nol soni (A = 0) (8.7.1) chegaraviy masalaning xos
qivinati bo‘lmasa, uning Grin funksiyasi uchun ushbu

=1 () un(z)
Grx,t) = S e 8.7.12
()= 3o 2t (8:712)
n=0
yoyilma o'rinii boladi. Bu yerda A,- (8.7.1) chegaraviy masalaning
xos giymatlari va u,{z) esa ularga mos keluvchi ortonormallangan xos

funksiyalari.
Isbot. Quyidagi yordamchi funksiyani kiritib olamiz:
= U (t)un(2)
H{z,t) = G(z,1) — _— 8.7.13
(@0) = Glat) = 3 55 (87.13)

Bu yerda funksional gator Veyershirass alomatiga ko'ra tekis va absolyut
vaginlashadi, chunki ortonormallangan xos funksiyalar n ga bog'liq bolmagan
o'zgarmas bilan chegaralangan va xos giymatlar uchun ushbu

An = n2 + Co + Yns {'Yn} c IQ;

asimptotik formula o'rinli. Bu gatorning har bir hadi uzluksiz funksiva
bo‘lganligi uchun uning yig'indisi ham uzluksiz funksiva bo'ladi. Demak,
H{xz,t) funksiva uzluksiz ekan. H{x,t) ning simmetrik bo'lishi Grin
funksiyasining simmetrikligidan kelib chigadi.

H{z,t) = 0 ekanligini isbotlaymiz. Buning uchun teskarisini faraz gilamiz,
 holda yuqoridagi lemmaga ko‘ra shunday A son maviudku, bunda

)= A /ﬂ " H (e, ) u(t)dt

integral tenglama noldan fargli w(z) # 0 yechimga ega bo'ladi. {8.7.1)
chegaraviy masalaning xos funksiyalari uchun ((8.7.6) integral tenglamaga
ko‘ra) ushbu

Uun ()

A

T

/ " G, un(t)dt =
0

tenglik bajariladi. Bunga ko‘ra

T 3 T x o0 Uk uk(w B
/DH(m,t)u.n_(t)dt—/D { ) z } un (2) dt =

=0

(8.7.14)
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™ x uk(x) 7
= | Glz,thu(t)dt—> A [ w(tun(tydt =
0 . =0 . ko Jo (8.7.15)
= )Tnun(t) - X;uﬂ(a:) =0
munosabatni topamiz. Bu tengliklardan foydalanib, u(z) funksiya u,(z), n =

0,1,2, ... xos funksiyalarga ortogonal bo'lishini ko‘rsatamiz:

/Uﬁ u(x)un(x)dt = /D” {;\[0" H(a;,t)u(t)dt} un(z)dz =

-2 /ﬂ " { /0 ' H(x,t)un(x,t)d:c} u(t)dt = 0. (8.7.16)

Endi w({z) funksiyaning o‘zi ham (8.7.1) chegaraviy masalaning xos
funksiyasi bo'lishini ko'rsatamiz. Buning uchun u(z) funksiya ushbu

u(z) = /\,/: Gz, t) u(t)dr,

integral tenglamani ganoatlantirishini ko‘rsatish yetarli.

u(z) = A ./: H{z, t)u,(t)dt =

s 7 o U ()t () _
=)\/0 {G(x,t)ZT}u(t)ax_

n=0

_ 3 " < o un{z) 7 -
._/\/0 G(m,t)u(t)dt—)\z—}\;—jo tn(t)u(t)dt =

n=0
=3 /U (o, ) u(t)dt,

u{z) funksiya (8.7.1) chegaraviy masalalarning xos funksiyasi bo‘lgani uchun,
u {u,(z)}heo xos funksiyalardan biriga proporsional, ya'ni u(z) = cun,(z)
bo‘ladi. u{z) funksiya u,,(x) xos funksiyaga ortogonal bo‘lgani uchun

/Uwu(ﬂf)uno(:r}dz -0, ¢ fﬂ V2 (@) = 0, ¢ = 0, u(z) = 0

bo'ladi. Bu esa farazimizga ziddir. Demak, H(z,t) = 0 ekan. Bundan

o0

G(x,t) = Z __un(titin(:c),

n=0
tasvir kelib chigadi.
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8.7.1-izoh. (8.7.12) funksional qator absolyut va tekis yaginlashuvchi
bo'lib, uning vig'indisi [0, 7] x [0, 7] kvadratda aniglangar funksiya bo‘lgani
uchun, ushbu

G(.’I,‘,I) — Z ui(m)

An
n=0
tenglik o'rinli boladi. Oxirgi tenglikni ikkala tarafini [0,7] oraligda

/W Glz,z)dz = i /\i (8.7.17)
n=0 "

o

integrailab, ushbu

formutani olamiz. Bu formulaga G{z, ¢} — Grin vadrosining izi deyiladi.
8.7.1-misol. Ushbu

Ly=—y' =Xy, O<z<m y(0)=0, y(r)=0

chegaraviy masalaning Grin yadrosi izini hisoblang.
Yechish. Berilgan chegaraviy masalaning xos qivmatlari A, = n%, n =
1,2,3,... sonlardan iborat bo'ladi. Uning ortonormal xos funksiyalari esa

2
un(z) = \ﬁsinn:ﬂ, n>1
m

funksiyalardan iborat bo'lishi bizga ma’lum edi. Bu chegaraviy masalada A =
(0 soni uning xos giymati bo‘lmaydi. Shuning uchun bu chegaraviy masalaning
Grin funksiyasini tuzishimiz mumkin:

z{m—t) <
G(I! 7‘) = t 'rrﬁ—z], z=h
—=, > t.
Endi Grin funksiyasining izi uchun olingan (8.7.17) formulani tekshiramiz:

Z Z Y f Glr,z)dx = —/ z{r — z)dxr = %2—

n=1 n=1

Shunday gilib (8.7.17) formula

£1.2
5= —
n=1 "
ko‘rinishni oladi.
8.7.2-misol. Ushbu
Ly=—-y"=Ay, O<az<m (0)=0, y(x}) =0

chegaraviy masala Grin vadrosining izinit hisoblang,
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S.T.B-miso]. Ushbu
Ly=—y"=Xy,0<z<m y(0)=0, y(x) =0

chegaraviy masala Grin yadrosining izini hisoblang.
8.7.4-teorema. (Yoyilma hagida). Agar f(z) € C?[0,n] ushbu

f(D)cosa+ f/{0)sine =0,
fmycos B+ fl(r)sin3 =0

chegaraviy shartlarni qanoatlantiruvchi ixtiyoriy funksiya bo'lsa, u holda
quyidagi

(8.7.18)

f(@) =Y anun(a), (8.7.19)
n=0

yoyilma o‘rinli bo'ladi. Bu yerda wu,(z) funksiaylar {8.7.1) chegaraviy
masalaning ortonormallangan xos funksiaylari bo'lib, a, koeflisiyentlar ushbu

an — f " Fun(dt (8.7.20)
0

tenglik bilan aniglanadi. Bu yerda (8.7.19) qator tekis va absolyut
vaqinlashuvchi bo‘ladi.
Isbot. Quyidagi belgilashlarni kiritib olamiz:
Lf =—f"(z) + q(z) f(z) = g(x). (8.7.21)

Grin funksiyasining xossasiga ko‘ra, (8.7.21)-(8.7.18) chegaraviy masalaning
yechimi ushbu

f(z) = fo " Gl gyt (8.7.92)

tenglik bilan beriladi. Grin funksiyasi uchun 8.7.3-teoremada olingan
yoyilmani (8.7.22) tenglikka qo‘yamiz:

@ = | ﬂ'{Z ) } glt)d =

n=0 n

=S {8 [ sttntvat} o),

n=>0

(8.7.23)

= fo " gO)un(t)dt =

1 i 1 T i
. fo Lf(tpun(t)d = 5- fo () Lun(t)dt = fo F(Eyun(t)dt.
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(8.7.19) gatorning tekis va absolyut yaginlashishi uning (8.7.23) ko'rinishda
yozilishidan va xos giymatlar asimptotikasidan kelib chigadi.

8.7.5-teorema. (Parseval tengligi). Ixtiyoriy f(z) € L*(0,7) funksiya
uchun ushbu

/0 ’ fAz)dz =" al (8.7.24)
n=0

tenglik o'rinli bo‘ladi. Bu yerda, «,, koeffisiventlar ushbu
m
- / FEun()dt, (8.7.25)
0

tenglik bilan aniglanib, u,(z) funksiyalar (8.7.1) chegaraviy masalaning
ortonormallangan xos funksiyalaridir.

Isbot. 1) f(z) € C?*0,n] bo'lsin va u (8.7.18) chegaraviy shartlarni
ganoatlantirsin. U holda yovilma hagidagi teoremaga ko‘ra

= Z antin(T)
n=()

munosabat o'rinli bo'ladi. Bu tenglikning ikkala tomonini avvalo f(z)
funksiyaga ko'paytirib, so'ngra [0, 7] oraliq bo‘yicha integrallasak,
20
/‘f(:cdm;Zanff Tz :Zai,
n={) n=0
ayniyat hosil bo'ladi,
2} f(z) € L0, n) ixtiyoriy funksiya bo‘lsin, u holda quyidagi shartlarni
qancatlantiruvchi f,(z) funksiyalar mavjud,
a) fu(z) € C?[0,7];
) Falx) chegaraviy shartlarni qanoatlantiradi;

) lim [ (f(e) = fa(@))’ de = lim {f(e) — falz)] = 0.

Bu fn(m) funkmyalar uchun blrmchl bandga binoan Parseval tengligi

bajariladi:
0
/ (2)d =Z( ) . (8.7.26)
k=0
Bu yerda

= /ﬁ ol )up(z)da.

Kususan {f,,(z) — fm{x)} funksiyalar uchun ham Parseval tengligi bajariladi,

ya'ni
oo

]{; T () = ) dr =Y (o - o)’ (8.7.27)

k=0
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Quyidagi belgilashni kiritib olamiz:
a™ = (af)”),agn), ) ., n=12..

{fa{z}} ketma-ketlikning L?(0,n) fazoda fundamental ekanligidan, (8.7.27)
tenglikka asosan

lim | a\™ — a(m)” = lim | f, = fll =0,
m— 00 ™m - 00
n— 0o n ~ 00

munosabat o'rinli boladi. Demak, {a'™} vektorlar ketma-ketligi I fazoda
fundamental ekan. Bu yerda ushbu ||-|| belgi fs fazodagi normani bildiradi.
Iy fazo to‘la bo'lgani uchun {a!™} ketma-ketlik biror a = (ag,a1,..) € Iz
vektorga yaginlashadi. Normaning ushbu

el — Nyl <z -yl

xossasidan foydalanib, quyidagi baholashlarga ega bo‘lamiz:

\/] f2(:cd:c—\/] Fz)dr \/f [fulz) — f(2)) da,
|E 6= (S Jm\
k=0

k=0

Bu baholarga asoslanib, f,(z) funksiyalar uchun yozilgan (8.7.26) Parseval
tengligida n — oo lmitga o'tsak, f(x) uchun (8.2.24) Parseval tengligi kelib
chigadi.

8.7.1-natija. Agar f{a:},g(x) € L*(0,m) ixtiyoriy funksiyalar bo'lsa, u
holda f(x) + g{x) va f(z) — g(z) funksiyalar uchun Parseval tengligi

/ F(z) + gle) da = Z[ak i,

[ v - gtefar = S fog - bl
0 k=0

ko‘rinishda bo‘ladi. Bu tengliklarni hadlab ayirib, 4 ga bo‘lsak, nshbu
/ f@g(@)ds =Y ab (8.7.28)
0 k=0

ayniyat kelib chigadi. (8.7.28) ga Parseval tengligining umumiashmasi
deyiladi.
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8.7.6-teorema. (Rezolventa uchun yoyilina formulasi). Aytaylik, (8.7.1)
chegaraviy masalaning ortonormallangan xos funksiyalari w,(z), n =
0,1,2,... bo'lib, ushbu

= f fHua(t)dt, n=10,1,2, ... (8.7.28"
0
sonlar f(z) € L?(0, ) funksiyaning Furye koeffisiventlari bo‘lsin. Agar A son
(8.7.1) chegaraviy masalaning xos glymati bo'imasa, u holda quyidagi

Ly=—y" +q(z)y =y + f(z), 0 <z <,
y(Mcosa+ ' (0)sina=0, a« € R, (8.7.29)
y(mycos B+ y'(m)sinB =0, 3R

chegaraviy masalaning
y(z, ) = (L =AD" fla) = foﬂ Glx,t; A) f(t)dt (8.7.30)

yechimi uchun ushbu

Yz, ) = Z o @) (8.7.31)

yovilma o‘rinli bo'ladi.

Isbot. A son (8.7.1) chegaraviy masalaning xos giymati bo'lmagani uchun
(8.7.29) bir jinsli bo‘lmagan chegarviy masalaning yechimi (8.7.30) ko‘rinishda
bo'ladi. Endi y(x, A) funksiyaga yoyilma hagidagi teoremani go‘llab, ushbu

ylz, A) = an(x (0 (8.7.32)

fasvirni olamiz,
Ushbu

AinLun (x)

tengliklardan foydalanik, b,(A) koeflisiyentiarni hisoblaymiz:

b(V) = /0 "yl Nin(z)de = Ai fo " (e A Lt ()l =

Lun(x) = /\nun(z)a uﬂ("‘c) =

-+ / "y, X) + a2y, V)] un(e)dz =
_ Ai fu M@, A) + (@) un()dz = /\inbn(x) + Ainaﬂ.
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Bundan
ap

An — A
kelib chigadi. Oxirgi ifodani (8.7.32) tenglikka qo‘yib, {8.7.31) yoyilmani
topamiz.

8.7.2-natija. (8.7.31) yoyilmani (8.7.28) formuladan foydalanib
quyidagicha yozish mumkin:

Aabn(A) = Aba(A) + ay, bp(A) =

(2.9}

y(z, A) = 25, {/ flt un(tdt}

zfgw{n‘()%wl} tdt = / Glz, Xt f(Bdt.  (87.33)

i

Oxirgi (8.7.33) tengliklarda f(x) funksivaning ixtiyoriyligini hisobga olsak,
quyidagi yovilma hosil bo'ladi:

s Un(Z)un(t) un(t

Gzt A) .

(8.7.34)
n=

Bu yoyilmada t = x deb, hosil bo'lgan tcnglikni |0, 7] oraligda integrallasak

va xos funksivalarning normallanganligini e'tiborga olsak, Grin yadrosinining

izi uchun ushba

f Gz, z; 2)dz = Z ,\ (8.7.35)

n=(
tenglik kelib chiqadi.
8.7.1-izoh. (8.7.34) formulaga Parseval tengligini qo‘llasak,

e a2 ﬁm ul(x)
/U iG('r’t>/\)l dt_g()\n*)‘f

kelib chigadi. Bu tenglikning tkkala tomonini [0, ] oraliq bo‘yicha integrallab

oQ

T pw - 5 . 1
/ﬂ /0 (G, t; A)]* dtd ;——(Anﬁ)\)g (8.7.36)

tenglikni topamiz. Bundan ko'rinadiki, Shturm-Liuvill differensial operatoriga
teskari bo‘lgan integral operatorning vyadrosi Gilbert-Shmidt shartini
gancatlantirar ekan.

8.7.4-misol. Ushbu

Ly=—y"= My, 0<ax<m y(0} =0, y(x) =0,
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chegaraviy masalaning Grin funksiyasi uchun (8.7.36) tenglik bajarilishini
tekshiring.
Yechish. Berilgan chegaraviy masalasining barcha xos giymatlari

d=n% n=123,...

ko'rinishda bo'lib, A = 0 soni xos giymat bo‘lmaydi. Shuning uchun A = 0
bo‘lganda (8.7.36) tenglik quyidagi ko'rinishni oladi:

fo /U Gl O dtdz =3 5\15 (8.7.37)
n=t 7
Bu verda

G(:L’t)*i z(m —1), = <t
) e —x), z>t

Endi (8.7.37) tenglikni tekshiramiz:
= 1 1 fif >
— = — = Glo, ) dtdz =
2=l ), G
/ U Gz, )P dt +/ [G(x,t][th} dr =
0 0 T
= lfw /Itz(w»x)zdt-i-fﬂf(w—t)zdt dx = ﬁ
71'2 0 i} r 90

Demak, (8.7.36) tenglik quyidagi ko‘rinishni oladi.

e}

o 4

1 T
> w

n=1
8.8-§. Yoyilma teoremasidan kelib chigadigan ayniyatlar

Ushbu
Ly=—-y"+te(x)y=Ay, 0<z <m
y'(0) — hy(D) = 0, {8.8.1)
y'(m) + Hy(w) = 0,
Shturm-Liuvill chegaraviy masalasi berilgan bo‘lsin. Bu yerda ¢(x) € C'[0, 7
- berilgan hagiqiy uzluksiz funksiya, h, H— berilgan chekli haqiqiy sonlar, A
esa kompleks parametr,
Aytaylik, (8.8.1} chegaraviy masalasining xos qiymatlari

A0y Ay ooy Ay oon
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bo'lib, ularga mos keluvehi ortonormal xos funksiyalari
“0(@» Ul(-’lf), ey uﬂ($)1
bo'lsin. U holda quyidagi

{ 1'(0) = hf(0) =0, 582

fi{m)y+ Hf(m) =0,
shartlarni qanoatlantiritvehi ixtiyoriy f(z) &€ C?[0,n] funksiyani tekis

vaginlashuvchi .
Fl@) =" anun(x) (8.8.3)
Furye gatoriga yoyish mumkin. Bu yZ:(:a
G = /r F&)un(t)dt. (8.8.4)
Dirakning §(x) - “delta—funkZiya”si tushunchasiga asoslanib, istalgan

f(z) € C [0, 7] funksiya va ixtiyoriy t € [0), 7| nugta uchun

/ flz = t)o(z)dx = (1) (8.8.5)
0
tenglikni yozish mumkin. Bu tasvirdan foydalanib (8.8.3) tenglikdagi f{x) €
C? [0, 7] funksiyani
fla) = ] F(O3(z — t)dt (8.8.6)
0

ko‘rinishda yozib olamiz. So‘ngra (8.8.3) qatorni (8.84) va (8.8.6)
formulalardan foydalanib,

| rwia—vae= | f(t){gun(m)un(t)}dt

ko‘rinishda yozamiz. Bundan va f(x) funksiyaning ixtiyoriyligidan

Bz =1) = un(z)ua(t) (8.8.7)

n=0
simvolik tenglik kelib chiqadi.
(8.8.1) differensial tenglamaning
P(0,N) =1, (0,A) = h (8.8.8)
boshlang'ich shartlarni gqanoatlantiruvchi yechimini (z, A) orqali beigilaymiz.
Ko'rinib turibdiki, @(z, V) funksiya
‘P,{O: A)— h‘f?(oa A =10
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shartni qanoatlantiradi. Bu ¢(z, A} yechimni ikkinchi shegaraviy shartga
qo'yib,

A =& (m, A) + Ho(m, A) =0
chegaraviy masalaning xarakteristik tenglamasini  tuzamiz. Oldingi
paragraflardan ma'lumki, (z,A.), » = 0,1,2,... funksiyalar {8.8.1)
chegaraviy masalaning xos funksiyalaridan iborat bo‘ladi. Chunki A = A,
ushbu

Adg) =0, n=0,1,2,...

xarakteristik tenglamaning oddiy ildizlaridir. Quyidagi

Oy = / Pz, An)dr,n = 0,1,2, ... (8.8.9)
0

sonlar (8.8.1) chegaraviy masalaning normallovehi o'zgarmaslaridan iborat. U
holda (8.8.1) chegaraviy masalaning ortonormal xos funksiyalari ushbu

1
un(z) = anzp(;r,)\n) (8.8.10)
ko'rinishni oladi. Bundan foydalanib (8.8.7} simvolik tenglikni ushbu
20
1
dr—1) = —{z, Apdip(t, Ay 8.8.11
(#-0= 3 el el h (8.1)

ko‘rinishda yozish mumkin.
Agar (8.8.1) masalada ¢(z} =0, h =0, H = 0 bo'lsa, u holda
-y —Ay, O<z<m
¥(0)=0, y(m) =0
chegaraviy masala hosil bo‘ladi. Bu chegaraviy masalaning xos giymatlari
An = n?, n >0 bo'lib, ushbu

wle, Ag) = 1, ¢z, A} =cosnx, n>1

ko‘rinishdagi xos funksiyalarga ega bo‘ladi. Nihoyat normallovchi o‘zgarmaslar
ketma-ketligi uchun

af = / ©*(x, Ag)dz = 7, af =
0

:f @ (, A )da :f cos® nedr = I, nz>1
0 0 2

tengliklar bajariladi. Bu ma'lumotlardan foydalanib, (8.8.11) simvolik

(8.8.12)

tenglikni quyidagicha yozish mumkin:

Sz —t)= Z g cosncos nt. (8.8.13)
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Shu bobning birinchi paragrafida o(z, A) yechim uchun (8.1.8}, (8.1.9}
integral tasvir olingan edi:

@(x, X) = cos VAz + / K (z,t) cos V' Atdt, (8.8.14)
0

K(z,z) = h + % fu ", (8.8.15)

Agar {8.8.14) tasvirda cos v Az funksiyani noma’lum, ¢(x, A} va K(z,t)
funksivalarni ma'lum deb garasak, undan

cos VAT = p(z, A) + ff Hz, t)p(t, Adt, (8.8.16)
0

H(z,t) =0, t>=x (8.8.17)

formula kelib chigadi. Chunki (8.8.14) tenglik {cos VAz } - noma’lumga
nisbatan Volterraning ikkinchi turdagi integral tenglamasidir.

8.8.1-lemma. (Gelfand, Levitan). Ushbu 0 < t < =z, tengsizlikni
qanoatlantiruvchi barcha x,¢ € (0, 7) larda quyidagi

—tp(a: M) cos /At = (8.8.18)
Z

=0 &
ayniyat o‘rinli bo'ladi.
Isbot. Yuqoridagi (8.8.18) tenglikning chap tomonini (8.8.16), (8.8.17)
munosabatlardan foydalanib quyidagicha yozish mumkin:

Z—Lp(x M) €os v/ Ant =

n=()

—E w(w)\ﬂ){ (£, An) +/thtp(y,)\)dy =
0

= Z—w(ﬂr Aa)plt, ha)+

n=0
/H(t y){ —tp(x An)ely, n)}dyz
' =5(a:—t)+/H Lyd(z —yldy =6(z — )+ H(t,z) = 0.
0

Bunda (8.8.11) simvolik tenglik va (8.8.17) munosabat ishlatiladi.
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8.9-§. Teskari masalaning qo'yilishi va Marchenko yagonalik

teoremasi
Quyidagi
-y +g(x)y= Ay, 0<z<m, (8.9.1)
y'(0) — hy(0) =0,
8.9.2
{ y/(m) + Hy(r) =0, 8.92)

Shturm-Liuvill chegaraviy masalasi berilgan bo'lsin. Bu yerda q(x)} € C[0, 7
— berilgan haqigiy ueluksiz funksiya, h va H — berilgan chekli hagiqiy sonlar.

Agar (8.9.1)-(8.9.2) chegaraviy masalaning xos qiymatlar ketma-ketligini
An, 1t > 0 orqali belgilasak, u holda ular quyiclagi

VA =n+ = + 2 {an} €y (8.9.3)

munosabatni ganoatlantirishi to'rtinchi paragrafda ko‘rsatilgan edi. Bu yerda
h+H 1 (7

e=— + o / g(t)dt. (8.9.4}

Ma'lumki, A,, n > 0 xos giymatlarga o(x, A,) xos funksivalar mos keladi.
Berilgan (8.9.1)-(8.9.2) chegaraviy masalaning normallovehi o‘zgarmaslar
ketma-ketligini

ay, = f Oz, A)dz,n=10,1,2, .. (8.9.5)
0
orgali belgilaymiz. Shu bobning beshinchi paragrafida
= 325 + 2 syen (8.9.6)

tenglik olingan edi.

8.9.1-ta’rif. Ushbu {\,, @}, ketma-ketliklar juftligiga (8.9.1)-(8.9.2)
Shturm-Liuvill chegaraviy masalasining spektral xarakterigtkalari deyiladi.

8.9.2-ta’rif. Shturm-Liuvill chegaraviy masalasining {As, cn},p -
spektral xarakteristkalarini toppish va ularning (8.9.3)-(8.9.6) xossalarini
o‘rganishga spektral analizning to‘g'ri masalasi deyiladi.

8.9.3-ta’rif. {\n,on}n - spektral xarakteristkalar yordamida (8.9.1)-
(8.9.2) chegaraviy masalaning ¢{x) koeflisiyentini va chegaraviy shartlardagi
h, H sonlarni topishga teskari spektral masala deyiladi.

Teskari spektral masalani yagonaligini o‘rganish magsadida ikkinchi

-y +dlx)y=Ay, 0<z <, (8.9.7)
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y'(m) + Hy(m) = 0 -
Shturm-Liuvill chegaraviy masalasini garaymiz. Bu yerda §(z) € C[0,n] -
berilgan haqiqiy uzluksiz funksiya, hva H - berilgan chekli hagiqiy sonlar, A
esa kompleks parametr.
@(z, A) orqali (8.9.7) differensial tenglamaning
20,0 =1, 9(0,2) = h

boshlang’ich shartlarni qanoatlantiruvchi yechimini belgilaymiz.

Yugoridagi (8.9.7)-{8.9.8) chegaraviy masalaning xos giymatlari ketma-
ketligini A,,, n = 0,1, 2, ... orgali, normallovchi o'zgarmaslari ketma-ketligini
e5a

&y = / &z, An)dz,n =0,1,2,...
0

orgali belgilab olamiz.
8.9.1-teorema. (V.A Marchenko, 1950-yil). Agar A, = Ay, ap = iy,
n=20,1,2,... munosabat o‘rinli bo'lsa, u holda ushbu

h=hH=Hqq(z)= i),z € 0,n]

tengliklar bajariladi.
Isbot. Ushbu @{x, A) va ¢(x, A) yechimlarning integral tasvirlariga asosan

3, \) = p(z, A) + fﬂ " K (o, ol Nt (89.9)

tenglik o‘rinli bo'ladi.
Ixtiyoriy f(z) € L*(0, ) funksiyaning (f,$) Furye koeffisiyentini (8.9.9}
tenglikdan foydalanib hisoblaymiz:

/0 " F@) @z, Nz = /0 \ﬂ flz) {c,o(z, A) + /U " Kz )t A)dt} dz =
= /Dw flzyol(x, N)dz + /: f(z) [.[01‘ K(m,t)cp(t,)\)dt] dr =
- /0 " )l Nz + fo " [ / "Kitx) f(t)dt] o, Nz =

=f0ﬂ [f(m)+f:K(t,$)f(t)dt] w(r,/\)d;r:f;g(x)cp(:c,ndaz. (8.9.10)
Bu yerda )
g9lz) = f(z) + [ K(t,z)f(t)dt. (8.9.11)
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Agar (8.9.10) tenglikda A = X,, n = 0,1,2, ... deb olsak, u holda ushbu

: ' Bz, A N ’ )Pz i
e [ st s = [ peete s
1
o

an, =

an =

[0 " g0l A)da.

tengliklar o'rinti bo'ladi.

Demak, teorema shartlari bajariladi, f{z) € L*(0, 7) funksiyaning Furye
koeffisiyentlari uchun 4, = a,, » = 0,1,2,... tenglik bajariladi. Parseval
tengligiga aspsan

]D @ de =3l =3 o = fn ()| da

n=0

munosabat kelib chiqadi. Boshqacha aytganda

1fllze = Nall 2 {8.9.12)

tenglik bajariladi.
Quyidagi
Af(@) = S+ | K005

operatorni qaraylik. U holda (8.9.11) ga asosan

Af(z) = g(z)
bo‘ladi. (8.9.12) tenglikdan esa

HAf e = [1£ 2
kelib chqadi. Bu esa A operatorning L*(0,7) fazoda unitarligini bildiradi.
Unitar operatorlar uchun A*A = I tenglik o'rinli bo‘ladi.
A* operatorni topish giyinchilik to‘g'dirmaydi.

Ate) = 1)+ [ " Kz, Oh{)de.

Endi, A*(Af(2)) ning aniq ifodasini topamiz:

A {Af(2)} = Af(2) + f Ko, 0) {Af(8)} dt =
0
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— fa)+ f K(t,2)f (t)dt+

+ [ K(z,t} {f(t) + [ K{s, t)f(s)ds} dt =
[remyo]

T

— fla)+ f K(t,2)f(£)dt + / K(z, ) f(t)dt+

]
&

+ ] { j K (2, )K (s, 1) f(s)ds}dt.

)
Bu yerda integrallash tartibini almashtirib quyidagi

A {Af(x)} = flay + /Oz {K(sc,t) + fot Kz, s)K{1, s)ds} F)di+
+[ {K(a:,t) + fﬂ Kz, )K(t, s}ds} Flo)dt

formulaga ega bo'lamiz.
Agar A* {Af(x}} = f(x) ayniyatdan foydalansak,

z

f {K(w, 0+ / K(z,s)K(t,s)ds} FO)de+
0

0

+/{K(t,$)+/K{$,s)K(t,s)ds} f(Bydt=20

&

tenglik kelib chigadi. Bu yerda

() = K(z,t) + f K(x,s)K(t,s)ds, agar t € [0, ] bo'lsa,
0, agar t € (z, 7] bo'lsa,

deb olsak, ushbu
2

T t
f {K(a:, t) +/ K(z,s)K(t, s)ds} dt =0
0 0
tenglik kelib chigadi. Bundan

Kz, t)+ ft K(x,s}K(t,8)ds =0
0
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tenglikni topamiz. Oxirgi tenglik = ning har bir tayinfangan qiymatida & (z,t)
funksiyaga nisbatan bir jinsli Volterra tenglamasidir. Bunday tenglama faqas
nol yechimga ega bo‘lishidan K (z,¢t) = 0 (¢ < z) kelib chigadi. Buni (8.9.9)
formulaga go‘ysak

(2, 3) = Hlz,\)

ayniyat hosil bo‘ladi. Boshlang'ich va chegaraviy shartlarga ko‘ra
h=h, H=H
tengliklarni topamiz. Ushbu

—¢" +q(x)p = e,
—¢" + TP =A@
tengliklardan esa
[9(z) — () (2, A) =0
bo‘lishi kelib chiqadi. Bundan va ¢(z),g{x) funksiyalarning uzluksizligini
hamda @(z, A) funksiyaning nollari ajralganligini e’tiborga olsak, ¢(x) = §(z)
ayniyat kelib chigadi.

8.10-§. Teskari masalani yechishning Gelfand-Levitan usuli

Yuqoridagi paragrafiarda {A\,,e,},., hagiqiy sonlar ketma-ketliklari
ushbu
—y' +gzly=Ay, 0<z <m, (8.10.1}

¥ (0) — hy(0) =0, ¥/ (7) + Hy(w) = 0, h, H € R, (8.10.2)
Shturm-Liuvill chegaraviy masalasining spektral xarakteristkalari bo‘lishi
uchun quyidagi

C Y L
= —_— _— = — _ . fn ,
Vv An n o an 2+n,{%},{f}€lz

L7 (8.10.3)
c=h+H+§fq(t)dt, AFAmnFm oa,>0,n=01,..

0
shartlarning bajarilishi zarur ekanligi ko'rsatilgan edi.

Endi teskari masalani yechish bilan shugullanamiz, ya'ni (8.10.3)
shartlarni ganoatlantiruvehi {)\n,an};’ig baqgigly sonlar ketma-ketliklari
yordamida (8.10.1), (8.10.2) chegaraviy masalaning g{x) koeflisiyentt va

403



chegaraviy shartlardagi kb, H sonlarni toppish algoritmini keltirarmiz. Buning
achun ushbu

oz, \) = cos VAz + f K(z,t) cos VR,
0

_ i1 ¢ (8.10.4)
K{z,xy=h+ 5/ q(t)dt
0
tasvirdan va .
1

Zﬁgo(x A)eos i/ At =0, 0< i<z (8.10.5)

n=0
Gelfand-Levitan aynivatidan f‘oydalé.namiz.

8.10.1-teoretha. (Gelfand-Levitan). Har bir tayinlangan z € (0, 7]

uchui (8.10.4) tasvirnig K (z,t) yadrosi ushbu

Kz, t) + F(z,t) + fK(a:, s)F(s,t)dt =0, (<t <) (8.10.6)

o

F(x,tJ—Z{fCOS\/—mcos\/-_t— cosn:ccosnt}

n=0
0 _
n =

chizigli integr’ai tenglamani qanoatlantiradi. Odatda (8.10.6) integral tenglama

(8.10.7)

N

2 1,
, =10
Gelfanid-Levitan integral tenglamasi voki teskari masalaning asosiy integral
tenglamasi deb yuritiladi.

Isbot. Aytaylik bizga (8.10.3) shartlamni qanvatlantiruvehi {Ay, an}reg
haqiqiy sonlar ketma-ketligi berilgan bo'lsin. Avvalo F'(z,#) funksiyani tuzib
olamiz. So‘ngra (8.10.4) tasvirdan va (8.10.5) a,yniyat'dan foydalanamiz:

0= Z —-r,o(as /\ ) €08 4/ At = Z {cos An+

nO

+ cos v Az + /K(:c, y) cos v/ Apydy p cos /At =

-—Z—cos\/_ascos\ﬁt+

n=0

[ Ko {3 L VAo it

0 n=0
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n

o0
=z 005\/_$cos\/_t Z—cosnmcosntJr
=

n=0

o ¥
r . 1
K 2 - An )\nt_
+/ (z,4) {Z; - co8 y cos
0 n=|

- Z —0 COS NY COS nt} dy+

n=0

ZT cosnx cos nt+
=0 ¥
/ (x,y) {ZT} osnycosnt}dyz
0 o %o
= F{x,t) fK(:L‘ yI1F(y, t)dy+
0
+&{x —t)+ / K(z,y)6(y — t)dy
o
— F@t) + 3z ) + K0+ [ Ko n)Fly iy =

:F(ﬂ:,t)+K($,t)+/K(a:,y)F(y,t)dy:0, D<t<a, t#zx.

Endi teskari masalani garaylik, ya'ni {),, an}nwio hagigly sonlar ketma-
ketligi (8.10.3) shartlarni ganoatlantirsin deylik. Avvalo (8.10.7) formula
yordamida F{z,t) funksiyani tuzib olamiz, so'ngra uni (8.10.6) Gelfand-
Levitan integral tenglamasiga qo'yamiz. Gelfand-Levitan integral tenglamasi
har bir tayinlangan x € (0, 7] da ikkinchi tur Fredgolm integral tenglamasidir.

8.10.1-lemmma. Har bir tayinlangan z € {0,7] da (8.10.6} Gelfand-
Levitan integral tenglamasi L?(0, 7) fazoda yagona yechimga ega.

Isbot. Odatda, integral tenglama yechimining mavjudligini ko'rsatish
uchun, unga mos keluvchi bir jinsli integral tenglama fagat nol yechimga ega
ekanini ko'rsatish yetarli. Buning uchun ushbu

g(t) + f: F(s,t)g(s)ds = 0. (8.10.8)
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bir jinsli integral tenglama noldan fargli 0 # g(¢) yechimga ega bo'lsin deb
faraz gilaylik. U holda

& 5 T - B
/O.Q(t)dt+j(; /0 Fs,t)g(s)g{t)dsdt = 0,

yoki

f:gg(t)du 231; ([g(t) o \/X;tth_
Aic%g(foxg(t)cosntdt)z—g,

n=0

(8.10.9)

tenglik o‘rinli bo'ladi. Bu tenglikda £ > x larda g(t) = 0 deb olamiz va ushbu
f Flhydr=> (/ a(t) Cosntdt) ,
0 e 0

Parseval tengligidan foydalanamiz. Natijada (8.10.9) tenglik quyidagi
ko‘rinishni oladi:

g 51; (/ng(t) cos \/)\—ntdt)z =0.

Bu yerda ap, > 0, n=0,1,2,... ekanligini ¢’tiborga olsak, barcha x € [0, 7]

uchun .
/ glt)cos\/apbdt =0, n=10,1,2, ...
0

tenglik, xususan, z = 7 da

/ glt)cos/Aptdt =0, n=10,1,2, ...
0

tenglik kelib chigadi.

Ushbu {cos \//\—nrc} funksiyalar sistemasi L%(0,7) fazoda to'la bo'lgani
uchun g(t) = 0 kelib chigadi.

Shunday qilib, {8.10.6) Gelfand-Levitan integral tenglamasining yechimi
mavjudligi ko‘rsatiladi.

Yuqoridagidek, (8.10.3) shartlarni ganoatlantiruvchi {A,, @}, haqiqiy
sonlar ketma-ketligi yordamida F(z,f) funksiyani aniglaymiz va Gelfand-
Levitan integral tenglamasini yechib, K{(x,t) funksiyani topamiz, so‘ngra buni
quyidagi tenglikka qo'yib,

@z, \) = cos VAz + / K{z,t) cos vV Atdt (8.10.10)
0
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funksiyani aniqlaymiz.

Quyidagi teorema teskari masalani yechish jarayonida muhim
bosgichlardan biri hisoblanadi.

8.10.2-teorema. Agar K({(x,f) funksiya Gelfand-Levitan integral
tenglamasining yechimi bo'lsa, u holda {8.10.10) formula orqali aniglangan
y = @(x, A) funksiya ushbu

-y +g(x)y =My, b<z<m, {(8.10.11)

tenglamani va

y(O) = (10(0' A) =1, y'(O) = 47’(0: A) =h,

8.10.12
h = K{+0,+0) = —F(0,0) ( )
boshlang'ich shartlarni ganocatlantiradi. Bu yerda
d
g(z) = 2-— K{z, ). (8.10.13)
dx

Isbot. Teoremaning isboti A.B.Hasanovning “Shturm-Liuvill chegaraviy
masalalari nazariyasiga kirish” I qism kitobining 237-242 betlarida keltirilgan.

Teskari masalani yechish jarayonida olingan natijalarni teorema shaklida
bayon gilamiz.

8.10.3-teorema. {A,, .}, hagigiy sonlar ketma-ketliklari (8.10.1),
(8.10.2) ko‘rinishdagi g{z) € L*(0,m) koeffisiyentli biror Shturm-Liuvill
chegaraviy masalaning spektral xarakteristkalari bo'lishi uchun (8.10.3)
shartlarning bajarilishi zarur va yetarli.

{8.10.3) shartlarni qanoatlantiruvchi {A,,an},; hagiqiy sonlar ketma-
ketligi yordamida Shturm-Liuvill chegaraviy masalasi quyidagi algoritm
bo'vicha quriladi:

1. Berilgan {A,, ay, }oo  sonlar ketma-ketliklari yordamida F(z, t) funksiya
(8.10.7) formuladan aniglanadi;

2. Gelfand-Levitan integral tenglamagini yechib, K (z, £) funksiya topiladi;

3. Potensial g(x) va k, H sonlar quyidagi

q(;[;):Qg—K(x,x), h = K(0,0), Hzcgh*%/‘Q(t}dt
0

T

formulalar yordamida topiladi.
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8.11-§.  Izospektral Shiurm-Liuvill chegaraviy masalasini gurish
algoritmi

8.11.1-ta’rif. Quyidagi har xil
Ly=—y' =M, 0<z<m

y'(0) =0,y'(m) =0;
Ly=—y"+q@x)y= y0<z<m
¥ (0) — hy(0) = 0,¢/(x) + Hy(m) =0
Shiurm — Liuvill chegaraviy masalalarining spektrlari uchun
o(L) =o(L%) = {n’,n 2 0}

tenglik bajarilsa, ularga izospektral chegaraviy masalalar deyiladi. Bu yerda
g(z) € C[0, 7] -berilgan haqiqly uzluksiz funksiya, A - kompleks parametr, A
va H berilgan chekli haqiqiy sonlar.

Mazkur paragrafda spektri

o(L) = {A}ily = {n’,n > 0}

ko‘rinishdagi musbat sonlardan iborat bo‘lgan barcha L = L{g(x},h, H)
Shturm — Liwvill chegaraviy masalalarini qurish algoritmint bayon gilamiz. Bu
turdagi masalalarni o‘rganishda teskari spektral masalani yechishning Gelfand
— Levitan usulidan foydalanish magsadga muvofig.

1. Faraz gitaylik, { A\, on}ow, haqiqiy sonlar ketma-ketliklari ushbu

Vw=mn, n>0, aﬂ_{g,nzl (8.11.1)
xp, 1= 0
ko‘rinishda bo‘lsin. Bu yerda ag— berilgan musbat son bo'lib, agp # 7.
Yuqoridagi  algoritm  yordamida, Dberilgan  {A,,an}c, ketma-
kethiklarga mos keluvehi Shturm-Liuvill chegaraviy masalasini tuzish bilan
shugullanamiz.
Ko‘rinib turibdiki, berilgan (8.11.1) {A,, an},., ketma-ketliklar 8.10.3-
teoremaning, ya'ni (8.10.3} shartlarni qanovatlantiradi. Shuning uchun spektral
xarakteristkalari {An, o} oo bo'ladigan (8.10.1), (8.10.2) ko'rinishdagi

Liag) = —y" +q(z, a0}y = My, 0 <z < m;

y'(0) — h{ao)y(0) =0,
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y'(m) + H{a)y(r) =0
yagona Shturm-Liuvill chegaraviy masalasi mavjud.
Gelfand-Levitan algoritmidan foydalanib, ¢(z} = gq(z,eg) va h =
k{ew), H = H{ag) noma'lumlarni topamiz:
1. F(z,t) funksiyani quyidagicha aniqlaymiz:

20

1 i
Flz,t) 7?:0 { o COS A/ AnT €08 \/ Ant o COS T COS nt}
~cosy/AgTeosy Al 1 1

o ad og 0«
Chunki,

2. Gelfand-Levitan integral tenglamasini tuzib olamiz va uni yechamiz:

K(.’L‘,t)+F(I,t)+fIK($,S)F(S,t)dS:0, (0 <t <),

K(:c,t)+a+a[IK(x,s)ds:0.
Ushbu . "
f Kz, s)ds = f(z),
belgilashni kititib, quyidagi t[:snglamani hosil gilamiz:
K(z,t) = —a—af(x).
Buni belgitashga qo'yib, f{z) ni topamiz:

ar
Ho)=—1 -
Bunga ko'ra, .
K = - )
(e.8) 1+ax

3. g(x) = g(x, g} koeffisivent va h = h(ay), H = H{ayg) sonlarni hamda
y = wlx, A, ap) vechimni quyidagicha aniglaymiz:

2a®
(1 +ax)®’
h=h{y) = K(0,0) = —a, a = a(ayg),
I a
H=c—h— Hdt = ——— = H(ap).
ch— [ et = - = Hlao)
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Churnki, A, larning aniqlanishiga ko'ra ¢ = 0. Endi {8.10.10) formuladan
faydalanib ¢(x, A) = p(x, A, ag)-yechimni aniglaymiz:

w(z, A) = cos vz +/ K(z,t) cos VAtdt =
0

a sin v Az
= CO8 >\5L" — 1—:0713" . _\/X—- = (,D(.’B,/\,O’.()).V
Bunda
a= LN a{ce)
Tay w0

Shunday qilib, ushbu

2a
Liw) = -y + my = Ay,
y(0) + ay(O) =0,
y'(m) + Fmylr) = 0
ko‘rinishdagi Skturme-Liuvill chegaraviy masalasini topishga muvaffag bo'ldik.
Shuni takidlash joizki, biz tuzgan L{ap) Shturm-Liuvill chegaraviy
magsalalar oilasining spektri,

o (L{og)) = {n’*,n >0}
berﬂgaﬁ to'plamdan iborat bo‘ladi. Xususan, e = 7 bo'lgan holda
Flz,t) =0, K{z,t)=0
bo'lib, g(z) =0, h =0, H = ( bo'ladi, ya'ui biz
Ly = —y" =)y,
y{(0y=0, y(x) =0
chegaraviy masalaga ega bo'lamiz. Ravshanki, hunda
UILU) = {nz,n > O} .

2. Avtaylik, {A,, .}, haqigiy sonlar ketma-ketliklari ushbu

5, n=2,
M=n) n20 a=1% o, n=1, (8.11.2)
Qpg, M= )

ko‘rinishda bo‘lsin. Bu yerda og,a; - berilgan mushat sonlar. Spektral
xarakteristkalari {8.11.2) ko'rinishda bollgan Shiurm Liuvill chegaraviy
masalasini qurish bilan shug‘ullanamiz.

416



Ko'rinib turibdiki, (811.2) tengliklar bilan aniglangan {A,, an}, .,
hagiqiy sonlar ketma-ketliklari 8.10.3-teoremaning shartlarini qanoatiantiradi.
Shuning uchun koeffisiventlari g(z) = q{zr, a0, 00}, A = hlag, o), H =
H{cy, o) ko'rinishda bo'lgan yagona Shturm-Liuvill chegaraviy masalasi
mavjud. Bu chegaraviy masalanl L = L{ayg, o) ko'rinishda belgilasak, uning
spektri uchun

o (L{ag, o)) = {nz,n > O}

munosabat bajariladi. Demak ikki ay, oy > 0 parametrli L{ayg, o) chegaraviy
masalalari oilasining spektyi {nz,n > D} berilgan to'plam bilan ustma-ust
tushar ekan.

Endi, yuqoridagi

Liag,a1) = —y" + q(z, 000, 01)y = Ay, z € (0,7) {8.11.3)

¥'(0) = hlag, a1)y(0) =0,
v (m) + H{an, o jy(m) = 0

chegaraviy masalaning ¢(z) = q(x, ag, ) va b = h(og, ), H = H{og, o)

(8.11.4)

koeflisiventlarnt topish bilan shug‘ullanamiz. Buning uchun, avvalo {8.11.2)
spektral xarakteristikalar yordamida F{z, 1) funksiyani tuzib olamiz:

e

1 1
1.F ,t = — An 3 Ant — Y =
(z,¢) ; {aﬂ €0S v/ A, T Cos &0 COS L COS 7 }
oc 1 1
= Z — COSTIT COSME — — COSNT cosnt p =
(e [0 4
n=0 n
1 1 1 2
=|-—-=]+|—— = }cosxcost=a-+ bcosxcost. (8.11.5)
4y ™ (05 ki
Bu yerda
1 i
=7 o =T 21 amafag) = L1
L o, T (8.11.6)
b=b{om) = - - =
1 ™

F(x,t) funksiyaning (8.11.5) ko'rinishidan foydalanib, (8.11.6) chegaraviy
ghartlarning birinchisidagt h = h{ay, 1) sonini topish mumkin:

h=hlag, o) =-F{0,0) = —(a+b) =
1 1 1 2 3 1 1 (8.1L.7)
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2. Gelfand-Levitan integral temglajnasini tuzamiz va uni yechimga ega
ekanligini ko‘rsatamiz:

K(z,t) + F(z,) + / " K(z,8)F(s,0)ds =0, (0 <t <)  (8118)
0

Bu tenglamaning yechimga ega ekanligini ko‘rsatish uchun, uning bir jinshi
gismi faqat nol yechimga egaligini isbotlash vetarli. Ushbu

f{t) = K(z.¥)
helgilashni kiritaylik. U holda (8.11.8) tenglamaning bir jinsli gismi
(1) +/ F(s,t)fr(s)ds =10
0

ko'rinishni oladi. Bu tenglamaning fagat nol yechimga ega ekanligi xuddi
8.10.l-lermmadagidek isbotlanadi.

Endi F(z,f) funksivaning {8.11.5) ko'rinishidan va (8.11.8) integral
tenglamadan foydalanib, K{x,#) funksiyani hisoblaymiz: '

K(z,1) = —F(x.10) — /0 " K (s, 8)F(s.)ds =

=—a—beoszcost -a /K(;r:: s)ds — htzost/K(:r, 8) cos sds =
0 0
& x
=—all+ /K(I, s)ds | —beost{ cosz + /K(J syeossds | =
0 0
= —ap(x, M) — beoste(z, A)),
ya'ni
K(x, ) = —ap(x, Ag) — beoste(z, Ay). (8.11.9)

Bu yerda

X
oz do) = Lt [ Kiw9)ds, o h) =
. (8.11.10)
= cos;H—/ Kz, s)cossds,
4]

Agar K(x,t) funksiya Gelfand-Levitan integral tenglamasining yechimi bo'lsa,
1 holda ushbu

@(z, A) = cos \/Xa‘+/‘ K (1) cos vV xtdt (8.11.11)
0
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funksiya quyidagi
'—‘19” + Q(.'E,Q(], lel}(p = A(p)
differensial tenglamani v _
00,0 =1, '({0,3) =h, h=-F(0,0) = ~a—b
boshiatigich shartlarti hamda '
d

g(z, an, ) = Ze (K(z, %)}

munosabatni qanoatlantirar edi. Yogoridagi (8.11.11) formulada A = X, =

n?, n > 0 deb quyidagi

7 B2 .
@{x, Ay) = cosnz + f Kz, 1) cosntdt =
0

= cosnx — ap(x, Ap) / cos ntdt — bip(z, Ar) f cds ¢ ok nbdt
0 0
{fodani topamiz. Bu tenglikda n = 0 va n = 1 deb quyidagi

w(x, Ap) = 1 — azp(x, Ag) — bsinxzp(z, Ay),
wlz, A1) = cosx — asinzp(z, Ay)— o
x (8.11.19)
—b(x, A1) f’c052 tddt
7 b
iatosabatiarni olariiz.
Endi /{x, o) va ¢'(&, A;) hosilalarni hisoblaymiz:
@I(xw ‘klﬂ) = —'d,()ﬁf(ﬁ:, An).’ﬂ - ﬁ@ﬂ(ﬁr’ )‘0)_
—b'(x, Ay) sinz - bz, Ai) cos z,
(T, M) = — st — ag'(, o) sin & — ap(z, Ao) cos £—
by (2, A1) f cos® tdt — bp(x, Ay) cos” x. (8.11.13)
[i]

if’ﬁdor_iﬂa’gi {'8.11.12), {811.13) tengliklarda z = 7 deb @7, Ag), w(m, As) va
', M), ' (7, A1) larii qiymatlarini topamiz:

(p(’ﬂ', }\0) = 1 —an {p(ﬂ, )\U)u W(F’T-‘ AO) = l‘l" G,TI"
o7 h:) = —1 'bﬁ A A) = —1
(A =—-1- E(P(‘”: 1). o(m M) = _1 +brr/2’

(10’.(7{1 }‘0) = _GQ’P{(W: )\‘D)W —a (10{?: )\0) + b‘ﬂo(ﬁs /\l):
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e b
1+ arm 1+b’ﬂ'/2’

(1+ am)'(m, Ao} =

a b
T Ttrar b,
! R s |
‘ ® (Ws AD) - 1+ar .
Endi ushbu , 5
Hian,ay) = _@(mo)

o(m ) l+ar " 144
tenglikdan foydalanib H (g, o) ni hisoblaymiz:
2a + 26 + 3abr
(1+an) (24 br)
Shu tarzda (8.11.3) ienglamaning g(z, ¢, o) koeffisiventini ham topish
mumkin:

H((_Iu, O]) =

d
Q(:‘Ea o, O:'l) = 2% (K('T! ‘r)) =
= —2ag'(x, \g) + beoszy'(x, Ay) — bsinzp(z, Ap)].
3. Spektral xarakteristikalari ushbu

w

5, agar n >k bo'lsa,
(g1, agarn = & — 1 bo'lsa,
S N () e e (8.11.14)
oy, agar n =1 ho'lsa,
oy, agar = 0 bo'lsa,
ko‘rinishda bo'lgan Shturm - Liuvill chegaraviy masalagini tuzish bilan
shug'ullanamiz. Bu yerda ag, a, ..., ag—;- berilgan musbat sonlar.

Ko'rinib turibdiki, (8.11.14) formulalar bilan aniglangan {A,, on -
hagiqly  sonlar  ketma ketliklari  8.10.3-tcoremaning  shartlarini
qanoatlantiradi. Shuning uchun ¢(z) = g{z, ap, oy, o m1) € Ly(0m), A =
hlag, o, ook}, H = H{ag, a1, ..., aq 1) kooffitsiventli (8.11.1)-(8.11.2)
ko'rinishdagi k& ta parametrli yagona L{ag,ay....op-1) = L{glz),h, H)
Shturm -~ Liuvill chegaraviy masalasi mavjud. Bu holda L{ag, oy, ..., oa_1)
chegaraviy masalalar oilasining spektri uchun

a(L{ow, a1y -y g 1)) = {n®,n > 0}

munosabat o'rinli ho'ladi.
Endi uskhbu

L{og, oy, o5 )y = —3" 4 glag, a1, 1)y = Ay, (8.11.15)
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y'(0) = i, gy oy g1 )y (0) = 0,
yl{ﬂ-) + H(Oﬁo, Qy, ..., Q’-k*.‘l)y (ﬂ-) =10
ko‘rinishidagi k ta parametrli Shturm - Liuvill chegaraviy masalasining

(8.11.16)

g{z) = gz, ap, ay,y oo, 1) € La(0, ),
ho= hlow, aq, oy apm), H = H{g, o, 0, 1)
koeffisiventlarini topish jaraycnini bayon gilamiz.
Buning uchun avvalo (8.11.8) formuladan va (811.14) ko'rinishdagi
spektral xarakteristikalardan foydalanib, F(x,t) funksiyani tuzib olamiz:

k-1
Flet) = Z @, COS #ux oS it (8.11.17)
: n=>0
Bu yerda
1 1 5. agar n > 1 bo'lsa,
p = — = —5, 0 = i y
0y o m, agar n = { bo'lsa.

So‘ngra {8.11.10) integra tenglamadan va (8.11.17) formuladan foydalanib,
K (x,t) funksiyani hisoblaymiz: .

Kz, t) = —F(z,t) —fK(w,s)F(s, tids =
0

k-1 2 k-1
= — E tin (:osn:r:cosnt—/K (z,s) E On COSNS coSNt ) ds =

n=0 0 n=>0
k-1 -
=- Z a» cosnt  cosnr + / K{r, 3)cosnsds } =
n=0 0
k-1
=— Z an cos nEp(x, A},
n=0
va'ni
k-1
K {(x,1) = —Za,ncosntcp(:c, A {8.11.18)
n=0
bunda N
@ (x, An) = cosnir -+ / K {x, 8) cognads. (8.11.19)
0

(8.11.11) formulaga ko‘ra, (8.11.15) differensial tenglamaning
k-1
g(z) = g(z, a0, 01y ooy 1} = —QZan {cosntp(x, Ayl} (8.11.20)
n=0
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kocffitsiyentini va (8.11.12) tenglikdan (8.11.16) chegaraviy shartlarning
birinchisini topamiz:

h = hlag, o, oy ag—1) = —F (0,0) = — Zan. (8.11.21)
n=t

Endi {8.11.19) tasvirni (8.11.18) formuladan foydalanib, ushbu

k-1 z

wlr, \,) = cosnx — ayp(z, Ay) /c()s nt cos ptdt 3,
2" J (" e
D€n<k-1

ko‘rinishda yozish mumkin. Bundan foydalanib ¢’ (7, An) hosilani hisoblaymiz:

k-1

[ €T
@ (z, ) = -nsingy - Zaptp’(:c, Ae) {f cpsntcosptdt} -
Lo

p=0

k-1
- Zapgo(;v, Av) €OS P COS M. (8.11.23)
=0

Nihoyat, (8.11.22) va (8.11.23) formulalardan foydalanib, o (m, A,),
@' {7, Ay) Hfodalarning giymatlarini topamis:

k-1

w
@(m ) = (=1)" = Zupcp(?r. Ap) {] cosnt Cosptdt} =
=0 b
= (=1)" = apg {7, M) A,
(e = (8.11.24)
P Au) = 1+ anal’ o
Xuddi shuningdek, (8.11.23) tasvirda z = 7 deb ¢ (m, A,)
noma’lumlarning giymatlarini-aniglaymiz:
k-] .
Zamo T, Ap) {/ cosntcosptdt} -
p=0 v ' ‘
k-1
- (Z app (7, Ap) cOS p:'r) COSNT =
p=0
k-1
= —apabyd (1, An) — (1) D_(—1)ayp(m, Ap),
=0
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va’'ni
( 1)1?,+J. k-1

@ (m A} = 1 TTaad Z ¥ ayo(m, Ap) (8.11.25)
Oxirgl (8.11.25) tenglikni (8.11.24) f(n‘muladan foydalanily quyidagicha yorish

mumkin: s
( I)n-l-]' — a, ‘
A ; 11.26
o (7 An) = 1+ (In(‘fo o 1+ a0l (8 )

Ushbu
@' (7, M) + Hlag, ey 1) (1, M) = 0
chegaraviy shartdan
L
— td ‘

H{ag, o, ..., ap_4) = pz; et (8.11.27)

tenglik kelib chiqadi.
4. Faraz qilaylik, {A,. o }oey haqigiy sonlar ketma-ketliklari ushbu

1 1 Y
A=n’ n>0 —=— 8.11.28
a=n°, n>= o a2+n+1 ( )
ko*rinishda. bo'lib, ~, quyidagi
s 5] ’7’
= 8.11.29
n=0 n+ 1 = ( )

shartni qanoatlantiruvchi berilgan ketma-kelliklar bo'lsin. Bu yerda

[ME]

,agar n > 1 bo'lsa,

0 .
n = 8.11.30
" { 7, agar n =0 bo'lsa. ( )

Spektral xarakteristkalari (8.11.28) ko'rinishda bo‘lgan  Shturm-Linvill
chegaraviy mnasalasini qurish bilan shug'ullanamiz.

(8.11.28) munosabatlar hilan aniglangan {A,, )20, hagigiy sonlar
ketma-ketliklart  8.10.3-teoremaning shartlarinl  ganoatlantiradi.  Shuning
uchun koeffisiventlari ¢(x) = ¢{x, 0,71, 2o -1 B = R0 V15 ooy Vs o)
H = H{v, Y ns ) korinishda bo'igan cheksiz parametrli vagona
L{70,7, «os Yy o) Shturm-Liuvill chegaraviy wasalasi maviud. Bu chegaraviy

n-0

masalalar oilasining spektri uchun

G(L(nt'jﬂ’hfl: s Tres -)} = {'n2, 7> U}

munoesabat o'rinli bo‘ladi.
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Endi ushbu
L(F}‘(U: Y1y eeey Frs -") - _y” + ‘1(33, s V15 e Ve -)?J = Ay’ ) (811'31)

U’(O) - h(ﬁm!?l’ ooy Ty )y(O) = D:

8.11.32
yf(w) + H(f)‘(]: 15 eees Ty )y(ﬂ-) =0 ( )

cheksiz parametrli Shturm-Liuvill chegaraviy masalasining g(z) =
(T, %1 s Vs )y Bo= (v, H o= H{vo 7,0, -0
koeffisiventlarini topish jarayonini bavon qilamiz. Shu magsadda (8.11.28)
spektral xarakteristkalar yordamida F(z,t) funksiyani (8.10.7) formuladan
foydalanib tugamiz:

[s o
Flz,t) = Z { €08 v AnZ €08 / Agt — — 5 COS T COos m‘}
n=({}
oo .
= Z i €0s nx cos ni;
n+1
n=0
va'ni
-
Flx,t) = "_ cosnx cosnt. 8.11.33
=322 (81139

Bundan (8.11.32) chegaraviy shartlarning birinchisini topish mumkin:

F(0,0) = A{Yo,7: - Yo )

= Tn .
h{’m, PRI ) ) = - - (81134)
—n +1

2. Gelfand-Levitan integral tenglamasini tuzamiz va uni ycchimga
egaligini tekshiratniz:

X
K(z,t)+ Fla.t) + / K (z,5)F(s, t)ds = 0. (8.11.35)
e Jg
Ushbu .
£+ [ 6080005 =0, L0 = Ky
Jo
bir jinsli integral tenglama nol vechimga egaligi odatdagidek ko'rsatiladi.
Endi F{x,f) funksiyaning (8.11.34) ko'rinishidan foydalanib, K{(z,¢) ni
hisoblaymiz:

Ko t) = Flz,t) - fIK(m,s)F(s,t)ds -
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oo r -
f— ’}‘”- Jﬁ;{n _
= —nzr:o o cosnzcosnt - /K(a’,s} {Z ——Y cosntcosns} ds =

0 n=0
20 o ‘ e
= - Z T;-'):—] cosnx cosnt — Z nl” ] cos nt [ K(z, s)cosnsds y =
n=0 =0 0
~ &I
= - 2 T cosnt { cosnx + / K{x,s)cosnsds » =
n+1 .
n=0 I
ya'ni
T
Kz, t)=- ———cosntw(x, Ay ). 8.11.36
(0 = =3 ol (81136
Bu verda _
wlr, Ay) = cosnz + | K(z,s) cosnsds. (8.11.37)

0
Bizga oldingi paragraflardan me’lumki K{x,t) funksiva Gelfand-Levitan
integral tenglamasining vechimi bo'lsa, u holda

plx, X)) =cos Vaz +/‘” K (x,t) cos VAtdt (8.11.38)
1]

funksiva ushbu
=" 4+ q{, %0, T1s s Yoy ) = A (8.11.39)
differensial tenglamani va
Ip(0,0) =1, (0, %) = A{¥0, Y1y oors Yar oo )y
= v (8.11.40)

ﬂ*UnJr]‘

B0 Y1y comy Yare o) = —F(0,0) = —
boghlang‘ich shartlarni hamda

d
Q(i:u Y05 Y1 ooy Ty "') = 28:1: (K(QC, CC)) (81141}

tenglikni qanoaflantiradi.
Endi (8.11.38) formulada A = A, = n? n > 0 deb, {8.11.36) tenglikni
© ¢'tiborga olsak quyldagi

T o Vi
wlia, Ay) = cosnz — / cos ktp{r, Ax) p cosntdt =
) {5 sttt
oA T
= COSTIE — Z i jf llp(ﬂ:‘,/\k) {/ﬂ cos ki cos ntdt} ,

k=0
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ya'ni

w(z, Ay) = cosnx — Z E%ga(x, Ar) {/cos kt cos nitdt (8.11.42)
s .

tasvirga ega bo‘lamiz. Bundan foydalanib ¢'(z, A,) hosilani hisoblaymiz:

D 1<p(r Ak) {/0 cosktcosntdt} -

l:z ﬂ-—c,, x, A) cos kx} COS N {8.11.43)

(8.11.42) va (8.11.43) tengliklardan foydalanib, (7, A;) va ¢'(7, A;) larning

giymatlarini toparmiz:
v
{ / cos kf cos ntdt} =
0

i, An) = Z
w(m, Ay )ad

o0

&{x, Ay) = —nsinnz —

n?

n+1

elm, A = (Ti)f-- : (8.11.44)

n+

k-1 \
— Tt 3 Y i L _
= _n (r? (7 ')\n)an - ( 1)11 Z( ]—) 0] -
k=0 k1%
k-1

=T n —

|
Z
T
[
jo]

Bundan
( 1 n+l1 oS

I
@' (7 Aa) = E
(7, A 1+—"—n+1ag k+l+"yk(r
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tenglik kelib chigadi.
Ushbu
@ (T An) + H (0, Y15 v Voo LJelm A} =0

chegaraviy shartlardan va {8.11.44), (8.11.45) formulalardan quyidagi

o' (7, A
H(")ﬂ(]:,}rlz T "') = \PN( n) =

‘P(W: ’\??}
1 + r_l-_lun ( ‘)n+1 o ";Ik i Y
= (=1)r 1+ mad k414 ol k4 i+ e’
yva'ni
x5
H {40 A1 eoes 8.11.46
(0. 1 Z 1 + P ( )

k=0
ikkinchi chegaraviy shart kelib chigadi.
(8.11.41) formulani (8.11.36) tenglikdan fovdalanib, ushbu

(1(93: 0y TLa ees Vs '~-) = "ZZ R’Z‘ 1

n=0

[cosnzp(z, An }]’ (8.11.47)
ko‘rinishda vozish mumkin, Bunda

plr, A,) = cosnz— Z — p(J; Ap) {fI Cosktcosntdt} ,m=0,1,2, ...
£=0 o
Mustagil yechish uchun mashglar.
1. Ushbu
y=—y'=)y, 0O<a<m,y0)=0, y(7) =10
Ly=—y'+qlx)ly=Ay, 0<az <
y(0) =0, ¢/(m) + Hy(m) =0

Shturm-Liuvill chegaraviy masalalari berilgan bo'lsin.
Spektrlari guyidagl

o(1) = a(L’) = {(n + )%, 7.2 0)

tenglikni  ganoatlantiruvchi L = L{g(x),oc, H) ko'rinishdagi barcha
izospektral Shturm-Liuvill chegaraviy masalalarini toping.
2. Ushbu

Loy= =M 0<z<myf(0)=0, ylax}=0
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Ly= " +qlx)y=My, O<z <7
y'(0) — hy(0) =0, y(m) =0
Shturm-Liuvill chegaraviy masalalari berilgan bo‘lsin.

Spektrlari quyidagi

o(L) = o(L" = {(n + %)2, n > 0}

tenglikni ganoatlantiruvchi L = L{g{zx),h,00) ko‘rinishdagi barcha
izospektral Shturm-Liuvill chegaraviy masalalarini toping.
3.Ushbu

y=—y" =Xy, 0<z<m y(0)=0, y(r)=0
Ly=—y" +gl@)y= My, 0 <z <m,y{0)=0,y(x) =0,

Shturm-Liuvill chegaraviy masalalari berilgan bho‘lsin,
Spektrlari quyidagi

o(L)=o{L%) = {n®, n> 1}

tenglikni qanoatlantiruvchi I = L{g(x),00,00) ko'rinishdagi barcha
izospektral Shturm-Liuvill chegaraviy masalalarini toping.
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IX BOB. KICHIK PARAMETRLI
SHTURM-LIUVILL CHEGARAVTY
MASALALARI

9.1-8. Kichik parametrli Shturm — Liuvill tenglamasiga qo"yilga,n
Dirixle chegaraviy masalasi

Ushbu paragrafda kichik parametrli Shturm - Liuvill tenglamasiga
qo'vilgan Dirixle chegaraviy masalasining xos givmatlari va ortonormal xos
funksiyalarining kichik parametrga nisbatan asimptotikalari Reley-Shredinger
ysuli yordamida topiladi. A Naylening «Meroas: posmymenit. M., «Mups»,
1976» kitobida Dirixle chegaraviy shartli Shturm-Liuvill masalasining xos
qiymatlari va ortonormallangan xos funksivalarining kichik parametrga
nisbatan asimptotikalari 5(z?) aniqlikda, Reley-Shredinger usuli yordamida
keltiriby chiqarilgan. Mazkur paragrafda bu asimptotikalarni 6(¢®) aniglikda
keltirib chigarish algoritmini bayon gilamiz.

Quyidagi

'+ A+ ef(z)|u =0, (9.1.1)

u(0) =0, wu(1) =0 (9.1.2)

chegaraviy masalani qaraylik. Bu yerda & > 0-kichik parametr, f{x) €
C'0, 1] bir marta uzluksiz dilferensiallanuvehi hagigiy funksiya.
Agar ¢ = (} bo'lsa, u holda biz ushbu

u’ +Au=0,4(0) =0, uw(1)=0 (9.1.3)

chegaraviy wasalaga ega bo‘lamiz, Bu chegaraviy masalaning ortonormal xos
funksiyalari va xos qiymatlari

wn (1) = V2sinnrx, n=1,2,3,.. (9.1.4)
An = nn? {9.1.5)

ko‘rinishda bo'lishi ma’lum. Bunda w,(z), n = 1,2,3,... xos funksiyalar
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quydagi
1
f’uu(x)um(w)dw:dmn (916)
0
ortonormallashtirish shartlarini qanoatlantiradi, Bu yerda d,,, ‘Kroneker
simvoli:

P 1, agar m = n bo'lsa,
. 0, agar m # n ho'lsa.

£ > 0 parametrning kichik qiymatlarida (9.1.1)-(9.1.2} chegaraviy masalaning
(2, £)-ortonormal xos funksiyalarini va A, (£)-x08 giymatlarini mos ravishda
ushbu

(2, €) = V2SI NI + et (€) + 22 () + una(z) + ... (9.1.7)

Mf2) = 7% +edm + e+ A3 + - (9.1.8)
ko'rinishda izlaymiz. Bu yerda u,i(), un2(2), wag(x) hozircha noma’lum
funksiyalar bo'lib, A1, Mg, Mg migdorlar esa noma’lum sonlardir. {9.1.7) va
(9.1.8) tengliklarni berilgan

up(w,e) + [An(e) + e f(@)|ua(z, ) = 0,
un(D,8) =0, wuy{l.g)=0
chegaraviy masalaga qo'vib, quyidagi
—(nm)*V2sinnrz + eul (z) + o+ [(00) + A + ...+ 2 f(2)] %
x[V2sin e + £un (£) + e2una(r) + Supg(z) +...] =0

munosabatlarni hosil gilamiz. Oxirgi tenglikda ¢ -kichik parametr darajalari
oldidagi koeffitsiventlarni nolga tenglashtirib, ushbu

u:fl (I) + (7?'77')2“?11 (z) = —f(I)“’nO(x) - /\nluno(m):

uet€0) = 0, wupi(1) =0 (9.1.9)
(@) + (n70) P2t (@) =
= _f('r)unl (51‘) - )\nlunl(x) - )\nzunu(ﬂﬂ), (9110)

ta(0) = 0, wna(1) = 0
ula () + (nrYuns(z) =
= — f(2Yuna(r) — Aatina(2) — A2tin1 (2) — Apgtino (), (9.1.11)
Uns(0) = 0, u,3(1) =0

chegaraviy masalalarga ega bo‘lamiz, Bunda wu,g(z) = v2sinnmz.
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Malumki, (9.1.1)-(9.1.2) chegaraviy masalaning xos givmatlari hagigiy
bolib, har xil xos giymatga mos keluvehi xos tunksiyalar o‘zaro ortogonal
bo‘ladi. Shu bilan bir qatorda (9.1.2) chegaraviy shartni qanoatlantiruvehi
ixtivorty (x) € C?[0, 1] funksiyani tekis vaqinlashuvehi Furye qatoriga yoyish

mumbkin:
' o 1
pl) = Y antale), au = [ plau(o)de
n=0 0
Shuning uchun, it {x)-funksiyalarni, w.n(z) = v2sinnrz ortonormal

xos funksiyalar orgali Furye gatoriga yoyish mumkin, chunki w,1(0) =
-0, an1(1) = 0. Bundan fuydalanib,

tm () = Z Qron V 2 810 TR0 T (9.1.12)
m=1

yoyilmaga ega bo'lamiz.
Endi (9.1.12) tenglikni {9.1.9} differensial tenglamaga qo'yib,

o0
Z V2r?(n? — m?)any sin mrz = —V2f(z) sinnrr — V2, sinnrz

m=1

tenglikni keltirib chiqaramiz. Bu tenglikning ikki tomonini v/2sinkre
funksivaga ko'paytirib, go‘ngra 0 dan 1 gacha integrallab, xos funksiyalarning
ortonormallanganligidan foydalansak, ushbu

7 (n? — kP )apk = —Fok — Anibus (9.1.13)
munosabat kehb chigadi. Bu yerda
Fp=2 01 f(z) sinnrzsin krxdz. (9.1.14)
Agar (9.1.13) tenglikda n = k desak, undan A,y ning giymati topiladi:
A1 = —Fopp = —2 /01 fiz)sin® nradz. (9.1.15)

Agar (9.1.13} tenglikda n # £ bo'lsa, w holda

Elfs

i =~ (9.1.16)

munosabatga ega bo'lamiz. Qaralayotgan holda w, (x) funksiya quyidagi
Fy . .
Unr(z) = — Z M\@sm knz + V2ap, sinnaz (9.1.17)

le#n
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formula orgali hisoblanadi. Bu tenglikning o'ng tomonidagi ayy, koeflisiyent
hozircha noma’lum son bo'lib, uning glymatini u,;{x) funksiyalarning
normallashtirish shartidan foydalanib, topish mumkin,

Endi navbatdagi (9.1.10) chegaraviy masalani garaymiz. Bundagi w,(x)
funksiya hamn (9.1.2) chegaraviy shartni qanoatlantiradi. Shuning uchun uni

Una(2) = 3 bV 2sinrna (9.1.18)
=1

ko‘rinishda izlayvmiz. Ravshanki u,s(z) funksiya aniglanishiga ko'ra, w,2(0) =
0, um(2) = 0 chegaraviy shartlarni ganoatlantiradi. Ushbu w,a(x), ua(z) va
tnp(z) Tunksivalarni (9.1.10} tenglamaga qo‘yib,

e Z(n2 — )bV 2sin vz =
r=1
= —Zam\/Qf(:r)sinrfr;z— (9.1.19}
r=1

O
— E A A1V 28I T — ApV/2 sinnrx
=1

tenglikni hosil qilamiz. Bu (9.1.19) tenglikning ikki tomonini +/2sinkwx
funksiyaga ko'paytirib 0 dan 1 gacha integrallasak va ortonormallashrirish
shartini inobatga olib, ushbu

7 (n? = K )bak = = D Gue Frr — s dt — AnaOn (9.1.20)
=1

munosabatni topamiz. Agar n = k bo'lsa, u holda

F2
Ang = — Zaannr = Z F(_?’t—zn——_?bj (9.1.21)
r#n TN
formula o'rinli bo'ladi. Agar n # k bo‘isa, u holda (9.1.20) tenglikdan
_ Fn.rFkr }‘;Lkann Ezk-an
b = ; wl(n? — k)2 —r?)  w¥n? - kY wifn? — k22 (9.1.22)

formula kelib chigadi.
(Jaralayotgan holda uye{r) funktsiva quyidagi
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ws @)= 3 |3 i

! - 1 (2 _ o2\ (2 2
el Bomit (n? —m?) (n? —r?)
Frm@nn FomFon

e (n? — m?) - w(n2 — 1n2)2

} V2sinmaz + b,m\/ﬁ sinnw .

formula orqali hisoblanadi. Bu yerda by,  hozircha noma’lum son.
Endi yugorida topilganlardan foydalanib, (9.1.11}) chegaraviy masalani
yechamiz, Buning uchun w,s(z) funksiyani ushbu

Uns(x) = Z dnsV2sin s
s=1

ko‘rinishda izlaymiz. Ravshanki u,s(x) funksiya aniglanishiga ko'ra, u,3(0) =
0, upa(1) = 0 chegaraviy shartlarni qancatlantiradi. U holda {9.1.11) tenglik
quyidagi ko‘rinishni oladi:

2 Z \/ﬁ(nz — 52)(1,,3 sin smx =
s=1
= Z Vb, f (2) sin sma — Z V' 2bys A1 Sin STTL— {9.1.23)
5=1 s=1

20
- Z V2055 A2 8i0 872 — V2hpy sin nmz.
s=1
Bu (9.1.23) tenglikning ikki tomonini v/2sin kre funksiyaga ko'paytirib
0 dan 1 gacha integrallasak va ortonormallashtirish shartini inobatga olsak,
ushbu

o0
7T2 (nQ - kz)dnk' = - Z b‘ﬂ--ﬁ'FkS - bnk‘)\n] - a’ﬂkATQ - ’\nleSnk (9124)

s=1

tenglik hosil bo‘ladi. Agar n = & bo'lsa, u holda

Ana = —~ Z bnsFps = bonAnl — An2Gan = — Z bnsFns — Analnn =
=1 871

o F
— Fns . nr- 8r _
DU Pyt -

sFED r#En
_ Fnsann _ Fnann ) _ a Fgr
B nmn
e ) D D )
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formula o'rinli bo'ladi. Agar n # k bo'lsa, (9.1.24) tenglikdan

1 had bk A Ok An2
dn —_— bmF-s nknl : nk A\ —
g w2{k? — n?) ; #ks a2(k2 — n?) + 72k — n?)

FR?‘FS“!‘
z(kz Zf“ § mHm? S (nt — )

s%n
Fnsann Fn.sF-n.n
- - 1.25
2 (n? — s?)  wi(n? — s2)2 + (9.1.23)
b-rkan F‘I’L’i!, Z Fm Ff\,r
a2 (k? - n?) w2k —n?) A — k) n2 —rd)

_ F‘nkann _ Fnk‘Ffm .ln Z m«
2 (n? — k) 7wi(n? - k2)? ﬂ“(rr — k?)2 Wz(nz —12)

formula kelib cligadi.
Qaralayotgan holda w,g{x) funktsiva quyidagi

o0

)= 34 s S R | Y e
EAS A 2 (m2 — 12y ks (02 _ V(2 _ o2y
= (m?2 —n?) = i (n? — s%} (n? — r?)
o RLS(J‘TL‘H. _ El-‘.‘EHl b"“l‘.Fﬂln o F:ﬂ.'ﬂ. X
m2{n? — 5% pin?—s2)?]  w(mP-n?)  a?(m?-n?)
y Z P o Fonr ] ”;F nman o EFomFon ) +
A (2 Y (it — 2 Tim? _ m2 a2 _ a2
2 () (2= %) =) i~ )
F £ . .
+ i Z o V2sinmmr + d,, V2 sinnre

PPACENEIY 22 _ 12
whn? —m?)” e (n? —¢2)

formula bo‘yicha hlSObLinddl Bu yerda d,,,, — hozircha noma’lum son.

Quyidagi
1 )

/ (tnp + Stny + 2o + e3u,,,3) de =1, (9.1.26)

Jo

normallashtirish shartidan foydalanib,
1
/ Upoligrdx = 0, (9.1.27)
0
1
/ (2unottna + ) dz =0, (9.1.28)
0
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1
/ (2un1u,,2 + 2uﬂoun3) de =10 (9129)
0

tengliklarni topamiz. Bunda une{x) funksivani ortonormallanganligi inobatga
olindi.

Yugaridagi (9.1.27) shartdan a,, = 0 ekanligi kelib chigadi. Bundan
tashqari (9.1.28) tenglikdan foydalanib,

Fa Y
bun=—% > a, (9.1.30)
Z L Z#: (.,,Tz(.nz _ kz))

r;én

formulani hosil gilamiz. (9.1.29) shartdan esa

L
Z Onicbpg = Z ;ﬁ X

k#£n

% Z Fnkar Fn.ann

= mi(n? — k2)(n? — r?) B m{(n2 — k2)2

formulani hosil gilamiz. Shuning uchun (9.1.7) va (9.1.8) munosabatlarni
quyidagicha yozish mumkin:

F,
Un(z,€) = V2sinnmwe — EZ 2——“k—

2
k#n k )
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Folhr ForFan .
Z Z mi{n? — k) {(n? — ~k—2 V2sinkrz—

kEn | rn wl{n? — k?)

1 sz
B osinnmr $ +
2 T,iﬂ ( '2 - k2)2
Fo k'
+53 [ Fi, nri sy _
; m2{k? — n?) #Z” k rséZﬁ 7i(n? — s2)(n — r?)
. Fnann ) _ Fk-n 1 Fnr 2
min? -2/ (K - n2) ; 2 \ 73 (n? —r?)
an Z FHT‘-F‘IC,- Fﬂ-an.n
72 (k2 —n?) 7i(n? — k) (n2 —r2) (02 — k2

——‘flk J’l?‘ 1
m4{n? — k2)2 Z ﬁz(ng 2)] V2sinkra+

"k FoFr
+
g; 2(n? — k2) (Z 71'4(?1 kg)(n —r? )

Fnann _
—,—2) V2sin kmz} +o(%),

mi(n? — k?)

ng
A() Ean+6 ZﬁZ .ﬂ_k‘Z)
rin

3 5 7 nsdnn =
+< Z Fas (Z m4(n? — 32)(712:{3) - 7)] +o(e®)

¥ 2
s#n TER "Tl(nz - 52)

9.2-§.  Kichik parametrli Shturm-Ljuvill tenglamasiga qo ‘yilgan
umumiy chegaraviy masala

Mazkur paragratda yuqoridagi chegaraviy masaladan bir muncha
umumiyroq bo‘lgan holni garaymniz.

Quyidagi

' +teqlmly= Ay, 0 < <7 (9.2.1)
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y'(m) + Hy(x) =0

chegaraviy masalani qaraylik. Bu yerda g(x) € C'[0, 7] bir marta uziuksiz

{ymnhmm=o 022)

differinsiallanuvchi hagiqly funksiya bo‘lib, b va H chekli haqiqiy sonlar, £ > {
kichik parametr.

Bu paragrafda (9.2.1), (9.2.2) wmumiy chegaraviy shartli Shturm-Liuvill
masalasining Ap(e) xos qivmatlari va y,(x, £} ortonormal xos funksiyalarining
kichik parametr ¢ ga nishatan asimptotikalarini o(¢®) aniglikda Relay-
Shredinger usuli yordamida keltirib chigaramiz.

Ushbu (¢ = 0)
—y" =Xy, O<a<m (9.2.3)
'{0) — A =0
y'(0) = hy(0) (9.2.4)
y'(m) + Hy(m) =0
chegaraviy masalaning, xos qiymatlarini A = A(0). ortonormal xos

funksiyalarini esa yo(r) = yu(x, 0) orqali belgilaymiz.

Ma’lumki, Shturm-Liuvill chegaraviy masalasining xos giymatlari haqiqiy
bo'lib, uning har xil xos givmatiga mos keluvchi xos funksiyalari o‘zaro
ortogonal  bo'ladi. Shu bilan bir gatorda (9.2.2) chegaraviy shartlarni
qanoatiantiruvehi ixtivoriy f(z) € C?[0, 7] funksiya uchun quyidagi teorema
o'rinli:

9.2.1-teorema. (Yoyilma hagida}. Agar f(z) € C?[0, x] vshbu

f0)—rf(0)=0
f(m)+ Hf(x) =0
chegaraviy shartlarni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy funksiva bolsa, u holda
quyidagi
fe.v]
@) =" antinlz) 9-2.5)
n=0
tasvir o‘rinli bo‘ladi. Bu yerda y,(x) funksivalar (9.2.1)-(9.2.2) chegaraviy
masalaning ortonormallangan xes funksiyalari bo'lib, a,, koeffitsiyentlar ushbu

o= [ fm(v (926)

tenglik bilan aniglanadi. (9.2.5) gator tekis va absolyut yaginlashuvehi bo‘ladi.
Berilgan (9.2.1)-(9.2.2) chegaraviy masalaning y,(z,€) ortonormal xos
funksiyalarni va A,(g) xos giymatlarni mos ravishda ushbu

Yul(2,8) = Yno(z, ) + €y () + E2yma{z) + Syns(x) + 0(=%),  (9.2.7)
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Ma(,€) = Ao, ) + e (@) + 2hne(r) + ¥ A3(x) + 0(e?)  (9.2.8)

ko‘rinishida izlaymiz. Bu yerda w,{r), yna(2), yns(z) hozircha noma’lum
funksivalar bo'lib, A, Ap2, Ang migdorlar esa, homa’lum sonlar,

Yuqoridagi (9.2.1)-(9.2.2) masalada y = y,(z,2) va A = Ay(x,2) deb
olib, ularning o‘rniga (9.2.7) va (9.2.8} ifodalarni goysak, quyidagi chegaraviy
masalalar ketma-ketligi hosil bo‘ladi:

_ygl) = Aynl‘)r
U;O(U) - hyn[l(o) = Dy (929)
Yruo(T) + Hyno(m) = 0,

—Yh1 — Ano¥ni = — (T Yn0 + An1Yno,
¥1(0) — hym1 (0) = 0, (9.2.10)
You(7) + Hym(m) = 0,

”y:ZQ — Ano¥nz = *Q(x)ynl + ’\nl'ym + Anatno.
Yna(0) — hyan(0) = 0 (9.2.11)
y;i'Z(Tr) + H?an(ﬁ) =0 .

Ry-:::l - A"lﬂyn-'i = 7‘1("1’)%1-2 g /\nlynZ + Anzym + )\n3yn0
Yrs(0) — s (0) = 0 (9.2.12)
Yos(m) + Hyna(m) = 0

Ko'rinib turibdiki, {9.2.9) chegaraviy masala (9.2.3}-(9.2.4) bilan bir xil.
Shuning uchun (9.2.10} chiegaraviy masaladan, avvaio g, (z) funksiyani va
Ap1 sonni topamiz. So‘ngra (9.2.11) chegaraviy masaladan yga(z) funksiyani
hamda A, sonni aniqlaymiz va bu topilganlardan foydalanib, (9.2.12)
chegaraviy masaladan y,s(z) funksiyani hamda A3 sonni aniglaymiz.

Aniglanishiga  ko'ra, wy.i(z) [unksiva (9.2.2) chegaraviy shartlarni
ganoatlantiradi. Shurdng uchun uni ushbu

o
yn-l(-f) = Z a'nmym(](w}a A — (ynl;ymﬂ) {()2]-3)
=0
ko'rinishida izlaymiz. Bu yerda (f,g) orqali f{z) va ¢{zx) funksivalarning
Ls(0,7)  famodagi  skalyar ke'paytmasi  belgilangan. Bu  yoyilmani
differensiallab, quyidagi

yﬁl (I) = Z anmy«:::ﬂ {"I"} (_9.2. ].4)

n=0

432



tenglikni hosil gilamiz. Agar (9.2.13) va (9.2.14) ifodalarni (9.2.10) chegaraviy
masaladagi differinsial tenglamaga qo‘ysak, undan

Z Qpm {_ygl[](:"") - /\n()ymll('?'—)] = _Q(I)ynﬂ(fj + Anly‘nu(;r)

m=0
munosabatlar  kelib chigadi. Bu tenglikning ikki tomonini ywe(z) ga
* ko'paytirib, hosil bo‘lgan ifodani [0, 7] oraliqda integallab, ushbu

- / o (@) ro(3)dE = Do [ U0 (2)0% = Aot
1] JO

munosabatlardan fovdalansak, quyidagi

x>

Z“nm ()\mf}/ ym(](-'r)ykﬂ(-'ﬂ)dx - /\nO/ ynlﬂ(x)ykﬂ(it)dI) =
a 0

m=(}

= — f ) () yno(T)ypo(T)dz + A /0 ' Yo (@ Yo (@) d

0
tenglikka ega bo‘lamiz. Bu yerda

- ) 0, agar m # k bo'lsa,
T, agar m = k bo'lsa.

Bunda m = & deb {ygo(x)} funksivalarning ortonormal sistemani tashkil
gilishini inobatga olsak, ushbu

g (Aro — Ano) = — f; ¢(2) Yo (x)yro () dz+

. (9.2.15)
+ A / Yo (2 )yso (£)dix
0
formula-hosil bo‘ladi. Agar (9.2.15) da n # k deh olsak, undan
1
Gnk = Ao — Akoan (9.2.16)

tenglik kelinib chigadi. Bu verda

Yugoridagi {9.2.15) tenglikda n = k deb,

/\n.l = {un, in = fg Q(I) [yRU(I)]Zdiﬂ (9217)

ekanligini topamiz. (9.2.16) tenglikdan foydalanib, (9.2.13) yoyilmani quyidagi
ko'rinishda yozish mumkin:

'ym(ﬂ?) = Z

Fran Ym0 (E) + Gnnfing {1‘) (92 1 8)
m#En 0 ’

/\nD - /\m
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Bu tenglikdagi a,,, hozircha noma’lum son bo'lib, uning qiymati g, (z)

funksiyalarning normallashtirish shartidan foydalanib, topishimiz mumkin.
Endi, navbatdagi (9.2.11) chegaraviy masalani qaraylik. Bundagi yno{z)

funksiya ham (9.2.2) chegaraviy shartlarni ganoatlantiradi. Shuning uchun uni

ynQ meyw 3 b'"'! = (yu?: yil]) {9219)

ko'rinishida izlaymiz. Yuqondagl (9.2.13) va (9.2.19) yoyilmani (9.2.11) ga
qo‘ysak,

o
Z bnl";’m - apo Z bryio (-TC) =
=0

= _Q(m) Z anzym($) + Anr Z a'niyl()(x) + XnZ(w)ynU(w)

[=0 I=0
munosabatlar kelib chigadi. Bu tenglikning ikki tomonini ygo(z) ga
ko‘paytirib, hosil bo'lgan ifodani [0, 7] oraligda integallab, ushbu
~Yiol®) = Noyo(x)

munosabatdan foydalanamiz. Natijada quyidagi

T 3
me! )\;Ufym(:r)ym(x)dﬂr— 70 /Um(ﬂ?)yko(m)d?? =
=0 o [
- Yo / a(oyno(e)vea(x)de+
+/\nlzanl [ym(l yro(x)dr+
1=0
+XA2 [Jnﬂ( Dyro(z)dz
0
tenglikka ega bo'lamiz. Bunda ! = & deb, ushbu
b (Agp — Ang) = — Z Stk + An1Gnk + An2dnk (9.2.20)
=0

munosabatni olamiz. Oxirgi {9.2.20) tenglikda n # & bo'lsa, u holda

1 = An10
bk = y——5— > amt + —m”i—“‘ (9.2.21)



formula hosil bo'ladi. Agar (9.2.16) va (9.2.17) lormulalarni e'tiborga olsak, u
holda {9.2.21) tenglik quyidagi ko‘rinishni oladi:

Fnlqik Annnk Qunldnk .
bug = + — — . (9.2.22
g ; (Ano — ko) (Pan — M) Ao — Ao {Apo — Ano)® ( )

Yuqoridagi (9.2.20) tenglikda n = & bo'lsa, undan

o 2
q:
Ak = E @kiie — Al Ok = E oo —R—IX;U
=0 17k

kelib chigadi.
Endi, (9.2.22) formuladan foydalanib, (9.2.19) tasvirni quyidagicha
yozamiz:

o0

Iridim
Uns (-T = +
: ) mg;]' ; ()‘-n.O - /\ml]) (A-nO - /\IO) (9223)
Gnnlnm Gnnlrm

- — mo{T ) + Buntino(T).
/\n.[} - AmU (Aml) — )\,,9)2] Y U( } v 0( )

Bunda b,,,, hozircha noma’lum son.
Endi, navbhatdagl (9.2.12) chegaraviy masalani garaylik. Bundagi y,3{x)
funksiya ham (9.2.2) chegaraviy shartlarni qanoatlantiradi. Shuning uchun uni

yn-‘i(-”") = Z d,wysg{ﬂ?), dny = (ynf%ysl‘l) (9-224)
a=0

ko‘rinishida izlaymis. Yuqoridagi (9.2.13), (9.2.19) va (9.2.24) voyilmani
{9.2.12) tenglamaga go'yib,

e oc
- Z d-nsyﬂgo(l‘) - A7:,0 Z drwys[)(-'f:) =
s=0 5=

20 o u]
= —q(¥) Y _ baiea(®) + A Z brstiso(2)+ (9.2.25)
=0} s=0

+/\n2 Z a‘:rzsy.y()(w) + Anlj(:ﬂ)y:'aﬂ{a:)

3=zl

munosabati hosil gilamiz. Ushbu

—to(2) = Xowo{z)
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tenglikka ko‘ra, {9.2.25) munosabat quyidagi ko‘rinishni oladi:

Zdﬂs ()‘50 - )\n())ys{)(x) =

s—ﬂ

— _q( ZbTLSJ‘)O(‘I' + )\nl anslyso *T')+

5=
fo'w

+An2 Z ansyeﬂ( ) + /\nﬁ(-r Jtao(z).
=0

Bu tenglikning har ikkala tomonini wio(z) ga ko'paytirib [0,7] oraliqda
integrallaymiz. Natijada quyidagi

o0 T o
2 ASU/ Yol )@} = Ao f Yol @)yrolz)dz | =
s=() A J
- me/G(x)yso(x)ym(:c)da;+
s=0 0

T

+)\n1 Zb7¢3/930('75)yk0($)dx+

s=0 0

Pz Y [ waolpale)ds + A [ pa@mate)ds
s=0 44

0
tenglikka ega bo'lamiz. Bunda s = & deb, ushbu

ke (Mg — Au) Z Drsaks + Antbug + Anzang + Aeabur (9.2.26)

s}

munosabatni olamiz. Oxirgl (9.2.26) tenglikda n = & ho'lsa, u holda

/\n3 - ansq:;n - )\'n-lbr;n - /\nﬂann = Z bnsq.sn - /\11-20'1171 (9227)
g

formula hosil bo'ladi. Agar (9.2.22) formulani ¢’tiborga olsak, u holda (9.2.27)
formula quyidagi ko‘rinihni oladi:

'3 o0
_ nidls o
/\n3 N Z Z (Anﬂ - ‘sﬂ (/\H.O - )\ID)
s#n | I¥#n (9228)
Unnlins Gnntins
+ - 75 | Qsn — /\n Tnr-
Ang - Asl" (An(} - -:\5.'0)2] " ?
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Agar {9.2.26) tenglikda n # k bo'lsa, undan

1 Anl bnk An2‘fbnk
d —_ ——— —_— _—
L W Z D VRS W W

(9.2.29)

kelib chigadi. Yuqorida topilgan b,: va a,; koefletsiventlarni hamda An; va
Anz sonlarni (9.2.29) qotysak, u quyidagi ko‘rinishni cladi:

(e o5

_ ! B . Tl s
ke = A-n(.‘p - /\IcLI Z Z ('\ A

##n | i#n nd — ASU) ( ny — )\.!0)

nnlns Innlns
AnO - )\30 (Anl] — )\30)

il
T

2] Qsk+

>0

Gnn Inidis
ot _
Ako — Ano ; {(An0 = Ako) (Ann — Au) (9.2.30)
. Aynlnk . Innlnk :|
An = A0 (Ano — Aen)’
Gk - qi,! bnnan'

+ .
(ko = Ano)® 57 Ao Ao Ano = Ako
Bu yerda by, — hozircha noma’lum son.
Quyidagi

/Oﬂ [yo(2,€) + yma(2) + pna(2) + pnalz) + 0(e®)) dr = 1

normallashtirish shartidan foydalanib, ushbu

/0 ' Yo (2)ym (z)dz = 0 (9.2.31)
1
| Cotatuate) + ate)) de =0 (9.2.32)
1
/0 {241 (2)yra(x) + 2yn0(2)yma{x}) dz = O (9.2.33)

munosabatlarni topamiz. (9.2.31) shartdan
i = 0 (9.2.34)
kelib chiqadi. Bundan foydalanib, (9.‘2.18) tasvirni ushbu
Yl (xJ Z S anykn(ﬂ) (0235}

ﬂy’k
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ko'rinishda yozib olamiz. Hosil bo‘lgan (9.2.23) va (9.2.35) tasvirlarni (9.2.32)
shartga qo'yib, quyidagi

1 g2 o
b?l?l =% _"—n—"* = € (9236)
2 Z (/\nO - )\ ﬂZ#

n#k
tenglikka ega bolamiz. Demak (9.2.23) tasvirni {9.2.34) va (9.2.36) dan
fovdalanib, quyidagicha yozish mumkin:

q:rn’.qim
Y
n2 Z Z ( nll mO) {)\u[) - /\iU)
n#k [m#n (9.2.37)

G Inm : 1 q i
| ) — 5 ) G Uno(%).
()\ml') - /\120)2] 2 ; (AnO - ARO}Q

Yugorida topilgan (9.2.35), (9.2.37) formulalardan hamda (9.2.24)
tasvirdan foydalanib d,,, sonni topamiz:

Gk Urd Gtk Unnlnk
dyn = — i _
e g; A — Ak !#Zn (Ao = Mo} (Ao~ M) (Ao — Ano)”

Yuqoridagi topilgan ma’lumotlar asosida (2.2.7) va (9.2.8) yoyilmalar
quyidagi ko'rinishni oladi:

tn(2,2) = Yol ) +5Z N — an'ykﬂ( z)+

Qnidtk Grnlnk
+&* _ .
Z Z (An,[] - /\kn) (AH-O - A‘m) (A‘n,() _ Ak[))z ykﬂ( )

E#n
1 g, }
—_ ‘—’n‘—_yno (JE) +
2 o~ M)’

1 Irldis (Inn"?m
+&'3 - - s . +
Z A z Z ()\n(J - eU) ( n0 — /\.!0) (A“(] - 50) ok

i a0 ~ Ako s#£n \ (#n
Gnidi Gnnlnk
g | D -
e < (Anﬂ _ )U.:O) {A-n,(] — All]) (/\nﬂ - /\kﬂ)Z

e qm! QRR
- ) 3y @ yk0($)—
()\ko — /\nﬂ) ; ARU - AlfU ; "
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Goidik
%_L+

nD - }‘AU Z {/\nl_l - )\kﬂ ??0 - )\A'U)
Orpiink Grntnk oo By
+ — x +ole’)
Mg — Ak (g — )\ku)'?] ol )) } ©)

2

- 9

A ALy = A @y 7 :

’.'«(x-&’) 'n,O(J E)+£Qn1+5 EZ: /\nog)\ko_k

3 Gnifls Grnnfns =¢ 8
+& fsn + O™ ).
; ; (Ano — Aso) (Ano — Moy (Ano — Aso)? m+ ()

Mustagil echish uchun mashqlar

Quyidagi kichik parametrli Shturm-Linvill chegaraviy masalalarining
An(€) xo0s qiymatlari va y, (2, £) ortonormal xos funktsiyalari kichik parametr
e > 0 ga unishatan asimptotikalari 2(¢?) aniglikda hisoblansin.

L —y"+zq(zr)y =Xy, y'(0)=0, y(m)=0.

2.y +eq(ziy= Ay, y(0)=0, y'(x)=0.

Ly treg(mly =2y, ¥ =0, ¢ (7}=0.
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