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So‘z boshi

So‘nggi yillarda mamlakatimizda oliy ta’lim sifatini oshirishga qaratilgan
bir gancha chora-tadbirlar amalga oshirilmogda. Chunki, jahon talablari
darajasidagi ragobatbardosh kadrlar tayyorlash magsadida talabalarga dunyo
standartlariga javob beradigan bilim va ko‘nikmalar berish bugungi kunning eng
dolzarb masalalaridan biri bo‘lib golmoqda.

Mazkur o‘quv-uslubiy majmua ‘“Matematik analiz” fani bo‘yicha
tayyorlangan bo‘lib, u “5130100-Matematika” yo‘nalishi talabalari uchun
mo‘ljallangan va O‘zbekiston Milliy universiteti “Matematik analiz” kafedrasi
o‘qituvchilari tomonidan tayyorlangan. Ushbu majmua mamlakatimizda
“Matematik analiz” fanini o‘qitish bo‘yicha uzoq yillardan beri to‘plangan boy
tajriba hamda rivojlangan horijiy davlatlarning yetakchi Oliy ta’lim
muassasalarining tajribalaridan foydalangan holda, shuningdek, ularning o‘quv
dasturlaridagi asosiy adabiyotlardan foydalangan holda yaratildi.

Matematik analiz fani matematikaning fundamental bo‘limlaridan biri
bo‘lib, u matematikaning poydevori hisoblanadi. Matematik analiz kursi
davomida ko‘pgina tushuncha va tasdiqlar, shuningdek, ularning tatbiqlari
keltiriladi.

Matematik analiz fanining asosiy vazifasi shu fanning tushuncha,
tasdiglar va boshqa matematik ma’lumotlar majmuasi bilan tanishtirishgina
bo‘lmasdan, balki talabalarda mantiqiy fikrlash, matematik usullarni amaliy
masalalarni yechishga qo‘llash ko‘nikmalarini shakllantirishdan iborat.

Ushbu o‘quv-uslubily majmuada dastlab sillabus hamda o‘qitishda
foydalaniladigan interfaol ta’lim metodlari berilgan bo‘lib, so‘ngra har bir
mavzu bo‘yicha materiallar batartib berilgan. Bunda har bir mavzu bo‘yicha
ma’ruza matnlari, nazorat savollari, mashqlar, glossariy, amaliy mashg‘ulot

materiallari, test savollari va keyslar banki keltirilgan.
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“"Matematik analiz” fanining
sillabusi

(2016/2017 o‘quv yili)

Kafedra nomi Matematik analiz

O‘qituvchi haqida
ma’lumot

Semestr va o‘quv

kursining 1,2-semestr va jami soat
davomiyligi
jami: 427
shuningdek
O‘quyv soatlari hajmi | ma’ruza 108
amaliy mashg‘ulot 144
mustaqil ta’lim 175
Yo'nalishnomiva | 154909 Matematika
shifri

Fanni o‘qitishning maqsadi va vazifalari. Matematik analiz fanining o‘qitilishidan maqgsad
— talabalarni matematikaning zaruriy ma’lumotlari majmuasi (tushunchalar, tasdiglar va
ularning isboti, amaliy masalalarni yechish usullari va boshqalar) bilan tanishtirishdan
iboratdir. Ayni paytda, u talabalarni mantiqiy fikrlashga, to‘g‘ri xulosa chiqarishga, ularning
matematik madaniyatini oshirishga xizmat giladi.
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Kursning tarkibi va mazmuni
Ne Mavzu Jami | Ma’ruza ATELL
mashg‘ulot
1-semestr
1. | To‘plamlar. To‘plamlar ustida amallar 4 2 2
2. | Akslantirishlar va ularning turlari 4 2 2
3. | Haqiqgiy sonlar 4 2 2
4. | Haqiqiy sonlar to‘plamining chegaralari 4 2 2
5. | Haqiqiy sonlar ustida amallar 4 2 2
6. | Sonlar ketma-ketligi va uning limiti 6 2 4
7. | Yaqginlashuvchi ketma-ketliklarning xossalari 6 2 4
8. | Monoton ketma-ketliklar va ularning limiti 4 2 2
9. | Qismiy va fundamental ketma-ketliklar. Ketma- 5 5 4
ketliklarning quyi hamda yuqori limitlari.
10. | Funksiya tushunchasi 8 2 6
11. | Funksiya limiti 8 2 6
12. | Limitga ega bo‘lgan funksiyalarning xossalari. 6 2 4
13. | Funksiyalarni tagqoslash. 4 2 2
14. | Funksiyaning uzluksizligi 6 2 4
15. | Uzluksiz funksiyalarning lokal xossalari 4 2 2
16. | Uzluksiz funksiyalarning global xossalari 4 2 2
17. | Tekis uzluksizlik 4 2 2
18. | Funksiyaning hosilasi 6 2 4
19. | Hosila hisoblash goidalari 8 2 6
20. | Funksiyaning differensiali 6 2 4
21. | Funksiyaning yuqori tartibli hosila va
. . ; 6 2 4
differensiallari
22. | Asosiy teoremalar 4 2 2
23. | Asosiy teoremalar natijalari. Koshi teoremasi 4 2 2
24. | Teylor formulasi 6 2 4
25. | Funksiyaning monotonligi. Funksiyaning
: 6 2 4
ekstremumlari
26. | Funksiyaning gavarigligi, egilish nugtalari va 5 4
asimptotalari
27. | Lopital goidalari 2 4
2-semestr
28. | Boshlang’ich funksiya va anigmas integral 4 2 2
tushunchalari
29. | Integrallash usullari. Sodda kasrlarni integrallash 4 2 2
30. | Ratsional funksiyalarni integrallash 4 2 2
31. | Ba’zi irratsional funksiyalarni integrallash. 4 2 5
Trigonometrik funksiyalarni integrallash
32. | Aniq integral tushunchasi 4 2 2
33. | Funksiyaning integrallanuvchanlik mezoni
Lo 4 2 2
(kriteriysi)
34. | Integrallanuvchi funksiyalar sinfi 4 2 2
O zZzMU MATEMATIK ANALIZ KAFEDRASI 11
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35. | Aniq integrallarning xossalari 4 2 2
36. | Chegaralari o’zgaruvchi bo’lgan aniq integrallar 4 2 2
37. | Aniq integrallarni hisoblash 4 2 2
38. | Tekis shaklning yuzi va uni hisoblash 4 2 2
39. | Yoy uzunligi va uni hisoblash 4 2 2
40. | Aniq integralning tadbiglari 4 2 2
41. | Chegaralari cheksiz xosmas integrallar 4 2 2
42. | Manfiy bo‘lmagan funksiyaning xosmas
integrallari. Integralning absolyut 4 2 2
yaginlashuvchililigi
43. | Chegaralanmagan funksiyaning xosmas 4 5 5
integrallari
44, | Xosmas integralining bosh giymati 4 2 2
45. | Rm fazo. Rm fazoda ochiq va yopiq to‘plamlar 4 2 2
46. | Rm Fazoda ketma-ketlik va uning limiti 4 2 2
47. | Ko‘p o‘zgaruvchili funksiya va uning limiti 4 2 2
48. | Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning uzluksizligi.
. - 4 2 2
Tekis uzluksizlik
49. | Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning xususiy 4 9 9
hosilalari. Funksiyaning differensiallanuvchiligi
50. | Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning differensiali 4 2 2
51. | Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning yuqori tartibli 4 9 2
hosila va differensiallari. Teylor formulasi
52. | Teylor formulasi 4 2 2
53. | Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning ekstremumlari 4 2 2
54. | Oshkormas funksiyalar 4 2 2
Jami 252 108 144

1-ma’ruza. To‘plamlar. To‘plamlar ustida amallar. To‘plam tushunchasi. To‘plamlar
ustida amallar. Matematik belgilar.

2-ma’ruza. Akslantirishlar va ularning turlari. Akslantirish tushunchasi. Akslantirishning
turlari. Ekvivalent to‘plamlar. Sanoqli to‘plamlar.

3-ma’ruza. Haqiqiy sonlar. Ratsional sonlar va cheksiz davriy o‘nli kasrlar. Haqiqiy son
tushunchasi.

4-ma’ruza. Haqiqiy sonlar to‘plamining chegaralari. Sonlar to‘plamining aniq chegaralari.
Aniq chegaraning mavjudligi.

5-ma’ruza. Haqiqiy sonlar ustida amallar. Haqiqiy sonlar yig‘indisi, ayirmasi, ko‘paytmasi
va nisbati. Haqiqiy sonning darajasi. Haqgigiy sonning absolyut giymati. Bernulli tengsizligi.
Nyuton binomi formulasi. Ichma-ich joylashgan segmentlar prinsipi.

6-ma’ruza. Sonlar ketma-ketligi va uning limiti. Sonlar ketma-ketligi tushunchasi. Sonlar
ketma-ketligining limiti.

7-ma’ruza. Yagqinlashuvchi ketma-ketliklarning xossalari. Yaginlashuvchi ketma-
ketlikning chegaralanganligi. Tengsizliklarda limitga o‘tish. Yaqinlashuvchi ketma-ketliklar
ustida amallar. Cheksiz kichik hamda cheksiz katta miqdorlar.

8-ma’ruza. Monoton ketma-ketliklar va ularning limiti. Monoton ketma-ketlik
tushunchasi. Monoton ketma-ketlikning limiti. e soni

9-ma’ruza. Qismiy va fundamental ketma-ketliklar. Ketma-ketliklarning quyi hamda
yugori limitlari. Qismiy ketma-ketliklar. Boltsano—Veyershtrass teoremasi. Fundamental
ketma-ketliklar. Koshi teoremasi. Ketma-ketlikning quyi hamda yugori limitlari.

10-ma’ruza. Funksiya tushunchasi. Funksiya ta’rifi, berilish usullari. Funksiyaning

0’ zZMU MATEMATIK ANALIZ KAFEDRASI 12
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chegaralanganligi. Davriy funksiyalar. Juft va toq funksiyalar. Monton funksiyalar. Teskari
funksiya. Murakkab funksiyalar.

11-ma’ruza. Funksiya limiti. To‘plamning limit nuqtasi. Funksiya limiti ta’riflari va
ekvivalentligi. Funksiyaning o‘ng va chap limitlari.

12-ma’ruza. Limitga ega bo‘lgan funksiyalarning xossalari. Limitga ega bo‘lgan
funksiyalarning xossalari. Monoton funksiya limiti. Koshi kriteriysi.

13-ma’ruza. Funksiyalarni taqqoslash. Cheksiz katta va cheksiz kichik funksiyalar.2. “O”
va “0” belgilar, ularning xossalari. Funksiyalarning ekvivalentligi.

14-mavzu. Funksiyaning uzluksizligi. Funksiyaning uzluksizligi ta’riflari. Funksiyaning
uzilishi va uzilish turlari. Monoton funksiyaning uzilish nugtasi.

15-mavzu. Uzluksiz funksiyalarning lokal xossalari. Uzluksiz  funksiyalarning
chegaralanganligi. Ishorani saglash xossasi. Murakkab funksiya uzluksizligi. Uzluksiz
funksiyalar ustida amallar.

16-ma’ruza. Uzluksiz funksiyalarning global xessalari. Veyershtrassning birinchi va
ikkinchi teoremalari. Bolsano—Koshining birinchi va ikkinchi teoremalari.

17-ma’ruza. Tekis uzluksizlik. Funksiyaning tekis uzluksizligi tushunchasi. Kantor
teoremasi.

18-ma’ruza. Funksiyaning hosilasi. Funksiya hosilasining ta’rifi. Funksiyaning o‘ng va
chap hosilalari. Hosilaning geometrik va mexanik ma’nolari.

19-mavzu. Hosila hisoblash qoidalari. Ikki funksiya yihindisi, ayirmasi, ko‘paytmasi va
nisbatining hosilasi. Murakkab funksiyaning hosilasi. Teskari funksiyaning hosilasi. Hosilalar
jadvali.

20-mavzu. Funksiyaning differensiali. Funksiya differensiali tushunchasi.  Funksiya
differensialining sodda qoidalari. Funksiya differensiali va tagribiy formulalar.

21-ma’ruza. Funksiyaning yuqori tartibli hosila va differensiallari. Funksiyaning yuqori
tartibli hosilalari. Funksiyaning yuqori tartibli differensiallari. Differensial shaklining
invariantligi.

22-ma’ruza. Asosiy teoremalar. Hosilaga ega bo‘lgan funksiyalar haqidagi teoremalar.
Funksiya hosilasinig uzilishi hagida.

23-ma’ruza. Asosiy teoremalar natijalari. Koshi teoremasi. Lagranj teoremasi natijalari.
Koshi teoremasi.

24-ma’ruza. Teylor formulasi. Ko‘phad uchun Teylor formulasi. Ixtiyoriy funksiyaning
Teylor formulasi va uning qoldiq hadlari. Ba’zi funksiyalarning Teylor formulalari.
25-ma’ruza. Funksiyaning monotonligi. Funksiyaning ekstremumlari. Funksiyaning
monotonligi. Funksiyaning ekstremumlari.

26-ma’ruza. Funksiyaning gavarigligi, egilish nuqgtalari va asimptotalari. Funksiyaning
gavarigligi va botigligi. Funksiyaning egilish nugtalari. Funksiya grafigining asimptotalari.

27-ma’ruza. Lopital qoidalari. 6 Ba i ko‘rinishidagi hollar. 0-00, co —o0, 17, 0°
o0
ko‘rinishidagi hollar.

28-ma’ruza. Boshlang’ich funksiya va aniqmas integral tushunchalari. Boshlang’ich
funksiya tushunchasi. Funksiyaning anigmas integrali. Integralning xossalari. Asosiy anigmas
integrallar jadvali.

29-ma’ruza. Integrallash wusullari. Sodda kasrlarni integrallash. O’zgaruvchini
almashtirib integrallash usuli. Bo’laklab integrallash usuli. Sodda kasrlarni integrallash.
30-ma’ruza. Ratsional funksiyalarni integrallash. Algebraning ba’zi ma’lumotlari va
tasdiglari. Ratsional funksiyalarni integrallash.

31-ma’ruza. Ba’zi irratsional funksiyalarni integrallash. Trigonometrik funksiyalarni

integrallash. R(X, Y(X)) ko’rinishidagi funksiyalarni integralash. Binominal differensialni
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integrallash. Trigonometrik funksiyalarni integrallash.

32-ma’ruza. Aniq integral tushunchasi. Aniq integral ta’rifi. Darbu yig’indilari.
33-ma’ruza. Funksiyaning integrallanuvchanlik mezoni (kriteriysi). Darbu yig’indilarini
xossalari. Aniq integralning mavjudligi.

34-ma’ruza.  Integrallanuvchi  funksiyalar  sinfi.  Uzluksiz ~ funksiyalarning
integrallanuvchanligi. Monoton funksiyalarning integrallanuvchanligi. Uziladigan
funksiyalarning integrallanuvchanligi

35-ma’ruza. Aniq integrallarning xossalari. Integralning chiziglilik hamda additivlik
xossalari. Integral tengsizliklar. O’rta qiymat haqidagi teoremalar.

36-ma’ruza. Chegaralari o’zgaruvchi bo’lgan aniq integrallar. Uzluksizligi.
Differensiallanuvchanligi.

37-ma’ruza. Aniq integrallarni hisoblash. Nyuton-Leybnits formulasi. O°zgaruvchilarni
almashtirish formulasi. Bo‘laklab integrallash formulasi.

38-ma’ruza. Tekis shaklning yuzi va uni hisoblash. Tekis shakIning yuzi tushunchasi. Egri
chizikli trapetsiyaning yuzini hisoblash. Egri chizigli sektorning yuzini hisoblash.

39-ma’ruza. Yoy uzunligi va uni hisoblash. Yoy uzunligi tushunchasi. Y= f(X)

tenglama bilan berilgan egri chiziq uzunligini hisoblash. Parametrik ko‘rinishda berilgan egri
chizig uzunligini hisoblash.

40-ma’ruza. Aniq integralning tadbiqlari. Aylanma jism yuzi. Inersiya momenti.
O‘zgaruvchi kuchning bajargan ishi.

41-ma’ruza. Chegaralari cheksiz xosmas integrallar. Chegaralari cheksiz xosmas integral
tushunchasi. Yaginlashuvchi xosmas integralning sodda xossalari. Xosmas integralning
yaginlashuvchiligi.

42-ma’ruza. Manfiy bo‘lmagan funksiyaning xosmas integrallari. Integralning absolyut
yaginlashuvchililigi. Manfiy bo‘lmagan funksiya xosmas integralining yaqinlashuvchiligi.
Taqgqoslash teoremalari. Xosmas integralning absolyut yaginlashuvchiligi.

43-ma’ruza. Chegaralanmagan funksiyaning xosmas integrallari. Chegaralanmagan
funksiyaning xosmas integrali tushunchasi. Xosmas integrallarni hisoblash.

44-ma’ruza. Xosmas integralining bosh qiymati. Dirixle alomati. Abel alomati. Xosmas
integralning bosh giymati.

45-ma’ruza. R™ fazo. R™ fazoda ochiq va yopiq to‘plamlar. R™ fazo tushunchasi. R™
fazoda nuqgtaning atrofi. R™ fazoda ochiq va yopiq to‘plamlar.

46-ma’ruza. R" Fazoda ketma-ketlik va uning limiti. R™ fazoda ketma-ketlik va uning
limiti tushunchalari. Ketma-ketlik limitining mavjudligi. Ichma-ich joylashgan yopiqg sharlar
prinsipi. Qismiy ketma-ketliklar. Bolsano-Veyershtrass teoremasi.

47-ma’ruza. Ko‘p o‘zgaruvchili funksiya va uning limiti. Ko‘p o‘zgaruvchili funksiya
tushunchasi. Ko‘p o‘zgaruvchili funksiya limiti (karrali limiti) ta’riflari. Funksiya limitining
mavjudligi. Takroriy limitlar.

48-ma’ruza. Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning uzluksizligi. Tekis uzluksizlik. kantor
teoremasi. Ko‘p o‘zgaruvchili funksiya uzluksizligi tushunchasi. Uzluksiz funksiyalarning
sodda xossalari. To‘plamda uzluksiz bo‘lgan funksiyalarning xossalari. Funksiyaning tekis
uzluksizligi. Kantor teoremasi.

49-ma’ruza. Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning xususiy hosilalari. Funksiyaning
differensiallanuvchiligi. Funksiyaning xususiy hosilalari tushunchasi. Ko‘p o‘zgaruvchili
funksiyaning differensiallanuvchiligi. Zaruriy shart. Funksiya differensiallanuvchiligining
yetarli sharti. Murakkab funksiyaning differensiallanuvchiligi. Murakkab funksiyaning
hosilasi.

50-ma’ruza. Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning differensiali. Funksiya differensiali
tushunchasi. Murakkab funksiyaning differensiali. Differensial shaklning invariantligi. Sodda

0’ zZMU MATEMATIK ANALIZ KAFEDRASI 14




MATEMATIK ANALIZ 2016

goidalar. Xususiy hollar. Funksiya differensialining geometrik ma’nosi.
51-ma’ruza. Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning yuqori tartibli hosila va differensiallari.
Teylor formulasi. Yugori tartibli xususiy hosilalar. Yugqori tartibli differensialar. Murakkab
funksiyaning yuqori tartibli differensiallari.
52-ma’ruza. Teylor formulasi. Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning Teylor formulasi. Xususiy
hollar. Aralash hosilaning tengligi hagida teorema.
53-ma’ruza. Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning ekstremumlari. Funksiya ekstremumi
tushunchasi. Zaruriy shart. Funksiya ekstremumga erishishining yetarli sharti.
54-ma’ruza. Oshkormas funksiyalar. Oshkormas funksiya tushunchasi. Oshkormas
funksiyaning mavjudligi. Oshkormas funksiyaning hosilalari.
Talaba mustaqil ta’limning asosiy maqgsadi — o‘qituvchining
rahbarligi va nazoratida muayyan o‘quv ishlarini mustaqil ravishda
bajarish uchun bilim va ko‘nikmalarini shakllantirish va
rivojlantirish.
Matematik analiz fanini o‘rganuvchi talabalar auditoriyada olgan
nazariy bilimlarini mustahkamlash va amaliy masalalarni echishda
ko‘nikma hosil qilish uchun mustaqil ta’lim tizimiga asoslanib,
kafedra o‘qituvchilari rahbarligida, mustaqil ish bajaradilar. Bunda
ular qo‘shimcha adabiyotlarni o‘rganib hamda internet saytlaridan
foydalanib referatlar va ilmiy dokladlar tayyorlaydilar, amaliy
mashg‘ulot mavzusiga doir uy vazifalarini bajaradilar, ko‘rgazmali
qurollar va slaydlar tayyorlaydilar.
Talaba mustaqgil ishini tashkil etishda quyidagi shakllardan
Mustaqil ta’lim: foydalanadi:
e ayrim nazariy mavzularni o‘quv adabiyotlari yordamida
mustaqil o‘zlashtirish;
berilgan mavzular bo‘yicha axborot (referat) tayyorlash;
nazariy bilimlarni amaliyotda qo‘llash;
maket, model va namunalar yaratish;

¢ ilmiy maqola, anjumanga ma’ruza tayyorlash va h.k.
Bunda talabalar ma’ruzalarda olgan  bilimlarini  amaliy
mashg‘ulotlarni bajarishlari bilan mustahkamlashi hamda matematik
analizdagi ba’zi mavzularini tushunishi hamda ularga oid masalalarni
echishlari kerak.
Mustaqil ish mavzularini o‘zlashtirish ta’lim jarayonida uzluksiz
nazorat gilib boriladi.
Kurs ishlaridan magsad ma’ruza, amaliy va seminar
mashg‘ulotlarida olingan bilimlardan foydalangan holda muayyan
mavzular bo‘yicha mustaqil ravishda hisoblash eksperimentini
Kurs ishi: o‘tkazish, olingan natijalarni real jarayonlar bilan solishtirish va
ularni tahlil gilish hamda mustagil ravishda ilmiy izlanishlar olib
borish ko‘nikmalarini hosil qilish va ularni kengaytirishdan iborat.

Maslahatlar va
topshiriglarni
topshirish vaqgti

Bilimlarni baholash usullari, mezonlari va tartibi:
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O‘zlashtirish nazorati (1- va 2-semestrlar)

Reyting
nazorat / Ballar

- 3-JN | 1- 2- .
Ne Shak!l, 1-JN | 2-JN (MI) | ON | ON YN yig 1.nd
maksim isi
al ballari
1 | Maksim
Baholash usullari . al ball
Shakli:
2 (test, yoz | yoz | yoz | yoz | yoz | yoz
yozma, ma | ma | ma | ma | ma | ma 100

10 10 20 15 15 30

og‘zaki)

Muddati
3 (haftalar | 8 15 | 18 9 16 | X
20

da)

1) Har bir semestrda 3 ta joriy nazorat o‘tkaziladi. Barcha joriy
nazoratlar yozma ravishda topshiriladi. 1- va 2-joriy nazoratlarda 5
tadan masala bo‘lib, har bir masalaga maksimal 2 ball qo‘yiladi. 3-
joriy nazorat (mustagil ish) ikki gisimga ajratib baholanadi:

a) talaba berelgan individual topshiriglarni bajari-shiga qarab
maksimal 10 balldan baho qo‘yiladi;

b) berilgan individual topshirigdan ikkita ixtiyoriy masala yozma
ravishda topshiriladi, har bir masala maksimal 5 balldan baholanadi.

2)Har semestrda 2 ta oralig nazoratlar yozma ravishda
o‘tkaziladi. Har bir oraliq nazoratda Stadan savol bo‘lib, har bir savol
maksimal 3 balldan baholanadi.

3) Yakuniy nazorat yozma topshiriladi. Yakuniy nazoratda 5 ta
savol bo‘ladi va har biri maksimal 6 balldan baholanadi.

Baholash mezonlari

Axborot resurs baza: O‘zMU axborot-resurs markazi, Matematika fakulteti axborot-
resurs markazi

1. Tao T. Analysis 1, 2. Hindustan Book Agency, India, 2014.

2. Aksoy A. G., Khamsi M. A. A problem book in real
analysis. Springer, 2010.

3. Xudayberganov G., Vorisov A. K., Mansurov X. T.,
Shoimqulov B. A. Matematik analizdan ma'rizalar, I, 1I q. T.
“Voris-nashriyot”, 2010.

4. Shoimqulov B. A., Tuychiyev T. T., Djumaboyev D. X.
Matematik analizdan mustaqil ishlar. T. “O’zbekiston faylasuflari
milliy jamiyati”, 2008.

5. ®uxrenroabu I'. M. Kypc  ougpgepenyuaronoco  u
unmezpanvrozo ucuucienus, 1, 2, 3 m. M. «DU3MATIIUT», 2001.

Asosoly adabiyotlar
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6. CanyanaeB A., MancypoB X. T., Xynoiio6epranosnI'.,
Bopucos A. K., I'ynomos P. Mamemamux ananus xypcuoan mucon
6éa macanarap myniamu, 1, 2, 3 . T. “S"KHTquI/I”, 1995, 1995,
2000.

7. Ioxkupoa X. P. Kappanu ea sepu uuzuxiu unmeepaniap.
T. “V36exucron”, 1990.

8. HemmumoBuu b. I1. Coopnux 3a0au no mamemamuueckomy
ananuzy. M. «Hayxkay», 1997.

9. Canuto C., Tabacco A. Mathematical Analysis 1, 1I.
Springer-Verlag, Italia, Milan, 2008.

10. Habun B. A, Cagosununii B. A., Cenpnos b. X.
Mamemamuueckuui ananusz, 1, 2 m. M. «lIpocnext», 2007.

11. 3opuu B.A. Mamemamuuecxuii ananusz, 1, 2 m. M. «Haykay,
1981.

12. Aznapos T. A., MancypoB X. T. Mamemamux ananus, 1, 2
K. T. “SJIKI/ITyB‘-II/I”, 1994, 1995.

13. Kyapsiues JI. /1. H ap. CoopHux 3a0ay no
mamemamuyeckomy ananusy, 1, 2, 3 m. M. «Haykay, 2003.

Qo‘shimcha
adabiyotlar

Normativ-huquqiy
hujjatlar

IImiy jurnallar —

Davriy nashrlar —

Statistik nashrlar —

http://www.ziyonet.uz/
http://www.allmath.ru/
http://www.mcce.ru/
http://lib.mexmat.ru/
http://www.webmath.ru/
http://www.exponenta.ru/

Internet saytlari

IR N

O zMU MATEMATIK ANALIZ KAFEDRASI 17



MATEMATIK ANALIZ 2016

28-mavzu. Boshlang’ich funksiya va
anigmas integral tushunchalari

28-ma’ruza

Reja
1°, Boshlang’ich funksiya tushunchasi. Funksiyaning anigmas integrali.
2°. Integralning xossalari.
3°. Asosiy anigmas integrallar jadvali.

1°, Boshlang’ich funksiya tushunchasi. Funksiyaning aniqmas integrali.

Faraz gilaylik, f(x) funksiya (a,b) intervalda ( bu interval chekli yoki cheksiz
bo’lishi mumkin ) aniglangan bo’lib, F(x) funksiya esa shu intervalda
differensiallanuvchi bo’lsin.

1—ta’rif. ([1], Definition 9.1, 300-bet) Agar vxe(a,b) da

F'(X) = f(x) yoki dF(x)= f(x)dx

bo’lsa, F(x) funksiya (a,b) da f(x) ning boshlang’ich funksiyasi deyiladi.

Masalan.

1). f(x)=x* funksiyaningR = (-o,+) dagi boshlang’ich funksiyasi
F(x) = ;x3 bo’ladi, chunki

’ 1 3 2
F (x)=(§x j =X = f(x).
X
A-x
funksiyasi F(x) =-/1-x? bo’ladi, chunki

F’(x):(\/l—T)IZ %Xz:f(x)-
=

Aytaylik, f(x) funksiya [a,b] da aniglangan bo’lib, F(x) funksiya shu
segmendga differensiallanuvchi bo’lsin.
2—ta’rif. Agar

2). f(x)=- funksiyaning (-11) intervaldagi boshlang’ich

F)=1(0)  (xe(ab))
bo’lib,
F'(a+0) = f(a). F'(b—0) = f (b).
bo’lsa, F(x) funksiya [a,b] da f(x) ning boshlang’ich funksiyasi deyiladi.
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8.1—misol. Ushbu
1, agar x>0.
f(x)=4 0, agar x=0
-1, agar x<0O
funksiya (-1,1) intervalda boshlang’ch funksiyaga ega emasligi ko’rsatilsin.
<« Teskarisini faraz gilaylik. Biror F(x) funksiya (-1,1) da f(x) ning
boshlang’ich funksiyasi bo’lsin: (-1,1) da
F'(x)=f(x).
Lagranj teoremasiga ko’ra [0,x] da (0<x<1)
F(X)—F(@0)=F'(c)x= f(c)x=x (0O<c<x)
bo’ladi. Keyingi tenglikdan topamiz:

F'(+0) = lim

x—>+0

FO)-F© _,
; .

Bu esa F'(+0)=F'(0)= f(0)=0 bo’lishiga zid. »
1—eslatma. Keyinchalik, F(x) funksiya boshlang’ich funksiyasi
bo’ladigan oraligni ko’rsatib o’tirmaymiz. Oraliq sifatida f(x) ning
aniglanish oralig’i X ko’zda tutiladi va X sifatida
[a.b].(a,b).(a,b] [a,b)(~,a] (~e0,a),
[b,+00), (b,400), (=0, +00)
lar olinishi mumkin.

1—teorema. Agar f(x) funksiya X oraligda uzluksiz bo’lsa, f(x)
shu oraligda har doim boshlang’ich funksiyaga ega bo’ladi.

Bu teoremaning isboti 9—bobda keltiriladi.

([1], Proposition 9.3, 300-bet) F(x) va @(x) funksiyalarning har biri
f(x) funksiya uchun boshlan-g’ich funksiya bo’lsin:

F'(X)=f(x), @'(x)="f(x).
Demak, F'(x) =@'(x). Bundan 7—bobdagi 1—natijaga ko 'ra
F(X)=@(x)+C (C = const)
tenglik kelib chigadi.

Demak, f(x) funksiyaning barcha boshlang’ich funksiyalari bir—
biridan o’zgarmas songa farq qiladi va istalgan boshlang’ich funksiyasi ushbu
ko rinishda ifodalanadi: F(x)+C (C = const) .

3—ta’rif. f(x) funksiya boshlang’ich funksiyalarining umumiy ifodasi
F(x)+C (C =const) shu f(x) funksiyaning anigmas integrali deb ataladi va

[ £(dx
kabi belgilanadi. Bunda j —integral belgisi, f(x) integral ostidagi funksiya,
f (x)dx esa integral ostidagi ifoda deyiladi.
Demak,
j f (x)dx = F(x) +C.
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Masalan,

X

xqo 2
IZ OIX_In2

bo’ladi, chunki hosila olish qoidalariga ko’ra

2 +C | =2".
(Inz j

2. Integralning xossalari.
1). f(x) funksiya anigmas integarali If(x)dx ning differensiali
f (x)dx ga teng:

+C

d([ f (9dx)= f (x)x
<« Hagigatan ham, F(x) funksiya f(x) ning boshlang’ich funksiyasi
bo’lsin: F'(x) = f(x). U holda
j f(x)dx = F(x) +C
bo’ladi. Keyingi tenglikdan topamiz:
d([ £ (dx)= d(F () +C)= dF (x) = F'(x)dx =  (x)dx.. »>

Bu xossa avval differensial belgisi d, so’ngra integral belgisij kelib,

ular yonma—yon turganda o’zaro bir—birini yo’qotishni ko’rsatadi.

2). Funksiya differensialining anigmas integrali shu funksiya bilan
o’zgarmas son yig’indisiga teng:

de(x) =F(X)+C

4 F(x) funksiya f(x) ning biror boshlang’ich funksiyasi bo’lsin:
F'(x) = f(x). u holda

j f(x)dx = F(x)+C
tenglik o’rinli bo’ladi. Ikkinchi tomondan,
j f (x)dx = j F'(x)dx = j dF (x).
Oxirgi ikki tenglik 2)—=xossani isbot etadi. »

Yugorida Kkeltirilganlardan, differensiallash (funksiyaning hosilasini
hisoblash) hamda integrallash (funksiyaning anigmas integarlini hisoblash)
amallari o’zaro teskari amallar ekanligi kelib chiqadi.

Ayni paytda funksiya hosilasi hisoblanganda natija bitta funksiya bo’lsa,
uning anigmas integrali hisoblanganda esa natija cheksiz ko’p funksiya (ular
bir—biridan o’zgarmas songa farq qiladi ) bo’ladi. Anigmas integral deb
yuritilishining boisi ham shu.

3°. Integrallashning sodda qoidalari. ([1], Theorem 9.8 (Linearity of
the integral), 304-bet ) 1) Agar f(x) funksiya boshlan-g’ich funksiyaga ega
bo’lsa, u holda kf(x) (k o’zgarmas son) funksiya ham boshlang’ich
funksiyaga ega va k=0 da
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j kf (x)dx = k j f (x)dx (8.2)

formula o rinli bo’ladi.

<« f(x) funksiyaning boshlang’ich funksiyasi F(x) bo’lsin. U holda
F'(x)=f(x) va [f(x)dx=F(x)+C bo’lib,

k j f (x)dx = k(F(x) +C)=kF(x) +kC (8.3)
bo’ladi, bunda C—ixtiyoriy o’zgarmas son. Ushbu
(KF(x)) = KF'(x) = kf (X)
tenglik o’rinli bo’lishidan kf(x) funksiyaning boshlang’ich funksiyasi kF(x)
ekanini topamiz. Demak,
j kf (x)dx = kF(x) +C, (8.4)

bunda c, ixtiyoriy o’zgarmas son. Endi (8.3) va (8.4) munosabatlardan ¢ va ¢,
o’zgarmas sonlarning ixtiyoriligi hamda k=0 bo’lishidan (8.2) formulaning
o’rinli ekani kelib chigadi. »

Shunga o’xshash integralning quyidagi xossasi isbotlanadi:
([1], Theorem 9.8 (Linearity of the integral), 304-bet ) 2). Agar f(x) va
g(x) funksiyar boshlang’ich funksiyalarga ega bo’lsa, f(x)+g(x) ham
boshlang’ich funksiyaga ega va
j (f () +g(x))dx = j f (X)X + j g(x)dx (8.5)
fo’rmula o’rinli bo’ladl.
Odatda bu xossa integralning additivlik xossasi deyiladi.
2—eslatma. Yugqorida keltirilgan (8.2) va (8.5) tengliklarni hamda

kelgusida uchraydigan shunga o’xshash o’ng va chap tomonlaridagi ifodalar
orasidagi ayirma o’zgarmas songa barobarligi ma’nosidagi (o’zgarmas son
anigligidan) tengliklar deb garaladi.

3. Asosiy anigmas integrallar jadvali. ([1], (9.1) formulalar, 303-bet)
1. _[de:C:const;
2. Ildx:jdx:x+C;

u+l
3. Ix“dx: X
u+1

4. [Tax=[%-m|x+c (x#0);
X X

+C (u=-1);

1 dx ]
5. J1+ 2 dx:j1+X2 = arctgx + C;

1 o dx
el

gy &
1. _[a dx_Ina

=arcsin Xx+C;

+C, (a>0);
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8. jsin xdX = —cos X+ C;

9. jcos xdx =sinx+C;

1 dx
10. dx = = —Ct C;
Isinzx X J.sinzx cox
1 dx
11. dx = =t C;
Icos2 X X Icos2 X g

12. Ishxdx =chx+C;
13. _[chxdx =shx+C;

14._[ 12 dx = —cthx + C;

sh”x

15._[ 12 dx = thx + C.
ch“x

Adabiyotlar

1. Claudio Canute, Anita Tabacco, Mathematical Analysis I, Springer-
Verlag Italia, Milan 2008

2. Tao T. Analysis 1. Hindustan Book Agency, India, 2014,

3. Xudoyberganov G., Vorisov A. K., Mansurov X. T.,
Shoimqulov B. A. Matematik analizdan ma’ruzalar, |1 . T. “Voris-nashriyot”,
2010.

4, ®uxtenroab I'. M. Kypc ouggepenyuanvrnoco u unmeepaibroco
ucuucnenus, 1 m. M. «DUSMATJIINAT», 2001.
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Glossariy

1. Boshlang‘ich funksiya - Bir funksiyaning hosilasi ikkinchi
funksiyaga teng bo’lsa, ikkinchi funksiya uchun birinchi funksiya boshlang‘ich
funksiya deyiladi.

2. Anigmas integral — bir funksiyaning barcha boshlang‘ich funksiyalar
oilasiga shu funksiyaning anigmas integrali deyiladi.

Keys banki

28-keys. Masala o rtaga tashlanadi: Ushbu

| _J-\/4+ X —3\/4—x2dx

J16 — X

integral hisoblansin.
Keysni bajarish bosgichlari va topshiriglar:

e keysdagi muammoni hal qilish mumkin bo’lgan asosiy formula,
tushuncha va tasdiglarni keltiring (individual va kichik guruhlarda);

e to'plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo'yilgan masalani yeching
(individual).
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16.
17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.
24,

25.

26.

27.
28.

29.
30.

28-amaliy mashg’ulot

Asosiy anigmas integrallar jadvali.

dex =C =const;
Ildx:jdx= X+C,

u+l

[xvax=""+c (u=-1);
u+1
j dx = jf In|x|+C (x#0);
1 dx )
Il+x dx=J‘1+ 2 = arctgx + C;
dx = =arcsin x+C;
J‘\/1 I\/l
Ia dx— (a>0),
Ina

Ism XdX = —cos X +C:

Icosxdx =sinx+C;

dx —I ox = —Ctgx + C;
sin® x

J.sm X
J.cos X = Icos X
Ishxdx_chx+C,

jchxdx =shx+C;

=tgx +C;

=—cthx +C;

sh2x
=thx +C.

ch?x

Sodda anigmas integrallar asosan bevosita xossalardan hamda jadvaldan
foydalanib hisoblanadi.

1-misol. Ushbu
2
X+ x+1
[=——=—dx
Jx
integral hisoblansin.
2 3 1 1
. . . . . +Xx+1 Py > 3
«lIntegral ostidagi funksiyani quydagicha ———=—— = X* + X% + X
Jx
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yozib olamiz. So‘ng integralni xossalar va jadvaldan foydalanib topamiz:

3 1

3 1 1 E+l 5+1 _§+1
x> +x+1 5 5 - X X X
I j X% 4+ X% + X X = +—+—F—+

+C= 2\/_( +3+1J+C>

2-misol. Ushbu

| _""\/4+x2 —3\/4—x2dx

16— x*

integral hisoblansin.
<4 Anigmas integrallarning xossalari va jalvaldan foydalanib topamiz:

N4+ X2 N4 = x? dx dx
I =I—dx—3f—dx=f——3j—=
V16— x* V16— x* VA + X2
=arcsin§+3ln‘x+x/x2 +4‘+C.>
3-misol. Ushbu

I_J- dx
3c0s° X + 4sin’ X

integral hisoblansin.
<«Integral ostidagi ifodani quyidagi ko‘rinishda yozib olamiz:

1= d(tgx)

3+4tg°x
Natijada,
I=j‘3dt%=% dtzgx = j_arctg \/_+Cbolad1>
+ 4tg°x
g {\2@] +t92X

Quyidagi integrallar hisoblansin.

d
1.I&dx 2[%

3% 4. ¥x"dx
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5. [10*dx
7.[(3—x2)3dx
9.‘[(1—X—12)\/mdx

Jx = x%* + x?
11 | "

dx

13. I (1x_\/§)2 dx

15.J~3'2X2—X2'3X

17.I\/xmdx

19.[ 22% . e*dx

dx

x2dx
21"[ 1+ x?

2 2
23_I\/x +1 \/x 1

Jxt=1

25.[ (2" +3f dix
27.[\1-sin2x dx

20 &
Y C0S2X+SIN° X

31. [ ctg®xdx

dx

6. I a*e*dx

8_[ 2\/>+1

10‘[( x+1Xx x+1)dx

12.[(1_TX)2dx

3/x? _4/x

T

dx
18.
I Vx? +13

20]- 1+ 2x°2
x*(1+ X2

2 2
22_Ix/1+x +\/1 X

V1-x*
VA4 X2 + 24 -X%? dx

16— x*

dx

24.f

26. [ (1+sinx + cosx)dx

28 [ CO0S2X dx

Y cos? x-sin’ x

30. [ tg®xdx

32..'25in2§dx
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Berilgan f(x) funksiya uchun grafigi (xo,yo) nuqtadan o‘tuvchi

boshlang‘ich funksiya F(X) topilsin.

33.f(x)=%+sin(x+1), xe(040), (;,y,)=(L;1)

34.f(x)=§-x_32, xe(-w0), (x,y,)=(1:1)

35.f(x)=X, xeR, (X,,¥o)=(-2;4)

36.Agar F(X) funksiya sonlar o‘qida f(X) funksiyaning boshlang‘ich funksiyasi
bo‘lsa, u holda quyidagi tasdiglarning to‘g‘ri yoki noto‘g‘riligi tekshirilsin:

a) Agar f(X) funksiya davriy bo‘lsa, unda F(X) ham davriy funksiya
bo‘ladi.

6) Agar f(x) - toq funksiya bo‘lsa, unda F(x) - juft funksiya bo‘ladi.

B) Agar f(x) - juft funksiya bo‘lsa, unda F(X) - toq funksiya bo‘ladi.
37.Agar If(x)dx = F(X)+ C bo‘lsa, unda ushbu

j'f(ax+b)dx=§F(ax+b)+C (a=0)

tenglikning o‘rinli bo‘lishi isbotlansin.
38.Uzilishga ega bo‘lgan shunday funksiyaga misol keltiringki, uning

boshlang‘ich funksiyasi butun sonlar o‘qida aniqlangan bo‘lIsin.

Quyidagi funksiyalarning boshlang‘ich funksiyalari topilsin.

39.f(x)=|x|, xeR 40.f(x)=x|x|, xeR
41.f(x)=|1+x|-]1-x|, xeR 42.f(x)=(2x-3)-]x-2, xeR
43.f(x)=¢”, xeR 44.f(x)=lsh¥, xeR
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1-x* <1 6y
45_f(x)={ <, arap <1 6¥aca, 46.f(x)=max(1;x2), xeR

1-x, arap [x|>1 6yaca.

47.f(x) =[x} | sinnx |, x [0;+)
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1. | J2(x=1)dx 2 * XT—1+C 2(x=1)"+Q (2x+5)" +C
’ X +C
2
. I(—Zsinx+cosx)dx kK 2t C Insin x+cogx2sth x —2cos XK +C
2cos X +sinx+HC
3. I(Zsinx—cosx)dx k 2t C Insin X +cogx2sth Xx—2cos K +¢C
—2c0sX—sinxH-C
4. I(sinx+3cosx)dx kK ot 4 C Insin x+cogx2sth x —2cos XK +C
—CoSX +3sinx+C
5. I(Zcost—l)dx
sin2x-x+C 2c052x—Xx+C tgx+C ctgx+C
6. I(sin2x—x)dx *
2¢052x+C tgx+C ctgx+C
_cosézx_x?erC
7. IZCOSZXdX
sin2x+C 2c0s2x+C tgx+C ctgx+C
X g .
8. ) & ic e +C sinx+C | Inx*+C
Ia dx Ina
* 2X X X a
. j2xdx Inz+c e*+C 2*+C Inx*+C
10 >|<eZXJrC e*+C —e”+C Inx*+C
. jZezxdx
X a”t X . a
11. j—a‘xdx — a*+C sinx+C Inx*+C
12 ' ) —ex+2x°+C
. j(—e+2x)dx —ex+X e*+C Ine”*+C
& ax 2 H a
13. j(e""x+2)dx —+2x+C | €74 x +C | sinx+C Inx®+C
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14, I(ex+4)dx * e +C Inx+C e+ C
e* +4x+C
2
15. I(x+4)dx—? x x+C Inx+C e*+C
(x+4)’13+C
16. I(3x2+2x)dx—? x x+C X +C e +C
X +x°+C
17. j'(x4+3x2)dx—? * 2x+C 51x+C 9x*+C
5
X
~—+x*+C
18. _[3x2dx—? *X3+C X+C X’ +C e +C
7
19. fxedx—? *X7+C 2x+C 51x+C 9x* +C
20. I(x2+x)dx—? * X+C x*+C e*+C
3 2
X° X
—+—+C
3 2
9x*+15x+C
21. x 2x+C x> +x+C
7
[(x+4x)dx—2 X7+X4 +C
22. I(x+cosx)dx—? * sinx+C X2 +C cose* +C
2
X .
?+smx+C
cosX+51x+HC
23. J‘(x+3)6dx—’? x 2x+5+C 9x* +C
7
X+3
—( ) +C
7
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29-mavzu. Integrallash usullari.
Sodda kasrlarni integrallash

29-ma’‘ruza

Reja
1°.0'zgaruvchini almashtirib integrallash usuli.
2°.Bo’laklab integrallash usuli.
3°.Sodda kasrlarni integrallash.
1°. O’zgaruvchilarni almashtirib integrallash usuli.
([1], Theorem 9.12 (Integration by substitution))

Ushbu [f(xdx anigmas integralni hisoblash talab etilgan

bo’lsin. Bunda f(x) funksiya biror x =(a,b) intervalda aniglangan
va
F(x) = (g(x)- 9'(x) (8.6)

ko'rinishda yozilishi mumkin deylik.

Agar o) funksiya T =(t,t,) intervalda boshlang’ich funksiya
o) ga ega bo'lib, g(x) funksiya X =(ab)intervalda (bunda
g(x) =T ) different-siallanuvchi bo’lsa, u holda

J £k =[o(g(x)g'(x)dx = (g(x)) +C ®.7)

formula o'rinli .

<Hagigatan, [o(g(x)] =@ (g(x)-9'() = p(g())g'(x). >

Odatda integralni bunday usul Dbilan hisoblash
o’zgaruvchini almashtirish usuli bilan integrallash deb ataladi.

O’zgaruvchilarni almashtirish usulining muhim tomoni
o’zgaruvchilarni juda ko’p usul bilan almashtirish imkoniyati
bo’lgan holda ular ichidan integralni sodda va hisoblash uchun
qulay holga keltiradiganini tanlab olishdan iborat.

8.3—misol. jXXL (a=const) ni hisoblansin.

2+a2
<4Berilgan integralda o'zgaruvchi x ni x*+a’=t kabi
almashtiramiz. Bunda 2xdx=dt bo'lib ((86) va (87) ) larga

garang)

0’ zZMU MATEMATIK ANALIZ KAFEDRASI 31




MATEMATIK ANALIZ 2016

J- xdx

T fjf fl‘ ‘+C—fln(x +a?)+C »

8.4—misol. jeC"SXsmxdx ni hisoblansin.
<« Bu integralda cosx=t almashtirishni bajaramiz. Natijada
—sinxdx =dt bo'lib,
J'e“’sxsmxdx_—_[e dt = —e' +C = —®**¢
bo’ladi. »

2°. Bo’laklab integrallash usuli. ([1], Theorem 9.10
(Integration by parts))

Ikki u=u(x) va v=v(x) funksiya (a,b) intervalda uzluksiz u'(x)
va v'(x) hosilalarga ega bo’lsin. Ma‘'lumki, (6—bob-ning 4—§ ga
garang )

d(u(x)-v(x)) = u(x)dv(x) + v(x)du(x) .

Bu tenglikdan
u(x) - dv(x) = d u(x)v(x)) — v(x)du(x) (8.8)

bo’lishi kelib chigadi.
Endi (8.8) tenglikni integrallab topamiz:
Juydv(x) = [duEv(x) - [ve)du = u(v(x) — [v(x)du
Sunday qilib, quyidagi
j u(x)dv(x) = u(x)v(x) — j v(x)du (8.9)
formulaga kelamiz. Bu (8.9) formula bo’laklab integrallash

formulasi deyiladi.
Bo'laklab integrallash formulasidan foydalanish uchun
integral ostidagi ifodani u(x) hamda dv(x) lar ko’paytmasi

ko'rinishida yozib olinadi, bunda albatta dv(x) hamda v(x)du

ifodalarning integrallarini oson hisoblana olinishi lozimligini
e'tiborda tutish kerak.

8.5—misol. [inxdx ni hisoblansin.
dIntegral ostidagi Inxdx ifodani u=Inx, dv=dx lar

ko’paytmasi deb olamiz. U holda du=%dx, v=x bo’ladi. Bo'laklab

integrallash formulasidan foydalanib topamiz:
J.Inxdx:xlnx—J.xldx:xInx—x+C:xIn§+C >
X

8.6—misol. anj(xzil—);z)n (n=1,23.) ni hisoblansin.

<4Bu integralda
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u=%, dv = dx du=—22LdZX1, V=X
(x“+a%)" (x“+a”)™
bo’ladi. (8.9) formuladan foydalanib topamiz:
3, =] o _ X +2n| S (8.10)
n— - n+1 - '

(x*+a®)" (x*+a®)" (x* +a?)

2
Bu tenglikning o’ng tomonidagi I(szaz)MdX ni
+

X 1 dx
= _dx=|——dx-a*——"
J-(X2+a2)n+l J.(X2+a2)n J.(X2+a2)n+l
ko'rinishda yozsak, unda (8.10) munosabat ushbu
+2n-J,-2na*-J,

n =

ko'rinishni oladi. Keyingi tenglikdan esa quyidagi
1 ‘ X +2n—1'i.
2na’® (x*+a®>)" 2n a® "
rekurrent formula kelib chigadi.
Ravshanki, n=1 bo’lganda

X
d(2)
lej de 2:l a :—arctgi+C
X“+a” a 1+(§)2 a a

(8.11)

Nl

bo’ladi.
n>2 bo’lganda, mos J, integrallar (8.11) rekurrent formula

yordamida topiladi Masalan:

j 5 2X2+ 12-31: 12-2X2+13arctgi+c.>

(x+a) 2a ‘x*+a’ 2a 2a° X“+a° 2a a

3°. Sodda kasrlarni integrallash. ([1], Theorem 9.15,
(9,7) (9,8) 9,9) formulalar.)

Sodda kasrlarning anigmas integral-larini hisoblaymiz.
1). —— sodda kasrning anigmas integrali .

X—a
d(x-a)

I—d x=A X—a

= Aln|x—a|+C.
A
2). _a)

tez hisoblanadi:
J- Adx

(x—a)"

(m>1) sodda kasrning anigmas integrali ham

A . 1
1-m (x—a)™*

jd(x 3) = A(x—a)"d(x~a) =
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3). _**C  sodda kasrning (bunda x*+px+q kvadrat
X"+ pX+qQ
uchhad hagqiqiy ildizga ega emas) integrali IZBX—’LCdx ni
X"+ pxX+(g

hisoblash uchun avval kasrning mahrajida turgan  x*+px+q
kvadrat uchhadni ushbu

2

2
Y Y
X4+ pX+Q=| X+— | +q——
x4 [ 2) q 4

ko’rinishda yozib olamiz. U holda
Bx+C Bx+C
e

X2+ pX+q pY dx
(x+2j +a’

2

bo’ladi, bunda a2=q—pT. Bu integralda x+§=t almashtirishni
bajaramiz:
Bx+C
o
X2 + pX+q
tdt d(t? +a?)
-B _
J.t2+az )It +a’ I Cial
d(*)
+(C—Bpj1j "f[‘ :Bln(t2+a2)+[C—Blearctgt+C1:
2 )a 1+ (5 2 2 )a a
a
p
X+
:Eln(x2 + px+q)+LBp2arctg 22 +C
2 2 q_pi q_L
o4 o4
Demak,
j Bx+C dx=EIn(x2+px+q)+ 2C - arctg

p
X+
B
2 2 — 22 +C,
X+ px+q ) q_pﬁ q—p—
Vg Vg

bunda c, ixtiyoriy o’zgarmas.

4). _ BxxC (m>1) sodda kasrning integrali
(x2 + px+q)m
J. =IBX—+Cmdx ni hisoblash uchun 3)—holdagidek
(x2 + px+q)
P

o’zgaruvchini almashtiramiz: x+5:t. Natijada quyidagiga ega

bo’lamiz:
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Bx +C Bx +C BH( _Btpj
[ dx = X+ dx = dt =

2 mon m 2 2\"

(x +px+q) {(X+gj2+p—€;] (t +a)
:EIM{C_&)I dt B 1 1 ( -@)I dt
2 (t2+a2)m 2 P2 +a?)" 2 1-m (24 02)" 2 (12 +a?)

dt
ey

t

Bu munosabatdagi integral ushbu bobning 2—§ ida
keltirilgan integ-ral bo’lib, u rekurrent formula orgali
hisoblanadi.
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Glossariy

1. Bo'laklab integrallash usuli - integral ostida bir
funksiya bilan ikkinchi funksiyaning differensiali ko’payib

turganda ishlatiladigan usul.

2. Sodda kasrlar - A , A —, (m>1) , sz—+c
x—a  (x—a) X"+ px+q

ko'rinishdagi kasr sodda kasrlar deyiladi.

ushbu

Keys banki

29-keys. Masala o'rtaga tashlanadi: Ushbu

dx
J _jm (n=1,2,3...)

integral hisoblansin.

Keysni bajarish bosgichlari va topshiriglar:

e keysdagi muammoni hal qilish mumkin bo’lgan asosiy formula,
tushuncha va tasdiglarni keltiring (individual va kichik guruhlarda);

e to'plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo'yilgan masalani yeching
(individual).
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29-amaliy mashg'ulot.

Misol. [ (a=const) ni hisoblansin.
X" +a

Berilgan integralda o'zgaruvchi x ni x*+a’=t kabi
almashtiramiz. Bunda 2xdx=dt bo’lib ((86) va (87) ) larga

garang)

_[ 2de2=1 ﬂ:Eln‘t‘+C:Eln(x2+az)+C
X‘+a 2° t 2 2

Misol. je“’“sinxdx ni hisoblansin.

Bu integralda cosx=t almashtirishni bajaramiz. Natijada
—sinxdx =dt bo'lib,

je“’sx sin xdx = —_[e‘dt =—g' +C = o€

bo’ladi.

Misol. _[Inxdx ni hisoblansin.

Integral ostidagi Inxdx ifodani u=Inx, dv=dx lar ko’paytmasi
deb olamiz. U holda du=%dx, v=x bo’ladi. Bo’laklab integrallash

formulasidan foydalanib topamiz:

Iln xdx:xlnx—jxidx:xln x—x+C=xIn§+C
X e

Misol. anjzd—xz (n=123..) ni hisoblansin.
(x“+a)"
Bu integralda
1 2nxadx

U=-——-—-—, dv=adx du=——————, V=X

(X2+a2)n (X2+a2)n+l
bo’ladi. (8.9) formuladan foydalanib topamiz:

dx X x?

‘Jn _I(Xz +a2)n - (X2 +a2)n +2nj (X2 +a2)n+1 (8'10)
2
Bu tenglikning o'ng tomonidagi I%dx ni
(x* +a%)"

X 1 dx
— _dx= 7dx—a2 —
J.(XZ +a2)n+l v"()(2 +a2)n _[(XZ +a2)n+1

ko'rinishda yozsak, unda (8.10) munosabat ushbu

2
n :m'i‘zn'\]n _2na '\]nJrl

ko'rinishni oladi. Keyingi tenglikdan esa quyidagi
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1 X 2n-1 1
N = 2 102 IV 'T"Jn
2na® (x“+a°) 2n a
rekurrent formula kelib chigadi.
Ravshanki, n=1 bo’lganda

(8.11)

X
d(%)
";‘( = larctg Xic
a

dx 1
J. = -
! J‘x2+a2 a

bo’ladi.
n>2 bo’lganda, mos J, integrallar (8.11) rekurrent formula

yordamida topiladi. Masalan:

JZ:I o :1- X +1-J:1- X +1arctg§+C.
(x*+a%)? 2a® x*+a’ 2a® ' 2a* x*+a’ 2a° a
O’zgaruvchini  almashtirish usulidan foydalanib quyidagi
integrallar hisoblansin.

6X — 7 « X-=1
1.° X —7x+1 2. X —=x-1
X «  XdX
dx ————dXx
3.IV1_X2 4. (Xz—lﬂ
» dx
X+/1—x?dx —
5_-[ 6.- X IXZ_l
«  dXx
Iamtg;(dx [
7.7 1+x 8. e'2+e”
J- dx . dx
9.’ xInxIn(Inx) 10.] (@+x)Wx
. ox ™%
11, Vx(1+x) 12.° X
[ xe™ dx X -1 dx
13.: 14.° X4+1
. dx
. 2% . QX X dx
dx )
15.7 9 —4* 16. \/1+x2+\/(1+x2)3
¥ 2 5 -
17 JV1-xdx 18_‘[cos X~/sinxdx
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e SINX—COSX . dx
- dx — 5 ax

19.° 3/sinx — cosx 20.° sin”“ X+ 2¢0s° X

O _dx
21.° sinx 22.° cosX

e dx -sinxcos3xdx
23.° chx 24.° 1+cos*x

-arctg+/x  dx ' sin2x "
25." Jx 1+x 26." \/25sin? X+ 9¢0s? X

» 4/1OX dx . sinX dx
27.7 sin’ x 28.” J1+4cosx+cos’ X
Ushbu x=asint, x=atgt, x=asin’t va boshqa

trigonometrik almashtirishlardan foydalanib quyidagi
integrallar hisoblansin.
dx X2

29, (L-x)" 30.I x? =2

dx
r 2_ 2 -
e 32.I(X2+az)%

dx

31..

A X% jx X dx
33." Va—x 34.0 "V 2a-x

- dx
35.° J(x—a)b-x)

H
Ko'rsatma X—2a=(0—2)sin’t gimashtirishdan foydalanilsin.

36__[\/(x—a)(b—x)dx

Ushbu X =asht, x=acht

va boshqga giperbolik
almashtirishlardan foydalanib quyidagi integrallar

hisoblansin.
2

va? +x%dx jx—dx

37-I a® +x°

0’ zZMU MATEMATIK ANALIZ KAFEDRASI 39




MATEMATIK ANALIZ 2016

J- X—adx J‘ dx
39.° Ix+a 40.” J(x+a)x+Db)
Ko'rsatma, x+a=(b-a)sin’t gimashtirishdan foydalanilsin.

4:|__‘|‘\/(x+a)(x+b)dx

Bo’laklab integrallash usulidan foydalanib quyidagi
integrallar hisoblansin.

4o ] xsinxadx 43_j‘xe‘ dx
aq. ]X Inxdx (n=-1) 45_Iarcsmxdx
ST - arcsinx
46.. x’e™ dx P B dx
. X .
48.. arctgxdx 49.] In(x+\/1+x )dx
50.. sinx In(tgx)dx 51 cos(In x)dx
59 e*" cosbx dx 53.) e*” sinbx dx
[ 2 [ 2X  ain?
54.. Jx - In? xdx 55 | & -sin xdx
. . 1+ X
x - (arctgx)’ dx xIn=—=dx
56.: ( g ) 57.° 1-X
2
58 .'xzshxdx J-(In_x) dx
] 59. \ X
X dx J~arctg§eX ) dx
60.° COS? X 61. e*
Quyidagi In (heN) integrallar uchun rekurrent

formulalar topilsin.

62_In=‘|‘x“ea"dx, a#0 3_In=‘|'ln”xdx

6

n>2

| :J- x"dx
65. " \/x2+a’

l,=[cos”xdx, n>2

64 l =Ix°‘ In" xdx, a#-1

I, =[sin"xdx, n>2

66 67
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I, =] _d)n( , n>2
68. sin" x
Quyidagi tengliklar hisoblansin.
dx 1 X
=—arctg—+C a=0
69.”a°+x* a o2 ) (@0)
dx 1. [a+X
——=—In——+C (a=0)
70.° 28 —x° 2a |a—-X
ZXdXZ =J_rlln‘a2 +x°[+C
71.°a X 2
. X
=arcsin—+C a>0
72.- a2_x2 a ( )

14

» dx
— = In‘x+ Jx?+a?
L 2 2
73. VX" *a

+C (a>0)

| XX 2 ix?+C
74 a’+x°
2
| a? - x2dx = ~~a? —x? + > arcsin > + C (a>0)
75. 2 2 a )
2
j\/xziazdx=§ xziazi%ln‘x+x/xzia2 +C
76.

69-76 misollardagi tengliklardan foydalanib quyidagi
integrallar hisoblansin.

X+1 xdx
7 X [
77.° X" +Xx+1 78.° X" —=2x° -1
x3dx dx
79.7 X' —=x*+2 so_Isinx+Zcosx+3
- dx dx
—— (b#0
81. Va+bx’ (b0) 32_[\/1—2x—x2
o dx dx
83. V2X°—x+2 84_1‘\/5+x—x2
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xdx
85, J1-3x% - 2x*
dx

87. XVXx*+x+1

dx

89.” (x—1x? -2
V2 + X+ Xx? dx

01.]

Noma’'lum koyeffitsentlar usulidan foydalanib quyidagi

integrallar hisoblansin.

dx
93_I(x+1)(x—2)
2X+11
Ix2+6x+13

95.
J-3x3 —5X+8
x> —4

xdx
99_'[(x+1)(x+ 2)(x + 3)

dx

97.

N

Jo
101, (x+1)x* +1)
X

2
[| — = | dx
103.° (x2—3x+ 2)

« XdXx
105.° x° -1
(3x2—2)xdx
107.° (x+ 2)2(3x2—2x+4)
X+ 2X% +3x+4

4 3 2 dX
109.° X +X° +2X

COSX

35_‘|‘\/1+sinx+cos2 X

I dx
88. (X+1NX2+1
90_"\/2+x—x2 dx

I X2+1

92. xx* +1

dx

xdx
94_I 2x% = 3x =2
J-x2 —5X+9
96.° X —5Xx+6
x2dx
gs_I x? —6x+10
xdx
100_'[ X —=3x+2
xdx
102.I (x+ 10" +1)

dx
Ix3 +1
dx

105." (x+1)(x* +1)

[ Xdx

108, (x+DIx*+1)
dx

dx

104.

110_Ix4—x3—x+1

dx
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111.

113.

115.°

117.

119.°

v 3xX2+X+3
3 2 dX
T (x—1)(x* +1) 112.°
. )(3
100 X
" (x-1) 114.°
2
-x4+1dx
X' +1 116.
7
e 1 x7 dx
’ X<1+X i 118.°
dx
x®+1 120.°

dx

' (x+1)(1+ x2X1+ x3)

Xll

dx

x®+3x" +2
dx
x® =1
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Test
I3x2dx—? ¥ +C x+C | X¥*+C | e*+C
jxﬁdx—? X’ LC 2x+C | 51x+C | 9x*+C
7
I(x2+x)dx—? x° s X2 +<"X+C xX*+C | e*+C
X’ +X4+(\2x+C x> +x+C 9x* +15x +C
j(x6+4x3)dx—? = ”
j(x+cosx)dx—? 2 +sinx Jrs(i:nx+(: x2+C | cose*+C
[(x+3)°dx—2 (x+3)' | 2x+5+@osx+51x9€ +C
=~ 7 4C
7
1 X3 x+C | xX*+C | e +C
X+ — jdx—? Z +tgx+[C
J( cos? x 3 9
I3|nx+4x )dx ? COSX + X* #+BX+C | x2+x+C 9x>+15xC
f(ZXJr jdx—7 x> —ctgx 4 Ginx+C¢ x*+C | cose*+C
sin? x
4 2X + 54 @0s x+51x 9L +C
X+ dx —? X_
J( 1+Xj 4+arctgx+C
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30-mavzu. Ratsional funksiyalarni
integrallash

30-ma’‘ruza

Reja
1°, Algebraning ba’zi ma’lumotlari va tasdiglari
2°. Ratsional funksiyalarni integrallash.
1°, Algebraning ba’zi ma’lumotlari va tasdiqglari.
Biror
P(X)=a, +a,x+a,x" +...+a,x" (8.12)

ko’phad berilgan bo’lsin, bunda a,a,,a,,...,a, o’zgarmas haqiqiy sonlar,
a,#0,neN esa ko’phadning darajasi.

Ma’lumki, biror aeR son uchun P(a)=0 bo’lsa a son P(x) ko’phad-
ning ildizi deb ataladi. U holda Bezu teoremasiga ko’ra P(x) ko’phad x—a ga
goldigsiz bo’linib, u quydagii

P(x) = (x—a)Q(x)
ko’rinishda ifodalanadi, bunda Q(x)-(n-1)— darajali ko’phad.

Agar (8.12) ko’phad (x—a)* (ke N) ga qoldigsiz bo’linsa, a son (8.12)
ko’phadning k karrali ildizi bo’ladi. Bu holda P(x) ko’phadni ushbu

P(x) = (x-a)" - R(X)
ko’rinishda ifodalash mumkin, bunda R(x) — (n—k) —darajali ko’phad.

Agar z=a+ip kompleks son P(x) ko’phadning ildizi bo’lsa, u holda
z=a—-if kompleks son ham bu ko’phadning ildizi bo’ladi. Shuningdek,

z=a+if son P(x) ning k Kkarrali ildizi bo’lsa, z=a-ig son ham bu
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kop’hadning k karrali ildizi bo’ladi.

Demak, P(x) ko’phad z=«a+if komplaks ildizga ega bo’lganda uning
ifodasida (x—z) ko’paytuvchi bilan birga x-z ko’paytuvchi ham qatnashadi.
Bunday holda P(x) ko’phadning ifodasida quyidagi

(x—2)(x-2) =[x = (@ +ip)][x - (@ =iB)]= X* —2ax+ a® + p? = x* + px+(
(p=-2a,q=0a"+°)
kvadrat uchhad ko’paytuvchi bo’lib qoladi.
Faraz qgilaylik,
P(x) =a, +a,Xx+a,x* +...+a,x"
ko’phad berilgan bo’lib, «,,a,,...a, lar uning mos ravishda 4, 4,,..,4, karrali
hagigiy ildizlari z,,z,,..,z,  z=6; +ir, (j=12,...,s) lar esa ko’phadning
mos ravishda y,,7,,...», karrali ko’mpleks ildizlari bo’lsin. Bu ko’phadni ining
ildizlariga ko’ra ko’paytuvchilarga ajratish haqidagi ushbu teoremani isbotsiz

keltiramiz.

2—teorema. (/1], Theorem 9.15, 312-bet) Har ganday n-darajali

P(X) =a, +a,x+a,x* +..+a,x" ko phad (a,,a,,a,,....a,— 0 zgarmas haqiqiy sonlar,

a, #0) ushbu

P(x) = (x—a,)* (x—a,)" ...(x=a )™ - (x* + pX+ )" (X" + pX+0,) " ... (X" + P X +,)"
ko rinishda ifodalanadi, bunda

L+l +.+A4 +20,+y,+...+y)=n
bo’lib, x*+p;x+q; =0 (j=12.,s) tenglamalar hagiqiy ildizga ega emas.
Sodda kasrlar. To’g’ri kasrlarni sodda kasrlar orqali ifodalash.

Ushbu

A Bx+C

(x=a)" " (X" + px+q)" (m=123.) (8.13)

ko’rinishidagi kasrlar sodda kasrlar deb ataladi, bunda A B,C hamda a, p,qlar
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o’zgarmas sonlar, x* + px+q kvadrat uchhad esa haqgiqiy ildizga ega emas.
Ma’lumki, qiyidagi
P(x) =a, +a,Xx+a,x* +...+a,x"
va
Q(X) =b, +b,x+b,x* +...+b, X"
ko’phadlarning (a,,a,,a,,..,a,,b,,b,,b,,....b, 0’zgarmas sonlar ne N,ve N) nisbati

2

P(X) _ &, +ax+ayX +..+a,X"
2

Q(x) b, +bx+b,x*+..+b x"

kasr ratsional funksiya deyiladi, n<v bo’lganda esa u fo’g ri kasr deb ataladi.

Har qanday to’g’ri kasr (8.13) sodda kasrlar orqgali ifodalanadi. Buni

isbotlashdan avval, ikkita lemma keltiramiz.

1—Ilemma. Agar SEX; to’g’ri kasr mahrajidagi Q(x) ko’phad ushbu
X

Q(X) = (x—a)"Q(x) (meN)
ko’rinishda bo’lib , Q,(x) ko’phad esa x—« ga bo’linmasa, u holda berilgan
to’g’ri kasr quydagi

POO_ A Au AR
QW (x-@)" (x-a)™ T x-a QX

ko’rinishda ifodalanishi mumkin, bunda A, A,,...,A, o0’zgarmas haqiqiy sonlar,

P,(x) ko’phad.

< gg; to’g’ri kasrni quydagi ko’rinishda yozib olamiz.
PO PO A PO-AQM g,

QN (x-a)"Q() (x-a)"  (x-a)"Q(x)
Ravshanki, (8.14) munosabatlardagi P(x)-A,Q,(x) ayirma A, songa bo’g’lig.
Bu sonni shunday tanlab olamizki, natijada P(x)-A,Q,(x) ko’phad x—a gQa

bo’linsin. Buning uchun

P(a) - A,Qi(a) =0
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tenglik o’rinli bo’lishi kerak. Demak,

P(a)
Q (@)

deb olinsa, u holda P(x)- A, Q,(x) ko’phad x—a ga bo’linadi.

A, =

Shunday qilib,
P(X) - A,Q(X) = (x—a)- P, (X)

bo’ladi, bunda P, (x)—ko’phad .

Natjada (8.14) munosabat quydagi

PO __ A P 6.15)
QM (x-a)"  (x-a)" Q)

ko’rinishga keladi, bunda A, son yuqoridek aniglanadi.
Endi

PA) Ay Pu0-AQ()
(- (- (x-a) Q)

tenglikning o’ng tomonidagi A, , sonni shunday tanlab olamizki,

P.(X)— A, .Q,(X) ko’phad x—« ga bo’linsin. Buning uchun
Po(@) = A, 4Qi(a) =0
tenglik o’rinli bo’lishi kerak. Demak,

Pn (@)
Q,(@)

deb olinsa, u holda P, (x)-A,,Q(x) ko’phad x—a ga bo’linadi. Shunday

Any =

qilib,
P.(¥) = AL1Q(X) =(X—a) P, (X) (8.16)
bo’ladi, bunda P, ,(x) — ko’phad.

(8.15) va (8.14) munosabatlardan topamiz:
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POO_ A . Aa . Pl _ (8.17)
QX)) (x—a)" (x-a)"" (x=a)"?Q,(x)
Xuddi shunga o’xshash har gal ggg kasrni ifodalovchi tenglikning o’ng
tomonidagi oxirgi hadidan, yugoridagidek L. gismini ajratib topamiz:
Pm—l (X) — Am—2 + mez (X) (8 18)
x-a)"?’Q(xX) (X—-a)™? (xX-a)"°Q,(X)
va h.k.
P, (X) _ A + P.(x) (8.19)

(x-a) Q) x-a QX
(8.17), (8.18), (8.19) tengliklardan

PO _ A . Au . . A RK
Q) (x-a)" (x-a" " x-a QX

bo’lishi kelib chiqadi.»

2—lemma. Agar QP(();)) to’gri kasr maxrajidagi Q (x) ko’phad
Q (x) =(x*+px+0)"Q,(x)
ko’rinishga ega bo’lib (x*+px+q kvadrat uchhad hagiqiy ildizga ega
emas), Q,(x) ko’phad x*+px+q ga bo’linmasa, u holda berilgan to’gri kasr
quydagi ko’rinishda ifodalanishi mumkin:

PO _ B,)+C,  Bu(0+Cpy . . B(+C, AKX
Q)  (X*+px+q)"  (X*+px+q)"t T xXP+px+q QX

bunda B,,B,,...,B,, C,,C,,...,C, o’zgarmas sonlar, P,(x) ko’phad.

ggg to’g’ri kasrni quydagicha yozib olamiz:
P(x) _ P(x) __ Bx+C, P(x) - (B,x+C,)Q,(x) _

Q) (X +px+a)"Q(x) (X +px+q)"  (x*+px+0)"Q,(x)
Bu tenglikdagi
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P(x)—(B,x+C,) Q,(x) (8.20)
ko’phad B, va C, sonlarga bog’lig. Endi B, va C, sonlarni shunday tanlab
olish mumkinligini ko’rsatamizki, natijada (8.20) ko’phad x*+ px+q ga bo’lin-
sin. Awvalo P(x) va Q,(x) ko’phaglarning har birini x*+ px+q kvadrat
uchhadga bo’lib topamiz:

: P(x) _R(X) + 2a1x+b1
X"+ px+q X"+ px+q

le(X) IS(X)+ 2a2X+b2
X~ 4+ px+( X~ 4+ px+(

(8.21)

bunda R(x) va S(x) —ko’phadlar. U holda
PO)—-(B.x+C.)Qi(x) _  P(x) Q(x)

x> + pX+q x> + px+q X2+ pxX+q
ax+b —(B,x+C, )(ax+b,)
x> + pX+q -
(a,+B,pa, +C,a,—B,b,)x+B.,ga, +b, —C_b,
x> + pX+q

_(BnX+Cn)

=R(x)-(B,x+C,)S(x) +

=R(xX)-(B,x+C,)S(x)+B,a, +

bo’ladi. Bu tenglikdan ko’rinadiki P(x)-(B,x+C,)Q,(x) had x*+px+q ga
bo’linishi uchun x ning barcha giymatlarida

(a, +B,pa, +C,a, —B,b,)x+B,ga, +b, —C b, =0,
yani

{Bn(azp_bz)_cnaz +a, =07 (822)

B,a,q—-C.b, +b, =0
bo’lishi kerak. B, va C_ larga nisbatan (8.22) sistemaning determinanti

azp_bz —a,
a,q _bz

D= #0

bo’ladi. Buni isbotlaymiz. Teskarisini faraz qilaylik, ya’ni
D=-b,(a,p-b,)+a,’q=0 (8.23)
bo’lsin.

Agar a, =0 bo’lsa, unda b, =0 bo’lib, natijada (8.21) dan Q,(x) ko’phad
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x>+ px+q ga bo’linishi kelib chigadi. Bu esa Q,(x) ko’phad x*+px+q g@a
bo’linmaydi deb olinishiga ziddir. Demak, a, = 0. Bu holda (8.23) tenglik ushbu

2
(2 s
a‘2 a2
b,

ko’rinishni olib, - 0 haqigiy son x* + px+q=0 tenglamaning ildizi bo’lishini
2

ko’ramiz. Bu esa x°+ px+q kvadrat uchhad haqiqiy ildizga ega bo’lmasin deb
olinishiga ziddir. Demak, (8.22) sistemaning determinanti noldan fargli ekan. U

holda, bu sistemadan yagona B, va C, sonlar topiladi. Bu sonlarni (8.20) ga

qo’ysak, natijada P(x)—(B,x+C,)Q(x) ko’phad x*+ px+q ga bo’linib, gEX;
X
kasr esa ushbu
P(X) _ : P(x) : _ 2an+Cn - P, (x)nil (8.24)
QM) (X" +px+0a)"Qi(x) (X" +px+a)" (X" + px+0)"Q(X)
ko’rinishga keladi, bunda P,(x) —ko’phad.
Xuddi shu yo’l bilan
PO Bux+C PO 625
O+ px+a)" Q) (¢ +px+a)" (X* + px+ )" Q (%)
Pn—l (X)_ — Bn—ZX + Cn72_ + Pn—Z (X)_ (826)
O+ px+0)"*Qu(x)  (X*+ px+a)" " (X* + px+0)"Qy(X)
va hokozo

(X +px+0) Q) X +px+g Q(x)
bo’lishi topiladi. (8.24), (8.25), (8.26), (8.27) tengliklardan

P (X) B.x+C, B, x+C, BXx+C, P/(x)
= + .ot +
Q () (x*+px+q)" (xX*+px+q)" x*+px+q Q)
bo’lishi kelib chigadi.»
3-teorema. (/1/, Theorem 9.15, 312-bet) Har ganday to’g’ri kasr soda

kasrlar yig’indisi orgali ifodalanadi.
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PO)
Q(x)

< to’g’ri kasr bo’lsin. Q(x) esa n— darajali ko’phad bo’lib,

Q(X)=(x—a)™ - (x—a,)"...(x—a, )™ (x* + p,x +
+g)™ (X7 + PX+Qy)™ . (X px+g)"
bo’lsin, bunda
n+n,+...+n +2(Mm +m, +...+4m,) =n
bo’lib, x*+p;x+q; (j=12..,i) kvadrat uchhadlar hagigiy ildizga ega
emas.

PO

to’g’r1 kasrni quydagi
Q(x) g quydag

P(X) _ P(x)
QX))  (x—a)™...(x—a )™ (X* + p,Xx+qg)™...(x* + p;x+7;)™

ko’rinishda yozib, bu tenglikning o’ng tomoniga 1—Ilemmani bir necha marta (

n, +n, +...+n, marta ) qo’llanib topamiz:

P A AL A A,

= +...+ + +...+
Q) (x—a)™ (x—ay)"" X—ag (X—ay)™  (X—a,)"™"

) (k)
+ AI(Z) +...+ A"k + A“k_l +...+ Al(k) +Pl(x)
X—a, x—a)™ (xX—a )" x—a, Q (X)
bunda
Q(X) = (X + pX+g)™ (X + pX+ )™ ...(X* + pX+q)™.
Endi % kasrga 2—lemmani bir necha marta qo’llab, topamiz:
X
1
P, (X) _ P, (X) _
Q (X)X + px+0)™ (X7 + px+0,)"™ (X7 + pyx+0)"
_ BYx+C{ By x+CY, BYx+CH (8.29)
(x> + px+q)™ (x> +px+q,)™* X* + X+,
BPx+C? B, x+C%, B@x+Cc® .
(P4 PX+0)™ (X +px+0,)™" T X4 px+q,
BOx+Cl BO x+Cl BOx4c®
+— L — —
(XT+ pix+g)™"  (XT+px+q)™ X“+ piX+Q
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(8.28) va (8.29) munosabatlardan teoremaning isboti kelib chigadi. »

Yuqorida isbotlangan teoremadagi o’zgarmas sonlarni boshqacha —

noma’lum koeffitsientlar usuli deb atalgan usul bilan ham topish mumkin. Bunda
% to’g’ri kasr noma’lum koeffitsientlari bo’lgan sodda kasrlarga yoyilib,
so’ng tenglikning o’ng tomonidagi sodda kasrlar yig’indisi umumiy maxrajga
keltiriladi.
Natijada
Q) Q(x)

tenglik hosil bo’ladi va undan barcha X lar uchun o’rinli bo’lgan P(x)=R(x)
tenglik kelib chigadi. Bu tenglikning har ikki tomonidagi x ning bir hil
daragalari oldida turgan koeffitsientlarini tenglashtirib, sistema hosil gilinadi.
2x-1

x> —5X+6

8.7—misol. to’g’ri kasrni soda kasrlarga ajratilsin.

<« Bu kasrning maxraji x*> -5x+6=(x-3)(x—2) bo’lgani uchun teoremaga
ko’ra

2x-1 A B
= +
x?—5Xx+6 Xx—-3 x-2

bo’ladi. Uni

2x-1 _ A B _Ax-2+B(x-3)
X*-5x+6 x-3 x-2 (x—=2)(x-3)

ko’rinishda yozib, ushbu

2x—1= A(x—2)+B(x—3) Yyoki 2x-1=(A+B)x—(2A+3B)
tenglikka kelamiz. Ikki ko’phadning tengligidan foydalanib, A va B larga
nisbatan ushbu

A+B=2
2A+3B =1 (8.30)
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sistemaga kelamiz. (8.30) dan A=5 B=-3 bo’ladi. Shunday qilib, berilgan

to’g’ri kasr sodda kasrlar orqali quyidagicha ifodalanadi:

2x-1 5 -3
= + .
x2-5Xx+6 Xx-3 x-2

2°. Ratsional funksiyalarni integrallash. ([1], 9.2.1 Integrating
rational maps, 310-bet)
Ma’lumki, ratsional funksiya ikkita P(x) va Q(x) butun ratsional

funksiyalar nisbatidan iborat:

P(X)

f(x) =\
%)= 00

P(X)

Agar ) noto’g’ri  kasr bo’lsa, uning butun qismini ajratib, butun
X

ratsional funksiya hamda to’g’ri kasr yig’indisi ko’rinishida quyidagicha

ifodalab olinadi

PO _ Ry + 2
Q(x) Q.(¥)
U holda
[ foodx= J'de [RO9ax+ [ Ql((x)) (8.31)
bo’ladi.

(8.31) munosabatdagi _[ R(x)dx integral butun ratsional funksiya (ko’phad)
ning integrali bo’lib ,u oson hisoblanadi.

To’g’ri kasrni integrallash uchun avval bu kasrni 3—teoremadan foy-

dalanib, sodda kasrlar orgali ifodalab olinadi, so’ngra ularni 3°—bandda

ko’rsatilgandek integrallanadi.

dx
xt -1

8.8—misol. j ni hisoblansin.
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«Integral ostidagi kasrni sodda kasrlarga ajratamiz:

x* -1

1 1 A B Cx+D
= = + +
X' =1 (x=D(x+D(x*+1) x-1 x+1 x*+1

Bu tenglikni quyidagicha yozib olmiz:

1 AX+D(X* +1)+B(x—D(X* +1) + (Cx + D)(x* 1)
Xt -1 (x=D)(x+D(x* +1)

U holda
1= A(X+1)(X* +1) + B(x —1)(x* +1) + (Cx + D)(x* =1)
ya’'ni
1=(A+B+C)x*+(A-B+D)x*+(A+B-C)x+(A-B-D)
bo’ladi. Natijada A, B,C,D larni topish uchun

A+B+C =0,
A-B+D=0,
A+B-C=0,
A-B-D=1

sistemaga kelamiz. Bu sistemani echib,

aclpo logpo
4 4 2
bo’lishini topamiz. Demak,
1 11 11 11
-1 4 x-1 4 x+1 2 x*°+1
bo’lib,
dx 1 dx 1 dx 1 dx 1, /x=-1 1
147:—- ——— ———-J'iz =—In—- - —arctgx+C
x*=1 4 x-1 4 x+1 2 'x°+1 4 |x+1 2
bo’ladi. »

Adabiyotlar
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Glossariy

1. n-darajali ko‘phad - P(x)=a, +ax+a,x*+..+a,x" ushbu ifodaga n-
darajali ko‘phad deyiladi.

2. Ratsional funksiya — ikta ko‘phadning nisbatidan tashkil topgan
funksiyaga ratsional funksiya deyiladi.

Keys banki

30-keys. Masala o rtaga tashlanadi: Ushbu

] B,

(1+x°)
integral hisoblansin.

Keysni bajarish bosqichlari va topshiriglar:

e keysdagi muammoni hal gilish mumkin bo’lgan asosiy formula,
tushuncha va tasdiglarni keltiring (individual va kichik guruhlarda);

e to'plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo'yilgan masalani yeching
(individual).
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30-amaliy mashg’ulot

1.Sodda kasrlar va ularning integrallari. Ushbu
A

H— (A=const, a=const),
2) (xf\a)"’ (A=const, a=const, n=23,..),
3) 2I\/I><—+N (M,N,p,q=const, p2—4q<0),
X2 +pxX+q
Mx+ N
4)
(x2+px+q)1

(M, N,p,q=const, p°-49<0, n= 2,3...)
kasrlar sodda kasrlar deyiladi. Ularning integrallari quyidagicha bo‘ladi:

Iidx=Aln\x—a\+C;
X—a

A A
7 dx=-— C 1);
oy ™= e tC Y
_m X+E
IZI\/I)(—+NdX=MIn(X2+pX+CI)+ 2 arctg 2 +C;
X? +PX +q 2 p° p*
q_j q—Z

Mx+ N dX:M(x2+px+q)l_n N
(x2+px+q)n 2 1-n

+(N_Mp dx

]

Keyingi integral 29- mavzuda Kkeltirilgan rekkurent formula yordamida
hisoblanadi.

(n=23,.)

2. Ratsional funksiyalarni integrallash. Ushbu
2 n
X X"+ ...
f(X)= a, +a, X+a, : + +anXm
b, +b,X+b, X" +...+b_ X
ratsional funksiyaning integrali _[f(x)dx quyidagicha hisoblanadi:

O zMU MATEMATIK ANALIZ KAFEDRASI 58



MATEMATIK ANALIZ 2016

agar N = m bo‘lsa, kasrning butun qismini ajratib, uni butun ratsional
funksiya va to‘g‘ri kasr yig‘indisi ko‘rinishida yozib olinadi. Ravshanki, butun
ratsional funksiyaning integrali oson hisoblanadi.

Ma’lumki, har ganday to‘g‘ri kasr sodda kasrlar yig‘indisi sifatida
ifodalanadi. Demak, to‘g‘ri kasrning integrali sodda kasrlarning integrallariga
keltirib hisoblanadi.

Misol. Ushbu
dx

| _"-2x5+6x3+1
x* + 3x°
integral hisoblansin.
«Integral ostidagi kasrning suratini maxrajiga bo‘lib, butun qismini

ajratamiz:
2x° 4+ 6x° +1 1
4 7 =X+
X" + 3X X" + 3X
so‘ng bu tenglikning o‘ng tomonidagi to‘g ri kasrni sodda kasrlarga yoyamiz:
1 1 A B Cx+D
4 2 = 2[,2 =t ot o, (*)
X" + 3X x(x +3) X X X +3
Bundan

| = AX(x? +3)+ B(x? + 3)+ (Cx+ D)x? = (A+C)x* + (B + D)x* + 3Ax+ 3B
bo‘lishi kelib chigadi. Demak,

A+C=0, B+D=0, 3A=0, 3B=1.
Keyingi tenglikdan esa

A=0, B=—-, C=0, D=-—

wW|kF
w

bo‘lishini topamiz. (*) tenglikka ko‘ra

111
xz(x2+3)_3x2 3(x2+3)

bo‘ladi. Endi berilgan integralni hisoblaymiz:

2x° +6x° +1 1 1 1
J x* + 3x? dx= I(2X+ m]dx B I[2X+ 3x? 3(x2 + 3)]dx B

, 1 1 X
=X"—————arctg—=+C .»
3x 33 V3

Misol. Ushbu

I:j 3x+1 dx

x(1+ xz)2
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integral hisoblansin.
«Integral ostidagi kasrni sodda kasrlarga yoyamiz:

3x+1 _é+ Bx+C+ Dx+F
x(1+ xz)2 X 1+x° (1+ X2)2
Umumiy maxrajga keltirib topamiz:
3X+1= A(1+ x2)2 +(Bx+ C)x(1+ x2)+ (Dx+F)x=
=(A+B)X*+Cx*+(2A+B+D)x* +(C+F)x+A.
A,B,C,D,F larni topish uchun quyidagi

(A+B=0
C=0
{2A+B+D=0
C+F=0
A=1

sistema hosil bo‘ladi. Bu sistemani echsak,
A=1 B=-1, C=0, D=-1, F=3
bo‘lishi kelib chigadi. Demak, integral ostidagi funksiya
3x+1 1 X +—x+3
x(1+x2)2 X 1+x° (1+x2)2
bo‘ladi. Uning integralini hisoblaymiz:
3x+1 dx xdx xdx
l=|—F——dx= - +3| —
Ix(1+x ) I ‘[1+X2 ‘[(1+x2)2 I(1+x2)2
dx

- In\x\—iln(1+ x2)+ E(li7)+ SIW

Keyingi tenglikning o‘ng tomonidagi integralni 2-§ da Kkeltirilgan
rekkurent formulaga ko‘ra topamiz:

I_,[ dx 1 X 1 dx
2 (x2+1) 2% +1" 2 % +1> x+1_

= 2X +1arctgx+C
2\x“+1) 2

Demak,
3X+1

3x+1 3
I_IR%)OIX In\x\——ln(1+x) m+§arctgx+c.>

Noma’lum koeffitsientlar usulidan foydalanib quyidagi integrallar
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hisoblansin.

1""(x+1(;z(x—2)

3‘[ 2X+11
Y x? +6x+13

4-IBX —5x+8

dx
x> —4

6'-“(x+1)(x+ 2)(x + 3)

dx
3| (x+1)x* +1)
2
X
10'I(x2 —3X+ 2) dx

12, J- xdx
3X° — 2 xdx
14'J‘(x+(2)2(3x2 %(2x+4)

16 X2 +2x°% +3x+4
I x4 +x3 + 2x?

dx

X +x+3

18] (x— 1)3 (x2 + 1)dx

20. I (X 1)100

4J-x2—5x+9

xdx
2.
I 2x% —3x -2

dx

Y x2_5x+6
I x2dx
Y x2—6x+10

J- xdx
I —3x+2

xdx

9'J‘(x+1)(x 7 11)
11[

x3+1
dx
13""(x+1)2(x2 +1)

xZdx

o I(x+1)(x 11)

dx
17.
J‘x“—x'°’—x+1

(x + 1)dx

19 (x 1)x" 1)

X’ +1 dx
2 . 4 Ny \
ZZIX Tk 3I(x+1)(l+XZX1+x3)
l—X7 X11
24.
4IX(1+X7)dX 25"“x8+3x4+2dX
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dx
26. 217.
I x®+1 J x® -1
Quyidagi integrallar Ostrogradskiy usulidan foydalanib hisoblansin.

xdx

28'J‘(x—l)z(x+1)3 ® I(x s 1)
dx x2dx
30'1‘ (x2 + 1)3 - (x2 + 2X + 2)2
o dx X2 +3x—2
32"“(x“ +1)2 33."‘(x—l)(xz +x+1)2 o
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Test
cdx In|x+1]+C In|x+1+C In(x+1)+C 2In(x+1)+C
X+1
 dx | arctgx+C In‘x2+1‘+c ING?+1D)+C | 2In(x*+1)+C
=1
X“+1
dx _, larctg§+c X’ +9+C | I|x*+3+C | 2In(x*+3)+C
2
X°+9 3 3
2 2 2
22XdX _o | Inx*+9+C larctg§+C 2In(x*+3)+C | In|x* +3/+C
X“+9 3 3
2 2 2
><3dx =7 1In‘xz”4r9‘+c 2In(x"+3)+C larctg§+C Injx"+3+C
X" +9 3 3 3
o 2 2
SX =? 1InM+C In‘x —ﬂ+C larctg§+C In|x"+9|+C
X =1 2 |x—1| 3 3
2 2
);dx =? EIn‘xz—]hc In‘x _]“C 1arctg§+C Inx +]4+C
X“ =1 2 3 3
2
zdx 5 ="? RS IR B LS IS LarctgX+c | Infx +9[+C
X" —a 2a  |x—a 2a |x-1 3 3
arctgx+C 2, 2
2dx s larctg§+C 9 In|x+1+C Inlx +a‘+C
‘x’+a a a
- 2 arctgx+C 2 52
%:? —§+C In‘x‘+C 9 In|x +a‘+C

0" zMU

MATEMATIK ANALIZ KAFEDRASI

63




MATEMATIK ANALIZ 2016

31-mavzu. Ba’zi irratsional

funksiyalarni integrallash.

Trigonometrik funksiyalarni
integrallash

31-ma’ruza

Reja
1°. R(xY(X) Kko'rinishidagi funksiyalarni integralash.
2°. Binominal differensialni integrallash.

3°. Trigonometrik funksiyalarni integrallash.

1°. ([1] Integral calculus I, 299-bet) R(x,y(x)) ko’rinishidagi funksiyalarni
integralash.
Ushbu
[ROG y(9)dx (8.32)
integralni garaylik, bunda  R(x,y(x)) funksiya x va y(x) larning ratsional
funksiyasidir .
Agar y(x) funksiya x ning ratsional funksiyasi bo’lsa, ushbu
RO y(x)dx

integral ratsional funksiyaning integrali bo’ladi. Bunday integralar 3—§ da
batafsil o’rganildi .

Agar y(x) funksiya x o’zgaruvchining ratsional funksiyasi bo’lmasa,
u holda ravshanki, R(x,y(x)) ham x o’zgaruvchining ratsional funksiyasi
bo’lmaydi. Bu holda x o’zgaruvchini almashtirish yordamida R(x,y(x)) ni
ratsional funksiyaga keltirish masalasi kelib chigadi . Agar biz shunday
x=¢@(t) amashtirish topsakki, natijada x=¢(t), y(x) =y(e(t)) lar t ning rat-
sional funksiyalari bo’lsa, (bunda x' =¢’'(t) ham ratsional funksiya bo’ladi ),
u holda

JROGy09)dx = [ R((@(t), y(o(®) - ' ()t

bo’lib, [R(x,y())dx integralini hisoblash ushbu
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[RUo(®), y(p() - ')t
ratsional funksiyaning integralini hisoblashga keltiriladi .
Endi y(x) funksiyaning ba'zi bir muayyan ko’rinishga ega bo’lgan
hollarini garaymiz :
1). (8.32) integralda

ax+b
y(x) =1
cx+d
bo’lsin, bunda a,b,c,d o’zgarmas sonlar, ne N. Bu holda (8.32) integral
quyidagi
[R(x.2 x+b o (8.33)
ex+d
ko’rinishni oladi . Bunda a,b,c,d sonlardan tuzilgan determinant noldan
fargli, ya'ni
a, b
A= #0
c, d
deb garaymiz . Agar
a, b
A= =0
c, d
bo’lsa, a va b sonlar c,d sonlarga proporsional bo’lib, % nisbat x ga
+

. . ax+b
bog’liq bo’l d R(x,n
og’'lig bo’lmaydi va R(x oad

) funksiya x o’zgaruvchining ratsional

funksiyasi bo’lib qoladi. Bu holda (8.33) integral 3—§ da o’rganilgan
integralga keladi. Shunday qilib, keyingi mulohazalarda A=0 deymiz.
(8.33) integralda

) ax+b
cx+d

t=

almashtirish bajaramiz. Natijada
) ax+Db ’ X=dt _b=¢(t)
cx+d a—ct"
_(ad—bc)nt"™*

dx = @' (t)dt =~———"— (it
@'(t) (a_ct")?

t=

bo’lib, (8.33) integral ushbu
Jax+b o v _ [eedt" =b o (ad—bc)nt™*
JROGY &g Y= [ROD- 00t = [RCT T, 05 s

ko’rinishni oladi .
Demak, garalayotgan

J'R(x,n

ax+b d
X+
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n n-1
integralni hisoblash ushbu R(zt b )(ad be)nt”

, ratsional funksiyaning
—ct" (a—ct")?

integralini hisoblashga keladi .
8.9—misol . Ushbu

I 1+x dx
1-x1-x

integral hisoblansin .
<« Bu integralni hisoblash uchun

(o [1rX
1-x

t?2 -1 4tdt
2 ! dX: 2 2
t°+1 (t°+2

1+Xx dx t2dt
I\/1 X 1 _th2+1

bo’ladi . Natijada berilgan integral uchun topamiz :

J.1/1+X o _ It L —2t—2arctgt+C:21/1+—X—2arctgw/l+—X+C. >
1-x1 1-x 1-x

Quyidagi
IR(X,(aXJFb)rl (ax+b ax+b) jd (8.34)

deb olamiz. U holda

X =

bo’lib,

cx+d cx+d cx+d
integralni qaraylik. Agar r,,r,,...r, ratsional sonlarni umumiy m maxrajga
keltirib , (8.34) integralda
ax+b
cx +d
almashtirish bajarilsa, natijada (8.34) integralni hisoblash ratsional funksiyani
integrallashga keladi.

8.10—misol. Ushbu

t:m

J' dx
Ix+8/x
integral hisoblansin .
<« Bu integralda t=%x almashtirish bajaramiz. Natijada
x=t°%, dx=6t>dt

bo’lib, berilgan integral uchun topamiz:
2

t3dt 5 1 t* ot
=6 =6[| @ —t+1)— ~ |dt=6| — —— +t—In[t+1||+C=
j\x+i& Jiar I(( D t+1j (3 g rtomnite J+
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—6(£ £ +8 —In‘i&+l‘)+c:2\&—33{&+6§x—6ln‘2&+1‘+c >

2). (8.32) integralda y=y(x)=+vax*+bx+c bo’lsin, bunda a,b,c
o’zgarmas sonlar bo’lib, ax* +bx+c Kvadrat uchhad teng ildizlarga ega emas.
(8.32) integral quyidagi

JR(X, vax® +bx+c)dx (a=0) (8. 35)
ko’rinishda bo’ladi.

Quyida keltiriladigan uchta almashtirish yordamida (8.35) integral

ratsional funksiya integraliga keltiriladi.
a) a>0 bo’lsin. Bu holda (8.35) integral

t=-Jax+-/ax® +bx+c (8.36)
(yoki t=—Jax+-/ax? +bx+c )

almashtirish natijasida ratsional funksiyani integrallashga keladi:

2 2
IR(X \/m)dx J.R( —Cc +Jat +bt+cﬁ)2(ﬁt +bt+C\/a)dt

Zx/at + b 2\/51: +b (2\/51: + b)z
b) ¢>0 bo’lsin. Bu holda (8.35) integral
tzi(\/ax2+bx+c—\/5) (8.37)

( yoki t=§(\/ax2+bx+c +c))
almashtirish yordamida ratsional funksiyani integrallashga keladi:
2
J.R(X,\/M)dX:IR(ZN/&_ZbA/it bt+axﬁ)2(xﬂ +bt+xfa)
a-t a—t? (a—t?)?

v) ax’+bx+c kvadrat uchhad har hil x, va x, hagiqiy ildizlarga
ega bo’lsin. Ma’lumki, x, va x, ildizlar orgali ax*+bx+c kvadrat uchhadni
ax® +bx+c=a(x—x)(X—X,)

ko’rinishda ifodalash mumkin. Bu holda (8.35) integral ushbu

ax® +bx+c

(8.38)

almashtirish bilan
2
J.R(X, ,aXZ +bX+C)dX=J‘R(_atX22 +21t 1a(t)§l_:2)t)' 2at(;(]__aX2) dt
ko’rinishga keladi. Bu tenglikning o’ng tomonidagi integral ostidagi funksiya
t o’zgaruvchining ratsional funksiyasidir.
Odatda (8.36), (8.37) va (8.38) almashtirishlar Eyler almashtirishlari
deyiladi.

8.11—misol. dx integral hisoblansin.

1
J‘x+1/x2 +x+1

<. Bu integral uchun (a=1) Eylerning birinchi almashtirishini ((8.36)
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ga garang) bajaramiz:

t=X+4/X2+XxX+1.

2 2 2
x=t 1’ x2+x+1:t +t+1,dx=2t +t+;L
1+2t 1+2t @+2t)

bo’lib, berilgan integral uchun

U holda
dt

1 t? +t+1
S Lt
X4/ X2 +x+1 t(1+2t)
bo’ladi. Endi
t?+t+1 2 3 3

ta+2t) t 1+2t (1+21)°
bo’lishini e’tiborga olib, topamiz:
dx =2n[t[njt+ 2]+ L vC

1
e = .

:2Inx+X/x2+x+1—3In1+2x+2\/x2+x+1+3- 1 +C.
2 2 14+2x+2, X" +x+1

2°. Binominal differensiallarni integrallash.

Ushbu
x™(a+bx")Pdx

differensial ifoda binomial differensial deb ataladi, bunda a, b o’zgarmasli
sonlar, m,n,p ratsional sonlar.

Ushbu

Ixm(a+bx”)pdx (8.37)

integralni hisoblash m,n, p ratsional sonlariga bog’liq. Mashhur rus matema-
tigi P. L. Chebishev ko’rsatganki (8,37) integral quyidagi uchta

1) p butun son, yoki

2) mT+1 butun son, yoki

3) mT+1+p butun son,

bo’lgan holdagina ratsional funksiyalarning integrali orqali ifodalanadi.

1) p— butun son bo’lsin. Bu holda m va n ratsional sonlar
( ya’ni kasrlar ) maxrajining eng kichik umumiy bo’luvchisini & orgali
belgilab, (8,37) integralda x=t° almashtirish bajarilsa, integral ostidagi funk-
siya ratsional funksiyaga aylanib, (8,37) integral ratsional funksiyaning
integraliga keltiriladi.

2) mT’Ll—butun son bo’lsin. Avval (8,37) integralda
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X=tn
almashtirish bajaramiz. Natijada (8,37) integral quyidagi

jxm(a+bx")pdx=lj(a+bt)PtT‘1dt (8.38)
n

ko’rinishni oladi. Qisqalik uchun
m+1
L |
n

deb belgilaymiz. Bu holda p kasr sonning maxrajini s bilan belgilab,
(8.38) integralda

1 1
z=(a+bt)s =(a+bx")®
almashtirish bajarilsa, natijada integral ostidagi ifoda ratsional funksiyaga
aylanib, ya’na (8,37) integral ratsional funksiya integralini hisoblashga
keltiriladi.
3). p+q butun son bo’lsin. Yuqoridagi (8,38) integralni quyidagi-
cha yozib olamiz:

t

1
(a+btjs
=
t
almashtirish  bajarilsa, (8,37) integral ratsional funksiyaning integraliga

keladi.
8.12—misol. Ushbu

p
j(a+bt)ptth:_[[a+btj tPradt

Agar keyingi integralda

J.&zdx
(1+%&)
integral hisoblansin.
<« Bu integralni (8.37) integral bilan taggoslab, p=-2 (‘butun son)
ckanligini aniglaymiz. Yuqorida qaralgan 1) holga ko’ra x=t* (t=%x)
almashtirish bajarib topamiz:
| Jx LS
@+¥x)? @+t?)?
Bu tenglikning o’ng tomonidagi integral ostidagi funksiyani
%=t4—2t2+3—4 21 + 21 5
@+t t°+1 (t°+1)
ko’rinishda yozish mumkin ekanini e’tiborga olsak, u holda
8 5 3
J~ t t t dt

- dt=—-2__+3t—-darctgt +| . ——-
(1+t%)? 5 3 9 J.(t2+1)2

dx= GI

bo’ladi. Oxirgi integral shu bobning 2—§ ida keltirilgan (8.17) rekurrent
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munosabat yordamida osongina hisoblanadi.
J' dt 1 1

(t? +1)? T2 t2 41
Natijada quyidagiga ega bo’lamiz:

8
j U =t 2p +3t—zarctgt+1-i+c.

+ %arctgt +C.

1+t)? 5 3 2 2 t7+1
Demak, t=%x ekanini etiborga olib, uzul — kesil yozamiz:
Jx 6g/ s U,
dx = -3/x” —4+/x +18%/x — 21arctg 2/x + 3- >
j(1+3\&)2 5\/7 \Jx ?/x - g\/7 (+
8.13— misol. j X integralni hisoblang.
1+3{/7
<« Bu integralni _[ XX :Ix(1+ xg)% dx ko’rinishda yozib,
Lifxe
2 1 s1s s - . m+1
m=1, n=3 P=-3 bo’lishini topamiz. Bu holda T_S bo’lib,
21
t=(@Q+x3)?2
almashtirishni bajaramiz. Unda

2 3

1
1+x3=t>, x=(t*-1)2 va dx=g(t2—1)2-2tdt

bo’lib, berilgan integral uchun ushbu
2 1 7 6 2
[xa+x) 2dx=3j(t2—1)2t2dt=3t7—6t5+t3+c, t= 143
ifoda topiladi. »
3°. Trigonometrik funksiyalarni integrallash
Yuqoridagidek , R(sinx,cosx) orgali sinx va cosx larning ratsional

funksiyasini belgilaylik. Bunday ifodaning
_[ R(sin x,cos x)dx (8.39)
integralini garaylik.
Agar (8.39) integralda

t=tg§ (—m<x<rm)

almashtirish bajarilsa, u holda (8.39) integral ostidagi R(sinx,cosx) ifoda t
o’zgaruvchining ratsional funksiyasiga aylanib (8.39) integralni hisoblash

ratsional funksiya integralini hisoblashga keladi.
Darhagigat, quyidagi
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X
2tg E ot

21

sinx =

2 X
1707, 4

COSX = =
2X 1+t

1+tg

2dt
1412
munosabatlarni e'tiborga olsak, u holda (8.39) integral quyidagi

2
J'R(sinx,cosx)dx:'fR( 2t 1-t J 2t

1412 "1+t? J1+t?
ko’rinishga keladi. Ravshanki ,

[ 2 1-t* ) 2
141271412 J1+12

funksiya t o’zgaruvchining ratsional funksiyasi . Demak, (8.39) integralni
hisoblash ratsional funksiya integralini hisoblashga keladi .

8.14 — misol . IS d:n integral hisoblansin .
+SIN X

X = 2arctgt, dx=

<« Bu integralda t:tgg almashtirish bajarib topamiz :

dx 1 2
J.3+sinx:j3+ 2t '1+t2:J.3t2+2t+3’

1+t°
1 1 1
dt 5 d(t+§) 9 d(t+—) > t+§
Zj 5 =— =—I =—arctg3——=+C.
At2+2t+1 3 1..8 3 2[ 2 242
t+>)"+= (t+ )
3 9
Demak ,
X
3tg - +1
dx J2
= ——arct +C. »
J‘3+sinx 2 g 2.2

Shuni ta'kidlash lozimki, jR(sinx,cosx)dx integralda t:tgg almashtirish

universal almashtirish bo’lib, u (8.39) integralni har doim ratsional funksiya

integraliga keltirsada ko’pincha bu almashtirish murakab hisoblashlarga olib

keladi .
Ayrim hollarda trigonometrik  funksiyalarni integrallashda t=tgx,

t=sinx, t=cosx almashtirishlar qulay bo’ladi .

8.15—misol. j dx

— integral hisoblansin .
Cos " X
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<« Agar bu integralda t=tg§ universal almashtirish bajarilsa , u
holda

233
_[ d): :Zj‘(l+t2)4 dt
cos” X @-t9)

bo’ladi . Biroq garalayotgan integralda t=tgx almashtirish bajarilsa, u holda

Ico(i): = J.(l+tg3x)d(tgx)= I(1+t2)dt

bo’lib , undan

3 3
J.d—)i=t+t—+C=tgx+tg Xic
cos” X 3 3
bo’lishini topamiz. P>
Mashqlar
8.16. Ushbu
f)=xx, @(x)=ex (x € R)
funksiyalarning (-, +o) dagi boshlang’ich funksiyalari topilsin .
8.17. Ushbu
J. dx
(x—a)(b—x)
integral hisoblansin.
8.18. Ushbu
_[e"‘xcosbxdx
integral hisoblansin.
8.19. Quyidagi
dx
1 =1 /x* +a’|+C 0),
) J‘\/m n‘x+\x a“ |+ (a>0)
dx
2 ——— _=+Ja’+x*+C a>0),
) | el (a>0)

2
3) J‘\/a2 —x%dx = )2(\/a2 —x° +azarcsin 2+C,
2
4) j\/x2 +a’dx= ;\/x2 +a’ J_razlnx+\/x2 +a’

tengliklar isbotlansin .
8.20. Ushbu

+C

sin4x
j—_ 5 ;—ax
sin® X+ cos® X

integral hisoblansin .
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Glossariy

1. Irratsional funksiyalar —

(ax+bjr1 (ax+b)r2 (ax+bjr" :
R| X, : e , Iy, ..., r, —ratsional
cx+d cx+d cx+d

sonlar,a, b, c,d —hagigiy sonlar, ad — bc # 0 ushbu ko‘rinishdagi
funksiyalarirratsional funksiyalar deyiladi.
2. Trigonometrik funksiyalar — F(sinx,cosx) ushbu ko’rinishdagi

funksiyalar trigonometrik funksiyalar deb ataladi.

Keys banki

31-keys. Masala o'rtaga tashlanadi: Ushbu

dx
I =
J.x\/4x2 +4x+3

integral hisoblansin.
Keysni bajarish bosgichlari va topshiriglar:

e keysdagi muammoni hal qilish mumkin bo’lgan asosiy formula,
tushuncha va tasdiglarni keltiring (individual va kichik guruhlarda);

e to'plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo'yilgan masalani yeching
(individual).
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24-amaliy mashg'ulot

ax+b)"* (ax+b)"” ax+b)"

_[ R| X, , ) e dx
1° cx+d cx+d cx+d
ko‘rinishidagi integrallarni hisoblash. (1) integralda
sonlar, & b,c,d ~hagiqiy sonlar bo‘lib, & —bC # 0,

1)

VooV Th ~ratsional

Agar "1:T2::Th = ratsional sonlarning umumiy maxraji P bo‘lsa, (1)
integralda
ax+b _ P
cx+d
almashtirish bilan qaralayotgan integral ratsional funksiyaning integraliga

keladi.
2 2
,0 IR(X,\/ax +bx+c}ix (a;to, b 4ac¢0) )
ko‘rinishidagi integralni hisoblash.

Bu integral quyidagi uchta almashtirish (Eyler almashtirishlari) bilan
ratsional funksiyaning integraliga keladi:

pa>o, Jax?+bx+c=+t++a-t

2)c>0, Jax?+bx+c=+ x-t + +/c

3)b2 —4ac>0, Jax?+bx+c=x+t (X—Xl), bunda %1 ~soni

ax’ +bx+c=0 tenglamaning ildizlaridan biri.

3 jxm(a+bx”)ndx
m,n,p—

ko‘rinishidagi integralni hisoblash, bunda
ratsional sonlar. Bu integral:

1) P butun son bo‘lgan holda X=1t" almashtirish bilan, bunda

S comnt M3 N ratsional sonlarning umumiy mahraji;
m+1
2) n butun son bo‘lgan holda @+ bx" =t almashtirish bilan,
bunda S €™ P ratsional sonning mahraji;
m+1

+ _
3) N butun son bo‘lgan holda X "+b =t aimashtirish
bilan, bunda S €™ P ratsional sonning mahraji,
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ratsional funksiyaning integraliga keladi.

9-misol. Ushbu
|=I dx

(1-xN1-x?

integral hisoblansin.
<4Ravshanki,

(L xWV1-x = (=)A= XYL+ x) = (1 - xNL+X): ;_z

I1-X
Demak, integral ostidagi funksiya X va 1+x larning ratsional funksiyasi

bo‘ladi.
l—x=t2 t=/1—x
1+X 1+X

Bu integralda almashtirish bajaramiz.

Unda
2 2
x=1—t2, dx=4—tdt, 1-X=L2, 1+x= 22
1+t (1+t2)2 1+t 1+t
bo‘lib,
1= 4t<2:|t _ d—2t=1+c
o 2t 2 t t
R oL
1+t° 1+t
bo‘ladi. Demak,
| = 1+_X+C
V1-X »
10-misol. Ushbu
|=I dx
X\/4X2 + 4% + 3

integral hisoblansin.

<Bu integralda @=4>0 bolgani uchun VAX? +4x+3 = t—2x
almashtirish bajaramiz. Unda
t°-3 _tP+2t+3

4X? +4x+3=1" —4tx+4x°, 4x+3=t"—4xt, x=———, dx=——_=
41+1) 41+1)

dt,

2t?-3) t2+2t+3

2 =1- =
Vax2 +4x+3 =t 41+ 1) 20+1)
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bo‘lib,

2
t +2t+3dt

_ 41 +t) o dt
=] t*-3 _t2+2t+3_2'[t2—3
41+1) 21+1)

bo‘ladi. Ravshanki,

2 dt _ 1, [t=V3[ .

-3 \/_ t+\/_‘
Demak,
[ = In \/_‘ I 2x+\/4x +4X+3— \/_‘

\/_ t+\/_‘ 2X +  4x? +4x+3+\/_‘
11-misol. Ushbu

I_J- dx
V1i+x*

integral hisoblansin.
<«Berilgan integralni quyidagicha

| = I(1+x4)_411dx

yozib olamiz. Integral ostidagi ifoda uchun

a=b=1, m=0,n=4,p=—1

4

m+1 1 1
+p=——--=0

bo‘lib, N 4 4

bo‘ladi. Bu integralda 1+ X~ =t"deb topamiz:

1
AR R E R ) BT =

Natijada,
1
(t*-1f B tdt [ dt dt
=" (_( ﬂJdt | E[It2+1+jt2—l]

bo‘ladi. Keyingi integralni hisoblab,

1, [1+t] 1 Vi+x*+4 1 V1+x*
I=—In———arctgt+C——I — —arctg +C
4 J1-t 2 V1+x* -4 2 X

bo‘lishini topamiz. »
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Integral ostidagi funksiyani ratsional funksiyaga Kkeltirish yo‘li bilan
quyidagi integrallar hisoblansin.

J- dx o \/;dX
1. 1+/x 5 7 1++/x
1-2x \/x+ 1+1
=T AN
3.‘[1+2\/§ X 4.° VX 1
cAUX—=1-/x+1 X+1
dx 3 dx
57 x—1++/x+1 6.° Vx-1
e Xdx X+ 4
7744 -x) 8! x
»dx .

9.. m 10.. 4\/X—ZXCIX
Vx+2 e IX=1
I X, |——dX

117 X+3¥/x 12.° IX+1
. dx
plet 1o Y1) (x5
dx « dX
(a=b) -
15_"‘r{/(x—a)“”(x—b)”‘1 16, Vx+3x?
§/xdx . dx
17_Il+§/§ 18.” Y4x2 +4x+1—2x+1
1-x+1 e dx
TN
19.Il+\/3 x+1 e (T

dx

21_I~°d(x+1)2(x—1)4

Oddiy kvadratik irratsionalliklar gatnashgan integrallar hisoblansin.

’ _[\/3—4x+4x2dx ’3 fxx/x2+2x+2dx
2
X%/x? + 4 dx X ux
24.-[ 25_"‘x/1+x+x2
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. dx dx
06, (X+INX* +x+1 27_‘[(1—X)2\/1—X2
-x/x2+2x+2dx J‘ xdx
28.° X 29." (L+XN1—x—x?
v 1-X+X° dx
30" V1+Xx—=x°
Eyler almashtirishlaridan foydalanib quyidagi integrallar hisoblansin.
- dx J- dx
31 X+VX*+x+1 32" 1+V1-2x—-x%°
[2
[ Xv/x% = 2% + 2dx IX X +3X+2 4y
33.° 34" X+X*+3x+2
- dx
35_' [1+q/xil+xi]2

Binomial differensiallarni integrallashdan foydalanib quyidagi integrallar

hisoblansin.
Jx
I3 4 —d
36.-[ X"+ xdx 371(1+§/§)2 ”
J~ 5dX I dx
V1-x? 39.” V1+x°
I dx
ol sl ]
41]. X
3 3 23 2
4o J 33X =X dx 43 ) X (x+ 1) dx
. 3/ 4
31+ 4/xdx Iﬂdx
44.° 45" x
- 3/x dx
4dx - -
46.. 1-|- %/; 47I X6‘\/ X6 + 1
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I x dx . dx
\/1+3 x> 19, x2\3/(2+x3)5

[ 3

3
f 35*2 < 51 . X —Xx>dx

Turli usullardan foydalanib quyidagi integrallar hisoblansin.

J- dx J. dx

52" VX2 +1—x? -1 537 V2 +/1-x++1+x
J- X+ V1+ X+ X o I (xz—l)dx

54" 14+ X+1+X+ X 55 (X2+1Nx4+1

(x2 + 1)dx dx
57 x/x* +2x% -1

56_I (x2 —1INX* +1
1°, I R(sinx, COSX)dX KYPUHUIIUIATH HHTErPAJIAPHHA XHCOOJIALL

bynnait uarerpaiuapaa
X
th=t (-‘lt<X<7t)
AIMAIITUPUIIUIAPHU Oakapuica, y XoJaa

2
sinx=i COSX= 1-t X = 2arctgt, dx = 2dt2
1+t

1+1t% 1+1t%

Oynmu0, KapasaéTraH WHTErpal PAUMOHA] (YHKUMSHUHT MHTErpPajaura
KeJa/Iu.

2°. I sin™ xc0s" XdX KypuMHHMIMAArM HMHTErpaLIAPHH XHCOOJIAIL
bynnait unrerpamiap M tok 6ynranma COSX =1 anmamrupum épaamuaa, N
TOK Oyiaranga sca SINX =t anmamrrupuin épaamMuaa XucoOaaHamu.

Arap M Ba N nap xydr connap Oynca, yHna Sin® X Ba COS° X HH MoOC
paBuIIIA
1—c0s2X 1+ cos2x
2 2
ra aJIMaHITI/IpI/IHI JIO3HUM.
jsinmx-cosnxdx, Isinmx-sinnxdx, jcosmx-cosnxdx

KYPMHMIIMIATH HMHTErpaulapHM  XucoOJjam. bByHnmail uHTErpasmiapHu
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Kyuuaru

sinmXx - cosnx = %[sin(m —n)x+sin(m +n)x|

COSMX - COSNX = %[cos(m —n)x+cos(m +n)x]

sinmx.sinnx = %[cos(m —n)x —cos(m + n)x]

dbopmynanapaan GhoiganaHuII Kepax.
12-mucoua. Yuoy
1+sinx
I=|

sinx(1+ cosx

dx

unmezpan xucoﬁﬂancuu.

X
<«by nnrerpanna tg E =t anMamTupui 6axapamus. YHIA

(1+ 2t2) thdt
I=I 14171+t =lj‘ 1+t+2 dt
Zt( 1—t2J 29\ t
1+

1+ t? 1+t?

0ymuo,
=1 In|t|+1t2+2t +c=1 In|tg§|+1tgzi+2tg5 +C
2 2 2 2 2 2 2

oynaau. »
13-mucoa. Yuoy
| = [ sin® xcos® xdx
UHmMezZPan Xucoo1anHcuH.
by unrerpanna COSX =t anmamrtupuin 6axxapud, yHU XUcoOIaiMu3:
I = [(1-cos? x)cos® xsinxdx = [cosx = t, -sinxdx=dt]=

=—j(1—t2)t5dt I R S PE FUSCIVIIE PONCIVON &
8 6 8 6

l4—-mucoua. Yuoy
| = jsin3 2% cos? 3x dx
UHmMeZPal XUCOOJNAHCUH.
by unrterpan Kyiuaarnya XucoOJaHa U
1—-cos4x 1+ cos6x

2 2

I=’|'sin2xsin2 2X C0s? 3xdx=jsin2x dx =
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= %Isian(l—cos4x)(1+ c0s6x Jdx =%j(sin2x—sin2x-cos4x X1+ cos6x)dx =
= %I[sin 2x—%(sin(— 2x)+sin6x)](1+ cos6x)dx =

= %I(Ssian—sin6x)(1+ cos6x)dx =

= %j[3sin2x—gsin4x+gsin8x—sin6x—1—123in12x]dx =

= —ic052x + icos4x - ic058x + icosz + ic0512x +C
16 64 128 48 192

Yoy I sin™ xcos" xdx KYPUMHUIIMAATH  WHTErpaJLIAPHH

xucobaamaan Qoiiganannd Kyinaaru MHTErpajiap Xuco0JJ1aHCHH.

58._|‘sin2 xcos® xdx 59.j’sin5 X C0S® Xdx
- 6 o dX
60.Ism xdx 61, :
J cos® x
dx  dXx
62. 63.
Isin3 X J cos* x
dx . dx
64. 65. | —
Isin“x ? sin* xcos” x
dx dx
66. 67. | ———
Isin3xc055x Isinxcos“x
68.'|‘cos3 X -C0s2X dX 69.jcos5 2X - sin’ 2x dx
dx - dx
70. 71.
‘[\/sin3x-cossx ° 3/tgXx
, .
COS* X - SIN3X
72.[ " dx 73.[ =" dx
sin4x Y COoS" X
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X
74.[—dc‘_)83 X
sin® x
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Test
dx o 2dx+1+C | Injx+1+C | Inx+D)+C | 2In(x+1])+C
TIx+1
_dx  _qarcsinx+C - n* +1+C | n(x*+D)+C | 2In(x* +1) +Q
1-x2
2 2 2 N
ol LaregX s In[x*+9[+C | In|x’+3[+C | 2In(x* +3)+C
X“+9 3 3
22XdX _n In‘x2+9‘+C larctg§+c 2In(x* +3)+C In|x? +3/+C
X“+9 3 3
2 2 3 2
xax _, 1In‘x3+9‘+C 2In(x +3)+C'1arctg§+c Injx”+3+C
x*+9 3 3 3
. 2 2
SX o | Ll o finpe-g+C LarctgX4c | I +9+C
x°-1 2 |x-1 3 3
. 2 2
>:dx _o Eln‘x2—1‘+C In‘x —ﬂ+C larctg§+C In|x +ﬂ+C
X -1 2 3 3
2
de ==7 iIn—|x+a|+Ciln—|x+u+c1arctg£+C In|x +9‘+C
X" -a 2a |x—al [2a |x-1 |3 3
arctgx +C 2, .2
de 5 =7 Earctgi_FC 9 |n|X+1l+C In|x“ +a ‘+C
x*+a a a
'd_)z(z? 1.c In|x*|+C arctgx+C | In|x* +a*|+C
X X
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32-mavzu. Aniq integral tushunchasi

32-ma’ruza

Reja
1°. Aniq integral ta’rifi.
2°. Darbu yig’indilari.
1°. Aniq integral ta’rifi.

Biror [a,b]cR segment berilgan bo’lsin .

Uning ushbu
Ay =Xy <X <X, <...<X 4, <X, =Db

munosabatda bo’lgan chekli sondagi ixtiyoriy X,,X.,X,...,X,,,X, hugtalari
sistemasini olaylik . Agar A =[x, x], i=123...n deb belgilasak , u holda
ravshanki ,

1) AUAU...UA =[a,b]

2) A NA =8, (k,j=12,..n)

Mazkur kursning 1—bobidagi to’plamni bo’laklash tushinchasi
ta'rifiga binoan {A,A,,...,A } sistema [a,b] da bo’laklash bajargan bo’ladi,
va aksincha, agar bizga [a,b] segmentning biror chekli{B,,B,,...,B,} bo’lak-
lashi berilgan bo’lsa, u ushbu

a=y, <y, <Y,<..<y,=b
munosabatda bo’lgan chekli sondagi y,,y,, Y,,..., Y1 Y, NuUQgtalar sistemasini
aniqlaydi . Binobarin , biz to’plamni bo’laklash ta'rifiga ekvivalent bo’lgan
quyidagi ta'rifni kirita olamiz .
1—ta'rif . [a,b] segmentning ushbu
Ay =Xy <X <X, <...<X 4 <X, =b

munosabatda bo’lgan ixtiyoriy chekli sondagi X,,X,X,...,X,,,X, huqtalari
sistemasi [a,b] segmentda bo’laklash bajaradi deyiladi .

Uni
P={Xp, X\, X, .., X, 1, X, }
kabi belgilanadi .
Har bir x, (k=021...,n) nuqta bo’laklashning bo’luvchi nuqtasi,
[X 2 Xy ] (k=0L...,n-1) segment esa P bo’laklashning oralig’i deyiladi.

P bo’laklash oraliglari uzunligi Ax, =X, -%  (k=01...,n-1) larning
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eng kattasi, ya'ni ushbu
Ap = Max{AX, } = max{Ax,, AX,,AX, ...,AX_,}

migdor P bo’laklashning diametri deb ataladi. [a,b] segment berilgan
holda bu segmentni turli usullar bilan istalgan sondagi bo’laklashlarni
tuzish mumkin ekan. Bu bo’laklashlardan iborat to’plamni F bilan
belgilaymiz : F ={P}.

2° . ([1] 9.4 The Cauchy integral) Integral yig’indi. [a,b] segmentda
f(x) funksiya aniglangan bo’lsin. Shu segmentni

P={X0, X, X5 .., X-., X, J€F

bo’laklashi va bu bo’laklashning har bir [x ,x.,] (k=04...,n-1) oralig’ida
ixtiyoriy & (& <[x..%..]) nugta olamiz . Berilgan funksiyaning &  nugta-
dagi giymati f(&) ni Ax =x.,-X  ga ko’paytirib, quyidagi yig’indini
tuzamiz:

o= T(&)AX, + F(E)AX +...+ T(E)AX ...+ T(&, )AX, , = ni f (&, )AX,.
2—ta rif . Ushbu

o= i f(&,)AX, . (9.1)

yig’indi f(x) funksiyaning integral yig’indisi deb ataladi .
Masalan, 1) f(x)=x funksiyaning [a,b] segmentdagi integral
yig’indisi

1 n-1
f (5 )AX, =Z‘§kAXk
0 k=0

k=

bo’ladi, bunda
X £& < Xy (k=01...,n-1).
3) Dirixle funksiyasi
D(x):{l’ agar xefa,b] ratsional son bo'lsa,
0, agar x €|a,b] irratsional son bo'lsa.
ning integral yig’indisi, masalan, barcha &, lar fagatgina ratsional son, yoki
irratsional son deb garasak
"21: D )AX, :{t(;—a, agar barcha &, r.at5|0r1al son bo Isla,
=y , agar barcha &, irratsional son bo'lsa.
ko’rinishga ega bo’ladi.
Ravshanki, f(x) funksiyaning integral yig’indisi o:a) f(x)funksiyaga,
b) [a,b] segmentni bo’laklash usuliga, v) har bir [x,,x, ] segmentdan olingan &,
nuqtalarga bog’liq bo’ladi.
3°. Aniq integral ta’rifi. f(x) funksiya [a,b] segmentda aniglangan
bo’lsin. [a,b] segmentning shunday
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PP, Py (9.2)
(P, e F, m=12,...) bo’laklashlarni qaraymizki ularni mos diametrlaridan tashkil
topgan
PSR T R S

ketma—~ketlik nolga intilsin: 2, —0.

Bunday P,(m=12,3,...) bo’laklashlarga nisbatan f(x) funksiyaning inte-
ral yig’indilarini tuzamiz. Natijada [a,b] segmentni (9.2) bo’laklashlarga mos
f(x) funksiyaning integral yig’indilari qiymatlaridan iborat quydagi:

0110,y Opyee-

ketma—=ketlik hosil bo’ladi. Ravshanki bu ketma—~ketlikning har bir hadi ¢&,
hugtalarga bog’liqdir.

3—ta’rif. Agar [a,b] segmentni har ganday (9.2) bo’laklashlar ketma-
ketligi {P,} olinganda ham unga mos integral yig’indi qiymatlaridan iborat {o, }

ketma—Kketlik & nugqtalarning tanlab olinishiga bog’liq bo’lmagan ravishda
hamma vaqt bitta J songa intilsa, bu J son o yig’indining 1, -0 dagi
limiti deb ataladi. U

n-1
fimr = i, 516,

kabi belgilanadi.

Yig’indi limitini quyidagicha ham ta’riflash mumkin.

4—ta’rif. Agar Ve >0 son olingnda ham shunday & >0 son topilsaki,
[a,b] segmentni diametri A, <5, bo’lgan har qanday P bo’laklash uchun
tuzilgan o yig’indi ixtiyoriy &, nuqtalarda

|0'—J|<g

tengsizliklarni ganoatlantirsa, J son o yig’indining A4, -0 dagi limiti deb
ataladi.

5—ta’rif. Agar 1, »>0 da f(x) funksiyaning integral yig’indisi (9.1)
chekli limitga ega bo’lsa, u holda f(x) funksiya [a,b] segmentda integrallanuv-
chi deyiladi, o yig’indining chekli limiti J esa f(x) funksiyaning [a,b]

segmentdagi aniq integrali deb ataladi. Funksiyaning aniq integrali
b

[ f(xdx

a

kabi belgilanadi.

Demak,
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T f (x)dx = Jirgonz_%‘ f(E,)AX, -

Bunda a son integralning quyi chegarasi, b son esa integralning yuqori
chegarasi, [a,b] segment integrallash oralig’i deb ataladi.

Agar 1, -0 da yig’indining limiti mavjud bo’lmasa yoki uning limiti
cheksiz bo’lsa, u holda funksiya [a,b] segmentda integrallanmaydi deyiladi.
9.1-misol. f(x)=C=const funksiyaning [a,b] segmentdagi integrali
hisoblansin.
<« [a,b] segmentni ixtiyoriy
P={XX,... X,} (@=%, <X <...<X, =h)
bo’laklashni olib, f(x)=C funksiyaning integral yig’indisini topamiz:

n-1 n-1
o= kz;c - AX, = c;mk = C[(%, = Xg) + (X, = X,) +... + (X, =X, ;)] = C(x, —X,) =C(b—a)

Ravshanki,
lim a_llm C(b—a)=C(b-a).

Ap—0

Demak,

b
J'Cdx=C(b—a). >
Xususan, f(x)=1 bo’lganda quyidagiga egamiz:

b b
jl-dx:jdx:b—a.

9.2—misol. Ushbu f(x)=x funksiyaning [a,b] segmentdagi integrali

hisoblansin.
<« Ma’lumki, [a,b] segmentda f (x) = x funksiyaning integral yig’indisi

n-1
o= ;gkAXk
bo’lib, bunda Ax, =x,,, —x, Vva
Xk ka < Xk+1 '
Bu tengsizlikni Ax, >0 ga ko’paytirib topamiz:
X, - AX, <& - AX, £ X, - AX, (k=0,1,...,n-1).
Keyingi tengsizliklardan esa

n-1 n-1

X AX, <D EAX, <z X, AX,

=0 k=0 k=0

=~

tengsizliklar kelib chigadi.
Demak,

n-! n-1

ZxkAx <o <Zxk aAX,
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n-1 n-1
Endi ) xAx, va ) x.,Ax, yig’indilarni quyidagicha o’zgartirib yozib olamiz:
k=0 k=0

n-1

szAXk Zxk(xk+l X) == Z(Xm Xg)— Z(Xm X )? =
k=0

1 ) 5 1n—1 ) b2_a2 1n—1 5
= —(X5 —X;)—— AX; = - — AX; .
2( n 0) 2; k 2 2; k

Agar x., =x, +Ax, ekanini e’tiborga olsak, u holda

ZXMAX Z(xk +AX, )AX, = Zx AX, WLZAXk =

Demak,

b? —a?

b? - 1
__ZAxkg < > +2kZ:(;AXk.

Bu munosabatdan

tengsizlik kelib chiqadi. So’ngra %ZAXE uchun
k=0

n-1
IS¢ <2, ZAX Ly}
2 2
(bunda 2, = mE\x{Axk}) bo’lishidan 1, —»0 da
n-1
EZAXE —0
215

bo’lishini topamiz.

Demak,
2 _ g2
limo =
Ap—0
Bu esa ta’rifga ko’ra
b 2 2
dex = b —a
2

ekanini bildiradi. »

9.3—misol. [a,b] segmentda Dirixle funksiyasi uchun aniq integral mav-
jud emasligi ko’rsatilsin.
<« Dirixle funksiyasi D(x) uchun integral yig’idini hususan quyidagicha
bo’lishini ko’rgan edik:
b—a, agar barcha &, ratsional son bo'lsa,
J:{O, agar barcha &, irratsional son bo'lsa.
Ravshanki, 1, -0 da o yig’indi limitga ega emas. Demak, Dirixle funksi-
yasi [a,b] segmentda integrallanmaydi. »
Odatda, yuqgorida keltirilgan aniq integral Riman integrali, integral
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yig’indini Riman yig’indisi deyiladi.
1—eslatma. Agar f(x) funksiya [a,b] segmentda chegaralanmagan
bo’lsa, u shu segmentda integrallanmaydi.
2°. Darbu yig’indilari.
f(x)  funksiya [ab] oraligda aniglangan bo’lib, shu oraliqda
chegaralangan bo’lsin:
m< f(x) <M, x €[a,b].
[a,b] oraligda biror
P={Xp,X,,...X, }€ F
(a=X, <X, <...<x,=b) bo’laklashni olaylik. Bu funksiyaning aniq chegaralari
m, =inf{f (%)}, xe[x.%..}
M, =sup{f(x)}, xe X %]
mavjud (2—bob, 6—3).
Ravshanki, ixtiyoriy & <[x,,x.,] uchun
m, < f(E) <M, ©3)
bo’ladi. Endi m, va M, sonlarni [x.,x,,] oraligning uzunligi Ax, =x,—x,
(k=0,....,n=1) ga ko’paytirib quyidagi

n-1
D M AX, =MyAX, + MAX, + ...+ MAX, .+ M A
k=

= o

0
D M AX, =M AXy + M AX + ..+ M AX + .+ M AX

k=0
yig’inilarni tuzamiz.
6—ta’rif. ([1], 9.4 The Cauchy integral, 318-bet) Ushbu

n-1 n-1
s= Y mAX,, S => M, Ax,
0 k0

yig’indilar mos ravishda Darbuning quyi hamda yugqori yig indilari deb ataladi.
Darbu yig’indilari, funksiyaga hamda P bo’laklashga bog’liq:
s=s(P), S=S(P)

va har doim
s(P) <S(P)
bo’ladi.
(9.3) tengsizliklarni Ax, ga ko’paytirib topamiz:
m Ax, < (£ )A%, <M, X, (k=012....n-1).

Keyingi tengsizliklardan esa
n-1 n-1 n-1
D M AX <D F(E)AX <D M AX,
k=0 k=0 k=0

tengsizliklar kelib chigadi. Demak,
s(P) <o < S(P)
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Shunday qilib, f(x) funksiyaning integral yig’indisi har doim uning Darbu
yig’indilari orasida bo’lar ekan.
(9.3) munosabatdan yana bitta xulosa chigarish mumkin: & nugtani tanlab

olish hisobiga f(&) ni m, shuningdek, My giymatlarga har gancha yagin
keltirish mumkin. Bundan esa Darbuning quyi va yuqori yig’indilari berilgan
bo’laklash uchun integral yig’indining mos ravishda anig quyi hamda aniq
yuqori chegaralari bo’lishi kelib chiqadi:

s = inf {o}, S=sup{c}.
k Sk

Aniq chegaralar hossalaridan foydalanib topamiz:

m<m,, M,<M (k=012,...,n-1).
Ravshanki,
n-1
D> Ax, =b-a.
k=0
Natijada
n-1 n-1
s(P) = > mAx, =m> Ax, =m(b-a),
k=0 k=0
n-1 n-1
S(P)=>_M,Ax, <MD Ax, =M (b-a)
k=0 k=0
bo’ladi.
Demak, vPeF uchun quyidagi
m(b—a) <s(P)<S(P)<M(b-a) (9.4)
tengsizliklar o’rinli bo’ladi. Bu esa Darbu yig’indilarining chegaralanganligini
bildiradi.
Adabiyotlar
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Glossariy

1. Aniq integral — funksiyadan biror chekli segmentda olingan integral.

n-1

2. Integral yig‘indi — ) f(&)-Ax, ushbu yig‘indiga integral yg’indi
k=0
deyiladi.

Keys banki

32-keys. Masala o'rtaga tashlanadi: Ushbu f(x)=e* funksiyaning [0,]]
segmentdagi integral yig‘indisi topilsin, bunda [0,1] segmentni n ta teng
bo‘lakka bo‘lib, har bir bo‘lakda & , (k =O,ZL...,n—1) nugqta sifatida bo‘lakning
chap chekkasi olinsin.

Keysni bajarish bosqichlari va topshiriglar:

e keysdagi muammoni hal qilish mumkin bo’lgan asosiy formula,
tushuncha va tasdiglarni keltiring (individual va kichik guruhlarda);

e to'plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo'yilgan masalani yeching
(individual).
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32-amaliy mashg'ulot

1°. Funksiyaning integral va Darbu yig‘indilari. Aytaylik, f(X) funksiya [a, b]
segmentda berilgan bo‘lsin. a, b] segmentning
A=Xg, X1, X, X Xiea1 o Xy =0 (Xg <Xq << X < Xpeyp <5< X))
nuqtalari uni [Xk » X +1] (k =0,1,...n- 1) bo‘laklarga ajratadi. Bu nuqtalar sistemasi
[a,b] ni bo*laklash deyiladi vau P = {X,,X, ,---X,, } kabi belgilanadi. Ushbu

A, = mkax{Axk},Axk =Xy =X (k=0,1,--,n-1)
migdor P bo‘laklashning diametri deyiladi.

Har bir [Xk ,Xk+1] da ihtiyoriy &, nuqtani:

& € X Xicsa] (k =0,1,---,n _1)
olib, quyidagi

0= 1(80)- 8% +1(8,)- A+ +1(E, ), = TAE)-Mx

yig‘indini tuzamiz. (1) yig‘indi f(X) funksiyaning integral (Riman) yig‘indisi deyiladi.

Ravshanki,
c= cp(f : &k)

Faraz gilaylik, f(X) funksiya [a : b] da chegaralangan bo‘lsin. Unda

m, =infff()} xe[xy %] (k=01,...n-1)
M, = sup{f(x)}, Xe [Xk,Xk+1]
miqdorlar mavjud bo‘ladi. Ushbu
-1 -1
S=nzmk'AXk, S=nZMk'AXk
k=0 k=0

yig‘indilar mos ravishda Darbuning quyi va yuqori yig‘indilari deyiladi.

Ravshanki,
s=s,(f), S=5,(f).

2°. Aniq integral ta’rifi.

1-ta’rif. Agar ¥V &> 0 olinganda ham shunday & = 8(8)> 0 son topilsaki, [a, b]
segmentning  diametri A, <& bo‘lgan har qanday P bo‘laklashi hamda har bir
[Xk ' Xk +1] dan olingan ihtiyoriy &, uchun tuzilgan G integral yig‘indisi ushbu

o-J|<e

tengsizlikni qanoatlantirsa, 3 son © yig‘indining A, — O dagi limiti deyiladi. Bu holda
f(X) funksiya [a,b] da integrallanuvchi, I son esa f(X) funksiyaning aniq
integrali deyiladi. Uni

;ff(x)dx
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kabi belgilanadi. Demak,

jzf(x)dx = limo = lim Zf(&k) AX,

X—)O X—)Oko

Aytaylik, @ — [a b] segmentning bo‘laklashlari to‘plami bo‘lsin: @ = {P} Har bir
P € @ bo‘laklashga nisbatan Darbu yig‘indilari S(p) va S(p) ni tuzib, ushbu

)} s(p)}
Sup{s(p)}=inf{S(p)}

bo‘Isa, f(X) funksiya [a, b] da integrallanuvchi, butenglikning umumiy
giymatiga esa f(X) funksiyaning aniq integrali deyiladi. Demak,

if(x)dx — int{s(p)} = supfs(p)}

1-misol. Ushbu f(X)= e* funksiyaning [O,l] segmentdagi integral yig ‘indisi
topilsin, bunda [0,1] segmentni N ta teng bolakka bo‘lib, har bir bo‘lakda
(k =0,1,---,n— 1) nugqta sifatida bo ‘lakning chap chekkasi olinsin.
<«Bu holda [0 : 1] segmentning bo*laklashi

to‘plamlarni hosil gilamiz.
2-ta’rif. Agar

12 k
P={XO,Xl,Xz’-.-’Xn}={O’H’H’.--’H,...’l}
bo‘lib,
1 k
Axk—ﬁ v &k H (k 0,1, ]_)

bo‘ladi. SHularni e’tiborga olib topamiz.

g K 1 12 n-1
c= Zf(&,k) AX, —Ze“ ——H(1+e”+e” ot ”J

Ravshanki,
102 n-1

l+e"+e"+.--+e " =

en -1
1
(mahraji g =e", birinchi hadi 1 bo‘lgan geometrik progressiyaning N ta hadi yig‘indisi).
Demak, berilgan funksiyaning integral yig‘indisi

1 e-1
“n t
en —1

bo‘ladi.»
2-misol. [a, b] segmentda Dirixle funksiyasi
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D( ) 1, arap X— panmMoHaJ COH € [a,b],
X)=
0, arap X—HMppamMoOHAJ COH € [a : b]

ning Darbu yig ‘indilari topilsin.

< [a , b] segmentning ihtiyoriy
P={X,, X, X, Xq 1. %, (@=Xp <X <Xy <o+ <Xy <Xy <7< X, =D)
bo‘laklashini olamiz.

Bu funksiya uchun

m, = inf{D(x)}: 0, xe [xk ,xk+1]
M, =sup{D(x)}=1,x e (X X1
bo‘ladi. Demak,
n-1 n-1 n-1
s(p)= Y mAx, =0, S(p)= DM Ax, =Y Ax, =b-a
k=0 k=0 k=0
bo‘ladi.»
3—-misol. YUqoridagi 2-ta’rifdan foydalanib, f(X)= X funksiyaning
b
j xdx
a
integrali topilsin.
| [a , b] segmentning ihtiyoriy
P={Xp, X; , Xo, s Xp_1:X%0 )  (@= Xy <X <Xy <0k Xy <X yq << X, =h)
bo‘laklashini olamiz. Ravshanki, har bir [Xk , Xk+1] (k =0,1,...n— 1) segmentda
f(X) = X funksiyaning aniq chegaralari quyidagicha bo‘ladi:
m, =inf{ff(x)}=x,  (k=0,1,2,..,.n-1)
M, =sup{ff(x)}=x,,, (k=0,1,2,..,n-1)

Demak,

n-1 n-1
s(p)= Y. M AX, = DX, - AXy,
k=0 k=0

n-1 n-1
S(p)= kZ_;)MkAXk = kz‘axkﬂ FAX, .

Endi bu yig‘indilarni (ularning aniq chegaralarini topish magsadida) qulay ko‘rinishda

yozamiz:
1n—1
S(p) ZXkAXk = Zxk(Xk+1 Xk)_ Py (Xk+1 Xi)__ Z(Xk+1 — X )2 =
2 k=0 220
2 _
1(x —xo)——niA 2—b —EEAXZ,
2 220

0’ zZMU MATEMATIK ANALIZ KAFEDRASI 95



MATEMATIK ANALIZ 2016

n-1 n-1 n-1 n-1
S(p)= Zxk+1Axk = Z(xk +Axk)-Axk = ZxkAxk + ) AXp =
k=0

b—a 1n-1 n-1 a2 1n-1

__ZAXK+ZAXk = —Z:Axk

Ravshankl
2 .2 1 2 .2
sup{s(p)}=sup{b a —EnZAxﬁ}=b a
p p 2 220 2
. . b?-a® 1 .| b?-a’
wgf{S(p)}_lrFl)f{ ; +EK§AX"}_ B
Demak,
) b
sup{s(p)}=inf{s(p)}=
bo‘lib,
b 2 2
dex: b -a
" 2
bo‘ladi.»

1.Berilgan kesmani n ta teng bo‘lakka ajratib va & (i=1,---,n) argumentning
qiymati sifatida har bir bo‘lakning ortasini olib, f(x)=1+x funksiya uchun
[— 1;2] kesmada o integral yig‘indi yozilsin.

2.Berilgan kesmani n ta teng bo‘lakka ajratish orqali f(X) funksiya uchun
Darbuning quyi s, va yuqori S_ yig‘indilari topilsin:

a)f(x)=x*, [-23]; b)f(x)=+/x, [0:1]; v)f(x)=2*, [0;10];
T

3. J' (gt +9, )dt integral ta’rif yordamida hisoblansin.
0

4.Ta’rif yordamida hisoblansin.

1 Ny X 2dX
a)!e dx ; b) [ sinxdx v)!costdt; g)j?;

1

o'—u\)‘;]

5.[1,2] kesmani geometrik progressiya tashkil giluvchi nugtalar yordamida

2
bo‘laklarga ajratib, I x%dx integralni integral yig‘indining limiti sifatida
1
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hisoblansin.
6. _[ —, (O <a< b), integralni integral yig‘indining limiti sifatida hisoblansin.
X

7.Kesmada monoton bo‘lgan har qanday funksiya ushbu kesmada

integrallanuvchi bo‘lishi isbotlansin.

8.Agar f funksiya [0;1] kesmada uzluksiz va musbat bo‘lsa, u holda

i ()3 (7)ol

bo‘lishi isbotlansin.

9.f(x) va (p(x) funksiyalar [a, b] kesmada uzluksiz bo‘lsin. Quyidagi

munosabatning to‘g‘riligi isbotlansin:

lim Zf(&, Jo(6,)Ax; = j f(x)p(x)dx,

maxAx;|—0 7=
bu erda x;<E& <X, %<6,<x, (=01---n-1) va AX;=X.-X
(x,=a,x,=D).

10.f funksiya [a,b] kesmada uzluksiz differensiallanuvchi va

A, If(x)dx b= aZf( k(b a))

bo‘lsin. limnA_, hisoblansin.

N—oo
11.Uzilishga ega bo‘lgan f(x)=signsin> funksiyaning [0,1] kesmada
X
integrallanuvchi ekanligi isbotlansin.

l—[l} arap X#0
12.6(x)=1x | x] P ’

0, arap x=0.

funksiya [0,1] kesmada integrallanuvchi bo‘lishi isbotlansin
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0, arap X —uppanuoHaJs ,

13. =
(P(X) % arap x=% (m Ba N —y3apo TYﬁ,nZl)‘

Riman funksiyasi ixtiyoriy chekli oraliqda integrallanuvchi bo‘lishi

ko‘rsatilsin.
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Test

» B 4[4 [B
.([x dx 3 3
‘ 1 2 1 1
J.l’k”(2x+1)2 dx > 3
0
je’xdx ~l+e e 1_1 5
1 €
[odx In§ 0 In3 In3-1
1 X+1
jsin xdx 2 1 -1 2
0
2

3
{ xdx 4 2 5 1
!sin 2xdx 0 1 1 2
”.Lcosxdx 1 0 1 2
3 dx 3 4
Sm In2 InE In5 1
0 1 1 -3 -1
j(2x+1)2 dx 3
-1
0
jZe‘de —-2+2e e %_1 5
-1

O zMU MATEMATIK ANALIZ KAFEDRASI 99




MATEMATIK ANALIZ 2016

33-mavzu. Funksiyaning
integrallanuvchanlik mezoni
(kriteriysi)

33-ma’ruza

Reja
1°, Darbu yig’indilarini xossalari.
2°. Aniq integralning mavjudligi.

1°. Darbu yig’indilarining xossalari. ([1], 11.3 Upper and lower
Riemann integrals)

Faraz gilaylik, F ={P} to’plam [a,b] oraligning barcha bo’laklashlaridan
iborat to’plam bo’lsin. Agar P, e F bo’laklashning har bir bo’luvchi nuqtasi
P, e F bo’laklashning ham bo’luvchi nuqtasi bo’lsa, P, bo’laklash P, ni
ergashtiradi deyiladi va P, < P, kabi belgilanadi.

Aytaylik, f(x) funksiya [a,b] oraligda chegaralangan bo’lib, P,eF va
P, e F bo’laklashlari uchun Darbu yig’indilari

s(R),S(R); s(P,),S(F,)
bo’lsin.

1). Agar P,c P, bo’lsa, u holda

s(R) <s(R,), S(R)=S(R,)
bo’ladi.

2). VP,eF, VP, eF uchun

s(R,) <S(R)
bo’ladi.

3). Darbu yig’ndilaridan tuzilgan

s} (PeF)
to’plam uchun
sup{s(P)} <inf {S(P)}

PeF PeF
ya’'ni
J<J
bo’ladi.
4). Ixtiyoriy &>0 olinganda ham shunday & >0 topiladiki, diometri
Jp <& bo’lgan [a,b] oraligning P bo’laklashlari uchun
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S(P) <inf{S(P)}+¢
s(P) > sup{s(P)}- ¢
ya’ni
S(P)<J+e, s(P)>J-¢
bo’ladi.

Bu hossalardan birining masalan 2)— ning isbotini keltiramiz.

4 Aytaylik, P, va P, lar [ab] oraligning ixtiyoriy bo’laklashlari
bo’lsin.  Bu bo’laklashlarning barcha bo’luvchi nuqtalari yordamida [a,b]
ning yangi P bo’laklashini hosil gilamiz. Ravshanki,

P cP, P,cP
bo’ladi. P bo’laklash uchun tuzilgan Darbu yig’indilari s(P) va S(P) lar uchun

1)—xossaga ko’ra
s(R) <s(P), S(P)<S(R),
s(P,) <s(P), S(P)<S(R,)
bo’lib, ulardan
s(R,) <s(P)<S(P)<S(R)
ya’ni
s(P,) <S(R)
bo’lishi kelib chigadi. P
Bu hossa [a,b] oraligni bo’laklashlari uchun tuzilgan quyi yig’indilar
to’plami {s(P)} ning har bir elementi yuqori yig’ndilar to’plami {S(P)} ning
istalgan elementidan katta emasligini bildiradi (Qolgan xossalarning isboti [1]
ning 9—bobidan garalsin) .
2°. Aniq integralning mavjudligi. ([1], 11.5 Riemann integrability of
continuous functions, 326-bet) Aytaylik, f(x) funksiya [a,b] oraliqda

chegaralangan bo’lsin .
1-teorema . f(x) funksiya [a,b] oraligda integrallanuvchi bo lishi uchun

Ve >0 olinganda ham shunday ¢ >0 son topilib, [a,b] oraligni diametri A, <&

bo’lgan har ganday P bo’laklashi uchun Darbu yig 'ndilari
S(P)-s(P)<¢
tengsizlikni ganoatlantirishi zarur va yetarli.
<« Zarurligi. f(x) funksiya [a,b] oraligda chegaralangan bo’lsin. Ta’rifga

ko’ra J=J =J bo’ladi, bunda
J =sup{s(P)}, J =inf{S(P)}.
Ve >0 olinganda ham shunday ¢ >0 son topiladiki, [a,b] oraligning diametri

A, <6 bo’lgan har ganday P bo’laklashida Darbu yig’indilari uchun 1°— dagi

4)-xossaga ko’ra S(P)-J <§, g—s(P)<§ tengsizliklar o’rinli bo’lib, undan
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S(P)-s(P)<¢ tengsizlik kelib chigadi.

Yetarliligi. ve>0 olinganda ham shunday &>0 son topilib , [a,b]
oraligning diametri A, <5 bo’lgan har qanday P bo’laklashida Darbu yig'ndi-
lari uchun

S(P)-s(P) < ¢
tengsizlik o’rinli bo’lsin. f(x) funksiya [a,b] oraligda chegaralanganligi uchun
uning quyi hamda yuqori integrallari
J =supls(P)}, J =inf{S(P)}

mavjud va 1°—dagi 3)—xossaga ko’ra J<J tengsizlik o’rinli bo’ladi.
Ravshanki,

s(P)<J<J<S(P).
Bu munosabatdan

0<J-J<S(P)-s(P)
bo’lishini topamiz. Demak, Ve>0 son uchun 0<J-J<e& bo’lib, undan
J=J bo’lishi kelib chigadi. Bu esa f(x) funksiyaning [a,b] oraligda
integrallanuvchi ekanligini bildiradi. »

Agar avvalgidek f(x) funksiyaning [x.x.] (k=0.1...,n-1) oralig-

dagi tebranishini o, orqali belgilasak, u holda
n-1 n-1
S(P)—s(P) =D (M, —m)AX, =D @ AX,
k=0 k=0
bo’lib, yuqorida keltirilgan teorema quyidagicha ifodalanadi.

2—teorema. f(x) funksiya [a,b] oraligda integrallanuvchi bo’lishi
uchun Ve >0 olinganda ham shunday & >0 son topilib, [a,b] oraligni diametri
As <& bo’lgan har ganday P bo’laklashda
n-1
Z:a)kAXk <& (9.5)
k=0
tengsizlikning bajarilisi zarur va yetarli.
Ravshanki, (9.5) munosabatni quyidagi

n-1
lim » o, Ax, =0
lpaog K K

ko’rinishda ham yozish mumkin.
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Glossariy

n-1 n-1
1. Darbu yig‘indilari — Ushbu S:kaAXk, S:ZMKAXK yig’indilar
k=0 k=0

mos ravishda Darbuning quyi hamda yuqori yig’indilari deb ataladi.

Keys banki

33-keys. Masala o rtaga tashlanadi: Agar f(x) funksiya [0,1] kesmada uzluksiz

va musbat bo‘lsa, u holda

'LT{/‘C (%) f (%)f (%) :exp@In f (x)dxj

bo‘lishi isbotlansin.

Keysni bajarish bosgichlari va topshiriglar:

e keysdagi muammoni hal gilish mumkin bo’lgan asosiy formula,
tushuncha va tasdiglarni keltiring (individual va kichik guruhlarda);

e to'plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo'yilgan masalani yeching
(individual).
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32-amaliy mashg'ulot

1°. Funksiyaning integral va Darbu yig‘indilari. Aytaylik, f(X) funksiya [a, b]
segmentda berilgan bo‘lsin. a, b] segmentning
A=Xg, X1, X, X Xiea1 o Xy =0 (Xg <Xq << X < Xpeyp <5< X))
nuqtalari uni [Xk » X +1] (k =0,1,...n- 1) bo‘laklarga ajratadi. Bu nuqtalar sistemasi
[a,b] ni bo*laklash deyiladi vau P = {X,,X, ,---X,, } kabi belgilanadi. Ushbu

A, = mkax{Axk},Axk =Xy =X (k=0,1,--,n-1)
migdor P bo‘laklashning diametri deyiladi.

Har bir [Xk ,Xk+1] da ihtiyoriy &, nuqtani:

& € X Xicsa] (k =0,1,---,n _1)
olib, quyidagi

0= 1(80)- 8% +1(8,)- A+ +1(E, ), = TAE)-Mx

yig‘indini tuzamiz. (1) yig‘indi f(X) funksiyaning integral (Riman) yig‘indisi deyiladi.

Ravshanki,
c= cp(f : &k)

Faraz gilaylik, f(X) funksiya [a : b] da chegaralangan bo‘lsin. Unda

m, =infff()} xe[xy %] (k=01,...n-1)
M, = sup{f(x)}, Xe [Xk,Xk+1]
miqdorlar mavjud bo‘ladi. Ushbu
-1 -1
S=nzmk'AXk, S=nZMk'AXk
k=0 k=0

yig‘indilar mos ravishda Darbuning quyi va yuqori yig‘indilari deyiladi.

Ravshanki,
s=s,(f), S=5,(f).

2°. Aniq integral ta’rifi.

1-ta’rif. Agar ¥V &> 0 olinganda ham shunday & = 8(8)> 0 son topilsaki, [a, b]
segmentning  diametri A, <& bo‘lgan har qanday P bo‘laklashi hamda har bir
[Xk ' Xk +1] dan olingan ihtiyoriy &, uchun tuzilgan G integral yig‘indisi ushbu

o-J|<e

tengsizlikni qanoatlantirsa, 3 son © yig‘indining A, — O dagi limiti deyiladi. Bu holda
f(X) funksiya [a,b] da integrallanuvchi, I son esa f(X) funksiyaning aniq
integrali deyiladi. Uni

;ff(x)dx
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kabi belgilanadi. Demak,

jzf(x)dx = limo = lim Zf(&k) AX,

X—)O X—)Oko

Aytaylik, @ — [a b] segmentning bo‘laklashlari to‘plami bo‘lsin: @ = {P} Har bir
P € @ bo‘laklashga nisbatan Darbu yig‘indilari S(p) va S(p) ni tuzib, ushbu

)} s(p)}
Sup{s(p)}=inf{S(p)}

bo‘Isa, f(X) funksiya [a, b] da integrallanuvchi, butenglikning umumiy
giymatiga esa f(X) funksiyaning aniq integrali deyiladi. Demak,

if(x)dx — int{s(p)} = supfs(p)}

1-misol. Ushbu f(X)= e* funksiyaning [O,l] segmentdagi integral yig ‘indisi
topilsin, bunda [0,1] segmentni N ta teng bolakka bo‘lib, har bir bo‘lakda
(k =0,1,---,n— 1) nugqta sifatida bo ‘lakning chap chekkasi olinsin.
<«Bu holda [0 : 1] segmentning bo*laklashi

to‘plamlarni hosil gilamiz.
2-ta’rif. Agar

12 k
P={XO,Xl,Xz’-.-’Xn}={O’H’H’.--’H,...’l}
bo‘lib,
1 k
Axk—ﬁ v &k H (k 0,1, ]_)

bo‘ladi. SHularni e’tiborga olib topamiz.

g K 1 12 n-1
c= Zf(&,k) AX, —Ze“ ——H(1+e”+e” ot ”J

Ravshanki,
102 n-1

l+e"+e"+.--+e " =

en -1
1
(mahraji g =e", birinchi hadi 1 bo‘lgan geometrik progressiyaning N ta hadi yig‘indisi).
Demak, berilgan funksiyaning integral yig‘indisi

1 e-1
“n t
en —1

bo‘ladi.»
2-misol. [a, b] segmentda Dirixle funksiyasi
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D( ) 1, arap X— panmMoHaJ COH € [a,b],
X)=
0, arap X—HMppamMoOHAJ COH € [a : b]

ning Darbu yig ‘indilari topilsin.

< [a , b] segmentning ihtiyoriy
P={X,, X, X, Xq 1. %, (@=Xp <X <Xy <o+ <Xy <Xy <7< X, =D)
bo‘laklashini olamiz.

Bu funksiya uchun

m, = inf{D(x)}: 0, xe [xk ,xk+1]
M, =sup{D(x)}=1,x e (X X1
bo‘ladi. Demak,
n-1 n-1 n-1
s(p)= Y mAx, =0, S(p)= DM Ax, =Y Ax, =b-a
k=0 k=0 k=0
bo‘ladi.»
3—-misol. YUqoridagi 2-ta’rifdan foydalanib, f(X)= X funksiyaning
b
j xdx
a
integrali topilsin.
| [a , b] segmentning ihtiyoriy
P={Xp, X; , Xo, s Xp_1:X%0 )  (@= Xy <X <Xy <0k Xy <X yq << X, =h)
bo‘laklashini olamiz. Ravshanki, har bir [Xk , Xk+1] (k =0,1,...n— 1) segmentda
f(X) = X funksiyaning aniq chegaralari quyidagicha bo‘ladi:
m, =inf{ff(x)}=x,  (k=0,1,2,..,.n-1)
M, =sup{ff(x)}=x,,, (k=0,1,2,..,n-1)

Demak,

n-1 n-1
s(p)= Y. M AX, = DX, - AXy,
k=0 k=0

n-1 n-1
S(p)= kZ_;)MkAXk = kz‘axkﬂ FAX, .

Endi bu yig‘indilarni (ularning aniq chegaralarini topish magsadida) qulay ko‘rinishda

yozamiz:
1n—1
S(p) ZXkAXk = Zxk(Xk+1 Xk)_ Py (Xk+1 Xi)__ Z(Xk+1 — X )2 =
2 k=0 220
2 _
1(x —xo)——niA 2—b —EEAXZ,
2 220
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n-1 n-1 n-1 n-1
S(p)= Zxk+1Axk = Z(xk +Axk)-Axk = ZxkAxk + ) AXp =
k=0

b—a 1n-1 n-1 a2 1n-1

__ZAXK+ZAXk = —Z:Axk

Ravshankl
2 .2 1 2 .2
sup{s(p)}=sup{b a —EnZAxﬁ}=b a
p p 2 220 2
. . b?-a® 1 .| b?-a’
wgf{S(p)}_lrFl)f{ ; +EK§AX"}_ B
Demak,
) b
sup{s(p)}=inf{s(p)}=
bo‘lib,
b 2 2
dex: b -a
" 2
bo‘ladi.»

1.Berilgan kesmani n ta teng bo‘lakka ajratib va & (i=1,---,n) argumentning
qiymati sifatida har bir bo‘lakning ortasini olib, f(x)=1+x funksiya uchun
[— 1;2] kesmada o integral yig‘indi yozilsin.

2.Berilgan kesmani n ta teng bo‘lakka ajratish orqali f(X) funksiya uchun
Darbuning quyi s, va yuqori S_ yig‘indilari topilsin:

a)f(x)=x*, [-23]; b)f(x)=+/x, [0:1]; v)f(x)=2*, [0;10];
T

3. J' (gt +9, )dt integral ta’rif yordamida hisoblansin.
0

4.Ta’rif yordamida hisoblansin.

1 Ny X 2dX
a)!e dx ; b) [ sinxdx v)!costdt; g)j?;

1

o'—u\)‘;]

5.[1,2] kesmani geometrik progressiya tashkil giluvchi nugtalar yordamida

2
bo‘laklarga ajratib, I x%dx integralni integral yig‘indining limiti sifatida
1
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hisoblansin.
6. _[ —, (O <a< b), integralni integral yig‘indining limiti sifatida hisoblansin.
X

7.Kesmada monoton bo‘lgan har qanday funksiya ushbu kesmada

integrallanuvchi bo‘lishi isbotlansin.

8.Agar f funksiya [0;1] kesmada uzluksiz va musbat bo‘lsa, u holda

i ()3 (7)ol

bo‘lishi isbotlansin.

9.f(x) va (p(x) funksiyalar [a, b] kesmada uzluksiz bo‘lsin. Quyidagi

munosabatning to‘g‘riligi isbotlansin:

lim Zf(&, Jo(6,)Ax; = j f(x)p(x)dx,

maxAx;|—0 7=
bu erda x;<E& <X, %<6,<x, (=01---n-1) va AX;=X.-X
(x,=a,x,=D).

10.f funksiya [a,b] kesmada uzluksiz differensiallanuvchi va

A, If(x)dx b= aZf( k(b a))

bo‘lsin. limnA_, hisoblansin.

N—oo
11.Uzilishga ega bo‘lgan f(x)=signsin> funksiyaning [0,1] kesmada
X
integrallanuvchi ekanligi isbotlansin.

l—[l} arap X#0
12.6(x)=1x | x] P ’

0, arap x=0.

funksiya [0,1] kesmada integrallanuvchi bo‘lishi isbotlansin
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0, arap X —uppanuoHaJs ,

13. =
(P(X) % arap x=% (m Ba N —y3apo TYﬁ,nZl)‘

Riman funksiyasi ixtiyoriy chekli oraliqda integrallanuvchi bo‘lishi

ko‘rsatilsin.
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34-mavzu. Integrallanuvchi
funksiyalar sinfi

34-ma’‘ruza

Reja

1°, Uzluksiz funksiyalarning integrallanuvchanligi.

2°. Monoton funksiyalarning integrallanuvchanligi.

3°. Uziladigan funksiyalarning integrallanuvchanligi

1. Uzluksiz funksiyalarning integrallanuvchanligi. ([1], 11.5 Riemann
integrability of continuous functions, 326-bet)

Ushbu paragrafda aniqg integralning mavjudligi hagidagi teoremadan foydalanib,
bazi funksiyalarning sinfi integrallanuvchi bo’lishini ko’ramiz. f(x) funksiya
[a,b] oraliqda aniqlangan bo’lsin .

3 —teorema. Agar f(x) funksiya [a,b] oraligda uzluksiz bo’lsa, u shu
oraligda integrallanuvchi bo’ladi.

4 f(x) funksiya [a,b] oraligda uzluksiz bo’lsin. Veyeshtrasning

birinchi teoremasiga ( 5—bobdagi 7-teoremaga qarang ) ko’ra funksiya [a,b]
da chegaralangan. Ikkinchi tomondan, Kantor teoremasining ( 5— bobdagi

10—teoremaga qarang ) 3—natijaga ko’ra Ve >0 olinganda ham shunday

5>0 son topilib, [a,b] oraligni uzluklari § dan kichik bo’lgan bo’laklarga
ajratilganda funksiyaning har bir bo’lakdagi tebranishi uchun e, <& tengsizlik
o’rinli bo’ladi. Demak, [a,b] oraligni diametri i, <& bo’lgan har ganday P
bo’laklashda

O zMU MATEMATIK ANALIZ KAFEDRASI 112




MATEMATIK ANALIZ 2016

n-1 n-1
S(P)—s(P) =Y o Ax, <&> AX, =e&(b—a)
k=0 k=0
bo’lib, undan
. n-1
J:rgoékaxk =0

kelib chigadi. Demak, f(x) funksiya [a,b] oraliqda integrallanuvchi .»>

2. Monoton funksiyalarning integrallanuvchanligi. ([1], 11.6 Riemann

integrability of monotone functions, 330-bet)

4—teorema. Agar f(x) funksiya [a,b] oraligda chegaralangan va

monoton bo’lsa, funksiya shu oraligda integrallanuvchi bo’ladi.

« f(x) funksiya [a,b] da chegaralangan va shu oraliqda, aytaylik,
o’suvchi bo’lsin. Ve>0 sonni olib, unga ko’ra 6>0 sonni quyidagicha
tanlaylik:

&

=—>0
f(b)-f(a)
So’ngra [a,b] oraligni diametri 1, <5 bo’lgan P bo’laklashi uchun Darbu

yig’indilari S(P) va s(P) ni tuzamiz. U holda

S(P)=s() = S0 31 (x0T = (S0~ F0]-
f(b)()[ (%) = F(x) + T () = F (%) +.ot F(X,) = F (%)=
&
:m(f(xn)—f(xo))—m(f(b) f(a) =&

Demak, f(x) funksiya [a,b] oraliqda integrallanuvchi .
Chegaralangan hamda kamayuvchi funksiyaning integrallanuvchi bo’li-

shi ham xuddi shunga o’xshash isbotlanadi.
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Uziladigan funksiyalarning integrallanuvchanligi

5-teorema. Agar f(x) funksiya [a,b] oraliqda chegaralangan va bu
oraligning chekli sondagi nuqtalarida uzulishga ega bo’lib, qolgan barcha
nuqtalarida uzluksiz bo’lsa , funksiya shu oraligda integrallanuvchi bo’ladi.

« f(x) funksiya [a,b] da chegaralangan bo’lib, shu oraligning faqat bitta
x" (x"elab]) nugtasida uzilishga ega, qolgan barcha nugtalarida uzluksiz
bo’lIsin.

Ve >0 sonolib, x* nugtaning

U5(X*)={XZX€R,X*—8<X<X*+8}
atrofini tuzamiz. Bu atrof [a,b] oraligni
U, (x"), [a,b]\U, (x") =[a,x" —s]U[X" +&,b]

gismlarga ajratadi.

Shartga ko’ra, f(x) funksiya [a,x"-¢] va [x"+&b] oraligning har
birida uzluksiz. Bu oraliglarning har biriga alohida Kantor teoremasining

natijasini (5— bobdagi 3— natijani qarang) qo’llaymiz. U holda olingan

Ve >0 sonuchun shunday s, >0 va &, >0 sonlar topiladiki,
[a,x"—¢] da Ax, <5, dan o, <,
[X"+&,b] da Ax, <5, dan o, <¢
tengsizliklar o’rinli ekani kelib chiqadi. Agar § =min{s,,5,} deb olsak , u holda
ikkala oraliq uchun bir vaqtda
AX, <5 dan o, <&
tengsizliklar o’rinli ekani kelib chiqadi.
Endi yugoridagi ve>0 songa ko’ra §>0 sonni s<e¢ deb olaylik.
[a,b] oraligni diametri 4, <& bo’lgan  bo’laklashlari uchun f(x)

funksiyaning Darbu yig’indilarini tuzib, quyidagi

n-1

S(P)-s(P) = ¥ w,Ax, (9.6)
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ayirmani garaymiz. (9.6) yig’indining har bir hadida [x,x,] (k=0,1,...,n—1)
oraligning uzunligi Ax, gatnashadi. Bu [x,,x.,] oraliglarni x* nugtaning
U, (x") atrofidan tashqarida joylashganiga, ya’ni [x,,x,,]n U, (x")=0 munosa-

bat o’rinli bo’ladiganiga mos keladigan (9.6) yig’indining hadlaridan tuzilgan

yig’indi
Z'a)kAXk
k
bo’lsin. (9.6) yig’indining qolgan barcha hadlaridan tashkil topgan yig’indi
Z"cokAXk
k
bo’lsin, bunda [X X Jc U, (x ) yoKi X X ] —e}=@  yoki

[X . %] X +6}2@  bo’ladi.

Natijada (9.6) yig’indi ikki qismga ajraladi:

n—

@ AX, = Z ‘ AX, + Z "o AX, 9.7)
k k

1
k=0
Endi bu yig’indilarni baholaymiz. Yugqoridagi (9.6) munosabatdan

foydalanib, topamiz:
z'a)kAxk <Z:'¢€-AXk Sgnf:AXk =¢(b-a). (9.8)
k k k=0

Ikkinchi yig’indi uchun

> oA DA = Q) A,
k k

2
bo’lishini topamiz, bunda Q- f(x) funksiyaning [a,b] oraliqdagi tebranishi.

Agar U_(x") atrofida butunlay joylashgan [x,,x.,] oraliglari uzunliklari-
ning yig’indisi 2¢ dan kichikligini hamda x* -¢ va x* +¢ nuqtalarni 0’z ichi-
gaolgan [x.,x.,] oraliglar ikkita bo’lib, ularning uzunliklari yig’indisi ham 2¢
(chunki & <¢) dan kichik bo’lishini etiborga olsak, u holda

D Ax, <4 (9.9)
2

bo’ladi. Natijada (9.7), (9.8) va (9.9) munosabatlardan
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n-1

> A%, <e(b—a)+4e-Q=¢l(b—a)+4Q)]
k=0
ekani kelib chigadi. Demak,
n-1
JETOZ(;kaXk =0.
Bu f(x) funksiyaning [a,b] da integrallanuvchi bo’lishini bildiradi.
f(x) funksiya [a,b] oraligning chekli sondagi nugtalarida uzulishga ega

bo’lib, qolgan barcha nuqtalarida uzluksiz bo’lsa, uning [a,b] da integrallanuv-

chi bo’lishi yuqoridagidek isbot etiladi.»

2—eslatma. f(x) funksiya [a,b] oraligda integrallanuvchi bo’lsin. Biz

i f(x)dx = —i f (x)dx
hamda
i f(x)dx=0

tengliklar o’rinli deb kelishib olamiz.

Adabiyotlar
1. Tao T. Analysis 1. Hindustan Book Agency, India, 2014.
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Glossariy

n-1 n-1
Darbu yig‘indilari — Ushbu s=> mAx, S=> MAx  yig’indilar mos
k=0 k=0

ravishda Darbuning quyi hamda yuqc_Jri yig’indilari d;ab ataladi.
Keys banki

34-keys. Masala o'rtaga tashlanadi: Uzilishga ega bo‘lgan f(x)=signsinz
X

funksiyaning [0,1] kesmada integrallanuvchi ekanligi isbotlansin.

Keysni bajarish bosgichlari va topshiriglar:

e keysdagi muammoni hal gilish mumkin bo’lgan asosiy formula,
tushuncha va tasdiglarni keltiring (individual va kichik guruhlarda);

e to'plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo'yilgan masalani yeching
(individual).
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32-amaliy mashg'ulot.

1°. Funksiyaning integral va Darbu yig‘indilari. Aytaylik, f(X) funksiya [a, b]
segmentda berilgan bo‘lsin. a, b] segmentning
A=Xg, X1, X, X Xiea1 o Xy =0 (Xg <Xq << X < Xpeyp <5< X))
nuqtalari uni [Xk » X +1] (k =0,1,...n- 1) bo‘laklarga ajratadi. Bu nuqtalar sistemasi
[a,b] ni bo*laklash deyiladi vau P = {X,,X, ,---X,, } kabi belgilanadi. Ushbu

A, = mkax{Axk},Axk =Xy =X (k=0,1,--,n-1)
migdor P bo‘laklashning diametri deyiladi.

Har bir [Xk ,Xk+1] da ihtiyoriy &, nuqtani:

& € X Xicsa] (k =0,1,---,n _1)
olib, quyidagi

0= 1(80)- 8% +1(8,)- A+ +1(E, ), = TAE)-Mx

yig‘indini tuzamiz. (1) yig‘indi f(X) funksiyaning integral (Riman) yig‘indisi deyiladi.

Ravshanki,
c= cp(f : &k)

Faraz gilaylik, f(X) funksiya [a : b] da chegaralangan bo‘lsin. Unda

m, =infff()} xe[xy %] (k=01,...n-1)
M, = sup{f(x)}, Xe [Xk,Xk+1]
miqdorlar mavjud bo‘ladi. Ushbu
-1 -1
S=nzmk'AXk, S=nZMk'AXk
k=0 k=0

yig‘indilar mos ravishda Darbuning quyi va yuqori yig‘indilari deyiladi.

Ravshanki,
s=s,(f), S=5,(f).

2°. Aniq integral ta’rifi.

1-ta’rif. Agar ¥V &> 0 olinganda ham shunday & = 8(8)> 0 son topilsaki, [a, b]
segmentning  diametri A, <& bo‘lgan har qanday P bo‘laklashi hamda har bir
[Xk ' Xk +1] dan olingan ihtiyoriy &, uchun tuzilgan G integral yig‘indisi ushbu

o-J|<e

tengsizlikni qanoatlantirsa, 3 son © yig‘indining A, — O dagi limiti deyiladi. Bu holda
f(X) funksiya [a,b] da integrallanuvchi, I son esa f(X) funksiyaning aniq
integrali deyiladi. Uni

;ff(x)dx
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kabi belgilanadi. Demak,

jzf(x)dx = limo = lim Zf(&k) AX,

X—)O X—)Oko

Aytaylik, @ — [a b] segmentning bo‘laklashlari to‘plami bo‘lsin: @ = {P} Har bir
P € @ bo‘laklashga nisbatan Darbu yig‘indilari S(p) va S(p) ni tuzib, ushbu

)} s(p)}
Sup{s(p)}=inf{S(p)}

bo‘Isa, f(X) funksiya [a, b] da integrallanuvchi, butenglikning umumiy
giymatiga esa f(X) funksiyaning aniq integrali deyiladi. Demak,

if(x)dx — int{s(p)} = supfs(p)}

1-misol. Ushbu f(X)= e* funksiyaning [O,l] segmentdagi integral yig ‘indisi
topilsin, bunda [0,1] segmentni N ta teng bolakka bo‘lib, har bir bo‘lakda
(k =0,1,---,n— 1) nugqta sifatida bo ‘lakning chap chekkasi olinsin.
<«Bu holda [0 : 1] segmentning bo*laklashi

to‘plamlarni hosil gilamiz.
2-ta’rif. Agar

12 k
P={XO,Xl,Xz’-.-’Xn}={O’H’H’.--’H,...’l}
bo‘lib,
1 k
Axk—ﬁ v &k H (k 0,1, ]_)

bo‘ladi. SHularni e’tiborga olib topamiz.

g K 1 12 n-1
c= Zf(&,k) AX, —Ze“ ——H(1+e”+e” ot ”J

Ravshanki,
102 n-1

l+e"+e"+.--+e " =

en -1
1
(mahraji g =e", birinchi hadi 1 bo‘lgan geometrik progressiyaning N ta hadi yig‘indisi).
Demak, berilgan funksiyaning integral yig‘indisi

1 e-1
“n t
en —1

bo‘ladi.»
2-misol. [a, b] segmentda Dirixle funksiyasi
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D( ) 1, arap X— panmMoHaJ COH € [a,b],
X)=
0, arap X—HMppamMoOHAJ COH € [a : b]

ning Darbu yig ‘indilari topilsin.

< [a , b] segmentning ihtiyoriy
P={X,, X, X, Xq 1. %, (@=Xp <X <Xy <o+ <Xy <Xy <7< X, =D)
bo‘laklashini olamiz.

Bu funksiya uchun

m, = inf{D(x)}: 0, xe [xk ,xk+1]
M, =sup{D(x)}=1,x e (X X1
bo‘ladi. Demak,
n-1 n-1 n-1
s(p)= Y mAx, =0, S(p)= DM Ax, =Y Ax, =b-a
k=0 k=0 k=0
bo‘ladi.»
3—-misol. YUqoridagi 2-ta’rifdan foydalanib, f(X)= X funksiyaning
b
j xdx
a
integrali topilsin.
| [a , b] segmentning ihtiyoriy
P={Xp, X; , Xo, s Xp_1:X%0 )  (@= Xy <X <Xy <0k Xy <X yq << X, =h)
bo‘laklashini olamiz. Ravshanki, har bir [Xk , Xk+1] (k =0,1,...n— 1) segmentda
f(X) = X funksiyaning aniq chegaralari quyidagicha bo‘ladi:
m, =inf{ff(x)}=x,  (k=0,1,2,..,.n-1)
M, =sup{ff(x)}=x,,, (k=0,1,2,..,n-1)

Demak,

n-1 n-1
s(p)= Y. M AX, = DX, - AXy,
k=0 k=0

n-1 n-1
S(p)= kZ_;)MkAXk = kz‘axkﬂ FAX, .

Endi bu yig‘indilarni (ularning aniq chegaralarini topish magsadida) qulay ko‘rinishda

yozamiz:
1n—1
S(p) ZXkAXk = Zxk(Xk+1 Xk)_ Py (Xk+1 Xi)__ Z(Xk+1 — X )2 =
2 k=0 220
2 _
1(x —xo)——niA 2—b —EEAXZ,
2 220
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n-1 n-1 n-1 n-1
S(p)= Zxk+1Axk = Z(xk +Axk)-Axk = ZxkAxk + ) AXp =
k=0

b—a 1n-1 n-1 a2 1n-1

__ZAXK+ZAXk = —Z:Axk

Ravshankl
2 .2 1 2 .2
sup{s(p)}=sup{b a —EnZAxﬁ}=b a
p p 2 220 2
. . b?-a® 1 .| b?-a’
wgf{S(p)}_lrFl)f{ ; +EK§AX"}_ B
Demak,
) b
sup{s(p)}=inf{s(p)}=
bo‘lib,
b 2 2
dex: b -a
" 2
bo‘ladi.»

1.Berilgan kesmani n ta teng bo‘lakka ajratib va & (i=1,---,n) argumentning
qiymati sifatida har bir bo‘lakning ortasini olib, f(x)=1+x funksiya uchun
[— 1;2] kesmada o integral yig‘indi yozilsin.

2.Berilgan kesmani n ta teng bo‘lakka ajratish orqali f(X) funksiya uchun
Darbuning quyi s, va yuqori S_ yig‘indilari topilsin:

a)f(x)=x*, [-23]; b)f(x)=+/x, [0:1]; v)f(x)=2*, [0;10];
T

3. J' (gt +9, )dt integral ta’rif yordamida hisoblansin.
0

4.Ta’rif yordamida hisoblansin.

1 Ny X 2dX
a)!e dx ; b) [ sinxdx v)!costdt; g)j?;

1

o'—u\)‘;]

5.[1,2] kesmani geometrik progressiya tashkil giluvchi nugtalar yordamida

2
bo‘laklarga ajratib, I x%dx integralni integral yig‘indining limiti sifatida
1
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hisoblansin.
6. _[ —, (O <a< b), integralni integral yig‘indining limiti sifatida hisoblansin.
X

7.Kesmada monoton bo‘lgan har qanday funksiya ushbu kesmada

integrallanuvchi bo‘lishi isbotlansin.

8.Agar f funksiya [0;1] kesmada uzluksiz va musbat bo‘lsa, u holda

i ()3 (7)ol

bo‘lishi isbotlansin.

9.f(x) va (p(x) funksiyalar [a, b] kesmada uzluksiz bo‘lsin. Quyidagi

munosabatning to‘g‘riligi isbotlansin:

lim Zf(&, Jo(6,)Ax; = j f(x)p(x)dx,

maxAx;|—0 7=
bu erda x;<E& <X, %<6,<x, (=01---n-1) va AX;=X.-X
(x,=a,x,=D).

10.f funksiya [a,b] kesmada uzluksiz differensiallanuvchi va

A, If(x)dx b= aZf( k(b a))

bo‘lsin. limnA_, hisoblansin.

N—oo
11.Uzilishga ega bo‘lgan f(x)=signsin> funksiyaning [0,1] kesmada
X
integrallanuvchi ekanligi isbotlansin.

l—[l} arap X#0
12.6(x)=1x | x] P ’

0, arap x=0.

funksiya [0,1] kesmada integrallanuvchi bo‘lishi isbotlansin
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0, arap X —uppanuoHaJs ,

13. =
(P(X) % arap x=% (m Ba N —y3apo TYﬁ,nZl)‘

Riman funksiyasi ixtiyoriy chekli oraliqda integrallanuvchi bo‘lishi

ko‘rsatilsin.
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Test

: 8 4 4 [
.([x dx 3 3
‘ 1 2 1 1
J.l’k’)(2x+1)2 dx 5 3
0
je’xdx ~l+e e 1_1 5
1 €
Zﬁ In§ 0 In3 In3-1
1 X+1
jsin xax 2 ! 1 2
0
2

3
{ X“ax 4 2 5 1
!sin 2xdx 0 1 1 2
”.Lcosxdx 1 0 1 2
2 dx 3 4
I In2 InE In5 1
0 1 1 -3 -1
j(2x+1)2 dx 3
-1
0
J'Ze‘xdx —2+2e e % 1 5
-1
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35-mavzu. Aniq integrallarning
xossalari

35-ma’ruza

Reja
1°. Integralning chiziglilik hamda additivlik xossalari.
2°, Integral tengsizliklar.
3° O’rta giymat hagidagi teoremalar

1. Integralning chiziglilik hamda additivlik xossalari.
Endi f(x) funksiya aniq integralining xossalarini o’rganamiz.
1—xossa. Agar f(x) funksiya [a,b] oraliqda integrallanuvchi bo’lsa, u
istalgan [, B]c[a,b] oraligda ham integrallanuvchi bo’ladi.
«. f(x) funksiya [ab] oraliqda integrallanuvchi bo’lsin. U holda

1—teoremaga ko’ra Ve >0 olinganda ham shunday 6>0 son topiladiki,
[a,b] oraligni diametri A, <& bo’lgan har ganday P ={x,, X,,...,x,} bo’laklash
uchun
S(P)—s(P) <« (9.10)

tengsizlik bajariladi.

P bo’laklashning bo’luvchi nugtalari x,,x,,...,x, gatoriga « hamda g
nuqtalarni qo’shib, [a,b] oraligni yangi P, bo’laklashni hosil gilamiz.
Ravshanki, P <P bo’ladi. U holda Darbu yig’'ndilarining xossasiga ko’ra

(ushbu bobning 4— § , 2— bandiga garang)

s(P)<s(P), S(P)<S(P) (9.11)
tengsizliklar o’rinli bo’ladi. (9.10) va (9.11) munosabatlardan
S(R)-s(R)<e¢ (9.12)

bo’lishi kelib chiqadi.

[@,p] oraligdagi P, bo’laklashning bo’luvchi nuqtalarini [, 8]
oraligning biror P, bo’laklashning bo’luvchi nuqtalari sifatida qaraymiz. Bu
P, bo’laklash uchun f(x) funksiyaning Darbu yig’ndilari s(P,), S(P,) bo’lsin.
U holda
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S(Pl) - S(Pl) = Z(Mk —m, )Axk1
[a.b]

S(Pz)_S(Pz) = Z(Mk _mk)AXk
[a.5]

yig’indilarni taqqoslab ,
S(R,)—s(P,) <S(R)—s(R)
bo’lishini topamiz. Natijada (9.12) munosabatni e’tiborga olsak
S(R,)-s(R)<e

kelib chigadi. Bundan 1— teoremaga ko’ra f(x) funksiyaning [«,z]
oraligda integrallanuvchi ekani kelib chiqadi. »

2—xossa . Agar f(x) funksiya [a,c] hamda [c,b] oraliglarda
integral-lanuvchi  bo’lsa, u  holda funksiya [a,b] oraligda ham
integrallanuvchi va ushbu

jl f(x)dx = j f(x)dx + _T f (x)dx

formula o’rinli bo’ladi.
<« f(x) funksiya [a,c] hamda [c,b] oraliglarda integrallanuvchi bo’lsin

(a<c<b). U holda ve>0 olinganda ham g songa ko’ra shunday &, >0

son topiladiki, [a,c] oraligni diametric 4, <&, bo’lgan har qanday P, bo’lakla-
shida Darbu yig’ndilari uchun

£
S(R)-s(R) <5

tengsizlik o’rinli bo’ladi. Shuningdek, o’sha % songa ko’ra shunday &, >0
son topiladiki, [c,b] oraligni diametri 1, <&,bo’lgan har qanday P, bo’lak-
lashida Darbu yig’ndilari uchun

S(P) = 5(P,) <

tengizlik o’rinli bo’ladi. Endi &=min{s,,5,} deb, [a,b] oraligni diametri
Ap <5 bo’lgan ixtiyoriy P,  bo’laklashni olaylik. Bu bo’laklashning
bo’luvchi nugtalari qatoriga c¢ (a<c<b) nuqtani ham qo’shib, [a,b]
oraligni yangi P bo’laklashni hosil qilamiz. Bu bo’laklash uchun Darbu
yig’indilari ~ S(P), s(P) bo’lsin. [a,c] oraligdagi P  bo’laklashning
bo’luvchi nugqtalarini shu [a,c] oraligni biror P, bo’laklashning bo’luvchi
nugtalari  [a,c]  oraligni biror P, bo’laklashning bo’luvchi nugtalari
sifatida qaraymiz. Bu bo’laklashlar uchun Darbu yig’indilarini tuzamiz:
S(R), s(R), S(R,), s(P,)

Ravshanki, = bu yig’indilar uchun mos ravishda  yuqoridagi

(9.13), (9.14) tengsizliklar o’rinli bo’ladi:

0’ zZMU MATEMATIK ANALIZ KAFEDRASI 126




MATEMATIK ANALIZ 2016

' ' &
S(R)-s(P) <5,

! ! &
S(R,) —s(R,) < E

Ikkinchi tomondan,
S(P)=S(P,) +S(P,),
s(P)=s(P,)+s(P,)
bo’lib, natijada

S(P)~s(P)=[S(R)~s(R) |+ [s(P)—s(P) | < T+~ =«

bo’lishi kelib chiqadi. Demak , Ve>0 olinganda ham shunday §>0 son
topiladiki, [a,b] oraligni diametri A, <& bo’lgan har ganday P bo’laklashda
Darbu yig’indilari uchun
S(P)-s(P)<e

bo’ladi. Bu esa 1-teoremaga ko’ra f(x) funksiyaning [a,b] oraliqda integral-
lanuvchi ekanini ko’rsatadi.

Yugoridagi P bo’laklash uchun f(x) funksiyaning [a,b] oraliqdagi
integral yig’indilarini tuzib, ularni mos ravishda quyidagi

[Z]f(é:k)AXk ) [Z]f(ék)AXk : [Z:]f(fk)AXk ,

ko’rinishda belgilasak, u holda

[Z]f(ék)Axk = [Z]f(gk)Axk + [Z]f(ﬁk)Axk (9.15)

bo’ladi.  f(x) funksiya [a,c], [c,b] hamda [a,b] oraliglarda integrallanuvchi
bo’lgani uchun

lim 3" f(£)AX, =j f (x)dx,
Ap—0 [a,c] "

b

lim > £(£)Ax, = [ f(dx,
Ap—0 [c,b] .
b

lim > f(£)Ax, = [ f(x)dx,
m)

Ap—0
a

tengliklarga egamiz. (9.15) tenglikdan A, -0 da izlangan formula kelib
chigadi.

Endi ¢ nugta [a,b] oraligdan tashqarida yotsin, ya’ni ¢ nuqta c<a<b
yoki a<b<c tengsizlikni qganoatlantirsin. Agar c<a<b bo’lsa, u holda

[a,b]c[c,b] bo’lgani uchun 1—xossaga ko’ra f(x)funksiya [a,b] da integral-
lanuvchi bo’lib, yuqorida isbot etilganiga asosan

i f(x)dx = i f (x)dx + i f (x)dx

formula o’rinli bo’ladi. Bundan esa, 2—eslatmadan foydalanib
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jl f(x)dx = —T f (x)dx + i f(x)dx = j f (x)dx +T f (x)dx

bo’lishini topamiz.
Xuddi shunga o’xshash a<b<c bo’lganda ham f(x) funksiya [a,b]

da integrallanuvchi bo’lishi va tegishli formulaning o’rinli  ekani
ko’rsatiladi. »

3—xossa.  Agar f(x)funksiya [a,b] da integrallanuvchi bo’lsa, u

holda cf(x) (c=const) ham shu oraligda integrallanuvchi bo’ladi va
ushbu

j'cf (x)dx= ci f (x)dx

formula o’rinli bo’ladi.
<« f(x) funksiya [a,b] oraligda integrallanuvchi bo’lsin. Demak,

/!F!TOG: J:TO:Z_; f(&)AX, = .E f(x)dx.
Endi cf (x) funksiyaning mos integral yig’indisini tuzamiz:
alznicf (&) AX, .
U holda
alznicf (&) A%, =an_1:f(§k)~AXk=C-0'.
Bundan 4, -0 da qu;/_iodagi .

b
)!FI,TOO-J' Z/!:TOCO'Z cJ:rDoa: C;[ f (x)dx
tenglik  kelib chigadi. Bu 3—=xossa va wundagi formulaning o’rinli
ekanini anglatadi. »

4—xossa. Agar f(x) funksiya [a,b] oraligda integrallanuvchi va

f(x)>d >0 bo’lsa, u holda % funksiya ham shu oraliqda integralla-

nuvchi bo’ladi.

<« f(x) funksiya [a,b] oraligda integrallanuvchi bo’lsin. Demak,
Ve >0 olinganda ham £d? ga ko’ra shunday & >0 son topiladiki, [a,b] ora-
ligni diametri A, <& bo’lgan har ganday P bo’laklash uchun

S(P)-s(P) :ni(Mk —-m,)Ax, <d’g

bo’ladi. Bunda
M, :SUp{f(X)}' Xe[xk ’Xk+1]
m, =inf{f (x)}, X € [X X )
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f(x)>d >0 bo’lganligini etiborga olib, % funksiya uchun
X

M, sup{f? )} X € [X, ) X ]

N _
mk_lnf{f(x)}, X € [X, X ]

mavjud bo’lishini aniglaymiz. Ravshanki,
M ;: = i’ m: = i’
mk M k

bo’ladi. Natijada

S(P)—S(P)—nz_l(M * —M, *)AX —nz_l(i_i )AX _nz_le—mk Ax. <
k k T L m. M, T L mM, W S

-1
izz -m,)AX, <&
k=0

bo’ladi. Bu esa % funksiyaning [a,b] oraligda integrallanuvchi ekanini
X

bildiradi. »

5—xossa. Agar f(x) va g(x) funksiya [a,b] oraligda integrallanuvchi

bo’lsa, u holda f(x) + g(x) funksiya ham shu oraligda integrallanuvchi
bo’ladi va ushbu

D C— T

[f(x)£g(x)]dx = T f (x)dx + ig(x)dx

formula o’rinli bo’ladi .
4 f(x) va g(x) funksiyalar [ab] oraligda integrallanuvchi bo’lsin.
Demak,

n-1

b
fim o= fim, 3. (&8 x. = [ 1 00c

lim o=l 5 0(¢,) 5.~ J 9(x)0x
Endi  f(x)+g(x) funksiyaning [a,b] oraligdagi mos integral yig’indisini
yozamiz:
o= STHE) = EM =S (€)M £ 3 0 )M, =0, 20,
Bundan /Ip—>ck)_o da quyidagiga k_OegamiZ' .

Jlrlloa = I|m O-lJ_r I|m 02 = If(x)dx+jg(x)dx

Bu 5—=xossa va undagi formulaning o’rinli ekanligini anglatadi.»>

6—xossa. f(x) va g(x) funksiyalar [a,b] oraligda integrallanuvchi
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bo’lsa, u holda f(x)g(x) funksiya ham shu oraligda integrallanuvchi
bo’ladi.

<« f(x) va g(x) funksiyalar [a,b] oraligda integrallanuvchi bo’lsin.
U holda integralning mavjudligi haqidagi teoremaga ko’ra

lim (s (P) =5, (P) = lim (M —mJ)x, =0 (06)
i (5. (P) =5 (P) = 2. (M} —m)Ax, =0. (©7)

Avval barcha xe[a,b] lar uchun f(x)>0, g(x)>0 deb garaylik. U holda
VX €[X,, %.,] uchun

o<m, < f(X)<M,

0<m, <g(x) <M,
tengsizliklar o’rinli bo’lib, undan quyidagi

0<mm, <f(xX)g(x) <M, M,
tengsizlik kelib chigadi.
Ravshanki, [x.x.] (k=0,1,....n—-1) oraligda f(x)g(x) quyidagi aniq

chegaralari

mi = InfF{f ()9 (x)}

m =sup{f (x)g(x)}
mavjud bo’lib, ular uchun

mem'x S mAME< MMk
tengsizliklar o’rinli bo’ladi. U holda quyidagi
Me—me < MM c—mem’s =M« (M« —mi) + me (M« —m’s)
M = sup{f(X)}= M, M =sup{g(x)}=M"

a<x<b a<x<b
tengsizliklarni e’tiborga olib ( f(x) va g(x) funksiyalar [a,b] da chegaralan-
ganligi uchun M <o, M'<w bo’ladi ) topamiz:

Su(P)=s(P)= X (M ~m0Ax, <M"Y (M, —m )Ax, +M Y (M; —m] )AX,.
k=0 k=0 k=0
Endi (9.6) va (9.7) munosabatlardan foydalansak, u holda quyidagi
n-1
JETO(ng(P)_ng(P) ZJETOZ;(ME —m.)Ax, =0

tenglik kelib chigadi. Demak, f(x)g(x)funksiya [a,bjoraliqda integrallanuvchi.
Endi f(x) va g(x) funksiyalar ixtiyoriy integrallanuvchi funksiyalar bo’Isin.
Bir tomondan Wvxe[a,b] lar uchun
f(X)—inf{ f (x)}=f (X)—m >0,
g(x)—inf{g(x)}=g(x)-m'=0
tengsizliklar o’rinli. Ikkinchi tomonda,
f ()90 =[f () —m][g(x) —m']+mg(x) + m'F (x) —mm’
deb yoza olamiz. Yugorida isbot etilganiga hamda 4—xossaning natijasiga
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(1-natijaga qarang) ko’ra, f(x)g(x)  funksiya [a,b] oraliqda
integrallanuvchi bo’ladi. »
4) —va 5) — xossalardan quyidagi natija kelib chigadi.
1—natija. Agar f(x) va g(x) funksiyalar [a,b] oraligda integrallanuv-
chi va g(x)>d>0 bo’lsa, u holda % funksiya ham [a,b] oraliqda
integrallanuvchi bo’ladi.
7-xossa Agar f(x) [a,b] oraligda integrallanuvchi bo’lib, vx e[a,b] lar

uchun f(x)>0 bo’lsa, u holda
b

jf(x)dxzo (a<b)

bo’ladi.
<« Ta’rifga ko’ra ushbu
n-1
g = Iim 3 F(E)Ax

0

limit mavjud. Modomiki, wvxe[a,b] lar uchun f(x)>0 ekan, unda
O =

F(£)A%, 20

1
k=0

va
n-1
J:TOKZ:; f(&) Ax =20
bo’ladi. Demak,

b

jf(x)dxzo. >

2—natija. Agar f(x)va g(x) funksiyalar [a,b] oraliqda
integrallanuvchi bo’lib, Wvxe[a,b] lar uchun f(x)<g(x) tengsizlik o’rinli

bo’lsa, u holda
ushbu

j f (x)dx < j g(xX)dx

tengsizlik ham o’rinli bo’ladi.
<«Hagigatdan ham, f(x) va g(x) funksiyalar [a,b] oraligda
inegrallanuvchi bo’lganida g(x)-f(x)>0 funksiyaning integrallanuvchiligi

4—xossadan kelib chigadi. 6—xossaga ko’ra bu holda

Jl90)— £ ()1ex 20

tengsizlik kelib chigadi. Bundan izlangan tengsizlikka ega bo’lamiz. P
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2. Integral tengsizliklar.

3—natija (Koshi-Bunyakovskiy tengsizligi). Agar f(x) va g(x)
funksi-yalar [a,b] oraligda integrallanuvchi bo’lsa, u holda (yuqoridagi
xossalarga ko’ra) ushbu f(x)-ag(x) (a-— ixtiyoriy o’zgarmas) funksiya
ham [a,b] oraligda integrallanuvchi va

b
j[f (X)—a g(x)]?dx = 0
tengsizlik o’rinli bo’ladi.

Demak, ixtiyoriy o’zgarmas « Son uchun
b b b

o [ 9° ()dx—2a[ £ (x)g(x)dx+[ £*(x)dx > 0

tensizlik o’rinli. Bu tengsizlikning chap tomonidagi ifoda « ga nisbatan kvadrat
uchhad bo’lib, u « ning barcha haqgigiy gqiymatlarida manfiy emas.
Demak, bu kvadrat uchhadning diskriminanti musbat emas, ya’ni

ﬁ f (X)g(x)dx} —T fz(x)dx.T g°(x)dx <0.
Natijada quyidagi

b

[ £ (9g(x)dx

b b
s\/jfz(x)dx\/jgz(x)dx
tengsizlikka kelamiz. Bu tengsizlik Koshi—Bunyakovskiy tengsizligi deb
ataladi.

8—xossa. Agar f(x) funksiya [a,b] oraligda integrallanuvchi
bo’lsa, u holda | f(x)| funksiya ham shu oraligda integrallanuvchi bo’ladi
va

jf(x)dxsj|f(x)|dx

tengsizlik o’rinli bo’ladi.
4 f(x) funksiya [ab] oraligda integrallanuvchi bo’lsin. U holda
Ve >0 olinganda ham shunday &>0 son topiladiki, [a,b] oraligni diametri
Ap<0 bo’lgan har qanday P ={x,,x,....x.t bo’laklash uchun
n-1
S(P)-s(P)=> aAXx, <&

k=0

bo’ladi, bunda g, - f(x) funksiyaning [x,,x,.,] oraliqgdagi tebranishi.
Ravshanki, wvx’'e[a,b], ¥x" e[a,b] lar quyidagi
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RIS EICOIRICIRRICY
tengsizlik o’rinli bo’lib, undan
sup) | f (x) =| f (") | < sup|f (x') = f (x")

tengsizlik kelib chigadi. Demak, @, <, bunda z,- |f(x)| funksiyaning
[x., X.,] dagi tebranishi. Natijada
n-1 n-1
SM(P)—SM(P):‘(Z:(;@,(Axk SkZ:(;a)kAxk <&
bo’ladi. Bundan | f(x)| funksiyaning [a,b] oraliqda integrallanuvchi bo’lishi
kelib chigadi.

f(x) hamda | f(x)| funksiyalarning [a,b] oraliqda integral yig’indi—
larini yozamiz:

n-1

U:Zf(gk)AXk!

o= | F(E) A%
k=0
U holda

o|=

IIERINY

n-1
SZ‘ f(ék)‘AXk =01
k=0

bo’ladi va 4,—0 da limitga o’tib 8—xossaga va unda ta’kidlangan
tengsizlikning o’rinli ekaniga ishonch hosil gilamiz. P

3. O’rta qiymat haqidagi teoremalar

f(x) funksiya [a,b] oraligda aniglangan va chegaralangan bo’lsin. U hol-
da [a,b] oraligda
m=inf{f (x)}, M =sup{f ()}
mavjud va vxe[a,b] uchun
m< f(x)<M (9.18)
tengsizliklar o’rinli bo’ladi

6—teorema Agar f(x) funksiya [a,b] oraligda inegrallanuvchi

bo’lsa, u holda shunday o’zgarmas u (m<u<M) son mavjudki, ushbu
b

j f (X)dx = z(b—a)

tenglik o’rinli bo’ladi.
<« (9.18) tengsizliklardan foydalanib topamiz:

b b b

[max< [ f(x)dx< [M dx,
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Bundan
b

m(b—a)sjf(x)dxs M (b—a).

Bu tengsizliklarni b—a>0 songa bo’lamiz:

[ £ ()dx
< a

m < <M.

b-a
Agar

j f (x)dx

b—a
deb olsak, u holda izlangan tenglik kelib chiqadi. »
4—natija Agar f(x) funksiya [a,b] oraligda uzluksiz bolsa, u

holda bu oraligda shunday ¢ (ce<[a,b]) nuqgta topiladiki,

/L[:

j f(x)dx = f (c)(b—a)

tenglik o’rinli bo’ladi.
7—teorema. Agar f(x) va g(x) funksiyalar [ab] oraligda integral-

lanuvchi bo’lib, 9(x) funksiva shu oraligda o’z ishorasini o’zgartirmasa, U

holda shunday o’zgarmas p (m<u<M) son mavjudki,
b b

j f(x)g(x)dx = u j g(x)dx (9.19)

tenglik o’rinli bo’ladi.
< Aniqg integrallning 5—xossasiga asosan f(x)g(x) funksiya [a,b]
oraligda integrallanuvchi bo’ladi. Endi g(x) funksiya [ab] oraligda manfiy
bo’lmasin, ya’ni Vvxe[ab] lar uchun g(x)>0 bo’lsin deylik. U holda
m< f(x)<M tengsiz-liklarni g(x) ga ko’paytirib, so’ngra hosil bo’lgan
ushbu
mg(x) < f (x)g(x) < Mg(x)

tengsizliklarni [a,b] oraligda integrallab topamiz:
b b b

m[g(x)dx < [ f(x)g(x)dx <M [g(x)dx. (9.20)

Ikki holni qaraylik:
b

a) jg(x)dx:o bo’lsin. U holda
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j.f(x)g(x)dx =0

bo’lib, bunda x deb m<u<M tengsizliklarni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy

sonni olish mumkin.
b

b) jg(x)dx>0 bo’lsin. Bu holda (9.20) tengsizliklardan

j f (X)g(x)dx

m<te———<M
J ()
bo’lishi kelib chigadi.

b

j f (x)g(x)dx

H="
jg(x)dx

deb olsak, unda
b b

J £ (090 = 1] g(x)dx

bo’ladi.
[a,b] oraligda g(x)<0 bo’lganda (9.19) formula xuddi shunga o’xshash
isbotlanadi

5—natija: Agar [ab] oraligda f(x) funksiya uzluksiz, g(x)
funksiya integrallanuvchi bo’lsa, hamda shu oraligda g(x) funksiya o0’z
ishorasini o’zgartirmasa, u holda shunday ¢ (ce[ab]) nuqta topiladiki,

[ £(9909dx = f (©)] g(x)dx

tenglik o’rinli bo’ladi.
Bu natijaning ishoti (9.19) tenglikka asoslanadi.
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Glossariy

n-1 n-1
4. Darbu yig‘indilari — Ushbu S:kaAXk, S:ZMKAXK yig’indilar
k=0 k=0

mos ravishda Darbuning quyi hamda yuqori yig’indilari deb ataladi.

Keys banki

35-keys. Masala o rtaga tashlanadi: Ushbu

:1“+2“+...+n“, (a>0)

S, -
na+

yig‘indining limiti aniq integral yordamida topilsin.

Keysni bajarish bosgichlari va topshiriglar:

e keysdagi muammoni hal gilish mumkin bo’lgan asosiy formula,
tushuncha va tasdiglarni keltiring (individual va kichik guruhlarda);

e to'plangan ma’lumotlardan foydalanib, go’yilgan masalani yeching
(individual).
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35-amaliy mashg’ulot

Funksiyaning anig integrallari asosan  Nyuton-Leybnits  formulasi,
o‘zgaruvchilarini almashtirish va bo‘laklab integrallash usullari (formulalari)
yordamida hisoblanadi.

1°. Nyuton-Leybnits formulasi. Aytaylik, f(x) funksiya [a,b] segmentda
uzluksiz bo‘lib, F(X) funksiya esa uning boshlang‘ich funksiyasi bo‘lsin
(F(x)=f(x), xela,b]). Uholda

Ef(x)jx _FO)-FE)=FK @

bo‘ladi.
Aniq integralni hisoblash imkonini beradigan (2) formula Nyuton-Leybnits
formulasi deyiladi.

2°. O‘zgaruvchini almashtirish formulasi. Faraz gilaylik:

1) f(x) funksiya [a,b] segmentda uzluksiz;

2) o(t) funksiya [a,B] da uzluksiz va uzluksiz ¢'(t) hosilaga ega;

3) o(a)=2, o(B)=b;

4) f(p(t)) murakkab funksiya [a,b] da aniglangan va uzluksiz

bo‘lsin. U holda

[ [re) Ot @

bo‘ladi.

(3) formula o‘zgaruvchini almashtirish formulasi deyiladi.

3°. Bo‘laklab integrallash formulasi. Aytaylik, f(x) va g(x) funksiyalar
[a,b] segmentda uzluksiz va uzluksiz f’(x), g'(x) hosilalarga ega bo‘lsin. U
holda

E F(x)- 9'()ax = F(x)a(x); —E g()F (x)elx (@)

bo‘ladi.

(4) formula bo‘laklab integrallash formulasi deyiladi.

Eslatma: Ayrim hollarda yig‘indining limiti aniq integralga keltirib hisoblanadi.
1-misol. Ushbu integral

b b ‘X‘

If(x)dx = _[—dx

a a X
hisoblansin.

<Aytaylik, 0<a<b bo‘lsin. Bu holda x>0 bo‘lib, f(x)=%=1 bo‘ladi.
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Demak,

(X
!de jdx X. =b-a

. X
Aytaylik, a<b<0 bo‘lsin. Bu holda x<0 bo‘lib, f(x)=¥=—1 bo‘ladi.

Demak,

5 |x] b .
[Sdx=[(-1)dx=—x=a-b
a X a
Aytaylik, a< 0 < b bo‘lsin. Bu holda
f(X)=M={_i ,zrrz;p a<x<0
,arap O0<x<b
bo‘ladi. Demak,

b 0 b
I‘; j(—l)dx+jldx=—x\2+x\2=a+b
a a 0

YUgoridagi uchta holni birlashtirib,

b
Hox=pl-
X
bo‘lishini topamiz. »
2-misol. Ushbu
10%
j V1 - cos 2xdx
0
hisoblansin.
<4Ma’lumki,
J1-cos2x =~/2sin’x =+/2- sinX
Unda

10m

j'«/l cos 2xdx = \/_ﬂsmx\dx

bo‘ladi. Aniq integralnmg xossalarldan foydalanlb topamiz:
10m 10%

ﬂsmx)dx Ismxdx Ismxdx+jsmdx jsmxdx+ +fsmxdx— Ismxdx—
0 2n 3n 8m In
—2+2+---+2—20.
| S —
10ra
Demak,

10m

J\/l—costdx=20-\/§.>
0
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3-misol. Ushbu
a
Ixz a? —x2dx
0

integral hisoblansin.
<4Bu integralni o‘zgaruvchini almashtirish usulidan foydalanib hisoblaymiz:

T
a

2
IXZ\/aZ —x%dx = [x —asint , dx =acostdt , t e [Og] } = a4jsin2t-cosztdt =
0

0

T T

E 4
=a—7t>
16

_a'
T4 4 8
4-misol. Ushbu

4249 4 .
sin” 2tdt = a_J'1C42054tdt _ a—(t— S|r;4t)
0

O =y | Q

0

o~

3= [(xInx)’dx

= S D

integral hisoblansin.
<4Bu integralni bo‘laklab integrallash formulasidan foydalanib hisoblaymiz:

: 3
S=J'(xlnx)2dx=[u=ln2x,du=2|nx.%dx,d\,zxzd)(’VZ%}=
1

3 e 3
=X—In2x‘e —ijz Inxdx=e——g

3 1 37 3 3
Keyingi integral ham bo‘laklab integrallash usuli yordamida hisoblanadi:

e
_[lenxdx
1

( 2 1 2 X3
Ix Inxdx=[u=Inx,du=-dx,dv=x dx,v=§ =

1 X
3 e 3 3 3 3
=X—Inx\e—£‘|‘x2dx=e——x— AN
3 131 91 3 9 9 9 9

Demak,
3 3
3-8 _2(2g,1 =e——ie3—£=i(593—2).>
3 3\9 9
5-misol. Ushbu
Sn=1 +2%+...+n (oc>0)

noc+1

yig‘indining limiti aniq integral yordamida topilsin.
< Avvalo berilgan yig‘indini quyidagicha yozib olamiz:

1°+2%+...+n* (kY 1
S = = — . —
n o+l é(n) n

n
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Endi f(x)=x* (a>0) funksiyani [0, 1] segmentda garaymiz. Ravshanki, bu
funksiya [O, 1] segmentda integrallanuvchi bo‘ladi. [O, 1] segmentni n ta teng
bo‘lakka bo‘lib, ushbu

bo‘laklashni hosil gilamiz. Har bir

[k 1k} (k=1,2,3,...,n)

n

bo‘laklashda §k=% deb, P bo‘laklashga nisbatan f(x)=x* funksiyaning

integral yig‘indisini tuzamiz:

o= 2o 4205

Demak, yuqoridagi S,, yig‘indi ¢ integral yig‘indidan iborat ekan:
S,=o
f(x)=x* funksiya [0, 1] da integrallanuvchi bo‘Iganligi sababli
1
limo= I x*dx

n—oo

bo‘ladi. SHuni e’tiborga olib topamiz:

xo+1 |1 1
limS, —_[x“dx— = >
n—co (1.+1‘0 a+1l
Integrallar hisoblansin.
1. fx3dx 2}%
3?(x2—2x+3)dx 4.jl'(x3—2x2+x—1)dx
1 -1

5.

O'—.I—\

&+f)d 6.j|£sinxdx

3 dx 81/2 dx

.1/\@1'*')(2 .-i[/zx/l—x2

7
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0. |

_J,,c0s? X

2
11. j e*dx

< dx
13'!7

1 .2

x“dx

15.
'!1+x6

3
& dx
, XN X
e

17.

19. I cos? xdx

2
Zl.jshsxdx
0

4,2
X“+3

23.
";X—Z

dx

25I 2-2x 8

X2 + 3X

27"([ (x+ 1)(x + 1)dx

2
29, dx

/4
31. dx

n/3

33. J- xdx
n,4sm X

3'!‘4 V2+3X— 2X2

o 1+ 2sin®x

9
10. j 3/x — 1dx
2

2
12, j 2% dx

2
dx
14.
"1. 2x—1

e dx
16. |
* XInx

18. j‘sin2 xdx

nl/3
20. | tg*xax

/6
zzj_jigf___

0 4X° +4X+5
24,[ X+1 dx

x*(x-1)

2x-1
26.
‘[ZX+1

1
28. dx

‘!)‘\/x2+2x+2

30]

1+J_

32. jl' xe~*dx

3
34.Iln xdx
1
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2
35.len xdx

1
37.Ix3sinxdx

e
39.jsin|nxdx

41.Tengsizliklar isbotlansin:

1 9
a) ! <f X dx<
102 9 V1+x
200 —5X
Vo< [ dx <001
0

1
d)1—£<j‘e‘xndx<1, n>1
n 0

dx < 2sinl

j)SIn1<I
1+ x?

1 g2sing (x+1)
)5< {(x+1)(3 e

42.Integrallar hisoblansin:

1/2
36. Iarcsin xdx

nl2
38. j' e2* cos xdx
0

2
40.[\1— X|dx
0

b 1 1 X19 d
< X <
PRt Krwes
1 20
1+Xx 1
1< dx <1+ —
9 J‘1+x4° 42

0

k)0,03 < | dx < 0,05
o( +e *N1+x°

a)if(X)dx, f(x)={xz'afap 0<x<1,
0

2—X,arap 1<x<2.

X, arap 0<x<t,

b) I f(x)dx, f(x)=

arap t<x<1

43.Tengliklarning nima uchun noto‘g‘riligi tushuntirilsin.
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td 1 1, =
a)| —| arctg— [dx =arctg—| ; =—

1
b) Jldyx = In\xH_ll =0

2Tsed® xdx 1
Vv j' =

tg’X| 1
= arctg——|_;, =0
) rtgx "2 97 |-

Aniq integrallar yordamida quyidagi limitlar hisoblansin:

44.Iim(i+%+---+n_l)

Nn—o 2 2

n n n

) 1 1 1
45. lim + +. b —
noo\N+1 N+2 n+n

46.Iim( n + n +-+ n )

oo\ n2+12 n2+2° NP +n’
47."mi(sinﬁ+Sin2_n+...+sin(n_1)n)
n—oo N n n n

. 1p+2p++np
48. r!m np+l (p > O)

49. lim E(\/1+i+\/l+g+---+1/1+EJ
n—w N n n n

50.Limitlar hisoblansin:

j)scostzdt | (arctgt)’dt
a)lim%—— b) lim °

x>0 X xo+o L [y2
X 2 sinx

( | etzdtJ [ Jtgtat
0
!

g) lim tg)‘j—

X—>+0
2t dt [ Vsintdt

0
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O‘zgaruvchilarni almashtirish va bo‘laklab integrallash usullari

yordamida hisoblansin:

51. J'%/sinxdx

53. nﬁcosz X + X2 sinx)dx

-r/2
55. jl'(ex + e‘x)tgxdx
-1

mEox —xP 4 2x3 —x+1

57. j dx

I cos® x

1
59.Ix2x/1—x2dx

0

In2

61. Ixe‘xdx
0

nl/4

63. jxsin2xdx
0

1
65. j' arccos xdx
0

67 i—dx
I XV1+1Inx
/2
69. [ X
v 2—sInx
3/4 dx
71.
! (x+1Wx*+1
2
73— &

_?,X\/X2 -1

52. Iexz sinxadx

1
54. I cos xthxdx

-1

nl/3

56. | (xz sin5x + cosg + thXde

-n/3
2 2
58. e xax
0
In2
60. I vJeX —1dx
0
62.Ixsinxdx
0

2%
64. Ixz cos xdx
0

3
66. [ arctg/xdx
1

1 .2x X

e’ +2e
68. [, dx

o €7 +1

/2 dx

273 3+C0OSX

70.

9
72. j X - 3/1— xdx
1

1
74, j x1°/1+ 3x8dx

0
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/2 In2
75. Isinxsin2xsin3xdx 76. j'sh“xdx
0 0
2 n
77."'x2 In xdx 78.‘|'xn In xdx
1 1
79. [ xarctgxdx 80. x(2—x2)l dx
0 0
1 T
81.Iarcsin Jxdx 82.jex cos? xdx
0 0

83.Tenglik isbotlansin.

1 In!
j(l—x)mx”dx =M HeN.neN.
’ (m+n+1)
84.Integrallar hisoblansin:
a) [ (xsinx)*dx b) [ (xcos x)’dx
0 0
/2
85. Jo= [sin"xdx, nx2
0
integral uchun
n-1
‘]n =T‘Jn—Z

rekurrent formula isbotlansin.

86.1shotlansin:

1)
nl2 nl2 wg, arap n —xkydr OyJca,
[sin"xdx= [cos"xdx =1 "
5 : (n—1) .
TR arap N —Tok 0yJca, n € N.

87.Isbotlansin:

i L [(Zn)!! T r

e 2n+1| 2n-1)t| 2
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Ko‘rsatma: 86-misol natijasidan foydalaning.

88.Ishotlansin:

> (m (1)”(n)” 1)” i arap m Ba n xkyr 0y.ca,
['sin™ xcos" xdx = 1 (m T):(rr]] I
0 - = - . =
L (m N n)!! Oomka 0apua xostapaa, me N, ne N.
89.n e N uchun quyidagi tengliklar isbotlansin:
tl2 2 _2n+l (Zn)” 2 2 Gl 2n (2n 1)” U
a)!(a —X de_a @n 1) b)!(a —x) 2 dx=a N

90.Isbotlansin:

a) /2

n —
-, - b) ! cos xcosnxdx_—2n+1 neN
j'cos xsinnxdx = T 2 ,neN
“~ K
91.m e N uchun tengliklar isbotlansin:
n/2 n/2
a) |cos™ xcos(m+2)xdx =0 b) | cos™ xsin(m + 2)xdx =
) ,! ( ) ) '! ( ) m+1
- mz 9
an ( ) SII’IT w2 1
v) ] sin™ xcos(m+2)xdx = — sin™ xsin(m + 2)xdx = cos %
0 m+1 J ( ) m+1 2

92.f funksiya [a,b] kesmada integrallanuvchi, F funksiya [a,b] kesmada
chekli sondagi x,,...,%, birinchi tur uzilish nugtalariga ega bo‘lsin. Agar F
funksiya [a,b] kesmaning chekli sondagi ichki nugtalaridan boshqa barcha
nugtalarida differensiallanuvchi va F'(x)=f(x) bo‘lsa, u holda quyidagi formula

o‘rinli ekanligi isbotlansin:

0’ zZMU MATEMATIK ANALIZ KAFEDRASI 146



MATEMATIK ANALIZ 2016

Ef(x)dx — F(b-0)—F(b+0)- é[p(xk +0)—F(x ~0)]

(F funksiya f funksiyaning umumlashgan boshlang‘ich funksiyasi deyiladi.)
93.Quyidagi uzilishga ega funksiyalarning uzluksiz umumlashgan boshlang‘ich

funksiyalari topilsin:

a) signx b)sign(sinx)  v)[X] 9)x[x] d)(- )

94. [f(t)dt integral hisoblansin. Bu erda
0

f(t): 1, arap ‘t‘<|,
0, arap ‘t‘> I, 1>0

95.Hisoblansin:

a)isign(x—xs)jx b)J%[eX}dx
0 0

6 X n+1
v)![x]sm%dx d) Jl‘ln[x]dx, neN
g)j[cxsign(cosx)dx e)j'sign(sinln X Jdix

Aniq integralning xossalari. O‘rta qiymat haqidagi teoremalar

1°. Aniq integralning asosiy xossalari. [a,b] segmentda integrallanuvchi
funksiyalar sinfini R([a,b]) kabi belgilaymiz.
1-xossa. Agar f(x)e R(Ja,b]), ceR bo‘lsa, u holda c-f(x) e R([a,b]) bo‘lib,

b b

I(c-f(x))dx = c_[f(x)dx
bo‘ladi. (integralning chiziglilik xossasi)
2-xossa.  Agar  f(x)eR(lab]),g(x)eR(Ja,b]) bolsa, u  holda
f(x)+g(x) e R([a,b]) bo‘lib,

,E (f (X)+ g(X))dX = j:'f(x)dx + j:' g(X)dx

bo‘ladi. (integralning additivlik xossasi)
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3-xossa. Agar f(x)eR([ab]) a<c<b bolsa, u holda f(x)eR([ac]),
f(x)e R([c,b]) bo‘lib,

b c b

If(x)dx = If(x)dx + jf(x)dx
bo‘ladi.
4-xossa. Agar f(x) e R(la,b]), g(x) e R([a,b]) bo‘lib, ¥x e [a,b] da f(x)< g(x)
bo‘lsa, u holda

if(x)dx < ;f g(x)dx

bo‘ladi. (integralning monotonlik xossasi)
Natija. Agar f(x)e R([a,b]) bo‘lib, f(x)=0 bo‘lsa,

if(x)dx 20

bo‘ladi.
2° Funksiyaning o‘rta qiymati va o‘rta qiymat haqidagi teoremalar.
Aytaylik, f(X) funksiya [a,b] segmentda berilgan bo‘lib, u shu segmentda

integrallanuvchi bo‘Isin.
Ushbu

M[f]=éjlf(x)dx

migdor f(x) funksiyaning [a,b] dagi o‘rta qiymati deyiladi.

Aytaylik, f(X) funksiya [a,b] da chegaralangan bo‘lib, Vvxela,b] da
m < f(X)<M bo‘lsin.

l1-teorema. Agar f(x)eR(ab]) bo‘lsa, u holda shunday p son
(m < p < M) topiladiki,

if(x)dxw-(b—a)

bo‘ladi.
2-teorema. Agar f(x)e C(lab]), g(x)e C(Ja,b]) bolib, vx €[a,b] da
g(x)> 0 yoki g(x)< 0 bo‘lsa, u holda shunday p son (m <u< M) topiladiki,

if(x)g(x)dx _ uig(x)dx

bo‘ladi.
1-misol. Agar f(x)e C([a,b]), g(x) e C([a,b]) bo‘Isa, ushbu
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Ef(x)g(x)dx}zsifz(x)dxz'gz(x)dx i

tengsizlikning o ‘rinli bo ‘lishi isbotlansin.
<4 Aniq integralning xossalariga ko‘ra

f(x)—a-g(x)eR(a,b) (aeR)

j:[f(x)— o-g(X)Fex > 0

bo‘lib,

bo‘ladi. Bu munosabatdan

azj)'gz(x)dx - ZaEf(x)g(x)dx + Efz(xﬁx >0

a
bo‘lishi kelib chigadi.
Ma’lumki, kvadrat uchhad manfiy bo‘lmasa, uning diskriminanti musbat
bo‘lmaydi. Demak,

om0 o fotoenc<o

Bu tengsizlikdan topamiz:
b 2 p b
[If(x)g(x)dx} < [ [ a2 »

(*) tengsizlik Koshi-Bunyakovskiy tengsizligi deyiladi.
2-misol. Ushbu

J‘x-«/sinxdxsgng’
0

tengsizlik isbotlansin.
<«Agar (*) tengsizlikda f(x)=x, g(x)=+/sinx deyilsa, u holda

]Ex- Jsinxdx < ]Exzdx-jgsinxdx = Zn3
0 0 0 3

bo‘ladi.
3—-misol. Agar

f(x)=e*,a=0,b=1
bo‘lsa, u holda c ning ganday giymatida ushbu

Ef(x)dx _t(c)-(b—a)

tenglik o ‘rinli bo‘ladi?
<«Ravshanki,
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bo‘ladi. Demak,

Bu tenglikdan ¢ ni topamiz:
e’ -1 1, e -1
, c==In
2 2 2
4-misol. O‘rta giymat haqidagi teoremadan foydalanib, ushbu
I sinx

aWd (O<a<b)

2c=1In >

integral baholansin.
«4O‘rta giymat haqidagi 2-teoremada f(X) funksiya [a, b] da uzluksiz bo‘lsa, u
holda shunday C nuqta (a < c< b) topiladiki

j f(x)g(x)dx = f(c)j g(x)dx

bo‘ladi. SHu tengllkdan foydalamb topamlz

: : 1
——sinxdx = — | sinxdx = —=(cosa—cosb
f o= o= - )
Agar 0<a<b bo‘lganda
1 1
—<—= va [cosa—cosh<?2
<% | |
bo‘lishini e’tiborga olsak, u holda
Ismx dx i
Vx| Aa
bo‘lishi topiladi. »
96. Qaysi biri katta ekanligi aniglansin:
n/2 1
smx smx ax
a) | —dx ékm b) | =
I ‘([ 1‘!.2 \/; 1‘9.2
v)ie‘x sinxdx & ie‘xzsinxdx g)_[ [
CKHN €KH i
0 0 1V1+x°

97.Tengsizliklar isbotlansin:
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sinx
a)0<
’[\/x +2
7 + arctgx 3
b)— —dx<—
\/_ ﬂj Ix?+8 2
1
v)\/z<j‘ COSdex<1
3 24X

98. f funksiya [a, b] kesmada integrallanuvchi bo‘lsin.

Ef%x)dx=0

tenglik bajarilishi uchun, f funksiyaning barcha uzluksiz nugtalarida f(x)=

bo‘lishi zarur va etarli ekanligi isbotlansin.
99.Berilgan  funksiyalarning ko‘rsatilgan oraliglardagi o‘rta qiymatlari

aniglansin:
a)f(x)=x> [0,1] b)f(x)=+x, [0,100];
V)f(x)=10+ 2sinx+3cosx, [0,2n} g)f(x)=sinxsin(x+¢), [0, 2x]

O‘rta qiymat haqidagi birinchi teoremadan foydalanib, integrallar

baholansin:
2% 1 9 100 —X
dx X e
100. | — 101. dx 102. dx
£1+0,5cosx £\/1+x I X+100

O‘rta qiymat haqidagi ikkinchi teoremadan foydalanib, integrallar
baholansin:

200T 5in x

103. j > dx

100r X

—U.X

104[ sinxdx (a>0;0<a<b)
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Test

: 8 4 4 [
.([x dx 3 3
‘ 1 2 1 1
J.l’k’)(2x+1)2 dx 5 3
0
je’xdx ~l+e e 1_1 5
1 €
Zﬁ In§ 0 In3 In3-1
1 X+1
jsin xax 2 ! 1 2
0
2

3
{ X“ax 4 2 5 1
!sin 2xdx 0 1 1 2
”.Lcosxdx 1 0 1 2
2 dx 3 4
I In2 InE In5 1
0 1 1 -3 -1
I(ZX +1)2 dx 3
-1
0
J'Ze‘xdx —2+2e e % 1 5
-1
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36-mavzu. Chegaralari o’zgaruvchi
bo’lgan aniq integrallar

36-ma’ruza

REJA
1°, Uzluksizligi.
2°, Differensiallanuvchanligi.
1°. Uzluksizligi. ([1], 11.9 The two fundamental theorems of calculus,

338-bet)
f(x) funksiya [ab] oraligda integrallanuvchi bo’lsin. U holda aniq

integrallning 1)— xossasiga ko’ra f(x) funksiya istalgan [a, x]c[a,b] (a<x<b)

oraligda ham integrallanuvchi bo’ldi. Ravshanki,
.X[f(t)dt
integral x ga bog’lig. Uni F(x) deb belgilaymiz:
F(x)=JX.f(t)dt
Endi f(x) funksiyaga ko’ra F(x) funksiyaning xossalarini (uzluksizligi,

differensiallanuvchi bo’lishini) o’rganamiz.

8—teorema. Agar f(x) funksiya [a,b] oraligda integrallanuvchi

bo’lsa, F(x) funksiya shu oraligda uzluksiz bo’ladi.

« f(x) funksiya integrallanuvchi bo’lgani  uchun sup{f(x)}=M <o
bo’ladi. vxe[a,b] nugta olib, unga shunday Ax>0 orttirma beraylikki,
(x+Ax) e[a,b] bo’lsin. U holda F(x) funksiyaning orttirmasi uchun quyida-

giga ega bo’lamiz:
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AF(X) = F(x+ AX) - F(x) = X].AX f (t)dt —'Xf f(t)dt = X].Axf (t)dt.

a

Aniq integrallning 7)—xossasidan foydalanib, topamiz:

X+AX X+AX X+AX
AF()|=| [f@)dt/< [|fEdt<M [dt=M-Ax
Demak,
AF(X) | <M -Ax.
Bundan esa
lim AF(x)=0

AX—+0

limit kelib chigadi. Ax<0 bo’lganda ham xuddi yuqoridagiga o’xshash
Jim AF(x) =0 bo’lishi  ko’rsatiladi. Bu esa F(x) funksiyaning xe[a,b]
nuqtada uzluksizligini bildiradi. »

2°. Differensiallanuvchanligi.

9—teorema. ([1], Theorem 11.9.1 (First Fundamental Theorem of

Calculus, 338-bet) Agar f(x) funksiya [ab] oraligda integrallanuvchi
bo’lib, x, e[a,b] nuqtada uzluksiz bo’lsa, u holda F(x) funksiya x, nugtada
differensialanuvchi bo’ladi va
F'(X) = T(X,)-
<4 F(x) funksiyaning x, nugtadagi orttirmasi:

Xo +AX

AF(X,) = jf(t)dt (AX > 0)
ni olib, quyidagi
AF(%,)
T Fx)

ayrimani garaymiz. Aniq integrallning xossalaridan foydalanib topamiz:
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AF(XO) ~ 1 Xo +AX ~ Xg +AX ~ 1 Xo +AX ~
Ax—f(xo)_m{ j f (t)dt — (x,) ;[dt]—AX X{(f(t) f(x,))dt.
Bu munosabatdan
AF(X,) 1
) SAXXI F(t)— f(x) dt. (9.21)

tengsizlik kelib chigadi

Shartga ko’ra f(x) funksiya x, nuqtada uzluksiz. Ta’rifga asosan, Ve >0
olinganda  ham shunday &>0 son topiladiki |x-x,/<& bo’lganda
‘f(x)— f(xo)‘<g bo’ladi. Agar Ax<¢S deb olsak, u holda vte[x,,x, +Ax]
uchun

\f(t)—f(xo)\<g

bo’ladi. Natijada (9.21) tengsizlik quyidagi

Xo +AX

AF(xo) £

P f(x,) < X{dt
ko’rinishga keladi. Demak,

AF (X

A(XO)_ f(x,) <.
Bundan

- AF(X))

im0 = 100
ya’'ni

F,(Xo +0) = f(xo)
tenglik kelib chigadi. Yuqordagidek Ax<0 bo’lganda

AFOO) ¢y

lim

Ax—-0
ya’ni

F,(Xo _O) = f(xo)
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tenglik ham o’rinli bo’lishi ko’rsatiladi. P

Agar f(x) funksiya [ab] oraligda integrallanuvchi bo’lib, x=a
va x=b nuqtalarda uzluksiz (bunda funksiyaning x=a da o’ngdan x=b da
esa chapdan uzluksizligi tushuniladi) bo’lsa, u holda

F'(a+0)= f(a+0), F'(b—0) = f(b—0)
bo’lishi yuqoridagiga o’xshash ko’rsatiladi.

6-natija. f(x)funksiya [ab] oraligda uzluksiz bo’lsa, u holda
vx e[a,b] uchun

F'(x) = f(x)
bo’ladi.

Demak, [a,b] oraligda uzluksiz f(x) funkisya shu oraliqda boshlang’ich
funkisyaga ega, jumladan F(x) funksiya f(x) ning [a,b] dagi boshlang’ich
funksiyasi bo’ladi.

Endi quyi chegarasi o’zgaruvchi bo’lgan integralni qaraymiz. f(x)
funkisya [a,b] oraligda integrallanuvchi bo’lsin. U holda bu funksiya
[x,b] c[a,b] (a<x<b) oraligda ham integrallanuvchi va bu integral x ga bog’liq

bo’ladi. Uni
b
p) = [ f(t)dt
deb belgilaymiz. Aniq integral xossasidan foydalanib topamiz.
b X b
[ fdt=[ f@ydt+ [ f(t)dt = F)+p(x) (a<x<h).

a X

Bundan esa
$(x) = [ £ (t)dt - F (x)

bo’lishi kelib chigadi. Bu tenglik ¢(x) funksiyaning xossalarini f(x) hamda
F(x) funksiyalarning xossalari orqali o’rganish mumkinligini ko’rsatadi.

Jumladan, agar f(x) funksiya [a,b] oraligda uzluksiz bo’lsa, u holda
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¢'(x)=-F(x)

b
bo’ladi. Hagigatan ham, bu holda jf(t)dt mavjud va u chekli son,F(x)

funksiya esa yuqorida Kkeltirilgan teoremaga ko’ra [a,b] da F(x) hosilaga
ega bo’ladi.
Adabiyotlar
1. Tao T. Analysis 1. Hindustan Book Agency, India, 2014
2. Xudoyberganov G., Vorisov A. K., Mansurov X. T., Shoimqulov B. A.
Matematik analizdan ma’ruzalar, | g. T. “Voris-nashriyot”, 2010.

3. ®uxrenroabu I'. M. Kypc ougpgepenyuanvrnoco u unmezpanvbHozo

ucuucnenus, 1 m. M. «OU3MATIINT», 2001.
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Glossariy

n-1 n-1
Darbu yig‘indilari — Ushbu s=> mAx, S=> MAx  yig’indilar
k=0 k=0

mos ravishda Darbuning quyi hamda yuqori yig’indilari deb ataladi.

Keys banki

36-keys. Masala o0'rtaga tashlanadi: Ushbu integral

j-f(x)dx:j.%dx

a

hisoblansin.
Keysni bajarish bosgichlari va topshiriglar:

e keysdagi muammoni hal gilish mumkin bo’lgan asosiy formula,
tushuncha va tasdiglarni keltiring (individual va kichik guruhlarda);

e to'plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo'yilgan masalani yeching
(individual).

O zMU MATEMATIK ANALIZ KAFEDRASI 158




MATEMATIK ANALIZ 2016

36-amaliy mashg’ulot

Funksiyaning anig integrallari asosan  Nyuton-Leybnits  formulasi,
o‘zgaruvchilarini almashtirish va bo‘laklab integrallash usullari (formulalari)
yordamida hisoblanadi.

1°. Nyuton-Leybnits formulasi. Aytaylik, f(x) funksiya [a,b] segmentda
uzluksiz bo‘lib, F(X) funksiya esa uning boshlang‘ich funksiyasi bo‘lsin
(F(x)=f(), xefa,b]). U holda

J:'f(x)jx _Fb)-FE)=F()° @

bo‘ladi.

Aniq integralni hisoblash imkonini beradigan (2) formula Nyuton-Leybnits
formulasi deyiladi.

2°. O‘zgaruvchini almashtirish formulasi. Faraz gilaylik:

5) f(x) funksiya [a,b] segmentda uzluksiz;

6) o(t) funksiya [a,B] da uzluksiz va uzluksiz ¢'(t) hosilaga ega;

7) o(a)=2, o(B)=b;

8) f(p(t)) murakkab funksiya [a,b] da aniglangan va uzluksiz

bo‘lsin. U holda

[ [flo@)- ol @

bo‘ladi.

(3) formula o‘zgaruvchini almashtirish formulasi deyiladi.

3°. Bo‘laklab integrallash formulasi. Aytaylik, f(X) va g(x) funksiyalar
[a,b] segmentda uzluksiz va uzluksiz f'(x), g'(x) hosilalarga ega bo‘lsin. U
holda

E (x)- g'(x)x = F(x)g (x); —E g(x)f"(x)dx (4)

bo‘ladi.

(4) formula bo‘laklab integrallash formulasi deyiladi.

Eslatma: Ayrim hollarda yig‘indining limiti aniq integralga keltirib hisoblanadi.
1-misol. Ushbu integral

if(x)dx =i§dx

hisoblansin.

. X
<Aytaylik, 0<a<b bo‘lsin. Bu holda x>0 bolib, f(x)=U=1 bo‘ladi.
X
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Demak,

(X
!de jdx X. =b-a

. X
Aytaylik, a<b<0 bo‘lsin. Bu holda x<0 bo‘lib, f(x)=¥=—1 bo‘ladi.

Demak,

j’mdx =F(—1)dx =—x"=a-b
a X a ?
Aytaylik, a<0<b bo‘lsin. Bu holda
f(x)=m={_l ,arap a<Xx<0
1,arap O<x<b
bo‘ladi. Demak,

b 0 b
I‘— = [(-2)ox + [1dx =X, + x|, =a+b
a X a 0
YUgoridagi uchta holni birlashtirib,
X
[ ox-bi-a
bo‘lishini topamiz. »

2—-misol. Ushbu

10m

| ~/1- cos 2xax
0
hisoblansin.
<4Ma’lumki,
V1—cos2x =+/2sin® x = /2 -[sinX
Unda

10xm 10%

I \/1—c052xdx=\/§ﬂsinx\dx

0
bo‘ladi. Aniq integralning xossalaridan foydalanib topamiz:

10m 10m
[lsinxjdx = Ismxdx Ismxdx+jsmdx Ismxdx+ +Ismxdx— ['sinxdx =
0 2n 3n 8n on
=2+2+---+2=20.
\_ﬁ/_—J
10ra
Demak,

10m

j«/l—costdx:ZO-x/E.b
0
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3-misol. Ushbu
a
Ixz a? —x2dx
0

integral hisoblansin.

<«4BuU integralni o‘zgaruvchini almashtirish usulidan foydalanib hisoblaymiz:

T
a

2
Ixzx/az —x?dx = [x =asint,dx =acostdt ,t e [Oﬂ } = a“j'sinzt-cosztdt =
0

0

42 424 4 )
=a—jsin22tdt=a—jl cos4t t=a_(t_sm4t)
44 49 2 8 4

L
=a—n>
16

0
4—-misol. Ushbu

e
J= I(xln x)’ dx
1

integral hisoblansin.
<«Bu integralni bo‘laklab integrallash formulasidan foydalanib hisoblaymiz:

( 3
S=I(X|nx)2dx=|:U=|n2X,dU=2|nX-1dX,dV=X2dX,v=X?j|=
X
1

3 e 3 e
=X—|nzx‘e—Zj'lenxdx=e—_gj‘x2|nxdx

3t 3y 3 3%

Keyingi integral ham bo‘laklab integrallash usuli yordamida hisoblanadi:

e l X3
flenxdx=[u=lnx,du=—dx,dv=x2dx,v=?}=
1

X
3 e 3 3 3 3
=X_|nx‘]e-_1‘[x2d)(=e__x_ =e__e_+1=ge3+1
3 37 3 91 3 9 9 9 9

Demak,
3 3
3-8 _2[2g,1 =e——ie3—£=i(5e3—2).>
3 319 9 3 27 27 27
5-misol. Ushbu

Sn=1°‘+2°‘+...+n°° (a>0)

a+l

n
yig‘indining limiti aniq integral yordamida topilsin.
<4 Avvalo berilgan yig‘indini quyidagicha yozib olamiz:

1“4+2%+...+n* (kY 1
Sn = notL =Z(H) N
kel
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Endi f(x)=x* (a>0) funksiyani [0, 1] segmentda garaymiz. Ravshanki, bu
funksiya [O, 1] segmentda integrallanuvchi bo‘ladi. [O, 1] segmentni n ta teng
bo‘lakka bo‘lib, ushbu

bo‘laklashni hosil gilamiz. Har bir

[k 1k} (k=1,2,3,...,n)

n

bo‘laklashda §k=% deb, P bo‘laklashga nisbatan f(x)=x* funksiyaning

integral yig‘indisini tuzamiz:

o= 2o 4205

Demak, yuqoridagi S,, yig‘indi ¢ integral yig‘indidan iborat ekan:
S,=o
f(x)=x* funksiya [0, 1] da integrallanuvchi bo‘Iganligi sababli
1
limo= I x*dx

n—oo

bo‘ladi. SHuni e’tiborga olib topamiz:

xo+1 |1 1
limS, —_[x“dx— = >
n—co (1.+1‘0 a+1l
Integrallar hisoblansin.
1. fx3dx 2}%
3?(x2—2x+3)dx 4.jl'(x3—2x2+x—1)dx
1 -1

5.

O'—.I—\

&+f)d 6.j|£sinxdx

3 dx 81/2 dx

.1/\@1'*')(2 .-i[/zx/l—x2

7
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0. |

_J,,c0s? X

2
11. j e*dx

< dx
13'!7

1 .2

x“dx

15.
'!1+x6

3
& dx
, XN X
e

17.

19. I cos? xdx

2
Zl.jshsxdx
0

4,2
X“+3

23.
";X—Z

dx

25I 2-2x 8

X2 + 3X

27"([ (x+ 1)(x + 1)dx

2
29, dx

/4
31. dx

n/3

33. J- xdx
n,4sm X

3'!‘4 V2+3X— 2X2

o 1+ 2sin®x

9
10. j 3/x — 1dx
2

2
12, j 2% dx

2
dx
14.
"1. 2x—1

e dx
16. |
* XInx

18. j‘sin2 xdx

nl/3
20. | tg*xax

/6
zzj_jigf___

0 4X° +4X+5
24,[ X+1 dx

x*(x-1)

2x-1
26.
‘[ZX+1

1
28. dx

‘!)‘\/x2+2x+2

30]

1+J_

32. jl' xe~*dx

3
34.Iln xdx
1
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2
35.len xdx

1
37.Ix3sinxdx

e
39.jsin|nxdx

41.Tengsizliklar isbotlansin:

1 9
a) ! <f X dx<
102 9 V1+x
200 —5X
Vo< [ dx <001
0

1
d)1—£<j‘e‘xndx<1, n>1
n 0

dx < 2sinl

j)SIn1<I
1+ x?

1 g2sing (x+1)
)5< {(x+1)(3 e

42.Integrallar hisoblansin:

1/2
36. Iarcsin xdx

nl2
38. j' e2* cos xdx
0

2
40.[\1— X|dx
0

b 1 1 X19 d
< X <
PRt Krwes
1 20
1+Xx 1
1< dx <1+ —
9 J‘1+x4° 42

0

k)0,03 < | dx < 0,05
o( +e *N1+x°

a)if(X)dx, f(x)={xz'afap 0<x<1,
0

2—X,arap 1<x<2.

X, arap 0<x<t,

b) I f(x)dx, f(x)=

arap t<x<1

43.Tengliklarning nima uchun noto‘g‘riligi tushuntirilsin.
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td 1 1, =
a)| —| arctg— [dx =arctg—| ; =—

1
b) Jldyx = In\xH_ll =0

2Tsed® xdx 1
Vv j' =

tg’X| 1
= arctg——|_;, =0
) rtgx "2 97 |-

Aniq integrallar yordamida quyidagi limitlar hisoblansin:

44.Iim(i+%+---+n_l)

Nn—o 2 2

n n n

) 1 1 1
45. lim + +. b —
noo\N+1 N+2 n+n

46.Iim( n + n +-+ n )

oo\ n2+12 n2+2° NP +n’
47."mi(sinﬁ+Sin2_n+...+sin(n_1)n)
n—oo N n n n

. 1p+2p++np
48. r!m np+l (p > O)

49. lim E(\/1+i+\/l+g+---+1/1+EJ
n—w N n n n

50.Limitlar hisoblansin:

j)scostzdt | (arctgt)’dt
a)lim%—— b) lim °

x>0 X xo+o L [y2
X 2 sinx

( | etzdtJ [ Jtgtat
0
!

g) lim tg)‘j—

X—>+0
2t dt [ Vsintdt

0
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O‘zgaruvchilarni almashtirish va bo‘laklab integrallash usullari

yordamida hisoblansin:

51. J'%/sinxdx

53. nﬁcosz X + X2 sinx)dx

-r/2
55. jl'(ex + e‘x)tgxdx
-1

mEox —xP 4 2x3 —x+1

57. j dx

I cos® x

1
59.Ix2x/1—x2dx

0

In2

61. Ixe‘xdx
0

nl/4

63. jxsin2xdx
0

1
65. j' arccos xdx
0

67 i—dx
I XV1+1Inx
/2
69. [ X
v 2—sInx
3/4 dx
71.
! (x+1Wx*+1
2
73— &

_?,X\/X2 -1

52. Iexz sinxadx

1
54. I cos xthxdx

-1

nl/3

56. | (xz sin5x + cosg + thXde

-n/3
2 2
58. e xax
0
In2
60. I vJeX —1dx
0
62.Ixsinxdx
0

2%
64. Ixz cos xdx
0

3
66. [ arctg/xdx
1

1 .2x X

e’ +2e
68. [, dx

o €7 +1

/2 dx

273 3+C0OSX

70.

9
72. j X - 3/1— xdx
1

1
74, j x1°/1+ 3x8dx

0

O zMU MATEMATIK ANALIZ KAFEDRASI

166




MATEMATIK ANALIZ 2016

/2 In2
75. Isinxsin2xsin3xdx 76. j'sh“xdx
0 0
2 n
77."'x2 In xdx 78.‘|'xn In xdx
1 1
79. [ xarctgxdx 80. x(2—x2)l dx
0 0
1 T
81.Iarcsin Jxdx 82.jex cos? xdx
0 0

83.Tenglik isbotlansin.

1 In!
j(l—x)mx”dx =M HeN.neN.
’ (m+n+1)
84.Integrallar hisoblansin:
a) [ (xsinx)*dx b) [ (xcos x)’dx
0 0
/2
85. Jo= [sin"xdx, nx2
0
integral uchun
n-1
‘]n =T‘Jn—Z

rekurrent formula isbotlansin.

86.1shotlansin:

1)
nl2 nl2 wg, arap n —xkydr OyJca,
[sin"xdx= [cos"xdx =1 "
5 : (n—1) .
TR arap N —Tok 0yJca, n € N.

87.Isbotlansin:

i L [(Zn)!! T r

e 2n+1| 2n-1)t| 2
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Ko‘rsatma: 86-misol natijasidan foydalaning.

88.Ishotlansin:

> (m (1)”(n)” 1)” i arap m Ba n xkyr 0y.ca,
['sin™ xcos" xdx = 1 (m T):(rr]] I
0 - = - . =
L (m N n)!! Oomka 0apua xostapaa, me N, ne N.
89.n e N uchun quyidagi tengliklar isbotlansin:
tl2 2 _2n+l (Zn)” 2 2 Gl 2n (2n 1)” U
a)!(a —X de_a @n 1) b)!(a —x) 2 dx=a N

90.Isbotlansin:

a) /2

n —
-, - b) ! cos xcosnxdx_—2n+1 neN
j'cos xsinnxdx = T 2 ,neN
“~ K
91.m e N uchun tengliklar isbotlansin:
n/2 n/2
a) |cos™ xcos(m+2)xdx =0 b) | cos™ xsin(m + 2)xdx =
) ,! ( ) ) '! ( ) m+1
- mz 9
an ( ) SII’IT w2 1
v) ] sin™ xcos(m+2)xdx = — sin™ xsin(m + 2)xdx = cos %
0 m+1 J ( ) m+1 2

92.f funksiya [a,b] kesmada integrallanuvchi, F funksiya [a,b] kesmada
chekli sondagi x,,...,%, birinchi tur uzilish nugtalariga ega bo‘lsin. Agar F
funksiya [a,b] kesmaning chekli sondagi ichki nugtalaridan boshqa barcha
nugtalarida differensiallanuvchi va F'(x)=f(x) bo‘lsa, u holda quyidagi formula

o‘rinli ekanligi isbotlansin:
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Ef(x)dx — F(b-0)—F(b+0)- é[p(xk +0)—F(x ~0)]

(F funksiya f funksiyaning umumlashgan boshlang‘ich funksiyasi deyiladi.)
93.Quyidagi uzilishga ega funksiyalarning uzluksiz umumlashgan boshlang‘ich

funksiyalari topilsin:

a) signx b)sign(sinx)  v)[X] 9)x[x] d)(- )

94. [f(t)dt integral hisoblansin. Bu erda
0
f(t): 1, arap ‘t‘ <,
0, arap ‘t‘> I, 1>0

95.Hisoblansin:

a)isign(x—xs)jx b)J%[eX}dx
0 0

n+1

6
. 7IX
v)![x]sm%dx d) Jl‘ln[x]dx, neN

g)j[cxsign(cosx)dx e)isign(sinln X Jdix

Aniq integralning xossalari.

O‘rta qiymat haqidagi teoremalar

1°. Aniq integralning asosiy xossalari. [a,b] segmentda integrallanuvchi
funksiyalar sinfini R([a,b]) kabi belgilaymiz.
1-xossa. Agar f(x)e R(a,b]), ceR bo‘lsa, uholda c-f(x)e R([a,b]) bo‘lib,

E(c (X)) = cj:f(x)dx

bo‘ladi. (integralning chiziglilik xossasi)
2-xossa.  Agar  f(x)eR(lab]),g(x)eR(a,b]) bolsa, u  holda
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f(x)+g(x) e R([a,b]) bo‘lib,

b b b

I(f(x)+ g(x))dx = I f(x)dx + I g(x)dx

a a a
bo‘ladi. (integralning additivlik xossasi)
3-xossa. Agar f(x)eR([ab]) a<c<b bolsa, u holda f(x)eR([ac]),
f(x)e R([c,b]) bo‘lib,

b c b

If(x)dx = If(x)dx + jf(x)dx
bo‘ladi.
4-xossa. Agar f(x) e R([a,b]), g(x) e R([a, b]) bo‘lib, ¥x e[a,b] da f(x)< g(x)
bo‘lsa, u holda

;ff(x)dx < ;f g(x)dx

bo‘ladi. (integralning monotonlik xossasi)
Natija. Agar f(x)e R([a,b]) bo‘lib, f(x)=0 bo‘lsa,

jjf(x)dx >0

bo‘ladi.
2° Funksiyaning o‘rta qiymati va o‘rta giymat haqidagi teoremalar.
Aytaylik, f(x) funksiya [a,b] segmentda berilgan bo‘lib, u shu segmentda

integrallanuvchi bo‘Isin.
Ushbu

M[f]=éjlf(x)dx

migdor f(x) funksiyaning [a,b] dagi o‘rta qiymati deyiladi.

Aytaylik, f(X) funksiya [a,b] da chegaralangan bo‘lib, Vxe [a,b] da
m < f(x)<M bolsin.

l1-teorema. Agar f(x)eR(ab]) bolsa, u holda shunday p son
(m < p < M) topiladiki,

if(x)dxw-(b—a)

bo‘ladi.
2-teorema. Agar f(x)e C(lab]), g(x)e C([a,b]) bolib, ¥vx €[a,b] da
g9(x)> 0 yoki g(x)< 0 bo‘Isa, u holda shunday p. son (m < pu < M) topiladiki,

if(x)g(x)dx _ HEQ(X)dX
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bo‘ladi.
1-misol. Agar f(x)e C(lab]), g(x)e C([a,b]) bo‘Isa, ushbu

[j:f(x)g(x)desifz(xﬁxigz(xﬁx -

tengsizlikning o ‘rinli bo ‘lishi isbotlansin.
<4 Aniq integralning xossalariga ko‘ra

f()-a-g0)eRfa,b) (aecR)

i [f(x)— - g(x)Fax >0

bo‘lib,

bo‘ladi. Bu munosabatdan

b b b
a? [ g?(x)ox — 2a f(x)g(x)dx + [ F2(x)dx = 0
a a a
bo‘lishi kelib chigadi.
Ma’lumki, kvadrat uchhad manfiy bo‘lmasa, uning diskriminanti musbat
bo‘lmaydi. Demak,

o oo foameso
Bu tengsizlikdan top;miz: ’ )
[j:f(x)g(x)dx} < Efz(xﬁx -j:gz(x)dx >

(*) tengsizlik Koshi-Bunyakovskiy tengsizligi deyiladi.
2-misol. Ushbu

J‘x-\/sinxdx s§n3
0
tengsizlik isbotlansin.
<« Agar (*) tengsizlikda f(x)=x, g(x)=+/sinx deyilsa, u holda
jx- Jsinxdx < Ixzdx -_[sinxdx = §n3
0 0 0

bo‘ladi.»
3—-misol. Agar

f(x)=e*,a=0,b=1
bo‘lsa, u holda C ning ganday giymatida ushbu

j:f(x)dx _t(c)-(b-2)

tenglik o ‘rinli bo ‘ladi?
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<4Ravshanki,

bo‘ladi. Demak,

Bu tenglikdan ¢ ni topamiz:
e’ -1 1, e’ -1
, c==In
2 2 2
4-misol. O‘rta giymat haqidagi teoremadan foydalanib, ushbu
I sinx

aWd (O<a<b)

2c=1n >

integral baholansin.
«4O‘rta giymat haqidagi 2-teoremada f(x) funksiya [a,b] da uzluksiz bo‘lsa, u
holda shunday C nugta (a < c< b) topiladiki

j f(x)g(x)dx = f(c)j g(x)dx

bo‘ladi. SHu tengllkdan foydalamb topamlz

) ) 1
—sinxdx = —= | sinxdx = —=(cosa—cosbh
{& ﬁ! Nk )
Agar 0<a<Db bo‘lganda
1 1
—<— va |cosa—cosh/ <2
<% | |
bo‘lishini e’tiborga olsak, u holda
b .-
sinXx 2
—dx|<—
v v
bo‘lishi topiladi. »
96. Qaysi biri katta ekanligi aniglansin:
n/2 1 1
smx smx dx dx
a) | —dx éku b) | —= éxm —
[ e Jo v L
2 2
v)fe‘xsinxdx N je‘xz sinxdx g)j o N ax
1V1+ X2 1 X

97.Tengsizliklar isbotlansin:
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sinx
a)0<
’[\/x +2
7 + arctgx 3
b)— —dx<—
\/_ ﬂj Ix?+8 2
1
v)\/z<j‘ COSdex<1
3 24X

98. f funksiya [a, b] kesmada integrallanuvchi bo‘lsin.

Ef%x)dx=0

tenglik bajarilishi uchun, f funksiyaning barcha uzluksiz nugtalarida f(x)=

bo‘lishi zarur va etarli ekanligi isbotlansin.
99.Berilgan  funksiyalarning ko‘rsatilgan oraliglardagi o‘rta qiymatlari

aniglansin:
a)f(x)=x> [0,1] b)f(x)=+x, [0,100];
V)f(x)=10+ 2sinx+3cosx, [0,2n} g)f(x)=sinxsin(x+¢), [0, 2x]

O‘rta qiymat haqidagi birinchi teoremadan foydalanib, integrallar

baholansin:
2% 1 9 100 —X
dx X e
100. | — 101. dx 102. dx
£1+0,5cosx £\/1+x I X+100

O‘rta qiymat haqidagi ikkinchi teoremadan foydalanib, integrallar
baholansin:

200T 5in x

103. j > dx

100r X

—U.X

104[ sinxdx (a>0;0<a<b)
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b
105. [ sinx’dx  (0<a<b)
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Test

: 8 4 4 [
.([x dx 3 3
‘ 1 2 1 1
J.l’k’)(2x+1)2 dx 5 3
0
je’xdx ~l+e e 1_1 5
1 €
Zﬁ In§ 0 In3 In3-1
1 X+1
jsin xax 2 ! 1 2
0
2

3
{ X“ax 4 2 5 1
!sin 2xdx 0 1 1 2
”.Lcosxdx 1 0 1 2
2 dx 3 4
I In2 InE In5 1
0 1 1 -3 -1
I(ZX +1)2 dx 3
-1
0
J'Ze‘xdx —2+2e e % 1 5
-1
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37-mavzu. Aniq integrallarni
hisoblash

37-ma’‘ruza

Reja
1°. Nyuton-Leybnits formulasi.
2°. O'zgaruvchilarni almashtirish formulasi.

3°. Bo'laklab integrallash formulasi.

1°. Nyuton-Leybnits formulasi.

Aytaylik, f(x) funk-siya [a,b] segmentda berilgan va shu segmentda
uzluksiz bo‘lsin. U holda f (x) boshlang‘ich funksiya

F(x) = j f (t)dt

ga ega bo‘ladi.

Ravshanki, ®(x) funksiya f(x) ning ixtiyoriy boshlang‘ich funksiyasi
bo‘lsa, u holda

Dd(X)=F(x)+C (C =const)

bo‘ladi.

Bu tenglikda, avval X=a deb

D(a)=C,

so‘ngra Xx=b deb

o(b) =? f(x)dx +C

bo‘lishini topamiz.
Demak,

b
[f(0dx=@(b)-D(a). (1)
(1) formula Nyuton-Leybnits formulasi deyiladi.
b
Odatda, @ (b)—@(a) ayirma @(x)| kabi yoziladi. Demak,
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—D(b)-D(a).

b
a

Tf(x)dx:cb(x)

Masalan,
b1 b b
[=dx=Inx =Ib-Iha=Ih=. (a>0b>0)
o X a a

2°. O‘zgaruvchilarini almashtirish formulasi.
Faraz gilaylik, f (x) e C [a,b] bo‘lsin. Ravshanki, bu holda

jlf(x)dx

integral mavjud bo‘ladi.
Ayni paytda, bu funksiya [a,b] da boshlang‘ich @ (x) funksiyaga ega
bo‘lib,

_Tf (x) dx=@ (b)— @ (a)

bo‘ladi.

Aytaylik, aniq integralda X o‘zgaruvchi ushbu

x=¢ (1)

formula bilan almashtirilgan bo‘lib, bunda ¢ (t) funksiya quyidagi shartlarni
bajarsin:

1) ¢ (t) e C[a, B] bo‘lib, ¢ (t) funksiyaning barcha giymat-lari [a,b] ga
tegishli;

2) p(a)=1a, ¢(B) =D;

3) ¢ (t) funksiya [«, B] da uzluksiz ¢’ (t) hosilaga ega bo‘lsin.

U holda
b s
JTxdx=[T(p@®) ¢ O d @)
bo‘ladi. )
<« Ravshanki, @(e(t)) murakkab funksiya [a, 8] segmentda uzluksiz
bo‘lib,
(D(p(1))" = D' (p(1)- ¢'(1)
bo‘ladi.

Agar @'(x) = f (x) ekanini e’tiborga olsak, unda
(@(p(1))) = f(p(1)-@'(t)
bo‘lishini topamiz. Bu esa @(e(t)) funksiya [«,fB] da f(@(t)) ¢'(t)
funksiyaning boshlang‘ich funksiyasi ekanini bildiradi. Nyuton-Leybnits

0’ zZMU MATEMATIK ANALIZ KAFEDRASI 177




MATEMATIK ANALIZ 2016

formulasiga ko‘ra

A
| T p@®) ¢'(dt = D(p(B)) ~ P(p(a)) = P(b) - P(a)  (3)

bo‘ladi.
(2) va (3) munosabatlardan

b B
J £00dx = [ f(e())- ¢’ (D)dt (4)
bo‘lishi kelib chigadi. »

(4) formula aniq integralda o‘zgaruvchini almashtirish formulasi deyiladi.

Misol. Ushbu
1
j\/l— x2 dx
0

integral hisoblansin.

Yechilishi. Berilgan integralda x =sint almashtirishni bajara-miz. Unda

3 2 2
j\/l— x2dx = j\/l—sin2 t costdt = jcos2 tdt =
0 0 0

2
cos2t)dt = (Et+lsin o) =7
2 4 o 4

N |~

1
=+
(2

O'—:l\)‘§

bo‘ladi.
3°. Bo‘laklab integrallash formulasi.

Aytaylik , u (x) va v (x) funksiyalarning har biri [a,b] segmentda
uzluksiz u'(x) va v' (x) hosilalarga ega bo’lsin. U holda

JuEddv)=u)-v)| —[ve)du(x) ©)

b
a

bo‘ladi.
(3) formula aniq integrallarda bo‘laklab integrallash formulasi deyiladi.

Misol. Ushbu

2
lenxdx
1

integral hisoblansin.
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Yechilishi. Bu intervalda u(x)=1Inx dv(x)=x deb
2

du ( X ) = 1 dx, v ( X ) = X? bo‘lishini topamiz. Unda (3) formulaga ko‘ra:
X

2 2

Ix In xd x=[x—lnxJ

] 2
bo‘ladi.

4-misol. Ushbu

2 2 2 2
_ jx— - ldx:zlnz—ljxolx:zlnz—§
1 1 2 X 21 4

J sin” xdx (n=012,...)

=]
Il
o—N |y

integral hisoblansin.
<« Ravshanki,

z
2

Jo = sin xdx = (—cosx)| =1.

o—N YN
O —N |y

T
dX:E , J1=

n> 2 bo‘lganda berilgan integralni

L L
2 2

J, =[sin" xdx = [sin"™ xd(-cosx)
0 0

ko‘rinishida yozib, unga bo‘laklab integrallash formulasini qo‘llaymiz. Natijada

T
J =(-sin"x cosx)z+(n 1)2 in"~? 2 xdx =
L=(= : : —1)[sin"* xcos® xdx =
0

T T

% 2 2
=(n—-1)sin"? x(1-sin? x)dx =(n —1) [sin"* xdx — (n —1) [sin" xdx =
0 0 0

= (n _1)‘]n72 - (n _1)‘]n
bo‘lib, undan ushbu

rekurrent formula kelib chikadi.
Bu formula yordamida berilgan integralni n=123,....... bo‘lganda

ketma-ket hisoblash mumkin.
Aytaylik, n=2m- juft son bo‘lsin. Unda
~2m-12m-3 531 .  (2m-D

J, =22 T Sl e
M oom 2m-=-2"""6 42 7% (@mn 2

|

bo‘ladi.
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Aytaylik, n=2m+1- toq son bo‘lsin. Unda
2m 2m-2 6 4 2 (2m)n
Jomi = o At TRy Jy=——
2m+1 2m-1""7 5 3 2m+D!
bo‘ladi. (m!! simvol m dan katta bo‘lmagan va u bilan bir xil juftlikka ega

bo‘lgan natural sonlarning ko‘paytmasini bildiradi.) »

Mashglar

1. Agar f(x)eR([0,1]) bo‘lsa,
lim jf X )dx = jf(x)dx

nA»w

n
tenglik isbotlansin.

2. Ushbu integral

1007z

.[\/1— cos2xdx
0

hisoblansin.
3. Ushbu tenglik

1+ x2
isbotlansin.

Adabiyotlar

1. Xudayberganov G., Vorisov A. K., Mansurov X. T., Shoimqulov B. A.
Matematik analizdan ma 'rizalar, I q. T. “Voris-nashriyot”, 2010.

2. Fixtengols G. M. Kurs differensialnogo i integralnogo ischisleniya, 1 t.
M. «kFIZMATLIT», 2001.

3. Tao T. Analysis 1. Hindustan Book Agency, India, 2014.
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Glossariy
Nyuton-Leybnits formulasi

if (x)dx = D () — D (a). (1)

O‘zgaruvchilarini almashtirish formulasi.

f (x) €C [a,b] bo‘lsin. Ravshanki, bu holda

Tf(x)dx

integral mavjud bo‘ladi.
Ayni paytda, bu funksiya [a,b] da boshlang‘ich @ (x) funksiyaga ega
bo‘lib,
b
jf (X)dx=® (b)- @ (a)

bo‘ladi.
Aytaylik, aniq integralda X o‘zgaruvchi ushbu
x=¢(t)

formula bilan almashtirilgan bo‘lib, bunda ¢ (t) funksiya quyidagi shartlarni
bajarsin:

1) ¢ (t) e C [, S] bo‘lib, ¢ (t) funksiyaning barcha giymat-lari [a,b] ga
tegishli;

2) ¢(a)=a, $(B)=Dh;
3) ¢ (t) funksiya [«, ] da uzluksiz ¢’ (t) hosilaga ega bo‘lsin.
U holda
b B
Jfxdx=[f(s@®) ¢ ®d @)

bo‘ladi.
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Keys banki

37-keys. Masala o rtaga tashlanadi: Agar f(x) € R(]0,1]) bo‘lsa, u holda

quyidagi
1 1
lim [ f(x)dx = [ f (x)dx
N—o0 1 0

tenglik isbotlansin.
Keysni bajarish bosgichlari va topshiriglar:

e keysdagi muammoni hal gilish mumkin bo’lgan asosiy formula,
tushuncha va tasdiglarni keltiring (individual va kichik guruhlarda);

e to'plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo'yilgan masalani yeching
(individual).
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37-amaliy mashg’ulot

2-Mmucon. Ywby

10m

| ~/1- cos 2xax
0
XMCOB/IaHCHUH.
4dMabnymkum,
J1—cos2x =/2sin® x = /2 -[sinX
YHAa

10xm 10%

_[ «/1—coszxdx=x/§ﬂsinx\dx
0 0

6ynaan. AHWK WHTErpanHWUHr XxoccanapuaaH donganaHmnb

TONaMms:

10w T 2n 3n 4 97 10w
ﬂsinx)dx =j'sinxdx— jsinxdx+ Isindx— j'sinxdx+---+ Isinxdx— jsinxdx:
0 0 T 27 3n 8n 54

=2+2+---+2=20.
| —

10Ta

Hemak,

10w

[~1-cos2xdx = 20-2.»
0
3-Muncon. Ywby
a
Ixz a® —x%dx
0

MHTErpas XmMcobsiaHCHH.
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4by wvHTErpanHu ysrapyBuYMHM anMawTUpuw ycynumaaH
donpanaHnbd xnucobnammmns:

a >
ij\/az—xzdx=[x=asint,dx=acostdt,te[o,gﬂ=aJ' in’t-cos?tdt =
0 0
=a_I in 2tdt——j'4d1 cosdt t—a—( Sm4t)2 L
44 8 4 ), 16
UHTerpannap xmcobnaHcuH.

2 < dx
1914. | x3dx 1915.| =

! I

2 1
1916.I(x2—2x+3)dx 1917. f(x3—2x2+x—l)jx

1 -1

1 T
1918.](&+W)dx 1919. [ sinxdx

0 0

V3 1/2

dx dx

1920. 1921.

1/J:/§1+X2 —I"/2\/:|.—X2

0 dX 9

1922. [ > 1923.‘[3«/x—1dx

_1/4€0OS% X >

2 2
1924.jede 1925.[2de

1 0

< dx
1926.[— 1927[

5 X 2x-1

1 2
1928. [ XX 1929. j

o L+X xInx
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3

& dx
193o.ejlenx

1932. Icosz xax

-7

2
1934.jsh3xdx
0

1936.

1938. j—X2 s

X2 +3x

1
1940.

2 dx

! (x+ 1)(x + 1)dx

1942,

3'/[4\/2+3X—2X2

n/4 dX

1944. | ————
o 1+2sin“x

n/3

xdx
1946. j i
nl4

2
1948.Ix|nxdx
1
1950.jx3sinxdx
0

e
1952.fsin|nxdx
0

1931, J‘sin2 xax

n/3
1933. [tg'xdx

n/6

1935.] &

24X +4x+5

1937. |

1939.

1941.

1
'!\/x + 2X +

4
1943 [ &
o 1+

N

1
1945, j xe dx
0

3
1947.j|nxdx
1

1/2

1949, jarcsin xdx
0

/2

1951, Iezx cos xdx
0

2
1953.[\1—x\dx
0

1954.TeHrcnsnmknap Mcb6OTNaHCUH:
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1 1 9 1 1 1 19
a) <f X dx<— 6) < X dx<
1042 314X 10 203/2 3314 x°
200 L-5x 1 20
B)O<J‘e dX<O,01 r)1<Il+ 5 <1+i
» X+20 o1+ 42
3‘n:
1 & sinx
nl-=<[e*dx<1, n>1 e)0< j—dx n3
n 0
4
>
>K)sm1<j' . dx<25|n1 3)3|n”+2<j sinx dx<|nn+2
T 2 x+1)
7
0l fsm (X+1)dx<£ K)oo3<j X —dx <0,05
8 69 (x+1)3-x) (e +e N1+ X

1955.HTerpannap XxMcobnaHcuH:

2 x*, arap 0<x<1
f , f — 1 1
a)‘! (X)dx (X) {Z—X, arap 1<x<2.

X, arap 0<x<t,

G)If(x)dx f(x)=

arap t<x<1.
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Test

: 8 4 4 [
.([x dx 3 3
‘ 1 2 1 1
J.l’k’)(2x+1)2 dx 5 3
0
je’xdx ~l+e e 1_1 5
1 €
Zﬁ In§ 0 In3 In3-1
1 X+1
jsin xax 2 ! 1 2
0
2

3
{ X“ax 4 2 5 1
!sin 2xdx 0 1 1 2
”.Lcosxdx 1 0 1 2
2 dx 3 4
I In2 InE In5 1
0 1 1 -3 -1
I(ZX +1)2 dx 3
-1
0
J'Ze‘xdx —2+2e e % 1 5
-1
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38-mavzu. Tekis shaklning yuzi va
uni hisoblash

38-ma’ruza

Reja
1°, Tekis shaklning yuzi tushunchasi.
2°. Egri chizikli trapetsiyaning yuzini hisoblash.

3°. Egri chizigli sektorning yuzini hisoblash.

1°. Tekis shaklning yuzi tushunchasi.

Ma’lumki, (x,y) juftlik, (x e R,y € R), tekislikda nugtani ifodalaydi.

Koordinatalari ushbu
a<x<bh, c<y<d (aeR,beR,ceR,deR)

tengsizliklarni qanoatlantiruvchi tekislik nuqtalaridan hosil bo‘lgan D, to‘plam :
Do ={(x,y);x e[a,b],y €[c,d]}
to‘g‘ri to‘rtburchak deyiladi (8-chizma)

e
7 -

LA

ol = e
S-UIHI3MAa
Bu to‘g‘ri to‘rtburchakning tomonlari (chegaralari) mos ravishda koordinatalar
o‘qiga parallel bo‘ladi.
D, to‘g‘ri to‘rtburchakning yuzi deb (uning chegarasining, ya’ni
X=a , Xx=b (c<y<d),
y=c , y=d (a<x<b)
to‘g‘ri chiziq kesmalarining D, ga tegishli bo‘lishi yoki tegishli bo‘lmasligidan

gat’iy nazar) ushbu

#(Dy) = (b—a)-(d —c)
migdorga aytiladi.
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Aytaylik, tekislik nugtalaridan iborat biror Q to‘plam berilgan bo‘Isin.
Agar shunday D, to‘g‘ri to‘rtburchak topilsaki,
Qc D,
bo‘lsa, Q chegaralangan to‘plam deyiladi.

Har qanday chegaralangan tekislik nuqtalaridan iborat to‘plam tekis shakl
deyiladi.

Agar tekis shakl chekli sondagi  kesishmaydigan to‘g‘ri
to‘rtburchaklarning birlashmasi sifatida ifodalansa, uni to‘g‘ri ko‘pburchak
deymiz.(9-chizma)

O-drsma

Bunday to‘g‘ri ko‘pburchakning yuzi deb, uni tashkil etgan to‘g‘ri
to‘rtburchaklar yuzalari yig‘indisiga aytiladi.

To‘g‘ri ko‘pburchak yuzi quyidagi xossalarga ega:

1) To‘g‘r1 ko‘pburchak yuzi har doim manfiy bo‘lmaydi: (D) > 0;

2) Kesishmaydigan ikki D, va D, to‘g‘ri ko‘pburchaklar-dan tashkil
topgan to‘g‘ri ko‘pburchak yuzi D, va D, larning yuzalari yig‘indisiga teng:

(D UD,) = u(Dy) + u(Dy) ;

3) Agar D, va D, to‘g‘ri ko‘pburchaklar uchun

D, cDb,
bo‘lsa, u holda
#(Dy) < u(D,)
bo‘ladi.

Tekislikda biror chegaralangan Q shakl berilgan bo‘lsin. Bu shaklning
ichiga A to‘g‘ri ko‘pburchak (Ac=Q), so‘ngra Q shaklni o‘z ichiga olgan B
to‘g‘ri ko‘pburchak (Q < B) lar chizamiz. Ularning yuzlari mos ravishda u(A)
va u(B) bo‘lsin.

Ravshanki, bunday to‘g‘ri ko‘pburchaklar ko‘p bo‘lib, ularning
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yuzalaridan iborat { zz(A) } va { u(B) } to‘plamlar hosil bo‘ladi.

Ayni paytda, bu sonli to‘plamlar chegaralangan bo‘ladi. Binobarin, ularning
aniq chegaralari
sup{u(A)}, Inf{u(B)}
lar mavjud.
1-ta’rif. Agar
sup{u(A)} = inf{(B)}
bo‘lsa, Q shakl yuzaga ega deyiladi. Ularning umumiy giymati Q shaklning
yuzi deyiladi va #(Q) kabi belgilanadi:

#1(Q) =sup{u(A)} = inf{x(B)}
1-teorema. Tekis shakl Q yuzaga ega bo‘lish uchun Ve >0 son
olinganda ham shunday A (AcQ) va B (Q<B) to‘g‘ri ko‘pburchaklar
topilib, ular uchun
u(B)—u(A) <e
tengsizlikning bajarilishi zarur va etarli.
« Zarurligi. Aytaylik, Q shakl yuzaga ega bo‘lsin. Unda ta’rifga
binoan
sup{u(A)}= inf{1(B)} = 1(Q)
bo‘ladi.
Modomiki,
sup{u(A)}= 1(Q),
inf{x(B)}= 1(Q)
ekan, unda V& >0 olinganda ham shunday to‘g‘ri ko‘pburchak A(A < Q)
hamda shunday to‘g‘ri ko‘pburchak B(Q < B) topiladiki,

1(Q) — u(A) <§ ,

1(B) - u(Q) < g

bo‘ladi. Bu tengsizliklardan
w(B)—u(A)<e
bo‘lishi kelib chigadi.
Etarliligi. Aytaylik, A (AcQ) va B (Q = B) to‘g‘ri ko‘pburchaklar
uchun (B) — u(A) < ¢ tengsizligi bajarilsin.
Ravshanki,

(A) <sup{u(A)}
w(B) = inf{u(B) }.
Bu munosabatlardan

INf{1(B)}—sup{u(A) }< 1(B) — u(A) <&
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bo‘lishini topamiz.
& -ixtiyoriy musbat son bo‘lganligidan
sup{u(A)} = inf{4(B)}
bo‘lishi kelib chikadi. Demak, Q shakl yuzaga ega. »

SHunga o‘xshash quyidagi teorema isbotlanadi.
2-teorema. Tekis shakl Q yuzaga ega bo‘lishi uchun V& >0 son

olinganda ham shunday yuzaga ega tekis shakllar P va S lar
(P<=Q , QcS) topilib, ular uchun

u(S)—u(P)<e
tengsizlikning bajarilishi zarur va etarli.

2°, Egri chizikli trapetsiyaning yuzini hisoblash.

Faraz gilaylik, f(x) € C[a,b] bo‘lib, VX e[a,b] da f(x) >0 bo‘lsin.
YUqoridan f(x) funksiya grafigi, yon tomonlardan x=a, x="b vertikal
chiziglar hamda pastdan absissa o‘qi bilan chegaralangan Q shaklni garaylik.

(10-chizma)
Vv &
//:
0 ,:;;fl::l E'C'Z: 'E-c:k ' '\'r':n-'l :_5 .II
10-chizma
Odatda, bu shakl egri chizigli trapetsiya deyiladi. [a,b] segmentni
ixtiyoriy

P={Xg, X, X5,...X,} (@=X%Xy <X <X, <..<X,=Db)
bo‘laklashni olamiz. Bu bo‘laklashning har bir [x,, X,,;] oralig‘ida
inf{f(x)}=m,, sup{f(x)}=M, (k=012,....,n-1)

mavjud bo‘ladi.

Endi asosi Ax, =X, —X,, balandligi m, bo‘lgan (k=012,...,n-1)
to‘g‘ri to‘rtburchaklarning birlashmasidan tash-kil topgan to‘g‘ri ko‘pburchakni
A deylik.

Shuningdek, asosi  Ax, =Xx,,; —X., balandligi M, Dbo‘lgan
(k=012,....,n—1) to‘g‘ri to‘rtburchaklarning birlashmasidan tashkil topgan

to‘g‘ri ko‘pburchakni B deylik. Ravshanki,
AcQ, QcB

bo‘lib, ularning yuzalari
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n-1 n-1
H(A) =D m A%, u(B) =D M, - Ax,
k=0 k=0

bo‘ladi.
Bu yig‘indilarni f (x) funksiyaning [a,b] segmentining P bo‘laklashiga
nisbatan Darbuning quyi hamda yuqori yig‘indilari ekanini payqash qiyin emas:
u(A)=s(f;P) . wu(B)=S(f;P).

f (x) e C[a,b] bo‘lgani uchun f (x) funksiya [a,b] da integralla-nuvchi bo‘ladi.
Unda integrallanuvchilik mezoniga ko‘ra, Ve >0 olinganda ham [a,b]
segmentning shunday P bo‘laklashi topiladiki,

S(f;P)—s(f;P)<e¢
bo‘ladi. Birobarin, ushbu
w(B)—u(A) <e
tengsizlik bajariladi. Bu esa, 1-teoremaga muvofiq, garalayotgan egri
chizigli trapetsiyaning yuzaga ega bo‘lishini bildiradi. Unda ta’rifga ko‘ra
sup{u(A)} = inf{u(B)}
bo‘ladi.
Ayni paytda,

b
sup{u(A)}= [ f(x)dx,

inf{ 1(B)} = ? f(x)dx

bo‘lganligi sababli Q egri chizigli trapetsiyaning yuzi

b
#(Q) = [ f(x)dx 1)
a
ga teng bo‘ladi.
1-misol. Tekislikda ushbu
X2 y2
a—2 + b_2 = 1

ellips bilan chegaralangan Q shaklning yuzi topilsin.
«Ellips bilan chegaralangan Q shaklning yuzi OX va OY koordinata

o‘glari hamda
2
() =b- [1-X , 0<x<a
a

chiziglar bilan chegaralangan egri chizigli trapetsiya yuzi-ning 4 tasiga teng
bo‘ladi. (11-chizma).
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h

2
fExJ=bq|g—Z—?

-
1

Y

a

1 1-1m3ma

Unda (1) formuladan foydalanib topamiz:

a 2 a
y(Q)=4jb1/1—X—2dx=4T:jx/a2 —x2dx=
0 a 0

Xx=asint ,

- o<t<Z =
2

dx =acostdt ,

_4b o
a
Aytaylik, f,(x) eC[a,b] , f,(x)eC[a,b] bo‘lib, ¥x [a,b] da
0< f,(X) < f,(X)

o—N YN

cos? tdt = 4ab % —abrz. >

bo‘lIsin.
Tekislikdagi Q shakl quyidagi
y=f®x® , y=f,(x , x=a , x=b
chiziglar bilan chegaralangan shakini ifodalasin (12-chizma)

'y

y=F0x

12-gmana
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Bu shaklning yuzi
b b b
#Q) = [ f,(dx~[ f,9dx = [[f,(0 - 0B (2)
a a a
bo‘ladi.
2-misol. Tekislikda ushbu
y=4-x> , y=x"-2x
chiziglar (parabolalar) bilan chegaralangan Q shaklning yuzi topilsin.
<« Parabolalarning tenglamalari
y=4-x* |
y = x% —2x
ni birgalikda echib, ularning kesishish nugtalarini topamiz:
4-x*=x*-2x ,
X,=-1,%X=2;y,=3,Y,=0: A-L3), B(20).
(13 -chizma).

-1 0 T \ L
p=x"—2x

13-ym3ma .
Bu shaklning yuzini (2) formuladan foydalanib hisob-laymiz:

2 2 2 2
1£(Q) = j[(4— x?) — (x* —2x)}jx= j(4+ 2X — 2x2)dx=(4x+ x° —§x3) =9.»
-1 = 1
Eslatma. Agar f(x) e C[a,b] funksiya [a,b] da ishora saglamasa, (1)
integral egri chizigli trapetsiyalar yuzalari-ning yig‘indisidan iborat bo‘ladi.
Bunda OX o‘qining yuqori-sidagi yuza musbat ishora bilan, OX o‘qining
pastdagi yuza manfiy ishora bilan olinadi.
Masalan, OX o°‘qi hamda f(x)=sinx , 0<x<2z funksiya grafigi

bilan chegaralangan shaklning yuzi
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2r

1(Q) = ]Esin X +(—2fsin xdx) = (—cosx) =4
0 7

T
— (—cosXx)
0

T

bo‘ladi.

3°. Egri chizigli sektorning yuzini hisoblash.

Aytaylik, AB egri chizigq qutb koordinatalar sistemasida ushbu
p=p@) , a<0<p (xeR,feR)
tenglama bilan berilgan bo‘lsin. Bunda
@ eCla,pfl, VOel|a,f] na r(60)=>0.
Tekislikda AB egri chizig hamda OA va OB radius-vektorlar bilan
chegaralangan Q shaklni garaymiz. (14 -chizma).

14- chizma

[«, £] segmentni ixtiyoriy
P={6,.6,,...0,}y (¢=6,<6,<..<6,=p)
bo‘laklashini olamiz. O nuqtadan har bir qutb burchagi 6, ga mos OA, radius-
vektor o‘tkazamiz. Natijada OAB -egri chizig-li sektor

OA A, (k=012..n-1 ; A=A, A =B)

egri chizigli sektorchalarga ajraladi.

Ravshanki, p = p(0) € Cle, £]
bo‘lganligi uchun [6, ,6,.,] da (k=012,....n-1)

m, =inf{p(@)} , M, =sup{p(6)}

lar mavjud.

Endi har bir [6,,6,.,] segment uchun radius-vektorlari mos ravishda m,
hamda M, bo‘lgan doiraviy sektorlarni hosil gilamiz. Bunday doiraviy sektorlar
yuzaga ega bo‘lib, ularning yuzi mos ravishda
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MEAG, L IMECAG (A0, =00s—0)

bo‘ladi.

Radius-vektorlari m, (k=0212,...,n—1) bo‘lgan barcha doiraviy
sektorlar birlashmasidan hosil bo‘lgan shaklni Q, desak, unda Q, = Q bo‘lib,
uning yuzi

n-1
wQ) =7 Sme A6, ©
k=0
bo‘ladi.
SHuningdek, radius-vektorlari M, (k=0.2,....,n—1) bo‘l-gan barcha
doiraviy sektorlar birlashmasidan hosil bo‘lgan shaklni Q, desak, unda Q = Q,

bo‘lib, uning yuzi

n-1
u(Qz)%ZME-Aek @)
k=0

bo‘ladi.
(3) va (4) yig‘indilar % p?(6) funksiyaning Darbu yig‘indilari bo‘ladi.

Ayni paytda, % p?(6)funksiya [«,8] da uzluksiz bo‘lgani uchun u

integrallanuvchidir. Demak, V& >0 olinganda ham [«,f] segmentning
shunday P bo‘laklashi topiladiki,

S(%pz(e);P)—s(épz(e);P)<e

bo‘ladi. Binobarin, ushbu

Q) —u(Q) <e
tengsizlik bajariladi. Bu esa, 2-teoremaga muvofiq, garalayotgan egri chizigli
sektorning yuzaga ega bo‘lishini bildiradi. Unda ta’rifga ko‘ra

SUp{,U(Ql)} = inf {,U(Qz)}
bo‘ladi.
Ayni paytda,

B
suplu(Qy)} = [ p*(6)d6,

> RI

inf{u(Q,)} = [ p*(6)do

bo‘lgani sababli Q egri chizigli sektorning yuzi

0’ zZMU MATEMATIK ANALIZ KAFEDRASI 196




MATEMATIK ANALIZ 2016

14,
u(Q)=§jp (6)do

ga teng bo‘ladi.
3-misol. Ushbu
p=p@)=all-cosd) (aesR, 0<6<2x)
funksiya grafigi bilan chegaralangan shaklning yuzi topilsin.

«4 Bu funksiya grafigi kardioidani ifodalaydi. Ma’lumki, kardioida
radiusi r ga teng bo‘lgan aylananing shu radiusli ikkinchi qo‘zg‘almas aylana
bo‘ylab xarakati (sirpanmasdan dumalashi) natijasida birinchi aylana ixtiyoriy
nugtasining chizgan chizig‘idir. (15-chizma).

13-amzra

Kardioida qutb o‘qiga nisbatan simmetrik bo‘lganligi sababli yuqori
yarim tekislikdagi shaklning yuzini topib, so‘ngra uni 2 ga ko‘paytirsak,
izlanayotgan yuza kelib chigadi.

6 o‘zgaruvchi [0,7] da o‘zgarganda p radius-vektor Kkardioidaning
yugori yarim tekislikdagi gismini chizadi. SHuning uchun

,u(Q):Z-Ejpz(é’)d@:jaz(l—cose)zdez
0 0
2t 3 1
—a j[——2c030+—00520}d9:
) 2 2

=a2(§9—2sin9+1-lsin 20) =3 a2
2 2 2 2

0

bo‘ladi. »

Mashqlar

1. Aytaylik, tekislikda AB egri chizig x=¢(t), y=w(t) (a<t<p)
tenglamalar bilan parametrik holda berilgan bo‘lsin, bunda X = (p(t) funksiya
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[, B] da uzluksiz ¢'(t) hosilaga ega, ¢'(x)>0 va p(a)=a, ¢(B)=Db, y=w(t)
funksiya [a,b] da uzluk-siz va w(t)>0. U holda yuqoridan AB egri chizig, yon
tomon-laridagi x=a, x=b vertikal chiziglar, pastdan [a,b] kesma hbilan

chegaralangan shaklning yuzi
B

s = [yttt

bo‘lishini isbotlansin.
2. Ushbu

(3

chiziq bilan chegaralangan shaklning yuzi topilsin.

Adabiyotlar

1. Xudayberganov G., Vorisov A. K., Mansurov X. T., Shoimqulov B. A.
Matematik analizdan ma’rizalar, I q. T. “Voris-nashriyot”, 2010.

2. Fixtengols G. M. Kurs differensialnogo i integralnogo ischisleniya, 1 t.
M. «FIZMATLIT», 2001.

3. Tao T. Analysis 1. Hindustan Book Agency, India, 2014.
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Glossariy
1-ta’rif. Agar
sup{u(A)} = inf{u(B)}

bo‘lsa, Q shakl yuzaga ega deyiladi. Ularning umumiy giymati Q shaklning
yuzi deyiladi va u(Q) kabi belgilanadi:
1(Q) =sup{u(A)}= inf{(B)}

1-teorema. Tekis shakl Q yuzaga ega bo‘lish uchun Ve >0 son
olinganda ham shunday A (Ac Q) va B (Q < B) to‘g‘ri ko‘pburchaklar
topilib, ular uchun

u(B)—u(A) <&
tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.
Egri chizigli sektorning yuzi
AB egri chiziq qutb koordinatalar sistemasida ushbu
p=p@) , a<0<p (¢eR,feR)

tenglama bilan berilgan bo‘lsin. Bunda

p@) eCla,f]l, VOela,f] na 0(0)>0,
Tekislikda AB egri chiziq hamda OA va OB radius-vektorlar bilan
chegaralangan Q shaklni garaymiz. (14 -chizma).

14- chizma

[, £] segmentni ixtiyoriy
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P={6,.0,,...0,y (¢=6,<6,<...<6,=))

bo‘laklashini olamiz. O nuqtadan har bir qutb burchagi 6, ga mos OA, radius-
vektor o‘tkazamiz. Natijada OAB -egri chizig-li sektor

OA A, (k=012..n-1 ; A)=A, A =B)
egri chiziqli sektorchalarga ajraladi.

Egri chizigli sektor yuzi

14 ,
ﬂ(Q)=§Ip (0)do

Keys banki

38-keys. Masala 0'rtaga tashlanadi: Aytaylik, tekislikda AB egri chiziq x = ¢(t)
, Y=yl(t) (a<t<p) tenglamalar bilan parametrik holda berilgan bo‘lsin,
bunda x=g(t) funksiya [a, 8] da uzluksiz ¢'(t) hosilaga ega, ¢'(x)>0 va
pla)=a, o(B)=b, y=w(t) funksiya [a,b] da uzluk-siz va w(t)>0. U holda
yugoridan AB egri chizig, yon tomon-laridagi x=a, x=b vertikal chiziglar,
pastdan [a, b] kesma bilan chegaralangan shaklning yuzi

B
S = [y (th'(t)t

bo‘lishini isbotlansin.
Keysni bajarish bosqgichlari va topshiriglar:

e keysdagi muammoni hal gilish mumkin bo’lgan asosiy formula,
tushuncha va tasdiglarni keltiring (individual va kichik guruhlarda);

e to'plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo’yilgan masalani yeching
(individual).
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38-amaliy mashg’ulot.

3-mucon. Ywby
y=4-x° ea y=Xx-2X

3gpu yusuknap (napabonanap) 6unaH 4YezaapanaHadH WAKAHUHZ HO3U
monuscuH.

<«[lapabonanap A(—1;3) Ba B(2;0) HyKTanapga Kecuwagw.
M3naHaéTraH WaK/JHWHT K03acu

S =3, ace T Sorp — Sano O¥1aaK. (12-4n3ma)

-10 -5

-5+

-10+

-5 12-yusma.
PaBLUaHKK
, INE
Saace = :[1(4—x2}jx =(4X—X?J 1 =9,
e x® "4
SOBD=_!(X2 —2x)dx=(——x2J2 =3
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Sano = i(xz - 2x)dx = (X—;—xz)
1

Nemak, S:9+ﬂ—ﬂ:9.>
3 3

Tyfpu 6ypuaknuM KooppauHatanap cuctemacupaa

0

6epunraH Kyumparu

arpu UMsnKNap 6unaH yerapanaHraH WaKANAPHUHT H03aCU TONUJICUH.

2097.y =x*+1, x+y=3 2098.y =4x-x*, y=0
2099.y? = 2px, x°=2py 2100.y* =2x+1, x-y-1=0
2101y =Inx, y=0, x=e 2102.y* =x>, x=0, y=4
2103. 2

y=|lgx, y=0, x=0,1, x=10

2105.y =X, y=x+sin’x, 0<x<®

1 2108.

2

2107.y=%-x2, Y=o,

2 2110.y =¢*
2109.y = x?, yz%, y = 2X y ’

2 2
2111.5 - Y _1 x=2a
a~ b
. . T
2113.y =SIn2x, Yy =SInx, §SXSn

2114.2y =x*, x*+y®*=8, y>0

2115.y = In(1+ x), y=-xe*, x=1

2106.y = tgXx,

2104.y=X?, y=2—gx

T
=0, X=—
Y 3

y = 1gXx, y=§-cosx, x=0

y=e> x=1

2112.y =X-X*, y=X-J1-X
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2116.y = 6x° -5x+1, y = cosnx, 05xs1

N

X X

2117.y = %(ea +e_a} x=0, x=a

2118.y = X° + 6x+10, X*+y?+6x-2y+8=0

2119.6x=Yy°® -16y, 24x=y*-16y

2 2 2
2120.x3 +y3 =a?

2121.y° = xz(a2 - x2)

T
2122.y =Incosx, 0<x<a (a< E)'

i
\ 1+e2

2123.y =2 , IN9 < x<1In64

Jy=1)°, 0<x<2V3.

2

X
2125.y° = 5 , X=2a
a—X

2124.X =

wIinN

2126.x=a-In

a+.a*-y’ _JaE =y, y=0
y

NapameTpuk KypuHuwpga 6GepuaraH 3rpu  uusukaap 6Gunad

yerapasdaHraH WakKANdpPHUHT 03U TOMUNICUH:
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2127.X =acost, y=asint
2128.x =at-t?>, y=at’-t*  (a>0)

2129.x=1+t-t*, y=1-15¢t°

2 2
2130.X = M _ 4

1+3t2° y 1+ 3t?

2
2131.X=1 1 —M

+t2’ y= 1+t?

3at 3at?

2132.x= "% y=
1+ 7140

(6y}ma 0< t< +o)

2133.x = a(t-sint), y=a(l-cost) xamaa y=0 (0<t<2x)

2134.x = asin’t, y=Dbcos’t, 0<t<2m

2135.Xx =asint-cos’t, y=Dbcost-sin’t, 0<t< g 2136.
x = a(l-costlcost, y=a(l-costkint
2137.x = a(cost+tsint), y=a(sint-tcost) (0<t< 2n) Ba

(a,O), (a,-2na) HYKTaNapHV BUPAALWTUPYBYM TYFPU UM3MK, KECMACH.
2138.x = a(2cost-cos2t), y =a(2sint-sin2t)

2139.x = asin2t, y=asint (a>0)

2140.x = a(zt—sint), y =a(l-cost) (a>0)

T
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asin’t
2+sint

2141.X = acost, y =

KyTb KoopauHaTanap cuctemacuaa 6epuaraH Kyinmparum asrpu YnsmkKaap

6unaH yerapasziaHraH WaknN1apHUHT 103U TONMUJZICUH.

2142.r=ap (0<o<2n)
2143.r = acose
2144.r =rsin2¢
2145.r = asin5¢

2146.r = a’cosp
2147.r =acos3p
2148.r = a1+ cosp)
2149.r = 2 + cosp
2150.

r=aC§;S(P’S'_n‘£ , OS(PSE
@+sin" ¢ 2

2151.r = 2-+/3-acosg, r=2asing
2152.r =2-C0Sp, I =COSp

2153.r =acosgp, I =acose+ asing
2154,

sing
r=2acos@, r=a , =0
® cos’ @ ®

2155.r=1; r=_L (O<(psg)
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2156.r =a(1-cosp), r=a

2157.r=—P =", g="
1.1 4 2
+ -Cos@
2
2158.¢ =r—sinr, ¢=m
T
2159.¢ =r-arctgr, ¢=0, (p=ﬁ
2at it
2160.1 = o= ——
1+ P14t
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Test
y=X, y=3x va x=1 to’g’ri chiziglar |1 0 2 -2
bilan chegaralangan shaklning yuzasini
hisoblang
y=X, y=3x va x=2 to’g’ri chiziglar | 4 0 -4 7
bilan chegaralangan shaklning yuzasini
hisoblang
y=x to’g’ri chiziq va y=x* egri chiziq| 1 2 1 5
bilan chegaralangan shaklning yuzasini | 6
hisoblang
2 2 b
%+§=1 ellips bilan chegaralangan e 2 3 4
shaklIning yuzini hisoblang
x*+y*+2z°=1 sfera bilan chegaralangan | 4 4 -2 9
jismning hajmini hisoblang. 3 3
© ! -4 4 16
jx dx 3 3
0
0 *( 2 1 1
_jl 6(2x+1)" dx > 3
o *3+3e |e 1, 5
3e*dx e
-1
7 dx *In2 0 In3 In3-1
s X—95
T *4 1 -1 -2
2sin xdx
0
2 *
J2xax 4 2 5 1
2z ) *
;[SII‘IZXdX 0 1 1 2
Vg *
”J;27cosxdx 7 0 1 D
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s ) n> | in
) x— In2 n> N3 1
0 <1 1 -3 -1
j(2x+1) dx 3
-1
0 * -1
jZede 2—2e e l—l 5
-1 €
*
s, 1 x4 2X+5+Ccosx+51X 9% +C

I(X 1 zjdx—? — +arctgx+C

+X 4
712 *6 -1 0
J. 6cos xdx )
0
- 1+ x°
L 30x L7 [0 1 1
'([ 1—x? 2

(x) d>{ i(})ﬂf 55)‘}1;((x)dx L

*
. . . LI TSI S 19 b
Quyidagi tengliklardan gaysi biri o‘rinli’ ,[ F(x)d = _i ‘
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39-mavzu. Yoy uzunligi va uni
hisoblash

39-ma’ruza

Reja
1°. Yoy uzunligi tushunchasi.
2% y=f(x) tenglama bilan berilgan egri chiziq uzunligini
hisoblash.
3°. Parametrik ko'rinishda berilgan egri chiziq uzunligini

hisoblash.

1°. Yoy uzunligi tushunchasi.

Ma’lumki, tekislikdagi ikki A(x;,y,) Vva B(X,,y,) nugtalarni
birlashtiruvchi to‘g‘ri chiziq kesmasi |, uzunlikka ega va uning uzunligi

£1(lg) = (% = X)2 + (Y5 — Y1)?

ga teng bo‘ladi.

Aytaylik, tekislikdagi | chizig  A;(X,,Y,) AXLY) e Ay Xy Vi)
nugtalarni (ne N) birin-ketin to‘g‘ri chiziq kesmalari bilan birlashtirishidan
hosil bo‘lgan bo‘lsin. Odatda, bunday chiziq siniq chiziq deyiladi.

Siniq chiziq uzunligi (perimetri) deb, uni tashkil etgan to‘g‘ri chiziq
kesmalari uzunliklarining yig‘indisiga aytiladi:

u(l) = nZ_l\/(Xm - Xk)2 + (Vi — yk)z-

k=0
Faraz qilaylik, tekislikdagi AB egri chizig'i (uni AB yoyi deb ham
ataymiz) ushbu

y = f(X) (@a<x<h)
tenglama bilan berilgan bo‘lsin.
Bunda f(x)eC|[a,b].
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<1 e TR+l &

[a,b] segmentning ixtiyoriy
P={Xy, X, -:X, } (a=Xy, <X <...<X,=b
bo‘laklashni olib, bo‘luvchi x, (k =0212,...,n) nuqgtalar orgali OY o‘qiga
parallel to‘g‘ri chiziglar o‘tkazamiz. Bu to‘g‘ri chiziglarning AB yoyi bilan
kesishgan nuqgtalari
A (X, T(x)) (k=0L12,...n; A=A, A, =B)
bo‘ladi.

AB yoyidagi bu A (x,, f(x.)) nugtalarni bir-biri bilan to‘g‘ri chiziq
kesmalari yordamida birlashtirib, | siniq chizigni hosil gilamiz. (16-chizma)

Odatda, | siniq chiziq AB yoyiga chizilgan siniq chiziq deyiladi. U
uzunlikka ega bo‘lib, uzunligini (perimetrini) (l) deylik.

Agar P, va P, lar [a,b] segmentning ikkita bo‘laklashi bo‘lib, P, = P,
bo‘lsa, u holda bu bo‘laklashlarga mos AB yoyiga chizilgan siniq chiziq I, , 1,
larning perimetrlari uchun

u(ly) < p(ly)
bo‘ladi.

Demak, P bo‘laklashning bo‘luvchi nuqtalari sonini orttira borilsa, AB
yoyiga chizilgan ularga mos siniq chiziglar perimetrlari ham ortib boradi.

1-ta’rif. Agar 4, —0 da AB yoyiga chizilgan siniq chiziq perimetri

n-1
101 = YA s = %) + [ 050) = x0T
k=0
chekli limitga ega bo‘lsa, AB yoy uzunlikka ega deyiladi.
Ushbu
J:rgoﬂ(l) = u(AB)
limit AB yoyining uzunligi deyiladi.

Masalan, agar
f(x) =kx+C (a<x<bh)
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bo‘lsa, unda AB ning uzunligi

- n-1
#(AB) = lim Z\/(Xk+l - Xk)z + kz(xr+1 - Xk)2 =
/1p—>0 k=0

i S V1K - (Xy = %) = V14 K2 - (b—a)

= |
ﬂp —0 k=0

bo‘ladi.
Aytaylik, AB egri chizig ushbu

x=olt) e
{y =y(t) lst<p)
tenglamalar sistemasi bilan berilgan bo‘lsin.
Bunda:
1) o) eCla. Al  w(t)eCla,Al;
2) Vi, t,ela,] , t #t, uchun (1)

A(X, Y1) =Alet), w(t)) ,
A (X; 1 Yo) = A (o(t,) , w(ty))

nugtalar turlicha ;
3) t=a ga A nugta, t=/ ga B nugta mos kelsin.
[«, ] segmentning ixtiyoriy

P={t,.t,,...t,} (=t <t <..<t, =0
bo‘laklashni olib, bu bo‘laklashning bo‘luvchi t, (k=0,,2,...,n) nuqgtalariga
mos kelgan AB yoydagi A=A (X, Y)

X, =o(t,) , Y =w(t,); k=0,...,n) nugtalarni bir-biri bilan to‘g‘ri chiziq

kesmalari yordamida birlashtirib, AB yoyga chizilgan siniq chiziqg | ni hosil
gilamiz.

Al v

Bu siniq chiziq perimetri
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u(l) = thw(tk+1) “ot)F + Iy () —w ()T

bo‘ladi.
2-ta’rif. Agar 4, -0 da AB yoyiga chizilgan siniq chiziq perimetri
1(1) chekli limitga ega bo‘lsa, AB yoy uzunlikka ega deyiladi.
Ushbu
J:To”(') = 1(AB)

limit AB yoyining uzunligi deyiladi.

Yuqorida keltirilgan ta’riflardan yoy uzunligining ( agar u mavjud bo‘lsa
) musbat bo‘lishi kelib chigadi.

Endi yoy uzunligining ikkita xossasini isbotsiz keltiramiz:

1) Agar AB yoyi uzunlikka ega bo‘lib, u AB vyoydagi nugtalar
yordamida n ta A A, yoylarga (k=012,..n ; A/ =A,B=A ) ajralgan
bo‘lsa, u holda har bir A _A, ,; yoy uzunlikka ega va

~— n ~
#(AB) = > u(AA)
k=0
bo‘ladi.
2) Agar AB yoyi n ta A A, yoylarga ajralgan bo‘lib, har bir A A, ,
yoy uzunlikka ega bo‘lsa, u holda AB yoyi ham uzunlikka ega bo‘ladi.

2°. y=f(x) tenglama bilan berilgan egri chizig uzunligini hisoblash.

Faraz gilaylik, AB egri chiziq ushbu
y="1f(x) , a<x<b

tenglama bilan berilgan bo‘lsin. Bunda f(x) funksiya [a,b] segmentda
uzluksiz va uzluksiz f'(x) hosilaga ega.

[a,b] segmentning ixtiyoriy

P={Xy, X,-. Xy} (@=X, <X <...<X, =b)

bo‘laklashini olib, unga mos AB yoyiga chizilgan | siniq chizigni hosil
gilamiz. Bu siniqg chizigning perimetri

u(l)=:2j)J(xk+l X241 () — T ()T

bo‘ladi.
Har bir [x,,x.,] segmentda f(x) funksiyaga Lagranj teoremasini
go‘llab topamiz:
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u(l) = nz_l\/(xkﬂ =% )2 +[ (1) (X =X =
nZ 1+ F2(5) - (K = %) = f 1+ f%(r) A%,

bunda 7z, €[X,, X%, 4]

Bu tenglikdagi yig‘indining 1+ f'?(x) funksiyaning integral
yig‘indisidan farqi shuki, integral yig‘indida &, €[x,,%,,] nugta ixtiyoriy
bo‘lgan holda yuqoridagi yig‘indida esa 7z, nuqta Lagranj teoremasiga muvofiq

olingan tayin nuqta bo‘lishidadir. Ammo 1+ f'3(x)  funksiya
integrallanuvchi bo‘lganligi sababli & =z, deb olinishi mumkin. Natijada

n-1
u() = Y1+ £2 (&) - Ax
k=0
bo‘lib, undan
n—1 b
lim p(1) = lim 3 1+ £72(&) - Ax, = [1+ 2 (x)dlx
Ap—0 401 2o a

bo‘lishi kelib chigadi.
Demak, AB yoyining uzunligi

b
w1(AB) = [ 1+ f2(x)dx (2)
bo‘ladi. Bu formula yordamida yoy uzunligi hisoblanadi.
1-misol. Ushbu
X X
f(x):%(ea +e 2) (a>0, —-a<x<a)

tenglama bilan berilgan AB egri chizig‘ining uzunligi topilsin.
Bu tenglama bilan aniglanadigan chiziq zanjir chizig‘i deyiladi.
<« Ravshanki,

1 X _X
f’(X)=§(ea—e )

1 X X
1+f’2(x)=z(ea+e a)?

J1+ f2(x) = %(ea +e 2)

bo‘ladi. (2) formuladan foydalanib, zanjir chizig‘ining uzunligini topamiz:

O zMU MATEMATIK ANALIZ KAFEDRASI 213



MATEMATIK ANALIZ 2016

X X

R S a, > —
AB)= | =(e? +e 3)dx=—(e2 —e 2
1(AB) _Iaz( ) 2( )

= a(e—l). 2
_ e

a

3°. Parametrik ko‘rinishda berilgan egri chiziq uzun-ligini hisoblash.

Faraz gilaylik, AB egri chiziq ushbu
{X:W)’ (a<t<p)
y=y(t)

tenglamalar sistemasi bilan berilgan bo‘lib, (1) shartlar-ning bajarilishi bilan
birga ¢(t),w(t) funksiyalari [«, 8] da uzluksiz ¢'(t) hamda y'(t) hosilalarga
ega bo‘lsin.
[, £] segmentning ixtiyoriy
P={ty,ty,....t, } (a=t, <t <..<t, =)

bo‘laklashini ~ olib, ularga mos AB  yoyiniig A =A (X, Y,)
X =ot), Yy =) nugtalarini bir-biri bilan to‘g‘ri chiziq kesmasi
yordamida birlashtirishdan hosil bo‘lgan | siniq chiziq perimetri

u(l) = kz Joten) — otOF + v (o) - w E )T

ni garaymiz.
Lagranj teoremasidan foydalanib topamiz:

u(l) = l:i:\/(P'z(Tk) “(teg _tk)2 +l//’2(9k) “(tes _tk)2 =

n-1
:kz(:J\/(P'z(Tk)“//’z(@k)'Atk (Atk :tk+1_tk)

bunda
LS | T ey O €[t bt
Keyingi tenglikni quyidagicha yozib olamiz:

u(l) = :zj)wz(ﬁk)w'z(fk) At +

+§[J¢'2(rk)+w'2(9k)—J(p'z(ék)w'z(ék)]-Atk (*)

bunda,

& €[t teal
Modomiki,

Jo'2(t) + "2 (t) eCla, 5]

ekan unda
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Jo'2 @) +y'% (1) € Rla, 5]
bo‘lib,

.= 2 2 “ 2 2
fm > oG +v (@) M= [No P O+ 0dt ()

bo‘ladi.
Ixtiyoriy a, b, ¢, d hagigiy sonlar uchun ushbu

Va? +b? V2 +d?|<fa—c/+/b—d

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.
Bu tengsizlikdan foydalanib topamiz:

EWZ(TU 126 = o2 (&) + v P (E)IAL | <
< g‘(ﬂ'(fk) — (& )‘Atk + :Z_:‘l//,(ak) ' (& )‘Atk <

n-1 n-1
<o (@) At+ D o (v - At

k=0 k=0

') eRla, A, w'() eRla,p]

bo‘lganligi sababli
n-1
lim > [Jo' (z) +v'* (6) -
fm > [ (s k “
—? (&) + v (£)1At =0
bo‘ladi.

(3) va (4) munosabatlarni e’tiborga olib, 1, — 0 da (*) tenglikda limitga
o‘tsak, u holda AB yoyining uzunligi uchun

B
p(AB)=[ /¢ (1) +v” (1) dt (5)

bo‘lishi kelib chigadi. Bu formula yordamida yoy uzunligi hisoblanadi.

Mashqlar
1. Ushbu
t | P
:ICOSZdZ’ y:Ismde
1 £ 1

(1st < %) tenglamalar bilan berilgan egri chizigning uzunligi topilsin.
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2. Ushbu

X2 +y?=2, y:\/M

chiziglar bilan chegaralangan egri chizigli uchburchakning perimetri topilsin.

Adabiyotlar

1. Xudayberganov G., Vorisov A. K., Mansurov X. T., Shoimqulov B. A.
Matematik analizdan ma’rizalar, I g. T. “Voris-nashriyot”, 2010.

2. Fixtengols G. M. Kurs differensialnogo i integralnogo ischisleniya, 1 t.
M. «FIZMATLIT», 2001.

3. Tao T. Analysis 1. Hindustan Book Agency, India, 2014.
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Glossariy
1-ta’rif. Agar 4, —0 da AB yoyiga chizilgan siniq chiziq perimetri

n-1
u(l) = Z\/(Xk+1 - Xk)2 + [f (X)) — f (Xk)]2
k=0
chekli limitga ega bo‘lsa, AB yoy uzunlikka ega deyiladi.
Ushbu
;!,!TO“(') = u(AB)
limit AB yoyining uzunligi deyiladi.

Masalan, agar

f(x)=kx+C (a<x<h)

bo‘lsa, unda AB ning uzunligi

_ n-1
H(AB) = Tim 3\ (Xys = X0)” +K (X =%,)? =
PYk=0

— lim nz_1\/1+ K% (X — X ) =1+ k? - (b—a)

Ap—0 k=0
bo‘ladi.
Aytaylik, AB egri chizig ushbu

(o o
tenglamalar sistemasi bilan berilgan bo‘lsin.
Bunda:
1) o) eCla,f]l, () eCla,pl;
2) vi,t,ela,] , t #t, uchun (1)

ALY =Ale)  w(t))
Ay (Xy 1 Y2) = Ay (o(ty) , w(ty))
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nugtalar turlicha ;
3) t=a ga A nugta, t=/ ga B nugta mos kelsin.
[, ] segmentning ixtiyoriy
P={ty.t,,...t,} (a=t, <t <..<t,=p

bo‘laklashni olib, bu bo‘laklashning bo‘luvchi t, (k =0,,2,...,n) nugtalariga
mos kelgan AB yoydagi A, = A (X, VY,)
(X =ot) , Y, =w(t,); k=0,...,n) nugtalarni bir-biri bilan to‘g‘ri chiziq

kesmalari yordamida birlashtirib, AB yoyga chizilgan siniq chizig | ni hosil
gilamiz.

veol o A D

Bu sinig chiziq perimetri

u(l) = :Z_:\/[(p(tkﬂ) - o(t, )]2 +Hy (ty) —w(ty )]2
bo‘ladi.

2-ta’rif. Agar 1, — 0 da AB yoyiga chizilgan siniq chizig perimetri
1(1) chekli limitga ega bo‘lsa, AB yoy uzunlikka ega deyiladi.

Keys banki

39-keys. Masala o rtaga tashlanadi: Ushbu
xX*+y?=2 y= \/M

chiziglar bilan chegaralangan egri chizigli uchburchakning perimetri topilsin.
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Keysni bajarish bosgichlari va topshiriglar:
e keysdagi muammoni hal qilish mumkin bo’lgan asosiy formula,

tushuncha va tasdiglarni keltiring (individual va kichik guruhlarda);

e to'plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo'yilgan masalani yeching
(individual).
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39-amaliy mashg’ulot

6-mucon. Ywby

X

()= (ea+e J (a>0)

meHz2nama 6unaH 6epunzaH 32pu YUUKHUH2 (3AHMCUP YU3UFUHUH2) [— a, a]
opanukdaau éli y3yHnu2u monuscuH.

43rpy YN3UKHUHT Y3YHAUTUHK (1) dopmynagaH donganaHnb Tonamms.
PaBLUaHKu,

f(x)——(ea—e zJ 1+f’2(x)=%(e:+e_:J

J1+f%(x) = %(ea +eaJ

6ynaau. (1) popmynagaH domaanaHnb Tonamms:

I=j‘1 e ve e |ax=2er—e || =ale-1|n
2 2 e

7-muncon. Ywby

{x = a(t - sint)

y=a(l-cost) (0<t<2m)

6ynno,

meHanamanap cucmemacu 6unaH 6epunz2aH 32pu  YU3UK  EUUHUH2
(YuKknoudaHuH2) y3yHAU2U MONUCUH.

4By 3rpu  UYMBUKHWHT  y3yHAUTMHKM  Tonuwaa (2) <¢opmynagaH
dborpganaHamms.
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Paswankn, X'(t)=a(l-cost), y'(t)=asint,
x'2(t)+y'?(t)= a®(1- cost)’ +a’sin’t = 2a*(1- cost)

6ynno,

VX2 (t)+y"*(t) = ay/2(L - cost)

6ynaan. NsnaHaétraH arpm YN3UKHUHT Y3YHAUTH

2a

| = j‘a«/zil—cost it

0

6Ynaaun. by TEHITMKHUHT YHT TOMOHMAArM UHTErpaaHu xmMcobnammms:

Ia«/Zil cost)dt = aj'1/4 sin —_4aIS|n—d( )=—4a-cos%

Nemak, | =8a.»

2n

=8a.

rpu YM3NK EUMHUHT Y3YHIUTU TONUNCUH.

J>\U'I

2161.y = ,  0<x<9

U1I-l>

2162.y=g.\/x+12 (-11<x<-3)

1 5

2163.y=g(x3—gx3J 1<x<8

2164.y =Inx, 2/2<x<2.6
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2166.y = In(l—xz), —%5xs

2167.y =1-Incosx, 0<x<
X 2

2168.y=Z' 2—X", 0<x<1

2169.Yy = V1—X* +arcsinx, Osxsl%

2

2170.y =a-In 0<x<b, b<a

a’—x*'

1, 1

2171.y ==y —=Iny, 1<y<e
y 4 y 5 y y
2172.y? =(x-1)’,  2<x<5
2173.y =arcsine™, 0<x<1

2174.y = Insinx, <x<

w|3a
N a

2175.y =ve” —1—-argtgve™ -1, 0<x<1

[A2 2
2176.x=a-In2F ?/ Y _ Jai-y?, O<b<y<a

2177.x = t?, y=t-%-t3, 0<t<+/3
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2178.y =17, y=%(t2—3), 0<t<+/3
2179.y =acos’t, y=asin’t, 0<t<2n

2180.x =¢€'sint, y=e'cost, 0<t<

N a

2181.x=t—%sh2t, y = 2cht, 0<t<t,

2182.x = a(cost+tsint), y=a(sint-tcost)  0<t<2m
2183.r =ag, 0<op<2n

P

2184.r = )
1+coso

2185.r =a(l—sing), -
2186.r =ag®, 0<L@<4

2187.r=a-th%, 0<t<2nm
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Test
y=X, y=3x va x=1 to’g’ri chiziglar |1 0 2 -2
bilan chegaralangan shaklning yuzasini
hisoblang
y=X, y=3x va x=2 to’g’ri chiziglar | 4 0 -4 7
bilan chegaralangan shaklning yuzasini
hisoblang
y=x to’g’ri chiziq va y=x* egri chiziq| 1 2 1 5
bilan chegaralangan shaklning yuzasini | 6
hisoblang
2 2 b
%+§=1 ellips bilan chegaralangan e 2 3 4
shaklIning yuzini hisoblang
x*+y*+2z°=1 sfera bilan chegaralangan | 4 4 -2 9
jismning hajmini hisoblang. 3 3
© ! -4 4 16
jx dx 3 3
0
0 *( 2 1 1
_jl 6(2x+1)" dx > 3
o *3+3e |e 1, 5
3e*dx e
-1
7 dx *In2 0 In3 In3-1
s X—95
T *4 1 -1 -2
2sin xdx
0
2 *
J2xax 4 2 5 1
2z ) *
;[SII‘IZXdX 0 1 1 2
Vg *
”J;27cosxdx 7 0 1 D
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s ) n> | in
) x— In2 n> N3 1
0 <1 1 -3 -1
j(2x+1) dx 3
-1
0 * -1
jZede 2—2e e l—l 5
-1 €
*
s, 1 x4 2X+5+Ccosx+51X 9% +C

I(X 1 zjdx—? — +arctgx+C

+X 4
712 *6 -1 0
J. 6cos xdx )
0
- 1+ x°
L 30x L7 [0 1 1
'([ 1—x? 2

(x) d>{ i(})ﬂf 55)‘}1;((x)dx L

*
. . . LI TSI S 19 b
Quyidagi tengliklardan gaysi biri o‘rinli’ ,[ F(x)d = _i ‘
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40-mavzu. Aniq integralning
tadbiqglari

40-ma’ruza

Reja
1°, Aylanma jism yuzi.
2°. Inersiya momenti.
3°. 0'zgaruvchi kuchning bajargan ishi.

1°. Aylanma sirtning yuzi va uni hisoblash

1. Aylanma sirt va uning yuzi tushunchasi. Ma’lumki, to‘g‘ri chiziq
kesmasini biror 0‘q atrofida aylantirishdan silindrik, konus (kesik konus) sirtlar
hosil bo‘ladi. Bu sirtlar yuzaga ega va ular ma’lum formulalar yordamida
topiladi.

Aytaylik, f(x)eC[a,b] bo‘lib, ¥xe[a,b] da f(x)>0 bo‘lsin. Bu

funksiya grafigi AB yoyini tasvirlasin (20-chizma )

¥
5 B

20-qm3ra

AB yoyni Ox o‘qi atrofida aylantirishdan hosil bo‘lgan sirt aylanma sirt
deyiladi. Uni I7 deylik. [a,b] segmentni ixtiyoriy

P={Xy, X,-- -, X} (a=X%, <X <...<X, =b)
bo‘laklashni olaylik. Bu bo‘laklashning har bir
X (k=012,...,n)

bo‘luvchi nugqtalari orqali Oy o‘qiga parallel to‘g‘ri chiziglar o‘tkazib, ularning
AB yoyi bilan kesishish nugtalarini A, = A (x., f(x,)) bilan belgilaylik.

O zMU MATEMATIK ANALIZ KAFEDRASI 226



MATEMATIK ANALIZ 2016

(A=A A, =B; k=012,...,n) Bu nuqtalarni o‘zaro to‘g‘ri chiziq kesmalari
bilan birlash-tirib, AB yoyiga L siniq chizig chizamiz.

AB yoyini Ox o‘qi atrofida aylantirish bilan birga L siniq chizigni ham
shu o‘q atrofida aylantiramiz. Natijada kesik konus sirtlarining birlashmasidan
tashkil topgan K sirt hosil bo‘ladi. Bu K sirt yuzaga ega va uning yuzi

w(K)=27 Zf““Z”“”)ﬂaﬂ %) T () F )T

ga teng. (Bunda kesik konusning yon sirtining yuzini topish formulasidan
foydalanildi).
Ravshanki, K sirt, binobarin uning yuzi x(K) [a,b] segmentning

bo‘laklashlariga bog‘liq bo‘ladi.
1-ta’rif. Agar Ve >0 son olinganda ham shunday & >0 son topilsaki,
[a,b] segmentning diametri 4, <& bo‘lgan ixtiyoriy P bo‘laklashi uchun
‘,u(K)—S‘ <e (SeR)
tengsizlik bajarilsa, S son x(K) ning A, — 0 dagi limiti deyiladi:
fim () =S,

2-ta’rif. Agar 1, —0 da x(K) yig‘indi chekli S limitga ega bo‘lsa, 17
aylanma sirt yuzaga ega deyiladi.

Bunda S son 77 aylanma sirtning yuzi deyiladi:

S =u(Il).
Demak,
L f(x )+ F(X.q)
(= fim 273, kz 1) g = %)+ () — F )P
p%

2. Aylanma sirt yuzini hisoblash. Faraz gilaylik, f(x) € C[a,b] bo‘lib,
u [a,b] segmentda uzluksiz f'(x) hosilaga ega bo‘lsin.

Bu funksiya grafigi AB yoyini Ox o‘qi atrofida aylantirishdan hosil

bo‘lgan /7 aylanma sirtning yuzini topamiz.
<« [a,b] segmentning ixtiyoriy P bo‘laklashini olib, yuqoridagidek

w(K) =27 Zf““;”““)ﬂmﬂ %) 1 () — T (40T

yig‘indini tuzamiz.
Lagranj teoremasiga ko‘ra
f(Xisa) = T ) = TG0 X —X) = () - A%,
bo‘ladi, bunda &, €[X,,X,,,]. Natijada

ILI(K) 27 Zf(xk)+ f(xk+1) Il f!2(§k AXk

bo‘ladi.
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Keyingi tenglikni quyidagicha yozib olamiz:
n-1 n-1
H(K) = Zﬂkgo F(GOVI+ 2 (S0 + ﬁ{kgo[(f (%) -
= (&) + (F (%a) = TGN+ 2 (&A%, } :

f'(x) € C[a,b] bo‘lganligi sababli

f (x)y1+ f2(x) e R[a,b]

1)

bo‘ladi. Demak, 1, —0 da
n-1 b
2wy F(ENI+ 2 (E)AX, — 27 [ f()y1+ F'2 (x)dx (2)
k=0 a

Ravshanki,

J1+ £'2(x) eC[a,b].

Demak, bu funksiya [a,b] da o‘zining maksimum qiymatiga ega bo‘ladi.

Uni M deylik:
M = max 1+ f'?(x) .

a<x<b

f(x) funksiya [a,b] segmentda tekis uzluksiz. Unda V& >0 olinganda ham,

m ga ko‘ra shunday 6 >0 son topiladiki, 1, <& bo‘lganda
‘f(xk)_ (fk)‘ W ‘f(xk+1) (fk)‘

bo‘ladi. Shularni e’tiborga olib topamiz:

{:Z_;[(f (%) = (GO +(F (Xe0) = F(ENNL+ (5 -AXK} :

< ST ()= T 1 () FENNLF T7(E0) %, <

=0

2M(b a)

=

A
<

&
{ZM(b a) 2M(b—) Z L

Bundan ;tp — 0 da

:Z:(:l)[(f(xk)_f(&k))"’(f(xkﬂ)_f(fk))]'\/l-l'flz(é:k)Axk_)O 3)

bo‘lishi kelib chigadi.
A, =0 da (1) tenglikda limitga o‘tib, (bunda (2) va (3) munosabatlarni

e’tiborga olib) aylanma sirtning yuzi uchun
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y(n)=27sz(x) 1+ f'2(x)dx (4)

bo‘lishini topamiz. »
1-misol. Ushbu

X —X

f(x):g(ea te2), a>0 0<x<a

zanjir chizig‘ini Ox o0°q atrofida aylantirishdan hosil bo‘lgan aylanma sirtning
yuzi topilsin.
<« Ravshanki,

X —X

1 - -
_ ea _e a

2( )
(4) formuladan foydalanib, izlanayotgan aylanma sirtning yuzini topamiz:

f'(x) =

X X

u(Il) = Zﬁjg(ea + e_a)\/1+%(ea —e 2)2dx =
0

md * X mad _2x
:?j(ea+e a)zdx:?j(ea +2+e a)dx=
0 0

mala > a > )
=—|—-e? +2x——e @
2[2 2 }

0
Aytaylik, AB egri chiziq yuqori yarim tekislikda joylashgan bo‘lib, u

ushbu
{X = o(t)

2
:ﬂ%(e2 —e+4) >

Y-y @5

parametrik tenglamalar sistemasi bilan berilgan bo‘lsin. Bunda ¢(t), w(t)
funksiyalari [«, #] da uzluksiz va uzluksiz ¢'(t),w'(t) hosilalarga ega. Bu egri
chizigni Ox o‘qi atrofida aylantirishdan hosil bo‘lgan aylanma sirtning yuzi

B
w(IT) = 2z [y (O (O +y ' (0) dt (5)

bo‘ladi.
2-misol. Ushbu
x> +(y-2)°%=1
aylanani Ox o‘qi atrofida aylantirishdan hosil bo‘lgan aylanma sirtning
(torning) yuzi topilsin.
<« Aylananing tenglamasini quyidagicha
X = ¢@(t) = cost

0<t<2
y=w(t)=2+sint ( 7)
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parametrik ko‘rinishda yozamiz.
Izlanayotgan aylanma sirtning yuzi, (5) formulaga ko‘ra

u(I) = 27;7 (2+sint)y/(cost)’? + (2 +sint)'? dt =

2
=27 [(2+sint)dt =87z°
0

bo‘ladi. »

2°. Inersiya momenti.

Mexanikada moddiy nuqgta harakati muhim tushunchalardan biri
hisoblanadi.
Odatda, o‘lchami etarli darajada kichik va massaga ega bo‘lgan jism
moddiy nuqgta deb garaladi.
Aytaylik, tekislikda m massaga ega bo‘lgan A moddiy nuqta berilgan
bo‘lib, bu nuqtadan biror | o‘qgacha (yoki O nuqtagacha) bo‘lgan masofa r ga
teng bo‘lsin.

Ushbu
J=mr?
migdor A moddiy nugtaning | o‘qqa (O nuqgtaga) nisbatan inersiya momenti
deyiladi.

Masalan, A= A(X,y) moddiy nugtaning koordinata o‘qlariga hamda
koordinata boshiga nisbatan inersiya momentlari mos ravishda

Jo=my? , J,=mx*, Jg=myx®+y?
bo‘ladi.

Tekislikda, har biri mos ravishda
My, M, My ,.....M 4
massaga ega bo‘lgan moddiy nugtalar sistemasi
Ao AL Ay oA}

ning biror | o‘qga (O nuqtaga) nisbatan inersiya momenti ushbu
n-1

3, =2 mer’
k=0
yig‘indi bilan ta’riflanadi, bunda r, — A, nuqgtadan | o‘qgacha (O nuqgtagacha)
bo‘lgan masofa (k =0,1,2,...,n-1).
Faraz gilaylik, y = f(x) egri chiziq yoyi AB bo‘yicha zichligi p =1 ga
teng massa tarqatilgan bo‘lib, bunda f(x) funksiya [a,b] segmentda uzluksiz
hamda uzluksiz f'(x) hosilaga ega bo‘lsin.
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Ravshanki, bu holda massa yoy uzunligiga teng bo‘ladi:
b
m = [y1+ f(x) dx.
a

[a,b] segmentning ixtiyoriy
P={Xp, X,,--.X,} (@=X%,<X <..<X,=h)
bo‘laklashini olamiz. Bu bo‘laklash AB yoyni
A =A(x, f(x)) k=012..n-1
nugtalar bilan n ta A A, (A, = A, A _, = B) bo‘lakka ajratadi. Bunda A A, ,
bo‘lakning massasi

Xk+1
m = [ y1+f2(x)dx (k=012,..,n-1)
Xk

bo‘ladi. O‘rta qiymat haqidagi teoremadan foydalanib topamiz:

m, =1+ f'2(&,) - AX,,

&k €% X 1 s AXy = Xpn — X,

bunda,

Ma’lumki,
& &) (k=012,....n-1)

moddiy nuqtaning koordinata o‘qlariga hamda kordinata boshiga nisbatan
inersiya momentlari mos ravishda

I =My - f2(& )= fz(é:k)'\ll‘F f'2(&) - Ax,,
Iy =M, & =& 1+ f'2(&) - Ax,,

Jo=m (& + F2(E)) = (& + T2(E)) 1+ F2(&) - A%,
bo‘ladi. Unda ushbu
{(&o, F(S0)), (&, F(&) e (Gnrs T (Sha))}

moddiy nugtalar sistemasining inersiya momentlari mos ravishda

3 = nz_lfz( k)'\/l"‘ F2(&) - A,
k=0
10 =S i 1) ax,
k=0
n-1
I = kgo(ff +£2(5)) -1+ F12(E) - Axy,

tengliklar bilan ifodalanadi.
Agar P bo‘laklashning diametri 4, nolga intila borsa, unda har bir
A A, yoyning uzunligi ham nolga intila borib, yuqoridagi

J)((n)’ J)(/n)’ J(()n)’
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yig‘indilarning limitini massaga ega bo‘lgan AB egri chizigning mos ravishda
koordinata boshi hamda koordinata o‘qlariga nisbatan inersiya momentlarini
ifodalaydi deb garash mumkin.

Ayni paytda,
(n) _ 12
JII’EOJ jf W1+ f2(x)dx ,
(n) _ 2 12
JlrEon !x 1+ f2(x)dx ,
b
JimoJén) = [(x* + £ 2(x))y1+ £2(x) dx
P a
bo‘ladi.

Demak, massaga ega bo‘lgan AB egri chizigning koordinata o‘qlariga
hamda koordinata boshiga nisbatan inersiya momentlari aniq integrallar
yordamida topiladi:

J. =

X

f2(x W1+ f2(x) dx ,

QD —— T

b
, =[x 1+ 2 () dx
a

Jo :j(x2 + F2(X)y1+ f3(x)dx.
a
3°. O‘zgaruvchi kuchning bajargan ishi.

Biror jismni Ox o°‘qi bo‘ylab, shu o‘q yo‘nalishida bo‘lgan F = F(X)
kuch ta’siri ostida a nuqtadan b nugtaga (a <b) o‘tkazish uchun bajaril-gan
ishni topish lozim bo‘lIsin.

Ravshanki, jismga ta’sir etuvchi kuch o‘zgarmas, ya’ni

F(x) = C —const
bo‘lsa, unda jismni a nugtadan b nuqtaga o‘tkazish uchun bajarilgan ish
=C-(b—a)

ga teng bo‘ladi.

Aytaylik, jismga ta’sir etuvchi kuch X ga (xe[a,b]) bog‘lig bo‘lib, u
[a,b] da uzluksiz bo‘lsin:

F =F(x) eC[a,b].
[a,b] segmentning ixtyoriy
P={Xg, X oo X, } (@=X%, <X <..<X, =D)
bo‘laklashini olib, bu bo‘laklashning har bir
[X, s X111 (k=012,....n-1
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bo‘lakchasida ixtyoriy & &, €[X, X 1], (k=012...,n-1) nuqgta olamiz.
Agar har bir [X,,X,,;] da jismga ta’sir etuvchi kuchni o‘zgarmas va u
F(&,) ga teng deyilsa, u holda [X,, X, ;] oraligda bajarilgan ish (kuch ta’sirida
jismni x, nugtadan x,,, nuqtaga o‘tkazish uchun bajarilgan ish) taxminan
F(Si) - (X — %)

formula bilan, [a,b] oraliqda bajarilgan ish esa , taxminan

AzéF(fk)‘(xkﬂ_Xk)zéF@k)'Axk (1)

formula bilan ifodalanadi.

P bo‘laklashning diametri A, nolga intila borganda yuqoridagi

yig‘indining qiymati izlanayotgan ish miqdorini tobora aniqroq ifodalaydi. Bu
hol 4, —>0 da (1) yig‘indi-ning chekli limitini bajarilgan ish deyilishi

mumkinli-gini ko rsatadi.
Demak,

n-1
Ap—0 k=0
Modomiki, F(x) € C[a,b] ekan,
n-1 b
lim > F(&)-Ax, = [ F(x)dx
ﬂp—>0 k=0 3
bo‘ladi.
SHunday qilib, o‘zgaruvchi F(x) kuchning [a,b] dagi bajargan ishi
b
A= [F(x)dx 2)
a

formula bilan ifodalanadi.
Misol. Vintsimon prujinaning bir uchi mustahkamlan-gan, ikkinchi
uchiga esa F = F(x) kuch ta’sir etib, prujina gisilgan (21-chizma)

N

N

21-chizma
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Agar prujinaning qisilishi  unga ta’sir etayotgan F(x) kuchga
proporsional bo‘lsa, prujinani a birlikka gisish uchun F(x) kuchning bajargan
ishi topilsin.

<4 Agar F(X) kuch ta’sirida prujinaning qisilish miqdorini X orgali
belgilasak, u holda

F(x) = kx
bo‘ladi, bunda k-proporsionallik koeffitsienti (qgisilish koeffitsienti). (2)
formulaga ko‘ra bajarilgan ish

bo‘ladi. »

Mashglar

1. Uchburchak asosiga nisbatan inersiya momentini topilsin.
2. Asosining radiusi R, balandligi H bo‘lgan parabo-loid shaklidagi
gozondan, undagi suvni chigarishga sarflan-gan ish hisoblansin.

3. Aytaylik, AB egri chiziq x=¢lt) y=wl(t) (@ <t<p) tenglamalar
bilan berilgan bo‘lib, ¢(t) va w(t) funksiyalar [, ] da uzluksiz ¢'(t) va
l//'(t) hosilalarga ega bo‘lsin. Bu egri chizigni OX o°‘qi atrofida
aylantirishdan hosil bo‘lgan aylana sirtining yuzi

B
P=2z[p(tNe(M)+y" [t ((t)>0)

bo‘lishi isbotlansin.

4. Ushbu
2ay = x* —a? (OSXSZ\/Ea)
parabolani OY o‘qi atrofida aylantirishdan hosil bo‘lgan aylana sirtining yuzi
topilsin.
Adabiyotlar

1. Xudayberganov G., Vorisov A. K., Mansurov X. T., Shoimqulov B. A.
Matematik analizdan ma rizalar, I q. T. “Voris-nashriyot”, 2010.

2. Fixtengols G. M. Kurs differensialnogo i integralnogo ischisleniya, 1 t.
M. «kFIZMATLIT», 2001.

3. Tao T. Analysis 1. Hindustan Book Agency, India, 2014.
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Glossariy

1-ta’rif. Agar Ve >0 son olinganda ham shunday o >0 son topilsaki,
[a,b] segmentning diametri 4, <& bo‘lgan ixtiyoriy P bo‘laklashi uchun

‘,u(K)—S‘ <e (SeR)
tengsizlik bajarilsa, S son x(K) ning 2, — 0 dagi limiti deyiladi:
fim )=
2-ta’rif. Agar 1, — 0 da u(K) yig‘indi chekli S limitga ega bo‘lsa, 11
aylanma sirt yuzaga ega deyiladi.

Bunda S son 77 aylanma sirtning yuzi deyiladi:
S =u(Il).

Demak,

LE(X )+ T (Xup)

u(IT)= lim 2ﬂz A = %) 2 +IF (%) - T

p%
Aylanma sirt yuzini hisoblash. Faraz gilaylik, f(x) € C[a,b] bo‘lib, u
[a,b] segmentda uzluksiz f'(X) hosilaga ega bo‘lsin.

Bu funksiya grafigi AB yoyini Ox o‘qi atrofida aylantirishdan hosil
bo‘lgan /7 aylanma sirtning yuzini topamiz.

<« [a,b] segmentning ixtiyoriy P bo‘laklashini olib, yuqoridagidek

u(K)=27 zf(xk“z”xk“) SO )2+ ()~ TP

yig‘indini tuzamiz.
Lagranj teoremasiga ko‘ra
f (Xea) = F ) = F(E) Ker — %) = £1(E) - A%

bo‘ladi, bunda &, <[x,,X,,]. Natijada
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1(K) = 27 Zf(xk)+f(xk+1) /1+f'2(§k)AXk

bo‘ladi.
Keyingi tenglikni quyidagicha yozib olamiz:

u(K) =27z:z:: FEOLT T2 (E)A%, +7r{§[(f (%) —
CE @)+ (F (k) — FENLE T2 (E)A% |

f'(x) € C[a,b] bo‘lganligi sababli

1)

f (x)\1+ f'2(x) € R[a,b]

bo‘ladi. Demak, 1, — 0 da

Zﬂnz_lf(fk)w/l+ f'2(&)A%, — Zan(x) 1+ f'2(x)dx (2)
k=0 a

Ravshanki,
J1+ f2(x) eC[a,b].
Demak, bu funksiya [a,b] da o‘zining maksimum qiymatiga ega bo‘ladi.
Uni M deylik:

M = max 1+ f'?(x) .

a<x<b

f (x) funksiya [a,b] segmentda tekis uzluksiz. Unda V& >0 olinganda ham,

S ga ko‘ra shunday 6 >0 son topiladiki, 1, <& bo‘lganda
2M (b —a)

‘f(xk f(é:k)‘ ‘f( ki1) ~ f(gk)‘

2M(b 2M(b a)

bo‘ladi. Shularni e’tiborga olib topamiz:
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[(f (X )= F(ED) + (F (X)) - f(fk))]\ll"‘ f2 (&) Axk}
Uf(xk)—f(fk)\+\f(xk+1) fEJINL+ F2(&) - Ax, <
{ ¢ } Z X, <E .

M (b-a) 2M(b a)

IA —_—
=~ S
M2 LML

T
o

A
<

Bundan Ay — 0 da

§[<f<xk>—f(ﬁk»+(f<xm)—f(ék))]- 1 @) M >0 (3)

bo‘lishi kelib chigadi.
A, — 0 da (1) tenglikda limitga o°tib, (bunda (2) va (3) munosabatlarni

e’tiborga olib) aylanma sirtning yuzi uchun
b
y(H):ZﬂIf(X) 1+ f'2(x) dx 4)
a

bo‘lishini topamiz. »

Keys banki
40-keys. Masala o'rtaga tashlanadi: Aytaylik, AB egri chiziqg
x=o(t), y=w(t) (@ <t<p) tenglamalar bilan berilgan bo‘lib, ¢(t) va w(t)
funksiyalar [a, ] da uzluksiz @'(t) va w'(t) hosilalarga ega bo‘lsin. Bu egri
chizigni OX o‘qi atrofida aylantirishdan hosil bo‘lgan aylana sirtining yuzi

B
P =2z [p(the'(t)+y 2 ()t (p(t)=0)

bo‘lishi isbotlansin.

Keysni bajarish bosgichlari va topshiriglar:
e keysdagi muammoni hal gilish mumkin bo’lgan asosiy formula,

tushuncha va tasdiglarni keltiring (individual va kichik guruhlarda);

e to'plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo'yilgan masalani yeching
(individual).

O zMU MATEMATIK ANALIZ KAFEDRASI 237




MATEMATIK ANALIZ 2016

40-amaliy mashg’ulot

10-mucon. Ywby

f(x)=%(ea+e_aJ (0<x<a, a>0)

sauwcup yusuruHu OX yku ampodguda aiinaHuwudaH xocun 6ynzaH
CUPKHUH2 F03U MONMU/ICUH.

<«4PaBLIaHKW,

f'(x)=%(e:—e_:}

tOkopuparn (1) dopmynagaH donaganaHnb w3naHaAETraH CUPTHUHT
t03aCMHU TOMAMMU3:

X X X x \ 2 af x X 2
S=2nj§(ea+e aJ 1+E(ea—e a) dx=n—aj{ea+e aJ dx =
5 2 4 29

11-mucon. Ywby
x> +(y-2) =1

aiinananu OX yKku ampoguda aiinaHuwdaH xocun 6yn2aH CUPMHUH2
(mopHuH2) 103U monuscuH.

dbepunraH ainaHaHMHT TEHITAMaCUHN Kynaarnya

X = COst,
_ (0<t<2m)
y =2+sint
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napameTpuK KypuHULWAa €316 onamms:

2n ' ’
S= 2nj(2+sint)\/(cost) g (2+sint) “dt =
0

2n 11:
= 2n [ (2+sint)dt = 2n(2t - cost) ‘Z =8n’.»
0

Kyingaru arpy UMsmMkIapHM alnaHTUpUWIAAH XO0CcuAn 6ynraH ainaHma

CUPTNAPHVHT 103/1aPU TOMWUACUH.
3 2 2 y
2193.y =X"; X= _5’ X= g; OX VKku atpodpuaa

2194.9y° = X(3 - X)Z, 0<x<3; OX yku atpodunaa

2195.y2 =2X, 0<x< g; OX yku atpodumaa
2196.y =tgx, 0<x< g; OX yku atpoduaa

2197.X =acost, y=asint; OX yku atpoduaa

. /1"
2198.x =e'sint, y=e'cost, 0<t< E; OX yku atpoduga

X
2199.y =X- \/: 0<x<a; OX ykuarpodpuaa
a

2200.3%° + 4y2 =12; OX yku atpodumaa

2201.X = t(3 - tz), y=t*, - J3<x< \/§, OX yku atpodumaa
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2202.y =e™, 0<x<a; OX yku atpoduaa
2203.y =sinX, 0<x<m; OX yku atpoduaa

2204.y* =4+X, -4<x<2; OXyku atpoduaa

2 2 2
2205.x3 +y3 =a®; OX yku atpoduaa

2206.X = a(t -S int), y= a(l - COSt); OX Vyku atpoduga
2207.r = a(1+ COS(p); KyT6 YKku atpodunaa

2208.r% = 2a2C082(p KyTb VKU1 aTpodumaa.
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Test

1. Qachon aylanma sirt yuzaga ega bo’ladi?
A) Agar 1, — 0 da u(K) yig‘indi chekli S limitga ega bo‘lsa
B) Agar 4, — 0 da u(K) yig‘indi chekli S limitga ega bo‘Imasa
C) Agar 4, —»1da u(K) yig‘indi chekli S limitga ega bo‘lsa
D) Agar 1, —»1 da u(K) yig‘indini limiti cheksiz bo‘lsa
2. Berilgan y=3x funksiyani [0,4] segmentdagi yoy uzunligi topilsin?
A) 410
B) 10
C)o0
D)7
3. Qaysi funksiyani [1,9] kesmadagi yoy uzunligi eng katta bo’ladi?
A) y=8x
B) y=4
C) y=3x+1
D) y=x
4. y=x funksiyani [0,1] segmentda Ox o‘qi atrofida aylantirishdan hosil
bo‘lgan 77 aylanma sirtning yuzini toping?
A) A
B) V2
C) »
D)2
5. Aylanma sirt yuzini topish formulasini toping?

A) Zﬂj-f(X) 1+ f'2(x) dx
B) 27[]1 1+ f"2(x) dx
C) Tf(x) 1+ £ 2(x) dx

b
D) 24 1— f2(x) dx

6. Yoy uzunligi topish formulasi topilsin?

A) _T 1+ f'2(x) dx
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b

B) 24 1— f'2(x) dx
X

C) 2;zj 1+ f2(x) dx

b
D) 2[ {1+ "2(x) dx

7. O‘zgaruvchi F(X) kuchning [a,b] dagi bajargan ishi Qaysi formula
yordamida topiladi?

b
A) A= [F(x)dx
B) AziF’(x)dx
C) A= 27Z.b[ f (X)y/1+ f'3(x) dx

b
D) A=j 1+ f2(x) dx

8. Agar F(x)=C bo’lsa [1,6]dagi bajarilgan ish nimaga teng?
A) 5C
B) 6C
C)C
D)0
9. Ushbu

X —X

f(x):g(ea+ea), a>0, 0<x<a

zanjir chizig‘ini OX o°‘q atrofida aylantirishdan hosil bo‘lgan aylanma sirtning
yuzi topilsin?

2
A) ”j (e*—e?+4)

(¢ —e?)

ra
B) 2
ra’

D) za’
10.  Agar egri chiziq parametrik ko’rinishda berilgan bo’lsa , egri
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chizigni 0’q1 atrofida aylantirishda hosil bo’lgan aylanma sirtning yuzini toppish
formulasi?

B
A) 27 [y (OV#? ©)+y (1) dt
B) 2;zf @ (1) +y % (t) dt

;
C) 2x j w(t)dt

B
D) [wOV#* ) +y™ (1) dt
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41-mavzu. Chegaralari cheksiz
xosmas integrallar

41-ma’ruza

Reja
1°. Chegaralari cheksiz xosmas integral tushunchasi.
2°. Yaginlashuvchi xosmas integralning sodda xossalari.

3°. Xosmas integralning yaginlashuvchiligi.

1°.Chegaralari cheksiz xosmas integral tushunchasi.

f (x) funksiya [a,+0) oraliqda (a € R) berilgan bo‘lib, ixtiyoriy [a,t] da
(a <t <+) integrallanuvchi bo‘lsin: f(x) € R([a,t]).
Ushbu

F(t) =} f (x)dx

belgilashni kiritamiz.
1-ta’rif. Agar t >+ da F(t) funksiyaning limiti mavjud bo‘lsa, bu
limiti f(x) funksiyaning [a,+ ) cheksiz oraliq bo‘yicha xosmas integrali

deyiladi va
Tf (x)dx
kabi belgilanadi: ’
Tf (x)dx = tier F(t) = tirﬂj f (x)dx. 1)

(1) integralni chegarasi cheksiz xosmas integral ham deb yuritiladi.

Qulaylik uchun, bundan keyin ‘“chegarasi cheksiz xosmas integral”
deyish o‘rniga “integral” deymiz.

2-ta’rif. Agar t —>+o0o da F(t) funksiyaning limiti mavjud va chekli
bo‘lsa, (1) integral yaqinlashuvchi deyiladi.

Agar t > +oo da F(t) funksiyaning limiti cheksiz yoki mavjud bo‘lmasa,
(1) integral uzoglashuvchi deyiladi.

Misol. Ushbu
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Ie_xdx
0
integralni garaylik. Bu holda
t
F(t)=[e™dx=—" +1
0

bo‘lib,
lim F(t) =1

t—+o0
bo‘ladi.
Demak, berilgan integral yaginlashuvchi va

Te_xdx =1.
0

2-misol. Ushbu

+00
| d_:: (a>0, a>0)
a
integral uchun
gy Int—Ina, arap « =1 6yuca
F (t) = J— = t'(Z+1 a-a+l ,
2 X” , arap a #106ynca

—a+1-—a+1
bo‘lib, t — +oo da

al—a
F() —» (a>1),
o —
F(t) > 4+ (a L1
bo‘ladi.
Demak,
T°dx
a Xa
integral « >1 bo‘lganda yaqinlashuvchi, « <1 bo‘lganda uzogqla-shuvchi
bo‘ladi.
3-misol. Ushbu
+00
[ cosxdx
0

integral uzoqlashuvchi bo‘ladi, chunki t — +oo da
t
F(t) = [cosxdx =sint
0

funksiyaning limiti mavjud emas.
YUqoridagidek,
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a ~+00
[ f(odx, [ f(x)dx
xosmas integrallar va ularning yaqinlashuvchiligi, uzoqlashuvchiligi ta’riflanadi:

T f(x)dx:tlir[l Tf(x)dx :

+joof(x)dx: lim Tf(x)dx :

V——0o0
2°. Yaginlashuvchi xosmas integralning sodda xossalari.

Xosmas integralning turli xossalarini f(x) funksiyaning [a,+0) oraliq
bo‘yicha olingan

o0
[ f(x)dx
integrali uchun bayon etamiz. Bu xossalzrni
T f (x)dx , +fof(x)dx
integrallar uchun keltirishni o‘qlloi/chiga havol_aiO etamiz.

+00
1-xossa. Agar I f (x)dx integral yaginlashuvchi bo‘lsa, u holda
a

Tf (x)dx (a<b)
integral ham yaqinlashuvchi bo‘ladliJ va aksincha . Bunda
o0 b oo
[ £()dx=[ fdx+ [ f(x)dx (2)
tenglik bajariladi. : ’ ’
2-xossa. Agar Tf (x)dx integral yaqinlashuvchi bo‘lsa, u holda
a

I C- f(x)dx ham (C =const) yaqinlashuvchi bo‘lib,
a

[C- f(x)dx=C [ f(x)dx
a a
bo‘ladi.

+o0
3-xossa. Agar j f (X)dx integral yaginlashuvchi bo‘lib, VX €[a,+x) da
a
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f(x) >0 bo‘lsa, u holda
[ f0dx >0
a

bo‘ladi.

4-xossa. Agar | f(x)dx va [g(x)dx integrallar yaginla-shuvchi bo‘lsa,
a a
u holda j (f(x) £ g(x))dx integral ham yaginla-shuvchi bo‘lib,
a

[(F)+g(x))dx= | f(x)dx+ [g(x)dx
a a a
bo‘ladi.
5-xossa. Agar Vxe[a+w) da f(x)<g(x) bolib, [f(x)dx va

I g(x)dx integrallar yaqinlashuvchi bo‘lsa, u holda
a

Tf (x)dx < +ng(x)dx

bo‘ladi.

2)- 5)- xossalarning isboti xosmas integral va uning yaginlashuvchiligi
ta’riflaridan bevosita kelib chigadi.

Faraz gilaylik, f(x) va g(x) funksiyalar [a,+) da berilgan bo‘lib,
f(x) funksiya chegaralangan (m< f(x)<M, xe[a,+x)), g(x) funksiya esa
0°z ishorasini o°‘zgartirmasin (VX €[a,+o0) da har doim g(x) >0 yoki g(x) <0)

6-xossa. Agar [ f(x)-g(x)dx va [g(x)dx integrallar yagin-lashuvchi
a a
bo‘lsa, u holda shunday o‘zgarmas u(m < u < M) topiladiki,

Tf (x)- g(x)dx = yTg(x)dx (3)

bo‘ladi.
Odatda, bu xossa o‘rta qiymat haqidagi teorema deyiladi.

3°. Xosmas integralning yaginlashuvchiligi.

Aytaylik, f(x) funksiya [a,+x) oraliqda berilgan bo‘lsin.
Ma’lumki,
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[ £(x)dx
a
xosmas integralning yaqinlashuvchiligi ushbu
t
F(t) :j f (x)dx (t>a)

funksiyaning t — +o da chekli limitga ega bo‘lishidan iborat.
13-ma’ruzada funksiyaning chekli limitiga ega bo‘lishi hagidagi Koshi
teoremasi, ya’ni F(t) funksiyaning t — +oo da chekli limitga ega bo‘lishi uchun
Ve>0, Jt,>a, Vt'>t,, vt >t
IF(t")—F(t)<e
tengsizlikning bajarilishi zarur va etarli ekani keltirilgan edi.
Bu tushuncha va tasdigdan

[ f(x)dx (4)
a
xosmas integralning yaginlashuvchiligini ifodalaydigan quyidagi teoremaga

kelamiz.
Teorema (Koshi teoremasi). (4) integralning yaginla-shuvchi bo‘lishi
uchun Ve >0 son olinganda ham shunday t,eR (t,>a) topilib, ixtiyoriy

t'>t,, t"" >t, bo‘lganda
<&

tj f (x)dx
’

tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.

Mashglar
1. Ushbu

+00

[ xsin xdx
0
xosmas integral yaqginlashuvchi bo‘ladimi?

Adabiyotlar

1. Xudayberganov G., Vorisov A. K., Mansurov X. T., Shoimqulov B. A.
Matematik analizdan ma rizalar, I q. T. “Voris-nashriyot”, 2010.

2. Fixtengols G. M. Kurs differensialnogo i integralnogo ischisleniya, 1 t.
M. «kFIZMATLIT», 2001.

3.  Tao T. Analysis 1. Hindustan Book Agency, India, 2014.
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Glossariy
1-ta’rif. Agar t — +oo da F(t) funksiyaning limiti mavjud bo‘lsa, bu
limiti f(x) funksiyaning [a,+ o) cheksiz oraliq bo‘yicha xosmas integrali

deyiladi va
Tf (x)dx
kabi belgilanadi:
Tf (x)dx = tinjw F(t) = tirﬂoj f (x)dx. (1)

(1) integralni chegarasi cheksiz xosmas integral ham deb yuritiladi.

Qulaylik uchun, bundan keyin “chegarasi cheksiz xosmas integral”
deyish o‘rniga “integral” deymiz.

2-ta’rif. Agar t — +oo da F(t) funksiyaning limiti mavjud va chekli
bo‘lsa, (1) integral yaginlashuvchi deyiladi.

Agar t - +oo da F(t) funksiyaning limiti cheksiz yoki mavjud bo‘lmasa,
(1) integral uzoglashuvchi deyiladi.

+00
1-xossa. Agar I f (x)dx integral yaqinlashuvchi bo‘lsa, u holda
a

j f(x)dx (a<Db)
b
integral ham yaqinlashuvchi bo‘ladi va aksincha . Bunda
+00 b +00
[ £ (x)dx =] f(x)dx+ [ f(x)dx (2)
a a b
tenglik bajariladi.
+00
2-xossa. Agar _[ f (x)dx integral yaqinlashuvchi bo‘lsa, u holda
a

I C- f(x)dx ham (C =const) yaqinlashuvchi bo‘lib,
a
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[C- f(x)dx=C [ f(x)dx
a a
bo‘ladi.
3-xossa. Agar [ f(x)dx integral yaginlashuvchi bo‘lib, ¥x & [a,+o0) da
a
f(xX) >0 bo‘lsa, u holda
[f)dx =0
bo‘ladi.

4-xossa. Agar | f(x)dx va [g(x)dx integrallar yaginla-shuvchi bo‘lsa,
a a

u holda j (f(x) £ g(x))dx integral ham yaginla-shuvchi bo‘lib,
a

+00

I(f (xX) £ g(x))dx = T f (x)dx +fog(x)dx

a

bo‘ladi.

5-xossa. Agar Vx € [a,+o0) da f(x) < g(x) bo‘lib, [ f(x)dx va
a

j g(x)dx integrallar yaqinlashuvchi bo‘lsa, u holda
a

Tf (x)dx < +fog(x)dx

bo‘ladi.

2)- 5)- xossalarning isboti xosmas integral va uning yaginlashuvchiligi
ta’riflaridan bevosita kelib chiqadi.

Faraz gilaylik, f(x) va g(x) funksiyalar [a,+o0) da berilgan bo‘lib,
f(x) funksiya chegaralangan (m< f (x) <M, xe€[a,+x)), g(x) funksiya esa
0‘z ishorasini o‘zgartirmasin (VX €[a,+) da har doim g(x) >0 yoki g(x) <0)
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6-xossa. Agar [ f(x)-g(x)dx va [g(x)dx integrallar yagin-lashuvchi
a a

bo‘lsa, u holda shunday o‘zgarmas x(m < ¢ < M) topiladiki,

T100-900dx = [g(x)0x ©

bo‘ladi.

Odatda, bu xossa o‘rta qiymat haqidagi teorema deyiladi.
Keys banki

41-keys. Masala o rtaga tashlanadi: Ushbu

~+00
xIn x 1
dx=—=

£ (1+ x2)3 8
tenglik isbotlansin.

Keysni bajarish bosqichlari va topshiriglar:
e keysdagi muammoni hal qilish mumkin bo’lgan asosiy formula,
tushuncha va tasdiglarni keltiring (individual va kichik guruhlarda);
e to'plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo'yilgan masalani yeching

(individual).
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41-amaliy mashg’ulot

+00

1-misol. I_)z( (a>0 va A -V haqgigiy son) xosmas integralni
X

yaginlashishga tekshiring.

< V A>a olamiz

A
x4 | AL _ gt
dx

i Y

X
Inx|2=InA-Ina,A=1.

, A#]

F(A)=

D C—y >

1-1

A>1 bo'lsa lim F(A)=

A—+0 —

bo’lib, integral yaqginlashadi.A<1 bo’lsa

lim F(A)=c bo'lib, integral uzoglashadi.

A—+
Shunday qilib,
J‘Pd {yaqinlashadi, agar 1>1 bo'lsa,
— =
a

uzogqlashadi, agar A <1 bo'lsa.

Quyidagi xosmas integrallar hisoblansin.

11j 12 [

Soxx? -1 e et

13J- xdx 14+j-’°2+1
-1 1 X' +1
1.5 dx

. 16 [edx
0 (x2+9 X2 +9 {e "

+o0 | parctgx +o0 dx
1.7 X-e dx. 1.8

J1‘(1+x2)-\/1+x2 j; xx% +x—-1
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dx
1.9
j(\/x +1+x)
1.11 j(f%ll)zzdx.

+00
1.13 jx”e‘xdx,n e N.

1.15 j e l)m.
1.17 f o _fx ——.
1.19 jaj%()
121 [

Z(x?+x+1)f

dx

1.10 T

1.12 j e ™ .sin? bxdx.
0

+00 dX

B(x-1x2 -2

1.14

nEe
o xInx

1.18 dx.
L™

1.20[ Z)H/L_l

Quyidagi ll-tur xosmas integrallar hisoblansin.

7

2.1 [(Incosx)-cos2nxdx,n e N.

0

2.3 jln cos xdx..

1 x2arcsinx

25 | ——dx.
! V1-x?

T

2.2 [ x-(Insin x)dx.

0

1+x. dx

o (42 +1INX2 41

2.4 Jl'x?’ ‘In
-1

0 X X

1-x J1-x%

2
2.6 j(xsin % —Z cos %de.
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2.7 | 72

J(l_x)arccosx 2.8 { Jtgxdx.
2.9 ?\/@de. 2.10 ix-\/gdx,b > a.
2.11 jJa +(;); —a>0020 212{1(1“)403‘m
3 :[1(16 X (;X\/l—T #1 £(4 x)dxl X2
2.15 JZ‘X\/?)XSIX_—ZX_l 2.16 Tln sin xdx.
2.17 j(x 1)0'\’;72. z.1si(2_x;’f(m.
2.19 _Of:%\/%' 2.20 fxln3 xdlx.
2.21 T\/ x—:))((b—x)’b>a'

3-masala. Quyidagi Ill-tur xosmas integrallarni yaginlashishga

tekshiring.
3.1jﬂl+_) 32.[5|n( ! j%
2 /X -sin/x cosx) +/x
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1
3.3 j@dx.
o X

°FIn“ (1/x) x)

3.17
> t9”x

1 1
3.19 jx“ -Inﬂ;dx.

7

3.21 jsin“ x - cos? xdx.

0

T odx
3-4 .
J.1In 1+ x)

3.6.2[ xex
0

sinx _1

1 dx
38| ————
E[V

X +arctgx

T

310J- In x

\/W

3.12
I arccosx

% o COSX
e —+/14+2c0osXx

3.14 dx.
! vcos® x
3.16 J-In 1+2X) dx.
1—-cos” x

3.18 Ix -(1—x)” - In xdx.

1
3.20 [x”-(L-x) dx

4-masala. Quyidagi xosmas integrallarni yaqinlashishga tekshiring.
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¢ In xdx T dx
4.1 4.2
I X J; X“ -In x
+00 +oo ox
43 | ax_ 4.4 | _ etk
x-In% x > (x=1)" -In x
+00 +00 —2a
a5 [29X g a6 [ ML g
o X 0 VXY 4+X7“
dx 2 In(L+ x?
4.7 . 4.8 d
J‘1+x -sin® X ! (x+a)
4.9 jarctg X X(y50) 4.10 jw In(1+x+xa)dx(a>0)
1+x* X c X
In(x"‘ +e T dx
4.11 4) a > 0 4.12 )
'([ Jx3 4 x5 {x“-ln/’x
T x%dx T dx
4.13 > 0. 4.14
'[ £ i1 F g X% +x#
+00
4.15 j SIN® X 4.16 | (cosg—ljdx.
’ X
" In xdx 1
4.17 +o0 sin —
I X -/ X2 —1 4.18J. X 2dx.
0 ﬂ)
X — COS—
X
1 X Xdx
4.19 | —arctg ——dx. 4.20 .
'([ﬂ 90 Ix j1+x -sin? x
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dx

421 | ——.
'Ix -In” x
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Test
1. Agar t—>+x da F(t) funksiyaning limiti mavjud bo‘lsa, bu limiti
f (x) funksiyaning [a,+ ) cheksiz oraliq bo‘yicha ................ deyiladi.

A)  xosmas integrali

B)  Aniq integral

C) anigmas integral

D) to’g’rijavob yo’q

2.Agar t > +oo da F(t) funksiyaning limiti mavjud va chekli bo‘lsa,

~+00 t
I f(x)dx = lim F(t) = lim I f (x)dx. integral .......cccuvuneene. deyiladi.
a t—>+00 t—>+ooa

A) yaginlashuvchi

B) uzoglashuvchi

C) yaginlashuvchi yoki uzoglashuvchi

D) tog’ri javob A va B

3. Agar t — +oo da F(t) funksiyaning limiti cheksiz yoki mavjud bo‘lmasa,

~+00 t
I f(x)dx = lim F(t) = lim I f (x)dx. integral ....... deyiladi.
a t—>+00 t—>+ooa

A) uzoglashuvchi

B) yaginlashuvchi yoki uzoglashuvchi
C) yaginlashuvchi

D) tog’ri javob A va B

+00 +o0
4. Agar j f (x)dx integral yaqinlashuvchi bo‘lsa, u holda I C- f(x)dx ham
a a

(C = const) yaqinlashuvchi bo‘lib............. bo‘ladi.
A) TC- f(x)dx = CTf (x)dx

B) Tf (x)dx >0

C) +fo(f (x) = g(x))dx = T f(x)dx + +joog(x)dx

D) fo f (x)dx:T f (x)dx ++jw f (x)dx
a a b
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5. Agar vx e[a,+») da f(x)<g(x) bo‘lib, +foof(x)dx va +fog(x)dx

integrallar yaqinlashuvchi bo‘lsa, u holda ............ bo‘ladi.

A) Tf (x)dx < +fog(x)dx
B) T f (x)dx :T f (x)dx +Tf (x)dx
a a b
C) T(f (X) £ g(x))dx = T f (x)dx = +j)og(x)dx

D) Tf (x)dx >0

1
2 dx
6. Hisoblang:
: '!xlnzx
1
A _
) In2
g
In3
Q) 2
D) 1
3 x%dx
7. Hisoblang:
Jr:\/9—x2
N o
4
O
B) —
2
(/4
) —
4
D) 1
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1
8. Hisoblang: Iln Xadx
0

A) -1
B) -2
g 2
D) 1
p dx
9. Hisoblang:
) ‘!(Z—XN].—X
T
A —
) 2
37
B) —
2
67
) —
4
T
D _
) 4
10. Hisoblang: fﬂdx
| - 2+43-x
4
A) ——
) 3
4
B —_
) 3
3
C -
) 2
D) 2
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42-mavzu. Manfiy bo‘'lImagan
funksiyaning xosmas integrallari.
Integralning absolyut
vaqinlashuvchililigi

42-ma’‘ruza

Reja
1°. Manfiy bo‘lmagan funksiya xosmas integralining yaqinlashuvchiligi.
2°. Taqqoslash teoremalari.

3°. Xosmas integralning absolyut yaginlashuvchiligi.

1°. Manfiy bo‘lmagan funksiya xosmas integralining
yaqginlashuvchiligi.

Aytaylik, f(x) funksiya [a,+%0) oraligda berilgan bo‘lib, ¥x €[a,+0) da
f (x) 20 bo‘lsin. Bu funksiyani [a,t] da (a <t <+x) integrallanuvchi deylik:
f (X) € R(]a,t]). Bu holda

F(t) = j f (x)dx

funksiya (a,+0) oraligda o‘suvchi bo‘ladi.
1-teorema. Manfiy bo‘lmagan f (Xx) funksiya xosmas integrali

Tf (x)dx  (f(x)>0, x>a) (1)

a
ning yaqinlashuvchi  bo‘lishi uchun F(t) funksiyaning yugoridan
chegaralangan, ya’ni
dACeR,Vt>a: F(t)<C

bo‘lishi zarur va yetarli.

<Zarurligi. Aytaylik, (1) integral yaqinlashuvchi bo‘lsin. Ta’rifga
binoan

lim F(t)
t—>+0

mavjud va chekli bo‘ladi. Unda, 3CeR, Vt>a da F(t) <C bo‘ladi.
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Etarliligi. Aytaylik, F(t) funksiya (a,+o) da yuqorida-gi chegaralangan
bo‘lsin. Ayni paytda, F(t) o‘suvchi funksiya. Demak, t—-+oo da F(t)
funksiya chekli limitga ega. Bu esa (1) integralni yaqinlashuvchi bo‘lishini
bildiradi. »

Bu teoremadan quyidagi natija kelib chigadi.

Natija. Agar F(t) funksiya (t €(a,+w)) yugoridan chegaralanmagan

bo‘lsa, u holda
[ £(x)dx
a
integral uzoqlashuvchi bo‘ladi.

2°. Taqqoslash teoremalari.

Ikkita funksiya ma’lum munosabatda bo‘lganda birining xosmas
integralining yaqinlashuvchi (uzoqlashuvchi) bo‘lishidan ikkinchisining ham
yaqinlashuvchi (uzoqlashuvchi) bo‘lishini ifodalovchi teorema-larni keltiramiz.
Odatda, ular taggoslash teoremalari deyiladi.

2-teorema. Faraz gilaylik, f(x) va g(x) funksiyalar [a,+) oraligda
berilgan bo‘lib, VX €[a,+w) da

0< f(x)<g(x) (2)

bo‘lsin.
Agar Tg (x)dx yaqginlashuvchi bo‘lsa, u holda T f(x)dx ham
yaqinlashuvchiabo‘ladi. )
Agar T f(x)dx wuzoglashuvchi bo‘lsa, u holda T g(x)dx ham
uzoglashuvchi ;)o ‘ladi. a
< Aytaylik, (2) munosabat o‘rinli bo‘lib, Tg(x)dx yaginlashuvchi
bo‘lsin. Unda 1-teoremaga ko‘ra ’
G(t):jg(x)dxsc
bo‘ladi. Ayni paytda, )
F(t) = j. f(x)dx < G(t)
a
o0

bo‘lganligi sababli ya’ni 1-teoremaga binoan j f (x)dx yaginla-shuvchi bo‘ladi.

a
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Aytaylik, (2) munosabat o‘rinli bo‘lib, I f (x)dx uzogla-shuvchi bo‘Isin.
a

Unda yugorida keltirilgan natija va
F(t) <G(t)

tengsizlikdan jg(x)dx integralning uzoglashuvchiligi kelib chigadi. »

a
3-teorema. Faraz qilaylik, f(x) va g(x) funksiyalar [a,+0) da
f(xX)>0 g(x)>0 bo‘lib,

im ) _ (0 <k < +00)
x>+ g(X)

bo‘lsin.
+00 +©
Agar k <+oo bo‘lib, I g(x)dx yaginlashuvchi bo‘lsa, u holda j f (x)dx
a a
ham yaqinlashuvchi bo‘ladi.

Agar k >0 bo‘lib, Ig(x)dx uzoglashuvchi bo‘lsa, u holda J. f (x)dx ham
a a

uzoqlashuvchi bo‘ladi.
Natija. Agar

f(x)

lim —~2 —k
x>+o (X)

bo‘lib, 0 <k <+ bo‘lsa, u holda jf(x)dx va jg(x)dx integrallar bir vagtda

yoki yaginlashuvchi, yoki uzoqlashuvchl bo‘ladi.

Ko‘p hollarda biror xosmas integralning yaginlashuvchiligini yoki
uzoqlashuvchiligini aniglashda avvaldan yaginlashuvchiligi yoki
uzoqlashuvchiligi ma’lum bo‘lgan integral bilan tagqoslab (yugorida keltirilgan
teoremalardan foydalanib) qaralayotgan integralning yaginlashuvchi yoki
uzoglashuvchi bo‘lishi topiladi.

Masalan,

Tf (x)dx

integralni

d—z (a>0,a>0)
2 X
integral bilan tagqoslab, quyidagi natijaga kelamiz:
Natija. Aytaylik, biror C (0<C <+®) va a >0 sonlar uchun X — +oo da
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f00)~—,
X
ya’'ni
lim x*-f(x)=C
X—>+00
bo‘lsin. Unda
[ f(x)dx
a
integral « >1 bo‘lganda yaqinlashuvchi, a <1 bo‘lganda uzogqla-shuvchi
bo‘ladi.
Misol. Ushbu
+00 2
ICOS ;(dx
o 1+x
integral yaginlashuvchilikka tekshirilsin.
< Agar
2
COS”~ X 1
f(x)= , 9(x) =
9 1+ x? 9() 1+ X2
deyilsa, unda Vx e[0,+x)
0< f(x)<g(x)
bo‘ladi.
Ravshanki, j dX2
o 1+ X

integral  yaginlashuvchi. 2-teoremaga ko‘ra berilgan xosmas integral
yaqinlashuvchi bo‘ladi. ™

2-misol. Ushbu

| e dx

1
integral yaginlashuvchilikka tekshirilsin.

<4 Vx>1da
f(x)= e, g(x)=e"
funksiyalari uchun
0< f(x)<g(x)

bo‘ladi. Quyidagi

+0
[e™dx
1

integralning yaginlashuvchiligi ravshan. Demak,
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| e dx
1
integral yaqinlashuvchi bo‘ladi. »
3-misol. Ushbu

+00

j e In xdx
1

integral yaqginlashuvchilikka tekshirilsin.
4Vx>1lda
In x < X

bo‘lib, f(X)=e*Inx, g(x)=xe™™ funksiyalar uchun
0<f(x)<g(x)
bo‘ladi. Endi

T g(x)dx = +foxe‘xdx
1 1

integralning yaqinlashuvchiligini e’tiborga olib, 2-teorema-dan foydalanib,
berilgan

+00

j e % In xdx
1

integralning yaginlashuvchiligini topamiz. »
4-misol. Ushbu
+00 dX

{ x-3x? +1
integral yaqginlashuvchilikka tekshirilsin.
«Integral ostidagi

f(x)—;
X-3x% +1
funksiya uchun
5 5 1 1
im x3f(xX)=lim x3.——=|lm . —— =1
X—>—+00 ( ) X—>—+00 X_S/XZ +1 X—>+00 1
x-3/1+—
2
X
bo‘ladi.
Ravshanki,
+00 dX
[
1 Xg

integral yaginlashuvchi. Demak, berilgan integral yaginla-shuvchi bo‘ladi. »
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4°. Xosmas integralning absolyut yaginlashuvchiligi.

Aytaylik, f(x) funksiya [a,+o0) oraligda berilgan bo‘lsin. Bunda,
Vx €[a,+0) uchun f(x)>0 bo‘lishi shart emas
Ta’rif. Agar

T| f (x)|dx

+00

integral yaqinlashuvchi bo‘lsa, j f (x)dx integral absolyut yaginlashuvchi
a
deyiladi.
Agar [ f(x)dx yaginlashuvchi bolib, [|f(x)|dx uzoglashuvchi bo‘lsa, u
a a

holda jf(x)dx shartli yaginlashuvchi integral deyiladi.
a

4-teorema. Agar integral absolyut yaqinlashuvchi bo‘lsa, u
yaqinlashuvchi bo‘ladi.
< Aytaylik,

T| f (x)|dx

integral yaqinlashuvchi bo‘lsin. Berilgan f(x) va ‘f (X)‘ funk-siyalar yordamida
ushbu

ﬂw=§uuw+um)

M@=%GHM+HU»

funksiyalarni tuzamiz.
Bu funksiyalar uchun, ¥x €[a,+x) da

1) p()=0 , w(x)=0
2) o) <[ T (9], w(x) <[ (%)
3) e(X)—y(x)=1(x)
bo‘ladi. YUqorida keltirilgan 2-teoremadan foydalanib, quyidagi
JoOdx, [y (x)dx

integral yaginlashuvchiligini topamiz.
Unda

(@) p())dx

integral ham yaqinlashuvchi bo‘ladi. Demak,
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[ (x)dx
a
yaqinlashuvchi bo‘ladi. »
Mashglar
1. Ushbu integral
a® b2

[le " —e* |dx

integral yaqginlashuvchilikka tekshirilsin.
2. k ning ganday giymatlarida
Tk X+sinx
X
1 X—sinx
integral yaqinlashuvchi bo‘ladi?

dx (k<1

Adabiyotlar

1. Xudayberganov G., Vorisov A. K., Mansurov X. T., Shoimqulov B. A.
Matematik analizdan ma’rizalar, I q. T. “Voris-nashriyot”, 2010.

2. Fixtengols G. M. Kurs differensialnogo i integralnogo ischisleniya, 1 t.
M. «FIZMATLIT», 2001.

3. Tao T. Analysis 1. Hindustan Book Agency, India, 2014.
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Glossariy

1-teorema. Manfiy bo‘lmagan f (x) funksiya xosmas integrali
[f()dx  (f()=0, x>a) (1)
a

ning yaqinlashuvchi bo‘lishi uchun F(t) funksiyaning yuqoridan
chegaralangan, ya’ni

dCeR,Vi>a: F(t)<C
bo‘lishi zarur va yetarli.

2-teorema. Faraz qgilaylik, f(x) va g(x) funksiyalar [a,+0) oraliqda
berilgan bo‘lib, VX €[a,+) da

0< f(x)<g(x) (2)
bo‘lsin.
Agar Tg(x)dx yaginlashuvchi bo‘lsa, u holda Tf (x)dx ham
yaqinlashuvcili bo‘ladi. )
Agar Tf (x)dx uzoglashuvchi bo‘lsa, u holda Tg (x)dx ham
a a

uzoqlashuvchi bo‘ladi.

3-teorema. Faraz qgilaylik, f(x) va g(x) funksiyalar [a,+) da
f(X)>0 g(x)>0 bo‘lib,

im —==k (0<k <+w)
bo‘lsin.

Agar k <+ bo‘lib, Ig (x)dx yaqinlashuvchi bo‘lsa, u holda I f (x)dx
a a

ham yaqinlashuvchi bo‘ladi.
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Agar k>0 bo‘lib, [g(x)dx uzoglashuvchi bo‘lsa, uholda | f(x)dx
a a

ham uzoqlashuvchi bo‘ladi.

Keys banki

42-keys. Masala o 'rtaga tashlanadi: k ning ganday giymatlarida

0

] . X+SsinXx
X
- X—SinX

dx, (k <1)

integral yaqinlashuvchi bo‘ladi?

Keysni bajarish bosqichlari va topshiriglar:
e keysdagi muammoni hal gilish mumkin bo’lgan asosiy formula,
tushuncha va tasdiglarni keltiring (individual va kichik guruhlarda);

e to'plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo'yilgan masalani yeching
(individual).
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42-amaliy mashg’ulot

Ushbu
+00 2
ICOS ;( dx
0 1+ X
integral yaqginlashuvchilikka tekshirilsin.
< Agar
1:(X)_coszx 0(x) = 1
1+x2 1+ x?
deyilsa, unda VX €[0,+x)
0< f(x)<g(x)
bo‘ladi.
Ravshanki, j dx -
o 1+ X

integral yaginlashuvchi. 2-teoremaga ko‘ra berilgan xosmas integral
yaqinlashuvchi bo‘ladi. »

2-misol. Ushbu

| e dx
1
integral yaqginlashuvchilikka tekshirilsin.

4 Vx>1da

f)=e™, g(x)=e
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funksiyalari uchun

bo‘ladi. Quyidagi

0<f(x)<g(x)

+o0
je‘xdx
1

integralning yaginlashuvchiligi ravshan. Demak,

)
[e™ dx

1

integral yaqinlashuvchi bo‘ladi. »

Quyidagi ll-tur xosmas integrallarni yaqinlashishga tekshiring.

3zjsm( 1 j—
COSX

3.1 ‘[MZH—)

2 VX -sin/x

dx

38|—————.
'([ Jx + arctgx

T

310J‘ In x

2 Vsinx

312j

arccosx.

dx.

0" zMU
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t1-cosx
x“

dx.

313j

1 /e2+X2 _ecosx

3.15 j dx

1 1
3.19 jx“ ‘In” = dx.
0 X

7

3.21 Isin“ X - cos? xdx.

% o COSX
e —+/1+2cosx

3.14 | dx.
0 cos® x
—X
3.16 Iln (1+2x)—x dx.

5 1—cos” x

318Ix -(1—x)” - In xdx.

1
3.20 [x“-(1-x)"dx.
0

4-masala. Quyidagi xosmas integrallarni yaginlashishga tekshiring.

a1 Ilnxdx

+00
43 | ax
X-In% x

arctg 2X dx.

45[

dx
o1+ x% -sin® x

47j

a

4.9 | arcg ——~

T dx
4.2 Ix“-mx'

e

44T’ e™dx
© 5 (x=1)"-Inx

4.6 J‘ In!1+x )

0 X+X

4.8 J-In(1+x )

s (x+a)

In(1+x+x )

\/F

4.10 j dx(a > 0).
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4.11 joo nfx +e’) dx(a > 0)

0 VX3 +x°

a

+00 X
413 | B>0.
0

X
x? 41’

sin? X
dx

415]

+00

417_[ In xdx

X -\ X2 —1

dx
4.12 IW

d
4.14 jx :(xﬁ

+00 2
4.16 j (cos——ljdx.
5 X

1
+00 Sln*

4.18 j X dx

2
0 T
X—CO0S—
X

1 X xdx
4,19 | —arct dx. 4.20 .
I Jx g +X '[1+x .sin? x
+o0
4.21 | &
> X% -In” x
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Test
1. Agar t—>+w da F(t) funksiyaning limiti mavjud bo‘lsa, bu limiti
f (x) funksiyaning [a,+ ) cheksiz oraliq bo‘yicha ................ deyiladi.

A) xosmas integrali

B)  Aniq integral

C) anigmas integral

D) to’g’rijavob yo’q

2.Agar t >+ da F(t) funksiyaning limiti mavjud va chekli bo‘lsa,

~+00 t
I f(x)dx = lim F(t) = lim I f (X)dx. integral ................... deyiladi.
a t—>+o00 t—>+ooa

A) yaginlashuvchi

B) uzoglashuvchi

C) yaginlashuvchi yoki uzoglashuvchi

D) tog’ri javob A va B

3. Agar t —> +oo da F(t) funksiyaning limiti cheksiz yoki mavjud bo‘lmasa,

~+00 t
I f(x)dx = lim F(t) = lim I f (X)dx. integral ....... deyiladi.
a t—>+00 t—)+ooa

A) uzoglashuvchi

B) yaginlashuvchi yoki uzoglashuvchi
C) yaginlashuvchi

D) tog’ri javob A va B

4. Agar j f (X)dx integral yaqinlashuvchi bo‘lsa, u holda I C- f(x)dx ham
a a

(C = const) yaqinlashuvchi bo‘lib............. bo‘ladi.
+00 +00

A) [C-f)dx=C [ f(x)dx
a a

B) Tf (x)dx >0

C) +joo(f (X) = g(x))dx = T f (x)dx + Tg(x)dx
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D) T f (x)dx =T f (x)dx ++fof (x)dx
a a b

5. Agar VX €[a,+) da f(x)<g(x) bo‘lib, jf(x)dx va jg(x)dx integrallar

yaqinlashuvchi bo‘lsa, u holda ............ bo‘ladi.

A) Tf (x)dx < +fog(x)dx
B) T f (x)dx :T f (x)dx +Tf (x)dx
a a b
C) T(f (x) £ g(x))dx = T f(x)dx £ +Fg(x)dx

D) Tf (x)dx>0

N | -

dx
6. Hisoblang:
J '!xlnzx
A) 1
In2
1
B) —
In3
c) 2
D) 1
3 x%dx
7. Hisoblang:
Jr:\/9—x2
Ox
A) —
4
O
B) —
2
67
) —
4
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D) 1

1
8. Hisoblang: Iln xadx
0

A) -1
B) -2
C) 2
D) 1
1 dx
9. Hisoblang:
) ‘!(Z—x}\/l—x
A Z
2
37
B) —
2
Y4
) —
4
p =
4
10. Hisoblang: iﬂdx
' © 343-x
4
A —_—
) 3
g 2
3
o 2
2
D) 2
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43-mavzu. Chegaralanmagan
funksiyaning xosmas integrallari

43-ma’ruza

Reja
1°. Chegaralanmagan funksiyaning xosmas integrali tushunchasi.

2°. Xosmas integrallarni hisoblash.
1°. Chegaralanmagan funksiyaning xosmas integrali tushunchasi.

1. Maxsus nuqta. Aytaylik, f(x) funksiya X — R to‘plam-da berilgan

bo‘lsin. X, € R nuqgtaning ushbu
Us (X)) ={XeR; Xy —F <X< X, +5; X# Xy}

atrofida garaymiz, bunda o ixtiyoriy musbat son.

1-ta’rif. Agar f(x) funksiya

X NUz (%) =D

to‘plamda chegaralanmagan bo‘lsa, x, nugta f(x) funksiyaning maxsus nuqtasi
deyiladi.

Masalan, [a,b) da berilgan f(x):i funksiya uchun x, =b maxsus

nugta; R\{-L10;1} to‘plamda berilgan f(X)=

funksiya uchun
x(x% -1) Y

Xo =—1, X, =0, X, =1 nuqtalar maxsus nuqtalar bo‘ladi.

2.Chegaralanmagan funksiyaning xosmas integrali tushunchasi. Faraz
gilaylik, f(x) funksiya [a,b) da berilgan bo‘lib, b nugta shu funksiyaning
maxsus nuqtasi bo‘lsin. Bu funksiya ixtiyoriy [a,t] da (a<t<b)
integrallanuvchi bo‘lsin. Ravshanki, bu integral t ga bog‘liq bo‘ladi:

F(t):j'f(x)dx (a<t<b).

2-ta’rif. Agar t >b—0 da F(t) funksiyaning limiti mavjud bo‘lsa, bu
limit chegaralanmagan f(Xx) funksiyaning [a,b) bo‘yicha xosmas integrali
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deyiladi va
b
[ £ (x)dx
kabi belgilanadi:
b t
[ £ (x)dx = lim F(x) =t£rgl0£ f (x)dx. (1)

a

3-ta’rif. Agar t >b—0 da F(t) funksiyaning limiti mavjud va chekli
bo‘lsa, (1) xosmas integral yaqinlashuvchi deyiladi.

Agar t—>b—-0 da F(t) funksiyaning limiti cheksiz yoki mavjud
bo‘lmasa, (1) xosmas integral uzoqlashuvchi deyiladi.

f(x) funksiya (a,b] da berilgan bo‘lib, x, =a nugta uning maxsus
nugtasi; f(x) funksiya (a,b) da berilgan bo‘lib, X, =a, X, =b nuqtalar uning
maxsus nuqtalari bo‘lgan holda shu funksiyaning (a,b] hamda (a,b) bo‘yicha

xosmas integrallari, ularning yaginlashuvchiligi hamda uzoglashuvchiligi
yugorida-gidek ta’riflanadi:

Tf(x)dx= Iim F(t): Iim ?f(x)dx;

If(x)dx_ lim F(t',t)= lim jf(x)dx

t'—a+0 t'—>a+0
t—b-0 t—b-0 3

Aytaylik, f(x) funksiya (a,b)\{c} to‘plamda (a<c<b) berilgan
bo‘lib, X, =a ,X% =Db,X, =C nuqtalar uning maxsus nuqtalari bo‘lsin. Bu
funksiyaning qo‘yidagi

Jt'f(x)dx:go(t’,t) , (a<t'<t<c)

Tf(x)dx:z//(u',u) : (c<u'<u<b)

integrallari mavjud bo‘lsin.
4-ta’rif. Agar t' —>a+0, t—>c—-0 hamda u"—>c+0, u—>b-0 da

o(t',t) +w(u',u) funksiyaning limiti

Jim [p(t', ) +y u,u)]= lim [jf(x)dx+jf(x)dx]

t—>c 0 t—>c 0 t
u'—c+0 u'—c+0
u—b-0 u—b-0

mavjud bo‘lsa, bu limit chegaralanmagan f(X) funksiyaning (a,b) bo‘yicha
xosmas integrali deyiladi va
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b
[ £ (x)dx
kabi belgilanadi. Demak, )
jf(x)dx_ I|m [If(x)dx +jf(x)dx] (2)

t—>c O v
u'—c+0
u—b-0
5-ta’rif. Agar t'—~>a+0, t—>c—-0 hamda u"—>c+0, u—>b-0 da
o(t',t)+w(u',u) funksiyaning limiti mavjud va chekli bo‘lsa, (2) integral

yaqginlashuvchi deyiladi.

1-misol. Ushbu

O —y
o
> || X

integral yaginlashuvchilikka tekshirilsin.

<« Ravshanki, x, =0 nugta 1‘(x)=i funksiyaning maxsus nugtasi.

Jx

Demak, garalayotgan integral chegaralanmagan funk-siyaning xosmas integrali
bo‘ladi.
Ta’rifga binoan

dx
'([ﬁ t—>+0'[\/_ tILn:r]OZ(l \/_) 2

bo‘ladi. Demak, berilgan xosmas integral yaqinlashuvchi va u 2 ga teng. »

2-misol. Ushbu
fox
0 X
xosmas integral uzoqlashuvchi bo‘ ladi chunki
lim | — = lim (In x); =
t;of = im0 )y =+

3-misol. Ushbu

} dx
0 X(A—X)
integral yaqginlashuvchilikka tekshirilsin.
<« Integral ostidagi

1

" e

funksiya uchun x,=0, X, =1 nuqtalar maxsus nuqtalar bo‘ladi. Xosmas
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integral ta’riﬁdan foydalanib topamiz

= lim [arcsin@x -1)]; =

Iw/x(l X) E:f%

= lim [arcsin(2t —1) —arcsin(2t’ 1)]2%—!—%:% .
t'—>+0
t—>1-0

Demak, integral yaginlashuvchi va
} dx
0/ X(A—X)

4-misol. Ushbu
b b
dx
J=] NP | (a >0)
a (X - a) a (b X)
integrallar yaginlashuvchilikka tekshirilsin.
<« Ta’rifdan foydalanib topamiz:

b b _ A\«
| X _ jim | X _ i (X2
a (X— a)“ t>a+0y (X — a)“ t->a+0 11—«

I =

= lim —[(b a) —(t-a "], (=1 .
t—>a+0]_—
Bu limit o ga bog‘liq bo‘lib, & <1 bo‘lganda chekli, demak J, xosmas
integral yaginlashuvchi, « >1 bo‘lganda esa cheksiz bo‘lib, J, xosmas integral

uzoqlashuvchi bo‘ladi.
a =1 bo‘lganda
2 dx

S X—a B t—>a+0'|.— - tﬂglo(ln(x ));
bo‘lib, J, integral uzoqlashuvchl.
Demak,
b
3= ox _ (@ > 0)
a (X - a)
integral a <1 bo‘lganda yaqinlashuvchi, «>1 bo‘lganda uzogla-shuvchi
bo‘ladi.
Xuddi shunga o‘xshash ko‘rsatish mumkin,
b
3,=] dx (@ >0)
a(b—X)
integral « <1 bo‘lganda yaqinlashuvchi, «>1 bo‘lganda uzogla-shuvchi
bo‘ladi.
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Yugqorida keltirilgan ta’rif va misollardan chegara-lanmagan funksiyaning
xosmas integrali ham 43-46- ma’ru-zalarda batafsil o‘rganilgan chegaralari
cheksiz (cheksiz oraliq bo‘yicha) xosmas integral kabi ekanligini ko‘ramiz.

Shuni e’tiborga olib, chegaralanmagan fuksiyaning xos-mas integrallari
hagidagi tushuncha va tasdiglarni kelti-rish bilangina kifoyalanamiz. Bunda
[a,b) da berilgan va x=b uning maxsus nuqtasi bo‘lgan f(x) funksiyaning

b
xosmas integrali [ f (x)dx ni garaymiz.
a

3. Yaginlashuvchi xosmas integralning sodda xossalari.

b
1) Agar I f (x)dx integral yaginlashuvchi bo‘lsa, u holda
a

Tf(x)dx (a<c<hb)

integral ham yaqinlashuvchi bo‘ladi va aksincha. Bunda
b

[ fo9dx = j f (x)dx +T f (x)dx
tenglik o‘rinli bo‘ladi. a a c
2) Agar T f (x)dx integral yaqinlashuvchi bo‘lsa, u holda ch (x)dx ham
(c—const) harri1 yaqinlashuvchi bo‘lib, )
Tc- f(x)dx:coj)'f(x)dx (c —const)
bo‘ladi. ) )
3) Agar T f (x)dx integral yaqginlashuvchi bo‘lib, Vxe[a,b) da f(x)>0
bo‘lsa, u holda )
T f(x)dx>0
bo‘ladi. ’
b b
4) Agar _[ f(x)dx va I g(x)dx integrallar yaqinlashuvchi bo‘lsa, u holda
a a

b
I (f (xX) £ g(x))dx integral ham yaqinlashuvchi bo‘lib,

b b b
[(F ()£ g(x))dx =] f (x)dx = [ g(x)dx
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bo‘ladi.
5) Agar ? f(x)dx va Tg(x)dx integrallar yaqinlashuvchi bo‘lib,
VX €[a,b) da f(x;1 <g(x) bo‘lsa, 3 holda
T f(x)dx < Tg(x)dx

bo‘ladi.
4. Xosmas integralning yaginlashuvchiligi. Faraz qilaylik, f(x)
funksiya [a,b) da berilgan bo‘lib, b nugta shu funksiyaning maxsus nuqtasi

bo‘lIsin.
1-teorema (Koshi teoremasi). Ushbu
b
[ £ (x)dx
a
integralning yaqinlashuvchi bo‘lishi uchun, V& >0 son olinganda ham, shunday
6>0 son topilib, b-6<t'<b, b-6<t'<b tengsizliklarni
ganoatlantiruvchi ixtiyoriy t' sz t" lar uchun
"
[f()dX <&
’

tengsizlik bajarilishi zarur va yetarli.
5. Manfiy bo‘lmagan funksiyaning xosmas integral-lari. Aytaylik,
f(x) funksiya [a,b) da berilgan (b nugta shu funksiyaning maxsus nuqtasi)

bo‘lib, Vxe[a,b) da f(x)>0 bo‘lsin.
2-teorema. Ushbu

b
[ f(x)dx
a
xosmas integral yaqinlashuvchi bo‘lishi uchun Vt € (a,b) da
t
Ft)=[f(x)dx<C (C = const)
a

tengsizlikning bajarilishi, yani F(t) funksiyaning yugoridan chegaralangan
bo‘lishi zarur va yetarli.

t
Natija. Agar F(t) = j f(x)dx (Vte(a,b)) yugoridan chegaralanmagan

b
bo‘lsa, u holda I f (xX)dx xosmas integral uzoqlashuvchi bo‘ladi.
a

6. Taqqoslash teoremalari. Faraz gilaylik, f(x) va g(x) funksiyalar
[a,b) da berilgan bo‘lib, b nuqta shu funksiyalarning maxsus nuqtalari bo‘lIsin.
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b
3-teorema. Agar Vxe[ab) da 0<f(x)<g(x) bo‘lib, [g(x)dx
b b
yaqinlashuvchi  bo‘lsa, I f(x)dx ham yaqinlashuvchi bo‘ladi, I f (x)dx
a a

b
uzoqlashuvchi bo‘lsa, j g(x)dx ham uzoglashuvchi bo‘ladi.
a

4-teorema. Aytaylik, f(x)>0 , g(x)>0) xe[a,b) funksiyalari uchun

bo‘Isin.
Agar k <+oo bo‘lib Tg(x)dx yaginlashuvchi bo‘lsa, Tf(x)dx ham
yaqginlashuvchi bo‘ladi. ) :
Agar k>0 bo‘lib Tg(x)dx uzoqlashuvchi bo‘lsa, Tf(x)dx ham
a a

uzoglashuvchi bo‘ladi.
Natija. YUqoridagi 4-teoremaning shartida 0 <k <+o bo‘lsa, u holda

b b
[f(x)dx va [g(x)dx integrallar bir vaqgtda yoki yaginlashuvchi  yoki
a a

uzoqlashuvchi bo‘ladi.
Natija. Agar X o‘zgaruvchining b ga etarlicha yaqgin qiymatlarida

_o(x)
f(x)_(b—x)“ (a>0)
bo‘lsa, u holda:

b
1) ¢(X) <C <+o0 va a <1 bo‘lganda j f (x)dx integral yaginlashuvchi,
a

b
2) (X)>C>0 va a>1 bo‘lganda jf(x)dx integral uzoglashuvchi
a

bo‘ladi.
5-misol. Ushbu

i

integral yaqginlashuvchilikka tekshirilsin.

1 2

COS“ X
j dx
o V1-X

<« Integral ostidagi funksiya
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f(x)=+ =
41— x 1
d-x)*
bo‘lib, ¥x €[0,1) uchun
p(x)=cos’ x<1 , a:%<1

bo‘ladi. YUqoridagi natijadan foydalanib berilgan integralning yaqinlashuvchi
bo‘lishini topamiz. »
6-misol. Ushbu

L xdx
!

V1-x?
integral yaqginlashuvchilikka tekshirilsin.
<« Ravshanki, quyidagi

Jl. dx
0 V1—X
xosmas integral yaginlashuvchidir.
Endi ushbu
X
: 1—x?
I
x—lg]—o 1
1-x
limitni hisoblaymiz:
X
2 —
jim YE=XT g . 22X L
x—1-0 1 x—1-0 1— X2 \/E
1-x

Unda yuqoridagi natijaga ko‘ra berilgan xosmas integralning
yaqinlashuvchi ekanini topamiz. »

7. Xosmas integralning absolyut yaginlashuvchiligi. Aytaylik, f(X)
funksiya [a,b) da berilgan bo‘lib, b nugta shu funksiyaning maxsus nuqtasi
bo‘lsin. (Bunda x € [a,b) da f(x)>0 bo‘lishi shart emas)

Ravshanki, ushbu

b
[|f 00pdx
a

integral manfiy bo‘lmagan funksiyaning xosmas integrali bo‘ladi.

b
5-teorema. Agar 'Hf(x)\dx integral yaginlashuvchi bo‘lsa, u holda
a
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b
I f (x)dx integral ham yaqginlashuvchi bo‘ladi.
a

b b
6-ta’rif. Agar [|f(x)dx integral yaginlashuvchi bo‘lsa, [ f(x)dx
a a
absolyut yaginlashuvchi integral deyiladi.

b b
Agar [|f(x)dx integral uzoglashuvchi bo‘lib, [ f(x)dx yaginlashuvchi
a a

b
bo‘lsa, [ f(x)dx shartli yaginlashuvchi integral deyiladi.
a

8. Xosmas integrallarni hisoblash. Faraz gilaylik, f(x) funksiya [a,b)
da uzluksiz bo‘lib, uning boshlang‘ich funksiyasi F(Xx) x—b-0 da chekli
limitga ega bo‘lsin:

Iirpo F(x)=F(b).
U holda
b t
! f(x)dx = Xllrp_oi f(x)dx = XI—I>T—O[F(t) -F@)]=

=F(b)-F(a) = F(x) b

a
bo‘ladi.

Bu Nyuton-Leybnits formulasi deyiladi.

Aytaylik, u(x) va v(x) funksiyalari [a,b) da berilgan va shu oraligda
uzluksiz u’(x) va V'(x) hosilalarga ega bo‘lib, b nugta v(x)-u’(x) hamda
u(x)-v'(x) funksiyalarning maxsus nugqtalari bo‘Isin.

Agar:

b
1) j v(x)du(x) integral yaginlashuvchi ;
2) Ushbu
lip 0¥
b

limiti mavjud va chekli bo‘lsa, u holda j u(x)dv(x) integral yaginlashuvchi va
a

b b b
fu)dv(x) =uv(x)| —[v(x)du(x) (3)

bo‘ladi, bunda
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u()-v(b) = lim_u(®)-v(t).
Quyidagi

b

[ £ (x)dx

xosmas integralda (b-maxsus nuqta) X =¢(z) almashtirish bajaramiz, bunda
¢(z) funksiya [«, B) oraligda uzluksiz ¢'(z) >0 hosilaga ega hamda

pla)=a, ¢(f)= lm ¢o(z)=b.

Agar
B
[ f(p(2))'(2)dz
’ b
integral yaqinlashuvchi bo‘lsa, u holda If(x)dx integral ham yaqinlashuvchi
bo‘lib,
b B
J10dx =] f (p(2))'(2)dz
a a
bo‘ladi.

9. Chegaralanmagan funksiya xosmas integralining bosh giymati.

Faraz qilaylik, f(x) funksiya [a,b]\{c} da berilgan bo‘lib, ¢ nugta
(a < ¢ <Db) shu funksiyaning maxsus nuqtasi bo‘lsin.

Ma’lumki, ushbu

im {Cja f (x)dx + T f (x)dx}
a'—oL @ c+a'

limit chegaralanmagan f(x) funksiyaning xosmas integrali deyilib, u chekli
bo‘lsa

(!{l_)rrz) rr f (X)dx + jaf (x)dx} = i f (x)dx

xosmas integral yaginlashuvchi deyilar edi. Bunda « va «' o‘zgaruvchilar

ixtiyoriy ravishda nolga intiladi deb garaladi.
b

Xususan, I f (xX)dx xosmas integral yaqginlashuvchi bo‘lsa,
a

a C+a

!jm){cja f(x)dx + j‘ f (x)dx} = _T f (x)dx
biroq,
c-a b
Fla,a')= [ f0dx+ [ f(x)dx

c+a'
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b
funksiya, a=a' bo‘lib, « —0 da chekli limitga ega bo‘lishdan I f (x)dx
a

xosmas integralning yaqinlashuvchi bo‘lishi kelib chigavermaydi.
Masalan,
c—a b
F (a’ a') — i + i
X—C

(a<c<h)

uchun a = a' bo‘lsa,

bo‘ladi. Birog,

bo‘lib, « >0, a'—>0 da uning limiti mavjud emas, ya’ni
° dx
— (a<c<b)
2 X—C
xosmas integral yaginlashuvchi emas.
7-ta’rif. Agar a =@’ bo‘lib, « >0 da

Fla,a') = C]af (X)dx + ? £ (X)dx

b

funksiyaning limiti mavjud va chekli bo‘lsa, u holda I f (x)dx xosmas integral
a

bosh giymat ma’nosida yaqinlashuvchi deyilib,

lim Da F (X)dX + T { (x)dx}

a—0
C+o

b
limit esa j f (x)dx xosmas integralning bosh giymati deyi-ladi. Uni

b
V.P.[ f(x)dx
a
kabi belgilanadi. Demak,
b c—a b
V.P.£ f (x)dx = 2@0{ £ f)dx+ | f(x)dx}

C+a

2°. Xosmas integrallarni hisoblash

1. Nyuton-Leybnits formulasi. Ushbu
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[ £ (x)dx
xosmas integral yaqinlashuvchi bo‘lib, uni hisoblash talab etilsin.
Aytaylik, f(x) funksiya [a,+o) oraligda boshlang‘ich F(x) funksiyaga

egava X —+oo da F(x) funksiya chekli limiti mavjud bo‘lsin:
lim F(x) = F(+x).

Unda X—>+00
f(x)dx= lim | f(x)dx =
from-pn
:tlim (F(t)-F(a))=F(+o) - F(a)=F(x)|;”
bo‘ladi.

(1) formula Nyuton-Leybnits formulasi deyiladi.
1-misol. Ushbu,

1

| —23|n Lo

2 X

integral hisoblansin.

<« Ravshanki, F(x):cos1 funksiya [E,+oo) oraligda f(x)=—;sin—
X T X X

funksiyaning boshlang‘ich funksiyasi bo‘ladi.
(1) formuladan foydalanib topamiz:

1 1 1
[ =sin=dx=cos=|3” =1.»
2 X X X .

2. Bo‘laklab integrallash. Faraz gilaylik, f(x) va g(x) funksiyalar
[a,+0) oraliqda uzluksiz va uzluksiz, f'(x) va g'(x) hosilalarga ega bo‘lsin.
Agar
1) [£(x)-g'()dx ([ f'(x)g(x)dx) integral yaginlashuvchi;

a a
2) ushbu lim (f(x)g(x)) limit mavjud va chekli bo‘lsa, u holda

T F'(x)-g(x)dx (Tf (x)g"(x)dx)

integral yaqinlashuvchi bo‘lib,
[ 1()-9(xdx = Im (f(x)g(x))-1(a)-9(a)- [ F()g'(x)dx )

a
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(T (9900 = fim (1()9(0) - (&) 9(@) - [ (g () j

bo‘ladi.
(2) formula bo‘laklab integrallash formulasi deyiladi.
2-misol . Ushbu

[ xe™dx
0
integral hisoblansin.
< Agar g(x)=x, f'(x)=e* debolsak, unda

9'(x)=1 f(x)=-e"
bo‘lib, (2) formulaga ko‘ra (a =0)

t+o0

[xe™dx =lim(-te™) -0+ [e ™ dx =1
0 0

bo‘ladi.
3. O‘zgaruvchilarni almashtirib integrallash.
Ushbu

Tf (x)dx

xosmas integralni garaymiz. Bu integralda x = ¢(z) almash-tirishni bajaramiz.
Bunda x = ¢(z) funksiya quyidagi shart-larni ganoatlantirsin:

1) ¢(z) funksiya [a,+) oraligda uzluksiz va uzluksiz ¢’(z) hosilaga
ega;

2) ¢(z) funksiya [a,+) da qat’iy o‘suvchi;

3) p(ar) =@, p(+0) = lim (2) = +o.
Agar o
T1(p)-0 @0k
xosmas integral yaginlashuvchi boa‘lsa, u holda
Tf (x)dx
integral ham yaqinlashuvchi bo‘lib, )
jm F(x)dx = Tf (0(2))- ¢'(2)dz
a a

bo‘ladi.
<« Ixtiyoriy z(a <z <+00) ni olib, unga mos ¢(z) =t nugta-ni topamiz.
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Ravshanki, yuqoridagi shartlarda [a,t) da 37-ma’ruzadagi (2) formulaga

ko‘ra
t z
J f(x)dx = [ f(o(2))-¢'(2)
bo‘ladi.
Keyingi tenglikda t —+o0 da (bunda z=¢(t) — +) limit-ga o‘tib
topamiz:

If(X)dX— If(co(z)) ¢'(2)dz

Bu esa keltirilgan tasdlqnl |sbotlayd| >
3-misol. Ushbu

integral hisoblansin.

<« Bu integralda x=% almashtirishni bajaramiz. Natijada

= t2dt
J=[— ()t =
+-[01+ ( ) .(')-1+t4

t

bo‘lib,
B 1+001+ X2

= dx
2 5 1+x*

bo‘lishi kelib chigadi.
Keyingi integralda x—1 = Z deb, topamiz:
X

+00

——j 2: arctg 700: T
L2+ 22
Demak,
odx T
= . >
{ 1+x* 242

4.Xosmas integrallarni tagribiy hisoblash.
Aytaylik, f(x) funksiya [a,+) oraliqda uzluksiz bo‘lib, ushbu

Tf (x)dx

xosmas integral yaqinlashuvchi bo‘lsin. Ta’rifga binoan
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+00 t
! f (x)dx = tlﬂl@{ f(x)dx |

ya’ni
Ve>0, Jt;>a, Vi>t, :
+00 t
[ £00dx—[ f(x)dx <&
a a
bo‘ladi.
Ravshanki,
+00 t +00
[FOdx—[f(x)= [ f(x)dx .
a a t
Demak,
[f(dx|<e.
t
Natijada ushbu
+00 t
[ F0O)dx ~ [ f(x)dx (5)
a a
tagribiy formulaga kelamiz. Uning xatoligi
[f(dx<e
t
bo‘ladi.
4-misol. Ushbu
Ie‘xzdx

0
xosmas integral tagribiy hisoblansin.
<« (5) formulaga ko‘ra, berilgan integralni taqribiy hisoblash uchun ushbu

~+00 2 a 2
[e™dx~[e™ dx (a>0)
0 0
formulani hosil gilamiz. Uning hatoligi
+00
[ e dx
a
ga teng bo‘ladi. Bu hatolikni yuqoridan baholaymiz:
+00 +00 +o0
| e k<t | xe ™ dx = - | e Xd(x?) = i(—e‘X2 = Lo
. as 2a 5 2a 2a

Aytaylik, a =1 bo‘lsin. Bu holda
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+00 ) 1 )
[e™dx~[e™ dx
a 0
bo‘lib, bu taqribiy formulaning xatoligi uchun
[[e™dx <0839
1

bo‘ladi.
Aytaylik, a =2 bo‘lsin. Bu holda

+00 ) 2 )

[e™dx~[e™ dx

a 0
bo‘lib, bu taqribiy formulaning xatoligi uchun

[ e dx <0,00458

2

bo‘ladi.
Aytaylik, a =3 bo‘lsin . Bu holda

2 3

[e™dx~[e™ dx

a 0
bo‘lib, bu taqribiy formulaning xatoligi uchun

[ e dx < 0,00002
3

bo‘ladi. »
Mashqglar
1. Ushbu
+00
I In x2 dx
o 1+ X
integral hisoblansin.
2. Ushbu
+00 :
dx _arcsina (a>0)

! (x2 _a?Nx2-1 avl-a?
tenglik isbotlansin.
3. Ushbu
1 dx
1—x2

integral hisoblansin.
4. Ushbu
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2
[ In'sin xdx
0
integralning yaginlashuvchiligi isbotlansin, giymati topilsin.
5. Ushbu integral

} dx
2 /X +arctgx
yaginlashuvchilikka tekshirilsin.
Adabiyotlar

1. Xudayberganov G., Vorisov A. K., Mansurov X. T., Shoimqulov B. A.
Matematik analizdan ma’rizalar, I q. T. “Voris-nashriyot”, 2010.

2. Fixtengols G. M. Kurs differensialnogo i integralnogo ischisleniya, 1 t.
M. «FIZMATLIT», 2001.
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Glossariy

Maxsus nugta - Agar f(x) funksiya
X NU(X,) =D

to‘plamda chegaralanmagan bo‘lsa, X, nugta f(x) funksiyaning maxsus nugtasi
deyiladi.

Chegaralanmagan funksiyaning xosmas integrali - Agar t -b—0 da F(t)
funksiyaning limiti mavjud bo‘lsa, bu limit chegaralanmagan f (x) funksiyaning

[a,b) bo‘yicha xosmas integrali deyiladi va
b
[ f(x)dx
a

kabi belgilanadi.

Chegaralanmagan f (x) funksiyaning (a,b) bo‘yicha xosmas integrali - Agar
t'—>a+0, t—>c—-0hamdau —c+0, u—b-0 da ¢(t',t)+w(’,u)
funksiyaning limiti

Jim [p(t't) +y @, w]=lim [j f(x)dx +f f (x)dx]

t'—=a+0 ¢,
t—c-0 tc0 !
u'—c+0 u'—c+0
u—>b-0 u—b-0

mavjud bo‘lsa, bu limit chegaralanmagan f (X) funksiyaning (a,b) bo‘yicha
xosmas integrali deyiladi va

b
[ £ (x)dx

kabi belgilanadi.
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Keys banki

43-keys. Masala o rtaga tashlanadi: Ushbu
*°° dx arcsina
I = , (a>0)
(X —a’)yx' -1 ayl-a’

tenglik isbotlansin.
Keysni bajarish bosgichlari va topshiriglar:

e keysdagi muammoni hal gilish mumkin bo’lgan asosiy formula,
tushuncha va tasdiglarni keltiring (individual va kichik guruhlarda);

e to'plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo'yilgan masalani yeching
(individual).
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43-amaliy mashg’ulot

1-misol. Ushbu

O —y
o
> || X

integral yaginlashuvchilikka tekshirilsin.

<« Ravshanki, x, =0 nugta f(x)= 1 funksiyaning maxsus nugtasi.

Jx

Demak, garalayotgan integral chegaralanmagan funksiyaning xosmas integrali
bo‘ladi.

Ta’rifga binoan

Tax . Ltdx
= lim [—2 = lim 2(1—+/t) =2
'([4/)( t—>+0'!'4/x t—>+0 ( )

bo‘ladi. Demak, berilgan xosmas integral yaqinlashuvchi va u 2 ga teng. »

2-misol. Ushbu

xosmas integral uzoqlashuvchi bo‘ladi, chunki

tdx
lim [— = lim (In X); = +o0.
X
t

t—+0 t—+0

5-masala. Quyidagi xosmas integrallar absolut va shartli yaqginlashishga
tekshirilsin.

1
1 Jx -1 7,
5.1J' Ccos dx. 52 fsin( _1 J .dx |
0 n sinX )/ sin® x
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°>cos?(In x)
XIn x

53 dx.

-Sin xdx.

XSINX e >0,
. 1+xf

1+ X dx
5.4 jsm X'(l—xz)a.
1 a
5.GI i( sinldx.
16X -1 X
1 sin x*
5.8_[ ) dx.
0
1 sin—
5.10 X__dx
Y.
1 o
5.12 j(l_x) sin = dx.
. X X
X -sin x
5.14 2 27 Zdx
J; x° +1
516 T cosxdx
T x*+Inx
cosJ_
5.18 j Inx

5.20 jx“ -sin x” dx.
0
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Test

1. Agar t—>+o0 da F(t) funksiyaning limiti mavjud bo‘lsa, bu limiti f(X)
funksiyaning [a,+ o) cheksiz oraliq bo‘yicha ................ deyiladi.

A) xosmas integrali

B)  Aniq integral

C) anigmas integral

D) to’g’rijavob yo’q

2.Agar t > 400 da F(t) funksiyaning limiti mavjud va chekli bo‘lsa,

~+00 t
[ f(x)dx = lim F(t) = lim [ f(x)dx. integral ................... deyiladi.
a t—>+o00 t—>+ooa

A) yaginlashuvchi

B) uzoglashuvchi

C) yaginlashuvchi yoki uzoglashuvchi

D) tog’ri javob A va B

3. Agar t > +oo da F(t) funksiyaning limiti cheksiz yoki mavjud bo‘lmasa,

~+00 t
I f(x)dx = lim F(t) = lim I f (x)dx. integral ....... deyiladi.
a t—>+00 t—)+ooa

A) uzoglashuvchi

B) yaginlashuvchi yoki uzoglashuvchi
C) yaginlashuvchi

D) tog’ri javob A va B

4. Agar I f (X)dx integral yaginlashuvchi bo‘lsa, u holda IC - f(x)dx ham
a a

(C =const) yaqinlashuvchi bo‘lib,............ bo‘ladi.
A) [C-f)dx=C [ f(x)dx
a a

B) Tf (x)dx >0

C) +joo(f (X) = g(x))dx = T f (x)dx + Tg(x)dx
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D) +fof(x)dx=Tf(x)dx +Tf (x)dx
a a b

5. Agar Vx e[a,+) da f(xX)<g(x) bo‘lib, [ f(x)dx va [g(x)dx integrallar

yaqinlashuvchi bo‘lsa, u holda ............ bo‘ladi.

A) Tf (x)dx < +fog(x)dx
B) T f (x)dx =T f (x)dx ++fof (x)dx
a a b
C) +joo(f (X) £ g(x))dx = T f(x)dx +joog(x)dx

D) Tf (x)dx >0

1

2
6. Hisoblang: I
0

xIn? x
A L
In2
1
B I
) In3
c) 2
D) 1
3 2
7. Hisoblang: I x7ax
09— x>
Or
A _
) 4
O
B I
) 2
67
C _
) 4
D) 1

1
8. Hisoblang: _[In Xadx
0
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A) -1
B) -2
C) 2
D) 1
1 dx
9. Hisoblang:
) '!;(Z—X}\/l—x

A L

2

3
B -
) 2

Y4
C _
) 4

T
D -
) 4
10. Hisoblang: iﬂdx
' © 54/3=x

4
A —_—
) 3

4
B —
) 3

3
C -
) 2
D) 2
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44-mavzu Xosmas integralining
bosh qiymati

44-ma’ruza

Reja
1°. Dirixle alomati.
2° Abel alomati.

3°. Xosmas integralning bosh giymati.

1°. Dirixle alomati.

Faraz qilaylik, f(x) va g(x) funksiyalar [a,+o0) oraligda berilgan
bo‘lIsin.

1-teorema (Dirixle alomati). f(x) va g(x) funksiyalar quyidagi
shartlarni ganoatlantirsin:

1) f(x) funksiya [a,+) da uzluksiz va uning shu oraliqdagi
boshlang‘ich F(x) (F'(x)= f(x)) funksiyasi chegara-langan;

2) g(x) funksiya [a,+o0) da uzluksiz g'(x) hosilaga ega ;

3) g(x) funksiya [a,+o0) da kamayuvchi;

4) XILrT+1OOg(x):O.

U holda
[ F)g(x)dx
a
integral yaqinlashuvchi bo‘ladi.
Misol. Ushbu
3= [ g (a>0)
1 X

integralni yaginlashuvchilikka tekshirilsin.
Yechilishi. Berilgan integralni quyidagicha

J=[sinxtd  (a>0)
1 X
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yozib, f(x)=sinx, g(x):ia deymiz. Bu funksiyalar yuqorida keltirilgan
X

teoremaning barcha shartlarini ganoatlantiradi.
1) f(x)=sinx funksiya [1,+x) oraligda uzluksiz va uning boshlang‘ich
funksiyasi F(x) =—cosx funksiya [1,+) da chegaralangan;
2) g(x) :ia (a >0) funksiya [1,+) da
X

. o
g (X) - a+l
X
hosilaga ega va u uzluksiz;

3) 9(x) :ia (a > 0) funksiya [1,+o) da kamayuvchi;
X

4) lim g()=lim —=0. (a>0)

X—>+00 X—>+0 X%
Unda Dirixle alomatiga ko‘ra
+00 o
sin X
_[ —adx (a>0)
Xa
1

integral yaqinlashuvchi bo‘ladi. »
2°. Abel alomati.

Faraz qgilaylik, f(x) va g(x) funksiyalar [a,+) oraligda berilgan
bo‘lsin.

2-teorema (Abel alomati). f(x) va g(x) funksiyalar quyidagi shartlarni
ganoatlantirsin:

1) f(x) funksiya [a+0) da uzluksiz bo‘lib, [f(x)dx integral
a

yaginlashuvchi;
2) g(x) funksiya [a,+x) da uzluksiz g'(x) hosilaga ega va bu hosila

[a,+o0) da oz ishorasini saqlasin;
3) g(x) funksiya [a,+o0) da chegaralangan.
U holda

[ £(x)g(x)dx
a
integral yaqinlashuvchi bo‘ladi.

<« Ravshanki, I f (x)dx integralning yaqinlashuvchi bo‘li-shidan f(x)
a
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funksiyaning [a,+0) oraligda chegaralangan F(x) boshlang‘ich funksiyaga ega
bo‘lishi kelib chigadi.

Teoremaning 2)- va 3)- shartlaridan hamda monoton funksiyaning limiti
hagidagi teoremadan foydalanib ushbu

lim g(x)

X—>+00
limitning mavjud va chekli bo‘lishini topamiz:
lim g(x)=Db.

X—>+00

g,(x)=g(x)-b
funksiya x — +oo da monoton ravishda nolga intiladi:
lim g,(x)=0.

X—>+00

SHunday qilib f(x) va g,(x) funksiyalari Dirixle alomati keltirilgan
barcha shartlarni ganoatlantiradi. Dirixle alomatiga ko‘ra

11000, (x)dx

Unda

integral yaginlashuvchi bo‘ladi.

Ayni paytda,
f(x)g(x) = f(x)b+ f(x)g,(x)
bo‘lganligi sababli,

Tf (x) g(x)dx

integral ham yaqinlashuvchi bo‘ladi. »
3°.Xosmas integralning bosh giymati.

Faraz qgilaylik, f(x) funksiya (—oo,+o) da berilgan bo‘lib, bu oraligning
istalgan [t',t] (—oo<t'<t <+o0) gismida integrallanuvchi bo‘lsin:

t
F(t',t) =I f (x)dx.
e
Ma’lumki, ushbu
t
lim F(t',t) = t'Iim _[ f (x)dx

t'—>—oo, i
t—+o0 t—+o0

limit f(x) funksiyaning (—oo,+o0) oraliq bo‘yicha xosmas integrali deyilib, u
chekli bo‘lsa,
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I|m jf(x)dx_ If(x)dx

t—>+oo ot

xosmas integral yaginlashuvchi deyilar edi.
Bunda t' va t o‘zgaruvchilarning ixtiyoriy ravishda
t'—>—o0, t—>+c0
ga intilishi ko‘zda tutiladi.

Xususan, J' f (x)dx xosmas integral yaginlashuvchi bo‘lsa,

—00

lim jf(x) dx = If(x)dx

t—>+o0

bo‘ladi.
Birog

F(t',t) :j f (x)dx

+00
funksiya, t'=—t bo‘lib, t —>+00 da chekli limitga ega bo‘lishidan _[ f (x)dx
xosmas integralning yaqinlashuvchi bo‘lishi kelib chigavermaydi.
Masalan, ushbu

F(t'1) :jsin xdx
integrel uchun t'=—t bo‘lsa, t‘
Jt'sin xdx=0 (Vt>0)
bo‘lib, _

lim jsm xdx =0

t—>+o0 ©

bo‘ladi. Biroq
+00
[sin xdx
xosmas integral yaginlashuvchi emas.
Ta’rif. Agar t'=—t bo‘lib, t — +oo da

F(',t)= j f (x)dx

funksiyaning limiti mavjud va chekli bo‘lsa, j f (x)dx xosmas integral bosh

giymat ma’nosida yaqinlashuvchi deyilib,
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lim j f (x) dx

t—>+o0 ©

limit esa j f (x)dx xosmas integralning bosh giymati deb ataladi. Odatda,

[ f(x)dx xosmas integralning bosh giymati

—00

V. p.Tf (x) dx

kabi belgilanadi.
Demak,

+00 t
v.p. [ fOdx= lim [ f(x)dx.
t—+o0 ¢

Bunda v.p belgi fransuzcha "valeur principiale”- "bosh qiymat" so‘zlarining
dastlabki harflarini ifodalaydi.

Shunday qilib, I f (x)dx xosmas integral yaqinlashuvchi bo‘lsa, u bosh

gqiymat ma’nosida ham yaqinlashuvchi bo‘ladi. Biroq, If(x) dx xosmas
integralning  bosh qiymat ma’nosida yaqinlashuvchi bo‘lishidan uning
yaqinlashuvchi bo‘lishi har doim ham kelib chigavermaydi.

Mashglar

1. Dirixle alomatidan foydalanib

+00 ~F 2
Iﬂxj_x) dx (a>0)
X
integralni yaqinlashuvchi bo‘lishi isbotlansin.
2. Ushbu integral

j —arctgxdx (o >0)

yaginlashuvchilikka tekshirllsm.
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Glossariy

1-teorema (Dirixle alomati). f(x) va g(x) funksiyalar quyidagi
shartlarni ganoatlantirsin:

1) f(x) funksiya [a,+) da uzluksiz va uning shu oraligdagi
boshlang‘ich F(x) (F'(x)= f(x)) funksiyasi chegara-langan;

2) g(x) funksiya [a,+o) da uzluksiz g'(x) hosilaga ega ;

3) g(x) funksiya [a,+0) da kamayuvchi;

4) lim g(x)=0.

X—>+00

U holda
Tf (x)g(x)dx

integral yaqinlashuvchi bo‘ladi.

2-teorema (Abel alomati). f(x) va g(x) funksiyalar quyidagi shartlarni
ganoatlantirsin:

1) f(x) funksiya [a,+o) da uzluksiz bolib, [ f(x)dx integral
a

yaginlashuvchi;

2) g(x) funksiya [a,+o0) da uzluksiz g'(x) hosilaga ega va bu hosila
[a,+0) da o°z ishorasini saqlasin;

3) g(x) funksiya [a,+) da chegaralangan.

U holda
Tf (xX)g(x) dx

integral yaqinlashuvchi bo‘ladi.
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Keys banki

44-keys. Masala o rtaga tashlanadi: Ushbu

_[ warctgxdx (a>0)

integral yaginlashuvchilikka tekshirilsin.
Keysni bajarish bosqichlari va topshiriglar:
e keysdagi muammoni hal gilish mumkin bo’lgan asosiy formula,

tushuncha va tasdiglarni keltiring (individual va kichik guruhlarda);

e to'plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo'yilgan masalani yeching
(individual).

O zMU MATEMATIK ANALIZ KAFEDRASI 308




MATEMATIK ANALIZ 2016

44-amaliy mashg’ulot

Xosmas integralning Koshi ma 'nosidagi bosh giymati topilsin:

400 dX
V.p.
p'([xz—3x+2
T dx T dx Yo dx 2 dx
V. = =V
R e Sl L sy ey AL ooy ey AL Fowry Py

T dx s dx e dx | FP dx 3 dx
+-£—(x—1Xx—2):o!LrT+]0[-([ TP x_l)(x_z)}ﬁ'ﬂ?o“ e Ca A Rewy ey I

15
1 dx

i
T
™
eon)

dx 1 1 .
Agar Im—j[m—x—_l}dx_In\x—Z\—In\x—]J ekanligidan

foydalanib, yugoridagi limitlarni hisoblasak, VpIL -In2

X —3X+2

tenglikni hosil gilamiz. >

Quyidagi xosmas integrallarning Koshi ma'nosidagi bosh giymati

topilsin.
6.1 V.p.i_Esin xdx. 6.2V. _[ x 3)
In < 6.4V. pjr cosxdx.
6.5 V.p.T arctgxdx. 6.6 V.p.if xtgxdx.
_ 0
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%dx

6.7V.p.| ———.
p{3—53inx

7y
6.9V.p j dx
0*—SII']X

2

13+ x
17+x

dx.

6.11V.p j

7
613'ijl 2sin X’

615ijd—.
0 X“+Xx-2

dx
—x?

617ij

1
6.19 V.p.J.%
_1X

621ij dx

5 X —3x+2

+00 1 T
6.8 V.p. J' (arctgx T E)dx.

]
6.10 v.p.jﬂ
15_

612ijd—
0 X“+X—-6
7
6.14 V.p. [ ax
0 ——COoSX
6.16v.p.jd—:
10
6.18v.p.j£
07_
6.20 V.
S
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Test

1. Agar t—+o da F(t) funksiyaning limiti mavjud bo‘lsa, bu limiti f(X)
funksiyaning [a,+ o) cheksiz oraliq bo‘yicha ................ deyiladi.

A) xosmas integrali

B)  Aniq integral

C) anigmas integral

D) to’g’rijavob yo’q

2.Agar t > +oo da F(t) funksiyaning limiti mavjud va chekli bo‘lsa,

+o0 t

J.f(X)dX :tlim F(t) :tlim If(x)dx. integral ................... deyiladi.
—>+o0 —>+o0

a a

A) yaginlashuvchi

B) uzoglashuvchi

C) yaginlashuvchi yoki uzoglashuvchi

D) tog’ri javob A va B

3. Agar t > +oo da F(t) funksiyaning limiti cheksiz yoki mavjud bo‘lmasa,

+o0 t
J£09dx = lim F(©) = lim [ f(dx. integral ....... deyiladi,
" —>+o0 o0

A) uzoglashuvchi

B) yaginlashuvchi yoki uzoglashuvchi
C) yaginlashuvchi

D) tog’ri javob A va B

4. Agar j f (x)dx integral yaginlashuvchi bo‘lsa, u holda I C- f(x)dx ham
a a

(C =const) yaqinlashuvchi bo‘lib,............ bo‘ladi.
A) TC- f (x)dx = CTf (x)dx
B) Tf (x)dx >0
a
C) +fo(f (x) £ g(x))dx = T f (x)dx +fog(x)dx
a a a

D) +Ioof(x)dx:Tf(x)dx +Tf (x)dx
a a b
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5. Agar Vx e [a,+0) da f(x) < g(x) bo‘lib, [ f(x)dx va [g(x)dx integrallar
a a

yaqinlashuvchi bo‘lsa, u holda ............ bo‘ladi.

A) Tf (x)dx < +fog(x)dx
B) T f (x)dx :T f (x)dx +Tf (x)dx
a a b
C) +fo(f (X) = g(x))dx = T f(x)dx £ Tg(x)dx

D) Tf (x)dx>0

1
2 dx
6. Hisoblang:
: '([xlnzx
A L
In2
1
B _
) In3
C) 2
D) 1
3 2
7. Hisoblang: I x"dx
09— x>
y
4
O
B _
) 2
o o
4
D) 1

1
8. Hisoblang: [ Inxdx
0

A) -1
B) -2
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C) 2
D) 1
p dx
9. Hisoblang:
; ‘!;(Z—x}\/l—x
/4
A _
) 2
37
B -
) 2
o o
4
T
D —_
) 4
. 2 2-X
10. Hisoblang: I—dx
> V3 —X
4
A) ——
) 3
4
B —
) 3
3
c) =
) 2
D) 2
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45-mavzu. R™ fazo. R™ fazoda ochiq
va yopiq to'plamlar

45-ma’ruza

Reja
1°. R™ fazo tushunchasi.
2°. R™fazoda nuqtaning atrofi.

3°. R™fazoda ochiq va yopiq to‘plamlar.

1°. R™ fazo tushunchasi.

Hagqiqiy sonlar to‘plami R yordamida ushbu

RxRx--x R={(X,Xp,....Xy): % €R, X, €R,...x, €R} (1)
m ma

to‘plamni (R ning dekart ko‘paytmalaridan tuzilgan to‘plamni) hosil qilaylik.
Ravshanki, (1) to‘plamning har bir elementi M ta X;,X,,...,X,, haqgiqiy sonlardan
tashkil topgan tartiblangan m lik

(X3 X5 yeeesXir)

dan iborat bo‘ladi. Uni (1) to‘plamning nuqtasi deyilib, bitta harf bilan
belgilanadi:

X = (X[, Xpyeeei Xy ) -

Bunda x;,X,,...,X,, sonlar X nugtaning mos ravishda birinchi, ikkinchi, ...

, m-koordinatalari deyiladi.
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Agar X=(X, Xy, X),  Y=(Y1:Yo,.-Y,) Nugtalar uchun x =y,

Xy = Yp,ue0s Xy = Yy bO°Isa, X=1y deyiladi.
Faraz qilaylik,
X=X, Xp0 X )y Y = (Y1, Y21:¥m)

lar (1) to‘plamning ixtiyoriy ikki nuqtasi bo‘lsin. Ushbu

\/i(yk - )

k=1

migdor X va y nugtalar orasidagi masofa deyiladi va p(x,y) kabi belgilanadi:

m

P(X’y):\/Z(yk _Xk)2 - (2)

k=1

Endi masofaning xossalarini keltiramiz:

1) Har doim p(x,y)=0 va p(x,y)=0 < x=y bo‘ladi.

<« (2) munosabatga ko‘ra, har doim p(X, y)Z 0 bo‘ladi. Agar p(x, y): 0
bo‘lsa, unda

(v =%)" + (V2 =% )" + o4 (Y = %) =0

bo‘lib, natyjada X, =V, , X, =V¥,,.....X;, = Y, ya'ni X=Y bo‘lishi kelib chiqadi.
Aksincha, agar X, =Y, , X, =VY,,....X, =Y, bo‘lsa, unda (2) munosabatdan
foydalanib p(X, y)=0 bo‘lishini topamiz. >

2) p(x, y) masofa X va y wularga nisbatan simmetrik bo‘ladi:
p(x.y)=p(y,x).

<« Bu xossanig isboti (2) munosabatdan kelib chiqadi:

pley)= 30 -0 = B v =0

k=1 k=1
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3) (1) to‘plamning ixtiyoriy
X=X, Xo 00X )y Y=Y YoueesVim) s Z2=(24,25,00Z,,)
nugtalari uchun
p(x.2)< p(x,y)+ ply.2)
tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.

<4Ma’lumki, ixtiyoriy a,,a,,....a, va b,b,,.... b, haqgigiy sonlar uchun

\/i(ak +b, S\/éaf +\/ébf (3)

k=1

bo‘ladi (qaralsin, [1], 12-bob, 1-§; odatda bu tengsizlikni Koshi-Bunyakovskiy
tengsizligi deyiladi). (3) tengsizlikda

& =Y — X% » b =7y (k=12,...m)

deb topamiz:

Bu esa
p(x.2)< p(x, y)+ ply,2)
bo‘linishi bildiriladi.»
Shunday qilib, (1) to‘plamda (to‘plam elementlari orasida) masofa

tushunchasining kiritilishini hamda masofa uchta xossaga ega bo‘lishini

ko‘rdik.
Odatda, (1) to‘plam R™ fazo deyiladi. Demak,

R™ ={(X, Xp,....X, ): % € R, X, €R,... X, €R}.
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Endi R™ fazodagi ba’zi bir to‘plamlarni keltiramiz.

Aytaylik, biror a=(a;,a,,....a,)eR™ nugta va r>0 son berilgan
bo‘lIsin.

Ushbu

By (2) = | (%0 Xgroo X )€ R™ 10 — ) ot (X — ) <1 |

gisgacha,
B,(a)={xeR™: p(x,a)<r}
to‘plam markazi a nuqgta, radiusi r bo‘lgan shar (m o‘lchovli shar) deyiladi.
Quyidagi
B,(a)= {x eR™: p(x,a)< r}
to‘plam R™ fazoda yopiq shar,
B’(a)= {x eR™: p(x,a)= r}
to‘plam esa, R™ fazoda sfera (m o‘lchovli sfera) deyiladi.

Ravshanki,

B,(2)=B,(a)uB/(a)
bo‘ladi.
Ushbu

H(al,...,am;bl,bz,...,bm):{(xl,xz,...,xm)eRm:al<x1<b1,a2<x2<b2,...,am<xm<bm}
to‘plam R™ fazoda parallelepiped deyiladi, bunda a;,a,,....a,;b,b,,...0b,

haqiqiy sonlar.
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2°. R™ fazoda nuqtaning atrofi.

Biror x° = (Xf : Xg,...,x,?])e R™ nugta hamda & >0 son berilgan bo‘Isin.

1-ta’rif. Markazi x° nuqtada radiusi ¢ bo‘lgan R™ fazodagi shar,
x° e R™ nugtaning sferik atrofi deyiladi va Ug(xo) kabi belgilanadi:

Ug(xo): {x eR™: p(X, x°)< g}.

2-ta’rif. Ushbu

11(5,,5,....0, )= {(xl,xz,...,xm)e R™:

X = Oy <Xy <X A X =5y <Xy <X+ 5y X = By < Xy < X0+ 5}
parallelepiped x° nuqtaning parallelepipedial atrofi deyiladi va U(;lﬁz_.ﬁm (xo)

kabi belgilanadi, bunda 6, >0, ¢, >0,...,0,, >0.

R™ fazodagi nuqtaning bu atroflari orasidagi munosabatni quyidagi

lemma ifodalaydi.

Lemma. x°eR™ nugtaning har ganday Ug(xo) sferik atrofi olinganda
ham har doim x° nuqgtaning shunday U(;lﬁz_.ﬁm(xo) parallelepipedial atrofi
topiladiki,

L_J(sl,éz...am(XO)CUg(Xo)
bo‘ladi.
Shuningdek, x° nugtaning har ganday U(;lﬁzu_(sm(xo) parallelepepidial

atrofi olinganda ham har doim x° nugtaning shunday Ug(xo) sferik atrofi
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topiladiki,

U, (XO )C Ussy...0m (XO)
bo‘ladi.

<« x° e R™nugtaning sferik atrofi
Ug(xo): {x eR™: p(x, x°)< g}

&

Jm

berilgan bo‘lsin. Demak, & >0 son berilgan. Unga ko‘ra ¢ < tengsizlikni

ganoatlantiruvchi & sonni olib, x° nugtaning ushbu

U5(x°):LT55__5(x°): {(xl,xz,...,xm)e R™:
X0 =< <X A5, XY —F <Xy <XS+ 5, X0 =5 <X, <X + 65}
paralleipipedial atrofini tuzamiz. Natijadi x° nugtaning
Ug(xo) va Ug(xo)
atroflariga ega bo‘lamiz.

Aytaylik, Vx eUj (xo) bo‘lsin. Unda

‘xk —x,ﬁ"<5 (k=12,...,m)
bo‘lib,
2
1/i(xk —x;) < /i&z =5-J/m
k=1 k=1

&

Jm

bo‘ladi. Yuqoridagi 6 < tengsizlikni e’tiborga olib topamiz:

i(xk — xf())2 <e€.
k=1
Demak, p(X,%;)<& bo‘lib, x U, (x°) bo‘ladi. Bundan

Ug(XO)CUg(XO)
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bo‘lishi kelib chiqadi.

x° e R™ nugtaning parallelepipedial atrofi

Uss, s (xo)z {(xl, Xyeo Xy )ER™:
X0 =8, <X <X A Oy, XD =5 <Xy X9 A By XO = 8 <Xy < X0+ 5}
berilgan bo‘lsin. Berilgan 6,,9,,...,0,, musbat sonlar yordamida
g=min{5,,5,,...0, }
sonini topib, x° nugtaning ushbu
Ug(xo)z {x eR" Zp(X, x°)< g}
sferik atrofni tuzamiz. Natijada x° nugtaning
U, () va U, 5, (<)

atroflariga ega bo‘lamiz.

Aytaylik, vxeU,,(x°) bo‘lsin. U holda
p(X,XO)z /i(xk —xl‘f)2 <£<5, (k=12,....,m)
k=1

‘xk—x8‘<5k (k=12,....m)

bo‘lib,

bo‘ladi. Bundan esa x €Uy, , (x°)bo‘lishi kelib chiqadi. Demak,

U, () U, 4, () >
Bu lemma R™ fazo nugtasining bir atrofidan ikkinchi atrofiga o‘tishi

imkonini beradi.
3°. R™ fazoda ochiq va yopiq to‘plamlar.

Aytaylik, R™ fazoda biror G to‘plam (G = R") berilgan bo‘lib, X° G
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bo‘Isin.

Agar x° nugta G to‘plamga tegishli bo‘lgan Ug(xo) atrofga ega bo‘lsa,
(Ug(xo)c G) x° nugta G to‘plamning ichki nugqtasi deyiladi.

3-ta’rif G to‘plamning har bir nuqtasi uning ichki nuqtasi bo‘lsa, u ochiq
to‘plam deyiladi.

1-misol. R™ fazodagi ushbu

B,(a)= {x eR™: p(x,a)< r}

sharning ochiq to‘plam ekanligi ko‘rsatilsin.

<« vx° € B,(a) nugtani olamiz. Unda

r—p(x°,a)
miqdor musbat bo‘ladi. Uni ¢ deylik: 6=r — p(xo,a). (22-chizma)
Endi x° nugtaning ushbu
Ug(xo): {x eR" :p(X, x°)< 5}
atrofini garaymiz.
Bunda U 5(X0)c B, (a) bo‘ladi. Hagiqatdan ham,
VX eU5(x°):> p(x, x°)< )
bo‘lib, masofaning 3)-xossasiga ko‘ra
p(x,a)< p(X, x°)+ p(XO,a)< S+ p(XO,a)z r
bo‘ladi. Demak,
VX€U5(XO):> X e Br(xo)

Bundan U ,;(x° )= B, (x°) bolishi kelib chiqadi.

Demak, Br(a) to‘plamning har bir nuqtasi uning ichki nuqtasi bo‘ladi.
Binobarin, B, (a) ochiq to‘plam.»

Aytaylik, F < R™ to‘plam hamda x° eR™ nugqta berilgan bo‘lsin. Agar
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x° nugtaning ixtiyoriy Ug(xo) atrofida (Ve >0) F to‘plamning x° dan farq|i
kamida bitta nuqtasi bo‘lsa, x° nugta F to‘plamning limit nuqtasi deyiladi.

Masalan, ushbu

B, (a)= {x eR™: p(x,a)< r}
to‘plamning har bir nuqtasi uning limit nuqtasi bo‘ladi. Ayni paytda,
B = {Xe R™: p(x,a)= r}

to‘plamning barcha nuqtalari ham shu B, (a) to‘plamning limit nuqtasi bo‘ladi.
Birog, bu limit nuqgtalar B, (a) to‘plamga tegishli bo‘lmaydi.

4-ta’rif. Agar F < R™ to‘plamning barcha limit nuqtalari shu to‘plamga

tegishli bo‘lsa, F yopiq to‘plam deyiladi.

Masalan,
Bi(a)={xeR™: p(x,a)<r|
to‘plam (R™ fazodagi yopiq shar) yopiq to‘plam bo‘ladi
Biror M = R™ to‘plam hamda x° € R™ nugtani garaylik.
Agar x° nugtaning ixtiyoriy Ug(xo) atrofida ham M to‘plamning, ham
R™\M to‘plamning nugqtalari bo‘lsa, x° nuqgta M to‘plamning chegaraviy
nuqgtasi deyiladi. M to‘plamning barcha chegaraviy nuqtalari uning chegarasini

tashkil etadi. M to‘plamning chegarasi 0(M ) kabi belgilanadi.

Masalan,

B%(a)={xeR"™: p(x,a)=r|

to‘plam

B, (a)= {x eR™: p(x,a)< r}

to‘plamning chegarasi bo‘ladi:
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Agar F cR™ to‘plamning chegarasi G(F) shu to‘plamga tegishli bo‘lsa,
F yopiq to‘plam bo‘ladi.

Masalan,

B,(a)= {x eR™:p(x,a)< r}

yopiq to‘plam bo‘ladi, chunki

Mashglar

1. Agar G, < R™,G, = R™ ochiq to‘plamlar bo‘lIsa,
G UR",G,nR"
to‘plamlarning ochiq to‘plam bo‘lishi ko‘rsatilsin.
2. Agar F,cR™,F, = R" yopiq to‘plamlar bo‘lsa,
FUR™, F,nR"

to‘plamlarning yopiq to‘plam bo‘lishi ko‘rsatilsin.

Adabiyotlar
1. Xudoyberganov G., Vorisov A. K., Mansurov X. T.,
Shoimqulov B. A. Matematik analizdan ma’ruzalar, Il q. T. “Voris-
nashriyot”, 2010.
2. Fixtengols G. M.  Kypc ougpgepenyuanvioco u unmespanibHoo
ucuucnenus, 1 m. M. «PU3MATJINT», 2001.
3. Tao T. Analysis 1. Hindustan Book Agency, India, 2014.
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Glossariy

R ning dekart ko‘paytmalaridan tuzilgan to‘plam -
RxRx---x R={(X,Xp,...X,,): X, €R, X, €R,...X,, €R}.
%/—J

m ma

Tartiblangan m lik - (X, X%,,...,X,) -

x va y nugtalar orasidagi masofa - p(x, y):\/Z(yk —x ).
k=1

R™ fazo - R™ ={(X,,X,,.... X, ): % €R, X, €R,... X, € R}.
m o‘lchovli shar - B, (a): {X eR"™ :p(x,a)< r}.
m oflchovli sfera - B (a)= {XE R™: p(x,a)= r}.

R™ fazoda parallelepiped -

(a,...a,:0,b,,...0, )= {(xl,xz,...,xm)e R™:a, <x <bj,a, <X, <b,,..a <x_ <bm}
x® e R™ nugtaning sferik atrofi - Markazi x° nugtada radiusi ¢ bo‘lgan R™
fazodagi shar.

x° nugta G to‘plamning ichki nuqtasi - Agar x° nugta G to‘plamga tegishli
bo‘lgan U, (XO) atrofga ega bo‘lsa.

Ochiq to‘plam - To‘plamning har bir nuqtasi uning ichki nuqtasi bo‘lsa.

x° nugta F to‘plamning limit nuqtasi - Agar x° nugtaning ixtiyoriy Ug(xo)
atrofida (Ve >0) F to‘plamning x° dan farqli kamida bitta nuqtasi bo‘Isa.

F yopiq to‘plam - Agar F — R™ to‘plamning barcha limit nuqtalari shu
to‘plamga tegishli bo‘lsa.

x° nugta M to‘plamning chegaraviy nuqtasi - Agar x° nugtaning ixtiyoriy
U, (XO) atrofida ham M to‘plamning, ham R™\M to‘plamning nuqtalari

bo‘lsa.
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Keys banki

45-keys. Masala o'rtaga tashlanadi: Agar G cR", G, cR" ochiq to‘plamlar

bo‘lsa,
G UR", G,NR"

to‘plamlarning ochiq to‘plam bo‘lishi ko‘rsatilsin.
Keysni bajarish bosgichlari va topshiriglar:
e keysdagi muammoni hal gilish mumkin bo’lgan asosiy formula,

tushuncha va tasdiglarni keltiring (individual va kichik guruhlarda);

e to'plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo'yilgan masalani yeching
(individual).
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45-amaliy mashg'ulot

Na’muna uchun misollar yechimi
1-misol. R™ fazodagi ushbu
B,(a)= {x eR™: p(x,a)< r}
sharning ochiq to‘plam ekanligi ko‘rsatilsin.
<« vx° € B,(a) nugtani olamiz. Unda
r— ,o(x0 , a)
miqdor musbat bo‘ladi. Uni ¢ deylik: 6=r — p(xo,a). (22-chizma)
Endi x° nugtaning ushbu
Ug(xo): {x eR" :p(x,x°)< 5}
atrofini garaymiz.
Bunda U 5(XO>C B, (a) bo‘ladi. Hagiqatdan ham,
VX eug(xo): p(x, x°)< )
bo‘lib, masofaning 3)-xossasiga ko‘ra
p(x,a)< p(X, x°)+ p(xo,a)< S+ p(XO,a)z r
bo‘ladi. Demak,
VX€U5(XO):> X e Br(xo)
Bundan U ,;(x° )= B, (x°) bolishi kelib chiqadi.
Demak, Br(a) to‘plamning har bir nuqtasi uning ichki nuqtasi bo‘ladi.
Binobarin, B, (a) ochiq to‘plam.»

Misollar

1. Agar G, cR™, G, = R™ ochiq to‘plamlar bo‘lsa,

G UR",G,nR"
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to‘plamlarning ochiq to‘plam bo‘lishi ko‘rsatilsin.
2. Agar F,cR™, F, cR" yopiq to‘plamlar bo‘lsa,

FUR™, F,nR"

to‘plamlarning yopiq to‘plam bo‘lishi ko‘rsatilsin.

3. Aytaylik (X,p) metrik fazo berilgan bo’lsin, x,e X va r>0.
B,(a)= {x eR™: p(x,a)< r} ochig shar va C:={xe X : p(X,x,) < r} yopiq shar
berilgan.

a) B < C isbotlang.

b) B C ga teng bo’lmagan holat uchun r>0 radiusli (X,p) metrik

fazoga misollar keltiring.
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Test

1. Agar x° nugta G to‘plamga tegishli bo‘lgan U, (XO) atrofga ega bo‘lsa, (U . (XO )C G)

x° nugta G to‘plamning ........... nugqtasi deyiladi.
A) ichki B) chegaraviy C) limit D) urinish

2. Agar x° nugtaning ixtiyoriy Ug(xo) atrofida (‘v’g > O) F to‘plamning X° dan fargli

kamida bitta nuqtasi bo‘lsa, x° nugta F to‘plamning .............. nuqtasi deyiladi.
A) limit B) chegaraviy C) ichki D) urinish

3. Agar x° nugtaning ixtiyoriy US(XO) atrofida ham M to‘plamning, ham R™\M

to‘plamning nuqtalari bo‘lsa, x° nugta M to‘plamning ............ nuqtasi deyiladi.
A) chegaraviy B) limit C) ichki D) urinish
4. G to‘plamning har bir nuqtasi uning ichki nugtasi bo‘lsa, u ........... deyiladi.
A) ochiq to’plam B) yopiq to’plam C) chegara D) ochiq
shar

5. Agar F c R™ to‘plamning barcha limit nuqtalari shu to‘plamga tegishli bo‘lsa, F
............. deyiladi.
A) yopiq to’plam B) ochiq to’plam C) chegara D) ochiq
shar

6. X va Y nuqtalar orasidagi masofa to’g'ri keltirilgan qatorni ko'rsating.

m m m m
A) \/Z(yk xS B D) O X(%-x) D) > (Vi %)’
k=1 k=1 k=1 k=1
7. xX°eR" nugtaning sferik atrofini toping.

A) Ug(xo): {XE R™ :p(X,XO)< g} B) Ug(XO)I{XE R"™ Zp(X,XO)S&‘}

C) Ug(xo)z{XE R"™ :p(X,XO)>8} D) Ug(xo) {Xe R"™ :p(x,xO)Zg}

8.Agar G, cR™, G, = R™ ochiq to‘plamlar bo‘lsa, u holda quyidagi toplamlar ichida

ochiq to plamlarni ko rsating.

O zMU MATEMATIK ANALIZ KAFEDRASI 328




MATEMATIK ANALIZ 2016

A) G,UR™ G, nR" B) G,\R", G,\R" C) G,aR™ , G,aR"

D) G,aR" , G,\R"

9. Agar i, cR™ | F, = R™ yopiq to‘plamlar bo‘lsa, u holda quyidagi to'plamlar ichida

yopiq to plamlarni ko rsating.

A FUR™  F,nR" B) E\R", F,\R" C) FaR™, F,aR"
D) FaR™, F,\R"

10. M to‘plamning chegarasi to'g'ri belgilangan gatorni qatorni ko rsating.

A) o(M) B) M c) M’ D) int(M)
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46-mavzu. R™ fazoda ketma-ketlik
va uning limiti.

46-ma’‘ruza

Reja

1°. R™fazoda ketma-ketlik va uning limiti tushunchalari.

N
o

. Ketma-ketlik limitining mavjudligi.

w
o

. Ichma-ich joylashgan yopiq sharlar prinsipi.

N
o

. Qismiy ketma-ketliklar. Bolsano-Veyershtrass teoremasi.
1°. R™ fazoda ketma-ketlik va uning limiti tushunchalari.

Aytaylik, biror qoidaga ko‘ra har bir natural son n ga R™ fazoning bitta
x™ = (xM x(M . x(n)y (n=12,...)

nuqtasi mos qo‘yilgan bo‘lsin. Bu moslik natijasida R™ fazo nugtalaridan
tashkil topgan ushbu

L x Wy (x® x@ L x@y o x L x0y
gisgacha

x® x@ ox™

to'plam hosil bo‘ladi. Uni R™ fazoda ketma-ketlik deyilib, x| kabi

belgilanadi. Demak, {x(")} ketma-ketlikning hadlari R™ fazo nuqtalaridan iborat

bo‘lib, bu nuqtalarning koordinatalari m ta

{xl(”)}, {xg‘)}, {xr(,?)}, (n=12,..)

sonlar ketma-ketliklarini yuzaga keltiradi.

O zMU MATEMATIK ANALIZ KAFEDRASI 330




MATEMATIK ANALIZ 2016

Faraz gilaylik, R™ fazoda {x(”)}:
Cxm (1)
ketma-ketlik hamda

nuqta berilgan bo‘Isin.

1-ta’rif. Agar Ve >0 olinganda ham, shunday n, € N son topilsaki, barcha
n>n, uchun
p(x™M a)<e
ya’'ni
Ve >0, dn, eN, vn>n,: pxMa)<e
bo‘lsa, a nugta {x™ | ketma-ketlikning limiti deyiladi va

lim x™ =a yoki n > da x” —>a

Nn—o0

kabi belgilanadi.
vn>n, da

p(x™M a)<e
tengsizlikning bajarilishi, (1) ketma-ketlikning n, dan katta nomerli hadlari a
nugtaning U, (a) atrofiga tegishli bo‘lishini bildiradi. Bu hol (1) ketma-
ketlikning limitini quyidagicha ta’riflash imkonini beradi.
2-ta’rif. Agar a e R™ nugtaning ixtiyoriy U, (a) atrofi olingandan ham, {x(")}
ketma-ketlikning biror hadidan keyingi barcha hadlari shu atrofga tegishli
bo‘lsa, a nugta {x™} ketma-ketlikning limiti deyiladi.

1-misol. R™ fazoda ushbu
[ {E,E, 1}
nn n

ketma-ketlikning limiti a=(0,0, ...,0) bo‘lishi ko‘rsatilsin.
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4 V¢ >0 sonini olib, unga ko‘ra n, = {@} +1ni topamiz.
&
Unda ¥n > n, uchun

) (00,..0)=

P 8) =Pl n Jm__Jm
0

= <&
n
{m} +1
£
bo‘ladi. Demak,

lim x™ =a .»

nN—o0
2°. Ketma-ketlik limitining mavjudligi.

Faraz gilaylik, R™ fazoda {x™ | ketma-ketlik va a € R™ nuqta berilgan bolsin,
1-teorema. Agar R™ fazoda
x™ = (x{M x| x(0)y (n=12,...)
ketma-ketlik
a=(a,,a,,....4,)
limitga ega bo‘lsa;

lim x(" =a |

nN—o0

u holda

im x(M =
lim x;"/ =a,,

n—o0

lim x{") = a,,

n—oo

bo‘ladi.

O zMU MATEMATIK ANALIZ KAFEDRASI 332



MATEMATIK ANALIZ 2016

<« Aytaylik

lim x(" = a

N—o0

bo‘lsin. Limit ta’rifiga binoan ¥n>n, € N uchun
x" eU, (a)= {XE R™: p(x,a) <g} (Ve>0)
bo‘ladi. Ravshanki,
U,.(a)cU, (@)
bunda,

~

m.
U, (a)=x={(x, X, .. X )€ R™:
B —E<X <A +E 8, —E<X, <8y +&,...,A, —E< X, <@, + &

Keyingi munosabatlardan, ¥n > n, uchun
a,—e<x"<a +¢,

a,-c<x\"<a,+¢,

ya’'ni
x" al‘ <eg,
xm — az‘ <eg,
x{m am‘ <¢
bo‘lishini topamiz. Bundan esa
lim x(" =a,,
n—o0
lim x{" =a,,
nN—o0
lim x(" =a_
nN—o0
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bo‘lishi kelib chigadi.»
2-teorema. Agar R™ fazodagi

{x”}z{( xW X x )} (n=12..))

ketma-ketlik va a=(a,,a,,....,a,) nugta uchun

lim x{" =a,,

N—0

i (n _—
lim x; =a,,

nN—o0

bo‘lsa, uholda {x(™ | ketma-ketlik limitiga ega bo*lib,

lim x™ =g,

N—o0
bo‘ladi.

<« Teoremaning sharti hamda limit ta’rifidan foydalanib topamiz:

. & .
lim x{" =a, = Ve >0,3In{Y €N, vn>n{ :‘xl(“) - al‘ < — bo‘ladi.

oo Jm

. & .
lim x{" =a, = V& >0,3In{? eN, vn>n{? :‘xé“) - az‘ <—= bo‘ladi.

oo Jm

. & .
lim x!" =a_, =Ve>0,3n{™ eN, vn>n{" :‘xr(n“) - am‘ <—— bo‘ladi.

e Jm
Agar
n, = max{nél), n$?, ....,né’“)}
deyilsa, unda ¥n>n, da bir yo‘la

&

~ (k=12,..,m)

tengsizliklar bajariladi. U holda
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Jkil(xw ~a,) <1/é<ﬁ)z —¢

p(xM a)<¢

ya’'ni,

bo‘ladi. Demak,

lim x™ = a.p»

nN—0

Bu teoremalardan quyidagi tasdiq kelib chigadi.

R™ fazoda {x(”)}z{( XM oxdm L x )} ketma-ketlik a=(a,a,,...,.a,)

limitga,
lim x™ =a
N—o0

ega bo‘lishi uchun bir yo‘la
lim x{" =a,,
N—o0
lim x{" =a,,
n—o0
lim x =a_,

N—>c0
bo‘lishi zarur va etarli.

Bu muhim tasdiq bo‘lib, u R™ fazodagi ketma-ketliklar limitlarini o‘rganishni
sonlar ketma-ketliklar limitlarini o‘rganishga olib keladi. Sonlar ketma-
ketliklarning limiti esa 6-8-ma’ruzalarda batafsil bayon etilgan.

Agar (1) ketma-ketlik limitga ega bo‘lsa, u yaqinlashuvchi ketma-ketlik
deyiladi.

Yuqoridagi keltirilgan tasdigdan foydalanib isbotlanadigan muhim teoremani
keltiramiz. Avvalo R™ fazoda ketma-ketlikning fundamentalligini ta’riflaymiz.
3-ta’rif. R" fazoda (x| ketma-ketlik berilgan bo‘lsin. Agar Ve >0

olinganda ham, shunday n, € N topilsaki, ¥n>n,, VP >n, lar uchun
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p(X(n), X(P)) <&
tengsizlik bajarilsa, {x(”) } fundamental ketma-ketlik deyiladi.
3-teorema (Koshi teoremasi). {x(”)} ketma-ketlikning yaqinlashuvchi bo‘lishi

uchun uning fundamental bo‘lishi zarur va etarli.

Bu teorema 9-ma’ruzada keltirilgan 3-teorema kabi isbotlanadi.
3°. Ichma-ich joylashgan yopiq sharlar prinsipi.

R™ fazoda markazlari
a™” =@M al",...aM (n=12,..)

nuqtalarda, radiuslari r, >0 (n=12,..) bo‘lgan ushbu

Bl = érl(a(l)) = {XE Rm :,O(X,a(l)) < I’l}

B, =B, (a?)= {x eR™:p(x,a?)<r, }

yopiq sharlar ketma-ketligini garaylik. Agar bu yopiq sharlar ketma-ketligining
hadlari uchun quyidagi

B, oB,>..oB,>..
munosabat o‘rinli bo‘lsa, {B,} ichma-ich joylashgan yopiq sharlar ketma-ketligi
deyiladi.
Aytaylik, {Bn} R™ fazoda ichma-ich joylashgan yopiq sharlar ketma-ketligi
bo‘lsin.
4-teorema. Agar n — oo da shar radiuslari r, nolga intilsa, ya’'ni

limr, =0

N—o0
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bo‘lsa, u holda barcha yopiq sharlarga tegishli bo‘lgan a nuqta (a € Rm) mavjud

va u yagona bo‘ladi.

<« Shar markazlaridan tuzilgan
{a(”)} (a(”) eR™ n =L2,..)
ketma-ketlikni garaylik. Uning fundamental ketma-ketlik bo‘lishini ko‘rsatamiz.

Shartga ko‘ra limr, =0 . Unda

N—o0
Ve>0, 3dn;eN, n>n,:r,<e

bo‘ladi. Ayni paytda, yopiq sharlar ichma-ich joylashganligidan ixtiyoriy

P>n>n,
uchun
B, @ 5B, (a™))
bo‘lib,
p(a(“),a(P))s r,<e
bo‘ladi.

Demak, {a(”)} fundamentalketma-ketlik. Unda Koshi teoremasiga ko‘ra u

yaqinlashuvchi bo‘ladi:

lim a®™ =a. (aeR™M)

N0
Bu a nuqgta §rn (a(”)) to‘plamning limit nuqtasi va §rn (a(”)) yopiq bo‘lganligi
uchun aeB, (&) (n=12.) bo‘ladi. Demak, a barcha sharlarga tegishli
bo‘lgan nuqta. Faraz qilaylik, a nuqtadan fargli barcha sharlarga tegishli
bo‘lgan b nugta (b € Rm) mavjud bo‘lsin: be §rn (@) b=a. Masofaning 3-
xossasidan foydalanib topamiz:

pla,b)< p(a, a(”))+ p(a(”),b)s 2r..

Agar n—>o da r, >0 bo‘lishini e’tiborga olsak, keyingi munosabatdan
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p(a,b)=0, ya’ni a=b bo‘lishi kelib chigadi.»

Odatda, bu teorema ichma-ich joylashgan yopiq sharlar prinsipi deyiladi.

4°. Qismiy ketma-ketliklar. Bolsano-Veyershtrass teoremasi.

R" fazoda {x(”) }:

NGINC N

ketma-ketlik berilgan bo‘lsin. Ushbu ketma-ketlik

X(nl) X(nZ)

X(nk)

bunda,
n<n,<..<n <..;n.eN, k=12,
berilgan {x(”)} ketma-ketlikning gismiy ketma-ketligi deyiladi. U {x("k)} kabi
belgilanadi.
Ravshanki, bitta ketma-ketlikning turlicha gismiy ketma-ketliklari bo‘ladi.

Agar x| ketma-ketlik yaginlashuvchi bo‘lib,

lim x™ = a

N—o0
bo‘lsa, bu ketma-ketlikning har ganday qismiy ketma-ketligi {x(”k)} ham
yaqinlashuvchi bo‘lib,

lim x™) = g

K0
bo‘ladi.
Bu tasdigning isboti ketma-ketlik limiti ta’rifidan bevosita kelib chiqadi.
Aytaylik, R™fazoda biror M to‘plam berilgan bo‘lsin: M < R™. Agar R"

fazoda markazi (0,0,..,0)e R™, radiusi r > 0 bo‘lgan shar
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U= {(xl,xz,...,xm) e R™ 1 p((X;, X5,.-,X,,) (0,0,...0))< r}
topilsaki:
McU°

bo‘lsa, M chegaralangan to‘plam deyiladi.

Endi Bolsano-Veyershtrass teoremasini isbotsiz keltiramiz.

5-teorema (Bolsano-Veyershtrass teoremasi). R™ fazoda har ganday
chegaralangan ketma-ketlikdan yaginlashuvchi qismiy ketma-ketlik ajratish

mumKin.

Xususiy hollar. m=1 bo‘lganda R™ =R bo‘lib, undagi ketma-ketlik
sonlar ketma-ketligi bo‘ladi. Ma’lumki, sonlar ketma-ketligi va uning limiti 6-8-

ma’ruzalarda batafsil o‘rganilgan.

m=2 bo‘lganda R™=R? bo‘lib, undagi ketma-ketlik tekislik
nuqtalaridan iborat

(X, Yo )b (Xas Yo Do n(X s Vi ) (x,€R, y,eR, n=12.)
ketma-ketlik bo‘ladi. Bu ketma-ketlikning limiti {x.} va {y,} sonlar ketma-

ketliklarining limitlari orqali o‘rganiladi.

1) oy
(-1,-1, 11, (-1L-D,....(D", (-D"),...
ketma-ketlik limitga ega bo‘lmaydi, chunki
X, =(-D", Y, =(-D"  (n=12.)

ketma-ketliklar limitga ega emas.

Masalan, ushbu
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Mashglar

1. Agar x° €R™ nugta M c R™ to‘plamning limit nuqtasi bo‘lsa, M
to‘plam elementlaridan tashkil topgan va x° nuqtaga yaginlashadigan
{x(“)} (x(”) eM, x"=%x,, n :1,2,...)
ketma-ketliklarning mavjudligi ko ‘rsatilsin.
2. Agar

imx™=a (x™eR™, aeR", n=12..)

nN—0

bo‘lsa, {X(“) } ketma-ketlikning chegaralanganligi ko ‘rsatilsin.

Adabiyotlar
1. Xudoyberganov G., Vorisov A. K., Mansurov X. T., Shoimqulov B. A.
Matematik analizdan ma ’ruzalar, 1l g. T. “Voris-nashriyot”, 2010.
2. Fixtengols G. M. Kypc oupgepenyuarvnoco u  unmeepaivHo2o
ucuucnenus, 1 m. M. «PU3MATJINT», 2001.
3. Tao T. Analysis 2. Hindustan Book Agency, India, 2014.
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Glossariy

R fazoda ketma-ketlik - (xl(l),xgl),...,xr(ﬁ)), (Xl(z),xgz),---,xr(ﬁ)),

(xl(”), xgn),...,x,(ﬁ)), .

{X(n)} ketma-ketlikning limiti - Agar V¢ >0 olinganda ham, shunday n, € N
son topilsaki, barcha n>n, uchun
p(x™M a)<e
ya’'ni
Ve >0, I, eN, vn>n,: p(xM,a)<e

bo‘lsa, a nugta {x™ | ketma-ketlikning limiti deyiladi.

a nuqta {x(”)} ketma-ketlikning limiti - Agar a € R™ nuqtaning ixtiyoriy
U, (a) atrofi olingandan ham, {x(”)} ketma-ketlikning biror hadidan keyingi
barcha hadlari shu atrofga tegishli bo‘lsa, a nuqta {X(")} ketma-ketlikning

limiti deyiladi.

Yaginlashuvchi ketma-ketlik - Agar {x(“) }ketma-ketlik limitga ega bo‘lsa.

{X(n)}fundamental ketma-ketlik -R™ fazoda {x(”)} ketma-ketlik berilgan
bo‘lsin. Agar Ve >0 olinganda ham, shunday n, € N topilsaki, ¥n > n,,
VP >n, lar uchun

p(X(n), X(P)) <c

tengsizlik bajarilsa, {x(”) } fundamental ketma-ketlik deyiladi.

Qismiy ketma-ketlik - Ushbu ketma-ketlik
X(nl), X(nZ) , X(nk)

bunda,
n<n,<..<n <..;n.eN, k=12,., .
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Keys banki

46-keys. Masala o rtaga tashlanadi: Agar

lim x™ = a, (X" eR", eR", n=12,...)

nN—oo
bo‘lsa, {x(“)} ketma-ketlikning chegaralanganligi ko ‘rsatilsin.

Keysni bajarish bosgichlari va topshiriglar:
e keysdagi muammoni hal gilish mumkin bo’lgan asosiy formula,

tushuncha va tasdiglarni keltiring (individual va kichik guruhlarda);
e to'plangan ma’lumotlardan foydalanib, qgo’yilgan masalani yeching
(individual).
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46-amaliy mashg'ulot

Na’muna uchun misollar yechimi

RN

ketma-ketlikning limiti a=(0,0, ...,0) bo‘lishi ko rsatilsin.

1-misol. R™ fazoda ushbu

4 V¢ >0 sonini olib, unga ko‘ra n, = {@} +1ni topamiz.
&

Unda ¥n > n, uchun

) 11 m JE Jm
p(x™,a)=p((=, = ) (0,0,...0)) = = <&
n'n’ n n0 {\/ﬁ}
—|+1
&
bo‘ladi. Demak,
lim xW =a .»
Misollar

1. Agar x° €R™ nugta M c R™ to‘plamning limit nuqtasi bo‘lsa, M
to‘plam elementlaridan tashkil topgan va x° nugtaga yaginlashadigan
{x(“)} (x(”) eM, x"=%x,, n :1,2,...)

ketma-ketliklarning mavjudligi ko‘rsatilsin.
2. Agar

lim x™ = a (x(”) eR™ aeR™, n:1,2,...)

N—o0

bo‘lsa, {X(“) } ketma-ketlikning chegaralanganligi ko‘rsatilsin.

R— 2 —_—
3 x| 13 n2,2n 1 ketma-ketlik limitini toping.
1+2n° 2-3n
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— 2 J—

4. xo [ 2730 201 tma-ketlik limitini toping.
1+2n° 2+3n

5. x® = 3N ,2”‘1j ketma-ketlik limitini toping.
1+2n 2+3n
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Test

j ketma-ketlik limitini toping.

=

(O _ 13-n* 2n-1
1+2n®>'2-3n

Ao e (38 o (58 2 3

o [2—3n2 2n-1
X =

no

1+2n%'2+3n

(-8 e(39 e (32) 005

3 x<">=( il ,2”‘1j ketma-ketlik limitini toping.
1+2n 2+3n

SEHEEHEEHENED

. sinxy oo
4. IlmTy limitni hisoblang.
y—a

j ketma-ketlik limitini toping.

A 1 B.*a C.% D.0
5. ||m(1+;j limitni hisoblang.
e
A S B.a c.2 D. *e
2 2

6. x =(i2,§j ketma-ketlik limitini toping.

A.*(0,0) B.(0.1) C.(10) D. (L1)

~

(n) (4[’\2 +1 2
X =
n n

>—,—CO0S n;z} ketma-ketlik limitini toping.

A. (11) B.(0,4) C.*(4,0) D.(42)
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8. lim(x*+y?)"" limitni hisoblang.
x—0
y—0

A *1 B.0 C.-1 D.2

2

9. "m[xz)iyyZJ limitni hisoblang.

X—>+0
y—>+©

Al B.-1 C.*0 D.2

10. x™ =[32 il _1) ketma-ketlik limitini toping.
n n

A.*(0,5) B.(5,5) C.(L5) D.(0,0)
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47-mavzu. Ko'p o'zgaruvchili
funksiya va uning limiti

47-ma’‘ruza

Reja
1%. Ko‘p o‘zgaruvchili funksiya tushunchasi.
2°. Ko*p o‘zgaruvchili funksiya limiti (karrali limiti) ta’riflari.
3°. Funksiya limitining mavjudligi.

4°, Takroriy limitlar.

1° Ko‘p o‘zgaruvchili funksiya tushunchasi.

Faraz gilaylik, R™ fazoda E to‘plam berilgan bo‘lsin: E < R™.
1-ta’rif. Agar E to‘plamdagi har bir X=(X;,X,,..X,,) nuqtaga biror f
goidaga ko‘ra bitta haqiqiy U son mos qo‘yilgan bo‘lsa, E to‘plamda ko‘p
o‘zgaruvchili (M ta o‘zgaruvchili) funksiya berilgan (aniqlangan) deyiladi. Uni
fixX=(%X, Xy, Xy) > U YOKI U= F(X)= (X, X5,..0,%)
(X=X, %9,... X, ) €R™ , UER)
kabi belgilanadi. Bunda E funksiyaning berilish (aniglanish) to‘plami,
X1y X9,..., Xy, lar (erkli o‘zgaruchilar) funksiya argumentlari, U esa X;,X,,...,X,
larning funksiyasi deyiladi.
Masalan, f - har bir
X=(X,X5,..X,) €M,
M ={Xe R™ Zp(X,O)Sl}

nuqgtaga ushbu
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2 2 2
(xl,xz,...,xm)—>\/1—x1 — X5 — .. — X

qoida bilan bitta hagigiy U sonini mos qo‘ysin. Bu holda M < R™ to‘plamda

aniglangan

U=y1-x2—xZ —..—x2
funksiya hosil bo‘ladi.

Aytaylik, u=f(X;,X,,..X,,) funksiya (ko‘p hollarda bu funksiyani
u=f(x) kabi yozamiz) EcR™ to‘plamda  berilgan  bo‘lsin.
x° =(x2, x2,....x%) e E nuqtaga mos keluvchi u, son u= f(x) funksiyaning x°
nugtadagi xususiy giymati deyiladi: u, = f(x°).

Berilgan funksiyaning barcha xususiy giymatlaridan iborat ushbu
u=f(x):x<E} 1)

sonlar to‘plam U = f(x) funksiya giymatlari to‘plami deyiladi. Agar (1) to‘plam

chegaralangan bo‘lsa, u=f(x)=f(x,X,,..X,) funksiya E to‘plamda

chegaralangan deyiladi.

R™ fazodagi ushbu
{(x, f(X)):Xx=(X,X,,..%,)€R™, f(x) e R}
to‘plam ko‘p o‘zgaruvchili u= f (X, X,,..X,) funksiyaning grafigi deyiladi.
Faraz qilaylik, yuqorida garalayotgan f (x;,X,,..X,,) funksiyada

X :(Dl(t) = ¢1(t1’t21---,tk),
Xy :¢2(t) = (02(t1at21---,tk),

Xm :§0m(t) :¢m (t11t21---1t|()1
bo‘lsin, bunda ¢, (t) funksiya (i=12,..m) Tc R* to‘plamda aniglangan

bo‘lib, t=(t;,t,,....t,) €T bo‘lganda unga mos X=(X;,X,,..X,) € E bo‘lsin.
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Natijada
f(x®)= (e t,... 1), (t, K )9 (- 8 ) = F (G000 8 )
funksiya hosil bo‘ladi. Uni murakkab funksiya deyiladi.

2°. Ko‘p o‘zgaruvchili funksiya limiti (karrali limiti) ta’riflari.

Faraz qgilaylik, f(x) funksiya (xeR™)EcR"™ to‘plamda berilgan,
x° € R™ nugta E ning limit nuqtasi bo‘lsin. U holda R™fazoda shunday {X(”)}:
x® x@ x™
ketma-ketlik topiladiki:
1) vneN da x™" eE, xM 2 x0
2) n>owo dax™ —x°
bo‘ladi (bunday ketma-ketliklar istalgancha bo‘ladi).
2-ta’rif (Geyne). Agar
1) VvneNdax™eE, xM=x°;
2) nsw dax™-x°
shartlarni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy {x(”)} ketma-ketlik uchun
nswo da f(xM)— A
bo‘lsa, A f(X)=f(X,X,,.....X,) funksiyaning x°=(x{, x7,....x%) nugtadagi
limiti (karrali limiti) deyiladi. Uni lim f(x)=A yoki
X—>X
lim f(x,X%,...X,) =A
X — X0

X, —> X3

kabi belgilanadi.
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Eslatma. Agar
{x(“)} xMeE, x™=«£x°n=12...),
{y(”)} (yVeE, y"Mxx®n=12..)
ketma-ketliklar uchun n— oo da
xM —5x% L y™ 5 x°
bo‘lib,
fxX"M>A, f(y")>B, A=B
bo‘lsa, f(x) funksiya x° nuqtada limitga ega bo‘lmaydi.
3-ta’rif (Koshi). Agar V& >0 son olinganda ham shunday 6 =06(¢)>0

topilsaki, 0< p(x,x°) < ¢ tengsizlikni ganoatlantiruvchi Vv xe E (E c R’“) da
f(x)-A<e
tengsizlik bajarilsa, A son f(x) funksiyaning x° nugtadagi limiti (karrali
limiti) deyiladi.
Bu ta’rifni qisqacha qilib quyidagicha ham aytsa bo‘ladi.
Agar
Ve>0, 35>0,VxeEn U0\ KC)): [f(0)-A<e

bo‘lsa, A soni f(x) funksiyaning x° nuqtadagi limiti deyiladi.

3°. Funksiya limitining mavjudligi.

Faraz qilaylik, f(xX)=f (X,X,,..X,,) funksiya EcR™ to‘plamda
berilgan bo‘lib, x°=(x?, x3,...x2)eR™ nuqgta E to‘plamning limit nuqtasi

bo‘lIsin.

1-teorema (Koshi). f(x) funksiya x° nuqtada limitga ega bo‘lishi uchun
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V& >0 son olinganda ham shunday 6 > 0 son topilib,
vx' e E m(Ug(xo) \ {xo}) , WX"eE m(Ué(xo) \ {xo})
nuqgtalarda
f(x") - f(x)<e
tengsizlikning bajarilishi zarur va etarli.
<« Zarurligi. Aytaylik, f(x) funksiya x° nugtada A limitga ega bo‘lsin:
lim f(x)=A.

X—>X
Limit ta’rifiga ko‘ra,

Ve>0, 35>0,vxeE n(U,(x°)\ x°}):

\um—N<§
bo‘ladi, Jumladan
X eEnUs(xVK), X" €En(U;()\):
nugtalar uchun
\f(x’)—A‘<g , \f(x")—A‘<g

bo‘ladi.

Keyingi tengsizliklardan

[F(x) = F(X) <[f () - A|+|f(x)-A<e

bo‘lishi kelib chigadi.

Yetarliligi. Aytaylik, Y&e>0 son olinganda ham shunday o6 >0 son
topiladiki,

UX €ENU; O\, WX eEnU;(°)\ X))
nuqtalar uchun
f(x")—f(X)<e

tengsizlik bajariladi.
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x° nugtaga intiluvchi ikkita {x(”)}, {y(”)} ketma-ketlik-larni olamiz:
n— oo da

xW 5 x% xMeE, xMxx% n=12..),

ym o5x® (yWeE, y™=xx% n=12,..).

Bu ketma-ketliklar hadlaridan foydalanib, ushbu

XO, Y@ @ @

ketma-ketlikni hosil gilamiz. Uni {z(“)} ketma-ketlik deylik. Ravshanki, bu
ketma-Kketlikning ham limiti x° bo‘ladi: n— o da
zW 5% ZMeE, z™=£x% n=12..),
Limit ta’rifiga binoan yuqoridagi 6 >0 songa ko‘ra shunday n, € N topiladiki,
vn>n,, Vm>n, da
zM eEn (Ug(xo) \ {xo}),
2™ cEn (Ué(xo) \ {xo})
bo‘ladi.
Teoremaning shartidan
f(z)-f(z™) <&
tengsizlikning bajarilishi kelib chigadi. Demak, {f(z(”))} sonlar ketma-ketligi
fundamental ketma-ketlik bo‘ladi. Binobarin, u yaginlashuvchi :
n—o da f(zM)>A.
Unda n— oo da
fxXM A f(y")—>A
bo‘lib, funksiya limitining Geyne ta’rifiga ko‘ra
Iim0 f(x)=A

X—>X

bo‘ladi.»
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4°. Takroriy limitlar.

Faraz qgilaylik, f(x)=f(x,X,,..X,) funksiya EcR™ to‘plamda berilgan
bo‘lib, x° =(x_, X3,...,x2) € R™ shu E to‘plamning limit nuqtasi bo‘Isin.
m ta x,,x,,..x,, o‘zgaruvchilarga bog‘liq bo‘lgan f (x;,...x;,) funksiyada

X5, Xg,..X,, O‘zgaruvchilar tayinlansa, ravshanki, u bitta X; o‘zgaruvchining

m

funksiyasiga aylanadi. Aytaylik, bu funksiya x, — x{ da limiga ega bo‘lsin :

im £ (X, %o, X)) = @1 (X5, Xg, 00X ) -

X —>X
Endi ¢, (X,,X;,....Xy, ) funksiyada x,,x,,...,x,, o‘zgaruvchilari tayinlanib,
so‘ng X, — Xg limitga o‘tilsa

im @ (X5, Xg,.. X ) = 02 (X5, X4, %)

Xp—>X5
bo‘lib, berilgan funksiyaning

Iim Iim f(x, 6x,,....X
xpx0 %30 06, %0 )
limiti hosil bo‘ladi.
Xuddi shunga o‘xshash f (X, X,,...,X,,) funksiyaning

X , X

x s X

iy K

o‘zgaruvchilari mos ravishda X;, X, ,....X; larga intilgandagi limiti

lim ... lim - f (%, %,....X5)

0
—)Xik X —)Xil

X i

k
ni ham garash mumkin.

Odatda, bu limitlar f(x;,X,,....X,,) funksiyaning takroriy limitlari

deyiladi. f(X,X,,....X,) funksiya argumentlari x,,x,,..x, lar mos ravishda

m

x., X3,...x2 sonlarga turli tartibda intilganda funksiyaning turli takroriy

limitlari hosil bo‘ladi.

Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning limiti (karrali limiti) hamda uning
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takrorty limitlari turlicha munosabatda bo‘ladi. Ular haqida, xususiy holda
keyingi banda bayon etamiz.

Xususiy hollar. m=1 bo‘lganda bitta o‘zgaruvchiga bog‘liq bo‘lgan R
fazodagi biror to‘plamda aniglangan u= f(X) funksiyaga ega bo‘lamiz. Bu
funksiya va uning limiti 11- va 12-ma’ruzalarda o‘rganilgan va to‘liq
ma’lumotlar keltirilgan.

m=2 bo‘lganda R? fazodagi (tekislikdagi) biror to‘plamda aniqlangan
ikki o‘zgaruvchiga bog‘liq bo‘lgan u= f(X,y) funksiyaga ega bo‘lamiz.

Masalan,

y In(x? + y? —1)
In—x?_ y2

Bu funksiyaning aniqlanish to‘plami tekislikning ushbu

X°+y°—1>0
4-x*—y*>0
sistemani qanoatlantiradigan nuqtalar to‘plami 24-chizmada tasvirlangan xalgani
ifodalaydi:
Ikki o‘zgaruvchiga bog‘liq bo‘lgan u= f(x,y) funksiyaning grafigi
umuman R® fazoda (biz yashab turgan fazoda) sirtni ifodalaydi.
Masalan, ushbu
u=x*+y?
funksiyaning grafigi R*® fazoda 25-chizmada tasvirlangan aylanma paraboloid
bo‘ladi:

Aytaylik, f(x,y) funksiya EcR® to‘plamda berilgan bo‘lib, (X,,Y,)< R?
u

nugta E ning limit nuqtasi bo‘lsin. Bu ikki o‘zgaruvchili funksiya limiti
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ta’riflari quyidagicha bo‘ladi:
Agar
1) V,eNda(x,y,)eE (X¥,)# (X Yo)
2) n—oo da (X,,¥,) (X, Yo)
shartni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy {(xn,yn)} nuqtalar ketma-ketligi uchun
n—o da f(x,Yy,)—>A
bo‘lsa, A funksiyaning (X,,Y,) nuqtadagi limiti (karrali limiti) deyiladi va

lim  f(x,y)=Ayoki lim f(x,y)=A
(x.¥)~(x0.%) X%
Y—=>Yo
kabi belgilanadi.
Agar Ve&>0 olinganda ham shunday o6>0  topilsaki,

0< p ((X,¥),(Xy, o))< S tengsizlikni ganoatlantiruvchi v(x,y) € E da
f(x,y)-A<e

tengsizlik bajarilsa, A son f(Xx,y)funksiyaning (X,,Y,) nhuqgtadagi limiti
(karrali limiti) deyiladi.
Berilgan funksiyaning ikkita takroriy limitlari

lim Iim f(x,y), lim lim f(x,y)
y

X% Y=Yo —Yo X%
bo‘lishi mumkin.
1-misol. Ushbu
Xy

f(x,y)=1x*+Yy?

0 ,arap x?+y?=06ymnca

,arap X° +y? =0 6ynca

funksiyaning (x,y) —(0,0) dagi limiti 0 bo‘lishi ko‘rsatilsin.
<« Koshi ta’rifidan foydalanib topamiz:
V& >0 son uchun & =2¢ deyilsa,

0<p((x¥).(00)<s
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tengsizlikni ganoatlantiruvchi v(x, y) € R? da

Xy
X2 +y?

= 2P (00)<55=¢

2 2

£(x,y) -0 = Ly

bo‘ladi. Demak,

lim f(x,y)=0.»
x—0
y—0

2-misol. Ushbu
X2y2
x2y? +(x—y)?

funksiyaning (0,0) nuqtada limiti mavjud emasligi ko‘rsatilsin.

f(x,y)=

<« Ravshanki, bu funksiya
R*\{(00)}

to‘plamda aniglangan va (0,0) nugta shu to‘plamning limit nuqtasi.

(0,0) nugtaga intiluvchi {(EE)} {(1 _ 1)}
nn n n

ketma-ketliklarni olaylik:

(1,1%(0,0) ,(1,_1%(0,0).

nn n n
11 1 1 . .
(—,—j hamda (ﬁ’_ﬁj nugtalarda (n=1,2,3,....) berilgan funksiyaning
nn
giymatlari

f(1,1)=1 f(l,—lj= 1 (n=12,...)
nn n n/ 4n°+1

bo‘lib,
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f (EE]—M , (1,—1)—>0
nn n n

bo‘ladi. Funksiya limitining Geyne ta’rifidan foydalanib, berilgan funksiyaning
(X,y¥) — (0,0) da limitga ega emasligini topamiz. »
3-misol. Ushbu
Xy

f(xy)=1Vx*+y?

0 ,arap x*+Yy?=06yuca

,arap X° + y? =0 6yuca,

funksiyaning (0,0) da takroriy limitlari topilsin.

<«Berilgan funksiyaning takroriy limitlarini topamiz:

im £ (x, ) = lim XY _o limlim f(x,y)=0,

x—0 /X2+y2 y—0x—0

im  (x, y) = lim XY _o, limlim f(x,y)=0.
y—

y—0 IXZ +y2 x—0y—0

Demak, berilgan funksiyaning (0,0) nugtadagi takroriy limitlari bir-biriga teng
bo‘lib, ular 0 ga teng.»
4-misol. Ushbu
2X—Y

f(x,y)=1<X+3y

0 ,arap x*+3y=06y1ca

,arap X+ 3y # 0 6y7ca,

funksiyaning (0,0) nuqgtadagi takroriy limitlari topilsin.
<«Berilgan funksiyaning takroriy limitlari quyidagicha bo‘ladi:
2x—-y 1.

m2X =Y L i tim ,
x-0 X + 3y 3 y-0x-0 X+ 3y 3

lim 2X =Y Z 2 Jimlim X =Y — .
y—0 X + 3y x->0y—0 X + 3Y

Ayni paytda, berilgan funksiya (X,y) — (0,0)da limitga (karrali limitga) ega
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bo‘Imaydi, chunki

ketma-ketliklar uchun

bo‘lib, ular bir-biriga teng emas.»

5-misol. Ushbu

X+ ysin 1 arap X =0 6ymnca
f(x,y)= x P e
0 ,arap x=006yica
funksiyaning (0,0) nuqtadagi takroriy limitlari topilsin.
<4Bu funksiya uchun

lim f(x,y)=x, limlim f(x,y) =0,
y—0 x—0 y—0

bo‘lib,
lim lim f (X, y)

y—0 x—0
esa mavjud bo‘lmaydi.

Ayni paytda, (x,y)— (0,0) da berilgan funksiyaning limiti (karrali limiti)
mavjud bo‘ladi, chunki

\f(x,y)—O\zx+ysin%£\x\+\y\ (x#0)
bo‘lib,
lim f(x,y)=0
&
bo‘ladi.
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Faraz gilaylik, f(x,y) funksiya R? fazodagi
E:{(x,y)e R?:|x—xo|<a]y— y0\<b}
to‘plamda berilgan bo‘lsin.
2-teorema. Agar
1) (X,¥) > (Xy,Yo) da f(x,y) funksiyaning limiti (karrali limiti) mavjud
va
lim f(x,y)=A,

X—Xg
Y—Yo

2) har bir tayinlangan x da

lim f(x,y)=p(X) (2)
Y—Yo

mavjud bo‘lsa, u holda

lim lim f(x,y)

X—=Xo Y—Yo
takroriy limit mavjud va

lim lim f(x,y)=A

X—=Xo Y—>Yo
bo‘ladi.
4 Aytaylik,
lim f(x,y)=A
X—)XO
Y—Yo

bo‘lsin. Limit ta’rifiga binoan, V&> 0 olinganda ham shunday 6> 0 topiladiki,
ushbu
{(x, y)eR? : |x—xo|<8, |y— y0\<5}cE
to‘plamning barcha (X, y) nugtalari uchun
| f(x,y)-Al<e
tengsizlik bajariladi. Keyingi tengsizlikdan, y— Yy, da limitga o‘tib topamiz:

lp(x)- Al<e.
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Demak,
lim ¢(x)=A. 3)

X—>Xg
(2) va (3) munosabatlardan

lim lim f(x,y)=A

X=X Y>Yo
bo‘lishi kelib chigadi.»
Xuddi shunga o‘xshash quyidagi teorema isbotlanadi.
3-teorema. Agar
1) (x,y)—(x,,Y,) da f(x,y) funksiyaning limiti (karrali limiti) mavjud
va
lim f(x,y)=A,
X—Xg

Y—Yo

2) har bir tayinlangan y da
lim £ (x,y)=¢(y)

X—Xg
mavjud bo‘lsa, u holda

lim lim f(x,y)

X—=>Xg Y—>Yo
takroriy limit mavjud va

lim lim f(x,y)=A

X=X Y—>Yo
bo‘ladi.
Natija. Agar f(x,y) funksiya uchun bir vaqtda yugoridagi 2,3-
teoremalarning shartlari bajarilsa, u holda

lim f(x,y)=lim lim f(x,y)=1lim lim f(x,y)
);:);% X—>Xg Y—>Yo Y—=>Yo X=X

bo‘ladi.
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Mashglar

1. Funksiya limitining Geyne va Koshi ta’riflarining ekvivalentligi
ko‘rsatilsin.
2. Limitga ega bo‘lgan funksiyalarning xossalari keltirilsin.
3. Ushbu
lim f(x,y)=A
X—>0
y—>00
limit ta’riflansin.

4. Ushbu

lim (x2,y?)e )
X—>+00
Y—>+0

limit hisoblansin.

Adabiyotlar
1. Xudoyberganov G., Vorisov A. K., Mansurov X. T., Shoimqulov B. A.
Matematik analizdan ma ’ruzalar, 1l g. T. “Voris-nashriyot”, 2010.
2. Fixtengols G. M. Kypc ouggepenyuanvnoco u  unmespanvrhoco
ucuucnenus, 1 m. M. «DUSMATJIIAT», 2001.
3.  Tao T. Analysis 2. Hindustan Book Agency, India, 2014.
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Glossariy

Ko‘p o‘zgaruvchili (m ta o‘zgaruvchili) funksiya - Agar E to‘plamdagi har
bir x =(x;,X,,..X,) nhugtaga biror f qoidaga ko‘ra bitta haqiqiy u son mos
qo‘yilgan bo‘lsa, E to‘plamda ko‘p o‘zgaruvchili (m ta o‘zgaruvchili) funksiya
berilgan (aniglangan) deyiladi.

u= f(x) funksiyaning x° nuqtadagi xususiy giymati -
X? = (X7, X3,....x%) € E nugtaga mos keluvchi u, son.

u = f(x) funksiya qiymatlari to‘plami - Berilgan funksiyaning barcha xususiy

giymatlaridan iborat ushbu
u=f(x):xecE}

sonlar to‘plami.
u=f(x)=f(x,X,,..X,) funksiya E to‘plamda chegaralangan - Agar

funksiya qiymatlari to‘plami chegaralangan bo‘lsa.

Ko‘p o‘zgaruvchili u = f (x,x,,..x,) funksiyaning grafigi -R™" fazodagi

ushbu
{(x, f(X)):X=(X, Xp,.. X, ) €R™, F(X) € R}
to‘plam.

f(x) funksiyaning x° = (x., x5,....x2) nugtadagi limiti (karrali limiti) - Agar
1) VneN dax™eE, xM=x%
2) n>wo dax™-x°
shartlarni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy {x(”)} ketma-ketlik uchun
nowo da f(xM)—A
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bolsa, A f(X)=f(X.,Xy,....X,,) funksiyaning x° = (x, x3,....x3) nugtadagi
limiti (karrali limiti) deyiladi.

Keys banki

47-keys. Masala o'rtaga tashlanadi: Funksiya limitining Geyne va Koshi

ta’riflarining ekvivalentligi ko‘rsatilsin.

Keysni bajarish bosgichlari va topshiriglar:
e keysdagi muammoni hal qilish mumkin bo’lgan asosiy formula,

tushuncha va tasdiglarni keltiring (individual va kichik guruhlarda);

e to'plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo'yilgan masalani yeching
(individual).
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47-amaliy mashg'ulot

Na’muna uchun misollar yechimi

1-misol. Ushbu
Xy

f(x,y)=1~/X>+y?

0 ,arap x*+Yy?=06ymca

,arap x° + y? =0 6ynca

funksiyaning (x,y) — (0,0) dagi limiti 0 bo‘lishi ko‘rsatilsin.
<« Koshi ta’rifidan foydalanib topamiz:

V& >0 son uchun 6 = 2¢ deyilsa,
0<p ((xY).00,0)<s

tengsizlikni ganoatlantiruvchi v(x, y) € R? da

Xy

= 2P (00)<55=¢

£(x,y) -0 = Ly

bo‘ladi. Demak,

lim f(x,y)=0.»
x—0
y—0

2-misol. Ushbu
X2y2
x2y? +(x - y)?

funksiyaning (0,0) nugtada limiti mavjud emasligi ko rsatilsin.

F(xy)=

<« Ravshanki, bu funksiya
R*\{(0,0)}
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to‘plamda aniglangan va (0,0) nuqta shu to‘plamning limit nuqtasi.

(0,0) nugtaga intiluvchi {(Eij} {(l—ij}
nn n n

ketma-ketliklarni olaylik:

(1 1)6(0,0) ,(1,_1%(0,0).

nn n n
11 1 1 . .
P hamda PRI nugtalarda (n=1,2,3,....) berilgan funksiyaning
giymatlari
R R CE ST
nn n n/ 4n°+1
bo‘lib,

f (llj—ﬂ , f (L—l)—)O
nn n n

bo‘ladi. Funksiya limitining Geyne ta’rifidan foydalanib, berilgan funksiyaning
(X,¥) — (0,0) da limitga ega emasligini topamiz. »
3-misol. Ushbu
Z=X+.Jy
Funksiyaning aniglanish sohasi topilsin.

Bu funksiyaning aniglanish sohasi tekislikning shunday (x, y)
nugqtalaridan iborat to‘plam bo‘lishi kerakki, bu to‘plam nuqtalari uchun x+./y
ifoda ma’noga, ya’ni haqiqiy son qiymatga ega bo‘lsin.

Ravshanki, buning uchun y >0 bo‘lishi lozim.

Demak, berilgan funksiyaning aniglanish sohasi XOY tekisligining yugori

yarmidan iborat. (1-chizma).
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A

Y

e

X

1-chizma.

Misollar

1. Quyidagi funksiyalarning aniglanish soxalari topilsin.
1) z=x*+2y

2) z=x+.y
4

3) z=

)Z X2+y2

4) Z:M

5) 2y

6) z=«/1—(x2+y2)
7) z=In(x+y)

8) z=yx-Jy

9) z=In(y*—4x+8)

10)z= arcsin%

2. Quyidagi limitlar topilsin:
1) lim(x* - y*)

y—2
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7) Ixim(1+%jx

—0
y—a

8) lim X+ Y +2x° +2y?
X—00 X2+y2

y—o®©

2

9) lim—Y

X—0 2 2
o X+

10) lim(x? + y?)sin
) lim{x +y*sin

Y0
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Test
1. Limit hisoblans lim T’y
A) 0 B)1 (e D) aniglab bo'Imay(di
2. w=x®+ 2y* + 52 + 2zy + 4yz — 20z funksiyaning giymatlar sohasini
toping.
A) [-100; +0)  B)[—10; 10] C) (—10; 100) D)
(—o0; +00)
3. u=1In(l -z —y—2z) funksiyaning aniglanish sohasini toping.
A)  [12; +x) B) (—0; 12) C) (—o0; +) D)
[—12; 12)
4. Hisoblang lim (fim i‘z‘xz)
A) 0 B) 1 C) 2 D) e
5. Hisoblang. fim (lim zi I zi ).
A) 1 B) 0 C) 2 D) e
ljm SN XY
6. Hisoblang Ve
A) a B)O o)1 D) -1
o Nm S
7. Hisoblang v+~
A) O B)1 C) 2 D) e
8. u=1x*+y?—1+ \J4—x?—y? funksiyaning aniglanish sohasini toping.
A)  1<x*+y°<4 B) 1<x*+y? C) x*+y?<4 D)

x> +y*<5
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Q. u=x*+,y +1 funksiyaning aniglanish sohasini toping.

A)  —o<x<+40, 0<y<+o B) —o<x<+x C) 0<y<+w

D) —0<x<0, y<0

10. u=/1-x*—y? funksiyaning aniglanish sohasini toping.

A) x*+y*<1 B) x*+y*>1 C) X*+y*<4 D)

X*+y* <16
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48-mavzu. Ko'p o'zgaruvchili
funksiyaning uzluksizligi. Tekis
uzluksizlik. Kantor teoremasi.

48-ma’ruza

Reja
1°. Ko‘p o‘zgaruvchili funksiya uzluksizligi tushunchasi.
2°. Uzluksiz funksiyalarning sodda xossalari.
3°. To*plamda uzluksiz bo‘lgan funksiyalarning xossalari.

4°. Funksiyaning tekis uzluksizligi. Kantor teoremasi.

1°. Ko*p o‘zgaruvchili funksiya uzluksizligi tushunchasi.

Faraz gilaylik, f(x)=f(X,X,,...,X,) funksiya R™ fazodagi E to‘plamda
berilgan bo‘lib, X’ €E nuqgta E to‘plamning limit nuqtasi bo‘lsin.
1-ta’rif. Agar
lim  (x)=f(x°) (1)

X=X
bo‘lsa, f(x) funksiya x° nugtada uzluksiz deyiladi.
2-ta’rif (Geyne). Agar
1) VneN da x"eE ;
2) n—>o da x5x°
shartlarni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy {x(”)} ketma-ketlik uchun
n—oo da f (x(”))—>f (XO)

bo‘lsa, f(x) funksiya x° nugtada uzluksiz deyiladi.
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3-ta’rif (Koshi). Agar
Ve>0,356>0), VXeEﬂU(g(XO), ‘ f(x)—f(xo)‘<g

bo‘lsa, f(x) funksiya x° nugtada uzluksiz deyiladi.
Umuman, u = f(x) funksiyaning x° eE nuqtadagi uzluksizligi quyidagini
anglatadi:
Ve>0,35>0, ‘v’XeEﬂU5(XO), f(X)eUg(f (xo)).
Odatda, ushbu
Au=f (x)-f (XO) (x= (X, Xpseen Xy ) x°=(x10 XE))

ayirma, u:f(x) funksiyaning x° nuqtadagi orttirmasi (to‘liq orttirmasi)

deyiladi.
Agar
Axlle—xlo, AX2=X2—Xg R AXm:Xm—xr?]
deyilsa, unda
Au=f(C+AX, X+AX, , .o, X +AXy )~ F (X0 X ..., X2 )

bo‘ladi. Yuqoridagi (1) munosabatdan foydalanib quyidagi tasdigni ayta olamiz:
f(x) funksiyaning x° nuqtada uzluksiz bo‘lishi uchun

lim Au=0, ya’ni lim Au=0
X—Xg Ax—0
AXZ—)O

bo‘lishi zarur va yetarli.

Yuqoridagi ta’riflar ekvivalent ta’riflar bo‘ladi.

Agar (1) munosabat bajarilmasa f(x) funksiya x° nugtada uzilishga ega
deyiladi.

4-ta’rif. Agar f(x) funksiya E to‘plamning har bir nuqtasida uzluksiz

bo‘lsa, funksiya shu E to‘plamda uzluksiz deyiladi.
Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyalarda funksiyaning nuqtadagi to‘liq orttirmasi
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tushunchasi bilan bir gatorda uning xususiy orttirmalari tushunchalari ham
Kiritiladi.
Ushbu
A, U= O+ A%, X9, Xg X ) = F (X, X500 X)),
A U= F(X, X5 + A%y, Xg,e X)) = T (X0, %0 ,...%7),
Ay U= F (XG0 X0 Xe + A% ) = T O, %3 ,..%p),

ayirmalar mos ravishda f (x) funksiyaning x° nugtadagi X, X,,..., X,

o‘zgaruvchilar bo‘yicha xususiy orttirmalari deyiladi.

Ravshanki,

[ lim A, U= 0,
AX1—>O
lim A, U= 0,

lim Au=0 = {*%°

X%XO lllllllllllllllllllllll
lim A, u=0

m

AXp—0

bo‘ladi. Birog, Ax, —0 da A, u—0(k=1,2, .,m) bo‘lishidan

lim Au=0

X—>Xg

bo‘lishi har doim kelib chigavermaydi (bunga misol keyingi punktda keltiriladi).

2°. Uzluksiz funksiyalarning sodda xossalari.

Faraz qilaylik, f(x) va g(x) funksiyalar EcR™ to‘plamda berilgan

bo‘lib, x° €E nuqtada uzluksiz bo‘lsin. U holda

funksiyalar ham x° nugqtada uzluksiz bo‘ladi, bunda ¢ = const.
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Bu tasdigning isboti 15-ma’ruzadagi mos tasdigning isboti kabidir.
Aytaylik,

X, = (t,t,....5 ) = o (1),
X, =@, (U, 1y, 1) = 0, (1),

X = P (bt 1) = 0 (1)

()

funksiyalarning har biri M cR* to‘plamda aniqlangan bo‘lsin. Bu (2)
munosabat natijasida M to‘plamning har bir t=(t;t,,....t,) nugtasiga mos
keluvchi R™ fazoning X =(Xy,X,,....,X,,) nuqtasi hosil bo‘ladi. Bunday nuqtalar
to‘plamini E deylik. Ravshanki, E = R™ bo‘ladi.
Faraz gilaylik, E to‘plamda
u=f(X)=fF(X, X5, X))
funksiya aniglangan bo‘lsin. Natijada
teM >xeE—>UueR,
ya’ni
(t,t,... ) eM > (X, %,,.... X, ) eE>ueR
bo‘lib,
u=f(x®))=fFl@ k) @ (b)) = PO = Dty . )
funksiya hosil bo‘ladi. Uni murakkab funksiya deyilar edi.

1-teorema. Agar
X =@ (1), Xo =, (1),... X =0 (1) (t=(ty,.... &)
funksiyalar t°=(t2,...t0)e M cR* nuqgtada uzluksiz, u=f(x) funksiya
X° =04, %,...Xn) € ECR™ nugtada (%' =@, (t°), X3 =, (t°),... Xq = @, (7))
uzluksiz bo‘lsa, u holda f(x(t))=f (¢, @,,....00,) murakkab funksiya t°
nuqtada uzluksiz bo‘ladi.

<« Shartga ko‘ra f(x) funksiya x° nuqtada uzluksiz. Unda ta’rifga
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binoan
Ve>0, 35>0, VxeENU(x°): \f(x)— f(x°)\<g ?3)
bo‘ladi. Ravshanki.
‘v’XeEmU5(XO):>‘Xi —x?\<5 (i=12,.....m) (4)
bo‘ladi.
Shartga ko‘ra ¢, (t) (i=12,....m) funksiyalar t° nuqtada uzluksiz. Ta’rifga
ko‘ra ¢ >0 uchun shunday &, >0 topiladiki,
VteM NU, (t°): \¢i(t)—(pi(t°)\<5
bo‘ladi, 1=1,2,....m
Endi min{5,,5,,....5,}=06 deb olamiz. U holda Vte M nU4(t°) va
barcha i =1,2,....m lar uchun
20—, (1%) <5, yami |5 — x| <8
bo‘ladi. (3) va (4) munosabatlardan Vt e M NU ,(t°) uchun
‘ f(x()-f (X(to)‘ <&
bo‘lishi kelib chiqadi. Demak, murakkab f(x(t)) funksiya t° nuqtada

uzluksiz.p>
3°. To‘plamda uzluksiz bo‘lgan funksiyalarning xossalari.

Endi to‘plamda uzluksiz bo‘lgan funksiyalarning xossalarini keltiramiz.
2- teorema. Agar f(x) funksiya chegaralangan yopig E < R™ to‘plamda

uzluksiz bo‘lsa, funksiya E da chegaralangan bo‘ladi.
<4 Aytaylik, funksiya shu E to‘plamda chegaralanmagan bo‘lsin. Unda

vneN, IxMeE :‘f(x(”))

>n  (n=12,...)
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bo‘ladi. Ravshpnki, {x(”)} ketma-ketlik chegaralangan. Bolsano-Veyershtrass
teoremasiga ko‘ra yaqinlashuvchi

{x(”k)} (x(”k) cE, k =1,2,....)
gismiy ketma-ketlik mavjud:

k —> o0 da x™) —x° va x° e E.
Ayni paytda, f(x) funksiyaning E da uzluksizligidan

k > da f(x"))— f(x°) .

bo‘lishi kelib chigadi. Bu esa

k —> o0 da \f(x“‘k))

>N, —> +0o0

deyilishiga zid. Ziddiyat f(x) funksiyaning E da chegaralanmagan
deyilishidan kelib chiqdi. Demak, f(x) funksiya E da chegaralangan.»

3-teorema. Agar f(x) funksiya chegaralgan yopiq E cR™ to‘plamda

uzluksiz bo‘lsa, funksiya shu to‘plamda o‘zining aniq yuqori hamda aniq quyi

chegaralariga erishadi, ya’ni

O eE, sup{f(x)}=f(xD),

xeE
Xe
bo‘ladi.
4  Yuqoridagi teoremaga ko‘ra f(x) funksiya E to‘plamda

chegaralangan bo‘ladi. Unda bu funksiya aniq chegaralarga ega:
sup{f (x)}=a, inE{f (X)}=b.
Xe

xeE
Aniq yuqori chegara ta’rifiga ko‘ra
M _p.q L (n) _
vVneN, X" eE:a-=<f(x"")<a (n=12,..)
n

bo‘ladi. Ravshanki, {x(”)} chegaralangan ketma-ketlik bo‘lib, undan {x(”k)}

gismiy ketma-ketlik ajratish mumkinki,
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k >0 da xX™ —x® va x" eE (5)
bo‘ladi. Berilgan funksiyaning uzluksizligidan foydalanib topmiz:

k—>ooda f(x"™)— f(xO).

Ayni paytda,
1 ()
vne N da a—n—< f(x*)<a
k
bo‘lib, undan k — oo da
f(x™)>a (6)

bo‘lishi kelib chigadi.
(5) va (6) munosabatlaradan
f(xD)=a=sup{f(x)} (X" €E)
bo‘lishini topamiz.
Xuddi shunga o‘xshash
f(x")=b=inf{f(x)} (x"cE)
bo‘lishi isbotlanadi. >
4-teorema. Faraz qilaylik. f(x)= f(x,X,,.....X,,) funksiya bog‘lamli
E = R™ to‘plamda berilgan bo‘Isin.
Agar
1) f(x) funksiya E da uzluksiz,
2) a=(a,,a,,....4,)€E , b=(b,b,,...b,)eE
nuqgtalarda turli ishorali gqiymatlarga ega
(f(a)>0, f(b)<0 yoki f(a)<0, f(b)>0)
bo‘lsa, u holda shunday ¢ =(c,,c,,....C,,) € E nuqta topiladiki
f(c)=0
bo‘ladi.
« Aytaylik, f(x) funksiya bog‘lamli E = R™ to‘plamda uzluksiz bo‘lib,
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f(a)<0, f(b)>0
bo‘lsin.
E bog‘lamli to‘plam. Binobarin, a va b nugtalarni birlashtiruvchi va shu
to‘plamga tegishli siniq chiziq topiladi. Agar bu siniq chiziq uchlarini
ifodalovchi nugtalarning birida f(x) funksiya nolga aylansa teorema

isbotlanadi.

Agar siniq chiziq uchlarida f(x) funksiya nolga aylanmasa, u holda siniq
chizigning shunday kesmasi topiladiki, uning bir uchi a'=(a1,,a2’,....,am’) da

f(a) <0, ikkinchi uchi b'=(b, ,b, ,....b. ) da f(b')>0 boladi.

Endi f(x)=f(x,,X,,.....X,) ni shu kesma

k:{(xl,xz,...,xm)e R’“:xlzal’ +t(b1' —alr),

! !

X2:a2 +t(b2 _a2 ),....,szam +t(bm _am)

(0<t<1) dagaraymiz. Unda

fa, +t(b, —2a, ), a, +t(b, —a,)....a, +t(b, —a, )=F(t)
bo‘lib, bitta t o‘zgaruvchiga bog‘liq funksiya hosil bo‘ladi. Bu funksiya [0, 1]
segmentda uzluksiz va

F(0)=f(@)<0 , F()=f(b)>0
bo‘ladi. Unda 16-ma’ruzada keltirilgan teoremaga ko‘ra, shunday t, €(0,1)
nuqta topiladiki,
F(t,)=0

ya’'ni

fa, +t.(b —a ) a +t.(b, —a,)...a, +t.(o, —a,))=0
bo‘ladi. Agar

C,=a, +1.(0, —a, ), Cy=a, +1.(0, —a, )....Cp =y +1.(0, —a, )

deyilsa, unda c=(c,,C,,....C,) € E nugtada

0’ zZMU MATEMATIK ANALIZ KAFEDRASI 377



MATEMATIK ANALIZ 2016

f(c)=0
bo‘ladi.»
5-teorema. Faraz gilaylik, f(x) funksiya bog‘lamli E < R™ to‘plamda

berilgan bo‘lsin. Agar
1) f(x) funksiya E da uzluksiz,

2) acE,beE nugtalarda f(a)=A, f(b)=B
giymatlarga ega va A= B bo‘lsa, u holda A bilan V orasida har ganday C son
olinsa ham, shunday c¢ € E nugta topiladiki,

f(c)=C
bo‘ladi.
<4Bu teorema yuqoridagi 4—teorema kabi isbotlanadi. »

4° Funksiyaning tekis uzluksizligi. Kantor teoremasi.

Aytaylik, f(x) funksiya E = R™ to‘plamda berilgan bo‘lsin.
5-ta’rif. Agar Ve>0 son olinganda ham shunday 6 =0(¢)>0 son
topilsaki,
p(X',x")<S
tengsizlikni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy x" e E,x" € E uchun
[f(x")— f(X)

tengsizlik bajarilsa, f(x) funksiya E to‘plamda tekis uzluksiz deyiladi.

<&

Agar f(x) funksiya E to‘plamda tekis uzluksiz bo‘lsa, u shu to‘plamda
uzluksiz bo‘ladi.
<« Hagigatdan ham, yuqoridagi ta’rifda x" nugta sifatida x° € E olinsa,

funksiyaning x° nuqtada uzluksizligi, binobarin E to‘plamda uzluksizligi kelib
chiqadi.»
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f(x) funksiyaning EcR™ to‘plamda tekis uzluksiz emasligi
quyidagicha:

Jg,>0, V6>0,3IX eE, IX"€E, p(X', X") <8 [f(x")— f(X) =&,
bo‘ladi.

6-teorema. (Kantor). Agar f(x) funksiya chegaralangan yopiq E < R™
to‘plamda uzluksiz bo‘lsa, funksiya shu to‘plamda tekis uzluksiz bo‘ladi.

«Faraz qilaylik, f(x) funksiya chegaralangan yopiq E = R™ to‘plamda
uzluksiz bo‘lib, u shu to‘plamda tekis uzluksiz bo‘lmasin. Unda biror g, >0

sonva VYne N uchun E to‘plamda
p(x™, y™M) < 1 (n=12.3,...)
n

tengsizlikni ganoatlantiruvchi shunday
xM e E, y"W e E
nugtalar topiladiki,

)= £y )2

bo‘ladi. Ravshanki,

{x(”)} (xX™M eE, n=123,....)
ketma-ketlik chegaralangan. Undan yaginlashuvchi gismiy ketma-ketlik ajratish
mumkin:

(ng)

k —>oo da x™) —x°va x° eE.

Masofa xossasidan foydalanib topamiz:

p(y(nk)’XO)Sp(ymk)’X(nk))+p(x(nk)’xo)<ni+p(x(nk)1xo)_
k

Keyingi munosabatdan, k — oo da limitga o‘tish bilan

y(nk) - XO

bo‘lishini topamiz. f(x) funksiya E to‘plamda, jumladan Xx° € E nugtada
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uzluksiz. Unda k —« da
F(xM)— £(x°), f(y™)— F(x°)
bo‘lib, undan
f(x™)—f(y™)—0
bo‘lishi kelib chigadi. Bu esa
£ (x™) = £ (y™)

deb gilingan farazga ziddir. Demak, f(x) funksiya E to‘plamda tekis

2 &

uzluksiz. »

Aytaylik, R™ fazoda biror E to‘plam berilgan bo‘lsin: E < R™. Ushbu

a= sup p(x',x")

X'eE,x"eE
miqdor E to‘plamning diametri deyiladi.

6-ta’rif. f(x) funksiya E = R™ to‘plamda aniglangan bo‘lsin. Unda

o(f,E)= sup {f(x)— f(x")}

xX'eE, x"eE

son f(x) funksiyaning E to‘plamidagi tebranishi deyiladi.

Natija. f(x) funksiya chegaralangan yopig E = R™ to‘plamda uzluksiz

bo‘lsa, u holda V& >0 son uchun shunday 6 >0 son topiladiki, E to‘plamning

diametri 6 dan kichik bo‘lgan E, to‘plamlarga shunday ajratish mumkinki,

har bir E, da
o(f;E)<¢
bo‘ladi.
<Natijaning shartidan f(x) funksiyaning E to‘plamda tekis uzluksizligi

kelib chigadi. Unda ta’rifga binoan V& >0 uchun shunday o >0 topiladiki,
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p(x',x") < 6 tengsizlikni ganoatlantiruvchi ixtiyoriy x’' € E,x" € E nugtalarda
f(x")—f(x)<e
bo‘ladi.

Ravshanki, vx'e E,, VX" € E, nugtalar uchun
p(X',\x") <o
tengsizlik bajariladi. Demak,
f(x")— f(X)|<e.
Keyingi tengsizlikdan
sup  {f(x)- f(x")}<s,

X'eEy X"eE,
ya’'ni
o(f;E)<¢
bo‘lishi kelib chiqadi.»

Xususiy hollar. m=1 bo‘lganda R™ =R va bundagi to‘plamda berilgan
funksiyaning  uzluksizligi bir o‘zgaruvchili u=f(x) funksiyaning

(x e R,u £ R)uzluksizligi bo‘lib, uning xossalari 15-17-ma’ruzalarda

o‘rganilgan. m=2 bo‘lganda R™=R? va undan M to‘plamda berilgan
funksiyaning uzluksizligi, ikki o‘zgaruvchili u= f(x,y) funksiyaning
((x, y)EECRZ,UER) uzluksizligi bo‘lib, uning (X,,Y,)€E nugtadagi
uzluksizligi quyidagicha bo‘ladi: Agar

lim f(x,y)=f(x.,y.)

X—> XO
Y—>Yo

bo‘lsa,
yoki
Ve>0, 36>0, V(X Y)eENU (X, ¥o)): [FO6Y)—f(Xo,¥0) <&
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bo‘lsa, yoki
vneN da (x,,Y,)€E bo‘lgan va n >0 da

(X,,¥,) = (X,Y,) bo‘ladigan ixtiyoriy {(x,,y,)} ketma-ketlik uchun
f(X,,¥,)— F(Xg,Y,) bo‘lsa yoki

AIJ(TO Fxy)= A|)I(r30[f (X0 + A% Yo +AY) = (X, ¥,)]=0

Ay—0 Ay—0

bo‘lsa, f(x,y) funksiya (X,,Y,) nuqtada uzluksiz bo‘ladi.

1-misol. Ushbu
f(xy)=x+y

funksiyaning R? da uzluksiz bo‘lishi ko*rsatilsin.

4 V& >0 sonini olamiz. Unga ko‘ra 6 >0 soni ¢ :g deyilsa, u holda

P06 Y), (X0, Vo)) = (X=Xo)2 + (Y — ¥o)? <&

tengsizlikni ganoatlantiruvchi V(x, y) € R? nugtalarda

[T (x,y)=T (X, Yo )|=| X+ Y= (%o + Yo )| X = Xo|+]y = Yo| <24/ (X=X, ¥ <25 =¢
bo‘ladi. Bu esa ta’rifga ko‘ra berilgan funksiyaning ‘v’(xo, Yo )e R? nugtada
uzluksiz bo‘lishini bildiradi. »
Aytaylik, f(x,y) funksiya EcR? to‘plamda berilgan bo‘lib, (x,,Yy,)cE
bo‘lsin. Ma’lumki, bu funksiyaning to‘liq orttirmasi
AT (X0, Yo)=f(Xg +AX, Yo +AY)—T (X5, o),
Xususiy orttirmalari
A, T (X0, Yo)=T (X +AX, Yo )— T (X, Vo),
Ay f (%0 Yo)=1f (X0, Yo +AY)=f (0, ¥5),
boladi ((x, +AX,Y, +AY)eE, (%, +AX,Y,)eE, (X, Y, +AY)eE ).
Agar
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lim A, f(X,,Y,)=0, (Iim A, f (xo,yo):O)

AX—0 ay-0
bo‘lsa, f(x,y) funksiya (x,,Y,)nugtada X o‘zgaruvchi bo‘yicha (y
o‘zgaruvchi bo‘yicha) uzluksiz deyiladi. Ravshanki, f(X,y) funksiya (Xo, yo)
nuqtada uzluksiz bo‘lsa, funksiya shu nuqtada har bir o‘zgaruvchisi bo‘yicha
uzluksiz bo‘ladi.

Birog, f(x,y) funksiyaning (X,,y,) nugtada har bir o‘zgaruvchisi
bo‘yicha uzluksiz bo‘lishidan uning shu nuqtada uzluksiz bo‘lishi har doim kelib
chigavermaydi

2-misol. Ushbu

2XYy
f(xy)=9 X" +y
0 ,arap X°+Yy?=0 6¥yiuca

2 2 .
> ,arap X°+Yy°#0 Oyica,

funksiya (0,0) nugtada uzluksizlikka tekshirilsin.
<« Berilgan funksiyaning (0,0) nugtadagi xususiy orttirmalari
A, 1(0,0)=f (0+Ax,0)-f (0,0)=0,
A, £(0,0)=f(0,0+Ay,)-f(0,0)=0
bo‘lib
lim A, £(0,0)=0 , lim A, f(0,0)=0

AX—0 Ay—0 Y
bo‘ladi. Demak, f(x,y) funksiya (0,0) nuqtada har bir o‘zgaruvchisi bo‘yicha
uzluksiz.
Qaralayotgan funksiyaning (0,0) nuqtadagi to‘liq orttirmasi

2AX-AY

Af(0,0=f(0+Ax,0+Ay)-f(0,0)=
0010+ ax,0+8y)-1(0.0)- 22,

bo‘ladi. Ushbu
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im, 21 (0.0)
Ay—0

limit mavjud bo‘lmaydi, chunki

Ax=l—>0 2Eg 44
n da  Af(0,0=—"0N-2,2
ay=2 g 1,475
Y—n n2 2
rl‘ da  Af(0.0)="]=1-1.
Ay=——0 —
=4 n? n?

Demak, berilgan funksiya (O : O) nuqtada uzluksiz bo‘lmaydi.»
3-misol. Ushbu

1
f(x,y)=
(x.y) sin? zx+sin®zy

funksiyaning uzilish nugtalari topilsin.
«Bu funksiya R? to‘plamning

sinzx=0,

sinzy=0
sistemasini ganoatlantiruvchi (x, y) nuqtalarida uzilishga ega bo‘ladi.Ravshanki,
sistemaning echimi

{(x, y)eR?; x=neZ, y:meZ}
to‘plam nuqtalaridan iborat. Demak, berilgan funksiyaning uzilish nugtalari
cheksiz ko‘p bo‘lib, ular
{(nm)eR2 “neZ, meZ}

to‘plamni tashkil etadi. >
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Mashglar

1. Agar biror EcR™ to‘plam va xeR™ uchun
p(x,E)=inf p(x,y)
bo‘lsa, ushbu
f(x)=p(xE)

funksiyaning R™ da uzluksiz bo‘lishi isbotlansin.
2. Ushbu
2x2y
f(x,y)=1 x*+y? "’
0, arap Xx=Yy=0 6ynca

arap x> +y®>0 Gyuca,

funksiya uzluksizlikka tekshirilsin.

Adabiyotlar
1. Xudoyberganov G., Vorisov A. K., Mansurov X. T., Shoimqulov B. A.
Matematik analizdan ma 'ruzalar, Il gq. T. “Voris-nashriyot”, 2010.
2. Fixtengols G. M.  Kypc ouggepenyuanvnoco u  unmespanvrioco
ucuucnenus, 1 m. M. «DUSMATJIIAT», 2001.
3. Tao T. Analysis 2. Hindustan Book Agency, India, 2014.
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Glossariy

f (x) funksiya x° nugtada uzluksiz - lim f(x):f(xo) yoki

X—>Xo

Ve>0,35>0, VxeENU,(X°), f(x)eu, (f (x°))

u=f(x) funksiyaning x° nugtadagi orttirmasi -
Au=f(x)—f(x°) (x:(xl,xz,....,xm) : xoz(xf,...,x,?)).

Funksiya E to‘plamda uzluksiz - Agar f(x) funksiya E to‘plamning har bir

nuqtasida uzluksiz bo‘lsa.

A U= T +AX, X5, XG0 X)) = T (X, %0 %),

0,0 0 0 0 0 0
Xususiy orttirmalar - ™ U= T00X + 8%, X300 Xm) = F (X0 X

f (x) funksiya E to‘plamda tekis uzluksiz - Agar V& >0 son olinganda ham

shunday 6 =d(e) >0 son topilsaki, p(x',x") <& tengsizlikni ganoatlantiruvchi

ixtiyoriy x" e E,x" € E uchun
f(x") - f(x)<e
tengsizlik bajarilsa, f(x) funksiya E to‘plamda tekis uzluksiz deyiladi.

f (x) funksiyaning E to‘plamidagi tebranishi - f (x) funksiya E < R"

to‘plamda aniqlangan bo‘lsin. Unda

o(f,E)= sup {f(x)— f(x")}

X'eE,x"eE
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son f(x) funksiyaning E to‘plamidagi tebranishi deyiladi.

Keys banki

48-keys. Masala o'rtaga tashlanadi: Ushbu

X’y
4 2!

f(xy)=4x+y
0, agar x=y=0bo'Isa

agar x* +y* >0 bo’lsa

funksiya uzluksizlikka tekshirilsin.

Keysni bajarish bosgichlari va topshiriglar:
e keysdagi muammoni hal gilish mumkin bo’lgan asosiy formula,

tushuncha va tasdiglarni keltiring (individual va kichik guruhlarda);

e to'plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo'yilgan masalani yeching
(individual).
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48-amaliy mashg'ulot

Na’muna uchun misollar yechimi

1-misol. Ushbu
f(X,y)=x+y

funksiyaning R? da uzluksiz bo‘lishi ko*rsatilsin.

4 Ve >0 sonini olamiz. Unga ko‘ra & >0 soni & :g deyilsa, u holda

P06 Y), (X0, Vo)) = (X =Xo)2 + (Y = ¥o)? <&

tengsizlikni ganoatlantiruvchi V(x, y) € R? nugtalarda

| (%, y)=T (X, Yo )|=| X+ Y= (%o + Yo )| X = Xo|+]y = Yo| <2/ (x =%, ¥ <25 =¢
bo‘ladi. Bu esa ta’rifga ko‘ra berilgan funksiyaning V(XO, Yo )e R? nugtada
uzluksiz bo‘lishini bildiradi. »
2-misol. Ushbu
_2xy_
Fy)=g X +y°
0 ,arap X°+Yy?=0 6¥yiuca

arap X°+y?#0 Gynca,

funksiya (0,0) nugtada uzluksizlikka tekshirilsin.
<« Berilgan funksiyaning (0,0) nugtadagi xususiy orttirmalari
A, T(0,0)=f (0+Ax,0)-(0,0)=0,
A, f(0,0)=f(0,0+Ay,)-f(0,0)=0
bo‘lib
lim A, £(0,0)=0 , lim A, f(0,0)=0

Ax—0 Ay—0 y
bo‘ladi. Demak, f(X,Yy) funksiya (0,0) nuqtada har bir o‘zgaruvchisi bo‘yicha

uzluksiz.
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Qaralayotgan funksiyaning (0,0) nuqtadagi to‘liq orttirmasi

2AX-AYy
Af(0,0=f(0+Ax,0+AYy)-f(0,0)=———
001 V)10, 250
bo‘ladi. Ushbu
AI;TOAf (O’O)
Ay—0
limit mavjud bo‘lmaydi, chunki
Ax=1—>0 213 4 4
n da Af(0,0): nn =
A —g—>0 i+i .
Y—n n2  n2
AX:E—>O 211
2 da Af(0.0)=4"] =11
Ay=——0 ot
N n® n?

Demak, berilgan funksiya (0,0) nuqtada uzluksiz bo‘Imaydi.»
3-misol. Ushbu

1
f(x,y)=
(x.y) sin? zx+sin’zy

funksiyaning uzilish nuqtalari topilsin.
«Bu funksiya R? to‘plamning

sinzx=0,
sinzy=0

sistemasini ganoatlantiruvchi (x, y) nuqtalarida uzilishga ega bo‘ladi.Ravshanki,
sistemaning echimi

{(x,y)eR?; x=nez, y=meZ |
to‘plam nugqtalaridan iborat. Demak, berilgan funksiyaning uzilish nugtalari

cheksiz ko‘p bo‘lib, ular
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{(nm)eR?; nez, mez |

to‘plamni tashkil etadi. »

Misollar

Quyidagi funksiyalar uzluksizlikka tekshirilsin.
Yt -5

2 () =3y

3) f(x,y)= 2x—-3

4) t(xy)=

X +y* -4
5) f(xy)=

1
2y+x+1
2
X +y?
X — 2
6) f(x¥)= 11y

7) f(xy)=—a—L

X —y?
8) f(xy)=In(9-x"-y*)
9) f(xy)=2"Y

2 2

X -y
10) f(x, y):sini
X+Y
X
M

12) f(x,y)=cos

11) f(xy)=

x> +y*-9
13) f(xy)=—
14) f(xy)=——osd

) y wfx +y -4
15) f(x,y)=In{x*+y?
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Test

1. Ko rsatilgan funksiyalardan gaysi biri (0,0) nugtada limitga ega emas?

A) u=27Y B) u=x?+y?+1 C) u=x+y D) u=x-y
X+Yy

2. U= 7 funksiyaning uzilish nugtalarini toping.

A) (0,0 B) (-1 C) - D) 0.

3. u :xiy funksiyaning uzilish nugtalarini toping.

A)  y=x B) (0,2) C) (0,0) D) y=-x

4.  Agar f(x) funksiya chegaralangan yopiq E = R™ to‘plamda uzluksiz
bo‘lsa, funksiya E da ..................... bo‘ladi.

A) chegaralangan B) monoton C) quyidan chegaralgan D) yuqoridan
chegaralangan

5. XIi%rg1(xy+ X*)-?
y—99

A) 0 B) 5 C)2 D)1

6. lim (4sinxy —7xy?)-?

yo111

A 1 B) 0 C) 2 D) 3
H X— 2

7. IX|Lr11(3xye r-2y*)-?

y—1

A 1 B) 0 C)-1 d) 2

8. Iim(isin y+9xj—?
x—0 y

y—1

A) 0 B) 1 C)2 D) -1
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9. lim(e™™ +y?)-?
x—0
y—1

A) 1 B) 2 C) 2 D)e

10. Ixim(xy— y>+10)-?

y—l

A) 13 B)1 C)0 D) 2
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49-mavzu. Ko'p o'zgaruvchili
funksiyaning xususiy hosilalari.
Funksiyaning
differensiallanuvchiligi

49-ma’ruza

Reja
1°. Funksiyaning xususiy hosilalari tushunchasi.
2°. Ko*p o‘zgaruvchili funksiyaning differensiallanuvchiligi. Zaruriy
shart.
3°. Funksiya differensiallanuvchiligining yetarli sharti.
4°. Murakkab funksiyaning differensiallanuvchiligi.

Murakkab funksiyaning hosilasi.

1°. Funksiyaning xususiy hosilalari tushunchasi

Faraz qgilaylik, f (x)=f(X.,X,,....x,,) funksiya EcR™ to‘plamda berigan
bo‘lib,

x° :(xf,xzo ey X2 )eE, (xf+Ax1,xg ,...,x%)eE (Axlio)

ey X
bo‘lsin. Bu funksiyaning x° nuqtadagi X, o‘zgaruvchi bo‘yicha xususiy
ortirmasi

A, f(xo):f(xf+Ax1,xg,...,x° )—f(xf,xg,...,xr?])
AX; gabog‘liq bo‘ladi.
1-ta’rif. Ushbu
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A, f(x°
limit mavjud bo‘lsa, bu limit f(x)=f(x,X,,....x,) funksiyaning
x° =(Xf X3 ""’Xr?]) nugtadagi X, o‘zgaruvchisi bo‘yicha xususiy hosilasi
deyiladi. Uni
%)(:())yoki f, (xo)

kabi belgilanadi:

A100)_ ¢ Au 1) fh)

axl Xl AX]_—)O AX]_
0 0 0 0 0 0
_ m f(x1 + AXy, X5y eeey X )—f(xl,xz,...,xm)
AXl—)O AX].

Berilgan funksiyaning bu xususiy hosilasini quyidagicha

0 0 0 0 0

(o) g f(xl,xz,...,x )—f(xl,xz,...,xm)
1‘Xl (x )_ I|m0 5
Xl_>xl Xl_Xl

ta’riflasa ham bo‘ladi.
Xuddi shunga o‘xshash f(X.,X,,....X,,) funksiyaning boshga X,,Xs,....X,

o‘zgaruvchilari bo‘yicha xususiy hosilalari ta’riflanadi:

of !XO ?_ fim sz f (XO):

g f(xf,xg+Ax2,x§,...,xr?,)—f(xlo,xg,...,xr?q)
_A;go AX, ’
of X0 Xm f(xo)

0 0 0 0 0 0 0
f (x1 s Xy ey Xg » Xy +A xm)— f (xl,xz,...,xm

AXpy—0 A Xin

). (Axk>0, K =2,3,...,m)

Yuqorida keltirilgan ta’riflardan ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning xususiy

hosilalari bir o‘zgaruvchili funksiyaning hosilasi kabi ekanligi ko‘rinadi.
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Demak, ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning xususiy hosilalarini topishda ma’lum

jadval va qoidalardan foydalanish mumkin. Jumladan, agar
fF(X)=F (%, %, %) » G(X)=g (X, Xg,eo Xy )
funksiyalar EcR™ to‘plamda berilgan bo‘lib, xeE nugtada xususiy hosilalarga

ega bo‘lsa, u holda:

1) VceR: a(Cf(x))zcﬁf(x)_

0 X, OX,,
2) o(f(x)+g(x)_of (x)+ ag(x) ;
O Xy OXe 0%
A 0160400,

4) a[;—((;(n— 972(x) (L(X) g(x)-f (X)a g (X)J

0% 0 Xy X,
(g(x)=0), k=1,2,...m
bo‘ladi.

2°. Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning differensiallanuvchiligi. Zaruriy shart

Aytaylik, f(x)=Tf(X.,X,,....X,,) funksiya EcR™ to‘plamda berilgan bo‘lib,
x° :(xl0 X3 ,...,xr%)eE, (xlo FAX X +AXy ey X +Axm)eE
bo‘Isin. Ma’lumki, berilgan funksiyaning x° nuqtadagi to‘la orttirmasi
Af (xo): i (x°+Ax1,xg+Ax2 VX2 +Axm)— i (xfxgxg)

bo‘lib,u AX;,AX,,...,AX larga bog‘liq bo‘ladi.

2-ta’rif. Agar AX;,AX,,...,AX, orttirmalarga bog‘liq bo‘lmagan shunday

ALA,,.....A sonlari topilib, funksiyaning x° nugtadagi to‘lig orttirmasi ushbu
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Af(XO):AiAXl+A2AX2+....+AmAXm+ )
+ oy AX o, AXy +. o, AX

ko‘rinishda ifodalansa, f (x) funksiya x° nugtada differensiallanuvchi deyiladi,

bunda oy, Oy .y Oy lar AX,AXy .. AX larga bog‘liq va

AX; =0, AX, =0,..., Ax,, =0 da cheksiz kichik migdorlar.

Agar (xfxgx,?]) hamda (xlo+Ax1,x§+Ax2,...,x,?1+Axm) nugtalar

orasidagi masofa

p=r AXZ+AXE +..+AXE
uchun, Ax,—>0 , AX, »0,...,Ax, >0 da
oy AXy+aty AXy +.. 4+, AX, =0(p)
bo‘lishini e’tiborga olsak, (1) munosabat ushbu
Af(xo):A_ileleAQAx2+....+AmAxm+0(p) (2)
ko‘rinishga keladi.
0

Odatda, (1) va (2) munosabatlar f(x) funksiyaning x° nugtada

differensiallanuvchi sharti deyiladi.
1-misol. Ushbu

f(X)=F (X, Xy, Xy ) =X24XE 4. 4 X3
funksiyaning V (Xlo , Xg ey X,?] )e R™ nuqtada differensiallanuvchi  bo‘lishi
ko‘rsatilsin.

<«Berilgan funksiyaning x°= (Xf X9 ,...,X%) nuqtadagi to°lig orttirmasini

topamiz:
2 2 2
Af(xo):(xlo+Ax1) +(x§+Ax2) +...+(xr?,+Axm) -
x% +x% + +x°2)—2x°Ax 12X AX, ot
K Xy Tt Xy FeXp Ak 2 AXy T
+2X2 AX +AXE+AXS . AAXE,
Agar
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A =2x>, A, =2x3,.., A, =2x°,
oy =AX;, 0, =AXy, ..., Oy =AX,

deyilsa, unda

Af (xo)zA_LAx1+A2Ax2 o A AXG 0 AXy 0y AXy +.ay AX,
bo‘ladi. Demak, berilgan funksiya V x° eR™ nugqtada differensiallanuvchi.»

Agar f(x) funksiya EcR™ to‘plamning har bir nuqtasida differensiallanuvchi
bo‘lsa, funksiya E to‘plamda differensiallanuvchi deyiladi.
1-teorema. Agar f (x) funksiya x°cE cR™ nuqtada differensiallanuvchi
bo‘lsa, u holda funksiya shu nuqtada uzluksiz bo‘ladi.
<«SHartga ko‘ra f(x) funksiya x° nugtada differensiallanuvchi. Demak,
funksiyaning shu nuqtadagi to‘liq orttirmasi

Af (xo)zAle1+A2 AXy ook AL AX + 0 AXy+ 0y AXy +.o k0 AX,
bo‘ladi. Bu tenglikdan

lim  Af (x°)=0

AXl—)O
AXz—)O

bo‘lishini topamiz. Demak, f (X) funksiya x° nuqtada uzluksiz. »

2-teorema. Agar f (X) funksiya x° nuqtada differensiallanuvchi bo‘lsa, u holda
funksiya shu nugtada barcha xususiy hosilalarga ega va
f,, (xo):Al, f,, (xo):Az o Ty (xo):Am
bo‘ladi.
<«Shartga ko‘ra f(x) funksiya x° nugtada differensiallanuvchi. Binobarin, (1)
shart bajariladi. Unda
AX#0 , AX,=AX3=...=AX,=0

deb olinsa, quyidagi
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A, f (xo):A1 AX +ay AXy

tenglik hosil bo‘ladi. Bu tenglikdan topamiz:

A, f(x°
AlilrEoXlA—x(l):Alilnlo(Ai+al):Al'
Demak,
f,. (XO):Al.
Xuddi  shunga  o‘xshash  f(x)  funksiyaning  x° nugtada

f,, (xo), f,, (xo ) f, (xo) xususiy hosilalarining mavjudligi hamda
(R £ 060)=As £ BC)A,

bo‘lishi ko‘rsatiladi.»
Bu teoremadan x° nugtada differensiallanuvchi f (x) funksiyaning orttirmasi
uchun

Af (xo): f, (xo)-Ax1+ f,, (xo)Ax2 +o £y (xo)Axm +0(p)
bo‘lishi kelib chigadi.
Eslatma. f (x) funksiyaning biror x° nuqgtada barcha xususiy hosilalari

f,. (xo), f,, (x0 ) f,, (XO ) f, (xo)

ning mavjud bo‘lishidan, uning shu nuqtada differensiallanuvchi bo‘lishi har

doim kelib chigavermaydi. (bunga misol keyingi punktda keltiriladi).
Yuqorida keltirilgan teorema va eslatmadan f(x) funksiyaning x° nuqtada

barcha xususiy hosilalarga ega bo‘lish funksiyaning shu nuqtada

differensiallanuvchi bo‘lishining zaruriy sharti ekanligi kelib chigadi.

3°. Funksiya differensiallanuvchiligining yetarli sharti

Faraz qgilaylik, f(x) funksiya EcR™ to‘plamda berilgan bo‘lib, U 5(x°)cE
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bo‘lsin (6>0).
3-teorema. Agar f(x) funksiya U 5(x°)da barcha xususiy hosilalarga ega

bo‘lib, bu xususiy hosilalar x° nuqtada uzluksiz bo‘lsa, f(x) funksiya x°

nuqtada differensiallanuvchi bo‘ladi.

<«4Ushbu
(X10+AX1,XS+AX2,...,X%+Axm)eU5(Xo).
nugtani olib, berilgan funksiyaning  x° =(xf,x§,...,xr?]) nuqtadagi to‘liq

orttirmasini garaymiz:

Af (xo)z f (xf +AX XS+ AXy e XD +Axm)— f (xf,xg ,...,xo).

m

Bu orttirmani quyidagicha yozib olamiz:
AT (XO)=] £ (X0 + A% XS+ AXy 1. X0 +AX, ) f(xlo,xg+Ax2, XC+ A, ) [+
+[ (xl,x2+Ax2, X +Ax) f(xf,xz,x3+Ax3, x +AX )]+

+....+[f(x1,x2, X0, X2 +Ax) f(xl,xz, X 0)]

®3)
Lagranj teoremasidan foydalanib topamiz:
f(xf+Ax1,xg+Ax2,...,xr?1+Axm)—f(xf,x§+Ax2,...,xr?]+Axm):
=fx'l(xf+01-Ax1,xg+Ax2,...,xfn+Axm)-Ax1,
f(xf,xg+Ax2,...,xr?,+Axm)—f(xf,xg,x§+Ax3,...,xr?1+Axm):
:fx'z(xlo,xg+¢92-Ax2,x§’+Ax3,...,xr?1+Axm)-Ax2; @
f(xf,xg, ,x%l,xr?]+Ax) f(xf,xg,...,x,?]):
:fxm(xl,x2,...,xm_l,xfn+6?mAxm)-Axm.
(0<6,<1,k=1,2,..,m)
Shartga ko‘ra f,,f, ,...f, ~xususiy hosilalar x° =(x°,x2,...x%) nugtada

uzluksiz. Unda
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fx'1 (x1°+91Ax1,xg +AXy e X +Axm)= f,, (x°)+a1,

L N 0 0 e (0
fX2 (x1 Xy + 0, AXy X3 +AXg .. X, +Axm)_ f, (x )+a2,

(®)
f (xf,xg,...,x%_l,xr?] +9mAxm)= f, (x°)+am ,
bo‘ladi. Bunda
Ax, =0, AX, =»0,...,AXx, >0 oa o —>0 , a,—0,..,a,—0.

Yugoridagi (3), (4) va (5) munosabatlardan
Af (xo): fx'l(xo)Ax1 + f,, (xo)Ax2 +ot fy (xo)Axm +
+oy AX +a, AX, + .. ta, AX,
bolishi  kelib  chigadi. Demak, f(x) funksiya x° nugtada
differensiallanuvchi.
Bu teorema f(X) funksiyaning x° nuqtada differensiallanuvchi bo‘lishining

etarli shartini ifodalaydi.

4°. Murakkab funksiyaning differensiallanuvchiligi. Murakkab

funksiyaning hosilasi

Aytaylik, ushbu

X =@ (t):(Pl (tl A% ,...,tk) ,
X, =0, (t)=0, (t;,t,,...1, )

funksiyalarning har bir M < R* to‘plamda,
U=f (X, Xy ,ee0 Xy )

funksiya esa

E:{ (X1’X2 ’---’Xm)ERm ;X1:(P1(t) 1 Xo =@, (t),....,Xm =@ (t) }
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to‘plamda berilgan bo‘lib, ular yordamida

Fle )2, 1), 00 0)=F (b ts - -t)
murakkab funksiya hosil gilingan bo‘Isin.
4-teorema.  Agar X =g (t,,t,,...,t,)  funksiyalarning  har  biri
(i =l,2,...m), (tlo ,tg ,...,tlf )eM nuqtada differensiallanuvchi bo‘lib,
f (X, X, ,....X, ) funksiya mos (xf  Xa x,%) nugtada
(60 =0 i) g 0= [ 02))
differensiallanuvchi bo‘lsa, u holda murakkab
f (Col(tl ""'tk) ) (tl l---’tk)v--w(f’m (tl ""!tk))
funksiya (tlo RPN i ) nuqtada differensiallanuvchi bo‘ladi.
< (tf,tg,...,tf)eM nugtaning koordinatalariga mos ravishda At,At,,...,At,
orttirmalar beraylikki
(2 + At 10+ Aty,...t0 + Aty Je M

bo‘lsin. Unda har bir x =g (t,t,,...t,) funksiya (i=12,...,m) ham
Ax; (i=12,...,m) orttirmalarga va nihoyat f(x) funksiya A f orttirmaga ega
bo‘ladi.

Shartga ko‘ra X, =g, (t;,t,,...,t, ) funksiyalaring har biri (tf,tg tf)
nuqtada differensiallanuvchi. Demak,

OX OX OX
AX, =—2At, +—2At, +...+ —2At, +0 ,
1 P 1 at 2 ot k (P)

1 2 k

X X X
AX, :(9—2At1+QAt2 +o+ ﬁAtk +0(p) ,

oty ot, oty (6)
AX, =T At +—M AL, +...+ —At, +0(p)
atl 2 k

bo‘ladi, bunda
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i=12,...m; j=12,..k)

xususiy hosilalarning (tf,tg tf) nugtadagi giymatlari olingan va

p=rAJA + AL 4.+ AL

Shartga  ko‘ra  f(X,,X,,...,X,) funksiya (xfxgx,?]) nuqtada

differensiallanuvchi. Demak,
of of

Af=—AX +—AX, + ...ﬁLiAxm + oy Ay + oA, 4+ ap AKX, (7)
1 X2 m

bo‘ladi, bunda (;i (i=12,...,m) xususiy hosilalarning (xf X xr%) nugtadagi
X

|
giymatlari olingan va
A, —>0,Ax, »0,..,A,—>0 oa o —0,0,—0,..,0,—0.

(6), (7) munosabatlardan topamiz:

At =0 0% pe P 4o DAt +0(p) |+
0% | ot ot, oty
AR “CZAL + 9%, —TZAL, + aﬁAtk +0(p)| +
ox,| ot, ' o, ot,

A A1+8X”‘At2+...+axm At +0(p) |+
Tox, 8t1 ot, ot,

of ox, of ox,
—+ +
0X%, Ot 0X, ot

Lof aijAtﬁ(af ox_ of ox, ~ of axm]Ater

+aAX + 0 AX, + A+ ag AX, :(

oX, ot ox ot, 0x, ot,  ox, ot,
so4| 21 0% 01 0%, 0F 0 m AL, +
OX, Ot 0X, Ot 0X,, Oty
N CARCA I 0(p)+ A% + ApAXy + .4 0y AX,
0X OX, 0Xn

Bu tenglikdan
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of of of
or ot . 0(p)=0(p),
(8x1+8x2+ +8me ()=0(p)

At >0 ,At, »0,....At, >0, ya’ni p—>0 da
Ax, >0 ,AXx, »0,....,Ax, >0, vag, >0, o, >0,....,a, >0
bo‘lgani sababli
o AXy + A Xy + ...+, AX =0(p)
bo‘lishi hamda quyidagi
A _of _ax1+af .ax2+ +£ 0 X,

= (8)
0% Ot; 0X, Ot OXp Ot
(j =1,.2,... k)belgilashlar natijasida
AT = AAt + AAL, +...+ A At +0(p) (9)

bo‘ladi. Demak, murakkab funksiya t° nuqtada differensiallanuvchi.»
Aytaylik, f(x(t)) murakkab funksiya yugoridagi teoremaning shartlarini

ganoatlantirsin. U holda

of of of
Afl(t)=—At +—AtL +...+—At, +0
() ot, 1+8t2 2t +8tk Kkt (P)

bo‘ladi. Bu hamda (8), (9) munosabatlardan foydalanib murakkab funksiyaning
xususiy hosilalari quyidagicha
of ofox, of ox, of O0x,
= + ot —— :
o, o0x, ot 0x, ot OX, Ot
of ofox, of ox, of ox,
= + ot —— :
ot, 0x, ot, 0Xx, ot, 0X, Ot,

of of 8x1+af 6x2+ +8f 0X,,
ot, 0x ot 0x,ot, ~ 0x, ot

bo‘lishini topamiz.
Xususiy hollar. m=1 bo‘lganda bir o‘zgaruvchili u=f(x)(xeR,ueR)

funksiya hosilasi tushunchasiga kelamiz. m=2 bo‘lsin. Bu holda ikki
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o‘zgaruvchili u= f(x,y) ((x y)eEcR?, ue R) funksiyaning  xususiy

hosilalari
ﬁ= lim M= lim f(X-I—AX,y)—f(X,y)’
OX Ax=>0 AX Ax=0 AX
A, f B
O im 2v7 i f(xy+ay)-f(xy)
0y Ay-0 Ay Ay-0 Ay
hamda quyidagi

Af=f(x+Ax,y+Ay)-f(x,y)=
= AAX+BAYy+a AX+a,Ay

differensiallanuvchilik shartiga ega bo‘lamiz.

2-misol. Ushbu
f(xy)=Intg X
y

funksiyaning xususiy hosilalar topilsin.

<4Berilgan funksiyaning xususiy hosilalari quyidagicha bo‘ladi:

afa( x]l 1 1 2
=—1/|Int .

ox ox

Y) tg* cos2* Y ysing
y y y
ﬂzi[.tﬁ}i. ! (_j 2 _»
ay ay y tgl COSZK y yzsmi
y y y
3-misol. Ushbu

2Xxy .
) X, 0,0) 6 :
F(x,y)=) 52 + 2 arap  (x,y)#(0,0) 6¥1ca
0 ,arap (x,y)=(0,0) 6ynca

funksiyaning xususiy hosilalari topilsin.
< Aytaylik, (X, y)#(0,0) bolsin. U holda
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of _of 2xy _2y(x2+y2)—2w-2x_2y(y2—x2)_
ox ox\x®+y?) +

of a( 2xy j_ZX(XZ+y2)—2XY°ZY_2X(X2—y2)
oy oyl x®+y?)

bo‘ladi.

Aytaylik, (X, y):(0,0) bo‘lsin. Bu holda ta’rifdan foydalanib topamiz:

0f(00)_ lim f(0+Ax,0)-(00)_ lim 2Axé020’
OX Ax—0 A X Ax—0 A X
0f(0,0)_ i f(0,0+Ay)-f(00)_ i 2Ay:;O:O. >
oy Ay—0 Ay Ay->0 Ay
4-misol. Ushbu
f(xy)=x* +y?
funksiyaning xususiy hosilalari topilsin.
«Aytaylik, (x,y)#(0,0) bo‘lsin. Bu holda
of 0 7 3 2 X X
—=——/X -|—y = = ,
OX 0OX 2 X% +y? X2 +y?
ﬂ:i X2+ y? 2y y
ay oy

:2\/x2 +y? :\/x2 +y?
bo‘ladi.

Aytaylik, (x,y)=(0,0) bo‘lsin. Ta’rifga ko‘ra

0f(0,0)_ i f(0+Ax,0)-f(00)_ iim M’
OX Ax—0 A X Ax—>0 A X

0f(0,0)_ . f0.0+4y)-1(00)_ . |AY|
oy  Ay->0 Ay

Ay—0 Ay

bo‘lib, bu limitlar mavjud bo‘Imaganligi sababli berilgan funksiya (0,0) nugtada
xususiy hosilalarga ega bo‘lmaydi.»
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5-misol. Ushbu

X}y y
————, arap (X, y)i(0,0) oyca,

FOY)=x® +y?
0 ,arap (x,y)=(0,0) 6ynca

funksiyaning (0,0) nugtadagi xususiy hosilalari topilsin.

«Ta’rifga ko‘ra

af(o,o): im f(0+AX,0)—f (o,o):0 |
OX Ax—0 AX

01(00)_ . f(0.0+Ay)-(00)_,
oy Ay—0 Ay

bo‘ladi. Biroq berilgan funksiya (0,0) nuqtada uzluksiz bo‘lmaydi, chunki

[1 1 )_)(0’0) i f(l,is)%%%if(o,o)y

n nd n n

6-misol. Ushbu
s ,arap  (x,y)#=(0,0) 6yuca,

f (X, y)=1x%+y?

0 ,arap (x,Yy)=(0,0) 6y1ca

nugtada xususiy hosilalarning mavjudligi ammo shu

funksiyaning (0,0)
nuqgtada differensiallanuvchi emasligi ko‘rsatilsin.

<4Ravshanki,
0f(0,0)_ i f(Ax,0)— f (o,o):O,
OX Ax—0 A X
0f(0,0)_ lim f(0,Ay,)-f (o,o)zo_
oy Ay—0 Ay

Demak, berilgan funksiyaning (0,0) nuqtada xususiy hosilalari mavjud va ular 0

ga teng.
Bu funksiya (0,0) nuqtada differensiallanuvchi bo‘lmaydi. Shuni

isbotlaymiz. Teskarisini faraz qilaylik, qaralayotgan funksiya (0,0) nuqtada
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differensiallanuvchi bo‘lsin:

Af(00)=2100),,, 300

Ay+oa AX+oa,Ay=
o0X

—aAx+a,Ay . (Ax—0,Ay—0 0a o, >0, a, —0).
Ayni paytda,

A(0.0)=f(0+Ax, 0+ AY)-f(0,0)=f(Ax,Ay)= 2XAY

JAXZ +Ay?

bo‘ladi. Demak,

AXAy =a; AX+a,Ay.
JAXE + A Y2

Bu tenglikdan, AXx=AYy >0 bo‘lganda

Oll+0[2 =

V2
bo‘lishi kelib chiqadi. Bu esa AX=Ay>0 da o —>0,a, >0 bo‘lishigi zid.

Demak, berilgan funksiya (0,0) nuqtada differensiallanuvchi emas. >

7-misol.  Agar f(x,y) funksiya R?  differensiallanuvchi  bo‘lib,

: . of of i
X=rcose,y=rsing bo‘lsa, —, a—lar topilsin.
@

<«4Ravshanki,

f(x,y)= f(rcose,rsing).

Murakkab funksiyaning xususiy hosilalarini topish qoidasiga ko‘ra

of of ax of oy of
——+— ——COS(/)—+smgo—— ( —+y )
6!’ 8X 6!‘ 6y or X _|_y
of of ox o oy . of of of of
——+—-—=-ISiNp—+rcosp—=-y—+x—. P
0p Ox O0p oy 0 OX oy ox oy
Mashqlar
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1. Ushbu

f(x,y)=(¥)x, £(x,y) =Insin X2

Jy

funksiyalarning xususiy hosilalari topilsin.
2. Agar

: : u
f(X,y)=xsiny+ysinx, X=—,y=uU-v
14

bo‘lsa, ﬂ i lar topilsin.
ou ov

3. Aytaylik, f(x) va g(x) funksiyalar U;(x°)cR™ da aniglangan
bo‘lib,

1) f(x) funksiya x° nugtada differensiyallanuvchiva f(x°)=0,

2) g(x) funksiya x° nuqtada uzluksiz bolsa, f(x)-g(x) funksiyaning

x° nuqtada differensiallanuvchi bo‘lishi ko‘rsatilsin.

4. Ushbu

f(xy)=1/x]

funksiyaning (0,0) nugtada differensiallanuvchi emasligi isbotlansin,
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Glossariy

f(x)=f (X, Xs,....X,, ) funksiyaning x° =(x1°,xg,...,x,?]) nuqtadagi x,
o‘zgaruvchisi bo‘yicha xususiy hosilasi - Ushbu

jm 21 0)
Ax—0 Axl

limit mavjud bo‘lsa, bu limit f (x)=f (x;,X,,...,X,,) funksiyaning

x° =(X10 X3, ...,X,?]) nugtadagi x, o‘zgaruvchisi bo‘yicha xususiy hosilasi
deyiladi.

u=f(x) funksiyaning x° nugtadagi orttirmasi -

Au=f(x)—f(x°) (x:(xl,xz,....,xm) : xoz(xf,...,xf(’)).

Funksiyaning x° nuqtadagi to‘la orttirmasi -

Af(xo):f(x°+Ax1,xg+Ax2 VX2 +Axm)— i (xfxgxg)

f (x) funksiya x° nugtada differensiallanuvchi - Agar Ax,,AX,,...,.AX,
orttirmalarga bog‘liq bo‘lmagan shunday A, A,,....,A, sonlari topilib,
funksiyaning x° nuqtadagi to‘liq orttirmasi ushbu

Af (xo):Ale1+A2Ax2+....+Am AX +

+ oy AX + oy AXy +. o AX
ko‘rinishda ifodalansa, f (x) funksiya x° nugtada differensiallanuvchi deyiladi.

(xloxgx,?,) hamda (xl0 +AXy, Xa +AX, ,...,xr?,+Axm) nuqtalar orasidagi

masofa - p=y AXZ+AX2 +..+AXZ .
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Keys banki

49-keys. Masala o rtaga tashlanadi: Ushbu
HES)EN|Y

funksiyaning (0,0) nugtada differensiallanuvchi emasligi isbotlansin.

Keysni bajarish bosgichlari va topshiriglar:

e keysdagi muammoni hal gilish mumkin bo’lgan asosiy formula,
tushuncha va tasdiglarni keltiring (individual va kichik guruhlarda);

e to'plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo'yilgan masalani yeching
(individual).
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49-amaliy mashg'ulot

Na’muna uchun misollar yechimi

1-misol. Ushbu

z=x°x’y+y®
funksiyaning xususiy hosilalari topilsin.

Berilgan funksiyada y ni o‘zgarmas deb garab, x o‘zgaruvchi bo‘yicha

hosilasini  topamiz.

Bunda ma’lum bo‘lgan qoida va formulalardan
foydalanamiz:

0z

aX_g(x3+x2y+y3)=3x2+2xy+0=3x2+2xy

Huddi shunga o‘xshash x ni o‘zgarmas hisoblab topamiz:
oz

o _g(x?’ +x°y+y?)=0+x* +3y* =x* +3y°
2-misol. Ushbu

f(xy)=yx*—y?

funksiyaning (5; —3) nuqtadagi xususiy hosilalari topilsin.
Avvalo berilgan funksiyaning xususiy hosilalarini topamiz:

0 1 X
Fixy)=—Gx -y*)= 12X = !
OX 2 /X2 . yz /X2 . yz
0 1 -y
fy(xy)=— (X -y*) = ———=-(-2%) =
4 OX 2 /X2 _ yz /X2 _ yz

Endi bu xususiy hosilalarning ko‘rsatilgan (5; —3) nuqgtadagi giymatlarini

topamiz:
5 5 5
f/(5-3) = = =2,
69 J5P—(-3)2 25-9 4
f6-9-—i 3 3

J5? (3?2 J25-9 4

0" zMU
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Demak, fx'(5;—3)=%, fy’(5,—3)=%>
3-misol. Ushbu
f(X)=F (X, Xy, Xy ) =X24XE 4. X2

funksiyaning V(Xlo ,Xg ,...,X,?1 )e R™ nugtada differensiallanuvchi  bo‘lishi
ko‘rsatilsin.

<«Berilgan funksiyaning xoz(xf,xg,...,xg) nuqtadagi to°liq orttirmasini

topamiz:
Af (x°)=(xf +Ax1)2 +(x‘2) +Ax2)2 +...+(xr?, +Axm)2 -
(X% +x¥ +...+xr?12):2fox1+2x‘2) AXy+..+
+2X0 AX +AXE +AXS +.. +AXE.
Agar
A =2x0, Ay=2X3,..., A, =20,
o =AX,0,=AX,,..., a,=AX,
deyilsa, unda

A f (xo)zAiAx1+A2Ax2 +on A A AX oy AX o, AXy + Ao AX
bo‘ladi. Demak, berilgan funksiya Vx°eR™ nuqtada differensiallanuvchi.»
4-misol. Ushbu

X
f(x,y)=Intg —
(x.y) y

funksiyaning xususiy hosilalar topilsin.
<«Berilgan funksiyaning xususiy hosilalari quyidagicha bo‘ladi:
of 0 X 1 1 1 2
T L vl v T
OX 0OX Y) g% cos?” Y ysin<”
y y y
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of 0 X 1 1 X -2

- - |ntg_ :_X . X e :—ZX >

oy oy Y) 192 cos2 =\ Y ) yZincD
y y

y

Misollar

Quyidagi funksiyalarning xususiy hosilalari topilsin.
1. a)z=x%+y* —2xy, b)z =5%* +8xy* +y°
2. )z =X+ y* —3axy, b)z=x>—2xy+Yy°

3.a)z=—2, b)z=--
X+Yy X+Yy
4, a)z:%, b)z= %
5. a)z=4x"—y?, b)z =/x+3y
1 X
6.a)z=——+, b)z=—F———
) Vx=ly ) VX 4y

7.Agar f(x, y)=i:g bo'lsa, f,(0,1), f,(0,1) topilsin.

8. Agar f(xy)= /xy+§ bo'lsa, f,(2,1), f,(2,1) topilsin.

9. Agar f(x,y)=ln% bo'lsa, f,(2e.e), f,(2e,e) topilsin.

10. Agar f(x,y)=ysinx+cos(x—y) bo'lsa, f (r,0), f,(7,0) topilsin.

Quyidagi murakkab funksiyalarning xosilalari topilsin.

1. Agar z=¢“*? bo’lib, x=sint, y=cost bo’lsa, g—i topilsin.
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2. Agar =2 bo’lib, x=¢', y=Int bo’lsa, ‘;_i topilsin.
y

2
3. Agar 2= X bo'lib, x=u-2v, y=v+2v bo’lsa, &£, lar topilsin.
p
y ou ov

X
Jy
oz 0z

5. Agar z=x*-y* bo’lib, x=ucosv, y=usinv bo’lsa, PP lar topilsin.
u

4. Agar z=Insin—= bo’lib, x=3, y=+{+1 bo’lsa, % topilsin.
6. Agar z=u" bo’lib, u=sinx, v=cosx bo’lsa, % topilsin.
X

7. Agar z:ln\/E bo’lib, u=ax+by, v=ax-by bo’lsa, Q,@ topilsin.
Vv ox oy

v
8. Agar z=e* bo’lib, x=x(u,v), y=y(uv) bo’lsa, S—i,% topilsin.
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Test

1. u=x*+y+1 funksiyaning birinchi tartibli xususiy hosilalarini toping.

A) a—u=2x, Ny B)a—u=2x,a—u=2x+1
ox oy ox oy
C)a—u=2x+1,a—u=1 D)6—u=2x,a—u=0
ox EY ox ay

2. U= xy+% funksiyaning birinchi tartibli xususiy hosilalarini toping.

A)@:y_iz’a_uzx B) a_u:X_Fiz,a_u:X
OX X oy OX X oy
C)a—u:x—%,a—u:yﬂ D)a—uzy,—u:x+l

OX X oy OX

3. u=x*+y+1 funksiyaning ikkinchi tartibli xususiy hosilalarini toping.

2 2 2 2 2 2
A)aljzz’aljzo’@uzo B)agzziagzl’au:
OX oy ox oy OX oy oxoy
2 2 2 2 2 2
c) Td_ox, CU_o, 21 _3 D) 240, TU_p, L
OX oy oxoy OX oy ox oy
4. u=x"’ funksiyaning birinchi tartibli xususiy hosilalarini toping.

A)a—uzyxy‘l,a—u:xylnx B)a—u:y,a—uzxy
OX oy OX oy
C)a—uzxy,a—uzlnx D)a—u=y,a—u=x
OX oy OX oy

5 u= xy+% funksiyaning ikkinchi tartibli xususiy hosilalarini toping.

ou 2 o’u d’u o’u o°u

) ol " oxoy B) 5 =% 5 oxay
Pu_2 du o°u _3 )82u_0 u . ou
ax?: x* oyt T oxoy ax: oyt oxoy

6. u(x,y)=x+Yyu(xy)-?
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Al B) x Cy D)0

7.u(xy)=2x+y u,(x,y)-?

Al B) x C)y D)0

8. u(x,y)=x" =y’ u,(xy)-?

A) 2x B) 4y C)5x+y D) x+2y

9. u(x,y)=xy+x*, u(x,y)—-?

A) 2x+y B) x*+y+3 C) y+5x+9 D) 2x+2y+5
10. u(x,y) =xy+x*,u,(x,y)-?

A) X B) xX*+y+3 C) y+5x+9 D) 2x+2y+5
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50-mavzu. Ko'p o'zgaruvchili
funksiyaning differensiali

50-ma’ruza

Reja
1°. Funksiya differensiali tushunchasi.
2°. Murakkab funksiyaning differensiali. Differensial shaklning
invariantligi.
3°. Sodda qoidalar.

4°. Xususiy hollar. Funksiya differensialining geometrik ma’nosi.

1°. Funksiya differensiali tushunchasi.

Faraz gilaylik, f(x)=f(x,X,,...,X,) funksiya EcR™ da berilgan
bo‘lib, x° =(Xf ,Xg, ...,X,?])EE nuqtada differensiallanuvchi bo‘lsin. Unda

ta’rifga ko‘ra funksiyaning x° nuqtadagi to‘liq orttirmasi

Af(xo)z%@Axl+%ﬂAx2+---+%x—)Ax +o(p (1)

1 2 m

bo‘ladi. Bu munosabatda

p=JAXE + AXC + o+ AXC
bo‘lib, AX, >0, Ax, -0, ..., Ax, >0 da p—0.

1-ta’rif. f(x) funksiyaning Af (xo) orttirmasidagi

MAX].-F%XO)AXZ +...+MAX

m
1 2 X

ifoda f(x) funksiyaning x° nuqtadagi differensiali (to‘liq differensiali) deyiladi
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va
df(xo)yoki df(xf,xg, xr?])

kabi belgilanadi:

df (x‘)):ﬂ)i)Ax1 +%)£)sz Foet %@Axm .
2 m

0%,

Demak, f(x) funksiyaning x° nugtadagi differensiali Ax,, AX,, ..., Ax, larga
bog‘liq va ularning chiziqli funksiyasi bo‘ladi.
Agar
A =dX; , AX, =dX, , ..., AX, =dX,

deyilsa, f(x) funksiyaning x° nuqtadagi differensiali ushbu

0 0 0
df(xo):af X dx1+6f X ax, +,,,+dem (2)
ox ox ox

1 2

ko‘rinishga keladi. Demak,

AF (x°)=df (x°)+ 0(p).
Keyingi tenglikdan o —0 da

AF (X°)~ df (x°)

bo‘lishi kelib chigadi. Bu taqribiy formulaning mohiyati shundaki, funksiyaning
orrtirmasi AX;, AX,, ..., AX,, larning, umuman aytganda murakkab funksiyasi
bo‘lgan holda funksiyaning differensiali AX;, AX,, ..., AX,, larning chizigli
funksiyai bo‘lishidadir.
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2°. Murakkab funksiyaning differensiali. Differensial shaklning

invariantligi.

Aytaylik,

Xy :¢1(t):¢1(t1’t2 R )’
Xy :¢2(t):¢1(t1 L ""’tk)’

Xn =0n(t) =01ty ty ... 1)
funksiyalarning har biri M < R* to‘plamda berilgan bo‘lib,
E= {(xl,x2 X )ER™IX = ()=, (L 1, ..., 1),
X, =0,() =@ty sty ) Xy =0 (D) =1t ., 1))
to‘plamda esa f(X,X,,... x,) funksiya aniqlangan bo‘Isin. Bular yordamida
f(x(t)=f (% (t), % (t),.. X, (1)) =F (tu 1,0ty
murakkab funksiya hosil qgilingan bo‘Isin.
Ma’lumki, X =@ (t;,...,t,) funksiyalar (i=1,2,...m) t° :(tf, ,tf)

nuqtada differensiallanuvchi bo‘lib, f(x)= f(x,X,,...,X,,) funksiya mos

x°=(x0,x2,...,x°) nuqtada (C=0,(°) x$ =, (t°), ... X% = 0, (t°))
differensiallanuvchi bo‘lsa, murakkab funksiya 0 = (tlo - ,tf ) nugtada

differensialanuvchi bo‘ladi.
Modomiki, f(x(t)) funksiya t,,t,,...,t, o‘zgaruvchilarga bog‘liq ekan, unda

of of of
df :Edtl_'_at_dtz +"'+at—dtm (3)

1 2 m
bo‘ladi.
Murakkab funksiyaning xususiy hosilalarini hisoblash formulalaridan

foydalanib topamiz:
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OX
+...+ 0

E}x Elﬁ Ex B.if

Bu xususiy hosilalarni (3) ifodadagi ﬂ,i

o o, ot

Natijada
of  OXp

ox, , of X N

df = a. +
0%, ot oXx, o
of ox, of 0x,
+ —=t— =1
ox, ot, X, ot,
of o OX,
+ —=——=+
0%, Ot ot, X

ST gy Py, yq P |
Tox et o a o,

+%dtk}+--- o {axmdt1
ot m at1

OX, Ot,

of
0oX,

of 0OX,

OX
2dt, + —2dt, +
1 2 k

of | ox
+
OX, [ OX

bo‘ladi.
Ravshanki,

Z:idtl+axi +.. +gtﬁdt =dx,

2 k

2dt1 —zdt+ - 2dt—dx
A at, ot

x

oX, O

}dtl

+ i aL:|dt2

+— —}dtk =

Oty

) —dt, +--

2

...... — larning o‘rniga qo‘yamiz.

+ aLdtk
ot

k
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Demak, murakkab funksiyaning differensiali

df :idxl+idx2+...+ of dx., (4)

0% Xy

bo‘ladi.
Biz yugorida f(x) hamda f(x(t)) murakkab funksiyaning differensallari uchun
(2) va (4) ifodalarni topdik. Bu ifodalarni solishtirib ularning formasi (shakili,
ko‘rinishi) bir xil, ya’ni (2) va (4) formulalarda funksiyaning differensiali
xususiy hosilalarni mos differensiallarga ko‘paytmalardan tuzilgan yig‘indiga
teng ekanligini paygaymiz. Bu xossa differensial shaklning invariantligi
deyiladi.
Eslatma. f(x) funksiya differensialining (2) ifodasidagi dx,dx,,...,dx_ lar mos
ravishda —Ax,Ax,..Ax  lar bo‘lsa, f(x(t)) funksiya differensialidagi
dx,, dx,,...,dx, lar t,t,,...,t, o‘zgaruvchilarning funksiyalari bo‘ladi. Demak, (2) va
(4) formulalarning ko‘rinishlarigina bir xil bo‘ladi.
3°. Sodda qoidalar. Aytaylik,
U=U(X Xpren Xy ) o V=V(X Xy X))

funksiyalari EcR™ to‘plamda berilgan bo‘lib, x =(x,x;,...x,)eE nuqtada
differensiallanuvchi bo‘lsin. U holda:

1) d(u+v)=du+dv,

2) d(u-v)=vdu+udv,

3) d(%j:vduv—zudv (v0)
bo‘ladi.
Bu munosabatlardan birini, masalan, 3) ning isbotini keltiramiz.
4 Aytaylik,
F = u
\

bo‘lsin. Bu holda F funksiya u va v larga va u va v lar o‘z navbatida
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X, Xy, X, 0‘zgaruvchilarga bog‘liq bo‘lib, murakkab funksiyaga ega bo‘lamiz.

Differensial shaklning invariantli xossasiga ko‘ra

dF = qu+ E gy
ou ov

bo‘ladi. Ravshanki,
oF_1 oF__u

ou v ov VP

Demak,
dF = 2au- 4 gy = YUY
v v v
ya’'ni
d(gj: vdu—zudv
v v
bo‘ladi. >

4°, Xususiy hollar. Funksiya differensialining geometrik ma’nosi.

Aytaylik, m=1 bo‘lsin. Bu holda u=f(x) (xeR,ueR) funksiya va uning
differensiali

du =df = f'(x)dx
ga ega bo‘lamiz.
Ma’lumki, u=f(x) funksiyaning differensiali shu funksiya tasvirlangan egri
chizigga (x, f(x)) nuqtada o‘tkazilgan urinmaning ordinatasining orttirmasini

ifodalaydi (27-chizma):
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| Xy Xg +AX
27-chizma

m=2 bo‘lsin. Bu holda ikki o‘zgaruvchili u=f(xy) ((xy)eR*ueR)
funksiyaga ega bo‘lib, uning (x.,y.) nugtadagi differensial

af (x., 0] dﬁé‘flix“y, iy

ax v 4 (5

du=df (.5, 1=

bo‘ladi, bunda dx=Ax, dy=Ay.
AX va Ay lar yetarlicha kichik bo‘lganda
Af (x,y.)~df (x,Y.)

ya’ni

f (X +AX Y, +Ay)= f(xo,yo)+af (Xo’yo)Ax+af (Xo,yo)Ay
M o

tagribiy formula hosil bo‘ladi.
1-misol. Ushbu

funksiyaning differensiali topilsin.
<«Ravshanki,
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%z:yxyl , a—u:xylnx.
Unda (5) formulaga ko‘ra
du = yx*"dx +x” In xdy

bo‘ladi. >
2-misol. Tomonlari x=6x va n=8u bo‘lgan to‘g‘ri to‘rtburchak berilgan. Agar
bu to‘g‘ri to‘rtburchakning x tomonini 5 sm. ga oshirilsa, u tomonini 10 sm. ga
kamaytirilsa, to‘rtburchakning dioganali qanchaga o‘zgaradi?
<« Agar berilgan to‘g‘ri to‘rtburchakning dioganalini u desak, unda
bo‘ladi. Endi

X, Y.

AU(X,Y. )= AX+ Ay
( ) X2 +y? X2 +y°
bo‘lishini e’tiborga olib, topamiz:
Xo Yo =x0-Ax+y0-Ay

AU(XO,yO)zW. W
0 0 0 0

Bu munosabatda
X =6m , Ax=0,05m, y =8m, Ay=-0,10m

deyilsa, unda

~6:0,06+8-(~0,10)

AU
J36+64

m=-0,05m

bo‘lishi kelib chigadi.
Demak, to‘g‘ri to‘rtburchakning diogonali taxminan 5 sm. ga kamayar ekan.»
Endi f(xy) funksiya differensialining geometrik ma’nosini keltiramiz.
Aytaylik,

z=f(xy)
funksiya ochiq E < R? to‘plamda differensiallnuvchi bo‘lsin. Bu funksiya grafigi
R® fazoda biror I'(f) sirti ifodalasin. (f)={x,y,z)eR%:(x,y)eE,z=f(x,y)|
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sitda (x.Y..z)el'(f) (z=f(x.»)) nuqtani va shu nuqtadan o‘tuvchi,
garalayotgan sirtga tegishli bo‘lgan silliq
r={x=x(t),y=y(t).z=z(1):a<t< g}
egri chizigni olamiz. Modomiki, egri chiziq sirtda yotar ekan, unda
2(t)=f (x(1). (1))
((%(t) (). 2(t))=(x.y.2) t (@.5))
bo‘ladi. Ravshanki,
2(t)= 1 (x(t). y(1))
murakkab funksiya bo‘lib, uning t nuqtadagi differensiali, differensial

shaklIning invariantligi xossasiga binoan, ushbu

0 (%) = do = @f’l.x.,y.'dﬁéjﬁ.x,,y.'

ox v Y ( 6\

ko‘rinishga ega.
Koordinatalari dx,dy,dz bo‘lgan vektor I" egri chiziqga (x.,y..z.) nugtada

o‘tkazilgan urinma vektor bo‘ladi.

Endi koordinatalari

Jo(xy) a(xy)
x oy

bo‘lgan n  vektorni garaylik. Yugoridagi (6) munosabat n vektor urinma

vektorga (x.,y..z.) nugtada ortogonal bo‘lishini bildiradi. Shuning uchun n
vektor egri chiziqga (x.,y..z.) nugtada ortogonal deyiladi.

Ma’lumki, I" egri chiziq (x.y..z,) nuqtadan o‘tuvchi va I'(f) sirtda

yotuvchi ixtiyoriy egri chiziq edi. Binobarin, n vektor shu (x.,y.,z.) nugtadan

o‘tuvchi va I'(f) sirtda yotuvchi ixtiyoriy egri chiziqqa ortogonal bo‘ladi.

Shuning uchun n vektor I'(f) sirtning nugtasidagi normal vetori deyiladi.
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Sirtning (x.,y.,z,) nuqtasida o‘tuvchi va sirtning normal vektoriga
ortogonal bo‘lgan tekislik, I"(f) sirtga (x.y.,z.) nuqtada o‘tkazilgan urinma

tekislik deyiladi. Uning tenglamasi

7_g - dY) (g;y")(X—xo)+af(2;y°)(Y—yo)

bo‘ladi, bunda (X,Y,Z) urinma tekislikdagi o‘zgaruvchi nuqta. Bu tenglikdan

foydalanib,

of (x.,y.)
X

of (x.,y.)
oy

bo‘lishini olamiz. Keltirilgan tenglik va (6) munosabatdan

Z-171 =

(x—x )+

(y-v.)

df (x.,y.)=Z~z
bo‘lishi kelib chigadi.
Shunday qilib, z=f(x,y) funksiyaning (x.y.) nuqtadagi differensiali
df (x,y.) bu funksiya grafigiga (x.y.f(x.y.)) nugtasida urinma tekislik

applikatasiyaning orttirmasini ifodalar ekan (28-chizma)

(% Yo)

N

0 28-chizma

Mashqlar
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1. Ushbu

f(x2+y2,arctg lj (x*+y*>0)
X
funksiyaning differensiali topilsin.
2. Ushbu

3,01

a =(1,02)

migdorning tagribiy qiymati topilsin.

Adabiyotlar
1. Xudoyberganov G., Vorisov A. K., Mansurov X. T., Shoimqulov B. A.
Matematik analizdan ma ’ruzalar, 1l g. T. “Voris-nashriyot”, 2010.
2. Fixtengols G. M.  Kypc ouggepenyuanvnoco u  unmecpanvrhoco
ucuucnenus, 1 m. M. «DUSMATJIIAT», 2001.
3. Tao T. Analysis 2. Hindustan Book Agency, India, 2014.
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Glossariy

f(x) funksiyaning x° nuqtadagi differensiali (to‘liq differensiali) - f(x)
funksiyaning Af (xo) orttirmasidagi

MAX +ﬂ>§)Ax2 4.4 MAX

o X X

m
m

ifoda.

r(f) sirtning nugtasidagi normal vetori - n vektor (x,y.,z.) nugtadan

o‘tuvchi va I"( /) sirtda yotuvchi ixtiyoriy egri chizigga ortogonal bo‘lsa.

Urinma vektor - Koordinatalari dx,dy,dz bo‘lgan vektor 7~ egri chizigga

(x.,y.,z.) nugtada o‘tkazilgan urinma vektor bo‘ladi.

Funksiya grafigiga (xo, y. f(x, yo)) nuqtasida urinma tekislik
applikatasiyaning orttirmasi - z= f (x,y) funksiyaning (x.y.) nugtadagi
differensiali df (x,y.). Urinma tekislik - Sirtning (x.,y.,z.) nugtasida o‘tuvchi

va sirtning normal vektoriga ortogonal bo‘lgan tekislik, (/) sirtga (x..y..z.)

nuqtada o‘tkazilgan urinma tekislik deyiladi.
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Keys banki

50-keys. Masala ortaga tashlanadi: Ushbu

a=(1,02)""

migdorning tagribiy giymati topilsin.

Keysni bajarish bosqgichlari va topshiriglar:

e keysdagi muammoni hal qilish mumkin bo’lgan asosiy formula,
tushuncha va tasdiglarni keltiring (individual va kichik guruhlarda);

e to'plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo'yilgan masalani yeching
(individual).
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50-amaliy mashg'ulot

Na’muna uchun misollar yechimi
1-misol. Ushbu

funksiyaning differensiali topilsin.
<4Ravshanki,

u _ ou
— =y, —==x"Inx
oy

Unda (5) formulaga ko‘ra

du = yx’ tdx + x” In xdy
bo‘ladi.»
2-misol. Tomonlari x=6x va »=8wu bo‘lgan to‘g‘ri to‘rtburchak berilgan. Agar
bu to‘g‘ri to‘rtburchakning x tomonini 5 sm. ga oshirilsa, u tomonini 10 sm. ga
kamaytirilsa, to‘rtburchakning dioganali qganchaga o‘zgaradi?
<« Agar berilgan to‘g‘ri to‘rtburchakning dioganalini u desak, unda

bo‘ladi. Endi

X Y,
Au(xo,yo)~mAx+mAy

bo‘lishini e’tiborga olib, topamiz:

ZXo CAX 4 Yo A :XO'AX"‘yo'Ay

— y
X! + Yo V%o + Yo’ VX + Yo’

AU(XO ' 3’0)z

Bu munosabatda
X =6m , Ax=0,05x, y. =8m, Ay=-0,10m

deyilsa, unda
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o 5006+8:(-010)
~ m=-0,05m
J36+64

bo‘lishi kelib chigadi.

Demak, to‘g‘ri to‘rtburchakning diogonali taxminan 5 sm. ga kamayar ekan.»
3-misol. Ushbu

a =107
Migdor taqgribiy xisoblansin.

<4Ravshanki, « =1,07>°" son ushbu

f(x,y)=x
Funksiyaning x=107, y=397 dagi xususiy giymatidan iborat. Bu funksiya
uchun f(1,4) =1bo‘lishini e’tiborga olib

X =1 y,=4
deb olamiz. Unda
AX =X—-X, =1,07-1=0,07,
Ay=y-y,=397-4=-0,03
bo‘ladi. Ushbu

f(Xo +AX, Yo +AY) = T (X, , Vo) + F(X, Vo) - AX+ T (X, Yo) - Ay
formuladan foydalanib topamiz:

f(X, +AX, Y, +Ay) = f(1+0,7, 4-0,03) = f (17, 397) =1,7%"

f (% ¥0) = f(L4)=1" =1

: 0 ;
fX(XO'yO) :&(Xy) X0 Yo y'xy '

o =41=4

y=4

— vy
X yo = X In x

f;(xo,yo)=%<xy>

. =1"-In1=0

4

X
y

1,7*°" ~1+4-0,07+0-(=0,03) =1+0,28 =1,28
Demak,

a=17*"~128.»
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Misollar

Quyidagi funksiyalarning differensiallari topilsin.
1. z=x*y—xy*+3

2. 2=(x"+ y2)3

3. z=sin’x+cos’y

4. z=arctg(xy)

12x+5y

5.z=¢€

6. z=(sinx

7. 2= In[l+§j
y

8. 7=2ew
y

)cos y

9. x =arctgy/xy
10. Agar f(x,y)=— bo’lsa, df (11) topilsin.
y

11. Ushbu f(xy)=e funksiya to’liq differensialini
x=1 y=2, dx=-0,1 dy=0,1bo’lgandagi qiymati topilsin.

12.  Ushbu f(xy) :X_Xy funksiya ~ to’liq  differensialini
x=2, y=1 dx= —%, dy = % bo’lgandagi qiymati topilsin.

Quyidagi migdorlar taqribiy hisoblansin.

13.1) 1,08%%, 2) 1,94e%*
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14.1) sin1,59-tg3,09, 2) 2,68e570%
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Test

1. Ko’rsatilgan  funksiyalardan qgaysi  birlari  har  bir nuqtada
differensiyallanuvchi?

Uu=— Uu=——-
A)  u=x+y*+1 B) X=y C) X+y D) u= 1
2+3X

2. u=x®+y?+z+1 funksiyaning birinchi tartibli du differensialini toping.
A) du =3x%dx+2ydy +dz B) du=dx+3dz

C) du=dy+2dz D) du = xdx+2ydy

3. u :m funksiya uchun (1,0) nugtada du differensialini hisoblang.

A) dx B) —2dx+3dy C) —7dy D) dx—dy

4. u=x*y? funksiyaning ikkinchi tartibli d?u differensialini toping.

A) d’u=2y°dx* + 6xy’dxdy +6x°y dy’ B) d’u=2y’dx’

C) d?u=2y*dx? + y*dy? D) d®u = ydx® +3xdy?
5. u=x®+y?® funksiyaning uchinchi tartibli d’u differensialini toping.

A) d°u=6dx® +6dy? B) d®u=y*dx® C) diu=2y*dx® + y2dy*

D) d®u =3x*dxdy?

2 2
6. Quyidagi funksiyalardan gaysi biri thy =0 tenglamani ganoatlantiradi.
X

A) u=x*-y? B) u=x*-y? C)u=x*-y D)

u=x>+y’

7. Noto’g’ri javobni ko’rsating.

A) Agar funksiya biror nugtada uzluksiz bo’lsa, u holda bu nuqtada funksiya
differensiallanuvchi bo’ladi

B) Agar funksiya biror nuqtada differensiallanuvchi bo’lsa, u holda uning bu
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nuqtada har bir o’zgaruvchi bo’yicha xususiy hosilalari mavjud bo’ladi

C) Agar funksiya biror nugtada differensiallanuvchi bo’lsa, u holda bu nuqtada
funksiya uzluksiz bo’ladi

D) Agar funksiya biror nuqtada uzluksiz xususiy hosilalarga ega bo’lsa, u holda
bu nuqtada funksiya differensiallanuvchi bo’ladi

8. u(x,y)=sin2y+sin2x, u,(x,y)-?

A) 2cos2y B) x*+y+3 C) y+5sinx+9 D) 2x+2y+5
9. u(xy)=x*—y*u,(x,y)-?

A) 2 B) O C)-1 D)1

10. u(x, y) =x*+y* u,(x,y)-?

A0 B)1 C)-1 D) 2
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51-mavzu. Ko'p o'zgaruvchili
funksiyaning yugqori tartibli hosila
va differensiallari. Teylor formulasi.

51-ma’ruza

Reja
1°. Yuqori tartibli xususiy hosilalar.
2°. Yuqori tartibli differensialar.

3°. Murakkab funksiyaning yugori tartibli differensiallari.

1°. Yugori tartibli xususiy hosilalar.

Faraz qilaylik, f(x)=f(x,,X,,.....x,,) funksiya ochiy EcR"

to‘plamning har bir x=(X, X,,....,X,, )€ E nugtasida

of(x) . :
=f, i=12,....m
A )
xususiy hosilalarga ega bo‘lsin. Bu xususiy hosilalar X, X%,,.....X,

o‘zgaruvchilarning funksiyasi bo‘lib, ular ham xususiy hosilalarga ega bo‘lishi

mumkin:

ﬁ(M]:(fX'i (%)) (i,k=1,2,...,m).

Bu xususiy hosilalar berilgan f (x) funksiyaning ikkinchi tartibli xususiy

hosilalari deyiladi va

2
T s 50 (ik=L2e.m)
O X, OX, K

kabi belgilanadi:
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ox 0x VT ax,

) g ()22 (aafii)()]'

Agar i #k bo‘lsa,

0% f(x)
OX, 0X;

ikkinchi tartibli xususiy hosila aralash hosila deyiladi.

Agar i=k bo‘lsa, ikkinchi tartibli xususiy hosilalar

0" 1) _ ¢ (x)

U X
oX 0%

quyidagicha

yoziladi.
f (x) funksiyaning uchinchi, to‘rtinchi va hk. tartibdagi xususiy hosilalari
xuddi yuqoridagiga o‘xshash ta’riflanadi. Umuman, f(x)=f (X, X,,....X)
funksiyaning  X;,X;, ....X ,X_  o‘zgaruvchilari bo‘yicha n-tartibli Xususiy
hosilasi berilgan funksiyaning (n—1) — tartibli xususiy hosilasi
" (x)
OX; [ O% ,...0%

Ih-1 Ih-2'

(i, +iy +... 41, =n-1)

ning X; o‘zgaruvchi bo‘yicha xususiy hosilasi sifatida ta’riflanadi:

0" f (x) B a( 0" f (x) J

OXi OXi ...0%; OX; - OX, OXi ...0X; OX
n n-1 2 1 n n-1 2

Bu holda ham iy ,i,,....,i, lar bir-biriga teng bo‘lmaganda

o" f
0% ... 0%, 0%

aralash hosila deyiladi.
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Agar i, =i, =...=i, =k bo‘lsa, n— tartibli xususiy hosilalar quyidagicha

0" f (x)
O Xy

yoziladi. Ushbu

o’ f o° f :
, (izk)
O0X, OX; O X; 0%
aralash hosilalar funksiyaning turli o‘zgaruvchilari bo‘yicha differensiallash
tartibi bilan farq giladi:
0% f
OX, 0X;

da f(x,X,,....X,) funksiyaning awval x, o‘zgaruvchisi bo‘yicha, so‘ng x,
o‘zgaruvchisi bo‘yicha xususiy hosilasi hisoblangan bo‘lsa,
0° f
0 X; 0 X,

da esa avval x, o‘zgaruvchisi bo‘yicha, so‘ng x; o‘zgaruvchisi bo‘yicha xususiy
hosilasi hisoblangan. Ular bir-biriga teng ham bo‘lishi mumkin, teng
bo‘lmasdan qolishi ham mumkin (misollar keyingi punktda keltiriladi).

Aralash hosilalarning tengligini quyidagi teorema ifodalaydi.

1-teorema. Faraz gilaylik, f (X0 X e Xy ) funksiya
x° =<X10 X3 ,...,Xr?])eEc R™ nugtada n marta differensiallanuvchi bo‘lsin. U
holda x° nuqtada f(x,,X,,....x.) funksiyaning ixtiyoriy n-tartibli aralash
hosilalarning qiymati  x;,X,,....,X,, o‘zgaruvchilar bo‘yicha qanday tartibda
differensiallanishiga bog‘liq bo‘lmaydi.

<4Bu teoremaning isboti, keyingi punktda ikki o‘zgaruvchili funksiya uchun

keltiriladigan teorema isboti kabi bo‘ladi.»
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2°. Yugori tartibli differensialar.

Faraz qilaylik, f(x)="f(x,X,,....X,,) funksiya ochig EcR™ to‘plamda

berilgan, x € E nuqtada ikki marta differensiallanuvchi bo‘Isin.
1-ta’rif. f(x) funksiya differensiali d f(x) ning differensiali berilgan
funksiyaning x nuqtadagi ikkinchi tartibli differensiali deyiladi va d*f (x) kabi
belgilanadi:

d?f(x)=d(d f (x)).
Endi funksiya ikkinchi tartibli differensialini uning xususiy hosilalari orgali

ifodalanishini ko‘rsatamiz.

Ravshanki,

d f(x)=L(X)dx NGt PR LC
) OX,

m

bo‘lib, u x=(x1,x2,...,xm) ga hamda dx;,dx,,...,dx,, larga bog‘liq bo‘ladi. Bu
tenglikda dx;,d X,,...dx, lani tayinlangan deb hisoblab, d f(x) ni
X{y X5, X, O‘zgaruvchilarning funksiyasi siftaida qarab, uning differensialini

topamiz:
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o

(d f)=d ﬂdx1+£dx2+...+£dxm =
0% 0X, 0Xn

o of o (of o (of
=dx| —| — [dX,+—| — [[dX, +..4+ —| — |[-d X, |+
0% \ 0% 0X,\ 0% OXp \ OX

o[ of o of o | of
+dX,| —| — [dX,+—| — [dX, +...cd —| — |d X, |+
0% \ 0%, 0%, \ 0%, 0%y \ 0X,

e TP
o of o[ of o of
+dX,| —| — |[dXx,+—| — |d X, — — n =
0% \ OX, 0X,\ 0Xp, Xm L OXp,
2 2 2 2
0 Idxl2 0 ];dx22+.. —];dxrzn+2 0 dx dx, +
OX; X5 X 0X%,0X,
2 2 2 2
+ ot dx,dx; +...+ 0 dx,dx., + 0 dx,dx; + dx,dx, +
O X O%q X1 0 Xn 20 X3 X0 X4
o° f o° f
et dx,dx + dXq,_ dX, |=
OX, 0%, - " OX 0% "t m}
0 0 i
:(—dx1+—dx2+ +—d me f
0%, 0X, Xm

Bunda simvollik ravishda yozilishidan foydalaniladi. U quyidagicha tushuniladi:
gavs ichidagi yig‘indi kvadratga ko‘tarilib, so‘ng f ga "ko‘paytiriladi". Keyin

daraja ko‘rsatkichlari xususiy hosilalar tartibi deb hisoblanadi. Demalk,

2
0 0 0

d?f (X)=| ——dx,+——dX, +..+——dx, | f. 1

()[M TR A ] (1)

f(x) funksiyaning x nuqtadagi uchinchi, to‘rtinchi va hk. tartibdagi
differensiallari ham yuqoridagidek ta’riflanadi.

Umuman, f (x) funksiyaning x nuqtadagi (n—1)-tartibli differensiali d"™ f (x)
ning differensiali f (x) ning n-tartibli differensiali deyiladi va d" f (x) kabi

belgilanadi:
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d"f(x)=d(d"*f (x)).
Agar, f(x) funksiya x nugtada n marta differensialanuvchi bo‘lsa, u holda
n
d" f(x)= idx1+idx2+...+i f )
0%, O0X, 0 Xn,

bo‘ladi.

3°. Murakkab funksiyaning yuqori tartibli differensiallari.

Biz yugorida funksiyaning yuqori tartibli differensallarini bayon etdik. Unda
funksiya argumenti x;,X,,...,X,, lar erkli o‘zgaruvchilar edi.
Aytaylik, f(X)=f (X, X eee i Xy ) funksiyada Xys Xg yeren X

o‘zgaruvchilarning har biri t,t,,...,t, o‘zgaruvchilarning funksiyalari bo‘lsin

(X =1 [ttt ))-
Qaralayotgan f(x) va x =¢(t) (i=1,2,...,m) funksiyalar n marta
differensiallanuvchilik shartlarini bajargan deb, murakkab f(x(t)) funksiyaning

yugori tartibli differensiallarini hisoblaymiz.
Ma’lumki, differensial shaklning invariantligi xossasiga binoan,
murakkab funksiyaning differensiali

d fzﬂd x1+ﬂd X, +....+£d Xm
0%, 0X, 0 X

bo‘ladi. Differensiallash qoidalaridan foydalanib funksiyaning ikkinchi tartibli

differensialini topamiz:

d2f =d(d f)=d| 2 o+ ax, +.+ 9 ax |-
0X, 0X, 0 Xy,
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=d ﬂdx1j+d(ﬂdx2j+ .+d[£dme:
0X, 0X, 0 Xy,

_d ﬂ]-dxl + 90 4 (ax )+ d(ﬁ]-dxz + 2T (dx,)+

0%, X, 0X, 0X,
of of
+..+d| —|-d —d(dx,, )=
s 2 o)
:d(ﬂj dx1+d(£jdx2+ ..... d[—}dxm+
X, 0X, X
+ﬂd2xl+ﬂd2x2 a—d2xm
X, 0X, Xm

2
=£ 2 dx, + 2 dx2+...+idme f+

0%, 0X, 0Xp
+ﬂd2xl+£d2x2 +....+£d2xm.
00X, 0X, 0 X,

Demak,

2
d?f :[idxl+idx2+....+idme f+

0%, 0 X, 0 X (3)
+ﬂd2xl +£d2x2 +....+£d2xm :
0%, O X, 0 Xp,

Shu yo‘l bilan berilgan murakkab funksiyaning keyingi tartibdagi differensiallari
topiladi.

l-eslatma. (1) va (3) formulalarni solishtirib, ikkinchi tartibli differensialarda
differensial shaklning invariantligi xossasi o‘rinli emasligii ko‘ramiz.

2-eslatma. Agar f (X, X,,...,x,, ) funksiya argumentlari x,,x,,...,x,, larning har
biri t,t,,...,t, o‘zgaruvchilarning chizigli funksiyasi bo‘lsa, u holda f(x)
funksiyaning ikkinchi tartibli (umuman, n-tartibli) differensiali differensial

shaklning invariantlik xossasiga ega bo‘ladi.
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< Aytaylik,
XI=b|+a|1tl+a|2t2+...+alktk (i=1,2,...,k)

bo‘lsin. U holda, ravshanki,

bo‘lib,
2 2 2 2

bo‘ladi. (3) formuladan foydalanib topamiz:

2
02 = % dx, +-Od, 4.k | .
0%, 0X, 0Xp

Buesa d*f ning (1) formula ko‘rinishiga ega ekanligini bildiradi.»

Mashqglar

1. Ushbu
u=f(x,y), x=t?+s? , y=t-s

funksiyaning ikkinchi tartibli differensiali topilsin.

2. Ushbu
u=y-p(x* -y)

funksiya quyidagi
l1ou 10u u
e
X0X yoy y?

tenglikni ganoatlantirishi isbotlansin.
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Glossariy
f (x) funksiyaning ikkinchi tartibli xususiy hosilalari —

2
N st () (ik=L2,..m)
O Xy O o

2
Aralash hosila - L(X): fey (x)=i 01 (x) ,agar i =k bo‘lsa,
0X, 0% OX, \ OX

0% f(x)
0 X OX;

f (x) funksiyaning x nuqtadagi ikkinchi tartibli differensiali - f(x)
funksiya differensiali d f (x) ning differensiali berilgan funksiyaning x

nugtadagi ikkinchi tartibli differensiali deyiladi.

f (x) funksiyaning x nugtadagi (n—1)-tartibli differensiali - d"™* f (x) ning

differensiali f (x) ning n -tartibli differensiali deyiladi, d" f (x)=d(d"™f (x)).

Keys banki

51-keys. Masala o rtaga tashlanadi: Ushbu
u="f(x,y), x=t?+s? , y=t-s

funksiyaning ikkinchi tartibli differensiali topilsin.

Keysni bajarish bosgichlari va topshiriglar:

e keysdagi muammoni hal qilish mumkin bo’lgan asosiy formula,
tushuncha va tasdiglarni keltiring (individual va kichik guruhlarda);

e to'plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo’yilgan masalani yeching
(individual).

O zMU MATEMATIK ANALIZ KAFEDRASI 445




MATEMATIK ANALIZ 2016

51-amaliy mashg'ulot

Na’muna uchun misollar yechimi
. N 0z oz Hein-
1-misol. z=z(x,y) bo'lsa = va == lar topilsin:
OX oy
F(y—zx,x—2y,z—xy)=0

4 s=y-2x, n=x-zy, ¢=z-xy deb belgilab, berilgan tenglamani
differensiallash yordamida topamiz:

/4 /4 oz
F/-|-z-x— |+F, |1-y—|+F/-| —-Yy|=0,
é( axJ ( yaxj C[ax yj

oz 0z oz
F/ - |1-x—|+F, - —z—y—j+F’-(——xJ=O
g frlog )

oz -7-F'+F -y-F
62 ' ' ' ' ' - = 2 il C,
&-(—ng—yF,ﬁF:):z-Fg—Fﬂ+y-F§ ox x-F'+y-F—F
ez ) F'-z-F F/
a-(—fo’—yF,]#Fg’)=—F§'+z-F,7’+x-F§'. oz _ a—lz’ Ff“ :
oy x-F+y-F-F
>
0z 0z o
2=2(X.Y) po'lsa, 5, va oy lar topilsin.
1. Fly-2xx-2y,2-xy)=0 2. Flyz,x+y)=0
Ko rsatilgan tartibdagi xususiy hosilalar va differensiallar
hisoblansin.
X+y_ am+nu non am+nu
1. %7 T AaymAayn . 2_u=xy, mayn .
Xx—y ox"oy OX™ oy
m-+n 3
3 u:ezxsiny+excosl; 8m un 4. u=e; ou
. 2 ox'oy" - ' ox oyoz -
. 1oy 4 4 o o%u
= - D u=x*cosy+y*sinx; ———
5 U=sinX-cos2y; xoy" 6. y+y Xy -
u—(x2+y)10th' o u =sin xy; o Gl
7. ! OX ayg . 8 ! 8X28y va OX ayZ .
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_ [y2 L y2 a9 g2
9. Um Y en du, 10. Y U "
: y :
11, U= xyzdu 12 U= x+yx+y)du
13, u=f(xy)-g0a) d’u_ 14. u= f(sinx+cosy) d
15. u:f(x+y,zz);d2u. 16. U :f(xy x2+y2)d2u_
17. u=f(2x-3y+4z); d"u 18. u= f(2x3y,2z); d

Funksiya differensialini ko rsatilgan nugtalarda toping.

¥z

- M (X, Y,2) yg M,(L23)

1.U=
2_u:cos(xy+xz) M(x,y,z) va Mo (12%}

3. u=x’, M(x,y,) yg M,(23),

4. u=xIn(xy), M(x,y,) yq M,(-1-1)

Agar f-ixtiyoriy differensiallanuvchi funksiya bo'lsa, u(x,y)
funksiya mos tenglamani ganoatlantirishini tekshiring.

1. u:f(x2+y2); y%—x%‘%o.

2 u=x“-f[%j’ %U—Zy%uz u

3, u=y(x’-y’) y2%+xy5=

4. u=33/—)2(+f(xy), xz%—xya y?=0
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Test

1. u=x?y* funksiyaning ikkinchi tartibli d?u differensialini toping.

A) d?u = 2y* dx* + 8xy’dx dy +12x°y” dy? B) d?u=2y%dx?

C) d’u =2y’ dx* +y’dy’ D) d?u = ydx® + 3xdy’

2. u=x*+y* funksiyaning uchinchi tartibli d*u differensialini toping.

A) d°u =24xdx® +6dy* B) d®u=y®dx® C) du=2y*dx®+ y?dy®
D) d®u =3x*dxdy?

6. u=x*+y*+z+1 funksiyaning ikkinchi tartibli d?u differensialini toping.

A) du =6xdx? + 2dy? B) du=dx+3dz C) du=dy+2dz D)
du = xdx + 2ydy

7. u=x%+2y*+3z° +5 funksiyaning ikkinchi tartibli d?u differensialini toping.
A) du = 6xdx? +12ydy? + 6dz> B) du=12dx+4dy+3dz C) du=4dy+2dz
D) du = x?dx +2ydy +dz

8. u(x,y)=sin2y+sin2x, u,(x,y)-?

A) —4sin2y B) x*+y+3 C) y+5sinx+9 D) 2x+2y+5

9. u(x,y)=x"—4y* u,(x,y)-?

A) 6x B) 3x C)0 D)1

10. u(x, y) =2x* +y  u (x,y)-?

A0 B) 1 C)-1 D)2

O zMU MATEMATIK ANALIZ KAFEDRASI 448




MATEMATIK ANALIZ 2016

52-mavzu. Teylor formulasi

52-ma’‘ruza

Reja
1°. Ko*p o‘zgaruvchili funksiyaning Teylor formulasi.

2°. Xususiy hollar. Aralash hosilaning tengligi hagida teorema.

1° Ko‘p o‘zgaruvchili funksiyaning Teylor formulasi.

Aytaylik, f(x)=f(x,X,,....x,,) funksiya ochiq EcR™ to‘plamda
berilgan bo‘lib, U, (x°)=E bo'lsin, bunda x°=(x%,x2,...x%) va &>0.
Ravshanki,

Vx=(x1,x2,...,xm)eU5(x°) x° =(x1°,xg, xo)
nuqtalarni birlashtiruvchi to‘g‘ri chiziq kesmasi
A= {xf +t(x1 — xf) X3 +t(x2 - xg)xr?1 +t(xIm -~ x,?]); o<t sl}
shu U5(Xo) ga tegishli bo‘ladi.

Faraz qilaylik, f(X,,X,,.....X,,) funksiya U(s(xo) to‘plamda (n+1) marta
differensialllanuvchi bo‘lsin. Bu funksiyani A to‘plamda qarasak, [0,1]
segmentda aniglangan ushbu

F(t)=f (xlo +t(x1 - xf),xg +t(x2 - xg)x,?1 +t(xIm - xﬁ))
funksiyaga ega bo‘lamiz. F(t) funksiya [0,1] da hosilaga ega bo‘lib,
F'(t):g—:-(x1 - xf)+ S—Xf-(xz - xg)+ et :—f-(xm —x? )=

m
1 2 Xm

:(ai;l-(xl - x1°)+ aix-(x2 — xg)+...+8%(xm - x,?])J f

2 m
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bo‘ladi, bunda f (x) funksiyaning barcha xususiy hosilalari

(xf +t(x1 —xf), X9 +t(x2 —xg),...,xrﬁ’1 +t(xm —xﬂ)) (4)

nuqgtada hisoblangan.

Umuman, hosil gilingan F(t) funksiya k-tartibli (k=1,2,....n+1)
hosilalarga ega va u

k
F(k)(t){&ixl.(xl - X10)+ %-(x2 - x§)+ o %(Xm -x2 )J i

ga teng, bundagi barcha xususiy hosilalar (4) nugtada hisoblangan. Bu
munosabatning to‘g‘riligi matematik induksiya usuli yordamida isbotlanadi.

Shunday gilib, F(t) funksiya F'(t), F"(t),...F™(t) hosilalarga ega

bo‘ladi. Teylor formulasiga ko‘ra (qaralsin, 24-ma’ruza) t, nuqtada (0<t, <1)

F(t):F(t0)+F'(to)(t—t0)+%F”(tO)(t—t0)2+...+
1 v m » ©)
PO )+ )

bo‘ladi, bunda c=t, +8(t-t,), 0<6&<1.Butenglikdat,=0,t=1

deyilsa, unda
FO=F0)+1F (0)+2F"(0)+..+ ~F"(0)+—-_FO(g)
1! 2! n! (n+1)!
bo‘lishi kelib chigadi.
Ayni paytda,

F(0)=f (xfxgxr%)
F@)=f (X, Xgree0n X,y ),

O B O T ) R e .

0%, 0X, 0 X,

(6)

(bunda f funksiyaning barcha xususiy hosilalari (xl0 xgxg) nugtada

hisoblangan) bo‘lishini e’tiborga olsak, u holda (5) va (6) tengliklardan ushbu
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k
+Zn:kl(— (x1 —x1°)+i-(x2 —x§)+...+i(xm —X%)j f (xf,xg,...,x,%)Jr
1

Z k| ox, dX, X
n+1
+(n +l)(aaxl (X:L_Xf)_'_a_iZ(X2 _Xg)+...+£(xm _Xr?])] "

X f(xf +¢9(x1—x1°), Xa +6?(x2 —xg), o XD +49(xm —x%))

(O <0 <1) tenglikka kelamiz. Bu ko‘p o‘zgaruvchili f (Xl, X2,---,Xm)

funksiyaning Lagranj ko‘rinishidagi qoldiq hadli Teylor formulasi deyiladi.

2°. Xususiy hollar. Aralash hosilaning tengligi hagida teorema.

m=1 bo‘lsin. bu holda u=f(x) (xeR,ueR) funksiyaning yuqori
tartibli hosila va differensiallariga kelamiz. Ular 23-ma’ruzada batafsil bayon
etilgan.
m=2 bo‘lganda u="f(x,y) ((xy)eR? ueR) ikki o‘zgaruvchili funksiya
bo‘lib. Uning ikkinchi tartibli xususiy hosilalari (ular 4 ta bo‘ladi) quyidagicha
bo‘ladi:
0°f(x,y) o (af(xy)

ox:  oOX OX

o*f(xy) o (af(xy)
oxoy  ox\ oy

o’f(xy) _ o (af(xy)
0y OX oy OX

82f(x,y):6 of(x,y)
oy oyl oy
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1-misol. Ushbu
f(xy)= arctg§ (y=0)

funksiyaning ikiinchi tartibli xususiy hosilalari topilsin.

<4 Ravshaki,
of _ 1 1y of _ 1 _(_ijz_ X
dX 1+xz y xZ+y? ' dy 1+xz y? x2 +y?
y y
bo‘ladi.

Endi ta’rifdan foydalanib berilgan funksiyaning ikkinchi tartibli xususiy
hosilalarini topamiz:

of _of vy | 2xy
ox2  Ox x2+y2 (X2+y2)2’

aZf _i y ~ X2_y2
dyox oyl x?+y? (x2+y2)2’

o’f o x ) x*-y?
oxoy oxl x®+y? (X2+y2)2’

o*f o X 2y
2~ T2, 2| 7 -
oy® Oy x"+y (x2+y2)

2-misol. Ushbu
2 2
X -y 2 2 o
X ,arap X-+Yy >0 OVica,
fFxy)=1 ) xay? P g g
0 ,arap X°+y?=0 6¥yica

funksiyaning (0,0) nuqtadagi aralash hosilalari topilsin.

Aytaylik, (x,y)=(0,0) bo‘lsin. Bu holda
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of 2oy AxPy? of x?—y?  4x%y?
azy x2+y2+ 2 22 |’ 8 =X X2 2 (2 22 |’
(x +y) y +ty (x +y)

0°f _ofof)_x*-y® [,  8x%y’
dyox oyl ox) x?+y? (X2+y2)2 ’
o’f o (8fj_x2—y2 [1+ 8x?y? ]

T Ay 2, 2 2
OX0y OX\0Y) X“+y (X2+y2)

Aytaylik, (X,y)=(0,0) bo‘Isin. Bu holda funksiyaning hosilalarini ta’rifga

ko‘ra hisoblaymiz:

bo‘ladi.

01(00)_ i, F(Ax0)-1(00)_ o
OX AXx—0 AX
01(00)_ i F0.8y)-1(00)_ o
ay Ay—0 Ay
o f(0,Ay) 01(0,0)
) — 3
0* £(0.0)_ lim —_AX AX__ _ Jim _A); =1,
Oyox — Ay-0 Ay A0 Ay
o f(Ax,0) of(0,0)
’ - 3
L(O’O): lim &Y Y im Y g
axay Ax—0 AX Ax—0 AX3

Yugorida keltirilgan misollardan ko‘rinadiki, f (X, y) funksiyaning
o’f  o°f
oxoy | oyox

aralash hosilalari bir-biriga teng ham bo‘lishi mumkin, teng bo‘lmasdan qolishi
ham mumkin ekan.

2-teorema. Faraz qilaylik, f(x,y) funksiya (x,,y,)eR® nugtaning
U, ((x,,Y,)) atrofida
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az;x(;y,y)’azgy(g);y) (. Y)U. (Gy0)

aralash hosilalarga ega bo‘lib, bu hosilalar (XO, yo) nuqtada uzluksiz bo‘lsin. U

holda f (x,y) funksiyaning aralash hosilalari (,, Y, ) nuqgtada teng bo‘ladi:

o°f (Xo,yo):azf (o, Yo) .
0y OX oX oy

AAytaylik, (X, +AX, Y, +AY), (X, +AX,Y,) , (X, Yo +Ay)  nugtalar

(XO, yo) nuqtaning atrofiga tegishli bo‘lsin:
(%o + 8%, Yo +Ay) €U, (X0, ¥o)): (% +4%,¥p) €U (%, ¥0)),
(X0, Yo +4y)eUs((%5,¥5)) -
Ushbu
D (AX, Ay )= T (o + AX, Yo + AY)— f (Xo + AX, Yo )= T (Xy, Yo +AY)+ (X0, Vo),
P(x)= T (%, Yo +Ay) - f (X, yo)
funksiyalarni garaylik

Ravshanki,
@ (AX, Ay) = (%, +Ax) = (%, )
bo‘ladi. Bu tenglikning o‘ng tomoniga Lagranj teoremasini ikki marta qo‘llab
topamiz:

(p(x0 +Ax)—¢(x0)=qo'(x0 +67.-AX)-AX=
{a f(x, +OAX, Y, +Ay) O0f(x,+6 -Ax,yO)}AX_

OX OX

0% f (%o + GAX, Y, + 6,AY)
oy OX

Shartga ko‘ra aralash hosila (X,,Y,) nugtada uzluksiz. Demak,

Ax-Ay.  (0<6,6,<1)

AX—0,Ay -0 da
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’ 2
0> f(xy + GAX, Y,y + O,AY) AX AyZMAxAero(l)

0y OX

bo‘lib,
0%t (%0, Yo)
D (AX, Ay )= — "0 T/ Ay Ay + 01 7
(Ax, Ay) 2y ox y+0(1) (7)

bo‘ladi.

Endi ®(Ax,Ay) funksiya bilan birga quyidagi
w(y)="1 (% +ax,y)= T (%,y)
funksiyani garaymiz. Ravshanki,
®(Ax,Ay) =y (yo +Ay) = (¥o)
bo‘ladi. Yuqoridagidek, bu tenglikning o‘ng tomoniga Lagranj teoremasini ikki
marta qo‘llab, so‘ng aralash hosilaning (X,,Y,) nugtada uzluksizligidan

foydalanib topamiz:

0 X, +AX,y, +G,AY) 0 flXo, Y, +GA
w<yo+Ay>—w<yo>{ b o ). “;; ”ﬂw:

_o°f (xo +6,AX, Y, + Hl'Ay)
ox oy

(0<6,,6, <1, Ax—>0,Ay —0). Demak,

2
AXAy = waAy +0(1)
ox oy

o (Ax, Ay):%@of")mm +001). 8)

(7) va (8) munosabatlardan

0 f (%, YO): 0> f (%0, Yo)
oxoy 0y OX

bo‘lishi kelib chiqadi. P>

O zMU MATEMATIK ANALIZ KAFEDRASI 455




MATEMATIK ANALIZ 2016

Mashglar

1. Ushbu
u="f(x,y), x=t?+s? , y=t-s

funksiyaning ikkinchi tartibli differensiali topilsin.

2. Ushbu
u=y-p(<* - )

funksiya quyidagi
l1ou 10u u
_t =
X0X yoy y?

tenglikni ganoatlantirishi isbotlansin.

Adabiyotlar
1. Xudoyberganov G., Vorisov A. K., Mansurov X. T., Shoimqulov B. A.
Matematik analizdan ma ’ruzalar, Il g. T. “Voris-nashriyot”, 2010.
2. Fixtengols G. M. Kypc oupgepenyuarvnoco u  unmeepanbHoco
ucuucnenus, 1 m. M. «<PU3MATJINT», 2001.
3. Tao T. Analysis 2. Hindustan Book Agency, India, 2014.
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Glossariy

f (Xl, Xy, ,Xm) funksiyaning Lagranj ko‘rinishidagi qoldiq hadli Teylor
formulasi —

F (%2 Xp 1eenn Xy )= (X0, %S00 X0 )+

k
+ékl( ( x1)+a—i2(xz—xg)+...+axﬁm(xm—x%)] f(xf,xg,...,xr%)+
n+l
+ﬁ(%(xl—xf)+a—i(xz—xg)+...+%(xm—xfn)j x

x f(xf +6?(x1 —xlo), Xa +¢9(x2 —xg), o X2 +49(xm —x,%))

f (x) funksiyaning x nugtadagi (n—1)-tartibli differensiali - d"* f (x) ning
differensiali f (x) ning n -tartibli differensiali deyiladi, d" f (x)=d(d"f (x)).

Keys banki

52-keys. Masala o'rtaga tashlanadi: Ushbu

u=y-p(x*-y)
funksiya quyidagi

lou 1ou_u

XoXx yoy y?

tenglikni ganoatlantirishi isbotlansin.

Keysni bajarish bosgichlari va topshiriglar:
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e keysdagi muammoni hal qilish mumkin bo’lgan asosiy formula,
tushuncha va tasdiglarni keltiring (individual va kichik guruhlarda);

e to'plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo'yilgan masalani yeching
(individual).

e (individual).
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52-amaliy mashg'ulot

Na’muna uchun misollar yechimi
1-misol. Ushbu

f(x,y)= arctg§ (y=0)

funksiyaning ikiinchi tartibli xususiy hosilalari topilsin.

<4 Ravshaki,
of 1 1 y of 1 ( Xj X
- 2 T 2 2 = 2| T 2 | T T2 2
0 X 1+x2 y X°+y oy 1+x72 y X“+y
y y
bo‘ladi.

Endi ta’rifdan foydalanib berilgan funksiyaning ikkinchi tartibli xususiy
hosilalarini topamiz:

of_of vy ) 2xy
6X2 OX Xz-i-y2 (X2+y2)2 ’
82f _i y _ X2_y2
dyox oy\x2+y? _(x2+y2)2 ’
o’f o x| x*-y?
oxdy ax\ xZ+y? ( ¢

o*f o X 2Xy
2~ T2, 02 | 7 >
oy® oy\ x"+y (x2+y2)

2-misol. Ushbu
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Xy Xy arap X°+Yy>>0 Gyuca
f(X, y): X2 + yz ' Y ,
0 ,arap X°+Yy?=0 6¥yica

funksiyaning (0,0) nuqtadagi aralash hosilalari topilsin.

Aytaylik, (x,y)=(0,0) bo‘lsin. Bu holda

of 2oy AxPy? of x?—y?  4x%y?
a:y x2+y2+ 2 2 \2 ’a =X X2+ 2 2 2R |’
(x +y) y y (x +y)
0°f _ofof)_x*-y® [, 8xy’
gyox oylox) x*+y* | (x+y?f )
o’f 0 (6fj_x2—y2 [1+ 8x’y? J
T Ay T2 L2 2
oxoy ox\oy) x2+y (x2+y2)
bo‘ladi.

Aytaylik, (x,y)=(0,0) bo‘lsin. Bu holda funksiyaning hosilalarini ta’rifga

ko‘ra hisoblaymiz:

0f(0,0)_ o F(&x0)-(00) _ |
OX AX—0 AX
01(00)_ i 10.49)-1(00)
ay Ay—0 Ay
o f(0,Ay) 01(0,0)
’ — 3
(3'an Ay—0 Ay Ay—0 Ay3
o f(Ax,0) 0f(0,0)
’ - 3
L(O’O): lim &Y & im T g
OXQy  Ax0 AX M0 Ax®

Misollar
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1. Ushbu
u="f(x,y), x=t?+s? , y=t-s

funksiyaning ikkinchi tartibli differensiali topilsin.

3. Ushbu
u=y-p(x* -y)

funksiya quyidagi
l1ou 10u u
_t——=—
X0X yoy y?

tenglikni ganoatlantirishi isbotlansin.

4. Quyidagi funksiyalarning ikkinchi tartibli differensiallari topilsin.
1. z=2x*-3xy—Vy*

2. z=¢e"

3.2:5

y
4. z=Inx* +y?
5. Agar f(x,y)=x"+xy+y?—4Inx-10Iny bo’lsa, d*f (1,2) topilsin.
6. z=ylInx
7. z=sIinxcosy
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Test

1. f(xy)=—x*+2xy+3y’—6x—2y—4 funksiya Teylor formulasi bo'yicha
(-2;1) nugta atrofida yoyilsin.

A) f(xy)=1-(x+2)* + (x+2)(y -1 +3(y -1)°
B) B) f(xy)=2(x-1)* - (x=)(y+2)-2(y+2)°
C) f(xy)=1-(x+2)*+(x+2)(y-1) +6(y-1)°

D) f(xy)=2(x-1)° —(x-1)(y+2)~(y+2)*

2. f(x;y)=2x*—xy—-y*—6x-3y funksiya Teylor formulasi bo'yicha (;-2) nugta
atrofida yoyilsin.

A) f(xy)=2(x-1)° - (x=D(y+2) - (y+2)*
B) B) f(xy)=1-(x+2)"+(x+2)(y-1)+3(y-1)°
C) f(xy)=1-(x+2)°+(x+2)(y-1) +6(y—1)*

D) f(xy)=2(x-12)"~(x-1(y+2)-2(y +2)’

3 f(x,y)=e*siny funksiya Teylor formulasi bo"yicha (0,0) nugta atrofida

yoyilsin.
A) y+xy+lx2y—1y3+... B) y+xy—1x2y—1y3+... C)
2 6 2 6
1, 1., 1, 15,
FXY =Xy + 2y 4 D) y—xy—-=x®y+=y*+...
yxy =Xy oy ) Y=y =oxXy+ ey

4. f(x;y)=2x*—xy—-y*+2x-5y—4 funksiya Teylor formulasi bo'yicha (-1-2)
nuqta atrofida yoyilsin.

A) f06y)=2(x+1)° —(x+D(y+2)—(y +2)*
B) FOG¥)=20x+D" +(x+1)(y +2)~(y+2)’
C) f(Xy)=2(x+1)* —2(x+1)(y +2) - (y +2)*
D) f(xy)=(x+1)*~(x+1)(y+2)~(y+2)°

5. f(xy)=x"+xy—2y’-3x—6y funksiya Teylor formulasi boyicha (2;-1) nuqta
atrofida yoyilsin.

A) T(xy)=(x=2)"+(x=2)(y+1)-2(y +1)°
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B) f(xY)=(x=2)"-(x=2)(y+)-2(y+1)°
C) f(xy)=(x=2)"+(x-2)(y+)+2(y +1)*
D) f(xy)=(x-2)*~2(x-2)(y +1)-2(y +1)°

6. f(xy)=x*—xy+y*>—6x+3y+9 funksiya Teylor formulasi bo yicha (3;0) nugta
atrofida yoyilsin.

A) f(xy)=(x-3)*—(x-3)y+Yy’
B) f(x;y)=(x—3)*-2(x-3)y—y*
C) f(xy)=(x=3)"+(x=3)y+Yy?

D) f(xy)=(x-3)°-3(x-3)y+Yy’

1 . . N .
7. z=m funksiya Teylor formulasi bo'yicha (0,0) nugta atrofida
yoyilsin.

n+1 n+l

A) 1+ (x+y)+otr Yy
X-y

n+l n+l
B) 1+ (x+y) 4otV 4

X=y
n+1_yn+1
X=-y

C) 1+2(x+y) .t +...

n+1 n+l

-y

D) 1+ (x+y) 4.t >
X+ Y

+...

8. z=In@-x)In@-y) funksiya Teylor formulasi bo'yicha (0,0) nugta atrofida

yoyilsin.
0 0 Xnym 0 o0 Xnym o o Xnym
A 22 ) 22 2%
0 0 Xnym
D) 2

9. z:lnl_lx__+J;Xy funksiya Teylor formulasi bo'yicha (0,0) nugta atrofida

yoyilsin.
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A) i(xw)”;xty” B) ;Zz(xw)";x%y"
C 2 (x+y)" +x"—y" D 2 (x+y)" +x"+y"
)Z_: n )n; n

10. z=sin(x*+y?) funksiya Teylor formulasi bo’yicha (0,0) nugta atrofida
yoyilsin.

2n+l

Z(X +y)n+ C) Z( )n(X +y)

A) Z( )n (X +y) (Zn)l

(2n+1)! o (2n+1)!

D) Z(X +y9)~

n=0 (Zn)'
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53-mavzu. Ko'p o'zgaruvchili
funksiyaning ekstremumlari

53-ma’ruza

Reja
1°. Funksiya ekstremumi tushunchasi. Zaruriy shart.

2°. Funksiya ekstremumga erishishining yetarli sharti.
1°. Funksiya ekstremumi tushunchasi. Zaruriy shart.

Faraz qilaylik, f(X)=f(X,X,,....Xx,) funksiya EcR™ to‘plamda
berilgan bolib, x°=(x?,x?,...,.x% )& E bo‘Isin.
1-ta’rif. Agar shunday ¢ >0 son topilsaki,

U,(x°)= E bo'lib, vxeU,(x°) da f(x)< f(x°)

bo‘lsa, f(x) funksiya x° nugtada lokal maksimumga, f(x)> f(xo) bo‘lsa,
f (x) funksiya x° nugtada lokal minimumga erishadi deyiladi.
2-ta’rif. Agar shunday o©6>0 son topilsaki, U 5(x°)c E  bo‘lib,
VXEUd(XO)\ {XO} da f(x)< f(xo) bo‘lsa, f(x) funksiya x° nuqtada gat’iy
lokal maksimumga, f(x)> f (xo) bo‘lsa, f(x) funksiya x° nuqtada lokal qat’iy

minimumga erishadi deyiladi.

Funksiyaning lokal maksimumi, lokal minimumi umumiy nom bilan lokal

ekstremumi deyiladi. Bunda x° nugta f(x) funksiyaning lokal ekstremum

nuqtasi, f (xo)ga esa funksiyaning lokal ekstremum giymati deyiladi.

Funksiyaning maksimum (minimum) giymati quyidagicha belgilanadi:
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f(x°)= m O)f(x) (f(xo)z min f(x)).

xeU s (x xeU ()
Ma’lumki,
Af (xo): f(x)-f (xo)
ayirma f (x) funksiyaning x° nuqtadagi to‘liq orttirmasi deyilar edi.
f (x) funksiya x° nugtada lokal maksimumga erishsa, unda vx eug(xo) da
Af (xo) <0
bo‘ladi va aksincha.

Shuningdek, f(x) funksiya x° nuqgtada lokal minimumga erishsa, unda
VX e U5(x°) da

A f (xo) >0
bo‘ladi va aksincha.
1-teorema. Agar f(x)= f (X, X5,.....X,,) funksiya x° :(xf,xg,...,x%) nugtada
lokal estremumga erishsa va shu nuqtada barcha

of

P (i=1,2,...m)

xususiy hosilalarga ega bo‘lsa, u holda

M:o (i=1,2,...m)

0X;
bo‘ladi.
AAytaylik, f(x)=f(x,%,,....X,,) funksiya x° =(xf,x§,...,xr?]) nugtada lokal
minimumga erishsin. U holda
VX:(xl,x2,....,xm)eU5(x°) da f (X, Xp,.... X, )= f (xfxgxg)
tengsizlik bajariladi. Jumladan
f (xl,xg,xg,...,xr?])z f (xf,xg,...,xo)

bo‘ladi. Agar
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o(x,)=f (xl,xg,xg,...,xr?])

deyilsa, Vx, e(xf — 5, % +5) da

o(x)= p(x0)
bo‘lib, bir o‘zgaruvchili ¢(x,) funksiya x. nugtada lokal minimumga erishadi.

Unda 25-ma’ruzada keltirilgan teoremaga ko‘ra

® (Xf): 0, ya'ni ﬂ;xx_o) =0
1

bo‘ladi.
Xuddi shunga o‘xshash

af i) _,

0X,

0
bo‘lishi isbotlanadi. >
1-eslatma. Agar f (x) funksiya biror x° nugtada lokal ekstremumga erishsa va
shu nuqtada differensiallanuvchi bo‘lsa, u holda
df(x°)=0
bo‘ladi.
2-eslatma. f (x)=f (x,,X,,...,.X,,) funksiyaning biror x° nuqtada barcha xususiy

hosilalarga ega va

8f(x°)

=0 1=12,..,
ox (i m)

bo‘lishidan berilgan funksiyaning shu nuqtada lokal estremumga erishishi har
doim kelib chigavermaydi. (misollar keyingi punktda keltiriladi).

Demak, 1-teorema funksiyaning lokal ekstremumga erishishining zaruriy
shartini ifodalaydi.

f(x) funksiya xususiy hosilalarini nolga aylantiradigan nugtalar uning

statsionar nuqtalari deyiladi.
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2°. Funksiya ekstremumga erishishining yetarli sharti.

Aytaylik, f(x)=f (x,,X,,....x,) funksiya x° €R™ nugqtaning biror U(;(xo)
atrofida berilgan, shu atrofda barcha ikkinchi tartibli uzluksiz xususiy
hosilalarga ega va

8f(x°)

=0 1=12,...,
ox (i m)

bo‘lsin. Bu funksiyaning Teylor formulasi (62-ma’ruzada keltirilgan Teylor
formulasida n=2 bo‘lgan hol),
%’:—O)zo (i=1,2,...m)
shartni hisobga olgan holda, quyidagicha
10 0°f

f(x)=f (x°)+— >

2 i k=1 Gxi an

AX AX, (1)

bo‘ladi, bunda ikkinchi tartibli xususiy hosilalar
(xf+ O-AXy, X3 +0-AXy ..., X0 +0-Axm)
(0<6#<1) nugtada hisoblangan va
AX =X =X, AXy =Xy — X9, AX = X — X0
Berilgan f (x) funksiya ikkinchi tartibli xususiy hosilalarning statsionar nuqgta

x° dagi giymatlarini

2 0
a.|k:a f(x ) (i,k=1,2,...,m)
O X; 0%
bilan belgilaymiz. Barcha ikkinchi tartibli xususiy hosilalar
0% f
0 X%;0 Xy
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larning x° =(x1°,xg x,‘%) nugtada uzluksizligidan

Qi =
hamda

0% f (xf + OAX,, Xg 4+ 0-AXy, ..y X0 +9-Axm)_ 0% f (xo)
O X; O X, OX; OX,

bo‘lishi kelib chiqadi, bunda
A%, =0  (i=1,2,..m)oa o, —0.
Natijada (1) tenglik ushbu
Af (xo): f(x)-f (xo):%{ i A AX; AX, +i i AX; AX, }
ik=1 i,k
ko‘rinishga keladi.
Agar

p=AJAZ +AXZ 4.+ A
A =P, (i=1.2,...m)

deyilsa, so‘ng Ax; >0 (i=1,2,...,m) da,ya’ni p—>0 da

m m
Y. aAX AX :/32%: Ay G Gy 2102'05(/0)
I,

ik=1

(bunda, p — 0 da a(p)— 0) bo‘lishini ¢’tiborga olsak, u holda

Af (XO):%{ _% 8 S Sk +al(p) } (2)

bo*lishini topamiz.
Ma’lumki, A f (x°)= f (x) f (x°) ayirma U;(x° )da ishora saglasa, ya’ni
vxeU 5(x°) da
Af (xo )2 0

bo‘lsa, f(x) funksiya x° nugtada lokal minimumga,
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A f (xo)s 0
bo‘lsa, f(x) funksiya x° nuqtada lokal maksimumga erishadi.
Yugoridagi (2) tenglikdan ko‘rinadiki, A f (x°) ning ishorasi koeffitsientlari
2 0
ay, :M"—) (i,k=12,..,m)
OXi Xy
bo‘lgan
m
2. S dy 3)
i,k=1
kvadratik formaga bog‘liq bo‘ladi.

2-teorema. Agar (3) kvadratik forma musbat aniqlangan bo‘lsa, f (X) funksiya
x° nuqtada lokal minimumga, manfiy aniqlangan bo‘lsa, lokal maksimumga
erishadi.

Agar (3) kvadratik forma noaniq bo‘lsa, f (x) funksiya x° nugtada lokal

estremumga erishmaydi.
<4 Bu teorema, keyingi punktda, xususiy holda ya’ni ikki o‘zgaruvchili

funksiyalar uchun isbotlanadi.» (qaralsin, [1], 13-bob)

Xususiy hollar. m=1 bo‘lsin. bu holda u = f (x) (xeR,ueR) funksiyaning

lokal ekstremumlari, ekstremumning zaruriy va yetarli shartlari kabi tushuncha

va tasdiglarga kelamiz. Ular 25-ma’ruzada bayon etilgan.
m=2 bolsin. Bu holda u=f(x,y)((x,y)eR%ueR) ikki o‘zgaruvchili
funksiyaning lokal ekstremum tushunchalari yuzaga kelib, bu hol uchun
ularning ta’riflari quyidagicha bo‘ladi.

Aytaylik, u=f(x,y) funksiya E cR? to‘plamda berilgan bo‘lib,
(X0, Yo) € E bo‘lsin.
Agar shunday &>0 son topilsaki, Uy((x,,¥o))=E  bo‘lib,
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V(x,y)eU;((X,Y,)) uchun

Fy)=f(x0.Y5) (f(xy)<T (% 0))
bo‘lsa, f(x,y) funksiya (X,,Y,) nuqgtada lokal minimumga (lokal
maksimumga) erishadi deyiladi. (x,,Y,) nugta f(x,y) funksiyaning lokal
minimum (maksimum) nuqtasi, f(X,,Y,) migdor esa funksiyaning minimum
(maksimum) giymati deyiladi.

Agar shunday &>0 son topilsaki, Ugs((X,,Y,))<E  bolib,

V(% y)eU (%, Yo )\ { (X0, Yo )} uchun

F(xy)>f(x.¥0)  (F(xy)<f(X,¥))
bo‘lsa, f(x,y) funksiya (X,,Y,) nuqtada qat’iy lokal minimumga (qat’iy lokal
maksimumga) erishadi deyiladi.
1-misol. Ushbu

f(x,y)=1-x*—y?
funksiyaning (0,0) nuqtada qat’iy maksimumga erishishi ko‘rsatilsin.
<45>0 (0<&<1)sonni olib, (0,0) nugtaning U4((0,0)) atrofini hosil
gilamiz. Unda V(x,y)eU +((0,0))\{(0,0)} uchun

f(xy)=41-x*-y* < f(0,0)=1

bo‘ladi. Demak, berilgan funksiya (0,0) nuqtada maksimumga erishadi.»

Agar f(xy) funksiya (x,,Y,)e E = R? nugtada lokal ekstremumga erishsa va

shu nugtada
aof ot
ox 0y
xususiy hosilalarga ega bo‘lsa, u holda

af(xo’YO) 0 8f(x0,y0) 0

OX oy
bo‘ladi.
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Birog, f(x,y) funksiyaning biror (x*,y*) nugtada Z_f Z_f XUSUSiy
X y

hosilalari mavjud bo‘lib, ular shu nuqtada nolga teng bo‘lsa, garalayotgan

funksiya (x*, y*) nuqtada ekstremumga erishmasdan qolishi mumkin. Masalan,

f(x,y)=xy
funksiya
of of
_— , — =X
O X oy

xususiy hosilalarga ega bo‘lib, ular (0,0) nuqgtada nolga teng:

0 1(0,0) o Of (o,o):0

O X oy
bo‘lsa ham, bu funksiya (0,0) nugtada ekstremumga erishmaydi (funksiya
grafigi-giperbolik paraboloidni tasavvur giling).
Aytaylik, f(x,y) funksiya (x,,y,)eR? nugtaning biror Us((xy,Y,))
atrofida (5 > O) berilgan bo‘lib, quyidagi shartlarni bajarsin:
1) f(x,y) funksiya Uz((x.Y,)) da uzulksiz va uzluksiz
forfy f0 fyo L2 xususiy hosilalarga ega,
2) (xO, yo) statsionar nuqta:
fu (%01 ¥0)=0, £, (X9,0)=0.
Bu f (x) funksiya uchun 2° da yuritilgan mulohazalarni qo‘llab
Af (X, ¥o)=F(xy)= T, ¥0)=
= %(alle2 + 28, AXAY + 8,AY” + ) AXP + 2a,AXAY + azszz) )
bo‘lishini topamiz, bunda

& = fxz (X0, ¥o): @, = f;y (X0, ¥o)= fxlflx(xo’yO)’ A2 = fJZ(XO’yO)

bo‘lib,
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AX—0,Ay—>0 oa g, >0, o, >0 ,,, >0

bo‘ladi.
3-teorema. Agar
a,,AX” + 22, AXAY + a,,Ay* (4)
kvadratik forma musbat aniqlangan, ya’'ni
A1 Qpp 2
a,,>0, =a,,8,, —a;, >0
dp;

bo‘lsa, f(x,y) funksiya (xo,yo) nugtada lokal minimumga erishadi, agar (4)
kvadratik forma manfiy aniqlangan, ya’ni

1

2
=ay18,, —8;, >0
dyg Ay

a,;, <0,

bo‘lsa, f(x,y) funkuiya (X,,Y, ) nugtada lokal maksimumga erishadi.
<« Ma’lumki, f(x,y) funksiyaning (X,,Y,) nuqtada ekstremumga erishishi
Us((Xo,Y,)) da ushbu
Af (0, Yo) = f (%, )= T (%5, ¥o)
ayirmaning ishora saqlashi bilan bog‘liq:
V(x,y)eU ;((xy,Y,)) da Af(X,,Y,)>0 bo‘lsa,
(Xy,Yo) nugtada lokal minimum, A f (X,,Y,)<0 bo‘lsa. (X,,Y,) nuqgtada lokal
maksimum sodir bo‘ladi.
A f (X, Y, ) ayirmaning ishorasini aniglash qulay bo‘lishi magsadida (4) da
AX=p-COS@,Ay=p-Sing
almashtirishni bajaramiz, bunda
p=\AC +ay?

Natijada (*) munosabat ushbu
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2
Af (Xg, Yo )= %[ (a11c052 @ + 2a,,CoSPSin @ + a,,sin’ (0)+

()
+ (ozllcos2 @ + 20, C0S@Sin @ + a,, Sin’ (p)]
ko‘rinishga keladi.
Aytaylik,
8,>0 , a8, —ap, >0
bo‘Isin.

Ravshanki,

a,,C0S% @ + 2a,,C0S@sin ¢ + a,,sin’ g =

1 . .
- —[(allcOS(/) +a,sing) + (alla22 - afz)- sin? ¢ ]
11

Ayni paytda, bu funksiya, ¢ ning funksiyasi sifatida [0,277] da uzluksiz bo‘lib,
o‘zining eng kichik qiymati (uni m bilan belgilaylik) m ga ega bo‘ladi:
a,,Cc0s” @ + 2a,, CoS@Sin ¢ + a,, sin’ go‘z m>0.
Ikkinchi tomondan, AX—0 , Ay—>0 ya’ni p—0 da
o, —0, ¢, >0, a,, >0 bo‘lganligi sababli, p ning etardli kichik
giymatlarida
0y, C0S° ¢ + 2y, COSPSIN o+ at, SiN (p‘s |t |+ 2| agp| +| | <m

bo‘laoladi.

Demak, a,>0 , aj,a,, —a,>0 bo‘lganda (5) tenglikning o‘ng
tomonidagi ifoda musbat bo‘ladi. Binobarin,

Af (Xg,Y,)>0

bo‘lib, f(X,y) funksiya (X,, Y, ) nugtada lokal minimumga erishadi.
Aytaylik,
a,; <0, a,a,,—a, >0

bo‘lsin. Bu holda (5) tenglikning o‘ng tomonidagi ifoda manfiy bo‘ladi.
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Binobarin,
Af (Xy,Y,)<0
bo‘lib, f(x,y) funksiya (X,,Y, ) nuqtada lokal maksimumga erishadi.»

3-eslatma. Agar

a,,8,, —az, <0
bo‘lsa, (x,y) funksiya (X,,Y,) nugtada ekstremumga erishmaydi.
4-eslatma. Agar

a,,8,,—a5=0
bo‘lsa, f(x,y) funksiya (%,,Y,) nuqgtada ekstremumga erishishi ham mumkin,
erishmasligi ham mumkin (qaralsin, [1], 13-bob).
2-misol. Ushbu

f(x,y)=x"+xy+y?—2x—-3y

funksiya ekstremumga tekshirilsin.

<4 Avvalo berilgan funksiyaning statsionar nuqtalarini topamiz:

f(x,y)=2x+y-2, 2X+y-2=0, X,=

WA Wik

f,(xy)=x+2y-3, X+2y—-3=0, vy, =

Demak, (%g) statsionar nugqta.

Ravshanki,
fa(0y)=2, fy(xy)=1, f(xy)=2.

Demak,

q,=2,a,=1, a,,=2
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a;;=2>0 va a,,a,, —a’, =3>0 bo‘lganligi uchun berilgan funksiya (% : g)

nugtada lokal minimumga erishadi va

min f (x,y)= f (%g):_z

bo‘ladi. >
3-misol. Ushbu

f(xy)=x"+y*,

f,(x,y)= —(x4 + y4),

fa(x,y)=x>+y®,
funksiyalar ekstremumga tekshirilsin.
<«Berilgan funksiyalar uchun (0,0) statsionar nuqta bo‘ladi. Bu funksiyalar
uchun

a,,8,, —a5 =0

bo‘ladi. Ravshanki, (0,0) nuqtada f,(x,y) funksiya minimumga, f,(x,y)
funksiya esa maksimumga erishadi. fi(x,y) funksiya (0,0) nugtada

ekstremumga ega bo‘lmaydi. »
Mashglar

1. 3-teoremada keltirilgan f(x,y) funksiya uchun (x,,y,) statsionar

nugtada
fxz (X1 ¥o)- f;,lz (XO'yO)_[fx“y (XO’yO)]2<O
bo‘lsa, f(x,y) funksiya (X,.Y,) nuqgtada ekstremumga erishmasligi

isbotlansin.
2. Ushbu

f(xy)=(y=x)* +(y+2)’
funksiya ekstremumga tekshirilsin.
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Glossariy

f (x) funksiya x° nugtada lokal maksimumga erishadi — Agar shunday

5 >0 son topilsaki, U ,(x°)= E bo‘lib, vxeU,(x°) da f(x)< f(x°) bolsa.

f (x) funksiya x° nugtada lokal minimumga erishadi - Agar shunday & >0

son topilsaki, Ug(xo)c E bo‘lib, VX€U5(XO) da f(x)>f (xo) bo‘lsa.

f (x) funksiya x° nuqtada qat’iy lokal maksimumga erishadi - Agar
shunday & > 0 son topilsaki, Ug(xo)c E bo‘lib, VXEU(;(XO)\ {xo} da

f (%)< f (x°) bolsa.

f (x) funksiya x° nuqtada lokal gat’iy minimumga erishadi - Agar shunday
5> 0 son topilsaki, U (x° )= E bo‘lib, vxeU,;(x°)\ {x°} da f(x)> f (x°)

bo‘lsa.

Lokal ekstremum - Funksiyaning lokal maksimumi, lokal minimumi umumiy

nom bilan lokal ekstremumi deyiladi.

Funksiyaning maksimum (minimum) giymati -

f(xo): m 0)f(x) (f(xo)z mi 0)f(x)j.

xeU 5 \x xeU 51X

Statsionar nuqtalar - f (x) funksiya xususiy hosilalarini nolga aylantiradigan

nuqtalar uning statsionar nugtalari deyiladi.
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Keys banki

53-keys. Masala o rtaga tashlanadi: Ushbu
f(xy)=(y=x) +(y+2)
funksiya ekstremumga tekshirilsin.

Keysni bajarish bosgichlari va topshiriglar:

e keysdagi muammoni hal gilish mumkin bo’lgan asosiy formula,
tushuncha va tasdiglarni keltiring (individual va kichik guruhlarda);
e to'plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo'yilgan masalani yeching

(individual).
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53-amaliy mashg ulot

1-misol. Ushbu

f(xy)=y1-x" -y’
funksiyaning (0,0) nuqtada qat’iy maksimumga erishishi ko‘rsatilsin.
<45>0 (0<d<1)sonni olib, (0,0) nugtaning U,((0,0)) atrofini hosil
gilamiz. Unda v (x,y)eU 5((0,0))\{(0,0) } uchun

f(x,y)=y1-%x*—y® < £(0,0)=1

bo‘ladi. Demak, berilgan funksiya (0,0) nuqtada maksimumga erishadi.»
2-misol. Ushbu

f(x,y)=x*+xy+y®—2x—-3y
funksiya ekstremumga tekshirilsin.

<4 Avvalo berilgan funksiyaning statsionar nuqtalarini topamiz:

f(xy)=2x+y—-2, 2Xx+y-2=0, X,=

f,(x,y)=x+2y-3,  x+2y-3=0, vy, =

wWwlhr Wik

Demak, (%gj statsionar nuqta.

Ravshanki,

o (0y)=2, f(xy)=1, f,(xy)=2.

Demak,

;=2,a,=1, a,=2

a,,=2>0 va a;;a,, - alz2 =3>0 bo‘lganligi uchun berilgan funksiya (% gj

nuqgtada lokal minimumga erishadi va
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: 14 7
min f (x,y)= ( )_

bo‘ladi. P>
3-misol. Ushbu
f,(xy)=x*+y*,
f,(x,y)= —(x4 + y4),
fa(x,y)=x>+y*,
funksiyalar ekstremumga tekshirilsin.

«Berilgan funksiyalar uchun (0,0) statsionar nuqta bo‘ladi. Bu funksiyalar

uchun

81185, a5, =0
bo‘ladi. Ravshanki, (0,0) nuqgtada f,(x,y) funksiya minimumga, f,(x,y)
funksiya esa maksimumga erishadi. f,(x,y) funksiya (0,0) nugtada

ekstremumga ega bo‘lmaydi. >
Mashglar

1. f(x,y) funksiya uchun (x,,y,) statsionar nugtada

fxz (X0 Yo)- f)l,lz (XO’yO)_[f;y (Xo’yo)]2<0
bo‘lsa, f(x,y) funksiya (x,,Y,) nhuqgtada ekstremumga erishmasligi

isbotlansin.
2. Ushbu

f(xy)=(y=x)" +(y+2)
funksiya ekstremumga tekshirilsin.

Quyidagi ko p o zgaruvchili funksiyalarni ekstremumga tekshirilsin:
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1. z=x2+(y-1)>2 2. 7=(x—y+1)?

3. z=x2y*(6-x—Y) 4, z=x*+y*—x®—2xy—y?
2 2
5. z=xy 1_%—;'—2(a>0,b>0) 6. z=1-x* +y?

7. 2= (5-2x+Y) 8. z =sinxsinysin(x+y)
9. z=x>+xy+y?—4Inx-10Iny  10. z=xyIn(x* +y?)

11. u=(x+y+2z)e " funksiyaning x>0,y>0 sohada inf va sup

topilsin.
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Test

1. f(x;y) =e*(x+y® +2y) funksiya kritik nugtalarini toping.

w gl gl o

2. f(x;y)=2x*+xy?+5x* +y* funksiya kritik nugtalarini toping.

5 5
010 ’ __10 ’ -112 ’ _11_2 ’ ’ ~ y \"4L&)y v
y OO 20} 2. (12 oy ©0 S0} 2.0

C) (0,0), @,oj, (-1,2), (-1,-2) D) (0,0), (

wlo

,Oj, 1,2), 1,-2)

3. f(qy)=sinx+siny+cos(x+y) (OSXS%,OSyS%j funksiya kritik nuqtalarini

toping.

w(es ki olid) o)

4. f(x,y)=yJ1+x+x1+y funkisya kritik nugtalarini toping.

W3 ey ok ofd
5. u=2x*+y*+2z-xy—xz funksiyaning statsionar nugtalarini toping.

A) 217) B) (2.0,7) C) (-217) D) (-2-1-7)

6. z=4(x—y)—x*—y? funksiyaning ekstremum nuqtasini toping.

A) -2 B) (-2-2) C) (22 D) 2.2

7. z=x*+xy+y* +x-y+1 funksiyaning ekstremum nugqtasini toping.

A) (0,1 B) @y C) (-1 D) (-1-1)

8. u=3Inx+2Iny+5Inz+In(22—x—y-z) funksiyaning statsionar nuqtalarini toping.
A) (6,4,10) B) (6,4,-10) C) (-6,-4,-10) D) (-6,-4,10)

9. f(x,y)=x*+xy+y?—2x-3y funksiyani ekstremumga tekshiring.

A) min f(x, y)=—g B) min f(x, y)=% C) max f (x, y)=g D)
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maxf(x,y):—%

10. z=x®+xy+y? +x—y+1 funksiyani ekstremumga tekshiring.

A) 0 B) 1 C)-1 D) 2
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54-mavzu. Oshkormas funksiyalar

54-ma’ruza

Reja
1°. Oshkormas funksiya tushunchasi.
2°. Oshkormas funksiyaning mavjudligi.

3°. Oshkormas funksiyaning hosilalari.
1°. Oshkormas funksiya tushunchasi.

Ma’lumki, X< R,Y < R to‘plamlar va biror f qoida berilgan holda har
bir xe X songa f qoidaga ko‘ra bitta y €Y son mos qo‘yilsa, X to‘plamda
y = f(x) funksiya aniglangan deyilar edi.

X va y o‘zgaruvichlarni bog‘lovchi qoida turlicha jumladan analitik ifodalar

yordamida, jadval yordamida, egri chiziq yordamida bo‘lishi mumkin.

Endi X va y o‘zgaruvchilar tenglama yordamida bog‘langan holda
funksiya yuzaga kelishini ko‘rsatamiz.
Aytaylik, x va y o‘zgaruvchilarning F(x,y) funksiyasi
Ez{(x,y)e R?:a<x<b, c<y<d}
to‘plamda berilgan bo‘lsin. Ushbu
F(x y)=0 (1)
teglamani qaraylik. Har bir tayinlangan x=x, da (1) tenglama y ga ishatan
tenglamaga aylanadi. Bu tenglama yagona y, echimga ega bo‘lsin. Demak,
F(Xo,Y,)=0.

Bunday xususiyatga ega bo‘lgan x, nuqtalar bir qancha bo‘lishi mumkin.
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Ulardan tashkil topgan to‘plamni X deylik. Ravshanki, bunda X c(a,b)
bo‘ladi.
Endi X to‘plamdan olingan har bir X ga (xe X) (1) teglamaning yagona
echimi y ni mos qo‘yaylik. Natijada X da aniglangan funksiya hosil bo‘ladi.
Uni ¢(x) deylik. Demak,

@:x—y va F(x,p(x))=0.
Bu (p(x) oshkormas (oshkormas ko‘rinishda berilgan) funksiya deyiladi.
1-misol. Ushbu

F(xy)=yVx*-1-2=0 (2)
tenglama yordamida oshkormas fuksiya aniqlanishi ko‘rsatilsin.
<«Ravshanki, (2) tenglama har bir x e (—o0,~1)U(1,+00) da yagona
2

y:(p(X)z m

echimga ega va
F(x,@(x))=0.

Demak, (2) tenglama ¢(x) oshkormas funksiyani aniglaydi. »
2-misol. Ushbu

F(x,y):x—y+%siny:0

tenglama yordamida oshkormas funksiya aniqlanishi ko‘rsatilsin.

<«Berilgan tenglamani quyidagicha yozib olamiz:
1.
x=y—Esmy=a(y) , (y € (= 00,400)).
Bu a(y) funksiya R da uzuluksiz va a'(y):l—%cosy>0 bo‘ladi. Unda a(y)

funksiya (—oo,+ o) da teskari y =a~*(x) funksiyaga ega va

F(x, a‘l(x))z 0
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bo‘ladi. Demak, bu tenglama ushbu
Q. X—> a_l(x)

oshkormas funksiyani aniqlaydi.»
3-misol. Ushbu

F(x,y)=x*+y*-Iny=0 (y>0)
tenglama y ni x ning oshkormas funksiyasi sifatida aniglaydimi?
<«Aniglamaydi, chunki har bir xe(—o,+w) da y*-Iny>0 bo‘lganligi
sababli, echimga ega emas.»
Oshkormas funksiyalarni o‘rganishda quyidagi masalalar muhimdir:

1) F(x,y) funksiya biror EcR? to‘plamda berilgan holda y =¢(x)
oshkormas funksiya mavjud bo‘ladimi va bu funksiyaning aniqlanish to‘plami
ganday bo‘ladi?

2) (1) tenglama bilan aniglangan oshkormas funksiya y=¢(x) ganday
xossalarga ega va bu xossalar F(x,y) funksiya xossalari bilan ganday

bog‘langan?
2°. Oshkormas funksiyaning mavjudligi.

1-teorema. Faraz qgilaylik, F(x,y) funksiya (x,,Y,) nugtaning biror atrofi
Uhk((xo,yo))z{(x,y)e R?:x, —h<x<x,+h y,—k<y<y, +k}
da (h >0,k > 0) berilgan bo‘lib, quyidagi shartlarni bajarsin:
1) F(x,y) funksiya U, ((x,,Y,)) da uzluksiz;
2) Har bir tayin xe(x, —h,x, +h) da y o‘zgaruvchining funksiyasi
sifatida o‘suvchi;
3) F(xy,Y,)=0.
U holda (x,, y, ) nugtaning shunday atrofi
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U&((xo,yo))z{(x,y)e R%:iXy =0 <X<X,+ 3, Yo—E<Y<Y, +g}
topiladiki, (0<s<h, 0<e<k),
a) Vxe(x, —J,%, +0) da

F(x,y)=0

tenglama yagona y (ye(y,—¢&,Y, +¢&)) echimga ega, yani F(x,y)=0
tenglama yordamida oshkormas y = ¢(x) funksiya aniglanadi,
b) ¢(x,)=Y, bo‘ladi
V) y = o(x) funksiya (x, — &, X, + &) da uzluksiz bo‘ladi.

<«U,,((xy,Y,)) atrofga tegishli bo‘lgan
(X0, Yo —&) (X0, Yo + ) (0<e<k)
nugtalarni olib, [y, — &, y, + €] segmentda
w(y)=F(%.y)

funksiyani garaymiz. Teoremaning 2)-shartiga ko‘ra w(y) o‘suvchi, 3)-shartiga
ko‘ra y(y,)=F (X, Yo)=0 bo‘ladi. Bunda esa

(Yo —&)=F(x, Yo —£)<0,

w(y, +&)=F(Xy Yo +£)>0
bo‘lishi kelib chigadi.
Teoremaning 1)-shartiga ko‘ra F(x,y) funksiya U, ((x,,Y,)) da uzluksiz. Unda
uzluksiz funksiyaning xossasiga ko‘ra, X, nugtaning shunday (x, -9, X, + 9)
atrofi (0 <& < h) topiladiki, vxe(x, — &, X, +J) da

F(x,y, —€)<0,

F(X, Y, +&)>0 )

bo‘ladi.
Endi (x,,Y,) nugtaning
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U55((X01YO)):{(X’Y)€ R®:X) =6 <X<X +8, Yo —&<Yy<Yp "‘5}
atrofida
F(xy)=0
tenglama y ni X ning oshkormas funksiyasi sifatida aniqlashini ko‘rsatamiz.
Ixtiyoriy x* e(x, — &, X, + &) nugtani olib, [y, —&,y, + ] da ushbu
a(y)=F(x".y)
funksiyani garaymiz. Ravshanki, bu funksiya [y, —¢,y, +&] Ssegmentda
uzluksiz va ayni paytda (3) munosabatga binoan
9(vo —&)=Fx",yo - 2)<0,
a(y, + &)= F(x* Yo + g)> 0
bo‘ladi. Unda  Bolsano-Koshining teoremasiga  ko‘ra shunday
y* ely, — €.y, + €] nugta topiladiki,
oly’)=Flxy*)=0
bo‘ladi.
Ayni paytda, g(y) funksiya [y, —&,Y, + £] da o‘suvchi (qat’iy o‘suvchi)
bo‘lganligi sababli y shu oraligga bittadan ortig nugtada nolga aylanmaydi.
Shunday qilib, ixtiyoriy xe(x,—& ,X%,+J) uchun yagona
yel(y, —€,Y, +¢) topiladiki,
F(xy)=0
bo‘ladi. Bu esa U ((X,,Y,)) da F(x,y)=0 tenglama y ni x ning oshkormas
funksiyasi sifatida aniglashni bildiradi:
y=p(x) : F(x,0(x)=0.
Aytaylik, x = x, bo‘lsin. Unda teoremaning 3) shartiga ko‘ra
F(%5,Y0)=0

bo‘ladi. Binobarin, aniqlangan oshkormas funksiyaning x, nuqtadagi giymati
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@(xy)=y, bo‘ladi.

Modomiki, Vxe(x,—J,% +J) uchun ¢(x) ga ko‘ra unga mos

keladigan y e(y, — ¢, Y, + £) bo‘lar ekan, unda
[X=%[<6 = |y-Yo|=|e(X)-0lx)|<e
bo‘ladi. Demak, oshkormas funksiya x, nuqtada uzluksiz.

Oshkormas ~ funksiyaning vx* e(x, —&,%, +5) nuqgtada uzluksiz
bo‘lishini ko‘rsatish bu funksiyaning X, nuqtada uzluksiz bo‘lishini ko‘rsatish
kabidir. Demak, mavjudligi ko‘rsatilgan oshkormas funksiya (x, —&,%, + ) da
uzluksiz bo‘ladi. >

3°. Oshkormas funksiyaning hosilalari.

Oshkormas funksiyaning hosilasini aniglaydigan teoremani keltiramiz.

2-teorema. Faraz qilaylik, F(x,y) funksiya (x,,y,) nugtaning biror atrofi
U (%5, ¥0)) da (h >0, k > 0) berilgan bo‘lib, quyidagi shartlarni bajarsin:
1) U, (%5, Yo )) da uzluksiz;

2) Up((%o,Yo)) da uzluksiz F(x,y) , F,(x,y) xususiy hosilalarga ega va

Fy (X0, ¥o)#0;

3) F(X.5)=0.
U holda (x,,Yy,) nugtaning shunday U ((x,,Y,)) atrofi (0<& <h,0<e&<k)
topiladiki, F(x,y)=0 tenglama y ni x ning oshkormas y = ¢(x) funksiyasi
sifatida aniglaydi va bu y=¢(x) funksiya (x,—J,%,+8) da uzluksiz

differensiallanuvchi bo‘lib,
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bo‘ladi.
«4Teoremaning shartiga ko‘ra F;,(X, y) funksiya Uhk((xo,yo)) da uzluksiz va
F);(Xo,yo);tO. Aytaylik, F;I/(Xo’YO)>O bo‘lsin. Uzluksiz funksiya xossasiga
ko‘ra (X,,Y,) nugtaning shunday U, ((x,,Y,)) atrofi (0<s<h, 0<e&<k)
topiladiki, ¥(x,y)eU,((%.Y,)) da F,(x,y)>0 bo‘ladi. Bundan esa har bir tayin
xe(X, =35, % +J) da F(x,y) funksiya y o‘zgaruvchining funksiyai sifatida
o‘suvchi bo‘lishi kelib chigadi. U holda 1-teoremaga ko‘ra F(x,y)=0 tenglama
(X, —5,% +8) da y ni x ning oshkormas y=¢(x) funksiyasi sifatida
aniglaydi va y=¢(x) oshkormas funksiya xe(x, —J, X, +5) da uzluksiz
bo‘lib, ¢(x,)=y, bo‘ladi.

Aytaylik, Xe(Xo =5, X% +35), X+Axe(X, =5, X, +5)  bo‘lsin.

Ravshanki,
F(x,y)=0, F(x+Ax, y+Ay)=0
bo‘lib,
AF (x,y)=F(x+Ax, y+Ay)-F(x,y)=0 (4)
bo‘ladi.

Teoremaning shartidan F(x,y) funksiyaning (x, y) nugtada differensialanuvchi
bo‘lishi kelib chigadi. Binobarin,
AF (x,y)=F (X, y)AX+F, (X, y)Ay + & - A+ B Ay (5)
bo‘lib, AXx >0, Ay >0da ¢ -0, B — 0 bo‘ladi.
(4) va (5) munosabatlardan topamiz:
Ay _ FR(xy)+e
A F(xy)+B

Keyingi tenglikda Ax — 0 da limitga o‘tsak, unda
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hosil bo‘ladi.
U (%, o)) da Fi(x,y) , F,(x,y) xususiy hosilalar uzluksiz va F,(x,y)#0

bo‘lishidan oshkormas funksiyaning hosilasi

. FRxy)
¢(X)“Fy'(x,y)

ning (x, — & , X, + &) da uzluksiz bo‘lishi kelib chigadi.»
4-misol. Ushbu
F(x,y)=e’ +ysinx—x®+7=0
tenglama (2,0) nugtaning atrofida y ni x ning oshkormas funksiyasi sifatida

aniqglashi va bu oshkormas funksiyaning hosilasi topilsin.
<« Ravshanki,

F(x,y)=e’ +ysinx—x%+7
funksiya R® da aniglangan va uzluksiz. Binobarin, u (2,0) nugtaning atrofida

uzluksiz, F(x, y) funksiyaning xususiy hosilalari quyidagicha bo‘ladi:

_aF((;)((, y) :%(ey +ysinx—x3 + 7)= ycosx —3x?%,
%Xy):g( Y +ysinx—x3 +7):ey +sinXx.

Demak, F(x,y) funksiyaning xususiy hosilalari R? da, jumladan (2,0)
nuqgtaning atrofida uzluksiz.
So‘ng

oF120) (20) = (ey +sin X)x:Z,y:O =1+sin2=0.

Va nihoyat,
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F(2,0)= (ey +ysinx—x° + 7)X=2,y=0 =0
bo‘ladi. Unda 2- teoremaga ko‘ra
F(x,y)=e’ +ysinx—x*+7=0
tenglama (2,0) nugtaning atrofida y ni X ning oshkormas funksiyasi sifatida

aniglaydi va bu oshkormas ¢(x) funksiyaning hosilasi

. F. (X, cosx — 3x?
(o(x):— x( Y)__y

F(xy) e¥ +sinx
bo‘ladi.
1-eslatma. Oshkormas funksiyaning hosilasini quyidagicha ham hisoblasa
bo‘ladi:
F(x,y)=0

ni (y o‘zgaruvchi X ning funksiyasi ekanini hisobga olib) differensiallab
topamiz:

F.(xy)+F,(xy)y =0.
Keyingi tenglikdan esa

bo‘lishi kelib chigadi.
Aytaylik, F(x,y) funksiya U, ((x,,Y,)) da uzluksiz ikkinchi tartibli
Falxy) . Fyly) o Faley)

xususiy hosilalarga ega bo‘lIsin.

Ma’lumki,

Buni differensiallab topamiz:
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(Fy (x y)f |
Agar
(Fibx vl = Fa(ey)+ o (xy)- v
. S .. , (6)
(Fy (X’ y))x = I:yx (X1 y)+ Fy2 (X’ y) y
ekanini hisobga olsak. Unda
Fley) FLloy) y R y)- (Fatxy)+ Fy(y)-y ) Fyxy)
(F; (x.y)f
_ Fylxy)-Relxy)-Fa(xy)-Fy(xy)+ [P (0 ) Falxy) = Py (3, y)- Fy (. y)ly
(7 (x y)f
bo‘ladi. Bu ifodadagi y ning o‘rniga
Ry
Fy(x.y)

ni qo‘yib, oshkormas funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasi uchun quyidagi

munosabatga (formulaga) kelamiz:

1 ' " 2 " 2 "
. 2R, -F,-Fy—F, -F,—F, -F,
y = ; -

Fy

2-eslatma. Oshkormas funksiyaning yuqori tartibli hosilalarini quyidagicha ham
hisoblasa bo‘ladi.
Yugorida
F(x,y)=0
ni dfferensiallab,
F(xy)+Fy(xy)y =0

bo‘lishini topgan edik. Buni yana bir marta differensiallab topamiz:
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Fiy)+ R xy)-y ] =(F o))+ yvF o)), + Fyx,y)-y7=0
Agar (6) munsabatlardan foydalansak, keyingi tenglik ushbu
P (6 Y)+2F, (6 Y)Y +FL(xy)-y +Fy(xy)-y =0

tenglikka keladi. Undan esa

2

Fa (% Y)+2Fg (%, y)-y +F, (xy)-y
F,(xy)

y'I =

bo‘lishi kelib chigadi.
5-misol. Ushbu
F(x,y)=xe¥ +ye*-2=0
tenglama bilan aniglanadigan oshkormas funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasi
topilsin.

<«Differensiallab topamiz:

(F(x y)), =be” +ye*~2), =0 ,

ey + ye* +(xey +e")- y =0 (7)
el +ye’

y =" ®)
e* + xe

Endi (7) ni yana bir marta differensiallaymiz:
eV y +ye*+ye*+e¥ -y +xe’y -y +xe¥ -y +ye*+ye*=0.
Keyingi tenglikdan

' ' 2
2e’y +2e*y +xe¥-y +ye”
xe’ +e*

bo‘lishi kelib chiqadi. Bu tenglikdan y' ning o‘rniga (8) da ifodalangan

qiymatini qo‘yib, oshkormas funksiyanin ikkinchi tartibli hosilasi topiladi. »
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Mashglar

1. Ushbu
y>+y—x=0
tenglama bilan aniglangan y = ¢(x) oshkormas funksiyaning grafigi yasalsin.
2. Ushbu
X' =y (x=y)
tenglama bilan aniglanadigan y =¢(x) oshkormas funksiyaning y’ va y”

hosilalari topilsin.

Adabiyotlar
1. Xudoyberganov G., Vorisov A. K., Mansurov X. T., Shoimqulov B. A.
Matematik analizdan ma ’ruzalar, 1l g. T. “Voris-nashriyot”, 2010.
2. Fixtengols G. M.  Kypc ouggpepenyuanvnoco u  unmeepanvhoco
ucuyucnenus, 1 m. M. «DUSMATJIINAT», 2001.
3. Tao T. Analysis 2. Hindustan Book Agency, India, 2014.
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Glossariy

(D(X) oshkormas (oshkormas ko‘rinishda berilgan) funksiya —
@:Xx— Y va F(x,0(x))=0.

F.(xy)

F,(xy)

Oshkormas funksiyaning hosilasini - y = —

Oshkormas funksiyaning ikkinchi tartibli hosilalasi -

2

Fa(xy)+2F,(x.y)-y +F(xy)-y
F,(x.y)

Keys banki

54-keys. Masala ortaga tashlanadi: Ushbu
X! =y* (x=y)

tenglama bilan aniglanadigan y =g(x) oshkormas funksiyaning y’ va y”

hosilalari topilsin.
Keysni bajarish bosgichlari va topshiriglar:

e keysdagi muammoni hal qilish mumkin bo’lgan asosiy formula,
tushuncha va tasdiglarni keltiring (individual va kichik guruhlarda);

e to'plangan ma’lumotlardan foydalanib, qo'yilgan masalani yeching
(individual).
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54-amaliy mashg ulot

1-misol. Ushbu
F(x,y)=yVx2-1-2=0 2)
tenglama yordamida oshkormas fuksiya aniqlanishi ko‘rsatilsin.
<«Ravshanki, (2) tenglama har bir x e (—o0,~1)U(1,+00) da yagona
2

y:gp(X)z m

echimga ega va
F(x,¢(x))=0.
Demak, (2) tenglama ¢(x) oshkormas funksiyani aniglaydi. »
2-misol. Ushbu
F(x,y)=x- y+%sin y=0
tenglama yordamida oshkormas funksiya aniqlanishi ko‘rsatilsin.

<4Berilgan tenglamani quyidagicha yozib olamiz:

x=y—%siny=a(y) , (y € (= o0,400)).

Bu «(y) funksiya R da uzuluksiz va a'(y)=1—%cosy>0 boladi. Unda c(y)

funksiya (—oo,+ o) da teskari y =a~*(x) funksiyaga ega va
F(x, a‘l(x))= 0

bo‘ladi. Demak, bu tenglama ushbu
@: X = a *(x)

oshkormas funksiyani aniglaydi.»
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3-misol. Ushbu
F(x,y)=x*+y?—Iny=0 (y>0)
tenglama y ni x ning oshkormas funksiyasi sifatida aniglaydimi?
<« Aniglamaydi, chunki har bir X e(—oo,+o0) da y?—Iny >0 bo‘lganligi

sababli, yechimga ega emas. »

4-misol. Ushbu
F(x,y)=eY +ysinx—x*+7=0
tenglama (2,0) nugtaning atrofida y ni x ning oshkormas funksiyasi sifatida

aniqglashi va bu oshkormas funksiyaning hosilasi topilsin.
<« Ravshanki,

F(x,y)=€’ +ysinx—x%+7
funksiya R* da aniglangan va uzluksiz. Binobarin, u (2,0) nugtaning atrofida

uzluksiz, F(x, y) funksiyaning xususiy hosilalari quyidagicha bo‘ladi:

%):(’y)zg(ey +ysinx - x* +7)= ycosx —3x?,
%X’y):g(ey +ysinx—x3 +7):ey +sinx.

Demak, F(x,y) funksiyaning xususiy hosilalari R* da, jumladan (2,0)
nugtaning atrofida uzluksiz.
So‘ng

oF120) (20) = (ey +sin X)x:Z,y:O =1+sin2+0.

Va nihoyat,
F(20)= (ey +ysinx—x° + 7)X:2,y:0 =0
bo‘ladi. Unda 2- teoremaga ko‘ra

F(x,y)=€’ +ysinx—x®+7=0
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tenglama (2,0) nugtaning atrofida y ni x ning oshkormas funksiyasi sifatida

aniglaydi va bu oshkormas ¢(x) funksiyaning hosilasi

. F. (X, cosx — 3x?
(o(x):— x( Y)__y

F(xy) e’ +sinx

bo‘ladi.»
5-misol. Ushbu

F(x,y)=xe’ +ye* —2=0
tenglama bilan aniglanadigan oshkormas funksiyaning ikkinchi tartibli hosilasi
topilsin.

<«Differensiallab topamiz:

(F(x,y)), :(xey + ye* —2)')( -0

e’ +ye* +(xe¥ +e*)-y =0 (7)
. el +ye”

y =¥ ®)
e* + xe

Endi (7) ni yana bir marta differensiallaymiz:
ey +ye*+ye*+e¥ -y +xe’y -y +xe¥ -y +ye*+ye*=0.
Keyingi tenglikdan

' ' 2
28’y +2ey +xe’ -y +ye*
xe¥ +e*

bo‘lishi kelib chiqadi. Bu tenglikdan y' ning o‘rniga (8) da ifodalangan

giymatini qo‘yib, oshkormas funksiyanin ikkinchi tartibli hosilasi topiladi. »>

Mashqlar

1. Ushbu

y>+y-x=0
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tenglama bilan aniglangan y = ¢(x) oshkormas funksiyaning grafigi yasalsin.
2. Ushbu
X' =y (x=y)
tenglama bilan aniglanadigan y =¢(x) oshkormas funksiyaning y’ va y”

hosilalari topilsin.

Quyiadgi funksiyalarni oshkormas funksiyaga tekshirilsin.
1) F(xy)=x"+y>—cos(xy)
2) F(x,y)=sinx—xy—x>
3) F(x,y)=e"+siny+x
4) F(X,y)=y+x+e*’
5) F(x,y)=Iny+x?
Oshkormas funksiyaning hosilasi topilsin.
1) F(x,y)=xe’ +ysinx+y?
2) F(x,y) = In(xy) +tgx — x*
3) F(x,y)=ycosx—e’™ —x+1
4) F(x,y) =xy* In(x* +y)

5) F(x,y)=siny+cosx—4""
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Test
X2 y2 . . . . L .
1. f(xy)= 1_?_F funksiyaning aniglanish sohasini toping.
2 2 2 2 2 2 2 2
X—2+y—2§1 X—2+y—2>1 X—2+y—2=1 X—2+y—221
A)a b B) a b C) a b D) a b
2. x> +y? =64 funksiya hosilasini toping.
' X ' 2X , X
A) B) o Y D W
oz
2_2y*+7% —4x+27-5=0 £ -2
3 X =2y +7° —4x+2z ™
oz 2-X 0z 2+X oz —X oz 1-x
—=== B) === C) ==="2 D) ==—"2
A) & 7+1 X 2+1 ) =7 ) o
4, x> -2y*+7*—4x+2z-5=0 %—?
A) %Z_ 2y B) Z__Y_ C) Z_2=y D) Z_2%
ox z+1 ox z+1 ox z+1 ox z-1
5. X’y-y’x=a* ¥,
dx
X’y —y° Xy +y° 3x’y —y° Xy +y°
A) =2~ B) ==~ C) =121 D) =22"%_
) 3xy? —x° ) 3xy? - x° ) 3xy? + x° ) 3xy? +x°
6. x2—y? =25 funksiya hosilasini toping.
A) X B) _X C) & D) _2X
)y ) y ) y ) y
7 X2y2_X4 y4 a4 ﬂ_o
dx
2 2 2 2 2 2
A X(y© —2x°) B X(y< +2x°) C x(y© —2x°) D
) y(2y* - x*) ) y(2y* -x%) ) y(y* —x*) )
x(y* —x%)
y(2y* - x*)
8. xy—Iny=a Y _,
dx
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A) Y B) V- c) D) Y
1-xy 1+xy 1-xy 1+xy

9. ¢ —xyz=0 Z_»

e’ —xyz o

A _? B) _° C) _“? D) _“Z
y(z-1) y(z+1) y(y-1) y(y+1)

A) z B) z C) z D) z

x(z-1) y(x-1) X(z+1) y(x+1)
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