GXUdaybergan oV ANoISeN)
2% WEmsureY, B, Shelmeuloy

MATEMATIK ANALIZDAN
MARUZALAR




Vg 2

L]
O*ZBEKISTON RESPUBLIKASI OLIY VA
O‘RTA MAXSUS TA’LIM VAZIRLIGI

B |
W,

' G. Xudayberganov, AK. Vorisov,
X.T. Mansurov, B.A. Shoimquloy . =

MATEMATIK ANALIZDAN
- MA’RUZALAR

|

5460100—«Matematika», 5440200—«Mexanika» bakaldspa . -

yo ‘nalishidagi talabalar uchyn o ‘quv go ‘llanma

BT |
o 5 oMU ‘ J/

imiy kutebxonasi

«Voris-nashriyot»
Toshkent—2010



SO‘ZBOSHI

Respublikamizda «Ta’lim to‘grisida»gi Qonunning qabul gili-
nishi, «Kadrlar tayyorlash Milliv dasturi» zamon talablariga javob
beradigan mutaxassislarni tayyorlovchi oliv o‘quv yurtlariga, aynigsa,
universitetlarga katta mas’ulivat yukladi. Davlat ta’lim standartlari,
o‘quv dasturlari asosida darsliklar, o*quv qo‘llanmalarni yaratish masa-
lasi yuzaza keldi.

Davlat ta’lim standartlari barcha fanlardan, jumiadan, matematik
analiz bo‘yvicha mavjud darslik va gofllanmalarga yangicha nuqtayi
nazardan garashni tagozo etadi.

Matematik analiz oliy matematikaning fundamental bo‘limlaridan
bo‘lib, matematikaning povdevori hisoblanadi.

Ma’lumki, matematik analiz kursi davomida ko‘pgina tushuncha
va tasdiglar, shuningdek, ularning tatbiglari keltiriladi.

Ko‘p oliv o‘quv yurtlari talabalarining o‘gish davomida duch
keladigan jiddiv fanlardan biri ham matematik analizdir.

Matematik analiz fanining asosiy vazifasi shu fanning tushuncha,
tasdiglar va boshga matematik ma’lumotlar majmuasi bilan tanish-
tirishdangina iborat bo‘imasdan, balki talabalami mantigiy fikrlashga,
matematik usullarni amaliy masalalarni yechishga qo‘ilashni orgatishni
ham o'z ichiga oladi.

Mazkur o‘quv qo‘llanma, mualliflaming ko‘p yillik tajribalari aso-
sida yozilgan bo‘lib, u ma’ruzalar shaklida bayon etilgan. Mavzu-
laming ma’ruzalar bo‘yicha bayon etilishi talabalarni mavzu mazmuni
va mohiyatini chuqurroq anglashga yordam beradi deb o‘ylaymiz.

Mualliflar har bir ma’ruzaning mazmuni ravon, matematik gat’iy,
0°z navbatida, talaba tomonidan tushunarli bo‘lishiga harakat gildilar.

O'quv qo‘llanma ikki gismdan iborat. Mazkur birinchi gism
11 bobdan tashkil topgan bo‘lib, 52 ta ma’ruzaga ajratilgan. Unda
hfiqiqiy sonlar nazariyasi; funksiya limiti va uzluksizhigi; funksiyaning
dl_flferensial va integral hisobi hamda sonli gatorlar mavzulari bayon
etilgan,
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Mazkur o‘quv qo‘llanma universitetlarning mexanika-matematika
fakultetlari, shuningdek, oliy matematika chuqur dastur asosida o‘qitiladigan
oliy o‘quv yurtlari talabalariga mo‘ljallangan.

Kitobni yozishda mualliflar ayni davrda ma’qullangan dasturga asoslan-
dilar va O‘zbekiston Milliy universitetida ko‘p yillar davomida o‘gigan
ma’ruzalanidan foydalandilar.

O‘quv go‘llanmada matematik analizning mavzulari ma’ruzalar tarzida
yozilgan.

Kitobning mazkur | gismi 52 ma’ruzadan iborat bo‘lib, haqiqgiy sonlar,
funksiva va uning limiti, uzluksizligi; funksiyaning hosila va differensiallani;
funksivaning anigmas va aniq integrallari, sonli qatorlar mavzular bayon
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Ma’ruzalarning mantigiy ketma-ketlikda, bir-biriga uzviy bog‘liq
bo‘lishiga, shuningdek. tushunchalarning ravon bayon gilinishiga,
tasdiglar isbotlarining aniq, ilmiylikka asoslangan bo‘lishiga e tibor
qaratilgan. Har bir ma'ruza so‘ngida nazariy va amaliy ahamiyatga
ega bo‘lgan mashqlar keltiriigan. O'ylaymizki. bunday mashglar tala-
balarni mustaqil ishlashga, mantigiy fikrlashga o‘rgatadi. _

«Matematik analizdan ma’ruzalar» matematika va mexanika
yo‘nalishlari bo‘yicha bakajavrlar tayyorlash o'quyv rejasiga moslashtirib
yozilgan bo‘lsa-da, undan matematika kengroq o‘gitiladigan oliy o‘quyv
yurtlari talabalari ham foydalanishlari mumkin.

Kitob muallifiari, shu soha mutaxassislari O‘zbekiston Milliy
universitetida ko‘p villar mobaynida mazkur kurs bo‘yicha o°qigan
ma'ruzalaridan foydalandilar.

Kitobda matematik belgilardan keng foydalanish bilan bir gatorda
tasdiglar isbotining boshlanganligini «<» belgi, tugaganligi esa «P»
belgi orqali ifodalangan.

Kitob qo‘lyozmasini sinchiklab o‘qib chiqgib, uning ilmiy va
metodik jihatdan vaxshilanishiga o‘z hissalarini qo‘shganlari uchun
professorlar R.Ashurov, R.G*anixo‘jayevlarga muallifiar o'z minnat-
dorchiligini bildiradilar.
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DASTLABKI MA’LUMOTLAR

I- ma’ruza
To‘plamlar. To‘plamlar ustida amallar

1°. To‘plam tushunchasi. To'plam matematikaning boshlang‘ich,
ayni paytda muhim tushunchalaridan biri. Uni ixtiyoriy tabiathi
narsalarning (predmetlfaming) ma’lum belgilar bo‘yicha birlashmasi
(majmuasi} sifatida tushuniladi. Masalan, javondagi kitoblar to‘plami,
bir nugtadan o‘tuvchi to'g‘ri chiziglar to‘plami, X’ ~5x+6=0
tenglamaning ildizlari to'plami deyilishi mumkin.

To'plamni tashkil etgan narsalar wning elementlari deyiladi.

Matematikada to‘plamlar bosh harflar bilan, ularning elementlari
esa kichik harflar bilan belgilanadi. Masalan, 4, B, C — to‘plamlar,
a, b, ¢ — 1o'plamning elementlari. '

Ba’zan to‘plamlar ularning elementlarini ko‘rsatish bilan yoziladi:

A={2, 4 6,8, 10, 12},
N={1,2 3 .., n.}
Z={. -2, -1.0. 1,2, ..}

Agar g biror 4 to‘plamning elementi bo‘lsa, g 4 kabi voziladi va
«a element A to‘plamga tegishli» deb o‘qiladi. Agar a shu to‘plamga
tegishli bo‘lmasa, uni a¢ A Kabi yoziladi va «a element A4 to‘plamga
tegishli emas» deb o‘qiladi. Masalan, yugoridagi 4 to‘plamda 10 A4,
152 A4.

Agar A chekli sondagi elementlardan tashkil topgan bo'lsa, u
chekli ro‘plam, aks holda cheksiz to'plam deyiladi. Masalan,
A={2,4, 6, 8, 10, 12} chekli to‘plam, bir nuqtadan o‘tuvchi barcha
10°gri chiziglar to'plami esa cheksiz to‘plam bo‘ladi.

I~ ta’rif. Ava Bto'plamlari berilgan bo'lib, 4 to*plamning barcha
elementlari Bto‘plamga tegishli bo‘lsa, A 10 ‘plam B ning gismi (gismiy
to‘plam) deyiladi va

A c B (yoki B A)
kabi yoziladi. o :



A to'plamning elementlari orasida biror xusnsivatga (b xususiyatni
P bilan belgilaymiz) ega bo‘ladiganlari bo'lishi mumkin. Bunday
xususiyatli elementlardan tuzilgan to‘plam quyidagicha
_ {xe 4| P}
deb belgilanadi. Ravshanki,
{xe 4 P}c 4
bo‘ladi.

Agar A to'plam elementlari orasida P xususwath elementlar
bo‘lmasa, u holda

{xe AP} _
bitta ham elementga ega bo‘lmagan to‘plam bo‘lib, uni bo sk ro‘plam

deyiladi. Bo‘sh to‘plam @ Kabi belgilanadi. Masalan, x* +x+1=0
tenglamaning hagiqiy ildizlaridan iborat 4 bo‘sh to‘plam bo‘ladi:

@ ={xe Ajx’ +x+1=0}.
. Har qanday A to‘plam uchun
AcA DcA

deb qaraladi.
Qdatda, 4 to‘plamning barcha gismiy to‘plamlaridan iborat to‘p-
lam F{A4) kabi belgilanadi. Masalan, A = {a, b, ¢} to‘plam uchun

F(A)={{a}, {b}. {c}. {a.b}, {a.c}, {b.c}, {a.b.c}, @}
bo‘ladi.
2-ra’rif. A va B to‘plamlari berilgan bo‘lib,
AcB BcA

bo‘lsa, A va B bir biriga feng to plamiar deyiladi va
A=28

kabi voziladi.

Demak, A = B tenglik 4 va B to‘plamiarning bir xil elementlardan
tashkil topganligini bildiradi.

2°. To*plamlar ustida amallar. Ikki A va B to‘plamiar berilgan boIsin.

3-ta’rif. A va B to‘plamlarmning barcha elementlaridan tashkil
topgan £ to‘plam A va B to plamlar yig‘indisi (birlashmasi) deyiladi
. va AU B kabi belgilanadi: £ = AU B. ,
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Demak, bu holda ae AU B dan ac A yoki ae B, yoki bir vaqtda
ae A, ae B bo'lishi kelib chigadi.

4- ta’rif. A va Bio‘plamlarning barcha umumiy elementlaridan
tashkil topgan £ to'‘plam A va B ro'plamiar ko ‘paytmasi (kesishmasi)
deyiladi va A B kabi belgilanadi:

F=ANB.

Demak, bu holda ac A} B dan bir vagtda ae A, ae B bo'lishi
kelib chigadi.
5-ta’rif. A to'plamning 5 to‘plamga tegishli bo‘lmagan barcha
elementlaridan tashkil topgan G to'plam A w0 plamdan B to p!ammng
ayirmasi deyiladi va A\B kabi belgilanadi: .

G =A\B.

Demak, ae A\B dan ae 4, ag B bo‘lishi kelib chiqadi.

6- tarif. Ato‘plamning 8 ga tegishii bo‘imagan barcha element-
laridan va B to‘plamning 4 ga tegishli bo‘lmagan barcha elementlaridan
tuzilgan to‘plam A va B to‘plamlarning simmetrik ayirmasi deviladi
va A A B kabi belgilanadi:

AA B =(ABU(B\W).

Demak, ae A A B bo‘lishidan ae 4, ae B yoki ae B, ae A bo‘lishi
kelib chigadi.

7- ta’rif. Aytaylik, ae A, ae B bo'lsin. Barcha tartiblangan (a, b)
ko‘rinishidagi juftliklardan tuzilgan to‘plam 4 va B ro ‘plamiarning
dekart ko ‘paytmasi deyiladi va AXB kabi belgilanadi. Demak,

Ax B ={(a,b)lac A, be B}.

Xususan, A = B bo'lganda A X A = A deb qaraladi.
8- ta’rif. Aytaylik, S va Ato‘plamlar berilgan bo‘lib, A .§ bo‘lsm
Ushbu
S\

to‘plam A to‘plamni S ga foIdiruvchi to‘plam deyiladi va CA yokx
CsA kabi belgilanadi:
CA=5U.
To‘plamlar ustida bajarlladlgan amallammg ba’zi xossafanm
keltiramiz. .
4, Bva D to‘plamlari berilgan bo‘lsin. .. .

Lo
DR



1) Ac B, Bc D bo'lsa, Ac D bo'ladi; dRuentne el
2) AUUA = A, AN A = A bo'ladi; A R P
3) Ac Bbo'lsa, AU B = B, AN B = A boladi; sl b
4 AU B = BUA, AN A = BN A bo'ladi; PP
H(AUBUD=AU(BUD). (ANBND= Aﬂ(BnD) bo‘ladl,
6 A c Sbo'lsa, ANCA =
Y CAUBY=CANCB,bunda A c §, B c S,
8) C(ANB)=CAUCB,bunda 4 ¢ §, B c§.
Bu xossalarning isboti yuqorida keltirilgan ta rlﬂardan kelib
@11qad1 ERRELEIEI DI
1- misol. Ushbu b
(A\B)U(B\A)~(AUB)\(AQB) K ()
tenghk isbotlansin.
" dae(A\ BYU(B\ A) bo'lsin. U hoida
ac{A\B). ac A, ae¢ B
yoki
ac(B\NA). ae B, ae A A0 0
bo‘ladi. Bundan esa
ac{AUB), ag (AN B)
bo‘lib, S
ae (AU BY\N(AN B) ( .
bo‘lishi kelib chiqadi. Demak, .
(AN BYUB\NAYcAUBN(ANB) ™ . (2)
Aytaylik, ae (AU B)\{4AN B) bo'lsin.
U holda
ac(AUB). ae A yoki ae B S
ae(ANB): ag A, a¢ B yoki ae A,ae B, voki ae Ajaec B

bo‘ladi. Bundan esa

Vedleir L0 '
_ A\ B K B\ A e &0, L
ae \ yo ae B\ N 3 T

bo‘lib, . = ae(A\BYU(B\A)
bo‘lishi kelib chigadi. Demak, .
(AUBNUNB c(A\BYUB\NA. . @

(2) va (3) munosabatiardan {1) tenglikning o‘rinli bo‘lishi topiladi. »
g



To‘plamlar ustida bajariladigan amallarni bayon etishda to‘plant-
laming qanday tabiatli elementiardan tuzilganligiga e 'tibor gilinmadi,

Aslida, keltirilgan amallar biror universal to‘plam deb ataluvchi
to'plamning gismiy to*‘plamlari ustida bajariladi deb garaladi. Masalan,
natural sonlar to‘plamlari ustida amallar bajariladigan bo*lsa, universal
to‘plam sifatida barcha natural sonlardan iborat & to‘plamni olish
mumkin.

3°. Matematik belgilar. Matematikada tez-tez uchraydigan so'z
va so‘z birikmalari o‘rnida maxsus beigilar ishlatiladi. Ulardan muhim-
Jarini keltiramiz:

1} «agar ... bo‘lsa, u holda ... bo‘ladi» iborasi «=>» belgi orgali
yoziladi;

2} ikki iboraning ekvivalentligi ushbu «&»» belgi orqali voziladi;

3y «har ganday», «iXtiyoriy», <barchasi uchun» so‘zlari o‘rniga
«¥» belgi ishlatiladi;

4) «mavjudki», «topiladiki» so‘zlari o‘rniga «3» mavjudlik belgisi
ishlatiladi.

Mashglar

1. Ushbu (AUBW\D=(A\DYU(B\ D)
tenglik isbotlansin. - :

2, Agar A va B chekli to‘plamlar bo‘lib, ularning elementiari soni
mos ravishda n(A4), n(B) bo‘lsa, ' '

HAUBY=n(AY+n(BY-n(ANB)
bo‘lishi isbotlansin.

3. Agar A chekli to‘plam bo‘lib, uning elementlarining soni » ga
teng bo‘lsa, bu to‘plamning barcha gismiy to‘plamlari to*plami FA)
ning elementlari soni 27 ga teng ekani isbotlansin.

2- ma’ruza
Akslantirishlar va ularning turlari

1°, Akslantirish tushunchasi. £ va F to‘plamlar berilgan bo‘lsin.
I-ta’rif. Agar E to‘plamdan olingan har bir x elementga biror f
qoida yoki gonunga ko‘ra £ to‘plamning bitta y elementi (ye F) mos
qo‘yilgan bo‘lsa, £ 10 plamni F 1o ‘plamga akslantirish berilgan deyiladi va
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SIESF yoki x5y, (xc E. ye F)

kabi belgilanadi. Bunda £ to‘plam fakslantirishning aniglanish io ‘plami
deyiladi.

I- misol. Ushbu N = {1,2.3,..} va N' = {l. ; , ; } to‘plamlar
berilgan bo'lsin.

; .
e N ) sonni mos qo‘ysak,

==

1} har bir natural # (e M) songa % (
unda_

| =

/
S NN, no-

=

akslantirish hosil bo‘ladi. Uni F(n)= ;:. kabi ham yoziladi. :

2) har bir natural » (ne N) songa ;:—2- (n-l-z-- 3 N’) sonni fmos
go‘ysak, unda
’ '-P l
oN >N, no =
n
akslantirishga ega bo‘lamiz; ¢(»n) = L} .
"

3) har bir natural » (ne N) songa 1 (1e N} sonini mos go‘yish
natijasida '

gN = N, n51
akslantirish hosil bo‘ladi: g(n) = 1.
Aytaylik,
JiE=SF
akslantirish berilgan bo‘lsin. xe £ elementga mos go‘yilgan ye Felement
x ning aksi (obrazi) deyiladi va y = f(x) kabi belgilanadi.

Endi ye Felementni olaylik. £to‘plamning shunday x elementlarini
qaraymizki, f(x) = y bo‘lsin. Bunday xe E elementlar ye E ning asfi
(proobrazi) deyiladi va f~'(») kabi belgilanadi:

e o) ={xe E| f(x) =y}
10



Agar A4 < £ bo'lsa, ushbu v

/)| xe 4} -
to'plam A ro plamning F dagi aksi deyiladi va f(A) kabl be]gllanadlz
flAy={f(xrxe A}.

Agar B < Fbo'lsa, ushbu
{xe E|f(x)s B} .
to‘plam B 1o plamning E dagi asli deyiladi va f~'(B) kabi belgllanadl'.
(B ={xe E| f(x)e B}.
2- misol. Faraz qilaylik, & ={1,2.3,...,n....} va M{—1, +1}
to'plamlar berilgan bo‘lib, ushbu
f N M
akslantirish quyidagi .
flny=(-1)"

ko'rinishda bo'lsin.
Ravshanki, 5¢ N ning aksi f(5) = —1;, 1e M ning asli esa

S =12, 4, 6, ...} bo'ladi. Shuningdek, 4 = {3, 4} c N to‘plam-
ning aksi f(4)={-1, I} = M; B={-1}c M to‘plamning asli esa
FHBY=A1, 3,5, ..}

bo‘ladi.
Faraz qilaylik, A va B to‘plamlar F to‘plamning gismiy to‘plam-
lari bo‘lsin: A c £, B F. Unda

TANBY= AN (B (1)
bo‘ladi.

o4 Aytaylik, xe f'(ANB) bo'lsin. Unda f(x)e ANB
bo'lib, f(x)e A va f(x)e B bo‘ladi. Keyingi munosabatlardan
xe f7(4),xe f'(B) bolishi kelib chigadi. ' Demak,
xe f7(A}N /7 (B). Bundan esa |

ranycrwns'ey Q)
bo‘lishini topamiz. DR :
11



Avtaylik. xe (AN f'(B) bolsin. Unda xe f'{A4) va
xe [7(B) bo'lib, f(x)e A. f(xie B bo'ladi. Natijasi

f(x)e AN B bo'lib. undan x < S (AN B) bo‘lishini topamiz. Bu
esa
AN SHBYe STANB) 3

bo‘lishini bildiradi.

(2) va (3) munosabatlardan (1) tenglikning o‘rinli bo‘lishi kelib
chiqadi. o

Yugoridagidek,

e AU B = AU ST(B),

f(AUB) = (AU f(B)
tengliklaming o*rinli bo‘lishi isbotlanadi.
2°. Akshlantirishning turlari. Aytayhik,
fESF 4
akslantirish berilgan bo‘lib, F(E) esa £ to‘plamning aksr bo lsm

FEY={f)lxe B}
2-ta’rif. Agar (4) akslantirishda : o

fEYc F
bo'lsa, (4) akslantirish £ to‘plamni F fo ‘plamning ichiga akslantirish
deyiladi.
Masalan,

A P I | }
N={.23 LN *{1, o s

to‘plamlar uchun ushbu.
A
fF:N->N, no 3n

akslantirish N to‘plamni N’ to‘plamning ichiga akslantmsh bo‘ladi.
3- ta’rif. Agar (4) akslantirishda

f(E) =F
‘bo'lsa, (4) akslantirish E to‘plamni F to‘plamning ustiga akslantirish
(Syuryektiv akslantirish) deyiladi.

12



Masalan, . N ={1, 2, 3. .}. M =i} I} . o

to‘plamlar uchun - n -J->(~l)” Coa
akslantirish & to'plamni M to‘plamning ustiga akslantirish bo‘ladi.
4-ta’rif. Agar (4) ustiga akslantirish bo‘lib, bu akslantirish
E to‘plamning turlt elementlarini £ to‘plamping turli elementlariga
akslantirsa, (4) inyektiv akslantivish deyiladi.
5~ ta’rif. Agar (4) ustiga akslantirish bo‘lib, 1 inyektiv akslantirsh
ham bo'lsa, (4) o0'zaro bir giviatli aksiantirish (mosiik) deylladl
Masalan, _

_ 11
Nl 23 ) N {,2,5, }
to‘plamlar uchun ushbu ’

s
f NN, no p
aksiantirish o‘zaro bir giymatli akslantirish bo‘ladi.

6- ta’rif. /. E - F akslantirish o‘zaro bir giymatli akslantirish
bo'lsin. F to'plamning har bir y, (ye £} elementiga £ 1o'plamning
bitta x elementini (xe F) mos qo‘vadigan va

gy)=glflx)=x

munosabat bilan aniglanadigan T
g. F> E T AR TALI
akslantirish f : E — F ga nisbatan feskari aksianzmsh deyllacll va
7! kabi belgilanadi: .

o

f1'ESF. '
Demak, f: E - F gateskari akslantirish mavijud bo‘lishi uchun:

a) fustiga akslantirish,
b) Fto‘plamdan olingan har bir y elementnmg F to‘plamdagi asli

M= e)=x

yagona bo‘lishi kerak.
) 3°, Ekvivalent to‘piamlar. Sanoqli to‘plamlar. Ko“p holda to‘p-
lamlarni ularning tashkil etgan elementlari soni bo‘yicha o‘zaro -
solishtirishga to‘g‘ri keladi. Chekli to‘plamliar solishtirilganda bir
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to‘plamning elementlari soni ikkinchisidan ko‘p yoki kam, yoki ularning
elementlarining soni bir-biriga teng degan xulosaga kelinadi, Bu holda
elementiari soni ko'p bo'lgan to‘plamni «guvvari» ko ‘prog deyish
mumkin.

Cheksiz to‘plamlarni solishtirishda vaziyat boshqacharog bo‘ladi.
Cheksiz to‘plamlar ekvivalentlik tushunchasi yordamida solishtiriladi.

7-ta’rif. Agar [ . E — F o'zaro bir giymatli akslantirish (moslik)
bo'lsa, Eva Fekvivalent fo ‘plamlar deyiladi va F ~ Fkabi belgilanadi.

Demak, E va F to‘plamlarning ekvivalentligi (£~ F) ularning
elementlari o‘zaro bir qivmatli moslikda ekanligini bildiradi.

Masalan, _

N=1{12 3 4,.} N ={2,4,6, 8, .}

to‘plamlar uchun

ni>2n. (ne N, 2ne N))
akslantirish o‘zaro bir givmatli. Binobarin,
N~ N,

bo‘ladi. (Bu holda n < 2» kabi voziladi).

Aytaylik, 4, B, D to‘plamlar berilgan bo‘lsin. Unda

DA~ A

2DA~B= B~ A,

NA-B B~-D=>4-D
bo‘ladi. Bu xossalarning isboti yugorida keltirilgan ta’rifdan kelib
chiqgadi.

1kki A va B to‘plam o°zaro ekvivalent bo‘isa, ulami bir xil quvvatli
to‘plamlar deb qaraladi.

Demak, quvvatni ekvivalent to‘plamlarning migdoriy xarakteris-
tikast sifatida tushunish mumkin.

Chekli to‘plamlarning o‘zaro ekvivalentligi ularni tashkil etgan
eiementlar sonining bir-biriga tengligini bildiradi.

Umuman, 4 va B chekli to‘plamlarning o‘zaro ekvivalent bo‘lishi
uchun ularning elementlari soni bir xil bo‘lishi zarur va yetarli:

A~ B e n{A)=n(B)
bunda #{G) — G to'plamning elementlari soni.

_ &- ra’rif. Natural sonlar to‘plami N ga ekvivalemt bo‘lgan har
- ganday to‘plam saroglii to ‘plam deyiladi.
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Masalan, ushbu
N, =12, 4,68 ... 2n ..}
={1.8.27.64, ... n‘, b

11 1
503 -r-’-,”.}
to‘plamlar sanogli to*plamlar bo‘ladi. chunki

 nen, N~N,;

N, =1l

Natural sonlar to‘plami N ga ekvivalent bo‘lgan barcha to‘plamlar
sanoqli to‘plamlar sinfini tashkil etadi. Bu sinfto plamlanmng quvvatl
bir xil bo‘ladi.

Ravshanki,

NchN, NycN, NN
bo‘ladi. Ayni paytda, yugorida ko‘rdikki,
N-~-N, N-N,, N-N,.

Bunday vaziyat (to‘plamning gismi o‘ziga ekvivalent bo‘lishi)
fagat cheksiz to‘plamlardagina sodir bo‘ladi.

Matematik analiz kursida tayin £ va F to‘plamlar uchun akslan-
tirishlar f: £ — F va ularning xossalari o‘rganiladi.

Dastavval yugoridagi to plam]ar sifatida haqiqiy sonlar to‘plamini
olamiz va uning xossalarini o‘rganamiz.

Mashgqlar

1. Agar A={a, b}, B={a, B, v} bolsa, 4 to‘plamning B to‘p-

lamga akslantirishlari soni 9 ga teng bo‘lishi isbotlansin.
2. Aytaylik, A sanogli to‘plam bo‘lib, x € A bo‘lsin. U holda

AU {x} ~ A bolishi isbotlansin.

15



3~ ma’ruza
Hagigiy sonlar

Son tushunchasi uzog o‘tmishdan ma’lum. Odamijar sanash
taqozosi bilan dastlab 1, 2, 3, ... — natural sonlarni qo‘llaganlar.
So‘ngra manfiy son, ratsional son va nihovat, hagiqiy son tushunchast
kiritilgan va o‘rganilgan.

Biz o‘quvchiga o‘rta maktab, kollej va litsevlarning matematika
kursidan natural, butun, ratsional sonfar, ular ustida bajariladigan
~amallar, amallarning xossalari, shuningdek, ularning to‘g‘ri chizigda
© {sonlar o‘qida) geometrik ifodalanisht ma’lum deb hisoblaymiz.

Hagqigiy sonlarning matematik analiz kursida muhimligini e’tiborga
olib, ular hagidagi ma’lumotiarni talab darajasida bayon etamiz.

1°. Ratsional sonlar va cheksiz davriy o*nli kasrlar. Faraz qilaylik,

-‘E biror musbat ratsional son bo‘lsin. Bo‘lish goidasidan foydalanib
p butun sonni g ga bo‘lamiz. Agar p ni ¢ ga bo‘lish jarayonida biror
qadamdan keyin goldiq nolga teng bo'lsa, u holda bo‘lish jarayoni
to‘xtab, f kasr o‘nli kasrga aylanadi, OQdatda, bunday o‘nli kast

chekli o'nli kasr deyiladi. Masalan, % kasrda 59 ni 40 ga bo'lib, uni
1,475 bo‘lishini topamiz;

59

_ , 40

Agar p ni ¢ ga bo'lish jarayoni cheksiz davom etsa, ma’lum

gadamdan keyin yuqerida aytilgan qoldiglardan biri yana bir marta
uchraydi, so‘ng undan oldingi ragamlar mos tartibda takrorlanadi.

Odatda, bunday kasr cheksiz davriy o'nli kasr deyiladi. Takror-

lanadigan ragamilar (ragamlar birlashmasi} o‘nli kastning davri bo‘tadi.

=1,475.

Masalan, % kasrda 1 ni 3 ga bo‘lib, 0,333... bo‘lishini topamiz:

=0,333...

(IR

Ushbu
0,333..., 1,4777..., 2,131313...

16



kasrlar cheksiz davriy o'nli kasrlardir. Ularning davri mos ravishda 3,
7, 13 botladi va bu cheksiz davriy o‘nli kasrlar quyidagicha

0,(3), 1,&T), 2.(13)
yoziladi;
0,(3) =0.333... -
1,4(7) = 1,4777...
2.(13) = 2,131313...

* Shuni ta’kidlaymizki, davri 9 ga teng bo‘lgan cheksiz davny 0 nh'
kasrni chekli o*nli kasr qilib yoziladi. Masalan,

0,4999... = 0,4(9) = 0,5,
2,71999... = 2,71(9) = 2,72,

Har qanday chekli o'nli kasrni nollar bilan davom ettirib chekstz
davriy o‘nli kasr ko‘rinishida yozish mumkin. Masalan,

1,4 = 1,4000... = 1,4(0),
0.75 = 0,75000... = 0,75(0).

Demak, har ganday ﬁ- ratsional son cheksiz davriy o‘nli kéér
ko‘rinishida ifodalanadi. Aksincha, har qanday cheksiz davriy o‘nli

kasri - ko‘rinishida yozish mumkin.
Masalan, ushbu
0,(3) =0,333..., 7,31(06) = 7,31060606...
cheksiz 'davriy o‘nli kasrlarni garaylik. Avvalo ularni '
i + 3 4
10 _
1 6 6
DR TEARTURT]
ko‘rinishda yozib, so‘ng cheksiz kamayuvchi geometnk progressiya
vig'indisi formulasidan foydalanib topamiz:

0,(3)=0+_3+

7 31(06)_7’+1

3

o 3 101
0,(9=0333. =10 = F=3,

10

o 7



I
_ 73 4 73t 6

T00 "0 1T T 06 99 T

7,31(06) =7,31060606...

102
i 2 965
= m—o("-’"*ﬁ)“ 13

Demak, ixtiyoriy ratsional son cheksiz davriy o'nli kasr orqali va
aksincha, ixtivoriy cheksiz davriv o‘nli kasr ratsional son orqali
ifodalanadi.

2°. Hagqiqiy son tushunchasi. Cheksiz davriy bo‘lmagan o‘nli
kasrfar ham bo‘ladi. Bu kesmalarni o‘lchash jarayonida yuzaga kelishini
ko‘rsatamiz.

Faraz qilaylik, biror J kesma hamda o‘lchov birligi, masalan,
metr beriigan bo'lsin, J kesmaning uzunhigini hisoblash talab etilsin,

Aytaylik, 1 metr J kesmada 5 marta butun joylashib, kesmaning
J, qismi ortib golsin. Ravshanki J; ning uzunligi 1 metrdan kam
bo‘ladi. Bu holda J kesmaning uzunligini taxminan 5 m ga teng deb
olish mumkin:
. J uzunligi = 5 m.

o Agar bu aniqlik yetarli bo‘lmasa, o'‘lchov birligining % gismini,
ya’'ni 1 dm ni olib, uni J, kesmaga joylashtiramiz. Aytaylik, 1 dm J,
kesmada 7 marta butunlay joylashib, J; kesmaning J, gismi ortib
golsin. Bunda J; ning uzunligi 1 dm dan kichik bo‘ladi. Bu holda
J kesmaning uzunligi taxminan 5,7 m ga teng deb olinishi mumkin:
Juzuniigi = 5,7 m.
Bu jarayonni davom ettira borish natijasida ikki holga duch kelamiz:
1) biror gadamdan keyin, masalan, n+1 qadamdan keyin o‘lchov

1
birligining o qismi J, kesmaga o, marta butunlay joylashadi. Bu
holda oflchov jarayoni to‘xtatilib,

Juzunligi =5,7 .. «,
e
# 1A Tagam
bo‘lishi topiladi.
2) oflchash jarayoni to‘xtovsiz davom (cheksiz davom) etadi. Bu
holda J kesmaning vzunligining aniq giymati deb ushbu
18



B E 5.7....¢
cheksiz o‘nli kasr olinadi:
- Juzunligi = 5. 7....0,, ...

i

Aytaj’lik, 10*g'ri chizigda biror O nugta (koordinata boshiy hamda
o‘lchov birligi tayinlangan bo‘lsin. U holda @ nugtadan o‘ngda
joylashgan har bir P nugtaga, OF kesmani o‘lchash natijasida hosil
bo‘lgan ushbu «,. o, ...0t,... cheksiz o‘nli kasrni mos qo‘yish
mumkin, Bunda

a,e NU{0b o, {0, 1, 2, 3, 4,5 6, 7,8, 9}, nz2l

Bu moslik o‘zaro bir givinathi moslik bo‘ladi. Ravshanki, yugo-
ridagi cheksiz o‘nli kasriar orasida cheksiz davriy o‘nii kasriar bo‘lib,
vlar manfiy bo‘lmagan ratsional sonlar bo‘ladi. qolgan kasrlar esa
ratsional sonlar bo‘lmaydi.

I-ta’rif. Ushbu Oy O 0Ly .l e
ko‘rinishidagi cheksiz o' nli kasr manfiy bo Imagan haqiqiy son deyiladi,
bunda on e N {0} o, € {0, 1, 2, 3, 4,5, 6, 7,8, 9}, nz1.
Agar 3n2 0. o, > 0 bo‘lsa, u musbar haqigiy son deyiladi.
Manfiy haqigiy senning «—» ishora bilan olingani musbat haqiqiy
son sifatida ta’riflanadi.

Barcha haqiqiy sonlardan iborat to‘plam R bilan belgilanadi.
Barcha natural sonlar to‘plami N, ratsional sonlar to‘plami Q,

haqiqiy sonlar to‘plami R uchun N < Q ¢ R bo‘ladi.
2- ta’rif. Ushbu R\Q

to‘plam elementi (son) irratsional son deyiladi.
Biz yuqorida, davri «9» ga teng bo‘lgan cheksiz davriy o'nli
kasrni chekli o‘nli kasr gilib olinishini aytgan edik. Buning ogibatida

bitta son ikki ko‘rinishga, masalan, 5 soni

{ _ e I )

3= 0,5000... | 5 = 0,4999...

ko‘rini;shlarga ega bo'lib goladi. '
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Umuman, o4. 0. 0. .... 0,
l) Gl Uy az, ey ([In ad 1)999,

2} oy, Oy, O, ..., 0, 000..., kabi ko‘rinishlarda yozilishi mumkin.

Hagiqiy sonlarni solishtirishda ratsional sonning 1- ko‘rinishidan foy-
dalanamiz.
Ikkita manfiy bo‘lmagan

a= an ,C(]U.z ...Ctn... )
b =By BBy B,
haqiqiy sonlar berilgan bo‘lsin. L
J-ta’rif. Agar Yn20 da o, =p,, va'ni

oy =Bo, o =Py oy =By, oy Ot,,'—“an_;_--'_"'

bo‘lsa, a va b sonlar teng deyiladi va a = b kabi yoleadl
4-ta’rif. Agar - )

aﬂzﬁﬂ" 01i=BI" 0’2=B2‘ ey anzﬁn"“

tengliklarning hech bo‘lmaganda bittasi bajarilmasa \«;a birin.ch.i
bajarilmagan tenglik » = & da sodir bo‘lsa, u holda:

(e, # 0) ratsional son ushbu

o, > B, bo‘lganda a soni b sonidan katta deyiladi va a> b kabi
. belgilanadi.

o, < B, bo‘lganda a soni b sonidan kichik deyiladi va a < b kabi
belgilanadi.

Avtaylik, to‘g’ri chiziq, unda tayin olingan O nugta (koordinata
boshi) va o'lchov birligi berilgan bo‘lsin.

Haqigiy sonlar to‘plami R bilan to‘g‘ri chiziq nuqgtalari orasida
bir giymatli moslik o‘rnatish mumkin:

O nugtadan o‘ngda joylashgan P nuqtaga OP kesmaning uzunligiga
teng x soni mos qo‘viladi (x son P nugraning keordinatasi deyiladi);

O nugtadan charda joylashgan Q nuqtaga QO kesmaning uzun-
ligiga teng x sonining minus ishorasi bilan olingan —x soni mos qo‘viladi;

( nugtaga nol soni mos go‘yiladi.

Arximed aksiomasi. Ixtiyorty chekli haqiqiy @ soni uchun shunday
natural m soni topiladiki,

m>a

bo‘ladi.
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«4 Aytavlik,

a=o,,00;..0,..>0

bo'lsin. m = oy + 1, me N deb olinsa, unda 3- ta’rifga binoan a < m
bo‘ladi. P

Kurs davomida tez-tez uchrab turadigan haqigiy sonlar to plam-
larini keltiramiz.

Avtaylik, ae R, be R, a < b bo'lsin:

[a,b] = {xe R{a < x < b} — segment deyiladi,
(a.b) ={x e R)a < x < b} — interval deyiladi,
[a.b)={xe Rla < x <b} — yarim interval deyiladi,
(a.b}={xe R{a<x <b} — yarim interval deyiladi.

Bunda a va b sonlar {a,b], (a.8), [a,b), (a,b] larning chega-
ralari deyiladi.

Shuningdek,
' [a,+)={xe R{ x 2 a},,
(—e.a)={xe R| x<a},,
- (~,00) = R
deb garaymiz.

Faraz qgilaylik, ¢ va b ixtiyoriy haqiqiy sonlar bo‘lib, @ < # bo* lsm
U holda

{a,b)+ @
bo‘ladi,
<4 Hagiqgatan ham,
a= 0‘.0,(1](12 ...0‘.,,... 2 0 3
b =By, BBy B,

bo‘lib, m > 0 uchun

oy =P, 0y = B0,y =B, va o, <B,

bo‘lsin. Agar k natural son m dan katta sonlar ichida eng klchlgl
(o4 < 9) bo‘lsa, unda
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Ao, +1)

ratsional son uchun a < r < » bo'ladi. Demak, (a,6)= 3. W

F= (In_.{haz,..amam””

Mashqlar

1. Ushbu x* = 3 tenglikni ganoatlantiruvchi ratsional sonning
mavjud emasligi isbotlansin.

2 Agar re Q.ce R\Q bo'lsa, a+re R\ Q bo‘hshlkorsatﬂsm
3. Vac R, Vbe R, Vce R sonlari uchun

a>bb>c=>a>c
bo‘lishi isbotlansin.” - '

4- ma’ruza
- Hagqigiy sonlar to‘plamining chegaralari

Hagqiqiy sonlar to‘plamining chegaralanganligi, to‘plamning aniq
chegaralari tushunchalari matematik analiz kursida muhim rol o'ynaydi.

1°. Sonlar to‘plamining aniq chegaralari. Biror £c R to‘plam

benigan bo'lsin,
: I- ta’rif. Agar £ to‘plamning shunday x, elementi (x; € E)
topilsaki, to‘plamning ixtiyoriv elementlan uchun
X £ Xy
tengsizlik bajarilsa, ya’'ni
I, e B, vxe £ x<x,
bo‘lsa, x, soni £ to‘plamning erng katia elementi deyiladi va
X, = maxk

kabi belgilanadi.

2-ta’rif. Agar E to‘plamning shunday x, elementi (x; € E) topll—
saki, to‘plamning ixtiyoriy elementlari uchun

X2 X,
tengsizlik bajarilsa, ya’ni
Ixge E, Vxe B2 xz2x, /w0
bo‘lsa, x, soni to‘plamning eng kichik elementi deyﬂach va
22



Xy = minf
kabi belgilanadi. Masalan,

max {1,

] -

=

[
(I
ot

!
2‘!
min{l, 2,3, ., .} =1

bo‘ladi.
3- ta’rif. Agar shunday M soni (M e R) topilsaki, £ to'plamning
ixtivoriy elementlari uchun
x<M
tengsizlik bajarilsa, ya'ni
IMe R, VYxe £ x< M

bo‘lsa, E to‘plam yugoridan chegaralangan deyiladi, M soni to‘p-
lamning yuqori chegarasi deyiladi,

4- ta’rif. Agar shunday m soni topilsaki (me R), £ to plamnmg
ixtivorly x elementlari uchun

xXzm
tengsizlik bajarilsa, ya'ni
dme R, Vxe E. xz2m
bo'lsa, £to'plam quyidan chegaralangan deyiladi, m soni to‘plamning
quyi chegarasi deyiladi.

Ravshanki, to‘plam yugoridan chegaralangan bo‘isa, uning yugori
chegaralari cheksiz ko'p, shuningdek, quyidan chegaralangan bo'lsa,
uning quyi chegaralari cheksiz ko‘p bo‘ladi,

5- ta’rif. Agar £c Rto'plam ham quyidan, ham yugoridan chega-
ralangan bo‘lsa, £ chegaralangan to ‘plam deyiladi.

6- ta’rif. Agar ixtivoriy M soni (M e R) olinganda ham shunday
Xy elementi (x; € £) topilsaki,

x> M
tengsizlik bajarilsa, va’ni
vMeR, IxyeE: x,>M
bo‘lsa, to‘plam yugoridan chegaralanmagan deyiladi.

7-ta’rif. Agar ixtiyoriy m soni {me R) ohnganda ham shunday

X, elementi (x, € £) topilsaki, . -

Xg<m
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tengsizhk bajarilsa, ya'ni
Yme R, 3x,e £ x,<m
bo‘lsa, to‘plam gquyidan chegaralanmagan deyiladi.
Masalan,
) E ={.,~-2,-1,0} to‘plam yugoridan chegaralangan;

2) E, =11, 2,3, ...} to'plam quyidan chegaralangan;

3) £ :{l, %, %, } to‘plam chegaralangan;

4) E, = {x e Rix > 0} to‘plam yugoridan chegaralanmagan;

5) E; = {xe R|x < 0} to'plam quyidan chegaralanmagan bo‘ladi.

Endi sonlar to‘plamining anig yugori hamda aniq guyi chegaralari
tushunchalarini keltiramiz.

Awtaylik, £c R to‘plam va a € R soni berilgan bo‘lsin.

8- ta’rif. Agar

1) a soni E to‘plamning yuqori chegarasi bo‘lsa,

2) F to‘plamning ixtiyoriy yuqori chegarasi M uchun a< M
tengsizhik bajarilsa, g soni E to‘plamning anig yuqgori chegarasi deyi-
ladi va sup £ kabi belgilanadi:

a = supk.

Demak, Eto‘plamning aniq yugori chegarasi, uning yuqori chega-
ralari orasida eng kichigi bo‘ladi.

9- ta’rif. Faraz qilaylik, £c R to'plam va b« R soni berilgan
bo‘lsin. Agar

1) b son E to‘plamning quyi chegarasi bo‘lsa,

2) E to‘plamning ixtivoriy quyi chegarasi m uchun b 2 m tengsizlik
bajarilsa, & soni £ to‘plamning aniq quyi chegarasi deyiladi va inff
kabi belgilanadi:

b = InfE.

Demak, E to‘plamning aniq quyi chegarasi, uning quyi chegaralari
orasida eng kattasi bo‘ladi.

«sup» va «infvlar lotincha «supremum» va «infimun» so‘zlaridan
olingan bo‘lib, ular mos ravishda eng yuqori, eng quyi degan ma’no-
larni anglatadi.
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1- teorema. Faraz gilaylik. £¢ R to*plam va g € R soni berilgan
bo'lsin, a soni £ to'plamning aniq yuqorj chegarasi bo'kishi uchun

1} a soni E to’plamning yuqori chegarasi,

2 a sonidan kichik bo‘lgan ixtiyoriy o (o < g) uchun £to‘plamda
x > o tengsizlikni ganoatlantinivehi x sonining topilisht zarur va
yetarli.

A Zarurligi. Aytaylik,

a4 =SupkE
bo‘lsin. 8- ta'rifza binoan:

1} Yxe £ uchun x<a, ya'ni q soni £ to‘plamning yuqori
chegarast;

2) a soni yuqori chegaralar orasida eng kichigi. Binobarin, « dan
kichik o soni uchun x > « bo'lgan x € £ soni topiladi.

Yerarliligi. Teoremaning ikkala shayti bajarilsin. Bu holda, rav-
shtanki, o < a shartni qanoatlantiruvchi har ganday o soni £ to‘plam-
ning yuqori chegarasi bo‘lolmaydi. Demak, ¢ — to‘plamning yugori
chegaralari orasida eng kichigi. Unda ta’rifea ko‘ra

a = supk
bo'ladi. »

Xuddi shunga o*xshash quyidagi teorema isbotlanadi.

2- teorema. Faraz qilaylik, £ c R to‘plam va b e R soni berilgan
bo’lsin. b soni E to’'plamning aniq quyi chegarasi bo‘lishi uchun:

1) b soni £ to'plamning quyt chegarasi,

2) b sonidan katta bo‘lgan ixtiyoriy g (8 > ) uchun E to‘plamda
x < P tengsizlikni ganoatlantiruvchi x sonining topilishi zarur va

yetarli.

~ Eslatma. Agar £c R to'plam yugoridan chegaralanmagan
bo‘lsa, u holda

SupE = oo
quyidan chegaralanmagan bo‘lsa, u holdy
 infE = -

deb olinadi.
2°. Aniq chegaralarning mavjudligi. Aytaylik,
o= Oy, 00y .y,
musbat hagiqiy son bo‘lsin, bunda
e NU{0}, a,e Ny ={0,1,2,3,4,56,7,8,9), nz1.
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' Ushbu
02 0'."

a, =0 = hal
o0, ... 0, = EO R
# (U g n Uy 10 11)2 1{+d

=0 . = Ly
b, = ooy, . (0, +1) =0y + 2 10 102 107
ratsional sonlar uchun '

a, <o <bh,

bo‘ladi. o S
Demak, ixtivoriy haqlqu son olinganda shunday ikkita ratsmnal
son topiladiki, ulardan biri shu haqigiy sondan kichik yoki teng,
ikkinchist esa katta bo‘ladi.

Endi sonlar to‘plamining aniq chegaralarining mavjudligi hagidagi
teoremalarni keltiramiz,

3- teorema. Agar bo‘sh bo‘lmagan to‘plam yugoridan chegara-
langan bo‘lsa, uning aniq yuqorn chegarasi mavjud bo‘ladi.

Bu teoremani

Ec|0 +e), E2O

to‘plam uchun isbotlaymiz.
4 E to‘plam yuqoridan chegaralangan bo‘lsin:

e IMe R Vxe E x<M.

Arximed aksiomasini e’tiborga olib, M« N deylsh mumk:m
Endi £ to‘plam .

o =0y, 040,..., (e £)
elementlarining butun gismlaridan, va’'ni o, laridan iborat to‘plamni
F, deylik:
£y ={oy e NU{0}|,0 = op, 41, € E}.

Bu io‘plam ham yuqgoridan AM soni bilan chegaralangan va F, = &.
Ravshanki, £, < N U{0}. Bundan £, to‘plamning chekli ekanligini topa-
miz. Demak, Fj to‘plamning eng katta elementi mavjud. Uni ¢, deylik:

' max Fy =¢,. . _ 4y

Eto‘plamning ¢, 040
ko‘rinishdagi barcha elementlaridan iborat to plamm E, deb olamiz:
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E, =lc,.cq0y..€ B}
Ravshanki, £, « £, E, #©. Endi E; to‘plam :
€ Oy 0Ly e
elementlarining o, laridan iborat to*plamni olib, uni F, deYIi’k":'T_
Fo=loye{d,],2,.. 9 o0..e £ S

Bu chekli to‘plam bo'lib, £ # @ bo‘ladi. Shuning uchun uning
eng katta elementi mavjud. Uni ¢, deb olamiz:

max F, =¢. : )
£, to*plamning Cos O 0aQg.n. o
ko‘rinishdagi barcha elementlaridan iborat to‘plamni £, deb olamiz:
. E ={c),q0,0,...€ E}.
Ravshanki, E, c E, E, = Q.
Endi E, to‘plam Cor C 0Ty .

elementlarining o, laridan iborat to* plamm olib, uni £, deyhk
F,={0,e1{0,1,2,..,9 ¢, ¢, ... € Ep}.

Bu to‘plam ham chekli va F, = & bo'lib, uning eng katta elementi
mavijud:
max f =¢. - (3)
£) to'plamning | ¢, G005 . |
ko‘rinishdagi barcha elementlaridan iborat to plamm ;&‘2 dcb olamlz
E, ={¢,060,..€ E;}. - S
Bu jarayonni davom ettira borish natijasida
a=0,,00..0p...
hagigiy son hosil bo‘ladi.
Endi £ to‘plam va bu ¢ son uchun 1- teorema 1kkala shartmmg
bajarilishini ko*rsatamiz:
1) Yuqoridagi (1) munosabatga ko‘ra Yo,,0,¢,05...€ £ uchun
o, < ¢ bo‘ladi.
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Agar o, < ¢, bo'lsa, u holda a,,0,«,... < a bo‘ladi.

Agar «, = ¢, bo‘lsa, v holda ¢;, 0,0, ... € £, bo‘lib, (2) munosa-
batga ko‘ra o, < ¢, bo‘ladi. '

Agar o, < ¢, bo'lsa, u holda a,,0,,... <a bo‘ladi.

Agar o, = ¢, bo‘lsa, u holda ¢, ;... E; bo'lib, (3) muno-
sabatga ko‘ra o, < ¢, bo‘ladi.
.. Bu jarayonni davom ettirish natijasida ikki holga duch kelamiz:

a) shunday » = 0 topiladiki,

an = Cﬂ, 0[] = CI, iee CI’.”_l = cﬂ-l’ Otﬂ - Cﬂ

bo'lib, o, 0,0, ... <a bo‘ladi. .
~b) ixtiyoriy # 2 0 da o, = ¢, bolib, o, 00;...=a bo'ladi.

Demak, har doim o, ,0,,... £ @ munosabat o‘rinli bo‘ladi;

2) a sondan kichik bo‘lgan ixtiyoriy

B =By, BBy--By -
haqiqiy sonni olaylik:
BosBiBy- By < €, G0 Gl B
U holda shunday # > 0 topiladiki, -
Bo =¢os By =cps oo Busy =Cours B <€y

bo‘ladi. Shuni e’tiborga olib, ¥Yx e E, < £ uchun
x> By BBy By

bo‘lishini topamiz.

Shunday qilib, teoremada keltirilgan £ to‘plam va g soni uchun
1- teorema ikkala shartining bajarilishi ko‘rsatildi. Unda 1- teoremaga
muvofiq to‘plamning anig yuqgori chegarasi mavjud va

a = supk

bo‘lishi kelib chigadi.

Xuddi shunga o‘xshash quyidagi teorema isbotlanadi.

4- teorema. Agar bo‘sh bo‘lmagan to*plam quyidan chegaralangan
bo‘lsa, uning aniq quyi chegarasi mavjud bo‘ladi.

Eslatma. To‘plamning anig quyi hamda aniq yugori chegaralari
shu to‘plamga tegishli bo‘lishi ham mumkin, tegishli bo‘lmasligi ham
muimkin. .
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Mashglar

1. Agar Ava B to'plamlar (A c R, B< R) chegaralangan bo 11b

A< B bo'lsa, :
supA<sup B, infAzinfB.

bo‘lishi isbotlansin. L :

2.AzarVxe A (Ac Ryuechunx <o (oe R) bo‘lsa supASu

bo‘lishi isbotlansin, :

5-ma’ruza
- Haqiqiy sonlar ustida amallar

1°. Ikki haqiqiy sonlar yig‘indisi, ayirmasi, ko‘paytmasi va nisbati.
Avval aytganimizdek, ratsional sonlar ustida, xususan, chekli o‘nli
kasrlar ustida bajariladigan amallar va ularning xossalari ma’lum deb
hisoblaymiz.

Aytaylik, ikkita musbat

a = 0,000, ...

b= BI'JSE']BE"'BH”‘

haqiqiy sonlar berilgan bo‘lsin. Unda # > 0 bo‘lganda u:sl':nbu,. -
a =a,,00,..0, =ad + b+
n = Haa Y.y T By 1‘0 ia‘f lon‘y
;o o a,+1
4, =y, ha; .. (a +1)"‘ao+ 10 102 ++}0”

ratsional sonlar uchun

a,<asa,, m
shuningdek, o .
fp _ + B B
b, = BO’B]BZ B Bo + 10 102 +...+ 107’
= B, B By +1
by =By, ByBy- (B, +1) =Py +10+101 +...+ o
ratsional sonlar uchun S o
by<bhbgd oo e (D

bo‘ladi. : _ - St
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Endi (1) va (2) tengsizliklarni gqanoatlantiruvchi ratsional sontaming
vig'indisi «, + b, lardan iborat {4, + b} to‘plamni qaraymiz. Rav-
shanki, bu to‘plam yuqoridan chegaralangan. Unda 4- ma’ruzadagi
3- teoremaga ko‘ra { a, + &,} to‘plamning aniq yugori chegarasi mav-
jud bo‘ladi.

1-ta’rif. { a, + b} to'plamning aniq yugori chegarasi a va b haqigiy
sonlar yigindisi deyiladi va a + b kabi belgilanadi:

a+b=supla, + b}
nzl

{1} va (2) tengsizliklarni ganocatlantiruvchi ratsional sonlarning
ko‘paytmasi a, - b, lardan iborat {a, -b,} to’plamni qaraymiz. Bu

to‘plam yugoeridan chegaralangan bo‘ladi. Shuning uchun uning aniq
yuqori chegarasi maviud bo‘ladi.

2-ta’rif. { a, - b, } to*plamning aniq yuqori chegarasi a va b haqigiy
sonlar ko ‘paytmasi deyiladi va a - b kabi belgilanadi:
a b=supla, -b.}.
nz0

(1) va (2) tengsizliklarmi qanoatlantiruvcht ratsional sonlarning

v

7]

“y a
.bﬂ

- nisbatidan iborat {—5’;} to‘plam yugoridan chegaralangan bo‘ladi,

H

3-ta’rif. {g_’;} to‘plamning aniq yuqori chegarasi a sonining b

I

soniga nisbati deyiladi va % kabi belgilanadi: o

a @,
=sur (i),
Aytaylik g va b rusbat hagiqiy sonlar bo‘lib, ¢ > b bo'lsin.
4-ta’rif. {a, — b} to‘plamning aniq yuqori chegarasi a sonidan
b sonining ayirmasi deyiladi va a — b kabi belgilanadi:
a-b=supla, -b}.

EEL
Eslatma. 1) Haqiqiy sonlar ustida bajariladigan qo‘shish,
ko‘pavtirish, ayirish va bo‘lish amallarini to‘plamning aniq quyi
chegarasi orgali ham ta’riflash mumkin.
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Masalan, a va b hagiqgiy sonlar vig‘indisi quyidagicha ta'riflanadi:
a+b= ing{a: +b}.
Haqiqiy sonlarda, yuqorida kiritilgan amallar o‘rta maktab mate-
matika kursida o‘rganilgan amallaming barcha xossalariga ega.
2°. Haqiqiy sonning darajasi. Avval hagiqiy sonning 0- hamda
n- darajalari (re N) quyidagicha
a’ =1,
" =ag-a-...a, (neN)
R
" Ta
aniqlanishini ta’kidlaymiz.

Teorema (isbotsiz). Faraz qllayllk a > 0vaneN bolsin. U holda
shunday yagona musbat x soni topiladiki,

X' =g
bo‘ladi.
5- ta’rif. Musbat hagiqiy a sonining # darajali ildizi deb, ushbu
xX"=a

tenglikni ganoatlantiruvchi yvagona x soniga aytiladi va
1
x=%aq=a"
kabi belgilanadi. ‘
Aytaylik, 4 musbat hagiqiy son, r esa musbat ratsional son bo‘lsin:

m
a>0, r==—, mmune N
]

Bu holda a sonining #- darajasi quyidagicha
H
ar = ( am )n
kabi aniglanadi.

6- ta’rif, Faraz qilaylik, ¢ > 1, » > 0 hagiqiy sonlar berilgan
bo'lsin, ¢ sonining b- darajasi deb ushbu {a%} o ‘plamning aniq
yugon chegarasiga aytiladi:

a® = Slip{ab } bunda § » =P, B]’ BZJ e Bm b=ﬁ]= ﬁl? 52’ s Bri’

3°. Haqiqiy sonning absolut giymati. Aytaylik, x< R son berilgan
bo‘lsin. Ushbu
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o x| = x, agar xz=0 bo'lsa,
T =x, agar x <0 bo'lsa

migdor x sonining absolut qgivmati deyiladi. L
Hagiqiy sonning absolut giymati quyidagi xossalarga ega: '
1) xe Rson uchun

, X <x], —x<|x

x| 2
munosabatlar o‘rinli.
) Xl<ae —a<x<a,
X|sae-asx<a, (a>0).
- 3)xe R, ye Rsonlar uchun

x4y < e+ s

=2 el - o,
ey = el .
x|k
TR

bo‘ladi.
Bu xossalarning isboti bevosita sonning absolut giyvmati ta’rifidan

* kelib chiqadi. Ulardan birini, masalan, |x +y|<|x|+|y| bo‘lishini
isbotlaymiz.

4 Aytaylik, x + y > 0 bo‘lsin. Unda |x+y|=x+y bo'ladi.
x < |x|, y <|¥| bolishini e’tiborga olib topamiz: -

x+y[=x+y x| +]y.

Endi x + y < 0 bo‘lsin.

Uholda |x + y| = —(x + ¥) = (-x) + (-} bo'ladi. -x <|x|, -y <|)|
bo‘lishini e’tiborga olib topamiz:

X +y|=(=x)+(=p) < |x|+[¥]. >
1- misol. Ushbu

L

[3x -1 < [2x - 1] +|x] 4 )
tengsizlik x ning qanday giymatlarida o‘rinli bo‘ladi? ¢ - T -
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<« Sonning absolut giymati xossasidan toydalanib topam;jz:
Bx -1 =]2x ~ D) +x] € 2x -1+ |xi.
Demak, (3) tengsizlik ixtiyoriy x € R uchun o‘rinli bo‘{ad; p
Barcha mantly bo‘imagan hagigly sonlar to‘plamini R pilan
belgilaviik. Ravshanki, R, = R.
Har bir x € R haqigiy songa uning absolut giymati |x1 ni mos
go‘yish bilan ushbu
fix - x| (f:R—>R)
akslantirishga ega bo‘lamiz,
Demak, haqigiy sonning absolut qivmati R to‘plamni R, to‘plam-
ga akslantirish deb garalishi mumkin.
Ixtivoriy x € R, v e R sonlarnt olayiik. Ushbu
lx ~ y
migdor x va y nuqtalar orasidagi masofa deyiladi va d(x, y) kabi
beigilanadi;
d(x,y)y=|x -y S
... Masofa quyidagi xossalarga ega: U
LD dx 20 va dey)=0ex=y o o
- 2) d(x.y) =d(y,x); BT R
3) d(x.2) S d(x.y) +d(y.z). (ze R). S
4°. Bernulli tengsizligi. Nyuton binomi formulasi. Istiyoriy 5 > 1
(x € R) hamda ixtivoriy # € N uchun ushbu
(l +X)n =1 + HX Capiees (4)
tengsizlik o'rinli. '
4 Bu tengsizhkni matematik induksiya usuli yordamida isbotlaymz,
Ravshanki, # = | da (4) tengsizlik (tasdiq) o‘rinli bo‘ladi:
l+x=1+x
Endi 7 € N da (4) munosabat o'rinli deb, uni # + 1 uchyn pam
o‘rinli bo‘lishini ko‘rsatamiz. (4) tengsizlikning har ikki tomonini
1+x ga ko‘paytirib topamiz:
I+x)" z(t+m)-J+x)=1+(n+Dx+nd 21+ (n+l)x
Matematik induksiya usuliga binoan (4) munosabat ixtiyorty , = N
uchun o‘rinli bo‘ladi. = .~ . o
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(4) tengsizlik Bernulli tengsizligi deyiladi.
Endi Nyuton binomi formulasini keltiramiz.
Ma'lumki, e R be Rda

(a+ b)Y =a® +2ab+ H,
(a+b) =a’ +3a%h+3ab* +°

bo‘ladi. Umuman, ixtiveriy n € N da

(a+b)" =C)-a" +Cla"" b+ .. +CE . a"*p* + .+

+Clar ™+ Gb = Y CRa Y (9)
=0 fE
bo‘ladi, bunda
Cy =1
Ch =MD thol) |y 12 30k, k=120

(5) tenglik ham matematik induksiya usuli yordamida isbotlanadi.

« Ravshanki, »=1 da €} - a+C! - b=a+b. Demak, bu holda
(3) tenglik o‘rinli. Endi (5) tenglik » uchun o‘rinli bo‘lsin deb, uni
n+1 uchun ham o‘rinli bo‘lishini ko‘rsatamiz. (5) tenglikning har
ikki tomonini a+b ga ko‘paytirib topamiz:

(a * b)n+] = an+1 + Z (C’i: + C::—l ) . an+lv—k . bk + bn+l .
k=}

- Ravshanki,
£ . ket r(n=1)..(n-(k=2)) I
G +C = T (n—(k-D+ky= . 4
_r(nel)(neD)=1). ()= A-1)) ct RIRERP P
- k) = Ynel-
Demak, Gow e

# a+l o ‘
(a + b)n+l = Ian'+l +ZC:+I . aml—k _bk 4 bﬂ'+l ___Z C;:c” _aml—k _bk
k=1 k=0 .

bo‘ladi. Bu esa (5) tenglik #+1 bo‘lganda ham bajarilishini ko‘rsatadi.p»>
Odatda, {5) tenglik Nyuton binomi formulasi deyiladi. -
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5°, Ichma-ich joylashgan segmentlar prinsiri. Ma’lumki, ushbu
Ixe R: a<x<bl=|ab]
to‘plam segment deb ataladi. |
Aytaylik, [a,, b] va |a,, b,] segmentlar berilgan bo‘lsin. Agar
la . clay. )
bo‘lsa, {a,, b,] segment {a,, b,| segmentning ichiga joylashgan deyiladi.
Bu holda g, <a, <b, < bo‘ladi.
7- ta’rif. Agar -
[a]abfls Ia‘zabzls rmuy [a,,,b,,], . (6)
segmentlar ketma-Kketligi quyidagi ‘_ S
g, ] lay. 812 ...01a,. 0,12 ...
munosabatda, va'nli Vre N da
[an !b ‘ = [an+l n+l l a
bo'lsa, (6) ichma-ich joylashgan segmentlar kerma ketlxgz deylladl
Teorema. Aytaylik,

Ial !b[ ]! [az sbz ]' rey lan"bn]s rer
segmentlar ketma-ketligi quyidagi shartlarni bajarsin:
l) Vn 1S3 N. 1aﬂ ‘bﬂ ] = [an+l ’blH'l ] ;
) ve>0, Inge N, n>ny b, —a, <€ bo'lsin.
U holda shunday ¢ € R mavjud bo‘ladiki, ¢ € {a,,8,],(n=1,2,3,...)
bo‘lib, bunday ¢ yagona bo‘ladi.
« Teoremada garalayotgan segmentlar ketma-ketligi ichma-ich

Joylashgan segmentlar ketma-ketligi bo‘ladi. Ravshanki, bu holda
ushbu

aqsaysms..sa,<b, b, <..sh sh

munosabat bajariladi.

Endi a, a,, ..., a, sonlaridan tashkil topgan

E = {a] 3 az, weey a,,}

to‘plamni qaraymiz. Bu to‘plamning vugoridan chegaralanganligini
ko‘rsatamiz.

Ixtiyoriy natural m sonini olib, uni tayinlaymiz.

Agar n < mbo‘lsa, {a,, b,1<q,, §,] bo'lib, g, <a, <b, <5,,
ya’ni a, < b, bo‘ladi.
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Agar n>mbo'lsa, la,. b,]<a,, b,] bo'lib, a, s a,<b, <8b,,
ya'ni a, < b,, bo‘ladi.
Aniqg yuqori chegara haqidagi teoremaga ko'ra
supEF=c¢ (ce R)
mavjud bo‘ladi.
To'plamning aniq yugori chegarasi ta’rifiga binoan
YnsNdag,<c vavms Ndac< b, bo'ladi.
Demak,
vns Ndace {a, b))
Agar shu nugtadan farqli va barcha segmentlarga tegishli
¢ (¢’ ela,, b, ], Yvne N) mavjud deb garaladigan bo‘lsa, unda
b,~a, zlc-c|>0
bo'lib, bu teoremaning 2- shartiga zid bo‘ladi. Demak, ¢=¢". P
Odatda, bu teorema ichma-ich joylashgan segmentiar prinsiri
devilib, u hagiqiy sonlar to‘plamining uzluksizlik (to‘liglik} xossasini
ifodalaydi.

. Mashqlar

1. Ixtiyoriy x,, x;, ..., x, haqiqiy sonlar uchun
Xy 42X + .0+ x| S |+ %]+ ixg
bo‘lishi isbotlansin. L
2. Ikki haqiqiy son yig‘indisi ta’rifidan foydalanib, ushl;»:u_
a+b=b+a, a+a=2a B
tengliklar isbotlansin.



2-BOB

SONLAR KETMA-KETLIGI UCHUN
LIMITLAR NAZARIYASI

6- ma’ruza
Sonlar ketma-ketligi va ularning limiti

1°. Sonlar ketma-ketligi tushunchasi. Biz birinchi bobda ixtiyoriy
E to'plamni Fto‘plamga akslantirish;
f:E—>F
tushunchasi bilan tanishgan edik.
Endi £=N, F=R deb, har bir natural » songa biror hagiqiy x,
sonini mos qo‘vuvchi
finox,, (n=123.) : (1)

akslantirishni garaymiz.
1- ta’rif. (1)- akslantirishning akslaridan iborat ushbu

Kis Xy Xy s X o )

to‘plam sonlar ketma-ketligi deyiladi. Uni {x,} voki x, kabi belgilanadi.
x, (m=1, 2, 3, ...) sonlar (2} ketma-ketlikning hadlari deyiladi.
Masalan,

t
2) x, =(-1y: =1, 1, -1, .., (-1)", ..
3 x, =4n: 1, V2, 3, ., ¥n, ..
Hx,=1:1, 1,1, ., 1, ..
5)0,3; 0,33 0,333 ..; 0,333..3;

mia

1. 1 1
l)x ‘;; la “2"a 3‘3 R R LA

lar sonlar ketma-ketliklaridir.
Biror {x,} ketma-ketlik berilgan bo‘lsin.
2- w’rif. Agar shunday o‘zgarmas M soni mavjud bo‘lsaki, ixtiyoriy
X, (n =1, 2, 3,...) uchun x, £ M tengsizlik bajarilsa (va’ni
IM,Vne N: x, < M bo'lsa), {x,} ketma-ketlik yugoridan chega-
ralangan deyiladi.
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3- ta’rif. Agar shunday o‘zgarmas m soni mavjud bo‘lsaki, ixtiyoriy
x, (r =1, 2, 3,...) uchun x, 2 m tengsizlik bajarilsa (ya’ni
Am.Yne N : x, 2 m bo'lsa), {x,} ketma-ketiik quyidan chegara-
langan deyiladi.

4- ta’rif. Agar {x,} ketma-ketlik ham yuqoridan, ham quyidan
chegaralangan bo‘lsa (ya’'ni 3m, M, Vne N: m<x, £ M bo'lsa),
{x,} ketma-ketlik chegaralangan deyiladi.

1- misol. Ushbu

X, =, (n=1,2,3,.
Al (n )

ketma-ketlikning chegaralanganligi isbotlansin. )
<« Ravshanki, Y# < N uchun

X >0

H

4+n2

bo‘ladi. Demak, garalayotgan ketma-ketlik quyldan chegaralangan
Ma’lumki,

0<(n-2y =# _dned

bo‘lib, undan 4 <4+ »*, ya'ni
' Iy 1
417
bo‘lishi kelib chiqadi. Bu esa berilgan ketma-ketlikning vugoridan
chegaralanganligini bildiradi. Demak, ketma-ketlik chegaralangan. »
5-ta’rif. Agar {x,} ketma-ketlik uchun

VMeR, IeN: x, >M

bo‘lsa, ketma-ketlik yuqoridan chegaralanmagan deyiladi.

2°. Sonlar ketma-ketligining limiti. Aytaylik, a < R son hamda
Detivoriy nrusbat £ son berilgan bo‘lsin.

6- ta’rif. Ushbu

Ufay={xe Rla-e<x<a+e}=(a-¢ a+¢)

to‘plam a nugtaning - amrofi deyiladi.
Faraz qgilaylik {x,} ketma-ketlik va ¢ ¢ R soni berilgan bo‘lsin.
7- ta’rif. Agar ixtiyoriy € > 0 son olinganda ham shunday #, natural
soni mavjud bo‘lsaki, n» > n, tengsizlikni ganoatlantiruvchi barcha
natural sonlar uchun
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!xn_ai(E. LT | 3)
tengsizlik bajarilsa, (yva’'ni e
ve>0, Ange N, Ya>nyilx, —ale
bo'lsa), a son {x,} ketma-ketlikning limiti deyiladi va
a=lmx, yoki n—>e dax, 5a

Mo

kabi belgilanadi.
Ravshanki, yugoridagi (3) tengsizlik uchun

|x, —alcesa-e<x, <a+e,

va'mi x, € U (a), (n>ny) bo‘ladi. Shuni e’tiborga olib, ketma-
ketlikning limitini quyidagicha ta’riflasa bo‘ladi.

8- ta’rif. Agar a nuqtaning ixtivoriy U(a) atrofi olinganda ham
{x,} ketma-ketlikning biror hadidan keyingi barcha hadlari shu atrofga
tegishli bo‘lsa, a son {x,} ketma-ketlikning limiti deyiladi.

Yugorida keltirilgan ta’riflardan ko‘rinadiki, e ixtiyoriy musbat
son bo‘lib, natural #, soni esa £ ga va qaralayotgan ketma-ketlikka
bog‘lig ravishda topiladi.

2- misol. Ushbu

x,=c¢, (ce R, n=1,2,3,.)

ketma-ketlikning limiti ¢ ga teng bo‘ladi.
4 Haqiqatan ham, bu holda Ve > 0 ga kora n, = 1 deyilsa, unda

Vn > nguchun |x, - ¢/ =0 < ¢ bo‘ladi. Demak, lim x, = lime¢=c_p
n—yoo H—yon

3-misol. Ushbu  x, =1, (1=1,2,3,..)
ketma-ketlikning limiti 0 ga teng bo‘lishi isbotlansin:

lim - =0.
B Hegoo B
_ . r o
<4 Ravshanki, —=0=-
. H | n

it

bo‘lib, % < g (&> 0) tengsizlik barcha n > % bo‘lganda o‘rinli. Bu holda

n
Hy —[E]Jrl
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devilsa, ({a] — 2 sonidan katta bo‘imagan uning butun gismi}, unda
vn > ny uchun

F— ~0i<e
" i
bo‘ladi. Ta'rifga binoan
lim=0.p
B M

4- misol. Aytaylik, ae R, |a|>1 bo‘lsin. U holda

lim- =0

H—soo gt
bolishi isbotlansin. . .
4 |g| =1+ deylik. Unda § =|a} -1 > 0 va Bernulli tengsizligiga
ko‘ra DR C
(l+8)" 21+ 03> m

bo'lib, Vne Nda ﬁ‘?;%
bo‘ladi. Demak, l L_ 0[ =—<g (¢> 0)
tengsizlik barcha " s L
bo‘lganda o‘rinli. Agar : | ny = [glg]ﬂ
deyilsa, ravshanki, Vn >“:'n° uchun aL” - 0‘ <€
bo‘ladi, Demak, lim—~ =0. >

e gt

5- misol. Ushbu x, = - (n=1,2,3, ) ketma-ketlikning limiti

1 ga teng bo‘lishi isbotiansin.
« Ixtivoriy € > 0 son olamiz. So‘ng ushbu

X, -lj<e



tengsizlikni garaymiz. Ravshanki,
. == = 2
X =1l ||n+] l] n+l”
Unda yuqoridagi tengsiziik

. < £
n+l

ko‘rinishga keladi. Keyingi tengsizlikdan

n>1—1
£

bo‘lishi kelib chigadi. Demak, limit ta’rifidagi n,e N sifatida
Hy = [i - 1] +1 olinsa (e > 0 ga ko‘ra me N topilib), Va > n, uchun

x, 1} < & bo'ladi. Bu esa

- i
fim - =1
H—e B+

bo‘lishini bildiradi. »
6- misol. Faraz qilaylik, ae R, | @| > 1 va ae R bo‘lsin. U holda

bo‘lishi isbotlansin,

« Shunday natural k& sonni olamizki, ¥ > a+1 bo‘lsin. Endi
1 1

= 1
lajt > 1 bo‘lishini e’tiborga olib, |ajk =148, ya’'ni d=jgjk -1 >0
deymiz. Unda Bernulli tengsizligizga ko‘ra

lafk =(1+8) z1+n8>nd

. nk—l 1
bo'lib, Yn e N da S
bo‘ladi. Bu holda o = [ék‘_] +1, €>0)
£

N o | o nk—l

deyilsa, ¥n > n; uchun =t <% «¢
a” laf" n"

bo‘ladi. Demak, im”=0. »

n—oo gff
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7- misol. Ushbu

lim lgr _ 0
n—eo fI
tenglik isbotlansin.
< Ravshanki, ¥e € 0 va V# € N uchun
it
T«
(10£ )N
bo‘ladi. Agar 10¢ > 1 bo‘lishini ¢’tiborga olsak, 6- misolga ko‘ra

03%—”<8@1gn4ne@n<10"‘ =

i — ca da

-

— -0
(10%)y”
ekanini topamiz. Unda ta’rifga ko‘ra | soni uchun

3 N, Yn>ng ——— <1

e y (1057
bo‘ladi. Shunday qilib, ¥z > », uchun lﬁ; < £ bo'ladi. Demak,
tim &% = 0. »
Koo H

8- misol. Ushbu x, =(-1)", (n=1,2,3,...) ketma-ketlikning
-limiti mavjud emasligi isbotlansin.

+« Teskarisini faraz gilaylik. Bu ketma-ketlik a limitga ega bo‘lsin.
Unda ta’rifga binoan,

vex>0, Iye N, Yn>n:|(-1)'-alce '_
bo‘ladi.

Ravshanki, » — juft bo‘lganda [l ~a{ <&, n — togq bo‘lganda
(-1)-a|<e, ya'ni [l+4|<e bo'ladi. Bu tengsizliklardan foyda-
lanib topamiz:

2=|(l~a)+(+a)lgll-al|+|1-al<2e.

Bu tengsizlik £ > 1 bo‘lgandagina orinli. Bunday vaziyat € > 0
sonining ixtivoriy bo‘lishiga zid. Demak, ketma-ketlik limitga ega
emas. P

Teorema. Agar {x,} ketma-ketlik limitga ega bo‘lsa, u yagona
bo‘ladi.
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« Teskarisini faraz gilaylik. {x,} ketma-kethK ikkita a@ va b (a = b)
limitlarga ega bo'lsin:

?l'i_r)l;lg X, =a, ;I;I_Tn x, =b, (a=zb)
Limitning ta’rifiga ko‘ra _
Ye>0, 3me N, Va>m: |x -alce,
vex>0, Ime N, Vu>nm: |x —-alke
bo‘ladi. _
Agar n, va n, sonlarining kattasini # desak, unda v# > # da
Ix, —al<e, |x,-bl<e '
bo‘lib, '
x, - al+ix, -8 < 2¢
bo‘ladi.
Ravshanki, la - 8| =la-x, +x, - b| < |x, - a|+|x, - &].

Demak, Ve > 0 da |a— b| < 2e bo‘lib, undan ¢ = b bo'lishi kelib
chigadi. p

Mashglar

1. Ketma-ketlik limiti ta’rifidan foydalanib, ushbu '

X, =~#+2-Jn+1
ketma-Kketlikning limiti topilsin. '
2. Agar limx, =a, lim y, = a bo‘lsa, u helda ushbu

H=—3va

xl’ yl! x2= y2’ tersy xn’ yn’
ketma-ketlikning limiti ham ¢ ga teng bo‘lishi isbotlansin.
3. Agar lim x, = @ bo‘lsa, u holda

oo

Hedoo

bo‘lishi isbotlansin.



7-ma’ruza - s
Yaginlashuvchi ketma-ketliklarning xossalari

{x,} sonlar ketma-Kketligi berilgan bo‘lsin.

I-1a’rif. Agar {x,} ketma-ketlik chekli limitga ega bo‘lsa, u
yaginlashuvchi ketma-ketlik deyiladi.

1°. Yaginlashuvchi ketma-ketlikning chegaralanganligi. Tengsiz-
liklarda limitga o‘tish.

1- teorema. {x,} ketma-ketlik yaqginlashuvchi bo‘lsa, u chega-
ralangan bo‘ladi.

4 Aytaylik,

limx, =a, (ae R)
bo‘lsin. Limit ta'rifiga ko‘ra
ve>0, 3Ime N, Va>n; |x,-ale

bo‘ladi. Demak, # > ny uchun

a-E< X, <a+¢t
bo‘ladi. Agar

max{|a—e Y s [xnn ‘}=M:? L

» latel, Jal, |x

deyilsa, u holda ¥# e N uchun
ey
tengsizlik bajariladi. Bu esa {x,} ketma-ketlikning chegaralanganligini
bildiradi. »
2- teorema. Agar {x,} ketma-ketlik yaginlashuvchi va

limx, =a
f—poo

bo'lib, a > p (a < ¢) bo‘lsa, u holda shunday #, € N topiladiki,
vn > n, bo‘lganda

x, > p (x, <gq) e
bo‘ladi. .
‘ AytaYllk, lim xn = a', i Y p’ (p e R)

bo‘Isin. £ > 0 sonining ixtiyeriyligidan foydalanib, ¢ < ¢ — p deb qaraymiz.

Ketma-ketlik limiti ta’rifiga binoan, ve >0 uchun, jumladan,
0 <e < a- p uchun shunday n; e N topiladiki, ¥n > n, bo‘lganda
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|x, ~al<g = e<x, ~a<e
bo‘ladi. Ravshanki,
. O<e<a-p=p<a-—s,
~€ <X, ~A<ED AL X,. -
Bu tengsizliklardan Vn > n; bo‘lganda
Xn>p

bo'‘lishi kelib chigadi. »
{g < g hol uchun ham teorema yuqoridagidek isbot etiladi).
3- teorema. Agar {x,} va {y,} ketma-ketlik yaginlashuvchi bo‘lib,:

D limx, =a, limy, =b5;
Mo H e
2)vyne N uchun x, <y,, (x, 2),)
bo‘lsa, u holda a < 4, (a2 54) bo'ladi.
<« Shartga kora
limx, =a, limy, =5
Hr=do H —yee
Ketma-ketlik limiti ta’rifiga binoan:
Ye>0, Ime N, Vn>n: Ix,—ad<e,
Ve>0, 3meN, Va>n: |y, -b<e
bo'ladi. o
Agar ny = max{n;,n,} deyilsa, unda ¥n > n, uchun bir yo‘la
Ix, —al<e, |y, ~b<e
tengsizliklar bajariladi.
Ravshanki, Ix, —a<ee=a-e<x, <a+e,
by, -bl<eeb-e<y, <b+e

Bu tengsizliklardan hamda teoremaning 2- shartidan foydalanib
topamiz:
a-g<x, <y, <b+e.
Keyingi tengsizliklardan
a-e<h+e, a-b<le ' .
va ve > ( bo‘lgani uchun a ~ 5 <0, ya’ni o < b bo‘lishi kehb chlqadl
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Xuddi shunga o'xshash, limx, =a4. HWmy, =b hamda Ve N

Moo H e
uchun x,, 2 y, bo‘lishidan a > & tengsizlik kelib chigishi ko‘rsatiladi. »
4- teorema. Agar {x,} va {z,} ketma-ketlik yaginlashuvchi bo'lib,

1 limx, =a, limg, =a;
H—o

2) Vne Nuchim x, =y, <2,
bo‘lsa, u holda {y,} ketma-ketlik yaginlashuvchi va
limy, =a ' '

fryve
bo‘ladi.
« Shartga ko‘ra
limx, =a, limz, =a.
H b= H—tom ‘“.
Limit ta’rifiga binoan:
ve>0, Ame N, Vn>n: |x, -d<e,
Ve>0, Ime N, Va>n: |z,—-d<e
bo‘ladi. Agar #, = max{n,, n;} deyilsa, unda ¥» > n, uchun . .
A-€<X,, L, <a+e
tengsizliklar bajariladi. Teoremaning 1-shartidan foydalanib topamiz:
a-g<X, 2y, 22, <a+¢g,
Keyingi tengsizliklardan
a-g<y,<a+e, yani |y, —aj<e
bo‘lishi kelib chigadi. Demak,

limy, =a.
Shuni isbotlash talab qgilingan edi. »
1- misol. Ushbu lim tn

limit topilsin.
<« Ravshanki, ba:ch_a‘.n > 2 bo‘lga
2% > 1

bo‘ladi. Aytaylik, 2n=1+0,
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bo‘lsin. Unda Un=(+a,)

va Vi =(1+q, )2 bo‘ladi.
Bernulli tengsizligidan foydalanib topamiz;

Jn=(l+o,) 2l+n-o, >n-o,.

(1} va (2) munosabatlardan

a, < -

n

. - ty
va '."1<”n<(l+ﬁ)
tengsizliklar kelib chigadi. Agar

im (14 LY
H‘E.l[i/i):‘

ekanini e’tiborga olsak, unda 4- teoremaga ko‘ra

:.s!"'

lim ¥n =1
bo‘lishini topamiz.
2- misol. Ushbu lim o1 + 1 + I +...+ 1
e 2 3 n
limit topilsin.
4 Ravshanki,
l+1+l+...+l>l+-l-+1-+...+l
2 3 non B n H
1+l+l+...+l<l+1+l_+”.+l=n.
2 3 n

Demak, I<dl+%+;—+...+-:;<%.

4- teoremadan foydalanib topamiz;

1 1
,1122 1+2+3+ +—-l »

=N

(1)

@

2°. Yaginlashuvchi ketma-ketliklar ustlda amaflar. Faraz qllayhk

{x,} hamda {y,} ketma-Kketliklar berilgan bo‘lsin:
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I, }: x,X, %, .., X,, .
{yn} . y] :.sz y}: ramy .Vn,

Quyidagi
XV, X 4+, X3 HVa, o X, V., -
X =V, X Ve X3 =3, e Xy Vae e
M. XY Xy Vi s Xy Vya
X X X3 X
LI -, =, ., Ly (Y, r0n=1,2,3,.)
» ¥2 Y3 Yu

ketma-ketliklar mos ravishda {x,} va {y,} ketma-ketliklarning yig indisi,
ayirmasi, ko ‘paytmasi hamda nisbati deyiladi va ular

i+ Wb B6 = b (%), {“}

kabi belgilanadi.
5- teorema. Aytaylik {x,} va {y,} ketma-ketliklar berilgan bo‘lib,

imx, =a, my, =b, (ae R, be R)

T —em

bo‘lsin. U holda # — < da (¢ -x,)—>c-a;

X, +y, = a+bh, x, -y, —»ab; i—” % (6 = 0); ya'ni
]

a) Vce R da llm(c X, )=c- Ilmx,,,
b) lim{x, +y,)=limx, +limy,;
d) lim(x, - y,) = limx, -lim y,;

lim x,

e) imr =222 _  (p=0) boladi..
noe Yyl py 7

Teoremaning tasdlqlandan bmmng, masalan, d) ning isbotini

keltiramiz.
4 Teoremaning shartiga ko‘ra,

limx, = a, hmy,,'r-; b.

I H—jon .
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Ravshanki, ' “
!xn'ynWabEI:lxn'yn‘a'yn+a'yn_bls {3)
< fe, —al 1y, + ol |, - . o
{r,} ketma-ketlik yaqinlashuvchi bo‘iganligi sababli u 1- teoremaga
ko‘ra chegaralangan bo‘ladi:
IM >0, Yne N: ly,|s M.

Ketma-Kketlik limiti ta’rifidan foydalanib topamiz:
ve > (0 berilgan hamda iid ga ko‘ra shunday #; € N topiladiki,
¥ > 1, uchun

J P
T =A< 5p

bo‘ladi. Shuningdek, ga ko‘ra shunday ny e N topﬁadikl

vr > n; uchun

(H)

E
I.yn - I< 2(I+IG{] ::

bo‘ladi. B
Agar m, = max{#;, ny} deyilsa, unda ¥a > ny uchun bir yo'la

£ £
[x,,~a|4m-, Yy = ]<m _ @
" bo‘ladi. '
3) VHY4) munosabatiardan
X, Y, —abl < £ M+le
SR AL "

bo‘lishi kelib chigadi. Bu esa
limx, -y, =ab
bo‘lishini bildiradi. »
3°. Cheksiz kichik hamda cheksiz katta miqdorlar. Faraz gilaylik,
{or,} ketma-ketlik berilgan bo‘lsin,
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2- ta’rif. Agar {o,} ketma-ketlikning limiti nolga teng, ya'ni .
lima, =0
bo'lsa, {o,} — cheksiz kichik migdor deyiladi.
~ Masalan,

o, :% va Otn=q", ﬂq!(l)

ketma-ketliklar cheksiz kichik migdoriar bo'ladi.
Aytaylik, {x,} ketma-ketlik yaqinlachuvchi bo'lib, uning: limiti
a ga teng bo‘lsin:
limx, =a.

U holda o, = x, —a cheksiz kichik miqdor bo‘ladi. Keyingi

tenglikdan topamiz: x, = ¢ + a,,. Bundan esa quyidagi muhim xulosa
kelib chigadi:

{x,} ketma-ketlikning a (ae R) limitga ega bo‘lishi uchun
o, =X, —a ning cheksiz kichik migdor bo‘lishi zarur va yetarli.

Ketma-ketlikning limiti ta’rifidan foydalanib quyidagi ikkita
lemmani isbotlash qivin emas.

1- lemma. Chekli sondagi cheksiz kichik migdorlar yigindisi cheksiz
kichik migdor bo‘ladi.

2-lemma. Chegaralangan miqgdor bilan cheksiz kichik migdor
ko‘paytmasi cheksiz kichik miqdor bo‘ladi.

3- ta’rif. Agar har ganday M soni olinganda ham shunday natural
n, soni topilsaki, barcha » > n, uchun

xal > M |
tengsizlik bajarilsa, {x,} ketma-ketlikning limiti cheksiz deyiladi va

limx, =

e .

kabi belgilanadi.
Agar {x,} ketma-ketlikning limiti cheksiz bo'lsa, { W} Cheksiz katta
migdor deyiladi. Masalan, ke
xn = (_1)" -n

ketma-ketlik cheksiz katta migdor bo‘ladi.
Endi cheksiz kichik va cheksiz katta miqdor]ar Qras;dagl bog‘la-
nishni ifodalovchi tasdiglarni keltiramiz:
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1) Agar {x,} cheksiz kichik miqdor {x, = 0} bo‘lsa, u holda {}l:}
cheksiz katta miqdor bo‘ladi. ;_: L .

2) Agar {x,} cheksiz katta migdor bo‘lsa, u holda {;1;} ‘Cheksiz
kichik migdor bo'ladi. -~ - =

“+ Mashglar

oo

1. Agar limx, =a, a>0 bo'lsa, uholda '
Inye N, Yvn>nm: x,>0 :

bo‘lishi isbotlansin.

2. Ushbu limit hisoblansin: lim 2 cos "1

[ ¥ e | 2”——1

3. Ushbu hm——-O {(n!'=1-2-3...-n)

limit munosabat 1sb0t]ansm
4. Agar {x,} va {y,} ketma-ketliklar yaqmlashuvchl ﬁq‘lib

1) limx, =a, llmy,,-.b

2) Vn e N uchun x, < y, bo‘lsa, u holda g < b bo‘ladnm"
Misollar keltiring.

. 8-ma’ruza .
Monoton ketma-ketliklar va ularmng lllllltl 1

1°. Monoton ketma-ketlik tushunchasi. Aytaylik, {x,}:
. X(s gy ooy Xy o )
ketma- ketllk berilgan bo‘lsin. -
I- ta’rif. Agar (1) ketma-ketlikda Vre Nuchun x, < x,,; teng-
sizlik bajarilsa, {x,} — o suvchi ketma-ketlik deyiladi. Agar (1) ketma-
ketlikda Vre N uchun x, < x,,, tengsizlik bajarilsa, {x,} — gat’iy

osuvchi ketma-ketlik deyiladi.
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2-ta’rif. Agar (1) ketma-ketlikda Vrne N uchun x, 2 x,,,
tengsizlik bajarilsa, {x,} — kamayuvchi ketma-ketlik deyiladi. Agar
{1) ketma-ketlikda V#e Nuchun x, > x,,, tengsizlik bajanlsa {x3—
gat’ly kamayuvchi ketma-ketlik deylladl

1- misol. Ushbu

_hw+l 2 3 4
ik I T R
ketma-ketlik gat’iy kamavuvchi ketma-ketlik bo‘ladi.
<« Hagiqgatan ham, berilgan ketma-ketlik uchun

_ n+l ntl
= e ST
bo‘lib, ¥ir € N uchun
X, -x, =2 mt_ -l
ni+l 7t n n(n+l)

bo‘ladi. Unda x,,, < x, bo‘lishi kelib chigadi.

Yugoridagi ta’riflardan quyidagi xulosalar kelib chigadi:

1) agar {x,} ketma-ketlik o‘suvchi bo‘lsa, u quyidan chegaralan-
gan bo‘ladi;

2) agar {x,} ketma-ketlik kamayuvchi bo‘lsa, u yuqoridan che-
garalangan bo‘ladi.

O‘suvchi hamda kamayuvchi ketma-ketliklar umumiy nom bilan
monoton keima-ketliklar deyiladi.

2- misol. Ushbu

x, = i, (n=12,3,.)
n2+l

ketma-ketlikning gat’iy o‘suvchi ekanligi isbotlansin.
| Bu ketma-ketlikning #- hamda (»+1)- hadlari uchitin

2 1

X, = ;1 =1_ pojonald i
i+l 2+l
_
_ T Pl (nH)P
bo'ladi. Ravshanki, = .
1
C(m+)? R
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Shu tengsizlikni e’tiborga olib, topamiz: = -
1 1

Xy =l —— >l =x,.
n (n+1)2+1 P+l ”

Demak, ¥re N uchun x, < x,,;. Bu esa qaralayotgan ketma-
ketlikning gat’iy o‘suvchi bo‘lishini bildiradi. b

2°. Monoton ketma-ketlikning limiti. Quyida monoton ketma-
ketliklarning limiti hagidagi teoremalarni keltiramiz.

1- teorema. Agar {x,} ketma-ketlik

1) o‘suvchi,

2) yuqoridan chegaralangan bo‘lsa, u chekli limitga ega bo‘ladi.

4 Aytaylik, {x,} ketma-ketlik teoremaning ikkala shartini bajarsin.
Bu ketma-ketlikning barcha hadlaridan iborat to‘plamni £ bilan bel-
gilaymiz;

E={x, x5, ., X, ...},

Ravshanki, £ vuqoridan chegaralangan to‘plam bo‘lib, £ = .
Unda to‘plamning aniq chegarasining mavjudligi hagidagi teoremaga
muvofiq, sup£ mavjud bo‘ladi. Uni « bilan belgilaylik:

supE = a.

Ixtiyoriy £ > 0 sonini olaylik. To‘plamning anig yuqori chegarasi
ta’rifiga binoan:

1) vrne N uchun x,<a,

2) Ix, ¢ E, x,, >a-¢
bo‘ladi. Ayni paytda ¥n>#n, uchun x, 2 x, tengsizlik bajarilib,
X, > a—¢ bo'ladi.

Natijada Vn>n, uchun g-g<x, <a+e, ya'ni |a-x,|<e
bo‘lishini topamiz. .

Demak, {x,} ketma-ketlik chekli limitga ega va

limx, =a=supE. »

2- teorema. Agar {x,} ketma-ketlik
1) kamayuvchi,
2) quyidan chegaralangan bo‘lsa, u chekli limitga ega bo‘ladi.
Bu teorema yuqorida keltirilgan teoremaning isboti kabi isbotlanadi.
3- misol. Ushbu X, = %!
n
ketma-ketlikning limiti topilsin.
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<« Ravshanki, ¥» > I uchun x, > 0 bo‘ladi. Bu ketma-ketlikning
X+, va x, hadlarining nisbatini qaraymiz:

Yoy _ (4! ;ﬂ= pl =(i)" <1
Xe  (meD™ @ ()™ n+l

Demak, x,,, < x, Bundan esa berilgan ketma ketllknmg ka-
mayuvchi ekanhigi kellb chigadi. : R

Ayni paytda Vr2>1 da

O0<x, <5
munosabat o‘rinli bo‘ladi. Demak, berilgan ketma-ketlik chegara-
langan. 1- teoremaga ko‘ra {x,} ketma-ketlik chekli limitga ega. Uni
a bilan belgilaymiz:
lim % = a, (420).

Th ==
Endi ushbu x, - x,,,; ayirmani gasaymiz. Bu ayirma uchun

U (n+D)" —n"
eyt T ey
In" " nt _
. = ———— = X
(n+1)" SAFFRICRES G

Xp =Xy =Xy — Xy

bo‘lib, undan
X, 22X,
bo'lishi kelib chigadi. Keyingi munosabatlardan topamiz:
lim x, >211mx L @224

e

Ravshanki, bu holda a = 0 bo‘ladl-

Demak, tim 2 7 =0. P
H—e= K
3°. e soni. Ushbu _
(4] m=1230 »

i

ketma-ketlikni garaymiz.

Tasdigq. (1) ketma-ketlik o‘suvchi bo‘ladi.

< Berilgan ketma-ketlikning x,,, hamda x, hadlanmng nisbatini
topamiz:
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#+1 n Al

{n+1)™1 Ir;+l)” -

2 e+l 1
I N2 S N SO S B |
(n+l)? n (n+1)? n’

Bernulli tengsizligiga ko‘ra:

1— l Ml)l_ n+l __n
(n+1)? (ne)?  n+l
bo‘ladi. Natijada ¥#e N uchun

.x_’*i'.l_ he A n f:i =1
X, nel ?
ya’ni x,,, > x, bo‘lishi kelib chigadi.
Tasdiq. (1) ketma-ketlik chegaralangan bo‘ladi.
<« Ravshanki, £ = 1 uchun

=123 (k=1 k=22.2.2....2 =2¢1

bo‘ladi.
Endi Nyuton binomi formulasidan foydalanib topamiz:

s L
" 3
SEIPTER « _l__n(n—l)..‘(n—k-l-l)_
“é?ﬁ‘*’ *z*ém B

w1 1 2\ {n-1 L TR <3 "
= — - - — i [ / el
2+k=1k! (l H)(l n)( P )52 +§2k‘*l '_3 -l

Demak, ¥ne N uchun 0 < x, < 3 bo‘ladi. <ra
Monoton ketma-ketlikning limiti haqidagi teoremaga ko*.

X, = (1 + l)
it
ketma-ketlik chekli limitga ega. P
3- ta’rif, (1) ketma-ketlikning limiti e soni dcylladl

tim(i+2) <.



Bu e soni irratsional son bo‘lib, _
e = 2,718281828459045...

bo‘ladi.
Mashqlar
l ”J'I
1. Ushbu x, = (1 + _)
: n )
ketma-ketlikning kamayuvchi ekanligi isbotlansin. -
C . ?IZ .
2. Ushbu : !11511 >

limit hisoblansin.

Ll 3, e, a2,

ketma-ketlikning yaginlashuvchanligi isbotlansin va limiti topilsin.

9-ma’ruzd
Fundamental ketma-ketiiklar. Koshi teoremasi

1°. Qismiy ketma-ketlikiar. Bolsano—Veyershtrass teoremas1.
Aytaylik,

(X, 00 X0 X9y Xgs s Xy oo ()
ketma-Kketlik berilgan bo‘lsin. Bu (1) ketma-ketlikning biror #, nomerli
X, hadini olamiz. So‘ngra nomeri », dan Katta bo‘lgan », nomerli
X,, hadini olamiz. Shu usul bilan X,,, X, va h.k. hadlarni tanlab
olamiz. Natijada nomerlari

m <H <M <..<B <
tengsizliklarni ganoatlantiruvchi (1) ketma-ketlikning hadlari ushbu

Xy s X Xy s o | )

H P TTHE R T

ketma-ketlikni hosil qiladi.
(2) ketma-ketlik (1) ketma-ketlikning qismiy kema-keﬂfg! deyiladi

va { X, } kabi belgilanadi.
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1, 3, 5 7, .,
5 4& 95 IG, Ter

ketma-ketliklar 1, 2, 3, 4, ... n, ... ketma-ketlikning gismiy ketma-
ketliklari,

- Masalan, 2, 4, 6, 8, ..,
1

-1, -1, ., -L .

ketma-ketliklar 1, =1, 1, =1, ..., (<)", ... ketma-ketlikning
gismiy ketma-ketliklari bo‘ladi.

Keltirilgan tushuncha va misollardan bitta ketma-ketlikning turli
qismiy ketma-ketliklari bo‘lishi mumkiniigi ko*rinadi.

1- teorema. Agar {x,} ketma-ketlik limitga ega bo‘lsa, uning har
ganday qismiy ketma-ketligi ham shu limitga ega bo‘ladi.

4 Bu teoremaning ishoti ketma-ketlik Iimiti ta’rifidan kelib
chiqadi. P

Eslatma. Ketma-ketlik gismiy ketma-ketliklarining limiti mav-
jud bo‘lishidan, berilgan ketma-ketlikning limiti mavjud bo‘lishi har
doim ham kelib chigavermavdi.

Masalan, 1, ~1, 1, -1, .., (~1)**', ... ketma-ketlikning gismiy
ketma-ketliklan

-, - ., -l .
larning limiti bo‘lgan holda ketma-ketlikning o‘zining limiti mavjud
emas.

2- teorema. (Bolsano—Veyershtrass teoremasi.) Har ganday che-
garalangan ketma-ketlikdan chekli songa intiluvchi gismiy ketma-
ketlik ajratish mumkin.

« {x,} ketma-ketlik berilgan bo‘lib, u chegaralangan bo‘lsin. Bu
holda {x,} ketma-ketlikning barcha hadlari {a, &#] da joylashgan deb

garash mumkin: x, € [a, 8}, n=1,2,3, ..

[a, b] segmentni
a+b a+h
—_ —2.0b
[a, 2 ]’ [2 ’ ]
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segmentlarga ajratamiz. {x,} ketma-ketlikning cheksiz ko‘p hadlari

joylashganini {a,, b,] deymiz. Ravshanki, [a,, #,] ning uzunligi 2;5 ga
teng bo‘ladi. Yugoridagiga o‘xshash {a,, §,] segmentni

[al H al;b] ]: [F%{?l‘a bl]
segmentlarga ajratamiz. Berilgan ketma-ketlikning cheksiz ko‘p sondagi

hadlari bo‘lganini [a,, b,] deymiz. Bunda [a,, #,] ning uzunligi 921;3 ga
teng bo‘ladi. Bu jarayonni davom ettirish natijasida ushbu

{a;, 81, [ay. 81, ..., lag, 8], ..
segmentlar ketma-ketligi hosil bo‘ladi. Bu segmentlar ketma-ketligi
uchun
lg.8]1ola, 1o ...ola, b, 1> ... bo'lib, k -5 « da

bk—ak =7_k-—)0

bo‘ladi. _ e
Ichma-ich joylashgan segmentlar prinsiriga ko*ra”

lima, = Pm b, =C, (Ce R) For

. k=
bo‘ladi.
Endi {x,} ketma-ketlikning [a,, b] dagi birorta X, hadini, [a,, b,)
dagi birorta x,, hadini va h.k. [a,, 5] dagi birorta X, hadini va

h.k. hadlarini olamiz. Natijada {x,} ketma-ketlikning hadlaridan tashkil
topgan ushbu

Xps Xty s oovs Xy s oo (B <Hy <o <My <)
gismiy ketma-ketlik hosil bo‘ladi. Bu ketma-ketlik uchun
a Sxp <b, (k=12,.)

bo‘lib, undan k — « da x, — C, ya'ni Em Xp, = C bo‘lishi kelib

chigadi. »

2°. Fundamental ketma-ketliklar. Koshi teoremasi. {x,} ketma-
ketlik berilgan bo‘lsin.
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1-ta’rif. Agar har ganday £ > 0 olinganda ham shunday natural
n, soni topilsaki, barcha » > n; va m > n, uchun

| Xy = Xm | <€
tengsizlik bajarilsa (ya'ni Ve >0, 3n, € N, Vn >y, Vm>ny 2 | %, =3, | <e

bo‘lsa), {x,} — fundamental ketma-ketlik deyiladi.
Masalan,

X, =—, (n=1,2,.)
n+l
fundamental ketma-ketlik bo‘ladi.
< Hagiqatan ham, berilgan ketma-ketlik uchun

n m
n+l  m+l

Ixn_xm |=

bo‘lib, ve>0 ga ko‘ra », = E]H deyilsa, vn > r:o; Vm >I ”o..

bo‘lganda | x, —x, |< it ce bo‘ladi. »
By W

3- teorema. (I(oshl teoremasi.) Ketma-ketlikning yaqmlashuvcm
bo‘lishi uchun uning fundamental bo‘lishi zarur va yetarli.
A Zarurligi. {x,} ketma-ketlik yaginlashuvchi bo‘lib, 11m X, =a

bo‘lsin. Limit ta’rifiga binoan

Ye>0, 3mye N, Vn>ny: |x,,-—a|<§.
~ Shuningdek, Vm > ny : | x,, —a| < % bo‘ladi. Natijada Vn > n,,
¥m > n, uchun o

| X, —x, |=|x,—a+a-x, |£|x,,—a|+|xm—a|<€__, =

bo‘lishi kelib chigadi. Demak, fundamental ketma-ketlik.
Yetarliligi. {x,} fundamental ketma-ketlik bo‘lsin:

Ye>0, Inge N, Vn>ny, Vm>ng: [ x, -x, | <e.
Agar m > n, shartni gqanoatlantiruvchi m tayinlansa, unda
[x, - x, [<e& X, —£<X, <X, +£
bo'lib, {x,} ketma-ketlikning chegaralanganligi kelib chiqadi.
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Bolsano—Veyershrass teoremasiga binoan bu ketma-ketlikdan
yaginlashuvchi gismiy {x, } ketma-ketlikni ajratish mumkin:

limx, =a.
rlﬁmDemak,
ve > 0, EIkDeN Yk 5 ky ! | a|<e
bo‘ladi.
Agar m = n, deyilsa, unda

| X, — x,,kl <
bo‘ladi. Keyingi ikki tengsizlikdan
X, ~a|=|x, - Xp +Xy —a|s]x, "'xnk|+|=»’_‘rb‘ "‘_’| <2¢

bo'lishi kelib chigadi. Demak, lim x, = 4. »

o
3°. Ketma-ketlikning quyi hamda yugori limitlari. {x,} ketma-
ketlik berilgan bo‘lsin. Bu ketma-ketlikning gismiy Ketma-ketligining
limiti {x,} ning gismiy limiti deyiladi.
2- ta’rif. {x,} ketma-Kketlik gismiy limitlarining eng kattasi berﬂgan
ketma-ketlikning yuqori limiti deyiladi va . Lo

lim x,,

H—pen

 kabi belgilanadi.
{x,} ketma-ketlik gismiy hmltlarmmg cng klchlgl berilgan kerma-
ketlikning quyi limiti deyiladi va :

lim x,

H=yo

kabi belgiianadi. o
N R R A A A
Masalan, ushbu {x,}: 1, 2, 3, 1, 2, 3, 1, 2, 3, ..ketma-
ketlikning yuqori limiti T A
. Fn—lx" =3 3

H—3oo
quyi fimiti esa
limx, =1

H —pem

bo‘ladi. Umuman, {x,} ketma-ketlikning quyi hamda yuqon lumtlarl
quyidagicha ham kiritilishi mumkin.
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Aytaylik, {x,} ketma-ketlik berilgan bo‘lib, 4 bu ketma-ketlikning
gismiy limitlaridan iborat to‘plam bo‘lsin. Unda bu ketma-ketlikning
guyi limitini

im x, = liminf x, = _ _

—os; {x,] quyidan chegaralanmagan bo‘lsa,
=<inf A; {x,} quyidan chegaralangan va A # {+e} bo‘lsa,
400 A = {+} bo'lsa
deb olish mumkin.
{x,} ketma-ketlikning yuqori limitini esa

limx, = hm supx, =

+o0, {x,} yuqoridan chegaralanmagan bo‘lsa,
=isup A; {x,} yugoridan chegaralangan va 4 = {—} bo‘lsa,
_ —oo] A={—=s} bolsa '
deb garash mumkin.
Endi quyi hamda yuqori limitlarning xossalarini keltiramiz.
Biror {x,} ketma-ketlik uchun lim x, = a bo‘lsin. U holda Va >0
olinganda ham: e .
1) shunday n;e N topiladiki, Vn>n;da x, <a+¢;
2) ¥n, e Nuchun e va n, larga bog‘liq shunday #” > # topiladiki,
x, > a—¢& bo'ladi.
Bu xossalar quyidagilarni anglatadi: Ve > 0 tayin bo‘lganda, birinchi
xossa {x,} ketma-ketlikning fagat chekli sondagi hadlarigina
X, <@+E€
tengsizlikni ganoatlantirishini, ikkinchi xossa esa bu ketma-ketlikning
X, >a—¢
tengsizlikni ganoatlantiruvchi hadlarining soni cheksiz ko‘p bo‘lishini
ifodalaydi.
<« Agar {x,} ning cheksiz ko‘p sondagi hadlari ¢ + ¢ dan katta boIsa,
u holda a + £ sonidan kichik bo‘lmagan & (b 2 a + €) ga intiluvchi {x,}

ketma-ketlikning gismiy ketma-ketligi mavjud va bu lim x,, = ¢ ga zid.
t—pon
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Demak, a + € dan o‘ngda ketma-ketlikning ko pi bilan chekli
sondagi hadlan yotadi.
Modomiki, limx, =a

ekan, unda {x,} ning gismiy limitlaridan biri @ ga teng:

llmx =q.

Limit ta’rifiga ko‘ra bu { x,,_ } ketma-ketlikning, dcmak {x,} ning

ham cheksiz ko‘p sondagi hadlari ¢ — ¢ dan katta bo‘ladi. »
Eslatma. Biror g soni yuqoridagi ikki shartni ganoatlantirsa,
u {x,} ketma-ketlikning yugori limiti bo‘ladi.
Faraz qilaylik, biror {x,} ketma-ketlik uchun ..
limx, =5

Hi-pen

bo‘lsin. U holda ¥e > 0 olinganda ham:
1"} shunday n, e N topiladiki, V&t > nyda x, > b —¢; _
2) ¥n, > N uchun £ va #, larga bog‘liq shunday »” > m toplladlkl
X, < b+¢ bo‘ladi.
Quyi limitning bu xossasi yuqoridagidek isbotlanadi.
Ketma-ketlikning quyi hamda yuqori limitlari xossalaridan foyda-

lanib, quyidagi teoremani isbotiash giyin emas.
4- teorema. {x,} ketma-ketlik C limitga ega bo‘lishi uchun

limx, =limx, =C

H—e =0

bo'lishi zarur va vetarlidir.

Mashgqlar

«:+ 1. Har ganday monoton ketma-ketlik faqat:triti:a: qisiniy ilmltga
ega bo‘lishi isbotlansin.
2. Koshi teoremasidan foydalanib, ushbu = =~

Xp=@ +a +..+a, .
ketma-ketlikning (4, € R, |q| < ¢*; 0 <g<l; k=1, 2 - i
mitga ega bo‘lishi isbotlansin.

3. Ushbu lim(x, +y,) < lim x, + lim y, tengsiziik isbotlansin.
== L H=ea
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3-BOB
FUNKSIYA VA UNING LIMITI

10- ma’ruza
Funksiya tushunchasi

I°. Funksiya ta'rifi, berilish vsullari. Biz 2- ma ruzada Eto plamm
F to‘plamga akslantirish

fi ESF
ni o‘rgangan edik.
Endi £ = F, F = R deb olamiz. Unda har bir hagiqiy x songa
biror haqiqiy y sonni mos go‘yuvchi

p
fi: ES5R(x—>y)
akslantirishga kelamiz. Bu esa fimksiya tushunchasiga olib keladi.
Funksiya tushunchasi o‘quvchiga o‘rta maktab matematika kursi-
dan ma’lum. Shuni e’tiborga olib, funksiva haqidagi dastlabki ma’lu-
motlarni gisqgarog bayon etishni lozim topdik.
Aytaylik, Xc R, Yc R to‘plamlar berilgan bo‘lib, x va y
o‘zgaruvchilar mos ravishda shu to‘plamlarda o‘zgarsin: xe X, ye Y.
I-ta’rif. Agar X to‘plamdagi har bir x songa biror f qoidaga
ko‘ra Y to‘plamdan bitta y* son mos go‘yilgan bo‘lsa, X to‘plamda
Junksiva berilgan (aniglangan) deyiladi va
fi x>y yoki y=fix)
kabi belgilanadi. Bunda X — funksiyaning aniglanish to ‘plami (sohasi),
Y — funksiyaning o ‘zgarish to‘plami (sohasi); x — erkli o zgaruvchi
yoki funksiva argumenti, y esa erksiz o 7garuvchi yoki funksiya deyiladi.
Misollar. 1. X =(—e, +=), ¥ =(0, +=) bo‘lib, fqoida
fixoy=xt+1
bo‘lsin. Bu holda har bir x € X ga bitta x* + 1 € ¥ mos qo‘yilib,
y=x+1
funksiyaga ega bo‘lamiz.
2. Har bir ratsional songa 1 ni, har bir irratsional songa 0 ni mos

qo‘yish natijasida funksiva hosil bo ladi. Odatda, bu Dmxle funksiyasi

deyilib, u D(x) kabi belgilanadi: 6



Dix 1, agar x ratsional son bo'lsa,
_ (x) = 0, agat x irratsional son bo'lsa.

Shunday qilib, y = f(x) funksiya uchta: X to‘plam, ¥ to‘plam va
har bir x € X ga bitta y € ¥ ni mos go‘yuvchi f qoidaning berilishi
bilan aniglanar ekan.

Faraz qgilaylik, y = f(x) funksiva X c R to‘plamda berilgan bo‘lsin.
X, € X nugtaga mos keluvchi ¥, miqdor y = f(x) funksivaning x = x,
nugtadagi xususiy giymati deyiladi va f(x;) = y; kabi belgilanadi.

Tekislikda dekart koordinatalar sistemasini olamiz. Tekislikdagi
{x, £ (x))nuqtalardan iborat ushbu

{(x. FON} = {(x. SR xe X, f(x)e Y}
to‘plam y = f(x) funksiyaning grafigi deyiladi. Masalan,
y:—_xz -1 (XL—'. Xz[—z, 2])

funksiyaning grafigi 1- chizmada tasvirlangan.

Funksiya ta’rifidagi fqoida turlicha bo‘lishi mumkin.

a) Ko'pincha x va y o‘zgaruvchilar orasidagi bog‘lanish formulalar
yordamida ifodalanadi. Bu funksiyaning analitik usulda berilishi deyi-

ladi. Masalan,
=l ~ x?

funksiya analitik usulda berilgan bo‘lib, uning aniglanish to‘plami
X={xeR|—-I£x£l}=[—l, 1]

bo‘ladi. _

Y‘F ¥ Yll

-1

1- chizma. i - 2~ chizma,
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x va y o‘zgaruvchilar oras@agl bog‘lanish quyldagl formulalar
yordamida berilgan bo‘lsin: S

y=f(X)={

Bu funksiyaning aniqlanish to‘plami X = R\ {0} bo‘lib, giymatlar
to‘plami esa ¥ = {—1, 1} bo‘ladi. Odatda, bu funksiva y = signx kabi
belgilanadi.

b) Ba’zi hollarda x € X, y e Y o‘zgaruvchilar orasidagi bog‘lanish
jadval orqali bo‘lishi mumkin. Masalan, kun davomida havo haroratini
kvzatganimizda, ¢ vaqgtda havo harorati T}, ¢, vagtda havo harorati
T, va h.k. bo‘lsin. Natijada quyidagi jadval hosil bo‘ladi.

1, agar x>0 bo‘lsa,
-1, agar x <0 bo‘lsa.

= V&qt fl Iz f; aar tﬂ
T — harorat T, T, T, 7,

Bu jadval r vagt bilan havo harorati T orasidagi bog‘lanishni
ifodalaydi, bunda s — argument, 7 esa ! ning funksiyasi bo‘ladi.

d) x va y o‘zgaruvchilar orasidagi bog‘lanish tekislikda biror egri
chizig orqgali ham ifodalanishi mumkin (2- chizma).

Masalan, 2- chizmada tasvirlangan L egri chiziq berilgan bo‘lsin.
Bunda {a, ] segmentdagi har bir nugtadan o‘tkazilgan perpendikular
L chizigni fagat bitta nuqtada kessin. Vx e [a, #] nugtadan perpen-
dikular chigarib, uning L chiziq bilan kesishish nugtasini topamiz.
Olingan x nuqtaga kesishish nuqtasining ordinatasi y ni mos qo‘yamiz.
Natijada har bir x € [¢, b] ga bitta y mos goyilib, funksiya hosil bo‘ladi.
Bunda x bilan y orasidagi bog‘lanishni berilgan L egri chiziq bajaradi.

Aytaylik, £ (x)} funksiya X| < Rto‘plamda, f,(x) funksiva esa X, c R
to‘plamda aniglangan bo‘lsin.

Agar: 1) X, = X,;  2) Vxe X da fi{x) = £,(x)
bo‘lsa, f,(x) hamda £,(x) funksiyalar o‘zaro teng deyiladi va f,(x)=£{x)
kabi belgilanadi.

2°. Funksiyaning chegaralanganligi. /(x) funksiva X' c R to‘plamda
berilgan bo‘lsin.

2-ta’rif. Agar shunday o‘zgarmas M soni topilsaki, ¥xe Xuchun
f(x) £ M tengsizlik bajarilsa, f(x) funksiva X to‘plamda yuqoridan
chegaralangan deyiladi. Agar shunday o‘zgarmas m soni topilsaki,
¥x e X uchun f{x) = m tengsizlik bajarilsa, f(x) funksiva X to ‘plamda
quyidan chegaralangan deyiladi.
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3~ ta’rif. Agar f(x) funksiya X to‘plamda ham yuqoridan, ham
quyidan chegaralangan bo‘lsa, f(x)} funksiva X to‘plamda chegara-
langan deyiladi.

]+x

1- misol. Ushbu f(x)=—; funksiyani qarayllk Bu funk31ya
R da chegaralangan bo‘ ladl
1
« Ravshanki, Vxe Rda f(x )=‘_‘i >0.
x

Demak, berilgan funksiva R da quyldan chegaralangan
Avni paytda, f(x) funkswa uchun

: xy= +—— <1+
. S&= x4 Lex? +xt
bo‘ladi. Endi
2 _
0l —1? =x -2 +1= 2 sx? +1 s S—g L
X +l 2'-:;,:'
bo‘lishini e’tiborga olib, topamiz: f(x) <1+ % = %

Bu esa f(x) funksiyaning yuqoridan chegaralanganligini bildiradi.
Demak, berilgan funksiya R da chegaralangan. b

4-1a’rif. Agar har qanday M > 0 son olinganda ham shunday
xpe X nngta topilsak,

fx)>M

tengsizlik bajarilsa, f(x)} funksiya X to‘plamda yuqoridan chegara-
lanmagan deviladi.

3°. Davriy funksiyalar. Juft va toq funksiyalar, / (x) funksiya X< R
to‘plamda berilgan bo‘Isin.

5- ta’rif. Agar shunday o‘zgarmas T (T# 0) son mavjud bo‘lsaki,
¥xe Xuchun

Dx—-TeX x+TelX D fx+T=f(x)
bo‘lsa, f(x) davriy funksiya deyiladi, T son esa f(x) funksiyaning
davri deylladl

Masalan, f(x) = sinx, f (x) = cosx funksivalar davriy funksiyalar
bo'lib, ulammg davri 2x ga, f(x) = tgx, f(x) = ctgx funk31yalarn1ng
davri esa ® g2a teng. .

Davriy funksiyalar quyidagi xossalarga ega:
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a) Agar f(x) davriy funksiya bo‘lib, uning davri 7 (T = 0) bo‘lsa,

u holda
7:, =nT, (n =], t2)
sonlar ham shu funksiyaning davri bo‘ladi.

b) Agar 7, va T, sonlar f(x) funksivaning davri bo‘lsa, u holda
T+ T, #0hamda T,~T7, (T, T;) sonlar ham f(x) funksiyaning davri
bo‘ladi.

d) Agar f{x) hamda g{x) lar davriy funksiyalar bo‘lib, ularing
har birining davri 7 (7 = @) bo‘lsa, u holda

FE+E(), F)-g(), Flx)alx), LB, (x)=0)

funksiyalar ham davriy funksivalar bo‘lib, 7" son ularning ham davri
bo‘ladi. S
2- misol. Ixtivoriyv T (T # 0) ratsional son Dirixle funksiyasi

1, agar x ratsionol son bo'lsa,
0, agar x irratsionol son bo‘lsa

D(x) = {

ning davri bo‘lishi ko‘rsatilsin.

4 Aytaylik, T (T # 0) ratsional son bo‘lsin. Ravshanki, Vxe R
irratsional son uchun x+7T — irratsional son, Vxe R ratsional son
uchun x+7 ratsional son bo‘ladi. Demak,

1, agar x ratsionol son bo‘lsa,

D Ty= o
x+1) {0, agar x irratsionol son bo‘lsa. ...

Shunday qilib, ¥x ¢ R, T — ratsional son bo‘lganda

D{x+T) = D(x) Cipm
bo‘ladi. »

Ma’lumki, ¥xe X (X< R) uchun -xe X bo‘lsa, X to‘plam
O nuqtaga nisbatan simmetrik to plam deyiladi.

Aytaylik, O nuqtaga nisbatan simmetrik bo‘lgan X to‘plamda
S(x) funksiya berilgan bo‘lsin.

6- ta’rif. Agar Vx e X uchun f(—x) = f(x) tenglik bajarilsa, f(x)
Juft funksiya deyiladi. Agar Yxe X uchun f(~x) = —f(x) tenglik
bajarilsa, f(x) rog funksiya deyiladi.

Masalan, f(x) = x2+1 — juft funksiya, f(x) = x3+x esa toq funksiya
bo‘ladi. Ushbu f(x) = x2—x funksiya juft ham emas, tog ham emas.
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Agar f(x) va g(x) juft funksiyalar bo‘lsa, u holda -
F)+e(x)s F()-2(x), £(0)-2(0), LD, (g(x)=0)

2(x)
funksivalar ham juft bo‘ladi.
Agar f(x) va g(x) toq funksivalar bo‘lsa, u holda

Fx)+g(x), f(x)-g(x)
funksiyalar tog bo‘ladi,

() g(x): 55 (8(x)#0)

funksiyalar esa juft bo‘ladi.

Juft funksivaning grafigi ordinatalar o‘giga nisbatan, toq funk-
siyaning grafigi esa koordinatalar boshiga nisbatan simmetrik joylashgan
bo‘ladi.

4°. Monoton funksiyalar. Faraz qilaylik, f(x) funksiya Xe R
to‘plamda berilgan bo‘lsin.

7- ta’rif. Agar Vx,, x, € X uchun x, < x, bo‘lganda f(x,) < f(x,)
tengsizlik bajarilsa, f(x) funksiva X to‘plamda o suvchi deviladi. Agar
vx,, X, € Xuchun x, < x, bo‘lganda f(x,) < f(x,) tengsizlik bajarilsa,
F(x) funksiva X to‘plamda qatiy o ‘suvchi deyiladi.

8- ta’rif. Agar ¥x;, x, € X uchun x, < x, bo‘lganda f(x)) 2 f(x,)
tengsizlik bajarilsa, f(x) funksiva X to plamda kamayuvchi deyiladi.
Agar Vx|, x, € X uchun x; < x, bo‘lganda f(x,) > f(x,) tengsizlik
bajarilsa, f(x) funksiva X to‘plamda qat’ly kamayuvchi deyiladi.

O‘suvchi hamda kamayuvchi funksiyalar umumiy nom bilan
monoton funksivalar deyiladi.

3-misol. Ushbu f(x)= I—:? funksivaning X ={i, +=) to‘p-

lamda kamayuvchi ekanligi isbotlansin.
« [1, +=) da ixtiyoriy x, va x, nugtalarni olib, x,< x, bo‘lsin
deylik. Unda

2
D : X X X Hax -5 —xzxf
R X )=J1lXy) = —_ = =
Sa) - flx) I+)cl2 1+x:,'2 (l+Jcl2 )(1+x§)
_ A -x) _ Og-x)d-x %)
(1+x12)(l+x22) a (l+x12}(1+x22)

68



bo‘ladi. Keyingi tenglikda
X -x% <0, 1-x-x, <0
bolishini €’tiborga olib,
F(x)-f(x)>0,

ya'ni f(x)> f(x,)} ekanini topamiz. Demak,

x <X = f(x)>f(x) »

Aytaylik, f(x) va g(x) funksiyalar X< R to‘plamda o‘suvchi
(kamayuvchi) bo'lib, C = const bo‘lsin. U holda

a) f(x) + C funksiya o‘suvchi (kamayuvchi) bo‘ladi;

b) C > 0 bo‘lganda C: f(x) o‘suvchi, C < 0 bo‘lganda C- f(x)
kamayuvchi bo‘ladi.

d) f{x) + g (x) funksiya o‘suvchi (kamayuvchi) bo‘ladi.

5°. Teskari funksiya. Murakkab funksiyalar. y = f(x) funksiva
X c R to*plamda berilgan bo‘lib, bu funksiyvaning giymatlaridan iborat
to‘plam

Yp={f(x)|xe X} !
bo‘lsin.
Faraz qilaylik, biror qoidaga ko‘ra Y, to‘plamdan olingan har bir
y ga X to*plamdagi bitta x mos go yllgan bo‘lsin. Bunday moslik
natijasida funksiva hosil bo‘ladi. Odatda, bu funksiva y = f(x) ga
nisbatan reskari funks:ya deyiladi va x = f ~1(y)} kabi belgilanadi.

Masalan, y = = x + 1 funksivaga nisbatan teskari funksivax=2y— 1

bo‘Iadi.

Yugorida aytilganlardan y = f(x) da x — argument, y ¢sa x ning
funksiyasi, teskari x = f~'(y) funksivada y — argument, x esa y ning
funksiyasi bo‘lishi ko‘rinadi.

Qulaylik uchun teskari funksiyada ham argument x, uning funk-
siyasi y bilan belgilanadi: y = g(x).

¥ = f(x) ga nisbatan teskari g(x) funksiya grafigi f(x) funksiva
grafigini I va I1l choraklar bissektrisasi atrofida 180° ga aylantirish
natijasida hosil bo‘ladi.

Aytaylik, ¥, to‘plamda u« = F(y) funksiya berilgan bo‘lsin. Natijada
Ato plamdan ohngan har bir x ga ¥, to’plamda bitta y:

Six-=yp (y=Ff(x)
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a Y, to‘plamdagi bunday songa bitta u:

Fiy-u (w=Fiy»
son mos qo‘viladi. Demak, X to‘plamdan olingan har bir x songa
bitta # son mos qo‘yilib, yvangi funksiva hosil bo‘ladi: « = F(f(x}).
Odatda, bunday funksiyalar murakkab funksiva deyiladi.

Mashglar

1. f(x) funksiyaning X < R to‘plamda quyidan chegaralanmaganligi
ta’rifi keltirilsin.

2. O nuqgtaga nisbatan simmetrik bo‘lgan X < R to‘plamda berilgan
har qanday f(x) funksiya juft va toq funksiyalar yig‘indisi ko‘rinishida
ifodalanishi isbotlansin.

3. Ushbu f(x) =~2-l—i funksiyaning X = [0, +e]} to‘plamda
X+

kamayuvchi ekani isbotlansin,

4. Agar f(x)= ﬁ bo‘lsa, f(f{(f(x))) topilsin. ,

11- ma’ruza L
" Elementar funksiyalar

Elementar funksiyalar kitobxonga o‘rta maktab matematika kursi-
dan ma’lum. Biz quyida elementar funksiyalar haqidagi asosiy ma’lu-
motlarni bayon etamiz.

1°. Butun ratsional funksiyalar. Ushbu

y=ay+ax+axt+.+a,_x"+a,x" ceo
ko‘rinishdagi funksiva butun ratsional funksiya deyiladi. Bunda
ay,ay,...,a, — o'zgarmas sonlar, ne N. Bu funksiya R = (-0, +oc) da
aniqlangan.

Butun ratsional funksiyaning ba’zi xususiy hollari;

a) Chizigli funksiya. Bu funksiya

y=ax+bh (a=0)
ko‘rinishga ega, bunda ¢, » — o‘zgarmas sonlar. .

Chizigli funksiva (—o, +e) da aniglangan ¢ > 0 bo‘lganda o'suy-
chi, ¢ < 0 bo‘lganda kamayuvchi: graﬁgl tekislikdagi to‘g‘ri chizigdan
iborat.
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YJL Yy
a>0, a<yg,
D> D>0
0 —x o 1 T "x
3- chizma,

b) Kvadrat funksiya. Bu funksiya
y=ax*+bx+c, (a=0)
ko‘ninishga ega, bunda a, #, ¢ — o‘zgarmas sonlar. . -
Kvadrat funksiya R da aniglangan bo‘lib, uning grafigi parabolam‘

ifodalaydi.
Ravshanki,

b )2 _ b -dac

= Ayl = L. e
y =ax +bx+c-a(x+za T

Parabolaning tekislikda joylashishi ¢ hamda D = »* - 4ac larning
ishorasiga bog‘liq bo‘ladi. Masalan, ¢ > 0, B> 0vaa <0, D> 0
bo‘lganda uning grafigi 3- chizmada tasvirlangan parabolalar ko‘ri-
nishida bo‘ladi.

2°. Kasr ratsional funksiyalar. Ushbu

ay +a X +@ X+ +a, X"

y=

+b|x+b2x Fotby x™
ko nmshdagl funksiva kasr ratsional funksiya deyiladi. Bunda ao, al,
. a, va by, by, ..., b, — 0‘zgarmas sonlar, ne N, me N. Bu ﬁ.mksnya
X = (=0, +)\ (X}l +hx+.+b,x" =0}
to*plamda aniglangan. S

Kasr ratsional funksivaning ba’zi xususiy hollari:
a) Teskari proporsional bog‘lanish. U

y—— (x=#0, a=const)
ko‘rinishga ega. Bu funkswa
X ={(-0,0)U(0,+e0) = R\ {0}
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a<0':

4- chizma.

to‘plamda aniqlangan, toq funksiya, ¢ ning ishorasiga garab funksiva
(—eo, O)va (0, +=<) oraliglarning har birida kamayuvchl yokl o suvch1
bo‘ladi (4- chizma).

b) Kasr chizigli funksiya. U ushbu

ax+b

cx+d
ko‘rinishga ega. Bu funksiya

X= R\{—g-}, (c % 0)

fo‘plamda aniglangan.

Ravshanki, y=——-—=——2—-—~—+%.

Demak, y=£§+7, (ar-bc;“d, B=§, Y=§}

Uning grafigini y = % funksiya grafigi yordamida chizish mumkin.
3°. Darajali funksiya. Ushbu

=x7, (x20)

ko‘rinishdagi funksiya darajali funksiva deyiladi.

Bu funksivaning aniqlanish to‘plami a ga bog‘liq. Darajali funksiya
(0, +) da a > 0 bo‘lganda o‘suvchi, 4 < § bo‘lganda kamayuvchi
bo‘ladi. y = x“ funksiya grafigi tekislikning (0, 0) va (1, 1) nugtalaridan
o'tadi.
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4°, Ko‘rsatkichli funksiya. Ushbu -

y=a'

ko‘rinishdagi funksiva ko ‘rsatkichli funksiya deyiladi. Bunda aec R,
a >0, a= 1. Ko‘rsatkichli funksiva (—e, +e) da aniglangan, Vxe R da
a* > 0; ¢ > | bo‘lganda o‘suvchi; 0 < ¢ < 1 bo‘lganda kamayuvchi
bo‘ladi.

Xususan, g = ¢ bo‘lsa, matematikada muhim rol o‘ynaydigan
y = ¢* funksiya hosil bo‘ladi.

Ko*rsatkichli funksivaning grafigi OX o‘qdan yugorida joylashgan
va tekislikning (0, 1) nugtasidan o*tadi.

5°. Logarifimik funksiya. Ushbu

y=log,x

ko‘rinishdagi funksiya logarifinik funksiya deyiladi. Bunda ¢ > 0, a = 1.

Logarifmik funksiva (0, ++) da aniglangan, y = a* funksiyaga
nisbatan teskari; a > 1 bo‘lganda o‘suvchi, 0 < ¢ < 1 bo‘leanda
kamayuvchi bo‘ladi.

Logarifmik funksivaning grafigi OY o‘gning o‘ng tomonida joy-
lashgan va tekishikning (0, 1) nugtasidan o‘tadi. ,

6°. Trigonometrik funksiyalar. Ushbu

y=sinx, y=cosx, y=tgx, y=ctgx,
¥ =SeCXx, ¥y =cCOsSecx
funksivalar #rigonometrik funksiyalar deviladi. o
y =sinx, y=cosx funksiyalar R = (-, +co) da aniglangan,
2t davrli funksiyalar vx ¢ Rda
~lgsinxy<l, -l1<cosx <1
bo‘ladi. Ushbu y = tgx funksiya

X=R\{xeR|x=(2k+1)g; k=0,i1,12,...}

1o‘plamda aniglangan = davrli funksiya, ctgx, secx, cosecx funksiyalar
sinx, casx, tgx lar orgali quyidagicha ifodalanadi:

1 1 1
Clgx =——, SeCxX=——, COSeCX = /.
tg x Cos X sin x

7°. Giperbolik funksiyalar. Ko‘rsatkichli y = & funksiya yordannda
tuzilgan ushbu
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—X -X

e —g e e
x 1

+e

e¥ e ¥

funksivalar giperbolik (mos ravishda giperbolik sinus, giperbolik kosinus,
giperbolik tangens, giperbolik katangens) funksiyalar deyiladi va ular
quyidagicha

2 2 7 e

-X -X

e* +e e¥—e* e te

7 chx = 7 alcype cthx—ex_ev
kabi belgilanadi.

8°. Teskari trigonometrik funksiyalar. Ma’lumki, y = sinx funksiva

R da aniglangan va uning qiymatlari to‘plami
| Y, =[-1, 1]

e*—e

shx =

X

bo‘ladi. S
Agarxe[-’_z‘, E]bo‘lsa,uholdaX=[—g, f]va Y, =[-1, 1]

to plamlammg elementlari o‘zaro bir giymatli moslikda bo* ladl

y = sinx funksiyaga nisbatan teskari funksiya -

y = aresin x '

~ kabi belgilanadi.

Shunga o‘xshash y = cosx, y =tgx, y = cigx funksiyalarga nis-
batan teskari funksivalar mos ravishda

y =arccosx, y =arctgx, y =arcctgx

kabi belgilanadi.

Ushbu y =armcsinx, y=arccosx, y=arcigx, y = arcctgx,
funksivalar teskari trigonometrik funksivalar deyiladi.

Mashglar

1. y = x? funksiva’ graﬁglga ko‘ra y =gt +bx=+c funksiyaning
grafigi chizilsin.

2. y=— funksnra graﬁglga ko‘ra y = funkswanmg grafigi
chizilsin.
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SR 12- ma’ruza
S Funksiya limiti -

1°. To‘plamning limit nuqtasi. Aytaylik, biror X < R to‘plam va
X, € R nuqta berilgan bo‘lsin.

1- wa’rif. Agar x, nuqtaning ixtiyoriy

U(xg) = (X9 8, X5 +¢), (Ve>0)
atrofida X to‘plamning x; nugtadan fargli kamida bitta nuqtasi, ya'ni
Ye>0, 3xe X, x=x jx—x}<e

bo'lsa, x, nuata X to‘plamning limit nugtasi deyiladi.

Misollar. 1. X= {0, 1] to‘plamning har bir nugtasi shu to‘p-
lamning limit nuqtasi bo‘ladi.

2. X= (0, 1) to‘plamning har bir nugqtasi va x, = 0, x = 1 nuqtalar
shu to‘plamning limit nugtalari bo‘ladi.

1 1 1

3. X"{l} Es ‘js z!

4 X=N=/{1, 2, 3, ..} to‘plam limit nugtaga ega emas.

2- ta’rif. Agar x, nuqtaning ixtiyoriy

Ul (x) = (xp, % +€) (U7 (%)= (X —€ X)), (Ve>0)
o‘ng atrofida (chap atrofida) X to‘plamning kamida bitta nugtasi
bo‘lsa, x, nuqta X to'plamning o ‘ng (chap) limit nugtasi deytladi.

3- ta’rif. Agar ixtiyoriv ¢ € R uchun

U (+)={xe R|x>c}

to‘plamda X to'plamning kamida bitta nuqtasi bo'lsa, «te» X to‘p-
lamning limit «nugta»si deyiladi.

Agar ixtiyoriy ¢ € R uchun

U (~=)={xe R{x<¢}

to‘plamda X to‘plamning kamida bitta nugtasi bo‘lsa, «—oo»
X to‘plamning limit «nugta»si deyiladi.

Keltirilgan ta’rif va misollardan ko‘rinadiki, to‘plamning limit nuqtasi
shu to‘plamga tegishli bo‘lishi ham, bo‘Imasligi ham mumkin ekan.

1- teorema. Agar x,€ R nuqta Xc R to‘plamning limit nuqtasi
bo’lsa, u holda x; nuqtaning har ganday

U} = (x — €, x5 +¢), (ve>0)

atrofida X to‘plamning cheksiz ko‘p nugtalari bo‘ladi.

} to‘plamning limit nuqtasi x; = 0 bo‘ladi.
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4 Aytaylik,x, nugta X to‘plamning limit nuqtasi bo‘lsin. Teorema
tasdig‘ining teskarisini faraz qilaylik: x, nuqtaning biror U (x,)

atrofida X to‘plamning chekli sondagi x,, x,, ..., X, nuqtalarigina
bo‘lsin. U holda
minflxo -x | [x%-xl .., | xg - %, |, 83}=23

deb olinsa, x, nuqtaning U (x,) atrofida X to‘plamning x, dan
farqli bitta ham nuqtasi bo‘lmaydi. Bu esa x; nugta X to‘plamning
limit nugtasi bo‘lishiga ziddir. P

2- teorema. Agar x, nugta X' < R to‘plamning limit nuqtasi bo‘lsa,
u holda shunday sonlar ketma-ketligi {x,} topiladiki,

1) vne Ndax,e X, x, = x5,
. 2) n>eedax, - x bo'ladi

4 Aytaylik, x; € R nugta X < R to‘plamning limit mlqta&l bo‘lsin.
Unda 1- ta’rifga binoan

ve>0, v, e X, x,zx0 |x,-x51<¢€ o
bo‘ladi. Jumladan, L

ge=1luchun 3x, e X, x;#x;3: |x—-x|<l,
|
e=3 uchun I, e X, x, = x ]xz—xal«:%,_‘_
| 1
£=3 uchun 3x; € X, x; 2 xp |x3—x[,|c5,

.......................................

82% uchun 3x, e X, x, #x: |lx,-xi<="
bo‘ladi.

Natijada garalayotgan teoremaning 1- shartini ganoatlantiruvchi
{x,} ketma-ketlik hosil bo‘lib, uning uchun vae Nda [x, — x| < 1/n
tengsizlik o‘rinli bo‘ladi, Keyingi munosabatdan esa n — - da x, — x,
kelib chigadi. »

Shuni ta’kidlash lozimki, 2- teoremaning shartlarini qanoatlanti-
ruvchi ketma-ketliklar ko‘plab topiladi.
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2°. Funksiya limiti ta’riflari, Faraz qilaylik, f(x) funksiya X c R
to‘plamda berilgan bo‘lib, x; nugta X to‘plamning limit nuqtasi bo‘lsin.
x, nugiaga intiluvchi ixtiyoriy {x,}:

Xps X35 ey Xps ey (X, € X, X, £ X)

ketma-ketlikni olib, funksiya qiymatlaridan iborat {f(x,}}:
f(x] ), f(xz )s srry f(xn)a B

ketma-ketlikni hosil gilamiz.

4-ta’rif. (Geyne ta’rifi.) Agar #—~ e da x, -5 x, (x,€ X, x,#x;)
bo‘ladigan ixtiyoriy {x,} ketma-ketlik uchun # — o da f(x,) - b
bo‘lsa, b ga f(x) funksivaning x, nuqtadagi limiti deyiladi va
x—x,da f(x) = b yoki

fim f{x)=25

X3 Xy

kabi belgilanadi.
Eslatma. Agar n > = da

X, 2%, (x,€X, x,#x)va y,2% (v,€X, J’n*xo)

bo‘ladigan turhi {x,}, {y,} ketma-ketliklaruchun n > da f(x,) - 4,

f(y,) > b bo'llib, b, #b, bo'lsa, f(x) funksiya x—n»c0 da hmtrga
ega emas de)’llddl

1- misol. Ushbu fx) = iiﬁ
funksiyaning x, = 4 nuqtadagi limiti topilsin.
4 Quyidagi {x,}:
limx, =4, (x,=24, n=12,..)

R—poe

ketma-ketlikni olaylik. Unda
x,, Xn +4
I )F x,,—4x,, - Xy
bo lib, # > da f(x,) - 2 bo‘ladi. Demak,

tim * 216
e x4y

=2 p

2- misol. Ushbu f (x) = sm - funkswamng x> 0 dagi limiti

mavjud bo‘lmasligi ko‘rsatilsin,
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<+ Ravshanki, # — < da
’ 2 o 2

Ty P 0, x5 = @nine
bo‘ladi,
Bu ketma-ketliklar uchun

fix )_.‘E”__l - f(,,)i'ﬁl L

bo‘lib, 7+« da
fy— -1, flxg) -1

bo‘ladi. Demak, berilgan funksiya x, = 0 nuqtada llm.ltga ega emas. P
5-a’rif. (Koshi ta’rifi.) Agar Ve > 0 son olinganda ham shunday

& = 8(e) > 0 topilsaki, Vxe X N{Us(xy)\ {x}) uchun
| f(x)-bl<=
tengsizlik bajarilsa, b soni f (x) funks:yamng x, huqtadagi limiti deyiladi:
Iim f(x) = ’
XXy
Bu ta’rifni gisgacha quyidagicha ham aytish mumkin;
Ve>0, 38 =38(g) >0, Vxe X N(W;s(x5) \{x)), | f(x)- b]ce
© bo'lsa, lim fi{x)=24
XX P .
3-misol. f(x)=C =const (Ce R)bo'lsin. Bu funksiva uchun
im f(x)=C . S
X3Xg
bo‘ladi.

2 .
4- misol. Ushbu f(x) = Ex_::“ funksivaning x, = 1 nuqtadagi li-

miti 2 ga teng ekani ko‘rsatilsin.

« Ve > 0 soniga ko‘ra §=¢ deb olsak, uholda | x -1 < 8 (x;e 1)
tengsizlikni ganoatlantiruvchi ixtiyorty x da
¥

x-1

“2=]x+1-2]=|x-1{<8=¢

2
bo‘ladi. Demak, lim >— =2. p»

X—xy A=
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snx
Y=

5 misol. Faraz qilaylik, X = R\ {0} da f{(x bo‘lsini. Bu

funksiva uchun

bo‘ladi.
4 Ma’'lumki, xe (0, ;) ucliun

I .. 1 I
~sinx<-x<-tgx
sSinx <3x<51g

bo‘ladi. Bu tengsiziiklardan, funksiyalarning juﬁ!igin_i__ hlsqbgaohh, _
0< x| < g da

sinx
CosSX < "«
X

.bo‘lishini topamiz. Keyingi tengsizliklardan esa

x2 ¥

sinx _x
0<1-22% ¢ 1~ cosx = 2sin? 2 2-—4-—2

bo‘lishi kelib chiqadi.
Endi ¥e > 0 ni olib, = min{e; 1} deyilsa, unda Vvx, |xj<3,

x# (¢ uchun

snx
O<l~—n—~<£
X

bo‘ladi. Dema_]g;
Y. Sll'l.x

im—==1.p

x=0 X
6- misol. Ushbu
fx)=a*, a>0, xe R, =0 .
funksiva uchun

fima® =1

x—0
bo‘lishi isbotlansin.
< g > 1 bo‘lgan holni garaylik. Bu holda f(x) funk51ya qat’ly
o suvchl bo‘ladi:

VX, e R, x <X = fix)< f(%): d <a? -

i)



ve > 0 sonni olaylik. Ma’lumki, # — ~da
a% -1, a_’l‘ -1
bo‘lib, ketma-ketlik limiti ta’'rifiga binoan
Ime N, Vr>n ai <l+eg,
I e N, Vn>ny: a_i <l-¢

bo‘ladi. Endi ny = max{m, m}, & '—’% deyilsa, unda "

Vx, |x-—0|q8¢:>—l<x<—l—
i y

bo'lganda
L 1
a™ <ag* <a" =2l-e<at <l+sojad" -1|<e

bo‘ladi. Demak, iig(l} a* =1,

0 < a < 1 bo‘lganda lirré a* =1 bo‘lishini isbotlash o‘quvchiga

havola etiladi.
6- ta’rif. Agar Ye > 0 son olinganda ham shunday 8 > 0 son

topilsaki, vx e X N{U;(x5) \ {x,}) uchun f(x) > ¢ tengsizlik bajarilsa,
S (x) funksiyaning x, nuqtadagi limiti +- deb ataladi va

lim f(x) =4
XX
kabi belgilanadi. Masalan,
f@= 5, (x20)

funksiya uchun _ lim iz = 400

=0
bo‘ladi.
Aytaylik, f(x) funksiya X < R to‘plamda benlgan bo lib, xo +oo
nugta X to‘plamning limit nugtasi bo‘lsin. -
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7- ta’rif. Agar Ve > 0 son olinganda ham shunday 8 > 0 topilsaki,
V¥x e X, x>0 uchun

| f(x)-bl<e
tengsizlik bajarilsa, b soni f(x) finksivaning x, =+ dagi limiti deyiladi
va

im f(x)=2b
kabi belgilanadi.

7- misol. Aytaylik, X = (0, +e), x, _+ao, f(x) —bo‘lsin. U

holda

lim Y=o

X=pter X

bofladi.
< Hagigatan ham ve > 0 sonni olaylik. Ravshanki, ¥x >
uchun

1—0‘=-1—<a¢:x>1.
X X £

Demak, 6= é deyilsa, unda ¥x > & uchun

bo‘ladi. »
8- misol. Faraz qgilaylik,

m
J =%, a>1, me N, X=R
. 144

bo'lsin. Unda lim X- =0
o+ gt
bo‘lishini isbotlaymiz.
< &£ > ( sonni olaylik. Ma’lumki, # — e da
(nt)™ -

-0

(a+1)"

boladi. U holda Ve >0, 3ny, Vu> n o <g bo‘lach
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Agar € = ny deyilsa, unda vx > C uchun

x™ A[x]+D™

ax Q[x]

x!’.”l’

a.\‘

_0:

boladi (Ix]2 #, = C). Demak, lim o = 0. p

X—doe g¥

9- misol. Ushbu lim (1 + é)x =

X—biem

munosabat isbotlansin,
4 Ve > 0 sonni olamiz. Ma’lumki, # — « da

(1 +l)" — e,
”

lﬂ lﬂ‘!-] ﬂ+l_‘ )
(“;r:l) (“n—:n) rroinds

Limit ta’rifiga binoan,
Vex>0, 3me N, Vn>n:
1

L] 1n+l ]
e—e<(1+-——~) . (1+—) <e+g’
A+l ]

bo‘ladi.
Endi C= n, desak, u holda ¥x > C uchun

1 x| 14 1 xH1
e—e<(l+—~— <(1+~) <(1+—]-' <e+e
[x)+1 x [x]

1y '
(1+;) -

bo'ladi. Demak, Hm (1 + l) =e. P

Xy

bo‘lib, < g

3°, Funksiya limiti ta’riflarining ekvivalentligi.
. 3- teorema. Funksiya limitining Koshi hamda Geyne ta’riflari
ekvivalent ta’riflardir.

<« Koshi ta’rifiga ko‘ra b soni f(x) funksiyaning x, nuqtadagl
limiti bo‘lsin:
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lim f{x)=1»%

XX
U holda
ve>0, 38>0, Yxe X, {x-x,1<8, x=xp
bo‘lganda . _
| f(x)-bl<e 4
bo‘ladi. x; nuqta — X to‘plamning limit nuqtasi. Unda 2- teoremaga
ko‘ra {x,} ketma-ketlik topiladiki, n = = da x, = X, (x,=x;, n=1,
2, ...) bo‘ladi. Ketma-ketlik limiti ta'rifiga binoan

3>0, Imye N, Va>uny: |x, ~xp] <3 (2)
bo‘ladi. (1) va (2) munosabatlardan » > #, uchun
fix,)-bi<e

bo‘lishi kelib chigadi. Bu esa # sonining Geyne ta’rifi bo‘vicha f{x)
funksiyaning x, nuqtadagi limiti ekanini bildiradi.

Endi & soni Geyne ta’rifi bo‘yvicha f (x) funksiyaning x, nuqtadagi
limiti bo‘lsin. Teskarisini faraz qilamiz, ya’ni f(x) funksiyaning x,
nuqtadagi limiti Geyne ta’rifi bo‘yicha 5 ga teng bo‘lsa ham, Koshi
ta’rifi bo‘yicha limiti bo‘lmasin. Unda biror &, > O uchun ixtiyoriy
8 > 0 son olinganda ham 0 < | x - x5 { < & ni ganoatlantiruvchi biror
X da

PO - bl 2 ¢,
bo‘ladi.

Nolga intiluvchi musbat sonlar ketma-ketligi {3,} ni olaylik:

n—oe dad, >0 (5,>0, n=102,.).

U holda
0<lx, —x <8, =] Flx,)-bl2g 3
bo‘ladi. Ammo 8, — 0 da x, — x;, demak, Geyne ta’rifiga asosan
Fx,) > b

bo‘ladi. Bu (3) ga ziddir. Demak, & soni Koshi ta’rifi bo‘yicha ham
S{x) funksivaning x, nuqtadagi limiti bo‘ladi. »
4°. Funksiyaning o‘ng va chap limitlari., Aytaylik, f(x) funksiya
X< R to‘plamda berilgan, x, nuqta X ning chap limit nugtasi va
(-7 x)cX, (y>0)
bo‘Isin.
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8- ta’rif. Agar ;
Ye>0, 38>0, Vxe(x -8, x): |f(x)-ble
bo'lsa, b son f(x) funksivaning x, nugtadagi chap limiti deyiladi va
b= xgigl_ﬂf(x) =[x -0)

kabi belgilanadi.

Faraz qgilaylik, f(x) funksiya X< R to‘plamda beriigan, x, nugta
X ning o‘ng limit nugtasi va '

(x5, p+mc X, (y>0)

bo‘lsin.

9- ta’rif. Agar -

ve>0, 353>0, Vxe(xy, x+8): | f(x)-bl<e

bo‘lsa, b son f(x) funksiyaning x, nugtadagi o‘ng limiti deyiladi va

b= lim f(x)=f(x+0)
. X=X+

kabi belgilanadi.
Masalan,

o 1, agar x>0 bo‘lsa,
J(x)=<0, agar x =0 bo'lsa,
-1, agar x <0 bo'lsa
funksiyaning 0 nuqtadagi o‘ng limiti 1, chap limiti —1 bo‘iadi.
| Mashglar -
1. Ushbu |
Jim f(x) = oo, lim f(x) = 4oo,
Jim f(x) = —e, lm f(x) = —o
limitlarning ta’riflari keltirilsin. o
2. Ushbu f(x) = sin g funksiya x, = 0 nuqtada limitga ega emas-
ligi isbotlansin.

3. Limit ta’rifidan foydalanib, 1}}12} ;l_—l- = ¢ bo‘lishi isbotlansin. -
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4. f(x) funksiya a nuqtada b limiiga ega bo‘lishi uchun uning shu
nuqtadagi o‘ng va chap limitlari mavjud bo'‘lib,
fla+®) = fla-0)=b

tengliklar o'rinli bo‘lishi zarur va yetarli bo‘lishi isbotlansin.

13- ma’ruza

Limitga ega bo‘lgan funksiyalarning xossalari.
Limitning mavjudligi

1°. Limitga ega bo‘lgan funksiyalarning xossalari, Chekli limitga
ega bo‘lgan funksiyalar ham yaginlashuvchi ketma-ketlik singari gator
xossalarga ega.

Faraz qilaylik, f(x} funksiva Xc R to‘plamda beriigan bo‘lib,
X, € R nugta X ning limit nuqtasi bo‘lsin.

1- xossa. Agar x — x; da f(x) funksiya limitga ega bo‘lsa, u yagona
bo‘ladi.

4 Bu xossaning isboti limit ta’riflarining ekvivalentligi hamda
ketma-ketlik limitining yagonaligidan kelib chiqadi. »

2- xossa. Agar

lim f(x) =56, (b~ cheklison)
XXy

bo‘lsa, u holda x; nugtaning shunday Us(x,), (8> 0) atrofi topi-
ladiki, bu atrofda f(x) funksiva chegaralangan bo‘ladi.

« Aytaylik, }LTO f(x)=5b
bo‘lsin. Funksiva limiti ta’rifiga binoan _

ve>0, 38>0, Yxe X N(Us(x)\ {xy)) da |f(x)~b|4e,
ya'ni b -¢€ < f(x) < b+ ¢ bo‘iadi. Keyingi tengsizliklardan £ (x) funk-
siyaning x, nuqtaning U;(x,) atrofida chegaralanganligi kelib chi-

qadi. p
3- xossa. Agar

Iim f(x)=»%
X-3Xy B
bo'lib, & < p bo‘lsa, u holda x, nuqtaning shunday Us(x,) atrofi

topiladiki, bu atrofda
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: S <p
bo‘ladi. '
4 Shartga ko‘ra

lim f(x)=25,

x—=xp
Funksiyaning limiti ta’rifiga ko‘ra £ = p — b > 0 uchun shunday

8 > 0 son topiladiki, Vxe X, |x - x5/ <8, x #x, uchun
f(x)-bl<e= f(x)<b+e=p

bo‘ladi. Bu esa ¥xe Ug{x;} da f{x} < p bo‘lishini bildiradi. »
Faraz qilaylik, f(x) va g(x) funksiyalar X < R to‘plamda berilgan
bo'lib, x, € R nuqta X to‘plamning limit nuqtasi bo‘lsin.
4- xossa. Agar
lim f(x) =&, lim g(x) =25
XX X=X
bo'lib, ¥x e X da f(x) < g(x) tengsizlik bajarilsa, u holda=b,55 b,,
ya'ni TR

lim f(x) < lim g(x)
XX

X=3Xp
~ bo‘ladi.
o Aytaylik, xh_,nx].) f(x)=4, }Lﬂ% g(x)=0b
bo‘lsin.

Funksiya limitining Geyne ta’rifiga ko‘ra x; ga intiluvchi ixtiyoriy
X, =X, (x,e X, x, #xy)
ketma-ketlik uchun

noe da flx,) o b, gx) b )
bo'ladi, i |
Ravshanki, vre N da

£(x) 5 80x,). e
Yaginlashuvchi ketma-ketlikning xossalaridan foydalanib, (1) va

(2) munosabatlardan }LTO fix)< 31)1?0 g(x,), ya’ni b, < b, bo'lishini

topamiz. P
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5- xossa, Faraz qilaylik,
}Lngnf(x)=b|, inrgog(x)=bz, (b, b e R)
limitlar mavjud bo‘lsin. U holda

a) Vece R da }Ln;ln(c-f(x)) =c-xli_’n)'cn0 f(x);

b) lim (f{x)+g(x)) = lim f(x)+ lim g(x);.

d) lim (f(x) gtx) = lim f(0)- fim g(xy, -

X% X—xg X : .

lim f(x)

‘ s J(x) _xoxm PRTE
e} agar b, # 0 bo‘lsa, }Lngo 20 x“_,“}ﬂ I E) bo lach

Bu tasdiglarning isboti sonlar ketma-ketliklari ustida arifmetik
amallar bajarilishi haqidagi ma’lumotlardan kelib chiqadi.

2

3 #H
. . X+X"+X +. X"~
1- misol. Ushbu hm
x—1 x-1

limit hisoblansin. i
+« Bu limitni yuqoridagi xossalardan foydalanib hisoblaymiz:

Km x+x2+ 3 4 +x"-n = lim (x=D+( 2 =D+ 2 =D+ ¥ -1) - :
x=l x-1 x—l x-=1

_ lim (=D D02 x4 D e 8 4 25 1))

- x—l x-1 -

=l+2+3+...+n=”—(—’;+—l). »

lim l-cos x

2- misol. Ushbu 5

x—0 X
limit hisoblansin.

« Ma’'lumki, 1- cosx = 2sin’ % Shuni hisobga olib topamiz:
2X . x T
2sin = sin=
tim 1=°%% _ lim =timl.| 2| =
x> xz x>0 xz x302 X
2
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s.in)'f sinx
11y, 3 . 3 1
=2 |lim -2 lim—2|=1.
2 |x=0 X x—0 X 2

2 2 : :
2°. Funksiya limitining mavjudligi. Faraz qilaylik, f/(x) funksiva
X< R to‘plamda berilgan bo‘lib, {xy —v, x,) c X bolsin (y > 0).

Ravshanki, x, € R nugta X to‘plamning limit nuqtasi bo‘ladi.
1- teorema. Agar f(x) funksiya X to‘plamda o‘suvchi bo‘lib, u
yuqoridan chegaralangan bo‘lsa, funksiva x, nugtada

im f(x)
x-axp—0

»

limitga ega bo‘ladi.
« f(x) funksiya givmatlaridan iborat bo‘lgan ushbu

F={fx)|xe X n{x<x}}
to‘plamni garaymiz. Teoremaning shartiga ko‘ra bu to‘plam yugoridan
chegaralangan bo‘ladi. U holda to‘plamning anig chegarasining
mavjudligi hagidagi teoremaga ko‘ra Fto‘plam aniq yugori chegaraga
ega. Uni b bilan belgilaymiz;
supF = b.

Endi, ; lixT.u S {x) = b bo‘lishini isbotlaymiz. Aniq yuqori chegara
ta’rifiga ko‘ra:

1) vxe X n{x<xy}uchun f(x)<b;

2) W eXan{xax), ¥ <x: f(x)>b-g, (¥e>0) boladi.

Agar § = x, —x" > 0 deyilsa, unda Vxe (-8, x)n(xm-v X)
uchun e

b—e<f(X")sf(x)sb<b+e

bo‘lib,
h |[fix)-b<e
tengsizlik bajariladi. Bu esa
' im f(x)=2b
. x—=xp-0

ekanini bildiradi. »
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Xuddi shunga o‘xshash quyida keltiriladigan teorema isbotlanadi.

Aytaylik, f(x) funksiva Xc R to‘plamda berilgan bo‘lib,
(%o, X +7v) < X bo'lsin {y > 0). Ravshanki, x,e R nuqta X to‘p-
lamning limit nugtasi bo‘ladi.

2- teorema. Agar f(x) funksiyva X to‘plamda kamayuvchi bo‘lib,
u quyidan chegaralangan bo‘lsa, funksiya x, nuqtada

lim f{x)

X~xp 0

limitga ega bo‘ladi.

Endi funksiya limitining mavjudligi hagidagi umumiy teoremani
keltiramiz.

Faraz qilaylik, f{x} funksiva Xc R to‘plamda berilgan bo‘lib,
Xy € R nugta X to‘plamning limit nuqtasi bo‘Isin.

I-ta’rif. Agar Ve > 0 olinganda ham shunday 3 > 0 son topilsaki,

vxe X n(Us(x)\{x}), vye X n(Us(x)\{x})
lar uchun
f(x)- f(y)|<e n

tengsizlik bajarilsa, f(x) uchun x, nuqtada Koshi sharti bajariladi
devyiladi.

3-misol. Ushbu f(x) = xsin . funksiya uchun x, = 0 nugtada
Koshi sharti bajariladi.

<« Hagigatan ham, Ve > 0 songa ko‘ra § = % deyilsa, u holda

Vxe XN (OO0, Yye XN 0\ {0)
2 2

lar uchun (ya'ni |x{ < 8, |y}< & uchun)
vein e 1 1 1
|70 =F) = xsint - ysind < xsin L+ |ysinLis
slxl+|y|<§+£=£

2

bo‘ladi. »

3- teorema. (Koshi teoremasi.) /(x) funksiya x; nuqtada chekli
limitga ega bo‘lishi uchun bu funksiva x; nugtada Koshi shartini
bajarishi zarr va yetarli.
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d Zarurligi. f{x) funksiva x, nuqtada chekli limitga ega bo‘lsin:
‘ lim f{x)=»5

. X Xg
Limit ta’rifiga binoan:
ve>0, 35>0, Vxe X n(Us(x)\{x]}) uchun

| F0-8) (<5 Q)
bo‘ladx Shuningdek, Vye X (Us(xﬂ)\{xo}) uchun ham

| F-b)< B
bo‘ladi. (2) va (3) munosabatiardan s '
: |f (x -f(yi £ (x)-d|+1b- fy)l«:e
bolishi kelib ch1qacl1

Yetarliligi. Aytaylik, f{(x) funksiya uchun (1) shart ba}anlsm X,
nugtaga intiluvchi ikkita

X, =X (x,=x, n=12,.), x,eX,
Vo 2% (Vp#Xx, n=12,.), y,eX
ketma-ketliXiarni olamiz. Bu ketma-ketliklardan foydalanib, ushbu
Xis Vis X9 YVos ooy Xy ¥Vps oo

ketma-ketlikni hosil gilamiz. Uni z, bilan belgilaymiz. Rz'wshanki, Z,
ketma-ketlik uchun

o Xy (p#x, n=1,2,..), z,e X

bo'ladi. Teorema shartiga binoan Ve > 0 soniga ko‘ra § > 0 sonni
olamiz. Modomiki, » — « da z, — x; ekan, unda limit ta’rifiga
ko‘ra: Pl

§>0, Imye N, Va>ny: |z, — x| <e
bo‘ladi. Binobarin, vm > ny, ¥n > 5, uchun

]f(zm)_f(zn)‘ <€

tengsizlik bajariladi. Bundan f(z,) ketma-ketlikning fyndamental
ekanligi kelib chiqadi. Demak, f(z,) ketma-ketlik yaginlashyvchi:

n—eda f(z,)>b.
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U holda f(x,) —» b, f{(y,)— bbolib, funks:ya limitining Geyne
ta’'rifiga binoan -

lim f(x)=25

X=X

bo‘ladi. »

3°. Cheksiz katta va cheksiz kichik funksiyalar, Aytaylik, o(x)
hamda B(x) funksivalar X c R to‘plamda berilgan bo'lib, x, € R nuqta
X to‘plamning limit nuqtasi bo‘lsin. ,

2- ta’rif. Agar lim a(x) =0

XX

bo‘lsa, a(x) funksiva x — x, da cheksiz kichik funksiva deyiladi. ~~

Masalan, x — 0 da o{x) = sinx funksiva cheksiz kichik funksiya
bo‘ladi. _ S L
J-wrif. Agar  Jim B(x) = .

i _ S

bo‘lsa, B(x) funksiva x — x, da ChekSiZ kanta funksiva deyﬂach

Masalan, x — 0 da B(x) = }- funksiva cheksiz katta funksiva
bo‘ladi.

Cheksiz kichik hamda cheksiz katta funksivalar cheksiz kichik
hamda cheksiz katta miqdorlar kabi xossalarga ega bo‘ladi:

1) Chekli sondagi cheksiz kichik funksiyalar yig'indisi cheksiz
kichik funksiya bo‘ladi.

2) Chegaralangan funksivaning cheksiz kichik funksiva bilan
ko‘paytmasi cheksiz kichik funksiva bo‘ladi.

3y Agar afx) (a(x) = 0) cheksiz kichik funksiya bo‘lsa,

i
. ) . o(x)
cheksiz katta funksiya bo‘ladi.

4) Agar B(x) cheksiz katta funksiya bo'lsa, —— cheksiz kichik
. . B(
funksiya bo‘ladi.
Mashgqlar
1. Ushbu lim
n—e X
limit bilan aniglanadigan funksiya topilsin. ol
2. Ushbu lim sin(zv? +1)  limit hisoblansin.

H—yer
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14- ma’ruza
Funksiyalarni taqqoslash
1°. «O» va «o» belgilar, ularning xossalari. Faraz gilaylik, /{(x)
va g(x) funksiyalar X c R to‘plamda berilgan bo‘lib, x, nuqta X to‘p-

lamning limit nugtasi bo‘lsin.
1~ ta’rif. Agar shunday o‘zgarmas C > 0 soni va shunday §3>0

son topilsaki, ¥x e X N(U;(xy) \ {x, }) uchun
|£(x)| < C |g(x)|

tengsizlik bajarilsa, ya’ni

ACe R,, 38>0, ¥xe X NU(x )\ {x}) : 1/ ()] £C g(x)|
bo‘lsa, x — x; da f(x) funksiya g(x) funksiyaga nisbatan ciegara-
langan deyiladi va f{x) = O(g(x)) kabi belgilanadi.

Agar

ACe R, 3de R, ¥x, |x|>d: | f(x)|<C|g(x)]
bo‘lsa, x — x3=< da f(x) funksiya g(x) funksiyaga nisbatan chega-
ralangan deyiladi va yuqoridagidek f(x) = O(g(x)) kabi belgilanadi.
Masalan, x — 0 da x? = O(x) bo‘ladi, chunki xe(—1, 1) da

2 < ixi.
Agar f(x) funksiya x, nuqta atrofida chegaralangan bo‘lsa,

x -» Xz da f{x) = 0(1) kabi yoziladi.

«(O» ning xossalari:

fix) _

D Agar e
bo‘lsa, x - x; da f(x) = O{g(x)) bo‘ladi.

2) Agar x - x, da f(x) =0(g(x)) va g(x) = 0(h(x)) bo'lsa, u
holda x - x, da f(x)=0(k(x)) bo‘ladi. Demak, x - x;, da
O(0(h(x))} = O(h(x)).

3) Agar x - x, d'a J{x)=0(g(x)) va h(x) = 0(g(x)) bo'lsa, u
holda x — x; da f(x)+ A(x) = O(g(x)) bo‘ladi.

M Agar x - x5 da fi(x) = O(g;(x)) va fr{x)=0(g,(x)) bo'l-
sa, U holda x — x, da f(x)- f; (x) = O(g,(x) g, (x)) bo'ladi.
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2- ta’rif. Agar har ganday ¢ > 0 son olinganda ham shunday § > 0

son topilsaki,
vxe X NWs(x)\{x))

uchun
| F(x)] sefglx)]
tengsizlik bajarilsa, ya'ni ‘

Ve >0, 38>0, vxe XN(W(x) \{xh: [ F(x)<e|gx)]
bo‘lsa, x — x; da f(x) funksiya g(x) funiksivaga nisbatan yugori tartibli
cheksiz kichik funksiva deyiladi va f(x)=o(g(x)) yoki f =o(g)
kabi belgilanadi.

«o» ning xossalari:

1) Agar x - x; da f = o(g) bo'lsa,uholda x = x;, da f = O(g)
bo‘ladi.

2) Agar x - x; da f = 0(g), g = o(h) bolsa, uholda x — x; da
f =o(h) bo'ladi. Demak, olo(h)) = o(h).

3) Agar x - xyda f, = 0(g), f, =o0(g)bo'lsa, uholda x — x, da
Si + 1 =0(g) bo'ladi.

4 Agar x - x,da f| = 0(g), f; = o(g,) bo'lsa, uholda x — x, da
5+ fy = o(g, - &) bo‘ladi. Demak, o(g,)-o(g,) = o(g; - &, ).

2°. Funksiyalarning ekvivalentligi. Autaylik, £(x) va g(x} funksivalan
Xc Rto'plamda beriigan bolib, x, nugta X to‘plamning limit nugtasi
bo‘lsin.

3-ta’rif. x - xy da f(x) va g(x) funksiyalar (x # x, da g(x} = 0)
uchun

Slx)
i
s 800 |

bo‘lsa, x - x, da f(x) va g(x) ekvivalent funksivalar deyiladi va
F(x) ~ g{x}) (x = x;) kabi belgilanadi.

Masalan, x — 0 da f(x) = sinx va g(x) x funksiyalar ekvivalent
funksivalar bo‘ladi: sinx ~ x {(x - 0).

1- teorema. x — x, da f(x) va g (x) funksiyalar (x=x, da g(x) = 0)
ekvivalent bo‘lishi uchun -

g(x) - f(x) = o(g(x)}

tenglikning o‘rinli bo‘lishi zarur va yetarli.
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A Zarurligi. x > x, da f(x) - g (x) bo’lsin. Ta'rifga binoan

lim £ =
s £(X)

bo‘lib, undan

fim [1 _ f(x)] - fim £ _ g
X— Xp) g2{(x) X+ Xg £(x)
bo'lishi kelib chiqadi. Demak, g(x) - f(x) = o(g(x)).

Yetarlilig. x — x, da g(x)— f(x) = 0(g(x)) bo'lsin. U holda
X = xy da . -
F(x) _ g(x)-f(x) _ o(g(x))

gy glx) g(x)

bo‘lib, undan

].im [l _ f(X)] - llm g(x)_f(i) = 0

x= 3 £(x) —x 8(x)
bo‘lishi kelib chigadi. Bu esa

o F(x)
Jm e =D

va'ni f(x} ~ g (x) ekanini bildiradi. >

«-» ning xossalari:

1) Har qanday funksiya uchun x — x; da f(x) ~ f(x) bo‘ladi.

2) Agar x — x, da f(x) ~ g(x), g(x) ~ h(x) bo‘lsa, x - x, da
f(x) ~ A(x) bo‘ladi.

3) Agar x > xy da f,(x) ~ gi(x), f(x) ~ gy(x) bolsa, x = x, da

S1(x) - £(x) = g14x) - gx(x) bo‘ladi.
3°, Funksiyaning asimptotik yoyilmasi. Autaylik,

x-xp 81(x)

= ¢ =const = 0

bo'lsin. Unda x — x, da f(x) — cg,(x) bo'lib,

f(x)=ag (x)+o(g (x))
bo‘ladi. Bu holda ¢,g,(x) funksiva x - x; da f(x) funksiyaning bosh
gismi deyiladi.
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Faraz qilaylik, x — x, da c,5(x} (¢, = const # 0) funksiya

J(x) ~ ¢,g,(x) ning bosh gismi bo‘lsin. U holda x - x, da
f(x)-ag (x) ~ agy (x)
bo‘lib,
F(x)=cg (x}+ g (x)+o(g (x))

bo‘ladi.

Bu jarayonni marta takroriab, x — x; da f(x) funksivani
quyidagicha yozish mumkin:

[(x)=ag (x)+ a8 (x)+ + e, (x) vo(g, (x)) (1)
bunda ¢; # 0 va

giu(x)=0 (gf (x)), (F=1,2,...,n).

Odatda, (1) formula x — x, da f(x) funksiyaning asimptotik
yovilmasi deyiladi.
4°. Ekvivalentlikdan foydalanib, funksiyalarning limitini topish.
Endi funksivalarning ekvivalentligiga asoslangan holda funksivalarning
limitini hisoblashda foydalaniladigan teoremani keltiramiz.
2- teorema. Agar x — xy da f (x)~ f;(x), & (x}~ & (x) bo*-
lib, ushbu
fim A ()
x-xy £ (X)
limit mavjud bo‘lsa, u holda
- | im 202
x-3xp £2(X)

limit ham mavjud va s
tim 28 -y AD
xox £3(X)  x-x §(X)
bo‘ladi. SRR .
<4 Aytaylik, x - x; da f (x) ~ £ (x), & (x)."-gz (x) bo'lsin.
Unda ravshanki, x — x; da _.
H(x) = fi(x)+o(f {x)),
g2 (x) = gl (x)+ o(gl (x)) ST SN
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bo‘ladi. Bu munosabatlardan foydalanib topamiz:

fim 200~ jim AO9OACD _ jyp SO

x=xg £2{X)  x—oxg G(X)ro(ZH (X)) x-5x g,(x) >

. COSX—-COS2X
lim-——— _——~"

Misol. Ushbu p

limit hisoblansin.

x— x

2sin 'ZJ'—:-s.inlE
<« Ravshanki, lim E&?’S—h = lim 22
x—sl X x50 X
Ix  3x it 3es
Endi sin T ET o(x) va sin ¥ 3= 5 + o(x) bo‘lishini e’tiborga
olib, topamiz:
(3 |
zsinii.sing [§x+0(x)15x+o(x)] %x2+0(x2) 3
im——=— < =2lim =2lim3. = ==
112% x2 x={ x2 x—=} x2 2
. cosx-sin2x 3
Demak, .ItI—IE ——x—z——‘”"' =3 >
Mashglar
1. Aytaylik, ne N: a,4,,...,a, e R bo'lsin. U holda x - +da
X"+ ax"™ v ax"? 4+ a, X+ a, = 0(x")

bo‘lishi isbotlansin.
2. Agar x s xpda f(x)-g(x)=0(f(x))
bo‘lsa, x — x, da f{x)-g(x)=o(g(x))

bo‘lishi isbotlansin.
3.Azar x 5 xpda fi(x)~ fo{x), g (x)~g(x)
bo'lsa, x — x, da
LX)+ L (x) -~ & (x)+ & (x),
h(E)-h(x)~&(x)-&(x)
munosabatlar o‘rinli bo‘ladimi?
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4-BOB o
FUNKSIYANING UZLUKSIZLIGI VA .
TEKIS UZLUKSIZLIGI

15- ma’ruza
Funksiyaning uzluksizligi tushunchasi
1°. Funksiyaning uzluksizligi ta’riflari. Faraz qilaylik, f(x) funksi)’_a
X c R to‘plamda berilgan bo‘lib, x, ¢ X nugta X to‘plamning lirut
- nugtasi bo‘lsin.
1-ta’rif. Agar
lim f(x) = f(x%) @
bo‘lsa, f(x) funksiva x, nuqrada uzluksiz deyiladi. L
Demak, f(x) funksiyaning x, nuqtada uzluksizligi ushbu =~
1) lim f(x) = & ning mavjudligi,
X—=Xn
2) b = f(x,) bo'lishi
shartlarining bajarilishi bilan ifodalanadi.
Misollar. 1. Ushbu
fixy=x* +x? +1 | :
funksiya ¥x, € R nuqtada uzluksiz bo‘ladi, chunki

hm f(x)= hm(x +x% +1) = x) +x§+1“f(-’6)
2,Ushbu

f(x) = (signx)? ={1’ agar x#0 bo'lsa,

0, agar x =0 bo‘lsa _
' funksiyani qaraylik. Ravshanki, Vx, € R nuqtada xlin;:l‘J flo=1

bo‘ladi. Demak, garalayotgan funksiya Vx, € R, x # 0 nugtada vzluk-
siz bo‘ladi. Ammo f(0) = © bo‘lganligi sababli

lim £ (x) = /(0

bo‘ladi. Demak, f(x) funksiva x; = 0 nugtada vzluksiz bo‘lma'yd‘i..
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Funksiya limitining Geyne va Koshi ta’riflariga binoan x; funk-
siyaning nugtadagi uzluksizligini quyidagicha ta’riflash mumkin.

2- ta’rif. Agar

noe da x, 5 xy, (x,€ X, n=12,..)
bo‘ladigan ixtiyoriy {x,} ketma-ketlik uchun
Ao« da fix,)— f(x)

bo‘lsa, funksiva x, nugtada uzluksiz deyiladi.

F- ta’rif. Agar Ve > O son olinganda ham shunday & = 8(g) > 0
son topilsaki,

Vxe X (NUs(xy)

uchun | fO0) - fxg) ] <e

tengsizlik bajarilsa, f(x) funksiya x;, nuqtada uzluksiz deyiladi.
Odatda, x — x; ayirma argument orttirmasi, f(x) — f(x) esa
JSunksiva orttirmasi deyilib, ular mos ravishda Ax va Af kabi belgilanadi:

AX =X -xy, &f = f(x) = f(xg) = flxg +8x) - f(x)
Unda funksiva uzluksizligining 1- ta'rifidagi (I) munosabat ushbu
S =0 @

ko‘rinishga keladi. Demak, (2) munosabatni funksiyaning x, nuqtada
uzluksizligi ta’rifi sifatida garash mumkin.

Aytaylik, f{x) funksiya X c R to‘plamda berilgan bo'lib, x,e X
nugta X to‘plamning o‘ng (chap) limit nuqtasi bo‘lsin.

4- 1a'rif. Agar

lim f{x)=f(x), ( im f(x)=/f(x))
X—-25+0 x—=xy—-0

bo‘lsa, f(x) funksiva x, nugtada o‘ngdan {(chapdan) uzluksiz deyiladi.

Demak, f(x) funksiva x, nugtada o‘ngdan (chapdan) uzluksiz
bo‘lganda funksiyaning o‘ng (chap) limiti uning x, nuqgtadagi qiymatiga
teng bo‘ladi:

Flxg +0) = fxg), (f(x-0=Ff(x).

Keltirilgan ta’riflardan, f(x) funksiya x; nuqgtada ham o‘ngdan,
ham chapdan bir vagtda uzluksiz bo‘lsa, firnksiva shu nugtada uzhuksiz
bo‘lishini topamiz.
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Umuman, f(x) funksivaning x, nuqtada uzluksiz bo‘lishi, ve > 0
berilganda ham unga ko‘ra shunday & = 8(¢) > 0 topilib,

| Ve Us(r)c X = f)e U (Fx)
bo'‘lishini bildiradi.

5-ta’rif. Agar f(x) funksiva X < Rto‘plamning har bir nugtasida
uzluksiz bo‘lsa, F(x} funksiva X to‘plamda uzluksiz deyiladi.

6- ta’rif. X = R to‘plamda uzluksiz bo‘lgan funksivalardan iborat
to‘plam ugluksiz funksivalar to ‘plami deyiladi va C(X) kabi belgilanadi.

Masalan, f(x)e Cla, b] bo‘lishi, f(x) funksiyvaning {a, b] seg-
mentning har bir nuqtasida uzluksiz, ya’ni f(x) funksiva (g, b) inter-
valning har bir nuqtasida uzluksiz, ¢ nugtada o‘ngdan, # nugtada
esa chapdan uzluksiz bo‘lishini bildiradi.

2°. Uzluksiz funksiyalar ustida amallar. Misollar. Uzluksiz funk-
sivalarning vig‘indisi, ko‘paytmasi va nisbatining uzluksiz funksiva
bo‘lishi hagidagi tasdiglarni keltiramiz.

1- teorema. f(x) va g{x) funkstyalar X< R to‘plamda berilgan
bo‘lib, x, « X nuqgtada uzluksiz bo‘lsin. U holda:

a) Ve > Rda ¢ - f(x) funksiya x, nuqtada uzluksiz bo‘ladi;

b) f(x} + g(x) funksiya x, nuqtada uzluksiz bo‘ladi;

d) f(x) - g(x) funksiya x, nuqgtada uzluksiz bo‘ladi,

e) Jé(i;‘_; , (8(x)=0) funksiva x, nuqtada uzluksiz bo‘ladi.

4 Teoremaning tasdiglari uzluksizlik ta’rifi hamda limitga ega
bo‘lgan funksiyalar ustida arifmetik amallar hagidagi teoremadan
kelib chigadi. Masalan, teoremaning d) tasdig‘i quyidagicha isbotlanadi:

: lim f(x)=f(%), lm g(x)=g(%)=
= Hm (f(x) g(x)) = lim f(x}- Him g(x) = f(x)- &(%). »

L

1-misel. f(x)=¢, ce Rbo'lsin. Unda f(x)e C(R) boladi.
4 Hagqgigatan ham, Ve > 0 ga ko‘ra 8 =« deyilsa, u holda
vx, |x-x|<8: |f(x)-flx)l=fc-c|=0<e
bo‘ladi. »
2-misol. f(x)=x, xe Rbo'lsa, uholda f(x)e C(R) bo‘ladi.
+4 Hagigatan ham, Ve > 0 ga ko'ra 8 =« deyilsa, u holda
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VX, Jx-x <8 | f)-flx)|l=lx-x|<d=¢
bo‘ladi. ¢
3- misol.

f(x)=ax" +ax™ +..+a, x+a,; me N, a, &, .., a,€ R

bo‘lsin. U holda f(x)e C(R) bo‘ladi.

4 Bu tasdigning isboti 1- va 2-misollar hamda 1- teoremadan
kelib chigadi. » C
Shunga o‘xshash ushbu L

.
m-1

Flx) = X" +ax" 7l xtE, -
box"+ix" Vg B, x+b,

funksiyaning (bunda m, ne N; @, a), s @y, by, by, oo by € R_) '
{xe R\ bpx" +x"" v .+ b, _x+b, =0}
to‘plamda uzluksiz bo‘lishi ko‘rsatiladi.

4- miso}. f(x) = sinx bo‘lsin. U holda f(x)e C(R) bo‘lach
4 X R nugtani olib, Ve > 0 ga ko‘ra 8 =¢ deymiz.

Unda ¥x, |x- x| <38: . :

X+xg
2

|sin x ~ sin x3} = 2| cos S g jx-x,|<5=¢

bo‘ladi. »

Xuddi shunga o‘xshash f(x) = cosx funksiya R da, f(x) = tgx va
J(x) = ctgx funksivalaming esa o‘z aniglanish to plamlanda uzhiksiz
bo‘lishi ko‘rsatiladi.

S5-misol. f(x)=¢a", a>0 bo‘lsin. U holda f(x)e C(R)
bo‘ladi. '

4 Ravshanki, }lx'l)'ﬂ (@™ -1) =
" Unda
0= lim (a“‘“—l):» lim a%(@*-a*)=0e
x=xg—{ x=xp—0

o a? lim@ -a*)=0< lim g* = g™
X=X x—xp

bo‘ladi. »
100



6- misol. Avtaylik,

-1, agar x <0 bo‘lsa,
S(x)=4 0, agar x =0 bolsa,
I, agar x>0 bo‘lsa

bo‘lsin. Bu funksiva uchun S
f+) =1, f(-0)=-1 s |
va berilgan funksiya X = R\ {0} to‘plamda uzluksiz bo'ladi.
3°. Funksiyaning uzilishi. Aytaylik, f(x) funksiya (a, b)da
(oo € @ < b < +02) berilgan bo‘lib, X, € {(a, b) bo'lsin. c
Ma’lumki, f(x) funksiyaning x, nuqgtadagi o‘ng va chap limitlari

f(xo +0)5 f(xu—o) o (3)
mavijud bo'lib,

Flxg=0)= flxg)= flxg+0) (4)
tenglik o‘rinli bo‘lsa, u holda f(x} funksiya x, nuqtada vzluksiz bo‘iar
edi.

Agar f(x) funksiva x, nuqtada vzluksiz bo‘lmasa, unda x, nuqta
f(x) funksiyaning uzilish nugtasi deyiladi.

7- ta’rif. Agar (3) limitlar mavjud va chekli bo‘lib, (4) tengliklarning
birortasi o‘rinli bo‘lmasa, x, nuqta f(x) funksiyvaning birinchi tur
uzgilish nugtasi deyiladi.

Bunda o
f(x+0), f(x-0) KL
ayirma funksiyaning x, nugqtadagi sakrashi deyiladi.

Masalan, f(x) = [x] funksiva x = p (pe Z) nuqtada birinchi tur
uzilishga ega, chunki

f(p+®=p, flp-0)=p-1
bo‘lib, o
fo+0) = flp -0y
bofladi. 7 e

Agar hech bo‘lmaganda (3) limitlarning birortasi mavjud bo‘lmasa

yoki cheksiz bo‘lsa, x; nuqta f(x) funksiyaning ikkinchi tur uzilish
hugtasi deyiladi.
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Masalan, ushbu

.1
sin >, agar x= 0 bo‘lsa,
fo=1"5 %
0, agar x=0 bo'lsa

funksiya x = ¢ nuqtada ikkinchi tur vzilishga ega bo‘ladi, chunki bu
funksiyaning x = 0 nuqtadagi o‘ng va chap limitlari mavjud emas.

4°. Murakkab funksiyaning uzluksizligi. Faraz gilaylik, y = f(x)
funksiya X c R to‘plamda, « = F(y) funksiya esa ¥, to‘plamda anig-
langan bo‘lib, vlar yordamida ¥ = F({f(x)) murakkab funksiva tuzil-
gan bo‘lsin.

2-teorema. Agar y = f(x) funksiva x,e X nuqtada, u = F(y)
funksiya esa y,e ¥ nuqtada (y, = f(xg)) vzluksiz bo‘lsa, F{f(x)) funksiya
X, nugtada uzluksiz bo'ladi.

<« 4 = Fy) funksiya y,e ¥, nugtada (y, = f(x;)} vzluksiz bo‘lgani
uchun

ve>0, 36>0, vy, |y-yl<o: |F()-F(y)l<e, (5

va'ni | F(F(x)) - F(f(x)) | <€ boladi,
Shartga ko‘ra y = f(x) funksiya x;e X nuqtada uzluksiz. U holda
yugoridagi ¢ > 0 ga ko‘ra .

B>0, Vx, |x-x5[<3: If(x)—f(xo)|<c,
ya'ni ly-y»l<o o ()
bo'ladi. S

(5) va (6) munosabatlardan o
Ves0, 35>0, Vx, Jx-x1<8: | F(f(x)D-F(fNl<e

bo‘lishi kelib chiqadi. Demak, F{f(x)) funksiva x, nugtada uzluksiz.
5°. Monoton funksiya uzilish nuqtasining xarakteri.
3-teorema. [a, b] ¢ R da monoton bo‘lgan f(x) funksiya shu
[a, #] ning istalgan nugqtasida yoki uzluksiz bo‘lach yoki birinchi tur
vzilishga ega bo‘ladi. o
4 f(x) funksiya [a, b] da o‘suvchi bo'lsin. Aytayhk,

X elab], (-8, x%+8)clab]l, >0
bo‘lsin. Monoton funksivaning limiti hagidagi teoremaga ko‘ra-

lim f(x) = f(x -0) = f(x),
x—x5-0
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x_l’\igmf(x) = flx +0) 2 f(x),

bo‘ladi. Agar  S(X% =0) = f(x) = flxp +0)
bo'lsa, f(x) funksiya x, nugtada uzluksiz, agar

F(xy -0 < f(xg +0}
bo‘lsa, f{x) funksiva x, nuqtada birinchi tur uzilishiga ega bo‘ladi.
Xuddi shunga o‘xshash f(x) funksiya |a, ] da kamayuvchi bo‘lganda
ham tasdiq isbotlanadi.

Mashglar
1. Ushbu
£(x)= sin x, agar x - ratsional son bo‘lsa,
- 0, agar x - irratsional son bo‘lsa

funksivaning X, = An (k € Z) nuqtalarida uzluksiz bo‘lishi isbotlansin.

2. Ushbn
D(x)= 1, agar x - Tatsio_nal son bo‘ls‘a,
0, agar x - irratsional son bo‘lsa

Dirixle funksivasi R ning har bir nugtasida uzilishga ega ekanhgl
isbotlansin. '

3. Ushbu f(x)=]x]-sinnx, (xe R)
funksiva uchun f(x)e C(R) bo‘lishi ko‘rsatilsin.

§

16- ma’ruza _
- Uzluksiz funksiyalarning xossalari .

1°. Nuqtada uzluksiz bo‘lgan funksiyaning xossalari (lokal
xossalari). Misollar. Faraz qilaylik, f(x) funksiva X c R to‘plamda
berilgan bolib, x; € X bo'lsin,

1. Agar f(x) funksiva x;, € X nuqtada uzluksiz bo‘lsa, u holda

shunday 8 > 0 va M > 0 sonlar topiladiki, Yxe X N{U;(x,) da

| f{x)| < M bo‘ladi, ya’ni f(x) funksiya x, nugtaning U5 (x,) atrofida
chegaralangan bo‘ladi.
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2. Agar f(x) funksiya x, € X nugtada uzluksiz bo‘lib, f(x;) = 0
bo‘lsa, u holda shunday & > 0 son topiladiki, ¥vxe X N¥Uz(x,) da
signf(x) = signf(xy) bo‘ladi, ya’ni f(x} funksivaning {/;{x,) dagi
ishorasi f(x;)ning ishorasi kabi bo‘ladi.

Bu tasdiglarning isboti limitga ega bo‘lgan funksivaning xossa-
laridan kelib chigadi.

3. Aytaylik, y = f(x) funksiya x, nugtada

lim f(x)=b, (b B) W)

ga ega bo'lib, g(y) funksiya Yto‘plamda berilgan {f(x)| xe X}U{b}c ¥
va y = b nugtada uzluksiz bo‘lsin. U holda

lim g(/(x)) = g(b),

ya'ni - lim g(f(x)) = g(lim f(x)) (2)
bo‘ladi. "“ 0
dnoedax,>x (x,e X, x, #x5, n=1,2,..) bo‘ladigan
ixtiyoriy {x,} ketma-ketlikni olaylik. Unda (1) munosabatga ko‘ra
n—edaf(x)—ob
bo‘ladi. Shartga ko‘ra g(f(x))} funksiya & nuqtada uzluksiz. Demak,
n—> oo da g(f(x,)) — g(b) -_
bo‘ladi. Keyingi munosabatdan (2} tengliknig o‘rinli bo‘lishi kelib
chigadi. P
1- misol. Ushbu
lim log, (1+x)
x= 0 X

munosabat isbotlansin.
4 (2) munosabatdan foydalanib topamiz:

=log, e, (a>0, azl) 3)

1 ©l . _
lim loﬁgﬂl = lim log, (1+ x)* = log, [limﬂ(l + X)* ] =log, é.

x—l

Xususan, a = ¢ bo‘lganda lirré l_ngx-r_x) =1 bo'ladi.

2- misol. Ushbu limi’; =lna, (a>0)

x—
munosabat isbotlansin.
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<4 Keltirilgan tenglikni isbotlash uchun ¢* -1=1¢ deb olamiz.
Unda x — 0 da 7 —» 0 bo‘ladi. Shuni hamda (3) munosabatni ¢’tiborga
olib topamiz;

a1 . t 1
y—% x ]rl—l»lg log,(1+¢) ~ log, e Ina. »

3- misol. Ushbu

ling — L o, (ee R)
x—=0 X

munosabat isbotlansin
<« Ravshanki, (1+x)* = il
va x = 0 da In(l + x) — 0 bo‘ladi. Unda

(1+x)% -1 N (ecr.ln (l+x)_1) ’ h'l(l+x}a; L
x  aln(l+x) pe

bo'lib, undan

® uln(l+x}
fim LF D71y A, Inher)
x—= 0 X x—0 aln(l+x) x=0 X

bo‘lishi kelib chigadi. »

2°. Segmentda uzluksiz bo‘lgan funksiyalarning xossalari (global
xossalar). Aviaylik, /(x) funksiya [a, 5] segmentda berilgan bo‘lsin. -

Ma’lumki, f{x) funksiva (a, #) da uzluksiz, ¢ nugtada o‘ngdan,
b nugtada chapdan uzluksiz bo‘lsa, f{x) funksiya [a, 5] segmentda
uziuksiz bo‘ladi.

Endi segmentda uzluksiz bo‘lgan funksivalarning xossalarini
keltiramiz. Ular teoremalar orgali ifodalanadi.

1- teorema. (Veyershtrassning birinchi teoremasi.} Agar f(x)
funksiya {a, ] segmentda uzluksiz, yva'ni f(x}e Cla, 5] bo‘lsa,
S () funksiya [a, b} da chegaralangan bo‘ladi.

4 Ma’lumki, f(x) funksivaning {a, 5] da chegaralanganhgl
quyidagi

IM e (0,4e0}, Vxela, b):|f(x)|sM
ni anglatadi.

Teskarisini faraz gilaylik, va’ni f(x) e Cla, b] bo‘lsa, ham funk-
siya [a, b] da chegaralanmagan bo‘lsin. U holda
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Yae N. Ix,efa, bl: | fx)i>n (=12 .) &)
bo‘ladi. Ayni paytda, hosil bo'ladigan {x,} ketma-ketlik uchun
x, € [a, b], (n=1,2,..)bolganligi sababli u chegaralangan bo‘ladi.
Unda Bolsano—Veyershtrass teoremasiga ko‘ra bu {x,} ketma-ketlikdan
yaqinlashuvchi gismiy {x,} ketma-ketlik ajratish mumkin: -

k —3 D3 da x"k‘—) xo, (.xo 15 [a, b]).
Shartga ko‘ra f(x) funksiya [a, b] da uzluksiz. Binobarin,
k> e da f(x, )= f(x) 5)
bo‘ladi. Bu (5) munosabat yuqonda gilingan farazga ziddir (chunkl
faraz bo‘yicha
hm S, ) =40

bo‘lishi lozim edi). Demak f (x) funksiva [a, B] da chegaralangan
bo‘ladi. »

Aytaylik, f(x) funksiya X — R to‘plamda berilgan bo‘lsin,

Ta’rif. Agar X to‘plamda shunday x; € X nuqta topilsaki, vxe X
uchun

S £ flxg), (f(x)2 fx)
tengsizlik bajarilsa, f(x) funksiva x, nugtada eng katta (eng kichik)
 giymarga erishadi deyiladi va
S () = max f(x), (f(x)=min f(x))
kabi belgilanadi.

2- teorema. (Veyershtrassning ikkinchi teoremasi.) Agar
S(x)e Cla, b} bo‘lsa, bu funksiya [a, 5] segmentda eng katta hamda
eng kichik giymatlarga erishadi, ya’'ni

3cl € [aa bla Vxe [a: b] . f(x) = f(cl )s
3c, e [a, b), Vxela, b}: f(x) 2z f(c)
bo‘ladi. '

o4 Aytaylik, f(x)e Cla, 5] bo‘lsin. Veyershtrassning 1-teore-
masiga ko‘ra £ (x) funksiya [a, b} segmentda chegaralangan, ya’ni ushbu

{f(x)[xela, b}

to‘plam chegaralangan bo‘ladi. Unda to‘plamning anig chcgaram
haqidagi teoremaga ko‘ra
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sup f(xy=M, (Me R

x&la, b}

mavjud bo‘ladi. -
To'plamning aniq yuqori chegarasi ta’rifiga muvoﬁq

Vxela, bl: f(x)s M, _
Ve>0, Ax(e)e la, b]: f(x(e))> M ~¢
bo‘ladi. Keyingi tengsizlikda '

_ 1
€= l$ ) 53 ] ;9
deb olinadigan bo‘lsa,
X, = x( )e la, b]
ketma-ketlik hosil bo‘lib, uning uchun
1
flx,)> M- m

tengsizlik bajariladi. Demak, Yne N da

M——-<f(x )<M N
bo‘ladi. Bu munosabatdan .
lim /(x,) = M o ©)
bo‘lishi kelib chigadi.

Yugorida hosil gilingan {x,} ketma-ketlik chegaralangan. Undan
yaginlashuvchi gismiy ketma-ketlikni ajratish mumkin. Uni {x,, }
deylik:

ko ewdax, ¢, (gela ). )
Berilgan f(x) funksiyaning uzluksizligidan foydalanib topamiz:
ko wda f(x,) = fe).

Ravshanki, {f(x,, )} ketma-ketlik {f (x,)} ketma-ketlikning qismiy
ketma-ketligi. Demak, (6) munosabatga ko‘ra
bo‘lib, f(c,)=M bo'lishi kelib ch1qad1 Xuddi shunga o‘xshash, f (x)
funks1yanmg eng kichik qiyvmatga erishishi ko‘rsatiladi. » .
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3- teorema. Faraz qilaylik, f(x) funksiva [4, #] segmentda berilgan
bo‘lib, guyidagi shartlammi bajarsin:

1) f(xye Cla, b}

2) segmentning chetki nugtalari ¢ va b larda har xil ishorali
giymatlarga ega, va'ni

flay<0< f(b) yoki f(a)>0> f(b)
bo‘lsin.

U holda (g, b) da shunday x; nugta (g < x, < b) topiladiki,
S (xp) = 0 bo'ladi.

o Aytaylik, f(x)e Cla, b]bo‘lib, f(a) <0< f(&)bolsin. [a, b}
segmentning f(x) funksiyaga manfiy giymatlar beradigan nuqtalaridan
iborat to‘plamini £ deylik:

E ={xela, b]| f(x) <0}
Ravshanki, ee E, E < [a, b]. Demak, E to‘plam chegaralangan va
Ez0.
To‘plamning aniq yuqori chegarasi haqgidagi teoremaga ko‘ra
sup F =x,, (x4 € (a, b))
mavjud bo‘ladi,
Aniq vuqori chegara ta’rifiga binoan,

o Vne N, Elx,,eE:xo—;t-qx,,<x6
boladi. Demak,
f(xn) < 03 (n = 1, 2, 3, ...).

- f(x) funksiyaning {a, 8] da uzluksiz bo‘lganligini e’tiborga olib
topamiz:

n—»oda x, = x; bo‘lib, f(x,)—= f(xy).
Bir tomondan
lim /(x,) <0,
ikkinchi tomondan
im /(x,) = (%)
bolishidan
C flxp)s0 o oo @)
bo‘lishi kelib chigadi. e
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Ravshanki, x > x, da x ¢ E. Binobarin, f{x) 2 0. Shuning uchun
lim f(x)y=0

x—xg+{

bo‘lib, P

f(xy)= Hm Of(x)zﬂ 8
X=3 Xp+

bo‘ladi. (7) va (8) munosabatlardan f(x,) = 0 bo‘lishi kelib chiqadi.
Xuddi shunga o‘xshash, fix)e Cla, blva f(a)> 0> f(b)bo‘lgan
holda teorema isbotlanadi. >

4- teorema. Agar f(x)e Cla, d]bo‘lsa, u holda chegaralari (@)
va f(#) bo‘lgan segmentga tegishli ixtivoriy / soni olinganda [a, b} da
shunday x;, nuqta topiladiki, f(x;} = / bo‘ladi.

A f(a) < f(b) deb, f(a) << f(b) ni olaylik. Ravshanki, f(a) =/
voki f{b) = I bo'lgan holda teorema isbotlangan hisoblanadi.

Endi f(a) < I < f(b) bo‘lsin. Ushbu

glxy= f(x)-1, (xela, b))
funksiyani olaylik. Bu funksiya uchun:
D g(x)e C [a, b;

2) ga)<G<gdy L
bo‘ladi. Unda 3- teoremaga ko‘ra shunday xge (a b) tOplladlkl
8ixg) = 0,

Sy =1
bo‘ladi. »

Ushbu ma’ruzaning pirovardida berilgan funksivaga teskari bo‘lgan
funksiyaning mavjudligi haqidagi teoremani isbotsiz keltiramiz.

5- teorema (teskari funksiyvaning mavjudligi}. Agar £(x) funksiya
X c Roraligda uzluksiz va gat’iy o‘suvchi (qat’iy kamayuvchi) bo‘lsa,
u holda ¥, ={f(x)| x ¢ X} oraliqda teskari f~(y) funksiya mavjud
bo‘lib, u uzluksiz gat’iy o‘suvchi {qat’iy kamayuvchi) bo‘ladi.

ot

ya'ni

Mashglar

1. Ushbu x-&=1
tenglama (0, 1) da hech bo‘lmaganda bitta lldlzga ega ekanligi
isbotlansin.
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2. Ushbu . -

-x? +1, agar -1<x <0 bo'lsa,
fix)= 0, agar x =0 bo‘lsa,
x? -1, agar 0<x<1 bo'lsa
funksiya [—1, 1] da eng katta va eng kichik giymatlariga erishadimi?
3. Ushbu
f=x-x, (xe R
funksiva givmatlari to‘plami R bo‘lishi isbotlansin.
4. Avtaylik, f(x) funksiva tekislikdagi biror aylanada berilgan va

uzluksiz bo‘lsin. U holda aylanada diametral garama-qarshi jovlashgan
a va b nugtalar topilib, f(g) = f(d) bo lishi isbotlansin. .

17- ma’ruza '
Funksiyaning tekis uzluksizligi. Kantor teoremasi

1°. Funksiyaning tekis uzluksizligi tushunchasi. Faraz qilaylik,
J(x} funksiyva X< R to‘plamda berilgan bo‘lsin,

1- ta’rif. Agar ixtiyoriy € € 0 son olinganda ham shunday §>0
son topilsaki,

| x"~x"} <&
tengsizlikni ganoatlantiruvchi ixtivoriy x’, x” e X uchun
| f(x)-f(xT) ] <e
tengsizlik bajarilsa, ya’ni o
Ves0, 3850, Va',x"e X, |x'—x"|<8: [ f(x)-f(xT)|xe

bo‘lsa, f(x) funksiva X to‘plamda tekis uzluksiz deyiladi. -
Keltinlgan ta’rifdan:
1) 8> 0 sonning faqat ¢ >0 ga bog'ligligi;
2) f(x) funksiva X da tekis vzluksiz bo‘lsa, u shu X to plamda
uzluksiz bo‘lishi kelib chigadi.

1- misol. f(x) =x, x e Rbo'lsin. Bu funksiya R da tekis uzluksiz
bo‘ladi.

4 Agar ve>0 ga ko‘ra 8 = ¢ deb olinsa, unda ¥x’, x"e X,
[x"~x"]| <& da
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: [fOX) = FXY | =[x ~x"[<8=g 00 0
bo‘ladi.
2-misol. f{(x)=sinx, xe R bo'lsin. Bu funksiva K da tekis
nzluksiz bo‘ladi.
4 Agar Ve > 0 ga ko‘ra, 8§ = ¢ deyilsa, unda ¥x', x"¢ R,
fx"-x"1<8 da

x'~x
lSIIl —— 1

=g
2

lsin x” - sin x”] = 21008
bo‘ladi. p
3-misol. f(x)= 1, x& X = (0, 1] bo'kin. Bu fanksiya X= 0, 1) da

tekis uzluksiz bo‘Imaydi.

4 Ve > 0 sonni, masalan, € =% deb olib, x* va X’ nuqtalér
sifatida

2

va x” --— (ne N)

X |-

x' =
deb olinsa, u holda | x"~ x" | ayirma quyidagicha

|x'_x"= 1_1 =__.l.__._
n ol n(n+l)

bo‘ladi. Bundan ({ x’'~x"]| < 8) 8 ni har gancha kichik gilib olish
mumkin bo‘lsa ham

| FE) - £ = |

=ln-(neD] =15 1=

bo‘ladi, Demak, f(x) = % funksiya X=(0, 1} da tekis uzluksiz emas. »

2°. 1- teorema. (Kantor teoremasi.) Agar f(x) e Cla, b]bo‘lsa,
u holda f(x) funksiya [a, b] da tekis vzluksiz bo‘ladi.

4 Aytaylik, f(x)e Cla, b] bo‘lsa ham funksiya |a, #) da tekis
uzluksiz bo‘lmasin. Unda biror & > 0 va ixtiyoriy 8 > 0 uchun [a, 4] da
shunday x’ va x” nuqtalar topiladiki,

| x' =x"t<d=| flx)-f(xD)ze
bo'ladi. n - +e= da §, - 0, (§, >0, n=1, 2, ...} bo‘ladigan ixtiyoriy
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{6,} ketma-ketlikni olamiz. Unda
e = x} < & = |f(x)~ [ (x()| z &,

|x; = x3| < 8y = |f(x3) - f(x7)] 2 &,

bo‘ladi.
Ravshanki, {x, }uchun x, € [aq, 8], (n=1,2, 3,...) bo‘lib, undan
k — 4 da X, — X, (% €la, b))

bo‘ladigan qismiy ketma-ketlik ajratish mumkin. Shuningdek, x; ketma-
ketlikdan x, qismiy ketma-ketlik ajratish mumkin. Ayni paytda,
X, uchun ham

k=4 da X, — X
bo'ladi. f(x)e Cla, b] bo'lishidan k — +o da f(x, ) = f(xy),
f(x,:k } = f(x,) bo'lib, ulardan & — += da f(x;,l‘E ) —f(x;k }> 0
bo'lishi kelib chiqadi. Bu esa ¥r > N uchun

b)) -f )| ze
deb olingan farazga zid. Demak, f(x) funksiya [a, b] da tekis uzluksiz.

2- ta’rif. Faraz qilaylik, f(x) funksiva X< R to‘plamda berilgan
bo‘lsin. Ushbu

sup f(x) - inf f(x)
avirma f(x) funks:yamng X to ‘plamdagi tebranishi deyllach vauw
orqali belgilanadi:
o=o(f; Xy=sup f(x)-inf f(x) -
xe X xeX o
funksiyaning X to‘plamdagi tebranishi quyidagicha
o= sup {{f(x)- f(x)}
x', xeX
kabi ta’riflanishi ham mumkin.
Natija. Agar f(x)e Cla, b]bo‘lsa, u holda Ve > 0 uchun shunday
5 > 0 topiladiki, [a, 5] segment uzunliklari § dan kichik bo‘lakiarga
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ajratilganda har bir bo‘lakdagi funksiyaning tebranishi ¢ dan kichik

‘adi.
b 14 Shartga ko‘ra f(x)e Cla, b] Demak, Kantor teoremasiga
ko‘ra u [a, b] da tekis uzluksiz. Unda ta’rifga binoan
ve>0, 3850, Vx', x"ela,b], | X -x"|<8: | fF(x)~f(xT)| <&
bo‘ladi.

Endi [a, A segmentni vzunligi 6 dan kichik bo‘lgan
[xe, xpo], (X <X <X <.u<X,, X3 =4, X, =b)
bo‘laklarga ajaratamiz. Unda
vx', x"elxg, gl (X ~x"|<8: | fFAX)-f(x)] <e

bo‘ladi. Demak,

Ce=sp {F(0)- S0 se

x'\x% [xg, X

bo‘ladi.

3°. Funksiyaning uzluksizlik moduli. /(x) funksiva X < Rto‘plamda
berilgan bo'lib, u shu to‘plamda uzluksiz bo‘lsin. Endi

v8>0, Vx', x"e X, |x'-x"]<8
uchun
| f(x) = £(x)] A )

ayirmani garaymiz. SRS

J-a’rif. (1) ayirmaning aniq yuqori chegarasi

sup{| £(x) - F(x")} [}

JF(x) funksivaning X< R to'plamdagi uzluksizlik moduli deyiladi va
w(6) kabi belgilanadi:

() = o ) = £}

Demak, f(x) funksivaning X to‘plamdagi uzluksizlik moduli § ning
manfiy bo‘lmagan funksivasi bo‘ladi.

Endi uzluksizlik modulining ba’zi xossalarini keltiramiz:

1. Funksiyaning uzluksizlik moduli 8 ning o‘suvchi funksiyasi
bo‘ladi.

« Aytaylik, §, >0, 3, >0 va §, > 3§, bo‘lsin. U holda

ox"e X X -x"<§}, {X, x"e X X - x"<8,}
to‘plamiar uchun
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' x"e X: ¥ -x<8c{x e X! X'-xT< 5}
bo‘lib, undan
a(8,) € 0(§,)
bo‘lishi kelib chigadi. Demak, §; > 3, = () 2 w(3,). »

Uzluksizlik modulining keyingi xossasini isbotsiz keltiramiz,
2. Funksivaning vzluksizlik moduli uchun ushbu

ofAd) = (1+ 1) o(3)
munosabat o‘rinli bo‘ladi, bunda » — musbat son.
4- misol. Ushbu f{x) = ax + b, {a, b e R) funksiyaning X= {o, B]

dagi uzluksizlik moduli topilsin.
4 Ta’rifga binoan,

o(3) = sup [(ax’+b)-(ax"+b)|= sup fa(x' - x)|=|d-&
<8 |x'~x"[<8

|x"-x

bo‘ladi. Demak, «(8)=]a|-8.
2- teorema. f{x) funksiya X to‘plamda tekis uzluksiz bo‘lishi nchun

fim o(9) =0

tenglikning o‘rinli bo‘lishi zarur va etarli.
o Zarurligi. f(x) funksiya X to‘plamda tekis uzluksiz bo‘lsin:

Ve>0, 33, >0, vx, x"e X, | x -x"|<d: | fF(x)~ f(x")] <-§.
U holda 0 < § < §; tengsizliklarni qanoatlantiruvchi ixtiyoriy 8 uchun
S lrexn-rel s S Jrey-rooftss <e
bo‘lib, unda ®(8) <&, ya’ni
hm o(d) = 0
bo‘lishi kelib chigadi. ..
Yetarliligi. Ushbu ﬁlimn (&) =0
munosabat o‘rinli bo‘lsin. Demak, § — +0 da
(8) = i _SUI,? 8{If &) -fO)} -0
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U holda
- VX', x"e X, |x' =x"}<8<8: [f(X)-f(xM)<e

bo‘ladi. Demak, f{x} funksiyva X to‘plamda tekis uzluksiz bo‘ladi. P
Funksivaning uzluksizlik moduli funksivalarni sinflarga ajratish
imkonini beradi. Masalan, uzluksizlik moduli ushbu

od) s M 8"

(bunda M = const, 0 < ¢ < 1) tengsizlikni ganoatlantiruvchi funksiya-
lar to‘plami o rarribli Lipshits sinfi deyiladi va Lip, 0. kabi belgilanadi.

Mashglar

1. Agar f(x) va g(x) funksiyvalarning har biri [a, 5] < R da tekis
uzluksiz bo‘lsa, u holda f(x) - g(x} funkstya ham [a, b] c R da tekis
uzluksiz bo‘lishi isbotlansin.

2. f{x) = x funksivaning [0, +) da tekis uzluksiz emasligi ko‘r-
satilsin. S A 1T

3. Ushbu

f@) =2+ 1
funksiyaning X = {0, 1] segmentdagi vziuksizlik moduli topilsin.
4. Agar f{x) funksiya (0,1) da tekis uzluksiz bo‘lsa, ushbu

i 1)
limit mavjud bo‘ladimi? -, R

B . TLost
sl L S

18- ma’ruza
Kompakt to‘piam. Kompakt to‘plamda uzluksiz funksiyalar

I°. Kompakt to‘plam tushunchasi. Avvalo ochiq va yopiq to‘p-
lamiar tushunchalarini keltiramiz.

Faraz qilaylik, X< R to‘plam berilgan bo‘lib, x; € X bo‘lsin.

I- ta’rif. Agar x, nuqtaning shunday

Us{xg)={xe R: xq-8<x<xy+8}, (8>0)

atrofi mavjud bo‘lsaki, uning uchun Uz(xy) < X bo'lsa, x; nugta
X to‘plamning ichki nugrasi deyiladi. '
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Masalan, X, =% nugta X'=[0, 1] to‘plamning ichki nuqtasi

bo‘ladi. Chunki, bu nugtaning (%—%,%+%) atrofi uchun

(% - %, % + %) < [0, 1} bo‘ladi. x = 0, x = 1 nuqtalar shu to‘plamning
ichki nugtalari bo‘lmaydi, chunki, masalan, x = 0 nuqtaning hech
qgaysi (-8, 8) atrofi X= [0, 1] segmentga tegishli bo‘lmaydi. (Bn
atrofning (-5, 0) gismi [0, 1] segmentning tashqarisida joylashgan).

2- ta’rif. Agar X to'plamning har bir nugtasi uning ichki nugtasi
bo'lsa, X ochig to plam deyiladi.

Masalan, X = (0, 1), X= (0, 1)U (2, 4) to‘plamlar ochiq to‘plam-
lar bo‘ladi.

3= ta’rif. Agar Xto‘plamning barcha limit nugtalari shu to‘plamga
tegishli bo‘lsa, X yopig to ‘plam deyiladi.

Masalan, X'=[0, 1] segment yopig to‘plamdir.

Eslatma. Limit nugtaga ega bo‘imagan to‘plam ta’rifga ko‘ra
yopiq to‘plam deb hisoblanadi. Masalan, £= {1, 2, 3, 4, 5} to‘plam
yopiq to‘plam bo‘ladi.

4- ta’rif. Agar X to‘plamning nugtalaridan tuzilgan har qanday
{x,} ketma-ketlikdan shu to‘plamning nugtasiga yaqinlashuvchi {x,, }

qismiy ketma-ketlik ajratish mumkin bo‘lsa, X kompakt to ‘plam deyi-
ladi.

Misollar. 1. X=[a, b] segmentning kompakt to‘plam bo‘lishi
Bolsano—Veyershirass teoremasidan kelib chigadi.

2. X =la;, 5 ]Ulay, 51U ...Ula,, b,} to'plam kompakt to‘plam
bo‘ladi.
3. X= (0, 1) interval kompakt to‘plam bo‘lmaydi, chunki

%, = =€ (0,1) bo'lib, # > da x, > 0¢ X.

Teorema. X kompakt to‘plam bo‘lishi uchun uning chegaralangan
va yopiq to‘'plam bo‘lishi zarur va yetarli.

A Zararligi. X — kompakt to‘plam bo‘lsin. Uning chegaralanganli-
gini ko‘rsatamiz. Teskarisini faraz qilaylik, ya’ni X — kompakt to‘plam
bo‘lsa ham, u chegaralanmagan bo‘lsin. U holda
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Ix,, X, e X, n=0123,..: |x,i>n

bo‘ladi. Ravshanki, bu {x,} ketma-ketlikdan yaginiashnvchi gismiy
ketma-ketlik ajratib bo'lmaydi. Bu esa X ning kompakt to‘plamligiga
zid. Demak, X — chegaralangan to‘plam.

Endi X ning yopiq to‘plam bo‘lishini ko‘rsatamiz. Faraz qilaylik
X, nuqta X to‘plamning limit nuqgtasi bo‘lsin. U holda

Ix,, x,e X, n=1,2,3,...: n-o+4ee da x, - x,
bo‘ladi. Bu {x,} ketma-ketlikning har ganday {x,, } gismiy ketma-
ketligi uchun

Jim 5o, =%
bo‘ladi. X kompakt to‘plam bo‘iganligi sababli x, ¢ Xbo‘ladi. Derhak,'
X — yopig to‘plam.

Yetarliligi. X — chegaralangan va yopiq to‘plam bo‘Isin. Bolsano—
Veyershtrass teoremasiga ko‘ra har ganday {x,} ketma-ketlikdan x, ga
yaginlashuvehi {x,, }gismiy ketma-ketlik ajratish mumkin: & — 4 da
X, = Xg. .

Ravshanki, x; nugta X to‘plamning limit nuqtasi bo‘ladi. Ayni
paytda, X yopiq to‘plam bo‘lgani uchun x; € X'bo‘ladi. Demak, X —
kompakt to‘plam. »

Endi kompakt to‘plamning muhim xossalarini keltiramiz.

Faraz qilaylik, X to‘plam va har bir elementi intervaldan iborat
S={c} intervallar sistemasi berilgan bo‘lsin.

5- ta’rif. Agar X'to‘plamning har bir x nuqtasi uchun .S sistemada
shu nugtani o‘z ichiga oluvchi ¢ interval topilsa, u holda S={c}
sistema X 10 plamni qoplaydi deyiladi.

Masalan, X = (0, 1} bo‘lsin. Quyidagi

1) () - (2)

intervallar sitemasini olaylik.
Ravshanki, X = (0, 1) to‘plamning har bir nugtasi bu intervallar
sistemasining kamida bitta intervaliga tegishli bo‘ladi. Demak,

S ={[L, i); n=l,2,..,}
Py i

sistennta X = (0, 1) to‘plamni goplaydi.
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. Endi bitta tasdigni isbotsiz keltiramiz.

Geyne—Bore} lemmasi. Agar chegaralangan yopig X to‘plam
cheksiz intervallar sistemasi {c} bilan qoplangan bo‘lsa, u holda {c}
sistemadan X to‘plamni qoplovchi chekli {g,, s,,..., 5, } sistemani
ajratish mumkin.

2°. Kompakt to*plamda berilgan uzluksiz funksiyalarning xossalari.
Faraz qgilaylik, f(x} funksiva X kompaki to‘plamda (X< R} berilgan
bo‘lsin. Bu to‘plamda f (x) funksiya uzluksiz bo‘lsa, u gator Xossalarga
ega bo‘ladi.

1. Agar f(x) funksiva X kompakt to‘plamda uvzluksiz bo‘lsa, u
chegaralangan bo‘ladi.

2.Agar f(x) funksiva X kompakt to‘plamda uzluksiz bo‘lsa, funksiva
shu to‘plamda o‘zining aniq chegaralariga erishadi. Ya’ni shunday

x; € X, x, € X nuqtalar topiladiki,
flx)= Supf(x) fx) = mf f(x)

bo‘ladi.

3. Agar f(x) funksiya X' kompakt to‘plamda uzluksiz bo‘lsa, ﬁmk31ya
X da tekis vzluksiz bo‘ladi.

4. Agar f(x) funksiya X kompakt to‘plamda uzluksiz bo‘lsa, shu
X to‘plamning aksi {f(x)} kompakt to‘plam bo‘ladi.

Bu xossalarning birini, masalan, 1- xossaning isbotini keltiramiz.

4 Aytaylik, X< R kompakt to‘plam bo‘lib, bu to‘plamda f{x)
funksiya uzluksiz bo‘lsin. Unda ¥xe X nugtaning shunday kichik
atrofi U(x) topiladiki, bu atrofda f(x) funksiya chegaralangan bo‘ladi.
Bunday nugta atroflari U(x) intervallardan S sistemani hosil gilamiz:

S={/(x): xe X}

Ravshanki, § sistema X to‘plamni qoplaydi. X kompakt to‘plam
bo‘lganligi sababli, Geyne—Borel lemmasiga asosan bu sistemadan X
to‘plamni qoplovchi chekli

s ={U,,0,,..,0,}
sistemani ajratish mumkin.

Harbir U, (k =1, 2, ..., n) atrofda f(x} funksiya chegaralangan,
ya'ni shunday m,, M, (m, = const, M, = const, k =1, 2, ..., n)son-
lar topiladiki, Vx e U, da
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m, < fxY<M,, (k=1,2.3,...n)
bo‘ladi. .

Agar my, m,, ..., m, sonlaming eng kichigini m; M,, M,, ... M,
sonlarning eng Kaitasini M desak, u holda Vxe Xda m< f(x)< M
bo‘ladi.

Demak, f(x) funksiya X to‘plamda chegaralangan. »

Mashglar
1. Chekli sondagi ochiq to*plamlar yig‘indisi ochiq to‘plam bo‘lishi
isbotlansin.

2. Agar f(x) funksiva X kompakt to‘plamda uzluksiz bo‘lsa,
Sf{x) funksiya X da tekis uzluksiz bo‘lishi isbotlansin.
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5-BOB

FUNKSIYANING HOSILA VA
DIFFERENSIALLARI

19- ma’ruza
Funksiyaning hosilasi

1°. Funksiya hosilasining ta'rifi. Misollar. Faraz gilaylik, f(x)
funksiya (o, b) c R da berilgan bo'lib, X,  (a, 8), x; + Axe (a, b)
bo‘lsin.

Ma’lumki, ushbu

Af (xo} = f(xg + &%)~ £ (xo)
ayirma f(x) funksivaning x, nuqtadagi orttirmasi deyiladi.
1-1a’rif. Agar ushbu
Ax—0 Ax
limit mavjud va chekli bo‘lsa, v f(x) funksivaning x, nugtadagi hosilasi

d)
deyitadiva L2 yoki £7(x,), yoki (£ (x)), Kabi belgilanadi. Demak,

S'(%) = lim f(xom;c:—f(xw. )

Agar xy + Ax = x deyilsa, unda Ax = x - x,va Ax —» (0da x = X,
bo‘lib, (1) munosabat quyidagi
, . S (xS (%)
f(x)= Jim L2 (1
ko‘rinishga keladi. _
1- misol. f(x) = x, Xy & R bo‘lsin. Bu funksiya uchun
SO)-f(x) _ x=% _
X~-Xp X—X
. . F0)-F(x%)
4 l _ = l
bolib, ILH’}O X%

bo‘ladi. Demak, F(x)=(x) = 1.
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2-misol. f(x)=|xi, xe R bo‘lsin.

Agar x > 0 bo‘lsa, u holda f(x) = x bo'lib, f(x) = 1 bo'ladi.

Agar x < 0 bo‘lsa, u holda /(x) = —x bo‘lib, f'(x) = —1 bo‘ladi.

Agar x, = 0 bo'lsa, u holda Z=2 = Bl postip, x 0 da

nisbatlarning limiti mavjud bo‘Imaydi. Demak, berilgan funksiya x, =

nugtada hosilaga ega bo‘lmaydi.
3-misol. f(x)}=xx], xe R, x; € R bo'lsin.
a) xy, > 0, x>0, x=x, uchun

F)-F(xg) _ 2l xglal _ 2= %G

. =X+ X
X—xy . X-Xg X=X Do
" fim TS0 o 2
X—3Xp X—Xg )
bo‘ladi. :
b) %, <0, x <0, x= x uchun L s
J)~flagy -k
A=y X-Xg .JL xs g
S(x)- f(xo) -
va ,}}P)}o e 23 =2 x|
bo‘ladi.

d) x, = 0, x % x, uchun

Fix)-fixg) _ xlxl _
R R

va - i ECREL IS R llm f(x)—f((]) = 0
XXy x-0 i
bo‘ladi. Demak, Vxe R da f'(x) = (x |x|)’ =2 {x|.
4- misol. Aytaylik,
Fx) = x.siné, agar x #0 bo'lsa,

_ 0, agar x=10 bo'sa .
bo‘lib, x, = 0 bo‘lsin. Unda

bu
0
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x-sin-l—-o
S(x)-fx) _ x
X—Xp x~0
bo‘lib, uning x — 0 dagi limiti mavjud emas. Demak, berilgan funksnya
x, = 0 nugtada hosilaga ega emas.
2°. Funksiyaning o‘ng va chap hosilalari. Faraz gilaylik, f(x)
funksiya X c Rto‘plamda berilgan bo‘lib, (x, -8, x)c X, (6> 0)
bo‘lsin.
2- ra’rif. Agar ushbu

.1
-Sln—

m J(x)=Fixp)
x—=xp-0 X=Xp
limit mavjud bo‘lsa, bu limit f{x) funksivaning x, nugiadagi chap
hosilasi deyiladi va f’(x, - 0) kabi belgilanadi:

S(x)=1(x)
Sx - = lxo ] _;_x;__'l_'
Aytaylik, f{x) funksiva Xc R to‘plamda berilgan bo'lib,
(x5, x5 +3)c X, (8> 0) bo'lsin.
3- ta’rif. Agar ushbu
lim
x—=x+90 X=Xy .
hmxt mavjud bo‘lsa, bu limit f(x) funksivaning x, nuqgtadagi o'ng

hosilasi deyiladi va f’(x, + 0) Kabi belgilanadi:

S'(x% +0) = lim f(x):_i({g_

Masalan, f(x) =|x| funksiyaning x, = 0 nuqtadagi o‘ng hosilasi
f'(+0) =1, chap hosilasi f'(-0) = -1 bo‘ladi.

Yuqgorida keltirilgan ta’riflardan quyidagi xulosalar kelib chiqadi:

1. Agar f(x) funksiya x, nuqtada f"(x,) hosilaga ega bo‘lsa, u holda
bu funksiya x, nugtada o‘ng f"(x,+0) hamda chap f'(x,—0) hosila-
largaegava f'(x, —0) = (%) = f'(xg + 0) tengliklar o‘rinli bo‘ladi.

2. Agar f(x) funksiya x, nugtada o‘ng f"(x,+0) hamda chap f'(x,—0)
hosilalarga egabo‘lib, f'(x, - 0) = f'(x5 + 0) bolsa, u holda f(x) funk-
siya x, nuqtada f*(x;) hosilagaegava f'(xy -0} = f'(x0) = f'(x +0)
tengliklar o'rinli bo‘ladi.
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5~ chizma.

3°. Hosilaning geometrik hamda mexanik ma’nolari. Faraz qilaylik,
f(x) funksiva (a, b) da berilgan bo‘lib, x;e (a, b) nugtada f*(x;)
hosilaga ega bo‘lsin. Bu f(x) funksivaning grafigi 5- chizmada
tasvirlangan I' egri chizigni ifodalasin.
Bu I' chiziqgda My(x,, yo), M(x, y) nuqtalarni olib, ular orqali
o‘tuvchi / kesuvchini garaymiz.
My (X, f(xo))e T, M{x, f(x))eT, M — M, da{kesuvchi
limit holati I' chiziqgqa M, nuqtada o tkazilgan urinma deyiladi.
Ravshanki, ¢ burchak Ax ga bog'liq: ¢ = ¢(Ax). f(x) funksiyaning
grafigiga M, nuqtada o‘tkazilgan urinmaning mavjud bo‘lishi uchun
lim ¢{Ax) = &
fAx—{
ning mavjud bo‘lishi lozim. Bunda a — urinmaning OX o‘qining
mushat vo‘nalishi bilan tashkil etgan burchagi.
My MPuchburchakdan:
MP _ fxg+8x)-f(xp)
MyP Ax

S (xg+Ax)-f(x)
Ax
bo‘lishi kelib chigadi. Funksiva uzluksizligidan foydalanib topamiz:

S +Ax)-f{x%) _
R

tg @(Ax) =

bo‘lib, undan @ Ax) = arctg

fim o(a) = Jim e
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= arctg[llm f(x“m:: f(x")] arctg f'(xg).

Demak, Ax — 0 da ¢(Ax) ning limiti mavjud va

a=arctg f(x,) .
Keyingi tenglikdan

F(x) =tga
bo‘lishi kelib chigadi.
Demak, funksivaning x, nuqtadagi f'(x,)} hosilasi urinmaning
burchak koeffitsiventini ifodalaydi. Bunda urinmaning tenglamasi

¥ =)+ f{x)x~x3)
ko‘rinishda bo‘ladi.

Aytaylik, P nuqta to'g'ri chiziq bo‘ylab 5§ = s(f) qonun bilan
harakat gilsin, bunda t — vaqt, s — o‘tilgan yo‘l. Agar vaqtning 1, va
t, (1, < t) giymatlaridagi o‘tilgan yo‘l s(r}) s(#,) bo‘lsa, unda ushbu
nisbat _ . ) _ . .

s(h)-s(h)
' - -
[#, &] vaqt orallg 1dag1 o‘rtacha tezlikni 1fodalaydl
Quyidagi
5(ty)~s(4)
Conpoh 0 =4
limit harakatdagi nugtaning ¢, vaqtdagi oniy tezligini bildiradi.

Demak, harakatdagi P nugtaning ¢ vaqtdagi v(7) oniy tezligi, s{9

o‘tilgan yo‘lning hosilasidan iborat bo‘ladi:

v(t) = s°(¥).
4°. Hosilaga ega bo‘lgan funksiyaning uzluksizligi. Faraz qilaylik,
f(x) funksiya (@, # < R da berilgan bo‘lsin.
Teorema. Agar f(x) funksiva x, € (a, ) nugtada chekli /'(xy)
hosilaga ega bo'lsa, u holda f (x) funksiya x; nuqtada uzluksiz bo‘ladi.
« Aytaylik, £ (x) funksiya x, € (&, &) nugtada chekli f”(x,) hosilaga
ega bo‘lsin, Ta’'rifga binoan

£0) = lim A0) - iy S0 1/0%)
Ax—0 Ax
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ya’ni Ax - 0 da é{g‘]) - f(x)

bo‘ladi. Endi o= 1(x)
deb belgilaymiz. Ravshanki,
Ax—-»0daa -0
Keyingi tengliklardan topamiz: .
Af (xg) = f'(x0) - Ax + 0lAx.
Odatda, bu tenglik funksiya orttirmasining formulasi deviladi. Undan
ETBD A (x) =0

bo‘lishi kelib chigadi. Bu f(x} funksiyaning x, nuqtada uzhuksiz ekanini
bildiradi. »

E slatma. Funksivaning biror nuqtada uzluksiz bo‘lishidan uning
shu nugtada chekli hosilaga ega bo‘lishi har doim ham kelib chiga-
vermaydi. Masalan, f(x) = |x] funksiva x = 0 nuqgtada vzluksiz, ammo
u shu nugtada hosilaga ega emas.

Mashglar
1. Funksiva hosilasi ta’rifidan foydalanib, quyidagi
F{x)=xJx, f(x)=3"sinx

funksivalarning hosilalari topilsin.
2. Ushbu

x?, agar x - ratsional son bo‘lsa,

f(x)={ ,

-x*, agar x - irratsional son bo'lsa,

funksiyaning x = 0 nugtada hosilasi mavjud bo‘lishi isbotlansin.

20- ma’ruza
Hosilani hisoblash qoidalari

1°. Ikki funksiya yig‘indisi, ayirmasi, ko‘paytmasi va nishatining
hosilasi. Aytaylik, f(x) va g(x) funksivalar (a, ) = R da berilgan
bo'lib, x,e (a, & nuqtada f'(x;) va g(x,) hosilalarga ega bo‘lsin.

Hosila ta’rifiga ko‘ra
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S)-f(%) _ 4
m g ) M

lim g(x)-g(x) _
X3 Xy X=Xy

=8'(x,) Q)
bo‘ladi. B
1} f(x)+g(x) funksiya x, nugtada hosilaga ega bo‘lib,
(f(xX)£8(X), = (%) £ (%) |
bo‘ladi.
4 F(x)= f(x)+g(x) deb topamiz:
Fo)-Fxy) _ F)-S(x) 4 g(0)-8(x)
X=Xy X=Xy X=Xy )

Bu tenglikda x-»x, da limitga o‘tib, yuqoridagi (1) va (2)
munosabatlarni e’tiborga olsak, unda

lim F(x)=-F(xp) _ lim f(x)+f(xo)i
X=Xy X=X X=X X=Xy
+}L%&§x%_f(x )£ g'(%)

. bo‘lishi kelib chiqadi. Demak,
Flixg)=(f(X) 2 g(x)y, = F(5)£8(x%). »
2) f(x)-g(x) funksiya x, nuqtada hosilaga ega bo‘lib,
(f(x)- 80y = (%) 8(%)+ (%) &(%)
bo‘ladi. ; L ' )
4 O(x)=f(x)-g(x) deb -0 et i L BRI AT
D(x)-0(x0)
X=Xy
nisbatni quyidagicha ko‘rinishda yozib olamiz:
| D(x)-B(xg) _ f(x)-f(x2) g(x} g(xo)
r T xR &%)+ f(x).
So‘ng x — x, da limitga o‘tib topamiz:
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C ek ame  —nna

fim 2C000) _ oy gy LR =S 0) ) g(m )=

X—Xp X=X X=4X X=X A—ry) X

= (%) 8(%)+ f(%) - &(x%).
Demak,

D(xy) = (F(x)- 8(X))x = S (%) 80x) + Fx) - & (%). W

3) £l x)) funksiya (g(x,) # 0) x, nugtada hosilaga ega bo‘lib,

(f(x)] _ S0 8(%) -1 (%) 8'0q)
g(x) fo &% (%)
ba‘ladi.

4 Modomiki, g{x,) = 0 ekan, unda x; nuqtaning biror atrofidagi
x larda g(x) # 0 bo‘ladi. Shuni &’tiborga olib topamiz:

S fx)

20 g(xy) _ f(x)g(x0)~f (x0)8(xg)+/ (Xp)-8(xg)~f (%9)-8(x) -
X—Xp g(x)g(xg)-(x-2)
. fx)~f{x) g_(_«y)_gge)
- g(x)-g(:ro)[ g BT S ]

Bu tenglikda x — x, da limitga o‘tib, ushbu.

f(x) _ L) e(e)-fX)g (e)
e g2 (xp) '

tenglikka kelamiz. »
1- natija. Agar f(x) funksiya x; nuqtada f'(x,) hosilaga ega bo‘lsa,
¢ f(x) funksiya (¢ = const) x; nuqtada hosilaga ega bo’lib,

(c- £, =c f(x)

bo‘ladi, va’ni o‘zgarmas sonni hosila ishorasidan tashqgariga chigarish
mumkm

2-natija. Agar f(x), f,(x}, ..., f,{x} funksiyalar x, nuqtada
hosilalarga ega bo‘lib, ¢,, c;, ..., ¢, 0‘zgarmas sonlar bo‘lsa, u holda
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(A + e hix)+..+ c,,_)f,,()«c))'x0 =g+ & () + .+ ¢, /(X))
bo‘ladi.

2°. Murakkab funksiyaning hosilasi. Faraz gilaylik, vy = f(x)
funksiya X c R to‘plamda, g(») funksiva {f(x)|xe X} to‘plamda
berilgan bo‘lib, x, € X nuqtada f"(x,) hosilaga, y, e {f(x)|xe X}

nugtada ( Yo = f (%)) £ (v) hosilaga ega boisin. U holda g(f(x))
murakkab funksiya x, nuqtqda hosilaga ega bo‘lib,

(8(fXN),, = &) f(x5)
bo‘ladi.
4 g(y) funksiyaning y, nugtada hosilaga ega bo‘iganligidan
g¥) gy =8 (3) - (y~y)+o-(y-y)
bo‘lishi kelib chigadi, bunda
y=f(x), yo=Flxy) vay— y,dao o 0.
Keyingi tenglikning har ikki tomonini x — x, ga bo‘lib topamiz:
g/ (x)-g(f(x)) _ . f(x)-f(x) S(x)-Fix)
e = 8 () e a B,
Bundan x — x; da limitga o‘tib,

(8(f(x)),, =& (f{xo))- f'{xp)
tenglikka kelamiz. o
3°. Teskari funksiyaning hosilasi. Aytaylik, vy = f(x} funksiya
(a, b) da berilgan, uzluksiz va qat’iv o‘suvchi (gat’iy kamayuvchi)
bo‘lib, x, € (a, b} nuqtada f'(x,), (f'(x) = 0) hosilaga ega bo‘lsin. U
holda x=/"1(y) funksiva y,, (¥ = f(x;)) nuqgtada hosilaga ega va

-1 ' _ I
bo‘ladi. .
« Ravshanki,
F = flxp) =gl x-x)+ax-x)
bo‘lib, x - x, da & — 0 bo‘ladi. Bu tenglikdan ~ 7

¥ =¥ = P& ST = £ G0)] - £ ) - fA0w ] = -

=[/1 0= F00)) [ () + o
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ifodaga kelamiz, Bundan esa

STy 1
y=¥ F (e

bo‘lishi kelib chiqadi.
Keyingi tenglikda y — y, da limitga o°tib topamiz:

(o] ==

o T Py ¥

4. Misollar. 1- misol. (x*)= ax*! bo'ladi, ae R, x > 0.

4 Aytaylik, x > 0 bo‘lsin. Unda f(x) = x® funksiya uchun

 bo'lib, Ax— 0 da (x*) = ax*! bo'ladi. B
2-misol. () =a" Ina bo'ladi, 2 > 0, x € R

4 f(x) = d* funksiya uchun

bo'lib, Ax - 0 da (¢*) = ¢* Ing bo‘ladi. P |
3- misol. (sinx) =cosx, (cos x) = -sinx bo‘ladi, x ¢ R.
4 f(x)=sinx funksiya uchun

sin(x+ax)-sinx _, 1 . Ax ( mg) Y ( Ax]

— =2 o Sin5-cos|x + —~E—Aﬁ—cos X+
2

bo‘lib, Ax — 0 da (sinx) = cosx bo‘ladi. Xuddi shunga o‘xshash

(cos x) =—sin x bo'lishi topiladi. »

4- misol. (log, x) = x_l}ﬁ boladi, a > 0, a = 1, x > 0,
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4 f(x)=log, x funksiva uchun

log, (x+Ax)-log {x) _ Llog (1 + 91) - —1~10g (l + Aj)ﬁ
AX Ax -8 x x -@ x

bo‘lib, Ax — 0 da

.1 _
(log, x) = " log, e =
bo‘ladi. Xususan, {Inx) = i bo‘ladi. M

5-misol. (arctgx)’ = — bo'ladi.
I+x

4 Teskari funksiva hosilasini hisoblash formulasiga asosan
(y=arctgx, x=1tgy) '
2 1

(tgyY Y 1+1g? p

1
= (arctg x) = =
(arctg x)" = lex?

bo‘ladi.
Xuddi shunga o‘xshash,

(arcsin x)’ = :/ll=2, (xe (-1 1),

(arccos x)” =~ J;i_l , (xe (-1, 1)),
-

- (arcctgx) = b

l+x?
bo'ladi. M
6- misol. Faraz gilaylik,

| y =[x, (x>0
bo‘lib, 1/(x) va v'(x) lar mavjud bo‘lsin. U holda

([eF™®) = [T - [v(x)ln u(x)+""‘)u(x)]
bo'ladi.
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« Ushbu y = [u()]"™ ni logarifmlab,

Iny=v(x)inu(x)
ga ega bo‘lamiz, so‘ngra murakkab funksiyaning hosﬁamm hisoblash
goidasidan foydalamb topamiz:

—y "=v'(x)- 1nu(x)+u(x) u( ),

y’=y[v'(x)»1nu(x)+v(x) g; v

= [u(x)]v(x) [v (x)In & x) + u( )]

Bu ()Y =u -lnu‘v'+v-u”_1 - ce (3)
tenglikdan, y = u* funksiya hosilasini hisoblashning quyidagi qoidasi
kelib chigadi: y = uw* funksiyaning hosilasi ikki qo‘shiluvchidan iborat
bo‘lib, birinchi go‘shiluvchi #” ning ko‘rsatkichli funksiya deb olingan
hosilasiga (bunda asos u(x) o‘zgarmas deb garaladi), ikkinchi qo‘shi-
luvchi esa #* ning darajali funksiya deb olingan hosilasiga (bunda
daraja ko‘rsatkich v(x) o‘zgarmas deb qaraladi) teng bo‘ladi.

7- misol. Ushbu f(x)=x", g(x)=x*
funksivalarning hosilalari topilsin.
4 (3) formuladan foydalanib topamiz:

£ =Y =x* Imxax-x = x*(Inx +1),
g =G ) =GP O x4 f(x) O =
=x" Inx-(“(nx+ 1) +x* x = '
=x 1 (x* In x(In x + 1) + 1).

5°. Hosilalar jadvali. Quyida sodda funksiyalaming hosilalatini
ifodalovchi formulalarni keltiramiz:
1. (CY =0, C =const.
2. (x*Y =0-x*', ae R, x>0.
"Y =nx"!, ne N, xe R
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3 (Y =a"lna, a>0, azl, xe R,
()Y =¢", xe R.
- 1 :
4, {log, x) = a>0, azl, x>0

L4

(log, | x}) =

VL a>0, a#1, x=0.

@

(nx) ==, x>

1
X

c ]
(In Jx|) ==, x=0.

5. {sinx) =cosx, xe R,

6. (cosx) = -sinx, xe R.

7. (tgxy = 12 , X# 4, ne Z.
cos? x 2
8. (ctgx)’:—-—_—lz—, X#nRR, HE Z.
ST x

9. {arcsin x) =

|
ek Ixj<t. .

1

10. (arccosx) = — , x] <1
Ji-x2
1. (arctgx)' = —, xe R
l+x

12. {arcctg x)’ =——l-f, xe R.
1+x

13. (shx)" =chx, x€ R.
14. (chx) =shx, xe R..

, 1
15. (thxy =-——, xe R.
( ) chix

o 1
16. .(cthx) == x#0,



Mashqlar

1. Aytaylik, f(x) funksiva (—a, 4} c R da berilgan va f"(x) hosﬂaga
ega bo'lsin. Agar f(x) juft funksiya bo‘lsa, f’(x) ham juft funksiya
bo‘lishi isbotlansin.

2. f(x) funksiva R da berilgan bo‘lib, f'(x) hosilaga ega bo‘lsin.
ganday nuqtalarda | f(x)] funksiya hosilaga ega bo‘ladi? -

3. Ushbu (/)

murakkab funksiya hosilasini hisoblash qoidasi topilsin.

21- ma’ruza
Asosiy teoremalar

1°. Hosilaga ega bo‘lgan funksiyalar hagidagi teoremalar. Bu
teoremalar funksiyalarni tekshirishda muhim rol o‘unayd;.

1- teorema. {Ferma teoremasi.) f(x) funksiva X' < R to‘plamda
berilgan. x, < X nuqtaning atrofi uchun Us(x) =(x -3, % +®H c X,
(& > 0) bo'lib, quyidagi shartiar bajarilsin:

1) Vxe Us(xy) da f(x) < f(x), (f(x)2fx)),

2) f'(x,) maviud va chekli bo‘lsin,

U holda /(x) = 0 bo‘ladi.

4 Aytaylik, Vxe Uy(xy) da f(x) < f(xg) bo'lsin. Ravshankl

bu holda
)~ flx)<0
bo'ladi. '

Shartga ko‘ra, f{x) funksiya x, nugtada chekli f (xo) hosﬂaga
ega. Shuning uchun

Fx) = lim LS00 _ JO-F ) _ e S-S ()

X=X X=Xy x-3xy +0 X—X x—>xo—i} XX
bo‘ladi. Ayni paytda, x > x; bo‘lganda
S(x)-f(x) o S f(R) g
T, st= L hm e TS0
x < x; bo‘iganda
S0~ fixg) L S S(%) e
Ty 2V hm e )20
bo‘lishidan f"(x)) = 0 ekani kelib chigadi. »
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2- teorema. (Roll teoremasi.) Faraz qllayhk S (x) funksiya [a, b] da
berilgan bo‘lib, quyidagi shartlarni bajarsin:

1} f(x)e Clea, &),
2) ¥x e (a, b) da f'(x) mavjud va chekli,
3} f(a) = f(b) bo'lsin.

U holda shunday x, e (a, ) nugta topiladiki, bunda fix)=0
bo‘ladi.

« Shartga ko‘ra f(x)e Cla, b]. Unda Veyershtrassning ikkin-
chi teoremasiga ko‘ra f{x} funksiya [a, »] da o‘zining eng katta va
eng kichik giymatlariga erishadi, ya’ni shunday c,, ¢, nuqtalar
(¢, ¢ € |a, b]) topiladiki,

fle) = max{f(x}|xe [a, b},
f(cy) =min{f(x)| x¢e[a,b]}
bo‘ladi. _

Agar f(c) = f(c,) boflsa, unda {a, b] da f(x) = const bo‘lib,
vx, € (a, b) da f'(x;) = 0 bo‘ladi.

Agar f(c;) > f(c;) bo'lsa, u holda f(a)= f(&) bo‘lganligi sa-
babli f(x) funksiva f(¢,) hamda f{c,) giymatiarning kamida bittasiga
[a, b] segmentning ichki x, {(a < x; < b) nuqtasida erishadi. Ferma
teoremasiga binoan f’'(x;) =0 bo‘ladi. I

3-teorema. (Lagranj teoremasi.) Faraz ailaylik, f(x) funksiya
[a, b] da berilgan bo‘lib, quyidagi shartlarni bajarsin: .
) f(x)e Cla, b], L
2) ¥x e (a, b) da f’(x) hosila mavjud va chekli bo lsm o
U holda shunday ¢ € (a, ) nuqta topiladiki, e
fBY-F@=f)b-a) 4o v
bo‘ladi. o
4 Ushbu

F(x)=f(x)-—f(a)_f_(f’;_:£_(ﬂ_)(x*a) I,

funksivani garaymiz. Bu funksiya Roll teoremasining barcha shartlarini
ganoatlantiradi. Ayni paytda, uning hosilasi
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F'(x)= f'(x)- ﬂ@:ﬂf’_l

-
bo‘ladi. Roll teoremasiga binoan, shunday ¢ (c € (a, b)) nuqta topila-
diki, bunda RS
bo‘ladi. (1) va (2) munosabatlardan N
Fe) - g’:_(b) f(a)

ya'ni f(b)y- f(a)= f (c)b-a)
bo'lishi kelib chigadi. » o

I- natija. Aytaylik, f(x) funksiya (¢, d) da f’(x) hosilaga ega
bo‘lib, Vxe (a,b) da f’(x) = 0 bolsin. U holda Vxe (g, b) da
f{x) = const bo'ladi.

4 x, xy € (@, b} ni olib, chekkalari x va x, bo‘lgan segmentda
S{x} funksivaga Lagranj teoremasini go‘llab f(x) = f(x;) = const
bo‘lishini topamiz. p

2- natija. f(x) va g(x) funksivalar (a, b} da f'(x), g'{x) hosilalarga ega
bo‘lib, vx e (a, by da f'(x) = g'(x) bolsin. U holda vxe (4, ») da
S(x) = g(x) + const bo‘ladi.

<« Bu natijaning isboti f(x}- g(x)} funksiyaga nisbatan 1-natijani
qo‘llash bilan kelib chigadi. »

4- teorema. (Koshi teoremasi.) Aytaylik, f(x) va g(x) funksiyalar
quyidagi shartlarni bajarsin.

) f(x)e Cla, b], g(x)e Cla, &l;

2) Vxe {a, b) da f'(x) va g’(x) hosilalar maVJud va chekli;

3) ¥xe(a, b) da g'(x) =0 bo'lsin.

U holda shunday ¢ € (a, b) nuqta topiladiki,

fb)-fa) _ f{c)
g(b)-gla) g'(c)

bo‘ladi. :

4 Avvalo g(d)# g(a) bo‘lishini ta kxd]ab o tamlz chunk1
g(b) = g(a) bo‘ladigan bo‘lsa, unda Roll teoremasiga ko‘ra shunday
c € (a, b) nuqta topilar ediki, g’(¢) = 0 bo‘lar edi. Bu 3- shartga zid.
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Quyidagi

D) = () - fl@) - LA g0 - gla)), (xe (. 6)
funksivani qaraymiz. Bu funksiva Roll teoremasining barcha shartlarini
ganoatlantiradi. Unda Roll tecremasiga binoan shunday c e (g, )
nugta topiladiki,

O(cy=0 . {3)
bo‘ladi. Ravshanki,
flby-fla)y .
VW =S g € @

3)va(4) lhunosabatlardan

f(b)-fla) .
fe- g(b)g(a) gte)=0,

fo)-f(a) _ f{e)
g(b)-gla)y ~ g'(c)

ya’'ni

bo'lishi kelib chigadi. »
1- misol. ¥x’, x"e R uchun |sin x"-sinx"| < | x"—x"] teng-
sizlik isbotlansin.

4 Aytaylik, x" < x” bo'lsin. f(x)=sinx ga [x’, x"| da Lagranj
teoremasini qo‘llaymiz. Unda shunday ¢ e (x’, x”) nugta topiladiki,
fsinx’—sinx”| = |cosc|- (x"-x")
bo‘ladi. Agar Ve Rda {cos¢| <1 ekanini ¢’tiborga olsak, u holda

yugoridagi munosabatdan
Isinx’—sinx”[<|x -x"|, (vx,x"eR) -

bo‘lishi kelib chigadi. » '

2- misol. Ushbu

e*zl+x

tengsizlik isbotlansin.

« Aytaylik, x > 0 bo'lsin. Unda f(#) = ¢’ funksivaga [0, x] da
Lagranj teoremasini go‘llab topamiz:

e* —e’ =e(x-0), ce (0, x).
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Agar ¢ > 0 da e > 1 bo‘lishini e’tiborga olsak, u holda keyingi
munosabatdan e¥ = { + x bo‘lishi kelib chigadi.
Agar x < 0 bo'lsa, unda f(7) = e’ funksivaga [x, 0} da Lagranj
teoremasini go‘llab,
e* —e” = e (0--x)

ni va —x > 0, ec < 1 bo‘lishini ¢’tiborga olib, e¢* = 1 + x ekanligini
topamiz.
Ravshanki, x = 0 da ¢® = 1. Demak, Vxe Rdae 21+ x. P
3- misol. Ushbu

a-b
_E.-<lnb<T, (0<b<a)

tengsizlik isbotlansin. s
4 [b, a] segmentda f(x) = In(x) funksiyani garaymiz. Bu funksiya
shu segmentda uzluksiz va (b, @) da f'(x) =% hosilaga ega.

Binobarin, Lagranj teoremasiga ko‘ra shunday ¢ (b < ¢ < ¢} nugta
topiladiki,

Ina~-Ind _ 1
Ca-b ¢ ©)
bo'ladi. Ravshanki,
1 1 1
b<c<a=>-5<}-<5. {6)
(5) va (6) munosabatlardan
f_t' < {n < f_? )
a b b G

bo‘lishi kelib chigadi. » A :

2°. Funksiva hosilasinig uzilishi haqlda Faraz qllayhk f (x)
funksiya (a, #) ning x, nuqtasidan boshga barcha nuqtalarida /7(x)
hosilaga ega bo‘lib, funksiya x; nuqtada uzluksiz bo‘lsin.

Agar lim f'(x) = b limit mavjud bo‘lsa, u holda f(x) funksiya

x—xp—{

X, nugtada chap hosila f(x, — 0) ga ega bo'lib, f"(x, — 0) = b bo'ladi.
Agar N ligm o f(x) = d limit mavjud bo‘lsa, u holda f(x) funksiya

x; nugtada o‘ng hosila f'(x, + 0) ga ega bo'lib, f(x; + 0} = d
bo‘ladi.
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4 Aytaylik, Ax = 0 va x4 + Ax e (a, b} bo'lsin. Lagranj teore-
masu:lan foydalanib topamiz:

f(xﬂ"'A:; flx0) = f'(x+6-Ax), (0<08<]).

Endi lim f'(x)=

x—xg-0

mavjud bo‘lsin deylik, Unda
lim f'(x)= lim 0f'(x) = 6Limof’(x0 +Ax) = b
X=X —2 —- " o

x—xp-0

bo‘lib, Ax - —0da f'(xy +9-Ax) > b,

ya’'ni

Ax — —0da f(x"m::_f(x“) Ny

bo‘ladi. Demak, f’'(x, —0)=5. Shunga o‘xshash, f'(x,+0)=4d
bo‘lishi ko‘rsatiladi. »

Aytaylik, f(x) funksiya x; nugtada hositaga ega bo‘Isin. U holda,
ravshanki,

Flxg =0) = (x +0) = f(xp)
bo‘ladi. Ayni paytda,
lim f'(x), lim f'(x)
) x—x5-0 x—xp+0
limitlarning mavjud va chekli bo‘lishidan
x_lggl flx)y= hm )= 1(%)
bo‘lishi kelib chiqgadi.

Bundan quyidagi xulosa kelib chigadi: agar /(x} funksiva (a, b) da
J7(x) hosilaga ega bo‘lsa, v holda bu f”(x) hosila birinchi tur uzilishga
ega bo‘lolmaydi.

Boshqacha aytganda, har bir x;e(a, ) nugtada f° (x) funksiya
yoki uzluksiz bo‘ladi, yoki ikkinchi tur uzilishga ega bo‘ladi.

4-_ misol. Ushbu

e 20in 1 Gea -
. Cf0= x’sin -, agar x =0 bo‘lsa,
e 0, " agar x=10 bolsa

funksiyani garaylik. -
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4 x = 0 bo'lgan holda quyidagiga ega bo‘lamiz:

f(x)~2xsm1 —cosl_

" x = 0 bo‘lgan holda hosila ta’rifiga ko‘ra
x2sin -l—

(0 = [im X =
rO =l =0

bo‘ladi. Derhak, f'(x) funksiva R da aniglangan va x = 0 da uzluksiz
bo‘ladi. f7(x) hosila x = 0 nugtada ikkinchi tur wzilishga ega bo‘ladi,
chunki x - 0 da

P B
f'(x)=2xsin ——cos
funksiya limitga ega emas. p

Mashglar

1. Agar f(%) funkswa {a, b} da chekli f"{x) hosilaga ega bo' lsa
uning shu (¢, &) da tekis uzluksiz bo‘lishi isbotlansin.

2. Agar f(x) va g(x) funksiyalar x 2 x, da chekli hosﬂalar F il (x)
2°(x) ga ega bo'lib,

CS(x) =8(xg), x>x da fi(x)>g'(x)
bo‘lsa, u holda x > x, da f(x) > g(x) bo‘lishi isbotlansin,
3, ¥x > =1 uchun

x
msln(1+x)£x

tengsizliklarning o‘rinli bo‘lishi isbotlansin.

22-ma’ruza .
Funksiyaning differensiali

1°. Funksiya differensiali tushunchasi. Faraz qilaylik, f(x) funk--
siya (a, b} da berilgan bo‘lib, x, e (a,b), x, + Ax < (a,5) bo'lsin.

Ma’tumki, Af(x) = f(x, + Ax) — f(x;) ayirma f(x) funksiya-
ning x,; nugtadagi orttirmasi deyiladi.
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I- ta’rif. Agar Af(x,) ni ushbu
Af(xpy) = A Ax + aAx

ko‘rinishda ifodalash mumkin bo‘lsa, f(x) funksiva x, nugtada
differensiallanuvchi deyiladi, bunda A = counst, Ax—> 0 da o — 0.

Teorema. f(x) funksiva x e (g, ) nuqtada differensiallanuvchi
bo‘lishi uchun uning shu nugtada chekli f’(x)} hosilaga ega bo‘lishi
Zarur va yetarli.

A Zarurligi. f(x) funksiva x ¢ (g, §) nugtada dlfferensmllanuvchl
bo‘lsin. Ta’rifga binoan, S

Af(x)= A Ax + 0Ax
bo‘ladi, bunda A = const, Ax—= 0 daaw— 0.
Bu tenglikdan foydalanib topamiz:

Af (x)

=A+ua,
Ax

lim M) 11m (A + a) A
Ax—{
Demak, f'(x) mavijud va f"(x) =
Yetarldrgl f(x} funksiya x (a b} da chekli f7 (x) hosﬂaga ega
bo‘lsin. Ta'rifga ko‘ra o

reon i SUX+AX)=F(X) _ . AS(X)
fx) = him ==—r = = lm ==

Ax—0  AX
bo‘ladi. Agar

deyilsa, undan
Af (x) = f(x)- Ax + 0Ax
bo‘lishi kelib chigadi, bundaAx—~ Odaa— 0. Demak Fx) funkswa
differensiallanuvchi. »
2- ta’rif. Funksiya orttirmasidagi f7(xp) - Ax ifoda f(x) funksiya-
ning x, nuqtadagi differensiali deyiladi va df (x,) kabi belgilanadi:
df (xg) = f{x) Ax.
Aytaylik, x € (e, b) nugtada differensiallanuvchi f(x) funksivaning
grafigi 6- chizmada tasvirlangan egri chizigni ifodalasin:
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6- chizma.

Keltirilgan chizmadan ko‘rinadiki,

PC _ga
Ac B

bolib, DC =tga - AC = f'(x)  Ax bo‘ladi,

Demak, f(x) funksiyaning x nuqtadagi differensiali funksiya gra-
figiga (x, f(x)) nuqtada o‘tkazilgan urinma orttirmasi DC ni ifodalar
ekan.

Faraz gilaylik, f(x) = x, xe R bo‘lsin. Bu funksiya differen-
siallanuvehi bo'lib, df(x) = (x) - Ax = Ax, ya’ni dx = Ax bo‘ladi.
Demak, (a, b) da differensiallanuvchi f(x) funksivaning differensialini

df(x) = f'(x)- dx
ko‘rinishda ifodalash mumkin. o
Endi sodda funksivalarning differensiallarini keltiramiz:
L d(x*) = ox*dx, (x> 0).

2. d@*)y=a" -Ina-dx, (a>0, a=zl).
3. d(log, x) = %loga edx, (x>0, a>0, a=1). '

4. d(sin x) = cos xdx.
5. d(cos x) = —sin xdx.

L_dx, (x#Z+kn, k=0,%1,..).
cos* x 2

6. dtgx) =
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7. d(ctgx)_— dx (x#km, k=0,%1..)

8. d(arcsinx):Tmrdx, (-l<x <)
1-x2

1
9. d(arccosx) = - ————=dx, (-1 <x <1).
V1-x?
10. d(arctg x) = —17 dx
I+x

I
11. d(arcctgx)——ﬁ;z«dx._ L

12. d(sh x) = ch xdx.
13. d(ch x) = sh xdx.

4. d(thx) = ——dx.

15. d(cthx)——h dx, (x=0),

2°. Funksiya differensialining sodda qoidalari. Faraz qilaylik, /(x)
. va g(x) funksiyalar (a, d) da berilgan bo‘lib, x € (a, b) nuqtada

differensiallanuvchi bo‘lsin. U holda x € (a, b) da
1) d(c- f(x)) = cdf (x), ¢ =const,
2) d(f(x)+ g(x)) = df (x) + dg(x);
- 3) d(f(x)g(x)) = g(x)df (x) + f(x)dg(x};
4 d[f(x))= SIS (1)« 0)

g(x) g% (x)

bo‘ladi. Bu tasdigtardan birini, masalan 3- sini 1sbotlaymlz
<« Ma’lumki,

d(f(x)gxn =(f (x)g(x))dx.

Agar
(f(x)g(x))" = f{x)g(x}+ f(x)g'(x) _
bo‘lishini e’tiborga olsak, u holda quyidagi tenglikka kelamiz:
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d(f(x}g{x) = (f'(x)g(x} + f(x)g'(x))dx =
= g(x) /" (x)dx + f(x)g'(x)dx = g(x)df (x) + f(x)dg(x). P
Faraz qgilaylik, y = f(x) funksiva X < R to‘plamda, g(y) funksiya
Y o {f(x): xe X} to‘plamda berilgan bo‘lib, f'(¥) va g’(») hosﬂa-
larga ega bo‘lsin. U holda
d(g(f(x)) = g'(f(x))-df(x)
bo‘ladi.

4 Murakkab funksiyaning hosilasini hisoblash qcndasndan foyda-
lanib topamiz:

d(g(f(x))) = [8(fCN] dx = g'(f (x))- £ (x)dx = g (f (x))-df (x). B

1- misol. Ta’rifdan foydalanib, ushbu f(x) = x — 3x? funksiyaning
Xy = 2 nugtadagi differensiali topilsin.
< Bu funksiyaning x, = 2 nugtadagi orttirmasini topamiz:
A2y = FQR+Mx)~ f(2)=2+Ax =32+ Ax)! -2 +12 =
= -11- Ax - 3Ax? = -11. Ax + (-3Ax) - Ax.

Demak, df (2) =~11-dx. »

3°. Funksiya differensiali va taqribiy formulalar. Funksiya differen-
siali yordamida taqribiy formulalar yuzaga keladi.

Aytaylik, f(x) funksiva (4, &) da berilgan bo'lib, x; e (a4, b)
nuqtada chekli f“(x,) hosilaga (f"(x;) # 0) ega bo'lsin. U holda
Ax—0 da

Af (x) = f7(xg) - Ax + 0(Ax)
bo‘ladi. o
Ayni paytda, f(x) funksiva x;, nuqtada dlfferensxallanuvcm bo‘lib
uning differensiali L
df (xg) = f(xp) - Ax
bo‘ladi. Ravshanki, :
Af (%) - df (xg) = 0(8%)
bo‘lib, Ax — 0 da

M- (x0) _ g
Ax
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ga ega bo‘lamiz. Natijada
Af(xp) = df (%),

ya’'ni -

g +Ax) = fxg)+ f(x) Ax (§)]
tagribiy formula hosil bo‘ladi. (1) formula x, € (g, b) nugtada diffe-
rensiallanuvchi f(x) funksiyaning x, nuqtadagi orttirmasi Af(x,) ni
uning shu nugtadagi differensiali df (x,) bilan almashtirish mumkin-
ligini ko‘rsatadi. Bu almashtirishning mohivati funksiva orttirmasi
argument orttirmasining, umuman aytganda, murakkab funksivasi
bo‘lgan holda, funksiya differensiali argument orttirmasining chizigli
funksiyasi bo‘lishidadir.

(1) formulada Ax = x - x, deyilsa, unda

FO) = FO0)+ £ (xp)(x - X) L ®
bo‘ladi. -
2- misol, Ushbu sin 29° migdor tagribiy hisoblansin.
4 Agar f(x)=sinx, x; =30° deyilsa, unda (2) formulaga ko‘ra

J3 o2m -
350° 05"'7 3500 ~ 4848

sin 29° = sin 30° + cos 30° - (29° - 30°) -
bo‘ladi. P

Ma’lumki, x, € (a, ) nugtada differensiallanuvchi f(x) funksiya
grafigiga (x;, f (x,) nuqtada o‘tkazilgan urinmaning tenglamasi quyl-

dagi ko‘rinishda yoziladi:

¥ =)+ O Hx ~x).
Demak, (2) taqribiy formula geometrik nuqtayi nazardan, f(x) funksiva
ifodalagan egri chizigni x, nuqtaning yetarli kichik atrofida shu funksiya
grafigiga (x,, /(xp)) nugtada o‘tkazilgan urinma bilan almashtirish
mumkinligini bildiradi.
(2) formulada x, = 0 deyilsa, u ushbu
S = Q)+ f(0)x - R )

ko‘rinishga keladi.

S0 funksiya sifatida (1+ x)*, Vl+x, €', In(1+x), sinx, tgx
funksiyalarni olib, ularga (3) formulani go‘llash natijasida quyidagi
tagribiy formulalar hosil bo‘ladi:
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(1+x)"‘:1+0Lx,“- In(l + x) = x,

1 . .
Jl+x=l+§-x, sinx = X,

e* =1+x, gx ~x.
Mashgqlar

1. Aytaylik, # va v lar differensiallanuvchi funksiyalar bo'lib,
ularmning differensiallari du va dv bo‘lsin. U holda ushbu

y =arctg? + Inyi? +0°
v o ,

funksiyaning differensiali topilsin.
- 2. Ushbu

. l :
xarctg -, agar x #0 bo‘lsa,
f(x)y= Exr %
0, agar x =0 bolsa

funksiya x;, = 0 nuqtada differensiallanuvchi bo‘ladimi?

3. Ushbu JL.2, J1,02, i,002

migdoriarning tagribiy giymati topilsin.

_ 23-ma’ruza
Funksiyaning yuqori tartibli hosila va differensiallari

1°. Funksiyaning yuqori tartibli hosilalari. Faraz qilaylik, /{x)
funksiva (a, b) da berlgan bo‘lib, Vx e (a, ) da f(x) hosilaga ega
bo‘lsin. Bu /“(x) funksiyani g(x) orqali belgilayrmiz;
glx)= f'(x), (xe(a,b)).
I- ta’rif. Agar x,e (a, b) nugtada g(x) funksiya g'(x) hosilaga
ega bo‘lsa, bu hosila f(x) funksiyaning x, nugtadagi ikkinchi tartibli

2
hosilasi deyiladi va f”(x,) yoki d ;::;{L) kabi belgilanadi.

Xuddi shunga o‘xshash, f(x) ning 3-tartibli f”(x), 4- tartibli
S™(x) va h.k. tartibli hosilalari ta’riflanadi.
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Umuman, f{x) funksiyaning #- tartibli hosilasi bo‘igan f"(x) ning

hosilasi f(x) funksiyaning {(n+ I}- tartibli hosilasi deyiladi;
S ) = () -

Odatda, f(x)} funksiyaning f“(x), f”(x), ... hosilalari uning yuqori
tartibli hosilalari deyiladi. Shuni ta’kidlash lozimki, f{x) funksiyaning
x e (a, b) da »- tartibli hosilasining mavjudligi bu funksiyaning shu
nuqta atrofida 1-, 2-, ..., (#—1)- tartibli hosilalari mavjudligini tagoza
etadi. Ammo bu hosilalarning mavjudligidan - tartibli hosila mavjud-
ligi, umuman aytganda, kelib chigqavermaydi. Masalan,

- X

f (x)= 5

funksiyaning hosilasi /"(x) = | x| bo‘lib, bu funksiyva x = 0 nuqtada

hosilaga ega emas, ya’ni berilgan funksiyaning x = 0 da birinchi
tartibli hosilasi mavjud, ikkinchi tartibli hosilasi esa maviud emas.

1- misol. f(x) = a¢* bo‘lsin, ¢ > 0, x € R Bu funksiva uchun

(@)Y =a"1na, N
S (@) = (¢ Ina) =a* (na)?,
umuman
(" )(n) = a* (In a)" )

bo‘ladi. (1) munosabatning o‘rinli bo‘lishi matematik induksiya usuli
bilan isbotlanadi.

2- misol. f(x) =sin x bo‘lsin. Bu funksiya uchun

© (sin x) =cosx =sin (x + %),

(sinx)” = (cosx) =—~sinx = sin(x + 2%) .

Umuman, © (sinx)™ =sin (x +n g-)

bo‘ladi. Shunga o‘xshash,
Ce _' (cos x) v = cos(x + ng)
boladi. N
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3- misol. /(x) = x" bo‘lsin, x > 0, o € R. Bu funksiya uchun -

{(x*) = ax™! s

(x*Y" = (ox™'Y = o - x*?,

umuman, o
' (x*)? = oo - Do —2)...(0 - 1+ 1) x="
bo‘ladi.
Xususan, f(x)= %, (x > Q) funksiya uchun
(L) - e
x - K

bo‘lib, undan
(n x)® = G @-Dt
bo‘lishini topamiz.

Faraz gilaylik, f(x) va g(x) funksiyalar (a, ) da berilgan bo‘lib,
VYxe {a, b) da f™(x) va g™(x) hosilalarga ega bo‘lsin. U holda:

) (c- fON™ =¢- f(x), ¢=const;
2) (SO LGN = () g™ (x);

D U@ g =Y Py g, @
2 .

(cf = M- nke) - p0 = £y

bo‘ladi.

+« Bu tasdiglardan 3- sining isbotini keltiramiz. Ravshanki, # =1 da
(2) munosabat o‘rinli bo‘ladi. Aytaylik, (2) munosabat » — 1 da
o‘rinli bo‘lsin:

(f(x)-g(x)" P = nzl Coi SO (x) - g9 ().
k=0

Kevingi tenglikni hamda -
Ch+Ci=Ci
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bo‘lishini e’tiborga olib, topamiz:

¥

, n-1
(F(x) - gN™ = ((f() - g(xp"P) = [ZC:_.f““(x) g1 B(x) ]
k=0

ti-k

=3 CE (F* P 0g" R (x) + £ P (1)) () = €Ly f(x) 8™ (x) +
k=0
n—1

+ D (CEy+CEDFR ()80 (x) + CEL P (x) g(x) =
k=0

St >
k=0

Qdatda, (2) Leybnirs formulasi deyiladi.
4- misol. Ushbu

y=x%cos2x
funksivaning n-tartibli hosilast topilsin.
<« Leybnits formulasida f(x) = cos2x, g(x)=x? deb olamiz.
Unda bu formulaga ko‘ra, ayni paytda g(x)} = x2 funksiya uchun
k > 2 bo'lganda

gF(x) = (xH*® =0, (k>2)
bo‘lishini e’tiborga olib topamiz:
(x? cos2x)"™ = Cpx? (cos 2x) + CL(x?) - (cos 2x)"™ +
+C2(x*)"(cos 2x)" D).
Ravshanki,

(cos2x) = 2" cos (2x +n g),

o

(cos2x)" ) =2 cos (2x +(n-1) g) =2"lsin (2x+ n;-t), f
(cos2x)" D =22 ¢os (2x +(n-2) g) =-2"cos (2x + ng)

Demak,

(x? cos2x)" = 2" (x2 - "{1_1))005 (2x + ng) +2" pxsin (2x+ ng) >
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2°. Funksiyaning yugori tartibli differensiallari. Faraz qilaylik,
f(x) funksiya (a, b) da berilgan bo‘lib, x€ (g, b) nugtada f”(x)
hosilaga ega bo‘lsin. Ravshanki, f(x} funksiyaning differensiali

df (x} = f'(x)dx (3)
bo'lib, bunda dx = Ax — funksiya argumentining ixtiyoriy orttirmasi.
2-ta’rif. f(x) funksivaning x e (a, 5) nuqtadagi differensiali
df (x) ning differensiali f (x) funksiyaning x € (a, b} nugtadagi ikkinchi
tartibli differensiali deyiladi va d 2f(x) kabi belgilanadi:
d2f(x)=d(df (x)).

Xuddi shunga o‘xshash, f(x) funksiyaning uchinchi d3f(x),
to‘rtinchi 4% (x) va h.k. tartibdagi differensiallari ta’riflanadi.

Umuman, f(x) funksiyaning »- tartibli differensiali 4"/ (x) ning
differensiali f (x) funksiyvaning (#+1)- tartibli differensiali deyllach

d"™ f(x)=d(d"f(x)).
5- misol. Ushbu ,

- f(x)=xe™*
funksivaning ikkinchi tartibli differensiali topilsin.
4 Berilgan funksiyaning ikkinchi tartibli differensialini ta’rifiga
ko‘ra topamiz:
d* f(x) = d(df (x)) = d(d(xe ™)) = d(xde™ + ¢~ dx) =
=d(-xe “dx+ e " dx) = —d(xe )dx+(de” )dx =
= ~(xde™ + e dx)dx — ¢ * (dx)* =
=x- e (dx) — e (dx)! - & (di)? = (x=2)e* ().
Differensiallash goidasidan foydalanib topamiz:

a2 f(x) = d(df (x)) = d{f (x)dx) = dx - d(f(x))-ﬁ"'
=dx - f*(x)dx = f"(x}{dx)?, |
& f(x) = d(d>f(x)) = £ ()0, @

d"f(x) = f" (x)dx)".
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Masalan, yugorida keltirilgan misol uchun

d*(xe ™) = (xe ¥y (dx)’ = (e - xe ¥y (dx)’ =

: =(e7* —e* —xe ¥ )(dx)? = (x-2)e ™ (dx)?

bo‘ladi.
Avtaylik, f(x) va g(x) funksivalar (a, ) da berilgan bo* llb

Vx, € (a, b) nugtada »- tartibli differensiallarga ega bo‘lsin. U holda:
Dd'(c- f(x) =c-d"f(x), c=const; e
) d"(f(x) 2 g(x)) = d"f(x) £ d"g(x);

DS () ) =d" S () g(x)+ G f () g+ ¢
e+ Crd" f(x) dF g(x) + .+ f(x) - d"g(x) T
bo‘ladi. STl
Bu munosabatlarning 1- va 2- larining isboti ravshan. 3 muno-

sabatni isbotlashda (2) formuladan foydalaniladi.
3°. Differensial shaklining invariantligi. Avtaylik, y = f (x) funksiya

(a, b) da differensiallanuvchi bo‘lib, x o‘zgaruvchi o‘z navbatida
biror 1 o'zgaruvchining {o, B} da differensiallanuvchi funksiyasi bolsin:

x=o() (telo,B], x=9()efa, 8]). .
Natijada TR
y =f(x) = fo(n)
bo‘ladi. Bu funksivaning differensiali
dy = (f (e dt = f (o)) -¢"(t)dt = f(¢(r))- dq)(r) = f(x)dx

bo‘lib, u (3) ko‘rinishga ega bo‘ladi. Shunday qilib, ¥y = f(x)
funksivada x o‘zgaruvchi erkli bo‘lgan holda ham, u biror ¢ o‘z-
garuvchiga bog'lig bo‘lgan holda ham v = f(x) funksiva differen-
sialining ko‘rinishi bir xil bo‘ladi. Odatda, bu xususiyat differensial
shaklining invariantligi deyiladi.

y = f(p(#)) funksiyaning ikkinchi tartibli differensiali quyidagicha
bo‘ladi:

@’y = d(df) = d(f'(x)dx) = df (x)- dx + f'(x)- d(dx) =
= f7(x)- (dx)’ + [ (x)d’x.
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Bu munosabatni {(4) munosabat bilan solishtirib ikkinchi tartibli
differensiatlarda differensial shaklining invariantligi xossasi o‘rinli emas-
ligini topamiz.

Mashglar

1. Ushbu f(x)=|x] -
funksiya x = 0 nuqtada uchinchi tartibdagi hosilaga ega bo‘ladimi?
2. Ushbu f(x)=(x-1)sinxsin(x-1) . .
funksiyaning #- tartibli hosilasi topilsin (7 > 2).
3. Agar y = f(x) funksiya n- tartibli hosilaga ega bo‘lsa,
d"f(ax +b) = a" f" (ax +b) - (dX)" .
bo‘lishi isbotlansin. L

... 24-ma’rwza
Teylor formulasi -

1°. Ko‘phad uchun Teyior formulasi. Ushbu
P(x)=b0+b,(x—x0)+b2(x—x0)2+...+b,,(x—x,3)” 4)]
funksivani (#- darajali ko‘phadni) qaraylik, bunda x,€ R va
by, &, ..., b, — haqiqiy sonlar. Bu &,, b, ..., b, lar quyidagicha ham
aniqtanisht mumkin.
(1) tenglikda x = x, deyilsa,
by = P(x,)
bo‘ladi. P(x) funksiyani differensialiab, _ S
P(X)=1-5+2-5, (Xx=X) +..+n-B{x—%)""
va bu tenglikda x = x,, deb

PI
b- 2
bo‘lishini topamiz.
P(x) funksivani ikki marta differensiallab -
P(x)=2-18 +..+nn-1)-b(x~x)"?

va bu tenglikda x = x, deb topamiz:
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P (xy)
bZ 2|0 *
Bu Jarayonm davom ettira borib, vk 2 0 da
B P(")(xo)
Y

bo‘lishini topamiz.
Natijada P(x) ko‘phad quyidagi ko‘rinishga keladi:

P(x)= P(xu)"‘P( 0)( x0)+£%?l(x "'XD)Z +o..+

P()x P PR
+ n(! L S A )
Demak, P(x) ko‘phad o‘zining hamda hosilalarining biror nuqgta-
sidagi giymati bilan to‘liq aniglanar ekan. (2) formula Ptx) ko phad
uchun Teyior formulasi deyiladi.
2°. Ixtiyoriy funksiyaning Teylor formulasi va uning qoldiq hadlari.
Faraz qilaylik, f(x) funksiva (a, #) da berilgan bo‘lib, x; € (a, b)
bo‘lsin. Bu funksiya x; nugtaning

Us(x“) =(xg —5, Xp +8)C (a,b), 8> 0

atrofida f(x), f7(x), ..., f"(x), £V (x) hosilalarga ega bo‘lsin,
Funksiya hosilalaridan foydalanib, ushbu

Pn(f;x)=f(xu)+f(x")(x ft;f")(x—xo)2+
f("’(xo)

(x—xq)"

ko‘phadni tuzamiz.
Agar f(x) funksiya n- darajali ko‘phad bo‘lsay ravshanlﬁ,

f(x)=F,(f;x)

bo‘ladi.
Agar f(x) funksiya ko‘phad bo‘lmasa,
fx)=F,(f;x)

bolib, ular orasidagi farg yuzaga keladi. Uni R,(x) orqali belgilaymiz:
R(x)=f)-F(fix).
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Natijada ushbu

fx)=F,(fix)+R,(x),
ya'ni

f(x)=f(xﬂ)+“"°)(x 5 et L Y R ()

formulaga kelamiz. Bu (3) formula f(x) funksiyaning Teylor formulasi
deyiladi. (3) formuladagi R,(x) esa Teylor formulasining qoidiq hadi
deyiladi.

Endi qoldiq had R,(x) ni aniglaymiz. x;, nuqtaning Us(x;) atro-
fidagi x ni tayinlab, ushbu

F(@t)= f(x)- f(#) - f(f)(x 1) - f(f)(x N2 +.. +f(::'(f)(x_l)n
funksiyani [Xg,x] < Us(x) (yoki [x,x] < Us(xs)) da qaraymiz.

.Bu funksiya [x,, x] segmentda uzluksiz bo‘lib, (x;, x) da hosilaga
ega bo‘ladi:

FO =~/ O-[L20-0-r 0] 520-0* - LD (x-p)]-...-

(r+]) () (n+l})
‘[f = = ("“)"'l]bzi;'(ﬁ ="

Demak,  F()=-{" (’)( 1"

Endi [x,, x] da uzluksiz, (x,, x) da chekli (nolga teng bo lmagan)
hosilaga ega ®(x) funksiyani olib, F(x} va ®(x) funksiyalarga [x, x;]
da Koshi teoremasini qo‘llaymiz. Natijada quyidagi

F(x)~F(o) _ F(¢) .
o) B(xy)  FO 9

tenglikka kelamiz, bunda ¢ = x, +0(x - x,), (0<8<1) .
Ravshanki,

ntl)
F(x)=0, F(x,)=R,(%), F(c) =-Ln!ﬁ(x-c)".
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Unda (4) tenglikdan

{(r+1)

bo‘lishini topamiz.
a) Koshi ko‘rinishidagi qoldlq hadli Teylor formulasi.

Aytaylik, ®(#) =x -t bo'lsin. Unda .
D(x)=0, O(xy)=x-x, ®lc)=-1 .
bo‘lib, (5) tenglik quyidagi
{#+1} fr_
(x):f n;(C)’ (x xﬂ)n
: -(n+1){x—c)

{n+l)
= -L——}—I#l[x—xo —9(

R

" (x=¢)" =

x-x)l (x-%)= |

(n+1)
=L gy 1oy

Al

ko‘rinishga keladi. Bu holda

£ = £y + L3 (- + L3 —xg) 4t

(#) {m+l)
+f n(!xﬂ)(x_xo)n +f n!(C)(x _xu)!&l(l_e)n

formula hosil bo‘lib, uni f(x) funksivaning Koshi ko ‘rinishidagi qoldig
hadli Teylor formulasi deyiladi.
b) Lagranj ko‘rinishidagi qoldiq hadli Teylor formulasi.

Aytaylik, ®(¢) = {(x - )" bo‘lsin. Unda
D(x) =0, O(x) = (x-—x)"™,
@’(¢) =-(n+1)(x-c)", (c=x +8(x~x))
bo‘lib, (5) tenglik quyidagi ‘
(n+l) e YL 1) '
R0 = LI0@ xSV et

m ()=o) (n+D)!
ko‘rinishga keladi. Bu holda
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£ = F00)+ T80 (x )+ L0 (x - )2 4.

e s +”(c)
o nt .

n+l

-x )+ (x~-x)

(c=x+0 (x—xo), d<o<)
formula hosil bo‘lib, uni f(x) funksivaning Lagranj ko ‘rinishidagi
goldiq hadli Teylor formulasi deyiladi.

d) Peano ko‘rinishidagi qoldiq hadli Teylor formulasi.
Yuqoridagi (6) formuladan foydalanib topamiz:

(6)

£ = FO)+ L8 gy 4 0 g2
+M(x_x0)n_l+_f H:C)(x_xo)";

(c=xy +68(x—-x;5), 0<9<]).

FO(x} funksiya x, nuqtada uziuksiz. Demak, x - x, da ¢ — x,
bo‘lib, n

S - [ (xo)-
Shuni e’tiborga olib, x — x0 da

(r) |
f (C) (x ~ X ) (xl))(x X ) +0((x xo)n
bolishini topatmz. Natijada ushbu

f(x):f(x0)+f(x0)(x x0)+f’(x0)(x xo) +., +
f‘ (xo) '

(x=x) +o((x~x)"), (x =x) -~

formula hosil bo‘ladl. Bu formula f(x} funksiyaning Peano ko'ri-
nishidagi goldiq hadli Teylor formulasi deyiladi.

¥, Ba’zi funksiyalarning Teylor formulalari. f(x) funksiyaning
Peano ko‘rinishidagi goldig hadli Teylor formulasini olamiz:

RN ARSI

F(x) = fxg) + J'c(x")(x - Xp) + f’gf")(x ~xg)? +... + i
f( (xn)

e (x =) Ho((x - x)"), (x> xp).
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Bu tenglikda x; = G deb, ushbu

f(x) = f(0)+f /PP 4 2(1‘”.-:% + I Dy s o(x), (x>0 (7)

formulaga kelamiz. (7) formuia f(x) funkswamng Makloren formuasi
deviladi.

1) f(x)=¢* bolsin. Bu funksiya uchun f(0)=1, f‘")({))—l

bolib,

x2 x3

X " _
e"=1+x+ 2r+ﬁ+"+}';+°(x ), x—=0

bo'ladi. i
2) f(x)=(1+x)*, ae R bo‘lsin. Bu funksiya uchun
f®=1 f"0)=awfoc-1..(c-n+1)
bo‘lib,

k' X +o(x"), x=0

k=0
bo‘ladi. Xususan,

bo‘ladi.
3) f(x)=In(l+ x) bo‘lsin. Bu funksiya uchun

f(0) =0, f®0)=(D*"(k-D!

: n k K
bo'lib, < In(+x)= Y X 4o(x"), x50
"} k:l A

bo‘ladi. -

. xk ‘. B B
Shuningdek, In(l-x)= —i? +o(x"), x>0

k=1
bo‘ladt.
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4y fix)y=sinx bolsin. Bu funksiva uchun f(0)=0,
f‘z’“l)(O) (-1)* bolib, ;

mx_Z()%%Himumﬁ,xaﬂ

bo‘ladi.
5) f(x) = cos x bo‘ksin. Bu funksiya uchun f(0)=1, £ (0) = (-1)*
bo‘lib,

cosx = Z( g ék)l+o(x2"“), x—.>0._

bo‘ladi.
Misol. Ushbu f(x) = 3x+2

funksiyaning Teylor (Makloren) formulasi vozilsin.
<« Bu funksiyani quyidagicha

1 1

LR [ ——
ftx Ix+l 3
2 l+=x
2
N
yozib, so'mg = D (-DFx +olx"), x>0
k=0

bo‘lishidan fovdalanib topamiz:

3x+2 E( 1) x +o{x"), x>0, )

" Mashqlar

1. Asimptotik formulalardan foydalanib, ushbu -

2

7 -
lim e ' ‘COSX
x=0 x7ginx
limit hisoblansin.
2. Ushbu flx)y=e"

funksivaning Teylor (Makloren) formulasi yozilsin.
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6-BOB

FUNKSIYA HOSILALARINING BA’ZI BIR
TATBIQLARI

25- ma’ruza
Funksiyaning monotonligi. Funksiyaning ekstremumlari

1°. Funksiyaning monotonligi. Faraz qilaylik, f(x) funksiva
(@, b) da (= < a < b < +eo) berilgan bo'lsin.

Ma’lumki, Vx,x, € (a,5) uchun x <x, = () < f(x)
(f(x)) < f(x;)) bo'lsa, f(x) funksiva (g, b) da o‘suvchi (qat’iy o‘suv-
chi), ¥Vx,, x; € {a, b) uchun x <x, = f(x) 2 F(x,), (f(x) > f(x))
bo‘lsa, f{x) funksiva (a, ) da kamayuvchi (gat’iy kamayuvchl) de-
yiladi.

1- teorema. Aytavlik, f(x) funksiva (a, b) da benigan bo‘lib,
vx e (a, b) da f'(x) hosilaga ega bo‘lsin.

F(x) funksiyaning (a, #) da o‘suvchi bo'lishi uchun vx e (a, §) da

f(x)z0
bo‘lishi zarur va yetarli,
A Zarurligi. f(x) funksiya (a, by da o suvcl'u bo‘lsin. Unda Ax > 0
bo'lganda

flx+Aax)- f(x)=0

bo‘ladi. Hosila ta’rifidan foydalnib topamiz:
)= Fix40) = fim LEH-f(x)
f(ch).—j"(x+0)—£\£E1_r)r1+0 ~ 20.

Yetarliligi. Aytaylik, vx e (a, b) da f’(x) mavjud bo‘lib, f(x) = 0
bo'lsin. fx;, x,] da (x;, x, € (g, &), x, < %,) f(x) funksiyaga Lagranj
teoremasini qo‘llab topamiz:

Fa) = fOq)=f(e)(x -x)20.

Demak, x; <X, = f(x) € f(x;), f(x) — o‘suvchi. P

Xuddi shunga o‘xshash, quyidagi teorema isbotlanadi.

2- teorema. Faraz gilaylik, fx) funksiya (a, #) da berilgan bo‘lib,
vx e (a, b) da f(x) hosilaga ega bo‘lsin. f(x} funksiya (a, b) da
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kamayuvchi bo‘lishi uchun vx < (a, ) da -
Fx)<0

bo‘lishi zarur va yetarli.

Shuningdek, quyidagi teoremalami isbotlash giyin emas.

3- teorema. f(x) funksiva (a, ») da berilgan bo‘lib, ¥x < (a, 5) da
f7(x) hosilaga ega bo'lsin. f(x) funksiyaning (a, 5) da qat’iy o‘suvchi
bo‘lishi uchun

1) vxe(a, by daf(x)20;

2) ¥xe (a,p) da f'(x} = 0 tenglik bajariladigan (o,B) < (a b
intervalning mavjud bo‘lmashk shartlarining bajarilishi zarur va vetarli.

4- teorema, f(x) funksiva (a, ) da berilgan bo‘lib, ¥xe (a, d)
da f’(x) hosilaga ega bo'lsin. f(x) funksivaning (a, b) da gat’iy
kamayuvchi bo‘lishi uchun

1) ¥Yxe(a, b) da f{x) <0,

2) ¥xe (o, p) da f'(x) = 0 tenglik bajariladigan (o,B) < (a,b)
intervalning mavjud bo‘lmashik shartlarining bajarilishi zarur va yetarli.

Demak, (aq, b) da

FAxyz0= f{x) o'suvchi = f'(x)=z0,

F{xy< 0= fi{x) kamayuvchi = f'(x) < 0,

fi{xy>0= f(x) gat’iy o'suvchi = f'(x) =0,

F(x)<0= fix) qat’iy kamayuvchi = f'(x) <0
bo‘ladi.

1- misol. Ushbu

f(x)*—-

__funkswanmg o‘suvchi, kamayuvchl bo lish orahqlan topllsm.
# <« Ravshanki,

Fix)=x-2%2-xn2)
bo‘ladi. Ushbu f(x)>0, x-27*(2-xIn2)>0 tengsizlik

xe (0,1 2) da o‘rinli bo‘ladi. Demak, f(x) funksiya XE( ' Tn 2] da

o‘suvchi, (—e, OYUJ (l—n% , + m) da kamayuvchi bo‘ladi.
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2°. Funksiyaning ekstremumlari. Faraz qilaylik, f(x) funksiya
X < R to‘plamda berilgan bo‘lib, x, € X bo‘lsin.

I- ta’rif. Agar shunday 8 > 0 son topilsaki, Vxe Uz(x) =
=(xy - 8, xy +3) ¢ X nuqtalarda

F(x)< f(x) (f(x)2 f(x))
tengsizlik bajarilsa, f(x) funksiva x, nugtada maksimumga (mini-
mumga) erishadi deyiladi, x, nuqtaga esa f (x) funksiyaning maksimum
(minimum) nuqgtasi deyiladi.
2- ta’rif. Agar shunday § > 0 son topilsaki, vx e U, (xo) \ {xo}
(Us (%) « X) nuqtalarda

F(xX) < flxg) (f(x)> f(xo))

tengsizlik bajarilsa, f(x) funksiva x, nuqtada qat iy maksimumga (qat’iy
minimumga)} erishadi deyiladi,

Funksiyaning maksimum hamda minimumi umumiy nom bilan
uning ekstremumiari, maksimum hamda minimum nugtalari esa uning
ekstremum nugtalari deyiladi,

5- teorema. Faraz qilaylik, f{x) funksiya X < R to‘plamda berilgan
bo'lib, x, € X nuqtada ekstremumga erishsin.

Agar f(x) funksiya x, nuqtada f"(x,) hosilaga ega bo‘lsa, u holda

) =0
bo‘ladi.

4 Aytaylik, f(x) funksiya x, nugtada maksimumga erishib, shu
nugtada hosilaga ega bo‘lsin. U holda

36>0: vxelUg(x) c X da f(x)< f(x)
bo‘ladi.

(xo — 3, Xg +8) intervalda f(x) funksiyaga Ferma teoremasini
go‘liab topamiz: :
f'xgy=0.»

3- ta’rif. Funksiya hosilasini nolga aylantiradigan nugta uning
stansionar (kritik) nugtasi deyiladi.

Eslatma. Agar/f(x} funksiya biror migtada ekstremurnga erishsa,
u shu nugtada hosilaga ega ho‘lishi shart emas.

Masalan, f(x) = |x| funksiya x, = 0 nuqtada minimurmga erishadi,
birog u shu nugtada hosilaga ega emas.
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Demak, f(x) funksiyaning ekstremum nugqgtalan uning statsiopar
hamda hosilasi mavjud bo‘lmagan nuqgtalari bo‘lishi mumkin,
"~ 4-ta’rif. Agar shunday 8 > 0 son topilsaki,
' ' Vxe (x, - 8,x,) da g{(x)>0 yoki
Vxe(x; -8, x) da g(x)<0
bo‘lsa, g(x) funksiva x; nuqtaning chap tomonida 1sh0ra saqlaycll
deyiladi. . |
Agar shunday 3§ > 0 son topilsaki, B
- Vxe(xy,x;, +3) da g(x)>0 yoki :
 Yxe(xy,x +90) da g(x)<0
bo‘lsa, g{x) funksiya x, nuqtaning o‘ng tomonida ishora saqlaydi
deyiladi.
6- teorema. Avtaylik, f(x) funksiya X< R to‘plamda berilgan
bo'lib, quyidagi shartlarni bajarsin:
1) 38 >0, ¥xe Ug(x) c X da f'(x) hosila mavjud;
2) f1(xg) = 0
3) f(x,) hosila x; nuqgtaning o‘ng va chap tomenlarida ishora
saglasin.
Agar f'(x) hosila x, nuqtani o‘tishda ishorasini o*zgartirsa, f(x)
funksiya x; nugtada ekstremumga erishadi.
Agar f'(x,) hosila x, nuqtani o‘tishda ishorasini o‘zgartirmasa,
J(x) funksiya x, nuqtada ekstremumga erishmaydi.
4 Aytaylik,
Vxe(xg-8,x%) da f(x)>0,: .
Vxe (x5, X% +8) da f(x)<0
bo‘lsin. U holda ¥x e (x; - 8, x5), f(x)>0= f(x) o‘suvchi, ya'ni
F(x) < fixy), ¥Yxe(xg,x, +8), f(x)<0= f(x) kamayuvchi,

yva'ni f(x) < f(x;y), bolib, Vxe (x; -8, x5 +8) da f(x)< f(x;)
bo‘ladi. Demak, bu helda f(x) funksiya x, nuqtada maksmumga
erishadi. _ _
Aytayhk, o T'.'g i L {3_‘.
Vxe(x -3, x) da f(x)<0, S .
Vxe (xg, Xp+3) da f'(x)>0 -
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bo‘lsin. U holda vx e (x ~8, x5), f(x}<0= f(x) kamayuvchi, ya'ni
F(xX)> f(xg), Vxe (x5, x +8), f{x)>0= f(x) o'suvchi, ya’ni
F(x) > f{x) bo'lib, ¥x e (X -8, x5 +8) da f(x) > f(x,) bo'ladi.

Demak, bu holda f(x) funksiya x, nugtada minimumga erishadi.

Agar Vxe{(x, -3, x)da f(x)>0, Vxe(xy, xy+8)da f(x)>0
yoki Vxe (x; -8, xp) da f'(x) <0, Vxe (xg, x5 +8) da f'(x)<0
bo‘lsa, unda f(x) funksiya ‘(x[, -8, x, +68) da o‘suvchi yoki

(x; — 8, xp +8) da kamayuvchi bo‘lib, f(x) funksiya x, nuqtada
ekstremumga erishmaydi. »

7- teorema. f(x) funksiva Xc R to‘plamda berilgan bo‘lib,
quyidagi shartlarni bajarsin:

1) f(x)e C(X);

2) 28>0, vxe U;(x)\{x} da f'(x) hosila mavjud va chekli;

3) /(x) hosila x, nugtaning o‘ng va chap tomonlarida ishora saglasin.

Agar f'(x) hosila x; nugtani o‘tishda ishorasini o‘zgartirsa, f(x)
funksiya x; nugtada ekstremumga erishadi.

Agar f'(x) hosila x, nuqtani o‘tishda ishorasini o zgarnrmasa
J(x) funksiya x; nuqtada ekstremumga erishmaydi.

Bu teorema vugqgoridagi 6- teorema kabi isbotlanadi.

8- teorema. Faraz qgilaylik, f(x) funksiya X < Kto‘plamda berilgan
vame N, mz2, x,e¢ Xbo'lib, quyidagi shartlarni bajarsin:

1) 35>0, Yxe Us(xy) o X da fUV(x) hosila mavjud;

2) f"(x,) hosila mavjud;

3) S1(x) = f7(%p) = = [V (%) =0, f(xg) % 0.

U holda m =2k, k e Nbo‘lganda f(x) funksiya x, nugtada ekstre-

mumga erishib, f(x;) < 0 bo‘lganda x, nugtada maksimumga,
F™(x,) > 0 da minimumga erishadi.

Agar m=2k+1, ke N bo'lsa, f(x) funksiya xy nuqtada ekstre-
© mumga erishmaydi.
4 f{x) funksivaning x, nuqtadagi Teylor formulasi

fx )«Zf ) - %)t +o((x=x)"). x>




ni olamiz. Bu formula teoremaning shartida ushbu

£ = FOx)+ L0 (x o= 30", Xk

ko‘rinishga keladi. Bundan esa x = x, da
ol(x-x9)™}

m| S (%)
f(x)_f(xl])z(x'*xﬂ) |: m!0 +—(7_g—);;“ y X =X,

bo‘lishi kelib chigadi.
«o» ning ta’rifiga ko‘ra ;:—' | ™ (x,)| >0 son uchun 3§>0,
vx e Uz (x)\ {x,} nuqtalarda

ol (x-x)")
(x-xp )" |

e

bo‘ladi. Demak, x & Uz (%) \ {Xo} uchun

(m) —Xn VT (1)
f (110)+?((x X)) va [__('_@
n (x—xO)m mloc ST |

miqdorlar bir xil ishorali bo‘ladi. Bundan esa x € Us (xo)\{xu}d&

ning ishorasi f(x) - f(x,) ayirmaning ishorasi bilan bir xil bo‘lishi
kelib chigadi.
Agar m=2k, ke N bo‘lib, f"(x)>0 bo‘lsa, unda

Sfx)= flxg) >0, ya'ni f(x)> f(x) boladi. f(x) funksiya x,
nuqgtada minimumga erishadi.
Agar m=2k, ke N bo‘lib, f™(x)<0 bo‘lsa, unda

Jx) = fx) <0, ya’ni f(x) < f(xy) boladi. f(x) funksiya x,
nugtada maksimumga erishadi.
Agar m =2k +1, ke N bo'lsa, f(x) - f(x,) ayirma ishora saq-
lamaydi. Bu holda funksiva x, nuqtada ekstremumga erishmaydi.
Xususan, agar x, nuqta f(x) funksivaning statsionar nuqtasi bo‘-
lib, £(x) funksiya x, nuqtada chekli f”(x,) = 0 hosilaga ega bo‘lsa,
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shu nuqtada f(x) funksiva f"(x,) <0 bo‘lganda maksimumga,
f7(x3) > 0 da minimumga ega bo‘ladi.

2- misol. Ushbu
fxy =235 53 +1
funksiya ekstremumga tekshirilsin.

4 Bu funksiya R = (—; + 0} da aniqlangan bo‘lib, u shu to* p—
lamda uzluksiz. Uning hosilasini topamiz: :

2 - 10(x-1
Fe=2300 25247 3‘%’. (1)

Ravshanki, funksiyaning hosilasi x, = 1 nuqtada nolga aylanadi:
F'(1)=0; x, =0 nugtada esa funksiyaning hosilasi mavjud emas.

Hosila ifodasi (1) dan ko‘rinadiki, x = 1 nugtaning chap tomonidagi
nugtalarda f’(x) < 0, o‘ng tomonidagi nuqtalarda f'(x) > 0 bo‘ladi.
Demak, berilgan funksiva x=1 nuqtada minimumga erishadi va
min f{x) = f(1) = -2 bo‘ladi.

Yana hosila ifodasi (1) dan ko‘rinadiki, x = 0 nuqtaning chap
tomonidagi nuqtalarda f'(x) > 0, o‘ng tomonidagi nuqtalarda
F(x) <0 bo‘ladi.

Demak, f(x) funksiva x = 0 nugtada maksimumga erishadi va
max f(x) = f(0) =1 bo‘ladi. »

Mashglar

1. f(x) funksiyaning hosilasi nolga teng bo‘lgan nuqtada funksiya
ekstremumga erishishi shart emasligi isbotlansin.
2. Ushbu RS TR T SO

i
. f(x)=4¢ "2, agar x#0 bo'lsa,
0, agar x=0 bo'lsa
funksiva ekstremumga tekshirilsin. .
3. Aytaylik, f(x)e C[a,b] bo‘lsin. Bu funksiyaning [a, b] dagt
eng katta va eng kichik giymatlari gqanday topiladi? '
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26- ma’ruza
Funksiyaning qavariqligi, egilish nuqtalari va asimptotalari

1°. Funksiyaning gavarigligi va botigligi. Faraz qilaylik, f(x)
funksiva (@, b) da berilgan bo‘lib, x,, x, € (a, ) uchun x; < x, bo’lsin.

S{x) funksiya grafigining (x,, f(x}). (x;, f(x,)) nuqtalaridan
o‘tuvchi to‘g‘ri chizigni y = /(x) desak, u quyidagicha

I(x) = "2 f( X))+ oL f(x,)

x2-%x1
bo‘ladi.

I- ta’rif. Agar har ganday oraliq (x,, x,) < (a, b) da iovlashgan
Vx e (%, X;) uchun

F(x)s Hx)y (f(xy<i(x))

bo'lsa, f{x} funksiva (a, b) da botiq (qat’ly botiq) funksiya deyiladi.

2- ta’rif. Agar har gqanday oraliq (x,, x,) < (4, b) da joylashgan
Vx € (x;, ;) uchun

Sx)zl(x) (f(x)>1(x))

bo‘lsa, f(x) funksiya (a, b) da qavariq (gat iy gqavarig) funksiva deyiladi.
Botiq hamda qavarig funksiyalarning grafiklari 7- chizmada tas-
virlangan. :

Aytaylik, oy 20, o, 20, o+, =1 bo'lib, ¥Vx;, x, € (a, b)

bo‘lsin. Funksiyaning botigligi hamda qavarigligini quyldaglcha
ta’riflash ham mumkin.

Yn - YA
10

[
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3- ta’rif. Agar
Sloyxy +0u%) S o fi (%) + o, f(x;),
(S ox + X)) < oy fi{xg )+ ay f(x:))

ba'lsa, f(x) funksiya (a, b) da botig (qat’ly botig) deynagt. .
4 ta rif. Agar

flogx +oux)zof(x)+a,f(x,),
{(flogxy +0y%3) > 0 f () + oy f (x, 3

bo'lsa, f(x) funksiya (a, b) da qavarig (qar Wy gavarig) deyiladi.
I- misol. Ushbu

f(x)=x?
funksiyva R da qat’iy botiq funksiya bo‘ladi.
4 3- ta’rifdan foydalanib topamiz:
f(a]xl + aZxZ) = (alxl + C(zXz )2 = (a]x[ )2 + 2(11(12x[x2 + (Q2X2 )2 <
<ofx] + oo (6 + X +a3xs = X {ey v o) +apad (o +0y) =
=oyx] + 0% =0y f(X)+ 01 (x,).

'1- teorema. Faraz qilaylik, f(x) funksiya (g, b) da berilgan bo‘lib,
unda f'(x) hosilaga ega bo‘lsin. f(x) funksiyaning (a, ) da botig
(qat’iy botig) bo‘lishi uchun f'(x} ning (a, b) da o‘suvchi (qat’iy
-o‘suvchi) bo‘lishi zarur va yetarli.

« Zarurligi. f(x) funksiya (a, b) da botiq bo‘lsin. U holda

VX, X e {a,b), x, <Xx5, Vxe (x,x,) Uchun
f()< f(x)'l'x xf(xz
f(x)—f(xl) < S)-ftx)

x-x - Xp—X

bo‘lishi kelib chigadi ((x; —x;) = (x; - X)+ (x - x;) deyildi). Ke-
yingi tengsizlikda x - x,, so‘ng x - x, da limitga o'tib,

f(x)< f(xl) f(xl)

x-q

bo‘lib, undan

f (x )> f(xZ)_f(xl)

X2 —X



bo‘lishini topamiz. Undan f'(x;) < f'(x;) bo‘lishi kelib chiqadi.
Demak, f’(x) funksiva (a, b) da o‘suvchi.
f{x) funkstya (a, b) da qat’iy botiq bo‘lsin. U holda -
Jx-f () [()-f(x)
X=X X2-X
bo'ladi. Lagranj teoremasiga muvofig
J)=f(x)
QL0 8Ol X=X
S ) f(x)

Xp—-X

=fa), x<q<x;

oA =f'(C2), x<C2 < X3

bo'lib, undan f'(x;) < f'(x;) bo‘lishi kelib chigadi. )
Yetarliligi. f’(x) funksiya (a, b) da o‘suvchi (qat’iy o‘su¥chi)
bo‘lsin: Vx), x, & (@, b), x, <x, da-
Fa)s (%) flig)< F(x).
Lagranj teoremasidan foydalanib topamiz;

_r-i;_ I(_xtﬂ.ﬂl = f’(cl ), xl L4 cl < x;
: X=X

. ff..(_.xi,)..__ig_x_).zf’(c2), x-qc2<x2
X=X

Ravshanki, 3 < <x<6 <X = <6. Demak, f'(¢) < (&)
(f'(c1) < f'(¢;)) bo'lib, yuqoridagi munosabatlardan

J)-fln)  f(x)-flx) [f(x)—f(xl) < fx )“f(x))

X=X - xz -X X=X Xy—X

bo‘lishi kelib chigadi. Bu esa f(x) funksiyaning (a, b) da botiq (qat’iy
botiq) ekanini bildiradi. »

Xuddi shunga o‘xshash, quyidagi teorema ham isbotlanadi.

2- teorema. f'(x) funksiya (@, b) da berilgan bo‘lib, unda f’(x)
hosilaga ega bo‘lsin.

S () funksiyaning (a, b) da qavariq (qat’iy gavariq) bo‘lishi uchun
J7(x) ning (a, b) da kamayuvchi (qat’iy kamayuvchi) bo‘lishi zarur va
yetarli.
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Aytaylik, f(x) funksiya (g, &) da berilgan bo‘lib, u shu intervalda
F7(x) hosilaga ega bo‘lsin. Bundan tashqari, (a, ) intervalning har
ganday (o, B) {(o, B) < (a, b)) qismida f”(x) aynan nolga teng bo‘l-
masin.

3- teorema. f(x) funksiva (4, b} intervalda botiq (gavariq) bo‘lishi
uchun (a, b) da

)20 (ff(x)<0)
bolishi zarur va yetarli. i

Bu teoremaning isboti yugoridagi hamda ﬁmksnyamng monotonhgl
haqgidagi teoremalardan kelib chiqgadi. i

2- misol. Ushbu f(x) =Inx (x>0)
funksiva gavariq bo‘ladi.

« Bu funksiya uchun

f'(x)=—%<0

bo‘ladi. 2- teoremaga ko‘ra berilgan f(x) = Inx" funksiya (0, +e) da
gat’iy qavarig bo‘ladi. » 3
2°. Funksiyaning egilish nuqtalari. Faraz qllayllk Fixy funkswa

X c R to‘plamda berilgan bo‘lib, xp € X, (3 -8, % +8)c X, 6>0
bo‘lsin.
5-ta’rif. Agar f(x) funksiva (x; -9, x;) da botiq (gavariq),
(x4, Xy +8) da qavarig (botiq) bo‘lsa, x, nugta f{x) funksiyaning
egilish nugtasi deyiladi.
Aytavlik, f(x) funksiva (x, -8, x, +8) da f”(x) hosilaga ega
bo‘lsin. Agar Vxe (x, —-98, x3) da f'(x)20 (f"(x)<0);
' | Yxe (Xg, X +8) da f7(x)<0 (f"(x)z0)
bo‘lsa, f7(x) funksiya x, nuqtada ekstremumga erishadi va f”(x) = 0
. bo‘ladi. Demak, f{x) funksiya egilish nuqtasida /”(x)=0 bo‘ladi.
3- misol. Ushbu flxy=x°

funksiya x, = 0 nuqtada egiladi.
<« Bu funksiya uchun
fr(x)=6x
bo'lib, .
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¥xe (-8, 0) da f"(x)<0

vxe(0,8) da f"(x)>0, (§>0)

bo‘ladi.

3°. Funksiya grafigining asimptotalari. Faraz qilaylik, /' (x} funksiya
X < Rto'plamda berilgan bo‘lib, x, nuqta X to‘plamning limit nugtasi
bo‘lsin.

6- ta’rif. Agar ushbu

lim f(x) lim f(x)
XX+ x—=xp-0

limitlardan biri yoki ikkalasi ham cheksiz bo‘lsa, x = x; fo ‘g ¥ chizig
F(x) funksiya gmﬁgining vertikal asimprorasi deyiladi.

Masalan, f(x)==> funksnya grafigi uchun to‘g‘ri chiziq vertikat

asimptota bo‘ladi. _
Aytaylik, f(x) funksiya (x,, +s) da aniglangan bo‘lsin.
7- ta’rif. Agar shunday &k va & sonlari topilsaki,

F(xy=kx+b+a(x) (x =+ da a(x)— 0)
bo‘lsa, y=kx+b to'gri chiziq f(x) funksiva grafigining og ‘ma
asimptotasi deyiladi.

4- teorema. f(x) funksiya grafigi y = &x + b og‘ma asimptotaga
ega bo'lishi uchun

lim f‘”_k lim (f(0) - kx) = b

el

bo‘lishi zarur va yetarh

A Zarurligi. v =/kx+ b to‘g‘ri chiziq f(x) funks;ya grafigining
og‘ma asimptotasi bo‘lsin. Unda

fix)=kx + b+ o(x)

bo‘lib, x — 4+ da af{x) - 0 bo‘ladi. Bu tenglikni e’tﬁbrga olib
topamiz:

lim fi{x) - lim kx+ brox = k;

X0 X X=>tea X

}rp:m}f hm (f(x) kx) = hm (b+a(x)] —,;
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Yetarliligi. Ushbu :
m L9 _ g fim (f(x) - ko) = b

X—é-w-a

munosabatlar o‘rinli bo Isin. Bu munosabatlardan
(f(X)-kx)-b=0(xy= 0= f(x)=kx+d+a{x)
bo‘lishi kelib chigadi. W

4 Bu funksiva uchun

- : ) 2
i ey K7 M= lim s = 1
3
b= hm (f(x) kx) = 11m [——T—x]=2
(x~1)

bo‘ladi. Demak, ¥y =x + 2 to‘g‘ri chiziq benlgan funksiva grafigining
og‘ma asimptotasi bo‘ladi.> A

Mashglar
1. Ushbu . .
fin =t

funksivaning botiq hamda qavariq bo‘ladigan oraliglari topilsin.
2. Ushbu

_ 2x2ex-2
o flx)=—4
funksiya grafigining og‘ma asimptotasi topilsin: s+

3. Ushbu gy

a) f(x)=x*¥e,

b} f(x)=x+2arcctg x,

d) f(x) =le* -1 funksiyalarni hosilalar yordamida to'liq tekshi-

tilsin, grafiklari chizilsin.
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27- ma’ruza
Lopital goidalari

Ma’lum shartlarda funksiya limitini hisoblash goidalari o‘rganilgan
edi. Ko‘p hollarda bunday shartlar bajarilmaganda, ya’'ni

x—x da f(x)—-0, g(x)>0: ’g}—) ning limiti (g),

fx
2(
x =% da fOr) = e, g(x) > et f{x)—g(X) ning Himid (e, — oo},

x-ox da fx) o +e, g{x)— 4. —)) ning limitj (3),

L]

x—X% da f(x) >0, gx)=0: (Ax) ning limiti {0%),
xoxda £(x) o1, g(x) 541 (S(x)EF ning limiti (17)

x-Xx da f(x)—> =, g(x)>0: f(x) g(x) ning limiti «® ni
topishda funksiyaning hosilalariga asostangan qoidaga ko‘ra hisoblash
qulay bo‘ladi. Bunday usul bilan funksiya limitini topish Lepital
goidalari deyiladi.

R T :
1°. o VAo ko‘rinishidagi hollar. -

1- teorema. Faraz qilaylik, f(x) va Ex) flmkslyalar {a, b) da
berilgan bo‘lib, quyidagi shartiarni baj

I) x]ilg}() f(x) = 0’ xl—lrlgzﬂ g(x) - 0,

2) Vxe(a,b) da f'(x) va g'(x) hosilalar mavjud,;

) Vxe(a, b) da g'(x)=0;

#ushbu tim £ =1 (Je R) mavjud. U holda Jim fx) (x)

x—=b-0 £'(x) 0 g(x)
bo‘ladi.

<€ f(b) =0, g(b) =10 deb olamiz. Bunda f{x) va g(x) funksiyalar

(b-8, b] da (3 > 0) vzhiksiz bo'lib qoladi. Teoremaning 4- shartiga
ko‘ra;
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Ves0, 38>0, Vie(h~55): ]f:(x)—-l‘<e

: - o g'(x)

bo‘ladi. L
Endi (b - 8, b] da Koshi teoremasidan foydalanib topamiz:

ﬁx_}_,l 3 f(b)—f(x)_,' @ _;‘ <€, (ce(x,b) c[b-3,b].

g(x) g(b)-g(x) |&8'(c)
Demak, lim S(x)
x-b-0 g{x)

Shuni isbotlash talab gilingan edi. »»

(In x)“j d l .
1- misol. Ushbu  kim e)] B

X X—-e ) €
munosabat isbotlansin.

< f(x)=(nx)"° - () g(x) x —e funksiyalar uchun (1, ¢) da

1- teoremaning barcha shartlari bajariladi:

1) ng: f(x}= lm: H(ln x)* —(-E]b H =0, ;

}(in: g(x)=lim(x-¢e)=0;

-1
2) f(x)=alinxy LB gy 23,
3 g(x)=1=0;

m(lnx)”“‘.l_ﬁ‘[i)IH !
4 tim £* _ tim X eie :3;,\1_’?

x—e g(x x—re

““""‘“[‘i
Demak, - - lim £ 11m ——. >

x—e g( x) X3¢
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2- teorema. Aytaylik, f(x) va g(x) funksiyalar (a +c-o) da benlgan '
bo‘lib, quyidagi shartlarni bajarsin: Lt e

D hm J{x)=0, 11m g(x)y=10;
2) Vxe (a, +e) da f(x), g’(x) hosilalar ma\oud
3) Vxe (a, +=) dag'(x)=0; ¢

4) Ushbu lim L2 2
x—e g7(x)
mavjud (/< R). U holda
Jix) _
l‘_‘,‘l RGN

bo‘ladi.
<4 g > 0deb, ¢ =% deymiz. Unda f ¢ (0, E) boflib, x «» +e da
£ =+, Endi K7 va G(H funksivalarni quyidagicha aniglaymiz:
Fy=f{t), 6 =g(}).

U holda
t->+0 da F(r) -0, G(n -0

'_ F(r) = f(;)[_:?) G'(f) =g’(;)‘(_r_lz);- _

Foy_ L)
G(;) g—r(%)-—ﬂ, (t——)+{})- L

bo'lib, 1- teoremaga ko‘ra, 7 —» +0 da

F(1)
m—)]

ga ega bo'lamiz. Keyingi munosabatdan esa’

lim £ _g

X—3+oa g(x)

bo‘lishi kelib chigadi P
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1
7

2- misol. Ushbu lim —&* -1
X—3+ea Zarctgx -

limitni hisoblang.
I
4 Agar f(x) = e -1, g(x)=2arctg x’ - = deyilsa, ular uchun
2- teoremaning barcha shartlari bajariladi, jumladan,

2 7 4x
Fxy=-Sev, gx)=—F7
X 1+x
]
2 7
. 3 . 4
bo‘lib, m £ = iy X =—fim X o1
o xoae EX) xowe  AX 0 xlie x4 2
B ' __ l+x*
bo‘ladi. 2-teoremaga ko‘ra '
L
fim £ = gim /) _ llm ——ex -1 1
orro §XY  xo4w (X)) x-rses Qarctg 2 2

bo‘ladi. »

Quyidagi teoremalar ham yuqorlcla keltirilgan teoremalarga
o‘xshash isbotlanadi.

3- teorema. Faraz qilaylik, f(x) va g(x) funksiyalar (a, b) da
berilgan bo‘lib, quyidagi shartlarni bajarsin;

I} lim f(x)=os, lm g(x)=co;
2) Vxe(a,b) da f'(x), g (x) hosilalar mavjud;
3) Vxe(a,b) dag'(x)=0; N

4) Ushbu_lim {;((;’)) =1, (I« R) mavjud. U holda_

im L) _

x—b-0 g(x)

bo‘ladi.
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4- teorema. Faraz qilaylik, f(x) va g(x) funksiyalar (g, +<)} da
berilgan bolib, quyidagi shartlarni bajarsin:

1) im f(x) =, lim g{x)=oo;

2} Vx e {a, +=) da f'(x), g’(x) hosilalar mavjud,
3) ¥xe{a,+o=) dag’(x) =0

4) Ushbu lim Sx) =1, (e R) maVJud U holda

x4 2(X)

fx)
dim T

bo‘ladi. S
2°. 000, vo—co, 17, 0° ko‘rinishidagi hollar. Bu ko‘rinish-

0 5]
dagi anigmasliklar 7= hollarga keltirilib, so‘ng yugoridagi
teoremalar go‘tlaniladi.

1) x > x5 da f(x) > 0, g(x)— o bo‘lganda f(x) - g(x) funk-
sivaning limitini topish uchun uni

f(x) g(x) = f(lx) _ g(lx)

s F(x)
deb, so‘ng 1- yoki 2- teorema go‘llaniladi.
2) x - xy da f{x) > 4o, g{x} > 4o bolganda f(x) g(x)
funkstyaning limitini topish uchun uni

1 1

£x) - glx) = £ &)
£ (x) g(x)
deb, so‘ng 1- teorema go‘ilaniladi.

3} x - x,da f(x) >0, g(x)—> 0 hamda x - x, da f(x) - 1,
8(x) -+ bo‘lganda (f(x))*™ funksiyaning limitini topish
uchun avvalo
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- y=(f)F |
funksiya logarifmlanadi, so‘ng yuqoridagi tecremalar qo‘Haniladi.
L - |
3- misol. Ushbu lim(s‘“V

x-=0 x

limit hisoblansin.
!
< Awvalo y = lim (Smx ) deb olamiz. Ravshanki, x — 0 da

sin x

£ =25 51, gx) = 5 o 4

Sodda hiseblashlar yordamida topamiz:

In——=—

sin x ] X xcosx-sin x
lim

. i 2
limlny = lim —3% —llm[ mr _x =
x—0 =0 x x—0 ( 2) x—0 2x
x
= Vi Foosx-sinx 1. (x cos x-sin x) ol oxsinx
T2 x—)O x3 = 2 x50 (.'!6,‘3)’ T 250 3x2 To6

Demak, hm(smx) =e_‘|;.>

x

Mashglar

1. Ixtiyoriy ove R da ushbu

4 oL
—arctgx | -1
hm R = g_q
T

x—1 Inx
tenghkmng o‘rinli bo‘lishi isbotlansin.
2 Ushbu v
_ lim x (; - arctg x)
limit hisoblansin,
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7-BOB
ANIQMAS INTEGRAL

28- ma’ruza
Boshlang‘ich funksiya va anigmas integral tushunchalari .

1°. Boshlang‘ich funksiya tushunchasi. Faraz gilaylik, f(x) va
F(x) funksiyalar (a, &) < R intervalda {(bu interval chekli yoki cheksiz
bo‘lishi mumkin)} berilgan bo‘lib, Ax) funkstya shu (a, ») < R da
differensiallanuvchi bo‘lsin.

1-ta’rif. Agar (g, b) intervalda F'(x) = f(x), (xe{a, b))
bo‘lsa, {a, b) da F(x) funksiva f(x) ning boshlang‘ich funksiyasi de-
yiladi.

Masalan, f(x)= i funksivaning (0, +e2) da boshlang‘ich funksiyasi.

F(x) =l x bo'ladi, chunki (0, +) da F'(x)=(nx)'= ! = f(x).

Aytaylik, f(x) va F(x) funksiyalar [a, b) segmentda berilgan bo‘lib,
F(x) funksiya shu {q, b] da differensialanuvchi bo‘lsin.

2-ta’rif. Agar (a, b) intervalda F'{x)= f(x), (xe{a, b))
bo‘lib, a va b nuqgtalarda esa

Fa+0)= f(®), F'(b-0)=f(b)
tengliklar o‘rinli bo‘lsa, [a, &] segmentda F(x) funksiva f(x) ning
boshiang ‘ich funksiyasi deyiladi.

1- teorema. Agar {(a, b) intervalda F(x) va ®(x) funksiyalarning
har biri f(x) funksivaning boshlang‘ich funksivasi bo‘lsa, v holda
F(x) va ®(x) funksiyalar (g, b) da bir-biridan 0‘zgarmas songa farg
qiladi:

O(x) - F(x)=C, (C =const),
. 4 Shartga ko‘ra (g, b) da ®'(x) = f(x), F'(x)= f(x).

Demak, (a, ) da ®(x)= F’(x). U holda 21- ma’ruzada
keltiriligan 2- natijaga ko‘ra

®(x) = F(x)+C, (C=comst) - =7
bo‘ladi. P o
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Bu teoremadan quyidagi natija kelib chiqgadi.

Natija. Agar (4, #) da FMx) funksiya f(x) ning biror boshlang‘ich
funksivasi bo‘lsa, v holda f(x) funksivaning (a, b) dag1 ixtiyoriy
boshlang‘ich funksivasi uchun

Bix) = F(x)+C, (C =const)

bo‘ladi.

1-esltatma. (a, b} da berilgan har ganday funkswa ham bosh-
lang‘ich funksivaga ega bo‘lavermaydi.

1- misol. {(—1, 1) intervalda ushbu

-], agar -l<x<0 bo‘lsa,'"
f{xy=40, agar x=0 bo‘lsa,
1, agar 0<x <1 bo'lsa
funksiyani qaraylik.
Bu funksivaning (—1, 1) intervalda boshlang‘ich funksiyaga ega

bo‘lmasligi isbotlansin.
4 Teskarisini faraz qilaylik, ya’ni berilgan funksiya (—1, 1) da

boshlang‘ich funksiya F(x) ga ega bo‘lsin: F'{x)= f(x), (xe (-1, 1)).
Ravshanki,

F(®)=f(0)=0 8y
bo‘ladi. Bu F(x) funksivaga [0, x] segmentda (0 < x < 1) Lagranj
teoremasini qo‘llab topamiz;

Fx)-F®)=F'(c) x=f(cy x=x, (ce(0, x)).
- Keyingi tenglikdan

=1, lim

x—+0

F(x)-F(0) -1
x

F(x)-F(0}
x

bo‘lib, F'(+0) =1 bo‘lishi kelib chigadi. Bu esa (1) munosabatga
ziddir.

Demak, garalayotgan f(x) funksiya (—1, 1)da boshlang‘ich funk-
sivaga ega bo‘lmaydi. »

2~ teorema. Agar f(x)e C(a,b) bo‘lsa, u holda f(x) funksiya
(a, b) da boshlang‘ich funksivaga ega bo‘ladi.

Bu teoremaning isboti 34- ma’ruzada keltiriladi.
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2°. Funksiyaning anigmas integrali. Integralning xossalari.
Avtaylik, (a, b) da f(x) funksiya berilgan bo‘lib, £ (x) funksiya uning
biror boshlang‘ich funksivasi bo‘lsin:

F'(x)= f(x). (xe(a, b)).
U holda berilgan f(x} funksiyaning ixtivoriy boshlang‘ich funksiyasi
F(x)+C, (C =const)

ko‘rinishda ifodalanadi.
- ta’rif. Ushbu

F(x}+C, (xela, b))
ifoda f(x) funksivaning anigmas integrali deyiladi va

[ o

kabi belgilanadi. Bunda _[ — integral belgisi, f(x) — integral ostidagi

funksiya, f{x)dx — integral ostidagi ifoda deyiladi.
Demak,

jf(x)dx = F(x)+C, (C = const).

Shunday qilib, (g, ») intervalda f{x) funksiyvaning anigmas integrali
(a, b) da hosilasi shu f{x) ga teng bo‘lgan funksiyaning umumiy
ko‘rinishini ifodalar ekan.

2- misol. Ushbu -

integral topilsin.
<« Anigmas mtegral ta’rifiga ko‘ra, shunday Hx) funkmya toplﬂshl
kerakki, F’(x)=x* bo‘lsin. Agar

_1,4
Fi(x) = i
deyilsa, ravshanki, F’(x)= x° bo‘ladi. Demak,
jx3dx = %x“ +C, (C= const)_.,}:}

3- misol. Ushbu

fm

anigmas integral topilsin.
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.- 4 Ravshanki,

F) <Y IS ;

funksiya uchun

F(x) = (J1+x) T‘Tz‘ x_
1+ Jl+x

bo‘ladi. Demak,

ITE_ 1+x* +C . p

Endi anigmas integralning xossalarini keltiramiz. Bundan buyon
anigmas mtegral hagida gap borganda uni garalayotgan oraligda mav-
Jdtabab, g A osislangy Sl i dyodgan o m{[ng Gashiart-
g'ich funksiyaga ega deb qaraymiz va oraligni ko‘rsatib o‘tirmaymiz.

1) Ushbu

d(f F(erdx) = f(xydx

munosabat o‘rinli. B

4 A}’Iayllk £{x) funksiya f(x) ning boshlang‘ich funksnyasn bo‘lsin:

Fi(x) = f(x)-
U holda,
[ £x)dx = FG+C, (€ = const)

bo‘ladi. Bu tenglikka differensial amalini go‘llab topamiz.
d(ff(X)dX) =d(F(x)+C)=dF(x) = F'(x)dx = f(x)dx . P

Bu xossa avval differensial belgisi @, so‘ngra integral belgisi J

kelib, ular yonma-yon turganda 0°zaro bir-birini yo‘gotishini ifo-
dalavdi.
2) Ushbu

[dF() = Fx)+C, (€ = consty
munosabat o‘rinli.
<« Aytaylik, F(x) funksiya f{x) ning boshlang‘ich funksiyasi bo‘lsin:
F'(x) = f(x).
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U holda,
_[f(x)dx = F(x)+C, (C =const)
bo‘ladi. Ayni paytda, |
Jrdx = [ Foaydx = farex
bo'lib, bu tengliklardan
de(x) = F(x)+C
bo‘lishi kelib chigadi. »

Bu xossa avval integral belgisi J , so‘ngra differensial belgisi 4
kelib, ular yonma-von turganda o‘zaro bir-birini yo‘gotishini anglatadi
va f(x) ga o‘zgarmas C ni qo‘shib go‘yish kerakligini ko‘rsatadi.

3) Ushbu

JUo+geolde = [ fxdx+ feae @

tenglik o‘rinli bo‘ladi.
4 Aytaylik, Ax) va ®(x) funksivalar mos ravishda f (x) va g(x) lammg
boshlang‘ich funksiyalari bo‘lsin:

Fi{x) = f(x), ®(X)=g(x).

U holda
[rwa=rm+c, fsm=omc
bo‘lib,
_[f(x)dx+_[g(x)dx CF4 (4G +C . 0)
bo‘ladi.
Ayni paytda,

[F(x) + )] = £()+2(x)
bo‘lganligi sababli ' i}
[+ gwlax = Fxy+@x)+ ¢ . - @

ba‘ladi. (3) va (4) munosabatlardan, ulardagi C,, ¢, va C3 larnmg
ixtiyoriy o‘zgarmas ckanligini ¢’tiborga olib topamiz:

JUr e+ g(oldx = [ reodx+ [ gxyax. »
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Bu xossa anigmas integralning additiviik xossasi deyiladi.
4) Ushbu f#r xyax = kj £ (x)dx ©)

tenglik o‘rinli bo‘ladi, bunda & — o‘zgarmas son va &k = 0,

Bu xossa yuqoridagi 3- xossa kabi isbotlanadi.

2-eslatma. (2) va (5) tengliklarni o‘ng va chap tomonlaridagi
ifodalar orasidagi ayirma o‘zgarmas songa barobarligi ma’nosidagi
{o‘zgarmas son aniqligidagi) tengliklar deb gqaraladi.

4-misol. Ushbu  J = I(IS? _3sin x]dr
+

integral topilsin. -
<4 Anigmas integralning 3- va 4- xossalaridan foydalansak unda

1+

bo‘lishi kelib chigadi. Endi

J[';z“ —3smx)dt —SI—dx 3| sin xdx

(—cosx) =sinx, (arctgx) = —-1-5
I+x* |

bo‘lishini e’tiborga olib topamiz:

5_[ ! dx»BIsinxdx =Sarctgx +3cosx +C.
1+x2

Demak, J=5arctgx+3cosx+C. P

3°. Asosiy anigmas integrallar jadvali.

Elementar funksivalarning hosilalari jadvali hamda anigmas integral
ta’rifidan foydalanib, sodda funksivalarning anigmas integrallari
topiladi. Ularni jamlab, jadval ko‘rinishiga keltiramiz:

1) JO-dx:C, C = const.

2) J.lvdx=x+C.
3)] "‘dx-—-&-C (cxat—I)
4) =Inx|+C, (x= 0)
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5) Ia" = ln_ +C, (a>0, a=l). .
;”_: Ie"dx =e* +C,
6) Isin xdx =~cosx +C.

1)) Icosxdx =sinx + (.,

8) _-—-_-tgx+C (xaefﬂm, r.:'eZ).
cos? x 2
dx
N |-y =-ctgx+C, (xzmn, neZ).
s5InT X
10) {2 = aresinx G v <y,
J—x? ~arccosx +C, . )

dx arctg x + C,
1) | -—= =
)I {—arcctgx+C.

12) jshxdx=chx+(7.
13) jahxdx:ghxw. '

14) j.__ =—chx+C, (x=0).

15) -_‘ii‘.-- =thx+C.

4, leferensmllash va integrallash amallari haqida. Aytaylik, f(x)
funksiva {(a, #) c R da berilgan bo‘lsin.

Odatda, f(x) furnksivaning hosilasini topish uni differensiallash
(f(x) funksiyaga differensiallash amalini go‘llash) deyiladi. f(x)} funk-
sivaning {a, b) dagi boshlang‘ich funksiyasini topish, ya’ni f(x) ning
anigmas integralini topish uni integrallash {(f(x) funksiyaga integral
amalini qo‘liash) deyiladi.

Differensiallash va integrallash tushunchalari matematika va uning
tatbiglarida muhim rol o‘unavdi.
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Matematik analizning ditferensiallash tushunchasidan bir gancha
masalalarni, jumladan, harakat gonuniga ko‘ra nuqta harakatining
oniy tezligini topishda, egri chiziq ma’lum bo‘lgan holda unga urinma
o‘tkazish masalalarini hal etishda foydalaniladi.

Ko‘p hollarda harakatdagi nugtaning har bir vaqt momentidagi
tezligi ma'lom bo‘lganda harakat qonunini topish, egri chizigning
urinmasiga ko‘ra o‘zini aniglash masalalari yuzaga keladi. Bu holda
funksivaning hosilasiga ko‘ra o‘zini topish lozim bo‘ladi. Bu yuqorida
eslab o‘tilgan masalalarga teskari bolib, ular funksiyalarni integrallash
amali yordamida yechiladi.

Demak, funksivalarni differensiallash va integrallash amallari o‘zaro
teskari amallar bo‘ladi.

Ma’lumki, elementar funksiyalaming (bunda ratsional funksiyalar;
darajali, ko‘rsatkichli va logarifmik funksiyalar; trigonometrik va tes-
kari trigonometrik funksiyalar, ularning yig‘indisi, ayirmasi, ko‘payt-
masi, nishati ham chekli marta superpozitsivalardan tuzilgan funk-
siyalar tushuniladi) hosilalari yana elementar funksiyalar bo‘ladi.

Ammo hamma elementar funksivalarning integrallari elementar
funksivalar bo‘lavermaydi.

Masalan, ushbu

f(xy=sinx?, f(x)=cosd, f(x)=¢", (xe R);
Fxy=2% (x>0

X

funksiyalaming anigmas integrallari mavjud bo‘lsa ham ular elementar
funksiyalar bo‘Imaydi.

Mashglar -

1. f(x) = x| funksiyaning boshlang‘ich funksiyasi topilsin.

2. Aytaylik, f(x) funksiya (e, +<0) da berilgan toq funksiya bo‘lib,
Fx) funksiya esa uning boshlang’ich funksiyasi bo‘lsin. F{x) juft
funksiva bo‘lishi isbotlansin.

3. Ushbu

P

T

integral hisoblansin.
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29- ma’ruza o L
Integrallash usullari. Sodda kasrlarni mtegrallash

1°. O*zgaruvchini almashtirib integrailash usuli. Faraz qllayhk,
J{x) funksiyaning anigmas integrali

[ e - M

berilgan bo'lib,uni hisoblash talab etilsin.

Ko*pincha, o‘zgaruvchi x ni ma’lum qoidaga ko‘ra boshqa o‘zga-
ruvchiga almashtirish natijasida bertligan mtegra] sodda integralga
keladi va uni hisoblash oson bo‘ladi.

Aytaylik, (1) integraldagi o‘zgaruvchi yangi o‘zgaruvehi bilan ushbu

= ¢(x)
munosabatda bo‘lib, quyidagi shartlar bajarilsin: -
1} o(x) funksiya differensiallanuvchi bo'lsin; SRS
2) g() funksiya boshlang‘ich funksiva G(#) ga ega, ya m

G =), fewd=60+C: 1O
3) f(x) funksiya quyidagicha ifodalansin:

f(X) = g((P(X})(P,((X) IETEFE PR FIVAY (3)
U holda L .

[rax = [glo(x)¢'(x)dx = GloxD +C
bo‘ladi.

<4 Murakkab funksiyaning hosilasini hisoblash qoidasidan foyda- p
lanib, (2} va {3) munosabatlami e’tiborga olib topamiz: g

[G(o(x) + CT = G{p(x)) - 9'(x) = g(o(x) - ¢'(x) = f(x) -
Bundan
[ r(xdx = Glaxp + €

bo‘lishi kelib chigadi. »
Shu yo‘l bilan (1) integraini hisoblash o 2garuvchini almashtirib
integrallash usuli deyiladi.
Bu usulda, o‘zgaruvchini juda ko‘p munosabat bilan almashtirish
imkoniyati bo‘lgan holda ular orasidan garalayotgan integralni sodda,
hisoblash uchun qulay holga keltiradiganini tanlab olish muhimdir.
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1- misol. Ushbu IsinSxdx

integral hisoblansin. G
4 Bu integralni o‘zgaruvchisini almashtmb hxsoblaymlz

. Sx_r . l . ] | PR
Ismedx_ Sdx < dr _—gjsmrdr -—-5-cosf+C = gc::»sSxH’S‘.
2- misol. Ushbu J = j

6’ +e
integral hisoblansin. .
<« Avvalo berilgan integralni quyldaglcha .

ax - J‘ e dx
e ™
ko‘rinishda yozib olamiz. Bu integralni o‘zgaruvchini almashtirish
usulidan foydalanib hisoblaymiz:

2% )

X x =t
J:Iezi= ¢ =J-iz-arctgf+C arctge® +C . P
e“*+l  le*dx = dt 1+¢
2-misol. Ushbu . J=[ %
COs X

integral hisoblansin.

4 Ravshanki -1 _cosx _ cosx
sinx =1} _

I _[cosxdx _
cos X 1-sin? x  |cos xdx = df

| I B I
bo'lib, 1-2 -0+ ‘5[(1+¢)+(1—r)] '

ar
|-

bo‘lganligi sababli

M e \_ 1[40+ £dd-1) “1 ‘1
2144y {d-D O+ "1

bo‘ladi. Agar

I+ _ l4sinx t(x _11:)
1-f  1-sinx £ 22
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bo‘lishini e’tiborga olsak, unda

dx

[ {x =
za;;-l“\‘g(fi)*c

ekanini topamiz. »

4-misol. Ushbu J = I ==z, (@%0,ae R)

'\JIX +{I
integral hisoblansin.
4 Integralda o‘zgaruvchini quyidagicha almashtn'anuz

V'x +a=f.

Unda

dt=d(x+Vx* +a)= [

J.;z—+_a+x _ r )
\/4] Jx+a d-’f— sz +a‘£t

_x
dx

P H FE d
bo‘lib, undan 'J:: ==
bo‘lishi kelib chigadi. -
Natijada
J= $-lnit‘+C ln|x+Jx2+af+C o )

bo‘lishini topamiz. »
2°. Bo‘laklab integrallash usuli. Faraz qilaylik, u(x): va v(x)
funksiyalar uzluksiz #'(x), v'(x} hosilalarga ega bo‘lsin. ' - % -

Ravshanki,
(u(x) - v(x}) =" (x}y-v(x) + u(x)-v'(x)
bo‘ladi. Demak, F(x)=u(x) v(x)
funksiya Fix) =u'{x) v(x)+u(x) v'(x)

funksiyaning boshlang‘ich funksiyasi bo‘ladi. Bundan

j[u’(x) cu{x) +u(x)- v’(x)]dic =u(x)-v(x}+C
bo‘lishi kelib chigadi.
Anigmas infegralning 3- va 4- xossalaridan foydalanib
Jutx) v (0dx =ux) - v(x) - [w'(x) - v(x)dx ©)
bo‘lishini topamiz.
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(5) formulani quyidagicha 3 _
Ju(x) ~dv(x) = u(x) - v(x) - I v(x)du(x) (5"

ko‘rinishda ham yozish mumkin.
Bu (5" formula bo laklab integrallash formulasi deyiladi. Uning
yordamida

Iu(x) v(x)dx
integralni hisoblash _
[u ) vix)dx
integralni hisoblashga keltiriladi.
5-misol. J.x cOos x dx

integral hisoblansin.
<« Bo'laklab integrallash formulasidan foydalanib topamiz:
H=x, du=dx B '

_[xcos xdx = )
cos xdx =dv, v=sinx

=xsinx - _[sin;c_dx =

=xsinx+cosx+C. P

6- misol. Ushbu J = j Jx? +adx

integral hisoblansin. e
<« Qaralayotgan integralda i

u=Vx*+a, dv=dx

devilsa, unda du= 2 _dx, v=x
v'x2 +a

bo'ladi. Bo‘laklab integrallash formulasidan foydalanib topamiz:
5 2
J:x x2+a— X _xﬂx +a - x+a—adx-
I "'xz“'a '[ Vx*+a
=xVx? +a —J\/xz +adx +aj

Jx2+a
=xVxt+a-J +aj\/—_—5_.—.
x +a
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Demak, J=xVx*+a- J+aJ

J+a

Ma’lumki, (1° dagi 4- misol)
dx
& mlx+Vxralsc
I x2+a * ?

Natijada

J= JJx +adx = \fx +a+ lnLt+\)x +a|+C

bo‘lishi kelib chigadi. »
7- misol. Ushbu

J=[ % (neN,ac R a=0)
(x24a2)?’
integral topilsin. :
<« Bu integralda
1
e P
deb olsak, unda
' 2nxdx
du=—“{'m, =Xx .

bo‘ladi. (5) formuladan foydalanib topamiz:

2
X X
"_(x2+a3;5+2n.[ 2 2)nde‘x:

X dx 2 dx
P ————— 2 — ———r——— .
(x*+a?)" * n[-[(x2+az)n a ‘[(x2+az)”+]]

Natijada -~ J =

"

bo‘ladi. Bu tenglikdan
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1 x + 2n-1 1
2!102 (xz +az )ﬂ 2" 02

ael = 'Jn T (6)
bo‘lishi kelib chigadi.

Odatda, (6) munosabar rekkurent formula deyiladi.

Ravshanki, » = 1 bo‘lganda

[ ] 1 X
Jy = . _—I ( ] Eamtg3+c
bo‘ladi.

n 2 2 bo‘lganda mos J, integrallar (6) rekkurent formula yordannda
topiladi. Masalan, e

dx 1 X 1 1 X
= = — =5 o+ A *+C
/2 j{x2+a2)2 24 Jc2+¢:*2-‘-?.aZ ' 722 {x2+a) 2a tg
bo‘ladi. »
3°. Sodda kasrlarni integrallash. Ushbu
Bx+C
(x- a)”” (x = a), (x2+px+-(-}?"_

ko‘rinishdagi funksivalar sedda kasrlar deyiladi, bunda me N, 4, B,
C, a, p, ¢ — hagiqiy sonlar bo‘lib, x* + px +¢ kvadrat uchhad

p?
haqiqiy ildizga ega emas, yani g - = > 0.

m = 1 bo‘lganda sodda kasrlarmng integrallari
A Bx+C

= dx, > dx
x—a XE+px+yg
lar quyidagicha hisoblanadi:
A gy = A[5D Aln|x~a+C;
xX—-a xX—a
2J’.bc+C dx =J‘ Bx+C dx =
X°+px+q

(o8] (o5 )
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i
i P P |
v+t =f =t-F
_ ‘x + 2 , X=1 5 _
= s =
| dx=df, q- ”T =a’
tdt By dt
£ +a? 2]} +d?

.—-5ln(r2+a2)+(C ip 1arctg +C*=

Aytaylik, me N, m > 1

bo‘lsin. Bu holda sodda kasrlai‘ning
integrallari _

J'&" fl o [ _ B

{x? +px+q)"'
lar quyidagicha hisoblanadi:

A _
A md SN A
j (x-a)" x = J (x-ay"d(x-a)= " (myx—ay™
_ p_ L p .
Bx+C xXty=t x=l-3
'[ o +pxeg)™ = i
] dx=dt, g~ T =
=8 J’ ______ 2t ( _P ) J‘ g
2 (f2+62)m 2 (t2+a2)m .
N B 1 ( p ] dr
e e Tl Lo -1 | B
' 2 ()P ey 2 J(r%;ﬂ)"’_
Keyingi munosabatdagi
I a
(2 +a* )"

integral (6 ) rekurrent formula yordamida topuadi,
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Mashglar

dx
1. Ushbu
J ve¥ +1
integral hisoblansin.
2. Ushbu j e cos bxdx
integral hisoblansin, - "

3. Quyidagi _[fif integralni bo‘laklab integrallash natijasida;

u = dx, U—l

d
I%: u=x, dv:i% =x‘%—jx[‘—xiz)dx=l+jd?x

bo‘lishi kelib chiqadi. Xatolik topilsin.

30- ma’ruza
Ratsional hamda trigonometrik funksiyalarni inteégrallash

1°. Algebraning ba’zi ma’lumotlari va tasdiglari.

Biz quyida algebra kursida o‘rganiladigan ba’zi tushunchalarni
hamda tasdiglami (isbotsiz) keltiramiz. Ulardan ratsional ﬁmkswalam1
integrallashda foydalaniladi.

Aytaylik,

P(x)=ay +qx+axt +..+a,x" (D

ko‘phad berilgan bo‘lsin, bunda @, € R, k=0,1,2,...,n, ne N
esa ko‘phadning darajasi.

Agar ooe R uchun £, (o) =0 boflsa, o son P,(x) kophadning

ildizi deyiladi. Bu holda P, (x) ko‘phad x — o ga bo‘linib, u quyi-
dagicha

B, (x)=(x-o)Q(x)
ko‘rinishda ifodalanadi, bunda Q(x) — (» — 1)- darajali ko‘phad.
Agar P(x) ko‘phad (x-o)*, (ke N) ga bo‘linsa, « son
P,(x) ning ¥ Kkarrali ildizi bo‘ladi. Bu holda P,(x) nshbu
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P, (x) = (x —a)* R(x)
ko‘rinishda ifodalanadi bunda R(x) — (» — k)- darajali ko‘phad.
Agar z=w+iB kompleks son P (x) ko‘phadning ildizi bo‘lsa,
Z =& —iB ham P,(x} ning ildizi bo‘ladi. Shuningdek, z = « + § son
P (x} ning k karrali ildizi bo‘lsa, { =« -/} son ham shu P (x)
ko‘phadning & karrali ildizi bo‘ladi. U holda P,(x) ko‘phadning
ifodasida quyidagi
(x~Dx -7} =[x~(a+iP)]lx-(a-PB}]=
=x*+px+q, (p=-20, g=o’ +p?)
kvadrat uchhad ko‘paytuvchi bo‘lib gatnashadi.
Faraz qgilaylik, L
O, (Xy=ay +ax +ayx* +..+a,x" (2)
ko‘phad berilgan bo‘lib, o, o, .... ¢, haqigily sonlar Q,(x} ning
mos ravishda A,, A,, ..., A, karrali ildiztari, z;, &, ..., Z, kompleks

sonlar esa @, (x) ning mos ravishda v, v,, ..., ¥, Karrali itdizlari bo‘lsin.
1- teorema. Har ganday »#- darajali

Q,(x)=a, +ax+ax’ +..+a,x"
ko‘phad (g, R, m=0,1,2,..,na, #0) ushbu
g, (x)y=(x-o M (x - o, Y2 (X — o )tk - (x? px+q)" x
X(X? + Pyx + g V2 . {x? + pox + g, )" 3)
ko‘rinishda ifodalanadi, bunda -
MAEA o+ 12+ ++Y,) =8
bolib, x> + px+gq;, (i=12,..,5) kvadrat uchhad haqgiqiy ildizga
£ga emas.
Ma’lumki,
P(x)=ay +ax+@xt +..+a,x", (ne N), " S
Q. (x)=b +bx+bx' +. +bx', (se N)
ko'phadlar (4, € R, bye B, i=0,1,2,...m j=0,1,2,..,5) nis-
bati — ' -
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£, (x) - G+ +a1x+'f:3)c2 +.. +a,,x

0,(x) ~ By +Bx+8y X%+ 4 Boxt :
kasr raisional funksiva deyilib, » < 5 bo‘lganda u ro ¢ i kasr deyilar
edi.

n(x)
0, (x)
Q(x)=(x-a)"Q(x), (me N)
ko‘rinishda bo‘lib, Q(x} ko‘phad x — o ga bo‘linmasa, u holda

F(x) = Ay, Am-t 4 + P(x)

O x}  (x-o)" * (x—c)" Tt x-o Q(x)
bo‘ladi, bunda 4 e R, i=1,2,...,m; P(x) — ko‘phad.
F.(x)

Q,(x)
0,(x) =(x* + px+ q)" Q(x), (me N)
ko‘rinishda bo‘lib, ( x* + px + ¢ kvadrat uchhad haqiqiy ildizga_ ega
emas), Q(x) ko‘phad x* + px + ¢ ga bo‘linmasa, u holda
£, (x) B x+C, By 1x+C, le+C'| Pix)
RN . + +...+ + =
O (x) (P apx+g)  (p+pxeg)™! x+px+q Q(x)
bo‘ladi, bunda B; e R, (; e R, i=1,2,...,m; P{x) — ko‘phad.

Yuqorida keltirilgan 2- 3- teoremalar ixtivoriv to‘g‘ri kasr har bir |
hadi ushbu

2- teorema. Agar - to‘g’ri kasr maxrajidagi (.(x) ko‘phad ushbu

3- teorema. Agar to‘g‘ri kasr maxrajidagi Q,(x) ko‘phad ushbu

r - i . .
L T

—, (@ae R, Ae R, me N);
(x-a)

24 (BeR, CeR, peR, geR, p'-4g<0, meN)
(x*+px+q)”
ko‘rinishdagi kasrlardan, ya’ni sodda kasrlardan iborat bo‘lgan yig‘indi
orgali ifodalanishini ko‘rsatadi. Bunday holda to ‘g% kasr sodda
kasriarga yoyiladi deyiladi.
Auvtavlik,
£ulx)
0,(x)’

(ne N, se N, n<s)
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to‘g‘ri kasr berilgan bo‘lsin. Amaliyotda bu kasr sodda kasrlarga quyi-
dagicha yoyiladi:

1) Kasrning maxraji Q,(x) ko‘phad (3) ko‘rinishda yoziladi;

2) 2—3-~ teoremalardan foydalanib,

ni sodda kasrlarga yoyllddl : T A
3) bu yoyllmamng o‘ng tomomdagl sodda kasrlar yig mdm
umumiy maxrajga keltiriladi;
4) natijada hosil bo‘lgan

F(x) _ R, (x)
0,(x) ~ O,(x)’
ya’ni Pix)=R,(x)

tenglikning har ikki tomonidagi x ning bir xil darajalari oldidagi
koeffitsiyentlarni tenglashtirib, noma’lum koeffitsiyentlami topish
uchun tenglamalar sistemasi hosil gilinadi. ,
1- misol. Ushbu -33-52%3 .
X +4x°+4x
to‘g‘ri kasr sodda kasrlarga yovilsin.
<€ Bu kasrning maxraji

X rdxt £ dx=x(xF +Ax+ ) =x(x+2)F
bo‘lgani uchun 2- teoremaga ko‘ra .

38 A4 B, C

Sidxteax x x+2 0 (x42)
bo'ladi. Uni -+

3x2+8 _A(x+2)2+x(x+2)3+_-9:_

W +dxt rdx x(x+2)2

ko‘rinishda yozib, ushbu
3IxP+8=A(x+2P + Be(x+ D+ Cx =
=(A+B)x> +{(4A+2B+C)x +4A

tenglikka kelamiz. Ikki ko‘phadning tengligidan foydalanib, ushbu
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A+ B =3 :
4A+2B+C =0,
44=8 -
sistemani hosil qilamiz va uni yechib
A=2 B=1 C=-10
bo‘lishini topamiz. Demak,

3x2 +8 2 1 -i0

e — = S — -+ N X
Ledxledx x 0 x+2 0 (x+2)? K
3,442
2- miso). Ushbu .foT_'g_’.‘_{—l
X +X
to‘g‘si kasr sodda kasrlarga voyilsin.
< Ravshanki,  x* +x=x(x+1)(x* -x+1).

i}_ﬂxz 2x+l _ A4 B + Cx+D
xxa(xIoxel) X 2l xXPoxil
bo‘ladi. Keyingi tenglikdan

X +4xt _2x+ 1= A + )+ Be(x? ~x+ D)+ (Cx + D)(xz'__f.x) =i

=(A+B+O)X +(C+ D-Bx* +(B+D)x+4

bolishi kelib chigadi. Bu tenglikning har ikki tomonidagi x ning bir
xil darajalari oldidagi koeffitsiventlarni tenglashtirib, A4, 8, C, D larni
topish uchun quyidagi

Unda

A+B+C=1,
C+D~B=4,
B+D=-2
A=1

sisternani hosil gilamiz. Uni echib topamiz:
A=1, B=-2, C=2, D=0

3 2_ B 2 ‘
Demak, x*4+dx” 2x+l 1 2 x >

= — e .
x4 +X X x+1 Jt:2 —-x+1
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2°. Ratsional funksiyalarni integrallash. Faraz qilaylik, f(x)
ratsional funksiya bo‘lib, uning integralini hisoblash talab etilsin.
Aytaylik, f{x} butun ratsional funksiya

fxX)=ay+ax+ax? +..+ax"
bo‘lsin. Unda
If(x)dx = J(ao +a@x + ;X + L rax")dx = \
=4yX +a x? +a X +a x +C o
_ ShX G 5ty ety
bo‘ladi.
Avtaylik, /(x) kasr ratsional funksiya
2 " N EER- .
_ G HaX+@X” 4. 4, X" F,(x) N N
S0 By +hx+byxt 4. by x™  Qu(x)’ (ne N, meN)
bo‘lsin. Agar n2m bo‘lsa, unda P (x} ko'phadni @, (x} ko‘phadga
F(x)

bo‘lish bilan f(x) = 2.5 ning butun gismini ajratib, butun ratsional
funksiva hamda to*g‘ri kasr vig‘indisi ko‘rinishida ifodalab olinadi:
P (x) Fx)
fx)y= gies = R+ 5
Ravshanki, [ /(x)d = jR(x)dx o [ A g
' 0n
D Pi
emak, C f(x Q ( ) (n>m)

ratsional funksiyani integrallash to‘g‘ri kasni integrallashga keladi.
To'g’ri kasrlarni integrallash uchun avvalo uni 1° da keltirilgan usul
bilan sodda kasrlarga yoyiladi. Sodda kasrlarni integrailash esa 29-
ma’ruzada batafsil bayon etilgan.

3- misol. Ushbu - I 3x2+8

x* +4x2 +4x
integral hisoblansin.
4 Integral ostidagi ratsional funksivani sodda kasrlarga yoyamlz

3x%48 H_2+l 10

HSrdxlidx X x+2 (x42)%
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Demak,

2
j——ﬁﬁ—dx=2 ‘%’% ax _qof -

X +4x? +dx x+2 (x+2)?

=21n]x|+ln|x+2[+-ﬂ+c. >
x+2

jiﬂx“ +2x2 -_l_
x(x?+1)?

4- misol. Ushbu

integral hisoblansin.
4 Integral ostidagi funksiva ratsional funksiva bo‘lib, u noto‘g'ri

kasrdir. Bu kasrning surati x® +2x* +2x% =1 ko‘phadni maxraji
x(x? +1)? ko‘phadga bo‘lib, uning butun gismini ajrataniz:

Xt w2 - xS e v x

x® 4 2x* + ¥ X
x-1
XT+2xT+2x° 1 x< -1
Demak, 3 3 - Ty T3
x(x“+D) Cx(x*+1)
2
x= -1
Endi —3 -
x(x%+1)? _

to‘gri kasmi sodda kasrlarga voyamiz:

x2-1 - A ﬁ-rﬁ + Dx+ E
x(x3+1F X X241 (PA4n?

¥ -l=A0 + 1) + (B +O)x(x +1) +(Dx +E)x =

=(A+Bx*"+ O3 +QA+B+D)x? +(C +E)x +A.
Keyingi tenglikdan

A=-1, B=1 C=0, D=2, E=0
bo‘lishini topamiz,
x?-1 -1 X 2x

Demak, —5 ey = otk
et X x4l (xP4D)?
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Natijada,

X 2xt 42521 I ox 2x
PR 5 =X—--—-+ -5 s
x(x +1} X x4l {(x2+1)
bo‘lib,
x +2x +2x% -1 dx
S = ) XX dx +
-[ x(x +l)2 j j -[x 24
1 rd(x?+l) | [d(x*+])
+ de == —Inlxt+ < | S22 | 25222 =
I(x 241)? T2d iy (x> +1)?
' 2 I I
= % -In |x| *t5 In(x® +1) - i +C
bo'ladi. »

3°. IKki o‘zgaruvchining ratsional funksiyasi haqida. tkki v va v
o‘zgaruvchilar berilgan bo‘lib, bu o‘zgaruvchilar yvordamida ushbu

v, (n=0,1,2,..; m=0,1,2.)
ko‘paytmani tuzamiz. Quyidagi

Plu,v) = ayy + aolt + agv + @yt + ay v + ao,_vz +...

+a,zu’ + a(,,_l)lu""v ot +a.l(n___”uv""' + dg, 0"

Junksiva u va v o‘zgaruvchilarning ko '‘phadi deyiladi, bunda
Gyy s Ay Ay » -es By, — haqiqiy sonlar.

Aytaylik, P(u, v) hamda {u, v) lar y va v © .agaruvchﬂammg
ko‘phadlari bo‘lsin. Ushbu «

Plu,v)
o Q=0
nishat « va v o ‘garuvchilaming raisional funkstyast deyllad1 va R(u, v)
kabi belgilanadi:

R(u,v) = 552 (Q(u,0) = 0)
Faraz qilaylik, u va v o zgaruvchllarmng har bm oz navbatxda
X o'zgaruvchining 13
i =@{x),
v = y{x)
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funksiyalari bo‘lsin. U holda R(w, v) funksiya @(x) va y(x) funksiya-
larning ratstonal funksiyasi bo‘ladi. Masalan,

x-2Ux? 141

Jlxp= e

Jx_+\(3 x?-1

funksiya u=+Jx, v=3ax*-1
larning ratsional funksiyasi bo‘ladi, chunki
w204l

R(u,v) =~ prel

Xususait, ¢{x) va y(x) laming har biri x o‘zgaruvchining ratsional
funksiyatlari bo‘lsa, u holda '

R (H, U) =R ((p(x)a \.F(X))
funksiva shu x o‘zgaruvchining ratsional funksiyasi bo‘ladi.
Endi R(u, v) ratsional funksivaning sodda xossalarini keltiramiz:

1) Agar R(-u,v) = R{u,v)
bo‘lsa, u holda bu ratsional funksiya ushbu .':
R(usv) = 'Rl (uzsv) . .
ko‘rinishga keladi, bunda R, ham ratsional funksiya.
2) Agar R(-u,v) =-R(u,v)
be‘lsa, v holda bu ratsional funksiva ushbu
R(u,v) = Ry (i ,v)
ko‘rinishga keladi, bunda R, — ratsional funksiya. -
1) Agar R(-u, —~v)= R(u,v)
bo‘lsa, u holda bu ratsional funksiva ushbu

R, v) = Ry (g,.-ﬁ]

ko‘rinishga keladi, bunda R, — ratsional funksiya.

4°. Trigonometrik funksiyalarni integrallash.

Aytaylik, R(x, v) ikki o‘zgaruvchining ratsional funksiyasi bo‘lsin.
Ushbu

j' R(sin x, cos x)dx e
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integralni garaymiz. Bu integralda

X
r=1g3
almashtirishni bajaramiz. Unda
2(g£ l_.[gz f 2
sinx = _l = _2’_2 , CO8X=— __2. — l_ti
141g22 14t L pag?t
2
x =2arctgs, dx = Effz-
1+¢
. . 2 1) 1
bo‘lib, IR(sm X, cosx}dx = 2IR Tl at
1+r7 141 144
bo‘ladi. Ravshanlki, _
2
NESREARE o
Le® Lae® s 0 0 ale
ifoda ¢ ning ratsional funksiyasidir. Demak, (4) integralni hisoblash
=185
almashtirish bilan ratsional funksiyani integrallashga keladi.
S-misol. Ushbn [ &_
1+sin x
integral hisoblansin. _
« Bu integralda t= tgiz‘.
almashtirish bajarib topamiz:
241
2
- +5N.x | (l-]-[) + .l-l—tg—
: 1+¢? 2

Ayrim hollarda # =cosx, f=sinx, ¢=tgx almashtirishlar gulay
bo‘ladi.
Aytaylik, R(n, v) ratsional funksiya uchun
Ri{-u,v) = -R{u,v)

0




bo‘lsin. Bu holda

IR(sin X, 0s x)dx = ij (sin’x, cos x)sin x dx =
| t=cosx
h ’dr = —sin xdx
bo‘ladi. Aytaylik, R(u, v} ratsional funksiya uchun
Riu,-v) = -Ru,v)
bo‘lsin. Bu holda quyidagi ifodani olamiz:

=-IRZ(1-r2,r)dt

JR(sin X, Cos X)dx = IR_,, (sin x, cos? x) cos xdx =

t=sinx
df = cosxdx

=jR3(:,1~:2)d:.

Aytavlik, R(u, v) ratsional funksiya uchun
R{-u,—v) =—-R(u,v)
bo‘lsin. Bu holda

[ Resinx, cosx)dx = [ Ry (1g x, cos? x)dees < o
r=1gx
| I
= = il dt
dx = I—%dt IRZ (I' 1472 )l-i-r2
+

bo‘ladi.
6- misol. Ushbu

Isin3 xcost xdx
integral hisoblansin,. -

« Integral ostidagi funksiya uchun R{-1x,v) = —R(u,v) bo‘ladi.
Shuning uchun cosx = ¢ deyilsa, unda -sin xdx = df bo‘lib,

7 hy
Isin:’ xcostxdx = I(rz “Dedt=L L i+C= 1 os’x - Leosx+C

7 5 7 5
bo‘ladi. »
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Mashgqlar

+1
o ,3_ -

l. UShbu N 4 2

X +X
to‘g i kasr sodda kasrlarga ajratilsin.

x7 -3
2. Ushbu _ ,[ x4+IOI§+iS dx

integral hisoblansin.

31- ma’ruza
Ba’zi irratsional funksiyalarni integrallash

| _[R[x, ;!/-afilf ]abc ko‘rinishidagi integrallarni hisoblash.
cxvd

Faraz qilaylik, R(w, v) ikki o‘zganivchining ratsional funksivasi bo*lib,
a, b, ¢, d — hagiqiy sonlar, ne N bo‘lsin. o ]

Ushbu
jR(x @EQ] , ad -bc # 0

ko‘rinishidagj integrallarni garaymiiz. Bu integral o‘zgaruvchini almash- -
tirish yordamida ratsional funksiyaning integraliga keladi:

‘n -ax+b— =t X = ?_'_f.ri.,.
[
‘dx (a & ); " ]df
{a- r:t )
_ di"-b _\ (ad-bc)nt"!
_JR{Q_C!” ,r]- .
(a—ct™y

1- misol. Ushbu .

integral hisoblansin.
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4 Bu integralda t= :L’E
-Xx
almashtinishni bajaramiz. Unda
. 12 -1 d1dt
s RTINS

bo‘lib, Jier L= ofLd
1-x 2 +1
bo‘ladi. Ravshanki,

2
rzi=t—arctgr+c.
+1

Demak,

I1’l+; —d =2 1” - 2arctg l+x+C h

r I Rix,Jax® + bx + ¢)dx ko* rinishidagi integrallami hisoblash.

Bu integraida a, b, ¢ —haqiqiy sonlar bo‘lib, ax® + bx + ¢ kvadrat
uchhad teng ildizlarga ega emas. .

Qaralayotgan
jR(x, Jox* v bx+c)dx - )

integral quyidagi uchta almashtirish yordamida ratsional funksiya
integraliga keladi.
a) a > 0 bo‘lsin. (1) integralda ushbu

f=-Jax+Jax? +bx+c (yoki 1t = -Jax+Jax? +bx+¢)

almashtirishni bajaramiz. U holda

aoc:z+bx+c—1‘2—2x/_3ncr+wc2

_ -c gy = 2(Jar +bt+cf)
2Jat+b T (Naren
[ + bt e = Jart vbt+ca
2Jat+b
bo‘ladi. Natijada
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[ RGx, Nax® + bx + e =
=IR[ 2_c J.Er2+br+c\/_) 2(Jat? +br+cJ_)

2ar +b°  2ared T 2{75}5'_

bo‘ladi.

2- misol. Ushbu IH T integral hisoblansin.

< Bu integralda
t=x+Vyxt+x+1
almashtirishni bajaramiz. Natijada

? 2
1+2¢ (1+26)

e+l

bo‘lib, J o F“‘—x oxtl j a2t ?
bo‘ladi. Agar

Wleeel) 233
420 1 12 (s2n?
bo'lishini e’tiborga olsak, unda

I;+ Foxel I[ +2z (1+2r)2 }dt -

_2ln[t[—-—ln|l+2t| T 2”+C--
_21nlx+\fx +x+1 l—_.lnI1+2x+2F+x+1\
3
+ +C

2(14+2x+ 2% +x+1)

bo'lishi kelib chigadi.
b) ¢ > 0 bo‘lsin. Bu holda (1) integralda ushbu

r=%wax2 +hx+¢-~e)

205



l(dax +bx+c+\/_)

yoki t= <
almashtmshm bajaramiz. Unda
_ 2\/5:—.5’ dx = Jer? _br"’-"igf-dt,
a—t? (a+t )2

2
Vo + b v = Y bira _b";aﬁ
a—t
bo'lib, (1) integral ratsional funksivaning integraliga keladi:: .-

_[R(x, Jax? +hx+¢)dx =
J‘R[zfr—b Jer? *bf-i-a\[‘)[\/“f -br+JEa}

a-1? (.or+r)2

d) ax* + bx + ¢ kvadrat uchhad turli x, va x, hagiqiy ildizga ega
bo‘lsin:

at+bx+c=alx-x) (x-x).
Bu holda (1) integralda ushbu

Jax* +bx +¢

almashtirishni bajaramiz. Natijada
_ 2 —
x= et TR ) g 20T

! =
A Xy

£ a ’-a (i* ~a)?
bo'lib, |
jR(x, Jax? + bx +¢)dx =
jR[—axz+x1f ﬂ(x; -xz)t] 20(;1*3?)‘0?
-a t*-a (" —a)
bo‘ladi. '

3- misol. Ushbu

I:= J‘ x—yx?+3x+42 b
x+;;x2 +3x+2 -

integral hisoblansin.
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4 Ravshanki,

X +3x42=(x+1){x+2).
Shuni e’tiborga olib berilgan integralda

Nx?+3x42

f=-

x+l
almashtirishni bajaramiz, U holda
N
Aoy’ GV
bo‘lib, o
j -x +3x+ J‘ 212 -4y
xrdxie3ns2 (-2 (1=D-(e+1)?
bo‘ladi. Endi
3o s b
4 437 a8, 08, 3
(=2)(r—1)(+1)* =1 =2 dl 4l (141)
boflishini e’tiborga olib topamiz:
J'___H:Z!'__ —4r _3fdr _16par
(r ) (r-1(t+1) 412702
dt
108 1+1 18.[(;“)1 (r+1)° = ln|r—]k~ __ :
; 5 1 1 1 N

3°. Binomial differensialni integrallash. Ushbu

x"(a+ bx" ) dx B

ifoda binomial differensial deyiladi, bunda a € R, b € R m, n, p -
ratsional sonlar.
Binomial differensialning integrali

fr@rmy e

ni garaymiz. Bu integral quyidagi hol]arda ratsmna} ﬁmkswamng
integraliga keladi:
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1) p — butun son. Bu holda m va n ratsional sonlar maxrajlarining
eng kichik umumiy karralisini  orqali belgilab, (2) integralda
x =1t
almashtinsh bajarilsa, (2) integral ratsional funksivaning integraliga
keladi.

- misol. I=
4- misol. Ushbu .[(1+J')2
integral hisoblansin.
<4 Bu integralni quyidagicha yozib:

9x
13?2 )2
bunda p = —2 bo‘lishini aniglaymiz.
Integralda x = ¢® almashtirish bajarib,

g
—6[— 4
J(l+r2)2 _ _
bo‘lishini topamiz. Ravshanki, x A IR S SR

jx2(1+x3) dx

8
f 4 1
e =t 2202 43
(1+e%)? 24l (12 +1)?
Demak,
J‘Ldt—i*zi+3t—4arct r+— LI arcfgt+C
227753 ¥ty eati
bolib,

I = gﬁ/? _
bo‘ladi. »

2) mTH — butun son. Bu holda (2) integralda
1

X ="
almashtirishni bajarib
jx"* (a+bx")? dx = % I(a LB Pdr
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bo‘lishini topamiz, bunda

_md_
n
So‘ng p ning maxrajini s deb
1
7= (a+ br)s

almashtirishni bajaramiz. Natijada (2) integral ratsional funksivaning
integraliga keladi.

5- misol. Ushbu J = integral hisoblansin. |
\’l+ _

<4 Bu integralda

J"‘“’" J'x(1+x)2dx

Pud]

2
m_l! "é’s b=

bolib, ml _3

n
bo‘ladi. Shuni e’tiborga olib, berilgan integralda,
2
t=(1+x3)?
almashtirishni bajaramiz. U holda
2 3 S
Lexd =, x=(R -7, de=2(F-1)? 2t
bo‘lib, ' :
21 | | 7 5
332 2 2.2 f ! 3 .
[x(+ x3)rdx =3[ -1t dt=3-7—-—6§+_._§ +C, 1=\l+x
bo‘ladi. P \

3) p + ¢ — butun son. Ma’lumkl 2) 1ntcgral x = t* almashtirish
bilan ushbu

%_[(a + bt)? -rf,’_jlnldr = %I(q +bt)? ‘t‘?q‘r = %I("’_’f}i’f)p P
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ko‘rinishga keladi. Agar keyingi integralda
1

4

almashtirish bajarilsa (s soni p ning maxraji), v ratsioiiél funkswanmg
integraliga keladi.

d Ca e
“6- misol. Ushbu Jixz J;? integral hisoblansin..
X

I H

- dx -2 233 g

4 Ravshanki, = [x2(2+3x%) 2dx.
Jx2v'2+3x2 ‘[ -
Demak, m=-2, n=2, p="%» E;::L,p:_l

bo‘lib, p + ¢ — butun son bo‘ladi. Berilgan integralda
]

243x% P 2
= == +3

almashtirish bajarib,
2

Jial (23’

1 .
2(2+3x%) tdx =

X =

Ix2_£;7=jx
—I(—ﬂ)——f-+C—— +3+C
a 2/ 2 B 2

bo‘lishini topamiz. »

H~|N

Mashqglar
2 dx g
t. Ushb integral hisoblansin.
subu ‘].(2x+l)2 Vaxt+dx+s g
' 2.Ushbu dx

2sin x—cosx

integral hisoblansin.
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8-BOB
ANIQ INTEGRAL

32- ma’ruza |
Amq integral tushuncham

1°. Segmentm bo‘laklash. Biror [a, #) < R segment bcnlgan

bo‘lsin. Bu segmentning quyidagi
G=X) <X <Xy <X, <X, =b
munosabatda bo‘lgan
Ky Xys Xgswons Xpops Xy

nugtalari to‘plamini olaylik.
Ravshanki, (1) to‘plam [a, &] segmentni

B] =[xO, xI], Bz = Ixt‘ le, reny Bn = lxmt, x”. ]

bo‘laklarga ajratadi.
I- ta’rif. Ushbu

A=Xy <X <Xy << Xy <X, =b
munosabatda bo‘lgan
xG, xl, Xz, veiy .xn_l N x,,

nugtalar to‘plami {a, ] segmenmi bolaklash deyiladi va: .. . -.

P = {x(ja x[? x2| wery xﬂ—l’ xﬂ'}

W

kabi belgilanadi. Bunda har bir x, (k =0,1, 2, ..., n) nugta |a, b]

segmentning bo‘luvchi nuqtasi, [x;, x.,] (A=0,1,2
segment esa P bo Yaklashning oralig ¥ deyiladi.

Quyidagi

)Lp = max {Axk}, Axk = xk+1 —xk

miqdor P bo Taklashning diamertri deyiladi.

Masalan, [a, #] = [0, 1] bo‘lganda quyidagi

0.2 4 6 3 10_,
T oL et 107107100107 100

TR TR

sy B 1)
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nugtalar sisternasi [0, 1] segmentning -

2 4 & 8
f)' _{03 ﬁ}'s 1—03 1_0'9 ﬁ}"l}ﬁ
4 5 6

1
PZ ""{09 'l"O” iﬁ’a Rj’ ms l}
bo‘laklashlarini hosil giladi. Ularning diametrlari mos ravishda
o Aa=5 tn =3
bo‘ladi.

Yuqoridagi keltirilgan ta’rif va misollardan ko‘rinadiki, [g, 5]
segmentning turli usuliar bilan istalgan sondagi bo‘laklashlarini tuzish
mumkin. Bu bo‘laklashlardan iborat to‘plamni %' bilan belgilaymiz:

T ={A.

2°, Darbu hamda integral yig‘indilar. f(x) funksiva [aq, ] da

aniglangan va chegaralangan bo‘lsin. Unda
Ime R, IMc R, vxelabl: m<f(x)<M
bo‘ladi. Aytaylik,

[ %)

P = {x{i’ Xps Xay ooy Xy g xn}
la, b] segmentning biror bo‘laklashi bo‘lsin, U holda bu bo‘lak-
lashning har bir [x,, x,,, ] (k=0,1,2,...,n-1) oralig'ida

my, =inf {f(x)}, xe{x, %l
Mk = sup {f(x)}, X € [xk ’xk+1 ]9 (k = 0) la 29 ey H— 1)
mavjud bo‘lib

xiﬁt:b}{f(x)} sm s M < xz;‘fg]{f(x)} (2)
bo‘ladi. o
n-1
2-ta’rif,. Ushbu s=)Q my - Ax, -
k=0 T

vigtindi f (x) funksivaning [a, b) segmentning P bo ‘laklashiga nisbatan
Darbuning quyi yig indisi deyiladi.

Ravshanki, bu yig‘indi f(x) funksiyaga hamda [a, ] ning P bo’-
laklashiga bog‘liq bo‘ladi:

s=5(f;P).
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3- ta’rif. Ushbu . | NI
S = Zﬂvf,c AX,

yig'indi f(x) funksiyaning |a, b] segmenmmg P bolaklashiga nisbaran
Darbuning yugori yig indisi deyiladi.

Bu yig‘indi f(x) funksiyaga hamda [a, #] ning P bo‘laklashiga
bog‘liq bo‘ladi:

S =S(/;P).

Endi ke {0,1,2, ..., n--1} ning har bir giymatida [x,, x,,,] seg-
mentda ixtiyoriy €, nuqfani tayinlaymiz: §.<x,, x,.(, (k=0, 1, 2,
., 1—1). Natijada [a, b] ning P bo‘laklashiga nisbatan

(SR IPR I
nugtalar to‘plami hosil bo‘ladi. Bu nuqtalardagi f(x) ﬁmkswamng
f(ék): (k _09 19 25 rary _1)
givmatlari yordamida ushbu
n=1

Zf(ék ) Ax,
k=0

vig'indini tuzamiz, .
4- ta'rif. Quyidagi

n-] K
o= f(&) Ax,
k=0

vig'indi f(x) funksivaning a, b] segmentning P bo laklashiga nisbatan
integral yig‘indisi deyiladi.
Integral vig‘indi, f{x)} funksivaga, P bo‘laklashga hamda har bir
[x;, x.4,] da olingan £, nuqtalarga bogliq bo‘ladi:
o =o(f; P;5;).
Ravshanki, &.e [x;, x;4,] uchun
mny = f (ék) < M k
bo‘lib, ayni paytda :
s(PYSo(fi P8 )< S P) 3
tengsizliklar bajariladi.
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1- misol. Ushbu
f(x) =x]
funksivaning [—1, 1] segmentda quyidagi

3 1 1 i 13
P_{_ls_'4‘3_53_1$0:!E’5’291}

bo‘laklashga nisbatan Parbu vig‘indilari hamda
e =4, (k=0,1,2,..,7)
deb, integral yig‘indi topilsin.
« Berilgan f(x) = |x| funksiya uchun [—1, I} segmentning

[y 3 1 1 4,113
P—{_]’_Es_is_Z’{)’ZsE)Z:l}
bo‘laklashida
- 3 1 ]
My =2, M =3, M =72, m; =0,
1 1 3
m4=0’ ms .:a, }}%:E, m?. =Z'
3 1 1
My =1, M‘_E’ Mz_-z-, M3—Z’
1 1 3
Mil:Zs Mszis M6='4'_'3 M?=1
hamda
3 1 1
E.»D __1’ &! =_Zs §2 "_‘Ea 53 =_Z’
1 1 3
};4 =0, ‘25 =5 ‘26 =§: Fﬁ—za
1 1
FE) =1 fE =3, fE) =5, fE) =g,
1 1 3
SED =0, fGs) =7, fE) =5, FE) =1
bo‘ladi.

Endi Ax, =% {(k=0,1,2,..,7) bolishim e’tiborga olib to-

pamiz:
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P 1 1 331 3
P =(3e s hrov0rtal 212
3 l 3 1
SR =143 +h et etadan) tas, |
PiE ) = .1 LIR R A D I T
cs(f,P,&k)_(l+3+2+4+0+4+2+4) 4_1._ P

3°. Aniq integral ta'rifi. Faraz qilaylik, f(x) funksiya {a, b] da
berilgan va chegaralangan bo‘lsin. Unda [a, 5] oraligning har qanday

P bo‘laklashi hamda har qanday &, (§.elx,, x 4], £=0,12,...,n-1)

larda yugoridagi (2) va (3) munosabatlar o‘rinli bo‘lib,

(b-a)- inf (SO} <S(S PSSP
SS(f;P)é(b—a)-;su;:;{f(x)} (4)

bo‘ladi.

Endi [a, b] segmentning bo‘laklashlar to‘plami § = {P} ning har
bir Pe § bo‘laklashga nisbatan f(x) funksiyvaning Darbu yig‘indilari
s(f, P va S(f, P) ni tuzib, ushbu

{s(f; P)}, {S(f:P)}
to‘plamlami qaraymiz. Bu to‘plamlar (4) munosabatga ko‘ra chegara-
langan bo‘ladi.
5-ra’rif. {s(f, P)} to‘plamning aniq yuqori chegarasi f(x) ﬂmk—
siyaning (a, b] oraligdagi quyi integrali deyiladi va

jf(x)dx'
kabi. bclgﬂanadl Demak,
jf (x)dx = sup{s(f; P)}.

6- ta’rif. {S{/, P)} to ‘plamning aniq quyi chegarasi f(x} funksiyaning
la, b] oraligdagi yugori integrali deyiladi va

b
[ flxyex
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kabi belgilanadi. Demak,

[f(dx = it {S(/; P}

7- ta’rif. Agar f(x) funksiyaning quyi hamda yuqori integrallari
bir-biriga teng

jf(x)dx jf(x)abr
bo‘lsa, f(x) funksiva [a b] oraliq bo Yicha mtegmﬂanuvchr (ijan
ma’nosida integrallanuvchi) deyiladi.
Bunda quyi hamda yuqgori integrallarning umumiy giymati f(x)

funksivaning [a, ] oralig bo‘yicha aniq integrali (Riman integrali)
deyiladi va

Jf(x)dx

kabi belgﬂanadl Demak,

b
| jf (x)dx = j £ = [ f(xpdx.

¢ son integralning quyi chegarasi, # son esa integralning yugori
chegarasi, [a, b] segment integrallash oralig‘i deyiladi.

Eslatma. Yuqorida keltirilgan f(x) funkswamng integrali ta’-
rifiga binoan integral

_[f(x)dx

o‘zgarmas sonni ifodalaydi. Blnobarm mtegral ostlda o‘zgaruvchining
ganday vozilishiga bog‘lig bo‘Imaydi: '

b b
freoac=[r@ar. -

2-misol. f(x)=C, Ce R, xe[a,b] bolsin.
_ Bu funksivaning integrallanuvchanligi anigiansin.
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4 [g, b] segmentning ixtiyoriy

P={xp, X, %), ey X it s Xn }
bo‘lakiashini olib, unga nisbatan Darbu yig‘indilarini topamiz:

n-l
$(C;P)=Y C-ax=C (b-a),
k=0
n-1
- S(C;P)=)C-Ax, =C-(b-a).
& e

Bundan R sup{s(C; P)=C-(b- a),
P .
inf{S(C;P]} =C-(h-a) : ~

bo 11b jC dx = IC dx bo‘lishi kelib chigadi.
Demak, F(x) = C funksiya [a, 5] da mtegrallanuvchl va :
JC‘dx =C-(b-a).
Xususan, f(x) = 1 b:]o‘lganda';:_ | |
j dx=b-a

bo‘ladi. '

3- misol. f (x) D(x), xe[0, 1] bo‘lsin. Bu Dirixle funksiyasini
[0, 1] da integrallanuvchanlikka tekshirilsin.

4 [0, 1] segmentning ixtiyoriy P bo‘laklashiga nisbatan Dirixle
funksiyasining Darbu yig‘indilari

n-1
s(D;P) =Y my - Ax, =0,
k=0
ti=1

S(D;PY=Y M, Ax, =b-a
k=0 .

bo‘lib, sup {s(D; P)} =0, iI}.f [S(D;P)}=b-a
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bo‘ladi. Demak,

1 L
D(x)dx=0, [D(x)dx=b-a,
0

O | ——

j D(x)dx = j D(x)dx.
H 0

Dirixle funksivasi integratlanuvchi emas. p

4°, Integral yig‘indining limiti. Faraz qilaylik, f(x) funksiya [a, ]
segmentda berilgan bo‘lib, u shu segmentda chegaralangan bo‘lsin.
{a, b] segmentning biror

P={xy, Xis X3y o0y X yis X }

bo‘laklashini olamiz.

Ma’lumki, f(x) funksivaning bu bo‘laklashga nisbatan integral
yig'indisi IR

n-1
o(f;PiEe) = ), f(&) - A,
k=0
bo‘ladi.

8- ta’rif. Agar Ve > (0 son olinganda ham shunday & > 0 son
topilsaki, [a, b] segmentning diametri A, < 3 bo‘lgan har ganday
P bo'laklashi uchun tuzilgan o(f; P; &, ) vig'indi ixtiyoriy £, nuqtalarda

ia(f;P;E;k)_le

< E

=1
Ef@k )-Ax, —J
k=0

tengsizlikni bajarsa, J son o(f; P; £, ) yigindining hp — 0 degi limiti
deyiladi va o
lim o(f; P& ) =J
ip—0
kabi belgilanadi.
Bu ta’rifni quyidagicha ham aytish mumkin:
Agar
Ve>0, 33>0, YPep, Ap <8, VE,

uchun lo(f; P& )-J
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bo‘lsa, u holda
| lim o(f;P;&)=J
Ap—l
deyiladi.
9-ta’rif. Agar A, - 0 da f(x) funksiyaning integral yig'indisi
o(f: P;&,) chekli Jlimitga ega bo‘lsa, £ (x) funksiya |4, 5] segmentda

integrallanuvchi (Riman ma’nosida integrallanuvchi) deyiladi, J soniga
esa f(x) funksiyaning |a, b] segment bo Vicha aniq integrali deyiladi. Uni

]
J
kabi belgilanadi. Demak,
b n-l
I f(x)dx = ii_%kzﬂf(ik) %,

4-misol. £(x) =x, xe |a,b] bolsin. Bu funksiyaning aniq integ-
rali topilsin.
4 [a, b] segmentning ixtivoriy

P={xg, %, %, 0, Xy, X}
bo‘laklashini olib, unga nisbatan f{x) = x funk51yanmg mtegral yi-
gindisini tuzamiz:

0'(f§P;§k)=nz_,§k A,
par

bunda Ax; =X, ~ X, X €& x4, (A=0,1,2,..,n-1).
Endi X S8 € Xy |
tengsizliklarni Ax, > 0 ga Ko‘paytirib, hosil bo‘lgan
X Ax < ﬁk Ax, € Xy - A%

tengsizliklarni k ning 0, 1, 2, ..., »—1 qiymatlari bo‘yicha hadlab
qo“shib:

n=1 n—l n-t
X Axg € ) &y Axg < Exm AXy
k=0 k=0 20

ya’'ni
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n=] #=1 ' '
Zxk (A SO(f3PED S Y X - A, ©)
k=0
bo‘lishini topamlz Bu tengsizliklardagi
zxk Axy, Zxkﬂ - bxy
vig‘indilarni quyldaglcha yozib olarmz.

n-l

n-1
zxk B _zxk(xkﬂ - %)= "Z(xiu =%’ %Z(xml -x) =

= nimc —~——~—-——2Ax2

-1 n—| n-1

ZkaMk —Z(xk +Ax, ) Axy “zxk - A +ZAXk =

718
k=0

Natijada (3) tengsizliklar ushbu

pr-a® 1 & 2 p-a? | #-1 .
) ‘igmksﬁ(f;l’;ﬁk)s g > A

k:‘n

ko‘rinishga keiadi. Bu munosabatdan
. n. bl -a? I = )
o Pig) - 555 £ 3 e

bo‘lishi kelib chigadi.
Ravshanki,

H—

-
b-
z Ax;c - '—2—a l P
k=0
Demak, Ve > 0 songa ko‘ra 8= deyxlsa u holda A, <d
bo‘lgan ixtivoriy P bo‘laklash va umyony £, larda
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n-|

b2 a2|

O'(X,P &) - -~-——~|* ng Axk — =5
bo‘ladi. Bu esa
. . p L N b
xl;ToG(x’P’é")* T2 *xlﬂogé" AN =T

bo‘lishini bildiradi. Demak,
h

jxdx = bzrz' S

Shunday qilib, f(x) funksiyaning aniq integrali ikki xil ta’riflanadi.
Bu ta’riflar ekvivalent ta’riflar bo‘ladi (garalsin |1}, 9- bob).

Qdatda, {a, b] segment bo‘yicha integrallanuvchi funksiyalar
to‘plami R(|a, b}) kabi belgilanadi: :

f(x)Ye R(la, b)) & f(x) funksiva [a, b] da integrallanuvchi.
Mashglar

1. f(x) funksiyaning {4, b] da chegaralanganligi uning |a, $] da
integrallanuvchi bo‘lishining zaruriy sharti ekani isbotlansin.

2. Aytaviik, f{x) va g(x) funksiyalar [a, b] da berilgan va
chegaralangan bo‘lib, P esa [a, 5] ning ixtivoriy bo‘laklashi bo‘lsin.

Agar Vx e [a,b] da f(x) < g(x) bo‘lsa,
s{(f,p)<s(g p)
S(f,py<Sig,p)
bo‘lishi isbotlansin.
33-ma’ruza - - -
Funksiyaning integrallanuvchanlik mezoni (kriteriysi)
1°. Darbu yig‘indilarining xossalari. /(x) funksiya [a, 5] segmentda
berilgan va chegaralangan bo‘lib,
P =Xy, %, %, Xey,X, }
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[a, #] ning biror bo‘laklashi bo‘lsin. Ravshanki, bu holda f (x)
funksivaning Darbu yig‘indilari

s, Py =S e ax,,
k=0

#=1

C S PY= ) M, ax,
k=0

mavjud bo‘ladi, bunda

m, = inf{f (x)}, xelx, Xl
- M =sup{f(x)}, xelx, X, la _
AXp =X -x., k=012 -1.
. 1) {a, b) segmentning ixtivoriy P bo’ laklashlga msbatan tuzﬂgan
f(x) funksiyaning Darbu yig‘indilari uchun
(6-a)- [i;}fl{f(X)} <s(fiPy<S(fiPys(b-a) f:tg{f(x)}

bo‘ladi.
<4 Bu munosabat 32- ma’ruzadagi (3) tengsizliklardan kelib
chiqadi.
' Aytaylik, P={xg, X1, %) 00X, 1, %, }
|a, b} segmentning biror bo‘laklashi bo‘lsin. Bu bo‘laklashning bo'-
luvchi nuqgtalari x, (kK = 0, 1, 2, ..., n) qatoriga yangi bo‘luvchi
nugtalarni qo‘shib, [a, 5] segmentning boshga P’ bo‘laklashini hosil
gilamiz. Uni P < P’ kabi belgilaymiz.
2) [a, b] segmentining ixtiyoriy Pva P’ bo‘laklashlari uchun
s(fiP) < s(fi P),
S(f5P)zS8(f3P)
munosabatlar o‘rinli bo‘ladi.
<4 [a, b] segmentning ixtiyoriy

P ={X, 20, X350 Xy g1 Xy }
bo‘laklashini olaylik. Soddalik uchun P’ bo‘laklash P ning barcha
bo‘luvchi nugtalari hamda qo‘shimcha bitta x* nuqtadan yuzaga
kelgan bo‘lsin. Bu x” nuqta x, hamda x,,, nuqtalar orasida joylashsin:
X < X" < Xy,
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Demak, =
P = {xo,xl s Xgs ey Xg ,x',xk;,] I T I,,}
Bu bo‘laklashlarga nisbatan Darbuning quyi yig'indilarini yozamiz:

S(f; P) = mgAXy + MyAX, + ...+ MAXy + ot 1 AX gy
s(f3 P) = myAxy + mAx; +

...+[m}‘ A <)+l - (g < )]+'“+mn-l DXy
bunda

mh =inf(f(x)}, xe XX,
ml! = inf{f(x)}, x& X\ xu)

Endi m, >m,, m' 2 m, bolishini ¢'tiborga olib topamiz:

s(f3 P —s(f3 P) = mh(x" = %)+ ! (g = X7 =
—m Ay 2 my (X =)+ (X — x") - my A%, = 0.
Keyingi munosabatdan
s(f1P) < s(fiP)
bolishi kelib chiqadi. Xuddi shunga o‘xshash,
S(f1P) 2 SUPY
bo‘lishi isbotlanadi. »
3) [a, b] ning ixtiyoriy P, va P, (P, < ®,Pc S‘) bo‘laklashlarga
nisbatan Darbu yig'indilari uchun
s(fB)< S R)
tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.
« P va P, bo‘laklashlarning barcha bo‘luvchi nuqtalan yordan‘uda
[a, b] ning P’ bolaklashini hosil gilamiz. Ravshanki,"
PcP, BcF

bo‘ladi.
Yugorida keltirilgan 1- va 2-xossalardan foydalanib topamiz:

S(fHPYSs(PY<S(P)SSULR)Y. P
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Natija. {a, b) segmentda chegaralangan ixtiyoriy funksiva uchun

b
jf(x)dx < [ f(0dx

bo'ladi.
4 Shartga ko‘ra f(x) funksiya [a, b] da chegaralangan. Demak,

b
[ Fead = supts(£: P},

1T R

Jrxyax = infiscs: Py

. integrallar mavjud.
Yuqoridagi 3- xossa hamda aniq chegara ta’riflaridan

b
jf(x)dx < j f(x)dx

bo‘lishi kelib chigadi. P

2°. Integrallanuvchaniik mezoni (kriteriysi). Endi [a, b} segmentda
berilgan va chegaralangan f(x) funksiya aniq integralining mavjudligi
masalasini qaraymiz.

1- teorema. f{x) funksiya [a, b] da integrallanuvchi bo’lishi uchun
ve > 0 son olinganda ham [a, 8] segmentning shunday P bo‘laklashi
topilib, unga nisbatan

S(fiP)-s(f,P)<e

tengsizlikning bajarilishi zarur va vetarli,
Bu teorema quyidagicha ham ifodalanishi mumkin:

f(x)e R([a,p) @ Ve>0, AP {P}: S(fP)~s(f;P)<e-
A Zarurligi. Avtaylik, f(x)e R([a,b]) bo‘lsin. Ta’rifga binoan

.4
f(x)dx = [ f(x)dx = ff(x)dx

R | Sy, o

bo‘ladi.
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Ixtiyoriy musbat £ sonni olaylik. Unda quyi va yuqori integral-
larning ta’riflariga ko'ra

]
3R e Py [f(0de—s(fiR) <5

b
B e (PY: S5 R) - [ flxydx <

bo‘ladi. : :
Endi {a, b] segmentning P va P, bo’ laklashlarmng barcha
bo‘luvchi nugtalaridan [a, 5] ning P bo‘laklashini hosil gilamiz.

Ravshanki, P, c P,, P, < Pbo‘ladi. Darbu yig‘indilarining 1- va
2- xossalaridan fovdalanib P bo‘laklash uchun

] L
[rax -2 <s(/;R) < s(5 P S S5 PY S SU3 B) <] Flxpde+

bo‘lishini topamiz.
Keyingi munosabatlardan _ o
S(f.P)- s(f P)<£
bo‘lishi kelib chigadi.
Yetarliligi. Aytaylik,

ve>0, 3Pe{P}:. S/, P)y-s(Sf; P)<.€
bo‘lsin. Unda yugorida keltirilgan natijaga ko‘ra

jf(x)dx <j f(x)dx

_ b b
bolib, s(f; P) < j F(x)dx < j f(x)dx < S(f: P)
bo‘ladi. Bu tengsizliklardan | ’ . o

0< j fixyds - jf(x)dx <SUiP)-s(f; P

bo* hshl kehb chiqadi. Demak,
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b b
ve>0: 05| f(0dv-[f(x)dx<e.
Kevingi tengsizlikdan topamiz:
b b
freodx= [ reodx.

Demak, f(x)}e R{la,bd])-

(Aniq integralning mavjudligi haqidagi teoremani quyidagicha
ifodalasa ham bo‘ladi:

F(x) funksiva [a, b] da integrallanuvchi bo‘lishi uchun ve > 0
olinganda ham shunday & > ( son topilib, {4, 5] segmentni diametri
Ap < 8 bo‘lgan har gqanday P bo‘lakiashga nisbatan

S(fP)-s{fiP)<e
tengsizlikning bajarilishi zarur va vetarli.)

Avvalgidek, f(x) funksivaning Xy, %] (=0, 1, 2 ,n 1)
oraliqdagi tebranishini o, orqali belgilaymiz. U holda

n-l #=1 Lt

SUP) -s(f3P) = 3 (My —m) A%, = 3 %,

k=0 k=0

bo‘lib, 1-teorema quyidagicha ifodalanadi:

J{x) funksiva [a, b] da integrallanuvchi bo‘lishi nchun ve > 0 son
olinganda ham {a, 5] segmentning shunday £ bo‘laklashi topilib,
unga nisbatan

n-1

ka CAxy <E
k:ﬂ

N

tengsizlikning baj:ari]jshi zarur va yetarli.
Demak,

e
L

f(¥)e R([a,b]) & Vee 0, P {P}: Y w,-Ax, <t.

Y
[
=
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Mashglar

1. [a, b] segmentning ixtiyoriy bo‘laklashi tichun o
s(of(x)+PB: Py = as(f; Py +B(b-a),
Sof(x)+B; Py =aS(f;P)+Blb—a)
bo'lishi isbotlansin, bunda o,fe R.

2. Agar f(x)e Cla,b] bo‘lsa, u holda [a, b] ning ixtiyoriy bo*-
laklashi uchun Darbuning quyi va yngori yig mdﬂan f (X) ﬁmk51yamng
integral vig‘indilari bo‘lishi isbotlansin. g N

34- ma’ruza
Integraftanuvcn Tunksiystar s

1°. Uzluksiz funksiyalarning integrallanpvchanligi. Aytaylik, f(x)
funksiva [a, ] oraligda aniglangan bo‘lsin.

1- teorema. Agar f(x) funksiya [a, b] da uzluksiz bo‘lsa, u shu
ia, b] da integrallanuvchi, yva’'ni

Cla,bl < R(la,b])
bo‘ladi,

o Modomiki, f(x)e Cla,b] ekan, u Kantor teoremasiga ko‘ra
[a, b} oraligda tekis uzluksiz bo‘ladi. Kantor teoremasining natijasiga
ko‘ra, Ve > 0 olinganda ham shunday § > 0 son topiladiki, [a, 5]
oraligni uzunliktari § dan kichik bo‘lgan bo‘laklarga ajratilganda har
bir bo‘lakdagi funksivaning tebranishi
o, < ﬁ
bo‘ladi. Unda [a, 5] oraligni diametri A, < 8 bo‘lgan har qanday P
bo‘laklashda

n—i n=1 P
S(f;P)_S(f;P)=k§0mkAxk ‘(—"__ Z Axk =g

boladi. Demak, f(x)e R({a,b]).»

2°. Monoton funksiyalarning integrallapuvchanligi.

2- teorema. Agar f(x) funksiya [a, 5] scementda chegaralangan
va monoton bo'lsa, u shu segmentda integrallanuvchi bo‘ladi.
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4 Aytaylik, f(x) funksiya {a, 5] segmentda o‘suvchi bo‘lib,
Fflay < f(b) bo'lsin.
Ye > 0 sonni olib, unga ko‘ra 8 > 0 ni
- &
8= For@
deymiz. U holda [a, b] segmentning diametri A, < § bo‘lgan ixtiyoriy
P bo‘laklash uchun _

a1

a1
SUP)=5(f: Py= 2 Mo = 1) 8% = 2 ) - FO5)] 8% S

-l
<hp ;;[f(xh. )= =2 [f(B)- f@)] < m [f - r@)=¢
bo‘ladi. Demak, f(x)e R((a,d]). WP

3°, Uziladigan funksiyalarning integrallanuvchanligi.

3- teorema. Agar f(x) funksiya [a, b] segmentda chegaralangan
va shu segmentning chekli sondagi nuqtalarida uzilishga ega bo'lib,
golgan barcha nugtalarda uzluksiz bo‘lsa, funksiva [a, 5] da integ-
rallanuvchi bo‘ladi.

4 f(x) funksiya [a, b] da chegaralangan bo‘lsin. Demak,

3Ce R, Vxe(a,b}: [f(X)<C, (C>0)
bo‘ladi. o
Soddalik uchun, f{x) funksiya [a, b] segmentning faqat bitta
x* (x"e a4, b]) nuqtasida uzilishga ega bo‘lib, qolgan barcha nuqgta-
larda uzluksiz bo‘lsin. Ve > 0 sonni olib, unga ko‘ra & > 0 sonni
_ E
%= T6c
deymiz. |
x* nuqtaning & atrofi (x” ~&,x" +38) ni olib, ushbu
[a,b]\ (x" -6,x" + )
to‘plamni qaraymiz. Bu to‘plamda f(x) funksiya uzluksiz bo‘lib,
Kantor teoremasiga binoan u tekis uzluksiz bo‘ladi. U holda shunday
¥ > 0 son topiladiki,
v’ x" e [a,x" -8], (vx',x"e[x* +8,b])
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lar uchun [x" - x" <y bo‘lishidan

[f(x) Jlx )1<2(b 5

bo‘lishi kelib chiqadi.
Endi [a, 5] segmentni diametri 2, < min(3,y) bo‘lgan ixtiyoriy
P bo‘laklashini olib, unga nisbatan

> ®, - Axy ()

yig‘indini tuzamiz. Bu yig‘indining har bir hadida [x,,x,,],

(k=0,1,2,..., n-1) oraliglaming Ax, uzunliklari qatnashadi.
{1) vig‘'indining ushbu

[xk 2 Xt ]n (x* - 8,x$ + 5) =
munosabat bajariladigan {x, , x,, ] ga mos hadlaridan tuzilgan yig'indini

Z; @, - Ax,
bilan, golgan barcha hadlardan (bunday hadlar uchun
- [y, e IN(X" =8,x" +8) 2 I
yoki [y, X IN{X" =812 D,
yoki [xe 20 100 {x' +8}# @
bo‘ladi) tashkll topgan yig‘indini -*

ERY!
2 C‘Jk

bﬁan belgliaymlz Natijada

n-1

ka Axk-z ay - Axk +2 Wy - Axk

bo‘lib, tenglikning o‘ng tomondagi go‘shiluvchilar uchun

£

z""“ A% = 2(ba)2 A% < gy (=@ =3,
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> @, Ax, £2C- Y " ax, £2-C-45=8C- = =

k k
bo‘ladi. Demak,

E-E
16 2

n-1

<+ =g,
2, O A% <543

Bu esa f(x) funks;yamng [a, b] da mtegra.llanuvchl ekanini
bildiradi. »

Mashqglar
1. Aytaylxk

sml, agar 0<x <1 bolsa,

flx)=
0, agar x=0 bo'lsa
bo‘lsin. f(x)e R({0,1]) bo‘lishi isbotlansin.

2. y = f(x) funksiyva [a, 6] da integrallanuvchi bo‘lib, uning
agiymatianr {c, d] ga tegishli bo‘lsin. Agar ¢(¥} funksiva [¢, d] da
~ uzluksiz bo‘lsa, u holda murakkab funksiya ¢(f(x))ning [a, 5] da
integrallanuvchi bo‘lishi isbotlansin.

35- ma’ruza
Aniq integralning xossalari

1°, Integralning chiziglilik hamda additivlik xossalari. e
1- xossa. Agar f(x)e R({a,b]) va CeR bo‘lsa, u holda
(C- f(x))e R(la,b]) bo’lib,

jc - F(x)dx = C_Tf(x)dx

bo‘ladi,
4 f(x)e R([a b]) va Ce R bo‘lsin. Aniq mtegral ta rlﬁga ko‘ra .

lim o(f,P,&) = jf(x)dx
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bo‘ladi. Ravshanki,
o(C- f(x; P;E ) =Co(f: P& ), N
Jim o(C - f(x;Pi5)) =C - lim o(f,PE,).
P—-)

Py
Demak,
(C- f(x) e R(la, b))
L b s
va Je reax=cfroxax. -

2- xossa. Agar

f(X) € R([a, b]) ¥ g(X)e R(la’b]) :
bo‘lsa, u holda X

| (f(x) +g(x)) & R(|a,b])
bo‘lib,

| f(f(x) + g(x))dx =jf(x)dx + fg(xm;

bo'ladi {(additivlik xossasi).
<4 Aniq integral ta’rifiga ko‘ra

B
Jim o(/, P.&) = [ f(0ax,

b
lim o(g, P.&,) = [g(x)d

bo‘ladi. Ravshanki,
. c(f+g,P,§k)=0'(f,P,F,k)+G(g,P,§k). y .
Limitga ega bo‘gan funksiyalar hagidagi teoremadan foydalanib,
(F(x)+g(x))e R([a,b]) va

b b b
[+ g(xnde = f(x)ax + [ g(x)dx

bo‘lishini topamiz. P
231



3- xossa.Agar .
f(x) e R(ta,c]), f(x)e R{c,8)),
bo‘lsa, u holda

f{x)e R(la,b])
bo'lib,

ff(x)dx - fixpa + fg(’x)_acx

ifodaga ega bo‘lamiz.

o4 Aytaylik, @ <c <bbo'lib, f(x)e R{[a,c)) va f(x)e R([c,b])
bo‘lsin. U holda Ve > 0 son olinganda ham {a, ¢] oraligning A R <&
bo‘lgan P, bo‘laklashi topiladiki,

SUSR) - R) <5 (1)

bo‘ladi. Shuningdek, [c, 5] oraligning 1, < 82 bo‘lgan bo laklash1
topiladiki,

SR =SB <s o e
bo‘ladi. o

Endi [a, 6] oraligning diametri Ap < & = min{5;,5,) bo‘lgan
ixtiyoriy P, bo‘laklashini olamiz. Bu P, bo‘laklashning bo‘luvchi nug-
talari qatoriga ¢ nugtani qo‘shib, [a, b] ning vangi P bo‘laklashini
hosil gilamiz. Unga nisbatan f(x) funksivaning Darbu yig‘indilari

SO P), s(f;P)
bo‘isin.

P bo‘lakiashning [a, ¢] va [c, #] dagi bo'luvchi nuqtalari mos
ravishda ularning B hamda P bo‘laklashlarini yuzaga keltiradi.
Ravshanki, bu P hamda P2 bo‘laklashlarga nisbatan quy1dag1 teng-
sizliklar o‘rinli bo‘ladi:

SR -s(fiR) <3,

S(f;Pz')—s(f;Pz’)<§. |
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Ayni pavtda, _

S(fiP)=S(fi R )+ S(f;B),

K PY=s(fiR)+s(f;B)
bo‘ladi: Bu munosabatlardan
USSP -SSP = (SU R ) = s ) 4
- HSUB) s B) <5+ 5=
bolishi kelib chigadi. Demak, f(x)e R(|a,?]).

S (%) funksiyaning [a,b], |[a,c], [c,b] oraliglar bo‘yicha Pbos-
laklashga nisbatan integral vig‘indilari

D S Bxes 2 FED Axg, X f(E)-Ax,

[a,b} {a,r] [r:.b] .

bo‘lib, o
%f@nm - [ade(ak)-Axk + [’:Z;]f(ik)'zsx,‘

bo‘ladi. Integral ta’rifidan foydalanib topamiz:
h fy i
[ reode =] rooax £

Shunga o‘xshash ¢ < @ < b, a < b < ¢ bo‘lgan hollarda ham xossaning
o‘rinli bo‘lishi isbotlanadi. »
4-xossa. Agar f(x)e R(la, b)), g(x)e R(|a, b}) bo'lsa, u holda

F(x)-g(xye R(la, b)) bo‘ladi.
4 Modomiki, f(x) va g(x} funksiyalar [a, 5] da integrallanuvchi
ekan, unda

S PY=S(fiP) < 5oms (M =supf(x), xe(a,b])

58 P)-s(g; P) < 5o, (M =supg(x), xefa,b])
bo‘ladi.
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Avtaylik, vxe[a,b] da f(x)20, g(x) 20 bo'lsin. U holda

Vx & [x; ;X | uchun

O0<m < f(x)sM;, m, =inf f(x), M; =sup f(x)

0sm <g(x)sM,, m=infg(x), M, =supg(x)
bo‘lib, ulardan

O<m -m < f(x) g(x)sM, M,
bo‘lishi kelib chigadi. Ayni paytda,
m{ =inf{f(x)-g(x)}, ML =sup{f(x)-g(x}}

lar uchun

m,om<mi <MY <M, -M,
bo‘lib, .
M) —m < My - M —my -, = MM, —m)+ m (M ~my)
bo‘ladi. T

Endi M 2 M,, M’z M; ekanini etiborga olib, topg.tmiz-;.

S(f g Py-s(f-g P)= z( MY -ml)s

n-1

<M DM, -m,)-Ax, +M-§(M,;— mp) =

k=0

=M (S(f;P) —s(f‘P))+M’(S(g;P)—s(g;P))<
M' E + M . 7if <& |

Demak, bu holda £(x} - g(x)e R([a,b]).

Aytaylik, f(x) va g(x) funksiyalar [a, b] da vmyoriy mﬁegrallhﬁlvchl
funksiyalar bo‘Isin.

Ravshanki, Vx  [a,b] da
Fxy-inf f(x) = f(x)-m=20,
g(x)-infg(x)=g(x)-m 20

bo‘ladi.
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Endi f(x)-g(x) funksiyani quyidagicha yozib olamiz:

flxy-g(x) = (f{x) - m)(g(x) - m") + mg(x) + mf{x) - mm’.

Bu tenglikning o‘ng tomonidagi har bir go‘shiluvchi [a, ] da
integrallanuvchi bo‘lganligi sababli f(x) g(x) ham [a, 5] da
integrallanuvchi bo‘ladi. »

Natija. Agar f(x)e R(|a,b]) bo'lsa, uholda { £ (x)]” € R([a, b))

bo‘ladi, bunda #n e N.
2°. Integraining tengsizliklar bilan bog‘langan xossalari.

1- xossa. Agar f(x)e R(la,b]) bo'lib, Vx e [a,b] da f(x) 2 0
bo‘lsa, u holda

jf(x}dxzﬁ

bo‘ladi.
< Integralning ta’rifiga ko‘ra

a-l b .
hp 0 da 2 FE) o > [ F0ds

bo‘ladi. U holda, Vxe [4,6] da f(x)2 0 bo‘lishidan
-1

(&) %, 20

::x

=
il
(=]

h
bolib, undan. jf(x)dx >0 -

bo‘lishi kelib chiqadi. »
1- natija. Agar f(x)e R{[a, b)), g(x)e R([a,b)) bo'lib,
Vxela,b) da f(x) < g{x) bo‘lsa, u holda

# b
J rendx < fgxyax
bo‘ladi.
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4 Ravshanki, ' :
f{xye R({a,b]), g(x)e R({a,b]) = (g(x) f(x))e R([a,8])
bo‘lib,

b
g(x) - f(x)20= [(g(x) - f(x)dx20=

- jg(x)dx_jf(x)dx >20= jij"(«"f)ﬁbfg jg(x)dx

bo‘ladi. »
2- natija. Agar f(x)e R{[a,b]), g(x)e R(|a,b]) bo‘lsa, u holda

L) [ [
(x)g(x)dxi‘s\/jﬁ(x)dx.-\jjgz(x)dx )

bo‘ladi.
<4 Ixtivoriy e R uchun

& .
j(f(x)—a’g(x))z dx 2

bo'lib,
5 b b
o’ j g ()dx - 2af f(X)g(xddx + | F1(x)dx 2 0
bo‘ladi. Kvadrat uchhadning diskriminanti musbat bo‘lmaganligi sababli
5 s b
[ | f(x)g(x)a’x] - [ x)ax - f g (ax <o,

ya’ni

b b
< JJ f2(x)dx‘\/ g* (x)dx

bo‘ladi. »
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(2) tengsizlik Koshi- Bunyakovskiy tengsizligi deyiladi.
2- xossa. Agar f(x)e R([a,b]) bo‘lsa, | f(x)le R([a,b]) bo'lib,

L oy, T

[}
f(x)dx’ < j| S () dx

bo‘ladi.

4 f(x)e R(la,b]) bolsin. Integrallanuvchanlik mezoniga ko‘ra,
ve » 0 olinganda ham [a, b] segmentning shunday P bo‘laklashi
topiladiki, unga nisbatan

n-1
S(f3P)~5(f;P)= Y wix, <€
k=0

bo‘ladi, bunda @, - f(x) funksiyaning }{x,,x,,,| dagi tebranishi.
Ravshanki, ¥x',x" e {@,b] uchun _
I = f G f D=7
bo‘lib, undan
sup £ (x)] - | £(x")|| < sup|f (x") - f(x")]
bo‘lishi kelib chigadi. Demak,
ay <oy
bo‘ladi, bunda w, — |f(x)| funksivaning [x > %,y } dagi tebranishi.
Shularni e’tiborga olib, ' '

n-1 —{
S(|f|;P)—s(|f];P)=Zm;-&xks @ - AX <E
k=0 0

=

b
1

bo‘lishini topamiz. Demak, |f/(x){e R([a,b]).
f{x) va | f(x)] funksiyalarning integral vig‘indilari uchun

m=l

S Y IFEN - ax
k=0

n—1i
> f(E)Ax,
k=0

bo‘lib, A, — 0 da limitga o‘tish natijasida
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b

< flfex)ax

/]

o E
[ fixrdx
bo‘lishi kefib chigadi.
3°. O‘rta qiymat hagidagi teoremalar. Aytaylik, f(x) funksiva
{a, b] da berilgan va chegaralangan bo‘lsin. U holda m = inf] f(x)},
M =sup{f(x)}, (xeia, b]) mavjud va ¥xe [a,b] uchun
ms f(x)s M
tengsizliklar o‘rinli bo‘ladi.
1- teorema. Agar f(x)e R([a,5]) bo‘lsa, u holda shunday
o‘zgarmas p (m < pu < M) son mavjudki,

b
i _[f(x)a’x:u'(b-a)

bo‘ladi.
<« Ravshanki,
. R s
ms< f(x)s M :Imdxs‘[f(x)dxstdx=
s .
= m(b-a)< [ f(x)dx < M(b-a).
" Keyingi tengsizliklardan
b
Jrea
<2 <
ms TS M
bo‘lishi kelib chigadi. Agar L
- Jreas
K= b-a

deyilsa, undan
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b
Jr@dc=p--a)

bo'lishini topamiz. P
3- natija. Agar f(x)e Cla,b] bo‘lsa, u holda shunday 8¢ |a, b]
topiladiki,

h
[ Fixrdx = £(8)- (- a)

bo‘ladi.
4 Bu tasdiq yuqoridagi teorema va uzluksiz funksiyaning
xossasidan kelib chigadi. »

2- teorema. Agar f(x)e R({a,b}). g(x)e R{|a,b]} bo'lib,
[a, &] da g(x) funksiya o‘z ishorasini o‘zgartirmasa, u holda shunday
o‘zgarmas | son (m < u < M) mavjudki,

b b CeelE
Jroexdx =pfexmax 3
bo‘ladi. -
4 Aytaylik; Vxe {a,b] da g(x) 20 bo‘lsin. Unda ravshanki,

ms f(x)< M = mg(x)s< f(x) g(x)< Mg(x)
bo‘ladi.
Bu munosabatdan hamda aniq integral xossalaridan foydalanib
topamiz:

b b h
m[g(x)dx < [ fOg(x)dx < M [ g(x)dx .,
b
a) j g(x)dx = 0 bolsin. U holda

b
[rogmax=0

bo‘lib, ixtivoriy u (m < p < M) da (3) o°rinli bo‘ladi.
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b
b) j g(x)dx > 0 bo‘lsin. U holda
‘ b
- Jrwsoae
mst——— <M
_fg(x)a’x

bo'lib, b
frosmas
u el f—b...._—.._ﬁ_._
Ig(x)dx

a

b b
deyilsa, undan J F(x)g(x)dx = uj g{x)dx

bo‘lishi kelib chigadi. »

4- natija. Agar f(x)e Cla,b] bo'lib, g(x)e R([a,b]) va g(x)
funksiva [g, #] da o'z ishorasini o‘zgartirmasa, u holda shunday
9 € [a, b] topiladiki,

b [
[ F8(x)dx = £(0) [ g(x)ax

bo‘ladi.
Mashglar .

1. Ushbu g < {V1+cos? xdx < laﬁ tengsizlik isbotlansin.

| 2 Crem—r |

b .
2. Ushbu | '-i' dx = [t]~fa| tenglik isbotlansin.

N
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3. f(x)e C(—e, +oo)) bo'lib, u T(T # 0) davrli funksiya bo‘l-
sin. U holda Yae R uchun

a+T

j f(x)dx = j f(x)dx
bolishi isbotlansin.

36- ma’ruza
Chegaralari o‘zgaruvchi bo‘lgan aniq integrallar

1°. Ba’zi ma’lumetlar. Quyidagilari ta’rif hamda kelishuv sifatida
qaraymiz.
1) Ixtiyoriy f(x) funksiva uchun

j F(x)dx =0
2) f(x)e R([a b)) va a < b bo‘lganda SRR

j f(x)dx = Jf(x)a'x

bo‘ladi. :

1- teorema. Agar f(x)Ye R({a,b]) bo‘lsa, u holda lxtlyorly
o, c [a,6] wchun f(x)e R(jo,p]) bo'ladi.

4 f(x)e R([a,b]) bo'lib, [o,B] < [a,b] bo'lsin. Integrallanuv-
chanlik mezoniga ko‘ra, Ve > 0 son olinganda ham [a, 5] oraligning
shunday P bo‘laklashi topiladiki, unga nisbatan

S P)-s(f;P)<e
bo‘ladi.
Pbo‘laklashning bo‘luvchi nuqtalari xg,x, %5, ..y X,y X, gatori-

ga o va P nugtalarni qo‘shib, {a, b] oraligning yangl P bo‘laklashlm
hosil qllamlz Ravshanki, P < P bo‘ladi.
Darbu yig mdﬂanmng xossasiga ko'ra

s(fiPyss(f,P),
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S(fiPy=S(f.P)
bolib,
S(fP)=-s(f;P)<e
bo‘ladi.

P’ bo‘laklashning [a, p) dagi bo‘luvchi nugtalarini shu oraligning
bo‘luvchi nuqtalari sifatida garab, [«, B] oraligning P, bo‘laklashini
hosil gilamiz. Bu bo‘laklashga nisbatan f(x) funksiyaning Darbu
yig‘indilarini tuzamiz;

S B), s(fR).
Natijada '

SUsp)-5(f:0) = XM, -m)ax,.

fo.b]
S(fip)-s(fip)= Z] — iy ) Ax,
{w.B

bo‘lib, ulardan

SR ~s(fi RS SULPY=-s(f P
bo“lishi kelib chigadi. Demak,

S(B)-s(fiR)<e
bo‘ladi. Bu esa f(x)e R(|c,B]) ekanini bildiradi. P
2°. Chegaralari o‘zgaruvchi anig integrallar, Aytayhik, /(x)e K(a,b])
bo‘lsin. U holda yuqorida keltirilgan teoremaga ko‘ra f(x)e R(ja,x]),

a £ x s b bo'lib, funksiyvaning [a, x] oralig bo‘yicha aniq mtegrah
x ga bog‘lig bo fadi;

F(x):jf(r)dr, (xelabl, Fla)=10).

2- teorema. Agar f{x)e R(la,b]) bo'lsa, F(x})e C[a, b] bo‘ladi.
4 f(x)e R(la,b]) bo'lsin. [a, b] oraligdan ixtivoriy x’, x”
nugtalami olib,
F(x) = F(x")
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ayirmani qaraymiz. Ravshanki,
F) - F(xY = [ fde- | foae= | finas,
Bu tenglikdan topamiz:

IF(x) - F(x")| =

]:f(f)dt

< [Iro|ar <

df| =sup|f(0)|-|x" - x". . -
a6}

Demak, ve>0 ga ko‘ra, 6= -—-—- o deyma, u holda
sup |f(t)|

te M
[x" - x"| < & tengsizlikni ganoatiantiruvchi Vx’, x"¢|a, 4] uchun

PG = PG| =sup £ (]I -] <sup 7] - 8=+

= sup|f( ) Suplf(f)l

bo‘ladi. Bu esa A(x) funksivaning [a, b] da uzluksiz bo hshlm blldgradl
Demak, F(x)e Cla,b]. » ; :

3- teorema. Agar f(x)e Cla,b} bo'lsa, u holda F(x) funksiya
[a, b] da hosilaga ega bo‘lib, '

F'{x)=f(x)

bo‘ladi. _ .

o Aytaylik, f(x)e Cla,b] bo'lib, xe[a,b]l, x+Axe{a,b]
bo‘lsin. Aniq integralning xossalaridan foydalanib topamiz:

XrAx x X+AX
Poes=FC) _ LI poyar- [ £@yar|= L rinar.
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O'rta qiymat haqidagi teoremadan foydalanib, ushbu

&%L&ﬂ=f(x+e.zsx), (0<0<l)

tenglikka kelamiz.

Keyingi tenglikda, Ax — 0 da limitga o‘tib

F'(x)=f(x)

bo‘lishini topamiz. »

Natija. Agar f(x)e Cla,b] bo'lsa, u holda f(x) funksiva bosh-
lang‘ich funksivaga ega bo‘ladi.

<4 Bu tasdiq yuqoridagi 3- teoremadan kelib chigadi. Bunda f(x}
funksiyaning boshlang‘ich funksiyasi

F(x) = _[f(r)d:

bo‘ladi. »

Faraz gilaylik, f{x)e R(|a,p]) bo‘lsin. U holda f(x)e R([x,5]),
a < x <) bo'lib, funksivaning [x, &] oraliq bo‘vicha aniq integrali
x ga bog'lig be‘ladi:

D(x) = j J()dt, (x<[a,bl, ®(8)=0).

Aniq integral xossasidan foydalanib topamiz:

b x b S
[7xde = [ rydr+ [ fndr = F(+®(x), (xelad]),
Bu tenglikdan o
b
@(x) = [ f(x)dx - F(x)

bo‘lishi kelib chiqadi.
Keyingi tenglik, ®{x) funksiyaning xossalarini f(x) hamda F(x)
funksiyalarning xossalari orgali o‘rganish mumkinligini ko‘rsatadi.
Jumladan, f(x)e C|a,b] bo‘lsa, u holda
D(x) =-f(x)
bo‘ladi.
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+« Hagiqatan ham,

L4

b ' b .
D'(x) = [If(f)df] =[If(!)dt —-F(X)] =-F(x)=-f(x). »

Mashglar

1. Agar  F(x)= [sinxdy, xel-L1]
-1 o
bo‘lsa, u holda F(x) funksiyaning x = 0 nuqtada hosilasi mavjud
emasligi isbotlansin. e

X
farctg?

2. Ushbu lim 1 dr limit hisoblansin.

Xomi b

(Ko‘rsatma. Lopital qoidasidan foydalaning.)

37- ma’ruza
Aniq integralni hisoblash

1°. Anig integralni ta’rifiga ko‘ra hisoblash. Aytaylik, f(x)
€ R([a,b]) bo'lsin. Unda integral ta’rifiga ko‘ra =~

n—1i & .
lgrgoéf@k JAx, = Ja'f(x)dx

bo‘ladi.
b L
1- misol. Ushbu [ sin xdx integral hisoblansin.

a

<« Rayshanki, f(x) =sinx € Cia,b]. Demak, f(x)e R([a,b]).
[a, b} oraligni ushbu
a,a+0,,8+20,,. .,a+ka,, . .,a+nn, =b .

nugtalar yordamida (bunda o, = b—;a) n ta teng bo‘lakkﬁfi)b.‘l.ib,
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har bir
la+ko,,a+(k+De,], (k=0142,..,n-1
bo‘lakda &, nuqtani quyidagicha tanlaymiz: -
g, =a+(k+Da,, (k=0.1,2,..,n-1.
U holda f(x) =sinx funksiyaning intégral yig'indisi quyidagicha

n-1 n-1
o= sin(a+(k +Da,) - o, —a,,ZSm(a+(k+l)oc )

k=0
ko‘rinishga ega bo‘ladi.

W o,
sina + (k +1)o,) = 2sm-—sm(a+(k+1)a ) =
2sinn
2
el (ko o Joeos{evlis e )|
cos|a+|k + <o, |-cosfa+ik+>]o,
2 sin ( 2) ( 2)

bo‘ladi. Natijada integral yig‘indi uchun ushbu

o= =t S cos(a (ks 2Ja, | cos(es (k) ]

2sin 2” k=l

a‘"

.2 1 ( 1 )
=~ Ot”[cos(a-i-iczn)—cos b+2a,,

Sl.l'l-—z-

tenglikka kelamiz.
Keyingi tenglikda A, = Ax, =, — 0 da limitga o “tib ‘topamiz:
b
Jsinxdx =cosg-cosb. >

2°. Nyuton—Leybnits formulasi, Aytaylik, f{x) funksiya {a, b}
segmentda berilgan va shu segmentda uzluksiz bo‘lsin. U holda f(x}
boshlang ich funksiya
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F(x)= j f(r)dt
ga ega bo‘ladi.

Ravshanki, ®(x} funk31ya f (x) ning ixtivorly boshlang ich ﬁmks;yam
bo‘lsa, u holda

P(x)= F(xy+C, (C = const) -
bo‘ladi.
Bu tenglikda avval x = a deb,

®(a)=C, °
so‘ngra x = b deb, o

®(b) = jf(x)a‘xfc
ifodani topamiz, Demak, ’ |
j)-f(x)dx = @b} - D(a). . {H
(1} formula Nyur;n—Leybnits Jormulasi deyiladi.

iy i
Qdatda, ®(b) ~ D(a) ayirma P(x)| kabi yozilad__i:._ Demak,

f b
jf(x)dx = (D(x)ia = ®(b) - O(a).

Masalan, {

b b
de=mx =inb- 1na_1n-. (@>0,650).

3°. O‘zgaruvchilarni almashtirish formulasi. Faraz: gilaylik,
7 (x)e Cla,b] bolsin. Ravshanki, bu holda '

| if(x)dx

integral mavjud bo‘ladi.
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Ayni paytda, bu funksiva [a, 4] da boshlang'ich ®(x) funksiyaga
ega bo'lib,

b
[rindx = D)~ P(a)

bo‘ladi. '
Avtaylik, aniq integralda x o‘zgaruvchi ushbu

x =¢(1) _

formula bilan almashtirilgan bo‘lib, bunda ¢(r) funksiya quyidagi
shartlarni bajarsin:

1} o(r)e Cla,B] bo'lib, ¢(r) funksivaning barcha qiymatlari
[a, b] ga tegishli;

2) oe)=a. ¢(B)=b;

3) @(1) funksiya [o,p] da uzluksiz ¢’(#) hosilaga ega bo'lsin. U
holda

& B
[ readc = [ fiowy- o' @ar @

bo‘ladi.
« Ravshanki, Q(¢(¢)) murakkab funksiya [c«,B] segmentda uz-
luksiz bo‘lib,
(P(())) = P’(o(r)) ¢ (7)
bo‘ladi.
Agar ®©'(x) = f(x) ekanini ¢’tiborga olsak, unda
(P(p(1))) = f(p(¥)) - ©'(5)
bo‘lishini topamiz. Bu esa ®(o(¢)) funksiva [«,B] da f(¢(1)) - ¢'(r)

funksiyaning boshlang‘ich funksiyasi ekanini bildiradi. Nyuton—
Leybnits formulasiga ko‘ra

B
[ 1) ¢'()dr = D)) - D)) = DY -D(@) ()

bo‘ladi.
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(2) va {3) munosabatlardan

b B
o [rdx= | rew) - g @

bo‘lishi kelib chigadi. &
(4) formula aniq integralda o‘garuvchini almashtirish formulasi
deyiladi.

1
2- misol. Ushbu J\Jl —x%dx integral hisoblansin.
0

<+ Berilgan integralda x = sin¢ almashtirishni bajaramiz.:Unda

O e —
= b |

1-x*dx = |Vl —sin? fcos1ds =

cos? 1t =

T M bt [ A

H

1 1 {1 1.
(§-+5c052r)dt=(§t+13m21))

(&)

="
4

=

Il
2 Sttt |

bo‘ladi. P

4°. Bo‘laklab integrallash formulasi. Aytaylik, u(x) va v(x)
funksiyalaming har biri [a, &] segmentda uzluksiz '(x) va v'(x)
hosilalarga ega bo‘lsin. U holda

b b

Jut)dv (o) = (u(x) - v(x)

aq

a ]

s -
- [ o(x)du(x) )

bo‘ladi.
<« Hosilani hisoblash qoidasiga ko‘ra

w(x) - v(x)y = u'(x)-v(x}+u(x) v'(x)
bo‘ladi. Demak, u(x)-v(x) funksiya [a, b] oraligda #'(x) v(x)+
+u(x) - v’(x) funksiyaning boshlang‘ich funksiyasi bo‘ladi. Nyuton—
Leybnits formulasidan foydalanib topamiz:

b i#
@ e s u v = )y G|
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Keylngl tenglikdan
]

j v{(x)du(x)

a

j u(x)dv(x) = (u(x)- v(x»
bo‘lishi kelib chigadi. »
(5) formula aniq integrallarda bo‘laklab integrailash fonnu!as:
deyiladi.

2
3- misol. Ushbu J x In xdx integral hisoblansin.
1

<4 Bu integralda w(x)=1Inx, dv(x)=x deb du(x)=
v{x)="—>0— bo lishini topamiz. Unda (5) formulaga ko‘ra:

2
len xdx = [f--lnx]
2 1

1
bo‘ladi.
4- misol. Ushbu

X

‘I? L= 2ln2—— xdx 2h12—_
1

J,

n

sm xdx én =8,l;2,)

Q'—-‘Nlﬁ

integral hisoblansin.
« Ravshanki,

2

J0=

GL—-‘NH?

dx=3, Jy =

= i b | H

smxdx (—cosx) =1,

 n22bolganda benlgan mtegralm

n

S
J, = j sin” xdx =
\]
ko‘rinishda yozib, unga bo‘laklab integrallash formulasini go‘llaymiz.
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Natijada

. ;
J, =(-sin"! x . cos x)lg +(n- l)jsin"‘2 xe08? xdx =
0
. _g ﬂ . : ]'E
=(n=1) [sin"? x(1 -sin x)dx—«(n-l)_’.sm"‘zxctr (n 1)jsm*'xa5c—
_ 0

=(n=1J, 5~ (n 7,

bo'lib, undan ushbu

i

Jn = n_;_”‘]n—l

rekurrent formula kelib chigadi.
Bu formula yordamida berilgan integralni n =1, 2, 3, ... bo‘lganda
ketma-ket hisoblash mumkin.
Aytaylik, # = 2m — juft son bo‘lsin. U holda
_2m-1 2m-3 5 ‘3 1 Zm- l)" n
2 E T Im2 6 4 20T @mn 2.

bo‘ladi.
Avtaylik, #=2m+1 — toq son bo‘lsin. UJ holda _
g, = 2w lm2 60402 0 Qml
Wl T 3] 2m-1 75 3 LT Gaw)l
bo'ladi. (m!! simvol m dan katta bo‘lmagan va u bilan bir xil juftlikka
ega bo‘lgan natural sonlarning ko‘paytmasini bildiradi.) ..

5°. Vallis formulasi. Ma’lumki, 0 < x < g bo‘lganda

sin?! x < sin?" x <sin®" ' x, (n=1,2,3,..)

tengsizliklar orinli bo‘ladi. Bu tengsizliklarni [0, ’21] oraliq bo‘yicha
integrallab, ,

sin®*! xdx < smz” xdx < sin®"? xdx,

& o 13 | 4
O ey | B
£t 12 ]
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so‘ngra 4° da keltirilgan formulalardan foydalanib topamiz;
2a)t < 2n- l)" .4 < (2n- 2)"
Cath T 2ot 2 T Qa-DY’
Bu tengsizliklardan

Qmn 1 amr Y 1
<3 T« Co
(2n-Hl! n+l (2n-D1 2n
bo‘lishi kelib chigadi. .
Keyingi tengsizliklardan topamiz:

Y
n_. 1 [ el | |
5‘},‘2551?[(2;:-1)!!] S )
(6) formula Vallis formulasi deyiladi.
Mashglar = '_-' o

1. Agar f(x)e R(0,1]) bo'lsa, hmjf(x)dx ff(x)dx

n

tenglik lsbotlansm

[0Qx L .
2. Ushbu | VT-cos2xdx integral hisoblansin.
0 : ’

1
3. Ushbu 25 = f & (t>.0) tenglik isbotlansin, -
i 1 ..

38- ma’ruza
Aniq integralni taqribiy hisoblash

QOdatda, aniq integrallar Nyuton—Leybnits formulasi yordamida
hisoblanadi. Bu formula boshlang‘ich funksiyaga asoslanadi. Ammo
boshlang‘ich funksivani topish masalasi doim osongina hal bo‘la-
vermaydi. Agar integral ostidagi funksiya murakkab bo‘lsa, tegishli
aniq integralni taqribiy hisoblashga to‘g‘ri keladi.
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1°. To‘g'ri to‘rtburchaklar formulasi. Faraz gilaylik, f(x} funksiva
[a, b] segmentda berilgan va uzluksiz bo‘lsin. Demak, f(x)e R(la,b]).

b
Masala J F(x)dx integralni taqribiy hisoblashdan iborat.

[a, b] oraligni a = xg,%,%;,...,X,,%, =& nuqgtalar (x;, <x, <
<X, <..<Xx,) yordamida n ta terg bo‘lakka bo'lib, har bir
X, xe: 1 (k=0,1,2,...,n-1) bo'yicha integralni quyidagicha

Tyl
b
J oo - p(2). 00 x5 1 ()
2
Xy
ko‘rinishda tagribiy hisoblaymiz, bunda
. b-a _ Xkt Xy ~-a
xk—a+k—;~, xk%-—m2 +(k+ —,

xk” - xk = é:?_a . (k = 0‘1,2, B B I)
Aniq integral xossasidan foydalanib topamiz:
Xkt1

If(x)dx If(x)dX+If(x)dx+ + I F(xX)ydx+ ...

-l

.+ _[ f(xydx = (x;)+_f( 3 2)+—f( 2+i)

...+b—_£f(x l)+.;.+—bl€f(x 1):
n k+§ H n~5

=[b—;3f(x1)+f(x 1)+...+f(x 1]+.;’.+ f(x ,)]
. 3 l+E k+§ n—i

b _
Natijada jf (x)dx integralni taqribiy hisoblash uchun quyidagi
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ff(x)dx . ———Zf(x N y ).
formulaga kelamiz.
(1) formula fo g i to ‘rtburchaklar formulasi deyiladi.
Endi (1) taqribiy formulaning xatoligini aniqlaymiz. Umng Xato-
hglnl

deylik.
Aytaylik, £ (xy funksiya |2, &) segmentda uzhiksiz ”(x} haosilaga
ega bo'lsin. Avvalo R, ni quyidagicha yozib olamiz: :

2 e n] Tkl
= ff(x)dx"*—zf(x 1) jf(x)dx_
k=0 5, 5 k=0 2,
n-t k41 n-1 .
=X | e odx= 3 U0 - £ixlax
k=0 Xy 3 L=0 +5

Teylor formulasidan foydalanib topamiz:

£(0) _f(xh%) = f’(x“%).(x—xk+%)+%f~(§k)'(xt-xk% )2

(bunda §, son — xva X 1 sonlar orasida). Natijada
2
=] X+l
R=Y [ (Fix, 2 1)+ RECTRCRE RV L
k=0 x

n- xk-i-

~Z(f(x 2 j (x-x l)dx+—J P8 (x=x ,)2>dx

k=0

bo‘ladi.

X+l
Ravshanki, I (~x )dx=0.
X k+5
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=1 Xkt

Demak, ,,=2z j SE) (x- = ,)a!x

k=0 x%
O‘rta giymat haqgidagi teoremaga binoan

Xg+l XEil

[ rren-o- % 1= L) [ -
Xk Xk
Xpoy —X; )2 pop® a *
- G x)? (ék)—%"’;—%—f &), G e 5% D)
bo‘ladi.

Shunday qilib, &, uchun ushbu

n=1k

"Z“’ 9 (e = ] PRALY
k=0

24n?

2 |

ifodaga kelamiz.
Ravshanki,

e ., f(§0)+(§1)+ S )
=2 fE) =

migdor (¢; € {a,b], k=0,1.2,..,n-1) f"(x) ning {a, b] oralig-
dagi eng kichik m»” hamda eng katta M " giymatlari orasida:

-1
<Y E) <M
k=0
bo‘ladi.

Shartga ko‘ra f7(x} funksiya [a, 5] da uzluksiz. Uzluksiz funk-
siyaning xossasiga muvofiq (g, b} da shunday { nuqgta topiladiki,

-1
GRS WO
. k=0

bo‘ladi.
Natijada R, uchun quyidagi
(b a) ’
" = 2 4 2 f (C.v)

tenglikka kelamiz.
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Demak,

2412

b n-]
freoa =125 1 )+ &L )
k=0 2 .

a

bo‘ladi.
Shunday qilib, [a, b] oraligda ikkinchi tartibli uzluksiz hosﬂaga
ega bo‘lgan f(x) funksiyaning

j f(x)dx

integralini {1) to‘g'ri to‘rtburchaklar formulasi yordamida tagribiy
hisoblansa, bu tagribiy hisoblash xatoligi quyidagi

b— ’
=00 0, e tab)

formula bilan ifodalanadi.
2°. Trapetsiyalar formulasi. /{x) funksivaning

' jif(x)dx

integralini tagribiy hisoblash uchun, avvalo, [a, b] segmentni

A=Xp, X, Xp 5003 Xy, Ky = 0
nugtalar vordamida » ta teng bo‘lakka bo‘linadi. So‘ng har biy
[x; %00 ], (k=0,1,2,....,n-1) bo‘yicha integral quyidagicha

Nial
[ oo~ M’iflxk—” g = %)y (=012, n-1)

Xk

taqribiy hisoblanadi. Natijada ushbu

jf(x)dx jf(x)dx+ff(x)dx+...+ j f(Rdx=

X Xp

- f(-"fn);-f("l)(xI __%).,.i(_"fi__)#‘l.).(xz ~-5)+.
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Sl f(x,) .
__—2'_‘__(xn_xn—l)"’ 5 [ > +

)+ () + ot S(x0)]

formulaga kelamiz. Demak,

[
J rox < BA[ LONE) 4 £} s fO) ot SO0 | )

(3) formula wrapesiyalar formulasi deyiladi.
Bu tagribiy formulaning xatoligi R, f(x) funksiva [a, b} da
uzluksiz £”(x) hosilaga ega bo‘lishi shartida ,

3
Ry =-S5 17(0), (e (@b)
bo‘ladi. Demak,

If(x)dx [f..gfﬂfiﬂxn + L)+

ICO PR [EN) e AVETY

3°. Simpson formulasi. Bu holda f(x) funksiyaning

jf(x}dx

integralini taqribiy hisoblash uchun [a, b] segmentni a = x,,x,,
s Xa g s Xagars Xagar s s Xayoa » Xay1 » X2, = b Nuqtalar yordamida 2n ta
teng bo‘lakka bo‘lib, har bir [x,,, x3,..1, (k=0,1,2,...,n2-1) bo'-
yicha integral quyidagicha

X1k+2

[y = ZELZIR £y, )+ 4 f (i) + f(Hpier)] =

X2k
b
=20 () + 4 Cea) + )], (k=0,L,m=1)
ko‘rinishda tagribiy hisoblanadi. Natijada '
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jf(X)dx = T f(x)dﬂ T S(x)dx+..+ T f(0dx=
@ X x)

PO (i) +4S () + FO)) +(S () +4S (%) +
X))+ A (f () +4S () + F (%)) =
= L0 1(f () + f 00D+ AU + 1)+
et S D20 (X)) + f(X) + o+ (3,0 D]
hdsil bo‘ladi. Demak,

5
If(x)dx zbﬁ—;q[f(_xa)+ S )+ 4(F () + fx3 ) + ...
et S (X N 20/ () + f(X) 4+ f(x,50)). 4)

(4) formula Simpson formulasi deyiladi.
Bu taqribiy formulaning xatoligi R,", f(x) funksiya [a, 4] da
uzluksiz £ (x) hosilaga ega bo‘lishi shartida,

_ (b—a} (V)
" = 28804 Aoon 4 f (C) (CE (aa b))

bo‘ladi. Demak,

jf(x)dx TAS o)+ S () + 4 () + 1 (%) +ooo 5 fg0)) +

+2(f(x) + F(x) + oo+ (X2, D] - 2385)4 f”y)(C)
1
Misol. Ushbu je~x’ dx

0
integral to‘g‘ri to‘rtburchaklar, trapesiyalar va Simpson fonnulalan
yordamida taqribiy hisoblansin,

<« [0, 1] segmentni 5 ta teng bo‘lakka bo‘lamiz. Bunda bo‘linish
nuqtalari

% =0 x=02 x =04 x =06 x,=08 x5=10
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bo‘lib, bu nuqtalarda f(x) = e funksiyaning qiymatlari quyida-
gicha bo‘ladi:

£(x) = 1,00000,
F(x) =0,96079,
f(x,) =0,85214,
F(x;) =0,69768,
£(x,)=0,52729,
f(x5) =0,36788.

Har bir bo‘lakning o‘rtasini ifodalovchi nugtalar

xl :0,1, x“ :0,3, JCS :0,5, x? =0,7_ x‘) =0,9
7 2 z b3 3
bo‘lib, bu nuqtalardagi funksivaning qiymatlari quyidagicha bo‘ladi:

S(xy) = 0,99005,
L (xi ) = 0,91393,
f (x; ) = 0,77680,
f(x;) =0,61263,
f (x; ) = 0,44486.

5

~a) To*g‘ri to‘rtburchaklar formulasi bo‘yicha

1
Je ax ~ 1(0,99005+0,91393 +0,77680 +

0
+0,61263 + 0,44486) = % -3,74027 = 0,74805

L1

bolib, IR,|S sz =555~ 0,003 bo'ladi.
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b) Trapetsiyalar formulasi bo‘yicha
l .
ferdx= 1(1.00000+0.36788 96079 +0,85214 +
0

+0,69768 + 0,52729) = 1(0, 68394 + 3,03790) =

é 3,72184 = 0, 74437

bolib, RS 4= ~0,006  bo'ladi.

-d) Simpson formulasi bo‘yicha
3 |
Ie"‘z dx = 315.1(1,00000 +0,36788) +4(0,99005 +
! i} .
+0,91393 + 0, 77680 + 0,61263 +0, 44486) +2(0, 96079 +

+0,85214 + 0,69768 + 0,52729)] = 3]—0(1,36788 +4-3,74027) +

+2:3,03790) = -;6(1,36788 +6,07580 +14,96108) =~ 0,74682

’ ” 12 =
bo‘lib, IR € 5o = 07107 bo‘ladi.
- Mashglar
1. Trapesiyalar fommla&i;ning xatoligi R, = G 2 2 f () bo'lishi

isbotlansin.

2. Simpson formulasuﬁng xatoligi R, = 5880 +f ! V(&) bo‘lishi
isbotiansin. '

T '
3. Ushbu jld—z , _(n 10) integral taqribiy hisoblansin.
o [i} ’
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9-BOB
ANIQ INTEGRALNING BA’ZI TATBIQLARI

39- ma’ruza
Tekis shakining yuzi va uni hisoblash

1°. Tekis shaklning yuzi tushunchasi. Ma’lumki, (x, y) juftlik
{(x € R, ye R) tekislikda nuqtani ifodalaydi.

Koordinatalari ushbu

asx<h csy<d, (ae R, be R, ceR de R)

tengsizliklarni ganoatlantiruvchi tekislik nugtalaridan hosil bo‘lgan
D, to‘plam:

Dy =lx,y)ixela,bl,yvele,d]} Y,
i0'g ¥ to rthurchak deyiladi (8-chizmay). d

Bu to‘g‘ri to‘rtburchakning tomon- %
fari (chegaralari) mos ravishda koordina-
talar o'giga paralle] bo‘ladi.
D, to'gri to‘riburchakning yuzi deb = ¢
(uning chegarasining, ya'ni 0l a b X
x=a, x=5b, (csy<d), ' '

y=c¢, y=d, (asx5bh)

to‘g‘rd chmq kesmalarining D), ga tegishii bo‘lishi yoki tegishli bo* lmas-__
ligidan qat’iy nazar) ushbu '

w(y)=(b-a) (d-o)

ulfgen

8- chizma,

miqdorga aytiladi.
Aytaylik, tekislik nuqtalandan iborat biror Q to‘plam berﬂgan bo‘lsm
Agar shunday D, to‘g'ri to‘rtburchak topilsaki,
Qcbh
bo'lsa, @ chegaralangan to ‘plam deyiladi.

Har qanday chegaralangan tekislik nuqtalaridan iborat to‘plam
tekis shaki deyiladi.

Agar tekis shakl chekli sondagi kesishmaydigan to‘g‘ti to‘rtburchak-
larning birlashmasi sifatida ifodalansa, vni fo ‘g7 ko pburchak deymiz
{9- chizma).
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Ya Bunday to‘g‘ri ko‘pburchakning
. yuzi deb, uni tashkil etgan to‘g‘ni
to‘rtburchakiar yuzalari vig'indisiga
aytiladi.
To'g'n ko pburchak yuzi quyidagi
xossalarga ega:
1) to‘g'ri ko*pburchak yuzi manfiy
o y bo‘lmaydi: p(D) = 0;
9- chizma. ' 2) kesishmaydigan ikki D, va D,
to‘g‘ri ko‘pburchaklardan tashkil
topgan to‘g‘ri ko‘pburchak yuzi D, va D, larning yuzalari yig‘indisiga
teng;

WDy v D)y =p(D ) +u(d);
3) agar D, va D, to‘gti ko‘pburchaklar uchun
_ DcDh '
bo‘lsa, u holda . R
u(d) sulh)
bo‘ladi.
Tekislikda biror chegaralangan Q shakl berilgan bo‘lsin. Bu shakl-
ning ichiga A to‘g‘ri ko‘pburchak (4 « @), so‘ngra Q shaklni oz
ichiga olgan B to‘g'ri ko‘pburchak (Q < B) lar chizamiz. Ulaming

yuzlari mos ravishda p(4) va p(8) bo'lsin.
Ravshanki, bunday to‘g‘ri ko‘pburchaklar ko‘p bo‘lib, ulaming

yuzalaridan iborat {u(A)} va {u(B)} to'plamlar hosil bo‘ladi.
Ayni paytda, bu sonli to‘plamlar chegaralangan bo‘ladi. Binobarin,
vlarning aniq chegaralari
sup{p(4)}, infin(B)}

mavjud.
I- ta’rif. Agar
sup{p{A)} = inf{u(B)}
bo‘lsa, @ shakl yuzaga ega deyiladi. Ularning ummmy qumatl Q
shakining yuzi deyiladi va p(@) kabi belgilanadi:

n(Q) = sup{u(A4)} = inf{u( B).
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1- teorema. Tekis shakl @ yuzaga ega bo‘lishi uchun ve >0 son
olinganda ham shunday 4 (Ac Q) va B (Q - B} to‘g'ri ko‘p-
burchaklar topilib, ular uchun

u(B)-n(Ad)<e
tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.

A Zararligi. Aytaylik, Q shakl yuzaga ega’ bo‘lsi)i Unda ta’rifga
binoan

supip(A)} = inf{u(B)} = u(Q) :
bo‘ladi. Modomiki,
sup{n(4)} = p(Q),
inf{u(8)} = w(Q)
ekan, unda ¥ve >0 olinganda ham shunday to‘g‘ri kopburchak
A (4 < @) hamda shunday to'g‘ri ko‘pburchak B (Q < B) topiladiki,

Q) —p(A) < =,

2
n(B)~m(Q) <3
bo‘ladi. Bu tengsizliklardan
n(B)-u(d)<e
bo‘lishi kelib chigadi. '
Yetarliligi. Aytaylik, A(Ac Q) va B(Q < B) to'gri ké‘pbur—-
chaklar uchun p(B)-p(A4) < ¢ tengsiziik bajarilsin. ;
Ravshanki,
1(A) < sup{u(A)},
n(B) 2z inf{u(8)}.
Bu munosabatlardan o
influ(B)} - sup{p(A)} < u(B) - n(A4) <«
bo‘lishini topamiz. € ~ ixtiyoriy musbat son bo‘lganligidan; =

sup{n(4)} = inf{un(B}}

bo‘lishi kelib chikadi. Demak, O shakl yuzaga ega.
Shunga o‘xshash quyidagi teorema isbotlanadi.
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2- teorema. Tekis shakl @ yuzaga ega bo'lishi uchun ve > 0 son

olinganda ham shunday yuzaga ega Pva § (P < @, Q < .S') tekis
shakllar topilib, ular uchun
H(S)-u(P)<e
tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarii.
2°. Egri chizigli trapesivaning yuzini hisoblash. Faraz qllayhk
f{x)e Cla,b] bo'lib, Vxe [a,b] da f(x) 20 bo‘lsin.
Yugoridan f(x) funksiya grafigi, yon tomonlardan x =a, x=5

vertikal chiziglar hamda pastdan abssissa o‘qi bilan chegaralangan Q
shaklni garaylik (10- chizma).

Ya
B
A N
5 _
72 % N
O a x x X, Xy D X

10- chizma.

Odatda, bu shakl egri chizigli frapesiya deyiladi. [a, 8] segmenn:i‘i
ixtiyoriy .

{xn,xl,X2, x} (a-—xo ﬁx]{xz Xy —b) |
bo‘laklashni olamiz. Bu bo‘laklashning har bir [xk,xm] oralig" 1da .
inf{f ()} = my, suplf(x)}=M,, (k=0,12,.,n-1)

mavjud bo‘ladi.

Endi asosi Ax, = x;,; - X, , balandligi m, bo'lgan (k=0,1,2,3,..,,
n—1) to'g‘ri to‘rtburchaklarning birlashmasidan tashkil topgan to‘g‘n
ko‘pburchakni 4 deylik.

Shuningdek, asosi Ax, = x,,, - x,, balandligi M, bo‘lgan
(k=0,1,2,3,..., n—1) to*g‘ri to‘rtburchaklarning birlashmasidan tashkil
topgan to‘g‘ti ko‘pburchakni B deylik. Ravshanki,

Ac@Q, Qc B
bo‘lib, ularning vuzalari
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fi—] fi-]
U(A)=ka‘fﬁxk, P(B)=2M;('Axk
k=0 k=0

bo‘ladi.

Bu vig‘indilarmi /' (x) funksivaning [a, 5] segmentning P bo‘laklashi-
ga nisbatan Darbuning quyi hamda yugori yig'indilari ekanini payqash
gtyin emas:

u(dy=s(f:P), wWB)y=S8(/;P)

f(x)e Cla,b] bo‘lgani uchun f(x) funksiva [a, ] da integralla-
nuvchi bo‘ladi. Unda integrallanuvchaniik mezoniga ko‘ra, ve > 0
olinganda ham [a, ] segmentning shunday P bo‘laklashi topiladiki,

S(fP)y-s(fiP)<e
bo‘ladi. Binobarin, ushbu

n(B)-u(A)<e

tengsizlik bajariladi. Bu esa 1- teoremaga muvofiq, qaralayotgan egri
chiziqli trapetsiyaning yuzaga ega bo‘lishini bildiradi. Unda ta’rifga
ko‘ra

sup{pn(A)} = infin( B)}
bo‘ladi. Ayni paytda,

fr
sup{i(4)} = j f(x)dx,

infiu(8)) = j S (x)dx
..bo ‘Iganligi sababh Q egri chizigli trapetswamng yuz.: N
mQ) = _[f(x)dx o

‘ga teng bo‘ladi.
~ 1- misol. Tekislikda ushbu

22
x
-1

A
ellips bilan chegaralangan Q shaklning yu21 top)]sm D
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Mo

L f=bfIon y=£10

2 .

a Ty
_ y=F4x)
1

11- chizma. 12- chizma.

§\‘

[\ -

-

y
L—p
b X

Q
®

4 Ellips bilan chegaralangan @ shaklning yuzi OX va OYkoordi-
nata o‘glari hamda

2
f(x):b-Jl—"—z, 0sx<a
a

chiziglar bilan chegaralangan egri chizigli trapesiya yuzining 4 tasnga
teng bo‘ladi (11- chizma ).
U holda (1) formuladan foydalanib topamiz:

p(Q)=4W1-:_§ e =2 T P =
1] 0

X =asint,

= 0<r< 4—;1-(12

i s

cos® tdt :401)-% =abn. »

£ Yt |

dx = acos tdt,

Avtaylik, £, (x)e Cla,b], f,(x)e Cla,b] bo'lib, ¥x e [a,b] da
0% S0 S Alx) N
bo‘lsin. Tekislikdagi @ shakl quyidagi
yzf;(x), }’zfz(x), x=a, x=b

chiziglar bilan chegaralangan shaklni ifodalasin (12- chizma).
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Bu shakining yuzi
f b b L _
u(Q) = jfz (x)dx -jf} (s = [LAO- iR @

bo'ladi.
2- misol. Tekislikda ushbu

y=4-x2, y=x}-2x
chiziglar (parabolalar) bilan chegaralangan Q shak]ﬁmg yui topilsin.
<« Parabolalarning tenglamalari
y=4-x%,
y=xt-2x
ni birgalikda yechib, ularing kesishish nuqtalarm; topamiz (13-chizma):
4-x? = x? - 2x,
x=-1, x,=2, =3, y, =0: A(-1;3), B(2;0).
Bu shakining yuzini (2) formuladan toydalanib hisoblaymiz:

2 2

wQ) = j[(4-x2)-(x2 ~2x):|dx= j(4+2x-2x2)dx=
-1 ~]

= (4x + x* _,%_ x“).2

Eslatma. Agar f(x)< Cla.b]
funksiva {a, ] da ishora saglamasa,
(1) integral egri chizigli trapetsiyalar
yuzalarining yig‘indisidan iborat bo*- -
ladi. Bunda OX o‘gining yuqorisidagi
yuza musbat ishora bilan, OX o‘gi- -~
ning pastidagi yuza manfiy ishora ..
bilan olinadi. _

Masalan, (X o‘qi hamda

f(x)=sinx, 0<x<2n funksiya
grafigi bilan chegaralangan shaklning =~
yuzi 13- chizma.

y=x—2x
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2n
p(Q):jsmx+( jsmxdx) - cosx)|

{ n

In
=4

n

~(=cCcosx)
[H

bo‘ladi.

3°. Egri chiziqli sektorning yuzini hisoblash. Aytayhk AB egri
chiziq qutb koordinatalar sistemasida ushbu

p - p(e): (ISGSB, (ae R.- BG R)
tenglama bilan berilgan bo‘lsin. Bunda
p(8)e Cla.Bl, voe[o.p] da p(8)20.

Tekislikda AB egri chiziq hamda OA va OB radivus-vektorlar

bifan chegaralangan @ shakini qaraymiz ({4- chizma).

14- chizma.

. et

[, B1 segmentning ixtiyoriy SRERLE S
P=160,8,,8,}, (0=0;, <8 <..<9, =B)
bo‘laklashini olamiz. O nugtadan har bir qutb burchagi 8, ga mos
OA,, radius-vektor o‘tkazamiz. Natijada OAB — egri chiziqli sektor
OAy Ay, (k=0,1,2,.,n—1; Ay=A, A, =B) B
egri chiziqli sektorchalarga ajraladi. -
Ravshanki, p p{0) e Clo,p] bo‘lganligi uchun (e,, BM] da
(k=0,1,2,...,n-1)
m; = mf{p(e)} M, = sup{p(0}}
lar mavijud. . .
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Endi har bir {9,.6,,,] segment uchun radius-vektorlari mos

ravishda m, hamda M, bo‘lgan doiraviy sektorlarni hosil gilamiz.
Bunday doiraviy sektorlar yuzaga ega bo‘lib, ularning yuzi mos ravishda

T A, 3 MP A0, (88, =08, ~8,)
bo‘ladi.

Radius-vektorlari m, (k = 0,1,2,..., 7~ 1) bo‘lgan barcha doiraviy
sektorlar birlashmasidan hosil bo‘lgan shakini , desak, unda Q, < @
bolib, uning yuzi

n-1
Q) =5 Y mi a8, 3
k=0 .

bo‘ladi.

Shuningdek, radius-vektorlari M, (k=0,1,2,..,n-1) bo‘lgan
barcha doiraviy sektorlar birlashmasidan hosil bo‘lgan shakini @,
desak, unda @ < @, bo‘lib, uning yuzi

#-1 .
1 o
Q) =5 ) M} - 48, N )
. k:D . - - .
‘bo‘ladi.
(3) va (4) yig'indilar é-pz(ﬁ) funksiyaning Darbu yig‘indilari
bo‘ladi. Ayni pavida, %pz (8) funksiva [o, B} da uzluksiz bo‘lgani

uchun u integratlanuivchidir. Demak, ve > (0 olinganda ham [, B]
segmentning shunday £ bo‘laklashi topiladiki,

S(p2(0); P) 5L p2(0); Py < ¢

bo‘ladi. Binobarin, ushbu

w(Q )y -n(@) <

tengsiziik bajariladi. Bu esa, 2-teoremaga muvofig, qaralayotgan egri
chizigli sektorning yuzaga ega bo‘lishini bildiradi. Unda ta’rifga ko‘ra

sup {u(Qy)} = inf {11(Q,)}
bo‘ladi. Ayni paytda,
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. ' B
sup {u(Q))} = Ipz (6)d0,

B
inf {(Q,)} = [’ (8)d0

bo‘lgani sababli iegri chizigli sektorning yuzi

B
wQ) = %{pl (0)do

ga teng bo‘ladi.
3- misol. Ushbu

p=p(@)=a(l—cos8), (ae R, 0<8<2n)
funksiya grafigi bilan chegaralangan shakining yuzi topilsin.

« Bu funksiva grafigi kardioidani ifoda-
laydi. Ma’lumki, kardioida radijusi » ga teng
bo‘lgan aylananing shu radiusli ikkinchi qo‘z-
g‘almas aylana bo‘ylab harakati (sirpanmasdan
dumalashi) natijasida birinchi aylana ixtiyoriy
nugtasining chizgan chizig‘idir (15- chizma).

Kardioida qutb o‘giga nisbatan simmetrik
] bo‘lganligi sababli yugori yarim tekislikdagi

15- chizma. shaklning yuzini topib, so‘ngra uni 2 ga ko‘-
paytirsak, izlanayotgan vuza kelib chigadi.

8 o‘zgaruvchi [0, ] da o‘zgarganda p radius-vektor kardioidaning
yuqori yarim tekislikdagi gismini chizadi. Shuning uchun

n

p@Q)=2- %EPZ (8)do =£a2 (1 - cos9)? d6 =

2

=q [%—-2cose+%cos29]d9=

= ]

n_3 2-
—Ena

2 {3 5 l_l .
= q (53 2smE)+5 Esm29)

)
bo‘ladi. B
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Mashglar

1. Aytaylik, tekislikda AB egri chizig x =¢{f), y=wy{f)
(o < ¢ < B) tenglamalar bilan parametrik holda berilgan bo‘lsin, bunda
x = ¢(1) funksiya [o, B] da uzluksiz ¢’(¢) hosilaga ega, ¢'(x)=0
va pla)=a, ¢(B)=5, y=vy{(# funksiya [4, b] da uzluksiz va
y(f)z0. U holda yugoridan AB egri chizig, yon tomonlaridagi
x =a, x= b vertikal chiziglar, pastdan [, #] kesma bilan chegara-
langan shaklining yuzi

B
5=l (Har
bo‘lishi isbotlansin.
2. Ushbu (g)* +(§-)3 =1 chiziq bilan chegaralangan shakining
yuzi toptlsin.

40- ma’ruza
Yoy uzunligi va uni hisoblash

1°. Yoy uzunligi tushunchasi. Ma’lumki, tekislikdagi ikki A(x;. ;)
va B(x,,y,} nuqtalarni birlashtiruvchi to‘g‘ri chiziq kesmasi 4, uzun-
likka ega va uning uzunligi

ph) = y0r - %) +(y -0 Y
ga teng bo‘ladi.

Aytaylik, tekislikdagi / chiziq 4,(x,,y5), 4 (X, ) s A,(x,,¥,)
nuqtalami (ne N) birin-ketin to‘g‘ri chiziq kesmalari bilan birlashti-
rishdan hosi! bo‘lgan bo‘lsin. Odatda, bunday chiziq sinig chizig deyiladi.

Siniq chiziq uzunligi (perimetri) deb, uni tashkil etgan to‘g‘ri
chiziq kesmalari uzunliklarining yig‘indisiga aytiladi:

-1
nl) = Z \/(xk+l =+ Gt = W)
k=0 . .
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Faraz qgilaylik, tekislikdagi AB egn chiziq (uni AB yoy deb ham
ataymiz) ushbu

y=f(x), (asx<b)
tenglama bilan berilgan bo‘lsin, bunda  f(x)e Cla,8].
|a, &] segmentning ixtiyoriy
P={x0,xl,...,x,,}, (a:xn < X <_,_<xﬂ=b

bo‘laklashini olib, bo‘luvchi x, (k =0,1,2,...,#) nugtalar orqali OY
oisliga parallel to‘g'ri chiziglar o‘tkazamiz. Bu to‘g‘ri chiziglarning
AR yoy bilan kesishgan nugtalari
A, fx)), (k=0,L2, .. 4 =4, A4, =8)

bo‘ladi.

AB yoydagi bu A4, (x,, f(x,)) nuqtalarni bir-biri bilan to‘g‘ri
chizig kesmalari yordamlda birlashtirib, /siniq chizigni hosil gilamiz
{16- chizma).

L

I
I
| S
i
I 1
1 1

Rem—————

X

Ra

Xiey

16- chizma,

Odatda, / siniq chiziq 48 yoyga chizilgan siniq chiziq deyiladi.
U uzunlikka ega bo‘lib, uzunligini (perimetrini) p(/) deylik.

Agar P, va P, lar [a, b] segmentning ikkita bo‘laklashi bo‘lib,
B c P, bo‘lsa, u holda bu bo‘laklashlarga mos AB voyga chizilgan
siniq chizig /4, /, larning perimetrlari uchun

ulh ) = pdly)
bo‘ladi. . o
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4 [a, b] segmentning P, bo‘laklashi quyidagi
})] :{x(]sx]"“vxk5xk+ls“‘9xn} T
(=% <X <...<X <X, <.u< X, =b)
ko‘rinishda bo‘lib, P, bo‘laklash esa P, bo‘laklashning barcha bo‘tuvchi
nugtalari hamda qo‘shimcha bitta x* € [a, #] nuqgtani go‘shish nati-
jasida hosil bo‘lgan bo‘laklash bo‘lsin. Bu x* nuqta x, hamda x,,,
nuqtalar orasida joylashsin: x, < x* < x;,;. Demak,

})2 ={xl]'!x[s"'yxksxssxk-q-l!‘"’xn}s
(a=X <X <...<X <X <X, <..<Xx, =b).

Ravshanki, £, c P, bo‘ladi. '

AB yoyga chizilgan P, bo‘laklashga mos siniq chiziq /|, shu yoyga
chizilgan P, bo‘laklashga mos siniq chiziq /, dan fagatgina bitta
bo‘lagi bilangina farq qiladi: /, da A4, 4,,, bo‘lak bo‘lgan holda /, da
ikkita 4, A" hamda A" A4,,, bo‘laklar bo‘ladi.

Ammo A, A4,,, to'g'ri chiziq kesmasining uzunligi p( 4, 4., ),
A A" hamda A"A,,, kesmalar uzunliklari p(4,4"), p(A"A4,,;)
yig‘indisidan har doim katta bo‘lmaganligi, va'ni

(A ALY S (A A )+ (A A4,)
dan
Cu(hy) s uddy)
bo‘ladi.

Demak, P bo‘laklashning bo‘luvchi nuqtalari sonini orttira borilsa,
AB yoyga chizilgan nlarga mos siniq chiziqlar perimetrlari ham ortib
boradi.

I- ta’rif. Agar ) , =0 da AB yoyga chizilgan siniq chiziq peri-
metri

n-1
U = Y O — %+ [ ) - T
. k=0

chekli limitga ega bo‘lsa, AB yoy uzunlikka ega deyiladi. -
273



Ushbu ~lim_ ) = w(AB)
lp—aﬂ

limit AB yoyning uzunligi deyiladi. Masalan, agar
fxX)=kx+C, (asx<bh)
bo‘lsa, unda AB ning uzunligi

-— n=1
W(AB) = Jim EJ(ka —x P+ k(X - ) =

ZJ1+k =%y =N+ &2 - (b—a)

?LP
bo‘tadi. -
Aytaylik, A8 egri chiziq ushbu
x=0(), :
asrs
{ =y(1), ﬂ)

tenglamalar sistemasi bilan berilgan bo'lsin.. -
(Bu holda egri chizig parametrik ko‘rinishda benlgan deylladl).
Bunda:

) o(ry e Clo,B), w(?) e Clo, BE;
2) v, b € [o,B], 4 ## uchun ()

A (x,0) = 4 (o(n), w(n)),
A (xy, 1) = A (9(1y), w(R))
nuqgtalar turlicha ;
3) t=0 ga A nugta, / =B ga B nuqgta mos kelsin.
fo, B] segmentning ixtiyorly
P={ty, 0,8}, (o=t < <..<t, =)
bo‘laklashini olib, bu bo‘laklashning bo‘luvehi ¢, (k=0,1,2,...,n)
nuqtalariga mos kelgan AB yoydagi A = A{x ) (xp = 9(8,),
¥ = y(f); k=0,..,r) nugtalarni bir-biri bilan to‘g‘ri chiziq kes-
malari yordamida birlashtirib, AB yoyga chizilgan siniq chmq I ni
hosil gilamiz (17- chizma). .
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A9(1)w(1))

0 @(0) 910 oB X
17- chizma,
Bu siniq chizig perimetri

n=l
() = Y Jlol )~ o0 P +wit,) - w(t)P
k=0

bo‘ladi.
2-ta’rif. Agar A, — 0 da AR voyga chizilgan siniq chiziq peri-
metri p(/) chekli limitga ega bo‘lsa, AB yoy uzunlikka ega deyiladi.

Ushbu Jim w() = w(AB)

limit 4B yovning uzum‘rg: deyiladi.
Yugqorida keltirilgan ta’riflardan yoy uzunligining (agar u ma\aud
bo‘lsa) musbat bo‘lishi kelib chiqgadi. o
Endi yoy uzunhgmmg ikkita xossasini 1sbot51z keltiramiz;

1) Agar AB yoy uzunlikka ega bo‘lib, u AB yoydagi nuqtalar .'
yordamida # ta A,{AMl yoylarga (k= 0,1,2,...,m Ay = A, B= 4,,1)
ajralgan bo‘lsa, u holda har bir A,,:HA,C+1 yoy uzunlikka ega va

W(AB) = Y w4 A
k=0

bo'ladi.
2) Agar AB yoy n ta A;:‘lm yoylarga ajralgan bo‘lib, har bir
A;?Ih_l voy uzuitlikka ega bo'lsa, u holda A8 yoy ham uzunlikka

ega bo‘ladi.
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2°. y = f{x) tenglama bilan berilgan egri chiziq uzunligini hisoblash.
Faraz gilaylik, AB egri chizig ushbu
y=fi(x), a<x<b
“tenglama bilan berilgan bo‘lsin. Bunda f (x} funksiya Ja, b} segmentda

uzluksiz va uzluksiz f’(x) hosilaga ega.
la, b] segmenining ntiyoriy

P= {xﬂ ’xl“'"’xn}s (a =Xp <X <o <X, = b) e

bo‘laklashini olib, unga mos AB voyga chizilgan / siniq chizigni
hosil gilamiz. Bu siniq chizigning perimetri

n-l
R = Y O =3 P + (£ ) - £ ()P
k=0

bo‘ladi.
Har bir (x, , x,,,] segmentda f(x) funksiyaga Lagranj teoremasini
go‘llab topamiz:

n—I
n(ly = Z VO = 2+ 117 (5) - (X = X =
\I + ) (X X)) = 2\11"’ FAr)Ax,,

bunda 1, € [x;,x.,]-

Bu tenglikdagi vig'indining 1+ f 2(x) fuhksiyaning integral
yig‘indisidan farqi shundaki, integral vig‘indida &, e {x, ,x;,,] nuqta
ixtiyoriy bo‘lgan helda yuqoridagi yig‘indida esa 1, nuqta Lagranj

i
?M_

teoremasiga muvofiq olingan tayin nugta bo‘ladi. Ammo Jl + (%)

funksiya integrallanuvchi bo‘lganligi sababli &, =1, deb olinishi
mumkin. Natijada

|
ui) =Y 1+ f2E) - ax,
k=0

bo‘lib, undan
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n-l : b ST
Jimu(h = lim 3 T 776, - axe = [+ 72 o

bo‘lishi kelib chigadi.
Demak, A8 yoyning uzunligi

W(AB) —j 1+ £2(x)dx Q

bo‘ladi. Bu formula yordamlda yoy uzunligi hlsob]anadl
1- misel. Ushbu

ftx)-—(ea +e 9), (a>0, —asx<a)

tenglama bilan berllgan egri chizigning uzunligi top:lsm
Bu tenglama bilan aniqlanadigan chizig zanjir chizig'i i deyiladi.
<4 Ravshanki, '

f) =1 -e ),
1+ /2(x) = He? +e ),

X X

N4 770 = 3 1)

bo‘ladi. (2} formuladan foydalanib, zanjir chizig‘ining uzunligini topamiz:
e e et =26 e )| mate !
u(AB)—_J;E(e +e ?)dx -—»5(6 -e )ma-a(e E)' S
3°. Parametrik ko‘rinishda berilgan egri chiziq uzunligini hisoblash.
Faraz qilaylik, AB egri chiziq ushbu

Jx =),
{y = y(f), (a1 <B)

tenglamalar sistemasi bilan berilgan bo‘lib, (1) shartlarning bajarilishi
bilan birga ¢(#), wy(r) funksiyalari [c, 8] da vzluksiz ¢’(f) hamda
v'(#) hosilalarga ega bo‘lsin.

277



[o, B] segmentning ixtiyoriy
P={,4,.,0,}, (=1 < <..<t,=P)

bo‘laklashini olib, ularga mos AB yoyning A4, = A, (x,, )
(x;, = ¢(t,), ¥, = ¢(#,)) nuqtalarini bir-biri bilan to‘g i chiziq kes-
masi yordamida birlashtirishdan hosil bo‘lgan / sinig chizig perimetri

n=l

n(l) = thp(rM) cp(:k)12+w(rm) w(rk)lz

ni garaymiz.
Lagranj teoremasidan foydalanib topamiz;

n() = Z\ﬁpa(tk (e =10 F WO (g - P =

n—1

\/‘P () +w2(8) A, (At =t -1 ),
=0

bunda 1, €[4 ,6,], B, el fi)
Keyingi tenglikni quyidagicha yozib olamiz:

n=1
p() = 3 o7 G) + () - Al +
k=0

n-1
+3 o2 () +w2(8,) ~Jo? (G ) + v E)]- AL,
k=0 B

bunda &, € [# .4, ]
Modomiki,
¢? (1) +y? (1) e Clo,pl
¢* (1) +y? (1) e Rle,B]

ekan, u holda

bo'lib,

n— B
Jim, Do €0+ @) st = [N 0+
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bo‘ladi. Ixtiyoriy g, b, ¢, d haqiqiy sonlar uchun ushbu

Va2 + 87 - +a‘2i£|a—c]+|b-d|
tengsizlik o‘rinli boladi. '
<« Hagiqatan ham,

’Jaz +b ~c? +d2i:

|a+¢]

(@) ) o
Jat +82 +e? +d? |
jo+d| P
b~d| <lg - -d|.
V2 +8 @ +d? *lo-d VB N rd <k c]+]b; dl >

Bu tengsiziikdan foydalanib topamiz:

<la~¢-

4

2 (0) + 7 (8) o () + v (€)1

1A

H—

|
o'(1) - cp(ak)wwzlw(ek) WEDIAY <
k=0

n—l

<Zwk(<p) AHka(w) AL,

¢ (r)e Rla,B], lv(r)e Rla,B]
bo‘lganligi sababli

=1
lim > (o (1) + v2(8,) o (G ) + w2 €)1, =0 @)
? k=0
bo‘ladi.

(3) va (4) munosabatlarni e’tiborga olib, 4, — 0 da (*) tenglikda
limitga o‘tsak, u holda AB yoyning uzunligi uchun

- B
WAB) = [o (0 + w2 (n)dr )

bolishi kelib :chiqédi. Bu formula yordamida yoy uzunhgl hiSoBianadj.
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2- misol. Ushbu
X = a(s —-sint),
y=a(l-cosr), (0<sir<m .
tenglamalar sistemasi bilan berilgan AB egri chiziqnin'g' (sikloidaning)
vzunligi topilsin.
+4 Ravshanki,
x'(t) = a{l - cost), y(r)—asmt .
)+ ¥yt () =a’(1-cost)’ +asintt=a 2(1 cosf),

VX2 + ¥y (1) = a J2(T - cost)

bo‘ladi. (5) formulaga ko‘ra izfanayotgan egri chizigning uzunligi

[t

|4 2n In
u(AB = I a\/Z(l —cost)dt = 2a Ism dt = -4a- {cos - ) =8a
0 0
bo‘ladi.
4°. Qutb koordinatalar sistemaiida berilgan egri chizigning uzun-
ligini hisoblash. Faraz gilaylik, A8 egri chiziq qutb koordinatalar
sistemasida quyidagi
r=p(0), (0.<95p)
tenglama bilan berilgan be‘lsin. Bunda p(8) e C[a,B] bo‘lib, u uzluk-
siz p’(0) hosilaga ega bo‘lsin.
Qutb koordinatalari (p, 8) dan Dekart koordinatalari (x, y) ga
o‘tish formulasiga binoan
x =p(8) cosb,
y=p(8)-sin®, (x<o<P)
bo‘ladi. Natijada AB parametrik ko‘rinishda

©(8) = p(8) - cos,
y(0) =p(8)-5inh, (<O <P)
berilgan egri chiziq sifatida ifodalanadi, bunda ¢(8), (9) funksiva-
lar 3° da keltirilgan shartlarni bajaiadigan funksiyalar bo‘ladi.
(5) formuladan foydalanib AB egri chizigning uzunligini to-
pamiz:
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- B " ; - - B :
u(AB) = f J(p(8) - cos8)? + (p(6) - sin0)? d6 = j p? () +p’ (8)dB. .
Bu formula yordamida egri chizigning vzunligi hisoblanadi.

3- misol. Ushbu p=a snﬁg

tenglama bilan berilgan egri chizigning uzunhg: topilsin.

4 8 o‘zgaruvchi 0 dan 3n gacha o‘zgarganidan (p, 8) nuqta 18—
chizmada tasvirlangan / egri chizigni chizib chigadi.

(2) formuladan foydalanib chizigning uzunligini topamiz:

In
' 7 7}
MOE j‘j(asin3 5 v(asin® )’ a0 = -
! 3 3 S
i ] . 0 0 i 3na
_ 2 48 28 o .68 Sdo =1
-—I‘/a sin” 3¢os” 7 +4” sin” 2d6 = a_[sm de . >
0 0 o
5°. Yoy differensiali. Aytaylik, tekislikdagi 48 egri chiziq ushbu
{x = o(1),
y=wy{1),

tenglamalar sistemasi bilan berilgan bo‘lib, bunda ¢(f) hamda y(¢)
funksiyalar [a, B} da uzluksiz ¢’(f) hamda y'(¢) hosilalarga ega
bo‘lsin (19- chizma).

Ma'tumki, 1 o‘zgaruvchining ¢ = o qiymatiga AB egri chizigda
muqgta mos keladi.

Endi ixtiyoriy e [c,B] ni olib, unga mos AB egri chiziqdagi

nugtani C bilan belgilaylik: C(o(#), w(#)), o<t <p.

{a<r<p)

C

Y

.....-5..--

18- chizma. R IR -19- chizma.
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Ravshanki, AC yoyning uzunligi C nugtaning AB egri chizigdagi
holatiga qarab o‘zgaradi va ayni paytda 7 ning har bir tayin qumatxda
yagona AC yoyning uzunligiga ega bo‘lamiz. Binobarin, AC yoy-
ning uzunligi u(AC )} ¢ o‘zgaruvchining funksiyasi bo‘ladi:

nAAC), (x<1<P).
(3) formuladan foydalanib topamiz;

: |
1, (AC) = [ Vo (1) + y™ ().

Modomiki, @ (2) + w?(r) € Clo, B] ekan, unda u, (AC) funk-
siva hosilaga ega bo‘lib,

(1, (AW = o2 () + ¥ (1)
bo‘ladi.

Keyingi tenglikning kvadratini 4, ga ko‘paytirib, ushbu
(1, (ACH? - di? = 92 (1)d* +y (ar,

ya'ni d(, (AC)? = d* + dy?
munosabaiga kelamiz. Bu munosabat yoy dlfferensmhning kvadratlm
- ifodalaydi. Demak, yoy differensiali du,(AC) yugoridagi x = ¢(¢),

y = () funksiyalarning differensiallari dx hamda dy lar orqali ifoda-
lanadi. Binobarin, (5) formula uzluksiz hosilaga ega bo‘lgan x(#), ()
funksiyalar yordamida egri chiziq voyini turli usullarda parametriash-
tirishda o‘z ko‘rinishini saqlaydi.

Mashglar
1. Ushbu .

t [ )
_ fecosz _ [sinz n
x_‘!- . dz, yw‘lf - dz,(lstsi}

tenglamalar bilan berilgan egri chizigning uzunligi topilsin.
2. Ushbu x* +y* =2, y= \f— chiziglar bilan chegaralangan
egri chizigli uchburchakning perimetri topilsin. ;
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41- ma’ruza L
Aylanma sirtning yuzi va uni hisoblash - -

1°. Aylanma sirt va uning yuzi tushunchasi. Ma’lumki, to‘g‘ri
chiziq kesmasini biror o‘q atrofida aylantirishdan silindrik, konus
(kesik konus) sirtlar hosil bo‘ladi. Bu sirtlar yuzaga ega va uiar ma’lum
formulalar yordamida topiladi.

Aytaylik, f(x}e Cla,b] bo'lib, Vxe [a,b] da f(x)z 0 bo'lsin..
Bu funksiya grafigi AB yoyni tasvirlasin (20- chizma).

-

—

;;:r

-
T e i e o e e -

’__,.-_-5——-.-..__"
—_____,_._-...Q:.-—-..._.__.-_

]

-

20- chirma,

AB yoyni QX o°q atrofida aylantirishdan hosil bo‘lgan sirt aylanma

sirt deyiladi. Uni 11 deylik. [a, b} segmentni ixtiyoriy
P ={Xg, X,y X}, (=X <X <o, = b)
bo‘laklashni olaylik. Bu bo‘lakiashning har bir
x, (k=0,1,2,....n)
bo‘luvchi nugtalari orgali OY o‘qqa parallel to*g‘ri chiziglar o‘tkazib,
ulaming AB yoy bilan kesishish nuqtalarini A, = A (x;, f(x)) bilan
belgilaylik (4, = 4, A, = B; k£ =0,1,2,...,n). Bu nuqtalami o‘zaro
to‘g‘ri chiziq kesmalari bilan birlashtirib, AB yoyga L siniq chiziq
chizamiz.
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AB yoyini OXo°q atrofida aylantirish bilan birga L siniq chizigni
ham shu o‘q atrofida aylantiramiz. Natijada kesik konus sirtlarining
birlashmasidan tashki! topgan X sirt hosil bo‘ladi. Bu X sirt yuzaga
ega va uning yuzi

n-1
wK) =22y M{_ﬂﬁ g = X )2+ Goe) = £ 0P
k=0

ga teng. (Bunda kesik konus yon sirtining yuzini topish formulasidan
foydalanildi).

Ravshanki, K sirt, binobarin, wning yuzi p(X) [a, d] segmentning
bo‘laklashlariga bog‘liq bo‘ladi.
1-ta’rif. Agar ve >0 son olinganda ham shunday & >0 son
topilsaki, {g, b] segmentning diametri &, <38 bo‘lgan ixtivoriy £ bo‘-
laklashi uchun
(K)- 8| <¢, (S5e R)
tengsizlik bajarilsa, S son p(K) ning &, — 0 dagi limiti deyiladi:

timuE) =5+

 2-ta’rif. Agar %, ~ 0 da p(K) vig'indi chekli S limitga ega
bo‘lsa, I aylanma sirt yuzaga egd deyiladi. o
Bunda S son I1 aylanma sirtping yuzi deyiladi:

S =n(Il).
Demak,

et |
u(fT) = lim 21:2 T o) [y =2 P+ [ Gat) = S (5P,
Ap0 -

2

2°. Aylanma sirt yuzini hisoblash. Faraz gilaylik, f{x)< C{a,b]
bo‘lib, u [a, b) segmentda uzluksiz f'(x) hosilaga ega bo’lsin.
Bu funksiya grafisi AB yoyni OX o‘q atrofida aylantirishdan

hosil bo‘Igan 1 aylanma sirtning Yuzini topamiz. .
« [a, b] segmentning ixtiyoriy £bo‘laklashini olib, yuqoridagidek

n-1
w(K) = 2my, LI G) o, — 3P+ 1 () = ()T
=0
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yig‘indini tuzamiz. Lagranj teoremasiga ko‘ra
FOa) =) = &N Xy —x )= f1g) Ax
bo‘ladi, bunda &, [xk . Xy | Natijada

bo‘ladi. Kevingi tenglikni quyidagicha vozib olamiz:

n-]

w(K) = ZRZf(E;k W+ f2(EDAx, "'“{Z,[(f(xx)"
~F D + (i) - FEINT 77 Eax, ) M

f'(x) e Cla,b] bo'lganligi sababli
SO+ £ (x) € Rla,b]

Jbo‘ladi Demak, JL -0 da

r—1

2n2f(§k)\/1 + f(E)Ax, - 2njf(x) +f'2(x dx. (2)
Ravshankl,

JH+ £ (x) e Cla, b).

Demak, bu funksiya |a, b} da o‘zining maksnmum qumatlga ega

bo‘ladi. Uni M deylik:
M =max 1+ f?(x).

aEngh

J(x) funksiya [a, b] segmentda tekis uzluksiz. Unda ve > 0 olin--
ganda ham, m——) ga ko‘ra shunday § > ¢ son topiladiki, 4, <6
bo‘lganda

£
!f(xk) - (&, )] < IM(b-a)’ |f(xk+1) f(ék)| z'm'

bo‘ladi. Shularni e’tiborga olib topamiz:
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n-1 T ’ .
{ [(f(xe) = £ED) + (S (Xgt) -f(ﬁk))]\ﬁ + (&) ’Axk} <

k

1]
L =

‘.!:

[ff(xk) SEN+1f (%) ~ f(&x)]]\}Hf’z(ék) Ax, <

II
=

A
X

E
[2M(b—a) * 2M(b-a)]' %M" <&

Bundan xp -0 da

n-l I.
S () - FED + () = FEN] T+ F2EIMx =0 (3)
k=0 s

bo‘lishi kelib chigadi.
A, — 0 da (1) tenglikda limitga o‘tib (bunda (2) va (3) munosa-
batlarni e’tiborga olib), aylanma sirtning yuzi uchun

b
() = 2n [ fONT+ 2 (s 4)

bo‘lishini topamiz. »
1- misol. Ushbu

f(.x):f(eZ +e7), a>0, 0<x<a

zanjir ChlZlg int OX o‘q atrofida aylantirishdan hosﬂ bo lgan aylanma
sirtning yuzi topilsin. o :
-x

« Ravshanki,  f’(x) = %(eE —e7).

(4) formuladan foydalanib, izlanayotgan aylanma sirtning yuzini
topamiz:

o X X X x
() = Zn;!g(e; +e “)Jl+ %(e“ ~e *Ydx=

a 2x 2x
%I e“ +e “)2a‘x—mj(eﬂ +2+¢e a)dx=
0
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L

=£‘~a‘ﬂi(e2 el +4). »

ala 2x 2x
_ na @ _8 .
3 2e +2x 2e'

]

Aytaylik, AB egri chizig yngori yarim teklsllkda Joylashgan bo‘hb
ur ushbu

| {x“p“)’ (ast<B)

=w(),

rarametrik tenglamalar sistemasi bilan berilga.n bo‘lsin. Bunda
1), y(¢) funksiyalar [o, B] da uzluksiz va uzluksiz ¢’(#), y'(t) hosi-

lalarga ega. Bu egri chizigni OX o‘q atrofida aylantirishdan hosil
bo‘lgan aylanma sirtning yuzi

B —r———— .
wI =2xfweWe () +y? 0t O

bo‘ladi.
2- misol. Ushbu
Xt +{(y-2) =1
aylanani OX o“qi atrofida aylantirishdan hosil bo‘lgan aylanma sirtning
(torning) vuzi topilsin.
- 4 Aylananing tenglamasini quyidagicha
x = ¢(t) = cost,
y=wy{t)=2+sinz, (0<7<2m)

parametrik ko‘rinishda yozamiz. o
Izlanayotgan aylanma sirtning yuzi (5) formulaga ko‘ra =~

Zn
n{Il) = 2nI (2 +sin t)\[(cos N2 + 2 +sin)?df =
_ 0

In
= 2nj (2 +sin£)dt = §n?
1}
bo‘ladi.
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Mashqlar

1. Aytaylik, 4B egri chiziq x = o), y=wy(), (x<t<P) teng-
lamalar bilan berilgan bo‘lib, ¢(¢) va w(¢) funksiyalar [, B] da
uzluksiz ¢’(f) va v'(¢) hosilalarga ega bo‘lsin. Bu egri chiziqni OX
o‘q atrofida aylantirishdan hosil bo‘lgan aylanma sirtning yuzi

B
P =2uw(r)o” (1) +w* (0)dr, (w()20)

bo‘lishi isbotlansin. ..
2. Ushbu

2ay =x* -a*, (0<x<22a) =
parabolani QY o'q atrofida aylantirishdan hosil bo‘lgan aylanma sirt-
ning yuzi topilsin.

42- ma’ruza
Aniq integralning mexanika va fizikaga tatbiqlari

1°. Inersiva momenti. Mexanikada moddiy nugta harakati muhim
tushunchalardan biri hisoblanadi.

Odatda, o‘lchami yetarli darajada kichik va massaga ega bo‘lgan
jism moddiy nugta deb qaraladi.

Aytaylik, tekislikda m massaga ega bo‘lgan A moddiy nugqta
berilgan bo‘lib, bu nugtadan biror { o‘qgacha (voki O nugtagacha)
bo‘lgan masofa r ga teng bo‘lsin.

Ushbu

J =mr?

miqdor A moddiy nuqtaning / o‘qga (O nuqtaga) nisbatan inersiva
moment! deyiladi.

Masalan, 4 = A(x,y) moddiy nuqtaning koordinata o‘qglariga
hamda koordinata boshiga nisbatan inersiva momentlari mos ravishda

Je=myt, T, =mx?, Jy =mix + )
bo‘ladi.
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Tekislikda, har biri mos ravishda

Mo, Myy By .y By
massaga ega bo‘lgan moddiy nuqtalar sistemasi

7 R B

ning biror / 0°qqga (O nuqtaga) nisbatan inersiva momenti ushbu

n-1
Iy = zmkrkz
k=0
yig‘indi bilan ta'riflanadi, bunda », — nugta 4, dan ! o‘qqacha
(O nuqtagacha) bo‘lgan masofa (k =0, 1, 2, .., n-1).
Faraz qgilaylik, v = f(x) egri chiziq yoyi AB bo‘vicha zichligi
p=1 ga teng massa tarqatilgan bo‘lib, bunda f(x) funksiya [a, b}

segmentda uzluksiz hamda uzluksiz f7(x) hosilaga ega bo‘lsin.
Ravshanki, bu holda massa yoy uzunligiga teng bo‘ladi:

B .
m:Il+f%ﬂﬁ.;

{a, b] segmentning ixtiyoriy
P = {xg: %5 s X}y (@ =X <Xy <. <X, 2D)
bolaklashini olamiz. Bu bo‘laklash AB yoymi
A= A (g, (), (k=0,1,2,..,n-1)
nugtalar bilan » ta 4 A,.,, (4 = A4, 4,; = B) bo‘lakka;ajratadi
Bunda A4, 4;,, bo‘lakning massasi

Xkl

m, = I Jl+ 3 (xydx, (k=0,1,2,.., n=1)

bo‘ladi. O‘rta qiymat haqgidagi teoremadan foydalanib topamiz:

my =1+ [ () - b,

bunda &, e [x,xqls A =Xy — X
Ma’lumki,
(gk’f(ik ))5 (k = 0,1,2,...,” _-l)
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moddiy nuqtaning koordinata o‘glariga hamda kordinata boshiga
nisbatan inersiva momentlari mos ravishda

I =my - f2E) = £1E) L+ ) - ax,
i o =my & =& -1+ 7 () - Ay, _
Jo=m (G + &) = G + LGN L+ &) - ax,
bo‘ladi. Unda ushbu
Kio:f@a ))s (ale('é.sl)s sy (&n—l’f(&n-] ))}

moddiy nugtalar sistemasining inersiva momentlari mos ravi_shda |
- n-i
IO = ) T+ £ A,
k=0
n-1
TP = T8 14 72 - A,
k=0

n-1

T =3 @4 En- N+ G A
2 -

tengliklar bilan jfodalanadi.
Agar P bo‘laklashning diametri A, nolga intila borsa, unda har

bir A,:_}ik+1 yoyning uzunligi ham nolga intila borib, yuqoridagi
Jin) , j;"} , Jé")

yig‘indilarning limitini massaga ega bo‘Igan AB egri chizigning mos

_ravishda koordinata boshi hamda koordinata o‘qlariga nisbatan inersiya

momentlarini ifodalaydi deb qarash mumkin. Ayni paytda,

b
i (7) _ 2 72
11:130.& _lf )1+ f2(x) dx,
b ’
I {n) _ 2 ’2
Jim, 7§ F‘Ix 1+ f2(x) dx,
b : o
lim SV = [+ LWL+ 2 () dx
Ap -0 2 . .

bo‘ladi.
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Demak, massaga ega bo‘lgan AB egri chizigning koordinata o‘q-
Jariga hamda koordinata boshiga nisbatan inersiya momentlari aniq
integrallar yordamida topiladi:

:-‘
il

PN+ 7 (xydx,
x2 1+ 2 (x)dx,

Jo =[O + LN+ f2 (2)de

,:-q
1]
B ey I O ey T 5 e, T

2°. Ofzgaruvchi kuchning bajargan ishi. Biror jismni OX o‘q
bo‘ylab, shu o‘q yo‘nalishida bo‘lgan F = F(x) kuch ta’siri ostida
a nuqgtadan b nugtaga (a < b) o‘tkazish uchun bajarilgan ishni topish
lozim bo‘lsin.

Ravshanki, jismga ta’sir etuvchi kuch o‘zgarmas, ya’'ni

F(x)=C = const
bolsa, unda jismni ¢ nuqtadan & nuqtaga o‘tkazish uchun bajarilgan
ish o
A=C . (b-a) a
ga teng bo‘ladi.

Aytaylik, jismga ta’sir etuvchi kuch x ga (x € [a, b]) bog‘liq bo'lib,

u {a, b} da vzluksiz bo'isin:
F = F(x)e Cla,b).
la, b) segmentning ixtyoriy
P={xy,%,...x,}, (@a=xy<x <...<X, =b)
bo‘laklashini olib, bu bo‘laklashning har bir
ka 9xk+] )) (k - 03 1329"‘) - ]-)
bo‘lakchasida ixtyoriy £, &, € [x;,x;,q1, (k=0,1,2...,n-1) nuqta
olamiz.

Agar har bir [x;,x,,,] da jismga ta’sir etuvchi kuchni o‘zgarmas

vau F(E,) ga teng deyilsa, v holda [x,,x,,,] oraligda bajarilgan
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ish (kuch ta’sirida jismni x, nuqtadan x,,, nugtaga o‘tkazish uchun
bajarilgan ish) taxminan

FE ) {xey —x)
formuia bilan, {a, b] oraligda bajarilgan ish esa taxminan

n=1 n-1
A=Y FED) - (X - X)) =), FE) %, M
k=0 k=0

formula bilan ifodalanadi.

P bo‘laklashning diametri A, nolga intila borganda yuqoridagi
yig‘indining giymati izlanayotgan ish migdorini tobora aniqroq
ifodalaydi. Bu hol 2, — 0 da (1) yig‘indining chekli limitini bajarilgan
ish devish mumkinligini ko‘rsatadi. Demak,

=1
A= 1im Y F(E,) Ax,.
l-"_’okd}

Modomiki, F(x)e C[a,b] ckan,

n-1

Jim zF(ﬁk) Ax, _jF(x)dx

bo‘ladi. Shunday qlhb, o‘zgaruvchi Hx) kuchmng {a, b} dagi bajargan
ishi

A= [Foax 2

formula bilan ifodalanadi.

Misol. Vintsimon prujmaning bir uchi mustahkamlangan, ikkinchi
uchiga esa F=F(x) kuch ta’sir etib, prujina qxsllgan (21- chizma).

Agar prujinaning qisilishi unga
ta’sir etayotgan F(x) kuchga propor-
sional bo‘lsa, prujinani a birlikka
gisish uchun F(x) kuchning bajargan
ishi topilsin.

<4 Agar F(x) kuch ta’sirida pru-
jinaning qisilish miqdorini x orqali
belgilasak, u holda

- Flx) =kx
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bo‘ladi, bunda k — proporsionallik koeﬂ‘its:yenn (qistlish koeffitsiyenti).
(2) formulaga ko ra bajanlgan ish

b
o .

bo‘ladi. »
Mashglar

1. Uchburchak asosiga nisbatan inersiva momenti topilsin.
2. Asosining radiusi R, balandligi H bo‘lgan paraboloid shaklidagij
qgozondan, undagi suvnij chigarishga sarflangan ish hisoblansin.
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10-BOB
XOSMAS INTEGRALLAR

43- ma’ruza
Chegaralari cheksiz xosmas integrallar

Funksiyaning aniq integrali (Riman integrali) tushunchasini
kiritishda integrallash oralig‘ining chekli bo‘lishi talab etilgan edi.

Endi cheksiz oraliqda ([a,+e); (—,a]; (-e,+e) oraliqlarda)
berilgan funksiyaning shu oraliq bo‘yicha integral fushunchasini
keltiramiz va o‘rganaraiz.

1°. Chegaralari cheksiz xosmas integral tushunchasi. /(x) funksiya
{a, +<o) oraligda {«¢ € R) berilgan bo‘lib, ixtivoriy [a, /] da (a < ¢t < +0)
integrallanuvchi bo‘lsin: f(x)e R([a,!]).

!
Ushbu F(r) = I F(x)dx belgilashni kiritamiz.

1-ta’rif. Agar t — +o0 da F() funksiyaning limiti mavjud bo‘lsa,
bu limit f(x) funksiyaning [a, + =) cheksiz oralig bo‘yvicha xosmas
integrali deyiladi va

+j:’f(x)ﬂ'x

kabi belgilanadi:
e {
If(x)dx = lim F@t) = ;liT”.[f(x)dx- LW

(1) integralni chegarasi cheksiz xosmas integral ham deb yuritiladi.

Quilaylik uchun, bundan keyin «chegarasi cheksiz xosmas integral»
deyish o‘miga «integral»> deymiz.

2-ta’rif. Agar t — 400 da F(#) funksiyaning limiti mavjud va
chekli bo'lsa, (1) integral yvaqginlashuvehi deyiladi.

Agar t — +oo da F(f) funksivaning limiti cheksiz yoki mavjud
bo‘lmasa, (1) integral uzoglashuvchi deyiladi.
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1- misol. Ushbu _[ e *dx integraini garaylik. Bu holda
V]

F(t)= je""dx =-e'+1
0
bo'lib, riirg= F({t) =1 boladi.
Demak, berilgan integral yaginlashuvchi va Te"‘dx =1.
0
2- misol. Ushbu T:_ﬁ (a>0, 0> 0) integral uchun

p Int-Ilnae, agar a=1 bo'lsa,

dx
F(f) = | o = g atl ~a+l
I PO [ -E —-~, agar o #1 bo‘lsa

bo'lib, 1 — 4+ da

al-a

F{t) - —, (ox>1),
a-1

F{t} = 40, (axgl)

o
- dx
bo‘ladi. Demak, - ey

a

integral « > 1 bo‘lganda iyaginlashuvchi; o< 1 bo lganda -uzofla-
shuvchi bo‘ladi.

3- misol. Ushbu
f cOS Xdx
0

integral uzoqlashuvchi bo‘ladi, chunki 7 = 4+e0 da ‘

3

F(n = Icosxdx =sin¢

0

funksiyaning limiti mavjud emas.
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Yuqoridagidek,
Jrooa, [ fixax

xosmas integrallar va ularning yaginlashuychiligi, uzoqlashuvchiligi
ta’riflanadi;

j f(x)dx = ’lj)nﬂf(x)dx, |

j f(x)dx = lim [ s,

J—t—mJ}

2°. Yaqinlashuvchi xosmas integralning sodda xossalari. Xosmas
integralning turli xossalarini /(x) funk51yan1ng {a, +e0) oralig bo‘yicha
olingan

Tf(x)dx

integrali uchun bayon etamiz. Bu xossalarpj
o 4o
[roax, [ rxiax
integrallar uchun keltirishni o*quvchiga havola etamiz.

1- xossa. Agar I S (x}dx integral yaginlashuvchi bo‘lsa, u holda

o
| feodx, (a<b)
b _
integral ham yaqinlashuvchi bo‘ladi va aksincha. Bunda _
~ A . e
[ rde= [ reode+ | peoae @)
@ a b

tenglik bajariladi.
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« Ravshanki,

A f b ’ " . .
[ Feodc = [ oo+ | fixax, (a<b<o).
a a f
Aytaylik, j S (x)dx integral vaginlashuvchi bo‘lsin. Demak,

!
Hm | f{x)dx

mavjud va chekli bo‘ladi:
H oo
lim [ f(ndx = [ fxdx.
(2) tenglikdan foydalanib, ¢ — +eo da

L4

Fg e .
iim [ f(0dx= [ foodx -J' Fix)dx
f ~34oa r " "
bo'lishini topamiz. Demak, J F{x)dx integral yaginlashuvchi va )
)

Tf(x)a‘x = Tf(x)dx —j f(x)dx
bo‘ladi. ! ’ ’

Aytaylik, j F(x)dx integral yaginlashuvchi bo‘lsin. Demak,
&

}i!pjf(x)dx =Tf(x)dx -
b h

chekli bo‘ladi.
- (2) tenglikdan, 5 — 4+ da

tim | £Cods = | reod+ | Foands
a a &
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bo‘lishi kelib chigadi. Demak, J f{x)dx integral yagintashuvchi va

T renax= jf(x)dx o] s
L] [ b

bo‘ladi. &

2- xossa. Agar I J(x)dx integral yagintashuvchi bo‘lsa, u holda

e
j C - f(x)dx ham (C=const) yaqinlashuvchi bo‘lib,

J€ fndx = fixyax

bo‘ladi.

3. xossa. Agar Jf(x)dx integral yaqinléshuvchi bo‘lib,
Vxela,+e) da f(x)20 bo'lsa, u holda

| fndxz0

bo‘ladi. |

4- x0ssa. Agar j f(x)dx va Jg(x)dx integrallar vaginla-
shuvchi bo‘lsa, u holda I( F(x) £ g(x))dx integral ham vaqinla-

shuvchi bo‘lib,
[ zgende= [ reaxs [ g -
bo‘ladi.
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5- xossa. Agar Vx e [a,+=) da f(x) < g(x) bo'lib, Jf(x)fﬁf

va j g(x)dx integrallar yaqinlashuvchi bo‘lsa, u holda

T reoas < T sas

bo‘ladi.
2- va 5- xossalarning isboti xosmas integral va uning vaginiashuv-
chanligi ta’riflaridan bevosita kelib chigadi. :

Faraz qilaylik, f(x) va g(x) funksivalar [a,+<) da berilgan bo‘lib,
S () funksiva chegaralangan (m < f(x) s M, x e |a,+)), g(x) funk-
siya esa oz ishorasini o‘zgartirmasin (vx e [a,+) da har doim
g{x)z20 yoki g(x)<0).

6- xossa. Agar j F{x}-g(x)dx va I g(x)dx mtegrallar vagin-
lashuvchi bo‘lsa, u holda shunday o‘zgarmas p(m < p < M) topiladiki,

T o gtode =u ] goodx 3

bo‘ladi.
4 Aytaylik, vx e [a,+<) da g(x) 20 bo‘lsin. U holda
m-g(x}) < f(x)g(x) s Mg(x)
bo‘lib,
[ t r
m j gx)dx < j F0g(x)dx € Mjg(x)dx

ifodaga ega bo‘lamlz Bu tengsmhk]ardan t > 400 da 11m1tga 0 tsak
unda

ng(x)dx < Tf(x)g(x)dx < MTg(x)dx _

bo‘lishi kelib chigadi.
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Ravshanki, - j g(x)dx =0

bo‘lganda (3) tenglik bajariladi.

Aytaylik,  [adx>0 -
- T rogod
bo‘lsin. Bu holda m<t — < M
J g(x)dx
o +fﬂf(xm(x)abc
bo‘ladi. Agar TR
f g(x)dx

deb olinsa, unda m<su< M bo'lib,

J 7 gdx = [ g
bo‘ladi. _

Vx e [a,+} da g(x) <0 bo‘lganda (3) tenglikning bajarilishi
yuqoridagidek isbotlanadi. b

Odatda, bu xossa o‘rta givmat hagidagi teorema deyiladi.

3°. Xosmas integralning yaginlashuvchanligi. Ayiaylik, f(x) funk-
siva [a,+o) oraligda berilgan bo‘lsin.

Ma’lumki, [ fexax
xosmas integralning yaqinlashuvchanligi ushbu
’
F(=[f(x)dx, (1>a)

funksiyaning ¢ — +oo da chekli limitga ega bo‘lishidan iborat.
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13- ma’'ruzada funksiyaning chekli limitga ega bo‘lishi hagidagi
Koshi teoremasi, va'ni F(#) funksivaning ¢ — 4o da chekli limitga
ega bo‘lishi uchun

Ve>0, 3y >a, VI'>ty, YI">t: [FU)~F({') <e
tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli ekani keltirilgan edi. Bu
tushuncha va tasdigdan

T o @

xosmas integralning yaqinlashuvchanligini ifodalaydigan quyidagi
teoremaga kelamiz.

Teorema. (Koshi teoremasi.) (4) integral vaginlashuvchi bo‘lishi
uchun Ve >0 son olinganda ham shunday ¢, ¢ R (¢, > a) topilib,

ixtiyoriy 7 > t,, 1" > 1 bo‘lganda

< £

If(x)dx

tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.
Mashglar

. 1.Ushbu J-xsihkcbc xosmas integral yaginlashuvclii bo‘ladimi?
) . S L

~ 2.Ushbu | ”’”‘de;_lg tenglik iboslsniin.
0 (1+x%) tlansin

44- ma’ruza
Manfiy bo‘lmagan funksiyaning xosmas integrallari.
Integralning absolut yaginlashuvchanligi

1°. Manfiy bo‘imagan funksiya xosmas integralining yaqinlashuv-
chanligi. Aytaylik, f(x) funksiya [a,+c) oraligda berilgan bo'lib,
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Vx € [a,+0) da f(x) 2 0 bolsin. Bu funksiyani [a, ] da (a <1 < +=)
integrallanuvchi deylik: f(x) e R{(|[a,t]}. Bu holda

F(t) = jf(x)dx

funksiva (a,+-) oraligda o‘suvchi bo‘ladi. )
<« Hagigatan ham, a <# <, <+ da

F(fz)=jf(x)dx=rj‘f(x)dx+rj.f(X)dx=F(f1)+Tf(x)dx
a L a h . o

n
bo‘lib, j fXdx20

bo‘lganligi sababli F{,) 2 F(4}
bo‘ladi. Demak, v ,1 e (a,+e) uchun

<t = F(h)y<s F(n) »
1- teorema. Manfly bo‘tmagan £{x) funkstya xosmas integrali

| fax, (Fx20, x>a) (1)
ning yaginlashuvchi bo‘lishi nchun ) funksivaning yugoridan chega-
ralangan, ya’'ni

ACe R, Yt>a: F()sC
bo‘lishi zarur va yetarli.

4 Zarurligi. Aytaylik, (1) integral yaginlashuvchi bo‘lsm Ta'rifga
binoan

lim F(r)

il
mavjud va chekli bo‘ladi. Unda, 3Ce R, V¢ > a da F(¢) < C bo'ladi.
Yetarliligi. Aytaylik, F(#) funksiya (a,+) da yngoridan chegara-
langan bo‘lsin. Ayni paytda, A7) o'suvchi funksiva, Demak, ¢ — 4+ da

(1) funksiya chekli limitga ega. Bu esa (1) integralning yaqmlashuvchl
bo‘lishini bildiradi. : _
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Bu teoremadan quyidagi natija kelib chigadi.
Natija. Agar R#) funksiva (f e (a,+=)) yuqoridan chegaralan-
magan bo‘lsa, u holda

Tf (x)dx

integral uzoglashuvchi bo* lach

2°. Taqqoslash teoremalari. Ikkita funksiya ma’lum munosabatda
bo‘lganda birining xosmas integralining yaginlashuvchi (uzoglashuvchi)
po‘lishidan ikkinchisining ham yaqinlashuvchi (uzoqlashuvchi) bo‘-
lishini ifodalovchi teoremalarni keltiramiz, Odatda, ular tagqosiash
teoremalari deyiiadi.

2- teorema. Faraz qilaylik, f(x) va g(x) funksiyalar [a,+ee)
oraligda berilgan bo‘lib, vx ¢ [a,+) da

02 () <g(x). @
boIsin. kil

Agar Tg(x)dx yaginlashuvchi bo‘lsa,_-u hplda T F(x)dx ham
yaginlashuvchi bo‘ladi. -

Agar Tf(x)dx uzoglashuvichi bo‘léa, v’ hickda Tg(x)dx ham.
nzoqlashuvchi bo‘ladi. o

4 Aytaylik, {2) munosabat o‘rinli bo‘lib, j g{x)dx yaqginlashuvchi
bo‘lsin. Unda 1-teoremaga ko‘ra )

G(t) = jg(x)dx L

‘bo'ladi. Ayni paytda, ’

P = [ fxdvs G
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bo‘lganligi sababli, ya’ni'_l- tcoi:'emaga biho_an If (x)dx yaqinla—
shuvchi bo‘ladi.
Aytaylik, (2) munosabat o‘rinli bo‘lib, I f(x)dx uzoglashuvchi

bo‘lsin. Unda yuqgorida keltirilgan natija va
F() <G()

tengsizlikdan I g(x)dx integralning uzoqlashuvehiligi kelib cluqach »
3- teorema Faraz qilaylik, f(x) va g(x) funkmyalar [a +w) da
f(x)z0, g(x) 20 bo'lib,

J(x)
li =k, (0<k<
erP» £(x) » +m)

bo‘lsin.

Agar k <o bo'lib, [ g(x)dx yaginlashuvchi bolsa, u holda
J S(x)dx ham yaqinlashuvchi bo‘ladi. -

Agar k > 0 bolib, jg(x)atx uzoglashuvchi bo‘lsa, u holda’

j Sf(x)dx ham uzoglashuvchi bo‘ladi.

<4 Aytaylik,

lim £ = k < 4oo
X = g(x)

bo'lib, j g2(x)dx yaginlashuvchi bo‘lsin. Limit ta’rifiga binoan

Ve>0, 34 >a, Vr>r° da
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- () <(k+e)g(x) . (3)
bO‘ladl YaqmlashUVchl integralning xossasiga ko‘ra

J'(k +e)g(x)dx

yaginlashuvchi bo‘ladi.

(3) munosabat va 2- teoremadan foydalanib, Jf (x)dx integ-

ralning yaginlashuvehi bo‘lishini topamiz.

Avagtik,  tim 22 -k>0

- xoe E(X)

bo‘lib, J £(x)dx uzoglashuvchi bo‘lsin. Bu hoida kyson (k>k >0)

i
uchun shunday £ > ¢ topiladiki, ¥x > ¢} da

.‘{.(_2:_) =k
g(x)
ya'ni 800 < £ /() B

bo‘ladi.

{(4) munosabat va 2- teoremadan foydalanib I F(xX)dx integral-

i

ning uzoglashuvchi bo‘lishini topamiz. P

Natija. Agar -~ m L,
x—noo g(x)

bo‘lib, O<k <-4 bo‘lsa, u holda jf(x)dx va jg(x)dx

integrallar bir vaqtda yoki yaginlashuvchi, yoki uzoglashuvchi bo‘ladi.

Ko‘p hollarda biror xosmas integralning yaginlashuvchanligini
yoki nzoglashuvchanligini aniglashda avvaldan yaqginlashuvchanligi
yoki uzoglashuvchanligi ma’lum bo‘lgan integral bilan tagqoslab
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(yugorida keltirilgan teoremalardan foydalanib) garalayotgan integral-
ning vaqinlashuvchi yoki uzoqlashuvchi bo‘lishi topiladi.

Masalan, I Flx)dx

integralni o J -‘i&— {(a>0,0>0)

:ntegral bilan taqqoslab quyidagi natijaga kelamlz
Natija. Aytaylik, biror C (0 < C < +) va o >0 sonlar uchun
X — +oo da

fo-<
X
yani o imx* - f(0)=C
bo‘lsin. U holda | Fxax

integral o >1 bo‘lganda vaqinlashuvchi, ¢ <1 bo‘lganda uzogla-
shuvchi bo‘ladi. '

3°. 1- misol. Ushbu ICOS X dx integral yaqmlashuvchanllkka
tekshirilsin. .
< Agar f(x)—°°” g0x) = s

l+x?
deyilsa, u holda Vx e [0,+), 0< f(x) < g{x) bo‘ladi.
T e
1+x2

_ Ravshanki,

integral vaginlashuvchi. 2- tcoremaga ko‘ra berilgan xosmas integral
yaqmlashuvchi boladi. »

© 2-misol. Ushbu j ~ dx integral yaqinlashuvchanlikka tekshirilsin.
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4 yx2=1 da

fxy=e™, gx)=e*
funksiyalar uchun 0< f(x)<gix)

boladi. Ushbu Ie"‘dx
1

integralning yaqiz_llashu\?chiligi ravshan. Demak,
I e—"2 dx
1
integral vaginlashuvchi bo‘ladi.
3- misol. Ushbu j e " In xdx integral yaqiniashu\(c_:h;_mlikka tek-
1 _
shirilsin.
4 vxz1 da _ Inx <x

bo'lib, f({x)=e"Inx, g(x)=xe™ funksiyalar uchun.

D< flx)<glx)
bo‘ladi. Endi
jg(x)dx = I xe “dx
. ! 1 .

integralning yaqinlashuvchiligini e’tiborga olib, 2- teoremadan foyda-
lanib, berilgan o

I e In xdx

1
integralning vaqinlashuvchiligini topamiz. »

4- misol. Ushbu J‘_ade integral yaqginlashuvchanlikka tek-

1 xvx +l
shirilsin.
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4 Integral ostidagi
1

'f(x)‘—“ﬁ'

funiksiva uchun

s s L
1

limxif(x)=limx5'—3l = tim - =1
X—3oo Xmpobon X dxdg]  wores . ‘3’]+L Lo
2
X

bo‘ladi. Ravshanki,
TS‘E
5
1 xs
integral vaginlashuvchi. Demak, berilgan integral yaginiashuvchi
bo‘ladi. »
4°. Xosmas integralning absolut yaqinlashuvchanligi. Aytavlik,
S{x) funksiva [a,+e) oraligda berilgan bo‘lsin. Bunda vx e {q, +=)
uchun f(x) =20 bo‘lishi shart emas. o

. tem

Ta’rif. Agar j |f(x) dx

integral yaqinlashuvchi bo‘isa, _[ f(x)dx integral absolut yaginia-
shuvehi deyiladi.

Agar [ f(x)dx yaginlashuvehi bo'lib, [ [f(x)@x uzoglashuvchi

bo‘lsa, u holda I F(x)dx shartli yaginlashuvchi integral deyiladi.

4- teorema. Agar integral absolut yaginlashuvchi bo‘lsa, .u yagin-
lashuvchi bo‘ladi.
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o

< Aytaylik, Jireojax

a

integral yaginlashuvchi bo‘lsin. Berilgan £(x) va [f(x)| funksnyalar
yordamlda ushbu

0(x) = 3 (/(x)+ £ (O,
W) = 3=/ (0 + 1/ ()

funksiyalarni tuzamiz.
Bu funksiyalar uchun, vx e [g,+=) da

1) @(x) 20, w(x)20;
2) olxy lf (], wix) s |f (0l

3) o(x) —y(x) = f(x)
bo‘ladi. Yuqorida keltirilgan 2- teoremadan jq;g@g-gib, quyidagi

J o{x)dx, I y{x)dx
integral yaginlashuvchi ekanligini topamiz. U holda

[ (000 ()
integral ham yagqinlashuvchi bo‘ladi. Demak,
I S{x)dx
yaqmlashuvchl bo‘lach D*
R Mashqlar
BT S YU
I. Ushbu J( T a2 )dx integral yaqiniashuvchanlikka tek-
o \€ X —-e ' _

shirilsin.
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2. k ning qanday giymatlarida
FEvy
k -

X J;+sinx_dx’ (k‘fl)

x—sin x

integral yaqinlashuvchi bo‘ladi?

45- ma’ruzd

Integralning yaginlashuvchanlik alomatiari. Integralning
bosh giymati

1°. Dirixle alomati. Faraz gilaylik, £(x) va g(x) funksiyalar [a, +e)
vrangda ‘vemzan oo isimn.

1- teorema. (Dirixle alomati.) f(x) va g(x) funksivalar quyidagi
shartlarni qanoatlantirsin:

1) f(x) funksiya {a,+-) da uzluksiz va uning shu oraligdagi
boshlang‘ich F(x), (F’(x)= f(x)) fupksiyasi chegaralangan;

2) g(x) funksiya [a, +e) da vzluksiz ¢'(x} hosilaga ega;

3) g(x) funksiya [a, +e} da kamayuvchi;

4) }im 2(x)=0,

U holda J rgar

integral vaqinlashuvchi bo‘ladi.
4 Ravshanki,

flx)e C(la,+=)), g(x)e C{[a,+=)) = f(X)g(x)e C(la,+))

bo‘ladi. Binobarin, f(x)- g(x) funksiya [a,/], (@ <t < +e0) oraligda
integrallanuvchi bo‘ladi. Bo‘laklab integrallash formulasidan hamda
teoremaning 1- va 2- shartlaridan foydajanib topamiz:

[ F02(0dx = [ g(0)dF () =g F )] [ £ (). (1)

Endi

lg()F (1) < Mg(t), (M =sup|[F(8)] < +o0)
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bo‘lishini e'tiborga olsak, undan ¢ — 4o da |

g F()->0
bo‘lishi kelib chigadi.

Berilishiga ko‘ra, g(i) funksiya [a +oo) oraligda uzluksiz diffe-
rensiallanuvchi hamda shu oraligda kamayuvchi funksiya. Demak,

Vx & [a,+=) da
gxy<o
bo‘ladi. Shuni e’tiborga olib topamiz:

JIFog Cooe s M [l o = =M [ oy =

= M(g(a)-g(r) < Mg(a), (g(H=z0).
Unda 44~ ma’ruzadagi 2- teoremadan foydalanib

| Fog (xax

Xosmas integralning yaginlashuvchi ekanligini aniglaymiz.
(1) tenglikda ¢ — 4 da limitga o°tib, ushbu :

t
lim | f(xg(x)dx
limitning mavjud va chekii bo‘lishini topamiz. Buesa | f(x)g(x)dx
integralning yaqginlashuvchi bo‘lishini bildiradi. »
Misol. Ushbu J = J sin x dx, (o > 0) integral yaqmla';huvchan-:'

likka tekshirilsin,
<« Berilgan integralni quyidagicha

Cd = Isinx—de, (x>0)
1 X .

in



1 . .
ko‘rinishda yozib, f(x) =sinx, g(x)= 7z deymiz. Bu funksiyalar

yuqorida keltirilgan teoremaning barcha shartlarini ganoatlantiradi.
1) f(x) =sinx funksiya [1,+e) oraliqda uzluksiz va uning bosh-

lang‘ich funksiyasi F(x) = ~cos x funksiya [1,+e) da chegaralangan;

2) g(x)=—, (a>0) funksiya {1,+) da
g(x)= —;2%—[-

hosilaga ega va u uz]uksiz;

3) g{x)=—, (x>0) funksiya [1,+°>)} da kamayuvchi,

4) lim g(x) = lim = =0, (¢>0).
X—rtee X=pttw X
Unda Dirixle alomatiga ko‘ra

Jsmxdx ((1?0)

integral yaginlashuvchi bo ladi. o

2°. Abel alomati. Faraz gilaylik, f(x) va g(x) funksiyalar [a,+e)
oraligda berilgan bo‘lsin. ] o

2- teorema. (Abel alomati.) f(x) va g(x) funksiyalar quyidagi
shartlarni ganoatlantirsin:

1) £(x) funksiya [a,+<) da uzluksiz bo'lib, [ f(x)dx integral

yaqinlashuvchi;
2) g(x) funksiya [a,+~) da nzluksiz £(x) hosilaga ega va bu

hosila [a,+e) da 0‘z ishorasini saqiasin;
3) g(x) funksiya (a,+e) da chegaralangan.

U holda j F(x)g(x)dx integral yaginlashuvchi bo‘ladi.
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4 Ravshanki, J J{(x)dx integralning yaginlashuvchi bo'lishidan

f(x) funksiyaning {a,+) oraliqda chegaralangan Fx) boshlang‘ich
funksivaga ega bo‘lishi kelib chigadi.

Teoremaning 2- va 3- shartlaridan hamda monoton funk31yan1ng
limiti hagidagi teoremadan foydalanib ushbu .

Jim g (x)
limitning mavjud va chekli bo‘lishini topamiz:
fim £ =.
Unda
& (x)=g(x)-b o
funksiya x — 4o da monoton ravishda nolga intiladi:
 lim g (%) =0.

Shunday qilib, f(x) va g{x) funksiyalar Dirixle alomatida keltmlgan
barcha shartlarni ganoatlantiradi. Dirixle alomatiga ko‘ra

[ rtog e

integral yaqinlashuvchi bo‘ladi.
Ayni paytda,

F(x)8(x) = F(b+ f(x)gglx)
bo‘lganligi sababli,

| fogixdx
integral ham yaginlashuvchi bo‘ladi. »
3°. Xosmas integralning bosh qiymati. Faraz qilaylik, f(x) funksiya

(—=>,+e} da berilgan bo‘lib, bu oraligning istalgan [#,¢],
(e <’ < t < +) qismida integrallanuvchi bo‘lsin: .

R = jf(x)a!x.
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Ma’lumki, ushbu

Jim F(r,0) = lim j F(x)dx
=+t .f—)+w t

limit f(x) funksivaning (—es,+o) otaliq bo* ylcha xosmas mtcgrah
deyilib, u chekli bo‘lsa,

IMJﬂﬂﬂ Iﬂﬂﬁ

f—adoe 1

xosmas integral yaginlashuvchi deyilar edi,
Bunda ¢’ va ¢ o‘zgaruvchilarning ixtiyoriy ravishda

["— —oo, | =3 4o
ga intilishi ko‘zda tutiladi.

Xususan, I JS(x)dx xosmas integral yaginlashuvchi bo‘lsa,

—ca

im [ o= ] reode

boladi. Birog F(r'1) = jf(x)dx

funksnya t'= ~t bo'lib, t - +eo da chekli limitga ega bolishidan
I f(x)dx xosmas lntegralnmg yaqlnlashuVChl bo' llshl kelib chiqaver-

maydl Masalan, ushbu

,
B0 = [ sifeocates
. o f‘
integral uchun ¢’ = —t bo‘lsa, -

!
I sinxdx =0, (V#30)
-t
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.
bo‘lib, lim |sinxdx=0

t =t
-f

o

ga ega bo‘lamiz. Biroq J sin x dx

—t

xosmas integral yaginlashuvchi emas,
Ta’rif Agar t'=1bo'lib, t — 400 da

.
F(w.y= | foa
-t
funksivaning limiti mavjud va chekli bo‘lsa, J e x)&k xosmas integral
bosh giymat ma’nosida yaqinlashuvchi deyilib,
lim [ f(x)ax
e > :

limit esa j F(x)dx xosmas integralning bosh giymati deb ataladi.

—a

Qdatda, J f{(x)dx xosmas integralning bosh giymati
v.p. I Flx)dx
kabi belgilanadi. Demak, =
oo ’ !
vp. | f(x)dx = lim J‘ £ (x)dx.
—oe -

Bunda v.p. belgi fransuzcha «valeur princiriale» — «bosh qiymat»
so‘zlarining dastlabki harflarini ifodalaydi.

ey
Shunday qilib, J S{x)dx xosmas integral yaginlashuvchi bo‘lsa,

u bosh giymat ma’nosida ham yaqinlashuvchi bo‘ladi. Biroq.
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_[ f(x)dx xosmas integralning bosh giymat ma’nosida yaginlashuvchi

bo‘lishidan uning yaginlashuvchi bo‘lishi har doim ham kelib
chigavermaydi.

Mashgqlar

1. Dirixle alomatidan foydalanib

+oo 2
J‘ sm(x:x )dx, (0> 0)

s X

- integralning yvaginjashuvehi bo'lishi ishotlansin,
2. Ushbu

J Sm—x arctg xdx, (o > 0)
integral yaqinlashuvchanllkka tekshirilsin.

46- ma’ruza
Xosmas integrallarni hisoblash

1°. Nyuton—Leybnits formulasi. Ushby

Tf(x)dx

xosmas integral vaginlashuvchi bo‘lib, uni hisoblash talab etilsin.
Avtavlik, f(x) funksiyva {a,+~) oraliqda boshlang‘ich A(x) funk-
siyaga ega va x — +oo da F(x) funksiva chekli limiti mavjud bo‘lsin:

Jim F(x) = F(4ee), "
U holda S
_[ f(x)dr = r_1_');133_,J‘)’(J\:)a.*:»: =

316



= lim (F(1) - F(@)) = F(3=)~ F(a) = F(x)|;" (1)

bo‘ladi.
Bu formula Nyuton—Leybnits formulasi deyiladi.

1- misol. Ushbu | - sin L dx integral hisoblansin.
X
2

4 Ravshanki, F(x):cos% funksiya Em) oraligda’

1 .. 1
flx)= 77803 funksiyaning boshlang‘ich funksiyasi bo‘ladi.
{1) formuladan foydalanib topamiz:

3 =]_’

n

T !
- J — sin —dx = cos —
. X< X ps
-2

b

2°. Bo‘laklab integrailash. Faraz gilaylik, f(x) va g(x) funksiyalar
[a, +<) oraligda uziuksiz va uzivksiz f(x) va g'(x) hosilalarga ega bo‘lsin.
Agar
1) I f(x) g'(x)dx (J f(x)g(x)dx) integral yaginlashuvchi;
2) ushbu him (f(x)g(x)) limit mavjud va chekli bo‘lsa, u holda
J re g, (] fogode

integral yaqinlashuvchi bo‘lib,

J 7y gxdx = lim (/080 - (@ (@) - [ fg(0dx

{ [ Feag o= lim (F(9g(2) - (@) g~ | 1 x)g(x)a&] @

bo‘ladi.
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4 Ravshanki,

[ rogax =[ 2 (x) =f (020, - | £(x)dgtx) =

= F(O8() - f(@g(a) - [ f(0)g' (x)dx.
Keyingi tenglikda, f — +oo da limitga o‘tib topamiz:

[ rgodc = im (f(0g(0) - farg(a - | S8 (xde. >

() formula bo‘laklab integrallash formulasi deyiladi.

2- misol. Ushbu I xe *dx integral hisoblansin.
1]

" 4 Agar g(x) = x, f(x)=e¢* deb olsak, unda

gxy=1, f(xy=-e~
bo‘lib, (2) formulaga ko‘ra (a = 0)

[ xe*ax = tim (<)~ 0+ [e*dx=1
, 0 F=bdos s
bo‘ladi. P
3°. O‘zgaruvchilarni almashtirib integraliash. Ushbu

T rooax

xosmas integralni garaymiz. Bu integralda x = @(z) almashtirishni ba-
jaramiz. Bunda x = ¢(z) funksiva quyidagi shartlarni qanoatlantitsin:
1} ¢(2) funksiya [a, +o) oraligda uzluksiz va uzluksiz ¢’(z) hosi-
laga ega; '
2) ¢(2) funksiva [o, +o=) da qat’iy o‘suvchi;
3) @(0) = a, @(+) = lim @(z) =+
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Agar | Flotn w2

xosmas integral yaginiashuvchi bo‘lsa, u holda
[ reodx

integral ham yaginlashuvchi bo‘lib,

[ Foax = [ flo@n oz

bo‘ladi.
.« Ixtiyoriy z({a < z < +<0) ni olib, unga mos ¢(z) = ¢ nugtani
topamiz.

Ravshanki, yugoridagi shartlarda [a,f) da 37- ma’ruzadagi (2)
formulaga ko'ra

 Jrax= | e v

bo‘ladi.
Keyingi tenglikda ¢ — +c da {bunda z = ¢'({) = +) limitga
o‘tib topamiz:

[ roax= | 70@) ¢ (0.

Bu esa keltirilgan tasdigni isbotlaydi. »

A

3- misol. Ushbu J = I 1
0

dx

y integral hisoblansin,
+X

<« Bu integralda x = ; almashtirishni bajaramiz. Natijada
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o _ ] -l
bo‘lib, J = 3 J‘;

bo'lishi kelib chigadi.
Keyingi integralda x -—% = z deb, topamiz;

1T de 1 2=
J== | —= = ——arctg —— = .
2£ 2 242 gﬁ!-m 22
T od
X o
Demak, Jl+x4_m' >

~ 4°. Xosmas integrallarni taqribiy hisoblash. Aytaylik, f {(x) _funk-
siva {a,+es) oraliqda uzluksiz bo‘lib, ushbu ’

j F{x)dx
xosmas integral yaginlashuvchi bo‘lsin. Ta’rifga binoan
o !
[ reodx = lim [ rexydx,

ya'ni

Ye>0, 4 >a, Vi>4:

<E

1T S(x)ydx - jf (x)dx

bo‘ladi. Ravshanki,

o Tf(x)dx"’jf(x) = Tf(x)dx”

Demak, <e,

T reva

320



Natijada ushbu
[ reoax = [ rixax )
tagribiy formulaga kelamiz. Uning xatoligi

<E

IT fod

bo‘ladi.

4-misol. Ushbu J e dx xosmas integral tagribiy hisoblansin.
0

<« (5) formulaga ko‘ra, berilgan integralni taqribiy hisoblash uchun
ushbu -

4o a
ferax=[edx, (a>0)
(] 0
formulani hosil gilamiz. Uning xatoligi
J e dx
o
ga teng bo'ladi. Bu xatolikni yugoridan baholaymiz:

I e dx < j xe ™ dx = ;—a e d(x*) = -]—(—6’""2 Yoo = R

2a ud 2a

B -

&4

Aytaylik, a = 1 bo‘lsin. Bu holda

Te"xza{x = j-e'xzdx
o 0

bo‘lib, bu tagribiy formulaning xatoligi uchun
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4o

J e ax 50,1839
1 .
bo‘ladi.
Avtaylik, @ = 2 bo‘lsin. Bu holda
400 2 :
_[ e dx = J.e“__"zdx
a L] :
bo‘lib, bu tagribiy formulaning xatoligi uchun

Fon
j e dx < 0,00458
2

boladi. __
Aytaylik, @ = 3 bo‘lsin. Bu holda .. .

tos 3
I e'”E2 dx = Je"zdx
u LH] :
bo‘lib, bu tagribiy formulaning xatoligi uchun
| e dx < 0,00002
3

bo‘ladi. »
Mashgqlar
1. Ushbu
I lln.Jr2 dx
o 1+
integral hisoblansin.
2. Ushbu
T dx arcsin ¢ '
=— , (a>0
‘Ll; (- Wxt -l avl-a ( )
tenglik isbotlansin.
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47- ma’ruza
Chegaralanmagan funksiyaning xosmas integrallari

1°. Maxsus nugta. Aytaylik, /(x) funksiva X < R to‘plamda berilgan’

bo‘lsin. x, € R nugtaning ushbu
Ua(xo}:{xe R; xp-8<x<xy 48 X # x5}

atrofida garaymiz, bunda 8 — ixtiyoriy musbat son.

1- ta’rif. Agar f(x) funksiya

X OUs(x) 2@

to‘plamda chegaralanmagan bo‘lsa, x; nugra f(x) funksivaning maxsus
nugtasi deyiladi.

Masalan, [a, ) da berilgan f(x) = —— funkswa uchun x,=b —

maxsus nuqta; R\ {-1; 0; 1} to‘plamda berilgan f(x):._....l,_...

x(x? 1)
funksiva uchun x; =-1, x; =0, x, =1 nuqtalar maxsus nuqtalar
boladi.

2°,Chegaralanmagan fupksiyaning xosmas integrali tushunchasi.
Faraz qgilaylik, f(x) funksiya [a, &) da berilgan bo‘lib, # nugta shu
funksiyaning maxsus nuqgtasi bo‘lsin. Bu funksiya ixtiyoriy {a, ¢] da
(a <t < b) integrallanuvchi bo‘lsin. Ravshanki, bu integral ¢ ga
bog'liq bo‘ladi:

F(f) = jf(x)dx, (a<i<bh).

2- ta’rif. Agar t — b -0 da K7 funksivaning limiti mavjud bo* lsa,.
bu limit chegaralanmagan f(x) funksiyaning {a, b) bofwcha XOSIMas
integrali deyiladi va

b
e
kabi belgilanadi:

fr t
J s = lim P = i [ S ®
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3-ta’rif. Agar t — b-0 da K¢ funksiyaning limiti mavjud va
chekli bo‘lsa, (1) xosmas integral yaginlashuvchi deyiladi.

Agar f —» b-0 da F(» funksivaning limiti cheksiz yoki mavjud
bo‘lmasa, (1) xosmas integral uzoglashuvchi deyiladi.

J(x) funksiva (a, 5] da berilgan bo‘lib, x, = & nugta uning maxsus
nugqtasi; f(x) funksiya (a, b} da berilgan bo‘lib, x,= a, x; = b nuqtalar
uning maxsus nuqtalari bo‘lgan holda shu funksiyaning (4, 5] hamda
(a, b) bo'vicha xosmas integrallari, ularning yaginlashuvchanligi hamda
vzoglashuvchanligi yugoridagidek ta’riflanadi:

L &
j F(x)dx = lim F(t) = ,E‘“ajf (xX)dx,

jf(x)dx_ lim F(7,1)= lim jf(x)dx

r—»b D :-—»b—O [

Aytaylik, f(x) funksiva (a, &) \ {c¢} to‘plamda (¢ < ¢ < b) berilgan
bo'lib, x5 = a, x; = b, X, = ¢ nugqtalar uning maxsus nuqtalari bo‘lsin.
Bu funksiyaning quyidagi

[fax =o', (a<r<t<o),

Jf(x)dx =y, u), (c<¥ <u<b)

integrallari mavjud bo‘lsin.
4-ta ’rif. Agar s a+0, tsc- 0 hamda a:._>.c.l+ 0’
u—h-0 da o(f,r)+w(',u) funksiyaning limiti

Jim o/, 1)+ y(u', )] = lim [jf(x)dx+jf(x)abc]

r—u -0 :—)c—(} t
u' -+ et
#=h-0 u—b-0

mavjud bo‘lsa, bu limit chegaralanmagan f(x) funksiyaning (a, 5)
bo‘yicha xosmas integrali deviladi va
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b
[rne

kabi belgilanadi. Demak,

j f(x)dx = lim [j f(x)dx +J’ f(x)dxl. @
!—;0—0 v
u'=e+0
N-ab-0

S-ta’rif. Agar t'-0a+0, f5c-0 hamda & —-c+0,
u— b~0da o(t',t) + (', u) funksiyaning limiti mavjud va chekli
bo‘lsa, (2) integral yaginlashuvchi deyiladi.

1
1- misol. Ushbu I% integral yaginlashuvchanlikka tekshirilsin.
0

«f Ravshanki, x;=0 nuqta f(x) = 71; funksivaning maxsus nuqtasi.

Demak, qaralayotgan integral chegaralanmagan funksivaning xosmas
integrali bo‘ladi.
Ta'rifga bincan

—di—-lln‘l 11m2(]—J_)*

\[_ r—>+0 J_

bo'ladi. Demak berllgan xosmas integral yaginiashuvchi va u 2 ga
feng.

' i
2- misol. Ushbu J d;{ xosmas integral uzoglashuvchi bo‘ladi, chunki
. . : 0

lim d—— = lim (In X)) = +oa,
.f—>+0 t—+0
3- misol. Ushbu I Jx——T integral yaqmlashuvchanhkka tek-

shiriisin.
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< Integral ostidagi
1
fx) =
Jx(1-x)

funksiya uchun x,=0, x,=1 nuqtalar maxsus nﬁcjtalai‘ bo‘ladi. Xosmas
integral ta’rifidan foydalanib topamiz:

= hm [arcsm(2x—l)]’ =

1
-‘[ ..»x r->+0j\/x(]__x

= lim [arcsin(2/ - 1) - arcsin(2¢ —1)]=325 g 1.
f—-»l 0
Demak, integral vaginlashuvchi va
i
4- misol. Ushbu
dx
= —, Jy = - (> 0
1 ) o 2 J ) s (x> 0)

integrallar yaginlashuvchanlikka tekshmlsm.
« Ta’rifdan foydalanib topamiz:

b d b d I—O‘. b
*_ o im [-* = lim [‘H” ] -
(x_a)a t—a+0 (x_a)ﬂ 13g+0 1-c )

= lim 2 {(b-a)™ - (t-a)""], (c=1).
t—ut0 1 -ot
Bu limit o ga bog'liq bo‘lib, o < 1 bo‘lganda chekli, demak, J|
xosmas integral yaginlashuvchi, o > 1 bo‘lganda esa cheksiz bo'lib,
J, xosmas integral uzoglashuvchi bo‘ladi.
o = 1 bo‘lganda

—di_ lim i-_ llm (ln(x ayy
x-a r—a+l . X—-aq

-]

bolib, J, integral — uzoglashuvchi.
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, {a>0)

- \
Demak, " J =I(dx)
. X-q

13

integral o< 1 bo‘lganda yaqinlashuvchi, o2 1 bo‘lganda uzoglashuvchi
bo‘ladi.
Xuddi shunga o‘xshash ko'rsatish mumkin,

b
dx
Jy = -‘[-—-—(b—x)“’ (> 0)

integral o < 1 bo‘lganda yaginlashuvchi, o2 1 bo‘lganda uzogtashuvchi
bo‘ladi. »

Yugorida keltirilgan ta’rif va misollardan chegaralanmagan funk-
siyaning Xxosmas integrali ham 43—46- ma’ruzalarda batafsil o‘rganil-
gan chegaraiari cheksiz (cheksiz oraliq bo‘yicha) xosmas integral kabi
ekanligini ko‘ramiz.

Shuni e’tiborga olib, chegaralanmagan fuksiyaning xosmas integ-
rallari hagidagi tushuncha va tasdiglarni keltirish bilangina kifoya-
lanamiz. Bunda [a, ) da berilgan va x = uning maxsus nugtasi

]
bo‘lgan f(x) funksivaning xosmas integrali I f{x)dx ni gqaraymiz.
3°. Yaginlashuvchi xosmas integralning sodda xossalari.

h
1) Agar If (x)dx integral yaginlashuvchi bo‘lsa, u holda

b
[ fax, (a<e<h
integral ham vaqginlashuvchi bo‘ladi va aksinicha. Bunda

b ¢ L)
[reodc= [ feode+ | fxax
tenglik o‘rinli bo‘ladi.

]
gar X integral yaqinlashuvchi bo’lsa, u nholda
2) A fxydx i 1 yaginlashuvchi bo‘l hold

b
J-Cf {x)dx ham (c¢ = const) yaqinlashuvchi bo‘lib,

o

LYy



[ b
jc f(xX)dx =c- J’f(x)dx, (c = const)

d

bo‘ladi. \ :
3) Agar I f(x)dx integral yaginlashuvchi bo‘lib, ¥x e [a,b) da

f(x) 20 bo'lsa, u holda
b o
[ £oarz0
bo‘ladi. _ _ .
b b .- : e
4) Agar If {x)dx va Ig (x)dx integrallar yaginlashuvchi bo‘lsa,

, |
uholda [(/(x) g(x))dx integral ham yaginlashuvchi bo‘lib,

b 6 b
[t gends = [ f(dxt [glndx
bo'ladi. o
b o b o ) :
5) Agar I f(x)dx va Ig(x)afx integrallar yaqinlashuvchi bo‘lib,
vx e [a,b) da f(x) < g(x) bo‘lsa, u holda
b b
Jroodcs [ g
bo‘ladi.
4°, Xosmas integralning yaqinlashuvchanligi. Faraz gilaylik, f(x)
funksiya [a, b) da berilgan bo‘lib, b nuqgta shu funksiyaning maxsus

nugtasi bo‘lsin.
1- teorema. (Koshi teoremasi.) Ushbu

b
. j FGo)dx
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integralning vaginlashuvchi bo‘lishi uchun ve > 0 son olinganda ham
shunday § > 0 son topilib, b8 <t < b, b8 <" < b tengsizlik-
larni ganoatlantiruvchi ixtivoriy #” va ¢” lar uchun

:jf(x)a!x <€

tengsizlik bajarilishi zarur va yetarli.
5°. Manfhy bo‘imagan funksiyaning xosmas integrallari. Aytaylik,
f(x) funksiya [@, b)da berilgan (b nugta shu funksiyaning maxsus

nuqtasi) bo‘lib, vx e [4,5) da f(x) =0 bo‘lsin.
2- teorema. Ushbu

if(x)dx

xosmas integral yaqmlashuvchl bo‘lishi uchun ¥t e {a,b) da

F(t) = _[f(x)dx <C, (C=const)

tengsizlikning bajarilishi, va’ni A¥) funksiyaning yuqondan chegara
langan bo‘lishi zarur va yetarli.

Natija. Agar F(1) = I f{x)dx, (¥fe (a,b)) yuqoridan chegara-

lanmagan bo‘lsa, u holda jf (x)dx xosmas integra} uzoglashuvchi

bo‘ladi.

6°. Taqqoslash teoremalari. Faraz qilaylik, f(x) va g(x) funksiyalar
fa, b) da berilgan bo‘lib, & nugta shu funksiyalarning maxsus nuqtalari
bo‘lsin.

3- teorema. Agar Vx & [a,b) da 0 < f(x) < g(x) bo'lib, jg(x)dx

vaqginlashuvchi bo‘lsa, J f(x)dx ham yaqinlashuvchi bo‘ladi,

da

j f{x)dx uzoglashuvchi bo‘lsa, Ig(x)dx ham wvzoqglashuvchi bo‘ladi.
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4- teorema. Aytaylik, f{x)20,(g(x)=0), xe [a b) funk51yalar
uchun
Sx) _
x—)b~0 g(x)
bo‘lsin.

b b
Agar k < +oo bo‘lib, j g(x)dx yaqginlashuvchi bo'lsa, j f(x)dx

ham yaqinlashuvchi bo‘ladi,
b . - b c.
Agar k > 0 bo'lib, jg(x)dx uzoqlashuvehi Bo‘lsa, I F(x)ebx

ham uzoqlashuvchi bo‘ladi.
Natija. Yuqoridagi 4- teoremaning shartida 0 < & <+« bo‘lsa, u

b b
holda j Fi(xydx va Ig(x)dx integrallar bir vaqgtda yoki yaqinla-

shuvchl yoki uzoqlashuvchl bo‘ladi.
Natija. Agar x o‘zgaruvchining b ga yetarlicha yaqin. qumatlanda

f(x) = (b‘j:)’ (e >0)

bo‘lsa, u holda:
b
1) ¢(x) £ C <+ va o < | bo‘lganda jf (x)dx integral ~ yaqin-

lashuvchi,
' b
2) ¢(x)=2C >0 va o 21 bo‘lganda ‘ff (x)dx integral uzogla-

shuvchi bo‘ladi.

1 5 :
5- misol. Ushbu J-r';-s——{ dx integral yaginlashuvchanlikka tekshi-
. o V1-¥

rilsin.
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-« Integral ostidagi funksiya

l’.:(}S2 X _ 0052 x

HGES =7
Yi=x (1~x)‘1‘

bo‘lib, ¥xe[0,1) uchun ¢(x) = cos’lx <1, a= % <1 bo‘ladi.
Yuqoridagi natijadan foydalanib berilgan integralning yaqinlashuvchi
bo‘lishini topamiz. »

1
xdx )
6- misol. Ushbu - integral yaginlashuvchanlikka tekshirilsin.
J; — integral yag

1
d . . -
< Ravshanki, quyidagi _[31—%; xosmas integral yaqinlashuvchidir.
Endi ushbu ’

X
lim V1=x*
x=1-9 1
l-x
e : \/1 x* -x _ 1
lim Y12X X =
limitni hisoblaymiz: i xll_)l;no iy &
Jl -X

U holda yuqoridagi natijaga ko'ra berilgan xosmas integralning
vaginlashuvchi ekanini topamiz. »

7°. Xosmas integralning absolut yaginlashuvchanligi. Aytaylik,
f(x) funksiyva [a, ) da berilgan bo‘lib, # nugta shu funksivaning
maxsus nugtasi bo‘lsin. (Bunda Vxe[a,b) da f(x)20 bo‘lishi

shart emas).
b

Ravshanki, ushbu j|f (x)ldx integral manfiy bo‘lmagan funksiya-

&
ning xosmas integrali bo‘ladi.

b
5- teorema. Agar I]f (x)ldx integral yaginlashuvchi bo‘lsa, u
a

]
holda _[f (x}dx integral ham vaginlashuvchi bo‘ladi.
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b S b
6- ta’rif. Agar _f|f (x)idx integral yaginlashuvchi bo‘lsa, _[f (x)dx
absolut yaginlashuvchi integral deyiladi.

b b
Agar _[I f{xX)ldx integral uzoglashuvchi bo‘lib, If (x)dx yaqin-

b P
lashuvchi bo‘lsa, j S(x)dx shartli yaginlashuvchi integral deyiladi.

8°. Xosmas integrallarni hisoblash. Faraz qilaylik, f(x) funksiya
[a. byda uzluksiz bo‘lib, uning A(x) boshlang‘ich funksivasi x - »-0
~ da chekli limitga ega bo‘lsin:
i, ) = Flo.
U holda '

b

b r
[reodx= tim [ f(oax= lim [F(r) - F(a)) = F(b) - F(a) = F(%)

a

bo‘ladi. Bu Nyuton—Leybnits formulasi deyiladi.

Aytaylik, u(x) va v(x) funksivalar [a, &) da berilgan va shu oraliqda
uzluksiz #'(x) va v'(x) hosilalarga ega bo‘lib, & nuqgta v{x) - u’(x)
hamda u(x)-v'(x) funksiyalarning maxsus nuqtalari bo‘lsin.

Agar:

b _

1) Iv(x)du(x) integral yaginlashuvchi:

2) Ushbu =~ lim_u(e)- v(0)

N _
limiti mavjud va chekli bo‘lsa, u holda Ju(x)dv(x): integral yagin-

lashuvchi va
)

Iu(x)dv(x) = u(x)v(x}

4

bo‘ladi, bunda ulb) -vid)= xgrg}o u(t)y-v(1y,

h
- [v(x)dutx) (3

b
7 4
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1 .
7- misol. Ushbu | 219 integra) hisoblansin.

5 3"(.7(—1)2

« Buintegralda w(x)=x+1, dv(x)= :[-TT— dx deb olinsa,

1
unda du(x) = dx, v(x)=3(x~1)} va

i 11

Lk |

u(x) v(x) —(x+l) 3(xv“l)

!

1 "‘_
Jvodu(x) = | 30 - 1)3dx g(x—l’
0
ra

1
0 '
bo‘lib, (3) formulaga ko‘ra

ju(x) - dv(x) =:} (xeDdx _ 5 _ (_ g) _ %

0 Yix-1)?
1
bo‘ladi. Demak, I(“l)dx = 241 | 2
° 3 (x—1)2
b
Quyidagi j fix)dx

Xosmas integralda (b — maxsus nuqta) x = @(z) almashtirish bajaramiz,
bunda @(z) funksiya [o, B) oraliqda uzluksiz ¢'(2) > 0 hosilaga ega hamda

o) =a, 9(B) = Jlim ¢ =b
p
Agar Jf(cp(z))rp’(z)dz

integral yaqmlashuvchl bo'lsa, u holda jf (x)dx integral ham yaqin-
lashuvchi bo‘lib,
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L] B _
[re0de = [ e’z

bo‘ladi.
i

8- misol, Ushbu j integral hisoblansin,
1]

_
(1+x)Vx

< Buintegralda x = ¢(z) = z* almashtirish bajaramiz. Ravshanki,
x=2" bu funksiya (0, 1} oraligda x" =2z >0 hosilaga ega va u
uzluksiz bo‘lib, @(0) =0, ¢(1}) =1 bofladi.

b 2dy !

(1+x)J_ l+z

9°. Chegara]anmagan funksiya xosmas integralining bosh giymati.
Faraz gilaylik, f(x) funksiya [a,&]\ {c} da berilgan bo‘lib, ¢ nugta
(2 < ¢ < b) shu funksiyaning maxsus nuqtasi bo‘lsin.

Ma’lumki, ushbu

=2arctg z

Unaj

]

-0 ]
lg!i [ [ rixydx+ Jlf(x)dx]
limit chegaralanmagan f(x) funksiyaning xosmas integrali deyilib, v
chekli bo‘lsa,

hm[ j F(x)dx+ j f(x)dx] j f(x)dx

o =0 c+a’

xosmas integral yaqinlashuvchi deyilar edi. Bunda « va o o‘zgaruVQ
chilar ixtiyoriy ravishda nolga intiladi deb qaraladi.

&
Xususan, I S (x)dx xosmas integral yaginlashuvchi bo‘lsa, -

llm[_[ F(x)dx + j f(x)dx] j F(x)dx,

(L 3¢ ]
biroq
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Floa)= | feoe+ | faods

[

funksiva o =a’ bo‘lib, o —» 0 da chekli limitga ega bo‘lishidan’
b
jf (x)dx xosmas integralning vaginlashuvchi bo‘lishi kelib chiga-

vermaydi. Masalan,

o ]
’ dx dx
Flo,a) = I ot I';_—C, (a<c<bh)

uchun & =«’ bo‘lsa,

bo‘ladi. Birog

- d b
Flo,0) = J' T B | i T
x-¢ ,
O C4+0
bo'lib, ¢ - 0, o’ — 0 da uning limiti mavjud emas, ya’ni

[

., {a<c<b)

xosmas integral yaginlashuvchi emas.
7- ta’rif, Agar o=« bo'lib, « — 0 da

Flo,a’) = c]_a f(x)ydx + j S(x)dx

o+’

]
funksiyaning limiti mavjud va chekli bo‘lsa, u holda I f(x)dx xosmas

integral bosh giymat ma’nosida yaginlashuvchi deyilib,

0

¢t b
lim j F(x)dx + j f(x)aix]
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]
limit esa If (x)dx xosmas integraining bosh giymati deyiladi. Uni

v.p.j fi{x)dx

kabi belgilanadi. Demak,

v.p. J‘ S(0)dx = lim j F(x)dx + J' Fx)dx].

e+

Mashgqlar

1. Ushbu j

mtegral hlsoblansm

W

kL

2. Ushbu Jln sin xdx integralning yaqginlashuvchanligi isbotlan-
i
sin, qiymati topilsin.

3. Ushbu j integral yaginlashuvchanlikka tekshirilsin.

J3c_+arctgx

48- ma’ruza
Xosmas integrallarning umumiy holi

1°. Chegaralanmagan funksiyaning cheksiz oraliq bo‘yicha xosmas
integrali tushunchasi. Faraz qgilaylik, f(x) funksiva (a, +e) oraliqda
berilgan bo‘lib, @ nugta uning maxsus nugtasi bo‘lsin,

Avyni paytda, bu funksiva istalgan chekli [f, 1] (g <! < T < +)
oraligda integrallanuvchi, ya’ni

[reode=Fen

integral maviud bo"]sin.
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Ma'lumki, 1 —» a+ 0 da F(¢,1) funkivaning limiti mavjud bo‘lsa,
uni chegaralanmagan funksivaning xosmas integrali deyilib,

[ reode
kabi belgilanar edi: ‘
Jf(x)dxH llm F(r,9) = hm If(x)dx )

Aytaylik, f(x) funksiyaning (a, 1] oraliq bo* ylcha X0smas 1ntegrall

_[f (x)dx mavjud bo‘lsin. Ravshanki, bu integral 1 ga boglig bo‘ladi.

T
Agar T -+ da J S{x}dx ning limiti mavjud bo‘lsa, bu limit
f{x) funksiyaning (a, + ) oralig bo‘yicha xosmas integrali deyilib, '

uni jf(x)a!x kabi belgilanar edi:

[ fimax = tim | f(0ax. @
(1) va (2) munosabatlardan lopamiz:
jf(x)dx = lim gm [ oo, 3)

Bu (3) munosabat chegaralanmagan funkmyanmg cheksiz oraliq
bo‘yicha xosmas integralini ifodalaydi.

o

FAR J x“le"*dx integral va uning yaqinlashuvchanligi. Ravshanki,
0

bu integral a ga bog‘liq. @ < | bo‘lganda x = 0 nuqta integral ostidagi
funksiyaning maxsus nugtasi bo‘ladi. Demak,

oo

I x“ e * dx

0 S
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integral chegaralanmagan funksiyaning cheksiz oraliq bo‘yicha xosmas
integrali,
Qaralayotgan integralni quyidagicha

+os | o
I x Ve * e = Ix““ e “dx+ J x4t dx
) 0 1

ko‘rinishda yozib, tenglikning o‘ng tomonidagi integrallarning har
birini alohida-alohida yaginlashuvchanlikka tekshiramiz.

1
Ushbu Jx““ e *dx integralda, integral ostidagi funksiya uchun
0

1 1 a-1 ,-x 1
EFSx e S;T:E’ 0<x<l)

tengsizliklar o‘rinli bo‘ladi. Ma’lumki,
g2
I-¢

0x

integral 1 —a <1, ya'ni @ > 0 bo‘lganda —~ yaqinlashuvchi, 1~a 21,
va'ni g £ 0 bo‘lganda — uzoqlashuvchi. Demak, o

1-a
ox

! |

-] dx
Ix" le"dx va I—
0

. .- ]
integrallarda x“"et g A

o
bo'lib, @ > 0 bo'lganda | ax

1-a
! X

tagqoslash hagidagi teoremaga ko‘ra ¢ > 0 bo‘lganda
1

integral — yaginlashuvchi. Unda

.‘fxu—le—x‘tt -
integral yaginlashuvchi bo‘ladi.
Endi | J’ x“ Ve *dx

1
integralni vaginlashuvchanlikka tekshiramiz,
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+ea i - 1
Ushbu Ix le™ dx va I ?dx
1 1

Fos

. . .
integrallarni qaraylik. Ravshanki, _[x—zdx integral vaginlashuvchi,
1

-1 ,-x a+]
Ayni paytda, lim ad = hm i;- = 0 bo‘lganligi sababli, 44- ma’-
A=z Xptem g
'xz
e

ruzada keltirilgan tasdigqa ko‘ra J x* e  dx integral a ning ixtiyoriy
L1 .
giymatlarida yaqginlashuvchi bo‘ladi.

Demak, berilgan Ix""e"‘dx integral g > 0 bo‘lganda yaqin-

lashuvchi bo‘ladi.
1
3. Ix"_' (1~ x)*" dx integral va uning yaginlashuvchanligi.
1]
Bu integraldagi integral ostidagi funksiva uchun:
a) a<l, bz1 bo‘lganda x = 0 maxsus nugta;
b) a=1, b <1 bo'lganda x = 1 maxsus nuqta;
d) a <1, b<1 bo‘lganda x = 0, x = 1 nuqgtalar maxsus nugtalar
bo‘ladi.
Berilgan integralni quyidagicha yozib oOlamiz:
I
|

2 I
Jrta-xtaes fxa-x s [t -0t e,
0 0 1

a-1 h-1
Ravshanki, lim f__ﬂ:le_ =1, lim A
x—0 x? x5 (lex)¥
Unda 47- ma’ruzada keltirilgan tasdigga ko‘ra
1 t

2 2
Ix"‘l (1- x)*>1dx bilan Ik""dx ,
0 o
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1 1
[x= - x)"dx bitan [(1- 0" dx
l !

2 2

integrallar bir vaqtda yoki yaqinlashadi, yoki uzoqlashadi.
1

2
Ma’lumki, @ > 0 bo‘lganda j x%dx integral yaqinlashuvchi,
i
b> 0 bo‘lganda
' |
"j(l-x)”"1dx
1

2

integral yaqginlashuvchi bo‘ladi. Demak, a > 0 bo‘lganda
o I

2
jx‘*" (1 - x)*" dx
)

integral yaginlashuvehi bo‘ladi, b > 0 bo‘lganda’ -
I
I x41(1 = X)L dx
1 _

3 _
integral yaqinla'shﬁifchi bo‘ladi. Shunday qilib, berilgan
1 o
Ix"'l(l—x}b']dx o
0
xosmas integral a > 0 va b > 0 bo‘lganda yaqinlashu_vchi bo‘ladi.

Mashgqlar

xa-—l

1+x

1. Ushbu dx integral yaqinlashuvchanlikka tekshirilsin.

ot—i

ey
2. Ushbu f ——II:; dx integral yaqinlashuvchanlikka tekshirilsin.
0
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11-BOB
SONLI QATORLAR

49- ma’ruza

Sonll qatorlar va ularning yaqinlashuvchanhgl
Yaginlashuvchi gatorning xossalari. Koshi teoremasi

1°. Sonli gator tushunchasi. Faraz gilaylik,
{aﬂ}: Q) .y ,8y,..., n’.
hagiqiy sonlar ketma-ketligi berilgan bo‘lsin. Ular vordamida ushbu
G +a+a; +..+a,+. {1)
ifodani hosil gilamiz. (1) ifoda sonli gator, qlsqacha garor deyiladi va

Z a, kabi belgilanadi:
a=1

Za,, =@+ +a; ..t
n=1 .
Bunda a;,4,,8;,....a,,... sonlar gatorning hadlari, a, esa gator-
ning umumiy hadi (yoki n- hadi) deyiladi.
Quyidagi _
Se=aq +a +..+a,, (n=123,.)
vig‘indi (1) qatorning n- gismiy yig indisi deyiladi.
Demak, (1) qator berilganda har doim bu qatorning gismiy yig‘in-
dilaridan iborat ushbu {S,}:
Sla st Sjs vy Sns e
ketma-ketlikni hosil gilish mumkin. Masalan,

| l 1
e e T
12 23 n{n+1)

qatorning qismiy yig‘indisi




bo‘lib, ulardan tuzilgan {S,} ketma-ketlik
o1
LY

3 n
» 4’---9 n+1)’

| b

bo‘ladi.
1-ta’rif. Agar n—> e da {§,} ketma-ketlik § ga (Se R)
yaginlashsa, (1) gator yaginlashuvchi deyiladi, S uning yig ‘indisi deyiladi:

lim S, =S, S:ia,,
H—yeo et

Agar {S,} ketma-ketlik chekli limitga ega bo‘Imasa (limit mavjud
bo‘Imasa yoki cheksiz bo‘lsa), (1) gator uzoglashuvchi deyiladi. - .

1 1 1 1 '
1- misol. Ushbu Z nn-1) =13 +353 Tt P + . qator.

n=1

uchun S, = 1~ - bo'lib,
I+n

lim S, =1im(1-——lf)=1

H—3ee nees n+l

bo‘ladi. Demak, berilgan qator yaginlashuvchi va uning yig‘indisi

ol 1 _
1 ga teng; Z_],m =1.

2- misol. Quyidagi > n=1+2+3+...+n+... qator uzoglashuv-

n=]

chi bo‘ladi, chunki S, =1+2+3+..+n= "(T]) uchun lim §, = +e=.

H—wo

3- misol. Ushbu Z,(—l)"+l s1-1+1-1+..+(-1)"" +... qator
m=1 .
uchun

0, agar n- juft son,

-1 _ 1At —
S, =1=1+1-1+...+(-1) {1’ agar 71— toq son

bo‘libu 7 — oo da limitga ega emas. Demak, berilgan gator uzoglashuvehi.
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4- misol. Ushbn

Zaq”" =a+aq+aq’ +..+aq" +.., (ae R, qe R)
n=l

gator yaginlashuvchanlikka tekshirilsin.
« Odatda, bu geomerrik gator deb yuritiladi. Berilgan qator uchun

"
S, =a+aq+aq’ +.. +ag"" =-a-l“—_a~j——, g=1)

bo'lib, |g| <! bo‘iganda lim S, = = bo‘ladi.
Hromboo g-i o
Demak, bu holda geometrik qator yaginlashuvchi va uning yi-
o gies A
g‘indisi g ga teng.
Agar g > 1 bo‘lsa, lim S, = <o,
B

g = 1 bo‘lsa, lim §, = lim na = oo
H—yoe

bo‘lib, bu hollarda berilgan qator uzoglashuvchi bo‘ladi.
g < —1 bo‘lganda esa {.5,} ketma-ketlik limitga ega emas. Demak,
bu holda ham qator uzoglashuvchi bo‘ladi.

Shunday qilib, geometrik qator lg| <1 bo‘lganda yaginlashuvchi,

lg| > 1 bo‘lganda uzoglashuvchi bo‘ladi. P
2°. Yagqinlashuvchi qatorlarning xossalari. Aytaylik, biror

Za,,=a1+a2 +.o+d, +.. (1)

n=1

qator berilgan bo‘lsin.
Ushbu Z 8y =0y t 8yt (2)

n=m+1
qator {(bunda m - tayinlangan natural son) (1) gatorning qoldig'i
deyiladi.

1- xossa. Agar (1) qator yaqinlashuvchi bo‘lsa, (2) gator ham
yaqinlashuvchi bo‘ladi va aksincha; (2} gatoming yaginlashuvchi bo‘Ji-
shidan (1) qatorning vaginlashuvchiligi kelib chigadi.

<4 (1) gqatorning gismiy yig‘indisi

S,=a+a +..+a,,
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(2) qatorning gismiy yig‘indisi
M}((m) Sp t Ay oty _

lar uchun Sy =Sy + M (3)
bo‘ladi. '

Aytaylik, (1) qator yaginlashuvchi bo‘Isin. Unda k& — « da S in
chekli limitga ega bo‘lib, (3) munosabatga ko‘ra k — « da M{™
ham chekli limitga ega bo‘ladi. Demak, (2) gator yaqinlashuvchi,

Avtaylik, (2) qator yaqinlashuvchi bo‘lsin. Unda & — - da M{™
chekli limitga ega bo‘ladi. Yana (3) munosabatga ko‘ra k —»  da S,
ham chekli limitga ega bo‘ladi. Demak, (1) gator yaginlashuvchi. »

2- xossa. Agar Za,, =4 F @G+t +..

n=1

gator yaginlashuvchi bo'lib, uning yvig‘indisi S ga teng bo_‘ Isa, u holda

ZC-a =C-q+C- G+ HC B+
. n=l
qator ham yaqmlashuvchl va uning yig'indisi ¢-.§ ga teng bo‘ladl,
bunda ¢ =0 — o‘zgarmas son.
3- xossa. Agar

Za =0+ +..ta,+. Zb =h+b+..th +.

n=l
qatorlar yaqginlashuvchi bo‘lib, ulammg ylg ‘indisi mos ravishda S, va
S, ga teng bo‘lsa, u holda

Z(a +h)y=(q+H)+(a+H)+...+(a, +b)+..

gator ham yaginlashuvchi va uning yig‘indisi S, + .5, ga teng bo‘ladi.
2- va 3- xossalarning isboti sonli qatorlar va ularning yaqmlashuv-
chanligi ta’rifidan bevosita kelib chigadi.

4- xo0ssa. Agar z A, =G+ G+t Ty ..
n=|

qator yaqinlashuvchi bo‘lsa, » — = da a, nolga intiladi:
lima, =0.

H=pomr
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4 Aytaylik, 20,, gator yaginlashuvchi bo‘lib, uning yig'indisi
=l S
S ga teng bo‘lsin: Ta’rifga binoan
lim S, -hm(a1+az +a.+a,)=49,

=300

Ravshanki, g, = §, - §,_, bo‘ladi. Keyingi tenglikdan topamiz:
lim a, nhm(S ~§5,4)=5S-8§=0.»

H—roo

Eslatma. Qatorning umumiy hadi a, ning #» — « da nolga
intilishidan wning vaginlashuvchi bo‘lishi har doim kelib chigaver-
maydi. Masalan, ushbu

~ ! .1 1
;ﬁ_l+ﬁ+ﬁ+"'+ﬁ+"‘

qatorning umumiy hadi a, = 7'; bo'lib, u 1 — oo da nolga intiladi.
Ammo bu qator vzoqlashuvchi, chunki

_ 1 R .
SI+J_J' +J‘>"J;J§

ketma-ketlik # — oo da +< ga intiladi: lim S, = . '

Yugorida keltirilgan 4- xossa qator yaqmlashuvchl bo llshmlng
zaruriy shartini ifodalaydi.
5- xossa. Aytaylik,

ia,,=a1+a2+...+a,,+...;_ (1)
n=1 )

gator berilgan bo‘lsin. Bu. qatomihg hadlarini guruhlab quyidagi
G+ +..+8,)+ (8,10, a0+ +a,)+.. 4)

gatorni hosil qilamiz, bunda », < n, <... bo'lib, {#,} — natural sonlar
ketma-ketligi {#} ning qismiy ketma-ketligi.
Agar (1) qator vaginlashuvchi bo‘lib, uning yig‘indisi .5 ga teng
bo‘lsa, u holda (4) qator ham yaqinlashuvchi va yig‘indisi S bo‘ladi.
4 (1) qator yaginlashuvchi bo‘lib, vigindisi . ga teng bo‘lsin. U
holda
345



: n—eeda$,=q+a,+..+a, > S
bo‘ladi.

Aytaylik, {(4) qatorning gismiy yig‘indilaridan iborat ketma-ketlik
{Sn } bo'lsin (k=1, 2, 3, ...). Ravshanki, bu ketma-ketlik {,} ketma-
ketlikning qismiy ketma-ketligi bo‘ladi. Ma’lum teoremaga ko‘ra

k—>wdas$, -5

bo‘ladi. Demak, (4) gator yaginlashuvchi va uning yig‘indisi .Sga teng. »
3°. Qatoming yaqinlashuvchanligi. Koshi teoremasi. Faraz gilaylik,

Za,, =q+ad ..+, +..

n=1
qator berilgan bo‘lsin. Ma’lumki, bu gatorning yaginlashuvchanligi
ushbu

S,=a+a,+..+a,, (n=12,3,.)
ketma-ketlikning # — = da chekli limitga ega bo‘lishidan iborat.
9- ma’ruzada sonlar ketma-ketligining chekli limitga ega bo‘lishi
haqida Koshi teoremasi, ya’ni {§,} ketma-ketlikning # —» e da chekli
limitga ega bo‘lishi uchun
ve>9, An,e N, Va>ny, Vme N da |S,,, —S,|<¢

tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli ekani keltirilgan edi.

Bu tushuncha va tasdigdan Zan gator yaqinlashuvchiligini

n=1

ifodalaydigan quyidagi teorema kelib chiqadi.

Teorema. (Koshi teoremasi.) Z a, qator yaqinlashuvchi bo‘lishi
n=l

uchun Ve >0 son olinganda ham shunday n, ¢ N topilib, vi > n,
vam=1, 2, 3, .. bo‘lganda
lSmm - Snl = |an+l iy et an+m1 <£ (5)
tengsizlikning bajarilishi zarur va yetarli.
Eslatma. Agar Z a, qator uchun (5) shart bajarill_r'iasa',';ya’ni

=1

e, >0, Yke N, Inzk, 3me N
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[an+l +ap ta an+m| 2 & (6)

bo'lsa, u holda Ea,, gator uzoqglashuvchi bo‘ladi,
=1 )

5- misol. Ushbu
=+ 4.+
bt 7 2 2 2"

qator yaginlashuvchanlikka tekshirilsin. .
4 Bu gator uchun Koshi teoremasidagi (5) shannmg bajarilishini
tekshiramiz:

"‘ e

isinn_sinl_'_sinZ sin #

1
P
1 1 L

—— e = -

sin(n+1) | sin(n+2) . sind n+m)
2n+l 2n+2 o qum

2n—+] 5:75 " 2"“"_1.._1, o

Agar ve > songa ko‘ra n, =[-log, ]+ 1 deb olinsa, u holda

Vr>n vam=1,2,3, .. lar uchun

§in(n+l) + sin(#+2) sin n+ ) <€
2n+] 2 n+2 gr+m
bo‘ladi. Demak, berilgan qator yaginlashuvchi.
6- misel. Ushbu
! .1 1 1
g{;-l+§+§+."+;+... (N

qator yaqginlashuvchanlikka tekshirilsin.
4¢, = % va ixtivoriy ke N uchun # = &k, m = k bo‘lganda

L !

nel  ne2 7 nam
bo‘ladi. .

(6) shartga ko‘ra (7) qator uzoqlashuvchi bo‘ladi. P

Odatda, (7) qator garmonik qator deyiladi. Demak, garmonik
gator uzoglashuvchi qater ekan.

11 L I

1 |
Tkt Ea Tt TR

3%
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Mashglar

oo n—|
1. Ushbu Z x - (x = +1) gatorning yaginlashuvchanligi is-
T [ e
botlansin, yig‘indisi topilsin.

2. Agar z a,, (a,20,n=1,2,3,..) qator yaginlashuvchi bo‘l-

sa, u holda z d, qatorning ham yaginlashuvchi bo‘lishi 1sbotlansm

n=1

50- ma’ruza
Musbat hadli qatorlar

1°. Musbat hadli gatorlar va ularning yaqmlaslmvchanhgl Faraz
gilaylik,

Za,,=a1+az +...+a,,+.... ()

gator berilgan bo‘lsm
Agar bu qatorda g, 20, (vre N) bo'lsa, (1) musbar hadli qator
deviladi.
Musbat hadli qatorlarda, ulamning qlsmly yig‘indilaridan iborat
{S,} ketma-ketlik o‘suvchi ketma-ketlik bo‘ladi. Hagigatan ham,

) S =q+a+..+a,+a8,, =S, +a,,25,.
1- teorema. Musbat hadli

Za st +..+4q, +..
=]

qatormng yaginlashuvchi bo‘lishi uchun
{$,}={a+a+..+a,}, (n=12,3,.) |
ketma-ketlikning yuqoridan chegaralangan bo‘lishi zarur va yetarli.
<« Zarurligi. (1) qator yaqiniashuvchi bo‘lsin. Unda # — « da
{S,} ketma-ketlik chekli limitga ega bo‘ladi. Yaqiniashuvchi ketma-

ketlikning xossasiga ko‘ra {S,} chegaralangan, jumladan, yuqoridan
chegaralangan bo‘ladi. '
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Yetarliligi. {S,} ketma-ketlik yuqoridan chegaralangan bo‘lsin.
Unda monoton ketma-ketlikning limiti hagidagi teoremaga ko‘ra
{S,} ketma-ketlik n — o da chekli limitga ega bo‘ladi. Demak, (1)
qator — yaqinlashuvchi.

Eslatma. Agar ) g, =@ +@ + ...+ a, +... musbat hadli qa-
n=i
torda, uning qismiy vig‘indilaridan iborat {S,} ketma-ketlik yuqoridan .
chegaralanmagan bo‘lsa, u holda gator uzoqlashuvchi bo‘ladi.
2°. Musbat hadli qatorlarda taqgoslash teoremalari. Ikkita

Za,, S+ttt Zb,, =b+b+.. b+
n=1

n=1

musbat hadli gatorlar berilgan bo‘lsin.

2- teorema. Faraz qilaylik, Za va Zb gatorlar uchun
n=l1
Yrne N da
a, < b, (2)
tengsizlik bajarilsin.
U holda:

1) 2 b, qator yaqinlashuvchi bolsa, Za,, qator ham yaqm-
lashuvchl bo‘ladi; "

2) Z a, qator uzoglashuvchi bo‘lsa, 2 b, qator ham uzogla-
shuvchi bo ladi. -

) Za,, va Z b, qatorlarning gismiy yig‘indilari mos ravishda
=l =1 '
Sp=aq+a +..+a, S, =b+b+..+8,
bo‘lsin. U holda (2) munosabatga ko‘ra quyidagiga ega bo‘lamiz:
S, <85, 3) .

Aytaylik, z b, qator yaginlashuvchi bo‘lsin. U holda 1- teore-
n=l

maga binoan {S,} ketma-ketlik yugoridan chegaralangan bo‘ladi.
349



Ayni paytda, (3) munosabatni ¢’tiborga olib, {S,} ketma-ketlikning
ham yngoridan chegaralangan bo‘lishini topamiz. Yana !- teoremaga

ko'ra D4, gator yaginlashuvchi boladi.

n=1
Avytaylik, Za,, qator uzoglashuvchi bo‘lsin. Unda (3) muno-
n=l "
sabat va eslatmadan foydalanib, Zb,, gatorning uzoglashuvchi
bo‘lishini topamiz. P =l

T

R ) - . W i
1- misol. Ushbu Y sin - =sin 7

R T . n
+8i0 — + ...+ sin-— + ...
2
oy 2 2"
gator yaginiashuvchanlikka tekshirilsin.
<4 Ravshanki, bu gator hadiari uchun

O<sint <™, (n=1,2,3,..)
2" 2 )

tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.

Natijada berilgan gatorning har bir hadi vaqinlashuvchi . ZL"
H=

gatorning (geometrik gatorning) mos hadidan kichik. 2- teoremaga
muvofiq berilgan gator yaginlashuvchi bo‘ladi. »

3- teorema. Faraz qilaylik, musbat hadli Za,, va Z b, qator-
n=l =1
larning umumiy hadlari uchun "

nmz_"= , (b, >0, #=12,.)

H=es By

bo‘lsin. U holda:
1) K <+eo bo'lib, D b, qator yaginlashuvchi l?é‘ls:a, > a,

ﬂ'=1 H=l

qator ham yaqinlashuvchi bo‘ladi.

2) K > 0 bo‘lib, Zb,, qator uzoqlashuvdubo‘lsa, Za,, qator

n=l - on=l
ham uzoqlashuvchi bo‘ladi.
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« Aytaylik, K < 4= bo‘lib, Zb,, gator yaginlashuvchi bo‘lsin.
n=l

Ravshanki, lim 2 = K = Ve >0, dn,e N, ¥Yu>n:

n—yvo bn

B

<e=(K-¢€)h, <qa, <(K+¢e)b,.

n

Bundan esa > (K +¢)b, qator yaginlashuvchi bo‘lgani uchun 2- teo-

n=1

remaga ko‘ra Ea,, gatorning yaqinlashuychiligi kelib chiqishini
n=1

topamiz.

Aytaylik, X > 0 bo‘lib, Zb,, qator uZoglashuvchi bo‘lsin.
n=l
Ravshanki, lim 2" = K va 0 < K, < K bo‘lishidan Vi > nye N

Hesee O

uchun E—” > K;,ya'ni b, < KL a, bo‘lishi kelip chigadi. 2-teoremadan
" I

foydalanib, z @, qatorning uzoglashuvchi bo‘lishini topamiz. P

n=l

Natija. Musbat hadli z a, va Z b, Qatorlar uchun

A=l n=l

Hm 22 = K, (0< K < )

psen By

bo‘lsa, u holda Za,, va an gatorlar bir vaqtda yoki yaginla-
n=l =l

shuvchi bo‘ladi, yoki uzoglashuvchi bo‘ladi,

3

. 1 .
2- misol. Ushbu 3, —; qator yaginlashuvchanlikka tekshirilsin.
+—
nn

« Berilgan qator bilan birga uzoglashuychiligi ma'lum bo‘lgan

=]

- 1 . . )
Z - garmonik gatomi garaymiz. Bu gatorlamig umumiy hadlari uchun

n=1
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1
1

I+
lim 2.2 = lim 2 = lim —— =1
n—yeo l n—yes 1+ n-—aW\/—

n non

bo‘ladi. Demak, berilgan gator uzoglashuvchi ekan.
4- teorema. Aytaylik, musbat hadli Z a, va 2 b, qatorlar uchun
n=1 n=l

el o
aﬂ bﬂ

bo'lsin (@, >0, b, >0, n=1,2,3,..)..
U holda:

1) an gator yacjinlashuvchi bo'lsa, Z a, qator ham yaqin-
n=l . = . . .
lashuvchi bo‘ladi;
2) ia,, gator uzoqlashuvchi bolsa, Zb,, qator ham uzog-
n=l n=l

lashuvchi bo‘ladi.

< Faraz gilaylik, ¥ a,, Y 5, qatordar (g, > 0,8, >0, n=1,2,3,..)

= =]
uchun = "
Gt < Bt (=
o S (n=1,2,3,..)
tengsizliklar bajarilsin, Bu shartdan quyidagi munosabat kelib chiqagi_:
a8 4 b bH b

] - L _bl E bn—l )
Keyingi tengsizlikdan topamiz:

a, < gll_b,,, (n=1,2,3,.).

Aytaylik, Zb qator yaginlashuvchi bo‘lsin. Ravshanki, z
n=l n:l

qator ham yagqinlashuvchi bo‘ladi. 2- teoremadan foydalanib,
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Z a, gqatorning yaqinlashuvchi bo‘lishini topamiz. Xuddi shunga
n=]
o‘xshash Z a, qatorning uzoglashuvchi bo‘lishidan Z b, gqatorning
n=1 n=l

uzoqlashuvchi bo‘lishi kelib chigishi ko‘rsatiladi. P

Yugqorida keltirilgan teorema va misollardan ko‘rinadiki, musbat
hadli gatoming vaginlashuvchi yoki uzoglashuvchiligini bilgan holda,
hadlari bu gator hadlari bilan ma’lum munosabatda bo‘lgan (tagqos-
langan) ikkinchi musbat hadli qatorning yaginlashuvchi yoki uzogla-
shuvchiligini aniglash mumkin bo‘lar ekan.

I zoh. Yuqorida keltirilgan teoremalar # ning biror #, qiymatidan
boshlab bajarilganda ham o‘rinli bo‘ladi.

Mashglar

3
1. Ushbu Z " gatorning yaqmlashuvchl bo'lishi 1sbotlansm

n=2

2. Ushbu Z (_l*gllETn_n qatorning yaqinlashmvchi ekani isbotlansin.
n

n=3

3.Garmonik gator Z ning qismiy yig‘indisi S, uchun ushbu

rr-l
0<S,-In(r+D<t, (n22)
tengsizlik o‘rinli ekani ko‘rsatilsin.

51- ma’ruza
Musbat hadli qatorlarda yaqinlashish alomatlari =

Musbat hadli qatorlar mavzusida bayon etilgan tagqoslash teore-
malaridan foydalanib, yaginlashish alomatlarini keltlramlz
1°. Koshi alomati. Agar musbat hadli

Za =aq+ay+.ta, +. )

n=l
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gatorda barcha » =1 uchun

ga, <g<1 (2

bo‘lsa, (1) gator yaginlashuvchi bo‘ladi;

ga, 21 3)

bo‘lsa, (1) gator vzoqlashuvchi bo‘ladi.
<« Aytaylik, (1) gator hadlari uchun

W3q<l

bo‘lsin. Ravshanki, bu tengsizlikdan

L, S q"
bo‘lishi kelib chiqadi.

Demak, berilgan qatorning har bir hadi yaqmlashuvchl geometrik
gatorning mos hadidan katta emas. Unda 50- ma’ruzadagi 2- teo-
remaga ko‘ra (1) gator yaqinlashuvchi bo‘ladi.

Aytaylik, (1) gator hadlari uchun

ta, 21, ya'ni g, 21
bo‘lsin. Bu munosabat berilgan gatorning har bir hadini uzealashuvchi

zl =1+1+..+1+..
n=l
gatorning mos hadidan kichik emasligini ko‘rsatadi. Bu holda yana
o‘sha 2- teoremaga ko‘ra (1) qator uzoglashuvchi bo‘ladi. »
Ko‘pincha Koshi alomatining quyida keltirilgan lm‘ut ko‘rinishidagi
tasdig‘idan foydalaniladi.
Faraz qilaylik, musbat hadli (1) gatorda
lim %fa, =k
mavjud bo'lsin. U holda :
1) £ < 1 bo‘lganda (1) gator yaqinlashuvchi bo‘ladi,
2) k > 1 bo‘lganda (1) gator uzoqlashuvchi bo‘ladi.

o ”
1
1- misol. Ushbu z (%) qator yaqginlashuvchanlikka tekshirilsin.
n=1

>
<« Bu qatorning umumiy hadi a, = (5%) bo‘lib, uning uchun



a2

@gzpﬂr=tﬁi.

l H
‘ﬂ
bo'ladi, Ravshanki,  lim " -=§.
1+%

H—Dw[

Demak, &£ = % < 1, beriigan gator yaqiniashuvchi ekan. »

1- eslatma. Koshi alomatidagi {2) va (3) tengsizliklar » ning
biror n, giymatidan boshlab bajarilganda ham tasdiq o‘rinli bo‘ladi.

2- eslatma. Koshi alomatining limit ko‘rinishidagi ifodasida
k=1 bo‘lsa, u holda (1) qator yaginlashuvchi ham, uzoglashuvchi
ham bo‘lishi mumkin.

2°. Dalamber alomati. Agar musbat hadli

Za,,=a1+ag+...+a,,+... : ()
n=1

gatorda barcha # 2 1 uchun

EI;isgwl, (a,>0,m=12.) (4)

]

bo‘lsa, (1) gator vaginlashuvchi bo‘ladi;

";“ 21, (g, >0,n=12.) (5)
bo‘lsa, {1) gator uzoglashuvchi bo‘ladi.
4 Aytaylik, (1) gator hadlari uchun -

Gl g<l
"

bo‘lsin. Bu tengsizlikni quyidagicha

) n+l
G T2, (<))
a, q”

ko‘rinishda yozish mumkin.
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Ravshanki,
g, (0<g<)
n=1

gator (geometrik gator) vaginlashuvchi. 50- ma’ruzada keltirilgan 3-
teoremadan foydalanib, berilgan gatorning yaqginlashuvchi bo‘lishini
topamiz.

(1) gator hadlari uchun a;_+} 21 bo‘lganda (II) qatorning uzogq- -

lashuvchi be'lishini aniglash qivin emas.

Dalamber alomatining quyidagi limit ko‘rinishidagi tasdig‘idan
fovdalaniladi.

Faraz gilaylik, musbat hadli (1) gatorda lirn ﬂa"—*‘— = d limit mavjud

bo‘lsin. U holda:

1) d < 1 bo‘lganda (1) qator yaqintashuvchi bo‘ladi,
2) d > 1 bo‘lganda (1) qator uwzoqlashuvchi bo‘ladi.

2- misol. Ushbu z "—; gator yaginlashuvchanlikka tekshirilsin.
n

n=1

< Berilgan qator uchun

n! _ (mei)!
" ;{9 n+l T W
Gyl _ (n+}t" 1

bo‘lib, a, - (ﬂ+l)"+]>ﬂ! - 1
[].+;T

bo‘ladi. Ravshanki,  lim = !

M=o n
()
n

Demak, d = —:; < 1, berilgan gator yaginlashuvchi ekan. p

=1
T e

3- eslatma. Dalamber alomatidagi (4) va (5) tengsizliklar » ning
biror n, qivmatidan boshlab bajarilganda ham tasdiq o‘rinli bo‘ladi.

4- eslatma. Dalamber alomatining limit ko‘rinishidagi ifodasida
d=1 bo‘lsa, u holda (1) gqator yaginlashuvchi ham, uzoglashuvchi
ham bo‘lishi mumkin.
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3°. Integral alomat. Faraz gilaylik, musbat hadli

Ea,, =G+ ¥ td, ..
n=l
gator berilgan bo‘lsin. Ayni paytda, [1,+e) oraligda berilgan f(x)
funksiva quyidagi shartlarni ganoatlantirsin:
1) f(x) funksiya {l1,+-} da uzluksiz,
2) £ (x) funksiya [1,4+-=) da kamayuvchi,
3) ¥xell,+») da f(x)20,
4) f(im=a,, (n=1,2,3,.).

Bunda berilgan gator ushbu Za,, =Z f(n) ko‘rinishga keladi.

n=1 n=]
Yugoridagi shartlardan foydalanib, # < x < n+1, (ne N) bo‘lganda
fmyz f(x)z f(n+1),ya’nl a, 2 f(x)2za,,
bo‘lishini topamiz. Keyingi tengsizlikni [#, #+ 1} oralig bo‘yicha
integrallash natijasida

#il
ay < | f(x)dx < a, ®

bo‘lishi kelib chigadi.

Endi berilgan Za -Z f{n) qator bilan bn'ga ushbu _

n=1 n=1

w Al

ij(x)dx R ]

r=1 "
qatorni qaraymiz. Bu qatorning gismiy yig‘indisi

k+l n+l

)y [ reodx= [ flxrax
1

k=t &
bo‘ladi,
Aytaylik, F(x) funksiya {1, +eo) oraligda f(x) funksiyaning boshlan

g‘ich funksiyasi bo‘lsin: F'(x) = f(x).
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Uni quyidagicha
F(x) = _[f(t)dt, F()=0
1

ko‘rinishda ifodalash mumkin. Natijada
&+l

)3 [ reode = Fn+1y
k

k=1
bo‘ladi.
Agar i — oo da F(n+1) chekli songa intilsa, (bu holda (7) qator-
ning gismiy yig‘indisi chekli limitga ega bo‘ladi) unda (7) gator —
vaginlashuvchi.

Binobarin, Jf(x)dx, (n=12,3,.) ketma-ketlik ynqoridan
)

chegaralangan bo‘ladi. (6) munosabatga ko‘ra berilgan gatorning gismiy
yig‘indilaridan iborat ketma-ketlik yugoridan chegaralangan bo‘lib,
musbat hadli qatorlarning vaginlashuvchanligi haqidagi teoremaga

muvofig berilgan 2 4, qator yaqiniashuvchi bo‘ladi.
n=]
Agar n > da F(rn+1) — « bo‘lsa, berilgan qator uzoqla-

shuvchi bo‘ladi.
Shunday qilib, quyidagi integral alomatga kelamiz.
Integral alomat. Agar m F(x)=5

X—pioo

bo‘lib, b chekli son bo‘lsa, Z a, qator vaginlashuvchi bo‘ladi, b = oo

n=}

bo'lsa, Ea,, qator uzoqlashuvchi bo‘ladi.

n=l

3- misol. Ushbu

qator yaginlashuvchanlikka tekshirilsin.
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< Agar f(x)= L, (a>0) deyilsa, unda bu funksiya [1,+<)
X

oraligda integral alomatda keltirilgan barcha shartlarni ganoatlantiradi.
Bu funksivaning boshlang‘ich funksiyasi

F(x)= jf(r)dr @ . T[x_a_T -1), (0 1)

bo‘ladi. Ravshankl,

1 ‘
11m F(x) = lim l_l_[_&!__-l] a1’ agar o. > | bo‘lsa,
xegee |—0LY x co, agar o <1 bo‘lsa

bo‘lib, o =1 bo‘lganda quyidagiga ega bo‘lamiz:

tim F(x) = lim frf.m.

X o Xompom

w3

- 1
Demak, integral alomatga ko‘ra E;}; qator o >1 bo‘lganda

n=l

yaginiashuvchi, o <1 bo‘lganda uzoglashuvchi bo‘ladi. »

1 . o 4
Qdatda, z = qator umumlashgan garmonik qator deyiladi.

n=l

4°, Raabe alomati. Agar musbat hadli

ian=a,+ag+...+aﬂ+... (1)

=1

gatorda In € Nning biror n, (n, = 1) qiymatidan boshlab, » > n, uchun ‘

n(l — Ol ] zr>1
aﬂ
bo‘lsa, (1) gator yaginlashuvchi bo‘ladi,
H [1 - sl ]s 1
aﬂ
bo‘lsa, (1) gator uzeglashuvchi bo‘ladi.
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< Awtaylik, (1} qator hadlari uchun

n[l~%-'~)2r>l

bo‘lsin. Bu tengsizlikdan
| _r
o <1 " ®)
bo‘lishi kelib chigadi.
Endi r > o > 1 tengsizlikni ganoatiantiruvchi o sonini olib, uni

1LY 4

o = {im
Ftapoo

"

kabi ifodalaymiz. Limit xossasiga ko‘ra, shunday n, ¢ N topiladiki,
barcha # > n; lar uchun

- 1 r :
ya’ni (l—;] 21—; ) _ | (%)
tengsizlik o‘rinli bo‘ladi.
(8) va (9) munosabatlardan barcha » > 7, (#, = max{ny,ng}) lar
uchun

| —

&"ig(l_.l_)a =

a, n

I
(n-1)*

bo‘lishi kelib chiqadi.

Bu tengsizlikni va ¢ > 1 bo‘lganda Z l&- qatorning yaqinlashuv-
n=l
chanligini e’tiborga olib, so‘ng 50- ma’ruzadagi 4- teoremadan foy-

dalanib, berilgan Z a, gatorning yaginlashuvchi bo‘lishini topamiz.

n=1
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Endi (1) gatu.ning hadiari uchun » > n, bo‘lganda

n[l-—%-‘-}gl
aﬂ

bo‘lsin. Bu tengsizlikni quyidagicha

ko‘rinishda yozish mumkin.

Ushbu tengsizlikni va z -lr; gatorning uzogqlashuvchiligini e’tiborga

n=1

olib, vana 50- ma’ruzadagi 4- teoremadan foydalanib, berilgan Z a,

gatorning vzoglashuvchi bo‘lishini topamiz. » rel

Ko‘p hollarda Raabe alomatining quyidagi limit ko‘rinishidan
foydalaniiadi.
Faraz qilaylik, musbat hadli (1) qator hadlari uchun

1 _aﬂ‘+l_
llm n(l ad —ﬂ J— p
ma‘*’jud bO‘lSin. U hOlda:

1) p > 1 bo‘lganida (1} gator yaginlashuvchi bo‘ladi,
2) p < 1 bo‘lganida (1) gator uzoglashuvchi bo‘ladi.

oa 1 1
4- misol. Ushbu Za (e ""), (a>0) qator yaqinlashuv-
n=2 .
chanlikka tekshirilsin,
4 Bu gator uchun

1 1
=1+ +.t=) 1
- A T
n[l a, )” L- —(i+l+ L =nfl-a
" a 1 Te

1

an-]

=Ina bo'ladi.

ay 1o

bo'lib, lim n[l - “_‘) - lim

1
n



Agar Ina > 1, ya’ni ¢ > e bo‘lsa, berilgan gator yaginlashuvchi
bo‘ladi.

Agar Ina < 1, ya'ni ¢ < e bo‘lsa, berilgan qator uzoglashuvchi
bo‘ladi

Agar g = e bo‘lsa, Raabe alomati berilgan gatorning vaqginlashuv-
chanligi yoki wzoqlashuvchiligi haqida xulosa qilolmaydi. »

Mashgqlar

1. Ushbu

Y 5 B
;[g) , (x>0)
qator yaginlashuvchanlikka tekshirilsin, bunda {a,} ketma-ketlikning
har bir hadi musbat bo‘lib, limag, = a, (ae R).

2. Ushbu

oo

>

qator yaqinlashuvchanlikka tekshirilsin,.

52-ma’ruza
Absolut va shartli yaqinlashuvchi gatorlar

1°. Absolut va shartli yaginlashuvchi qatorlar tushunchasi. Faraz
qilaylik,

2a,,=a,+a2+...+a,_,+... | ey
n=1
gator berilgan bo‘Isin. Bu gatorning har bir hadi ixtivoriy ishorali hagi-
qiy sonlardan iborat. (Odatda, bunday qator ixtiyoriy hadli gator deyiladi.)
(1} gator hadlarining absolut giyvmatlaridan ushbu

3o =l e+l o
n=1 . .
qatorni tuzamiz.
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1- teorema. Agar (2) qgator yaginlashuvchi bo‘lsa, u holda (1)
qator ham yaginlashuvchi bo‘ladi.

< Aytaylik, (2) qator vaginlashuvchi bo‘lsin. Unda gator yaginla-
shuvchanligi hagidagi Koshi teoremasiga ko‘ra

ve>0, Imye N, Ya>n, m=12,3. da

|an+ll+ tan+2 | +...+ ian+m| <&

bo‘ladi. Ravshanki,

|an+l + an+2 ..t an+m| < |an+ll+ |an+2| +o 1an+ml .
Keyingi ikki munosabatdan

ve>0, Ame N, Ya>n, m=1,2,3,.. da
e + Gy + oo+ Bppm| < €

bo‘lishi kelib chigadi. Koshi teoremasiga muvofiq (1) qator yaqmla
shuvchi bo‘ladi. »

1- ta’rif. Agar Z|a,,! gator yaqinlashuvchi bo‘lsa, Za,, gator
p=l n=t

absolut yaginlashuvehi gator deyiladi. Masalan, ushbu

i 11 1 (-1)*!
__._( 1) =] - —+ -+ 1 + s
Z 20, 311 40‘. na

n=l T

qator « > 1 bo‘lganda absolut yaginiashuvchi gator bo‘ladi, chunki

oo

P

n=l

umumlashgan garmonik qator « > | bo‘iganda yaginlashuvchi.

2-ta’rif. Agar Za,, gator vagintashuvchi bo‘lib, Z|a,,| gator

n=1 =]

uzoglashuvchi bo‘lsa, Za,, qator shartli yaginlashuvchi gator
n=l
deyiladi.
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. vl et o 1,11 n"!
Misol. Ushbn g,’”( D™ =1 gty gttt
qator shartli yaqginlashuvchi qator bo‘ladi.

+« Ravshanki, berilgan qatoming gismiy vig‘indisi

n-1
1 1 + (-1)

S _l +§ E+... n (3)

bo'ladi. Ma’lumki, In{1 + x) funksiyaning Makloren formulasiga ko‘ra
yoyilmasi

2 3 4 I
1n(1+x)=x-%+%-%+...+‘” + R (%)

bo'lib, 0 £ x €1 bo‘lganda
1
Ry ()] < il
bo‘lar edi (qaralsin [1], 6- bob, 7- §).
Xususan, x = 1 bo‘lganda

a1 11 (="
In2=1 Ftg-gtet— +R,,+l.(.l)

1 o
Ry ()] < oy | 4)
bo‘ladi. "
(3) va (4) munosabatlardan
In2=S, +R,, (1)

va undan 1S, -In2|< L
+l
bo‘lishi kelib chigadi. Demak, # > « da §, > In2. Buesa qarala-

yotgan gatorning yaginkashuvchi ekanini bildiradi.
Ayni paytda, berilgan qator hadlarining absolut giymatlaridan tuzilgan

n=1

gator garmonik qator bo‘lib, uning uzoglashuvchiligi ma’lum. Demak,
berilgan gator shartli yaginlashuvchi gator.
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Endi D laf=a|+|a]+. . +a,]+ ..
n=1

qatorning musbat hadli gator ekanini e’tiborga olib, z 4, gatorning
n=l
absolut yaginlashuvchiligini ifodalovchi alomatlarni keltiramiz.
Ularning isboti 51- ma’ruzada bayon etilgan alomatlardan kelib chiqadi.
Dalamber alomati. Faraz qilaylik,

Za,, =g+ +..ta, +.., (a,%0, n=12,.)
n=1

gator hadlari uchun

tim el - g

H—yoo ia,,|

limit mavjud bo‘lsin. U holda:

1) d < 1 bo‘lganda, za,, qator absolut yaginlashuvchi bo‘ladi,

n=1

2) d > 1 bo‘lganda, ZG,, qator uzoqlashuvchi bo‘ladi.

=l

Koshi alomati. Faraz qgilaylik,

Za,, SO+ Gttt

) n=}
qator hadlari uchun
lim ,"}|a,,| =K

limit mavjud bo‘lsin. U holda:

1} K< 1 bo‘lganda, z a, qator absolut yaginlashuvchi bo‘ladi.

n=1

2) K > 1 bo'lganda, Y 4, gator uzoglashuvchi bo‘ladi.

n=1
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2°. Absolut yaginlashuvchi gateriarning xossalari.

Absolut vaginlashuvchi qatorlarning xossalarini keltiramiz.

1) Agar qator absolut yaqginlashuvchi bo‘lsa, u holda bu qator
vaqginlashuvcht bo‘ladi.

<4 Bu xossaning isboti 1- teoremadan kelib chigadi. »

2) Agar

Sa,=aq+a+..ta,+... 1)
n=1

qator absolut yaginlashuvchi bo‘lib, {5,} sonlar ketma-ketligi chega-
ralangan bo‘lsa, u holda

ia,,b,, =ab +ab +..+ab, +.. (%)

n=]

qator absolut vaginlashuvchi bo‘ladi.
<« Shartga ko‘ra, {,} sonlar ketma-ketligi chegaralangan. Demak,

IM >0, Yne N da |b|<M (6)

bo‘ladi.
(1) qator absolut yaginlashuvchi. Unda Koshi teoremasiga ko‘ra

ve > 0 son olinganda ham % ga ko‘ra shunday n, € N topiladiki,
Vr>n, va m=1,2,3,... bo‘lganda

£
|an+l l + ]an+2! Tt |an+ml < y ) (7)
bo‘ladi.
(6) va (7) munosabatlardan foydalanib topamiz:

'am-l b.ﬂ+l ' + :an+2bn+2 ' +...+ ’an+mbn+m' = Mﬂamll + '“mzj +.. +]an+m |) <&

Yana Koshi teoremasidan foydalanib, Za,,b,, qatorning absolut

vaginlashuvchi ekanini toepamiz. =
3) Faraz qilaylik,
Za,,=al+a2+...'+a,,+;.. )

=1
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qator hadlarining o‘rinlarini almashtirish natijasida ushbu

Z =0+ O +a;+ .. ®)
Jj=1
gator hosil gilingan bo‘lsin.

Ravshanki, (8) gatorning har bir ¢; hadi (j =1,2,..) (1) qator-
ning tayin bir 4, hadining aynan o‘zidir, ya’ni Vje ¥,3k; e N,
a, =a bo‘ladi.

Agar (1) qator absolut vaqinlashuvchi bo‘lib, uning vig‘indisi
S ga teng bo‘lsa, u holda bu gator hadlarining o‘rinlarini ixtiyoriy
ravishda almashtirishdan hosil bo‘lgan (8) qator absolut yaginlashuvchi
va uning vig'indisi ham 5 ga teng bo‘ladi.

« Avtaylik, (1) qator absolut yaginlashuvchi bo‘lib, uning vig‘in-
disi § ga teng bo‘lsin.

qatorning gismiy yig'indisini o, bilan belgilaylik: s

]
=l (@ =a).
=

Agar n'= max k; deyilsa, unda n 21 va Yne N bo‘lganda

W
< Z|ak|
k=1

bo‘ladi.

(1) gator absolut yaginlashuvchi bo‘lgani sababli uning qismiy
yig‘indilari ketma-ketligi yuqoridan chegaralangandir. Binecbarin, o,
yig‘indi ham yuqoridan chegaralangan bo‘ladi. Unda musbat hadli

va ayni paytda ZaJ gator ham yaginlashuvchi bo‘ 1ad1 Demak,

F=1
Ea qator absolut yaginlashuvchi. Uning yig‘indisini §” deymiz.

=]
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Endi berilgan Z a, qator hadlarining o‘rinlarinij ixtiyoriy ravishda
=1
almashtirishdan hosil bo‘lgan

Za; =aq+a ..t
n=t

gator yig‘indisini S ga teng ekanini isbotlaymiz, Buning uchun Ve > 0
ga ko‘ra shunday #e N topilib, Va># da

ia,; -5
k=l

bo‘lishini ko‘rsatish yetarli bo‘ladi.

<€ | | (9)

Ixtivoriy musbat € sonni tayinlab olamiz. Modomiki, z a, gator
k=1
absolut yaginlashuvchi ekan, unda Koshi teoremasiga binoan olingan

£ > 0 songa ko‘ra shunday », nomer topiladiki,

"i <2, (m=123,..), (10)

k=ng+1
shuningdek, gatorning yaqinlashish ta’rifiga ko‘ra

3
<3 ] (1)

bo‘ladi.

Yuqgoridagi natural son / ni shunday katta qilib olamizki, E a
k=1

gatorning # dan katta bo‘lgan # nomerli ixtiyoriy gismiy vig‘indisi

a.

2
I
!
?:‘c-:w
[=%
=]
b1

k=1 k=1
qatorning barcha dastlabki #, ta hadi qatnashsin.
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Ravshanki,

n i ) )
Za,i—S: Za,:—Zak + Eak—S .
k=] k=1 k=1 k=1
Keyingi munosabatdan va {11) tengsizlikni e’tiborga olib topamiz:

n n ) L] " ]

L4 Ls
_s_ak—S Eak—iak Eak—S Ea;—éak
k=1 k=1 k=1 k=1

k=1 k=1

< + <

£
+§. (12

Ma’lumki, # > 7 bo‘lganda Ea,; gatorda Zak gatorning bar-
k=i k=1

cha dastlabki a, ta hadi gatnashadi. Binobarin,

ayirma z @ qator har bir hadining nomeri », dan katta bo‘lgan
k=1
n —n, ta hadining yig‘indisidan iborat.
Endi natural m sonni shunday katta qilib olamizki, bunda ny;+m
son yuqorida aytilgan barcha # — n, ta hadlarning nomerlaridan katta
bo‘lsin.

U holda
3 Hy Ho :
Ya-Yais Y |al (13)
k=1 k=1 k=ng +1
bo‘ladi.

(12), (13) va (10) munosabatlardan foydalanib, (9) tengsizlik,
ya'ni

<E

n
Sai-s
k:l

tengsizlikning bajarilishini topamiz. p
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Mashqlar

Aytaylik, Y. a, (*)
ixtivoriy hadli qator bo‘lib,

. a,, a,z0, N S a, <0,
10, a,<0, " {0

bo‘lsin.

1. Agar (*) qator absolut yaqinlashuvehi bo‘lsa, u holda 3 1,, 2. s

n=1 n=1
qatorlar yaginlashuvchi va

ian =Zun—'zvn! Z|aﬂ|=2un+zvﬂ
=} n=1 n=1 n=l n=I n=1
bo‘lishi isbotlansin.
2. Agar (*) gator shartli yaginlashuvchi bo‘lsa, v holda i u,, Z vy,

n=l n=l
gatorlarning uzoglashuvchi bo‘lishi isbotlansin.
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