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М азкур д ар сл и к  техника о л и й  укув  ю ртларида таъли м  
олаётган б и ри н чи  курс талабаларга  м улж алланган  булиб, 
бакалавр  м утахассислар тай ёр л ай д и ган  бундай  укув ю рт- 
лар  учун тасди кдан ган  «О лий м атем ати ка»  дастури асо - 
сида ёзилган .

Д ар сли кн и  ёзиш да м у ал ли ф н и н г А бу Р а й \о н  Б ерун и й  
ном идаги  Т о ш кен т  Д авлат тех н и к а  ун и верси тети  талаб а- 
ларига «О лий математика» к у р си д ан  куп  йиллар  д ав о м и - 
да уциган м аърузалари ва м уттасил  ам ал и й  м аш гулотлар 
олиб  бо р и ш  таж рибаларидан  \а м д а  о л и й  м атем ати кага  
дойр  рус ва узбек  тилларидаги м авж у д  укув кулланм а ва 
дарсли клардан  ф ойдаланилди.

Бу д ар сл и кд ан  бошца и хти сосд аги  (о л и й  м атем ати ка- 
дан кам  соат  аж ратилган) укув ю р тл ар и  \а м д а  тех н и к а  
олий укув ю ртларин инг сиртк,и бу ли м  талабалари  б ем а- 
лол ф ой далан и ш лари  мумкин.

О лий м атем атика курси б уй и ча о л и б  борилади ган  а м а ­
лий  м аш гулот м атериаллари б о б л ар га  були н ган  булиб, *ар  
бир тем а б о ш и д а  масала ва м и с о л л а р н и  ечи ш да к е р а к  
буладиган зарур назарияга ои д  м аъ л у м о тл ар  (асосий  таъ - 
р и ф , туш ун чалар , теорем алар, ф о р м у л ал ар ) берилди.

С унгра ам али й  маш гулот д ар с и д а  мустак,ил ёки д о с- 
када ечи ш  учун мисол ва м асалал ар  бери лди .

Х ар бир бобн и н г охирида 25 та  вар и ан тдан  иборат (1 —
4 тагача) мустакил уй иши ва бу вар и ан тл ар н и  ечиш  нам у- 
наси келтиридди. Гуру\ журнал руй хат  ном ери  билан  в а ­
риан т ном ери  т у ф и  келган в ар и ан тд аги  м исол ва м асала- 
ларни талабалар  ало \ида даф гарга  б аж ар и ш лар и  керак .

С ак к и зи н ч и  бобда тал аб ал ар н и н г  о л и й  м атем ати ка- 
дан олган билим ларини  ам алда татбик , к,ила б и ли ш лари
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учун ю здан о р т и к  м асал а  ва маш вдар (зарур булган ж ой - 
ларда м етодик ку р сатм ал ар  билан) берилди .

2-§ да ам алий м аш гу л о тдар си д аёзм а  иш  утказиш  вари- 
антидан нам уналар  берилди.

Д арсли кн и  тай ёр л аш д а  узларининг ки м м атли  ёрдам ла- 
р и н и  аям аган лари  учун  У збекистан М и лли й  университети 
«О птим ал б о ш ц ар у в  назарияси» каф едраси  м удири акаде­
м и к  Н.Ю . С атим овга  ва «М атематик анализ» каф едраси д о - 
центи Т .Т .Т уйчиевга, Т ош кент Д авлат техника университе­
ти  биринчи ва и к к и н ч и  «Олий м атематика» каф едраси му- 
д ирлари  Х .Р .Л ати п о в  ва Ф . У. Н осировларга  хамда доцент
Э. Кдю мовга м у ал ли ф  $з  м иннатдорчилигини билдиради.

К улланм а ^ а к и д а  билдирилган ф и кр  ва м уло^азаларни 
м ам нуният б и л ан  кабул кдлинади.

М уаллиф

www.ziyouz.com kutubxonasi



Ф У Н КЦ И Я Л А Р. Л И М И ТЛ А Р.
Ф У Н К Ц И Я Н И Н Г  У ЗЛ У К С И ЗЛ И ГИ

1 -§ . Сонли тупламлар.
Функциянинг таърифи ва берилиш усуллари

Б арча раци онал  (<)) ва и р р ац и о н ал  (I) со н л ар  ту п л а - 
ми биргали кда \ак,ик,ий со н л а р  туп лам и н и  таш к и л  ц и ла- 
ди. Х аки ки й  сонлар  туп лам и  К  харф и  би лан  б е л г и л а н а -  
ди.

Тугри чизикдаги  н укталар  туплам и  би лан  И ту п л ам  
орасида \а р  доим узаро б и р  ки й м атли  м о сл и к  у р н ати ш  
м ум кин. Агар бу м ослик у р н ати л ган  булса, у \о л д а  тугри  
ч и зи к  сонлар уци  д ей илади . К уй и даги  а < х < Ь  ( а < х < Ь )  
тен гси зл и кн и  кан оатлан ти рувчи  \а м м а  х со н л ар  ту п л ам и  
о ч и к  (ёпик.) оралик, ёки и н тер вал  (кесм а, сегм ен т) д е й и ­
лади  ва (а\Ь) ёки  ]а;6[ ([а ;6 ]) к ^ р и н и ш л ар н и н г  б и р и  б и ­
лан  белгиланади, а < х < Ь  ([а;Ь)) ва а < х < Ь  ((а ,Ь \) л ар  
эса  ярим  очик, ин терваллар  д ей и лади .

Х аки ки й  сон а н и нг абсолю т  цийм ат и  (м одули ) к у й и - 
даги ча аникданади:

, , [ -а , а гар  а  < 0 б^лса,
\ а = {
1 1 [ а> а г а р  а > 0 булса.

И хтиёрий и кки та а ва Ь \а к и к и й  сон  учун 1) | а +  Ь ) <

| а | +  I Ь I, 2) | а | - 1Ь | <  | а -  Ь |, 3) | у |  = ~  (Ь *  ° )  м у н о -

сабатлар \а р  доим ту ф и д и р .
Т а ъ р и ф .  I) ва Е туп лам лар  бери лган  булси н . А га р  О 

туплам даги *ар бир х  сонга б и р о р  кои да ёки  к о н у н га  кура  
Е  =  { /  (х), х  Е  О} туплам дан  б и гга  у  сон  м ос к у й и л с а , /) 
туплам да ф ункция  берилган (ан и к ^ан ган ) деб атал ад и  ва 
у у  — /  (х)  каби белгилан ади , бунда х  эркли узгарувчи  ё к и  
аргумент  дейилади.
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Бу таъриф даги D  ва Е  л ар  орасидаги богланиш  ф ункцио­
нал 6ofaühuu¡ дейилади .

D туплам  ф у н к ц и я н и н г  аницланиш со%аси дейилади . Е  
ту п л ам , яъни  D  н и н г  \ а р  б и р  х элем ентига м ое келган f (x )  
элем ентлар  туплами ф у н кц и ян и н г узгариш сохаси дейилади.

D  ва Е 'туплам лар [а\Ь\ кесм а, (а\Ь) ин тервал , [а\Ь] ёки 
[,а\Ь), ярим  ин терваллар, со н  Укининг бирор нукгаси, бутун 
СОН ук,и (—оо; +  со) б у ли ш и  МуМКИН.

Ф ун кци ялар  ж адвал, график, аналитик  усулларда бери- 
л и ш и  м ум кин: у  =  f ( x )  ф у н кц и я  ан али ти к  усулда бери л- 
ганда ун и н г D  ва Е  с о \а л а р и  берилм аган  булиш и м ум кин, 
а м м о  уларни f ( x )  ф у н к ц и я н и н г  хоссаларидан ф ойдалани б  
аниктанади .

М и с о л . у  = lg(4 — Зх -  х2) ф у н кц и ян и н г аник,паниш 
ва узгариш  со ^ал ар и н и  топинг.

Н ч и ш .  Л о га р и ф м и к  ф ункция 4 — Зх — х2> 0  бул- 
ган д а  м аънога эга  булади . Квадрат уч^аднинг илдизлари 
Xj= — 4, х2 — 1 б ^л ган и  учун ю коридаги тен гси зли кн и
— (х +  4)(х — 1) > 0 кури н и ш да ёзиб олам из.Бундан х  > — 4 
ва х  < 1 келиб чи цади . Д ем ак , ф у н кц и ян и н г ан и клан и ш  
со^аси, яъни  х н и н г  берилган  ф ункция маънога эга булади- 
ган кийм атлари  туплам и  ( D) (— 4;1) интервалдан иборат. D
с о \а д а  ф у н к ц и я н и н г  ки й м атлар и  0 < 4 - З х - х 2 < Ц- ора-

25л и к д а  Узгаргани учун (бунда у0 = — берилган  ф ункц ия 
ан и кп ай ди ган  п араб ола  учи н и н г ординатаси) 

интервал  Е  с о \а д а н  и б о р ат  б^либ, у ф ун кц и ян и н г ки й м ат­

лари  туплами булади.
Агар D  со \ан и  Е  c o la ra  акслантирганда узаро бир к»й- 

матли мослик, яъни у  =  f (x )  функция бажарилса, у \олда х 
ни у оркали х =  g(y) каби  ифодалаш мумкин. Охирги ф унк­
ция у  = f(x )  ф ункцияга тескари функция дейилади. х  =  g(y) 
ф ункция учун Е — аникпаниш  со\аси D  эса ф ункциянинг 
узгариш  со^аси булади. g(f(x)) =  х  в а ^ б ^  =  У булгани учун 
У ~  f(x )  ва х  =  g(y) ф ункциялар узаро тескари функциялар 
булади.

О датда х  =  g (y )  т е с к а р и  ф у н кц и ядаги  х  ни у  б и л а н , у  
н и х  б и л ан  а л м а ш т и р и б  у  =  #(х) ку р и н и ш д а  ёзи л ад и .

М асалан , у  ~  х 3 ва у  — \ f x  , у  = 2х ва у  — logjX, у  =  s inx  ва
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у  = arcsinx  *ар би р  ж уф т ф у н к ц и я л а р  у за р о  т е ск а р и  ф у н - 
кц и ялар . У л ар н и н г  а н и к ^ ан и ш  с о \а с и  м о с  р ав и ш д а  к,уй- 
идагича:

JCG(-co;+co) ва * е ( — оо;+оо), * £ ( —°о;+оо) ва х € (0 ;+ о о ), 
xG (~co;+co) ва х Е [ —1 ;+ 1].

Агар и = <р(х) ф ун кц и я  D  сохдца а н и ^ а н г а н ,  G  уни нг 
Узгариш с о \а с и , у  = f ( u )  ф ун кц и я  G  с о \а д а  ан и к^ан ган  
булса, у \о л д а  у  = / М х ) ]  =  F(x) ф у н кц и я  м ур а кка б  функция  
дейилади.

У = /  1р(х)] мураккаб ф ункция у  = /  (и) ва и =  (х) ф унк- 
ци яларни нг ком позициям  дейилади .

Ф ун кци яларни нг ком позицияси  би р  нечта  ф ункц иялар- 
дан иборат булиш и мумкин. М асалан, у  =  sin  (х2 +  1) ф унк­
ция у  =  sin« ва и = х 2+  1, яъни иккита ф у н к ц и я н и н г  ком по­

зицияси булса, y  =  lg (c o s2 '1 ) ф ун кц и я  эса  у ч та :у  =  Igw, 
и ~  cosv, V =  2W, w ~  х2 ф ун кц и яларн и н г ком п ози ц и яси дан  
иборатдир и, V, w узгарувчилар оралиь; аргументлари  дейила­
ди.

Агар бирор (а;Ь) ораликда ан и к д ан ган  у  = J{x) ф ункц ия 
F{x,y) =  0 тенглам ани крноатлантирса, у хрлда у  = /{х)  ф ун к­
ция F(x,y) =  0 тен гл и к  билан аник,ланган ош кормас функция  
дейилади . Ф у н к ц и ян и  ош кор ку р и н и ш га  кел ти р и ш  учун 
Д х ,у ) =  0 тен гли кдан  у  ни топ и ш  керак . у  н и  чар  доим  \а м  
топ и б  булаверм айди , баъзан эса  ум ум ан  т о п и б  булм айди. 
М асалан , у  +  х  Зу =  1 тен глам ан и  у  га н и сб атан  умуман 
ечиб булмайди.

Т еки сли кн и н г ( х ; / ( х ) )  каби а н и к у т н га н  нук,таларидан 
иборат ушбу

{(* ;/(* ))}  *  {(*; у ) : х £ Х ,  у  = / ( х ) е  У}

туплам у  = /{ х )  ф у н кц и ян и н г  граф и ги  д еб  аталади . М у­
раккаб  ф у н кц и ял ар н и н г  граф иги  у л а р н и н г  орди н аталари  
устида (куш иш , ай и р и ш , куп ай ти ри ш , б у л и ш , дараж ага 
кутариш , илдиз чи кари ш , л о гар и ф м л аш  ва * .к .) ам аллар 
баж ариш  ёрдам и да такрибан  чизилади .

Д араж али, курсатки чли , л о га р и ф м и к , тр и го н о м етр и к  
ва тескари три гон ом етри к  ф у н кц и ял ар  асосий элементар  
ф ункциялар  д ей илади .
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Асосий элементар функцияларнинг аникланиш ва узгариш 
со^алари

N *8 Функция Функииянинг 
аницланиш со*аси

Функииянинг узгариш 
со\аси

1. У  = X", 
п — натурал сон

(—оо;+оо)
п  жуфт булганда: 

(0 ;+ о о ), п  ток булганда: 
(—« ; + « )

2 . у =  2\ / х | 0 ; + » ) (0 ;+оо)

3 . г: 1! £ ( —оо ;+со ) ( —оо; +  оо)

4 . у = а ' (—ео;+оо) (0 ; + » )

5 . у= \& х (0 ; + ® ) (—оо; +  оо)

6. у ш &1пх (—со; +оо) |-1 ;+ Ц

7. у = сое X (—оо;+со) М ; + П

8. у = \%х [ ( 2 « - 1 ) | ;  (2 л + 1) § ]•

п  *= 0 , ±  1. ± 2 ,...

(—»; + » )

9. у -с х & х ( л л ; ( л + 1) л ) ,

я - 0 , ± 1, ± 2 , . ..
(—ео; + » )

10. у — агсвт х |-1 ;+ 1 |
к,  л

~ 2 ’ + 2
11. у =  агссов х (0; л|

1 2 . у  = а г ^  х (—вс;+»)
2 2

53. у — а гсод х (—оо;+оо) Ю;я|

Машцлар

К уйидаги ф ункцияларнинг аникланиш  со \аси н и  топинг:

1. у  =  л /х 2 - 6 х  +  5 . 4. у  =  ]§ ( -  х3- 5 х  +  6).

2х
2. у  =  а гс с о э  7 7 7 .  5. у  = \&(2и -  4).

3. у  = >12 5 - ^ "  +  1п в т х . 6 у  -  . 1
л/д:2 + *
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К уй и даги  м ураккаб ф у н к ц и я л а р н и  ф у н к ц и я л а р н и н г  
ко м п о зи ц и яси  куриниш ида, я ъ н и  элем ен тар  ф у н к ц и я л а р  
кури ниш ида ёзинг:

=  ^ /¡gsü

9. y  =  tg 3V ¡g * .

10. у  =  a rc tg V 2 x 4 .. у  -  ч/ ia s in  х ’

К уйидаги  ф ун кц и яларн и н г гр аф и ги н и  чизинг:

12. У =  |3х +  4  -  х 2 1 _ 

14. у  =  xsinx .

11. у  = 2дг + 3х - 1  •

13. у  =  — 2sin(2x +  2).

15. у  =

1 + х ,  агар а < 0 булса ,

2 sin х , агар 0 < х  < ti булса, 

х  — я, агар л > я  б^лса .

Куйидаги ф ун кц и яларгатескари  ф ункц ияларни  то п и н г:

16. а) у  =  Зх;
б) у  =  1 ~  5х;

в) у  =  х2 +  1;

г) у  =  V x 2 + 1 ;

д ) у  =  Ю**1;
е) у  =  1 +  lg(x +  2);

2 хж) у  = .
I + 2х

з) у  =  2sin3x.

2 -§ . Кетма-кетлик ва фупкциянинг лимити.
Энг содда аник,масликларни ечиш

1 - т а ъ р и ф . А г а р  \а р  кд н д ай  е > 0 сон  учун ш у и д ай  
л0— лп(£) > 0 сон  топилсаки  (б у н д а  л 0 — бутун со н ), б а р ч а  
п > п0 л ар  учун \ х —А\ < е т е н г с и зл и к  баж арилса, у  ^ о л д а  
А  сон  {х } сонли  кетм а-к етл и к н и н г  лим ит и  д ей и л ади  ва' п*
бу

lim х п =  А
Л—»оа

куриниш да ёзилади.
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куриниш да езилади.
Л им итга эга булган  кетм а-кетли к  яцинлаш увчи, акс \о л -  

д а  эса узоцлаш увчи  к етм а-кетл и к  дейилади .

кетм а-кетли кн и н г лим ити

А 2 га тен гли ги н и  и сб о т  килинг.

И с б о т .  Бу \о л д а  {х„} =  |  1- ,А  = 2. И хтиёрий £ > О

с о н  олам и з ва \ х ~ А \  ай и р м а н и н г  абсо л ю т ки й м ати н и

караи м и з:

к  -  А\ =
2п + 3
п + I

-2 2л + 3 -  2« -  2

п + 1 п +  I
< е.

Охирги тен гси зли кн и  ечиб w > |  - 1  ни х,осил кдпамиз,

дем ак, «() = + I д еб  олиш  мумкин. Ш ундай кдпиб, п„

сони  мавжуд ва п > п0 л ар  учун | х —2 \ < £ тенгсизлик бажари- 

лади. Бу эса lim x„  = lim  2н + 3 = 2 эканини билдиради.п-»~ п-»~ п + ]
У “ / ( * )  ф у н к ц и я  б и р о р  х0 нуктан инг атроф и да аник,- 

л ан ган  булсин.
2 - т а ъ р и ф .  А гар  *ар  кандай £ > 0 сон  учун ш ундай 

д > 0 (б =  6(e)) сон  топ и лсаки , аргумент х н и н г  0 < | х  — x j <<5 
к^йм атлари учун | f i x ) —А \ < е тенгсизлик баж арилса, А сон у  
= f(x )  ф у н к ц и ян и н г  х-* х0 даги лим ити дей и лади  ва бу куй- 
идагича езилади:

lim  / ( х )  = A .
А--»ЛГ0

3 - т а ъ р и ф .  А гар  \а р  к,андай е > 0 сон  учун ш ундай 
<5 =  <5(е,х )̂ сон то п и л саки , л: аргумент н и н гх 0 < х <  х1) + д (х0—
— д< х  < х„) тен гси зл и к л ар н и  к,аноатлантирувчи барча х Е Х  
ки йм атлари да |Д х)—А\ < £ тенгсизлик баж арилса, А сон 

f i x )  ф у н к ц и ян и н г  х0 нук,тадаги унг (нап) лим ит и  деб  ата- 
л ади  ва куй идаги ча ёзи лади :

lim  f ( x )  =  А  ёки / ( х 0 + 0 )  =  А ,
дг—>дг0+0

( lim  f ( x )  =  A  ёки f ( x n - 0 )  = А ) .
—О
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Агар lim /C *) л и м и тм авж у д  булса, А со н  у  —f ( x )  ф унк-

ц и ян и н г даги  лим ити  дей илади .
Ф у н кц и ян и н г  чап ва унг ли м и тл ар и  у н и н г  бир томон- 

лам а лим ит лари  дейилади .
Агар и ккала  б и р  том онлам а л и м и т  м авж уд  булиб, улар

узаро тент ( /С *  о - 0 ) -  /С *  о + 0 ) )  б у л са , Д х )  ф у н кц и я  
х  -* х0 да ли м и тга  эга дейилади .

Куйидаги лим итлар \ак;идаги асосий теорем алар уринли.

1 - т е о р е м а .  I im /.(x )  (/ = 1,н) л и м и тл а р  мавжуд бул- 
син.

У \о л да

Hm S/iU) = Е lim fM' lim ^ = П ,im f№ ■
2 - т е о р е м а .  l i m / ( . г )  ва lim  (р (х ) Ф 0  л и м и т л а р  

мавжуд булсин. х~*х° х~*х°
У хрлда

f i x )
lim = ^ _____ .

х->хо Ф (•*■) П т ф ( х )  
х~*хо

(Бу теорем алар  х0 =  ±°° булганда \а м  ури н ли ).
Агар бу теорем а шартлари баж арилм аса, со—оо, |

ва бош ка куриниш даги аник,масликлар \о с и л  б^либ, улар-
ни алгебраик алм аш тириш лар ёрдам ида \и со б л аш  мумкин.

Умуман jj-, оо—оо, о-оо, 0°, оэ°, 1”  аник,масликлар мав­
жуд ва уларни \и соблаш н и  м исолларда курсатамиз.

л и м и т н и  топ и н г.2 -  м и с о л  . К11} , _
А-> ^  х  -  4 х - 2 ^

Е ч и ш .  Агар х  урнига 2 ни ку й сак , со — ю ку р и н и ш ­
даги аник;маслик \о си л  булади. Бу а н и к м а с л и к н и  ечиш  
учун к;авс ичидаги и ф одан и  ум ум ий м ах р аж га  келтирам из.

2 " х ] о -~ ;—  , яънитг к у р и н и ш д аги  аник,-
ч х  -  4 J

м аслик \о с и л  булади. Агар д: — 2 ^ 0  д еб  каср н и  к,иск,ар-

Н атиж ада
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тирилса, аникдоаслик осонгина ечи лади , яъни берилган л и ­
мит ку й и д аги га  тен г булади:

lim
x-tl х  + 2

Зх - х  +5
3 - м и с о л .  lim  —:— т— л и м и т н и то п и н г  

* -» * - x J + x 2- x

Е ч и ш .  Бу \о л д а  И  кури ниш даги  аник,м асликка эга- 
м из. У н и  еч и ш  учун л и м и т  белгиси  остидаги касрн и н г 
сурат ва м ах р аж и н и  х3га буламиз.

з - * 4
lim  - p j - .

,Д _  1
X х2

Ю кори да келтирилган  лим итлар  \аки д аги  теоремаларга 
кура к у й и д аги га  эга буламиз:

„ ,  ,  lim 3 -  lim — + lim 
] j m  З.У  - X  + 5  _  jr— x -> ~ x  x - » ~ X  =  ^

x ~*± ”  x 3+x2- x  lim 1+ lim —— l im - y

М аш цлар

17. | x . )  = i 4ff + у к ет м а -к е т л и к  А = 4 л и м и тга  эга

б ули ш и н и  и сб о т  к,илинг.
К уй и даги  ф у н кц и ял ар н и н г л и м и ти н и  \и соблан г:

18. а) lim  -
4 f

19. а) lim  3

20. а) limX—>± “

21. а) lim  -x-tl

22. а) lim  J
je—► 2

8лг3-1 -Jx+13-4
6) lim  — г

х-»з х  - 9

’г+3Г 5 • б) lim
I-«2 ’ '  *-+±-> Т х-Ю -х^’

7* 2 + I0jc+20 . б )  l im  
х 3-1 0 х 2+х х^ 2 *  -3

х 2-2 5

х  - х 2+х-1

б) lim  ,
х-»5 V ^ri-2  •

б) lim  (у /х2 + 5 -  4 х 1 + *)).
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->■> ч и ^ ,  * 2-7х+1021 а> S3 “ 1 3 ? -  

24 а) Нш ;x—i2 vx+2-2

25. а) И т7 л-*1
х  3 

1 -х  1 -х 3

б) lim  .
дг—*5 X -7х+6

6 ) J i m ( x ( > / ? T 4  - л ) | .

g-\ 5х2-8х+3 б ) п т  —ч—-— - .  
х-*\ x¿-4x+3

3 -§ . Ажойиб лимитлар

М исол ва масалалар еч и ш д а  куй идаги  и к ки та  а ж о ­
йиб л и м и т  жуда Kÿn иш латилади:

sinx! lim  =  i
’ х-*о л- *•

2. lim 1 + 1 =  lim(l + a ) l/or =  е * 2 ,7 1 8 2 8 .
a-*0

sin IxI  l i m  S l n  , x1 - МИСОЛ,  uni — -  ЛИМИТНИ топ и н г. jf-»o sin Зх
Е ч и ш .  Л им ит белгиси о сти д аги  каср  х * 0  д а  м а ъ н о га  

эга булгани учун касрни ц уй и даги  кури ниш да ёзи б  о л а -  
м из ва ечи ш н и  давом  этти рам и з:

sin7x

Зх

2 - м и с о л .  limх-»± -

Е ч и ш .

-7х
- l im

-Зх *-»(>

( Зх+1 Од*1

Зх-1 )

lim sin7x
je—*о 7х

lim sin Зх

Iim  ( т Ч Г +' = lim  ( t t T +I =  lim  (1+г т Г ^  ’*-»±~\Зх-1/ A-»±~\ Зх—1 / х->± » \ Зх-1/

2 1 2 1------= -  деб  белгилаймиз. У холда х  = ~ у  + -  ва х-* ±  <» д а
Зх-1 у  j  J

^-*■±00 булади. Буларни урнига ку й и б , лим итни  то п ам и з:

V—>0 Зх

л и м и т н и  топинг.

За +1 чЗл*-1

ÎK*t 2(^1)
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М аш цхар

Куйидаги л и м и тл ар н и  топинг:

26. lim
х-»0

tg 2 x
s in 3 x

27. l i m i
x-*0

-COSÖJC

*sin  3.r

28. lim
х-*1

s i n 2 ( x - l )  

X' -7-V +  6
29. lim  arcsin5jr 

*-*n sin3.v

30. lim
лг-»0

sin Зд" ~  sin X 
5x

31. lim 
\-»± ~

[  .v + 3 ^ 

[ 2 x - l t

32. lim
Х-*оо

(  3-V +  2 

3 jc -  1 г -

33. lim ((2 x  +  l ) ( ln ( 3 x + l )
X—

- ln (3 x ~ - 2 ) ) )

34. lim
X-»«*

'х + З '1 35. i i s ( 2x У '

2 .v -3  J
36. lim

х—
Гдг + 2^

ДГ+ 1V

i *г*

4 -§ . Чексиз кичик функцияларни такдослаш.
У злуксиз функциялар

Агар lim а { х )  =  0  , я ъ н и  ихтиёрий е > 0 сон  учун ш ун- 
дай д > 0 мавж уд б у л сак и , барча 0 < | x - x j  <  д лар  учун 
|а (х)| < г  тен гси зл и к  баж арилса, у \о л д а  а (х ) ф ункц ия х-*х0 
д а  .(х-*х0га и н ти л ган д а) чексиз кичик ф ункция  дейилади .

И ккита а (х ) ва ß ( x ) чексиз ки чи к ф ун кц и яларн и  так,- 
к,ослаш учун улар н и сб ати н и н г  х-*х() да ли м и ти  топилади:

lim «(•*) _

•'о А х)
= с. (1.1)

Агар 0 < |С[ <  оо булса, а(х) ва р(х) ф ункциялар  х  -> х„ да 
би р  хил тартибдаги ч ек си з  кичик ф ункциялар дейилади.

Агар С =  0 булса , а (х )  ф ункция ¡3(х) ф у н кц и яга  н и сба- 
тан  ю кори тарти бд аги  чексиз кичик ф у н кц и я , /?(х) ф у н к ­
ц и я  а (х )  ф у н к ц и я га  ни сбатан  куйи тарти бд аги  ч екси з 
ки чи к  ф ун кц и я  д ей и л ад и .
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булса, у \о л да  а{х) ф ун кц и я  ß{x) ф ун кц и яга  н и сбатан  х  -* хн 
да к  тартибли чексиз к и ч и к  ф у н к ц и я  дейилади .

Агар
.. а (* ) , 
lim  v '  -  1

х~*хо А * )

булса, а (х )  ва ß(x) чексиз к и ч и к  ф у и кц и ял ар  х  -* х 0 д а  э к ­
ви ва лен т  (ёки  т е н г  к у ч л и ) ф у и к ц и я л а р  д е й и л а д и  ва 
a (x )~ ß (x ) каби белгиланади.

, s in5x
1 - м и с о л .  l i m - ^ — г л и м и т н и  топинг.

А--*0 1п(1+ х)

Е ч и ш . х  «♦ 0 да sin 5 х  ~ 5х, ln( 1 +  х )~  х  ф у и к ц и я л а р  
узаро экви вален т булгани учун берилган  л и м и тн и  к у й и -  
д аги ча ёзиб оламиз:

i- sin 5 х  ,. 5.x сиш  -—у— г = lim  —  = 5.
х -*0 1 п (1 + х ) х -»0 X

Ф ун кц и я  узлуксизлиги туш ун часи  му^им ту ш у н ч а л а р - 
д ан  \и соб лан ади .

1 )Л * ) Ф ункция х  = х а н у кта  ва уни нг атр о ф и д а  ан и к ,- 
лан ган ;

2) х а нук,тада f ix )  ф у н к ц и я  ли м и тга  эга;
3) ф у н кц и ян и н г х  — х 0 д аги  ли м и ти  ф у н к ц и я н и н г  х 0 

нуктадаги к^ийматига тенг, яъ н и

lim f ( x )  = f ( x 0) О -2)

булса, у  = Д х )  ф ункция *  =  х 0 нуктада узлуксиз  д е й и л а д и .
А гар х урнига х  =  jc0+Ajc н и  куй сак, (1.2) у зл у к с и зл и к  

ш артига  тенг кучли булган ш артга эга булам из:

lim  Af(x) =  lim ( f ( x 0 +  A x )- f ( x Q)) = 0 ,
Д г —»0 Д д -*0

яъ н и  ф ун кц и я  аргум ен ти н и н г х0 нуктадаги ч ек си з  к и ч и к  
ортти рм аси  Да: га ф у н к ц и я н и н г  ч екси з ки чи к  о р т т и р м а -  
си АД*) мос келганда ва ф а к а т  ш унда у  = А х )  ф у н к ц и я  
шу нуктада узлуксиз булади.
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Б и рор с о \ан и н г  \а м м а  нукталарида узлуксиз булган у  = 
f i x )  ф у н кц и я  шу сохдда узлуксиз дейилади.

2 - м и с о л .  И х ти ёр и й  x S R  учун у  =  sin5x ф ун кц и я  
у зл у кси з экан и н и  и сб о т  килинг.

Е ч и ш .  И хти ёри й  А х  орттирм а учун ф у н к ц и я н и н г  
о р тти р м аси  куй и д аги ча  булади:

Ду =  sin 5(jc +  Ax') -  sin  5jc = 2 c o s  + у  AxJ ■ sin i  Ax.

У \о л д а

lim  Ay = 2 lim  cos (5 *  + 4  A x) • lim sin 4  A x  = 0.
Ax~tO Дд'-»0 \  L I  i t - » 0  L

Д ем ак , у  =  sin5x ф у н к ц и я  сонлар  уки нин г \а м м а  нук- 
тал ар и д а  узлуксиз.

А гар х0 нуктада ф у н к ц и я  узлукси злигини нг ю корида- 
ги  учта ш артидан б и р о р таси  баж арилм аса, х 0 нукта у зи ­
ли ш  нуцт аси  д ей илади .

А гар х п нуктада lim  f ( x )  = f ( x 0 -  0) ва lim  / ( * )  =X—»xd -0 x-*jeq+0
= f (xо + 0)лим итлар  м авж уд б у л и б ,/(х 0— 0 ) * /  (х0+0) булса, 

x t) нукта I  тур узилиш  нуцт аси  дейилади.
А гар lim f i x ) ,  lim  f i x )  лим итлар ёки  уларн и н г би-

л—>дго+0
р о р таси  мавжуд б у лм аса  ёки а> га тенг булса, х0 нукта 
I Iт у р  узилиш  нукт аси  д ей илади .

А гар х0 нуктада б и р  том онлам а лим итлар  мавж уд ва 
f ( x ~ 0 )  =  / ( х 0+ 0) * /(* „ )  булса, у \о л д а  х(( нукта бартараф  
цилиниш  мумкин булган узилиш  нуцтаси  дейилади .

М асалан ,

ф у н к ц и я  учун х  = 0 н у к та  бартараф ки ли н и ш и  м ум кин 
булган  узилиш  н у ктаси  булади.

агар х  ф 0, булса, 

2, агар  х  = 2 булса

М а ш ц л а р

К уйидаги л и м и тл а р н и  топинг:

37. lim sin3(*-2). 
х ^ 2 х г - З х  + 2

38. lim sin3(x+i), 
X2 +4.С-5
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39. lim  I _ ± .
*-*° sin Юл 

41. lim ln(l + 7.t) j

40. lim  <’цn7, .
л->2 x2 + 3x

д:-*0 sin Ix  

lx b

42- lim
ig

jr—♦ 2

(x2-  Здг+2)

43. у  =  чекси з к и ч и к  ф у н к ц и я н и н г х  -*• 0 д а  х  ч ек - 

си з ки чи к  м икдорга н и сбатан  тарти би н и  аникутанг.

44. у  =  2 ^ 4  Ф ун кц и ян и н гу зл у кси зл и к  с о \а с и н и  а н и к - 
л ан г  ва унинг узилиш  н у к таси н и  топин г.

45. у  = 3х*1 + 1 ф у н к ц и я н и н г  х, =  1 ва х2 =  - 1  н у к та- 
ларда узлуксизлигини текш и р и н г.

_ 2х + 4
х ) ~ 37^9 ф у н к ц и я н и н г  х, =  “ 1 ва х 2 — —3 н у к - 

таларда узлуксизлигини те к ш и р и н г  ва ч и зм а с и н и  ч и зи н г.

х 2 + 1, агар х  < 0 булса.

47. Ушбу f  (х ) = sin х , агар  0 < х  < у  булса, 

у  = x - j  + 1,агар х > ~  б^лса

ф у н кц и я  берилган . Ф у н к ц и я н и н г  узи ли ш  н у к та л а р и н и  
то п и н г ва уни нг граф и ги н и  чизинг.

48. Ушбу / ( х )  =

1,агар х  < 0 б^лса,

cos х , агар  0 < х  < у  булса,

1 т  х , агар  х  > ~  булса

ф у н кц и ян и н г  узлукси зли ги н и  тек ш и р и н г  ва гр а ф и ги н и  
чизин г.

5 -§ . Биринчи м устацнл уй иши

Бу параграф да талаб ал ар н и н г м устакил б аж а р и ш л а р и  
учун м^лж алланган 25 та вари ан тга  б ули н ган  м и со л л ар  
келтирилган. Х ар бир вари ан тда тукк и зта  м и со л  б у ли б , 
уларнин г лим итин и  хисоблаш  керак . ------

N izom iy  n '-m dr .^ i  T D P U  

K U T U B X O N A S I
Ш.И.Тожиеi

я
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К уйи да вариант м и соллари н и  ечиш  нам унасини келти- 
рам из.

Б ери лган  л и м и тл ар н и  \и со б л ан г .

1. l im 5*4 ' 3? * 6 .
Злг + 2 х - 8

Е ч и ш .
. .  5х 2+13х+6 (х + 2 )(5 х + 3 ) .. 5х+3 7 п  п
lim  — т--------- = lim )— TT7Í— т4 = lim -— -  = — = 0 , 7 .

х->-2 Зх 2+2х - 8  л-»-2 (х + 2 )(З х + 4 ) х-*-г З л -4  10

2. lim  з* ’ - ю * - 8  
X-*4 4.г + 6 .V -6 4

Е ч и ш .
. .  Зх -  10х -  8 0 «l im — ------------ = = 0.
А̂ 4 4х  + 6х -  64 24

3 . l im
*->- 6х4 +3х2- 7 х

Е ч и ш . -  2 5 7 + - + —

6х4+3х2? 1х Л-*~ АX е Л - 1
X2 X3

7
6*

4 lim  |0*~3 . 
*->- 2xJ +4x+3

Е ч и ш .

.. 10х-3 l im — :-------- = hm
2x 3+4x+3

х | 10—

-, 4 32+-—+—
= lim

,0-1
X

2+— +— 
X2 X3

= н = 0 .

5. lim
2х5- З х3-4

*-*— Зх2- 4 х+2 

Е ч и ш .

. .  2х 5+Зх *-4
l im — i--------- = lim

Зх2 - 4 х+2 x 2 Í3_ 1 _ J _

2 + J _ _ J L  х 3(  2+— — —

*2 х *-+= l im - I *2- ^ -
' Ï T L
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V21+X-5

*-*4 x 3-64

Е ч и ш .

, im  Щ « d  = Hm = lim  , д 2' 7 i L  {
*-*4 X - 6 4  ^-*4 Ix3- 6 4  (n /21+ x+ 5) a'^ 4 (x 3 -6 4 )(V 2 I  + x + 5 )

X  — 4 1
-  l i m------- ;------л ~ ,__ =—- = l im 7—----------- — — -

^  (x - 4 )  x 2+ 4 x + ]6 )(n /2 Ü x + 5 )  x^ 4 (x  +4x+16J(n/21 +X + 5J 480 '

7 - limir^x-»«.^ 2 x -3

Е ч и ш .

2 - 5 x

T 5x = l i m i l + ~ - - l ' ] 2"SX = l im f  \+2x: 2x+2 "2 SX
X-*»\ 2.V—3 ) д-*~1 2x-3 J 2x-3
lim 2x

= l i m i l + ~ - r )  = lim 
x-f~\ 2 x -3 J  X-»»

1+
2 * - 3  >

3 Ï  3

3{2-5x)

2 x -3

2 x - 3

=  e

lim

~ - 2- î  - / 7 . 1
3 15

=  e  1 -

/ a i  \ i+ 7x

*■ i£f
Е ч и ш .

.  ,  \ l + 7 x  J im  (I+7.«) 
l i m l g i  =  2 ~ -  . 2 ~ = 0 .

I —sin ~
9. l i m - j — J-.

x - » n  n  - X

Е ч и ш .
,  . X
I —sin—I —s in — ‘ -y I

lim , 2-  -  l im ----- \ ' = lim

. 7t X-cos -—— 2sin 2 я - х  
4 _

* -* «  n  - X 2 n  —X

- . 2Я-Х
—J ~  I

= lim „ v—5—  = -г- l im ------------ T T -
*-*n t\ (fl + x ) Х-,Я П+*

X—»n (7l-x)(7t + x) 

=  0 .

. n - xsin ------ . n4 I U
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l . l i m  - , --------- ;
x —t2 . Г + Х - 6

4 l¡m  2x>+Jx+7 
*-*— Зл:2 -2.x2 +x

a--»-^jc+4 j

3**2

1-вариант  

4.V2 + 1 9 x -  5

X-+-5 2У +11х+5 ’ ' 2x2-ЛГ+10 ’

5. lim 7.x5 + 6.x4 -  x ' .
A"‘” 2.v"+6.x+l

6. lim  Щ + Ы . .  
x-*° V-v2 +1-1

9.
x-»0 I tgx sin.x

1. lim  X2 -  s -  2 :
x ~ * ‘ l x* + l

2-вариант

2. lim  - х Ч . г Ч х - 3 : з . lim  3.x4 + 2 * -л  . 
*-»> х' + х - 2  Х̂ ~ х * - х ' + 2 х

4. lim  2х? + 4х: - 7  : 
л_>~ 2хг +7х-Ъ

5. lim  4 -3 .X -2 .V 2 ; 6. lim  V 7 - .Y - V 7  +  .Y : 

Зл4 + 5.x 7 Г х

l i m f i f i l t :  9. l im s in 23 x -s in 2.v. 
-» ~ (7 х + 4  )  л—*о--------- ^ ---------

3-вариант

1. lim х2 -1 6  • 2. И т  *2 -2.Х-И ; 3. lim  3 r  +2.Х+9 :
л*2 + X- 20 2х2-Тх+5 2x2 ~x+4

4. lim 5 У -3 .x 2 +7 • 5. lim  7-3.V4 ; 6. lim  ЗлгА*— «о
' 2х4 -4.Y+1 2х' + 3JC2 -  5

7. l im j х - 2 } 2*-3. 8. lim  (  Х~5 Vх; 9. 11°! sin7A-sin3.x
х + \ ) ^ " “ [з.х+4 J .vsin.x

4-вариант

1. lim 4.x2 + 4 .x -24 • 2. в i оо 3. lim  3.x2 +5x-7  :
л-*-3 л-2 +2.Х-3 2Х2 - 9 х + 10 JC_+"  3.x2 + .x+l

4. lim  5ЛГ-З.Х+1; 5. lim  8.x4 + I x 1, - 3  ; 6. lim  л/2-V+l - 3  ;X—>ee \ + 2х-х* Зл: - 5 х + 1 ^ V ^ T - Л

7. lim  í
чХ-3 

—  ; 8 H m f ^ f ; 9. lim  l-cos5.x.
х - З ) 4дг—5 J *-,ü 2x*

20
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1 Hm Зх2 - 7 x - 6  ; 2. lim  9-у2 + П .У -2 : 3 . H m 2 * l± 2 * lZ ;
2 У -7 Х + 3  ~ ' 2 .V2 + 2x  З У - х - 4

4  ü tn  2л- + Зл~2 + 5 : 5 . ¡im  3x+ 7 ■ 6 . lim  V 5 T x -2  : 
З л --4х+ 1  2 -З Х + 4 У  V s ^ - 3

7. lim  f  3.y~4 > -  g. Hm ( . i z l V * ;  9 . lim  cos2x-cos4x
-r~+*°li 3.v+2 J  *-*— ( З х + l J  x~*° 3*-

6-вариант

1. lim  4-r2 + 7 x -2  ; 2. Um x3 4- x — 2 ; 3, Hm 18-r + S 
A_>_2 З .Г +8X + 4 x ' - x 2 - x  + l 8 -3 x -9 x ~

4 lim  6*  - 5x + 2  : 
4.V1 + 2 x - 1

5 lim 2x>-3 .v + i : 
7x+ 5

6. lim  V x + 4 - З  ;
j - » 5

fjc-1 - 2

7. lim  Г 2х - П 3*~': 
\  2.v+ 4 J «■ Эг(̂ ?Г= 9. lim  5 ^ .

,*-»o tg3x

1. lim  5.V2 +4.V-1 ;
Эл* + X - 2

4 . lim  П х Ч З х  : 
2x: - 2 x + 1

7. Hm f  2л—4 ^~îi::
" H  2x

7-вариант

2. lim  4 V - 2 x : + 5 x : 
х- °  З х 1 + 7 x

5. lim 1 0 x -7  ;
3 x J +  2 x 3 +1

8 .
*-»--^3x+ 10 j

3. lim  3 x 4 - 6 x * + 2  

K_,~ X4 + 4 x -3

6 . l im  л/х-З - 2  ; 
л' ^ 7 V x + 2 -3

9 . i im ^ s;nl \ ,
jr--*0 2 2̂

1. lim  x * - 4 x - 5 :
— 1 Зх' + х - г

4. lim  8лг +3x+5 ;
*—»«■» л 2 i 4x' -  2x +1

3.T+4

8-вариант

2. lim  4x4 -  5.v~ + 1 ;
X2 - l

5. lim  S.v4 -  3x: : 
■'■"-"'1+2X+3.V2

i6 x + l

3 .  l i m  8 £ _ + 4 £ - 5 ;  

4x2 -3 x + 2

6 . lim  V4.V-3 - 3  :
ДГ-.3 x¿ - 9

( л -% vOX+1
; 9. lim  i - s |n j * .

x + 4 /  * n _ 4x
4

www.ziyouz.com kutubxonasi



1 lim 7хд+ 4 х -3 : 2. lim  2л-: - 5.t-  з • з Hm 8.v4 + 4л-; + 2 ; 
м _ |  2 .Г + З .Х + 1  J:_>3 - 2 - S r 4 .Ä  x->~  ? v 4 + ix: -5x  + 6 2л-4+1

4 lim бУ +S-*2 + 3 ; 5 . lim  Sx+з : 6. lim  VSx+i -4  : 
* -*- x- m x ' - A ¿ - x  a" >3^+ 2.y-152X2 -л:+7 

4*-2
7. lim i-Y~7Y  :

X_," U + U

5. lim f -Y+3~]b ;
А'^ " ~ ( з х -1 J

9 lim  cos4x-cos3 4x • ^

10-вариант

1 lim 2.Г -Злг-20 ; 2. lim  -f2 -x -3 Q ; 3. lim  ЗУ -4-Г+2 • 
л: -х -1 2  X̂ ~S л3+125 6Г+5.Х+1

4. lim 3-Г+4.У-7;
•*-*“ x4-2 x "+ l

5  l i m  3.Y* + 5л

x~*~~ 2хг -3.V-7

8. lim  f 6jt+ 5 
101

6. lim  2 у1х 2 + 4 - 4  : 

*->0— Э?

9. lim l
stn 2x (g2x

1. lim  2л*~ —9.V+1Ü ; 
r+ 3 x - 1 0

4. lim 8.r -4x* + 3 
2 x 4 .x - 7

11 -вариант

2. l i m x: + 3x-28 : 
x' -64

5  l i m  2 . r - 5 x + 3  : 

Зх4 -  2X2 + л

3. lim  7У+ 4,v . 
д'^ ” х '-З х + 2

6. lim  Vx! +4 -2  ;
x —tO / ,

v.v" +16-4

7. lim f2 j-3 x Y ; 8. lim f3x+7 \ 4 . \

\5 -3 .v

J. Jim 4.Y2 + X - 5 ;
w l  л--2л-+1

4. lim 2X2 - 7 x + l  
м ‘ л-' + 4 .Г -3

Í 1 — x 
2 - л

l -v+ 4 , 

12-вариант

lim

5. lim  2.Г5 - X3 ; 
x_>_“ 4x: +3x-6

8. lim  ( x - \  ' 
4x+5

9 lim  cos2x-cos22x
X-»0 --------~2--------

3. lim i + 4.V-xJ :
X+3.Y- +2X4

6. lim  >—■—i—
jr-»o VX-5-VX+:

9 lim  arcsin5x
x-»0 2

X -  X
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1. lim  -5д-: + 11.V- 2
З х г -  .V - 10

4. lim  5У* -  2 .г  + з ; 
2л-' + 3 .V -7

7. lim  ( 4-*:-i42j+3 
А̂ ~  4х+1

l .  lim  xr - 5.V-14
*-►7

2.x2 -9 .V -3 5

4. lim
л_м* 2л-3 - 5 л + 3

7 .  lim p x + 4  j  J r ;

2 .  l i m  -V: + 3 x - 2 8  :
•f-»4 -----2----А------Y -  4  a-

5. l i m  3.Y+1 ; 

x ~*°° x '  -  5 x :  + 4 . y

8 .  l i m  ' 5 X - 7 Ÿ ' ;  
.Y+ 6 J

\4 -вариант

2 .  l i m  З У  + 1l . v +  i o  
i - » - 2  i ,  , , 

. r  -5 .Y -14

5. lim  2 -  .Y- З.Г ;
.Y1 -  16

8 .  l i m  f  3 - 4 л -

3. lim 2 .Y + 7 .Г  -  2  ;

6 л - ' - 4 л - + 3

6 .  lim >/2-y +  7 - 5  •
j -»9

з - V *

9 . lim  i - c o s 2 2 .y . 
.<—♦0

.v a rc s in .Y

3. lim  3.Y+ 14.y”

A—
2 - : с

! +2.V + 7.y:

6. lim  2 - -J x  : 
•Je.x+ 1 - 5

A—»4

9. lim 1-COS4.V.

1. lim  3.Y2 - 6 . Y - 4 5  : 

ï_ *5 2 . r - 3 . Y - 3 5

4. lim Зл~4 + 2 .\J - 3
A^ " ~  8 x 3 - 4 .Y + 5

7. lim  Г 2 x ~ i Ÿ '■
2 x  + 4

1. ü n , ~ * 1 ?  
x 2+2x -\5

4. lim  3xJ + 2 .Y - 4 -

7. lim
ДГ->~

3.Y - 4 x +  I 

3 x + 4 Y +l ■

3.Y+5 J

15-вариант  

2. lim -v: + 2.У : 3. lim x-2.-c +5.v4
3.Y2 + X - 1 0

5. lim 4 x 2 - 1 0 x + 7  ; 

2 x ' - 3 x

2  + 3.Y: +  x J

6 . lim  л'3 “ 27 •

8. lim (  1 *~ 2.vV'v;

4 .Г  -  5.y

je—»3
Æ - x

9 . l im  co sS .v -co s .v
. t - * 0 ---------7 ?--------- '4x"3 - x  

16-вариант

2 .  lim + .у : 3 , j i m  3x4 - 2 x 2 -  7

3x4 +  3 x +  5

5. lim 2 x ' - 3 x + i  ;

X5 + Ax'

8. lim ^4 + з.уУл: 

23

6 . l im  Vi + 3х г - 1 :
♦ 0 1 2 

X  +  X

9 . lim  S in 5 x + s in x .
дг-*0 -

arcsin x
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1 НШ З х --2 6 д г -2 2 5  : 2 .  П т  2 х * -1 1 х -6  : 
* ^ " 5 2 х г + \1 х  + 5 Зх2 -2 0 х + 1 2

4  П т ^  7х* -2 * -> -4 ; 

2 х : + .< -5

7. П т  ( 1 + 2л'
~ “̂ 3  + 2л^

5. П т  2.Х—13 ;
^ " х ’ -Зх5- ^

8. П т  ( Злг-Г 
2х + 5

18-вариант

1. П т  2л2 +15.У-8 : 2. П т  /  + 2*-24  
Зх2 + 25х+8 2л2 + 15х+18

4 П т  4-у1 +5Х2 ~ з.у ; 5 . П т  2х2 -  Зх+ 1 : 
Зх2+ х -1 0  Х̂ х ' + 2 х ~ 5

8, П т!" 1-л- У";1. И т (  Зх Г 2;
А^ ~  2 -1 0 х

3 П т  4 -5л-2 -З х 5 : 
*"*“  .у5 + 6х+  8

6 . П т  У - у + 2 0 - 4 : 
У + 64

9. П т  1-51п.г ,
л----л
2

3. П т  5л-3-7л-2 4 3 
2 + ^ - л - 3

6. П т  2-у2 -  2 ;
А-+1 л/8+^-3

9- П т ( у - - ^ 1 ё я .

19-вариант

]. П т  3-у2 - 2 . у- 4 0 :
х2- З х - 4

4  П т  2х; -П О х-11: 
З.у* -2 х + 5

7. П т  {
х ~  1* ~ Ч .

2. П т л-’ -2 .у -4
*•-»2 г  - П .у + 18 '

5 . П т  г  ~ 81 ;
А_»« +4л-+2

8. П т  ( 3 + -у  Vя; 
л->°° [9 .у -4

3. П т
4х3 - 2 х + 1  ,

2 .у’ + Зх*' + 2 ’

6. Н ш ^ ~ 3 ;
х-»0 .V +х 

1 х9. П т
8ШХ+5т7.У

20-вариант

1. П т  2 г + 5 х - 3  : 
х_>"3 З.у2 +10.У+3

4 П т  7л-' + З л -4  : 
2х* -5.У+1

7 . П т  Г4 - 2 *  
1-2*

2. П т  а-3 -  64
*"*4 7.у2 -  21 х - А

5. И т  7х+4 :
х_,~  Зх’ -5.У+1

П т  ( * + 5

3. П т  5л- - З х + 1 ; 
Зх2 + х - 5

6. П т  У4.Х+1 -3  ; 
х ^ 2 х 1 - 8

9 П т  со ех -со е  х  
‘ 5-у2
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1. l im  2.К2 - 7 * + 6 ;  2. l im  л-4-л-: +.Y+1 • з i¡m  -yj - 4 . y2 + 29.y •
* - 2 ^ - S x + 6  Л'4 - 1  5 ^ + 3 y  +  . Y - l ’

4. l im  2,y2 +7.y-1 : 5. l im  4х’ - 2 .y :  + .y  : ft l im  V3 + 2 x - V x + 4  •
**_к ш  .  . __ 1 ‘ . . . »  i 5

3.Y4 + 2 , +  5

7. l im  f  2 л '+ 5 ^ ;
" " { 2 Х + 1 1

3.Y — X
х~*\ 3.Y -4.V+1

!. l i m f ^
.*-»•« \  X - T i

22-вариант

1. l im  n-.Y -.Y2 ; 2 l im  2.v2-3 .y+ i • 
* - 3 x y-21  X- 1 , 4 - i  ’

4. lim  2лт1 + 7лг + 4 : 5 . l im  3 /  - 2 * + i  :
' * ^ " з У + 2 , - 5

8 >ЫёГ'7. l im  (  x+2^
~ ~ {  X

X 4 +5.Y -1 

- S t

23-вариант

l .  Hm 1у2 + 2л'~ 1: 2. lim ^ - * - 2  : 
2 7 , ' - 1  x_>2 5 ^ + 3 7 - 2 6

4. l im  Ix*-5.^+2 : 5 . lim 2 j t - 5 j y + 2  :

2-v5+ 4 ,y- 5 a' ^ “  jy4 +  ЗлГ - 9

7. l i m f jc+ 2V +2*; 8. H m f2 .v + lY tl;

"̂U+»J —4^J

9. l im  / g * - s i n x .
~ °  3.Y2

3 . l im  з , 2 + 10л -+ з : 
x_>~ 2дг + 5,v-3

6. l im  .\2 -  3x+ 2
” 2 V 5 7 Ï - Æ T T

9. l im  arcsinSx.
X—*0 ,Sin3.Y

3. lim  -3.Y* + . r  +x:
,v4 +3a- 2

6. l im  Злг + 4 , +  1 

9 Hm i-sin5.Y
J ' X - % -------Z— •/l n-  2.Y

24-вариант

1. l im  4 ^ - 1 ;  2. lim -'■; + 2*  ; 
*-»-• , 2 - 2 . y - 3  x-t-2 д̂ 2 jf 4.Y+ 4

4. lim -Y7 + 5x2 -  4.V : 5 lim 5jt2 -4-y+ 2 : 
3*2 + 1 1 ,-7  4 ^  +2.Y-51

3. lim 2хг + 7 .V + 3

5jy2 - 3 a- + 4  ’

6. lim  2 , 2 - 9 x + 7

7. i i m ( i i | f ’ 4 ; 8 - lim  f  *  + i Y x: 9. j j n f ( Jлг-*~ \ ,-1  / 3 * - l
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lim 3.Y‘ + Ix- 1 2. limX—► - 1
x 2 - [  •

x '  +3x  + 2
3. lim - x 2+ 3x+ \: 

x->~ З . Г + л - 5

4. lim  7.y: + 5 .y + 9 ; 5. lim  2 x ' - 3 ¿ + 2 x : 6. Hm V 2X +T-V I+6 ; 
] + 4 x - x l x_>~ a ^ + T x + I  x^ 5 2 x 1 - 7 x - l S

7. lim r _ ü _ f ;  8. l i m i ^ i ) ” 2 ; 9.2 Y_ 3 J  *-*— \2x - 4/ *-o  *2

6 -§ . Иккинчи мустацил уй иши

И к к и н ч и  мустакил уй и ш и н и н г х,ар бир вариантида 
ту р тга  м и сол  булиб, у л ар н и н г ш арти куйидагича:

Биринчи мисолда: Д х) ва у?(х) ф ун кц и ялар  х-*0 д а  бир 
хил  тарти бли  чексиз к и ч и к  ф ун кц и ялар  були ш и ни исбот 
к и л и ш  керак.

И ккинчи мисолда: ч ек с и з  ки чи к  ф у н кц и ял ар н и н г эк - 
ви вален тли ги д ан  ф о й д ал ан и б  ли м и тн и  топиш  керак.

Учинчи мисолда: б ер и л ган  ф у н кц и ял ар н и н г узлукси з- 
л и г и н и  текш и ри ш  ва ч и зм аси н и  чизиш  керак.

Турт инчи мисолда: бери лган  ф у н кц и ян и н г курсатил- 
ган  нукталарда узлукси зли ги н и  текш ириш  керак.

К уй и да вариант м и со л л ар и н и  ечиш  нам унасини кел- 
т и р а м и з:

1. Д х ) =  cos2x — cos32x ва р (х) =  Зх2— 5х3 ф у н кц и ял ар  
х  -*• 0 да б и р  хил тарти бли чекси з ки чи к ф ун кц и ялар  були­
ш и н и  исбот килинг.

И с б о т и .  /(* ) н и сб атн и н г лим итин и  топам из:
ф(х)

П у\ 11 -  cos2 2х cos 2х
lim  —̂  = lim —  -—  = lim -— — — —-  =
*-+0 ф (х )  д ^ о  з х 2- 5 х *  х  (3—5*)

co s2 x  • sin2 2 х  4 co s2 x  • sin 2х ■ s in 2 *  4= lim  — г------------= h m  — г— . ,, . ,—  = T ,
A‘-»° x  (3 -5 x ) x ~*° 2* • 2x (3-5jc) 3

б у н д а  lim  cos 2x  = l, lim  Sl” 2x -  1, lim , = j ,  дем ак , fix )  
a--»o x—*0 2 x  x-*o (3 -5 x ) 3

в а  <p(x) ф у н к ц и я л ар  н и с б а т и н и н г  ли м и ти  м авж уд ва у
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нолдан фарк/jH узгармас булгани учун (1.1) ф орм улага acocan 
берилган ф ун кц и ялар  бир хил тартибли ч ек с и з  ки ч и к  ф уп- 
кц и ялар  булади д еган  хулосага келам из.

2. Ч екси з ки чи к  ф у н кц и ял ар н и н г  экв и в ал ен тл и ги д ан

ф ойдаланиб lim arcsin8A л и м и тн и  то п и н г. 
л -*° 1п(1 + 4.x)

Е ч и ш .

lim I11™ 1*8* = lim  ^  = 2, бунда arcsin&x ~ 8 х ,  1п(1 +  4 х ) ^  
х-»о 1п(1+4х) х-»о 4 дг 3 v

~  4х.
3. Берилган ф у н к ц и я н и н г  у зл у кси зл и ги н и  текш и р и н г  

ва чизм асини чизинг:
. 2

/ ( * )  =

х  у а г а р  — оо < х  < 0 б ^ л с а ,

(х — I)2, а г а р  0 < х  < 2 б у л с а ,
5 — х, а г а р  2 < х  < <*> б у л с а .

Е ч и ш .  f ix )  ф у н кц и я  (—оо;0), (0;2) ва ( 2 ; + о е )  и н тер - 
валларда аник^панган ва узлукси з булган эл е м е н та р  ф у н к ­
ци ялар  билан берилган .

Д ем ак , фак,ат л:, — 0 ва х 2 =  2 нук,таларда у зи л и ш га  эга 
булиш и мум кин. х, =  0 нукта учун чап ва у н г  л и м и тл ар - 
ни \исоблайм из:

= 0 >  = 1 ’

A 0)  =  -V2 L  =  0.
Бу эса х { = 0 нук,тада .Дх) ф у н кц и я  б и р и н ч и  тур  узи- 

ли ш  нук,тасига эга були ш и ни  билдиради .
х 2 = 2 нукта учун:

lim f { x )  = lim  ( х - 1)2 =  1, lim  f i x )  = lim  (5 -  x) = 3 ,
.*-»2-0 -V-.2-U .v—»2+0 у—»2+0

f (2 )  = ( x - l ) ‘ | =  1 ларга эга булам из. Бу э с а , х 2 =  2 нук,- 
т адаД х ) ф у н кц и ян и н г  б и ри н чи  тур узи ли ш  нук^тасига эга 
булиш ини билдиради.

Берилган функциянинг графиги 1 -чизмада тасвирланган.

4. f ( x )  = 8*"3 + 1  ф у н к ц и я н и н г х , =  3, х 2 =  4  нук,талар- 
да узлуксизлигини текш иринг.
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Е ч и ш . х. — Ъ учун куй идаги ларга эга буламиз.

lim  f(.x) = lim
.X—»3-0 .г—*3-0

lim  f ( x )  = lim
.x—*3+0 л'—*3+0

8*"3 + 1

8-^3 + 1

+ 1 = 1

= 8 ” + 1  =

Б у эсаД х :) ф ун кц и я  х, =  3 нуктада икки нчи  тур узи- 
л и ш  н уктаси га  эга  эк ан л и ги н и  билдиради. 

х 2 =  4 нукта учун эса:

lim  f { x ) =  lim
.X—*4-0  .х—*4-(

8 х' 3 +1 = 9,

lim  f ( x )  -  lim
а—»4+0 л—»4+0

f i  4) =
f  J _  

8*"3 +1

8-^3 +1

_  « 4 - 3

= 9 ,

+ 1 = 9 .

Д е м ак , f i x )  ф у н кц и я  x 2 = 4  нуктада узлуксиз.

1 -вариант

1. fix ) =  tg2x, (pix) =  arcsin x. 2 lim  c o s 3 x -  COS.Y 

‘ 2?  ’
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3. № - -  

4 - № -  

«• / ( x )

3. f i x ) :

4. f { x )

1. / ( X ) :

3- / ( * )  = 

4. / ( X ) :

1. / ( X )  =

3. / ( * )  =

4. / (X ) :

sin x , a: < 0,

■ x, 0 < x  < 2,

0 , x > 2 .

(x - 3 ) ( x + 4 ) ,  Xi ~ ~ 5 , x 2 = - 4 -  

2 - e a p u a n m

x
5+x

2- lim l - c o s ö x
A*— 4x^

COS X , X < — 
2

0 , — <  X < 7t, 
2

2, X>71.

x +5 
x - 2

, x. =  3, x,  =  2.

3-eapuanm 
sin8x, (p(x) = a rc s in 5 x .

x - 1 ,  x < 0 ,  

x2, 0 < x < 2 ,

2x,  x > 2 .
2

5*-3, x, = 3, x2 =  4 .

4-eapuaH tn

s in 3 x + s in x , p (x )  = 10x .

x + 1, x < 0 ,  

x 2 - l ,  0 < j: <  2,

- x ,  x  > 2.

2

4 ^ - 3 ,  x i = \ , x 2 = 2  

29

-  arctg3x
l 'üo  I n f l + Z * ) '

2. lim arcsin 4x
x-»o tg5*
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1. / ( x )  = c o s 7 x - c o s x ,  (р(х) = 2 х 2 

3. f ( x )

- x ,  х <  О, 

х 2 + 1, 0 < х < 2 ,  

х + 1 , х > 2 .

=  2 1~х - 1  x,  =  О, л,  =  1.

6-вариант

4. / ( x )

1. / ( x )  = l - c o s 2 x ,  <р(х) = 8х2 .

3. т

4. f { x )

х + 3 ,  х < 0 ,  

1, 0 < х < 2 ,  

х 2 - 1 ,  х > 2 .

= 8 Л-2 - 1 ,  х , = 2 , х 2 = 3 .

7-вариант

1. / ( x )  =  3 s in 2 4x, <р(х) = х г - х л

3.  №

4. Д х )

х - 1 ,  х < 0 ,  

sin x , 0 < х < т г ,  

3, х > п .

1 Я х )  =

3. f i x )

= 5*-x + l, x, =  2, х2 =  3.

8-вариант  

tg(x2+ 2 x ), (pix) =  x2+2x.

- х  + 1, х < - 1 ,

х 2 +1,  - 1  < х < 2, 

2х, x  >  2.

2. l im
JC—*0

2. lim
*-*()

2. Jim
jc-»-2

2. l im
x-»0

sin2.r

tgU+2) 
x2- 4  '

sin(.v+ 2)

x* + 8

arcsin 2x 
tg4x
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9-вариант

1 • / ( * )  =  arcsin(.v2 -  х), (р(х) -  л*3 -  л', 

1, * < 0 ,

3 . f ( x )  = -2 - \  0 < х < 2 ,

*  + 3, х > 2 .

2. lim X3 -6 4
* —*4 t g ( x - 4 )

4. л, = 1. * 2 = 2 . .
,r¿ - 1

10-вариант

1. / ( x )  = sin7x+sin .x, ш(д) = 4д: 2 lim  cos2-v~ cos4-v
, *-»0 U 2
i - x  +  2, *  <  - 2 ,

3. / ( * )  = x \  - 2 < x < 2 ,  

2, jc>  2.

4. / ( x )  = 2 v+2 +1, X, = - 2 , x z = - 1 .

Î 1-вариант

1. / ( x )  = V4 + x  + 2, çï(.v) =  3 x . 

3jc + 4, л < - 1 ,  

x 2 - 2 ,  ~ [<  x  < 2 , 

x, x >  2.

3. f ( x )  =

2 .
x - * o  2 x

4. f ( x )  = 4 ^ + 2 ,  x, = 2, x 2 = 3 ■

12-вариант

1. / ( * )  = sin(.v: -  2л), (p(x) = x A - 8x- 2. l i m ~ | ^ .

31
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x, x < \ ,

3- f ( x )  = • ( x - 2 ) 2, l < x < 3 ,

- .v + 6 ,  x > 3 .

_2_
4. f ( x )  = 3 ^ - 2 ,  x, =  -1 , x2 = 0.

13-eapuaHm

l- /{x ) =  = 2x~x2-

x - U  x < \ ,

3. / ( x) = - jc2 +  2, - l £ x < 2 ,

- 2 x ,  x >  2.

3

4. / ( x )  = 5 Y+4 +1, x, = - 5 , x2 = - 4 .

¡4-eapuaHm

1 ■ y(x) =  ^ , tf>(x) =  3x3—x2.

- x 3, jc <  — I,

3. f { x ) =  x - l  - \ < x < 2 ,

- x  + 5, x > 2 .

15-eapuanm  

1- / ( x )  = sin (x2 + 5.x), <p(x) = x 3 - 2 5 x .

x, x  < -2 ,

3. J ( x )  = ■ -  x  - 1, - 2 i x < l ,  

x 2 - 1 ,  x > \ .

4 ' №  =  x i =  “ 3 - *2 =  ~ 2 -

2. l im
sin3.v

x-*o ln(l + 2x)

2. lim arcsin 8x
*-*0 tg4x

2. lim
,5.t

jt—*0 tg2x
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16-вариант

/ ( • * ) s  cos x - co s3 x, (p(x) = 6 x 2 ■ 

x + 3 ,  x < 0 ,

3. f ( x )  = ■ -  .y2 + 4, 0 < * < 2 ,  

x - 2 ,  x >  2.

x+S
A x )  =  — X, = 3 , x 2 =  4.

17-вариант

1- f ( x )  s= arcsin2x, ф(лг) =  8л:.

0, ,y < - 1 ,

3. / ( . y )  = -.y2 - 1 , - 1  < .y <  2,

2x,  .y > 2 .

4

4. f { x )  = 5 ~ x +\,  л:, = \, x 2 = 2 .

¡8-вариант

^  f ( x )  = 1 -  cos4x, <p{x) =  .Ysin 2.V •

-1 , * < 0 ,

3. / ( * )  = • COS.Y, 0  <X<7T,

1 - x ,  x > n .

4 ' №  =  7 ^ 5 ’ x l = ~  5, X2 = -  4.

19-вариант  

!• /(.Y) = sin .Y +sin5л;, (p(x) = 2x .

J \ - x ,  *<0,
3. f ( x )  -  0, 0 <  x <  2, 

x - 2 ,  x > 2 .

2.  lim
■*-»()

2. lim
дг-*3

2. lim
А'-* -5

2. lim
jf—»0

— Ш.И.Тожиев 33

1n(l + 4.v) 

s i n 2 x

s i n ( x -  3) 

x'-21

tg ( * + 5 )  

x 2—25 '

ln ( l  +  3.V) 

s i n 2 . r
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1. / ( л )

3. f ( x ) :

4. / ( * )  =

I. /(•* ) =

3. / ( * )  =

4. /< * )  =

1. f ( x ) :

3. / ( * )

4. / ( * )  = 

1. f ( X):

20-вариант

л - 3 ,  л < 0 ,  

л  + 1, 0  < х < 4,

3 + л, л >  4.
i

6*~3 + 3 , Л [ = 3 ,  * 2 = 4 .

21-вариант  

COS3-V- cos л, #>(л) = 7.x2.

* 2 + ], х <  1,

2л, 1 < л < 3 ,  

л + 2 ,  л > 3 .  

i
4 3~*+ 2 , л, = 2 ,  л2 = 3 .

22-вариант

X2 - c o s 2л, <р(л) = 6л2 . 

- л ,  х < 0 ,

л 2, 0 < х < 2 ,  

х + 1 ,  * > 2 .

i
: 9 г- \  X¡ =  0, л2 = 2 .

23-вариант  

= л/ l  +  л - 1 ,  <р(л) =  2 л .

2. lim
х-»о tg3x

2.
*-»о 2х -Злг

2. lim arcsin3.v
*-*о 2.x

sin 5л
дг-*о arctg2x

2. lim
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- 2 ( х + 1 ) ,  л -< -1 ,

( х + 1 ) \  - 1 < х < 0 ,  

л:, х > 0 .

4- /(-V ) =  2 у_5 + 1 , л', = 4, х 2 = 5 .

24-вариант  

I. / ( х )  = у /Э -^ х - 3, (Р(х) = 2 х .

2, х < - 1 ,

3. / ( х ) =  1 - х ,  - 1  < х  < 1,

1пх, х > 1 .
2

4 . /(д-) = 6 4' т , х, = 3, х 2 = 4 .

25-вариант

1. / ( х )  =  с о з З х  — со з5 х , (р (х ) =  х 2 . 

~ х ,  х <  О,

3. /(■*) = х 3, 0 < х <  2, 

х + 4 ,  х >2.
.х+1

4. А х )  = х 1 =  2, х2 =  3.

2 . И т 1" “ * 8?.
л-*о 2.г

2. Н т  1п(1+5л'?
*-»0 51пЗ.\'

II б о б

БИ Р УЗГАРУВЧИ Ф У Н К Ц И Я С И Н И Н Г  
Д И Ф Ф Е РЕ Н Ц И А Л  Х И С О БИ  ВА У Н И Н Г  

ТАТБИКЛАРИ

1-§. Хосила, унинг геомсгрик ва ф изик маъноси. 
Дифференциаллаш цоидалари ва формулалари

у  ^ Л х )  ф у н к ц и я н и н г  орттирм аси
Ду  = Д х  + Д х ) “ Д х )

куриниш да и ф одалан и ш и н и  эслати б  у там и з , бунда Дх а р ­
гумент х  н и н г  орттирм аси .
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2=чизмадан

(2. 1)

тен гли кн и  ё зи ш  м ум кин.
Т а ъ р  и ф . у  ~ Л х )  ф ун кц и ян и н г х  нуктадаги %осиласи 

деб, шу нуктадаги ф ункц ия орггирм асининг уни шу ортгир- 
мага эриш тирадиган  аргумент ортгирмасига нисбатининг их- 
тиёрий А х  н о л га  интилгандаги лим итига  айтилади ва куйи- 
даги б елги лаш ларн и н гби ри би лан  белгиланади:

Агар (2 .2 ) ф орм уладаги  лим ит мавж уд булса,Д х) ф у н к ­
ция х  нуктада дифференциалланувчи дейилади.

Х о с и л а н и  то п и ш  ам али ф у н кц и ян и  дифференциаллаш  
дейилади.

(2 .1) т е н г л и к  ва коси ла таъ ри ф и д ан  х  нук,тадаги к о с и ­
л а  у  —/ ( х )  ф у н к ц и я  граф и ги даги  М (х;у) нуктадан  утка- 
зи лган  у р и н м а н и н г  О х у к и  билан  таш к и л  этган а  бурчаги

Ш ундай  ки л и б , таъриф га кура:

/ ( * + Д х )-/(х )
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тан ген си гатен гэкан л и ги  кели б  ч и тал и  (2-чизм ага ад эан г). 
у '  т / ( х )  хосилани ф изик н уктаи  н азард ан  кар аган и м н зд а  
у  ф у н к ц и я н и н г  х  нуктадаги у згар и ш  тезли ги н и  б и л д и - 
ради.

А гар  С — узгар м ас  с о н  ва  и ш и ( х ) % у = у(х)  б и р о р  
д и ф ф ерен ц и аллан увчи  ф у н к ц и я л а р  булса, у *олда к у й и - 
даги ди ф ф ерен ц и аллаш  к о и д ал ар и  уринлидир:

1) (О * -  0;
2 ) ( * ) ’ -  1;
3) (и ± у )' =  и '± у’;
4) (С и)' =  Си';
5) (и ’у)' =  и'у+иу;

8) агар у  ~ А и )  булиб, и = <р(х) булса, яъ н и  у  -/№ (■*)] 
м ураккаб  ф у н кц и я  д и ф ф ер ен ц и ал л ан у в ч и  ф у н к ц и я л а р -  
д ан  тузи лган  б^лса, у хрлда

9) агар  у  = /[х) ф ункц ия учун д и ф ф ер ен ц и ал л ан у в ч и
х  ~  $(у) тескари  ф ункция м авж уд  ва 
у *олда

~  = я \ у ) *  0 б улса , 
ау

/ ’( * )  =

Х оси ла таъриф и ва д и ф ф е р е н ц и а л л а ш  ко и д ал ар и д ан  
ф ой далан и б  асосий  элем ен тар  ф у н к ц и я л а р н и н г  ^ о с и л а -  
лари  ж адвалини  тузиш  м ум ки н :
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10) ( а г с в т и ) ' =
И л

■и ;

11) (агссо зи )' = - ■ и ' \  12) (агс \& и )'= ■ и \

13) (агссХ§,и)'--------- т -и '\  14) (вЬ//)' = сЬ// • / / ' ;1 _1* г/*1+(/

15) (сИи)* = я Ы / • и ' ; 16) ({ Ь и ) '= • и ' ;

17) ( с ^ и ) '  = ~ - и \
с!*,*»/ь\\ и

У = Л Х) ЭГРИ ч и зи к н и н г  А/0(х0; Л*,,)) нуктасидан  утка- 
зилган  урин м а тен глам аси :

у - У К )  = / ’(*„)(*-*«,)•

у  = Д х )  эгри  ч и зи к н и н г  М0(х0', Л х 0)) нуктасидан  утка- 
зилган норм ал (п ерп ен ди куляр) тенглам аси:

Агар / ’(■*„) =  0 булса , нормал тенглам аси  х =  х0 кури- 
пиш да булади.

Э гри чизик, б и л а н  нукта  орасидаги бурчак деганда, шу 
нуктадан утувчи у р и н м а  билан эгри ч и зи к  орасидаги  бур- 
чакни  туш униш  керак .

1-м и с о л . Х о с и л а  таъри ф и дан  ф о й д ал ан и б  (2.2 ф о р -

мулага к ,ар анг)у =  ^ - ¡ -  ф ун к ц и я н и н г ^ оси л аси н и  то -  
пинг.

Е ч и ш .  И х ти ёр и й  А х  орттирма учун ф у н кц и я  орт- 
ти рм аси н и  топ ам и з:

_  2(дг+Ах) 2 х  _  6 х 2+ 6 х А х + 2 х + 2 Д х - 6 х 2 - 6 х А х - 2 х  _

У  ~  3 (х+ Д х)  + 1 Зх+1  (Зх+ЗД х+1)(Зх+1)

2&х
(Зх +ЗДа + 1)(Зх +1)  •

У - / ( х 0) =  - у т ^ у ( х - Х 0) ( / ' ( * о ) * ° ) .
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И ккала ки см ини Дх га булам из: 

Ду  _  2
Дд: (Зл: + ЗДлг+1)(Зх + 1) *

Бу ни сбатн и н г Дх-*0 д а  л и м и ти н и  ^и со б л ай м и з:

у ' = lim —  = lim 2 2
i t -» n  Дх Ar-»0 (Зх+ЗДх+1)(Зд:+1) (З х + 1 )2 *

2 - м и  с о л .  у  = \х\ ф у н к ц и я  д оси ласи н и н г х  =  0 нук- 
тадаги кийм атини топин г.

Е ч и ш .  Э ркли узгарувчи х  н и н г ихтиёрий о р т ти р м а- 
сида ф у н к ц и я н и н г х  — 0 нуктадаги  Ду о р тги р м аси  \Ах\ га 
тем п

Ду  = |Дх| =
-Д х , агар  Дх < 0 булса, 

Дх, агар  А х > 0 булса.

Х осила таъриф ига кура:

ду f—I , агар Д х < 0  булса, 
у  s  Um = Г

П 5 агар  Д х > 0  булса.

Бу эса х  =  0 нуктада у  — | х  1 ф у н кц и я  х р с и л а га  эга  
эм асли ги н и  билдиради.

А ммо, бу ф ункц ия бу н уктада узлуксиз, яъ н и

lim Ay  = lim  I Дх 1 = О
Да -»0 Д т—>0 ’ 1 *

Д ем ак , х  нуктада узлукси з булган *ам м а ф у н к и и я л а р  
бу нуктада д и ф ф ерен ц и аллан увчи  булаверм ас э к а н .

М а ш ц л а р

49. Х осила таъриф идан  ф о й д ал ан и б  у  =  Зх3—2х2+ 3 х —I 
ф у н к ц и я н и н г  \о си л аси н и  то п и н г.

3<-1
50. Х осила таъриф идан  ф о й д ал ан и б  у  -  ф у н к ­

ц и я н и н г  хрсиласини то п и н г.
51. у  = >/х ф ункц ия х  =  0  нуктада узлуксиз ва д и ф ф е ­

ренциалланувчи  экан л и ги н и  курсатинг.
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52. К уйидаги ф у н к ц и я л а р н и н г\о с и л а с и н и  топинг:

1. у  = 5 х 4 + ^т + 4 .  2. У = Зх 2 + 5 у[ 7 - 4 .
X

У  у « Й Г - 4  + 7 х 5 . 4. у  = 4 j x + - J -  + 3X2 '

5. У = ( х 5 + Зх - 1)4 . 6. У = я 3 s i n *  .

7. у  = (х9 + l) c o s 5 x  . 8. У = X3 s i n x  • l n x  .

9. У = X2 ■ tgx- е2х. 10. У = х +I

11. У =
^ ч Г 3

13. У = 1х +1 
" х 3 - \

53. у  = х 3 +  2х — 2 эгри  ч и зи кка абсциссаси х() =  1 булган 
н у ктад ан  утказилган у р и н м а  ва н орм алн и н г тенглам аси- 
н и  тузинг.

54. у  =  \п(х2 — 4 х  + 4) эгри  ч и зи кка абсц иссаси  х0 =  1 
бУлган нуктадан уткази лган  уринма ва норм ални нг тенгла- 
м аси н и  тузинг.

55. у  =  X2 ва X2*  2у2 =  3 тенглам алар билан  берилган  
э г р и  чи зи к ^ар н и н г кеси ш ган  нукталаридаги бурчакларни 
топин г.

56. М оддий н у ктан и н г t  вак,т ичида босиб утган м асоф а-

с и  s = ^-/4 ■ | / 3 + 2/ + 1 га тенг. Берилган н у к тан и н г тезли - 
ги н и  топин г.

57. Д и ф ф ерен ц и аллаш  коидалари ва ф орм улаларидан 
ф ой д алан и б  берилган ф ун кц ияларнин г \оси ласи н и  топинг:

1) у  =  x3sin3x; 2) у  =  х  s in 3*;
3) у  =  x2cos23x; 4) у  =  e*tg4x;
5 ) y = x c t g 27x; 6) У = 1 х  ■ cos ~Jx^
1) y  = 2 - j f 5x; 8) у  = (2х4 -  tg4x j  ;

9) У = 2 '"* ; 10) y  = V*h x \

11) у  = (2lg3* + tg 3 x )2 ; 12) у  = x  sin2 х - 2
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14) у  =  ( $ т 3х+ со532х)2;
16) у  =  л: с1я25х;

18 ) у  = е -'3х+2х+2 
20) у  =
22) у  =  1оз3(х2+ 5 тЗ х ) .

1 7 )  У  “  ^ а Г С 1К ' / х  ;

19) у  = х 3̂ 83*;
21)  у  = 1п5(х—2'*);

2 -§ . М ураккаб  курсаткичли ва ош корм ас 
функцияларнинг х,осилалари

1. А соси *ам, дараж а курсаткичи *ам х  н и н г  ф у н к ц и я - 
сидан  иборат булган, яъни

кури ниш даги  ф у н к ц и я  м ураккаб  к ур са т ки чли  ф у н к ц и я  
дейилади .

М асалан , у  =  (совх)*  , у  =  х00” , у  =  х \  у  =  Ос^^с)* ва 
ш унга ухш аш  ф у н кц и ял ар  м ураккаб ку р сатки чл и  ф у н к- 
циялардир. Бундай ф у н к ц и ял ар н и н г  \о с и л а с и н и  то п и ш - 
да берилган ф у н кц и я  л о гар и ф м и н и н г \о с и л а с и н и  то п и ш - 
д ан  иборат булган усулни куллаш  к у п и н ч а  \и с о б л а ш н и  
бирм унча соддалаш тиради.

М асалан , у  =  и4 ф у н кц и ян и  л о гар и ф м л аб  \о с и л а с и н и  
топиш дан куйидаги ф орм улага эга булам из:

бунда и =  и(х) ва V =  у(х).

1 - м и с о л . у  =  (51п4х)дг ф у н к ц и я н и н г \о с и л а с и н и т о -  
пинг.

Е ч и  ш . Т ен гл и к н и н г  и ккала  т о м о н и н и  л о га р и ф м л а й - 
м из:

Бу тен гли кн и н г и ккала  то м о н и н и  х  б у й и ч а  д и ф ф е р е н -  
циаллайм из:

(1пу)' =  (х3) ’ • 1п5т4х +  х3(1 п 5 т4 х )\

у  = [ и ( * ) Г  -  « '

у '  = и у 1пи • у ’+ ум" 1 • и ' ,

1пу =  х 31пзт4х.
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Бундан

— =  З х 2 ln sin  4 х  + 4л-3 • - г—  cos 4 х . 
у sin 4jc

С о д дал аш ти р ам и з:

у  ' = у  (Зх2 ln sin А х  + 4 x 3c tg 4 x ) .

у  у р н и га  у  =  (sin 4 х )л и ф одан и  к,уйиб, ушбу натиж ан и 
\о с и л  к,иламиз:

у '  = (sin 4jc)a ( З х 2 In s i n 4 x  + 4 x 3c tg 4 x ) .

2. И к к и т а  X ва у  узгарувчилар орасидаги богланиш

R x ,y )  = 0 (2.3)

тен гл ам а  кури н и ш и да берилган  булсин.
(2 .3) о ш ко р м ас  ф у н кц и ян и  о ш ко р  куриниш га келтир- 

м асдан  \о с и л а с и н и  то ли ш  к р и д а си н и  курсатамиз.
у  н и  X н и н г  ф ун кц и яси  деб (2 .3) тен глам ан и н г и ккала 

к и см и н и  д и ф ф ер ен ц и ал лаш , сунгра \о си л  килинган  тен г- 
л ам адан  у  ни  топиш  керак. Буни цуйидаги мисолда курса­
там и з.

2 - м и с о  л . х4+ / —Зху =  0 ош корм ас ф у н кц и ян и н г у  
\о с и л а с и н и  топин г.

Е ч и ш . у  ни X н и н г ф ун кц и яси  деб берилган тен гл а­
м а н и н г  и к к ал а  ки см и н и  ди ф ф еренц иаллай м из:

4х3 +  4У  ■ У -  3у  -  Зху = 0.

Б у н дан  эса

, 4х3-3  у
У = ------- т

Зх-4у

ни  то п ам и з.

Машцлар

58. Б ери лган  ф ун кц и яларн и  логариф м лаб  сунгра \о с и -  
л а с и н и  топ и н г:

1) у  = 3х2- Щ 42х  ; 2) y  = x 3th 3x ;
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5) у  =  jc3ln2(sin2jc — tg2x); 6) у  =  (sin3x )cos5x;

7 ) y = ( x *  +  I) '82*; 8) У = (tg3*)*  ;

9 ) y =  (1 + jc4),8?jr; 10) У = (c tg 5 x )4 .

59. К уйидаги ош корм ас кури н и ш д а бери лган  ф ун кц и я- 
ларнин г \о си л аси н и  топинг:

1) ÿ x  + t f ÿ  = а ; 2) у 2 + X 2 - s i n ( x 2 - у 2) = 5 ;

3) 2х + 2У = 2Х+У ; 4) елу -  х 4 + у 4 = 5 ;

5) еху -  X3 -  у 3 = 3 ; 6) х у  -  a r c tg i-  = 3 .

3 -§ . Юцори тартибли \осилалар

I . Б и ри н чи  тартибли \о си л ад ан  о л и н га н  \о с и л а , яъни

(У ) ' =  (/ "(* )) ' ё к и  У" =  /  " ( * )

\о с и л а  у  —J{x) ф у н кц и ян и н г и к к и н ч и  тарти бли  \о си л аси  

дейилади ва у " , / " ( х ) ,  —у б ел ги л а р н и н г  б и р и  би лан  бел- 
гиланади.

И кки н чи  тартибли \о си л ан и н г  \о с и л а с и г а  учинчи тар ­

тибли \о с и л а  дей илади  ва у " ’, бел ги л ар н и н г 
бири би лан  белгиланади.

Умуман, у  — fix )  ф ункц ияни нг « -тар ти б л и  \о си л аси  деб, 
унинг (п — 1 )-тартибли  хоси ласи н и н г \о с и л а с и г а  айтилади 

d n vв а у  (n), / (,,)(x), белгиларн и н г б и ри  б и л ан  белгиланади.
1 - м и с о л . У  = 1 ч |х  + 4 х г + a 2 j  ф у н к ц и я н и н г  и к к и н ­

чи тарти бли хрсиласини  топин г.
Е ч и ш . Д а с т л а б  \о с и л а л а р  ж а д в а л и д а н  ф о й д ал ан и б  

бирин чи  тарти бли  ^осилани то п ам и з:
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\

r -

J____  x+>lx2+a2 ____ \_

x+'Jx2 +<j2 '¡x2 +a2 yjx2+a2

Х осил  брлган  натиж адан яна хосила оламиз:

2 - м и с о л .  у  — (2х — I)4 ф у н к ц и я н и н г  бирин чи  ва 
и кки н чи  тар ти б л и  ^оси лаларин инг х, =  1, х2 =  - 1  нукта- 
лардаги  к и й м атл ар и н и  *исобланг.

Е ч и  ш . Б и р и н ч и  тартибли ^о си л ан и  топам из:

x, =  1 д а  У (1) -  8; х2 =  “ 1 да У ( - 1 )  =  -2 1 6 .

Э нди и к к и н ч и  тартибли х,осилани топам из:

/  =  4 8 (2 х -1 )2; х, =  I да / ( 1 )  -  48,

х2 =  -  1 да У'( -  1) =  432.

3 - м и с о л .  у  — sinx ф у н кц и ян и н г «-тартибли  \о с и л а - 
си н и  то п и н г.

Е ч и ш .
Б ери лган  ф у н к ц и я н и  кетм а-кет п м арта д и ф ф ерен ц и - 

аллаб то п ам и з:

У =  8 ( 2 х -  I ) 3.

у "  = c o sX |х  + y j  = s in (х  + 2 - s
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у  = cos X (х + 2 • y j  = sin  (x  + 3 ' y j  ( 

y w  -  eos íx  + (w -  1 ) y j  ■ sin  (x  + tt ■ y )  .

2. П арам етри к  берилган ф у н к ц и я л а р н и н г  ю кори т а р -  
тибли  \о си л ал ар и . 

Агар ж н и н г ф ункц ияси  у  уш бу 

Х« ф ( / ) ,

у * v(0 ( *

п арам етри к  тенглам алар билан  б ер и л ган  б$>лса, (2.4) и ф о -  
дага ф у н к ц и я н и н г  парамет рик  кури н и ш даги  б ер и л и ш и  
дей илади .

Бу \о л д а  у н и нг х  буйича ^ о с и л а с и у ’

dy_
_  „• _  dt -  y't

fjj* x 't 
dt

y * - y ;  (2 .5 )

тен гли к  билан  аникланади. 2
И кк и н ч и  \о с и л а  у" ёки н и  топ и ш  учун х  н и н г  

ф у н кц и яси  /э к а н л и ги н и  н азар д а  тути б , (2.5) тен гл и к н и  х  
буйича диф ф еренц иаллай м из:

dx d 2y  d y  d 2X
d ly  _  dt d t2 dt d t2
~dr- ( f a '3

dt

еки

d2y  _  ф'(0 • v"(/) -  4>'(/) ■ ф"(0 (2 .6 )

n t  « d*y d4yШ унга ухш аш  ва ^ о к а зо  ^оси лаларн и  т о ­
пи ш  м ум кин.
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¡X = sin2 1,

{у = sin 2/

п арам етрик тен гл ам ал ар и  билан берилган у  ф у н кц и ян и н г 
и кки н чи  тарти бли ^оси ласи н и  топинг.

Е ч и ш .
I у с у л .  (2 .6) ф о р м у ла  буйича хрсилаларни  топиб , 

сунгра урнига куям из:

х , ' = 2 sin  /  cos / = sin 2/, x t " = 2 cos 2 / ,

у , ' = 2 cos 2/, у , " = - 4  sin 2 / ,

i. _  sin2/-(—4 s in 2/) —2 e o s 2 /-2eos2 í _  -4(sin22/-H:os22/) _  _  4
(sin 2/)3 sin3 2l sin3 2/ '

II у с у л  . Б и р и н ч и  тар ти б л и \о си л ан и  топам из:

. V /' 2 c o s2 /
У =  ■ =  “ Г Г  = 2ct8 2/ •X/ sin 2/

Бу хреилани

Í y ' = 2ctg2/,

\ х  = sin2 1

куриниш да п ар ам етр и к  берилган ф ункц ия деб караб , (2.5) 
ф орм ула буйича и к ки н чи -^о си л ан и  топам из:

,  2 4
у  " = j2y = = (2cts2Q* _  sin2 2? =  _  sin2 2 / =  _  4 _

dx2 Х('  (sin 2 / ) '  2 s in / cosr sin 2í sin3 2/

Куриб ту р ган и м и зд ек , натиж алар бир хил.

М аш ц лар

60. Куйидаги ф у н кц и ял ар н и н г икки нчи  тартибли х,оси- 
л аси н и  топинг:

1) у  =  (1 +  4x2)a rc tg  2х; 2) у  = (х 2 + 1)1п(1 +  х2);

3) у  = е‘3х (cos2x  +  sin2jc); 4) у  = Vi -  4 х 2 ■ arcsin 2 х  .
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61. Куйидаги тенглам алар  билан  берилггш ф у н к ц и я л а р -  
н и н г иккинчи тартибли \о с и л а с и н и  топинг:

1)

3)

у  = Р + 12 -  1, 

х  = {2 + {+ {;

у  = / 3 + / ,  

х  = (2 -  2/;

2)

4)

5Л у  = (2/ + 1)со8/, 

} х  = 1п/;
6 ) | У  =  1 - С 0 5 ( ,  

\ Х  =  I  -

62. х4— ху  +  у* — 1 = 0  тен гл ам а  би лан  б ер и л ган  ф у н к ­
ц и я  иккинчи тарти бли  \о с и л а с и н и н г  М (0 ;1 ) н у к тад аги  
ки йм атини  \и со б л ан г

63. &' + у  — х  = 0 тен глам а  билан  б ери лган  ф у н к ц и я  
и кки н чи  тартибли ^ о си л аси н и н г  УУ( 1;0) н уктадаги  к,ий- 
м атини \и соблан г.

64. х3 +  у3 — ху  =  1 ва х 2 +  2у* — х у  +  х  +  у  = 4  т е н г л а ­
м алар  билан  б ери лган  ф у н к ц и я л а р  и к к и н ч и  т а р ти б л и  
\о си л ал ар и н и н г  0 (1 ;1 ) нук,тадаги к,ийматини ^и со б л ан г .

65. Н ук^анинг бх бу й и ча  \а р а к а т  тен глам аси  х  =  100—  
51 -  0,001 г3 берилган (бунда х  — м етрда, г —  с ек у н д д а ). Бу 
нуктан инг вак,тнинг г0 =  0, /, =  I, ?2 =  Юс п ай тл ар д аги  
тезлиги  ва тезлан и ш лари н и  топ и н г.

4 -§ . Функциянинг биринчи ва юкори тартибли  
дифференциали ва унинг татбици

Х осила таъриф ига кура

у '  = Нш
дх-»0 Д л  ’

л и м и тн и н г таъриф ига асосан

еки

Лу = у ' Ах +  е ( х ) Д х  

47

(2.7)
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и ф о д ага  эга буламиз (бунда Нгп е(х) = 0 ) . (2.7) тенгликдан
Дх-» о

ку р и н и б  турибдики , ф у н к ц и я  орттирм аси Ду  ни  икки  
к и с м га  аж ратиш  м ум ки н . Б и ри н ч и  кием  эркли узгарувчи- 
н и н г  ортти рм аси  Дх га н и сбатан  чизикди  булган, и к ки н чи  
к и с м и  А х  га ни сбатан  ю к о р и  тартибли чексиз к и ч и к  м и к- 
д о р д а н  иборат. Б и ри н ч и  кием  у 'А х  ф ункц ия ортти рм аси - 
н и н г а с о с и й  кисм и (б ош  ки см и ) ёки  дифференциалы д ей и - 
лади  ва

ё у = у ‘А х  (2.8)

каби  белгиланади. Э ркли  узгарувчининг диф ф еренц иали  
у н и н г  орттирмасига тенг, яъни  с!х -  Ах. У \о л да  (2.8) ифода

й у = у  '(¡х ёки  йу  =  Г (х )й х  (2.9)

каб и  ёзилади.
Ю кори  тартибли д и ф ф ер ен ц и ал лар  куйидагича а н и к - 

л ан ад и :

е!2у  =  ё(<1у)\ ¿ Зу  =  с1(с/2у ),.. . ,  й'чу  = сЦ ё^у).

А гар  у  = А х )  ф у н к ц и я  берилган  б^лса, ун и н г ю кори 
тар ти б л и  д и ф ф ер ен ц и ал лар и  куйидагича ани кланади :

й 2у  = / " ( х ) й гх 2, б гу  = /" \х )с 1 х г,..., (1{п)у  = / (л)(х)^хя.

А гар  у  =  / ( и ) ,  б у н д а  и = <р(х) булса, <1у = /(и )(1 и , 
ё и  = <р\х)ёх, с/2у  = у " ((1 и )2 + у '(1 2и ва \о казо .

(2 .9 ) ф орм уладан  кури н и б  турибдики, ф у н к ц и я н и н г  
д и ф ф е р е н ц и а л и н и  т о п и ш  учун ун и н г хосиласини топиб , 
х р еи л ан и  эркли  узгарувчи н и н г орттирм асига купайтириш  
к е р а к  экан .

1 - м и с о л  у  =  в т 43х ф у н кц и ян и н г д и ф ф ер ен ц и ал и ­
н и  то п и н г.

Е ч  и ш . Б ерилган  ф у н к ц и я н и н г  хрсиласини топам из:

У =  4 бш 3Зх совЗх • 3.

(2 .9 ) ф орм улага кура ф у н кц и я  ди ф ф ерен ц и али  :

4у  =  1 2 в т33х • совЗхйх

га тенг.
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2 - м и с о л  у  =  1п(1 +  х3) ф у н к ц и я н и н г  и к к и н ч и  тар- 
тибли д и ф ф ер ен ц и ал и н и  топин г.

Е ч и ш . Ф у н к ц и ян и н г  б и р и н чи  тар ти б л и  хосиласини  
топам из:

З*2
J  " Т ^ г -

Э нди у '  ф у н кц и ядан  коси ла о л и б , и к к и н ч и  тартибли 
\о с и л а н и  топ ам и з:

6 x ( I+ jc3) -3 jc2 -3x2 _  6 х + 6 х 4 - 2 х 4 _  З х ( 2 - х 3)

( U x ' f  _ ( й х 3)2 (1 + х3)2 •

Д ем ак ,

с!гу  = 3 ф ?
к Г

у  =  f ix )  ф у н кц и ян и н г бирор х нук,тадаги к^иймати ва 
\оси ласи  берилган б^лсин. А х  +Д х) ф у н к ц и я н и н г  бирор 
х  + А х  нуктага яки н  кийм атини к,андай то п и ш н и  к>фсата- 
миз. Ду  *  d y e  ки А у  *  /(* )Д л :тен гси зли кдан  ф ойдаланам из. 
Ь у =А Х +  Д-’с) ~ / ( х )  булгани сабабли / (х  +Д х) —/ (*)=/'(х)Д х, 
бундан

Л х  +  А х) ® А * )  +  / '( * ) Д * .  (2.10)

(2.10) ф орм ула эркли  узгарувчи х  н и н г  к и ч и к  орттир- 
маси А х  учун ф ун кц и я  к,ийматини т о п и ш д а  кен г  кулла- 
нилади.

3 - м и с о л .  А гар кубнинг \а ж м и  27 м 3 д ан  27,1м 3 га 
ортганлиги маълум  булса, ун и н г т о м о н и н и н г  ортги рм а- 
син и  ^исобланг.

Е ч и ш .  А гар кубни нг хаж м и х  б улса , у н и н г  том они 
y  = t fx  булади. М асала ш артига кура: х — 27, А х  =  0,1. 
Куб то м о н и н и н г  орттирм аси

Ay = dy = у  '{х)&х = ■ 0,1 = ^  = 0 ,0087  м

ни таш кил этади.

4 — Ш. И.  Тож иев  49
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4 - м  и с о л  . Б аландлиги  Н =  40 см , асоси н и н г радиуси 
/? =  30 см  булган ци ли ндр берилган. А сос радиусный 0,5 см 
га ортги ри лган д а  ци ли ндр  х,ажмининг кан чалик ортиш ини 
такрибий  \и со б л ан г .

Е ч и ш . И  б ал ан дл и к  узгармас ва асос радиуси узгарув- 
чи булганда V \а ж м  Я  нинг ф у н кц и яси  булади: V  =  
= л Н ■ Я2. Х аж м н и н г  Д ^ о р т т и р м а с и н и  топ и ш  учун с!У ни 
Д К билан алм аш тирам из:

А У  ~ 2 л Н Я А Я .

М асала ш артига кура Н  — 40 см, Я = 30 см ва ДЯ =  0,5 см 
булгани учун

Д V  «  2л  ■ 40 ■ 30 ■ 0,5 =  1200л =  3770 (см 3).

Т ак р и б и й  \и со б л аш л ар д а  у ёки бу сабабларга кура ха- 
толи кларга  йул куйилади . У ларни абсолю т ва нисбий ха- 
то ли кл ар га  були ш  мум кин.

1. А б с о л ю т  х а т о л и к .  А гар ар гу м ен тн и н габ со л ­
ют хатоси е х  б ери лган  булса, ф у н к ц и я н и н г  г у абсолю т ха- 
тоси ф у н к ц и я  д и ф ф ер ен ц и ал и  ёрдам и да \и соблан ади .

А м али й  м асалаларда аргум ентнинг к^ийматлари улчаш - 
лар  ёр дам и да  ан и кл ан ад и  ва ун и н г абсолю т хатоси \а м  
топ и лад и .

Ф у н к ц и я н и н г  абсолю т хатоси куйидагича ан и кд ан а-
ди:

\ / ( х )  -  / ( х 0 )| =  | / ’( ^ ) |  ■ Н  <  | / " ( * п ) |  ■ £ * ,

бундан

= | / ’( х0) | - Ед,

2 . Н и с б и й  х а т о л и к .  Н и сб и й  хатолик деб еу а б ­
солю т х а т о л и к н и н г  улчанаётган каттали кн и н г такрибий
ки йм ати  / [ х {)) м одулига нисбатига айтилади  ва куйидаги- 
ча белги лан ади :

www.ziyouz.com kutubxonasi



5 - м и с о л  . бш ЗГ н и н г т а к р и б и й  1<;ийм атинитопинг. 
Е ч  и ш . деб о л ам и з, у долда

= — - 0 , 0 1 7  
180°

Д ем ак , аргум ентнинг аб со л ю т  хатоси  ех =  0,017. 

бш 31" = яп (3 0 в + Г ) = »¡п 30" + собЗО0 0,017 =

= 0 ,5  + 0 , 0 1 7 - ^  = 0 ,515 .

Ф у н к ц и ян и н г  абсолю т хатоси :

е, = С0$7Г6 • 0 , 017  =  0 , 0 1 5 .

Н и сби й  хато:

8 , = М 1 ^ .  100% =  3%

М аш цлар

66. К ,уйидаги ф у н к ц и я л а р н и н г  б и р и н ч и  т а р т и б л и  
д и ф ф ерен ц и аллари н и  топинг:

1 ) .у = х 1 8 3х; 2) У = л /агс^х  + ( а г с 5 т х )2 ;

3) у  = \п { х  + л/4 + х 21; 4) У = ~  + агс(ё ^  ;

5) У = ~т~  агс^Б  ^  ; 6) У = $ ( х  + I)3 -  л/*5 +1 ;
X х

7) у  =  (х2-  I )2 - х 4; 8) у  =  со82х— 1п$т4х;

9) х2у 1 = (а  +  х )3(я -  х); 10) у  =  1п(1 +  с,0х) +  a rc tg eЗJC.

67.К,уйидаги ф у н к ц и ял ар н и н г и к к и н ч и  тартибли д и ф ­
ф ерен ц и аллари н и  топинг:

1) у  = Зх5 +  х3 — 2х + 5; 2) у  — 1п(3* — со52х);
3) у  = х  2е  4) у  = а к ^  (Зх + 7 х ) ;
5) у  = е~х - Б т2х; в )  у  =  х3- Б т (4 х  +  1).

51
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68. Куйидаги ф у н к ц и я л а р н и н г  учинчи тарти бли  д и ф - 
ф ер ен ц и ал л ар и н и  то  п и н г:

1) у " $ ш 12х;  2) =  ; 3) у - ^ ! п х

69. у  ■  х3 -  Ах1 +  5х +  3 ф у н кц и ян и н г х  ■  1,03 д а  так - 
р и би й  ки й м ати н и  вергулдан  кейинги и кки та  ракам игача 
а н и к /ш к  билан то п и н г.

70. у  к  ф у н к ц и я н и н г  х  -  0,1 да такри б и й  ки й- 

м ати ни  вергулдан к е й и н ги  учта ракам игача ан и кп и к  б и ­

лан  т о п и н г .__________

71. у  л  7 х 3 - 7 х  + 1 0  ф у н кц и ян и н г х  =  0,98 д а  та к р и ­
бий ки й м ати н и  в ер гу л д ан  кейинги  и к к и та  ракам и гача 
а н и о ди к  билан то п и н г.

72. К^уйидаги и ф о д ал ар н и н г  такри би й  ки й м ати н и  вер­
гулдан кейинги и к к и та  ракам игача ан и кп и к  би лан  топинг.

а) у  = $¡17; б ) у  = л/8 2 ;  в) з т б Г ;  г)щ З \° .

5 -§ . Д иф ф еренциалланувчи ф ункциялар 
хакида баъ зи  теорем алар . Л опиталь цоидаси

1. Ролль теорем аси . А гар у  = /{х )  ф у н кц и я  \a\b\ кесм а- 
да ани кланган  ва у зл у кси з  булиб, шу кесм ан и н г ички нук- 
таларида д и ф ф ерен ц и аллан увчи  в а / д )  = Л Ь ) булса, у \о л да  
кам ида битта х  = с  (а  < с  < Ь) нукта топ и лади ки , бу нук- 
т а д а / '( с )  =  0 булади.

2. Л агранж теорем аси А гар у  = Л х) ф ункц ия [а;Ь] кесма- 
д а  аникданган ва узлукси з, шу кесманинг ички нукталари- 
д а  диф ф еренц иаллан увчи  булса, у \олда бу кесмада энг ка­
м ида битта х  = с (а  < с < Ь) нукга топиладики, бу нуктада

Ш ^ М = / ' ( х )  ( 2 . 11)
Ь - а

тен гл и к  урин ли  булади .
(2.11) ф орм ула  Л а гр а н ж  ф ормуласи ёки  чекли  орттир- 

м алар  ф орм уласи  д ей и л ад и .

www.ziyouz.com kutubxonasi



3. Коши теоремаси. А гар  у  - f i x )  ва у  « <р(х) ф у н к ц и я л а р  
[a;¿>] кесмада узлуксиз ва  ун и н г барча и чки  н у к тал ар и д а  
д иф ф еренц иаллан увчи  хам да  шу кесм ада <р'(х)*0 б ^ л са , у 
холда шу кесмада энг к а м и д а  битта х -  с (а<с<Ь) ну^та 
топ и лад и ки , бу нук,тада к ^й и д аги  тен гл и к  Г рин ли  булади:

т - № ^ Г(с)  
<рф)-<р(а) <р'(с)

( 2 . 12)

4-теорема. Лопиталь к^оидаси. -  ва — куриниш даги
о °°

аник,м асликларни ечиш . А гар  у  — f i x )  ва <р(х) ф у н к ц и я л а р  
х  =  х0 нуктан инг бирор атр о ф и д а  К ош и  т е о р е м а с и н и н г  
ш а р т л а р и н и  ^ а н о а т л а н т и р с а ,  д а  l im /( jc )  =  0 ,

/ \ х )
lim  ф(д:) = 0 (ёки +оо га) и н ти л с а  ва lim  — л и м и т  м ав-
X-IXQ '  f  (x) *-*Ч Ф(*)
жуд булса, у \о л д а  îm л и м и т  \а м  м авж уд б у л и б , бух —*а'о чна;
ли м и тлар  Узаро тенг булади , яъни

lim  = lim
ф(х) х-*ло

Л опиталь кридаси х 0 -* + »  булганида \а м  у р и н л и д и р . 
А гар / \ х 0) =  <р\х0) =  0 (ёки  со) булса ва т е о р ем а  

ш артларида у  = f ix )  ва у  =  <р (х) ф у н кц и ял ар га  к у й и л ган  
ш артларни f '{ x )  ва <р'(х) х р си л ал ар  х,ам к д н о атл ан ти р са , у

\о л д а  н и сб атга  Л о п и т а л ь  ц о и д а с и н и  ^ у л л а н и б

= Jí.™ ^ 4ф 0р « у л а га  эга булам из ва * о к а зо .

1 - м и с о л . lim  ^г-т~ н и  хисобланг.
* - .о  s in  од: '

Е ч и ш .  Берилган к а с р н и н г  сурат ва м ахраж и  у зл у к ­
си з, д и ф ф ерен ц и аллан увчи  ва ли м и ти  нолга т е н г , я ъ н и

Л куриниш даги а н и к м асл и к к а  эгам из. Ш у н и н г  у ч у н  унга 

Л опи таль цоидасини куллаш  м ум кин:

4л_, (*4х“ 0  4еАх 4 2
lim = lim  --------= lim - — 7-  = -  =

jc—*0  s i n 6x  * -»o  ( s i n 6 x ) / x-»o  6 c o s 6 x  6  3
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А гар lim  / ( х )  = 0 ва l im<p(x)  = ~  булса, у холда f ix )
х -*х о  '  '  д-»дд v '

ва <р{х) ф у н кц и ял ар н и н г  куп айтм аси дан  0 »  кури н и ш да- 
ги  аник,м асликка эга булам из.

А гар l i m / ( * )  = ©о ва П т ф ( х )  = ~  булса, у \о л д а  бу
'  '  д--»лд

ф у н к ц и я л а р н и н г  ай и р м аси д ан  с о - о о  куриниш даги аник,-
м а с л и к к а  эга буламиз.

И кк ал а  \о л д а  \а м , я ъ н и  О -«  ёки оо-оо куриниш даги
ан и к м асл и к л ар н и  ечи ш  учун  уларни алгебраик узгарти-

о . .  „
р и ш л а р  ердам ида ^  еки  -55- куриниш га келгирилади.

2 - м и с о л .  l i m x 2e~v л и м и тн и  \исоблан г.
.V—>«*

Е ч и ш .  l i m x 2 = , Hrn е~х = 0 булгани учун 0 - »  кури-
Д-»»в Л-»“

н и ш д аги  аник,м асликка эгам из.

U m x 2e~x = l i m ^ -  =  J i m  ¿ J -  =  l i m  —  =  l i m  - 2 ^ -  =
-v->» e x_"*(ex)* x~*~ (e*)'

= lim -Дг = — = 0 .

3 - м и с о л . lim —  - 1—  лим итни  топинг. 
и \ х - 1  \ п х /

Е ч и ш .  х - » 1  да с о - с о  куриниш даги  ан и км асли кка  эга ­
м и з. К,авс ичидаги и ф о д ан и  умумий махражга келтира- 
м и з:

х 1 \  x ln x -x + 1lim = lim
*_»| \JC-I \ п х /  х—* 1 (дг—1 )in X

Н атиж ада ^  кури н и ш даги  ани ^м асли кка эга булдик. 
Э н д и  унга Л оп и таль к о и д аси н и  татби к  этамиз:

x l n x - x + l  .. ( x l n x - x + l ) '  .. ln X f 0
l i m  -7— m —  =  l i m  - -------------------- =  l i m --------- - ~ r
,- ,1  ( x - l ) l n x  *-*i ( (x _ i ) i n x )' M n x + ^ l l °

= Jim - — ------ =  lim . x . = y .
*-.1 , / - 1  V *-»1 1 , 1 2

(in*)+(Vl * ^
[ / ( х ) Г  кури ниш даги  ф ун кц и яларн и  карай м и з, бунда 
ку й и д аги  доллар були ш и  мумкин:
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1. Агар l i m / ( x )  = 0 ,  Н т ф ( х )  = 0 б улса , 0 ° к у р и н и ш -
Л' —».*() Л’ —»дд

даги ан и км асл и кка  эга буламиз.

2. Агар lim  f ( x )  = 1, lim  ф(х) = <» булса, 1°* куриниш да-
-»-»-VT)

ги аник,масликка эга буламиз.
3. Агар lim f ( x ) = оо  ̂ lim ф(х) = 0 булса, оо̂  куриииш ди-

х-+хо л-+*0
ги аник,масликка эга  буламиз.

Б ундай а н и ц м асл и к л ар н и  ечи ш  учун  л о гар и ф м л аш
усулидан ф ой д алан и б  уларни ю крри д а  кури лган  аник,мас-
л и к к а  келтирилади. Ушбу

белгилаш ни ки р и там и з ва ун и н г \ а р  и к к а л а  к и см и н и  ло- 
гариф м лай м из ва л о гар и ф м н и н г х оссалари дан  ф о й д ал а- 
намиз:

Бу 0 - оо кури ниш даги  ан и км асл и кд ан  и борат. У ни — 
куриниш га келтириб  ечилади:

Е ч и ш .  И зл а и а ё т га н  и ф о д а н и н г  л и м и т и м и  А деб  
белгилаб олам и з ва иккала ки см и н и  л о гар и ф м л ай м и з:

н т [ Ф ( х ) 1 п / ( * ) ]  =  1 п л .

ф ( х )

4 - м и с о л .  е" + *)•' л и м и тн и  \и с о б л а н г .

In А  = lim  -  ln (ех + х ) = lim
X ,v-»0 Х‘

= lim ^ l ± i  =  2. 
*-»0 I

Д ем ак, In А  =  2, бундан А = е2.
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М ашцлар

73. J[x) =  х  -  х г ф ункц ия [—1;0] ва [0; 1J кесмаларда 
Р олль тео р ем аси  ш артларин и  кан оатлан ти ри ш и н и  курса- 
т и н г  ва унга м ос С  н и н г  ки йм атини  топинг.

74. [ 1 \е] кесм ад а  у  =  1пх ф ун кц и я  учун Л агранж  тео р е­
м аси  ту гр и л и ги н и  текш ирин г.

75. [0; у  ] кесм ада J[x) =  siruc ва <р(х) = х  + cosx  ф ун к-

ц и ял ар  учун К ош и  теорем аси тугри лигини  текш иринг.
76. К уй и даги  лим и тларн и  топин г:

а) l im  -7 -У  + 4 х + 2  . 
х3 -5 .Х + 4  ’

В) I 'm
е1х- \

*-»0 tg 3 x  ’ 

д) lim  | ;
Х->~ , 1 +Х

б)
x c o s .x -s in x  

х-*0  3  '

г) l i m f - ^ - - —- ') ;
х-»1 ^ дг — 1 In X J

е) lim (tgx)2*'*;

ж) lim  ¡2 -  —У*2" .
х - * а \  а }

77. К уй и даги  л и м и тларн и  топин г:

б )  l im  (cos2-v), : ;я )  l im  l - c o s 7 x , 
х-*° x s in l x  * х-»0

Г )  l i m f T P -х-*0 д)

их
С1% Т

в )  l i m — 4_
х-»2 х - 2

е) ¡¿Л х |_*

6 -§ . Ф ункцияларни текшириш ва уларнинг 
графикларини ясашга \о си л ап и н г татбици

1 - т а ъ р и ф .  Агар л:аргументнинг(я;6) интервалдаги кат- 
та  (ки чи к) кийм атига ф ункц ияни нг катта (кичик) киймати 
м ос келса, яъни  х { < х2 да А х ,) < Дл:2) ( /Ц )  > J[x2)) булса, у 
холда у  =  А х )  ф ункц ия усувни (камаювчи) дейилади.

Ф у н к ц и я н и н г  усиш  (кам ай и ш ) алом атларин и  курса- 
там и з. с.
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1. А гар ди ф ф ерен ц и аллан увчи  у  — Д х ) ф ун кц и я  [а\Ь] 
кесм ада усувчи (кам аю вчи) б у лса , у н и н г  шу кесм адаги  
\о с и л а с и  м усбат (м анф ий), я ъ н и  f ,( x )> 0  ( / \х ) <  0) була- 
ди.

2. А гар Iа\Ь) кесм ада узлукси з ва  к е с м а н и н г  ички  н у к -  
талари да д и ф ф ер ен ц и ал лан у вчи  ф у н к ц и я  мусбат (м а н ­
ф и й ) \о с и л а г а  эга  б^лса, у  =  Д х )  ф у н к ц и я  шу кесм ада 
усувчи (кам аю вчи) булади.

Агар ихтиёри й х,<  х3 лар  учун Д х ,)  <  Д х 2) (Дх,) >  Д х 2)) 
булса, у  = Д х )  ф ун кц и я  бирор и н тер в ал д а  кам аймайдиган  
(усмайдиган) ф у н кц и я  дейилади .

Ф у н к ц и ян и н г  кам айм айдиган  ё к и  усм айдиган  и н тер - 
валлари у н и н г  монотонлик инт ерваллари  дейилади .

Агар бери лган  кесмада у  = Д х )  ф у н к ц и я  ф акат  усувчи 
ёки ф акдт кам аю вчи булса, шу к е с м а д а  у  =  Д х) ф у н кц и я  
монотон  дейилади .

Ф у н к ц и я н и н г  м о н о то н л и к  х а р а к т е р и  ф у н к ц и я н и н г  
хрсиласи и ш о р аси н и  узгарти рм ай д и ган  нукдаларда узга- 
риш и м ум кин.

Ф у н к ц и ян и н г  биринчи тар ти бл и  ^о си л аси н и  нолга а й -  
л а н т и р а д и га н  ёки  узи ли ш га э г а  б у л а д и га н  нук,талари 
У ~ Л Х) ф у н к ц и я н и н г  критик нуцт алари  дейилади .

1 - м и с о л .  у  = 2х2- 1 п х  ф у н к ц и я н и н г  м о н о то н л и к  
интерваллари  ва кри ти к нук,таларини топ и н г.

Е  ч и ш . Б ерилган  ф ункция х  > 0 д а  ан и кдан ган . У н и н г 
хрсиласини  топам из:

X X

у  =  0, 4х2 - 1  =  0, бундан х 1 = ^ , х 2 = - 1 .

х 2 = ~ 2  кр и ти к  нук,та ф у н к ц и я н и н г  ан и кдан и ш  с о - 
хасига ки р м аган и  учун уни таш л аб  ю борам и з. Т оп и лган

х \ = ~  кр и ти к  ну^та ф у н к ц и я н и н г  ан и к д ан и ш  со^асин и

ва интервалларга булади .

Бу ин тервалларда у' ^о си л ан и н г  и ш о р аси н и  а н и к у тй - 
миз.

а) ( 0 ; ^ )  д а  < 0 > б) (у ;+ ° ° ) д а  / ( 1 ) = 3 > 0 .

www.ziyouz.com kutubxonasi



Бу эса биринчи интервалда функция камаю вчи, иккин- 
чи интервалда усувчи эканини билдиради.

2 - т а ъ р и ф .  А гар ихтиёрий кичик | А х j *  0 аргумент 
орттирмаси учун ./(•*,+ А-*) <./(*,) (Лх + д * )  >/1*,)) тенгсиз- 
лик бажарилса, у ^олда х, нукта у  =  J{x) функциянинг 
локал максимумы (локал минимуми) дейилади.

Ф ункцияни нг л окал  максимуми ва локал минимуми 
унинг локал экстремумы дейилади.

1 - т е о р е м а  (ф ункция экстремуми мавжул булиши- 
нинг зарурий ш ар ти ). Агар у =  f(x) функция х = х0 нуцтада 
экстремумга эга булса, у %олда f'(x ()  =  0 булади ёкы f ' ( x j  
мавжуд булмайди.

Экстремум нук,тасидан дыфференцыалланувчы функция 
графигыга утказилган урынма Ох щ ига параллел булади.

2 - м и с о л .  у = (х +  2 )3 ф ункциянинг экстремумини 
текш иринг.

Е ч  и ш . Бери лган  функциянинг ^осиласини топамиз: 

у ’=  3 (х  +  2 )2, у'— 0 , х, =  —2.

х, =  —2 нук;тада берилган функция экстремумга эга 
эм ас, чунки х > - 2  д а  у — (х+ 2)3>0, х < - 2  да у = (х + 2 )3<0, 
х  =  - 2  да у =  ( х + 2 ) 3 =  0.

Д ем ак, ф ункциянин г \осиласини нолга айлантиради- 
ган нукганинг м авж уд булиши ф ункциянинг экстремуми 
мавжуд булади. дейиш  нотугри экан.

2 - т е о р е м а  (локал экстремум мавжудлигини етарли 
шарти). у =J[x) функция х  = х (| критик нукта булган бирор 
интервалда узлуксыз ва бу интервалнинг х;амма ну^таларида 
дифференцыалланувчи булсин. Агар х < х0 да / '(х )>  0 мусбат, 
х  > х0 да /  '(х) < 0 манфыы булса, у х,олда у  =  f(x) функция 
максымумга эга булади. Агар х<х() да f (x )<  0  манфый, х  > хп 
да f ( x )  > 0 мусбат булса, у  =  f[x) функция минимумга эга 
булади.

Теоремада курсатилган тенгсизлик / '(х ) > 0 ёки/ '(*)<  0 
х  =  х0 критик н уктан и н г етарлича кичик атрофида баж а- 
рилиши керакли гини эслатиб утамиз.

у =Лх) ф ункциянинг экстремумларини биринчи \осила 
ёрдамида топиш  учун куйидаги амалларни бажариш ке- 
рак.
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1. Берилган функциянинг биринчи тартиблиу' \ о си л а- 
си топилади.

2. У \осилани нолга айлантирадиган критик ва  /\ х )  
мавжуд б^лмаган нукталари топилади.

3. Х ар  бир критик нуктадан чап ва унг том он д а / '( * )  
нинг ишораси аникданади; у = J{x)  функция хг  х2, х3 к р и ­
тик нукталарга эга булса, у \олда куйидаги холлардам бири 
булиши мумкин.

а) агар хх критик нуктанинг чап томонида д оси л ап и н г 
ишораси мусбат, унг том онида манфий булса, бу ну^тада 

У(х) функция локал м аксимумга эриш ади;
б) агар х2 критик нуктанинг чап томонида х,осиланинг 

иш ораси манфий, унг том онида мусбат булса, бу нукл’ада 
j{x) функция локал минимумга эриш ади;

в) а га р х 3 критик нуктанинг чап ва унг том онида >;оси- 
ланинг ишораси бир хил бул са , бу нуктада ф ункция э к с -  
тремумга эришмайди.

Ф ункция экстремумини биринчи тартибли \оси ла ёр - 
д ам и д а текш ириш ни ку й и даги  ж адвал (2 .1 -ж а д в а л г а  
каранг) куринишда ёзиш м умкин.

2. ¡-жадвал

Критик нук,та х, дан утншда/  ’(х) \осиланинг 
ишораси Критик нуктанинг 

характсри
Х< X, X = X, X > X,

+ / '(х |)=0 ёкиузилиш  
нуктаси

- Максимум нуктаси

- / ’Ц ) = 0 скиузилиш  
нук,таси

+ Минимум н уктаси

+ / {* ,)= ()  скиузилиш  
нуктаси

+ Экстремум йук 
(функция усади)

- / '(* ,)= 0  ски узилиш 
нуктаси

- Экстремум йук 
(функция кам аяди)

3 - м и с о  л . Ушбу у  = -  2х2 + Зх + 1 = 0  функциянинг 
максимум ва минимумини текш иринг ва графигини я сан г. 

Е ч и ш . 1) Биринчи \осилани топамиз: у ’ = х2-4х+3.
2) у' =  0 ёки x2- 4 x + 3 = 0  тенглам анинг \акикий и л д и з- 

ларини, яъни критик нукталарни топам из: х, =  1, х2 =  3.
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Х оси ла сонлар Уцининг хамма нукталарида узлуксиз. 
У зилиш  нуктаси й?*;. Ш унинг учун х, =  1, ва х2 я  3 критик 
ну^тадан бош ка критик нуцта й^к,.

3) Сонлар Укини бу нукталар ёрдамида учта интервалга 
б^ламиз ва бу интервалларнинг \ар бирида берилган функ­
ция хосиласининг иш орасини аницлаймиз. у ' - ( х  — 1 ) ( * -  
3).

а) ] - * ;  1[ да /  '(0) =  3 > 0,

б) ] ! ;  3[ да /  '(2) =  —I < 0 ,

в) ]3; +  »  [ д а /  '(4) =  3 > 0.
Д ем ак, х, =  1 кийм атда функция максимум, х2 = 3 кий- 

матда минимумга эриш ади. Ф ункциянинг критик нукта- 
лардаги к,ийматларини топамиз:

Л т  = У  х - 1 = / 0 )  =  = у | х - з = / ( 3 )  = 1.

Баъзи \олларда у =Д х) функциянинг критик нуктала- 
рида локал максим ум  ёки  локал минимумга эга б^лиши- 
ни иккинчи косила ёрдамида текшириш осонрок, б^лади.

3 - т е о р е м а ,  у — /(х ) функциянинг биринчи тартибли 
хосиласи нолга тенг (/'(х^  = 0) булиб, иккинчи тартибли 
^осиласи мавжуд ва нолдан фар%ли ( /  "(х) *  0) булсин. Агар 
/  "(х)<0 булса, у холда х  =  х0 нуцтада функция максимумга 
эга, агар /"(х)>0 булса, у  холда х = х0 нуцтада функция 
минимумга эга булади.
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/  "(х) ■  0 брлганда, х  ■  х0 нуцта экстремам нуцта брлмас- 
лиги мумкин. Ф уикииянинг экстремумини и ккин чи коси ­
ла ёрдамида текш ириш ни куйидаги ж ад вал -схем а кури- 
нишла ёзиш мумкин (2 .2  жадвал).

2,2-жадвал

А * ,) /•V,) Критик нуцтвнинг 
характеры

0 - Максимум нуктаси

0 + Минимум нуктяси

0 0 Номаълум

У тА*) ф ункциянинг эксгремумларини и ккин чи тар- 
тибли косила ёрдамила топиш учун куйидаги амалларни 
бажариш керак:

1) биринчи тартибли \осилани топиш ;
2) носилани нолга айлантирадиган кри ти к нукта- 

ларининг сонини а н и м а ш ;
3) иккинчи тартибли *осилани топиш ;
4) топилган критик нукталарда иккинчи тартибли коси ­

ла ишорасини аник^аш .
4 - м и с о л .  И к к и н ч и  тар ти б л и  к о с и л а  ёр д ам и д а  

у = х 2~е~х ф ункциянинг экстремумларини текш иринг.
Е ч и ш . Берилган ф ункциянинг биринчи ва иккинчи 

тартибли хосилаларини топамиз:

у -  2хе~х~ х 2е~х =  (2х - х 2)е~х, 

у" =  (2 -  2х)е~х -  (2х  -  х2)е~х -  (л2 -  Ах +  2)е~х.

Биринчи тартибли \осила х е И  да у зл у к си з б^лгани 
учун берилган ф ункциянинг критик нукталари 2х — х2 =  О 
тенгламани каноатлантиради. Бундан х, =  0 , х 2 =  2.

Энди иккинчи тартибли \осиланинг критик нук,талар- 
даги ишорасини текш ирамиз:

/'(О) =  2> 0 , ш унинг учун берилган ф ункция х , =  О 
нуктада минимумга эриш ади, ут .п =  .у(0) ~  0.

У (2 )  =  -2е~2<0, ш унинг учун функция х 2 =  2 нуктада 
максимумга эриш ади, утп = у{2) =  Ае~2.
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Ф ун кц и ян и н г эн г катта ва эн г кичик ^ийматларини 
топиш ни курамиз.

У = ЛХ) функция \a\b\ кесмада узлуксиз булсин. Бундай 
ф ункция узининг эн г катта ва эн г кичик ^ийматларига 
кесм ан и н г ичида ва учларида эриш иш и мумкин. Уни то- 
пиш кридаси к^йидагича:

1) ф ункциянинг биринчи тартибли носиласини топ а- 
миз ва уни нолга тенглаб, барча критик нукталарни аник,- 
л ай м и з;

2) ф ункциянинг барча критик (агар бу критик нук,та- 
лар берилган кссм ага тегишли б^лса) ва кесманинг ички, 
четки (Д а); j{b))  ну^талардаги к,ийматларини ^исоблай- 
м из;

3) бу кийматлар ичидан эн г катта ва энг кичигини 
тан лай м и з ва улар м о с равиш да функциянинг энг катта 
ва эн г кичик к,ийматлари б^лади.

5 - м и с о л .  Л * )  —х3— Зхф ункциянинг [ - 1 ,5 ;  2 ,5] кес- 
мадаги эн г катта ва эн г кичик к,ийматини топинг.

Е ч и ш .  1. Ф ункциянинг критик нукталарини топ а- 
миз.

У ' - / ' ( * )  ~ Зх2—2 = 3 ( х -  1)(х  +  1), бу ердан х, =  — 1, 
х2 =  1 нукталарда f\ x)  =  0 эканлиги келиб чикдпи ва улар 
берилган кесм ага тегишлидир.

2. Ф ун кци ян и н г критик ва берилган кесманинг четки 
пукталардаги к,ийматларини \исоблаймиз:

Л - D  =  ( - 1 ) 3- 3  • < - !)  =  2;

Д1) =  ( I ) 1—3 ■ 1 = - 2 ;

Л - 1 , 5 )  =  ( 1,5 )3 3 • (—1,5) =  1,125;

Л 2 ,5 )  =  (2 ,5 )3- 3  • (2 ,5 )  =  8 ,125 .
3. Д ем ак , ф ункциянинг берилган кесмадаги эн г катта 

кийм ати х =  2 ,5  (учидаги) нук,тада Д 2 ,5 )  =  8 ,125 га ва энг 
кичик к,иймати х — 1 (ички) нуктадаЛ  1) =  ~~ 2 га тенгдир.

Функциянинг к,аварик, ва ботшушги.
Бурилиш нуцтаси

3 - т а ъ р и ф .  Агар ф ункциянинг графиги унинг ихтиё- 
рий нук,тасидан утказилган урмммасидан пастда (юк,орида) 
жойлаш ган булса, (а\Ь) интервалда дифференциалланувчи

www.ziyouz.com kutubxonasi



у =Дх) функциянинг графиги и1у интервалда цавариц (бо­
тик) дейилади.

4 - т а ъ р и ф .  Ф ункция графигининг каварик/ш к кис- 
мидан ботикдик к,исмини ажратадиган нук,таси бурилиш 
нуцтаси дейилади,

4 - т е о р е м а  (функция графиги к,аварик,(ботик) б^ли- 
шининг етарли шарти). Агар (а;Ь) интервалнинг барча нуц- 
толарида у ~ /(х) функциянинг иккинчи тартибли х,осиласи 
манфий (мусбат), яъни / ”(х) < 0 ([  "(х) > 0) булса, у хрлда 
У /(х) эгри чизик бу интервалда каварик; (ботик;) булади.

Бурилиш нуктасила ф ункциянинг и ккин чи тартибли 
хосиласи узининг иш орасини узгартиради, ш унинг учуй 
бундай нук,таларда ф ункциянинг иккинчи тартибли \оси- 
ласи нолга тенг булади ёки узилиш га эга булади ёки м ав- 
жуд булмайди.

5 - т е о р е м а  (бурилиш нуцтаси мавж уд булиш ининг 
етарли шарти). Агар функциянинг иккинчи тартибли х,оси- 
ласи /  "(х()  -  0 булса ёки мавжуд булмаса ва х0 нуцтадан 
утаётганда /  "(х) уз ишорасини узгартирса, х =  х0 абсцис- 
сали нуи;та у = /(х) эгри чизицнинг бурилиш нук,таси булади.

•—

6 - м и с о л . . у  = е 2 эгри чизи^нинг к^аварицдик, бо- 
тикдик интервалларини ва бурилиш нук,тасини топ и н г.

Е ч и ш .  Биринчи ва иккинчи тартибли \осилаларни 
топам из:

X2 .V2

у' = -х е  2 , у" = (х 2 -  1)<? 2 .

Биринчи ва иккинчи тартибли \осила ихтиёрий хЕ Я  
да маънога эга. /  ни нолга тенглаб, х, = — 1, х2 =  1 ларни 
топамиз. х, =  —I нук,танинг атрофида и ккин чи \осила 
иш орасининг узгариш цонунини аник^аймиз:

х  < -  1 да у"(-2) = Зе~2 = 4 -  > 0;
х  > -  I да / '(0 )  =  -  КО ;
х  > 1 да, у\2) =  3 г 2>0.

Д ем ак, ( - ю  1) ва (1 ; +«>) интервалларда / '> 0  булга- 
ни учун шу интервалларда эф и  чизик, ботик,, (•—1 ;1 )  и н ­
тервалда у"< 0 булгани учун эгр и  чизик, к,аварик, булади.
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У

4-чизма.

jc( =  —1, х , =  1 к,ийматлар бурилиш ну^гасИнинг абсцисса- 

Лари. Бурилиш нук,тасининг ординатаси эса: у ( - 1 )  = е 2,
(  \_  

2-\;е ,А/2 [ ;е>’( !)  = е  2 . Бурилиш нук,талари: м

лар булади. Берилган ф ункциянинг графиги 4-чизмаДа 
тасвирланган.

Функциянинг асимптоталари

Ф ун кц и я аргумента х  чексизликка интилганда ф унк­
ция графиги бирор тугри чизи*;кд чексиз як,инлашиш хос- 
саси  унинг графигини чизиш да му^им роль Уйнайди.

5 - т а ъ р и ф .  Агар у — fix)  эгри чизик,нинг М нук,та- 
си дан L  тугри чизиккача булган S  масофа М нукта чексиз 
узок^аш ганда нолга интилса, L  тугри чизик эгри
чизик,нинг асимптотаси дейилади.

Агар шундай х -  xiг (/ = 1, л)  нук,талар мавжуд булса- 
ки, улар учун lim ( / ( * ) )  = ± ■» булса, яъни функция ик- 
кинчи тур узилиш'га эга булса, у \олда х = xi (/ = l , « j  тугри 
чизик,пар у = fx )  эгри чизикнинг вертикал асимптотала­
ри  дейилади.

Агар k  = lim ^ - , b =  lim ( / ( x ) - f o c )  лимитлар м ав­

ж уд булса, у \олда у  =  кх+b  тугри чизик, у — fix) эгри 

ч и зи кн и н г огма асимптотаси дейилади.
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5-чизма.

Агар y — kx + b OFMa асимптота тенгламасини аник/тшда к 
=  0 (хусусий ^олда к  =  О, b = 0 ) булса, у \олда у — Ь (ёки у =
0) TÿFpn чизик, горизонтам асимптота дейилади.

X̂
7 - м и с о л .  у = -р—г эгри чизик,нинг аси м п тотаси н и  

топинг. \ ~
Е  ч и ш . jim  = = I -»  бÿлгaни учун берилган эгри

чизик, иккита, яъни х  =  1 ва х  =  — 1 вертикал аси м п тотага 
эга. OFMa асимптотасини топ ам и з:

к = lim — = lim  —Л — г = 1,
х->± -  х  x -t t  ~  XÎJC - 1 )

ь = ,“21 И * )  ■ кх) = ■ х ) = ^  = °'

Ш ундай к;илиб, берилган эгри  чизик, тенгламаси у  — х 
булган битта OFMa асимптотага ва  и кки та х  == ±  1 верти кал 
асимптоталарга эга экан (5 -ч и зм а ).

5 — Ш.И. Тожиев  6 5
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Mauuçtap

Куйидаги ф ункцияларнинг монотонлик ораликдари- 
ни топинг:

1 8 .у ^ х л- 2 х 1~ 5 .  79. у  = д ¿ ■'  X —бдг—16

80. jí =  х3- З х 2- 9 х  +  7. 81 .у  =  1 п ( 1 - х 2).

Биринчи тартибли косила ёрдамида куйидаги функ­
цияларнинг экстрем ум ларини топинг:

82. у = З л / ? - х 2 . 8 3 .iv =  x ( x + l ) 3( x - 3 ) 2.

84. y = ^ { x 2-^6x+5f . 85. y = 3]j(x2 - l ) 2 .

86. y = x - l n ( l  + x ) .  87. y = x\n2x.

Иккинчи тартибли \осила ёрдамида куйидаги ф унк­
цияларнинг экстрем ум ларини топинг:

88. у = 2х3-1 5 х 2 - 8 4 х  +  8 . 89. y =
14

у =  x*-tx* + 2 ' 9\. у =  s i n 3 x -  3sinx.

Куйидаги ф ункцияларнинг берилган ораликдаги энг 
катга ва эн г кичик к,ийматларини топинг:

92. у = 2х*+ Зх2-  [2 х +  I, [ - 1 ;  5] кесмада.

93. у = х+ ъЧ х , [—1; I] кесмада.
94. у =  х 21пх, [—1; е] кесмада.

95. у  =  2sinx +  sin2x , [0; ~п  ] кесмада.

Куйидаги ф ункцияларнинг к.аварикдик, ботикдик ора- 
ликдари ва бурилиш  нук,таларини топинг:

96. у  —х — \пх. 97. у  -  1п(1 + х2). 98. у  = arctgx - X. 

99. У = тг + ~- 100. У = 1 л • 101. у  —X • arctgx.
¿ X (х + 1)

К,уйидаги эгри чизик^арнинг асимптоталарини топинг:

102 , у  = х + ^ .  1 0 3 .У = 7= = = * 104. У = тт——г-
X 2 ( х + 1 )
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7 -§ . Функцняни текширишнинг умумин схем аси .
Функция графигини ясаш

Ф ун кц и ян и  тулик, текш и р и ш  ва у н и н г гр аф и ги н и  
ясаш ни куйидаги тартибда олиб бориш тавси я этилади:

1) функциянинг аникданиш  со\аси, жуфт ёки ток,ли- 
ги, даврийлиги текш ирилади;

2) функциянинг узилиш  нук,талари, унинг граф иги- 
нинг координата укутри билан кесиш иш  нукталари аник,- 
ланади;

3) функциянинг монотонлиги ва экстрем ум лари т е к ­
ширилади;

4 ) к,аварик,лик ва ботикуш к интерваллари, бурилиш  
нуктаси аник^анади;

5) функциянинг асимптоталари топилади;
6 ) бу маълумотлар графикни чизиш  учун к ам л и к  к,ил- 

са , кушимча зарур булган хисоблаш ларни баж ар и ш  ке- 
рак;

7 ) юкоридаги маълумотларга кура ф ункция граф иги 
ясалади.

М исол курамиз.________

М и с о л .  у = ^(х+  3)дг ф ункцияни тулик, текш и р и н г 
ва фафигини ясанг.

Е ч и ш .  Тавсия этилган схемадан ф ойдаланам из.
1. Берилган функциянинг аникутниш сохаси: х Е Я .
2. Функция узилиш нук,тасига эга эм ас ва Ох ук,ини 

х  =  — 3 ва х = 0; Оу ук,ини эса  х =  0  нукталарда к есад и .
3. Функция жуфт хам, ток, хам , даврий хам эм а с .
4. Ф ункциянинг \осиласини топамиз:

х , =  - 2  нуктада/\ х) ~  0  ва х2 =  - 3 ,  х3 =  О нук,таларда 
Д х )  мавжуд эмас. Бу нук,талар ф ункциянинг ан и кл ан и ш  
сохасини ( —оо; - 3 ) ,  ( —3; —2 ), (—2; 0 ), (0 ; +  «>) и н тер вал - 
ларга булади. Х ар бир хосил к,илинган и н тервалларнинг 
ичида хосила ишораси сакущнади, яъни (—оо; 3 ), ( —3; 2), 
( 0 ; + » )  и н т ер в а л л а р д а /'(х )> 0  ва ( —2; 0 ) и н т е р в а л д а  

/ ' ( * )  < 0. Бу эса (—оо; —3), ( —3; —2) интервалларда ф ун к­
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ция усувчи, ( - 2 ;  0 ) интервалда камаювчи ва (0; +«>) интер- 
валда усувчи эканини билдиради. х, =  - 2  нуктанинг атро- 
фида ху си ш и  билан биринчи тартибли ^осила иш орасини 
« + *  дан «—» га Узгартиради, шунинг учун х, =  —2 нук,та 
м аксим ум  нукгаси булиб,

х3 =  0 нук,та учун биринчи тартибли косила иш ораси­
ни «—»дан «+» га узгартиради, шунинг учун х3 =  0 м ини­
мум нуцтаси булиб,

У«йП=У(Ъ) = °  булади.

х2 =  —3 нуцтада ф ункция экстремумга эга эм ас, чунки 
ун и н г атрофида / '(х ) иш орасини узгартирмайди.

5. И ккинчи тартибли \осилани топамиз:

Ихтиёрий чекли х  учун / ’’(х) > 0. Ш унинг учун бури- 
л и ш  нуктаси иккинчи тартибли \осиласи мавжуд булма- 
ган х 3 =  -  3 ва х3 =  0 нукталари булиши мумкин. Бу нук- 
талар  билан булинган интервалларда у" нинг иш орасини 
ани кдай м и з:

х  е  ( —<»; —3) интервалда / ,(х)>  0 — эгри чизик; ботик;;
х €  (—3; 0) интервалда /\х)<  0  — эгри чизи*; кавариц;
х  е  (0 ; +оо) ин тервалда/ '(х) < 0 — эгри чизи*; каварик,;

х 2 =  —3 нук;та атрофида иккинчи тартибли \осила иш о­
расини узгартиргани учун Л/(—3 ;0 ) нукта бурилиш нук,та- 
си  булади. х3 =  0 нук,та бурилиш нук,таси булмайди, чун­
ки унинг атрофида иккинчи тартибли \осила ишорасини 
узгартирмайди.

6. Берилган функция барча сонлар укдца аникданган- 
л и ги  сабабли вертикал асимптотага эга эмас. у =  кх+Ь 
о гм а  асимптотасини аник^аймиз:

ут к= у ( - 2 ) = ^ 4  булади.

Г ( х )  = ---------2-
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Ь=  П т  ( _ у - Ь :)  = П т  (^¡(х + 3) ■ х 2 -  дг| =

= Нт
х-»± —

^¡(х+3 )х 2 - х  и  3 )2 ■ х4 + х%1(х+ 3 ) ' Х 2 +  л2

1](х+3)-х4 +х11(х+3}х2 

(х + 3)х2- х 3= Н т  -= ------------ ------------
"  Щх+3)2 х4 +х]1(х+3}х2+х2

= Пт , 3**
^ ± “ ^ +3)2-х4 +х3/(Л+3 )х 2+х2

= Пт
х-»± ~

= 1.
6 9 1 3 ,  +—+—*■+? 1 + — + 1  X х1 \ х

Опиа аси м п ю тан и н г тенгламаси у =  х  + 1 эканлигини 
топдик.

7. Ф ункция графигини чизиш дан олдин эгри чизик,- 
нинг абсциссалар уцини х2 = — 3 ва х3 =  0  нук,таларда

6-чизма.
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ф ункция графиги Ох укининг юкрри кисмида ётишини 
билдиради. Ш унинг учун х3 = 0 нук^та функция графиги- 
нинг кдйтиш  нук,таси булади.

8. Т екш и ри ш  натижаларига кура функция графигини 
чизамиз (6 -ч и зм а ).

Машцлар

105. К уйидаги функцияларни тулицтекш иринг ва гра­
фигини ясан г:

а) у =  х3 -  Зх2; б) у  = х 2 + \ ; в) у = ;х  з “ X

г) у — 1п(х2+  2х + 2 ); д) у -  —  ; е) у =  -1 п (х 2-4 л :+ 5 ).
(х-1)

8 - § .  М аксимум ва минимум иазариясининг 
амалий масалаларпи ечишга татбици

М акси м ум  ва минимум назарияси ёрдамида геом ет­
рия, м ехан и ка ва бошк^а фанларга дойр купгина масала- 
лар ечилади.

Ш ундай м асалаларнинг баъзиларини ечиб курсатамиз.
1 - м а с  а л  а . Ю зи 5  =  75 я м 2 булган тунукадан асоси - 

нинг радиуси Я ва баландлиги Н булган усти очик, ш ун­
дай цилиндр бак ясангки, унинг ^ажми энг катта булсин.

Е ч и ш . Бакн и н г сигими (\ажми) V -  лЯ2Н, уни ясаш 
учун 5  =  лЯ 2 + 2лЯН  ю зга эга булган материал кетади. 
Бундан Н  баландликни топамиз:

Й  = £ Й Г -  (А )

У \олда бакн и н г сигими:

V = пЯ2 = V (Я)
2 п К  2

га тенг ва у Я  га боглик, функциядан иборатдир.
Я нинг ш ундай кийматини топам изки , унда сигим К(Я) 

м акси м ум  булсин. К(Д) дан Я га нисбатан биринчи тар- 
тибли ^осилани топамиз:
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Иккинчи тартибли хрсила У"=  —Зл Л < 0 булгани учун 
топилган R =  5 кийматда бакнинг c h f m m h  э н г  катта (м ак- 
симал) булади.

Ю крридаги (А ) формуладан б а к н и н г баландлигини 
топамиз:

-  5м.

2 - м а с а л а .  Сугориш каналининг кундаланг кесими 
тенг ёнли трапеция ш аклида б ул и б , ун и н г ён том они 
кичик асосига тен г (7-ч и з- 
ма). Б утр ап ец и ян и н гён  то ­
мони ниш аблик бурчаги а  
к,андай булганда каналнинг 
кундаланг кесим и юзи энг 
катта булади?

Е ч и ш . Трап ециянинг 
ён томони ва кичик асоси- 
ни а деб, каналнинг кунда­
ланг кесим юзини а  бурчак-
нинг ф ункцияси каби аникдаймиз. У  х,олда 7-чизм адан:

\АВ\—а, | ВЕ\ =  acosa, | DC \ = а + 2¿7COsa, СЕ = asina,

_  U¿?|+|/)C| 2 í í + 2 a c o s a  • 2 / • 1 ^ \S  = -— 1 • \СЕ\ = ------- -̂------- a  sin a  = а  I sin a  + у  sin 2 a  I

7-чизма.

ни хоси л к,иламиз. Бу а  у згар у в ч и н и н г ф ун кц и яси дан  
иборат булган и  учун, унинг э к с т р е м у м и н и  тек ш и р а- 
миз:

S' =  tf2(cosa  +  c o s2 a ) .
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Критик нук^таларда S'— 0 , яъни co sa  +  cos2a =  0 ёки

З а  а  л 
COS—  COS — -  0.

А ник^аниш  со^аси 0 < с с < у  булгани учун c o s y * 0 .
Зл п  ̂ За п .. п

Ш унинг учун cos —  = 0 ,  бундан —  = т  еки а  = у .

Энди a  = j  булганда S функция Ц кесмада энг

кагга к,ийматга эриш иш ини исбот киламиз. 

\ак,ик,атан, 5 ”’ =  а2(~  sina — 2sin 2a), (у )  = я й
2

= - о 2 ~ <  0 .  Ш у н и н г учун а  = -т да ф ун кц и я

= a 2 <S.

2

^ ~ а 2 л о к а л  м а к с и м у м г а  э г а , £ ( 0 )  =  0,

кесмада S  функциябулгани учун 

энг катта к,ийматга эришади.

3 -  м а с  а л  а . Брусокнингм а^кам лигиун ингкундаланг 
кесими булган тугри туртбурчакнинг эни b га ва h баланд- 
лигининг квадратига пропорционаллиги маълум. Радиу-

си R = 2>/3 дм булган ходадан 
шундай брусок тайёрланганки, 
унинг м а^ кам л и ги  эн г катта 
б^лсин (8 -ч и зм а).

Е ч и ш .  Брусокнинг мах,кам- 
лиги куйидагича ифодаланади:

N  =  kh2b,

бунда к — пропорционаллик к о ­
эф ф ициента, к > 0 .  8-чизмадан 
h2+ b 2 = 4 R2 ёки h 2 =  4R2— Ь2 
тенгликни ёзам из. У  \олда бру­
сокнинг ма^камлиги:8-чизма.

N = k(4R2~ b 2) b.

N =  N(b) ф ункциянинг экстремумини топамиз:

N' =  k(4R2 -  ЪЬ2).
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Агар N'=  О булса, 4R2 - 3 b 2 =  0 булади, бундан b ~

2'2. ^  = 4  дм. Баландлик эса  
V3

h = V4R2 -  Ь1 = ^4/г2 -  Щ - = = 2 R - J í  =

= 2 -2 ^ Щ  = 4^2,
>/з

яъни И = 4у/2 дм га тенг. И кки н чи  тартибли \осила N"=  
=  — 6 ¿ ¿  < О булгани учун, аник^анган b ва h нинг ки й м ат- 
ларида брусокнинг ма\камлиги эн г  катта булади.

М а ш ц л а р

106. С игими V— 16л =  50 м3 булган ёп и к цилиндр б ак  
ясаш  талаб килинади. Бакнинг ^лчамлари (радиуси R ва 
баландлиги Н) кандай булганда уни тайёрлаш учун эн г  
кам материал кетади?

х 2 у 2
107. —у + *д* = 1 эллигтснинг ичига чизилган юзи эн г  а1 b¿

катта булган тугри туртбурчакнинг томонларини топ и н г.
108. Я совчи си  20 см булган к о н у с шаклидаги вор он ка 

ясаш  талаб килинади. Воронканинг *аж м и  энг катта б у л и - 
ши учун унинг баландлиги кандай булиши керак?

109. R радиусли шар ичига эн г  катта \ажмга эга булган 
мунтазам уч бурчакли призма чизинг.

110.  Кундаланг кесими тугри туртбурчак булган ё го ч - 
нинг ма\камлигини энига ва баландлигининг кубига тугри 
пропорционал деб кабул ки ли б, диам етри 16 см  булган 
ходадан кесиб олинадиган турт киррали тусиннинг эн и  
Кандай булганда у энг катта м а\кам ли кка эга булиш ини 
топинг.

9 -§ .  Биринчи м уста кил уй иши

Бу мустакил уй иш ининг \ар бир вариантида 14 т а  
мисол булиб, уларда берилган ф ункци ян и н г биринчи т а р ­
тибли \осиласини топиш керак.
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К,уйида вариант мисолларини ечиш намунасини келти- 
рамиз.

Берилган функцияларни дифференциалланг (бирин- 
чи тартибли хоси л ан и  топинг).

у  = 9 х 4 -  X  + Æ 7  -  Зх + 4.
JT

Е ч и ш .

у' = 9- 4 х 3 -  4 ■ ( - З ) х '4 + 1 . ^ - 3  = 3 6 * 3 +Ц- + 1 ^ ~ 3.

2.У = р Х2 -  Зх  + 1 )3 - ^

Е ч и ш .

у' = х ( 2 х 2 -  Зх + l)~4 • (4х  - 3 )  -  6 ■ (~ 3 )(х  + I)"4 =

3 4 х - 3  18

4  3/2 x 2 - 3 x + l  ' ( - ï + l f "

3. у  =  tg5(x  +  2) • arccosßx2.

Е ч и ш .

/  = 5tg4 (x  + 2 ) ------^ — - arcco s3 x 2 + tg5 (x + 2 )-
v ’  c o s  ( x + 2 )  '  '

5tg4 ( x + 2 ) a r c c o s 3 x 2 6 x t g 5( x + 2 )  

c^ ( I 7 2 )  V l - 9 x 4

4. у = arcsin5 4 x  • log2 (x  -  5). 

Е ч и ш .

у' = 5 arcsin4 4 x
I 6 x

- :_ 4

4 log2 (x  -  5) + arcsin5 4x

1 _  2 0 arcsin 4 x l o g 2 ( x - 5 )  arcsin5 4 x

V Ñ Í67 ( * - 5) ln2 '
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5. у = У х4 ■ ctg7x3.

Е ч и ш .

/  = 3~*4 • In 3 - ( ^ х 3) -c tg 7x 3 + Зх"*4 • V  • 7jc3 ) 21 ^

л i ^ -> -х 4  }  *  -7 з  2 1 х 3 • У х*= -41n3-3 •X> Ctg7X'5----- 5-- т— .
sin 7.Y

6. у  = cth 23x arctg V x  

Ечиш.

' '  = 2 c th 3 x ' ( -  й У  ' 3arctg ̂  + c ,h  ^  ■ Т7 7  ■ Í 7 7  -

_ _  6cth3 .xarctg ’/x +  c t h 23x

sh 2 3 x  2(1 +д:)л/3с '

, _  Ь х 2-7 х +5
7 .  ✓ 4 •

Г *

Е ч и ш .

у' = Ш х г - 7 х  + 5 -е*4) = (^ ~ 7)еЛ + -у/Зх2 - 7 х  + 5 х  
'  ' 2 v 3 x 2 - 7 x + 5

X е*4 ■ 4 х 3 = (^ ~ 7)g .  + 4 x 3eJt< V 3x2 - 7 х  + 5. 
гЪх2-1х+5

1Б(х 2-З х + 5 )
8 -  J  =  ---------------- J e  1arcctg 5х

Е ч и ш .

,-2 « Л  _  (2x-3)arcctg~25 x + 
ln 10

/  = (lg (^ ! - 3 x  + 5 ) a r c c t g - J 5 x )

+ ( -2  ) arcctg-3 5х  ( -  5 ■ lg (je2 -  3jc + 5) = 

(2x-3)arcctg25x 101g(x2-3x+ 5)arcctg  5x

(x2- 3 x + 5 ) l n l0  1 + 2 5 *2
arcctg  5x.
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0  _  -v/arcsin Зх
У --------ГГ.Sĥ AT

Е ч и ш .

3 • s h 2x  -  2shxchxVarcsin Зх

3sh2x

_  2Varcsin З х  v l - 9 x 2

sh X

-  s h 2 x  • V arcs in 3x

sh X

3 l n ( x 2- 5 )

10- y = ~ i w "( x + 3 )

E  ч и ш .

_ i  
'  _  x 2 - 5У =

-2 x -3 (x + 3 )7- 7 ( x + 3 ) 6 -3 1п (х 2- 5 )  2jc( * + 3 ) - 7 j n ( x 2- 5 )

( x + 3 ) ( x + ï f

l l - ^  = v t z Í  c te ( 3 x - 4 ) .x - 5

Ечиш .

У
/ _  1 /x + 5 \  7 x -5 -(x + 5 )  

7 \ x -5 l ( x - 5 )
j ^ c t g  ( З л г - 4 ) -  . . >3? ' x + 5

= - y  c tg (3 x  — 4 ) 7/ ^ ^ ^ -  —
7 v ^(x+S)6 SI

12. y = (thV* + 2 ) ( 2).

( З х - 4 )  V x - 5

sin ( 3 x - 4 )  V x - 5

Е ч и ш .
Берилган ф ункцияни логарифмлаймиз:

ln у = ln (Зх  + 2 ) ln (th V x  + 2 у
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У\олда

1 /  = ^ _  
у у  З х + 2

In (thV x + 2 )  + -
l n ( 3 x + 2 )

Бундан у* ни топамиз:

/  = (thV x + 2  j
In (З х + 2 ) 3 l n ( t h V x + 2 )  |n ( 3 * + 2 )

3 * + 2  2 V * + 2  sh 'Jx+2-chyfx+2

13. у =  (sin7x) arcig(3jr -  5)

Е ч и ш .
Берилган ф ункцияни логариф млаймиз:

Iny =  arctg(3x — 5) • ln (sin7x).

У  \олда

— y' = --------i— т • 3 ln (s in 7 x )  +  arctg (Зх - 5 )  • . \  -7 c o s 7 x .
У l + ( 3 x - 5 )  V '  V у sin 7д:

Бундан У ни топамиз:

,  __ / . -  \arc(g(3jr-5) (  3 ln(sin  7 jc) 7 a r c t ( 3 x - 5  )cos 7 x 

y  _ Ŝm X' 1 Т Г ( 3 * - 5 )2 +

7J ( x +S)6
14. S\i, ’ . л -(x-\)  ( x + 3 )

Е ч и ш .
Логарифмлаш усулини татбик, этиб диф ф еренциаллай- 

миз:

\пу = у  1п(х + 5 ) - 2  ln (x  - 1 )  - 5 In ( х  + 3 ) ,

! /  =  _ б ______
у у  7 { х + 5 )  х-\ х + 3  ■

Í(x+St  У -  -,— TTT "(х-\У(х+2)3
6 2____5_

7 ( х + 5 )  х - 1  х + 3
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3. у  =  З'8* • arcsinTx4.

5. у  =  arctg4x  • co s7 x * .

1. У =
%/з+2д--;

arcs in 24 x  

t g ( 5 x - 3 )  •

4. у  =  (х  — 4 )5 • arcctg3x2.

6. у  =  sin42 x - arccosx2.

8 v = ^ 2M )
8 ‘ у ig(x+3) •

, o . y  = « .
(jr + 6)

I------ 7 "  cigx

п .  y  = ^ £ t | . sin (3 x 2 + l ) .  12..V = (ch 3 x ) * . 

13. y = (arctg 5x),082(A+4).
Жх + 4) 

14. )>= v

2-вариант

, y = 7x + ± . - ¡ f 7  + -
x ¿ X

3. y = sin3 2x  c o s 8 x 5 .

5. .V =  tg4x  • arcsin  2 x 3 .
____ 2 „

~-Jx+5 '

=  a rc c tg 4 5.x 

sh-Jx

2 У = VЗх4 -  2 x 3 + X ---------- i
z - '  ( x + 2 ) 3

4 . y  = arctg25x • l n ( x - 4 ) .

6. У = (x  -  3)4 • arccos 5 x 3.

№ 7 )
c tg 7 x

. . . .  9 a rc g (x + 7 )
10 . * ------5 ^ ï - .

! 1. y  = • lg (4x  + 7 ) .  12. }> = (c th 3 x )a
2 . Ï+ 3

13. У = (a rc c o s x ) lß2x. Æ T 7 W
(x+2)3
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3. y = cos5 Ix  • tg (4x  + l)3 . 4. y  = arctg3 2x ■ ln (x  + 5) ■

5 . y = ( x -  2)' ■ arcsin 5x4 . 6. y  = Qx -  4 )3 ■ arccos 3 x 2 ■

7  ,■ -  ( * “ 4 >2 o _  i n ( 5 x - 3 )
'■ y  ârclg* ■ 8 - y  4[g3x4 '

9  r  = a ^  . y  = ™ i 2>.
ch-jL (*+l)

H . y -  ' ln (5x2 -  2x +1) .  12. y = (co s(x  + 2 ))'nA,

13 >- = (arcsin  2 x )cle(x+l) 14 y = ^ ß = ^ ~
V u-D 3 ‘

4-eapuanm

. y = 3 x 5 -  ^\lx* + - j -« T  ■ 10 
x X '

3. y  = tg x  • arcsin 4x-

5. y ~ 2~*2-arcstg7x4 •

, - * 2
7. y =

9. y =

V * 2 + 5 x - l  

a r c c o s 3 x 4

2. y = t](x + 4 f
2 a- - 3 x + 7

4. .y =  a rcco s4 x  • In (x2 + x  + 1).

6. .y = sh 3x  • arccos yfx .

l n ( 7 x + 2 )

5 c o s 4 x

th Jx

7 a r c c o s ( 4 x - I )  

1 0 - y  = (x+ 2)«

I I .y  = • Iog3(x 2 + X + 4 ) .  12. y  = ( s in 3 x )a

cos2j: 1 4  _  (x-2)3-yl(x + l)5 
(x - 4 ) 2
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i. , = v 7 + i - 4 x 5 + 4 -

3 . .y = arcsin2 2 x  • c tg 7 x 4 .

5 . y  -  (x  + 6)4 • a rc tg 3 x 5 .

1 . y =

9. y =

i -c tg 2 x

(3x2 - 4 x + 2 ) 2 '

arcsin 5 x 3 

chjx

2 ^ = _ V 5 x 2 - 4 x  + 3
'  (JC—4)

4. y  = V a rcco s2 x  • 3"* .

6 . y = th 2 V x  • arcctg3x2 . 

sin3 5 *
i. y = l n ( 2 x - 3 )  •

6 a r c s i n ( 3 x + 2 )

10- ^  " V f l

11. y = ■ log5(3x2 + 2 * ) .  12. y  = (th 5 x )arcsin(JC+,).

13- y  = ( a r c c t g ( x - 3 ) ) sin4jt- 14. ^ =
_  (x - 3 ) 5(x - 2 ) 2

(*+ !) '

6-eapuanm

1. y = 7x2 + l fe i - ^ - j r . 2 . ^ = -V4x2 - 3 x - 4 - ^ p - .

3. .V = ctg3x ■ a r c c o s 3 x 2 . 4. y  = tg43x  • arctg7x2 .

5. y = 3C<**  - ln (x 2 -  3x  + 7 ) .  6 . y  = cth 35x  - arcsin 3x2 .

7. \l7x3-5 x + \

c th  ( x + 1 )  

arccos 2 x

I  y =

10 . y =

c o s 2 3 x  

l g U - 4 )  '

3 a r c c t g ( 2 x - l )

(x+1)4

1L  y - J m - W i - I O ) .  12 . >- = (sh(JC + 2 »

_  (x + 2)7(x - 3 ) 3

arcsin 2x

13. y  = (ctg(3x - 1 ) ) arcsin 3x 14. y
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1 . y

3 . y  = arccos2 x  • ln (x  -  3).

5. y  = log2 (x  -  7) • arctg>/x .

7. «V =
>/3x2 + x - 4  '

~  . th 3 x  

9 ‘ arc lg! 3x ■

n . ^ = s f c 4 . 1 n ( 3 x - x 2) .
5 x - l

13. y  = (tg(4x -  3)) arccos 3x

( x - 4 ) <

4 . y  = 5 x • arcsin  3 x 3 .

6 . >> = ch  -  • arctg (7x  + 2 ) .

10 . y =

lg(5x + l )  • 

2 a r c c t g ( 3 x + 2 )

(x-l )4

arcigi/T
12 . y  = (c o s 5 x )

( x - l ) 3( x + 2 ) 5
14. ?  = ■■■ /  .

v(x~4)

S-eapuanm

i. j , = 4 x " - I - V 7  +
X

3. y  = ln5 x  arctg7x4 .

5. >> = arccos3 5x • tgx4 .
sin *

7- y - w w -

7 2 . ,  = f e 3 - 2 * - l + ^

4. >> = arctg4x  • log2 (x  -  3 ) .

6 . y  = ch 34 x  • arcco s 4 x 2 .

8 _y = l°g3(4x+5)
2 c tg V x

4  a rc c o s  3 x  

( x + 2 ) 5 •
n  arccos7 2 x  

9 - ^  =

11. y = r f ^ '  log4 ( 2 x - 3 ) .  12. y  =  (arctg2x)th(4jr+1).

13. y  = (cos(2x  - 5 ) )

6  — UJ. H. Too*cuee

arctgSx

81
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I y  = 5 x 3 -  \  + 4 yfx + — .
X2 X

3. y  = arctg34 x  ■ 3sini.

5 . y  = ( *  -  5 )7 . arctg7x3 .

7  ^ 2 x 2 - 3 x +1

' y  e~x

q  , _  a rcs in 3 4 x  

y  ~  s h ( 3 x + l )  ‘

"•- y  = M - W x + 7 ) -

13. y = (sm(7x + 4))a'agx.

2. y = —2 - r - H S x - 7 x 2 - 3  .
'  ( x + 2 ) s

4. y = arcco s3x  • log3(x  + 5 ) .

6 . y  = sh33x • arcctg5x2 •

8 . y  = ln(7x- 3 ) .
'  3tg 4 jc

|0 -  arcs*n(3x+8)
'  y  ( x - 7 ) 3

12. y  = (ln(.x + 3))s,n'/r.

14' * -------- ( ^ 3 ?

10-eapuanm

X “ X  

i c o s x3. .y = 2C0SX • arctg 5 x .

5. >> = arccos X2 • ctg7x3 

>/x3 + 4 x - 5

9. y  =
th ( 2 x + 5 )  

a rcc o s  3x

"• H £ r  lg(2* 3 - 3 ) -

13. y  = (a rcsin 2 ;c)!n<x+3).

7 x 2 - 3 x + 2

4. y  = e * - arcsin2 5 *  •

6 . y  = th 53.x a rc s in V x . 

lg(l l x + 9 )

c os2 5x

10 v = 7arccl^ 4x+|) 
( x - 4 ) 2

12. y = (log2(x  + 4 ))‘
cig 7 jr

n/ÜT2)5
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L У = \  + 3- - 4 4 7  + 2х\  2. ,  = < / ( * - 2 f
X X  ' j x - x  - 4

3 . у  s  4 'x • ln5(x  + 2 ) .  4. у  = log4 (x  -  1) arcsin 4 x

2
5. у = 5 'x‘ a rc co s5 x 4 . 6 . у -  c th 2(x  + 1) • arccos-^

7. у -  _eClgS]r, 8 . y =  ctg25x
У ( I ^ ) 7  У In (7 x -2 )

9 _  ^/arctg2x i q  _  3 a r c s in (2 x -7 )

sh2*  ' ^ (x+2)4

11. y  = 4/ ^ d -Sin(3x2 +1) .  12 . y  = (sh 3 x )a
\ 4 x  + l 4 '

varcig(jf+3)

13. у = (arccos 2 x )lsl5x- 3). 14. у  = <*+2)(* - 7)" .

12-вариант

1. у 5 x 2 f  ~ -  $ 7  + 2 x 6 . 2. ^ = ^ 4y  -  ^ 4  + 3x  -  x 7

3. у  = 5x 2 - a rc c o s 2 x 5 . 4. _y = ctg34 x  • arctg 2x3 .

5. у = 4 (x  -  7)6 • arcsin 3 x s . 6 . у  = ch 3 (2 x  + 3) ■ a rc tg 2 x .

7 . v -  . e?A 8 . v _ sin2(5x+l)
V3x2-4 x + 7  lg (2x + 3)

9 . v = ch <4jf+2> . 10 . v *  5ln(5x4,7) .
arctgx3 ( x - 7 ) 2

11 . у = ‘ co s(2 x 3 + x ) . 12 . у  = (arcsin  Sx)16̂ .

13. ,  = (arctg7 x )w' * 1’ . U . y = r i £ ? .
( x + l ) 3( x - 5 r

www.ziyouz.com kutubxonasi



1. у = Юл-2 + З л / ? - - - Л
X

3 у  = sin4 Зх • arctg 2л:3

5 у  = (х  + 5 )2 • arccos3 S x .

,,-sin 2х
7. У = Т •(х+5) 

п  arcs in  4л:5
9- .У = - т г г

th  х

4  у = e~COi* ■ arctg7x5.

6 . у  = th 34x-arcctg3A :4 .

о  у  -  cos2( 5 x t 7 )  
у  lg (x + 5 )  ■

10 у  = - - ° ^ 3У ^ -
7  (х+1)  •

11• У =  ' 1ё(3х2 ~4х + 1). 12. У = (a rcco s5х) '" * .
х + 9

13. У -  (log4 (2 x  + 3)
ÿ ( x - 2 ) s(x+ 3)2

14 У = —-----  \1 4 - у  ( х - 7 р

14-вариант

i .  y = J ? - L  + \ - з х 3
X д:

3. .у = co s4 Зх • arctgVx .

5. у  = 2 " sinjr . arcsin3 2 х .

7. У =
„cos 5 *

9  a rctg  ( 2 x  + [)

h 7 7

11. У = 7/ £ z Î
V x + 4

ctg (2x  + 5 ).
x + 4

13. ^ = (log3(3 x  + 2))

2 . ,  = V l + 5 * - 2 * > + ^ .

4.  y  = (x +! ) • arccos Зх4 .

6 . y = cth 47 x  • arcsin -Jx .

Q у = sin2(4* +1) 
ö - У ln (7 jc - l)  •

10  у = 7 |°£4(2л~5>
( x - l ) 5

12 . у  -  (arctg2 x )smJC.

|4 _  J ( x + 2 ) 3( x - l ) 4 

( x + 2 ) 7
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\. y = 9x2 + i - l T + l f 7 ,
x X

3. y  = tgJ 2 x  s in x 5 .

5. y = (x  + 2 )7 • arccos Vx .

7 v = < W  '■ y giix •

9. y  =
arcc o s  4 x 3 

sh 4x

2 y = yj5 + 4x ~ x 2 - — L _
( x + l )

4 . y  =  2 ainx -arctgx4 .

6 . y  -  sh 3 2 x  arcsin 7 x 2 .

8 . y = cte3(2x+3)
lo g 2( x + 2 )

10 y -  ln<7* +2> 
( * - 6)4

,clg 2*
I I .  y  = ^ i X s i n ( 4 x 2 - 7 x  + 2 ) .  12. y  =  ( ln (x  + 7))

13. y  = (lg (7x  + 5)arel*Zjc. 1 4 . _  ^ / (x -8) (x+ 2)fi
(*-!)*

16-eapuaHm

\. y  = 3>/x + 4 -  + V ?  -  - .  2. y  = ^ 5 x 2 -  4 x  + 1 ------ 7—j
X* X '  ( x - 5 )

3. y  = ctg7x  • arccos 2 x 3.

5. y  = (x  -  7)3 ■ arcsin 7 x 8

7. y  =

9. y  =

4 x 2 - 3 x + 5

c th 3( x - 2 )

arc co s  3 x

4. y  = 3 "v arctgx5 .

6 . y  =  th 54 x  • arccos 3x 4 .

o v _  's2 x

10  y  =  4 Ig (3 x + 7)
(x+\)‘

1 i . y  = • co s (x 2 -  3x + 2 ) . 12. y  = (c tg (7 x  + 4 )) 
1

Vjt+3

13. y  = (ln (5x  — 4)) 14. ^ _  $xTT-(x-3)7
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1. J  = ^  + i - 4 - - 5 x 3 .
X X b

3 . y = e~™x -tg7x5.

5. y  = In(x -  3) • arcco s 3x4 .

c - s i n  4x 

7 y  = ä ^ f

9  .. -
arcsin3x

13. y  = (log2 (6 * + l ) ) arcsin2* .

4. y  = 3eos* ■ arcsin2 3 * .

6 . y  = c h 35 *  • arctgV * .

O .. _  ln 2( j c + l )

8 -

10 . y  = 5 |os2 ( * 2+i)
7  < * - 3 ) 4

12 . y  = ( th (V x  + l j )
, \arclg2A'

18-eapuaHm

i. y = i x i + i - № + ' A -
x  x

3 . y  =  ctg8 x 3 .

5. y  = log2(x  -  4 ) arctg 34 x  .

n _  lx 2-Sx+\0
>■ )>------------5----- •

O „  _  cth3( 3 x - l )
y .  y ------------------J _  .

arccos x

y = ' M ^  ct8 (3jr2 + 5)-

13. y = (lg (4x  -  3 ))a[ceo,4x

4. y  = ln (*  - 1 0 )  • arccos2 4x

6 . y  = cth 4 2x -a r c tg x 3.

8 . y = log3(7*+ 0  
tg-Jx

10 . v = 61°83(2x+9) 
y  ( * + 4 ) 2

12
• y =(c,h i)

arcsin Ix

14. y ------
*  ( -* -3 )4( x - 4 ) 3
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1. y = 8x 3 - i - 4 r  + * r . 
x  x 4

3. y  =  cos5 x  • arccos 4x .

5. y  = (x  - 7 )4 • arcctg27 x .

7. y  =
( 2 x 2 - x + 4 ) 2 ’

sh x

arccos 4 x

7+511. y = • sin(3x + x + 4)

13. y = ( ln ( 7 x - 3 ) ) arclg5x.

2. y = ! ] ( x - S ) 4 '
l + 3 x - 4 x

4 . y  = lg(x -  2) • a rc s in 3 x  •

6 . _y = sh35x • arccos 3 x 2 •

8 .  y  -  lQB 3 ( 4 x - 1 )

c tg 2 x

1 0  v -  31og2( 5 x - 4 )
( x - 3 ) 5

1 2 . y  = (co s(x  + 3 ) )arcsin3A

14. y = J iz 2 * z
( x + 3 )  ( x - 4 )

20-eapuaHm

I. y  = 8 x ~ 4 -  + - -  V x4" .x2 X

3- y  = sin3 7x  • arcctg5x2 •

5. _y = & - 3  ■ arccos4 2x •

4x

(3 x + 5 ) T  •

y c h  x  

arc tg5x

2 - = 4 i  3 , ~ V (*  + 0 54 x - 3 x  +1

4. y  = log4 ( x + l ) a r c t g 57 x

6 . y  = ch 39x  • arctg (5x -  1) •

8 . j .  -  ,n3(x~5)
t g -

X

1 0 .  y  =  7 , ° z s ( x  + x >
(X + l ) 3

/ I--------\:
12. y = (4x + 5 )

arcco s 3x

14. y -  fa -V *
(x-5)(x+I)7
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I - y  

3. y  

5. y

7 . y  

9. y  

11. J 

13. j

1 . y

3. y 

5. y

7- y 

9 . y

I I - 3 

13. >

= V 7 - |  + p -  + 3 * .  2. >' = 1̂ ?  + V (2x 2 -3JC + 1)5 . 

= sin3 2x  • arcctg 3x5 . 4. y  = ln(x  + 9) • arcctg3 2 x .

■ yjx - 4  arcsin4 5 x  . 6. y  = th4x  arcctg j .

edg5x O „ lg(*+2)
(3.X-5)3 • sin2. r  '

th2(x+3)
arctg>/x

,n „ _  log7(2x2+5) 
I 0 ' y -  <*-4)! ■■

= 6/—  arcsin (2x  + 3)
V x+1

12 . y  = ( s in 4 x )arclg* .

= (sin(8jc -  i) )ah<x+3> _ H v — (*+4)3jc-2)4 

tf(x -2)s

2 2 -eap u aH m

4 x 3 + 2 - V 7 - 4 - .*  X4
2 . y = J ( x - 4 )7 -  ■ !P-

3 x  + 5 * + l

cos Vx • arctgx4 . 4. y -  lg(x + 2) • arcsin2 3 x .

(x  - 5 )4 • arccos 3 x 5 • 6 . y  = cth34 x  • arcsin(3x +1)

( 2 * - 3 ) 7 tg37 x  

8 - y  ln(3 jc+2) •

arcsin2 3 jc 

c h ( j r - 2 )
1 0  ,, _  2 ln(3 jc—10) 

( x +5?

=  ? ~  ■ arccos(3x  -  5 ) .  
V x+8 12 .

= (cos(3x +  8 ) ) f',ÍJr•7 , .
d - l W

^/(x+3)2
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1 . y = 4 x 5 - A _ 4 V ? "  + i r . \ 2 . y = - r ^ - № x2~ x  + [)4 .X “

3. y  = tg62 x - c o s 7 x 3 -

5. y = ^ (x  + 3)5 • arcsin 3X“1

7. y = (3J£+I)4

9. y =

3x~

_  arcctg  x

s h ( 2 x - 5 )

( x - l f

4. y = 4 - sinjc ■ a rc tg 3 x .

6 ■ y  = ch 25x -a rctg x 4 •

8 y = c- ^ E l
7  lg (3 x + 5 )  •

10 v = 81s<4jc4;5>
( x - 1 )3

11. y  = ĵ ~  ■ arctg(5x + 1). 12] y  = (c tg 2x 3)

13. ^  = (tg(9x + 5))ch(2* - 1).

sin -Jx

l 4 ' y=ixi ^ )

24-eapuQHm 

3. y = ctg3 4x  • arcsin V x .

5. y =lj(x  + l )2 ■ arccos 3x .

i  , ,  _  5x 2 + 4 x - 2
 ̂* / - r '

9. y = arccos3 5 x  

th(x-2) '

4. y = 2C0SJC • arctg x .

6 . y  = th4 7x  - a r c c o s x 2 .

8 .

*  ln ( x + 3 )

10 y -  21°g3(4*+7)
' ( x + 3 ) 4

11. y = -arcctg (7x + 2 ) .  12. y  = (tg 7 x )
</a  +  2
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1. у = 4- + - + 3*3 -у{х^ . 2 . у = $ ( х -  I)5 + х х

3. у  = • агссск х 4

5. у  = 1£ 3д: • а к ^ З х .

-  \15хг - х  + \
7 - У -  ■

д  ^ _  ТагссоТЗх

1 1 . у  = 4& - 4  агсБШ

2 х 2 + 4 д; - 7  ’

4. у  = ^ ( х  -  3) • а к х ш 2 5 х .

6 . _у = а Ь 4 х 5 • агссск 2 х .

У = т т т  Х
1я(х‘ -2 * + 1 )

10 V = 3 ,ов4<2-)С+9) 
( х - 7 ) 2

7 х + 4
т ( х 2 + 1) .  12 . У = (агссоз х )4 

У13. у  = (5 Н (З х -7 ))с‘к,х+‘,\  14. у = ^ Гз ^ +7)5
(* -4 ) ‘

1 0 -§ . Иккинчи мустак,ил уй иши

И ккинчи мустак,ил уй иш ининг \ар бир вариантида 
олти та мисол булиб уларнинг шартлари куйидагича.

Биринчи мисолда: берилган ош корм ас ф ункциянинг 
биринчи ва иккинчи тартибли хрсилаларини топиш  ке- 
рак.

Иккинчи мисолда: параметрик куринишдаги ф ункция­
ни н г у' ва у" хрсилаларини топиш керак.

Учинчи мисолда: берилган у  функция учун аргумент- 
ни н г х (1 к^ийматида у'"(х0) ни \исоблаш керак.

Туртинчи мисолда: берилган функцияларнинг я-тар- 
тибли \осиласини топиш  керак.

Бешинчи ва олтинчи мисолларнинг шартлари вариантда 
бери лган .

Куйида вариант мисолларини ечиш намунасини кел- 
ти р ам и з.

1. Агар ¿ у  — у1 = 6х функция берилган булса, у' ва у" 
л ар н и  топинг.
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Е ч и ш . Биринчи тартибли х;осилани тогтамиз:

З х ^  +  х3/  -  2уу -  6 . (А)

Бундан у ни топам из:

<в>

Иккинчи тартибли \осилани Tonnui учун (А ) ёки (В) 
тенгликларнинг \ар иккала к,исмини диф ф еренциаллай- 
миз:

6ху +  3х2у  +  3х2у'+ х*у" -  2у'2 -  2уу" =  О,

бундан

у"(х3 -  2у) =  2у'2 -  6х2у '— 6ху,

у- = 2 - (6- 3* Ч  - 6 * 2

2. Агар [х  = З/4 -  /2, 

у  = /3 -  5

булса, у 'в а  у "л а р н и  топинг.

í x ’ = I 2 r 3 - 2 A  х  ” = 36f3 -  2 „
Е ч и ш .  ва булгани учун

\y' = 3t2 y" = 6t

у- - V -  З' 2 -  3/
7  х X/ Ï 2/3- 2r 12/2 —2 ’

v » _  yi"xt~yt'xt" _  6/(12/3- 2 0 ~(3б/2- 2)-3/ _ 
х ( V ?  (12;3- 2 0 3

_  7 2 r4 - 1 2 f 2 -108/4 + 6 f 2 3(6/2 +1)

(12/3 —2/)3 4/(6/2~ 1 ) 2 •
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3. А гар y  = £ - - ^ c o s 2 x  б^лса, У ни топинг.

Е ч и ш .  Берилган ф ункциянинг учинчи тартибгача 
\осилаларини топамиз:

, J i -,у  = ^ c o s x  ' S i n *  = j S i n 2 x ,

у"  = i c o s 2x, _y'" = - s i n 2 x .

Д ем ак ,

у  = у  ’"(45°) = —sin 2 ■ 45° = -  sin- 90° = -1  .

4. у  =  хе* функциянинг я-тартибли \осиласини то ­
пинг.

Е ч и ш .  Берилган ф ункциянинг биринчи, иккинчи, 
учинчи ва \оказо тартибли хосилаларини топамиз:

у' =  е*+  хе* 
у" — е*+ е*+ хе1 — 2е*+ хе1 

у"' = 2е*+ е*+ хе' =  Зе*+  хе1.

У\ У \ у тлар  учун \осил кдпинган ифодаларни солиш - 
тириб «-тартибли косила учун

у  л> = пе* + хех

ф ормулани ёзамиз.
5. у = х 2 — 9х~  4  эгри чизикда абсциссаси х =  — 1 булган 

нуктадан утказилган уринма тенгламасини ёзинг.
Е ч и ш .  У ри н м ан и н г уриниш  нук,таси ординатаси 

у (— 1) =  1 +  9 — 4  =  6  га тенг. Ихтиёрий нук,та учун у'~  
= 2 х — 9 , уриниш  нук,тасида: у ’(— 1) =  — 11. Ш унинг учун 
М(— 1; 6 ) нуктада угувчи ва бурчак коэффициенти к = 
= ~  1 1 булган уринманинг тенгламаси у — 6  — — 11 (х +  1)=* 

у = — i l  X—5 булади.

6 . Ох ук,и буйича иккита моддий нук^га х, = у - 4  ва

х2 = у / 2 - 1 2 /  + 3 к,онун буйича харакатланади. К.андай 
вактдан кей и н  уларнинг тезлиги тенг булади?
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Е ч  и ш  . И ккала нук,танингтезлигин итопам из: 

х{ = t2, х2' = I t - 12 ■

М асаланинг шартига асосан: х/ = х2‘ , яъни t2 =  I t — 12, 
t 2 -  I t  + 12 =  0 , бундан t ( -  3c, t2 =  4 c .

5. у  =  X3 — 5x2 +  Ix  ~  2 эгри ЧИЗИК.НИНГ (1 ; 1) ну^тасида 
утказилган нормалнинг тенгламасини ёзи н г.

6 . М оддий нук,та S  =  t4 — 3t 2 + 2t — 4  цонун буйича 
^аракатланади. Нук;та \аракатининг t =  2 с  даги тезлиги- 
ни топинг.

5. X2 — у* + х у — 1 =  0 эгри ЧИЗИК.НИНГ (3 ;2 )  нуктасида 
Утказилган уринманинг бурчак коэф ф ициентини аник,- 
ланг.

6 . М оддий нуцта S  =  3 1 4 — f 3 + 4 f 2+ 6  к,онун буйича 
Харакатланади. Нук,та \аракатининг t — 2 с даги тезлиги- 
ни топинг.

1-вариант

1. arctgy =  4х  +  5у. x  = 4t> 

y = lít .

3. у =  e~*cosx, х 0 =  0 .

2-вариант

1. у 2 — X =  cosx.
у  =

1+/

3. у = sin2 x, х 0 -  я . 4. у = е~2х.

3-вариант

I. Зх +  siny =  5у. 2.

3. у =  ( 2х +  I ) 5, х 0 «  1. 4. у  = 1п(3 + х ) .
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5. у2 = 4х3 эгри чизи^нинг к^айси нуктасида утказилган 
уринма X +  Зу — 1 = 0  TÿFpn чизик^а перпендикуляр була- 
ди?

6 . М од д и й  ну^та s = 4 c o s ^  + ^ j  + 6  ^онун буйича 
\аракатланади. Ну^та харакатининг / =  л  с даги тезлиги- 
ни топинг.

4-вариант

íx  = 4t + 2í2,
\.Xzy = 3X + 5y. 2. \y = Sf ¡_ 3t2 m

3. y =  In (l +x) ,  x() = 2. 4 . y = 4x -

5. y — X2— 6x + 2 эгри чизик^а абсциссаси  x = 2 булган 
нуктада уткази лган  уринманинг тенгламасини ёзинг

6 . М оддий нук,та s = 4 sin ) -  8 конун буйича х,ара-
u  °/ л

катланади. Н у^та харакатнинг t = -  с  даги тезлигини
топинг.

5-вариант

1 . ху =  ctgу.

3. У = \ х ге*,  х0 -  0. 4. у = хеЪх.

X25. У = - х  + 5 эгри чизикка абсци ссаси  х = 4 булган 
нуктада утказилган  уринманинг тенгламасини ёзинг.

6 . М оддий Hyiçra s = -3 co s^ ~  + + 10 крнун буйича

харакатланади. Н укта \аракатининг t = ~  с  даги тезлиги­
ни топинг.

6-вариант

\х = е' cos {,
1. у = еу+ 4х. 2. , . ,[у = е  sin/.

3. у=  arcsin x , х0 =  0. 4. у = 1п(х -  3 ) .

94
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5. _у = -  2 7 *  + 60  эгри чизик.к.а а б сц и с са с и  х = 2
болтан нуктада утказилган  ури н м ан и н г тен гл ам аси н и  
ёзи н г

6 . Моддий нук,та 5 = § /3 - 2 ^ + 7  конун буйича \apa- 
катланади. Неча секундан кейин унинг тезли ги  42  м/с га 
тен г булади?

булган нуктада утказилган уринм анинг тен глам аси н и  
ёзинг.

6 . Моддий нукта 5  =  4/3— 2 г +  11 к,онун буйича \apa- 
катланади. Неча секундан кейин унинг тезли ги  190 м/с 
га тенг булади?

5. у  = 31ё2х+ 1 эгри чизикка аб сц и ссаси  х  = ^ булган 

ну^гада утказилган нормалнинг тен глам аси н и  ёзинг.
6 . Моддий нукта 5  =  2г5~ 6г} -  58 конун буйича \api\- 

катланади. Нукта *аракатининг t =  2с даги тезлигини то- 
пинг.

7-вариант

з . у  = ( 5 л : - 4 ) \  Х„ =  2. 4. у  = 1П(5 + х)2-

8-вариант

3. >-= Х 5 ш 2 х , ■ 4 . у  = е4х-

9-вариант

1 . еу = 4х -  1у.
х  = 5 сое2 1,

2. ~ • 2 у  = З е т  /.

3. у = х 2 \пх, х0 = ~ ,
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5. у =  4tg3jc эгри чизикка абсци ссаси  х = j  булган нук,- 

тада утказилган уринманинг тенгламасини ёзинг.

6 . М оддий ну^та s = j/ 3 - 2 /  + 7 к,онун буйича \apa- 
катланади. Hyiçra ^аракатининг t — 4 с  даги тезлигини 
топинг.

10-вариант

1. 4sin2(x +у) = х . 2. { х  = агс^ >
\у = 1п(1 + /2).

3. у  = x s in 2 x ,  х 0 = ~ ~ .  4 . у  = 5х .

5. у  =  6tg5x эгри чизикка абсци ссаси  х  = булган 
нуктада утказилган нормалнинг тенгламасини езинг.

6 . Ох ук,и буйича иккита моддий нук,та х = З/2 — 8  ва 
X -  2 /2 +  5t+  6  к,онун буйича \аракатланади. Бу нук,талар 
бир-бирлари билан учрашганларидан кейин цандай тез- 
ликлар билан узок^аш адилар?

11-вариант

l . s i n y - 7 x  +  3 *  2. í *  = arcsi" ' ’
\у -  4 \ - t 2.

3. у = X cos 2 х , х0 = . 4. у  = е ' 5х.

5. у =  4sin 6x  эгри чизивда абсци ссаси  х = булган 
нуктада утказилган уринманинг тенгламасини тузинг.

6 . Ох ук,и буйича иккита моддий нук,та х = 5/2 — / +  6  ва 
дг =  4 /2 Н- 18 крнун буйича ^аракатланади. Бу нук,талар бир- 
бирлари билан учрашганларидан кейин к,андай тезликлар 
билан узокдашадилар?

12-вариант

l . t g y  =  4 y -5 x  2. U  = 3 ( í- s in / ) ,
[у = 3(1 -  cos/).

3. у = х А ln X, х 0 = 1 . 4. у = 1п(4 + х ) .
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5. у  =  в т 2 х  эгри чизицнинг кдйси нуктасида утказилган 
уринма О хуки билан -  бурчак таш кил этиш ин^ аникданг.

6 . О х^ки буйича иккита м оддий нук^а х  = у /3 *■ 7/ + 16 
ва х  = /3 + 2/2 + 5/ -  8 црнун буйича ^аракатланади. К,ан- 
дай вак,тдан кейин уларнинг тезли клари  тенг булади?

13-вариант

\ . У = 1 Х - С\ & .  2 . | *  = 3(5Ш Г-*С 08/ ),
(у  = 3(соб / + / в т  О-

3. у  =  х  + ат&ёх, х„ =  1. 4. у = .

5. у = 2х* — I эгри чизикнинг кдйси нуктасида утказил­

ган уринма Ох ук 1̂ билан у  бурчак ташкил этишини аник,- 
ланг.

1 т 1
6 . М оддий нукта $ = у/ - 2 /  - 1 1 /  + 275 конун б у й и ­

ча \аракатланади. Кдндаи вактд ан  кейин унинг тезл и ги  
• 10м/с га тен г булади?

14-вариант

1. ху — 6  =  сову. 2 .
X = 8Ш2 /, 

у -  сое2 /.

3. у = С052 Х, Ха = ~ .  4 . у = 10х .

X2 X2
5. У = ~ 2------^ - Т х + Э  Эф и чи зи ^ н и н г кдйси н у к та си -

да утказилган уринма Ох уци билан бурчак таш к и л  
этиш ини аник^анг.

6 . М оддий нукта ху =  20  ги пербола буйича ^ ар акатла- 
нади. У нинг абсциссаси 1м/с тезл и к  билан теки с у сад и . 
Нукта (4 ;5 )  ^олатга келганда ун и н г ординатаси к,андай 
тезликда булади.

15-вариант

1 . Ъу =  7 + х у . 2 . \х = е*'>
у  = е г‘.

7 — Ш. И. Тожиев 97
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у = r  Irw.

v3 5 t 25 . y = L—~ - j -  + 7x + 4 эгри чизи^иинг кдйси нуктаси- 
д а  утказилган уринм а Ох $к,и билан j  бурчак ташкил 
этади?

6 . у2 =  8х  параболанинг к,айси нуктасида ординатаси 
абсписсасига цараганда икки марта тез усади?

1. у1 = х + In -  .х

3. у = х 2 cos х , х 0 = ^ . 4. у = cos Зх .

х3 9 х 25. у = ------ --—  + 2 0 х - 7  эф и  чизикнинг к,айси нукта-
сида утказилган уринм а Ох ук,ига параллел булади?

6 . Ох уки буйича иккита моддий нукта х  =  5 12+ 2t + 6 
ва 4 12+ 3t+  18 конун буйича \аракатланади. Бу нукталар 
бир-бирлари билан учрашганларидан кейин кандан тезлик- 
лар билан узок^аш адилар?

17-вариант

. . л с Л fx = arccos г,1. ху2 - у  =  4 х — 5. 2.

3. у = х  arccos х , х 0 = - у . 4. у = 1п(3х -  5 ) .

х45. У - - ^ ~ 7  эгри чизи^нинг *;айси нук,тасида утка­
зилган уринма у =  8 х  — 4  туфи чизикла параллел булади?

6 . у2 =  16х эгри чизи кн и н г кдйси нук,тасида ордината­
си абсциссасига Караганда турт марта тез усади?

18-вариант 

1. х2/  +  х  =  5у. 2. х  f+i ’
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5. у = — Зх2 +  4х  +  7 эгри чизик,нинг кайси нуктаси да 
утказилган уринма х — 20у  +  5 =  0 туф и чи зи кка п е р п ен ­
дикуляр булади?

6 . х2 =  9у п а р а б о л а н и н г  кайси нуктасида аб сц и ссаси  
о р д и н а т а с и г а  К а р а га н д а  икки марта тез усади?

19-вариант

1. ^  +  х У  +  у  =  4 . 2 . | * = 5 5 ш 3 /,
[у  = ЗсОБ3 /.

3. у  = 1п]х , х „ =  I. А .у  = \п ± - ,

5. у  =  Зх2 — 4х + 6  эгри чизикнинг к,айси нуктаси да 
утказилган уринма 8х  —у  — 5 =  0 туф и чизикка параллел 
булади?

6 . х 2 =  Юу параболанинг кайси нуктасида аб сц и ссаси  
ординатасига Караганда беш  марта тез усади?

20-вариант

1. Б ту  =  ху*+ 5. 2. *  = е -\  

у = ег‘ .
3. у = 2х\ х а =  1. 4. ^ = 7 7 7 7 .

5. у  =  5х2 — 4х+  1 эф и  чизи кн и н г кайси н уктаси да 
утказилган уринма х + 6у +  15 =  0 туф и чи зи кка п е р п ен ­
дикуляр булади?

6 . Ох уки буйича иккита моддий нукга х ~ Ъ 2 — 2г2 +  6 / —

— 7 ва х  = -  Р -  /2 +14/ + 4 конун буйича \аракатланади. 
К^андай вазиятдан кейин уларнинг тезлиги тен г булади?

21-вариант

1. х3 +  /  =  5*. 2. = ,
| у = 4Г^\.

3. у = { 4 х - 3 ) 5, х 0 =  I. 4. у = хе5х.

9 9
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5. у  =  Зх2 — 5х — 11 эгри чизик^нинг кайси нук;тасида 
утказилган уринма х  -  у +  10 =  0  туф и чизикка параллел 
булади?

6 . Моддий нукга эф и чизик, буйича S -  /3 -  у  t2 -  30/ +18 
формула билан берилган цонун асосида х,аракатланади. Вак?- 
нинг к,андай пайтида нук^анинг тезлиги нолга тенг булади?

5. .у =  — х3 +  7х н -16  эф и  ЧИЗИК.НИНГ крйси нук^асида утка­
зилган уринма у = Зх + 4 туфи чизик^а параллел булади?

6 . Ж исм  О хту ф и  чизик,буйлаб у = у/ - у /  - 1 0 / - 1 6  
крнун буйича \аракатланди. Ж исмнинг тезлиги ва тезла- 
ниш ини аникданг.

5. у  =  4Х2 — 10х+13 Эфи чизик^инг кайси нукгасида утка­
зилган уринма у = 6х  — 7 туфи чизик^а параллел булади?

6 . t вактда бирор кимёвий реакция натижасида олин- 
ган модданинг массаси х  = 7(1 -  е~4‘ ) (кг) тенглама билан 
ифодаланади. / =  0  булганда реакция тезлигини аник^анг.

22-вариант

1 . -Jx + yfy . 2  х  = 1п2 /, 

у = / + 1п /.

3 . у  -  x a r c c tg x , х0 =  2 .

23-вариант

3. у  = ( 7 х - 4 ) 6 , х 0 =  1.

24-вариант
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5. у  =  Ix2 — 5х  +  4 эгри чизи кн и н г кай си  нуктасида 
утказилган уринма 23у  +  х — 1 =  0  тугри чизикда перпен­
дикуляр б^лади?

6 . М оддий ну^та тугри чизи^ буйлаб v2 = вх  конун 
буйича харакатланади (бунда v — тезл и к , х  — утилган йул). 
Тезли к 6  м/с булганда нук;та тезлан и ш и н и  аник,ланг.

25-вариант

I л: = arcsin /,
1. ctg2(x +  y) =  Sx. 2 . \y = ln(

3. у  = s in (x 3 + 7i), x0 ■ 4 . у  =  ln (5x  -  I ) .

x 25. у = — -  7x + 5 эгри ч и зи к н и н г к,айси нуктаси да 
утказилган уринма у  =  2х +  5 тугри чи зи кда параллел б^ла- 
ди?

6 . М оддий нукта S  — 3 r+  г3 к;онун буйича харакатлана- 
ди. Унинг / =  2с даги харакат тезлигини топ и н г.

11 -§ .  Учинчи мустацил уй иши

Учинчи мустацил уй иш ининг хар би р вариантида ет- 
тита мисол булиб, уларнинг шарти куйидагича.

1—5 мисолларда: берилган ф ункцияларнинг лимитини 
Лопиталь цоидаси ёрдамида топиш  керак.

6—7 мисолларда: берилган иф одаларни дифференциал 
ёрдамида такрибий \исоблаш ва хатоли кн и  ба^олаш (вер- 
гулдан кейин иккита рацамигача ан и к д и к  билан) керак.

Куйида вариант мисолларини ечи ш  нам унасини кел- 
тирамиз.

Куйидаги лимитларни Л оп и таль к,оидасидан ф ойда- 
ланиб топинг.

I. Hm
1п(х +1)

*-*- ^Зх-1

Е ч и ш .  х -»  о© да лимит белгиси  остидаги  касрнинг 
сурат ва махражи чексизликка интилади.

90
Д ем ак, “  куринишдаги аник,м асликка эгам и з. Б ино- 

барин, унга Л опиталь коидасини цуллаш  мумкин:
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= 4  lim = > И т . =' l l i m = i .  » ■ = 0 .
3 * - * »  \Qxtl3x-\ 3  x %2x-l 3 x - » «  <Jix-\ 3 oo

1-sinx 
7 b m ,— yr—  х-*уг \g2lx  '
j -  it 0
Е ч и ш .  x  = j  да  ̂ куринишдаги аницмаслик \осил 

булади. У нга Л опиталь кридасини татбик, этамиз:

l i m h r i n f f o u  И т  - с ° ц _ = |im =
х^ у 2 tg2 2 x l 40 j  x ^ % 2l&2 x — I —  * -»?$  4 s m 2 x

cos 2x

I , 3 Л ч i-__ C O S.t I , . .  I I J I= - h m , ( - C° S 2 * ) . J i ^ 5 5 S7 ; s r - T . l J . n j 5 5 S r - 7 - y - ¥ . 

3. I ' m ■д’-*о e 3x-\

Е ч и ш .  ^  куринишдаги аник,маслик, уни Лопиталь 
к,оидаси ёрдам ида ечамиз:

lim £ I ^ l i ( 0 )  = lim i± 16 iL  = 4 .  
x—tO е Ьх-\ l O J  я-*о 5еЬх 5

> / l6 + x -4

Е ч и ш .  Бу ерда «■-<» куринишдаги аник,маслик булга- 
ни учун уни алгебраик алмаштириш ёрдамида ^ кури- 
ниш га келтирам из:
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Е ч и ш .  1“ куринишдаги ан и км асли к . 

-V +Зх-4
У =

х  - х + 3
белгилаш ки р и там и з, сунгра \ар и к к а-

ла томоНини логарифмлаймиз:

ln y  = x l n xV 3j[- 4
х  - х + 3  

х 2+Зх - 4

l im ln у  = lim — х2~х-3 í £ 1 -  
д— J  *-»- J_ { О

X

х 2 +Зх - 4

= l im х  -х -3
(2 х+ 3 )(х 2- х - 3 )- (2  х - 1 ) (х 2+ Зх - 4) 

( х 2- х - 3 )2

_  j j  - х 2(2 х 3- 2 х 2-6х+ Зх2- З х - 9 - 2 х 3- 6 х 2+8х-1-х2+Зх-4) 

X - * -  (x 2+ 3 x - 4 )(x ¿ - x - 3 )

ln у = ln lim 

булади.

= lim - * W + 2 * - i 3 )  я 
л—  (х  + 3 x - 4 )(x ¿ - x - 3 )

2  \ *
? + 3х~4 - 4  булганиучун lim 
х  -х+ 3 J

х 2+ З х - 4

х 2 - х + 3
= е
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6 . ÿg4  ни вергулдан кейинги икки рак^амигача аник- 
лик билан топинг.

Е ч и ш . Берилган ифодани куйидаги куриниш да ёзиб 

оламиз: ва у = tfx ф ункцияни киритамиз,
бунда

X  =  х 0 +  Дх, Ах -  20, 

у  =  (х0+ Ах) »  уЦ ,) + У  w Ах

формуладан ф ойдаланамиз.

y(xci) = i/6 4 = 4 ,  у  = ' ^ j ’

У  \олда

^ 8 4  = 4  + | í = 4 ,4 2  .

Нисбий хато
5  =  4 ,4 2 -4 ,3  т %  = 2  7 %

4.42

7. arctg0,98 ни такрибий \исобланг.

Е ч и ш .  6 -м и сол д аги  каби ишларни бажарамиз: 

у =  arctgx, х () — 1, Дх =  0,98 — 1 =  — 0,02. 

y(xQ) = arctgl = £  ,

У ’(1) = 0 ,5 , arctg0,98 = ^  -  0 ,5  ■ 0 ,0 2  = 0 ,7 7  . 

Нисбий хато

0  = 0,77-0,78
0,77

•100% = 13%

1-вариант

еах - J *
1. l im (T t-2 a r c tg x ) ln x .  2 . l im — :------

дт—* — '  х - » 0  S I J1 X
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7. c o s 59°.

2-вариант

1 . lim
I  'n 

a* - 1 X •

3  l i m
‘ \n{ex- e a )

5. lim (ln ctgx)18* . 
*-»o

7. e 2.01

2 . um J L - - J L -
c tg x  2 c o s x

4. lim (l -  x ) ln* .
X —* 1

6 . (2 , 01)3 + (2 , 0 1)2 .

• lim (T̂ - - T ^ - )  
x - * i \ l n x  l n x ;

3-вариант

2 . Н т(я  -  x )  • tg T
X—iTl ¿

3. lim
C O s H . l n ( l - J t )

4. lim (ln (x  + ex))x

5. lim (2 -  —) 20 .
x-*a\ a I

7. Intg46°-

6 . V 6 5 .

1 1 __ 1 - c o s xl i m - , ---- ;— T-
x- » 0  X -  Sin JT

3. lim
cosí ex -1

x -* 0  C O SX -1

4-вариант

tgx
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5. liniAr1"«'1- '» .
JC-*0

7. arctg ^/1,02 •

5-вариант

1 . l i m J ? í = í - .
* - » 0  2 s i n x + x

3. lim С " 6” ” .
х_»о e ^ - c o s ß x

т  I - s i n  ах
2 . 1|гп -----------J-

х-*%в (2а * -л г

4. l i r n ÿ x .

5. lim

i
sin X

0^2+ Ж х ,

7. arctg д/0,97 .

6 . 4 - 3 , 0 2  

1 + 3,02

6-вариант

1. lim
*2 , е - 1

2arctgx2 - í t
2 . lim 1 - 2  sin д:

х-*уь c o s 3 x

3. limx-><¡ X -а

5. lim  (l + —Г .
X - * -  \ Х )

1. arctg 1, 0 1 .

4. l i m ( l - x )  2А —* I

6 . V l 5 j ï .

7-вариант

дТ-2д г-х +2
1 .  l i m  — ---------------------------

х-*о X -7х+ 6
2 - lim

л-*о 1п(1 + 2 х )

3. lim X sin -ß~.
X—fee OX
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7. ln(e2 + 0 , 2 ) .

1. l im
x c o s x - s i n  X

1 . lim

3 . l i r n - # ^ .
*•-»% 2 s in ¿ x - l

5. lim ( -  arctgx) •
л - * ~ \ Л  /

7 > Intg  4 7 1 5  <

1 . lim
1 —X

i-* I , • ^x ' sin —

6. V i o .

8-вариант

2 . Um e * - l

-  3 t g 4 x - 1 2 t g x

xli}o 3 s i n 4 x - 1 2 s i n x

5. lim (tgx)2* -71 ■

7 . arctg 1, 03.

x - * o  e x - \

I
4. lim (l + x 2)x

6 . V2ÔÔ.

9-вариант

2 . Hm
ln x  
c tg *

4.  l i m x x_l .

6 . V 3 4 .

]0-вариант
л Inx 
2 . l i m ----- r

дг—> I I — X

x - » 0  X J

5. l i m f - ^ f / * 2 .
j t - » o ^ c o s 2 x  J

4 - Й^тГ2
6 l(2 ,037)2 - 3  

‘ (2,037)2 +5

7. lg 9 ,5  -
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1Î-вариант 

1 . l i m Ü i .  2 .
i “ i  $ Г  x-*o l -cos¿>x

3  [ i m  arcsin  2 ^ - 2 a r c s m x  4  l i m ( c t g ™ Y !

x-»o X Jf-»1 V 4 y

5 . Hm ( i ± ^ L ) x . 6 . ÿ m .
x - » ~  \ l+ s in x /

7. a r c tg T ^ T .

12-вариант

1 . Hm -  . 2 .
л—*o 1 - c o s x  *->a X - a

_x „sinx / . v3x
3. lim-5— ^— . 4. lim ^  .

* - * o  X J t - * ~ \ x + 3  /

5. l i m ( c o s -  + sin-M  . 6 . ф Х $  .x->~ \ X X/

13-вариант

1 . lim  — ^—  . 2 . lim  ** 1
0 .  ЛХ x-*0 s in 2x

c t g y

3. lim  (tgx)®2* . 4. lim f—) •
x->% x-*0\x/

5. l i m ( x - l ) e * " 1 . 6 . n/Ï7.

7. 4 1'2 .

14-вариант

1 — 2tgx
1 l im  ç o s i x ___1 _ 2 . l im (x ln x ) .

x->yA l  + c o s 4 x  x-»o
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5. lim  ( к / * * .
х - » 0  \ X  )

7- tg59°-

1 ü m  ln(sin тх) 
x -» 0  In(sinJC)

з . lim f f * * - 1 ,
x - * y 4 2 s in  je —1

5. lim
•> Sxx2 + \

. - ^ - 2

7. log2 1, 9.

1. l i m - » - .
x ~ *y 1 tg 5 x

3. lim ( -  -  - J —
x-*o \ x  e*-\

5. lim </\-2x .
x - * 0

7. arctgi/3^2 •

6 .

15-вариант

2.

4.

6 .

16-вариант

2 .

4.

6 .

17-вариант

lim (ctgx)sX—»0

л/640 .

l im ( — !—  - - V )
X —* I \ JC S in  X  X 1 I

I
П т (1 п л : )* .
X - » « »

v n .

lim (l - e 2x)ctgx
x - * 0

lim  x ,+2,n*
X  —*

‘̂ 1 0 2 5 .

1 . lim (l -  cos x )c tg x .
x - i O

3. l im x 2̂ ' 0 b .

2 . lim
ax-bx

x - * 0 x -J l-x 2

4 . lim (l -  e * ) J

www.ziyouz.com kutubxonasi



5 lim (s in — + c o s —) . 6 . (3 .0 2 )'1 + (3 ,0 2 )3
л - . «  \  X  х )

7. ctg29\

1. lim (l - x ) l g  — .
x-»l ¿

3. lim
x^ °  1п(х+>/Гкх2 )

5. lim v c o s V *  •
x -> 0

7. sin 93е.

1. lim x s in  —.

3 . Iim(I -  х)'°в2ДГX-*l

5 l i m ( l + s i n 7uc)cl8,u
x-*l

7. lg 1,5  ■

1. lim
y¡2+x+x

e*2- l3- l im --------- ,—
* - * -  2 a rc tg x ‘  - я

5. l i m ( ^ ) \
* - » * * \ x -a l

7- sin 29“ •

18-вариант

2.

4.

6.

19-вариант

2 .

4.

6 .

20-вариант

2.

4.

e —i —л
lim -  ,  -
л--*» s m i 2x

l ¡ m ( x - l ) to2í" °
X —* * *

(5 ,07)3.

¿xjx
lim - 7= = = .
x-* f)  j s f n b x

i im ic o s —) .
x - * - \  X }

( 4 ,0 1)1,5.

l im - ' Н ^ Ц
a-*o cos ix -e~ *

lim (cig2 x ) ln
X—*0
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21-eapuanm

1. l im xcos? inX- -  2 ‘ l i m 4 -
x - » 0  X J  X

3. l im ln 2 *  ■ W x  - 1 ) .  4 . lim  .

i
5. lim x x . 6 . c o s l5 1  .

jr—»*©

7. lg 101.

22-eapuanm

1 i.m 2 . l i m - S S .

3 Um i — --------- —\. 4 . lim x 2 s i n - -
, " i ! / \ 3 * - l  In 3 x /  * - » «  X

3

5. lim x 4+ln* • 6 - a rc tg l,0 5 .
x -* 0

7. sin 31*.

23-eapuaHtn
n

1. l im 2 . l i m— •
x - * 0  4 x - s i n x  x - * 0  5X

ctg  2

3 lim  arcsin x  tg x . 4 . lim ( — ^ -= ---------t /=-|-
*->o °  *-*< ^ 2 ( 1 - V * >  3(1 - V x ) )

5 lim x 5injr. 6 . cos 61°.
x-+0

7. lg 0 , 9 .

24-eapuanm

1 iim is3£ 2. Hm(l -  cos 2 x )c tg 4 x  .
x^ y2 tgSx
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3. Нт  х3е *

/1 \'*Х
5. П т  (—)х- * 0  \х1

7. ё 0 25 .

4. П т(1 -  х) ° * 2 .х—♦ I

6 . \%4А°°.

25-вариант

1. Н т 5̂ * - 21* * . 2. Ит (х2 эт —).
х-*уг 1 + с о з 4 х  * -> «  \ х  I

3. Н т С х - ! ) * “1 . 4. И т (с 1&х)Ш1Х.
*-*1 дг-»0

5 . И т  * 3~/*2~ * +2 . 6 . а г с ^ 0 ,9 8 .
л—*1 х*-7 х + 6

7. %/15.

1 2 -§ . Туртинчи мустацил уй иши

Бу мустакдп уй иш ининг \ар бир вариантида туртта 
мисол булиб, уларнинг шарти куйидагича:

Биринни мисолнинг шарти вариантда берилган.
Иккинчи ва учинчи мисомарда : берилган функциялар- 

ни т^лик, текш ириш  ва уларнинг чизмасини чизиш ке- 
рак.

Туртинчи мисолда: берилган у ~Дх) ф ункциянинг [а; Ь] 
кесм адаги энг кагга ва эн г  кичик ^ийматларини топиш 
керак:

Куйида вариант м исолларини ечиш намунасини кел- 
тирам из.

1. Берилган ¿ ’ тула си р тга  эга ва асоси квадрат булган 
барча турри параллелепипедлар ичидан эн г катта \ажмга 
э г а  б^лганини топинг.

Е ч и ш .  П араллелепипед асосининг томони х  ва ба- 
ландлиги у  булсин, у \олда унинг тула сирти:

5  “  2х2 + 4х у
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булади, бундан

П араллелепипеднинг \ажми:

У = 1 £ х - ~ х 3 ( 0  < 2х2 < Я, О < х  <

Биринчи ва иккинчи тартибли \осилаларини топам из:

булгани учун аргументнинг бу к,ийматида ф ункция (V) 
максимумга эриш ади. П араллелепипеднинг баландлиги:

эга булади.

2 . у  = функцияни тулик, текш и р и н г ва унинг

графигини чизинг.
Е ч и ш .  Берилган функцияни ю кррида баён к,илин- 

ган схема буйича текш ирамиз.
1. Функциянинганикданиш со^аси: х Е  (—оо ; 4 )и  (4; +оо).
2. х  > 4 цийматларда у > О ва х  < 4 «.ийматларда у  < О 

булгани учун берилган функциянинг графиги х  =  4  нинг 
унг томонида Ох ук;ининг ю корисида, х  — 4  н и н г чап 
томонида эса  Ох ук,ининг пастки к,исмида ж ой лаш и ш и - 
ни билдиради.

8 -Ш.И.Тожиев ИЗ

К ' = 1 5 - ^ Х 2; Г  = 0 , 1 - 5 ’ - | х 2 = 0 , х  =

V" = -З х , V

Д ем ак, эн г катта хджмга кирраси булган куб
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3. Берилган функция графигининг координата ук,пари

билан кеси ш ган  нуктаси: 0 ; - j  ва ( — 3; 0 ). .
(х+3)4. х = 4 — вертикал аси м птотаси , чунки lim -— ~~ = <»

* - * 4  х -4
булгани учун:

lim у = lim  = - ° ° ,  lim у = lim =+<*>.
,т—» 4 - 0  а-- » 4 - 0  JC— 4 А' —♦ 4  + 0  дг—»4 + О Х - 4

O fmb аси мптотасини топамиз:

к = lim = lim -̂ +3  ̂ = 1
х-+± ~ х  х - > ± - х ( х - 4 )

b = lim ( f ( x )  -  кх) = lim
х - * ±  ~  4 х-»± «

х 2+ 6 х + 9 - х 2+4х

М Г
х - 4

-  X

= lim
Х -*±  “ х -4

= Hm = ю
X—>± ~  х -4

Ш ундай к,илиб, функция ягона у = х  +  10 окма аси м п - 
тотага эга  экан.

5. Ф ун кц и ян и н г усиш , камайиш оралик^арини ва л о- 
кал экстрем ум ларини текш ирамиз:

. 2 ( х + 3 ) ( х - 4 ) - ( х + 3 ) 2 _  2 х 2- 2 х - 2 4 - х 2 - 6 х - 9  х 2- 8 х - 3 3  

У ( х - 4 ) 2 ( х - 4 ) 2 ( х - 4 ) 2

у' =  0 д ан , х2 — 8х  — 33 =  0, бундан х, =  1 1, х2 =  — 3.
а) ( — °°; ”  3 ) интервалда у ' > 0 , дем ак, функция бу 

интервалда усувчи;
б) (— 3; 4 ) интервалда / < 0 ,  функция камаювчи. Ш у- 

нинг учун х = — 3 нук,таси локал максимум булиб, у{— 3) =  0 
булади;

в) ( 4 ; I I )  интервалда у'< 0, функция камаяди;
г) ( 1 1 ; +со) интервалда у'> 0 , функция усади.
Ш ун и н г учун х =  11 нук,та локал минимум булиб,

у  ( 11) =  28 булади.
6 . Ф ун кц и я графигининг к а ва р и м и к , ботикужк ин- 

тервалларини ва букилиш  нук,тасини текш ирамиз, унинг 
учун икинчи тартибли х,осилани топамиз:
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„ ( 2 х - 8 ) ( л - 4 ) 2( х 2 - 8 х - 3 3 ) 2 ( х - 4 )  _

У = ----------- й=4?  =

_  2 л 2 - 8 х - 8 х + 3 2  - 2 х 2 + 1 6 х + 6 6  _  98

( л - 4 ) 3 ( * - 4 ) 3 '

а) ( -  «о; 4 ) интервалда у"<  0  ва бу интервалда эгри ч и - 
зик, каварик,;

б) (4 ; +оо) интервалда у">  0  ва бу интервалда эгри ч и - 
зик, ботик,.

х  =  4 нуктада функция м аън ога эга булмаганлиги учун 
букилиш ну^таси йук,-

7. Ф ункциянинг графиги 9 -ч и зм ад а  тасвирланган.
х2

3 . у = хе 2 функцияни тулик, текш иринг ва ун и н г 
графигини ясанг.

Е ч и ш . 1. Функциянинг аникданиш  сохрси: (— со; +  оо ).
2. х  =  0 да у = 0 булгани учун график координаталар 

бош идан утади.
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3. Функция (0  ; + о о )  интервалда мусбат кийматларни ва 
(— оо; 0) интервалда манфий к,ийматларни к,абул к,илади.

4. Вертикал аси м п тотаси  йуц.
Огма аси м п тотаси н и  аник^аймиз:

х2

к =  lim  lim i L i -  = 0 ,
jt —* ±  <« X  x -> ±  ~  X

b = lim  ( / (x )  -  kx) = lim = lim ~  = 0
x -> t  -  '  '  X -*±  ~  3T_ x —* z  -

e i  e  2

у — 0  горизонтал асимптотага эга булдик.

5. у ( - х )  = -х е  2 =  - у ( х )  булгани учун функция ток, ва 
унинг графиги координаталар бошига нисбатан си м м ет- 
рик булади.

6. Ф ункцияни нг м онотонлик оралик^арини текш ира- 
миз:

d  *1 i l  
е  2 - х  - хе 2 _  е 2 ( ! - д г 2)

Агар у ’ =  0  б у л са , у х,олда 1 -  хг =  0  булади, бундан 
х, =  — 1, =  1. Бу  нук,талар сон укини учта интервалга 
булади:

а) ( -  оо; -  I )  интервалда / <  0 ва функция бу интер­
валда камаяди;

б) (— I ; 1) и нтервалда у ’> 0  ва функция бу интервалда 
усади;

в) (1 ; ) и нтервалда у'< 0  ва функция камаяди. 
Д ем ак, берилган функция х = — 1 к,ийматида у (-1 )  =

= _1 - е 2 -  = - 0  6 булиб, ( — 1; -  0 ,6 ) нук,та минимум
_! |

н у ктаси , х  =  1 к,ийматида эса  У( 1) = 1 -е  2 = - — «  0 ,6
2е

булиб, (1 ; 0 ,6 )  нук,та максимум нук,таси булади.
7. Ф ункция граф игининг кдварикдик, б о т и ^ и к  ора- 

лиедари ва букилиш  нук^асини топамиз:
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Агар у" =  0 б^лса, х (х 2 — 3) =  О булиб, бундан х , =  О, 

х2 = - у!з , х3 = 7 з .
а) ( — интервалда у " < 0  ва эгри чизик, бу ин-

тервалда кдварик,;

б) ( — >/3 ; 0 ) интервалда у " >  О ва эгри чизик, бу интер­
валда ботик,;

В) (0 ; ^ 3 )  интервалда у"<  О ва эгри чизик, бу ин тер­
валда каварик,;

г) ( 7 3  ;+оо ) интервалда у">  О ва эгри чизик, бу ин тер­
валда ботик,.

х  *  ±  у/3 , х  == 0 нук,таларда у" иккинчи коси ла иш ора- 
си ни ^згартиргани учун х  нинг бу цийматлари ф ун ки и я- 
нинг графиги учун букилиш  нук,таларининг а б сц и ссаси  
б^либ, унинг координаталари

у (±л/з) = ±yfi/e3/2 = ± 0 ,4 , уф) = О

булади.

8. Бу олинган маълумотлар ёрдамида ф ун кди ян и н г гра- 
фигини чизамиз (10-чи зм а).

4. у = 2sinx + cos2x ф ункциянинг 
катта ва энг кичик кийматини топин^г.

Е ч  и ш . Критик нукталарни то п а м и з:у'— 2cosx —2sin2x.
Агар у' == 0 б^лса, у *олда

2cosx -  4sinxcosx =  0 , 2co sx (l -  2sinx) =  0 .

Ч кесм ад аги  эн г

Агар cosx =  0 булса, х = ^  + 2к% ; агар sin  х -  ^  бул са, 

х = ( - 1)" ^  + тел, бунда к у п Е  R.
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А н ш у тн ган  критик нук,тапардан фак,ат *  = £  ва л' =

нук;талар берилган
п

< * §  
“Jt

6 2 
кесм ага тегишли. Ш унингучун

X =  О, X — — , х  = -  д а  ф ун ки и ян и н г кийм атлар ини
6 2

\исоблайм из:

у(О) = 1, у = 2 sin 30° + cos 30° = 1 + 1  = 1,5 5

y í ñ l  = 2 sin 9 0 “ + cos ti = 2 - 1 = 1 .

Д ем ак, кесм ада берилган функция х  = — да энг

катта циймати т  = Ь 5  га, х  =  0 в а  *  = í  нук,таларда

эн г  кичик к,ийматига, яъни У(0) = у = 1 га эришади.

1-вариант

1. К ундаланг кеси м и  TÿFpH туртбурчак булган хода- 
н и н г ма^камлиги энига ва баландлигининг кубига т$три 
пропорционал деб кдбул килиб, диаметри 16 см  булган 
ходадан кесиб олинадиган турт к,иррали ёгочнинг эни цан- 
дай  булганда у энг катта ма\камликка эга булади?

4X--I
3 .  У  =  х 2е 2 • 4. у = - j i —  * x¿-x+\

2-вариант

1. М аълумки, тусиннинг сик,ишга булган каршилиги 
кеси м  ю зига пропорционал. d  диаметрли думалок, хода-
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дан кесим  юзи туф и туртбурчак булган шундай тусин ки р - 
к,иб олиш керакки, унинг сик,иш га булган к,аршилиги э н г  
катга булсин.

2. г  = - ^ .  з. у  = 4. у = (- ^ ;  [ 1 ;2 ] .

3-вариант

I. И ккита мусбат сон н и н г йигиндиси а га тенг. А гар 
уларнинг кублари йигиндиси эн г  кичик сон булса, у холд а 
шу сонларни топинг.

2. ^ = *  + 1 ^ .  3. у  = - ? ! £ , .  4. [ - 2 ;2 ] .
*  *  }  (дг+1)

4-вариант

1. Тугри бурчакли координаталар си стем аси да ( 5 , 4 )  
нукта берилган. Бу нук,тадан ш ундай тугри чизик, у тк ази л - 
си нки, у координата укларининг мусбат йуналишлари б и - 
лан эн г кичик юзли учбурчак \осил килсин.

2. у = х-\п(\+х2).  3. ^ = 4. у = 4 -  е'*1; [0; 1 ] -

5-вариант

1. Узунлиги 50 см булган си м  булагидан эн г катта ю зга  
эга булган тугри туртбурчак ясан г.

2 - ^  = * + т а -  г

6-вариант

1. Берилган р  периметрли тугри туртбурчаклар и ч и - 
дан юзи эн г катта булганини топ и н г.

2. у  = х2 -2\пх . 3 , у  = х 2е х . 4. у  = хех; [—2 ; 0 ] .
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7-вариант
1. Кирраси а  булган куб ичига куйидагича цилиндр ясал- 

ган: Цилиндр ук^ куб диагонали билан устм а-уст тушади, 
асосларинингайланалари кубнингёк^аригауринади. Ш ун- 
дай цилиндрларнинг эн г катта \ажмга эга булганини то- 
пинг.

х2 2
2. у = хъе~г . 3. З' = “ г -  4. у = ( х - х 2)е'-, [ -2 ;1 ] .

8-вариант

1. И ккита м усбат сон н и н г йигиндиси а  га тенг. Улар- 
нинг купайтмаси эн г катта булиши учун бу сонлар к,ан- 
дай булиши керак?

2 ■ У = 3. у  = (х  + 2) е'~х . 4. У = ( х [0; 3 ] .х -2х

9-вариант

1. Я радиусли д о и р а га  ички чизилган барча тугри 
туртбурчаклар ичидан эн г  катта ю зга эга булганини то- 
пинг.

3 . ,  = ^ .  4 . ,  = ^ ; Н ; 2 ] .

10-вариант

I. Берилган 2р  периметрли барча туф и  туртбурчаклар 
ичидан диагонали эн г  кичик булганини топинг.

И-вариант

1. Ю кррига ти к  отилган ж и см нинг \аракат крнуни 
5’=  18/ — 6/2 тен глам а билан берилган. Ж исм  энг юкррига 
кутарилган баландликни топинг.

2. у = \п(х2 + \). 3 ■ У = ~ г -  4. у = е 4̂ 2 ; [1 ;3].
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12-вариант

1. Ю корига ти к  отилган ж и см н и н г \аракат конуни 

5  = - 1^/2 тенглама билан берилган. Ж исм  эн г юк,ори- 
га кутарилган баландликни топинг.

2. У = ^ Л -  3. у = (х + \)е2х. 4 . у  = [-3 ; 11.X +1 л

13-вариант
I. Ж исмнинг тугри чизикли \аракати 5 =  - / 3+  9/2 -

— 2 4 / -  8 тенглама билан берилган булса, ж и см  \аракати- 
нинг максимал тезлигини топинг.

2. у  = х\пх. 3. У = ^ г .  4. у  = [~ 1 ;2 ] .

14-вариант

I. Радиуси 16 га тенг булган доирапий майдоннинг 
чсгараси максимал ёритилган булиши учун ф онарни май- 
дон уртасидан к,андай И баландликка урнатиш  керак?

2. у = (х -\ )е1" ' .  3. У = - £ ц -  4 . Г  = * 1 п х ;  [ Л ; 1 ] .

15-вариант

1. Я радиусли шарга ички чизилган барча конуслар 
ичидан ён сирти эн г катта булганини топ и н г.

2 у = х2~}?Л1 3 у = \п(х2 - 2 х  + 6).
х+\

4 . у = х3ех*'; [ - 4 ;0 ] .

16-вариант

1. Я радиусли шарга ички чизилган барча конуслар 
ичидан \ажми эн г катга булганини топ и н г.

2. У = 7 ~ т т г . З .у  = 1 п ( 1 - ^ г ) .
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1. Я  радиусли шарга ички чизилган барча цилиндрлар 
ичидан ён сирти эн г катта булганини топинг.

2. у = 3. у  = х У " ' .  4. У = ( х  + 1)^/хГ ; Г - 1 ; 3

18-вариант

I. Я  радиусли шарга ички чизилган барча цилиндрлар 
ичидан \ажми эн г катта булганини топинг.

2. у — ■ 3. У -  х -  1п(1 + х ) 2 . 4. у = еЬх'х1\ [—3; 3 ] .

19-вариант

I. Берилган конусга ички чизилган барча цилиндрлар 
ичидан ^ажми эн г катта булганини топинг (конус асоси - 
нинг радиуси /? ва баландлиги И берилган).

2. у = ^ 4 х * ( х -  5 ) .  3. у  = \ -\ п*х . 4. = [1; 4 ] .

20-вариант
1. Берилган конусга ички чизилган барча цилиндрлар 

ичидан тула сирти эн г катта булганини топинг (конус 
асоси н и н г радиуси Я ва баландлиги Н берилган).

2 .^  = ^ .  З . у - ( х -  1)е4х+2.

4. у -  Зх4 -  16х3 + 2; [ - 3 ;  1] .

21-вариант
1. Берилган конусга ички чизилган барча цилиндрлар 

ичидан ён сирти энг катта булганини топинг (конус асо ­
си н и н г радиуси А ва баландлиги Н  берилган).

2. У = з 2 x ^ 2
<* '  2-х

4 . у = х5 -  5х4 + 5 х 3 + 1; [ - 1 ; 2 ] .
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1. Х аж м и  Кберилган, тула си рти  эса  эн г кичик булган 
туби квадрат шаклидаги усти очик, (кр п ко кси з) яш и кн и н г 
улчамларини топинг.

2. у = х 2 + -^ . З .у  = -х\п2 х ,  4 . у = (3 -х)е~ х-, [ 0 ;5 ] .

23-вариант

1. Улчамлари 100x60 см булган тугри туртбурчак ш а к ­
лидаги тунуканинг учларидан тен г квадратлар к,ирк,иб олиб 
таш лаб, сунгра унинг четларини букиб, энг катта \аж м га 
эга булган усти очицяш ик ясаш  керак. К,иркиб олиб т а ш - 
ланадиган квадратларнинг том он и  к^андай булиши кер ак?

М]-
24-вариант

1. А соси ва баландлигининг йигиндиси а га тенг булган 
барча учбурчаклар ичидан ю зи  эн г  катта булганини т о ­
пинг.

2 . у  = р % .  3 .У  = е ^ .  4. У = Ю 8 х - х 4 ; [ - 1 ; 4 ] .
1 —X

25-вариант

I. а радиусли доирага ту ф и  бурчакли учбурчак ички 
чизилган. Катетларининг м у н осаб ати  к,андай булган да 
учбурчак эн г катга юзга эга б^лади.

2 -У = ~ г -  У у  = Ы 4 - х 2). 4 .у  = ^ - 6 х у + 1; [ 1 6 ;2 0 ] .

2. у = 5x4+3 . 3. у = х 2 -  2 1п х . 4 . У = + со в х ;' X *•
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I I I  боб 
КОМПЛЕКС СОНЛАР

1 -§ . К ом плекс сон хацида тушунча.
Комплекс сонлар устида асосий амаллар

Комплекс сон д еб  г =  х + ¡у куриниш даги ифодага ай- 
тилади, бу ерда х  ва  у  \ак,ик,ий сонлар, /' = >/ч — мавцум 
бирлик деб  аталади.

х — ком п лекс со н  I  нинг х,ак,ик,ий %исми, /у эса  мавхум 
цисми дейилади. У лар х  = Яег, у = Zmz билан белгилана- 
ди. Агар х  =  0  б у л са , 0 +  ¡у — /у соф мавх,ум сон  дейилади, 
агар у  =  0 булса, х  =  х  €  Я *акик,ий сон  \осил б^лади.

Ф акат мав\ум к,исмининг ишораси билан фарк кила- 
диган г  =  х + /у ва г  =  х  -  /у комплекс сонлар бир-бирига 
кушма дейилади (11«чизм ага к,аранг). Геом етрик нук,таи 
назардан z = х  + ¡у комплекс сон Оху т е к исликда коор- 
динаталари х  ва у  булган Л/(х;у) нуктанинг ОМ вектори- 
ни аникдайди ва акси н ча ^ар бир М{х\у) нук,тага z —х + 
+ /у'комплекс сон л ар  м ос келади.

К ом п лекс со н л ар  туплами билан Оху текисликдаги 
нуцталар орасида узаро бир цийматли м ослик Урнатилга- 
ни учун берилган Оху текислик ком плекс текислик дейи­
лади ва у 2  билан белгиланади.

К ом плекс сон л ар  туплами (? \арфи билан белгилана­
ди , Я с  <7.

Узгарувчи Ъ ко м п л ек с текислигининг (г  =  х) Ох Укда 
ётувчи нукталарига *акик,ий сонлар м ос келади, шунинг 
учун Ох Ук к о м п л ек с .текисликнинг х,ак,ик,ий щ и  дейила­
ди. Оу Укда ётувчи нук,талар ^  =  /у) соф  мав^ум сонни 
ифодалагани учун Оу комплекс текисликн инг мавхум 
сонлар уцц ёки мавхум уци дейилади.

Агар иккита г, =  х, +  /у, ва ц  — х, +  /у2 ком плекс сон 
берилган б^лса, уларнин г устида арифметик амаллар к,уй- 
идаги коида б^йича бажарилади:

1) г1 + г1 = (х1 +  />,) +  (х 2 +  /у2)  =  ( х ,  +  х 2)  +  /(у, +  у 2) ,
2) гх ~ г2 =  ( * ,  +  /у,) -  (х2 +  /у2) =  (х, -  х 2) +  /(у, -  у2),
3 )  * ,•  г 2 =  ( * ,  +  / у ,)  +  ( Х 2 +  1У 2)  =  ( х ,  х 2 -  у , у 2)  +  / < х ,у 2 +  

+  * 2У ,) ,

4 ) 1  = + 4 ^ ,  (г  * 0 )
*2 Х2+1У2 12*2 Х22+ ^  ^+>-| 2
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К ом плекс сонлар устида амаллар бажариш  к;оидалари 
шуни курсатадики, ком п лекс сонларни куш иш , аи й р и ш , 
купайтириш ва булиш натижасида яна ком плекс со н  \осил 
булади.

1-м и с о  л . г, =  2 +  3/, ^  =  3 — 4/, г3 =  I +  /' ком плекс
-  2|+ггг2+г2 сонлар берилган. I  = ^  ни топинг.

Е ч и ш . Дастлаб куйидагиларни ^исоблаймиз:

г, +  =  (2  +  3 0  +  ( 1 + 0  =  3 +  4/,
V  ^  =  (2 +  30- (3  -  4 0  =  (6  +  12) +  /<9 -  8 ) =  18 +  /,
122 =  (3 -  4 0 2 =  9 -  24/ -  16 =  -  7 -  24/,

«1 +  ' Ч +  *23 =  2 +  3/ +  18 +  / -  7 -  24/ =  13 -  20/.

Бу кийматларни урнига куямиз:

,  _  13 -20/  _  (1 3 -2 0 / )(3 -4 / ) _  (3 9 —80)+ / (—6 0 —5 2 ) _  41 . 1 1 2

1 3+4/ (3 + 4 / )(3 -4 / ) 25  25  * 2 5  *

г = \ом\ = г  = у[х* + у2 со н  I  к о м п л ек с со н н и н г  
модули дейилади.

ОМ вектор ва О ху ки н и н г мусбат йуналиш и о р аси д а- 
ги бурчак I  ком плекс сон н и н г аргументы д ей и л ади  ва 
<р =  Аг§г деб белгиланади.
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Х,ар к,андай z = х  +  iy ком плекс сон учун (11-чи зм ага 
к^аранг)

х  — rcos<p, у =  rsiny) (3 .1 )

V- 2 ”  х уX + у , cos <р = ~  , SÍÍ1 Ф = ~

ф ормула уринлидир, бунда у =  argz аргументнинг асосий 
ки й м ати  - ; r < a r g £ < ; r  ёки 0 < a r g z < 2 r c  тен гси зли кн и  
к,аноатлантиради.

Х ар  к,андай z = х  +  iy ком плекс сонни тригонометрик 
ш аклда

z =  г  (cosф +  i siny> ) (3 .2)

ёк и  курсаткичли ш аклда

z = (3 .3)

каби ёзиш  мумкин. (3 .2 )  ва (3 .3 ) дан

€1<р = cos ф + í sin ф (3 .4)

Эйлер формуласига эга  буламиз. К ом плекс сонларни 
купайтириш да, даражага кутаришда (3 .2) ва (3 .3 ) форму- 
лалардан фойдаланиш максадга мувофикдир.

Агар z¡ — r,(cos^ , +  /sin^,), z2 =  r2(cos^2 +  is\n<p2) ком ­
п л ек с сонлар берилган булса, у \олда

= £  (cos(<p, -<p2) + /sin(<p, -(p 2))  = f  (z2 *  0)
ri

z" = rn (co s /7ф + i sin /7ф) = г" ■ е*щ . (3 .5)

(3 .5 )  формула Муавр формуласи дейилади.
(3 .2 )  ком плекс сон н и н г я-даражали («  > 1, tx G Z) ил- 

д и зи  куйидаги формула билан топилади:

/ ^ \ /{<р»2п*>

zk =  + = е  * ,
'  л ____  "  * (3 .6)

( *  = 0 , л - 1 ) .
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(3 .6 ) ифола илдизнинг п та к,ийматини аник^айди, >fr 
эса  арифметик илдиздир.

2 - м и с о л .  +  /)12 ни ^исобланг.
Е ч и ш . z ~  1 +  : ком п лекс сонни (3 .2 ) ёки  (3 .3 )  фор- 

мулалар ёрдамида трпгоном етрик ёки курсаткичли ш ак- 
лда ёзиб оламиз:

, . in

Z = 1 2 i c o s - + /sin = y¡2 e 4 .

М уавр формуласига кура:

Zn = [ ¡2 f  ^ c o s ( l 2 - £ )  + i s i n ( l 2 . ^  = > / ^ - í 3,,f =

= 64 • (co s3ti + / sin Зл) = -  64 .

3 - м и с о л .  s 6 + l = О тенглам анинг илдизларини то - 
пинг.

Е ч и ш .  Берилган тенглам ани г 6 = - 1  ёки  z = tf- Т 
куринишда ёзиб оламиз.

— 1 соннинг (3 .2 ) формулага асосан  трп гон ом етри к 
шакли

- 1  =  1- (co s я  +  i sin я )

куринишда булади. (3 .6 ) ф ормулага кура берилган т ен г­
ламанинг илдизлари

. . .  |(п + 2Лп)
61 Г 1 / п+2кп • ■ л+2лл\ I Zk = V -I  = I ( C O S — ^—  + / sin — -— I = e  6

каби топилади, бунда к = 0 ,5 ; к га кетм а-кет  0 ,1 ......5 к,ий-
матлар бериб, ^ + 1 —0 тенглам анинг олтита илдизини то - 
памиз:

,— 71 i
Zq = cos j  + /'sin £  = + i / = e 6 ;

0 b L L
ni

Z{ = cos j  + /' sin у  = / = e 2 ;

r = VTTT = y¡2, cos <p = 1
7 2 ’

sin ф
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1-> = сов ^  + / БШ ^  : 
6 6

7л . • 7л л/З I • ~ г  г3 = сое —  + /51П —  = - - ; г - - т / = е 6 = е  
6 6 2 2

Зл . • Зя • _т  т - .
^4 =  С О Б  - у  +  / в Ш  —  =  - I  *  £  2 =  е  2 ,

15 = СОБ •

4 - м и с о л .  г 3 - 1  + /\/3=0 тенгламанинг илдизлари- 
ни топинг.

да ёзиб олам из. Унг кисмидаги ком плекс сонни тригоно- 
м етрик ш аклда ёзиб сунгра (3 .6 )  формулага кура топа- 
м из:

Машцлар

111.  Куйидаги ком п л екс сонларни тасвирловчи нук- 
т а л а р н и  к у р са ти н г . ^  = 2 + 2/, *2 «  1 -  / , г3 = -1  + 3/,

z4 = -y | 3 + i, 15 = - 6 ,  = 8 , п  = Л  ■ *8 = 5 + 12/.

128

Е ч и ш .  Берилган тенгламани г 3 = 1 -л / з  куриниш -

—+2 пк
\

-  /бш  —
3 , (к = 0,2)

\ /
Д ем ак , берилган тенглам анинг илдизлари:
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112.  А г а р  ^ = 4 +  5/,  z2 = I + / , * 3 = 7 - 9 /  б у л с а ,

__Z[(Z2 + z3)
--------vi—  ифоданинг «.ииматини топинг.

113.  А гар  * , = 4  + 8/,  * 2 = 1 ~ / ,  *3 = 9  + 13/ б у л с а ,

,  _ ? l + « 2 « 3£ ------ ——  ифоданинг киим атини топинг.

114.  А гар * , = 2 - / ,  * 2 = —1 + 2 / ,  z3 = 8 + 1 2 /  б у л с а ,

zl + Zi + Z* , z = — ——  ифоданинг ки и м ати н и  топинг.

115.  Куйидаги комплекс сон л ар н и  тригоном етрик ва 
курсаткичли шаклда ёзинг.

z] = V3 + /1 Zi = -1 + 7 з / , z3 = у , z4 = , 

* 5 = - 7 з  -  /, * 6 = 2 - 2 / ,  z7 = - !  + /', * * = -/ '•

116.  Куйидаги тенгламаларнинг илдизларини топ и н г:

1)*2- /  = 0 ; 2 ) г<+/ = 0 ; 3 ) г3+/ = о; 4 ) г * - /  = о.

IV б о б  

АН ИКМ АС И Н Т Е Г Р А Л

1 -§ . Бошлангач функция ва  ани^мас интеграл

Берилган у = J[x) функция (а;Ь )  интервалда ан и кд ан - 
ган булсин. Агар F  '(*) = Дх) (бунда хе(я;/>)) тенглик урин- 
ли булса, F(x) функция Дх) ф ун кц и ян и н г (а ; Ь) интервал- 
д аги  бош лант ч функцияси д е й и л а д и . Б ер и л ган  / (х) 
ф ункциянинг ихтиёрий и ккита бош лан ги ч ф ун кц и яси  
бир-биридан узгармас сонга фарк, к;илади.

Дх) ф ункциянинг F{x) + С (бун да С  — узгармас со н ) 
бош лангич функциялар туплами X х) функциянинг анык,- 
мас интегралы дейилади ва

j f ( x ) d x = F ( x )  + C (4 .1 )

куринишда белгиланади.

9 — Ш. И. Тожиев  129
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Асосий интеграллаш кридаларини келтирамиз:

1. \f'(x)dx = \ d[f(x )] = f(x )  + C.

2. d\f(x)dx = d (F (x ) + С) = f(x)dx  .

3. j  ( f(x )  ±  ф(x))dx  =  J  f(x )dx  ± J q>(x)dx .

4. \ a f(x )-a \ f(x )d x , (a = const).

5 . А гар  j  f(x )d x  -  F (x) + C б у л с а , \ f(ax  + b)dx = 
= i  F(ax + b) + C , бунда а ф 0 ,  b — узгармас сонлар.

6. Агар \ f(x )d x  F (x)+  С булиб, и =  <p(x) — ихтиё- 
рий диф ф еренциалланувчи функция булса, у холла

J  f(u )du  = F(u) + С .

И нтеграллаш  н ати ж аси н и  тугри баж арилганлигини 
текшириш учун ани к^ан ган  бошлангич функлиядан коси ­
л а  олиш керак, яъни

{F (x) + C)' = f(x )

тенглик уринли булиш и зарур ва етарлидир.
И нтеграллаш ни енгиллаш тириш  учун асоси й  интег- 

раллар жадвалини тузам и з: «

1) J  xñdx = + С  (п *  -1 ); п = 0 булса, jd x  = х  + С ;

2) J  —  = lnlxl + С ; (п = - 1 ) ;i X 11

3 ) / a V x  =  - í -  + C ;
} Ina

4 ) J  exdx = ex + С ;

5) J  sin xdx = -  co s  x  + С ;

6) j  cos xdx = sin x + С ;

7) f - í - y  = - arctg  — + C = - ~ a r c c tg  — + C ; (a *  0 ) ;
a +x a  a a a

8) f *  = - L l n  
J a 2+x2 2 a

x+ a + c =  - - L  in x -a
x - a 2 a x+a
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tx2±a2 
dx10) f , ax -  arcsin — + С = -  arccos -  + С ; (а  >  0 ) ; 

J 7 ¡ T 7  в а

U ) / — = tgХ  + С ;
c o s  X

1 2 ) j ^ -  = -CtgХ + С ;

1 3 ) í ^  = ln 
s i n x

* ■*
т

+ С  = ln
sin л:

-C tg x

= ln ——  + tgxcosx

+ C -9

+ C ;

\

1 4 ) J - * -  = l n t g ( f  + i
J c o s x  \2 4

15) J  tgxdx = -  ln |cos x\ + С ;

16) j  ctgxdx = ln jsin x\ + С  ;

17) j  sh xdx = chx + С ;

18) j chxdx = sh *  + С ;

19) i * = t h x  + C ;  
c l r x

20) f 4 -  = -c th x  + c ;
J sh X

2 1 ) J ^ d x  = ln|/(x)| + C ;

2 2 ) j- j= = d x  = 2^TW  + С .

1 - м и с о л .  И нтеграллаш  кридалари ва интеграллар 
жадвалидан фойдаланиб, куйидаги интегралларни топинг:

1 )J (Зх2 - 2ï[x + ^  + l j dx ;  2) í - ^ L r dx- 

3) J 9  Xe2xdx;  4 )  J  (3jc -  6  f d x ;
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?  | 8) / / ~ 2 ¿х.
* 4+51П х  3 л - 4 х + 6

Е ч и ш .  I)  Берилган интегралда интеграл остидаги 
ф ункциянин г ш аклини узгартириб ёзам из, сунгра интег- 
раллар жадвалидаги 1-формуладан фойдалапамиз:

}^ 3 х 2 -  2 у/ х +~\ + \ ^ х = 3 / х 2(/х - 2 ¡х*ёх  + 3 | х ‘ 2̂ х +|*/х =

1*1„2 + 1 г 3 -2 + 1
-  з  . ±__ _ 2 . ____ + 3 . _____ + х + С =

** 2+1 1 1 + , + 3  - 2  + 1 + Х  +  С

4

= +х + с =

= х 3 -  З х ^ х  - 1  + X + С •

2) Берилган интегралда интеграл остидаги ф ункция- 
| и н теграллаш  учун кулай куриниш да ёзиб олам и з,

-ун гра 1,7-ф ормулалардан фойдаланамиз:

I ! + 2* 2 . <Ь=Г 0+1Х!) + {  йх = I ^  2 ¿X + \ =
3 х 2( 1 + х ) 2 3 х 2( 1 + х ) 2 3 х 2( 1 + х ) 2 3 х 2(1 + х ) 2

= Г * + Г *  = - 1  + агс(8х  + С .
’’ X1 ! \ + Х2 X ^

К рлган интеф аллар \ам интеф ал остидаги ф ункция- 
ни бошк,ача куринишда ёзи б о л и н гач , жадвалдаги тегиш - 
ли ф ормулалар ёрдамида топилади:

3) Г9хе 2хс/х = [ 3 2хе 2хс1х = Г(3е)2дг</х = & ¥ -  + С .J J 2 1л(3е)

4 ) \ Ох -  6)к йх = 1 }  (Зх -  6 / 3</х = 1| (Зх -  6)" с1(Зх -  6) =

=  | .(3 х -б ^  + с  = _|_(3х _ 6 ) 9 + с  

132
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5 ) Js in (4 x  -  5 )dx = | js in ( 4 x -5 ) 4 i/ x  =

= js in ( 4 x  - 5 ) d ( 4 x  - 5 )  = -^ -c o s (4 x  - 5 )  + С

b ) \ ! z ^ d x  = \ * d x - \ ^ d x  =
J i +Л J T + x 7  J i + x 2

= {jy^jT¿x-.farctgxí/(arctgx) =

= |ln|l + x 2| - j( a r c tg x ) 2 + С =

= l [ l n [ l  + x 2| -(arctg x )2 j  + С ■

7 ) f -g jq jjE - dx = f ^ c.°!£  dx = f <̂4± g "L y> <fr =
* 4+s in  x  J 4+sin x  4 + s in  x

= ln(4 + s i n2 x) + C.

8) f гх~2 dx = U  d x = X- \ d{x!  ~4jr+6) = 
J x  - 4 x + 6  2  J x 2 - 4 x + 6  2 j x 2 - 4 x +6

= j  ln (x 2 -  4 x  + 6) + С = In V x 2 -  4 x  + 6 + С  .

Машцлар

А сосий интсграллар ж адвалидан ф ойдаланиб, куйи- 
даги интегралларни топинг ва натиж ани дифференциал- 
лаб текш иринг:

117.  ||зх5 -  4 ^ ?  + ~T^dx . 118.  J  (4х  -  yjx j  dx .

1 2 0 . / ( s s i n x - ^ - ^ ) ^

121.  !tl(5x + 3 ÿ d x .  122. I j j L - d x .
y ( x  + 7 )
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1 2 3 . г з -г с ц 2* ^
■' сое X

1 2 4 . } | 4 х - ^  + 2 5 т х - 2 ) ^ .

127. \ х - с о з ’ х з т х
уП+х

Л .  128.
* е  +Ь

- 2 х

1 2 9 ■

131.  1 2 3* • 4 2* -5 * г/х.

133. | х 5 т ( х 2)й!х.

135. /л/ссйГх бш  х^/х.

130. |2 Зх 1 -

1-Зл
г/х.

132. |
¿г 

X 1п2 X
(¡Х .

134. | (ах2 + Ь)2 х</х ■

136. | с о б ^ п  х )  • со5 хйх.

2 - § .  Функцияларни бевосита интеграллаш

Агар и н теф ал  остидаги функция бир нечта функция- 
лардан иборат булса, у \олда бу функцияларни алгебраик 
алмаш тириш лар ёрдамида ёки айрим купайтувчи функ­
цияларни диф ф еренциал белгиси остига киритиш ёрда­
мида жадвал интегралларидан бирига келтирилади. Буни 
куйидаги м и соллар да курсатамиз.

1 - м и с о л .  | ( ^ Зх</х интефални топинг.

Е ч  и ш .

I = \ ^  • а & с Ь  = 1 • й ехЛ с =
3 * БИТ X БИТ х

= I (— ' ■  С1&х -  = - }  с ( с ! ^ )  - 1 ^* \Siri X / в1Г

_  _  СЩ_Х_ _ |5|п х | + £
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2 - м и с о л .  \ *-ld x  интеф ални топинг. 
с  ti i» иг 1 *+5Е ч и ш .

dx = \ d x - i  í ^ 5> =J J V I Ч

= X -  8 In Le + 5| + С .

х 2 + 4 х + 8  х 2+ 4 х + 4 + 4  ( х + 2 ) 2 + 4  4 + ( х + 2 ) 2

Ушбу J sin тх cos nxdx, J  sin /их sin nxdx, J eos mx eos nxdx 
куринишдаги интефаллар берилган  булса, уларни и н т е г - 
раллаш учун тригонометриядан маълум булган куй и даги  
формулалардан фойдаланиш керак:

4 - м и с о л .  } s i n ( 2 x - I )  s in (3 x  + 5)dx и н теф алн и  т о -

пинг.
Е ч и ш .

J s i n ( 2 x - 1 )  sin(3x + 5)dx =

= ÿ  J  (co s(2x  - 1  -З х  - 5 )  ~ c o s (2 jc  - 1  +3x + 5))dx =

= ÿ  J  (co s(x  + 6) -  cos(5x + 4 ) )  dx -  

= Y J  co s(x  + 6)d(x + 6) -  j  co s (5 x  + 4)d(5x + 4) =

= ÿ  sin \x + 6| -  ^  sin(5x + 4 )  + С  .
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Ушбу j  cos'” x  sin" xdx (т,пе Z) куринишдаги интег- 
ралларни интеграллаш да куйидаги \оллардан бири булиши 
мумкин:

а) т ёки п ток, масалан т = 2к+  1 ток сон булсин, у хрлда

J  cos'" *  sin" xdx  = J  cos2* x  sin" x  cos xdx = 

=J (1 -  s in 2 x)* sin" xrf(sinx)

куринишдаги дараж али  ф ункциянинг интеграли \осил 
килинади.

5 - м и с о л .  |sin5 х co s3 xdx ни топинг.

Е  ч и ш .

J  sin5 х  cos3 xdx -  J  s in 5 x  co s2 x  cos xdx = 

= J  sin5 x (l -  sin2)i/ (sin x) = /sin5 xd( sin x ) — J sin7 Xi/(sin x ) = 

= ~ sin6 x  - 1  sin8 X + С  .
6 8

б) m ва n жуфт булсин. У \олда тригонометрик функ- 
цияларнинг дараж аси н и  пасайтирадиган куйидаги фор- 
мулалардан ф ойдаланилади:

2 cos2 ах  = 1 + cos 2 cu:, 2 sin2 а х  = 1 -  co s2 ах  ( а  е  R) ■

6 - м и с о л .  J  sin2 Axdx ни топинг.

Е ч и ш .

J  sin2 4 xdx = J  dx = I J  dx -  ^  J  cos 8xd (8x )  =

= ^ x  *- ¿ s i n 8 x  + С .
2 16

7 - М И С О Л .  [ — —— г ни топинг.
J 7 -6 x ~ x

Е ч и ш .
Интеграл ости даги  каср махражидан тули к квадрат 

ажратамиз. Н атиж ада куйидагига эга буламиз:

с dx _  г ________dx________ __  г dx _  j

J 1 - 6 х - х 2 7 + 9 - ( 9 + 6 x + x 2 ) J 1 6 - ( j c + 3 ) 2 2 4

. t + 3 + 4 + c =
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8 ~ м и с о  л . I 
Е ч  и ш .

х-1 

ни топинг.

Берилган интегрални \исоблаш учун интеграл ости - 
даги функциянинг суратини махражига (куп\адни куп\ад- 
га булиш к,оидаси буйича) булиб, унинг бутун к,исмини 
ва каср кисмини (крлдикни) аниклаш  керак.

х*+2  и г + 9  
х4 +9х2 \х2 - 9

- 9 ? + 2  

—9 л2 — 81 

83

Бу эса интеграл остидаги функцияни бутун куп^ад на 
бирор тугри каср йигиндиси куриниш ида ёзи ш  им кони- 
ни беради.

Натижада берилган интеграл куйидагича топилади:

(1х
У 7?

х п 83 . х  , п= —  -  9х + у  arctg у  + С •

Машцлар

Куйидаги берилган интегралларни топ и н г:

137. \(22х + 2'3х) ёх  . 138. [ (е3х-е~ 2х) с(х .

139. |^1 -6 х *х 2е1х.

14].

143. \ сое4 2х бш3 2хёх .

140. ¡ Щ + З х * х 2с1х.

142. \ ~ L d x  .
4 х 2+ 9

144. / с о б 2 З л тэт5 Ъхёх.
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145. ^с\^2хёх.

147.
1 X +1

149. / з т 6 х 5 т 8 х г / х  .

6х151.  | 

153. /

х 2 + 4д:+13 

йх
\ -2 x -x 2 ’

155. .
лг+1

146. / г§2 8лг^д:.

148. \^Л (1х.
* х +4

150. /со510х 8ш 2х</х

152. / 

154. |

(к
х2-6х+7

¿х
9 - 8 . х - . х 2

(к  .

156. \ ^ ^ й х .
х+1

3 -§ .К вад р ат  учх,ад цатнашган 
функцияларнинг интеграллари

К уйидаги куринишдаги интегралларни караймиз:

(4 .2 )
* х£+Ьх+с

Агар А* 0 булса, у \олда каср суратидан махраждаги 
квадрат уч\аднинг \осиласига тенг булган 2х +  Ь куш и- 
лувчини ажратиб олиш  мумкин. Натижада оддий алмаш - 
тириш  ёрдамида берилган интеграл цуйидаги куриниш - 
ни олади:

О хирги интегрални топиш учун махраждаги квадрат 
уч\адни куйидаги куринишга келтириб оламиз:

: , / Ь\2 ^ Ь1х  + Ьх + с = (х  + -̂1 + С -  —  •
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Бунда С -  — ифодани иш орасига к;араб куйидаги 
4

! лх2± а 2

жадвал интегралининг бирига эга буламиз.

1 - м и с о л . [ ч5х.~2—  (¡х ни топ и н г.
J х  + 4 х + 1 3

Е ч и ш .

2х+А -4 -~

х  + 4 х + 1 3  2 J х  + 4 х + 1 3  2  * * 2+ 4 х + 1 3

_  1 ч Г Ах  __ 5 г </(х2 + 4 х + 1 3 )  _  р г  (1х _  
х 2 + 4 х + 1 3  ~ 2^ х2 + 4 х +12  * ( х + 2 ) 2 + 9

=  11п(дг2 + 4х  + 1 3 )  -  4аг& ё Ц ^  + С .

2 -  м и с о л  . [ ?х-~7 с!х ни топ и н г. 
J х  - 8 х + 7

Е ч и ш .

5 х - 7  л .  5
14

2 х - 8 + 8 - ^ -

х - - 8 х + 7

2 х - 8  
2 J  х 2 ~ 8 х +7

2 х 2- 8 х +7

-и ¿ х  + 13| с/х

( х - 4 )  - 9

5 , . 1..2 П.. . -,1 . 13= |1п|х2 -8 д : + 7| + ^ 1 п

х  - 8 х + 7  

х - 4 - 3

= ^1п|х2 - 8 х  + 7| +  ^ 1 п  2 1 1 6

х - 4 + 3

х - 7

+ с  =

х —1
+ с.

Эслатма. Агар (4 .2 ) интегралнинг махражидаги к вад ­
рат уч\ад ах2+ Ьх + с ( а *  0) куриниш да булса, у \олда а  
ни к,авсдан ташкарига чикдриш кер ак , яъни

4 х - 3 ¿X НИ топ и н г.
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Е ч и ш .

\
Ах-г

2х2-12х+10
1 г  4 х - 3  ( гх ' Ь+в~ х с{х ^(1х=\

лг2- 6 х + 5

= Г *  ±  » [ = Г^ ( ^ £ 1 5 )  ±  9 г
X -бх+5 7 •• ~2 *  ̂  < > „2л„ , < 7  ̂ /. п

Ушбу

2 -1 ж - 6 л + 5

= 1п х 2 -  6 х  + 5| ± 4 1п

/
чах*+Ьх+с

- 6 х + 5  2 > ( х - 3 ) 2 - 4

л - 1

5 -л ;
+ с.

(4.3)

куринишдаги интеграл (4 .2) куринишдаги интеграл каби 
топилади, ам м о натиж ада хосил булган интеграл бош ка 
жадвал интеф али булади. Л * 0  булса, (4 .3 ) ни куйидаги 
куринишда ёзиб олам и з:

А г 
Г*  = -5- 1 ,

2а 4 ах 1+Ьх+с

■) ?Х----- <Ьс = ~ 1 { а х 2 +Ьх + с )
2° Г  >1ах +Ьх+с 2 а П  }

¿(ах2 +Ьх + с) + [ в  |{-т

+

‘а\ х+^~ I +
4  а

= ± 4 а х 1 + Ьх + с + [ в - ! £ ) \ (!х

ои+̂ ]г^

Охирги интеграл учун с ------ --- ±к2 ва а  > 0 булса,
4а

{¡X
Г - - ^ —  = 1п
J 777fcг

’4 7 ± 1 : +с
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куринишдаги, С > ва а < 0 булса,

i dx . = arcsin  — + С

куринишдаги жадвал интеграллари \осил булади.

4 - м и с о л .  Í , 5х~] üx ни топинг. 
yjx2- 4х+20

tlx _  -5 j  í/(jc2 -4JC+20) +  tlx

Vх2- 4 х +20 2 у!х2- 4 х +20 yj(x~ 2 )2 +16

= s4xi~ -4x + 20 + 9 ln je -  2 + V ( * - 2 ) 2 +1б| + С  •

5 - МИ С О Л .  f , 4jc+5— ¿y ни топинг.
у!Ш х- х2

Е ч и ш . 

г 4 х + 5

\j&+2x-x &  = - 2 J
- 2 Х + 2 - 2 - 5 / 2

'¡S + 2x-x2
dx -  2 j 7JC +

*/■
rf.f _  _ 2 j  </(8+2.t-x; ) + ( jj Л

= ->/8 + 2л: -  л:2 + 9 - • - Xarcsin —  + С

Куйидаги интеф ал берилган булсин:

I (х2+/?д:+ )̂*
d x , (4 .4 )

бунда к — бутун сон , к > 0, />2 — 4<? < 0 булсин. Агар А *  О 
(£  =  I)  булса, у хдпда (4 .4 ) дан (4 .3 ) га ухшаш и н теф ал н и  
ажратиб оламиз:
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A  f 2х+Р dx = — f d^ 2+Px+ci) = 
2 J  (x2+ px+q)k  2  ̂ ( x ^ / j x + ç ) *

=  i . < í - ! ^ í C ^  +  C ,  ( к *  1).

Э нди (4 .4 ) ни тулик,топиш  учун иккинчи интегрални 
топ ам и з:

---------^ T  = í r r V .  (4-5)(х'+/>х+?Г /Л2 4 -/ J2 

Х + 2 Г  4

бунда W = X + у  , о = W '~р , 4<? -  р 1 > 0 .
(4 .5 )  куринишдаги интегралларни топиш учун куйи- 

даги  махраж даражасини пасайтиришнинг рекуррент фор- 
муласидан ф ойдаланамиз:

f  àu _  и -  +  - J * - 3 Г d li_____. ( 4 . 6 )
( í^ + o2)* 2а  (A -1 )(u2 + o2)* ^ ( A - l )  (ы2+ о2)* 1

Буни куйидаги м исолда курсатамиз.

6 - м и с о л .  f -  4* +s—rdx  ни топинг.
} ( х 2 + 6 х + 2 5 )

Е ч  и ш .

f 4х+5. dx = 2¡ 2* +6-6+2 dx = 2¡ 2 2х+6 2 dx —
J  ( х  + 6 х + 2 5 )  J ( х  +6.Х+25) ;  ( х  + 6х+ 25)

- 7 Í  ¿ y  _  г </(х2 + 6 х + 2 5 )  _  7 f dx _

(х 2 + 6 х + 2 5 ) 2 (х 2 + 6 х + 2 5 )2 [ {̂jc+ 3 )2 + 4 2] 2

2 _  7 f dx _  _ 2
х 2 + 6 х + 2 5   ̂ ^(x + 3)2+42J х 2 + 6 х + 2 5
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- 7
2-42( 2 - l ) [ ( x + 3 ) 2 + 4 2J  32 J (x + 3 )2 +42 x2 + 6 x + 2 5

7 (x + 3 )  7 ,  x + 3  , ^---------2— J ------------- a rc ta —  + C.
3 2 (x  + 6 x + 2 5 )  128 S  4

Бунда иккинчи интегралга (4 .6 ) ф ормулани кулладик.

Машцлар 

Куйидаги интегралларни топинг.

dx
2 1 0 1

X + Х  + —

159. Г J ^ L d x
} х 2+х+1

1 6 1 . 1 

163. 1 

165. J  

167. J

7х+3

2 х 2+4х+9

Зх-1

>/х2-  6х+13

(¿С

dx

7 х -2

j 5 - 4 x - x 2

Зх-1

dx

(х2+2х+10)
dx

158. J

160. J  

162. J  

164. J

166. I  

168. J

dx

х 2 + 2 х + 1 7  

х - 2 dx •
х 2- 8 х + 7  

х + 1  

5 х 2 + 2 х + 1

х - 3

у! х 2 + 2 х + 2

dx
•¡Ах-Зх2-\ 

х-7

dx

dx

(лг+10х+9г
dx .

4 - § .  Узгарувчини алмаштириш усули 
билак интеграллаш

Агар х = <p(t) функция узлуксиз ва ^оси лага эга булса, 

у \олда / f i x )  dx интегрални янги узгарувчи (?) киритиш 
оркали куйидаги формула буйича топ и ш  мумкин:

J  fix )dx  = J  /М ОКрЧО d t . (4 .7 )
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(4 .7 ) формуланинг унг ^исмидаги интегрални (агар уни 
топиш  мумкин булса) толам из ва уни яна х узгарувчи ор- 
кдли ифодалаймиз. Бундай усулга аник,мас интегралда узга­
рувчи алмаштириш ёки урнига цуйиш усули билан интеграл- 
лаш  дейилади. х = <p{t) алмаштириш бажарилганда ¿ ) в а £  
аник^аниш  сохалари узаробир к,ийматли (Д <  =  > Д )  \амда 
<p{t) ва J{x) функциялари аник^анган ва л б Д н и н г  \амма 
к,ийматларини <p(t) функция \ам кдбул килиши керак.

Буларни куйидаги мисолларни ечиш ёрдамида курса- 
там и з.

I -  м и с  о л . I ху/] -  х dx ни топинг.

Е ч и ш .

í = Vi -  х  формула ёрдамида янги узгарувчи / ни ки - 
ритам из.

У  \олда

t2 = \ - x = > x = [ ~ t 2, dx = -ltdt ■

Бунда Д  : 0 < / < , Д  :1 < х  < «> ва Д  <=> D2. (4 .7 ) 

ф ормулага асосан  куйидагига эга буламиз:

J  JcVl - JC dx = I  (1 - t2) ■ t ■ (-2t)df = -2 j(1 - t2)tldt =

= 2J(/ 4 - t2)dt ~2 ( }  t4dl - J t2dt) = 2 ̂

= 2 -  vv' + С  -  + с

.5  ,3
+ C =

/ч 1 j2 - м и с о л .  I ——~~dx ни топинг.
x l

Е ч и ш .  x  =  <p(t) =  bigt урнига куйишд^н фойдалана- 
миз. х  =  ^ / н и н г а н и к / 1аниш сохдси  Д  : ~ ^ < 1 < 2  булиб, 

у куйидаги ш артни каноатлантиради: Д  «-» ( - 0°;+°°) 

ва D, д а  (p\t) хоси ла узлуксиз. У  холда dx -  Ва (4 .7)

ф ормулага асо сан  берилган интеграл куйидагича топила- 
ди:
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I Щ ь Idx = I y  = J  = I — l—^-dt =
X ¿ tg / COS / sin 1 cos/sin“ /

_  I  c c s j + s i n j ^  _  I  +  J  _ o / _  _  _  _ i _  +

J c o s / s i t r /  J sin^r J c o s / sin/

cos/ dt In tg/ +
1

COS /

C  = - Ü l £  + l nt gr  + V b M g ^  + c  = - ^tg/ о у о x

+ ln V ? - - JX+Vfl +JC + c.

3 - м и с о л .  j-v/fl2 -  x1 dx ни топинг.
E  ч и ш . x  =  ¿гетгтригонометрик урнига куйиш ни тат-

бин; э т а м и з .  У \олда dx  =  a co s íd t. Ох : - ^ < х <  у .  
D2 : - а  < х < а ■ D¡ <=> D2 бажарилади. Берилган интег- 
рални янги узгарувчи /оркали ифодалаб топамиз:

J  -Ja2 - x 2dx = j  'Ja2 -  a 2 sin2 t • a  cos tdi = a2 J  |cos /| eos tdt =

= a 2 J  eos2 tdt = o2 J  Ü í p r f ,  = al  ¡ dt + £  Jeos  2 tdt =

2 2 2 2  
=  y  / + ^¡-sin 2/ + C = y *  / + y  sin t cos t + C .

Энди / = arcsin— ва cos  t = у!  1 -  sin2 / = J 1  -  i r  т е н г -
o V о

ликлардан фойдаланиб, охирги ифодани х  узгарувчи ор-
кдпи ифодалаймиз. Натижада куйидагига эга булам из:

J  1 а 2 -  х2 dx = ~  arcsin — + £ -  ■ — 1 -  * +С -
J 2 а  2 a  v а

-  arcsin -  + 4  Vfl2 -  х 2 + C.2 а 2

Айрим ф ункцияларнинг и н теграли н и  т о п и ш д а  л: =  
<p(t) алмаш тириш эм ас , б ал ки  t =  ^ (х )  алмаш тириш  мак,-  
сад га  мувофикдир. Буни к у й и д а г и  м и сол д а  к у р с а т а -  
миз.

1 0 — Ш.И.Тожиев 145
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4 - м и с о л .  №  + С05Х - в шх  с1х ни топинг.

Е ч и ш .  1+собл: =  t урнига куйишни баж арам из. У 
хрлда — бшхс1х — Ш булиб, берилган интеф ални топиш 
куйидаги куриниш ни олади:

/ у/\~ГсоГх ■ БШ X (1х = - [  ■ ёх  = - [  = -  у —  + С =

Г1
= _  + с  = - ^ ( \  + СОв*)4 + С.

5 - м и с о л .  ¡е~х4х 3 ¿х ни топинг.

Е ч и ш .  -х *  = ? урнига куйишни бажарамиз. У \олда

-4 х 2дх = Ш . х ъёх = ва берилган интеграл куйида-
ги ча топилади:

Iе"'4*5 *  = Iе' ( - * )л ■е'ш = - \е' + с =

4  *

6  - М  И С О Л . \

~х +С. 

ах
(х-1)У ^  + 2х+2

I

ни топинг.

Е ч и ш .  Бу \олда /■ = —— урнига куйишдан фойдала-X “ I
ниш  максадга мувоф икдир. Бундан *  = _ + ! ,

булиб, берилган интеграл куйидагича топилади:

. = - /  *
]А' ,2Г ¿х _  | /

( х - \ ) у! х 2 + 2 х + 2  I |м  Д 2 „ П

7 Г  " Г !И0

</х-----------  = - - 1 п
>/(302 + ! 3

3( + у19г2 +1 + С =

= - т 1п
*  + 1 (*+1У

+ 1 + с.

Эслатма. А н и ^ м а с интегрални урнига к$йиш  ёки 
булаклаб интеграллаш  усулларидан фойдаланиб топиш да 
ёзувн и  соддалаш тириш  ва кискдртириш мак,садида ки-
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ритилаётган белгилашларни иккита верти кал  чизик, ичига 
ёзиш ни тавсия этам из. Буни юцорида ечи лган  3-мисолда 
к^рсатамиз.

Е ч и ш .

/n/ö2 -  х2 dx =
X = £7 sin / 

dx = a cos tdx
= j yja2 -  а 2 sin 2 1 ■ а ■ cos tdt =

= fl2J|cos/jcos/f// = o 2J c o s 2 tdt — a 2j  l+c°s2tdt = 

= %-\dt + ~ J  cos ltdt = %-t + ^ -s in  2t + С =

t = arcsin  — , sin t = —
а а

cos t = Vl -  s in 2 1 = J 1 - 'V

-  ^ -arcsin  — + ^  • x j l  -  + С  ~
2 а 2 V V

-  arcsin — + ^  Vo2 - x 2 + C.
2 а  2

Машцлар

Куйидаги интегралларни узгар увчи н и  алмаш тириш  
усули билан топинг:

169. .
1 + 'Jx+3

171. leb e .

173. f {21пх*3)3 dx .
3 X

175. }  x 3( l -  2 x " fd x .

170. ¡x$j(5x2 -  У)1 dx .

172. j x 4 x 3 + 5dx.

e 4 2 x - \

>/2jc- I
dx

dx

177. J
sin4xt& 

cos4 2x+4
dx

179. \ ^ d x .
1 \ +  x

174. J

176. J ---------
J (x-l)V x

178.

180. f COS; dx,* l+sin X
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Булаклаб интеграллаш усулп куйидпги формулага асос- 
ланади:

бунда « ( * ) ,  у(х)лар узлуксиз дифференциалланувчи функ- 
циялар д еб  кпралади. (4.8)ф ормула булаклаб интеграллаш 
формуласи дейилади.

(4 .8 )  ф о р м у л ан и  ^ам м а и н тегр алл ар га \ам куллай 
бериш  м у м к и н  эм а с . А гар и н тегр ал  ости даги  ф ун к- 
ц и я л а р  - Р „ ( х )5 т я х ,  Р„(х)со& пх , Р„(х)епх, / (̂дг) 1п* -х , 
Рп(х)сЪпх, а кх ппх> а к*со5пх1  а г с в т х ,  агсТ^ (бунда 
к, п — м у сб а т  бутун сон л ар ), Р„(х) = а^х" + +. . .  + а„ 
куп\ад к у р и н и ш д а  б у л са , у \олда (4 .8 )  ф орм улани 
куллаш  н ат и ж аси д а  берилган и н теграл  ж адвал и н тег- 
ралига к ел ад и .

Айрим мисолларда булаклаб интеграллаш формуласи 
бир неча м аротаба кулланилади. Булаклаб интеграллаш- 
да куйидаги уч \олга эътибор бериш керак:

а) агар интеграллар \ Рп{х) в т  пх(1х , | Р„(х) ■ е“х(1х,...
куриниш ларда булса, у \олда и = Р„{х) , (Ь = ьтпхёх деб 
белгилаш  керак.

Буни куйидаги мисолда курамиз.

1 - м и с о л .  / (х 2 + 2х)соь2х(!х ни топинг.

Е ч и ш .

(4.8)

\{х2 + 2х)соъ2хс}х
и = х 2 + 2х , (1и = (2х + 2)Лс

соб 2хс1х
{¡V = С05 2х(1х, V =  | С0 5  2хс1х =  у  БИТ 2х

= ( х 2 + 2х) ■ 2х -  | у в т  2 х  - (2 х  + 2 )с!х =

= у ( х 2 + 2х) • 51П 2х -  | (х  + 1 ) з т  2хс!х ■ 

и = х  + 1, с1и = с!х

¿V = $\п2хёх, V = 2х(1х = - у С 0 5 2 х
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= ^- (x2 + 2 x ) s i n 2 x  + | ( x  + l ) c o s 2 x  -  j s i n 2 x  + C •Z i H

6) arap MHTerpa^^ap \ Pn{x)\nn x d x , J  ^ ,(x ) arcsin xdx,...
KypuHHiimapaa 6y ;ica, y \OMa u = ln" x  ökh u = arcsin x  
dv = Pn(x)dx ü e6 öe/inMaw KepaK.

2 - M H C O J i .  j x a r c t g x J x  hm TonuHr .

E h m lu .

J x a r c t g  xdx
u = arctg x , du = dx

T+P
Xdv -  xdx, v -  \xdx = —

=  y  arctg X  -  J I  dx +  y  arctg x  -  y  + ±  arctg x  + C.
2 2

3 - M H C O J I .  J x 2 ln2 xi/x H M  'roriMHr. 

E 4 H 111 .

J  x 2 ln 2 xdx
u = ln x , du = 2 ln x  • — dx

x
■% r3dv = x  i/x, v = ~

= ~  ln2 x  -  f 2 ln x - d x  = 4 ~  In2 x  -  \ f x 2 ln xdx

« = l n x , d u - - d x
' 4 - l n  x - f i - i / x

X

dv = x 2dx , v  =  y
3 3 3 J x  3

= y  ln2 X - 1 X3 ln X + ~  X3 + C.
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в)агар  интеграллар J а пх sinmxdx , j е"х e o skxdx,... кури- 
нишларда булса, у *ол да (4 .8 ) формулани икки марта тат- 
би^этиш  натижасида берилган интеграл хреил булади. Бунда 
биринчи марта и деб  курсаткичли функцияни белгилаган 
булсак, иккинчи марта (4 .8 ) формулани татби к этилганда 
яна курсаткичли ф ункцияни и деб белгилаш  керак.

4 -  м и с о л  . ¡ e 3x s in xdx ни топинг.

Е ч  и ш .

Унг том ондаги охирги интегрални чап кисмига >?тка- 
зиб соддалаш тирсак, куйидагига эга буламиз:

Куйидаги интегралларни булаклаб интеграллаш усули 
билан топинг:

¿/ = s in x , du = cosxdx

и -  eos х, du = -  sin xdx

| eix eos x -  j  | e3x ■ ( -  sin x)dx 

-  -i e3x eos x -  ^ I  e3x sin xdx.= j e3x s i n x -

y  J e3x sin xdx = I  e3x sin x -  | e3x e o s x  + ^ C ,

Д ем ак,

J  e3x sin xdx = -2- e3y sin x  -  i e 3* c o s x  + С .

Машцлар

181. J x s i n  x d x . 

183. Ja rc s in x d x  .

182. I x  ln xdx . 

184. J  ln2 x d x .
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185. ¡у/х 1п хйх. 186. |д:агссо5 2хйх.

187. \х2еЪхйх. 188. | агссоз хсЬс.

189. ! ( х 2 - 1х + Ь)е-*йх. 190. \х™ х ¿х.

191. ¡ х ге~х2 г/х. 192. [х 2 -1~1хёх.

193. |е41 & 194. /8т(1пх) (¡х.

195. г 1+1 \хек йх. 196. рпО  + х2) ^ .

197. /хсов ( | + 1 ) & . 198. | !п(х -  3) (Ьс.

199. | егк соьхёх. 200. \ 21х я т  Зхг/х.

6-§.Рационал функцияларни интеграллаш

К уйидаги икки куп^адни нг нисбати каср-рационал  
функция ёки рационал каср дейилади:

От(х) _ Ьохт+ь1хт-1+...+ьт (4  9 )
Рп(х) а()Х,, + а1Хп~1+...+ап ’

бунда /я, я — мусбат бутун сонлар, ар Ь е Я (г =  0, п ,у =  0 , т ).
Агар т < п булса, у *олда (4 .9 )  функция турри р ац и о * 

нал каср, т> п булса, нотурри рационал каср д ей и л ади .
Х ар  кандай нотугри к аср н и н г суратини м ах р аж и га  

булиш натижасида уни бирор кугд ад  ва турри к а ср  й и - 
риндиси шаклида ёзиш  м умкин:

9ш^1 = М +рАх) т-А ) Рп(х)

М асалан, ^ '3+4_| нотурри касрн и н г суратини м а х р а ­

ж ига булсак, куйидагига эга б^ламиз:

* <+4 = х г - З х  + \0 + 4 - х+'± -  
х*+Зх-\ х 2+Зх-1
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Х ар цандай куп^ад о сон  интегралланади ва рационал 
ф ункцияни и н тегр аллаш  туф и касрни интеграллаш га 
келтирилади. Ш уни нг учун рационал ф ункцияларнинг 
т < п  шартда интегралини топишни курам из.

Куйидаги куриниш даги касрларга энг содда рационал 
касрлар дейилади:

1 ) _ 4 _ ; 2)-— ~— ; 3) ?/х+Д/ ; 4) Мх+Ы
х - а  ' ' (х -а )"  '  ' Аг  + рх+ч ' ' ( х 2 +/;х+с/)'' ’

бун да А,М,Ы,р,17 — у згар м ас сон лар; п — бутун со н ,

р 1 -  4<у < 0 .
Биринчи ва и кки н чи  турдаги касрларнинг аник^мас 

интеграли осон  топ илади:

Ас1х 
х - а

Айх Аг л а х  л  ^
--------- = -------------------г + С .

* ( х - а ) ” (I -л)(х-а)"~

3) ва 4 ) куриниш даги касрларни интеф аллаш  4 -§  да 
курил ган.

Ш ундай кдпиб, х,ар кандай энг содда раиионап каср­
ни уни ташкил этувчи элементар ф ункцияларнинг ин- 
теграллари каби интеграллаш  мумкин экан.

Хар к,андай ха^икий коэффициентли Рн(х) купх,адни 
хаки^ий сонлар туп лам и да куйидаги куриниш да ёзиш 
мумкин:

Рп(х) = а0( х - а , ) к> ...(х-<% )кр ■ (х + рхх  + ^ У 1.. ^  (

. . . ( х 2 + />,* + О * *

б у н д а  а , ..., лар Р„{х) к у п ^ а д н и н г  к,,...,кр к а р р а л и  
\ак,икий и л д и зл ар и , Р2 ~ 4 <7у < О (у = 1, 5) ;  к1+к2 +...
. . .  + Ар + 2/, +. . .  + 2/, =/?;  * ........ V  м усбат бутун
сонлар. Агар куп\адни (4 .10) куринишда ёзиш  мумкин 
булса, (4 .9) рационал касрни куйидаги рационал касрлар 
йигиндиси куриниш ида ёзиш мумкин:

^ (4.11)
х - а г ( х - а г ) (х - а г Г
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(4 .10) кущ ад t каррали жуфт куш ма к о м п л ек с сондан 
иборат илдизларга эга булса, у \олда (4 .9 )  рационал каср 
куйидаги элементар касрлар йигиндиси куриниш ида ёзи- 
лади:

M \ x + N t  + M 2x  +  N 2  ̂ +  M f X + N g  (4  12)
x 2 + p^x+qy (x2 + pyx+qY)2 (x¿ + pyx + ^ ) ,s '

Энди ( 4. 11)  ва ( 4 . 12)  даги ном аълум  Аг А2, Ак ва 
Л/,,Д/2...Л/, NvN2,...,N í коэф ф ициентларни топ и ш  учун
(4 .1 1 ) ва (4 .12) ни кушиб умумий махражга келтирам из, 
натижада узаро тен г булган

Qm(x) = Q'm-A x)  (4 .13)

( я -  1)-даражали кугдадларга эга буламиз.
(4 .13) дан осонгина номаълум коэф ф ициентлар топ и- 

лади. Уларни икки усул билан топиш ни куйидаги м исол- 
ларда курсатамиз:

1 - м и с о л .  Í — — dx ни топинг.
J x (x+ l)< x+ 2)

Е ч и ш .  (4 .11 ) формулага асосан элем ен тар  касрлар - 
нинг йигиндиси куйидагича булади:

2^ 3 = £  + Л  + Л г -  (А)
х ( х + 1 ) ( х + 2 )  х дг+1 х+2

{А) нинг унг томонини умумий махражга келти р сак , у 
\олда иккита касрнинг тенглик аломатига K ÿp a

2 х -  3 =  А(х + 1)(x +  2 )+ £ (x  +  2)jc +  С(х+ [)х (В )

ни \осил киламиз.
(В) нинг иккала кисмидаги х нинг бир хил дараж алари 

олдидаги коэффициентларни тенглаб, куйидаги си стем ага 
эга буламиз:

х 2| 0 = А + В + С, 

х'| 2 = ЗА + 2В + С, 

х° I - 3  =  2 А.
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Бундан А = - j ,  ß  = 5,  С = - у  келиб чикдди.

Бу усул номаыум коэффициентларни топиш усули дейи- 
лади.

Э нди А, В, С номаълум коэффицентларни х нинг м ах- 
раж ни нолга айлантирадиган сон  кийматларини куйиш 
усули билан топишни курамиз. Агар (В) тенгликдаги х 
урнига кетм а-кетО , —I, —2 к,ийматларни куйсак, натиж а- 
да А, 5 ,  С  номаълум коэффипиеитлар топилади:

X =  0  : да 2 • 0  -  3 =  2А => А - -  у  ;

X =  -  1 : да 2 ■ ( - I ) - 3  =  В (-  1 +  2 ) ( -  I) =  > В =  5;

.к =  — 2 : да 2 ■ (—2 )—3 =  С ( -  2 +  1) ■ ( -  2) =  > С = ; 
натиж а бир хил чикдци.

Э нди бу топилган кийматларни урнига куямиз:

2 х - 3  _  5 _  7

х ( х + 1 ) ( х + 2 )  2 х  х + 1  2 ( х + 2 )

Н атиж ада берилган интеграл куйидагича топилади:

2 .  + - L  — 1
, 2х х+1 2 (х + 2 ) ,J  х(х+1)<х+2) dX J  ( i t  +  х+1 2 (x + 2 ) j  ^

= 1п|х| + 5 In |х + 1| -  у  1п|х + 2| + С .

■у Г xdx2 -  М  И С О Л  . J -— — — г г  н и  т о п и н г .
( х - 2 ) ( х + 2 )

Е ч и ш .  TÿFpM касрни энг содда касрлар йигиндиси 
куриниш ида ёзиш  кридасига Kÿpa:

í — í *  = í Í 4 -  + _ ? - t  + - 4 V x  .з /,. ) х-2 (,х+2)2 х +2 J( х - 2 ) ( х + 2 У

К а в е  ичидаги каерларни умумий махражга келтира- 
м и з ва унинг суратини х  га тенглаймиз:

X = А(х + 2)2 + В(х -  2) + С (х  -  2 }(х  + 2 ) .

X =  2 да: 2 =  16А — > А = ^ ;

X =  —2 д а : - 2  =  4 В = > В  = ~.
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С номаълумни топиш учун тен гли кн и н г унг том он и да- 
ги к,авсларни очиб х2 олдидаги коэф ф ициентлар йигинди- 
сини нолга тенглаймиз, натижада

О =  А + С, бундан С  = - 1
о

келиб чикдди. Бу кийматларни урнига куйиб берилган 
интегрални топаммз:

г xdx 
J  < х - 2 ) ( х + 2 ) 2

4 1п 1 ^ - 2 | - ^ Ч Н ^ 2 |  + С .

3 - м и с о л .  f dx  ни топинг.
x  + 2 x  +5x

E ч и ш . Интефал остидаги функция нотуфи каср булга- 
ни учун унинг суратини махражига булиб, касрни бугун к^см 
ва т^фи рационал каср йижндиси куринишида ёзиб оламиз:

x 4 + 3 x 2 - 5  „  т  , 2 х 2 + 1 0 х - 5  

х } +2х*+ 5 х  x J  + 2 х *  + 5 х

Энди охирги туф и касрни эн г  содда касрлар й и ги н - 
диси куриниш ида ёзиб оламиз:

2 х г + 1 0 х - 5  _  А +  Mx+N 
х ( х 2 + 2 х + 5 )  х  je2 + 2 х + 5

Бу тенгликнинг унг ки см ини умумий махражга к е л - 
тириб, касрларнинг суратларини тенглайм из:

2х2 + 10х -  5 = Л {х2 + 2х + 5) + Мх2 + Nx ■
х  нинг бир хил даражалари олдидаги коэф ф и ц и ен т- 

ларни тенглаймиз:

х 2| 2 = А + М, 

jc’| 10 = 2Л  + N, 

х°| - 5  = 5/1,

бундан А — —1, М =  3, N ~  12.

Г 1 ) 1
”  Л  8(х-2) +  2(х+2)2 8(х+2) “
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Натижада берилган интефал куйидагича \исобланади:

1 х3+2х 2+5х 3 \ X X  +2х+ 5/

= l ( x - 2 M x - 2 ) - I ±  + l ! j % i L d x  =

dx
2 1 1 2 s х2+2х +5 2 (лг+1) + 1

= —  In |*| + ~ In |х2 + 2х + 5| + y a rcíg  + С ■

Maiuiyiap 

Куйидаги интегралларни топинг:

201. f JË — . 202. \~ —  che .J „ '  V‘ _^ViAX - X

203. Г* ’ ?— 8 d x .  204. l -Ù K d x  .
} X -A x  J Х*-Х*

2 ° 5 . i — ^ ~ 4 т т dx . 206. f -  2̂ Ÿ -~2 dx , 
J (дг—1 ) ( j :  — 4дг +3дг) i (д -|)(д-2 - 2 л - 5 )

207. \ ^ L .  2 0 8 . /  2xdx
X  - (jt+l)(jc2 + l)2 ’

2 0 9 . ¡ - 4 — dx . 2 I0 . Í — ‘ dx •
3 x {x 7 + 4 )  J . v ( x + ] ) 2

211 ./ — $ —  • 21 2 . Г-------^ — 5-.
J x (x 2- ¡ )  1 ( x - l ) ( . t + 2 )

2 1 3 . ¡ - J p *'*-?' dx . 2 1 4 . J — _ d x .
J U - l ) ( x + 3 ) ( x - 4 )  * x(.y2 +6a*+I3)

7 -§ . Баъзн иррационал функцияларни интеграллаш

Куйидаги куриниш даги интеф аллар берилган булсин:

/ Л ( х ,х а ,д:,\ х ', . . . )  d x , (4.14)
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$ Я(х,(ах + Ь)а,(ах + Ь)& + (ах + Ь)',...) (¡х , (4 .1 5 )

<4Л6)
Бу ерда а  = — , Р = — , / =  —  рационал сонлар були б, п] п2

А: уларнинг умумий махражи булса, у \олда (4 .1 4 )  учун

х  = /*, (4 .15 ) учун эса  =  /* алмаш тириш лар ёр д ам и - 
да бу интегралларни топиш  рационал функцияни и н тег- 
раллаш га келади. Бундай интеф алларни топиш ни м и с о л - 
ларда курамиз.

Г1 - м и с о л .  .! 77=?—  ни топинг.
у}х} +4

Е ч и ш . Бу мисолда к =  4  булгани учун ю кори даги га 
кура берилган интеф ал куйидагича топилади:

Г -1х(1х 

-1

*[х = х  = /4 

йх = 4/3̂ /
= 4| = 4Г -

/ + 4  J /

/V/
+ 4

= ^ з _ ^ 1п|,з+4| + с = 4 ^ Г _ 161п |4/7 + 4

2 - м и с о л  . '

+ С -

I ¿х интеф ални топинг.
>/лг+2+</дг+2

Е ч и ш . Бу мисолда А: =  6  булгани учун интеграл ку й -
идагича топилади:

7 х+2+¥х+2
(Их

$1х~+2 = (, х + 2 = 1 6 
(1х = 6/5£//

= I  - Г Г  =■' г + г

= 61-̂ — л = бгЛ//=бг(/з-/2+/-1 + =
’’ г2(/+1) ^+1 Л  /+1/
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= - 2 í 3 + 3/2 - 6 /  + 6 ln | f+  l| + C  = y ÿ ( x  + 2 )2 -  

-2yjx + 2 + 3ljx + 2 - 6 ÿ x  + 2 + 61n |Vx + 2 + l| + C .

3 - м и с о л .  {  2 ;  •
J (2 -x )¿ V 2 + x

2- a: >t — а х  ни топинг. 
2+x

12”jcЕ ч и ш , | — = í  алмаш тириш ни бажарамиз, бундан

= /3 => x  = 2 -  x  = ва rfx = бÿлaди.
2+x 1+/3 ’ T+7 ( i+ ? 7

= т -# 5 ?3 + С = i  • з/̂ 2+_х_\2 + c>
At

Куйидаги куриниш даги интеф ални одраймиз:

í  , Pf )dx , (4 .17)
s a x  +bx+c

бунда Pn{x ) л -дараж али  куп^ад. (4 .17) куринишдаги ин- 
тегрални х,ар доим  куйидаги куринишда ёзиш  мумкин:

j  f d W .  = QnÁx)J ax> + b x + c + X¡ - j - t -------, (4 .18)
yjax +bx+c чах +bx+c

бун да Xg R\ Q„.,,(JC) э с а  (л - 1 )  - даражали коэф ф иииент- 
лар и  номаълум б$?лган купхдд булиб, улар куйидагича 
аникданади. (4 .18 ) тенгликнин г \ар иккала к,исмини диф - 
ф еренциаллаш  ёрдамида Q(n_t)(x ) куп\аднинг номаълум 
коэф ф ициентлари ва X сон  топилади.

Буни куйидаги м и сол да курсатамиз.

х 4 + 4 х 2 

7 х  + 4

Е ч и ш . (4 .18 ) ф ормулага асосан :

С X 4"4«Х
4 - м и с о л .  }-~щ— ни топинг.

J  ^ ¿ d x ^ ( A x 3 + Вх2 + C x + D ) J x 2 + 4 + X j - ^ .  
V x 2+ 4  л/х 2+4
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Охирги тенгликни дифференциаллаймиз;

4 ^ -  = (3 Ах1 + 2 Вх + С)л/х2 + 4  +
Ух2**

+(Ах3 + Вх2 + Сх + О) ■ х ■ + Л •
у!х2~+4 +4

Бу тенгликнинг иккала томонини>/х2 + 4 га купайтира- 
миз. У  \олда х 4 + 4 х 2 = (ЗАх2 + 2 Вх + С) ( х 2 + 4 )  +(Ах3 + 
+ # х2 + Сх+ О) х + X .

Бундан куйидаги си стем ага эга  буламиз:

х 4| 1 = 3  А + А,

х 3| 0 = 2 В +  В,

х 2| 4 = 1 2 у4 + С  + Д

х ‘ | 0 = 4 В + Б,

х°| 0 = 4 С  + А.

Бу си ст е м а н и н г е ч и ми н и  т о п а м и з : А ~ ^ ,  В = О , 

С = 1 ,  Д  = 0 ,  Х = - 2 .  Д ем ак,

ёх\ ^ £ <1х = ^ ^ Г Г а -2\
V* +4 ух2

= ^ ^ л / х 2 + 4 - 2 1 п л :  + 7 х 2 + 4  
4

+ 4

+ С.

Биномиал дифференциалларни интеграллаш 
Ушбу

х!”(а  +  ЬхпУёх

дифференциал ифода биномиал дифференциал д еб  а т а - 
лади. У нинг интефали

\хт(а + Ьхп)рс1х (4 .1 9 )

берилган булсин. Бунда а, Ь у згар м ас сонлар, т, п, р  — 
рационал сонлар. (4 .19 ) и н теф алн и  \исоблаш  т, п, р  р а -  
ционал сонларга боглик^игини рус математиги П .Л .Ч е -  
биш ев курсатган. (4 .19) и н теф ал  цуйидаги учта
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2) — бутун со н ;

3)
т+1

+ р — бутун сон

хрлдагина рационал функцияларнинг интеграли орк,али 
ифодаланади:

1) р  бутун сон  бул са , юкорида курилган эн г содда ир- 
рационал функция интегралига эга буламиз;

2) ^  бутун со н  булса, а + Ьхп =г\  р = ->  *  > 0 ал- 
маштириш баж арилади; 5

3) - ц -  + р  бутун со н  булса, а + Ьх" = г'х" алмаштириш 
бажарилади;

Учинчи \олга м и сол  келтирамиз.

5 - м и с о л .  ¡ х  7(1 + х 4) гс!х ни топинг.

Е ч и ш . т = —7, п =  4, р = ва + р = ^ ± 1  — 1  = - 2  
/- 2 п 4 2бутун сон.

Бу ерда 3) \олга эгам и з, шунинг учун бсрилган интег- 
рални куйидагича топ ам и з:

I + * 4 = (2х\ х = (/ 2 - 1 )  4 

¿х = -^ (1 2 -\ у 5/4с1(
\х-\\ + х' ) Ч х = \ * ! - а 

хЧ\+х

= ¡ о 2 - \уг ' (<2 - \ ) 2 (-1 )« 2 -1 )~ЧШ  = 1)Л =

= - 1 , Ч 1 ,  + С ¥1 + лг + С.

Машцлар 

К,уйидаги интегралларни топинг:

215. - .4 * 
Ъх-Ь-Зх

216. ( -  
J з

4х(1х
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217.  \-* 4

21 9 . }

\fxdx

х 3 +1

с/х

л/Зх+4 + 2 \/Зх +4

221. (Т -Х  (1х
1 + Х  X

223. \х5̂ (1 + х3)2(/х.

2 1 8 . Г ^  
} .ПТ

'3</х

х 2 + 2

99̂  | 4х(/х_______
У(Злг- 8 7 - 2 Й х - 8+4 

2 2 2 .Г ( л - 2 ) ./ р ? ( &  .
* V 3 - х

2 2 4 ./ х  1 + х 1 Г с(х.

8-§.Тригонометрик функцияларни интеграллаш

Куйидаги куринишдаги интеграл берилган б^лси н :

| / ? ( з т х ,с о з х )  ¿х . (4 .2 0 )

Агар (4.20) интегралда I = ( - л  < х < п) алмаш тириш  
бажарилса, (4.20) интефал остидаги /?(5тх,со$х)£/х иф ода г 
узгарувчининг рационал функциясига келади. Бу \олда

л1-^ • 2/ ,  2 ¿г
С О Б Х  = ----У* Б Ш  X  = ---- т > ах = — У

1+г 1+г 1+г
(4 .2 1 )

формулалардан ф ойдалансак, (4 .2 0 ) интеграл цуйидаги 

/ /?(б1 П X, СОв х )  (1х = / /? 2/ I-/2
1+/2 ’ 1+7

2й(
Тч7

куринишга келади.Бундай алмаш тириш  универсал алмаш­
тириш дейилади. Бу хдгсни куйидаги мисолларда курам из.

йх
I + 51п Х + С05 X ни топинг.

кура:

¿/х = /— 1̂  -  =  Г —  = 1п |1 +/| + с  =
1 . 2/ 1-г2 } \+1 1 11+8ШХ+С05Х 2/ 1---^

1+/2 1+/

= 1п 1 + 1ёТ,

I I  — 111. И. Тожиев

+ С. 

161
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Агар куйидаги /?(— sinx , — cosx) =  fl(sinx,cosx) тенглик 
уринли булса, / =  tgx алмаш тириш  кулай. Бу алмаш ти- 
р и ш да тригонометриядан маълум б^лган

sin x  = ^ JS L  -  'А\+rg¿x  V l + í 2

C O S  X  =  , 1 =  - y \ ......
yjl + tg2X Vl + i 2 ’

x =  arctgf, dx = (4 .22)

ф ормулалардан фойдаланилади.

2 - м и с о л .  í — ни топинг.
3+sin x

Е ч и ш :  t =  tgx алмаш тириш ни бажарамиз ва (4 .22) 
тенгликларга кура топ ам и з:

Í - А -  = \ ^ ~  = 1 - ^ 7  = Ч - a r c t g f  + С =
J 3+sin  х  \  t2 J 3+4/ 2 v 3  Л3+

1+г

= ' a r c t g f  + С.
2лУз °  >/3

3 -  м и с о л  . ¡tgs2xdx ни топинг.

Е ч и ш .  / =  tg2x алмаш тириш ни бажарамиз. Бунда

х = -  arctg  t dx = т  — г dt
9 ’ 2 1+¡¿

J ,

41('5-г+т )̂л = 1'Ч'2+> М +с =
= I  tg4x  -  I  tg2x  + 1  In |l + tg2x| + C.

Агар интеграллар J  si n x  • / (co s  x)¿/x ¿ки j  cos x  ■ f  (sin x )  dx 
куриниш да булса, у \олда

cosx =  / ёки sinx =  t

162
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алмаштириш натижасида улар t га безлик, рационал ф унк­
ция га келади.

4 - м и с о л .  [ sin4x dx ни топинг.
COS X

Е ч и ш .  cosx  =  t алмаш тириш  б аж ар ам и з, у ,\олда 
dt = -  sinxtfjt ва

J « ü j*  dx = í  tS ü pL  si n xdx = I  -
eos x J eos x r

1 1 + c .
3 c o s 3 x  c o s x

_ r eos  2  xdx
5 - M И С О Л  ■ j ,/ И И  топинг.

\ f(2+ 3s in2 .r )

Е ч и ш .  2+ 3  sin 2x =  f3 деб оламиз. У  \олда cos 2xdx =  

= ^ t2dt ва берилган интеграл куйидагича топилади:

г , cos2- ^  = i f 4 ± = i f ^  = b + c  =
^/(2+3 sin 2 х ) 2 2 W  2

= j  ̂ /(2 + 3 sin 2 * )  + C .

Эсдатма. t = tg y  алмаш тириш ни юк;оридаги \амма 
мисоллар учун куллаш мумкин.

Машклар 

К^йидаги интегралларни топинг:

dx225. ( dx 
* 3 + 5 c o s x

226.

227.
V 3 + 4 s i n 2 x

228.

229. Г sin2 x í/x  

1+cos2 X
230.

4 —5 s ¡n  д: 

s in  З х
, dx

>/( 3 + 2 c o s 3 x ) 2 

dx
3 s i n 2 x + 5 c o s 2 x
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231 . J  cos3 л: sinю x d x . 232. J dx

233 . J  s in 4 8 xdx. 234. J cos4 x + s in 4 X 
c o s 2 x - s i n 2 x

d x .

235 . Í dx 236. \tínxdx
3 s i n x + l

9-§.Биринчи мустак,ил уй иши

Бу мустак^ил уй ишининг  ,\ар бир вариантида 14 та 
м исол б ул и б , уларнинг интегралларини топиш  керак, 
ш ун и н гдек, 1— 5-м исолларда натижани дифференциал- 
лаш  орк,али текш ириш керак.

К,уйида вариант мисолларини счиш намунасини кел- 
тирам из.

А ни^м ас интегралларни топинг ва 1— 5-мисолларпинг 
натиж асини дифференциаллаш орк,али текширинг.

Е ч и ш .  Интеграл остидаги ифоданинг суратини мах- 
раж ига булам из ва интеграллар жадвалига кура куйида- 
гига эга буламиз:

V 9 +^'<1хп + С.

Н атиж ани текш ирамиз:

2 í dx
4 - 8 х ) 2 '
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Е ч и ш .

Г г dx -  = f ( 4 - 8 x ) ~ 3¿x  
,V

</(4 -  Sx) = -Sdx

dx = ~~d(4  — 8jc)

=  -  i f  (4  -  8 х ) 'Ь ( 4  -  8 x ) =  -  i  • tzMl
“ 3 +1

= - | ( 4 - 8 x ) _î + C.

Катижани текширамиз:

+ C =

- i ( 4 - 8 x ) 3 + C = - | . i ( 4 - 8 x ) r ' - ( - 8 )  =

1

Í

= (4 -  8x ) 3 = ------Ч т т  = п------------
ÿ ( 4 - 8 * ) 2

3. Г _ £ _ .
j 5 -6*

E ч и ш .

rf(5 -  6x ) = - 6 dx
dx

5 - 6 * dx = -  \ d (5 -  6x) 
6

Натижани текш ирамиз:

( - 1 . | п ] 5 - 6 * И '  = Л . з 4 г ( - 6 )  = ^ .

4. Jc o s (2  -  5 x ) dx 
E ч и ш .

d(2 -  5 x )  = -5dx

dx = - j d { 2 -  5x )
Jc o s (2  ~5x)dx 

= - 1 J  cos(2  -  5x ) ■ d(2 -  5 x ) = -  ÿ  sin (2  -  5x ) + C.

+ C.
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Натижани текш ирамиз:

1 э т ( 2  -  5л) + С | = - ~ с о з ( 2  -  5 х ) • ( -5 )  = соз(2  -  5 х ) •

5. | ш

Е ч и ш .

ЪдхГ 2(!х ЛОх)

2 р х ) 2- ^  2 р х Ц Я

= ^  1п 2х  + у/4х2 - 3  + С. 

Натижани текш и рам и з:

2 х  + у]4х2 -  3
2

4. Г  ) -  3 ■ 2 У 4 х 2- 3  _  
2 2 х^ 4х 2̂ 3

8х

2 у4дг - 3 + 2 . г

2 ( 2х+у/4х2-ЗУ4х2-3 ¿4х2-3 '

6. г - ! *  л -
J З х  +4

Е ч и ш .  И нтеграл остидаги ф ункциянинг (касрнинг) 
ш аклини ш ундай алмаш тмрамизки, натиж ада суратида 
махражининг \осиласи  \осил булсин:

¡ - ^ ¿ х  = I  Г - ^ -  Л  = 1 1 ® ^ )  = Ь т ф х 2 + 4| + С
Зх  + 4  6 •| З х 2 + 4  6 - 1 Зд-2+ 4  6  I I

I

З х 2 + 4  6 •* З х 2 + 4

с!х 

] в - 5 х г 

Е ч и ш .

А'(^х)С ¿ у  _  г У5с/х _  I г

'¡Ь-5х2 ^  № ) 2^Ы5х)*

= апхш  + С .
7 5  &
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Е ч и ш .

je'-^ dx
d(5 -  Ах) = - 4 dx

dx = - l- d {  5 -  4jc)

= - - U 5- 4 ï +C.

9. ¡ M í ^ L d x .
x+2 

E ч и ш .

¡ M ^ V - d x  = ¡\n7(x + 2) d (ln (x  + 2 )) = 

= 1  \ rJ(x  + 2) + С = 1  фп'°(х + 2) + C.

10. f JESJ SŒ
cosixdx

y¡& in 3 x - 4  

E Ч И Ш .

¡ = i  i  (S in  3jc -  4 )"5 eos 3xdx -

- i  -  
= y j( s in 3 x  - 4 )  5d (s in 3 x  - 4 )  = ~ - - ( s i n 3 x  - 4 ) 5 + С  =

= A^/(sin3jc -  4 )4 + C .

П.  J tsin2 4 x -^ c tg 24 x  

E ч и ш .

ate = J -  I  c t g ' 4 * -  - -
sin2 4 x

dx) =

= -  j j c í g  3 4xd (ctg 4x) = - - c t g ^ 4 x  + С = - - ^ c t g 4 x  + C.
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12 . f f a s f e j x -
J  ' + 4 xl+4.v 

E ч и u i .

= J  arctg3 2jcí^(arctg2x) = i - | a r c t g 32A* + C

= -l^/arctg"2 x + C.

13. J e 3cosv+2sin:tí/jc.

E ч и ш .

í «**+2 s[nx(¡x = _  j j eu'"s-'+2£/ (3cosx  + 2) = - L e'ct*x+2 + C.

14. I ^ d x -  
J 6x -4

E ч и ш .

г Зх+Ш _ j  _ ^ L -  ¿ v  + , 0 f = I  f -Ц ^ -  dx +
J 6 x  - 4  J 6a-2 - 4  -1 6jc —4  4 J 6 x 2 - 4

У б х - 2 + C.

j  f ^ ï ï î i î *  
J V

4 . /s in (3 - 4 x ) d x . 5. J

1-вариант

2. }  \¡5 -  4xclx .

dx

dx

7 - j
í/x

x ¿ + 3

2.V -I0  » .

3. f
J 3x+4

6. f * d x .  
J 2 x  - 7

2x¿-7

10. j eo s Xí/X

7 (s in  x - 4 ) 3

8 . 

11 I Щ ^ -d x
sin* 3x

14. í - ^ L d x .  
J  5 - 2 x

dxf M '  + '>
Л  -1 x + i

12 r W b  Jx
VI - 4 x 2
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/ \ t
1. f xyfx -  + 1 dx. 2. j  <¡/(2 -  x ) 2dx .

4 .Js in (9 x  + 7 )d x . i/x

7. </x

3 x 2 + 7

10 .
i sin 6 x

13. J x d x . 14. J 2 x + 3

l - 3 x '  

3-eapuanm

d x .

1. ^ x 2 - ^ - 3 j d x .  2. J^/(3 + 5 x f  dx . 

4. jco s(1 0 x  -  3)dx  . 5. |.

7. J . Ä

75</x

6 x 2 - 7  

1 0  j  sin 2 *  ^

^cosx42x

1 3 . } x d x .

/ 3 - 4 x

8. jV ^ 'd x .

11.

14. f — j—
J 5 x  +2

c,gS6jc <&. 

d x .

s in 2 6 x  

2 x + 3

1. t & ^ d x .
 ̂ X

4. J  sin(9x -  1) dx .

7. f _ g _ .
J 7 x 2+6

4-eapuanm

2. ¡yU +2^ dx.

5 - f - T T —V 2 x  - 9

e.  j

dx
6 x + l

3 x 2+8
dx

i. j£>4' 7jcd x . 9. j ln(3x+5)
3 x+5

d x .

3. J  

6 . 1

9- J

dx
7 x - 3

2x

3x 2- 7
d x .

ln  ( x + 9 )

x + 9
dx

12. J arccos 4x

7 l - 1 6 x
- dx

3. I dx

6. i

2 x + 9

2 x

h x 1
dx

+5

dx
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10. \2fH2L.dx.
] v c o s 4 x

13. ¡ e únx+]c o sxdx.  14. J

cos2 Ax 

x -3 dx
Ax +\

5-вариант

1. | | Ж  + 2 х 3 - 4  d x . 2 . ¡y l3 -4xdx .  3.  ¡

4 . J c o s ( 8 x - 4 )  dx . dx

7- Í
dx

n/ 7 - 3 * 2 ’

5 ‘ ^2*2 + 7 ’ 

8. J e 7+3V x .

6. J

9- Í

dx 
2x+7 '

- f J — dx.
v 7 - 3 x 2

•y/ln5(jC + 6)

.x+6
i/jc .

10. Í sin5 4x  cos  4xdx . 11. f ctg2 3x d x . 12. f arçsin2 2x (fr 
1 J e m 2 l y  J V l - 4 x 2

13. J e4'x xdx.

\. j
J  V*

sin¿ 3 x

■У-3

I - 4 a-2

6-вариант

14. J i/x

2 .\ ^ 4 -2 x d x .  3. J dx
5~2x

4. ¡  sin(8x -  5)dx . 5. J dx
7з x¿+\

6. j

7 - J
dx

6 x 2 + l
1. J e 5-rútx. 9. J

2.x +9

In ( x - 8 )

d x .

dx

10. J  sin4 8x  cos  Sxdx . 11. J dx

13. j e  x 2d x . 14.J

COS X ^ t g  X

. 12. } dx

V l - 2 5 j c 2 arcsin 5 jx

7-вариант

1. j ( 2 x 3 - 3 V ?  + i- ) i/ x .  2 . J< / 2 - 5 jc d x .  3.

www.ziyouz.com kutubxonasi



4 J c o s (3 x -7 )d x -  6 í ^ ñ j d X ' 

I . ! * — . 8. г e<-5*d x . 9. I -------- * --------
J Æ J T T  J e  dX J U + 3 ) l n 4 ( x + 3 )

10. iV cos3 2 x s in 2 ;« / x . 11. f - ! ^ £ . d x .  12. Г .
J J cos2 2x J 1+9*

8-вариант

1. ¡ 2x* - J ? + 5 dx.
J X

2 . j f / ( 6 - 5 x ) 2dx . 3. f dx . 
J 2 + 7 *

4. j  sin(7 -  4 x ) d x . 5. f Vlflfc

V7-2JC2
6. Í . *  d x  .

J Æ 2+8

7. f dx .
J 3x -5

8. J e 3_8V x . 9. d x .
J x-5

10. f cos, 6x d x . 
sin 6x

11 . f ^ p L d x .
J sin¿ jr

12 j  arccos2 7 *  ^  
л/ 1 -4 9 X 2

13. J  f  dx.
ex -3

14 . J  xt 4 dx. 
J 7x +3

9-вариант

1. ! ^ z l p l d x . 2 .\ f T ^ c d x .  3.
J ЛГ

4. J*cos(7x + 3)dx . 5- í ^ j -  6 ¡ J ¿ h ; dX-

7 . f 8. Ггг- 4' Л .  9. f V1" 2^  dy
J V ^ 3 ?  J J * +3

10. J  sin6 3xCOs3xdx . 11. f ÿclg2x ^  . 12. r flarctg**
J sill2 AT j  l+ x 2
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I.  j 3*4- ^ p + '  dx. 2 .1ils -  2xdx • 3.
1 X2 } J l - 7 x

4 .  [sin(7x + l )d x .  5. f _ &  . e . \ —̂ d x .
J 8x2 +9 3x  - 6

1 0 .  J -Jcoslx  s i n Ixdx . 1 1 .  ¡ - ^ - d x .  12 .  f a r c c t ¿ 8 x  ^  
J cos 4 x  J I+64.V

11-вариант

1. f p - J ,  + 4 ) dx • 2 - Г *  , .
J (2+x) 4

4 .  J  co s(5x  -  6) J a: 5- j  f  ■
J 3x2-2 4

7 ' h dx ' '
8. ¡ e Zx" d x . 4

1П rsin5xtfx
J cos4 5x

11. fh ^ L d x .  
sirrx

12.

13. J  * f ,  .J 2xirle
14. f *7l dx- 

J 7x +4

12-вариант

, ( й - 2 Л б л
J x 2. t dx 3.

4. J  cos(3 jc — 7) dx . 5. г dx .
J 4x2+3

6.

7. f , *  -. 
V3x2+2

8. \егх~Ых.

172

9.
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13.
л"  +3

н .  I 

14. J \-2x d x .

I ¡4 x -2 x 2+4 
J Л dx

4. J c o s (5 j t -8 > / x .

7. J  *  .
J  2 jc + 7

5 * M  

13-вариант

2 * I;

5. J-
¡4x¿+3 

8. j e 2~5xd x .

dx 

¡O-х)5 
dx
Л

10. J  sin3 Sx cos Sxdx . 11. f — jfo-
sin XCtg X

13. ¡ - Z - d x .
ex +1

14. l ^ p - d x -
J Sx2+\

14-вариант

1. J  4x + 2 dx- 2. f  + 3 x d x .
I  ^  J

4. J  sin(3jc + 6) dx . 5. f  -j JIL— .

7.

10. J

4 x 2- 3

sin4xdx

8. je ' -4xdx.

tfcos2 4x
11. J -ctg 2x

sin 2x
dx .

13. J V 'n* cosxdx . 14. f , ,  d x . 
1 ‘ 7 ^ 4

3. !_ÉL
5 + 4 x

6. i  

9- Í

2x¿-7
d x .

dx
(x + 5 )  ln3(x+5)

3. J  

6 .

9 - ÍJ ( x + 3 )  In (x+3)

12 j W 2 x ^
J l+ 4 x

dx 
3 ~ 5 x  

9x  

\ll-9x2 

dx

15-вариант

dx
5 + 3 x
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4. Js in (5  -  3x )  d x . 5- J - 3 - .  6. Í ^  dx ■
V9-8x2 J 9x +2

7. r _ ^ L _ .  8. fe3"5V x .  9. f ln4(3jf+ l)rfx.
3jc +1 3* +1

10. f V cos3 2x  sin 2xdx. П .  [ *\4х dx ■ 12. j^ ar̂ x dx .
1 c o s 2 4x  V l - x 2

13. \e2x3-'x2d x .  14.
} J 2x +7

16-вариант

1. f Ü ^ ù ï l d x .  2 . J ÿ 3 - 2 j c d x .  3. J
3 —2 jc

4. Í s in(5x - 2 )  dx . 5. 6 .
J 4л: - 3  J Vt7 7

7. f - T - S L - .  8. J e 4- 3V * .  9.  f  f
yjSx2 - 9  J (x+ 3)Jln (x+ 3)

10. J  Vcos 2x ■ sin 2xdx . 11. f f t * 5*  • 12- f ^arfccos2 3*  rfv
cos2 5jc Vi~9jc2

13. ; p 7 * .  14. f J l i L * .
e J 3 x  +1

17-вариант

l  i f — - л + i W -  2 - з - i — •J *  X3 J И  J 5jc—3

4. Í co s(3x  + 5) d x . 5. f dx . 6. í - ^ — dx.
Zx - 9  J %/9x2+5

7. \ ~ JL ~ .  8. f e5~2xdx .  9. | M * +4> dx .
Ь~4х2 1 } *+4

10. fs in 3 4 x c o s 4  xdx. 11. \ ^ * - d x .  12. f arcct**3jc d x .
J J co s2 2x  J l+ 9 x

13. \ 4 - d x .  14. J J E z S r f * .
* *  ♦> 3 8 -4 x 2
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w
dx

4. J  cos (2 + 5x) dx . 5. J dx

7- I
dx

3x2

10. J 

13. J

cos4x 
sin3 4x

d x .

, x¿ *3
d x .

4x 2 +7

8. J, •bx~ld x .

11. J c tg 54x d x .

14. J

sin д:

x+ 4
7 * 2+3

dx .

dx
4 - lx

6. j 

4

2x
5xJ -3

(x + l)ÿ ln (x + l)  

1 2 .
V l-4 9 x 2

1. Ш - Л  + 5
J X X3 

' \

4. J  cos(3 - 4 x )  dx .

19-вариант 

dx. 2. J  Л

5- J

/(l-4x)^ 

2dx

7 - ^  

10 . j  

13. J

dx

sin Sx 

Vcos5x
dx .

4 + 3 x 2 

8. f e 4x+*dx.

H. J Щ *.< 1 х .  12. J

,2л2 +1
d x .

20-вариант

1. ¡ (? ¿ --t fx >  + 2 )d x .  2.

3. J 

6 . j  

9- J

<¿C
5 -3 x

- 4 - d x .  
3x - 2

>/ln3(x+ l)
x +1

^arcctg2
l+ x 2

d x .

dx

14. f - £ í L < f e .
/2х -1

3 - J

6 . J

4 x - 2
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10. f iÜ ^ L í/ jc .
J cos2 3x

13. ¡ e A~5x2xdx.

*+i

u .  i - ^ d x .  12. Ä
cos 3x  l+64x

14.
J4~ 9x2

l.
■* 2.x

4. J  cos(3 — 4 jc) f/x

7 - Í
dx

4x2-S

c o s3x10. [SS^ Ldx.
J sin3 3x

13. f
J x z - 3

d x .

21-вариант

2. ¡ í f íT x d x .

5.
J 4x +3

8. J,eUAxdx.

II.  J

14. f

COS2 x J lg SX

l-2 x  
Sx1 -I

3.
J 2 + 3x

6 .
у5-4х

9. / M l Ë * .
J Jf-|

J Vl-.v2

1.
J 2x2

4 .  J  sin(6 -  7x) dx

7- J dx

10. J  d x .
'  cos4 3x

22-вариант

2. J  f f iT x ÿ d x  ■ 3. j  

5. j  dx
9 x 2 + 3 

8. f e 3-sV * .

" ■  J -
í¿*

sin2 xctg4*

14. ¡ ь +Ldx. 
J 5jc +1

6. J

9- Í

dx
4 - 5 *

3 *  

4 x 2 + l
dx .

f/x

! 2 .
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1. 2 . f *  . 
J V l + 2x

4. j  cos(3 -  4x )  dx . 5.
f 9rfx

\¡9x2-3  ‘

7 - Í  f  ■ J 5x  +2
8 . J e 2x+,i£c.

10 . i ^ U L d x -
J ÿ c o s2x

11 .  Г « * ? 2*  d c
J sin2 2x

13. J e CMJfs i n x d x . 14 ■ í - г ^ Л

1 r $ / * - 2 x 2+5
J v.2 dx

4. Jcos(3  + 5x) dx 

dx
7 - J 2 x 2+5

10. \ ^ - d x .J cos ĵc

13. j e 2xl- [x2dx.

!■ J 4x3~ f i +4dx-
J 'Jx

4. J  sin(4 -  Ix) dx

12 — Ш.И.Тожиев

24-вариант

2. J  Л

5. J-

/ 0-2*)3 '

dx 

]з~ 9х2

8. ¡ e 7x~ldx.

1 1 . ГJ l Ip L d x .  
cos 4x

14. r J ^ L r f x .
J 2.x +9

25-вариант

dx

177
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10. f sin7 2x cos 2xdx . 11. Г d*  . 
J J cos^ 5x

13. J 14. J S - x

3 x 2+l
¿/x.

2x-\

dx
1 2 • J -------------3 —  з'  0+x^)arctg  x

10-§.Икки11чи мустацил уй иши

Бу мустакил уй ишининг \ар бир вариантида 10 та 
м исол  булиб, уларда берилган интегралларни \исоблаш 
керак.

Куйида вариант мисолларини ечиш намунасини кел- 
тирамиз.

Аник,мас интегралларни топинг:

1. [ l ^ L d x -
} 4х +5

d( 2х)Г 3 - 7 х  А„  _  dx 7 f xdx _  I  г ____________ __
J ' « - 2 *« •> (2x )2+(V 5)2 1 4x 2 +5 2 (2 x )2+ (7 5 )2 8

Е ч и ш .

3 - 7 x  

4x 2+5

i ^ 4 ' ^ § > (4*2 + 5) + c'
2 - i

dx
e3x(2_ e- « )-3x>

Е ч и ш .

¿X
t = 2 -  e~ix 

dt = 3er_3xrfx

= iif = llnH + c = 3,nl2-e_31 + c

dt _  dx
T  “ 7 3*

-Зх I

3- J 3x 5-4x

x 2+!
d x .

Е ч и ш .  Интеграл остидаги функция нотугри каср 
булгаци учун, унинг суратини махражига булиб, касрнинг
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бутун кисми ва каср кисмини топамиз. Натижада алгебра- 
ик йигиндининг интегралига эга буламиз:

3 x 5 - 4 x X 2 + 1

3 x 5 + 3 x 3 3 x 3 -  3 x

- З х 3 -  4х  

- З х 3 -  Зх

-X .

Г d x = l l 3 x , - } x -  -4 -r )  dx - 
J  х 2 + 1 J l  х 2 + 1 /

= | x 4 - | x 2 - i l n ( x 2 + l ) + С.

4. J"cos3(7x + 2) í £ t .

Е ч и ш .

cos2(7x  + 2) = 1 - s i n 2(7x + 2) тригонометрикайниятдан 
фойдаланамиз:

j  cos3 (Jx  + 2) dx = \ cos2 (7x  + 2) c o s (7 x  + 2) dx =

= 1/(1 -  sin2(7x + 2))  d (s in (7x  + 2))  =

= | jc/(sin(7x  + 2 ) - y J s i n 2(7 x  + 2 ) d ( s in (7 x  + 2)) =

= ÿ s in (7 x  + 2) -  ^  sin3( 7 x  + 2 )  + C.

5. j c t g 45xi/x.

Е ч и ш .

ctg2 5x = - 1  булгани учун берилган интегрални 

к,уйидаги куринишда ёзиб оламиз.

J  ctg4 5 xdx = / ctg2 5х  - 1)  dx =

= f ctg2 5x  — !—  dx -  Í c tg2 5xdx  =
J sin bx J
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= ~ Т У с1^  ̂ х + \ с*в 5 *  + х + С =

= ~ Уз с1В3 5х  + 1 Ы&х + х + С.

7 3 6. [бш —ДГ 51п -х ё х  .
1 2 2

Е ч и ш .

/ в т  у-ХБт ^ хёх = ~ |(со5 2х -  с о з 5  х)ёх =

= у  | СОБ 2 х(1х -  у  | С05 5хс!х =

~ | С05 М ( 2 ; с )  со8 5л*/(5;с) = ^ ¡ п  2х  - - ^ ¡п З л ;  + С.

7 - ! йх
6х2-З х +2

Е ч и ш .  Интеграл остидаги функииянинг махражи- 
дан тулик, квадрат ажратамиз ва интеграллаймиз:

www.ziyouz.com kutubxonasi



8 . / З х -6 ¿ х .
2-Ьх-х2

Е ч и ш .  Интеграл остидаги функциянинг суратидан 
махражининг ^осиласини аж ратиб оламиз:

I З х -6  

2 - 5 х - х *

3 г - 2 х - 5

*  = - 4 1
3 г - 2 х + 4 - 5 + 5

2 - 5 х - х 2
(1Х =

2 }  2 - 5 х - ;

(¡X

3 е (Ц 2-5Х-Х2) 27 |- 

2 ' 2-5дг-д:2 2 ^

</х

2 ' Т з Г 2
* 2 1 I 2

27

ТТзз
1п + с =

=  -  ¿ 1п |2 -  5 *  -  х г1 +  1п
2 7л

2 х -5 -Т з з
2х-5+>/33

+ С..

¿/X

Е ч и ш .  Интеграл остидаги ф ункциянинг м ах р аж и - 
дан тулик; квадрат ажратамиз:

г _  I [ Л  _  1 с </х _

75
1п X +

~5+ -̂
х 2 + > х - 1 + С.

1 0 ./ 2.Г-7

Л"-4х-
¿/х.

Зх

Е ч и ш .  Берилган интегрални шундай иккита интеграл 
йигиндиси куринишида ёзиб оламизки, бунда интеф аллар-
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üaH ÖHpMHHHr cypaTM^a mmtnocTuaarn H(jxxaaHMHr*ocnnacH 
TypraH öyjiCHH:

f - r ü j .  dx = - ^ l ^ ± i d x ~
V 1 - 4 jc- 3 jc2 3 V l - 4 x - 3 x

I t - 6 x - 4  25 r dx
- k l

I f d ( l - 4 x - 3 x 2) 25 r 

3 J >/l-4x - 3x 2 3 7 J J 2
H * + 3

2
x + -

= _ I j *  7 l  - 4 x  - 3 ?  - a r c s i n + C =

2 r,  ̂ t  T  25 3 x + 2s* — — V 1 - 4 x  - 3 x  -  ^-^arcsin + C.
37T'

1-eapuanm

2 - 3 x

x 2+2
dx ■

4. J s in 2( l - x ) i £ t .

7. dx

10. J .

4x 2-5x +4 

2x - l

>/3x2- 3 x - l 6
i/x .

2 . f - J i n i L _ r f x .  
3 1+3 cos 2x

5. J t g 2x d x .

8. J <fc
>/4+8x-x2

3-
J  l+ x 2 

6. } s in 3 x c o s x i/ x .

9. jt+i
2 x 2+ 3 x - 4

dx-

2 x - l

/3x 2-4
1.

2-eapuanm

2 . i ^ d x .
l - X

3.
3 2x -I 

6. J  sin5 2 x c o s  2xdx.
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dx
Зл2+5х+1

10. f x -3

■j2x2-4x-\
dx

1. í ^ d x .
x¿-\

4. |(l - 2 s i n | ) 2£/x

dx
7 - J 2x2-7 x + l

x - l

3-вариант

2.1 - í í ^ d x -  
J 3 - c o s 3 x

5. I  tg4 3xdx .

dx

V 2 -3 x -2 x 2

3 - J ^ Ä .

6. J s i n 2 3 x c o s 3 xdx

1. \ ~ d x .
1 2x

4. J c o s 3 5x s in 5 x d x  

7. f ___
J  2 x 2 +x - 6

10. j T 2jf+l
n/i +х -Зх1

dx .

x-2
Ъ - х 2

4-вариант

d x .2 .  f -  
J 2^+3

5. J  tg2 7xdx .

dx .

5-вариант

2 . f ^ 2 x _ d x .
J eos x - 4

3- J 2x+I

6. J c o s 3 5xsin  Sxdx

9 - í
XÍ¿C

2 x  + X + 5

3 - S ^ d x -
3 x  - 4

4. J c o s 3(l - x )  dx . 5. J t g 5xdx . 6 . J s i n ^ - c o s x ^ *

7 - í
dx

Sx2+2x+1
9. dx •

2x+5

^4x2+Sx+9
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1. f - £ Z ¿ _ d x .  
J 7 Ñ 4 ?

2.J 4-3eA
í/x. 3.

J  X '  +  l

4. J ( 3  -  sin I x fd x  . 5. J x t g V í / x .  6. J eos x -s in  9xdx

7. cix
2x2~2x+l

10.  í 2oc—10 d x .

cix 9.
¡ T J

3x~2
5x'-3x+2

dx ■

1.
} áx^ \

4- J  sin2 Ц- dx

4 dx
2x2- l  lx+2

10. J 2x-8
7Г dx .

•x+x

1.

4. J  ( c o s x  + 3)2dx ■ 

7. Г * ------
1 2x ‘ +x+2

10. Г - r ^ l l — dx
vx2+6x+13

1. f —y—  dx ■ 
) 2x +1

2.

7-вариант

dx-
5x

5. J c t g W x .

!- h
í /x

y¡2-2x-3x2

8-вариант

ч
_sin 2x_

3siti2x+4

5. ¡ tg2 £  ó/л: .

И
2
rfjc

V 1+ X “ X

9-вариант

2- \ A v d xJ  5+еЗл

3- f i L i d x -
J 2x+l 

6. j  sin4 2jf cos 2x¿/x

9.
J 2x -6x-8

dx ■ 3- J ^ ¿ x -
J l - x 2 

6. / s i i iy c o s — rfx

9.

2 2 

x+4
2x2-7x+1

dx-
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7. Л
3х2- 1 2 х + 3

10 . и Зх-1

>/2х 2-5х +1
<!х

8. Г , *  -
7 5 х 2- 1 0 х + 4

. 9. 5 х -2
2 х ^ -5 х + 3

¿X •

10-вариант

1 ■ }  1 5л'г ¿ /х  • 
J 1+25х

4- |5т 3 ^ £/х-

7. (1х
2 х 2 +3х

ю .  ь
5х+2

7 * 2+ З х -4
¿X

2. Г 4х3

Т2х+зТх2

6- | С05 2х С05 Зхо'х 

9. Г ¿/х •
* 4 л  - 4 х + 5

11-вариант

1. г - ^ л -
J Зх - 4  

4. }(1 -  с о з х ) 2</х

7. ¿/х

х 1- 5 х +6

Г 4 х - 52. __________
2 х 2-5 х + 1 7

5. | ( ^ х ^ х .

у! 4 .х2 - 8 х + 3

d x .
х  - 3

6. | 5 т 5 х 5 т 7 х с / х

Х+1

2 х 2+х+1
¿/х.

I.
■ ' 7 7 7

4. | 5 т 2(2 х -1 )< £ с

12-вариант

2 .
J 2 х  +5

5. |с1§25х(/х.

3. Л .
-1 х+1

6. | з т 4 х с о 5  2х^х
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7. f ___ &L____  8 . J - _ £ _ .  9. f * +1 dx -
J I x - l - A x 2 V l + 2 x - x 2 J 3x2-2 x+3

10. J  . 2x~x r d x .
yJx2-3x+4

13-eapuaHm

1. J - * ^ - d x -  2 A ^ L . - d x .  3. f x2- ^ b d x -
J 9 x 2+7 J V s in 3 x -2  J x - 4

4. J s in 3 Sxdx. 5. J t g 3y d x .  6 . J e o s3 4x sin Axdx

7. f ___ ______  8. f . dx . 9. f 4*+« dx -
J 3jc2- 8 j c - 3  V4x2- x + 4  J 4a:2+6jc-I3

10. ¡ * ¿ 1 }  ~dx.
J 72 W

/4-eapuaHm

1. J - ¿ ± L d x .  2. J  , sin2*  d x .  3. f dx - 
\¡4-3x2 ? ¡ W l   ̂ j:+3

4. J s in 2 0 .5 x d x .  5. J (1 -  tg2x ) 2dx . 6 . J c o s *3 2x s i n 2xdx. 

7. f — —------  8 . J  . A  9. f _ 5 ^ »  ¿fa.
J 8 - 2 j c - x 2 \¡2 + 4x~3x2 J jc2~4x+I

10. f 5 i ± = d x .
'J2x2+4x -5

15-eapuanm

' • Í T 7 T * -  2 ' J t 4 —  * ■  3 - J - r - * -s]\-4x2 J l+ 3 c o s x  J ^ 2-1

4. J  si n2 + l j  dx . 5. J t g 52xdx. 6 . J c o s x s in 9 x d x .
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3x+2

>/4+2 \

Xdx 
2 x * + 2 x + 5

í - ^ j d x -
J 2+x

4. J c o s 2 2 x d x .

7 - í - r - ^ -------J X2 +4JC+25

10. ¡ - - J L l — dx 
V3x2- 2 x + l

16-вариант

2 J
sin 2jc 

4 —sin2 X
d x . 3 - í

x V i
x 2+l

dx-

5 . J ( 2 x  + tg27 x )d x .  6. J s i n 4 x c o s 2 x d x  

dx n  ,  x - 3
4

л/Здг+2- 2x¿
9.

x ¿ - 5 x + 4
dx •

1. J - ¿ ± - d x .
ÍI+4 a ‘

4. f l l  + 2 cos j\  dx.

M
dx

2x2 - 8 x + 3 0

17-вариант

Jx
2. f dx •

J ^ - 5

5. J tg 4 ^ ^

¿X

3. r í l 4 ¿ d d x -
J X +1

6. J s in 3 x c o s 2 x d x

4 2 x - l d x-

5 - 4 x

7 Г 7
1. f - Ä d x .

18-вариант

• J - * d x -  
J 7+ 3? 1  Í V ^ *J X - 4

4. J c o s 2 3xdx- 5. J ( t g 2 x  + c t g 2 x ) 2dx ■ 6. J  sin3 7 x c o s 7 x d x
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dx.
*  + j t -5

' ■ ( Й Л '

4. J  sin4 2 x i£ t .

i .  f / *  . 

J 2 * 2 - 2 * + 5

|0Ыlx -2
lx * - 5 x +T

5 * + 6

19-вариант

2 J
3*+ 2 rfx.

х 2+2х

5. J(1  -  ctgxÿdx

8. 1 - г ± — .
Ь х -2 х г

20-вариант

3- í * 3-з
х+5

dx

™ ± d x  
co s  Jt

6 . 1  

9  j  2 ,-1

3x 2-6x -9
i/x

1.
J 4 x  -1

4 ¿¿r
2 x  - 3 x - 2

10. j-. x-i
1Â

d x .
■x 2 + x - 5

И
x - 5

4
„2л

'e2,v+3
dx.

21-вариант

3x 2-2
3 - 2 x ¿ ~ '} у [ ъ ^ Г х

3- J
л +1

4. J s in 23xrfx. 5. J c t g 33x¿/x. 6 . J -

x¿+\

c o s 2 x

rfx

sin 4 2л- 

2 x - l

d x .

9. dx
¡ З + х - 2 * 5

d x . 2-!~r dx. 3.
x+I

4. j c o s 2^ i / x .  5. J  tg3 Axdx. 6 . J  cos 2x  cos 5xdx
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2x+310. f , ¿* * J dx.
V 2a 2 - x +6

22-вариант

a +4

h - x 2
1. í ^ ^ c i x .

4. J s in 3 5xi/x.

7. J  dx
2a 2+6a +3

io. ь x~9
yj4+2x-x2

dx.

4 co s7jc 
V 5-sin  7x

dx

5. \ \ ¿ ± d x .

' • b
dx

Ъ-Тх^Ъх2

3  r f j c

9. í

*2+2

COSA d x .
Sin J f  

*+2
l x ¿-x+ S

dx

23-вариант

1 v >
4. J s in 4 .vd.v •

i .  j  ¿v  
J х +7a  + 1 l

2x+7
10. I

V a2+ 5 a - 4
dx

2 f Sin4 ^ ^

7 V co s4 x + 3

5. J  tg4(jc + 6) dx

' • h
dx

4 \ -x -x 2

3. J i ü r f x .
J  2 -x

6. J  sin 2 x s in  3x d x

M x-5
2 x  + x - 4

d x .

24-вариант

l . j J l z l d x .  2 . f ! 1- ^ ~ d x .  3. J ^ r f x .
J 7 a 2-! 4x +x J * " 7

4. I e o s 4 x d x . 5. J t g 3( x - 5 ) d x .  6. f  s i n * e o s 3 xdx
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8. t - r - 2 —
■ Jl-2 x -x 2

9. f 1Х*Ъ dx 
J 3 x2+ 2 x - 7

25-вариант

4 .  J  co s3 4 jrá x . 5. J  tg2(4jc + 1) dx - 6. J s in jc c o s4 x r fx .

11-§ .У чипчи мустак,ил уй иши

Бу мустакил уй иши вариантларининг \ар бирида 8 та 
мисол  булиб, уларни бажаришда куйидагиларга эътибор 
бериш керак.

1-мисолда: берилган интегрални тригонометрик алмаш- 
тиришлар ёрдамида топ и ш  керак;

2-мисолда: берилган интегрални ^згарувчини алмаш- 
тириш  ёрдамида топ иш  керак;

3-8-м исом арда: берилган интегралларни булаклаб ин- 
теграллаш формуласи ёрдамида топиш керак.

Куйида вариант мисолларни ечиш намунасини кел- 
ти р ам и з

Аницмас интегралларни ^исобланг.

1. f  ж2 V i6 -  X2 d x .

Е ч и ш .

i---------  х
j  x 2yj\6- x 2dx

X = 4 sin /, dx = 4 cos tdt 

sin / = 4 »  t = arcsin^-4 4
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| I6 s in 2 1  ■ >/l6 -  16sin2 / • 4 c o s  fiel? = 2 5 6 } sin2 /co s2 tdt = 

= 6 4 j  sin2 2 tdt = 32 j  (1 -cos4/)t// = 32/ -  8sin 4t + C =

= 32 arcsin -  8 sin 4  ^arcsin i-J + C  =

= 32 arcsin 4  -  t  (8 -  * 2 )V l6  -  x 2" + C.
4 4

2- 1
x y x 2+5x+\

E h h uj .

t (ix

x'jx1+5x+\ dx = - \ d t  
r

= - j

= - J
<rt

>//2+5f+l
= - i

c/r

i 4 ] - -2 4

= -  ln / + 1  + Vf2 + 5/ + 1 + C  =

= -  ln 1 5 1 , 5  .
— (■ ~ +  * / t  + — +  1X 2 V F  x

+ C  = C  -  ln 1 +  5 +  \jx2+5x+\ 
x 2 x

3. J ( x  + 2 ) s in 4xdx . 

E h m u j .

J ( x  + 2)sin4x£/x
u = x  + 2, du = dx

dv ~ sin 4xrfx, v = - ~ c o s 4 x

= -  T  (x  + 2) cos 4 x  + Tr sin 4x  + C.
4 lb
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4. J  arccos 5xdx 
E ч и ш .

J  arccos 5 xdx
и = arccos 5x, du = ---------

J i - 2 5 x 2
dv =  dx, v = -X 

xdx= -X a rcco s5x + 5 f-T xax—  = - x a r c c o s 5л: — — f , 50лч/*
J 7 S ?  i o J 7 ^ 2 5 ?

= - x  arccos 5x -  ~ Vl - 2 5 x 2 + C.

5. ¡xe**3dx. 
E ч и ш .

\ xex*3dx
и = Xy du = dx
dv = exi3dx, V = ex+3 

= хе*+3 -  j  e '+3dx = xf>*t3 -  ел+3 + C.

6 r«ret£ f  
! HTxr  

E ч и ш .

xarctgx dx

ilxи = arctgx, du = — у
1 + ЛГ

dv = xdx
J\

,  V = VF + X
+ЛГ

= л/ГТ x arctgx -

- J  i*** = Vl + x 2arctgx -  ln x  + Vl + x 2
VÎ+JC

+ c.

7. J ( x 2 - 4 x  + 3)e 2x dx , 
E ч и ш .

и = x 2 -  4 x  + 3, du = (2x  -  4 )dx,

dv = e'2xdx, v = - i e-2x
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= -  ̂  (x 2 -  4х + 3)е~2х + J  (я  -  2)e~2xdx ■

и = x  -  2, du = dx
- 2хdv = e~2xdx, v = - ^ e

= -  I  ( x 2 -  4 x  + 3)e'2x - ~ ( x ~  2)e'2x + ~¡e~2xdx = 

= -  i  ( x 2 -  4x + 3)e~2x -  i  (x  -  2)e~2x -  ~ e~2x + C.

8 .  r 1n(lnU+2))ln(x+2) £ X .
J x+2

Е ч и ш ' .

f ln(ln (x + 2 »  ln(x+2)
■* x+2

dxи = ln(In(x + 2)),  du = (x+2)]n(x+2)

dv = ^ ^ - d x ,  у = ^\п2(х + \) x+2 2

= . Jn(ln(x + 2)) _  t j  In g ÿ )  dx =

= ln2( -̂ 2) • ln(ln(x  + 2))  -  i  ln 2( x  + 2) + С.

1-вариант

1 . | М Л . 2. J <¿X

4  , * arccos2 » dx 5. f x2e'xdx .
V l - 4 x 2 J

7. Jxarctg xo!* .  8. J x c o s ( x - 7 ) í £ e .

c\jl+x-:

2-вариант

u dx
/(1+ДГ2)5 ' M

ífa

3. J  In(x  + 4 )  dx .

6. j ( x  -  5) eos  xdx

3. J
xln^X + Vl + X2

vT

13 — Ш.И.Тожиев 193
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4. Ja rcc o s  2xdx . 5. [ *  dx- 6. |(x + 5 ) s i n x d x .
sin X

7. J x W x .

Vx2-9 dx.

8. J x s i n ( x  -  3)dx . 

3-вариант

dx2 . J -------- “ ------- . 3. f!s<Ü»Üdbo
(х+\)чх -x+\  sin X

4. Ja rc tg xd x . 5. / dx.
COS4 X

6. I  (x + 9) sin xdx

7. j x c o s ( x  + 4) dx ■ 8. ¡ (x  -  4)eydx .

4-вариант

dx
2- Í

dx

 ̂ \j(x2-IŸ  J (x  + \)y!x2- x - l

4 j  arcco ^ ^  5. J x t g 2xd x.

7. j  x  cos(x  + 3)dx . 8. jx e '^ d x .

5-вариант

1 . 1 x 4 9 - x 2dx. 2. \-------- г г —  ■
J (x + l)\ x  +X + 1

4  j x  arccos X dx 5 | (x 2 + 2 )e~xdx

7. ¡ x c o s ( x - 2 )  dx .8. jarctglxdx.

6-вариант

3. J x 2 ln(x  + 1) dx .

6. J  (x  + 7) sin 2 xdx

2 J  In x  ln(ln x )

6. f  (x  + 4) sin 3xdx
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7. jx e x*2dx. 8. Jarcsin  Sxdx ,

7-eapuanm

i [ dx 2. f — S — . j
x 2y}x2- l  ( x + l ) V l + x - x 2

4. Jarctg2xi/x. 5. J x 2(c o s 2 x  + 3) d x . t

7. \xe'lxdx. 8. j l n ( x - 7 ) d x .

8-eapuanm

2. J -------- iL ------- .
J x 2 ( x - l ) V x 2+ x + l

4. 5. ¡ (x 2 + 2)e~*dx.
v 1+ x - x 2

7. j  arcsin 2xdx . 8. J  x  cos(x  + 6)dx ■

9-eapuaH/n

dx -> r dxl . f — 2.  JJ j . / T T  Jx W - l  (x—l ) v x —x+1

4. J  arcsin 2xrfx . 5. J ( x 3 + 3)sin  xdx . (

x
77. J x  sin(x + 7)rfx . 8. J a r c t g y i/ x .

lO-eapuanm

i . t J t * L d x .  2. f -------- p ,------- . 3.
J X4 ( x —l)v x  + x —1

. J ( x - 4 ) c o s 2 x d x .  

3. J  V x  ln 2 X</X .

6. J ( x  -  8) sin xdx .

I. J l n j ^ r f x .

>. J  ( x  + 4 )  cos 3xdx . 

J ( x 2 — x  + 1) ln xdx .

www.ziyouz.com kutubxonasi



4  j x a r c s i n 2 x ä x  5  j ( x 2 _ 3 ) c o s j ß & . 6

7. J x c o s ( x - 4 ) ¿ x .  8

11-вариант

i f  2 .  Í ______ f *
x14 x 2+9  ( x - l ) V x 2- x - l

4 r a r c c o s x ^  5. f ( x 2 + 1)éTxî/x.
J Vl+x J

7. J x s i n ( x  + 4) ¿ x .  8. } a rc tg y £ / x .

12-вариант

\.\х2^ - х Ч х .  2. f -------- £ ------ -
J ( x - l ) V U x - x 2

4. J x 2a r c tg x ¿ x .  5. | (x 2 - l )exdx.

7. J x c o s ( x  + 9) dx . 8 . f ln (x+\2)dx .

13-вариант

\ .\ x 4 \ -x 2dx. 2. J -------- p ------ -
J ( x + l h / l - x - x 2

4. J x a r c tg 2 x í¿ c -  5. j x 2cos2x ¿ * .

7. J  ( x  + 3)e-Jtí£ c . 8 . j  arcsin y  ¿/x.

14-вариант

1 . í M * .  2 . / --------
J x 4 ( x - l ) V l - x - x 2

4. J a r c tg ( x  + 5) cfcc • 5. j ( x 2 + x ) s i n x ¿ x

7. J a r c c o s x d x .  8 . J ln (2x - I ) d x : .

196

• J ( x  + 8) sin 3xdx •

.  J ln (x  + 8)í/x .

3. j V x  ln x d x .

6. J  (x  + 6) eos 4 x r fx .

6 . j  (x  -  6) sin y  dx .

3. j x l n ( x 2 + 1) dx,

6. j (x  + l)cos7xdx.

3. J x l n 2 x d x .
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dx
l . J V(4+x2)3 '

4. J x 2arctgxdx. 5. J  (x2 + x )  co s  x</x.

7. J  (x¿ -  3 ) r t x  . 8. J  ln(2x + 3) dx .

16-вариант

}  X4

4. J x a r c t g 2xdx. 5. J ( x 2 + \)exdx .

1. ¡xe~4xd x . 8. J  arccos j  dx .

17-вариант

1 J  -, dx 2. f
^ (9 + x2)3 (x + 1 )V *2+ x - 2

4. }  л 2 cos j d x .  5. J  (x2 -  \)e~xdx .

7. J  x  cos(x  + 7) dx . 8. ja rc tg  ~ d x .

18-вариант

I . f - J Ü - d x .  2 . J — £ — :./л 12  ̂ / „ , i v /л 3 32¡9~x ' ( x + i y h - x - x *

4. J x a r c c tg 2x d x . 5. J x s i n 2 xdx . (

7. J  xe~5xd x . 8. J  arcsin у  i/x.

19-вариант

3. J x 2 lnxí/x •

6 . J  x  sin ~ dx .

3* } x l n ( x  + 1) dx ■

6. j ( x  + 4) cos j  d x .

3. J s in ( ln x )  dx .

6 . J  (x  + l ) s i n y  dx .

. J ( x 2 - 4 ) s i n 5 x d x  . 

. J ( x  + 2) c o s ^  dx .
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7. \хех+г(1х.

J х1

4. | (х 2 + 4) е2*^х ■

7. | х сс « (2  ~х) с/х .

! ¡ Ш ±  йх.
1 X

4. | х  агс1в 2хс/х.

7. | х 2е_**/х.

8. \агс\фх(}х.

20-вариант 

2. Г
ху1х 2 - З х + 2

5. | х а г с ^ х г / х .

8. | агссоБу (¡х.

21-вариант

2 Г ^  
(х+1)7л2- 1 '

22-вариант

2- I — Т Т = -(х+\)ух2-1

5. [х в т х с о Б х ^ / х .

8. \ а г с в т  Зх«/х.

6. | (х  -9)51Пу£/х

3 .  | с о б О п  х )  с! х  

6. / ( х - 2 ) е ^ х .

3. } ^ < / х .
я*

6. | (х  -  7) соб 2х^/х

3. \ 1п(х + 2) ¿ х .

6. | (х  + 2)со5  3хс/х

23-вариант

и 2- I
¿¿ас

4  г агс£|пх ^
J >/х+1

5. | х 2( 5 т  2х -  3) (1х

8. | (х  + 2)о,о$,Ъхс1х. 
198

4. | а г с з т  \/хг/х . 5. \х$\пг хс}х. 

7. |(х + 1) е“4^ х .  8. | х с с к 6х(!х .
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\ .\ ^ - х г(Ы. 2. I з 1п(С08 х) с1х.

4 |а£српл^х  з  |х 2(5т х  + 1) ¿ х . 6 . \ (л: -  2 )  соб 4 х й х  . 

7. / а г ^ З х ^ х .  8. / х 5 т ( х - 2 ) < / х .

25-вариант

1 * V 2- 1
¡¡X 1 п ( 1 п х ) ¿/х.

хух2+х+\

4  | агсип \[х 5 | ( х 2 + х у _дг̂ х . 6. \ ( х  -  4) 51П 2 х й х .

7. / х со вв хА г .  8. {агсзтвда/х.

12-§.Туртиичн мустакнл уй иши

Мазкур мустацил уй иши вариантларининг \ар бири- 
да 9 та мисол булиб, уларни бажаришда куйидагиларга 
эътибор бериш керак.

1-4-мисолларда: берилган интеф ални интеграл ости- 
даги касрнинг м ахраж ини к ^ п ай ту вчи лар га  аж р ати б , 
су н ф а туфи касрни эн г  содда рационал касрлар йигин- 
диси куринишида ифодалаш ёрдамида т оп и ш  керак.

5—6-мисолларда: берилган интеф ални интеграл ости- 
даги функциянинг илдиз остидаги ифодасини бирор узга- 
рувчи билан алмаштириш ёрдамида топиш  керак.

7-8-м исолларда: берилган  и н т е г р а л н и  * = ва 
г = tgx тригонометрик алмаштиришлар ёрдамида топиш 
керак.

9-мисолда: берилган интефални илдиз остидаги ифо- 
дада янги узгарувчи киритиш ёрдамида топ и ш  керак.

Вариант мисолларини ечиш намунаси келтирамиз.

1 . ;
1х-х*-А

(х+1)(х2-5дг+6)
<1х интегрални топинг.
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Е ч  и ш . Интеграл остидаги функция рационал касрдан 
иборат. У н и н г махражини к^пайтувчиларга ажратамиз: 
( х + 1 ) ( * - 2 ) ( х - 3 ) .

Тугри касрни энг содда рационал касрлар йигиндиси 
куриниш ида ёзишдан фойдаланамиз, яъни

7 х - х  - 4
( х + 1 ) ( х - 2 ) ( х - 3 )  х+1 х - 2  х - 3 '

Бу тенгликнинг унг томонини умумий махражга кел- 
тириб, суратларини узаро тенглаб куйидаги айниятга эга 
буламиз:

1х -  х 1 -  4  = А(х -  2)(х -  3) + В(х + \)(х -  3) + С(х + \)(х -  2).

А, В, С коэффициентларни хусусий кийматлар бериш 
усули билан аникутймиз:

х = - {  
х = 2 
х  = 3

- 1 2  = 12 А, 
6  = - 3  В,
8 = 4  С.

Бундан: А = -  1, В = -  2, С = 2 . Бу кийматларни урнига 
цуйсак, берилган интеграл эн г  содда рационал функция- 
ларнинг интегралига келади:

(х+1)(х -5х+6) М  х+)\

+ 2 1п \х -  3| + С  = 1п , (* ~ 3> , + с .

. | _| |
2. } ---------- 5------— ¿х интегрални топинг.

* ( х - 1) ( х Ч х - 2)

Е ч  и ш .

(х-осх-'+х-г) ( х - 1) (х+2) х -1 ( х - 1)2 х +2
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1 5jc — л:2 —11 = Л(х -  1)(х + 2) + В(х  + 2) + С (х  -  I)2 ' 

x  -  1 I 3 = 3 5 ,  В = 1 

х  = - 2  I - 4 5  = 9С С = - 5  

x 2 I - I  = А + С, А = 4

+ -  | dx = - 4  ln |х -  Il — Ц- -  5 In |х + 2| + С. 
х - l  (х -17  x + 2 )  I 1 х - l  I I

Номаълум коэффициентларни топ и шла х  га х  =  1, х =  — 2 
хусусий кийматларни бериб В  ва  С  топилди, х2 олдидаги 
коэффициентларни тенглаб эса  А топилди.

3. J (x )  = \ д-4-8х 3+23х 2-43х +27 dx интегрални топинг.
(x-2)(x¿-2x+5) у

Е ч и ш . Интеграл остидаги функция нотурри каср булга- 
ни учун унинг суратини махражига булиб, куп\ад ва TÿFpH 
рационал каср й и р и н д и с и  куринишида ёзиб олиш мумкин:

= J Х -  4 +

(x-2)(x¿-2x+5)

- 2 x 2 + 3 x + \ 3

(x-2)ö^-2x+S)

dx =

dx =

A Bx+C i ,
+ ---- - dx =

2 " 4X + J\ 3 ^ 2 T 1 ? - 2 x +5

- 2 x 2 + 3x -  13 = A(x2 -  2x + 5) + (Bx + C )(x  -  2) 

x  = 2 I - 1 5  = 5A, A = - 3, 

x 2 I A + В = - 2 ,  5  = 1, 

x°  I 5 A -2 C  = -13 ,  C  = - l ,

' 2 - / -3 x - l= ± - - 4 x  + -----^ +  ч" '-----i d *  =* - 2  x -2x+5J

= -  4 x  ~ 3 ln |x2 -  2 x  + 5| + C.
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. í 2лг —5x +8x—32 ,
4. I — i п i — dx интегрални топинг.1 х +9х +20
Е ч и ш .

Г 2х3-5х2+8х-32 . t 2х3—5х2+8х-32 .-----а------?--------- dx = ----- ,--------.-------dx =
J  X  +9х +20 j (х +4)(х +5)

'А х+В Cx + D'

■ í ( -
-x + D\ .+ - т—  ах = 

x¿ + 4 X +5 /

2х3 -  5х2 + 8х  -  32 = (Ах + В)(х2 + 5) + (Ос + D)(x2 + 4) '

X 3 2 = А + С
X 2 - 5  = 5 +  D А = 0, В = -2 ,

X 8 = 5Л + 4С С  = 2, ¿> = -3 .

X o - 2 2  = 5 5  + 4 0

= J  ( Ä  + 1*  = _a rc ts  f + ln(* 2 + 5) “  ^ arc,g i + с -

5. Í 2 XJx 2 имтегРални ТОПИНГ. 

Е ч и ш .

\1х -  2 = i, х - 2  = î2 

x - t 2 + 2, dx = 2 tdt
х+1
7*^2

¿/л* (/2+3)/Л _ 
3-2 /^

= - 2 j ( / 2 + 3 r+ 1 2  + ^ ) r / /  =

= - 2 ( i / 3 + у / 2 + 12r + 361n|r-3|) + C =

= -  у  -  2)3 “  2(л  -  2) -  24\/лГ^2 -  72 ln | V *^ 2  -  з| + C.

¿ г A^x-2-y¡x-2 ,
J  V x  2 + 2 \ ¡ x  2  интегрални топинг.

Е ч и ш .  i  i  i  касрларнинг умумий махражи m — 6 
2 * 3 * 6

булгани учун керакли алмаштиришни бажариб интеграл­

ни топамиз:
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X -  2 = Л  x = íb + 2 
dx = 6 t̂ dt

= f« J Í r ‘l¥ dt =
J í3+2r2v/^2+2V jT 2

6J rf/ = j  4̂/5 -  8/4 + 15/3 -  30/2 + 60/ -  120 + dt 

б (1 / 6 - | / 5 + i l / 4 -1 0 / 3 + 60/2 - 120/ + 2 4 0 ln|/ + 2|) + С

= 4 ( x -2 ) -™ îj (x ~ 2 Ÿ  + ^ l j ( x - 2 ) 2 -  60yfx^2 +

+ m llx ~ 2  -  720>/x- 2  + 14401n | V x^ 2 + 2 ]  + С.

-  г ^
7 -  ̂ 3sin Jc-2cosjc+i и н т е г р а л н и  т о п и н г .

E ч и ш .

3 s ¡ n x - 2 c o s x + l

2Г l-r '
/ = t g T> s i n * « ^ ,  COS X = -—yzl+t*

2 dtX = 2arctgt, dx = -p—r

= 2/
í//

- 2 /
A dt

6 / -2 + 2 f2 + l + f2 J 3r2+ 6 r - l  3 '  (/+i )2 _ i

- И "
/ + 1-

7з
<4l +

7з
+ С ~ 2ТЗ 1П

Ä | + V 3 - 2

>/3lg|+s/3+2
+ c.

r, / Л:8 . 1 т - ?------r-r— :— 5“  интегрални топинг.
2 s i r r .ç -s in 2 .x + 3 c o s  x

E Ч и 111.

.2
i = tgx, sin2 X = , COS2 X = —U -, 

1+r l+r
/ , di 

s m x c o s x  = — T , ях  = — T 
1+ r  I+r
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= í
dt di

= f ^ arCt^  + C = i arCt^  + C -
,4

2 J  4 

2tg x - l

9 j  eos3 6x  ^  и н т е г р а л н и  т о п и н г . 
J ^/sin 6jc

E  ч и ш .

sin 6 л: = t 
dt = 6 eos 6xdx

4 í

(  \ 9 }
л 4

í %  4 < “4
r " 5 - / * 4 /5 - £ ' s6 4 14

V ^ 4

+ C =

= Vsin4 6 x  -  J j-  Vsinl4 6 x  + C.

4 3x 2+20x+9
( x 2+ 4 x + 3 ) ( x + 5 )

dx .

3 г 3 x + l3  ^

J ( x - l ) ( x 2+2x+5)

 ̂ f
У+Vx+T

1-вариант

2- J 

4- J 

6- í

7 - í -■* 5 + 2 s í n x + 3 c o s x

9. J  eos4 3 x s in 2 3xdx .

x J +l dx.

5x

x4+ 3x2- 4

i -VxTT

dx.

J

2-вариант

dx
8 s ¡n 2 x - 1 6 s i n x c o s x

Ч I2dx
( x - 2 ) ( x  -2 x + 3 )

I* x 3- 2 x 2- 2 x + 1
¿■ ) -3 J1 dx

X -X
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_______ dx_______
5 - 4 s i n x + 2 c o s x

__________dx_________

1 6 s in 2 x - 8 s ¡ n x c o s x

9. ¡yJs\nAx  eos3 xdx .

4 4 3 x - 6 7

( jc -1 ) (x2- j c - I 2 )

3  г --------- 1 2 - 6 X ----------- d x

J ( x - l ) ( x  - 4 x + l 3 )

dx ■

3-вариант

3 x 2 +i

( x - l ) ( x ¿ - l )
d x .

4. ( x4+x,3+2xi +x+2dx
1 x  + 5 x  +4

6. г
J Vx+l+3/x+l

d x .y f 3 s i n x - 2 c o s x  
1+ co s x

9. ¡ eos3 л: s in8 xdx.

8. í dx
l+ 3 c o s 2 X

dx.

l . J
2 x 4+ 8 x 3+ 9 x 2 - 7

( x 2+ x - 2 ) ( x + 3 )
dx

3 r 2x 2+ 2x +20  d x
J  ( x - l ) ( x 2+ 2 x + 5 )

5. í - í *
J  2+ч/х+4

7. í -
*’ 5 + 3 c o s x - 5 s i n x

9. J c o s 4x  s in5 x d x .

4-вариант

2. í - ^ j d x .
J x J - x ¿

4. f _  Sdx -  
J x 4+ 3 x 2- 4

6. ) № t .
1 i ?

8. J . ^ 3 !  dx.* sin x + 2 cos x

i - í
8 xdx d x .

5-вариант 

2.  í
4 x 4+ 8 x 3- 3 x - 3

x 3+ 2 x 2 +x
d x .
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(х + 1 )(х 2+ 6х+13)

5.
-Jx +1

7. J  dx___

M

5 c o s x + 1 0 s i n x  

cos3 xdx

Г А Т \ Л  T \ A  J

J x ( l + & )  

г dx
J 3 c o s2x + 4 s i n 2 x

i f
2 x4- 7 x 3+ 7 x 2- 8 x

(x 2-5x +6)(x +1)
¿X

3 .  J i Í í ^ í l *
X 3 - !

5 - Í 
7- Í

x+l

rVx+2

6-вариант

2 .

4.

6 .

f 2 x 3- 2 x 2+5 .
-------1— f—  dx .

J ( x - l )  (x 2+4)

'-dx
] ч/2хТГ

dx t g x

3 + 2 c o s x - s i n x  

9. J & i n 3 2 x  • eos3 2x¿/x .

I - C t g  X
í/x.

, f 2 x 4 +8x 3- 4 5 x - 6 4

4  ( x - l ) ( x 2+ 5 x + 6 )

36t/x

( x + 2 ) ( x 2 - 2 x + 10)  ’
3. j  

5- i
dx

( x + ï j V x + 4  '

7-вариант

2 .

4.

6

4x

( x  - 2x + l ) (x + l )
dx

x 3+ x2- x - 3  

x 4- x 2 “
i/x .

7. f ______dx
4sin2x - 5 c o s 2 x
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3- Í

(x  +4x+3)(x+5)

9.У-9
( x + )) (x 2-4 x + 1 3 )

dx

5. \ {E L d x .
J x -3

M î t
dx

9- 1

8 - 4 s i n  x + 7 c o s x

dx

1 f 6x2* 6 x - 6 _ dx  
} (x + ! ) {x 2+ x - 2)

3 .  í l í ^ - d x .
J x  +8

5. J
VA

7  r dx

dx 
I x l 3 '

5 eos a:

9 .  ¡ Щ л а х

4. í

6. J

8. J

9-вариант

2- í

4- í

6. s

x J - x - 5  

**+ 3x^ 4

<1хЦ-2$Гл

dx. 

dx .

dx
7co s2x + 2 s Í n 2 x

2 x 2- 5 x + l

x 3 - 2x 2 + x
d x .

x - x - l

X - X
dx .

»• h

>/x̂ 3

sin 2x

sin4 x+ co s4 X

dx

d x .

10-вариант

ч 37X-85
(x  + 2 x - 3 ) ( x - 4 )

dx

3. J  4jc2+^ +17. dx
( x - l ) ( P + 2 x + 5 )  

dx
7x(x+3) '

2. f 4* 4+ta3- ^ d x .
J x ( x + l )

2 x 2- 7x 4-10 
( x - ] ) ( x 3- x ,2+ 4 x - 4 )

6,

4- J 

6 -

dx
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7. f —
J 2sinx+3cosx+3

9. J  sin5 x c o s 4 xdx .

l . J  3/ +3*~24 dx

cos Xsin X

11-вариант

(x¿ -x-2)(x-3)

4x+2 
x4+4x2

л r 4x+2 j  3. J  j -, dx

5 - Í l+x
x+

d x .

7. dx
5 + 4 s in x

j  r2 x 4-4x3+2x2-4x+l ^
7 ( x - l p

4. J Ä d c .
J x +4x

6. I 4xl L d x
1 +\fx+2

4

7x+3

dx 
l+sin2 X

9 - J #VC
d x .

12-вариант

1 f 2 * 4- 7 x 3+3x+20 d x  
'■* ( x - 2 ) ( x 2- 2 x ~3)

3 J  x2- 5 ^ 4 0  dx

j  t 3x-x -2 
x(x+ l)2

dx

(x + 2)(x  - 2x + 10) 

xdx
UTT'

dx

5. J  

7 fJ 8 + 4 c o s x  '

9. j ÿ c o s 2*  s in2x d x .

4 - J  

6 . 1

X - x +2
—3-----TX +x

Í  777

dx •

dx
4sin2x + 8 s i n x c o s x

13-вариант

4
3x 2-1 5

( x - l ) ( x  +5x+6)
d x . 2. } 4 ^ d x .

3 X  ( x  +  l )

л г x 2+2x +4 »
4. -a— ,—  ax . 

! X +5x +4
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t f c + 3 + V x + 3

dx7.
1 3 s i n x - 4 c o s x

9. J>/sin*"x cosl x dx .

Í 7 -
sin 2x

4  sin4 x + c o s4 X
d x .

1 j  ^ - l9 x + 6  dj(
3 ( x - l ) ( x  +5x+6)

3 f Л-- I . « .  10 dx

5 - 1

7 - f —  J 7 ci

( x + I ) ( x 2- 4 x + I 3 )

dx 
3 + 7 x + 5  

dx

14-вариант 

2. Í

I

X - 3

( x —l ) ( x  —I) 

2x 5- 2x 3+ x 2

d x .

d x .

8 - h
dx

7 s i n x - 3 c o s x  

9. J  ÿ co s3 2x  sin3 2xdx .

15-вариант

sin2 x - 4 s i n x c o s x + 5 c o s 2 x

b 6xdx
x j + 2x 2- x -2 

3 - 9 x

2 - Í
x 2- 3 x + 2

x 3+ 2x 2 + x
dx ■

х * + 4 х 2
d x . 4. x dx

x  + 5 x  + 4

5.
1+>/хЛ

7 - %  

9. J 4 Ï

<¿C
4 s i n x + 3 c o s x

d x .

6. j  V* - ! dbt.

8. f ____ / *
4 c o s  + 3 s in 2 x

16-вариант

]- í 7̂ -¿ ! 2̂ 52, J x - 2 - i  * +2( х 2+ 6 х + 5 ) ( х + 3 )

14 — Ш.И. Тожиев
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7- í
dx

4 c o s x + 3 s i n x  '

9. J  sin2 2 x c o s 4 2xdx .

\

yj3x+l+2\j3x+\ 

dx
3co s2 x - 2

17-вариант

1.1 2*2+4bc-9l 
J (x2+ 2x-3 )(x -4 )

4 x - I 0
( x + 2 ) ( x 2- 2 x + 1 0 )

XVX-1

2 - s i n x + 3 c x

dx3. í

4
7. f

J l + c o s x  

9. jy/cos4x  sin3x d x .

2. f i ^ d L d x .
J  ( X 2 + X ) ( X  +  1)

. f x 3+ 4 x - 3  .
4 .  J 4 . 2 ^ - ,

J x 4 + 4 x ¿

6. r n— Л ----------.

ÿ ( 2 x + l ) 2 - V 2 x + ï

d x . \
dx

s¡n2 x + s ¡n 2 x + 3 c o s 2 x

1 г 2 x 4 +8x 3- I 7 x - 5  
(x 2+ 2 x - 3 ) ( x +2)

3 - í
x 2 +23

(x +1)(x 2+6x +13)
dx

18-вариант

2- J

4- í

4xrfx

(x2 - l ) ( x + t )

lx - 2
(x - I) (x 2+4)

dx

c2<
¿ T 7

5. J  *2dx . 6 .

7. _____ rfx_____
5 + s i n x + 3 c o s x

dx ■yfx-^ß
¡ f x - $ x - l  

dx
5 sin2 x - 3 c o s 2 x
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19-вариант

■ г 2 jc4 +17jc3 +40 jc2 +37x +36 ^  2  f ^

( x + l) {x 2+8x+15) ‘ ‘ J x 3+ x 2

,  Г 2 x J +7x+7 ^  ,  f x 3+ 2x2+ 4 x - 2  .

5. \ ¿ É L .  6. Г *  Л .
J M £  

7. f  *   8. f —   éL r_ .
3 4 s i n x + 3 c o s x + 5  * sin x + 3 s i n x c o s x - c o s  x

9 .  J s i n 42 x c o s 22 x û ! x .

20-вариант

l . f _____ b4 --------dx. 2 . [ i ^ p ^ ± d x .
1 (x - l ) (x 2+3x+2) 1 x - x 2

3, J  " x - f - * > dx. 4. Í * £ 4 d x .
J ( x + i ) ( x  -4 x + 1 3 )  J x -x

5. f Æ Î 4 * .  6. J  ,Щ ± -  dx .

7. 8. f 4 sin- x . d x .
1 b c o s x  sin x + 4 c o s  x

9 .  f ĉ lx- d x .
'H ïü fT x

21-вариант

J  ( x 2 + 2 x - 3 ) ( x - 4 )  ( x ¿- l ) ( x - l )

3 f ------- ---------------dx 4 i ---------------------------dx .
J (x+2)(x  - 2 x + l 0 )  J ( x - l ) ( x 3- x 2+ 4 x - 4 )

« f dx 6 r 'ïxdx
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7. f -------- * -------- .
;  2 - 3 c o s x + s i n x

9. J s in 43;c cos23xdx .

22-вариант

1 f 2 x 4- 7 x 3+ 2 x 2+ I3  j  

' J ( x 2- 5 x + 6 ) (x + l )

3. f dx
> ( x + l ) ( x  +6x+I3)

dx

2. ¡ l * - * d x .
1 дг(х+1)2

x 3+ x 2+ x - l  
x 4 +5x 2 +44. Í dx

С f Jxd* dx
6 - w *

3 s i n x - c o s x  ■

9. J  sin4 x c o s 5 xdx .

i. Í
tg*

sin2 x + 3 co s2 x
dx

23-вариант

x 3- x 2-x+\
1 f -<fa 2 Í * +5 

J ( x - 2 ) ( x 2- 2 x - 3 )  ’ J

3. ¡ j ¡ * d x .1 X -1

dx

4. j 2*- d x .
l-x*

5. J x  dx 
•v/x+6

6 .

7. f --------- * --------- . 8. /
 ̂ 4 - 4 s i n x + 3 c o s x

9. j  sins x  • ÿ co s3 xdx .

24-вариант

х(\+Щ  

dx
6 - 3 c o s 2 x

4
6 x 4- 3 0 x 2+30

(x 2- l ) ( x + 2 )
dx . 2- J 3x 2- 7 x +2

(x 2- x ) ( x - l )
dx .

4. i 5* ^ 2̂ 9 dx .) ^ 4 , i  п . .2 -
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Созх-Ззтх

25-вариант

1. Г 3* 2~'7*+ 2 Ох
} ( х - 1 ) ( х 2+5х+6)

7- I
Г _______ ОХ_______
■* З+Зэтх+Зссях " 8' I ]+5Ш2 X

9.

V  б о б  
АНИК, И Н Т Е Г Р А Л

1-§.Аниц интеграл х,акдда туш унча.
Аниц интегрални х^соблаш

Бирор [а\Ь] кесмада узлуксиз у =Ах) ф ункция берил- 
ган булсин. Бу кесмани ихтиёрий равишда ну^талар би- 
лан п та кисмга буламиз (12-чизм а):

га тенг. Хар бир к,исмий интервалларнинг ичида битта- 
дан ихтиёрий нукта танлаб оламиз:
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А У,

■*
л

12-чизма.

Бу танланган нукталарла функциянинг кийматлари- 
ни х,исоблаймиз:

й и р и н д и н и  тузамиз. (5 .1)  й и р и н д и  у =Лх) функциянинг 
[а\Ь\ кесмадаги интеграл йигиндиси дейилади. 51,, й и р и н д и  

геом етри к нуктаи назардан 12-чизмадаги штрихланган 
турри туртбурчаклар юзларининг й и р и н д и с и н и  билдира- 
ди. (5 .1 )  интеграл й и р и н д и н и н г  Дх,- ларнинг энг каггаси 
узунлиги нолга интилгандаги (д*,  -> 0) лимити (кийма- 
ти) [а;Ь] кесманингбулиниш  усулига ва ундаги £|,£2 
нук,таларнииг танланиш ига борлик, булмаса, бу лим ит 
у = /{х)  фупкциянинг х =  а дан х = Ь гача олинган аник; 
интеграяи дейилади ва куйидагича белгиланади ('/(х) дан 
х  буйича а  дан Ь гача олинган аник, интеграл" деб ук,ила- 
ди):

.......Л и .

Бу микдорлардан

= Х / ( £ , ) Д * ,
п (5.1)
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f(x)  — интеграл остидаги функция, f(x)dx  — интеграл 
остидаги ифода, [а;Ь\ — интсграллаш оралиги, а ва b — 
сонлар мое равиш да интеграллаш нинг к^'йи ва юкори 
чегаралари дейилади.

Т е о р е м а .  Агар у =  f(x) функция [а;Ь ] кесмада узлу к - 
сиз булса, у холда f(x) функция шу кесмада интеградланув- 
чидир, яъни бундай функциянипг аник, интегралы мавжуд- 
дир.

Агар f(x) > 0, хе[я;6]булса, у \олда бу функциянипг аник; 
интеграли у  =  f(x) функциянипг графиги, Ох ук ва а* =  а , 
х  =  6тугри чизик/мр билан чегаралаиган шаклнинг юзини 
ифодалайди. Бундай шакл эгри чизицли трапеция дейилади.

Масалан, 13-чизмада курсатилган ф ункциянинг гра- 
фиги билан чегаралаиган юз учун:

| /  (х)  с/х = S: -  S2 + S3.
О

Аник интегралнинг асосий хоссаларини курамиз (куйи- 
да келтирилган f(x)  ва <р(х) функцияларни [а,Ь\ кесмада 
интегралланувчи дсб оламиз).

1. j  ( / (х )  ± ф(х)) dx = {  / (х )  dx ±  J  (р(х) dx.
а а о

b h
2. J  cf(x) dx = cj f ( x )  dx (с = const).

a  a
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3. \ f(x )d x  = -\ f{x )d x .
a b

4. \ f ( x )  dx = ] f ( x )  dx + \ f (x )  dx.
a a  c

5. Агар [a;b] кесмада f(x) > 0 ва a < b булса, у \олда 

\ f(x)dx  > О ■
a

6. Агар (p(x) < f(x), xG  [a;b} ва a < b булса, у \олда 

/фООдЬс < ¡ f(x )d x .
О Û

7. Агар т = m in  f i x ) , М = max f i x )  ва а < b булса, у
^Олда xe|e;é]

m(b -  а) <\ / (х )  dx < M(b -  а).
а

8. Агар f(x )  функция [а;Ь] кесмада узлуксиз булса, у 
\олда шу кесм ад а  х =  с < (а < с < Ь) нук,та топиш мум- 
кинки,

J  / ( х )  dx = f(c )(b  -  а)
а

тенглик уринли булади; х
9. Агар f(x)  функция узлуксиз ва Ф ’(•*) = \ f i t )  dt булса, 

у \олда куйидаги тенглик уринли булади: а

Ф ’<*) = / ( * ) ,

бунда Ф (х)  га / ( х )  функциянинг бошлангич функцияси 
дейилади;

10. Агар F(x) функция f(x) ф ункциянинг кандайдир 
бошлангич ф ункцияси  булса, у \олда куйидаги тенглик 
Уринли бУлади:

Í  f ( x )  dx = Fib) -  F(a) = F(x) \ . (5.3)
a a

Бу тен гли к  Ньютон — Лейбниц формуласи дейилади. 
Аник интеграллар асосан (5.3) формула ёрдамида \исоб- 
ланади. Энди куйидаги аник, интегралларни \исоблаймиз.
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1 - м и с о л .  j 2 ( x  + 2)2dx интегрални^исобланг. 
i

Е  ч и ш .

} 2 (х  + 2)2dx = 2 j ( x  + 2 ) 2í/(x + 2 )  = \ (х + 2 )3\ = 
i i ¿ i

= | ( ( 3  + 2 )3 - ( 1 + 2 ) ’ ) = Í ( 1 2 5  -  27)  = 1 98 = .

2 - м и с о л .  ¡ (Л х  + l[x) dx интегрални \исобланг. 
о

Е ч и ш .

Н К К 8 1 8 1
/ U lx  + t/х )  dx = Æ j  4xdx + } tfxdx  = J2  j x 2dx + 1 x*dx  = 
о o o  o o

3 4

= ^ i f L _ | 8 + — f  = ^ 8 T + - 8 y = 1 ^ - ^  + - ^ F  =
3 l„ 4 le 8 4 3 4

= ^ .  + 12 = 3 3 1 .

3 - м и с о л .  J s in 3xdx и н теф ал н и  \исобланг.
о

Е ч и ш .
я я л
j y  2
J sin3xí/x = J  sin2x  s in x d x  = - j  (1 - c o s 2x  ) d (c o s x )  =

-}£/(c o s x ) + } cos2x í /(c o s x ) = - c o s x |  +

n n
2 COS3 X I2

0 3 Ö

= 1 - 1 = 1
3 3

4 - м и с о л .  dx интегрални \исобланг.
, x3+x
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Е ч и ш .  И нтеграл остидаги функция тугри рационал 
каср. Уни энг содда рационал касрлар йигиндиси кури- 
нишида ифодалаймиз ва кейин интегрални \исоблаймиз:

2х-\ А Вх + С  -  , 2 1\ п 2—  = _  + —  2х - 1  = А ( х +1) + Вх +Сх.
Х*+Х х  х г + 1

А + В =  О, 

С = 2,

А = - 1

бундан А — — 1, Æ =  I , С =  2. 
Демак,

= (-1п|х| + ||l +х2\ + 2arctgxJ| =

= — 1п 2 + ^1п 5 + 2 arctg 2 — ÿ 1п 2 - 2 a r c t g  1 =

= i l n |  + 2 ( a r o t g 2 - i )  = 0,38.

Агар y =  f(x)  ф ункция [a\b\ кесмада узлуксиз, x  =  <p(t) 
функция эса у зи н и н г хрсиласи билап бирга 1а;6| кесмада 
узлуксиз ва монотон булиб, <р(а) = а , <p(b) =  b ва f\<p(î)\ му- 
раккаб функция [аф\ кесмада узлуксиз булса, у долда аник 
интеграл учун куйидаги узгарувчини алмаштириш фор- 
муласи уринли булади:

j  / ( * )  dx = f  /|ф ( 0 1 Ф '( ' )  d t . (5.4)
а  а

Бу алмаш тиришии к,уллашга дойр мисолар курамиз.
X

5 - м и с о л .  f х интегрални \исобланг. 
з VTTJ

Е ч и ш .  yj\ + х  = t алмаштиришни бажарамиз. У  \олда

f- = 1 +  х, х  =  t1 — 1, dx — 2i dî
x = 3 na t =  2  =  a, x = 8 на эса t = 3 = b.
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Булар учун юкррида санаб утилган \амма шартлар баж а- 
рилади. Демак,

\>Л пл„/. \ , г,э \з

п

= 2|9 - 3  - 1- + 2 ) = у .

6 - м и с о л .  г Ох и н теф ал п и  х;исобланг.
 ̂ 1 лле0 2С05Х+3

Е ч и ш .
д*

 ̂ у  алмаштиришни бажарамиз. У \олда

созх  = ^-Л-> х  = 2агО Д , г/д- =
1+ Г \ + 1

Д ем ак,

Ъ (1г 1 .  .. ,  . 1
/ — ^ ------ /_|£*------- 2 агс18 г =
¿ 2 « к х + 3  п 2 1^ +3 о ' * +5 ^ 5  Т Г 'о  

1+/2

= ^ агс*8 7 Г  = 0 , 2 8 -

Агар и(х) ва и(х) функциялар [а\Ь\ кесмада у зл у к си з  
ва ^осилага эга булсалар, у х,олда

ь ь ь
|и{х)(1\)(х) = и{х) ъ(х)\ -  ¡&(х)(1и(х) (5 .5 )

тенглик уринли булади. (5 .5 )  формула аник, интегрални 
булаклаб интеграллаш формуласи дейилади. (5 .5)  ф ормула 
татбик,ига дойр мисолар к,араймиз.

Я
7 - м и с о л .  |х$т.х^х: интегрални \исобланг. 

о
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и = X, du = dx
dv  = sin xdx, x> = - cos л:

= - x c o s x |  + f c o s xdx = -X c o sx I - s in x |  =
0 0 0 0 

= -n  ■ COS 71 + 0 • COS 0 = 71
e

8 - M и с о л . [x\n2x d x  интегрални \исобланг.
i

Е ч и ш .

\ xW xdx
и = ln x, du = -  ln xdx

X

dv  = xdx,
” - t

= —  In2 дг| -\ x\ nxdx  =
i i

u = ln x ,  du = ~dx

d\) = xdx, и =

Y 2  ,  , e V 2  .* 1 e
= -T-ln2 x| — ln x| + ~ )xdx  =

i \ ¿ \

, 2  „ 2

Машцлар
Куйидаги аник интегралларни \исобланг:

237. I ( 2 х 2 + -2-) dx ; 238. |¡2х + ^ ) ä x l

239. / (V T + + j e3) ;  240. f
о \ V* / ,

dx -

X s j l + l n  X

241. ) dx 242 , J  V c o s j c - c o s 3 x  dx
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л
247. \ хЧ \ + хЧ х-, 248. }л/4~~ хТ ^х

249. / ¿X

’| л^х2 + 5х+1

хёх

о

250. ]  л  
о

4

251. |------
4 ( 1 + Х  )

п

253. | сое х е ш 3 хс1х ;
я
6

I
255. \хы<Л%х(!х ;

2х+у[Ъх+\ ' 

хс1х
2 5 1  I — Г Т *о с05 (х )

254. | Л  .

4л-2 - 9

256. j x t g 2xí/x; 
о

2 - § .  Хосм ас иитеграллар

в Агар у = /(х) функция а < х < + »  да узл укси з булиб, 

| /{х)с1х -  J (B )  булса, бунда ДВ) — бирор у зл укси з  функ­

ция (14-чизма), ушбу

П т  |/(х)</хЬ—*+
(5.6)
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л и м и т юк,ори чегараси чексиз булган хосмас интеграл дейи- 
лади ва у

7 f(x )d x  (5.7)
а

каби белгиланади. Д ем ак, таърифга кура: 

f f{x )d x  = lim [ f(x )d x  ■
Q Q

Агар (5 .6)  лимит мавжуд б^лса, (5 .7) интеграл яцинла- 
шувчи, агар (5 .6)  лимит мавжуд булмаса ёки чексизликка 
интилса, (5 .7)  интеграл узок^ашувчи дейилади.

Худди шунингдек, куйи чегараси чексиз булган хосмас 
интеграл туф исида ^ам гапириш мумкин, у куйидагича 
аникданади:

j  f(x )d x  = Hm J  f(x )dx  ,
л

Г  f(x )d x  =  l i m f f(x )d x  +  l i m \f(x)dx,
а  с

бунда — 00 < с  <  CO.
+«о

Агар J |/(je)|dx интеграл як,инлашувчи булса, (5 .7 )
а

интеграл абсолют яъинлашувчи дейилади. (5 .7) интеграл- 
н и н г  якинлаш иш ини аник/тш учун куйидаги такдослаш 
аломатларидан фойдаланилади.

1 - т е о р е м а ,  х нинг барча х > а цийматларида
О <  f(x )  <  <р(х) тенгсизлик уринли булса, у х,олда 

+—
1 )агар  | |<р(*)| dx яцинлашувчи булса, у холда J  / (x)dx

а  о
%ам як,инлашувчи\

2) агар х  >  а цийматларда 0  <  f(x) < tp(x) тенгсизлик урин-
+«-9

ли булса, у холда j  cp(x)dx узоцлашувчи булса, j  f(x )d x  х,ам
а а

узок^ашувчи булади.
Бу теоремага дойр мисоллар караймиз.

+“ ^

1 - м и с о л .  / —  (л > 0) интеграл п нинг кандай к,ий-
I х

матларида як,инлашувчи ва к,андай кийматларида узокда- 
шувчи булишини аникданг.
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Е ч и ш . п *  1 булсин д еб  фараз к,иламиз. У  \олда

Демак, агар п > 1 булса

Т —  =  —
\ х п 1- л

булиб, берилган интефал якинлашувчи булади; агар п < 1 
булса,

булиб, берилган игеграл узоклашувчи булади. п =  I булса.

булиб, интеграл узоклашувчи булади.
Д ем ак , 0 < я <  1 да х о с м а с  интеграл як ,инлаш увчи,

1 < п < оо да эса узокдашувчи экан.
.

2 - м и с  о л . [ л —  хосм ас ингегрални *и с о б л а н г  
, х +4х+13

ёки унинг узокдашувчи ёки як.инлашувчилигини аник,- 
ланг.

Е ч и ш .

Д ем ак, интеграл мавжуд ва якинлаш увчи эк а н .
+•» ,

3 - м и с о л .  Г — ——  и н теф ал як,инлашувчи эк а н л и - 
{ (1 + х2)е*

гини курсатинг.

ь
--------------  =  Ш И  ----------- ч-----  =  Ш П  -г

I х 2+4 х + 13 ( х + 2 )  +9 *-» + -3
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Е ч и ш . х > 1 б ул ган д а------ ,—  < — т тенгсизлик урин-
{Ux2)ex Т Т ?

ли  ва хосмас интеграл

= lim (arctg b -  arctg 1) = ^  ~ т  = т
/>-♦+•» 2  4  4

якинлаш увчи болтани учун (1-теоремага кура) берилган 
интеграл ^ам якинлашувчи булади.

y —f(x)  функция [а\Ь] к е см ан и н гх  = сн у ктаси д ан  бош - 
к а  \амма нукталарида узлуксиз булсин, х =  с нуктада эса  
узилиш га эга булсин (15-чи зм а).  У  \олда таърифга кура

f f ( x )  dx = lim f f ( x ) d x  + lim f f (x ) d x  (5 .8)3 ei-»0 J fj —»0 Jа  ‘ а  1 c+e2

бунда e, > 0 ,  e2 > 0 .  (5 .8 )  интеграл узлукли функциянинг 
х о с м а с  интеграли дейилади. Агар (5.8) нинг унг томони- 
д а ги  иккала интеграл мавжуд булса, у \олда берилган 
интеграл якинлашувчи булади.

Агар (5 .8)  нинг унг томонидаги интеграллардан би- 
р ортаси  узоклашувчи б^лса, у холда берилган интеграл 
Хам узоклашувчи булади.

ь h

а
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а = с ёки Ь — с булган \олда (5 .8 )  тенгликнинг унг 
томопи битта лимитдан иборат булиб к,олади.

4 - м и с о л .  [ — (п = co n s t  > 0 )  хо см ас  и н т егр ал -
)  „я О х

н и н г як^инлашувчи ва у зокл аш у вчи  булиш ш артларини 
топ и н г.

Е ч и ш . Интеграл остидаги функция х  =  0 д а  у зи -  
лиш га эга. Агар ti*  1 булса, у \олда

Hm =  l im
J х* «-*0+0 -Л+1 1 e—»0+0

—I
n>  1 да 

Агар, n -  1 б^лса, у \олда

J — = lim ln[xll = -  lim ln e  = +°°.ix"  *-»0+0 1 J| e—»0 + 0 0 A e

Д ем ак , берилган интеграл 0  <  n < 1 да якинлаш увчи
ва п >  1 да узок^ашувчи экан.

5 - м и с о л .  хосмас интегрални *исобланг.

Е ч  и ш . х =  1 да интеграл остидаги функция у зи л и ш - 

га эга. Ш унинг учун таърифга кура:

[ - ß =  = lim Г (1 -  x)~*dx = l im ( ~ 2 ) ( 1  - x ) i  I =
{ VT-7 J0 V '  e-,0 V M \

= - 2  lim (Vl -  1 + e  -  Vl -~Ö) = 2 lim  (l -  V e) = 2 ( e > 0 ) .

Д ем ак берилган интеграл як^инлашувчи.
2 - т е о р е м а .  f(x), <р(х) функциялар [а\Ь] кесмадаги х  =  с

нуцтада узилишга эга ва [а;Ь] кесманинг х  = с нуцтасидан
бошка %амма нукталарда <р(х) > f(x )  >  0 тенгсизлик б а ж а -
рилсин. У  х,олдаь ь

1) агар J(p ( х)  dx ян^инлашувчи булса, у х,олЬа j  f ( x )  dx
а  а

%ам ящиташувчи;

15 — Ш. И. Тожиев 225

1
-л + 1  -л+ 1

V

п<\ да
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2) агар х = с дан боища барча ну^талар учун f(x) > <р (х) > О
ь

тенгсизлик уринли булса, у холда J  ф (л*) dx узоцлашувчи 
булганда, j  f ( x )  dx %ам узоцлашувчй/ булади.

" 1 И
6 - м и с о л .  интегралнинг як,инлашувчилиги-

0 Ух + 2х
ни текширинг.

Е ч и ш . Интеграл остидаги функция х  =  0  да узилишга

эга. х  >  0 да з£ + 2 х 2  -  ^  булгани учун куйидаги хосмас
интегрални \исоблаймиз:

i  W  = Й Я j  §  = lim Т ^  (  = I ¡“ 8 (1 -  ■ у  (е > 0 ) .

Хосмас интеграл якинлашувчи булгани учун берилган 
интеграл як,инлашувчи булади.

Машцлар

Куйидаги аник; интегралларни ^исобланг:

3 п
257. \xeu dx . 258. J x s i n x i f o .

о о

259. \\nxdx- 260. ¡ х 2 c o s x d x .

л г261. | cos yjxdx. 262. j  х  arctgxt/x.
Л  о

263. J xe~xdx . 264. J x V V x .
о 0

Куйидаги х о см а с  интегралларни \исобланг ёки якин- 
лашувчилигини текширинг:

265. ] - £ — ■ 266. f .  dx
1 W in *  , д:Inд:

267. f — 268.  J Л
о x(lnx)Z е -*(1пд:)3
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2 6 9 . / - ^ .  270. | х 3е - ' 2Л .
о (1+дг) £

2
\ hipjL d x .  272. 1 * ±
\ -¡X \ Vх-\

3 -§ . Аник интегралнинг геометрияга 
оид масалаларни ечишга татбици

1. Ясси шакллар юзларини 
Хисоблаш. 1-§ дан маълумки, 
агар [а;Ь] кесмада у = / ( х) >  0 
булса, у \олда у - Дх) эгри чи- 
зик, Ох уки ва х  =  а. х  =  Ь 
тугри чизикпар билан чегара- 
ланган эгри чизицди трапеци- 
янинг юзи

5  = | /(.х) с1х

формула билан аникланади.
Бу формула ёрдамида юзлар- 16-чизма.
ни ^исоблашга дойр м исол- 
ларни курамиз.

1 - м и с о л .  у = х 2 -  2х эгри чизик, х = — 1, х  =  1 турри 
чизицдар ва Ох уки билан чегараланган ш аклнинг юзини 
\исобланг.

Е ч и ш . Дастлаб берилган чизикпар билан чегаралан­
ган ш ак л н и  ч и з а м и з  ( 1 6 - ч и з м а ) .  И з л а н а ё т г а н  ю з
5  = | 51, | + | 5 2 | = 5, -  , шунинг учун:

5  = | ( х 2 -  2 х )  (¡х~\ ( х г -  2 х )  йх = 
-I о
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Агар я сси  шакл х = а, х  = Ь т>три чизиклар ва у = / {(х ) , 
У - /г (х ) эгри чизик^лар б и л ан  ч ега р а л а н га н  х,амда 
/ (л:) < /2( х ) , х е [ а ; £ ]  б^лса, у \олда шаклнинг юзи (17- 

чизма)

Я = $ ( / 2(х) - /¿ х ))  с1х (5.9)
а

формула ёрдамида аник*ланади.
2 - м и с о л .  у  = 3 х - х 2 в а > '  = - х  чизик^ар билан че­

гараланган шаклнинг юзини \исобланг.
Е ч и ш .  Берилган чизик^арнинг кесишган нуктаси- 

ни, сунгра изланаётган шаклнинг юзини чизамиз. (18-  
чизма).

18-чизма.
228
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У =
-  х  = Зх -  х 2

Бу системанинг ечими x t = 0 ,  х 2 = 4 ,  у, = О, у 2 = - 4 .  
(5.9) формулага асосан:

S  = J (Зх -  х 2 -  ( -х ) )  dx  = J (4 х  -  х 2) dx  =

2х2 -  4 -

Агар у  эгри чи-
зик тенгламаси парамет­
рик, яъни х  —<p(t), у  -Tp(í) А 
куринишда берилган бул- 
са, эгри чизи^ли трапеци- 
янинг юзи

= jfv(/) cp’(f) dt (5.10)

32
3

19-чизма.формула билан топилади, 
бунда а ва Ь лар <р(а) — а
ва у ф )  =  b тенгламалардан аникданади^д;/?] кесмада y(t)>  О 
деб олинади (19-чизма).

3 - м и с о л . ¿  + = 1 эллипс билан чегараланган шакл-
о2 У

нинг юзини х,исобланг.
Е ч и ш . Эллипснинг параметрик тенгламаси х  e  acost, 

у  = bsint куринишда эканлигидан ва ук^ларга нисбатан сим- 
метриклигидан *амда (5.10) формулага асосан \исоблаймиз:

П
а 0 2

S  = 4 j у  dx  = 4 j  a sin t(-b  sin t) dt ~ 4ab J sin 2 1 dt =
0 n o

2
я я

= 4 a d ¡h S ^ lL d t = 2abít -  I s in  2 / ) f  = nab.
O 2 V 2 / 0

Агар узлуксиз y  =f(x) эгри чизик, кутб координаталари- 
д а р  =р(<р) тенглама билан берилган булса, ОМх ва ОМ2кутб
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20-чизма.

радиуслари билан чегаралан- 
ган Л/,ОЛ/2 эгри чнзикли сек- 
торнинг юзи куйидаги аник, 
интефал билан ифодаланади:

■У = 7?(Р(Ч >))г '/Ф. (5.11)

бунда Ф] ваф2 мос равишда 
OMi ва ОД/2кугб радиуслари- 
нинг кутб бурчаклари (20-

чизма).

4 - м и с о  л . Б ер н у л л и  л е м н и с к а т а с и  (х 2 + у 2) = 
= а2 (х 2 -  у 2) билан чегараланган шаклнинг юзини *исоб- 
ланг (21-чизма).

Е ч и ш . Берилган э ф и  чизиктенгламасини кутб коор- 
динаталар системасида ифодалаймиз. Бунинг учун х  =  reos <р, 
v = /? s iny? а л м аш ти ри ш  баж ар сак , р 2 = а соб2ф ёки  
р  = aójeos 2ф га эга буламиз.

Ш аклнинг симметриклиги хоссасини эътиборга олиб 
(5.11) формулага асосан изланаётган юзни толамиз:

S  = 4 • ^ J й2С05 2ф dtp = 2а2 • ^-sin 2ф| = а2.
2 о 2 о

2. Эгри чизик ёйининг узуплигини \исоблаш. Агар АВ ё й  
у  = /^ т е н г л а м а  билан берилган булса (бунда f(x) — узлуксиз, 
дифференциалланувчи функция), у \олда унинг узунлиги
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/ = J ^ l + у  ̂  dx (5.12)
a

формула ёрдамида \исоблана- 
ди (22~чизма).

Агар ёй тенгламаси х  =
<p(t), у  =yj(t) парамегрик кури- 
нишда (бунда <p(t), ip(t) узлук- 
си з, дифференциалланувчи 22-чизма.
функииялар) берилган булса, у \о л д а  ёй узунлиги / куйида- 
гича \исобланади:

У ■ В

L
А (1

С

И
о О Хг ь X

х ) + у ' 2, d t , (5 .1 3 )

бунда а, (3 лар / параметрнинг м ос раеиш да А ва В  учлар- 
даги цийматлари.

Агар ёй тенгламаси кутб координаталар систем асида  
р -  р(ф) тенглама билан берилган булса, у \ол да куйидаги  
формулага эга буламиз:

Ф2 ,—----------
I = |  4 р  + р (5 .1 4 )

бунда ф ,ваф 2мос равишда А/, ва М2 ёй охирлари кутб ра- 
диусларининг Ор ук, билан таш кил этган кугб бурчаклари.

5 - м и с о л .  У чларининг абсц и ссал ар и  дг, = >/3 ва

х2 -  V8 булган у  = y V ?  эгри чизикнингузунлигини ^исоб- 
ланг.

Е ч и ш . (2.12) формулага кура, куйидагига эга буламиз:

■Л I , ,—.2 V5 _
/  = {  J 1 + (>/*) dx=  J л/Г

Л  ’  7з
+ X

3 ^

d x = {-

Л

38
3

6 - м и с о л . у  =  о(1 — cos /), х  = а ( /— sin/) циклоида б и т -  
та арки узунлигини ,\исобланг.

Е ч и ш . Циклоида арклари би р  хил булгани учун ун и н г  
битта аркини оламиз. Бунда / параметр 0 дан 2л  гача у зга -  
ради. х ' =  я (1~  co s /) , /  =  flsin / булгани учун (5.13) ф о р м у ­
лага кура эгри чизикнинг узунлиги куйидагича аник/ia -
нади:

<
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7 - м и с о л .  р = еф логарифмикспиралбиринчиурами- 
нингузунлигини ^исобланг.

Е ч и ш . (2.14) формулага асосан:

! = |  у/е24 + е2ч> = |  у^е1* ¿ф = ^2еч | =
О О О

= 7 2  (е 2л-1 )  = 108,16.

3. Жисмлар хажмини х,исоблаш.Фазода х  — а, х  = Ь 
текисликлар ораси да жойлашган бирор ж исм  берилган  
булсин. Ох ук,ига перпендикуляр ва х€[а;Ь\ нукталардан 
утувчи \а р  кдндай текисликлар бу жисмни кесганда хосил 
булган кесимнинг ю зи £(;с)га тенг булсин (23-чизма). У 
\о л д а  х =  д, х = Ь текисликлар орасидаги ж исмнинг хажми 
уш бу формула билан \исобланади:
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V = \5{х)с1х.

Хусусий \олда аАВЬ эф и  чизикди трапециянинг Ох ук,и 
атрофида айланишидан *осил булган жисмнинг кундаланг 
кесим юзи 6(х) =  л(/[х))2 булади (24-чизма). Ш унинг учун 
э ф и  чизикди трапециянинг Ох ук,и атрофида айланишидан  
\оси л  булган жисмнинг хажми ушбу формула билан \и с о б -  
ланади:

К  = я]  [ / ( * ) ] 2 ¿х. (5.16)

8 - м и с о л . ^  + 2 ' + ^  =  1 сирт билан чегараланган
V  7

ж исмнинг ^ажмини \исобланг.
Е ч и ш .  Берилган тенглама буйича эл л ип сои д  ясай- 

миз (25-чизма). Бу эллипсоидни Оу укига п ерпен ди к у­
ляр, у Е [— Ь;Ь\ нук,талардан утувчи ихтиёрий текислик  
билан кесилганда хрсил булган кесимни караймиз.

К еси м  тенглам аси

1 _ 21. > О булса, у \ол да  ¿2
х2

р - » ( у - с о г ш )  ё к и

+ --------------- V =  1 , ЯЪНИ

У-
ь2 ' - 7

ярим укутри я, = а^1 - р -  , = Сл1 [-1 7  булган эллипсга
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эга буламиз. Бу кесимни юзи эса ¿’(у) = пд,с, = пас 
га тенг. У \ол да (2.15) формулага кура:

1 - ь-

h (  „2 \  Ь(
V = J пас\ 1 -  I dy = 2пас\ 1 - dy =

= 2п ас\ у  -
..2

= -  nabe.

9 - м и с о  л . Охутекисликда ётувчи ва у 2 = 4 -  л:, *  = 0 
ч изиедар  билан чегараланган шаклминг Оу ук,и атрофида 
айланиш идан ^осил булган ж исм нинг \аж м ини \и с о б -  
ланг (26-чизм а).

Е ч и ш .  (5.16) формула ва 26-чизмага кура:

Vy = n \ x 2dy = л j  (4  -  y 2f d y  = 2лД 4 -  y 2J d y  =
- 2
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-  2тг (32 -  у  + у j = ^  71 = 107,23.

4. Айланиш жисмининг сиртини \исоблаш . Агар АВ  эгри 
чизик, у  = Л х) функциянинг графигидан иборат ва эгри чи- 
зикнинг четки нук,таларини координаталари А (aj[a )), B{b, 
/ ( ¿ ) ) ,  булса, (бунда j{x) — узлуксиз, дифференциалланувчи 
функция) у \олда унинг Ох ук,и атрофида айланишидан \оси л  
булган сиртнинг юзи цуйидаги формула билан аникуганади:

а  = 2nJ f ( x ) ^  + { f ( x ) f  d x . (5.17)
Q

1 0 - м и с о  л . Абсциссалари х, = 1 , х 2 = 7 булган нук,- 
талар билан чегараланган у  =2дг + 1 парабола ёйининг  
айланиш идан носил булган сиртнинг юзини топинг.

Е ч и ш .  27-чизма ва (5.17) формулага кура изланаёт- 
ган си р тн и н г юзи куйидагича топ и л ади : у  = \j2x  + 1 , 

• -  I
^  \j2x+\
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= 2 n \ J b ^ 2 d x  = 2 n - l - ^ ^ - \  = |2 я ( 6 4 - 8 )  = Д ^ .

í  '' 3

MaïuiçAap

273. y2 = 9x, y  = Зх чизикдар билан чегараланган шакл- 
нинг юзини хисобланг.

274. у2 = х + 5 , у 2 = ~ х  + 4 чизик^ар билан чегаралан­
ган шаклнинг ю зини  ^исобланг.

275. у  = х2 + 4х, у  — X + 4 чизик/iap билан чегаралан­
ган шаклнинг ю зи ни  \исобланг.

276. у  = (х  — 4 )2, у  =  16 — X2 чизиклар билан чегара­
ланган ш аклнинг ю зини \исобланг.

277. 4у  =  8х —  X 2, 4у —  х +  6 чизик,лар билан чегара­
ланган ш аклнинг ю зини \исобланг.

278. у  = , у  = -у- чизик,лар билан чегараланган 

шаклнинг ю зини ^исобланг.
279. у2 =  д:2 — х? ёпик, чизик; билан чегараланган шакл­

нинг юзини \и со б л а н г .
280. О хуци ва у  ~  а{\ — cos t), х  =а(т — sin i) циклоида- 

нинг биринчи арки билан чегараланган шаклнинг юзини 
хисобланг. *2

281. у  = хе 2 чизик; ва унинг асимптотаси билан че­
гараланган ш аклнинг юзини хисобланг.

282. X1 +  у 2 =  4 , X2 + у 1 =  9, у  =  х, у  = чизик^ар 
билан чегараланган шаклнинг юзини \исобланг.

283. X = З?2, у  — 3t — t2 чизикутар билан чегараланган 
шаклнинг ю зини \исобланг.

284. у  =  4t2 — 6?, X =  2t чизиклар ва Ох ук,и билан чега­
раланган ш аклнинг ю зини ^исобланг.

285. р = a cos 2<р чизи^ билан чегараланган шаклнинг 
юзини ^исобланг.
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286. г =  а<р (а > 0) А рхимед спиралининг биринчи ва 
иккинчи урамлари билан чегараланган шаклнинг ю зи н и  
\исобланг.

287. х  — a cos3/, у  =  я sin3/  астроида узунлигини ^ и со б -  
ланг.

288. у  = 2у/ х  параболанинг абсциссалари х, =  0 ва х 2 = 1 
булган нукталао орасидаги ёй ин и нг узунлигини \и со б л а н г .

х, =  2 ва х2 =  8 булган нукгалар орасидаги ёйининг у зу н ­
лигини хисобланг.

4
290. у = у  х чизикнинг абсциссалари х, =  2 ва х 2 =  8 

булган нукталар орасидаги ёй и н и н г узунлигини \и с о б -  
ланг.

291. у  = 1пх эгри чизикнинг абсциссалари х, = >/з ва 
х 2 = л/8 булган нукталар орасидаги ёйининг узунлигини  
\исобланг.

292. у  = ~  ^ (х  -  I)3 эгри чизикнинг абсциссалари =  1

ва х2 =  9 булган нукталар орасидаги ёйининг узунлигини  
^исобланг.

293. р  ~  (1 —co s^ ) кардиоиданинг узунлигини \и с о б -  
ланг.

X2 X2
294. + Z -  1 сиртлар билан чегараланган  

ж исмнинг \аж мини ^исобланг.
X2 Z2

295. У = —  + — , у  = 1 сиртлар билан чегараланган  
ж исмнинг ^ажмини \исобланг.

296. Оху текисликда ётувчи ва у  = х2, х  =  у2 чизиклар  
билан чегараланган шаклнинг Ох уки атрофида ай л ан и -  
шидан \о си л  булган ж исм нинг ^ажмини \исобланг.

297. Ох уки ва х  =  a ( t -  sin t), у  = а(  1 -  cos /) цик лои да  
биринчи аркининг абсциссалар уки атрофида ай л ан и ш и -  
дан *осил булган жисмнинг ^ажмини ^исобланг.

298. y  = 4 х - 1  эгри чизик ёйининг абсциссалари х ( — 1
ва х2 =  9 булган нукгалар орасидаги кисмининг Ох ук атро­
фида айланишидан \осил булган сирт юзини \исобланг.

299. у  = Зхтугри чизик кесмасининг абсциссалари х, =  О 
ва х1 = 2 булган нукгалар орасидаги кесмасининг Ох уки  
атрофида айланишидан хрсил булган сирт юзини ^исобланг.

эгр и  ч и зи к н и н г а б сц и сса л а р и
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4 -§ . Аник, интегралиинг физикага 
оид масалаларни ечишга татбик,и

1. Модднй ну^танинг босиб утган йулини тезлиги буйи- 
ча ^исоблаш. Агар и = f( t)  функция модаий нук,та траек- 
ториясини ифодаласа, моддий нуктанинг вакт ора- 
лигида босиб утган йули S  куйидаги

S  = '\ f ( t ) d r  (5.18)
'2

формула билан \и собл ан ади .
1 - м и с о л .  М оддий  нуцта бирор тугри чизик, 6 ÿ ^ a 6  

u(t) = 4r3 +  2t +  1 тезлик билан \аракатланади. Бу нукта- 
н инг [0;3] вакт оралигида босиб утган йулини топинг.

Е ч и ш .  (5.18) формулага кура:

5  = j (4 /1 + 2t + \) dt = ( /4 - t 2 + r)|3 = 7 5  (м).
о Ü

2. Узгарувчи кучнинг бажарган ишини х,исоблаш. Fis) 
куч таъсирида м одаий нукта 05TÿFpn чизик, буйлаб х,ара- 
катлансин.

Бу кучнинг \а;Ь) кесмадаги бажарган иши

А = \  F(s) ds
Q

формула билан топилади.
2 - м и с о л .  Агар пружинани 1 см га чузиш учун 1кН 

куч куйиш керак булса, пружинани 10 см га чузишда ба- 
жарилган ишни \и собл ан г.

Е ч и ш .  Гук конунига асосан У7 кучнинг пружинани 
чузиш и унинг чузилиш ига пропорционалдир, яъни, F =  
кхл бунда х  — пруж инанинг чузилиши (метрда), к — про- 
порционаллик коэф ф иииенти.

Масала шартига кура л: =  0,01 м, куч эса F  =  1Ж  
бÿлгaни учун 1 =  0,01 к тенгликни \оси л  кдпамиз. Бундан 
к  ни топамиз: к  =  100 ва F -  ЮОх.

Демак, изланаётган иш:

А = j  ЮОх dx  = 50х2 1 = 0 , 5  кЖ.  
о о
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x 2 у2
3 - м и с о л .  К,озон £ = -4~ + i f  эллиптик параболоид  

шаклида булиб, унинг баландлиги Н =  4 м. К,озон зичли­
ги d  =  0,8 т /м 3 булган сую едик билан тулдирилган. К,о- 
зондан суюкушкни насос билан чикариб таш лаш да бажа- 
рилган ишни \исобланг.

Е ч и ш . z баландликда Д^. кдпинликдаги элементар су- 
юк.пик катламини оламиз. Бу катлам горизонтал кесими

ярим ук,пари а = 2^ ; Ь = 3^г~ булган эллипс булиб, унинг
массаси Дт, -  бя^б^ Д ^ , \аж м и эса Ди, = п ■ 2 ^ ~ З ^ Д £ ,г а

тенг.
Суюк,ликни чикариб ташлаш учун бажарилган иш: 

я н
А = lim £  (mgbZt(H -  г,)Дг, = \ bngbz(H  -  z) d z -

я̂ “ «»I «

= 6ngb
(  л  . 3

Я Т " Т = щ Ь Н г = 6ngd *  1575,53 кЖ.

о
3. Суюцликнинг пластинкаларга таъсир этувчи босим  

кучтш  х,исоблаш. Бундай масалаларни ечиш ни аник, ми- 
солда курсатамиз.

4 -  м и с о л  . А соси а = Зм ва баландлиги Н =  2м булган 
учбурчакли пластинка сую м икка учи пастга кдпиб шун- 
дай ботирилганки, унинг асоси суюкдик сат^и билан па- 
раллел ва ундан 1м узокдикда жойлаш ган. Сую^ликнинг 
зичлиги <5 =  0,9 т /м 3га тенг. Суюк/ш кни пластинканинг 
х,ар бир томонига таъсир этувчи босим  кучини ^исобланг.

Е ч и ш . Паскаль конунидан ф ойдаланиб суюкдикнинг 
босим кучини аник^аймиз. Унга кура И чукурликдаги Д 5  
юзга суюкушкнинг Ар босими Ар =  дghAs га тенг, бунда  
д — суюкдик зичлиги, £ — эркин туш иш  тезланиш и.

Энди Д 5  ю зни суюкушк сатхидан у  + d  масофада ётув- 
чи ва унга битта томони параллел булган ¿у калинлик 
билан фарк, к,илувчи учбурчакларга аж ратамиз (28-чи з- 
ма). Хосил булган ЛВС  ва у4|5 ,С 1учбурчаклар ухшашлиги- 
дан:

Ц У - ^ = > | 4 4 |  = ± ( Н - у У .
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Кесилган (эни  ¿у булган) юз

¿8 = ± { Н - у ) й у .

Текис учбурчакнинг томонларига таъсир этувчи босим:

¿Р = - ^ - ^  + у )(Н -у )(1 у .

Охирги тенгликнинг иккала кисмини интеграллаб, из- 
ланаётган босим ни топамиз:

Р = \  + У) (Я  -  у) йу = у  (2 + у  -  у 2) ¿у =
о а  1 о

3 ( ..2 „2 \  2
2' + т - т

= 58,? = 44,1 кН.
О

4. Ч изик ва доиранинг инерция моментларини хисоб- 
лаш.

а) узунлиги / булган бир жинсли таёкчанинг иккинчи 
учига нисбатан инерция моменти куйидагича \исобланади:

Т '/ = у ] х 2 йх = у е

Агар таёкчанинг массаси М  берилган булса, у холла 
м  _

V = —  булиб,

У = М . £ ш » £ = 1 и е 2
е 3 3 3

га эга буламиз.
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б) радиуси г булган 
айлананинг марказига 
нисбатан инерция м о­
мента

I  = 2 щ г3 
формула орк^али аник,- 
ланади.

в) радиуси Я булган 
бир ж инсли доиранинг  
м а р к а зи га  н и с б а т а н  
и н ер ц и я  м о м ен т и н и  
\исоблаш  учун доира-
ни эни ёг  булган п та ^алцаларга ажратамиз. Бу ^алцача- 
ларнинг *ар бирининг юзи </5 =  2л гё г  га, массаси с1т =

Ъсгд’ёг га тенг, бунда 6 = —- 5- — зичлик. Битта халкдча-
71а

нинг инерция моменти (29-чизма):

(Ма = 2я5г3̂ г.

Бундай инерция моментлари йигиндисининг п-*оо даги 
лимити мавжуд ва у куйидаги аник, интегралга тенг:

29-чизма.

/ 0 = 12л5г3 ёг = 2я5 г— \ - 4 М

яЛ5
= 1 ш 2.

5. Текис шаклнинг огирлик марказини х^соблаш. К уйи- 
даги \олларни к,араймиз:

а) бирор текис шакл 19-чизмада курсатилганидек б е-  
рилган б^лсин. Текис шакл <5 =  <5(х) зичликка эга булса, у 
\ол да текис шаклнинг огирлик маркази С(хе;у) нинг ко- 
ординаталари куйидаги формула билан топилади:

¡хЬ(х)у[\ +у Же ]у Ь (х )^ 1 + у 2<Ьс
X. =

/ 6(дг)-̂ 1+>,,2̂ £с Щ х)у1\+У2(Ь
(5.19)

б) агар текис шакл \a\b\ к есм ада пастдан у  = / Х(х), 
юкрридан у  =  / 2{х) чизик^ар билан чегараланган (17-чи з-  
ма) ва зичлиги д ~д{х) булса, у  \о л д а  унинг огирлик мар­
кази С (х;уг)нинг координаталари куйидаги формула б и ­
лан аникутанади:

16 — Ш. И. Тожиев 241
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, Л  = V
\ 8( * ) ( / 2( х ) - / { (х))(1х

5- м и с о  л . М арказий бурчаги 2а ва радиуси Л булган 
бир жинсли айлана ёйи билан чегараланган шаклнинг 
орирлик марказини топинг.

Е ч и ш . Координаталар системасини 30-чизмада кур-
сатилганидек оламиз. Бу \олда  
ёйнингсимметриклигидан ва бир 
жинслилигидан у  ~  0 га эга 
буламиз. хс ни (5.19) формула- 
дан топамиз:

х„ =
+ ДГ* <1у

I V ! + * ’ ¿У

Айлананинг параметриктенг- 
ламасидан фойдаланамиз:

X = К СОБ 1,
у  -  Я ы т .

У х,олда

X, =
\ Я л

6 - м и с о л . у  =  6 — х2, у  = 2 чизик^ар билан чегаралан­
ган бир ж инсли текис шакл огирлик марказининг коорди- 
наталарини топинг.

Еч и ш . 31-чизмада курсатилгандек шаклни чизиб ола­
миз. Чизмага кура хс =  0 булади. у  ни топиш  учун (5.20) 
формуладан фойдаланамиз:

/  ( { 6 - х 2)2- 2 2) ( { х  ! ( 3 2 -\ 2 х 2+ х 4)с1х

\ ( 4 ~ х г) с1х 
- 2

]  ( 4 - х 2) 4х 
- 2
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-V
5 [

3

Машцлар

300. у’2 — 9х, у  — Зх чизиклар билли чсгараланган ш ак-
Л Н И Н Г  Ю З И Н И  Т О П И Н Г .

301. у 2 = 2рх, X2 = 2ру параболалар орасидаги с о зд н и к г  
ю зини топинг.

X 2 V2302. -^  + -^- = 1 эллипснипг Ох ук атрофида ай л ан и -  
a¿ b

шидан \оси л  булган ж исм нинг х,ажмини топинг.
303. Координаталар бош и ни  (а\Ь) нукта билан туташ - 

тирувчи TÿFpn чизик, кесмаси Оу ук, атрофида айланади. 
Х осил булган конуснинг \аж м и н и  топинг.

304. ÿ- = 4ах параболанинг Ох у к  атрофида айланиш и- 
дан досил булган сиртнинг координаталар бош идан абс- 
циссаси X =  За булган нуктагача ораликдаги юзини топинг.

305. у  = Зх T ÿ F p n  Ч И З И К . Н И Н Г  х  = 0 дан х  = 3 гача о р а ­
ликдаги кесмасининг: а) Ох ук  атрофида; б) Оу ÿK а тр о­
фида айланишидан ^осил булган конус сиртининг ю зи н и  
\исобланг.
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306. ау2 =  .х3 ярим кубик парабола ёйининг координа- 
талар бош идан абсц и ссаси  х  =  5а ну^тагача булган узун- 
лигини хисобланг.

307. у  =  1пл: эгри чизик, ёйининг л: = 7 з  дан х  = 78  
гача булган уз^нлигини ^исобланг.

308. ^ - + ^,- = 1 (*  > 0, у > 0 )  эллипс чорак к,исми 
а Ьг

ю зи ни н г огирлик марказини топинг.
309. х2 +  4у  = 16 парабола ва Ох ук, билан чегаралан- 

ган шакл ю зининг огирлик марказини топинг.
310. Ж исм тезлиги и = 7 2 7 + 3  м /сек  формула билан 

ифодаланади. Харакат бошлангандан 3 с ичида жисм бо- 
с и б  утган йулини топинг.

311. 48 км/соат тезлик билан \аракат килаётган авто­
м обиль тормозлана бош лади ва 3 с утгач тухтади. Авто­
м обиль батамом тухтагунча босиб утган йулни топинг.

312. Радиуси 3 см  га тенг ярим дойра шаклдаги текис 
тусик, сувга шундай ботирилганки, унинг диаметри сув 
сат^ида жойлашган. С увнинг бу тусик.к.а булган босим ку- 
чини аникданг.

313. Тугон вертикал тугри трапеция шаклида булиб, 
ун ин г юк,ори ва пастки асослари мос равишда 80 ва 50 м 
га, баландлиги эса 25 м га тенг. Тугонга таъсир кдлаётган 
сувнинг босим кучини аникланг.

314. Устки асоси а ва остки асоси Ь (а > Ь), баландли­
ги И булган тенг ёнли трапеция шаклидаги вертикал тугон­
га таъсир кдпаётган сувнинг босим кучини \исобланг.

5 -§ . Биринчи мустацил уй иши

Мазкур уй иши вариантларининг \ар  бирида 8 та ми- 
сол  булиб, уларни бажариш да куйидагиларга эътибор бе- 
риш  керак:

1-7-мисомарда\ берилган аник,интегралларни вергул- 
д а н  кейинги иккита рак,амигача аникушк билан \и с о б -  
лаш  керак.

8-мисолда: берилган хосмас интегрални \исоблаш , узок,- 
лаш увчи ёки якинлашувчи эканлигини аникдаш керак.

Вариант мисолларининг ечиш намунасини келтира- 
м из.
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Куйидаги аник; интегралларни вергулдан кейинги ик- 
кита ракамигача аниклик билан \исобланг:

'■ ) - ^ т -\ Х(1 + Х2)

Е ч и ш . Интеграл остидаги касрни рационал касрлар 
йигиндиси куринишда ёзиб оламиз ва \и собл аш н и  давом  
эттирамиз:

1 = А{\ + х 2) + (й х  + С)х,

|  ¿ х  _ ) 1 Л  +  В х ^ С \ 11х 
I х (1 + х 2) \ 1*  1+ х2 /

х  = 0 \ = А, А = 1,

х 2 0 = А + В, В = - 1,

х  0 = С, С = 0

=1т-1^=|п1̂ 1141п<1+̂ )|2 =, X 1 | + Х , * ,

= 1 п 2 - у 1 п 5  +  у 1 п 2  =  - ^ 1 п 2 - у 1 п 5  =

= 1 . 0 , 6 9 - ^ 1 , 6 1  = 0,24.

2. |1п 2хд1х.
I

Е ч и ш . Булаклаб интеграллаш ф ор м ул аси н и  икки 
марта татбик, этиб, куйидаги натижага эга буламиз:

|1 п 2х йх
и = 1п2 х, ¿и =  21п х  - ^ х ,  

с/и = ¿/х, \) = х,

= х !п 2х | -  2 |1 п х  ¿х
1 I

и = \ п х ,  ё и  = х , 

¿/и = ¿X, 1) = х ,

= е \п 2 е -  2(х1п х  -  х ) | = е - 2 е  + 2 е - 2  = 0 ,72 .
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х - 2 х - х + 2

Е ч и ш .  Интеграл остидаги функция тугри касрдан 
иборат. У нинг махражини купайтувчиларга ажратамиз, 
сунгра содда рационал касрларнинг йиш ндиси курини- 
ш ида ёзи б  оламиз ва интегрални х,исоблаймиз:

Г 9х2-\Ах+\ йх = |  Эх2-\4х+\ ¿¡X = ][—  + —  + — \ (!х ■ 
| х 3- 2 х 2~х+2  | (х+1 )(х -1 ) (л -2 )  ] и + 1  * -1  х-2/

9х2 -  14х + 1 = А(х -  1)(х -  2 )  + В(х + 1)(х -  2) + С(х + 1)(х -  1),
х  =  -1 24 = 6А, А = 4 ,

X = 1 - 4  = - 2 5 , В = 2,

х  =  2 9 = 3 С. С  = 3

= ( 4 1п|х + 1| + 2 1п \х -  1| + 3 1п|х -  2|)| =

= 41п 5  + 21п3  + 3 1 п 2 - 4 ! п 4 - 2 1 п 2  =

= 1п(54 • З2 - 2) -  1п 44 = 1п ^ -^ -1  -  1п ^ 4 ^  = 3,78. 
'  '  4 256

м
х 34х

о V*2 +1 

Е ч и ш .

г х 3с!х

() V* +1

I

4 х 2 + 1  =  / ,  х 2 +  1 =  I 2, х с !х  = 1(11, 

х = 0 да / = 1, х  = \ да / = 72.
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5. ) -  ______ .
I, 4-Зсоя2 х+5$т2 х

Е ч и ш .  Интеграл остидаги ф ункция бшх ва с о ^  га 
писбатан жуфт функция булгани учун г = г$х алмашти- 
ришни татбик, этамиз ((4.21) формулага к,аранг):

ч

I
йх

4 -З с с « 2 х + 5 з т 2 х

Г =-- 1&ХГ, ё х =  Л ,  С 052 X  =  - - С ,  з 1 п 2 X  =  —-—у ,
^  7+?  1 + 7  1+л

х  = 0 да г = О, л = ^ да / = 14

= 1------- г - ^ -------- ^  = 1 - ? ----- 1агс18 ЗеГ =
J ■< 3 , Ы2 ) о 9̂  +1 3 е  10

' ^  1+/2 1+/2)

= | ( а г ^  3 -а г с 1 я 0 ) = 0 ,42 .

6. / -  2* -11„„гЬс
0 ч З х - 2 х - х ‘

Е ч и ш .  Берилган интегрални ш ундай иккита интег- 
ралга ажратамизки, биринчи интеграл остидаги функция- 
нинг сурати квадрат илдиз остидаги квадрат учхдднинг 
\оси л аси дан  иборат булсин. Зарур алмаш тириш ларни  
бажариб, натижада куйидагига эга б^ламиз:

1 с!х = -4| Г 2* -2 ах  -  19Г — ——  = 
о ы !-2 х -х 2 <)>11-2х-х2 о > /4-(х+1)2

= -8^ 3  -  2 х - х 2 1 - 1 9 а г с 8 т ^
о 2 о
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Е ч и ш .  Берилган интеграл > /3 * - 1 = / алмаштириш  
ёрдамида жадвал интегралига келтирилади:

хйх
12 
з

[  ( З х - о т е т
з

у!Ъх- I = /, З х - 1  = Г2, л: = ^(Г2 + 1), ёх = ~ 1 ё 1, 

х  = 1  да / = 1, х  = у  да Г = 3

8. Х осмас интегралларни хисобланг:

а) 7 - 5- ^ — ; б) г ^
_1_х2+ 4 х + 9  2[г*-I ух

Е ч и ш .

с1х °е дх , 7 (¡ха) Г ах = \ + ГЛ ~2 , а „ , о  J „2 . и Jх 2+ 4 х + 9  Л  х 2+ 4х+9 ,, х 2+4х+9

www.ziyouz.com kutubxonasi



1 ,1 7 ^  I H T

= l im f
ß-o

4 _ 2

3 x 3 + 2 х 'з

= limp-iO-0
9 1 П е
| x 3 + 6 x 3

dx + lim  Ía—*0 *a

ß
I + lim1 a-»0+0
- I

3 x 3 + 2 x  3

9 I  i  
y X 3 + 6 x 3

= lim
ß-*0-0 iß 5  + 6 ß U i  + 6

+ lima-»0+0 1  + 6 - 2  a» -  6 a ^ l  = 14^ . 
7 7 7

Д емак, берилган хосмас интеграл якинлашувчи 

1-вариант

1. 1
dx

1 
4

3. f ^ - p - i d c .
2 X  - X

5. ?/  tg2x dx •

2. / ( y - l ) l n y d y

4- I >/3 - x 2dx ■

6- /I 4 x 2 + 4 x + 5 '

ln 5 x / V T
7 f g yg -1 

i  e*+3
dx •

8 - a) J 16xdx ■ 
J, 16x4- l  ’

6) f
i Vx -6 x + 9

2-вариант n
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г xd x
[ i x - Dr
3

I sin* dx.
1 (1—cos x)
2

2 In 2 ,t ax

a) j  4 : 
о ÿ(!6+x2)5

3x-2
6- J x2-4 x+5

d* •

6» j
!n2Jx

Í (l-x)!rr(l-x)

3-вариант

r xdx
1177л
5 dx

2. J xarctgx  dx •
ri

dx
4 (x-l)(x+2)
Я
4

i0

In 2

J
0

x d x

£  x2J(l+x2)3

4

j 2 c o s x s in 3 x d x .
i

n 2 i

j  <Jes -  1 dx .

6- Í
( X - I )2

x2+3x+4
dx.

a> j4 x -4x+l

4-вариант

l + ln X dx ■ 2. J x 3V x2 + 9 dx
0

4. ) ^ ± d x -J V*

www.ziyouz.com kutubxonasi



8 . a ) ] .  - ‘fr—  ; 6 ) í n ? dx
\  л (х2 + 4 х +5) о 1 х

5-вариант

1 } ¿ d z . 2. J ( x + l ) e - 2*ifa
¿ A i  -i

3 Г 2*+3 d_x 4 - 1 i f  'T ■
^  1 Т 7 ^ з а х  о ^ - 2 -'* '3( j f -2)3 о >/(* +3)

я i

5. /  (32 cos2 4 х - 16) dx- 6. Í х2+:с+1 ^  '
о

4

\+J2x+\
7. J dx

о

2

О а х 7 X d x  . f  c o s Зх
8 - а ) I  х 2 +4 х + 5 ’  о ÿ (l-s in 3 x )7

6-вариант

■ хi arcsin—

i .  Л - -  1
J„  I -  COS X  o  л

4

Л
3 I ¿x 4. J y j l - x 2dx 

' { ( x - l ) 2U + l) ‘ ‘

5. I  cos x d x  , 6 .  I

о sin2 x + l  7

10 -3r à
x 2- 3 x + 2
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7  f  x d x
7 - { i z z -

3

8. a) l Æ ^ d x -  6) ) * É L .
¿  n ( i + 4 x  )  J

7-вариант

1. } - — £ ------------------------------------2. j ln (3 x  + 2 )d x
2 v 5 + 4 x -x 2 i

* ( x 2+ 2) í /x  4  }■ x 2</x3. J_if_t±2£ï_ 4. J.
'3 ( x - l ) ¿ ( x - l )  ¿ (JC2 + 1)2

5. f t g 4x t / j c .  f, I  * 2<fr

4

In 3

3 >/8x - x 2 - 1 5

7 - íIn 2

7  1 6 í/x  f  dx

8 -  a )  -j ji( 4 x 2 + 4 x  + 5)  i 6 )  •l| ^ l  +  3 x  ■

2 "3

8-вариант

I. J x 3\¡4~i~5x V x  ■ 2. ja r c tg — dx-
o i •*

3. 4. J
O ( * +1) 2Л X2yjx2+ 9

5. f e o s 4 e o s ^  dx:. 6. f --
¿ 2 2  о  X  + 4 x + 5

i
7- J

'• x 2tfx 

o(1+*)4
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a) I  7x d x -  ; 
\ 4дс + 4 jc+5

1. f s i n 2 y d x

3- I
s 3- 2 x ¿ +3

(л-2)2
dx •

2. J jcln (l -  jc) ä6c

¿tv4. f ,
j_  jt2V*2 + l
Л

4
5. J s in 3 x c o s 5 x d x .

dx
7 ' 1 , Т Ж Т ’

6. b a!*
i y ¡2 -6 x -9 x2

8. a) J (x+2)dx 
Ó ?/(x2 + 4 x + 1 )4

б) j2 e'8* j  e - d x .
cos 2x

10-вариант

>■ l
e x dx 2- Í

x d x  
о cos2 3x

3.
о ж +3x+2

4. } -Jl -  x 1 dx

5. ] ^ d x
¿  COS X
iln2

I £ :dx

6 . J dx
4 x 2+ 3 x -10
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t . í « -  I- - arcan x

' .— r— dxó ns\-x2

] ¡-вариант

i . í
X ( l X

10 2 -, x¿+3
3 - b

5 - J

i V l - x  

l(
J
3 

я
6 rfr 

cosx

- x 2- 6 x
d x .

I

2. J arcsinO - x ) d x
1
2

л f dx

7. í - ^ = .
o  y¡9+z}

' ■ • ’ ¡ I

*p /2  4/arctg2.rfl'x
l+4jr

6) j dx

%¡4x-x2-4

12-вариант

1. |3 ( x 2 + л 2 ед3) dx
o 

J Ï
3. J 

i

fl(y
x4+x2

2.  J j c l n 2 X d x :■
i

4.
J V

2
5. Jctg3xd!x

x d x
M

6 

5

o л/Здг+l

8.a) J 4 dx
x (l + !n2 jc)

6. j dx

^ 4 x - 3 - x 2

6)
я Veos X
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COS'/хГ C o s V *  H y  °, - -

\ ~ J T  ■ 2- К * - 2>е 3 d x --i

2 I"* 1 ( l - x 2)y jl -x2 '
2

5. f cosa:eos3xeosS x d x . 6. f __ ____
o _i x 2+2x+3

¿X
o V x + l+ ^ x + l )3

8 . a ) J x s i n x d x ; 6)
o J dx

4

14-вариант

1. f *2rfx. . 2. f arctg(2x -  3)dx
1 1 +  X 6 3

2

3 j  7 0
3. f - * _ .  4. f

j  И _ 1  1 /e ...2\3Ó (5-X ) 

dx5. fcos4xsin2x dx: - 6. í
o i V 8 + 2 x -x 2

2

o . л
7. ( b L * .  

,„зl+^

8 - a> )' —2 ~ ~ —  ; 6 ) ! - ¡— —  
i .  (x  -4 x ) ln 5  i j ( x * - l ) Mn2
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j г sin ln x d *
J V

5. js in 6 x d x .

x  dx

о

о V t T W

6. f ^ A - -
] / 2+5/+4

у  I cos jxfr
I 4+yjsiny

8. a) J 2i „ >i (l + 9x¿ )arctg¿3x
dx

6) J — ¡---------
о 9x -9 x + 2

16-вариант

1. f , *** 2. j V l n x i f t .
i x V Ñ ln 2 x  i

£
3 .  I  2 x 4 4 _ ^  4  | _ Л -----

о * 3- * 2+ * - l  Я х Ч х 2- 3

2

* s,n;c Q x 2+3x+2
3

{  ( x - I ) V j e - I  '

_ П
Idx

8. а) I ------------- 1 ; 6)  f 3siu j
2 (x 2+ 4 )^ t  a rctgy  ¿ 7 ^ ;

3sin3 xd *
X
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Ч Л Г Г Г л .
3 1

4 •* ( • * - ! )  2 X

I  2 -5
5. }с05Ьх(1х. 6. I к* +- ¿X

о
]п 2

о £Г>Д-е 2х

8 . а ) Г  б ) [ ^ л
» /  »-2 , 1  1п 1 п1 (х  +2х)1пЗ о у 9 - х

18-вариант

1. | в ш а  сов '\ i.d a .  2 . | ( х  +  2 ) с о 5 у ^ х
П О
6

77

2 Л _____ 4_ | х3л/т Т х2 £̂/х .
3- 1 --------2ц (х+1)(х  +4) о

5.

2

,2 .
7 . Г - *  .

, х>/1+1пх

8. а) } е-3лх ^ ;  б)
о о ^ 1 - х 5
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^ U x 2-x+ 2)dx  
' \ x a - 5 x 2 + 4  ’

4 .
É  *
3

5. S '- ß ^ d x
I  sin 2x
6

In 4

7 - Í
In 2 V l  +  e

6. J ^ L _  
о X +2x

8. a) J0 /  X2
x ¿- \  )+ x¿

dx : 6) J —  ¿te.
o V64-X6

20-вариант

*• J
ÍÍX

o V 4-3jf
2- J -v/x lnxútc

3. J. *Í¿C
4 х 3-6 х 2 + 16л-6

4. f __ ÍL
i х Ч х 2- 1

5. f s»n 2л¿y 
„  eos3 л:
6

6- í

7- J
ln.y<¿C 

2  * < Í - J n 2 * )

dx dx
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3- í
dx

x \ \

e 8
J s in x s in 3 x d x

7. U L d x .

8. a) J dx

4. ¡ x * y l9 - x 2dx

,  [ 2 x - í dx

6) s5 х Ч х

22-вариант

1. j  V

^  5 i
3. ¡ - p l d x .  

x+x

5. js in x s in 2 x s in 3 x d x

л f xd*
J -3*
i  * 
'з
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Ч е т  Ч ^ А-
3. 4

2 Х(Х -1)

(ÍC5. J c o s2x  sin4x d x  . 6. /
i 3xJ- x + l  ■

2 6

13

7. f , ¿ £ L d c .J 3/1 -  1
о 2 x - l

24-вариант

1. J cos a  sin 3«  d a . 2. ](y  + \) \n y d y
2

0

» ¡ w t ä ,
-3

< f *** r 4, v2
J sin3 г • 1 ~5---------  dx ■* S,n X 3 JC -6x+10
3 

ln 12 dx
7- I

in 3 V e *  +  4

a) ? A  ; б) } л  .
I 9x -9 x + 2
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Я
«♦

1. !
хёх

,  ?  х \1 х  
{ *4-1 •

5. 151п У йх

7. Г Лх
1Х у[5^4х

8. а) [ с1х

4-
Л  *

6. ? *----- ¿X.
3 5 х  -7х+13

б) / (Ьс 
( 2 * - 1)2

6-§.И ккинчи мустацил уй иши

Иккинчи мустакил уй иш ининг \а р  би р  вариантида 7 
та мисол б^либ, уни куйидагича баж ариш  керак:

Биринчи мисолда: берилган чизик билан  чегараланган 
шаклнинг юзини (вергулдан кейинги иккита ракамигача 
аникпик билан) х,исоблаш керак.

Иккинчи мисолда: берилган ч и зи к ёй и  узунлигини (вер­
гулдан кейинги иккита ракамигача аниклик билан) хисоб- 
лаш керак.

Учинчи мисолда: тенгламаси берилган чизиклар билан  
чегараланган Ф шаклнинг курсатилган координата уки 
атрофида айланиш идан хосил б^лган ж и см н и н г \аж м и- 
ни (вергулдан кейинги иккита ракамигача аниклик б и ­
лан) хисоблаш керак.

Туртинчи мисолда: г  эгри чизик ёй и н и н г курсатилган 
УК атрофида айланишидан хосил булган сиртнинг юзини  
(вергулдан кейинги иккита ракамигача аниклик билан) 
Хисоблаш керак.

Бешинчи мисолда: Р  идишдаги сувни чикариб ташлаш учун 
сарф булган ишни хисоблаш керак. Сувнинг солиштирма
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У у=1пгх огирлиги: 9,81 кН/м3 ва л  =  
3,14 деб олинг. Натижани бу- 
тун кисмигача яхлитланг.

Олтинчи мисолда: сувга 
вертикал ботирилган пластин-

0

32-чизма.

% кага сувнинг босим кучини 
\исоблаш  керак. Сувнинг со- 
лиштирмаогирлиги: 9,81 кН / 
м3. Натижани бутун к,исми- 
гача яхлитланг. Пластннка- 
нинг ш акли, улчамлари ва 
жойлашиш чизмаси 3 8 - 6 2 -

чизмаларда берилган.
1— 13-вариантлардаги еттинчи мисолнинг шарти цуйидаги- 

ча: I  эгри чизик, билан чегараланган бир жинсли текис шакл 
огирлик марказининг координаталарини топиш керак.

14-25-вариантлардаги еттинчи мисолнинг шарти к,уйи- 
дагича: берилган чизикутр билан чегараланган текис бир  
жинсли Ф ш аклнинг огирлик маркази координаталарини 
топиш  керак.

Вариант мисолларини ечиш намунасини келтирамиз.
1. у  — 1пх: ва у  =  1п2д: чизикдар билан чегараланган шак­

лнинг ю зини (вергудцан кейинги иккита ракамигача аник,- 
лик билан) ^исобланг.

Е ч и ш .  Берилган чизик,ларни ясаймиз (32-чизма). Б е­
рилган чизиклар кесишган нукталарнинг координаталари­
ни топамиз: Л/,(1;0), Л/2(1;1). Энди (5.9) формуладан фойда- 
ланамиз:

*
5  = |(1п х -  1п2 х) <1х

I ’

ёх> = с1х, и = х
= х \п 2х  - 2 \nxdx,

d\) = ёх, ь = х  
= х \ п х - \ ё х  = х\г\ х - х  + С.
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У х,олда

S  = Jlnxrfx - J l n 2x  dx =
i i
e  e

= ( x l n  X -  x)| -  ( x l n 2 X -  2 x l n x  +  2x) | =
i i

= e ln e -  e + 1 -  (ё In2 e -  2e ln e + 2e) + 2 =  3 -  e «  0,28.

2. x =  (t2- 2 )s in  t + 2 /c o s  t, y =  ( 2 - / 2) c o s t + 2 / s i nr  
(0 <  t < л )  чизик ёйи узунлигини (вергулдан кейинги ик- 
кита ракамигача аник^икбилан) \и собл ан г  

Е ч и ш .  (5 .13) формуладан фойдаланамиз:

Интеграл остидаги функцияларни топамиз:

—  = 2t sin t + (t2 -  2) cos t + 2 cos t -  2t sin t = t2 cos
at

~  = - 2 1 cos /  -  (2 - 1 2 ) sin t + 2 sin t + 2t cos t = t2 sin /,

У *олда изланаётган ёй узунлиги:

я  ,3  «  „ 3
l = ) t 2 dt = L I = г̂- = 10,32. 

о J о J
3. X —  2у+ 6 = 0, х  =  2 ва у  =  0 чизикдар билан чегара- 

ланган текис шаклни абсциссалар уки атрофида айлани- 
шидан \о си л  булган жисмнинг \а ж м и н и  (вергулдан кей­
инги иккита ракамигача аник,пик билан) \исобланг.

Е ч и ш .  Т екис фигурани я сай м из (33-чи зм а). х  — 2у + 
+ 6 =  0 TÿFpH чизик Ох укни А( -  6 ;0) ну^тада кесиб ута- 
ди. Интеграллаш чегаралари: а = ~  6 , ва b =  2. ЛЯСуч^ур- 
чакнинг 0хук ,и  атрофида айланиш идан \о с и л  булган ко- 
нуснинг \аж м и н и  (5.16) формула буйича ^исоблаймиз:
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= п
f  r 3 ->„2

—  X + + 9x 
12 х  2 У Х

* 133,98.
/

4. r =  lOsiny? айлананинг О/ кутб ук атрофида айлани- 
шидан хосил булган сиртнинг юзини (вергулдан кейинги 
иккита рак,амигача аникдик билан) хисобланг (34-чизма).
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Е ч и  ш . (5.17) в а (5.14) формулалардан (кутб координа- 
талар системасида ёзилишидан) фойдаланамиз:

S  = 2 itj у 4 г '*+ г2 i/ф , бун да у  — г sin (р.
Ч>1

С унгра, = lO cos(р, у  =  r s i n p  =  lO sin y jsin ^  =

=  10sinfy, <Рi =  0, <р2 -  л.
Бу к,ийматларни урнига куямиз:

S  = 2 nj 10 sin2 cp^/l00cos2(p + lOOsin 2ф</ф = 
о

= 2007г/ sin 2ф ¿/tp = 200 те/  1 cos2_ i/ф =
о о 2

= lO O n ^ -^ s in  2 ф || = 985 ,96 .

5. А соснинг радиуси 1 м, узунлиги 5 м булган ц ил и н ­
дрик цистерна 35-чизмада курсатилганидек холатда булиб, 
сув билан тулдирилган. Ц истернанинг юк;оридаги теш и -  
гидан сувни тортиб чикдриш учун зарур буладиган иш ни  
\исобланг. Сувнинг солиштирма огирлиги: g  =  9 ,8 к Н /м 3. 
Натижани бутун к,исмигача яхлитланг.

Е ч и ш . z  баландликдан dz кдтлам сувни ажратиб ол а-  
миз (35-чизма). Унинг \ажми:

dV = 2\0u B\ Zdz = 1z4 ttl - ( R - r f d z  = 2 z4 z(2 R -r)d z .
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Бу катламни Н = 2 Я  — гбаландликка кутариш керак. Ах. 
к.атламдаги сувни чикдриб ташлаш учун 6А элементар иш 
Куйидаги формула билан аншутнади:

йА = Н уйУ  = 2 у 1 {2 Я -1 )^ {2 Я -г)ё 1 .

Х,амма сувни чик,ариб ташлаш учун бажарилган А иш 
барча элементар иш ларнинг йигиндисига тенглигидан:

2Л 2Л
А = I с/А = I 2у1(2Я -  1)у11{Ш - г)(11 =

О О
2Я 1 3

= 2у1\ г 2 (2Л -  г)а Л .
( I )

Энди (1) интегрални х,исоблаймиз. Бу интеграл бино- 
миал диф ф еренциални  интеграллашдан иборат булгани 
учун, (4 .19) ф орм ула ёрдамида топам из. т = ~ ,  н =  1,

3 т +1 -> *
р = ~  ва - у -  + Р = 3 булгани учун а + Ь х " = и х п алмаш- 

тиришни бажарамиз:

2Я
А = 2у1 $ I 2 (211-1)1 <к

2Я - 1  = и~г> йг = 
гя

I  =
и +1

= -  4Яи(и2 + 1) 2с1и,
= 0 булса, и = е», агар г - 2 Я  булса, и = О

= 32у/Я $ иЫи
о (и2 + 1)4’

Хосил булган интеф ал хосмас интефал булиб, интеграл 
остидаги каср т у ф и  каср ва уни содда рационал касрлар 
йигиндиси куриниш ида ёзиб оламиз. С унф а хосил булган 
интефалларга (4.6) формулани, яъни махраж даражасини 
пасайтиришнинг рекуррент формуласини татбик, кдпамиз:
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Ш ундай кдпиб,

Агар / =  5 м, R = 1, у  = 9 ,81 , л  = 3,14 к,ийматларни 
урнига куйсак,

А = 3 , 14- 9, 81 ■ 5* 1 =  154 кЖ

натижага эга буламиз.
6. 36-чизмада тасвирланган пластинка сувга вертикал  

килиб шундай ботирилганки, унинг бигта кирраси сув  
сиртида ётади. Сувнинг солиштирма огирлиги 9,81 к Н /м 3 
деб унинг пластинкага берган босим  кучини \и со б л а н г .

Е ч и ш .  Координаталар системасини 36-чизмада курса- 
тилганидек оламиз. У \олда эгри чизик, х2 =  — 2ру  парабо- 

ланинг содда тенгламаси булади. Парабола / l f i ; - l j  нук,-
|  2 У

тадан утганлиги учун P = g булади ва х  = - ~  парабола  
тенгламасига эга буламиз. х  чукурликда эни dx булган го- 
ризонтал ч и зи м ар  билан чегараланган юзчани олам из. 
Унинг юзи: ds = (l -  \y\)dx . Бу юзчага тасир этувчи сув­

нинг босими ДР = y x (l = ух(1 - 4 x2)dx га тенг.
У холда сувнинг бутун пластинкага босими:

н ( \ н  ( и г
p = l \ x ( l - 4 x 2)dx = y \ ^ - - x 4 | = у| ^ —  Я
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Н  — — м ва #  =  9 ,8 1 к Н /и 3 кийматларни урнига куйсак:

/ , = 9>8 1 ( 1 - н ) = 1 ^ “ °>6 1кН-

7. у  = х2 ва у  = 4 х  эгри чизик^ар билан чегараланган 
бир жинсли шакл огирлик марказининг координатала- 
рини топинг.

Е ч и ш .  Берилган шакл (37-чизма) огирлик маркази­
нинг координаталари (5.20) формула ёрдамида \и собл а- 
нади, бунда

/¡(х) = х\ /2(х) = </х.

Э ф и  чизикларнинг кесишиш нуктаси (0;0) ва /?(1;1) 
булгани учун а ~  О, Ь =  1 булади. Дастлаб куйидаги ин- 
теф ал н и  ^исоблаб оламиз:

¡ (/2( х ) - / ( х ) ) ё х  = ¡ ^ х - х ^ с Ы  =

/ * ( Л (X) -  / (х))йх = 1 х ( у [ х - х 2)с1х = 
о о ' '

Бу кийматларни (5 .20) га куйсак:

2 I Х4
I х  ~

_ з _

20

у - V  _ 20 _ 9 
х с - У с - ~ Г  -  20-
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1-вариант

1. г — 3 cos lip.
2 I  2

2 . x 1 + y i =4~K
3. Ф: x  =  3 cos2f, у  — 4 s in 2/  -  2 ) ’ ^y.
4. J: y  = \[x эгри чизикнинг у  -  x  T^FpH чизик билан 

кесилган кисмини, Ox.
5. Р — юкори асосининг радиуси 1 м, пастки асоси- 

нинг радиуси 2 м, баландлиги 3 м булган кесик конус.
6. 38-чизма.
7. J:p = а( 1 +  c o s ^ ) , (0 <  <р <  р) кардиоида ёйи.

2-вариант

1. г =  2(1— cos^>).
2. у1 -  (х + I3) эгри чизикнингх  =  4тугри чизикбилан  

кесилган к,исми.
3. Ф: х  = yjl - y 2 , У = y j^ x , у  =  0 , Ох.
4. J: х =  2 ( / — sin /), у  ~  2 ( 1 -  cos /), (0  <  t < 2л), Ох.
5. Я — асосининг радиуси 1 м, узунлиги 5 м булган 

цилиндрик цистерна.
6. 39-чизма.
7. У: р = aev < ф < л | логарифмик спирал ёйи.

3-вариант

1. г2 =  2 sin 2¡р.
2. у  ~  1 — In cosx, ( 0 < х < | ) .

3. Ф: у1 — (х  -  I)3, х  =  2, Ох.
4. J: х  = eos t, у  -  3 +■ sin t, Ox.
5. P — асоси 2 м ва баландлиги 5 м булган мунтазам 

учбурчакли пирамида.
6. 40-чизма.
7. J: х =  3 (/ -  sin /), у  *  3(1 -  cos /) циклоиданинг бир 

арки.

4-вариант
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38-чизма.

40-чизма.
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2. г = 6 cos3 у  |о  < (p < .

3. Ф: у = V'l~ х 2 , у  = J~x,  y= 0, Ox.

4. /; 3x = /  (0 <>>< 2), 0 *
5. P — юкори асосининг том они 4 м, баландлиги 6 м, 

учи пастга йуналтирилган мунтазам учбурчакли пирами­
да.

6. 41-чизма.
7 . J : х  = 2 cos3 j , y  = 2 sin3 ^ биринчи  квадрантда ж ой- 

лашган астроида ёйи.

5-вариант
1. г =  2(1 +  cos <р).
2. х  =  4 cos3 /, =  4 sin41.
3. Ф: ^ =  sjn x , у = 0, (0 <  х  <  2 ), Ох.
4. У: У = у  ( -  1 < х < 1 ) ,  Ох.
5. Р — асосининг радиуси 3 м , баландлиги 5 м, учи 

пастга йуналтирилган конус.
6. 42-чизма.
7. J: х  =  ё  ■ sin /, у  = é- cos /  |о  <  / <  эгри чизик, ёйи.

6-вариант
1. г =  2 sin 3<р.
2 . у 2 = ( х ~  1)3эгри чизик,нинг/4(1;0) нукгадан 5(6; V125) 

нуктагача к,исми.
1  ffVt»2 =  <lv- V2 —  Ам П х-• ■ -s -• ■;»
4. J: х  — eos t, у  = 1 + sin t, Ox.
5. P — устки асосининг радиуси 3 м, пасткисиники 1 м, 

баландлиги 3 м булган кесик конус.
6. 43-чизма.
7. J:/?=  2(1 +  cos<p) кардиоида ёйи.

7-вариант
1. г = 2 + cos <р.
2. у2 =  х 5, эгри чизи^нинг х  =  5 тугри чизик, билан  

кесилган к,исми.
3.Ф: х  =  2cos í, у  = 5sin t, Оу.
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42-чизм а. 43-чизма.

44-чизма.

45-чизма.
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4. J: X 2 = 4 +y, эгри чизикнинг у  =  2 т$три чизик, билан  
кесилган кисмини, Оу.

5. Р— асосининг радиуси 2 м ва баландлиги 5 м булган  
конус.

6. 44-чизма.

7. J: r =  2siny? эгри чизик,нинг (0 ,0 ) нук,тасидан{ ^ 2 , 
нуктасигача ёйи.

8-вариант

2. г  =  3cos <р.
3. Ф: у  = х \  Вх = f ,  Оу.
4. J: X — 3(t -  sin t), у  = 3(1 — cos /) (0 <  x  <  2p).
5. P — юкрри асосининг том они  8 м, пастки асосн и н г  

томони 4 м, баландлиги 2 м булган мунтазам туртбурчак- 
ли кесик пирамида.

6. 45-чизма.
7. J: х  = а( cos /  +  /sin  /), у  =  a(sin  / — / cos /) (0 <  x  < p) 

айлана ёйи.
9-вариант

\. y1 =  jc +  y1 = 9 -  x.
2. r =  3(1 -  cosy ).
3. Ф: y  = e ,  x  = 0, y  =  0, x  =  1, Ox.
4. J: x  — cos3/, y  =  sin3/ , Ox.
5. P — асосининг радиуси 2 м, чукурлиги 4 м булган  

параболоид.
6. 46-чизма.
1. J: P = 2>/3 costp эгри чизик,нинг <р = 0 ва(р = j  н ур -  

лари орасидаги ёйи.

Ю-вариант

1. у1 = х \  x  = 0, у  =  4.

2. г = 2 cos3 у .

3. Ф: у 2 = ^ , х  = 3, Ох.

1 8 -  Ш.И.Тожиев 273

www.ziyouz.com kutubxonasi



47-чизма.

48-чизма.
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4. J: г = ^cos2(p кутб уки атрофида.
5. Р — асосининг радиуси 1 м, чукурлиги 2 м булган  

ярим эллипсоид.
6. 47-чизма.

7 . J: х  = - fit1 , у  =  t - / 3(0 <  î <  1) эгри чизик, ёйи.

¡1-вариант

1. г =  4sinfy.
2. x  =  5cos2/, у  =  5sin2/ ^0 < t < .

3. Ф:  y  = 2x -  x2, y  = 0 , Ox.
4. J: y2 = 4 +  x параболами x  = 2 T ÿ F p n  чизик, би л ан  

ажратган кисмини, Ox.
5. Р — юкори асосининг том он и  2 м, пастки а со сн и н г  

томони 4 м, баландлиги 1 м булган мунтазам туртбурчак- 
ли кесик пирамида.

6. 48-чизма.
1. J: x 2 + у1 = R2 айлананинг Ох укддан ю коридаги  

ярим к,исми.

12-вариант

1. x  =  3cos/, у  =  2sin/.
2. 9у 2 =  4(3 — х)2эгри чизикнинг Оу Укини кесган н у к -  

талари орасидаги сйни.
3. Ф: г =  2(1 + cosp), кутб ÿrçn.
4. J : у 2 =  2х, эгри чизикнинг 2х  =  3 rÿFpH чизик би л ан  

ажратган кисмини, Ох.
5. Р — асосининг томони 1 м ва баландлиги 2 м булган  

мунтазам т;уртбурчакли пирамида.
6. 49-чизма.
1. J: x  = a(t — sin/), у =  ¿r(l — cos/) (0 < x  <  2л) ц и к л о -  

иданинг биринчи арк ёйи.

13-вариант

1. у2 = 9х, у  -  Зх.
2. г =  3sin^.
3. Ф: x  =  7cos3/, у  =  7sin3/, Оу.
4.J: Ъу =  х3 ( 0 < х < 1 ) ,  Ох.
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5. Р — асосининг том они 2 м, баландлиги 6 м ва учи 
пастга йуналган мунтазам олти бурчакли пирамида.

6. 50-чизма.
2 2 2

7. У: х~3 + у* = а* астроиданингучинчи квадрантда ж ой- 
лашган ёйи.

1. х  =  3(cos/ + /sin/), у = 3 (sin / -  /cos/), у  — 0, (0 < х < 2 л ) .

4. У: г2 = 4cos2y>, кутб Уки атрофида.
5. Р — асосининг радиуси 1 м ва баландлиги 3 м булган  

цилиндр.
6. 51-чизма.
7. Ф — томонлари х + у = а ,  лг=0 ва у  =  0 т^гри чи- 

зикдар устида ётувчи учбурчак

1. у1 = 4х, х2 — 4у.
2. х  = 9 (/ -  sin/), у  = 9(1 -  cos/) (0 й  / £  2л).
3. Ф \ х г = (у -  I)2, х  =  0, у  =  0, Ох.
4. У: г ~  6sin^>, кутб ук,и атрофида.
5. Р — юкрри асосининг том они 1 м, пастки а с о с и ­

нинг томони 2 м, баландлиги 2 м булган мунтазам олти

6. 52-чизма.
X2 »2

7. Ф: . ^ + ' = 1  эллипс ва ( х < 0 ,  y s O )  координата
а Ь

Уклари билан чегараланган шакл.

14-вариант

15-вариант

R v n u a v n u  is p c u v  n u n a u u n a

16-вариант

1 . у 2 =х * , х  = 2.
2. г = 2(1 -  cosy>).
3. Ф: ху = 4, 2х +  у -  6 =  0, Ох.
4. J: х  = /  -  sin/, у  =  1 -  co s/ (0 <  / <  2л).
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5. Р — тарновнинг перпендикуляр кесими радиуси 1 м 
булган ярим айланадан, тарновнинг узунлиги !0 м.

6. 53-чизма.
7. Ф: л: =  а(/ -  sinf), у  — а( 1 -  cosf) циклоида биринчи  

аркининг Ох ÿKH билан чегараланган кисми.

1. у1 = х2, у  = 2 — х2.
2. у 1 =  (х  -  I)3 А(2; -  1) нуктадан В{5; -  8) нуктагача.
3. Ф: х  = V3 cos / , у  =  2sin/, Оу.
4 . J: г = 2siity>, кутб ук,и атрофида.
5. Р— юкори асосининг томони 2 м, пастки асоси- 

н и н г том они 1 м, баландлиги 2 м булган мунтазам олти 
бурчакли кесик пирамида.

6. 54-чизма.
7. Ф: у2 — х, у  = х2 эгри чизик,лар билан чегараланган

18-вариант

'• У2 — 4/Ох3, х  =  0.
2. х  = 7 (/ -  sin/), У — 7(1 -  cost) (2р <  t<  4 л).
3. Ф: у  = 2 -  х 2, у  =  х2, Ох.

2
4 . J: г = -  cosq), цутб уки атрофида.
5. Р — радиуси 2 м булган ярим сфера.
6. 55-чизма._______
7. Ф: у  = yjR2 -  х 2 айлананинг Ох ук,и билан чегара­

ланган юкрри к,исми.

1. г = 3sin4e?.X X
2. у  = е 2 + е 2 (0 <  х  <  2).
3. Ф: у  = - х 1 + 8, у  =  х2, Ох.
4. J: х  =  3cos3r, у  = 3sin3/, Ох.
5. Р— асосининг том они 2 м ва баландлиги 5 м булган 

мунтазам туртбурчакли пирамида.
6. 56-чизма.
7. Ф: у  = b (а > 0, b > 0) парабола ёйи, Оу уки ва

у  =  b тугри чизикдар билан чегараланган шакл.

17-вариант

шакл.

19-вариант
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20-вариант

1. у  =  х \  у = 1, х  =  0.
2. х  =  4cos3/, у = sin3/.
3 ф ; у  =  +  4)3( х  =  о, Ох.
4 . J: х -  2cos/, у  — 3 + 2sin/, Ох.
5. Р— асосининг томони 2 м, баландлиги 6 м булган 

ва учи билан пастга йуналган мунтазам туртбурчакли пи­
рамида.

6. 57-чизма.
7. Ф: у1 = ах3 — х4 ёпик, чизик, билан чегараланган шакл.

21-вариант

1. ху =  6, х  +  у — 7 =  0.
2. х  = 7 з t2, y  = t - t 3 (cHpTMOiO.
3. Ф: у  =  х3, х  =  0, у  = 8, Оу.
4 . J: г2 = 9cos2y), кутб ук;и атрофида.
5. Р — шакли сферик сегментдан иборат булиб, ради- 

уси 1 м ва баландлиги 1,5 м га тенг козон.
6. 58-чизма.
7. Ф: координата ук^ари ва биринчи квадрантда ж ой- 

лашган астроида ёйи билан чегараланган шакл.

22-вариант

1. у = 2 \  у = 2х - х 2, х  =  0, х  =  2.
2. г =  5sin^>.
3. Ф: х  =  cos3/, у  =  sin3/, Ох.
. ,  . 2 ..4. j . у  — X-, л р и  чизи^нинг л = 1 у  тукри чизикгиар

орасидаги к,исмини.
5. Р — асосининг радиуси 1 м, узунлиги 5 м булган 

ярим цилиндр.
6. 59-чизма.
7. Ф: г =  ¿7(1 +  cosy)) кардиоида билан чегараланган  

шакл.

23-вариант
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3. Ф: 2у = х 2, 2х + 2 у -  3 =  0.
4. У: х  =  2cos3/, >> == 2sin3/, О х
5. Р— тарновнинг перпендикуляр кесими парабола- 

дан иборат. Тарновнинг узунлиги 5 м, эни 4 м, чуцурлиги
4 м га тенг.

6. 60-чизма.
7. Ф: г2 = a2cos2(p Бернулли лемнискатасининг б и р и н -  

чи сиртмоги билан чегараланган шакло.

24-вариант

1. у  =  X  +  1, у  =  COSX, у  —  0 .
2. г = 5(1 +  cos^>).
3. Ф: у  = х  -  х2, у  = 0, Ох.
4. У: х  *  eos/, у  =  2 + sin/, Ох.
5. /* — асоснинг радиуси 8 м , баландлиги 10 м булган  

конус шаклидаги воронка учи пастга килиб к^йилган.
6. 61-чизма.
7. Ф: координата ук^тари ва >/х + -Jy =y¡a п арабола  

билан чегараланган шакл.

25-вариант

1. х  =  2cos3/, у  =  2sin3/.
2. у 2 =  х 3э ф и  чизикнинг Л (0;0) нукгадан 5(4;8) нук,та- 

гача к,исми.

3. Ф: У = 2 - ^ ,  X + у  = 2, Оу.
4. У: г «  4siny? куто уки атрофида.
5. Р — р ади уси  I м _  

булган ярим шар шаклида- 
ги козон.

6. 62-чизма. • —
7. Ф: х  =  а (а > 0) т у р р и ------

чизик ва ау2 =  х3 ярим ку- ———
бик парабола билан чега- *_Т-
раланган шакл. L .I .
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Б И Р  НЕЧА У ЗГА РУ В ЧИ Л И  Ф У Н К Ц И Я Л А РН И Н Г 
Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л  Х И С О БИ

1-§.Бир неча узгарувчили функциялар \,ак,ида тушунча.
Хусусий косила

1 т а ъ р и ф . Агар /)со \а д а ги  \ар  бир х  = (х , ,х 2,...,х „ )  
нуктага бирор крида ёки конунга кура битта ^акикий сон  
Z (££/?) мос куйилган булса, D со\ада куп узгарувчили (п та 
узгарувчили) функция берилган (аниьуганган) деб аталади 
ва уни

Z = f { x i t x 2, . . . , x „ )

каби белгиланади. Б унда D — ф ункциянинг берилиш  
(аникланиш ) со^ аси , x,,jr2,. . . ,x n — эркли узгарувчилар  
ф ун к ц и я н и н г ар гум ен тл ар и , z эр к си з ^згарувчи эса  
х {,х 2,...,х„  узгарувчиларнинг функцияси дейилади.

Икки узгарувчили функция z ~Я х,у), Z =  <р(х,у), z =  
= z(x,y) ва к. куриниш да белгиланади.

Хар кандай z — Л х ,у) тенгламаОхуг декарт координа- 
талар системасида би рор  сиртни ифодалайди. Бу сирт икки 
узгарувчили ф унк ц ия ни н г графиги дейилади. Ш унинг- 
дек , бу сиртдаги барча М{х\ у\ г) нукталар тупламининг 
координаталари z — Я х\у)  тенгламани цаноатлантиради  
(63-чизма).

1 - м и с о л .  z — 1п(у +  2х — х2) функциянинг аникланиш 
сохдси D ни ва функциянинг кийматлар со\асини топинг.

Е ч и ш . Берилган функция Оху текисликдаги у  + 2х —
— х 2 > Оёки у  >х2 — 2х  тенгсизликни каноатлантирадиган 
нуцталарда маънога эга.

Текисликда у  = х 2 — 2х тенгламани каноатлантирувчи 
нукталар туплами D  со \ан и н г чегарасини ташкил этади. 
у  = у? — 2хтенглам а параболадан иборат булиб, у D сона­
та тегишли эмас (64-чизм а). у  =  х2 — 2х парабола ичига 
жойлашган нукталар туплами у  > х2 — 2х тенгсизликни  
Каноатлантиради. Ш унинг учун D со^а очик ва уни куй- 
идаги тенгсизликлар системаси ёрдамида ёзиш  мумкин:

D : { -  оо < х  < +  « ; х2 -  2х < у  < +«>}.
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Логарифм ишораси остидаги ифода исталганча кичик  
ва исталганча катга мусбат к,ийматларни кабул килганли- 
ги учун функциянинг к,ийматлар со^аси:

Е : {— 00 < % < +00}.

2 - т а ъ р и ф .  Агар и с -  
талган е > 0 сон учун ш ун- 
дай 6 > 0 сон атрофи топил- 
саки, ушбу 0 < \х —х0| <  д ва 
О < \у "Уц! <  д тенгсизликлар- 
ни каноатлантирувчи барча 
(х ;у )€ й  нукталарда

\ А х , у ) - А \  <  е

тенгсизлик уринли булса, у 
\ол да  А сон г = А Х,У) функ- 
циянинг М0(х0\у0) нуктадаги 
лимиты деб  аталади.

Агар А сон I  -А х ,у )  функ- 
циянинг М0(х0\у0) нуцтадаги
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лимити булса, бу куйидагича ёзилади:

А *  lim f ( x , y )  = lim f ( x , y ) .M-*Mq j:—» xq
y-*yo

+ y^
2 - м и с о л .  А = ü m - y - ■■ — лимитини хисобланг.*-»(> / 2 ..,2.1 I '

^_»0 Vх  +У + l _ l

Е ч и ш .  Лимит белгиси остидаги ифодани элементар  
алмаш тириш  ёрдамида соддалаш тириб, топамиз:

( х 2 + у2)(  yfx2 + у 2 + 1+\]
А = üm 7̂ = = ----- I „-г- -L - ,  =

j£S (V*2+ A i ~ i ] V * W + i + i j

= Um
(x2+y2) f ^ 2+ y  + l +l )  / f - ------------  ^
--------- ------------------- !■ = l im lJ x 2 + у 1 +1 + 1] = 2.

x +y +1—1 ;x - » 0  X  + У
y-*Q y - t  0

3 - т а ъ р и ф .  Агар

А = lim  f ( x , y )  = / ( - W o )
-C-»JQ

тенглик уринли булса, у \о л д а  г =А х,у) функция М0(х0',уа) 
нуктада узлуксиз дейилади.

М асалан, z  = — у—т Функция текисликнинг Л/<0;0) 
2х +у

нуктасидан  бош ка ^амм а нукталарда узлуксиз. Бунда 
Л/(0 ;0 ) нукта узилиш нуктаси булади.

Агар D со^анинг х,амма нук,таларида функция узлук­
с и з  б^лса, у холда, берилган функция шу со \ада  узлуксиз 
дей илади .

Агар х  узгарувчига А х  орттирма бериб, у  ни узгармас 
д е б  олсак, у \ол да  z = Л Х>У) функциянинг х  Узгарувчи 
буй ича хусусий орттирмасига эга буламиз ва у куйидаги- 
ча ёзилади:

&xZ = f ( x  + A x , y ) - f ( x ,  у) .

Худди ш унингдек, агар у узгарувчига Лу  орттирма б е ­
р и б , х  ни узгармас деб  олсак, у \ол да  z  —Ях,у) ф ункция­
н и н г  у  узгарувчи буйича хусусий орттирмасини хосил  
циламиз:
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\ 1  = Д х , у  + А у ) - / ( х , у ) .
Агар куйидаги

лимитлар мавжуд булса, улар I  ~ Л Х>У) ф ункциянинг х  ва 
у  узгарувчилар буйича хусусий %осилалари дейилади.

Бир неча узгарувчили ф ункциянинг хусусий \оси л аси  
бу узгарувчилардан бирининг ф ункциясининг \оси л аси  
сифатида топилади. Ш унинг учун би р  узгарувчили ф унк­
циянинг хрсилалари учун келтириб чик,арилган барча ди ф -  
ференциаллаш формулалари ва к;оидалари бир неча Узга­
рувчили функциянинг хусусий \оси л ал ар и  учун ) а̂м сакуга- 
нади. Бу ерда фак,ат бирор аргумент буйича хусусий \о с и -  
лани топиш учун бу к,оидалар ва формулаларни кулланила- 
ётганда крлган аргументлар узгармас д еб  \исобланиш ини  
ёдда тутиш лозим.

3 - м и с о л .  г = агсс1§- ф ункциянинг хусусий \о си л а -  
ларини топинг.

Е ч и ш .  Ю корида айтилганларга кура топамиз:

_ 1 /  у  \  _  у
( у ' ?  '  х 2 + у ' 2

_  _  1
хс+у‘

4 - м и с о л . и = 1п2 (х2 + у 2 + т} ) ф ункциянинг хусусий  
\осилаларини топинг.

Е ч и ш .

£  = 2 1п ( х 2 + /  и- гЛ  ■ т - Л - г  ■ 2 х  = 4^ ' У ■
Эх V > x ¿ +l^¿ +  7¿ xг + v¿+riЭх V > х 2+ У + г  х*+у2+г1

= 2 1п ( х 2 + у г + г2) - ^ Л - у  ■ = 4у>̂ 2 * / р  ■ду \ / хг+у2 + 1  Х*+У* + 1

www.ziyouz.com kutubxonasi



fü  = 2 ln ( V  + /  + z2) • ^ г Л - т  ■ 2 г  = ^  " У ! У 2 Г ' 1 .Эг \ '  / x2+y2+z2 x +y +z

Z ~ Л Х>У) ф ункциянин г хусусий дифференциаллари 
КУЙидагича аникланади :

dxZ =  f ' x(x,y)dx, dvz = f ' v{x,y)dy,

бунда dx =  Дх, dy  =  Ay булиб, унга эркли х  ва у  узгарувчи- 
нинг диф ф еренциали де^илади.

5 - м и с о л .  и = [ху2^  функциянинг хусусий диффе- 
ренциалларини топинг.

Е ч и  ш .

dxu = z3 (ху2 )г l -y 2dx, 

dyu = zi (xy2)z 1 -Ixydy, 

dzu = [xy2)" \n{xy2)-3z2dz.

6 - м и с о л .  и = yjx2 + y 2 + z2 функциянинг X, y, z ÿ3ra- 
рувчиларга н и сбатан  хусусий хрсилаларининг Р(2; — 2;1) 
нуктадаги ки й м атини х;исобланг.

Е ч и ш . Х у су си й  ^осилаларни топамиз:

d u  X

^ ” 7 ^ 7 7 7 7 " ” ’

du у

ду ^ +r  + z

du
dz f x2 , „ 2, .  2 ху.

X‘ +y* + Z

Бу ифодаларга берилган нуктанинг координаталари- 
ни к^ямиз:

Эц| __ 2 2 _  8 Ьи
dxU “  Т “  з ’ dÿ

- - I - i  - 1
F 3 3 ’ dz
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Машцлвр

315. Куйидаги ф ункцияларнинг аникданиш  со^асини 
топинг:

а) г  = >// - 2 х  + 4 ; б) г  = + л / ^ У  ;

в) г = 1 п ( 4 - х 2 + у 2) ;  г )  г  = V4  “  * 2 +  У ;

д) г = 1п х  + 1п соб у ; е)  ̂ = ^ х 2 -  у2 -  9  ;

ж) z = ^ху + ^ х ~ у  ; з) г  = ^ 4 - у 2 + х  .

316. Куйидаги ф ункцияларнинг хусусий ^осилалари- 
ни топинг:

а) г = ( х 3 + у-’ - х у 2)3; б > г = а г с и п £ ;

в) г  = х^/у + ^ ; г) г  = 1п (х  + ^ х 2 + у 2 ) ;

д) г  = 1п (ху + 1п х у ) ; е )  ̂ = в т 2 (х  сое2 у  + у  в т 2 х ) ;

ж ) I  -  а г ^ ^  ; 3) 1 =
ух'+г

317 .  А гар н = 1 п (1+ х  + у 2 + г 2) б ^ л са , и'х + и'у+ и\ 
нинг Д/0(1 ;1 ;1 ) нуктадаги к ийматини ^исобланг.

¡ 2  2
318. I  = х + у  + у х  +у  функция хусусий ^осилалари- 

нинг Мп(3;4) нуктадаги кийматини ^исобланг.
319. Куйидаги функцияларнинг хусусий диф ф еренциал- 

ларини топинг:

а) I  = 1п у1х2 + у2 ; б) I  = а г ^
х+ у  . 
\ -~xy ’

г) «  = 4 ^ 4 4 ;  
г - х  -у

Д) ы = 1п з ху1  - у ; е ) ы ^ Ч х - у 2 + г 2)-
д: + / + г 4
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2 -§ .  Функциянинг тула дифференциал и. 
М ураккаб ва ошкормас функцияларни дифференциаллаш

I  -  А Х>У) ф ункциянинг т^ла орггирмаси деб

Аг ~ А Х + У+ Ау) -Ах,у)
айирм ага айтилади.

I  = А Х,У) ф ункциянинг Дх ва Ду  га нисбатан чизик,ли 
булган бош  к^сми бу ф ункциянинг тула дифференциалы 
д еб  аталади ва ^  билан белгиланади.

А гар г ~Ах,у) функция узлуксиз хусусий \осилаларга 
эга  б^лса, у х,олда тула дифференциал мавжуд булади ва у 
куйидагича ёзилади:

йг-~-1¿х + ^ ё у ,  (6 .1)
Эх ду

бунда сЬс = Ах, (1у = Ду.
п та  узгарувчили у = / ( х ],х2,. . . ,х п) функциянинг тула 

диф ф еренциали куйидагича аникутанади:

ёу - ~ с 1 х х + ~  йх2 + ... + с1хп. (6.2)
Эх, 1 дх2 дх„ п

1 -  м и с о л .  1  = х2 -  ху + у2 ф ункциянинг тула орттир- 
м аси  ва тула дифференциалини топинг.

Е  ч и ш . Таъриф га кура:

Az = (х  + Д х)2 -  (х  + Дх) (у  + Ду) + (у  + Ду)2 -  х 2 + х у - у 2 =

= х 2 + 2хД х + (Д х)2 -  ху -  хД у -  у Ах -  АхАу +

+ у 2 + 2уАу + (Д у)2 -  х 2 + ху -  у 2 =

=  2хД х -  хАу + 2уАу -  у Ах + (Д х)2 -  ДхДу + (Ду)2 =

= (2 х  -  у )  Дх + (2у -  х )  Ау + (Д х)2 -  АхАу + (Ау)2 .

Бунда (2х -  у)А х+ (2у -  х)Ау ифода Дх ва Ау ларга 
нисбатан чизикути булган к^сми функциянинг дифферен­

циали ^ д а н _ и б о р а т , а  = (Д х) -Д х Д у  + (Ду) микдор эса

Д р - ^ ( Д х ) 2 + (Ду)2 га нисбатан юк,ори тартибли чексиз ки- 
чи к микдор. Ш ундай кдпиб, А1  = dz + ĉ  ни хосил кдламиз.
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2 - м и с о л . н = 1п2 ( х 2 + у1 -  г 2) ф ункциянинг тула диф- 
ференциалини топинг.

Е  ч и ш . Д астлаб функциянинг хусусий \осилаларини 
топамиз:

£  = 2 |П ( * 2 + /  -  г 2) ■ • 2 *  = 4*  |п< * У  ? 2) ■

*  = 2 1„ ( х г + /  -  г 2) - т - ! ^  ■ 2у  = ,
оу '  ' X +у - I  X +у - I

д±  = 2\п{х>+ / - е ) -  - т Л - т  • ( - 2 г )  = - Щ ?  + / У  > ог  ̂ ' х + у  - I  х +у -г }

(6 .2) формулага кура куйидагига эга  булам из:

¿и -  4|п^  7  * - (хёх  + уёу -  zdz) ■

Тула дифференциалдан ф ункциянинг к,ийматларини 
такрибий \исоблаш да фойдаланилади.

Бизга маълумки, Дz ~ dz, яъни

/ ( х 0 + Ах, у0 +Ау) = / ( х 0, y0) + dz (x (i, у0 ).

3 - м и с о л .  (1 ,0 2 )3'01 ни такрибий \исобланг.

Е ч  и ш . 1  = х у функцияни карайм из. * 0 = 1 ва у0 = 3 
да = I3 = 1 ни \осил киламиз. У  ^олда % =  (1 ,0 2 )3'01 = + 

+ ^  = 1 + 0 ,0 6  = 1,06 га эга буламиз.

Да = ¡,0 2  -  \ =  0 ,ид  Ду = 3,01 -  3 = 0,01.

1  = ху ф ункциянинг ихтиёрий нуктадаги тула диффе- 
ренциалини топамиз.

Аник,ланган Дх = 0 ,0 2  ва Ду = 0 , 01 орттирмалари ва 
А/(1;3) нуктадаги тула дифференциалини *и собл ай м и з:

¿/г = 3 • I2 • 0 ,0 2  + I3 ■ 1п 1 ■ 0 ,0 2  =  0 ,0 6 .
У \олда z = (1 ,0 2 )3,<" = ZQ + dz = \ + 0 ,0 6  =  1 ,06  га эга 

буламиз:
Агар z = Д и ,у ) функцияда и =  <р(х,у), V =  гр(х,у) булса, у 

\олда берилган функция х ва у  узгарувчиларга нисбатан

IЧ -Ш .И .Т о ж и е в  289
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мураккаб ф ункция булиб, унинг хусусий \осиласини то- 
пиш учун куйидаги формулалардан фойдаланилади:

Эг _  dz ди + dz dv д£ _ dz_ Эи + dz_ dv (6 3)
Эх du dx dv dx ’ dy du dy Эу dy '

u =  <p(x), v =  ip(x) булган \ол учун (6 .3 ) формуладаги 
иккинчи иф ода йуколади (яъни нолга тенг булади) ва бу 
формула куйидаги куринишни олади:

Эг _  Эг Эи +  dz 3v (6  4)
дх ди дх dv Эх '

Агар и = х, V =  у(х) булса, у \олда (6 .4 ) формула куй- 
идаги куриниш ни олади:

& = dz + <te dy ( 6 5 )
dx дх ду dx

(6 .5 )  ф ормула ф ункциянинг тула ^осиласини ифода- 
лайди.

4 - м и с о л .  Агар z =  cos(wv) функцияда и = 2х+3у,
V =  ху б ул са, унинг хусусий х,осилаларини топинг.

Е  ч и ш . (6 .3 )  формулага асосан :

= - у  cos(wv) • 2 -  и cos(mv) • у =
дх
= - ( 4 ху + Зу2) co s (2 x 2^ + Злу2),

—  = - V  cos(wv) • 3 -  и cos(mv) • *  =
ду

= - ( 6  ху + 2х2) ■ cos(2  х 2у  + 3 ху2).

5 - м и с о л .  Агар u = x + y2 +z 3 функцияда у =  sinx, 
Z — c o s *  бул са , унинг тула хосиласини топинг.

Е ч  и ш  . (6 .4 ) формулага кура топамиз: 
d« = iu + bu d y ^ u  d z = l + l  o s x ^ e ( _ únx) = 
dx Эх ду dx Эг ах

= 1 + 2 sin X COS х -  3 cos2 х  sin x.
Агар y (x) ош кормас функция F{x,y) ~  0 тенглама билан 

берилган ва F 'y(xyy) ф 0 булса, у хрлда унинг хрсиласи

^ = - ^ 4  (6 .6) 
dx F  у ( х ,у )

ф ормула билан ан и м ан ад и .
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Агар 1 (х,у) ош кормас функция 1\х,у,$ =  0 тенглама би- 
лан берилган ва Р'г(х,у,1) *  0 бул са , у \олда куйидаги 
формула уринли:

^  _  Р\(х,у,г) ¿ 1  _  Р'у{х,у,г) уч
д.х Г\(х,у,1) '  (¡у Р \ {х ,у л ) ’

6 - м и с  о л . х 3 + у 3 -  е-0, -  5 = О тен глам а билан берил­
ган ош корм ас функциянинг хоси л аси н и  топинг.

Е ч и ш . (6 .6 ) формулага асосан :

¿у з х2-у е ху 
(1х з у2-х е ху '

7 - м и с  о л . хуг + х 3 -  у 3 -  г 3 + 5 = 0 тен глам а билан 
берилган ош корм ас ф ункциянинг хусусий \осилаларини 
топинг.

Е ч и ш . (6 .7 ) формулага асосан  куйидагиларга эга була-
миз:

_  _  У1+Зх2 ¿/г___ х г - 3 у1
¿х ху-Зг2 5 йу ху-Ъг}

Машцлар

320. Куйидаги ф ункцияларнинг туда дифференциал- 
ларини топинг:

а) г = х 1 + ху2 + х 2у\ б ) I  = е х1~у1;

в )  г  =  е с о , > „ 2 - , 2 ) ;  г) г  =  1п2(д:г + / ) ;

д) и = бит ( х / г ) ;  е )  и =  с щ ч х у 2 - у 2 + х г ) .

321.  Куйидаги ифодаларни такри би й  \исобланг:

а) (1 .02)3 - (0 .97 )3 ; б ) 7 ( ^ 0 5 ) 4 ^ 9 3 7 .

322. Агар и =л5т>>, V =.усо5Х б у л са , % = ^и2 + V2 ф унк­
циянинг хусусий хосиласини топ и н г.

323. Агар и =ху , V = - ,  / = еху булса, г  = 1п(ы3 + V3 -  /3) 

ф ункциянинг хусусий ^осиласини топ и н г.
324. Агар у = ъ\х\'1х булса, ^ =  tg2(х2 - у 2) ф ункция­

нинг хусусий \осиласини топинг.
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325. Агар у  = е~*2 булса, I  = arcXg<Jx2 + у2 ф ункция­
нинг хусусий \осиласин и топинг.

326 . sin ху -  х 2 -  .у2 = 5  тен глам а би лан  берилган  у 
ош кормас ф ункциянин г хрсиласини топинг.

327. Куйидаги тенгламалар билан берилган z ош кор­
мас ф ункцияларнинг хусусий \осиласини топинг.

а) xyz -  sin2 xyz + х* + У  + z* = 7 ;

б) x2y2zl + 7у4 -  8 х г3 + г4 = 10.

328. х 3 + у 3 + z3 -  xyz = 2 тенглама билан берилган z 
ош кормас ф ункция хусусий \осиласининг Л/0( 1; 1; 1) нук- 
тадаги кийм атини ^исобланг.

3 - § .  Ю кори тартибли хусусий досилалар.
Сиртга утказилган уринма ва нормал 

текисликларнинг тенгламалари

Биринчи тартибли хусусий \осиладан олинган хусу­
сий \осила иккинчи тартибли хусусий %осила дейилади ва 
уни куйидагича ёзилади:

d2z - ± .
дх2 дх КдхI

d2Z - 2 - (
ду1 Эу { *у)

dh д (Ъ\
дхду ду U /

d2z д ( к )
дудх дх Ъу t

= /"уХ(х,у).

Худди ш ун и н гдек, уч ва ундан юкори тартибли хусу­
сий \осилалар х,ам юкоридаги каби аник^анади.

— . * ёзу в z  ф ункция х узгарувчн буйича к марта ва 
дхкдуп к

у  узгарувчи буйича п—к марта дифференциалланганли-

гини билдиради.
f'xyix^y) ва /"^ (х^ у)  хусусий \осилалар z = Ах,у) 

функциянинг аралаш х,осилалари дейилади.
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1 - м  и с о л . г = е*2у функциянингиккинчитартибли ху- 
сусий х,осилаларини топинг.

Е ч и ш .  Д астлаб биринчи тартибли хусусий \ о си л а- 
ларини топамиз:

-2ху\ Ц- = ^ - 2 х 2у.
Эх ду

Буларни яна диф ф еренциалласак, цуйидагиларга эга  
буламиз:

^  = ех2у1 ■ 4х2у4 + ех1у2 ■ 2у2 = 2у2ек2у1 (2х2/  + 1),
Эх

^  = ех2у2 - 4 х4у2 + ех2*2 -2х2 = 2х2ех1у2 (2х2у2 + 1), 
ду

д^  -  е*2'2 ■ 4х3у3 + е*2у2 ■ 4 ху  = 4 хуех1у2 (х2у2 + 1),
дхду

= ех‘у" ■ 4 х 3у 3 + ех'г  ■ 4ху  = 4хуех'г  (хгуг + 1).
дудх

Охирги икки ифодани сол и ш ти р и б, уларнинг у зар о  
тенг эканлигига ишонч х,осил к.иламиз:

Э2г =  Э2;  
дх'ду дудх '

Д ем ак, битта функциянинг фак,ат диф ф еренциаллаш  
тартиби билан фарк к,иладиган аралаш  хусусий \ оси лала- 
ри узлуксиз булса, улар узаро тен г булар экан.

2 - м и  с о л .  г  = a г c tg -  ф ункция ^ * + - 1 - 1  = 0  Л а п л а с 
х Эх ду

трн п я м я ги н и  кянпатпантиришини и сбот килинг.
Е ч и ш . Берилган ф ункциянинг биринчи ва и кки н чи  

тартибли хусусий \осилаларини топ ам и з:

Эг у д21 _  2 ух
дх х2+ут ' дх1 (х 2 + ^ 2)Т ’

—  = э2*  =  _  2ху_ 
ду х2+у2 ’ Эр" (х 2 +;у2)2 ’

Буларни Л аплас тенглам асига куям из:
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Z =Ax,y) ф ункциянин г иккинчи тартибли тула диффе- 
ренциали (d*z)

d 2z = dx2 + 2 ^  dxdy + dy2 
дх7  дхду *  ду2

формула билан ифодаланади.

3 - м и с о л . г  = * ‘1 + > '3 + хгу г ф ункциянинг иккинчи 
тартибли тула дифф еренциалини топинг.

Е ч и ш .  Берилган функциянинг иккинчи тартибли 
хусусий хосилаларини топамиз:

= З * 2 + 2ху ! , ^  = 3у2 + 2х2у, 
дх ду

| 4  = 6 х  + 2 У ,  ^  = 6у  + 2 Л  ^  = 4ху.
дх1 ду1 дхду

Д ем ак, d 2z = (6л  + 2y 2)dx2 + Kxydxdy + (6у  + 2x 2)dy2, 
Агар сирт z = Ах,у) тенглама билан берилган булса, у 

\олда М0(х0;у0̂ )  нуктада берилган сиртга утказилган урин- 
ма текислик тен глам аси

= / ,х(ло) л ) ( ^ - ^ )  + / ,/(лЬ»3,о ) ( > '- Л )  (6.8)

формула билан, си ртга Щ х (); д ;  нуктадан утказилган 
нормалнинг кан о н и к тенгламаси эса

х - * о  _  У-УО _  i-Zo (6.9)
f'xr^D.^o) Гу(Хп>Уъ) /\{%ьУъ)

формула билан ифодаланади.
Агар сирт тен гл ам аси  Д х, у, z) =  0  ош корм ас кури- 

ниш да булиб, F{x0, v0, ^,) =  0 булса, у *ол да М0(хи;у0̂ )  
нуктада утказилган уринма текислик тенгламаси

^ * (W o » ^ ) ( * - ^ )  + ^V(Wo>^) + 0 '-.Vn) + 10)
+ /r ,z(jC0,y 0 l^ o )U -2 0) = 0,

нормал тенглам аси эса

X - X Q  _  у -у 0 _  z-Zo
Г'х(хО’УО’Ь)) Г'у(х0>У0 )̂ Г г(д ь .Л ^ ) ’ 

куфинишда булади.
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4 - м и с о л .  х 3 + у 3 + г3 + хуг = 0  сиртга М0( 1 ; 2 ;  — 1) 
нук,тада утказилган уринма теки сли к ва норм ал тен гла- 
маларини топинг.

Е ч и ш .  Хусусий хрсилаларнинг М0( 1 ;2 ; — I)  нук,та- 
даги кийматларини \исоблаймиз.

р  \ (*<> > Л ^ ) )  = Ох2 + к) I = 1,

^ 'у (^ о .У о ^ )  = (Зхг + *г)|Ио = П ,

/г,г( ^ . ^ 1) ^ )  = (3л 2 +хУ)\щ = 5 -

Буларни (6 .10) ва (6.11)  тенгламаларга куйиб, уринма 
текислик тенгламасини ва нормал тен глам аси н и  хосил 
к,илам из.

( *  -  1) + К.У -  2 ) + 5(г + 1 ) = 0, ^  = 2^  =  £|1 - 

Машцлар

329. Куйидаги ф ункдияларнинг иккинчи тартибли ху­
сусий х,осилаларини топинг ва аралаш хусусий \оси ла- 
ларнипг тенглигини аник^анг:

а) г = 1 ^  + / ) 5; б) г = 1п(х + 7 ? 7 7 ) ;

в) г = 1п(х2 + у 2); Г) г = ех (5 т у  + соБу);

Д) г  = а г с 1 а -Р ^ ; е ) г  =
1 -х у  х - у

330. I  = ех (х с о Б у  -  у  в т у )  ф ункция ^-4 + ^-4- т ен г-
' дх ду

ламани каноатлантириш ини и сбот килинг.
-.2 -»2

ч ч ,  -  сск(лг + 3у) .  о  Z . о  Z
331. 1  = е  "  функция т т  + т т  тен глам ан и  к ан о-Ъх1 ду

атлантиришини исбот кдлинг.
332. Куйидаги берилган сиртларга берилган нуктада 

утказилган уринма теки сли к ва нормал тенглам аларини 
топинг:

а) хуг2 + Т-у1 + Зуг + 4 = 0 ,  Ма (0 ; 2; —2 ) ;
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К  (3;  1; 4 ) ;

М0 ( 1; -1;  I ) ; 

М 0 ( 1;1; 4) .

в) х г + 2у2 + Зг2 = 6 ,

г) 1  = \ + х 2 + у 2,

4 - § .  И кки узгарувчили функциянинг экстремуми

Агар Л/0(х0;^и) нуктанинг шундай кичик атрофи мав- 
ж уд булсаки, бу атрофнинг Д/цДан фаркли барча М(х\у) 
нук,талари учун

тен гси зли клар  баж арилса, Л/0(д̂ ;д»0)нукта г =  АХ>У) функ­
ц и я н и н г  локал  м а к с и м у м и  ( м и н и м у м и )  д е й и л а д и .  
Ф ун кц и ян и н г максимуми ёки минимуми унинг экстре­
муми дейилади. Ф ункцияни нг экстремумга эриш адиган 
н уктаси  унинг экстремум нук,таси дейилади.

1 - т е о р е м а  (эк ст р е м у м  м авж уд ли ги н и н г етарли 
ш ар ти ). Агар М0(х0\у0) пункта I  = А Х>У) функциянинг экст­
ремум нуктаси булса, у %олда унинг хусусий у;осилалари 
/  х ( * 0; Уо) = / ' у ( * о ^ о )  = 0 булади ёки бу х,осилалардан бы- 

рортаси мавжуд булмайди.
Бу ш артни кдноатлантирадиган нукталар стационар 

ёки критик нукталар дейилади. Экстремум нукталар \ар 
д оим  стационар нук,та булади, ам м о стационар нук,талар 
экстр ем ум  нуктаси булиши \ам, булмаслиги \ам мумкин. 
С тац и он ар  нукта экстрем ум  нук,таси булиши учун эк ст ­
ремум мавж уд булиш ининг зарурий шарти \ам бажари- 
лиш и керак.

И кки узгарувчили функция экстремуми мавжуд були­
ши н и н г  зарурий шартини таърифлаш учун куйидаги бел- 
гилаш ларни киритамиз:

2 - т е о р е м а  (эк стр ем у м  м авж удлигининг зарурий 
ш арти). М0(х0;у„)стационар ну^тага эга булган бирор со$а­

/ ( х 0,у0) > / ( х , у )  ( / ( х 0,у0) < / ( х , у ) )

а  = /  (*о ; ) - в  = /  (*» ; Уо) > 

с  = / " ^ ( * о ; л ) ’ А = а с - в 2.
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да I  = Дх,у) функция узлуксиз ва учинчи тартибли хусусий 
уосилага эга булсин. У  халда:

1) агар Д > 0 булса, Л/0(х0;у0) нукта берилган функция учун 
экстремум нук,таси булиб, А < О ( С < 0 ) да максимум ну%та, 
А > О (С  > 0) да минимум нукта булади;

2) агар А < 0 булса, М0(х0\у0)нуцта экстремум нуцтаси 
булмайди;

3) агар Д =  0 булса, М0(х0;у0)нуцта экстремум нуцтаси 
булиши мумкин, булмаслиги %ам мумкин.

Учинчи хрлда кушимча текш ириш  уткази ш  зарурли- 
гини эслатиб утамиз.

1 - м и с о л .  г ~  у?  + уъ -  3 ху ф ун кц и ян и н г экстрем у- 
мини текш иринг.

Е ч и ш .  Берилган функция учун ва \ар доим
Эх Эу

мавжуд ва бу хусусии \осилаларни топ ам и з:

|  = 3*’ -3у, 0  = 3 / - 3 , .

Энди куйидаги системани тузам из: 

х2 - у  = О, 

у2 -  х  = О,

бундан х1 =  0 , х2 =  1, у, =  0 , =  1. Ш ундай килиб, 
А/,(0;0) ва М2( 1;1) иккита стационар нук^ага эга булдик.

Энди куйидагиларни топамиз:

А = *  = 6х, В = = - 3 ,  С  = Й  = бу.
дх дхду Эу

У  \олда

Д = АС -  В2 = 36ху -  9.

М,{0 ;0 )  нуктада Д = - 9 < 0  б^лгани учун бу ну^тада 
экстремум йук,.

АГ2(1 ;1 )  нуктада Д = 27 > О ва Л =  6 > О булгани учун 
бу ну^тада берилган функция л ок ал  м и н и м у м га эриш а- 
Ди: гт ,п =  -  1.

<р(х,у) =  0  ф ункция ёрдамида I  = Л х,у)  ф ункциянинг 
топилган экстр ем ум и н и  шартли экстремум  дейилади. 
<р(х,у) =  0 тенглама богловчи тенглама дейилади.

www.ziyouz.com kutubxonasi



Геом етр и к масалаларда шартли экстремумларни аник,- 
лаш  I  =  Ах,у) сиртнинг <р{х,у) =  0 цилиндр билан кеси - 
ш иш идан хо сил булган эгри чизи кн и н г экстремум нук,- 
таларини топ и ш га келтирилади.

Агар <р(х,у) бокловчи тенгламадан у  =  у(х) ни топиб 
(агар уни топ и ш  мумкин булса), уни г  ~Ах,у) функцияга 
куйсак, ш артли экстремумни топиш  масаласи г  =  (х,у(х)) 
бир узгарувчили функциянинг экстремумини топишга кел­
тирилади.

2 - м и с о л .  г =  х2 — у2 ф ун кц и ян и н г>> =  2х — 6 шарт 
буйича экстрем ум и н и  топинг.

Е ч и ш .  у  =  2х — 6 ни берилган функцияга куйиб, х 
узгарувчига нисбатан бир узгарувчили куйидаги функци- 
яни \осил к,иламиз:

1  = х 2 - ( 2 х - 6 ) 2 , I  = - З х 2 + 2 4 х - 3 6 .

У нинг ^осиласин и топамиз ва уни нолга тенглаймиз:

I  =  — 6х  +  24; г ' =  0, бундан 
х  =  4, у = 2х~  6 =  8 — 6 =  2.

И ккинчи тартибли хосила г "  — -  6 < 0  булгани учун 
М{4 ;2 )  н уктада берилган функция шартли максимумга 
эриш ади: ^  = 1 2 .  _

Дифференциалланувчи функция чегараланган ёпик; о  
сохада узининг энг катта (энг кичик) к^йматига ёпик, Ъ 
соха ичида ётувчи стационар нуктасида ёки шу сохднинг 
чегарасида эриш ади. I  =  АХ,У) функциянинг чегараланган 
ёпик, 2)  сохдааги энг катта ва энг кичик к,ийматларини то- 
пиш учун функциянинг бу сохага тегишли критик нук^алар- 
даги кийматларини здамда унинг £> соханинг чегарасидаги 
энг катта ва эн г кичик кийматлар аникланади. Бу к^ймат- 
ларнинг орасидаги энг катгаси ва энг кичиги берилган фун­
кциянинг о  сохалаги мос равишда энг катта ва энг кичик 
Кийматлари булади. Буни куйидаги мисолда курсатамиз.

3 - м и с о л .  I  = х 1 + у2 -  ху + х + у  функциянинг х =  О, 
у  =  0 , х + у =  — 3 чизиклар билан чегараланган сохадаги 
эн г катга ва э н г  кичик кийматларини топинг.

Е ч и ш .  Оху текислигида /) сохани чизиб оламиз (65- 
чизма). /) со х ага  тегиш ли стационар нук,таларни аник,- 
лайм из:
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^  = 2 х - у + 1 = 0 ,
Эх

= 2у -  х + I = О,
ду

бундан х  =  — 1, у = -  1.
Л/( -  1; -  1) н у ^ та н и  
хрсил цилдик, бу нук,та- 
да г, = г ( - 1 ; - 1 )  = - 1 .

Берилган функцияни 
со^а чегарасида текш и- 
рамиз.

ОВ турри ч и зи ц д а  
(65-ч и зм а) х  =  0 булиб,
I  = у2 + у  тенгламага эга булам из ва бу тенглам а [— 3 ;0] 
кесмада бир узгарувчили ф ункциянин г эн г катта ва эн г 
кичик кийматини топиш м асаласи га келади. У — 2у+  I 
ни топ и б , уни нолга т ен гл ай м и з: 2 у +  1 = 0 ,  бундан 

у = - ~ ;  г '  = 2  булгани учун М-, ( 0 ; - - )  шартли локал
2 уу V 2/ / 1 \ 1

минимум нук,тага эга буламиз ва унда = ~ 4
кийматни \осил циламиз. ОВ к е см а  учларида:

г3 = г(0, -3 )  = 6, г4 = г ( 0 ,0) = 0.

ОА туф и  чизикда, у =  0  &улиб, г  =  х2 + х  ни \осил 

киламиз. 1 Х — 2х+  1 = 0 ,  х = ~ I , 1 "̂  =  2, яъни М3 
локал минимум нуктаси булиб, унда г5 = I  =

А нуктада: ц  =  г( -  3 ,0 ) =  6.
АВкесм атенглам асих +  у  =  — 3 булиб, ундан у = —х ~  3;

Z = 3xl + 9х + 6, ¿х =  6х + 9, х  = -  у , М4 - ;  -  -  ̂ аац и и н ар

нуктага эга булдик: 1 7 = I  ( - 1 1 ^ . Функциянинг АВ
кесма учлардаги к,ийматлари юкррида аник^анган эди.

Берилган г  функциянинг топ и лган  барча кийматлари- 
ни солиш тириб, функция А ( — 3 ;0 )  ва 5 ( 0 ;  -  3) нук^алар- 
да энг кагга ^ нгкат=  6 ва А/,(~ 1;— 1) стационар нуктада эн г 
кичик гэнг ^  =  "■ 1 кийматларга эриш иш ини аниклаймиз.

4 - м и с  о л . Тула сиртининг ю зи  5 ,  \ажми эса  энг катта 
булган турри бурчакли параллелепипеднинг улчамларини 
аникпанг.
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Е ч и ш .  Тугри бурчакли параллелепипеднинг хажми V 
=ху1  гатен г, б у н д ах ,у ,г— параллелепипеднинг^лчамлари. 
Тула си ртини нг ю зи : 5 =  2{ху + Х1  +  де), бундан

Л . , 25 - 2  ху
2(х+у) ’

V = У(х;у) ф ункциянинг экстремумларини топамиз:

дУ  _  у 2(5 -2 х 2-4ху) _
дх 2 (х+уУ

= 0 ,

ЭК _  хг (5~2уг -Аху) _ 0  

ду 2(х+у)2

5  -  2х2 -  4ху = 0,

5 - 2 у2 -  4ху = 0.

М асала ш артига кура х  > 0, у  > 0  булгани учун охирги

с и с т е м а д а н  х = у = ^  ни т о п а м и з . Д е м а к , я го н а

стац и он ар нуктага эга. У V = У(х\у) функ-Мп

ция учун м акси м ум  нук,таси булади.
Ш ундай килиб, \ажми энг катга булган параллелепи­

пед, яъни к,ирраси Лт- га тенг кубга эга буламиз.

Машцлар

333. Куйидаги функцияларнинг экстремумиии текш и- 
ринг:

а) I  = х 3 + 3ху2 -  1 5 х -  12у\

б) I  = х 2 + ху + у 2 -  2х -  у ;

в) г -  3ху - х 2 -  у2 -  10х + 15у ;

г) I  = х 3 + х 2 -  Зх + 2 у ;

Д) I  = х*/у -  х 2 -  у  + 6 х  + 3;  

е) г  = Зх2 -  х 3 + 3у 2 + 4у .

334. I  =  х  +  2у  функциянинг х2 + у2 == 5 шарт буйича 
экстремумини топ и н г.
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335. I  = х2 -  2у2 + 4ху -  6 *  + 5 функциянинг х  =  0, у  =  О, 
х + у  =  3 чизикутр билан чегараланган со^адаги энг катга ва 
эн г кичик к,ийматларини топ и н г.

336. г  = х2у (4 -  х - у )  ф ункциянинг х  =  0, у  =  0, х + у  =  6  
чизикпар билан чегараланган со^адаги эн г катта ва эн г  к и ­
чик к,ийматларини топинг.

337. Тула сиртининг ю зи  э н г  кичик булган V \ аж м га 
эга  тугри бурчакли п ар ал лелеп и п едн и н г У лчам лари ни 
аникланг.

5 -§ .  Биринчи мустацил уй иши

М устакил уй ишининг ^ар бир вариантида олтита м и - 
сол булиб, уларнинг шарти куйидагича.

1-мисолда: берилган ф ункциянинг аникланиш со^аси н и  
топиш  керак.

2-мисолда: берилган ф ун кц и ян и н г хусусий \ о си л аси - 
ни ва хусусий дифференциалини топиш  керак.

3-мисолда: берилган ф ункци ян и н г М0 (х0;у0; ^ )  н у к - 
тадаги хусусий ^осилаларини ( Г х(Л/0) ,/ 'у(Л/0) ,/ ’г(А/0)) к и й - 
матларини вергулдан кейин и кки та ракамгача а н и к л и к  
билан ^исоблаш  керак.

4-мисолда: берилган ф ункциянин г т^ла диф ф еренциа­
лини топиш  керак.

5-мисолда: и = и(х, у) (бунда х  =  *(/), у  =  у(/)) м ур аккаб  
функция *осиласи нинг I -  /0 д аги  кийматини вергулдан 
кейин иккита ракамгача ан и кп и к билан \исоблаш кер ак.

6-мисолда: 1 (х,у) ош корм ас куриниш да берилган ф у н к ­
ция ХусуСИИ \ОСИЛаСННННГ Л/0 (л 0, /о> ) НуКТйдаГй 1\ИЙ- 
матини вергулдан кейин и кки та ракамгача ан и кл и к б и ­
лан \исоблаш  керак.

Куйида вариант мисолларини ечиш  намунасини к е л -  
тирамиз.

1 - м и с о л .  I -  1п(х2 -  Ъу + 6 ) ф ункциянин г а н и к л а -  
ниш со^асини топинг.

Е ч и ш .  Логарифмик ф ункцияларнинг аргум ентлари 
ф акат м усбат булгандагина м а ъ н о га  эга булгани у чу н  
х 2 - 3 > , + 6 > 0  булиши керак. Бундан
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Д ем ак, аникданиш  со\а  чегараси лг2 -3 .у  + 6 = 0 ёки 
х 2 = 3 у - 6  чизик, яъ н и  параболадан иборат. Берилган 
ф ункциянинг аникпаниш  со\аси парабола таш карисида- 
ги нукталардан иборат (66-чи зм а).

2 - м и с о л .  г  = е~̂ х2+5у2 функциянинг хусусий \осила- 
ларини ва хусусий дифференциалларини топинг.

Е ч и ш .  Ф ун кц и ян и н г х  буйича хусусий \осиласини 
топ ам и з. У нинг учун у  ни узгармас деб бир узгарувчили 
м ураккаб ф ункцияни дифференциаллаш формуласидан 
ф ойдаланамиз:

ч /
_  _ 2 х  с ~^х2 *-5у2 1

3 $(х2+5 у 2}2

Ш унингдек, х  ни узгарм ас деб у буйича хусусий \оси- 
лан и  топамиз:
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Хусусий дифференциалларини топамиз: 

drz =  =  1 . dx.
Ьх 3  t f ( x +5 y )

drl ~ ~ ~ ^ Т е
1

J ( x2 + 5 у2)2
dy.

3 - M и с  о л . f ( x ,  у, z) = y[xÿ cos z функция хусусий х;оси- 

лаларининг (f'x(M0), f ‘y(Mu), /\(М 0)) М0 ( u i î y )  нук,тадаги 

к,ийматларини вергулдан кейин иккита ракдм гача аник,- 
ли к билан \исобланг.

Е ч и ш . Берилган ф ункциянинг хусусий ^оси лалар и -

ни топамиз, сунгра уларнинг н укгадаги  к_ий-
матларини *исоблаймиз:

/ ' Л х ,у ,  z) =

f \ ( x , y , z )  =

_  У
2 Jxy

COS z,

COS Zi
2 Jxÿ

f \ ( x ,y , z )  = <¡xy- ( - s in  Z),

/ • , ( u f )  = 0 .25 , 

( l , l , f )  = 0 .2 5 , 

/ ' , ( l , l , | )  = - 0 .8 6 .

4 - м и с о л .  z = a r c t g J -  ф ун кц и ян и н гтул ади ф ф ер ен - 
циалини топинг.

Е ч и ш . Берилган ф ункциянинг хусусий хо си л ал ар и - 
ни топамиз:

Г,7 i .ÍZ
дх l + £  2~Jx У х + у  27 х  у 2 -Jx (х+у) ' 

У i y

dz _  1 1 {
\

_  у Г у
/ \ 

X

ду 1 + £ х+у ¿ 7 7 t ' 7 j 2yjy-(x+y) '

У \У

(6 .1 ) формулага асосан  куйидагига эгам и з:

dz = S * —  dx -  r ^ ~—  dy.
27 x ïx + y )  2 yfy(x+y)
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5 - м и с о л .  z = a rc c o s ^ -  (б у н д а ,x — 1+ ln r,у  = - 2 e - '2*1 )

м ураккаб функция \осиласининг r0 =  I даги кдйматини 
вергулдан кейин иккита ракамгача аник^ик билан х,исоб- 
л ан г.

Е  ч и ш . (6 .4 ) формулага асосан куйидагига эгамиз:

ф ункция хусусий х,осилаларининг М0 (0; I ; - 1 )  нуктадаги 
к,ийматини вергулдан кейин иккита рак^амигача аник/шк 
би лан  \исобланг.

Е ч и ш .  Берилган мисол учун

F(x,y,z)  = 4 * 3 - 3 у3 + 2xy z'4 x z  + z2 - 3 .

У нинг хусусий хрсилаларини топамиз:

F  \ = 12х2 + 2yz -  4z , F 'y = - 9 у2 + 2xz ,

F  \ = 2 x y - 4 x  + 2z.

(6 .7 )  формулага асосан:

dz _  _ F'x _  _  \2x2+ 2yz-4z Bz _  _  F'y _  _  9y2 + 2xz
dx F \  2xy-4x+2z  ’ dy ~ F'z ~ 2xy-4x+2z  ‘

^  ва  ^  ларнинг Af0 ( 0 ; l ; - 1 )  ну^тадаги к,ийматлари- 

ни ^исоблаймиз:

dz _  dz dx dz dy_ 
dt Эх dt Ъу dt

)■ ( -2 e " '2 + I) ■ (-2/)

ta =  1 булса, x = l , y =  — 2 ва ^  , = T̂ T ни * осил 

к,иламиз.
6 - м и с о л .  4 х 3 -  Зу3 + 2xyz -  4xz = 3 -  z2 о ш к о р м а с

Эх ’ Эу
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1. z = \¡x2 + у 2 - 5  .

2. z = tg (xJ + / ) .

3. / ( x ,y ,z )  = l n c o s ( x V + z ) ,  Л/0 ( 0 ; 0 ; ^ j .

4. г  = co s(x 2 -  y 2 ) + X3.

5. u = \n(ex + e y) ,  x = t2 , y = t\ ta = 1 ■

6. z3 + 3луг + 3у  = 7 , A/0 ( l ; l ; l ) .

2~вариант

\. Z = arccos(x + y ) .

2. z = c t g ^  •

3. f ( x ,y , z )  = 27%jx2 + y 2 + z2, M0 (3; 4 ; 2 ) .

4. г = ln (3x2 -  2yl ).

5. и = х у, X = e', y  = In / íQ = 1.
2 2 2 3 . . / í t 3 n n \6. COS¿ X  +  COS¿ У +  COS¿ г  =  2 > ^0 I 4 i - 4-  ; 4 )  •

3-вариант

3. / ( * ,  y, z) = arctg(xy2 + z), MQ (2 ; 1 ; 0 ) .

4 . г  =  5 х у 2 - З х У .

5. и = e ' -2* , x  = sin/, y = /3,/0 = 0.

6. ег_| = c o s X c o s y  + 1, M 0

4-вариант

1. z = \¡9 -  X 2 ~ y 2 .

2. z = ln (3x2 -  y4) .

20 — Ш.И. Тожиев 305

www.ziyouz.com kutubxonasi



3. / ( * , y , Z) = arcsin y - * l »  Mo {2 ; 0 ; 4 ) .

4. z = arcsin (x  + y ) .

5. u = x 2e~y , X = s i n /,  y = s in2 />

6. X2 + y 2 + z2 -  6 x  = 0 , Ma ( 1; 2; 1).

5-вариант

1. z = l n ( x 2 + y 2 - 3 ) .

2. z = a rccos —.
X

3. f ( x yy,z )  = 4z  S i n ^ ,  M0 ( 2 ; 0 ; 4 ) .

4. z = arctg (2x  -  y ) .

5. и = \n(e~x + ey), x  = t2 , у  = /3 , /„ = -1

6 .  x y  =  г 2 - 1 ,  A/0 ( 0 ¡  1 ; —1 ) .

6-вариант

1. z = y¡2x2 — у 2 ,

2. z = arcctg(jcy2) .

3. f ( x , y , z )  -  -¡-г—г , л^0 ( - 1 ; i ; 0 ) .
\¡X¿ + Z

4. z = 7x3y -y [ÿ x  .

5. и = ву~2х~[ , л: -  eos/, у  = sin /, /„ = j .
6. x 2 + 2 у 2 +3z2 - y z  + y = 2 , М0 (1; 1; I ) .

7-вариант
4ху

1 ' Z = ,  , х-З.у+1

2. z  = c o s y / x 2 + у 2 .

3 - f ( x , y , z )  = a r c t g y ,  Мй (2 ;1 ; 1).
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4. z -  yjx2 + у 2 -  2лу  .

5. и = arcsin у , X = sin t, у = co s t, t0 = n.

6. X2 + y 2 + z2 + 2xz = 5, Mf) (0 ; 2; 1).

8-вариант

2. z = sin i j x - y 3 .

3 - f ( x , y , z ) = l n s i n ( x - 2 y  + | ) ,  M0

4. z = ex+y-\
2x5. и = arccos —  , X = sin t, у = cos t, t0 = n.

6. X cos у + у  cos z + z cos X = j , M0 |o; j  ; u j .

9-вариант

1 z = arcsin -  .
у

2. z = 4 ( x V ) .

3- / ( ; w )  = ^ + | - ^ M 0(l;l;2).
X  у  z

4. z = cos(3x  + у) - X 2.

5. и = , X = 1 -  2t, у = arctgt, t0 = 0.

6. З х У  + 2хуг2 -  2xh + 4y3z = 4, M0 (2 ; 1; 2 ) .

10-вариант

1. z =  ln (y 2 - X 2 ) .

2. z = ctg(3x -  2 y ) .

3. f { x , y , z ) =  i 1 A/0 ( l ; 2 ; 2 ) .
yjx +y - z
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4. z = Х̂ х+У̂
x - y

5. u = ^ ,x  = er, y  = 2 - e l\ tQ = 0.

6. X2 -  2y2 + z2 - 4 x  + 2z + 2 = 0 , MQ (1; 1; 1).

11-вариант

2. z = e2x2~yl.

3. f ( x , y , z )  = \n(x + y2) - l [ x 2y2, M0 ( 5 ;2 ;3 ) .

4. z = c tg ^ -

5. u = \n{e~x + e2y) , x  = 12, y = l- t \ l () = 1 .

6. X2 + y 2 + z1 -  2xz = 2, MQ ( в ; ! ;  - 1 ) .

12-вариант

1. z = a rcco s(x  + 2y ) .

2. z = l n ( V ^ - l ) .

3- f { x , y , z )  = 4 z - x y , M0 (1; 2; 4 ) .

4. z = xy4 - 3 x 2y +  1.

5. и = yjx2 + y 2 + 3 , x = \n t , y = t2 , t0 = 1.

6. ег -  xyz -  л: + I =  0 ,  Mb (2; 1; 0 ) .

13-вариант

1. z = a rcsin (2x  -  y ) .

2. z = arcsin(2*V) •
3. f (x ,y ,z )  = - 7 ^ r , M„(-J2;V2;VI)-

4.  Z =  ln (x  + x y  - y 7 ) .
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• x l
5. и = arcsin , X = sin t , y  = c o s / , /0 = я  •

6. х 3 + 2 /  + г 3 - З л у г - 2 у  - 1 5  = 0 , Af0 (1 ;—1; 2 ) .

14-вариант

1. z  =  ln ( 9 -  X2 -  у 2) ■
X22. z = a r c t g - y .
у _

3. f ( x , y , z )  = \n(xi + l j y - z ) ,  М0 ( 2 ; 1 ; 8 ) .

4 . z = 2 x l y 2 + x ? - y 3.

5. и = ¿  , X = 1 - 2 / ,  У = 1 + a rc tg /, /0 = 0 .
X

6 .  X 2 - 2 х у - 3 .у 2 + 6 х - 2 у  + Z2 ~ 8z + 20  = 0 , Л/0 (0; —2; 2 )

15-вариант

1. г  = V 3 - х 2 - /  .

2. г = co s(x  -  \ [х /) .

3. Л/0 ( 2 ; 3 ; 2 5 ) .
X + у

5 ,  «  г  ^  ^  V —  e i n  f  ч  —  »  t  __ ^

X  у  ' J  ~  ’  ‘ °  “  4

.2 , . , 2  , _2

4. г  = ^/3х2 -2>>2 + 5 .

, x  = s i nr ,

6. X2 + /  + Z2 = y - z +  з  , Л/0 ( 1 ; 2 ; 0 ) .

16-вариант

1 Z ~ ^х2+у2-5 ■

2. z = sin .
х - у  --------------------

3. f ( x , y , z )  = 8yx* + х 2 + z  , М0 (3 ;2 ; 1)

3 0 9
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4. z = arcsin .

5. u -  y]x2 + y + 3 , x  = l n i ,  y  = t21 tt

6. jr + y + z + 2 = Af0 (2 ; 1 ; 0) .

17-eapuanm

l. 2 = 4 *  + - *

3- f ( x , y , z )  = \n($x + ^ y - z ) ,  A/0 (l;

4. *  = arctg(x  -  >>).

5. u = arcsin ~ , x  =  sin t , ^ = cos t ,
2j>

6. x 2 + /  + + 2xy -  yz -  3y -  z -  0 ,

18-eapuanm

1 7 = f i x - l y
x2+y2+ 4  ’

2. z = c tg j^ -  
A,x - y

3. f ( x ,y , z )  = - j ^ - j ,  M„(3;0 ; 1).
r + r

5 - u = -  -  7  , *  =  sin 2r, y =  fc2/, /„ =

4. £ = V3* 2 - y 2 + x  .

x  _  ^  v -7
6. X 2 - y 2 - Z 2 +  6 z + 2 x - 4 y  +\2 = 0

19-eapuanm
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3- f { x , y , z )  = z ■ e 2 ' A/q( 0; 0 ; 1) .

4.  z =  y 2 -  3xy -  X4 .

5. и = ĵx + y + 3 , X = In t ,  у = t2 , h = 1 ■

6. yjx2 + y 2 + z2 -  3 z = 3 ,  Л/0 (4 ;3 ;  1 )-

20-вариант

1. z = l n ( 2 x - y ) .

2. £ = ln (3x2 -  / )  •

3. f (x, y , l ) = ^ A ,  " o ( f ; f ; V 3 ) .

4.  ̂ = arccos(x  + y ) .

5. и = ^ ,  x  = e ' ,  y = l - e 2' ,  /0 = 0 .
X

6. x 2 + 2 /  + 3 * 2 = 5 9 ,  Af0 (3;  1 ; 4 ) .

21-вариант

x - 4  у

1. Z = arccos(x -  y ) .

3. f ( x , y , z )  = 4 z - l n ( 4 x  + J y )j ,  M0 (4 ; I; 4 ) .

4. z = ln (y2 - x 2 + 3).
с 2x  ,5- u — arcsin — , X = sin / , у = cost ' t0 =n-

6. X2 + y 2 + Z 2 - 2 х у - 2 х г - 2 г  = 17 ,  M0 (—2 ;—1 ;2 )  •

22-вариант

1. z -  - J l - x - y  .
X 32. z = a rcctg —  .
у

3. f ( x , y , z )  = ~ ,  Л/0 (3; 1; 1 ).
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4. z = 2 - x 3 - y 3 +5x  .

5. u = ln (e2j: + ey) ,  x = ? ,  y  =  r*, f0=  l.

6. x 3 +2xyz-  Z3 = 12 , Af0 ( 3 ; l ;3 ) .

23-eapuaHm

I z = eh 2*y2-\
■> x - y
2. Z =  C O S - 5 — ^  .

x+y^

3. f i x ,  y, z) = V * 2 + ^  “  2*y  c o s *  * M 0 ( 3 ;4 ;y J

4. z = l x - x yy 2 + / .

5. u = arctg(x  + y ) , x  =  t2 + 2,  y = 4 - t 2, t0 = .

6. ln^  = x  + 2 y - z +  I n 3 , Af0 (1; 1;3)-

24-eapuanm
1

1 ■ Z -----5— 5—7 •
X + y -6

2 2 = Sin ■y x+y
3- / (x ,.y ,2 )  = z- <r * y , Af0 ( 0 ; 1 ; 1 ) -

4. z = ey-x .

5 . u  = J x 2 + /  + 3 , x = \n t , y = P , t0 = 1 .

6. 2 x 2 + 2y* + t 1 -  8xz -Z  + 6  = 0 ,  MQ(2; 1; 1) 

25-eapuanm

i 7 -  4xy
z ~ 7 ^ 7 '

2. z = eA*2'y2).
3. f i x , y , z )  = a rc s in ( x j y ) - y z 2, A/„ (0 ;4 ; 1).

4. z = arctg (2x  -  y) ■
5. u = a rc tg (x y ), x  = t + 3 , y = e ' , r0 *  0 •

6. z2 = xy -  z + x 2 - 4 ,  Af0 (2;1;1)  .
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Мазкур мустак,ил уй иш ининг х,ар бир вариантида беш - 
та мисол булиб, уларнинг шарти куйидагича:

1-мисолда: берилган 5  си ртга М0 н уктада 
утказилган уринма ва нормал текисликлар тен глам аси н и  
топиш  керак.

2-мисолда: берилган ф ункциянинг иккинчи тартибли 
хрсилаларини топиш  ва г "  =  г "  тенглик туррилигини 
текш ириш  керак.

3-мисолда: берилган и  ф ункция берилган тен глам ан и  
каноатлантириш ини текш ириш  керак.

4-мисолда: ф ункциянинг экстремумини текш и ри ш  к е­
рак.

5-мисолда: берилган чизиклар билан чегараланган  й  
сохдаа I  =  1 (х,у) ф ункциянинг эн г катта ва э н г  кичик 
кийматларини топиш  керак,

Куйида вариант мисолларини ечиш  н ам ун аси н и  кел- 
тирамиз.

1 - м и с о л .  5 :  I  = х 2 - у 2 + Ъху -А х  + 2у -  4  с и р т г а  
М0( -  1 ;0; 1) нуктада утказилган уринма ва норм ал т е к и с­
ликлар тенгламасини топинг.

Е ч и ш .  Хусусий \осилаларни топам из:

§  = 2 *  + 3 , - 4 -  0  = ~2У + 3х + 2 ■

Х оси л килинган ифодаларга А/0(— 1;0;1)  н уктан и н г ко- 
ординаталарини куямиз, натижада 5  си ртга п ерп ен ди ку­
ляр ва берилган нуктадан Утувчи Я векторн и н г коорди - 
наталарига эга буламиз:

= - 1 , С  =  -
Мощ Ъу

(6 .8 ) формулага асосан уринма теки сл и к  тен глам аси  
куйидаги куринишда булади:

6 ( л : + 1 ) - у - ( ^ - 1 )  = 0 ёки 6х  + >' +  ̂+ 5 = 0 .

(6 .9 ) формулага асосан нормал тенглам аси :

Х +  ] _  £  _

6 1 1 ‘
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2 - м и с о л .  2 -  arccos у -  ф ункциянинг иккинчи тар-

тибли хусусий хосилаларини топинг.
Е ч и ш . Д астлаб берилган функциянинг биринчи тар- 

тибли хусусий хосилаларини топам из:

— i. ÍE у 2-Jx-^y-x ’

Гх
2y J y - x

Бу \осилаларнинг \ар бирини х ва у  буйича диффе- 
ренииаллаб, берилган ф ункциянинг иккинчи тартибли ху­
су си й  \осилаларини топамиз:

1 i------ -Ix-rj—yjy-x--7—
2-ях 2 J y - x у - х - х у~2х

2 х (у -х ) 4 х 4 х ^ у -х ( у -х )  4x -Jx (y -x )y jy -x  ’

Z уу 2
yjÿ^x+

2 jp x
У2 [У-*)

=  2 х + 3^) 
1у2(у -х )  ’

4 4 x {y -x )y jy -x  ’

Jÿ^x t у/х 
„ _  1 2 j x  2 y jy -x  __

Z yx 2 y
y -x + x

y -x 4 y {y -x )- fx y ly -x  4 у[х (у - х) 4 у - х

Булардан аралаш хусусий хосилалар тенглиги (zxy =  z'yx) 
кури н и б турибди.

3 -  м и с  о л . и = In ( х 2 + у 2) функция

d¿u д 1и
7 -  2  х у  .  . 

дх2 дхду Цу
а2« _ 4у2 ди

х 2+у2 дх

тен глам ан и  к,аноатлантиришини текш иринг.
Е  ч и ш . Берилган и ф ункциянинг х  ва у  узгарувчилар 

буйича биринчи ва иккинчи тартибли хусусий хрсилала­
р ини топ ам и з:
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ди _  2х ди _ 2у Ъ2и _ {̂х2 У2)
Эх х2+у2 ’ ду х2+у2 ’ Зх2* ( 7 ^ " ’

д2и _ 4ху д2и _  Цх2-У2)
(х2^ 2)2 ’ (х 2 +/ ) 2 '

Топилганларни берилган тен глам ан и н г чап ва унг то- 
монига куямиз. Чап томонда:

2{х2~У2) + 8 х У  + 2( ^ - > ,2) = 8 х У  

{х2+У2)2 {х2^ ) 1 (х2+у2)2 (х2-,у2)2 '

Унг том онда эса:

4у2 2х 8ху2

^ + 7  * 2+у2 ( 7 7 7 7 "

Хосил кдпинган натижалардан берилган функция тенг- 
ламани каноатлантирмаслиги куриниб турибди.

4 - м и с о л .  I  = ху(х  + у  -  2 )  ф ункци ян и н г локал эк- 
стремумларини текш иринг.

Е ч и ш . Берилган функциянинг биринчи тартибли ху- 
сусий хрсилаларини топамиз:

1 'х =2ху + у 2 - 2 у  , г \ -  х 2 + 2ху -  2 х ,

Уларни нолга тенглаб куйидаги тен глам алар си стем а- 
сини \осил киламиз:

- ’ )  = <М
* ( х  + 2 у - 2 )  = 0 .}

Бупдан берилган  ф ункци ян и н г Л / , ( 0 ; 0 ) ,  М2 (2 ; 0 ) ,  
М3( 0; 2 ) ,  стационар нук,таларини аниклаймиз.

2-теорема ёрдамида бу нукталарнинг кай си  бирлари э к ­
стремум нук,талари эканлигини ани цдай м и з. У нинг учун 
берилган ф ункциянинг иккинчи тартибли хусусий *о си - 
лаларини топамиз:

1 "хх= 2 у, 1 "ху= 2 х + 2 у - 2 ,  г " у у = 2 х .

у Р г  + у
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Х о си л  килинган ифодаларга стац и он ар нукталарнинг 
коор д и н атал ар и н и  куям и з ва эк стр ем у м  м авж удлигини 
зарурий ш артидан ф ойдаланиб куйидагига эга буламиз:

М] нукта учун А =  -  4 < 0 , яъни экстремум йук;
М2 нукта учун Д =  — 4 < О, яъни экстремум йук;
Мг нукта учун Д =  — 4 < 0 ,  яъни экстремум йук;

М4 нукта учун Д = у  > 0 , А = ~ >  0 ,  яъни экстремум 
нукта йук, л еки н  берилган функция локал минимум нук- 
тата эга  ва унда

/2. 2\ л
г \3’ 3 ;  27'

5 - м и с о л ^ х  =  0, у  =  0, х + у ~ \  =  0 чизик^ар билан 
чегараланган D со\ада z = ху -  у2 + Зх + 4у функциянинг 
эн г катта ва эн г кичик кийматини топинг.

Е ч и ш .  Д астлаб берилган D собаки чизиб оламиз 
(6 7 -ч и зм а ). Берилган D со\а, яъни ОАВ учбурчакнинг 
ичида ётувчи стационар нукталар бор ёки йукдигини аник- 
лайм из. У н и н гу ч у н  берилган ф ункциянинг хусусий \оси- 
лаларини топ ам и з:

z ' x = у + 3 , z ' y =  х - 2 у  + 4.

Бундан

?W+T 0;, J  - и  +̂3=0’
Z у = х - 2 у  +  4-=0\ х  -  2 у  +  4 =  0.

Х о си л  ки ли н ган  системани ечиб Л/ ( —10; —3) стац и о­
нар н у ктан и  топ ам и з. Бу нукта D со\а таш карисида 
булгани учун уни масалани ечиш да ^исобга олмаймиз. 
Ф у н к ц и ян и н г кийматларини D со\а чегарасида текш и - 
рамиз.

ОАВ учбурчакнинг ОА том онида (у = 0, 0 < х  < 1) z 
функция z ~  Зх  куринишда булади. ОА кесмада стационар 
нукта йук, чунки z' =  3. О ва А нукталарда, мос равишда 
¿(0 ,0 ) =  0 , г (1 ,0 )  =  3. Учбурчакнинг ОВ томонида (х  =  0,) 
0 < у < 1 )  z  ф ункция: z' = y l + 4 y , z ' = -2у  + 4 .  Стацио­
нар нуктани - 2 у  + 4 = 0 тенгламадан топамиз, яъни у  =  2. 

нукта D со\ага тегишли эмас. Внуктадагиф ункии-
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Я Н И Н Г  К.ИЙМЭТИ 2 ( 0 , 1 )  =  3 .

Энди тенгламаси х + у  =  1 
булган томондаги энг кат- 
та ва энг кичик киймати- 
ни т о п а м и з .  Бунд а  
у = 1 - х  ,
Z =  -2 х 2 + 2х + 3 , у \олдах *У'^ 
z ’ = -4х  + 2 ва z ' = 0 дан

х = ~ га эга буламиз ва на- 
тижада D c o la ra  тегишли

67-чизма.

булган Мг ( - ;  -rj стацио­
нар нуктагаэга'оулдик. Бу 
н у к та д а  ф у н к ц и я н и н г

к,иймати: z = 3. 5.  Олинган ф ункциянинг барча кий-

,  = z ( 0 , 0 )  = 0 .

матларига кура

н; у пт

1-вариант

1. S : x 2 + y2 + z 2 ~6y + 4z + 4 = 0, М0 (2 ; 1 ; - 1 ) .

2. z = a rc tg (x  + y ) .
л 1 () W 2 д U Л П)3. л —у + у  — г = 0, и = е .

с")*2 7 W
4. z = 2х3 + 2у* -в х у  + 5 .

5. z = х1 + у2 -  2х -  2у + 8, D : х = 0 , у  = 0, х  + у -  1 = 0 .

2-вариант

1. S  : х 2 + z 2 -5yz  + 3у = 46, Л/0 ( 1; 2; —3 ) .

2. z = árceos (2 х  + у ) .

О 2 9 2U I д 2и п Гу
3. х  т т " У  т т а °> и =  У \ - -дх ду¿ V X

4. z = Зх3 + Зу3 -9 х у  + 10.

5. z = 2х3 -  ху2 + у, D : х  = 0, х  = 1, у  = 0, у  = 6 .

3-вариант
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[. S : x 2 + y 2 - x z - y z  = Q, Af0 ( 0 ;2 ;2 ) .

2. z = a r c c tg (x  - 3 y ) .

3 - -~ r  + T-T + -  0, u= 1
d x T  d y 2  d z 2 ’  J x ' + r + V

v/2 , „2 . .2

4. z = x 2 + xy + y2 + x - y  + 1.

5  ̂ = 3 x  + 6y  -  x 2 -  xy -  y2, D : x  = 0, x  = 1, y  = 0, y = 1.

4-eapuanm

1. 1S ' : x 2 + /  + 2 K - ^ 2 + y - 2 ^  = 2, A/0 ( l ; l ; l ) .

2. z = arcsin (x -  y).

3. a 2 = u = sin2( ; c - a y ) .
dx 3y

4. £ = 4 ( x - y ) - ; t 2 -  y 2.

5. z = x1 ~  + 4xy — 6 x — 1, D :x  = 0, y =  0, x + y — 3 =  0.

5-eapuaHtn

1. S : y2 -  z2 + x2 -  2xz + 2x = z, (1; 1; 1).

2. z = ln ( 3 x 2 - 2 / ) .
d2u __ 52£j 
dx dy

3 a 1 ^ 2 u  =  U  14  =  £ - co s (x + a ,y )

4. 2 = 6 ( x - y ) - 3 x 2 - 3 / .

5. z = x 2 + 2 x y  -  10, D : y  = 0, y  = x 2 - 4 .

6-eapuaHm

1. S : z = x 2 + y 2 - 2 x y  + 2 x - y ,  A/„ ( - l ; - l ; - l ) .

2. z = e1*1*’’2 .
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4. z = X2 + xy + у2 -  6x  -  9y .
5. z - x y - 2 y - y ,  0  : x  = 0,  у  = 0 ,  x  = 3, у = 4 .

7-вариант

]. S  : z = y2 -X 2 + 2xy~3y,  Af0 (1 ;—1; 1).

2. z = c t g l .

3 х ~  + у ^  = и, и ~ xlti —
J -  д х  д у  X  '

4. z = ( x - 2 ) 2 + 2y2 - 10.

5. z = ~ x 2 -xy ,  D : y ~ 8 ,  y = 2x2 .

8-вариант

1. S \ X2 - y 2 - 2 x y - x ~ 2 y ,  Л/0 ( -1 ;1 ;1 ) .

2. z = tg^/xÿ.

3 . y ^ i + x ^ - = 0 ,  « = ln (x 2 + y 2).  
à.X dy

4. z = ( x - 5 ) 2 + y2 + 1.

5. z =  Зх> +  Зу2 -  2x -  2y +  2 , D : x  =  0, y  =  0, x  +  y  -  1 =  0.

9-вариант

1. S  : X2 -  2y2 + г2 + х г  -  4y  = 13, Л/0 (3; 1; 2 ) .

2. г = c o s ( x ¿/  -  э ) .

3. X2 ~  -  xy + y2 = 0 , и = ¿  + arcsin(xy) •
Эх Эу Зх

4. г = х 3 + у3 - З х у .  ________

5. г = 2хг + 3у ! +1, D-.y = p - \ x \  у = 0 .

10-вариант

5  : 4у2 -  z1 + 4ху -  х г  + 3z = 9,  Af0 (1; —2; 1) .

2.  z = s\r\y[x*y .
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-  2 Э й /1 d u 2 э  и л r. XV

3 *  э ? ~ 2ху1>^ + у  э ?  + 2ху’ "  = ° '  и = е  ■
4. z = 2 х у - 2 х г -  4 у 2 .
5. z = х 2~ 2ху —у 2+ 4 х  + 1, /): х =  -  3 , у  =  0,  х  +  у +  1 =  0.

11-вариант

S : z = х1 + у1 ~ Злу -  х  + у + 2, М„ ( 2 ; 1 ; 0 ) .

2. z -  arcsin (х  -  2 у ) .

1  ^  = 0 , «  = a r c t g ^ .

4. Z = x-Jy -  х2 -  у  + вх + 3 .

5. z = Зх2 + Зу2 -  х  -  у  + 1, D : х = 5, у = 0, х  -  у  -  1 = 0 .

12-вариант

1. 5  : 2 х 2 -  у 2 + 2z2 + ху + хг = 3, MQ( 1 ; 2 ; 1) .

2. z = arccos (4 x  -  у ) .

3. + £ »  = o, u = in (^ 2 + у2 + 2x + 1).
Эл ду

4. z = 2 x y -  5x 2 -  3 y 2 + 2 .

5. z = 2x2 + 2xy2 -  ^ y 2 -  4x, D : у = 2x у = 2, x = 0.

13-вариант

1. 5  : x 2 - у 2 + z 2 -  4 x  + 2y  = 14, M0 ( 3 ; l ; 4 ) .

2. z = a rc tg (5 x +  2 y ) .
- . d u  du , л  2л+3у3. X — + y T-  + W = 0 ,  W = - J - 4 .

Эл '  Эу л 2+ /
4.  ̂ = xy(12 -  x  -  у ) .

5. z = x 1 -  2xy + j  y 1 -  2 x , D : x = 0, x = 2, у  = 0, у  = 2 .

14-вариант

1. 5  *. x 2 + у2 -  z2 + xz + у + 4, Af0 (1; 1; 2 ) .

2. z = a r c t g ( 2 x - y ) .
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з - г +ду\
4. z = ху -  х 2 -  у1 + 9.

5. z = ху -  Зх -  2у, D : х  = 0,  х  = 4,  у = О, у = 4 .

15-вариант

1. S : X2 -  у 2 -  z 2 + xz + 4х = -5, Л/0 ( —2; 1; 0 ) .

2. г = 1п( 4х2 - 5 / ) .

4. z = 2ху -  Зх2 - 2 /  + 10 .

5. z = x 2 + x y -  2, D \y = 4x2 - 4 ,  у = 0 .

16-вариант

1. S  : X2 + у 2 -XZ + yz - З х  + 11, Af0 ( 1 ;4 ;—1).

2. z = .

3. 9 ^ -  + ^ -  = 0, и = е<х+3у) • sin (x  + 3у ) .
дх dy¿

4 . z = X3 + 8у3 -  бху + 1 .

5. z = х 2у (4  -  *  -  £ ) : х  = 0, .у = О, у  = 6 -  х .

17-вариант

1. 5 :  х 2 + 2 /  + г 2 ~ 4 х г  = 8, АГ0 ( 0 ;2 ; 0 ) .

2. z ~ arcsin (4х + у ).

3 . х г ^  + 2 х у | ^  + У ^  = 0, и = х е * .  дх дхду ' ду2

4. z = W x  -  у2 -  X + 6 у .

5. z = X3 + у3 -  3ху, D : х =  0,  х  = 2, у  = - 1 ,  у  = 2 .

18-вариант

I. 5 :  х 3 - / - 2 г 2 - 2 7  = 0,  Л/0 1).

2. z = arccos (х  -  5 .у ).
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3. ^  + ^  = 0, и = a rc tg —•
Ох Эу •*

4. г  = X2 -  ху  + у 2 + 9 х  -  6у + 2 0 .

5. z = 4 (х  -  у) -  X2 -  у2, D : х  = 0, х  + 2у = 4, х -  2у

19-вариант

1. S  : X2 + у2 - 3 z 2 + ху = ~2z, Л/ц(1 ;0 ;1 ).

2. z = sin-y/xÿ .

3. х  + у  = 0, и = arctg -  ■
Эх * ду у

4. z = х у ( б - х - у ) .

5. z = X2 + 2ху -  у2 -  4 х , D : х = 3, у = 0, у = х  + 1

20-вариант

1. 5  : 2 х 2 -  у2 + z2 ~ 6 х  + 2 у  + 6 = О, Л/0 ( 1 ; - 1 ; 1) .

2. z = c o s (3 x 2 -  у 3) ■

3. = 0, и = Ы х  + е-г)-
Эх дхду ду дх

4 . z = X2 + у2 -  ху + X + у .
5 . z =  бху -  9х2 -  9У2 +  4х  +  4у, D: х  =  0, у  =  0, х

У  = 2.

21-вариант

1. 5  : X 2 + у1 -  z} + бху -  z = 8 ,  Л/0 (1 ;1 ;0 ) .

2. z = arctg (Зх + 2 у )  .

3. х  + у  ^  = О, и = a r c s i n ■дх ду х+у
4 . z  = X2 + ху + у2 -  2х -  у .

5. z = X2 + 2ху -  у 2 -  2 х  + 2у , D : у = х  + 2, у = 0, х

22-вариант

1. S  : z = 2х2 -  Зу2 + 4 х - 2 у  + 10, Л/0 ( - 1; 1;3).

2. г = 1п( 5хг - 3 у 4) .
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^ 1 Эи 1 Эи _  и _  у
í ' S  + 7 ' ¥ _ 7 ’ й ^ 7 7 '

4. z = ( x - l ) l - 2 y 2.

5. z = 4 - 2 x 2 - y \  D : у = 0, y  = л/l -  x 2 .

23-вариант

1. S : z = X2 + y 2 -4 x y  + 3 x -  15, Л/0 ( - 1 ; 3 ; 4 ) .

2. z = a r c t g ( x - 4 y ) .

3  du +  du _  x  + y _  x2+y2 
dx by x - y  ’ x -y

4. z = x y -  3 x 2 -  2y2.
5. z -  5 x 2 -  3xy + y 2 + 4, D : x  = - 1 ,  x  = 1 y = - 1 ,  y  = 1.

24-вариант

1. S  : г  -  x 2 + 2y2 + 4xy - 5 y  -  10, Л/0 ( - 7 ;1 ;8 ) .

2. z = In (Злу - 4 ) .
i  du bu 2 y [Z Г

4. г  = * 2 + 3(у  + 2 )2 .

5. z = x2 + 2ху + 4 х -  у2, D ; х  + у + 2 =  0 , х  =  0 , у = 0 .

25-вариант

1. 5  : г = 2 х 2 -  Зу2 + ху + 3х + 1, Л/0 (1 ;—1; 2 ) .

2. z = tg (x y 2) .

Т  d 2U B 2U л  1 / 2  2\
3- т т - ' г т = :0 ’ w = ln(x  - у О -Элт dy¿

4. Z = 2( х  + у ) - х 2 -  у2 .

5. z = 2 х 2у - х 3у - х 2у 2, Ö : x  = 0,  у  = О, х  + у  = 6 .
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V II б о б
О Д Ц И Й  Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л  ТЕН ГЛ А М А Л А Р

1 -§ . Асосий тушунчалар.
Биринчи тартибли дифференциал тенгламалар.

Изоклин усули

Дифференциал тенглама деб эркли х  узгарувчи, у  но- 
маълум ф ункция ва унинг турли тартибли \осилалари ёки 
дифф еренциалларини богловчи тенгламага айтилади.

Д иф ф еренциал тенгламанинг тартиби деб унга ки- 
рувчи ю кори \осиланинг (ёки дифференциалнинг) тар­
тиби га айтилади.

Агар номаълум функция бир аргументли функциядан 
иборат бул са , бундай дифференциал тенглама оддий диф ­
ф еренциал тенглам а дейилади.

Агар номаълум функция бир нечта аргументга боглик, 
булган функциядан иборат булса, бундай дифференциал тен­
глама хусусий досылали дифференциал тенглама дейилади.

М асал ан , 2ху -  Ъу + х  =  0 (бунда у  =  .К *)) тенглама 
б и р и н ч и  т а р т и б л и  оддий д и ф ф ер ен ц и ал  т е н г л а м а ,  
и 'х+ и ' -  ху + 2 = 0 (бунда и =  и(х,у)) тенглама биринчи тар­
тибли хусусий ^осилали дифференциал тенгламадир.

Бу бобда ф акат оддий дифференциал тенгламаларни 
карайм из, шу сабабли к,иск,алик учун "оддий" сузини иш- 
латм ай м и з.

У мумий \олда я-тартибли дифференциал тенгламани 
к^йидаги куриниш да ёзиш  мумкин:

Ф (х ,у ,у ' ,у " , . . . , / " - '\ У )  = 0. (7 .1 )

Агар ( 7 . 1)  тенгламани энг ю^ори тартибли *осилага 
нисбатан ечилган

у" =/(х,у,у\. . . ,у<"-')) (7 .2 )

куриниш да ёзиш  мумкин булса, бундай тенглама нормал 
куринишдаги п-тартибли дифференциал тенглама дейилади.

Диф ф еренциал тенгламанинг ечимини топиш жараё- 
ни тенгламани интеграллаш дейилади.

( 7.1)  (ёки  (7 .2 ))  дифференциал тенгламани каноатлан- 
тирадиган, яъни уни айниятга айлантирадиган \ар к,ан-
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дай у =  >’(jc) функция дифференциал тенглам анинг ечими 
(ёки интеграли) дейилади.

1 - м и с о л .  Сон ук,ининг ^ам м а нук;таларида аник,- 
ланган у  = хе2х функция у " - 4 у ' + 4 у  = 0 дифференциал 
тенгламанинг ечими булишини и сбот к,илинг.

Е ч и ш . Берилган функциянинг биринчи ва иккинчи 
гартибли \осилаларини топамиз:

у' = е2х(\ + 2х), у" = 4 е2х(\ + х ) .

Берилган функция ва унинг \осилаларини тенгламага 
куйсак, к,уйидаги айниятга эга булам из:

4е2х(\ + х ) -  4е2х(\ + 2х) + 4хе2х = 4е2х(\ + х  - 1 -  2х + х) = 0.

Д ем ак, у =  хе& функция берилган тенглам анинг еч и ­
ми экан.

2 - м и с о л .  F ( x ,y )  = In — - 5  + ху  =  0 ош корм ас кури- 
нишда берилган функциянинг (х  + х у 2) у ' = у  + ху2 диф ­
ференциал тенгламанинг ечими булиш ини исбот кдпинг.

Е ч и ш . F(x ,у) = 0 ош корм ас ф ункцияни дифф ерен- 
циаллаш коидаси, яъни (6 .6 ) ф ормулага кура

I V -Му> _  ____ х [  _  у  1 -х у  _  у-ху*
Fy- Х + -  х  1 + х У  Х+Х2у

У
ни Х.0СИЛ киламиз. Топилган хрсилани берилган дифф е­
ренциал тенгламага куйсак, ай ниятга эга  буламиз.

(7.1) (ёки (7 .2 )) дифференциал тенглам а ечимининг (ёки
»{!!Т5ГрЗЛ'»!!!«НГ) Оху Т5КИСЛИГИДЭГИ гр э ^ ыгм читррппп v n u
чизик дейилади. Д емак, х,ар бир ечим га ёки интегралга унга 
мос бигга интеграл эгри чизик, тугри келади.

(7 .2) дифференциал тенглама ечи м и н и н г мавжудлиги 
ва ягоналиги \ак,идаги масала к,уйидаги теорем а ёрдами- 
да х,ал килинади.

1 - т е о р е м а  (Кош и т ео р ем аси ). Агар (7 .2 ) тенглама­
нинг унг кисми

(7 .3 )

циймат атрофида узлуксиз функция булса, у %олда (а;Ь) 
интервалда ётувчи х0 учун у функция ва унинг х,осилалари
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у(хо) = Уо, у'(х0) = = Уо1'-" (7.4)

цийматлар цабул щ лса, (7.2) твнгдама у  =  _у(х) хусусии 
ечимга эга булади.

Агар олинган атрофда бу функциянинг аргументларга 
нисбатан хусусий \осилалари узлуксиз булса, ечим ягона 
булади (К ош и м асаласи ). (7.4) тенгликлар бошлангич шарт- 
лар дейилади.

Ихтиёрий (7 .2 )  дифференциал тенглама Кош и теоре- 
масини к.аноатлантирувчи со\ада чекси з куп ечимга эга 
булади. Бу ечим лар тупламини таърифлаш учун умумий 
ечим туш унчасини киритамиз. (7.1)  ёки (7 .2 ) дифферен­
циал тенглам анинг умумий ечими (умумий интеграли) деб 
у = ф ( х , С , , С 2, . . . , С „ )  ёки кискача у  = ф ( х ^ )  куриниш- 
даги ф ун кци яга айтилади, бунда С, (/ = 1,я1 ихтиёрий 
узгармас булиб, улар 1̂ уйидаги иккита шартни каноат- 
лантириши керак:

1) С(. ихтиёрий к,ийматларида (7.1)  ёки (7 .2 ) диффе­
ренциал тен глам а ечимга эга;

2) х0,у 0)у0 у0(п~1) ихтиёрий бош лангич к,ийматлар 
учун С  =  Сю узгарм асн и н г кийматлари

ф 0,Ст) =* У0, ф’( * 0,С ,0) = у0 ф(п_|)(х0,С /0) = у0(',‘ 1)

бош лангич ш артни к^аноатлантиради.
Сю ларга маълум к,ийматлар бериб х,осил килинадиган 

\ар бир ечим (7 .2 )  тенгламанинг хусусий ечими дейилади.
Дифференциал тенгламанинг умумий ечимидан бошк,а, 

ихтиёрий у зг а р м а сн и н г *еч кандай ки й м ати да \осил 
булмайдиган ечим и (интеграл) мавжуд булиши мумкин. 
Бундай ечим (и н тегр ал ) махсус ечим дейилади. М ахсус 
ечимнинг ихтиёрий нуктасида Коши теорем асининг би-

рор шарти бузилади. М асалан, у" = 3^ ( у 1)2 дифферен­
циал тен глам ан и н г умумий ечими

_у = х - ь | ( х  + С, )4 + С 2

дан иборат, бунда С,, С2 — ихтиёрий узгармас. у = х +  С 
(бунда С — ихтиёрий узгармас) функция \ам берилган тенг- 
ламани ечими. Л екин бу ечим умумий ечимдаги С, ва С2 
узгармасларнинг бирор кийматларида \осил булмайди. Бун-
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дан ташк^ри у = 1 да ечимнинг ихтиёрий нук^асида ечи м - 
нинг ягоналиги хак,идаги Коши теоремасининг шарти бузи - 
лади ёки берилган тенгламанинг унг кисмида у  хусусий \осила 
У =  I да узлукли. Ш унингучуну —х  +  С м ахсусечим  булади.

А н и км ас интеграллар н азар и я си д а  курилган б а р ч а  
интеграллар энг содда У = /{х)  дифференциал т е н гл а м а ­
нинг умумий ечими эканлигини таъкидлаб утамиз:

y = f f ( x ) d x  = F(x) + C ,

бунда F{x) — f ( х) ф ункциянинг бош лангич ф ун кц и яси , 
яъни F'(x) = f ( x ) ; С — ихтиёрий узгармас сон.

Умумий \олда биринчи тартибли дифференциал т е н г - 
лама цуйидаги куринишда ёзилади:

F(x,y,y')  = 0  (7 .5 )
ёки

У'= f i x ,  у) .  (7 .6 )

(7 .5 ) ёки (7 .6) тенгламалар учун куйидаги теор ем ан и  
исботсиз келтирамиз.

2 - т е о р е м а  (К ош и). Агарf(x,y) функция М/х^-у^ нуц 
та ва унинг атрофида узлуксиз булса, у х,олда (7.6) тенгпа- 
ма у(х()  ~ у0 бошлангич шартни цаноатлантирувчи у  =  <р(х)
ечимга эга булади. Агар берилган функциянинг ^  хусусий 
х,осиласи бу нуцтада узлуксиз булса, у %олда у -  <р(х) ечим 
ягона ечим булади.

Биринчи тартибли диф ф еренциал тенгламани к у й и - 
дагича кулай куринишда х,ам ёзилади:

F(x,y)dx + Q(x,y)dy = 0 .  (7 .7 )

(7 .7 ) — дифференциал тен глам ан и н г диф ф еренциалли 
куринишдаги тенгламаси дейилади.

(7 .5 ) ёки (7 .6 ) дифференциал тенглама учун т ен гл ам а  
ечимининг мавжудлик ва ягон али ги  хакидаги К ош и т е о -  
ремасини исботсиз келтирамиз.

Агар (7.6) тенгламанинг унг томони ва унинг f 'y(x,y) хусу­
сий х;осиласи х ва у узгарувчиларнинг бирор узгариш соу;асида 
аникланган ва узлуксиз булса, бу со^анинг (х^ y j  ички нуцта- 
си к,андай булмасин, берилган тенглама у  (х()  =у№ бошлангич 
шартни цаноатлантирувчи ягона у  =  <р(х) ечимга эга булади.
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Бу, геометрик нук,таи назаридан, со\анинг \ар бир (jt0; у0) 
ички нук^таси оркали ягона интеграл эгри чизик утиш и- 
ни билдиради.

у' = f { x , y )  тенглам анинг у(х0) = у0 бош лангич шарт- 
ни кдноатлантирувчи ечимини топиш масаласи Кош и ма- 
саласи  дейилади.

Хосиланин г геом етрик маъносига кура:

V' = f ( x , y )  = tga = к ,

бу ерда а  — уринманинг  Ох ук,к,а огиш бурчаги. Бу эса 
интеграл эгри чизик^а унинг \ар бир нук,тасида утказил- 
ган уринманинг бурчак коэффициенти (7 .6 ) дифферен­
циал тенглама унг том онинин г бу нуктадаги кийматига 
тен г эканини билдиради.

Текисликнинг *ар  бир нуктасига Ох укка огиш бурча- 
гининг тангенси (7 .6 )  дифференциал тенглама унг том о­
нининг шу нук.тадаги к,ийматига тенг буладиган кдпиб 
кесм а куйилган ки см и  бу дифференциал тенгламанинг 
йуналишлар майдони д еб  аталади.

Текисликнинг майдон кесмалари бир хил йуналишга 
эга  буладиган барча нукталар туплами дифференциал тенг­
ламанинг изоклинаси дейилади.

Ушбу

/ ( * ,  У) = к (7.8)

муносабат (7 .6 ) дифференциал тенгламанинг изоклина- 
лар оиласининг тенглам аси  деб олинади. (7 .8 ) изоклина- 
лар оиласи ёрдамида интеграл эгри чизикушр оиласини 
такрибий ясаш  мумкин.

3 - м и с о л .  y' = - l L  дифференциал т е нг ламанинг

интеграл эгри чизиьугарини изоклиналар усули билан так,- 
рибий ясанг.

Е ч и ш .  ~ — = к (к =  const) деб берилган тен глам а- 
к х

н и н г У = -  2 Х и зокли н ал ар  оиласи тенглам асини топ а- 
м и з. Улар коорди н аталар  бош идан утувчи тугри чизик,- 
л а р д а н  и б о р а т  б у л и б ,  й у н а л и ш л а р  м а й д о н и  э с а  
у' = к = tga тен гли к билан аник,ланади. к га \ар хил к,ий- 
матлар бериб, уларга м о с изоклиналарини топам из ва ин­
теграл эгри чизикка утказилган уринманинг Ох укка огиш
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бурчаги а  буйича йуналишлар майдонини ани кдаймиз. Улар- 
ни куйидаги жадвал куриниш ида ёзиб оламиз:

к 0 ± 7з ±1 ± 2 ± 3 ±  »

а 0 ±30* ±45° *± 60 ' »±64* =  ± 7 2 " ±90°

У = - ‘ -х >-=0
, X

У = ± ]1 х У = ± % * у= ± х У = * = 0

Бу жадвалда берилганларга к^ра майдон йуналиш ларини 
чизамиз (68-чизма) ва интеграл эгри чизик^арни такрибий 
чизамиз. а  бурчакнинг мусбат ёки манфий кийматига к,араб 
Ох увидан соат стрелкасига карама-кдрши ёки соат стрелка- 
си йуналишида интеграл чизик,лар чизилади.
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2 - § .  Узгарувчилари ажраладиган ва бир жинсли 
дифференциал тенгламалар

Ушбу

Р(х)с1х + 0(у)с/у = 0 (7.9)

тен глам а узгарувчилари ажралган  дифференциал тенглама 
дейилади. Унингумумий и н т е ф а л и

\Р{х)(1х + \0{у)с1у~С  (7 .10)

каби аникданади, бунда С — ихтиёрий узгармас.
У ш бу

Мх(х)1Ях{у)с1х + М2(х)]У2(у)с/у = 0 (7.11)

ёки

У' = %  = М * ) Ш  (7-12)

тен глам алар узгарувчилари ажраладиган  дифференциал 
тенглам алар дейилади.

(7. 11) ,  (7.12)  тенгламаларда узгарувчиларни ажратиш 
к у й и д а ги ч а  баж ар и л ади . Ф а р а з к,илайлик, Ы{(у)Ф О, 
М 2(х ) ф 0  булсин. (7.11)  тенгламанинг иккала кисмини 
М\(У)Мг(х) га буламиз, (7.12)  тенгламанинг иккала к,ис- 
минн с/х га купайтирамиз ва / 2(у) га буламиз. Натижада 
Куйидаги куринишдаги узгарувчилари ажралган тенгла- 
маларга эга буламиз:

Булар (7 .1 0 ) формула ёрдамида интегралланади:

1 - м и с  о л . (ху + у)(1х + (ху + х)с!у = 0 дифференциал 
тен глам ан и н г умумий ечимини топинг.

Е ч и ш .  х * 0 .  у  *  0 деб ф араз кдпиб, берилган тен г­
л а ма н и н г  иккала кисмини ху га буламиз. Натижада узга­
рувчилари ажралган куйидаги тенгламага эга буламиз:

(1 + 1 ) л  + (1 + 1 ) *  = °.
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|(1 + 1 ) л  + |(1 + 1 )(/ у  = 1п|С|,

х  + 1п|х| + у  + 1п|у| = 1п \С\,

1п|ху| + 1 п е ^  = 1п|С|, хуех'у =С.

Охирги тенглик берилган дифф еренциал тенгламанинг 
умумий интегралидир. Уни топш нда л* ф 0, у *  0  деб к а̂бул 
к,илган эдик. А м м о х  =  0 ва у = 0  \ам берилган тенглам а­
нинг ечими булишини осонгина текш ириш  мумкмп. И к- 
кинчи том ондан, уларни умумий интегралда С =  0 деб 
топиш \ам мумкин. Д ем ак, х  =  0 , у  == 0 берилган тенгла­
манинг хусусий ечими.

2 - м и с о л .  (1 + е2х) '  = ех диф ф еренциал тен гла­
манинг ><0) =  1 бош лаигич шартни каноатлантируичи ху­
сусий ечимини тоиинг.

Е ч  и П1. Берилган тенгламани диф ф ерепциалли ш акл- 
да ёзиб оламиз ((7 .7 ) формулага карай г):

(] + е2х)у 2£1у~е'ёх = 0.

Узгарувчиларни ажратамиз:

У̂ у - — у -ёх  = 0.
\+е-х

Бу тенглам ани интеграллаб бер и л ган  тен глам ан и н г 
умумий ечимини топамиз:

г лл,-г-<-</.* = ■£
4 ' 1+е“  ->

ёки

у  -  а п ^ е 1 = у , у = ~+ ЗагсГце*.

Бош лангич шартдан ф ойдаланиб ихтиёрий узгармас 
С нинг к,ийматини ани*утаймиз:

1 = => с = 1 -  \ п.V 4 4

Д ем ак, берилган тенгламанинг хусусий ечими куйи- 
дагича куриниш да булади:
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у = у * _ ^ 71 + а̂гс^ е ' •

Агар /(/Х/у) = 1п/ ( х , у )  {п — узгармас сон ) тенглик их- 

тисрий /£Л  учун уринли (Д/х, ty) функция аник/тнган) 
булса, Л ху у) ф ункция х  ва у аргументларга нисбатан п 
улчовли бир жинсли функция дейилади.

М асалан, Д х , у) — 2Х2 - ху3 + у4 функция турт улчовли 
(,п =  4) бир ж и нсли функция булади, чунки

Дгх,гу) = 2-(тхТ ~( 1х?(гу) + (гу)А =
= Г4(2х4 -  х*у + / )  = /4/ (х , у),

/ ( х , у )  = 4 4 7 - 2 ф с у - 3 1 [ /  функция

/ о * ,  1у) = 4 ^ 7  -  и 1 (!хК1у) -  =

= г4 ?  (4 1 /7  -  21[ху -  3 ^ 7 )  = Д / (х , у)
2

булгани учун п = -  улчовли бир жинсли функция булади.
Агар п ~  0  булса, бундай функция ноль улчовли бир 

жинсли ф ункция дейилади. М асалан,

функция учун

(бунда / * 0 )  булгани учун берилган функция ноль улчов­
ли бир ж инсли функция булади.

Агар Д х , у) функция узининг аргументларига нисба­
тан ноль улчовли бир жинсли функция, яъни

т , ( у )  = (°Пх,у) = / { х ,у )  

булса, у \олда куйидаги нормал куринишдаги

У' = ^  = /(Х,У)  (7.13)

332
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дифференциал тенглама х ва у  узгарувчиларга нисбатан бир 
жинсли тенглама дейилади.

Агар бир жинсли f\x, у), Q (x , у) ф ункциялар бир хил п 
улчовли, яъни

P(tx,iy) = t2P(x,y) , Q(tx,ty) = t2Q(x,y) 

булса, у *олда тулик дифф еренциалли

Р(х , y)dx + Q(x, y)dy  = О 

тенглама бир жинсли булади. Х а^ и к атан , уни куйидаги 
нормал куриниш да ёзиб оламиз:

булгани саб аб л и Д х, у) функция н о л ь  улчовли бир ж и н с­
ли функция булади.

Н ормал куринишдаги (7 .1 3 ) бир ж инсли дифф ерен­
циал тенгламани \ар доим у' = f ( x , y )  = f(tx ,ty) куриниш ­
д а  ё з и ш  м у м к и н  ва / = -  а л м а ш т и р и ш  ё р д а м и д а  
у' = ^L= f  ни \осил килинади. Д ем ак, (7 . 13)S y/v* J

У 0 /\
тенгламани У =и + хи\ алмаштириш ерда-
мида х  ва янги и(х) функцияларга нисбатан узгарувчила- 
ри ажраладиган тенгламага келтирилади:

3 - м и с о л .  2х2у' = х2 + у 2 диф ф еренциал тен глам а- 
нинг умумий ва ><1) =  0 бош лан гич шартни кдноатлан- 
тирувчи хусусий ечимини топ и н г.

Е ч  и ш . 2х? ва х2 +  у1 ф ункциялар икки улчовли бир 
жинсли булгани учун берилган тен глам а бир жинсли була­
ди. у = хи, у' -  хи’ +  и алмаш тириш ни бажарамиз:

2 х2{и + хи’)~ х2 +(хи)2, 2х2(и + хи') = х 2(1 + и2).

jc^O деб тенгламанинг и ккала ки см ини х2 га буламиз. 
Сунгра узгарувчиларни аж ратам из:

бундан

f(tx , ty) = -

и + хи' = ф ) ,  х -£  = т - и , dx
х
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^ г  = ^ ,  = , | ^ 0 = ' 1п|х| + 1пС,
(и-1)2 2х ■> (и-1)2 * 2х } (г/-|)2 2 1 1

■ г̂ = г 1пН + |пС' * = (!-«) 1п(с7н)-
Охирги ифодадаги инипгурнига ^  кийматини куммиз:

1" ( 1_х)1п(С^ ) ’ х = ( х - у ) \ п [ с Д ) -

Уни у  га н и сбатан  ечиб, берилган дифференциал тенг- 
ламанинг умумий ечимини топамиз:

у  = х -
Ч с Щ '

у(1) =  О бош лангич шартдан фойдаланиб, узгармас С 
нинг кийматини аник,лаймиз:

0 =  ] - г 1- 1 1п С — 1, С = е.
1пС

Д ем ак, берилган тенгламанинг хусусий ечими куйи- 
даги куринишда булади:

Xу = X --------- ,— ,
1 + 1п̂ х|

Машцлар

338. у{х,С) ф ункция (бунда С — ихтиёрий узгармас 
сон ) берилган дифференциал тенгламанинг ечими (ин- 
теграли) буладими:

а) у -  х ‘ 1 + Се2 , х 2у ’+(\-2х)у = х 2;

б) у  = Се* -  е~х, ху "+ 2 у х у  = 0 ;

в ) х1 + у* = Су1, хус1у = (х1 -  / )д >  ;

г) у = Сх +- - г̂, х у ’- у  + ^ О ;

д ) у = тШ< 2(1 + * У )  =
У

е) ех = Су, хуу'- у 2 = х 2/ ?
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339. К,уйида берилган \ар бир диф ф еренциал тенглама 
учун изоклина усули ёрдамида йуналишлар майдонини ясанг 
ва интеграл эгри чизик,ларни такрибий чизи н г:

V2
а) у' = х + у\ б) 2ху' = ^~; в) ху' = 1 - у .

340. К,уйидаги дифференциал тен глам аларн и н г уму- 
мий ечимини топинг:

а) (1 + ех) у ’ = уех ;

б) ху' = у 2 + 1 ;

в) 3 /  = £  + 9 £  + 9 ;

г) ху’ = у + у1х2 + у 2 ;

д) у(1х + (у[ху -  V * ) йу = 0 ;

е) 4 (х2у  + у)с1у + ^5 + у с1х = 0  .

341.  Куйидаги дифференциал тенглам аларнинг берил­
ган бош лангич шартни каноатлантирувчи хусусий ечи­
мини топинг:

а) (х  + ху)ёу  + (у  -  ху)ёх = 0, у(1) = 1 ;

б) ху' = х э ш ^  + у, у{2) = п\

в) ус!х + (у[ху -  х}с1у = 0, у(1) = 1 ;

г) ху' = у(1 + 1п у -  1пх),  у(1) = е2 .

3 - § .  Бириичи тартибли ч и зи м и  
дифференциал тенглам алар.

Бернулли тенглам аси

Номаълум у  функция ва унинг у' \осиласига нисбатан 

у ,+ Р(х)у = 0 (х )  (7 .14 )

куриниш даги тенглама (ш ун и н гд ек , алгебраи к алмаш ти- 
ришлар ёрдамида (7 .14) куриниш га келтириладиган т ен г­
лам а) биринчи тартибли чизи^ли бир жинслимас диффе­
ренциал тенглама дейилади. Р(х)  *  0 ва ()(х) *  0 ф унк-

335

www.ziyouz.com kutubxonasi



циялар бирор сох,ада узлуксиз булшии керак. М асалан, [а\Ь\ 
кесмада К ош и  теорем асининг шарти бажарилсин. (7.14)  
тен глам ан и н г умумий ечимини \ар доим куйидаги кури- 
нишда ёзи ш  мумкин:

у  = e~iP(x)dx (¡Q(x) е'Р{хН'с/х + С), (7.15)

бунда С — ихтиёрий узгармас. Ш ундай к,илиб, (7 .14 ) тенг­
ламанинг умумий ечими маълум булган Р(х), Q{x) функ- 
цияларнинг интеграллари ор^али ифодаланади.

Агар ( 7 . 1 4 )  тенглам ада Q(x) = 0 ёки Р(х) = 0 булса, 
у х,олда узгарувчи ларга нисбатан ажраладиган диф ф е­
ренциал тен гл а м а  \осил киламиз ва унинг  умумий ечи­
ми н и  м о с  р а в и ш д а  ( 7 . 1 4 )  т е н г л а м а д а  Q ( x ) » 0  ёк и  
Р(х) = 0 д еб  ан и к^ ай м и з. Q(x) = 0 булган \олда (7.14)  

тенглам а ч и зи кл и  бир жинсли диф ф еренциал тенгла- 
мага айланади.

1 - м и с о  л . ( х 2 -  х ) у ’+ у = х 2(2 х  -  1) тенгламанинг уму­
мий ечимини ва у ( -2) = 2 бошлангич шартни кдноатланти- 
рувчи хусусий ечимини топинг.

Е ч и ш . Берилган тенгламанинг иккала к,исмини х2 — х * 0  
га булиб, уни (7 .14) куринишдаги тенгламага келтирамиз:

x2(2x -I)
У + ч —X ~х —ч----

х~-х

Бунда Р(х)  = 1 л / * \  -  х 2(2х~\) _  х(2дс-1)
х ( х - 1 )  ’ * у х }  * ( * - ! )  Х - \

(7 .15 ) ф орм улага асосан  берилган тенгламанинг уму­
мий ечими куйидаги куринишда булади:

f ilx 
_  „ -1 *<*-!)y  = e

t ilx
J  x(2x-\)c  J xu-1)

Jt-1
dx + С

Бу ечимдаги интегралларни гопамиз:

a )J dx
x(x-l)

В
x  x-\ x (x - l)

, А = - 1, Ä s  1

x - 1
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6) f ^ A - o  d x  =  г^(2л-1)
J x-\ 3 -v-l

= ± ¡ ( 2 x - \ )d x  = ±(x2 - x ) ,

бунда ( +  ) ва ( - )  ииюралар = ± —  тенгликдан \осил
x I А'

булади. Топилган (а ) ва (б) интегралларии умумий ечим-  
га куямиз:

U-H-1п
у = е ' х '( ± ( * 2 -  -v) + С) = _£

Х - ]
• ( ± ( х 2 -  х )  +  О  =

. ± J L - ( ± * ( * - l >  + 0  =  * l  +  £ -

Ундан у(~ 2) =  2 шартни каноатлантирувчи хусусий 
ечимини ажратиб оламиз:

2 = 4 - - ^ т ,  С = - 3 ,  у = х 2 - - ^ .-2-1 д:—I

Айрим \олларда дифференциал тенглам алар „y га нис- 
батан чизикди булиб, уларнинг умумий куриниш и куйи- 
дагича булади:

~ +  P(y)x = Q(y). (7-16)

(7 .16) нинг умумий ечими куйидаги ф ормула ёрдами- 
да аникпанади:

х  =  е-\Пу#у [ $ ( ) ( у )е 'Р{-У*У0у + с) .  О ■!7)

2 - м и с о л .  (2л: — у2)у — 2у диф ф еренциал тен глам я- 
нинг умумий ечимини топинг,

С ч и ш .  Ьерилган тенглама *(>') ф ункцияга нисбатан 
чизик,пи булгани учун, уни куйидаги куриниш да ёзиб ола­
миз:

( 2 х - у > ) $  = 2у .  2 * - /  = 2 , £ ,

= Р(У) = ~ i . 0 W  = - f

яъни (7.16) куринишдаги тенгламага эга булдик. (7 .1 7 ) фор- 
мулага асосан берилган тенгламанинг умумий ечими куйи­
даги куринишда булади:
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х -  е
.л-

е " ' '  ¿У + С

= м - - 2 ^ \ ‘‘У + С г \у\

= е'̂ у1 (-||г-'"Нф + с) =

= -^| </г + с = с-1у.

( 7 . 14)  чизик^ти дифференциал тенгламани Бернулли 
усули билан \ам интеграллаш мумкин. Унинг учун икки-  
та: и(х) ва у(х) номаълум функииялар булган у  =  и(х) • и(дг) 
алмаш тириш ни (Бернулли алмаш тириш ини) куллаймиз. 
У ^олда у = и'у +  иу' (7.14)  тенгламадаги у  ва у\ ларни 
урнига куйиб куйидаги

и'у +  и у +  Р{х)иу = (2(х) 
тенглам ани >;осил киламиз. Бундан

(V* +  Р{х) ■ V)« +  и'у =  0(х). (7.18)

Н омаълум функцияларнинг бирини ихтиёрий танлаб 
олиш  мумкин булгани учун, масалан, V ни шундай ола- 
м изки, у ( 7 . 18)  тенгламадаги и нинг олдидаги коэффици- 
ентини нолга айлантирувчи тенгламанинг V =  К *) хусу- 
сий ечими булсин. Бундан кейин (7 .18 ) тенглама и'у =  0 (х )  
к у р и н и ш г а  кел ад и . Бу т е н г л а м а н и н г  умумий ечими 
и =и{х,С) булсин, у \олда у =  и{х,С) • у(х) (7.14)  тенгла­
м анинг умумий ечими булади. Ш ундай килиб, (7.14)  тен г­
ламани интеграллаш  иккита узгарувчилари ажраладиган 
тенглам ани интеграллаш га келтирилади.

3 -  м и с о л . у'+ тенгламани Бернулли усу­

ли билан интеф алланг ва унинг у(л) =  1 бошлангич шартни

каноатлантирувчи хусусий ечимини топинг.
Е  ч и ш . у =  иу, у = и'у + иу Бернулли алмаш тириш ­

ни баж ариб, куйидагига эга буламиз:

и'у +  иу +  и\\%х =  , (V* +  у\.ёх)и + и'у =  .

V' +  =  0  тенгламанинг хусусий ечимини топамиз: 

(1у + \Л%х(1х = 0 ,  ^  + 1%х(1х = 0 ,

| —  + 1 1%х(1х = 0 ,  1п|у|- !п |соб х\ = 1п С , .
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С , =  1 деб тенгламанинг v =  co sx  хусусий ечимни о л а - 

миз. Сунгра uv  =  (бунда v =  cosx) тенгламанинг у м у- 

мий ечимини излаймиз:

и' = — . и = [ + С = tgx + С.
c o s z х  •* COS2 X

Берилган тенгламанинг ум ум ий ечими: 

у  — wv =  (tgx +  C )cosx .

Ундан у(л) =  1 бошлангич ш артни каноатлантирувчи 
хусусий ечимни ажратиб олам и з: I — (0  +  С) • ( — I ) ,  б у н - 
дан С =  — 1. Бу к,ийматни умумий ечимга куйиб, б ер и л ­
ган тенгламанинг хусусий ечимини топамиз:

У =  (tgx -  Ocosjc =  s in x  — cosx.

Ушбу
У + Р(х)у =  Q(x)y" (7 .1 9 )

дифференциал тенглама (бунда п =  const 6  R, п *  0 , п I ), 
ш унингдек, бирор алгебраик алмаш тириш лар ёрдам ида 
(7 .19 ) куриниш га келтириладиган исталган тенглама Бер­
нулли тенгпамаси дейилади.

г(х) янги функиияни z =  У"х формула ёрдамида а л - 
маш гприлса, у \олда Бернулли тен глам аси  шу ф ункцияга 
нисбатан чизик^и тенгламага келтирилади:

+ ( I -  n)P(x)z =  ( 1 -  n)Q(x). (7 .2 0 )

Ю ^оридаги усуллардан ф ойдаланиб, (7 .2 0 )( тенглам анинг

7 =  7(г,г) ечимини топамиз. С ун гра у -  z x~” ю иилади.
Бернулли тенгламасининг ечи м и н и  у =  ы(х) • v(x) Б е р ­

нулли алмаш тириши ёрдамида \ам топиш  мумкин. Буни 
мисолда курсатамиз.

4 - м и с о л .  Ушбу у \ 2 е ху  = 2 е х^у  Бернулли тен гл а- 
масининг умумий ечимини топ и н г.

Еч и ш.  Б ер и л ган  т е н г л а м а д а  п = ~ булган и  у чу н  

z = У ""  = [̂у алмаштиришни баж арам из. (7 .20) тенгламага 
кура z'+exz = ex тенгламани \осил килам из, унинг у м у­
мий ечими (7.15)  формулага асо са н  куйидаги к^риниш да 
булади:
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= е с ¡е с' с!хех + С = е е ес + С = 1 + Се

Берилган тен глам ан и н г умумий ечими:
>2

у = 1 г =( 1  + С е-'х ) .

5 - м и с о л .  У ш б у л /  + у  = луЧах:дифференциал тенг­
ламанинг умумий ечимини топинг.

Е ч и ш .  Т ен гл ам ан и н г иккала кисмини га була- 
миз. Натижада п =  2 булган Бернулли тенгламасига эга 
буламиз. Уни Бернулли алмаштириши (у =  иу, у  =  и'у +  иу) 
усули билан ечам из:

х(и’у + иу) +  «V =  х(иу)21пх.

ху’ +  V =  0 тен глам ан и н г хусусий ечими V =  л--1 осон - 
гина топилади. Э нди хуи -  тенгламанинг уму­
мий ечимини топ иш  керак.

V =  х н цийматни Урн и га куйиб, и' -  и1 ------ тенглама-
ни хосил киламиз.

Охирги тенгламадаги узгарувчиларни ажратамиз ва уни 
интеграллаймиз:

^  = 1 п х * ,  Г ^ = П п х ^ ,и2 х j и2 3 X

_ 1  = .!п !£  + £ ,  и --------- К - -
и 2 2 С+1п х

Д емак, берилган тенгламанинг умумий ечими:

2у  =  и у  =  -------------- 1—  •
х(С+1п^с)

Машцлар

342. Куйидаги дифференциал тенгламаларнинт турини 
аник,панг ва уларни ечиш йулларини курсатинг:

а) ху'+ 2у[ху = у  ; б) у ’ сое х  = ;
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г) {\ + e2í)y2d y - e xd x = 0 \

Д) У' = е2х - е ху  ; е) ху'+ у - у 2 = 0 ;

ж ) 2.xcos2 ydx + ( 2 у - ж 2 sin 2y)dy = 0 ;

з) у2 + х 2у' = хуу' ■

343 . Ушбу дифференциал тенглам аларнинг у м у м и й  
ечимини топинг.

а ) у'+ L  = 1 + 2 ln je ;

б) у'+4ху = 2х~х1у ;

в) (2у  -  X2 sin 2у)у '+ 2х c o s2 у  -  0  ;

г) (х 2 -ху)у'+ у2 = 0 ;

е) xdy = (е х -  y)dx •

344. Ушбу дифференциал тенгламаларнинг бери лган  
бош лангич шартни каноатлантирувчи хусусий е ч и м и н и
Т О П И Н Г .

а) 2xydx + (у  -  x 2)dy = 0 , _у(-2) = 4  ;

б) у' = 2 у - х  + ех, у(0) = -1  ;

ч . .  i . *>. .  _ 2 х . . 2  , . / п \  » 
l i f  у  т  j y  -  с  у  , у\ \ })  -  1 ,

д ) y V x  = X + ye у dy, у (0) = - 3  ;

V )
е) y ' - 7 y  = eixy 2, у ф ) - 2 .
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4 -§ , Тулик дифференциалли тенглама

Агар О со^ада Р(х,у), 0(х,у) функциялар аник,ланган ва

с}Р(х,у) _  ¿0(Х,у) (7 21)
(¡у йх

тен гси зл и к  баж арилса,

1\х,у)с!х +  <2(х,у)(}у = 0 (7 .22)

тен глам а ечими мавж уд булади. (7 .22) куринишдаги тен г­
л ам а тулии; дифференциалли тенглама дейилади.

(7 .2 2 ) тенгламанинг умумий интеграли куйидаги фор- 
мулаларнинг бири билан ани*ушнади:

] Р(х,у0) с!х + I  0(х,у)  (¡у = С, (7 .23)
<о *о

| Р(х ,у )4х  + / <2(х0, у) ёу = С, (7 .24)
*о 'о

бунда Мп(х1Гу0)ЕО.
М и с о л .  (х2 + у  — 4 )с/х + (х +  у + еу)с/у =  0 тенглам а­

нинг  умумий интегралини топинг.
Е ч и ш .  Р = х2 + у — 4 , () = х + у + е> деб белгилаб 

о л ам и з

^  = 1 ^  = 1 
¿у ’ ёх

булгани учун (7.21)  ш арт бажарилади ва берилган тенгла­
м а тулик дифф еренциалли тенглама булади. Унинг уму­
мий интегралини (7 .2 3 )  ёки (7 .24 ) формуладаги дсо =  0, 
у0 =  0 деб топиш мумкин.

Танлаб олинган х0> у0 нинг бу к,ийматларида Р{х,у), 
0(х,у) функциялар ва унинг хусусий \осилалари аник,- 
л ан ган , яъни Д/и(0 ,0 )£ / ). (7 .23) формулага асосан цуйида- 
гига эга буламиз:

| (х 2 + 0  -  4 ) (1х + 1 (х  + у  + еу) с/у = С, 
о о

-  4 х  + ху  + + еу -  1 = С.
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X У

\ (х2 + у -  4) с!х + 1 (О + у  + еу) (1у = С,
о »

~~ + ху  -  4х + + е у -  I = С,

яъни аницданган умумий интеграл билан бир хил нати- 
жага эга булдик.

345. Куйидаги дифференциал тенгламаларнинг уму­
мий интегралини топинг:

а) (еу + у + в т  у)(1х + (еу + х  + х  соз у)с!у = 0 ;

г) (3х 2у  + х)ёх + (лг -  соб у)ёу = 0.

346. Куйидаги дифференциал тенгламаларнинг хусу- 
сий ечимларини топинг:

а) е~Ых + (2 у -  хе~у)£{у = 0, у(-3) = 0;

в) х + уех + (у + ех) у ' = 0, у(0) = 4 ;

г) (2х + у + 3 & ту )ё х  + (х + х-’созу + 2у)ёу =  0, у(0) = 2.

347. А(\;0) нук т̂адан утувчи шундай эгри чизик^нинг 
тенгламасини тузингки, унинг исталган уринмасининг 
ординаталар ук,идан ажратган кесмаси уриниш нуктаси- 
нинг абсциссасига тенг булсин.

348. А(2; 1) нуктадан утувчи шундай эфи чизик^инг тен­
гламасини тузингки, унинг х,ар кдндай нук,тасига утказил- 
ган уринманинг бурчак коэффициенти уриниш нуктаси- 
нинг радиус-вектори бурчак коэффициентининг квадрати- 
га тенг булсин.

Машцлар

б) Хс1х  + ус1у = ? р ^ ,  у(1) = 1; 
х+ у
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349. Радийнинг емирилиш тезлиги унинг мавжуд мик,- 
дорига пропорционалдир. Агар 1600 йилдан сунг бошлан- 
р и ч  микдорнинг ярмиси колиши маълум булса, неча йил­
дан сунг 1 кг радийдан 650 г к,олишини \исобланг.

350. Тандирдан олинган нон 20 мин. ичида 100° дан 
60° гача совиди. Атрофдаги хавонинг температураси 25е 
га тенг. Ноннинг совиш тезлигини нон температураси ва 
унинг атрофидаги \авонинг температураси айирмасига 
пропорционал деб \исоблаб, нон к,анча вак,т ичида 30е 
гача совишини аник,панг.

5-§.Тартибини пасайтириш мумкин булган юцори 
тартибли дифференциал тенгламалар

Тартибини пасайтириш мумкин булган юк,ори тартибли 
дифференциал тенгламаларнинг баъзи турларини куриб 
чик,амиз.

I-  Уи>) = Д х )  (7.25)
куринишдаги тенгламанинг умумий ечими п марта ин- 
теграллаш усули билан топилади. Унинг иккала к,исмини 
dx га купайтириб интегралласак, (п— 1)-тартибли тенгла- 
мага эга буламиз:

= \y [n)dx = \ f {x )d x  = ^ {x ) + Cv

Бу ишни такрорласак (А/-2)-тартибли тенгламага эга 
буламиз:

у «-2) = j  у»-  Ud x  =  j  (ф| (jc) + q  ) d x  =

= J ф] (х) dx + J C}dx = ф2(дг) + С,* + C2.

n марта интеграллаб (7.25) тенгламанинг умумий ечи- 
мини \осил к̂ иламиз:

у -Ф „(х) + С1х я-1 +С2х"~2 + ... + Сп_1х  + С,„ (7.26) 

бунда СД/ = 1,«) — ихтиерий узгармас сонлар булиб, улар 

С, ,С„ ихтиерий узгармас сонлар билан аник^анади.
1 - м и с о л .  Ушбу y 'v = г г  дифференциал тенг-

\Х

ламанинг умумий ечимини топинг.
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Е ч и  ш . Берилган тенгламанинг иккала кисмини ¿бега 
купайтириб, учинчи тартибли тенгламага эга буламиз:

у '"  =  г у ^ = г  _ ! *  = ------- ? -т - +  С,.
7 ^  } (х-3)5 (Х -З Г  ’

Бу тенгликни яна уч марта интегралласак, берилган 
тенгламанинг умумий ечимига эга буламиз:

/// _ г Г 2 , "1 л----2
= ^  Л  = Д “ ( ^  + С|] Л = з ( ^  + С'х + Сг

^' = / >."(/х = /|5^ г  + С,л: + С ^ Л : =

т  л- + С2х  + С3,
З(х-З) 2

у = |у'</х = / -------- г + ■=■ С,х2 + С2х  + С\
З(х-З) 2 1 2 3

у

+ -т С|Х3 + -=■ С2х 2 + СуХ + С4 =
З (х -З ) 6 1 2 

“  З(х-З) + + ^2Х  +С 3Х + С4, 

бунда С, = ^ С, С2 = 1 С2, С3 = С3, С4 = С.

I I .  я-тартибли дифференциал тенгламада изланаётган 
у функция ва унинг к(\ < к < п) тартибгача \осиласи иш- 
тирок этмасин, яъни

р ( х , / к),у 1к*[\ . . . ,у [,1>) = 0 . (7.27)
г(х) номаълум функцияни I  =  уш формула буйича ки- 

ритамиз ва У *+ 0 = /*  + |} = г",...,/"* — & 'к) ларни эъти- 
борга олиб, *(х) функцияга нисбатан (л-А:)-тартибли

Р (х Л ,г ',1 '\ . . . ,1 {п-к>) = <) (7.28)
дифференциал тенгламага эга буламиз, яъни (7.27) тенгла­
манинг тартиби к  га ласайтирилади. Агар (7.28) тенглама­
нинг умумий ечимини г = ф(х,С,,С2,...,С п_*) куринишда 
аниклаш мумкин булса, цуйидаги дифференциал тенглама­
га эга буламиз:
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1=у‘«=?(х, С„ Сг,...,С,.к).

Бу (7.25) куринишдаги тенгламадан иборат булиб, 
унинг ечими к марта интеграллаш ёрдамида толилади. 
Хусусий \олда, агар п = 2, к =  1 б л̂са, (7.28) тенглама 
биринчи тартибли тенглама булади.

2 - м и с о л .  Ушбу ху " = у '1 п ^  дифференциал тенг-
ламанинг у(1) =  е, У(1) = е1 бошлангич шартни каноат- 
лантирувчи ечимини топинг.

Е ч и ш . Берилган тенгламадау кдтнашмагани ва п =  2, 
к = I булгани учун у I I  тур куринишдаги тенгламадир. 
1 =  у деб бу тенгламанинг тартибини биттага пасайтира- 
миз. У хрлда г' =  у" ва берилган тенглама изланаётган г 
функцияга нисбатан биринчи тартибли бир жинсли диф­
ференциал тенглама куринишига келади:

« ,=г'"(!)■
Уни ечиш учун г  =  х-и(х),  ̂ =  и + хи' алмаштиришни 

бажарсак, тенглама куриниши куйидагича булади:
и + хи' =  и\пи.

Бу тенгламада узгарувчиларни ажратамиз ва интеграл- 
лаймиз:

, / и .. = — , 1п|1п и -  1| = 1п х  + 1п С, 
ы(1п//-1) X 1 1 1

1 п « -1 = С ,х ,  и = е|+С|\  1 = хе ис'х.

1 = у ' болтани учун, охирги тенглама биринчи тартиб­
ли дифференциал тенглама булади ва у  бир марта интег­
раллаш ёрдамида ечилади:

1  = у '  = хе'+С]\  у  = ¡хе ис'хёх = — ¡хс !(е "С1Х) =

= ± ( х е |+С1ДГ -  |е,+с̂ Лс) = Щ ^ -е ис>х л-С2.

Берилган тенгламанингумумий ечимини топдик. у(1) = 
е> У (У) =  е7 бошлангич шартлардан фойдаланиб С, ва С2 
ихтиёрий узгармасларнинг к,ийматини аниклаймиз:
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£. = £ H y +ci + С2,
С]

е2 =е|+с'.

Бундан С, =  1, С2 =  е.
Демак, берилган тенгламанинг хусусий ечими 
>> = (х — 1) е1 +х + е булади.
3 - м исол . Ушбу у 1"  ctgx: + у " = 2 тенгламанингуму- 

мий ечимини топинг.
Е ч и ш .  Берилган тенглама учун /7 =  3, к =  2, демак, 

берилган тенглама I I  тур куринишдаги тенгламадир. г  — у* 
янги функция киритамиз ва берилган тенгламадан 
z'ctgx + z =  2 чизик,яи тенгламани \осил киламиз. Уни 
цуйидаги куринишда ёзиб оламиз:

z '+ ztgx = 2tgx.

Унинг умумий ечимини (7.15) формулага асосан то- 
памиз:

z  = е~ №  (| 2tgx ■ е1 lvatxdx + С, ) =

= eUl̂ x¡-(2[t V n M ¿ x  + C,) =

= Icosx|-Í2fт ^ - 4 х  + С, I = 2cosx [ — dx + C, eosx =
1 I lcos x\ J cos x

= 2 cos x • —i— + C, cos x  = 2 + C, cos x  .
cosx 1 1

Z - у '  оулкши учук I тур дифференциал тенгпямя кури- 
нишга эга буламиз. Уни куйидагича езамиз:

у " = 2 + С, cos х, у ' = |(2 + С, cos x)d x  = 2х  + С{ sin х  + С2, 

у = \ (2х + С, sin х  + С2) dx = х 2 -  С, cos х  + С2х  + С3 . 

Демак, умумий ечим у = х 2 -  С, cos х  + Сгх  + С3 булади.

I I I .  Эркли узгарувчихошкор катнашмайдиган куйида- 
ги л-тартибли дифференциал тенгламани курамиз;

Е (У ,У \ У '', : . ,У <,*) = 0 . (7.29)
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- ( р *А * . Р̂ ар
(¡х\ (¡у ) ' </.г ' ах

' ¿р 1 + Р2 42Р
(¡Уч ) 7 7

Бу \олда Р{у) =  У  (бунда у нинг аргументи деб карала- 
..,1) янги функция киритиш тенгламанинг тартибини бир 
бирликка пасайтиришга имкон беради. Бунинг учун 
У ,/>•••,Ул) ларни аргументи у  булган янги функциянинг 
^осилалари оркали ифодалаш керак. Мураккаб функция­
ми дифференциаллаш кридасига кура:

= р « "  = — = — ■^1=/> —  
у  '  ¿х ’ у  <1х ду с1х 4у ’

ш _  ¿у" _  с/ ¿Р .¿Р + р (¡2Р
ёх (¡х  \ ¿у ] (1х йх с1х(1у

(7.30)_ р •• - 

ва \оказо. Бажарилган \исоблашлардан куриниб турибди- 
ки, У*' хосила тартиби к— 1 дан катта булмаган Р  функ­
циянинг у га нисбатан хрсилалари орк,али ифодаланади. На- 
тижада (7.30) тенгламаларни эътиборга олсак, (7.29) тенгла- 
ма куйидаги куринишни олади:

Агар (7.31) тенглама

Р  = ф(у,С1,С2,...,С„_,)

умумий ечимга эга булса, Р = ^  ни эътиборга олиб (7.29) 
тенгламанинг умумий ечимини топиш охирги тенглама- 
да узгарувчиларни ажратиш ва уни ечишга келтирилади:

= ^ . С „ С 2,...,С „ .,)  = Л' + С„.

Агар (7.29) тенгламада п =  2 бу̂ лса, (7.31) тенглама 
биринчи тартибли тенглама булади.

4 - м и с о л .  Ушбу у " 1 = Ь(у ')2у  тенгламанинг
у(2) =  0, У(2) — 1, у”{2) =  0 б^шлангич шартларни к,ано- 
атлантирувчи хусусий ечимини топинг.

Е  ч и ш . Берилган тенглама (7.29) куринишдаги тенглама, 
бунда я = 3. (7.30) тенгликларни эътиборга олиб, янги Р(у) 
функцияни киритамиз ва Р(у) функцияни топамиз:
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бундан £-!?- = 6V • Бу I тур тенглама булиб, унинг ечими
¿у1

икки марта интеграллаш ёрдамяда топилади:

^  = {6 уйу = 3у 2 + С15 Р = 1 (Зу2 + С,) ¿у = /  + С,.у + С2,

Р = у ' = у* + Ску + Сг .

у  ’(2) = />(0) = 1, у "(2) = Я(0) = 0 бошлангич шарт- 
лардан фойдаланиб, С, = 0, С2 = 1 ларйи топамиз. Энди 
У — у3 + 1 тенгламани интеграллаймиз:

. ^ Шс ^  + 11п7 И - - *  + С3.

Энди у(2) =  0 шартдан фойдаланамиз: С3 = -2  -  - Д - . 
Демак, изланаётган хусусий ечим:

х  = ' агс18 + 11п - ^ 1 -  + 2 + "  .7з 6 ^7Г з ^у2 —у+) бТз

Машцлар

351. Куйидаги тенгламаларнинг умумий ечимини то- 
пинг:
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д) х у " -  у ' ~ х 2ех \

е) х у "+ у ' = у '2\

352. Куйидаги тенгламаларнинг берилган бошлангич 
шартларни к,аноатлантирувчи хусусий ечимини топинг:

а) = Г ( ‘) = 3, у'(1) = 1;

б) хуш - у "  = Х 2 + [, >>(-]) = О, / ( - ] )  = 1;

в) у "  = е2у, у(0) = 0, у'(0) = 1;

г) 2 у *  = ( у - \ ) у " ,  у( 0) = 0, у '(  0) = 1;

д) уУ '+ 1  = 0, у(1) = I, у\\) = 0 ;

е) 2 у " = 3у2, у(2) = \, у '(2) = -1 .

353. TyFpM чизик,ли х;аракат к;илаётган молдий нук,та- 
нинг тезланиши вактга борлик булиб, у a(t) =  6t -  2 фор­
мула ёрдамида ифодаланади. Агар вак,тнинг бошлангич 
моменти г =  0 да тезлик v = I м/сек, йул эса 5 = 0  булса, 
нуктанинг х;аракат к,онунини топинг.

354. Йулнинг горизонтал кисмида v = 90 км\соат тез­
лик билан ^аракатланаётган автомобилга вактнинг бирор 
моментида тормоз берилди. Агар ^аракатга каршилик 
автомобил огирлигининг 0,3 кисмига тенг булса, тормоз 
берилгандан кейин утган ва^тни ва босиб утилган йулни 
топинг.

6-§. Юцори тартибли чизи^ли 
дифференциал тенгламалар

Ум ум ий \ол .  Ушбу

Уш + щ{х)у[п~{) + а2(х )у {,,-2) + ... + а„(х)у = Д х )  (7.32)

куринишдаги (бунда а,.(х) (/ = 1 ,п), / ( * )  — бирор £)со*ада 
берилган функциялар) тенглама п-тартибли чизмуш бир 
жинсли булмаган дифференциал тенглама дейилади. Агар (7.32) 
нинг унг томони D со\ада Д.х)е0 булса,
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+ а ,(.х)У”_|) + я 2( х )У "-2) + ... + а, (л-)у =  0 (7-33>

тенгламага эга буламиз. (7.33) тенглама п-тартибли чи- 
зиъли бир жинсли дифференциал тенглама дейилади.

Агар а,(х), / ( х )  функциялар Осохщаги (а;Ь) интервал- 
да узлуксиз булса, (7.32), (7.33) куринишдаги исталган тенг- 
ламалар учун у(х,() = у0, у '(х0) = у '0, . . . ,У п-|)(х0) = у0(п~'\ 
х0 е (я; Ь) бошлангич шартларни кдноатлантирувчи ягона 
ечим мавжудлиги \ак,идаги теорема уринли булади.

(7.32) ва (7.33) тенгламаларнинг умумий ва хусусий 
ечимларини топишда ^ ( х ) ,^ ^ ) , . . . ,^ ^ )  функциялар- 
нинг чизикли богликлиги ва чизикли эрклилиги мух,им 
рол уйнайди.

Агар \еч булмаганда биттаси нолдан фаркли , ц2 > ■ ■ ■ * 
сонлар мавжуд булсаки, бирор (а\Ь) интервалга тегишли 
барча х  лар учун

(7.34)
ы

тенглик уринли булса, У\*У2 ,.--,У„ функциялар (а\Ь) ин- 
тервалда чизи^ли бонтк дейилади.

Агар (7.34) тенглик (а,Ь) интервалга тегишли барча х  
лар учун фак,ат Ц, = 0 да бажарилса, у,(х) функциялар 
шу интервалда чизикли эркли дейилади. Ушбу

У] Уг ■■■ У„

№{у»у2>...,у„) = у' У 'г У'п

< (я-|) .. (Я-
У\ У2 •• Уп

детерминант Вронский детерминанти (ёки вронскиан) дейи­
лади.

Ф у н к ц и я л ар н и н г ч и з и ^ л и  б о гл и к ,  ва ч и ­
з и к л и  э р к л и  бул и ш и ал о м а ти .

Агар у,\х) (/ = 1,«) функциялар системаси (яъни (а\Ь) 
интервалда (л-1)-тартибли хрсиласигача узлуксиз булган 
функциялар) (а\Ь) интервалда чизикли боглик булса, у \олда 
(а\Ь)да 1УФ0 булади.

Агар ¡УФ О булса, у \олда у ,(х) функциялари чизикли 
эркли булади.
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Масалан, ] , х , х 2, . . . , х "  1 функциялар учун И'Ш), шунинг 
учун улар чизик^и эркли булади.

«та чизиеди эркли ух(*), С*)» С*) ечимлар тупла- 
ми (7.33) тенгламанинг фундаментам ечимлар системаси 
дейилади. Бунинг ёрдамида (7.33) бир жинсли тенглама­
нинг умумий ечими аник^анади.

1- теорема. Агар У),У2,- - ,У П функциялар (7.33) тенг- 
ламс :,инг фундаментам ечимлари системасини ташкил этса, 
у %олда

у = С1у 1 +С 2у2 + ... + С„у„ = ¿О уД х) (7.36)
(=1

функция (7.33) тенгламанинг умумий ечими булади (бунда 
С— ихтиёрий узгармас сон).

1 - м и с о л . ех',е 'х ,е2х функциялар у т  — 2у" ~ у ' + 2у =  
=  0 тенгламанинг фундаментал ечимлар системаси були- 
шини курсатинг ва унинг умумий ечимини ёзинг.

Е ч и ш . у 1 = ехч у2 -  е~\ уг = е2х функцияларни ва 
уларнинг ^осилаларини берилган тенгламага куйиш на- 
тижасида, улар тенгламанинг ечими эканлиги аниклана- 
ди.

Унинг вронскиани (7.35) куйидаги куринишда булади:

Щ е х,е~х,е2х) =

е е ' 

ех -  е' 

ех е':

А хе

2е2х

4е2х

*  е Л х

1 1 1 
1-1  1 

1 1 4
= -6е2х *  О

х уе2х лар чизикди эркли ва берилган тенг-Демак, ехье
ламанинг фундаментал ечимлар системасини ташкил эта- 
ди. Унинг умумий ечими (7,36) формулага асосан

у = Схех + Сге~х + С3е2х

куринишда булади.
2 -теорема ((7.32)тенгламаумумий ечиминингкури- 

ниши \ак,ида). (7.32) чизицли бир жинсли булмаган тенглама 
умумий ечимининг куриниши у = у  + у ' каби булиб, бунда у
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— унга мое (7.33) бир жинсли тенгламанинг ((7.36) куриниш- 
даги) умумий ечим, у * — (7.32) тенгламанинг бирорта хусусий 
ечими.

Бундай тенгламаларни ечишни мисолда курсатамиз.
2 - м и с о л . Бирорта хусусий ечими /  = х  + 1 функ- 

циядан иборат булган уИ< — 2у" — у ' +  2у =  2х + I тенгла­
манинг умумий ечимини ёзинг.

Е ч и ш .  1-мисолда бир жинсли тенгламанинг у  уму­
мий ечими ани^ланган эди. Шунга кура берилган тенг­
ламанинг умумий ечими

у = у + у ' = С̂ ехС2е~х + С3е2х + х  + I

куринишдаги функция булади.
Агар (7.33) тенгламанинг фундаментал ечимлар сис- 

темаси маълум булса, у \олда (7.32) тенгламанинг хусу­
сий ечими /  ни ихтиёрий узгармасларни вариациялаш 
усули (Лагранж усули) билан топиш мумкин. Бу усулда 
у* куйидаги куринишда изланади:

у = С1(х)у,(х) + С2(х);у2(х) + ... + С,Дх)>',,(х). (7.37)

Бунда у,(х) (7.33) тенгламанинг фундаментал ечим­
лар системасини ташкил этади, С,(х) номаълум функция- 
лар эса куйидаги системадан аник,ланади:

С1’у1 +С2> 2+... + Ся > „ =0,
'+С2'у 2 '+ ... + С „ 'уп' = 0,

(7.38)

с, ■у +с2 +...+с„ = т .

Бу система С/ ларга нисбатан чизик^и алгебраиктенг- 
ламалар системасидан иборатдир. Системанинг детерми- 
нанти Вронский детрминантидан иборат булиб, у нолдан 
фаркуш. Шунинг учун (7.38) система С ,'= ф Д х )  ягона 
ечимга эга булади. Охирги тенглик биринчи тартибли 
дифференциал тенглама болтани учун уни интеграллаб 
СДх) = |ф,(х)</х нитопамиз.

Демак, (7.32) тенгламанинг хусусий ечими

У = У ,I <Р, (х) ¿х + у2/ ф2 (х) (1х + ... + у„) ф„(х) ¿х (7.39) 

куринишда булади.
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1-изох;. (7.39) формула ёрдамида интегралларни топишда 
п та узгармаслар \осил булади. Уларни нолга тенг деб олиш 
мумкин. 2х

3 -м и с о л .  Ушбу у 111 - 2 у "~ у '+  2у = - L - - тенглама- 
нинг умумий ечимини топинг.

Е ч и ш .  Бир жинсли тенгламанинг умумий ечими
1-мисолдан маълум:

Берилган тенгламанинг хусусий ечими у  ни Лагранж 
усули билан топамиз. (7.37) формулага асосан:

(7.38) система бу хрл учун куйидаги куринишни олади:

Унинг детерминанти W -  -ве2х *  0 • Системани Кра­
мер формуласи ёрдамида ечиб, куйидагиларни топамиз:

y = Ctex +C2e-x + C}e2x.

у  = С,(х)ех + С2(х)е-Х +С3(х)е2х .

С, ’ ех + С2' е~х + С3' е2х = О, 

С,' ех -  С2 ’ е~х + 2С3' е2х =0,

1 ех г  l e3* г  . _  1 1

Бу ифодаларни интеграллаймиз:

)</(<■*)

Ч  V f d(ex + \) 1 _  1
3 *  j  e '+\ “ 3\ /
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Тенгламанинг хусусий ечими: 

у  = - 1 ех \п{ех + 1) + ~ е'х ( i  е2х - е х + \п(ех + 1)) +

+ i  е2х(х -  \п(ех + 1)) = -L  <?г - 1  + i  л*2х +3 12 6 3 

Берилган тенгламаниг умумий ечими: 

у = у + у = схх  + С2е * + Съе1х + (4хе2х + ех - 2 )  +

+ L(e-X -2е* -2 е 2х)\п(ех + 1). ь
2-изо%. (7.33) тенгламанинг фундаментал ечимлар сис- 

темасини топиш мумкин булмаса, (7.32) тенгламанинг 
хусусий ечими у ни ва умумий ечимини топиш мумкин 
эмас. (7.32) тенгламаларни ечишнингбошкаусуллари \ам 
мавжуд булмаса, факат хусусий \олда, яъни (7.32) тенг- 
ламадаги \амма as(x) коэффициентлар узгармас сонлар 
б^лгандагина фундаментал ечимлар системасини ва (7.32) 
тенгламанинг умумий ечимини топиш усули мавжудли- 
гини эслатиб утамиз.

Узгармас коэффициентли чизицли дифференциал те н г - 
лама. (7.32) ва (7.34) тенгламаларга а,(х) = Р( = const, 
Р, € R  ни куямиз:

У") + р у * -"  + Р,У(п-г) +...  + Р .. ./ +  Р„у = f i x ) , (7.40)

(7.41) тенгламанинг фундаментал ечимлар системаси­
ни факат алгебраик усулдан фойдаланиб куйидагича то­
пиш мумкин.

(7.41) тенгламага асосланиб

алгебраик тенглама тузамиз. (7.42) тенглама (7.41) тенгла­
манинг характеристик тенгламаси дейилади. У л та илдиз- 
га эга булиб, улар ичида содда \ак,икий, каррали илдизлар 
ва комплекс кушма содда илдизлар булиши мумкин.

. (»»I . Г> i/i —1) . П  . П  . . ' . П . .  А
У У  Т 1 2У ^  ••• т  *п-\У  т  *пУ ~  w »

\П + Р}Хя-] + ...+  Pn_t\ + Р„=  о (7.42)
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Агар (7.42) характеристик тенгламанинг *амма А, илдиз- 
лари содда ва \акик,ий булса, у \олда (7.41) тенгламанинг 
фундаментал ечимлар системаси куйидагича булади:

(7.42) характеристик тенгламанинг к та каррали Я ил- 
дизи хакикий булса, у \олда унга мос (7.41) тенглама к та 
чизик^и эркли ечимга эга б^либ, унинг куриниши цуйи- 
дагича булади:

(7.42) характеристик тенгламанинг т  та каррали, ик- 
кита а±ф  комплекс кушма илдизлар учун (7.41) тенглама 
2 т  та чизик^и эркли ечимга эга булиб, унинг куриниши 
куйидагича булади:

У, = е™ cos рх, у2 = е"  sin Рх,

уу = хе " cospx, у4 = xeav sin рх,

у5 = х 2е™ cos рх, ув = x V v sin рх, 7 .-

Курилган умумий муло^азалардан куриниб тур и бди- 
ки, (7.42) характеристик тенглама п та илдизга, мос ра- 
вишда бир жинсли (7.41) тенглама п та чизик^и эркли 
ечимга эга ва улар фундаментал ечимлар системасини таш- 
кил этади. Улар ёрдамида ва (7.36) формула асосида (7.41) 
тенгламанинг умумий ечими топилади.

4 - м и с о л .  Ушбу

з̂гармас коэффициентли туртинчи тартибли чизик,ли бир 
жинсли дифференциал тенгламанинг умумий ечимини 
топинг.

Е ч и ш . Берилган тенглама учун характеристик тенгла­
ма тузамиз ва унинг илдизларини топамиз:

(7.43)

(7.44)

Угт-1 = х т  leax cospx, у2т = xm"leav sinpx.

у 1У -\6у = О

А4 -16 = О, (А2 -  4)(А2 + 4) = О, А2 =4, Аи  = ±2 , 

А2 = -4, А3 4 = ±2/.

www.ziyouz.com kutubxonasi



Иккита \ак,икий ва иккита комплекс кушма (а =  О, b =  2) 
сонлардан ибораттуртга содда илдизлар хосил килдик. (7.43),
(7.45) хусусий ечимлардан фундаментал ечимлар система- 
сини *осил к,иламиз:

у1 = е2х, у2 = е'2х, у3 = eQx cos 2 *  = cos2x,

у4 = е0х sin 2х = sin 2х.

(7.36) формулага асосан берилган тенгламанинг уму- 
мий ечими

у = Суе2х + С2е~1х + С3 cos 2х  + С4 sin 2х

куринишда булади.
Агар (7.41) тенгламада п = 2 булса, у \олда узгармас 

коэффициентли иккинчи тартибли чизикли бир жинсли 
дифференциал тенглама \осил к,иламиз:

у "+ р у + р 2у = 0 . (7.46)

(7.46) тенгламанинг характеристик тенгламаси

X2 + Р{к+ Р2 = 0 (7.47)

ва унинг илдизлари:
1) \ак,икий ва \ар хил: X, *  Я2;
2) \акик,ий ва бир бирига тенг: X, = Х 2;
3) комплекс кушма: Хи2 =а±р/ илдизларги эга були- 

ши мумкин.
Уларга мос куйидаги фундаментал ечимлар системаси 

ва (7.46) тенгламанинг умумий ечими т^гри келади:

1) y i= e > '\  У = С / '*  + С2е*>* ;

2) У, = е*, У i  = у  = С.е* + С2хекх = (С, + С2х )  ■
3) у' =eaícoфх,у* = e"vsin ĵc; у =eax(C l cosy3x+ C2sin ĵc).

5 - м и с о л . Ушбу тенгламаларнинг умумий ечимини 
топинг:

а) У  -  15/ + 26>> = 0;
б) у  + 6/ + 9у =  0;
в) у ' -  2ё +  10у = 0.

www.ziyouz.com kutubxonasi



Е ч и ш . Х,ар бир \ол учун характеристик тенглама туза- 
мнз, унинг илдизларини, фундаментал ечимлар системаси- 
ни ва умумий ечимини топамиз:

а) А2 -15А + 26 = 0, А, = 2, А2 = 13;
У ]= е 2\  y 2 = e 'ix ;

у  = С,е2х +С 2е13х;

б) А2 + 6А + 9 = О, X, = А2 = -3 ;

У\ = е~Ух* У: = xe~ÍX >
у = е-3х(Су + С2х ) ;

в) А2 -  2А + 10 = 0, Xl2 = 1 ± 3/;
ух *  ех cos Зх, у2 = ех sin Зх ;

у  = ех(С{ cos3x + С2 sin Здг).

Шундай кдлиб, узгармас коэффицентли чизикуш тенг- 
ламани ечиш учун:

1) унинг фундаментал ечимлар системасини топиш;
2) (7.41) бир жинсли тенгламанинг у  умумий ечимини 

тузиш;
3) Лагранж усули билан (7.40) тенгламанинг /  хусу­

сий ечимини топиш;
4) у  = у  + у  формула ёрдамида (7.40) тенгламанинг 

умумий ечимини топиш керак.
(7.40) тенгламанинг унг кисми Дх) куп \олларда му- 

\андислик ишларида кулланиладиган апо\ида куриниш- 
ларга эга б^лади:

/ (х )  = ¿“ (/^(xjcoséx + 0 ((x)sinA x), (7.48)

бунда Pr (x)y Qs(x) — мос \олда г  ва s  даражали купчая;
а, b — бирор узгармас сонлар. Дх) функциннинг хусу­

сий холлари к^уйидагича булиши мумкин:

f ( x )  = PF(x)eax (6 = 0 ); (7.49)

/ (х )  = Pr (x)cos¿x + ^ (x)s in b x (а = 0); (7.50) 

/ (х ) = еох(А cos bx + В  sin bx) (А = const, В  = com/); (7.51) 

/ (x )  = A cos bx + В  sin bx (a = 0, Pr (x ) = А, (?Д х) = В ) ; (7.52)
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f i x ) = Pr (x) (a = 0, b = 0). (7 .53 )

Бу \амма доллар учун, шунингдек, умумий \ол учун 
((7.48) формулага каранг) (7.40) тенгламанинг у  хусусий 
ечими Унг «.исмининг тузилишига караб топилиши исбот 
килинган.

j{x )  функциянинг умумий *оли учун хусусий ечим

у  = x keax(Pm(x)cosbx + Qm(x)sin£x) (7-54)

формула билан аник^анади, бунда Рт (х)> Qm{x) — дара- 
жаси т  ~  max{r,s} булган к^п\ад; к эса (7.42) характерис­
тик тенгламанинг z = а+ bi илдизлар сонига мос келувчи 
сонга тенг. Шундай килиб, агар А,(/ = 1,л) илдизлар ичи- 
да z сони булмаса, к =  0; агар битта илдиз z  сони булса, у 
\олда к ~  1; агар илдизлар ичида икки каррали илдиз z  
сони булса, у \олда к — 2 ва \оказо.

Демак, (7.54) формула ёрдамида фак,ат Рт (х) ва Qm(x)  
куп\аднинг коэффиииентлари маълум булган у  хусусий 
ечимининг тузилишини бирдан ёзиш мумкин экан.

(7.40) тенгламага у хусусий ечимни ва унинг \осила- 
ларини куйиб чап ва Унг кисмидаги ухшаш *адлари ол- 
дидаги коэффиииентларни тенглаб, ноъмалум коэффи- 
циентларни \исоблаш учун керакли булган сондаги чи - 
зикли алгебраик тенгламаларни *осил киламиз.

Демак, /  тузилишини ((7.54) формулага каранг) бил- 
ган холда, элементар амаллар ёрдамида (яъни дифферен- 
циаллаш ва чизикди алгебраик тенгламалар системасини 
ечиш) интеграллаш амалини бажармасдан, (7.40) тенгла­
манинг хусусий /  счимини топиш мумкин экан.

6 - м и с о л .  Ушбу y w ~Ъуш = 9х2 тенгламанинг уму­
мий ечимини топинг.

Е ч и ш .  Тенгламанинг характеристик тенгламасини 
тузамиз, унинг илдизларини, фундаментал ечимлар сис- 
темасини ва бир жинсли тенгламага мос у  умумий ечимни 
топамиз:

А4 - А 3 =0, Я2(Х2 -  3) = 0, А, =А2 =0, А3 4 = ±7з ; 

у, -  е0л «  1, у2 = хе°* = х, уз = ;

у  =С, + С2х  + С3е^х + САе"^х .
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Берилган тенгламанинг унг кисми (7.53) хусусий хол 
куринишда, шунинг учун I = 0. Характеристик тенглама­
нинг А, = Х 2 = 0  каррали илдизи г  =  0 билан бир хил, 
бундан к  =  2 эканлиги келиб чикади. (7.54) формулам 
асосан у  хусусий ечим

куринишда булади. Х,исоблашни осонлаштириш учун / ,  
У ,  У 11, У ш> У ,уифодаларни алокида сатрларга ёзамиз ва 
вертикал чизикнинг чап томонига тенгламадаги уларнинг 
олдидаги мос коэффициентларни ёзамиз. Бу ифодаларни 
коэффициентларга к^пайтириб кушамиз ва ухшаш \ад- 
ларни ихчамлаймиз:

Охирги тенгликнинг чап ва унг цисмидаги х  нинг бир 
хил даражалари олдидаги коэффициентларни тенглаб. А, В, 
Сларни ани^паш учун куйидаги алгебраик тенгламалар си- 
стемасини \осил киламиз:

у  = х 2(А х2 + Вх + С) = Ах4 + В ху + Сх2

0 у = Ах* + В х3 +Сх\
0 / '  = А Ах3 + ЗВх: + 2Сх,

-3  у*п = \2Ах2 + 6 Вх + 2 Ос,
0 у " '  = 24 А + 6 В,

1 у ,у = 24 А,

у ,у -  Ъ у и = -36Ах2 - ¡8 В х - 6 С  + 24А = 9х2.

х 2 -36 А = 9, 
-185 = 0, 

х°  -6  С + 24А = 0

бундан Л = - - ,  В  = О, С = -1. 

Демак,

Берилган тенгламанинг умумий ечими

у = у + у  = С, + С2х  + С3е^х + САе~

функциядан иборат булади.
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7 - м и с о л . Ушбу у " - 1 у '+  6у  = ( х -2 ) е х тенгламанинг 
умумий ечимини топинг.

Ечиш. Х2 -7Х  + 6 = 0 характеристик тенглама илдиз- 
лари Я, = I, А2 = 6 булгани учун у " -  7у'+ 6у = 0 бир 
жинсли тенгламанинг умумий ечими

функциядан иборат б;улади.
Берилган тенгламанинг унг кисми (7.49) куринишда- 

ги функциядан иборат, бунда а =  1; Ь =  0;
Р^х) = х - 2  , 1 =  1 ,1 характеристик тенгламанинг ил- 

дизи булгани учун к == I ва берилган тенгламанинг хусу- 
сий ечими

формула билан аник*ланади. Сунгра 6-мисолдаги каби 
давом этамиз:

6 у =ех(Ахг + Вх),
-7  у ' ’ = ех(Ах2 + Вх) + ех(2 Ах + В),

1 у "  = ех(Ах2 + (2А + В )х  + В) + ех(2Ах + 2А + В ),

у 1у  '+ 6у -

= ех((6А - 7 А + А)х2 + (6В  -  7В  -  14А + 2А + В  + 2А )х  -

-7 В  + 2А + 2В  = ех( х - 2 ) .
Охирги тенгликнинг иккала кисмини е* *  0 га була- 

ми.ч ва х  нинг чап ва унг к;исмдаги бир хил даражалари 
олдидаги коэффициентларни тенглаймиз:

у  = С,ех + С2е6х

у  = хех(Ах + В )  = ех(Ах2 + Вх)

х* 0 * 0 ,  
х ! -10А  = \) 

2 А - 5 В  = -2 ,

бундан Л = - ~ ,  В = ~ \
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Берилган тенгламанингумумиий ечими

у = у + у =Q e x +С2еЬх +ех [ - ± х 2 + ~ x j

дан иборат булади.
Агар (7.40) тенгламада f ( x )  = f i x )  + f 2{x) булса, у 

\олда унг томони мосравишда f { x )  ва f 2(x) булган (7.40) 
куринишдаги

у{п) + Р>у1п-]) + ... + Р„у = М х ) ,  (7.55)

/ п) + Р]У^ 1) + Р1,у = /2(х) (7.56)

иккита тенгламанинг хусусий ечимлари у[ ва у2 булади.
Унг томони f { x )  булган (7.40) тенгламанинг ечими 

у ’ = У\ + у\ функция булади.
/ (х )  ва /2(х) функциялар (7.49)—(7.53) куринишда­

ги функциялар булиши мумкин. У холда (7.48) формула 
ёрдамида (7.55) ва (7.56) тенгламаларнинг У  ва у\ хусу­
сий ечимлари топилади. Бундан ташк,ари f i x )  юкорида 
курилган тур фукциялари булиб, /2(х) умуман курилма- 
ган функция булсин. Бу \олда (7.40) тенгламанинг у* ху­
сусий ечимини Лагранж усули билан топиш мумкин ёки 
(7.55) тенгламани ечиш учун (7.48) формуладан фойдала- 
ниб, (7.56) тенгламанинг ечимини Лагранж усулини тат- 
бик, этиб топиш лозим.

8 - м и со л . Ушбу

у ”+ у  = xsin  х  + cos 2х (А)

тенгламанинг умумий ечимини топинг.
Е ч и ш .  Л2 + 1= 0 характеристик тенгламанинг илдиз- 

лари А, = /'. Х2 = -/ ,  у \олда у "+  у  = 0 бир жинсли тенгла­
манинг умумий ечими

у  = С, cos х  + Сг sin х

функция билан аник^анади. Берилган тенгламанинг унг 
к,исми (7.50) ва (7.52) куринишдаги иккита функциянинг 
йигиндисидан иборат: /¡(х) = x s i n x , /2(x) = cos2x. Шу- 
нинг учун (7.54) формуладан фойдаланиб
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тенгламанинг ух хусусий ечимини ва 
у  "+ у  = cos 2х (С)

тенгламанинг у\ хусусий ечимини топамиз. (В) тенглама 
учун а =  0, b =  0, z = i  = Я, 2 б^лгани учун к =  1 ва

у* = х((Лх + В) cos х  + (Сх + D) sin х)

куринишда булади. Номаълум А, В , С, D коэффициент­
ларни юкорида курилган схема асосида \исоблаймиз ва 
у\ ни топамиз:

у ’ = (Ах2 + Вх) cosx + (Сх2 + Z>x) sin х,

О у * ' = (2 Ах + В) cos х  -  (Ах2 + Вх) sin х  + (2 Сх + D) sin х  + (Сх2 + 
+Dx)cosx = (Сх2 + 2Ах + Dx + В) cosx + (-А х2 -  Вх + 2Сх + £*)sín х ,д  

у," "  = (2Сх + 2А + О)cosх  -  (Сх2 + 2Ах + Dx + f i) sin х  +
+(-2Ах -  В  + 2С) sin х  + (—Ах2 -  Вх + 2Сх + Z)) cos х,

"+ у,* = (Ах2 + Вх + 2Сх + 2/4 + Z) -  Ах2 -  fix  + 2Сх + D)cosx +

+(Сх2 + D x -  Сх2 -  2 Ах -  Dx -  2 Ах -  В  + 2C )sinx *  x s in x .

Охирги тенгликнинг чап ва унг кисмидаги ухшаш *ад- 
лар олдидаги коэффициентларни тенглаб, номаълум А, 
В , С, D ларни топамиз:

xc o sx  
cos X 
x s in x  
sin X

4 С = О,
2A + 2D = О, 
~4А = 1,
- 2 В  = 2С = О,

бундан А = _ 1 ( 5  = 0, с *  О, D = x~ - 

Демак,

у = х  j  х  cos х  + j  sin х j  = ~ x(sin х  -  х  cos x ) .

(С) тенглама учун а -  О, b =  2, z  =  2/ булгани учун
А;= 0 ва

у2‘ = A/cos2x + A/sin 2x 

булади. М ва /V номаълумларни топамиз:

363
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1 у2 = A/cos2x + ¿Vsin2x,

0 y2 ' = -2 M  sin 2x + 2N  cos 2x,

1 y2 " = - 4 M  eos 2 x  -  4N  sin 2x,

Уг "+ У2 = -ЗЛ /cos2x -  3jVsin 2x = cos2x, 

бундан — 3M  = 1 , — 3 jV  =  0 булгани учун 

y2* = -  j c o s 2 x .

Натижада

У* = î* + >2* = I х  (sin х  + c o sx ) - jc o s2x  

ва берилган (А) тенгламанинг умумий ечими

У = У + У = Q cos х  + С2 sin х  +

+ ^ x(sin X -  х  cos х) -  ~ cos 2х

функциядан иборат булади.
9 - м и с о л . Ушбу у "~ 2 у ’+ 5у  = Зех + e*tg2x тенглама­

нинг умумий ечимини топинг.
Е ч и ш .  у " -  2у'+ 5у = 0 бир жинсли тенгламанинг 

умумий ечимини топамиз.
Унга мос X2 -2 Х  + 5 = 0 характеристик тенгламани ту- 

замиз. У X, = 1 + 2/, Х2 = 1 -  2/ илдизларга эга. 
Тенгламанинг умумий ечими

у = ех (С, cos2x + С2 sin 2х)

дан иборат булади.
Берилган тенгламанинг унг кисми иккита функция- 

нинг йигиндисидан иборат. Улардан биринчиси / ( х )  = Зех 
(7.48) куринишдаги функциядан иборат булиб, у учун 
Рг (х )  = 3, а -  1, b =  О, Z * Х ]Л, к , - 0  булади. у "~ 2 у  + 
+ 5у = Зех тенгламанинг у}‘ хусусий ечими y¡ = Лех кури- 
нишда булади. Ноъмалум А коэффициент куйидаги тенг- 
ликдан топилади:

(А -2 Л  + 5А)е* =3е\ А = \ ,  yt'= ± e * .
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Иккинчи f 2(x) = exí%2x функция юк,орида курилган 
функцияларнинг бирортасига ухшамайди, шунинг учун 
у ''~ Ъ у '+ Ь у  = ехХ%2х тенгламанинг Уг хусусий ечимини 
ихтиёрий узгармасларни вариациялаш (Лагранж усули) 
усули ёрдамида кидириш керак.

(7.37) формулага асосан:

у2 *  е*(С,(д:)со5Х + C2(x)s in ;c ).

Бу \олда (7.38) система иккита тенгламадан тузилган 
булади (^ = ех cos 2х, у2 = ех sin 2 х ):

С, ' ех cos2x + С2 ' ех sin 2х = 0, 1
С, ’e*(cos2x- 2s in2x) + C2V ( s in  2х  + 2cos2x) = extg2x.\

Бу тенгламалар системасини е* га к,иск,артирамиз:

С, ’ cos 2х + С2' sin 2х = О,
С, ’(cos 2х  -  2 sin 2х) + С2 '(sin 2х + 2 eos 2 х)  = tg2x.¡

Охирги системанинг детерминанти (вронскиани)ни 
\исоблаймиз:

W =
cos2x sin 2х

cos 2х -  2 sin 2х sin 2х + 2 cos 2х
=  2 .

С , С 2 ’ ларни Крамер формуласига кура топамиз:

Ч  - 2
О sin 2х

tg2x sin2x + 2cos2x

cos 2х О
cos 2х -  2 sin 2х tg2x 

Энди ^осил к,илинган тенгликларни интеграллаймиз:

С, = - 1 J sin 2xtg2xdx = -  j -  J dx = - 1 J '~cos'  2xdx =
1 7 i  °  2 J eos 2x ctV! i Y

С ' = -  
2

= -  y  sin2xtg2x,

= y s in 2 x  ■

= - i  f dx + i  f cos2xd!x = -J-lnltg fe -  x )  + -^sin 2 x  ,
2 * eos 2* 2 * 4 | \ 4 / 4
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Демак,

Уг = е"1 * 1п СОБ 2х  + -  51П 2х СОБ 2х -  
4

-  — в т 2 х сое2х} = - е х \п 
4 / 4 Ы % - х сое 2х  •

Шундай кдпиб, берилган тенгламанинг хусусий ечи- 
ми куйидаги куринишда булади:

У = г Г  + л '  = | ^ + ^ 1 п С052х =

= 4 г 3 + 1п СОБ 2х ■

Умумий ечим эса куйидаги функциядан иборат була­
ди:

У = У + У -  *̂(С| соя 2х + С2 в т  2х) +

+ 4е 3 + 1п ‘Е(М СОБ 2х

Машцлар

355. Куйидаги чизими бир жинсли иккинчи тартибли 
дифференциал тенгламаларнинг фундаментал ечимлар 
системасини ва умумий ечимини топинг:

а) у "+ 5 у '+ 6 у  = 0; б) у "~ 2 у '- 4 у  = 0\

в) у  7 у ’+ 6у = 0 ; г) _у"+ 6у'+ 9у = 0 ;
д) у 6 у ’-I- 18у = 0 ; е) у "-2 5 у  = 0\

ж) у "+  2 у \ 5 у  = 0; з) у " + 2 у ’+ у  = 0;

и) у "+ 3 6 у  = 0 ;  к) у "~  2 у '+ 5у = 0 .

356. Куйидаги чизикди бир жинсли юкрри тартибли 
дифференциал тенгламаларнинг фундаментал ечимлар 
системасини ва умумий ечимини топинг:

а) у  ”+ 9 у ' = 0 ; б) у ш + З у у = 0 ;

в) 4 у ш - З у '+ 5 у  = 0 ; г) у " 1 - 5 / 4  \Ьу'-\2у = 0 ;
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Д) y ,v -  8 у "+ = 0 ; е) у /у -  8 у "+ 7у  = 0;

ж) / - 6 / к + 9 / " = 0 ;  з) у щ - З у у + З у 1У =0 .
357. Куйидаги бир жинсли булмаган дифференциал 

тенгламаларнинг берилган бошлангич шартларни кано- 
атлантирувчи хусусий ечимларини топинг:

а) у "~ 3 у ,+ 2у = еи {х г + х), у(0) = I, у '(0) = -2  ;
б) у ш - у '  = 2х, у(0) = 0, у ’(0) = у "(0 ) = 2 ;
в) ylv - у  =  8е", .у(О) = -  1, У(0) =  0, / (0 )  = 1, / н(0) = 0;
г) у " -  2у'+ 2у = Аех cosx, у(я) = пеп, у '(п ) = 2п\ 

я) У ”+ 4у = 4(sin2x + cos2x), у(я) = у '(п) = 2п ;
е) у "~ 2 у ' = 2ех , у{ у '(  1) = 0 ;
ж) у "+ 4 у  = х, у(0) = 1, у ’(0) = ^ ;
з) у "~  ву '+  Чу = 10sin х, у(0) = -0 ,6 , у'(0) = 0,8.

358. Куйидаги бир жинсли булмаган дифференциал 
тенгламаларнинг хусусий ечимини топинг:

а) у " - % у '+ Убу = е4х(1 - х ) ;

б) у " - З у ’ = е3х-2 8 ;
в) у "+  16у = x s i n 4 x ;

г) у ш + у "  ~ 2 х  + е~х ;

д) у " - 4 у ’ = 2 cos2 4х ;

е) у1У -  у = Зхе* + sin х ;
V  1  V  ' =  (  У  —  П 2 •'**/ /  ✓ '  / >

з) у 1У + у " = х 2 + 2х ;

и) у ”-  4у '+  13у = e2jt(x2 cos3x + sin З х ) ;

к) у у - у 1У ~ 2хех ~ 4 .

359. Куйидаги бир жинсли булмаган дифференциал 
тенгламанинг умумий ечиминй топинг:

а) у "+ 4у  = cos2 х ; б) у "+ 5у  *+ 6у  = е~х + е~2х;

в) 4 у ' '- у  = х 3 - 2 4 х ;  г) у т  + у "  = 6х + е~х ;
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е) у 111 + У ! = г§х',

ж) у "+  4 у ’+ 4 у  = е~1х 1пх; з) у "+ у  + а%2х  = 0;

и) у ' '- 2 у '+  у = -$
х £+1

к) у  3у ' = 3х2 + х 2.

7-§. Дифференциал тенгламалар системаси 
\акида тушунча

Ушбу

У\' = /{х>У\*У2>->Уп)>
У1 = /2(Х,У\,У2,--->У„),

У«' = /Лх*У\>Уг>--,Уп).

(7.57)

куринишдаги система биринчи тартибли п та дифферен­
циал тенгламаларнинг нормал шаклдаги системаси ёки нор- 
мал система дейилади.

Бунда/(/  = 1, п) функция бирор {п + 1) улчовли /)сох,ада 
аник^анган, х, у ,, у2,..., уя -  узгарувчилар, у^*), у: (*),...,уи(х) 
лар изланаётган функциялар,

Нормал система тенгламаларининг ^нг кисмида изла­
наётган функцияларнинг ^осилалари булмайди.

(7.57) системанинг (а\Ь) интервалдаги еними деб (а\Ь) 
интервалда узлуксиз дифференциалланувчи ва бу систе­
манинг \ар бир тенгламасини каноатлантирадиган 
У\ = У ] ( х ) ,  У2 = У2( х ) , . . . , у „  = у п( х ) ечимлартупламигаайти- 
лади.

Биринчи тартибли дифференциал тенгламалар систе­
маси учун Коши масаласи куйидагича ифодаланади.

Ушбу

^(*о) = >ю. У2(Хо) = У20’ - - ’ У Л х о) = Упо (7.58)

бошлангич шартларни каноатлантирувчи (7.57) система-- 
нинг у, *У|(х), у2 = у2(х),...,у„ -  у„(*) ечимларини то- 
пиш лозим, бунда у,о>У2о>---’Уло — берилган сонлар; 
х0 е (а; Ь).

www.ziyouz.com kutubxonasi



Теорема (Кошининг мавжудлик ва ечимининг ягоналиги
масаласи). Агар / (/  = 1,л) функциялар (^ 12’,0,^2о>*"*Уио)е D 
нущта атрофида узлуксиз щмда -¿у (/ = 1,и) уздуксиз хусусий 
х,осилаларга эга булса, у %олда (7.57) системанинг (7.58) бошла-
нгич шартни цаноатлантирувчи ягона ечими мавжуд булади.

(7.57) системанинг умумий ечими деб п та ихтиёрий 
узгармас С,,С2,...,С Я сонларга боглик болтан п та 
у,, = ^¡{х,Сх,С2>...,Сп) функциялар тупламига ай- 
тилади ва у куйидаги шартларни каноатлантириши ке- 
рак:

1) x,C lt C2, . . . tC„ >/згарувчиларнинг бирор узгариш со-
iхасида Фу функциялар аниманган ва узлуксиз хусу­

сий хосилаларга эга булиши керак;
2) С] нинг ихтиёрий кийматларида Ф, функциялар 

туплами (7.57) системанинг ечими булиши керак;
3) D сохадаги ихтиёрий (7.58) бошлангич шартда Коши 

теоремасининг шартини цаноатлантирадиган шундай 
ихтиёрий узгармас С10,С20,...,С я0 цийматларни топиш 
мумкинки, улар учун yi0 = фД*0,С10,С20,...,С п0) тенглик 
уринли булади.

(7.57) системанинг умумий ечимидан ихтиёрий узгар- 
масларнинг мумкин булган баъзи кийматларида \осил 
буладиган ечимлар хусусий ечимлар дейилади.

Юкорида айтилганларнинг хаммаси (7.57) системанинг 
хусусий \оли булган

ух ’ = оп(х)я  + а21(х)у2 +... + апХ(х)у„ + /(х), 
yt ' = ni i ( r )y i + n32(r)y 1 + ... + a 2(x)y. + f2(x).

( / .& )

Уп ' = + an2(x)y2 + ... + ann(x)y„ + f„(x)

куринишдаги чизицли дифференциал тенгламалар система- 
си учун хам уринли, бунда а#(х)\ f t(x) ( / , ; * ! , « )  функ­
циялар бирор (а\Ь) интервалда узлуксиз деб олинади. Агар 
Хамма /¡(х) ■ 0 булса, у холда (7.59) система бир жинсли, 
акс холда бир жинсли булмаган система дейилади. Агар 
ау(х) = const булса, у холда (7.59) система узгармас коэф- 
фициентли система дейилади. Бундай системаларни ин- 
теграллаш усуллари мавжуд. Улардан иккитасини курамиз.
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1 -у с у л .  (7.59)системада а^(х) = согш булсин. Бусис- 
теманинг ушбу

а,, — к а,
а22- Х

*п2

*2п

- X

=  0 (7.60)

характеристик тенгламасини тузамиз. (7.60) тенглик X га 
нисбатан л-даражали алгебраик тенгламадан иборат булиб, 
у п та илдизга эга булади. Куйидаги \оллардан бири були- 
ши мумкин.

1. (7.60) х а р а к т е р и с т и к  т е н г л а м а н и н г  и л -  
д и з л а р и  \ а к , и к и й  ва *ар х и л .  Уларни 
А,,,Л2,..._Д, билан белгилаймиз. Маълумки, \ар бир 
X, (/ = I,я ) илдиз учун унга мос

Ух = « у2"  = а2 ’е ' , ... , уп" '  = а ;'е (7.6!)
куринишдаги хусусий ечимларга эга булади, бундаги 

0) ~ (О ~ ('Г , ,коэффициентлара а, , ... , а,
(ям - Х^а{‘] + д|2сс(2° + ... + я, „а'0 = 0,

й2,сс{'> + (а22 - А ,)« '0 +. . .  + й2nа¡,', = 0.
(7.62)

я«!«!'1 + ая3а(21 + ■ • ■ + (о«, -  X,- )а'° = 0
чизиьуш алгебраик тенгламалар системасидан аникданади.

Хамма (7.61) куринишдаги хусусий ечимлар фундамен- 
тал ечимлар системасини ташкил килади.

(7.59) системада а#(х) = со]Ш , / ( х ) а 0  булган \ол 
учун бир жинсли системанинг умумий ечими (7.61) ечим- 
ларнинг чизицли комбинациясидан иборат к,уйидаги 
функциялар тупламидан иборат булади:

У\ = I СМ П = + С2а\2)е}'2Х + ... + С„ а<пУ "* ,
/=I

У 2 = 1  С,у? = е д ' У *  + С2а?е*х +... + С„ о4"У-*
(=1

Л  = 2  С,у? = С,а< V "  + Сга ^ х +... + Сяо?>в^
/=1

(7.63)

бунда С, — ихтиёрий з̂гармас сон.
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У\' = $У\ - У г + У з >  
у2 ' = -у , + 5у2 -  у3,

Уз' = У\ -  Уг + Ь у ,

бир жинсли системанинг умумий ечимини топинг.
Е ч и ш .  Берилган системанинг характеристик тенг- 

ламасини тузамиз:

3 -Л  -1 I 
- I  5 -Л  -(
1 - I  3 -Л

= 0

Бу тенглама х,ак,ик,ий \ар хил илдизларга эга: Я, =  2, Я2 
= 3, Я3 = 6. Уларнинг а̂р бири учун (7.62) куринишдаги 
система тузамиз:

Я, = 2 учун: а!0 -  а(2° + а̂ ° = 0,

-а}0 + За?»-а?» « 0 , 

се*11 -  «У» + а*1» «  0.

а'22) + а ^ = 0 ,

-а«21+ 2 а ^ -а ‘|, = 01 
а^1 -  а(2] = 0.

Я = 3 учун:

Я = 6 учун: -За53> -  а23> + а13) = О, 

-а р  -  а;р -  ар = и,

-  а23) -  Зс43) = 0.а( 3)

Бу системаларнингдетерминантлари нолга тенгбулга- 
ни учун, уларнинг *ар бири чексиз куп ечимларга эга 
булади. Бу \ол учун ечимлардан а!0 = а|2> = а|3) = 1 б^лга- 
нини ажратиб оламиз.

У холда юк,оридаги системаларнинг куйидаги ечимларига 
эга буламиз: агар Я. =  2 булса, а]1’ = I, а(2!) = 0, = - I ; 
агар Я2 = 3 булса, ар = 1, а(22) = 1, а̂ 2) = 1; агар Я3 =  6 булса, 
а|3) = 1, а23) = -2 ,  с43) = 1 булади. Бу кийматларни урнига
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куйиб куйидаги фундаментал ечимлар системасига эга була- 
миз:

Бу ечимларнинг чизик^и комбинацияси ва (7.63) функ- 
циялар тупламига асосан берилган системанинг умумий 
ечими куйидаги куринишда булади:

2. (7.60) х а р а к т е р и с т и к  т е н г л а м а н и н г  и л -  
д и з л а р и  Х,,Я.2» - Д Ч *ар х и л ,  аммо улар ора- 
сида к о мп л е к с  сонлар м авжуд.  Маълумки, ха­
рактеристик тенглама комплекс илдизларга эга булган 
\олда Х]2 = а±1Ь комплекс илдизлар жуфтига иккита ху- 
сусий ечим мос келади:

бунда у = 1,л ; а)0, а{2) коэффициентлар Я = а — ¡Ь учун
(7.62) системадан аникданади.

Бу холда е°х о,о$>Ьх ва ^ ъ т Ь х  куринишдаги функция- 
ларга эга булган хакикий ечимлар жуфтига эга буламиз.

2 - м и с о л . Ушбу

системанинг умумий ечимини топинг.
Е ч и ш .  Берилган системанинг характеристик тенг- 

ламаси

у, = С{е2х + С2еЪх + С3еЬх,

у2 = С2е2х -  С}еЬх,

уъ = - с у *  + С2еЪх + СгеЬх.

,0) (<?+»*)* (7.64)

(2 )Ла->Ь)х (7.65)

ух' = -1 у\ + у2, 
у2' = -2у, -  5̂ 2

7  1 1 = X2 + 12Х + 37 = 0 
-2  - 5 - Х

куринишда булиб, у Хи  = -6 ± / илдизларга эга.
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(7.62) формулага асосан

(-7 -  Л)а, + а2 = 0, 1 
-2а, + (-5 -  Х)а2 = О] 

системага эга буламиз. X, = -6  + / учун:

(7.64) формулага асосан хусусий ечим:

уо> = а( = е\-ь+пж = е-**(С05х + / ы п * ) , 

уо) = а0 )е̂ ь )х = + ¡ )е(-ьч)х =

= е ‘ 6* ( с о 5 х - $ т  х + ¡(соьх + б1п х ) ) .

,<1) -{а*0>)х

(Бу ерда Эйлер формуласи * ‘Ь)Х =  е Ч̂со&Ьх +  / 51п/>лг) 
дан фойдаландик). Бу ечимнинг хакикий ва мавхум кисм- 
ларини алохида олиб, берилган системанинг фундаментал 
ечимлар системасини ташкил этувчи иккита \ак,ик,ий к^ри- 
нишдаги ечимига эга буламиз:

У холла берилган сисчеманиж умумип ечими ф'йида- 
ги к^ринишда булади:

У2 = С\УгХ) + С гУ ?  ~ е"*ж(С,(со8 х — 51П х) + С2(со$х + бш х)).

Иккинчи к2 = - 6 “ /' илдиздан фойдаланмадик, чунки 
бу илдиз учун юкрридаги амалларни бажарсак, натижада 
охирги хосил килган системанинг умумий ечимига эга 
буламиз.

Бу усул ихтиёрий чизиеди бир жинсли дифференциал 
тенгламалар системаси учун тугридир.

_  е-бх̂  у м _  е ьх с̂о$х ^

у(I) _ Ху у<‘> -  е~6х(со5х + $1пх) .

У\ = + С У ''1 = е'*х{С[ сое х  + С2 в т  х),
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3. (7.60) х а р а к т е р и с т и к  т е н г л а м а н и н г  
ХИХ2,...,Х„ и л д и з л а р и  ичида карралиси мав- 
ж у д . Бу холда куйидагича иш тутамиз. (7.60) характерис­
ти к тенгламанинг А илдизлари ичида к таси каррали 
булсин. У холда (7.59) ечимлар системасини (о0(х) = const, 
/¡(х) = 0 , (/,у = 1,«) \ол учун) куйидаги куринишда из- 
лаймиз:

у, =(а10 + ссмх  + al2xz + ... + аи_1х*_|)еЪ: 

у2 = (а20 + а21х  + а22х 2 +... + а2*_, х*_| )еи

у„ = (а„0 + ая1х  + ап2х 2 +... + а„*_,х*'1)е**

(7.66)

a9(i = 1 ,п, j  = 0 ,к -  1) сонларни куйидагича аникдана- 
ди. (7.66) даги у. функцияларнинг ва унингу/\осилалари- 
ни (7.59) системага куйиб, еКХ *  0 га кискартирамиз, сужра 
хосил килинган тенгликнинг чап ва унг кисмидаги х  нинг 
бир хил даражалари олдидаги коэффицентларини тенглай- 
миз. Бу жараёнларни куйидаги мисолда курсатамиз.

3 - м и со л . Ушбу
У \ = У г  +  У »

У2 =У1 + Уг-Уу> (1)
У ъ = У г  + Уг

системанинг умумий ечимини топинг.
Е ч и ш . Берилган системанинг характеристик тенгла- 

масини тузамиз:

-X

о

1 1
-X  -I  
1 1 -Х

= -( I -  Х)2Х = 0. (2)

Бундан X, = Х2 = ! каррали ва Х3 = 0 илдизга эга була- 
миз. (7.66) формулага асосан X, 2 = 1 илдиз учун

У х ' 2) = ( а 10 + а и * )е \  

У г '2) = (<**, +а21х)еА, 

У зЛ) = (азо + Щ\Х)е*
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куринишдаги ечимларга эга буламиз. av(i = 1,3, j  = 0, 1) ко- 
эсЭДжциентлар берилган системага У\> Уг, Уз> У\'* Уг\ Уз’ 
ларни куйиш ёрдамида хрсил булган куйидаги системадан 
аник,ланади. ех *  0 га к,иск,артирилгандан сунг

;|| + « К . + <*11* =  « 2 0 + а21х + « 3 0 + « 3 1

'21 + « 2 0 + а2,х = « I I х  +  « ю + « 2 0 + « 2 1 х - а 30 -  < Х ц Х ,

:31 + « 3 0 + « 3 1 * =  « 2 0 + а21х + « 3 0 + « 3 1 X

системага эга буламиз. Бундам чап ва унг к,исмидаги х  нинг 
бир хил даражалари олдидаги коэффициентларни тенглаб

« и + «10 S5 «20 + «зо»

« И = «21 + «31 Î

«21 + «20 = «10 + « 2 0  -  « :

«21 = «11 + «21 -
« 3 1 »

«31 = «21 + «31 1

« 3 1 + « 3 0 = « 2 0 + « 3 0

зо >

системани х,осил к,иламиз. Бундан а20 = «31 = ап , «зо = «ю , 
а20 = 0 ни топамиз. аш ва ап сонларни ихтиёрий параметр 
деб олишимиз мумкин. a¡0 = С, ва а,, = С2 деб белгиласак, 
(3) ечимни куйидаги куринишда ёзиш мумкин:

уГ,2) = (С, + С2х)ех , у ^  = Схе* , у м> = (С, + С2*)е* . (4) 

А3 = О илдиз учун (7.61) формулага асосан

ví3) = ГУ< V *  = c*.f3), ;>53) -  а{ре0х ,(3) „ (3 )  _  „ (3 )„ 0 д г  _  л <3)
'J  ' S i  ~ 3  ~ ^ 3  V-V

ечимлар мос келади. aj3), а(23), а33) сонлари (7.62) систе­
мадан аникданади:

<43) + с43) = О,
a¡3) +a<3) -a<3) = 0, 
а<3) + а<3 ) = 0 .

Системанинг ечими: ctj3) = 2С3, а23) = -С3, а33) = С3. 
Демак, Я3= 0 илдиз учун (1) системанинг (5) куриниш­

даги ечими куйидаги куринишда булади:
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бунда С3 — ихтиёрий узгармас сон.
Берилган системанинг умумий ечими

У, = л " '2) + у !3> = (С, + с2х)е‘ + 2С„

У г= У ? -г, + у£п =С1е * -С 1.

У ^ У ^ '  + У?' = (С ,+ С 2х)е ' +С3

куринишда булади.
Агар система бир жинсли булмаса, унга мос бир жинс- 

ли системанинг (7.63) куринишдаги умумий ечимини бил- 
ган \олда бу ечимдаги С,»С2,..., С„ ихтиёрий узгармас- 
ларни вариациялаш усули билан берилган бир жинсли 
булмаган системанинг умумий ечимини топиш мумкин. 
Бир жинсли булмаган системанинг умумий ечимини \ар 
доим (7.63) куринишда ёзиш мумкинлиги исбот кдлинган. 
Бунда (7.63) даги С,,С2,...,С Я ихтиёрий узгармасларни унга 
мос С, (х),С2 (*),..., С„(х) (\ар бирига мос их­
тиёрий узгармаслар иштирок этувчи) функциялар билан 
алмаштириш керак. Бу функцияларни берилган бир жин­
сли булмаган система ёрдамида аник,панади. Унинг учун 
системага У|,У2,...,У„, У\\Уг ’>••• >Уп' ларнинг ^ийматини 
куйиб С[(х),С'2{х ),...,С п{х) ларга нисбатан п та чизик^и 
алгебраик тенгламалар системасига эга буламиз. Бу сис­
теманинг ечими \ар доим мавжуд ва у куйидаги куринишда 
булади:

С, ’ (.v) = (х ), С2' (х )  =  (р2 (х ) , . .. ,  Cn' (х) =  (pn (.v)>

бунда <р,(х) ( / = 1,/i) — маълум функциялар. Бутенглик- 
ларни интеграллаб CjCx^CjU ) , . . . , ^ * )  функцияларни 
топамиз:

С,(;с) = /ф,(х)сЬс + С;,

бунда С, — ихтиёрий узгармас. (7.63) ечимдаги С; = const 
нинг урнига СДх) аник^анган кийматларни куйиб бир 
жинсли булмаган тенгламалар системасининг умумий ечи­
мини хосил кдпамиз. Буни куйидаги мисолда курсатамиз.
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Уг s  J-i -  2у2 + х

системанинг я(0) = 1, у2(0) = 2 бошлангич шартни кано- 
атлантирувчи хусусий ечимини топинг.

Е ч и ш . Дастлаб бир жинсли булган системанинг уму- 
мий ечимини топамиз:

у '  = 4у, - 5 у 2,

Уг =У\ ~ 2У г■ .
(2) нинг характеристик тенгламаси 

4 - Х  -5

(2)

- 2 - Х
= X2 -  2Х -  3 = 0 булиб, у X, = -1, Х2 = 3

илдизларга эга. (2) системанинг умумий ечими

*  =С1е-*+5С 2*3' ,  (3)

Уг = С2е~х + С2е3х

куринишда булади. (3) ечимдаги С, ва С2 узгармасларни 
С,(х) ва С2{х) ноъмалум функциялар деб хисоблаймиз. 
Шунингдек, (3) даги у} ва у 2 лар (1) системанинг ечими 
деб оламиз. (3) нинг \осиласини топамиз:

у '  = С1'(х)е~х -  С1(х)е~х + 5С2'(х)е3х + 15 С2е3х

у2 = С]\х)е~х -  С,(х)е-Х + С2 {х)еЪх + 3 С2е3х,

(1) системага уи у2, У\, Уг кийматларни куямиз ва 
ухшаш \адларни ихчамлангандан сунг

Ci(x)e~x + 5C2\x)e ix = 4x + l,

Ci\x)e'x + С2'(х)е3х -  x  

системага эга буламиз. Бу системанинг ечими:

С,'(х) = I ( jc -  1)е', С2'(х )  = i( 3 x  + De3' .
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С, (х) = I  (X -  2)е* + С,, С2 (х) = -  -1 (Зх + 1)е3' + С2.

(3) тенгликдаги С, ва С2 ни урнига С,(л:) ва С2{х) 
ларни куйиб, берилган бир жинсли булмаган система- 
нинг умумий ечимини ^осил кдпамиз:

у, = с,е- + 5С2е3 '  + 1 (х  -  2) -  А  (Зх + 2),

у2 = С,<Г* + С У '  + i  (х -  2) - 1  (Зх + 2).

Бошлангич шартлардан фойдаланиб С, ва С2 узгар- 
масларни аникдаймиз:

1 = C,+5C2- i - | ,

2 = с , + с2- 1 Л

бундан с  = — » С =-- !_•Ч  -  4 Ч  12

Шундай кдлиб куйидаги хусусий ечимга эга буламиз: 

Ч е - ' - - ^ е > '+ \ ( х - 2 ) - ± ( З х  + 2),

У 2 = ^ - ' - ^ ^ х - Т ) - ± О х  + 1).

2 - ус у л . (7.59) системаннинтеграллашнингиккинчи усу- 
ли (чщариш усули) куйидагидан и борат. Бирор шартни к,ано- 
атлантирган \олда функциядан бошка \амма номаълум 
функцияларнй \ар доим чик,ариш (йукртиш) мумкин. Нати- 
жадад^я:) учун битта л-тартибли узгармас коэффициентли 
(агар (7.59) системада а.. =  const булса) чизшдш бир жинсли 
булмаган дифференциал тенглама хрсил кдпамиз. Уни ечиб, 
суигра ечимини дифференциаллаш ёрдамида к,олган >;амма 
номаълум ^Ox),^ (* ) ,.. .,  >>п(л;) функцияларни топамиз. Бу 
ишлар куйидагича бажарилади. (7.59) системадаги биринчи 
тенгламанинг иккала к,исмини хбуйича дифференциаллай- 
миз, сунгра унга системадаги yt ,у2 ,...,у„  к,ийматларини 
куямиз:
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УI " = ОцУ] '+ ЪгУг '+ + « I»У» '+ f  ’(*) =
= 1г{У]>Уг>'-,Уя)+ F2(x )> (7-67)

бунда 1 г(У\,У1 ,- чУ») — узгармас коэффициентли 
УиУг'--*Ун  функцияларнинг маълум чизикуш комбина­
циям, F2(x) эса / ,(х ) ,/ 2(х ) ,...,/ „ (х )  ва f ' ( x )  функция­
ларнинг чизиади комбинациясини билдиради. (7.67) нинг 
иккала кисмини х  буйича дифференциаллаб

У\‘ = + Ръ(х)
чизикли бир жинсли булмаган тенгламага эга буламиз. 
Бу жараённи такрорлаб

У^ = Ш , У1......y.) + F.(x)

ни топамиз.
Натижада куйидаги п та тенгламалар системасига эга

буламиз:

>-1 ' = апу} + а]2у2 + ... + а[пу„ + f {(x),

У\" = 1г(У\>Уг>"чУп)+  F i(x ) ,

yln~]) = +
У\я) = 1ЛУиУ2’-> У ») + № ) '

(7.68) тенгламалар системасидаги дастлабки л-1 та тенг­
ламалар Уг>Уг>---,Уп фуккцияларга нисбатан ечиладиган
_ ___ « _____________ Г . .  J........... .............................. * .. "  ,,(Л-1) т ,« «
I  v n i  Д Д  p .  U V  ф у п м д и л л л р

оркали куйидагича ифодаланилади:

у2 =q>2(x ,y l ,y i ' ,y l '\ . . . ,y ln' l)),

Уз = Фз( х ,У ^ У у > 1  " , . . . , У Г " ) ,  (7.69)

=<PÁx,yl ,yl \yi ",---,y ir ]))-

(7.68) системанинг охирги тенгламасидаги Уг>уз,---,уп 
ларни урнига (7.69) системадаги ифодаларни куйиб, куйи- 
даги узгармас коэффициентли л-тартибли чизикли бир 
жинсли булмаган дифференциал тенгламага эга буламиз:
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у1п) = р(х,у,у>',...,у(Г ]))

Унинг умумий ечими (5-§ ни куринг) бизга маълум усул 
ёрдамида аникданади:

Охирги ифодани хбуйича п- 1 марта дифференииаллаб 
У\ *У\ У!0*'0 ^осилаларни топамиз. Бу хосилаларни
(7.69) системага куйиб ва (7.70) функция билан биргалик- 
да берилган системанинг умумий ечимини \осил киламиз:

системанинг чидариш усули билан умумий ечимини ва

бошланрич шартни к,аноатлантирувчи хусусий ечимни 
топинг.

Е ч и ш .  ( I )  системанинг биринчи тенгламасини х  
буйича дифференииаллаймиз ва У\\Уг'>Уъ' ларнингурни- 
га бу системадаги уларнинг ифодаларини куямиз.

Натижада

У\ — Ф| (■*> С|» ̂ 2’ ••• 1 С„) . (7.70)

Уг = Ф г^С иС г,...,^ ), 
Уз = Ф з ( ^ > ^ 1 1 (7.71)

у = Зу1- у 2 +уз + ех , 

Уг =  У\ + Уг + Уз +

Уз = 4У1 ~У2 + 4 Уз

( 1)

у, (0) = 0,34, у2(0) = -0,16, у3(0) = 0,27 (2)

У\"  = 3у , у 2'+ Уз'+ е1 = 3(3у, -  у2 + у3 + ех) -  

~(У\ + Уг + Уг -  х) + 4у, -  у2 + 4у3 + ех = 

»1 2  у, -  5у2 + 6у3 + 4ех + х

380
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\осил булади. У, "  ни х  буйича дифференциаллаймиз ва 
яна .у, ,у 2 ,Уъ ларнингурнига ( I)  системадаги ифодаларини 
куямиз:

у!11 = 12у] 5у2'+ 6у3 ’+ 4ех + 1 = 12(3ух -  у2 + у3 + ех) -  

-5 (у} + у 2 + у3 - х )  + 6(4уу -  у2 + 4^3) + 4ех + х  =

*  55^ -  23у2 + 31^ + \ вех + вх.

Демак, бу х,ол учун (7.68) система куйидаги куриниш- 
да булади:

у !  = ЗУ\~ У2'+ Уз '+
у1" = 12у1 5у2'+ 6у3 *+ 4ех + х, (3)
у*“ = 5 5 * 23у2'+ З\у3 4  16**+ вх.

Биринчи ва иккинчи тенгламалардан у2 ва уг ларни то­
памиз:

Уг = Ух ЬУ\ ’+ 6Ух + 2ех ~ х > (4)
Уз = Ух 5Ух *+ Ь\  + ех -  х.

у2 ва у} нинг кдйматларини (3) системадаги учинчи 
тенгламага куямиз:

у '“ = 55* -  23( V ) 6 *  Ч  2ех - х )  + 3\(У] 5у, Ч

+3* + ех -  х) + 1вех + вх  = 8 *  " - 1 7 * ' +  10* + ех -  2х.

Бундан

у !” -  8* " +  17У \ 10 *  = ех -  2х  (5)

куринишдаги учинчи тартибли узгармас коэффициентли 
чизикди бир жинсли булмаган тенгламага эга буламиз. 
Бундай тенгламани ечиш усулини (5-§ га к,аранг) била- 
миз. Тенгламанинг характеристик тенгламасини тузамиз:

А3 -  8А2 + 17А -1 0  = 0 . (6)

Унинг илдизлари А, = 1, А2 = 2, А3 = 5. (5) тенглама­
нинг мос бир жинсли тенгламасининг умумий ечими *  
куйидаги куринишда булади:
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(5) тенгламанинг унг кисми (7.49) ва (7.53) куриниш- 
даги функциялар йигиндисидан, яъни f ( x )  = /¡(х) + /2(х ) , 
/ ( * )  = ех , / 2(х) = 2х  дан иборат /¡(х) = ех учун г  = 1 га 
тенг, чунки À, =1 тугри келади, шунинг учун к =  1. 
/ 2(х) = -2 х  учун z =  0 ва у характеристик тенгламанинг 
илдизлари ичида йук,, шунинг учун к =  0.

Демак, (5) тенгламанинг хусусий ечими у* ни куйи- 
даги куринишда излаймиз:

у, = Ахех + Вх + С ,

бунда А, В, С номаълум сонлар. Бу сонларни топиш учун 
У] 'У \ ‘ у у ' 1"  хосилаларни топиб, уларни у\ билан бирга- 
ликаа (5) тенгламага куямиз:

у,' ’ = Аех + Ахех + В , У\ " = 2Аех + Ахех ,

у , '" ' = 3Аех + Ахех ,

3Аех + Ахе* -  8(2Ае* + Ахех) + 17(Аел + Ахе1 + В) -

-Ю04хе* + Ях + С) = ех -2х,

4 Аех + 17 В -  \0Вх -\0С = ех -  2 х ,

4Л = 1,
-1 0 0  =-2,
175 -  ЮС = О,

бундам /1 = 1 , f i = i ,  С = Ц .

Шундай к,илиб,
1 д 1 17

У, - « *  + 5 ^ + 5 0 '

(5) тенгламанинг умумий ечими

Я  = Й + У]* = Q * + С2е2х + С3е5х + i  хех + i  х  + ^

функдиядан иборат булади.
Системанинг умумий ечимини топиш учун у\, у " \оси- 

лаларни топиб, уларни (4) тенгликка куямиз:
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у ,1 = С,х + 2С2е2х + 5C3í s* + i  хе* + {  * '  + ^

y¡ " = C,ev + 4С2е2л + 25C3e5v + i  + i  хе* •

y2 = Cxex + 4C2e2x + 25Czé x + L ex + ^xex -  6(Ctex +

+2 C2elx + 5 C3e5x + ±ex + ~ xe x + i )  + 6 (C,ex +

+ С,е2л + C3e5x + ^xex + ~ x  + ^r) + 2ex - x  =
1 3 4 5 50

= C,ex -  2C2e2x + C / x -  e* + I  xe* + | x  + 41 ’' 1 ¡ 4 5 25

y3 = C{ex + 4C2elx + 25C3e5' + ^ ex + ^ xex -

-5  (C,e( + 2C2£2r + 5C3es* + i  xeA + -i) + 3(C,<>* +

+ C,e2* + C3e5x + i  хел + i  *  + -̂ r) + ex -  x  =
1 J 4 5 50

= -C,eA - 3C2<?2j; + ЗС3е5л' + l ex -\-xe* - l x  + ± -

17.

4 ” 4

Демак, (1) системанинг ечими:

*  = C,ev + C2é-2ï + C3eSjc + {  xe* + i  x  + ~ ,

50

y2 = C,er -  2C2e2x + С3еЪх -  ex + j  xex + ~ x  + .„5* 21
25

Уз = -C,e-' - 3C2e2* + ЗС3е* + ^ех - ± х е * - ± х  + ± .

Системанинг хуеусий ечимини топиш y :y :i (2) 5ош- 
лангич шартлардан фойдаланиб куйидаги системани \осил 
к,иламиз:

— - С +С + С + —
50 — 50 ’

- 4  = С,-2С2 +С3-1  + ^ ,25

^  = -С ,-З С 2 + ЗСз + {  + ^ ,

25
27
100

булардан Ct =0, С2 = 0, С3 = 0 ларни топамиз.
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Излапаётган хусусий ечим куйидаги куринишда булади: 

y ¡ = L x e ' + \ x  + ^ ,

Уг = \ х г ' - е х + +

У ,= -\ х е <  + \ е > - \ х  + ± .

Машцлар

Куйидаги дифференциал тенгламалар системасининг 
умумий ечимини топинг:

360. Í * = -7У\ + У 2> 361. 'У\
У г = ~2y¡ -  5у2. Уг = 3у,

362. 'ŷ = -5 у, + 2 у 2 + е\
363. V = 3̂ , -2 у г + х,

U = yt + 6у2 + е~2х. Уг - з * ~*Уг

364. 'У\ = У1 ~Уг>

Уг = yt + y 2 +ex.

365. \ * = y ¡+ y 2 -c o sx ,

Уг = -2у, - у 2 +  sin д: + c o s a :.

У\ = У, -  Уг + Уз, У\ =* 5^, + 2у2 - Ь з ,

366. Уг = У, + У г~ У з> 367. Уг =  4 У[ + 5 у 2 - 4 у 3)

Уз = 2 У , - У 2. Уз = 6 у. + 4Уг - 4 л -
Куйидаги дифференциал тенгламалар системаси учун 

Коши масаласини ечинг:

369. = Уз, ^,(0) = ^2(0) = з̂(О) = 1.

= У|>

= Уг + Уз>
= У\+Уз> У,(0) = -1, у2(0) = 1, у3(0) = 0.
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8-§. Биринчи мустак,ил уй иши

Мустак,ил уй ишининг х,ар бир вариантида бешта ми- 
сол булиб, уларнинг шарти куйидагича.

1-, 2-, 3-, 5-мисомарда: берилган дифференциал тенгла- 
манинг умумий ечимини (умумий интегралини) топиш ке- 
рак.

4-мисолда: дифференциал тенгламанинг берилган бош- 
лангич шартни к,аноатлантирувчи хусусий ечимини (ху- 
сусий интегралини) топиш керак.

Куйида вариант мисолларини ечиш намунасини кел- 
тирамиз.

Дифференциал тенгламанинг умумий ечимини (уму­
мий интегралини) топинг.

1. (ху2 + х)с!х + (у -  х гу)(1у = 0 .

Е ч и ш .  Берилган тенгламани куйидаги куринишда 
ёзиб оламиз:

у ( \ - х 2)(1у = - х ( у 2 + [)ёх.

Бу тенглама узгарувчилари ажраладиган тенглама. Узга- 
рувчиларни ажратамиз:

у4у _  -х4 х

Охирги тенгламанинг иккала кисмини интеграллай- 
миз:

т  •

у 2 + 1 = С|х2-1|, у 2 = С\х2 - 1|- 1 .

Демак, берилган тенгламанинг умумий ечими

у = ±АС |х2 - 1| -  1

функциялардан иборат булади.

2. вес2 х1§ус!х + вес2 у1%хс!у = 0.
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Е ч и ш . Берилган тенглама узгарувчилари ажраладиган 
дифференциал тенглама. Узгарувчиларни ажратамиз ва уларни 
интеграллаймиз:

яъни дифференциал тенгламанинг умумий интегралини 
\осил К.ИЛДИК.

Е ч и ш . Берилган тенгламадан ни топамиз:
dx

dy_ _  у - х  
dx х+у

Бу тенглама биринчи тартибли бир жинсли тенгламадан 
иборат. Уни у —X • и(х) алмаштириш ёрдамида ечамиз:

. . i и х -х  . и-1у = и х  + и, и X + и = ------, и X + и = -—  »
У  7 VJ.IÍV ' XX

Узгарувчилари ажраладиган тенглама \осил кдпдик, 
уни ечамиз:

яъни берилган тенгламанинг умумий интегралини топдик.

9 9 1 1sec ydy sec jrdx ---*■■■■>■■ sec xdx
tgy tgx ’ i&s tgx

[ «  = • ptl + lnC,
tgy 1

x+ux
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ёу -  е'хёх + уёх -  хйу = хуёх

дифференциал тенгламанинг ЯО) = 1п5 бошлангич шарт- 
ни каноатлантирувчи хусусий ечимини топинг.

Е ч и ш .  Тенгламада куйидаги алмаштиришларни ба- 
жариб ^осилани топамиз:

-X4у _  ху+е у-у  (1у 1 -х  _  ё___
¿X 1-х  ’ йх 1 —х  1 -х

(¡У €~Х
+ У -   ̂ тенглама биринчи тартибли чизик^и тенг­

лама булгани учун ечимни у = и(х) у(х) алмаштириш ёр- 
дамида топамиз:

. • . . • е~х
у  =  и  У +  Ы У ,  и  У +  Ы У + И У  =  -5----- »
'  1 -х

Н' У + И( *  + У) = £ 1 .  (1) 
V ¿/ж / 1 -х

^  + у = 0 шартдан фойдаланиб, у(дг) функцияни то­
памиз:

£  = -у , * = - Л ,  \ -  = -\с1Х(Ьс V 3 V 1

1п|у| = -:с, х = е~х - 

у(х) учун топилган ифодани (1) тенгламага к$ямиз:

с!и е- х _  е~х (1и _  1 ? 
йх ¡ - х  * ах 1-а

йи = -р- , ¡¿и  = ( р~, »  = -  1п |1 -  х\ + 1п С, и ~ 1п '  ■
\~~Х ] ~ Х  I  «К

У \олда

у  = иу = е~’

функция берилган тенгламанинг умумий ечими булади. 
Бошлангич шартдан фойдаланиб узгармас С ни топамиз:
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Берилган тенгламанинг хусусий ечими

5у  = е *  1п
и

функциядан иборат булади. 
5. Ушбу

([ + х 2) ^  = ху  + х 2у 2

дифференциал тенгламанинг умумий ечимини топинг.
Е ч и ш .  Тенгламанинг турини аник^аш учун алмаш- 

тиришлар бажариб,
¿у_____
¿X 1+дг

X X I
У = 1---7  У]+х

куринишдаги тенгламага эга буламиз. Бу тенглама Бер­
нулли тенгламаси булгани учун уни у  -  и(х) • у ( х ) алмаш- 
тириш ёрдамида ечамиз:

у  ' = и ' V + и у и ' у  + и у ' -  «V  = и 2У2 > 
'  1+х7 Т+х1

\(1х \+хт / \+х1
( 1)

7̂ - - г —т  = 0 шартдан фойдаланиб у(х) ф ункц ияни4х 1+д: 
топамиз:

(¡V XV (¡V хйх
Ах \+хТ у Т \+Х*

хАх
1+х2

1п|у| = ~ 1п(1 + л:2), у = 4\ + х 2 ■

у(х) учун аникланган ифодани (1) тенгламага куямиз:

I ; ии _ /2'
т

(1и Г, 2 _ х 2и2(\+х2) ¿и _  х1(1х 
Т х ^  + Х = — ь ? — ■ 7  =

(■ аи _  г х  (1х г ¿и _  1 
\ Т Т  “  \ Т .— Г’ J Т7  "  77 ’

щ (х) = х, = ¿/х

V, = 7 Г “Г ’ + х ‘
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= xV1 + X1 -  f V1 + x Jdx = x-JT+ lc* -  f  }+* i/x =
vl+x2

= xV ¡T 7 -f-rÍ L - - f ^  =
J7 I7 7  J 7 Ü 7  

= x V i T T "  -  ln X + > / ¡7 ? ! -  J -  2C .
M+jc

Охирги тенгламадан к,уйидаги тенгликни \осил кдла- 
миз:

л.
2í - î - i i L  = xV 1 + * 2 -  In X + >Л

'J l+ X 2
+ X

П+х

- 2  С, 

-С .

Демак,

л/ l  + х 2
и 2

!  =  > X  + yj\
и 2

и  =  { -  1п X +  V n
2

Берилган тенгламанинг умумий ечими

V ÎT?
1- 1... ./1" i v-21 1 *../» i v.2 , г

2 ‘"Г I 2.............. ...
формула билан аникданади.

1-вариант

1. ex+3ydy = xdx.

2. у '+  у  + у 2 = 0 .

3. у2 + х 2у ' = х у у '.
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4. у ' - у  = е* , y(0) = I .

5. х у '2 у  + х 5у*е* = 0 .

2-вариант

1. sin y  cos xdy = cosy sin xd x .

2. y 2 ln xdx -  (y  -  1 )xdy = 0.

3. x y '- y  =

4. x y '+ y  + e-*2 = 0 , y{0  = ¿ .

5. у 'л:3 sin у  = xy 2y .

3-вариант

1. y ' = (2y + l)tgx.

2. (x + ^2)rfy + -  y 2dx = 0.
3 .  xy ’ =  y  -  xex .

4. cosydx = (x  + 2 eos y) sin ydy, y(0) =
5. (2x 2y ln y -  x )y ' = y  .

4-вариант

1. (sin(;c + y) + sin (x -  y))dx + = 0.

2. y '+ 2 y - y 2 = 0.

3. x y ’- y  = (x  + y )\ n ~ ? -.

4. x 2y '+  xy + 1=0 ,  y(l) = 0.

5. 2 y ' - ^ = w
y  1? - 1

5-eapuahm

1. (1 + ex)yy ' = ex .

2. (x2 +■ x)ydx + (y 2 + I )dy = 0 ■

3. xy ' = ycosln ^ .

«h*
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4. ух'+  X = 4 у 1 + Зу2, у (2) = 1.

5. х у '- 2 х 24у  = 4 у .

6-вариант

1. sin xtgydx -  4 ^  = О.smx

2. (xy* + x)dx + {х гуг -  y 2)dy = О .

3- (У + y[xÿ)dx = xd y.

4. (2xy + y)dy = ydx + 4 ln ydy, y(O) = 1.

5. xy2y ' = x 2 + y 3.

7-вариант

1. 3ex sin ydx + (1 -  ex) cos ydy = 0 .

2. (1 -+■ y 2)dx -  (y + yxl )dy = 0 .

3. xy ' = y]x2 ~ У1 + У ■

4. У ' = ^ г ^ Т ’ J'(0) = 1.

5. (x + l ) ( / + / )  = - y .

8-вариант

1 •
h у  = i i
2. y ' = 2xy + X .

3. y = x ( y ' - № ) .

4. ( l - 2 x y ) y '  = y ( y - l ) ,  y(0) = 1 .

5. y 'X  + y = -x y 2.

9-вариант

1. 3xKydy + xdx = 0.

2. y -  xy ‘ = 3(1 + x У ) .
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4. х { у '- у )  = ех, у( 1) = 0.
< з -<25. у -  ху = - у  е

10-вариант

1. (cos(x -  2у) + cos(x + 2у))у ' = sec х .

2. 2хуу' = 1 - х 2.
3. у ' х  + х  + у = 0.
4. У = x ( / -x c o s x ) ,  ^ ( f )  = 0.

5. х у '-  2-Jx* ■ у = у .

П-вариант

1. у ' = ех2х(\ + у 2).

2. (х2 - 1 ) у ’- х у  = 0.

3. ydx + (2 J x ÿ  - x)dy = 0.
4. ( х у -  1)ln X = 2у, у(е) = 0 .

5. у Ч  ху = х 3у3 •

12-вариант

1. ctgx cos2 ydx -h s in2 xtgydy = 0.

2. (y2x  + y2)dy + xdx = 0 .

3. xdy -  ydx -  7 x 2 + ) r d x .

4. (2ey — x )y * = 1, y(0) = 0,

5. y ' = * e2* + y .
y

13-вариант

1. y 'sin X = ycosx + 2 cosx .

2. (1 + x 3)yVx -  (y2 -  l)xV y  = 0.
3. (4x2 + 3xy + y 2)dx + (4y2 + 3xy + x 2)dy = 0 .
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4. ху'+  (х + 1).у = 3 x V * , j ( l )  = 0 .

5. ух ’+ X = - у х2,

1. 1 + (1 + у')еу = 0.

2 . х/->> = .у2.
3. (* -  y)ydx -  x 2dy = 0.
4. ( х  + y 2)dy = >>r/x, j(0) = 1 ,

5. x(x - 1)у'+ y* = x y .

15-вариант

1. y'ctgx + y  = 2 .

2. \jy2 + 1 dx = xydy .
3. xy + y 2 = (2x2 + xy)^*.

4. {sin2 y + xctgy)^' = 1, y(0) = -|.

5. 2x3yy'+  3x 2y 2 + 1 = 0.

4. (x + \)y '+y = x 2 + x2, y(0) = 0 .

17-вариант

1. ex sin ydx + tgydy = 0.
2. 2x 2y y '+ y 2 = 2 .

¡4-вариант

16-вариант

2. y '- x y 2 = 2x>>.

3. xy v y 2 -  (2y 2 + xy)y '.
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4. х у 2у + X 2 = 0, у(1) = О.
5. y ' = x t fÿ  = 3у.

18-вариант

1. (1 + e2y)xdx = eiydy.

3. x y ’+ y ( l n ^ - l )  = 0..

4. х у Ч у  = s inx,  y ( f )  = |- 

^ ху '+  у = у 2 I n x '

J 9-вариант

1. (sin(2x + у) -s in (2 x  -y ))d x = dy

2. y ' V Í + У  = y .

3. (x2 + y 2)dx + 2xydy = 0.

4. (x2 - 1  )y xy = x 3 -  x, y (J2) = 1.

5. xdx = ( У3 dy ■

20-вариант

1. cos ydx = 2Vl + x 2dy + cos у ■ 4\ + x 2dy .

2.(y + l) y , = ^ r  + xy.

3. (y2 -  2xy)dx -  x 2dy = 0.
4. (1 -  x 2)y  4  xy = 1, y(0) = 1 .

5. y '+  2xy = 2x3y 3.

21-вариант

1. у ' л/1 -  x 2 -  cos2 у = 0.

2. (1 + х 2)у'+ у Vl + x 2 = х у .

394

www.ziyouz.com kutubxonasi



3. (x  + 2y)dx + xdy = 0.
4. У  'CtgJC -  у  = 2 COS2 A'CtgAT, y(0) = 0.
с . x5. y + y = 7

22-вариант

1. e'Xgydx = (1 -  ex) sec2 ydy.
- ,  .  l+x22. xyy = T I 7 .
3. (2x -  y)dx + (x + y)dy = 0 .

4. х 2/  = 2*у + 3, y(l) = - l .

5. у ytgx + у1 cos x  = 0 .

23-вариант

1. >» ’+ sin(x + = sin(x -  д>).

2. (xy -  x fd y  + y(l -  x)dx -  0.
3. 2x3y '  = y{2x2 -  y 2) .

4. y ’+ 2xy = xe~*2, jv(0) = 0.

5.
X COS1 X

24-вариант

1. cos3 у ■ у 1 - cos(2x + y) = cos(2x -  >>).

2. (x 2 -  y) 7 ' = x 2y -  у + -  i .
"Î , X у у = — + L  .

'  y x

4. у ' - З х 2у - х 2ех3 =0, уф) = 0 .

5. у ' -  у  + у 1 cos x  = 0.

25-вариант

1. 3 ^ = ^ .x
2. -  y 2dx + y-J 1 -  x 2dy = 0.
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3. х 2у ' = у(х + у ) .

4. ху'+  у  = 1п х  + I, у(1) = 0.

5- У ' = Хч[у  +  - т г у  •
л  — 1

9-§. Иккинчн мустакил уй иши

Мустак,ил уй ишининг^ар бир вариантида бешта ми- 
сол булиб, уларнинг шарти к у̂йидагича.

1-мисолда: берилган дифференциал тенгламанинг бе- 
рилган бошлангич шартни каноатлантирувчи хусусий ечи- 
мини топиш ва \осил к^илинган у =  <р{х) функциянинг х — 
х0 даги к,ийматини 0,001 гача аник.лик билан хисоблаш ке- 
рак.

2-мисолда: тартибини пасайтириш ёрдамида диффе­
ренциал тенгламанинг умумий ечимини топиш керак.

3-мисолда: тартибини пасайтириш мумкин булган диф­
ференциал тенгламанинг берилган бошлангич шартни 
каноатлантирувчи хусусий ечимини топиш керак.

4-мисолда: берилган дифференциал тенгламани интег- 
раллаш керак.

5-мисол: шарти вариантда берилган.

Куйида вариант мисолларини ечиш намунасини кел- 
тирамиз.

ланрич шартни к,аноатлантирувчи хусусий ечимини то- 
пинг ва топилган ечимнинг х =  — 3 даги к,ийматини 0,001 
гача аник^пик билан хисобланг.

Е ч и ш .  Берилган тенгламанинг умумий ечимини то- 
памиз <5-§ даги I тур тенгламага к;аранг):

1. Ушбу

у " и  + 2)5 = 1

дифференциал тенгламанинг у(-1) = бош-
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Бошлангич шартдан фойдаланиб, С, ва С2 ларнинг кий- 
матини аник/тймиз:

— - С +  С = —12 С |  -  , 2
^ - l )  = 1L - C , + C 2 = 1L f С2 -  С, = О

y *(- l)  = - ^  + C1= - i f Cj = О, С2 = 0 .

Берилган тенгламанинг бошлангич шартни кдноатлан- 
тирувчи хусусий ечими

'  l2(jf+2)

куринишда булади. Энди y(x) функциянинг х — — 3 даги 
к,ийматини х,исоблаймиз:

* - 3) = t ï p W  = 4  = - ° ’0 8 -

2. Ушбу тартибини пасайтириш мумкин булган

у "{ех + I) + у ' = О
дифференциал тенгламанинг умумий ечимини топинг.

Е ч и ш .  Берилган тенглама I I  тур тенгламадан ибо- 
рат (5-§ ва 2-мисолга к̂ аранг). Ш унинг учун у =  г(х) ал-
маштиришни бажарамиз. У \олда у "  = ~  ва 

* (e- + ,) + z = 0 , * ( i * + !) = - * .  

dz dx г dz ( dxaz ax f£ £  =  _ f j ?
т  » * x l  ’ J ■* J »Vz e +\ 3 z  J e' + l

Унг кисмдаги интегралда e' + 1 =  î  алмаштириш ёрда- 
мида куйидагига эга буламиз:

In |г| = 1n(e* + I) -  ln ех + In С,.
Охирги ифодани потенцирлаб

; - C  fV+l 
1 С' Í*

* dyни топамиз. z = у  = ^  ни эътиборга олиб, берилган тенг­
ламанинг умумий ечимини топамиз:

£  = С , ^ ,  ,  = C , J Î ± id x  = C , ( x - 0  + Ç,.
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3. Ушбу тартибини пасайтириш мумкин булган

у У  = -\
дифференциал тенгламанинг у(1) =  I, У(1) = 0 бошлангич 
шартларни цдноатлантирувчи ечимини топинг.

Е ч и ш .  Берилган тенглама I I I  турга тегишли (5-§ ва
4-мисолга каранг). Шунинг учун тенгламанинг тартиби­
ни У = Р{у) алмаштириш ёрдамида пасайтирамиз. У \олда

яъни берилган тенгламанинг умумий ечимига эга булдик. 
Бошлангич шартлардан фойлаланиб, С, ва С2 нинг к,ий- 
матларини топамиз:

y 'P ? f-  = - 1, PdP = - % ,
dy у3

^  = ±VLÜ ^ 2.., dx = ± r t L  .

äx У Ф+2С1У2

х  = ± ± - ф + с у  + С2,

l = ± ^ V l + 2C, +С2 ,

О = ± 1̂ + 2 С, , 

булардан I + 2С, = 0 , С, = -  у , С2 = 1.

Демак, изланаётган ечим
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куринишда булади. Бу ечим ( х - 1 ) 2 + >>2 = 1 айлананинг 
ярмини (чал ёки унгкисмини) ифодалайди.

4. Ушбу

~ У3 + вх  + ^ -  Ъхуг | ¿у = О

тенгламанинг умумий ечимини топинг.
Е ч и ш .  Куйидаги белгилашларни киритамиз:

Р (х ,У) = \ - У ъ + 4, 0 ( х ,у )  = - ~ - З х у 2
X у

■ ((7.22) тенгламага каранг). У  холда

^  = -3У  ^  = -3У -
Оу ’ <1х * У

Ч!Л. = 1Я- булгани учун берилган тенглама тули^диффе- 
6у йх

ренциалли тенглама булади. Унинг умумий интеграли (7.24) 
формула ёрдамида топилди:

? ( г  ~ у3 + 4) ^  + I  (“ 'V “ Зх')у2) йу = Сп ’* кх '  У0 ' у '

¡ ^ - ¡ у ^  + 4 ] а х -  1 ^ - З х 0| / ^ = С 0,
хо хо хо уа уо

з у
1п|х|| - у 3х\ +4х| -  1п(у|| ~Зх0 -̂| =С0,

•Ч) *0 Я)

1п ¡х| -1 II ¡х()| • .г«3 + х« V3 + 4х -  4х0 -

-  1п \у\ + 1п |у0| -  х0/  + х0у03 = С0,

1п -  ху 2 + 4х = С ,

бунда С = С0 + 1п + 4х0 -  Хо -  Хо V  •

5. Агар эгри чизик^нинг ихтиёрий нук,таси М {х; у) дан 
утказилган уринма, координата у>у1ари ва уриниш нукта- 
сининг ординатаси билан чегараланган трапецияларнинг
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ю зи узгарм ас м и к д о р  3 га тенглиги м аълум б у л са  (6 9 - ч и з -  
м а ) ,  А{2 ;2 )  нук^тадан утувчи эгри ч и зи к н и н г  тен гл ам аси н и  
ёзинг.

Е ч и ш .  Т р а п е ц и я н и н г  юзи:

_\МС\+Щ , ,
° о м с о --------- 2------  I I

\МС\ = у, \D0\ =  ± \DB\ + \В0\ = ± \DB\ ■ \МС\ = ±\DB\ + у  ’

\0С\ = х ,  ±|Ofi| =  -|fíA/|tga =  - | B M [ y '  =  - x y ' ’

бунда, агар у' = t g a <  0  булса, \DB\ н и н го л д и д аги  и ш о р а « 
+  », агар y '  =  t g a > 0  булса, « -  » иш ора оли н ади  (6 9 -  
чи зм а ) .  Ш у н и н г  у ч у н  и ккал а  \олда \ам \D O \*-xy'+y. 
Бу к,ийматларни у р н и га  куйиб, со д д ал аш ти р ам и з ;

V -  у- ху'+у . у - i  - ' v V + v v - 3  ¿DMCO---------2 X -  Э, 2 У + ху -  J  ,

- х 2у'+ 2ху = 6, у ' - 1 у  = - * т, ( х * 0 ) .
А X

Натижада биринчи тартибли ч и з и м и  тенгламани \осил 
к,илдик. Уни ечам и з:

у = uv, y ’ = u 'v  + uv\ и' v + u v = -  Д - ,
X X

, I dv 2v\ 6 / 1 \
" v +  " U - t ) = - 7 ’ (1)

¿/v _  2v _  q  dv __ 7dx 
dx x ’ v x

Г — = 2 Г — , Inlvl = 2 Inlxl, v = x 2 .j v j x i i  i i

(1 )  тен глам ага  v =  x 2 ни куйиб и ни топ ам и з:

и X

У  \олда (1) т е н г л а м а н и н г  умумий ечими 

у = uv =  ( i r  + c'jx 2 = |  + Сх2 .
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ф ункциядан и борат булади. М а са л а  ш ар ти д аги  эгри чизик,- 
н и н г Л (2 ;2 )  н уктадан  утиш ш арти д ан  ф о й д а л а н и б , С н и н г  
к,ийматини топам и з:

2 = í  + C-2\ С = \-

И зланаётган  эгри чизик, т е н гл а м а с и

+ (0 < * й х о = ^ 1 б )

ку р и н и ш д а  бул ад и . У  6 9 -ч и з м а д а  т а с в и р л а н г а н  булиб, 
х , = ^ 4  д а  м и н ум ум  ну^тасига э га  бу лади .

J -вариант

1. / '  = - ¡ ¿ 1 .  Г (0 ) = 0. У '(0) = 0, Х0 = 1 .

2. х у " - у ’ = х 2ех .

3. 2 уу'' = у'\ у(0) = 1, у '(0 )  = ] .

4 .  ^ t & d x  + ^ T dy = 0 .
(l+x2)2 I+j?
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5. А гар и хти ёр и й  М(х;у) н у ктаси д а  уткази лган  ури н м а- 
н и н г б у р ч ак  к о эф ф и ц и ен т и  ш у нукта ор д и н а та си н и н г  уч- 
лантирилганига тенглиги маълум булса, А(0;2 )  нуктадан утув- 
чи эгри ч и з и к н и н г  тен гл ам аси н и  ёзинг.

2-вариант

1. ху'" = 2 ,  у ( 0  =  1, / ( I )  = / ' ( ! )  =  О, Х о = 2 .

2. у " х \ п х  = 2 у ' .

3. У У" - У' 2 = / ,  У(0 )  =  1, .у'(О) =  1 .

4. Ц- йх + у - 4*  - йу = 0 .
Г  У

5. Э гр и  ч и з и к  ^2;у| нукта ор кал и  утади. Бу эгри ч и ­

з и к н и н г  и хти ёр и й  М(х\у) н уктаси дан  уринм а утказилган 
були б, у н и н г  Ох у к  би л ан  к е с и ш и ш  н у к т а си н и н г  а б сц и с-  
с а с и  у р и н и ш  н у к т а с и н и н г  а б с ц и с с а с и д а н  и кки  марта кат- 
та. Э гри ч и з и к н и н г  тен гл ам аси н и  ёзи н г.

3-вариант

1. у"' = е 2\  ^ ( 0 )  = | ,  у \ 0) =  { ,  > " ( 0 )  = - 1 .  = -■

2 .  х 2у"+ ху' =  I .

3. У" = - у ( 0) = 1 ,  У’(0) = Т 2 .

4. \ - е у с/х + е у 1̂ -  = 0  .

5. А гар и хти ёр и й  М(х;у) н уктаси да уткази лган  уринма- 
н и н г  бурчак  к о эф ф и ц и ен т и  уриниш  нуктаси  р а д и у с -ве к -  
т о р и н и н г  б у р ч а к  коэф ф и ц и ен ти  квадрати га тенглиги м а ъ ­
лум бу л са ,  /4(2; 1) нуктадан утувчи эгри ч и зи к н и н г  т е н г ­
л а м а с и н и  ё зи н г .

4-вариант

1. у ш =  со 8 г х ,  у (0 )  = 1, / ( 0 )  =  - I ,  / ’(0 )  = 0, х = п.
2. у" х  1п х  = у ' .
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3. у "  = 1 - ^ ' 2, У(0) = 0 , у '(0 )  =  0 .

4 . х(2х2 + у 2)(1х + у {х2 + 2 у г)с1у -  0 .

5. А гар ихтиёрий М{х\у) н у к т а с и д а  уткази лган  у р и н -  
м а с и н и н г  ординаталар укидан  аж р атган  к е см а си  у р и н и ш  
н у ^ таси н и н г абсц и сса си га  т е н г л и г и  маълум б у л с а ,  /4(1 ;0 )  
н уктадан  утувчи эгри ч и з и к н и н г  т ен гл ам аси н и  ё з и н г .

5-вариант

, у(0) = 2, у Щ  = 3, *„  = ! .• У =-|
л/|-х2

2. ху" = у'.

3. у" 2 =у\ у(0) = § ,  у \ 0) = 1 .

4. + ----I- —
X у с/х +

у 7
ёу  = 0 .

5. А гар ихтиёрий М{х\у) н у к т а с и д а  утказилган у р и н м а -  
н и н г бурчак  к о э ф ф и ц и е н т  ш у  н укта  о р д и н а т а си д ан  е т т и  
марта катта эканлиги маълум б у л са ,  Л (0 ;5 )  нук^тадан у т у в ч и  
эгри чи зи ц н и н г т ен гл ам а си н и  ё зи н г .

6-вариант

Х п = -7 п .

3. 2уу''-у 'г = 1 у(0) =  2 , у ’(0 )  = I . 

(  -
74. + — + — 

X у (}х + 2 _  + А -  ' 
х2+у2 у 7

(/у = 0 .

5. А гар ихтиёрий М(х;у) н у к т а с и д а  у т к а зи л га н  у р и н -  
м а н и н г  ор ди н аталар  у к и д ан  а ж р а т г а н  к е с м а с и  у р и н и ш  
н у к т а си д а н  к о о р д и н а т а л а р  б о ш и г а ч а  бу лган  м а с о ф а г а  
тен гл и ги  маълум булса, Л ( 0 ;1 )  нук,тадан утувчи э г р и  ч и -  
зик^нинг тен глам аси н и  ё зи н г .
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1 . )»” = х  +  ш д : ,  у ( 0 )  =  - 3 ,  у ' ( 0 )  =  0 .

2. ху" = у '+ х 2.
3 .  У "  =  2 - у ,  у ( 0 )  =  2 ,  у ' ( 0 )  =  2 .

5. Агар ихтиёрий М{х\у) нуктасида уткази лган  уринма- 
н и н г  ординаталар у в и д а н  ажратган к есм а си  ури н и ш  нук,- 
т а с и  а б с ц и с с а с и н и н г  квадрати га тенглиги м аълум булса, 
/1(1; -  1) нуктадан у тувчи  эгри чизик^нинг тен гл ам аси н и  
ёзинг.

5. Агар ихтиёрий М{х\у) нуктасида уткази лган  урин- 
м а н и н г  бурчак к о эф ф и ц и ен т и  уриниш нук,таси ради ус- 
в е к т о р и н и н г  б ур ч ак  коэф ф и ц и ен ти д ан  уч марта катта- 
л и ги  маълум бу л са , А( — 8; — 2) нук,тадан утувчи эгри 
ч и зи к н и н г  т е н г л а м а с и н и  ёзинг.

8-вариант

1. у" = ага&с, у ( 0 )  = у ’(0) ь 0 .

3. У" = у ,  У(0) = 1, у '(0 )  = 0 .

9-вариант
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5. Агар ихтиёрий М(х\у) н у к т аси д а  у т к а зи л га н  у р и н м а -  
н и н г ординаталар укидан  аж ратган  к е с м а с и  ш у н у к т ад ан  
координаталар бош и гача булгаи масоф ага тен гли ги  м аълум  
б^лса, >1(0; -  8) нуктадан утувчи эгри ч и з и к н и н г т е н г л а м а -  
си н и  ёзинг.

10-вариант

1. у ш = Л  + 1, у{0 )  = 8, у Щ  = 5, у 'Щ  -  2 ,  х 0 =  2  .

2. = у'+\ .

3. у " = у '+у '\ У(0) = 0 . у ' ( 0 )  = 1.

4 . (З х 2 - 2 х -  у)с1х + (2  у - х  + 3 у 2)с!у = 0 .

5. Агар ихтиёрий М(х\у) н у ктаси д а  у т к а зи л га н  у р и н - 
м а н и н г  бурчак коэф ф и ц и ен ти  ш у нукта о р д и н а т а с и н и н г  
и к ки лан ган ига тен гли ги  м аъ лум  булса, А(— 1 ;3) н у к т а д а н  
утувчи эгри ч и зи к н и н г  т е и гл а м а си н и  ёзи н г .

11-вариант

>• / '  = £ .  у(0 )  = I, У'(0 )  = х„ = - 1 .

2. у "+ 2ху ’2 = 0 .

3- У"+ Т^У'2 = 0 ’ У(°> = 0’ ^ '(0 )  = 1.

„ д-Мх+у4у , хАу-у<1х _  л
4 - ~ п — г  — ^ --------и -

5. Агар ихтиёрий М{х\у) н уктаси да у т к а зи л г а н  у р и н - 
м а н и н г  уриниш  н у к т аси га  к о о р д и н а т а л а р  б о ш и д а н  ту - 
ш ирилган п ер п е н д и к у л яр н и н г  узунли ги  у р и н и ш  н у кта-  
си н и н г  аб си и с са си г а  т ен гл и ги  м аълум  б у л са ,  А(2\2>) н у к -  
тадан утувчи эгри ч и зи к н и н г  т е н гл а м а с и н и  ё з и н г .

12-вариант

1. у" = 5т23х, у(0) = - ~ ,  у  (0 )  = 0 , х„ =  у .

2. 2х у ’у" -  у '2 + 1.
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3. y " ( I  + y )  = 5 y '2, y ( 0 ) = 0 ,  y ' ( 0 )  = I .

4 .  (3x 2y + y i )dx + (x 3 + 3xy2)dy = 0 .

5. А гар ихтиёрий M(x\y) нуктаси да утказилган урин- 
м а с и н и н г  ординаталар укидан  ажратган к есм аси  уриниш  
н у к т а с и н и н г  координаталари й и ги н д и си н и н гя р м и га  тен г- 
л и ги  м аълум булса , /4(4; 10) нуктадан $/тувчи эгри ч и зи к -  
н и н г  т ен гл ам а си н и  ёзи н г .

13-вариант

1. у ш =xs\nx, у (0 )  =  0 ,  у ‘(0 )  = 0 , у " ( 0 )  = 0 , х 0 = ~ .

2 ■ ¿  = * ( * - ! ) •

3. у  " ( 2 у  + 3) -  2 у ’2 =  0 , у (0 )  = 0 , у '<0) = 3 .

4 .  у (х 2 + у2 + a2)dx + х (х 2 + у 2 - a 2)dx = 0 .

5. Агар ихтиёрий М(х\у) нуктасида утказилган ури н м а- 
н и н г  ординаталар укидан ажратган кесмаси уриниш  мук- 
т а с и  а б с ц и с са си н и н г  квадратига тенглиги маълум булса, 
А(— 2 ;  5 )  нуктадан утувчи эгри чи зи к н и н г тен глам аси н и  
е зи н г .

14-вариант

2. у ш + y " t g x  = s c c x .

3.  4 у  ”2 =  1 + у ’2, у (0 )  = 1. у ' (0) =  0 .

4 .  (sin у  + y s in  JC +  +  ( х  COS у  -  CO SX +  y jí/y  =  0  .

5. Агар ихтиёрий М{х\у) нуктасида утказилган уринма- 
н и н г  Ох укидан ажратган к есм аси  уриниш н у ктаси н и нг 
а б сц и с са си д а н  уч марта катта  эканлиги маълум булса, Л (1 ;1) 
н у ктад ан  утувчи эгри ч и зи к н и н г  тенгламасини ёзинг.

15-вариант

1. у "  =  c o s х  + €~х, у (0 )  = -е~п, у ' ( 0 )  = 1, х 0 = я .

2 . у " -  2 у 'c tg x  =  s in 3 х .
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3. 2у'2 = (у -\ )у " , уф) = 2, у \ 0 )  = 2 .

4. (2  х -  у + 1 )dx + (2 у -  х -  1 )dy = 0 .

5. Агар ихтиёрий А/(х;у) нук,тасида у т к а зи л г а н  урин- 
м анинг бурчак коэф ф и ц и ен ти  шу нук,та ор д и н ата си д ан  
олти марта катта эк ан л и ги  маълум б у л са ,  Л ( -  2 ;  4 )  нук,та- 
д а н  утувчи эгри ч и зи ^ н и н г  т е н гл а м а с и н и  ё зи н г .

16~вариант

1. у" = s\n3 х, =  / ^  = 0 ,  х 0 =  2 , 5 л .

2. у ”+ 4у' -  2 х г .

3. \ + у , г = уу\  У(0) = 1. / ( 0 )  = 0 .

4 . (З х 2 -  y c o s x y  + y)dx + (х  -  xco& xy)dy  =  0 .

5. Агар ихтиёрий М(х\у) нук,тасида у т к а зи л г а н  урин- 
м ан и н г бурчак к оэф ф и ц и ен ти  ури н и ш  н у к т а с и  радиус - 
век тор и н и н г бурчак  коэф ф и ц и ем ти д ан  т у к к и з  м арта кат- 
талиги маълум булса , А{ -  6 ;4 )  нук,тадан у тувчи  эгри чи- 
зик;нинг т ен гл а м а с и н и  ёзинг.

] 7-вариант

1. у ш = 4 х -  s in  2 х ,  у (0 )  =  - { , > ’ '(0 )  =  ^  c o s  2, у  " ( 0 )  =  ~ ,

?  ху у '  =  2 х 2ех .

3. у " + у у °  =  0 ,  у ( 0 )  = 1, >-’( 0 )  =  2 .

í  *  'I ( X 'А

4. 1 2 х 3 -  е у -  
у

dx  + 16 у + -̂ Те у
У

{ ) \ >
5. Агар ихтиёрий Л/(х;у) н у ^ таси д а  у т к а зи л г а н  урин- 

м ан и н г ури н и ш  нук^тасига к о о р д и н а т а л а р  б о ш и д а н  ту- 
ш ирилган п е р п е н д и к у л я р н и н г  узу н л и ги  у р и н и ш  нук,та- 
си н и н г а б с ц и сс а с и га  тенглиги м аълум  б у л са ,  /1(4; — 3) нук,- 
тадан утувчи эгри чизик,нинг т е н г л а м а с и н и  ёзи н г .
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2. x ( .y "+  I) + y ’ = 0 .

3. y y " - y 12 = 0 ,  y ( 0) = 1, y\0) = 2 .

4. — r — + 2xy sin x 2 v + 4 
2yjxy

dx + X  ■> • 2
— ,—  +  A " S in  X  V
27xy

dy = 0 .

5. А гар ихти ёри й  M(x\y) нук,тасида утказилган ури н м а- 
н и н г ор ди н атал ар  ук,идан ажратган к есм а си  уриниш нук,та- 
си  координаталари й и ги н д и си н и н гяр м и гатен гл и ги  маълум 
б у л са , А(9 ;  — 4 )  нук,тадан утувчи эгри чи зи кн и н г тен гл ам а- 
си н и  ё зи н г .

19-вариант

1. у"  =  2 s i n x c o s 2 х ,  j í(0) =  - | ,  г  '(0) = — у  * *о = у -

2. у"+  4 у' = c o s 2 x .

3. у у " -у '2 = у 21пу, У(0) = 1, у'ф) = \.

4. у  ■ 3 ^  In 3dx + (х  ■ 3 VJI in 3 — 3)dy = 0 .

5. А г а р  и хти ёр и й  М{х\у) нук,тасида у тк ази л ган  у р и н - 
м а н и н г  о р д и н а т а л а р  ук,идан а ж р а т га н  к есм а си  уриниш  
нук,таси а б с ц и с с а с и н и н г  к в а д р а т и г а  т ен гл и ги  м аъ л ум  
б у л с а ,  /4(3; — 2 )  нук,тадан утувчи эгр и  чи зи к н и н г тен гл а -  
м а си н и  ё зи н г .

20-вариант

1. у"  =  2 s in 2 х - cos  х ,  ^(0) = ~ , у ' ( 0 ) = 1 ,  х () — л .
2. у"+ у'  = s i n x  .

3. >-(1 -  I n у)у"+  (I + I n у)у'2 = 0 ,  ,у(0) = 1, / ( 0 )  = 1.

4.  { ± -  + 3 * У  ) *  + ( 7 х У  ~ ) d y  =  0 .
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5. Агар ихтиёрий М(х\у) н у к т а с и д а  у т к ази л ган  у ри н м а- 
нинг бурчак  к оэф ф и ц и ен т» ш у нук^та о р д и н атаси дан  беш  
марта катга эканлиги маълум булса, А{ — 2 ;1 )  нук.гадан утувчи 
эгри чизик,нинг тенгламасини ё зи н г .

21-вариант

1. у"  =  2 s i n х co s 2 х  -  sin3 х ,  >’(0 )  =  0 , у ’(0 )  = 1 ,  х () = ^ .

2. х 2у "  = у '\

3. у " 0 + у )  = у '2+ у', уф) = 2, у '(0) = 2 .

4 . { Ц  + у  c o s  xyj dx + + x  c o s  x y jd y  = 0 .

5. Агар ихтиёрий M{x\y) н у к т а с и д а  уткази лган  у р и н - 
м а н и н г  ор ди н атал ар  увидан а ж р а т г а н  к е с м а с и  у р и н и ш  
нуктаси координаталари й и г и н д и с и н и н г  туртдан би р и га  
тен г л и ги  м аъ л у м  булса , Л ( 1 6 ; 0 )  н у к т а д а н  утувчи э гр и  
ч и зи к н и н г  тен гл ам аси н и  ё зи н г .

22-вариант

1. у " =  2 c o s  х s in2 х  -  cos3 х , у ( 0 )  =  \ , у  ' (0 )  = 2, хп =  ^ .

2. 2 ху " у ' = у '2-  4 .

3. У” у(0) = 1, у ' ( 0 )  =  2 .
ь

 ̂dx + =  о .
J u T V

4. I - ¡ = 2 =  -  2х

5. Агар ихтиёрий М{х\у) н у к т а с и д а  уткази лган  у р и н -  
м а н и н г  ор ди н атал ар  укидан а ж р а т г а н  к е с м а с и  у р и н и ш  
нук,таси координаталари й и г и н д и с и н и н г  ярм и га т е н г л и ­
ги маълум булса , /4(1; -  7 )  н у к т а д а н  Утувчи э ф и  чизик,- 
н и н г т ен гл а м а си н и  ёзинг.

23-вариант

= х -\ п х ,  у { i;

2. у 111 х  in х  = у " .
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3. уу-'+у'2 = 0 , у(0) = 1, у\ 0) = 1.

4. ( 5 х 4/  + 2Sxe)dx + ( 4 х У  -  3y 2)dy = О .

5. Агар и х т и ё р и й  М{х\у) нуктасида у тк ази л ган  уринма- 
нинг ури н и ш  н у ц т а с и га  координаталар бош и д ан  туш и - 
рилган п ер п ен д и к у л яр н и н гу зу н л и ги  уриниш  нук,тасининг 
абсциссасига тен гли ги  маълум булса, А(— 4 ;  1) нуктадан утув- 
чи эгри ч и з и к н и н г  тен гл ам аси н и  ёзинг.

24-вариант

1. y" = jr> ^(1) = 3, у'(1) = 1, *0 = 2.
2. у " ctgx  + у' = 2 .

3. У" = 4-,  у ( 0 )  =  г ' ( 0 )  = 0 .
yjy

4. ( 2 х е '2+' 2 +2}(1х + {2уех2+у2 - 3 ^  =  0 .

5. Агар и хти ёр и й  М(х;у) нуктасида уткази л ган  урин- 
м ан и н г  о р д и н а т а л а р  укидан аж ратган  к е с м а с и  уриниш  
н у к ,таси н и н г а б с и и с с а с и  к ва д р а т и га  т е н г л и г и  м аълум  
булса, Л (2 ;8 )  нук,тадан утувчи эгри чизик,нинг т ен гл а м а­
си н и  ёзинг.

25-вариант

1. у ш = c o s 4 x ,  у ( 0 )  =  2, у ’(0) = -Ц-, х 0 =тс .

2. (1 + х 2)у" = 2ху .

3. y y " -2 y y ' in y  = у'\  у(0) = 1, у'(0) =  1.

4 . (З у3 co s  Зх  +  l)d x  + ( З У  sin Зх  -  2 y)dy =  0  .

5. Агар и хт и ё р и й  М(х\у) нук,тасида уткази л ган  урин- 
ман и нг бурчак  к о эф ф и ц и ен т и  шу нукта ор ди н атаси дан  
турт марта к атта  э к а н л и г и  маълум бу л са , /4(3; -  2) нуцта- 
д ан  утувчи эгри ч и зи к ,н и н г  тен глам аси н и  ёзинг.
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Бу мустак,ил уй и ш и н и н г  \ар бир в а р и а н т и д а  б еш та  
м и сол  булиб, у л ар н и н г  шарти к уйи д аги ча.

1-мисолда: узгармас коэф ф ициентам чизик,ли би р ж и н с -  
ли булган ди ф ф ерен ц и ал  т е н гл а м а л а р н и н г  у м у м и й  е ч и ­
мини топи ш  керак.

2 -  ва 3-мисолларда: узгарм ас к о э ф ф и ц и е н т л и  чизик/ш 
бир ж инсли булмаган дифференциал т ен гл а м а л а р н и н г  уму­
мий ечимини т о п и ш  керак.

4-мисолда: ди ф ф ерен циал т е н гл а м а н и н г  б е р и л га н  б о ш - 
л ан ги ч ш артни к;аноатлантирувчи х у су с и й  е ч и м и н и  т о ­
пи ш  керак.

5-мисолда:Д х )  ф у н к ц и ян и н г  к у р и н и ш и га  к,араб б е р и л ­
ган чизик^и би р ж и н с л и  б$лмаган  д и ф ф е р е н ц и а л  т е н г ­
л а м а н и н г  хусусий  е ч и м и  у  н и н г к у р и н и ш и н и  ёзи н г .

К уйида вар и а н т  м и сол л а р и н и  е ч и ш  н а м у н а с и н и  к ел -  
т и рам и з.

1. Уш бу

а) 4у" -  11у' + 6у =  0; б) 4у" — 4у' +  у =  0;
в) У  — 2у + Ъ1у =  0

дифф еренциал тен гл ам а л а р н и н г  у м у м и й  е ч и м и н и  топи н г.
Е ч и ш .  Х а р  би р д и ф ф ерен ц иал т е н г л а м а  учун х а р а к ­

тер и сти к  т ен гл а м а  т у зам и з  ва  уни е ч а м и з .  Х ,оси л к,илин- 
ган х ар актер и сти к  т ен гл а м а н и н г  и л д и з л а р и н и н г  к у р и н и ­
ш ига к,араб ( 7 .4 7  ф ормула ва 6 - §  д аги  5 - м и с о л г а  каранг) 
д и ф ф е р е н ц и а л  т е н гл а м а н и н г  у м у м и й  е ч и м и н и  ё за м и з .

а) 4Х2 -  1 и  + 6 = 0 ,  илдизлари А, =  ^  , А2 = 2 \ак,ик,ий 
ва ^ар хил, ш у н и н г  учун т е н г л а м а н и н г  у м у м и й  ечим и  
куйидаги кур и н и ш д а булади:

у = С ,е « '  + С2е 2х;

б )  4Х2 -  4Х +1 = 0 ,  илдизлари А, = А2 = ^  \ак,иь;ий ва 
би р-би ри га  тен г ,  д е м а к  т е н г л а м а н и н г  у м у м и й  еч и м и :

х £  £

у = С ,е2 + С2х е 2 =  е 2 (С, +  С2х ) ;
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в) X2 -  2Х + 3 7  = 0 ,  илдихтари А, 2 -  1 ±  6/ — куш ма к о м ­
пл екс  с о н ,  ш у н и н гу чу н  тен глам ан и н г умумий ечими:

у = ех(С{ cos 6х + С2 sin 6 х ) .

2. У ш б у

у" -3 у '~  4у  =  6хе'х

т е н г л а м а н и н г  умумий е ч и м и н и  топи н г.
Е ч и ш . Би р жинсли тен глам ан и н г характеристик тен г- 

л а м аси н и  тузам и з:

X2 - 3 1 - 4  = 0,

у н и н г  и лдизлари  Х] =  4  , Х2 = - 1 .  Д е м а к ,  бир ж и н сли  т е н г ­
л а м а н и н г  у м у м и й  ечим и

у = С / *  + С2е-Х

ф о р м у л а б и л а н  аниклан ади .
Берилган тенгламанинг у нгтомонидатурган f ( x )  = вхе~х 

ф ун кц и ян ин г куринишига караб ((7 .49)  формулага кдранг) 
унинг хусусий ечимини ёзамиз:

у  = (Ах + В)е~х ■ х  = (Ах2 + Вх)е~х .

Б ун да (Ах2 + В)е~х ифодани z = а + ib = -\ характери ­
с т и к  т е н г л а м а н и н г  илдизи булгани учун х  га купайтирил- 
ди. Э н д и  А ва  В н ом аъ л у м  коэф ф и ц и ен тларн и  аникушй- 
ми з. У н и н г  учун:

у * ' = ( 2 Ах + В)е'х -  (Ах2 + Вх)е-Х , 

у* " =  2 Ае~х + (Ах2 + Вх)е~х -  2(2Ах + В)е~х .

/ •  У*\ У "  л а р н и н г а н и к л а н г а н  ифодаларини б е р и л ­
ган т е н г л а м а г а  к у я м и з  ва иккала к и см и н и  е х га бул ам и з 
С у н гр а  х2, х  ва У  олдидаги коэф ф ициентларни тен гл ай - 
м и з.  Н а т и ж а д а  А ва  Д л а р н и  а н и м а ш  м у м к и н  булган с и с -  
т ем ага  э га  б у л ам и з:

2 А + Ах2 + Вх -  4 Ах - 2  В -  в Ах -  

- 3  В + 3 Ах1 + 3 Вх -  4Ах2 -  4 Вх =  6х >
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X2 Л + ЗЛ -  4/í =  О, 

х  В ~ 4 А -6 А  + З В - 4 В  = 6,
У ' 2 А - 2 В - 1 В  = Q,

бундан Л = -  | , ^  =
• __ ( 3  2 6 \ - х

У  \олда У “ “ ( 5 *  + 2 5 Х) е  булади ва берилган б и р  
ж и н сл и  булмаган тен глам ан и н г у м у м и й  ечими к у й и д аги ч а  
булади:

у = у + /  = С / *  + Сге х -  { I  х2 + ±  х ) <Г\

3. У ш бу

у  "+ у' = 5х + cos  2х

т ен гл а м а н и н г  умумий е ч и м и н и  т о п и н г .
Е ч и ш .  Би р ж и н сл и  т е н г л а м а н и н г  х а р а к т е р и с т и к  

т ен гл а м а си н и  тузамиз:

X2 + X = о ,

у н и н г илдизлари X, = 0 ,  Х2 = ~\. Д е м а к ,  унинг у м у м и й  
ечим и

у = С, + С2е~х

ку р и н и ш д а булади.
Т е н г л а м а н и н г  ^нг к и см и д а ги  / ( х )  = 5 х  + cos 2х  ф у н к ­

ция f { x )  = jx  з а  /2( х ) - c o s 2v ф у н к ц и ял а р н и н г  й и г и н -  
д и си д ан  иборат. Унга м ос  и к к и т а  хусусий е ч и м  м а в ж у д  
булиб, улар куйидаги ку р и н и ш д а  изланади:

у  =  Ах2 +  Вх

= Д  eos  2х  +  fi¡ sin  2х  t 

яън и  У = У Х + У2 - У н и н г \ о си л ал а р и н и  т о п ам и з : 

у ' = 2 Ах + В -  2 A, s in  2х + 2 В, c o s 2 x  , 

у " = 2 A -  4/í, sin  2 х  -  4  Вх cos  2 х .

4 1 3
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у ' ва у  " и ф о далар ни  берилган т е н гл а м ага  к у ям и з ва 
А, В, At, Bí коэф ф и ц и ен тл ар н и  аник^лаймиз:

2 А -  4 A] c o s  2 а: -  4В, sin 2 х  + 2 Л х  + В -  
- 2 Д  sin 2 х  + 2 5 ,  cos 2 х  = 5х  + c o s 2 x ,

X 2А = 5, c o s  2 х - 4  А, + 2В, = 1,

х° 2А + В = 0 sin 2 х ~2А, i ■и _Р
э м о

бундан А = | , 5  =  - 5 ,  Д  = - 1 ,  Я, = - - 1 .

Ш ундай к и л и б ,  берилган т ен гл а м ан и н г  хусусий  ечи -
ми:

у = |  х 2 -  5 х  - 1  cos  2 х  + -^  sin 2 х  ,

у н и н г умумий е ч и м и  э с а

у = у  + у  = С, + С2е~х + ~ х 2 -  5 x - ~ c o s 2 x  + - ~ s i n 2 x

к^риниш да булади.
4 .У ш бу

у  "+  16у = ( 3 4 х  + \У)е~х

ди ф ф ерен циал т е н г л а м а н и н г у (0 )  =  — 1, у'(О) =  5 б о ш л ан - 
FM4 ш артларни ка н оа тл ан ти р у вч и  хусусий  е ч и м и н и  т о -  
пинг.

Е ч и ш . Б и р  ж и н с л и  тен глам ан и н г X2 + 16 =  0  х ар ак ­
т е р и с т и к  т ен гл а м а с и  =  ±4/ м а в ^ м  и л д и зга  эга . У н га  
м о с  би р  ж и н с л и  д и ф ф е р е н ц и а л  т е н г л а м а н и н г  умум и й  
еч и м и

у  =  С, c o s  4 х  + С2 sin 4 х  

ф о рм ула билан аник^ланади, ун и нг хусусий ечим и

у  = (Ах + В)е~х 

ку р и н и ш д а булади. у '  в а  у "  ларни т о п а м и з :  

у "  = Ае~х -{А х  + В)е~х , 

у ' "  =  - 2 Ае'х + (Ах + В)е'х .
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Берилган тенглам ага  у ' ъ а у  " иф одаларни  куй и бц у й - 
идаги т ен гл и к н и  \осил киламиэ:

- 2 А + Ах + В + \6Ах + 1 6В = 3 4 х  + 13 » 

бундан А =  2 ,  В =  1. У  *олда

/  = ( 2 х  + 1)<Г* 

булади ва  бер и л ган  тен гл а м ан и н г  у м у м и й  ечим и  

у  = С, c o s 4 x  + С2 sin 4 х  + ( 2 х  + \)е~х

к ури ни ш да булади. С, ва С2 н и н г  к и й м а т л ар и н и  т о п и ш  
учун з^(0) = — 1 , ^ ’(0) = 5 б о ш л а н г и ч  ш артлардан  ф о й да- 
л ан и б  к,уйидаги си стем ан и  т у за м и з :

^ (0 )  = - 1  = С, + 1 ,  |

,у '(0) = 5 =  4 С 2 +  2 - 1 , }

бу ердан С{ =  — 2, С2 =  1. У м у м и й  е ч и м г а  С, ва С2 л а р -  
н и н г к,ийматини куйиб, берилган т е н г л а м а н и н г  хусусий  
е чи м и н и  т о п а м и з :

у  = s i n 4 x  -  2 c o s 4 x  + ( 2 х  + 1)е"х -

5. А гар a )  f ( x )  = ( 5 - x V 3jc; б )  / ( x )  = x s i n 2 x  б у л с а ,  
у " -9 у  = / ( х )  чизи^ли бир ж и н с л и  б у л м а га н  д и ф ф ер е н ­
циал т ен гл ам а н и н г  хусусий е ч и м и  у*  ни а н и к л а н г  ва кури - 
н и ш и н и  ёзи н г.

Е ч и ш .  Х а р а к т е р и с т и к  т е н г л а м а н и н г  и л д и зл а р и н и  
т о п а м и з :

* * #4 Л  ̂ ^Л  ̂ — U) | “  /V2 ””  ̂,

а) / ( х )  =  (5  -  х)е3х булгани у ч у н  х у су с и й  ечим

у' ~ (Ах + B)eix ■ х  =  (Ах2 +  В х)еЪх

к ури ни ш да булади. Бунда z = а + ib = 3 ва  к — 1 булгани 
учун х  га купайтирилди.

б )  / ( x )  =  s i n 2 x  булгани учун

у  = ( Д х  + 5 , )  eos 2 х  +  (А 2х  + ¿?2)s in  2 х  

к ури ни ш да булади.
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1. а) у" -  4 у  =  0 ;  б )  у" + 2у + 17у — 0 ;  в) у" — у' — \2у =  0.
2. у" — б у  +  Ю у =  5 le'*.
3. у" — 2у  =  ( 4 х  +  4)е2\
4. У ’ +  6у  =  ( c o s 4 x  — 8sm4x)e\ у (0 )  =  0 , У (0) =  5.
5. Зу" “  ЮУ +  3у =ЛхУ, a)J{x) =  е3*; б )f(x ) =  2 c o s 3 x ------

sin3x.

2-вариант

1. а) у" + у  — 6у =  0 ;  б) у" +  9у =  0 ; в )  у" — 4у  +  20у =  0.
2. У  +  у =  2 c o s x  — ( 4 х  + 4)sinx.
3. У  +  2у + у  =  4 х 3 + 24хг +  22jc -  4.
4. У  — 4 У  +  2 0 у  =  16хе2\ у (0 )  =  1, У ( 0 )  =  2.
5- У  ~  ЗУ +  2у  = / (х ) ;  а )Д х )  ~ х  + 2е\ б )ß,x) =  3cos4x.

3-вариант

1. а) У  -  4 9у  — 0 ;  б )  у" -  4у  +  5у =  0 ;  в) у" +  2у -  Зу =  0.
2. У  +  6 У  +  Ю у =  7 4 e 31.
3. У  — 4 у  =  8 — 16*.
4. У  — 12у +  3 6 у  =  32cos2x +  24sin2x, у (0 )  =  2, У(0) =  4.
5. У  — 4У +  4у = Д х ) ;  а) _Дх) =  sin2x +  2ег; б) Д х )  — х2 -  4.

4-вариант

1. а) У  +  7 у  =  0 ;  б )  у " -  5 у  +  4у =  0 ;  в )  У  +  16у =  0.
2. У  -  ЗУ +  2 у  =  3 c o s x  + 19sinx.
3. у" — 2У  +  у  =  4е*.
4. У  +  у  =  X3 -  4 х 3 +  7 х  -  10, у (0 )  =  2 , У ( 0 )  =  3.
5. У  -  у  +  у  = У ( х ) ;  а ) Д х )  =  e 'cosx ;  б) f ix )  =  7 х  +  2.

5-вариант

1. а) У  — 6У  +  8у  =  0 ; б) У  +  4 у  +  5у — 0; в) У  +  5У =  0.
2. у" +  6У  +  9 у  =  ( 4 8 х  +  8)е*.
3. У  — 8у +  2 0 у  =  16(sin2x — co s2x ) .
4 .  у" — у  =  ( 1 4  — \6х)е~х, у(0) =  0 , у ’(0 )  =  — 1.
5. у" -  Зу1 -ß ,x )\  а ) Д х )  =  2х 2 -  5х ; б ) .Д * )  =  e xs\n2x.
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6-вариант

1. а) 4у" -  8у  +  Зу =  0; б) у" -  3у  — 0 ;  в) у -  2у  +  Юу =  0.
2. у" +  5у =  72e1'.
3. у" — 6у +  13у =  34e“3ïs in 2x .
4. у" +  8у +  16у  =  16У — 16 х  +  6 6 ,  у (0 )  =  3, у ’(0 )  =  0 .
5. у" +  Зу -  4у  =  Длг); a) f ix )  =  3xe~4ï; б ) Д х )  =  xsinx.

7-вариант

1. а) у" + 4у + 20 = 0; б)ум — Зу — 10у — 0; в) у" -  16у = 0.
2. у — 5 /  — 6у =  3cos +  19sinx.
3. у" +  2у  — Зу =  (1 2 * 2 +  6 х  — 4)ех.
4. у" +  Юу’ +  34у =  -  9е~5х, у ( 0 )  =  0 , у ( 0 )  =  6.
5. у" +  36у  = / (х ) ;  а ) Д х )  =  4 х е -л; б ) Д х )  =  2sin6x.

8-вариант

1. а) 9у” +  6у +  у  =  0 ; б) у" -  4 у  -  2 1у =  0; в) у" +  у  =  0.
2. у" -  8у‘ +  12у — 36.Ï4 -  9 6 х 3 +  24Х2 +  16х -  2.
3. у” +  4у  +  4у =  6 е -2х.
4. у" — 6у' +  25у =  (3 2 х  ~  1 2 )s in x  — 36xcos3x.
5. у" -  6у  +  9у = Д х ) ;  а) Д х) =  ( х  -  2 )^ * ;  б ) Д х )  =  4 c o s x .

9-вариант

1. а ) 2у" +  Зу' +  у  =  0; б )  у" +  4у' +  8у =  0 ;  в) у" — 6 у ’ +  
9у =  0.

2 . /  : 8У ! 2 5 у -  ! 8 г Ч
3. у" +  Зу' =  10 -  6х.
4. у" +  25 у  =  e^fcosSx -  1 0 s in 5 x ) ,  у (0 )  =  3 , у '(0 )  =  — 4.
5. 4ум -  5у  + у  = У ( х ) ;а ) Д х )  =  ( 4 х +  2)е*\ б ) Д х )  = ^ s i n 3 x .

Ю-вариант

1. а) у -  Юу +  21у =  0; б )  у  ~  2ÿ + 2у = 0; в) у" +  4у ‘ =  0 .
2. у" — 9 у  +  20у == 126е-2дг.
3. у ” +  1 Оу +  25у =  40 +  5 2 *  -  2 4 0 х 2 -  2 0 0 х 3.
4. у" +  2у‘ +  5у =  -  Se xs'm2x, у (0 )  =  2 , у '(0 )  =  6 .
5. 4у” +  7у -  2у = Д х ) ;  а ) Д х )  =  З г 2*; б ) Д х )  =  ( х -  l ) c o s 2 x .
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1. а) у" +  6У  =  0 ; б )  у" +  1ОУ +  29у =  0 ;  в) у" — 8У +  7у — 0.
2. У  +  36У  =  6 3  +  6 6 х  -  36х 3.
3. У  +  4 у  +  2 0 у  =  4 c o s 4 x  -  52sin4x.
4. /  -  í o y  +  2 5 у  =  e5jc, у(0) =  1, У ( 0 )  =  0.
5. у" - у  -  ву =Дх); a ) flx )  =  2ê\  б ) Д х )  =  9 c o s x  -  sinx.

12-вариант

1. а) У  +  25у  =  0 ;  б )  у" +  6У +  9у =  0; в) у' + 2у  +  2у =  0.
2. у  +  У  =  — 4 c o s x  — 2sinx.
3. у" +  4У  + 5у =  Sx1 — 32х +  5.
4. У  +  У  -  12у =  ( 1 6 х  +  2 2 )е 4л, у(0) =  3 , У ( 0 )  =  5.
5. У  -  16у = Д х ) ;  а ) / ( х )  =  — Зе4*; б ) Д х )  =  co s x  — 4sinx.

13-вариант

1. а) У  -  ЗУ =  0 ; б )  у" -  7у -  $у =  0; в) у' +  4 у  +  13у — 0.
2. у  +  2 у  — 24у  =  6 c o s 3 *  -  33sin3x.
3. У  +  2У +  у  =  ( 1 2 х  — 10)-£Гх.
4. У  -  2У  +  5 у  =  5 х 2 +  6х -  12, y (0 )  =  0 , у'(0) =  2.
5. У  -  у  = Д х ) ;  а ) Д х )  =  (х  -  2 ) Р Г; б) Д х )  =  3cos4x .

14-вариант

1. а)  У  -  Зу -  4 у  =  0 ;  б )  у" + 6ÿ +  13у = 0 ;  в) у" +  2ÿ =  0.
2. у" + ву + \2у =  -  75sin2x.
3 . у  -  4у =  ( -  2 4 х  -  Щ е 2*.
4. у  +  8У +  16у =  16х3 +  24Х2 -  10х +  8, у( 0) =  1, У (0)  =  3.
5. у" -  2У  +  2у = Д х ) ;  а) Д х )  =  (2 х  -  Ъ)&*\ б) Д х )  =  

e*sinx.

15-вариант

1. а) 2 У  + 25У — 0 ;  б) у" -  10У + 16>> =  0; в) у" — 8У + 
+  16у  =  0.

2. У  +  5У =  3 9 c o s 3 x  -  105sin3x.
3 . У  +  6У +  9у =  7 2 e 3*.
4. У  -  2У +  3 7 у  =  3 6 ^ c o s 6 x ,  у (0 )  =  О, У ( 0 )  =  6.
5 . 5 У  -  ¿ У  + у = Л х ) \ а )  Д »  = х 2ех; б ) Д х )  =  co s x  -  sinx.
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]. а) у” — 3У — 18у =  0; б) у" -  6у — 0 ;  в )  у" + 2ÿ + 5у =  0.
2. У  — 4У  +  29у =  1 04s in 5x
3. У  +  16у =  8 0 e 2'.
4. У  -  By =  16 +  4 8 х 2 -  128х\ у(0 )  =  -  1, У ( 0 )  =  14.
5. 5У  +  9У -  2у = Д х ) ;  а) Д х )  =  л:3 -  2л; б )  Д х )  =  2sin2x -  

3cos2x.

17-вариант

1. а) У  — 6У +  1 Зу =  0 ; б) У  — 2У — 15у =  0 ;  в) У  -  8У =  0.
2. У  — 4 у  +  5у =  (24sinx  +  8 c o s x )-e '2,t.
3. У  +  4 у  =  15ег.
4 . у" +  12У +  36у  =  72х3 -  18, >’(0 )  =  1, у {0 ) =  0.
5. у" -  2у -  \5у =  Д х ) ;  а ) Д х )  =  4 x e 3jc; б ) Д х )  =  xs\n5x.

18-вариант

1. а) У  +  2У +  у =  0 ;  б) у" +  6У +  25у =  0 ;  в) У  — 4У =  0.
2. У  +  16У -  8cos4x .
3. У  +  2 у  +  у  =  ( 18л: +  8)е'\
4. У  +  ЗУ =  (40л: +  5 8 )е 2\ у(0 )  =  0 ,  У ( 0 )  =  2.
5. у" -  З у  = Ах); а )  Дх) — 2л:3 -  4х ;  б )  Д х) — 2e3<cosx.

} 9-вариант

1. а) У  +  10У =  0 ; б) У  -  6У +  8у =  0 ;  в) 4у” +  4у  +  у  =  0.
2. У  +  9у  =  9х* + 12х> -  17.
2 — м . , 1 -i. лйл, =  j/iHsj«7jt.

4. У  -  9У +  18у =  2 6 co sx  -  8s inx, у ( 0 )  =  0 ,  У ( 0 )  =  2.
5, У  -  1у + 12у  =  Д х ) ;  а) Д х )  =  х е 3* +  2 е 1; б )  Д х )  =  

3xsin2x.

20-вариант

1. а) У  +  5у =  0 ;  б) 9 У  — 6у  +  у =  0 ;  в )  у" +  6у +  8у =  0.
2. у" — 12у' +  40 у  =  2ФХ.
3. у" +  у' — 2у  =  9 co sx  — 7sinx.
4. у" +  8У =  18л: +  бОх2 -  32х\  у (0 )  *  5 ,  у ’(0 )  =  2.
5. у" +  9У =  Ддс); а ) Д х )  = х 2 +  4 х  -  3 ;  б ) Д х )  =  xe2tsinx.
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21-вариант

1. а) у" +  6 /  +  10у -  0 ;  б) у" -  4у + 4у =  0 ;  в) у" -  5у + 
+  4у =  0.

2. у" + 4у  =  ev(2 4 c o s 2 x  + 2sin2x).
3 . у "  +  9  у =  Ю еЧ
4. у" — ЗУ +  2у =  — sinx — 7 cosx ,  у (0 )  =  2 , у ’(0 )  =  7.
5. у" — 4 у  +  5 у  = Д х ) ;  а).Дх) =  — 2хе*; б)_Дх) = x c o s 2 x  —

— s¡n2x.

22-вариант

1. а) у" — у =  0 ;  б) 4 /  +  8/ -  5у — 0 ;  в) у" — 6у  +  10у =  0.
2. у" + 2ÿ  +  у — 6е~х.
3. 4 у " -  4 у  +  у  =  -  25cosx.
4. у" +  2у’ =  6 х 2 +  2х  +  I .
5. у" +  3у  +  2у  = Д х ) ;  а )Д х )  =  (Зх -  1)е~х\ б )Дх) =  cosx  -

-  3sinx.

23-вариант

1. а) у" +  8у' +  25у =  0; б) у' + 9у  =  0 ; в) 9у" +  Зу' -  2у =  0.
2. у" +  2у' +  3 7у  =  37Х2 -  ЗЗх +  74.
3. Зу" — 5у' — 2у =  6 co s2 x  +  38sin2x.
4 . у" +  16у  — 32^*\
5. у" -  8 у  +  16у = Д х ) ;  а ) Д х )  =  7хе**\ б) f[x) =  c o s 4 x  + 

+  2sin4x.

24-вариант

1. a ) by" +  7у — Зу =  0 ; б) у" +  16у  =  0 ; в) 4у" -  4у‘ +  у  =  0.
2. 6у" -  у* -  у  =  Зе2*.
3. у" +  4у' +  2 9 у  =  26е~*.
4. у" +  5у  + 6 у  =  52sinx. у (0 )  =  -  2, у ’(0 )  =  -  2.
5. у" +  у  -  2у  =  Д х ) ;  а) Д х )  =  ( 2 х  -  \)е~*; б) Д х )  =  

=  3 x cos2x .

25-вариант

1. а ) 9у" — 6 у  + у  =  0 ; б) у" +  12у +  37у =  0 ; в) у" -  2у '=  
=  0.

2. 2у" +  7 у  +  Зу =  222sin3x.
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3. Ау" + 3 /  -  у  =  1 Ico sx  — 7sinx.
4 . у” -  Ay =  8 ^ ' ,  у{0) =  1, / ( 0 )  =  -  8.
5. у" + 3у -  Ау =  Д х ) ;  a )  J{x)  =  6 х с _г; б ) J[x) -  x 2s in 2 x .

11-§. Тургинчи мустак,ил уй иши

Муста^ил уй ишининг \ар бир вариантида туртта мисол 
булиб уларнинг шарти куйидагича:

1-мисолда: берилган чизикуш бир жинсли дифферен­
циал тенгламанинг хусусий ечимини топиш керак.

2-мисолда: берилган дифференциал тенгламалар си с -  
темасини икки усул билан ечиш керак:

а) юкори тартибли дифференциал тенглама курини- 
шига келтириб;

б) характеристик тенглама тузиш ёрдамида.
3-мисолда: дифференциал тенгламани ихтиёрий узгар- 

масларни вариациялаш усули билан ечиш керак.
4-масала шарти вариантда берилган.

К^-йида вариант мисолларининг ечиш намунасини кел- 
тирамиз.

1. Ушбу

У 1' -  у = 0

чизик,ли бир жинсли булган дифференциал тенгламанинг 
у(0) = 5 ,  У (0 )  = 3 , у "(0) = у И,(0) = 0 бошлангич шартлар- 
ни к,аноатлантирувчи хусусий ечимини топинг.

Е ч и ш .  Тенгламанинг характеристик тенгламасини 
ТуЗаМИЗ Ба У НИ СЧамИЗ.

X4 -  1 = 0 , (X2 -  1)(Х2 + 1) = О , х, = -1  , х 2 = 1 , Х3,4 = ±/.

Берилган тенгламанинг умумий ечими

у = С,е'х + С2ех + С3 c o s  х  + СА sin х  

куринишда булади. у\ у', У " \осилаларни топамиз: 

у' = -С,е~х + С2ех -  С3 sin х  + С< c o s x  , 

у " =  С{е~х + С2ех -  С3 c o s  х  -  С4 sin х  , 

у'"  = -С,е~х + С2ех + С3 sin х  -  С4 cos х  .
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Cv C2, C3, C4 л а р н и н г  кийматларини аник,лаш учун 
бош лан ги ч ш артдан ф ойдаланиб, куйидаги си стем ан и  туза- 
м и з  ва уни ечам из:

С, + С 2 +  С3 = 5 ,

-С ,  +С 2 + С 4 = 3, 2 С, + 2С2 = 5 , '

С, + С3 -  С3 = О, -2 С ,  + 2С2 = 3 ,

-С] + С2 — С4 =  о

бундан С, = | , С2 =  2 , С3 =  | , С4 = | .

Берилган т е н г л а м а н и н г  хусусий ечими

5 3у  =  у е " А + 2е* + у  cos х + 2 sin х

к у р и н и ш д а булади.
2. Уш бу

х ’ = -1 х  + V, Х = Х ( 0 -  х  ’ =  ^  ,

/  = - 2 * - 5 у ,  j- = r ( 0 ,  /  = f

ди ф ф ерен циал т е н г л а м а л а р  си ст ем аси н и  и кки  усул би -  
л а н  ечинг:

а) юк,ори тар ти бл и  дифф еренциал т ен гл ам а  курини- 
ш и га  келтириб;

б) х а р ак т е р и ст и к  т ен гл а м а  тузиш ёрдамида.
Е ч и ш .  а) Б ер и л га н  си стем ан и н г би ринчи тен гл ам а-

с и н и  х  буйича д и ф ф ер ен ц и ал л ай м и з:

х ” = - 7 х ’+ у ' .
Э н д и  у  у р н и г а  и к к и н ч и  т е н г л а м а д а г и  и ф о д а си н и  

1̂ уямиз:

х "  =  - 7 х ’-  2 х  -  5 ^ .

Бу тен гл ам ад аги  у  урнига у  = х ’+ 7 х  ни к у я м и з.  Н а- 
т и ж а д а  x(t) н о м аъ л у м  ф ун кци яга нисбатан и к ки н ч и  тар­
ти бл и  д и ф ф ерен ц иал тен глам ан и  х,осил к д л ам и з :

х  " = - 7 х  2 х  -  5 ( х  ’+ 7 х ) ,  х  "+ 12 х  ’+ 3 7 х  = 0  .

Охирги т е н гл а м а н и  би зга  маълум булган усул (7 - §  га 
к,аранг) билан е ч а м и з :
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х  =  е _б'(С, co st  + С2 sin /).

Б унинг \оси ласи н и  топамиз:

х' = - 6 е ' 6'(С| c o s t  + С2 sin /) + е~ы(-С 1 sin  t + C2 c o s t ) .

y = x ’ + l x  т е н г л а м а г а  x  в а  x '  н и н г  к ,и й м а т л а р и н и  
куям из:

у' = - 6 е~ь,(Су cos  t + Сг sin /) + 6е~6' ( - С ,  s in  t + C2 c o s t ) + 

+7e~b,(C] cos t + C2 sin t) .

Д е м а к ,  и злан аётган  ечим

x = e~bl(C[ cos t + C2 sin / ) , 

у = cos  t -  sin/) + C2(co s  / + sin /))

ф ункциялардан и борат булади.
б) С и с т е м а н и н г  х ар актер и сти к  т е н г л а м а с и н и  т у зам и з  

ва уни еч ам и з :

- 1 - Х  1 

- 2  - 5 - Л
= 0, (7 + Л)(5 + А.) +  2  =  0  ,

А.2 + 12Л + 37  = О, Х)Л = - 6 ± / .

X, я - 6  + 1 учун (7 - §  даги 2 - м и с о л г а  к,аранг) цуйидаги 
си стем а н и  \оси л ки лам и з:

Í 7 + 6  -  ¡)а  + р -  О,

- 2 а  + ( - 5  + 6 -  /)р = О,

-(1  + /)а + р = О,

- 2 а  + ( - 1  -  /)Р =  0.

а  = 1 д еб , Р = I + / ни т о п а м и з .  У  \ ол д а  бе р и л ган  т ен г-  
л ам а н и н г  би ринчи хусусий ечим и

х, = е , yi = (1 + i)e 6+/)/

булади.
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Х2 =  - 6  -  i учун си стем а
( - 7  + 6 + /)а + 3  = О,

- 2 а  + ( - 5  -+■ 6  -  /)р = О,

( - 1  + /)а + Р =  О,

- 2 а  + (1 + /)(3 =  О

ку р и н и ш д а  булади. а  = 1 деб, р = 1 -  /' ни т о п а м и з, нати- 
ж ада б е р и л га н  тен гл ам ан и н г  и к к и н ч и  хусусий ечими

*2 = уг =(1  - í V 6‘ °'

ни т о п а м и з .
К у й и д а ги

j f . - ü i a ,  х г = ^ ,

У , - ^ .  У г = ^ Г

ф о рм ула ё р д а м и д а  х , ,  х 2, у  ва у2 ф ундаментал ечим лар 
с и с т е м а с и н и  т о п а м и з .  У н и н г учун Э й л ер  формуласи

eta±P)' = e“'(cosp/ ±  sin р/)

дан  ф о й д а л а н и б

х, = е~6' cos  /, х 2 =  е~61 sin t , 

y t = е~61 ( c o s t - s i n  t), y2 = e _6/(c o s?  + sin /)

л арни т о п а м и з .
Б ер и л га н  с и с т е м а н и н г  умумий е чими

х  = С,х, + С2х 2, у  =  С,у, + С2у2 

к у р и н и ш д а  бул ад и , яъи и

х  = е ' 6/(С, cos t + С2 sin /), 

у  = £ ” 6/(C ,(cos/  -  sin t) + C 2( c o s í  + sin t ) ) .

3. У ш б у

2ex
y  - J ’ - p r r

д и ф ф ер е н ц и ал  т ен гл ам ан и  ихтиёрий узгармасни вар иа- 
ц и ял аш  усули  би л ан  ечинг.
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Е ч  и ш . Берилган тенгламага м о с  б и р  ж и н сл и  тенглама- 
ни ечамиз:

у " -  у = О, Х2 -\ = 0 ,  Л, = - 1 ,  Х2 = 1  .

Бир ж и н сл и  тен глам ан и н г умум и й  е ч и м и : 

у  = Схе~х + С2ех .

С, ва С2 л ар н и  х  га б о г л и к  ф у н к ц и я  д е б  х ,исоблаймиз,
яън и

у = Сх{х)е-* + С 2( х К .

С ,(х) ва С2(х) ларни ( (7 .3 8 )  с и с т е м а г а  кдранг) 

Сх'(х)е-Х +Сг \х)е* = 0 ,  1 

С] '(х)у1 + С2 '(^)^2 ' =  У'(^)| 

си стем ад ан  а н и м а й м и з ,  берилган т е н г л а м а  учун: 

Сх '(х)е~х + С2 '(х)е* =  0,

Сх \х)е~х + С2 '(х)ех =
2ех

ех-\

Бундан С .’(х ) ва С ' ( х )  ни, с у н гр а  С . ( х ) ,  С ,(х)  ларни
т о п ам и з:

2 С ,  •(*)** = £ р

2 С2(х) = |
¿К

г1- !
(¡1 ((Н

= 1п |/ -  1| -  1п И + С2 = 1п + С 2 =  1п ^  + С2,

С1'(х) = -С1 '(х)е2* = - ^ - ’

г = е\  Л  = еЧ х  
X = 1п/■ с > ы  = ~ ! - ^ х

= _ | ^  = - | - У ± !л  = - , - 1 п | г - 1 |  + С, =  -<?* - 1 п | е '-1 |  + С , .
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Д е м а к ,  ( 7 .3 7 )  формулага а со са н  берилган тен глам ан и н г 
умумий е ч и м и  куйи д аги чабу л ад и :

у  = {-е~х -  In \ех - 1| + С{)е'х +

ех -\

* +
(

In ex-\

V
e* + C i k  =

*  Схе~* + С2е х + ех In е 'х In je" - 1| -  I .

4 .  Д 1 ; 2 )  н у ктад ан  утувчи ва куйидаги хоссага  эга булган 
эгри ч и з и к  т е н г л а м а с и н и  ё зи н г :  эгр и  чизик; и хтиёрий 
нуктаси  М(х;у) н и н г  р а д и у с-век тор и  ва  бу нуктада утка- 
зилган  у р и н м а  \ ам д а абси и сса л а р  билан чегаралан- 
ган у ч б у р ч а к н и н г  ю з и  2  га т е н г  (7 0 - ч и з м а ) .

Е ч и ш .  7 0 -ч и з м а д а н :  \ОА\ = \ОВ\ + \АВ\ = х + \АВ\, У ч - 
бурчак ВМА д ан :

И .  = c tg (n  -  а )  = - c t g a  i \ВА\ =  - y c t g a  >

\BA\ = ~ - ïk  = ~ j z  = ~y Ty> \OA\ = \OB\ + \BA\ = x - y î ^ .
dx dy

М а с а л а  ш а р т и га  Kÿpa:

SOUA =  f),b \OA\-\MB\ ~ 2 .
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Бунга \0А\ ва \МВ\ л а р н и н г  к,ийматларини к у й с а к ,  к у й -  
идаги

= 2 , Х У - У ' %  = 4,  4 .

_  Х -  _   ̂
с1у у ~ ~7

т ен гл ам ага ,  яъни х  =  х(у) ф у н к ц и я г а  н и сб атан  б и р и н ч и  
тарти бли  чизикди д и ф ф ер ен ц и ал  тен гл ам а га  э га  б у л а м и з .  
У н и  X =  uv алмаш тириш  ё р д а м и д а  ечамиз:

. ■ uv 4  t I dv v\ 4
i l  V - h U V --------------------- r ,  и  v  +  u  —  - -

y y1 \dy y )  y 2

£ - 1  = 0, ln|v| = ln|)>|, y . y ,dy y  V y J V * y  11 11
du 4 , 4i ty 2 ,
—  - y  = ----- у-i  ôW = -------r  » И -  -t  +  С  ’
</>' '  y2 y* y2

x = ( j r  + c y  = c y  + l .

И зл ан аётган  эгри чизик, Д 1 ; 2 )  нуктадан у т а д и ,  ш у -  
н и н г  учун 1 =  2 С  + 1, С =  0 . Д е м а к ,  у н и н г т е н г л а м а с и

X = j  ёки  ху =  2 , яън и  бу эгр и  чизик, ги п е р б о л ад и р .

/ -вариант

1. /// — у  as о, у (0 )  -  0 ,  У ( 0 )  =  2, / ( 0 )  =  4.

( х ‘ =  - 2 х  + у,
2. i i  т „

[у -  ^
3. у " + 2 у ' +  у  = хех + —  ■

4. Агар эгри чизикнинг ихтиёрий нук,тасида у т к а зи л га н  
уринманинг уриниш нуктаси  билан координаталар б о ш и  
орасидаги масофа уриниш нук„тасининг а б с ц и с с а с и г а  т е н г -  
лиги маълум булса, шу эгри чизик,нинг тен гл а м аси н и  ёзи н г.

2-вариант

} .угу+ 2у"1 -  2ÿ -  у  =  0 ,  у ( 0 )  =  0 ,  У ( 0 )  =  0 ,  / ( 0 )  =  О, 
у ;//(0> =  8.

www.ziyouz.com kutubxonasi



, V  =  6  x - y ,
[ У  = 3x  + 2 y.

3. y''+ 2y'+ 2y = cosx
4. Агар эгри ч и з и к н и н г  ихтиёрий нуктасида у тк ази л -  

га н  у ри н м а, ури н и ш  нук,тасидан абсц и сса л ар  у к и га  ту - 
ш и р и л га н  п ер п ен д и к у л яр  ва а б сц и ссал ар  ук,и билан че- 
ге р ал а н ган  у ч б у р ч ак н и н г  катетлари йигиндиси узгарм ас 
м и к д о р  а  га тен гл и ги  м аълум  булса, шу эгри чизик,нинг 
т е н гл а м а с и н и  ёзи н г.

3-вариант

1. у"’ +  у" -  5у + Зу =  О, Я О ) =  О, У (0 )  =  1, / ( 0 )  =  -  14. 

| х '  =  2 х  + у,

[ у ' = -6 х  -  Зу.

3. у " -  2у '+2у = ^ Т ~,
s i i r  X

4. А гар эгри чи зи к ,н и н г ихтиёрий нуктасида у тк а зи л -  
г а н  ур и н м ан и н г Ох у к и д а н  ажратган к ес м а си н и н г  узун - 
л и г и  ури н и ш  н у ^ т а си н и н г  а б сц и ссаси дан  икки марта к и -  
ч и к  б у л са ,  шу эгри чи зик,нинг тен глам аси н и  ёзи н г.

4-вариант

1. У "  +  У  =  О, т  =  О, У (0) =  1, У (0) =  -  1.

2. Í X ' = * ’
1 У  =  *•

3. у "+ 2у '+ 2 у  = e~xctgx .

4. Агар эгри чизик,нинг ихтиёрий нук,тасида утказилган 
у р и н м а  ва  н о р м ал н и н г Ох Укидан ажратган к есм а си  21 га 
т е н г л и г и  маълум булса , ш у  эгри чизик,нинг тен гламаси н и  
ё з и н г .

5-вариант

I . у’“  -  5у  + 8У — 4у = О, .у(О) =  1, У(0) =  1, У (0 )  =  0.
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[ У  =  Зх + 4 у.

3. у " -  2у'+ 2у  = -С— .7 *  *  в т х

4. Агар эгри Ч И З И К . Н И Н Г  ихтиёрий н у ктаси д а  уткази лган  
у ри н м ан ин г Ох укидан  аж ратган  к е с м а с и н и н г  узунлиги 

уриниш  нук^таси а б с ц и сса си н и н г  у  ^ и см и га  т ен гл и ги  м аъ- 
лум б^лса, шу эгри ч и зи ^н и н г т ен гл а м аси н и  ёзи н г .

6-вариант

1. У" + з /  + 2У = 0, т  =  О, у ( 0 )  =  О, у  (О) -  2.

2. К  =  - 2 ^ ’

3. у - 2 у + у = -^ .

4. Агар эгри чизик,нинг ихти ёри й  нук;тасида у т к а зи л -  
ган ури н м ан ин г Ох у ви д ан  аж ратган  к е с м а с и н и н г  у зу н ­
ли ги  уриниш  нук,таси а б с ц и с с а с и н и н г  к у б и га  т ен гл и ги  
маълум б^лса, Л (2 ;4 )  нуцтадан утувчи ш у эгр и  чизик,нинг 
тен гл ам аси н и  ёзи н г.

7-вариант

2.

1 ./ " +  ЗУ + ЗУ + у  =  О, у(0) =  -  1, У(0) =  О, У  (О) =  1. 
х'  = 4х  + 2у> 
у' = 4х  + 6у.

V "-*• V =г \о V
—  /

4. Агар эгри чизик;нинг ихти ёри й  н у к д а си д а  у т к а зи л -
ган ури н м ан ин г Оу ук,идан ажрат/'ан к е с м а с и н и н г  у зу н ­
л и ги  уриниш  нук,тасининг а б с ц ^ с с а с и д а н  уч м а р та  к а т -  
талиги маълум булса ,  А(\;5 )  н уктадан у тувч и  ш у эгр и  чи - 
з и к н и н г  т ен гл ам а си н и  ёзинг.

8-вариант

1. -  2у + 9у -  18у = О, у(0) =  -  2,5, У(0) =  О, У (О )- О.
2  | х '  = 8 х - 3 ^ ,

\у' = 2х + у.
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3. у"+ 4 у  = с1$2х .
4. А( 1;2) нуктадан утувчи ва куйидаги хоссага эга булган 

эгри ч и зи к н и н г т е н г л а м а с и н и  ёзи н г: ихтиёрий нуктаси ор- 
д и н а т а с и н и н г  шу нукта а б с ц и с с а с и г а  нисбати и зланаётган 
эгр и  ч и з и к н и н г  шу нуктасида уткази лган  у р и н м а н и н гб у р - 
чак  к о э ф ф и ц и е н т и га  п р о п ор ц и он ал  ва про п орц и он ал л и к 
к о э ф ф и ц и е н т  3 га тенг.

9-вариант

1. /// +  9у  =  о, у(0) =  0, У ( 0 )  =  9 , У '(0) =  -  18.

2 IV  = 3 х  + у,
\у' = х  + гу.

3. у"+ у  -  сг&х.
4. А гар  эгри ч и зи к н и н г  ихти ёри й  нуктасида у т к а зи л ­

ган у р и н м а н и н г  ури н и ш  н у ктаси д ан  Ох уки билан к е-  
с и ш г а н  н у к т а с и  ораси д аги  м а с о ф а  уриниш  н у ктаси д ан  
к о о р д и н а т а л а р  б о ш и гач а  булган м асоф ага  тен гли ги  м аъ- 
|ум б у л с а ,  ш у эгри ч и зи к н и н г  тен гл ам аси н и  ёзи н г.

10-вариант

I. / "  -  13У  + 12У = 0, МО) =  0, У(0) =  1, / ( 0 )  =  133.
2 {х' = 2х + Ъ у,

[ У  =  5 х  +  4>>.

3. у " - 2 у ' + у  = ^ .

4. А гар  эгри чизик;нинг ихтиёрий нуктасида утказилган 
у р и н м а , к оор ди н ата  ук^ари ва уриниш  нуктасидан а б с -  
ц и ссал ар  укига туширилган перпендикуляр билан чегара- 
л а н ган  т р а п е ц и я н и н г  ю зи  узгармас микдор 3а2 га тенглиги 
маълум бу л са , шу Э ф и  ч и зи к н и н гт е н гл а м а си н и  ёзинг.

11-вариант

I у!У _  5у  +  4>, =  о, у(0) =  -  2, У(0) =  1, У '(0) =  2, 
/ " ( 0 )  =  0  .

\х’ = х  + 2у,
\у' = 3х + 6у.
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3. y " + 2 y '+ y  = ç

4. Агар эгри чизик; ихтиёрий н у кгаси  у р и н м а с и н и н г  бур­
ча*; к оэф ф и ц и ен ти  уриниш  н у кгаси  о р д и н а т а с и н и н г  квад- 
ратига тен гл и ги  м аълум  булса, /4(2; — 1) н у к т а д а н  утувчи 
ш у эгри ч и зи к н и ь т т е н гл а м а си н и  ёзи н г . П р о п о р ц и о н а л л и к  
к оэф ф и ц и ен ти  6  га тен г .

12-вариант

1. ÿ v -  1 0 /  +  9у  =  0 , у{0) =  0 ,  У ( 0 )  =  0 ,  у ф )  =  8, 
/ " ( 0 )  =  24.

2 | х ’ =  5 х  + 4 у ,

( /  = 4 х  + 5 у.
3. у"+ у  -  _ J _ .

COS X

4. М(х',у) н у к г а с и д а  утказилган н о р м а л  Оу у к д д а н  узун- 
л и ги  *_  га т е н г  к е с м а  ажрлтувчи э ф и  ч и з и к н и н г  тен г-

У
л ам аси н и  ези н г.

]3-вариант

1. / "  - /  + /  ~ у  =  0, у(0) =  0, У (0) =  1, у ф )  =  0.

2 |х' = х  + 2у,
\у' = 4х + 3у.

3- у"+ у  = _ 1 _  .
Sin X

4. У р и н м а н и н г  Оу укддан а ж р а т г а н  к е с м а с и н и н г  узун- 
л и ги  ури н и ш  н у к т а си  а б с ц и с с а с и н и н г  к в а д р а т и г а  тен г  
булган эгри ч и зи к н и н г  т е н гл а м а с и н и  ё з и н г .

14‘вариант

1. / "  -  З У  -  ЗУ -  у  =  0 ,  >40) =  0 ,  / ( 0 )  =* О, У ( 0 )  =  4.

2  ¡х' = х  + 4у,
[У’ = х  + у.

i . y " + 4 y  = - Á r .J  « л  2 х
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4. М{х,у) н уктаси дан  $тказилган нормал Оу укидан узун-
у2лиги —  га т е н г  к е с м а  ажратувчи эгри чи зи кн и н г тен глам а- 

си н и  ёзи н г .

15-вариант

1 • / "  ~  У  +  4У  -  4у =  0 ,  у(0) =  -  1, У (0 )  =  О, /(О ) =  -  6. 

* '  =  3 *  -  2у , 

у ’ =  2х + 8у.

3. у ”+ 4 у  = \.%2х.

2 .

4. А гар э гр и  ч и зи к н и н г  ихтиёрий н уктасидан к о о р д и ­
ната ук л ар и га  параллел (буУ клар билан кеси ш гун га кадар) 
тугри ч и з и к л а р  у т к а зи л с а ,  у \олда к о си л  булган турри 
ту р т б у р ч а к л а р н и н г  ю зи  эгри ч и з и к  би л ан  икки к и см га  
бу л и н ади , к а й с и к и  бири н и  ю зи  и к к и н ч и си н и к и д ан  икки 
марта к а т та  б у л и ш  х о сса си га  эга  булган эгри чи зи к н и н г 
т е н г л а м а с и н и  ё зи н г .

16-вариант

] у у  _  2/// +  у  =  о, у{0) =  0 , У (0 )  =  0 , у"(0) =  1, / " ( 0 )  =  2. 
х ' =  х  + 4у , 

у ' =  2х + Зу.
е -2 х

3. у  + 4 у  + 4 у  = — г .х
4. М{х\у) н у к т а си д а  утказилган н орм ал Оу укини га 

тен г  к е см а д а  к ес у в ч и  э ф и  чизи кн ин г тенглам аси н и  ёзинг.

17-вариант

1 ■ Г  ~  У =  0 ,  т  =  О, У (0)  =  О, У ( 0 )  =  О, У " ( 0 )  =  -  4.

2 \х' = 1х + Ъу,

2 .

[ У  =  х  + 5у.
3 _и " - 4 у ,+ 4 у  =  ^ .

х
4. Э гр и  ч и з и к н и н г  \ар бир н у ктаси д а  утказилган урин- 

ма а б с ц и с с а с и  у р и н и ш  н у кта си н и н г а б с ц и с с а с и н и  и кки
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бараварига тен г  булган н у к т а д а  у =  1 TÿFpH чи зи к , би л ан  
к еси ш ад и . Ш у эгри чизик,нинг т ен гл а м аси н и  ё зи н г .

18-вариант

1.у,у-  ]6у =  0, ><0) =  О, У(О) =  О, У'(О) =  О, у“'{0 )  =  -  8. 
[ х '  =  4 х - у ,

4. Х а м м а  уринмалари коор ди н атал ар  б о ш и д а н  утувчи 
эгри чи зи ^ н и н г т ен гл а м а си н и  ёзинг.

1 уш +  у  _  4у  _  4  =  о ,  у ( 0 )  =  О, У ( 0 )  =  0 ,  / ( 0 )  =  12.

2 | х '  = 2 х  + 8.у,

= X + 4у.

3. у"+ у  = - c t g 2 x .

4 . Э гри чизи^кд у т к а зи л га н  ури н м а л ар н и н г  Оу у к и  б и ­
л ан  уриниш  нук,таси ор аси д аги  к е см а н и н г  узу н л и ги  у з г а р -  
м а с  2  га тен г  булган ва /1(2;0) нук,тадан утувчи э г р и  чи - 
з и к н и н г  тен глам аси н и  ёзи н г.

1. У "  +  2У  +  9У +  18у =  0 ,  у{0 )  =  1, У(0) =  -  3, у"(0 )  =  -  9. 

л í x '  = 5x  + 8.v.

3. ¿>' = ¿ 2x -  с оs e * .

4. Агар Оу уки, эгри ч и з и к к а  у т к а зи л га н  и х т и ё р и й  
у р и н м а ва  уриниш н у к т а си н и н г  р а д и у с-ве к т о р и  б и л а н  ч е -  
гараланган учбурчак т е н г ё н л и  булса , ш у эгр и  ч и зи к ,н и н г  
т ен гл ам а си н и  ёзинг.

21-вариант

1. уУ -  у "  +  9ут =  0 , у (0 )  =  У ( 0) =  / ( 0 )  =  / " ( 0 )  =  О, 
/ 4 0 )  =  27.

у ’ = - X  + 4у.

3. у ”+ 2у'+ у  = 3е Х\!х + 1 .

19-вариант

20-вариант
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¡ у ' =  х -  6у.

3. у " -  у' = е2х бш е*.

4 .  Э гр и  ч и зи ^н и н г б и р о р  нуктаси да уткази л ган  н о р - 
м а л н и н г  ординаталар ук,и в а  эгри чизик, билан к е с и ш и ш  
н у к т а с и  ор аси д аги  к е с м а с и  шу нукта билан корд и н ата- 
л а р  б о ш и  орасидаги  к е с м а г а  тенглиги маълум булса ,  шу 
э г р и  ч и зи к н и н г  т е н гл а м а с и н и  ёзинг.

22-вариант

1. / "  +  2у + у  =  0 ,  у{0 )  =  0 , У (0 )  =  2, У*(0) =  -  3.

2. х' = 6х  + 3 у,
у  ’ = - 8 х  -  5 у.

3. у " + у  = г%2х .

4 .  А гар эгри ч и зи к л а  уткази л ган  ури н м ан ин г к о о р д и ­
н а т а  ук,лари орасидаги  кесм.асини уриниш нуктаси  т ен г  
и к к и г а  б^лиш и маълум бу л са , ш у эгри ч и зи к н и н г т е н гл а ­
м а с и н и  ёзи н г.

23-вариант

1 у// _  у  _  у  +  у  =  о ,  у (0 )  =  -  1, у '(0 ) =  0 ,  / ( 0 )  =  1.

х ' =  Зд: + у, 
у * = 8дг + у.

3. , - + г  = ^ .
ыггд:

4. Агар координаталар бош идан уринмага туширилган 
перпен д и ку л ярн и н г узунлиги уриниш нуктасининг а б сц и с-  
с а с и г а  т е н г  булса, ш у эгр и  чизи^нинг тенглам асини ёзинг.

24-вариант

1. уР  +  5 /  +  4 у  =  0 ,  у(0) =  1, у ( 0) =  4 ,  у " (0 )  -  -  1, 
/ " ( 0 )  = - 1 6 .

2 ^х’ = х - 5 у ,  
у' = - х - З у .
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4. А гар эгри  чи зи к к а  у т к а зи л г а н  у р и н м а н и н г  бурчак  
к о эф ф и ц и ен ти  уриниш н у к т а с и  о р д и н а т а с и н и н г  у ч л ан - 
ганлигига тен гл и ги  маълум б у л с а ,  /1(0; -  2 )  нуктадан у ту в-  
чи шу эгр и  ч и зи к н и н г  т е н г л а м а с и н и  ёзи н г.

25-вариант

1. у>* +  10у  +  9у  =  0 , у(0) =  1, у*(0) =  3, у'Щ  = -  9 ,  
/ " ( 0 )  =  -  27.

- ( * '  =  4 х - 8 у ,

\у’ = -S x  + 4  у.
3 _k 4+ 9 >, =  _ _ L _

'  7 cos Зх

4 .  Агар эгр и  ч и з и к н и н г  и хт и ё р и й  н у кта си д а  у т к а зи л ­
ган ури н м а, уриниш  н у ктаси д ан  а б с ц и с с а л а р  у к и га  т у -  
ш ирилган перпендикуляр ва  Ох у к и  б и л а н  чегаралан ган  
у чбурчакн и нг юзи ^згармас м и к д о р  Ь2 га тен гли ги  м а ъ ­
лум булса , ш у  эгри ч и зи к н и н г  т е н г л а м а с и н и  ёзи н г.

V III  б о б

1 - § .  Олий м атем ати к а  т а т б и к и г а  дори 
м а сал а л а р

1. Функция %ак;ида тушунча.
Энг содда функцияларни текшириш

1 .1 .  Рациуси R ва маркази коор ди н атал ар  бош ида булган 
айлана б^йича моддий нукта v  т е з л и к  билан с о а т  ст р е л к а -  
си  йуналиш га карама-карш и й у н а л и ш д а -т ек и с  *а р а к а т л а н -  
мокда. Бош лангич пайтда бу н у кта н и н г  а б сц и ссаси  а  (|а|5/?) 
га тенг, ординатаси э са  м усбат . Бу н укта  а б с ц и сса си н и н г  
тебраниш  тен глам аси н и  тузи н г. Б о ш л а н ги ч  ва к т  кандай 
булганида бу абсц и ссан и н г м одули  э н г  катта булади?

Е ч и ш . М аъ л у м к и , нукта ^ а р а к а т и н и н г т е з л и г и  к у й и -  
даги ф о рм ула билан топилади:
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бунда со — а  нук,танингбур- 
чак т езл и ги , V — ун и нг илга-

Э нди цуйидагиларни то-

71-чизма
памиз;

а) М нук,танинг аб сц и с- 
саси / нинг ф ункцияси (л^г)) булиб, унинг тебраниш тенгла-

б^ шах|х(/)| =  К ш а р т д а н  <р(г) = я  , я ъ н и  а г с с о Б  
— + — / = 71 к е л и б  ч и к а д и ;  бу ердан и злан аётган  вакт  I ни 
т о п а м и з :

1 .2 . К р и в о ш и п -ш а т у н  механизми сх ем аси н и  караймиз 
(7 2 -ч и зм а ) .  М а х о в и к н и н г  радиуси Я, шатун узунлиги а  га 
тенг. М а х о в и к  се к у н д и га  п марта айлани б, с о а т  стрелкаси 
йуналиш и бу й и ч а  б и р  тек и с  щ т к а т  к^лади (айланади). 
Ш атун ва к р и в о ш и п  / =  0  да бир т у ф и  чизик,ни х;осил 
килади (чап “т и н ч »  хрлатда), А нук,та (к рей ц копф  ёки п ол ­
зун) О н у к т а  (координаталар боши)да булади. А нукта (крей-

маси:

ая-эгссс*—1  КА  = — агссо5
Vтах V Л/-

Я
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цкопф) х  кучи ш и н ин г / вак,тга боглик,лигини т е к ш и р и н г .  
*(/) ф у н к ц и ян и н г  максимуми т > т р и си д а  нима д ейи ш  м у м -  
к и н ?  М и п и м у м и  ту т р и си д а -ч и ?  Н а т и ж а л а р н и  ч и з м а д а н  
я е д о л  кури ни б турадиган х у л о с а л а р  билан таад осл ан г.

Е ч и ш .  х = х,  + хг\ ф = t o - / =  2nnt;

х] = R -  R coscp = Л(1 -  c o s  2 nnt) ;

х2 = а -  a  cos  у  = а -  1 -  s in 2 у  = a -  a j í  -  .

л:(/) =  /?(1 -  cos 2л«/) + а  -  4 о 2 -  R 2 s in 2 2л«/ .

х(/) ф у н кц и я ифодасидаги б и р и н ч и  ва  и ккинчи к У ш и - 

лувчи л ар  би р хил нук,таларда/тах =  ~  м а к с и м у м га  э р и ш а -

долатда булади. Х,удди шундай хулосан и  x(t) ф у н к ц и ян и н г 
минимумы учун *ам  чик,ариш м у м к и н .

1 .3 .  / т о к  карш иликлари г, ва  г2 булган и к ки та  т а р -  
мок,кд к^ндай т а к си м л ан ган д а  в а к т  бирли ги да у т к а з г и ч -  
нинг  к,изишига сарф булган э н е р г и я  м икдори (Q =  PR ) э н г  
к и ч и к  булади ? Т о к н и н г а с л и д а  т а к с и м л а н и ш и  би л ан  т а к -  
к о сл а н г  (7 3 -ч и з м а ) .

Е  ч и ш . г, каршиликдан утувчи т о к  / булсин, у \ олда г2 
дан утадиган т о к  /-/ га тен г бул ад и . Э н ер ги я н и н г  к и з и ш г а  
сарф булган умумий й у к о т и л и ш и ^  = /2г, + ( I - i ) 2r2 га т е н г .

Q(í) ф у н к ц и я н и н г  м а к с и м у м и н и  т о п и ш  м а с а л а с и н и  
еч а м и з :

ди л ар ;с д р , ----------------

* (/ „ , , )  =  R(\ + \) + a - J a 2 - О  = 2R да эса а  нук?а “т и н ч ”

Q = i¿r{ + (/ - / ) 2' í  m *n » 1 е  (_ee5+0°) ’

п п

ф -
пп
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/г>
r\ +r2 I (r,+r2y  П+Ъ

* ( r  + r 2)  / - J ü .
0 + 0

+ ^ — » m i n . 
'i+'i

Булардан

/j+r2

i2 S / - / B _ * L  
'l+'i

'ï _  ^
т ен гл и к к а  эга  б у л а м и з ,  я ъ н и - r - -  — — т о к л а р  тармок,пар 
к,аршиликларига т е с к а р и  пропорционал тац си м лан ган ди р.

Т о к л а р н и н г  а с л и д а  т а к си м л а н и ш и  э с а  куйидагичадир:

U = ÎR, 1  = 1  + 1 ,  яъни U =
л  г\ Г2 г,+г2

бундан э са  ю к р р и д аги  натижани \осил ^ и лам из:

у -  и  -  Ь
1 *i rj+^ ’

/ -  и  -  ^
2 *2 п+гг '

1.4 . Зан ж и р д аги  т о к  би р хил частотали и ккита узга- 
рувчан т о к  ге н е р а т о р и д а н  хосил ки ли н ади . Улардаги ток  
микдорлари/, = А( sin((o/ + <р, ) ва/2 = Л2 sin((ur + ф2) ф орму- 
л а л ар  билан а н и ^ п а н а д и . Бу токлар й и ги н д и си н и  топинг.

М о с  \олда Ах ва Л2 узунликларга эга булган Д  ва А2 век- 
торларни горизонтал Ук^аф, ваф2 бурчаклар остида утади- 
ган килиб яса сак ,  Д  в а Д  векторларни куш иб, А узунлик- 
даги ва укка <р бурчак  ости д а  орган А векторни \осил кдгси- 
ш имизни курсатинг (7 4 -ч и з м а ) ;  бунда А ва <р лар

A, sin(wr + ф ,) + А2 s in (Ш + ф2) = A sin(cor + ф)

й и р и н д и н и н г  м ос  х ол д а  амплитудаси ва бош лангич фазаси.
Е ч и ш .  со/ + ф, = у д еб  белгилаймиз, у \олдасо/ + ф2 = 

=  7 - ф ,  +ф2 = ф 2 - ф ,  + у = а  + у , бу  е р д а а  = Ф2 - ф ,  ( 7 4 -  
чи зм ага  каранг).
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Куй и даги  тен гли кн и  \оси л к,иламиз:

Д  sin(tû/ + ф,) + A¡ sin(ü)/ +  ф2)  = A, sin  у + Д  s in (a  + y) = 

= Д  sin y + Д  sin a  eos  y + Д  c o s a s i n y  =

= ( Д  + A2 eos a )  sin y +  Д  sin a  eos y-

Куй и даги  белги лаш ларн и  к и р и т а м и з :

Д  + Д  cos  a  =  В, Аг sin a  = С .

Н ати ж ад а :

В 2 + С2 = Д 2 + 2 Д  Ai c o s  a  + A 2 c o s 2 a  + Д 2 sin a  =

= Д 2 + Д 2 + 2 Д Д  c o s a  = Д 2 + Д 2 -  2 Д Д  c o s ß  =  А2. 

7 4 -ч и з м а г а  кура:

У  \олда

Д  sin(wr + ф , )  + А2 sin((o/ + ф 2 )  =  ^ ( c o s ô s i n y  sin 6  e o s  y) =

= A sin(Y  + 8) = A sin(wr + ф, + ф -  ф, ) = A sin(o)/ + ф ) .

В ек т о р л а р н и н г  х оссал ар и  ва  ул а р н и н г  п р о е к и и я л а р и -  
дан ф ой далан и б, бу н ати ж ан и  осонр ок, йул б и л а н  * о с и л  
к и л и ш и м и з  \ам мумкин эд и .

1 .5 .  П араллел уланган и к к и т а  узгарувчан т о к  г е н е р а -  
тори

А

У

www.ziyouz.com kutubxonasi



т о к л а р  беради. Ш у  т о к л а р н и н г  умумий й и ги н д и си н и  т о -  
п и н г .  Йигинди т о к н и н г  0  га тен г  булиш и ва  эн г  катта 
к,ийматга (а б со л ю т  к и й м а т и  буйича) эга  булиш  вак,тлари- 
ни т о п и н г  ( 1 .4 - м а с а л а г а  каранг).

Е ч и ш .  М а с а л а  ш а р т и га  к у р а A¡ = Л2 = А бу лган и  

учун  ф = ф|̂ -2- . Й и г и н д и  ток  / ни / -  A sin ( ~ í  + - iy :1 j  
д е б  ёзи ш  м умки н.

Бу ерда

А = ^ 2 А1 + 2А2 соз(ф2 -  ф,) = yl2Ayj\ -~cosóp2 -  ф,) •

1) Йигинди т о к  ку й и д аги  \олларда 0  га т е н г  булади:

Ц.1 + -  k n , я ЪНИ

* 6 z.

2) Й игинди т о к  к^уйидаги *о л д а  модули буй и ч а эн г  
к а т та  булади:

+ = + яъни ,  =  ¿ ( * „  + 1 - ^ ) ,

k e Z -

1 .6 . >>, = 4 , 0  sin(/ + 0 , 6 4 )  в а ^ 2 = 3 , 0  s¡n(f - 0 , 7 1 )  тул^ин - 
л а р н и н г  и н тер ф ер ен ц и яси н и  тавси ф лан г, яън и  йигинди 
те б р а н и ш л а р н и н г  ам п л и т у д а си  ва бош лан ги ч ф азаси н и  
т о п и н г  (1 .4 -м а с а л а г а  каран г).

Е ч и ш .  А м п ли туда:

А = ^ А 2 + А 2 + 2 А, Аг со5(ф2 -  ф,) =

= >/16 + 9 +  2 -  4 -  3 c o s (0 ,71 + 0 , 6 4 )  =

^/25 + 2 4  cos(l ,  35 )  «  5 ,5  •

Б ош ланги ч ф аза :  ф = 5 + ф,,

sin ф = sin 5 co s <р| + sin ф, cos 5 =

= L  [A2 5Ш(ф2 -  ф, ) COS ф, + Sin ф, (Л, + A2 С05(ф2 -  ф|)] =
Л
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= ~  [Л, sin ф, + Л2 sin ф2 ] ;Л

з т ф  = - ^ j [ 3 s i n ( - 0 , 7 1 )  + 4  sin 0 , 6 4 ]  =  0 , 0 6 2  i 

бу ердан ф = 0 , 0 6 .

2. Функцияпар графигини чизиш

2 . 1 .  И м пульслар ген ер атор и  п ай до к и лад и ган  к у й и д а -  
ги кучланиш  оси и л л ограм м ал ари н и  формула о р к а л и  ё з и н г  
(7 5 -ч и з м а г а  ^аранг)

Ж а в о б л а р :

a) u(t) = 4  (/ -  х), х <  / <  х + h  , даври  Т -  h \h

б) u(t) =
А, т <  Г < т + А, Г  = 2А; 

О, т  + h  <  / < х + 2h,

в)  u(t) = “ х | -о ,  x - h < t < x  + h Т = 2h',

г)  «(/) = î î ‘  + ‘ l î s i n ^ ( x  + c ) ;

я) w(/) =
in

— e ' v(,_Jl>>), б у е р д а  v =   ̂ ° К
T - i 0

0 ,  / s / 0.

2 .2 .  С тсрж ен  узунлигига <7 ( б и р о п  би р л и к  ю з г а  т а ъ с и р  
этувчи куч) куч т аъ си р  э т с а ,  у чузилади ва бу ч у з и л и ш  
узунлиги Гук крнуни бу й и ча аник,ланади:

! = k  () + , бу ерда Е  — Ю н г  модули.

/ ни а  н и н г ф ун кц и яси  д е б  бу ф у н к ц и я н и н г  г р а ф и г и ­
ни ясанг. Аргументнинг кдндай кийм атларида / ®  /(сг) тугри 
чизик, узунл и кн ин г к у ч л ан и ш и га  б е в о с и т а  б о г л и к ^ и г и н и  
а к с  эттиради?

Ж а в о б .  О <  о  < а т х , бу  ер д а  а  =  o max б у л г а н д а  ст е р -  
ж е н н и н г  пласти к  д е ф о р м а ц и я си  (у зи л и ш и ) б о ш л а н а д и .
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а)

Г О Г* Л Г* »'Л Г«5Л Г

А)
и
А
1 1 |----- — \ Г ”
1
1

1 1 
1 1

1 1 
1 1

X о  г* А Т+2Ь г+3/1 г*4ь /

с)

¿0

е)

2 . 3 — 2-7  м асал ал ар н и  е ч и ш д а куйидагилар талаб  кд п и - 
н а д и :

а )  тек ш и р и л аё т ган  к а т та л и к  (м и кдор) н и н г улчамини 
т е к ш и р и ш ;

б )  ар гу м е н тн и н г  к а н д а й  кийматларида берилган ф у н к ­
ц и я  аник, ф и зи к  б о гп ан и ш н и  а к с  эттириш ини курсатиш ;

в )  ф у н к и и я н и н г  граф игини ясаш ;
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г) графикдан ф ойдаланиб берилган б о гл ан и ш н и  т е к ш и -  
риш ; куйилган саволларга ж а в о б  бериш.

2 .3 .  А к т и в  (о м и к )  к д р ш и л и к си з  т еб р а н и ш  к о н т у р и д а -  
ги электр  теб рани ш л ари  В .Т о м с о н  ф о р м у л аси  б и л а н  б е -  
рилади: Т  = 2 п\ГЕс , бу  ерда I  — и н д у к т и в л и к ,  С  — с и -  
гим. Т ни С  н инг  ф у н к ц и я си  д е б  граф игини я с а н г .

2 .4 .  И кки та  параллел а к т и в  (о м и к )  к а р ш и л и к л а р д а н  

и борат зан ж и р  б у л аги н и н г ^арш и ли ги  Л = га  т е н г ,  Я 
ни г2 н инг ф ун к ц и яси  д еб  (я ъ н и  г, ни у зга р м а с  д е б  ^ и с о б -  
л а б )  графигини я са н г .  Бу гр аф и к н и н г  го р и зо н т а л  а с и м п -  
тота си  борлигини ф и зи к  н уктаи  назардан  талк^ин эти н г.

Ж а в о б .  г2 ч е к с и з  ор тган д а  Я к д р ш и л и к  г, га як,инла- 
ш ади . буни г2 к ар ш и л и к д ан  и борат з а н ж и р  б у л а г и н и н г  
узилиш и каби талк>ин эти ш  м умки н.

2 .5 .  Ер сиртидан И балан д л и кд аги  м а с с а с и  т га тен г  
ж и с м н и н г  Ерга торти ли ш  кучи (яън и  ж и с м н и н г  ор и р л и - 
ги) Н ью тон  конуни буй и ча, ш ун и н гд ек , м а с с а л а р и  М ва 
т булган с ф е р и к -с и м м е т р и к  ж и с м л а р ,  бу ж и с м л а р  м ар - 
казл ари га  ж о й л а ш га н  М ва  т н у ктави й  м а с с а л а р  каби

п у- Мт
торти ш ади , деган т е о р е м а га  кура г  = /  ;  га т е н г .

(/с+А)
Бу ерда М ва Я  м о с  \олда Е р н и н г  м а с с а с и  ва  р а д и у с и ,  

/  = 6 , 6 7  • 10"ПН —  гр авитац и он  д о и м и й .  Р  н и  И н и н г

ф ун кц и яси  д еб  граф игини ясан г .
2 .6 .  I моль (I  грамм м олекула) газни н г и з о т е р м и к  ж а -

раёнда бажарган и ши / 4 =  Я Т \ п га тен г ,  бу  е р д а  V. —
V,

газнинг бошланрич ва у2 — охирги (н а т и ж а в и й )  \аж млари. 
Т  температура (К е л ь в и н  буйичя)- 
Я — универсал газ д о и м и й с и  (Я  =  2 к ал/ град  м о л ь ) .
А ни д  нинг ф ун к ц и яси  д еб  граф игини я с а н г .
2 .7  \ а в о  б оси м и  Р  нинг балан длик Л га борлик, \олда 

Узгариши
ТО*

Р =  Р0е кТ

бар о м етр и к  ф ормула билан и ф одал ан ад и , бу е р д а  Р0 ва  уц 
лар И =  О балан дликдаги  м о с  \олда б о с и м  ва  с о л и ш т и р м а  
огирлик.

Т — температура (К е л ь в и н  б у й и ча);  
к  — Б ол ьц м ан  д о и м и й с и  (к  =  1,4 • 10'*6 эр г/ гр а д ) ;
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Т  =  const  булганда р  ни h н и н г  ф ун кц и яси  деб графиги- 
ни я са н г .

Б у  ф у н к ц и я  м о н о т о н л и г и н и н г  ф и з и к а в и й  тал к и н  и 
к а н д а й ?

Т  — co n st  ш артн и н г ф и зи к а в и й  талкини кандай?
2 . 8 . /  = /0 sin((o/ + <p) си н у сои д а л  ток:
а )  б и т та  яр и м  д авр л и  / = т а х ( 0 ,  /„ sin(o)/ + ф)) туррила- 

н и ш д а ;
б)  и к к и т а  ярим  д а в р л и  / = |/0 sin(w/ + ф)| турриланиш - 

д а  узгар ад и ган  т о к н и н г  граф игини ясанг.
Б у  л олларда узгарувчан т о к н и н г  э н г  к ич ик  даври к а н ­

д а й ?
2 . 9 .  К д р ш и л и к к а  е т и б  келадиган си н усои дал т о к н и н г  

к у в в а т и  ( “ он и й  к у в в а т ” д е б  \ам аталади)

W =  С/о/0 s in2(u>/ + ф )

га т е н г .  W  ни t н и н г ф ун к ц и яси  деб графигини ясан г . 
К ,у вва тн и н г  чуккилари так р ор л а н и ш  частотаси / кан дай ?

Ж а в о б :  /  =
2 . 1 0 .  R к ар ш и л и к ,  L и н д у к ти вл и к  ва Э К Ж  ман баи  

к е т м а - к е т  уланган з а н ж и р  туташ тирилганда (бош ланяич 
т о к  йук: /(/,>) = 0  ) куйидаги т о к  вужудга келади:

' - 4
е  1 t > t n

I  ни t н и н г  ф у н к ц и яси  деб граф игини ясан г.  Бу х,олда 
г о р и з о н т а л  а с и м п т о т а н и н г  м авж удли ги га кандай ф и з и ­
к а в и й  т а л к и н  бер и ш  м у м к и и ?  R к а р ш и л и к  ка ттал и ги  
у з га р га н д а  граф ик куриниш и кандай узгаради? L у згар- 
г а н д а -ч и ?  Е  у згар га н д а -ч и ?

Ж а в о б .  А си м п т о т а н и н гм а в ж у д л и ги  ва к т о р т и ш и  би- 

л а н  ток. у з и н и н г  бар к ар ор л аш ган  Л. = кчй м ати га  я к и н -  
л а ш а  б о р и б ,  д еяр л и  д о и м и й  (у а гар м ас)  булиб кол и ш и  
б и л а н  т а л к и н  ки ли н ад и . З ан ж и р н и н г/ . .  э с а  акти в  (о м и к )  
к а р ш и л и г и д а н  ан и клан ади

2 . 1 1 .  / ч а с т о т а л и  б и рор а с б о б н и н г  курсатиш лари х  ва 
х  +  h  ор а л и к п ар и д а  ётади. К и ч и к  h  ларда бу частота куй и - 
д а г и л а р г а  т е н г  б^лади:
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{х-тУ
а ) /  = __!__е  2°2 И Г а у ссн и н г н о р м а л  к о н у н и  (пар а-

оу2 п
мстрлари т, а б ^ л г а н ) ;

б ) /  = __— - — ( К о ши  кон ун и).
л [ !+ (х -т )2]

/ н и  х  н и н г ф у н к ц и яси  д еб  гр аф игин и  я с а н г .  Б у  л о л ­
ларда а сб о б л а р н и н г  э н г  т е з -т е з  у чр ай ди ган  к у р са т и ш л а -  
ри кандай? т п ар ам е т р н и н г  ки й м атл ари  у згар га н д а  гра- 
ф икларн и нг к^ри ни ш и  кандай узгаради ?

2 .1 2 .  С^нувчи /(/) =  1ае'к1 со5(ш/ + <р) (и> — ч а с т о т а ,  (р — 
бош лангич фаза, к — суниш  д е к р е м е н т и )  т о к н и н г  гра­
ф и ги н и  я с а н г .  Т о к н и н г  сунишини|/(/)| <  0 , 05/о ^ олда 
амалий жи^атдан руй берган деб , к =  \, о> ~ 2,ц> = -̂  \ол 
учун Т  н инг кай си  кийматидан б о ш л а б  т а к р и б а н  суниш  
руй бериш ини ба\оланг.

Е ч и ш . е'т < 0 , 0 5  дан: Т > 1п 20  *  3 .  А м а л и й  ж и \ ат- 
дан Т -  3 деб  ол и ш  м умки н.

2.13 . А кти в кар ш и л и к б у л м аган  за н ж и р  м ан б ад ан  кабул 
килгичга бери лади ган  кувват  м а к с и м у м и  (вак,т буй и ча)

г2Ц/ _ ь_____
2*>[1+со5(ч>-ф0)]

ифода билан ан и кп ан ад и , бу ерда Е, го,ф,ф0 —  з а н ж и р -  
н инг  турли характери стикалари  (Е  ~  Э К Ж ;  ^  — бу  \олда 
м анба к арш или ги ;Ф  ваф 0 — м ос  * о л д а  м а н б а  ва н агрузка 
к ар ш и л и к л ар и н и н г аргум ентлари).

\¥ ни Ф н инг  ф у н к ц и яси  деб граф и ги н и  я са н г .
Н агрузка па м ан б а  царш иликлари а р гу м е н тл а р и  тен г 

булганда бери лади ган  кувват м а к си м у м и  э н г  к и ч и к  булн- 
шин и  курсатинг. Бу аргументлар о р а с и д а  к,андай м уно- 
саб а т  булганда бу м ак си м у м  э н г  катта  б у л а д и ?

Бу натижалар к ан дай  т ал ки н  эт и л а д и ?
К у р с а т м а .  \¥ (фтах) =  И̂ тах = ~ , бу ерда фтах -  ф„ = л . 

\ а р  иккала хулоса ( И ^ п в а И ^  га н и сбатан ) ак т и в  (омик) 
каршилик йук деган  фараз оркали туш унтирилади. М аса- 
лан, бу *олда (манба ва нагрузка карш или клари ни н г аргу­
ментлари тенглигини \исобга олиб) булганда (к,аршиликлар 
карама-карши фазада булганда) занж и рн и н г умумий карш и- 
лиги 0 га тенг булади, берилаётган кувват ч е к с и з  булади.
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2 . 1 4 .  Б и р о р  (В а н - д е р - П о л ь  с и с т е м а с и д а )  м еха н и к  с и с ­
т е м а  теб р а н и ш л а р и н и н г  амплитудаси узгариш крнуни куй- 
идагича ифодаланади:

р =  '7——------

бу ер д а  С  — б о ш л ан ги ч  ш артларга борлик; булган узгар- 
м а с ;  ц  — с и с т е м а  параметри. р  ни / н и н г ф ун кц и яси  д еб  
гр аф и ги н и  ясан г .

2 . 1 5 .  С т е р ж е н  ук,и билан б у р ч ак  таш ки л этувчи в а  г 
м а с о ф а д а  ст ер ж ен  йуналиш даги м агн и т  м ай д он и н и н г куч-

fill I ">
л а н г а н л и г и  Н -  + 3cos~ (р га т е нг, бу ерда

т — м а г н и т  м а сс а с и :
I — с т е р ж е н н и ' >зунлиги (/< г);
ju — м у \ и т н г  i f  м агн и т си н гдирувчан лиги .

Н  ни ip n i ' : i r ( _ y  ^ <Р ^  ф у н к ц и яси  деб графигини 
я са н г .

2 . 1 6 .  А д и абати к  жараёнда газн и н г  р  боси м и  ва  Т  т е м -

ператураси орасидаги  борлани ш рТ4 "* = С(= const)  тен гл и к  
би лап  б е р и л ади , бу ерда % > I — адиабата курсаткичи.

р  ни Т  н и н г  ф ун кц и яси  д е б  графигини яса н г .  *  >  1 
н и н г т ур л и  ц и й м атлари га м о с  кел увч и  графиклар узаро 
кан д ай  ж о й л а ш га н ?

2 . 1 7 .  У згар у в ч а н  т о к  зан ж и ри д аги  т о к  ва кучлани ш  
о р а с и д а ги  ф а за  сурилиш и куйидаги тен гл и к  билан аник,- 
л а н а д и :

бу ерда R — з а н ж и р н и н г  акти в  (о м и к )  к,аршилиги; L — 
и н д у к т и в л и к ;  С  — сирим, ю — бу р ч ак  частотаси . 

ни:
a )  L  н и н г  ф у н к ц и яси  деб;
в )  С  н и н г  ф у н к ц и яси  деб; 
с )  ш н и н г  ф у н к ц и яси  деб граф игини ясанг.
У ч а л а  ф у н к ц и я н и н г  м он ото н л и ги н и  изо^лаб беринг.
2 . 1 8 .  С и н у с -к у ч л а н и ш  у згартир гичи н и н г (ки ри ш д аги  

к у ч л а н и ш  и бу л ган да чик,ишда V — sinw кучланиш  \осил 
к и л а д и )  к и р и ш и га  2л  даврга э га  булган даврий кучланиш
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бери лган. Бу кучлани ш  -п  < t < п да и(/) = t1 га т е н г .  К и и  
t н и н г ф ункцияси д еб  граф игини ясанг.

2 .1 9 .  К о с и н у с -к у ч л а н и ш  узгар т и р ги ч и н и н г  ( К  =  c o s « )  
к и р и ш и га  и =  0 ,5 s in (2 r  +  1) кучлани ш  б е р и л га н .  Чик,иш 
кучлани ш и  V =  V{i) н и н г граф игини ясан г .

2 . 2 0 .  У з г а р т и р г и ч - к в а д р а т о р  ( У = 2 и 2) к и р и ш и г а  
и — 2(1 — е~') кучланиш берилган. У(г) нинг граф игини ясанг.

2 .2 1 .  Агар F{u) ва J{t) функциялар 7 6 -ч и зм а д а ги  гр а ф и к - 
лар  билан берилган булса ,  у \олда ку ч л а н и ш  у з га р т и р -  
ги чн и н г (V  =  F(u)) к и р и ш и га  и = J[t)  к у ч л а н и ш  б е р и л г а н -  
д а  ун и н г чикиш даги ку чл ан и ш  граф игини я с а н г .

3. Лимитлар

3 . 1 .  7 7 -ч и зм а д аги  учта ч и зм а  та св и р л а н га н  з а н ж и р  (г,, 
г2 ва ^.к. карш или клардан  ту зи л ган  з а н ж и р )  н и н г  у м у м и й  
кдрш илиги R  ни топи н г.

R н и н г к^иймати:
а) г2 кдрш и ли к ч е к с и з  к и ч и к л а ш га н д а ;
б) г2 кдрш и ли к ч е к си з  к а т тал аш га н д а  н и м а г а  и н т и л и -  

ш и н и  топинг.
Ж авобл ар н и  ф и зи к  жи^атдан аник, бу лган  х у л о са л а р  

б и л ан  так.к.осланг.
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3)
77-чизма.

Е ч  и ш .

1) 1  + 1  = 1 ,  бу ердан  R = Æ -  ; а) 0 ;  б) г  (2 .4 -м а с а л а
П r2 R г, +г2

б и л а н  так,к,осланг);

2) — + 1  = 1 ,  бу ердан R = ; а) _!1Э_ ; б) г ;
Г3 я Г| +г2 +г3 /|+г2 3

3) -ÎHL + /*3 =  У? ; а) г,; б) /* +  гу 
г,+г2

3 .2 .  М асса си  т га тен г моддий нук,та иккита цдрама-кдр-

ш и  йуналган узгарувчан F\ = W 4  + i2 ва = ¿ V i  + /2 куч- 
л а р  таъсирида \аракат килади. Вак^ узгариши билан \аракат 
т е к и с  хдракатга як,ин була боришини, яъни бу нук,танинг 
тезлан и ш и  нолга чексиз як^инлашиб боришини исбот кртлинг. 

Е ч и ш .

l im  l í b a  =  l im  k - í ^ - k - í ^  =  , im  ------ 3 =  0
i - * + x  m  i - t + x  m  í - * + j: v 4 + ^ + V 1 + ? 2

3 . 3 .  Т р у б и н а н и н г  и ш ч и  г и л д и р а к л а р и  \ а р а к а т и  
ln у  = ~к2х 2 + 1пу0 т е н г л а м а  б и л ан  иф одаланади, бу ерда 

у  —  ай л а н и ш  у ви д ан  х  м асоф ад а  гилдирак кдлинлиги;
X =  0  д а  у = у0.

1 -  Н И  Т О П И Н Г .  д:-»- Уо

www.ziyouz.com kutubxonasi



-У- = е -*2*2 ва Нгп —  = 0 .
Уо •*-*- Уо

3 . 4 .  Я р и м  ч е к с и з  (0  <  х < +  »  ) к у в у р  бу й лаб газ к о н - 
центрацияси (зи члиги ) нинг вак,т ути ш и  б и л ан  (0  < /“ < +  ■») 
так си м л ан и ш и  (бу н д а  вак тн и н г б о ш л а н г и ч  (? =  0) пайти- 
да  бутун газ м а с с а с и  М кувур к,ирк,ими (к е с и м  ю зи н и н г 
бирлиги) х  =  0  д а  тупланган бул са)

с(х ,/) = - ^ е ' 4"

куриниш да булади , бу ерда х — к и р к и м г а ч а  м асо ф а ; В  — 
дифф узия к о э ф ф и ц и е н т

К у й и д аги  ^ о л л ар н и н г  * а р  б и р и д а  б у  к о н ц е н т р а ц и я  
кандай к,ийматга яки н л а ш и ш и н и  т о п и н г :  ’

а) г в а к т н и н г  ж у д а  ки чик ва ч е к с и з  у с г а н  ки й м а тл ар и - 
д а  кувурн и н г и стал ган  нуктасида;

б)  л: д а  в а к т н и н г  исталган п а й т и д а .  О л и н га н  н а- 
тиж аларн и  ту ш у н ти ри б беринг;

О, х ф О,
Ж а в о б :  а) П ш с ( х ,О  = 0 ;  Н т с ( х , / )  =

г-*+О

Биринчи т е н г л и к  газ кувур б у й л аб  т а р к а л г а н и  сабаб- 
ли к он ц ен тр ац и я  пасай и ш и н и  б и л д и р а д и ; и к к и н ч и си  — 
бош лан ги ч па й тд а  кувурнинг к е с и л г а н  к и р к и м  (тор ец ) 
ж ой и д а газ й у к л и ги н и  би лдиради ; с ( 0 , +  0 ) =  оо т ен гл и к  
д: =  0 ки ркимля ж п й п яш г2!!да ¿ц у к тав и й »  м  м а с с а с и  бор- 
лиги тугрисидаги ф аразга м ос к ел ад и .

б)  Ншс(:с,/) =  0  (? *  0) в а к ,т н и н г  и с т а л г а н  п а й т и д а  
узок^аш ган  сари  газ кон ц ен тр ац и яси  к а м а й и б  б о р и ш и - 
ни билдиради.

3 .5 .  Бирор к и м ёв и й  жараён ш ундай  утаётган  б у с и н ­
ки, бунда оралик^ар кетма-кетлиги[/т,(/  +  1 )т ] ,  / =  0 ,1 ,2 , . . .  
даги *ар  кай си  г  в а к ?  оралиги д а в о м и д а  м о д д а  купайиш  
микдори (к и ч и к  т ларда) бу ор али к  б о ш и д а  булган модда 
микдорига ва  о р а л и к  катгалигига п р о п о р ц и о н а л  булсин. 
Вактн и н г бош лан ги ч  пайтида модда м и к д о р и  (?0 булсин 
д еб  фараз килиб, 7 вакт  (оралиги) утган д ан  с у н г  м од д а  м и к -
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дори Q\n) ни т о п и н г ,  бунда модда м и кдори  ^сиши t вак,т 
оралирининг \ар б и р  л-к ,и см и дат = -  сод и р  булади деб 
олинг. Q = l im  Qjn) ни топинг,

Е ч и ш .  Т = т да: Q1 = Q0 + kQax = Q0(\ + кт) = Q0 (l + 

бу ерда к — п р о п о р ц и о н а л л и к  к о э ф ф и ц и е н т

Худди ш у н д а й ,  Т = 2г да: Q2 = Qt ( l  + -  Q, ( l + т )  ’

T =  Зтда:03 = & (* + тг) = Qi (l + 7f) Ba VK.

T = m  = t д а :  Q„ = (l + £ )  = Q> ( l  + £ ) " ;

lim (?„(/) =  l im  Q0 |l + = Qnekt — м оддалар купайиш и

крнунига э г а  булдик.
3 .6 .  М а м л а к а т а ^ о л и с и н и н г с о н и  й ш т и г а 2 %  усади. 100 

йил и чида у  т а х м и н а н  неча баравар усади. Ж ав о б н и  0,01 
гача а н и к ^ и к д а  ^исобланг.

Е ч и ш .  Агар мазкур мамлакатдаги дастлабки жами а\оли 
со н и н и  А д е б  б е л ги л а са к ,  у бир й и л д ан  кейин А + (А/ 
100) • 2 =  (1 +  1/50) • А га тенг булади. И к к и  йилдан кейин

v4(l + l / 5 0 ) 2 г а  т е н г  б у л а д и .  1 0 0  й и л д а н  с у н г  э с а

А(\ + 1 / 5 0 ) 100 д а н  иборат булади, яън и  Г(1 + 1 / 5 0 ) 501 мар- 
/ 1 \"

т а  у с а д и .  А г а р  lim ! + -  = е  э к а н и н и  ^ и с о б г а  о л -  
л-*«\ я/

са к ,  (1 + 1 / 5 0 ) 50 = е  = 2 , 7 2  деб ё з и ш и м и з  мум ки н. Д е м а к ,  
м а м л а к а т  а \ о л и си  100 йил ичида та х м и н а н  ^  =  7 ,3 9  м ар­
та  усади.

3 .7 .  У з г а р м а с  Э Ю К  Е, и н ду к ти вл и к  L  ва R к^аршилик- 
д ан  и б о р а т  з а н ж и р д а  т о к н и н г  узгар и ш  конуни за н ж и р  
ул ан ган да  ц у й идаги  куриниш га эга  булади:

бу ер д а  /0 —  вак,тнинг ! =  0  б о ш л а н г и ч  пайтдаги т о к  
кучи;

а) в а к т  о р т и ш и  билан бу т о к  кдндай баркарор к,ий- 
м атга  я к и н л а ш и ш и н и  топинг;

б) /0 — 0  буЛсин. И н дуктивлик к атта  (L  > RT) булганда
0 <  t< Т  вак,т ор али ги д а  ток  н и м а га  тен г?
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О линган натижаларни изодлаб бери нг .
К ^ р с а т м а .  0 < 7 < Г д а ,  я ъ н и  и н д у к т и в л и к  к а т та  

булганда (ёк и  к и ч и к  Т  ларда) т о к  т а к р и б а н  чизик,пидир. 
Ж а в о б .

3.8 . Топографияда г ра- 
диусли айлана ёйи ЛВС нинг 
/ =  \ВИ\ цаноти (сегмент ба- 
ландлиги) узунлигининг бу 
ё й н и н г  я р м и си  АВ{В  нинг 
к д н оти ^  =  15,/),! га нисбати- 
ни топиш  зарурати тугилади 
(7 8 -ч и з м а ) .  Агар марказий 
б у р ч а к  АОВ  ж у д а  к и ч и к  
булса, бу нисбатнинг такри- 
бий кийматини топинг.

Е ч и ш .

/ у Г В

а
с

О
78-чизма.

/  = | ^ |  = | й О | - | О 0 | = г - г с о 5 |  = г ( 1 - с о 5 | ) ~ г ^ ;  

/ ¡= | ^ ,А |  = М - | а д |  = Г - Г С 0 5 |  = Г ( 1 - С 0 5 ^ ) ~ Г ^ ;

Н ш 4  = - Я  =  т -в-*о /  а  4

ГТ
3 .9 .  Ё р у гл и к н и н г  си н ди ри ш  к о э ф ф и ц и е н т и  я, булган

» « у у м х д а ы  г » Ц П М П М 1И К О Э ф ф и Ц И £ Н Т И  -*?2 б у Л Г Э Н  11<', \ИТГЙ

нормал (яън и  иккита мухит ч е га р а си га  т и к )  туш и ш д а ёруг- 
л и к н и н г  с и н и ш  к о эф ф и ц и ен ти  (я ъ н и  кдйтган  ё р у гл и к  
и н те н си вл и ги  / нинг тушувчи ё р у г л и к  и н те н си вл и ги  /0 
га н и сбати ) цуйидагига тенг:

г / =/п
»1 -"2 
п,+п2

У ш бу
а) л, =  пт
б) п2< пх доллар учун си н и ш  к о э ф ф и ц и е н т и  г у ч у н  т а к -  

рибий ф орм улаларн и  топинг.
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3 . 1 0 .  И н д у к т и в л и ги  кон д ен сатор  с и р и м и  С  ва  к,ар- 
ш илиги Я  б у л ган  т еб р ан и ш  контурида за р яд  теб р ан и ш - 
л а р и н и н г  б о ш л а н г и ч  амплитудаси (к о н д е н са т о р  цатлам - 
ларидаги з а р я д  узгар и ш и н и н г 0  =  0(/) ф у н к ц и яси )

га тен г ,  бу  ерда 0 О =  0 ( 0 )  — к о н д ен са то р  катламларидаги 
бош ланрич зар яд

И н д у к т и вл и к  ж у д а  катта ( ¿ >  СИ2) булганда Л0 нинг 
такрибий  к и й м а т и н и  топинг.

3 .1 1 .  Е та р л и ч а  у зу н л и кка  эга  / узунли кдаги  коксиал 
кабел и н ду к ти вл и ги

га тен г  (С И  у л ч о в  би р ли клар ид а),  бу ерда /?, ва Я2 — ички 
ва  ташк,и ц и л и н д р л а р  радиуслари,

//0 — м а гн и т  д о и м и й с и ;
(л — м у \ и т н и н г  н и сб и й  магнит си н гдирувчан лиги . 
Ю п к а  к;атлам, я ъ н и  Л2«/?, булган * о л  учун /, н и н гтак ,-  

рибий (ч и з и к л а ш т и р и л га н )  цийматини топ и н г .
Е ч и ш .

3 .1 2 .  А н т е н н а л а р  назариясида цуйидаги боглан и ш  (му- 
н о саб а т )  учрай ди :

Д . = - г =
>/1 -  Л2С/4/.
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/ = / t s № )
^  2п//А ’

бу ерда L — тулк,инни узайти ри ш да а н т е н н а н и н г  д и н а ­
м и к  узи н д у к ц и я си ;

¿ 0 — стати к  у зи н д у к ц и я ;
/ — а н тен н а н и н г  иш  берувчи у зунли ги ;
Я — ан тен н ан и н г  тул^ин узунлиги.
Т^ лкин  узунлиги к ор ти ш и  билан L  У зи н д у к ц и я н и м а -  

га яки н л а ш и ш и н и  (и н т и л и ш и н и ) топи н г.

Ж а в о б :  l i m L  = -^-.

3 .1 3 .  Бош кдриш  си стем а си н и н г  си л ж и б  туради ган  ба-

жарувчи элементи т е з л а н и ш и я  = га тен г ,  б у  ерда

/,— бу системадаги иккита галтакдан би р и н ч и си д аги , /2 — 
иккинчисидаги ток;

/{I) ,  g(f) — берилган си ст ем а н и  х а р а к т е р л о в ч и  ф у н к -  
циялар. Куйидаги хдлларда t = т , , t = х2 м о м е н т л а р  учун 
а  т езл ан и ш н и н г к и й м а ти н и  т о п и н г  (к — 1 д е б  о л и н г ) :

а) / (/ )  = 21 , g ( I )  = I , /, =  sin Г , /2 = 2 ? - 2 ,  г, =  0 ,  /2 =  1;

б ) / ( 0  = I 1 >SU)  =  1 + / , /, =  s i n / , /2 = - c o s t  , г ,  =  0 ,  
л

%2~ 2 ]

в ) / ( / )  =  = I, I'=t2- t ,  12 = 4 t g ( r -  I)  — 4 s in (r  - 1 ) ,
T =

r) / ( / )  = V T 7 7 - 1 , * ( / ) =  V T + 7 - i ,  /, = 2sin*r,
/2 = sin я г ,  г  =  1;

д )  / (/ )  = 2/ , я (/ )  = 1 п / ,  /, = 0 ,5 ( e 2' -  1 ) ,  I 2 =  1 +  s in  t , 
г  =  0 ;

К у р с а т м а .

а ) g ( f )  -  ф у н к ц и я / = i ,  у зл у к си з  б у л га н и  учун:
gihv))

M r \ = -Wifri)) _  (2 sin яр ,=0 _  n 
( ”  g ( h i l 1 »  2<M),=0 ’

a(x2) = iim = = ~ л 'г-к g(I2) / - » 1  2(M )

б ) 2 , 1 ;  в) 0 ,5 ;  r) 1,2; д ) 2 .
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3 .1 4 . Л ам п ал и  генераторлар назариясида генераторнинг 
Ф И К  т о к н и н г  “ кертиш  бурчаги» в  оркали куйидаги ф о р­
м у л а  би л ан  ифодаланиш и исбот кдгшнган:

_  20-sin 20 у 
^ 4(sinO-0cos0)

б у  ерда £  —  кучланиш ларда ф ой далан и ладиган  к о эф ф и ­
ц и е н т .

« К е р т и ш  бурчаги» ч е к с и з  кам ай ганд а  ген ераторни н г 
Ф И К  к у ч л а н и ш л а р д а н  ф о й д а л а н и ш  к о э ф ф и ц и е н т и г а  
я к и н л а ш и ш и н и  курсатин г.

Е ч и ш .  Л о п и т ал ь  кои д а си д а н  ф ойдаланамиз:

l im  -  lim 20-sin 20 - _lim  ̂ Е —
е-Го^ е-»о 4(sin0-0cos0) э-»о 4(cos0-cos0+0sin0) ^

Б у  н а т и ж а н и , ш у н и н гд ек , Т е й л о р  ф ормуласидан ф ой - 
д а л а н и б  т о п и ш  \ам м у м ки н .

3 .1 5 . Куйидаги /(0 т о к н и н г г > 0  \олларда барк,арор- 
л а ш г а н  к и й м а ти н и  (я ъ н и , в а к т  утиш и билан т о к  ч е к с и з  
я к ,и н л аш и б  келадиган к и й м а т н и ) топинг:

3 .1 6 . Электрон л а м п а  (триод)га иккита: мусбат ишорали 
w,(r) ва  манфий ишорали u2(f) кучланиш берилади. Куйида- 
ги ^олларн и н г \ар бирида вак,т утиши билан л а м п а н и н г  
оч и л и ш и  руй беришида, яъни ишора «минусдан» «плюс»га 
узгарганда триод ток  утказа бош лаш ини курсатинг:

=  l im  4 1 ^о-*о 4 0 s in 0

а )  /(г) = 2 + 0 , 5  • e ‘ 2' ( c o s 3 f  -  2 sin 31) ;

(  1 \
е)  /(/) = /„/ е' - 1  ; ж )  /(/) = /в l n i i f .

Ж а в  о б .  а) 2;  б) О,5/0; -в) 0,5/0; г) 1,5;  д )  ! ,5/ 0;
е )  1; ж )  /0.
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а) w, (/) = щ е ' , u2(t) = и\{\ + а/2); а  > 0 ;

б) и1(/) = и,°/2, u2(t) = и\ 1п(а + /); а  > О ;

в) и, (/) = « , > " ,  а  > 0 ; w2(f) = [ l  + (ЗГ ln ( l  + í 2) ] ,  p > 0 .  

v  « »2 (O _
К у р с а т м а .  н и с б а т н и н г ? ~  д а г и  л и м и т и г а  

Л о п и т а л ь  кри дасин и  т а т б и к  килинг.
3 .1 7 .  Ш акллари дои равий  стерженлар в а  \алк,алардан 

иборат ж и см л арн и н г букилм а д еф ор м ац и ял ар и н и  та\лил 
Килиш да татбик килинадиган куйидаги л и м и тл ар н и  топинг:

1 . Iф—Sinф —Sin ф — —фСОЗф

l i m ^ n c ^ a c o s a  Ц т  Z a - a c o s c - s i n a  ,
' a-»o 4 ( l - c o s a )  ’ l }  a-»o 4 (c t - s in a )  ’

a  sin a  2 . 2 0 .
—  -  — sin —

д )  l im -4— 4 ,  a -------
a->o 2sin  (a / 2 )

К у р с а т м а .  Л о п и т а л ь  кри д аси  ё к и  Т е й л о р  ф о р м у - 
ласи д ан  фойдаланинг.

Ж авоб . а) 0 ;  б) 1; в )  0 ;  г )  1; д )  0.

4. Функция узлуксизлиги

4 .1 .  а) Агар и ку чл ан и ш  ту ш и ш и н и  ( п а с а й и ш и н и )  б и -  
рор (к и ч и к) е м и к до р  ан и кпи ги да ^ и со б л а ш  к е р а к  б^ лса , 
утказгичдаги эл ек тр  т о к и  / ни (бу $ггказгичнинг м аъ лум  
карш илиги R м аълум  булганда) у л ч аш д а  к а н д а й  л а т сга  
йул куйиш м у м к и н ?  / ни \ и со б л а ш н и н г  е т а р л и ч а  ю к ор и  
ан и кл и к д а  \ и собл аш га  эр и ш и ш  м у м к и н л и г и  туррими?

Агар R =  2 (о м )  кдрш и ли к ва и0 н и н г а н и к  к и й м ати  4 (в )  
га тенглиги маълум булса, у \олда и ку ч л а н и ш  ту ш и ш и н и  
улчашдаги хатолик ± 0 , 2  (в )  дан о ш м а га н  * о л д а  I  т ок н и  
Улчашдаги хато кандай булиши м у м к и н л и ги н и  аникгсанг.

б )  Ю коридаги саволларга P = I2R к у вват н и  ± 0 , 4  (в т )  ха- 
т ол и к ка  йул куйиш  би лан .улчаш  холи учун ж а в о б  беринг.

К у р с а т м а .
а ) | / А - / 0й | < е л ( б у  е р д а  /„ = =  2  ( о ) )  ш а р т д а н  

\1 -  /0| < - j  = 5 ни кел ти р и б ч и к а р ам и з .  Ш у н д а й  к и л и б ,  /
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ни 6  х а т о л и к  билан Улчашда и ни улчашдаги хато е  дан 
к а г г а  б^лмайди.

Х у с у с а н ,  е =  0 ,2  (в )  д а д =  0 ,1  (о ) ,  яъни / е  ( 1, 9;  2 , 1 )  (а) 
булади. _______

б ) 5  =  ^ ¡ ¡ + 1  -  /„ < ^  булгани учун 2° ^ ’ю м  =  ° ’ 1(в) 

т о к н и  улчаш даги  ан и к л и к  0 ,4  (в т )  дан  ортмайди.
4 . 2 .  Ю зи  5  е  100 с м 2 булган квадрат металл пл асти н ка  

я с а ш  та л а б  килинади. П л асти н ка  ю зи  унинг лойи\адаги 
ю з и д а н  й^л к^йиладиган ч етл ан и ш га эга булса, у \олда 
у н и н г  би р хил булган узунликдаги томонларига (п л а ст и н ­
к а  ю з и  учун четланиш ни саклайди ган ) четланишлар курса- 
т и ш  м ум к и н л и ги  тугрими? Агар пласти нка ю зига четла­
н и ш л ар : а) ± 1  с м 2; б) ± 0 ,1  с м 2; в) ± 0 ,0 1  с м 2 булса, у \олда 
п л а с т и н к а  том о н и га  куйилган четланиш лар кандай?

Ж а в о б :  а) 0 ,0 5  с м ;  б) 0 ,0 0 5  с м ;  в) 0 ,0 0 0 5  см.
4 .3 .  Ю к ор и д а  — 2 .2 ;  2 .3 ;  2 .4 ;  2 .6 -м асалаларда каралган 

ф у н к ц и ял ар д а  аргументларнинг к и ч и к  узгаришларига бу 
ф у н к ц и ял ар  кийматларининг к и ч и к  узгаришлари м ос  ке- 
л и ш и н и  и сб от  к,илинг. Курсатилган масалалардаги ф унк- 
ц и я л а р н и н г  бу хосса си н и н г  ф и зи кави й  талкини кандай?

4 .4 .  2 .7 ;  2 .8 ;  2. 11;  2 .1 7 ;  2 .18 -м асал ал ард а  каралган ф ун к­
ц и ял ар  у з л у к с и з м и ?  Э л е м ен т ар  ф ун кц и ял арн и н г у зл у к-  
с и з л и г и н и  м аълум д е б  х и со б л а й м и з .  Бу \олларда узл у к-  
с и з л и к н и н г  ф и зи ка ви й  т ал ки н и  кандай?

4 .5 .  2 .1 3 -м а са л а д а ги й /(<р) функция[ф0; <р0 + 2 я ]  оралик,- 
д а  ч е гар ал ан ган м и ? У зл у к си зм и ?  М азкур долда бу х о с с а -  
лар  у р таси даги  боглан и ш н и н г ф и зи кавий  талкини кандай?

4 .6 .  К онд ен саторга  д и электри к киритилади. К о н д ен са-  
т о р н и н г  ди эл ектр и к си з  сигими С0 га тенглиги маълум, д и ­
э л е к т р и к  т у л и к  каратилгандан су н г  э са  сигими С, (С, > С П)
га т е н г  булади. Д и эл ек три кн и н г маълум кисми киритил-

• с  +с
ганда к он д ен сатор н и н г  сигими С  = ° 2 1 га тенг булиш и- 
ни курсатинг.

4 .7 .  Т о в у ш  си гн али  э ф и р г а & 0 элтувчи ч астота  билан 
т а р к а т и л а д и ,  бунда£20 частота  дан  су, гача булган д и а -  
п а з о н д а  ж о й л а ш и ш и  маълум. В а к т  утиш и билан п р и ё м ­
н и к  ч а с т о т а с и  а> кан дай  узгарганда (яън и  созл аш  кандай 
б у л га н д а )  уза ту в ч и н и н г  ч аст о т а си н и  (яъни си гн а л )  се зи б  
К о л и н ад и ?
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Ж а в о б .  о) =  (o(t) ф ункциянин г узлуксизлиги талаб  
Килинади, бу ерда t б [г0 )г , ] ,  со(/()) = со0 , со(Г, ) = (ё к и  
(ù{î ) = Ц ) , со(Г’) = (О,, бу ерда r \ / " e

4 .8 . 2 .21-масалада каралган V(t) кучланишни улаш лар 
маълум вакд о р а л и ш д а = 2 (в ) ,  К(г2) — 10 (в) н а т и ж а -  
ларни берган булсин. Кучланиш нинг бу ва^т оралигида- 
ги кийматлари туррисида н и м а дейиш  мумкин?

Ж а в о б .  Кучланиш нингоралик,кийматлари 2 (в )  дан 
10 (в) гача булган барча к,ийматлардан иборат булади.

4 .9 .  Таркдтувчи антеннанинг йуналтирилганлик д и а г ­
рамма характеристикам , яъни антенна таркатаётган с и г -

лик билан берилади.Ф а р г у м е н т ± у  га як,инлашганда г  
нинг ^иймати чексиз камайиб кетади, яъни диаграм м а 
нукта оркали утади. Чизик,нинг чекси з кичик функция 
эканлигини аникланг.

Бу натижани Лопиталь кридасидан фойдаланиб т о -  
пиш \ам мумкин.

4 .1 0 . Э ^ т и м о л л а р  назариясида ушбу «логарифмик нор- 
мал к,онун» к,аралади:

у = / ( х )  эгри чизик, у зл у к с и з  эк а н и н и  курсати н г, 
унинг графигини ясанг.

К у р с а т м а .  f(x) функция учун /=1п(лг) алмаштириш

COS
нал узгармас булган чизи^ г - ___

л .  .  л 
< ф < у  т е н г -

= lim
sin ^ (1 -c .o sa )

. -i— ŷ(i-m)2
бажариш ёрдамида lim f{x )  = l i m — rr- e  20 = + 0  ra
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---1 ~г* 1---1
79-чизма.

э г а  б улам из ва худди ш ундай алмаш ти ри ш  ёр д ам и -

Да = ни топ и ш  мумкин.
4 .11. Юкррида 2.1 -масалада царалган осциллограммаларнинг 

u{t) кучланишларининг сакраш нук^алари (О ва кучланиш сак- 
раши киймати ( h  — u { f  +  0 )  — u ( f —0 ) )  ни топинг.

4 .1 2 .  Агар К  калит г пайтда (бунда 0 < г < 7) уланса, у 
холда занжирдаги ^згармас «(1 кучланиш остида булган 
/(?) (бунда 0 <  т < Т) т ок  графигини я сан г (79-чизмага 
каранг).

Узилиш нукталари f  ва сакраш катталиги h ни аник,- 
лаб, 1(f) ф у н к ц и я н и ^ у зл у к си зл и ги н и  текширинг.

Ж а в о б .

ДО *
1 е  [0,т];

Г1

Г б [ т ,Г ] .rj +г2
t' = X, /I -  -

r,(/i+r2) -

4 .1 3 .  Куйидаги лолларда u(t) (г>0) кучланиш узлуксиз 
^згариб турадиган интервалларни курсатинг ва сакраш 
нук,талари (/*) хамда сакраш катталиги ( h) ни аник^анг:

a) u{t) = и0е~а' sin(wi + ф); б) u(t) = «0a rc tg | ;

в) u{t) = w0tarctg | ; г) u(t) = •

i + er - l

Ж  а в о б . б) /■ = 0, h = KUn \ Г) = i, h = -щ  .

4 .1 4 .  F(t)— ю к  ортиш  чогида темир йул платформа- 
сига булган б о си м  кучини такрибан ифодаловчи функ­
ция б^лсин. К уйидаги \олларда катта тош  булагининг 
платформа юзи (п оли )га  урилиш моментлари f  ни то ­
пинг
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а) F(t) = F0 • (e' -  1) + /0 • ф  -  т), 0 < / < т ,

бу ерда г)(/) = 
яси.

б) F(t) = F„t + - ^ т, О < , < Т .
COS* у

Ж а в о б . а ) / ' = х ;  б) * = у .

5. Хрсила

5 .1 .  Тормозланиш  пайтида маховик t се к  д а в о м и д а  
<p = 3 + ü t~ t2 бурчакка бурилади. I) вак,тнинг / == 3 сек  
моментида маховик айланишининг бурчак тезли ги н и  то- 
пинг; 2) t моментдаги бурчак тезланишни топ и н г; 3 )  ма­
ховик тухтайдиган вак,т м ом енти t ни топинг.

Е ч и ш . I) о) бурчак тезли к  деб, <р бурчакнинг t вак,т 
давомида узгариш тезлигига айтилади. Бурчак т е з л и к  бу- 
рилиш бурчаги <р дан г вак? б^йича олинган \осилага тенг:

ш = ^ е  = 8 - 2 / .  
dt

t *  3 сек  да бурчак тезликни топамиз: 

w,=3 = 8 - 2 3  = 2 рад/сек.

2) £ бурчак тезланиш ш бурчак тезликдан t вакт  буйича 
олинган ^осилага тенг:

е = ~  = - 2  рад/сек2. ш
3) со в  0  деб, t ни топамиз:

8 -  2/ = 0, / = 4  сек.

5.2. Жисм температураси Т  нинг t вак,тга борлик, лолда 
узгариши 7 '= 0 ,2 / 2тенгламабилан берилган. Вак,тнинг t — 10 
сек моментида бу жисм кандай тезлик билан кизийди?

Е ч и ш . Жисм киздирилганда унинг Т  температураси 
t в а ^ т г а  боглик, \олда узгаради, яъни у t вактнинг ф ун к- 
ииясидир: Т =f(t). Ж исмнинг к,изиш тезлиги Г т е м п е р а -

»уранин! i вак,г буйича \осиласи дан иборатдир:

’ ’ — Хевисайднинг бирлик ф ун к ц и - 
0 ,  t <  0 .
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Вактнинг / =  10 сек  моментида жисм секундига турт 
градус тезлик билан кизийди.

5 .3 .  Т о к  кучи I  вак,т / га б о м и к  холда I  =  0 ,4 г2 (/ 
амперларда, I секундларда) конун буйича узгаради. С ак- 
кизинчи секунд охирида ток  кучи узгаришининг тезли- 
гини топинг.

Е ч и ш .  Т ок  кучи узгаришининг тезлиги / токдан /■ 
вак,т буйича олинган \осилага тенг:

5 .4 .  / т ок  кучининг t вакдта б о п ш к  холда узгариши 
/ =  2t2— 5t тенглама билан берилган (/ ампер хисобида, / 
се к у н д  хисобида). 10 -сек  охирида ток кучининг узгариш 
тезлигини топинг.

5 .5 .  Т и к юкррига отилган жисмнинг кутарилиш баланд- 
лиги 5  = < у  — 4 ,9 /2 тенгламадан топилади, бу ерда t — жисм 
s  (метр хисобида) баландликка эришиши учун кетган вак,т 
(секунд хисобида), -Ö,, — бошлангич тезлик (м/сек). Агар 
д 0 =  100 м/сек булса, жисмнинг t =  5 сек моментдаги тез­

лиги ва тезланишини топинг (\авонинг каршилигини \исоб- 
га олманг). Неча секунддан сунг жисм энг юкори нуктага 
эришади ва бу ердан камча масофада руй беради?

Е ч и ш .

Ж исм энг юкори нуктага тезлиги нолга тенг булганда 
эриш ади, шунинг учун v0 =  0 деб, s ни топамиз:

j  = 1 0 0 - 1 0 , 2 - 4 , 9 ( 1 0 , 2):  = 510 м.

5 .6 .  Ж исм ер сиртидан v0 =  50 м/сек бошлангич тез­
л и к  билан юкорига тик отилган: 1) t = 3 сек  моментдаги 
кутарилиш баландлигини; 2) t =  3 сек моментдаги тезлик 
ва  тезланиш ни; 3) ж и см  кутарилган энг юкори нуктани 
ва  бу нуктага кутарилиш учун кетган вактни топинг.

5 = 1 0 0 / -4 ,9 / 2 ; v = ^  = l 0 0 - 9 , 8 i ;  

v,=5 = 100 - 9 , 8 - 5  = 51 м/сек; а  = = - 9 ,8  м/сек2.
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5 .7 .  R радиусли доирага ички чизилган барча туф и 
туртбурчаклар ичидан энг катта юзга эга булганини то- 
пинг.

Е ч  и ш . Доирага ички чизилган тугри туртбурчакнинг 
диагонали 2 R га тенг; тугри туртбурчакнинг томонлари- 
дан б ирини х  билан белгилаймиз, у \олд.а иккин чи то- 
мон 2у[к2 -  х1 булади. Тугри туртбурчакнинг юзи узгарув- 
чи микдор ва уни у билан белгилаб,

У ^ х -уМ - х 2, ( 0 < х <  R)

ни \осил к,иламиз.
Бу функцияни биринчи тартибли \осила ёрдамида 

текширамиз:

1) y' = x ' ^ R 2 - x 2 + {^4R2 - x 2} ‘x = yl4R2 - х 2 ~

-  2 * ^  = 4 ^ 7  -  - f j L =  =
2>/4ä2 - x 2 V 4 R2- x2

_  4 ä 2 - x 2 - x 2 _  4 Ä 2 - 2 x 2 .

^ 4  t f - x 2 -J4R2- x2 ’

2) l ^ z f ! z ^ .  = 0 ,4/ i2 ~ 2 x 2 = 0 , x =  R-J2;
yj4R2- x 2

2 ( 2 ä 2 - .x 2) 2 ( 2 ä 2 - j c 2 ) ( ä V 2 + x )

W  = <“ >(+) = <")■

Хосила ишорасини ( +  ) дан (— ) га узгартиряпти, 

демак, функция х = - д  да максимумга эга.

Т у гр и  т у р т б у р ч а к н и н г  т о м о н л а р и  х  = R-J2 ва

^ 4R 2-  (ä>/2)2 = y/4R2 -~2R2 = у /Ш  = Л Л  га тенг.

Тугри туртбурчакнинг томонлари тенг, д ем а к ,  доир а­
га ички чизилган тугри туртбурчаклар ичида юзи э н г  кат­
та булгани квадратдир.

5 .8 .  R радиусли доирага ички чизилган барча тугри 
туртбурчаклар ичидан энг катта периметрга эга  булгани­
ни тогтинг.
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5 .9 .  Я радиусли ярим доирага энг катта юзга эга б^лган 
турри туртбурчакни ички чизинг.

Е ч и ш .  Турри туртбурчакнинг томонларидан бирини 
х  билан белгилаймиз (80-чизма).  Иккинчи томонни х т о -  
мон ва Л радиус оркали Пифагор теоремасига кура ифо- 
далаймиз:

Томонлари х  ва 2^Я2 -  х : булган турри туртбурчакнинг 
юзи Узгарувчи микдор; уни у  билан белгилаб,

у  = х ■ 2у1я 2 - х2 = 2x̂ 1 Я2 (0 < *  < Я)

ни *оси л  кдпамиз.
Бу функциями биринчи тартибли хосила ёрдамида" 

текш и р ам и з:

1) у' = 2 ^ x 4  я 2 - X 2 + (•! Я2 -  х2}'х

. .  , 2(я2- х2)
2) у  ‘ =  у ¿  =  0 .

( „г 2 ( л 2 - 2 д-2 )

Ял -  2х2 = 0; х  =
И '

3) у' =

2
2 *

 ̂ я4 - г - - х
7 2 " ЛА72

; у  л = (+)(+) = (+)
х<Тг

У ,  = ( - ) ( + )  = ( ' )•  
Х>12

Х о с и л а  ишорас^ни ( + )  дан ( —) га узгартиряпти, д е ­
мак, ф у н к ц и я х  = —  да максимумга эга.

>/2
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о
Т у р р и  т у р т б у р ч а к н и н г  т о м о н л а р и  х ~ - ^  ва

Т ' Ш 2/
Тугри туртбурчактомонларининг нисбати: ^
5 .10 .  Маълумки, тусиннинг сик,ишга булган каршили- 

ги кесим юзига пропорционал. ¿ д и а м е т р л и  думалокхода- 
дан кесим юзи турри туртбурчак булган шундай тусин к,ир- 
киб олиш керакки, унинг сик,ишга булган кдршилиги энг 
катга булсин.

Е ч и ш . Агар т$три туртбурчакнинг томонларидан би-

рини х  билан белгиласак, унинг иккин чи т о м о н и У д 2 -  х2
бУлади. Кесим  юзи — узгарувчи мицдор: х^¿¿2 ~ х 2 .

Т у си н н и н г сик,ишга булган к,аршилигини р  билан, 
узгармас булган пропорционаллик коэф ф ициентини к 
билан белгилаб,

р  = кх4И1 ~ х 2 (0  <  х  < (I)

ни \осил кдламиз.
Х о сил булган функцияда к =  I деб олам и з, у хрлда

р = х 4 с Р - х 2 . Бу функцияни биринчи тартибли \осила 
ёрдамида текширамиз:

\) р' = х'^с!1 -  х2 + ¿ 2 - х 2

ё1-х1-х1 6 -1х

= (+)(+) = ( + ) ;

'и

Х оси ла ишорасини (+) дан ( —) га узгартиряпти, д е ­

мак, ф ун кци ях  = да максимумга эга.
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ратдан иборат.
5.11. 0№ тугри чизиеди катта асосий к,атнов йулидан А В 

~ Ь масофада завод жойлашган. Шу заводга сув кувурининг 
тармогини утказиш керак. Агар сув кувури тармогининг узун- 
лик бирлиги нархи О Д  йЫ ва йВ  йуналишлар буйича мое 
равишда к г к2 ва к̂  сумга тенг булса, у холда О/У катга асо­
сий йулнинг Ь  нук^асидан ОВ тугри чизик^и шундай й^лни 
уткази керакки, натижада шу йулдан заводга утказилган сув 
кувури тармогининг нархи энг арзон булсин (81-чизма).

Е ч  и ш . ОВ —х  бирлик узунлик ва ОА = а , О М -  1 деб 
белгилаймиз. У  \олда сув кувури тармогининг О/) кисми 
нархи А^х, /)/У ки см и  нархи /с2(1 -х ) ,  йВ  цисми нархи эса

с^мга тенг булади. Натижада бир узгарувчили функциями 
хосил килдик. Унингэкстремуминитекширамиз. Бунингучун 
к дан х  буйича биринчи ва иккинчи тартибли хосила оламиз:

сумга тенг булади. Умумий нарх

^(а-х^7ь2

В

а - х
к- (О

X

Ь

О о А N
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d2* _  к г Ь2 хП 
!h? '

^ ( e - jc ^ + i2]5

булгани учун (1) ни каноатлантирадиган х  нинг кийм ати 
минимум нуктаси булади.

Бу масалани В DA =  а  бурчакни аникутш усули билан 
\ш  ечиш мумкин.

81-чизмага кура

cos а  = - ,  а х—  2̂ )

ни *осил к,иламиз. У \олда (1 )  га кура:

c o s a  = ^ -  (3)

(бунда к к 2< к} булишини талаб киламиз). Д е м а к ,  DB — 
чизик, буйича йулни (3) тенгликни каноатлантирадиган а  
бурчак остида утказиш керак экан. Энди х  нинг к,ийма- 
тини а н и м а й м и з ,  бунинг учун (2 )  нинг ^ар иккала т о м о -  
нини квадратга кутарамиз:

(а -х )2 2 ( а - х ) 2+Ь2 2—— J-^ r  = cos а => -— — г -  = sec а =>
( a - x f + b 2 ( а - х ) 2

= >  1 + b , = sec2 а => — - — т tg2a =>

==> = ctg2(X => ^т~ ~ ctg а  => х = а ~ ^ c t s a ’

бу ифодага а, b ва (3) формула ёрдамида ан и кд ан ган  а  
нинг кийматини куйсак, изланаётган D нук,танинг а б с-  
циссасига эга буламиз.

6. Аницмас ва аник, интеграллар

6 .1 . Жисмнингтугри чизик^и харакаттезлиги у = 312 -  2 1 

тенглама билан берилган. s  йулнинг тенгламасини топинг.
Е ч и ш .  Маълумки, ж и см н и н г тугри чизик,ди \ар ака-  

ти тезлиги s йулдан t вакт б^йича олинган хоси л ага  тенг:

V = ~  = З/2 -  2 t , бундан, ds =  (3 i2 -  2t)dt . Интеграллаймиз: 

30 — Ш.И. Тожиев 465
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6 . 2 .  Н у к т а н и н г  т у г р и  ч и зи ^ л и  \ а р а к а т  т е з л и г и  
v = З/2 -  8/ + 2 тенглама билан берилган. Нук,танинг ^ара- 

к а т  тенгламасини топинг.
6 .3 .  Ж исмнингтуф и чизик^и харакат тезлиги v = Зг2 + 4 

тенглама билан берилган. Агар t =  2 сек вак^г ичида жисм 
2 0  м угган булса, s йулнинг тенгламасини топинг.

Е ч и ш .  v = ^  = 3t2 + 4 ,  бундан, ds = (З/2 + 4 )dt ■ Ин­
теграллаймиз:

J  ds = I (312 + 4 )dí, s = 1Ъ + 4t + С .

Бошланрич шартлардан С ни топамиз: 20 =  23 +  4 • 2 +  С, 
С  =  4. Ж исмнинг \аракат тенгламаси куйидаги куринишда 
булади:

s = г3 + 4/ + 4 •

6 .4 .  Агар жисм *ар акатн и н г бошлангич моментида 
т инч \олатда булса, эркин тушаётган жисмнинг узгармас 
g  тезланиш да \аракатланиш конунини топинг.

Е ч и ш .  Маълумки, турри чизик/ш \аракат килаётган 
ж и с м н и н г  а тезланиши s  йулнинг t вакт буйича олинган 
иккинчи тартибли \осиласи ёки утезликнинг /вак,т буйича

d2s dvоли н ган  \осиласидир: а  = —у  = -г- , аммо а = g, демак, 
dv

= g , бундан dv = g d t . Интеграллаймиз:

\dv = \ gdt, v = gt + С , .

Бошлангич шартлар / =  0, v =  0 га кура С, ни топамиз: 

0 = g ■ 0 + С ,, С, = 0 .

Х аракат тезлиги тенгламасига эга буищик: v =  gr.
Энди жисмнинг ^аракат конунини топамиз: v = í ,  

ds
а м м о  v = gt, демак, = gt ёки ds = gtdt. Интеграллаймиз: 

J  ds = J  gtdt, s = ^ - + C2 .

Бошлангич шартлар / =  0, s = 0  га кура С2 ни топамиз:

www.ziyouz.com kutubxonasi



Тушаётган жисмнинг ^аракаттенгламасига эга булдик:

6.5. Жисмнинг \аракаттезлиги у = (12/ -  З/2) м/сектенг- 
лама билан берилган. Ж исмнинг \аракат бошлангандан 
то тухтагунига кадар босиб утган й^лини топинг.

Е ч и ш .  Ж и см н и н г \аракат бош лан ган  ва тухтаган 
пайтдаги тезлиги нолга тенг. Ж исмнинг тухташ м ом ен - 
тини топамиз, бунинг учун тезликни нолга тенглаб, тенг- 
ламани / га нисбатан ечамиз:

12/ -  З/2 = 0, /(4 -  /) = О, Г, = 0, 12 = 4  сек .

■у = 1 / ( 0  Ж формула буйича 5 ни ^исоблаймиз:
4 4 4

*  = / (12/ -  З/2) Л  = (6/2 -  г1)^ = 32 м.

6.6. Икки жисм бир пайтда бир нуктадан тугри чизик 
б^йлаб бир хил йуналишда \аракатлана бошлади. Биринчи 
ж и см  у = (12/2 + 2 0  м/сек т е зл и к  билан х а р а к а т л а н д и ,  
иккинчиси эсау  = (4/ + 5) м/сек тезлик билан ^аракатлан- 
ди. 5 сек.дан кейин улар орасидаги масофа к,андай булади?

Е ч и ш .  Биринчи ва иккин чи ж и см  утган йулни 

$ = | /(/) формула буйича \исоблаймиз:
 ̂ 5

V, = /(6/2 + 2/) г// = (2/3 +/2)|5 = 2 7 5 м ,
°5 °

52 =|(4/ + 5 ) Л  = ( 2 ^ + 5г) [  = 75

•“%пс ПС ЛАЛ . .*>1 “ *>2 ~ ^ “  ¿ии м.

6 .7 .  Икки жисм бир пайтда бир нуктадан тугри чизик, 
буйлаб бир томонга караб харакатлана бош лади. Бирин­
чи жисм V = Зг2 м/сек тезлик билан *аракатл ан м овда , и к ­
кинчиси эса V = (6/2 -  10) м/сек тезлик билан \аракатлан- 
мокда. 10 сек дан кейин улар орасидаги масофа кандай 
булади?

6.8 .  Винт пружинанингхсик^илиши пружинага куйил- 
ган Р  куч га пропорционал. Агар пружинани 0,01 м си - 
киш учун 10 Н куч керак булса, пружинани 0 ,0 4  м сик,иш 
учун керак буладиган Г  куч бажарган ишни ^исобланг.
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Е ч  и ш . /г =  10 Н булганда х  =  0 ,0 !  м. /г =  кх формула 
буйича к ни топамиз: 10 =  Л0 ,0 1 ,  бундан к =  1000 Н/м. к 
нинг топилган к,ийматини Р = кх формулага куйиб, уш- 
буни \осил к,иламиз: Р =  ЮООх, я ъ н и Д х )  =  ЮООх.

Интеграллаш чегараларини 0 дан 0 ,04  гача олиб, из- 
ланаётган ишни *исоблаймиз:

0.04

= 0 ,8  (Ж ).
0.04  2

А = { Ю00х</х = 1000^-
0 2

6 .9 .  80 Н куч пружинани 0 ,0 2  м чузади. Пружинанинг 
дастлабки узунлиги 0 ,15  м. Пружинани 0,2 м гача чузиш 
учун канча иш бажариш керак?

80Е ч и ш . Л ни топамиз: 80 = к 0 ,02 ,  бундан к = = 

= 4000  (Н/м). к нинг топилган кийматини урнига куйиб, 
Р =  4 0 0 0 х  ни \осил киламиз, яъни.Дх) =  4000х.

Интеграллаш чегараларини 0 дан 0 ,05 гача олиб изла- 
наётган ишни топамиз:

0,05

= 2000 0 ,0 0 2 5 =  5 (Ж ).
0.05 2

А = / 4000х*/х = 4 0 0 0 —

6.10. Агар жисм М(4;0) нуктадан Ох буйлаб 0 =  2/ +  Зг2 
тезлик билан \аракатлана бошлаган булса, жисмнинг \apa- 
катланиш тенгламасини тузинг.

Е ч  и ш . Турри чизи^ли ^аракатда тезлик йулдан вакт 
буйича олинган \осилага тенг. Йулни х  билан белгилаб,

у ш б у г а  э г а  б у л а м и з :  V = ^  , у * о л д а ^  = 2/ + З/2 ёки

с1х = 2/£// + З/2*// . И н тегр ал лаб  то п а м и з:  х  =  г 2 + г 3+ С .  
Бошланрич шартлардан С  ни топамиз. Масаланинг шар- 
тида I — 0  булганда х  =  4  булиши берилган. Бу к,иймат- 
ларни умумий ечимга куйиб, С  =  4  ни топамиз.

Ж и см н и н г Ох ук, буйича турри чизикуш \аракат тенг- 
ламаси

х  = (2 + /3 + 4
куриниш да булади.

6 .1 1 .  С уюкликда айланаётган дискнинг бурчак тезли- 
ги иш^аланиш *исобига секинлашади. Ишкаланиш бур­
чак тезли кка  пропорционал эканлиги аник^анган. 1) агар 
д и ск  г =  0 булганда 12 рад/сек тезлик билан айланган
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булиб, г *= 10 секда эса унинг тезлиги 8 рад/сек булган 
булса, д и ск  г =  12 с е к  моментда к,андай тезлик билан 
айланишини топинг; 2) вактнинг к,айси моментида унинг 
I рад/сек тезлик билан айланишини топинг.

Е ч и ш .  1) Дискнинг айланиш конунини / вактнинг 
функцияси сифатида тузамиз. со — диск айланишининг бур- 
чак тезлиги б^лсин, у \олда диск айланишининг ишкдла-

(¡Ы
ниш кучлари таъсири остида секинлашиши булади. 

М асаланинг шартига к^ра:

£  = * “ . .  О
бунда пропорционаллик коэф ф ициенти. Узгарувчи- 
ларни ажратамиз:

—  = кФ. (2)ш

2) (2) тенгламанинг иккала к,исмини интеграллаймиз:

=  1пю  = Л/ + С ,  (3)

бундан
(1) = ек,*с , (я = ек,ес , 

ш = е*'С, ёки ш = С / ' . (4)

3) / =  10 сек  ва ш — 12 рад/сек бош лангич шартларда 
узгармас микдор С, ни топамиз. Бу к>ийматларни (4) тенг- 
ламага к,уйиб, С, ни топамиз:

12 = С / ° ,  12 = С , .

С, нинг к^йматини (4) тенгламага куйиб. ушбуни хосил 
кдпамиз:

о) = \2ек'- (5)

4) Дастлаб берилганлар { =  10 с е к  ва со =  8 рад/сек га 
мувофик,, к нинг сон кийматини топ ам и з.  Бу цийматлар- 
ни (5) тенгламага куямиз:

8 = 12е*10,

бундан
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к нинг кийматини (5 )  тенгламага к^ямиз:
,.ч _  1'> „ -0 .0 4 0 5 /со = \ 2е

5) Д и ск н и н г г =  120 сек вак;т моментидаги айланиш 
тезлигини топ ам из. (6) тенгламага г =  120 сек  кийматни 
куямиз:

6) Д и ск  I рад/сек тезлик билан айланадиган вакт мо- 
ментини топ ам и з.  (6) тенгламага w =  I кийматни к^ямиз 
ва / ни топамиз:

6 .1 2 .  Суюк^икда айланаётган дискка таъсир кдпаётган 
секинлаштирувчи куч бурчактезликка пропорционал. Агар 
диск / =  0 б^лганда 20 рад/сек тезлик билан, г = 8 да эса 16 
рад/сек тезлик билан айланса, дискнинг 2 рад/сек тезлик 
билан айланадиган вак,т моментини топинг.

6 .1 3 .  Электр  эговловчи + е\ заряд электр майдонида 
эговловчи +  е  заряд \осил килиб \аракатланади. Кулон 
конунига кура эговловчи иккита зарядлар орасидаги кара- 
ма-карши кучларнинг сонли киймати

о  = 12е"0,0405 120 = 12е"4-9 = 0 ,0 9  рад/сек.

1 = \ 2е-*’шь' * бундан е 0,(М05' = — ;

0,0405 \%е

формула билан аникланади 
( 8 2 -ч и з м а ) .  + е заряддан 
утувчи А ва В  нук,талар т^гри
чизикда ётади деб, е1 заряд- 

В нинг А нук,тадан В нуктага 
кучишдаги ишни аник^анг.

Е  ч и ш . ¿г га кучишдаги 
элементар иш

г
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л = 1 ^ г = ц л !  - е,е [ - 1 + 1

А = е А - - -

ифода билан аникпанади. Бунда кавс ичидаги ифода п о -  
тенциаллар айирмаси ёки А ва В нукталар орасидаги куч- 
ланишни ифодалайди.

6 .14 .  Бурчак тезлиги а> булган айланувчи валга радиуси 
Я булган д и ск  ма^камланган ва у сукл-ушкка ботирилган. 
Суюкликка ишкаланиш кучи д и с к  сирти суюкпикнинг р  
чизигига, тезлик квадратига ва ишкаланиш  юзига тутри 
пропорционал деб, вал ук,ига нисбатан ишкаланиш куч 
моментини аникланг.

Е ч и ш . Дискнинг сиртига су ю кпикн инг ишкаланиш 
кучи чукурлашган сари узгаради. Ш уни нг учун дастлаб 
элементар ишкаланиш кучи дР  ни \исоблаймиз.

Вал укидан узокиикда ички 
радиуси г  ва ташки радиуси г +  
с1г булган халкани курамиз (83- 
чизма). Халкднинг юзи

п (г + с/г)2 -  кг2 = 2пгс!г + яйгг

га тенг. Бунда с!г га нисбатан 
¿/г2 нинг гартиби юкори булган 
чексиз кичик микдор булгани 
учун уни таш л аб, халкан инг 
юзини 2лЫ г  га тенг деб оли- 
шимиз мумкин. Чизикли т е з ­
лик V =  шг га тенг. Масала шар- 
тига кура унинг квадрати а>2г* га т ен г ,  суюкдик зичлиги р. 
Шунинг учун пропорционаллик коэффициенти к  ва вал 
укидан гмасофадаги элементар иш каланиш  кучи ¿/’учун

= кр2пг(}пх>2г2 

ни \осил киламиз, вал укига нисбатан моменти 

йт = /•(//■ = (кр2пг(/гш2г2)г ,

(1т = 2яА;ра?гАс/г .
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Бу ифодани 0  д ан  Я  гача интегралласак, у холла тулик 
ишк,аланиш куч моментини топамиз:

Агар д и скнинг и ккала сиртини назарга олсак, у *олда 
тулик, ишкдпаниш куч моменти

ифодага тенг булади.
6 .1 5 .  а  см узунли кка эга булган АВ кесмада Р нукта 

олинган. Том онлари АР ва РВ кесмалардан иборат тУфи 
туртбурчак ю зи н и н г 5  урта кийматини топинг.

Е ч и ш . А нуктани бошланиш нуктаси деб кабул к,ила- 
миз. Р нук,та А нук,тадан х  масофада ётган булсин. У  \олда 
АР == х, РВ =  а —х  булади. Томонлари АР ва РВ булган 
туфи туртбурчакнинг юзи х (д -х )  га тенг. Юзларнинг урта- 
ча кийматини т о л и ш  формуласидан фойдаланамиз:

7 .1 .  Температураси 20°С булган хонада турган бирор 
жисмнинг температураси 20 минут ичида 100вС  дан 60 ‘С 
гача совийди. Ж и с м н и н г совиш крнунини ва неча ми- 
нутдан сУнг у 30°С  га совишини топинг.

Е ч и ш .  Н ью тон к,онунига кура (совиш  тезлиги тем- 
пературалар айирмасига туфи пропорционал) к^йидаги- 
ча ёзиш имиз мумкин:

Демак, = ^ - с м 2.

7. Дифференциал тенглама

www.ziyouz.com kutubxonasi



Агар I =  0 булса, Т  =  ЮО’С  булишидан фойдаланиб, 
С  =  80 эканлигини аниклаймиз. Агар I *  2 0  б;улса, у \олда 
Т=  60°С булишидан фойдаланиб, к ни топамиз:

1п 40  = 2 0к + 1п 8 0 ,  бундан к = -  ~ .

Шундай килиб, жисмнинг совиш  конуни

г1п 2

Т -  20 = 80е~ 20 = 80 ( 1 ) 2° ёки Т = 20  + 80 ( 1 ) 20

куринишда булади. , ,
Т ~  30° да 10 = 80 ^ )20 к̂и(^)20==̂  га эга  буламиз.

Бундан э с а ^  = 3 —> / = 60 ни чосил к^иламиз. Д ем ак, ж и с ­
мнинг температураси 60 минутдан сунг 3 0 вС  булади.

7 .2 .  Асосининг диаметри 4 м ва баландлиги 6 м булган 
цилиндр шаклидаги идиш вертикал \олатда куйилган булиб,

у сув билан тулдирилган. Идиш тагидан радиуси г  = тг м 
булган дойра шаклидаги тешикдан сув чик,иб кетади. Тула 
идишдаги сув неча минутдан кейин тулик, чик;иб кетади? 

Е ч и ш .  Л баландликка эга булган идиш нинг пастки

тешигидан чик,иб кетувчи с у ю к л и к н и н г ^ (* )  тезлигини 
аникловчи Бернулли формуласидан ф ойдаланамиз:

V = 5^2^й ,

бунда % =  9 ,8 м/с2 — тортиш кучининг тезланиш и, д — 
суюкликнинг хоссасига боглик булган узгармас коэффи­
циент (сув учун д~  0,6),

Фараз к,иламиз, гсоатда идишдаги су вн и н г баландли­
ги И м га, А  вак,тда эса (¡И м га камайган булсин. А  чексиз 
кичик вак,т оралирида чик,иб кетувчи су вн и н г \ажмини 
икки усул билан аниклаймиз:

а) А> \ажмининг баландлиги \е1И\ ва асоси  г(г =  2 м) 
радиусли доирадан иборат булган цилиндр катлам \ ш -  
мидан иборат, яъни

сЫ = я г1 \сМг\ = - я г 3 А* ;

б) иккинчи томондан бу катлам х аж м и н и н г баландли­
ги уА  (бунда V — суюкликнинг ок,иб чик,иш тезлиги) ва
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идиш асосидаги  тешикдан иборат цилиндр \ажмига тенг. 

Агар теш и к радиусини р  ( р = ~  м) деб олсак, у холда

■= np1vdt =

булади.
а) ва б) иккита бир хил ^ажмни билдирувчи ифодалар- 

дан куйидаги

~r1dh = 5p2̂ J2ghdr

тенгламага эга буламиз. Бу тенгламани узгарувчиларни 
ажратиб, сунгра интегралласак,

г2 (Н\ . 2г1 гг

ни \осил к,иламиз. Масала шартига кура { — 0 да Л =  Л0 =  6 м 
булгани учун узгармас С нинг к,иймати

булади.
Шундай килиб, / ва Л орасидаги богланиш

2 г2

тенглама билан аникланади. Бу формулада И = 0 деб, сув- 
нинг тулик чик;иб кетиш вакти Т  ни топамиз:

г _ 2г2̂

М асала шартида берилган кийматлар г = 2 м, И0 = 6 м,

д =  0 ,6  м ,р  = м, g — 9,8 м/с2 ларни урнига к,уйиб,

7 =  1062, С —17,7 мин эканлигини аникутаймиз.
7 .3 .  И ккита тугри доиравий

х г + у2 = Я2 ва X1 + 1 1 = Я2

цилиндрлар билан чегараланган ж и смнинг \ажмини то- 
пинг.

Е ч и ш .  Цилиндрлар Ох ук,ига перпендикуляр булгани 
учун ва \осил булган жисмнинг абсциссаси х(~  Я < х<  Я)
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нук,тадан утади. 84-чизма- 
да жисмнинг саккиздан 
бир кисми тасвирланган. 
Кесим томони л^+У =Я 2 
айлананинг ординатасига,

яъни .V =  4 р 2 -  х г гатенг 
квадратдан' иборат. Квад- 
ратнинг юзи х  нинг фун- 
кциясидан иборат булиб, у

а д  = У  = Я 2 -  х 2

га тенг. Ж исм нинг с а к ­
к и зд а н  бир К.ИСМИНИНГ 
хажмини ^ и со б л а ш  учун 
Куйидаги интегрални \исоблаш керак:

Бунда нУ  = у  У?3 (куб бир.)ни *оси л  киламиз.
7.4. Кундаланг кесими узгармас булган ходанинг эги- 

лувчанлиги ва охирги нук,тасига тупланган эркли куч Р га 
эга булган ^олати

йй7
Рх_
Ег (I)

дифференциал тенглама билан ифодаланиши материал- 
лар каршилигида исботланган, бунда ш — кесим абсцис- 
саси х  булгал ходаниж  л и л и ш и ,  хода кесммининг 
"бурилиш каттикутги" деб аталувчи узгарм ас микдор. (1) 
тенгламанинг ш(е) =  0; о)'(е) =  0  бош лангич шартни к;ано- 
атлантирувчи ечимини топинг.

Е ч и ш .  Берилган дифференциал тенгламани икки 
марта интеграллаш ёрдамида умумий ечимини топамиз:

,2с/со
Ег

а){е) =  0 бошлангич шартдан фойдаланиб, С, 
мае сонни топамиз:

узгар-
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о = — р~ - е-  + с  = > с  -  Ре
и Е1 2 +  С ' ^ С > £ г  ~ 1 ~ Щ -

Ш уни нг учун:
Ай =
¿г  Е1 2 2£? 2 г И  '  •

Буни иккин чи марта интеграллаб,

® = - 2 ® | Т - Л + С,

ни *осил киламиз.
Биринчи а>(е) =  0 бошлангич шартдан фойдаланиб 

топамиз:

0 =  -
2 Ег Т - 3 + Сз ,

бунданС2 = ~ - щ  ни аник^лаймиз ва натижада

(О /> ( У  _
2£г 3 * 2Х /V

3£?

ни хосил киламиз.
7 .5 .  0хук ,и  буйича тугри чизидои харакат килувчи нук,- 

танинг асоси й  харакат тенгламаси

Лст
с/г

=

куриниш да ё з и л а д и ,  бунда т ~  н у^тан и н г м а с с а с и ,  
/гх — Ох Укидаги нук,тага таъсир этувчи куч проекцияси.

Бошлангич тезлиги уц, бошлангич вакти / =  /̂ ва унинг 
координатаси х  =  х0 га тенглигини билган чолда нук,та- 
нинг харакат конунини топинг.

Е  ч и ш . М асал а  шартидаги таъсир этувчи куч =  mg 
га тенг (в — тортиш кучи тезланиши). У  хдлда берилган 
тенглама

с/2х  .. с/2х
т - ^ = щ  еки у  = 8

куринишга келади. Буни бир марта интеграллаймиз:
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t =  /0 да бошланРич теалик v =  v0 га тенглигини эътибор- 
га олиб, С, ни топамиз:

v0 = gto + С, => С, = v0 -  gtn.

Натижада:

^  = g ( t -  ¡o) + v0 => í/x  = l# ( í  -  /0) + v0]dt.

Иккинчи марта интеграллаб,

*  = V  + g ^ ¿  + С2

ифодага эга буламиз. х  =  х0, / =  /0 бошлангич шартдан 
фойдаланиб С2 ни топамиз:

“  V  +  С2 => С2 =  JCq — Vgí .

Натижада

л  = V  + g + * 0 -  V 0

ечимга эга буламиз. t0 =  0 булганда нук,та ^аракат к;ону- 
нига эга буламиз:

0/2
X = х0 + V  + •

8. Куп узгарувчили функция экстремумини топиш

8 .1 .  Периметри 2р га тен г булган  учбурчакларнинг 
ичида тенг томонли учбурчакнинг ю зи  энг катта були- 
шини исбот килинг.

Е ч  и ш . Изланаётган учбурчакнинг томонларини м о с  
равишда х, у  ва z билан белгилаймиз.

Герон формуласига кура учбурчакнинг юзи:

S = s ¡p (p ~ x ) (p ~ y ) (p -z ) -

Агар z = 2р  -  X -  у га тенглигини эътиборга олсак  ва z 
Урнига бу кийматни куйсак, ю з  формуласи

S(x,y) = *]Р(Р~Х)(Р-У)(Х + У -Р )

икки узгарувчили функииядан иборат булади.
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Бу ф ункциянинг экстремумини текш ириш учун уни 
квадратга к^тарамиз:

/ (х ,  у) = S 2 = р(р  -  х)(р -  у)(х + у - р ) -

Биринчи тартибли хусусий хосилаларини топамиз:

У- = р ( р -  у)(2р  ~ 2х-у )\  = р(р -  х)(2р  - 2 у - х ) ,

Бу \осилаларни нолга тенглаб,

р ( р - у ) ( 2 р - 2 х - у )  = 0, 
р ( р - х ) ( 2 р - 2 у - х )  = 0

системага эга булам из ва уни куйидагича ечамиз:

О Р~У = 0 | ,  2) 2/? -  2х  -  у  = 01 ,

р - х  = 0 2/7 — 2_v — jc = Oj

4) 2р -  2у -  х = §) ,  
р - у = 0 )

Бу системаларни каноатлантирувчи

(РуР)\ ( у р , \ р )'у (°'р )

стационар нук,таларни топамиз. Бу нук,талардан фак,ат

нук,та м а са л а  шартини каноатлантиради,

цолганлари эса  каноатлантирмайди (бунга учбурчакнинг 
томони ярим периметрита тенг була олмаслиги сабаб була-

Д И ) ' /2 2 \
М \1Р' 1 Р) нУКта экстремумини текширамиз:

0  = -2р ( р - у ) -  ^ г  = - Ы р - х ) -

3) 2 р - 2 х - у  = 0
р -  х  = О

* L  = pQ x + 2 y - l p ) ,  Л = t l "
Эх2

в  = Г э 2/ ' ' =  - 1 / .  с  =
Эхду

\  У«  3 ’

= - V  
<*г L  з р
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t± = A C - B l = | -± р{ - \ A W ) A - h A P2 =

= V - V - V > 0 ;

Д > О, А < О булгани учун текширилаётган нун^гада функция

максимумга эришади. Демак, х = - р , у  = - р  да функция
j  j  2

энг кагга к^йматга эришади. У холдаz = 2 p - x - y = j p  ва
х =  у -  z булиб, учбурчак тенг томонли булади.

8 .2 .  Каналнинг кун-
А Пд а л а н г  к е с и м и  т е н г  л и

ёнли трапеция шакли- 
да булиб, унинг юзи S 
га тенг. Каналнинг чу- 
курлиги ва трапеция ён 
т о м о н и  а с о с и  билан 
ташкил этган бурчак а  
кандай булганда сув те- 
гиб турувчи периметр 
энг кичик булади (85- 
чизма).

Е  ч и ш . Сув тегиб турган периметрии z билан белги- 
лаймиз. У \олда

Z = A B + B C + C D .
Чизмага кура

h

h

И а С

85-чизма.

h = CD sin а  

2h

CD =
sin о

У  \олда z = а  + - —  булади. а, И ва а  учта Узгарувчили z 
функцияга эга булдик. Масала шартидан фойдаланиб, уни 
икки узгарувчили функцияга келтирамиз. Трапеция юзи 

B C + A D5  = •А, ВС = а , AD = BC + 2ED = a + 2hct&a

булгани учун: S = 2fl+2/lctea h => S -  (а + Actga)A =>

а = j  -  Actga

булгани учун z куйидаги куринишни олади:
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z = ~  -  Actga + h sma

бу эса h ва а  га нисбатан икки узгарувчили функция. Унинг 
хусусий \осиласини топамиз:

I г  = -  -п- -  c tg a  + - Л -Bh h s m a
Bz I 7 = h cos ec  a  -да

2h cos a  

sin2 a

ва куиидаги и кки та тенгламалар си стем аси ни ечамиз:

-  Д- -  ctga + ~Л- = 0, 
A2 sin a

, 2 2A cosa  л h cos ec a  — ^ —  = 0,
sin^a

буни соддалаш тирам из:

F  +
2 - c o s a

sin a  

A ( l -2 c o s a )

= 0,

sin2 a
= 0.

Иккинчи тенгламадан, h{ 1 -  2 cos a )  = 0 бундан h =  0  ёки 
1 -  2 cos a  = 0  • Ammo h чукурлик нол була олмайди, шунинг 

учун 1 -  2 cos а  = 0  булади ва бундан cos a  = ~ , a  = j  ^осил 
кдпамиз. а  нинг бу к,ийматини биринчи тенгламага куямиз:

Л *
S

ТУ А = J s
И з'

Энди а  ва h нинг аншукшган к,ийматларидан фойда- 
ланиб, иккинчи тартибли х,осиланинг к,ийматини аник,- 
лаймиз:

э 1г 2 S 
А2"

B2z _  2 I - c o s a + c o s 2 a  ^
Bh А ’ da‘  sinJ a

А, В  ва С со н л а р н и  топамиз:

А = В =  0 ; С =J s -Уз 

А = АС -  В 2 =

B z  l - 2 c o s a
даBh sin2 a

v s -Из 3
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Д ем ак, h ва а  нинг аникданган к^ийматларида z функ­
ция минимумга эришади ва у

га тенг булади.

2 -§ .  Амалий машгулот дарсида олий математикадан 
ёзм а иш утказиш вариантидан намуналар

Маъруза ва амалий машгулот дарсларида талабалар- 
нинг олий математиканинг бирор б^лимларидан олган 
билимларини аниклаш ва уни мустах,камлаш, шунингдек 
назорат кдлиш максадида ёзма иш утказилади. Ёзма иш 
вариантлари кдндай тузил иши ва унда нечта мисол ёки 
масала булиши жуда катта а\амиятга эга. Ш унинг учун 
ёш укитувчиларга ёрдам тарикдсида куйида ёзма иш ва- 
риантларидан намуналар келтирилди.

1 . Б и р и н ч и  ё з м а  и ш  “Л и м и тл ар ” бобига багиш - 
ланган булиб, унга бир соат вак,т ажратиш  лозим. Бу ёзм а  
иш вариантларида 6 та дан мисол берилган булиб, улар- 
нинг лимитларини топиш керак.

1-вариант

2. limШ И  -----т--------- —  .
х - * - 1  X  + Х ~ Ь

4 . lim
2 х 2+ х - 3

2-вариант
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V2I + 3 - 3
x-»3 2 - V x + T  

s in5y
arcsin 2y

~ ,• 2 x 2- x - l  
2. lim-— t — . 

jc-»i 4 - 3 x  - x

m3-8/n+l
4. lim

‘ s (S )
3/n3- w + 4  ’

2 x -4

1 Urv. ^2"161. lim —5—-—
x - » -4  X  +5x+

1 limJ - /!-»0

x 2+5x+2 

V«2+ 9 - 3

5 . l i m J ^  
t —»0 l - c o s 4 x

lim x + x -3
x-*3 x  - 4

3. lim
5-VrnM

m-*4 ' J l m + l  - 3

5. lim arcsin x
x-»o 3 x s in x

4-eapuaHm

-  . .  2 x 2- 1 6 x +1 
2 . lim 3— — - .  

x-»-i 3x  + 5 x - 2

„ 3«2-4«+ l
4. l i m — 2------r  .

n—*«w 2/i +/t-2

6. lim -
3 x - l

l - 4 x

S-eapuanm

2 . lim 3* 2: 2* - '
x->-1 x  -1

, 2-3n -n 2 
4. lim —, -------.

rt— 2n — rt+l

6. lim 1 + -=—j  
x->~ \ 3 x -4

l - 6 x

1. l i m ^ i ^  
x - i  x  + x - 2

3. lim
x-*3

S x + l  - 4  

x 2- 9

6-eapuanm

2. lim
2x + x -3

x—»i 3x 2+ x +2 '

. 3«2- 4 n 5+2
4. l im — *— ,—  

fl-»“  2/ r+ 3« -n
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1. lim
2 х 3- З х - 2

3. lim
x - * 0

2 x 2- 3 x + 2  

V4+3x->/4-3x

5. lim

Ix

l - c o s 4 x  
"До xsin 3x

-  . .  4 x 2+ 2 x - 3
2. l i m — 2------ —

x~*\ x  + x - 2  

4 л 3- З л 2 +1
4. lim

2 я 2 + З л - 5  ' 

2 x + 3

lim
3x2-IOx+3

.v-»3 x  - 2 x - 3

3. ! i m # H
x - * 2  X  -2x

l - c o s 4 x  

tg2 5.x5. ürç

8-вариант

2. Hm
X-+3 x  - 2 x - 3

4. lim
x 6- 3 x 2- 2

2 x 6 + 4 x + 5  ’

i ( ^ r '
X -» -» ЧЁМ

1. lim
3 x 2-1 4 x + 5

x -» 5  X  - 6 x + 5  

л 3x 2- I 4 x - 5

3 - I S S i P i e T j ü

с
-• *_»u 4x

9-вариант

3 x 2 - I 4 x - 5  

” ” 5 2 x 2- 6 x - l  5 '

6 x s - 3 x 2 +l 

3 x 5+ 2 x + 3  '

2. lim
дг-»5

4. lim

6 lim ln
\ l - 4 X /

л +3

1. lim
2 x 2- 1 3 x - 7

C O SX -C O S X

----- 4 ?

10-вариант

2. lim
3 x 2 - 5 x - 2

4. lim

•2 x 2 + 5 x + 6  ' 

x 3 - 4 x 2 +5

3 x 4 + 2 x * ^ x  

3x
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1. П т
т ~ * з  / я - 5 / и + 6

3. Н т 7 x 4 - 2
•« -» 5  > / 2 х — I - 3  •

5 И т  со5х - с055х
л -»0 З х 2

1. П т  ^ £ г~||-у+5 
*-»5 х2-7х+10 ‘

3. Н т
Т9Т7-3

5. Н т

\ / х + 4 - 2  ' 

1 —С О Б 5 х

х - * о  x t g 2 x

* - » - 2  х -Зх-10

4. Н т ^ И  
5х -Зх-2 '

6. Н т
-V -»“  1, 2 х - 1

12-вариант

т  54~ - 4 х - '  
-I х2-6х-7 ’

4. Н т 9 х 5 - 4 х 3 + 1

3 х 4 - 2 х - 3

6. Н т ( 2 л - 3 ) * - 2

13-вариант

Ч “Я ^ Й £ г -  2. Ш п - ф ^X ~ 7 х + 6  л-»-з 2 х ,г+ З х -9

з. П т  ^5х+То- 4 П т 3̂ 2- 4« '

5 . 1 т 1 8т 5 * . й 8 3 * .  6 .  и т ( 4 £ ± 5 р
л-»-» \ 4х-1

14-вариант

I. Н т ^ ф 17^ 28 
* - » 7  х  - 9 х + 1 4  '

3. Н т ^ -  
т - » 3  ^4/И-З-З

5 . П т
х - * о  S l n 3 x t g 2 x  '

2. П т - ^ - 5* * 6
дг-»2 З х  - 4 х - 4

4. П т ^ -3̂ 1 , 
* - * -  4 х - х  + 4

5х
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3.
x 2- 4 9

*-»7 V2x+ TT-5  '

5  l im tg 23 x c t g 22x‘ д--*0

4 .
л— 6 x  + 3 x -5

6 - Й2(ШГ-
16-вариант

1. 2 . lim 4 ^ - .
- * - » - 2  2 x  + X - 6  JC -»4 x - 2 x - 2

3. ü m ^ p L î .  4. l i m ^ í - í í  
*-»i X - X  х  - 2 х + 3

5 ü m— 6 l i m / ^ í
э - jt-*q arctg îx  • ö - i ï ï l U x - i /  •

17~вариант

1. 2. I í m ^ b Z í r ? .
д--»2 x ¿ + x - 6  х->2 х 2 -7 х + 1 0

З . й т Щ ! .  4 .  lim -Ч ~ 2 - * 7 .
v X + 1 —2 3/r -4 л + 5  ’

5 .  Ü rP .sin .S .vrtpy  6  l i n W T v - K Y ^
* - ♦ 3  v ,x -* 0

18-вариант

1. l i m  3Ç +Xr 2 2  н ш ф ^ .
3x  + 4x + l  л—>-3 x  +4x+3

3 lim Æ S - Æ t  4  lim ^ ± 2 .
JT-»5 X  - 5 x  я - » -  Л +2«

5 .  l i m i n g .  6 . l i m  I n f  <¡4)'
x-*o 1—c o s 2 x  n-»~ \n+2/
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1. lim -------
x-*-\ 3 x - + x - 2

3. Hm
x~*2 - J lx -2  '

S I im 3 x -c tg 7 x

. ,• 3x7+6x+ 4
4- lim . 7 ,  <x-*«* ~3a!+5

< s ( S ) ‘ "

, x 2 + 2 x - I 5

’ • J™ 5 2 7 7 7 ^ 5

3 lim V6x+T-5
Jx-2  ‘ 

xsin 3x
5. lim

-V—*0 c o s x - c o s 3 X

20-eapuanm

2. l i m ^ f i  
i_ , i  4 x - 3 x  -1

. 8 x 5+3x2- l4. l i m — --------
a-»«  2 x  - x + 5

-  H ® r

lim
2 x 2 + 9 x + 4

x —>-4 j r - x - 2 0

V ?+ 9 -3

x-*° V x2+2 5 - 5

5. lim
xtg2x

*-+<) l - c o s 3 x  ■

21-eapuaHM

2- üm .
x-*i x  + 2 x - 3

4. l i m ^ f ^ .
n-»~ rt +3rt-6  

6- lim (3x  -  2)
X “ I

1. Um
3 x 2 - 5 x + 2

x-.]  x 2 - 4 x +3

,• V x - 3  lim , —  
* -*9  -J2X-2  - 4

arcsin 2 3 x

22~eapuanm

2. l i m ^ - 14- ,  
a -*2 3 x  - 7 x + 2

. 6 x 4 - 3 x 2+x
4. lim „ , 2 .* - *—  2 x  - x  +4
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23-вариант

, Ит х2+Ъх±1 2. Пт Зл"' |1'х -4 .
х->-2 2 х 2+ 5 х + 2  л-»2 2 х  - З х - 2

„ -¡х^ А -Л  л ..  Зх4 - 4 х 2+5

4 ^ б ? Т Й = ш -

6. И т ( 5 - 2 * р .

24-вариаит

1. Н т ф ^ . 2. Ит 3̂ х-5 .
л-*4 х  - 2 х - 8  *-»-1 х  + 5 х + 4

з. П тУ Ц р ^ Т !. 4. Пт ■
л-»о 5х  и-»- 2п+п -Зп

5. Н т 5 т 2 3 х - < ^ 25д;. 6. И т  (7 -  6 х ) з ^ з .
*-*0 х-»| '  '

25-вариант

1. )>т * а~*~1 2 . 2. 1»т 2* 2~3*~ 9 .
»-з х  +5х+ 6  *-»з Зх - 5 х - 1 2

з  П т т = £ ± -  4 М т -2х,3- 7? 4
* *-»« 7 5 х + 5 - 5  ' * * - » ~ 6 х  - З х  +2  ‘

5. П т  51% 3̂ - .  6. П т ( ^ )  . 
л—*о а г с ^ ' 2 х  л-»~ \ х - 4 /

2 .  И к к и н ч и  ё з м а  и ш  “Х о с и л а  ва унинг татби-
ки” га дойр булиб, унга икки соат вак,т ажратиш  лозим.
Бу ёзма иш вариантларида 5 та дан мисол ва 1 та масала
берилган. Уларни куйидагича бажариш керак.

1-2-мисолларда: берилган ф ункциянинг биринчи тар-
тибли \осиласини топиш керак.

3-мисолда: берилган функциянинг аргумент х  нинг бе­
рилган кийматидаги биринчи тартибли \ оси л аси н и н г
цийматини \исоблаш керак.

4-мисолда: берилган функциянинг иккин чи тартибли
( У )  ^осиласини топиш керак.
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5-мисолда: параметрик куринишда берилган функция­

ми топиш керак.нинг иккинчи тартибли \осиласи| -̂ 2̂ 

6-масала шарти вариантда берилган.

¡-вариант

1.  у  =

3. / ( * )  =

y l+ C O S 3 X

l+ s in 3 x
X

2. у ш
„-•Гх

1+е7 7

2х-1

4. y, = il( 1 - х ) 2 .

, X = -2 .

5. X = arcsin(/2 - 1 ) ,  

у = arccos 2t.

6 . у  = эгри чизик, а нинг кандай кийматида Ох
ук,ини 45° (эурчак остида кесиб утади.

2-вариант

1. у =

3. Д х )  =  -\/?, х = -$ .

4. у = 2ctg2* .

2 . у =

5. X  = t 2 + 1 + 1, 

у  = /3 + /.

6. ху — 8 ва =  12 гиперболалар TÿFpn бурчак
остида кесиш иш ини курсатинг.

3-вариант

\. У = (х+1)2(х2+1)3 2. y = tf(\+sin32x)2 ■

3 . / ( * )  =  *  = о, 01

4. >> = X • е* . 5.
^ = — г-COS I

6. X2 +  у2 =  8 ва .у2 =  2х эгри чизик,лар кандай бурчак 
остида кесиш иш ини аник^анг.
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1_ у = л]х + х -tfx . 2 . У = У

3. / ( х )  = х 2 - А ,  х  = ±2  .2х'

4. ^ =  Х£ * . 5.
х  =

У =

2-t
2+F*
t2

2+F'

6 .у  = — гипербола ва у  = 7 х  парабола кандай бурчак
остида кесишишини аниьутнг.

5-вариант

1. У = з 1+sin3x 
3+2 sin Зх

X3 ..2

2. у = e ^ a rc tg 2x  .

3- / ( х )  = у - х  + х ,  х  = - 1 .  

4. у = l n ( l n x ) . 5. х = 2 cos3 2t, 
у = sin3 2t.

6. у  = x~x3 эгри чизик билан у  = 5х туф и чизик; к е с и -  
шиш нук,тасида ташкил этган бурчакни топинг.

6-вариант

1. у = ljx + y[x .
3. f { x )  = ех co s3x ,  х = 0 -

4. у = xVI + х* .

2. У = 

5.

l+sin 2х
1—sin 2х  

Г V- _  *>» *2* 5
3у  = 3/.- г .

6. х = t2, у = /3 ярим кубик параболанинг t — 2 н у к та -  
сида утказилган уринма в а  нормал тенгламасини тузи н г.

7-вариант

1 . у =  — 1 —  - 2 у]бх + 5 . 2. у  =  cos 2 *  s in 2 * .
Vx3+x +1

3. f ( x )  = ln(l + x)  + arcsin x  = 1.

489
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7 í ^ 7 '

X = 3 cos t, 
у = 4 stn2 1.

6. X2 +  У  =  5 ва y2 =  4x  эгри чизикларнинг кесишиш 
нуктасидаги бурчакни топинг.

8-вариант

1. у = - *  . 2. у =  sin3 5х • sin5 З х .

Гх = 2 cos3 1,
3. /<*) = tg3 f , X = 2 .

4. y = i H .  5.
*  [y = 4 sin3 /.

,  jc-l „ „
T+x7 ЭГРИ чизик* абсииссалар укини к,андаи бур- 

ч ак  остида кесиб утади?

9-вариант

\.У = Х ^ .  2. / (jc) = e' » V

3. 2у = ] + ху\ х  = ],у  = I .
. 7  ̂ íx  = cost  + /sin t,

4. y = X ln X • 5. .
\y = sin t -  /COS t.

6. X 2 +  У  + 4 х - 2 у - 3  =  0 эгри чизикнинг Oy уки би- 
лан кесишган нуктасида утказилган уринма ва нормал- 
нинг тенгламасини тузинг.

10-вариант

1. у = y¡X + yfx . 2. = е'6* c o s x .

3. у = (х + у)1 -  2 7 (х  -  у), X = 2, у = \ .
А 3 Sx * ¡X = 2 c o s  î -  COS 2/,4. у = X е • Ь. J ’

[у = 2 sin t -  sin 2t.

6. y = 4x  — X 3 эгри чизик,нинг Ох уки билан кесишган 
нуктасида утказилган уринма ва нормалнинг тенгламаси­
ни тузинг.

www.ziyouz.com kutubxonasi



1. у = Vjc2"+ 1 + Yjc3" + 1 . 2. у  =  a rc s in (tg x ) .

3. y e ' jc = 0 ,y  = i .

4. ,  = ( l + x 2) tg x .  S . \ x = 2,2 + '<
[y = \nt.

6. xy ~ 4  гиперболага а б сц и с са л а р и  jc, =  I , x 2= - 4  
булган нук^таларда ^тказилган уринмаларнинг тенглама- 
сини тузинг ва уринмалар орасидаги бурчакни топинг.

¡2-вариант

.  „  _  y[x2+ j x  л  ,
• ‘ У ------з— г~ ■ 2. у  = е х sin X •X —4х J

3. у2 -л г  + l n ^ ,  х  = \,у = 1.

Л X 4 с  ¡X  =  3 t - t \4. у = е  cos X • * J-  i
[у = Зг2.

6. Моддий нук,та 5  =  Р—Зг* + Зг +  5 крнун буйича 
тугри чизик^и \аракат цилмокда. t ва^тнинг кайси мо- 
ментида нуктанинг тезлиги нолга тен г булади?

¡3-вариант

1-CO S*
1+COSX

I. у = 5yjx2 + Æ + ^ -  2.  y  = l n l n j

3. x = f l n t ,  y = î = 1.

-X . . . . . . .  r \x = 2/ -  P,4. y  = 4 eus Л  ,  ^
y  = 2/2.

6. Иккита нукта 5, =  /3 -  Зг ва S2 =  г3 — 5t2 +  17/ — 4 конун 
буйича TÿFpw чизик^и \аракат цилмокда. Вактнинг кдйси 
моментида уларнинг тезлиги узаро т ен г  булади?

/4-вариант
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IУ - cos

6. Агар тугри чизиеди \аракат килаётган нук,танинг 
тезлиги v = P  + ? — t + t тенглама билан берилган б^лса, 
нук,танинг t — 3 моментдаги тезланиш ини топинг.

15-вариант

1. у = х 2+1
З х-2

2. S  = cost

3. x  = e 'c o s / ,  ;y =  e 's in / ,  i = j -

4. у = xe~*2 . 5.
\x = In t,

6. Нукта S  =  /3 -  ~ t2 + 4 конун буйича тугри ч и з и м и  
х;аракат ки лм окда. t — 5 да нуктанинг тезлигини топинг.

16-вариант

I. у  = л/х2 + Зх -  lj(6x - 1)2 . 2. у = 1
1-^

3. у = (1 + х 3) ^ 5 - -p-J, х  = 1 ,х  = 0 .

5.4. у = arctg —р х = Г ,
г3

У = М  '

6. Нукта S  = З/3 + /2 -  4 конун буйича т$три чизикди 
харакат килм окда. ? =  5 сек моментдаги тезлик ва тезла- 
нишни топинг.

17-вариант
2х■ у = —гг—----- 4  V T + X .

Vl+x

3. ‘5' = ^ 7  + 4 ’ ,  = 0 ’ / = 2 '

4. ^ = х 3 1 п х .

2. у = sin2 З х .

5. X = t -  sin i,

у  =  I -  COS t.
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6. Нукта 5  =  /2-  8г2 + 4 конун б^йича тугри чи зи к^и  
\аракат кдпмокда. Ва^тнинг к,айси моментида н уктани нг 
тезлиги нолга тенг булади?

18-вариант

1. У =_  з 1 +х 
1-х3

2. у = \11 + 1п2 х  .

3. / ( х ) = х(1 + V ? ) ,  х  = 0 .

4. у = хе 5. х  = в т  у , 

у  = сое /.

6. Т о р м о з л а н и ш  п ай ти да м а х о в и к  / с е к  д а в о м и -  
да<р = 3 + 8/ -  /2 бурчакка бурилади. Вактнинг /= 5 с е к  м о ­
ментида маховик айланишининг бурчак тезлигини топ и н г.

19-вариант

1. У = \1х + у[х. 2 у — 41п*У 1-1пх •

3. /(*> = - ¡ 7 7 ’ *  = 2 -

4.
^ = | п ‘8 ( ? + ! ) '

 ̂ |х = соб а(, 
[.V = а(.

6. Т о р м о зл а н и ш  п ай т и д а  м а х о в и к  1 с е к  д а в о м и -

даф = 4 -  8/ + /3 бурчакка бурилади . Вактнинг 1 м о м ен т д а -
ГМ бурЦЯк- ТРТПЯНМ111МНМ тлпин г

20-вариант

1- у = Ь х 1 +1 + У 7 - 4  ■

3. / (* ) = £ ,  х = 1.

4. у  = xa.xc.igx.

2. у = у ^  х  - с г & х  + х .

5. х  = е2', 

у ~ сое Л

6. Т о р м о з л а н и ш  п а й т и д а  м а х о в и к  / с е к  д а в о м и -
даф = (2 -  8г -  3 бурчакка бурилади. М ахови к т^хтайдиган
вак? моменти г ни топинг.
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21-вариант

l . ,  = W T T ? .  2 . ,  = , n J Ï Ï g - x .

3. S(r)  = - ±  + Ç ,  t = О, 1 = 2.

.  X  -  X = COS ir ,

4 - У = 7 Ц -  Ч  , 2 ,[у = t -  sin/.

6. Ж исм температураси Г  нинг / вак,тга бокли^ \олда 
Узгариши Т  =  0,4z2 тенглама билан берилган. Вак,тнинг 
/ =  10 сек  моментида бу жисм кандай тезлик билан к,изий- 
д и ?

22-вариант

i .  у - 5 ^ 5 7 Т з — = 5 ___ _ 2. ^ = ш J ß ™ .
477х+\ Vl+COSJ[

3. у  = е Æ \  X  = е .

4. _>’ = X -  arctgx- 5. X = tg/ + ctg/,

у = 2 ln ctg/.

6. Массаси 5 кг булган жисм S  = З/2 + / + 4 конун буйи- 
ча тугри чизикди ^аракат кдпмокда. Жисмнинг ^аракат бош-

( mv2
лангандан 4 сек утгандан кейинги кинетик энергияси “у - 
ни топинг. ^

23-вариант

1. у = З^х + 5х 4 . 2. у = ln(ex +yfi~+ë*^J.

3. y = f s j ,  X = f .

4. .у = s in x  -  у cos3 X . 5. x ~ s + ’̂

U = e' .
6. Т о к  кучи / вак,т / га бсжлик; *олда / =  0,4/2 крнун 

буйича узгаради. / =  8 секунд охирида ток кучи узгари- 
ш и н и н г  тезлигини топинг.
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х+ ^ \ +х2

3- / (х )  = (х2 + х  + 1)(х2 -  х  + 1), х  = 0, х  = 1 ■

А. у -  йТСЩ\[х .
[у  = 2ь\п3 /.

6. Н у к ,т а 5  = 2/3 - 2 / 2 - 4  к,онун буйича т ^ г р и  чизик/ш 
\аракат килмокда. г =  2 секунд охирида нуктанинг тезла- 
нишини топинг.

6.у  = х 2 - 6 х  + 8 параболага аб сц и ссаси  х  =  4 булган 
нук,тада утказилган нормалнинг тенглам асини тузинг.

3 .  У ч и н ч и  ё з м а  и ш “Аник,мас интеграл” бобига 
багишланган булиб, унга икки соат  вак,т ажратилган. Бу 
ёзма иш вариантларида 6 та дан м исол  булиб, берилган 
интегралнинг бошлангич функциясини топ и ш  керак.

25-вариант

1. | х 3агс1§х^х .

4.
> 1!у2 - у х 15 х - х + 2  

6. 51П 2хсоз5х^х  .5. 11п2 хс!х .

2-вариант

2. Г _ 3*+ 4 ^
У 6 х - х 2- 8
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5. I cos 2x  cos2 xdx M

x J +8

x+1

/̂3x7T
d x .

3-вариант

>•
dx

2 s i n x - 3 c o s x

3- Í
3 x - 7

x 3+ x 2 + 4 x + 4
dx

2 - i  

4- J

sin 2xrfx 

3sin2 x + 4

i £ t .

5- e -I

4-вариант

9 - x 4

6. Jxr ■ 5 V x  .

2 . л . 
J w+x

3. J 2 x 2- x - l

x 3 - x 2- 6 x

5. j x 2e*xdx.

d x . 4- Í 

6. J

x -a rc tg 2 x

l+ 4 x 2

x+1 

x 2+x+I

dx

dx.

5-вариант

1. \x2 -2Xdx .

3. je~2x sin(e~2x) dx

5. J  X 2 sin x d x .

2. ; dx

4. f ^ L d x .
COS' X

6. f l ± i l  Л .
J x

6-вариант

4

3. j

2. [ x 2 e 2d x .

s in 4 x
l+ c o s 4 x

2x

( x + l ) ( x 2+x+2)
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x2'jx2+1

3  f ____i j j ____
j  4 x 2 -12x + 3

dx

dx

5. Í
n/(1+x¥  ‘

2. j*Jx  In xdx ■ 

4 f — —J 5 - 4 s i n x  '

6. ¡ 4 ^ d x .
J  X  ~Ax

8-вариант

2>nx

xVb-41"7

3. / x+2
Ь + 2 х -

d x .

dx

5- J s i n x s i n Ixdx

1. J s i n 5 x c o s xdx

9-вариант

2 j  H _ ß d x .

4. j x 2 ■ 5x*dx .

6. ( dx
i  x 4 + 2 x 3 + 2 x 2

2. J  (1 — x) sin xdx .

3- J dx
Ax -x 4 - 1

dx
УЗх+Т

5. J(1 -  sin 2x)2dx 6. ¡ Ц ^ ±  d x .
1 x - 2 x J +x

10-вариант

*+2

3- I
5. J 

'• Í

x 3 - 2 a: 2 + 2 x

^arctg2 

1+x2

dx

dx

d x .

V x - X 2 +1

sin5x

1+cos2 5x 

32 — Ш.И.Тожиев

dx ■

I I -вариант

2. Г- í — dbc.
J ex - l

4. J^/xM nxd x.

6. [ s in 5 x c o s 3 x ¿ ¿ c

2. Ja rc tg V x d x.
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у1х2- 2 х+3

x 1dx

> Д - х 2

i .  ¡ t ^ L d x

3. í

t i  
COS* X

xdx

5 _ J c t g 4xdx_

,  [ З Л Л ы л >  
x +x

3. \Щ =с1х.
J l+Vx

5. f

1. /

3 ' (

xdx
2 * 4+ 5 ‘

dx
> ß (x ~ l)  •

y¡4-x4

5. í *  <fc. 
J x4-l6

1. J . dx
( l+ x 2)(arctgx-3)

3. í ^ d x

5. f M í / x .
J V

12-вариант

2 .

4.

6 .

]3-вариант

2 .

4.

6 .

14-вариант

2 .

4.

6 .

15-вариант

2.

4.

6 .

cos л

*+2

V4x^-4x+3
dx

Г х + Г х '

X 2 + 1

( х -1 ) 3(х+3)

с/х

с/х

5 х - 3

>/2х2+8х+1 

dx
4 sin x+ 3co s  x+5 

{ (x  + l)e*dx .

J ( x 2 + 3 ) c o s  xdx

J 272+2x-T5 '

I  sin2 X eos4 xc/x.

j  ? í iL - d x .
J x - 4 x + t 2

f J i í r d x  
J ( 7 - x )  •
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3. J e 2' s in2xdx .

dx
5- I 5—3 cos x

4. J 4 : - 2-y l dx .

6. J

x 3+ 2 x 2 +x

x { Jx + 4 x )
dx.

1 . Í  

3. J

с -5

5x + 3

5. j ln ( x 2 + l)</x.

1. J (x2 + 3)e_2V x

3- Í
dx

x l r r x

x-15. f - 1 ^ - d x .  
J 72x^1

17-вариант

dx 
x 4 - x 2 '2 - i
Л

4  j  </x 

6. j

xyj2x~9
dx

3 + 5 s i n x + 3 c o s x

]8-вариант

M

4 - Í 

6. J

dx

Ь - х - х 2
dx

x 4 - 6 x 3 + 9 x 2 

dx .
l+ c o s x

1. J ( x  + 2)ln xdx

3- Í 

5- J

2 x + 3

x 2 - 5 x + 7

dx

dx.

>/(l-x2)arcsin x

IQ-вдрийнт

2- J 

4 - I

6. J

x 2 + x + 5  

x ( x + 3 ) ( x - 2 )  
dx 

V x + 1 + 1  '

dx 
tg33 x  ’

dx

l .  \ ^ L d x -1 ox

20-вариант
2 x + I
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3. f f xdx 4. i sin(ln x)dx.
] Æ t+ i+ j  '

* 2- 3  s  f dx5- I “ з^гт-г dx • 6. ¡ г г* C  . А *  /  citх * -5 х  +4 ’ ’ 2 sin д:—cos ж '

21-вариант

1. ¡ 2 x -3xdx.  2. J  arcsin xdx .

3. J  £ t l . d x . 4. f -------Щ -------dx.
J 5 * 2+2x+1 S (x + 2 ) (x 2+x+1)

5. f dx 6. f . sinjc tfr
J yj\-2x-1j\-2x  J t f7 + 2 c o s *

22-вариант

2. J  je ln(jc2 + l)dK.

4 ( Л *J 9 - x 4

6. ¡ Ù ^ t l d x .
J x4~i

23-вариант

1. f Vs in X cos5 xdx. 2. f , 8* - - 1
>js+ 2 x -x 2

3. Л .  4 . J  *
1 - *  J x 3+ 4 x - x 2- 4

5. f - ^ f L d b c .  6. f ( jc2 + 1) • 3"£¿c.
J 1 +sin X  >

24-вариант

1. f ^ (a,r ccosb)2^ .  2. f
V l-9 x 2 J 3x +2x+l

3. f ^ - d x .  4 ¡< ^ jX ^ ± \ )dx
cos1 x  } ¡Ц2
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3. ¡х 'е -^ х .

2- Ь '••I

4 .  | 3* " '
х 2-6х+10

дх

5 - ь
х+2

х  -2 х  +2х
ё х .

-6/ * М * 3

4 .  Т у р т и н ч и  ё з м а  и ш  “Дифференциал тенгла- 
малар” бобига багишланган булиб, унга \ам икки со ат  
вакт ажратилган. Бу ёзма иш вариантларида 5 та дан м и - 
сол булиб, берилган дифференциал тенгламаларни ечиш 
керак. 1,2 ,3,5-мисолларда умумий ечи м н и , 4-мисолда б е ­
рилган бош лангич шартни к,аноатлантирувчи хусусий 
ечимни топиш керак.

1-вариант

у - 1X = 0 .

X
2. еи '21%ус1х = ^ ( 1 у .

3. у"+ у' 1&х = $ ш 2 х .

4. у " - у -  со$2х, _у(0) = - | ,  _у’(0 )  = 1.
5. у"+ 4у = .

I V* • /

2. у
3- У
4. у
5. у

2-вариант

^А + 1  + (у\2
х \х}

_ 2* - у  

= 4 с о 5  2 х .

= 5х2 -Ах + 2, у (0 )  =  0, / ( 0 )  = 22у'+ 5у 
у = бш х .

3-вариант

1. (х2 + у2)с!х -  хуёу = 0 .

2. (1 + е2х)у2с!у = ех(1х.
3. уу"+у'2 = 0 .
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4. у"+3у'-\ 0у = хе-2х, у{0) = 0, у\0) = 0 .
5. у " - 3 у ’+2у  = 2Х.

4-вариант

1. х у '-у  = x 2 cos  x  .
2. 3e*tgy¿/x = (1 + e * ) s e c 2 ydy.

3. x*y"+ x2y' -  1.

4. 2y ' = e* ( x 2 + x  -  3), j ;(0) = 2, y ’(O) = 2 .

5. ,y"-4>>'+5;y =
e2x

eos*

5-вариант

1.

2. ^ ' + ^ = 0 .
x

3. х У "  = 6 .

4. y ''- 4y'+ 4y  = s i n x ,  >,(0) = 0, ^'(O ) = 0 .

5. y " +  4 y -  eo s2 x  .

6-вариант

1. y  '+ 2xy  = 2 x y 3 .

2. y'+ y = ex sin x  .

3. y  sin4 x  = sin 2x •

4. y"-3y'i- 2y  = -e~2x, y(0) = l  y'(0) = 0.

„ s  . л  9 x 2 + 6 x + 2  3x

5 ' У ~ 6 y + 9 y  = ^ 0 ^ 2 ) e ■

7-вариант

I • хъу '+ x2y + x  + I = 0 •
2. (x  + y)dx + xdy = 0 .

3. y y " +  I = y ’2 ■
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4. у"+ у = co s3x ,  * ( § )  = 4, У ’ ( | ]  = 1.

5. y"+ 2y'+ у = 3e'x-Jx + 1 .

8-вариант
. 2у е'*1 

1 У + —  = ------.
> у  X  X  •

2. 1 + 0  + / У  = 0 .

3. х У "  = / ,г .

4. = М0) = 1, у'{0) = 2 .
5. / Ч  /  = t g x .

9-вариант

1. у  ’+ 2ху = х е_А’2 .

2. *  cos -  (yrfx + xdy) = X 2 sin — d x .

3. у'2+ 2уу" = 0 .

4. У 4у = Эхе"*, >-(0) = 0, у  '(0) = 0 . 

5 -

10-вариант

1. ху + у 2 = ( 2 х 2 + ху)у ' .

2 .  у ' + ^ т  +  х 2 = 0 .
'  х+1

3 . v "  =  2 у у ' .

4. у 'Ч  4у = s inx ,  _v(0) = 0, у ' ( 0 )  = 0 .

И-вариант
1. х у Ч  у  = sin X .

2. y 2dx = (ху — x 2)d[y .

3. 2xy'y" = y'!- l .  
è
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4. у" -2 у '+ 2 у  = 2х, у (0 )  = 0, >, '(0) = 0 .

5- у  ву  '+ 9у =  З6\[хе3х •

12-вариант

1. * / - . V  = x t g £ .

л , 1-2* ,2. у + - ^ - у  = 1 .

3. 2 х у "  = 1 + / 2 .

4. 2 у "+  у ' - . у  = 2е* ,  у (0 )  = 0, у '(0 )  = 1.

5. у"+ у =
cos 2х

13-вариант
у

У _  ". у ' -  L  =  е х ■
X

2. / +  = ‘ 
л **+1 j?+i

3. / * 2 = / 2+ 1 .

4. у " - 4 > ,,+ Зу = е5х, у (0 )  = 3, у'(О) = 9
5. у "+ 4у  = 2 t g x .

14-вариант

I- у ’+ yigx =
cos л:

2. лу ' = у - л у .

-2-д3. Xу"-у' -  X ех.

4. у"+4у = 5е\  у (0 )  = 0, / ( 0 )  = i .

С о  > 15 . у  - у  =
1+ед

15-вариант
У_

1. ху' = у + х ех

2. х + у -  ху '.
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3. х ( у " + 1 )  + .у’ = 0 .

4. У”+У = хех, >40) = 0 ,5 ,  у ’(0) = i .

5 . y " + 2 y ' + y  = Ç .

¡6-вариант

1. у '+  ху = X3 .
Ч . 3 22 . у + 1 у = 7 .

3. х у "  =  у'+ X1 .

4. у " -  у = 2(1 -  х ) ,  у(0) = 0, у'(0) = 1

5. у п- 2 у ' + у  = - * .
V 4 - X

17-вариант

1. x l n  — d - y d x  = 0 .

2 .  у ' х  +  у  =  - х у 2 .

3. у " + - у '  = 0 .
X

4. у " - у  = 9хе1х, у(0) = 0, у ' ( 0 ) = - 5 .
«  .. 2+ C O S 3 X У  у  + у  = -------------

COS X

¡8-вариант

1. у  ' c o s x  -  у  sin X =  sin X .

2.  ( х 2 -  2 y 2)dx + 2xyí/y = 0 .

3. х 2у ”+ у ’2 = 0.

4. у ”+ 6 у ' +  8 у  =  З х 2 + 2 х  + 1, у (0 )  =  ^

sinx

19-вариант
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2. xy  ' ln  ^  = л: + у  1п^ ,

3. х 2у" = 4  .

4. у " -  6у'+ 9у = е3*, у ( 0 ) = 1 ,  >»’(0) = 0 .
5. y " + y  = tg2x .

20-вариант

1. х 2у ’ = 2ху + 3 .

2. у 2 + х 2у' = хуу'.

3. у " = — у .
4. у " + 4 ^  = е-2л, .у(О) = 0, ^ '(0 )  = 0 .

5. у"-Зу'+ 2у= :1  + Т± Т .1+е

21-вариант

1. dy = (у + x 2)dx ■
2. у  = у' In у .
3 .  у * у " ~  3  =  0 -

4. у"~ 4у'+ 5у =  хег\  у (0 )  = -1, ^ '(0 ) = 0 .

22-вариант

1- (х2 -  О у ’-  ху = X'1 -  X ■
2. ( х 2 -  х 2у)у  '+ у2 + ху2 = 0 •
3. х у ”+ 2у' = 0 .

4.  y " - 3 _ v ' - 4 y  = I 7 s i n x ,  j ( 0 )  = 4, _у '(0) = О .

5. у ' ~ 2 у ' + у  =

23-вариант

I • у  2ху  = хв‘ *2 •

2. 3exi$ydx = (1 - e * ) s e c 2 >'с/у .
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3. 1 + у  ,2+ уу" = 0 •

4. у ''-г у '+2у = е3л( 3 - 4 х ) ,  у(0)  = О, у'{0) = 0 .

1 • ху ‘ = Зу -  X4у2 •
2. (\ + y2) d x - jx d y  = 0 ,

3- уу" = у'2 .
4. у 'Ч  2у'+ у = 9е2х + лг, у (0 )  = 1, у ' ( 0 )  = 2 .
5. у''+ у  = ctgjc.

1. у ' - у  = ех .
2. X + ху + у\у  + ху) = 0 .
3. у" = 2 - у .
4. у"+ у = sin 2х, у(0) = О, у ‘(0) = 0 .

5. у  *4  4 у  Ч 4у = е~2х In х ■

3 - § .  Амалий машгулот дарсларида зарур 
буладиган формулалар

Ажойиб лимитлар

' )  1 ™ ( 1 + ^ Г  = е ;  2) l i m ( U x ) i = e ;

3) lim (l + = ek ; 4 )  lim (1 + foc)* = e* ;

y-i~

(Х оси ла ва интеграл жадвали ки тобн и н г форзацида берилди.)

5. У"+У =
24-вариант

25-вариант

8) l i m - — - = In a  ;
X—»0 X

9) l im y  (а у - 1 )  = Ine-
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Энг олдий функиияларнинг юк,ори тартибли 
^осилалар жалвали

N5 Ф у н к ц и я п- тарти бли  ^ о си л а си

1. у  =х" у (п) =  т(т ~  1)(/я -  2 )...(/и -  п +  1)хт_и

2. у  =  1пх у , . . = ( _ 1 Г Ч „ - 1 )! А .
X

3. У = и - ( - , ) Я-. . ( " - И * .  '
У Х ’  1п а хп

4 . у  =  е*> у<п'>=кпекх

5 . у  =  ах у 1п)=(\па)ла'

6 . у  ~  а кх ^ = { к  1п£г)пд*к

7. у  =  я п х У  <й>— 81П
лх + п -

8. у  ~  сск х у п )= соб
п ' х+п— 
2

9 . у  =  ьткх у" = к 2 я т   ̂Ъ с + л * ^

10. у  =  со$кх у(*)=к* со8 кх+п -~

11.

£¡1 п — ж уф т б у лса , >*"' =  бЬх, п — т о к  
б у л с а , у я)=сЬх.

12. у  =  сЬх п -  жуф т б у л са , У "1 =  с Ь х , п -  т о к  
б у л с а , у л,=51и.

Интсгралларнинг куринишига караб, узгарувчиларни 
алмаштириш усуллар жадвали

Ж И н т е г р а л 9 зга р у вч и н и  ал м аш ти р и ш

1.

2.

3.

I *
/

Я

ах+Ь

Х,ь ах+Ь
сх+е

[ах+Ьт\_____ __’ V сх+е  ’
(1х

| я { х ^ а х 2 +Ьх + с\ ¿х.

.  ах+Ь _
=  \ сх + ё ' буНДа Г ~ П> • 

со п л ар га  бутш и увчи  эм г ки чи к 
со н .

Э й л ер н и н г ц уй и даги  учта ал - 
м аш ти р и ш л ар дан  б и р и н и  б а - 
ж ар и лад и .
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1) агар а > 0 б^лса. 1 -  4 ах  -  1̂ах2 + Ьх + с,

2) агар с>  0 булса, х/ + 4 с  = у1ах2 + Ьх + с,

3) агар квадрат уч\ад
ах2 + Ьх + с = (х-а)(х~р) /<х — а )  = -Уах2 + Ьх + с.
бйпса.
| /?|х,-7х2 + а21 ёх4. х =  ёки х  =  а

5. |я ( х ^ х 2 - а 2^с!х а а х — - —  еки х  — -----51П / «К Г

6. | /?|х, \1а2 -  х 2 1 ¿/х X = Д51П 1 ёки х = асом.
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